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Uvod

Prvi cilj ovog rada je sustvano i precizno izloziti osnovne pojmove i rezultate teorije
kona¢no dimenzionalnih kompleksnih reprezentacija kona¢nih grupa. Sljededi cilj je
opisati strukturu PSH algebre te objasniti kako se ona relativno prirodno dobije u
sluc¢aju dviju teorija kona¢nih grupa. To su simetri¢ne grupe, tj. grupa svih permuta-
cija elemenata skupa {1, 2, ..., n}, zan € N, u oznaci S, te generalne linearne grupe
nad kona¢nim poljem, u oznaci GL (n, F,). To je grupa svih regularnih n x n (n € N)
matrica s elementima iz polja F,, gdje je ¢ = p* za neki prost broj p i prirodan broj
k. Struktura PSH algebre, tocnije, strukturna teorija PSH algebri na primjeru tih
grupa nam daje lijepu i korisnu karakterizaciju njihovih reprezentacija.

U poglavlju 1, koriste¢i se uglavnom knjigom [2], dajemo ve¢ spomenuti pregled
osnovnih pojmova i rezultata iz teorije reprezentacija. Cilj nam je prvenstveno doc¢i do
pojma karaktera reprezentacije, restrikcije reprezentacije te inducirane reprezentacije.
Ti su nam pojmovi od posebne vaznosti u drugom poglavlju.

Poglavlje 2, napravljeno ve¢inom prema knjizi [3], je podijeljeno na tri sekcije.
U prvoj, 2.1, precizno definiramo strukturu PSH algebre te dajemo, bez dokaza,
pregled osnovne strukturne teorije PSH algebri. Zatim objasnjavamo, u 2.2, kako
uvodimo strukturu PSH algebre na reprezentacije od S,, te kako time dolazimo do
boljeg razumijevanja reprezentacija simetri¢nih grupa. Naposljetku, u sekciji 2.3, to
isto radimo za reprezentacije od GL (n, F,).






Poglavlje 1

Reprezentacije

1.1 Osnovni pojmovi

U ovoj, prvoj, sekciji ¢emo dati pregled osnovnih pojmova kojima ¢emo se baviti u
ovom radu. Neke pojmove ¢emo smatrati poznatima (kao $to su vektorski prostor,
grupa, homomorfizam, ...), njihove definicije se mogu naéi u [1].

Neka je V' kona¢no dimenzionalni vektorski prostor nad poljem C kompleksnih
brojeva i neka je GL (V') grupa automorfizama tog vektorskog prostora. Ukoliko je
dimenzija vektorskog prostora V jednaka n € N znamo da je grupa GL (V') izomorfna
grupi invertibilnih matrica reda n. Toc¢nije, linearni operator A : V' — V promatramo
kao njegov matri¢ni zapis u nekoj bazi vektorskog prostora V i tada znamo da je
A € GL (V) ako i samo ako je det A # 0.

Neka je G (multiplikativna) kona¢na grupa s jedinicom 1.

Definicija 1.1.1. Reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V je homomor-
fizam p : G — GL (V). Stupanj reprezentacije p je n = dim V.

Preciznije, svakom elementu s € G grupe G pridruzujemo regularni linearni ope-
rator p (s) € GL (V) i to tako da vrijedi:

p(st)=p(s)p(t), Vs teG.
Primijetimo da nam iz definicije odmah slijedi da je
p(l)y=I=idy i p(s7') =p(s)™", Vs eG.

Uglavnom ¢emo pisati, jednostavnije, p,, takoder, kada je iz konteksta jasno na koji
homomorfizam p mislimo ili kada nam sam homomorfizam nije bitan re¢i ¢emo na-
prosto da je V prostor reprezentacije grupe G ili jos slobodnije, da je V reprezentacija
od G.
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Neka je {e1, e, ..., e,} neka (fiksna) baza vektorskog prostora V. Za svaki s € G
neka je Ry matri¢ni zapis operatora p; u toj bazi. Znamo da je

det Ry, 20 i Ry = R.Ry, Vs, t€G.

Obratno, zadamo li matrice (R), . koje imaju ista svojstva zapravo smo zadali
reprezentaciju grupe G na vektorskom prostoru V. Dakle, zadali smo reprezentaciju
“u matri¢noj formi”.

Definicija 1.1.2. Neka su p i p' dvije reprezentacije grupe G na vektorskim prosto-
rima V' i V' redom. KaZemo da su te dvije reprezentacije ekvivalentne (izomorfne)
ako postoji linearni izomorfizam 7 : V — V' takav da je

Top(s)=p (s)oT, Vse€QG.
U tom slucaju pisemo p = p'.

Iz definicije je jasno da ekvivalentne reprezentacije imaju isti stupanj. Pogledamo
li matri¢nu formu ekvivalentnih reprezentacija vidjeti ¢emo da ekvivalentnost zapravo
znaci da postoji invertibilna matrica 7' takva da je

T -R,=R.-T,Vs€G,

gdje je R, matri¢ni zapis operatora ps na V, a R, matri¢ni zapis operatora p/, na V.
Dakle, za svaki s € G vrijedi da je R, =T - R, - T

Primjer 1.1.3. Ovdje dajemo primjere dvaju tipi¢nih reprezentacija.

(a) Reprezentacija stupnja 1 grupe G je homomorfizam p : G — C*, gdje C* ozna-
¢ava multiplikativnu grupu kompleksnih brojeva razlicitih od 0. Zasto? Naime,
svi linearni operatori na vektorskom prostoru dimenzije 1 su zapravo mnozenje
nekim kompleksnim brojem, a svi regularni su upravo oni kada je taj broj raz-
licit od 0. Kako je svaki element grupe G kona¢nog reda, jasno je da su p(s)
korijeni iz jedinice, s € G. Stavimo li da je p(s) =1 za sve s € G dobivamo
reprezentaciju koju zovemo trivijalna (jedini¢na) reprezentacija.

(b) Regularna reprezentacija grupe GG. Neka je n red grupe G ineka je V vektorski
prostor dimenzije n. Fiksirajmo neku bazu od V' i indeksirajmo ju po elemen-
tima grupe G, tj. neka je (e;),. baza vektorskog prostora V. Za svaki s € G
neka je ps € GL (V) takav da je ps (e;) = eg, za sve t € G. Tu reprezentaciju
nazivamo regularnom reprezentacijom grupe GG, njena dimenzija je jednaka redu
grupe GG. Primijetimo da slike od e; tvore bazu za V', zato §to je ps (e1) = e, za
svaki s € G. Obratno, neka je W reprezentacija od G takva da postoji vektor
w e W takav da je (ps (w)),c baza za W. Tada je W izomorfna regularnoj
reprezentaciji, izomorfizam 7 : V' — W je dan s 7 (e;) = p; (w), za svaki t € G.
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Neka je p : G — GL (V) reprezentacija grupe GG na vektorskom prostoru V' i neka
je W potprostor od V. Kazemo da je W invarijantan za danu reprezentaciju ako
za svaki © € W vrijedi da je ps (x) € W, za svaki s € G.

Definicija 1.1.4. Neka je p: G — GL (V) reprezentacija grupe G na vektorskom
prostoru V' i neka je W potprostor od V invarijantan za p. Podreprezentacija
reprezentacije p je homomorfizam p" : G — GL (W) takav da je, za svaki s € G, p!V
restrikcija od ps na W.

Primjer 1.1.5. Neka je V regularna reprezentacija grupe G (primjer 1.1.3, dio (b)).

Neka je W jednodimenzionalni potprostor od V generiran elementom z = Zet.

teq
Tada imamo da je psxr =z, za sve s € G, tj. W je podreprezentacija od V i ona

je ekvivalentna trivijalnoj reprezentaciji.

Dalje ¢e nam biti potrebni neki (osnovni) pojmovi i rezultati linearne algebre, svi
se mogu naci u [1], sada ¢emo ih samo navesti. Za potprostore W i W’ vektorskog
prostora V' kazemo da su direktni komplementi (jedan drugomu) ako se svaki z € V
moZe na jedinstven nacin prikazati kao x = w + w', gdje je w € W i w' € W’. Tada
pisemo V =W @& W' i kazemo da je V direktna suma od W i W’. Preslikavanje koje
svakom x € V pridruzuje njemu odgovarajué¢i w € W nazivamo projekcija u odnosu
na dekompoziciju V =W @ W’. Poznato je da za svaki potprostor W od V postoji
barem jedan (ne nuzno jedinstven) njegov direktni komplement. Takoder, ukoliko je
operator 7 : V' — W surjekcija i vrijedi da je 7 (z) = x, za svaki € W, onda postoji
direktni komplement od W takav da je m projekcija u odnosu na tu dekompoziciju.
Preciznije, taj direktni komplement je upravo jednak Ker (), jezgi operatora .

Teorem 1.1.6. Neka je p : G — GL (V) reprezentacija grupe G na vektorskom pros-
toru V' i neka je W potprostor od V' invarijantan za p. Tada postoji direktni kom-
plement W' od W koji je takoder invarijantan za p.

Dokaz. Neka je W' neki direktni komplement od W u V' i neka je 7 : V — W odgo-
varajuca projekcija. Neka je red grupe G jednak n, promatrajmo operator

1 -
== E ptOﬂ'Optl.
n
te@

Za svaki t € G i za svaki x € W je p; ! (z) € W, zato &to je W invarijantan za p;.
Dakle,

(mopt) (@) =p;' (1) = (promopt)(z) =2, VteG.
Iz ovoga zakljucujemo da je 7° (z) = x, za svaki x € W, a kako je slika od 7° sadrzana
u W, jer je 7 projekcija na W i W je invarijantan za p, zakljuéujemo da je slika od 7°
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jednaka W. Dakle, postoji direktni komplement W° od W takav da je 7° projekcija
na W u odnosu na dekompoziciji V = W @ W', Primijetimo da je, za svaki s € G,

—1 0
psom’opt = E psopiomop = E pstOTO Py =T
tEG tEG

Konaéno, za x € W% i s € G je 7°(x) = 0, a kako je 7° o p; = p, o 7°, zakljuéujemo
da je 7° (ps (7)) = 0, dakle, p, (z) € W°, tj. W° je invarijantan za p. 0.¢.9.

Uz oznake iz prethodnog teorema, jasno je da reprezentacije W i W° odreduju
reprezentaciju V. To ¢emo pisati isto kao i za direktnu sumu prosotra, V =W @ W°.
Ako je, za s € G operator pZV dan matri¢nim zapisom Ry, a operator pZVO matri¢nim
zapisom R(S), onda je operator p, dan matri¢nim zapisom

R, O
0 R )

Ireducibilne reprezentacije

Definicija 1.1.7. Neka je p: G — GL (V) reprezentacija konacne grupe G na ko-
nacno dimenzionalnom vektorskom prostoru V. Kazemo da je p ireducibilna re-
prezentacija ako nije jednaka 0 i ako ne postoji netrivijalni (razlicit od 0 1 V)
potprostor od V' koji je invarijantan za p.

Prema teoremu 1.1.6 vidimo da je reprezentacija ireducibilna ako i samo ako nije
jednaka direktnoj sumi nekih dviju reprezentacija (razli¢itih od 0). Takoder, prema
tome je jasno da je svaka reprezentacija stupnja 1 ireducibilna.

Teorem 1.1.8. Svaka reprezentacija jednaka je direktnoj sumi ireducibilnih repre-
zentacija.

Dokaz. Neka je V reprezentacija od GG, kao u prethodnoj definiciji. Dokaz provodimo
indukcijom po dim V. Ako je dim V' = 0 nemamo $to dokazivati. Pretpostavimo da
je dim V' > 11 pretpostavimo da V nije ireducibilna (u suprotnom smo gotovi) te da
je svaka reprezentacija dimenzije manje od dim V' prikaziva kao direktna suma iredu-
cibilnih reprezentacija. Prema teoremu 1.1.6, V' se moze prikazati kao direktna suma
V =V @ V" nekih reprezentacija takvih da je dimV’' < dimV i dim V" < dimV.
No, prema pretpostavci smo sada gotovi. 0Q.E9.

Napomena 1.1.9. Dekompozicija reprezentacije na ireducibilne reprezentacije ni-
posto nije jedinstvena. Npr. vektorski prostor R?* (ravnina) se moZe prikazati kao
direktna suma bilo koja dva razli¢ita pravca koja prolaze ishodiStem. Primijetimo da
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su svi pravci izomorfni s R. Pokazati ¢e se da je ono Sto je jedinstveno u rastavu re-
prezentacije na ireducibilne reprezentacije upravo broj tih ireducibilnih reprezentacija
koje su izomorfne nekoj danoj reprezentaciji.

Tenzorski produkt reprezentacija

Ovdje ¢emo definirati tenzorski produkt dviju reprezentacija. Direktna suma je svo-
jevrsno zbrajanje reprezentacija, dok ¢e mnozenje biti upravo tenzorski produkt.

Definicija 1.1.10. Neka su V; i V, vektorski prostori redom s bazama (ei)z':l,.. L

(ej)j:1 o &dje sun, m € N. Vektorski prostor W s operacijom ¢ : Vi X V, N 7
je tenzorski produkt prostora Vi i V, ako su ispunjena sljedeca dva svojstva:

(i) ¢ je linearno preslikavanje u obje varijable.
(i) (¢ (i, €))i1, . n. j=1...m J€ baza vektorskog prostora W.
U gornjoj definiciji, uglavnom ne pisemo funkciju ¢, nego jednostavno
(x1, T3) = xy -2y =x129 €W, 2271 € V] 129 € V).

Jasno je da je dimenzija vektorskog prostora W jednaka n-m, tj. dim V; - dim V5.
Takoder, lako se vidi da takav prostor W uvijek postoji i da je jedinstven (jasno, do
na izomorfizam). Pisati éemo W =V} ® V5.

Definicija 1.1.11. Nekasup': G — GL (V}) i p* : G — GL (V3) dvije reprezentacije
konacne grupe GG na vektorskim prostorima V) i V,. Za svaki s € G definirajmo
ps € GL (V} ® V3) relacijom

ps (@1 - 2) = py (x1) - p? (22), 1 € V1, 23 € V.

Tako definirana reprezentacija p grupe G u vektorskom prostoru Vi ® V, naziva se
tenzorski produkt reprezentacija p' i p*.

Opet, jasno je da tenzorski produkt reprezentacija postoji i da je jedinstven do
na izomorfizam, takoder, pisati ¢emo p = p' ® p?. Fiksirajmo baze za Vi, Vs, a time
iza W =V,®V,, kao u definiciji 1.1.10. Tada lako vidimo da je, za s € G, ma-
tri¢ni prikaz operatora p, jednak (Kroneckerovom) tenzorskom produktu matri¢nih
prikaza operatora p! i p2. Tenzorski produkt matrica A = (a;, j,), B = (b;, ,) dimen-
zija, redom n X n i m x m je matrica C' = (¢;,,.i,j,) dimenzije nm x nm takva da je

Civgrsizge = Qiy,j bi27j2'
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1.2 Karakter reprezentacije

Ovdje ¢e nam biti potreban jos jedan pojam iz linearne algebre, a to je trag matrice,
odnosno operatora, opet, sve o njemu se moZze na¢i u |!]|. Za matricu (operator)
A ¢éemo njen trag oznacavati s Tr (A). Spomenuti ¢emo da je on jednak sumi di-
jagonalnih elemenata matrice, a to je zapravo jednako sumi svojstvenih vrijednosti
pripadajuéeg operatora, brojenih s odgovarajué¢im multiplicitetima. Takoder, ne ovisi
o izboru baze promatranog vektorskog prostora.

Definicija 1.2.1. Neka je p : G — GL (V') reprezentacija konacne grupe G u vektor-
skom prostoru V. Za svaki s € G neka je

Xp (s) = Tr (ps) .
Funkciju x, nazivamo karakter reprezentacije p.

Propozicija 1.2.2. Neka je y karakter reprezentacije p (grupe G) stupnja n € N,
tada je:

(1) x(1) =mn,
2) x(s7") = X (s), za svaki s € G,
(3) x (ts) = x (st), zasve s, t € G.
Dokaz.
(1) Ocito, zato sto je p(1) =11Tr(I) =n.

(2) Znamo da je, za svaki s € G, ps konatnog reda, zato §to je G kona¢na grupa.
To znaci da postoji m € N takav da je pi' =1, a to onda znaci da su sve
svojstvene vrijednosti operatora ps po apsolutnoj vrijednosti jednake 1. Neka
Su Ay, Ao, ..., A\, sve svojstvene vrijednosti operatora ps. Sada vidimo da je

X(s7) =Te (o) = > A" =D XN=Te(p) = x(s).
i=1 i=1
(3) Ovo slijedi direktno iz ¢injenice da za proizvoljne matrice A i B dimenzijan x n
vrijedi da je Tr (AB) = Tr (BA). 0Q.¢.9.

Sljedeca propozicija ¢e nam joS malo pribliziti ¢injenicu da su direktna suma i
tenzorski produkt u neku ruku zbrajanje i mnozenje reprezentacija.
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Propozicija 1.2.3. Neka su p; i ps reprezentacije konacne grupe G s karakterima,
redom, Y1 1 X2.

(1) Za karakter x, reprezentacije p1 @ py vrijedi da je x, = X1 + Xo-
(2) Za karakter x, reprezentacije p1 ® py vrijedi da je x, = X1 - X2

Dokaz. Slijedi direktno pogledamo li matri¢ne zapise reprezentacija p; & po i p1 ® pa,
tj. kako njih dobijemo iz matri¢nih zapisa reprezentacija p; i ps. 0.E.D.

Schurova lema i relacije ortogonalnosti

Najprije navodimo elementaran, ali jako koristan rezultat (Schurovu lemu), a zatim
idemo prema relacijama ortogonalnosti, rezultatima koji ée nas dovesti do ¢injenice
spomenute u napomeni 1.1.9.

Teorem 1.2.4 (Schurova lema). Neka su p; : G — GL (V1) i ps: G — GL (V2) dvije
ireducibilne reprezentacije konac¢ne grupe G na konacno dimenzionalnim vektorskim
prostorima Vi i Vy. Ako je f : Vi — Vs linearno preslikavanje takvo da je

peof="fop, Vs€G,
onda
(1) ako py i py nisu ekvivalentne, onda je f =0,
(2) ako je Vi =V i py = pa, onda je f = A, za neki X € C.

Dokaz. Ukoliko je f =0 nemamo Sto dokazivati, stoga pretpostavimo da je f # 0.
Neka je Wi = Ker (f). Za svaki 2 € Wi, kako je p?o f = fopl, vidimo da je i
pl (z) € Wy, stoga je W, invarijantan za p;. No, p; je ireducibilna reprezentacija,
stoga je Wy = V; ili Wy = {0}, a kako je f # 0, zaklju¢ujemo da je W; = {0}. Neka
je Wy = Im (f), sli¢no vidimo da je W invarijantan za ps, a onda zaklju¢ujemo da je
Wy = Vi, Iz svega toga zakljucujemo da je f izomorfizam izmedu V; i V5, ovime smo
pokazali tvrdnju (1).

Za dokaz tvrdnje (2), postoji A € C, svojstvena vrijednost linearnog operatora
f. Neka je fo=f— A, jasno je da je tada Ker (fy) # {0}, ali i da vrijedi da je
p2o fo= foopl, za sve s € G. No, sada postupajué¢i kao u prvom dijelu dokaza
zaklju¢ujemo da je moguée jedino da je fo =0, tj. f = AI. 0Q.¢.9.

Kao i u prethodnom teoremu, neka su p; : G — GL (V1) i p2 : G — GL (V3) dvije
ireducibilne reprezentacije kona¢ne grupe GG, reda g € N, na kona¢no dimenzionalnim
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vektorskim prostorima V; i V5, dimenzija, redom, m, n € N. Fiksirajmo neke baze
tih vektorskih prostora te neka su, za svaki t € G,

p% = (Tiljl (t>>7 p? = (7’1'23'2 (t))

matri¢ni zapisi tih reprezentacija, i1, j1 € {1, 2, ..., m}, is, jo € {1, 2, ..., n}. Na-
dalje, neka je h : V4 — V5 linearni operator ¢ija je matri¢na forma u danim bazama
jednaka (zi,,), i1 € {1, 2, ..., m}, i € {1, 2, ..., n}. Neka je h’: V; — V; linearni
operator definiran relacijom

1 _
== (p})" bt

9 teG

i neka je njegova matri¢na forma u danim bazama jednaka (3:0 ) Jasno je da tada

1211
vrijedi:
1 _
x?gil = Z Tigja (t 1) L o517 4101 (t) (1'2'1)
teG

j1€{1,2,...,m}
jQE{lv 27 sy TL}

Definirajmo jo$ s§to je to Kroneckerov simbol, za njega naprosto vrijedi:

1, akojei=7j o
5ij:{ ) AROJET=J , zasve i, j € N.

0, inacCe
sada smo spremni izreéi i dokazati sljede¢i (bitan) korolar.
Korolar 1.2.5.

(1) Ako p' i p* nisu izomorfne reprezentacije, onda je h° = 0 i vrijedi da je

Z Tigga (t_l) Tj1iq (t) = 07

teq
za sve iy, j1 € {1, 2, ..., m} teis, j2 €{1,2, ..., n}.
. .. .1 2 . 10 Tr<h) . e e
(2) Ako je Vi =V, (tada jeim =n)ip = p°, onda je h® = —— - [ i vrijedi da
. n

Jje
Zrizjz (t_l) T'j1iq (t) - %6i2i15j2j1?

teG

za sve iy, ji, 12, jo € {1, 2, ..., n}.
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Dokaz. Lako se vidi da je p2 o h’ = h’opl, Vs € G, zaista:

_ 1 _ _
() onPopt==>" ()" (p}) hoir}
9 teG
1 _
= D (k) ol =1
teG

(1) Prva tvrdnja slijedi direktno iz Schurove leme (teorem 1.2.4, dio (1)), druga
tvrdnja slijedi iz ¢injenice $to je hy = 0 neovisno o h pa onda u (1.2.1) mozemo,
za proizvoljne 7; i iy te fiksne j; i jo, staviti xj,;, = 1, a sve ostale 0.

(2) Opet iz Schurove leme (tocnije, iz dijela (2)) znamo da je h° = A, za neki
A € C. No, iz definicije od A° vidimo da je Tr (h°) = Tr (h), a s druge strane

je Tr (ho) = n, iz ¢ega zaklju¢ujemo da je A = VY Nadalje, znamo da je
n

x?zil = Adiyi,, 1z Cega vidimo da je, uvrStavajuci to u (1.2.1),

1 1
-1 .
g E Pigjs (071) Tjoju iy (1) = - E Oigiy 0oy Ty
tEG j17j2€{172"“’n}
J1€{1,2,...,m}
j26{1727"'7n}

konacno, izjednacavajuci koeficijente uz z,;, dobivamo ono sto zelimo. Q.€.9.

Sada ¢emo najprije definirati skalarni produkt kompleksnih funkcija na konac¢noj
grupi G.

Definicija 1.2.6. Neka je G konacna grupa reda g € N i neka su ¢, ¢ : G — C funk-
cije, definiramo njihov skalarni produkt kao

(6, w>=§2¢<tw_<t>'

teG

Prisjetimo se da za karaktere vrijedi da je x (s™') = x (s), za svaki s € G (dio (2),
propozicije 1.2.2), stoga imamo sljede¢u lemu koju navodimo bez dokaza (zato $to
isti slijedi direktno iz spomenute ¢injenice).

Lema 1.2.7. Neka je GG konacna grupa reda g € N i neka je ¢ : G — C funkcija te
x karakter neke reprezentacije grupe G, tada je

(¢, x) = gzqzﬁ(t)x () = éZcb (t)x ().

teG teG
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Sljedeci teorem nam daje relacije ortogonalnosti za karaktere.
Teorem 1.2.8.

(1) Ako je x karakter ireducibilne reprezentacije, onda je (x, x) = 1, tj. x je “norme”
1.

(2) Ako su x i X' karakteri dviju neizomorfnih ireducibilnih reprezentacija, onda je
(x, X') =0, tj. “ortogonalni” su.
Dokaz. Koristimo iste oznake kao u diskusiji neposredno prije korolara 1.2.5, neka je x

karakter reprezentacije p', a ' karakter reprezentacije p®. Znamo: x (t) = Z Tiviy ()

i1=1

Z Tiyiy (). Koristeéi dio (2) spomenutog korolara i lemu 1.2.7 vidimo da

10=1
Je

(X, x) = éZX (til) X (t Z <Z sz - Z Tji <t>>

teG tEG i1=1 ji=1
Z Z 1 g9
= - Tz1z1 lejl (t) :EmE:L
21,]1 1teG

¢ime je pokazan dio (1). Da bismo pokazali dio (2), opet koristimo lemu 1.2.7 i dio
(1) korolara 1.2.5:

I v =ty (z 031 0]

tEG tEG i1=1 i0=1

1 Z S ria (1) v (1) = 0. Qeo.

12 1i1=1 teG

Definicija 1.2.9. Za karakter ireducibilne reprezentacije kazemo da je ireducibilni
karakter.

Primijetimo da nam teorem 1.2.8 zapravo govori da skup svih ireducibilnih karak-
tera neke konacne grupe ¢ini ortonormiran sustav, jasno, uz skalarni produkt definiran
u definiciji 1.2.6. Sljedeéi teorem, tj. njegovi korolari nam daju rezultat najavljen u
napomeni 1.1.9.
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Teorem 1.2.10. Neka je V reprezentacija grupe G karaktera ¢. Pretpostavimo da
se V' dekomponira u direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija kao

V:W1®W2®®Wk,

za neki k € N. Tada, ako je W ireducibilna reprezentacija karaktera y, onda je broj
reprezentacija izomorfnih reprezentaciji W u danoj dekompoziciji jednak (¢, x).

Dokaz. Neka je y; karakter reprezentacije W, za svaki i € {1,2, ..., k}. Prema
dijelu (1) propozicije 1.2.3 vidimo da je ¢ = x1 + x2 + ... + X&, stoga je

(@, x) = (x1, X) + (X2 X) + -+ {(xes X) -

No, sada iz teorema 1.2.8 vidimo da je (x;, x) jednako 1 ili 0, ovisno o tome je li W;
izomorfna s W ili nije. N.C.D.

Sljedeca dva korolara slijede direktno iz upravo dokazanog teorema, stoga ih na-
vodimo bez dokaza.

Korolar 1.2.11. Uz iste oznake kao i u prethodnom teoremu, broj reprezentacija W;
izomortnih reprezentaciji W ne ovisi o izboru dekompozicije.

Korolar 1.2.12. Dvije reprezentacije istog karaktera su izomorfne.

Vidimo, dakle, da nam se razumijevanje reprezentacija svodi na razumijevanje
njihovih karaktera. Neka je h € N i neka su xi, X2, --., X svi medusobno razlic¢iti
ireducibilni karakteri grupe G i neka su Wy, Ws, ..., W), pripadajuée ireducibilne
reprezentacije. Zaklju¢ujemo da je svaka reprezentacija, V', grupe G izomorfna direk-
tnoj sumi:

V=mW®&mWy®...5m,W,,

gdje je m; nenegativan cijeli broj za sve i € {1, 2, ..., h}. Karakter, ¢, reprezen-
tacije V' je jednak mqyx; + max2 + ... + mpuxs, znamo da je m; = (¢, i), a relacije
ortogonalnosti nam govore da je

(¢, ¢) = Zm?-

Kao posljedicu toga dobivamo jo$ jedan korolar:

Korolar 1.2.13. Ako je ¢ karakter reprezentacije V', onda je (¢, ¢) prirodan broj i
vrijedi da je (¢, ¢) = 1 ako i samo ako je V ireducibilna reprezentacija.
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Dekompozicija regularne reprezentacije

Prisjetimo se najprije $to je regularna reprezentacija, tj. pogledajmo dio (b) pri-
mjera 1.1.3. Koristimo sve oznake kao u tom primjeru. Neka je h € N i neka su

X1, X2, - -+, Xn Svi medusobno razliciti ireducibilni karakteri regularne reprezentacije
p te neka su njihovi stupnjevi, redom, jednaki n, no, ..., n,. Takoder, neka su
Wy, Wy, ..., W), pripadajuce ireducibilne reprezentacije. Prema dijelu (1) propozi-

cije 1.2.2 znamo da je, za svaki i € {1, 2, ..., h}, n; = x; (1).

Propozicija 1.2.14. Karakter rg regularne reprezentacije p konac¢ne grupe G je dan

formulama:
re(1)=mn, rg(s)=0, zasvaki s € G, s # 1,

gdje je n red grupe G.

Dokaz. Neka je (e;),. baza u odnosu na koju je reprezentacija p regularna, za svaki
s € G koji je razli¢it od 1 znamo da je st # t, za svaki t € (G, zato su svi dijagonalni
elementi matri¢nog zapisa operatora ps u toj bazi jednaki 0. Specijalno je Tr (p,) = 0.
Takoder, znamo da je Tr (p;) = Tr (I) = n. Q.¢.D.

Korolar 1.2.15. Za svaki i € {1, 2, ..., h}, svaka ireducibilna reprezentacija, W;,
je sadrzana u p onoliko puta koliki joj je stupanj, tj. n;.

Dokaz. Koristimo teorem 1. 2 10 i ra¢unamo:

1
(re, xi) Zrc xi(s)=~n-xi (1) = n. Q.¢9.

SGG

Korolar 1.2.16. Uz iste oznake, vrijedi:
h
(1) Y ni=n,
i=1

h
(2) an’Xi (s) =0, zasvakis € G, s # 1.

Dokaz. Prema prethodnom korolaru, znamo da je r¢ ( Z n;X; (s), zasve s € G.

Sada uvrstavajuéi s = 11 s # 1 slijede tvrdnje. 0.E9.

Pretpostavimo sada da smo konstruirali neke medusobno neizomorfne ireducibilne
reprezentacije grupe G stupnjeva nq, ns, ..., ng. To ¢e biti sve ireducibilne reprezen-
tacije grupe G (do na izomorfizam) ako i samo ako je n3 +n3 + ...+ ni = n, gdje je
n red grupe G.
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1.3 Kanonska dekompozicija reprezentacije

Najprije ¢emo, za konac¢nu grupu G, odrediti koliko postoji medusobno neizomorfnih
ireducibilnih reprezentacija te grupe. U tu svrhu najprije definiramo sljedeéi pojam.

Definicija 1.3.1. Za funkciju f : G — C kaZemo da je funkcija klasa ako je
f(st)y=f(ts), Vs, ted.

Propozicija 1.3.2. Neka je G konacna grupa ranga g € N i neka je f : G — C funk-
cija klasa. Neka je p : G — GL (V') reprezentacija grupe G na konac¢no dimenzional-
nom vektorskom prostoru V. Nadalje, neka je ps : V' — V linearni operator definiran

kao:
Pr = Z f (&) pr.

teG
Ako je p ireducibilna reprezentacija stupnja n € N i karaktera x, onda je py = A,
gdje je
1 g
=D fOxt)=>(f%)

teG

Dokaz. Za s € G rac¢unamo:

s psps =Y F () ptoips = Y F (E) pe-rs

teG teG
= f(sus™) pu=)_ [ (u)pu=ps.
ueG ueG

Dakle, za svaki s € G je psps = psps pa prema Schurovoj lemi (teorem 1.2.4, dio (2))
znamo da postoji A € C takav da je py = AI. Vrijedi da je Tr (pf) = nA, a s druge

strane jo Tr (pr) = 3 f () Tr(p) = 3 f (1) x () = g . Qe
ted teG
Opet, neka je h € N i neka su xi, Xxa, ..., xn svi ireducibilni karakteri grupe G.

Neka je H unitarni prostor svih funkcija klasa na grupi G (sa skalarnim produk-
tom definiranim u definiciji 1.2.6). Prema dijelu (3) propozicije 1.2.2 znamo da se
X1, X2, ---, Xn Nalaze u H, no, pokazuje se da vrijedi i puno vise:

Teorem 1.3.3. Karakteri x1, X2, --., Xn tvore ortonormiranu bazu za H.

Dokaz. Ve¢ znamo (teorem 1.2.8) da x1, X2, - - ., X» tvore ortonormiran sistem, dakle,
dovoljno je pokazati da generiraju cijeli prostor H. Znamo da je za to dovoljno
pokazati da ako je f € H i (f, x;) =0, zasvei€{l,2, ..., h}, da je onda f =0.
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No, to je isto kao da pokazemo da iz (f, \;) =0, Vi € {1, 2, ..., h},slijedi daje f = 0.
Zasto? Zato jer onda zaklju¢ujemo da ako je (f, x;) =0, za sve i € {1, 2, ..., h},
da je onda f =0, a time i da je f =0. Dakle, pretpostavimo da je f € H i da je
(f,xi) =0,zasvei{l, 2, ..., h}. Uziste oznake kao u propoziciji 1.3.2 zaklju¢ujemo
da je py jednaka 0 ¢im je p ireducibilna reprezentacija, no, onda svaku reprezentaciju
dekomponiramo na ireducibilne pa vidimo da je py = 0 za svaku reprezentaciju grupe
G. Neka je sada p regularna reprezentacija grupe G, uz iste oznake kao u primjeru
1.1.3 (dio (b)). Sada imamo:

0=prle) =Y f)pler) =) flt)e,

teG teG

dakle, f(t) =0, zasvakit € G, tj. f =0. 0.C.D.

Sada opet uvodimo jedan poznati pojam o kojem se detaljnije moze ¢itati u [1].
Neka je G konac¢na grupa i neka su t, t' € G. Kazemo da su ¢ i t’ konjugirani elementi
(jedan drugome) ako postoji s € G takav da je t’ = sts~'. Lako se vidi da je to relacija
ekvivalencije i ta relacija particionira grupu G na klase koje nazivamo konjugacijske
klase.

Teorem 1.3.4. Broj medusobno neizomorfnih ireducibilnih reprezentacija konacne
grupe G je jednak broju konjugacijskih klasa grupe G.

Dokaz. Neka je k € Ninekasu Cq, Cy, ..., C sve medusobno razli¢ite konjugacijske
klase grupe G. Vidimo da je f : G — C funkcija klasa ako i samo ako je konstantna na
svakom C;, 7 =1, 2, ..., k. Odnosno, funkcija klasa je odredena vrijednostima \; € C

koje postize na C; i one mogu biti odabrane proizvoljno. Zaklju¢ujemo da je dimenzija
prostora, H, svih funkcija klasa jednaka k, ali iz prethodnog teorema, 1.3.3, vidimo da
je k jednak broju ireducibilnih reprezentacija grupe G' (do na izomorfizam). Q.€.9.

Korolar 1.3.5. Neka je G konacna grupa reda g € N i neka su x1, X2, --., Xn SVi
njeni (medusobno razliciti) ireducibilni karakteri, za h € N. Za s € G neka je c(s)
broj elemenata od GG koji se nalaze u konjugacijskoj klasi od s. Tada:

(1) sz Xi %

h

(2) za svakit € G koji nije konjugat od s je sz xi (1) =0.
=1
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Dokaz. Neka je f,: G — C funkcija klasa takva da je f; = 1 na konjugacijskoj klasi
od s te f; = 0 drugdje. Prema teoremu 1.3.3 vrijedi:

Z)\qu 1 f87 Xl> = —Xi (S)

)
Dakle, za svaki t € G je:
c(s) i
== ;
uvrstavajuéi t = s i t koji nije u konjugacijskoj klasi od s slijede tvrdnje. 0.ED.

Neka je p : G — GL (V) reprezentacija kona¢ne grupe G ranga g € N na kona¢no
dimenzionalnom vektorskom prostoru V. Sada ¢emo definirati dekompoziciju repre-
zentacije V' na direktnu sumu odredenih reprezentacija, koja ¢e, doduse, biti grublja
od dekompozicije na ireducibilne reprezentacije, ali ¢e zato imati svojstvo jedinstve-
nosti.

Definicija 1.3.6. Neka je h € N i neka su Wy, Ws, ..., W), medusobno neizomorfne
ireducibilne reprezentacija od GG. Neka je m € N i neka je

dekompozicija od V' u direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija. Zai=1,2, ..., h
neka je V; direktna suma onih U; (j =1, 2, ..., m) koji su izomorfni s W; (moguce
je neki V; = {0}), tada je

V=VieoV,d...0V,,

kanonska dekompozicija reprezentacije V.
Sljedeéi teorem nam govori o tom svojstvu jedinstvenosti.

Teorem 1.3.7. Uz iste oznake, neka su ny, no, ..., n, stupnjevi odgovarajucih ire-
ducibilnih reprezentacija i neka su im karakteri x1, xo, ..., Xn, tada vrijedi:

(1) Projekcijam;:V — V; (i =1, 2, ..., h) pridruZena kanonskoj dekompoziciji je
dana formulom:
™= —ZXZ . (1.3.2)
teG

(2) Kanonska dekompozicija V=V, & Vo & ... BV}, ne ovisi o odabiru dekompo-
zicije od V' na ireducibilne reprezentacije, V =U; @ Uy & ... B U,,.
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Dokaz. Jasno je da je dovoljno dokazati samo tvrdnju (1), zato jer onda tvrdnja
(2) slijedi direktno posto je V; jedinstveno odreden odgovarajuc¢om projekcijom, ;.
Jasno je da je dovoljno (a i nuzno) pokazati da funkcija definirana formulom (1.3.2)
zadovoljava da je jednaka identiteti na V; te 0 na svim ostalim V}, j =1, 2, ..., h,
j # i. No, prema propoziciji 1.3.2 i teoremu 1.2.8 vidimo da je

7Ti|Wj = (X, X5) L = 0i;1,

ovime smo gotovi. 0.C.9.

Eksplicitna dekompozicija reprezentacije

Neka je p: G — GL (V) reprezentacija kona¢ne grupe G reda g € N na konacno
dimenzionalnom prostoru V', dimenzije n € N. Nadalje, neka je h € N i neka su
Wi, Wa, ..., Wy (tj. ot Pt ph) sve medusobno neizomorfne ireducibilne repre-
zentacije grupe G stupnjeva, redom, ny, no, ..., n, i karaktera x1, x2, ..., xn. Neka
jeV=VieV,&...8V, kanonska dekompzicija reprezentacije V. Odaberimo neki
i€{l,2,..., h}, pokazati ¢emo metodu kojom moZzemo eksplicitno konstruirati de-
kompoziciju reprezentacije V; u direktnu sumu podreprezentacija izomorfnih repre-
zentaciji W;. Neka je (e, ea, ..., €,,) neka (fiksna) baza za W; te neka je matricni
zapis operatora p’ jednak (r.s () a, set1,2,..niys 28 svaki s € G. Tada znamo da je

Xi (s) = er (s),zasvakis € G. Zasvea, B €{1,2,...,n;}nekajep,ps:V =V
a=1
linearan operator zadan s

Dap = %Zm@ ) o

teG
Propozicija 1.3.8.

(1) Za svaki o € {1, 2, ..., n;}, Paa : V — Via je projekcija i pri tome vrijedi da
jeIm(pon) =Via CV; te je Vi =V ®Vio® ... 0 V;,,. Takoder vrijedi da je

n;
= pr, projekcija V-— V;.
a=1
(2) Zaa, B €{1, 2, ..., n;} vrijedi da je pas nulanaV;, zasvakij € {1, 2, ..., h},
j # 1. Takoder, p,s je nula naV,,, za svakivy € {1, 2, ..., n;}, v # . Nadalje,
Pag : Vig = Via je linearni izomorfizam vektorskih prostora.

(3) Neka je 0 # x1 € V;1 i neka je, za svaki o € {1, 2, ..., n;}, To, = Pa1 (1) € Via.
Tada suz, xa, ..., x,, linearno nezaivsni i razapinju vektorski prostor, u oznaci
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W (z1), koji je invarijantan za p i ¢ija je dimenzija n;. Nadalje, za svaki s € G

vrijedi:
(Ta) = Z T8a (5) 2
p=1
(4) Neka je m € N i neka je <1:§1), x§2), - xﬁ"’”) baza za V;, tada je
Vi=W (xgl)) ewW (x?)) b...e0W (xY")) .
Dokaz. Kroz cijeli ovaj dokaz, neka su «, 3, v, d € {1, 2, ..., n;}. Primijetimo da

na W; vrijedi da je p; = pl, za svaki t € G pa ra¢unamo:

DPap e’y nl Z 7',804 pt e’y Z Z rﬁa 7'67 ) €s.

teG 6 1 teG

Prema dijelu (2) korolara 1.2.5 vidimo da je

o, akojey =0,
Pas (€7) = { 0, inace.

Zakljuc¢ujemo da je Z Paa = Iw,, identiteta na W;, takoder, vrijedi:

a=1

_ Pas, ak0j67:57
Pap © Pys = { 0, inadce.

ng

Ps © Pay = Zrﬂa (3) DBy Vs € G.
5=1

Iskoristimo 1i dio (1) korolara 1.2.5 vidimo da je p,s jednak 0 na W;, za svaki j # 1,
j €41, 2, ..., h}. Sada lako vidimo da vrijede tvrdnje (1) i (2). Kako bismo dokazali
(3), ra¢unamo:

Ps (xa) = Ps © Pal (xl) - Zrﬁa (S)p,Bl (xl) - TBa (3) xga, Vs € G.
B=1 B=1

Dakle, (3) je isto pokazano, (4) sada slijedi direktno iz (1), (2) i (3). 0.¢.9.



20 POGLAVLJE 1. REPREZENTACIJE

1.4 Podgrupe, produkti i inducirane reprezentacije

Za grupu G kazemo da je Abelova (tj. komutativna) ako je st = ts, zasve s, t € G.
Primijetimo da to zapravo znaci da se svaka konjugacijska klasa grupe G sastoji od
samo jednog elementa, takoder, to znaci da je svaka funkcija f: G — C, funkcija
klasa.

Teorem 1.4.1. Sljedeéa dva svojstva su ekvivalentna:
(1) Konacna grupa G je komutativna.
(2) Sve ireducibilne reprezentacije grupe G su stupnja 1.

Dokaz. Neka je g € N red grupe G te neka je h € N broj konjugacijskih klasa grupe
G, a time i broj medusobno neizomorfnih ireducibilnih reprezentacija grupe G (te-
orem 1.3.4). Neka su ny, ng, ..., n, stupnjevi svih medusobno neizomorfnih ire-
ducibilnih reprezentacija od G, tada prema korolaru 1.2.16, dio (1), vrijedi da je
n:+n3+...+n} =g No, znamo da je G komutativna ako i samo ako je h = g,
odnosno ako i samo ako je n; =ny = ... =mn, = 1. 0Q.¢9.

Korolar 1.4.2. Neka je G konacna grupa i neka je A njena Abelova podgrupa. Neka
su a, g € N redovi, redom, grupa A i G. Tada svaka ireducibilna reprezentacija grupe

G ima stupanj < g =[G : A].

Dokaz. Neka je p : G — GL (V) ireducibilna reprezentacija od G, njena restrikcija na
A definira reprezentaciju ps : A — GL (V). Neka je W C V ireducibilna reprezenta-
cija od p4, prema prethodnom teoremu znamo da je tada dim W = 1. Neka je V'
potprostor od V koji je generiran s p, (W), s € G, ocito je V' invarijantan za p pa
je zato V' = V. Nadalje, za s € Git € A je psy (W) = ps (p (W)) = ps (W), iz Cega
zakljuCujemo da je broj razli¢itih skupova medu skupovima p, (W), s € G najvise =,

a
a time smo gotovi. 0.C.9.

Neka su GG7 1 Gy dvije kona¢ne grupe i neka je G X Go njihov (za sad samo
skupovno) Kartezijev produkt. Za s1, t; € Gy i S, ty € G5 definiramo

(s1, t1) - (82, t2) = (s1t1, Sata),

time smo u skup G X G5 uveli grupovnu strukturu, tu grupu nazivamo produkt
grupa G i G5. Jasno da, ako su GGy i G reda, redom, g, go € N da je onda G; X Go
reda g19o. G711 G smatramo podgrupama od GG; x (G5 i to tako da (7 identificiramo
sa skupom {(s1, 1) : s1 € G1} te slitno za Go. Uz taj dogovor lako se vidi da svaki
element podgrupe (G; komutira sa svakim elementom podgrupe Gs.
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Obratno, neka je G konacna grupa i neka su G; i G5 dvije njene podgrupe koje
zadovoljavaju sljede¢a dva uvjeta:

(i) Svaki s € G se moze na jedinstven nacin zapisati u obliku s;s,, gdje je s1 € G4
1 So € GQ.

(ii) Za sve s; € G 1 89 € G vrijedi da je s159 = $281.

Uz te uvjete mozemo identificirati da je G = G; x G5. Kako? Naime, za s, t € G
uzmimo s1, t; € Gp i S, to € Gy takve da je s = s159 1 t = t1ty, mozemo pisati:
st = s18atite = (8111) (S2t2). Dakle, jasno je da svaki element G 35 s = 5159 mozemo
shvatiti kao (s1, s2) € Gy X Gs.

Nadalje, neka su p' : G; — GL (V1) i p* : G» — GL (V) reprezentacije kona¢nih
grupa (g1 i Gy na kona¢no dimenzionalnim vektorskim prostorima V; i V5. Definiramo
reprezentaciju p1 ® p2 grupe GG1 X G5 na vektorskom prostoru V; ® V5 formulom

(,01 & pz) (51, 52) = o' (51) ® p? (52), ¥s1 € Gy, 52 € Gos.

Ta reprezentacija se naziva tenzorski produkt reprezentacija p' i p?. Ako su i i
X2 karakteri od, redom, p' i p? onda za karakter y od p' ® p? vrijedi da je

X (51, s2) = x1(81) - x2 (52), Vs1 € Gy, $2 € Gs.

Napomena 1.4.3. Kada vrijedi da je Gy = Gy = G onda je upravo definirana re-
prezentacija p' ® p* reprezentacija grupe G x G. Ne smijemo to pomijesati s repre-
zentacijom p' ® p* grupe G definiranom u definiciji 1.1.11, unato¢ istim oznakama.
Doduse, vrijedi da se ta reprezentacija dobije pogledamo li restrikciju reprezentacije
p' ® p? grupe G x G na njenu dijagonalu, tj. na grupu {(s, s) : s € G}.

Teorem 1.4.4. Koristimo iste oznake.

(1) Ako su p' i p* ireducibilne, onda je p' ® p* ireducibilna reprezentacija grupe

G1 X GQ.

(2) Za svaku ireducibilnu reprezentaciju p grupe G1 X Gy postoje ireducibilne re-
prezentacije p* grupe Gy i p? grupe G takve da je p = p' @ p*.

Dokaz.

(1) Koristimo korolar 1.2.13. Znamo da je

1
— Z i ()P =1, i=1,2

gl $;€G;
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1
pa mnozenjem dobivamo da je — Z X (51, 52)]° = 1 5to znadi da je re-

prezentacija p' ® p? ireducibilna.

(2) Neka su Sy i Sy skupovi svih ireducibilnih karaktera od, redom, G i G5. Jasno
je da je dovoljno pokazati da skup

S={xx2 : x1 €51, x2 € 52}

¢ini ortonormiranu bazu za skup funkcija klasa na grupi G; x G5. Neka je
f Gy x G5 — C funkcija klasa koja je ortogonalna na skup S. Dovoljno nam
je pokazati da je f = 0. Dakle, znamo da je, za sve x; € 57 isve x2 € Ss:

Z f (51, 82) x1 (81)x2 (52) = 0.

s1€G1
s2€Go

Fiksirajmo y» i ozna¢imo g (s;) = Z f (51, s2) x2 (s2), tada je:
s2€G2

Z g(s1)x1(s1) =0, Vx1 € 51

51€G1

Kako je g klasna funkcija na grupi Gy, zaklju¢ujemo da je g = 0 (teorem 1.3.3).
Ponavljanjem istog argumenta, ali sada za svaki s € Sy, zaklju¢ujemo da je

f=0. 2.¢9.

Zaklju¢ujemo da nam se proucavanje reprezentacija grupe GG; X G svodi na pro-
ucavanje reprezentacija grupa G i Gs.

Inducirane reprezentacije

Najprije ¢emo trebati jos jedan poznati pojam, o kojem se vise moze naci, opet, u

1]

Neka je G konac¢na grupa i neka je H njena podgrupa. Definirati ¢emo lijeve
klase grupe G po njenoj podgrupi H. Neka je s € G, definiramo:

sH={st : te H}

i kazemo da je sH lijeva klasa grupe G' po podgrupi H koja sadrzi element s. Za
dva elementa s, s € G koja pripadaju istoj lijevoj klasi, tj. ako je s 's € H, kazemo
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da su kongruentni modulo H i to piemo s’ = s (mod H). Skup svih lijevih klasa
se oznacava s G/H, ako je red od G jednak g € N, a red od H jednak h € N, onda

je red od G/H jednak g, to oznac¢avamo i [G : H| te nazivamo indeks grupe G po

grupi H. Za svaku lijevu klasu odaberimo neki njen element i oznac¢imo taj skup s R,
tada se svaki s € G moZe na jedinstven nacin zapisati u obliku s = rt, gdje je r € R
ite H.

Sada dolazimo do definicije inducirane reprezentacije. Neka je p: G — GL (V)
reprezentacija konacne grupe G na kona¢no dimenzionalnom vektorskom prostoru
V. Neka je H podgrupa od G i neka je ppy restrikcija od p na H. Neka je W
podreprezentacija od pg, tj. vektorski potprosotr od V' koji je invarijantan za pp.
Oznac¢imo tu podreprezentaciju s

0: H — GL(W).

Neka je s € G, vektorski prostor ps (W) ovisi jedino o lijevoj klasi sH elementa s, to
je ocito jer za t € H vrijedi:

pst (W) = ps (pe (W)) = ps (W)

Dakle, za svaku lijevu klasu, o, grupe G po podgrupi H mozemo definirati potpro-

sotor W, od V kao ps (W) za bilo koji s € o. Jasno je da svaki ps, s € G djeluje na

skup {W, : 0 € G/H} permutiranjem. Zaklju¢ujemo dakle da je Z W, (vektor-
oc€G/H

ski prostor razapet unijom skupova W, ) potprostor od V' koji je invarijantan za p,

tj. podreprezentacija od p.

Definicija 1.4.5. Kazemo da je reprezentacija p grupe G na V' inducirana reprezen-
tacijom 0 podgrupe H na potprostoru W ako je

V= @ w,.

oceG/H

Prije dokaza egzistencije i jedinstvenosti inducirane reprezentacije pogledajmo
nekoliko primjera.

Primjer 1.4.6. Neka je GG kona¢na grupa i H njena podgrupa.

(a) Neka je V' regularna reprezentacija grupe G, tj. (e;),. je baza od V takva
da je ps(e;) = ey, za svaki s € G. Neka je W potprostor od V ¢ija baza je
jednaka (e;),. te oznacimo s 6 restrikciju od p na H, jasno je da je 6 regularna
reprezentacija od H te da je p inducirana s 6.
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(b) Neka je V' vektorski prostor s bazom (e, ), ¢ /i te neka je p reprezentacija od
G na V definirana s ps (e,) = es,. Jasno je da je potprostor razapet s {ey}
invarijantan za restrikciju, #, od p na H. 6 je trivijalna reprezentacija od H i
ona inducira reprezentaciju p.

(c) Ako su reprezentacije p* i p* inducirane s, redom, reprezentacijama 6" i 6, onda
je reprezentacija p* @ p? inducirana reprezentacijom @' @ 6%

(d) Ako je reprezentacija p na V inducirana reprezentacijom 6 na W i ako je W

potprostor od W invarijantan za 6, onda je potprostor V; = Zpr (W1) (R je

reR
skup nekih odabranih predstavnika svih lijevih klasa grupe G po podgrupi H)

od V invarijantan za p te vrijedi da je reprezentacija grupe G na Vj inducirana
reprezentacijom podgrupe H na potprostoru Wi (jasno, gledamo restrikcije
reprezentacija p i ).

(e) Neka je p inducirana s 6, ako je p’ reprezentacija od G i ako je p}; restrikcija
od p na H, onda je p ® p’ inducirana s 6 ® p';.

Sada dokazujem egzistenciju i jedinstvenost (jasno, do na izomorfizam) inducirane
reprezentacije. Najprije navodimo jednu pomoc¢nu tvrdnju, a zatim i teorem koji nam
govori ono §to zelimo.

Lema 1.4.7. Neka je G konacna grupa i H njena podgrupa te neka je V konacno di-
menzionalni vektorski prostor i W neki potprostor. Neka je p : G — GL (V') reprezen-
tacija inducirana reprezentacijom 0 : H — W. Neka je p' : G — V' reprezentacija od
G na konac¢no dimenzionalnom vektorskom prostoru V' i neka je f : W — V' linearno
preslikavanje takvo da je f (6, (w)) = p} (f (w)), zasvet € H iw € W. Tada postoji
jedinstveno linearno preslikavanje F' : V — V' koje je prosirenje od f (tj. Fly, = f)
i takvo da je F op, = p.oF, zasve s € G.

Dokaz. Pretpostavimo da takvo preslikavanje F' postoji, pokazimo najprije njegovu
jedinstvenost. Neka je s € Giz € p, (W), tj. p;* (x) € W, dakle, vrijedi:

F(z)=F (ps (p5" () = 0, (F (05" (2))) = o, (f (05" (2))) -

Zaklju¢ujemo da je F' jedinstveno odreden na svakom ps (W), tj. F je jedinstveno
odreden na V.

Nadalje, neka je 0 € G/H te neka je x € W, odaberimo neki s € ¢ te definirajmo
F(z)=p.(f (p;" (x))). Pokazimo da takva definicija ne ovisi o odabiru s € o, za-
ista, neka jet € H,

o (F (0 (2))) = 04 (o (F (6 (05" (2))))) = 0 (f (05 (2))) -
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Znamo da je V = EB W, pa zaklju¢ujemo postojanje od F', a iz njegove definicije
oc€G/H
(na svakom od W,,) lako vidimo da zadovoljava traZene uvjete. 0.¢.9.

Teorem 1.4.8. Neka je G konacna grupa i H njena podgrupa te neka je V' konacno
dimenzionalni vektorski prostor s potprsotorom W. Ako je : H — GL (W) reprezen-
tacija, onda postoji, jedinstvena do na izomorfizam, reprezentacija p : G — GL (V)
koja je inducirana reprezentacijom 6.

Dokaz. Pogledamo li dio (c¢) primjera 1.4.6 vidimo da moZemo, bez smanjenja op-
¢enitosti, pretpostaviti da je 6 ireducibilna reprezentacija. Prema korolaru 1.2.15
zakljucujemo da je 6 izomorfna nekoj podreprezentaciji regularne reprezentacije od
H. Sada iz dijela (a) ve¢ spomenutog primjera vidimo da regularna reprezentacija
od H inducira regularnu reprezentaciju od G pa kao u dijelu (d) vidimo da pos-
toji reprezentacija p koju inducira 6. Dakle, dokazali smo egzistenciju inducirane
reprezentacije.

Preostaje dokazati jedinstvenost do na izomorfizam. Neka je p': G — GL (V')
takoder reprezentacija inducirana reprezentacijom . Primijenimo li lemu 1.4.7 na
ulaganje W — V' vidimo da postoji linearno preslikavanje ' : V' — V' koje je iden-
titeta na W i za koje vrijedi da je F' o p, = pl, o F', za svaki s € G. No, to znaci da
slika od F' sadrzi sve skupove pl, (W) pa je radi toga Im (F) = V'. Takoder, vrijedi
dajedimV’' =[G : H|-dim W = dim V pa zaklju¢ujemo da je F' nuZno izomorfizam,
ovime smo gotovi. N.C.D.

Karakter inducirane reprezentacije

Zadrzavamo iste oznake te dodatno uvodimo Y, i xy, karaktere od, redom, p i 0.
Vidjeli smo da 6 jedinstveno (do na izomorfizam) odreduje p pa je stoga prirodno
ocekivati da se x, mozZe izracunati iz yy. O tome nam govori sljedeci teorem.

Teorem 1.4.9. Neka je red grupe H jednak h € N te neka je R skup nekih odabranih
predstavnika lijevih klasa grupe G po podgrupi H. Tada, za svaki u € G vrijedi:

G = Y ) =5 3 (s es),

reR seG
r~lureH s~ tuseH

Dokaz. Fiksirajmo u € G, oc€ito je da druga formula slijedi direktno iz prve, stoga

dokazujemo samo prvu. Znamo da je V = @ pr (W) pa promatrajmo sve matri¢ne

reR
zapise u bazi od V koja je jednaka uniji baza od p, (W) te sve matrice promatrajmo
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kao blok matrice s dijagonalnim blokovima dimenzije dim WW. Takoder, sve kongru-
encije koje ¢emo navesti ¢e biti modulo H. Zanima nas koliko je x, (u) = Try (py),
vidimo da ée trag onih blokova za koje je ur # r biti jednak 0, zato vrijedi:

v = S T ()

reR
r~lurecH

1

Neka je r € R takav da je ur =r, tj. r—ur =t € H. Znamo da je p, : W — p, (W)

izomorfizam te da je
pr o by = <pu|pT(W)> © Prs

iz ¢ega zakljucujemo da je Tr, ) (pu|pr(W)> = Try () = xo (r_lur). 0Q.E9.



Poglavlje 2

Klasi¢ne konac¢ne grupe

2.1 PSH algebra

Najprije dajemo definiciju strukture iz naslova sekcije i njena osnovna svojstva. Zatim
¢emo u nastavku ovoga poglavlja u naredne dvije sekcije pokazati kako se ta struktura
prirodno javlja u slucaju reprezentacija simetri¢nih (S,,) i generalnih linearnih grupa
nad konac¢nim poljem (GL (n, F,)). Strukturna teorija PSH algebri ¢e nam tada dati
lijepu i korisnu klasifikaciju reprezentacija dviju navedenih grupa.

Definicija 2.1.1. T-grupa je slobodni Z-modul R s odabranom bazom nad Z u
oznaci Q) = Q (R). Sam prsten Z smatramo T-grupom uzimajuéi da je Q(Z) = {1}.

Formalna definicija gornjeg pojma modula se moze na¢i na u [1]. Slobodno govo-

re¢i, R sadrzi sve elemente oblika Z my, - w, gdje je my, € Z, za svaki w € Q.

weN
Primijetimo da direktna suma, kao i tenzorski produkt elemenata konac¢ne familije

T-grupa na prirodan nacin postaje T-grupa, naime:

o (@) - [T, o(on) T

Nadalje, jasno je da se bilo koja T-grupa dekomponira u direktnu sumu T-grupa,

Z - w, gdje w ide po Q (R).

Definicija 2.1.2. T-podgrupa T-grupe R je bilo koja podgrupa oblika Z 7w,
welY

gdje je ' C Q(R).

27



28 POGLAVLJE 2. KLASICNE KONACNE GRUPE

Uvodimo oznaku

R*z{me-w My € Lo, VwGQ},

weN

gdje je Zs, skup svih nenegativnih cijeli brojeva. Elemente toga skupa nazivamo
pozitivni elementi od R. Za z, y € R pisemo da je z >y ako je x —y € RT.
Homomorfizam izmedu dvije T-grupe je pozitivan ako prebacuje pozitivne elemente
u pozitivne elemente.

Definicija 2.1.3. Skalarni produkt na T-grupi R je bilinearna forma, [-, -], nad Z
definirana s:
. o
W, o] = { 1, c?zkovje w=w,
0, inace.

Lako se vidi da je uvedena forma, [-, | simetri¢na, nedegenerirana i pozitivno
definitna pa ju s pravom mozemo zvati skalarnim produktom.

Za T-grupu R, elemente baze, tj. one iz {2 nazivamo ireducibilni elementi T-
grupe R. Ako je Rt > 7= me -w, onda za w € () takav da je m, > 0 kazemo

weN
da je ireducibilni ¢lan od 7, taj uvjet takoder moze biti zapisan kao m > w ili

[, w] > 0.
Slijedi nam definicija Hopfove algebre. Najprije nam je potrebno poznavanje
pojma stupnjevanog K-modula R = @ R,. To zapravo znaci da je R, K-modul,

TLEZZO
za svaki n € Z>o. Ovdje nam je K komutativni prsten s jedinicom. Za viSe o svemu
ovome pogledati u [1] i [3]. Takoder, moramo znati $to znac¢i pojam “preslikavanje

K-modula”. Za K-module R i R, f: R— R' je preslikavanje K-modula ako je
f(kr)=Fkf(r),zasve k € K isver € R.

Definicija 2.1.4. Neka je K komutativni prsten s jedinicom. Hopfova algebra
nad K je stupnjevani K-modul R = @ R, zajedno s preslikavanjima K-modula:

W‘EZZO

(jedinica) e : K — R, (kojedinica) e* : R — K,
(produkt) m : R® R — R, (koprodukt) m*: R — R® R,

takvima da vrijede sljedeci aksiomi. (R, na prirodan nacin smatramo podmodulom
od R, za svakin € Z>.)
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(1) (Stupnjevanje). Svako od preslikavanja e, e*, m i m* je morfizam stupnjevanih
modula pri ¢emu su stupnjevanja od K i R ® R dana s:

n

K=K, (R®R),=@EP [R®R,t), ¥n € Zs.
k=0

Preciznije, to znacida jee : K — Ry, €* je odreden svojim djelovanjem na Ry pa
mozemo pisati €* : Ry — K, vrijedi da je e* (R,,) = 0, za svaki n € N. Takoder,
za sve k, [, n € Z>q vrijedi da je

Mg or, - B ® R — Ry, M|, : Bn — @D (Ri @ Ra_y).
k=0

(2) (Asocijativnost). Preslikavanje m, tj. produkt je asocijativan, odnosno, oz-
nacimo li, za a, b€ R, ab=m(a®Vb), onda za sve a, b, c € R vrijedi da je
(ab) ¢ = a (bc). Ovo znaci da dijagram

RRR®R QR
1dR®m m
R®R m R

komutira.

(3) (Jedinica). Element e (1) € Ry je jedinica prstena R. To znaci da dijagram

R®R

idg @7 w idp
m

Sl

RK—R—K®R

komutira.

(4) (Koasocijativnost i kojedinica). Ova svojstva znace da mozemo promijeniti
smjer strelica u komutativnim dijagramima za asocijativnost i jedinicu te e,
odnosno m zamijeniti s e i m*. Dakle, sljedec¢a dva dijagrama komutiraju.
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RRR®R QR R® R
idp ® e* *®id
idg ® m* me 0 / 'nN\ o

m* “ ~
R®R R RR¥K——R—KQ®R

(5) (Hopfov aksiom). Preslikavanje m* : R — R ® R je homomorfizam prstenova.
Mnozenje u prstenu R ® R je definirano na prirodan nacin:

(z@y) (@@y)=cr'@yy.

[zuzmemo li iz gornje definicije svojstva asocijativnosti i koasocijativnosti (aksiomi
(2) i (4)) dolazimo do definicije kvazi-Hopfove algebre. Za kvazi-Hopfovu algebru
R kazemo da je povezana ako je ispunjen sljedeéi aksiom:

(6) (Povezanost). Preslikavanja e: K — Ry i €¢*: Ry — K su medusbno inverzni
izomorfizmi.

Nadalje, Hopfova algebra R je komutativna, odnosno kokomutativna ako vrijedi:

(7) (Komutativnost). Preslikavanje m, tj. produkt je komutativan. Drugim rije-
¢ima, dijagram

g

C )

RoR "

R, gdiejec(z®@y)=y®uz,

komutira.

(8) (Kokomutativnost). Opet mijenjamo strelice, tj. dijagram

g

C ).

RoR-T" R

komutira.
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Sada dolazimo do onoga Sto je nama zapravo potrebno, a to je pojam pozitivne,
samoadjungirane Hopfove algebre, zvati ¢emo ju jednostavno PSH algebra.

Definicija 2.1.5. Kvazi-Hopfova algebra R nad prstenom cijelih brojeva 7. je pozi-
tivna i samoadjungirana ako je ispunjeno:

(9) Za svakin € Z>o, R, je T-grupa, posebno, R je T-grupa.
(10) (Pozitivnost). Sva preslikavanja, e, €*, m i m* su pozitivna.

(11) (Samoadjungiranost). Preslikavanja e i e*, odnosno m i m" su adjungirana
jedno drugom u odnosu na skalarne produkte [-, -] na R, R® R i Z. To znadi
da vrijedi:

e*(r),n]=1[r,e(n)] 1 [m"(r),n®ry=1[r, m(r ®ry)].

Definicija 2.1.6. PSH algebra je povezana, pozitivna i samoadjungirana Hopfova
algebra nad 7.

Od sada pa nadalje nam je R PSH algebra. Jedinicu prstena R, odnosno element

e (1) € Ry ¢emo oznaciti jednostavno s 1. Aksiomi povezanosti i pozitivnosti ((6)

i (10)) nam govore da je 1 ireducibilni element u R te da je Ry =Z - 1, zato ¢emo

jednostavno smatrati da je Ry = Z. Nadalje, za x, y € R ¢emo pisati zy za m (r ® y),

ozna¢imo [ = @Rn (N je skup prirodnih, tj. pozitivnih cijelih brojeva). Svojstva
neN

stupnjevanja, kpovezanosti i kojedinice ((1), (6) i (4)) nam govore da tada za svaki

x € I vrijedi da je
m*(z) =r®@1+1®z+ml (x),

gdje jem’ (z) e I® 1.

Definicija 2.1.7. Element x € I se zovi primitivni element ako je m’_ (x) = 0, od-
nosno, m* (x) =r®1+1® .

Oznac¢imo s P podgrupu od R koja sadrzi sve primitivne elemente te neka je
FP=m{I®I).

Propozicija 2.1.8. Svaka pozitivna, povezana i samoadjungirana kvazi-Hopfova al-
gebra nad 7. je PSH algebra, odnosno, asocijativnost i koasocijativnost slijede iz
ostalih akioma PSH algebre. Nadalje, svaka PSH algebra je komutativna i kokomu-
tativna.

Dokaz. Pogledati u [3], propozicija 1.6. 0Q.¢.9.
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Neka je R PSH algebra, za svaki x € R ozna¢imo s x* : R — R operator adjungiran
operatoru mnozenja s x, konkretnije, * je definiran pomocu:

[2* (y), 2] = [y, z2], Yy, z € R.

U dijelu (b) sljede¢e propozicije ¢emo vidjeti da ovakva definicija ima smisla. Ope-
rator x* ¢e biti na§ glavni alat u razvoju strukturne teorije PSH algebri, sljedeca
propozicija govori o njegovim osnovnim svojstvima.

Propozicija 2.1.9.

(a) Neka je k € Z>o 1 neka je x € Ry, onda za svaki n € Zx( takav da je n < k
vrijedi da je z* (R,) = 0, a ako je n > k, onda je " (R,) C R,_x. Primijetimo
da je

z*|g By — Ry =17
zapravo skalarni produkt s x na Ry, oznacimo ga s [z, -|.

(b) Operator x* : R — R odgovara kompoziciji

* idgp ® [z, -] ~
R ReoR—2 R®7Z R

(¢) Za sve x, y € R vrijedi da je
(zy)" =y o™,
a kako je R komutativan, vidimo da svi operatori * medusobno komutiraju.
(d) Ako je x € R, onda je x* pozitivan operator.

(e) Akosuz, y, z € R iako jem" (z) = Z (a; ® b;), onda je
jeJ
2 (yz) =Y _al (y)b; (2).

jeJ

(f) Ako je p € R primitivan element, onda je p*: R — R derivacija prstena R,
odnosno:
P (yz) =p"(y)z +yp* (2) .

(g) Akojen € Nip € R, primitivan te k € N, k <n ix € Ry, onda je x* (p) = 0.
Dokaz. Pogledati u [3], propozicija 1.9. 0.¢.9.
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Strukturna teorija PSH algebri

Neka je (Ra),c4 Proizvoljna familija PSH algebri. Definiramo tenzorski produkt

R=@Q) R,

a€A

kao induktivni limes kona¢nih tenzorskih produkata ® Rg, gdje S ide po kona¢nim

Bes
podskupovima od A. To mozZzemo zato jer se za svaki kona¢ni podskup S C A na

prirodan nac¢in dobiva inkluziju:
R = @R,
BeS a€cA

Teorem 2.1.10 (Dekompozicijski). Neka je R PSH algebra i neka jeC = QN P skup
ireducibilnih i primitivnih elemenata od R. Za svaki p € C oznacavamo

Q(p) ={w e : IneZsy takav da je |w, p"] # 0}

R(p) = @ Z-w.
weQ(p)
Tada je R(p) PSH podalgebra od R sa skupom ireducibilnih elemenata jednakim
Q (p) i vrijedi da je p jedinstveni ireducibilni i primitivni element u R (p). Konacno,

vrijedi:
R=@Q)R(p).

peC

Dokaz. Pogledati u [3], teorem 2.2. Q.¢.9.

Prethodni teorem nam govori da je svaka PSH algebra jednaka tenzorskom pro-
duktu PSH algebri sa samo jednim ireducibilnim primitivnim elementom. Uvedimo
sljede¢u oznaku, uz oznake iz dekompozicijskog teorema, za p € C, sa deg p (stupanj)
ozna¢imo m € N takav da je p € R,,. Ovdje je, jasno, R = @ R,. Zasto takav

nEl>q
m € N postoji? Naime, p je ireducibilan i primitivan element, a kako je svaki R,, a
time i R T-grupa, zaklju¢ujemo da se svaki ireducibilni element nalazi u nekom R,,,
¢injenica da je m > 0 slijedi iz primitivnosti od p.
Neka je sada R = @ R, PSH algebra s jedinstvenim ireducibilnim primitivnim

TLGZZ()
elementom p. Drugim rijec¢ima, vrijedi da je

R=R(p)= P Zw.

we(p)
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To znaci da je Q(p) =, a to onda znaci da je R, = {0} ako degp{n, za svaki
n € Zso. Stoga mozemo pretpostaviti da je degp =1 (izbacimo sve one R, koji su
jednaki {0}). Dakle, vrijedi da je p € Ry, §to znadi da je

R1:Zp

Sada dolazimo do teorema koji nam otrkiva strukturu PSH algebre s jedinstvenim
ireducibilnim primitivnim elementom, p.

Teorem 2.1.11 (Strukturni). Uz prethodnu diskusiju i oznake iz nje vrijedi sljedece.
(a) Element p* je jednak sumi dvaju ireducibilnih elemenata, x5 i ys.

(b) Za svakin € Zsq postoje jedinstveni ireducibilni elementi x,, y, € R, takvi da
je
2y (Yn) =0 1 5 (a) =0.

(c) Zan, k € Z>, takve da je k < n vrijedi:

Nadalje, ako je w € ) razli¢it od xg, x1, ..., T,, onda je w* (x,) = 0, analogna
tvrdnja vrijedi i za yo, Y1, - .., Yn, POSebno

yp (xn) = 23 (yn) =0, zasven, k € Zxg, k> 2.

(d) Zan € N vrijedi da je

n
m* (z,) = 2k @ Toog,
k=0

m* (yn) = Z Y ® Yn—k-
k=0

(e) Prsten R je jednak prstenu Z [x, x3, ..., svih polinoma u varijablama (x,),, oy
takoder, R = Z [y, Yo, -..]. Nadalje, za svaki n € N, vrijedi:
Z (_1)k TkYn—k = 0.
k=0

(f) Algebra R posjeduje jedinstveni netrivijalni automorfizam PSH algebri, u oznaci
t 1 za njega vrijedi:

t(n) = Yn, t (Yn) = Tp, za svakin € N.
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(g) Svaka PSH algebra, R', koja ima jedinstveni ireducibilni primitivni element,
¢, stupnja 1, izomorfna je PSH algebri R. Prema tocki (f), postoje toéno dva
izomorfizma izmedu PSH algebri R i R'.

Dokaz. Opet pogledati u [3], teorem 3.1. 0.¢9.

Daljnji, logi¢ni, korak u klasifikaciji je, jasno, pronalazak svih primitivnih eleme-
nata PSH algebre R s jedinstvenim ireducibilnim, primitivnim elementom p. Mi to
ovdje ne¢emo raditi poSto bi se na taj nacin opseg ovoga rada povecao daleko iznad
nekih razumnih granica. Sve to, a i puno viSe se moze na¢i u knjizi [3] na kojoj se i
bazira ovo poglavlje rada.

2.2 Struktura PSH algebre na 5,

Najprije, za n € N, sa S,, ozna¢avamo grupu svih permutacija skupa {1, 2, ..., n},
dodatno stavljamo da je Sy = {e}, trivijalna grupa, samo s neutralnim elementom.
U ovoj sekciji ¢emo opisati na koji nac¢in uvodimo strukturu PSH algebre na repre-
zentacije svih grupa S,, n € Z>o. Zasto promatramo reprezentacije svih tih grupa
od jednom? Zato jer se ispostavlja da ako gledamo na taj nacin da se struktura PSH
algebre namece gotovo sama od sebe, vrlo prirodno.

Neka je, za svaki n € Zg, R, = R(S,) T-grupa ¢iju bazu tvore sve medusobno
neizomorfne ireducibilne reprezentacije grupe S,. Jasno je da tada skup R} sadrzi
sve (do na izomorfizam) reprezentacije grupe S, takoder, vidimo da je Ry = Z. Neka
je

R(S)= P Ra,

TLEZZO

jasno je da je to stupnjevana T-grupa. Sada zelimo na njoj definirati produkt, m i
koprodukt, m* kako bi postala PSH algebra. Napomenimo da su e i e* definirane na
trivijalan nacin, to su naprosto identitete na Z.

Primijetimo da nam teorem 1.4.4 daje izomorfizam R (Sy x S;) = R (Sk) ® R (S)),
za sve k, | € Z>o. Ovdje, jasno, R (Si x S;) oznacava T-grupu ¢ju bazu ¢ine sve
medusobno neizomorfne ireducibilne reprezentacije grupe Sy x S;.

Neka su k, [, n € Z>o takvi da je k+ 1 =mn. Grupu Sj x S; na prirodan nacin
smatramo podgrupom od 5, to su jednostavno permutacije od S,, koje stabiliziraju
skup {1, 2, ..., k} C {1, 2, ..., n}. Sada, za reprezentacije py i p; od, redom, grupa
Sk 1 S; promatramo reprezentaciju py ® p; grupe Si x S; shvacenje kao podgrupe od
Sy. Tu reprezentaciju mozemo inducirati (teorem 1.4.8) do reprezentacije grupe G,.
Dakle, dosli smo do necega $to prirodno mozemo nazvati produktom, slijedi formalni
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zapis. Na upravo opisan nacin definiramo funktor
’L'kJ ‘R (Sk) ® R (Sl> 2R (Sk X Sl) — R (Sn),

jasno je da je to preslikavanje linearno nad Z. Obratno, za bilo koju reprezentaciju,
o, grupe S, mozemo promatrati njenu restrikciju na podgrupu Sy x S; pa dobivamo
funktor

Tkt R (Sn) — R (Sk X Sl) =R (Sk) QR (Sn),

za kojeg je takoder jasno da je linearan nad Z. Konac¢no, definiramo stupnjevane
homomorfizme:

m:R(S)®R(S) = R(S) i m":R(S)— R(S)®R(S),

kao
n

— 9 3 * —
mle@)Rl =y 1 m |Rn - § Tkn—k;
k=0

za sve k, [, n € Z>y.

Propozicija 2.2.1. Uz definirana preslikavanja, R (S) je PSH algebra. Dodatno,
ona ima jedinstveni ireducibilni primitivni element, jedini¢nu reprezentaciju grupe

Sy.
Dokaz. Jasno, |3|, propozicija 6.2. D.ED.

Ono sto slijedi nakon ove propozicije u spomenutoj knjizi je primjena dekompo-
zicijskog (2.1.10) i strukturnog (2.1.11) teorema s ciljem $to boljeg razumijevanja
reprezentacija od S,. Svi detalji se mogu nac¢i u knjizi, mi se ovdje ne¢emo time
baviti, iz ve¢ dobro poznatih razloga.

2.3 Struktura PSH algebre na GL (n, F))

Fiksirajmo konacno polje Fy, tj. polje s ¢ elemenata, gdje je ¢ = p¥, za neki prosti broj

p 1 prirodni broj k. S GL (n, F,) oznacavamo grupu svih regularnih n x n matrica
s elementima iz polja F,. Za svaki n € N ozna¢imo G,, = GL (n, F,), dodatno, neka
je Go = {e}. Kao u prethodnoj sekciji, za svaki n € Z>( neka je R, = R(G,) T-
grupa ¢iju bazu ¢ine sve medusobno neizomorfne ireducibilne reprezentacije grupe
G,,. Uvedimo oznaku za stupnjevanu T-grupu:

R(q)= P R

nEZZO
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Jasno, cilj nam je opet definirati produkt, m i koprodukt, m* kako bismo dobili PSH
algebru. Opet su e i e® definirane na trivijalan nac¢in, to su naprosto identitete na Z.
Prema teoremu 1.4.4 vidimo da imamo izomorfizam R (G}) ® R(G;) = R (G x G)),
za sve k, | € Z>o. Sada, fiksirajmo k, [, n € Z>( takve da je k + 1 =n, definirati
¢emo homomorfizme

m\Rk®Rl : Rk®Rl = R(Gk X Gl) — Rn

mz’l : Rn — R(Gk X Gl) = Rk®Rl
te pomocu njih, stupnjevanjem dobiti produkt i koprodukt, kao i u prethodnoj sekciji.
Da bismo to ucinili najprije ¢e nam trebati poopéenja pojmova indukcije i restrikcije
reprezentacije.
Neka je G kona¢na grupa i neka su H i U njene podgrupe takve daje HNU = {e}
te neka H normalizira U, preciznije, vrijedi:

{hiluh Cu € U} =U, Yhe H.
Neka je v : U — C neki karakter grupe U kojega H normalizira, tj.
¢ (h'uh) =¢ (u), Yue U, h € H.

Oznac¢imo s A (G) skup (preciznije, kategoriju, za pojam kategorije pogledati u [1])
svih reprezentacija grupe G. Sada smo spremni definirati funktore:

Z'Uﬂ/, . .A(H) — A(G),
roy  A(G) = A(H),

prvi ¢e biti poopcenje indukcije, dok je drugi poopcéenje restrikcije. Nazivamo ih,
redom, -indukcija i ¢-restrikcija. Poopéenje u smislu da ako je U = {e}, onda su
navedeni funktori upravo indukcija (ona iz teorema 1.4.8) i restrikcija reprezentacije.

Najprije, kako H normalizira U, onda je HU podgrupa od G koja sadrzi sve elemente
oblike hu, gdjeje he Hiu e U.

(1) Neka je p € A(H) te neka je V' pripadajuéi vektorski prostor. Najprije prosi-
rimo reprezentaciju p do reprezentacije p: HU — GL (V) stavljajuci

p(u) =1 (u) Iy, YueU.

Sada stavljamo da je
i (p) = Indfy (p)

ovdje je Inng oznaka za reprezentaciju induciranu s podgrupe HU na grupu
G, teorem 1.4.8.
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(2) Neka je m € A(G) i neka je E pripadajuéi vektorski prostor. Neka je
EW={veE :m{w=1v) v YuecU}.

Jasno je da je EYY invarijantan za T|y. Zasto? Neka je h € H te v € EU¥,
zelimo pokazati da je w = 7, (v) takoder u EY¥. Najprije, kako H normalizira
U, znamo da za svaki u € U postoji ' € U takav da je uh = hu/, konkretno,
vrijedi da je ' = h~'uh. Sada, za proizvoljan v € U, ra¢unamo:
T () = (70 0 1) () = Tun (0)

= T (V) = (Tp o) (V) = 7 (¥ (W) - v)

=¥ (b~ uh) - my (v) =9 (u) - w,
dakle, w € EY¥. Stavljamo da je ru. () upravo restrikcija reprezentacije 7 na
podgrupu H i to na prostoru EV¥.

Neka su k, [, n € Z>, takvida je k + 1 =n. Grupu H = G}, x G, smatramo pod-
grupom blok-dijagonalnih matrica od G, na prirodan nacin. Preciznije, to su sve

matrice oblika:
A 0
0 B )’

gdje je A € Gy, B € G;. Nadalje, s U = Uy oznacimo podgrupu od G,, svih matrica
kojima su sve svojstvene vrijednosti jednake 1 (tzv. unipotentne matrice) te za koje
vrijedi da ako je <uij>i7je{1,27...,n} € Uy, ondaiz u;; # Oslijedidajed = jilit <k < j.
Preciznije, Uy, sadrzi sve matrice oblika:

I, C
0o )’

gdje su I, € G i I; € G; jedini¢ne matrice, a C' je proizvoljna k x [ matrica s elemen-
tima iz F,,.

Ocito je da H normalizira U te da je HNU = {e}. Stoga, kao §to smo prije
opisali, mozemo definirati funktore:

iU,l . .A(H) — A(Gn)

Tyl A(Gn) — A(H)

Sada jednostavno stavljamo:

n
o * _ * _ *
m|Rk®Rl =iy, My, =Tyl te m |Rn = g M
k=0
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Prirodnim stupnjevanjem sada dolazimo do produkta i koprodukta u istim oznakama,
mim*.

Propozicija 2.3.1. Uz definirane homomorfizme, R (q) je PSH algebra.
Dokaz. Pogledati u [3], propozicija 9.1. 0.¢D.

Napomenimo da se ovakvim pristupom komutativnost i kokomutativnost u R (q)
dobivaju direktno, $to je inace sasvim netrivijalna ¢injenica. Ireducibilne primitivne
elemente od R (q) nazivamo kuspidalne reprezentacije. Ovdje se zaustavljamo,
svojstva kuspidalnih reprezentacija i daljna klasifikacija reprezentacija od GG, se moze
na¢i u knjizi [3], sve slijedi u tekstu nakon navedene propozicije. Jasno, glavna
aparatura su, kao i u prethodnoj sekciji, teorem dekompozicije (2.1.10) i strukturni
teorem (2.1.11).
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Sazetak

U ovom radu najprije dajemo osnove teorije konacno dimenzionalnih kompleksnih
reprezentacija konac¢nih grupa. Cilj nam je upoznati se s pojmom karaktera repre-
zentacije kao i induciranom reprezentacijom te restrikcijom dane reprezentacije. Za-
tim pomocu strukturne teorije PSH algebri otkrivamo nacin za bolje razumijevanje
reprezentacija simetricnih grupa i generalnih linearnih grupa nad kona¢nim poljem.
Toc¢nije, opisujemo kako se na spomenute grupe uvodi struktura PSH algebre.

Rad je podijeljen na dva poglavlja, u prvom se govori o reprezentacijama, dok u
drugom detaljno opisujemo strukturu PSH algebre i pripadaju¢u strukturnu teoriju.
U nastavku drugog poglavlja, kao $to je ve¢ receno, opisujemo uvodenje strukture
PSH algebre u sluc¢aju simetri¢nih grupa i generalnih linearnih grupa nad konac¢nim
poljem.
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Summary

At the begining of this thesis we revise basics of the theory of finite-dimensional
complex representations of finite groups. Our goal is to get acquainted with the
concepts of the character of a representation and the induction and restriction of a
given representation. Then, using the structure theory of PSH algebras, we discover a
way for better understanding of the representations of symmetric groups and general
linear groups over the finite field. More precisely, we describe how the structure of
PSH algebra is introduced on aforementioned groups.

Paper is divided into two chapters, the first is about representations, while in the
second we describe the structure of PSH algebra in great details and the associated
structural theory. In second chapter, we continue, as stated above, with describing a
way to introduce the structure of PSH algebra in the case of symmetric groups and
general linear groups over finite field.
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