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SADRZAJ



Poglavlje 1
NILPOTENTNE GRUPE

Neka je V realan konacnodimenzionalan vektorski prostor. Neka je P(V') unitalna podalgebra
od RV generirana dualom V* od V (ili potprsten od RY generiran sa V* U R). Elemnti od P(V)
zovu se polinomijalne funkcije (ili, kraée, polinomi) na V.

Ako jen =dim Vi (fi,..., f,) baza od V*, tada je

Z Ciyig X1t X Z Cirin St
izomorfizam unitalnih algebri sa R[X7, ..., X,] na P(V).
Za polinom P € P(V) kazemo da je homogen stupnja k € Z, ako vrijedi
P(tv) =t*P(v) YteR, YweV.
Neka je P*(V) skup svih polinoma na V homogenih stupnja k. O¢ito je to potprostor od P(V).
Iz gornjeg izomorfizma izmedu R[X7, ..., X,] i P(V) neposredno slijedi:
Lema 1.1. (a) P(V) =2+ Pu(V).
(0) Pr(V)P(e(V) € Prse(V).
() Po(V) =R
(d) Pi(V) =V~

Neka je W takoder konacnodimenzionalan realan vektorski prostor i F': V' — W preslikavanje.
Kazemo da je F' polinomijalno preslikavanje ako je f o F' € P(V) za svaki f € W*. Neka je
(wq, ..., wy,) baza od W. Definirajmo funkcije F,..., F,, : V — R sa

Fv) = ZFZ'(U)’LUZ', velV.

Odmah se vidi da je F' polinomijalno preslikavanje ako i samo ako su Fi,..., F,, € P(V).

Neka je P(V, W) skup svih polinomijalnih preslikavanja V' — W. To je realan vektorski prostor.
Nadalje, ako su F' € P(V,W) i G € P(W,U), onda je Go F € P(V,U).

Za PeP(V)iF € P(V,W) definiramo preslikavanje PF : V' — W mnozenjem po tockama:
(PF)(v) = P(v)F(v), v € V. Tada je o¢ito PF' € P(V,W) ina taj nac¢in P(V, W) postaje unitalni
P(V)—modul.

Preslikavanje F' € P(V, W) zove se homogeno stupnja k € Z, ako je

F(tv) =t*F(v) VYteR, YweV.

Neka je Py (V, W) potprostor svih polinomijalnih preslikavanja stupnja k. Iz leme 1.1. neposredno
slijedi:
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Lema 1.2. (a) P(V,W) =32+ Pu(V,W).
(0) Pe(V)Pe(V,W) C Prie(V, W).
(c) Po(V,W) =W (uz identifikaciju w(v) =w, v € V, w € W).
(d) P (V,W) = L(V,W) (prostor linearnih operatora sa V u W).

Nilpotentna grupa je konacno dimenzionalan realan vektorski prostor G' snabdjeven s gru-
povnom operacijom m : G x G — G koja ima sljedeca dva svojstva:

(a) m je polinomijalno preslikavanje sa G x G u G.
(b) Vrijedi m(sz,tx) = (s +1t)x Vs, t € R, Vo € G.

Napominjemo da ono Sto u ovom kolegiju zovemo nilpotentna grupa u standardnoj terminologiji
zove se povezana jednostavno povezana nilpotentna Liejeva grupa.

U daljnjem je stalno G nilpotentna grupa. Drugi uvjet u gornjoj definiciji znaci da ako
su x,y € G linearno zavisni, onda je x + y produkt x i y u G.

Pisat ¢emo m(x,y) = zy, z,y € G. 1z (b) slijedi da je za svako x € G

20 =m(z,0) =m(lz,0,z) = (14+0)z =1z =2 1 0z =m(0,z) = m(0z,1z) = (0+1)z = 1l = .
Dakle, 0 je jedinica u grupi G. Nadalje,

m(—z,z) = m(x,—x) = m(lz,(—-1)z) = (1 — 1)z = 0z = 0.
Dakle, —x je inverzni element od x u grupi G.

Propozicija 1.3. (a) Neka je x € G i neka je funkcija g : R — G definirana sa g(t) = tx. Tada
je g neprekidni homomorfizam aditivne grupe R u grupu G.

(b) Neka je g neprekidni homomorfizam aditivne grupe R w grupu G. Neka je x = g(1). Tada je
g(t) =tz vVt € R.

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz definicije nilpotentne grupe:
g(s+1t)=(s+t)x =sx-tx = g(s)g(t).

(b) Neka je g : R — G neprekidni homomorfizam i x = ¢g(1). Tada je g(0) = 0 = O0x. Nadalje,
za svaki n € N imamo

gn)=g(l+---+1)=g(1)" =g(1) + - +g(1) = ng(1) = nx.

Nadalje, kako je

za n € N imamo i
g(=n) = g(=1)" = ng(~1) = —na.

Time je dokazano da je g(n) = ng(1) Vn € Z. To vrijedi za svaki neprekidni homomorfizam sa R
u G. Neka sun € Z i m € N. Primijenimo li dokazano na neprekidni homomorfizam ¢t — g (t%) ,

nalazimo
mg (=) = g (m=) = g(n) = ng(1).



Time je dokazano da vrijedi
gt)=tg(l)=tx  VteQ.

Kako su g i t — tx neprekidne funkcije sa R u G i kako je Q gusto u R, odatle slijedi da je
g(t) =tz Vt € R.

Za kona¢nodimenzionalan realan vektorski prostor V' ozna¢imo sa C*°(V') prostor svih realnih

funkcija na V' klase C'*°. Linearni funkcional X na prostoru C*(V') zove se tangencijalni vektor
na V' u tocki v € V ako vrijedi

X(fg) = X(Ng(v) + f(v)X(g)  Vf.geC=V).
Neka je T, (V) skup svih tangencijalnih vektora na V' u tocki v. O¢ito je T, (V) realan vektorski
prostor (potprostor duala vektorskog prostora C*°(V') ). Primijetimo da svaki tangencijalni vektor
X € T,(V) preslikava svaku konstantu ¢ € R u nulu:
X(e)=cX(1)=cX(1-1)=cX(1)+cX(1) =2X(c) = X(c)=0.

Neka je (71,...,2,) Kartezijev koordinatni sustav na V' (tj. baza dualnog prostora V*). Neka
je (e1,...,e,) baza od V dualna bazi (zi,...,z,). Za f € C>®°(V) definiramo f € C* (R") sa

fuhu.Jm::f<§:m@>.

Dakle, ako je (z1,...,x,) : V — R™ izmorfizam koordinatizacije, tj.

(21, ..., 22)(0) = (11 (v), ..., 2,(V)), v = in(v)el, vev,

onda je f = fo(xy,...,x,). Za vektor

V= Z sie; €V
i=1
definiramo preslikavanje <%> :C®°(V) - Rsa

a f o
(%) ()= @D sn- 50, feC™V)
J/ v
Pri tome je 0; oznaka za parcijalnu derivaciju po j—toj varijabli.

Propozicija 1.4. Uz uvedene oznake {( 0 ) . < 0 ) } je baza vektorskog prostora T,(V).

oz1 OTn

Dokaz: Lako se vidi da su (ai) eT,(V), 1<j<n.

Dokazimo da su ti tangencijalni vektori linearno nezavisni. Neka su ¢, ...,c, € R takvi da je

u 0
e (), 0

i=1
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Koordinatne funkcije zy,...,2, su elementi C*(V) i ocito je Z;(t,...,t,) = t;. Odatle je
(a%) (x;) = 0,5, pa slijedi

n

0 .
O:ZCi(a—l'i)U(xj):Cj’ 1§j§n

i=1
Time je linearna nezavisnost dokazana.

8:1?1 axn
XeT, (V). Za feC>®V)i(t,...,t, € R" imamo Taylorovu formulu

Dokazimo sada da tangencijalni vektori (i> e (i) razapinju prostor T,(V'). Neka je

Fltr, o t) = f(s1,...,s +Zaf (51, osa)(ti— s+ > (ti—si)(te — si)@inlts, - tn)

1<i<k<n

pri cemu su funkcije @y, € C*°(R™) neovisne o funkciji f. Neka su iy € C=(V) takve da je
Vi = @ik- 1z prethodne jednakosti dobivamo

0+ Z (o) D=0+ ¥ o= sdlon st

1<i<k<n

Odatle je

+ > (@) = s) Xz — st () + Y (i) = si)(@(0) — 50X ().

1<i<k<n 1<i<k<n

Tangencijalni vektor X ponistava se na konstantama, pa je X (z; — s;) = X(2;) — X (s;) = X (z).
Nadalje, zj(v) = s; za 1 < j < n. Prema tome,

_ Zf;mi) (a%) ().

Kako je funkcija f € C*°(V) bila proizvoljna, nalazimo da je

X = ZX ;) (axl)

Time je propozicija dokazana.

Za w,v € V definiramo w, : C*(V) — R sa

wo(f) = S v+ tw)

Ocito je tada w, € T,(V).



Propozicija 1.5. w — w, je izomorfizam vektorskih prostora sa V na T,(V).

Dokaz: Neka je

n
w:erejGV, r1,...,Tn € R.

j=1
Imamo

wy(z;) = Exj(v + tw) s; +1trj)

= Tj’
t=0

:E(

dakle, prema posljednjoj formuli u dokazu propozicije 1.4. dobivamo

=2 (57) =20 (3,

v 7=1

t=0

To pokazuje da je w +— w, linearno preslikavanje sa V' u T,,(V'). Nadalje, za w = e; je r; = d;;, pa

imamo
- 0 0
(€:), = Z%’ (8—95]) = (8@) :
j=1 v v
Dakle, linearan operator w — w, prevodi bazu {ey, ..., e, } prostora V u bazu { (8%1) R, <%) }

prostora T,(V'). Time je propozicija dokazana.

Za bilo koju (realnu) algebru A4 (asocijativnu ili ne) derivacija od A je linearno preslikavanje
A: A— A sa svojstvom
A(ab) = A(a)b + aA(b) Va,b e A.

Oznacavat ¢emo sa Der(A) skup svih derivacija algebre A. Der(A) je ocito vektorski prostor
— potprostor vektorskog prostora L(.A) svih linearnih operatora sa A u A. Ako za A, B € L(A)
definiramo njihov komutator na uobi¢ajeni nacin, [A, B] = AB— BA, prostor L(.A) postaje Liejeva
algebra.

Lema 1.6. Za svaku algebru A Der(A) je Liejeva podalgebra Liejeve algebre L(A).
Dokaz: Za A, B € Der(A)1ia,be Aimamo redom
[A, B](ab) = A(B(ab)) — B(A(ab)) = A(B(a)b + aB(b)) — B(A(a)b — aA(b)) =
= A(B(a))b)+B(a)A(b)+A(a)B(b)+aA(B(b))—B(A(a))b—A(a) B(b)—B(a) A(b)—aB(A(b)) = [A, B](a)b-

Dakle, [A, B] € Der(A) i lema je dokazana.

Posebno, za unitalnu komutativnu asocijativnu algebru C*°(G) Liejevu algebru derivacija
Der (C*(@G)) oznacavat ¢emo sa A(G).
Za f € C*(G) iz € G definiramo f, € C®(G) sa f.(z) = f(zy), z € G. Ocito je

(f:v)y = f:vya IS COO(G), x,y € G.
Za A € A(G) ix € G definiramo A* : C*(G) — C*(G) sa

A*(f) =[A(f)],, [ eC®(G).
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Lema 1.7. (a) A A" je linearan operator sa A(G) u A(G) za svaki x € G.
(b) Za bilo koje x,y € G i A € A(G) vrijedi (A*)Y = Av=.
() Zax € GiA BeAG) je [A, B]* =[A", B"].
Dokaz: (a) Preslikavanje A — A% je ocito linearno. Nadalje, za f, g € C=(G) je
A(f9) = (AU D)y s = [A (foge)lys = [A () galys + (oA (02)], 1 =
= [A(f)ler 9+ FIA(ga)]on = AT (f)g + fA™(g),  dakle, A" € A(G).

(0) (A" () = [A" (f)],-1 = {A((F)) ] o = [A )l g1 = A ().
() Imamo A (f,) = [A*(f)], i B(f.) = [B*(f)],, pa je

[A, BI*(f) = {[A, Bl (fo)}o 1 = [A(B (fo))]or = [BA(f2))],r =

= (A{(B(/))o}) - = (BLA (1)) -1 = A" (B*(f)) — B (A°(f)) = [A", B*] ().

Za derivaciju A od C*(G) kazemo da je lijevoinvarijantna ako je A* = A Vz € G. Skup
D(G) svih lijevoinvarinatnih derivacija od C*°(G) je zbog tvrdnje (a) leme 1.7. potprostor od
2A(G), a zbog tvrdnje (c) iste leme, D(G) je Liejeva podalgebra od A(G).

Za A€ A(G)ix € G definiramo A, : C*°(G) — R sa

A:(f) = [ANN(x), e C™(G).
Odmah se vidi da je A, € T,(G) i da je A — A, linearan operator sa A(G) u T,(G).

Propozicija 1.8. Za svako x € G preslikavanje A — A, je izomorfizam vektorskog prostora D(QG)
na vektorski prostor T,(G).

Dokaz: Injektivnost. Neka je A € D(G) i pretpostavimo da je A, = 0 za neko z € G. Tada je
[A()l(x) =0 VfeC™(G).
Odatle za svako f € C(G) i svako y € G dobivamo redom
0= [A(fy-)] (x) = [AY (f-1)] (2) = [A(f)y1] (@) = [A(F)] (v ') -
Zamijenimo li y sa 2271, slijedi
A()](z) =0 VzeG, VfeC™®G) = A(f)=0 VfeC®(G) = A=0.

Surjektivnost. Neka je X € T,(G). Prijelazom na koordinate lako se vidi da je za svaku
f € C=(G) funkcija X (f), definirana sa

[X(f)] (y) = X (fya1), yeq,

takoder u C*°(@). Preslikavanje X : C*°(G) — C*°(G) je linearan operator. Nadalje, za proizvoljne
fig € C*(G) iy € G imamo redom

[£(0)] () = X ((F0)s) = X (fyor 1) =

= X (fya ) gyt (2) + fyas ()X (g0-1) = [X(D] o) + F) [X(9)] (0),
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Dakle, X(fg) = X(f)g+ fX(g), odnosno, X € A(G).
Nadalje, za proizvoljne f € C*(G) i z,y € G imamo

] =[x 0= X0 =X () = X () = [X0)] )

21

To pokazuje da je X = X Vz € G, odnosno, X € D(G).
Napokon, za proizvoljnu funkciju f € C®(G) je X,(f) = [X(f)} (z) = X(f), dakle, X, = X.

Tangencijalni prostor T.(G) na G u jedinici e grupe G (to je 0 u vektorskom prostoru G)

oznacavat ¢emo sa L(G). Prema prethodnoj propoziciji A — A, je izomorfizam vektorskih prostora
sa D(G) na L(G). Inverzni izomorfizam je X — X, gdje je

XN @=X(f), 2€G JeC¥G), XeL@).

Pomoc¢u tih izomorfizama prenosimo strukturu Liejeve algebre sa D(G) na L(G). S tom strukturom
L(G) zove se Liejeva algebra nilpotentne grupe G. Dakle, za X,Y € L(G) i f € C*(G) je

X)) = x (V) =Y (X))

Propozicija 1.9. Za svaki X € L(G) postoji jedinstven neprekidni homomorfizam ¢ : R — G
takav da je
, f e C™(q).

t=0

X(f) = 4 (e(0)

Tada je

X))@ = Loty . rec¥@). rec

t=0

Obratno, ako je ¢ : R — G neprekidni homomorfizam, tada je preslikavanje X : C*(G) — R,
definirano sa

: fec=(G),

t=0

X(f) = 270

tangencijalni vektor na G u jedinici e(= 0), tj. X € L(G).

Dokaz: Druga je tvrdnja ocigledna. Dokazimo prvu. Neka je X € L(G). Izaberimo Kartezijev

koordinatni sustav (z1,...,z,) na G. Tada znamo da je
X:ici 9 , gdje je ¢; = X (x;) .
i=1 0z ) o
Neka je (e1,...,e,) baza u vektorskom prostoru G dualna bazi (zi,...,z,) i neka je

r =cre; + -+ + cpe,. Definiramo ¢ : R — G sa ¢(t) = tz. Tada je za proizvoljnu f € C*(G) :

= gf(tcl,...,tcn)

< F(t) ¥

t=0 t=0
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Time je egzistencija u prvoj tvrdnji dokazana.
Dokazimo jos jedinstvenost. Neka su ¢p,1 : R — G dva neprekidna homomorfizma i pret-
postavimo da je

SHew)| = Srwe)|  vree¥(@)

Prema propoziciji 1.3. postoje x,y € G takvi da je ¢(t) = tz i ¢(t) = ty. Prikazimo z i y u bazi:

t=0 t=0

n

n
r = E Ci€;, Yy = E d;e;.
i=1

i=1

Imamo

i analogno,

t=0
Slijedi ¢; = d; za svaki j, odnosno, x = y, sto znaci da je ¢ = 9.

Definirat ¢emo sada preslikavanja exp : L(G) — G ilog : G — L(G). Za X € L(G) neka je
vx : R — G jedinstveni neprekidni homomorfizam takav da je

X(f)= Shext)| . feo¥@)

t=0

Definiramo
exp X = px(1), X € L(G).

ZaseR, X € L(G) i f e C*(G) imamo redom

d

C Hoa®)] = (X)) = sX() = 5 < flex(0)

d
y = L Fex(st)

t=0 t=0

Zbog jedinstvenosti u propoziciji 1.9. zakljucujemo da je @sx(t) = px(t), a odatle
vx(s) =exp sX, seR, X e L(G).

Prema propoziciji 1.3. preslikavanje ¢ — (1) je bijekcija sa skupa svih neprekidnih homo-
morfizama R — G na grupu G. Nadalje, prema propoziciji 1.9. X — ¢x je bijekcija sa L(G) na
skup svih neprekidnih homomorfizama R — G. Preslikavanje exp : L(G) — G je upravo kom-
pozicija tih dviju bijekcija. Posebno, exp je bijekcija sa L(G) na G. Stovise, iz dokaza propozicije
1.9. vidi se da je exp : L(G) — G izomorfizam vektorskih prostora. Ako je (ey,...,e,) baza od
G i (z1,...,7,) pripadni Kartezijev koordinatni sustav na G (tj. dualna baza dualnog prostora),

onda je
exXp <Z C; (aixl)o> = ;ciei.

i=1
Preslikavanje log : G — L(G) definiramo kao inverzno preslikavanje izomorfizma exp : L(G) —

G. Dakle,
(log 2)(f) = % 7(12)

t=0
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Prema propoziciji 1.9. imamo:

X() = L flexp £X)

7 , felC>@G), X elLG),

t=0

, feC®(q), XelL(G), zed.

t=0

PRIMJERI

X0 @) = S fwexp 1)

1. Neka je G = R"™ uz zbrajanje kao grupovnu operaciju. Tada je G nilpotentna grupa, L(G)
se identificira sa R" tako da je exp = log = idr~. Grupa G je komutativna, a i njena Liejeva
algebra: [X,Y] =0 VXY € L(G).

2. Neka je G = N,(R) — skup svih gornje trokutastih matrica u M, (R) s jedinicama na
dijagonali. To je podgrupa grupe GL(n,R) svih regularnih matrica n x n. Na G ¢emo uvesti
strukturu vektorskog prostora tako da G postane nilpotentna grupa.

Neka je n,(R) skup svih strogo gornje trokutastih matrica n x n; n,(R) je vektorski prostor
nad R dimenzije "("271) i to je Liejeva algebra u odnosu na komutator matrica [A, B] = AB — BA.
Uoc¢imo sada sljedece tri evidentne ¢injenice:

(1) Za A € n,(R) je A* €n,(R) Vk e Ni A" = 0.

(2) Za A € n,(R) je e € N,(R).
(3) Za B € N,o(R) je I — B € n,(R).

Stoga mozemo definirati preslikavanje In : N,,(R) — n, (R) ovako

—_

| =

3

In B=— (I —B), B¢ N,(R).

i

1

Lako se provjerava da tada vrijede jednakosti
met=A4 VAen,(R) i e"%=B VBecN,(R).

Dakle, In i A — e? su medusobno inverzne bijekcije. Pomoéu njih prenosimo sa n,(R) na
N, (R) strukturu @—dimenzionalnog realnog vektorskog prostora. Dokazat ¢emo sada da

je s tom strukturom vektorskog prostora N, (R) nilpotentna grupa. Definiramo preslikavanja
Py, Py :n,(R) — n,(R) ovako:

Pi(A) =et =1, Py(A)=In(I + A), A€ n,(A).

Zbog gornje ¢injenice (1) P; i P, su polinomijalna preslikavanja s vektorskog prostora n,(R) u
samog sebe. Da bismo dokazali da je zadovoljeno svojstvo (a) iz definicije nilpotentne grupe, treba
pokazati da je preslikavanje P : n,(R) x n,(R) — n,(R), definirano sa

P(A,B) =1n (e"e”), A, B € n,(R),
polinomijalno. To slijedi iz
P(A,B) =In (e”e”) =In (P1(A) + I)(P(B) + 1)) =
In (I + P,(A)+ P(B) 4+ P,(A)P,(B)) = P, (P,(A) + Pi(B) + P,(A)P,(B)),
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bududi da je preslikavanje (C, D) — C' + D + CD sa n,(R) x n,(R) u n,(R) o¢ito polinomijalno.
Svojstvo (b) iz definicije nilpotentne grupe slijedi iz
P(sX,tX)=1In (¢**e*) =In (e(SJ’t)X) =(s+1)X, s,teR, X €n,(R).

Dakle, N, (R) je nilpotentna grupa.
Sada imamo medusobno inverzne izomorfizme vektorskih prostora

exp : L (N,(R)) — N,(R) i log : N,,(R) — L (N,(R)).

Kompozicijama tih izomorfizama s izomorfizmima exp : A — e sa n,(R) na N,(R) i In sa N, (R)
na n,(R) dobivamo izomorfizme

¢ = logoexp : n,(R) — L (N,(R)) i U =lnoexp: L(N,(R)) — n,(R).

Bududi da su exp i In medusobno inverzni i da su exp i In medusobno inverzni, zakljucujemo da
su ® i U medusobno inverzni izomorfizmi. Dokazat ¢emo sada da su ® i ¥ izomorfizmi Liejevih
algebri, tj. da je

[®(A),®(B)] = @ ([A4, B]) VA, B € n,(R).

Neka je (x;;; 1 <i<j <n) prirodni koordinatni sustav na N,(R) : koordinate matrice
n(n=1)

A = [wyj] su z;;(A) = a45. Pomocu tog koordinatnog sustava N,(R) se identificira s R
Za f € C* (N, (R)) parcijalnu derivaciju f po koordinati x;; oznacavat ¢emo sa 0;; f..
Neka su A, B € n,(R), t,s € R, m € Z,. Stavimo

am= o], B =B, et = flts)], et = eyt )]

Za bilo koju matricu C' element na mjestu (¢, j) oznacavat ¢emo sa (C');;.
Za f € C* (N,(R)) imamo

d d
= F RN = FRAW]E)| =
o i 2 tA s _ i 2 1B ,sA
ds (atf (e ’ B) t0> =0 ds (atf (e e ) tO) 5:0'
Sada je
O (1A B N D sB
Ef(e e*?) H)—;j 81%](0’ ) (95f) (e°7)
a kako je
ag;] (O, 8) _ (%etAesB> ) — (AeSB)Z'j ,
ij
dobivamo 9
Ef (etAesB) B _ Z <AeSB)ij (aijf) (esB) )
Stoga je
d [0
=0/ ls= i<j i<j

- Z (AB)i; (95f) (1) + Z Zawﬁpq (Opg0i5 f) (1).

1<J 1<j p<q
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Analogno je

d ( 9 f (etBesA)

o =N (BAY; 05 5) (1) + DD Bijog (Opedis f) (1),

s=0 i<j i<j p<q

»

[@(A), ®(B)] (f) = (A4, B]),; (9,0) (1) =

1<j

Stoga dobivamo

if (et[A,B})

= = ® (14, B)) (/)

t=0

Kako je f € C* bila proizvoljna, dokazana je zeljena jednakost [®(a), (B)] = ® ([4, B]) .
Prema dokazanom mozemo izvrsiti identifikaciju n,(R) sa L (NV,(R)) tako da izomorfizmi ¢ i
U postanu identiteti. Tada je log = In i exp = exp.
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POGLAVLJE 1.

NILPOTENTNE GRUPE



Poglavlje 2
NILPOTENTNE LIEJEVE ALGEBRE

U ovom poglavlju sve Liejeve algebre su konacnodimenzionalne i nad poljem R
realnih brojeva.

Neka je g Liejeva algebra. Liejeva podalgebra od g je potprostor b takav da je [X,Y] € b
VX,Y € b. Ideal u g je potprostor h od g takav da je [X,Y] € h VX € g, VY € bh. Naravno,
Liejeva podalgebra je i sama Liejeva algebra. Ideal je Liejeva podalgebra.

Neka je g Liejeva algebra i b ideal u g. Na kvocijentnom vektorskom prostoru g/h mozemo
definirati strukturu Liejeve algebre ovako:

(X +bY+b=[XY]+h X Yeg
Ako je V realan ili kompleksan vektorski prostor, onda je prostor L(V') svih linearnih operatora

V — V Liejeva algebra s uobicajenom operacijom [A, B] = AB — BA.
Reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' je homomorfizam 7 : g — L(V)
Liejevih algebri. Ako su g i ¢ Liejeve algebre i ¢ : g — € homomorfizam Liejevih algebri, onda

je jezgra Kerp ideal u g a slika Im¢ jke Liejeva podalgebra od £ i inducirano preslikavanje
® : g/(Kery) — Im ¢ je izomorfizam Liejevih algebri.

Lema 2.1. Za Liejeveu algebru g i X € g definiramo preslikavanje ad X : g — g sa
(ad X)Y =[X,Y], Y eg.
Tada je ad reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru g.

Dokaz: Ocito je svaki ad X linearan operator i ad : g — L(g) je linearno preslikavanje. Iz
Jacobijevog identiteta slijedi za X,Y, 7 € g :

(ad [X’ Y]) Z = [[X7 Y]>Z] == [[Y> Z]’X] - [[Z’ X]’Y] = [X’ [Y> ZH - [K [Xv Z“ =

=(ad X)(adY)Z — (adY)(ad2)Z = [ad X,ad Y] Z.

Time je dokazano da je ad [X,Y] = [ad X, ad Y], odnosno da je ad reprezentacija g na g.

Neka su a, b potprostori Liejeve algebre g. Sa [a, b] ¢emo oznacavati potprostor od g razapetsvim
elementima oblika [A, B], gdjesu A € ai B € b.

Lema 2.2. Ako su a i b ideali u Liejeveoj algebri g, onda je i [a, b] ideal u g.

17
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Dokaz: Za X € g, A€ ai B € b imamo zbog Jacobijevog identiteta
(X, [A, B]] = [[X, A], B] + [Y, [X, B]] € [a, B] 4[4, b] C [a, b].
Za lijevu algebru g definiramo induktivno
Dlg=g, D'g=[D""'gD" g, neN
C'g=g, C'g=[g,C" 'g], neN.
Tada su prema lemi 2.2. D¥g i C*g ideali i vrijedi
D'gO>D""g i  C'gDC'''g VneZ,.

DFg zove se k—ti izvedeni ideal u g. Niz (D"g)n€Z+ zove se izvedeni niz Liejeve algebre g, a
(C"9),,cz, centralni silazni niz u g.

Lema 2.3. Neka su a i b potprostori Liejeve algebre g i ¢ : g — b surjektivni homomorfizam
Liejevih algebri.

(a) v ([A,B]) = [p(A), (B)].
(b) ¢ (Drg) = Drh.
(c) ¢ (Crg) = CPh.

Dokaz: Tvrdnja (a) je ocigledna (¢ak i bez pretpostavke o surjektivnosti homomorfizma ),
a tvrdnje (b) i (c) slijede iz (a) indukcijom po p.

Centralizator podskupa a Liejeve algebre g je skup
Cyla) ={X €g; [X,)Y]=0VY €a}.
Lema 2.4. Neka je g Liejeva algebra, a njen podskup i b ideal u g.
(a) Cy(a) je Liejeva podalgebra od g.
(b) Cqy(h) je ideal u g.

Dokaz: (a) Ocito je Cy(a) potprostor od g. Ako su X,Y € Cy(a) i Z € a, onda primjenom
Jacobijevog identiteta nalazimo

[X,Y],Z] =X, Z],Y]+ [X,[Y,Z]] = [0,Y] + [X,0] =0 - X, Y] € Cy(a).
() Za X € Cy(h), Y egiZebhje X, Z]=01[Y,Z] €b, dakle, [[Y, Z], X] = 0. Prema tome,
[[Y7X]>Z] = [[Yv Z]’X] + [Y7 [X7 ZH =0.

Dakle, [Y, X]| € Cy4(h) VX € Cy(h) i VY € g, §to znadi da je Cy(h) ideal u g.

Centar Liejeve algebre g je centralizator g u g, Cy(g). Centar od g oznacavat ¢emo sa Z(g).
Dakle,
Z(g)={Xeg [X,Y]=0VY €g}.

Prema lemi 2.4. Z(g) je ideal u g i to je jezgra homomorfizma Liejevih algebri ad : g — L(g).
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Definirat ¢emo sada induktivno tzv. centralni uzlazni niz (C,g),,, - Stavljamo Cog = {0}.
Zan € Z, oznacimo sa 7w, : g — g/C,g kvocijentni (surjektivni) homomorfizam. Definiramo

Cor8 =1, (Z(9/Crg)) ={X € g; mi(X) € Z(9/Crg)} ={X €g; [X,Y] €Crg VY € g}.

Posebno, C1g = Z(g). Nadalje, ¢lanovi centralnog uzlaznog niza su ideali u g i za svaki n € Z,
vrijedi C,g C Cp110.

Propozicija 2.5. Za Liejevu algebru g sljedecih je sedam svojstava medusobno ekvivalentno:
(a) Postojgi p € N takav da je (ad X1)(ad Xs) ---(ad X,) =0VXy,..., X, € g.
(b) Za meko k € Z, je Ckg = {0}.

(¢) Postoji padajuci niz ideala by D by D --- Db, takav da je by = g, b, = {0} i [g,b:] < s
zat1=0,1,...,p—1.

(d) Postoji padajuci niz ideala €y 2 € 2 --- D ¢, takav da je dim ¢, =n —1i, ¢ =g, &, = {0} i
l9,8] C €y 200 <i < n.

(e) Za neko k € Z je Crg = g.

(f) Postoji rastuci niz ideala jo C j; C -+ Cj, takav da je jo = {0}, je = @ @ jx+1/jx € Z(8/jx)
za 0 <k </.

(g9) Postogi rastuéi niz ideala iy C iy C --- C i, takav da je ip = {0}, 1, = g, dimi; = j za
0<j<niijn/i;CZ(g/i) 2a0<j<n.

Dokaz: (a) < (b). Cg je potprostor razapet svim elementima oblika
(ad Xy) -+ (ad X4-1) Xy, Xy,..., X, €9
Prema tome,
(ad Xy) -+ (adX,) =0 VXi,...,X, €g —  C"g={0}.

Time je dokazano da su svojstva (a) i (b) medusobno ekvivalentna.

(b) = (c). Padajuéi niz ideala C°g 2 Clg D - -- D C*g zadovoljava uvjet iz (a) (uz p = k).

(¢) = (b). Imamo hy = g = C% i by 2 [g,ho] = [g,9] = C'g. Pretpostavimo sada da je
dokazano da h; D C'g za neki i < p. Tada je b1 2 [g,h:] 2 [g,C'g] = C*g. Dakle, indukcijom
po i dokazali smo da vrijedi h; 2 C'g Vi. Posebno je CPg C b, = {0}.

Implikacija (d) = (c) je o¢igledna.

(¢) = (d). Neka su by, ..., h, kao u (a) i neka je &y O --- D ¢, padajudi niz potprostora takav
dajedim€ =n—-i2za0 <7 <n=dmgidazaneke i¢ <13 <--- <1, vrijedi &, = b za
0 <k <p.Sada za i <i <11 imamo

9,6] Clg, 8] = [g,bk] Chr1 =8, CH.

Prema tome, svi potprostori € su ideali. Neka 0 < i < n ineka je k € {0,...,p — 1} takav da je
1 <1 < igy1. Tada je 1411 <7+ 1, pa imamo

9,6 C [g, 8] = [g,bk] Cheyr =8, CEipr
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(¢) = (e). Imamo b, = {0} = Cpg. Indukcijom po i dokazat ¢emo da vrijedi h,_; C C;g za
svaki . Pretpostavimo da je h,_; C C;g za neki ¢ < p. Tada imamo [g, h,-;—1] € bh,—; € C;g. Ako
sa m; : g — g/C;g oznac¢imo kvocijenti epimorfizam, slijedi

[mi(9), Wi(bp—z‘—l)] = ([g, bp—i—l]) C m(Cig) = {0}.

To znaéi da je m(h,_i_1) € Z(g/Cig), odnosno, b, ;1 C ;' (Z(g/Cig)) = Cis18. Posebno, za
© = pimamo C,g 2 hy =g, tj. C,9 = g.

(e) = (c). Niz ideala g = Crg D Cr_18 2 -+ 2 Cog = {0} zadovoljava uvjete iz (a), jer je
Cig/Ci—1g centar od g/C;_1g, pa je [g,Cig] C Ci19.

(e) = (f). Rastudi niz ideala Cog C C1g C - - - C Cig zadovoljava uvjet iz (f) (uz ¢ = k).

(f) = (e). Indukcijom po i > 0 dokazat é¢emo da vrijedi j; C C;g. Baza indukcije je evi-
dentna: jo = {0} = Cog. Pretpostavimo da je i < £ i da vrijedi j; C C;g. Neka je m; : g — g/C;g
kanonski epimorfizam. Inkluzija j;11/); € Z(g/j;) znaci da je [g,jix1] € Jji, pa slijedi
[9.)i41] € Cig. Odatle je [mi(g), mi(ji+1)] = mi([g,4i1]) = {0}, dakle, m(jis1) S Z(g/Cig). To
znaci da je j;11 C m; (Z(g/Cig) = Ciy19. Time je dokazano da vrijedi j; C C;g za svaki i. Posebno,
za ¢ = ¢ nalazimo da je j, C Cyg, a kako je j, = g, to znaci da je Cyg = g.

Implikacija (¢g) = (f) je trivijalna.

(f) = (g). Izaberimo rastuéi niz potprostora iy C i; C --- C i, tako da bude dim i; = j za
j=0,1,...,n=dim gidazanecke jo < j; <--- < jgvrijediij, =jrzak=0,1,...,¢ Tadasui;
ideali u g. Doista, za dano j € {0,1,...,n} neka je k € {0,1,...,¢—1} takav da je jr < j < jrs1-
Tada imamo

[g’ij] - [g7ijk+1] = [gajk—f—l] Cik= ijk < ij'
Pri tome je inkluzija [g,jx+1] C jx posljedica ¢injenice da je jry1/jr sadrzano u centru kvocijentne
algebre g/jy.

Napokon, neka je 7 € {0,1,...,n — 1} proizvoljan i neka je k € {0,1,...,¢ — 1} takav da je
Je <7 < Jrs1- Tada je 5 +1 < jgyq, dakle, imamo

[9,141) € [0, 1] = [0, dk1] Cin=1;, €
a to upravo znaci da je ij41/i; C Z(g/i;).
Liejeva algebra g koja ima svojstva iz propozicije 2.5. zove se nilpotentna.

Propozicija 2.6. Neka je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra, a njena Liejeva podalgebra i b
ideal u g.

(a) Z(g) # {0}
(b) Liejeva algebra a je nilpotentna.
(¢) Kvocijentna Liejeva algebra g/b je nilpotentna.

Dokaz: Kako je C1g = Z(g), tvrdnja (a) slijedi iz ¢injenice da je g = Cig za neki prirodan broj
k. Naime, iz C;g = {0} slijedi da je C;g = {0} Vj. Tvrdnja (b) je neposredna posljedica evidentne
inkluzije C*a C C*g. Napokon, oznac¢imo sa 7 : g — g/b kvocijentni epimorfizam. Tvrdnja (c)
sluijedi iz tvrdnje (c) leme 2.3.: 7(C*g) = C*(g/b).

Propozicija 2.7. Neka je g Liejeva algebra i ¢ njen ideal sadrian u Z(g). Ako je kvocijentna
Liejeva algebra g/c¢ nilpotentna, onda je i Liejeva algebra g nilpotentna.
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Dokaz: Za neki k vrijedi C¥(g/c) = {0}. To znaci da je C*g C ¢, pa slijedi
C*'g=1[g,C") C [g.q = {0}.

Neka je a podalgebra Liejeve algebre g. Normalizator od a u g je
Ny(a)={X e€g; [X,)Y]€a VYV €a}.

To je ocito Liejeva podalgebra od g, a je ideal u Ny(a) i Ny(a) je najveca Liejeva podalgebra od
g koja sadrzi a kao ideal.

Propozicija 2.8. Neka je g nilpotentna Liejeva algebra i € # g njena Liejeva podalgebra. Tada
je Ny(8) # &
Dokaz: Neka je k najveéi broj iz Z, takav da je C¥g + & # £. Tada imamo

[Chg+ €8 C[Crg,g] + 6, 6] CC* g +E=¢

Prema tome,

N,(&) D CFg+EDE.

Lema 2.9. Neka je V wvektorski prostor i A € L(V) nilpotentan operator. Tada je operator
ad A : B [A,B] = AB — BA na prostoru L(V') nilpotentan.

Dokaz: Indukcijom po k£ nalazimo da vrijedi
. k
(ad A B = Z(—l)’f—ﬂ( ‘)AjBA";‘j.

Dakle, ako je A? = 0, onda je (ad A)**~! = 0.

Teorem 2.10. (Engel) Neka je V' # {0} konacnodimenzionalan vektorski prostor i g Liejeva
podalgebra od L(V') takva da je svaki operator A € g nilpotentan. Tada postojiv € V, v # 0, takav
da je Av =0 VA € g.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n = dim g. Ako je n = 0 ili n = 1 tvrdnja je ocigledna.
Neka je n > 2 i pretpostavimo da je tvrdnja dokazana za Liejeve algebre g dimenzije manje od n.
Neka je n = dim g i neka je € Liejeva podalgebra od g i m = dim ¢ < n. Za A € ¢ operator ady A
preslikava € u €, pa definira operator A g/t — g/t Po lemi 2.9. operator ady A je nllpotentan
pa je i kvocijentni operator A nilpotentan. Stavimo & = {A A€t} Toje LleJeva podalgebra od

L(g/%) sastavljena od nilpotentnih operatora i dim t>m < n. Po pretpostavci indukcije postoji
u € g/t u#0, takav da je Au = 0 VA € £. To znadi da postoji B € g\ ¢ takav da je [4, B] € ¢
VA € t. Odatle slijedi da je m = € + RB Liejeva podalgebra od g dimenzije m + 1 koja sadrzi €
kao ideal. Ako je m + 1 < n, ponovimo isto zakljuc¢ivanje sa m umjesto € i dolazimo do Liejeve
podalgebre n dimenzije m + 2 koja sadrzi m kao ideal. Korak po korak doc¢i ¢emo do ideala a u g
kodimenzije , tj. dimenzije n — 1. Stavimo sada

Vo={veV; Av=0VA € a}.

Po pretpostavci indukceije tada je Vo # {0}. Izaberimo A € g\ a. Tadajeg=a+RA. Zav € Vj i
B € a imamo
BAv =B, Ajlv+ ABv =0, jerje B€a, i[B,A] € a.

Kako to vrijedi za svaki B € a, slijedi da je Av € Vi Vv € Vj, tj. potprostor V; je invarijantan
u odnosu nqa operator A. Operator A je nilpotentan, pa je i njegova restrikcija A|Vj nilpotentan
operator. Slijedi da postoji v € Vj, v # 0, takav da je Av = 0. No tada je Bv =0 VB € g.
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Teorem 2.11. Liejeva algebra g je nilpotentna ako i samo ako je nilpotentan svaki operator ad X,
Xeg.

Dokaz: Prema propoziciji 2.5. (svojstvo (a)) uvjet je nuzan. Pretpostavimo da operator
ad X nilpotentan za svaki X € g. Dokaz da je tada Liejeva algebra g nilpotentna provest ¢emo
indukcijom u odnosu na dimenziju od g. Baza indukcije je trivijalna, jer jednodimenzionalna
Liejeva algebra je komutativna pa je nilpotentna. Pretpostavimo da je dim g = n > 21 da je
tvrdnja dokazana za Liejeve algebre dimenzije manje od n. Engelov teorem 2.10. primijenjen na
adg = {ad X; X € g} pokazuje da je Z(g) # {0}. Lema 2.9. pokazuje da Liejeva algebra ad g
zadovoljava uvjet teorema. Ona je izomorfna Liejevoj algebri g/Z(g), jer je Kerad = Z(g). Kako
je dim g/Z(g) < n po pretpostavci indukcije Liejeva algebra g/Z(g) je nilpotentna. No sada iz
propozicije 2.7. slijedi da je Liejeva algebra g. nilpotentna.

Korolar 2.12. Uz pretpostavke Engelovog teorema 2.10. g je nilpotentna Liejeva algebra i postoji
niz potprostora
0}=wCcwnc.--CV,=V

takav da jedim V; = j 1 AV; CV,_ 1 VAegizaj=1,...,m.
Dokaz: Liejeva algebra g je nilpotentna po teoremu 2.11. i po lemi 2.9.
Drugu tvrdnju dokazujemo indukcijom po dim V. Korak indukcije: po teoremu 2.10. mozemo

izabrati jednodimenzionalan potprostor V; takav da je A|V; = 0 VA € g. Sada je dim V/V| =
=dim V — 1, pa po indukciji mozemo naci V5, ..., V,, =V s trazenim svojstvima.

Korolar 2.13. Uz pretpostavke Engelovog teorema 2.10. postoji baza {ei,...,en} prostora V u
odnosu na koju svi operatori iz g imaju striktno gornje trokutaste matrice.

Dokaz: Neka su Vp, Vi, ..., V,, kao u korolaru 2.12. Izaberimo e¢; € V;\ V,_yzaj=1,...,m.
Tada je {e1,...,en} baza od V s trazenim svojstvom.



Poglavlje 3

LIEJEVA ALGEBRA NILPOTENTNE
GRUPE

U cijelom ovom poglavlju G je nilpotentna grupa i g je njena Liejeva algebra.

Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor. Reprezentacija grupe GG na prostoru V'
je neprekidni homomorfizam 7 : G — GL(V).

Zaz € GiX € g preslikavanje t — x(exp tX)x ! je neprekidni homomorfizam aditivne grupe
R u grupu G. Prema propoziciji 1.9. i propoziciji 1.3. postoji jedinstven element Y € g takav da
je r(exp tX)r~! = exp tY Vt € R. Taj element Y oznacavat ¢emo sa (Ad z)X. Dakle,

z(exp tX)z ™' = exp t(Adx)X, reG, Xecg, tek

Propozicija 3.1. (a) Za svako x € G preslikavanje Adz : g — g je automorfizam Liejeve
algebre g.

(b) Ad : x — Adx je neprekidni homomorfizam grupe G u grupu Aut(g) svih automorfizama
Liejeve algebre g.

(c) Ad je reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru g.

Dokaz: (1) Neka je x € G proizvoljno fiksiran. Dokazat ¢emo najprije da je Adz : g — g
linearan operator. Za f € C*(G) neka je f € C*(G) definirana sa f(y) = f (zyz™'), y € G. Za
X, Y €gia,f € R imamo redom

(Ada)(aX + BY)](f) = ST (exp H{Ad)(0X + V)

t=0

d
= af(exp t(aX + (Y))

t=0

d_
+ 0 Ef(exp tY’)

= %f (z(exp t(aX + BY))z™")

t=0

= (X +3Y) (7) = 0X () + Y (7) = o < Tlexp 1X)

=0

d
) + 0 E‘f (x(exp tY)x_l)

=0

7=0

=« %f (z(exp tX)a™")

T=

= o ST (exp 1(Ad ) X))

+5 5 f (e H(Ad2)Y))

T= =0
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= a[(Ad2)X](f) + Bl(Ad2)Y](f) = [a(Adz) X + (Ad 2)Y]([).
Buduéi da je funkcija f € C*(G) bila proizvoljna, zaklju¢ujemo da je (Adz)(aX + YY) =
= a(Adz)X + B(Adz)Y, odnosno, operator Adx : g — g je linearan.
(2) Za jedini¢ni element e grupe G imamo e(exp tX)e™! = exp tX, a to znaci da je Ade = I,
(jedini¢éni operator na prostoru g). Nadalje, za z,y € G, t € Ri X € g imamo redom

exp t(Adzy) X = xy(exp tX)y ‘o = z(exp t(Ady) X))z = exp t(Adx)(Ady)X

To pokazuje da je Adxy = (Adx)(Ady), z,y € G. Dakle, Ad : x — Adx je homomorfizam grupe
G u grupu GL(g).

(3) Dokazat ¢emo sada da je Adz € Aut(g) za svaki z € G. Kako znamo iz (1) da je operator
Adz linearan, a iz (2) da je to izomorfizam vektorskog prostora g na samog sebe, ostaje jos da
dokazemo da je (Adx)[X,Y] = [(Adx)X, (Adx)Y] za bilo koje X,Y € g. Neka je f € C°(G) i

neka je funkcija f € C°°(G) definirana kao u (1), f(y) = f (zyz™!), y € G. Znamo da je tada
[(Adz)Z)(f) = Z (f) VZ € g.

Stoga imamo redom

(Adn)XY]) () = (XY () =x (Y (D) - Y (X (D) =

= LIV ()] (e 1) - C[X ()] e ) -
- 5 | Tt iew || -GS men x| ]| -
_ % [% Falexp X))z~ a(exp sV )a) SZJ -
_ % l%f( (exp £Y)z  z(exp sX)a) } g
_ % [%f((exp H(Ad )X ) (exp s(Adz)Y ]
_ % {%f((exp HAd2)Y ) (exp s(Ad )X ]
;: [(Adz)Y]™(f)} (exp t(Ad:c)X)t T [(Adz) X]7(f)} (exp t(Adz)Y )t:o:

= ((Ad2) X) {[(Ad )Y (f)} = ((Ad 2)Y) {[(Ad 2) X (f)} = [(Ad 2) X, (Ad ) Y] ().
Zbog proizvoljnosti funkcije f € C*°(G) time je dokazano da je Adz € Aut(g) Vz € G.

(4) Sve tvrdnje propozicije bit ¢e dokazane, ako pokazemo jos da je preslikavanje Ad : G — L(g)
neprekidno. U tu je svrhu dovoljno dokazati da je za svaki X € g preslikavanje z — (Adx)X sa G
u g neprekidno. U tu je svrhu dovoljno dokazati da su koordinate vektora (Ad x)X u nekoj bazi
prostora g neprekidne funkcije od x. Koordinate vektora (Adz)X u Kartezijevom koordinatnom
sustavu {x1,...,2,} su [(Adx)X](x;), i = 1,...,n. Prema tome, za neprekidnost je dovoljno
dokazati da je za svaku f € C*(G) funkcija x — [(Ad2z)X](f) neprekidna. Za x € G, X € g i
f € C>(G) imamo

(Ad)X]() = G (afexp X))

Kako je (z,t) + f(z(exp tX)z™!) funkcija klase C* na G x R, slijedi da je funkcija
— [(Ad 2) X](f) neprekidna (cak i klase C'*°).
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Lema 3.2. Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor i ¢ : R — GL(V) neprekidni
homomorfizam. Postoji jedinstven A € L(V') takav da je

o(t) = e vt e R.
Dokaz: Jedinstvenost je ocita, jer iz jednakosti ¢(t) = e slijedi da je preslikavanje

¢ : R — L(V) diferencijabilno i da je A = ¢'(0). Da dokazemo egzistenciju, definiramo pres-
likavanje ¢ : R — L(V) sa

Preslikavanje ¢ je diferencijabilno, ¢'(t) = ¢(t), t € R, 1 ¢(0) = 0. Imamo

Iy = (0) = /(0) = lim +(6(8) — (0) = lim 4i(2).

t—0 t t—0 ¢

Prema tome, mozemo definirati neprekidnu fukciju f: R — L(V') ovako:

B %@Z)(t) ako je t # 0
f(t)_{ Iy ako je t = 0.

Kako je Iy € GL(V) i kako je grupa GL(V') otvoren skup u L(V'), postoji s # 0 takav da je
f(s) € GL(V). Tada je i ¢(s) € GL(V).

Imamo za svaki t € R

dakle,

Ova formula pokazuje da je preslikavanje ¢ : R — L(V') diferencijabilno.
Sada jednakost

p(t+u) =pt)p(u) = pu)p(t),  tuck,
deriviramo po u, pa dobivamo

Pt +u) =)' (u) = ue(t),  tueR
Uvrstimo li u = 0 uz oznaku A = ¢’(0) € L(V') dobivamo

P'(t) = pt)A = Ap(t), teR,

pa slijedi
p(t) = p(0)e,  teR.

Lema 3.3. Neka je o : R x R — R fukcija dvije varijable klase C*. Tada je

d
—(0,1

d
= —(t,0

d
—p(t, 1

t=0 t=0 t=0
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Dokaz: Imamo

Sot,0)| =T clolt 1) — 0(0,0)] = i+ [o(1,1) — £(0, )] + im 2 [p(0,1) ~ (0, 0)].

=0 —0 t—

Funkcija 01 : R x R — R je neprekidna, pa postoji

lim 1[go(t, s) — (0, s)] i jednak je lim 1[(p(t, t) — p(0,1)].

t,s—0 t t—0 ¢

Prema tome,

d .
agp(ta t) o = tlégo [QO(t, 8) o 90(07 8)] + lg% _[90(07 t) o ()0(07 O)] -
lim L[ (£, 0) — (0, 0)] 4 lim 2[(0, £) — 5(0,0)] = Lot 0)|  + Lep(0,1)
= lim — - im — — = — — .

Propozicija 3.4. Za svaki X € g vrijedi Ad (exp X) = e® X,

Dokaz: Preslikavanje t — Ad (exp tX) je neprekidni homomorfizam aditivne grupe R u grupu
GL(g). Stoga po lemi 3.2. postoji jedinstven A € L(g) takav da je

Ad (exp tX) = !4, teR.
Tada je

d
A= EAd(eXp tX)

)

t=0

pazaY € gi f e C®(G) imamo

(AY)() = S [Ad (exp £X)Y]())

t=0

d o

_ 49y d 0
© dtOs

= ——f((exp tX)(exp sY)(exp —tX))

exp s[Ad (exp tX)]Y) U 5s

)
t=0

s=01t=0 s=0

a to je primjenom leme 3.3. jednako

d o d o

= ng((exp tX)(exp sY)) ol + T 9s ((exp sY')(exp —tX)) o =
d o d o

= ng((exp tX)(exp sY)) ol ~ os ((exp tY')(exp sX)) L =

=X (Y(n) -v (X)) = X.Y](f).
To znaci da je AY = [X,Y] VY € g, odnosno, A = ad X.

Propozicija 3.5. Liejeva algebra g nilpotentne grupe G je nilpotentina.
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Dokaz: Prema propoziciji 3.4. je
Ad (exp tX) = e'dX, Xeg, teR

Prema tome, vrijedi

N

d
(ad X)N = v Ad (exptX)| , Xecg, NeN
t=0

Neka je k stupanj polinomijalnog preslikavanja m : G X G — G (mnozenje) i N > 2k. Za Kartezijev
koordinatni sustav (z1,...,2,) na Giza XY € git € R vrijedi

[Ad (exp tX)Y|(z;) = %xi((exp tX)(exp sY)(exp —tX))

s=0

dakle,
av o

[(ad X)VY](z;) = dt—N%xi((exp tX)(exp sY)(exp —tX)) (3.1)

s=01t=0

Za svako s € R funkcija ¢ — z;((exp tX)(exp sY)(exp —tX)) je polinom stupnja < N. Stoga je i

t— %xi((exp tX)(exp sY)(exp —tX))

s=0

polinom stupnja < N. Iz (3.1) slijedi (ad X)VY = 0 VX,Y € g, dakle, (ad X)N = 0 VX € g.
Prema teoremu 2.11. Liejeva algebra g je nilpotentna.

Nilpotentna podgrupa od G je vektorski potprostor H od G koji je i podgrupa grupe G,
tj. zy € H Vx,y € H. Ocito je nilpotentna podgrupa od G i sama nilpotentna grupa.

Teorem 3.6. Neka je H nilpotentna podgrupa od G i neka je ) njena Liejeva algebra. Tada je
log, H Liejeva podalgebra od g. Preslikavanje log. o expy je izomorfizam Liejevih algebri sa b na
loge H. Inverzni izomorfizam je logy o expg |loge H. H je normalna podgrupa od G ako i samo
ako je logy H ideal u g.

Dokaz: Stavimo ¢ = log H. Preslikavanje log. : G — g je linearan operator, pa je € potpros-
tor od g. Neka su X, Y € €. Tada su exp,; tX,exp, sY € H Vt,s € R, pa jei

expg {s[Ad (expgs tX)]Y} = (exps tX)(expy sY)(exps —tX) € H Vi, s € R.

Odatle slijedi redom (uz primjenu propozicije 3.4.)

d
Ad(exps tX)Y €t VteR = Yy ct WicR = [X,Y]= aet“dx ct
=0

Time je dokazano da je ¢ Liejeva podalgebra od g.

Preslikavanja exps; : ¢ — G ilogy : H — b su izomorfizmi vektorskih prostora i vrijedi
expa(K) = expg(loge H) = H. Odatle slijedi da je logj o exp; |€ izomorfizam vektorskih prostora
sa € na h. Inverzni izomorfizam ocito je log,oexpy : h — € Dokazimo da su to homomorfizmi
Liejevih algebri, tj. da vrijedi

logy(expg X),logy(expg Y)] =logy(expg [X,Y]) VXY et (3.2)
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Neka je (x1,...,,) Kartezijev koordinatni sustav na G takav da je z;|H =0za k+1<j<n
(k= dim H). Stavimo y; = z;|H za 1 < j < k. Tada je (y1, ..., yr) Kartezijev koordinatni sustav
na H. Stavimo X = logy(exps X) 1Y = logy(expy V). Naravno, tada su X,Y € h. Imamo

expy tX = expy (tlogy(expg)) = expy (logy (expg tX)) = expg tX

i analogno B
expy sY = expg sY.

Stoga imamo redom

— d 0 — — d 0 — —
(XY (y5) = 354 (expy £X)(expy sY)) LT @asY ((expy tY)(expy sX)) T
d 0 d 0
= Y.V ((expg tX)(expg sY)) ol T BosY ((expg tY)(expg X)) ol =
d 0 d 0
= 3 5s% ((expg tX)(expg sY)) ol ~ 335 ((expg tY)(expg sX)) =
d d
= [X,Y|(z;) = Exj (expg t[X,Y]) = Eyj (expg t[X,Y]) =
=0 t=0
= ¥ (texpg [X, Y])| - = {log(expg [X, Y1)} (y5)-
=0

Kako to vrijedi za 1 < j < k, slijedi (3.2).
Pretpostavimo da je H normalna podgrupa od G. Za X € gi Y € £ imamo sljededi niz
implikacija:

(exp tX)(exp V)(exp tX) ' € H VteR = exp[Ad(exptX)Y]|€ H VtcR =

— Ad(exp tX)Y €t VteR = Y ct VteR —

— [X,Y]:(adX)YzietadXY € t.
dt —0

Prema tome, £ = log, H je ideal u Liejevoj algebri g.
Pretpostavimo sada da je ¢ = log, H ideal u g. Za X € giY € & tada imamo sljede¢i niz
implikacija:

(ad XY ¢t VkeZ, — Xy c ¢ — Ad(exp X)Y € ¢ =

— exp(Ad(exp X)Y) e H = (exp X)(exp Y)(exp X) ' € H.
Medutim, G = exp g i H = exp ¢, pa zakljucujemo da vrijedi zyz=' € H Yy € H i Vo € G. Time
je dokazano da je H normalna podgrupa od G.

Lema 3.7. Za X,Y € g vrijedi [X,Y] =0 ako i samo ako je (exp X)(exp Y) = (exp Y)(exp X).
U tom slucaju je (exp X)(exp V) =exp (X +Y).

Dokaz: Pretpostavimo da je (exp X)(exp Y) = (exp Y)(exp X) i stavimo = = exp X. Tada
imamo
exp(Ad2)Y =z(expY)r ' =expY = (Ad2)Y =Y =

MY =Yy = Y = (eN)'Y =Y VneZ
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Definiramo preslikavanje P : R — g sa
Pt)=¢e"“*Y Y, teR.

™ =0 za neko m, P je polinomijalno preslikavanje. Nadalje, P(n) =0 Vn € Z, pa

Kako je (ad X)
= 0Vt € R. Dakle, ¢"™*Y =Y V¢ € R. Odatle deriviranjem dobivamo

slijedi P(t)

[(X,Y] = (ad X)Y = %emdxy t=0=0.

Pretpostavimo sada da je [X,Y] = 0. Tada je (ad X)Y = 0, pa uz istu oznaku x = exp X
nalazimo

Y =Xy = (Adz)Y = expY =exp[(Adz)Y]=2(exp V)2™! =

= z(expY)=(expY)r = (exp X)(expY) = (exp Y)(exp X).

U tom slucaju je, naravno, i [sX,tY] = 0 pa vrijedi i (exp sX)(exp tY) = (exp tY)(exp sX)
Vs,t € R. Definiramo preslikavanje ¢ : R — G sa

©(t) = (exp tX)(exp tY), teR.
Tada je

B(H)p(s) = (exp £X) (exp 1Y) (exp 5X)(exp sY) =
= (exp tX)(exp sX)(exp tY)(exp sY) = (exp (t + $)X)(exp (t + 5)Y) = o(t + s).

Dakle, ¢ je neprekidni homomorfizam aditivne grupe R u grupu G. Prema propoziciji 1.9. i prema
definiciji eksponencijalnog preslikavanja postoji Z € g takav da je

(exp tX)(exp tY') = exp tZ, teR.

Koristenjem leme 3.3. za svaku funkciju f € C*°(G) imamo

- gf((exp tX)(exp tY)) -

d
2() = <flexwt2)] =<
t=0

dt

t=0

= Sitew x)| =X HY() = (X)),

Dakle, Z = X+Y, odnosno, (exp tX)(exp tY) = exp t(X+Y) Vt € R. Posebno, (exp X)(exp V) =
=exp(X +Y).

d
+ T f(exp tY)

Propozicija 3.8. Neka je
C={reG;, zy=yx Yy e G}

centar grupe G i neka je
c=Z(g)={X€g [X,Y]=0 VW € g}
centar Liejeve algebre g.
(a) C je nilpotentna podgrupa od G i C' = exp c.
(b) explc: ¢ — C je izomorfizam aditivne grupe ¢ na grupu C.

(¢) Zax € GiyeC vrijedi vy = = + y.
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Dokaz: (a) Koristenjem leme 3.7. imamo sljedece ekvivalencije
exp Xe€eC <= (expX)(expY)=(expY)(exp X) Weg <—

— [X,)Y]=0 Weg < Xecc

Dakle, C' = exp ¢. Kako je exp : g — G izomorfizam vektorskih prostora, C' je potprostor od G.
Dakle, podgrupa C' je nilpotentna podgrupa od G.

(¢c) Nekasuz e Giye C. Nekasu X € giY € ¢ takvidajex =exp X iy =-exp Y. Tada je
[X,Y] =0, pa po lemi 3.7. zbog ¢injenice da je exp : g — G linearan operator imamo

zy=(exp X)(expY)=exp(X +Y)=exp X +expY =z +y.

(b) Preslikavanje exp |c je bijekcija sa ¢ na C. Zbog (¢) imamo exp (X +Y) =exp X +exp YV
za X,Y € c. Dakle, exp |¢ je izomorfizam grupa.

Propozicija 3.9. Neka je a potprostor centra ¢ = Z(g) Liejeve algebre g, A = exp a pripadna
nilpotentna podgrupa centra C' od G, ¢ = g/a i« H = G/A. Nadalje, neka sum: G — H ip:g— ¢
kanonski epimorfizmi. Kvocijentna grupa H = G /A jednaka je kvocijentnom prostoru vektorskog
prostora G po potprostoru A. H je nilpotentna grupa i postoji jedinstven izomorfizam ¢ Liejeve
algebre € na Liejevu algebru by nilpotentne grupe H takav da komutira sljedeci dijagram:

s

G H

expg expy

g ¢ b
p ¥
Dokaz: (1) Prema tvrdnji (¢) propozicije 3.8. imamo xA = z + A Vx € G. Dakle, kvocijentna
grupa G /A podudara se s kvocijentnim prostorom vektorskog prostora G' po potprostoru A.
(2) H = G/A ima strukturu grupe i strukturu vektorskog prostora:

(xA)(yA) = zyA, TA+yA=(x+y)A, z,y €G.
Nekasum:G x G — G1ipu: Hx H — H preslikavanja grupovnih mnozenja. Tada je
u(xA,yA) = xyA = m(z,y)A, z,y €G.
Odatle se vidi da je p polinomijalno preslikavanje. Nadalje, za x € Git,s € R imamo
w(t(zA),s(xA)) = p(t(x + A),s(x + A)) = p(te + A, sx + A) = u((tx)A, (sx)A) =
=m(te,sx)A=(t+s)x)A=t+s)zr+A=({t+s)(z+A) =(t+s)(zA).

Prema tome, H je nilpotentna grupa.
(3) Dokazat ¢emo sada da za X,Y € g vrijedi (exps X)A = (exps Y)A ako i samo ako je
X +a=Y + a. Doista, imamo sljede¢i slijed ekvivalencija:

(exp X)A=(expY)A <= expX=(expY)a zaneki a € A <+
< expX=(expY)(exp Z) zancki Ze€a <
<= (zbogleme 3.7.) exp X =exp(Y +Z2) zaneki Zeca <=
< X=Y+Z7 zanki Z€a <= X+a=Y+a
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(4) Definiramo sada preslikavanje ¢ : € — b ovako:
(X +a) = logy ((exps X)A), X+ackt

Ova definicija ima smisla zbog (3). Nadalje, Kako su preslikavanja exp i logy linearna, to je i
¢ linearno preslikavanje. Bududi da je o¢ito ¢(€) = b i kako je dim ¢ = dim b, preslikavanje ¢
je izomorfizam vektorskih prostora. Dokazimo sada da je ¢ homomorfizam (dakle, izomorfizam)
Liejevih algebri, tj. da vrijedi o([X +a,Y 4+ a]) = [p(X + a), (Y + a)], VX,Y € g. U tu svrhu,
zbog jednostavnijeg pisanja definiramo linearnu surjekciju ¢ : g — h sa

P(X) = logy ((expg X)A), X eg.

Treba dokazati da je ¢ homomorfizam Liejevih algebri, ¢¥/([X,Y]) = [¢(X),v(Y)], VX,Y € g.
Neka je k = dim A ineka je (x4, ..., z,) Kartezijev koordinatni sustav na G takav da je z;|A =0
za j > k+1. Kako je vA = 2+ A za x € G, mozemo definirati funkcije y;, 7 > k+ 1, na H ovako:

yj(zA) = z;(z), zeG.

Tada je (Ygs1, - - -, yn) Kartezijev koordinatni sustav na H. Za X, Y € gij > k+ 1 imamo

B YD) = Fs(Hes X YDA)| = Tuy((expg 1X.)4)| =
d
= El’j(eXpG t[Xv Y]) o = [Xv Y](l']) =
= %%(xj((exp(; tX)(expg sY)) — z;((expg tY)(expg sX))) ol

S druge strane

[W(X), (YV)(y;) =

= S0 (expa 160 (expy 56(Y) — g5((expy 1Y) (expy (X)) |-
B %%(%‘((QXPG tX)A - (expg sY)A) — y;((expg tY)A - (expg SX)A)) =0l¢= -
= %%(xj((exp(; tX)(expg SY)) - l’j((QXpG tY')(expg SX))) ol

Time je dokazano da je ¥([X,Y]) = [W(X),¥(Y)].

Za svaki X € g imamo iz definicije preslikavanja ¢ :

(expy o 0 p)(X) = expy (9(X + a)) = (expy X)A = m(expg X) = (70 expg)(X).

Time je dokazana egzistencija preslikavanja . Jedinstvenost slijedi iz surjektivnosti p : g — €1
bijektivnosti expy : h — H.

Uz situaciji iz propozicije 3.9. mozemo provesti identifikaciju € sa § tako da je ¢ identiteta.
Tada je expy op = 7 0 expg, tj.

expy (X +a) = (expg X)4, X eg.
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Teorem 3.10. Neka je by Liejeva podalgebra od g. Tada je H = expgs(h) nilpotentna podgrupa
od G, logy oexpg |h je izomorfizam Liejeve algebre b na Liejeveu algebru nilpotentne grupe H, a
log. o expy je inverzni izomorfizam.

Dokaz: Zbog teorema 3.6. dovoljno je dokazati samo prvu tvrdnju, tj. da je H = expgs(h)
nilpotentna podgrupa od G. Kako je preslikavanje exp. linearno, H je potprostor vektorskog
prostora G. Nadalje, za X € h je —X € b, pa je expy X) ! = exps (—X) € H. Treba jos dokazati
samo da vrijedi

X, Yeh = (expg X)(expsY) € H. (3.3)

(1) Pretpostavimo najprije da je dim b = dim g—1. Implikaciju (3.3) dokazat ¢emo indukcijom
po dim g > 1. Baza indukcije dim gg = 1 je trivijalna jer je tada h = {0}. Provedimo korak
indukcije. Neka je ¢ centar Liejeve algebre g. Pretpostavimo da je hne = {0}. Kako je po tvrdnji
(a) propozicije 2.6. ¢ # {0}, zbog pretpostavke o dimenzijama je dim ¢ =11 g = b+ ¢. Neka je ¢;
centar Liejeve algebre h. Po tvrdnji (a) propozicije 2.6. je ¢; # {0}. No zbog g = h+¢, slijedi da je
¢; C ¢, a to je nemogucée. Ova kontradikcija pokazuje da je a = hNe # {0}. Stavimo A = exp(a),
Gi1 = G/A, g1 = g/aib; = h/a. U skladu s identifikacijom provedenom prije iskaza teorema
na temelju propozicije 3.9. g; je Liejeva algebra nilpotentne grupe G;. by je Liejeva podalgebra
od g1, a kako je a C b, imamo dim h; = dim g; — 1. Nadalje, dim g; < dim g, pa po indukciji
zakljucujemo da je expg, (h1) podgrupa od G. Slijedi da za X,Y € b postoji Z € h takav da je

(expg, (X +a))(expg, (Y +a)) = expg, (£ + a).

Tada je
(expg X)A - (expg Y)A = (expg Z)A,

pa postoji V' € a takav da je
(expe X)(expg V) = (expg Z)(expg V) = expe (Z + V)  (zbog leme 3.7.)

Kako je Z +V € b, slijedi (3.3).

(2) Dokazimo teorem (tj. implikaciju (3.3)) indukcijom po dim g — dim h. Baza indukcije
dokazana je u (1). Neka je n > 2 i pretpostavimo da teorem vrijedi ako je dim g — dim h < n.
Neka je dim g — dim h = n. Kao u dokazu Engelovog teorema 2.10. nalazimo da postoji Liejeva
podalgebra € od g takva da je h ideal u ¢ i da je dim € = dim h + 1. Stavimo K = exp,().
Kako je dim g — dim € = n — 1, K je po pretpostavci indukcije nilpotentna podgrupa od G. Po
teoremu 3.6. i uz identifikaciju ¢ s Liejevom algebrom od K, imamo exp, = exp |t. Prema (1)
expg(h) = expi(h) je podgrupa od G.

Baza (X1,...,X,) nilpotentne Liejeve algebre g zove se Jordan—Ho6lderova baza ako za
svaki X € g vrijedi

(X, X,|=0 1 [X, Xj]espan{Xj11,...,X,,} za 1<j<n-—1

To zapravo znaci da svi operatori ad X, X € g, imaju u toj bazi striktno donje trokutaste
matrice. Takva baza postoji prema propoziciji 2.5. (svojstvo (d)). U tom sluc¢aju potprostori
h; = span{X,,...,X,} ¢ne padajudi niz ideala ¢ije dimenzije padaju za 1, h; = g, posljed-
nji h, = RX, je centralni ideal. Ako je g Liejeva algebra nilpotentne grupe G, tada zbog
Ad(exp X) = e vrijedi

(Adx) X, = X,,, (Adx)X; —X; € span{X;11,...,Xpn} =01 za 1<j<n—-1 Vred.

Dakle, svaki Ad z ima donje trokutastu matricu s jedinicama na dijagonali.
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Teorem 3.11. Neka je (Xi,...,X,) Jordan—Hdlderova baza od g. Definiramo preslikavanje
p:rgxg—gsa

exp p(X,Y) = (exp X)(exp V), X,Y €g, 5. (X,Y) =log ((exp X)(exp Y)).

Nadalje, neka su ¢; : g x g — R pripadna koordinatna preslikavanja:
P(XY) =) ¢ (XY)X;,  XYeus.
j=1

Tada za .

X:ithj, Y:ZSij
j=1

j=1
vrijeds
; _ - /IS
(Pl(X,Y) tl_'_sla % (X7Y> t]+33+¢](t17---at] 1,51y -5 5 1)7 2<] n,
pri cemu je za svako j € {2,...,n} ¥; polinomijalna funkcija na R¥ =2,

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po dim g. Baza indukcije dim g = 1 je trivijalna. Pret-
postavimo sada da je tvrdnja dokazana za nilpotentne Liejeve algebre dimenzije manje od
n = dim g > 2. Potprostor a = RX,, je centralni ideal u g. Stavimo A = expa, G = G/A i
g = g/a. Prema propoziciji 3.9. mozemo identificirati g s Liejevom algebrom nilpotentne grupe G,
tako da bude:

expg (X +a) = (expg X)A, X ey,

odnosno,
logg (zA) =logg z+a, z€G.

Nekasup:g—ginm:G — G kanonski epimorfizmi. Gornje jednakosti mozemo zapisati ovako:
expg (p(X)) = m(exps X), X ey, logg (m(x)) = p(loge z), =z €G.

Stavimo X; = p(X;), 1 <j < n—1. Tada je ocito (X1, ..., X,_;) Jordan—Holderova baza od
g. Definiramo preslikavanja o:gxg—gip,:gxg— R, 1<j<n-—1, sa

n—1
expg P(X,Y) = (expg X)(expg V), P(X,Y)=) 7;(X,V)X;, X,Y€q
j=1
Po pretpostavci indukcije postoje polinomi s, ... 1,1 takvi da za
n—1 n—1
X=) t,X;, Y=Y s5;X;
7=1 7j=1

vrijedi
7, (X,Y) =t + 51, @AY,?) =tj+s;+(ts,..., tj_1,51,...,8-1), 2<j<n-—1.
Za XY € g imamo
p(e(X,Y)) = p(logg ((expg X)(expg Y))) = logg m((expg X)(expg V) =

= logg (m(expg X)m(expg Y)) = logg ((expg p(X))(expg p(Y)) = B(p(X), p(Y)).
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Odatle je

Z%XY Z%XY (Z%XY )

= p(p(X,Y)) =2(p(X),p(Y)) = Z@ (p(X),p(Y))X;.

Prema tome,

Za N .
X=>tX; i Y=) sX,

j=1 j=1

1mamo
n—1 n—1

p(X) = X5 i p(Y)= SjA g,

7=1 7=1

pa slijedi

P1(X,Y) =2, (p(X),p(Y)) = ta + 51,
0i(X,Y) =9,(p(X),p(Y)) =tj + 55 +i(ts, ..., tio1, 81, ,85-1), 2<j<n-—1
Bududi da je X,, u centru od g, za X, Y € git,s € R zbog leme 3.7. imamo

expg (X +tX,, Y +5X,,) = (expg (X +tX,))(expe (Y + sX,,)) =

= (expg (t+5)Xn)(expe X)(expg Y) = (expg (145) X ) (expg ¢(X,Y)) = expg (p(X, V) +(145) X,).

Dakle,
O(X +1tX,,Y +sX,) = o(X,Y) + (t + 5) X, t,seR, XY eg.

Neka je opet

n

X = zgjtjk%, Y = EE:Sj)<T
j=1

j=1

Stavimo ) )
:ZEE:tjA%, }ﬂ :ZEE:Sj)(
=1 j=1

Sada je

n—1
Pn(X, V)X, = 0(X,Y) =) @i X V)X; = o(X +t,X,, Y + 5,X,) = ¥ 0;(X,Y)X; =
- —

= o(X",Y") + (o + 52) X ZaijY Z% X' YNX 4 (ty 4 50) X ZgonY
Odatle je

i (X.Y)=p;(XY), 1<j<n-1  @u(X,)Y)=t,+ s, + pa(XY).
Neka je kao i prije m : G x G — G preslikavanje mnozenja. Tada je

(X" Y') =logs (m(expg (11 X1 + -+ -+t 1 Xn 1), expg (51X1 + -+ + 8,21 X0-1)))



35

Kako su exp; i log linearni operatori, a m je polinomijalno preslikavanje,
(tla ceuy tnfl, S1yenny Snfl) = QO(X/, Y/)
je polinomijalno preslikavanje sa R**~2 u g. Dakle,

wn(tla . ,tnfl, S1yeeey Snfl) = gOn(X/,Y/)

je polinom na R?"~2. Napokon, prema prethodnom rac¢unu je

(Pn(Xa Y) = tn + s, + Qﬁn(tla s >tn—1> S1,-- 4, Sn—l)
1 time je korak indukcije proveden, tj. teorem je dokazan.

Korolar 3.12. Neka je (X1,...,X,) Jordan—Hélderova baza od g i (x4, ...,x,) pripadni Kartez-
ijev koordinatni sustav na G, tj. X;(x;) = d;;.

(@) F:(ty,...,tn) — (exp t1X7) - - (exp t,X,,) je homeomorfizam R™ na G.

(b) Vrijedi
x1((exp t1.X7) - -« (exp t, X)) = t1,

Xj((exp t1.X1) - - (exp t,X,,)) =t + gi(t, ..., tj-1), 2<j<n,

pri cemu je g; polinom na R 2a2<j<n.

Dokaz: (X3,...,X,) je baza prostora g i exp jue izomorfizam prostora g na prostor G. Stoga
je (exp Xi,...,exp X,,) baza vektorskog prostora G. Za i,j € {1,...,n} it € R imamo

zi(exp tX;) = z;(texp X;) = ta;(exp X;).

Stoga je

d
zi(exp X;) = &xi(exp tX;)| =X (x;) = 0.

t=0

Time smo dokazali da je (z1,...,x,) baza od G* dualna bazi (exp Xi,...,exp X,,) prostora G.

Prema tome, vrijedi
T; (exp thX]) = (Z tjexp Xj> =t; (3.4)
j=1 j=1

i, posebno,

Dokazat ¢emo sada tvrdnju (b) indukcijom po dim G. Ako je dim G = 1, tvrdnja slijedi iz
(3.5). Neka je dim G = n > 2 i pretpostavimo da je tvrdnja (b) dokazana u slucaju kad je
dimenzija manja od n. Stavimo ¢ = span{X,,..., X,} i K = exp £. ¢ je ideal u g dimenzije
n — 1. Po teoremu 3.10. K je normalna nilpotentna podgrupa od G i € se moze identificirati
s njenom Liejevom algebrom tako da bude exp, = expq |t i log, = logg |K. (Xs, ..., X,) je
Jordan—Haélderova baza od € i ocito je (xq|K, ..., z,|K) pripadni Kartezijev koordinatni sustav
na K, tj. X;(z;|K) = 0,5, 2 <14,j < n. Po pretpostavci indukcije postoje polinomi h; na R za
3 < i < n takvi da je

R
xo((exp t2Xso) - - (exp t, X)) = to,
xi((exp tQXQ) s (exp tan)) = tz + hi(tg, e atz‘—l); 3 S 7 S n.
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Stavimo
(exp t2X3) -+ - (exp t,X,) = exp Y.

Tada je Y € ¢ i iz gornjih formula i (3.4) slijedi

=2
pri cemu je
SQZtQ, Si:ti+hi(t2,...,ti_1), BSZSTL
Sada po teoremu 3.10. imamo
z1((exp t1.X1) -+ - (exp £, X,,)) = 21((exp t1.X1)(exp V) = x1(exp p(t1, X1,Y)) = p1(t1.X1,Y) = 14,
azai>2(iuz hy =0)
xi((exp thl) e (exp tan)) = (,Di(thl, Y) = S; —f- ¢i(t1a O, ey 0, O, S9, ..., Si—l) =
= tl + hi(tz, C ,tifl) + Q/Ji(tl, O, cey O, O, tz, t3 + hg(tz), e ,ti + hifl(tg, e ,tl',g).

Time je tvrdnja (b) dokazana.
Dokazimo sada tvrdnju (a). Definirano preslikavanje sa R™ u G je ocito neprekidno (¢ak i
polinomijalno). Neka je x € G. Definirajmo n—torku (¢, ...,t,) € R™ ovako:

tl :.I'l(l'), tj :.I'j(.f)—gj(tl,...,tj,l), j 22

Tada je i preslikavanje = +— (t1,...,x,) takoder neprekidno (u stvari, takoder polinomijalno).
Stavimo y = (exp t1X1)- - (exp t,X,,). Indukcijom po j slijedi da je z;(y) = z;(x) za svaki
j=1,...,n. Prema tome, vrijedi y = z, i to pokazuje da je preslikavanje = +— (t1,...,t,) inverzno

preslikavanju (ty,...,t,) — (exp t1X1) - - - (exp £, X,,).

Korolar 3.13. Neka je ¢ ideal u g kodimenzije 1, K =exp ¢ i X € g\ ¢. Tada su preslikavanja
(t,z) — (exp tX)z i (t,z) — x(exp tX) homeomorfizmi sa R x K na G.

Dokaz: Neka je (Xs,...,X,) Jordan—Hdélderova baza od ¢ takva da je span{X;, ..., X,}
ideal u g za 2 < i < n. Za X; = X tada je (Xy,...,X,) Jordan—Hélderova baza od g.
Neka je (x1,...,z,) pripadni Kartezijev koordinatni sustav na G, X,(z;) = 6;;. Po korolaqru
3.12. preslikavanje F : (t,...,t,) — (exp taXs)---(exp t,X,) je homeomorfizam sa R""! na
K, a preslikavanje @ : (t1,...,t,) — (exp t;X;y)---(exp t,X,,) je homeomorfizam sa R™ na G.
Definiramo preslikavanje ¥ : R x K — G ovako

U(t,z) = (exp tX)z, teR, ze€kK.

Tada je W o (idg X F') = ®, paje ¥ = ® o (idg X F~!) homeomorfizam sa R x K na G.
Definiramo sada preslikavanje ¥, : R x K — G sa

Uy (t,x) = z(exp tX), teR, zeK.
Nekasu f:G— G, h: K — K ig:R — R homeomorfizmi definirani sa
flr)y =271, w€q, h(y)=y', yeK, g(t)y=—t, tekR
Tada je
FW((g % B)(t,2))) = F(¥(—t,271)) = F((exp —tX)a~) = 2(exp £X) = Uy(t,2).

Dakle, vrijedi Uy = f o Wo (g x h), pa zakljucujemo da je i ¥; homeomorfizam sa R x K na G.



Poglavlje 4
INVARIJANTNE MJERE

Neka je M lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Za vektorski prostor V' i funkciju
f M — V definiramo nosaé¢ funkcije f :

Supp [ = Cl{m € M; f(m) # 0}.

Pri tome Cl A oznacava zatvara¢ podskupa A C M u topoloskom prostoru M. Ako je N topoloski
prostor, C'(M, N) oznacava skupo svih neprekidnih funkcija f : M — N. Ako je V topoloski
vektorski prostor, C'(M, V') je vektorski prostor nad istim poljem kao i V' — operacije su definirane
po tockama. U tom slucaju Co(M, V') oznacava potprostor svih f € C(M, V') takvih da je Supp f
kompaktan. Pisemo C(M) = C(M,C) i Cy(M) = Cy(M, C). Nadalje, stavljamo

CH(M) ={f € C(M); f(m) =0Vme M}, Cf(M)=C"(M)NCo(M).
Za f € Co(M)iT C M definiramo

1 fllz = sup{[f(@)]; t € T}

Mjera na M je linearni funkcional p : Co(M) — C sa sljedeéim svojstvom ogranicenosti (tj.
neprekidnosti):

Za svaki kompakt K C M postoji mg > 0 takav da vrijeds:

feC(M), Suppf CK = [u(f)] < mx|fllx.
Pozitivna mjera na M je linearni funkcional p : Co(M) — C takav da vrijedi
fect(M)y = u(f)>o.
Pokazuje se da je svaka pozitivha mjera na M stvarno mjera na M, tj. da zadovoljava gornji uvjet

ogranicenosti.
Za mjeru p na M iza f € Cyo(M) upotrebljavat ¢emo uobicajenu oznaku:

u(f) = /M F(m)dpu(m).

Sa (M) oznacavamo skup svih mjera na M, a sa M+ (M) skup svih pozitivnih mjera na M.
Naravno, (M) je kompleksan vektorski prostor, a 9+ (M) konus u prostoru M (M).

37
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Ako je G grupa, S skup, f: G — S funkcija i z € G, definiramo funkcije A, f, pof, f : G — S

ovako:
NH W) = fy),  (pf)y) = flyz),  fly)=fy™"), yeG.

U daljnjem G oznacava lokalno kompaktnu topolosku grupu. Za p € M(M) iz € G
definiramo A, popt, ft € 9M(G) ovako:

Net)(f) = Qa1 f)s (pu)(f) = plpeif), f(f) = p(f), [ € Co(M).

w € M(G) zove se lijevoinvarijantna mjera na G ako je A\,u = p Vo € G, desnoinvari-
jantna mjera na G ako je p, € G, lijeva Haarova mjera na G ako je u € MT(G), u # 01 p je
lijevoinvarijantna, desna Haarova mjera na G ako je u € 9™ (G), u # 01 u je desnoinvarijantna.
Bez dokaza navodimo:

Teorem 4.1. Neka je G lokalmno kompaktna topoloska grupa.
(a) Postoji lijeva Haarova mjera py i desna Haarova mjera p,. na G.

(b) Ako je p lijevoinvarijantna (odnosno, desnoinvarijantna) mjera na G, postoji ¢ € C takav
da je p = cpy (odnosno, p = cu,).

(¢) Ako je f € CF(G) i f #0 onda je pe(f) > 0 i p,.(f) > 0.

Lokalno kompaktna grupa zove se unimodularna ako je njena lijeva Haarova mjera ujedno
i desna Haarova mjera. Ta se mjera tada zove kratko Haarova mjera. Naravno, tada je zbog
tvrdnje (b) u teoremu 4.1. svaka lijevoinvarijantna mjera ujedno desnoinvarijantna i zovemo je
invarijantnom mjerom.

Korolar 4.2. Neka je p invarijantna mjera na unimodularnoj grupi G. Tada je i = p.

Dokaz: Pomocu tvrdnje (b) u teoremu 4.1. dokaz se svodi na slu¢aj kad je u Haarova mjera na
G. Tada je i mjera i Haarova, pa postoji ¢ > 0 takav da je i = cu. Odatle je u = (cu) = cji = *p.
No tada je ¢ = 1, dakle, ¢ = 1, odnosno, ji = .

Neka je H zatvorena podgrupa od G i neka je M = H\G skup svih lijevih H—klasa u G :
M = H\G = {Hz; z € G}, Hzr ={yx; y€ H}.

Neka je p : G — M kanonska surjekcija, p(x) = Hz. Pomo¢u p uvodimo na M tzv. kvocijentnu
topologiju:

skup U C M je otvoren = skup p'(U)={r €G; p(z) €U} C G je otvoren.
Bez dokaza navodimo:
Teorem 4.3. (a) M je lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

(b) Preslikavange p : G — M je neprekidno i otvoreno.

(¢) Za svaki kompakt K C M postoji kompakt L C G takav da je p(L) = K. Tada je

p ' (K)=HL={yx; ye€ H, z € L}.

(d) Neka je T topoloski prostor i neka je f : G — T funkcija sa svojstvom f(yx) = f(x) Vy € H
i Yx € G. Definiramo funkciju ¢ : M — T sa p(p(z)) = f(z), x € G. Funkcija ¢ je
neprekidna ako i samo ako je funkcija f neprekidna.
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Za xz € Gim € M = H\G definiramo mz € M sa p~*(mzx) = p~*(m)z; tj. (Hy)z = Hyz,
y,x € G. Tada je (m, z) — max neprekidno preslikavanje sa M x G u M i ocito vrijedi

me =m, (ma)y = m(xy), meM, zy€QG.
Za funkciju f na M iza x € G definiramo funkciju p, f na M sa

(puf)(m) = f(mz),  me M.

Nadalje, za p € M(M) definiramo p,u € M(M) sa

(pz:u)(f> = :u(px—lf)a f S CO(M)a
tj.
/M F(m)d(paps) (m) = /M fmaVdu(m), e Co(M).

Mjera p € M(M) zove se G—invarijantna, ako je p,u = p Vo € G.

U daljnjem pretpostavljamo da su grupa GG i njena zatvorena podgrupa H unimo-
dularne. Fiksirajmo Haarovu mjeru g na G i Haarovu mjeru v na H. Za f € Cy(G) definiramo
funkciju F' : G — C sa

F(x) = /H flyz)dv(y), r e (G,

Lako se vidi da je tada funkcija F' neprekidna, F' € C(G). Nadalje, zbog invarijantnosti mjere v
na grupi H vrijedi F(yx) = F(z) Yy € H i Vz € G, pa mozemo definirati funkciju f, € C'(M) sa
Joop=F,tj.

Ocito f,(p(z)) # 0 povlaci da je yx € Supp f za neko y € H, dakle, x € H - Supp f. Prema tome
je

Supp f, € p(Supp f).
Posebno, f, € Cy(M). Dakle, definirali smo linearan operator f +— f, sa Co(G) u Co(M). Za
FeCH(G)if#0jef, e Cq(M)if,#0. Lako se vidi da je u tom slucaju Supp f, = p(Supp f).

Propozicija 4.4. f — f, je surjekcija sa Co(G) na Co(M) i surjekcija sa Cf (G) na CF (M).

Dokaz: Budué¢i da konusi Cy (G) i Cf (M) razapinju vektorske prostore Co(G) i Co(M),
dovoljno je dokazati drugu tvrdnju.

Neka je ¢ € Cf (M) i K = Supp . Prema tvrdnji (¢) teorema 4.3. postoji kompakt L C G
takav da je p(L) = K, tj. p~*(K) = HL. Neka je g € Cy (G) takva da je g(z) > 0 Vx € L. Tada
za svako v € HL = p~'(K) vrijedi g,(p(x)) > 0. Kako je p~!(Supp p) = HL, vrijedi

re€G\HL = o(p(x)) = 0. (4.1)

Definiramo sada funkciju ¢ : G — C ovako:

ooy = | 268 aoje gup(@) >0
0 ako je g,(p(x)) =0.

Skupovi Uy = G\ HL i Uy = {z € G; g,(p(x)) > 0} su otvoreni podskupovi od G, a iz (4.1)
slijedi da je G = Uy U Uy. Vrijedi 1|U; = 0, posebno, restrikcija ¢|U; je neprekidna. Iz definicije



40 POGLAVLJE 4. INVARIJANTNE MJERE

je ocito da je i restrikcija 1|Us; neprekidna. Zakljucujemo da je ¢ € C(G). Definiramo sada
[ =g € Cf (G). Tada je

o(p(z)) = P(x)gu(p(z)) Ve ed.
Nadalje, ¥ (yz) = ¢ (x) Vy € H i Vx € G. Stoga je

£ (p()) = /H byD)g(yr)dv(y) = b(@)a, () = o), €.
Dakle, ¢ = f,.

Teorem 4.5. Neka je G lokalno kompaktna unimodularna grupa, H njena zatvorena unimodularna
podgrupa, M = H\G, p Haarova mjera na G, v Haarova mjera na H.

(a) Postoji jedinstvena mgjera m € IMM(M) takva da je
m(fy) = pu(f)  Vf e Gl(G).
(b) m € M (M) i vrijedi m(p) > 0 Vo € Cf (M) \ {0}.
(¢) Mjera my € M(M) je G—invarijantna ako i samo ako je my = cm za neko ¢ € C.
Dokaz: Neka je funkcija f € Co(G) u jezgri operatora f — f,, tj. f, = 0. Izaberimo
Y € Cf (M) tako da bude ¢(p(z)) = 1 Va € Supp f. Tada je

f(@) = fa)p(p(r)) Vel

Prema propoziciji 4.4. postoji ¢ € Cf (G) takva da je ¢, = 9. Koristenjem Fubinijevog teorema
za neprekidne funkcije s kompakt nim nosa¢em, nalazimo

N = [ st = [ i@epwme = [ [/ (e)v(y)] aute) =
- [ [ rretumian >] /[/fy hel)dua) | avly) -
- [t | [ srna] a) = [ o] [ ot ]dum [ et ot aut) ~o.

Odatle slijedi da postoji jedinstven linearan funkcional m na Cy(M) takav da je m(f,) = u(f)
Ve Co(G).

Ako je f € Cf (G) takva da je f, # 0, tada je i f # 0, dakle, m(f,) = p(f) > 0. Prema tome,
ako je p € Cf (M) \ {0} onda je m(y) > 0. Time su dokazane tvrdnje (a) i (b).

(¢) Za f € Cy(G) iz € G ocito vrijedi p, f, = (p.f),. Dakle,

(pzm)(fu) =m ((pacflf)u) = :u(paflf> = :u(f) = m(fl/)

Dakle, mjera m je G—invarijantna.

Ocito je i svaka mjera cm, ¢ € C, G—invarijantna. Pretpostavimo sada da je m; € 9 (M)
G—invarijantna mjera. Definiramo p; € M(G) sa 1 (f) = mi(f,). Tada slijedi p,p; = 1 Vo € G,
pa po tvrdnji (b) teorema 4.1. postoji ¢ € C takav da je u; = cu. Odatle slijedi my; = cm.

Neka je sada K zatvorena unimodularna podgrupa od G koja sadrzi podgrupu H i neka je o
Haarova mjera na K. Definiramo mjere m € MM(H\G), n € M(K\G) i s € M(H\K) sa

m(fy) = u(f) =nlfs),  sle) =0lp),  [eCu(G), ¢eC(K).

Neka su T, : Co(G) — Co(H\G) i T, : Co(G) — Co(K\G) linearni operatori (surjekcije) definirane
sa

Tl/f = fw Tdf = f07 f S CO(G)
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Lema 4.6. Vrijedi KerT, C Kerl,, tj. f, =0 = f, =0.

Dokaz: Neka je f € Cy(G) takva da je f, = 0. Za fiksirano x € G definiramo ¢ € Cy(K) sa
©(z) = f(zx). Za svako z € K tada imamo

ou(Hz) = (puf)u(H2) = (pof,)(Hz) = 0.

Dakle, ¢, = 0. Stoga za izabrano x € G imamo

folKx) = /K f(z2)do(z) = /K ()0 (2) = o) = 5() = 0.

Kako je element x € G bio proizvoljno fiksiran, zakljucujemo da je f, = 0.

Prema tome, postoji linearna surjekcija T : Co(H\G) — Co(K\G) takva da je T o T, = T,, tj.

daje T(f,) = fo. Vf € Co(G).
Neka su f € Cy(G) i € G i neka je funkcija ¢ € Cy(K) definirana kao u dokazu leme 4.6. sa
©(z) = f(zx), z € K. Kao u tom dokazu tada imamo

(Tf)(Kz) = fo(Kx) = s(¢py) = /H\K py(Hz)ds(Hz) = e fo(Hzz)ds(Hz).

Dakle, vrijedi

(TY)(Kz) = (Hzx)ds(Hz), e Cy(H\G), z€Gaq.

H\K

Za ¢ € Co(H\G) pisemo 15 = T'(1p). Dakle, preslikavanje 1) +— 1) definirano je sa

(le)s = f07 f € CO(G)
Neka je ¢ € Co(H\G). Izaberimo f € Cy(G) tako da bude ¢ = f,. Tada je ©¥s = f,, pa slijedi

n(ws> = n(fa) = :u(f) = m(fz/) = m(@
Time smo dokazali:

Propozicija 4.7. Neka je G lokalno kompaktna unimodularna grupa, H C K njene zatvorene
unimodularne podgrupe, v, o i p Haarove mjere na H, K i G. Neka su mjere m € IM(H\G),
n € M(K\G) i s € M(H\K) definirane sa

m(f,/) = M(f) = n(fg), S(QDV) = 0-(90)’ VS CO(G)’ ZBS CO(K)

(a) Postoji jedinstven linearan operator 1 +— 1 sa Co(H\G) u Co(K\G) takav da je (f,)s = fo
Vf € Co(G). To je surjekcija sa Co(H\G) na Co(K\G) i sa Cf (H\G) na Cy (K\G).
(b) Vrijedi

Ys(Kx) = H\Kw(Hzx)ds(Hz), e Cy(H\G), z¢€Qd.

(¢) Za € Co(H\G) je n(is) = m(y), 4.

/K \G[ H\Kw(Hzx)ds(Hz)] dn(Kz) = H\Gw(Hx)dm(Hx).
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Neka je sada G nilpotentna grupa i g njena Liejeva algebra. G je vektorski prostor, pa izbor
koordinata (tj. baze) na G definira Lebesgueovu mjeru na G. Kako je exp izomorfizam vektorskih
prostora sa g na G, svaka baza (X1,...,X,,) u g definira Lebesgueovu mjeru p na G :

u(f) = /G Faua) = [ 1 <expztixi> d--dt,,  fEGG).  (42)

Teorem 4.8. Neka je G nilpotentna grupa. Grupa G je unimodularna. Lebesgueova mjera na G
je Haarova mjera na G.

Dokaz: Neka je u Lebesgueova mjera na G definirana sa (4.2) pomocu baze (X, ..., X,) od
g. Promjena baze u g ima za posljedicu mnozenje pripadne Lebesgueove mjere brojem > 0. Prema
tome, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je (X1, ..., X,,) Jordan—Ho6lderova baza
u g. Ocito je p € MH(G) i p # 0, pa treba jos samo dokazati da je \yu = p,u = p Vy € G.

Neka je f — f izomorfizam sa Cy(G) na Cy(R™) definiran ovako:

f(tl,...,tn):f<exp ZthZ> s (tl,...,tn) e R".
i=1

Neka je y =exp > ", 5, X; € G. Neka su 1), ..., 1, polinomi iz teorema 3.11. Tada je

(pyf) (tr, . tn) = F (1 + 81, b0 + 52+ (s, 51), ... 4 S0+ Un(ty, . b1, 52, 1))

i

Nyt f) (t1y oo ty) = F(t 4 s1,t0 + 50+ a(s1, 1), o4 S0 FUn(S1, -y Spe1,tay o tn1))
Uzastopnom integracijom redom po t,,t,_1,...,t; odatle slijedi

/n(pyfy(tl,...,tn)dtl---dtn =/ Flty, .. ty)dty - - dt,
i
/ Ay f) (o ty)dty - dt, = [ f(ty, .. t,)dty - - dt,.
" R

Dakle, za svaku funkciju f € Cy(G) i za svaki y € G vrijedi

(py—1)(f) = pulpy f) =p(f) 1 Ayu)(f) = Ay f) = pu(f)-



Poglavlje 5
UNITARNE REPREZENTACIJE

Za Hilbertov prostor H sa U(H) oznacavamo grupu svih unitarnih operatora na H. Unitarna
reprezentacija lokalno kompaktne grupe GG na Hilbertovom prostoru H je homomorfizam grupa
7 : G — U(H) sa sljedeéim svojstvom neprekidnosti:

V¢ € H preslikavanje x — w(x)§ je neprekidno sa G u 'H.
Moze se dokazati da je taj uvjet neprekidnosti ekvivalentan sljede¢em, prividno slabijem, uvjetu:

Postoji potprostor V- od 'H, gust u 'H, takav da je funkcija x — Re (m(z)|€) neprekidna u
jedinici e € G za svaki vektor £ € V.

Skica dokaza: Stavimo H; = {{ € H; x — 7(x) je neprekidno u e}. Tada je H; zatvoren pot-
prostor od H. Iz identiteta

()€ = €)1* = 2 (|€]I* = Re (w(2)€]€))

slijedi V' C 'H;. Dakle, H; = 'H. Sada iz jednakosti

l7(@)€ — 7 (z0)él| = llm (g 2)& — ]|

slijedi da je preslikavanje x — m(z)& neprekidno ne samo u tocki e nego u svakoj tocki xy € G.

Kazemo da su nitarne reprezentacije m; i me od G na Hilbertovim prostorima H; i Hs
ekvivalentne i piSemo m =~ my ako postoji izometricki izomorfizam T : H; — Hs takav da
je Tmy(x)T™! = my(x) Vo € G.

Neka je 7 unitarna reprezentacija od G' na Hilbertovom prostoru H. Za potprostor V od H
kazemo da je 7(G)—invarijantan, ako je w(z) ¢V C V Vz € G, ustvari, tada je w(x)V =V
Vo € G. Ako je V zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H, tada je x — m(x)|V unitarna
reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru V. Ta se reprezentacija oznacava my i zove sub-
reprezentacija od .

Reprezentacija 7 zove se ireducibilna ako je H # {0} i ako ne postoji zatvoren 7 (G)—invari-
jantan potprostor od H razlicit i od {0} i od H. U protivnom se reprezentacija m zove reducibilna.

Ako je V zatvoren mw(G)—invarijantan potprostor od H, tada je i njegov ortogonalni komple-
ment V* zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H. Tada pisemo 7 = 1, ®my,.. Opéenitije, ako
je (Vi; i € I) familija zatvorenih m(G)—invarijantnih potprostora od ‘H, takva da je H = @,.; Vi,
tada pisemo m = @, ., Ty,

Neka je I neprazan skup i neka je za svako ¢ € [ zadan Hilbertov prostor H; i unitarna
reprezentacija 7; od G na prostoru H;. Formiramo Hilbertov prostor H = @,.; H;. To je skup
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svih familija (&)ies takvih da je & € H; Vi € I idajered ., [€]3, konvergentan. Operacije u
‘H su definirane po komponentama:

AM&i)ier = (Ai)ier (&i)ier + (mi)ier = (& + miier, ((&o)ier [(mi)ier) = Z(fz\m)ﬁ
il
Za z € G definiramo operator 7(x) : H — H sa

m(2)(&)ier = (mi(@)&)ier-

Lako se vidi da je tada 7 unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H. Nadalje, za
jelije
Vi=A{(&)ier € H; & =0Vi#j}
zatvoren (G)—invarijantan potprostor od H i pripadna subreprezentacija my, ekvivalentna je
reprezentaciji 7;. Zato takoder pisemo m = €p,.; ;.
Neka su 71 i o unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima H; i Hs. Na tenzorskom
produktu H; ® Hs vektorskih prostora H; i Hs mozemo uvesti skalarni produkt formulom

<Z & ® i
i=1

Upotpunjenje unitarnog prostora H; ® Hs, oznacavamo H,®H, i zovemo Hilbertov tenzorski pro-
dukt Hilbertovih prostora H; i Hs. Zbog univerzalnog svojstva tenzorskog produkta za svaki x € G
postoji jedinstven linearan operator 7(z) : H; ® Ho — Hi ® Hy takav da je

m(z)(E@n) =m@)@m(r)y VEEH, 1 V€ Hs.

g ®n}> = EE e, & € Ha, mi1l € Ho.
=1

i=1 j=1

Pokazuje se da se operator 7(x) jedinstveno prosiruje do neprekidnog operatora na Hilbertovom
prostoru H;®@Hs koji éemo takoder oznaciti sa m(x). Tada je 7 unitarna reprezentacija od G
na H;®H,. Ta reprezentacija 7 zove se tenzorski produkt reprezentacija m i m i pisemo
T =" & Ty.

Ako je u gornjoj konstrukciji reprezentacija mo trivijalna, tj me(x) = I, Vo € G, onda pisemo
T =m ® Ip,. Ta se reprezentacija m zove multipl reprezentacije m;. Ako je (7;);c; ortonormi-
rana baza Hilbertovog prostora Ha, za svako i € I je H; = H; ® Cn; zatvoren 7(G)—invarijantaqn
potprostor od H, subreprezentacija 7y, je ekvivalentna reprezntaciji my i 7 = @@, mx,. Ako je
m = dim Hy = Card I, pisat ¢emo takoder m = mm;.

Obratno, ako je I neprazan skup i za svaki ¢ € I je zadana unitarna reprezentacija m; na Hilber-
tovom prostoru H;, i ako su sve te reprezentacije m; ekvivalentne reprezentaciji m; na Hilbertovom
prostoru H;, onda je reprezentacija €, ; m; ekvivalentna reprezentaciji m; ® Iy, gdje je Hy neki
(bilo koji) Hilbertov prostor dimenzije Card I.

Pomocu spektralnog teorema za ogranicene hermitske operatore moze se dokazati da vrijedi:

Teorem 5.1. Neka je m unitarna reprezentacija od G na Hilberovom prostoru H # {0}. Sljedeca
su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija w je reducibilna.

(b) Postoji ortogonalan projektor P na H razli¢it od 0 i od Iy takav da je Pr(z) = 7w(z)P
Ve € G.

(¢) Postoji ogranicen linearan operator T : 'H — H takav da je T # A YA € C 1 da je
Tr(z) =n(z)T Yz € G.
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Korolar 5.2. Neka je m; ireducibilna unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru
H;y. Nadalje, neka je Ho Hilbertov prostor i m = m & Ip,. Za svaki ogranicen lineran operator
T :H — H takav da je Tn(x) = w(x)T Y € G postoji jedinstven ogranicen linearan operator
A Hy — Hy takav da vrijedi T(E @ n) =& ® An V¢ € Hy i Vn € Ha.

Dokaz: Dokazimo prvo jedinstvenost. Neka su A, B : Hy — Hs ograniceni linearni operatori
i pretpostavimo da je {E ® An = £ ® Bn VY& € Hy 1Vn € Hy. Za & € Hy, ||£]| = 1, i za proizvoljne
n,¢ € Hs je tada

(An|¢) = (£1€)(An|¢) = (€ @ Anl€ ® ¢) = (§ ® Bnl¢ ® () = (£|€)(Bn|¢) = (BnlC).
Odatle slijedi A = B.

Pretpostavimo sada da je T : H — H ogranicen linearan operator takav da je Tw(z) = w(x)T
Vx € G. Neka je (1;)ie; ortonormirana baza u Hs i stavimo V; = H; ® Cr;, ¢ € I. Tada je
H = D,.; Vi- Neka je P; ortogonalni projektor H na V;. Nadalje, neka je S; izometricki izomorfizam
prostora H; na V; definiran sa S;§ = { ® n;, § € Hy. Za i,j € I definiramo ogranicen linearan
operator Tj; : Hy — Hy sa Tj; = S]-’IP]-TSi. V; je zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H,
pa vrijedi Pj7(z) = m(x)P; Vo € G. Nadalje, za v € G, i € I i { € H; imamo

Simi(z)€ = m(x)§ @ n; = 7(x)(§ @ mi) = 7(x)SiE.

Dakle je S;mi(x) = 7(x)S;, a odatle i m(2)S; ! = 7(x)S; !, Vo € G. Stoga za proizvoljne i,j € I i
x € G nalazimo

Tym(x) = S; ' PTSimy (x) = S; ' PiTn(x)S; = S; ' Py (a)T'S; =

= S;lﬂ(.%')P]TSZ = Wl(l')S;lP]TSZ = 7T1(.I')T‘ij.

Kako je reprezentacija m ireducibilna, iz teorema 5.1. slijedi da za svaki par (i,7) € I x I postoji
Aij € C takav da je T;; = \jjIy,. Sada za § € Hy, n € Ha, 1 = Y ,c; 7y, imamo

TEan) =Y aTE@n) =Y alSE

icl il
Odatle je
TE@n) =Y PTE®@n)=> Py aTS¢t=> aPTS¢=
jel jel el ijel
= Z ;ST = Z ;A Si€ = Z aAE @M =E® Z i
ijel ijel ijel ijel

Sada definiramo linearan operator A : Hy — Hy ovako:
A (z %m) Yo
iel ijel

Ta je definicija smislena jer je red s desne strane konvergentan u H, i operator A je ogranicen.
Doista, ako je £ € Hy, ||£]| = 1, imamo

[,

jerI |icl

2
= TE @ < ITI*lIn]*
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Napokon, iz gornjeg racuna vdimo da vrijedi
TE®n=£®An,  {€Hi, nHa.

Neka je zadana funkcija ¢ : G — C i neka je 7 unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom
prostoru ‘H. Kazemo da 7 reprezentacija tipa 1, ako postoji ortogonalan projektor P na prostoru
H takav da vrijedi:

(1) Pr(z)P =¢(z)P Vz € G.
(2) Najmanji zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H koji sadrzi PH jednak je H; tj.
H = Cl(span{n(x)PE; v € G, £ € H}).
Za ¢ € 'H kazemo da je 7(G)—cikli¢ki vektor ako je H najmanji zatvoren 7(G)—invarijantan
potprostor od H, koji sadrzi &; tj.
H = Cl(span{m(x)§; x € G}).
Ako takav vektor & postoji kazemo da je w ciklicka reprezentacija.

Propozicija 5.3. Neka je & € H w(G)—-ciklicki vektor i ||£]| = 1. Stavimo ¥(z) = (n(x)&|E),
x € G. Tada je ™ reprezentacija tipa ).

Dokaz: Definiramo P : H — H sa Pn = (n|{){. Tada je P ortogonalni projektor i PH = C§.
Po pretpostavci je H najmanji zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H koji sadrzi C{ = PH.
Nadalje, za n € H i x € G imamo

Pr(x) Py = (w(x)Pnl§)§ = (x(2)[(nl€)ENIE)E = &) (w(2)€[€)§ = ¢(z) P

Propozicija 5.4. Neka su m @ mo ciklicke unitarne reprezentacije od G na Hy i Ha, neka su &
i & ngihovi ciklicki vektori i ||| = ||&2ll = 1. Pretpostavimo da je (m(x)&11&1) = (m2(2)&a|E2)
Ve € G. Tada su reprezentacije m @ mo ekvivalentne.

Dokaz: Za «aq,...,a, € Cixq,...,z, € G imamo redom

E QT xz

2

Z Q; Oé] s $z)€1|7rl T 51 Z &% O‘] 7Tl x xl)€1|€l>

i,7=1 i,7=1

2

= Z i (mo(w; 12:)65]&) = Z ;0 (ma(m;)&a|ma(x5)Es) =

1,j=1 1,j=1

E a;mo ()&

To pokazuje da postoji linearna izometrija 7" sa unitarnog prostora H} = span {m(x)&1; x € G}
na unitarni prostor H5, = span {my(x)&y; x € G} takva daje T'm (2)& = me(x)& Yo € G. Operator
T" jedinstveno se prosiruje do izometrickog izomorfizma T sa Cl'H| = H; na Cl'H), = H,. Sada
za proizvoljne x,y € G imamo

Tr(z)mm(y)§ = Tmi(ay)éy = ma(ay)Ee = ma(x)m2(y)Ee = ma(x)T'mi(y)E1-

Stoga je T'm(z)|H] = m(x)T|H] Yz € G, a kako je potprostor H) gust u H;, zbog neprekidnosti
operatora T, m(z) 1 mo(x) slijedi T'mi(x) = mo(x)T Vx € G. Dakle, m ~ m.
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Propozicija 5.5. Neka je m unitarna reprezentacija od G na 'H tipa 1. Tada je ™ multipl ciklicke
reprezentacije my tipa 1 i vrijedi P(x) = (m(x)&1|&1) Vo € G za neki jedinicni m (G)—ciklicki
vektor &;.

Dokaz: Neka je P ortogonalan projektor na prostoru H takav da je
Pr(x)P = ¢(z)P Ve e G

i takav da je ‘H najmanji zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H koji sadrzi PH. Neka je
(&)ier ortonormirana baza od PH. Za i € I neka je H; najmanji zatvoren m(G)—invarijantan
potprostor od H koji sadrzi &;, tj.

H; = ClI'H,, H. = span {7 (x)&; © € G}.

Stavimo m; = 7y, .
Dokazat ¢emo sada da je H = €D, ; H;. Prije svega, ako je i # j i x,y € GG, onda je

(m(2)&i|m(y)&;) = (w(2) P&ilm(y) Pe;) = (Pr(y2)P&ilg;) = vy~ 2)(P&il¢;) = 0.

To pokazuje da je H; L H}, dakle i H; L H; za i # j. Ortogonalna suma P,.; H; je zatvoren
7(G)—invarijantan potprostor od H koji sadrzi PH, dakle jednaka je H. Time je dokazano da je

T = @ie[ T
Svaka reprezentacija m; je ciklicka i &; je jediniéni m;(G)—ciklicki vektor. Po propoziciji 5.3. ona
je tipa 1;, gdje je 1 (z) = (mi(2)&]&). Medutim, za svaki x € G je

Yi(z) = (mi(2)616) = (m(2) P& PE) = (Pr(x) P&Gi|&) = v(x)(6l6) = ¢ ().

Stoga su po propoziciji 5.4. sve reprezentacije m; medusobno ekvivalentne.
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Poglavlje 6
INDUCIRANE REPREZENTACIJE

Neka je GG lokalno kompaktna unimodularna grupa, H njena zatvorena unimodularna pod-
grupa, M = H\G, p : G — M kanonska surjekcija (p(z) = Hz, * € G), u Haarova mjera na G,
v Haarova mjera na H i m € 9M(M) G—invarijantna mjera na M definirana kao u poglavlju 4.:

m(f)) = u(f),  fo(Hz)= /H f(ha)dv(h),  f € ColG).

Neka je 7 unitarna reprezentacija grupe H na Hilbertovom prostoru H. Oznac¢imo sa C(G, T)
vektorski prostor svih funkcija f € C'(G,H) sa svojstvom

f(ha) =r(h)f(z) VheH i Vzed. (6.1)

Ako je f € C(G, T), njen nosa¢ Supp f je unija lijevih H—klasa. Sa Cy(G, ) oznacimo potprostor
svih funkcija f € C(G, 1) takvih da je skup p(Supp f) € M kompaktan, tj. takvih da postoji
kompakt K C G takav da je Supp f C HK (v. prop. 4.3.).

Za f,g € Co(G,7) © — (f(z)|g(x)) je neprekidna kompleksna funkcija na G i za bilo koje
x € Gihe H vrijedi

(f (hx)lg(hx)) = (7(h) f(z)|T(h)g(z)) = (f(2)lg(x))-

To zna¢i da mozemo definirati funkciju Fy, € C(M) ovako:

Fyo(Hz) = (f(2)lg(x)), =€
Nosa¢ Supp Fy, sadrzan je u p((Supp f) N (Suppg)), dakle, kompaktan je. Prema tome,

Za f,g € Co(G, ) definiramo

(fl9) = m(Fy,) = /M (f(2)|g(x))dm(Hx).

Lako se vidi da je tada (-|-) skalarni produkt na prostoru Cy(G, 7). Sa Lo(G,T) oznacavat
¢emo Hilbertov prostor koji je upotpunjenje unitarnog prostora Cy(G, 7). Moze se pokazati da
se Lo(G, 7) moze realizirati kao prostor svih klasa p—izmjerivih funkcija f : G — H koje zadovo-
ljavaju (6.1) i za koje je funkcija Fy y m—integrabilna. Pri tome rije¢ klasa znaci klasu ekvivalencije
u odnosu na relaciju ekvivalencije

f~g = skup {x € G; f(z) # g(x)} je p—zanemariv,

a skup L C G zove se u—zanemariv ako je u(L N K) = 0 za svaki kompakt K C G.
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Zaz e GifeCyG, ) definiramo funkciju p, f : G — H kao i prije: (p.f)(y) = f(yx). Tada
je pof € C(G,H),za h € Hiy e G vrijedi
(0 [)(hy) = f(hyx) = 7(h) f(y=) = 7(h)(p)(y),

dakle, p.f € C(G,7), i napokon, p(Supp p.f) = p((Supp f)z=") = p(Supp f)z~" je kompaktan
podskup od M, dakle, p,f € Co(G, 7). Ocito je preslikavanje p, : Co(G,7) — Co(G, 7) linearan
operator. Za f,g € Co(G,7) i x € G imamo

By toeg(HY) = (0 /) W)(p29)(v)) = (f(yz)|9(yx)) = Fro(yz) = (p:Frg)(y), y€G.

Dakle, F, ¢ ,.4 = p2F% 4, pa zbog G—invarijantnosti mjere m dobivamo

(peflpzg) =m (sz,f,ng> (szf g) (Pz—lm)(Ff g) (Ff g) (flg).

Stoga se operator p, jedinstveno prosiruje do izometrije 7(x) Hilbertovog prostora Ls(G, 7). 1z
PPy = Pay 1 pe = Ioya,r slijedi m(x)m(y) = w(xy) i 7(e) = IL,@,). Prema tome, 7 je homo-
morfizam grupe G u grupu unitarnih operatora U (Lo(G,7)). U svari, 7 je reprezenacija G na
Hilbertovom prostoru Ls(G, 7). Da bismo to dokazali dovoljno je provjeriti da je = — (7(z)fl|g)
neprekidna funkcija u jedinici e € G Vf, g € Co(G, 7), a to lagano slijedi iz elementarnih svojstava
integrala.

Tako smo dosli do unitarne reprezentacije m od G na Hilbertovom prostoru Ls(G, 7). Za
reprezentaciju 7 kazemo da je inducirana reprezentacijom 7 od H i piSemo

m=Indt = Ind% 7.
Za p € Co(G,H) i £ € H definiramo funkciju ®(y, &) : G — C ovako:

B(p.€)(x) = /H (r(h)p(h ) [E)du(h),  zeG.

Za fiksne ¢ i £ preslikavanje £ — P (¢, £)(z) je antilinearan fukcional na H. Nadalje, vrijedi

20, @ < [ et D) = 1€l | Hpae)lvin) = gl lesel)

gdje je funkcija [|po¢ll € Cy(H) definirana sa [[poll(h) = |(pz)(h)l| = [l¢(hx)||. Dakle,
£ — P(p,&)(x) je ogranicen antilinearan fukcional na H. Stoga postoji jedinstven vektor n € H
takav da je ®(p, &) () = (n|§) V& € H. Pisat ¢emo

1= 0e)a) = [ (ol ) dv(h).
H
Kao malo prije nalazimo

(@(p)(2) = ()W < v(llpee = pyelDIEN

pa je
[P(@)(z) — () (y =) < v(llpze — pyell)-

Odatle lako slijedi da je ®(¢) € C(G,H). Za h € H i x € G i za proizvoljan £ € H nalazimo zbog
invarijantnosti mjere v :

(B () (h)|€) = B(p.€) (hr) = /H (r (K)o (k™ ) €)dw(k) = /H (r (W) (k1) €) i (k) =

=/H(T(kf)@(k_ll“)IT(h_l)S)dV(k‘)=<1>(90>T(h_1)£)(93)= (@) (@) (h1)8) = ((h)@(¢) () €)-
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Zbog prozvoljnosti vektora & € H slijedi
O(p)(hz) =7(h)P(p)(x), he H xe€gG.
To znaci da je ®(¢) € C(G, 7). Napokon,
Supp®(p) € H(Suppp) = p(Supp (¢)) € p(Suppp).

Dakle, p(Supp ®(¢)) je kompaktan podskup od M, sto znaci da je ®(p) € Co(G, 7). Zakljucujemo
da smo na taj nacin definirali linearan operator ® : Co(G, H) — Co(G, 7).

Lema 6.1. ¢ : Cy(G, H) — Cy(G, 1) je surjekcija.

Dokaz: Neka je f € Cy(G, 7). Neka je K C G kompakt takav da je Supp f C HK. Neka je
Y € Cf (G) takva da je v(z) > 0 Vz € K. Definiramo F : G — H sa

B ﬁf(:p) ako je ¢, (Hzx) >0
Fla) = { ’ (H3 ako je ¢, (Hz)=0.

Sasvim analogno kao u dokazu propozicije 4.4. slijedi da je F' € C(G,H). Nadalje, F(hz) =
=7(h)F(z) za h € H iz € G. Definiramo ¢ = Y F € Cy(G,’H). Buduéi da za svaki z € G vrijedi
4, (H2)F(x) = f(z), imamo

B(e)(w) = [ o D PU dw(h) = [ o) Fado(h) =

H
_ /H G(ha)dv(h) - F(x) = 4 (Ho)F(x) = f(x).
Dakle, ®(¢) = f i ti8me je surjektivnost dokazana.

Napomenimo da tenzorski produkt Cy(G) ® H mozemo identificirati s potprostorom vektorskog

prostora Cy(G, H) tako da bude

(p@&(x) =p@), vel(G), eH, red.

Lema 6.2. Za svako x € G je {f(x); f € Co(G,T)} je gust potprostor od H. Za sve x € G to je
isti potprostor i on je T(H)—invarijantan.

Dokaz: Stavimo H, = {f(z); f € Co(G,7)}. Imamo p,Co(G,7) = Co(G,T), pa je olito
H, =H. Yx € G. Za h € H je T(h)H. = H}, = H., dakle, potprostor H, je 7(H )—invarijantan.
Neka je £ € Hie > 0. Neka je U otvorena okolina od e u G takva da vrijedi

heUNH — |7(h)E — €] < e.
Neka je ¢ € Cf (G) takva da je Suppp CU i [, p(h)dv(h) = 1. Tada je P(¢ @ £)(e) € He i

| et eeainy - [ cp(h‘l)du(h)gH .

[8(p @ €)(c) — & = \

< [ e = €llavin) <= [ o av(n) =

Dakle, potprostor H, je gust u Hilbertovom prostoru H.

Potprostor iz leme 6.2. oznacavat ¢emo sa H(G) :
H(G) ={f(z); feC(G,T)} za bilo koji x € G.
U daljnjem ¢emo Cy(G,H) promatrati kao normiran prostor s normom

[flloe = max {[|f(z)[|; = € G}
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Lema 6.3. Neka je V potprostor od H gust u H. Za dane ¢ € Co(G, H), € > 0 i otvorenu okolinu
U od Supp ¢, postoji v € Co(G) @V takva da je Supptp C U i da je || — Y]l < €. Ako je G
nilpotentna grupa, mozemo izabrati ¢ € C(G) @ V.

Dokaz: Neka je ¢ € Co(G, H), K = Suppp, € > 01 U otvorena okolina od K u G. Za z € K
neka je V,, C U otvorena okolina od x takva da vrijedi

yeVe = o) - <

N

Tada je skup K sadrzan u uniji skupova V., pa zbog kompaktnosti od K postoje xy,...,x, € K
takvi da je
KCV,uU---uV, .

Neka su &; € V takvi da je
16 — o) <

1=1,...,n.

»lklm

Tada vrijedi
veVe = e -l <z,
Neka su funkcije 91, . .., 1, € Cy (G) takve da vrijedi
(a) Suppy; CV,,,zai=1,...,n,
(b) Yi(z) 4+ +Yu(z) =1 Ve € K,
(¢) Y1(x)+ -+ (z) <1 Vo ed.
Stavimo ¢; = ;0 € Co(G,'H). Tadaje ¢ = i+ -+ pn. Zaz € G\ Vi, je (vi®&)(7) = 0 = pi(z),

aza x €V, imamo

(i @ &) (x) — wil@)|| = [[¢i(7)& — Yi(z =)p(x)]| < Sbi(2).

Dakle, vrijedi
I x &)(@) - @)l < SWile),  x€C, 1<i<n
Stavimo sada ¢ = 1 @& + -+ -+ 1, ®E,. Tada je p € Co(G) @V, Supptp C U izasvako x € G je

Z wz®§z Z(pz S%Z¢Z(x)__
i=1 i=1

Pretpostavimo sada da je G nilpotentna grupa. Za svako i € {1,...,n} odaberemo x; € C5°(G)
tako da bude

[(x) = (@)l =

5
Supp x; €V, i [i(x) — xi(z)| < Vo € G.
2n[|&|
Stavimo x = x1 @& + -+ -+ xn @& Tada je x € C(G) @V, Supp x C U iza svaki z € G vrijedi
" ¢
Ix(x) r<2\xz —u@llel <Y o=
i=1

dakle, [[x(z) — o(z)] < <.
Lema 6.4. Neka je skup K C G kompaktan. Postoji Nx > 0 takav da vrijedi

¢ € Cy(G,H), Suppp CK == [(@(2)]| < Nillo]loo-
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DOkaz: Neka je L = p(K) i neka je A > 0 takav da vrijedi
foo9njCo(M), SuppfC L = |m(f)] < Amax{|f(t)]; t € M}.
Neka je B > 0 takav da vrijedi
feCo(H), SuppfCKK'nH = |v(f)| <Bmax{|f(h)]; he H}.

Za funkciju ¢ € Cy(G,H) takvu da je Supp ¢ C K vrijedi Supp ®(p) € HK i Supp Fo(,)a(,) € L.
Dakle

I()II* = m(Fa).0) < A max{|Fag) ) (Ho)l; € K} = A max{||2(p)(x)]* o € K}.

Za x € K definiramo f, € Co(H) sa f.(h) = |p(hx)|, h € H. Za svako x € K imamo
Supp f, € KK~'N H, pa imamo

18(0)(@)] =] / T<h>go<h-1as>du<h>H < [ et vy = (1) < B max{ £ he 1),

Medutim, [fo(h)| = [[¢(hz)]| < [[¢]l- Dakle, [[®(p)(z)[| < Bll¢lle Vo € K, odakle je
12()]* < AB*|l¢lI5-
Uzmemo li N = BV/A, tvrdnja slijedi.

Propozicija 6.5. Neka je V gust potprostor od H. Tada je ®(Co(G) @ V) gust potprostor od
Ly(G, 7). Ako je G nilpotentna grupa, tada je ®(CP(G) ® V) gust potprostor od Ls(G,T).

Dokaz: Neka je g € Lo(G,7)1ie > 0. Neka je f € Co(G, 7) takva da je || f — g|| < 5. Po lemi
6.1. postoji ¢ € Cy(G,H) takva da je ®(p) = f. Neka je L = Suppe i neka je K kompaktna
okolina od L. Neka je Nk kao u lemi 6.4. Po lemi 6.3. postoji ¢ € Cy(G) ® V (odnosno, u slu¢aju
da je G nilpotentna grupa ¢ € C§°(G) ® V) takva da je

13
S K i ol < ——.
upp € i Y= ¢lle < SN,

Pomocéu leme 6.4. imamo

2(6) —gll < 12(w) = 7| + 11 = gll < 1206~ Q)| + 5 < Nclly = plloe +5 < Nigrom 5 =<

Propozicija 6.6. Za € G neka je H* = xHx ™!

H definirana sa

1 neka je T unitarna reprezentacija od H* na
7(h) = 7(z " hx), h e H".
Tada je IndS, T ~ Ind$. 7.
Dokaz: Neka je e, : Co(H) — Co(H?") izomorfizam definiran sa
(eap)(h) = p(a~'ha), € Co(H), heH"

Nadalje, neka je v* pozitivna mjera na H” definirana sa

I/x({-jch) = V(@)? S OO(H)
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Zax € Gihe H® imamo

ph(ga:SO) = gx(px—1h190> 1 )‘h(ga:90> = g:v()‘z—lhx90>7 2 S CO(H)

Odatle neposredno slijedi pp* = A\ = v*. Prema tome, zatvorena podgrupa H” je unimodu-
larna grupa i v* je Haarova mjera na njoj.
Neka je M* = H*\G i neka je m* G—invarijantna mjera na M* definirana sa

m*(fu=) = p(f),  f € Co(G).
Neka su a: M* — M i 3 : M — M?® medusobno inverzni homeomorfizmi zadani sa
a(H*y) = Hax ™y, B(Hy) = Hxy, yeq.
Lako se vidi da za svaku funkciju ¢ € Cy(M) i za svaku funkciju ¢ € Co(M7) vrijedi

m(p) =m*(poa) i m"(Y)=m(Pop).

Definiramo sada izomorfizam S : Cy(G, 7) — Co(G, 7") i njemu inverzni T : Co(G, %) — Co(G, 7)
ovako

(SH) = fay), feC(G. ),  (Tg)y)=glay), g€ Co(G,17).
Za f € Cy(G, ) imamo
1S F 17 (Grey = M* <ﬁ’Sf,Sf> ,

pri cemu je

Fyg(H'y) = (01(W)l92(v), 91,92 € Go(G,77), y€C.
Tada je Fs;s; = Fy.s o o, pa dobivamo
||Sf||%2(c,ﬂ) =m"(Frpoa)=m(Fry) = ||f||%2(G,T)~

Dakle, S se jedinstveno prosiruje do izometrickog izomorfizma S : Lo(G, 7) — Lo(G, 7%). Stavimo
sada m = Ind$ 7 i 7° = Ind$. 7. Za f € Co(G,7) iy, 2 € G tada imamo
(" (y)Sf)(2) = (Sf)(2y) = fa™"zy) = (7(y) [)(=z7'2) = (S7(y)[)(2).
Dakle,
™ (y)S = Sn(y), tj. 7 (y)=S7(y)S™' Wyeda = 7~

Propozicija 6.7. (Induciranje u etapama) Neka je K zatvorena unimodularna podgrupa od G
koja sadrzi H. Tada je
IndS 1 ~ IndS$; (Indg 7') .

Dokaz: Neka je o Haarova mjera na K. Definiramo mjere n € M(K\G) i p € M(H\K) sa

n(fe) =u(f), feC(G);  pley) =0(p), ¢eCy(K).

Prema propoziciji 4.7. postoji jedinstven linearan operator ¢ — 1, sa Co(H\G) u Co(K\G) takav
da je (fy), = fo V[ € Co(G). Taj operator je surjekcija i vrijedi n(¢,) = m(y) Vo € Co(H\G).
Stavimo sada
w = Ind% T, = Ind$ T, p=IndS w.
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Treba konstruirati izometricki izomorfizam P : Ly(G, 7) — Lo(G,w) takav da je Pr(z) = p(x)P
Vo e G.
Za f € Co(G, 1) definiramo Pf : G — C(K, H) sa

(Pf)(@)](k) = f(kz), zed, kek.

Ocito je (Pf)(z) € C(K,7) Vx € G. Nadalje, ako je C' C G kompakt takav da je Supp f C HC,
tada je Supp (Pf)(z) C HD, gdje je D = Cx~' N K kompakt u K. Dakle je (Pf)(z) € Co(K, 1)
Vo e d.
Na taj nac¢in definirali smo Pf : G — Co(K, 1) C Lyo( K, 7). Dokazat ¢emo da je Pf € Cy(G,w).
(1) Imamo

1P F) (@) = (PN ox.r) = /H\K If(kz) — f(ky)|Pdp(HE),  ,y €G.

Odatle lako slijedi da je funkcija Pf : G — Lyo(K, 7) neprekidna, Pf € C(G, Lo(K, 7)).

(2) Iz definicije se neposredno provjerava
(Pf)(kr) =w(k)(Pf)(x), kekK, zed.

Dakle je Pf € C(G,w).
(3) Ako je C' C G kompakt takav da je Supp f C HC, tada je Supp Pf C KC. Dakle je

Pfe Cy(G,w).
Tako smo dosli do linearnog operatora P : Cy(G,7) — Co(G,w). Dokazat ¢emo sada da
je P izometrija u odnosu na norme || - ||z, 1 || - o) 22 91,92 € Co(G,w) definiramo

F917g2 € CO(K\G> sa

Fy o (Ky) = (1(W)|92(¥)) 12y, ¥ €G.

Za f,g € Co(G, ) imamo tada )
Fvapg = (Ffzg)p ‘

Prema tome,
(PfIPG)Lycw) = n<FPf,Pg> = n((Ff,g)p) =m(Fyrg) = (f19)Locm)-

Dakle, P se po neprekidnosti jedinstveno prosiruje do izometrije P : Lo(G,7) — Lo(G,w). Da
bismo dokazali da se radi o izometrickom izomorfizmu Hilbertovih prostora, dovoljno je ustanoviti
da je slika od P gusta u Ls(G,w).

Neka su @ : Co(G, H) — Co(G, 1), ¥ : Co(G, Ly(K, 7)) — Co(G,w) i Q: Co(K,H) — Co(K,T)
linearni operatori (po lemi 6.1. surjekcije) definirani sa

()] (x) = /H r(hyp(h ' a)dv(h), o€ ColGH), zeG,

W) () = /K W)k 2)do(h), ¥ € Co(G, Ly(K, 7)), w e,

QAIE) = [ gl D). g€ G R, kER.
H
Za f € Cy(G), g € Cy(K) i & € H neposredno se provjerava da je

V(feQged) =P@eal)),
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pri cemu je ¢ € Cy(G) definirana sa

o) = [ 16 D)gao (), 2 <G

Prema tome, slika od P sadrzi potprostor ¥(Cy(G)RQ(Co(K)®H)). Po propoziciji 6.5. potprostor
Q(Co(K)®H) je gust u Lo(K, 7), pa je po istoj propoziciji potprostor ¥(Cy(G) @ Q(Co(K) @H))
gust u Ly(G,w).

Dakle, P je izometricki izomorfizam sa Lo(G, 7) na Ly(G,w).

Napokon, za f € Cyo(G, 1), x,y € G ik € K imamo

[(p() P [)(@))(k) = [(Pf)(zy)l(k) = f(kzy) = (7(y) f)(kx) = [(Pm(y)f)(@)](k).
Odatle je p(y)P = Pn(y) Yy € G, dakle, p ~ 7.

Neka su sada 7y i 75 unitarne reprezentacije grupe H na Hilbertovim prostorima H; i Hs i neka
je A :Hy — Hs ogranicen linearan operator koji ih preplice, tj.

ATl(h) = Tz(h)A Vh € H.
Za f € Cy(G, ) definiramo funkciju Bf : G — Hj sa
(Bf)(z) = Af(x), =€, tj. Bf=Aof.
Tada je B linearan operator sa Cy(G, 1) u Co(G, 7). Za f € Cy(G,qt1) i x € G imamo
Fppg(Hz) = |(Bf)()|* = |Af@)II* < [AIPIf(@)]1* = | AP Fy g (Ha).
Dakle, Fgfpr < ||A||*F},, pa slijedi
IBfI* = m(Fppps) < [AllPm(Eyyp) = [AIP[LF]*-
To pokazuje da je operator B ogranicen, pa se po neprekidnosti jedinstveno prosiruje do ogranicenog
operatora A : Lo(G,7) — Ly(G, 7). Taj operator prepli¢e reprezentacije m = Ind§ 7 i
7y = Ind$ 7. Doista, ako je f € Co(G, ) i,y € G, onda je
(ma(2) Af)(y) = (Af)(yx) = Af(yx) = Almi(2) f)(y) = (Ami(2) f)()-
Kako je Co(G, 1) gust potprostor od Lo(G, 1), slijedi
Amy(z) = my(z)A Ve € G.

Propozicija 6.8. Pretpostavimo da je inducirana reprezentacija Ind$ T ireducibilna. Tada je i
reprezentacija T ireducibilna.

Dokaz: Neka je A :'H — H ogranicen linearan operator takav da je Ar(h) = 7(h)A Vh € H.
Prema gornjoj konstrukciji (za 77 = 75 = 7) dobivamo ogranicen linearan operator A na prostoru
Ly(G, 1) takav da je An(z) = n(x)A Vo € G, pa po teoremu 5.1. postoji ¢ € C takav da je
A= clr,c,r)- Tada je

Af(e) = (Af)(e) = cf(e) VfeCo(G,1), tj. Af=cE VEEH(G)={f(e); feColG,T)}.

Kako je operator A neprekidan i kako je po lemi 6.2. potprostor H(G) gust u H, slijedi A = cly.
Stoga je po teoremu 5.1. reprezentacija 7 ireducibilna.

Reprezentacija mg = [ nd?e} 1, gdje je 1 oznaka za jednodimenzionalnu reprezentaciju trivijalne
grupe {e} na C, zove se regularna reprezentacija grupe G. Naravno, 7 je reprezentacija grupe
G na Hilbertovom prostoru Ly (G) definirana desnim pomacima:

(ra(x)f)(y) = flyx),  fe€Ll(G), wzyed.
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Propozicija 6.9. Regularna reprezentacija mg unimodularne grupe G # {e} je reducibilna.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je grupa G komutativna. Svaka ireducibilna unitarna
reprezentacija od G po teoremu 5.1. djeluje na jednodimenzionalnom prostoru. Medutim, Lo(G)
nije jednodimenzionalan prostor, ako je G # {e}. Prema tome, reprezentacija 7 je reducibilna.

Neka je sada G # {e} proizvoljna i neka je H # {e} zatvorena komutativna podgrupa od
G. Takva postoji: za bilo koji = # e zatvara¢ podgrupe {z™; n € Z} je zatvorena komutativna
podgrupa razlicita od {e}. Po propoziciji 6.7. je tada

TG = Ind?e} 1~ Ind$ (Indﬁ} 1) = Ind$ my.
Prema prvom dijelu dokaza reprezentacija wg je reducibilna, pa je prema propoziciji 6.8. i repre-
zentacija mg reducibilna.

Propozicija 6.10. Neka je G unimodularna grupa, H zatvorena unimodularna podgrupa i C
centralna zatvorena podgrupa od G sadrzana u H. Neka je G = G/C,H=H/Cia:G— G
kanonski epimorfizam. Neka je T unitarna reprezentacija od H na Hilbertovom prostoru 'H. Tada

je (Ind%?) oa~ Ind$ (ToalH).
Dokaz: Neka su p, v i ¢ Haarove mjere na G, H i C. Definiramo mjere i i 7 na G i H sa

a(fe) = u(f),  feClG),  wlp) =vip), ¢eCo(H).

Lako se provjeri da su @ i 7 Haarove mjere i da su grupe G i H unimodularne. Neka su M = H\G
i M = H\G. Tada je sa 3(Hz) = Ha(z), + € G, definiran homeomorfizam 8 : M — M.
Definirajmo G —invarijantnu mjeru m na M i G—invarijantnu mjeru m na M sa

m(fy) = pu(f), feClG),  mlgr) =7lp), ¢ e Co(G).
Koristec¢i jednakost (f.), = f,, lako se provjeri da je tada
m(y) =m(ypoB) Vi€ Co(M).

Unitarnu reprezentaciju 7o | H od H na ‘H oznac¢imo sa 7 i neka je 7 = Ind% 7i7 = ]nd%?.
Za f € Cy(G,7) definiramo funkciju Sf : G — H sa

(Sh)a(z)) = f(z), zeG.

Ova definicija ima smisla, jer je C' u jezgri od 7, pa je funkcija f € Co(G,7) konstantna na
C'—klasama. Nadalje, lako se provjeri da je Sf € Co(G, 7). Tako smo dosli do linearnog operatora
S Co(G, 1) — Co(G, 7). To je izomorfizam i

(S7'o)(x) = pla(z), ¢eCy(G,T), ze€C.
Za ¢ € Co(G,7) i f € Co(G,T) definiramo fukcije F,, € Co(M) i Fyy € Co(M) sa
Foo(H) = lp@|? 7€G, Fp(Hz) = | f(@)|?, = eq.
Tada je Fy s = Fsﬁsf o3, pa je
1A Zacm = m(Frs) = m(Fsyss o ) =m(Fsyss) = ISf17, @7

Prema tome, S se progiruje do izometrickog izomorfizma sa Lo(G, 7) na Lo(G, 7).
Napokon, za ¢ € Co(G,7) i 2,y € G imamo
(Sm(2)S ) (aly)) = ((2)S ™ 0)(y) = (S ¢)(yz) = pla(y)a(@)) = (T(a(@)e)(a(y)).

Dakle,
St(x)S™' = (Foa)(r) Vzed = T ~Toa.
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Lema 6.11. Neka je A lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor, \ pozitivna mjera na
A i 'H Hilbertov prostor. Postoji jedinstven izometricki izomorfizam T : Lo(A)QH — Ly(A, H)
takav da je

[T(f@8l(a) = fla)s, [feCo(d), €M, acA

Dokaz: Iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta slijedi da postoji linearan operator

T:Cy(A) @ H — Lao(A, H) takav da je

T (Zfi@fi)

(a):Zfi(a)Su fi,oo s fn€Co(A), &,....6n €H, acA.
=1

r zmm)) -

Jj=1 Lo(AH)
T(zm)
L \i=

Tada je

<a>) dA(a) =
H

m

gj(@’?j) dA(@) =D > (&lny) /A pi(a)g;(a)dA(a) =

i=1 j=1

= Z Z(fi‘gj)Lz(A) (&ilnj)n = ( fi®¢&

i=1 j=1

S0 m)
J=1 La(A)&H

Dakle, T je izometrija sa Co(A) @ H u Lao(A, H). Kako je Cy(A) gusto u La(A) i kako je
Ly(A) @H gusto u Lo(A)@H, to je Co(A) @H gusto u Ly(A)QH. Stoga se T jedinstveno prosiruje
do izometrije sa Ly(A)®H u Ly (A, H), koju éemo takoder oznagiti sa T. Prema lemi 6.3. potprostor
T(Co(A) @ H) je gust u Ly(A, H). Dakle, T : Ly(A)@H — Lo(A, H) je izometricki izomorfizam.

1=

Propozicija 6.12. Neka je G unimodularna lokalno kompaktna grupa, H zatvorena unimodularna
podgrupa, T unitarna reprezentacija od H na Hilbertovom prostoru H, A lokalno kompaktan Haus-
dorffov prostor, \ pozitivna mjera na A i o : A — G preslikavanje takvo da je ® : (h,a) — ho(a)
homeomorfizam sa H X A na G.

(a) X :aw Ho(a) je homeomorfizam sa A na M = H\G.
Pretpostavimo da je X—slika mjere A mjera na M koja je G—invarijantna.
(b) Preslikavangje S koje funkciji v € Co(G, 1) pridruzuje funkciju Sv : A — H, definiranu sa
(S9)(a) = (o(a)),  a€A,

je izomorfizam sa Co(G, T) na Co(A, H). To se preslikavanje jedinstveno prosiruje do izome-
trickog izomorfizma S : Lo(G,7T) — La(A, H).

¢) Izomorfizam S prevodi reprezentaciju IndS T u reprezentaciju © grupe G na Hilbertovom
H
prostoru Lo(A,H) definiranu sa

(m(2)p)(a) = 7(Blo(a)z))p(a(o(a)r), @€ Ly(AH), acA e

Pri tome je x — (B(x),a(x)) homeomorfizam sa G na H x A inverzan homeomorfizmu
®: (h,a) — ho(a).
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Dokaz: (a) Ocito je ¥ neprekidna bijekcija sa A na M. Neka je p : G — M kanonsko
kvocijentno preslikavanje i U otvoren podskup od A. Tada je H x U otvoren podskup od H x A,
pa je ®(H x U) = p~1(X(U)) otvoren podskup od G. Po definiciji topologije na M slijedi da je
Y (U) otvoren podskup od M. To pokazuje da je inverzno preslikavanje 7! : M — A neprekidno.
Dakle, 3 je homeomorfizam.

Definiramo preslikavanja ao: G — A1 3 : G — H kao u tvrdnji (c¢). Dakle,

x = f(z)o(a(z)), x € G (6.2)
alhr) = a(x), [(hz) = hp(x), he H x¢€G; (6.3)
alo(a)) =a, pPlo(a))=e, a€ A. (6.4)

Oznacimo sa m G—invarijantnu mjeru na M koja je dobivena kao Y —slika mjere A, tj.
m(F) = AF oY), F e Cy(M).
(b) Neka je 1 € Cy(G, 7). Ocito je St =poo € C(A,H). Za a € A imamo sljedece ekvivalen-
cije:
(S¥)(a) #0 =  Fyy(Ho(a)) =[l(o(@)*#0 <= (FypyoX)(a)#0.

Dakle, Supp St = ¥~ (Supp Fy ), a to je kompaktan podskup od A. Prema tome, S je linearan
operator sa Cyo(G,7) u Cy(A, H).
Neka je sada ¢ € Cy(A, H). Definiramo funkciju Ty : G — H sa

(T)(x) = 7(6(x))p(a(r)),  zed.

Tada je ocito T'p € C(G,H). Za h € H i x € G imamo zbog (6.2)

(T'e)(ha) = 7(B(ha))p(a(hr)) = T(hB(x))p(a(r)) = T(h)T(B(x))p(a(z)) = 7(h)(Te)(x).

Dakle, T € C(G, ). Za a € A imamo sljedece ekvivalencije

Frery(B(a)) #0 = [(Te)(c()* #0 = ¢lalo(a)) = ¢(a) # 0.

Dakle je Supp Fr, 1, = X(Supp @), a to je kompaktan podskup od M. P Time smo dokazali da je
Ty € Co(G, 7). Tako smo dobili linearan operator 1" : Cy(A, H) — Co(G, 7). Pomocu (6.2) i (6.4)
lako se provjerava da su operatori S i T" medusobno inverzni, tj. to su izomorfizmi vektorskih
prostora.

Za p € Co(A,H) 1 a € Aje Froro(X(a)) = |le(a)|?, dakle,

1Tl Z6.m) = M(Fromy) = MFPromp 0 X) = /A le(@)[PdA(a) = Il cam)-

Dakle, T i S su medusobno inverzne izometrije, pa se prosiruju do medusobno inverznih izomor-
fizama izmedu Hilbertovih prostora Lo(G, 7)1 La(A, H).

(¢) Neka je ' = Ind% 7 i neka je za ¥ € G operator m(z) : Lo(A, H) — Lo(A, H) definiran kao
u iskazu. Za ¢ € Co(A,H), 2 € Gia € Aimamo

[S7(2)S™ ¢l(a) = (7'T)(0(a)) = (Te)(o(a)z) = T(B(o(a)z))p(a(o(a)z)) = (m(z)p)(a).
Dakle, S7'(z)S™! = n(z) Vz € G.
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Propozicija 6.13. Neka je G direktni produkt unimodularnih lokalno kompaktnih grupa A i B.
Drugim rijecima, A i B su zatvorene podgrupe od G, AN B ={e}, G = AB iab="ba VYa € A i
Vb € B. Neka je T unitarna reprezentacija grupe B na Hilbertovom prostoru 'H. Tada je inducirana
reprezentacija Ind$ T ekvivalentna reprezentaciji @ od G na Lo(A)QH takvoj da je

m(ab)(p @ &) =mala)p @ T(D)E, @€ La(A), (€H, a€A, beB.
Pri tome je w4 regularna reprezentacija grupe A.

Dokaz: Neka je 0 : A — G preslikavanje inkluzije, o(a) = a, a € A, i neka je A Haarova
mjera na A. Tada su zadovoljene pretpostavke propozicije 6.12. (za H = B) pa mozemo uzeti da
je ™ = Ind% T reprezentacija na Hilbertovom prostoru Ly(A, H) definirana sa

(m(x)f)(ar) = 7(B(ar12)) f(a(aix)), r€G, a €A, feLlyAH).
Aliza x =ab,a € A, b€ B, je alaz) = ara i B(ayx) = b, pa je
(r(ab)f)(ar) = 7(b) f(ara).
Prema propoziciji 6.11. mozemo identificirati Lo(A, H) sa Lo(A)QH, tako da je
(e®&)(a) =pla)é, o€ Ly(d), €€H, acA

Sada za ¢ € Ly(A), £ € H, a,a1 € Aib € B imamo

[r(ab)(p @ &)](a1) = 7(0)(p © §)(ara) = 7(b)p(a1a)€ = [ra(a)pl(ar)T(D)E = [wa(a)p @ T(b)¢](ar)-

Korolar 6.14. Neka je G direktni produkt unimodularnih grupa A # {e} i B, H zatvorena
unimodularna podgrupa od B i T unitarna reprezentacija od H. Tada je reprezentacija IndS, T
reducibilna.

Dokaz: Stavimo o = IndZ 7 i neka je ‘H prostor reprezentacije o. Prema propoziciji 6.7. je
IndH® 1 ~ Ind$ o, a ta je reprezentacija po propoziciji 6.13. ekvivalentna reprezentaciji 7 od G
na Lo(A)®H, takvoj da je

m(ab)(p @ &) = mala)p @ o(b)E, a€A beB, pely(A), (e€H.

Po propoziciji 6.8. regularna reprezentacija w4 grupe A je reducibilna. To znaci da postoji zatvoren
ma(A)—invarijantan potprostor K od Ly(A) koji je razlicit od {0} i od Ly(A). No tada je ocito
K&H zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od Ly(A)®H razlicit od {0} i od Ly(A)&H. Dakle,
reprezentacija Ind$ T ~ 7 je reducibilna.



Poglavlje 7

INDUCIRANE REPREZENTACIJE
NILPOTENTNIH GRUPA

U ovom poglavlju G je nilpotentna grupa i g je njena Liejeva algebra.

Neka je b Liejeva podalgebra od g. (g, h)—baza je uredena baza (Xi,..., X;) direktnog kom-
plementa od § u g, dakle,
g=b + RX, + - I RX,

takva da je za svako j € {0,...,s} g; = h +RX; 4 --- + RX; Licjeva podalgebra od g. Bududi
da je tada g; Liejeva podalgebra od g;41 kodimenzije 1, iz propozicije 2.8. slijedi da je g; ideal u
g;+1. Po istoj propoziciji svaka prava Liejeva podalgebra od g sadrzana je kao ideal kodimenzije 1
u nekoj Liejevoj podalgebri od g. Prema tome, (g, h)—baze postoje.

Teorem 7.1. Neka je by Liejeva podalgebra od g, H = exp b pripadna nilpotentna podgrupa od G,
M =H\G i (Xy,...,X;) (g,h)—baza od g. Tada je

Yo (ty, ... ts) — H(exp t1X7) -+ - (exp tsX)

homeomorfizam R® na M = H\G. Pri tom homeomorfizmu Lebesqueova mjera A na R® prelazi u
G—invarijantnu mjeru na M.

Dokaz: Indukcijom po s pomocu korolara 3.13. slijedi da je
O (ty,...,ts,h) — h(exp t;X71) - - (exp ts Xs), ti,...,.ts € R®, heH,

homeomorfizam R* x H na G. Odatle i iz tvrdnje (a) propozicije 6.12. slijedi da je 3 homeomor-
fizam R® na M.
Neka je v Haarova mjera na H. Definirajmo mjeru p na G ovako:

u(f):/Rs (hlesp 630) -+ (exp X)) s ] € COlG),

Indukcijom po s = dim g/h > 0 dokazat ¢emo da je p Haarova mjera na G.

Baza indukcije s = 0 je trivijalna, jer je tada u = v Haarova mjera na H = G.

Korak indukcije: Stavimo K = exp g,_1. Tada je (Xi,...,Xs_1) (gs—1, h)—baza. Definirajmo
mjeru o na K sa

o(p) = / o(h(exp t1X7) - - - (exp tsXs—1))dv(h)dty - - - dts_, @ € Cy(K).
Rs—1xH
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Po indukciji o je Haarova mjera na K. Nadalje, imamo
u(f) = f(k(exp tX,))do(k)dt,  f € Co(G).
RxK

Sada za v € K it € R stavimo x(t)(exp tX)z(exp —tX;). Po teoremu 3.6. K je normalna
podgrupa od G, pa slijedi z(t) € K Vt i Vz. Neka je z € G proizvoljan. Po korolaru 3.13. mozemo
pisati z = z(exp 7X;) za neke z € K i 7 € R. Kako je 0 Haarova mjera na K, za f € Cy(G)
imamo redom

o) — / J(klexp £X,)2)do (k)i = / F(hexp £X.Jolexp 7)) do(R)dt =

:/R[/Kf(kx(t)(exp(t—i—T)Xs))da(k)] dt:/RUKf(k(exp (t +7)X,))do(k)| dt =

- /K {/Rf(k:(exp (t+ T)XS))dt:| do(k) = Fk(exp tX,))do(k)dt = p(f).

RxK
To pokazuje da je mjera p na GG desnoinvarijantna, a kako je grupa G unimodularna, p je Haarova
mjera na G.
Definirajmo sada G—invarijantnu mjeru m na M kao i prije sa

m(fl/) = M(f)a f S Co(G)

Sada slijedi i druga tvrdnja teorema:

wth) = [ | sihtexn 160) - exp e X)) diy -, =

= [ fu(B(t1,.... ts))dty---dts = A(p, 0 X).
RS

Neka je i dalje h Liejeva podalgebra od g, H = exp b pripadna nilpotentna podgrupa od G,
(X1,...,Xs) (g,h)—baza, 0 : R® — G neprekidno preslikavanje definirano sa

o(ty, ... ts) = (exp t1.X7) - - - (exp tsX5), (t1,...,ts) € RY
19:R* x H— G homeomorfizam definiran sa
O(t,h) = ho(t), he H, teR.

Inverzni homeomorfizam ®~! : G — R* x H definira neprekidna preslikavanja o : G — R® i
0 : G — H, takva da je

O (2) = (a(z), B(x)), odnosno, = = fB(z)o(a(z)), = €G.

Neka je sada 7 unitarna reprezentacija grupe H na Hilbertovom prostoru H. Po propoziciji
6.12. inducirana reprezentacija T = Ind% T moze se realizirati na Hilbertovom prostoru Lo (R®, H)
ovako:

[m(2)el(t) = T(Blo(D)x))plalo(t)z)), @€ L(RH), zeCG teR

Razmotrimo sada poblize situaciju kad je dim g/bh = 1. Tada je h ideal u g i H je normalna
podgrupa od G. Svaki X € g\ b tvori (g, h)—bazu. Nadalje, sada je ¢ homomorfizam aditivne
grupe R u grupu G :

o(t) = exp tX, teR.
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Kako je H normalna podgrupa od G, za h € His,t € R je o(t)ho(—t) € H, pa iz
o(t)ho(s) = o(t)ho(—t)o(t + s)
slijedi
a(o(t)ho(s)) =t +s i B(o(t)ho(s)) = o(t)ho(—t), t,seR, heH.
Prema tome, iz teorema 7.1. slijedi:

Korolar 7.2. Neka je H nilpotentna podgrupa od G kodimenzije 1, h = log H njena Liejeva
algebra, X € g\b ¢ 7 unitarna reprezentacija od H na Hilbertovom prostoru H. Tada je inducirana
reprezentacija IndS; T ekvivalentna reprezentaciji @ od G na Ly(R, H) definiranoj sa

[7(h(exp sX))p](t) = 7((exp tX)h(exp —tX))p(t + ), he H, s teR, ¢pell(RH).
Posebno,

[m(h)p](t) = 7((exp tX)h(exp —tX))p(t), he H teR, ¢e Ly(R,H)

[m(exp sX)p|(t) = (t + s), s,teR, ¢ e Ly(R,H).

Napomenimo jo$ da pri ekvivalenciji u korolaru 7.2. potprostor Co(G, 7) od Lo(G, T) prelazi

u potprostor Co(R, H) od La(R, H).
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Poglavlje 8

REPREZENTACIJE
HEISENBERGOVE GRUPE

Heisenbergova grupa S je trodimenzionalna nilpotentna grupa:

; 7x7y7Z€R

O~ K
— < W

1
S = 0
0

To je upravo grupa N3(R) iz primjera (2) u poglavlju 1. Za elemente grupe S upotrebljavat ¢emo
ovakvu oznaku:

O~ K
[l SR

1
(r,y,z)y=10
0

Tada imamo
(@, )y ) = (e+a y+y 2+ +ay),  (vy,2)7 = (-ry—2+ay).
Centar Z od S je jednodimenzionalan:
Z =4(0,0,z2); z € R}.

Neka je 7 unitarna ireducibilna reprezentacija od S na Hilbertovom prostoru ‘H. Za svako z € R
operator operator 7((0,0, z)) komutira sa svim operatorima 7(s), s € S. Po teoremu 5.1. svaki
7((0,0, z)) je multipl jedini¢nog operatora I = I5.. Dakle, postoji neprekidni homomorfizam

X R>T={weC; |w=1}

takav da je

m((0,0,2)) = x(2)I,  z€R
Svaki neprekidni homomorfizam x : R — 7" ima oblik
Az

x(z) = ¢ z € R,

za jedinstven A € R. Prema tome, postoji A € R takav da je
7((0,0,2)) = I, z€R. (8.1)

Za svako A € R* = R\ {0} konstruirat ¢emo sada jednu ireducibilnu unitarnu reprezentaciju
od S sa svojstvom (8.1). Za (z,y, z) € S definiramo operator 7y : Ly(R) — Ly(R) ovako

(@, D) = AW (4 o), feLyR), teR.
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Lako se vidi da je ) homomorfizam grupe S u unitarnu grupu U(Ls(R)). Nadalje, za f, g € Co(R)

1mamo
—+o0

(ma((a, 5, 20) 1 9) = / eNCH (¢ 4 2)g(D)dt,

—00

a to neprekidno ovisi o (z,y, z) € S. Dakle, 7, je unitarna reprezentacija od S na prostoru Ly(R).
Teorem 8.1. Neka je A € R* i neka su gy : R — C 19y : S — C funkcije definirane sa

AN e
gA(t) = (|—|> e 2 teR,

7

(Al

Ura((z,y,2)) = eiA(z*T)ff(z%yg), r,y,z € R.
(a) Reprezentacija 7y je ireducibilna.
(0) gx € L2(R), |lgll =1 2 (ma(s)gxlgr) = ¥a(s) Vs € S.
Dokaz ¢emo provesti pomocu nekoliko lema. Za p € R definiramo funkciju ¢, : R — C sa
ou(t) = e teR.
Neka je C vektorski prostor nad C razapet skupom funkcija ¢,; p € R}.

Lema 8.2. Neka je ¢ : R — C izmjeriva funkcija takva da je
M =sup{lp(t)|; t € R} < 4o0.

Postoji niz funkcija (¥n)nen v C takav da vrijedi
(@) W) <K M+1VteR i VneN.
(b) lm v, (t) = p(t) za skoro sve t € R.

n—o0

Dokaz: Po Luzinovom teoremu postoji niz K; C Ky C --- kompakata u R takvih da vrijedi:
1
(1) K, C(—n,n) i A((—n,n) \ K,) < — Vn € N; pri tome je A Lebesgueova mjera na R.
n

(2) Restrikcija ¢|K, je neprekidna Vn € N.

Po Tietzeovom teoremu za svako n € N postoji neprekidna funkcija ¢, : R — K(0, M), gdje je
KO0,M) = {z € C; |z|] < M}, takva da je ¢,|K, = ¢|K,. O¢ito mozemo pretpostaviti da su
©n € Co(R) 1 Supp ¢, C (—n,n). Oznacimo opet sa T multiplikativiu grupu {w € C; |w| = 1}.

Definiramo funkcije ¢, € C(T) sa
e(t) akoje —n<t<n
0 ako je t =n.

Neka je C prostor svih trigonometrijskih polinoma, tj. potprostor od C' (T') razapet svim potenci-
jama w +— w™, m € Z. Po Stone—Weierstrassovom teoremu postoje funkcije v, € C, n € N, takve
da je

[tn(w) — @n(w)] < VweT i VneN.

1
n
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Definiramo funkcije ¢,, : R — C sa
Un(t) = 1, (€71, teR.
Tada su ¢, € C i vrijedi

1
()| < M+=<M+1 VteR i VYneN.
n

Zat € K, imamo

S

Un () = @n (')

Stavimo K = UneN K, . Neka jet € K ie > 0. Izaberimo ng € N tako da bude t € K,,, i noe > 1.
Neka je n > ng. Tada je t € K,, pa je

[n(t) = o(B)] = [¢n(t) — n(t)] =

<

1
No

[¥n(t) —(t)] <

<—<¢

S

Prema tome, vrijedi
o(t) = lim ¥, (t) vVt e K.

n—oo

Neka je m € N. Komplemeti od K,, u (—m, m) ¢ine padajuéi niz, pa imamo
(((=m,m) \ K,) = (—=m,m) \ K.
neN

Zan>mje
A((=m,m) \ ) < A({—n,n) \ K,,) <

S

Odatle je
A((=m,m) \ K) = lim A((—m,m)\ K,) =0.

Bududi da je

R\ K = | (=m,m)\ K),

meN

zakljuéujemo da je A(R\ K) = 0 i time je lema dokazana.

Za ogranic¢enu izmjerivu funkciju ¢ : R — C definiramo linearan operator L(y) na prostporu
Ls(R) kao mnozenje sa ¢ :

Lie)f =ef, f € La(R).
Operator L(p) je ocito ogranicen i vrijedi |[|L(p)|| < sup{|e(t)|; t € R}.

Lema 8.3. Neka je A: Ly(R) — Lo(R) ogranicen linearan operator, takav da je AL(¢) = L(p)A
Vo € C. Tada je AL(¢) = L(p)A za svaku ogranicenu izmjerivu funkciju ¢ : R — C.

Dokaz: Neka je ¢ : R — C izmjeriva i
M =sup{|p(t)]; t € R} < 4o0.

Izaberimo niz (¢, )nen u C kao u lemi 8.2. Za svaku f € Ly(R) je tada

lim ([L(¢n) f](t) = [L() f](t)) =0 za skoro sve t € R.

n—oo
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Nadalje, za svako n € N isvako t € R je

[L(4a) 1() = [L() FI)* < (M + 1+ M)?|f(2)]*.
Stoga po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji za svaku f € Ly(R) vrijedi

L(o)f = lim L(u,)f u prostoru  Ls(R).

Zbog neprekidnosti operatora A odatle slijedi tvrdnja leme.

Lema 8.4. Neka je P ortogonalan projektor na prostoru Ly(R) takav da vrijedi PL(p) = L(p)P
za svaku ogranicenu izmjerivu funkciju ¢ : R — C. Postoji izmjeriv skup A C R takav da je
P = L(xa); pri tome je xa oznaka za karakteristicnu funkciju skupa A.

Dokaz: Neka je L3(R) gust potprostor od Ly(R) svih ogranicenih kvadratno integrabilnih
funkcija. Za n € N stavimo x,, = X[-nn- Tada su L(x,) ortogonalni projektori na prostoru Ly(R)
iza svaku f € Ly(R) je

f=lim L(x,)f  uprostoru Ly(R).

n—o0

Stavimo ¢, = PY,. Tada za f € L5(R) imamo

PL(xn)f = PL(f)Xn = L(f)PXn = L(f)n = ¢nf,

dakle,
Pf = lim PL(x,)f= lim ¢,f  uprostoru Ly(R).

Posebno je
Om = PXm = lim ©,Xm  VmEN.

Stoga za svako m € N postoji niz (k;j(m));y u N i skupovi A,, € R takvi da je A(A,) =01 da je

lim opem(t) akoje [t{<m i t¢A,
j—0o0

Pm(t) =
0 akoje |t|>m 1 té¢ Ap.

Mozemo pretpostaviti da je za svako m > 2 niz (k;(m)),oy podniz niza (k;(m — 1)), . Neka je

A= UAm.

meN

Definiramo izmjerivu funkciju ¢ : R — C ovako

lim @p,m)(t) akoje meN i te[-mm]\A

Jj—00
p(t) =
0 ako je t e A.

ZameNite|[-m,m]\ Avrijedi po,(t) = @(t),aza|t| >mit e R\ Ajep,(t) =0. Kako je A
skup mjere 0, mozemo pretpostaviti da je ¢,,|A = 0 za svako m € N. Tada je ¢, = Xmp za svako
m € N.

Neka je sada f € Cy(R) i izaberimo m € N tako da bude Supp f C [—m,m]. Imamo tada

Pf=Tlm @uf = m @uxnf = ¢nf = pxnf = ¢f
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Dakle,
Pf=of  VfeCR).
Za svaku f € Co(R) imamo 0 < (Pf|f) < (f|f), tj.

+oo +00
0< / (O£ (1)t < / ToRn

o0 —00

Odatle slijedi da je 0 < ¢(t) < 1 za skoro sve t € R. Izmjenom na skupu mjere 0 mozemo
pretpostaviti da je 0 < ¢(t) < 1 za sve t € R. Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj
konvergenciji zakljucujemo da je

Pf=1lim guf =of = L(p)f ¥ € L4(R).

Kako su operatori P i L(y) ograniceni, a L}(R) je gust potprostor prostora Ly(R), slijedi P = L(ip).
Sada iz P? = P slijedi da je p(t)? = o(t) za skoro sve t € R. Izmjenom na skupu mjere nula dobi-
vamo da je ¢(t) € {0,1} Vt € R, dakle, ¢ = x4 za izmjeriv skup A = {t € R; ¢(t) = 1}. Slijedi
P = L(xa)

Za x € R definiramo unitaran operator L, na Lo(R) ovako:
(L. f)(t) = f(t+ ), f € LyR), teR.

Lema 8.5. Neka je A C R izmjeriv skup takav da je L,L(xa) = L(xa)Lz Vx € R. Tada je ili

Dokaz: Definiramo pozitivnu mjeru v na R :

—+00

v(f) = M(LO)f) = / wFBd,  feCoR).

—00

Tada je za svaki z € R i svaku f € Cy(R)
= ALz L(xa)f) = (AaA) (L(xa)f) = A(L(xa)f) = v(f).

Dakle, v je pozitivna invarijantna mjera na R, pa je v = ¢\ za neko ¢ > 0. Sada je za svaku
f e Cy(R) N
[ e xalt) f01at = ers) — i) o

Odatle je xa(t) = ¢ za skoro sve t € R, pa slijedi ¢ = 0 ili ¢ = 1. To znaci da je L(x4) = 0 ili
L(xa) =1

Dokaz tvrdnje (a) u teoremu 8.1. Neka je P ortogonalni projektor na Ly(R) takav da je
Pry(s) = m\(s)P Vs € R. Za p1 € R imamo

T <<O, §,0>> = L(p,) gdje je @, (t) = ™.

Prema tome je PL(p) = L(p)P V¢ € C, a prema lemi 8.3.1 za svaku ograni¢enu izmjerivu
funkciju ¢ : R — C. Iz leme 8.4. slijedi da je P = L(xa) za neki izmjeriv skup A C R. Imamo
T ((x,0,0)) = L,, pa je L(xa)L. = L.L(xa) Yz € R. Sada po lemi 8.5. slijedi da je P = 0 ili
P = 1. Po teoremu 5.1. reprezentacija 7, je ireducibilna.
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Bez dokaza navodimo:

Lema 8.6. Za a >0 i a € C vrijedi

+oo o2
I(a,a) = / o—at’tat g \/Eeﬁ.
—oo a

Dokaz tvrdnje (b) u teoremu 8.1. Ocito je g\ € La(R). Zbog leme 8.6. imamo

2 e 2 Al e —| A2 Al
loal? = [ lon(Pde =2 [ e = [0 =1

Nadalje, koristeci istu lemu 8.6. nalazimo

“+o00
oM@%@mwn:/ A g (¢ 1 ) ga(B)dt =
Al +oo . Al
= ue”‘zef%‘t2 / o~ NEF Rzt gy — Ue@”e*%xﬁ(w, — Az +i\y) =
T oo s
= eiAzf%z%W = oA (e8) R ) ({2, 2)).

Teorem 8.7. Neka je A € R* i neka je m unitarna reprezentacija grupe S na Hilbertovom prostoru
H takva da vrijedi
7({0,0,2)) = I, Vz e R.

Tada je ™ multipl reprezentacije my.

Prema tvrdnji (b) teorema 8.1. i prema propozicijama 5.4. i 5.5. za dokaz teorema 8.7. dovoljno
je ustanovit da je 7 reprezentacija tipa 1.

o)== ((r )

Zav,v' € R? v=(z,9),v = (2,y), tada je

Za (z,y) € R? stavimo

m(v)m(v") = ya(v,v")m(v +0")

gdje je ,
(v, 0) = BV ),

Lema 8.8. Za g € Li(R?) postoji jedinstven linearan operator m(g) : H — H takav da za sve
£, n € H vrijeds

mwmmz/gmwmme

RQ

Operator w(g) je ogranicen i vrijedi ||7(g)|| < ||g|l L, ®2)-

Dokaz: v — (7(v)&|n) je ogranicena neprekidna funkcija na R?. Prema tome, v +— g(v)(m(v)¢|n)
je funkcija iz Ly (R?). Dakle,

A& = [ s, enen
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je dobro definirana seskvilinearna forma na H x H. Nadalje, kako je |(7(v)&|n)| < [[£]|]|n]], imamo

|A(& )| < /RQ lg()ldv [[€][lInll = llgllz, @2 €]l
Odatle slijede tvrdnje.

Za g1, g2 € L1(R?) definiramo funkciju g; * g, : R? — C ovako:

(91 % g2)(v) = /R2 (v, w)g (v —w)ga(w)dw, v e R

Bududi da je |y\(v,w)| = 1, Fubinijev teorem povlaci

/1@2 |(g1 % g2)(v)|dv < /R2 [/}1@2 g1 (v — w)] |g2(w)|dw | dv =

= [l | [ oo = wlae]| aw = ol e oo
R2 R2
Dakle, (g1, 92) — g1 * g2 je bilinearno preslikavanje sa L;(R?) x L;(R?) u L;(R?) i vrijedi

191 * g2/l ocr2y < 9ullym2)ll 92l Ly (r2), 91,92 € Li(R?).

Lema 8.9. Vrijedi
m(g1)m(g2) = (g1 * g2) Vg1, 92 € Li(R?).

Dokaz: Za &, € H i g1, g2 € Li(R?) imamo redom

(r(g1)m(ga)Elm) = / (e (o) (g2)€lm) g2 (v)do = / (m(ga)Elm(0) m)g (v)dv =

2 R2

= [ [ ewtsrmmtiae] s -

(n {0+ w)€la(o, )| ()0 =

(r {0+ w)ela)gn (610, ) | gl =

= [ | tgemante =~ wrno — w,wiae] gatwyw -

= [ e [ [ o= )t — w.wjav] av
R2 R2
Medutim, v, (v — w,w) = (v, w), pa je izraz u uglatoj zagradi jednak (g * g2)(v). Stoga je

(m(g91)m(g2)€Im) = (7(g1 * g2)&|n).

Zbog proizvoljnosti £,n € H slijedi tvrdnja leme.

Za g € L1(R?) definiramo g* € L;(R?) ovako:
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Lema 8.10. Vriyed:
m(g)" =m(g") Vg€ Li(R?).

Dokaz: Za &,n € Hig € Li(R?) imamo

(€ln(a)n) = (=(o)élm) = [ (x(e)elmg(o)do =

- [ ) = [ o) ale)toi

Kako je

o == (e )" =5 (a0 2) ) =m0 ) ot

slijedi

(€lrtoyn) [ (r(=omlg)gtoido = [ (r(oymie)a(=odo =

RQ

~ [ (x5 (w)do = Tl IalE) = (€lr(s™)n)
Za g € Li(R?) i w € R? definiramo g,, € L;(R?) ovako
gulv) = mw, 0)g(v —w), v R
Lema 8.11. Viijedi
r(w)r(g) = 7(g) YweR® i Yge Ly(R?).

Dokaz: Ponovo ra¢unamo u skalarnom produktu i koristimo jednakost v, (w, v—w) = yx(w, v) :

(r(w)m(g)Elm) = /

R

(r(w)r(v)elng(v)dv = / (m(w + V)€l (1.0)g(v)do =

R2

= [ (w@)elmmto.v = wlglo = wido = | (rlo)ehngn()d = (x(g)Eln)

R2

Definiramo sada funkciju f € Li(R?) ovako

A _mmz 2
f(w,y)zge @ (z,y) € R

Lema 8.12. (a) f*=f.
(b) Za svako w = (a,b) € R? je

Y

fofo=e 1@y

Dokaz: Tvrdnja (a) je ocita, a tvrdnju (b) dokazujemo direktnim racunom:

(f * fu)(v) = g f(o =) fu(u)m (v, u)du = g S =u)f(u = w)y(w, u)ya(v, u)du.

Uz v = (z,y), w = (a,b) i u= (t,s) podintegralna funkcija jednaka je
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|)\‘2 ‘Z‘ [(z—t)2+(y—s)2+(a—t)2+(b—s)2}+%(as—tb-l—a:s—ty) —
47
2
_ PP Bl gra ) - s ) 0 —id (D)t g B2+ LI () —iA o)l
472 '

Dakle, prema lemi 8.6. dobivamo da je (f * f,,)(v) jednako

47

A2 2 A A Al A A
:ue @yt 02) (| | |2|(x+a)—%(y+b))I(|7|,|7|(y+b)+%(x+a)> =

Wz 2r 27 o~ Bl@+y?+a +b2)eﬁ[(‘*‘(x+a) %(y+b))2+(%(y+b)+%(:v+a))2]
ar \L ALV AL '

AP B ryerazenn) [ [T~ Bl ial e - T B b Al
—e 4 e dt e ds| =

Kako je
(2 (r+a)=5W+b) ) +{3 Ay+b)+ ; “r+a)) =0,
slijedi
(f*f )(’U) = me_%(a2+b2)e—%(z2+y2) . \)\\(a +b2)f( )
b 27

Dokaz teorema 8.7. Definiramo P : H — H sa P = 7(f). Prema tvrdnji (a) leme 8.12. i
prema lemi 8.10. vrijedi P* = P. Nadalje, fo = f, pa je po tvrdnji (b) leme 8.12. f x f = f. Sada
iz leme 8.9. slijedi P? = P. Prema tome, P je ortogonalni projektor na prostoru H.

Imamo . .
<xay?y> <0aOZ - ?y> = <ZL‘,y,Z>.

((@,y,2) = Hrn@y), (2,2 €S

Neka je s = (z,y,2) € Siv = (z,y) € R% Prema lemama 8.9. i8.11. i prema tvrdnji (b) leme
8.12. imamo redom

Pr(s)P = eZA(zfi)w(f)w(v)ﬁ(v) = ei’\(zf%y)w(f x fy) = M=) <e_%(x2+92)f> = x(s)P.

Dakle,

Neka je K najmanji 7 (S)—invarijantan zatvoren potprostor od H koji sadrzi PH. Treba jos samo
dokazati da je I = 'H, tj. da vrijedi implikacija

EeH, £€LK — E=0.
Tome je ekvivalentna sljede¢a implikacija
E€H, (Er()Pn)=0 YveR* i ¥YneH — £=0.
U tu je svrhu dovoljno dokazati sljede¢u implikaciju:

E€H, (n(v)Pr(—v)€l) =0 Yve R? == ¢£=0.
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Neka je, dakle, ¢ € H takav da je (m(v)Pr(—v)¢|§) = 0 Vv € RZ Definiramo funkciju
h : R? — C ovako:

h(v) = f(o)(m(v)El€),  veR™
Tada je funkcija h neprekidna i h € L(R?). Za v = (x,y) € R? imamo redom

0= (r(v)Pr(=v)¢[€) = (w(v)m(f)m(-v)ElE) = /R2 f(u)(r(v)m (u)m(—v)€[§)du =

oo oo . . ~
_ / i —0) (o, = v)(m(u)€le)du = / / h(a, b PN dadh = fi(~ Ay, Az).

Pri tome smo sa h oznaéili Fourierov transformat funkcije h. Kako je A # 0, to znaci da je h =0,
pa iz injektivnosti Fourierove transformacije na Li(R?) slijedi da je h = 0 u prostoru L;(R?). No
funkcija h je neprekidna, pa je ona identicki jednaka nuli. Posebno, ||£]|? = R(0,0) = 0, dakle,

£=0.



Poglavlje 9
GARDINGOVA DOMENA

U cijelom ovom poglavlju G je nilpotentna grupa, g njena Liejeva algebra i p
Haarova mjera na G.

Za p, ¢ € C§°(G) definiramo ¢ x 1 € C°(G) i p* € C§°(G) sa

(o % )(x) = / Py D), (@) = e @),

G

Lako se provjerava da je C3°(G) asocijativna x—algebra, tj. da za p,¢,x € C(G) i a, 8 € C
vrijedi
(ap+BY) xx =apxx+ By,  @*(ap+Px)=apx+Pp*x,
(pxp)xx=wx(xx), (ox¢) =¢ xpx, " =0

Nadalje, vrijedi
pz (©°) = (Aap)”, reG, ¢elCFPG).

Teorem 9.1. Neka je m unitarna reprezentacija na Hilbertovom prostoru H.

(a) Za svaku funkciju p € C§(G) postoji jedinstven linearan operator m(p) : H — H, takav da
je
(@) = [ pla)(m@llmints) Ve e M.

G
Operator mw(y) je ogranicen i vrijedi ||7(¢)|| < ||lllL. (@)

(b) ¢ — m(p) je reprezentacija x—algebre C3°(G) na prostoru H, tj. za sve @, € C3°(G) i za
sve a, B € C vrijedi

m(ap + ) = an(p) + pr(Y),  wlexy) =n(p)n(¥),  w(") =n(p)"
(¢) Za svaki x € G i svaku funkciju ¢ € C(G) vrijedi
m(p)m(@) =m(ps) i w(@)m(p) = T(Aep).
Dokaz: (a) Dokaz je potpuno analogan dokazu leme 8.8. Definiramo A : H x H — C sa

Ale,n) = /G o(@) (@) )du(z),  Enen.

75



76 POGLAVLJE 9. GARDINGOVA DOMENA

Tada je A seskvilinearan funkcional i zbog |(7(x)&|n)| < [[€]] [|n]| slijedi

(A& < llellzua €N ]l

Odatle slijedi tvrdnja (a).
Prva jednakost u tvrdnji (¢) dobiva se direktnim ra¢unom koriste¢i desnu invarijantnost mjere

[
(n()m(2)€]n) = /G o) () Eln)dpy) = /G e ) (e duly) = ((pere)El).

Druga jednakost slijedi neposredno iz prve koristeéi treéu jednakost u tvrdnji (b) :

()m(p) = (n()'m(27"))" = m(pap’)" = 7 (Map)")" = T(Aup).

(b) Prva jednakost, tj. linearnost preslikavanja ¢ — 7(p), je oc¢ita. Druga se jednakost dobiva
direktnim rac¢unom koristeéi drugu jednakost u tvrdnji (¢) i Fubinijev teorem:

(r()m(w)eln) = /G (@) (@) ()€l m)du(x) = /G (@) (T (A)El)du(z) =

/ / (@) y) (r()Elm) du(e)dply) = / (0 % ) ) (W)€l dpu(y) = (m(i0 * B)EL).
GJG G

Napokon, trec¢a jednakost u tvrdnji (b) slijedi neposrednim ra¢unom koriste¢i unimodularnost

grupe G, tj. invarijantnost Haarove mjere mjere p u odnosu na invertiranje z — x~ ! :

(r(")elm) = / o @) (n ()l dua(z) = / o @) (7 @) 7 1€)dulz) =

G G

= L@(w)(ﬂ(x)nlf)du(l“) = (m(@)nlé) = Elx(f)n) = (x(@)*En).

Potprostor
H(r) = span {r(p)§; p € CF(G), EeHy = 3 m(p)H
peCEe (@)
Hilbertovog prostora H zove se Gardingova domena u H (u odnosu na reprezentaciju 7).
Teorem 9.2. Gardingova domena H>® () je gust potprostor od H.
Dokaz: Neka je £ € Hi& L H™®(m). Tada je za svaku funkciju ¢ € C§°(G)

0= (n()El€) = / (@) (r(2)€|E)du(2).

@
Kako je funkcija z — (7(2)¢|¢) neprekidna na G, slijedi (7(2)¢]§) = 0 Vo € G. Odatle je
1€]1* = (m(e)$s) = 0, dakle, £ = 0.
Teorem 9.3. (a) Za svaki § € H™®(m) i svaki X € g postoji
o1
fim © (n(exp £X)€ - ©

i sadrzan je u H™(w). Ako je & = m(p)n, ¢ € CP(G), n € H, onda je taj limes jednak
m(Ax@)n, pri éemu je funkcija Axp € C3°(G) definirana sa

() (2) = 5 ¢l(exp X)) . eea



7
(b) Za X € g definiramo linearan operator n°°(X) : H®(w) — H™(7) sa

7°(X)€ = lim l(7T(eXp tX)E—¢), £ e H>™(m).

t—0 ¢

Tada je w° reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru H™®(w), tj. za sve
XY €gisvea,B e R vrigedi

7(aX 4+ BY) = ar™(X) 4+ fr=(Y), (X, Y]) = 7°(X)7>®(Y) — 7Y )7 (X).
(¢) Zax e G, X € gi&e€H>®(m) vrijedi
7 (@)7(X)m(a ) = 7((Ad2)X)E.

(d) Za svaki X € g i svaki & € H>®(m) preslikavanje x — 7 (X)7(x)¢ sa G u H je neprekidno.

Dokaz: (a) Prva tvrdnja slijedi iz druge jer je po definiciji H* () potprostor od H razapet
svim vektorima oblika 7(¢)¢, ¢ € C3°(G), £ € H. Nekasu X € g, p € C°(G) i &, € H. Tada je

(§rtexp 1) = Dtose = el ) = [ |ZERDZE (o) (rielehianto)

t
Odatle je

exp —tX)a) — p(a)
t

~(r(exp tX) — Dr(p)¢ — r(Ox)| < €l | |Z ~ (Ax9)(@)| dp(2).
E | <ten [ |2

Neka je ¢ € C*°(R x ) definirana sa
W(t, x)p((exp —tX)z), teR, z€eg.

Po Taylorovom teoremu postoji ¢y € C*°(R x G) takva da je

+ 2y (t, 1), teR, zed.
s=0

1&(?57 :L') = iﬂ(Oa :L') +1 %1/1(53 x)

Tada imamo

$(0,2) = p(z) Con| =0wpa),  zec

s=0

Prema tome je
p(exp —tX)z) = p(z) +t(Axp)(x) + i (t,2), teR, zed.

Iz te formule vidi se da postoji kompakt K C G takav da je nosa¢ funkcije z +— (¢, z) sadrzan
u K za svako t € [—1,1]. Neka je Nx > 0 takav da vrijedi

Y € Co(G), Suppy CK — (V)] < Nkl o

Neka je
M = max {|¢r(t,2)|; v € G, t€[-1,1]}.

Zat € [—1,1] imamo tada

|4 e ) = Dtore = e < el | Irnteolanto) < I el Miehr

Odatle slijedi tvrdnja.
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(b) Za X € g neka je X : C°(G) — C(G) definirano sa

(X)) = Sollep X)) . 2eG. pe ()

t=0
Prema rezultatima poglavlja 1. tada vrijedi

(aX + BY) =aX + GY, X, Y =XY -YX, oapBeR X)Yeqg.
Nadalje, za ¢ € C*°(G) definiramo ¢ € C*(G) sa
o) = p(z™),  z€G.
Tada za X € gi ¢ € C°(G) imamo Axp = (X @), pa slijedi
AxAve = (XY @), X, Yeg, ¢eCqG).
Odatle i iz tvrdnje (b) teorema 9.1. za a, 3 € R, X|Y € g, ¢ € C°(G) i € € H imamo redom
T (aX + BY)7m(9)€ = m(Aaxipyvp)€ = 7 ([(aX + BY)@]) € =
= ([aXg+8Y¢) € = (a(Xg) + BT)) € = m(ahxp + BAvi)€ =
= ar(Ax@)§ + Ar(Ay @) = ar™(X)m (@) + (V)7 (9)€ = (an™(X) + an™(Y))m(¢)¢.

Prema tome,
7°(aX + YY) = an™(X) + ar®™(Y).

Slicnom metodom dolazimo i do druge jednakosti:
P (X YDR(9)E = Txne)e = 7 (XY@ e =7 (X -V X)) € =

=r (XY @))€= ((F X)) € = rdvp)t — m Axp)t =
= 7(X)m(Ayp)§ — 2 (Y)m(Axp)§ = [r(X)m=(Y) — (V)7 (X)]m(9)¢.
dakle,
(X, Y]) = 7°(X)7>(Y) — 7*°(Y) 7> (X).
(¢c)Zaz,y e G, X €g, p € C°(G) i€ e H imamo
d
dt(

t=0

MoAxde-190)(y) = (Ax Az ) (@7 y) = —(Aom190)((exp —tX)z™'y)

— ggp((exp —t(Ad x)X)y)

" = (Aadz)x®)(y).

t=0

d _

= ee(exp —tX)z"'y)
t=0

Dakle, Ay AxAz-190 = Aaaz)x ¢, pa slijedi

(@) (X) (@) m(9)§ = T(AeAxAe-19)€ = T(Aaawyx 0)€ = 7 ((Ad 2) X )7 ()€
(d) Neka je (Xq,...,X,) baza od g i X € g. Definiramo neprekidne (u stvari C*°) funkcije

ai,...,a, : G — R ovako:
(Adz™ )X Z a;(z
Neka je £ € H™(7) i stavimo &; = 7°(X;)¢{, 1 < j < n. Tada prema (c) imamo
(X)) (2)¢ = m(2)m(x ) r>(X)7(2)€ = 7(2)7™® ((Adz ") X) E = Zaj(x)ﬂ(x)fj
j=1

Kako su funkcije  — 7(2)¢;, 1 < j <n, sa G u H neprekidne, odatle slijedi tvrdnja.



Poglavlje 10

NILPOTENTNE GRUPE S
1-DIMENZIONALNIM CENTROM

Neka je g nilpotentna Liejeva algebra. S—rastav od g je uredena ¢etvorka (X,Y, Z, [) takva
da vrijedi:

(a) X,Y,Z €g, Z#0 jeucentru od g il je potprostor od g.

(b) [X,Y] = 2.
(¢) g=RX + RY + RZ + L
(d) Neka je g; centralizator od Y ug: g, ={U € ¢g; [U,Y] =0}. Tada je gy =RY + RZ + L

Lema 10.1. Neka je g nekomutationa nilpotentna Liejeva algebra s jednodimenzionalnim centrom.
Postoji S—rastav od g.

Dokaz: Neka je (X7,...,X,) Jordan—Holderova baza od g. Stavimo Z = X,, i ¥ = X,,_;.
Tada Z razapinje centar od g i po definiciji Jordan—Holderove baze postoji linearan funkcional
f € g* takav da je

U, Y|=f(U)Z YU € g.

Tada je f # 0, jer Y nije u centru od g. Nadalje, centralizator od Y u g je G; = Ker f i to
je potprostor od g kodimenzije 1. Neka je X € g takav da je f(X) = 1. Tada je [X,Y] = Z i
g=RX + g;. Ocito suY,Z € gy, pa ako za [ uzmemo direktni komplement od RY + RZ u g,
dobivamo da je (X,Y, Z,[) S—rastav od g.

Napomena. Ako je (X,Y,Z 1) S—rastav od g, iz svojstva (d) se vidi da je g; ideal u g
(kodimenzije 1). Nadalje, iz dokaza leme 10.1. vidi se da smo za Z mogli uzeti bilo koji elemet
centra, za Y bilo koji element iz g takav da je [g,Y] = RZ, a za [ bilo koji direktni komplement
od RY + RZ u g;.

Lema 10.2. Neka je G nilpotentna grupa, g njena Liejeva algebra, (X,Y,Z, 1) S—rastav od g,
g1 = RY 4+ RZ + [ centralizator od Y u g, Gy =exp g1 1 S =exp (RX + RY + RZ).

(a) Gy je centralizator odY i odexp Y u G :

Gi={ze€G;, (Adz)Y =Y} ={z€ G, z(expY) = (exp Y)x}.

(b) Grupa S izomorfna je Heisenbergovoj grupi.

79
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Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz leme 3.7. i propozicije 3.4.
(b) Stavimo
[z, y,2] = (exp yY)(exp 2 X)(exp 2Z), w9,z €R.

(Y, X, Z) je Jordan—Holderova baza Liejeve algebre s = RX 4+ RY + RZ, pa iz tvrdnje (a)
korolara 3.13. slijedi da je S = {[z,y, 2]; z,y,z € R3}. Za t, s € R prema propoziciji 3.4. imamo

(exp tX)(exp sY) = (exp tX)(exp sY)(exp tX) (exp tX) =
= (exp s(Ad exp tX)Y)(exp tX) = (exp se'**Y) (exp tX).
Medutim,
(@dX)Y =27 i (adX)?Y =[X,Z]=0 — Xy =y 1127
Dakle,
(exp tX)(exp sY) = (exp s(Y +tZ))(exp tX) = (exp sY)(exp tX)(exp stZ).
Stoga za x,y, z,&,1n,¢ € R imamo
[z, y, 2][€, , (] = (exp yY)(exp X)) (exp 2Z)(exp 1Y) (exp £X)(exp (Z) =

= (exp yY)(exp nY)(exp 2X)(exp £X)(exp 2Z)(exp (Z)(exp znZ) =
= (exp (y +n)Y)(exp (z + &) X)(exp (z + ( +2n)Z) =[x + &,y +n,2 + ( + ).

Prema tome, (x,y, z) — [z,y, 2| je izomorfizam Heisenbergove grupe na grupu S.

Teorem 10.3. Neka je G nilpotentna grupa s jednodimenzionalnim centrom @ ™ unitarna ire-
ducibilna reprezentacija od G. Pretpostavima da restrikcija ™ na centar grupe G nije trivijalna.
Neka je (X,Y,Z,) S—rastav od g i G1 = exp(RY +,RZ + [) centraliaztor od Y u G. Postoji
unitarna (nuzno ireducibilna) reprezentacija T od Gy takva da je m ~ Indg T.
Dokaz teorema 10.3. provest ¢emo pomocu niza lema. Za neko A € R* imamo
m(exp 27) = 1.

Neka je S = exp (RX + RY + RZ). Prema tvrdnji (b) leme 10.2. i prema teoremu 8.7. restrikcija
7|S je multipl reprezentacije my. Prema tome, mozemo uzeti da je prostor reprezentacije 7 jed-
nak L,(R)®H tako da je 7|S = 7y ® I. Prema propoziciji 6.11. Hilbertov prostor Ly(R)&H
izometricki je izomorfan prostoru Lo(R, H). Dakle, mozemo uzeti da je Lo(R,H) prostor repreet-
ntacije 7 i da vrijedi

(m([z,y, 2DPE) = P [t +2),  feLRH), [r,y2]€S.
Bez dokaza navodimo sljede¢u lemu o vezi pomaka i diferenciranja:

Lema 10.4. Neka je H Hilbertov prostor. Za T € R definiramo w(7) : Lay(R, H) — L2(R,H) sa
(w(r))(t) =ft+7),  [feLl(RH), teR

Neka je Dy potprostor od La(R,H) svih f € Lo(R, H) takvih da postoji

Xf=lim > (x(r)f - f).
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Nadalje, neka je padajuci niz potprostora Dy O Dg D - -+ definiran induktivno sa
Dj1={f €Dy XfeD}, JeN,

1 neka je

D =|JD;

JEN

Svaka klasa funkcija iz Dy sadrzi C*°—funkciju. Drugim rijecima,
Do = C*(R,H) N Lay(R, H).
Za f € Dy je X f klasa derivacije te C*°—funkcije u klasi od f.

Stavimo u daljnjem V = Ly(R, H)*°(7) (Gardingova domena od 7). Bududi da je 7([r,0,0]) =
= 7(7) u oznaci iz prethodne leme, prema tvrdnji (a) teorema 9.3. mozemo V identificirati s
potprostorom od C*°(R,H). Uz takvu identifikaciju stavimo

V(t)={f(t); feV}CH.
Lema 10.5. V(t) je gust potprostor od H i V(t) = V(s) Vt.s € R.

Dokaz: Druga tvrdnja slijedi iz m(x)V =V za svaki x € G iiz (n(exp tX)f)(1) = f(7 + t).
Neka je V, taj potprostor i neka je & € H, & L V,. Neka je ¢ € Co(R), ¢ # 0, i stavimo
g(t)p(t)€. Tada je g € Lo(R,H). Za f € V imamo (f(t)|{) =0 Vt € R, pa slijedi

(flg) = / (F(B)lg(t)dt = / 2O (f(BE)dt = 0.

Prema tome je g L V. Ali po teoremu 9.2. V je gust potprostor od Lo(R, H). Dakle, g = 0, pa je
¢E=0.

Lema 10.6. Za f €V iz € Gy je ||(/x(x)f)®)|| = | f(®)] Vte€R.

Dokaz: Za svako z € G i za svako 7 € R element x i exp 7Y komutiraju. Prema tome,
komutiraju i operatori 7(z) i m(exp 7Y’). Dakle, svaki operator m(z), z € Gy, komutira s opera-
torom mnozenja s funkcijom ¢ — e V7 € R. Kao u dokazu leme 8.3. slijedi da operatori 7(z),
x € Gy, komutiraju s operatorom mnozenja s bilo kojom ograni¢enom izmjerivom funkcijom. Za
izmjerivu ograni¢enu funkciju ¢ : R — C neka je L(yp) : Lo(R, H) — Lo(R,H) operator mnozenja
sa . Tada imamo za x € G

(L{g)m () flm(x) f) = (L{e)fI ),
tj.
Aw(t)|!(ﬁ($)f)(t)|!2dt = /Rw(t)Hf(t)szt
za svaku ogranic¢enu izmjerivu funkciju ¢ : R — C. Odatle je ||(7(z)f)(t)|| = || f(t)|| za skoro sve

t € R. Ali f €V pa su funkcije f i w(x)f neprekidne (tocnije, u tim klasama postoje neprekidne
funkcije), dakle, vrijedi ||(w(x) f)(®)|| = ||f ()] Vt € R.

Neka je t € R fiksirano. Tada je V = {f(t); f € V} gust potprostor od H. Prema lemi
10.6. f(t) — (m(x)f)(t) je izometrija Vy na Vy. Stoga se to preslikavanje jedinstveno prosiruje do
unitarnog operatora na H, koji ¢emo oznaciti sa m(x). Sada iz w(x)7(y) = 7(xy) slijedi da je
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m(x)m(y) = m(zy), x,y € Gy. Dakle, m; je homomorfizam grupe Gy u unitarnu grupu U(H).
Vrijedi
(W(.%')f)(t) = ﬂ-t(x>f(t)7 f € Va YIRS Gla teR.
Kako je V gusto u Ly(R, H) slijedi da za svaku f € Lo(R,H) i svaki € Gy vrijedi
(m(x)f)(t) = m () f(t) za skoro sve t € R.

Sljede¢i nam je cilj da dokazemo da je 7; reprezentacija grupe GG; na Hilbertovom prostoru H za
svaki t € R.

Lema 10.7. Za f € V, t,s € R i £ € H vrijedi

/ (@ (X)) (DIE)dr = (f(t) = f()[E)-

Dokaz: Mozemo uzeti daje f = w(p)g, g € L2(R, H), p € C§°(G); naime, Gardingova domena
V razapeta je takvim funkcijama. Neka je 1 Haarova mjera na GG;. Tada je sa

w(®) = /R/G O ((exp 7X)xy)drdpy (z1), d e Ch(G),

zadana Haarova mjera na G. Prema tvrdnji (a) teorema 9.3. imamo

(== (X)F)(t) = 7(Ax)a)(t) = / /G () (exp X)) (1) g) (¢ + 7)drddpn (a1) =
(n(a)g)(t + T)drdpu (z1) =

= [ [ et —ax)m)|

- / /G | S pl(exp (7 — (1 + ) X))

(m(1)g)(r)drdpm (1) =

s=0

= /R/G %@((exp (1 —t) X)) (7 (z1)g)(t + 7)drdpy (z1) =

= %/}R/G o((exp (7 — t) X)xq)(m(21)g)(t + 7)d7dpes (21) =

= %/}R/G1 o((exp 7 X)) (m(21)g) (7 + t)dTdp (1) = %(W((p)g)(t) = f(b).

Dakle, funkcija f € V je diferencijabilna i f' = X f. Odatle i iz osnovnog teorema integralnog
racuna slijedi tvrdnja.

Lema 10.8. Za svako t € R homomorfizam m : G1 — U(H) je unitarna reprezentacija grupe Gy
na Hilbertovom prostoru H.

Dokaz: Neka je (z,)nen niz u Gy koji tezi prema e. Neka je f € Vit € R. Treba dokazati da
je

lim 7 (x,) f(t) = f(1).

n—oo

Stavimo f,, = m(x,)f — f 1 gn = 7°(X) f,,. Prema lemi 10.7. je

/ (GO = (fult) — fu(s)|€).  E€H, tseR.
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Odatle za proizvoljne t > s :

1) = £ < [ Nantr)lar < [(t—s> / ||gn<7>||2d7]2 < VT gl

pri tome smo za drugu nejednakost iskoristili CSB—nejednakost u prostoru Ls([s, t]) za funkcije
gnl[s,t] 1 1. Zbog tvrdnje (d) teorema 9.3. je lim,, . ||gn|| = 0. Slijedi da je

lim [[f() ~ fu(s)| =0 VisER (10.1)

Prema tome, dovoljno je dokazati da za neko s € R vrijedi lim,, ., f.(s) = 0 u prostoru H.
Fiksirajmo s € R. Tada je

[fn()ll = llms(zn) £ (s) = F(s)I| < 201 F (s)]]-

Pretpostavimo da niz (f,,(s))nen ne tezi k nuli u prostoru H. Tada postoji e > 01 podniz (f,, (s))ken
takav da je e < || fn,.(s)|| < 2||f(s)] q,Vk. Skup {&; ¢ < ||€]| < 2|/ f(s)||} je slabo kompaktan. Neka
je £ # 0 gomoliste niza (f,,, (s))ken u slaboj topologiji prostora H. Uz eventualni prijelaz na podniz
mozemo pretpostaviti da je £ slabi limes niza (f,, (s))ken, tj. da je

(&) = lim (fu (s)ln) V€N (10.2)

Medutim, vrijedi
lim f, =0 u prostoru  Ls(R, H),

k—o0

pa za svaki podniz vrijedi

lim f, t)=0 za gotovo sve t € R.

J—00

Odatle i iz (10.1) slijedi
lim fy,, (1) vVt e R.

J—00

No to je u suprotnosti sa (10.2), jer je & # 0. Ova kontradikcija pokazuje da je

lim f,(s) =0,

n—oo

a to je trebalo dokazati.

Dokaz teorema 10.3. Za bilo koje ¢, s € R i bilo koji x; € GG; imamo

(m(exp tX)f)(s) = (L + 5)

(m(21).£)(s) = (w((exp sX)71)£)(0) = mol(exp sX 1) £(0) =
— mo((exp sX)w))[r(exp —sX)m(exp sX)f](0) =
— mol(exp sX)a1)mo(exp —sX)[m(exp sX)F1(0) = mo((exp sX)a1(exp —sX))f(s).

Prema korolaru 7.2. slijedi da je m ~ Indg1 .

Uocimo da uz uvedenu oznaku vrijedi mo([0, y, 2]) = e I5.
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Teorem 10.9. Neka su A, Ao € R* i neka su 1, 7o unitarne ireducibilne reprezentacije od G na
Hilbertovim prostorima Hy, Ho takve da je

n([0,y, 2]) = €M7 Ly, in([0,y, 2]) = €227y, Vy,z €R.
(a) Reprezentacije m = Inalg1 Ty @ Ty = Inalg1 Ty su ireducibilne.

(b) Reprezentacije m i Ty su ekvivalentne ako i samo ako su reprezentacije T, i T ekvivalentne;
tada je nuzno Ay = As.

Dokaz: (b) Ocigledno iz 11 ~ 7 slijedi m; ~ m. Treba dokazati obrnutu implikaciju. Mozemo
uzeti da je za j = 1,2 reprezentacija m; realizirana na prostoru Ls(R, H;) ovako

[m;(exp tX) f](s) = f(t+9), fe LR, H;), tseR,

(7 (1) f1(s) = 7j((exp sX)z1(exp —sX))f(s), feLlyR,H;), teR, z;eG.
Prema dokazu teorema 10.3. (narocito zbog leme 10.4.) Gardingova domena V; = Ly(R, H,;)*>°(7;)
je sadrzana u C*(R, H,).

Neka je W; = {f(0); f € V;}. Kako je mj(x1)V; = V; Va; € Gy, potprostor W; od H;
je 7;(G1)—invarijantan. Bududi da je reprezentacija 7; ireducibilna W, # 0, zakljucujemo da je
potprostor W; gust u H;. Nadalje, kako je m;(exp tX)V; =V, Vt € R, vrijedi W; = {f(t); f €V}
za svako t € R.

Pretpostavimo sada da su reprezentacije 7 i o ekvivalentne i neka je T izometricki izomorfizam
sa Lo(R,Hy) na Le(R, Hs) takav da vrijedi

Tm(x) =m(x)T  VreQdG. (10.3)
Za f € Ly(R,H;) i z € R iz formule za 7; slijedi
[m;(exp 22) f](s) = Ti(exp 2Z) f(s) = ™= f(s).

Dakle je

mi(exp 2Z) = M7 Iy,
Odatle i iz (10.3) slijedi e**T = ¢**T' Vz € R, dakle, vrijedi \; = \y. Stoga u daljnjem mozemo
pretpostavljati da je Ay = Ay = .

Neka je za ogranicenu izmjerivu funkciju ¢ : R — C L;(¢) operator mnozenja funkcijom ¢ na
prostoru Ly(R, H;). Iz ma(exp yY)T = T'mi(exp yY) Vy € R slijedi da je Lao(p)T = T'Ly(p) za
svaku funkciju ¢ € Cy(R) oblika p(t) = ¢?¥ 4 € R, dakle i za svaku funkciju ¢ iz potprostora C
razapetog takvim funkcijama. Kao u poglavlju 8. odatle slijedi da je

Lo(p)T =TLy(p) za svaku ograni¢enu izmjerivu funkciju ¢ :R — C. (10.4)
Nadalje, kako je T' izometricki izomorfizam koji prepli¢e reprezentacije m; i mo, vrijedi mo(P)T =

=Tm(P) VO € C§°(G), paslijedi da je T izomorfizam s Gardingove domene V; reprezentacije m
na Gardingovu domenu Vs, reprezentacije my. Dokazat ¢emo sada sljedecu tvrdnju

THWOI =IO VfeV i VieR. (10.5)

Doista, za svaku ograni¢enu izmjerivu funkciju ¢ : R — C prema (10.4) imamo

(La()TFITf) = (TLi(p) fIT ) = (Li(@) 1),
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odnosno,
/Rgp(t)”(Tf)(t)szt:/R@(’f)Hf(t)szt.

Kako su za svaku f € V; funkcije f i T'f neprekidne, slijedi (10.5). Budué¢i da je potprostor
= {f(t); f € V1} gust u H;, prosirenjem po neprekidnosti dolazimo za svaki ¢ € R do
izometrije T'(t) : H; — Hs takve da je

(THE) =T f(E) Ve,

Odatle za s,t € R imamo
T()ft) = (Tf)(t) =(Tf)(s+ (t —s)) = (ma(exp (t — ) X)Tf)(s) =
(

= (Tmi(exp (t = 5)X) [)(s) = T(s)(m(exp (£ = 5)X)[)(s) = T(s)f(?)-

Kako je potprostor Wy gust u Hy, slijedi da je T'(t) = T(s) Vt,s € R. Tu izometriju sa H; i Hs
oznacimo sa Tj. Dakle,

(THE) =Tof(t) VfeV, i VteR
Sadajezax1 € G1i feV:

Tori(z1) f(0) = To(mi(21) £)(0) = (Tmi(z1) £)(0) = (m2(21)T f)(0) = 72(z1)(T £)(0) = 72(21)T0 f(0),

dakle,
T()Tl(l'l)f = Tz(xl)Tog V§ c W1 1 Vxl c Gl-

Kako je W, gust potprostor of H;, dobivamo
T()Tl(.fll'l)g = Tg(xl)Tof Vf € Hl 1 V:cl € Gl-

Slika od Tj je zatvoren invarijantan potprostor od Hs razlicit od {0}, dakle, zbog ireducibilnosti
reprezentacije Ty, jednak je Hs. Stoga (10.6) znaci da su reprezentacije 71 i 75 ekvivalentne.

Za dokaz tvrdnje (a) stavimo Hy = H, = 7im =7 = Indg1 7. Neka je K zatvoren
7(G)—invarijantan potprostor od Ls(R, H) i neka je P ortogonalan projektor na prostoru Ls(R, H)
sa slikom K. Tada je Pr(z) = n(z)P Vx € G. ZaT =1 — 2P je

TT* =TT =1 —4P +4P* =1,

dakle, T je unitaran operator, tj. izometricki izomorfizam prostora Ls(R, H) na sama sebe i vrijedi
Tm(x) =n(z)T qfar € G. Prema prvom dijelu dokaza postoji unitaran opereator Ty na prostoru
H takav da je

(Tf)(t) = TOf(t)> f S LQ(Ra H)? te R)

i vrijedi To7(z1) = 7(x1)To Vr; € G1. Bududi da je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi Ty = alyy
za neki o € C. Kako je T? = I, »), imamo T = I, dakle, o = 1, odnosno, a = £1. Odatle
je T'= +£1, dakle,

1

P=_(I-T)=1 i P=0.

To znaci da je ili K = Ly(R, H) ili £ = {0}. Time je dokazano da je reprezentacija 7 ireducibilna.
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Poglavlje 11

KLASIFIKACIJA UNITARNIH
IREDUCIBILNIH REPREZENTACIJA

Rezultate poglavlja 10. iskoristit ¢emo sada za dokaz teorema o klasifikaciji unitarnih ire-
ducibilnih reprezentacija proizvoljne nilpotentne grupe G i to kao kljucno sredstvo u indukciji
po dimenziji od G. U cijelom ovom poglavlju G je nilpotentna grupa, g njena Liejeva
algebra i ¢ Haarova mjera na G.

Lema 11.1. Neka je H nilpotentna podgrupa od G i h = log H C g njena Liejeva algebra.
Preslikavanje 7 : H — C je jednodimenzionalna unitarna reprezentacija od H ako © samo ako
postoji f € g takav da je

T(exp X) = e/ Xeh (11.1)

f([X1, Xo]) =0 VX, Xp €. (11.2)

Dokaz: Neka je 7 : H — C unitarna jednodimenzionalna reprezentacija od . Pripadna
reprezentacija 7 : h — C Liejeve algebre h dana je sa

dt 1
T(X) = ET(exp tX) = %1501 ;(T(exp tX)—1), X eh.
t=0

Ocito je Gardingova domena C*(7) jednaka C. Po lemi 3.2. imamo
T(exp X) = e X, X eh.

Kako je |T(exp X)| =1 VX € b, slijedi 7°(h) C iR. Dakle, postoji f € h* takav da je 7> = if.
Prosirimo li f do linearnog funkcionala na g, vrijedi (11.1) i (11.2).

Obratno, pretpostavimo da je f € g* linearan funkcional takav da vrijedi (11.2). Definiramo
preslikavanje 7 : H — C formulom (11.1). Stavimo h; = h N Ker f. Ako je h; = b, tj. h C Ker f,
onda je 7(z) =1 Vx € H, pa je 7 unitarna ireducibilna reprezentacija od H. Pretpostavimo da je
b1 # b. Tada je by potprostor od h kodimenzije 1, pa za X € b\ by vrijedi h = h; + RX. Prema
(11.2) je [h,b] C by, dakle, by je ideal u h. Stoga postoji uredena baza (X, ..., Xx) od by takva
da je (X, Xy,..., Xx) Jordan—Hélderova baza od h. Tada je

T(exp (tX + 6 X1 4+ -+t X)) = et (X, t,t1,...,tr € R.
Neka su x,y € H proizvoljni i neka su ¢,¢y,...,t,S,51...,5r € R takvi da je

r=exp(tX +6X1 4+ -+t Xg) i y=exp(sX +s51X1+ -+ 5. Xp).
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Po teoremu 3.11. za postoje r1, ..., € R takvi da je
xy=exp((t+s)X +mX;+ -+ Xg).

Sada je
T(:cy) — (X)) — Gitf(X)gisf(X) — T(:c)r(y).

Dakle, 7 je unitarna jednodimenzionalna reprezentacija od H.

Teorem 11.2. Neka je G # {e} nilpotentna grupa i © unitarna ireducibilna reprezentacija od G.
Postogi nilpotentna podgrupa H od G i jednodimenzionalna unitarna reprezentacija T od H takve
da je ™ ~ IndS T.

Dokaz provodimo indukcijom po dim G > 1. Baza indukcije dim G = 1 je trivijalna:
7 =~ IndS . Provedimo korak indukcije. Dakle, pretpostavljamo da je n = dim G > 2 i da je teo-
rem dokazan za nilpotentne grupe manje dimenzije. Neka je 7 unitarna ireducibilna reprezentacija
grupe G na Hilbertovom prostoru H. Neka je C' centar grupe G i ¢ = log C' C g njegova Liejeva
algebra. Postoji neprekidni homomorfizam grupa x : C — T = {z € C; |z| = 1} takav da je
m(c) = x(c)I Ve € C. Po lemi 11.1. postoji f € ¢* takav da je x(exp X) = e/) VX € ¢. Dakle,
mlexp X) = /X, VX €c.

Pretpostavimo najprije da je ¢; = Ker f # {0}. Neka je C; = exp ¢;. Tada je C; C Kerm i 7
definira unitarnu ireducibilnu reprezentaciju 7’ kvocijentne grupe G' = G/C4 sa n'(2Cy) = 7(x),
x € G. Tada je dim G’ < n, pa po pretpostavci indukcije postoji nilpotentna podgrupa H' od G’ i
jednodimenzionalna unitarna reprezentacija 7’ od H' takve da je n’ ~ [ ndg/, Neka je p : G — G’
kvocijentni epimorfizam i stavimo H = ¢'(H') i 7(x) = 7'(¢(z)), « € H. Tada je H nilpotentna
podgrupa od G i 7 je jednodimenzionalna reprezentacija od H. Prema propoziciji 6.10. vrijedi
Ind$T ~ .

Pretpostavimo sada da je Ker f = {0}. Tada je dim ¢ = 1 i reprezentacija 7 je netrivijalna na
C'. Prema teoremu 10.3. q,postoji (n—1)—dimenzionalna nilpotentna podgrupa G; od G i unitarna
ireducibilna reprezentacija m; od Gy takve da je m ~ [ nalg1 m. Po pretpostavci indukcije postoji
nilpotentna podgrupa H od (G i unitarna jednodimenzionalna reprezentacija 7 od H takve da je
m o~ 1 nalg1 7. Prema propoziciji 6.7. o induciranju u etapama dobivamo 7 ~ Ind$ .

Neka je f € g*. Za podalgebru h od g kazemo da je podredena funkcionalu f ako je
f(X,Y]) = 0 VX,Y € b, tj. ako je [h,h] C Kerf. Neka je P(f) skup svih podalgebri od g
podredenih funkcionalu f. Za h € P(f) i H = exp h neka je 77 jednodimenzionalna unitarna
reprezentacija od H definirana sa

Trp(exp X) = /%), Xeh.

Stavimo
= Indg 7.

Prema teoremu 11.2. 1 lemi 11.1. svaka ireducibilna unitarna reprezentacija od G ekvivalentna
je nekoj mpp, f € g*, b € P(f). Da bismo potpuno opisali i parametrizirali skup G svih klasa
ekvivalencije unitarnih ireducibilnih reprezentacija od G potrebno je jos odgovoriti na sljedeca dva
pitanja:

1. Za f € g uz koje uvjete na h € P(f) je reprezentacija 7y ireducibilna?

2. Za fi, fa € g 1 by € P(f1), b2 € P(f2) takve da su reprezentacije my, 5, 1 7y, p, ireducibilne,
koji su nuzni i dovoljani uvjeti na parove (f1,h1) 1 (f2, h2) da bi reprezentacije 7y, p, i 7,4,
bile ekvivalentne?
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Lema 11.3. Neka je G nilpotentna grupa s jednodimenzionalnim centrom, g njena Liejeva algebra,
(X,Y, Z, 1) S—rastav od g, g1 = RY + RZ + 1. Neka je funkcional f € g* takav da je f(Z) # 0.
Neka je b € P(f) takva da je Z € Y. Tada postoje f' € g* i b’ € P(f') takvi da vrijedi

(a) Za neko x € G je f' = fo Adx.
f'y)=0.

Tfh = Tf -
Dokaz: Stavimo

15:—m r = exp tX, = fo(Adx), b = (Adz~1)b.

f(z)
Tada je
V)= f((Ad2)Y) = f (XY ) = f(Y +1Z) = f(Y) +1f(Z) =0

£12) = 1 (45 2) = [(2) £ 0.

Naravno, by je podalgebra od g, dim h; = dim b i ona je podredena funkcionalu f’ :
F(b1, ba]) = (f o (Ad=~)([b, b]) = f([n, b]) = {0}.
Stavimo H =exp h i H; = exp h;. Tada je
H = exp (Adz)b; = z(exp b)) ' = vHz ™"
Napokon, za v € H imamo u = exp U za neki U € b i
Trp(u) = V) = (A" — ) (exp (Ad 27 U) = 70, (2 u).

Odatle i iz propozicije 6.6. slijedi

Trp = Ind§ 7pp ~ Ind$y, Ty,

Ukoliko je b1 C gq, lema je dokazana uz §’ = b;.

Pretpostavimo da h; € g1. Neka je U € h; \ g1. Tada je U =cX +V zaneke V € g; i ¢ € R*.
Neka je X = 1U = X + 1V. Kako je V € gy, imamo [V,Y] = 0, pa je [X;,Y] = Z. Prema tome,
X1,Y,Z,1) je S—rastav od g. Stavimo

f'(Xy)
f'(2)

Tada je X' € b1\ g1, (X',Y, Z, 1) je S—rastav od g i f'(X’) = 0. Kako je podalgebra g; kodimenzije
lugig2 by, presjek hy N gy je kodimenzije 1 u h;. Stoga je

X' =X, - Z.

by =RX' 4+ b Ngs.

Tvrdimo da je Y ¢ b;. Doista, kad bi bilo Y € by, imali bismo Z = [X', Y] € by, b1], pa bi zbog
b1 € P(f') bilo f/(Z) =0, a to nije tako. Stavimo

' =bhNg + RY.
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Tada je b’ podalgebra Liejeve algebre g. Doista, h; N gy je podalgebra od g i vrijedi

YVhing] C[Y,01] ={0} Cp'.

Nadalje,
dim b’ = dim (h; Ng;) + 1 = dim b;.

Vrijedi [b’,b'] = [h1 N g1, b1 N g1) C [b1, b1], pa b1 € P(f') povlaci da jei b’ € P(f’).
Stavimo sada

t={Uebhng; f(U)=0}
Kako je Z € hyNgy i f/(Z) # 0, imamo

hiNngi =t + RZ,

dakle,
hh=RX' + RZ +t i h =RY + RZ + t

Nadalje,
RX' +t={Uehy; f(U)=0}, RY +t={Uey; f(U)=0}

Buduéi da su by, h" € P(f'), slijedi
b, CRX +¢ i [H,H]CRY +t

Prema tome, RX’ + t je ideal u by, a RY + t je ideal u b’. Posebno, to su Liejeve podalgebre od
g, pajeit=(RX" 4+ t)N(RY + t) je Liejeva podalgebra od g. Nadalje, t je kodimenzije 1 i u
RX’ + tiuRY + t; dakle, t je ideal u obje te podalgebre. Odavde odmah slijedi da je

Gg=h + H =RX' + RY + RZ + t

Liejeva podalgebra od g i t je ideal u g.
Lema ¢e biti dokazana ako pokazemo da je

Tfhy = Tfr (11.3)
Stavimo
G =exp §, H =expt, T = Inalfl1 T by s = Indg, T -
Prema propoziciji 6.7. o induciranju u etapama je
T = Indim i1 wpy o~ Indg .
Prema tome, za dokaz (11.3) dovoljno je dokazati da je
™o~ (11.4)
Vrijedi f'(t) = {0}, pa su reprezentacije 7 p,, Ty, m1 1 7' trivijalne na normalnoj podgrupi
T =exp tod G. Neka je a : G — G/T kanonski epimorfizam. Neka su 7 i 7 reprezentacije od G,
T reprezentacija od Hy/T i 7 reprezentacija od H'/T definirane sa

Toa =Ty, Toa =1, Toa =Ty, Toa=Tpy.

Sada je (11.4) ekvivalentno sa
(11.5)

3
12
=N
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Prema propoziciji 6.10. (koja je dokazana za slucaj kad je normalna podgrupa T centralna, ali to
je iskoristeno iskljucivo zato da bismo utvrdili da je kvocijentna grupa unimodularna) vrijedi

G/T

G/T -
HT T

T~ Ind i ﬁ:[ndH,/TT.

Nadalje, prema lemi 10.2. i njenom dokazu preslikavanje (exp yY')(exp xX')(exp 22)T — (z,y, 2)
je izomorfizam grupe G /T na Heisenbergovu grupu S. Pri tom izomorfizmu podgrupa H; /T prelazi
u {(z,0,2); x,z € R}, a podgrupa H'/T prelazi u {(0,y, z); y,z € R}. Nadalje, reprezentacije 7
i 7 prelaze u

7({x,0,2)) = ™ T(0w:2) — girz gdjeje A= f'(2).

Prema tome, (11.5) se svodi na
Lema 11.4. Neka su
H = {(z,0,2); z,z € R}, ﬁ:{(O,y,z); y,z € R},
i neka su T 1 T reprezentacija tih podgrupa Heisenbergove grupe S zadane sa
7({z,0,2)) = 7((0,y, 2)) = ™, z,y,z2 € R,
gdje je A € R*. Tada su reprezentacije 1 = Indy, 7 i 7 = Ind% 7 ekvivalentne.

Dokaz: Prema korolaru 7.2. reprezentacije m i ™ se mogu obje realizirati na Hilbertovom
prostoru Ly (R) ovako:

[7T(<:L‘, 0, O>)f](t) = T(<0’ t 0> <ZL‘, 0, O> <0’ —t, O>)f(t) = e_i)\wtf(t)v [7T(<0, Y, O>)f](t) = f(y + t)a
[W(<07 0, Z))f] (t) = T(<07 t, O> <07 0, Z) <07 —t, O))f(t) = ei/\zf(t)a
[7((2,0,0)) f1(t) = f(z+1), [7({0,y,0))f](t) = T({t,0,0)(0,y,0)(~t,0,0)) f(t) = ™" (1),

[7({0,0,2)) f1(t) = 7({t, 0,0)(0,0, 2){—1,0,0)) f(t) = ei/\zf(t)'
Za f € Cy(R) definiramo T'f : R — C sa

+o0
(Tf)t) = \/g/ " f(T)dr, teR.

Prema teoriji Fourierove transformacije operator T' prosiruje se do unitarnog operatora na Hilber-
tovom prostoru Ls(R). Neposredna provjera pokazuje da za sve f € Cy(R) isve z,y, z € R vrijedi

7({(@,0,00)Tf = T ((,0,00)f, (0,4, 0)Tf = T#((0,5,00)f, w((0,0,2))Tf = T#((0,0,2)).
Odatle je 7(s)T = T#(s) Vs € S, dakle, 7 ~ .
Za f € g* definiramo
d(f) = max {dim b; h € P(f)},  M(f) = {b € P(f); dim b= d(f)}.

Teorem 11.5. Neka je f € g* i h € P(f). Reprezentacija wyy je ireducibilna ako i samo ako je
h e M(f).
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Dokaz ¢emo provesti indukcijom po dim g. Neka je dim g = 1. Ako je f € g* tada je
P(f)=1{{0},g}i f(f) = 1. w40 je regularna reprezentacija od G, dakle, po propoziciji 6.9. ta
je reprezentacija reducibilna. S druge strane, reprezentacija ms4 = 754 je jednodimenzionalna,
dakle, ireducibilna. Time je dokazana baza indukcije.

Prijedimo na korak indukcije. Neka je dim g =n > 2 i pretpostavimo da je teorem dokazan u
slucaju kad je dimenzija Liejeve algebre manja od n. Neka je f € g* i h € P(f) i neka je ¢ centar
od gic=cnKerf.

(1) Pretpostavimo da je ¢ Z . Tada je h € M(f), jerjegi =b + ¢ € P(f) i dim g; > dim b.
Treba dokazati da je tada reprezentacija myy reducibilna. U tu je svrhu prema propozicijama
6.7.1 6.8. dovoljno dokazati da je reprezentacija od G = exp g;, inducirana sa 7y reducibilna.
Izaberimo potprostor ¢; od ¢ takav da je g1 = b + ¢;. Tada je C7 = exp ¢; # {e} zatvorena
(centralna) podgrupa od G; i grupa G; je direktan produkt podgrupa H i C;. Prema korolaru
6.14. reprezentacija [ nd%1 Tt je reducibilna.

(2) Pretpostavimo sada da je ¢ C b i da je ¢y # {0}. Stavimo

COZGXP Co, EZG/OOa ﬁzg/COa H:I{/Ctoa H:b/CO
i neka su ¢ : G — G i1 : g — g kanonski epimorfizmi. Neka je funkcional f € g* definiran sa

fwX) =fX), Xeg

Tada je h € P(f) i 7pp = 755 © ¢|H. Prema propoziciji 6.10. je mp > 755 0 ¢.

Pretpostavimo da je reprezentacija 7y ireducibilna. Tada je 1 reprezentacija 775 ireducibilna,
pa je po pretpostavci indukcije h € M(f). Pretpostavimo da je dim b < d(f), tj. da je b & M(f).
Neka je by € M(f). Tada je nuzno ¢ C by, i slijedi h; = b1/co € P(f) i dim h; > dim b, a to
je nemogucée, jer je h € M(f). Ova kontradikcija pojkazuje da je pretpostavka b & M(f) bila
pogresna. Dakle, h € M(f).

Pretpostavimo sada da je h € M(f). Za I € P(f) je tada »~1(I) € P(f). Dakle, h € M(f). Po
pretpostavci indukcije reprezentacija m;y je ireducibilna, pa je i reprezentacija 7y ireducibilna.

(3) Napokon, pretpostavimo da je ¢ C b i ¢ = {0}. Tada je nuzno dim ¢ = 1 i funkcional f je
netrivijalan na ¢, tj. f|c # 0. Neka je (X,Y, Z,[) S—rastavod g, g1 = RY + RZ + [1 G| = exp g;.
Tada je f(Z) # 0.

Neka je h € M(f). Izaberimo f' € g* i’ € P(h') kao u lemi 11.3. Tada je h’ € M(f') i
zbog tvrdnje (e) u lemi 11.3. da bismo dokazali da je reprezentacija 7y ireducibilna dovoljno je
dokazati da je reprezentacija 7 g ireducibilna. Ocito je h' € M(f'|g1) pa je po pretpostavci
indukcije reprezentacija g, 5 ireducibilna. Nadalje, Tpq,,» = 774, Pa je po propoziciji 6.7. o
induciranju u etapama g gy ~ Inalg1 Tf/\gb’ -

Zay,z € R, ¢ € Co(G1,Tpg ) i € Gy imamo

[ rias (exp (Y + 22))¢] () = Tpigy 0 (exp (Y + 22))p(x) = T W H () = e (x).

Iz teorema 10.9. slijedi da je reprezentacija Indg1 Tyilarh) = Ty ireducibilna.

Neka je sada h € P(f) \ M(f). Izaberimo kao i prije f' € g* i b € P(f’). Tada imamo
b & M(f'). Tvrdimo da b’ € M(f'|g1). Doista, iz dokaza leme 11.3. slijedi da za svaku b; € P(f’)
postoji ha € P(f'|g1) takva da je dim h; = dim hy. Odatle je d(f) = d(f'|g1), a kako je
dim b < d(f’) slijedi ' ¢ M(f'|g1). Prema tome, po pretpostavci indukcije reprezentacija
Tfrg,y je reducibilna.  Pomocu propozicija 6.7.1 6.8. zakljucujemo da je i reprezentacija
Ty = Indg g, 5 reducibilna.

Teorem 11.6. Neka su fi, fo € g%, b1 € M(f1), ba € M(f2). Tada vrijedi 7wy, 5, =~ Ty, p, ako i
samo ako postoji x € G takav da je fi = fo 0o (Adx), tj. ako i samo ako su funkcionali fi i fs
Ad(G)—konjugirani.
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Dokaz ¢emo provesti indukcijom po dim G. Ako je dim G = 1, tvrdnja je trivijalna jer je tada
Ade =1, Ve € G, by =hy=gimpg=1Trg Vf € g%, pajemy g =~ 7fo, g akoisamo ako je f1 = fo.
Neka je sada dim G = n > 2 i pretpostavimo da je teorem dokazan za grupe dimenzije manje
od n.
Pretpostavimo najprije da postoji = € G takav da je fi; = fo o (Adz). Po propoziciji 6.6. je
Tf2h2 = Tfro(Adw),(Ade—1)h2 = Tf1,(Ada—1)be-

Prema tome, treba dokazati da za f € g* i za by, by € M(f) vrijedi mpp, =~ 7rp,.
Neka je ¢ centar od g i ¢g = (Ker f) N c. Pretpostavimo najprije da je ¢y # {0}. Stavimo

Co = exp ¢, G= G /Cy, g =g/co, b, = b1/co, b, = ba2/co;
primijetimo da zbog h; € M(f) vrijedi ¢ C by i ¢ C hy. Nadalje, neka su
0:G—G i v:g—9g
kanonski epimorfizmi i neka je funkcional f € g* definiran sa

Jw(X) =f(X), Xeg
Kao u dokazu teorema 11.5. (slucaj (2)) nalazimo da su by, b, € M(f) i da vrijedi

Tih N TFh O i Trhy ~ M55, © ¢

Kako je dim G < n, po pretpostavci indukcije je TFp, = Trp, Pa slijedi i 7y, >~ T p,.

Pretpostavimo sada da je ¢ = {0}. Tada je dim ¢ = 1. Neka je (X,Y, Z,[) S—rastav od g i
neka su kao i prije

g =RY + RZ + [ i G1 = exp g1.

Zelimo dokazati da je Ty =~ Trp,- Po lemi 11.3. 1 njenom dokazu mozemo pretpostaviti da je
f(Y)=01hy,by C gi. Tada su by, by € M(f|g1), pa po pretpostavci indukcije vrijedi 7y, 5, =
~ T f|g,,bo- PO Propoziciji 6.7. o induciranju u etapama je 7y, ~ Inalg1 T flar,br 1 Tfpy = Inalg1 T flg1,ho
pa slijedi da je wpp, >~ 7 p,.

Dokazimo sada obrnutu implikaciju u teoremu, tj. da za fi,fo € g* iza b € M(fy) i
by € M(f2) iz 7, 5, =~ Ty, 0, slijedi da postoji x € G takav da je f; = fo o (Adx). Neka je opet ¢
centar od g. Kako je ¢ C by i ¢ C b, vrijedi

T f1,h1 (eXp X) = eifl(X)[ i sz,hQ(eXp X) = eifQ(X)[.

Stoga T, b, T, p, Povladi da je filc = falc. Stavimo ¢g = (Ker f;) N ¢ = (Ker f2) Ne.
Pretpostavimo najprije da je ¢q # {0}. Stavimo opet

Co=expc, G=G/Co, G=g/c0, bi=bi/c, by=ha/co,
neka su .
p:G—=G i p:g—7
kanonski epimorfizmi i neka su funkcionali f,, f, € g* definirani sa
LX) =H(X), LX) =rHKX), Xeg
Kao u dokazu teorema 11.5. (slucaj (2)) nalazimo da su h, € M(f,) i b, € M(f,) i da vrijedi

Tppy X Tp 5 00 1 Tpp XTp 5 0.
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Iz 7f 4, > s, 0, slijedi TF 5, = TF, 5, Kako je dim G < n, po pretpostavci indukcije postoji 7 € G
takav da je f, = f, 0 (AdT). Neka je v € G takav da je p(x) =7. ZaY € gi Y = ¢(Y) tada
Imamo
exp (AdT)Y = T(exp Y)7 ™' = o(a)(exp ¥ (Y))p(a™") =
= p(@)p(exp Y)p(a™") = ¢ (z(exp Y)a™") = p(exp (Ad2)Y) = exp ¢((Ad2)Y).
Prema tome je (AdZ)Y = ¢ ((Adz)Y), pa slijedi

(f20 (Adx))(Y) = fo((Ad2)Y) = fL(((Ad2)Y)) = fH((AdT)Y) = F,(Y) = [,(¥(Y)) = (V).

Dakle je f1 = foo (Adx).

Pretpostavimo sada da je ¢ = {0}. Tada je dim ¢ = 1 i funkcionali f; i fo su netrivijalni na c.
Neka je (X,Y, Z,[) S—rastav od g, g1 = RY + RZ + [i G; = exp g;1. Kako je fi|c = faolc # 0,
imamo f1(Z) = fo(Z) = XA € R*. Po lemi 11.3. postoje f, fo € ¢*, b, € M(f)), by € M(f,) 1
x1,xy € G takvi da je

flzflo(Adxl)’ fQZfQO(Adx2)>
fl(Y):O> fQ(Y) =0

b, C g1, b, C g1,

Tfibr = T by Tfab2 = T, b,

Kako je 7y, 5, =~ 7, p,, dobivamo da je my p =~ 7y, p . Ako doikazemo da postoji x € G takav da
je fi = f,0 (Adx), tada ée za x = zpwa; "' vrijediti f; = fo 0 (Adx).

Prema tome, mozemo pretpostaviti da je

fl(Y> :fQ(Y) :Oa [jl ggla b2 ggla Tf,h1 = Tfshas

i treba dokazati da postoji x € G takav da je fi; = fo 0 (Adz).

Prema propoziciji 6.7. o induciranju u etapama imamo

G : G
Trp ~ Andg, T g6, 1 Tfobe = INdg, Tpy)g, -

Kao u dokazu teorema 11.5. (slu¢aj (3)) nalazimo
T f1|g1,h1 (eXp (yY =+ ZZ)) = ei)\z[ i T f2)91,h2 (eXp (yY + ZZ)) = ei/\zla Y,z € R.

Stoga prema tvrdnji (b) teorema 10.9. iz 74, 5, ~ g, p, slijedi da je mr g, 5, ~ Tflarp.. Kako je
dim G; < n, po pretpostavci indukcije postoji y € G takav da je

filU) = f2((Ady)U) VU € g;.
Buduéi da je (Ady)gs = g1, imamo (Ady)X = X ¢ g;. Prema tome, za neko c € R* i V € gy
vrijedi
(Ady)X =cX + V.

Neka je

1 1 1 .

t= afl(X)—XfQ(X)—afz(V) i x = (exp tY)y.

ZaU € gy je [Y,U] =0, paje (Adz)U = (Ady)U. Prema tome je f1(U) = fo((Adx)U) YU € g;.
Nadalje, imamo

fo((Ad2)X) = fo ('Y (Ady)X) = fo ('Y (X +V)) = fo(cX +tcZ+V) =

= cf2(X) + fo(V) +ted = cfo(X) + fo(V)(+A(X) = cfo(X) = o(V) = [1(X).
Prema tome je f3((Adz)U) = f1(U), YU € g, odnosno, f; = fy o (Adzx).

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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U dualni prostor g* uvodimo relaciju ekvivalencije u odnosu na kontragredijentno djelovanje
grupe G :
fi~ fo = dr € G takavdaje f; = fyo0(Adx).

Klase ekvivalencije zove se G—orbite u g*. Skup svih G—orbita u g* oznac¢imo sa g*/G. Oznacimo
sa G skup svih klasa ckvivalencije ireducibilnih unitarnih reprezentacija od G. Svakoj G—orbiti
O € g*/G po teoremu 11.6. pridruzen je element 7o € G. Prema teoremima 11.5. i 11.6. preslika-
vanje O — 7o je bijekcija sa g* /G na G.

Za ¢ € C§°(G) neka je funkcija ¢ : g* — C definirana sa

B(f) = /G o(@)e D Au(z),  f e gt

pri tome je p Haarova mjera na GG. Bez dokaza navodimo:

Teorem 11.7. Neka je 7 ireducibilna unitarna reprezentacija nilpotentne grupe G i neka je O
pripadna G—orbita u dualnom prostoru g* Liejeve algebre g od G. Za svaku funkciju ¢ € C3°(G)
7(p) je operator s tragom. Preslikavanje ¢ — Trm(p) je distribucija na G. Postoji jedinstvena
G—invarijantna mjera wo na O takva da vrijedi

Terle) = [ GNdool) Vo€ GF(G)



