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Poglavlje 1

DIFERENCIJALNE JEDNADZBE U
KOMPLEKSNOM PODRUCJU

1.1 Oznake i osnovni pojmovi

1.1.1. Ako su X i Y konacnodimenzionalni kompleksni vektorski prostori, sa £(X,Y) ozna-
¢avamo prostor svih linearnih operatora sa X u Y. Tada je £(X) = £(X, X) unitalna algebra. Sa
GL(X) oznacavamo grupu svih invertibilnih elemenata unitalne algebre £(X), tj. grupu svih
izomorfizama A : X — X.

1.1.2. Za ¢ € N i otvoren skup O C C* sa H(O, X) oznacavamo prostor svih holomorfnih
funkcija F': O — X. H(O, L(X)) je unitalna algebra i H(O, X) je lijevi H(O, L(X))—modul.

1.1.3. Ako je f funkcija ¢ realnih ili kompleksnih varijabli, 0; f oznacava parcijalnu derivaciju

od f po j—toj varijabli. Za m = (mq,...,me) € Z% i za v = (z1,...,x,) € C* pisemo:
xm:l{nl'”xzn[a am:a{magnz’ (a_x)m:(al_l‘l)ml"'(ag_xg)mza
lm|=mq+ -+ my, m! = mq!---my!

Nadalje, za m € Z* pisemo
Im| = [ma] + -+ |myl.
1.1.4. Neka je O C Cf podrugje, tj. otvoren povezan skup. Sa D(O, X) ozna¢avamo unitalnu

algebru svih holomorfnih linearnih diferencijalnih operatora na H(O, X). Svaki D € D(O, X) ima
oblik

pri ¢emu su A,, € H(O,L(X)) i samo ih je konatno mnogo razli¢ito od nule. Imamo
H(O,L(X)) € D(O,X), paje DO, X) lijevi i desni H(O, L(X))—modul. Za D € D(O, X),
D # 0, sa deg D oznacavamo najmanji broj M € Z, takav da je A,, = 0 VYm € Z, |m| > M.
Stavljamo deg 0 = —o0. Za M € Z, uvodimo oznaku

Du(0,X)={D € D(O,X); deg D < M}.
Tada je (Dum (O, X)) ez, filtracija algebre D(O, X); tj. svaki je Dy (O, X) potprostor i vrijedi

DM(OaX)DN(OaX) g DM+N(O>X)'
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1.1.5. Za z,w € C* pisemo
¢
(lo) =S zwy el =max{lsl; 1<5< @), o= (e,...0%).
j=1

1.1.6. Za —oo0 < 1 < 400 piSemo
Cln) ={2€C; Rez<n}, R(n)=Cn)NR=(-o0,n),

C'(n)=C(n), R(y)=C'(n)NR =R(n".
1.1.7. Za 0 <r < R < +00 pisemo:

D(r,R) ={z€C; r <|z| < R}, DZ(T’, R) = D(r, R)Z,

Do(R) = D(0,R), Dy(R) = Do(R)", Do = Dy(1),
D(R)={z€C; |z| <R}, DYR)=D(R)", D=D(1).

1.1.8. Za z,w € C’ pisemo w < z ili z > w ako je z — w € Zﬂ. Nadalje, za z i w kazemo da
su integralno ekvivalentni, i tada pisemo z ~ w, ako je z — w € Z°.

1.1.9. Za —oo < 1 < +oo preslikavanje z — e?, z € C(n), je holomorfno natkrivanje sa
C‘(n) na D(e"). Ako je F € H(D§(e"), X) definiramo funkciju F € H(C*(n), X) kao kompoziciju
F s tim natkrivanjem: F(z) = F(e?), z € C(5). Tada je F +— F linearna injekcija sa prostora
H(DE(e"), X) u prostor H(C*(n), X). Sliku te injekcije oznacimo sa H(C(n), X). Lako se vidi da

Je

H(C'(n), X) = {F € H(C*(n),X); F(z+ 2mim) = F(z) Vz € C'(n) i Vm € Z'}.

Prostor H(D*(e"), X) shvaéamo kao potprostor od H(Df§(e"), X), budu¢i da je svaka funkcija
F € H(D'(e"), X) potpuno odredena svojom restrikcijom na Dg(e"). Sa H(C'(n), X) ¢emo ozna-
cavati sliku tog potprostora pri preslikavanju F' — F'. Dakle,

H(C (), X) = {F; F € H(D"(e"), X)}.
Za G € H(C!(n), X) i za funkciju F € H(D*(e"), X) takvu da je F = G po definiciji stavljamo
G(o0) = F(0).
1.1.10. Za s € C¢ definiramo funkciju e, € H(C’, C) ovako:
es(z) = el? zeCh

Tada su ocito e,, € H(C!(n),C) za svaki m € Z%, isvakin € RU {+oc}.

1.1.11. Za 1 < j < { definiramo ¢{—torku ¢; € Zﬂ sa (0;); = d;i, 1 <1 < {£. Nadalje, stavimo
ej = es, € H(C, C), tj.
ej(z) =€, z e Ch
Tada je
em =€t e, m € Z*.
Nadalje, vrijedi e,, = fm, gdje je fm € H(Di(n),C) definirana sa f,(z) = 2™. Ocito je
em € H(C'(n),C) za svaki m € Z% isvakin € RU {+o0}.
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1.1.12. Za s € C*, m € Z i n € RU{+o0} definiramo:

H™(CY(n), X) = {F; 3G € H(CY(n), X) takva da je F(z) = e¥#2mG(2) Vz € Cg(n)}

Hom(C(n), X) = > +HE(C(n), X).
keZ'.
O<k<sm

Bududi da je e, = el € H(C!(), C) za svaki k € ZL, , o¢ito vrijedi:
s>t = HIC(n).X) SHC(n),X) 1 Hem(C'(n),X) C Him(C'(n), X) VYmeZL.

Nadalje, za svaki konac¢an skup T' C C* x Zﬂ stavimo

HT(CZ(U)>X): Z Hs,m(cg(n)>X)'

(s,m)eT
Neka su S i M projekcije skupa 7' na prvi faktor C* i na drugi faktor ZY :
S ={seC’ ImeZ takav daje (s,m) € T},

M ={m e Z.; 3s € C' takav da je (s,m) € T'}.

Pretpostavimo da su svi elementi skupa S medusobno integralno ekvivalentni. Tada postoji s € C*
takav da je s >t Vt € S. Stoga za m € Zﬂ takav da je k < m Vk € M, vrijedi

Hr(C(n), X) € Hem(C (), X).
1.1.13. Za s € C! stavimo

Ho(C'(n), X) = > +HI(C (), X).

¢
meZy

Potprostor HS(Cg(n)A, X) je H(CY(n), L(X))—podmodul od H(C!(n), X). Uocimo da potprostori
H™(C*(n), X) nisu H(C'(n), £L(X))—podmoduli. Dakle, (H7(C(n), 2, Jest graduacija vek-

)
torskog prostora H,(C*(n), X) ali nije njegova graduacija kao H(Ct(n), £(X))—modula. Medutim,
(H&m(CZ(n), X))mezf je filtracija H(C%(n), £L(X))—modula H,(C*(n), X).

+

Ako su s,t € C*, onda vrijedi

e

s>t — Hs(Ch(n), X) € H,(C(n), X).

Za konacan skup S C C* stavimo
Hs(C(n), X) =) H(C'(n), X).
SES

Akoje S = S U---US, rastav skupa S u disjunktnu uniju klasa integralne ekvivalencije, onda je
ocito

Hs(C(n), X) = Z +Hs, (C'(n), X).



8 POGLAVLJE 1. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE U KOMPLEKSNOM PODRUCJU

1.1.14. Neka je O otvoren podskup od R’ i neka su zadane neprekidne funkcije I'y, ..., Iy sa
O u L(X). Stavimo

V(O;Ty,....Ty) ={F: 0 — X; F jeklase ok 10;F =I;F zal<j </}
Sli¢no, za otvoren podskup O od C*izal'y,..., I, € H(O, L(X)) stavimo
V(O;Ty,....,Ty) ={F € H(Q), X); ;F =T;F za1<j </}

U oba slucajazap € O sa V,(O;I'y,...,I'y) ozna¢imo potprostor od X dobiveniz V(O;I'y,...,Iy)
evaluacijom u tocki p :

Vy(O:Ty,....Te) = {F(p); F € V(O;Ty,.... L))}
Taj potprostor od X je skup svih pocetnih uvjeta u tocki p uz koje je sustav homogenih linearnih
diferencijalnih jednadzbi 0;F =T';F, 1 < j </, rjesiv na O.

Katkada ¢emo sa I' oznacavati uredenu /—torku funkcija (I'y, ..., Ty), dakle, I' € C(Q, L(X))*
ili ' € H(O,L(X))". Tada ¢emo krace pisati V(O;T) i V,(O;T) umjesto V(O;Ty,...,Gy) i
‘/;U(Oa Pl) R FZ)

1.1.15. Sa D(C'(n), X)) ¢emo oznacavati skup svih diferencijalnih operatora D € D(C(n), X)
koji imaju koeficijente u H(C(n), £(X)). To je unitalna algebra i H(C*(n), £L(X)) je njena unitalna
podalgebra. Prema tome, D(C(n), X) je lijevi i desni H(C*(n), £(X))—modul.

Za D € D(C*(n),X), s € C' i m € Z . o¢ito vrijedi

DHs,m(Cg(U%X) - Hs,m((cg(n%X)-
Dakle, i za svaki konacan skup 7' C C* x Zﬁ vrijedi
DHz(C(n), X) € Hr(C'(n), X).
1.1.16. Za podskup 2 C D(Ct(n), X) stavimo
V(C'(n),A) = {F € H(C*(n),X); DF =0 VD € 2A}.
Ako je J lijevi ideal u algebri D(C(n), X) generiran skupom 2, o¢ito je
V(C'(n),2A) = V(C'(n), T).
Za s € C',m € Z% ilijevi ideal J u algebri D(C*(7), X) stavimo
Vo (C:(), T) = V(C'(n), T) N Hyn(C (), X).

Nadalje, za konacan skup 7' C C* x Z‘ definiramo

Vr(C'(n), J) = V(C'(n), T) " Hr(C*(n), X)

Zbog 1.1.15. vrijedi
Ve(C'(n),T) = Y Vem(C'(n),T).

(s,m)eT
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1.2 Laurentov i eksponencijalni razvoj

Teorem 1.2.1. (Laurentov razvoj) Neka jer > 0 i F € H(D§(r), X).
(a) Postoje jedinstveni a,, € X, m € Z*, takvi da je
F(z)= Z 2", Vz € Di(r),
mezZt
pri cemu red konvergira apsolutno i lokalno uniformno na D§(r) u odnosu na bilo koju normu
| - || na X.
(b) Ako postoji e € (0, 7] takav da je restrikcija F|D§(e) ograni¢ena, onda je F € H(D(r), X).
Dokaz: (a) Ako takvi a,, postoje, iz gornje formule slijedi
1 F
ay, = iy [ﬂ .. s C””(Lg d¢ -+ - dé,

pricemujem+1= (m;+1,...,my+1)i~y,...,7 su bilo koje pozitivno orjentirane kruznice u
Dy(r) sa sredistem u 0. Dakle, ako takvi a,, postoje oni su jedinstveno odredeni funkcijom F.
Definirajmo sada a,, € X, m € Z*, gornjim integralom. Iz elementarne teorije holomorfnih
funkcija jedne varijable slijedi da ta definicija ne ovisi o izboru kruznica vy, ..., y,. Dokazat ¢emo
da red Zmezg 2™a,, konvergira apsolutno i lokalno uniformno na Df(r), tj. uniformno na svakom

kompaktnom podskupu od D§(r). U tu je svrhu dovoljno dokazati da red konvergira apsolutno i
uniformno na svakom D(s,t) za 0 < s <t < 7.
Neka su 0 < s < t < r iizaberimo s1,t; tako da bude

t
O<si<s<t<ti<r 1 —=—=p<1
S tl

Stavimo
M =sup {||F(2)||; z € D'(s1,t1)} .
Neka je £ = {1, —1}%. Za ¢ € E oznacimo sa Z{ skup svih m € Z* takvih da za svakii € {1,...,(}
vrijedi
g=1 =— m; >0 1 g=-1 = m; <O

Tada za m € Z! imamo |m| = S°°, e;m. Nadalje, skup Z¢ je disjunktna unija skupova Z!, ¢ € E.
€ i=1 €

Neka je v pozitivno orijentirana kruznica radijusa s; sa sredistem u 0, a v’ isto takva kruznica
radijusa t;. Za € € E stavimo

gdje je v, =+ akojeg; =11~ =~ ako jeeg; = —1.

Fiksirajmo ¢ € E i stavimo I, = {i; &, =1} i I_- = {i; &, = —1} i neka su ay = Card I, i
a_ = CardI_. Zam € Z! stavimo
m+:Zmi, m_:Zmi.
iely iel_

Tada je |m| = m, — m_. Sada za svaki z € D(s,t) imamo

L F©
| G o)’

(2m)°
m4 m_
= (i) (i) M = Mp™+ ™= = Mpl™!
tl S1

2™ @] < 755" My ™74 T (2mty ) (2ms) T =

' S tm+ sm7
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Bududi da je p < 1, imamo za svako z € D*(s,t) (uz napomenu da je Card E = 2°)

> lranll =30 | 3 Iemanl | < 323 Mo = MY oo

mezt e€E \mezt e€E mezt p)

Prema tome, red Y, ;. 2™a,, konvergira apsolutno i uniformno na D*(s, t).

Indukcijom po ¢ dokazat éemo sada da je suma tog reda jednaka F(z) za svaki z € D§(r). Za
¢ =1 to je poznata ¢injenica iz teorije holomorfnih funkcija jedne varijable. Provedimo sada korak
indukcije: pretpostavimo da je tvrdnja istinita za funkcije ¢ — 1 varijabli. Neka je v pozitivno
orijentirana kruznica u Dy(r) sa sredistem u 0. Definiramo funkcije ¢, : D5 (r) — X, n € Z, sa

o) = gy [ FiG ze D)

To mne ovisi o izboru kruznice v i vrijedi ¢, € H(D§ ™ (r), X). Sli¢no kao u prvom dijelu dokaza
pokazuje se da za svaki par kompaktnih skupova K C D5 (r) i L C Dy(r) red

S flwea(2)

nel

konvergira uniformno za (z,w) € K x L. Prema teoremu o Laurentovom razvoju za jednu varijablu
imamo
= Zw"cn(z) V(z,w) € Di(r).

Sada za k € Z* ' i n € Z stavimo

1 cn(€)
bpp = —-— | - dcy - --déo .
& (27rz')5—1[{ [{ kil ket G o1

/-1

Po pretpostavci indukcije tada imamo

cn(z) = Z 2"bg VneZ i Vze Di(r).

kezé-1

No o€ito je bryn = a(,,... k,_1,n), Pa slijedi

= Z 2", Yz € Di(r).

meZt

Za tvrdnju (b) dovoljno je dokazati da iz ogranicenosti F'|Dj(e) za neki 0 < & < r slijedi da
je an = 0 za svaki m € Z' \ Z.. Ako je m € Z'\ Z',, onda je m; < 0 za neki i € {1,...,(}. Bez
smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je my, < 0. Prema drugom dijelu dokaza tvrdnje
(a) vidi se da je tada ¢, (2) = 0 zan < 01i za svaki z € D5 (r); doista, tada je za svaki z € D! (¢)
funkcija w — F(z,w) ograni¢ena na Dy(¢), pa ima u nuli uklonjivi singularitet; no tada je by, = 0
zasvaki k € Z"1in <0, a to upravo znaci da je a,, = 0 za my < 0.
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Iz teorema 1.2.1. neposredno slijedi:

Teorem 1.2.2. (a) H(C!(n),X) je prostor svih funkeija oblika F : C(n) — X oblika

F(z)= Z emae, z € CY(n), (1.1)

1
meZy

gdje su ¢, € X, m € Z', jedinstveno odredeni sa F i vrijedi

> llemlle™ < 400 Ve <. (1.2)

¢
meL;

Uz uvjet (1.2) red (1.1) konvergira uniformno i apsolutno na C*(g) za svaki e < .

(b) H(CH(n), X) je skup svih F € H(C(n), X) ¢ija je restrikeija F|CHe) za nekie < 1 ogranicena.
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1.3 Teorem jedinstvenosti za sisteme prvog reda

Lema 1.3.1. Neka je —o0 < a < b < +o00, A: [a,b] — L(X) neprekidna funkcija i f : [a,b] — X
funkcija klase C takva da vrijedi

df
1) =

Tada je f(x) =0 Vax € [a,b].

A(z) f(x) YV € [a, b i f(a) =0.

Dokaz: Kako je f(a) = 0 iz diferencijalne jednadzbe slijedi

f(z) = /r A(t) f(t)de Va € [a,b].

Stavimo
M =max{||[A@)|l; a<t<b} 1 N=max{[[f(t)|; a <t <b}.

Za svaki z € [a, b] imamo

()] = ‘ / mA(t)f(t)dtH < MN(z —a).
Indukcijom po £ slijedi
< ML ey i vken.
Odatle je
N < nM Vk € N.

k!
No tada N > 0 vodi na kontradikciju. Prema tome je N = 0, odnosno, f(z) =0 Vz € [a,b].

Teorem 1.3.2. Neka je O C RY (odnosno, O C C*) podrucje i T € C(,L(X))" (odnosno,
' € H(Q,L(X))Y). Za svaku tocku p € O linearno preslikavanje F +— F(p) sa V(O;T) u X je
injektivno; drugim rije¢ima, evaluacija u tocki p je izomorfizam sa V(O;T') na V,(O;T).

Dokaz: Pretpostavimo da je F(p) = 0. Neka je ¢ € O proizvoljna i neka je v : [0, 1] — O put
klase C! takav da je v(0) = p i y(1) = ¢. Definiramo funkcije f : [0,1] — X i A :[0,1] — L(X)
ovako:

f)=F(@),  Al)= ZW}(t)Tj(V(t)), t<0,1];

pri tome je y(t) = (71(¢),...,7(t)). Tada je

df

O =A0f@)  vtel01] i f(0)=F(p)=0.

Sada iz leme 1.3.1. slijedi F'(¢) = f(1) = 0. Kako je tocka g € O bila proizvoljna, zakljucujemo
da je F' = 0. Time je injektivnost dokazana.

Prema tome, za svaku tocku p € O je dim V,(O;I") = dim V(O;T"). Posebno, svi potprostori
V,(O;T') prostora X su iste dimenzije.
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Neka je O C C* podrucje, p € O iT € H(O, L(X))". Za svaki vektor v € V,(O;T') tada postoji
jedinstvena funkcija F, € V(O;T") takva da je F,(p) = v. Nadalje, v — F, je izomorfizam sa
Vo(O;T') na V(O;T'). Neka je funkcija & : O — L(V,(O;T'), X) definirana formulom

O(2)v = F,(z2), 2€ 0, veV,(O;).
Tada je & € H(O, L(V,(O;T'), X)). Funkcija ® zadovoljava
0;0=1;0, 1<;<¢(  2(p)=Iyon. (1.3)

Zbog teorema 1.3.2. funkcija ® jedinstveno je odredena sa (1.3). Takoder, zbog ¢injenice da je
F — F(z) izomorfizam sa V(O;I') na V,(O;I'), operator ®(z) je izomorfizam sa V,(O;I") na
V,(O;T') za svaku tocku z € O.

Funkcija ® € H(O,L(V,(O;T), X)) definirana sa (1.3) zove se evoluciona funkcija za
V(O;T) (ili za sistem jednadzbi 0;F =I';F, 1 < j < () s pocetkom p.
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1.4 Teorem egzistencije za jednadzbu prvog reda

U ovom odjeljku dokazat ¢emo teorem egzistencije za jednu jednadzbu prvog reda na jednos-
tavno povezanom podrucju s proizvoljnim pocetnim uvjetom. Zbog kasnije primjene tvrdnju ¢emo
iskazati i dokazati ukljucujué¢i mogucéu ovisnost o vise kompleksnih parametara.

Teorem 1.4.1. Neka je Q C CF otvoren skup (k € Z,), U C C jednostavno povezano podrucje i
e H(Q x U, L(X)). Stavimo
F
wW(Q,U;T) = {F e H(Qx U, X); g—(z,w) =I'(z,w)F(z,w) V(z,w) € Q X U}.
w
Za F € W(QU;T) ip e U definiramo funkciju F, € H(2, X) kao evaluaciju F u tocki p :
Fy(2) = F(z,p), z € Q. Tada je F — F, izomorfizam prostora W (Q,U;T") na prostor H(2, X).

Dokaz: Preslikavanje F' +— F}, je ocito linearno, a injektivnost slijedi iz teorema 1.3.2. Treba
jos dokazati surjektivnost.
Neka je f € H(Q, X). Induktivno formiramo niz funkcija (F});ez, sa Q@ x U u X :

Fo(z,w) = f(2),  Fial(z,w) = f(2) + /T(Z,C)Fj(z,od(, (z,w) €QxU, jé€ZL.
8!
Pri tome je v po dijelovima gladak put u U od tocke p do tocke w. Ocito je Fy € H(Q2 x U, X).
Indukcijom po j zakljuc¢ujemo da integrali ne ovise o izboru puta v i da je F; € H(Q2 x U, X) za
svaki j € Z,. Cilj nam je dokazati da je (F};) Cauchyjev niz u H(2 x U, X) u odnosu na lokalno
uniformnu topologiju.

v : [0,n] — U zove se poligonalni put u U s vrhovima ay,...,a, ako je v|[j — 1,j] ravni
segment od a;_; do a; za j = 1,...,n. Dakle,
v(t) =ra—1 — (r—Da, +t(ar —a,—1), r—1<t<r, 1<r<n.

Dokazat ¢emo sljedecu tvrdnju:
Neka je K C Q kompaktan skup iy : [0,n] — U poligonalni put s vrhovima ay = p,aq, ..., Gny.
Nadalje, neka su M >0,d >0 ic> 0 takvi da je:

Tz <M VzeK i Vsel0,n],
lfl <e VzeK

la, —a,—1| < d Vre{l,...,n}.
Tada za svako 7 € Zy vrijedi:
(dMt)I !
(j+ 1!
Tu ¢éemo nejednakost (j) dokazati indukcijom po j € Z,.
Prije svega uo¢imo daza 1l <r <nir—1<t <r vrijedi |7 (t)| = |a, — a,—1] < d. Dakle,
|7/ (t)] < d Vt € [0,n], osim, naravno, u tockama ay, ..., a,—1 u kojima ~ nije derivabilna funkcija;
to ne predstavlja teskocu, jer ¢emo nejednakost koristiti samo u integralima. Usput napominjemo

da u tim tockama 7 ima derivaciju i slijeva i zdesna i obje derivacije zadovoljavaju istu nejednakost.
Baza indukcije: imamo

() [F542 (2, 7(8) = Fi(z,7 ()] < ¢ Vze K i Viel0,n].

(dMt)*
1!

/0 L(z,7(s))f(2)7(s)ds|| < ch/O ds = cdMt = ¢

Time je dokazana nejednakost (0).

1F1(z,7(t)) = Folz,v(8)]l =
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Prijedimo sada na korak indukcije i pretpostavimo da vrijedi (j — 1). Tada dobivamo

[F542 (2,7 (1)) = Ej(2,7(0)]] = /0T(Z,W(S))[Fj(z,v(S))—Fj—l(Zﬁ(S))W(S)dS <

o -
< dMc dJMJ / s'ds = cw.

JJo (j+ 1!
Time je dokaz tvrdnje (j) indukcijom proveden.

Da bismo dokazali da je (F}) Cauchyjev niz u H(2 x U, X) u odnosu na lokalno uniformnu
topologiju dovoljno je dokazati da niz restrikcija (F;|K x D) konvergira uniformno za svaki kom-
paktan skup K C i svaki zatvoren krug D C U. Dakle, neka je K C () kompaktan skup i neka
je D ={w e C; |lw—g¢q| <r} CUzanekir > 0. Neka je v : [0,n — 1] — U poligonalni put s
vrhovima ag = p, aq, ..., a,—1 = q. Stavimo

M = max {||[D(z,w)|; z € K, we DU~([0,n— 1))},

d=max ({r} U{la; —a;i—1|; 1<i<n—-1}) i c=max{|f(2)]; z € K}.

Dokazat ¢emo da vrijedi

dM Jj+1
| Fj1(z, w) — Fi(z,w)]| < C% Vze K, VzeD, VjeZ,. (1.4)
Doista, neka su z € K, w € D i j € Zy. Neka je v, : [0,n] — U put definiran sa
() =4 7 akoje 0<t<n-—1
v ng—(n—Nw+t(w—q) akoje n—1<t<n,

tj. poligonalni put s vrhovima ag = p,as,...,a,-1 = ¢, a, = w. Primijenimo li na taj poligonalni
put nejednakost (), za t = n dobivamo upravo (1.4) jer je v, (n) = w.
Neka je sada ¢ > 0 proizvoljan. Izaberimo m(e) € N tako da vrijedi

-~ (dMn)
m(e) <l <m — 'Zc i <e.

Za takve m, { i za proizvoljnu tocku (z,w) € K x D nalazimo zbog (1.4) :

(dMn)’ <.

|1Fn(z,0) = Fi(z,w)| < ) 1Fj(z0) = Fa(zw)| < ) e i

j=0+1 j=l+1

Time je dokazano da je (F}) Cauchyjev niz u H(Q2 x U, X) u odnosu na lokalno uniformnu
topologiju, pa ima limes F' € H(2 x U, X). Prijedemo li na limes po j u definicionoj jednakosti
niza (F}), dobivamo

F(z,w) = f(z)+ /F(z,()F(z,()dC V(z,w) € Qx U,

gdje je v put u U od p do w. Odatle slijedi

g—i(z,w) =I'(z,w)F(z,w) V(z,w) € Q x U,

tj. e W(Q,U;TD), ivrijedi Fj(z) = F(z,p) = f(2).
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1.5 Teoremi proSirenja za sistem prvog reda

Promatrat ¢emo sada pitanje egzistencije rjeSenja sistema linearnih diferencijalnih jednadzbi
prvog reda u sluc¢aju kad je podruéje 2 C C* produkt ¢ jednostavno povezanih podruéja u C. Neée
nam trebati teorem egzistencije u punoj opcenitosti, nego samo pitanje moguénosti prosirenja
rjesenja sa nekog podrucja @ C R¥ N Q.

Teorem 1.5.1. Neka su Qy, ..., C C jednostavno povezana podrucja, Q = Qq x --- x Q, C C’,
I'=(Iy,...,I) € H(Q,L(X))" i O neprazno podrucje u R® sadrzano u Q. Tada je F +— F|O
izomorfizam prostora V (;T') na prostor V(O;T'|O).

Dokaz: Prema teoremu 1.3.2. za bilo koju tocku = € O je F' — F(x) linearna injekcija sa
V(O;®|0) u X isa V(2;I') u X. Odatle neposredno slijedi da je F' — F'|O linearna injekcija sa
V(2 T) u V(O;T0O). Treba jos dokazati surjektivnost. Buduéi da je za bilo koju tocku p € O
preslikavanje F' +— F'(p) injektivno sa V(;T) u X i sa V(O;T'|O) u X, dovoljno je dokazati da
za neku tocku p € O vrijedi V,(O;T|O) = V,(; 1), tj. da za svaku funkciju G € V(O;I'|O)
postoji funkcija F' € V(§;T') takva da je F(p) = G(p). Pomakom mozemo postiéi da je p = 0.
Nadalje, podrucje O se ocito moze bez smanjenja opcéenitosti smanjiti, pa mozemo pretpostaviti
da je O = I*, gdje je [ = (—e,e) ie > 0.

Dokaz u takvoj situaciji provest ¢emo indukcijom po £. Za ¢ = 1 surjektivnost slijedi iz teorema
1.4.1. (uz k = 0, tj. bez Q). Pretpostavimo da je surjektivnost dokazana ako je broj varijabli
< ¢ — 1. Neka je G € V(O;T'|O). Po teoremu 1.4.1. primijenjenom na L£(X)—znacne funkcije
postoji jedinstvena funkcija ® € H(2, L(X)) takva da vrijedi

(00P)(2) =To(2)P(2) VzeQ

O(Z,0)=Ix Ve

Pri tome smo oznagcili

Q= x - x Qg CC
Stavimo joS

O =1"'CcnR"!

i definiramo g : 0" — X sa

g(x) = G(z,0) za w€Q.
Ta je funkcija g klase C, jer je funkcija G klase C'. Neka su I}, ..., T, , funkcije iz H(Y', £(X))
definirane sa

(") =Ty(<,0), 1<j<t-1, Zeq.
Tada je g € V(O'; 1|0, ..., T,_,|O"), pa po pretpostavci indukeije postoji f € V(T ..., T )
takva da je f|O' = g.
Sada definiramo F' € H(), X) sa
F(z)=®(2)f(z1,- -+, 20-1), z=(21,..,20-1,20) € Q.

Neka je H = G—F|O. Fiksirajmo © = (z1,...,2¢-1) € O’ idefinirajmoh: [ - XiX: [ — L(X)
sa
h(t):H(l’l,...,l’g_l,t), Z(t) :Fg(l’l,...,l’g_l,t), tel.
Tada je funkcija h klase C! i funkcija X je neprekidna. Vrijedi
dh
7 ) = (0G)(@, 1) = (0:2) (2, 1) f(2) = Loz, 1) G (2, 1) — Lo, )@ (2, £) f(2) =

= S(t)(G(x,t) — Fz, 1)) = SO H(x, t) = S(E)A(1).
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Nadalje, kako je f|O’" = g, imamo
h(0) = G(,0) — F(,0) = g(x) — f(x) = 0.

Sada je po lemi 1.3.1. h = 0, Sto znaéi da je H(z,t) =0 Vt € I. Iz proizvoljnosti = € O’ slijedi da
je H=0,tj. FIO=aG.

Buduéi da je funkcija F' holomorfna i zadovoljava sistem jednadzbi na O, ona zadovoljava
sistem jednadzbi i na Q. Dakle, F' € V(Q; T).

Sasvim analogno teoremu 1.5.1. dokazuje se:

Teorem 1.5.2. Neka su S, ..., jednostavo povezana podrucja u C, Q = O x --- x §, C C*,
= (Ty,...,T) € H(Q,L(X))" i O neprazno podrucje u C* sadrzano u Q. Tada je F — F|O
izomorfizam sa V(; 1) na V(O;T|O).
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1.6 Sistem prvog reda u poluprostoru
U ovom odjeljku fiksiran je nekin € RU{+oc} i zbog kratkoée oznacavamo
Q=C'(n)={2=(21,...,20) €C% Rezj<nzal<j</(}

Upotrebljavat ¢emo oznake iz 1.1.9.—1.1.11. Posebno, sa 7:{(Q,X) oznacavamo potprostor
od H(€, X) svih funkcija invarijantnih u odnosu na pomake za 2miZ*,

H(Q,X) = {F € H(Q,X); F(z+2mim)=F(2)V2€QiVmecZ}

odnosno, svih holomorfnih funkcija koje su u svakoj varijabli periodicke s periodom 2mi. Sa
{61,...,0,} oznacavamo standardnu bazu aditivne grupe Z‘ i vektorskog prostora C* :

N akoje i=7
(5J)i_5ﬂ_{0 ako je 1 #£ 7.

Dakle, holomorfna funkcija F': €2 — X nalazi se u prostoru 7:{(9, X) ako i samo ako je
F(z+2mid;) = F(2) VaeQ 1 Vji=1,...,0
Akoje I'=(Ty,...,Ty) € H(Q, £L(X))¢ promatrat ¢emo sistem jednadzbi
(OF)(z) = Ty(=)F(=), 1<j<t.

Neka je V- = V(Q,T") prostor svih rjesenja F' : Q — X tog sistema. Za p € Qsa V, = V,(,T)
oznacCavamo skup svih moguéih pocetnih uvjeta za promatrani sistem jednadzbi u tocki p. Prema
teoremu jedinstvenosti 1.3.2. evaluacija F' — F'(p) je izomorfizam prostora V' na prostor p. Inverzni
izomorfizam dan je preko evolucione funkcije ® : Q — L(V,, X) za V u tocki p. To je jedinstvena
holomorfna funkcija koja zadovoljava sljedeéi sistem jednadzbi s pocetnim uvjetom u tocki p :

a(bzrj(ba 1 S] Sfa (b(p) :IVp
Za svaku tocku z € €2 tada je ®(z) izomorfizam sa V, na V; i vrijedi
O(2)F(p) = F(z) VEeV 1 Vzell

lako su funkcije I'; periodicke, rjesenja ne moraju biti periodicka. Ipak, rjeSenja zadovoljavaju
odredena pravila transformacije u odnosu na pomake iz 27iZ¢ :

Lema 1.6.1. Neka je I € H(Q, LX), p € Q, V = V(QT), V, = V,(4T) i & evoluciona
funkcija za' V' s pocetkom p. Za 1 < j < € stavimo C; = ®(p+2mid;). Tada su C,. .., Cy operatori
iz GL(V,) koji medusobno komutiraju i vrijedi

(2 + 27ik) = ®(2)C* V:eQ i VkeZb
Pri tome smo oznacili C* = CF* ... O}

Dokaz: Stavimo
Q;(2) = ®(z + 2mid;), z €€

Za 1 <r < /¢ imamo tada

(0:0;)(2) = @, (= + 2i6;);(2) = T, (=), (2).
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Dakle, za v € V,, je funkcija z — ®;(2)v element od V. Posebno je Cjv = ®;(p)v € V,, pa je
C; € L(V,). Po definiciji evolucione funkcije imamo

&,(2)u = D)0, (pv = D()Cpo Vw e,
pa je
Q;i(z) = O(2)C} V2eQ 1 Vjie{l,... (}.

Ako vrijedi Cjv = 0, onda je ®;(z)v =0 Vz € Q, pajei ®(z)v =0 Vz € Q. No tada je nuzno
v = 0. To pokazuje da je C; € GL(V,). Za 1 < j,r < { imamo

C;C, = O(p)C;C, = O(p+27mid;)C, = ®(p+27id; +2mid,) = ®(p+27id,)C; = (p)C,.C; = C,.C}.
To pokazuje da operatori C4, ..., C; medusobno komutiraju. Napokon, za k € Zf i z € Q je
¢
O(z 4 2mik) = © <z + ZQm’k‘jéJ) = d(2)CPr--- O
j=1

Lema 1.6.2. Neka je W kompleksan konacnodimenzionalan vektorski prostor. Ako operatori
Cy,...,Cp € GL(W) medusobno komutiraju, onda postoje operatori Ay, ..., Ay € L(W) koji
medusobno komutiraju 1 vrijedi C; = eYozaj=1,...,0

Dokaz: Postoji jednostavno povezano podruéje O C C takvo da 0 ¢ O i spektar od Cj je
log 2

sadrzan u O za svako j. No tada postoji holomorfna funkcija log : O — C takva da je e =z
Vz € O. Sada treba samo staviti A; =log C;, 1 < j < /.

U situaciji leme 1.6.1. mozemo, dakle, naci operatore Ri,...,Ry € L(V,) koji medusobno
komutiraju takve da je C; = e?™li 74 j=1,... ¢ Stavimo

S(z) = ®(z)e 1=l z € Q.
Tada imamo za svaki r € {1,...,/(}
S(z + 2mid,) = ®(2)Cpe 2ilrgmalli= =2l — §(4),
Dakle je S € H(Q, L(V,, X)). Time smo dokazali:

Teorem 1.6.3. Neka jep € Q i @ evoluciona funkcija za V' s pocetkom p. Tada postoje operatori
Ry, ..., Ry € L(V},) koji medusobno komutiraju i S € H(S2, L(V,, X)) takvi da je

B(2) = S(z)en it Tzl Vz e Q.
Takvi Ry, ..., R, i S nisu jedinstveni. Doista, ako uzmemo bilo koji k € Z* i stavimo
R;=R; —k;Iy,, 1<j</, S'(z) =e%28(2), zeq,
onda je S € H(Q, L(V,, X)), operatori R}, ..., R, € £(V,) medusobno komutiraju i vrijedi

D(z) = §'(z)enfat+ule vy e Q.

Teorem 1.6.4. Ako je I' € H(Q, L(X))E, operatori Ry, ..., Ry u teoremu 1.6.3. mogu se odabrati
tako da bude S € H(Y, L(V,, X)).
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Dokaz: Nekasu Ry, ..., R, ipripadna funkcija S bilo kako izabrani. Zbog prethodne napomene
dovoljno je dokazati da postoji k € Z‘ takav da je funkcija z +— e®1%5(z) element prostora

H(, LV, X))
Izaberimo ¢ > 0 tako da bude —e < 1. Za j € {1,..., ¢} neka je k; € Z, takav da je
kj > [|R;]| +sup {[|IT;(2); 2 € C(—¢)}.

Uvjet ima smisla jer je po pretpostavei I'; € H(L, L(V,, X)) pa je restrikcija I';|C*(—¢) ograni¢ena.
Dokazat ¢emo sada da za svaki j € {1,...,¢} i svaku tocku z € Cl(C*(—¢)) vrijedi

||S(Z)|| < e_kjmj ||S(Zl> sy Zj—1, —€ + iyj> Zidly ey ZZ)H (15)

Pri tome je z, = x, + iy, .,y € R, 1 <r < /. Zbog jednostavnijeg pisanja mozemo pretpostaviti
da je j = £ i pisati k¢ = k. Neka je vektor v € V, \ {0} proizvoljan. Pretpostavljat ¢emo da
je norma na prostoru X euklidska, tj. zadana preko skalarnog produkta. Fiksiramo sada tocku
2z € Cl(C*1(—¢)) iy € R i definiramo funkciju ¢ : (—oo,n) — X sa

o(r) = ®(2, 2+ iy)v, —oco <z <.
Imamo tada
O'(x) = (00®)(2,x + iy)v = To(z, 2 +iy)P(z, 2 + iy)v = Ty(2, 2 + iy)p(x).
Prema izboru k za © < —¢ je ||[v(z,z + iy)|| < k — ||Re|, pa je
l¢' (@)l < (k= [|RelD ()| Vo < —e.
Bududi da je v # 0, iz teorema jedinstvenosti 1.3.2. slijedi da je ¢(x) # 0 Vx. Stoga je funkcija
f@) =l flo(=2)ll, 2z {=n,+00),

dobro definirana diferencijabilna funkcija sa (—n, +00) u R. Sada imamo

Re (¢p'(=a)lp(—2)) _ [l¢'(=2)|
le(=a)I* ~ lle(=2)lI

_ 1 4
lp(==)| dz

f'(x) V(e(=2)lp(—2)) = ~

Dakle, vrijedi
fll@) <kE—|R  Vx>e

Odatle parcijalnom integracijom slijedi

f@) = fle) < (k= ||Rel)(x —¢)  Vz=>e,
tj.

In flo(z)[ —In flo(=e)l| < —(z +e)(k = [[Rel]) Vo< —e,

tj.

lp(@)] < llp(=e)[leErIEARD vy < —e.
Prema tome je
1@(z, 2 + iy)o|| < [|9(z, = + iy)v[le”HIENED 0 < —2 y € R, z € CUCT(=¢)), v €V,

(1.6)
Medutim,

O(z,w) = S(z,w)Q(z,w),  gdieje Q(z,w) = e"relizizk,
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Imamo
Q(z, —e + iy) = e Q2,2 + iy),

pa iz (1.6) slijedi
1S(z, 2+ iy)Q(z, x + iy)v|| < [|e” TS (2, —e + iy)Q(z, w + iy)v]| e EFIEIRAD,
Uz oznaku w = Q(z,z + iy)v € V), i zbog —(¢ + x) > 0 imamo redom:
1S(z, 2 + iy)w|| < [le” RS (2, —e + iy)w]| e EFIENRAD <

< e CHMRAS (2, — +ay)uwlle”EFIEND = | S (2, —¢ + iy)wlle™+D* < 1S (2, —¢ + iy)wlle .

Buduéi da je v € V, \ {0} bio proizvoljan, zbog Q(z,x + iy) € GL(V,) i vektor w € V, \ {0} je
proizvoljan. Supremum po ||w|| =1 daje

1S(z, 2 +iy)|| < e (|S(z, — + iy)]|.

Kako je (z,x + iy) proizvoljna tocka iz C1(C‘(—¢)) to je upravo nejednakost (1.5).
Primjenom nejednakosti (1.5) redom zasve j = 1,. .., £ dobivamo za svaku tocku z € CI(C(—¢)) :

He<k|z>5(z)H < ‘e<k|z>‘ 1S(—€ + iy, ..., —e+iye)|le™ = j=1 iy

Medutim,
£
}e<k|2>} eRe(klz) — (35 ke

pa iz prethodne nejednakosti slijedi
[e®25(2)|| < 1S(—e +iyr,...,—e+iy)l|  Vz € CUC—e)).
Bududéi da je S € H(Q, L(V,, X)), vrijedi
M =max {||S(—c +iys,...,—c+iy)|; v € R} < +o0

1 Imamo He(k|z>5(z)H <M Vz € CZ(CZ(_g))‘

Sada pomocu tvrdnje (b) teorema 1.2.2. zakljucujemo da je funkcija z — e®12 S(2) u prostoru
H(2, L(V,, X)). Time je teorem 1.6.4. dokazan.

Teorem 1.6.5. Neka su T € H(Q, LX), p € Qi ® evoluciona funkcija za V = V(CLn:T) s
poéetkom p. Tada postoji rastav V, = Vi + -+ + V., brojevi sy, . .., s, € Ct, polinomijalne funkcije
P :Cl—=L(V;),1<j<r iSe€HQL»YV,,X)) takvi da vrijedi:

(a) ®(2) = S(z)i+e<5f|z>P z

(b) Svaka funkcija P; je oblika

Py(z) = Iy, + > 2P,
mEZi

0 < |m| < dim V;

gdje su Pj ., € L(V;) nilpotentni operatori koji medusobno komutiraju. Posebno, vrijednosti
od P; su unipotentni operatori koji medusobno komutiraju i P;(0) = Iy,.
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Dokaz: Operatorg Ry, ..., Ry iz tvrdnje teorema 1.6.3. mozemo prema teoremu 1.6.4. izabrati
tako da bude S € H(Q,L(V,, X)). Neka su R, = S; + N;, 1 < i < {, Jordanovi rastavi (5;
dijagonalizabilni, N; nilpotentni). Tada operatori Sy, ..., Se, Ny, ..., N; medusobno komutiraju.

Za p € C' stavimo
Veo={v eV, Siv=pv, 1<i</l}

Buduci da su operatori S, ..., S, dijagonalizabilni i medusobno komutiraju, za neke medusobno
razlicite Ai,..., A\, € Ctiza V; = Vi, vrijedi Vj, = V1 4 - - + V,.. Svaki potprostor V; invarijantan
je s obzirom na sve operatore S; i N; i imamo

SilVi = Njilv,, 1<i<d, 1<5<r.
Pri tome je Aj = (Aj1, ..., Aje). Stavimo
Nj; = N;|V; € L(V;), 1<i<dt, 1<j5<r.

Operatori Nji, ..., Nj sunilpotentni i medusobno komutiraju pa je produkt bilo kojih d; = dim Vj
od tih operatora jednak nuli. Stoga su funkcije P; : C* — L£(V}), definirane sa

PJ(Z) — elej1+"'+zZNjZ’ 1 S] S T, = CZ’

polinomijalne i imaju oblik kao u tvrdnji (b). Neposredno slijedi da je

eZ1R1+”'+22R( — Z +e<S]|z>PJ(Z)

j=1

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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1.7 Sistemi viSeg reda

I u ovom odjeljku fiksiran je n € RU {4+o0c0}. Upotrebljavat ¢emo kratice:
O=C'(), D=DQ,X) i Dy=DNDy(LX), MeZ,.

Neka je J lijevi ideal u D. Kazemo da je oo prosti singularitet za J, ako je kvocijent ﬁ/j
konacno generirani H (2, £(X))—modul. Taj je uvjet ekvivalentan postojanju M € N takvog da
je D =Dy + J. Za podskup 2 C D kazemo da sistem jednadzbi

DF =0, Dex,

ima prosti singularitet u co ako je co prosti singularitet za lijevi ideal u D generiran sa 2.
Razmotrimo najprije znacenje pojma prostog singulariteta u oo za slucaj jedne jednadzbe za
skalarnu funkciju jedne varijable.

Propozicija 1.7.1. Neka je { =1, X = C i D € D(Q,C) Pisemo

M d
D=> fud", d=—
m=0

T
Pretpostavimo da je frp(z) # 0 Vz € C(n). Tada jednadzba DF = 0 ima prosti singularitet u oo
ako i samo ako je fp(o0) # 0.

Dokaz: Neka je J = DD lijevi ideal u D generiran sa D. Za k € Z, imamo

d*D = fyd*™ + ¢lanovi nizeg reda.

1 ~ .
Ako je fa(o0) # 0, tada je > € 'H, pa slijedi da je ¥ € D,_1 + J Vp > M. To znaci da je
M

D = Dy_1 + J, dakle, jednadzba DF = 0 ima prosti singularitet u oc.

Pretpostavimo sada da je fy(0o) = 0. Tada za svaki operator D’ € J reda p > M koeficijent
uz d? ima nultocku u co. Pretpostavimo sada da za neko N € N, N > M, vrijedi Dy + J = D.
Odatle slijedi da za svaki operator D &€ D reda p > N koeficijent uz dP ima nultocku u oo. No
to evidentno nije tako: npr. dP za p > N nema to svojstvo. Ova kontradikcija pokazuje da je
Dy+ T + D za svaki N. To zna¢i da jednadzba DF = 0 nema prosti singularitet u co.

Teorem 1.7.2. Pretpostavimo da je oo prosti singularitet lijevog ideala J u D. Tada postoji
konacéan podskup T C C* x Z%, takav da je V(Q; J) C Hr(2, X).

Dokaz: Konstrukcija koju ¢emo provesti analogna je zamjeni jedne homogene linearne dife-
rencijalne jednadzbe ¢—tog reda

FO4arfOV 4 ag f +agf =0

sistemom od ¢ homogenih linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda

F' = AF,
pri cemu je
] [0 1 0 0 0 |
f! 0 0 1 0 0
- @ A 0 0 0 0 0
(4-2) 0 0 0 0 1
i f(q_l) ] i _aq _aq_l _aq_2 e —ao —a |
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_ Popretpostavci postoje Dy =1, D,, ..., Dy € D takvi da klase D1 +7,..., Dy +J generiraju
D/J kao H(, L(X))—modul. Posebno, postoje A € H(2,L(X)), 1 <i </l 1< jk <N,
takve da je

N
OD; =Y ApwDpeJ, 1<i<l 1<j<N.
k=1

Definiramo preslikavanje F — & sa V(; J) u H(2, XV) sa

o = (@f,...,0%),  gdicje ®'=D;F za 1<j<N.

Neka su I'y,..., Ty : Q — L(X?) funkcije definirane sa

Li(2) (v, ... un) = <Z Ank(2)ve, Y AiNk(z)vk> .

Tada su ocito I',..., Iy € H(Q,L(XN)). Za svaku funkciju F € V(Q; ) izal < i < (i
1 <j < N imamo

N N
0;0 = OiD;F =) " AipDpF =) Aip®f,
k=1 k=1

a to znaci da je

0,07 =T,;®", 1<i<d.
Prema tome, za svaku funkciju £ € V(C*(n; J) je ®F € V(;T',...,T). Prema teoremu 1.6.5.
postoji konacan skup 7' C C* x Z% takav da je ®F € Hy(Q, X¥) za svaku funkciju F € V(Q; J).
Medutim, ®F = F, pa slijedi F' € H7(2, X). Time je dokazano da je V(€; J) C Hr(, X).

Napomenimo da se iz teorema 1.6.5. vidi da se konacan skup 7" = {(s1,m1),. .., (sr, m;)} moze
odabrati tako da bude
> fmi| < €(dim XN — CardT) = (N dim X — CardT).

i=1

Pri tome je
N = Card{m € Z; |m| < M},

gdje je M takav da je D = Dy + J. Stovise, mozemo postic¢i da bude |m;| < ¢(N dim X — 1) za
svaki i € {1,...,7}.

Nadalje, skup 7' = {(s1,m1), ..., (S, m,) } se moze odabrati tako da s, .. ., s, budu medusobno
integralno neekvivalentni, s tim da i dalje vrijede nejednakosti za mq, ..., m,. Iz 1.1.13. i 1.1.16.
slijedi da je tada

VI T) =+ Ve (Q)-
i=1
Prema tome, svako rjesenje F' € V = V(Q; J) ima jedinstven prikaz u obliku
FO-Y Y T e,
i=1 keZﬁ o<Ln<gm;

pri ¢emu su A, 1, € L(X). Sada za svako rjeSenje F' stavimo

Fsi—l—k(Z) = Z Zne<si+k|z>Asi+k7n.

o<Ln<gm;
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Slijedi

F=>"Y Fuu

= 4
=1 ezt

Uz uvedene oznake za ® € V stavimo
E(F)={teC’ F, #0}.

Elementi od F(F') zovu se eksponenti rjeSenja F. Stavimo

Ocito je

<

E(J)c|J(si+1ZY).
i=1
Posebno, skup F(J) (a, naravno, i svaki F(®)) je najvise prebrojiv.

Sa E°(F') oznacavamo skup minimalnih elemenata skupa E(F') u odnosu na relaciju uredaja
<. Nadalje, neka je F.(J) skup minimalnih elemenata od E(J) i neka je E°(J) unija svih
E°(F), F € V. Skupovi E°(F) i Eo(J) su konacni. Nadalje, vrijedi E,(J) C E°(J), no moze
se dogoditi da je Eo(J) # E°(J). Ipak se iz dim V' < 400 moze lako zakljuciti da je i skup
E°(J) konacan. Kasnije ¢emo na drugi na¢in dobiti precizniji rezultat. Elementi od E°(F) zovu
se vodedi eksponenti rjeSenja F, a elementi od E°(J) vodeéi eksponenti lijevog ideala 7.
Imamo

F= )Y F, FeV
)

te B(F

Za svako rjeSenje F' € V stavimo

F°= Y FeH(C X)

te Eo(F)

F* se zove glavni dio rjesenja F.

Dokazat ¢emo jos generalizaciju teorema 1.5.1. za slucaj sistema jednadzbi viseg reda.

Teorem 1.7.3. Neka J lijevi ideal u D s prostim singularitetom u oo i neka je O neprazno
podrucje sadrzano u R*(n). Stavimo

V=V(QJ), W={feC®0,X); Df=0YDecJ}).
Tada je F— F|O izomorfizam sa V. na W.

Dokaz: Iz holomorfnosti slijedi da je linearno preslikavanje F' — F'|O sa V u W injektivno.
Dokazimo surjektivnost. Neka je f € W. Neka su

Di=1,D,,...,DyeD i Ty,....T,eHQ XN

kao u dokazu teorema 1.7.2. Stavimo FY = (Dyf,...,Dyf). Tada je F/ € C=(0O,X"Y) i vri-
jedi O;F) = ItEFY za 1 < i < €. Dakle, F/ € V(O;1'1]0O,...,I¢|O). Po teoremu 1.5.1. postoji
O = (By,...,Py) € H(Q,XY) sa svojstvom ®|O = F/. Tada je F = &, € H(Q,X) i
F|O = f. Kako je funkcija F' holomorfna na Q i vrijedi (DF)|O = 0 VD € J, slijedi
DF =0 VD € J. Dakle je F' € V i surjektivnost restrikcije F' +— F|O sa V na W je dokazana.
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Analogno dobivamo i generalizaciju teorema 1.5.2.:

Teorem 1.7.4. Neka je J lijevi ideal u D s prostim singularitetom u oo i neka je O neprazno
podrucje u C* sadrzano u Q. Tada je F +— F|O izomorfizam sa V =V (;J) na V(O; J|0). Pri
tome je sa J|O oznacen skup restrikcija diferencijalnih operatora iz J na prostor H(O, X).



1.8. SISTEMI S KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA 27

1.8 Sistemi s konstantnim koeficijentima

I u ovom odjeljku fiksiran je n € RU {4+c0} i ozna¢avamo:
QZCZ(”% 25:25(9>X)> ,ZA)M:,ZA)M(Q>X)> MEZ—!-'

Sa D° oznacavamo unitalnu algebru svih linearnih diferencijalnih operatora na H(Q, X) s kon-
stantnim koeficijentima. Dakle, D je algebra svih kona¢nih suma oblika

O¢ito je D° unitalna podalgebra od D i ona je i lijevii desni L(X)—podmodul od D.

Neka je A = Ay(X) = L(X)[Y3,...,Y:] algebra polinoma u ¢ varijabli s koeficijentima iz
L(X). A je lijevi i desni £(X)—modul. Centar algebre A je C[Y1,...,Ys]. Za P € A stavimo
Dp = P(0y,...,0). Tada je o¢ito P +— Dp izomorfizam unitalnih algebri i £(X)—bimodula sa
A na D°. Za podskup ¥ C A pisemo D* = {Dp; P € ¥}. Za lijevi ideal J u algebri A sistem
jednadzbi

Dpd =0, PelJ
zovemo Eulerov sistem ili sistem s konstantnim koeficijentima pridruzen idealu J. Oznac¢imo
sa D lijevi ideal u D generiran sa D’ = {Dp; P € J}.

Sjetimo se da smo funkcije ey, . .., e, € H(Q, £L(X)) definirali sa e;(z) = e%. Sa D' oznacavamo
desni ideal u D generiran sa e1, . . ., €.

Uvodimo jos oznaku

Hoo(Q, L(X)) = {F € H(Q,L(X)); F(o0) = 0}.
To je obostrani ideal u algebri H(L, £(X)).

Teorem 1.8.1. (a) D! je i lijevi ideal u D generiran sa €y, . . ., ep; posebno, D! je obostrani ideal
u algebri D.

(b) D* je skup svih konacnih suma oblika

(¢) Vrijedi D =D° + D.
Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz
&-ej:ej-&- ’67&], 8161261(14'8@), F6Z:6ZF, FE,}:{(Q,,C(X))

(b) Oznacimo sa & skup svih linearnih diferencijalnih operatora na H(Q, X) s koeficijen-
tima iz Hoo(Q, £(X)). Imamo e; = f;, gdje su funkcije f; € H(D(e"),L(X)) definirane sa
fi(z) = z;. Dakle, e;(c0) = f;(0) = 0. Ako je

D= Z B,, 0™

¢
meL;

proizvoljan element iz D, onda je
6Z'D = Z 6zBmam

1
meZy
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diferencijalni operator ¢iji koeficijenti zadovoljavaju (e; By, )(00) = €;(00) By, (00) = 0. Dakle, e;D €
€ za svaki i i za svaki D € D. Kako je D* desni ideal u D generiran sa e, . . ., e, zakljuéujemo da
jeD' C €.

Obratno, pretpostavimo sada da je

D = ZAmamee.

¢
meL;

Za svaki m imamo A, € Hoo(Q, L(X)), pa postoji B, € H(D'(e"),L(X)) takav da je
A, = By 1 B, (0) = 0. Razvoj By, u Taylorov red oko 0 pokazuje da je

Bn(z) = 21Bpni1(2) + -+ - + 2eBie(2),
za neke By, 1,. .., B € H(D(e"), £(X)), odnosno,
B, = fiBni+ -+ fiBmys.
Stavimo li A, ; = B, € H(, £(X)), dobivamo
Ap =e1Api+ -+ erAnmyp.

Neka su Dy, ..., D, € D definirani sa

Dj= Y Ay o

¢
meL;

Tada je D =e1D1+ -+ e, D, € D!. Time je dokazana i obrnuta inkluzija & C DL,
(c) Neka je
D=> A,0"€D,  Ane€HQ LX)).
mGZﬁ
Stavimo
D= 3" An(c0)dmeD’,  D'=D-D"= Y B,d", gdiesu By = Ay — Ay(co).

0 0
mGZ7L mGZ7L

Tada vrijedi By,(00) = 0, pa je D' € D!. Time je dokazano da je D = D° + D', Iz tvrdnje (b) je
jasno da je D° N D! = {0}, dakle, suma je direktna.

Iz teorema 1.8.1. vidi se da postoji jedinstven epimorfizam unitalnih algebri o : D — A, takav
da je o(Dp) = P VP € A itada je Kero = D'. Preslikavanje D — D, (p) je projektor D na D°
duz D!. Za svaki D € D stavimo D° = Dy(pyi D' = D—D". To je upravo rastav iz dokaza tvrdnje
(¢) teorema 1.8.1. Operator D° zove se konstantni dio diferencijalnog operatora D € D.

Teorem 1.8.2. Neka je J lijevi ideal u A. Tada je
D;=D,NnD° + D,NnD', D,NnD’°=D’ i D,ND" =DD.

Eulerov sistem pridruZen idealu J ima prosti singularitet u oo ako i samo ako je J konacne
kodimenzije u A.
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Dokaz: Stavimo ) ) ) )
D, =D;NnD" + D;ND.
Ocito je f)f, C D,. Nadalje,
D, =DD’ = (D° + DD’ = DD’ + D'D’,

a kako je D’/ = D'D’ C D,;ND"iD'D/ C D, N 151, slijedi prva tvrdnja.

Pretpostavimo sada da je co prosti singularitet za Eulerov sistem pridruzen idealu J. To znaci

da je D/D’ konacno generiran lijevi H (€2, £(X))—modul. Medutim, imamo o(D) = A, o(D”) = J
o(H(Q, L(X))) = L(X), pa zakljucujemo da je A/J konatno generiran £(X)— modul. Kako je
algebra £(X) kona¢nodimenzionalna, slijedi da prostor A/J kona¢nodimenzionalan.

Obratno, pretpostavimo sada da je prostor A/J kona¢nodimenzionalan.Tada postoji M € Z
takav da je Ay, +J = A. Tada jei DA +D’ = D°. Pri tome smo sa Ay oznacili potprostor od A
polinoma stupnja < M. Indukcijom po N dokazat ¢emo da je Dy C DM +D, VN € Z,. To je ocito
za N < M. Pretpostavimo sada da je N > M i da smo dokazali da je Dy_1 C Dy+Dy. Zam € Z5,
Im| = N, postoji P, € J takav da je Y™ — P,, € A,,. Tada za D,, = Dp, € D’ C D, vrijedi
o™ — D,, € DA C Dy, € Dy_;1. Neka jesada D € Dy. Zam € Zﬂ neka je A,, € 7:((Q,£(X))
koeficijent od D uz 0™. Tada je

D— > An0" €Dy
jm|=N

Uz malo prije uvedenu oznaku D,,, stavimo

D= > AnD, €D,

jm|=N
Tada je
D-D'=D— > And"+ Y An(0™—Dy)€ Dy 1.
m|=N Iml|=N

Slijedi D € DN 1 + D;. Time je dokazano Dy C Dy_1 + Dy, a odatle ] je po pretpostavci indukeije
DN C Du + Dy. Kako je D unija Dy, N € Z., zakljuéujemo da je D = Dy, + D;. Kao lijevi
H(Q, L(X))—modul Dy je generiran sa {0™; |m| < M}. Odatle slijedi da je kvocijent D/D,
kona¢no generirani 7:{(Q,£(X ))—modul. Prema tome, co je prosti singularitet za D;. Drugim
rije¢ima, Fulerov sistem pridruzen idealu J ima prosti singularitet u co.

Za m € Z% neka je Py, lijevi £(X)—modul svih polinomijalnih funkecija p : C* — X oblika
Z 2Py, v € X,
O<k<m

i neka je P lijevi £(X)—modul svih polinomijalnih funkcija C* — X. Tada je o¢ito (Pm)mezg
filtracija £(X)—modula P.
Za s € C'im € Z% stavimo

X(s,m) = e P = {F € H(C', X); F(2) =e"Fp(2), pePul.

Nadalje, stavimo
X(s)=es-P= U X(s,m).

¢
meL;

Za svaki P € A tada vrijedi DpX(s,m) C X(s,m)1 DpX(s) C X(s).
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U daljnjem pretpostavljamo da je n = +oo, odnosno, 2 = C*. To za sisteme s konstan-
tnim koeficijentima oc¢ito (a i zbog teorema 1.7.4.) nije smanjenje opcéenitosti.
Za lijevi ideal J u A konaé¢ne kodimenzije stavimo

/= V(C4Dy) = {® € H(C, X); Dpd=0VYP <€ J}.
Nadalje, za s € C* im € Zﬂ stavimo
Y (s,m) =" N X(s,m) i »(s) =27 N X(s).
Teorem 1.8.3. Neka je J lijevi ideal u A konaéne kodimenzije. Postoje si1,...,s, € C¢ i
mi,...,my, € Z% takvi da je
Y =% (s1,my) + - + 2 (sp,my).

Dokaz: Prema teoremu 1.7.2. postoje medusobno integralno neekvivalenni ¢i,...,t, € C’
takvi da je

»/ = Z + (Hemo(©, X) N5
=1

za neke my, ..., m, € Z%.
Neka je @ € H ) (CY, X) N X7, Tada ® ima oblik

(b(z) = Z e<t+k|2>pk(z) 7za neke Pr € P

4
keZl,

Stavimo ®(z) = e+ )y, (2). Tada je &, € X(t 4+ k,m), pa je i Dp®;, € X(t + k,m) za svaki
P € A. Buduéi da je suma X (s,m), s € C*, direktna, slijedi da je Dp®, = 0 VP € J i za svaki
k. To znaci da je ® € ¥7(t + k,m). Bududi da je prostor ¥/ kona¢nodimenzionalan, slijedi da je
®), # 0 za samo konacno mnogo k € Z% . Time je dokazano da je

ﬂ(t,m)(CZ,X) Ny = Z 137t + k9D, m)

j=1

za neke kM, ... k() € Zﬂ. Odatle slijedi tvrdnja teorema.

U daljnjem je stalno J lijevi ideal u A konaéne kodimenzije. Za s € C* stavimo
(A)D)s={veA/T; (Yi—s)"v=0zanekik € Z{ izal<i</(},
S(J) = {s € C (A1), # {0}}.

Prostor A/J je kona¢nodimenzionalan i na njemu mnozenje sa Y; —s; predstavlja linearne operatore
koji medusobno komutiraju. Prema tome, skup S(J) je konacan i vrijedi

A= S AL,

seS(J)

Kako su Y; — s; u centru algebre A, potprostori (A/J)s su lijevi A—podmoduli od A/J.
U prostor H(C?, X) uvodimo strukturu lijevog A—modula ovako:

P.-f=Dpf, feH(C,X) PeA.

Tada su potprostori X(s) i X(s,m) A—podmoduli.
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Lema 1.8.4. Za svako s € C* preslikavanje F — F(1+J) je izomorfizam prostora Homa(A/J, X (s))
na prostor ¥/ (s).

Dokaz: Neka je ' € Homa(A/J, X(s)). Dokazimo da je F(1 + J) € X7(s). Buduéi da je
F(1+ J) € X(s), treba samo dokazati da je F'(1+ J) € ¥/. Za P € A imamo

Dp(F(1+J)=P-F(1+.J)=F(P+J)

jer je F homomorfizam A—modula. Prema tome, za svaki P € J je Dp(F(1+J)) = 0. To upravo
znaci da je F(1+ J) € X7,
Prema tome, F' — F(1+ J) je linearno preslikavanje sa Homa(A/J, X (s)) u ¥7(s).
Pretpostavimo da je F'(1 + J) = 0. Tada za svaki P € A imamo

0=Dp(F(1+J))=F(P+J).

To znadi da je F' = 0. Time je dokazano da je preslikavanje F'+— F'(1 4 J) injektivno.
Neka je sada ® € £/(s). Definiramo preslikavanje F : A/J — X (s) ovako:

F(P+J)=Dpbd, PEA.

Preslikavanje F' je smisleno definirano. Doista, pretpostavimo da su P,Q € A takvi da je
P+ J =Q+ J, odnosno, P — @ € J. Bududi da je ® € X/ (s) C X7, vrijedi Dp_o® = 0, a
to znaci da je Dp® = Dg®. Time je smislenost preslikavanja F' dokazana. Sada za proizvoljne
P,@Q € A imamo

Q-F(P+J)=Do(F(P+J))=DgDp® = Dop® = F(QP +.J) = F(Q- (P +J)).

To pokazuje da je F' € Homa(A/J, X(s)). Ocito je F(1 + J) = ®. Prema tome, preslikavanje
F — F(1+J) je i surjekcija.

Lema 1.8.5. Za ® € X(s) definiramo ®,, € X, m € Z',, ovako:
P(z) = el Z 2",
mGZﬁ
Za 0 < k < m vrigedi
O, = — ((0—95)" "), .

Posebno je

o, = % (0 — 5)"®), .

Dokaz: Neka su kao i prije 0; € Zﬂ definirani sa (5i)j = 0;;. Tada imamo:
((0—9)@) (2) = (0 — 5:)®) (2) =
= (8Z-e<s|z>) Z 2P, + el Z (0;2™) D, — s;el812) Z 2P, =

mezZs mezZs mezs
= 82 E mz" 0, = els? E (m; + 1)2" Py s,
mezZf mezZl

To pokazuje da je
((0—8)"®) = (m;+ 1) Py, (1.7)
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Sada ¢emo tvrdnju leme dokazati indukcijom po |m — k|. Ako je |m — k| = 0, odnosno, m = k,

tvrdnja je trivijalna. Za |m — k| = 1 imamo m = k + §; za neko i € {1,..., ¢}, pa je prema (1.7)
1 K

k‘i + 1 N m'
Pretpostavimo sada da je N > 21 da je tvrdnja leme dokazana za |m—k| < N. Neka je |m—Fk| = N.
Tada mozemo na¢i n € Z4 k # n # m, takav daje k < n < m. Tadaje |m—n| < Ni|n—k| < N,
pa dvostruka primjena pretpostavke indukcije daje
n! k! k!
m!n! m!
Lema 1.8.6. Neka je ' € Homa(A/J, X(s)). Tada je F|(A/J), = 0 Vt # s. Prema tome,
F — F|(A/J)s je izomorfizam prostora Homa(A/J, X(s)) na prostor Homa ((A/J)s, X(s)) .

Dokaz: Neka su F' € Homa(A/J, X (s)) it € Ct\ {s} i pretpostavimo da je F|(A/J); # 0.
Tada postoji P € A takav da je P+ J € (A/J); i da je F(P+ J) # 0. Tada postoji m € Z%
takav da je F(P+J), #0idaje F(P+J),=0 Yk > m, k# m. Stavimo @ = (Y —s)"P € A.
Bududi da je (A/J); A—podmodul, vrijedi Q@+ J = (Y — )" (P + J) € (A/J);. Sada prema lemi
1.8.5. i koristenjem c¢injenice da je F' A—homomorfizam nalazimo

F(Q+ )= F((Y = )" (P+ )y = (0= )" F(P+ 1)y = mF(P+ J)m £0.
Analogno, za k € Z%, k # 0, dobivamo

D,y = Prys, = ((0—s)@) ((0—s)@)

k k-

n!

By = 13 (9= 8)"), = (0= 9 HO = 8" ), = o (01— )" ),

(m +k)!

FQ+ Tk = F (Y = 8)"(P+J)), = (0= 8)"F(P + J)), = —

F(P+ J)mr = 0.
To pokazuje da je
[F(Q+T))(2) = " F(Q+ o,
Lema 1.8.7. Za F € Homa ((A/J)s, X(s)) definiramo Ty : (A/J)s — X ovako:
Tr(Q+J) = F(Q+ J)o, RQeN, Q+Je(A)),

Tada je Tr € Hompx) ((A/J)s, X) i F +— Tg je izomorfizam sa Homa ((A/J)s, X(s)) na
Homgxy ((A)J)s, X) . Inverzni izomorfizam je T +— Frp, gdje je za T € Homgx) ((A/J)s, X)
preslikavanje Fr: (A/J)s — X(s) definirano sa

Fr(@+ Dn=—T((V =s)"Q+J), Q€A Q+Je(AL), meli

Dokaz: Dokazimo najprije daje Tr € Homgxy ((A/J)s, X) zasvaki F' € Homa ((A/J)s, X(5)) -
Doista, za A € L(X) iza Q € A takav da je Q@ + J € (A/J)s imamo:

Tr(A-(Q+J) = F(A-(Q+ J))o = (AF(Q+ J))o = AF(Q + J)o = ATr(Q + J).

Dakle, F'+— T je linearno preslikavanje sa Homa ((A/J)s, X(s)) u Homgxy ((A/J)s, X) .
Dokazimo sada da je Fr € Homa ((A/J)s, X(s)) zasvaki T € Homgxy ((A/J)s, X) . Po samoj
definiciji preslikavanje Fr : (A/J)s — X je linearno. Da bismo dokazali da je to homomorfizam
A—modula, dovoljno je provjeru provesti za neki skup generatora unitalne algebre A, dakle, npr.
zasve Ae L(X)izaYy,..., Y.
Ako je A € L(X) iako je Q € A takav da je Q + J € (A/J),, onda imamo za svaki m € ZY :

Fr(A-(Q+ ) = —T((Y =)™ AQ +J) = —-T (A~ ((¥ —5)"Q + J)) =

— %A-T((Y—s)mQ+J) =A-Fr(Q+ J)m.
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To pokazuje da je
Fr(A-(Q+J)=A-Fr(Q+J).

Nadalje, za svaki m € Z% isvaki i € {1,...¢} imamo redom
1 1 S; m
Fr(YiQ+J)m = T ((Y = s)"ViQ + J) = T ((Y = s)(Yi = 5)Q + J)+ —T((Y = 5)"Q + J) =

= LT = Q) ST (Y = 5 Q4 T) = (s DEHQ+ T, + 5:Fr(@+ )
m.: m:

Dakle, vrijedi
sifr(Q + J)m + (mi + V) Fr(Q + J)mys, = Fr(YiQ + J)m.

Prema tome, nalazimo

Vi - Fr(Q+ N)(2) = (0iFr(Q+ J)) (2) = 0 | 7 Y~ 2" Fr(Q+ J)m | =

1
meZy

= 550l Z ZFr(Q 4 J ) + €12 Z (mi + 1)2"Fr(Q + J)mas, =

0 0
mGZ7L mGZ7L

=l 3" P (YiQ + D) = [Pr(YiQ + J)](2).

¢
meL;

Odatle je
Yi-Fr(Q+J)=Fr(Y;- (Q+J)).
Time smo pokazali da je Fr € Homa ((A/J)s, X(s)). Ocito je preslikavanje T +— Frp sa
Homgxy ((A)J)s, X) uw Homex) ((A/J)s, X(s)) linearno.
Treba jos dokazati da su preslikavanja F' — Tr 1 T — Fpr medusobno inverzna. Za svaki
F e Homa (A)J)s, X(s)) iza Q € A takav da je Q + J € (A/J)s imamo za svaki m € Z :

Fr.(Q+ J)m = %TF (Y —=9)"Q+J)= %F((Y —)"Q+J), =

_ % (0 — 8)"F(Q+ J))y = F(Q+ J)m,

zbog leme 1.8.5. i zbog ¢injenice da je F' homomorfizam A—modula. To znaci da je Fp, = F
VE € Homa ((A/J)s, X(5)).

Nadalje, za T' € Homgx) ((A/J)s, X) imamo Tp, (Q + J) = Fr(Q + J)o = T(Q + J). Dakle,
Vrijedi i TFT =TVT € HOmg(X) ((A/J)S,X) .

Iz teorema 1.8.3. i iz lema 1.8.4.; 1.8.6. i 1.8.7. neposredno slijedi:

Teorem 1.8.8. Uz uvedene oznake vrijedi

S(J) = {s € T £7(s) # {0}} = {s € T (A/]). # {0})

Nadalje, za svako s € C* prostor ¥7(s) izomorfan je prostoru Homgxy ((A/J)s, X) .
(X)
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Bududéi da je svaki kona¢nodimenzionalan £(X)—modul potpuno reducibilan i svaki je ire-
ducibilan £(X)—modul izomorfan modulu X, iz posljednje tvrdnje teorema 1.8.8. slijedi:

Korolar 1.8.9. Za svaki s € S(J) vrijedi

, dim (A/J)s
J(e) —
dim X7(s) = T .
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1.9 Indicijalni modul
I u ovom odjeljku fiksiran je n € RU {4+oc0}. Nadalje,
Q=C'(p) i D=DQX).

Podsjetimo se rastava D =D+ D! , gdje je DY algebra diferencijalnih operatora s konstantnim
koeficijentima, a D! j je obostrani ideal u D. D! je kao lijevi ideal generiran sa eq, . .., e, a ujedno je
i kao desni ideal generiran sa ey, ..., e, Nadalje, A = L(X)[Y1,...,Y)] i P+ Dp je izomorfizam
sa A na D" dobiven tako da se formalna varijabla Y; zamijeni s parcijalnom derivacijom 9; po
i—toj varijabli. Ozna¢imo sa o : D — A lijevi invers tog izomorfizma s jezgrom Kero = D'.
Dakle, D +— Dy (py je projektor D na D° duz D'. Tada za

D=3 A4,0meD,  A,eHOQLX)),

¢
meL;

vrijedi

= Z Ap ()Y

¢
meL;

Propozicija 1.9.1. Neka je J lijevi ideal u algebri D. Ako J ima u oo prosti singularitet, onda
je o(J) lijevi ideal konacne kodimenzije u algebri A.

Dokaz: Bududéi da lijevi ideal ima prosti singularitet u oo, kvocijent ﬁ/j je konac¢no gene-
riran H—modul; pri tome pisemo H = H(Q, £L(X)). ¢ je epimorfizam, pa je o(J) lijevi ideal u A.
Odatle slijedi da je A/o(J) konaéno generiran o(H)—modul. Medutim, ¢(I') = I'(co) za svaki
' € H, pa je oéito o(H) = L(X). Prema tome, A/o(J) je konacno generiran £(X)—modul. Kako
je algebra £(X) kona¢nodimenzionalna, slijedi da je kvocijent A /o (J) konaénodimenzionalan.

U daljnjem je stalno J lijevi ideal u D s prostim singularitetom u co. A—modul Alo(T) se
zove indicijalni modul pridruzen idealu J. Imamo

Ao(T) = +(A)o(T
seCt

Skup
S(J) =8(0(7) = {s € T (A/o(T))s # {0}}

je konacan. Svaki potprostor (A/o(J))s je A—podmodul od A/o (7).
Teorem 1.9.2. Vrijedi E°(J) C S(J). Posebno, E°(J) je konacan skup.
Tvrdnja teorema slijedi iz sljedece propozicije:

Propozicija 1.9.3. Neka je @ € V(;7) i r € E°(®). Tada je Dp®, = 0 VP € o(J), tj.
®, € X7,

Dokaz: Neka je P € 0(J). Tada je P = o(D1) za neki Dy € J. Vrijedi i o(Dp) = P. Prema
tome je Dy = Dp— D, € Kero. Medutim, Kero = D je kao 11JeV1 ideal u D generiran sa €y, . . ., €y,
gdje je ej(z) = €% = e%l?) Prema tome, postoje Q1, ..., Q, € D takvi da je

Dy = Qie1+ -+ + Qe
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Kako je Dy € J1® € V(;J) imamo
l)p‘l> = Dl(I) + Dg(b = Dg(b = Q161(I> + -4 Qg€g(1>.

Eksponencijalni razvoj od ® ima oblik

b = Z Z 6s—|—mPs,m

s€E°(®) meZt,

gdje je kao i prije e;(z) = e!? zat € C'i P,,, : C' — X su polinomijalne funkcije. Nadalje,
(br = 67“P7",0-
Sada je
Qjejes—l—mps,m = Qj68+m+5j P = €s+m+4; Fs m

za neke FJ € H(2, X) oblika
Z En sm>

nGZZ
gdje su Qg% : C* — X polinomijalne funkcije. Dakle,
Qjejes+m sm Z 6s+m+n+5 Qsm

nGZZ

Stavimo za k € Z¢ :

J E
Rs,k_ Q
mnEZZ

m+n—k

Tada su Rik : C* — X polinomijalne funkcije i vrijedi

Dp= 3 Z > earkes, Ry,

sEE°(®) j=1 keZ‘

Vrijedi s + k + §; # r za svaki s € E°(®), svaki k € Z§ i svaki j € {1,...,¢}. Prema tome,
koeficijent u eksponencijalnom razvoju od Dp® uz e, jednak je 0. Medutim, za svako n € Zﬂ
koeficijent od 0"® uz e, jednak je 0"®,. Slijedi da je za svaki P € A koeficijent od Dp® uz e,
jednak Dp®,. To pokazuje da vrijedi

Dp®, =0 VP e a(J).

Iskazat ¢emo bez dokaza jedan dovoljan uvjet da bi lijevi ideal J u D imao u oo prosti
singularitet. Kao i prije za svaki D € D pisemo D' = D — Dy py; dakle, D' je komponenta od D

u D! u rastavu D = D° 4 D,
Propozicija 1.9.4. Pretpostavimo da lijevi ideal J u D zadovoljava sljedeéa dva uvjeta:
(a) Postoji podskup A C J takav da je J = DA i da vrijedi
deg D' < deg D VD e .

(b) Lijevi ideal o(J) u A je konacne kodimenzije.

Tada je oo prosti singularitet za ideal J .



Poglavlje 2
SFERICKE FUNKCIJE

2.1 Osnovne definicije i oznake

2.1.1. G povezana poluprosta Liejeva grupa s Liejevom algebrom g; ¥ Cartanova involucija
od g linearno prosirena na g%; ¢ = {X € g; 9X = X}, p = {X € g; ¥X = —X}; K povezana
Liejeva podgrupa od G s Liejevom algebrom ¢; Z centar grupe G. Tada je K/Z maksimalna kom-
paktna podgrupa od G/Z. Nadalje, tada su (X, k) — k(exp X) i (X, k) — (exp X)k bianaliticke
bijekcije sa p x K na G. Sa ¥ oznacavamo takoder automorfizam Liejeve grupe G definiran sa
Y(k(exp X)) = k(exp —X). (-] )y je skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru g defini-
ran sa (X|Y)y = —B(X,9Y) i on se seskvilinearno prosiruje do skalarnog produkta na g°. Pri
tome je sa B oznacena Killingova forma na g i na g©.

2.1.2. a C p Cartanov potprostor; m = Zy(a); s = Zg(a) = m+a; A = exp a — to je vektorska
podgrupa od G; M = Zk(A) je zatvorena podgrupa od K s Liejevom algebrom m; S = Z5(A) je
zatvorena podgrupa od G s Liejevom algebrom s i mnozenje (m, a) — ma je izomorfizam Liejevih
grupa sa M x A na S.

2.1.3. t Cartanova podalgebra od m; tada je h = t + a Cartanova podalgebra od g; stavimo
br = it 4+ a i uvedimo kompatibilne uredaje u b i a*;
R = R(g®, b%) — sistem korijena u realnom prostoru b3;
R’ = R(s%,p%) = {a € R; ala =0};
R=R\ R’ ={a € R; ala#0};
¥ = R(g,a) = {a]a; a € R};

za ( € X stavimo B
mg = dim gg = Card{a € R; ala = (};

u odnosu na uvedene uredaje imamo pozitivne skupove korijena:

R+, R+ = R+ N R, Z+ = {Oé|a; a € R+}, RE]’_ = R+ N RO.

n=>Y g5 n=9@m) =) g5

BEXL BEXL

n“=> g5, w°=> g%

a€é+ a€R+

2.1.4. Stavimo

Tada je
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Stavimo
+_§:C —_E:C +_§:<c —_Zc
rl0 - ga? rlO - g—a? n = ga? n = g_a'
aGRgL aERgL acRy acERy
Tada je
c L pC - C P eC o P . C. - _ .- 1=C
g-=n"+ph"+n; s =nf +bh" +ng; nt =nf 0" n =n, +n".

2.1.5. Imamo
g=ttatn=ttatn=0+mtaitn
N =expniN =9(N) = exp1 su jednostavno povezane zatvorene nilpotentne podgrupe od
Giexpln:n — Niexp|n:n — N su bianaliticke bijekcije. Nadalje, imamo Iwasawine
dekompozicije: mnozenje inducira bianaliticke bijekcije

KxAXN-—-G, AXNxK-—-G, NxAxK— (G,

KxAxN—-G, AxNxK-—-G, NxAxK—G.
Stavimo P = MAN i P = MAN. To su minimalne paraboli¢ke podgrupe od G i P = 9(P).

2.1.6. Polusume pozitivnih korijena:

pczéza, POZ%Z% pzéza-

aER4 a€RY acRy

To su linearni funkcionali na h® sadrzani u b3 i vrijedi

1
pe=rpotp  pla= ) mafs  p(H) = Tr(adH)ln za Hea.
BEX}

2.1.7. Ako je [ (realna) Liejeva podalgebra od g, sa U(l) oznacavamo univerzalnu omotacku
algebru kompleksifikacije [, a sa S([) simetriénu algebru nad kompleksnim vektorskim prostorom
(€. Ako je [ kompleksna Liejeva podalgebra od g©, sa U([) oznacavamo univerzalnu omotacku alge-
bru od [, a sa S([) simetri¢nu algebru nad vektorskim prostorom [. Nadalje, (S™([))mez, oznacava
graduaciju, a (S, ([))mez, pripadnu filtraciju algebre S([). Sa A : S(g) — U(g) oznacavamo
simetrizaciju, tj. izomorfizam vektorskih prostora definiran preko restrikcija A|S™(g) ovako

1
A(Xl"'Xm):%ZXU(I)"'XO'(m)7 Xi,..., Xm € ¢;
‘O’GSm

pri tome je s lijeve strane produkt u algebri S(g) a s desne strane je svaki sumand produkt u
algebri U(g). Stavljamo

U™(g) = A(S™(9)), Un(g) = A(Sm(9))-

Tada je (Upn(9))mez, filtracija algebre U(g). Za u € Un(g) \ Un-1(9) i za u € Sp(g) \ Sm-1(9)
pisSemo m = deg u; pri tome je U_1(g) = S_1(g) = {0}; nadalje, stavljamo deg 0 = —ooc.

Vrijedi U,,(g) = U™(g) + Un_1(g). Ako su dy,...,dy, € Zy id =dy + -+ dpp, i ako su
pi € S%(g) zai=1,...,m, onda je

A(pr- pm) — A(p1) -+ AM(pm) € Ua-1(9).



2.1. OSNOVNE DEFINICIJE I OZNAKE 39

2.1.8. Za podskup T od G i podskup A od U(g) ili od S(g) pisemo
AT ={a € A; (Adt)a=a Vt e T}.
Sliéno, ako je T podskup od g® stavljamo
AT ={a € A; (adt)a =0 Vt € T}.

U slucaju A C U(g), AT je komutant skupa T C g© C U(g).
Ako je [ realna Liejeva podalgebra od g ili kompleksna Liejeva podalgebra od g®, sa Z(I)
oznacavamo centar algebre U(I); dakle, Z(I) = U(I)".



40 POGLAVLJE 2. SFERICKE FUNKCIJE

2.2 Strukturni teoremi o omotackoj algebri

Neposredne posljedice PBW—teorema su
U(g) = Um)U(a)U(E) = U(a)U(E) + nU(g),

Un(g) = Un(@) NU()U(t) + nUna(g), 1 €Zy.

Neka je P : U(g) — U(a)U(€) projektor duz potprostora nU(g). Za u € U,(g) je tada
deg P(u) < niwu— P(u) € nU,_1(g). U potprostor U(a)U(¢) uvodimo strukturu unitalne al-
gebre preko identifikacije sa U(a) ® U(¥). Pripadno mnozenje ozna¢imo sa e. Dakle,

<i azk‘l> ] <i bjhj) = i i aibjk:ihj, a;, bj S U(Cl), ki, hj S U(E)
i=1 j=1 i=1 j=1

Nadalje, U(a) identificiramo sa S(a). Buduéi da m i a komutiraju, mnozenje e se u
U(s) = U(a)U(m) C U(a)U(¥) podudara s obi¢nim mnoZenjem u algebri U(s).

Propozicija 2.2.1. (a) Ako je u € U,(g)%, onda su P(u) € Uy(s) i u — P(u) € nU,_2(g)n.
(b) Ako je u € U,(g)%, onda je P(u) € U,(g) NU(a)U ()M,
(¢) Restrikcija P|U(g)¥ je antihomomorfizam algebre U(g)X u algebru U(a)U(£)M, .

P(uv) = P(v) ® P(u), u,v € U(g)¥.

(d) Ako je v € Z(g), onda je P(u) € Z(s) = U(a)Z(m) i restrikcija P|Z(g) je homomorfizam
algebre Z(g) u algebru Z(s).

Dokaz: (a) Imamo g€ = n® 4+ sC + 0%, pa slijedi U(g) = U(s)U(n) + nU(g). Neka je
Q@ :U(g) — U(s)U(n) projektor duz potprostora nlU(g). Tada ocito vrijedi:

weln(g) = Qu)€Un(g) NUB)UM).

Neka je u € U(g)®. Potprostori nU(g) i U(s)U(n) od U(g) su invarijantni u odnosu na sve operatore
ad H, H € a, pa za svaki H € a vrijedi

[Qu), H] = [Q(u) — u, H] € U(s)U(w) N nU(g) = {0}.
Prema tome, vrijedi
Qu) eUEUMNU@)* 1 u—Qu) enl(g)NU(g)"
Dokazat éemo sada da vrijedi
UUm)NU(@)*=U(s) i aU(g)NU(g)" € nU(g)n.

Nekaje {Hi,..., Hy,} bazaod s, Ry = {a1,...,an}, X; € g§\{0}iV; € g, \{0} zai=1,...,n.
Tada je {X1,..., X, H1, ..., Hp, Y1, ..., Y} baza od g. Prema PBW—teoremu tada je

{ulp,7,q); p,aeZl, r € Z}}

baza od U(g), gdje smo za p = (p1,...,pn) €ZL, r = (r1,...,1m) €ZT iq=(q1,...,qn) €L
stavili
u(p,r,q) = X{" - XprH - Hpr Y™ - Y
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Nadalje, uz oznaku |p| = p; + -+ + p, tada je

{ulp,r,0); p.q €Z, r € Z}, |p| > 1}
baza od nU(g),
{u(0,r,q); r€ Z, q€ Z}
je baza od U(s)U(n) i

{ulp,7,9); g€ Z, reZ?, p| >1, |¢q| > 1}

je baza od nU(g)n. Za p € Z stavimo

ba = Z PiQ;.
i=1

Kako su ay,...,q, pozitivni korijeni, oc¢ito vrijedi pala = 0 ako i samo ako je p = 0, tj.
plz---:pnzo.
Neka je v € nU(g) N U(g)®. Za neke ¢(p,r,q) € C tada imamo

v = Z C(p> T, q)u(p> r, q)

P,q,7, |p|>1

Sada za proizvoljan H € a dobivamo

0 = [H, 'U] = Z (pOé - qa)(H)C(pa r, q)U(p, r, q)

P,q,7, |p|>1

Stoga je
(pae — qo)(H)e(p,r,q) =0 Vp,q,r, |p|=>1, Hc€a.

Pretpostavimo da je c¢(p,r,0) # 0 za neke p,r, |p| > 1. Tada slijedi da je paja = 0, a to je
nemoguce. To pokazuje da je v € nU(g)n. Time je dokazana inkluzija nU(g) N U(g)* C nU(g)n.
Neka je sada v € U(s)U(n) N U(g)®. Tada za neke a(r, q) € C vrijedi

v= Z a(r,q)u(0,7,q).

7‘7q

Za proizvoljan H € a tada kao prije nalazimo da je (qa)(H)a(r,q) = 0 Vr,q, pa slijedi a(r,q) =0
za q # 0. To pokazuje da je v € U(s), odnosno, dokazana je inkluzija U(s)U (n)NU(g)* C nU(g)n.

Iz dokazanog slijedi da za u € U,(g)® vrijedi Q(u) € U,(s) i u— Q(u) € nU(g)n. Ali zbog
inkluzija U(s) C U(a)U(%) i nU(g) 2 nU(g)n za svaki u € U(g)® vrijedi P(u) = Q(u). Time je
dokazana tvrdnja (a).

(b) Za svaki m € M potprostori nU(g) i U(a)U(€) od U(g) su (Adm)—invarijantni. Stoga
vrijedi

P((Adm)u) = (Adm)P(u) VueU(g) i Vme M.

Za u € U(g)X je (Adm)u = u za svaki m € M, pa zakljucujemo da je P(u) € [U(a)U(B)]M =
= U(a)U(B)M. Kako je ocito P(U,(g)) C U,(g), slijedi tvrdnja (b).

(¢) Neka su u,v € U(g)®. Prema (b) su P(u), P(v) € U(a)U(8)™, pa mozemo pisati

P(u) = Zalk‘z 1 P(’U) = ijhj za neke ai,bj € U(Cl) 1 k‘i, hj € U(E)M
i J
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Stoga je

uv — P(v) e P(u) = uv — Z bja;hjk; = uv — Z abjhjk; = uv — Z a; P(v)k; =
1,J 1,3 i

—uv—Zalvk‘%—Zalv— k—uv—Zazkv%—Zalv— ki =
’U—I-ZGZ’U— )ki € nU(g) + U(a)nU(g).

Bududéi da a normalizira n, vrijedi U(a)n = nU(a), pa slijedi uv — P(v) @ P(u) € nU(g). Stoga je
P(uv — P(v) @ P(u)) = 0, odnosno, P(uv) = P(P(v) e P(u)). Kako je P(v) e P(u) € U(a)U(t),
vrijedi P(P(v) e P(u)) = P(v) ® P(u). Dakle, P(uv) = P(v) ® P(u).
(d) Kako je Z(g) C U(g)X nU(g)%, iz (a) i (b) za svaki u € Z(g) dobivamo
(

P(u) € U(s)NU(@)U®M = U(a)Um)M = U(a)Z(m) = Z(s).

Stoga je prema (c) restrikcija P|Z(g) je antihomomorfizam sa Z(g) u Z(s). No kako je algebra
Z(s) komutativna, to je homomorfizam.

Sasvim analogno propoziciji 2.2.1. dokazuju se tvrdnje (a), (b) i (¢) sljedeéeg teorema. Tvrdnje
(d) i (e) predstavljaju teorem o Harish—Chandrinom izomorfizmu.

Teorem 2.2.2. Neka je | kompleksna reduktivna Liejeva algebra, b njena Cartanova podalgebra,
R = R(l,b), Ry neki izbor pozitivnih korijena, W = W(R) Weylova grupa sistema korijena R.

Stavimo |
=2 Sa, 0=, =Y 1,

acRy acRy acRy

(a) Za svaki u € U(I) postoji jedinstven v'(u) € U(h)U(n™) takav da je u—~'(u) € ntU(I). Ako
je u € Uy(l), onda je ~'(u) € U, () NU(Hh)U(n™).

(b) Ako je u € U,()?, onda vrijedi v'(u) € U,(b) i u —~'(u) € ntU,_1(H)n~.
(¢) uw v (u) je homomorfizam sa Z(I) uw U(h) = S(h).

(d) Neka je v € Aut(U(h)) definiran sa v(H) = H + p(H) za H € . Tada je v = o/
izomorfizam sa Z(1) na S(h)V neovisan o izboru R, .

(e) Za svako n € N restrikcije preslikavanja v i v su bijekcije sa Z,(1) \ Z,-1() na
Su(m)W N\ Su-1(0)". Pri tome je Z,(1) = Z(1) N Un(1).

Teorem 2.2.2. primijenit ¢emo u dvije situacije:

1. [ = s®, a ulogu Cartanove podalgebre h od [ preuzima uz prijasnje oznake h¢. Tada imamo
R(s%, %) = R°, a ulogu p iz teorema preuzima py. Za u € U(s) neka je v} (u) jedinstven element
iz U(h)U(ny) takav da je u — 4 (u) € ng U(s). Tada je u — ) (u) homomorfizam sa Z(s) u S(h).
Neka je ¢y € Aut(S(h)) definiran sa o(H) = H + ,Oo(H) za H € hC. Stavimo ~o(u) = o (74 (u))
za u € Z(s). Tada je v izomorfizam Z(s) na S(h)"o, gdje je Wy Weylova grupa sistema korijena
R, tj. podgrupa od W, = W(R) generirana refleksijama o,, a € R°.

2. [ = g%, a ulogu bh ponovo preuzima uz prijasnje oznake h*. Sada je R = R(g®, h%) a ulogu
p preuzima p.. Za u € U(g) sa 7/(u) oznacavamo jedinstven element iz U(h)U(n™) takav da je
u—7'(u) € ntU(g). Tada je u — +'(u) homomorfizam sa Z(g) u S(h). Neka je b € Aut(S(h))
definiran sa (H) = H + p.(H) za H € h°. Stavimo li v(u) = ¥ (7/(u)) za u € Z(g), preslikavanje
7 je izomorfizam sa Z(g) na S(h)"
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Propozicija 2.2.3. Vrijedi v'(Z(g)) C v(2(s)). Preciznije, za u € Z(g) je v'(u) = v (P(u)).
Posebno, restrikcija P|Z(g) je injektivni homomorfizam sa Z(g) u Z(s).

Dokaz: Imamo n® = nf +n%in~ =ny +0°. Zau € Z(g) je P(u) € Z(s)iu—P(u) € n°U(g).
Nadalje, 75(P(u)) € S(h) i P(u) — v, (P(u)) € nfU(s). Stoga je

u—0(P(w)) = (u = P(u)) + (P(u) = %(P(u))) € n°U(g) +nfU(s) C n*U(g),
pa slijedi vo(P(u)) = 7' (u).
Lema 2.2.4. p[t=0.

Dokaz: Za m € M stavimo w(m) = (Adm)|n. Kako je grupa Ad M kompaktna, slijedi
det m(m) = £1 za svaki m € M. Odatle zbog neprekidnosti za svaki H € ti svaki t € R vrijedi

1 =det w(exp tH) = det etm(H) — otTrm(H) _ 2tp(H)
Deriviranjem u nuli slijedi p(H) = 0.

Definiramo sada automorfizam u — u* algebre U(s) sa X* = X za X e mi H* = H + p(H)
za H € a. Prema lemi 2.2.4. tada je H* = H + p(H) za svaki H € h*. Neka je pu : Z(g) — Z(s)
injektivni homomorfizam definiran sa

p(u) = P(u)*,  ue Z(g).
Lema 2.2.5. Za v € Z(s) je v,(v*) =4 (v)*.

Dokaz: Neka je R} = {o1,...,ax}, {Hi,..., Hy} baza od h® i zasvakii = 1,...,k izaberimo
X;egi \{0}iY; €9, . Zap,qeZt ireZ} stavimo
U(pr.q) = XD XPH] - Y Y
k

Tada je {v(p,r,q); p,q € Z%, r € Z7T} baza od U(s). Za v € Z(s) kao u dokazu propozicije
2.2.1. tada je

v="Y_ alpr.qu(pr.q) zaneke a(p,r.q)€C

p,q,7, px=qcx
1 iImamo
W)= > a(0,7,0)0(0,7,0) = > a(0,r,0)H]* - Hyr.
rezm rezm
Odatle je

@) =" a(0,r,0)(Hy + p(H1))™ -+ (Hy + p(H))'™

rezy
S druge strane, imamo
V= D alpr @)X X (Hy o p(H)) - (o p(H)) Y Y
p,q,T, pa=qo

pa dobivamo
W) =" a(0,r,0)(Hy + p(H1))™ -+ (Hu + p(Hu))'™.

rezy

Dakle, yo(v)* = 75(v").
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Lema 2.2.6. Za u € U(h) je vo(u*) = vo(u)* = ¥(u).
Dokaz slijedi neposredno iz jednakosti p. = pg + p.
Propozicija 2.2.7. Za z € Z(g) je yo(u(z)) = v(2).

Dokaz: Zbog lema 2.2.5. 1 2.2.6. i zbog propozicije 2.2.3. imamo redom:

Y0(1(2)) = o (7 (P(2)7)) = tho (10(P(2))") = ¢ (%(P(2))) = ¥(¥/(2)) =(2).
Iz tvrdnje (e) teorema 2.2.2. i iz propozicija 2.2.7. i 2.2.3. neposredno slijedi:
Propozicija 2.2.8. Za svaki z € Z(g) je deg P(z) = deg u(z) = deg z.

Neka je r = [W, : Wy]. Iz Chevalleyevog teorema o invarijantama konacne grupe generi-
rane refleksijama znamo da je S(h)"o slobodan S(h)"e—modul ranga r i ima S(h)"e—bazu
p1 = 1,pa, ..., pr sastavljenu od homogenih elemenata. Odatle i iz teorema 2.2.2. i propozicije
2.2.7. slijedi:

Propozicija 2.2.9. Postoje v = 1,v9,...,v,. € Z(s) sa svojstvima:
(a) Yo(v1),...,7(v,) su homogeni elementi od S(h)"o.

(b) Za svaki v € Z(s) postoje jedinstveni zy, ..., z. € Z(g) takvi da je

T

v = Z w(z)v;.

i=1
Nadalje, deg z; + deg v; < degv zat=1,...,7.
U daljnjem ée stalno C oznaéavati negativnu Weylovu komoru u a i C njen zatvarac:
C={Hea a(H) <0 Va e X}, C={H€ca a(H) <0 VaeX,}.
Nadalje, stavljamo
A_=expC, A_=expC, C,=-0C, Cr=-C, A =expCy, A;=expC,.
Za svaki a € ¥, definiramo funkcije f£: A_ — C sa

1
+
H) = ————— HeC.
fa (eXp ) e_a(H)j:la €

Neka je Fy algebra nad C (bez jedinice) generirana sa {fF; a € ¥, } i F = Fy + C1.

Lema 2.2.10. Neka sua € Xy 1 X € go i neka suY € ¢ 1 Z € p takvi da je 3(X) =Y + Z.
Tada vrijedi

X =2(fF(a) + fF(a)fr (@) (Ada™)Y = 2f(a) fy (@)Y VaeA_.

Dokaz: Neka je H € C, a = expH € A_ it = «o(H). Imamo X + J(X) = 2V, tj.
IX)=2Y — X, paje

(Ada~1)Y = %((Ada‘l)X + (Ada~1)9(X)) = %(e_lX +ed(X)) = %(e_l — X 4oV
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Dakle,
X —

Odatle slijedi tvrdnja leme jer je

Q(f;’(a)+f;’(a)f;(a)) = e—t2_|_1 (1+ 1 ) - e—22(:_—1 a :

2 (@) () = —o =

e~2t —1 et —et

Lema 2.2.11. Neka je u € U,(g). Postoje z;,z; € U(%), hj € Up_1(a), f; € Fo, 1 < j < p, takvi
da je

)+ ij [(Ada™)a,lhjzj  Yae A_.
Dokaz provodimo indukcijom po n € Z,. Za n = 0 tvrdnja je trivijalna. Neka je u € U,,(g),

m € N, i pretpostavimo da je lema dokazana za n < m — 1. Imamo u — P(u) € nU,,_1(g), pa
postoje fB1,...,8, € Xy, Xj €95, zaj=1,...,5iv,...,0s € Up_1(g), takvi da je

= ZXj’Uj.
j=1
Po lemi 2.2.10. postoje g;,g; € FoiVj €, 1 < j < s, takvi da je

X; = gj(a)V; + gj(a)(Ada™")V; za 1<j<s i VaeA_.

Odatle je za svaki a € A_

s

w—=P(u) =" (9;(a)Vjv; + gjla) [(Ada™") V] ;) =

J=1

»

= (9;(@)[V;. 0] + g;(@)v;V; + gj(a) [(Ada™) V] v;)

Jj=1

Sada jo§ samo treba primijeniti pretpostavku indukcije na [V}, v;] € Uy,—1(g) 1 na v; € Uy,—1(g).

U sljedecoj lemi sa u — u° je oznacen automorfizam algebre U(s) koji je invers automorfizma

*

ut—u.

Lema 2.2.12. Neka su vy = 1,vy,...,v, € Z(s) elementi iz propozicije 2.2.9. Za svaki u € U(g)
postoje xj,y; € U(E), wj € X211, Z(@)vf i fj € F, 1 < j < p, takvi da je

u = Z fi(a) [(Ada™) z;] wyy; VYa e A_.

Dokaz provodimo indukcijom po deg u. Ako je deg u = 0 tvrdnja je o¢ita: mozemo uzeti
p=1, fi=1 2, =y =1, w; =u € C. Pretpostavimo da je n € N i da je tvrdnja leme dokazana
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ako je deg u < n — 1. Neka je deg u = n. Tada je u — P(u) € nU,_1(g) i P(u) € U,(g) NU(a)U(¥).
Prema tome je

p
P(u) =Y hikj,  h; €U(a), kj €U(E), deg h;+degk; <n.
j=1
Prema propoziciji 2.2.9. postoje uj, € Z(g), 1 <k <r, 1 <j <p, takvi da je
h; = ZP(Ujk)*Uk i deg ;i + deg vy < deg h;.
k=1

Tada je

pa nalazimo
T

hy =Y g = Y (P(uj) — ujp)vp € nU(g).
k=1

k=1
Odatle je
p r P T
P(u) — Z Zujkv,jk‘j = Z <hj — wa,ﬁ) k‘j € nUn_l(g),
j=1 k=1 j=1 k=1
pa dobivamo
P r
u— Z Z ujpvek; € nU,—1(g).
j=1 k=1

Stoga postoji ¢ € Nizai=1,...,q postoje f; € X1, X; € gg, 1 8; € Up—1(g) takvi da je
p r q
u = Z Zujkv,‘;k‘j + ZXZ'SZ'.
j=1 k=1 i=1
Prema lemi 2.2.10. postoje Y; € €1 g;, f; € Fogza 1 <1i < ¢ takvi da je
Xi = gi(a)Y; + fi(a) (Ada™") Y; Va e A_.
Odatle nalazimo da za svaki a € A_ vrijedi
p r q
u= Z Z ujpvpk; + Z (fila) [(Ada™) Y] s; + gi(a) [V, 5] + gi(a)s;Y7) -
j=1 k=1 i=1

Lema slijedi primjenom pretpostavke indukcije na s; € U,—1(g) i na [Y;, si] € U,-1(g).
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2.3 Sfericke funkcije i radijalni dio diferencijalnog opera-
tora

Iz ¢injenice da je zatvaraé Weylove komore C' fundamentalna domena za djelovanje Weylove
grupe W = W(g,a) na a i da se u tom djelovanju grupa W identificira s kvocijentnom grupom
M'/M, gdje je M' = Nk(a) = {k € K; (Adk)a = a}, izvodi se da je G = KA_K. Stavimo
G_ = KA_K. To je otvorena podmnogostrukost od GG gusta u GG. Nadalje, nije tesko vidjeti da ako
su ky, k), ky, Ky € K ia,d € A_ takvi da je kiaky = Ka'kly, onda je a = o’ 1 k7K, = kok, ™ € M.
Napokon, vrijedi G_.NA=A"=exp o, gdjejed ={H € a; a(H) #0 Va € 3}.

U daljnjem su stalno 71 i 7, neprekidne reprezentacije grupe K na kona¢nodimen-
zionalnim kompleksnim vektorskim prostorima V; i V5. Stavljamo

T =(71,T2), X (1) = Homc(Va, Vi) = Hom(Va, V7).
Xo(1) = Hompy (Vo, Vi) ={T € X(1); mi(m)T = T1o(m) Ym € M}.
Za funkciju F' € C*(G, X (7)) kazemo da je T—sfericka funkcija na grupi G ako vrijedi
F(kyzke) = 1 (k1) F (x)712(ko) Vki, ko inK 1 VreG.

Sa C'°(G) oznacavamo prostor svih 7—sferickih funkcija na grupi G. Bududi da je G_ otvorena
gusta podmnogostrukost od G, restrikcija F' — F|G_ je linearna injekcija prostora C°(G) u
prostor

C;_)O(G_) = {F € COO(G_,X(’T)); F(k‘ll’k‘g) = Tl(kil)F(l’)Tg(k‘g) kal, ke € KiVx € G_}
Nadalje, stavimo
C=(A_) = C™(A_, Xo(r)).
Propozicija 2.3.1. Restrikcija F' — F|A_ je izomorfizam vektorskih prostora sa C>°(G_) na
C*(A_). Posebno, restrikcija F' — F|A_ je linearna injekcija prostora C°(G) u prostor C°(A_).
Dokaz: Za F' € C*(G_), a € A_im € M imamo
F(a)m(m) = F(am) = F(ma) = 11(m)F(a).

To pokazuje da je F(a) € Xo(7), dakle, F' — F|A_ je linearan operator sa C°(G_) u C>®(A_).
Taj je operator injektivan jer je G- = KA_K. Neka je f € C®°(A_). Ako su ki, k], ko, k) € K i
a,a’ € A_ takvi da je kyaky = Ka'kl, ondaje a = a' im = k7 'k, = kok}, ™' € M. Tada je k| = kym
i ko = mkl, pa nalazimo

(k) f(a)ma(ky) = 71 (k1) 71(m) f(a)2(ky) = mi(k) fa)ra(m)ma(ky) = 71 (k1) f(a)Ta(k2).
To pokazuje da mozemo definirati funkciju F': G_ — X (1) ovako
F(k‘lak‘z) = 71(k1)f(a)7'2(k‘2)> ki, ke € K, a€ A_.

Tada je ocito F' € C°(G_) i F|A_ = f. Time je dokazano da je F' +— F|A_ surjekcija sa C°(G-)
na C2(A-).

Ako je F' C*°—funkcija na otvorenoj podmnogostrukosti od G i X € g, definiramo C'*°—funkciju
XF sa

(XF)(y) = L Fyesp tX)|

To se djelovanje Liejeve algebre g prosiruje na U(g). Na taj na¢in za svaki otvoren podskup O C G
svaki element u € U(g) postaje diferencijalni operator na C'*°(O) reda deg u.



48 POGLAVLJE 2. SFERICKE FUNKCIJE
Lema 2.3.2. Za F € C*(G-), u e U(g), ki,ks € K i x € G_ vrijedi
(uF)(k‘ll’k‘g) = ’7'1(/{51) ([(Ad k‘g) u] F) (l’)’Tg(k‘g).

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je v = X;--- X,, za neke Xi,...,X, € g. Tada imamo
redom

0 0
(uF)(kyzke) = — -+« =—F(kyzka(exp t1X41) - - - (exp t, X)) =
oty Ot,, ==ty =0
0 0
= — - —F(kix(exp t1(Ad ko) Xy) - - - (exp tn(Ad ko) X, ) k2) =
oty Ot,, ==ty =0
0 0
- ... _Tl(kl)F(k‘ll’(eXp tl(Ad kz)Xl) s (eXp tn(Ad k2)Xn))T2(k2) =
ot, ot et~

= 711(k1) ([(Ad ko) Xi] - - - [(Ad ko) X, | ') (2) T2(k2) = T1(k1) ([(Ad ko) u] F) (2)72(k2).

Odatle neposredno slijedi:

Propozicija 2.3.3. Za F € C>*(G_) iu € U(g)X je uF € C*(G_). Drugim rijecima, C=(G_)
je lijevi U(g)® —modul.

Zbog propozicija 2.3.1.1 2.3.3. za svaki u € U(g)® postoji jedinstven linearan operator
Qr(u) : CF(A-) — C2(A-) takav da je

O, (u)(FIAL) = (WF)|A_  VF € C®(G_).

Nadalje, €2, je unitalni homomorfizam algebre U(g)®X u algebru End(C>°(A_)) linearnih opera-
tora na prostoru C*®(A_). Operator €, (u) zovemo T—radijalni dio od u € U(g)¥X. Cilj je ovog
poglavlja da se dokaze da je 2, (u) diferencijalni operator na C>(A_) za svaki u € U(g)¥ i da je
tako definirano preslikavanje {2, homomorfizam unitalnih algebri.

U daljnjem sa D,(A_) ozna¢avamo unitalnu algebru linearnih diferencijalnih operatora s ana-
litickim koeficijentima na prostoru Xo(7)—znacnih funkcija na A_. Definirat ¢emo sada linearno
preslikavanje D, : U(a)U (€)™ — D, (A_). Prije svega, za svaku funkciju f € C°(A_) i za svaki
a € A_ definiramo preslikavanje F, : U(a) x U(®)™ — X(7) = Hom(Va, V;) ovako

Fio(h,v) = (hf)(a)m(v), heU(a), veUEM

Uoc¢imo da je slika tog preslikavanja sadrzana u Xo(7) = Homyp(Va, V1), Doista, ako je
f e C®(A_), tada je i hf € C*(A_), tj. (hf)(a) € Xo(T) za a € A_, pa za svaki m € M

vrijedi
T(m)Fra(h,v) = 1i(m)(hf)(a)r2(v) = (hf)(a)ra(m)T2(v) = (hf)(a)T2(v)T2(m) = Fya(h, v)72(m).

Prema tome, F, je preslikavanje sa U(a) x U(8)™ u Xy(7). To je preslikavanje bilinearno, pa
po univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta U(a) @ U(€)M ~ U(a)U(8)™ postoji jedinstveno
linearno preslikavanje @, : U(a)U (€)M — X,(7) takvo da vrijedi

s

Ora(u) =Y (hif)(@)m(vi)  za uw=» hwi, weUla), veU®

i=1 i=1
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Za svaki u € U(a)U (€)M i svaku funkciju f € C.(A_) preslikavanje a — ®;,(u) sa A u Xo(7) je
klase C*°. Tu funkciju oznacimo sa D, (u)f. Dakle,

s

(D (u)f)(a) = (hif)(a)a(vi) za f € Cr(AL), a€ A, u=> hwi, hi € U(a), v € U™

i=1 i=1

Kako je za svaki h € U(a) preslikavanje f — hf, f € C.(A_), element algebre D, (A_), iz
gornje formule se vidi da je D;(u) € D.(A_), odnosno, definirali smo linearno preslikavanje
D, :U(a)U(®)M — D, (A).

Lema 2.3.4. Preslikavanje D, : U(a)U(8)M — D,(A_) je antihomomorfizam unitalnih algebri;
pri tome je U(a)U(8)M algebra s mnozenjem e.

Dokaz: Nekasu f € C®(A_), h,h € U(a) i v,v' € U(®)M™. Stavimo f' = D,(h'v')f. Tada za
svaki a € A_ imamo f'(a) = (R f)(a)m2(v"), pa slijedi

(D7 (hv) D7 (W'v") f) (a) = (D-(hv) ') (@) = (hf")(a)m2(v) = (hh' f)(a) 72 (V)72 (v) =
= (W'hf)(a)r2(v'v) = (D-(K'h'v) f) (a) = (D;(h'v" @ hv) f) (a).
Dakle, D, (u; ® uz) = Dy (us) Dy (u1) Yy, uz € U(a)U(£)M.
Definiramo sada preslikavanje P, : U(g)X — D, (A_) sa
Pr(u) = D-(P(u)),  weU(g)".

Buduéi da je prema tvrdnji (¢) propozicije 2.2.1. P : U(g)X — U(a)U(£)M antihomomorfizam, iz
leme 2.3.4. neposredno slijedi

Propozicija 2.3.5. P, : U(g)X — D.(A_) je homomorfizam unitalnih algebri.

Teorem 2.3.6. Zan € N i za u € U,(g)¥ postoje f1,..., fp € Fo, A1,..., A, € End(Xo(7)) i
hi,..., hy, € Up_1(a) takvi da je

Q. (u) = Pr(u)+ Y fA4;Dr(hy).

Posebno, Q,(u) € Dy(A_) i vrijedi deg Q. (u) < degu Yu € U(g)X. Napokon, preslikavanje
Q, :U(g)® — D.(A) je homomorfizam unitalnih algebri.

Dokaz: Prema lemi 2.2.11. postoje x;,2; € U(), h; € Up—1(a) i f; € Fo, 1 < j < p, takvi da
je

p
u= P(u) + Z fia) [(Ada™") z;] hjz; Va e A_.
j=1
Kako je u € U(g)X, vrijedi P(u) € U(a)U (&)™, dakle, za svaki m € M i svaki a € A_ imamo

u = (Adm)u = P(u) + Z fi(a) [(Ada™) (Adm)a;] hi(Adm)z;. (2.1)

Neka je p € C°(A_) proizvoljna. Po propoziciji 2.3.1. postoji jedinstvena & € C'°(G_) takva da
je ®|A_ = . Po definiciji T—radijalnog dijela imamo

Q, (u)p = (uD)]A_.
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Za svaki a € A_ isvaki m € M prema (2.1) je
(u®)(a) = (P(u)®)(a) + Z fi(a) ([(Ada_l) (Adm):cj} h; [(Adm)z;] @) (a). (2.2)

Nadalje, za h € U(a) i v € U(E)M je (v®)(a) = ®(a)m(v), pa dobivamo
(hv®)(a) = (h®)(a)m2(v) = [D-(hv)(®|A-)] (a) = (Dr(hv)g) (a).
Kako je P(u) € U(a)U (€)M, slijedi
(P(u)®)(a) = (D-(P(u))p) (a) = (Pr(u)p) (a). (2.3)

Nadalje, za svaki j = 1,...,p, a € A_im € M vrijedi

([(Ada™) (Adm)z;] hy [(Adm)z] @) (a) = 71 (Adm)a;) (D-(h;)p) (a) 72 (Adm)z;) . (2.4)
Za dokaz te jednakosti mozemo pretpostaviti da je

(Adm)z; =X, Xz,  hj=H,---H, i (Adm)z=Yi---Y,

zaneke Xy,..., X, Y,...,Y, €€i Hy,..., H, € a. Tada uz oznake
0 0

0:28_81 ...E

d

dr

0

::a—/r’l

d
ds

4
dt

N
T

L9
oty

;
t1=0 t=0 s1=0 Sm =0 0 r1=0

imamo redom

([(Ada_l) (Adm):cj} h; [(Adm)z;] @) (a) =

d| d d
=5 %l 7 i} (a(exp t1(Ada™")X1) - - (exp tp(Ada ") Xy)(exp s1Hy) - - - (exp Sy Hoypn)(exp 71Y7) - - - (exp Tng)) =
o ds|o drg
d| d d
=% ol & D ((exp t1X1) - - - (exp tp Xk )a(exp s1H1) - - (exp S Hp)(exp r1Y1) - - (exp 7,Yy)) =
|y ds|y dri,
d|l d
= —| | | Tilexp t1 Xy -exp tx Xy )P (a(exp s1H1) - (exp sy Hp)) T2(exp r1Y1 -+ -exp 1Y) =
dt|, ds|, dr|,

=71 (Xi - Xp)(Hy - Hp®)(a)a(Ya - - Ye) = 1 ((Adm);) (h; @) (a) 72 ((Adm)z;) .

Odatle slijedi jednakost (.4), jer je (h;®) (a) = (h;p) (a) = (D-(h;)¢) (a). Sada iz (2.3) i (2.4)
slijedi

Q- (u)p) (a) = (u®)(a) = (Pr(u)p) (a) + Z fila)m ((Adm)z;) (D-(hy)p) ()72 (Adm)z;) .

Ovu jednakost integriramo po Adm u odnosu na normiranu Haarovu mjeru g na kompaktnoj
grupi Ad M ~ M/Z, pa dobivamo

Q- (u)p) (a) = (Pr(u)p) (a) + ij(a) /A 71 ((Adm)x;) (D-(hy)e) (a)7a (Adm)z;) du(Adm).

(2.5)
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Definiramo sada linearne operatore Ay, ..., A, : Xo(7) — X(7) ovako:
AT = /A 1 (Adm)a) T (Adm)z) du(Adm), T € Xofr)
Zasvakin € M iT € Xy(7) tada imamo
() A Try(n) = /A () (Adm)e) T (Adm)=) ra(n”)du(Adm)
Medutim,

71(n)1 ((Adm)z;) = Tl(n)ﬁ(m)ﬁ(:cj)ﬁ(m_l) = 11 (nm)7(x;)m ((nm)_l) T1(n) =
=71 ((Adnm)z;) 1 (n) = 71 ((Adn)(Adm)x;) 71 (n)
i, sli¢no,
72 ((Adm)z;) n(nt) = To(m)T2(2) T2 ((nm)_l) = Tg(n_l)Tg(nm)’Tg(Z’j)’Tg ((nm)_l) =
= n(n ) ((Adnm)z;) = (n N1 ((Adn)(Adm)z;).

Buduéi da je mjera p invarijantna i buduéi da je T € Xo(7) = Hom(Va, Vi), dobivamo

(n)A;Tra(n™!) = /AdM 71 ((Adn)(Adm)z;) 71 (n)Ta(n™ )7 ((Adn)(Adm)z;) du(Adm) =

— /AdMTl ((Adm)z;) Ty ((Adm)z;) du(Adm) = A;T.

To pokazuje da je A;T € X(7), odnosno, A; € End(Xy(7)). Sada iz (2.5) slijedi
p
(Q(u)p) (@) = (Pr(w)p) (@) + > fi(a)A; (D-(hy)) ().
j=1
Kako su ¢ € C;(A_) i a € A_ bili proizvoljni, time je dokazana jednakost
p
Qe (u) = Pr(u) + > fiA;Dr(hy).
j=1

Iz te jednakosti je jasno da je €, preslikavanje algebre U(€)X u algebru D,(A_) i da vrijedi
deg Q. (u) < deg u za svaki u € U(E)X. Iz definicije operatora Q.(u), u € U(g)¥, vidi se da
je preslikavanje u +— €. (u) linearno, a takoder da je to homomorfizam unitalnih algebri: za
uy,upg € U(g)X, za p € CF(A ) iza F € C®(G_) takvu da je F|A_ = ¢ imamo

Qr(uru2)p = Q- (ugug) (F1AZ) = (uque F)|A- =

— O () (s F) | A) = ()2, (u2) (FIA) = 2, ()2, (u2)p.

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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2.4 Razvoj sferickih funkcija

U daljnjem A identificiramo sa R C C* pomoéu karte dobivene preko baze {aq, . .., oy} sistema
korijena ¥ odredene izborom 3. Dakle, stavljamo

exp H = (a1(H),...,auH)), Hea

Uz oznake iz prvog poglavlja tada je A_ = R‘(0)i A_ = CI (]RZ(O)) . Neka je {H;, ..., H;} baza
od a dualna bazi {a1,...,a,} od a*. Identifikacija A sa R® moze se tada ovako zapisati:

t=exp(tiHy + -+t Hy), t=(t1,...,te) € R".
Za o € ¥4 imamo a = myaq + - - + myay, (ma,...,my) =m € Z4, pazat e A =RY0) imamo

1

fai(t) = 90$(9Xp (t1Hy + -+ teHy)) = e—(mit) +1°

Prema tome, fi se progiruje do funkcije iz H(C*(0)) koju oznacavamo istim znakom:

1

m, ZECZ(O)

falz) =

Tada je f¥ = (¢F)7 gdje je g funkcija iz H(D*) zadana sa

1 Zm

= Dt
cmtl 11 °F

g (2) =

Dakle, fE e H(CY0)). Nadalje, f¥(o0) = gai(O)A = 0. Prema tome, F postaje podalgebra od
H(CY0)), a za f € Fo je f(oo) =0, dakle, Fy C Hoo(CH(0)).
Uz uvedenu kartu na A imamo za 1 <i < /i p € C°(A) = C®(R") :

(H f)(t) = digp(exp (t1Hy + -+ -+ tyHy) exp sH;) = igp(tl,...,ti—l—s,...,tg) = (0;p)(1).
§ s=0 ds s=0
Prema tome, algebra U(a) identificira se s algebrom linearnih diferencijalnih operatora na H(C")
s konstantnim koeficijentima.
Iz ovog se razmatranja vidi da za u € U(g)® mozemo €. (u) shvatiti kao element od
D = D(C0), Xo(7)); nadalje, kako je Fo C Hoo(CH(0)), konstantni dio od Q(u) (tj. kompo-
nenta u P° u odnosu na direktni rastav D = D° + D) je upravo P;(u).

Neka su u daljnjem vy = 1,v9,...,v, € Z(s) izabrani kao u propoziciji 2.2.9.

Lema 2.4.1. Neka je D € D. Postoje Fy, ..., F, € H(C'(0), End(Xo(7))) i uz € Z(g), 1 < j < p,
1<k <r, takvi da je

P r
D =Y "> FiD:(0})Q (us).
j=1 k=1
Dokaz: Buduéi da je svaki D € D linearna kombinacija nad H = H(CH0), End(Xo(7)))
operatora s konstantnim koeficijentima, tj. H—linearna kombinacija elemenata iz U(a), u dokazu
mozemo pretpostaviti da je D = u € U(a), odnosno, D = D,(u). Nadalje, zbog holomorfnosti

gornju je jednakost dovoljno dokazati na funkcijama iz C>°(A_).
Neka je, dakle, p € C°(A_) i neka je & € C(G-) takva da je ®|A_ = ¢. Tada je

up = (u®)|A- = D-(u)p.
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Nadalje, za x € Z(m) i a € A_ imamo

(Drp)(a) = pla)ma(z) = 71 (2)p(a).

Po lemi 2.2.12. postoje @1, ..., 2p, Y1, ..., Yp € U(Y), wi,...,wp € 30 i  Z(@)05 1 f1,..., f €F
takve da je

U—ij [(Ada™") z;] w;y; Va € A_.

Za svakim € M isvaki a € A_ je tada
p
u=(Adm)u = Z fi(a) [(Ada™") (Adm)z;] w;[(Adm)y;).
Odatle kao u dokazu teorema 2.3.6. slijedi
(up)(a) = (u®)(a Z fila)m((Adm)x;)(w;®)(a)m2((Adm)y;), a€ A, me M.
7=1
Neka su uj, € Z(g), 1 <j <p, 1 <k <r, takvi da je

T T
_ § . o __ § o, .
k=1 k=1

Dobivamo

hS]

T

(up)(a) = Z fila)m((Adm)x;)(vujp®)(a)m2((Adm)y;), a€ A_, me M.

Medutim, v{ € Z(s) = U(a)Z(m) C U(a)U ()M, pa slijedi
= Z > i@ ((Adm)z;)[Dr (v)) (up®)|A-](a)r2((Adm)y;), a€ A, me M.

Nadalje, (u;x®)|A- = Q;(uj;)p. Dakle,

hS]

T

(up)(a) =) Y fila)n((Adm)z;)[Dr (o) (up )¢l (a)m2((Adm)y;), a €A, me M.

Jj=1 k=1

Sada kao u dokazu teorema 2.3.6. definiramo operatore B; € End(Xo(7)), 1 < j <p, sa
B,T = / T1((Adm)z;)To((Adm)y;)dpu(Adm), T € Xo(1) = Homp (Va, V7).
Ad M

Integracijom prethodne jednakosti po Ad M slijedi

up =Y > fiBiD(vR) Q0 (ujr)p

j=1 k=1

i time je lema dokazana.
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Teorem 2.4.2. Neka je J ideal i Z(g) konacne kodimenzije. Tada sistem jednadzbi
Q- (u)p =0, ueJ,
ima prosti singularitet u 0o.

Dokaz: Treba dokazati da je D/DS,(J) konacno generiran kao lijevi H—modul.

Neka je {ui,...,u,} baza direktnog komplementa od J u Z(g). Neka je T = DQ(J) lijevi
ideal u D generiran sa Q, (7). Neka je D € D. Po lemi 2.4.2. postoje F; € H(C(0), End(Xo(7)))
iujp € Z(g), 1 <j<p, 1<k<r, takvida je

D =Y "> FiD:(v})Q (us).

j=1 k=1

Stavimo A
Dy = D, (v;)Q-(u;) € D, 1<k<r 1<i<s.

Nekasucj, € C,1<j<p, 1 <k<r 1<1i<s, takvida je
Ujk—zcjkiuiGJ, 1<7<p, 1<k<r.
i=1

Uz oznake

p
Fki:ZCjkiFjEﬂ, 1§k5§fra 1§Z§S,
j=1

Imamo

D=3 > FiuDi =

k=1 i=1
P T

= FiD () (uje) = > > ) i by D (0)9(us) =

J=1 k=1 j=1 k=1 i=1
p r s

= Z Z F;D.(v;)2: <ujk - Z Cjki“i) €l
j=1 k=1 i=1

Prema tome, lijevi H—modul f)/I generiran je sa {Dy; +Z; 1 <k <r, 1<i<s}.

Za ideal J u Z(g) kona¢ne kodimenzije stavimo
7(G) ={F € CX(G); uF =0 Yue J}.

Za svaku funkciju I’ € C2°/(G) njena restrikcija F|A- € C*(A_) po definiciji preslikavanja 2,
zadovoljava

Q- (u)(F|A) =0 Yue J.
Neka je ponovo Z = DQ,(J) lijevi ideal u D generiran sa Q. (7). Prema propoziciji 2.3.1. za svaku
funkciju F' € C2%(G) postoji jedinstvena funkcija f € V(CY0),7) takva da je f|[A_ = F|A_i
tako definirano preslikavanje F' — f je linearna injekcija sa C, 7(G) u V(C*(0),Z). Primijenit
¢emo sada rezultate o sistemima linearnih parcijalnih jednadzbi u kompleksnom podrucju. Prije
svega, identificiramo a* sa C! tako da stavimo

¢
z=1(z1,-..,20) :Zziai.
i=1
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Stavimo
L =7"= spang ¥ i L, = Zi = spang., Y.

Tada uz oznake iz prvog poglavlja za A, 1 € a*® imamo
A~ = A—pelL i A>pu <<= A—pel;.
ZakeZ' =Ly, k= (ki,.... k)= 2195@ ki, iza H € a stavimo
a(H) = aq (H)F - - ap(H)™.

Kao i prije, sa C' je oznacena negativna Weylova komora u a u odnosu na . Nadalje, za ¢ € R
uvodimo oznaku
C.=Cl(R'(s)) ={H €a; ay(H) <e, 1<i<(}
Tada je
Co=C 1 cC=Jc.
e<0

Iz rezultata o diferencijalnim jednadzbama u kompleksnom podrucju slijedi:

Teorem 2.4.3. Neka je J ideal u Z(g) konacne kodimenzije. Tada postoje medusobno integralno
neekvivalentni ji; € aC N ez, i Apjikem € Xo(7) = Hompy (V2, V1), 1 < j <1, mk € 75,
|m| < N, takvi da vrijedi:

(a) Redovi
DA 1<i<r, meZi, |m[<N,
kezt

konvergiraju apsolutno za H € C i uniformno na svakom C., € < 0.

(b) Za svaki H € C i svaku funkciju F' € C2°(G) je

F(exp H) = e?H) Z Z a(H)metiH) Z ek(H)A“ﬁk,m

J=1 meZt , |m|<N keZf

ZaX € @ N\Uygye (uy+Ly) izam € 22, [m| < N, stavimo Ay = 0. Za funkeiju F € €2 (G)
definiramo

F(exp H) = ) Z a(H)meMD A, Hea, Mea®
mGZﬁ, Im|<N
Elementi skupa
E(F) = {A e a; Fy #0}

zovu se eksponenti sfericke funkcije F. Ocito vrijedi

F = ZF,\ na A_.
)

NeE(F

Oznacimo sa E°(F') skup svih minimalnih elemenata od E(F') u odnosu na uredaj > . Elementi
od E°(F) zovu se vodeéi eksponenti sfericke funkcije F, a funkcije Fy, A € E°(F), zovu
se vodeci c¢lanovi od F. Primijetimo da su pojmovi malo drugacije definirani nego u prvom
poglavlju zbog faktora e”. Nadalje, primijetimo da je oé¢ito skup E°(F") konacan.
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2.5 Indicijalni moduli

Neka je F' 7—sfericka funkcija na G. Kazemo da je F' Z(g)—konacna ako je {uF'; u € Z(g)}
kona¢nodimenzionalan prostor, odnosno, ekvivalentno, ako je

Jr = {u € Z(g); ul' =0}

ideal u Z(g) konacne kodimenzije. Dakle, I je Z(g)—konacna ako je F' € C7°/(G) za neki ideal
J u Z(g) konacne kodimenzije.

Lema 2.5.1. Neka je F' Z(g)—konacna T—sferiska funkcija na G. Tada je F analiticka funkcija
na G.

Dokaz: Funkcija F' je K—kona¢na i Z(g)—konacna, pa je i U(€)Z(g)—konacna, tj. prostor
{uF; v € U®)Z(g)} je konacnodimenzionalan. Neka je {X;,..., X,,} baza od g takva da je
{Xq,..., Xx} baza od € {Xj11,...,X,} baza od p i (X;|X;)y = J;;. Stavimo

n k n
A:ZXE, W1:ZXZ-2, wgz—wl—l—ZXf.
Tada su we € Z(g) iw € Z(8), paje A =ws+ 2w € Z(8)Z(g) C U(£)Z(g). To znadi da je niz
(AVF) ez, linearno zavisan, odnosno, postoje m € Ni ¢y, ..., ¢, € C takvi da za

D=A"4) cA™
i=1
vrijedi DF' = 0. Medutim, lako se vidi da je u svakoj analitickoj karti na G linearni diferencijalni
operator D elipticki s analitickim koeficijentima (u stvari, oko svake tocke postoji analiticka karta
u kojoj je to elipticki linearni diferencijalni operator s konstantnim koeficijentima). Prema tome,
funkcija F' je analiticka u svakoj analitickoj karti na GG, odnosno, F' je analiticka funkcija na G.

Neka je u daljnjem J ideal u Z(g) konacke kodimenzije i Z = DQ.(J) lijevi ideal u
H = H(C0), Xo(7)). generiran sa Q,(J). Proucit ¢emo poblize indicijalni modul pridruzen
idealu Z i ustanoviti vezu izmedu vodecih eksponenata od F' € C7°/(G) i ideala J.

Zbog kratkoce stavimo X = Xo(7) = Homp(V2, V1) i neka je A = End(X)[Y1,. .., Y| algebra
polinoma u ¢ varijabli s koeficijentima iz End(X); pri tome je ¢ = dim a. Neka je o : D— A
epimorfizam iz odjeljka 1.8. s jezgrom D'. Po definiciji indicijalni modul pridruzen idealu Z je
C[Y1,...,Y,J—modul A/o(Z). Neka je kao i prije {Hy, ..., H;} baza od a dualna bazi {aq, ..., as}
od a*. Tada H; < Y; inducira identifikaciju algebre U(a) s algebrom C[Y1,...,Y}], pa se algebra
A identificira sa End(X) ® U(a).

Prostor X = Homy(Va, Vi) je Z(m)—modul u odnosu na djelovanje

v-T =7)T =Trv), v e Z(m).
Doista, v - T je linearni operator sa Vo u Vi i zam € M je
i(m)(v-T)=n(m)n(v)T =7 ()T (m)T = 1 (v)T(m) = (v-T)m(m).

Nadalje, lako se provjeravaju svojstva Z(m)—modula. Ozna¢imo sa 7 pripadnu reprezentaciju od
Z(m) na prostoru X, odnosno, 7 : Z(m) — End(X) je pripadni unitalni homomorfizam definiran
sa 7(v)(T)=v-T. Sada i End(X) postaje Z(m)—modul u odnosu na djelovanje

v-A=At(v), veZ(m), Ac EndX).
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Nadalje, Z(s) = U(a)Z(m) je Z(m)—modul u odnosu na mnozenje. Formirajmo sada tenzorski
produkt End(X) ®zm) Z(s). Imamo identifikaciju vektorskih prostora:

End(X) ®zm 2(s) = End(X) ® Z(s)/W

gdje je
W=span{v-A®u—A®@vu; Ae€ End(X), ue Z(s), ve Z(m)}.

Kako je Z(s) = Z(m)U(a) ~ Z(m) ® U(a), ocito postoji izomorfizam vektorskih prostora
d: End(X)®U(a) = End(X) @zm) Z(s), takav da vrijedi

P(ARI) =AR@zwm h, A € End(X).
Zasvakiu € Z(s) je (A,u') — A®uu’ bilinearno preslikavanje sa End(X)x Z(s) u End(X)® Z(s),
pa se pomocu univerzalnog svojstva tenzorskog produkta lako vidi da postoji (i jedinstvena je)
struktura Z(s)—modula na End(X) ® Z(s), takva da je
u-(Aeu)=A®u, u,u' € Z(s), A€ End(X).
Nadalje, potprostor W je Z(s)—podmodul, pa i kvocijentni prostor

End(X) ®zm 2(s) = End(X) ® Z(s)/W

postaje Z(s)—modul. Pomocu izomorfizma ® ta se struktura Z(s)—modula prenosi na vektorski
prostor End(X) ® U(a). Tada ocito vrijedi

(vh)- (A K) = (v-A) @ hh' = AT(v) @ hIV, Ae End(X), veZm), hh e€U(a).

Propozicija 2.5.2. Indicijalni modul pridruzen idealu T je kao U(a)—modul izomorfan modulu

End(X) @zm) (2(5)/(Z(s)P(T))) -

Dokaz: Uz prethodne identifikacije o je epimorfizam D na End(X) ®z(m) Z(s). Po teoremu
2.3.6. imamo
o(Q(u)) = o(Pr(u)) Yu € Z(s).

Dakle, ako za u € Z(g) stavimo

onda je
7(2(u)) = = 7(v)) @z(m) hj = 1 @z(m) Zvjh =1 ®z(m Plu).
7=1

Prema tome, vrijedi o(Q-(J)) = 1 ®zwm) P(J). Stoga je
S(Z) = (End(X) @zm) 2(s)(1 @zm) P(T)) = End(X) @z (2(s)P(T)).
Odatle slijedi

Afo(T) = [End(X) ®z(m 2(5)] / [End(X) @z(m) (£(s)P(1))] = End(X)®zm[Z(s)/(Z(s)P(T))]
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Za konaénodimenzionalni U(a)—modul Vi za A € a** stavimo
Voy=1{veV; (H—-AH))"™Yy=0 VH € a}.

Tada su V() U(a)—podmoduli od V i vrijedi
V=Y +Vu
y

Prisjetimo se definicija * i p iz odjeljka 2.2. Preslikavanje u +— u* je jedinstveni automorfizam
algebre U(s) takav daje X* = X za X e mi H* = H+ p(H) za H € a. Prema lemi 2.2.4. tada je
H* = H + p(H) za svaki H € h*. Nadalje, pu : Z(g) — Z(s) je injektivni homomorfizam definiran
sa

w(u) = P(u)",  ue Z(g)

Teorem 2.5.3. Neka je J ideal u Z(g) konacne kodimenzije, F' € C2°,(G) i A € E°(F). Tada je

[End(X) @z (£(s)/(Z(s)u(T))] , # {0}

Dokaz: u — u* je automorfizam od U(s) i od Z(s) koji djeluje trivijalno na Z(m) i vrijedi
H* = H+ p(H) za H € a. Buduéi da je Z(s)* = Z(s), imamo (Z(s)P(J))* = Z(s)u(J). Dakle,
* inducira izomorfizam Z(m)—modula

p:Z2(s)/2(s)P(T) — Z(s)/Z2(s)(T ),  wlut+ Z(s)P(T)) = u" + Z(s)u(T), u € Z(s),

Dakle, Ipnax)y @zm) ¢ je izomorfizam Z(m)—modula sa End(X) ®@zm [Z(s)/(Z(s)P(J))] na
End(X) @z [Z(s)/(Z(s)u(T))]
Usporedimo sada djelovanja U(a). Za A € End(X), u € Z(s) i H € a imamo:

H - (Ignd(x) @z@m) ¢)(A®z@m) (u+ Z(s)P(T))) = AQzm (Hu" + Z(s)u(T)) =

= A z(my ([~ p(H)Ju)' + Z&)0()) = Tpua) Dzm ) (H — plH)) - (A Oz Z(&)(T).
To mozemo formalno ovako zapisati:

(H-) o (Ipnd(x) ®zm) ©) = (Upnax) @zm @) o (H — p(H)-), H € a.
Dakle, uz oznaku

m = dim End(X) @zwm) (2(5)/(Z2(s)P(J))) = dim End(X) @zw) (2(s)/(2(s)u(T)))
imamo sljededi niz ekvivalencija:
w € [End(X) @z (2(5)/(Z(6)P(T)]y <= (H-AH)"w=0 VHea <
= (Upndx) @zm) ¢)(H = A(H))"w) =0 VH€E€a <+
= (H—A=p)H)"((Ignax) @zm ¢)(w) =0 VHEa <=
= (Ipnicx) ®z(m ) (W) € [End(X) @z(m) (2(5)/(Z2(s)(T))] ,_,, -

Time smo dokazali da je

(Tendco)@z(m @) [End(X) @zm) (2(5)/(Z(s)P(T))] ) = [End(X) @z (Z(s)/(Z(s)u(T))] ) -
(2.6)
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Ako je A € E°(F'), onda prema propoziciji 2.5.2. i prema teoremu 1.9.2. vrijedi
[End(X) @z(m) (2(s)/(Z(5)P(T))] s, 7 {0}
a to je prema (2.6) ekvivalentno sa

[End(X) @z (£(s)/(Z(s)u(T))] , # {0}

Napomena: Iz teorema 2.5.3. se vidi zbog ¢ega je u razvoju sfericke funkcije bio izdvojen
faktor e”.

Za ideal J u Z(g) kona¢ne kodimenzije stavimo

Sy ={r€a™ [Z(s)/(Z(s)n(T))ony # {0} ).

Za svaki takav J prostor Z(s)/(Z(s)u(J)) je konacnodimenzionalan, pa je o¢ito S konacan
skup. Stavimo nadalje

E.(J)={\ea*“; A€ E°(F) zanecke F € T (G)iT=(1m,m)}
Teorem 2.5.4. E,(J) C Sz. Posebno, E,(J) je konacan skup.

Dokaz: Nekaje A € E(F)inekasut = (1,7) 1 F € C; 7(G) takvi da je A € E°(F). Po teo-
remu 2.5.3. je [End(X) ®z(m) (Z(s)/(Z(s),u(j))}(/\) # {0}. Prostor End(X)®(Z(s)/(Z2(s)P(J))
je U(a)—modul uz trivijalno djelovanje na End(X) i End(X) ®@zm) (2(s)/(Z2(s)u(J)) je izomor-
fan njegovom kvocijentu. Stoga je [End(X) ® (Z(s)/(Z(s)u(T))] ) # {0}. No kako je djelovanje
U(a) na End(X) trivijalno, ocito je

[End(X) @ (Z(5)/(Z2(s)u(T))](n) = End(X) @ [Z(s)/(Z(s) (T )] »)-

Dakle, [Z(s)/(Z(s)(T))]n) # {0}, odnosno, A € Sy.
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2.6 K —konacni vektori i dopustivi moduli

Neka je K kompaktna grupa s normiranom Haarovom mjerom p i neka je ¥V K—modul s
reprezentacijom 7 (ne postavlja se nikakav uvjet neprekidnosti). Za v € V neka je K -v potprostor
od razapet sa {m(k)v; k € K}. Stavimo

Vi ={veV; dim K- -v < +ooik+ m(k)|K -v je neprekidno}.

Elementi od Vi zovu se K—konacni vektori u modulu V. Kazemo da je V neprekidan
K—modul, ako je V = Vg. Za svaki K—modul V ocito je Vi najveéi neprekidan K —podmodul.

Neka je K skup svih klasa ekvivalencije konacnodimenzionalnih 1redu01b11n1h neprekidnih
K—modula i za 5 € K izabiremo predstavnika E° s Treprezentacijom 7°. Neka j Je d(0) = dim E?°,

x5 karakter od 79 i x? = d(6)¥;. Za svaku klasu 6 € K izabiremo bazu {61, e ,ed(5 } od E° takvu

da je matrica (77;(k)) operatora 7°(k) u toj bazi unitarna za svaki k € K. Mozemo pretpostaviti

ij —
da su baze izabrane tako da za kontragredijantnu klasu 6* od & vrijedi 77y (k) = 75,(k™") = 75 (k).

Neka je V K—modul s reprezentacijom 7. Na algebarskom dualu V* od V imamo kontragredi-
jentnu reprezentaciju m* :

(7 (k) f) (v) = f (7(k~)v), keK, veV, feV"
Kazemo da je V pravilan K —modul ako postoji K —podmodul V' od V* sa sljedeéim svojstvima:
(a) f(v) =0 Vf €V samo ako je v =0.
(b) Za svaki v € Visvaki f € V' kompleksna funkcija k +— f(7(k)v) je neprekidna na K.

(¢) Za svaki v € V i svaku funkciju ¢ € C'(K) postoji w € V (ocito jedinstven) takav da je

ﬂwzﬁwmmmwmw> eV,

Tada je ocito v — w linearan operator sa } u V i taj operator oznacavamo sa
w(e) = [ e0r(iduth)
K

Ako je V pravilan K—modul i V' C V* kao u definiciji, stavimo #’'(k) = 7*(k)|V’, k € K. Tada je
V' s reprezentacijom 7’ o¢ito pravilan K —modul. Nadalje, neprekidan K —modul je pravilan: u
tom slucaju za V' mozemo uzeti ¢itav algebarski dual V*.

Za K—modul Viza d € K sa Vs oznacavamo sumu svih ireducibilnih K —podmodula iz klase
0. Dokazi sljedece dvije propozicije su standardni i izostavljamo ih:

Propozicija 2.6.1. Neka je V pravilan K—modul i neka je V' K—podmodul od V* iz definicije
pravilnosti. Za §d € K 11 <1i,j <d(J) stavimo

Pii=m (n(é)f_g) , P = (Xa) .

(a) Za svaki k € K, § € Kil<ij< d(0) wvrijede jednakosti

d(9) d(9)
E T 2
P5 K2 T& P5 AR PJ,ZJ Tﬂ P5 il
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b Pézy v,Ts 65“/6jTPgris> 5,'7 S f(> 1 S 27] S d(5)> 1 S r,s S d(’}/)

)
c) PJ, 6 ¢ K, su medusobno ortogonalni projektori, tj. vrijedi PyPT = 05,F5 .
d)
)

(
(
(d) Za svaki § € K je Vs = PIV.
(

e) Vrijedi

V=Y +Vs

sek

Primijetimo da je za svaki K—modul V K—podmodul Vg pravilan, pa tvrdnja (e) vrijedi i
bez pretpostavke pravilnosti.

U sljedecoj propoziciji za linearan operator A na prostoru )V sa A* oznacavamo njemu dualan
operator na V*; tj. (A*f)(v) = f(Av), v € V, f € V*. Nadalje, za ¢ € C(K) sa ¢ oznatavamo
funkciju iz C(K) definiranu sa @(k) = (k™).

Propozicija 2.6.2. Uz oznake iz propozicije 2.6.1. vrijedi:

(a) 7'(p) = m(@)*[V" Vo € C(K).

(b) PM (PE,) V' za6 € K izal<ij<d().

(¢) PF' = (P |V zad € K.

(d) Ako je za § € K prostor Vs konacno dimenzionalan, onda je nuino (Vs C V' i vrijedi
dim (V*)s+ = dim V.

Kazemo da je V dopustiv K —modul ako je on neprekidan i vrijedi dim V5 < +o00 V6 € K.
Iz propozicija 2.6.1. i 2.6.2. neposredno slijedi:

Teorem 2.6.3. Neka je V dopustiv K—modul. Tada je i V= (V) dopustiv K—modul. Nadalje,
slika operatora T : V — V* definiranog sa

(Tv)(f) = fv), veV, [feV,
Jje upravo ]:2 1T je izomorfizam K—modula sa V na ]:2

Neka je sada G lokalno kompaktna unimodularna grupa i neka je A Haarova mjera na G.
Banachov G—modul je kompleksan Banachov prostor H s reprezentacijom 7 od G na vektorskom
prodtoru ‘H takvom da je svaki operator w(z), x € GG, ogranicen i da je preslikavanje x — 7(x)v
neprekidno sa G u H za svaki vektor v € H. Neka je H' dual Banachovog prostora H i neka je za
x € G 7'(x) = (w(x))*|H'. Tada je n’ reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru H’, ali H' s
tom reprezentacijom ne mora biti Banachov G—modul, jer ne mora za svaki f € H’' preslikavanje
x+— 7'(x)f sa G uH' biti neprekidno. Stoga stavimo

H = {f € H; preslikavanje z — 7'(2)f sa G u H' je neprekidno}.
Tada je o¢ito H potprostor vektorskog prostora H’ koji je invarijantan s obzirom na sve operatore

7'(z), x € G. Za ¢ € Cy(G) definiramo operatore 7(p) : H — Hin'(¢): H — H sa

(@) = /G p@)m(@dA(z),  ((0)f)(v) = /G o@) f(r(aYo)dA),  veM, feH.

Propozicija 2.6.4. Neka je H Banachov G—modul.

~

(a) H je Banachov G—modul. Neka je # pripadna reprezentacija, 1. 7(z) = 7'(z)|H.
(b) Viijedi 7' (Co(G)YH C H i #(p) = 7'(9)|H za svaku ¢ € Co(G).



62 POGLAVLJE 2. SFERICKE FUNKCIJE

Dokaz: (a) Treba samo dokazati da je potprostor H Banachovog prostora H' zatvoren. U tu
svrhu dokazimo naprije da je za kompaktan podskup C' od G vrijedi

M(C) =sup{||7'(z)|; z € C} < +c.
Doista, ||7'(z)]| = [lm (x|, pa je
M(C) = sup {||n(z)]; € C7'}. (2.7)

C~! je kompaktan podskup od G, pa iz neprekidnosti preslikavanja z +— 7(z)v za svaki v € H

dobivamo da je
M, (C) = sup {||x(z)v]; v € C} < +o0.

Odatle pomocu Banach—Steinhausovog teorema slijedi M (C) < 4+00.

Prijedimo na dokaz zatvorenosti potprostora H od ‘H'. Neka je f element zatvaraca od H u
H'. Neka je y € G i neka su ¢ > 0 i C' kompaktna okolina tocke y. Neka je M (C') kao malo prije.
Bududi da je f u zatvaracu od H, postoji funkcional g € H takav da je

15
If—gll < W

Neka je C'; C C okolina tocke y takva da vrijedi
€
reC = 7@y -7yl < 3

Sada za x € (1 imamo

17" (@) f = 7" () fI < 7' (@) (f = 9l + 7' (2)g = =" (w)gll + 7' (y) (g = HIl <
5 5 5
<MCO)———=—+=-+M =c.
= MOy T3 P M5 = ¢
Dakle, preslikavanje 2 — /() f je neprekidno u svakoj tocki y € G, §to znadi da je f € H.
(b) Neka je ¢ € Co(G) 1 f € H, ||f|| = 1. Stavimo C' = Suppp. Za x € G neka je funkcija
vz € Co(G) definirana sa gpm(y) = gp(z‘ly). Sada za x,y € G imamo

7' (@)w' (0)f = ' () () fll = Y |(w m(2” ) — (7'(@) ) (m(y " v)| =

lv]l=1
— sup / (62(2) — 0y(2)) flm(zM0)dA(2) | < (2.8)
lvll=1 |JG
< e — @yl - sup {In(2): = € Cle U ey,

Neka je y € G i neka su € > 0 i C; kompaktna okolina tocke y. Budu¢i da je x — ¢, neprekidno
preslikavanje sa G u L1(G), postoji kompaktna okolina Cy C C) tocke y takva da uz oznaku iz
dokaza tvrdnje (a) vrijedi

g
M(C,C)

Sada za * € Cp iza z € Clz7tuC~lyt C Cc7'Cf' = (C1C)7! prema (2.7) imamo
|m(2)]| < M(C,C). Prema tome, iz (2.8) i (2.9) slijedi za svaki x € C5 :
)

I ()7 (0)f — 7' ()7 (D) f] <

zeC = |vz— ¢yl < (2.9)

_c M(C,C) =

(C 0) M(C\C)=e

To pokazuje da je preslikavanje z +— 7'(z)7'(¢) f sa G u 'H' neprekidno u tocki y, a kako je tocka
y € G bila proizvoljna, to znaci da je 7'(p) f € H. Time je dokazano "(Co(G))H' C H. Posljednja
jednakost dobiva se direktnim rac¢unom.
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U daljnjem je K kompaktna podgrupa lokalno kompaktne unimodularne grupe . Svaki Ba-
nachov G—modul H restrikcijom djelovanja na K postaje Banachov K —modul i taj je K —modul
pravilan. Stovise, projektori PJ su ograniceni, pa su potprostori H; zatvoreni. H se zove dopus-
tiv (G, K)—modul, ako je dim Hs < +o00 V6 € K.

Za svaki Banachov G—modul ‘H iz Peter—Weylovog teorema slijedi da je potprostor V = Hg
gust u ‘H. Nadalje, H moze igrati ulogu potprostora algebarskog duala H* iz definicije pravilnog
K—modula. Doista, pretpostavimo da je v € H takav da je f(v) = 0 Vf € H. Po tvrdnji (b)
propozicije 2.6.4. tada je (7'(@)f)(v) = 0 za svaki f € H' i za svaku funkciju ¢ € Cy(G). To znaéi
da je f(m(p)v) = 0Vf € H' i Vp € Co(G). Odatle je m(p)v = 0 Vo € Cy(G), a kako se svaki
vektor v nalazi u zatvaracu od 7(Co(G))v, zakljucujemo da je v = 0.

Prema tvrdnji (d) propozicije 2.6.2. je (H*)s- = (H')s- = — Hs+ za svaku klasu 0 € K takvu da je
dim Hs < 4o00. Nadalje H ] je Banachov K —modul pa je Hy = Y oscik + Hy gusto u H odnosno,
H je zatvara¢ od Hix u H. Posebno, ako je H dopustiv (G, K)—modul, onda je H zatvaraé od
(Hk uH'.

Napokon, ako je H dopustiv (G, K)—modul, onda je to ujedno dopustiv (K, K)—modul, pa
slijedi da je

{f € H'; preslikavanje k — 7'(k)f sa K u H' je neprekidno}
zatvara¢ od (H')x u H'. Prema tome, vrijedi:
Propozicija 2.6.5. Neka je H dopustiv (G, K)—modul.
a) Za svaku klasu § € K je (H*)s = (H)s = Hs i dim Hs; = dim H-.
b) (H")k = (H)k = Hx je gusto u 'H.
¢) H= {f € H'; preslikavanje k — 7'(k)f sa K uH' je neprekidno}.

)
)
)
d)

(
(
(
(d) Operator A : H — (7:{)’Adeﬁnimn sa (Av)(f) = f(v),v e H, f € H, je ograniceno injektivno
G—preplitanje sa H v H i A|Hg je izomorfizam K—modula sa Hx na Hg.

Dokaz: Treba jos samo dokazati da je preslikavanje A injektivno; njegova je neprekidnost, tj.
ogranic¢enost, o¢igledna. Pretpostavimo da je v € H i Av = 0. To znaci da je f(v) =0 Vf € H.
Prema tvrdnji (b) propozicije 2.6.4. tada je (7'(¢)f)(v) = 0Vf € H i Ve € Cy(G). Odatle kao
malo prije zakljucujemo da je v = 0.
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2.7 Dopustivi (g, K)—moduli

U daljnjem je G poluprosta povezana Liejeva grupa s kona¢nim centrom i Liejevom algebrom
G i K je maksimalna kompaktna podgrupa od G.

Za realnu Liejevu algebru [, njenu Liejevu podalgebru 9 i kompaktnu grupu D s Liejevom
algebrom 0 definiramo pojam ([, D)—modula. To je kompleksan vektorski prostor V na kome su
zadane strukture [—modula i D—modula takve da vrijedi:

(a) V je neprekidan D—modul, tj. V = Vp.

(b) Dvije strukture 9—modula na V (ona dobivena iz strukture [—modula restrikcijom i ona
dobivena diferenciranjem strukture D—modula) se podudaraju.

(I, D)—modul zove se dopustiv, ako je on dopustiv D—modul, tj. dim Vs < 400 Vd € D.
Bez dokaza navodimo:

Teorem 2.7.1. Neka je H Banachov dopustiv (G, K)—modul. Stavimo V = Hg. Za v € V i
X € g postogi

d 1

m(X)v= —m(exp tX))v| =lim —(7(exp tX)v —v).

dt o 0t
Tada je X — 7 (X) reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V. Uz tu reprezentaciju V' postaje
dopustiv (g, K)—modul. Nadalje, V +— Cl(V) je bijekcija sa skupa svih g—podmodula od V na
skup svih zatvorenih G—podmodula od 'H. Inverzna bijekcija je K — KN V.

Ako je H Banachov dopustiv (G, K)—modul, znamo da jei H Banachov dopustiv (G, K)—modul.
Nadalje, za V = Hk je Hxk =V = (V")k.

Neka je u daljnjem I(p) = S(p)¥ algebra K —invarijanata u S(p). Tada je I(p) C S(g)¥, a kako
je A(S(g)%) € U(g)*. imamo A(I(p)) € U(g)*. Neka je ponovo W = W(E) = W(g, a) i stavimo
I(a) = S(a) = U(a). Oznacimo sa x +— T kanonski epimorfizam sa S(p) na S(a). Ukoliko
izvr§imo identifikacije S(p) = P(p) i S(a) = P(a) pomocu Killingove forme (¢ije su restrikcije na
p X p ina a x a nedegenerirane), onda je z — T restrikcija polinoma sa p na a. Takoder, x — T je
projektor u odnosu na direktni rastav S(p) = S(a) + atS(p), gdje je a’ ortogonalni komplement
od a u p u odnosu na Killingovu formu. Nadalje, at = {X —9(X); X € n}.

Po Chevalleyevom teoremu x — 7T je izomorfizam sa I(p) na [(a) i vrijedi deg x = deg T
Vo e I(p).
PBW—teorem povlaci

a kako je U(t) = C 4 U(¥)¢, slijedi

U(g) = U(a) + (U(g)t +nU(g))-
Neka je p : U(g) — U(a) pripadni projektor. Tada je ocito

deg p(u) < deg u YVu e Ul(g).
Lema 2.7.2. Za svaki u € 1(p) vrijedi

deg [p(A(u)) — @] < deg u.
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Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je u homogen, u € I"(p). Tada je w € I"(a) C S™(p). Kako
jeg=n+a-+ g slijedi
u—1u € nS"(g) + 5" (g)t.
Kako je w € I(a) C S(a) = U(a) imamo A(z) = u. Neka su X;,..., X, € n, Vq,...)Y, € £ i
ULy .y Us, U, ..., 0 € S(g) takvi da je

U—u= iXZul—l—iijj
i=1 Jj=1

Imamo
A(Xiu) = AX)A(w) € Unea(9) 1 AvY) = A(y)A(Y;) € Una ()
Aw) == Au—1) =Y AMXu;)+ ZA(%YJ) =
= Z A(Xi)Aus) + Z Av;)A(Y]) + Z[A(Xiui) — A(Xi)Aus)] + Z[A(Wj) — Av;)A(Y;)],
pa slijedi

Au) —uenU(g) +U(g)t + Un1(g).
Odatle je p(A(u)) — p(u) € U,—1(g), a kako je p(u) =, slijedi p(A(u)) — @ € U,_1(g).
Lema 2.7.3. Za svaki x € I,,(a) postoji y € U,(g)¥ takav da je

x—y € Upi(a)+nU,_1(g) + U,—1(g)t.

Dokaz: Neka je u € I,(p) takav da je & = z. Stavimo y = A(u). Tada je y € U,(g)¥
i po lemi 2.7.2. imamo = — p(y) € U,—_1(a). S druge strane, po definiciji preslikavanja p je
y—p(y) € nU,—1(g) + Un—1(g)t, pa tvrdnja slijedi.

Po Chevalleyevoj teoriji postoji graduirani kona¢nodimenzionalni W —podmodul H od U(a)
takav da mnozenje inducira izomorfizam W —modula sa H ® I(a) na U(a).

Propozicija 2.7.4. U(g) = U(n)HU (g)5 U (¥).

Dokaz ¢emo provesti tako da indukcijom po n pokazemo da je U,(g) € U(n)HU(g)XU(E).
Tvrdnja je trivijalna za n = 0. Pretpostavimo da je n € N i da smo dokazali da je
U,—1(g) CUM)HU(g)XU(¥). Buduéi da je U,(g) C U(n)U,(a)U(8), za korak indukcije dovoljno
je dokazati da je Uy,(a) C U(n)HU (g)XU(8). Medutim, U, (a) = U™(a) 4+ U,_1(a), pa je dovoljno
dokazati da je U"(a) C U(n)HU(g)XU(€). Neka je x € U™(a). Tada je

z:ihjyj zaneke h; € Hiy; € I(a)
j=1
i o¢ito mozemo pretpostaviti da vrijedi
ki=degh; <n 1 degy; =n—k;.
Za svako j € {1,...,p} po lemi 2.7.3. postoji z; € U(g)" takav da je

Yj — 25 € Un—ij—1(a) +0Upp;—1(9) + Un—i,—1(g)E.
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Sada je
p

p
v =Y hizp =Y hi(y; — %) € Up-1(a) + nlUp_1(g) + Un-1(g)E.
= =1

Po pretpostavci indukcije slijedi
p
v = hjz; € Un)HU(g)* U ®).
j=1
Kako je h;z; € HU(g)® za svaki j, slijedi x € U(n)HU (g)5 U (®).

Teorem 2.7.5. Neka je V dopustiv (g, K)—modul koji je konacno generiran kao U(g)—modul.
Tada je V konacno generiran kao U(n)—modul.

Dokaz: Po pretpostavci posatoji konac¢nodimenzionalan potprostor V' C V takav da je
V = U(g)V. Mozemo pretpostaviti da je

p
V:ZV(;“ 51,...,5;,,6[%.
i=1

Tada je U(g)®U(8)V =V, pa po propoziciji 2.7.4. imamo V = U(g)V = U(n)HV. Time je teorem
dokazan, jer je potprostor HV konac¢nodimenzionalan.
Za (g, K)—modul V stavimo V, = V/nV i Vz =V/aV.

Korolar 2.7.6. Neka je V dopustiv (g, K)—modul koji je konacno generiran kao U(g)—modul.
Tada je prostor Vy, konacnodimenzionalan.

Dokaz: Prema teoremu 2.7.5. postoji konacnodimenzionalan potprostor V od V takav da je
Y =U(n)V. Tada je
V=(C+nUn)V =V +nV,

pa slijedi dim V,, < dim V < +o0.

Podsjetimo se da je modul V kona¢ne duljine ako postoje podmoduli
{0}=VvcCcwvic---CcV, =V

takvi da je subkvocijentni modul V;/V;_; ireducibilan za i = 1,...,n. To je tako ako i samo ako
je modul V i Noetherin i Artinov.

Teorem 2.7.7. Neka je V dopustiv (g, K)—modul. Sljedeca su tri svojstva medusobno ekviva-
lentna:

(a) U(g)—moduli V i V su konacno generirani.
(b) Modul ¥V je konacne duljine.
(¢) Modul V je konaéne duljine.

Dokaz: Za V C V stavimo V+ = {f € V; f|V = 0}. Tada je ocito V' + V+ bijekcija sa
skupa svih podmodula od V na skup svih podmodula od V. Odatle slijedi (b) <= (c). Nadalje,
ocito vrijedi (b) = (a) i (¢) = (a). Pretpostavimo napokon da vrijedi (a). Bududéi da je U(g)
Noetherina algebra, U(g)—modul V je Noetherin. Prema bijekciji V — V' slijedi da je V Artinov
U(g)—modul. No kako je i modul V kona¢no generiran, on je i Noetherin. Dakle, vrijedi (c).
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2.8 Inducirani i elementarni moduli

Stavimo kao prije s = m + a1 .S = MA. Nadalje, uvodimo oznake za minimalne parabolicke
podalgebre i podgrupe pridruzene ¥, i =X, :

g=mdatn @Q=MAN, g=9(q) =m+tatn Q=9(Q)=MAN.

m, a, M i A normalizirajun, n, N i N_ Prema tome, S—moduli su u bijekciji sa Q—modulima (odn.
(Q—modulima) na kojima N (odn. N) djeluje trivijalno. Analogno, (s, M)—moduli u bijekciji su
sa (q, M)—modulima (odn. (q, M)—modulima) na kojima n (odn. n) djeluje trivijalno. Buduéi

da su grupe A, N i N povezane i jednostavno povezane, kona¢nodimenzionalni (s, M)—moduli
su ujedno neprekidni S—moduli, konacnodimenzionalni (q, M)—moduli su neprekidni @ —moduli
i kona¢nodimenzionalni (q, M)—moduli su neprekidni )—moduli.

Uoc¢imo najprije neka svojstva neprekidnih konacnodimenzionalnih S—modula.

Teorem 2.8.1. Neka je w konacnodimenzionalna neprekidna reprezentacija grupe S na prostoru
V. Za X € a*© stavimo

Voy={veV; ImeZy (wH)—-XNH)Iy)"v=0VH € a}
i neka je T(w) = {\ € a*®; V(5 # {0} }.

(a) Za svaki X € a*© potprostor Vin) je S—podmodul i vrijeds

Viny = {U eV; dkeZy (w(a) — e’\(log“))kv =0Va e A} .

(b) Vrijedi
V= Z +Vin-

AT (w)

Posebno, skup T(w) je konacan

(¢) Za X € T'(w) postoji S—podmodul Vi od V takav da je kvocijentni S—modul V//Vy ireducibilan

i da na V/Vy svaki a € A djeluje mnozZenjem sa eMloga),

(d) Za svaki X € T'(w) postogi polinomijalno preslikavanje Py : a — End(V(y)) takvo da je
w(a)|Vin) = Mg P, (log a) Ya € A.
Dokaz: (a) i (b) Stavimo privremeno
v = {v eV; ke, (wla)— Ao “))kv =0Va e A} .

Budu¢i da je grupa A sadrzana u centru grupe S, ocito su V() i VM) S—podmoduli od V. Neka
SU A1, ..., A\ € a*C medusobno razliciti. Tada postoji @ € A takav da je ¢*i108 @) £ hiloga) 74
i # j. Tada su potprostori VM) .. V) sadrzani korijenskim potprostorima operatora w(a) za
medusobno razli¢ite svojstvene vrijednosti, pa je njihova suma direktna. Odatle slijedi

V= v, (2.10)

AeaxC
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a sasvim analogno dobivamo i da je
V=>Y +Vu. (2.11)
AeaxC

Za svaki H € a potprostor V[, invarijantan je s obzirom na operator w(H) i spektar restrikcije
w(H)|Vy jenak je {A(H)}. Odatle slijedi da je za svaki a € A potprostor V() invarijantan s
obzirom na operator w(a) = e“18% i spektar restrikcije w(a)|V(») jednak je {e’\(log “)}. Odatle
slijedi da je V{5) € V) zasvaki A € a*“. Sada iz rastava (2.10) i (2.11) slijedi jednakost Vi) = V)
VA € a*C. Time su dokazane tvrdnje (a) i (b).

(c) Neka je V2 maksimalni pravi S—podmodul od V{y) i stavimo

Vi=Ve ) +Vu.
HFEX

Tada je ocito Vi maksimalni pravi S—podmodul od V, pa je kvocijentni modul V/V; ~ V(5)/V>
ireducibilan. Tada je za svaki a € A spektar operatora wy,v,(a) jednak {e’\(log “)}. Po Schurovoj
lemi je wy/v; (a) sklarni multipl jedini¢nog operatora. Dakle,

wyv, (a) = elog C”)IV/V1 Ya € A.
(d) Mozemo pretpostaviti da je V' = V[,). Definiramo
7(a) = e M8 Uy (a), acA.

Tada je 7 reprezentacija od A na prostoru V i vrijedi T'(7) = {0}. Za H € a je tada 7(H)
nilpotentan operator, pa ako je dim V = n, imamo

Texp H)=Iy+7(H)+ -+ T(H)™! VH € a.

Sada je o¢ito P = 7 oexp : a — End(V') polinomijalno preslikavanje i vrijedi
w(a) = €9 P(log a) Va € A.

Neka je sada V' proizvoljan konaénodimenzionalan neprekidan ()—modul s reprezentacijom 7.
Oznacimo sa H™ prostor svih klasa izmjerivih funkcija f : G — V sa svojstvima

flgr)=7(q)f(x) VYqeQ i Vred

/K £ (k)3 dpa(k) < +oo.

Pri tome je || - ||y norma na V dobivena iz skalarnog produkta (-|-)y u odnosu na koji je
reprezentacija 7| M unitarna, a p je normirana Haarova mjera na K. Buduéi da je funkcija f € H”
potpuno odredena svojom restrikcijom f|K (jer je G = QK), H™ je Hilbertov prostor sa skalarnim
produktom

(flg) = /K FBgE)vdu(k),  foge

Stavimo o = 7|M i neka je H? prostor svih klasa izmjerivih funkcija ¢ : K — V sa svojstvima

p(mk) = a(m)p(k) YmeM i Vke K
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/K lo(k) |12 du(k) < +oo.

Tada je i H? Hilbertov prostor i to je zatvoren potprostor od Lo(K, V). Nadalje, f — f|K je
izometricki izomorfizam sa H™ na H?. Inverzni izomorfizam T : H® — H" je dan sa

(Tro)(qk) =T(q)p(k), q€Q, keK, @eH’.

Stavimo

CT=HNCG, V), C=HNC?GV), A =H nAG,V),
C°=H"NC(K,V), C =H NCK,V), A =H nAK,V).

Pri tome za bilo koju analiticku mnogostrukost X i kona¢nodimenzionalan vektorski prostor W oz-
nake C'(X, V), C>*(X, W) i A(X, W) predstavljaju prostore neprekidnih, C'* i analitickih funkcija
sa X u V. Buduéi da je preslikavanje (a,n, k) — ank bianaliticka bijekcija sa A x N x K na G,
i buduéi da je 7 : @ — End(V) analiticko preslikavanje, slijedi da su restrikcije operatora T
izomorfizmi vektorskih prostora sa C'?, C? i A% na C7,C™ i A".

Definiramo za svaki x € G operator 77 na ‘H” kao desni pomak:

(7" (@) )y) = flyz), [eN, yei.
Tada je 77 (x) ogranicen operator sa H™ u H™ i H™ postaje Banachov (Stovise, Hilbertov) G—modul.
Ocito su C7, C™ i A7 G—podmoduli.
[zomorfizam T, : H® — ‘H"” inducira na ‘H? strukturu G—modula; ozna¢imo pripadnu repre-

zentaciju sa w’ :
w(x) =T 1 (2) Ty, x € G.

Neka su k,k1 : G — K, H/H; : G — ain,n : G — N analiticka preslikavanja pridruzena
Iwasawinim dekompozicijama G = KAN i G = ANK :

x = k(zx)(exp H(x))n(x) = (exp Hy(z))ni(z)r1(z), x € G.
Inveriranjem lako dobivamo veze izmedu tih preslikavanja za dvije vrste Iwasawinih dekompozicija:
k(x) = K1 (at_l)_l, H(z)=—Hy (z7"), n(z)= (exp Hi (z7")) m (I_l)_l (exp —Hy (7)),
k1(z) = K (at_l)_l, Hi(z)=—H (z7"), mi(z)=(exp H(z7"))n (I_l)_l (exp —H (z71)).
Pomocu preslikavanja k1, Hy i n; mozemo eksplicitno zapisati djelovanje reprezentacije w” :
Lema 2.8.2. Zax € G, p € H” 1 k € K je
W (@)e] (k) = 7 (exp Hi(kx)) T (na(kx)) ¢ (ra(kz)).
Dokaz je direktan racun:
W (@)e] (k) = (77 (2)Trp) (k) = (Tre) (kx) =
= (Trp) ((exp Hi(kx)) na(kx)ri(kx)) = 7 ((exp Hy(kx))ni(kx)) ¢ (r(kx)) .

Teorem 2.8.3. Vrijedi Hf, C A7 i H}, C A"; tj. sve K—konacne funkcije iz H? @ iz H™ su
analiticke.
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Dokaz: Nekaje ¢ € HY.. Nekaje {vy, ..., v,} baza prostora V. Definiramo funkcije ¢1, ..., ¢, €
Ly (K) kao koordinate funkcije ¢ :

n

p(k) =Y gk,  keK.

i=1

Tada za svako ¢ desni K —translati funkcije ¢; razapinju konac¢nodimenzionalan potprostor od
Ly(K). Dakle, za dokaz da je ¢ € A dovoljno je dokazati da je svaka desno K —konacna funkcija
¥ € Lo(K) analiticka. No prema Peter—Weylovom teoremu takva je funkcija 1 linearna kombi-
nacija matri¢nih elemenata konac¢nodimenzionalnih ireducibinih neprekidnih reprezentacija od K,
a ti su matri¢ni elementi analiticke funkcije.

Tvrdnja H}. C A7 slijedi iz ove dokazane pomoc¢u izomorfizma T.. Naime, ocito je T,|H%
izomorfizam prostora H% na prostor HJ. i T;|.A? je izomorfizam prostora A na prostor A".

Teorem 2.8.4. (Frobeniusov teorem reciprociteta) Neka je § neprekidna reprezentacija od K
na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru U. Za A € Homg (U, H™) definiramo A:U—-V
sa Au = [Au|(e). Tada je A€ Homy (U, V) i A A je izomorfizam prostora Homy (U, H™) na
prostor Hom (U, V). Inverzni izomorfizam B +— B dan je sa

(Bu)(qk) = 7(q)Bé(k)u, uel, qe@, kekK.

Dokaz: Neka je A € Homg (U, H"). Definicija A ima smisla jer je prema teoremu 2.8.3.
Homg (U, H™) = Homg (U, A7), pa je za svaki u € U funkcija Au analiticka na G. Ocito je
A : U — V linearan operator. Zam € M i u € U imamo

Ad(m)u = [As(m)ul(e) = [77(m)Au)(e) = [Au](m) = 7(m)[Au](e) = T(m) Au.

Dakle, Ad(m) = 7(m)A ¥m € M, odnosno, A € Hom (U, V). Dakle, A — A je preslikavanje sa
Hompg (U, H") u Homy (U, V), i iz definicije je ocito da je to preslikavanje linearno.
Neka je sada B € Hom (U, V). Definiramo preslikavanje B sa U u prostor V' —zna¢nih funkcija

na G ovako: A
(Bu)(qk) = 1(q)Ad(k)u, uwel, keK, qeQ.

Definicija je smislena. Doista, ako su ¢,q1 € Q i k,ky € K takvi da je gk = q1k1, onda je
m=q;'q=kik™' € QN K = M, a kako je B preplitanje u odnosu na reprezentacije grupe M,
imamo

7(q)Bi(k1)u = 7(q1) B(m)d(k)u = 7(q1)7(m) Bé(k)u = 7(q) BS(k)u.

Preslikavanja 7 : P — End(U) i § : K — End(V) su analiticka, pa slijedi da je za svaki u € U
preslikavanje Bu : G — V analiticko, odnosno, Bu € A(G,V). Za z € G pisemo x = ¢k za neke
g € Qike K. Sada za ¢ € () imamo

(Bu)(qiz) = (Bu)(qigk) = 7(q1q) B(k)u = 7(q1)7(q) BS (k)u = 7(q1)(Bu)(qk) = 7(q1)(Bu) ().

Prema tome, Bu e A” C H™. Ocito je tako definiran operator B : U — H7 linearan. Za ki, k € K,
g€ Q,uelUizr=qgkimamo

(B(kn)u)(x) = (Bo(kn)u)(gk) = 7(q) BO(k)(ki)u = 7(q) BS (kky)u =
= (Bu)(ghk:) = (Bu)(why) = [x" (k) Bu](x).

Kako su x € G i u € U bili proizvoljni, zakljucujemo da je

Bé(ky) =" (k))B  Vk € K,
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odnosno, B € Homg (U, H™). 1z definicije je jasno da je operator B + B sa Hompy (U, V) u
Hom (U, H™) linearan. Sada za A € Homg (U, H™) i proizvoljne u € U, g € Q i k € K imamo

(Au)(gh) = (@) A8 (kyu = 7(q)(AS(k)u)(e) = (Ad(k)u)(g) = (" (k) Au)(q) = (Au)(gh).

Dakle, A=A za svaki A € Homg (U, H™). Nadalje, za B € Homy (U, V) i proizvoljan v € U
imamo

Bu = (Bu)(e) = 7(e)Bd(e)u = Bu.
Dakle, B za svaki B € Hom (U, V). Time smo dokazali da su preslikavanja A — A i B — B
medusobno inverzni izomorfizmi.

Korolar 2.8.5. H" je dopustiv (G, K')—modul.
Dokaz: Neka je § € K ineka je U K —modul iz klase 6. Tada iz teorema 2.8.4. slijedi
dim H; = d(6) - dim Homg (U, H™) = d(6) - dim Homp (U, V) < d(6)* - dim V < +o0.
Iz korolara 2.8.5. i teorema 2.7.1. neposredno slijedi:
Korolar 2.8.6. H}- je dopustiv (g, K')—modul.

U daljnjem je V proizvoljan dopustiv (g, K)—modul. Buduéi da a i M normaliziraju n, pot-
prostor n) je M—podmodul i a—podmodul od V. Prema tome, kvocijentni modul V,, = V/nV
je (s, M)—modul. Nadalje, nV je i n—podmodul od V i na kvocijentnom modulu V, n djeluje
trivijalno. Dakle, V, je (q, M )—modul na kome n djeluje trivijalno.

Ako je dim V, < 400, a to jest tako prema korolaru 2.7.6. ako je V kao U(g)—modul konacno
generiran, tada V, postaje P—modul na kome N djeluje trivijalno.

Teorem 2.8.7. (Casselmanov teorem reciprociteta) Neka je V dopustiv (g, K)—modul i neka
je V' konacnodimenzionalan neprekidan P—modul na kome grupa N djeluje trivijalno. Oznacimo
sa T pripadnu reprezentaciju od P.

(a) Preslikavanje T' : Hy — V., definirano sa T f = f(e) je preplitanje (q, M)—modula.
(b) Za A€ Homgx(V,H}) je TA € Homgn(V,V) i vrijedi nY C Ker T'A. Stoga T'A inducira
preplitanje (q, M)—modula Ay : Vy — V.
(¢) A A, jeizomorfizam prostora Homg i (V, H},) na prostor Homg y(Va, V). Inverzni izomor-
fizam je B — B", gdje je
(B™)(qk) = 7(q)B(k-v+nV), wveV, qeQ, kek.

Dokaz: (a) Prosirimo preslikavanje T" na prostor A7 istom formulom: T'f = f(e), f € A™(G).
Zage Qi fe A" imamo

Tr'f = (7"(q)f)(e) = flq) = T(q) f(e) = T(¢)T f.

Dakle, T' je preplitanje Q—modula sa A™ u V. Odatle deriviranjem dobivamo da je T' preplitanje
g—modula, pa je restrikcija na HJ, takoder preplitanje g—modula. Naravno, kako je M C @), to
je i preplitanje M —modula.

Za A € Homgx(V,H]) je ujedno A € Homgn(V, H)), dakle, TA € Homgqnm(V,V). Za
X €nje7(X) =0, pa za svaki v € V nalazimo

TAX -v)=Tn"(X)Av = 7(X)T Av = 0.
Dakle, nV C Ker T A.
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(c) Preslikavanje A — A, sa Homg x(V, H™)) u Homgn(Va, V') je ocito linearno. Neka je sada

B € Homgn(V,V). Definiramo preslikavanje B : V — V sa
Bv = B(v+nV), ve.
Tada je B € Homgn(V, V). Za svaki v € V definiramo funkciju F, : G — V sa
Fy(ank) = 7(a)B(k - v), acA, neN, kekK.

Buduéi da je B preplitanje M—modula, za ¢ = man, m € M, a € A, n € N vrijedi am = ma i
mnm~! € N, pa za k € K imamo

F,(qk) = F,(mank) = F,(a(mnm™Y)mk)r(a)B(mk - v) = 7(a)7(m)B(k - v) = 7(q) B(k - v).
Ocito je F, € A(G,V). Za g € Q iz € G pisemo x = ¢1k za neke ¢; € Q i k € K, pa nalazimo
Fy(qz) = F,(qqik) = 7(gq1) B(k - v) = T(0) Fu(a1k) = 7(q) Fo ().

Dakle, F, € A".
Definiramo sada B" : V — A" sa B"™ = F,, v € V. Tada je B" linearan operator. Za q € @,
k,ki € K iz =qke G imamo

(77 (k1) B™](x) = [B™](zk1) = Fy(akk1) = 7(q) B(kk1 - v) = Fyy.o() = [B"(k1 - 0)] ().
To pokazuje da je B" € Homg(V, A™) = Homg(V, H]).

Dokazimo sada da je B" takoder preplitanje g—modula. Prije svega, neka je X € giv € V.
Bududéi da je B preplitanje g—modula, nalazimo

[T (X)B"|(e) = %[TFT(GXI) tX)B"|(e) . = %Fv(exp tX) . —
= %T(GXP tX)Bu - 7(X)Bv = B(X -v) = Fx.(e) = [BY(X - v)](e).

B" je preplitanje K —modula, dakle i preplitanje £—modula, pa za X € £ takoder vrijedi
(77 (X)B](e) = [BY(X - v)](e).
Bududi da je g = € + q, zakljucujemo da vrijedi
[77(X)B"™](e) = [BY(X - v)](e) VXeg i Ywe.
Sada za k € K, X € giv €V dobivamo (jer je B" preplitanje K —modula):
(77 (X) B (k) = 77 (k)2" (X) B")(1) = [ ((Ad k) X" (k) B0 (¢) =
— (77 ((AdK)X)B"(k - 0))(e) = [BY(AdK)X - k- v)](e) = [B"(k - X - v)](€) =

= [77(F)BY(X - v)](e) = [BY(X - v)](K).

Time smo dokazali da vrijedi

" BW|K = BYX -0)|K VXeg i Wwe.
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S obje strane nalaze se funkcije iz A", dakle, one su odredene svojim restrikcijama na K. Prema
tome, vrijedi
7 (X)B" = B"(X - v) VXeg i VeV,

odnosno, B" je preplitanje g—modula. Prema tome, B +— B" je linearan operator sa Homgy(Va, V')
u Homg g (V, Hy).
Zav e ViBe Homgyu(Va, V) imamo

TB" = [B™](e) = F,(e) = Bu.

Odatle je (B"), = B. Nadalje, za A € Homgx(V,H}), v € G,veVixw =qk,qe Q, k € K,
imamo redom

[(An)"] (2) = Fu(qk) == 1(q)Fu(k) = 7(q)(An) (k- v) = 7(q) An(k - v +0V) =

= Hq)TA(k-v) = 7(q)[A(k - v)](e) = [A(k - v)](q) = [ (k) Av](q) = [Av](gk) = [Qu](x).

Dakle, (A,)" = A. Time smo dokazali da su A +— A, i B — B" medusobno inverzni izomorfizmi.

Sada zbog korolara 2.7.6. dobivamo kao neposrednu posljedicu:

Korolar 2.8.8. Ako je dopustiv (g, K)—modul V konacno generiran kao U(g)—modul, onda je
A — A, izomorfizam vektorskih prostora sa Homgk(V, Hy) na Homg(Va, V) = Homg(Va, V).

Za neprekidnu kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju 7 od @ konstruirani (g, K')—moduli HF
zovu se inducirani (g, K')—moduli.

Neka je sada o neprekidna unitarna kona¢nodimenzionalna reprezentacija od M na prostoru
V ineka je A € a*C. Definiramo reprezentaciju 7‘5”\ od () na prostoru V :

Tg’A(man) = O FAog @) (1) meM, a€A neN.

o, o, o, o, o, o, .
Pisat ¢emo Vg)”\, AT, Cg’\, Cg)”\, Hg’\, wg’\ i wg’\ umjesto H;? AR CQ 0T, HR e
O',)\ 3 . .0
W@, VI se zovu elementarni (g, K)—moduli. a 7% elementarne reprezentacije od G.
Q g> _7 _Q p .]
Sasvim se analogne konstrukcije provode i sa () 1 N umjesto Q i N — pri tome treba zamijeniti
& en A A Py A y A A /\p .
—p. k caju V2P, AT 09N 00 1IN 70 o
p sa —p. Ozna esuutomslucaJuVQ ,AQ,CQ ,CQ ,HQ,TI'Q I wg

Za dopustiv (g, K)—modul V s reprezentacijom 7 ozna¢avamo:
J(r) = {A € a*%; 30 € M, Homgw(V,V3) # {0} } .

Teorem 2.8.9. Neka je V dopustiv (g, K)—modul s reprezentacijom 7 koji je konacno generiran
kao U(g)—modul. Tada je

Jm) = {Nea Mo, # (01}

Dokaz: Neka je A € J(r). Tada za neko o € M postoji 0 # A € Hom&K(V,Vg)”\). Prema
teoremu 2.8.7. tada je 0 # A, € Homg(Va, V). Posebno, vrijedi A, € Homa(V,, V). Sada za neki
p € a*C postoji w € (Vn)(Her) takav da je Ayw # 0. Za neko n € N tada vrijedi

[Ta(a) — e AWy =0 Va € A.



74 POGLAVLJE 2. SFERICKE FUNKCIJE

Za svaki p € a*C vrijedi A, (V,)
An # 0 povlaci (Va) ) # 10}

Neka je sada A € a*C takav da je (Vn)(/\ﬂ)) # {0}. Po teoremu 2.8.1. postoji )—podmodul W
od V, takav da je V = V,/W ireducibilan ()—modul i na njemu svaki a € A djeluje mnozenjem
sa e P08 9) Neka je o reprezentacija od M na V dobivena iz m, prijelazom na kvocijent. Tada
je reprezentacija () na V' ekvivalentna reprezentaciji 7‘5”\. Neka je B : V, — V kvocijentno presli-
kavanje. Tada je B € Homq(Va, V) 1 B # 0. Stoga je i B* € Homg ik (V, Vg?”\) razli¢it od nule. To
znaci da je A € J(m).

(utp) © Viprp)- Medutim, V{1, # {0} samo za p = A. Dakle,

U sljedecem odjeljku vidjet éemo da je stvarno uvijek V, # {0}, ako je V dobiven iz dopustivog
Banachovog (G, K')—modula konac¢ne duljine. To ¢e znaciti da za pripadnu reprezentaciju 7 vrijedi
J(m) # 0. Posebno, svaki ireducibilan (g, K)—modul moéi ée se smjestiti kao podmodul nekog
elementarnog (g, K')—modula.
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2.9 Eksponenti dopustivih modula

Neka je H Banachov dopustiv (G K ) —modul s reprezentacijom 7. Tada je V = Hg dopustiv
(g, K)—modul. StavimoV = H), = = Hy. Tada je i V dopustiv (g, K)—modul s reprezentaci-
jom 7 danom sa

[7(X)d](v) = —0(m(X)v), [7(k)D](v) = o(m(k™)v), veV, veV, Xeg kekK.

Nadalje, (v,) = ©(v) je nedegenerirana bilinearna forma na ) x V.
Zav €V iv €V definiramo analiticku kompleksnozna¢nu funkciju ¢, 3 na G :

cvi(x) = 0(m(z)v), x € Q.

Funkcije ¢, 5 zovu se matri¢ni koeficijenti reprezentacije 7 (a takoder matri¢ni koeficijenti
(G, K)—modula H ili (g, K)—modula V).

Lema 2.9.1. Za svaki v € V ideal J, = Annz((v) = {u € Z(g); m(u)v =0} u Z(g) je konacne
kodimenzije.

Dokaz: Nekasudy, ..., 0, € K takvidajev € V = Vs, +- - +Vs,. Tada je V Z(g)—invarijantan
konacnodimenzionalan potprostor od V. Stoga je T = Annz) (V) = {u € Z(g); 7n(v)V = {0} }
ideal u Z(g) konac¢ne kodimenzije (< dim End(V) = (dim V)?). Kako je o¢ito Z C 7, i ideal 7,
je konacne kodimenzije.

Propozicija 2.9.2. Ako je Vkonacno generiran kao U(g)—modul, onda je
J = Annzg(V) = {u € Z(g); m(u) =0}

ideal u Z(g) je konacne kodimenzige.

Dokaz: Neka su vy, ..., v, generatori U(g)—modula V. Tada je uz oznaku iz leme 2.9.1.
T =T
j=1
pa je

u+j’_)(u+u7v1>--->u+jvn)> UEZ(Q),

linearna injekcija sa Z(g)/J u (2(g)/Jw,) X -+ X (2(9)/Tv,) - Time je propozicija dokazana jer
je prema lemi 2.9.1. svaki od prostora Z(g)/J,, konacnodimenzionalan.

Lema 2.9.3. Neka suv € V 10 € V. Postoje ideal J u Z(g) konacne kodimenzije, zatvoren
G—podmodul I od H i ' € Kk takvi da je v € K (. v € Kg), 7(u)|[Kxk =0 Yu € J i

Cy,5 = Co,o’ -

Dokaz: Prema lemi 2.9.1. 7 = J, = {u € Z(g); m(u)v = 0} je ideal u Z(g) konacne
kodimenzije. Neka je
={weV; m1(u)w=0Vue J}.

Tada je W (g, K)—podmodul od V, pa je K = Cl(W) zatvoren G—podmodul od H. Stavimo li
?' = ©|W, navedena svojstva su ispunjena.
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Za bilo koji konac¢an podskup S C K stavimo

PI = Z Pf — projektor H na Vs= Z + Vs,
€S €S

Pi = Z PF  — projektor H na Vs= Z + V.
€S €S

Tada je PZ dualan operator operatora Pz, gdje je S = {5, )€ S}

Za konacne podskupove Si, S, C K neka je F 3.5, 0 G — Hom(Vs,,Vs,) preslikavanje defini-
rano sa

F3§ s,(z) = Pg m(x)Fs,, zeQG.

Ako sa 7s oznacimo reprezentaciju od K koju dobivamo iz 7 na prostoru Vs (tj. 7s = (7| K)vs),
onda je ocito F§ s, (7s,, Ts,)—sfericka funkcija na G.

Neka susadav € Vi € V. Prema lemi 2.9.3. u proucavanju funkcije Cyp,5 MoZemo pretpostaviti
daje J = Ker (7| Z(g)) ideal u Z(g) konacne kodimenzije. Neka su Sy, Sy C K konaéni podskupovi
takvi da suv € Vs, 10 € Vg,. Tada je

Co(x) =0 (F§ s,(x)v), x € G.

ZawEng,zbéfiglin,...,XnEQimamo

. 0 0
(X1 XoFE g)(@)w) = o+ =0 (F§ s, (z(exp t1.X1) - -+ (exp ¢, Xy))w) =
oty 0Ot, tym et =0
0 o _ ., . 7r
= — - —w (PE m(x)m(exp t1X1) - - - w(exp t,X,) PLw) =
ot, Oty ! S PR
=w (PEn(z)m(Xy--- Xn)PLw).
Odatle slijedi
W ((uFg ) (x)w) = o (P§ m(x)m(u)PEw), uel(g), z€G weVs, wWE ~32.

Za u € J je m(u) = 0, pa zbog proizvoljnosti w € Vs,, @ € ]}31 iz € G dobivamo uFg 5 = 0.
Dakle, uz oznaku iz odjeljka 2.4. imamo F§ s, € Crg, rs,).7(G). Stoga iz teorema 2.4.3. uz oznake
iz odjeljka 2.4. dobivamo:

Teorem 2.9.4. Neka je H dopustiv Banachov (G, K)—modul, V = Hg, V = Hi, v €V,
oV. Postoje medusobno integralno neekvivalentni py, ..., py € a*C i N € Z takvi da za svaki
A€ Uj— (i + Ly) i svakim € Ly, [m| < N, postoje brojevi cizn € C takvi da vrijedi.

(a) Za svaki j € {1,...,r} i za svaki m € Ly, Im| < N, red

Z HI R h(H), HeC,

V0

k€L+
konvergira apsolutno na C' i uniformno na C- za svaki € < 0.
(b) Za svaki H € C je
co(exp H) = e/ Z Z a(H)™eki D Z cﬁf:k’me’f(m,

=1 me L4 kel



2.9. EKSPONENTI DOPUSTIVIH MODULA 7

Za A € a*C\ (U;:1(Nj + L+)) i za svako m € Ly, |m| < N, stavimo c;\;n = 0. Sada za svaki

A € a*© definiramo analiticku funkciju ¢5:A—Csa

<} s(exp H) = Pt Z a(H)mc’\ mAH) Hea.

v,0

m € Ly
Im| < N

Stavimo
B(v,5) = € a'%; ¢, £ 0},

Elementi skupa E(v,?) zovu se eksponenti matri¢nog koeficijenta ¢, ;. Imamo

cvsla) = Z c;\@, a€ A_.

Neka je E°(v, ¥) skup svih minimalnih elemenata od E(v, ?) (s obzirom na uredaj <). Elementi
skupa E°(v,?) zovu se vodeéi eksponenti od ¢, ;. Buduéi da je skup E(v,?) sadrzan u uniji
Uj—1(#5 + L), jasno je da je E°(v, ) konacan skup.

Za ideal J u Z(g) kona¢ne kodimenzije stavimo kao u odjeljku 2.5. :

Sg={N €@’ [Z()/n(T)E()]0 # {0} |

Iz teorema 2.5.4. slijedi

Teorem 2.9.5. Neka su J ideal u Z(g) konacne kodimenzije, v € V i 0 € V i pretpostavimo da
jem(u)v =0 Yu € J. Tada vrijedi E(v,v) C Sz + L.

U daljnjem pretpostavljamo da je modul V konac¢ne duljine. Prema propoziciji
2.9.2. tada je
J () = Ker (7|2(g)) = {u € Z(g); 7(u) =0}
ideal u Z(g) konaé¢ne kodimenzije. Stavimo
E(r)= |J E(@,v)
VeV, BEV

i neka je E°(m) skup minimalnih elemenata od E(7) (u odnosu na <). Elementi skupa E(m)
zovu se eksponenti reprezentacije 7 (ili eksponenti modula V), a elementi od E°(7) vodeci
eksponenti reprezentacije 7 (ili modula V).

Teorem 2.9.6. Vrijedi E°(7) C Sy @ E(m) C E°(m) + L.

Dokaz: Druga je tvrdnja trivijalna. Neka je A € E°(7). Nekasuv € Vi € V takvi da je
A € E(v,0). Neka su 81,8, € K takvida jev € Vs, i 0 € Vg,. Tada je A € E° (thsz) . Kako je
F3 s, € Clrs, 7s,).7(m)(G), prema teoremu 2.5.4. slijedi A € Sz (r).

Definiramo sada bilinearno preslikavanje (v,7) — ¥, sa V x V u A(A,C) = A(A) (analiticke
funkcije na A) :

U, 5(a) = Z ¢} 5(a), a€ A

AEE°(7r)
Nadalje, neka je ¢ : V x V — C bilinearna forma definirana sa

o(v,0) = ¥yz(e) = Z s(exp 0) Z c

AEE°(7) AEE° ()
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Propozicija 2.9.7. Ako je v € nV ili © € AV, onda je U, =0 i, posebno, p(v,v) = 0.

Dokaz: Potprostor n) razapet je vektorima oblika 7(X)v,v € V, X € go, a € Xy. Za H € C

imamo
xxualexp H) = o(m(exp H)m(X)0) = e i(r(X)m(exp H)v) =
= —e“@(7(X)0)(r(exp H)v) = —ea(H)cw}(X),;(exp H).

Odatle je E(r(X)v,0) = a+ E(v,7(X)0) C a + E°(7) + Ly. Dakle, E(m(X)v,0) N E°(mw) = 0,
pa slijedi Wr(x)p5 = 0.

Potprostor n) razapet je vektorima oblika 7(Y)0, 0 € VY € g_,, « € X,. Sadaza H € C
imamo

corvys(exp H) = (7(Y)0)(n(exp H)v) = —om(Y)w(exp H)v) =
= —e*WD(r(exp H)mw(Y)v) = —ea(H)cW(y)M(exp H).

Slijedi E(v,7(Y)0) C a+ E(n(Y)v,0) C a + E°(7) + L4, pa je opet E(v,7(Y)v) N E°(7) = 0,
dakle, \vaﬂ}(y)f, = 0.

Uz prije uvedene oznake V, = V/nV i Ve = f//ﬁf/ neka su v — v, 1 U — U kvocijentna pre-
slikavanja V — V, 1V — Vg Prema propoziciji 2.9.7. postoje jedinstveno bilinearno preslikavanje
®:V, x Vg — A(A) i jedinstvena bilinearna forma (- |-) na V, x V; takvi da je

D, 5(a) = U, 5(a), ac€A veV, vVE Y

(va|Tg) = @(v,0), veV, VE V.

Naravno, tada je
D, 0(e) = (w|w), weE Vs, WE Vi

Teorem 2.9.8. Zav eV, v €V iac A vrijedi
U, 5(a) = (ma(a)vn|vg).

Dokaz: Za H € C' it > 0 imamo

O(m(exp tH)m(H)v) = %@(W(exp tH)m(exp sH)v) =

— %f}(ﬂ‘(exp (t+ s)H)v) = %@(W(exp tH)v).

Indukcijom po n dobivamo

n

O(m(exp tH)n(H)"v) = T

O(m(exp H)v).

Odatle je za svaki A

d
Nty (exD HH) = b o(exp tH),

pa slijedi
d’I’L
@\Ifm(exp tH) = Va(mynos(exp tH).
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Prema tome,
n

d
@\Ifm(exp tH)

Funkcija t — W, 5(exp tH) je analiticka, pa dobivamo

= Va(mymos(€) = (Ta(H)"0n|Ug).
t=0

() moqr () . )
U, s(exp tH) = Z o @\Ifw(exp tH)| = Z(wn(H) Ua|Tg) = (ma(exp tH)v,|0g).
n=0 t=0 n=0

To znaci da je
Wui(a) = (ma(a)vn|tm)

za sve a € A_, dakle i za sve a € A jer su obje strane jednakosti analiticke funkcije na A.

Prethodni ¢e nam teorem dati vezu izmedu vodecih eksponenata reprezentacije 7 i strukture
A—modula V, :

Teorem 2.9.9. Ako je modul V konacne duljine i A € E°(m) onda je (Vn)(\y,) # {0}

Dokaz: Neka je A € E°(n) inekasuv € Vid € V takvi da je A € E(v,0). Za H € a tada
Imamo
(ma(exp H)oalTm) = > > cria(H)mel o0
veE°(w) m

i za neko m vrijedi c;\gn # 0. Prema teoremu 2.8.1. postoje polinomijalna preslikavanja
P, :a— End(V,) takva da je

ma(exp H) = Ze“(H)PH(H), H e a.

17
Stoga je
(ma(exp H)vg|tg) = Z(PH(H)UH|'ZJE>QH(H).
17
Bududi da je A € E°(m) i 3, ey a(H)™ # 0, slijedi Pyy, # 0, dakle (Vo)) # {0}.

Napomena: Ako je (Vu),,,) # {0} ne mozemo zakljuciti da je (F,1,(H)va|0s) # 0 za neke v
i 0, jer forma (-|-) ne mora biti (i ¢esto nije) nedegenerirana; prema tome, ne mozemo zakljuciti
daje v € E°(m).

Iz teorema 2.9.9. neposredno slijedi:
Korolar 2.9.10. Ako je modul V konacne duljine, vrijedi V, # {0}.
Odatle i iz teorema 2.8.9. slijedi:

Teorem 2.9.11. (Casselmanov teorem o subreprezentaciji) Ako je H ireducibilan dopustiv
Banachov (G, K)—modul onda je pripadni (ireducibilan) (g, K)—modul V = Hg ekvivalentan
podmodulu nekog elementarnog (g, K')—modula.

Prema teoremu 2.9.9. i teoremu 2.8.9. vrijedi E°(7) C J(m). U daljnjem ¢emo ustanoviti jos
precizniju tvrdnju, tj. da je E°(m) to¢no skup svih minimalnih elemenata od J(w), dakle, da je
J(m) C E°(m) + Ly.
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2.10 Eisensteinovi integrali

U odjeljku 2.8. definirana su analiticka preslikavanja x : G — K, H : G - ain: G — N
odredena Iwasawinom dekompozicijom G = K AN :

x = k(zx)(exp H(x))n(x), x € G.

Tada ocito vrijedi

rlry) = w(zk(y), H(ry) = H(zw(y)) + H(y),  =,y€G, (2.12)
k(zm) = k(z)m, H(xm) = H(z), nlzm)=m"'n(z)m reG, meM, (2.13)
k(kx) = kr(z), H(kx)= H(x), n(kz)=n(x), reG, kekK. (2.14)

Neka su Vi i V4 kona¢nodimenzionalni neprekidni unitarni K —moduli s reprezentacijama 7
i 7. Kao i prije oznacavamo 7 = (11, 72), X(7) = Hom(V5, V1) i Xo(7) = Homp (Va,V1). Za
T € X(7)i A € a*C definiramo analiticko preslikavanje E7,y : G — X(7) ovako:

Eri(z) = /KTl(K,([L’k?))TTQ(k‘ D= HE@k)q k), x €@,

Pri tome je ;¢ normirana Haarova mjera na K. Funkcija E7 ) zove se Eisensteinov integral;
o¢ito je T +— Er linearno preslikavanje sa X (1) u A(G, X(7)).
Neka je u daljnjem v normirana Haarova mjera na M. Za T € X (1) stavimo

T° = / 7 (m)Tra(m™ 1) dv(m).
M
Tada je T+ T° projektor prostora X (7) na potprostor Xo(7).
Lema 2.10.1. Za T € X(7) i A € a*C vrijedi By = Ero .

Dokaz: Zbog desne invarijantnosti mjere p imamo za svaki x € G i svaki m € M :

Ery(z) = /KTl(K,([L’k‘))TTQ(k‘ DeP=PHEk) q (k) = /K7‘1(/{(:Bk:m))TTg(m_lk:_l)e(’\_p)(H(mkm))du(k).

Odatle prema (2.13) dobivamo

ET,A(SE)Z/KH(%(%)) 71 (m)Tra(m ™)y (k™1 )e =P HEdy (k).

Integriramo li ovu jednakost po normiranoj mjeri v na M, dobivamo Er \ = Ero y.
Lema 2.10.2. Za svaki T € X(7) i svaki X € a*C je Ep, € C(Q).

Dokaz je direktan racun. Za ki, ko € K iz € G imamo zbog (2.14) i zbog lijeve invarijantnosti
mjere [t

Er(kizky) = /K 71 (k(ky ko k) Tro(k~1)eP =PI Hkkk) q (1) —

- /K 71 (k1 k(2k)) T o (k™ ko)X H Ay () = 71 (ky) B\ () 7o (k).

NMAN je otvorena gusta podmnogostrukost od G. Iz 7.6.7. i 7.6.8. u [Wallach, Harmonic
Analysis on Homogeneous spaces, Marcel Dekker, 1973] slijedi sljedeca integralna formula; to je
ujedno lema u dodatku odjeljka 8.1.3. u [G. Warner, Harmonic Analysis on Semi—Simple Lie
Groups II, Springer, 1972].
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Lema 2.10.3. Haarova mjera @ na N moZe se normirati tako da bude

/ e 2HM 5 (7) = 1.

N

Uz tako izabranu mjeru @ za svaku funkciju f € Li(K) vrijeds

/K F(k)dpu(k) = / F(s(ym)e 2 H @ () du(m).

NxM

U daljnjem za a € ¥ oznac¢imo sa H, € a pripadni dualni korijen: H, je jedinstven element
jednodimenzionalnog potprostora a N [ga, §—o| takav da je a(H,) = 2.

Lema 2.10.4. Neka je A € a* takav da je AN(Hy) > 0 Vo € Xy tj. A je element zatvaraca
pozitivne Weylove komore u a* odredene sa ¥. Neka su H € C, = —C, a =exp H 17 € N.
Tada je

NH@)] >0 i NH(@) — H(ama™b)] > 0.

Dokaz: Neka je mp kona¢nodimenzionalna ireducibilna reprezentacija od g na prostoru Vi
s najve¢om tezinom A. Mozemo pretpostaviti da je prostor Vj unitaran i sa operatori my(X)
hermitski za X € p a antihermitski za X € £. Neka je vy € Vj jedinicni vektor tezine A. Imamo
ma(n)vy = vy za svaki n € N, pa je

Ima(@)vall = |7 (w(7))ma(exp H(m))ma(n(m)os]| = [lma(exp H(@))vs|| = e

ma(a) je pozitivno definitan hermitski operator i najveéa mu je svojstvena vrijednost M)

vrijedi ||ma(a)|| = e*®). Dakle,

» pa

oA H (aTia AH o~ AH A[H(7)]

W= Jimalana™)oall < [lma(@)]| - [lra(@)mala ™ Joal| = XM [ma () lual = e :

Odatle je A[H(n) — H(ana™")] > 0 za svaku dominantnu tezinu A. Ali A je linearna kombinacija
dominantnih tezina s nenegativnim koeficijentima, pa zaklju¢ujemo da vrijedi i
NH(n) — H(ana™)] > 0.

Neka je sada X € n takav da je m = exp X. Tada je razlika mp(7)vy —va = ma(exp X)vpy — vy
suma tezinskih vektora s tezinama manjim od A. Slijedi da je va L mx(T)va — vy, a odatle je

A = |y @)vall® = oall® + [Ima(@)va — vall? > [Juall* = 1.

Stoga je A[H(7)] > 0 za svaku dominantnu tezinu A, pa slijedi \[H(7)] > 0.
Lema 2.10.5. Neka je A € a*© takav da je Re \(H,) > 0 za svaki o € Xy. Tada integral

(V) = / e~ O] 45()

N
apsolutno konvergira i c¢(\) # 0.

Dokaz je vrlo dugacak i nalazi se u tocki 8.10.16. prije citirane Wallachove knjige. Tamo se
dobiva da je ¢(A) produkt analognih integrala za grupe realnog ranga 1 (tj. za dima = 1), au
tom se slucaju integral eksplicitno izracuna svodenjem na formule za beta—funkciju.

Teorem 2.10.6. Neka su T € Xo(7), A € a*C takav da je ReA(H,) > 0 Ya € ¥ i H € C.
Tada je

tliinoo e =PI B (exp tH) = /

N

Tty (k(m)™") e~ MM q5(7).
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Dokaz: Za a € A imamo prema formulama (2.12) i (2.13) i prema lemi 2.10.3.:

Bra(e) = [ mlslab) (k) -0Hlau(r) -

— /ﬁ /M (5 (ar(@)m)) Tra(s(m)m) e AP =20 H @ 4y, () dgs(m) —

:/7'1(K(aﬁ))TTQ(/@(ﬁ)_1)eo‘—ﬁ)[H(CM(W))]e—%[H(ﬁ)]dw(ﬁ)‘
N

Nadalje, vrijedi
H(ak(m)) = H(am) — H(A) = H(ana™) — H(m) + log a,

pa dobivamo

Er(a) = e(A=p)(log a)/ 7-1(K(aﬁ))TTz(KJ(ﬁ)—l)e(A—p)[H(aﬁafl)—H(ﬁ)]—2p[H(ﬁ)]dw(ﬁ).

N
Odatle je

OO B exp tH) = | i(s{am) Trafi(m) el PR om0 ),
N

Za H € C stavimo a; = exp tH, t € R. Tada je

e_(’\_p)(H)En,\(exp tH) = /_7‘1(/@(atﬁ))TTQ(/{(ﬁ)_l)e(’\_p)[H(“tmt)]e_(’\J’p)[H(m]dw(ﬁ).
N

Imamo Re A\(H,) > 01 p(H,) > 0 za svaki a € 3. Stoga postoji 0 < e < 1 takav da je
ReA(H,) > ep(H,) Vo € X5

Sada je
(A = p)[H(ama—)] — (A + p)[H7)] =

— (A~ ep)[H{aima—) — H(m)] — (1 - &)plH{aima_)] — (1 +)plH ().
pa po lemi 2.10.4. imamo
Re {(A = p)[H(ama_)] — (A + p)[H(7)]} =
— (ReA — ep) [H{aima) — H(7)] — (1 — &)plH(aima_)] — (1 + £)plH@)] < —(1 + ) plH(7)].

Stavimo

M = max {||1(k1)T2(ks)|; ki,ke € K}

i neka je funkcija f : N — C definirana sa
F(7) = Mo~ (HlH®]L 5 c .
Po lemi 2.10.5. je f € L1(N). Nadalje, prema dokazanom vrijedi za sven € N i svet € R, t > 0,
|72k (ar70)) Try (1 ()~ el -PH ema-l=Ota) H@| | < (7)),

Stoga po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji dobivamo

tliin et HE B | (exp tH):/ tliin {7‘1(/@(atﬁ))TTQ(KJ(ﬁ)_l)e(’\_”)[H(“tm*t)]_(’\J’p)[H(m]}dw(ﬁ)
——400 N t—too

ukoliko limes pod integralom postoji.
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Zam € N postoje Y, € g_n, a € X, takvi da je

n = exp Z Y.,

aed

Stoga je

atﬁa_t = exXp (Ad at) Z Ya = exp Z e_ta(H)Ya

aEY aEY

Odatle zaklju¢ujemo da je

lim ana_; =e Vn e N,
t——4o00

dakle, B
tll_r{_ﬂ H(atﬁa_t) =0 D) € N.
Prema (2.12) je k(a;a_;) = r(amr(a;)) = k(a,), pa zakljuéujemo da vrijedi i
tliin k(am) = e vin € N.

Odatle slijedi tvrdnja teorema.

Lema 2.10.7. Za T € X(71), A € a* iz € G wvrijedi
ET)\(I’)* = ET*,—X(I’_I)'

Dokaz: Koristit ¢emo sljedeé¢u integralnu formulu

/K f(k)du(k) = /K f(k(xk))e 2PHERIG (k). fe LK), zeG. (2.15)

Odatle imamo
Era(z)’ = / ()T 7 (1 k)~ )e B RN gy () —
K

— / o (k(z k)T 7 (ki (z k)~ )eOmH (e )] o =20l H @ R)] q ) (k).
K

Iz (2.12) imamo
k(zr(z k) = k(e k) = w(k) = k

H(zk(x'k)) = H(xz k) — H(x™'k) = H(k) — H(x7'k) = —H (2 'k).

Stoga dobivamo
Epa(z)" = / To((@ ™ )T (k=1 )e AP R dy (k) = By 5(27).
K

Teorem 2.10.8. Neka je T € Xo(1) = Homy (Va, V1) i neka je A € a*C takav da je Re \(H,) < 0
Va € ¥y. Tada za svaki H € C vrijeds

tliin et B (exp tH) = / (kM) TerPH® 45 (7).
——+00 N
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Dokaz: Za takav A imamo
Re(=M(H,)) = —ReM(H,) >0  Vac€ X,.

Nadalje, ako je H € C, onda je —H € C';.. Stoga po teoremu 2.10.6. vrijedi

tLl_rEl e_t(_x_p)(_H)ET*7_;(exp t(—H)) = /_T*ﬁ(/@(ﬁ)_l)e_(_xJ’p)[H(m]dw(ﬁ),
& N

odnosno,

tliin Tt ((exp tH)™") = / T* Ol q5(7).
——00 ’ N

Primijenimo li na tu jednakost adjungiranje % : Homy (Vi, Vo) — Homp (Va, Vi) = Xo(7), zbog
leme 2.10.7. dobivamo upravo tvrdnju teorema.
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2.11 Langlandsov teorem

U cijelom ovom odjeljku je ¢ kona¢nodimenzionalna neprekidna unitarna ire-
ducibilna reprezentacija od M na kompleksnom prostoru V i A € a*C.

- : Ao A 0N pOA g0A _oN oA A 0N Ao
/f(ao ;1 Odj(i\ljku 2.8. konstruiramo 75", 7‘% s HG™, Cg7L Co 5 AGS o wos 7—% , C% , C% ,
.A% , 7% , w% , H°, C?,C%, A°. Posebno je
oA _ (A +p)(log a) oA 7) — a(A—p)(log a) A N. meN
7o (man) = e o(m), 5 (man) = e om), meM, ac A, ne N, n € N,

(Wi (@) g)(k) = Py (k). pEM, kEK, €G,
WG (2)¢l(k) = OPMNENp(F (ke), M, keEK, z€C.

Q
Pri tome su k, k1, R, R : G — K, zatim H,H,,H, H, : G — a,ten,n : G - Nin,n :G— N
analiticka preslikavanja odredena Iwasawinim dekompozicijama G = KAN, G = ANK,

G=KANiG=ANK :
z = k(z)(exp H(x))n(z) = (exp Hi(x))ni(z)ri(z) = &(z)(exp H(x))n(x) = (exp Hi(z))m(2)Fi(x).
Ocigledne veze medu tim preslikavanjima su
ki(x) =K ([E_l)_l , Ri(z)=F& ([E_l)_l , Hi(x)=-H(z7"), Hi(z)=-H(z"),
ni(z) = (exp H(z™")) n (z‘l)_l (exp —H(z™")), mi(z)= (exp Hz"))m (z‘l)_l (exp —H(z ™)) .
Nadalje, imamo
K(0(x))(exp H(V(x)))n(d(z)) = 0(z) = [FE(z)(exp H(x))n(x)] = R(z)(exp —H(x))d(7(x)).

Dakle, vrijedi

i slicno
Fi(r) =rm((x),  Hi(r)=-H(), m)=790m@ ().

Prema tome, vrijedi
g @l () = OB e(a) ), g, keK, z€G,

[W%A([L’_I)QO](]{?_I) _ e_o‘_p)[ﬁ(mk)]gp(ﬁ(l’k‘)_l), pE HU, k€ K, x e G,

Napomenimo jo$ da su reprezentacije Wg’\ i 7%’\ definirane kao desni pomaci na funkcijama iz Hg’\
i 7—%’\ idaje 1
7>‘ — A -1 7>‘ A 3 7>‘ — A - 7>‘ A
W) = (D) P @Ty i wle) = (TQ) 7 (@) T,

[ A - A . ev . . . .
pri cemu su Té\ H? — Hg i 8 H? — 7'% izometricki izomorfizmi zadani sa

(T5¢) (x) = XMl () = e CHHCg (k@) 7Y) . we R, zeG,

(%90) (2) = eAPT@p(F, (1)) = o OPICNy (R 1Y), peH, zeG.
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Nadalje, inverzni izomorfizmi su restrikcije na K :
(1) f= 1K, feHng, (T%)_lf = fIK, feHZ
Primijenimo li integralnu formulu (2.15) na funkciju f(k) = f(k~'), dobivamo
/K f(R)dp(k) = /Kf(fﬁ(kﬂf_l))ez”wl(m1”du(k‘), f € Li(K). (2.16)
Lema 2.11.1. Za f,g € H° 1z € G vrijedi
(@5’ @f]9) = (Fls @ g) i («5@1|g) = (s

Dokaz: Dokazujemo samo prvu jednakost. Iz eksplicitnih formula za reprezentaciju wg’\ i
koristenjem integralne formule (2.16) imamo

(w8 @11]g) = [ N s (k) 9(8) (k) =

g Na)g).

= / AP (k1 (ka™1)z)] (f(/{l(/ﬁ(ka:_l)a:))‘ g(/ﬁ(k‘:ﬂ‘l))) ezp[Hl(k””*l)]dp(k:).
K
Pomoé¢u veze izmedu preslikavanja Hy i H te k1 1 £ 1 iz formula (2.12) imamo

Hy (ki(ka™Na) = —H (27 w(ak™")) = —H (k') + H (xk™') = H (ka™") = —Hy (ka™")

k1 (ki(kz™")z) = K (:E_lfﬂ(:zk‘_l))_l =K (k:_l)_l = k.

Stoga dobivamo

(' @15]9) = T (0 gt k7)) ) =

= [ (s |e Tt g ko) ) ) = (1

wg_x(:ﬁl)g) )

Odatle je
Korolar 2.11.2. Ako je A € ia*, odnosno, A = —M\, reprezentacije wg’\, Wg’\, w%’\ iﬂ%’\, su
unitarne.

Bududi da 7‘5”\|M =o0i 7‘%”\ |M = o ne ovise o \, iz teorema 2.8.4. slijedi da su sve reprezentacije

o

Ao s oA : . - :
o K i g |K za A € a*C medusobno ekvivalentne. Zapravo i neposredno se vidi da za ekviva-

.. A . D WP
lentne reprezentacije wg 1 w% vrijedi

WG k)| (k) = [ R)e| (k) = p(hak),  p e M7, hik € K.

Propozicija 2.11.3. Pretpostavimo da za A\ € a*C wvrijedi ReA\(H,) > 0 VYo € .. Za svaku
neprekidnu funkciju ¢ : K — V 1 za svako k € K integral

o(k) = /ﬁe_(’\J’p)[H(m]gp (/@(ﬁ)_lk‘) dw(n)

apsolutno konvergira i tako definirana funkcija ¢ : K — V' je neprekidna. Preslikavanje ¢ +— ¢
prodiruje se do ogranicenog linearnog operatora J* : Ly(K,V) — Ly(K,V) i uz oznaku iz leme
2.10.5. ||J*]] < c(ReA).
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Dokaz: Stavimo
M = max {||p(k)[|; k € K}.

Tada imamo
/_ He_(’\J’p)[H(m]gp (k(m)~"k) H dw(n) < M/_e_(RO’\J’p)[H(m]dw(ﬁ) = Mc(Re ).
N N

Time je dokazana tvrdnja o apsolutnoj konvergenciji integrala. Dokazimo da je funkcijag : K — V.
definirana tim integralom neprekidna. Neka je (k,)nen niz u K koji konvergira prema ko. Zan € N
stavimo

®,(n) = e‘(”ﬁ)[H(ﬁ)]gp (K(ﬁ)—lkn) . neZ., i @@ = Mo~ ReA+p)[H(@)]

Iz prethodne ocjene vidimo da je [|®,(7)[| < ®(7) za svaki n € Z, isvakin € N. Nadalje, prema
lemi 2.10.5. je ® € Ly (V). Stoga po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji dobivamo

lim_ G(k,) = lim_ | @, (m)3ds() - /N lim B, (77)dw(7) / Bo()AD(T) = (ko).

n—-4o0o n—-4o0o N n—-+4oo N

Time je dokazano da je funkcija ¢ neprekidna u svakoj tocki kg € K.

Neka je || - ||2 oznaka za normui (- |- )2 oznaka za skalarni produkt u Ly (K, V). Neka je [®(7)] (k)
oznaka za podintegralnu funkciju u definiciji funkcije ¢. Dakle, za svaki N je ®(n) : K — V
funkcija definirana sa

[®(7)] (k) = e~ AHAH@I, (kM) k), keK.
Tada je ®(7) neprekidna funkcija na K i, posebno, () € Lo(K, V). Sada je

o= [ emasm)
N
pa za svaki ¢ € Ly(K, V) imamo

(@l):] = /ﬁ( (7)) ode( /| ) 40)s ] d(m).

Uzmemo li s obje strane supremum po ¢ € Lo(K, V), [|¢|2 < 1 slijedi

13l < /||q> )2 ().

Nadalje,
— — e. n — 2 - (S n
|| = /K ARNDUH) | (1e() ) |2 dpa(k) = o 2 BAAH@N |2

Prema tome,
¢l < /ﬁe‘(m”’”[”(ﬁ”dmﬁ)||so||2 = c(Re M) ¢]l>
Dakle, operator ¢ — ¢ se prosiruje do ograni¢enog operatora na Ls(K, V) s normom < ¢(Re ).
Y= @

Teorem 2.11.4. Neka je A € a*C takav da je Re \(Hy) > 0 Voo € 34 i neka je o € M.
(a) JoN = J*HC je ogranicen operator sa H® u H® i Jo* # 0.

(b) J””\wg (y) = w% (y)Jo* za svakiy € G.
(¢) Uz oznaku Jo = TAJ””\ (Té\)_1 : Hg’\ — Hi’\ vrijedi

[Jo (= /fna: )dw (7 VfeCy i VzeG.
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Dokaz: Neka je p € O, dakle, p(mk) = o(m)p(k) za m € M i k € K. Po definiciji je

o(mk) = /ﬁ e~ MAHMI, (15(m) mk) dw(m).

ZameMiméeN je
m~' k(M) =k (m~'n) =k (m~'Am) m™,
dakle,
k() "'m = mk (m_lﬁm)_1 :

Sa U, : T — m~'wm zadano je desno djelovanje grupe M pomoéu automorfizama grupe N.
Bududi da je grupa M kompaktna, mjera w je invarijantna u odnosu na to djelovanje. Napokon,
vrijedi H (mnm™"') = H(m). Dakle,

o(mk) = /_e_(’\J’p)[H(m]gp (mr(m™'mm) k) dw(n) =
~

= /ﬁe_(’\J’p)[H(mﬁml)]a(m)gp (/{(ﬁ)_lk‘) do(n) = o(m)@(k).

To pokazuje da je JAC? C C°, a kako je operator J* ogranicen i kako je H® zatvara¢ od C° u
Ly(K,V), zakljuéujemo da je J*H° C H°. Time je dokazana prva tvrdnja u (a).

Stavimo kao u tvrdnji (c) JoA = T%J””\ (Té\)_l. To je oCito ogranic¢en linearan operator sa
Hg’\ u 7—%’\. Neka je f € Cg)”\ ip= (Té)\)_1 = f|K. Proizvoljan x € G pisemo u obliku x = am k
gdjesuae€e A, ny € Nik e K. Sada je

(777) () = (1577 el (amk) =

e~ W@, (kM) k) dw(m).

— (008 0) (ALY () = PPlos /
N

Uoc¢imo sada da je
f (ﬁ_lk‘) = (Té\gp) (m'k) = (Té\gp) (n(ﬁ)_l(exp —H(ﬁ))fﬂ(ﬁ)_lk‘) = e_(’\J”’)[H(ﬁ)]gp (/{(ﬁ)_lk‘) )

Prema tome,

[J7 f](z) = ePPlog @) /

N

f (@ 'k) dw(m) = e Pl ) /_ f (@ o ) do(m).
N
Bududi da je f € Cg)”\ imamo
f (ﬁ_la_lz) =f (a‘l(aﬁa_l)_lz) — ¢~ Hp)(loga) ((aﬁa‘l)_lz) :
Prema tome,

[Jo f](z) = e 2os @) /

N

f ((ana™")""z) dw(m). (2.17)

Buduéi da je N jednostavno povezana nilpotentna grupa, exp je bianaliticka bijekcija sa @ na_ﬁ
koja prevodi Lebesgueovu mjeru na n u odnosu na bilo koju bazu u n u Haarovu mjeru na N.

Odatle se lako izvodi da za svaku funkciju g € Ly (V) i za svaki a € A vrijedi

/_g (ana™") dw(n) = | det [(Ada)|ﬁ]|_1/ g(n)dw(m).

N N
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Nadalje,
det [(Ad a)[q] = ™ [(adlog a)a]
Imamo (ad log a)|g_o = —a(log a)l,_, za svaki a € ¥, pa dobivamo
Tr [(ada)n] = Z Tr[(ad log a)|g—a] = Z a(log a)dim g_, = —2p(log a).
aEY aed

Dakle, za svaki a € A i za svaku funkciju g € L;(N) vrijedi

/_ g (ama™") da(m) = e*(o2 ) /_ g(7)dm(m).

N N

Primijenimo li to na funkciju g(7) = f (7~ '2) iz formule (2.17) dobivamo zbog unimodularnosti

grupe N :
J”’\ /fn :Edw /fna:dw

Time je dokazana tvrdnja (c)
Zax,ye Gife Cg’\ imamo sada redom

Tz ) f](2) = /N (75 () f) () () =

= [ fe)s@) = 17 f)an) = (<5 0) 77 1)),

Bududéi da je CIC;”\ gusto u HCIZ”\, slijedi tvrdnja (b). ) B
Ostaje jos da se dokaze da je Jo* # 0, ili, ekvivalentno, da je Jo* # 0. Neka je ¢ € Co(N)

takva da je
| vtz -
N

i neka je v € V, v # 0. Definiramo funkciju F': G — V sa

_ [ @M@ zar=qu qeQ mEN,
F($)_{ 8 zaz € G\ QN.

Buduéi da je QN otvorena gusta podmnogostrukost od G, o¢ito je F neprekidna funkcija na G.
Nadalje, ona ocito zadovoljava transformaciono pravilo za lijeve pomake elementima g € @ :

F(qz) = 75 (q)F ().

Drugim rijecima, F' € C’g’A. Napokon,

(7F) (o) = /ﬁ F(m)dm(m) = /ﬁ WE)AD() v = v £ 0.

Dakle, Jo* # 0, i time je teorem u potpunosti dokazan.

. . . . .. .. A .
Sljedeca lema izrazava neke matricne koeficijente elementarne reprezentacije m;” preko Eisen-
steinovog integrala:
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Lema 2.11.5. Neka su Vi 1 Vo konacnodimenzionalni unitarni K —moduli s reprezentacijama 1
i Ty 1 neka suvy € Vi, vy € Vo, Ay € Hompy (V1, V) i Ay € Homyp (Va, V). Definiramo funkcije
fi,f2:G—V sa

filgk) = oMN) Ajri(k)v;,  q€Q, keK, j=1,2

Tada su f1, fo € Cg?”\ i vrijedi

(76" @)h

f2) = (EAgAl,A(i)m‘ Uz) , z e .

Dokaz: Iz teorema 2.8.4. slijedi da su funkcije f1, f2 dobro definirane i nalaze se u Cg?”\ (stovise,
u Ag’\). Za x € G imamo

fi(@) = f; (n(z=")Hexp —H(z™"))r(z™")™") = e_(’\“)[H(fl)]AjTj (k™)) vy,

pa slijedi

(6 @)

1) = [ (m3 @

= / e_(>‘+p)[H(m71k71)] (Al’Tl(K,(l’_lk‘_l)_l)’Ul‘ AQ’TQ(/{?)’UQ) d,u(k:) =
K

Al du) = [ (k)] 0 dur) =

= / e OH)H @) (A (k(x™ k) ot | Aera (K™ )ve) dp(k) =
K

= / e~ AFAH (T R (A5 A 7 (k(2 7 k) ot | T2 (K7 )ve) du(k).
K

Pomo¢u integralne formule (2.15) dobivamo
(75 @) ] f2) = / e 2RO nCRN] (A5 Ay ((a (k) ™ Jon | 7ok (k) ™ os) dpa(k).
K

Prema (2.12) je H(z 'k(zk)) = —H(zk) i k(x k(zk)) = k, pa slijedi:

(WSA($)f1 f2) — /]{e()\—p)[H(:Ek)] (A;Alfrl(k‘_l)'yl‘ Tz(f{,(l’]{f)_l)vz) dﬂ(k) =

= / e(A=P)H (k)] (Tg(l-{(ik‘))AzAlﬁ(k‘_l)vl‘ ve) dp(k) = (Eaza, (I)’Ul‘ vs) .
K

Lema 2.11.6. Neka je A € a*C takav da je Re\(H,) > 0 Va € Y,. Tada za proizvoline
fi, f2 € Vg?”\ vrijedi

lim e tA-PH) (Wg’\(k‘z_l(exp tH)k1) f1

t——+o0

f2) = (7™ (k)

fz(k‘g)) VH € C, i Yk, ky € K.

Dokaz: Bududi da su f; i fo K—konac¢ni vektori u Hg’\, postoje neprekidni kona¢nodimen-
zionalni K—moduli Vi i V4 s reprezentacijama 11 i 7o, preplitanja By € Homg (Vl,Hg’\) i
By, € Homg (Vg,Hg’\) i vektori v1 € V; 1 vy € Vo takvi da je fi = Byvy 1 fo = Byvo. Prema
teoremu 2.8.4. tada je Ay = B, € Hompy(V1,V) i Ag = By € Homp (Vo, V) 1 vrijedi

fi(gk) = 7'5’/\@)/117‘1(]{5)”1 i fa(gk) = 7'5’/\(Q)A27‘2(k5)?12 VEe K 1 VqeqQ.
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Prema lemi 2.11.5. imamo za proizvoljan H € C'; i proizvoljne ky, ko € K :

lim e tA-PD) (wg’\(k‘z_l(exp tH k1) fo

t——+o0

f2) = tl}inoo e_t(A—P) (EA;Al,,\(kg_l(exp tH)k‘l)’Ul‘ ’1}2)
a to je prema lemi 2.10.2. jednako

lim e—t()\—p)(H) (EAEAL,\(eXp tH)’Tl(k‘l)’Ul} ’7'2(]{?2)’112) .

t——+o0

Prema teoremu 2.10.6. to je dalje jednako

/ﬁ —(A+p)H(m)] (A*Al’ﬁ( ( ) 1)’7‘1(1{?1)211"7'2(/{52)’112) dw(ﬁ):

= /_ O] (A7 () ke Jon | Azra(kz)vz) A (m).
N
Bududi da je
fi (@) = fi (@) (exp —H(M))r(0) " ki) = e OAE@ A 7 (k(m) k) 01
i fo(ks) = Agma(ka)ve, dobivamo
tE_ri_noo e—t(A—P)(H) (ng(kz—l(exp tH)kfl)fl f2) _

- /ﬁ (T R)| folke)) dan(m) = /ﬁ (Fu(Tk)| fo(k)) d@(m).

Sada iz tvrdnje (c) teorema 2.11.4. slijedi

Jim e O (2N (exp L) k)| ) = (77 (k)| falke))

Lema 2.11.7. Za proizvoljne @1, p2 € HI\{0} postoje ki1, ke € K takvi da je (v1(k1)| p2(k2)) # 0.

Dokaz: Neka je k3 € K takav da je v = po(ks) # 0. Nadalje, neka je k; € K takav da je
w1(k1) # 0. Reprezentacija o od M je ireducibilna, pa je

V = span {o(m)v; m € M} = span {p2(mks); m € M}.
Stoga postoji m € M takav da za ky = mks vrijedi (@1 (k1)|wa2(kz2)) # 0.

Teorem 2.11.8. Neka je A € a** takav da je Re A\(H,) > 0 Yo € Xy i neka je o € M. Tada je
Ker J7* najveéi zatvoren pravi G—podmodul od HQ . Drugim rijecima, HQ / (Ker Jo ’\) je jedini

wreducibilan kvocijent G—modula Hg’\.

Dokaz: Stavimo H = Hg’\ i K = Ker J°*. Po teoremu 2.11.4. K je zatvoren G—podmodul od
H i K # H. Neka je M zatvoren pravi G—podmodul od H. Treba dokazati da je M C K.

Neka je g € Hk, g # 0, g L M. Nadalje, neka je f proizvoljan element od Mg = M N Hg.
Budud¢i da je f € M ig L M ibududi da je M G—podmodul, vrijedi

(wg’\(x)f} g) =0 Vo € G.
Sada iz leme 2.11.6. slijedi
(177 f1(k)

Buduéi da je g # 0, po lemi 2.11.7. slijedi [j”’AfHK = 0. To znadi da je J%* f = 0, odnosno, f € K.
Time je dokazano da je Mg C K. Kako je Mg gusto u M, zaklju¢ujemo da je M C K.

g(k‘g)) —0  Vk.ks €K
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Lema 2.11.9. Neka je A € a*C takav da je Re A(H,) < 0 Yo € ¥ i neka je o € M. Tada za
proizvoljne fi, fo € V , HeC ik, ks € K vrijedi

lim e (5 (o exp tH)k) i f2) = (k) |77 (T3) 7 () )

t——+o0

Dokaz: Stavimo g, = ( ) fiige = _’\ ( ’\)_1 fa. Tada su fi,g1 € V”’_X Nadalje, za
svaki o € ¥, vrijedi Re (— )\(H )) = —Re A(H,) > 0. Koristenjem leme 2.11.6. 1leme2 11.1. imamo

redom:
tE—rl—noo ot (H) ( gA(k (exp tH)k) fy fz) _
— tE—rl—noo o—tO+p)(H) (Wg’\(kz_l(exp tH)k‘l)Té\(Téx)_lgl Té(Téx)_lgz) _
— tE—ri—noo o—tO+0) (H) (ng(kz‘l(exp tH)k:l)(TQ;X)‘lgl (Téx)_lgz) _
— tE—rl—noo ot (H) ((Téx)‘lgl ng(kl‘l(exp t(—H))k‘g)(TQ}X)‘lgg) _

— lim e-t-A-p)(-H) (wg_x(k‘l—l(exp t(—H))k2) g

") -

= (g (k2) | 91 (k1)) = (a (k) [T g2l k) )
Tvrdnja leme slijedi jer je g1 (k1) = fi(ky) i

[T ga(ka) = [T TNTZ) 7 fol (k) = [T 17N TG) ™ fol (ko) = [J77X(T5) " ol (h)-

Teorem 2.11.10. Neka je A E a*C takav da je Re N(H,) < 0 ‘v’a € Y. Postoji jedinstvena ire-
ducibilna subreprezentacija pQ elementarne reprezentacije 7TQ . Neka je W prostor K—konacnih

vektora reprezentacije pg’\. Za proizvoline f € W\ {0} i f € W\ {0} je tada X € E°(f, f).
Posebno, vrijedi A € EO(pQ ).

Dokaz: Imamo Re (—\(H,) = —Re A\(H,) > 0 Va € X,. Stoga prema teoremu 2.11.8. uHQ
postoji najveéi zatvoren pravi G-—podmodul K i on je jednak Ker Jo=*. Stavimo
K = (Téx)_llC. Tada je K' najveéi zatvoren wg_’\(G)—invarijantan pravi potprostor od H.
Neka je M’ = K'* ortogonalni komplement od K’ u H°. Po lemi 2.11.1. M’ je najmanji netrivi-
jalan zatvoren wg’\(G)—invarijantan potprostor od ‘H?. Tada je M = Té\/\/l’ najmanji netrivijalan
zatvoren G—podmodul od Hg’\. Prema tome, wg’\ ima jedinstvenu ireducibilnu subreprezentaciju

pg’\ i, bududi da su T, é\ il Q_X izometricki izomorfizmi, za prostor M te reprezentacije imamo redom
L
1 o,
M = TyM = THR" = (TH)* = (TH(T5") ' Ker J7 ) =

= (Ker [j""XT‘X(Té)‘l])l = (Ker [T_‘XJ""X(TQ)‘I])l = (Ker [J""X(Té)‘l])l-

Neka su sada f € W\ {0} i f € W\ {0}. Neka j je g € M element koji reprezentira funkcional
f,tj. f(h) = (h|g) Yh € M. Tada iz K —konacnosti f slijedi K—konacnost ¢. Dakle, g € W\ {0}.

Imamo
o= () = (). =
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Stavimo h = J”"X(Té\)_lg € H°. Kako je g € M, vrijedi g L Ker[J”"X(Té\)‘l]. Dakle, h # 0.
Prema lemi 2.11.7. postoje ki,ke € K takvi da je (f(k1)|h(ks)) # 0. Stavimo f' = pg’\(k‘l)f
ig = pg’\(k‘g)g. Neka je f' € W definiran sa f'(w) = (w|g)), w € W. Tada o¢ito vrijedi
E°(f,f) = E°(f, f). Stavimo h' = J""X(Té\)_lg’. Buduéi da su T} i Jo* K —preplitanja,
imamo h'(e) = h(ks). Prema tome, vrijedi (f'(e)|h'(e)) # 0. To pokazuje da u dokazu ¢injenice da
je A € E°(f, f) mozemo pretpostavljati da je (f(e)|h(e)) # 0, gdje je h = J”"X(Té\)‘lg. Sada po
lemi 2.11.9. imamo za svaki H € C':
lim e_t(’\+p)(H)cf7f(exp tH) = lim e tA+AH) (Wg’\(exp tH)f} g) =

t——+o0 t——+o0

B (f(e) ‘[JU’_X(TS)_IQ](@) = (f(e)|h(e)) # 0.

Prema tome, A € E°(f, f).
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2.12 Vodedéi eksponenti i ulaganja u elementarne module

Prema teoremima 2.8.9. 1 2.9.9., ako je ‘H dopustiv Banachov (G, K')—modul kona¢ne duljine
s reprezentacijom m, onda je E°(w) C J(m). Posebno, kako je J(w) C E(7), skup E°(7) sadrzan
je u skupu J°(7) svih minimalnih elemenata od J(7) (u odnosu na <). Cilj je ovog odjeljka da
se dokaze da je E°(m) = J°(r), tj. da za svaki u € J(m) postoji A € E°(r) takav da je A < p.

Dokazat ¢emo najprije neke ¢injenice o kona¢nodimenzionalnim G—modulima. Neka je 7
neprekidna reprezentacija od G na kompleksnom kona¢nodimenzionalnom prostoru W. Mozemo
pretpostaviti da je na W zadan skalarni produkt takav da vrijedi 7(9(X)) = —7(X)* VX € g; pri
tome je x oznaka za hermitsko adjungiranje u End(W') u odnosu na taj skalarni produkt.

Za v € h*C stavimo

W, ={weW:; r1(Hw=v(H)w VH € h}

i neka je
M(r)={ve S W, #{0}},  m,(v)=dim W,

Elementi od M (1) zovu se H—tezine reprezentacije 7, a m.(v) je multiplicitet H—tezine v
u reprezentaciji 7. Tada za svaki s € W, = W (g%, §°) i svaki v € h*C vrijedi m,(sv) = m,(v).
Neka je B baza sistema korijena R = R(g®, h%) u odnosu na izabrani uredaj. Oznacimo sa
P skup tezina od R, P, skup dominantnih tezina, A skup korijenskih tezina (tj. A = ZR) i
Ay = Z,R,. Ako je reprezentacija 7 ireducibilna, ozna¢imo sa v, njenu najmanju h—tezinu.
Tada je v, € =Py, m,(v,) =11 M(t C v, + Ay,
Kao i prije stavimo za A € a*©

Wiy = {w € Wi 3m € Zy, (r(H) ~ A(H)Iw)"w = 0 VH € a} =

= {w eW: dkeZ,, (T(a) — eMlos “)Iw)kw =0Vae A} :

Nadalje, neka je
I(r)={re a*C; Wi # {0} }, n:(A) = dim Wi

Elementi od T'(7) zovu se A—tezine reprezentacije 7, a n,(\) je multiplicitet A—tezine A u
reprezentaciji 7. Za A € a*¢ stavimo

My(t) ={v € M(7); vla= A}
Tada se lako vidi da vrijedi:
Lema 2.12.1. Za svaki \ € a*© vrijedi
Wiy ={weW; 7(Hyw = \H)w VYH € a} = {w € W; 7(a) = ¢y Va € A}.

Nadalje,

(N = > m.(v), T(r)=A{vl veM(r)}, W= > +W,.

vEM, (1) veM (1)

Budu¢i da grupa M centralizira a, svaki potprostor W(yy je M—podmodul od W (dakle i
S = M A—podmodul) i pogotovo m—podmodul.
Ako je reprezentacija 7 ireducibilna, stavimo A\, = v;|a.
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Propozicija 2.12.2. Uz uvedene oznake vrijedi:
(a) Za svakis € W =W (g, a) i svaki A € a* je n.(\) = n,(s\).
(b) Ako je reprezentacija T ireducibilna, onda je T(1) C A; + L; pri tome je Ly = 7.3 .

(c) Ako je reprezentacija T ireducibilna, onda je Wiy ) ireducibilan m—modul i pogotovo ire-
ducibilan M —modul.

Dokaz: (a) Za svaki element s € W postoji element ¢ € W, takav da je tla = si ot =to (o
je ovdje oznaka za konjugaciju Liejeve algebre g€ odredenu realnom formom g). Sada za A € a*©
imamo

ne(sA) =n-(tA) = D me(tr) = Y m(A) =n(N).

IIGM)\(T) I/GM)\(T)

(b) Za A € T(7) je A = v|a za neki v € M (7). Tada je

vV=uv,+ Znaa za neke n, € Z,.
a€B
Slijedi
A=\ + Znaa|a.
a€B

Medutim, za o € B je ili aja = 0 ili je a|a € ¥. Dakle, A € A\, + L.

(¢) Neka je w € W,y primitivni vektor m©—modula W, ) u odnosu na ng, tj. 7(X)w =0
VX eng.Zaae X, iX €g,imamo 7(X)w € Wy, _q). Medutim, \; —a & A\, + L, pa je
prema (b) W(x,—a) = {0}. Prema tome je 7(X)w = 0. Buduéi da je

— — i =C . —
n=n;, +n 1 n= E d—a,

aed

zakljucujemo da je 7(X)w = 0 VX € n™. Prema tome, w je primitivni vektor za g¢ u odnosu na
n~. No takav je vektor jedinstven do na skalar, pa slijedi m® ima u W(x,) do na skalar jedinstven
primitivni vektor. To znaéi da je m“—modul W, ireducibilan.

Uvodimo sada kategoriju H: objekti od H su (g, K)—moduli V takvi da je V = Hg za neki
Banachov dopustiv (G, K)—modul H kona¢ne duljine, a morfizmi su (g, K')—preplitanja.

Propozicija 2.12.3. Neka je V € Ob(H) s reprezentacijom m i neka je T neprekidna reprezentacija
od G na konacnodimenzionalnom prostoru W. Tada je V @ W € Ob(H).

Dokaz: Neka je V = Hg, pri ¢emu je H Banachov dopustiv (G, K')—modul konaéne duljine.
Ocito je Hxk @ W C (H® W)k. Neka je {wy, ..., w,} baza od W. Stavimo:

T(z)w; = iji(x)wj, T(X)w; = iji(X)wj, 1<i<n, ze€G, Xcg“
=1 j=1
Za & € H® W postoje jedinstveni vy(§), ..., v,(§) € H takvi da je

= uil§) ®wi.
i=1
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Ocigledno je da su vy, ..., v, : H® W — H linearne surjekcije. Stovise, & — (v1(€), ..., va(€)) je
izomorfizam vektorskih prostora sa H ® W na H".
Neka je V' kona¢nodimenzionalan K —podmodul od H ® W. Neka je {&,...,&n} baza od V' i

neka su ¢;; : K — C matri¢ni elementi K —modula V' u odnosu na tu bazu:
(m®@7)( ngﬂ ISE 1<i<m, kekK.

Tada imamoza l<i<mike K :

ZZ%Z v (&) @ w, = Zgoﬂ =(m7)(k)& = (meT1)( sz &) @w, =

r=1 j7=1

= Z Yus(&) @ 7( Z Z Ys(&) @ Trs (k) w, = Z Zﬁs(k‘)ﬂ(l{)vs(&) ® Wy

r=1 s=1 r=1 s=1

Odatle je

Zm k)vs(&i) = Z%z Jur(§5), 1<i<m, 1<r<n, kek.

Bududi da je 3" 7 (k7N 75 (k) = Tps(€) = 0ps, iz gornje jednakosti mnozenjem sa 7, (k1) i
sumiranjem po r dobivamo

Up gz ZZTPT SDJZ 'Ur(gj) 1<i<m, 1<p<n, kekK.

j=1 r=1

To pokazuje da su v,(&;) € Hig, dakle, &, ..., &, € Hxk@W. Time smo dokazali daje V C Hr @ W,
a kako je V' bi proizvoljan kona¢nodimenzionalan K —podmodul od H® W, zakljucujemo da vrijedi
i obrnuta inkluzija (H ®@ W)g C Hx ® W. Time je dokazana jednakost V@ W = (H® W)k.

Iz teorije kona¢nodimenzionalnih reprezentacija poluprostih (tocnije, reduktivnih) Liejevih al-
gebri lagano slijedi da za svaki & € K postoji samo konaéno mnogo neekvivalentnih ireducibilnih
K—modula V takvih da je (V ® W)s # {0}. Odatle slijedi da za svaki § € K postoji konacan
skup T'(0) C K takav da je

VeW)s< > V,eW.
~€I(6)

Prema tome, za svaki § € K je

dim (V@ W), < ) (dim V,)(dim W) < 4o0.
Y€ET'(d)

Dakle, H ® W je Banachov dopustiv (G, K)—modul.

Treba jos dokazati da je (G, K)—modul H @ W konaéne duljine, ili, ekvivalentno, da je
(g, K)—modul V ® W konaé¢ne duljine. Neka je {0} = Vy C V; C --- C V, = V kompouzi-
cioni niz (g, K)—modula V. Tada je {0} = Vo @ W CV,@W C--- CV, @ W =V ® W rastuci
niz (g, K')—podmodula od V @ W i ocito je (V; @ W)/(Vic1 @ W) >~ (V;/V;—1) @ W. Prema tome,
dokaz da je (g, K)—modul V ® W konacne duljine dovoljno je provesti uz dodatnu pretpostavku
da je (g, K)—modul V ireducibilan. Tada je i V ireducibilan, pasu VW i (V@ W) =V @ W*
kona¢no generirani kao U(g)—moduli. Sada iz teorema 2.7.7. slijedi da je modul ¥V ® W konacne
duljine.
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Propozicija 2.12.4. Neka je V € Ob(H) s reprezentacijom m i neka je T neprekidna reprezentacija
od G na konacnodimenzionalnom prostoru W. Tada je E°(m @ T) = A\ + E°(7) i A, + E(7) C
E(r®T).

Dokaz: Neka je {wy, ..., w,} baza od W sastavljena od tezinskih vektora, tj. w;| € W(y,) za
A,y Ay € T(7). Neka je {wy, ..., w,} dualna baza od W*. Za a = exp H, H € a, tada imamo

’LZJj(’T(a)’LUi) = e’\i(H)éij.

Neka su kao u dokazu prethodne propozicije (v, . .., vy) : VOW — Vi (04, ..., 0,) : VOW* — V"
izomorfizmi vektorskih prostora definirani pomoc¢u tih baza:

=) wl@oew, &= yl)ed;, (eVeW, (eVeW =VeW).

ZaHeC ecVWite (VeW) imamo tada:

n

E((m@7)(exp H)E) =Y ;(€) (m(exp H)il€)) @ (r(exp H)w;) =

4,j=1

LN M) N (e
B 28 > enee '

AEE(vi(€),55(€))
Odatle je

n

E(,€) = |J [+ B@i©), ()]

i=1

Buduéidasuv, : VW —=Vig;: (VW) — YV surjekeije, slijedi
E(r®T) U A + E(m
=1

Odatle su ocigledne obje tvrdnje propozicije.

Propozicija 2.12.5. Neka je T neprekidna reprezentacija od G na konacnodimenzionalnom pros-
toru W i neka je na W zadan skalarni produkt u odnosu na koji je 7(9X) = —7(X)* VX € g
(primijetimo da takav skalarni produkt wvijek postoji). Neka je w meprekidna reprezentacija od
Q = MAN na konacnodimenzionalnom unitarnom prostoru V' takva da je restrikcija w|M uni-
tarna. Stavimo

U ={f:G—=V; f(gz) =w(q)f(z) Vg€ Q iVx € G}

U ={f:G—=VaW,; f(gr)=w(q®@1(9)]f(r) Vg € Q iVr € G}.

Postoji jedinstven linearan operator T : U¥ @ W — U“®" takav da je
T(f @w)|(x) = f(z) @ 7(z)w Vee G, VfeU” i YwelW.
Operator T je izomorfizam © vrijedi
T(C*@W) =0 7 W) =9 T(A@W) =401,

Nadalje, T inducira izometricki izomorfizam G—modula sa H® @ W na H®1Q).
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Dokaz: Za f € U¥ i w € W definiramo S(f,w): G — V @ W sa
S(f,w)(z) = flz) @ 7(x)w,  2qinG.
Za g€ @ ix e G imamo

S(f,w)(gz) = flgz) @ T(gr)w = wlg) f(x) @ T(g)T(2)w = [w(g) @ 7(q)]s(f, w)(x).

Prema tome, S(f,w) € U¥®7. Dakle, definirali smo preslikavanje S : U¥ x W — U“®T i to uje
preslikavanje ocito bilinearno. Stoga postoji jedinstven linearan operator T : U¥ @ W — U“®7 g
trazenim svojstvima.

Neka je {wy,...,w,} baza prostora W. Za svaki x € G tada je i {7(x)w,...,7(x)w,} baza
prostora W. Stoga za svaku funkciju F' € U¥®" postoje jedinstvene funkcije Fy,..., F, : G — V
takve da je

F(x)= ZFZ(ZB) ® 7(x)w;, x€QG.

Sada za g € () i x € G imamo

n

Z Fy() @ r(e)w; = F(z) = [w(g™) @ 7(¢7)] Flgz) = Y wlg™)Fi(gz) ® 7(2)w;.

i=1

Odatle je Fy(z) = w(q™')F;(qx), odnosno, F;(qx) = w(q)F;(x). Dakle, Fy, ..., F, € U¥, pa moZemo
definirati AF € U¥ @ W relacijom

i=1
Tako smo dosli do linearnog operatora A : U“®™ — U¥ @ W. Za F € U*®" iza x € G je

(TAF)(x)=T <Z F® wi> (x) = ZFZ(ZB) ® 7(r)w; = F(x).

Dakle, TA = I;ue(-. Nadalje, za f € U i w € W imamo w = Y, , ayw; za neke «o; € C, Dakle,
za funkciju F =T(f ® w) i * € G dobivamo

F(z) = f(z) @ T(x)w = Y aif(x) @ m(x)w;
i=1
dakle, uz prijasnje oznake za funkciju F' = T'(f ® w) vrijedi F; = «; f. Prema tome,
AT(fow)=AF =Y aif @wi=f® Y oww; = f @w.
i=1 i=1

Bududi da vektori oblika f ® w, f € U¥, w € W, razapinju cijeli prostor U¥ ® W, zaklju¢ujemo
da vrijedi AT = Iywgw. Dakle, T'1 A su medusobno inverzni izomorfizmi. Uoc¢imo odatle slijedi
da definirani izomorfizam A u stvari ne ovisi o izboru baze {wy, ..., w,}.

Ocito vrijede inkluzije

T(Cw ® W) C Cw@(ﬂQ)’ T(cw ® W) - Cw@(ﬂQ)’ T(AW ® W) C Aw®(T|Q)‘

Nadalje, ako je funkcija F' € U“®™ neprekidna (odn. klase C'°, odn. analiticka) onda su i prije
definirane funkcije Fi, ..., F,, neprekidne (odn. klase C*°, odn. analiticke) jer je preslikavanje
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r+— 7(x)"! sa G u End(W) analiticko. To pokazuje da je AF € C* @ W, (odn. AF € C* @ W,
odn. AF € AY @ W). Zakljuéujemo da je restrikcija operatora 7' izomorfizam sa C* @ W na
C+21Q) (odn. sa C¥ @ W na C*®(719) odn. sa A“ @ W na A2,

Pretpostavimo sada da je izabrana baza {wy, ..., w,} od W ortonormirana. Za fi,..., f, € H*
(ili, preciznije, za predstavnike tih klasa u U“) imamo

T <Z fi®wi> Zfz wz>
i=1

dakle,

ASECERCT 9= [ 3 (09 &6 (0 @ 7(4s)y g ) =

VoW 1,j=1

= [ RN El 7R ) = [ S IR ulh) = S 1 < +oc.

i,7=1

Dakle, 7" inducira preslikavanje sa H* @ W u H®(719), Nadalje, kako je

i,7=1

Y

HY@W

iz prethodnog rac¢una vidi se da je to preslikavanje izometrija sa H* @ W u H*®(1Q) Bududé
da prema prije dokazanom slika te izometrije sadrzi C*®(71Q)_ ta je slika gusta u H*®(71Q) dakle,
jednaka H“?(71Q) jer se rbadi o izometriji. Dakle, T inducira izometricki izomorfizam sa HY @ W
na Hw®rlQ),

Napokon, za z,y € G, f € H*Y i w € W imamo

(7N (f @ w)] () = T(f @ w)(xy) = fzy) ® 7(zy)w =
= (m(y) f) (x) @ 7(x)7(y)w = [T (7(y) f @ T(y)w)] (z) = [T (7*(y) @ 7(y)) (f @ w)] (x).
To pokazuje da je izometricki izomorfizam H* @ W — H¥®(IQ) preplitanje G—modula.

Lema 2.12.6. Neka su x1 i x2 neprekidne reprezentacije od () na konacnodimenzionalnim pros-
torima Vy i Va i neka je B € Homg(Vi, Vo). Za f € HX' definiramo Bf : G — Va sa

(Bf)(z) = Bf(z), 2€G.

Tada je Bf € H*2 i tako definirano linearno preslikavanje B : HX' — HX2 je neprekidno prepli-
tanje G—modula. Nadalje, preslikavanje™ identiteti pridruzuje identitetu, a kompoziciji kompozi-
ciju. Drugim rijecima induciranje je kovarijantan funktor kategorije neprekidnih konacnodimen-
zionalnih QQ—modula u kategoriju dopustivih (G, K')—modula.

Dokaz: Zage @, x € Gi f € HX imamo

(Bf)(gz) = bf(qz) = Bxi(q) f(z) = x2(0) Bf (z) = x2(q)(Bf)(x).

[l Enwl], auw = [ 1803100 < IBIE [ 1701 au)

Nadalje,
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To pokazuje da je B neprekidan operator sa HX' u HX*, i, stovise, da je ||B|| < ||B|. To je
preplitanje G—modula jer za x,y € G'i f € HX! imamo

(@) B | (y) = (Bf)(y) = Bf(ye) = B(x(@)f) (y) = | Br* (0)f] ).
Tvrdnja o kovarijantnoj funktorijalnosti dobiva se direktan racunima.

Lema 2.12.7. Neka je o € M realizirana na prostoru V, \ € a*C i 1 neprekidna reprezentacija G
na konacnodimenzionalnom prostoru W. Neka je x reprezentacija grupe Q = M AN na prostoru
V @ W, definirana sa

x(man) = XA DG (1m) @ (r(m)[Win,y), meM, a€A, neN.
Postoji neprekidno preplitanje G—modula ® : Hg’\ ® W — HX takvo da za svaki f € Vg?”\ \ {0}
vrijedi O(f @ W) # {0}.

Dokaz: Neka je y; reprezentacija grupe () na prostoru V ® W definirana sa
xil@) =gMNo)®7(e), qeQ.
Prema propoziciji 2.12.5. imamo izometricki izomorfizam 7" : Hg’\ ®@ W — HX' takav da je
T(f@w)(r) = f(x)®T(x)w, fEHg’\, weW, zedg,

i to je preplitanje G—modula. Neka je £ projektor prostora W na tezinski potprostor Wi,y duz
sume ostalih tezinskih potprostora. Za X € niw € W, je

T(X)’w € Z + W(,,).
ve(ut+Ly)\{n}
Stoga zan =exp X € N i w € W, vrijedi
T(n)w—w € Z + W) C KerE.
ve(ut+Ly)\{u}

To pokazuje da je ET(n) = E za svaki n € N. Nadalje, za m € M i a € A je ocito
Et(ma) = et U7 (m)E.

Neka je operator B : V@ W — V @ W,,) definiran sa B = Iy ® E. Tada za m € M, a € A i
n € N imamo

Bxi(man) = Tg’A(mcm) ® Et(man) = eAP8 D5 (1) @ erloe dr(m) B =

= [e’\J”\TJ”’)(IOg Yo (m) ® T(m)} B = x(man)B.
Dakle, B € Homg(V @ W,V ® W(,,)). Prema lemi 2.12.6. dobivamo neprekidno preplitanje
G—modula B : HX* — HX. Stavimo ® = B o T. Tada je ® neprekidno preplitanje G—modula sa
HE @ W u HX.
ZafEHg’\,wEWi:EEGimamo:

[@(f ® w)](z) = [BT(f @ w)](x) = B[T(f @ w)](z) = (Iy ® E)(f(z) ® 7(x)w) = f(z) ® Br(x)w.

Pretpostavimo da je funkcija f € Vg?”\ takva da je ®(f ® w) = 0 Yw € W. To znaci da za svaki
w € Wisvaki z € G vrijedi f(z) ® ET(z)w = 0. Medutim, za svako x € G postoji w € W takav
da je E7(x)w # 0. Doista, mozemo uzeti v € Wy, \ {0} 1 staviti w = 7(2~!)v. Prema tome,
f(z)=0Vzed, tj. f=0.
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Propozicija 2.12.8. Neka je H dopustiv Banachov (G, K)—modul konacne duljine s reprezentaci-
jom w 1 neka je T neprekidna konacnodimenzionalna ireducibilna reprezentacija od G. Tada je
A+ J(m) CJ(r®T).

Dokaz: Neka je V = Hg i A € J(m). Po definiciji J(7) to znaci da postoji o € M takav da je
Homg i (V, Vg?”\) # {0}. Za A € Homgk(V, Vg?”\) tada uz oznaku @ iz leme 2.12.7. imamo

B=%®o (A & Iw) S HOng((V ®@ W, VX),
gdje je x reprezentacija od @) na prostoru V ® W(y,) (gdje je V prostor reprezentacije o) dana sa
x(man) = eAAFAE D 5 (1) @ 7(m) Wy, meM, a€A neN.

Prema lemi 2.12.7. ako je A # 0, onda je i B # 0. Prema tome, Homg x (V @ W, VX) # {0}.
Reprezentacijaw : m — o(m)®@71(m)|W(x,) od M na prostoru V@ W, reducira se u direktnu

sumu ireducibilnih, w = oy + - -+ 4 0,. No tada je (g, K)—modul VX ekvivalentna direktnoj sumi

modula Vg;”\J”\T, i=1,...,p. Prema tome, postoji i takav da je Homgx(V @ W, Vg;”\J”\T) # {0}.

No to znaci da je A+ A\, € J(m® 7).

Neka je ‘H Banachov dopustiv (G, K)—modul konacne duljine s reprezentacijom 7. Neka je
{0} = Hy € Hy C --- C H,, = H kompozicioni niz zatvorenih (G, K)—podmodula. Neka
je m = my,/n, , i—ta subkvocijentna reprezentacija i neka je my direktna suma ireducibilnih
reprezentacija 7y, ..., m,. Prema Jordan—Holderovom teoremu 7,5 do na ekvivalenciju ne ovisi o
izboru kompozicionog niza. m se zove semisimplifikacija reprezentacije 7. Pisat ¢emo H,s za
pripadni Banachov (G, K)—modul i Vs, = (Hss) k-

Lema 2.12.9. Za neprekidni konacnodimenzionalan G—modul W su (V @ W)gs 1 (Vss @ W)ss
ekvivalentni (g, K')—moduli.

Dokaz: Neka je {0} =V, €V, C --- CV, =V kompozicioni niz (g, K)—modula V. Tada
filtraciju {0} = Vo @ W CVi W C--- CV, @ W =V ® W mozemo profiniti do kompozicionog
niza tako da za svaki ¢ € {1,...,n} umetnemo niz (g, K')—podmodula

Vii@W =V, CVi Q---V;i:%@W
takvih da su subkvocijentni moduli V; / V;_l ireducibilni za 1 < j < p;. Neka je 7T§ subkvocijentna
reprezentacija na V} / V;_l. Neka je 7 reprezentacija na G—modulu W. Tada je

n p:

(T ® T)gs ZZ-I-W;

i=1 j=1
Zasvakii € {1,...,n} oznacimo sa ; reprezentaciju na subkvocijentnom (g, K')—modulu V;/V;_;.

Tada je ocito

(7Tss ® T)ss = Z(Trz ® 7_)35-

i=1
Nadalje,
{0} =V/(Via@W) CV/(Via@W)C--- TV /Via@ W) =(VieW)/(Via @ W)
je kompozicioni niz (g, K')—modula (V; ® W)/(Vi-1 ® W). Reprezentacija na (g, K)—modulu
(Vi/Via @ W) [ (Vi / (Vi @ W) = V)V
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ekvivalentna je 7}. Stoga je
pa dobivamo

Lema 2.12.10. Uz uvedene oznake vrijedi E(mys) C E(m).

Dokaz: Kako je w3 ~ m + - + 7, to je

E(my) = U E(m).
Stavimo

VE={feV; flyi=0}, 0<i<n.

Tada je .
{0}=ViCV, - CVy =V

kompozicioni niz (g, K)—modula V. Nadalje,
Vi/Vie1) =V Vs, 1<i<n
Neka suv € V;i0 € Vi+,. Za H € C tada imamo
oy v msv (exp H) = (54 V) (r(exp H)o +Viox) = B(x(exp H)v) = cuslexp H).

Slijedi E(v+V;_1,9+ V') = E(v,?). To pokazuje da je E(m;) C E(m) zasvakii = 1,...,n, dakle,

n

E(ry) = | E(m) € E(r).

i=1
Lema 2.12.11. Uz uvedene oznake vrijedi J(m) C J(mgs).

Dokaz: Neka je A € J(w). Tada postoji o € M takva da je Hom&K(V,Vg)”\) # {0}. Neka je
A€ Hom&K(V,Vg)”\) \ {0}. Za neki i € {1,...,n} tada je AV;,_; = {0} i AV; # {0}. Operator
A tada inducira A; € Hom&K(Vi/Vi_l,Vg)”\) \ {0}. Odatle je Hom&K(Vss,ng/\) # {0}, pa slijedi
A€ J(mgs).

Teorem 2.12.12. Neka je H dopustiv Banachov (G, K)—modul konacne duljine s reprezentacijom
. Tada vrijedi:

(a) E°(m) je skup svih minimalnih elemenata od J(m) u odnosu na uredaj < .
(b) E°(m) = E°(mss)-

Dokaz: (a) Neka je A € J(m). Treba dokazati da postoji v € E°(w) takav da je v < \. Neka
je W neprekidan kona¢nodimenzionalan G—modul s reprezentacijom 7 takav da je

Re(A+ \)(H,) <0 Vo € X5
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Po propoziciji 2.12.8. tada je A+A; € J(7®7). Polemi2.12.11. je A+A; € J ((m ® T)s5) , pa postoje
o€ MiBeHomgr((VeW),, Vg?”\J”\T) \ {0}. Tada je B(V ® W)ss podmodul (g, K')—modula

Vg?”\J”\T koji je razli¢it od {0}. Taj je modul ekvivalentan kvocijentnom modulu poluprostog modula

(VRW)ss 1 kao takav je i sam poluprost. Medutim, prema teoremu 2.11.10. (g, K')—modul Vg?”\J"\T

ima jedinstven ireducibilan podmodul V; — to je onaj s reprezentacijom koju smo oznacili sa
1/8’\“7 —ivrijedi A+ \; € EO(VZ?’H’\T). Tada je V; ujedno jedini poluprost (g, K')—podmodul od
Vg?”\J”\T koji je razlicit od {0}. To znaci da je B(V®@W)ss = V;. Dakle, (g, K)—modul V; izomorfan
je nekom ireducibilnom podmodulu od (V ® W),,. Slijedi A + A\, € E((7r ® 7)ss) , a odatle je po
lemi 2.12.10. A+ \; € E(m®T). Stoga postoji u € E°(m®7) takav da je p < A+ A.. Po propoziciji
2.12.4. tada je p = v + A\, za neki v € E°(m). Sada je v + A\, < A+ A, dakle, v < .

(b) Iz leme 2.12.10. neposredno slijedi E°(7ss) C E°(7). S druge strane, lema 2.12.11. i tvrdnja
(a) povlace obrnutu inkluziju E°(7) C E°(7ss).



