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Poglavlje 1

Lokalno kompaktne grupe

1.1 Funkcije i mjere na lokalno kompaktnim prostorima

Neka je T' lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Sa C'(T") éemo oznacavati prostor
svih neprekidnih funkcija f : T — C. Za f € C(T) stavljamo

[fllec =sup{[f(®)]; t €T}
Za f € C(T) neka je Supp f nosa¢ funkcije f :

Supp [ = Cl({t € T; [f(t) # 0}).

Pri tome CI(S) oznacava zatvara¢ podeskupa S C T.

Neka je Co(T") potprostor svih funkcija iz C(T) s kompaktnim nocacem. Mjera na T je svaki
linearni funkcional p : Co(T') — C koji ima sljedece svojstvo neprekidnosti: za svaki kompaktan
skup K C T postoji M > 0 tako da vrijedi:

feC(T), SuppfC K = ()] < Mg|| flloo-

Sa M(T') ¢emo oznacavati skup svih mjera na 7. Ocito je 9MM(T) kompleksan vektorski prostor.

Neka je CJ(T') realan vektorski prostor svih realnih funkcija iz Cy(T"). Realna mjera na T
je mjera p € M(T) takva da je u(f) € RVf € Ci(T). Realan vektorski prostor realnih mjera
oznacavat ¢emo sa M"(T').

Lema 1.1.1. Linearni funcional p : C5(T) — R prosiruje se do mjere na T ako i samo ako za
svaki kompaktan skup K C T postoji Mk > 0 takav da vrijedi:

feCyT), SuppfCK = |[u(f)l < Mgl [l

Dokaz: Uvjet je oc¢ito zadovoljen ako se p prosiruje do mjere na 7.
Pretpostavimo da je uvjet zadovoljen. Definiramo prosirenje p : Cy(71) — C po linearnosti:

p(fi+ifa) = p(fi) +in(fe), fi, fa € Co(T).

Neka je K C T kompaktan skup i neka je My > 0 takav da vrijedi uvjet iz iskaza leme. Neka je
g € Co(T) takva da je Suppg C K. Tada je u(g) = |u(g)|e’ za neki o € R. Stavimo

e g = fi+ifs, fi, fa € C{(T).
Tada je Supp f1 € K pa imamo redom

lu(g)| = e ulg) = ple ™g) = u(fr) +in(fa) = p(fi) < Mgl fillso < Mi|lgllso-

bt
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Dakle, prosirenje p je mjera na 7.

Neka je Cy (T') konus svih nenegativnih funkcija iz Cf(T'). Mjera u € 9M(T') zove se pozitivna
ako je u(f) > 0Vf € Cy (T). Skup svih pozitivnih mjera na T' oznacavat ¢emo sa IM*(T'). O¢ito
je MH(T) CM"(T) i to je konus.

Sljedeca propozicija pokazuje da ve¢ sama pozitivnost linearnog funkcionala ima za posljedicu
definirano svojstvo neprekidnosti.

Propozicija 1.1.1. Neka je v: Cf (T) — Ry = [0, +o0) preslikavange sa sljedeéa dva svojstva:
(a) v(f +g)=v(f)+v(g) V[, g€ Cy(T).
() v(iaf) =av(f) Va e Ry iVf e C(T).

Tada se v jedinstveno prosiruje do mjere p na T. Mjera u je pozitivna.

Dokaz: Za f € C}(T) definiramo f+, f~ € Cf (T) sa

fr(t) =max{f(t),0},  f () =min{—f(t),0}.

Tada je ocito f = f+ — f~. Nadalje, ako su ¢, € Cf (T) takve da je f = ¢ — 1, tada je fT < ¢
i f~ <t svudanaT.
Definiramo sada p : C5(T) — R sa

p(f) =v(fH) —v(f),  feCyT).

Zaa > 01 f e CyT) ocito je (af)T = aft i (af)” = af”. S druge strane, ako je @ < 0 i
[ € CiT), tada je (af)™ = —af™ i (af)” = —aft. Odatle koristenjem svojstva (b) iz iskaza
propozicije lako slijedi da vrijedi

paf) = au(f),  feCHT), acR.

Neka su sada f,g € C5(T). Tadaje f+g=fT+g"—(f"+g ), paje (f+9g) " < fT+gti
(f+9)” < f~+4g . Slijedi da je

h=f"+g" = (f+9)"=f +9 —(f+9) € (D).
Koristenjem svojstva (a) iz iskaza propozicije imamo redom:
p(f) +ulg) =v(f) —v(f) +vlg") —vlg ) =v(fT+g") —v(f +g7) =

=v((f+9)"+h) —v((f+9) " +h) =v((f+9)")+v(h) —v((f+9)7) —v(h) = pu(f+g)

Na taj nacin dokazali smo da je p : Cf(T) — R linearni funkcional.

Dokazimo sada da linearan funkcional p : CJ(T') — R zadovoljava uvjet leme 1.1.1. Neka
je K C T kompaktan skup. Izaberimo f, € Cy (T) takvu da je fo(t) = 1 V¢t € K. Stavimo
Mg =v(fy) > 0. Ako je f € C5(T) takva da je Supp f C K, tada je

fHIflcfo e CH(T) i lfllecfo— f € Co(T),
pa je

u(f + 11 flleofo) =v(f + 1 fllcfo) 20 i plllfllacfo = f) = v[fllecfo — ) 20,
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a odatle je
[ flloMr < p(f) < floMx = |u(f)] < Mk||flloo-

Prema lemi 1.1.1. u se prosiruje do mjere na T. Kako je ocito u|Cy (T') = v, mjera u je pozitivna.
Za realne mjere p,v € M"(T) pisemo p < v (ili, ekvivalentno, v > u) ako je v — u € MH(T).
Kako je 9™ (T) konus, ocito je < relacija (parcijalnog) uredaja na 9" (7T') i vrijedi:
v, pw €M(T), v<op — v4+w < pu+w,
vyp e M(T), v<upu acRy = av < ap,
v, e M(T), v<up = —p < —v.

Propozicija 1.1.2. Za svaku realnu mjeru p € IM'(T) postoje jedinstvene pozitivne mgjere
pt,u= € MH(T) sa sljedeéa dva svojstva:

(a) p=p* —p~.
(b) Ako su vy,v5 € M (T) takve da je p =11 — vy onda je u™ < vy i~ < vy,
Dokaz: Jedinstvenost je neposredna posljedica ocigledne implikacije
a,fe€eM(T), a<a i f<a — a=0.
Dokazimo egzistenciju. Definiramo pu* : Cf (T) — R sa

p(f) =sup{ulg); g€ CI(T), g < f}, [ e C(T).
Ocito je
wtaf) =au(f),  feCHT), acR,.
Nadalje, neka su fi, fo € Cj (T). Tada imamo redom

1t (f1) = pt(f2) = sup{ul9r); g1 € CF(T), g1 < fr} +sup{u(g2); g2 € CF (1), g2 < fo} =

=sup {u(g1 + 92); 91,92 € C5(T), 91 < f1, g2 < fo} <
<sup{u(9); g€ C{(T), g < fi+ foa} = (f1 + fo).

Dakle, dokazali smo nejednakost

(1) +pt () < pt(fi + fa), fi, f2 € Ci (T).

Dokazimo sada da vrijedi i obrnuta nejednakost, dakle, jednakost. Neka je g € Cy (T) takva da je
g < f1+ fo. Stavimo g;(t) = min{g(t), f1(t)}, g2(t) = g(t) — g1(t), t € T. Tada su g1, go € C5(T).
Nadalje, ocito je g1 € Cf (T) i g1 < f1. Ako je t € T takav da je g(t) < fi(t), tada je g1(t) = g(t),
pa je g2(t) = 0 < fo(t). Ako je pak t € T takav da je g(t) > fi(t), tada je g1(t) = fi(t), pa je
0 < go(t) = g(t) — f1(t) < fa(t). To pokazuje da je i go € Cf (T) i da vrijedi go < fo. Prema tome
je

1(g) = ulgr) + pg2) < ™ (fr) + 1" (fo).

Ovo zakljucivanje vrijedi za svaku g € Cif (T') takvu da je g < fi + fo, pa slijedi trazena obrnuta
nejednakost:

pt(fi+ f2) =sup{u(g); g € CF(T), g < fi+ fo} < (f1) + 1" (f2)-
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Dakle, vrijedi jednakost

pr(fit f2) =t (f) + 0 (f),  fi, f2 € CE(D).

Prema propoziciji 1.1.1. u* se jedinstveno prosiruje do mjere p™ na T i u* € MT(T).

Stavimo sada p~ = p— pt € M (T). Za proizvoljnu f € CF (T) je f < f, paje u™(f) > u(f),
dakle, u=(f) > 0. Zakljucujemo da je p= € M*(T). Naravno, = put — .

Napokon, pretpostavimo da su vy, v, € MM (T) takve da je p = vy — vo. Za f € Cf (T) je tada

pt(f) = sup{ulg); 9 € Cy(T), g < f} =sup{wi(g) —1ag); 9 € C5(T), g < f} <

<sup{ri(g); g € Cy(T), g < f} =wn(f)

Zakljucujemo da je da je p* < vy, aodatle jei u~ = ut — pu < vy — = vy. Time je propozicija u
potpunosti dokazana.

Za p € M (T) p* se zove pozitivni a - negativni dio mjere p. Nadalje, mjera
lp| = ut + p= € MH(T) se zove apsolutna vrijednost mjere € 9" (T).

Propozicija 1.1.3. Neka je p € M (T).
(a) Ako jev € M (T) takva da jev < pt iv < p~ ondajev <0 tj. —v € MH(T).
(b) Za svaku f € CF(T) vrijedi
[ul(f) = sup {u(g); g € Co(T), lg| < f}.

(¢) Za f € Co(T) vrigedi |u(f)] < [ul(|f]).

Dokaz: (a) Stavimo v; = ut —vivy =pu~ —v. Tada su vy, vy € MT(T) i p =1y — 1y Prema
propoziciji 1.1.2. odatle slijedi ™ < vy. To znaci da je —v = (ut —v) — put =vy — put € MH(T).
(b) Imamo redom

|l (f) = (f) + 1= (f) = 20 (f) — u(f) = 2 sup {u(h); h € CF(T), h < f} —u(f) =

=sup {u(h); h € Gy (T), h <2f} — u(f) =sup{u(h - f); h € G (T), h<2f} =
=sup{u(g); g€ Cy(T), —f <g < f}=sup{uly); 9| < f}.

(c) Za f € Cy(T) ocito vrijedi |f| € Cq (T) i |f] < |f], pa iz (b) slijedi |p|(]f]) > u(f). Buduéi
da je | — p| = |p] slijedi i [u|(|f[) = —p(f). Dakle je [u(f)| < |u[(|f])-

Zape C(T)1ipeMT) definiramo pu : Co(T) — C sa
(en)(f) = ulef), [ e C(T).
Neka je K C T kompaktan skup i neka je My > 0 takav da vrijedi
feCK), SuppfCK = |u(f)] < Mglfll
Ako je Supp f C K tada je i Supp pf C K. Stoga vrijedi

() (N = [N < Nleflloo < Mol flloo,

uz oznaku
lollx = sup {|p(t)]; t € K}.
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Time je dokazano da je pu € 9(T). Na taj nacin 9(7T") je postao modul nad komutativnim
prstenom C(T"). MM"(T') je modul nad prstenom C"(7T') i vrijedi:

peCH(T), peMm (1) = pueM(T).

Napokon, primijetimo da se kompleksno konjugiranje prenosi s funkcija na mjere:

a(f) =u(f), peMT), feCyT)

Tada su za svaku p € M(T) mjere
R 1( +m) i1 ! (n— 1)
= — 1 m = — —
Ch=g5HTH =5\ =1

realne i vrijedi
= Rep+1Impu.

1.2 Topoloske grupe

Grupa G zove se topoloska grupa, ako mje G Hausdorffov topoloski prostor i ako su preslika-
vanja (z,y) — 2y sa G x G u G iz — 27! sa G u G neprekidna. Topoloska grupa G je lokalno
kompaktna, (odnosno kompaktna, odnosno diskretna, odnosno povezana) ako je topoloski
prostor takav (lokalno kompaktan, kompaktan, diskretan, povezan).

Neka je G topoloska grupa i « € G. Definiramo preslikavanja A,, p;, 1, : G — G sa

M) =2y,  pe(y) =y, Ly)=ayx',  yeG.

Tada su A, p; i t, homeomorfizmi sa G' na G i vrijedi (e ¢e stalno biti oznaka za jedinicu u grupi):
Ae = Pe = le = idg, AzO Ny = Agy, PrOPy = Payr LlaOly=Lley, Lg=Az0 Py = pPy0As.

Kako su A, i p, homeomorfizmi sa G na G, svaka okolina tocke x € G ima oblik zU i Vz gdje
su U i V okoline od e. Posebno, topoloska grupa je lokalno kompaktna ako i samo ako jedinica u
grupi ima kompaktnu okolinu.

Primijetimo jos da ¢, ima i svojstvo t,(yz) = t.(y)t.(2), dakle, ¢, je ne samo homeomorfizam
sa G na G nego i automorfizam grupe G.

U viSe navrata trebat ¢e nam sljede¢a topoloska ¢injenica:

Lema 1.2.1. Neka su X, Y i Z Hausdorffovi topoloski prostori, ¢ : X xY — Z neprekidno
preslikavanje, K C X kompaktan skup i U C Z otvoren skup. Tada je

W={yeVY; p(r,y) e UVer e K}
otvoren podskup od Y.

Dokaz: Neka je y € W. Za svaku tocku x € K tada imamo ¢(x,y) € U. Kako je skup U
otvoren i preslikavanje ¢ neprekidno, postoje otvorena okolina V,, C X tocke x i otvorena okolina
O, CY tocke y takve da je ¢(V, x O,) C U. (V,)zek je otvoren pokriva¢ kompaktnog skupa K,
pa postoji kona¢no mnogo tocaka i, xs,...,x, € K takvih da je

KCV, UV, U---UV,,.
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Stavimo

0=0,NnN0,Nn---N0O,,.
Tada je O otvorena okolina tocke y u prostoru Y. Neka su z € K iy’ € O. Tada je v € V,, za
neki indeks j € {1,2,...,n}, a vrijediiy’ € O,,. Stoga je ¢(x,y') € U. To pokazuje da je O C W,
a kako je tocka y € W bila proizvoljna, zaklju¢ujemo da je W otvoren podskup od Y.

Za podskupove A, B grupe G upotrebljavat ¢emo sljedece oznake:
AB ={ab; ac A, be B}, A '={a""'; ac A},
A=A, A" =AA"' ={a1,ay--ay; ay,as,...,a, € A}
Propozicija 1.2.1. Neka je G topoloska grupa.
(a) Ako je skup U C G otvoren i S C G onda su skupovi US, SU i U~ otvoreni.

(b) Ako je U okolina jedinice e onda postoji okolina V od e takva da je V=Vt C U.
(

¢) Ako je U okolina od e i n € N onda postoji okolina V' od e takva da je V™ C U.

)
)
d) Ako su skupovi A, B C G kompaktni, onda su i skupovi AB i A~' kompaktni.
) Ako je skup A C G zatvoren i K C G kompaktan onda su skupovi A=, KA i AK zatvoreni.
)

(
(e
(f

Ako je skup U C G otvoren i ako je skup K C G kompaktan i sadrZan u U, onda postoji
okolina V' od e, takva da je KV CU i VK CU.

Dokaz: (a) x — 27! je homeomorfizam sa G na G. Prema tome, akup U~! je otvoren. Nadalje,
SU je unija otvorenih skupova xU, x € S, pa je i sam otvoren. Analogno, US je otvoren jer je to
unija otvorenih skupova Ux, x € S.

(b) Trazeno svojstvo ima V =UNU" .

(¢) Tvrdnja je posljedica neprekidnosti preslikavanja (zq,z2,...,2,) +— xi1Ze---x, sa
GxGEx---xGugdG.

(d) Tvrdnje slijede iz ¢injenice da je A~! slika kompaktnog skupa A pri neprekidnom preslika-
vanju x + o' i iz ¢injenice da je AB slika kompaktnog skupa A x B C G x G pri neprekidnom
preslikavanju (z,y) — zy.

(e) Kako je * — z~! homeomorfizam sa G na G, skup A™! je zatvoren. Nadalje, neka je
preslikavanje ¢ : G X G — G definirano sa ¢(z,y) = z~'y. To je preslikavanje neprekidno, pa je
po lemi 1.2.1. skup

W={yeG, v'yc G\ AVz € K}

otvoren u GG. Medutim, imamo
yeW <= 27'yecG\AVr €K < K'yCG\A <= KlWynA=0 < y¢KA.

Dakle, W = G'\ K A, pa zaklju¢ujemo da je skup K A zatvoren. Odatle i iz (d) slijedi da je i skup
AK = (KA " zatvoren.

(e) Neka je preslikavanje ¢ : G X G — G definirano sa ¢(x,y) = zy. To je preslikavanje
neprekidno. Stavimo

Vi={yeG; px,y) eUVe e K} ={ye G; zyec U Vr € K}.
Tada je e € V7 i po lemi 1.2.1. skup V; je otvoren. Analogno je i skup
Vo={yeG, yrelUVreK}
otvoren i e € V5. Stoga je V = V) NV, okolina od e i vrijedi VK CU i KV C U.
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1.3 Invarijantne mjere na lokalno kompaktnim grupama

U cijeloj ovoj tocki G oznacava lokalno kompaktnu grupu i e njenu jedinica.

Funkcija f € C(G) zove se lijevo uniformno neprekidna ako za svako ¢ > 0 postoji okolina
V od e takva da vrijedi
yexV = |f(x)-fl)l<e

Analogno, f je desno uniformno neprekidna ako za svako € > 0 postoji okolina V' od e takva
da vrijedi

yeVe = |[fl@)-fl)l<e
Propozicija 1.3.1. Svaka funkcija f € Co(G) je i lijevo i desno uniformno neprekidna.

Dokaz: Neka je K = Supp f i € > 0. Neka je U = U~! kompaktna okolina od e. Tada je po
tvrdnji (d) propozicije 1.2.1. KU kompaktan podskup od G. Stavimo

W ={yeG; |f(zy) — f(z)] <eVz € KU}

Tada je e € W. Neka je ¢ : G x G — R neprekidna funkcija definirana sa o(z,y) = | f(zy) — f(2)].
Tada je
W= {y € G7 (,D(l',y) S <—OO,€> Vr € KU}

pa je po lemi 1.2.1. W otvoren podskup od G. Prema tome, W je okolina od e u G.
Stavimo V = W NU. Neka su z,y € G takvi da je y € 2V, tj. 7'y € V. Dokazat éemo da je

tada | f(z) - f(y)] < =.
Pretpostavimo prvo da = ¢ KU. Kako je U okolina jednice, tada = ¢ K, pa je f(x) = 0. Kad

bi bilo y € K, imali bismo
r=y(y'z)=y (x’ly)_l c KV''CKU''=KU
suprotno pretpostavci. Dakle, vrijedi i y € K, pa je f(y) = 0. Stoga je u tom slucaju

[f(z) = fy)| =0 <e.
Pretpostavimo sada da je z € KU. Tada je 27 'y € V C W, pa vrijedi

[f(@) = fW)l = If (x (z7y)) = fla)| <e.
Time je dokazano da je funkcija f lijevo uniformno neprekidna. Sasvim analogno dokazuje se

da je f desno uniformno neprekidna (ili se primijeni dokazano na funkciju z — f (z71)).

Za x € G i za funkciju f na grupi G definiramo transformirane funkcije

)‘:L“f = fO )\x—la P:rf = fopx_17 L:L“f = fO ly-1,
tj.
NeH)y) = f(27Yy), (ph)Y) = flyzx), (iota,f)(y) = f (¢ yz), yeq.

Te se transformacije prenose i na mjere na grupi G : za u € M(G) i za x € G stavljamo

(Axu)(f) =p (/\xflf) ) (pmlu’)(f) =p (paflf) ’ (%M)(f) =p (folf) ) f € CO(G)

Mjera p € IM(G) zove se lijevoinvarijantna (odn., desnoinvarijantna) mjera na G ako je
At = p (odn., pyp = p) VYo € G. Ako je k tome p pozitivna i # 0, onda se u zove lijeva (odn.,
desna) Haarova mjera na grupi G.
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Prenosenjem invertiranja u grupi na funkcije a zatim na mjere dolazimo do bijekcije medu li-
jevoinvarijantnim i desnoinvarijantnim mjerama na GG. Naime, za funkciju f na grupi GG definiramo
novu funkciju f relacijom

flx)y=f (1), z € G.
Tada imamo redom

(W)= flyz) = f(zy ™) =Nh) (v ) =(f) W),  zy€G.

Prema tome, za svaku funkciju f na grupi G i za svaki x € G vrijedi

pef = Af)” 1, analogno,  Aof = (p.f)"
Za mjeru pu € M(G) definiramo i € M(G) sa
alf)=nu(f),  feG(@).
Iz gornjih relacija za funkcije slijede analogne relacije za mjere:
paft=(Azpt) ™ 1 Agfr=(pep),  pEMG), zeC.

Prema tome, p — [ je involutivna bijekcija sa skupa svih lijevoinvarijantnih (odnosno, lijevih
Haarovih) na skup svih desnoinvarijantnih (odnosno, desnih Haarovih) mjera na lokalno kom-
paktnoj grupi G. Stoga je dovoljno prouciti samo jednu vrstu — npr. desnoinvarijantne i desne
Haarove mjere.

Prema propoziciji 1.1.2. pozitivna mjera na G potpuno je odredena svojom restrikcijom na
CJ(G). Dakle, desne Haarove mjere na grupi G potpuno su odredene preslikavanjima
p: Cf(G) — R, sa sljede¢im svojstvima:

p(fi + f2) = p(fr) + u(fo) Vi, fo € CF (G).
ulaf) = ap(f) Ya € Ry 1 Vf € CF (G,
1

(paf) = p(f) Vo € GiVf € Cy (G).

Osnovni cilj ove tocke da se dokaze egzistencija takvog preslikavanja p : Cf (G) — Ry a vidjet
¢emo da tada p umjesto (D) ima jace svojstvo:

(D) feCr(@N\{0} = ulf)>0

U daljnjem ¢emo oznacavati L = CJ (G). Za f,g € L pisemo f ~ g ako postoje n € N,
fi,foro s fn€Lixg xg,...,x, €G takvi da je

F=>6 i g=> pute
i=1 i=1
Ocito, svako preslikavanje p: L — R, sa svojstvima (a), (b) i (¢) nuzno ima svojstvo:

frgel, f~g == u(f) = ulg)-
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Lema 1.3.1. Neka su f,q1,92,...,9, € L i neka je

g = Zgi'
=1

Tada vrijedi f ~ g ako i samo ako postoje fi, fa,..., fn € L takve da je
F=Y"f i fi~g Vie{L2...n}
i=1

Dokaz: Ocito vrijedi:

n n

Jirv g Vi - Zszzgz

i=1 =1

Dokazimo obrat. Pretpostavimo da vrijedi

f~g=Zgi.
=1

To znaci da postoje m € N, hy, ho, ..., hy € Lixy,29,..., 2, € G takvi da vrijedi
9= hy i f=D pahy
j=1 j=1

Definiramo sada funkcije f;; : G — Ry sa

w@hle)
=~ akojeg(x)>0

fi(@) = 9l
0 ako je g(z) = 0.

Funkcija f;; o¢ito je neprekidna u svakoj tocki otvorenog skupa A = {z € G; g(x) > 0}. Takoder,
ona je identicki nula, dakle, takoder neprekidna na otvorenom skupu G \ CI(A); napominjemo da
je Cl(A) = Suppg. Neka je sada o9 € 0A = CI(A) \ A ineka je ¢ > 0. Tada je g(zg) = 0, dakle,
i fij(zo) = 0. Zbog neprekidnosti i pozitivnosti funkcije g postoji okolina O tocke z, takva da
vrijedi
reO — 0<yg(x)<e.

Buduéi da su sve funkcije g1, g2, ..., gn, b1, ho, . . ., hy, nenegativne, vrijedi g; < g i h; < g. Dakle,
ako je x € ON A, onda je 0 < g(x) < ¢, pa vrijedi

gi(x)h;(x)
g()

fij(z) =

Time je dokazano da je funkcija f;; neprekidna svuda na G. Nadalje, vidi se da za svaku tocku
x € G vrijedi 0 < fi;(x) < g(x), pa zakljuéujemo da je f;; € L. Iz definicije funkcija f;; neposredno

slijedi da je
gi:Zfz’j 1 hj:Zfij-
j=1 i=1
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Stavimo

Tada vrijedi f; ~ g; Vi. Nadalje,
IS 90 SIS 18I SV B I
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

Lema 1.3.2. ~ je relacija ekvivalencije na skupu L.

Dokaz: Ocito vrijedi f ~ f za svaku f € L.
Neka su f,g € L'i f ~ g. To znaci da postoje n € N, f1, fo,..., fn € Lixy,29,...,2, € G

takvi da je
i=1 i=1

Stavimo li g; = p,, fi i ys = x;*, tada su g1, 92, -, Gn € L, Y1, Y2, -, Yn € G i

gzzgi i fzzpyigi-
1=1 =1

Prema tome vrijedi g ~ f.
Ostaje nam jos dokaz tranzitivnosti relacije ~ . Neka su f, g, h € L ineka vrijedi f ~ gig ~ h.
Tada postoje g1,92,---,9n € Liy1,Y2,...,y, € G takvi da vrijedi

gzzgi i hzzpyigi-
=1 =1

Prema lemi 1.3.1. tada postoje f1, fo,..., fn € L takvi da je
F=Yf i fi~g Vie{lL2...n}
i=1

No tada je i f; ~ py,g; Vi pa po istoj lemi 1.3.1. slijedi

F=Y i~ > pugi=h
i=1 i=1
Lema 1.3.3. Neka je f € L i neka je U C G otvoren neprazan skup. Tada postoji ¢ € L takva

da je Suppp C U 1 f ~ .

Dokaz: Neka je V' # () otvoren podskup od G takav da mu je zatvara¢ CI(V) kompaktan i
sadrzan u U. Tada je (V),eq otvoren pokriva¢ od G dakle i od svakog podskupa od G. Stoga za
kompaktan skup Supp f postoje tocke z1, x4, ..., x, € G takve da je

Suppf CVarUVay U---UVax,.
Za svako i € {1,2,...,n} neka je h; € L takva da vrijedi

hi(z) =1 Vz e Vuz; i Supp h; C Ux;.
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Stavimo .
h=Y hi€L.
i=1
Ako je x € Supp f, tada je x € V; za neko ¢ pa slijedi h;(z) = 1. Dakle, vrijedi
x € Supp f = h(z) > 1.

Definiramo sada funkcije fi, fo,..., fn : G — Ry sa

J@hi@) o je z € Supp f
fi(z) = ) e
0 ako je x & Supp f

Kao u dokazu leme 1.3.1. vidi se da su fi, fa,..., fn € L. Ako je x & Supp f imamo
flz)=0=>_ filx).
i=1

Ako je pak x € Supp f tada je

> hle) = 30 S TS o) = f(0)

i=1

Dakle, vrijedi
F=Y_f
i=1

Nadalje,
Supp f; € Supph; C Ux;.

Napokon, stavimo

i=1

15

Iz Supp f; C Ugz; slijedi da je Supp p,, fi € U Vi, dakle, Suppp C U. Napokon, po konstrukciji

vidimo da vrijedi f ~ .

Definirajmo sada relaciju > na L na sljede¢i na¢in: za f,g € L stavljamo f > g ako postoje

f'.g € Ltakvedaje f'~ f, g ~gif >g.

Lema 1.3.4. Relacija = 1ma sljedeéa svojstva:

(a) f = g ako i samo ako postoje fi, fo € L takve da je f= fi+ fa i fi~g.
(b) f = g ako i samo ako postoji f' € L takva da je f' ~ f i f' > g.

(¢) Ako je f =g ig>=h onda je f = h.
(d) Akoje [=gif =g ondaje f+ [ =g+g.
(€)

e) Ako je f = gia € R, onda je af = ag.



16 POGLAVLJE 1. LOKALNO KOMPAKTNE GRUPE

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je f = ginekasu f', ¢’ € Ltakvedaje f~ f',g~¢g i f >¢.
Stavimo h = f' — ¢'. Kako je f' > ¢, to je h € L. Dakle, imamo

f~f=d+h  ff.d.heL.
Po lemi 1.3.1. postoje f1, fo € L takve da je

f=fi+fo firg ~g, fo~h

Time je dokazana nuznost uvjeta, a dovoljnost je ocigledna.

(b) Ponovo je netrivijalna samo nuznost. Neka je, dakle, f = g. Zbog (a) postoje fi, fo € L
takve da je f = fi+ fo 1 fi ~g. Stavimo f' =g+ fo. Tadaje f ~ f'1 f' > g.

(¢) Zbog (a) iz g = h slijedi da postoje g1, g2 € L takve da je g = g1 + g2 1 g1 ~ h. Nadalje,
zbog (b) f = g povlaci da postoji f' € L takva da je f' ~ fi f' > g. Tada jei f' > ¢y, pa slijedi
f'= ¢, daklei f = g;. Sada opet prema (a) postoje fi, fo € L takve da je f = fi + foi f1 ~ g1.
Zbog leme 1.3.2. iz f; ~ g1 1 g1 ~ h slijedi fi ~ h, pa iz (a) slijedi f = h.

(d) Ako je f = g1i f' = ¢, onda prema (a) postoje fi, fo, f1, f5 € L takve da je f = fi1 + fo,
fr'=A+f hi~gifi~g. Tadaviijedi f+ f = (i+ fi)+(o+ )i fi+fi~g+g,pa
prema (a) imamo f+ f' = g+ ¢

(e) Po definiciji iz f > ¢ slijedi da postoje f’, ¢ € L takve daje f ~ f', g~ ¢ i f > ¢ No
tada za a € Ry ocito vrijedi af ~ af’', ag~ ag' i af > ag'. Dakle, af > ag.

Lema 1.3.5. Neka su f,g € L i g# 0. Tada postoji o € R, takav da vrijedi ag = f.

Dokaz: Stavimo U = {z € G; g(x) > 0}. Po lemi 1.3.3. postoji ¢ € L takva da je Suppp C U
i f~ . Tada je g(x) >0 Vz € Supp p, a kako je Supp ¢ kompaktan skup imamo

m =min {g(x); v € Suppyp} > 0.

Stavimo
M = o = max {p(z); € G} i a=

B

Tada imamo za x € Supp ¢
M

Eg(x) > M > (),

ag(z) =

azax & Suppy je
ag(z) > 0= p(x).

Dobili smo da je ag > ¢ i ¢ ~ f. Dakle, vrijedi ag >~ f.

Pretpostavimo da preslikavanje p : L — R, ima svojstva (A), (B), (C) i (D’). Neka je g € L,
g # 0. Tada je u(g) > 0, pa zamjenom funkcije g njenim umnoskom s pozitivnim brojem mozemo
postiéi da je u(g) = 1. Ako je f € L'i g = f onda je nuzno u(f) < 1. Nadalje, ako je a € Ry i
ag = fondaje u(f) < a, aako je f = ag onda je u(f) > «. Slijedi da za takvo preslikavanje p i
za g € L takvu da je p(g) = 1 nuzno vrijedi

sup {o € Ry; f = ag} < p(f) <inf{a € Ry ag = f}.
Nas je cilj da dokazemo da za f,g € L, g # 0, vrijedi
sup{a € Ry; f = ag} =inf{acRy; ag = f}.

Fiksirat ¢emo tada bilo koju funkciju g € L\ {0} i definirati p,(f) kao taj broj, a zatim dokazati
da tako definirano preslikavanje p, : L — Ry ima svojstva (A4), (B), (C) 1 (D’).

Dokaz gornje jednakosti izvest ¢emo iz sljede¢e dvije propozicije, ¢ije dokaze ¢emo provesti
naknadno:
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Propozicija 1.3.2. Neka je f € L\ {0} i neka je o € Ry takav da je f = af. Tada je a < 1.

Propozicija 1.3.3. Neka su f,g € L, g # 0 i e > 0. Tada postoji « € R, takav da vrijedi
(I+e)f=ag= [

Korolar 1.3.1. Ako su f,g € L takve da je f = g i g = f onda je f ~ g.

Dokaz: Prema tvrdnji (a) leme 1.3.4.iz g = f slijedi da postoje ¢1,g2 € L takve da je
g=¢g1+geig ~ f. Pretpostavimo da je g; # 0. Prema lemi 1.3.5. tada postoji ¢ > 0 takav da
je go = ef. Slijedi

frg=g+g=ft+tef=(0+¢)f.

No to je u suprotnosti s propozicijom 1.3.2. Ova kontradikcija pokazuje da je g, = 0, dakle,
g=g~Ff
Korolar 1.3.2. Neka su f,g € L © g # 0. Tada vrijeds
sup{a € Ry; f=ag}=inf{a e Ry; ag = f}.
Dokaz: Neka su aj,ay € R, takvi da je ang = f > ayg. Zbog tvrdnji (c¢) i (e) leme
1.3.4. odatle slijedi da je g > %g, pa je zbog propozicije 1.3.2. M < 1, tj. ag < ay. Time
€%)

6%)
je dokazana nejednakost

sup{a € Ry; f=ag} <inf{a € Ry; ag = f}.

Dokazimo sada da vrijedi i obrnuta nejednakost. Prema propoziciji 1.3.3. za ¢ > 0 postoji
B € R, takav da je (1 +¢)f = Bg = f. Stoga je

inf{a eRy; ag> f}<pB<sup{aeRy; (1+¢e)f =ag}=(1+¢)sup{acRy; f > ag}.
Kako je € > 0 bio proizvoljan, slijedi trazena obrnuta nejednakost

inf{a € Ry; ag = f} <sup{a € Ry; f = ag}.

Kao sto smo planirali, za g € L, g # 0, definiramo preslikavanje p4 : L — R, sa

pg(f) =sup{a € Ry; f = agt=inf{a € Ry; ag = f}.

Dokazat ¢emo sada da preslikavanje p, zadovoljava uvjete (A), (B), (C) i (D).
(A) Neka su fi, fo € L. Ako su a, 8 € R, takvi da je ag = f1 i Bg = fo tada prema tvrdnji
(d) leme 1.3.4. vrijedi (a + ()g = fi1 + f2. To pokazuje da je

a+ B >inf{y eRy; vg = fi+ fo} = pe(fr + f2).

Uzevsi infimume po takvima « i § nalazimo da vrijedi

Mg(fl) + Mg(f2) > Ng(fl + fa).

Neka su sada a, 3 € Ry takvi da je fi = ag i fo = Bg. Tada je fi + fo = (o + [)g, dakle,

a+p<sup{yeRy; fi+ fo=v9} = ps(fr + fo).
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Uzevsi sada supremume po takvima « i § dobivamo obrnutu nejednakost

pg(f1) + pg(f2) < pg(f1 + fo).

Dakle, vrijedi jednakost
ﬂg(fl + f2) = Ng(fl) + Ng(fQ)-
(B) Zaa € Ry i f € L imamo

pg(af) =sup{f € Ry; af = g} = a sup{B € Ry; f = Bg} = apy(f).
(C)ZaxzeGifelLvrijedi p,f ~ f. Prema tome,
pof = ag = f=ag.

To znaci da je py(ps f) = pg(f)-
(D') Neka je f € L, f # 0. Prema propoziciji 1.3.3. postoji a € R, takav da je af = g. Tada

jea>01izae=— >0vrijedi f = eg. Dakle,
o

pg(f) =sup{BeRy; f = Bg} >e>0.

Teorem 1.3.1. (a) Na lokalno kompaktnoj grupi G postoji desna Haarova mjera p.
(b) Ako je u desna Haarova mjera na G i f € Cf(G) \ {0}, onda je u(f) > 0.

(¢) Ako je p desna Haarova mjera i v desnoinvarijantna mjera na G postoji A € C takav da je
V= A\l

Dokaz: Tvrdnja (a) veé je dokazana: za g € L\ {0} konstruirana mjera p, je desna Haarova
mjera.

Dokazat ¢emo sada sljede¢u tvrdnju koja ¢e imati za posljedicu tvrdnje (b) i (c) :

(d) Neka je g € L\ {0} i neka je p desnoinvarijantna mjera na grupi G. Tada postoji A € C
takav da je p = Apug.

Mozemo pisati

p= (1 — po) +i(ps — pa), s po, s, s € MH(G),

pri cemu su
p=Rep)", po=Rep)”, py=Impu)" p=mu)".
Tada su puq, g2, pg i pg pozitivne desnoinvarijatne mjere. To pokazuje da je tvrdnju (d) dovoljno
dokazati u slucaju kad je p pozitivna desnoinvarijatna mjera, tj. desna Haarova mjera.
Neka je, dakle, 1 desna Haarova mjera i g € L\ {0}. Ako su f,h € Li f ~ h iz desnoinvar-
jjatnosti mjere p slijedi da je u(f) = p(h). Nadalje, kako je mjera u pozitivna, iz f > h slijedi
w(f) > p(h). Prema tome vrijedi

fbhel, f=zh = p(f)=ph).

Prema tome, ako je a € R, takav da je ag = f onda je au(g) > u(f), a ako je f = ag, onda je
ap(g) < u(f). Stoga imamo

w(gpg(f) = pulg) -inf{a € Ry; ag = f} > u(f),

W @pg(f) = p(g) -sup{a € Ry; f = ag} < u(f).
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Uz oznaku A = u(g) slijedi

n(f) = Mug(f) VfEL, daklei VfeCo(G).

Dakle, 1 = Ap,y. Time je tvrdnja (d) dokazana.

(b) Neka je p desna Haarova mjera na G'i f € L\ {0}. Prema (d) postoji A € C takav da je
(= Ay Bududi da su p i py pozitivne mjere i o # 0, ocito je A > 0. Nadalje, prema dokazanom
ps zadovoljava (D'), dakle je pug(f) > 0. Odatle je u(f) = Aps(f) > 0.

(c) Neka je v desna Haarova mjera na G i v desnoinvarijantna mjera na G. Neka je g € L\ {0}.

Prema (d) postoje avi 8 takvi da je p = oy i v = fu,. Kako je p # 0 to je o # 0, pa za A = —
!
vrijedi v = Bug = Ap.
Ostaje nam jo§ da dokazemo propozicije 1.3.2. 1 1.3.3. Za to nam treba jos nekoliko pomoénih
tvrdnji.

Lema 1.3.6. Neka su J i I i neka su P(J) i P(I) njihovi partitivni skupovi (skupovi svih
podskupova). Neka je f:P(J) — P(I) preslikavanje sa sljedeéa dva svojstva:

(a) F(SUT) = f(S)U f(T) VS, T € P(J).
(0) [f(S)] = |S] VS € P(J).

(|A| oznacava broj elemenata konacnog skupa A). Tada postoji injekcija o : J — I takva da je
o(j) € f{s) vie J

Dokaz provodimo indukcijom po |J|. Ako je |J| = 1 tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da
je n > 21 da tvrdnja vrijedi ako je |J| < n. Neka je |J| = n.

Pretpostavimo najprije da postoji neprazan J; C J takav da je |f(J1)| = |J1|. Po pretpostavci
indukcije postoji bijekcija o1 @ J; — I} = f(J1) takva da je 01(j) € f({j}) Vj € Ji. Neka je
Jy=J\ Jiily=1\1I. Definiramo g : P(Jy) — P(l5) sa

9(8) = fS\f(N), S eEP(h)
Tada ocito vrijedi g(SUT) = ¢g(S) U g(T) VS, T € P(J;). Nadalje, za S € P(.J;) imamo
ST =1(SUL) =L < [FSUI)|=F ()] = [(FHUF D= F ()] = [(FSNF )] = 9(F)]-

Ponovna primjena pretpostavke indukcije daje da postoji injekcija oo @ Jo — [y takva da je
o2(j) € g({j}) V7 € Jo. Kako je g({j}) C f({j}), slijedi da je 02(j) € f({j}) Vj € J2. Napokon,

definiramo o : J — [ slaganjem preslikavanja oy i o9 :

o1(j) ako je j € Ji
o(j) =
oo(j)  ako je j € Js.

Tada je o injekcija i vrijedi o(j) € f({j}) Vj € J.
Pretpostavimo sada da je |f(S)| > |S| VS € J, S # (). Izaberimo j € Jii € f({j}). Stavimo
J' =J\{j}iI' =TI\ {i}. Nadalje, definiramo g : P(J') — P(I') sa

g9(8) = fFH\{i},  SeP().
Tada je ocito g(SUT) = ¢g(S)Ug(T) VS, T € P(J'). Nadalje, za S € P(J') je
[f(S) >[5, dakle  [f(S)] =[S+ 1.
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Stoga je
lg(S) = 1(f(H NP = [F(S)] =1 = S].

Po pretpostavei indukeije postoji injekcija o’ @ J' — I’ takva da je o'(k) € g({k}) C f({k})
Vk € J'. Definiramo sada o : J — [ sa o(j) = i i o|J' = ¢'. Tada je o injekcija i vrijedi

o(k) € F({k}) Vk € J.

Neka su U,V C G. U—mreza za skup V je svaki skup S C G takav da je V' C SU. Ako
skup V' ima kompaktan zatvarac i ako skup U ima nepraznu nutrinu, onda iz osnovnog svojstva
kompaktnih skupova slijedi da V' ima konaénu U—mrezu. U tom sluc¢aju sa [U, V] oznacavamo
minimum kardinalnih brojeva svih konaénih U—mreza za V. Dakle, [U, V] je najmanji prirodan
broj n takav da postoje x1, 2o, ..., x, € G takvi da je

VCz;UUxUU---Uz,U.
Ako su U,V,W skupovi s nepraznim nutrinama i kompaktnim zatvaracima, onda je

(U, W] < [U,V][V,W]. Doista, ako je {z1,xs,...,2,} U—mreza V i ako je {vy1,y2,...,Ym}
V —mreza za W, onda je

i=1 j=1 j=1i=1

dakle, {y;z;; 1 <j<m, 1<i<n}jeU—mreza za W.

Lema 1.3.7. Neka je K C G neprazan kompaktan skup, N kompaktna okolina jedinice e u G
i U = U"! C N otvorena okolina od e. Neka je n = [U, KN|, {x1,2,...,2,} U—mreza KN i
I ={1,2,...,n}. Za x € G stavimo J = {j € I, zx; € K}. Tada postoji injekcija o : J — I
takva da vrijedi T,(j) € xa;U* Vj € J.

Dokaz: Definirajmo najprije preslikavanje f : P(J) — P(I). Za bilo koji podskup S C J

stavimo
f(S) = {z el (U :cij> Nz U # (Z)} .

Tada ocito vrijedi f(SUT) = f(S)U f(T), S, T € P(J). Nadalje, za svako j € J imamo
va;U C KU C KN C | U
i=1

Neka je S € P(J). Tadaza j € Siie I\ f(S) vrijedi zz;U Nz;U = 0. To znaci da je

za; U C z;U dakle x;U C U,
U J U ) U J U

jES icf(S) JES i€f(S)

Kako je {z1,22,...,2,} U—mreza za skup KN, to pokazuje da je |f(S)| > |S|. Prema lemi
1.3.6. postoji injekcija o : J — [ takva da je

o) e f{s}) ={iel; zx;UNzU # 0}, Vjel

Dakle, vrijedi z2;U N zoU # 0 Vj € J. Kako je U = U™, slijedi ;) € zx;U* Vj € J.
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Lema 1.3.8. Neka je A C G kompaktan skup, € > 0, m € N i g1,99,...,9m € L\ {0}. Tada
postoje n € N i x1,x9,...,x, € G takvi da je

> e 9j(xws)
> icr 95(xi)

Dokaz: MoZemo pretpostaviti da je e € A = A™! (ako nije tako, zamijenimo A sa skupom

AU AU {e}). Stavimo

—1'§5 Vee A, Vje{l,2,...,m}.

Ky=A- U Supp g;.

Jj=1

Ky je kompaktan skup. Stavimo

7= min max {9;(z); = € G}.

Tada je 0 < n < max{g;(z); v € G} zasvaki j € {1,2,...,m}. Nadalje, za svaki j stavimo

9 1
V= {xEGs g;i(x) > 577}, W; = {xeG; g9;(x) > 577}-

Tada su V; i W, kompaktni skupovi s nepraznim nutrinama i V; je sadrzan u nutrini od Wj.
Neka je N kompaktna okolina od e takva da je V,;N C W; za j =1,2,...,m. Neka je § > 0
takav da je

5< 5 1 Vi€ {1,2,...,m}.

__ e
[Vj’ ON]

Nadalje, neka je U = U~! C N okolina od e takva da vrijedi
Ty el = gi(x) —giw)l <0 Vjef{l2,... m}

egzistenciju takve okoline garantira ¢injenica da funkcije g; imaju kompaktne nosace, dakle, one
su ne samo neprekidne nego uniformno neprekidne.

Ostatak dokaza ove leme podijelit ¢emo u tri koraka.
(1) Neka jen = [U, KoN] i neka je {x1,z,...,x,} U—mreza za KoN. Dokazimo da vrijedi

no ‘
<e¢ za §=1,2,...,m.

>icr 95(wi) ~

Doista, za svaki 7 imamo

KONQUxZ-U i V; C Suppg; € Ky € KgN — ‘/ngin.

i=1 =1
To pokazuje da je

' . [U, KoN] n
H{i; 1<i<n, V;na,U# 0} > [U, V] > Vi, KoN] [V}, KoN]

Nadalje,

w3
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Dakle,
pOPCAES g
£ R N A
pa slijedi
no 3
<52V, KN <e
> i1 9i(@i) n -’
(2) Neka jeye A, K =yKo i {y1,v2,...,yn} U—mreza za KN = yKyN, tj.

- inU
i=1
Tada vrijedi
Zgj(xyl-) < Zg(yi) +nd  Vje{l,2,...,m}, VxeQqG.
— —

Prije svega primijetimo da iz g;(xy;) # 0 slijedi zy; € Suppg; C K, pa je i € J. Neka je u
toj situaciji o : J — I = {1,2,...,n} injekcija iz leme 1.3.7., tj. you) € xy;,U? Vi € J. Tada je
(2y;) 'Wo@) € U?, pa prema izboru skupa U vrijedi |g;(yo@)) — 9j(zy;)| < Vj. Odatle slijedi

Zgj@yi) = Zgj@yi) < Z (gj(yo(i)) + 5) < Z 9i(yi) +90) Zg] Yi) + nod.
iel icJ icJ iel iel
(3) Neka je ponovo {x1,xa,...,x,} U—mreza za KoN. Dokazat éemo da je tada

' 2 ier 9i(@wi)

—1‘§5 Vie{l,2,...,m}, VzeA,
ze[g] ZL‘Z)

1 time ce lema 1.3.8. biti dokazana.
Prije svega, primijenimo (2) na slucaj y = e € A, dakle, K = Ky. Mozemo uzeti da je y; = z;
Vi € I. Slijedi

Zgj(:pxi) < Zgj(xi)—i—né Vie{l,2,...,m}, VzeQdq.
icl el
Prema (1) odatle slijedi
gz )
aerdi@%) My yieqia . m) VeeG.
> icr 95 (i) > icr 9i(wi)
Fiksirajmo sada = € A i stavimo K = xKj. Primijenimo (2) na taj sluc¢aj. Imamo
KN = aK,N C | JzaU,
iel

pa mozemo uzeti y; = xx; Vi € 1. Slijedi

S ilyn) <3 gy +ns Vie{lL2...m}, VyeGq.

el el

Izaberemo li y = 7! dobivamo

Zgj(xi) < Zgj(xxi) +nd Vie{l,2,...,m}.

el el
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Sada primjenom (1) slijedi

> ier 9i(w;) no ‘
et IV 5 M s o yie{1,2,...,m).
> s 050 S0, { J

Dakle, za svako x € A iza svako j € {1,2,...,m} vrijedi

Zie[ 9j (:cxl)
Zie[ 9j (l‘z)

1—e< <1+e.

Time je lema dokazana.

Lema 1.3.9. Neka su f,g € L\ {0} takvi da je f ~ g i neka je € > 0. Tada postoje y1,ya, - ., Yn
iz G takvi da vrijedi
> iz 9(i)

;_1'9.

Z?:l f(yz)

Dokaz: Bududi da je f ~ g, postoje m € N, f1, fo,..., fin € L1 21,29,...,2, € G takvi da

vrijedi
=S H@)h gl =Y flen),  veG

Stavimo A = {z 1,2, %, ..., 2. Y ig; = fj za j = 1,2,...,m. Prema lemi 1.3.8. postoje n € N i
x1,To, ..., T, € G takvi da je
‘2L1%x%>—4gg Vie{1,2,....,m}, Vi€ A,
> i1 95(@i)
.
n —1
i=1 95 \"r Li )
zl—ﬁ%(k ) _1|<. Vi ke {1,2,...,m),
> i1 95(i)
.

> fi (@)
> fi (a7)

Stavimo y; = z; '. Tada za k = j dobivamo
2 i [i(i%))
> i Jilwi)

a=> filvz),  Bi=Y fiy), i=12..m
=1 =1

—1l<e  Vjike{l,2,...,m}.

—4§g Vie{1,2,....,m}.

Stavimo sada

Tada imamo
%—lgg Vi€ {1,2,...,m}
J

pa slijedi

m m
> ai=> 5
j=1 j=1

m m
<Y o= Bl <e-> B
j=1 j=1

To znaci da je

Z 1@
o1 B

Z;n:1 > i filyizg)

N Tn e W)

— 1| =

i 9(wi) 4
>y fyi) '
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Dokaz propozicije 1.3.2. Neka su f € L\ {0} i « € R i pretpostavimo da je f = «af.
Prema tvrdnji (b) leme 1.3.4. tada postoji g € L takva da je f ~ g i g(z) > af(x) Vx € G. Neka
je € > 0. Prema lemi 1.3.9. postoje n € Ni yy, 99, ...,y, € G takvi da vrijedi

> i1 9(Wi)
Z?:l f(i)

Zbog g > af lijeva strana gornje nejednakosti je > «a. Dakle, vrijedi a < 1+ ¢, a kako je e > 0
bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je a < 1.

<l+e.

Lema 1.3.10. Neka su f € L ie > 0. Tada postoji okolina U = U~' od e takva da za svaku
funkciju g € L\ {0} sa Suppg C U postoje n € N, ay,as,...,0, € Ry 1 y1,92,...,yn € G sa
svojstvima

'f(x) - Z ;g (y;)

Dokaz: Neka je

<e Vxed i Supp (Z al-pyig> C U?- Supp f.

i=1

M = [|flloe = max{|f(z)[; = € G}

Neka su d > 017 > 0 takvi da je Mn+ 6(1 +n) < e. Neka je U = U~! kompaktna okolina od e
takva da vrijedi
zy el = |[fl@)-fly)l <o

Stavimo A = U? - Supp f; to je kompaktan podskup od G. Neka je g € L\ {0} takva da je
Supp g C U. Po lemi 1.3.8. postoje n € Ni yy, 99, ...,y, € G takvi da je

'Zz 1gxyl)_1’§n VxEA
z 1 g yz
Za x € A je tada
T f@)glaw)
o) - o S < o

Ako je z € A takav da je g(xy;) # 0, tada je xy; € U, pa je ’f(:c) —f (y;l)’ < 4. Prema tome, za
x € A vrijedi

> i 1f Yg(zy:) 2 f(yih) 9(ay) <
> i 9(yi) > i1 9(yi) -
Yl @) — f W) |g(ey) _ 3 g(ay)
B Zizl 9(yi) =0 Z?:l 9(vi) <o+,
Stavimo sada .
/ (yz_ ) 1 <7< n.

O == 7 W >0 >
Zj:l 9(v5)

Pomoc¢u dobivenih nejednakosti za x € A izvodimo

N ol Y f@olew)| | | X f@etew) i S () 9ew)
'f(x) zf‘ ot 22im19(%i) ' > i1 (Y1) > e 9(vi)

< flen+o(1+n) < Mn+d6(1+mn) <e

s‘f()
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Time smo dokazali da vrijedi

<e Yz € A.

flz) — Z aig(y;)

Ustanovit ¢emo sada da ako uklonimo neke indekse ¢ € {1,2, ..., n} nejednakost i dalje vrijedi
zax € Aaliizax e G\ A. Usput éemo dobiti i tvrdnju o nosa¢ima.
Stavimo
I={1,2,...,n}, J={iel; Supp (p,9) C A}.

Neka je i € I'\ J. Tada postoji y € Supp (p,,g) takav da y ¢ A = U? - Supp f. Imamo

Supp (py,g) = (Supp)y; " C Uy; .
Dakle, imamo redom

1

yelUy ' = wycy'U = Supp (pyg) < Uy, ' CcU (y‘lU)f = U%.

Buduéi da je U=U"!, iz y & U?- Supp f i iz dobivene inkluzije slijedi Supp (py:g) N Supp f = 0.
Stoga imamo za x € Supp f

<€

|f(9€) — ) ajg(zy))

jedJ

= |f(95) - Z@ig(xyi)

el

zax € A\ Supp f je

<€

|f(9€) =Y ajg(y;)

jeJ

=Y ajglry;) <Y aiglay) = 'f(x) =D _auglay:)

jeJ el el

napokon, za x € G\ A je f(x) = g(xy;) =0 Vj € J pa je opet

<e.

'f(ll?) — > ajg(xy;)

jed

Time smo dokazali da vrijedi

<eg Vo € G,

‘f@) — > ajg(xy))

jed

a izbor skupa J je bio takav da vrijedi i Supp (png) CU? Supp fVje

Lema 1.3.11. Neka su f,g € L takve da je f # g i f(x) > g(x) Vo € G. Tada postoji f' € L
takva da je f' ~ f i da vrijedi f'(x) > g(x) Vo € Suppg.

Dokaz: Nekajeh=f—ge L\{0} iU ={z € G; h(xz) > 0}. U je neprazan otvoren skup (s
kompaktnim zatvara¢em). Neka sun € Ni xy,z9,..., 2, € G takvi da je

Suppg C Uz ' UUz, ' U---U Uz,

n
Stavimo

1 < _ ,
hl:g;%ih 1 J'=g+h
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Buduéi da je f = g+ h i hy ~ h, vrijedi f' ~ f. Nadalje, za v € Suppg je v € Uz;* za neki i pa
imamo redom

zr, €U = h(zz) >0 = h@)>0 = [f'(a)=g(z)+ hx)>g(x).

Dokaz propozicije 1.3.3. Neka su f,g € L, g # 0ie > 0. Treba dokazati da postoji o € R
takav da vrijedi (1+4¢)f = ag = f. Ako je f = 0 mozemo uzeti a = 0. Pretpostavimo da je f # 0.

Tada po lemi 1.3.11. postoji h € L takva da je h ~ <1 + %) fidaje h(x) > f(x) Vx € Supp f.

Po istoj lemi postoji k € L takva da je k ~ 5 hidaje k(x) > h(z) Vo € Supp h. Tada je
€
24 2¢

k
24¢

<1+5)f:(1+5)f.

Dakle, vrijedi

f) fo o k~(14e)f, h(z)> f(z) Yo € Suppf, k(z) > h(z) Vo € Supph.

h~(1
*3

Tada je Supp h sadrzan u nutrini Int(Supp k) nosaca od k, pa postoji kompaktan skup K takav

da je
Supph C Int(K) C K C Int(Suppk).

Neka je U = U~ okolina od e takva da je U? - Supph C K. Odaberimo ¢ € L tako da je p ~ g i
Supp p C U; to mozemo zbog leme 1.3.3. Stavimo

0y = min{h(z)—f(x); © € Supp f} >0, & =min{k(x)—h(x); € K} >0, §=min{d;,d}.

Prema lemi 1.3.10. postoje n € N, ay, o, ..., a, € Ry 1y1,99,...,y, € G takvi da vrijedi

<4 Vr e G

h(x) — Z a;p(zy;)

Za x € Supp f je tada

fz) <h(z)—d< Zaigo(:cyi) = flz) < Zam(xyi) Vo € G.

i=1
Nadalje, za © € K je
k(x) > h(z) 46 > Zam(xyi).
i=1
Medutim,
Supp (Z Oéipyiw) C K,
i=1

pa slijedi
k(x) > Zaicp(:pyi) Ve € G.
i=1
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Dakle je

f < Zai,oyigo <k.
i=1

Ali zaa:Zai je

=1

Y aipp~ap~ay.

i=1
Dakle,
(1+¢e)>=ag > f.

1.4 Modularna funkcija

Neka je p desna Haarova mjera na lokalno kompaktnoj grupi G. Tada za x,y € G vrijedi
px(Aypt) = Ay(paps) = Ay, dakle, i \yp1 je desna Haarova mjera na G. Prema teoremu 1.3.1. postoji
A(y) > 0 takav da je A,y = A(y)p. Na taj nacin smo dosli do funkcije A : G — R = (0, +00)
takve da je

A= A(y)p - Yy e G. (%)

Kako je svaka desnoinvarijantna mjera proporcionalna desnoj Haarovoj mjeri, (x) vrijedi za svaku
desnoinvarijantnu mjeru pu.
Neka je sada p lijevoinvarijantna mjera na G. Tada je mjera ji desnoinvarijantna, pa vrijedi

M= AW Yy eG.
Medutim, A\, it = (pyp)”. Zakljuéujemo da vrijedi
py=Ay)p  VyeG (%)
za svaku lijevoinvarijatnu mjeru p.

Funkcija A = Ag zove se modularna funkcija grupe G.

Propozicija 1.4.1. Modularna funkcija lokalno kompaktne grupe G je neprekidni homomorfizam
grupe G u multiplikativnu grupu R

Dokaz: Neka je pu desna Haarova mjera na GG. Tada je za x,y € G
Alzy)p = daypt = Ae(Aypr) = A(y)Aapp = A(x) Ay) -

Dakle, A(zy) = A(x)A(y), odnosno, A : G — R je homomorfizam.
Neka je sada f € L = Cf (@) takva da je u(f) = 1. Imamo tada

A@) = A@)u(f) = Qu) (f) = nharf), 2 € G

Neka je tocka xy € G proizvoljno odabrana. Neka je V' kompaktna okolina od e i neka je
K = Supp ¢. Neka je M > 0 takav da vrijedi

g€ Co(G), SuppgCay'VK = l1(g)] < M - g|oo-
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Neka je € > 0. Odaberimo okolinu U = U~ C V jedinice e takvu da vrijedi

el = |f@-fWl<

(naime, funkcija f je uniformno neprekidna jer ima kompaktan nosac). Za z € Uz, tada imamo
Supp N1 f) ={y€G; zy € K} =27 'K C (Un) 'K = 2,' UK C ;' VK.

Ocito je xg € Uy, pa je, posebno, Supp ()‘walf) C x;'VK. Dakle,

x € Uxg = Supp <)\r1f — AX51f> Cx,'VK.
Odavde slijedi
relx = |Al@) = Awo)| = [p(Aa=r f = A0 ) S M - [ A1 f = At oo

1

Zasvakiy € Gix € Uz je (vy)(woy) ™' = zzy" € U, pa vrijedi

|Aar£) (W) = Aarn W = | (zy) = flaoy)| <

3

Odatle je [A\p-1 f — )\3561f||OO < %. Prema tome, vrijedi

z € Ux = |A(z) — A(z)| < e.
Time je dokazano da je funkcija A neprekidna u svakoj tocki zy € G.

Propozicija 1.4.2. (a) Za svaku desnoinvarijantnu mjeru p na G vrijedi
= Ap.

(b) Za svaku lijevoinvarijantnu mjeru p na G vrijedi

1

Dokaz: (a) Dokaz je dovoljno provesti za desnu Haarovu mjeru . Tada je Ay pozitivna mjera
na G. Za x € G imamo

Ae(Ap) = AA X = A(z) VA - .
Nadalje,
1

MA)(y) = Az ly) = Al2)'ALy) = NA= A(x>A

Iz gornje dvije jednakosti slijedi

1

A(Bn) = A) - s

A= Ap Vr € G.

Dakle, Ap je lijeva Haarova mjera na G. No i fi je lijeva Haarova mjera na G. Stoga postoji a > 0
takav da je i1 = aAp. Sada je
1

= (aAp) = alAfi = QZQAM = a’p.

w=(f1)

Odatle slijedi o = 1, dakle, a = 1. Time je dokazano ji = Ap.
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b) Ako je p lijevoinvarijantna mjera, onda je fi desnoinvarijantna mjera, pa iz (a) slijedi
H H
. 3 5 % 1
()=2p = p=(Ap)=Ap=2p

Kad god imamo mjeru u na G'i f € Cy(G) uobicajen je integralni zapis

_ /G f(x)du(z)

Uz integralni zapis svojstva desnoinvarijantne mjere u izgledaju ovako

/G:vydu /f (), /fy:vdu /f Jja(z

[ 1@ dute) = [ A@pseute)

Sli¢no, svojstva lijevoinvarijantne mjere p uz integralni zapis su

[ s = [ f@ante), [ fenant) =57 [ s

|7 an = [ @) faduto)
G G

Ako se radi o desnoj, odnosno lijevoj, Haarovoj mjeri, ove jednakosti vrijede ne samo za f € Cy(G)
nego i za sve integrabilne funkcije f. U stvari, u tre¢im jednakostima funkcija f treba biti inte-
grabilna, a to u slu¢aju kad je modularna funkcija A netrivijalna (tj. A # 1) nije ekvivalentno
integrabilnosti funkcije f.

Lokalno kompaktna grupa G zove se unimodularna ako je Az = 1, tj. ako je svaka lijevoinvar-
jjantna mjera ujedno i desnoinvarijantna, odnosno, ako postoji netrivijalna biinvarijantna mjera.

Propozicija 1.4.3. Ako je grupa G diskretna, komutativna ili kompaktna ona je unimodularna.

Dokaz: Pretpostavimo da je grupa G diskretna. Tada je Co(G) skup svih funkcija f: G — C
s kona¢nim nosacem. Dakle, postoji biinvarijatna Haarova mjera:

Y. f@),  feC@).

xE€Supp f

Slijedi da je G unimodularna.

Ako je G komutativna, lijevoinvarijantnost i desnoinvarijantnost je jedno te isto, dakle i u tom
slucaju je G unimodularna.

Napokon, neka je G kompaktna grupa. Tada je podrucje vrijednosti neprekidne modularne
funkcije Ag kompaktna podgrupa multiplikativne grupe R . No takva je samo {1}, dakle, Ag = 1,
pa je G unimodularna.

Napomenimo jo$ da je komutatorska podgrupa G’ grupe G, a to je podgrupa generirana
svim elementima oblika zyx~'y~!, z,y € G, sadrzana u jezgri homomorfizma Ag : G — R*.
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1.5 Grupovna algebra

Neka je G lokalno kompaktna grupa i neka je na G fiksirana neka desna Haarova mjera . Neka
je A modularna funkcija grupe G. Za f, g € Cy(G) definiramo funkcije fxg: G — Ci f*: G — C
relacijama

(f * 0)a U/fawl u/f 9lyz)duly) =

~ [ rtaatiian / Fw)gly2)dily),

z) =A@ ) flz), . fr=(Af):

Propozicija 1.5.1. (a) Za f,g € Co(G) funkcije f % g i f* su neprekidne i vrijedi
Supp (f * g) € (Supp f)(Suppg) i Supp f* = (Supp f)~". Dakle, f * g, f* € Co(G).

(b) Co(G) s mnozenjem (f,g) — f * g je asocijativna algebra.

(¢) Preslikavanje f — f* je antilinearno, f** = f i (f x g)* = ¢* * f*. Drugim rijecima, Cy(G)
je x—algebra.

(d) Za bilo koje f,g € Co(G) i x € G vrijede jednakosti
Ae(fxg)=af) g, palfrg) =T xpag,  af) *(Aag) =[xy,

Aef* = A@) (o £ peft = AETHOf)"
Dokaz: (a) Tvrdnje f* € Co(G) i Supp f* = (Supp f)~! su ocigledne.

Stavimo
A=1Int(Supp f) ={z €G; f(x) #0} 1 B=Int(Suppg) ={z € G; g(x) # 0}.

Ako je x € G takav da je (f x g)(z) # 0 onda postoji y € B takav da je xy~' € A. Tada je
= (zy~ ')y € AB. Slijedi

Supp (f * g) € CI(AB) € CU(A)CU(B) = (Supp f)(Suppg).

Ostaje jos da dokazemo neprekidnost funkcije f % g. Neka je zp € G i ¢ > 0. Stavimo
K = Suppg. Neka je N = N~! kompaktna okolina od e i neka je M > 0 takav da vrijedi

h € Cy(G), Supph C KNzy' = l(h)| < M - |7 so-
[zaberimo sada okolinu U C N jedinice e takvu da vrijedi

zlyeU = l9(y) — ()\_m

Za x € xoU sada imamo

[(f + g)(x) = (f + g)(x0)| =

/G 9(y2) £y duy) — /G o(yzo) Fly~)du(y)| <

/G 19(yz) — glyzo)] - 1 (5 )du(y) < Ifloe(lpeg — peogl):
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Kako su z, 79 € xoU C 2¢N, to je Suppp,g = Kxz=' C KNxy' i Suppp,,g € KNxy' pa je i
Supp |peg — pzog| C KNxal. Prema tome je

11029 = Paogl) < M - ||p2g — Pro9llos r € moU.

Dakle, za = € xoU imamo

[(f*g)(@) = (f*g)(@o)| < M- ||flloo - |P29 = Puolloo-

Ocijenimo jos$ normu razlike pomaka funkcije g. Ako je = € xoU, onda za bilo koji y € G vrijedi
(yzo)(yz) = 25 2 € U, dakle,
€
[(p=9)(y) = (P209) (W)| = l9(yz) = g(ymo)| < 77—
’ M- ([ fllo

Odatle je
19
129 = Prodlloc < 7
’ M [ flloo

Prema tome,

3

veml = |(x9)@) = (Fra)eo)l S MWl g

:g’

i time dokazana neprekidnost funkcije f % ¢ u bilo kojoj tocki zy € G.
(b) Ocito je preslikavanje (f, g) — f * g bilinearno. Treba jos dokazati asocijativnost:

(2 9)xble) = [ (F* oy Hhiwhaut) = [ [/ 7= g(zay hly)du(z) | du(y) =

= [ st manto | anc /f (g * W) (z)dpu(=) = [ % (g W)](x).

(¢) Ocito je preslikavanje f — f* antilinearno i involutivno f** = f. Nadalje,

(¢ f)(x) = / g (™) f* (9)duly) = /G AT DAe gl Dduly) =

= / Fy gy )duly) = A )T D) = (f * )" ().

(d) Imamo redom
DS 90 = (F *)a™9) = [ Fay=)alo)du(e) =
= [ =) = Oaf = 0)(0)
o4+ 9))w) = (7 2 0)(02) = | £ hg(eu(e) =

/ £ pe9) ) du(z) = (f % p29) (9):
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)" * (el () = / O ) () (Ma) (2)dpa(2) = / Ay ) F@ Ty Vg(a 2)dp(z) =

=A™ [ Ay TEr o) = [ 7 ) = (1 )0
Aef ) ) = f (=) = Aly ") fly 1) = A)A(y ) (e )y h) = Alx) (paf)* (v);

primjenom posljednje dokazane jednakosti na funkciju f* umjesto funkcije f dobivamo:
pof* = paf )] = [Al™)Nf ] = Aa™H (N f)"
Za f € Cy(G) definiramo

Hflh=/G|f(x)|d/1(:v)=/G|f(w1)Idﬂ(x)

Tada je || - || norma na prostoru Cy(G).

Propozicija 1.5.2. Za f, g € Co(G) vrijedi

Lf* gl < WA Nglh Ll = 1A

Drugim rijecima, Co(G) je normirana x—algebra.

Dokaz: Tvrdnje se dokazuju direktnim ra¢unom:

I +al = [ 17 =) Diante) = [ | [
/ / ™ Dllglyz™)1dpy) / / £ Dllgte Dldu) () = 111119l

||f*||1z/Glf*(l“_l)ldu(x)Z/GA(w)If( )|dp(z /If Dldu(@) = [If]1-

Popunjenjem algebre Cy(G) po normi || - ||; dobivamo Banachovu sx—algebru. Kao Banachov
prostor to se popunjenje identificira s prostorom L; (G, jz) svih klasa ji—integrabilnih funkcija na
G pri tome se dvije funkcije nalaze u istoj klasi ako i samo ako se podudaraju svuda osim na
skupu mjere nula. Pokazuje se da se mnozenje i involucija mogu za predstavnike elemenata od
Li(G, ) pisati pomo¢u istih formula kao i za elemente Cy(G) s tim da se jednakosti interpretiraju
kao jednakosti ”gotovo svuda” (odnosno, svuda osim na skupu mjere 0). Algebra Cy(G), pa ni
Ly(G, 1), opéenito nema jedinicu. Moze se pokazati da Cy(G) (odnosno, Li(G, fz)) ima jedinicu
ako 1 samo ako je grupa G diskretna. Tada je Haarova mjera u = ji zadana sa

=D fl@)= > fla)

zeG rESupp f

) <y>' dpe) <

a jedinica je
1 akojexr =e
1(z) =
0 ako je x # e.

U mnogim vaznim situacijama nepostojanje jedinice moze nadomjestiti postojanje tzv. aproksi-
mativne jedinice:
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Propozicija 1.5.3. Postoji hiperniz (p;)icr u Cy (G) takav da za svaku funkciju | € Co(G) vrijedi
lim |[p; « f = flli =1im ||+ ; = flli = 0.
el iel
Dokaz: Neka je I usmjeren skup svih kompaktnih okolina jedinice e ureden inkluzijom:
12> <= 1 C g,

Za svaki i € I izaberimo ¢; € Cf (G) takvu da je Suppp; C i i fi(p;) = 1. Pokazat ¢emo da taj
hiperniz funkcija ima trazena svojstva.

Neka je f € Co(G) i € I. Tada je

loi# f = fll = /G (oo ™) = fa)ldu(z) =

).

= [ et rte) = s nw)| du@) < [ et [ 1) = 5 dnte)det)

Neka je € > 0. Izaberimo kompaktnu okolinu N = N~! od e. Neka je M > 0 takav da vrijedi:

[ et aut) - s [ soi<y1>du<y>' dpu(a) =

g€ Co(G), Suppg CK'N = |u(g)] <M ||gllee-
Neka je 1o € I takav da je ig C N i da vrijedi:

abeG, ableiy = \f(b)—f(a)\ﬁ%.

Neka je sada i € I, 1 > ip (tj. ¢ C ig). Neka je y € G takav da je p;(y~!) # 0. Tada je

ye€it Cig! C N~ C N. Stoga je
Supp (A1 f) = (Supp Ay f) ' =W 'K) ' =K 'yCK'N i Suppf=K'CK N

Dakle, za takav element y je

Kgfww1)—f@75@#@)=Mﬂﬂyﬁﬂ“—ﬂ)Sﬂ4¢NM*fY—ow

S druge strane, za takav y i za svaki x € G je 7 (ya™1) "t =y~ € i C iy, pa vrijedi

Oy ) @) = F@)] = Iflye™) = fa)] < =
Slijedi
I =A< 57 = [ ™) = falanta) < M- 7 =

Odatle i iz prve nejednakosti dobivamo

lgis f— 1l < €/<Pi(y_1)d,u(y) Ce iz

9
Time je dokazano da vrijedi
tim [l % f — flls =0,

Sasvim analogno dokazuje se da vrijedi i

lim || f * ¢; — fll1 = 0.
el
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POGLAVLJE 1.

LOKALNO KOMPAKTNE GRUPE



Poglavlje 2

Unitarne reprezentacije

2.1 Definicije i osnovna svojstva

Unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H je homo-
morfizam 7 grupe G u grupu U(H) unitarnih operatora na H takav da je preslikavanje
(z,€) — w(z)¢ sa G x H u H neprekidno. Sljedeée dvije leme pokazuju da je ovo svojstvo
neprekidnosti ekvivalentno prividno mnogo slabijim svojstvima.

Lema 2.1.1. Neka 7 : G — U(H) homomorfizam grupa takav da je za svako & € H funkcija
x +— Re(m(x)E|€) neprekidna u jedinici e grupe G. Tada je m unitarna reprezentacija.

Dokaz: Neka je { € H, xg € G ie > 0. Vrijednost funkcije z — Re (m(x)7(x0)&o|m(20)&0) u
tocki e jednaka je ||&o||%. Po pretpostavci ta je funkcija neprekidna u tocki e pa postoji okolina U
od e takva da vrijedi

2
£

aclU = €0l = Re (m(a)m(20)éo|m(x0)&) < R

Zaw € Uz (tj. xxy' € U)iza € € H takav da je [|€ — & < % imamo redom

|7 (2)§ — m(z0)oll < [Im(2)§ — m(@)&ol| + |17 (2)&o — 7(20)éol| =
= [|& =&l + \/(W($)§0|77($)§0) + (7 (w0)&o|m(20)&0) — 2Re (7(2)&o|m(70)60) =

2
- € €

= |€ = &ll + \/2[||§o||2 = Re (m(wzg )7 (x0)olm(wo)0)] < 5 +1/25 ==

Time je dokazano da je preslikavanje (z, &) — 7(x)& neprekidno u svakoj tocki (zo, &) € G x H.

Lema 2.1.2. Neka je m : G — U(H) homomorfizam. Pretpostavimo da je preslikavanje
x — (m(x)¢]n) sa G u C neprekidno u tocki e za svaka dva vektora & i m iz totalnog podskupa
S CH (tj. iz skupa koji razapinje gust potprostor od H). Tada je ™ unitarna reprezentacija.

Dokaz: Stavimo
H, = {£ € H; preslikavanje = — (m(x){|n) je neprekidno u tocki e za svaki n € S}.

Ocito je 'H; potprostor od H i po pretpostavci S C H;. Kako je S totalan, zakljucujemo da je
potprostor H; gust u prostoru ‘H. Za £ € H, &1, € Hy i x € G vrijedi

|(w(@)€ln) = (€] < [(m(2)(€ = &) m)| + |(w(z)€ln) — (Ealn)] + (& = Elm)] <
<2[g =&l - llnll + [(w(2)&ln) = (Ealn)l-

35
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Neka je £ € H,n € S, n# 0,1ie > 0. Izaberimo & € H; tako da bude || — & || < ﬁ
Nadalje, neka je U okolina od e u G takva da vrijedi
vel = @@l - @l <3,
Odatle i iz prethodne nejednakosti slijedi
el = |(w(@)¢ln) — (En)] < il +

3|| I

Dakle, preslikavanje x +— (7(z)&|n) je neprekidno u tocki e. Buduéi da je vektor n € S\ {0}
bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je & € H;. Time je dokazano da je H; = H, odnosno da je
preslikavanje z — (7(x)&|n) neprekidno u tocki e za svaki £ € H i za svakin € S.

Stavimo sada

Ho = {n € H; preslikavanje x — (7(z)&|n) je neprekidno u tocki e za svaki £ € H}.

Sasvim analogno nalazimo da je i Hy = 'H.
Prema tome, preslikavanje x +— (7 (z)&|n) je neprekidno u tocki e za svaka dva vektora &, n € H.
Sada tvrdnja leme slijedi iz prethodne leme.

Neka je m unitarna reprezentacija od G na H. Zatvoren potprostor K od H zove se m—invari-
jantan potprostor ako je on invarijantan s obzirom na sve operatore 7(x), € G. U tom slucaju
je m(z)KK = K Va € G i restrikcija mxc(z) = m(x)| je unitaran operator na Hilbertovom prostoru
KC. Na taj nacin dobivamo unitarnu reprezentaciju 7 .k grupe G na Hilbertovom prostoru K. Ta
se reprezentacija zove subreprezentacija reprezentacije w. Kako je w(x)* = m(z7!) Vz € G, to
je i ortogonalni komplement £ = K+ 7—invarijantan potprostor. Tada je H = K @ L; pisemo
m = 7 P e 1 kazemo da je 7 ortogonalna suma svojih subreprezentacija m i .. Opéenitije, ako
je (H;)ier familija zatvorenih m—invarijantnih potprostora takvih da je

D —n
iel
(tj. potprostori H; su medusobno ortogonalni i suma im je gust potprostor od H) onda pisemo
™ = @ TH, -
iel
Uzmimo sada da je (H;);c; familija Hilbertovih prostora i neka je za svako i € I zadana
unitarna reprezentacija m; od G na H,;. Formirajmo ortogonalnu sumu tih Hilbertovih prostora:

H=PH = {5”61, & EH Vil Z||£||2<+oo}

i€l iel
To je Hilberov prostor sa skalarnim produktom
(&)ier [(m)ier) =D (&ilm)is
iel

gdje je sa (-|-); oznacen skalarni produkt na prostoru H;. Nadalje, za svaki x € G mozemo

)
definirati 7(z) € U(H) sa
m(2)(&i)ier = (mi(2)&i)ier-

Tada je m homomorfizam sa G u U(H). Nadalje, ako identificiramo svaki H,;, j € I, sa zatvorenim
potprostorom od ‘H tako da stavimo

§ = (&)ier wuz =& 1 =0 za 1#],
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onda je unija tih potprostora
S=JH
el
totalan skup u H. Za £ € S je preslikavanje x +— m(z)¢ o¢ito neprekidno. Iz leme 2.1.2. slijedi da je
7 unitarna reprezentacija grupe G. I tu reprezentaciju zovemo ortogonalnom sumom reprezentacija

m; 1 piSemo
=D

Neka je i dalje m unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe GG na Hilbertovom prostoru
H. Vektor & € 'H zove se ciklicki vektor za reprezentaciju 7 ako je skup 7(G)E totalan u H,
odnosno ako mu je ortogonalni komplement {0} :

neH, (mx)n)=0 VreG = n=0.

Ekvivalentno: ‘H je jedini w—invarijantan zatvoren potprostor od H koji sadrzi &. Ako postoji
ciklicki vektor, m se zove ciklicka reprezentacija.

Reprezentacija 7 se zove ireducibilna ako je svaki vektor £ € H \ {0} ciklicki za . Ekviva-
lentno: H i {0} su jedini zatvoreni m—invarijantni potprostori od H. Ako reprezentacija m nije
ireducibilna, ona se zove reducibilna. To znaci da postoji zatvoren m—invarijantan potprostor

od H takav da je I # {0} 1 K # H.
Propozicija 2.1.1. Svaka unitarna reprezentacija je ortogonalna suma ciklickih subreprezentacija.

Dokaz: Neka je P(H) partitivni skup od H i neka je F skup svih podskupova F' od P(H) sa
sljede¢a dva svojstva:

(a) Svaki K € F je zatvoren m—invarijantan potprostor od ‘H takav da je subreprezentacija mc
ciklicka.

(b) Akosu K, L € FiK # L ondaje L L L.

Skup F nasljeduje iz P(H) (parcijalni) uredaj inkluzijom. Lako se provjeri da je F s tim uredajem
induktivan (tj. dazadovoljava uvjet Zornove leme). Po Zornovoj lemi F ima bar jedan maksimalan

element F. Stavimo
" =K.

KeF

Pretpostavimo da je H; # H. Neka je £ € Hi \ {0}. Kako je H; m—invarijantan, to je i Hi
m—invarijantan. Dakle, 7(G)¢ C Hi. Neka je £ zatvara¢ potprostora razapetog sa 7(G)E. Tada
je L # {0} zatvoren m—invarijantan potprostor od H i subreprezentacija . je ciklicka (£ joj je
ciklicki vektor). Nadalje, £L L K VK € F,paje FU{L} € Fi FU{L} 2 F. No to je u suprotnosti
s maksimalnoséu F' u F. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka H; # H bila pogresna.
Zakljucujemo da je 'H; = H, dakle,

™= @ Uy

KeF

Neka su m; i w9 unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima H; i Hy. Operator
T € B(H1,Hz) se zove operator preplitanja reprezentacije m s reprezentacijom oy ako vrijedi

Tm(z) = mo(x)T Ve € G.

Skup svih takvih operatora preplitanja oznacavat ¢emo sa Homg(m,m). To je potprostor vek-
torskog prostora B(Hi, Hs), koji je zatvoren u odnosu na topologiju norme, ali i u odnosu na
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jaku topologiju, pa ¢ak i u odnosu na slabu topologiju. Adjungiranje T" — T* je bijekcija sa
Homg(m1, ) na Homeg(me, ). Nadalje, za tri reprezentacije m, mo 1 73 je

HOmg(ﬂ'Q, 7T3)H0mc;(71'1, 7T2) g Homg(m, 7T3).

Za unitarnu reprezentaciju 7 na Hilbertovom prostoru H pisemo Homg(w) = Homg(m, ).
To je slabo zatvorena x—podalgebra od B(H) s jedinicom; dakle, Homg(7) je von Nemannova
algebra. Ta se algebra zove komutant reprezentacije 7.

Za reprezentacije m; i my kazemo da su ekvivalentne ako postoji izometricki izomorfizam

U :"H, — H, takav da je
Um (z2)U ™ = my(2) Vo € G.

Posebno je tada U € Homg(m, ms). Pisemo m; ~ my. Ocito je ~ relacija ekvivalencije.

Propozicija 2.1.2. Neka su 7 @ w9 unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima H,
it Ho 1 pretpostavimo da je m ireducibilna. Sljedece su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Homg(my,ms) # {0}.
(b) Homg(ms,m) # {0}.

(¢) Reprezentacija m ekvivalentna je nekoj subreprezentaciji reprezentacije ms.

Dokaz: Ekvivalencija (a) <= (b) neposredna je posljedica jednakosti Homg(me, m) =
= Homg(my, mo)*.

Dokazimo da iz (b) slijedi (c). Neka je T € Homg(ms,m) \ {0}. Tada je T*T € Homg(ms)
i to je pozitivan operator na Hsy. Stoga postoji jedinstven pozitivan operator A € B(Hs) takav
da je A?2 = T*T. Nadalje, A komutira sa svakim ograni¢enim operatorom s kojim komutira 77
Posebno, A € Homg(ms).

T"Hs je potprostor od H; koji je m —invarijantan:

m(2)TE = Tma(x)E.

Njegov zatvara¢ Cl(T"H3) je zatvoren 7 —invarijantan potprostor od H; koji je razli¢it od {0} jer
jue T # 0. Kako je reprezentacija m; ireducibilna, slijedi C1(T"Hs) = H;. Dakle, potprostor THs
je gust u Hilbertovom prostoru H;. Definiramo sada linearan operator U : T'Hy — H, sa

UTE) =AS €M
Za svaki £ € Hs imamo

IAE|I* = (AEJAE) = (A%¢|€) = (T"T¢[¢) = (TE|TE) = ||IT¢|*

To pokazuje da je operator U dobro definiran i da je to izometrija sa T"Hs u Hs. Kako je potprostor
T™H, gust u Hy, U se prosiruje do linearne izometrije sa ‘H; u Hs, koju ¢emo i dalje oznacavati sa
U.Sadazax € Gi¢ € Hyimamo

WQ(.%')UTf = WQ(.%')Af = Aﬂ'g(l’)f = UTTFQ(.I’)f = U7T1(.I')T§
Odatle je
mo(2)U = Umy (2) Ve e G = U € Homg(my, m2).

Kako je U izometrija sa ‘H; u Ha, to je U # 0. Stavimo K = UH;. Tada je K zatvoren potprostor
od Hs koji je mo—invarijantan. Tada je U izometricki izomorfizam sa H; na K koji ostvaruje
ekvivalenciju reprezentacije m; sa subreprezentacijom (ms)x.

Napokon, implikacija (¢) = (a) je ocigledna.

Korolar 2.1.1. Ako su m; i my ireducibilne reprezentacije, one su ekvivalentne ako i samo ako je
Homg(m, 7T2) 7£ {O}
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2.2 Veza reprezentacija grupa i grupovnih algebri

Neka je A normirana x—algebra. Neka je H Hilbertov prostor. Tada je algebra ograni¢enih
operatora Banachova x—algebra s jedinicom. Reprezentacija algebre A na prostoru H je
neprekidno *—homomorfizam algebri 7 : A — B(H). Dakle, 7 je neprekidano linearno preslika-
vanje za koje vrijedi

m(ab) = w(a)w(b) 1 w(a*) =m(a)” Va,b e A.
Propozicija 2.2.1. Neka je w reprezentacija od A na 'H. Stavimo
={¢eH; n(a) =0 foralla € A}

i neka je Hy zatvarac potprostora razapetog sa w(A)H. Tada su potprostori Hy i Hy m—invarijantni
1 H=HyPd H;.

Dokaz: Ocito su potprostori Hy i H; m—invarijantni. Imamo sljedeéi slijed ekvivalencija:
E€eHy <= w(a)=0Vae A <= (m(a)¢|n)=0Vac A VneH <+—
— (Era)m)=0Vac A, VneH <<= (O =0VCeH <+ EcH;.

Time je dokazano da je Hy = Hi a to upravo tvrdnja propozicije.

Reprezentacija 7 zove se nedegenerirana ako vrijedi
EeH, w(a)=0 Vae ALlr £=0.

Uz oznake iz propozicije 2.2.1 to znaci da je Ho = {0}, a prema tvrdnji te propozicije to je ekviva-
lentno sa H; = H. Dakle, reprezentacija 7 je nedegenerirana ako i samo ako vektori oblika 7(a)&,
a € A, £ € H, razapinju gusti potprostor od H.

Za reprezentacije normiranih x—algebri imamo sasvim analogne definicije pojmova kao za uni-
tarne reprezentacije lokalno kompaktnih grupa (cikli¢nost, ireducibilnost, ekvivalentnost, prepli-

tanje itd.). Nadalje, lako se vidi da vrijede analogoni propozicija 2.1.1. i 2.1.2. a takoder i korolara
2.1.1.

Neka je sada 7 unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru
H. Neka je p desna Haarova mjera na G. Za f € Co(G) (ili f € L1(G, f1)) definiramo preslikavanje
Bf: HxH— Csa

By (€,n) = /G o) (m(@)EIdji(z),  EneH.

Tada je By seskvilinearna forma na H. Nadalje,

|B(&,m)| = (x)&|n)dp(x

/ [F@@)] - Al (@) - €1 - [lmlldpd).
Medutim, 7(z)|| =1 Vz € G pa slijedi

[Be(&m < [1f -l -inll, & ne™H.

Dakle, forma By je ograni¢ena, odnosno, neprekidna. Prema tome postoji jedinstven 7(f) € B(H)
takav da je

((F)Elm) = By(E.n) = /f DEldi(z),  Enen
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i vrijedi

[ (O <A1

/f (x).

B(H) (ilim: Ly(G, 1) — B(H)) linearno. Nadalje,

Pisat ¢emo krace

Primijetimo da je preslikavanje 7 : Cy(G)

za f,g € Co(G) (ili f,g € L1(G, 1)) imamo

:/Gf(x)w(:p)dﬂ(x)-/cg( //f m(xy)dp(x)di(y) =

_ / / F(@)g(x " y)m(y)di(x)dily) = / (f + ) (W) (w)dia(y) = 7(f * g).
GJaG G
Takoder,
wuwaLwam1 /f dji(x) =

- [ Gty Uf >} ()

Prema tome f +— 7(f) je reprezentacija normirane x—algebre Cy(G) (odnosno, Banachove
x—algebre Li(G, 1)) na Hilbertovom prostoru H.

Dokazimo jos da je ta reprezentacija nedegenerirana. Neka je & € H takav da je n(f)§ =0
Vf € Co(G). Pretpostavimo da je £ # 0. Tada je (w(x)€|€) # 0 za sve x iz neke okoline U jedinice
e u G. Neka je ¢ € Cf (G) \ {0} takva da je Supp ¢ C U. Definiramo sada funkciju f : G — C sa

|(m(2)€]E)] .
p(r)—=—=> akojexeU
flz) = (m(z)¢l€)
0 ako je x € G\ U.

Tada je f € Cy(G) i dobivamo

= (m = T M m(x 1(x) = z)|(m(x 1(x
= (r(1)¢l6) = | I EBE r @900 = [ pla)lm@eOdate) > .

Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka & # 0 bila pogresna. Dakle, doista se radi o nede-
generiranoj reprezentaciji.

Prema tome, svakoj unitarnoj reprezentaciji m lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom

prostoru H pridruzena je nedegenerirana reprezentacija normirane x—algebre Cy(G) (odnosno,
Banachove x—algebre L;(G, ji)) na istom prostoru:

- /G fr(@da(n),  feC(@) (i fe LG p).
Primijetimo da za y € G vrijedi
= [ remtaie) = [ o or@ait) = mtuh).

Ta formula nam je vodilja za obrnutu konstrukciju. Naime, neka je sada m nedegenerirana
reprezentacija normirane x—algebre Cy(G) na Hilbertovom prostoru H. Neka je H; potprostor od
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H razapet sa m(Co(G))H, koji je zbog nedegeneriranosti gust u H. Za x € G definiramo linearan
operator w(z) : H; — H; po uzoru na gornju formulu:

n n

W(x)zﬂ(fj)gjzzﬂ()‘zfj>€ja f17f27"'7fn€CO(G)7 flana"'aanH-

J=1 J=1

Prije svega, treba dokazati da ova definicija uopcée ima smisla, jer jasno je da gornji zapis vektora
iz H; nije niposto jedinstven. Primjenom formule u tvrdnji (d) propozicije 1.5.1. imamo redom

2 n n

=) (T f)lmOaf)e) = D (w((Aaf) * Nafi))EilE) =

i,j=1 6,j=1

n

> w6

J=1

n 2

Z (f7 * [)&1&) = Y (e (f)&lm (£)€) =

4,j=1

n

> ()¢

j=1

Dakle, 7(z) : H; — H1 je dobro definiran i to je izometrija. Kako je H; gust potprostor od H,
taj se operator po neprekidnosti jedinstveno produljuje do izometrije sa ‘H u ‘H koju ¢emo takoder
oznacavati sa 7(z). Za x,y € G imamo za svaku f € Cy(G) i svaki £ € H

m(z)m(y)m(f)§ = m(2)m(Ay f)E = T(Ady )€ = T(Aey f)E = m(xy)m ()8

Dakle je 7(z)m(y) = m(zy). Ocito je m(e) = I (jedinicni operator na H). Dakle, 7 je homomor-
fizam grupe G u unitarnu grupu U(H). Dokazimo jo$ neprekidnost. Neka je

Hi = {£ € H; preslikavanje x +— 7(x)¢ je neprekidno sa G u H u tocki e}.
Neka su { € Hi f € Co(G). Tada je
[m(z)m(f)§ = m(FEN = Im(Aaf — HEN < Nm(Xaf = HIF- €]

Linearno preslikavanje m s normirane algebre Cy(G) u Banachovu algebru B(H) je neprekidno,
dakle, ograniceno. Stoga postoji M > 0 takav da vrijedi

Im(ll < M -lgls Vg € Co(G).
Slijedi
[ (2)m(£)§ = 7(F)EN < MIAaf = fll2 - [1€]]-

Kada x tezi prema e onda A, f tezi prema f uniformno, jer je funkcija f uniformno neprekidna.
Odatle slijedi da || A\.f — f]l1 tezi k nuli kada = tezi prema e. To pokazuje da je w(f)¢ € H;.
Zbog prozvoljnosti f i £ zakljucujemo da je w(Cy(G)) C H;. Pretpostavka o nedegeneriranosti
reprezentacije 7 znaci da je skup 7(Co(G))H totalan u ‘H. Sada iz leme 2.1.2. slijedi da je x +— 7(x)
unitarna reprezentacija od G na H.

Oznac¢imo sada sa T reprezentaciju normirane x—algebre Cy(G) dobivenu iz reprezentacije m
grupe GG na prije opisani nacin:

= /Gf(:c)ﬁ(:c)d/l(x) g € Co(G).

Dokazat ¢emo sada da se 7 podudara s polaznom reprezentacijom m od Cy(G). Doista, za
f,9 € Co(G) i & € H zbog linearnosti preslikavanja 7 : Co(G) — B(H) imamo redom

r(f)E = /G o)) (f)edjifz) = /G r(9(@)hef)Edfi(z).
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Nadalje, za y € GG imamo

(g% F)(y) = /G g(2) f ) dile) = /G 9(2) e ) () di(2).

(g * F)E = /G r(g(2)he f)Edi(2).

T(g)m(f)E =7(g* [)§ =n(g)n(/)E  Vfg€C(G), VEeH.

Buduéi da skup 7(Co(G))H po pretpostavci razapinje gust potprostor od H zaklju¢ujemo da je

w(g)=m(g) Vg€ Co(G).

Dakle, vrijedi

Time je dokazana prva tvrdnja teorema:

Teorem 2.2.1. Postoji bijekcija izmedu unitarnih reprezentacija od G i nedegeneriranih repre-
zentacija normirane x—algebre Co(G). Ako odgovarajuce reprezentacije na Hilbertovom prostoru
H oznacimo istim znakom m onda je veza dana sa

- /G f@r@di(),  wr(E=a0NDE  FECG), yeG, EeH

Nadalje, vrijedi:

(a) Zatvoren potprostor Hy od H je w(G)—invarijantan ako i samo ako je on w(Co(G))—invari-
jantan.

(b) 7 je ireducibilna reprezentacija od G ako i samo ako je 7 ireducibilna reprezentacija od

Co(G).
(¢) Za & € H najmanji zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor koji sadrzi & je Cl(m(Co(G))E).

(d) Za reprezentacije my i m na Hy i Hy vrijedi Homg(m, ) = Homeya)(m1,m2). Tj. oper-
ator T € B(Hy, Hs) je preplitanje za reprezentacije od G ako i samo je T preplitanje za
reprezentacije od Co(QG).

(e) w1 i m su ekvivalentne reprezentacije od G ako i samo ako su m i Ty ekvivalentne reprezen-

tacije od Co(Q).

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je H; zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor. Neka su & € Hy,
n € HiifeCyG). Tada je

PEln) = /f )Eln)diz) = 0.

Dakle je m(f)¢ € Hit = H;. Dakle, H; je 7(Co(G))—invarijantan.
Pretpostavimo sada da je H; zatvoren potprostor koji je m(Co(G))—invarijantan. Neka je

nedegenerirane reprezentacije je nedegenerirana, dakle skup (CO(G))H1 je totalan u H;. Slijedi
da je H; invarijantan za operator w(z) Vx € G, tj. H; je m(G)—invarijantan.
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Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a).
(¢) Neka je H; = Cl(m (C'O(G)f) Tada je H; zatvoren potprostor od H koji je m(Co(G))—in-

7(G)—invarijantan potprostori & € Hz Prema (a) tada je Hy i W(CO(G))—mvarlJantan potprostor,
pa slijedi Hy = Cl(7(Cy(G))E) C Ha, dakle Hy = H;.

(d) Neka je T' € B(Hi,Hs). Pretpostavimo da je Tn(z) = m(x)T Vo € G. Za f € Cy(G),
¢ € Hy in € Hy imamo

(Tr(f)El) = (x(FEIT™) / £(2)(my ()€ T™n)dji(z) =

| 1@mm@emai@ = [ @) mETsniae) = w07,
Odatle je T7T1(f) = WQ(f)T Vf S Co( )

Pretpostavimo sada da je Tn(f) = m(f)T Vf € Co(G). Za x € G, f € Cy(G) i & € H; tada
Imamo

Tmi(x)m(f)§ = Tm(Xe )€ = ma(Xe [)TE = mo(2)ma(f)TE = mo ()T (f)E.

Bududi da je m1(Co(G))H; totalan skup u Hy, slijedi T'my(x) = mo(z)T Vo € G.

Tvrdnja (e) slijedi neposredno iz (d).

Formulama

(Flg)e = /G f@e@daz) i (flg) = /G f@)g@du(z),  f.gt € ColC),

definirani su skalarni produkti na vektorskom prostoru Cy(G). Popunjenja su Hilbertovi prostori
koja oznacavamo sa Lo(G, 1) i Lo(G, p).
Za x € G definiramo linearne operatore 7oy (x), m.(z) : Co(G) — Co(G) sa

Wg(l')f = )‘J:fa Wr(x)f = pra f € CO(G)
Tada jezaxz € Gi f,g € Co(G):

(me() flma( e—/fxyxydu /f — (flo)e.

(o () (2 / F (e g du(e / iy 2)(F9)r-

Dakle, m,(x) se produljuje do izometrije Lo(G, i) u Lo(G, 1) i m.(x) se produljuje do izometrije
Ly(G, ) u Lo(G, p). Te ¢emo operatore takoder oznacavati sa mp i m.(x). Kako je Ay o A, = Ay
i py0py = puy, x,y € G, vidimo da je z — m(x) homomorfizam grupe G u grupu U(Ly(G, 1) i
x +— 7,.(x) je homomorfizam G u U(Ly(G, ).

Norme na Hilbertovim prostorima Lo (G, i 1 Lo(G, p1) oznacavamo sa || - || 1]« || Za f € Co(G)
iz € G imamo

Imef — fIZ = / NS () — F() Pdale).

|| 7o f— ng tezi prema nuli kada x tezi prema e. Kako je C’O(G) gusto u Lq(G, u) po lemi 2 1.2. slijedi
da je m, unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru Ls(G, ji). Sasvim analogno
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zakljuéujemo da je m, unitarna reprezentacija G na Hilbertovom prostoru Ls(G, ). m se zove
lijeva regularna reprezentacija grupe G, a 7, je desna regularna reprezentacija grupe G.
Neka je T': Co(G) — Cy(G) bijekcija zadana sa T'f = f. Tada je

I = / (@) Pdu(e) / @) Pdaz) = |12

Dakle, T se produljuje do izometrickog izomorfizma sa Lo(G, i) na Lo(G, ). Zax € Gi f € Co(G)
imamo

T(2)Tf = pof = (\of) = Tmul(2) .

Dakle, T" ostvaruje ekvivalenciju reprezentacije 7, s reprezentacijom .
Ustanovimo jo$ kako djeluju pripadne reprezentacije grupovne algebre. Neka su f,g € Co(G)
iz € G. Imamo

/f (mely /f 9y~ 2)dju(z) = (£3)(x),

/ £ ()9 (ay)dile) = /G o(ey) Fy™)dji(z) = (g% P)(z).
Dakle, ]
Wé(f)g:f*ga 7T?"(f>g:g*f7 fagECO(G>

Propozicija 2.2.2. 7, i m, su vjerne reprezentacije od Co(G), tj.
m(f)=0 = f=0 i wW(f) =0 = f=0.

Dokaz: Neka je f € Cy(G) takva da je m.(f) = 0. Tada je posebno m,.(f)f = 0, pa imamo

redom
0= ()e) = (T Do) = [ FaiFu ) = [ 176 Pat
pa slijedi f = 0.
Za f € Cy(G) stavimo
||l = sup{||=(f)||; 7 unitarna reprezentacija od G}.

Buduéi da za svaku unitarnu reprezentaciju m od G za svaku f € Co(G) vrijedi |7 (f)|| < ||f]l1,
slijedi da je
IFIF<Ifll VS € Co(@).

Dokazimo da je || - || norma na prostoru Cy(G). Prije svega, ocito je || f|| > 0, a zbog propozicije
2.2.2. iz || f|| = O slijedi f = 0. Relacije [laf| = |a[|[f[[ 1 [If + gl < [[fIl + llg]| slijede neposredno
iz definicije. Stovise, za svaku reprezentaciju 7 je w(f * g) = w(f)m(g) i #(f*) = «(f)*. Slijedi
7 (f o+ gl < Mm (DI - I T (fI = [l (f)]l, pa dobivamo [|f + gl < [LFIl - llgll 1 L/*[] = [I/1-
Dakle, uz normu || - || Co(G) je normirana x—algebra. Norma || - || ima jedno vazno svojstvo, koje
nema norma || - ||z

Lf* = fll = sup [l7(f) = ()] = sup l7())I* = [ FII*.
Banachova x—algebra A u kojoj vrijedi ||a*al| = ||a]|?* Va € A zove se C*—algebra.
Neka je C*(G) popunjenje od Cy(G) po normi || - ||. Tada je C*(G) C*—algebra; ona se zove
grupovna C*—algebra od G ili C*—algebra grupe G.



2.2. VEZA REPREZENTACIJA GRUPA I GRUPOVNIH ALGEBRI 45

Neka je 7 unitarna reprezentacija grupe G i pripadna nedegenerirana reprezentacija od Cy(G).
Tada je 7(f)|| < |Ifll Vf € Co(G). Dakle, 7 se jedinstveno prosiruje do nedegenerirane
reprezentacije od C*(G) (nedegenerirana je jer njena slika sadrzi 7(Cy(G))). Obrnuto, neka je
7 nedegenerirana reprezentacija od C*(G). Kako je || f|| < [|fll1 V[ € Co(G), restrikcija 7|Cy(G)
je reprezentacija normirane x—algebre (Co(G), || - ||1). Ona je nedegenerirana jer je Co(G) gusto
u C*(G). Odatle i iz teorema 2.2.1. neposredno slijedi:

Teorem 2.2.2. Bijekcija izmedu unitarnih reprezentacija lokalno kompaktne grupe G i nedegene-
riranih reprezentacija njene C*—algebre C*(G) ima sljedecéa svojstva:

(a) Zatvoren potprostor Hy od H je n(G)—invarijantan ako i samo ako je Hy 7(C*(G))—inva-
rijantan.

(b) m je ireducibilna reprezentacija od G ako i samo ako je 7 ireducibilna reprezentacija od

C*(G).
(¢) Za & € H nagmanji zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor koji sadrzi & je Cl(m(C*(G))).
(d) Homg(m, 7T2) = Homc*(g)(m, 7T2).

(e) m imy su ekvivalentne reprezentacije od G ako i samo ako su m i my ekvivalentne reprezen-
tacije od C*(QG).



46

POGLAVLJE 2. UNITARNE REPREZENTACIJE



Poglavlje 3

Komutativne C*—algebre

3.1 Spektar elementa Banachove algebre

Neka je A Banachova algebra s jedinicom 1. Sa G(.A) oznacavat ¢emo grupu svih invertibilnih
elemenata u A.

Propozicija 3.1.1. Za svaki x € A niz (||z"||% )nen je konvergentan i
lim ||2"|= = inf {||z"||=; n € N}.

Dokaz: Ako je " = 0 za neko n, tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da je 2™ # 0 Vn € N.
Fiksirajmo m € N. Za svaki n € N neka su p(n) € NU{0} i ¢(n) € {0,1,...,m — 1} jedinstveni
takvi da je

n = p(n)m+q(n).

Imamo " "
™| = [JaPemra)| < g tm || 290 | < a5 |25

Bududi da je

1
lim @:— i limﬁzo,
n— oo n m n—oo n
slijedi ) )
limsup ||z"||7 < [|z™|™ Vm € N.
Odatle je

limsup [|2”|* < inf{||z"||=; n € N} < liminf ||z"||»
n—oo

pa tvrdnja slijedi.
Za x € A stavljamo
v(xz) = lim ||x"||% = inf{||x"||%; n € N}.
Taj se broj zove spektralni radijus elementa x. Ocito je v(z) < ||z||.

Propozicija 3.1.2. (a) Za x € A red potencija
D lla"Am, Aec,
n=0

1
ima radijus konvergencije jednak ——.

v(x)
A7
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(b) Ako je x € A takav da je v(xz) < 1 onda je 1 —x € G(A) i vrijedi

(1—2)"t= Zx”

pri ¢emu red konvergira apsolutno (tj. konvergira red normi »_ ||z"||).
(¢) G(A) je otvoren podskup od A.

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz Cauchy—Hadamardove formule za radijus konver-

gencije R reda potencija:
1 1

~limsup,, ., [an|5 (@)

(b) Ako je v(z) < 1 onda je

> 1 pa prema (a) red potencija

1
v(z)
D llz"An, xec,
n=0

ima radijus konvergencije ve¢i od 1. Posebno, on konvergira za A = 1, tj.

Z | 2™ < 4o0.
n=0
Kako A Banachov prostor, red
> "
n=0
konvergira. Oznac¢imo njegovu sumu sa y. Sada imamo
l+yr=1+2y=y == l=1-2)y=y(l—2x) = (1—z)t'=y.
(c) Stavimo
U={ze A, |z| <1}, V=1-U={1l—-a; z€U}.

V je otvoren podskup od A. Nadalje, za = € U je v(z) < ||z|]| < 1, pa je prema (b) 1 —z € G(A).
To pokazuje da je V- C G(A).

Neka je y € G(A). Kako je z — yz homeomorfizam sa A na A, yV je otvoren skup u A i o¢ito
jey € yV C G(A). Dakle, G(A) je otvoren podskup od \A.

Propozicija 3.1.3. G(A) je topoloska grupa.

Dokaz: Kako je ||zy| < ||z| - ||y]|, mnozZenje (x,y) — xy je neprekidno preslikavanje sa

G(A) x G(A) u G(A).

1
Treba jos dokazati neprekidnost invertiranja. Neka je a € G(A). Stavimo r =

2- e~
i neka je v € G(A) N K(a,r) (oznaka za otvorenu kuglu radijusa r sa sredistem u tocki a :
K(a,r)={zx € A; ||z —al <r}). Tada je

Ja—af < —2
a— X _—
2 a1
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pa imamo redom

_ _ _ _ _ _ _ _ L, -
Iz =l < ™ = a7 = [l (@ = 2)a || < [la7" - la = ] - [la™H} < 5 2.

Odatle je [[z71|| < 2-|la™!| pa slijedi
lz™ —a™ [ < M la =2l - la M < 2 la™ " - fla — 2.
Time je dokazana neprekidnost invertiranja z — 2~ u bilo kojoj tocki a € G(A).

Za x € A njegov spektar oznacavamo sa o(z) :
o(x)={ e C; M1 -z & G(A)}.

Rezolventa elementa x € A je funkcija A — R(\;z) = (A1 — x)~! definirana na skupu C \ o(z)
s vrijednostima u A (u stvari, u G(A)).

Teorem 3.1.1. Neka je A # {0} Banachova algebra s jedinicom 1 i neka je x € A.
(a) Spektar o(z) je neprazan kompaktan skup.
(b) v(xz) =max{|A|; X\ € o(x)}.

(¢) Funkcija X — R(\;z) je analiticka na C\ o(x) i tezi k 0 kada |\| tezi prema +oo.

Dokaz: (a) Neka je A € C, A # 0. Tada je A1 —x € A\ G(A) pa slijedi 1 — %x e A\ G(A).

No tada je prema tvrdnji (b) propozicije 2.1.2. v (3z) > 1, dakle je |A| < v(z). Time je dokazano
da vrijedi
o(z) CD0,v(x))={Xe€C; [N <v(zx)}.

Posebno, o(x) je ograni¢en podskup od C. Nadalje, A — Al — x je neprekidno preslikavanje sa C
u A a po tvrdnji (¢) propozicije 3.1.2. A\ G(A) je zatvoren podskup od A. Dakle, njegov totalni
invers o(z) = {A € C; \1 —x € A\ G(A)} je zatvoren u C. Time je dokazano da je skup o(z)
kompaktan. Svojstvo o(x) # ¢ slijedit ¢e neposredno iz tvrdnje (b).

(c) Prije svega, ta je funkcija neprekidna na C\ o(x) jer je to kompozicija neprekidne funkcije
A= Al —xsaC\o(x) uG(A) i funkcije y — 3y~ sa G(A) u G(A) koja je takoder neprekidna
po propoziciji 3.1.3. Nadalje, za A, \g € C\ o(z) mnoZenjem jednakosti

Al —12) — (Nl —2) = (A= A)1
sa R(Ao; z)R(A; ) dobivamo
R(A;z) — R(Aos ) = (A = Ao) R(Ao; ) R(A; @)

a odatle
1

A—Xo
Zbog neprekidnosti rezolvente A — R(A; z) slijedi da za svaki \g € C\ o(x) postoji limes

(B(A;x) — R(Ao; 7)) = —R(Ao; 2) R(A; ).

(RN 2)R(MNg; ) = —R(Xo; )%

e~ Ao
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Time je dokazano da je rezolventa A — R(\,x) analiticka funkcija na cijelom svom podruéju
definicije C\ o(z).
Dokazat ¢emo sada da vrijedi

R(\z) =) N}H VA e C\ D(0,v(x)).

Doista, ako je A € C\ D(0,v(z)) tada je |A| > v(z), dakle, v (z) < 1. Sada iz tvrdnje (b)
propozicije 3.1.2. slijedi

L1 1\ S,
R(X\;z) = (A —2) 1:X(1—X:c) :Z)\nﬂx.

Iz dokazane jednakosti neposredno slijedi

lim R(\z)=0.
Al —-+o0

Time je (¢) u potpunosti dokazano.
(b) Prije svega, prema (1) vrijedi nejednakost max {|A|; A € o(z)} < v(x). Pretpostavimo da
je nejednakost striktna, tj. da je max {|\|; A € o(z)} < v(z). Izaberimo p tako da je

max {|Al; A € o(z)} < p <v(z).

Tada je o(x) C D(0, p) pa je rezolventa A — R(A; ) analiticka na C\ D(0, p). Slijedi da je funkcija
A — R(\71;z) analiticka na K <O, /_1)> ={NeC |\ < %} i ima nultocku u 0. Dakle, postoje
cn € A, n € NU{0}, takvi da vrijedi

= 1
R\ Lz) = e, Al < —.
( ) % Al p

Prema razvoju u red iz dokaza tvrdnje (b) nalazimo ¢, = z", pa slijedi da je radijus konvergencije

reda > 0 o A\"Tz™ vediili jednak —. Prema tvrdnji (a) propozicije 3.1.2. radijus konvergencije tog

reda jednak je . Odatle je v(z) < p, suprotno izboru broja p. Ova kontradikcija pokazuje da

1
v(z)

je pretpostavka o striktnoj nejednakosti nemoguca. Dakle, vrijedi jednakost
v(z) =max {|Al; A € o(x)}.

Posebno, to znaci da postoji A € o(z) takav da je |A| = v(x), pa slijedi i nedokazani dio tvrdnje
(a), tj. o(x) £ 0.

Primijetimo jos da bi o(z) = () znacilo da je rezolventa elementa z cijela funkcija, a kako ona
tezi k nuli u beskonacnosti, slijedilo bi da je ona ograni¢ena funkcija. No tada bi po Liouvilleovom
teoremu slijedilo R(A\;x) =0 VA € C, a to je nemoguce jer 0 ¢ G(A) buduéi da smo pretpostavili
da je A # {0}.

Teorem 3.1.2. (Geljfand—Mazur) Neka je A # {0} Banachova algebra s jedinicom 1 i pret-
postavimo da je A tijelo. Tada je A= C - 1.

Dokaz: Za x € A je o(z) # (). Prema tome, postoji A € C takav da je A1 — 2z € A\ G(A).
Medutim, A je po pretpostavci tijelo, dakle, A\ G(A) = {0}. Slijedi \1 —2 = 0, odnosno, = Al.
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Teorem 3.1.3. Neka je B C*—algebra s jedinicom, A Banachova x—algebra i ¢ : A — B
x—homomorfizam. Tada je o(x)|| < ||z|| Vz € A. Posebno, ako je H Hilbertov prostor i
7w A — B(H) *—homomorfizam, tada je m reprezentacija *—algebre A i vrijedi ||m(x)| < ||zl
Vo e A.

Dokaz: Za b € B takav da je b = b* imamo ||b?|| = ||b*b]| = ||b]|*>. Odatle indukcijom po n
nalazimo da za svaki n € N vrijedi ||6*"|| = ||b[|*". Slijedi
. ni L . | o
v(b) = lim [[b"][» = lim [[o* || = [|b].

Pretpostavimo najprije da algebra A ima jedinicu 1 i daje (1) = 1. Akojex € Ai X € C\o(x),
tada je Al — z invertibilan, pa slijedi da je (Al — ) = Al — ¢(x) invertibilan u B, odnosno,
A € C\ o(p(x)). Time je dokazano da vrijedi o(¢(x)) C o(z), a odatle je prema tvrdnji (b)
teorema 3.1.1. v(p(z)) < v(z) < ||z]|. Za x € A element b = ¢(x*x) ima svojstvo b* = b, pa
prema dokazanom imamo redom

I

le(@)I* = lle(@)e@) || = e )l = v(e(z"z)) < |zl = =]*.

Pretpostavimo sada da A ima jedinicu 1 ali da je ¢(1) # 1. Tada je Cl(¢(A)) C*—podalgebra
od B u kojoj je element (1) jedinica. Zamjena C*—algebre B s tom C*—algebrom dovodi nas u
ve¢ dokazani slucaj.

Napokon, neka je A algebra bez jedinice. Tada formiramo A = A x C i u taj prostor uvodimo
mnozenje, operaciju * i normu ovako:

(a> /\)(b> :U’) = (ab + Ab, +pa, /\u)> (a’ )‘)* = (a*’X% H(a’ )‘)” = ||CL|| + |/\|

Lako se provjerava da je tada A Banachova s—algebra s jedinicom (0,1). Ocito je a — (a,0)
injektivni izometricki *—homomorfizam algebre A u algebru A. Nadalje, definiramo ¢ : A — B
sa

?((a,A)) = p(a) + AL

Tada je ¢ *—homomorfizam koji preslikava jedinicu u jedinicu, pa je prema dokazanom

lo(a, I < [lta, M = llall + A = llp(a)ll = [#((a; 0))]] < [|(a, 0)]| = [lall

3.2 Spektar komutativne Banachove algebre

Neka je A komutativna Banachova algebra s jedinicom 1. Karakter algebre A je linearan
funkcional f : A — C takav da je f(xy) = f(x)f(y) Vz,y € A1 f(1) = 1. Dakle, karakter je
homomorfizam algebre A u algebru C razlicit od nule, jer za homomorfizam f je f # 0 ocito
ekvivalentno sa f(1) = 1.

Teorem 3.2.1. Neka je A komutativna Banachova algebra s jedinicom 1 i neka je f karakter od
A. Tada je linearni funkcional f neprekidan i vrijedi ||f|| = 1. Nadalje, f(x) € o(z) Vx € A.

Dokaz: Pretpostavimo da f(z) € o(x) za neki x € A. Tada je f(z)-1—2 € G(A). Oznacimo
s y njegov invers. Tada je 1 = y(f(z) -1 —x) paslijedi 1 = f(1) = f(y)(f(z)f(1) = f(x)) = 0.
Ova kontradikcija pokazuje da je f(z) € o(z) Vz € A. Odatle je |f(x)| < v(z) < ||z|. Dakle,
fukcional f je neprekidan i ||f|| < 1. Medutim, f(1) =11 |[1]| = 1 pa slijedi || f]| = 1.
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Skup svih karaktera komutativne Banachove algebre A s jedinicom zve se spektar algebre
A i oznacavat ¢emo ga sa A. Neka je A’ dualni prostor Banachovog prostora A. Tada je prema
prethodnom teoremu A podskup jedini¢ne kugle u A’.

Dualni prostor A’ promatrat ¢emo sa tzv. slabom topologijom. Radi se o topologiji za koju
je podbaza okolina bilo kojeg f € A’ sastavljena od svih skupova oblika

V(fiex)={ge A} lg(z) - f(z)] <e}, >0, z€A

To je najslabija medu svim topologijama na A’ za koje su sva preslikavanja f — f(x), = € A,
sa A" u C neprekidna. Nadalje, ako je (f;)ie; hiperniz u A" i f € A’ onda u odnosu na slabu
topologiju vrijedi

liier? fi=1f = lzler? filz) = f(z) Vxe A

Sljedec¢i je teorem za separabilne prostore dokazao S. Banach 1932. godine, a opcenito L.
Alaoglu 1940. godine.

Teorem 3.2.2. (Banach—Alaoglu) Neka X normiran prostor i neka je K zatvorena jedinicna
kugla u dualnom prostoru

K =Kx(0,1) = {feX"; |fll <1}

K je u odnosu na slabu topologiju dualnog prostora X' kompaktan skup.

Dokaz: Neka je
s=[[{ecC <z}

zeX
s topologijom produkta. Prema Aleksandrovljevom teoremu S je kompaktan Hausdorffov topoloski
prostor. Definiramo sada injekciju ¢ : K — S sa

p(f) = (f(2))aex-

Ocito je ¢ homeomorfizam sa K na ¢(K). Dakle, treba samo dokazati da je slika ¢(K') zatvorena
u prostoru S.

Neka je f tocka iz zatvaraca skupa p(K). Tada je f funkcija sa X u C i vrijedi |f(z)| < ||z||
Vz € X. Posebno je f(0) = 0. Neka su z,y € X i e > 0. Bududi da je f u zatvaracu od ¢(K)
postoji g € K takva da vrijedi
) =9yl <

|f(x) —g(z)] < : |f(x+y)—glx+y)| <

Wl M
Wl M
Wl M

Sada je

|fx+y) = flo) = fl < [fx+y) —glx+y) +|gx) — f(x)]+]9(y) — fy)| < e

Buduéi da je € > 0 bio proizvoljan, slijedi f(z+y) = f(z)+ f(y). Nadalje,zaz € XizaA=0¢€ C
je f(Ax) = f(0) =0 = Af(z). Ako je A € C\ {0} i € X za dano ¢ > 0 izaberimo g € K takav
da je

[f(z) = g(2)] < 5 [f(Ax) = g(Az)| <

DO ™M

Tada je

|f(Az) = Af(2)] < [f(Az) — g(Az)| + [M|g(x) — f(z)] <,
pa zbog proizvoljnosti € > 0 slijedi f(Azx) = Af(z). Time je dokazano da je f € A’. Kako je
|f(x)| < ||z| slijedi || f]| < 1, dakle, f € K, odnosno, kao element od S je f € ¢(K). Time je
dokazano da je ¢(K) zatvoren podskup topoloskog prostora S.
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Teorem 3.2.3. Neka je A komutativna Banachova algebra s jedinicom. Tada je njen spektar A
sa slabom topologijom kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

Dokaz: Zbog teorema 3.2.2. dovoljno je dokazati da je A zatvoren podskup od A’ u odnosu
na slabu topologiju. Neka je f € A’ tocka iz slabog zatvaraca od \A. Tada postoji hiperniz (f;)er
u A koji konvergira prema f. Slijedi

f)=lim fi(1) =1 i fley) =lim fi(zy) =lim fi(2) fi(y) = f(2) ().
Dakle, f € A i time je dokazano da je A slabo zatvoren u A'.

Sada za bilo koji z € A definiramo funkciju z : A — C sa

if)=fl), [feA

Topologija na A je najslabija od svih za koje su sve funkcije z, x € A, neprekidne. Prema

~

tome, x — & je preslikavanje algebre A u algebru C (A) svih neprekidnih kompleksnih funkcija na
kompaktnom prostoru A. U toj su algebri operacije definirane po tockama:

(e+9)(f) = e(H)+v(f), Q) (f) = Xp(f). (¥)(f) = o(HV(f), v € C(A), AT, fe A

Nadalje, to je Banachova algebra s jedinicom u odnosu na maksimum—normu

~

llloo = max{|o(f); feA},  weC(A).

Preslikavanje = — # je homomorfizam algebri s jedinicom, jer za z,y € A, A € Ci f € A imamo
redom

(@ +y)(f) = fl@+y) = flx)+ fly) = 2(f) +9(f) = @&+ 9)()),
(Az)"(f) = f(Az) = Af(z) = A2 (f) = (A2)

(@y)"(f) = f(ay) = f(2) f(y) = 2(f)i(f)

1) =ra

Preslikavanje x — 2 zove se Geljfandova transformacija ili Geljfandov homomorfizam

algebre A. Funkcija & zove se Geljfandov transformat elementa z.
Zax e Ai f € Apo teoremu 2.1.2. imamo

Il
=
I
—~
>
<>
S~—
—~
s
:_/

2N =1f@) <vie) < el = |#lle = max{|2(f)]; €A} <|z].

Napokon, ako su f, g € A takve da je (f)=19(f) Vo € A, tadaje f(z) = g(x) Vz, dakle, f =g.
Prema tome, algebra funkcija {#; = € A} razdvaja tocke od A : ako su f,g € Ai f # g, onda
postoji € A takva da je Z(f) # Z(g). Time smo dokazali:

Teorem 3.2.4. Geljfandova transformacija x — & je homomorfizam Banachove algebre A s
jedinicom w Banachovu algebru C(A) neprekidnih funkcija na spektru A. Vrijedi ||2]o < ||zl
Vo € A. Algebra funkcija {z; x € A} razdvaja tocke od A.

Bit ¢e nam koristan i jedan drugaciji opis spektra komutativne Banachove algebre s jedinicom,
naime, kao skupa svih maksimalnih ideala. Opéenito, ako je A algebra s jedinicom 1, lijevi ideal
u A je pravi potprostor Z C A takav da je xZ C Z Vx € A. Analogno, desni ideal je pravi
potprostor Z C A takav da je Zv C Z Vx € A. Obostrani ideal je potprostor koji je i lijevi i
desni ideal. Ako je Z bilo lijevi bilo desni ideal onda je Z N G(A) = 0. Doista, kad bismo imali
y € ING(A), gdje je T npr. lijevi ideal, slijedilo bi 1 = y~ly € Z, dakle, v = 21 € Z Vz € A. To
bi znacilo da je Z = A, suprotno definiciji ideala.
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Propozicija 3.2.1. Neka je A Banachova algebra s jedinicom 1.

(a) Ako je T lijevi (desni, obostrani) ideal u A, onda je i njegov zatvara¢ CI(T) lijevi (desni,
obostrant) ideal u A.

(b) Svaki lijevi (desni, obostrani) ideal u A sadrzan je u nekom maksimalnom lijevom (desnom,
obostranom) idealu u A.

(¢) Maksimalni lijevi (desni, obostrani) ideali su zatvoreni.

Dokaz: Dokaz triju tvrdnji provodimo za lijeve ideale; dokazi za desne i obostrane ideali
sasvim su analogni.

(a) O cito j€U(Z) potprostor od A i xCI(Z) C CI(Z). Pretpostavka CIl(Z) = A bi zbog
otvorenosti G(A) imala za posljedicu Z N G(A) # 0, a to nije istina.

Neka je 7 lijevi ideal i neka je J skup svih lijevih ideala u A koji sadrze Z. Uz relaciju inkluzije
to je parcijalno ureden skup. Neka je J linearno ureden podskup od J. Neka je J unija svih ¢lanova
skupa J. Lako se vidi da je tada J potprostor od A i da vrijedi zJ C J Vx € A. Nadalje, 1 € K
VK € J, paslijedi 1 € J. To pokazuje da je J # A, tj. J je lijevi ideal. Dakle, parcijalno ureden
skup J zadovoljava uvjet Zornove leme. Stoga J ima bar jedan maksimalni element, a to je onda
maksimalni lijevi ideal koji sadrzi Z.

Tvrdnja (c) slijedi neposredno iz (a) i (b).

Neka je A Banachova algebra s jedinicom 1 i neka je Z obostrani ideal u A. Tada preko
predstavnika mozemo definirati mnozenje na kvocijentnom prostoru .A/Z

(z+I)(y+1I)=mry+1I, z,y € A,

i s tim mnozenjem A/Z postaje algebra s jedinicom 1 + Z. Nadalje, A/Z je Banachov prostor s
normom
|z +Z|| =inf{||lz +yl; ye I}, =z€A

Zax,y€ Aizau,veTjexv+uy+uv €Z, dakle,
[(z+Z)(y+I)|| = inf {|lzy+2[; 2 € I} < [lzy+zv+uy+uo| = [[(z+u)(y+o)|| < [z+ull-[y+o].
Uzmemo li infimume po svim u,v € Z dobivamo

Iz + D)y + D < [le +Z - [ly + Z1.

Dakle, A/Z je Banachova algebra. Za jedinicu 1+ Z vrijedi |1+ Z|| = |1+ 2)%| < |1+ Z|%, a
kako je 1+ Z # 0 u kvocijentnoj algebri A/Z zakljucujemo da je |1 + Z|| > 1. S druge strane je

I1+Z|| =inf |[1+z|; € Z} <|1+0| =1 =1.
Dakle je |1 +Z|| =1, tj. A/Z je Banachova algebra s jedinicom.
Teorem 3.2.5. Neka je A komutativna Banachova algebra s jedinicom 1. Za f € A stavimo
M =Kerf={xeA f(z)=0}
(a) fr— My je bijekcija sa A na skup svih maksimalnih ideala u A.
(b) o(z) = {f(x); fe A} VzeA
(¢) [|Z]|oo = v(z) Vz € A.
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Dokaz: (a) Za f € A M + je zatvoren ideal kodimenzije 1, dakle, maksimalan.

Neka je M maksimalan ideal u A. Tada je prema tvrdnji (¢) propozicije 3.2.1. M zatvoren,
pa je B = A/M Banachova algebra s jedinicom. Kako je ideal M maksimalan, u komutativnoj
algebri B nema ideala # {0}, sto znaci da je B polje. Po Geljfand—Mazurovom teoremu 3.1.2.
B=C-(1+M).Slijedi A= C-1+ M. Definiramo f : A — C kao projekciju na prvi sumand; t;.
za svaki x € A f(x) je jedini kompleksan broj takav da je f(z)-1—x € M. Tada je f linearan
funkcional, vrijedi f(1) =11 za z,y € A imamo

f@)fy) - 1—ay=f@)(fy) - 1-y)+(f(2) - 1-z)yeM = [f(@)f{y) = flzy).

Dakle, f € A, a ocito je da je M = M. Time je dokazano da je f — M surjekcija A na skup
svih maksimalnih ideala.

Napokon, neka su f,g € A takvi da je M = M,. Oznacimo taj maksimalan ideal sa M.
Ideal M je kodimenzije 1 u A, pa je A = C-1+ M. Dakle, za svaki x € A postoje jedinstveni
AeCiye Mtakvidajex =X\ -1+y. Kako je M jezgraiod fiod g, toje f(y) =g(y) =0,
dakle, f(z) =A- f(1) =X = X-g(1) = g(x). Slijedi f = g, dakle je f +— M/ i injekcija.

(b) Za svaki x € Aizasvaki f € Aimamo f(z)-1—1x € My, dakle, f(z)-1—2 € A\ G(A),
a to znaci da je f(z) € o(z). Time je dokazana inkluzija {f(z); f € A} C o(z). Neka je sada
A € o(x). Tada element y = A -1 — z nije invertibilan. To znac¢i da 1 ¢ Ay, tj. Ay # A.
Prema tome, Ay je ideal pa je prema tvrdnji (b) propozicije 3.2.1. sadrzan u nekom maksimalnom
idealu M. Tada jey = A-1—2 € Ay C M. Prema (a) M = My za neki f € A. Tada je
0=f(A-1—2)=Af(1) = f(z) =X — f(z), tj. A = f(x). Time je dokazana i obrnuta inkluzija,
dakle, jednakost.

Napokon, tvrdnja (c) slijedi neposredno iz tvrdnje (b).

Korolar 3.2.1. Za komutativnu Banachovu algebru A s jedinicom vrijeds

GA) ={z e A; f(z)#0VYfe A} ={z e A; funkcija @ je svuda razlicita od nule}.

3.3 Komutativne C*—algebre
Neka je A Banachova x—algebra. Element z € A zove se
hermitski ako je x* = z,
antihermitski ako je 2* = —z,
unitaran ako je v € G(A) i 2* = 271, tj. ako je ¥z = xz* =1,
normalan ako je z*z = za*.
Propozicija 3.3.1. Neka je A C*—algebra s jedinicom.
(a) Ako je x € A unitaran, onda je o(x) CT ={\ € C; |\ =1}
(b) Ako je x € A hermitski, onda je o(x) C R.
Dokaz: (a) Imamo
lz]|? = |lz*z|| = 1] =1 = |lz|=1 = v(2)<1 = o(@)CD*={A€C; 0< |\ <1}
Nadalje,
Neo(z) = 2-M1¢gGA) = N hl-at= 12 a-N1)¢gGA = X'lecol@?).



26 POGLAVLJE 3. KOMUTATIVNE C*—ALGEBRE

Medutim, 7! je takoder unitaran, pa slijedi o(x~1) C D*, dakle, \™! € D*. Zakljutujemo da je
olz) SD*N(D*) ' =T.
Stavimo

Tada je

y:

*
]2
—~
s|d
S~—
8
3
[
S| s
i
8
N~—
3
[
CD\
8
[
Ned
L

n=0 ’ n=0
Dakle, y je unitaran. Neka je sada o € C\ R. Tada je |¢®| # 1, dakle, prema (a) ¢ & o(y). To
znaci da je A ‘o
1 _ pile—al) _ e e 1 —y) e G(A).

Stavimo
z=1i(r —a-1), v:e—lznglaz, uzngo(TH—l)!Z.

Prema dokazanom je v € G(A). Kako je
u=uz=¢—1=veGA),

slijedi da je

1= u)z=z(uwt),
dakle, z € G(A). Zakljucujemo da je x — a -1 € G(A) 8to znaci a ¢ o(x). Time je dokazano
C\RCC\o(x),tj. o(z) CR.

Teorem 3.3.1. (Geljfand—Naimark) Neka je A komutativna C*—algebra s jedinicom. Gelj-
fandov homomorfizam je izometricki izomorfizam C*—algebre A na C*—algebru C(A).

Dokaz: Neka je x € A hermitski. Po tvrdnji (b) propozicije 3.3.1. je o(x) C R, pa je po
tvrdnji (b) teorema 3.2.5. f(x) € R Vf € A. To znaéi da je funkcija & realna za svaki hermitski
element x € A.

Neka je sada x € A proizvoljan. Tada je

1 1
T =Ty + 1%, gdje su x; = 5(:}0 +2") 1 zy= 2—(:70 —2*)  hermitski.
i

Stoga za proizvoljan f € A imamo redom

(@) (f) = f(@") = flor —ixa) = f(w1) —if (22) = f21) +if (22) = f(z) = 2(f) = 2°(f),

Dakle, (z*)" = 2*, odnosno, x +— & je homomorfizam x—algebri.
Stavimo B = {&; = € A}. To je podalgebra od A, vrijedi B* = B, B sadrzi konstante i prema
teoremu 3.2.4. B razdvaja tocke od A. Po Stone—Weierstrassovom teoremu algebra B je gusta u

~

algebri C'(A).

Treba jos, dakle, samo dokazati da je z — Z izometrija. Za hermitski z € A kao u dokazu
teorema 3.1.3. nalazimo da je tada ||z|| = v(z). Za proizvoljan x € A element z*z je hermitski,
pa pomocu tvrdnje (¢) teorema 3.2.5. imamo redom

l2]* = lla"z]l = v(z"z) = [|(z"2)" [l = [ 2] -
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3.4 Funkcionalni racun u C*—algebrama

Teorem 3.4.1. Neka je A komutativna C*—algebra s jedinicom 1. Pretpostavimo da je A gene-
rirana $ jednim elementom x € A, tj. da je A najmanja C*—podalgebra od A koja sadrzi x i 1.
Tada je f — f(x) homeomorfizam sa A na o(x).

Dokaz: Prema tvrdnji (b) teorema 3.2.5. preslikavanje & : f +— f(z) je surjekcija sa A na
o(x). Po definiciji topologije na A to je preslikavanje neprekidno.

Neka su f,ge A takvi da je f(z) = g(z). Stavimo B = {yeA: f(y) = g(y)}. Tada je B
C*—podalgebra od A i oc¢ito vrijedi © € B i 1 € B. Po pretpostavci je B = A. Dakle,
f = g i time je dokazano da je preslikavanje & : f — o(z) i injekcija, dakle, bijekcija. Tvrd-
nja slijedi iz jednostavne topoloske ¢injenice da je neprekidna bijekcija kompaktnih topoloskih
prostora homeomorfizam.

Propozicija 3.4.1. Neka je A C*—algebra s jedinicom i neka je B C*—podalgebra koja sadrzi
jedinicu algebre A.

(a) Vrijedi G(B) = G(A) N B.

(b) Za svaki x € B je og = o4(x). Pri tome o4(x) oznacava spektar elementa x u algebri A, a
og(x) spektar od x u B.

Dokaz: (a) Ocito je G(B) C G(A) N B.

Neka je z € G(A) N B i pretpostavimo najprije da je = hermitski, * = z. Pretpostavimo da
x & G(B). To znadi da je 0 € op(x), a prema tvrdnji (b) propozicije 3.3.1. vrijedi og(z) C R.
Prema tome

, : , -1

i¢<73(:1:) VneN = x—1~1EG(B) VneN = (x—i-1> €eB VneN

n n

n

3

Element x je limes niza (x — L. 1)neN u A, dakle, u G(A). Prema propoziciji 3.1.3. slijedi

n
; 1
rl=1m (z——-1 .
n—oo n

Medutim, podalgebra B je zatvorena, pa mozemo zakljuciti da je 7! € B. Prema tome, z € G(B).
Neka je sada x € G(A) N B proizvoljan. Tada je i 2* € G(A) N B. Stavimo u = za* i v = x*x.
Tada su u,v € G(A) N B 1 ti su elementi hermitski. Prema dokazanom su tada u,v € G(B), tj.

w07l € B. Sada za elemente y = v 'a* € Bi z = 2*u~! € B vrijedi

1 1 1

yr=v xrr=v v=1 i rz=xr*u ! =uut = 1.

Prema tome je x i lijevoinvertibilan u B i desnoinvertibilan u B, a to znaci da je x € G(B). Time
je dokazana obrnuta inkluzija G(A) N B C G(B, tj. rijedi jednakost G(A) N B = G(B).
Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a).

Teorem 3.4.2. Neka je A C*—algebra s jedinicom 1 i neka je x € A normalan element,
x*x = xx*. Postoji jedinstven x—homomorfizam 7, : C(o(x)) — A takav da je

Tx(la(x)) = 1 i T(idg(z)) =T,
pri tome je 1,0,y jedinica a id,ey identiteta u C(o(x)) :
10(1)()\) =1 1 idg(z)()\) = A Ve (7(1‘)

T, je izometricki izomorfizam C*—algebre C(o(z)) na C*—podalgebru od A generiranu sa {1, z}.
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Dokaz: Pretpostavimo da postoji *—homomorfizam 7, : C(o(x)) — A takav da je
To(lo@) = 11 74(idy(z)) = x. Tada je Tx(id:(z)) = Ty(idy(z))* = x*. Stoga za svaki polinom P u
dvije varijable nad C vrijedi 7, (P (idy(a), idy
algebri od C(o(z)) sastavljenoj od svih polinoma u idy(y) i id},,, a ona je prema Weierstrassovom
teoremu gusta u C(o(z)). Nadalje, prema teoremu 3.1.3. homomorfizam 7, je neprekidan. Za-
klju¢ujemo da je 7, potpuno odreden na ¢itavoj algebri C(o(z)). Dakle, 7, je jedinstven ukoliko

) = P(z,x*). Dakle, 7, je potpuno odreden na pod-

postoji.
Dokazimo sada egzistenciju 7,. Neka je B C*—podalgebra od A generirana sa {1, z}. Buduéi da
je x normalan C*—algebra B je komutativha. Po tvrdnji (b) propozicije 3.4.1. vrijedi

op(x) = o4(x) = o(x). Definiramo preslikavanje
o:B—o(z) sa af)=f(z), feB.

Po teoremu 3.4.1. preslikavanje o je homeomorfizam sa B na o(x). Stoga je

~

B:C(o(x)) = C(B),  PBlp)=poa, ¢ello(r)),
izometricki izomorfizam C*—algebri s jedinicom. Nadalje,

[B(ido(@))](f) = (ido@y © @) (f) = ida@)(a(f)) = a(f) = f(z) = &(f)  VfeB.

~

Prema tome je 3(idy()) = &. Neka je v : C(B) — B inverzni izomorfizam od Geljfandove trans-
formacije i stavimo

. =7vof:C(c(z)) — B.
Tada je 7, izometricki izomorfizam C*—algebri s jedinicom sa C'(o(z)) na B i vrijedi
To(ido(@)) = 7(Blidow))) = 7(2) = .

Za normalni element x C*—algebre A s jedinicom i za ¢ € C(o(z)) piSemo ¢(z) umjesto
7.(¢). Tada je ¢ — ¢(x) izometricki izomorfizam C*—algebre C(o(x)) na C*—podalgebru od A
generiranu sa {1, z}. Drugim rije¢ima, za ¢, ¢ € C(o(x)) i A € C vrijedi

(e +9)(x) = px) +¢(x),  Qp)(@) =Ap(2)),  (pP)(x) = @(z)P(2),
pa) =¢" (@), @)= llelle = max{[eN)]; A € o(x)}.

Pridruzivanje ¢ — ¢(x) zove se funkcionalni racun za normalni element  u C*—algebri. 1z
dokaza prethodnog teorema vidimo da vrijedi

f(e(@) = o(f(z))  VpeClo(z)), VfeB
gdje je B C*—podalgebra od A generirana sa {1, z}.

Propozicija 3.4.2. Neka je A C*—algebra s jedinicom 1, x € A normalni element i ¢ € C(o(x)).
Tada vrigedi pravilo o preslikavanju spektra:

o(p(x)) = plo(x)) ={f(N); A€a(2)},

Dokaz: Neka je B C*—podalgebra generirana sa {1, z}. Dokaz se dobiva iz sljedeéeg slijeda
ekvivalencija:

A€ oalp(z)) = A€o :B(e(x)) = A= f(o(x)) zaneki f € B =

= A= o(f(x)) zaneki f e B = A= @(p) zaneki u € o(x).
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Funkcionalni racun omogucuje nam da dokazemo vrlo vaznu karakterizaciju ireducibilnosti:

Teorem 3.4.3. Neka je H Hilbertov prostor i neka je S podskup od B(H) takav da je S* = S.
Sljedeéa su dva svojstva ekvivalentna:

(a) S je ireducibilan, tj. ne postoji zatvoren potprostor K od H koji je S—invarijantan, osim

K={0}ik="mH.

(b) {T € B(H); TS = STVS € §} = CI = {\; A € C}, pri ¢emu I oznacava jedinicni
operator na 'H.

Dokaz: (b)) = (a) Neka je K zatvoren S—invarijantan potprostor od H. Tada je i K+
S—invarijantan, jer je S* = S. Neka je P projektor H na K duz K+. Tada je PS = SP VS € S,
pa iz (b) slijedi da je P = A za neki A\ € C. No P je projektor pa slijedi A\l = P = P? = \?],
dakle, A = A\?, a to znaci da je A = 0 ili A = 1. U prvom slucaju je P = 0, dakle, K = {0}, a u
drugom je P = I, dakle, K = H.

(a) = (b) Sada pretpostavljamo da je skup S ireducibilan. Neka je T' € B(H) takav da
je TS = ST VS € S. Pretpostavimo prvo da je T = T*. Neka je A C*—podalgebra od B(H)
generirana sa {I,T}. Tada je AS = SA VA € Ai VS € S. Nadalje, algebra A je izomorfna
sa C(o(T)). Pretpostavimo da o(T) nije jednoclan skup. Tada postoje ¢,v € C(o(T)), ¢ # 0,
Y # 0, takvi da je gy = 0. Stavimo A = p(T) i B = ¢(T). Tadasu A,B € A, A # 0, B # 0,
AB = 0. Stavimo

K=KerA={{ecH; A{=0}.
Tada je I zatvoren S—invarijantan potprostor od H. Nadalje, B # 0, pa postoji n € H takav
da je £ = Bn # 0. No tada je A = ABn = 0, dakle, £ € K. To pokazuje da je K # {0}. Zbog
ireducibilnosti je K = H. No to je u suprotnosti sa A # 0. Ova kontradikcija pokazuje da je o(T")
jednoclan skup. No tada je dim A = dim C(o(7T)) = 1, pa slijedi da je A = CI. Dakle, T = I
za neki A € C (u stvari, za neki A € R, jer je T" hermitski).

Uzmimo sada da je T' € B(H) proizvoljan takav da je T'S = ST VS € S. Stavimo

1

1
Th=—-(T+T" Ty =—(T-T%).
L= (T+T), To=5(T-T")

Tada su T7 i T3 hermitski i T'= T} 4 ¢15. Buduéi da je S = §* slijedi
T15 - STl 1 TQS - STQ VS S S

Prema dokazanom postoje A, Ao € R takvi da je T} = A\ 1Ty, = Aol. Odatle za A = A\; +iXy € C
dobivamo T = AI.

3.5 Algebre bez jedinice

Neka je A Banachova algebra bez jedinice. Ponovimo sada malo pazljivije konstrukciju iz
dokaza teorema 3.1.3. Na kompleksnom vektorskom prostoru A = A x C definiramo mnozenje sa

(a, \)(b, ) = (ab+ Ab+ pa, M),  (a,\), (b, p) € A.

Tada A postaje asocijativna algebra s jedinicom 1 = (0, 1). Nadalje, a + (a,0) je injektivni
homomorfizam algebre A u algebru A. Pomocu tog monomorfizma izvrsimo identifikaciju algebre
A s podalgebrom od A. Uz tu identifikaciju A je u stvari obostrani ideal u A kodimenzije 1 i
A=A+C-1.
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Dopustiva norma na A je norma na prostoru .4 u odnosu na koju je A normirana algebra s
jedinicom i koja se na A podudara s polaznom normom. Takve norme postoje; primjer je

la+X-1] = |la| + |Al ac A, NeC.
Uz svaku dopustivu normu A je Banachova algebra s jedinicom, jer je A potpuna i kodimenzije 1.

Neka je sada A komutativna Banachova algebra bez jedinice. Karakter od A je linearan
funkcional f : A — C takav da je f # 01 f(ab) = f(a)f(b) Va,b € A. Neka je A topologki
prostor svih karaktera od 4 snabdjeven s topologijom proste konvergencije, odnosno, konvergencije
po totkama. Podrazumijevamo da je A snabdjevena s nekom dopustivom normom.

Propozicija 3.5.1. Neka je oo €A definiran sa poo| A =0, 1.
Yool@+A-1) = A, ac A XeC.

Tada je p — | A homeomorfizam sa jl\{(poo} na A. Posebno, A je lokalno kompaktan Hausdorffov
topoloski prostor i A je kompaktifikacija od As jednom tockom.

Dokaz: Za ¢ € A \ {¢oo} je ocito ¢|A € A. Nadalje, ako su ¢,1) € A \ {¢o} takvi da je
olA=19|A, ondajezaac AiNeC

plat+A-1) = g(a) + Ap(1) = p(a) + A = ¥(a) + Ap(1) = ¢(a+ A-1),

pa slijedi ¢ = 1. Dakle, preslikavanje ¢ +— ¢[A je injekcija sa A\ {ps} u A
Neka je f € A. Definiramo ¢ : A — C sa

pla+X-1) = f(a) + A, ac A, XeC.

Tada se provjerava da je ¢ eA \ {¢ec} 1 otito je | A = f.
Time je dokazano da j je o ©| A bijekeija sa A\ {poo} na A. Napokon, ako je (:)ier hiperniz
u A\ {po} 1 ako je ¢ GA\ {¢eo} onda imamo ovaj slijed ociglednih ekvivalencija:

@(a)zljer?goi(a) Vae A — go(a)+)\:1jer?g0i(a)+)\ Vac A, VAeC <=

= pla+tr ) =lmglat+r 1) Vae A VAEC cp()—henllgoz()\v’xéfi.

To pokazuje da je ¢ — ©|.A homeomorfizam.

Za x € A na isti nacin kao i u slucaju algebri s jedinicom definiramo funkciju  : A — Csa
z(f) = f(x), f€ A. T u ovom slucaju se = +— 2 zove Geljfandova transformacija ili Geljfandov
homomorfizam. To je homomorfizam algebre A u algebru C(A). Za z € A je poo(z) = 0.
Dakle, neprekidna funkcija & na lokalno kompaktnom prostoru A tezi k nuli u beskonacénosti.
Prema tome, Geljfandova transformacija je homomorfizam A u Banachovu algebru Coo(.fl) svih
neprekidnih funkcija na A koje teze k nuli u beskonacnosti.

Neka je sada A Banachova x—algebra bez jedinice. Tada i A postaje *—algebra uz prosirenje
involucije * na sljedec¢i nacin:

(a,\)* = (a*,\) tj. (a+X- 1) =a*+ X1, ac A XeC.
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Propozicija 3.5.2. Neka je A C*—algebra bez jedinice. Tada na A postoji jedinstvena norma s
kojom je A C*—algebra s jedinicom. Ta je norma dopustiva.

Dokaz: Prije svega, jedinstvenost slijedi neposredno iz teorema 3.1.3. Dakle, dokaz ce biti
potpun ako konstruiramo neku dopustivu normu na A u odnosu na koju je A C*—algebra.
Za x € A stavimo
Izl = sup {|[zall; a € A, [lal| < 1}.

Tada je ocito © — |z]| polunorma na A i vrijedi ||zy|| < ||lz|| - |y Yz.y € A.
Dokazimo da se to preslikavanje na A podudara s normom od A, tj. da je

lzll = llz|]  Vz e A.

To je ocito ako je x = 0. Uzmimo da je x € A, 2 # 0. Tadaza a € A, ||a|]| < 1, vrijedi ||zal| < ||z]|.
Prema tome je ||z]| < ||z||. Uzmimo a = ||z||'z* € A. Tada je |la|| =11

lzall = i ”Hm = I ”H$ I =l
Stoga vrijedi i obrnuta nejednakost [lz]| > |[z[|. Time je dokazana trazena jednakost ||z = ||z||.
Dokazimo sada da je || - || definitna, dakle, norma na A. Neka jexz =b+A-1€ A (b€ A,

A € C) takav da je ||z|| = 0. Pretpostavimo da je A # 0. Stavimo e = —\"'b € A. Buduéi da je
llz|l = 0, za svaki a € A vrijedi za = 0, tj. ba + Aa = 0. Odatle je

ea =a Va € A.
Slijedi

Prema tome, vrijedi
ea =a = ae” Va € A.

Posebno, e = ee* = e*, pa zaklju¢ujemo da je e jedinica u algebri A, suprotno pretpostavci da je
A algebra bez jedinice. Ova kontradikcija pokazuje da je nuzno A = 0. No tada je x = a € A, pa
prema dokazanom slijedi 0 = ||af| = ||a||, dakle, z = a = 0.
Prema tome, || - || je dopustiva norma na A. S tom je normom .4 Banachova algebra s jedinicom.
Dokazimo sada da je B
Iz"2l = I=lF vz € A

U tu svrhu pretpostavimo prvo da je ||z|| = 1. Neka je p < 1 proizvoljan. Iz definicije norme || - ||
slijedi da postoji y € A takav da je |ly|| < 11 ||zy||* > p. Bududi da je zy € A, imamo redom
p < N2l® = 1lGzy)" )l = lly* (" 2)yll = Ny =)yl < Wyl - Myl - D"zl = lyll® - D"zl < 2721

Zbog proizvoljnosti p < 1 zakljucujemo da je ||z*z[ > 1.

Uzmimo sada proizvoljan z € A, z # 0. Za = = ||z]| "'z je tada ||z|| = 1, pa je prema dokazanom
lz*z|| > 1, odakle slijedi trazena nejednakost ||z*z] > ||z

Sada za svaki z € A imamo

=07 < W=zl < =0 -0l = =l < =70

Primijenimo li dobivenu nejednakost na z* umjesto z dobivamo i obrnutu nejednakost ||z|| > [|z*||,
dakle, vrijedi jednakost )
=0 = ll=" vz € A

Napokon,

=02 < l=ell < U=l -l = =0 = Mzl = 0=)® Vze A
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Teorem 3.5.1. Neka je A komutativna C*—algebra bez jedinice. Geljfandova transformacija je
izometricki izomorfizam A na C*—algebru Cy(A) svih neprekidnih funkcija na A koje teze k nuli
u beskonacnosti.

Dokaz: Uz prije uvedene oznake [ +— f |/l je izometricki izomorfizam C*—algebre
{geCA); g(ps) = 0} na C*—algebru Cyo(A); pri tome se podrazumijevaju identifikacije A C A

i A :Nfl\ {¢so}. Nadalje, z — Z je izometricki izomorfizam C*—algebre A na algebru C'(4). Za
x € A imamo ekvivalencije

(o) =0 = Yoo(x) =0 = z e A
Dakle, pri tom izomorfiznu C*—algebra A se preslikava na C*—algebru {g € C(A): g(pso) = O}.
Dakle, kompozicija dvaju izomorfizama je izometricki izomorfizam C*—algebre A na C*—algebru

Ol A).



Poglavlje 4

Abelove lokalno kompaktne grupe

4.1 Dualna grupa

Propozicija 4.1.1. Neka je m unitarna reprezentacija Abelove lokalno kompaktne grupe G na
Hilbertovom prostoru H # {0}. Tada je dim H = 1.

Dokaz: Po teoremu 3.4.3. operator 7(x) proporcionalan je sa jedini¢nim operatorom I na H
Ve € G. To znaci da svaki zatvoren potprostor od ‘H m—invarijantan. Kako je reprezentacija
ireducibilna, nuzno je ‘H jednodimenzionalan.

U daljnjem je G Abelova lokalno kompaktna grupa. Nadalje, fiksirajmo neku Haarovu mjeru
p na G. Primijetimo da su algebre Cy(G), L1(G) i C*(G) komutativne.

Karakter od G je neprekidni homomorfizam yx grupe G u multiplikativhu grupu
T = {X € C; |A| = 1}. Dakle, karakter je ireducibilna unitarna reprezentacija od G. Oznacavat
¢emo sa G skup svih karaktera od G. U taj skup uvodimo strukturu Abelove grupe pomocu
mnozenja po tockama:

()(@) = x(@)X'(2),  x. X €G, zed.
Nadalje, za x € G definiramo ¢ L1(G) — Csa

Gf) = /G f@y@)du(@),  f € L(G).

Propozicija 4.1.2. x — (, je bijekcija sa G na Li(G)".

Dokaz: Prema jednostavnom prosirenju teorema 2.2.1. sa algebre Cy(G) na algebru L, (G)
za svaki karakter y € G je (, nedegenerirana reprezentacija Banachove s—algebre L;(G) na
jednodimenzionalnom prostoru. Dakle je ¢, € Li(G)".

Pretpostavimo da su y, x’ € G takvi da je ¢, = (. Posebno, tada su ¢, i ¢,/ ekvivalentne
reprezentacije od Ly (G). Prema tvrdnji (e) teorema 2.2.1. tada su x i x’ ekvivalentne reprezentacije
od G. No to znaci x = x’. Time je dokazano da je preslikavanje x — ¢, injekcija.

Napokon, tvrdnja o surjektivnosti slijedila bi neposredno iz bijektivnosti skupova ireducibilnih
reprezentacija u teoremu 2.2.1. kad bismo znali da je svaki ( € Li(G)" x—homomorfizam, tj. da
je C(f*) = C(f), Vf € Li(G), ali to nije a priori jasno. Stoga moramo surjektivnost dokazati
neovisno o teoremu 2.2.1.

Neka je ¢ € L1(G)". Tada je ¢ neprekidni linearni funkcional na L;(G) i njegova je norma < 1,
tj.

SOl VF e Li(G).

63
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Neka je f € Cy(G) takva da je (f) # 0. Definiramo preslikavanje x : G — C sa

C(Aaf)
¢f)

Neka je (;)ier hiperniz iz propozicije 1.5.3. Dakle, ¢; € Cy (G) i vrijedi

x(z) = r €.

lim [lps + g — gl =lim [lg* i =gl =0 Vg € Co(G).

Kako je algebra Cy(G) komutativna, pomocu tvrdnje (d) propozicije 1.5.1. za x € G i g € Cy(G)
imamo

Aeg = li1€n;1 Ao * ©; = lller? Ae(g* @) = IZIEIIIl Ae(pi xg) = lller? Aepi * g.
Stoga je
C(Azg) = lim ((Auipy * ) = lim ((Aei)C(g) = C(9) - Im ¢ (Aspi).

Primijenimo li dobiveno na g = f, slijedi

x(x) = lim (A1), z € Gq.

iel
Iz posljednjih dviju jednakosti slijedi
((Aag) = x(@)C(9),  z€G, g€ Co(G).
Odatle za z,y € G nalazimo

CQAayf) _ CA(AyS))

CA
—~
>
<
~

)

x(zy) = R x(x) ) X(2)x(y)-
Prema tome, x je homomorfizam grupe G u multiplikativnu grupu C* = C \ {0}. Nadalje,
[C(Aaf)] /11

Dakle, homomorfizam x je ogranicen. No svaka ograni¢ena podgrupa multiplikativne grupe C*
sadrzana je u T. Time je dokazano da je x homomorfizam grupe G' u multiplikativnu grupu 7.
Nadalje, iz dokaza propozicije 1.5.3. vidi se da je preslikavanje = +— A, f sa G u L{(G) neprekidno.
Slijedi da je homomorfizam y neprekidan, dakle, y € G.

Dokazimo jos da je ¢ = ¢,. Time ¢e dokaz propozicije biti potpun. Za g € Cy(G) imamo

¢(9)S(f) =¢lg*[)

@ N = [ s@radut) = [ gl@)into)

G

funkciju z — g(z)A\,f sa G u L1(G) dobivamo

qmqﬁzlg@xuﬁmmm=[g@n@xummm:an@@>

Kako je ((f) # 0, zaklju¢ujemo da je ((g) = (,(9) Vg € Co(G). Bududi da je podalgebra Cy(G)
gusta u L;(G) 1 buduéi da su funkcionali ¢ i ¢, neprekidni, slijedi { = (,.
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Propozicija 4.1.3. ¢ — (|L1(G) je homeomorfizam sa C*(G)" na Li1(G)".

Dokaz: Ocito je ¢ — (|L1(G) preslikavanje sa C*(G)" u Li1(G)". Ono je injektivno, jer je
L (G) gusta podalgebra od C*(G). Neka je & € L1(G)". Prema propoziciji 4.1.2. tada je £ = (,
za neki y € G, dakle j je & x—homomorfizam algebre L;(G) u C. Prema teoremima 2.2.1. 1 2.2.2. 5
se jedinstveno prosiruje do x—homomorfizma ¢ : C*(G) — C. Dakle, £ = (|L1(G) i ¢ € C*(G)",
time je dokazana surjektivnost preslikavanja ¢ — (|L;(G) sa C*(G)" na Ly (G)".

Neka je ¢ limes hiperniza ((;);e; u C*(G)". Tada je

() =lm G(f)  VfEC(G) i posebno, Vf € Ly(G).

Slijedi da je ¢|Li(G) limes hiperniza ((;|L1(G)),c; u Li(G)". Time je dokazano da je preslikavanje
¢+ C|L1(G) sa C*(G)" u Li(G)" neprekidno.
Pretpostavimo sada da je ((;)ic; hiperniz u C*(G)" i ¢ € C*(G)" i da vrijedi

(L (G) = Lim GIL(G)  u Li(G),

tj. da je
() =lm G(f)  Vf € LG,

Neka je g € C*(G) i e > 0. Izaberimo f € L;(G) tako da u C*(G) vrijedi

lg = fII <

OOI(T)

Nadalje, neka je ig € I takav da vrijedi

i€l izip = )-GOz

Zat1 € 1,1 > 1y, imamo
¢(g) = Gi(9)] < [¢(g) = SN+ [CNGNT +16G(f) = Gilg)l =
= |Clg = DI+ 1) =GN+ G = 9l < 2(f =gl +1C(f) = Gl < e

Time je dokazano da je

¢lg) =lim Gi(g) Vg e C7(G)

tj. da je
(=lmG o C(G)

Prema tome, ¢ — (|L1(G) je homeomorfizam sa C*(G)" na Li(G)".

Na osnovu propozicija 4.1.2. i 4.1.3. vrsimo identifikaciju G = Li(G) = C*(G)". Posebno,
umjesto uvedene oznake ¢, upotrebljavamo x € G i kao oznaku za pripadne karaktere algebri
L,(G) i C*(G). Na taj na¢in G postaje lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

Propozicija 4.1.4. Preslikavanje (x,z) — x(x) sa G x G uT je neprekidno.

Dokaz: Neka je (xo,20) € G x G. Izaberimo f € Cy(G) tako da je xo(f) = 1. Sada za
proizvoljan par (x,z) € G x G imamo

|X()\J?f) - XO()‘mof” < |X(/\xf) - X(/\xof)| + |X()‘J30f) - XO()‘Jiof)| =
= |X()‘zf - )‘zof>| + ‘X()‘xof> - XO()‘xof)‘ < ”)‘If - )‘xole + ‘X()‘xof) - XO()‘Iof)‘
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Odatle slijedi da je preslikavanje (x, ) — x(A.f) neprekidno sa G x G u C u tocki (X0, To)-
Nadalje, preslikavanje x — x(f) je neprekidno sa G uC1i xo(f) = 1 # 0. Prema tome, preslikavanje

X(Aef)

boe) = x(f)

= x(z)

sa G x G u C je neprekidno u tocki (X0, Z0)-

Teorem 4.1.1. (a) Topologija prostora G promatranog kao prostor funkcija na G je topologija
lokalno uniformne konvergencije (tj. uniformne konvergencije na svakom kompaktnom pod-

skupu od G).

(b) G je lokalno kompaktna grupa.

Dokaz: (a) Neka je (x;)ier hiperniz u Giyoed.

Pretpostavimo da hiperniz (y;);e; konvergira lokalno uniformno prema xo, tj. da za svaki
kompaktan skup K C G hiperniz restrikcija (x;|K);cx konvergira uniformno prema restrikeiji
Xo|K. Neka je f € Cy(G). Tada je Supp f kompaktan skup pa slijedi

o) = [ Fen@au) =t [ Fen@ain = tm ),

Buduéi da je Co(G) gusto u C*(G), kao u dokazu proporzicije 4.1.3. slijedi da hiperniz (x;)ies
konvergira prema yo u G = C*(G)".

Pretpostavimo sada obratno da hiperniz (x;);e; konvergira prema y, u odnosu na topologiju
od G. Neka je K C G kompaktan skup i € > 0. Stavimo

W ={xeqG |x(z)—xo(x)| <eVeeK}

Buduéi da je prema propoziciji 4.1.4. preslikavanje (x,x) — x(x) neprekidno na G x G, pomocu
leme 1.2.1. zakljucujemo da je W otvoren skup u G. Bududi da je xo € W, W je okolina tocke xo
u prostoru GG. Prema tome postoji ig € I takav da i >y = x; € W, tj. da vrijedi

i > = Ixi(z) — xo(z)| <e VzeK.

Dakle, hiperniz restrikcija (x;| K );e; konvergira uniformno prema restrikeiji Xo| K.
(b) Bududi da je X '(z) = x(z), ocito je invertiranje x — x ! sa G u G neprekidno. Neka su
X0, Xo € G, neka je K C G kompaktan skup i neka je ¢ > 0. Ako su x, x’ € G takvi da je

IX(@) = xo(z)| < i I (@) = xol@) < Vr € K,

DO ™
DN ™

onda za x € K imamo
|OxxX) (@) = (xoxo()] < [x(@)x(#) — xo(@)x' ()] + [xo(z)X () — xoxo(2)| =

e €
= Ix(@) = xo(@)| - [X' (@) + [xo ()] - X () = xo(2)| = [x(x) = xo(@)| + [X'(#) = xo(2)] < 5 + 5 =«
Prema tome, ako y tezi prema Yo i ako X’ tezi prema Xo, onda xx’ tezi prema xoxp. Time je
dokazano da je i mnozenje (x,x’) — xx sa G x G u G neprekidno.

Lokalno kompaktna grupa G zove se dualna grupa grupe G.
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Propozicija 4.1.5. Za x € G definiramo n(x) : G —T sa

Tada je n(z) € Gi n:G— G je neprekidni injektivni homomorfizam.

Dokaz: Buduéi da je svaki jednoclan skup {x} kompaktan, preslikavanje n(x) : x — x(z) je
neprekidno sa G uT. Ocito je to homomorfizam grupa. Dakle, vrijedi n(x) € G, Vz € G. Nadalje,

direktno se provjerava da je n : G — G homomorfizam grupa.

Dokazimo injektivnost. Neka su z,y € G, ¥ # y. Tada postoji f € Co(G) takva da je
Mof # N f. Co(G ) je podalgebra od C*(G), a algebra C*(G) je izomorfna sa C'(G) ako ima jedinicu,
odnosno sa Ca(G) ako nema jedinicu. Stoga postoji x € G takav da je (\of) (x) # A f) (X)), ti
X(Aaf) # XAy f)s ti- x(2)x(f) # x(y)x(f). No tada je x(f) # 0 i slijedi x(z) # x(y), 0dn0§n0,
[n(@)](x) # [n(y)](x)- Dakle, je n(z) # n(y) i dokazana je injektivnost preslikavanja n : G — G.

Treba jos dokazati da je preslikavanje n : G — G neprekidno. Neka je (z;);e; konvergentan
hiperniz u G 1 neka je 29 € G njegov limes. Prema tvrdnji (a) teorema 4.1.1. primijenjenoj na
Abelovu lokano kompaktnu grupu G, treba dokazati da za svaki kompaktan podskup K C G
hiperniz restrikcija (n(z;)| K );er konvergira uniformno prema restrikciji 7(zo)| /K, odnosno da je

hr? x(x;) = x(z0) uniformno u odnosu na y € K.
1€

Neka je € > 0. Prema propoziciji 4.1.4. za svaki x € K postoje otvorena okolina V) od x u G i
otvorena okolina W, od zy u G takve da vrijedi

Oa)eVex Wy = [X(@) = x(z0)| <
Odatle slijedi
O a), (Fa") e Vix Wy = X(@) = X"(@") < e
K je kompaktan, pa postoje n € N i x1,x2,...,xn € K takvi da je
KCV,uV,U---uV,, .

Stavimo

W =Wy, "Wy, N---NW,,.

Tada je W okolina od zy u G. Neka je 1y € I takav da vrijedi
1el, 1>1 - x; € W.

Neka je sada x € K proizvoljan. Tada je x € V,, zaneko j € {1,2,...,n}, a vrijedi i 29 € W,,.
Dakle, za i > iy je |x(z;) — x(z0)| < e. Time je dokazano da vrijedi

rel, i>1 - Ix(z:) — x(xo)| Vx € K.
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4.2 Konvolucija na unimodularnoj grupi

Neka je u daljnjem G proizvoljna lokalno kompaktna grupa (ne nuzno Abelova pa ¢ak, za sada,
ne nuzno unimodularna) i neka je p desna Haarova mjerana G. Zax € G i f € L1(G, 1) definirano
je \of € L1(G, 1) sa

M) = fla7ly),  yed.
U dokazu propozicije 1.5.3. vidjeli smo da je uslucaju f € Cy(G) preslikavanje x — A, f neprekidno
sa G u Ly(G,[1). Bududi da je A\, : Li1(G, 1) — Li(G, 1) izometrija i buduéi da je Co(G) gusto
u Li(G, 1), odatle slijedi da je preslikavanje x +— A, f sa G u Ly(G, 1) neprekidno i za svaku
f € Ll(G, ﬂ) :

Aef = A flle SN Aaf = Aaglls + [Aag = Ayglls + [[Ayg = Ayflln = 2015 = gl + [Aeg — Aygllr-
Neka je sada 7 unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru ‘H. Tada je
T(Af) =m(@)n(f), 2 €G, f€LI(Gh).

Buduéi da je operator 7(x) unitaran, slijedi

[rQe DI =lIx(HN, =z e, fe LG, p).
Sjetimo se da je C*(G) popunjenje algebre Li(G, i) po normi || - || zadanoj sa
llgll = sup {||7(g)||; = unitarna reprezentacija grupe G}.
Slijedi
S =11/l zeG, fe LG ).

Prema tome, A\, se progiruje do izometrije A\, : C*(G) — C*(G). Kako je podalgebra L;(G, f1)
gusta u C*(G) i ||fll < Ifllk, Yf € Li(G, ), slijedi da je = — Ay neprekidno sa G u C*(G)
Vo € C*(G). Nadalje, takoder zbog gustoce nalazimo da je Ay = A (A\yp), z,y € G, p € C*(G).
Za p € Co(G) 1 f € Lo(G, 1) imamo
Wg((p)f =pxfE€ LQ(G> p’)
gdje je
(px @) = [ o) ai@), G
Za p € C*(G) 1 f € Ly(G, 1) definiramo ¢ * f € Lo(G, 1) sa
px f=mie)f.
Tada je

I * fllz = llme(e) fll2 < llme( Q) - 1l < Ml - [[f]2-
Posebno, (¢, f) — ¢ * f je neprekidno bilinearno preslikavanje sa C*(G) x Lo(G, i) u Lo(G, f1).

Lema 4.2.1. Neka je I skup svih kompaktnih okolina od e uw G promatran kao usmjeren skup
parcijalno ureden obrnutom inkluzijom. Za svaku i € I izaberimo ¢; € C3(G) takvu da je

Suppp; Ci i /%(x)dﬂ(x)zl-
G

Tada vrijedi
l [If — g fli =0 VF € Li(G.)

lim [[f i fla=0 Y € Ls(G. ).
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Dokaz: Neka je p € {1,2}. Znamo da je x — A, f neprekidno sa G u L,(G, 1) Vf € L,(G, [1).
Stoga za danu f € L,(G, f1) i za dano € > 0 postoji iy € I takav da vrijedi
reip = [ ASf—flp<e

Za 1 € I imamo redom

(i () = /G o)W D)) =

—  (pr D)~ flo) = /G e S — N@)dae) =

— s f—flh< /G o)A — Flodii(a).

Ako je © > g, tj. @ C idp, i ako je y € G takav da je ¢;(y) # 0, tada je y € ¢ C iy pa je
i x f — fllp < €. Prema tome,

iziy = et f—fl, Se/Gsoi(y)d/l(w) -

U daljnjem je grupa G stalno unimodularna, dakle /i = p. Pisat ¢emo Li(G) = Li(G, )
i Ly(G) = La(G, p). Tada je f — f izometrija sa L1(G) na Li(G) i sa Lo(G) na Ly(G).

Neka je 7 unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H. Neka je H konjugiran
prostor od H; kao aditivna grupa H se podudara sa H; mnozenje skalarom o € C definirano
je sa a - & = af; skalarni produkt je (&|n)7 = (n|€)x. Za z € G definiramo 7(z) : H — H sa
7(z) = w(x). Tada je T unitarna reprezentacija grupe G' na Hilbertovom prostoru H i zove se
konjugirana reprezentacija reprezentacije 7. Za f € L1(G) i £, 7 € H = H imamo

s|nH—/f ) (r(2)E (e /f ) (€l (@) mredula) =

/ £ (@)@ (@)l mdue) = G0l

Odatle je ”ZT(JZ)H = [[7(f)|, pa slijedi da je za C*—normu ||f|| = || f|| Vf € Li(G). To pokazuje
da se f +— f prosiruje do linearne izometrije ¢ — ¢ sa C*(G) na C*(G). Ocito je

(o) =v*xp, =9, @l q).

Analogno kao prije A, sada se i p, prosiruje do izometrije p, : C*(G) — C*(G). Ponovo je
x — pyp neprekidno sa G u C*(G) Vo € C*(G). Takoder, vrijedi pyyp = pa(pyp) za z,y € G i
v € C*(G).

Za p € Cy(G) i f € Ly(G) znamo da je

m(p)f = [ *¢.
Stoga za ¢ € C*(G) i f € Ly(G) definiramo
fro=m(P)f.

Slicno kao prije dobivamo

If*elle < fll2-llell, f e La(G), ¢ e CHG)..



70 POGLAVLJE 4. ABELOVE LOKALNO KOMPAKTNE GRUPE

Lema 4.2.2. Za ¢,¢ € C*(G) i f € Lao(G) vrigedi (o * f) x 10 = @ x (f % ).

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz jednakosti my(¢)m. () = 7. (¢¥)me(@) Vo,v € C*(G), a to je poslje-
dica o¢itog svojstva komutativnosti lijevih i desnih pomaka: 7,(z)m,(y) = 7. (y)m(z) Vz,y € G.

Propozicija 4.2.1. Neka su f,g € Ly(G).
(a) Za svakiz € G jeyw— f(y)g(y~'z) funkcija (toénije klasa funkcija) iz Li(G).
(b) Stavimo
/f g(y o) du(y), zeq.
Tada je f o g € Coo(G) i vrijedi

[(feg) @) < Ifllz-llgll:  Vzed.

Posebno, (f,g) — feg je neprekidno bilinearno preslikavangje sa Ly(g) X Lo(G) u Banachov
prostor Co(G).

(¢) Ako je ili f € L1(G)N La(G) ili g € L1(G) N Lo(G) onda je fog e La(g) i u prostoru Ls(G)
vrijedi jednakost

Jeg=[fx*g

Dokaz: (a) Imamo f(y)g(y'z)
larna, to jei g € Lo(G), dakle je i A
element prostora L, (G), dakle, f - A

(b) Kako je prema dokazu (a) f(y

(f-229)(y). Bududi da je g € Ly(G) i grupa G je unimodu-
€ Ly(G). No produkt po tockama dvije funkcije iz Lo (G) je
€ Li(G), odnosno, y — f(y)g(y~'z) je funkcija iz L;(G).

(y!

(G
l’) (f ) )‘mg)(y)> to je
[(f ¢ 9) (@) = [(fIXag)] < Ifll2 - [Acgllz = I Fll2 - gl

Neka su sada (f,)nen 1 (gn)nen nizovi u Cy(G) koji u La(G) konvergiraju prema f i g. Dakle,

Gel
29
)

Tada je f, ® g, = fn * gn € Co(G). Za bilo koji x € G imamo

< |(f = falXed)| + 1(ful Ao (g = g < ALf = Sullz - Mgl + W fullz - lg = gulle.
Odatle slijedi da je

(feg)(x)= lim (fn* gn)(x) uniformno po z € G.

Kako su f, * g, € Co(G), zakljué¢ujemo da je f e g € Coo(G).
Napokon, iz dokazanog je

1f o glle < Nfall-Nlgll2s fr9 € La(G).

Dakle, (f,g) — f g je neprekidno bilinearno preslikavanje sa Ly(G) X Lo (G) u Banachov prostor
Cx(@).

(c) Dokazat ¢emo najprije sljedeéu tvrdnju:
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Ako je f € L1(G)N Ly(G), onda postogi niz (fn)nen u Co(G) koji konvergira prema f i u L1 (QG)
iu Ly(G)
Tim [f = falls = lim [If = full2 = 0.

Neka su I i (¢;)ier kao u lemi 4.2.1. Za n € N izaberemo i, € I tako da je

1 . 1
i, * [ = fllh < = i i, ¥ f = fll2 < —.
n n

Stavimo
On =i, * f =i, 0 f, n € N.
Kako je f € Ly(G) znamo da je i g, € Lo(G). Nadalje, ¢;,, f € L1(G), pa je takoder g, € Li(G).
Napokon, prema tvrdnji (b) vrijedii g, € C(G). Dakle, (gn)nen je niz u Coo(G) N L1 (G) N Lo (G).
Sada za svaki n € N izaberimo h,, € Cy(G) tako da bude

1
1A = gnlly < —.
n

Neka je K,, C GG kompaktan skup takav da je Supph,, C K, i da vrijedi

1
reG\K, = |gn ()] Sﬁ'

Izaberimo sada za svaki n € N funkciju ¢, € Co(G) takvu daje 0 <9, < 1i,(x) =1 Vo € K,,.
Napokon, neka je f, = ¥ng, € Co(G).
Provjerit ¢emo sada da niz (f,,)nen zadovoljava tvrdnju koju dokazujemo. Za svaki x € G i za
n € N je
[fu(@) = gn(2)] = |gn(2)|(1 = Yn(z)) < |gn(z)],

jer je 0 <1 —1, <1, a takoder i
1
[fa(@) = gu(@)] = 1gn(2)[(1 = Yu(2)) < —,

jerzaw € Ky jel—tp,(x) =0,azax e G\K,jel—1i,(x) <1ilg,(z) < +. Sada imamo

rekK, = |ful@) = gn(2)] = 0 < [hn(z) — gn(2)],

reG\Ky, = [ful®) = gu(®)] < |gn(@)] = |gn(z) — hn(z)],
jer je Supp h,, C K,,. Odatle je

1 1
_ < = ; _ -
1@ = gu@h < - 1 e galle <
Slijedi
1 1
= gnll = [ 1alo) = @) Pdn(e) < 3 -1 = gl < o
G n n
dakle,
1
1foa— gulls <
n
Odatle je

2 2
1o = Fll < W = gall 4+ llgn = flly < — 1o = Fllo < W fu = gallo +llgn = fll2 <~
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i time je tvrdnja dokazana.

Pretpostavimo sada da je f € Li(G) N Ly(G) i g € Lao(G). Neka je (fn)nen niz u Co(G) koji
tezi prema f iu Li(G) i u Ly(G). Tada je f, * g = f, ® g. Nadalje, prema razmatranjima prije
leme 4.2.1. imamo

[f g = Faxglla= (= Fa)*xglla < IF = Full - llgll2 < 1 = Fall - llgll2,
a prema tvrdnji (b) je
1S ®g = faxglle=N(f = fa)®gllec < IIf = fullz-llgll2-
Prema tome je
fxg=1lim f,xg u Ly(G) i feg=1lim f,xg u Cy(G).
Odatle slijedi f e g € Ly(G) i u Ly(G) vrijedi jednakost feg = f *g.
U daljnjem ¢emo sa A(G) oznacavati potprostor od L;(G) razapet sa

{f*xg; f,9 € Li(G)N Ly(G) }.
Propozicija 4.2.2. (a) Li(G) N Ly(G) je obostrani ideal w algebri Ly (G).
(b) A(G) je obostrani ideal u L1(G) i sadrzan je u Li(G) N Ly(G) N Coo (G).

Dokaz: (a) Za f € Li(G)1g € Li(G) N Ly(G) imamo fxg € Li(G)1 fxg=m(f)g € L2(G).
Analogno, g* f € Li(G) i g f =m(f)g € L2(G).
Tvrdnja (b) slijedi iz tvrdnje (@) i iz tvrdnji (b) i (¢) propozicije 4.2.1.

Propozicija 4.2.3. Postoji hiperniz (¢:)icr u A(G) N Cy (Q) takav da vrijedi
o f ~gix fli=0  Y/EL(G) i mlf-poxfla=0 VS e L(O).

Posebno, A(G) je gusto i u L1(G) i u Ly(G). Nadalje, A(G) je gusto u C*(G).

Dokaz: Neka je I skup svih kompaktnih okolina od e u G. Za ¢ € I izaberemo okolinu U; od
e takvu da je U7 C i 1 izaberemo 1; € Cf (G) takvu da je Suppv; C U idaje [, i(x)dp(z) = 1.
Stavimo ¢; = 1; * ¢;, © € I. Tada je ¢; € A(G) N CS(G), Suppp; € U? C i i zbog lijeve
invarijantnosti mjere p vrijedi

[ et = [ | [ vt x>du<>]du<>
/wz [/wzy L) dp( ]du /wz Ja(y

Sada iz leme 4.2.1. slijedi
liieHIl 1f = @i* flli=0 Vf € Li(G) i 11161? 1f —wi* flla=0 Vf € La(G).

Napokon, gustoéa A(G) u C*(G) slijedi iz gustoée A(G) u Ly(G), iz gustoée Li(G) u C*(G) i iz
< (1 fll V€ Li(G).
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Propozicija 4.2.4. Neka je f € A(G). Tada su ¢ — @ * f 1 @ — f* ¢ neprekidni linearni
operatori sa C*(G) u Cx(G).

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je f = fi * fo gdje su fi, fo € L1(G) N Ly(G). Imamo

px f=px(fixfo) = (pxfi)* fo
Sada je ¢ * fi € Lao(G), pa je po tvrdnjama (b) i (¢) propozicije 4.2.1.

pxf=(pxfi)efaeCc(G) 1 loxflloo <l fillz-[[f2llz < llell - A2l - [[f2l2-

Analogno, imamo
fro=(fixf2)xo=fix(f2%¢)
i vrijedi fo x @ € Ly(G), pa je

fro=fe(faxp)eCu(G) 1 |f*¢llee <|fill2- lf2* @l < Nfill2 - 1f2ll2 - ol

4.3 Fourierova transformacija

U cijeloj ovoj tocki G je Abelova lokalno kompaktna grupa.

Definiramo izometricke izomorfizme C*—algebri F, F : C*(G) — Cuo(G) na sljedeéi nacin:

Ff=f  Ff=0) ti. (FH)=Ffx", xedC.
)

Podsjecamo da smo izvrsili identifikaciju G = C*(G) (= Ly(G)"). Nadalje, f je oznaka za Geljfan-
dov transformat elementa f € C*(G), a to je funkcija iz Coo(G). Za f € Ly(G) i x € G dobivamo
integralne formule:

FN0O) = F00) = x(f) = /G (@) f (@)dp(z),
FNCO = F ) =x ' (f) = /G (@) f (@) dp(x) = /G X@f (@)du(z).

Ako postoji moguénost dvojbe, pisat éemo Fg i Fg umjesto F i F. Restrikcija F|Li(G) zove
se Fourierova transformacija a F|L;(G) Fourierova kotransformacija na grupi G. To su
neprekidni injektivni *—homomorfizmi Banachove algebre L;(G) u Banachovu algebru Coo(G).
Podsje¢amo da je produkt u L;(G) definiran kao konvolucija

(f *g)(a /f oy D)du(x),  f.ge Li(G), weG,

au C’oo(é) je produkt definiran kao mnozenje po tockama

) (x) = e)Y(X), @9 € Cx(G), x€G.

Involucija je u obje algebre definirana pomoéu kompleksnog konjugiranja, a u slucaju L;(G) i
invertiranja

) =1,  ¢0=el), [eLlil(G), z€G ¢eclx(G), xed.
Napomenimo jos da se moze dogoditi da je grupa G kompaktna i tada je Coo(G) = C(G). Poazat
¢emo kasnije de je to tako ako i samo ako je grupa G diskretna.
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Propozicija 4.3.1. Neka suz € G, y€ G i f € Li(G).

(@) [FODI) = x@)(FNHx) i [FO)I) = x(@)(FF)x)-
(0) FOxf) = M(Ff) i Fxf) = 1 (Ffx).

Dokaz: (a) I jedna i druga formula dobivaju se direktnim racunanjem; npr.

[FaH)IX) = x""Ouf) = x @)X () = x(@)(Ff)x)

(b) Za ¢ € G je

FON) =7 ) = [ o o) fe)dula) =

G

= /G (to)(@) f(2)dp() = (FHOT o) = N(FNI).

Analogno se dokazuje i druga formula.

Neka je kao i prije A(G) potprostor razapet sa svim funkcijama oblika f % g gdje su
f,9 € L1(G) N Ly(G). Dokazali smo da je to ideal u L;(G) sadrzan u Li(G) N Ly(G) N Coo(G).
Nadalje, A(G) je gusto u Li(G), u Ly(G) i u C*(G).

Lema 4.3.1. Za x € G i f € A(G) je xf € A(G).

Dokaz: Lemu je dovoljno dokazati za f =g h, g,h € L1(G) N Ly(G). Tada je za x € G

() (@) = (g * W)(x) = / (@) g(w)hly~"2)dpuly) =

G

= [ xwant et ) = () * (h)a).
Kako je x : G — C neprekidno i |x(x)| =1 Ve, slijedi xg, xh € L1(G)NLy(G), dakle, xf € A(G).

Propozicija 4.3.2. Za svaku funkciju f € A(G) postoji jedinstvena ogranicena mjera jiy na G
takva da za svaki element p € C*(G) vrijedi

(0% f)(e) = /G (Fo) () dus ().

Napomena: Mjera v na lokalno kompaktnom Hausdorffovom topoloskom prostoru 7' zove
se ogranic¢ena mjera ako se linearni funkcional v : Cy(T') — C produljuje do ograni¢enog lin-
earnog funkcionala na Banachovom prostoru C(T"). U tom slucaju se i to (jedinstveno) prosirenje
oznacava sa v. Evidentno je da je za svaki ogranic¢en linearni funkcional v na Banachovom pros-
toru Cy (1) njegova restrikcija v|Co(T") mjera na T. Stoga pojam ogranicena mjera na T mozemo
identificirati s pojmom ograniceni linearni funkcional na Banachovom prostoru Cu(T).

Dokaz: F je izometrija sa C*(G) na Cs(G). Prema propoziciji 4.2.4. preslikavanje
Fo — (¢ f)(e) je neprekidni linearni funkcional na Cso(G), tj. ogranicena mjera na G.
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Teorem 4.3.1. (a) Postoji jedinstvena mjera v na G takva da je
p=(Ff)v Vi€ AG)

(b) Za f € L1(G) ig € A(G) je

[(ff)(x)(fg)(x)dV(X) Z/f(ﬂf)g(ﬂfl)du(ﬂf)'
G G

(¢) Za f € A(G) je Ff € Li(G,v) N Lo(G,v) i | Ffll 1y = I1f |z
(d) v je Haarova mjera na grupi G.

Dokaz ¢emo provesti putem niza pomoc¢nih tvrdnji.
(1) Ako su f,g € A(G), onda je (Ff)-pg = (Fgq)- iy
Doista, Za ¢ € C*(G) imamo redom

(FF) - uol(Fe) = /G (Fo) 00)(F F) 0y () = /G (Fo) - (FAI)du () =

= [ 17t a0 = o= 1) « sl

Zamjenom uloga f i g imamo

[(Fg) - 1us](Fo) = [(¢* g) * fl(e).

Medutim, grupa G je komutativna, pa je (px f)xg = (¢ *g)=* f. Tvrdnja slijedi jer je
Co(G) = F(C(G)).
(2) Za f € A(G) stavimo

Qp = Int(Supp F f) = {xG; (Ff)(x) # 0}.

Tada je {Qy; f € A(G)} otvoren pokrivac od G.

Doista A(G) je gusto u C*(G), pa je F(A(G)) gusto u Co (G). Slijedi da za svaki y € G postoji
[ € A(G) takva da je (Ff)(x) # 0, tj. x € Q. Dakle, unija otvorenih skupova Qy, f € A(G), je
Citav prostor G.

(3) Za f € A(G) neka je & karakteristicna funkcija skupa Q. Tada je &5 - pup = py.

Za g € A(G) imamo redom zbog (1)

& 1)F) = [ §00F 0500 = [ E00dFD) - 00 = | GO0AED - ml) =

/ £ 00(F £ (0 g (x) = / (FH 0O (x) = / (Fa))dus(x) = s (Fg).

Tvrdnja slijedi, jer je A(G) gusto u C*(@), pa je F(A(G)) gusto u F(C*(G)) = Cs(G).
(4) Za f € A(G) definiramo mjeru vy na Qf sa

1
vip= m < ([ €2).

Postoji mjera v na G takva da je v|Qr =vp Vf € AG).
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Prema (3) i (1) je vf|Qr N Q, = 1| N Q, Vf,g € A(G). Bududéi da je prema (2)
{Q; f € A(G)} otvoren pokrivac od G tvrdnja slijedi.

Prijedimo sada na dokaz teorema.
(a) Neka je v mjera na G iz (4). Za f € A(G) je tada

§opp=pp 1 &G (Ff)v=(Ff)v
Nadalje,
(FF)-vl|Qp = [(F)] - vy = pysl Q.

Odatle slijedi (Ff)-v = ps. Posebno je Ff € Li(G,v) Yf € AG).

Treba jos dokazati jedinstvenost. Neka je 14 druga takva mjera na G. Tada je (Ff)-v = (Ff),
Vf e A(G), paje v|Qp = 1n|Qy Vf e A(G). Sada iz (2) slijedi v = 1.

(b) Za f € L1(G) i g € A(G) imamo

/@ (FHOOFD () = uo(FF) = ( * g)(e / I ().

(c) Neka je f € A(G). Tada znamo da je Ff € Li(G,v). Nadalje, Ff € Cx(Q) pa je
Ff € Ly(G,v). Primijenimo sada (b) za g = f*. Dobivamo

11z /\f )*dp(x /f (z) = /G(ff)(x)(fg)(x)dV(x):

- /G (FHO)F R ()dr(y) = /G (FHOOPA ) = IFFIE,

(d) Iz (¢) slijedi da je v pozitivna mjera na G i da je v # 0. Neka su f,g € A(G) iy € G.
Prema (b), prema lemi 4.3.1 i prema tvrdnji (b) propozicije 4.3.1. imamo redom

V(Ff - Fg) = /G F(2)g(aydu(z) = /G () (@) (o)) dpu() =

=v(FIXS) - Fxg) = vA(F ) - A(F9)) = vMN(F [ - Fg)) = A o)(F - Fy).
Prema tome je
pi(Fg) = [(Ff)- Av)I(Ff) Vg e AlG).
Buduéi da je F(A(G)) gusto u Co(G), odatle slijedi

pr=(Ff- ) Vf € AQ),

Iz jedinstvenosti u (a) slijedi
v= A1V Vx € G.

X

Dakle, v je Haarova mjera na G.

Za Haarovu mjeru v na dualnoj grupi G iz prethodnog teorema kazemo da je dualna ili
pridruzena Haarovoj mjeri u na G. U daljnjem ¢emo pisati

~

v =[.
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Napomena. Zamijenimo y sa p11 = ap, a > 0. Neka je F; Fourierova transformacija u odnosu
na Haarovu mjeru p; i *; konvolucija u odnosu na pq. Imamo za x € Gi f € L1(G) = L1(G, i) :

(Ff)(x) = /G @@ dn(z) = aFHK) G Fuf = aFf.

Nadalje,

(f *1 9)(x /f oy D) dmy) = a(fxg)@) . frg=afsg

Dakle,
(1) (Frp) = (9 *1 f)(e) = alp * f)(e),

pa dijeljenjem sa a dobivamo
(1) (Fe) = (px flle) = pup(Fo) = ()= py

Odatle je za f € A(G) :

(Fif) - = () = py = (Ff)- i = (Ff)'ﬂlz(ff)é.

Dakle je
(a/‘L)A =K a>0.

G x G je lokalno kompaktna grupa i y ® i je Haarova mjera na G X G. Prema prethodnom
razmatranju ta Haarova mjera ne ovisi o izboru Haarove mjere p na grupi G. Ta se mjera zove
kanonska Haarova mjera na grupi G x G.

Teorem 4.3.2. (Plancherel) Za f € Li(G,u) N Ly(G,p) je Ff € Lo(G, ji). Preslikavange
[ = Ff sa Li(G,pu) N Ly(G, 1) u Lo(G, 1) jednoznaéno se prosiruje do izometrickog izomor-
fizma Hilbertovog prostora Lo(G, i) na Hilbertov prostor Lo(G, fi).

Dokaz: Prema tvrdnji (¢) teorema 4.3.1. preslikavanje f — Ff je izometrija sa unitarnog
prostora A(G) C Ly(G, 1) u Hilbertov prostor Ly(G, ). Buduéi da je potprostor A(G) gust
u Hilbertovom prostoru Ly(G, i), ta se izometrija jedinstveno prosiruje do linearne izometrije
® : Ly(G, p) — Lo(G, fi). Pretpostavimo da je ®(Ly(G, 1)) # Lo(G, ). Tada postoji h € Ly(G, j2)
takav da je h # 01 Ff|h) =0 Vf € A(G). Dakle,

[ FEN0R0d0) =0 v € AG)
Za f,g € A(G) imamo f*xge AG)i F(fxg)=(Ff)-(Fg). Prema tome je

[ ENOFED M0 =0 Vg € AG)

Nadalje, A R
fEAG) =  FfeL(Gp) —  h-Ffel(Gp).

Prema tome, h - Ff - ji je ograniena mjera na G Vf € A(G). Prema gornjem je

(h-Ff-p)(Fg)=0  Vge AlG).
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Kako je F(A(G)) gusto u Cuo(G), slijedi
h-Ffiio=0 tj. h-Ff=0 j— lokalno gotovo svuda na G Vf € A(G).

Bududi da je {Q2; f € A(G)} otvoren pokrivac¢ od G, slijedi da je h = 0 ji—lokalno gotovo svuda
na @, a odatle slijedi da je h = 0 u prostoru Lg(@, ft) suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija
dokazuje da je ®(Ly(G, 1)) = Lo(G, f1). Dakle, ® je izometricki izomorfizam Hilbertovog prostora
Ly(G, ) na Hilbertov prostor Ly(G, ji).

Neka je sada f € Li(G, pu) N Ly(G, p). Prema propoziciji 4.2.3. postoji hiperniz (f;)ie; u A(G)
koji tezi prema fiu Li(G,p)iu Ly(G, p). Tada je Ff; = @ f;, pa slijedi

Of = lm;l Ffu u prostoru Ly(G, f1).
S

Nadalje, [|f — fill < |If — filli, pa (fi)ies tezi prema f iu C*(G). Kako je F izometrija sa C*(G)
na Cuwo(G), slijedi )
Ff= ljr? Ffi u prostoru Co(G).
1€

Prema tome je Ff = ®f za svaki f € L1(G, u) N La(G, 1), a ne samo za f € A(G).

Dobivenu izometriju sa Ly (G, 1) na Ly(G, i) oznacavat éemo takoder sa F ili sa Fg i zvat
¢emo je takoder Fourierova transformacija. Sasvim analogno se F progiruje do izometrickog
izomorfizma sa Ly (G, 1) na Ly(G, jt). Oznacavamo je i dalje sa F ili sa F¢ i zovemo Fourierova
kotransformacija.

4.4 Teorem dualiteta

I u cijeloj ovoj tocki G oznacava Abelovu lokalno kompaktnu grupu, s izuzetkom
leme 4.4.2., propozicije 4.4.2. i korolara 4.4.3. 1 4.4.4. Nadalje, koristimo i sve oznake uvedene u
prethodnoj tocki. Fiksirajmo Haarovu mjeru p na G 1 njoj dualnu mjeru i na G. Pisat ¢éemo
Li(Gp) = Li(G), La(Gupp) = La(G), Li(G 1) = Li(G) 1 La(G o) = La(G).

Cilj nam je u ovoj tocki dokazati da je preslikavanje n — G, definirano sa

m(@)](x) =x(z), z€G, x€G,

za koje smo u propoziciji 4.1.5. ustanovili da je neprekidni injektivni homomorfizam, u stvari
izomorfizam topoloskih grupa preko kojega se grupa G moze prirodno identificirati s dualnom
grupom njene dualne grupe.

Proporzicija 4.4.1. (a) Ako je f € A(G), tada je Faf € Li(G) N Ly(G).

(b) Ako je f € Ly(G) takva da je Faf € Li(G), onda je FpFaf € C’oo(é’) i vrijedi
f=FasFaf)on u prostoru Lo(G).

Dokaz: (a) Ako je f € A(G) C C*(@), tada je, naravno, Fgf € Cu(G). Nadalje, za
g, h € Li(G)N Ly(G) su Fag, Foh € Ly(G), pa je Falg*h) = Fag- Feh € Ll(é) Kako funkcije
gxh, g,h € L1(G)NLy(G), razapinju prostor A(G), zakljucujemo da je Fof € Li(G) Yf € A(G).

(b) Neka je f € Lo(G), takva da je Fof € Li(G). Stavimo F = Fgf. Kako je
Fa(Ly(@)) = Ly(G), zakljucujemo da je F € Ly (G)NLy(G). Nadalje, FpFaf = FoF € Co(G),
jer je F e Li(G) C C*(G). Stavimo

Y = (?Gfgf) on = (?@F) on.
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Tada je ¢ neprekidna ogranic¢ena funkcija na G. Za g € L1(G) N Ly(G) imamo
[ s0eternte) = [ o) | [ xoFodieo| auto)

Funkeija (z, x) — g(2) F'(x)x () je integrabilna na G'x G u odnosu na mjeru u®ji, jer je g € Ly (G),

(x
F e L1(G)ilx(z)|=1 ¥Y(z,x) € G x G. Primjenom Fubinijevog teorema slijedi

[ setarne = [ o | [ x| dito = [ Fao) 0Fodaco,
Definiramo linearan funkcional ® : L;(G) N Ly(G) — C sa

B(g) = /G (@@ duz), g€ L(G)N Ly(G).

Tada je

To pokazuje da je funkcional ® ogranicen u odnosu na normu || - ||1,(c). Prema Rieszovom teoremu
postoji ¥ € Ly(G) takva da je

<N Fegll L@ 1Fll ey = 191 a@ 1 Fll e

B(g) = /G b(r)du(z) Vg € Li(G) N Ly(G).

Iz definicije funkcionala ® sada slijedi da je ¢ = v, dakle, p € Ls(G).
Prema teoremu 4.3.2. imamo

/G 9(2)p(@) (@) = (P9 1a(c) = (Foe |Fal) e =

= / (Fag) (x) (Fap) (x)di(x) = / (Fag) (x) (Fav) (X)di(x)-

a a
Prema tome, vrijedi
| Fes) 0100 = (Fae) (01400 =0 Vg € L4(G) N La(C).
Kako je Ly (G) N La(G) gusto u La(G), po Plancherelovom teoremu 4.3.2. je potprostor
{Fag; g € Li(G) N Ly(G)}

~ ~

gust u Ly(G). Prema tome, u Ly (G) vrijedi jednakost F' = Fao, tj. Fof = Fap. Po Plancherelovom
teoremu slijedi f = ¢ u Ly(G), a to je upravo tvrdnja koju dokazujemo.

Korolar 4.4.1. Za f € A(G) iz € G vrijedi
f(x) = / (@) (Fel) () da(x)-
G

Dokaz: Funkcije f i (?G']:G f) o n su neprekidne pa jednakost iz tvrdnje (b) propozicije
4.4.1. vrijedi po tockama a ne samo u smislu Ly(G), dakle,

f2) = (FeFaf) (n(x)) = /G [n(x)](x) (Faf) ()dilx) = /G x(x) (Faf) 0)da(x)-
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Lema 4.4.1. Neka je skup T C G zatvoren i neka je x € G’\T Tada postoji f € L1(G) takva da
je (Faf) (x) =11 (Faf) [T =0.

Dokaz: Imamo R
M (Faf) =Falx - f), X €G.

Dakle, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretposta\ntl da je x = ¢ (jedinica u grupi G) Tada
e & T pa postoji kompaktna okolina U = U~! od & u G takva da je U?NT = (). Neka je H € C’*(G)
takva da je Supp H CU i H(g) > 0. Tadaje F = Hx H € Cf (G), F|T =0, F(¢) > 0. Zamjenom
funkcije H nekim njenim pozitivnim multiplom, mozemo pretpostaviti da je F'(¢) = 1. Dokazat
¢emo sada da postoji f € Li1(G), takva da je F' = Fgf.

Imamo H,F € CF(G) C Li(G) N Ly(G). Neka su h, f € Ly(G) takve da u prostoru Ly(G)
vrijede jednakosti

H = Fch i F=Fqf.

Imamo tada f,h € Ly(G) i Fof, Foh € Ll(@), pa je po tvrdnji (b) propozicije 4.4.1.
f=(FeF)on i h=(FgH)on u prostoru Lo(G).
Nadalje,

f=(FeF)on=[Fe(H«H)|on=[(FeH) (FeH)]on=
= [(FeH) on] - [(FeH)on] =h-h e Li(G).

Treba nam sada jedna topoloska ¢injenica o podgrupama lokalno kompaktnih grupa.

Lema 4.4.2. Neka je G lokalno kompaktna grupa i+ H podgrupa. Sljedeéa su dva svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) H je zatvorena.

(b) H je s induciranom topologijom lokalno kompaktna grupa.

Dokaz: Ocito iz (a) slijedi (b). Pretpostavimo da vrijedi (b). Tada postoji okolina V = V1
jedinice e u G takva da je skup V N H kompaktan. Posebno, skup V N H je zatvoren u V. Neka je
r tocka iz zatvaraca C1(H) od H. Tada je xV N H # (), pa postoji y € zV N H. Kako je V = V!
slijedi z € yV. Skup y(V N H) = (yV) N H je zatvoren u yV, jer je V N H zatvoren u V. Stoga je
(yW)NH = (yV)NCI(H). Sadaje x € (yV)NCI(H) = (yV)NH, dakle, v € H. Time je dokazano
da je CI(H) = H, odnosno, podgrupa H je zatvorena.

Teorem 4.4.1. (Pontrjagin) Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa i u Haarova mjera na
G.

(a) n:G— G je izomorfizam topoloskih grupa.

(b) n(k) = f.

(¢) Ako pomocu n identificiramo G sa G, tada je preslikavanje F, : Ly(G) — Ly(G) inverzno
preslikavanju Fe : Lo(G) — Lo(G).

Dokaz: Veé¢ znamo da je  : G — G neprekidni injektivni homomorfizam. Dokazat ¢emo
najprije da je 7 homeomorfizam sa G na n(G) snabdjeven s induciranom topologijom iz G. U tu

svrhu treba dokazati da za svaki otvoren skup U C G postoji otvoren skup W C G takav da je
n~1(W) C U. Kako je n homomorfizam grupa, dovoljno je dokazati sljede¢u tvrdnju:
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Za svaku okolinu U jedinice e = eq u grupi G postoji okolina W jedinice ¢ = e u grupi G,
takva da je n~ (W) C U.

Neka je U okolina od e u G. Neka je V = V! kompaktna okolina od e u G takva da je V2 C U.
Izaberimo f € Cf (@) tako da je Supp f C Vi ||f]l2 = 1. Stavimo g = f* * f. Tada je g € A(G),

Suppg CU i
= * ) Pdp( )du(y) = 2 =1
/Gf W)y / £y Pty / £ Pduty) = 11

Po tvrdnji (a) 4.4.1. 1z g € A(G) slijedi Fog € Li(G). Topologija na G je topologija proste
konvergencije na Li(G); naime, G se identificira sa spektrom L(G)" komutativne Banachove

algebre Ll(é). Prema tome, postoji okolina W jedinice ¢ u G takva da vrijedi:

1
reWw == it (Fag) — e (Fag) Sa-

Medutim, za ¢ € é je
£ (Fag) = [ 00 (Fag) CO40) = (FoFos) ()
Dakle,
_ — 1
reW = |(FeFag) ) - (FaFag) ()] < 5
Neka je z € n~1(W). Tada je n(z) € W in(e) = ¢, pa slijedi

N | —

|[(FeFag) on] (z) — [(FeFag) on] (e)] <

Medutim, imamo g € A(G), pa po korolaru 4.4.1. vrijedi (FFcg) on = g. Dakle, za z € n~ ' (W)
vrijedi |g(z) — g(e)| < 3, dakle, |g(z) — 1| < 1. Slijedi g(z) # 0 $to znadi da je x € Suppg C U.
Time je dokazano da vrijedi n~ (W) C U.

Time smo dokazali da je n homeomorfizam sa G na svoju sliku n(G). To znaci da je n(G)
podgrupa od G, koja je s induciranom topologijom lokalno kompaktna. Pomocu leme 4.4.2. za-
klju¢ujemo da je n(G) zatvorena podgrupa od G.

Pretpostavimo da je n(G) # G. Prema lemi 4.4.1. tada postoji f € Ll(é) takva da je
FeofIn(G) =01 f #0. Tada je (Fuf) (n(z)) =0 Vz € G, a to znadi

0= /G M0 0Oty = /G X@FO)dal).

Neka je sada funkcija u € Ly(G) proizvoljna. Tada je funkcija (z,x) — u(z)x(z)f(x) na G x G
integrabilna u odnosu na mjeru p®ji, pa je na nju primjenjiv Fubinijev teorem o zamjeni redoslijeda
integracije. Dakle,

[ 100 anto = [ 100 | [ Nutaanto)] aco -
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Buduéi da je F¢(Li(G)) gusto u COO(G), odatle slijedi da je ogranicena mjera f - i na G jednaka
nuli. No to je u suprotnosti sa f # 0. Ova kontradikcija pokazuje da je n(G) = G, dakle, n:G— G
je izomorfizam topoloskih grupa. A

(b) Fg je izometrija sa Lg(@, 1) na Lo (G, /i) S druge strane, pomocu tvrdnje (b) propozicije
44.1. za f € A(G) imamo

HJ_'"@J:GfHLQ(&n(H)) = |(FeFaf) onll e, = 1 lzaem = 1Fef e -
Bududi da je F(A(G)) gusto u Ly(G, 1), odatle slijedi da je Fp ne samo izometrija sa Lo(G, 1)
na Lo (G‘, ,&) nego i izometrija sa Ly(G, fi) na Lo (@, n(p)). Kako su (i i n(p) Haarove mjere na G,
slijedi da je n(p) = fi. B
(¢) Buduéi da po propoziciji 4.4.1. vrijedi F o Faf = f za svaku f € A(G) i bududi da je A(G)
gusto u Ly(G, i), slijedi da je F s F¢ identiteta na Lo(G, p).

Temeljem teorema 4.4.1. u daljnjem ¢emo stalno pomoéu 7 identificirati G sa G. Nadalje, u
oznakama prostora Ly i Lo izostavljamo oznake p i fi.

Teorem 4.4.2. Neka je B(G) = {f € Li(G); Faof € Li(G)}.
(a) B(G) = {f € Li(G); Faf € Li(@)}.

(b) Fa (odnosno, Fg) je izomorfizam vektorskog prostora B(G) na vektorski prostor B(@).
Njemu inverzni izomorfizam je F g (odnosno, Fg).

(¢) Vrijedi A B A
B(G) = Li(G) N F (L (G)) = Li(G) N Fe(La(G)).

Posebno, B(G) C Co(G).

(d) B(G) je algebra i s obzirom na konvoluciju x i s obzirom na mnoZenje po tockama -. Fg

i Fg su izomorfizmi algebre (B(G), *) na algebru (B(G), -) i algebre (B(G), -) na algebru
(B(G), *).

Dokaz: (a) Imamo (Fgf) (x) = (Faf) (x '), pa bududi da je mjera /i invarijantna u odnosu
na invertiranje y — ! slijedi

Fof € Li(G) — Fof € Li(G).

(b) Za f € B(G) je Fof € L1(G). Nadalje, tada je f € Li(G) C C*(G) pa je Faf € Coo(G).
Dakle,
feB(G) —  Fof € Li(G)NC(G) = Li(G) N Ly(G) N Car (G),

jer svaka ograniCena integrabilna funkeija je kvadratno integrabilna, pa je L1 (G)NCwx(G) C Lo(G).
Fiksirajmo sada f € B(G) i stavimo h = FFqf. Tada je h € Ly(G). Za g € Cy(G) imamo

po Plancherelovom teoremu 4.3.2.:
(Faglh) = (9|Fah) = (9|Fah) .
Ali Fof € Ll(é) N Lg(é), pa je opet po Plancherelovom teoremu

Foh=FeFeFaf =Faf u prostoru Ly(G).
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Odatle je B B
(Fealh) = (9|Faf) = (Fegl F) -
Bududi da je Fy(Co(G)) gusto u Ly(G), odatle slijedi f = h. Dakle, f = FeFaf € Li(G).
Dakle, dokazali smo sljedece dvije implikacije

~

feEBG) = Faof € Li(G) i fEBG) = FaFaof € Li(G).

Dakle, vrijedi )
f € B(G) = Faof € B(G).

Takoder smo dokazali

f € B(G) = FeFal =T

Zamijenimo li uloge F i F analogno nalazimo

f e B(G) — Faf € B(

o

) 1 FeFaf =1
Nadalje, zamjenom uloga G i G dobivamo takoder

g€ B(G) — Fag €B(G) i FaFaFag=g

geB(G) =  FugeBG) i FeFeFsg=g
Time je (b) dokazano. B A )

(c) Neka je f € B(G) i stavimo g = Faf € B(G) C Li(G). Tada je f = Fgag, pa je
f € Li(G) N Fo(L(G)). . .

Obratno, neka je f € Li(G) N Fu(L1(G). Neka je g € Li(G) takva da je f = Fpg. Tada je
g € B(G), paje f € Fa(B(G)) = B(G). )

Time je dokazano B(G) = Li(G) N Fu(L1(G)). Sasvim analogno dokazuje se jednakost
B(G) = Li(G) N F (L1 (G)).

(d) Neka su f,g € B(G). Tada su posebno f,g € Li1(G), dakle i f*g € Li(G). Nadalje,
Fof € L1(G) 1 Fgg € Cxo(Q), pa slijedi da je Fa(f *g) = (Faf) - (Fag) € Li(G). Dakle je
f*g € B(G). Time je dokazano da je B(G) algfebra u odnosu na *. Budu¢i da je Fg izomor-
fizam B(G) na B(G) i bududi da F prevodi operaciju * u operaciju -, zakljuéujemo da je B(G)
algebra u odnosu na operaciju -. Zamjenom G 1 G zakljucujemo da je B(G) algebra i u odnosu
na - i da je B(G) alhgebra i u odnosu na . Sve tvrdnje slijede jer je (Fo|B(G)) ™' = Fy|B(G) i
(FolB(G)) " = FolB(G)

Korolar 4.4.2. Ako su f,g € Lo(G) onda je Fa(f - g9) = (Faf) * (Fag) -

Napominjemo da smo u iskazu ovog korolara upotrijebili oznaku * umjesto oznake e iz propozi-
cije 4.2.1. To ne dovodi do nedoumice zbog tvrdnje (¢) te propozicije.

Dokaz: Znamo da tvrdnja vrijedi ako su f,g € B(G) i posebno za f,g € A(G), jer je
A(G) C B(G). Bududi da je A(G) gusto u Ly(G), dovoljno je dokazati da su preslikavanja
(f,9) = Fa(f-9)i(f,9) — (Faf) * (Fag) sa Lo(G) x Ly(G) u Cs(G) neprekidna.

(f,9) — Fa(f - g) je kompozicija dvaju neprekidnih preslikavanja: (f,g) — f - g sa
Ly(G) x Ly(G) u Ly (G) i Fa : Li(G) — Coo(G).

(f;9) = (Faf) * (Fgg) Jje takoder kompozicija dvaju neprekidnih preslikavanja:
(f,9) = (Faf Fag) sa Ly(G) x La(G) u La(G) x La(G) i (@, 4) — ¢ x 1 sa Ly(G) x Lo(G)
u Co(G). Neprekidnost ovog posljednjeg preslikavanja slijedi primjenom tvrdnje (b) propozicije
4.2.1. na grupu G.
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Treba nam jos nekoliko opc¢ih topoloskih rezultata o lokalno kompaktnim grupama. Neka je G
lokalno kompaktna grupa i H zatvorena podgrupa. Oznac¢imo sa H\G (odnosno, sa G/H) skup
svih desnih H—klasa Hx (odnosno, svih lijevih H—klasa xH) u G. Promatrat ¢emo samo G/H,
a rezultati za H\G su sasvim analogni. Neka je p : G — G/H kanonstka surjekcija p(z) = zH,
x € G. G/H snabdijemo s kvocijentnom topologijom, odnosno, s najjacom topologijom za koju je
preslikavanje p neprekidno: skup U C G/H je otvoren ako i samo ako je p~'(U) otvoren u G.

Propozicija 4.4.2. (a) Preslikavange p je otvoreno, tj. za svaki otvoren skup V- C G njegova
slika p(V') je otvorena u G/H.

(b) G/H je Hausdorffov lokalno kompaktan topoloski prostor.
(¢) Ako je K C G/H kompaktan skup, postoji kompaktan skup K1 C G takav da je p(K;) = K.

(d) Ako je T topoloski prostor, preslikavanje f : G/H — T je neprekidno ako i samo ako je
kompozicija fop: G — T neprekidna.

Dokaz: (a) Neka je V' C G otvoren skup. Imamo

p (p(V)) ={z €G; plx) ep(V)} ={reG; «H CVH}=VH= | | Vy.

yeH

Dakle, p~!(p(V)) je kao unija otvorenih skupova otvoren skup. Po definiciji topologije u G/H
skup p(V') je otvoren u G/H.

(b) Neka su z,y € G takvi da je p(z) # p(y). To znaci da je y 'z & H, pa postoji kompaktna
okolina V; od e u G takva da je y~'a2Vi N H = (). Skup y~'2V; je kompaktan, a H je zatvoren,
dakle po tvrdnji (f) propozicije 1.2.1. postoji okolina V3 od e u G takva da je V, 'y laViNH = ().
Tada je xVIHNyVoH = 0, tj. p(2V1)Np(yVa) = 0. Prema (a) p(xV) je okolina od p(x), a p(yVs) je
okolina od p(y). To pokazuje da je topoloski prostor G/H Hausdorffov. Buduéi da je p neprekidna
i otvorena surjekcija, topoloski prostor G/H je lokalno kompaktan.

(c) Za x € p~'(K) neka je V, relativno kompaktna otvorena okolina od z. Tada je

K< |J »),

z€p~1(K)
pa zbog kompaktnosti od K postoje x1, s, ..., z, € p~}(K) takvi da je
KCp(Va)Up(Va)U---Up(Vax,) =p(Vey UV U---UVax,).
Stavimo
K2 :pfl(K)ﬂ(VleJVxQUUVxn), Kl :CZ(KQ)
Tada je K; kompaktan podskup od G. Nadalje, p(K3) = K, a kako je preslikavanje p neprekidno,
slijedi
p(CI(K2)) € Cl(p(K2)) = CU(K) = K.
Bududi da je K = p(K3) C p(K,), slijedi K = p(K7).
(d) Ocito vrijedi implikacija
f mneprekidno = fop mneprekidno.

Pretpostavimo da je f o p neprekidno preslikavanje i neka je U C T otvoren skup. Tada je skup
p L (f7HU)) = (f op) 1 (U) otvoren skup u G, pa je po definiciji topologije u G/H skup f~(U)
otvoren u G/H. Dakle, preslikavanje f je neprekidno.
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Korolar 4.4.3. Neka je G lokalno kompaktna grupa i H zatvorena normalna podgrupa. G/H je
s kvocigentnom topologijom lokalno kompaktna grupa.

Dokaz: Neka su x,y € G i neka je V okolina od p(z)p(y)~* = p(xy~') u G/H. Tada je
p~H(V) okolina od xy~! u G, pa postoje okolina U; od z i okolina Us od y u G takve da je
U Uy C p~Y(V). Prema tvrdnji (a) propozicije 4.4.2. p(U;) je okolina pd p(x) i p(Us) je okolina od
p(y) u G/H. Nadalje, p(Uy)p(Uy) ™! = p(U,U; ') C V. To pokazuje da je preslikavanje (£, 1) — &np~!
sa G/H x G/H u G/H neprekidno, tj. G/H je topoloska grupa.

Korolar 4.4.4. Neka su G i H lokalno kompaktne grupe, f : G — H neprekidni homomorfizam i
p: G — G/(Kerf) kanonski epimorfizam. Jedinstveni homomorfizam f : G/(Ker f) — H, takav
da je f = f op, je neprekidan.

Dokaz: To slijedi neposredno iz tvrdnje (d) propozicije 4.4.2.

Neka su sada G i H Abelove lokalno kompaktne grupe i ¢ : G — H neprekidni homomorfizam.
ZaﬁGHJe qmongG Definiramo ¢ : H — G sa

&) =Cop, ti. [2OIy) =E(ely), E€H, yed.

Tada je o¢ito ¢ homomorfizam grupa. Neka je (&;);e; hiperniz u H koji konvergira prema & € H.
Prema tvrdnji (a) teorema 4.1.1. to znaci da hiperniz (&;);c; konvergira prema £ lokalno uniformno
na H. Tada hiperniz (¢(&;))ier = (& © )ier konvergira prema $(§) = § o ¢ lokalno uniformno na
G, dakle, u topologiji prostora GG. To znaci da je homorfizam ¢ : H — G neprekidan.
Ocito vrijedi
(pov)) =vog;
p=1ide == @=1dg;
p:G—H @) ={en} = ¢H)=/{esh

~
~

Y=

Dakle, G — G, @ +— ¢ je involutivni kontravarijantni funktor na kategoriji lokalno kompaktnih
Abelovih grupa.

Propozicija 4.4.3. Neka su G i H Abelove lokalno kompakine grupe. Za x € G i & € H
definiramo preslikavanje ®(x, &) : G x H — T sa

[D(x, §)] (7, y) = x(2)§(y), (z,y) € G x H.

Tada je ® izomorfizam topoloskih grupa sa G x H na (Gx H).

Dokaz: Ocito je ® neprekidni homomorfizam. Nekasui: G - Gx Hij: H — Gx H
kanonski monomorfizmi, tj. i(x) = (x,en), j(y) = (eg,y). Tada su i : (G x H) — G i
Jj : (G x H) — H neprekidni homomorfizmi. Od njih slozimo neprekidni homomorfizam

F:(GxH)—GxH:

F(p) = (i(p),5(¥)), € (GxH).

a (x,€) € G x H imamo

(Fo®)(x,8) = F(®(x,)) = (i(2(x,€)), j((x, €))).
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Nadalje, za =z € G je

(@0 ))(x) = [@(x. O)(i(x)) = [@(x, E)](w, en) = x(x)é(en) = x(x).
Dakle, 7(®(x, €)) = x. Analogno je j(®(x,£)) = €. Prema tome,

(Fo®)(xv.&) = (x.&) V(x.&)eGxH,

a to znaci da je F'o ® =idgy, ;. S druge strane, za ¢ € (G x H) iza (x,y) € G x H imamo

~ ~ ~ ~

(@ o F)(p)](z,y) = [2(F(p)](x,y) = [2(i(p), s (P))](2,y) = [1(0))(2) 1 (p)](y) =

= ¢(i(2))e(i(y) = ¢(z,en)plec, y) = o((z, en)(eq,y)) = (. y).
Prema tome,
(PoF)(p)=¢ Voe(GxH),
a to znaci da je ® o I' = id(gx ). Time je dokazano da su neprekidni homomorfizmi topoloskih
grupa @ : Gx H — (Gx H) i F: (G x H) — G x H medusobno inverzni, dakle, radi se o
izomorfizmima topoloskih grupa.

Neka je ¢ : G — H neprekidni homomorfizam topoloskih grupa. Kazemo da je ¢ striktni
morfizam ako on inducira izomorfizam topoloskih grupa sa G/(Ker ¢) na ¢(G). Tada imamo
egzaktni niz topoloskih grupa:

{e} — Kerp — G 5 H — H/p(G) — {e}.
Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa. Za podskup S C G stavimo
={xeG; x(s)=1Vse St
Ocito je S* zatvorena podgrupa grupe G.

Teorem 4.4.3. Neka je H zatvorena podgrupa Abelove lokalno kompaktne grupe. Stavimo
A = G/H i neka je i : H — G inkluzija, a p : G — A kanonski epimorfizam. Tada je p
izomorfizam topoloskih grupa sa A na podgrupu H+ od G i1 je strikini epimorfizam sa G na H s
jezgrom H*.

Dokaz: (1) Dokazimo najprije da je homomorfizam p : A— @G injektivan. Doista, ako je
o € A takav da je p(a) = eq, onda je 1 = [p(o)](z) = a(p(x)) za svaki © € G. To znadi da je
a(a) =1 za svaki a € A, dakle, o = ej.

(2) Dokazimo sada da je p(A) = H*. Doista, za v € Aiy e H je

[p(a)](y) = alp(y)) = alea) = 1,

dakle, p(a) € H*. Neka je sada y € H*. Tada je x(y) =1 Vy € H, dakle, x(zy) = x(z) Vr € G
1 Vy € H. Sada iz korolara 4.4.4. slijedi da postoji a € A takav da je x = aop, atoznaci da je
¥ = B(a) € p(A). A

Iz (1) i (2) slijedi da je p neprekidni bijektivni homomorfizam sa A na H*.

(3) Dokazimo sada da je p izomorfizam topoloskih grupa sa A na H*. U tu svrhu treba
jos dokazati da je inverzno preslikavanje H+ — A preslikavanja p neprekidno. Budu¢i da je to
preslikavanje homomorfizam grupa, dovoljno je dokazati njegovu neprekidnost u jedinici. Dakle,
dovoljno je dokazati da za svaku okolinu U od e ; u A postoji okolina V' od ez u G takva da vrijedi

~

a€eA pla)eV = aecl.
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Neka je, dakle, U okolina od e 4 u A. Topologija na A je topologija lokalno uniformne konvergencije
na A, dakle, postoje kompaktan podskup K C A i e > 0 takvi da vrijedi

acA, |ala)—1<e VaeK = aecl.
Po tvrdnji (¢) propozicije 4.4.2. postoji kompaktan skup K; C G takav da je p(K;) = K. Stavimo
V={yeG; |y(z) =1 <e Vze K}

Tada je V' okolina od ez u G i ocito vrijedi

~

€A pla)eV = la(p(z)) — 1| <e Vre K =

= la(a) =1 <e Vaep(K,) =K — ael.

Time je dokazano da je p : A — H*' izomorfizam topoloskih grupa.
(4) Dokazimo sada da je Keri = H*. Doista, za v € G imamo sljededi slijed ekvivalencija:

v e H* — Yy)=1 VexeH —

= (vyoi)ly)=1 Vye H = i(y) = ey = v € Keri.

(5) Napokon, dokazimo da je i surjektivni striktni morfizam sa G na H. Neka je B Abelova
lokalno kompaktna grupa takva da je G / H+ B tj. u skladu s Pontrjaginovim teoremom B
je dualna grupa od G JH*. Neka je q : G — B prlpadm kanonski surjektivni striktni morfizam.
Stavimo ¢ = ¢ : L — G. Tada je ¢ = 1/1 i prema (3) ® je injektivni striktni morfizam. Buduéi da
je Keri —Ker@/) prema korolaru 4.4.4. postoji Jedlnstven homomorfizam 7 : B — H takav da j je
2—770@/) Neka je p =1n: H — B, tj. n = ¢. TadaJeZ—goow, pajei =1 op.

Imamo

H = i(H) = ¢(p(H)) S ¢(B).
Nadalje, ) R o )
(o p)(A) = (p(A)) = b(HT) = {eg},

pa je (po)(B) = {ea}, odnosno, ¥(B) CKerp = H. Dvije inkluzije pokazuju da je ¢(B) = H.
Buduéi da je v injektivni striktni morfizam sa L u G, slijedi da je v izomorfizam topoloskih
grupa sa B na H. Kako je 1 = ¢ o ¢, iz ¢injenice da su ¢y : B — H i1 : H — H izomorfizmi
topoloskih grupa slijedi da je ¢ : H — B izomorﬁzam topoloskih grupa, dakle, ¢ : B — H je
izomorfizam topolosklh grupa. Time je dokazano da ¢ inducira izomorfizam topoloskih grupa sa
B= G/Hl G/Kerz na H. Dakle, 7 : G — H je surjektivni striktni morfizam.

Korolar 4.4.5. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa i S C G podskup. Tada je (SL)l
zatvorena podgrupa od G generirana sa S (tj. najmangja zatvorena podgrupa koja sadrzi skup S).

Dokaz: Neka je H zatvorena podgrupa od G generirana skupom S. Upotrijebimo iznake iz
prethodnog teorema i njegova dokaza. Tada je ¢ surjektivni striktni morfizam G na H s jezgrom
H*, pajei =i izomorfizam sa H = H na (Hl)L . Buduéi da je i oznaka za preslikavanje inkluzije,

zakljucujemo da je H = (HL)L . Sada imamo:
SCH = S'‘2H = ($Y) C(HY) =H

Bududi da je (Sl)l zatvorena podgrupa od G koja ocito sadrzi skup 9, vrijedi i obrnuta inkluzija
(SL)L D H. Prema tome je H = (SL)l
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Jednostavna posljedica ovog korolara je:

Korolar 4.4.6. Neka su S;, i € I, podskupovi Abelove lokalno kompaktne grupe G i H; = (SZ-L)L
zatvorena podgrupa od G generirana skupom S;. Tada je (UieISi)L = NierSi i (ﬂieIHi)l je
zatvorena podgrupa od G generirana sa U;erS;-.

Korolar 4.4.7. Neka je ¢ : G — H neprekidni homomorfizam Abelovih lokalno kompaktnih grupa.
Sljedeéa su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) @ je striktni surjektivni morfizam.
(b) ¢ je striktni injektivni morfizam.

Dokaz: Implikacija (a) = (b) je neposredna posljedica teorema 4.4.3.

Dokazimo sada implikaciju (b) = (a). Pretpostavimo da je ¢ striktni injektivni morfizam.
To znaci da je ¢ izomorfizam grupe G na neku lokalno kompaktnu podgrupu, dakle, prema lemi
4.4.2. na zatvorenu podgrupu grupe H. Primjena teorema 4.4.3. pokazuje da je tada ¢ surjektivni
striktni morfizam.

Korolar 4.4.8. Neka je p : G — H neprekidni homomorfizam Abelovih lokalno kompaktnih grupa.
Tada je ¢ striktni morfizam ako © samo ako je ¢ striktni morfizam.

Dokaz: Dovoljno je dokazati jednu implikaciju zbog dualiteta 4,5 = . Pretpostavimo da je
¢ striktni morfizam. Tada je Hy = ¢(H) zatvorena podgrupa od H. Neka je i : Hy — H
monomorfizam inkluzije. Oznacimo sa ¢, : G — H; koji djeluje jednako kao . Kako je ¢ striktni
morfizam, to je ¢q striktni surjektivni morfizam. Prema korolaru 4.4.7. tada je ¢¢ : H — G
injektivni striktni morfizam. Nadalje, ¢ : H; — H je injektivni striktni morfizam, pa je po istom
korolaru i : H — H, surjektivni striktni morfizam. Imamo © =i 0y, dakle, ¢ = g o1. Kako je i
surjektivni striktni morfizam i ¢y je injektivni striktni morfizam, dakle, izomorfizam na sliku, to
je ¢ = ¢g o i striktni morfizam.

Korolar 4.4.9. Neka je ¢ : G — H neprekidni homomorfizam Abelovih lokalno kompaktnih grupa.
Tada vrijedi
Ker$ = (Img)™* 0 (Ker$)*: = Cl(Imy).

Dakle, ¢ je injektivan ako v samo ako je Imy gusto u H.
Dokaz: Za y € H vrijedi sljededi slijed ekvivalencija:
X € Ker ¢ = [ex)|(x)=1 VYx el = x(p(x)=1 Ve ed =

— xlp(G) =1 = x € (Imp)*.
Dakle je Ker ¢ = (Im¢)*. Druga jednakost slijedi primjenom L zbog korolara 4.4.5.

Za Abelovu lokalno kompaktnu grupu G i za k € Z definiramo
GW = {zF; 2 € G} i Gu={req; " =e¢}.
Korolar 4.4.10. Za Abelovu lokalno kompaktnu grupu G i za k € Z vrijedi

(G(k))l = G(k% (G(k))L = G(k)7 (G(k))L =Cl (G(k)) 1 (G(k))L =(Cl (G(k)).
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Dokaz: Definiramo ¢y : G — G sa
or(x) = 2", r €.
Tada za ¢, : G — Giza xy € Giz e G imamo
(2100 () = x(pr(2)) = x(2*) = [x(2)]" = x*(2).

Dakle,
o) =x" xed.
Sada tvrdnje slijede iz korolara 4.4.9. jer je

~

Ker ¢ = G, Ker ¢, = Gy, Im ), = G®*) i Im ¢y, = G®,
Za Abelovu grupu G kazemo da je bez torzije ako je Gy = {e} Vk € Z\ {0}, tj. ako vrijedi
keZ, ze€G, zt=e k=0 ii z=e
Za Abelovu grupu G kazemo da je djeljiva ako je G*) = G Vk € Z, tj. ako vrijedi
reG, kel — Jy € G takav da je z = y*.

Korolar 4.4.11. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa.

(a) Ako je grupa G djeljiva, onda je njoj dualna grupa G bez torzije.

(b) Ako je dualna grupa G bez torzije, onda je podgrupa G*) qusta u grupi G Vk € Z.

() Pretpostavimo da je grupa G ili diskretna ili kompakina. Tada je G djeljiva ako i samo ako
je G bez torzije.

Dokaz: Tvrdnje (a) i (b) su neposredne posljedice korolara 4.4.10. Ukoliko je grupa G diskretna
ili kompaktna, onda je G*) zatvorena podgrupa od G za svaki k € Z, pa tvrdnja (c) slijedi iz
tvrdnji (a) i ().

Propozicija 4.4.4. Neka je G Abelova lokalno kompakina grupa. Grupa G je kompaktna ako i
samo ako je grupa G diskretna. Pretpostavimo da je tako v neka je p normirana Haarova mjera
na G, tj. w(lg) =1, lg(x) =1 Vo € G. Tada je

)= > f),  feG(a).

XESupp f

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je grupa G kompaktna. Stavimo
V={xeG; |x(z)—1] <1 VzeG}.

Budu¢i da grupa G kompaktna, primjenom leme 1.2.1. zakljucujemo da je V' okolina jedinice
€ = es u grupi G. Sada je

Ix(z)F =1 = [x(z") - 1| < 1 VxeV, VeeG, Vkeclk.
No za A € T vrijedi |\* — 1| <1 Vk € Z ako i samo ako je A = 1. Dakle,

x(z) =1 Vx eV, Vred.
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Drugim rije¢ima, V = {e} i time je dokazano da grupa G diskretna.
Pretpostavimo sada da je grupa G diskretna i neka je p Haarova mjera na G takva da je

Y. r0=>_fx),  FeC@).

XESupp f xe@

Neka je f € C’O(@) zadana sa f(e) =11 f(x) =0 za x # . Za svaki x € G je tada

(Faf) (z) = /G X@F0)daly) = 2(@) = 1.

Medutim, Fpf € Coo(G) paslijedi 1¢ € C(G), a to je moguce samo ako je grupa G kompaktna.
Treba jos ustanoviti da je Haarova mjeru p = {1 na grupi G' normirana, tj. da je pu(lg) = 1.
Doista, vidjeli smo da je 1¢ = F4f za gore definiranu funkciju f. Stoga imamo

n(te) = n(Fof) = 1 (1Faf ) = 1Fefacmw = 1FI1em = 2 (F1P) = D_1F00)
xEG

Korolar 4.4.12. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa i H njena zatvorena podgrupa.
Grupa H je kompaktna ako i samo ako je H* otvorena podgrupa od G.

Dokaz: Doista, otvorenost zatvorene podgrupe je nuzna i dovoljna da bi kvocijentna grupa bila
diskretna. Dakle, zbog teorema 4.4.3. i prethodne propozicije imamo sljedeéi slijed ekvivalencija:

H* otvorena <= @/H L diskretna <= H diskretna <= H kompaktna.

Na koncu ove tocke dokazat ¢emo da je u slucaju nediskretnog lokalno kompaktnog tijela
njegova aditivna grupa samodualna.

Teorem 4.4.4. Neka je K lokalno kompakino nediskretno tijelo. Neka je G = (K,+) njegova
aditivna grupa i neka je x € G netriwijalan karakter, x # 1. Za y € G definiramo x, : G — T sa
Xy(2) = x(2y), x € G. Tada je y — X, izomorfizam topoloskih grupa sa G na G.

Dokaz ¢emo provesti putem niza pomoc¢nih tvrdnji.

(1) x, € G Yy €G.
Doista, kako je x : G — T neprekidno i kako je z — xy neprekidno sa G u G, to je kompozicija
tih dvaju preslikavanja x, : G — T neprekidna. Nadalje, za x1, 2, € G je

Xy(#1 + 21) = X((21 + 22)y) = X(21y + 22y) = X(21y)X(220) = Xy (1) Xy (72)-
U daljnjem preslikavanje y — x, sa G u G oznacavamo sa ¥.

(2) ¥ : G — G je homomorfizam grupa.
Doista, za x,y,z € G je

Xy - X2) (@) = xy(2)x=(7) = x(2y)x(z2) = x(2y + 22) = x(2(y + 2)) = Xy+2(2),

dakle,
V(Y +2) = Xyt2 = Xy - Xo = V(y)0(2).
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Neka je u daljnjem | - | apsolutna vrijednost na tijelu K koja definira topologiju od K. Tada
vrijedi

|z] >0 Vx € K,
r#0 = |z| >0,
2yl = |z| - [y| Vo,y € K,
[z +y| <lz[+ [yl Va,ye K.
Baza okolina nule u K (odnosno, baza okolina jedinice u G) tada je sastavljena od skupova
Vu={z€qG; |z| <M}, M >0,
i sve su te okolina kompaktna. Za e > 0, ¢ < 1,iza M > 0 stavimo
Ule,M)={peG; |p(x) —1| <e Yz e Vi}

Tada skupovi U(e, M), 0 <e <1, M > 0, tvore bazu okolina jedinice u G.

(3) Homomorfizam ¥ : G — G je neprekidan.
Doista, neka su e >0, e < 1,1 M > 0. Neka je 6 > 0 takav da vrijedi

2z € Vs = Ix(z) — 1| < ¢
takav 0 postoji jer je x neprekidan. Stavimo n = i ineka je y € V;). Za x € V) imamo
)
eyl =lz| -yl s M- 7= = |x(zy) -1l ==

Dakle,
Xy(z) — 1] <e Vo€V, Yyev,

Prema tome, x, € U(e, M) Vy € V,. Time je dokazano da za svaki ¢ > 0, ¢ < 1,1isvaki M > 0
postoji n > 0 takav da je ¥(V,, C U(e, M). Dakle, ¥ : G — G je neprekidan u jedinici grupe G, a
kako je ¥ homomorfizam grupa, to je ¥ svuda neprekidan.

(4) 9 je injekcija.

Doista, pretpostavimo da je y € Ker, tj. ¥(y) = es. Dakle, xy(xz) =1 Va € G, odnosno,
x(zy) =1 Vx € G. Pretpostavimo da je y # 0(= eg). Neka je xy € G takav da je x(zg) # 1. Za
r = zoy ! tada imamo x(zy) = x(x¢) # 1, §to je nemogucée. Ova kontradikcija pokazuje da je
Ker ¥ = {eg}, odnosno, 9 je injekcija.

(5) U(G) je gusta podgrupa od G.
Neka je z € 9(G)*4, tj. x, () =1 Vy € G. To znaci da je x(zy) =1 Vy € G. Kao u dokazu
tvrdnje (4) odatle slijedi z = 0 = eg. Dakle, 9(G)* = {eq}, pa iz korolara 4.4.5. slijedi

CI(H(G)) = (HG)*) " = {ec} = G.

(6) ¥ : G — Y¥(G) je homeomorfizam.
Uz prije uvedene oznake treba dokazati da za svaki ¢ > 0, ¢ < 1, i svaki M > 0 postoji
§ > 0 takav da je 971 (U(e, M)) C V;. Neka su, dakle, zadani 0 < ¢ < 1 i M > 0. Podgrupa
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{X( ); x € G} grupe T razlicita je od {1}, pa postoji zy € G takav da je |x(zo) — 1| > €. Stavimo
M~1zo| > 0. Neka je y € 971 (U(e, M)). Ako je y = 0, ocito je y € Vs. Pretpostavimo da je
Y 7& 0. Tada je
Ixy(z) =1 <e  Vae Vy.

Dakle, imamo redom
IX(wo) — 1] > € == IXy(zoy™") = 1] > ¢ == zoy " & Vi =

— lzoy ™t > M — ly| < M~ Yag| =6 — y € V.
Dakle je 971 (U(e, M)) C V;.

Sada iz (5) i (6) slijedi 9(G) = G, pa je zbog (2), (3), (4) i (6) ¥ izomorfizam topoloskih
grupa.

4.5 Mjere na kvocijentnim prostorima

Materijal prvog dijela ove tocke nije vezan iskljucivo za Abelove, nego za proizvoljne lokalno
kompaktne grupe i trebat ¢e nam i u teoriji unitarnih reprezentacija op¢ih lokalno kompaktnih
grupa. Neka je G lokalno kompaktna grupa i H njena zatvorena podgrupa. Neka je v desna
Haarova mjera na grupi H. Za f € Cy(G) definiramo neprekidnu funkciju F': G — C sa

/fyxdz/ xeGqG.

Zar € G1iz € H iz desne invarijantnosti mjere v slijedi da je F(zz) = F(x). Prema tome
postoji jedinstvena funkcija f, : H\G — C takva da je f,(p(x)) = F(x), = € G. Pri tome smo sa
p: G — H\G oznacili kanonsku surjekciju, p(z) = Hx, = € G. Dakle,

:/Hf(yx)dy(y), reG, feCG).

Funkcija f, o p = F je neprekidna, pa je prema tvrdnji (d) propozicije 4.4.2.1 funkcija f,
neprekidna. Nadalje, ako je f,(p(z)) # 0, onda je nuzno f(yz) # 0 za neku tocku y € H, dakle
jex € H - (Supp f), pa slijedi p(z) € p(Supp f). Time smo dokazali da je Supp f, C p(Supp f).
Posebno je f, € Co(H\G). Ocito je f — f, linearan operator sa Cy(G) u Cy(H\G), koji preslikava
G5 (G) u Co(H\G).

Neka je sada ¢ € Cf (H\G) i stavimo K = Supp ¢. Prema tvrdnji (c) propozicije 4.4.2. postoji
kompaktan skup K; C G takav da je p(K;) = K. Neka je g € Cf(G) takva da je g(z) > 0
Vo € K;. Neka je v € HK;. Tada je yr € K; za neki y € H, dakle je g(yz) > 0 za neki y € H. No
tada je g,(p(x)) > 0. Dakle, vrijedi.

r € HK, = gv(p(z)) > 0.
S druge strane,
reG\HK, = p(x)e(H\G)\p(K))=(H\G\K = ¢p))=0.
Definirajmo ¢ : G — C sa

¢(p(z))
() = 9u(p())

0 ako je g, (p(z)) = 0.

ako je g,(p(z)) >0
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Stavimo

Up =G\ HEK, 1 Uy ={z € G; g.(p(z)) > 0}

Uy i Uy su otvoreni podskupovi od G i prema dokazanom je G = U; UU,. Bududi da je ¢(p(x)) =0
za svaki x € Uy, vrijedi ¥|U; = 0. Posebno, restrikcija 1|U; je neprekidna. OCcito je i restrikcija
1|Us neprekidna. Prema tome, ¢ : G — C je neprekidna funkcija.

Uoc¢imo sada da vrijedi

o(p(r)) = (r)g(p(z))  Vzed.

Doista, ako je x € Uy, onda je p(p(z)) = 0 = ¢(x)g,(p(x)), a ako je z € Us, onda jednakost slijedi
neposredno iz definicije funkcije 1. Nadalje, vrijedi

Y(yz) =y(x) Vye H, Vred.

Definiramo f = ¢g € C; (G). Imamo tada

ﬂ@mnzfg@mwwwwwzw@mwwwzwmwy

H

Dakle, vrijedi ¢ = f,. Buduéi da je prostor Co( H\G) razapet s konusom Cf (H\G), dokazali smo:

Propozicija 4.5.1. Uz uwvedene oznake f +— f, je linearna surjekcija sa Co(G) na Co(H\mG).
Nadalje, vrijedi
Cy (H\G) ={f; f€Cy(G)}.

Napokon, za svaku f € Co(G) je Supp f, C p(Supp f).

Neka je sada m € M(H\G). Definiramo preslikavanje vm : Cy(G) — C sa

(Vm)(f) = m(fz/)a f € CO(G)

Tada je vm linearan funkcional na prostoru Cy(G). Ako je m € MY (H\G), tada je

(vm)(f) =m(f,) > 0zasvaki f € Cy (G). Prema tome je vm € 9T (G). Bududi da je preslikava-

nje m — vm ocito linearno i bududi da konus M* (H\G) razapinje prostor M(H\G), zakljucujemo

da je vm € M(G) Vm € M(H\G). Dakle, m — vm je linearan operator sa M(H\G) u M(G).

Kako je f — f, surjekcija sa Cy(G) na Co(H\G), to je m — vm injekcija sa M(H\G) u M(G).
Sa Ay ozna¢avamo modularnu funkciju grupe H. Zay € H i f € Cy(G) izvodimo

O ulole)) = [ Fs0)dvlo) = Auly™) [ f0d) = Sulr ) o).
Dakle,
()‘yf>z/ = AH(y_1>fua yeH, fe CO(G)
Dakle, imamo
[Ay(vm)I(f) = (vm) (A1 f) = A (y)(vm)(f),
tj.
Ay(vm) = Ay (y)(vm), ye H, meMH\G).

Pretpostavimo sada da w € 9(G) ima svojstvo

Ayw = Ap(y)w Vy € H.
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Neka je f € Co(G) u jezgri preslikavanja f +— f,, tj. f, = 0. Izaberimo ¢ € Cy (H\G) takvu da
je ¥|p(Supp f) = 1. Neka je p € Cf (G) takva da je ¢, = 1. Tada vrijedi

TEG f@) A0 — e @) =1

Stoga imamo redom

:/Gf(x)%(p /f {/ (yx)dv(y )} dw(z) =

- [ [ roetumaso)] sty / [ @ptin) sy ) 0)] avly) -
= [ [ soropanms]| wm = [ o | [ soroamman)] we -
= [ o) | [ strmiant)| awte) = [ oottt o

Prema tome, lineran funkcional w : Cy(G) — C poniStava se na jezgri linearnog operatora f — f,.
Stoga postoji jedinstven linearan funkcional m : Cy(H\G) — C takav da je

w(f)y=m(f,)  Vfe€CyQ).

Pretpostavimo sada da je w € MT(G). Za p € Cf (H\G) izaberemo f € Cf (G) tako da bude
f» = ¢. Tada je m(p) = w(f) > 0. dakle, tada je m € M (H\G). Vrijedi i obratno: ako je
m € M (H\G), onda je w(f) =m(f,) >0 Vf e Cf(G), dakle, w € M (G).

Neka je sada opet w € M(G) takva da je \yw = Ay (y~Hw Vy € H. Stavimo tada

wi = (Rew)™, wy = (Rew) ™, w3 = (Imw)™, wy = (Imw)~.

Tada je o¢ito \yw; = Ag(y)w; Yy € H iza j = 1,2,3,4. Neka su m, my, mg, m3, my linearni
funkcionali na prostoru Cy(H\G) takvi da je

m(fy) =w(f),  m(fy) =wi(f),  FeC(G), j=1,234

Prema gornjem tada su my, mg, ms, mq € MT(H\G). Dakle, m = m; —mao+img—imy € M(H\G).
Napokon, ocito je vm = w. Time smo dokazali:

Propozicija 4.5.2. m +— vm je izomorfizam vektorskog prostora M(H\G) na potprostor
{w e M(G); \w=Au(y)w Yy e H}

prostora M(G). Taj izomorfizam preslikava konus MT(H\G) na skup
{weMH(G); \w=Ay(y)w Yy <€ H}

Ako je mjera w € M(G) takva da je \jw = Agy(y)w Yy € H, za jedinstvenu mjeru

w
m € M(H\G) takvu da je vm = w pisat ¢emo m = —.

v
Propozicija 4.5.3. Neka je H normalna zatvorena podgrupa lokalno kompaktne grupe G, neka
je v desna Haarova mjera na H i neka je m desna Haarova mjera na H\G = G/H. Tada je vm
desna Haarova mjera na G.
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Dokaz: Za f € Cy(G) i z,y € G imamo

(p=f)v(p(y)) = /H (P f)(zy)dv(2 / f(zyz)dv(2) = f,(p(yz)) = f.(p(¥)p(x)) = o) fo (P(y))-

Dakle, (pzf)y = ppz) fv, pa slijedi

(e (vm))(f) = (vm)(pz—1f) = m ((pa=1F)v) = M(pp@)1f0) = (Po@ym)(fo) = m(f,) = (vm)(f).

Dakle je p,(vm) =vm Vz € G. Time je propozicija dokazana.

Drugim rije¢ima, u opisanoj situaciji je sa

Lﬂmmwzﬁwujwmmﬂmmmx feaol@),

zadana desna Haarova mjera p na G.

Vratimo sa sada na Abelove lokalno kompaktne grupe. Tada je svaka zatvorena podgrupa
normalna. Nadalje, Abelove grupe su unimodularne.

Teorem 4.5.1. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa, H njena zatvorena podgrupa,

Haarova mjera na G i v Haarova mjera na H. Tada je m = = Haarova mjera na G/H. Nadalje,
v

~

za dualne mjere [i, U i ™ uz identifikacije H = G/H* i (G/H)" = H* wvrijedi v = i
m

Dokaz: Neka je f € Co(G), f # 0. Definiramo ¢ : G x G — C sa

o) = [ Fuonl)dy). (@) €Gx G
H
Lako se provjeri da je funkcija ¢ neprekidna. Nadalje, za x € G definiramo F, : H — C sa

F.(y) = flyr), yeH.

Tada je ocito F, € Co(H). Neka je 1 : G — G’/Hl — H kanonska surjekcija. Za v € G imamo
(FukFz) (i(7)) = / (N Fa(y)dv(y) = / V() f(yz)dv(y) = oz, 7).
H H

Posebno, za fiksno z € G preslikavanje v — o(, 7) je konstantno na svakoj H+—Xklasi i(y) = vH*.
Nadalje, iz Plancherelovog teorema slijedi

/G/HJ () [Pdi (i / |f (ya)Pde(y x€G. ()

Zaz € G, ye Hivye G imamo

Y(yz)p(yz, v / f(zyx)y(2)drv(z) =

/fam (2y)du (= /fw v(z) = A(@)p(e,7).
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Dakle, za svako v € G mozemo definirati funkciju ®., € Co(G/H) sa

o, (p(z)) = v(x)p(z,7), z€G.

Pri tome je p : G — G/H kanonski epimorfizam koji daje identifikaciju p : (G/H)" — H*.
Fe/n®, je funkcija na (G/H)" = H* dana za bilo koji n € H* sa

(Feyu®,) (1) = /G et am (@) =

- [, e [ st anpw) - [ B [ e dnipio) -

= [ @ s@ante) = Fef) tm).

Po Plancherelovom teoremu dobivamo

L e ntame) = [ |Faf) ol ane,  qed
Sada imamo redom

Jo|Faf) [ dity) = fo | @)Pdu(a) = Plancherel
= Jou L 1 (y2) Pdv(y)] dm(p(z)) = jer je p=wvm
= Sy [ ey o) Pdii()| dm(p(e) = zbog (+)
= Joyme U /HIp(, 1) Pdm(p(x))] do(i(7)) = Fubini
= Japms S |(Faf) ) dinim)] aii() = abog (++)
= [ |(Faf) )| dmo)(v) po definiciji /.

i

Bududi da su ji i m Haarove mjere na G, zbog f # 0 slijedi 1 = mp, tj. 0 = —.
m

Propozicija 4.5.4. (a) Neka je G = (R, +) i pu Lebesqueova mjera na R (tj. Haarova mjera na
G takva da je u([0,1]) = 1). Za a € R definiramo x, : G — T sa

Xa(b) = €™ beR.
Tada je a — X, 1zomorfizam topoloskih grupa sa G na G, pri kojem v prelazi u fi.

(b) Zan € Z definiramo ¢, : T — T sa pn(a) = ™. Tada je n — ¢, izomorfizam diskretne
aditivne grupe Z na dualnu grupu T multiplikatione kompaktne grupe T

(¢) Za o € T definiramo ¢o : Z — T sa 1o(n) = a”. Tada je a — 1y izomorfizam kompaktne
multiplikativne grupe T na dualnu grupu Z diskretne aditivne grupe Z.
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Dokaz: (a) Prema teoremu 4.4.4. 9 : a — X, je izomorfizam topoloskih grupa sa G na G.

Identificiramo G sa G pomocu tog izomorfizma ¢J. Imamo identifikaciju 7' = G/Z, pa je po teoremu
4.4.3.

A

T=7'={acG; ™" =1 VnecZl=7

Z=G|Zr=G/Z=T.

Neka je p Lebesgueova mjera na G (= R). Nadalje, neka je v Haarova mjera na aditivnoj grupi Z
definirana sa v(f) = >, ., f(n). Napokon, neka je o normirana Haarvova mjera na kompaktnoj

grupi 7" = G/Z. Tada je ocito o = E po propoziciji 4.4.4. tada je 6 = v i ¥ = 0. Nadalje, po
v

P

teoremu 4.5.1. je v = —, pa je

R =

Il

Q

Il

>

I
Q=
NS

Dakle, i = p.
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Poglavlje 5

Reprezentacije kompaktnih grupa

5.1 Egzistencija ireducibilnih unitarnih reprezentacija

Teorem 5.1.1. (Geljfand—Raikov) Neka je G lokalno kompaktna grupa, v € G, x© # e. Postoji
ireducibilna unitarna reprezentacija ™ od G na Hilbertovom prostoru H takva da je w(x) # I = idy.

Taj fundamentalni teorem ne dokazujemo detaljno nego samo skiciramo korake u dokazu.

(1) Neka je A C*—algebra. Linearni funkcional f : A — C zove se pozitivan ako je f(z*x) >0
Vx € A. Svaki je takav funkcional neprekidan. Oznac¢imo sa P skup svih pozitivnih funkcionala
na A norme < 1. Tada je oc¢ito P slabo zatvoren podskup jedini¢ne kugle u dualnom prostoru
A’, dakle sa slabom topologijom je P kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Nadalje, P je
konveksan podskup od A'.

(2) Neka je € skup svih ekstremnih tocaka od & razlicitih od 0. Po Krein—Millmanovom
teoremu P je najmanji slabo zatvoren konveksan podskup od A’ koji sadrzi £ U {0}. Drugim
rijecima, P je slabi zatvarac¢ skupa

{thfla TLGN, fla"')fnega tla"'atneR-H thgl}
i=1 i=1

(3) Neka je f € P. Za x,y € A stavimo (z|y) = f(y*z). Tada je (- |-) pozitivno semidefinitna
hermitska forma na A x A i

Ni={z e A (zlr)=0}={z €A (z]y) =0 Vye A}
je lijevi ideal u A. Stavimo V; = A/N}. Tada je V; unitaran prostor sa skalarnim produktom
(@ + Nyly + Ny) = (zly).

Neka je H; Hilbertov prostor dobiven popunjenjem unitarnog prostora V.
Za v € A definiramo m¢(x) : Vi — Vi sa mp(x)(y + Ny) = ay + Ny. Tada je

(mp(2)€ln) = Elmp(z™)m),  &EneVy, z €A

Nadalje, 7 je homomorfizam algebre A u algebru £(Vy) svih linearnih operatora na vektorskom
prostoru Vy. Nadalje, pokazuje se da je za svaki z € A operator m(x) ograni¢en u odnosu na
skalarni produkt na Vy pa se jedinstveno produljuje do ograni¢enog operatora na popunjenju Hy;
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to produljenje takoder oznacavamo sa 7y(x). Tada je 7y reprezentacija C*—algebre A na Hilber-
tovom prostoru Hy. Ova se konstrukcija reprezentacije polaze¢i od pozitivnhog funkcionala zove
Gelfand—Naimark—Segalova (ili GNS) konstrukcija.

(4) Pokazuje se da je za || f|| = 1 reprezentacija 7; ireducibilna ako i samo ako je f € &.

(5) Neka je sada A = C*(G), © € G, © # e. Tada postoji ¢ € Cy(G) C C*(G) takva
da je Ay # @. Lijeva regularna reprezentacija 7, je vjerna (tj. injektivna) na Cy(G) pa postoji
£ € 1,(G), €]l = 1, takav daje (mo(Avip—)E[€) # 0. Defimiramo f : A — Csa f(1) = (m()€[E).
Tada je f € P i f(Aep — ) # 0. Prema tome, postoji g € £ takav da je g(A.p — ¢) # 0. Tada je
7y ireducibilna reprezentacija od G.

Postoje nizovi (0, )nen 1 (Tn)nen U Co(G) takvi da je v = Ao — @ = lim,, oo 0 %) * 7, U
L,(G), dakle, pogotovo u C*(G). Sada imamo

0 # 9(e) = lim g(o} 59 7) = Tim (my () (70 + N (0 + ;)

n—o0

pa imamo

T() #0 = m(Ap) F () = m(a)me(p) #F mele) = me(x) # 1.

5.2 Ireducibilne reprezentacije kompaktnih grupa

U ostatku ovog poglavlja, G je oznaka za kompaktnu grupu i y za normiranu
Haarovu mjeru na G. Dakle, za konstantnu funkciju 1g(x) = 1 Vo € G vrijedi p(lg) = 1.
C(G) je Banachov prostor svih neprekidnih funkcija f: G — C s normom

[flloe = max{|f(z)|; = € G}.

Sa L1(G) i Ly(G) oznacavat ¢emo Banachov i Hilbertov prostor koji su popunjenja prostora C(G)
u odnosu na norme

|mh=Luuwmw i |umz¢éuwmwm>

L (G) (odnosno, Ly(G)) identificira se s prostorom klasa ekvivalencije svih p—izmjerivih funkcija
f : G — C takvih da je funkcija = — |f(z)| (odnosno, x — |f(z)|?) integrabilna. Pri tome je
relacije ekvivalencije jednakost p—skoro svuda, tj. f i g su ekvivalentne ako je skup
{z € G; f(x)# g(x)} p—zanemariv:

p{z € G f(x) # g(x)}) = 0.

Uz takvu interpretaciju norme na prostorima L, (G) i Ly(G) zadane su gornjim formulama za bilo
koje predstavnike klasa funkcija. Nadalje, ako su f i g predstavnici klasa iz Ly(G) onda je funkcija
x +— f(x)g(z) integrabilna i sklarani produkt klasa iz Ly (G) zapisuje se pomocu predstavnika kao
integral te funkcije:

mwzéummmmm»

U oznacavanju ne ¢emo praviti razliku izmedu funkcije i njene klase.
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Teorem 5.2.1. (a) Neka su m i ' neekvivalentne ireducibilne unitarne reprezentacije od G na
Hilbertovim prostorima H i H'. Za &,n e H i &', n' € H' wvrijedi

/G (r () Eln) T @) ETT ) () = 0.

(b) Neka je m ireducibilna unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H. Tada je
prostor H konacnodimenzionalan i ako je n = dim H za &,n, &', n' € H vrijedi

| e @ dute) =~ (€l¢) 1)

Dokaz: (a) Neka sun € H in' € H' proizvoljno odabrani. Definiramo seskvilinearnu formu

A:H x H — C formulom
A&E) = [ G T@E ), €eM. &
Stavimo M = ||| - ||| Tada imamo
AIEN < Mgl -l€,  VEeH, Ve e M.

Prema tome, forma A je ograni¢ena, pa po Rieszovom teoremu postoji B € B(H,H') takav da je

A, €)= (BSlE)  feH, den.

Tada za svaki y € Giza & € Hi& € H nalazimo

(Br)le) = [ (rlan)n e n(x) =

- /G (r ()€ ) g DE T du(x) = (BE|'(5™'€) = (' () BEIE).

Buduéi da su £ € H i & € H bili proizvoljni, slijedi Br(y) = 7'(y)B Yy € G. Dakle,
B € Homg(m,n"). Jezgra N (B) = {{ € H; B¢ = 0} operatora B, koja je zatvoren potpros-
tor od H, je m—invarijantan potprostor od H. Doista, za y € G imamo

£ e N(B) = Br(y){ =n'(y)BE=0 =  7(y){ € N(B).

Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi da je ili N(B) = {0} ili N(B) = H.

Pretpostavimo da je N (B) = {0}, tj. da je B injekcija. Tada je B* € Homg(m,7'), pa
je B*B € Homg(w, ). Nadalje, kako je ||B¢||* = (B*BE|€) to je N(B*B) = N(B) = {0} i,
posebno, B*B # 0. Operator B*B € B(H) je ne samo hermitski nego i pozitivan. Stoga postoji
jedinstven pozitivan operator C' € B(H) takav da je C* = B*B. Sada za £ € H imamo

ICe|)* = (Ce|CE) = (C*¢[€) = (B*Be|€) = (BE| BE) = || BE|I*.

Neka je V = R(B) = {B¢; £ € H} podruéje vrijednosti operatora B. To je potprostor od H’
koji je m’—invarijantan. Doista, za £ € V postoji £ € H takav da je ¢ = BE. Tada za bilo koji
y € G imamo

m'(y)§' =7'(y)BE = Br(y)S € V.
Prema tome, i zatvara¢ potprostora V u Hilbertovom prostoru H’ je n’—invarijantan. Kako je
B #0, to je V # {0}, pa je zbog ireducibilnosti reprezentacije " zatvara¢ od V jednak H'. Dakle,
V = R(B) je gust potprostor Hilbertovog prostora H'.
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Definirajmo sada U : V — H sa
UB¢ = CE€, £ eH.

Definicija ima smisla jer je B injekcija. Nadalje, U je ocito linearan operator i zbog dokazane
jednakosti ||C¢|| = ||BE| vidimo da je U izometrija sa V u H. Kako je V gust potprostor od
H', ta se izometrija jedinstveno produljuje do izometrije iz B(H', H). Tu é¢emo izometriju takoder
oznacavati sa U. Kako je B*B € Homg(m, 7) to jei C € Homg(m, ). Stoga imamo za svaki £ € H
izasvakiy € G :

T(y)UBE = n(y)C¢ = Cn(y) = UBn(y)§ = Un'(y) BE.

Time je dokazano da je w(y)UE = Un(y)¢' za svaki £ € V, a bududi da je V gust u H' slijedi
w(y)U = Un'(y), tj. vrijedi U € Homg(n', 7). Stoga je podruéje vrijednosti izometrije U zatvoren
m—invarijantan potprostor od H, pa zbog ireducibilnosti reprezentacije 7w i zbog U # 0 slijedi da
je podrucje vrijednosti od U ¢itav prostor H. Dakle, U je izometricki izomorfizam Hilbertovog
prostora H’ na Hilbertov prostor H. No kako je U € Homg(n', 7), to ima za posljedicu " ~ 7,
suprotno pretpostavei. Ova kontradikeija pokazuje da je pretpostavka N (B) = {0} neostvariva.
Prema tome je N'(B) # {0}, pa zbog ireducibilnosti reprezentacije 7 slijedi N'(B) = H, tj. B = 0.
Tada slijedi A(£, &) = 0 V¢, &, a kako su na pocetku dokaza vektori 7 i ' bili proizvoljno odabrani,
slijedi da vrijedi tvrdnja (a).

(b) Sasvim analogno dokazu tvrdnje (a) nalazimo da za dane n € H i ' € H' postoji
B € Homg(m, ) takav da je

(BElE) = [ (o)) T@Edn(e) Ve, € M
Medutim, kako je 7 ireducibilna, iz teorema 3.4.3. slijedi da postoji A(n,n') € C takav da je

B = X(n,n")I, gdje je I jedini¢ni operator na H. Dakle, dosli smo do preslikavanja A : H x H' — C
takvog da vrijedi

/G (r () El) T @E T du(z) = A ) (EE) Ve m, & of € H.

Fiksirajmo sada & € H, ||&]| = 1, 1 stavimo ¢ = (&, ). Imamo

A1) = A, 1) (€olé) = /G () In) @) du(x) = /G (2ol (@ Dol dpa(zr) =

- /G (6ol ()) Eolm @) dpu(z) = /G () o) @) nEn) dpa() = Al6or £0) (1) = ¢ (' |).

Dakle je A(n,n') = c- (0/|n) Vn,n" € H.
time smo dokazali da postoji ¢ € C takav da je

/G (@)l @ Au(z) = - (€Y ln) Ve & mof € H.

Nadalje,
c—/| )6olé) Pdu(z) > 0.
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Neka je ponovo & € H, [|&|| = 1. Neka m € N i neka su ey, ea, . .., €, ortonormirani vektori u
H. Za bilo koji x € G tada su vektori m(x)ey, m(x)es, ..., m(x)e, ortonormirani. Zbog Besselove
nejednakosti tada je

m

1—HfoH2>Z\ D)eil&o) = D (w(@)eilé) (r(@)eilée)  Vr € G

i=1
Dakle,
Z x)eql€o) (m(x)ei|So)dp(x —CZ lesll*1&oll* =

1 1
Odatle je m < —, Pa slijedi dim H < — < 400. Ako je n = dim H i ako je {e1,es,...,en}
c

c
ortonormirana baza od H, gore umjesto Besselove nejednakosti imamo Parsevalovu jednakost,

) 1
pajec=—.
n

Za kompaktnu grupu gotovo nista novo ne donosi napustanje unitarnosti u definiciji repre-
zentacije. Razmotrimo zasada sluc¢aj kona¢nodimenzionalnih reprezentacija. Ako je G bilo kakva
grupa i ako je V' vektorski prostor (nad poljem C), onda se hmomorfizam 7 grupe G u grupu
GI(V) svih linearnih bijekcija sa V' na V' zove reprezentacija grupe G na vektorskom pros-
toru V. U slucaju da je V' topoloski vektorski prostor, toj definiciji dodaje i zahtjev neprekidnosti
svakog operatora mw(z), = € G, a ako je k tome grupa G topoloska, moze se dodati i neki za-
htjev neprekidnosti na preslikavanje x +— 7(x) (slaba, jaka, uniformna,...). Ako je prostor V'
konacnodimenzionalan, sve su te vrste neprekidnosti medusobno ekvivalentne. Reprezentacija
topoloske grupe G na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' zove se neprekidna ako je
preslikavanje m sa G u prostor L(V) linearnih operatora na V' neprekidno. Dovoljno je zahtijevati
neprekidnost u jednoj tocki, npr. u jedinici e grupe G.

Teorem 5.2.2. Neka je m neprekidna reprezentacija kompaktne grupe G na konacnodimenzional-
nom vektorskom prostoru V. Tada na V' postoji skalarni produkt w odnosu na koji je reprezentacija
m unitarna. Za svaki m—invarijantan potprostor Vi od V' postoji m—invarijantan potprostor Vs
takav da je V.=V, + V,. Nadalje, postoje m—invarijantni potprostori Vi, Vs, ..., Vi od V takvi da
je V=Vi+ Vot -4V, ida su sve subreprezentacije my,, Tv,, . . ., Ty, ireducibilne.

s

Dokaz: Iz prve tvrdnje slijede ostale tvrdnje, zato jer ako je prostor V unitaran i ako je
svaki operator 7(x), x € @, unitaran, onda iz m—invarijantnosti potprostora W C V slijedi
7—invarijantnost njegovog ortogonalnog komplementa W+,

Neka je sada (-|-) bilo koji skalarni produkt na V. Tada iz neprekidnosti reprezentacije =
slijedi da je za bilo koje &, n € V funkcija x +— (7(2)&|n) sa G u C neprekidna. Neka je p Haarova
mjera na GG. Tada je sa

(€l) = /G (@ dulz),  EneV.

zadan novi skalarni produkt i iz invarijantnosti mjere p slijedi da su svi operatori n(y), y € G,
unitarni u odnosu na skalarni produkt (-|-):

(m(y)€lm(y)n) = /G (m(2)m(y)E|m(x)m(y)n)du(z) =

- / ()€ () m)dpa(z) = / (r(@)E () du(z) = (Eln).
G G
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5.3 Peter—Weylov teorem

U daljnjem je stalno G kompaktna grupa i g normirana Haarova mjera na G. Tada je C(QG)
algebra u odnosu na mnozenje po tockama i u odnosu na konvoluciju. Nadalje, L;(G) je takoder
algebra u odnosu na konvoluciju.

Za konacnodimenzionalnu reprezentaciju m od G na V pisemo dim 7 = dim V' i taj se broj
zove dimenzija reprezentacije 7. Bez posebnog isticanja uvijek ¢emo pretpostavljati da je ko-
nac¢nodimenzionalna reprezentacija neprekidna.

Za funkciju f: G — C stavljamo

L(f) = spanc {\.f; = € G} i R(f)=spanc{p.f; v €T}.

Te definicije imaju smisla i ako je f klasa funkcija u odnosu na mjeru p; naime, ako je x € G i
f, g su funkcije na G onda su A, f i A,g (odnosno, p,f i p.g) p—ekvivalentne ako i samo ako su f
i g p—ekvivalentne.

Nadalje, definiramo

L(G) ={f € Ly(GQ); dim L(f) < +o0} i R(G)={f € LG); dim R(f) < +o0}.

Ocito je L(f+g) € L(f)+L(g) i R(f+g) € R(f)+ R(g), paslijedi da su L(G) i R(G) potprostori
od LQ(G)

Neka je sada m kona¢nodimenzionalna reprezentacija grupe GG na vektorskom prostoru V' i neka
je V' dualni prostor od V. Za § € V in’ € V' definiramo funkciju ¢f,, : G — C sa

ot () =7'(n(x)f), xeG.

Sve takve funkcije su ocito neprekidne. One se zovu matri¢ni koeficijenti reprezentacije 7. Sa
®(7) oznacavamo potprostor od C'(G) razapet svim matri¢nim koeficijentima reprezentacije 7 :

®(m) = spanc {¢g,; £€V, n e V']

Ako je {&1,&,...,&,} baza od V i {n},nh,...,n.} baza od V' onda je ocito ®(m) razapet sa
{¢f s 1 <14,5 < n}. Dakle, prostor ®(r) je kona¢nodimenzionalan i vrijedi dim ®(7) < (dim 7).

Ako su reprezentacije 7 i o ekvivalentne (tj. ako u Homg(m, o) postoji izomorfizam) onda je ocito
O(7) = P(0).
Napokon stavimo

— U {®(7); m kona¢nodimenzionalna reprezentacija}.

Teorem 5.3.1. Vrijedi L(G) = R(G) = F(G) i to je podalgebra od (C(G), -). Ona je gusta u
C(G) u odnosu na normu || + ||oo, gusta je u L1(G) u odnosu na || - ||y i gusta je u Lo(G) u odnosu
na || - ||2. Takoder, F(G) je gusta u C*—algebri C*(QG).

Dokaz: Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od G na V. Neka je {&1,&, ..., &0}
baza od V' i {n,n5,...,n,} njoj dualna baza od V'. Za 1 <i,j <nizaz,y € G imamo

Aol ) (1) = 9y (7) = i (e )m(y)€) =

=1 <7T(9€_1)Z772( ) Zm Y& (m (@~ )8r).
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Dakle je n
APy = ; P, (T )PE
Analogno je _n
PrPe = ; o, (T) P

Prema tome je
ANl € QM) i pupf €(m)  Va,i .

Zakljucujemo da je

Kako je ®(7) kona¢nodimenzionalan, slijedi da su svi matri¢ni koeficijenti ©¢,  clementi i prostora
3l ]
L(G) i prostora R(G). Dakle, vrijedi

O(7m) C L(G) N R(G).
Bududi da to vrijedi za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju 7, zakljucujemo da je
F(G) C L(G) N R(G).

Neka je sada f € R(G). Tada je R(f) konacnodimenzionalan potprostor od Ls(G) invarijantan
s obzirom na desnu regularnu reprezentaciju m, od G. Neka je V = R(f) i neka je m pripadna
subreprezentacija, m(z) = m.(z)|V. Za g € V tada je 7(z)g = p.g. Neka je § € V' definiran sa
d(g) = g(e). Tada imamo za = € G :

vis(x) = o(m(x)f) = (p=f)(e) = f().
Dakle, f = %5 € ®(7) C F(G). Time je dokazano
R(G) C F(G).

Neka je sada f € L(G). Neka je V' dualni prostor konacnodimenzionalnog vektorskog prostora
L(f), 8to mozemo shvacati i kao V' = L(g). Neka je 7 reprezentacija od G na V' definirana sa

(m(@)E)(g) =&(Xemrg), €V, g€ L(f)
Neka je § € V definirano sa 6(g) = g(e), g € L(f). Sada je
@5.p(@) = (m(2)0)(f) = d(Ae=1 f) = (A1 f)(e) = f(2).
Dakle, f = ¢F ; € ®(r) C F(G). Time je dokazano da je
L(G) C F(G).
Iz dokazanih inkluzija
F(G)C LIG)NR(@), LG)CF@), R(G)CFG)

slijedi
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Matriéni koeficijenti su neprekidne funkcije, pa slijedi da je to potprostor od C(G). Taj potprostor
sadrzi konstante i invarijantan je s obzirom na kompleksno konjugiranje, jer, npr. ocito je da za
funkciju f vrijedi

f e LG —  felLQ).

Dokazat ¢emo sada da je F(G) = L(G) = R(G) podalgebra od (C(G), - ). Nekasu f, g € L(G).
Tada imamo slijed implikacija

Ae(f-9) = Aaf) - (Aag) € L(f) - L(g) Ve e G = L(f-9) Cspanc L(f)-L(g) =

= dim L(f - g) < (dim L(f)) - (dim L(g)) < +o0 = f-g € L(G).

Time je dokazano da je L(G) = R(G) = F(G) podalgebra od C(G) u odnosu na mnozenje po
tockama.

Dokazimo sada da ta podalgebra razlikuje tocke od G. Neka su z,y € G, © # y. Po teoremu
5.1.1. postoji unitarna ireducibilna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H takva da je
m(x) # 7(y). Prema teoremu 5.2.1. reprezentacija 7 je kona¢nodimenzionalna, pa je ®(7) C F(G).
Postoje § € H in' € H' takvi da je n'(m(2)§) # n'(7(y)§). No to znaci da je ¢f, (x) # F,/(v).
Dakle, F'(G) razlikuje tocke od G.

Dakle, dokazali smo da je F'(G) podalgebra od C(G) u odnosu na mnozenje po tockama, da
sadrzi konstante, da je invarijantna na kompleksno konjugiranje i da razlikuje tocke od G. Sada iz
Stone— Weierstrassovog teorema slijedi da je F/(G) gusta u C(G) u odnosu na || - ||«. Buduéi da
je C(G) gustau L1(G) uodnosuna || - ||; i u Le(G) u odnosu na || - ||z i buduéi da za f € C(G)

zbog normiranosti mjere p vrijedi

1l = /G F@dp() < | flo i Hszz\/ /G (@) Pdu() < [l

slijedi da je F(G) gusta u Ly(G) s obzirom na || - ||y i u Ly(G) s obzirom na || - ||2. Napokon,
Ly(G) je gusta u C*(G) u odnosu na njenu C*—normu || - ||, pa kako za f € L(G) vrijedi

1A < 11,
slijedi da je F/(G) gusta i u grupovnoj C*—algebri C*(G).

U daljnjem sa G oznacavamo skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih unitarnih reprezenta-
cija od G. Prema teoremima 5.2.1. 1 5.2.2. to je ujedno skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih
konacnodimenzionalnih reprezentacija od G. Za o € G izaberimo unitarnu reprezentaciju

na prostoru H® iz klase a. Nadalje, stavimo d(a) = dim H®. Izaberimo ortonormiranu bazu
{&8,65, - €y} Prostora H® i za x € G neka su mf;(z) matricni elementi operatora 7¢(z) u toj
bazi.

Teorem 5.3.2. (Peter—Weyl) S = {\/d(a)7f; 1<i,j <d(a), a € G} je ortonormirana baza
Hilbertovog prostora Lo(G) i algebarska baza vektorskog prostora F(G).

Dokaz: Za o,f€ G, 1<i,j<d(a)il <k, {<d(f) vrijedi

(Va(@)n& | AB)r) = v/A(@)d(B) / 7 (@)l (@) dp(z) =

— A(@)d() /G (€260 (2P ()€ €0 dpa(z).
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Prema tvrdnji (a) teorema 5.2.1. to je jednako nuli ako je aw # (3. Nadalje, prema tvrdnji (b) istog
teorema za o = (3 dobivamo

(\/d( |\/d ) Ti) )

d(a )(f E0)(EF1E0) = dirdije-

Dakle, vrijedi
\/ |\/ ﬂ-kf = 5aﬂ5ik5j£-

Dakle, S je ortonormiran skup u LQ(G).

Imamo 7 € ®(7) C F(G), pa slijedi da je S C F(G). Neka je 7 proizvoljna konacnodimen-
zionalna reprezentacija od G na V. Prema teoremu 5.2.2. tada postoje m—invarijantni potprostori
Vi, Vo, ..., Vs 0od V takvida je V. =V, + Vo 4 --- 4+ V; i da je svaka od subreprezentacija my;
ireducibilna. Neka je «o; € G klasa ekvivalencije ireducibilne reprezentacije my,. U svakom V; iz-
aberemo bazu {ei, e, .. ., eg(ai)} potprostora V; u kojoj operator my, (z) ima matricu (7, (x))z(g‘:’)l .
Tada je {e}; 1 <j <d(a;), 1 <i<s} baza prostora V. Neka je {fj; 1 <j <d(a;), 1 <i< s} njoj
dualna baza od V’. Tada funkcije

(,Dzzfém ]-S,]Sd(az)) ]-ngd(ak‘)) ]-SZ)]{:SS
]7
razapinju prostor ®(r). Medutim, lako se vidi da je ¢7; = Oy - To znaci da funkcije
ile
T 1<l,j<d(e), 1<i<s

razapinju prostor ®(7). Kako je m bila proizvoljna konac¢nodimenzionalna reprezentacija, za-
kljuéujemo da skup funkcija S razapinje vektorski prostor F'(G). No taj je skup ortonormiran
u Lo(G), dakle je linearno nezavisan. Time je dokazano da je S baza vektorskog prostora F(G).

Napokon, skup S je ortonormiran u Hilbertovom prostoru Ly (G) i razapinje potprostor F(G)
koji je prema teoremu 5.3.1. gust u Ly(G). Dakle, S je ortonormirana baza Hilbertovog prostora

La(G).

5.4 Grupovne algebre. Karakteri

Prema propoziciji 4.2.1. za f,g € Ls(G) konvolucija f * g je dobro definirana i to je funkcija
iz C(G) = C(G) C Ly(G). Prema tome, u slucaju kompaktne grupe G Hilbertov prostor Ly (G)
je algebra u odnosu na konvoluciju i vrijedi Lo(G) * Lo(G) C C(G). Dakle, C(G) je obostrani
ideal u algebri Ls(G). Nadalje, kako je kompaktna grupa unimodularna, Ls(G) je i *—algebra u
odnosu na involuciju f*(z) = f(x~!). Kako je na unimodularnoj grupi Haarova mjera invarijantna
u odnosu na invertiranje, slijedi i || f*||2 = || fll2 V[ € L2(G).

Lema 5.4.1. (a) Za f.g € L2(G) iz € G je (f = g)(x) = (f(p29)") = (f|Xag")-
(b) Za f,g € La(G) e || fxglla < |[fll2 llgll2; drugim rije¢ima, Lo(G) je Banachova *—algebra.
(¢) Za f,g € La(G) je (flg) = (97|f*)-
(d) Za f,g,h € Ly(G) je (f x glh) = (flh* g*) = (g|f* * ).

Dokaz: (a) Imamo

:/f(y) g(y~'2)du(y /f (p29)*()dp(y) = (f1(p29)")-
G
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Nadalje,

(p29)"(y) = g(y~"z) = g* (= y) = (Aag”) ().
(b) 1z (a) slijedi

1 = gll2 =/G|(f*g)(x)\2du(x) < 13 - IAag ™11z = IL£15 - gl

(©) (g°1f*) = Jo 9e D) f e du(z) = [, f(2)g()du(@) = (f]g)-
(d) 1z (a) slijedi (flg) = (f|Aeg) = (f * g")(e). Dakle,
(f*glh) = (f*xg=h*)(e) = (f*(h*g")")(e) = (flh*g")
Odatle i iz (c) imamo
(glf*h) = (B % flg®) = (h*|g" = f7) = (f * g|h).

Lema 5.4.2. Neka sua,3€ G, 1<i,j < dla), 1 <k <d(p), z€qG.

d _
(a) pomy = sumi ) (), Nomsy = sumy )y (27 ).

(b) (WZ) = 5.
L
d(a)

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz ¢injenice da je 7 reprezentacija.

(c) m& *ng 000,k

Tvrdnja (b) slijedi iz ¢injenice da je (72

ij
a/ .—1\\d(@)
(WZ](ZC 1))i,j=1 .

(¢) Iz (a) i (b) i iz tvrdnje (a) leme 5.4.1. slijedi
(5 i) (@) = (5 e () ) = (5

a(B)
1
7T£m> = mzl(saﬁ‘siméjkmﬂie(x) = d(a)5 30k ().

d(o . . e e . .
(95))1231 unitarna matrica 1 njoj mmverzna je matrica

AM>:Z<

Stavimo

C.(G) = ®(r*), acd.

[z Peter—Weylovog teorema znamo da je

=Pc.G), FG)=> +C.(6)

e acl
Propozicija 5.4.1. (a) F(G) je obostrani ideal u La(G).
(b) Za a # B je Co(G) * C3(G) = {0}; Ca(G) x Ca(G) € Ca(G).
(¢) CalG)* = Co(G) i to je obostrani ideal u La(G).
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Dokaz: (a) Prema tvrdnji (d) propozicije 1.5.1. za f € L(G), g € R(G), h € Ly(G) iz € G je
Ao(frh)=Naf)xh 1 pa(hxg)=hx*(psg)
Stoga je
L(f«h)=L(f)xh i R(hxg)=hxR(g) =  f+xheL(G) i hxge R(G).

Kako je F(G) = L(G) = R(G), to je obostrani ideal u Ly(G).
Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (c¢) leme 5.4.2.
(¢) Iz tvrdnje (c) leme 5.4.2. slijedi C(G)* = Co(G). Kako je

= +0s(G)
peG

z (b) slijedi da je C,(G) obostrani ideal u F(G). Nadalje, dim C,(G) = d(a)? < 400, pa je
Co(G) zatvoren potprostor od Lo(G). Napokon, F/(G) je prema teoremu 5.3.2. gusto u Ly(G) i
konvolucija je prema tvrdnji (b) leme 5.4.1. neprekidno preslikavanje sa Lo(G) X Lo(G) u Lo (G),
pa slijedi da je C,(G) obostrani ideal i u Lo(G).

Neka je Z(G) centar algebre (La(G), *) Z(G) centar algebre (C(G), *) i Zp(G) centar algebre

(F(G), %)
Lema 5.4.3. (a) Z(G) = Z2(G) N C(G).

(b) Zp(G) = 2(G) N F(G) = Z(G) N F(G).
(€) Z2(G) = {f € Lo(G); Aoif = puf Y € G}
(d) 2(G) ={f € C(G); f(zy) = f(yz) Vz,y € G}.

Dokaz: (a) Inkluzija Z>(G)NC(G) C Z(G) je ocigledna. Nekasu f € Z(G)ig € Lo(G). Kako
je C(G) gusto u La(G), postoji niz (g, )neny u C(G) takav da vrijedi ¢ = lim, . g, u prostoru
Ly(G). Po tvrdnji (b) leme 5.4.1. konvolucija je neprekidna na Lo(G), pa imamo

f*ng*(lim gn> = lim fxg,= lim g,* f = <lim gn>*f:g*f.

Zakljuéujemo da je f € Zy(G). Time je dokazano da je Z(G) C Z5(G), sto zajedno sa
Z(G) CC(G)i Z(G)NC(G) C Z(G) daje jednakost Z(G) = Z2(G) N C(G).

(b) Buduéi da je i F(G) gusto u Lo(G), analogno kao u (a) dokazuje se jednakost
Zr(G) = Z2(G) N F(G). Napokon, kako je F'(G) C C(G), iz dokazanog i iz (a) slijedi

(G
Z2(G)NF(G) = Zo(G)NC(G) N F(G) = 2,(G) N F(G) = Zp(G).
(¢) Po tvrdnji (a) leme 5.4.1. za f,g € Lo(G) i z € G imamo
(frg)(@) = A flg?) 1 (g f)(x) = (9l(pf)") = (paflg")-
Slijedi
[ € Zy(G) = N1 f = pof Yz €QG.

(d) Za f,g € C(G) jednakost njihovih klasa u Ly(G) znaci isto §to i jednakost tih funkcija po
tockama. Dakle, zbog (a) za f € C(G) nalazimo

feZ(G) = (A f)y)=(pf)y) Vo,ye G <= f(zy) = flyz) Va,yed.
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Razmotrimo sada lijevu i desnu regularnu reprezentaciju 7, i m, grupe G na Hilbertovom
prostoru Ls(G). Operatori my(z) 1 7,(y) komutiraju Vz,y € G. Stavimo

m(y) = m(y)m(y) = m(y)me(y),  yeG.

Tada je 7 unitarna reprezentacija od G' na Ly(G). Imamo

(r) (@) =fly 'ey), @y eG, feL(G).

Za konstantnu funkciju 1(z) = 1 imamo 1* = 1 = 1 x 1. Dakle, ako stavimo F = m(1), onda je
E* = E = E? tj. E je ortogonalni projektor. Imamo

(Ef)(x) = /G [ ay)duty), [ € La(G), z€G.

Lema 5.4.4. (a) EL:(G) = Z5(G).

(b) Restrikcija E|C(G) je neprekidan operator na Banachovom prostoru (C(G),| - |le) ¢
EC(G) = Z(G).

Dokaz: (a) Za f € Z3(G) imamo

T = Mof = AN = = (Ef)x) = / i) N (@)duy) = f(z).

G

Dakle, Z5(G) C ELy(G). Nadalje, za € G imamo
m(x)E =m(x)r(1l) = r(\1) =7(1) = E.

Prema tome, za f € Ly(G) je Ef = m(x)Ef = A\pp.Ef, paslijedi \,-1Ef = p,Ef Yz € G. Sada
pomoc¢u tvrdnje (c) leme 5.4.3. zaklju¢ujemo da je Ef € Z5(G). Dakle, dokazali smo i obrnutu
inkluziju ELy(G) C Z5(G).

(b) Neka je f € C(G). Dokazimo da je Ef neprekidna funkcija. Neka je ¢ > 0 i neka je U
otvorena okolina od e u G takva da vrijedi

wveEG, ulvelU = |f(u) — f(v)] <e.

Stavimo
V={teG;, wtw?eUVvwe G}

Buduéi da je preslikavanje (w,t) — wtw™! sa G x G u G neprekidno i buduéi da je grupa G

kompaktna, iz leme 1.2.1. slijedi da je V' otvorena okolina od e u G. Ako su z,z € G takvi da je
2~z € V, onda za svaki y € G imamo

1 1 1

(v lzy) Ny tey) =y ey e U = |y ay) — fly ' 2y)| <e.

Dakle,

TlreV = [(Ef)(@) - (Ef)(z)] < /Glf(y‘la:y) — [y 2y)lduly) <e.

Slijedi Ef € C(G). Time je dokazano da je EC(G) C C(G).
Za f € C(G) je

/ f<y1:cy>du<y>' < fll

1B = ma
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Dakle, restrikcija E|C(G) je neprekidan operator sa C(G) u C(G).
Napokon, za f € Z(G) C Zy(G) je Ef = f. To znadi da je Z(G) C EC(G). S druge strane,
pomocu tvrdnje (a) leme 5.4.3. dobivamo i obrnutu inkluziju

EC(G) CC(G)NEL(G) =C(G)NZG) = Z(G),

pa imamo jednakost EC(G) = Z(G).

Za svaku kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju = od G definiramo x™ € F(G) sa

X" (x) = Trm(x), x € G.
Ocito x™ ovisi samo o klasi ekvivalencije reprezentacije 7. Nadalje,
X" (xy) = Tr(zy) = Tro(x)n(y) = Trr(y)m(x) = Tra(yx) = X" (yz) Va,y € G.
Dakle, x™ € Zp(G). Funkcija x™ zove se karakter reprezentacije m. O¢cito je
x"(e) = Trm(e) = Tr [ = dim .
Za a € G stavimo

= 7% € CulG) N Zp(G).

b
d(e)

1
(b) Xa*ﬂ-iﬁj:méa,@ﬂ-z]7 75€G ]-<Z.]<d(ﬁ)

Lema 5.4.5. (a) En = dii X%, o€ G, 1<i,j< d(a).

1 .
(c) x™ = X = m5aﬂXGa a, 0 € qG.

(d) (x*)" =x*, a€d.
(€) (X¥IX®) = dag, a,B€Q.

Dokaz: Sve se tvrdnje dokazuju direktno:

(a)

d(e)
(Bxi)e) = [ my andnto) = 3 o) /G T @), (1) du(y) =
k(=1
d(a) 1 d(a 1
- Z W?E(ZL’) d(a) 51] ke = Z )51‘]‘)(&(17)'
k,e=1 =1
(0)
d(a) 1
X< * 71' Zﬂ'kk * 7r Z d(a aﬁ(skﬂfj = m(saﬁﬂiﬁj‘
(c)
) 1
X*xx = Z X" ﬂ-lfk ——0as Z Thk = ozBX méaﬂxa'

k=1
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(d)

(X" =D () =D m=x"
k=1 k=1
() 1
O = (= () (€) = (x+x7) (o) = Ty 00 X () = Bap.

Teorem 5.4.1. (a) Zr(G) je gust u (Z(G), |- o) i u Zo(G), || - |l2).

(b) {x*; «a € G je baza vektorskog prostora Zr(QG) i ortonormirana baza Hilbertovog prostora
Zy(G).
(€) CalG) = X * Lo(G) = x* x C(G) = X" x F(G).

Dokaz: (a) Neka je f € Z(G) (odnosno, f € Z5(G)). Tada postoji niz (f,)nen u F(G) koji
tezi prema f u odnosu na normu || - ||» (odnosno, u odnosu na normu || - [|3). Po lemi 5.4.4. tada
niz (Ef,)nen tezi prema Ef = f u odnosu na normu || - ||« (0dnosno, u odnosu na normu || - [2).
Po tvrdnji (a) leme 5.4.5. vrijedi Ef,, € F(G) Vn, dakle, Ef,, € F(G) N Z2(G) = Zp(G).

(b) Po tvrdnji (b) propozicije 5.4.1. je

Zr(G) = Zp(G)N | Y +Cul(@) | =) +2r(G) N Ca(Q),

ozEG’ aeé

a iz tvrdnje (a) leme 5.4.5. slijedi da je Zp(G) N Cy(G) = C - x*. Prema tome, {x*; a € G} je
baza vektorskog prostora Zp(G). Kako je prema (a) Zp(G) gusto u Z3(G) iz tvrdnje (e) leme
5.4.5. slijedi da je {x®; a € G} ortonormirana baza od Zy(G).

(¢) Po tvrdnji (b) leme 5.4.5. vrijedi

X“* C3(G) = {0} akojea#p i X* * Co(G) = Cu(G).
Kako je
L(G) =@ Ca(@) i  F(G) =) +C.(G)

ael ael

i kako je konvolucija sa Ly(G) X Ly(G) u Lo(G) neprekidna, slijedi
X® * La(G) = x* x F(G) = Cu(G).
Bududi da je F(G) C C(G) C Lo(G), imamo i x* * C(G) = Cu(G).

Neka je 7 proizvoljna reprezentacija od G na kona¢nodimenzionalnom prostoru V. Tada postoje
m—invarijantni potprostori Vi, Va,...,V, od V takvida je V = Vi + Vo + --- 4+ V, i da su sve
subreprezentacije my;, 1 <7 < s, ireducibilne. Neka je o; € G klasa reprezentacije my;. Tada slijedi
X" = > x*. Kako su x*, a € G, linearno nezavisni, broj (7 : «) koliko puta se u rastavu
reprezentacije m pojavljuje ireducibilna subreprezentacija iz klase o je neovisan o izboru gornjeg

rastava. Naravno, imamo
T . «@
X" = (ma)x”

e
Kako su x® ortonormirani, slijedi (7 : o) = (x™ [x®). Broj (7 : ) zove se multiplicitet od a u
reprezentaciji 7.
Dakle, vrijedi:

Propozicija 5.4.2. (a) (7:a)=(X"|x").

v . . .. . . . . /
(b) Konacnodimenzionalne reprezentacije w i ' od G su ekvivalentne ako i samo ako je x™ = x™ .
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5.5 Reprezentacije na lokalno konveksnim prostorima

Neka je G lokalno kompaktna grupa i neka je V' lokalno konveksni vektorski prostor. Repre-
zentacija G na V' je homomorfizam 7w grupe G u grupu Aut(V') svih linearnih homeomorfizama sa
V na V takav da je preslikavanje (x,v) +— m(x)v neprekidno sa G x V u V.

U daljnjem je G kompaktna grupa i ; normirana Haarova mjera na G.

Lema 5.5.1. Neka je 7 : G — Aut(V) homomorfizam grupa. Tada su sljedeca dva svojstva
ekvivalentna:

(a) ™ je reprezentacija.
(b) Za svaku okolinu Uy nule u V postoji okolina Uy nule u V' takva da je m(G)Us C Uj.

Dokaz: (a) = (b) Neka je U; otvorena okolina nule u V. Stavimo
Uy={veV; n(x)v e Uy Vz € G}.

Prema lemi 1.2.1. Us je otvoren podeskup od V' i ocito je 0 € Uy i w(G)Us C Uy.
(b) = (a) Neka su z € G, (x;);es hiperniz u G i (v;);er hiperniz u V' takvi da je

limxz; =z i lim v; = 0.
icl iel

Neka je U; okolina nule u V' i neka je Uy okolina nule u V' takva da je 7(G)Uy C U;. Tada postoji
ip € I takav da je v; € Uy Vi > iy. Za i > i je tada m(x;)v; € mw(x;)Us C Uy. Dakle,
liler? m(z;)v; = 0.

Sljedeci teorem o integraciji vektorskih funkcija navodimo bez dokaza. Dokaz se moze pronaci
npr. u [Bourbaki, ??mjera??, GLIII.t.4].

Teorem 5.5.1. Neka je T lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i p € IM(T).

(a) Neka je V Banachov prostor i f € Co(T,V). Tada postoji jedinstven n € V takav da vrijeds

o) = [ lrdutt)  VeeV.
Tada pisemo
0= [ f0d @ =),
Preslikavange f — [, f(t)du(t) je linearan operator sa Co(T,V) u V.
(b) Uz oznake iz (a) vrijedi
| 10ty € uisun) -
gdje je C' zatvorena konveksna ljuska skupa f(T) u prostoru V.

(¢) Uz oznake iz (a) i uz pretpostavku da je mjera p pozitivna vrijedi

/ f(t)dﬂ(t)H < [ s ante
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(d) Neka su'V i W Banachovi prostori, f € Co(T,V) i A € B(V,W). Tada je

A( [ roa) = [y

Napomena: Dokaz u Bourbakiju ukljucuje znatno opcenitiji slucaj nego $to je pretpostavka
da je prostor Banachov. U stvari, teorem vrijedi i u slucaju lokalno konveksnih vektorskih prostora
koji ne moraju biti potpuni, nego je dovoljna pretpostavka kvazipotpunosti. Pri tome se lokalno
konveksan vektorski prostor V' zove kvazipotpun ako je svaki njegov ogranicen zatvoren podskup
potpun (tj. u njemu je svaki Cauchyjev hiperniz konvergentan). Tovrdnje (a) i (b) vrijede ako je
V kvazipotpun lokalno konveksan vektorski prostor. Tuvrdnja (c) takoder s tim da umjesto norme
| - || wzmemo bilo koju neprekidnu polunormu q : V — Ry. Napokon, turdnja (d) vrijedi ako su'V i
W kvazipotpuni lokalno konveksni vektorski prostori, a A je neprekidan linearan operator sa’V u WV.

Neka je sada 7 reprezentacija kompaktne grupe G na kvazipotpunom lokalno konveksnom
vektorskom prostoru V. Za f € Cy(G) i v € V tada je x — f(x)7(x)v neprekidna funkcija sa G
u V' iako je v # 0 nosas te funkcije podudara se sa Supp f. Tada postoji jedinstven 7(f)v € V
takav da je

_ /G f@)p(r(@w)dpz) Yo e V'

Ocito je tako definiran operator m(f) : V' — V linearan. Dokazimo da je taj operator neprekidan.
Pretpostavimo da je f # 0. Neka je (v;);e; hiperniz u V' koji konvergira prema 0. Neka je U;
zatvorena konveksna okolina nule. Po lemi 5.5.1. postoji okolina nule U; u V' takva da vrijedi

m(G)Ua C U gdjeje c= pu(Supp f).

1
cl[flloo

Mozemo pretpostaviti da je A\Us C Us VA, [A| < 1. Neka je iy € I takav da je v; € Uy Vi > ig.
Tada za i > 151 x € GG imamo

f(x)
[ flloo

f(x) 1
Hf”oow(:p)Ug C w(x)Uy C

C U
ol flloo

m(x)v; €

Dakle,
1
f(x)m(z)v; € . Uy Ve e G, Vi> 1.

1
Stoga je za i > iy zatvorena konveksna ljuska skupa {f(z)r(z)v;; = € G} sadrzana u - - Uy. No
¢

odatle slijedi da je m(f)v; € U;. Drugim rijec¢ima,
1> 1 - W(f)vz‘ e U.

Slijedi
liler? 7(flui=0
i time je dokazano da je w(f) : V' — V neprekidan operator.
Algebru svih neprekidnih operatora sa V' u V oznacavat ¢emo sa L(V'). Nadalje, za A € L(V)
oznac¢imo sa A" : V' — V’ dualni operator: (A'¢)(v) = p(Av),v € V, v € V'. Ocito je preslikavanje
frn(f)sa C(G) u L(V) linearno. Nadalje, za f,g € C(G),v € V i ¢ € V' imamo redom

o (f)m(g)v) = /G f(@)p(m () / f( (n(g)v)du(z) =
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= /G f(x) { /G g(y)(W(:v)’@)(ﬂ(y)v)du(y)} dp(z) = /G /G f@)g()e(m(zy)v)du(y)du(z) =
:/G {/Gf(xyl)g(y)du(y)] w(ﬂ(x)v)du(:v)ZL(f*g)(x)w(ﬂ(x)v)du(x)Iw(ﬂ(f*g)v)-

Dakle, vrijedi
m(fxg)=7(f)rlg),  f.9€C(G)
Drugim rije¢ima, f + 7(f) je homomorfizam algebre (C(G),*) u algebru £(V).
Uz oznake iz t.3. i t.4. stavimo
d(a) )
Ep =d(e)n(my),  E*=da)r(x*) =) Ej, aclG, 1<ij<d)

i=1

Tada iz lema 5.4.2. 1 5.4.5. slijedi

ESE), = 0usb By, a,B€G, 1<ij<d(a), 1<k (<dB)
E“EP =6,3E%, a0,

Posebno, E%, «a € G, su medusobno ortogonalni neprekidni projektori na prostoru V. Takoder,
E¢ a € G, 1<i<d(a),sumedusobno ortogonalni neprekidni projektori na prostoru V.

Teorem 5.5.2. Neka je m reprezentacija kompaktne grupe G na kvazipotpunom lokalno konvek-
snom prostoru V. Stavimo, uz oznake iz t.4.

E“=d(a)r (x®), V*=E°V, aecl.

Nadalje, za v € V' oznacimo sa V,, najmanji m—invarijantan potprostor od V' koji sadrzi vektor v,
tj.
Ve = spanc (7(G)v).
Stavimo
Vo = {v € V; potprostor V,, je konaénodimenzionalan}.

(a) Vi je gusti potprostor od V' i vrijedi

Vo=> 4V

(b) Za svaki oo € G je
Ve ={v e Vy; x> 7(zx)|V, je direktna suma reprezentacija iz klase a}.

Nadalje, ako je U m—invarijantan potprostor od V' takav da je subreprezentacija my ire-
ducibilna 1z klase o, onda je U C V.

Za dokaz ¢e nam trebati lema:

Lema 5.5.2. Neka je W wvektorski prostor © o homomorfizam grupe G u grupu GU(W) svih in-
vertibilnih linearnih operatora na W. Neka je o € G i neka su wy, wa, ..., wya) € W vektori od
kogih je bar jedan razlicit od nule v vrijeds

d(@)
o(z)w; = waj‘(a:)wZ Vee G, Vje{l,2,...,da)}.
i=1

Tada su vektori wy, wa, . .., Wq@) linearno nezavisni i razapinju potprostor U koji je invarijantan
s obzirom na sve operatore o(x), x € G, i v +— o(x)|U ireducibilna reprezentacija od G iz klase c.
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Dokaz: Ocito je potprostor U # {0} invarijantan s obzirom na sve operatore o(z), x € G.
Stavimo 7(x) = o(x)|U. Bududi da su 7{; neprekidne funkcije na G, 7 je reprezentacija od G na
U. Definiramo linearan operator A : H* — U sa

Ae = wy, i=1,2,...,d(«a).

Tada je ocito 7(z)A = An®(z) Va € G. Operator A je surjekcija na U # {0}, pa je A # 0. Oda-
tle je Ker A #£ H®. Medutim, Ker A je m®—invarijantan potprostor od H®, pa iz ireducibilnosti
reprezentacije 7 slijedi da je Ker H* = {0}. Prema tome, A je izomorfizam vektorskih prostora
koji ostvaruje ekvivalenciju reprezentacija 7 i 7.

Dokaz teorema 5.5.2.: Buduéi da je E°E® = 0 za a # 3, suma Y V@ je direktna. Stavimo

=> +ve

ac@

Dokazat ¢emo najprije da je potprostor Vi gust u V. Pretpostavimo suprotno. Tada po Hahn—Ba-
nachovom teoremu postoji ¢ € V' takav da je ¢ # 0 i ¢(V;1) = {0}.
Zaa€Giijefl2,... da)} vrijedi EYEf = Ef. Slijedi da za svaki vektor v € V' vrijedi
Efv € V. Dakle,
P(EZv) =0 Yo eV, Vaed, Vi,je{l1,2,... da)}

To znaci da je
/ i (@)p(r(z)v)du(z) =0 Vo eV, VaeG, Vi,je€{1,2,....d(a)}.
G
Sada iz teorema 5.3.2. slijedi da je neprekidna funkcija x — @(7(z)v) svuda jednaka nuli za
svaki v € V. Posebno za © = e nalazimo p(v) = 0 Vv € V| suprotno pretpostavci ¢ # 0. Ova

kontradikcija pokazuje da je potprostor Vi gust u V.
NekasuveV,peV zeG, acG,1<1,j<d(a). Tada imamo redom

p(r(x)Ejv) = (r(x) @) (Ejv) = d(a) /G () (@) o) (w(y)v)duly) =

— d(a) /G T )e(r(ey)o)duly) = d(a) /G me T ) (y)v)du(y) =

d(a) d(a)

=) ST | FWel)huts) = S akweBe) = ¢ | i) Eie
k=1
Buduéi da to vrijedi za sve v € V' i sve p € V' zakljuéujemo da je
d(a@)
Zﬂ-k@ Ek]) YIS Ga o€ Ga 1 S Za] S d(Oé) (*)

[ako nam u ovom dokazu to ne ¢e trebati, napominjemo da se slicnim racunom dobiva da vrijedi

d(a)

ijk ES, ze€G, acG, 1<ij<d). ()
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Neka je sada a € GiveV® Tada je E%v = v. Stavimo
W = spanc {Ejjv; 1 <i,j < d(a)}.
Tada je W konacnodimenzionalan potprostor od V' i vrijedi
v=FE% = EJjv+ Eju+ -+ Ejyqav €W
Nadalje, prema (*) potprostor W je m—invarijantan. Dakle, spanc (7(G)v) € W, pa zakljuéujemo
da je v € Vj. Time je dokazano da je V* C Vy Va € G. Dakle, V; C V.
Dokazimo sada posljednju tvrdnju u (b). Neka je U m—invarijantan potprostor od V' takav

da je subreprezentacija 7y ireducibilna iz klase «. Tada u prostoru U mozemo izabrati bazu
{ur,ug, ..., Uy} takvu da vrijedi

u; = Zﬁg(x)ul Vee G, Vje{l,2,...,d(a)}.

Pomocéu Peter—Weylovog teorema 5.3.2. slijedi

Efu; = awéwmwmwwmz

d(a) d(a)

(z)uidp(z) = d(a) Z |7Tk1z Z5zk jet; = OjeU.

i=1 =1

I
=3
£

S

3
=0
O

(7=

Dakle,
d(a)

d(@)
Uj = Z Epyu; = Z Oks Uk = Uj-
k=1

Slijedi uy, ug, ..., uq@q) € V<, dakle, U C V.

Neka je sada v € Vj i neka je W = spanc (7(G)v). Tada je W kona¢nodimenzionalan
m—invarijantan potprostor od V. No tada po teoremu 5.2.2. postoje m—invarijantni potprostori
Wi, Wa,...,Ws od W takvi da je W = W; + Wy 4+ -+ + W; i da su sve subreprezentacije my,,
v = 1,2,...,s, ireducibilne. Oznac¢imo sa «; klasu reprezentacije my,. Prema upravo dokazanoj
posljednjoj tvrdnji u (b) tada je W; C V% pa slijedi

VEW CVH f Ve b Ve CV,

Zakljucujemo da je Vi C Vi, pa zbog prije dokazane obrnute inkluzije imamo jednakost Vy = V.
Time je dokazana tvrdnja (a). Nadalje, za tvrdnju (b) je dokazana posljednja tvrdnja, pa time
1 inkluzija

{v e Vy; z— w(x)|V, je direktna suma reprezentacija iz klase a} C V<.

Treba jos samo dokazati obrnutu inkluziju.
Neka je v € V<. Stavimo kao i prije

W = spanc {Eguv; 1< ,j < d(a)}.

Znamo da je V, = spanc (m(G)v) € W. Nadalje, iz svojstva integrala vektorskih funkcija znamo

da je Efv sadrzano u zatvorenoj konveksnoj ljuski skupa {ﬂ'U (x)m(x)v; x € G}, a taj je ocito
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sadrzan u spanc (7(G)v) = V,. Stoga slijedi i obrnuta inkluzija W C V,,. Zaklju¢ujemo da vrijedi
jednakost W = V,,. Stavimo sada

W; = spanc {Ejjv; 1 <i <d(a)}, j=1,2,....d(a).

Sada iz jednakosti (*) 1 iz leme 5.5.2. slijedi da je za svaki j ili W; = {0} ili je W; m—invarijantan
potprostor i subreprezentacija my, je ireducibilna iz klase a.. Ocito je Vi, = Wi + Wy + -+ - + Wy(q.
Dokazimo jos da postoje indeksi 1 < iy < iy < -+ < iy < d(a) takvi da je V,, = W, +---+ W,_.
Indekse ) biramo induktivno: ¢; je prvi u nizu 1,2, ..., d(«) takav da je W;, # {0}; nakon §to su
izabrani iy, ..., ix_1, indeks 7 biramo kao prvi u nizu ix_1 + 1,...,d(«) takav da

k—1
Wie & U =) + Wi,
j=1

Tada je W;, MU invarijantan potprostor od W, koji je razlicit od W, , a kako je subreprezentacija
W, ireducibilna, zakljuéujemo da je W;, NUj_1 = {0}, odnosno, suma U, = Uy_1+W;, je direktna.
Ova induktivna konstrukcija vodi do trazenih indeksa 1 < iy < iy < --- < iy < d(«) takvih da je
Vo= U =Wy, £ Wy, - - W,

Time je dokazano da je za svaki v € V® subreprezentacija 7y, direktna suma ireducibilnih
reprezentacija iz klase «, pa je dokazana i obrnuta inkluzija, odnosno, jednakost iz tvrdnje (b).

Korolar 5.5.1. Neka je m reprezentacija kompaktne grupe G na kvazipotpunom lokalno konvek-
snom vektorskom prostoru V' i pretpostavimo da je w ireducibilna u smislu da ne postoji zatvoren
m—invarijantan potprostor od V' rezlicit od {0} i od V. Tada je V' konacnodimenzionalan.

Dokaz: Svaki V®, a € G je m—invarijantan i zatvoren jer je to podrucje vrijednosti neprekidnog
projektora na V. Dakle, nuzno je V' = V¢ za neku klasu @ € G. Sada je zbog ireducibilnosti
dim V =d(a).

Korolar 5.5.2. Neka je m unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H. Tada su
zatvorent potprostori H® medusobno ortogonalni, odnosno, vrijeds

H=EHe
Dokaz: Iz tvrdnje (d) leme 5.4.5. slijedi da su £ ortogonalni projektori:
(B%)" = d(a)r ()" = d(a)r (x7") = d(a)r ((x*)7) = d(e)r () = E*.

Stoga iz E“EP = 0 za o # 3 slijedi H* L HP.

Korolar 5.5.3. (a) Za desnu reqularnu reprezentaciju m, od G' na Ly(G) i za E* = d(a)m, (x%)
je B2 Ly(G) = Cu(G).

(b) Za lijevu regularnu reprezentaciju mp od G na Lo(G) i za Ef = d(a)m, (x®) je EfLy(G) =
= Ca(G) ={f; feCalG)}.

Dokaz: Prilikom definicije reprezentacija m 1 , prije iskaza propozicije 2.2.2. ustanovili smo
da je m(f)g = f+gim(f)g = gx* f. Koristeéi tvrdnju (¢) teorema 5.4.1. i tvrdnju (d) leme
5.4.5. izvodimo

B Ly(G) = La(G) * ? = Ly(G) * (x*)" = La2(G) * x* = Co(G);

EpLy(G) = X% * La(G) = x> * La(G) = Co(G).
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5.6 Plancherelov teorem za kompaktnu grupu

U ovoj tocki uspostavit ¢emo slicne veze medu funkcijama na G i na G kao u slucaju Abelovih
lokalno kompaktnih grupa. Sjetimo se da je u slucaju Abelove kompaktne grupe G topologija na
G diskretna. Tako ¢emo i u slucaju opée kompaktne grupe G skup G njenih klasa ekvivalencije
ireducibilnih reprezentacija promatrati kao topoloski prostor s diskretnom topologijom, odnosno
na funkcije definirane na G ne ¢emo postavljati nikakve uvjete neprekidnosti.

Za svaku klasu o € G izaberimo kao i prije unitarnu reprezentaciju 7 klase o na kona-
¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru H® dimenzije d(a). U sluéaju Abelovih grupa sve su
ireducibilne unitarne reprezentacije jednodimenzionalne i u tom sluc¢aju promatrali smo skalarne
funkcije na G.U slucaju kompaktne grupe G promatrat ¢emo prostore funkcija ¢ na G koje nisu
skalarne nego takve da je ®(a) € L(H®) za svaki o € G. Skup svih takvih funkcija oznacimo sa
P(G). To je algebra s jedinicom u odnosu na operacije po tockama:

(@ + T)(a) = D(a) + U(a), (AD)(a)=\D(a), (PV)(a)=d(a)¥(a), &, e P(G), AeC.

Jedinica u toj algebri je funkcija T koja poprima kao vrijednosti u svim tockama jedini¢ne ope-
ratore: Y(a) = Ipe, Va € G. Nadalje, P(@) postaje x—algebra s involucijom definiranom po
tockama:

d*(a) = D(a)", aecd.

Kako je topologija na G diskretna, pa je svaki podskup od G i otvoren i zatvoren, nosaé funkcije
¢ € P(G) definiramo sa )
Supp® = {a € G; P(a) # 0}.

Uocimo sada neke podalgebre od P (G) Neka je Co(G) skup svih funkcija @ € P (@) s konaénim
(tj. kompaktnim) nosacem. Neka je Cuo(G) skup svih ® € P(G) koje teze k nuli u beskonacnosti.
Konvergencija k nuli u beskonacnosti za funkciju ® € P(G) u ovom slucaju znac¢i da za svaki
€ > 0 postoji konacan podskup F' C G takav da vrijedi

aeG\F = |o).<c

Pri tome je sa || - ||, oznacena operatorska norma na prostoru L£(H®) dobivena iz norme na
unitarnom prostoru. Tada je Cso(G) x—podalgebra od P(G). Definiramo normu na Cy(G) sa

1]lo = max {[|@(a)lla; o € G}

Lako se vidi da uz tu normu COO(@) postaje C*—algebra.

Oznacimo sa Co(G) skup svih funkcija iz P(G) s konaénim nosacem. Tada je Cy(G) *—pod-
algebra gusta u Cu(G).

Definiramo sada Ly(G) kao prostor svih funkeija ® € P(G) sa svojstvom

D " d(a)Tr &(a)®(a)* < +oo.
acl
Nije tesko dokazati da je tada Lg(@) Hilbertov prostor uz skalarni produkt definiran sa
(®[W) = da)Tr®(a)¥(a), &,V € Ly(G).
aEg

Norma izvedena iz tog skalarnog produkta je

1Pllz = 1@llpye = [Dd@)Tr(a)®(a), € Ly(G).

ac@
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L(H*) mozemo identificirati s potprostorom od Ly(G), ako operator S € £(H*) identificiramo s
funkcijom

S ako je f = «

S(8) =
0 ako je # # 0.

Skalarni produkt na £(H®) dan je sa (S|T")jq = d(a)Tr ST*. Uz takvu identifikaciju imamo

=@y, @0 =Y @@ 9= 3 le@IE,

Primijetimo da je C’O(@) gust potprostor od Lg(é). Stovise, vrijedi

=> +LMH).
ael

~

Uocimo daza @,V € Lo ) nije nuzno ®¥ € Lg(é’) ako grupa G nije Abelova. Dakle, opéenito
Ly(G) nije podalgebra od P(G).

Prije iskaza sljedeceg teorema napomenimo da za kompaktnu grupu G vrijedi Lo(G) C Ly (G).
Stoga je za svaku f € Ly(G) i za svaku unitarnu reprezentaciju m od G dobro definiran operator

m(f).
Teorem 5.6.1. Za f € Ly(G) definiramo Ff € P(G) sa

~

(F)a) ==(f), aed,
(a) F je izometricki izomorfizam Hilbertovog prostora Ly(G) na Hilbertov prostor Ly(G).
(b) Restrikcija F|F(G) je izomorfizam x—algebre F(G) na x—algebru Co(G).
(¢) F|F(G) se prosiruje do izometrickog izomorfizma C*—algebri sa C*(G) na Cso(G).

Dokaz: (b) Za a,f € Gizal < i,j < d(a) izracunajmo matricne elemente operatora
(F7&) (8) = = (7). Te matricne elemente oznacimo sa 77 (73 )M, 1 <k, < d(B). Prema
Peter—Weylovom teoremu imamo

_ 1
7 (7T),, = /G m @l @) dp(e) = (i |75 ) = Ta O OB

Posebno, vidimo da je F|C,(G) izomorfizam prostora C,(G) na prostor L(H®). Buduéi da je

F(G)=F(G) =) +Cu(@) Co(G) =) +L(H)

ac@ ael

vidimo da je F|F(G) izomorfizam prostora F(G) na prostor Co(G).

(a) Prema Peter—Weylovom teoremu {\/d(a)7f}; a € G, 1<i,j <d(a)} je ortonormirana
baza Hilbertovog prostora Ls(G). Njoj kompleksno konjugirana je takoder ortonormirana baza od
Ly(G). Dakle, za f € Ly(G) imamo u smislu Ly—konvergencije

f= ZZd (f [7&) e,
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i vrijedi Parsevalova jednakost za kvadrat norme
Hm—ZZd [(f 5[ (+)

S druge strane, matri¢ni elementi operatora (F f)(a) = 7*(f) su

(f)y = /G 7 (@) f@)du(a) = (F75), 1<) < d(a).

Dakle,
d(a)
Ter(f)e(f) = 3w (P (P = X |75

Odatle slijedi da je Ff € Ly(G i pomoéu (%) nalazimo

W%—szﬂffxm@E

:ZZd( )T (f sz f}WU } = £13.

a 1

<.

Dakle, F(Ly(G)) C Ly(G) i F : Ly(G) — Ly(G) je izometrija. Napokon, prema (a) je

~

Co(G) = F(F(G)) C F(L2(G)),

a kako je Co(G) gusto u Ly(Q), zakljucujemo da je F(Ly(G)) = LAQ(C;’) Dakle, F je izometricki
izomorfizam Hilbertovog prostora Ly(G) na Hilbertov prostor La(G).
(¢) Za f,g € C(G) imamo za o € G

(F(fxg))(@) = x(f xg) = 7(/)m*(9) = (FH) (@) (Fg)(a) = (Ff - Fg)(a),
(F) (@) = (FHla) ==(f)" =7([") = (Ff)(a).

Time je dokazano da je F|C(G) homomorfizam x—algebri.
Odredimo sada C*—normu na C'(G) u odnosu na koju popunjenjem C'(G) dolazimo do grupovne
C*—algebre. Ta je norma opc¢enito definirana sa

| fIl = sup {||=(f)||; 7 unitarna reprezentacija od G}.

Neka je 7 unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H. Tada iz teorema 5.5.2. 1
korolara 5.5.2. slijedi da postoje kona¢nodimenzionalni w—invarijantni potprostori H;, ¢ € I, od
H takvi da je svaka subreprezentacija 7y, ireducibilna i da je

el

Ako je reprezentacija my, iz klase oy € G onda je ||m, (f)|| = |7 (f)||ass f € C(G), i € I. Dakle,
kako je za svaku f € C(G) i za svaki ¢ € I potprostor H; invarijantan s obzirom na operator 7( f)

7(f)|H; = 7, (f), nalazimo

lx (A = sup {|lms ()ll; & € I} = sup {7 (F)las; i € I} < sup {|7°(f)lla; o € G}.
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Bududi da to vrijedi za svaku unitarnu reprezentaciju m, zaklju¢ujemo da je

11 = sup {17 (f)lla; @ € GY.
Oznacimo sa A(G) skup svih ® € P(G) takvih da je
sup {[|®(a)]la; @ € G} < +o00.
Tada je A(G’) x—podalgebra od P(@) i to je C*—algebra u odnosu na normu
@]l = sup {[|®(a)]la; @ € G}, ® € AG).
Sada za f € C'(G) imamo

sup {[(F/)(@)lla; @ € G} = sup {[|[7°(f)lla; @ € G} = | ]

To pokazuje da je Ff € A(G) za svaku f € C(G) i da je

1Fflleo = LA Vf € CG).

Dakle, restrikcija F|C(G) je izometrija normirane x—algebre C'(G) s C*—normom || - || u C*—algebru
A(G). Stoga se F|C(G) produljuje do izometrickog injektivnog homomorfizma C*—algebri sa
C*(G) u A(G). Taj izometricki monomorfizam C*(G) — A(G) oznacimo sa F. Ostaje jos da
dokazemo da je slika F(C*(G)) tog monomorfizma upravo C~algebra Cu(G).

Stavimo B = F(C*(G)). Tada je B C*—podalgebra od A(G) i F je izometricki izomorfizam
sa C*(G) na B. Ocito je F(F(G)) C F(C(Q)) C B.

Algebra F(G) je prema teoremu 5.3.1. gusta u C(G) u odnosu na normu || - ||«. Nadalje,
budu¢i da je mjera p normirana, vrijedi

[l < Ifllee Vf € C(G).

Kako je C(G) gusta u L1(G) u odnosu na normu || - ||1, slijedi da je F/(G) gusta u Li(G) u odnosu
na normu || - ||;.
Analogno, L;(G) je gusta u C*(G) u odnosu na C*—normu || - || i vrijedi

<l VfeLi(G).

Odatle i iz ¢injenice da je F'(G) gusta u L;(G) u odnosu na normu || - ||; zakljuéujemo da je algebra
F(G) gusta u C*(G) u odnosu na C*—normu || - [|. No to znaci da je B zatvara¢ od F(F(G)) u C*—

~ PN

algebri A(G). Kako je prema (b) F(F(G)) = Co(G), slijedi da je B zatvarac od Co(G) u A(G).
No prema uvodnim napomenama taj je zatvarac jednak Cy(G). Dakle, B = F(C*(G)) = Coo(G).
Time je dokazano da je produljenje F od F|C(G) izometricki izomorfizam C*—algebri sa C*(G)

na Coo(G).



Poglavlje 6

Inducirane reprezentacije

6.1 Definicije i osnovna svojstva

Neka je G lokalno kompaktna grupa i H C G zatvorena podgrupa. Ako je m unitarna
reprezentacija grupe G onda je njena restrikcija 7|H unitarna reprezentacija grupe H. U ovom
poglavlju bavit ¢emo se u odredenom smislu obrnutom konstrukcijom: iz zadane unitarne re-
prezentacije grupe H konstruirat ¢emo tzv. induciranu reprezentaciju grupe G. Teorija induci-
ranih reprezentacija lokalno kompaktnih grupa generalizacija je Frobeniusove algebarske teorije
za konacne grupe.

Neka su u daljnjem p i v desne Haarove mjere na G i H, A = Ag i 0 = Ay modularne funkcije
grupa Gi H, M = H\G i p: G — M kanonska surjekcija, p(x) = Hx, x € H. Neka je o unitarna
reprezentacija grupe H na Hilbertovom prostoru K. Oznac¢imo sa F = F(G, o) skup svih funkcija
f G — K koje imaju sljedeca tri svojstva:

(A) f je izmjeriva u odnosu na mjeru p.

(B) U odnosu na lijeve pomake elementima iz H vrijedi

Al

5) o(y)f(x) Vre G, VyeH.

flyx) =

(C) Funkcija x — || f(x)||* je lokalno integrabilna na G' u odnosu na mjeru .

Bududi da je || f(z)+g(2)]|* < 2(||f(2)]|>+]|g(x)]]?, lako se vidi da je F vektorski prostor. Nadalje,
za f,g € F funkcija z — (f(2)|g(x)) je izmjeriva i, kako je |(f(2)|g(2))| < 5(If(@)II* + llg(=)?),
ta je funkcija lokalno integrabilna na G' u odnosu na mjeru .

Za f,g € F definiramo mjeru oy, na G sa

arg = (f()lg() - m,
tj.
asle) = [ (Flala)e@in). o€ GG)
Tada je oy pozitivna mjera i vrijedi ayy = 0 ako i samo ako je f = 0 lokalno gotovo svuda
u odnosu na mjeru p. To znaci da je presjek skupa {x € G; f(z) # 0} sa svakim kompaktnim

podskupom od G p—zanemariv (tj. p—mjere nula).
Za y € H imamo

Ay = A(y)p

123
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iza f,g € F je
A(FOgC)) = (I OIA () = (Fly™ aly™ ) =
=Wy et e = 2B
—A(y)( W )fOlely)g()) (y)(f()\g( ).
Odatle je

AyOrg = 0(y)ay, Vy € H.

Prema propoziciji 4.5.2. tada postoji jedinstvena mjera [y, na M takva da za svaku ¢ € Cy(G)
vrijedi

[ G@lstaNetaants) = srate) = | [ / so(yx)dww] A1 (p())

Prema istoj propoziciji (s je pozitivna mjera na M i By = 0 ako i samo ako je f = 0 lokalno
gotovo svuda. Lako se vidi da je preslikavanje (f, g) — fy4 seskvilinearno i da je 8, f = @.

Neka je F, = F2(G,0) skup svih f € F takvih da je By ogranicena mjera, B (M) < +oo.
Tada je F, potprostor od F. Doista, za ¢ € Cj (G) i za f,g € F» imamo

Bfto.5+9($v) :/Gllf(w)+9(w)ll2<ﬂ(w)du(x) <

<2 /G 1£(@)]P(@)duz) + 2 /G l9(@) P (@) = 265.1(00) + 2ug0().

Odatle je
Bf—f—g,f—l—g(M) < 2ﬁf,f(M) + 25979(M) < +00 - f +geFo.

Time smo dokazali f,g € Fo = f + g € F. Zatvorenost u odnosu na mnozenje skalarima je
evidentna, pa je time dokazano da je JF; potprostor od F.
Neka su f, g € F. Tada vrijedi za svaki x € G :

(f(x)]g(x)) =

Odatle slijedi

/(@) + 9(@)|* = 1f (@) — g@)|I* + ill f () +ig(@)l|* — il f(z) — ig(=)[*] .

B~ =

1 . .
Bra =7 (Bf+af+a = Br—g.1—g T 1Bsrig frig — 1Bf—ig.f—ig)

odakle zakljuc¢ujemo da je 8, ogranicena mjera na M. Sada za f, g € F3 definiramo

(flg) = Br.g(Lar)

gdje je 1), konstanta 1 na M. Tada vrijedi:

Za f € F stavimo
[fll2 =/ Br.r (M) € [0, +00].



6.1. DEFINICIJE I OSNOVNA SVOJSTVA 125

Tada je Fo = {f € F; ||flla < +oo}iza f € Fyje [fll2 = /(1))
Sada ¢emo na standardan nac¢in iz predunitarnog prostora JFs konstruirati unitaran prostor
prijelazom na kvocijent. Stavimo

N =N(G,o)={fe€F; ||flla=0}={f €F; f=0 lokalno gotovo svuda na G}.
Tada je potprostor N sadrzan u Fy. Stavimo H = H(G,0) = F/N. To je prostor klasa ekvi-
valencije funkcija iz F>, pri cemu je relacija ekvivalencije definirana kao jednakost lokalno gotovo
svuda. Tada (-|-) prelazi u skalarni produkt na H i H postaje unitaran prostor.

Cilj nam je dokazati potpunost, tj. da je H Hilbertov prostor. to ¢emo posti¢i imitiranjem
dokaza da je Lo—prostor potpun.

Lema 6.1.1. Za svaki kompaktan skup K C G postoji N > 0 takav da za svako f € Fy vrijedi
J 1#@lduta) < 8- 1]
Dokaz: Neka je p € Cf(G) takva da je p(r) = 1 Vo € K. Stavimo N = /u(K)||¢ |-
Imamo
[ 1@ < [ c@irwitame -
K G
= [ lm)dsystm) < B0 -l = vl - 115

Stoga je

Jis@lante) < ([ 15@)Paue) ) ([ 1anta ) < VuE ol fllz = N - 1l

U daljnjem ¢emo za svaki kompaktan podskup K C G sa N(K) oznaciti infimum skupa svih
takvih N > 0. Dakle, vrijedi

/ 1f@)du(e) < N(K) - | fls Vf € Fo ¥ kompaktan K C G.
K

Propozicija 6.1.1. 'H je Hilbertov prostor.

Dokaz: Neka je (f,)nen niz u F» ¢ije klase ekvivalencije u ‘H ¢ine Cauchyjev niz u ‘H. Neka je
(fn,.)ken podniz takav da vrijedi

[ foe = frpall2 <27%  VEeN.

Stavimo g, = fy, -
Neka je K C G kompaktan skup. Tada vrijedi

/K 106(2) — gs (2) | dp(e) < N(K) - 2%, Wk €N,

Slijedi

/K (ank(x)—gm( >||> a(z) / lim (ank —gk+1($)||> du() <
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< lim (Z 195 (2) = grsa () ) Z/ 19() = g1 () |dpa(z) < N(K) Y 27% = N(K
R k=1

Stavimo .

= Z lgx(x) — grs1(2)]-

k=1
Tada je
/ F(z)du(xr) < N(K).
K
Prema tome postoji p—zanemariv skup S C K takav da vrijedi
re K\S = F(z) < 400.

Dakle,

r€eK\S — Z gk () — gri1 ()] < +o0.

Neka je z € K\ S ie > 0. Tada postoji £ € N takav da je

> (@) = gra (@) < e

Neka su m > r > (. Tada je

m—

Z - gk;+1

k=r

1gr(2) = gm ()] =

< llgr(@) — gen (@)l < e
k=4

Dakle, za svaki x € K'\ S je (gr(x))keny Cauchyjev niz u K.
Stavimo sada
L ={x € G; (gx(2))ren nije Cauchyjev niz u K} .

Prema dokazanom vrijedi pu(L N K) = 0 za svaki kompaktan skup KX C G. Drugim rije¢ima, L je

lokalno p—zanemariv skup u G. Stavimo

lim gi(z) akojexe G\ L

k—o0
flz) =
0 ako je z € L.

Funkcija f je lokalno gotovo svuda limes niza izmjerivih funkcija, pa slijedi da je f izmjeriva.
Nadalje, yL = L Vy € H, pa je ocito da funkcija f zadovoljava uvjet (B) iz definicije prostora F.

Za vektore £, 1 € K imamo [|{ + 77H2 < 2”5"2 + 2"77”2- Indukcijom po k odatle izvodimo da za
§1,82, ..., &k € K vrijedi

k 2 k
doGI <D 201
j=1 j=1

Neka je sada ¢ € Cy (G) proizvoljna. Za r, k € N imamo redom

/Gng(x)—gr+k(x)|12¢(x)dﬂ(x>:/G

k 2

> (Grei-1(2) = grai(2))

j=1

p(r)dp(r) <
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k

k
Z / ”gT+J 1 ) - gr+j(x)|’2()0(x)d/’t(x> = Z2jﬁgr+j—1*gr+j79r+j71*9r+j(@V) S

j=1
k k

<D 2N gt = graslly - lulloo < lloullos Y 277272 = 2272, |
j=1 j=1

Primjenom Fatouove leme dobivamo

[ lar@) = 1@ o) = [ lim la.a) = groale) Pela)duta) <

k—o0

< lim inf /G lg-(2) = grer(@)[*o(z)dp(z) < 227"y [|oc-

Buduéi da ta ocjena vrijedi za sve ¢ € Cff (G) zakljucujemo da je z — | g,(z) — f(z)]]* lokalno
integrabilna funkcija na G. Stoga je g, — f € F, a kako je g, € F, slijedi f € F.
Nadalje, slijedi

Bo—ta—1(p0) 2770l Vo € CF(G).

Odatle je ||g. — f||3 < 2%, tj. |lgr — fll2 < 2'7". Stoga je g, — f € F», a kako je g, € Fs, to je i
f € F,. Nadalje, klasa od f je limes niza klasa od (g,) u H. Kako je (g.) podniz niza (f,), slijedi
da je Cauchyjev niz klasa od (f,,) konvergentan u H.

Napomena: Dokazali smo nesto vise: za svaki Cauchyjev niz u H i za svaki niz predstavnika
u J, tog niza mozemo izabrati podniz koji konvergira prema predstavniku limesa.

Sa Cy(G, K) ¢emo oznacavati prostor svih neprekidnih funkcija sa G u K s kompaktnim
nosacem. Tenzorski produkt Cy(G) ® K mozemo shvacati potprostorom od Cy(G,K) uz iden-
tifikaciju

(p@&(@) =p@)E, ¢eC(G), (K.

Pretpostavimo da je funkcija f € F neprekidna. Buduéi da vrijedi

flyz) = |~ o(yf(z), z€G, yeH,

vidimo da je nosa¢ od f lijevo H—invarijantan, tj. Supp f = p~ (p(Supp f)). Posebno, Supp f je
zatvoren podskup od M.
Neka je
Co(G,0) ={f € F; p(Supp f) je kompaktan podskup od M}.

Po proporziciji 4.4.2. za svaku funkciju f € Cy(G, o) postoji kompaktan skup C' C G takav da je
p(Supp) = p(C); slijedi Supp f = p~'(p(C)) = HC.

Lema 6.1.2. (a) Co(G, o) je potprostor od 'H.

(b) Za f € Co(G,0) i g€ Fyizape Cy(G) takvu da je p,(m) =1 VYm € p(Supp f) vrijedi

(flg) = /G (@) ( (0)]g()) ().
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Dokaz: (a) Neka je f € Co(G,0) inekaje ) € Cf (G) takva da je 1, (m) =0 Vm € p(Supp f).
Za x € Supp f je tada

0= (p /wyxdu

pa kako je 9 neprekidna i nenegativna, zaklju¢ujemo da je ¢(x) = 0. To znaci da je

If@)|*¢(x) =0  VzeG,
pa slijedi

Brp(thy) = /G | f (2)]|*(x)du(z) = 0.

Buduéi da je ¢ — 1, prema tvrdnji (a) propozicije 4.5.1. surjekcija sa Cif (G) na C; (M), dokazali
smo da vrijedi

yeCy (M), ~p(Supp f))={0} = Brs(y)=0

Dakle, Bf (M \ p(Supp f)) = 0, pa slijedi Gy (M) = B r(p(Supp f)) < +00, a to znaci da je
ferF.

Napokon, za neprekidne funkcije jednakost u H (odnosno, jednakost lokalno gotovo svuda)
znali jednakost funkcija po tockama, dakle je stvarno Cy(G, o) potprostor od H.

(b) Za f € Cy(G,0), g € Fo it € Cf (G) takvu da je v, (m) =0 Vm € p(Supp f) kao u (a)
nalazimo da je ¢(z)(f(z)|g(x)) = 0 Vz € G, dakle, 8 ,(G \ p(Supp f)) = 0. Stoga za funkciju
¢ € Co(Q), za koju je ¢, (m) =1 ¥m € M, nalazimo

(fl9) = Br.g(M) = Brg(en) = /Gw(w)(f(x)lg(w))du(x)

Za f € Cy(G,K) definiramo funkciju 7, f : G — K sa

/ 5((2 oy~ flyx)du(y), reqG.

Lema 6.1.3. T, je linearna surjekcija sa Co(G,K) na Co(G, o).

Dokaz: Neka je f € Cy(G,K) i zg € G. Dokazat é¢emo najprije da je funkcija g = T, f
neprekidna u tocki xg. Stavimo K = Supp f. Neka je € > 0 i neka je C' kompaktna okolina od x.
Za r € C' imamo

S(y)

y) ) Hf yzo) — fyz)||dv(y) <

l9(z0) — g(2)]| < AW Hf yxo) = f(yx)||dv(y)

HmKC 1 (
)
< max { %; y € HﬂKOl} v(HNKC™Y) -max{|| f(yxo) — f(yx)||; y € HNKC'}.

Funkcija f je neprekidna i ima kompaktan nosac, pa je ona uniformno neprekidna. Stoga postoji
okolina U od e u G takva da je zoU C C' i da vrijedi

-1 o(y) . -1 -1
atbelU — max{ @,yEHﬂKC’ }~V(HHKC ) If(0) — fla)]| <e.
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Sada za v € moU iy € H vrijedi y € C i (yzo) ' (yx) = zy'z € U, pa iz gornjih nejednakosti
slijedi ||g(z¢) — g(x)|| < e. Time je dokazano da je funkcija g = T, f : G — K neprekidna u svakoj
tocki g € G.

Nadalje, zbog desne invarijantnosti mjere » na H za y € H i x € G imamo

o) = [ %) () f(eya)du(z) = / ,/%a@zw(zx)du(z): %a@)g(x»

Bududi da je g neprekidna zahtjev lokalne integrabilnosti je ispunjen, pa zakljucujemo da je g € F.
Zax & H-(Supp f)je f(yx) =0 Yy € H, paje g(x) =0. Slijedi da je Suppg C H - (Supp f),
dakle, p(Supp g) C p(Supp f). Zaklju¢ujemo da je g € Cy(G, o). Time je dokazano da je T, (ocito
linearan) operator sa Cy(G,K) u Cy(G, o).
Treba jos dokazati surjektivnost. Neka je f € Cy(G, o). Neka je K C G kompaktan skup takav
da je p(K) = p(Supp f). Neka je ¢ € Cf (G) takva da je (z) > 0 Vx € K. Definiramo funkciju
F:G—Ksa

1
Fla)={ @)

0 ako je ¢ (p(x)) = 0.

Dokazimo da je funkcija F' neprekidna. Stavimo

F(z)  ako je ¢ (p(x)) >0

U=G\HK i V={xeG; ¥,(px))>0}.

U 1V su otvoreni podskupovi od G. Ako je z € G\ U = HK, onda je ¢¥)(yz) > 0 za neko y € H,
pa slijedi da je ¥, (p(z)) > 0, a to zna¢i x € V. Prema tome je G\ U C V, odnosno, G = U U V.

Za x € U je f(x) = 0, pa slijedi F(z) = 0. Dakle je F|U = 0 i posebno, restrikcija F|U je
neprekidna. S druge strane, ocito je iz defincije da je

1
(o p)|V
pa vidimo da je i restrikcija F'|V neprekidna. Kako su U i V otvoreni i vrijedi G = U UV,

zakljucujemo da je funkcija F': G — K neprekidna. Nadalje, iz definicije funkcije F' je jasno da
vrijedi

FIV = il%

U (p(x))F(z) = f(z) Vzeq.

Takoder, buduéi da je f € Cy(G, o) i buduéi da je skalarna funkcija v, o p lijevo H —invarijantna,
slijedi da je F' € F, odnosno

Fyzr) = | == o(y)F(x), Vre G, VyeH.

Definirajmo sada g = ¢ - F' € Cy(G, K). Tada je
), )du( )du( = F(z) =
NN F(yz)dv(y w yr)dv(y) - F(z) =, (p(2)) F(z) = f(2).
Dakle, f = T,g i time je dokazana surjektivnost linearnog operatora T, : Co(G,K) — Co(G, o).

Lema 6.1.4. Za svako x € G je {f(z); f € Co(G,0)} gust potprostor od K. Nadalje, za sve x € G
je to jedan te isti potprostor.
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Dokaz: Neka je £ € K ie > 0. Neka je U okolina od e u G takva da vrijedi
yeUNH = oy ¢ <e

Neka je ¢ € Cf (G) takva da je

Suppp CU i /H %w(y)de):l-

Tada je

1T (0 ® )](e) — €]l = H/ é)) Yeanty) - [ %md

i(y) 1 o(y)
< / Ae)loly™€ = lavty) < e /H S eu)avty)

Prema tome, {f(e); f € Co(G,0)} je gusto u K.
Za x € G je p, bijekcija sa Cy(G, o) na Cy(G, o). Odatle je

{f(e); f€Co(G o)} ={f(z); [€Co(G, o)} Vo € G.
Lema 6.1.5. Za ¢ € Cy(G), £ € K i g € Fy vrijedi

(To(o ©6)lg) = /G () (€9 () du(a).

Dokaz: Neka je v € Cy(G) takva da je ¢,(m) = ¢ Vm € p(Suppg). Tada je ¢,(m) = 1
vm € p(T,(p ®£)), pa po lemi 6.1.2. imamo

T,(p ®€)lg) = /w T, (¢ ® £)(2)|g(x))dpu(z) =

/¢ [/\/7 o(yelg(a ()]du(fv)z

:/ \/Z /w(:c)@(yx)(f|0(y)g(:c))du(x)} dv(y) =
/ [/¢ p(yz)(€lg(yr))du(z )] dv(y) =
-, o U by () (Elg(a))d <>] avly) =

- [ etaelata) | /H S )] dute) =
= [ elo)elota)ntple)int) = [ po)elo(@)duta)
¢ G

Lema 6.1.6. Za ¢ € Cy(G) i & € K vrijedi

1T5(p @ &)ll2 < N(Supp @) - [[#lloo - lI€]]
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Napominjemo da se u iskazu koristi oznaka N(K) za kompaktan poskup K C G uvedena
nakon leme 6.1.1.

Dokaz: Prema lemama 6.1.5. 1 6.1.1. imamo za svaku funkciju g € F5 :

[(To(p @ E)l9) S/G\@(x)I'H&H-Hg(x)Hdu(w)S

< llell - [1€] /S lg(z)[|[du(z) < N(Supp¢) - [|¢lleo - 1]l - 1ll2-
upp ¢

Uzmemo li sada supremum po g € F, (odnosno, po g € H) takvima da je ||| < 1, tvrdnja
slijedi.

Propozicija 6.1.2. (a) Ako je V gust potprostor od K, tada je T,(Co(G) ® V) gust potprostor
od 'H.

(b) Co(G,0) i T,(Co(G) @ Kg) su gusti potprostori od H.
Dokaz: (a) Pretpostavimo da je
(To(e@&))lg) =0 Voel(G) 1 VEek.

Pomocu leme 6.1.5. odatle slijedi da za svaki & € K vrijedi ({|g(z)) = 0 za lokalno gotovo sve
x e .

Neka je K C G kompaktan skup. Tada prema propoziciji 10. u [Bourbaki, ??mjera??,
GLIV.t.5] postoji separabilan potprostor £ od K takav da je g(z) € L za gotovo sve z € K.
To znaci da postoje N C K, u(N) = 0, izmjerive funkcije g, : K — C i ortonormiran skup
{&; n € N} takvi da je

g(x) =) ga(2)é  VreK\N.

Stavimo

N, ={z € K; (9(x)[¢x) # 0}, S:NUUNH'

n=1

Tada je prema dokazanom p(N,) =0 Vn € N, dakle, x(S) = 0. Imamo
re K\S = 0=(9(x)|&) = gn(x) ¥YneN = g(x) =0.

Dakle, g|(K \ S) = 0 i time je dokazano da je g(x) = 0 za lokalno gotovo sve z € G, tj. g =0 u
H.

Dakle, dokazali smo da je potprostor T, (Co(G) ® K) gust u H. Ako je V gust u K onda pomocu
leme 6.1.6. slijedi da je T, (Co(G) ® V) gust u T,(Co(G) ® K), dakle, i u H.

(b) Prema lemi 6.1.4. K¢ je gust potprostor od K, pa iz (a) slijedi da je T,(Co(G) ® K¢) gust
potprostor od H.

Napokon, prema lemi 6.1.3. Co(G,0) = T,(Co(G,K)) 2 T,(Co(G) ® K), pa je prema (a)
Co(G, o) gust potprostor od H.

Teorem 6.1.1. Linearna bijekcija p, : F — F definira bijekciju Fo — Fo i prijelazom na kvocijent
dobivamo unitaran operator ©°(x) na prostoru H. Tako dobiveno preslikavanje 77 : G — U(H) je
unitarna reprezentacija od G na H.
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Dokaz: Za f € F i ¢ € Cy(G) imamo

Bputput () = /G ()| f (yx]*duly) = /G (pa-10) W FWIIPAp(y) = Brs((pe19)) = Brs(pa-100)-

Pri tome za ¢ € Cy(M) i za z,y € G upotrebljavamo oznaku (p,9)(p(y)) = ¥ (p(yz)). Stavimo
P ={p e Ci(G); w,(m)<1VYme M}.

Za 3 € MT (M) je tada
B(M) =sup{B(py); v € P},
pa slijedi
12 flI3 = Bousopes (M) = By s (M) = | fI5.

Time je dokazano da je p,Fo C Fo, a kako je i p,-1F2 C Fo, to je p.|F2 bijekcija sa Fy na Fo.
Takoder vidimo da je p,|N bijekcija N na N. Dakle, prijelazom na kvocijent F, /N = H dolazimo
do bijekcije 77 (z) : H — H. Nadalje, prema dokazanoj jednakosti normi svaki operator 7%(x) je
unitaran, a iz p,, = p,py slijedi da je 77 : G — U(H) homomorfizam grupa.

Bududéi da je po propoziciji 6.1.2. T, (Cy(G) ® K) gusto u ‘H, da dokazemo da je 7 unitarna
reprezentacija od G na H, dovoljno je dokazati da je preslikavanje x — 77 (2)T, (¢ ®£) neprekidno
u jedinici e u G Vp € Cp(G) 1 V€ € K. Medutim, 77 ()T, (¢ ® &) = T,(pp @ £) 1 prema lemi
6.1.6. za sve x iz kompaktne okoline C' od e u G i za K = Supp ¢ vrijedi

175 (¢ @ &) = To(p ® E)ll2 = | To((patp — @) @ )|z < N(KC™) - [lpzp = flloo - lI€]

a to tezi k nuli kada x tezi prema e.

Za reprezentaciju 7% grupe G kazemo da je inducirana reprezentacijom o podgrupe H.

6.2 Reprezentacije homogenih prostora

Kao i prije u cijeloj ovoj tocki G je lokalno kompaktna grupa, H je njena zatvorena podgrupa,
i 1 v su desne Haarove mjere na grupama G i H, A i 6 su modularne funkcije grupa G i H, p je
kanonska projekcija G — M = H\G. Na lokalno kompaktnom kvocijentnom prostoru M grupa
G djeluje tranzitivno zdesna: p(x)y = p(zy), =,y € G. To se djelovanje prenosi na funkcije na M

(pep)(m) = @(mx), reG, meM,

i na mjere na prostoru M

(PeB)(0) = B(pe—1), x€G, BEMM), ¢eCy(M).

U opisanoj situaciji uredeni par (M, G) zove se homogeni prostor. Promatrat ¢emo sada
teoriju reprezentacija homogenih prostora. Reprezentacija homogenog prostora (M, G) na
Hilbertovom prostoru H je uredeni par (€, 7), gdje je

(A) &€ nedegenerirana reprezentacija C*—algebre C, (M) na prostoru H,
(B) m unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na prostoru H,

(C) m(2)E(p)m(z™") = E(patp) Vo € G 1 Vo € Coo(M).
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Neka je o unitarna reprezentacija podgrupe H na Hilbertovom prostoru K i neka je 7% njome
inducirana reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H = H(G, o). Za ¢ € Cy (M) defini-
ramo operator £7(¢) : H — H sa

(€7 (@) )(x) = p(p(x) f(z), weG [feH.

Ocito je £7 reprezentacija C*—algebre C', (M) na Hilbertovom prostoru H. Nadalje, za =,y € G,
9 € Coo(M) i f € H imamo

[77(2)E7(0)n (2 7") ] (y) = [E7(0)n (271 f] (y) =
= o(p(y2)) f(y) = (p22) (W) f(y) = [E° (pat0) ] ().
Kako su y € G'i f € 'H proizvoljni, slijedi
7 (2)E () (z7h) = E7(p)n (z71) Ve e G, Vo e Cx(M).

Dakle, (£7,77) je reprezentacija homogenog prostora (M,G). Zovemo je reprezentacija od
(M, @) inducirana reprezentacijom o od H. Cilj nam je u ovoj tocki dokazati da o +— (£7,77)
daje kovarijantan funktor koji uspostavlja ekvivalenciju kategorije unitarnih reprezentacija od H
na kategoriju reprezentacija od (M, G).

Prije svega, na teoriju reprezentacija homogenog prostora (M, G) prenose se svi pojmovi iz
teorije reprezentacija C*—algebri, odnosno iz teorije unitarnih reprezentacija grupa. Tako za
reprezentacije od (M, G) definiramo:

— invarijantan potprostor: Za reprezentaciju (£,7) od (M,G) na H kazemo da je
zatvoren potprostor K od H (&, m)—invarijantan, ako je on invarijantan s obzirom na sve
operatore E(p), ¢ € Cx(M), i s obzirom na sve operatore 7m(z), x € G.

— subreprezentacija: Ako je (£, 7) reprezentacija od (M, G) na H i ako je K C H zatvoren
(€, m)—invarijantan potprostor, onda definiramo pripadnu subreprezentaciju (Ex, 7). To
je reprezentacija od (M,G) na K definirana pomoc¢u restrikcija operatora reprezentacije:

Ex(p) = E@)IK, mx(z) = m(2)|K, ¢ € Coo(M), z € G.

— ireducibilnost: Reprezentacija (£,7) od (M,G) na H je ireducibilna ako ne postoji
zatvoren (€, m)—invarijantan potprostor od H razli¢it od {0} i od H.

— ekvivalentnost: Za reprezentacije (£1,7m) i (&€, m2) od (M, G) na H; i Hs kazemo da su
ekvivalentne ako postoji izometricki izomorfizam 7T : H; — H, takav da vrijedi

TE () = Elp)T Yo € Co(M) i Tm(x) =m(x)T Vzed.

— cikli¢nost: Za reprezentaciju (£,7) od (M,G) na 'H kazemo da je ciklicka s ciklickim
vektorom ¢ ako je H najmanji zatvoren (€, m)—invarijantan potprostor od H koji sadrzi &.

— preplitanje: Kazemo da je operator T' € B(H;, Hz) preplitanje reprezentacija (€1, m) i
(&2, m2) na Hy i Hy ako je

TE (p) =E(p)T Yo e Co(M) i Tm(z) = m(x)T Vzed.

Skup svih operatora preplitanja je zatvoren potprostor Banachovog prostora B(H;, Hz) koji
oznacavamo sa Hom,q)(E1, m1; €2, m2). Ocito je

Hom,c) (&1, m1; 2, m2) = Home, () (€1, E2) N Homg (1, ma).
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— ortogonalna suma reprezentacija: Ako je I skupizasvakii € I je zadana reprezentacija
(&, m) od (M, G) na H;, onda je ortogonalna suma Hilbertovih prostora H; definirana sa

H=EH = {f:JHUHZ-; fay e Vie I, Y If@)3, <+oo}.

el el icl

To je Hilbertov prostor uz operacije (f + ¢g)(i) = f(i) + g(i), (Af)(i) = Af(i) 1 uz skalarni
produkt

(f19) = D _(f@)lg(i))r.

iel
Na tom Hilbertovom prostoru dobivamo reprezentaciju (£, 7) od (M, G) ovako:
E@NIE) =Eile)f(i),  [m(@)f]() = m(2)f(i), w€Cx(M), z€G, feH,
Ta se reprezentacija zove ortogonalna suma reprezentacija (&;, ;) i pisemo
(5, 7T) = @(5“ 7Ti) = <@ (C/’Z', @ 7TZ'> .
icl el el

Neka je (€, ) reprezentacija od (M, G) na ‘H i neka su ‘H;, i € I, (€, 7)—invarijantni zatvoreni
potprostori od H koji su medusobno ortogonalni i néija je suma gusta u ‘H. Tada takoder pisemo

icl

Lako se vidi da je tada reprezentacija (€, ) ekvivalentna ortogonalnoj sumi subreprezentacija

@ (gHw ﬂ-Hi) .

el

Kao i kod lokalno kompaktnih grupa ili C*—algebri pomoc¢u Zornove leme pokazuje se da je
svaka reprezentacija od (M, G) ortogonalna suma ciklickih subreprezentacija.
Pokazuje se da je reprezentacija (€, 7) od (M, G) na H ireducibilna ako i samo ako je

Homge)(E,m E,m) =C - Iy.
Ireducibilne reprezentacije (&1, m1) 1 (&€, m2) od (M, G) su ekvivalentne ako i samo ako je

Hom,qy (1,713 €2, m2) # {0}

Lema 6.2.1. Neka je o unitarna reprezentacija od H na KC. Za p € Co(G) i za f,g € H ="H(G, 0)
vrigedi

(5"(<Pnu)f|g)Z/Gw(x)(f(x)lg(x)du(x)'

Dokaz: Za ¢ € Cy(G) je

Beo o9 (U0) = /Gw(ff)(soy(p(x))f(ﬂf)lg(x))du(x) =

= /G[w (e 0 p)J(2)(f (@)lg(x))du(z) = Brg ([¢ - (pvop)]) -
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Medutim,
[(¢)- (v o p)]u(p(7)) = /H U(yx)eu(p(yz))dv(y) = ¥u (p(x))eu (p(2)),

tj. vrijedi [¢ - (@, 0 p)], = 1y, - .. Dakle,

65”(<Pu)f,g(wu) = bf,g(SOz/ ) wu) = (SOV ) ﬁf,g)(wu)a

odnosno,
Ber (o fg = Pv - Brg-

Prema tome je

(E7(0u) f19) = Beo (1) = (00 - Brg) (1) = Brelen) = /G<P($)(f($)|g($))du(ﬂf)-

Lema 6.2.2. Neka je I skup i za svako i € I neka je zadana unitarna reprezentacija od H
na Hilbertovom prostoru K;. Nadalje, neka je o ortogonalna suma reprezentacija o;, 1 € 1.
Tada je inducirana reprezentacija (E7,7%) od (M, G) ekvivalentna ortogonalnoj sumi induciranih
reprezentacija (£%,7%), i € I.

Dokaz: Stavimo

M =H(G.0;), K=K, H=HG,o)
iel
Za svaki ¢ € I prostor KC; se identificira sa zatvorenim potprostorom od K svih f € K takvih da

je f(j) = 0 za svaki j # i. Nadalje, prostor H; moze se identificirati s potprostorom svih f € H
takvih da je f(G) C K,. Nadalje, uz takvu identifikaciju je H; L H; za oo # j. Stavimo

H=EH

iel
i neka je P; ortogonalni projektor prostora IC na IC;. Za f € H definiramo f; € H; tako da stavimo

fi(z) = Pif(x), x € G. Tada je f; ortogonalna projekcija od f na H;, jer je (flg) = (filg) Vg € H,;.
Sada za ¢ € Cf (@) imamo

| elot@lr@yin = [

G

o) Y (Pf ()| Pif (2))dp(x) < ) / (@) (i) fi(@)dpa()-
il ier 7C

Odatle slijedi

DA <IFE< DN = 115 = D] Ifl5

iel iel iel
U Hilbertovom prostoru ako u Besselovoj nejednakosti za neki vektor i neki ortogonalan sustav
vrijedi znak jednakosti, onda je vektor u zatvaracu potprostora razapetog tim ortogonalnim sus-
tavom. Odatle slijedi da je f € H. Kako je f € H bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je H = H, a
to uz opisane identifikacije upravo daje tvrdnju leme.

Provest ¢emo sada induciranje preplitanja koje ¢e nam zajedno s induciranjem reprezentacija
dati funktor s kategorije unitarnih reprezentacija od H u kategoriju reprezentacija od (M, G);
naime, i u jednoj i u drugoj kategoriji morfizmi su preplitanja. Neka su, dakle, oy i o9 unitarne
reprezentacije od H na K; i Ky. Stavimo Hy = H(G,01) 1 He = H(G, 09). Za A € Hompg (01, 02)
iza f € H; defniramo A:G— Ky sa

(Af)() = Af(x), weG
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Teorem 6.2.1. A — A je izomorfizam vektorskog prostora Hompy(oy,09) na vektorski prostor
Hom,c)(E7, w71 72, m2). Posebno, reprezentacija o od H je ireducibilna ako i samo ako je
inducirana reprezentacija (E7,7%) od (M, G) ireducibilna. Nadalje, reprezentacije o1 i 0y od H su
ekvivalentne ako i samo ako su inducirane reprezentacije (£7, ') i (€72, 77%) od (M, G) ekviva-
lentne.

Dokaz: (1) Dokazujemo najprije da je Af € Hy idaje A € Hom,q)(E7, w7 E72, m72).

Doista ako je f € H; neka je istim znakom oznacen i pretstavnik te funkcije iz F»(G, 01). Tada je
zbog neprekidnosti operatora A funkcija Af : G — K, izmjeriva. Nadalje,

z = |(Af) (@) = |Af (@) < 1Al - [1f ()]

je lokalno integrabilna. Kako je A preplitanje o1 i 09, zay € H i x € G imamo

A(y)
(Af)(yz) = Af(yz) = \/ 50) \/ 50) 50 °

Prema tome je Af € F (G, 02). Nadalje,

IAN@IP <A If @I YeeG = [Afl2 < Al [If]2.

Dakle je Af € F»(G, 03), odnosno, ako se vratimo na klase funkcija, dobivamo Af € H,. Ocito je
: Hy — H linearan operator, koji je ogranicen i A < ||A]l.
Iz definicije operatora A neposredno se dobiva da je

An?i(z) =72 (z)A Yz e G 1 AN (p) = ET(Y)A Ve C(M).

Dakle, A — A je linearno preslikavanje sa Hompy(o1,02) uw Hom,q)(E7, 775 E72, 772).

(2) Dokazimo injektivnost preslikavanja A +— A. Pretpostavimo da je A € Homy(oy,02)
takav da je A = 0. Tada je posebno Af(z) =0 Vo € G i Vf € Co(G,01). No odatle zbog leme
6.1.4. slijedi A = 0.

(3) Sada dokazujemo surjektivnost u slucaju oy = o9. Dakle, imamo unitarnu reprezentaciju o
od H na K. U ovom slucaju stavimo H = H(G, o). Hom,e)(E7,77) = Hom,e) (E7, 17 E7,77)
je zatvorena x—podalgebra C*—algebre B(H). Prema tome, svaki S € Hom,c)(E7,77) je line-
arna kombinacija hermitskih elemenata T € Hom,q)(E7,77) takvih da je 0 < T < I = Iy,
odnosno, takvih da je 0 < (T'f|f) < (f|f) Vf € H. Dakle, da dokazemo surjektivnost dovoljno je
ustanoviti da za svaki takav T postoji A € Hompy(0) = Homy(o,0) takav da je A =T.

Prije prijelaza na dokaz surjektivnosti, provest ¢emo jednu konstrukciju. Za svaki ¢ € Cy(G)
iza f € H definiramo antilinearni funkcional S(y, f) : K — C sa

(e, £)(€) = /G P@)(fEO)du(z), £k

Neka je K = (Supp ¢)~' — kompaktan podskup od G. Za &€ € K po lemi 6.1.1. imamo

S(e. )(E)] < / o) 17 - el datz) < llglloo - 1€ - /K Al dpta) =

= [llloo - lI<] -/KA(JJ)Hf(ﬂJ)Hdu(w) < lleplloo - 1A[K oo - NCE) - ([ £]]2 - €]



6.2. REPREZENTACIJE HOMOGENIH PROSTORA 137

Prema tome, antilinearan funkcional S(¢, f) je ogranicen, pa po Rieszovom teoremu postoji jedin-

stven s(yp, f) € K takav da je S(p, f)(€) = (s(p, f)|€) V€ € K. Mozemo pisati

s(of) = [ wlo)fa (o)
Tako smo dosli do bilinearnog preslikavanja s : Co(G) x H — K. Prema dokazanom vrijedi

Is(o, DIl < lllloo - [AIK o - N(E) - [ fll2, ¢ € Co(G), feH, K= (Suppp)™".

Prema tome, za dano ¢ € Cy(G) preslikavanje S(¢) : H — K definirano sa

S =sle.N) = [ @) aua).  fen
je ogranicen linearan operator i vrijedi
ISl < N(E) - [|AlK |oo - [|]l -

Neka je Kj potprostor od K razapet unijom podrucja vrijednosti svih operatora S(yp),

Y e C()(G) .
K1 = spanc U S(e)H | .
0eCo(G)

Dokazat ¢emo sada da je K; gust potprostor od K. Neka je £ € K i e > 0. Izaberimo okolinu U
od e u G takvu da vrijedi

yeUNH = oy '¢—¢l<e

Neka je p € Cf (G) takva da je

Supp(p*xp) CU i /H % (p*x)(y)dv(y) =

Sasvim analogno kao u dokazu leme 6.1.4. sada slijedi

1T, (p%o®E&)(e) —E&|| <e.

Dokazat ¢emo sada da je T,(¢ *x ¢ ® &)(e) € Ky i time ée gustoéa Ky u K biti dokazana. Za
proizvoljan n € K imamo

(Tuloxpwo)eln = [ % (0 + )W) (g~ eln)du(y) =

_ / 2 oy [/ oly )w(x)du(iv): dv(y) =

/ Z (ya= ") (o (y~ el dv(y) | du(z) =

- /G o) (T, © €)@ Hn)du(x) = (SOTo(e  E)ln).
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Prema tome je
To(pxp@&)(e) = S(P)To(p @ &) € Ky
i time je gustoca K; u K dokazana.

Sada za ¢, 1) € Cy(G) definiramo A(p, 1

m
=
=
2

Tvrdimo da je tada

Alp, ) = / €7 ((@%),) 7 (y~")du(y).

G
tj. da za f,g € H vrijedi

(Alp)fl9) = [ (€ (@))% ()¢ ) duto).
pri ¢emu je funkcija ®¥ € Cy(G) definirana sa
V(z) = Alx)p(yz (@),  z,y€G.

Doista,

(Ale,¥) flg) = (S(@) fIS()g) = /Gw(y)(f(yl)ls(w)g)du(y) =
- /G /G )P (gl du(y)du(z) =
- / / )@ (Fa gl dpu(y)d(z) =
GJG
- /G /G A@)olya Y BE T (f(ey™)g(e))duly)du(z) =
- / / () ((n° (5~ 1) (@)|g () dp(x)dpuly) = / (£7((@),) 7 (y) 7] g) dpu(y)-
GJaG G

Za posljednju jednakost iskoristili smo lemu 6.2.1.
Neka je sada R € Hom,c)(E7,77). Tada za ¢, ¢ € Cy(G) i f,g € H imamo

(Al ) Rflg) = /G (€7 ((8),) 7 (4" )RS| g) dply) =

- /G (&7 ((8),) 7 (s ™) | Rg) duly) = (A(e. ) fIR"g) = (RA(p, ¥) flg).

Time smo dokazali da svaki operator A(p, ¥)) komutira sa svakim operatorom iz Hom s,y (7, 7).
Uzmimo sada proizvoljne 1, ¢s,...,¢n € Co(G), fi, fo, ..., fn € Hi R € Hom,e)(E7, 7).
Imamo

5

2 n n

ZS(eoani = Z(S(w»RfAS(soj)Rfj) = Z(R*S(soj>*8<soi>3fi|fj> =
= Z(R*A(%,%)Rfﬂfj) = Z(R*RA(soj,%)fAfj).

Dakle, vrijedi za sve n € N, @1, 09,..., 0, € Co(G) 1 f1, fo, .., fu € H :

2 n

= > (R'RA(g;, ) fil f;)- (%)

ij=1

ZS(%)sz'
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Vratimo se sada na dokaz surjektivnosti. Kao sto smo uvodno napomenuli mozemo se ograniciti
na hermitski operator T € Hom,c)(E7,77) takav da je 0 < T < I, tj. 0 < (Tf|f) < (fIf)
Vf € H. Za takav T u sljede¢em racunu upotrijebit ¢emo jednakost () na operator R = VT ina
operator R = +/I — T'. Imamo redom

2 2

(VT S; (p)VTHi (e)VI—=TF;

Z (T A(pj, vi) filfj) + Z (I = T)A(pj, i) fil f5) =

7j=1 i,7=1

n 2

Z 90]7801 fz‘f]) Z( (@z)fz‘s 2 f]

7j=1 2,7=1

ZS o)

Odatle slijedi da mozemo definirati linearan operator U : K — K relacijom:

UZS%Z Zs%ffz, neN, ¢,¢.. 00 €C)G), fifor.. fn €N,

i tako definiran linearan operator je ogranicen i norme < 1. U se jedinstveno produljuje s gustog
potprostora K; do ograni¢enog operatora na citavom prostoru K. To ¢emo produljenje i dalje
oznacavati sa U. Dakle, U € B(K) ima svojstvo

US(¢) =S(e)VT Vg € Cy(G).

Primijetimo sada daza y € H, ¢ € Cy(G) i f € H imamo

Sl = [ et \/7 | oty anta) =

6@/ o(zy)p(z)du(z) = MS(pyw)f.

Alw) Aly)
Stoga je
o(y)S(p) = %S(pygo), Vy € H, Vo e Co(G),
pa slijedi
5(9 5(y B
A A S = o(y)S(P)VT = o(y)US(yp).

Buduéi da podrucja vrijednosti operatora S(p), ¢ € Cy(G), razapinju gusti potprostor Ky prostora
IC, iz dobivene jednakosti slijedi Uo(y) = o(y)U Vy € H, tj. U € Hompy(c). Stavimo sada
A=U*U € Hompg (o). Imamo tada za ¢ € Cy(G), f € H, € K :

(S(p)AfIE) = /G (@) (Af) (& )€)dpu(x) = /G (@) (Af ()€ dpu() =

= /Gw(x)(f(x_l)lfl*f)du(x) = (S() f1A7€) = (AS(9) f1€)-
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Zbog proizvoljnosti f € H i & € K slijedi
S(p)A=AS(p) ¥y € Co(Q).
Odatle je za ¢, v € Co(G) i f,g € H :

(S(@)AfIS()g) = (AS(p) fIS(¥)g) = (UUS(9) fIS(1h)g) = (US() fIUS(1)g) =

= (S(PIVTfIS(W)VTg) = (A, )VTFIVTg) = (Al )T flg) = (S(p)T F1S()9)-
Buduéi da skup vektora {S(v)g; v € Co(G), g € H} razapinje gust potprostor Ky od K, za-
kljucujemo
S(pAf=S)Tf Vo€ C(G), VfeH.

Prema tome, vrijedi
/G p@)(Af —THEHEdux) =0 Yo e Co(G), YfeH, VeEek.

Sada na isti nacin kao u dokazu propozicije 6.1.2. slijedi Af =Tf Vf e H, tj. A=T. Time je
dokazana surjektivnost preslikavanja A +— A sa Hompg (o) na Homy,q)(E7,77).

(4) Dokazimo sada surjektivnost preslikavanja A — A u opéemo slucaju, tj. sa Hompg(oy, 09)
na Hom,c) (€7, n7; €72, m2). Tada je 0 = 01 @ 0y unitarna reprezentacija od H na Hilbertovom
prostoru K = Ky & KCy. Nadalje, prema lemi 6.2.2. mozemo izvrsiti identifikaciju

(E7,77) = (€71, m7Y) @ (€72, m72).

Algebru ogranicenih linearnih operatora B(H) na Hilbertovom prostoru H = H; & Hs identifici-
ramo s algebrom 2 x 2 matrica oblika

[AB

C D :| , Ae B(Hl,Hl), B e B(Hz,Hl), Ce B(Hl,Hz), De B(HQ,HQ).

Sasvim analogno postupamo i u slucaju B(K). Neka je sada T" € Homqy(E7, w7 E%%,w72).
Definiramo

TOZH 8] € B(H),

£,
To(f1, f2) = (0, T f1), (fi, f2) € H="H1 D Hy.
Tada za x € G i proizvoljan (f1, f2) € H imamo

Tor? (x)(f1, f2) = To(n (x) f1, 77 () f2) = (0, T (2) f1) =

= (0,7%(2)T fr) = 7°(2)(0, T'fr) = 7°(2)To (1, f2)-
Dakle, vrijedi Ton? (z) = 77 (2)Ty Vx € G, odnosno, Ty € Home(77). Sasvim analogno slijedi i da
je Ty € Home, (nm)(E7). Dakle, vrijedi Ty € Homag,qy(E7, 7). Prema (3) postoji Ay € Hompg (o)
takav da je Ag = Ty. Drugim rijecima,

[To(f1, )I(z) = Ao(fi(2), fo(z)),  2€G, fi€Hi, f2€Ha.
Mozemo pisati

Ap = [ é lB; } J A€ B(K1,K1), B € B(Ks, Ky), CeB(Ki,Ksz), D€ B(Ks, Ks),
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tj.
Ao(&1,&2) = (A& + B&, C& + DEy), ({1,6) e K=K @ Ks.
Sada zay € H i (&,&) € K imamo

(Ao1(y)&1 + Boa(y)S2, Cor(y)&r + Doa(y)Ea) = Ao(o1(y)&1, 02(y)S2) = Aeo(y)(&1,62) =

= 0(y)Ao(&1, &) = o(y) (A& + B, C& + D&2) = (01(y) A1 + 01(y) B2, 02(y)C&1 + 02(y) DEs).

Uzmemo li ovdje & = 0, dobivamo

(Ao1(y)&r, Cor(y)61) = (01(y) ASs, 02 (y) C&).

Slijedi
Coi(y) = o2(y)C Vye H = C € Hompy(oy,09).

(Naravno, i A € Hompg(o1), a za & = 0 analogno bismo dobili da je B € Hompy(og,07) i
D € Hompy(oy).) Sada za f; € Hy i € G imamo

(0, (T f1)(x)) = [To(f1,0)](x) = Ao(f1(2),0) = (Afi(z), Cfr(x)).

Odatle je (T'f;)(z) = C'f1(x), odnosno, T = C. Time je surjektivnost dokazana i u opéem slucaju.

Ako su A € Hompy(o1,05) i B € Homy(o,,03) onda je ocito (BA)” = BA. Prema tome
je o — (E7,17), A — A kovarijantni funktor s kategorije unitarnih reprezentacija od H u kat-
egoriju reprezentacija od (M, G). Nas je cilj da dokazemo da se radi o ekvivalenciji kategorija,
tj. da za svaku reprezentaciju (€, 7) od (M, G) postoji unitarna reprezentacija o grupe H takva
da je inducirana reprezentacija (€7, 77) ekvivalentna reprezentaciji (€, 7). To ¢emo postiéi za-
obilazno. Najprije ¢emo uvesti strukturu topoloske x—algebre u prostor funkcija Co(M x G).
Zatim ¢emo definirati kovarijantan funktor (€, 7) — 7™ sa kategorije reprezentacija od (M, G) u
kategoriju neprekidnih reprezentacija x—algebre Cy(M x G). Uocit ¢emo potkategoriju kategorije
reprezentacija od Co(M x G) koja sadrzi sve tako dobivene reprezentacije 7¢™. Napokon éemo
za svaku reprezentaciju 7 od Co(M x G) iz te potkategorije definirati unitarnu reprezentaciju o

grupe H takvu da je 7 ekvivalentna reprezentaciji 77" .

Lema 6.2.3. Za f,g € Co(M x G) definiramo funkcije fxg: M x G — C i f*: M x G — C sa
(e g)m.a) = [ flmy~ oy glm.g)duly). (m.a) € M x G,

fr(m,z) = Az~ f(ma—1, 2~ 1), (m,x) € M xG.
Uz te dvije operacije Co(M x G) postaje x—algebra.

Dokaz: Neka su K1, Ko C M i Cy,Cy C G kompaktni skupovi takvi da je Supp f C Ky x C
i Suppg C Ky x (5. Prije svega, dokazimo da je Supp f x g C Ky x C1Cy. Doista, ako m ¢ Ko
onda je g(m,y) =0 Vy € G, prema tome je (f *x g)(m,z) =0 Vzr € G. S druge strane, neka je
m € Ko, ali x ¢ C1Cy. Tada zy~! € C; Vy € Cy. Stoga je f(my zy~t)g(m,y) =0 Yy € G,
pa je opet (f x g)(m,x) = 0. Time je dokazano da je nosa¢ funkcije f * g sadrzan u kompaktnom
skupu Ky x C1Cy; posebno, Supp f * g je kompaktan skup.

Dokazimo sada neprekidnost funkcije f * g. Pretpostavimo f # 01 g # 0. Uzmimo proizvoljnu
tocku (mg, o) € M x G ineka je € > 0. Funkcije f i g su neprekidne s kompaktnim nosacem,
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dakle, one su uniformno neprekidne. Prema tome, postoji otvorena okolina V' od e u G takva da
za (m,x),(m',2’) € M x G vrijede implikacije:

g
| < ——v—,
2|9/l oot (Cs)

5
(m', 2"y e mV x 2V = lg(m,x) —g(m/,2")| < —————.
2[| flloops(C2)

(m/,2") e mV x 2V = |f(m,x) — f(m', ")

stavimo

U={z2€V; yzy ' €V Vy e Oy}
Prema lemi 1.2.1. U je otvorena okolina od e u GG sadrzana u V. Ako je m € moyU i x € zoU, onda
je
€
|g(m7 y) - g(m(]ay)‘ S TR Vy E CQ.
2[| flloost(Co)

Nadalje, tada za svaki y € Cy vrijedi

1

my '€ mUy™" =moy~'yUy™" CSmey™ 'V 1 ay ' €xoUy™" = aoy 'yUy ' Cagy™'V

pa slijedi
€

< -
< g TonlC)

Prema tome, ako su m € moU i x € 2oU onda imamo redom

|fmy™ " zy™") — f(moy™ ", oy ™) vy € Os.

|(f * g)(m,z) = (f * g)(mo, z0)] < i |fmy ™" zy Ng(m,y) — flmey™" 2oy~ ") g(mo, y)|du(y) <

< i |fimy™ " ay™") — f(moy™ ", moy™ )| - [g(m, y)|du(y)+

+ | f(moy ™" 2oy~ )| - 1g(m, y) — g(mo, y)|du(y) <

< lgll ; \f(my1,xy1)—f(moy1,xoy1)\du(y)+|!f!\mL lg(m, y) — g(mo,y)|du(y) <

€ €
2[|glloor(C5) 2[| flloops(C2)
Time je dokazano da je funkcija f * g neprekidna u svakoj tocki (mg, z9) € M x G.

Dakle, (f,g) — f * g je preslikavanje sa Cy(M x G) x Co(M x G) u Co(M x G) i to je
preslikavanje oc¢igledno bilinearno. Dokazimo asocijativnost. Neka su f,g,h € Co(M x G). Tada
zbog desne invarijantnosti mjere p i koristenjem Fubinijevog teorema imamo redom

< [lglloe 1(C2) + [I.f [l 1(Cy) = e.

((f * g) % hl(m, z) = / (f % g)(my ™", 2y~ Yh(m, y)dp(y) =

G
= [ sttt e gt au)| ) =
:/G{/Gf(mzl,le)g(myl,zy1)du(z)] h(m,y)du(y) =

= /Gf(mzl,le) {/Gg(myl,zyl)h(m, y)du(y)] du(z) =
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= /G fmz"" w21 (g % h)(m, 2)dp(z) = [f * (g = h)](m, z).

Dakle, Cy(M x G) je asocijativna algebra.
Razmotrimo sada svojstva preslikavanja f — f*. Ocito je to preslikavanje antilinearno i invo-
lutivno: f** = f. Nadalje, za f,g € Co(M x G) iza (m,z) € M x G imamo

<f*ﬁmmw=[wa1wywﬁmwmmw=

I/GA(yx1)g(my1yx1,y:v1)ﬁ(yl) f(my=t y=H)du(y) =

= A(96‘1)/Gf(my‘l,y‘l) g(mz=t, yz~1)du(y) =

= Az /G flma=ty=1 a=y=1) g(ma=t y)du(y) = A(z™Y) (f * g)(ma=1, 271) = (f * g)*(m, ).

Dakle, vrijedii (f*g)* = g** f*, odnosno, dokazano je da je Cy(M x G) s definiranim operacijama
x—algebra.

Na x—algebru Cy(M x G) ne ¢emo uvoditi normu, nego ¢emo je snabdjeti s topologijom
induktivnog limesa, odnosno, onom u odnosu na koju se definiraju mjere kao neprekidni linearni
funkcionali. Ta je topologija definirana na sljede¢i nac¢in. Za svaki kompaktan skup K C M x G
definiramo potprostor od Cy(M x G) :

Cxk(M x G)={f €Cy(MxQG); Suppf C K}.

(Naravno, ako K ima praznu nutrinu onda je Cx (M x G) = {0}.) Cx (M x G) je Banachov prostor
u odnosu na normu

[flloe = max{[f(m,x))[; (m,x) e K}, feCo(MxG).

Topologija tog Banachovog prostora je topologija uniformne konvergencije na K. Sada se topologija
od Cy(M x G) definira kao ona kojoj bazu okolina nule ¢ine otvorene kugle oko nule u prostoru
Ck(M x G), za sve kompaktne podskupove K od M x G s nepraznom nutrinom. Za topoloski
prostor T preslikavanje F': Co(M x G) — T je neprekidno ako i samo ako je za svaki kompaktan
skup K € M x G restrikcija F|Ck(M x G) neprekidna s Banachovog prostora Cx(M x G) u
topoloski prostor T. Ako je V normiran prostor s normom || - || i A : Co(M x G) — V linearan
operator, onda je A neprekidan ako i samo ako je A|Ckx(M x G) ograni¢en operator za svaki
kompaktan podskup K C M x G. Dakle, za svaki kompaktan skup K C M x G mora postojati
My > 0 takav da je
JAfI < Millfle Y € Ci(M x ).

Primijetimo da je sve spomenuto dovoljno zahtijevati za sve kompaktne skupove K iz neke familije
¢ije nutrine pokrivaju M x G.

Ako je V normiran prostor i B : V — Cy(M X G) linearan operator, on je neprekidan ako i samo
ako je njegovo podrugje vrijednosti sadrzano u Cx (M x G) za neki kompaktan skup K C M x G
i ako je operator B : V — Ck(M x G) ogranicen.

Linearan (ili antilinearan) operator B : Cy(M x G) — Co(M x G) je neprekidan ako i samo
ako za svaki kompaktan skup K C M x G postoje kompaktan skup L C M X G i Mg, 1, > 0 takvi
da vrijedi

B(Ck(MxG) CCLMxG) i |Bflle<Mgr-fle  Vf€Ck(MxG).



144 POGLAVLJE 6. INDUCIRANE REPREZENTACIJE

Sli¢no, bilinearno preslikavanje D : Co(M x G) x Co(M x G) — Co(M x G) je neprekidno ako
i samo ako za svaki kompaktan skup K C M x G postoje kompaktan skup L € M x Gi Mg >0
takvi da je D(Cx(M x G) x Cx(M x G)) C Cp(M x G) i da vrijedi

ID(f,9)lloe < M- [ flloo - gl ¥/, 9 € Cu(M x G).

Lema 6.2.4. Cy(M x G) je topoloska x—algebra, tj. mnoZenje (f,q) — f * g je neprekidno sa
Co(M x G) x Co(M x G) u Co(M x G) i involucija f — f* je neprekidna sa Co(M X G) u
C()(M X G)

Dokaz: Neka je K C M x G kompaktan skup. Neka su A C M i B C G kompaktni
skupovi takvi da je K C A x B. Ako su f,g € Cx(M x G), prema dokazu leme 6.2.3. tada je
fxge Cp(M x G), gdje je L = A x B% Nadalje, imamo

If* glloe = o max

/G Fmy™, 2y )g(m, y)duty)| <

< max / Py~ 2y ™) - [g(m, 9)[da(y) < p(B) - | Flloe - 9]l

(m,x)€Ax B2

Time je dokazana neprekidnost mnozenja (f, g) — f * g. Dokazimo sada neprekidnost involucije
f— f* Neka je K C M x G kompaktan skup i neka su ponovo A C M i B C G kompaktni
skupovi takvi da je K C Ax B. Za f € Cx(M x G) je nosa¢ od f* sadrzan u kompaktnom skupu
L = AB™! x B~!. Nadalje, ako stavimo Mg ; = max {A(z); = € B}, tada ocito vrijedi

1/ e < Mgp- | flle VS €Cr(MxG).
Dakle, i involucija f +— f* je neprekidna.
Topolosku x—algebru Cy(M x G) zovemo homogena algebra homogenog prostora (M, G).

Neka je sada (&€, ) reprezentacija od (M, G) na Hilbertovom prostoru ‘H. Za f € Co(M x G)
iza x € G definiramo f* € Cy(M) sa

fo(m) = f(m,z™1), m e M.

Kako je funkcija f uniformno neprekidna, preslikavanje z +— f:D je funkcija iz Cy(G, Cro(M)).
Stoga je x +— E(f*) funkcija iz Co(G, B(H)), dakle je i z — w(z1)E(f*) funkcija iz Co(G, B(H)).
Stoga mozemo definirati operator 757 (f) € B(H) ovako

e (f) = /G r(@ E(F)du(x).

Na taj nac¢in dolazimo do preslikavanja 757 : Co(M x G) — B(H).
Lema 6.2.5. 7™ je neprekidna reprezentacija x—algebre Co(M x G) na Hilbertovom prostoru H.

Dokaz: Ocito je preslikavanje f +— 757(f) linearno preslikavanje sa Co(M x G) u B(H).
Dokazimo da je to preslikavanje neprekidno. Neka je K C M x G kompaktan skup. Treba
dokazati da je restrikcija 7™ |Cx (M x G) ograni¢en linearan operator sa Cx (M x G) u B(H), tj.
da postoji M > 0 takav da vrijedi

17O < Millfllo  Vf € Cx(M x G).
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Neka su A C M i B C G kompaktni skupovi takvi da je K C A x B. Ako je f € Cx(M x G),
tada je f*=0 Vre G\ B!, daklei £(f*) =0 Vx € G\ B~'. Nadalje, kako je £ reprezentacija
C*—algebre C (M) i 7 je unitarna reprezentacija grupe G imamo za svaki z € G

HESI < N1f7 oo = max {|f*(m)]; m € M} < max {|f(m,a7")|; (m,z) € M x G} = || .
Nadalje, 7 je unitarna reprezentacija od G pa vrijedi i
|m(z )| =1 Vr e G.

Dakle, za f € Cx(M x G) pomoéu tvrdnje (¢) teorema 6.2.2. nalazimo

==l =|

[ mla e nt

< [ e I o) < 57 - 1 e

Time je dokazana neprekidnost linearnog preslikavanja 767 : Co(M x G) — B(H).
Dokazimo sada da je 78 homomorfizam algebri, tj. da je 757 (f x g) = 7™ (f)75™(g) za
frg € Co(M x G). Prije svega, za x € G i m € M imamo

(f %) (m) = (f % g)(m,a) = /G Flmy™, 2y g(m, y)du(y) =

:/ Frr(my ) g" " (m)dp(y) = / [(py-1£*7) - (¢¥ )](m)dpu(y).
G

G

Bududi da je za svaki z € G preslikavanje y — (p,—1 f¥*)- (g% ) funkcija iz Co(G, Coo(M)), gornja
se jednakost moze pisati ovako

(fxg)" = /G(py—lfy””) (g¥ )duly).

Buduéi da je £ : C(M) — B(H) neprekidno linearno preslikavanje, primjenom tvrdnje (d)
teorema 6.2.2. dobivamo

e((sor) = [

G

E(py-1 ) - (¢ ))duly) = / Elpy-1[*)E (9" )duly).

G

Supstitucija y — y~! daje

E((f * g)") = / Al E(puf” )E () duly).

G

gdje je A modularna funkcija grupe G. Sada, koristenjem Fubinijevog teorema i pomocu supsti-
tucije x — yx u integralu po = € G, nalazimo

TET(fxg) = /Gw(xl)f((f *g)")dp(z) =

1

- /Gﬁ(l”_l) UG Ay E(p, [~ m)g(gy)du(y)] dyu(z) =
= /GA(?Jl) {/G W(xl)é’(/)yfy_lz)du(x)} E(g")duly) =

:/G {/Gﬂ(xlyl)g(%fz)dﬂ(x)} E(9")dp(y).
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Po definiciji reprezentacije od (M, G) imamo

E(pyf?) = n()EF)n(y™),
dakle,
/G w2y ) (py ) dpa(z) = / r(a e )r(y ) du(z) = 57 (faly).

G
Slijedi
R (f 5 g) = 757(f) / r(y)E(g")duly) = 757 (F)rE(g).
G

Time je dokazano da je 7™ : Co(M x G) — B(H) homomorfizam algebri.
Treba jos dokazati da je 78" x—homomorfizam. Prije svega, & je reprezentacija C*—algebre
Coo(M) u kojoj je involucija kompleksno konjugiranje. Dakle,

Ehy =EM), heCu(M)

Nadalje, tvrdnja (d) teorema 6.2.2. vrijedi i za antilinearan operator A ako je mjera u pozitivna
(u stvari, dovoljno je da je mjera u realna). Dakle, za svaku funkciju g € Co(M x G) je

78 (g)" = m(x! N*du(z) = q*) m(x x
(9) /G[( E ()] dpu(z) /5(9)()du(),

G

Sada je

(f)7(m) = fr(m,z71) = A(@) f(mz,z) = A@)(pa " )(m),  m € M,
pa slijedi

Zbog definicije reprezentacije od (M, G) je
—1

Epuf™ ) =m(@E Im(a™), i Elpuf Imlx) = m(@ET),

pa dobivamo

TET(f*) = x)m(x “ r)= [ w(z? “ z) =77(f).
() /G A@)r(@)E(F " )du(z) /G (e )du(x) = 757 (f)

Time je lema u potpunosti dokazana.

Uvest ¢emo sada dodatnu strukturu u algebru Co(M x G). Za ¢ € Coo(M), z € G i
f € Co(M x G) definiramo funkcije ¢ f, fo, pof, Auf € Co(M x G) sa

() (m,y) = e(my=") f(m,y),  (fe)m,y) = f(m,y)e(m),

(paf)(m,y) = f(ma,yz),  (Aof)(m,y) = f(m,2"ly).

Podsjecamo da je za x € G i ¢ € Cy funkcija p,p definirana sa

(pep)(m) = o(mz)  m € M.
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Lema 6.2.6. Za x,y € G, p,b € C(M) i f € Co(M x G) vrijede jednakosti
)\a:/\yf = /\zyfa pl’py-f = pl‘y-f’ /\xpyf = py/\xfa

e f)= () f,  (fe)b = flpy), (v =o(fY),
Ae(of) = (pa)Aaf), Aa(fo) = NS )ps  palof) = 0(paf),  pa(fe) = (puf)(pap),
W =rw  (foyr=9f  Qf) =A2@pf"  (pf) = Al™H)AS,
Aef) x(Aeg) = Fxg,  (of) *xg=["*(P9).
Dokaz: Sve tvrdnje dokazuju se direktnim racunom:
Ay f)(m, 2) = (N f)(m,a702) = f(m,y~'a™t2) = f(m, (xy) 7 2) = Ay f)(m, 2).
(pupyf)(m, z) = (py f)(mz, zx) = f(may, zzy) = (pzyf)(m, 2).
Napyf)(m, 2) = (ryf)(m, a1 2) = flmy, 2™ 2y) = A f)(my, 2y) = (pyAef)(m, 2).
[ )](m, z) = @(ma™") (W f)(m, x) = p(mz™ )p(ma™") f(m,z) =
= () (ma™") f(m, x) = [(¢) fl(m, z).
[(fe)v](m, z) = (f)(m,z)d(m) = f(m,z)p(m)d(m) = f(m, z)(ey)(m) = [f(p¥)](m, ).

[(p)l(m, x) = (pf)(m, 2)(m) = p(ma™) f(m, x)p(m) = p(ma=")(fe)(m, z) = [p(fP)](m, z).
Ma(@N](m,y) = (of )(m, ™ ty) = p(my~'z) f(m, 2~ 1y) =
= (pasp) (my™ ) A f) (1, 9) = [(prp) Aa )] (m, ).
De(fo)l(m,y) = (fo)(m, 2™ ty) = f(m, 2 y)p(m) = A f)(m, y)p(m) = [(Aef)el(m, y).
y) = [p(paf)l(m,y).

[x (@ ))(m, y) = (pf)(ma, yx) = @(my ™) f(mz, yz) = e(my ") (pef) (m,
[ox(f)l(m,y) = (fo)(mz,yz) = f(mz,yz)p(mz) = (po.f)(m,y)(pep)(m) = [(p])(pap)](m, y).
(0f) (myx) = Aa™") (pf)(ma=t271) = A(a™!) p(m) f(mz=t,271) =
= p(m)f*(m,z) = (f"P)(m, ).

(fo) (m,x) = Aa™) (fo)(ma=t,z71) = A(z™) f(mat,271) p(ma=1) =
= f*(m,z)p(m,a™") = (@ f*)(m, z).

M) (myy) = Aly™) Aaf)(my=Ly™t) = Ay™) flmy=La~y™t) =
A(@)A((yz) ™) f(ma(yz)~t, (yx)~t) = Az) f*(ma, yz) = A(x)(pef) (m,y).
(e f) (m,y) = Aly™") (puf)(my=" y=) = Aly™") flmy o,y 'z) =
A(z™HA(@ )™ flm(z=ty) =1 (27 1y) 1Y) = Al f(m,27y) = A@a™) (A f) (m, y).

)" * (hug)](my) = / ) (12 5z (Aag) (ms 2)dpa(2) =

=l

:/GA(zy—l)(Amf)(my—l’zy—l)(Amg)(m, 2)dp(z) =

— /GA(Zy_l)f(my_lax_lzy_l)g(m,x‘lz)du(z) _

- /G Ale™ YA w2y Flmy T2y 1 glm, 2)du(z) =
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= /Gf*(mz_l,yz_l)g(m, z)dp(z) = (f** g)(m,y).

[(pf)" * gl(m,z) = /G(wf)*(my‘l,xy‘l)g(m,y)du(y) =

B /Gﬁm—l)(sof)(mxl, g 1) g(m, y)du(y) =

N /GA(yx‘l)sO(myl) f(ma=t, yx=1) g(m, y)duly) =

B /GA(W1)f(mx1,yx1)¢(myl)g(m, y)du(y) =

_ /G £ (my ™, 2y )@ 9) (m, w)dp(y) = [ * (B.9))(m, ).

Lema 6.2.7. (a) Bilinearna preslikavanja (¢, f) — of i (p,f) — fo su neprekidna sa
Coo(M) x Co(M x G) u Co(M x G).

(b) Preslikavangja (x, f) ¥ A\of i (x, f) — pof su neprekidna sa G x Co(M x G) u Co(M x G).

Dokaz: (a) Neka je K C M x G kompaktan skup. Da bismo dokazali neprekidnost pres-

likavanja (¢, f) +— fe treba dokazati da postoji kompaktan skup L C M x G takav da je
CL(M x G)Cx(M) C Cx(M x G) i da postoji Mg > 0 takav da vrijedi

[felloe < Micr - | flloc - lelloc  Vf € Cx(M X G), Vo € Coo(M).

Medutim, za svaki (m,z) € M x G vrijedi

((fe)(m, 2)| = |f(m, x)p(m)| = |f(m, 2)] - le(m)] = [[fello < [[flloc - [I@lloc-

Slijedi Supp f C Supp f. Dakle je Cx (M x G)Cux(M) C Cx(M x G) i zahtjevi su zadovoljeni
uz L=KiMgg=1.

Neprekidnost preslikavanja (¢, f) — ¢f slijedi iz dokazanog zbog jednakosti (fy)* = @ f*
iz leme 6.2.6. budu¢i da je involucija ¢ — @ homeomorfizam algebre C.,(M) na samu sebe i
involucija f — f* je homeomorfizam algebre Cy(M x G) na samu sebe.

(b) Dokazimo sada neprekidnost preslikavanja (z, f) — A, f sa G x Co(M x G) u Co(M x G).
Bududi da je to preslikavanje linearno u drugoj varijabli i bududi da je \; A, f = Ay f, dovoljno
je dokazati neprekidnost u tocki (e,0) € G x Cy(M x G). To znaéi da treba dokazati da za svaki
kompaktan skup K € M x G i za svaki ¢ > 0 postoje okolina V' od e u G, kompaktan skup
LCMxGid>0 takvi da vrijedi

zeV, [feCL(MxG), |[flle<9d == ANef ECk(M xG) 1 [[Aaf]leo e

Buduéi da je || Aaflloec = Iflle Yz € G 1 Vf € Co(M x G), bez obzira na K i na izbor V
i L mozemo uzeti 6 = ¢ i posljednja nejednakost Ce biti ispunjena. Prema tome, treba samo
dokazati da za svaki kompaktan skup K' C M x G postoje okolina V od e u G i kompaktan
skup L € M x G takvi da je \,f € CpL(M x G) Ve € V i Vf € Cx(M x G). Za dani K
izaberimo kompaktne skupove A C M i B C G i kompaktnu okolinu V od e u G. Zax € V' i
Supp f C K slijedi da je Supp A\, f € AxV B. Dakle, za L mozemo uzeti kompaktan skup AxV B.

Neprekidnost preslikavanja (z, f) — p, f slijedi iz dokazanog, buduéi da prema lemi 6.2.6. vrijedi
jednakost r,f = A(z71)(A\,f*)* i bududi da su invertiranje x — 2!, modularna funkcija A i in-
volucija f +— f* neprekidna preslikavanja.
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Pomocu lijevog i desnog mnozenja funkcijama iz Cy (M) i pomocu lijevih i desnih pomaka
definiramo linearne operatore na Co(M x G) :

Elp)f =wf, m(a)f = Xf, Ep)f = [, m(@)f = paf, ¢ € Cu(M), z € G, [ € Co(M xG).

Prema lemama 6.2.6. 1 6.2.7. to su neprekidne reprezentacije algebre Cy (M), odnosno, grupe G
na prostoru Co(M x G). U stvari radi se o reprezentacijama homogenog prostora (M, G) :

Lema 6.2.8. Za ¢ € Cso(M) iz € G vrijede jednakosti
Elpap) = m(x)Eme(x™) i E)(pay) = mr(2)Ermp(z7h).
Dokaz je dircktan racun:
[Ee(pap) fl(m,y) = (pep)(my ™) f(m, y) = @(my~ ) f(m,y) = p(my~ " z)(\e-1 f)(m,27'y) =

= p(my ') (me(x™ ) f)(m, 27 y) = [Ee(@)me(a™) fl(m, 27 1y) = [me(@)E(@)me(x )] (m, y):

(¢, ) se zove lijeva regularna reprezentacija homogenog prostora ()M, G) na prostoru
Co(M x G). (&, m,) je desna regularna reprezentacija homogenog prostora (M,G) na
prostoru Co(M x G). Iz leme 6.2.6. slijedi da operatori lijeve regularne reprezentacije komutiraju
s operatorima desne regularne reprezentacije:

Lema 6.2.9. Za @,1 € Coo(M) i 2,y € G vrijedi
m(2)m (y) = m(y)me(@),  m(@)E (@) = & (p)me(w),
T (@)E(p) = El)me(x), ()& (Y) = E(V)E(p).
Dokaz: Jednakosti su samo drugacije napisane sljedeée jednakosti iz leme 6.2.6:
Xobyf = pyAafs Aa(fo) = (NS, palof) = 0paf),  (0f)b = (fV).
Lema 6.2.10. Neka je (€,) reprezentacija od (M, G) na Hilbertovom prostoru M. Tada vrijedi
(@ f) = E(@)TET(S), T (fe) =TET(NE(R),  w€Cn(M), fECo(MxG),
T8 (pe f) = Ala™ )T (N)m(@™),  T5TOS) = (@) TT(f), w el feCy(Mxa).
Dokaz: Za (m,z) € M x G je
(0f)*(m) = (pf)(m,z7") = p(mz) f(m,z7") = (pap)(m) f*(m).
Dakle, (¢f)* = pu - f*, pa nalazimo

(o) = [ e E ) ()ule) = [ I NE () = £,

G

Nadalje, za (m,z) € M x G je

(f)"(m) = (fo)(m,a™") = f(m, 2™ )p(m) = f*(m)p(m) = (f7 - ¢)(m),
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pa slijedi

7 (fo) = /Gﬂ(xl)f((fso)“)du(x) = /Gﬁ(xl)ﬂfxﬁ(@du(x) = 157(f)E(P)-
ZameMizx,yeGje

(0 )V () = (pafr)(myy™) = flma,y~a) = F* " Y(ma) = (pof*¥)(m),
dakle,
o (o f) = / w5 (e )V duly) = / Ty E (oo S ) dpaly) =
G

G

- /G r(y )ET (e ) duly) = A / r(yE (e duly) = A=) ().

G
Napokon, zam € M iz,y € G je

Caf)P(m) = f)may™) = fm.ay™") = f(m),
dakle,
R0 f) = / 2y )E (Anf)?) dialy) = / r(y™OE()dply) =
G G

= [ mer e = w(@) [ 7l = (@) ),

G

U tocki 2.2 svakoj unitarnoj reprezentaciji m lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom
prostoru ‘H pridruzili smo nedegeneriranu reprezentaciju normirane s—algebre Cy(G) na istom
prostoru H. Tu smo reprezentaciju oznacavali istim znakom 7 i definicija je bila sljedeca

m(P) = /Gq)(x)w(x)dﬂ(x) = /Gq)(xl)w(:pl)du(x), ¢ € Ch(G).

Lema 6.2.11. Za funkcije ¢ € Co(M) i @ € Cy(G) definiramo funkciju f,o € Co(M x G) sa
foa(m,z) = o(m)®(x), (m,x) € M x G. Za reprezentaciju (€,7) od (M,G) na Hilbertovom
prostoru 'H vrijedi

7 (fom) = T(D)E(Q) Vo € Co(M), VP € Co(G).

Dokaz: Imamo
(fe0)"(m) = foa(m,a™") = p(m)®(z7").
Dakle,
E((fo)) = 2(z71)E(p),

pa slijedi
T (f ) = / r(a (e E(P)dp(z) = / (e yr(a)du(z) - £(p) = T(®)E ().
G G

Lema 6.2.12. Neka je (€, ) reprezentacija od (M,G) na Hilbertovom prostoru H. Tada je re-
prezentacija 7™ algebre Co(M x G) nedegenerirana.
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Dokaz: Neka je £ € H. Buduéi da je reprezentacija & algebre C (M) nedegenerirana i buduci
da je Co(M) gusta podalgebra od Cy (M), restrikcija E|Co(M) je nedegenerirana reprezentacija
algebre Cy(M). Stoga postoji niz (¢;)ieny u Co(M) takav da je

§ = lim &£(p;)€.

1—00

Nadalje, 7 je nedegenerirana reprezentacija algebre Cy(G) pa postoji niz (®;) ey u Co(G) takav
da je
¢ = lim w(P;)¢E.
j—00
Sada je
£ = lim 7(®;){ = lim w(P;) (llm 5((,01)5) = lim lim 7(®;)E(p;)€ = lim lim 7°7(f,, o €.

j—o0 j—00 1—00 j—00 i—00 j—00 i—00
Dakle, 75" je nedegenerirana reprezentacija algebre Co(M x G).

Lema 6.2.13. Neka je (€, m) reprezentacija od (M, G) na Hilbertovom prostoru 'H.

Em

(a) Zatvoren potprostor KC od H je (£, m)—invarijantan ako i samo ako je on 7™ —invarijantan.

(b) Ako je K zatvoren (€, m)—invarijantan potprostor od H, onda se subreprezentacija (75™)x
podudara s reprezentacijom T,

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je K zatvoren (€, m)—invarijantan potprostor od H. Za = € G,
feCy(MxG)i€&eKkjetada m(x=1)E(f*)E € K, pa slijedi

hE = / fH)édu(z) € K.

Dakle, potprostor K je 78" —invarijantan.

Pretpostavimo sada da je I zatvoren 7™ —invarijantan potprostor od H. Buduéi da je repre-
zentacija 75" prema lemi 6.2.12. nedegenerirana, to je nedegenerirana i njena subreprezentacija na
potprostoru K. Dakle, potprostor V od K razapet svim vektorima oblika 767 ()¢, f € Co(M x G),
¢ € K, je gust u K. Medutim, po lemi 6.2.10. za p € Co (M), z € G, f € Co(M x G) i€ € K je

EQTT(fE=TT(pf)E €V (@) (f)E = 75T (AL f)E € V.

To pokazuje da je potprostor V (€, m)—invarijantan, pa je i njegov zatvarac K (&€, m)—invarijantan.
Tvrdnja (b) je neposredna posljedica tvrdnje (a).

Em

Iz leme 6.2.13. neposredno slijedi:
Lema 6.2.14. Neka je (€, m) reprezentacija od (M, G) na Hilbertovom prostoru 'H.

(a) Vektor& € H je ciklicki za reprezentaciju (€, ) ako i samo ako je on ciklicki za reprezentaciju
E,m
Tém,

E,m

(b) Reprezentacija (€, 7) je ireducibilna ako i samo ako je reprezentacija 7™ ireducibilna.

Lema 6.2.15. Neka su (&1,m) i (€2, ma) reprezentacije od (M, G) na Hilbertovim prostorima Hy
it Hs. Tada je

. _ Eim1 _E,
Hom,g(E1,m15E2,m2) = Homey(vxa)(T70™, 7527™).



152 POGLAVLJE 6. INDUCIRANE REPREZENTACIJE

Dokaz: Neka je T' € Homy (&, m1;E,m) = Home(mi,m2) N Home () (E1, E:). Tada za
f € Co(M x G) vrijedi

(- |

G

(2™ ) E(f*)Tdp(x) = /GTM (@7HE(f)dp(x) = T ().

Dakle, T € Homeyvxa)(T5™, 75272) i time je dokazana inkluzija
Homarg(Er,m1; E2,m0) € Homeyarxay (T80, 7527).

Pretpostavimo sada da je T € Homgyxc) (T50™, 7%™). Tada za ¢ € Cx(M), z € G,
feCy(M xG)i& e Hy imamo prema lemi 6.2.10.

E(p) T (f)E = E2(p) 7™ (f)TE = 72 (0 f)TE = T ™ (pf)€ = TE() T (f)E,

mo(2) T ()€ = mo() 7™ (f)TE = 72 (N ))TE = T ™ (Ao f)€ = Ty (a) 7™ (€.
Buduéi da je po lemi 6.2.12. reprezentacija 7™ nedegenerirana, vektori oblika 7™ (f)¢
f € Co(M x G), £ € H, razapinju gust potprostor od H;. Stoga iz gornjih jednakosti slijedi

Ep)T =TE (), mo(2)T = Tmy (), Vo € Coo(M), VxeQd.

Dakle, vrijedi T € Homg(m, ) N Home, () (€1, E2) = Hompr(Er,m1; €, m2) 1 time je dokazana
i obrnuta inkluzija

. &1, &2,
HOmM,G(51771,5277T2) 2 HOmco(MxG)(T b MQ)-

Sljede¢i nam je cilj da provedemo posljednju konstrukciju iz odlomka prije leme 6.2.3. Dakle,
polazeéi od reprezentacije 7 homogene algebre Co(M x G) Zzelimo konstruirati unitarnu repre-
zentaciju ¢ od H takvu da je reprezentacija 7 ekvivalentna reprezentaciji 7¢”™ . Prije svega
treba definirati odgovarajucu potkategoriju kategorije reprezentacija homogene algebre Co(M X G),
buduéi da za opéu reprezentaciju od Cy(M x G) takva konstrukcija nije moguca. Naravno, bilo
bi nam zadovoljavajué¢e da kao tu potkategoriju uzmemo onu ¢iji su objekti reprezentacije oblika
787 gdje je (€, ) reprezentacija homogenog prostora (M, G). Postupit ¢éemo malo opéenitije i
opisati potkategoriju svojstvima samih reprezentacija. Na taj nacin dobit ¢emo i karakterizaciju
reprezentacija od Co(M x G) koje su oblika (76" Uo¢imo da prema lemi 6.2.10. za reprezentaciju
(€, m) homogenog prostora (M,G)izax € G, ¢ € Cx(M) i f € Co(M x G) vrijedi

TN (fe) =TT (NE(R),  T(ef) = E(9)TT(S),
T (pof) = Al )T (f)m(aTh), 15T f) = w(2) T (f).
Posljedica ovih jednakosti su sljedeé¢e inkluzije i jednakosti:
Im 757 (fo) C Im 757 (f), Ker 787 (o f) D Ker 767 (f),
Im 787" (p, f) = Im 757 (f), Ker 757 (A, f) = Ker 757 (f).

Primijetimo da su zbog odnosa izmedu jezgara i slika operatora i adjungiranog operatora na
Hilbertovom prostoru (tj. Ker A = (Im A*)*) i zbog posljednjih jednakosti u lemi 6.2.6. druga
inkluzija posljedica prve, a posljednja jednakost je posljedica prethodne. Stoga bismo kao definiciju
nase potkategorije mogli postulirati prvu inkluziju i prvu jednakost. Ipak, zbog lakseg baratanja
upotrijebit ¢emo prividno nesto slabije zahtjeve, tj. drugu inkluziju i posljednju jednakost.

Reprezentaciju 7 homogene algebre Cy(M x ) zvat ¢emo pravilna reprezentacija ako vrijedi

Kerr(pf) D Ker7(f) i Kerr(\.f) = Kerr(f) Vo € C(M), VoreG, VfeCy(MxGQG).
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Konstrukciju unitarne reprezentacije o grupe H iz pravilne reprezentacije 7 homogene algebre
Co(M x @) provest ¢emo najprije u slucaju da je reprezentacija 7 ciklicka. Opéi slucaj ce slijediti
formiranjem ortogonalne sume ciklickih reprezentacija. U daljnjem stalno pretpostavljamo
da je zadana pravilna neprekidna reprezentacija 7 homogene algebre Cy(M x G) na
Hilbertovom prostoru H koja je ciklicka. Nadalje, fiksirajmo cikli¢cki vektor &, € H,
l¢:|l = 1, i oznac¢imo sa V = 7(Cy(M x G)¢. pripadni gusti potprostor Hilbertovog pros-
tora H.

Definiramo sada linearnu surjekciju
T:Co(MxG)—V, Tf=1(f)&, feCy(M x Q).
Tada dobivamo izomorfizam S kvocijentnog prostora Cy(M x G) po potprostoru
N =KerT ={f € Co(M x G); 7(f)§ = 0}
na vektorski prostor ) :
S:Co(M x G)IN =V, S(f+N)=r1(f), feCy(Mx Q).

Lema 6.2.16. Potprostor N invarijantan je u odnosu na lijevu reqularnu reprezentaciju (E;, )
homogenog prostora (M, Q).

Dokaz: Doista, zbog pravilnosti reprezentacije 7 imamo sljedec¢e nizove implikacija:

fEN = 7(f)c=0 = & eKerr(f) = & € Kerr(pf) = 7(pf)lc=0 = Elp)f = of €N;

feEN =1/ =0= ¢ eKerr(f) = (e Kert(A\of) = T(\ef)e =0 = m(x)f = \of €N

Stoga mozemo prijeéi na kvocijent i upotrijebiti izomorfizam S : Co(M x G) — V da definiramo
linearne operatore E(¢), p € Coo(M), i m(x), x € G, na prostoru V :

E@)S(f+N)=8E(e)f+N),  m(@)S(f+N)=58m(z)f +N),  feC(Mxaq).
Te se relacije zbog definicije operatora S i T mogu i ovako zapisati:

ER)(f)e =T(El0)[)ee;  m(@)T(f)ee = T(me(x)[)Ee; [ € Co(M x G).

Zbog svojstava preslikavanja & i 7, slijedi da je £ homomorfizam algebre C (M) u algebru £(V)
linearnih operatora na vektorskom prostoru V i da je m homomorfizam grupe G u grupu inver-
tibilnih operatora u £(V) :

E(p+)=E(p) +EW), ENp)=AE(p), E(p) =EW)EW), ¢, € Cu(M), NeC;

m(zy) = n(@)w(y), wle)=1l, zyecd.

Lema 6.2.17. Za svaki x € G operator m(z) prosiruje se do unitarnog operatora na Hilbertovom
prostoru H. Dobiveno preslikavanje G uwU(H) je unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom
prostoru H.
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Dokaz: Neka je x € G inekasun,( € V. Izaberimo f, g € Co(M x G) tako da bude n = 7(f)&.
i ( = 7(g9)&. Koristedi pretposljednju jednakost u lemi 6.2.6. imamo redom

(m(2)n|m(2)C) = (m(2)7(f)Eclm(2)7(9)Ee) = (7(me(@) f)Ec|T(me()9)Se) = (T( A f)Ec|T(Aeg)Ee) =
= (&lT(Af) T(Aeg)Ee) = (ElT((Aaf)" * (A29))Ee) = (SelT(f* * 9)&c) = (EclT(f) T(9)8c) = (n[C)-

Time je dokazano da vrijedi

(m(x)nlm(x)¢) = (nl¢)  Vn,(eV, Vred.

Stoga se m(z) jedinstveno prosiruje do izometrije sa H na H, tj. do unitarnog operatora na
prostoru H, koji ¢emo i dalje oznacavati sa m(x). Preslikavanje « +— 7(z) je homomorfizam grupe
G u grupu U(H) unitarnih operatora na H.

Dokazimo da je m unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe GG na Hilbertovom prostoru
‘H. U tu svrhu treba jos dokazati neprekidnost. Prema lemi 2.1.2. dovoljno je dokazati da je
preslikavanje x +— m(x)n neprekidno u jedinici e grupe G za svaki n € V. Neka je n € V i neka
je f € Co(M x G) takva da je n = 7(f)&. Imamo 7(z)n = 7(\.f)&. Bududéi da je 7 neprekidna
reprezentacija algebre Co(M x G), preslikavanje T : g — 7(g)&. sa Co(M x G) u 'H je neprekidno.
Stoga je dovoljno dokazati da je preslikavanje z +— A, f neprekidno sa G u Co(M x G) u tocki e
za svaku funkciju f € Cy(M x G). Funkcija f € Co(M x G) je uniformno neprekidna. Stoga za
dano € > 0 postoji okolina V = V! od e u G takva da vrijedi

m emV, 2 e€Vax - |f(m',2") = f(m, 2)| <e.

Neka je sada € V. Tada je m € MV za svaki m € M i 27ty € Vy za svaki y € G. Dakle, za
svaki (m,y) € M x G je

‘(Azf)(ma y) - f(m7 y)| = |f(m7 xily) - f(m7 y)| S €.

Dakle,
eV = || af-flle<e

i time je dokazana neprekidnost preslikavanja x — A, f u tocki e. Dakle, 7 je unitarna reprezentacija
lokalno kompaktne grupe G' na Hilbertovom prostoru H.

Lema 6.2.18. Za ¢ € C(M) i za n,{ €V vrijedi

(E(pInl¢) = (l€ (@) ¢)-

Dokaz: Izaberimo f,g € Co(M x G) tako da bude n = 7(f)é. 1 ¢ = 7(9)é.. Tada imamo
redom koristec¢i posljednju jednakost u lemi 6.2.6:

(E(@InlC) = (E(@)T(f)ElT(9)8e) = (T(Ee(@) f)EclT(9)Ee) = (T(wf)EclT(9)Ee) =

= (&lm(ef) ' T(9)se) = (EclT((0f)" * 9)&e) = (E(@)nlC) = (Ecl(f™ * (P 9))&c) =
= (ElT(f)'7(@9)&) = (T(f)&lT(E(@)9)Se) = (T(F)EIE@)T(9)Se) = (M€ (@)C).

Nazalost, za operatore () nije evidentno (kao $to je to bilo u slucaju operatora 7(zx)) da
se proSiruju do ogranicenih operatora na Hilbertovom prostoru H. To stvarno jest tako ali vid-
jet ée tek nakon konstrukeije reprezentacije o od H takve da je 7 ekvivalentna reprezentaciji 7677 .
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Definirajmo sada linearan funkcional v : Co(M x G) — C sa

’y(f) = (T(f)£c|£c)a f € CO(M X G)

Buduéi da je preslikavanje 7 : Co(M x G) — B(H) neprekidno, funkcional 7 je neprekidan. Drugim
rijecima, 7 je mjera na M x G. Definiramo sada seskvilinearni funkcional (- |- )¢ na produktu

Co(M x G) x Co(M x G) ovako

(flo)ma =" * ),  frg€ Co(M x Q).

Tada je

(Fl9)arc =2(g" * [) = (1(g" * [)Eel€e) = (T(9)"T(F)Eelse) = (T()EelT(9)€e) = (Tf|Tg).

Odatle slijedi da je (- |- ). pozitivno semidefinitan hermitski funkcional na prostoru Co(M x G).
Nadalje,

{f € Co(M x G); (fIf)me =0} ={f € Co(M xG); |Tf]|=0} =KerT =N.

Prema tome, taj funkcional definira skalarni produkt na kvocijentnom prostoru Co(M x G)/N,
a S je izometricki izomorfizam tako dobivenog unitarnog prostora Co(M x G)/N na unitaran
prostor V.

U daljnjem p oznacava kvocijentno preslikavanje sa G na M = H\G, p(z) = Hz. Nadalje, v
je desna Haarova mjera na H i ¢ je modularna funkcija grupe H.
Za funkciju F' na produktu G x G'i za x € G definiramo funkciju p, F' sa

(paF)(y, 2) = F(yz, zz), (y,2) € G x G.

Desno djelovanje grupe G na funkcije prenosi se na uobicajen nacin na mjere:
(pr)(F) = app— F) = / F(yz ' zo Hdaly,2), z€G, FeCyGxqG), acMGxGqG).
GxG

Lema 6.2.19. (a) Postoji mjera a na G x G takva da za svaku funkciju F' € Co(G x G) vrijedi
[ ramdaten = [ [ Feiet a1 Ak )| o). o).
GxG MxG H

(b) Vrijedi
d(h)
= 7 H.
PrY ) a, h e

Dokaz: (a) Za funkciju F € Co(G x G) definiramo funkciju F : G x G — C sa

F(z,y) = /HF(yx_lh_l,x_lh_l)A(hxy_l)du(h), (z,y) € G xG.

Iz uniformne neprekidnosti funkcije F' lako slijedi da je funkcija F neprekidna na G x G. Za k € H
i(z,y) € G x G imamo
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F(kx,y) :/ F(yz 'k 'ht 27 'k 'Y A(hkay Ydv(h) =
:/HF(yxl(hk)1,x1(hk)1)A(hkxy1)du(h):

= /HF(yxlhl,x1hl)A(h:L'y1)dV(h) = F(:L‘,y).

Dakle, vrijedi

F(kx,y) = F(x,y) VkeH, VY(z,y) e GxQdG.
Prema tome, funkcija F definira neprekidnu funkciju F : M x G — C tako da je

A ~

F(p(z),y) = F(z,y) = /HF(yxlhl,x1h1)A(hxy1)d1/(h), (x,y) € G xG.

To je funkcija s kompaktnim nosacem. Doista, neka su A, B C G kompaktni skupovi takvi da
je SuppF C A x B. Neka su z,y € G takvi da je F(p(z),y) # 0. Tada postoji h € H takav
da je F(yz 'h~Y,x7th™1) # 0. No tada je yz~'h™' € Aiz7'h™! € B, dakle, x € h™'B71 i
y € AB™! paslijedi p(z) € p(B™') iy € AB~!. Prema tome je Supp F C p(B~!) x AB™!. Dakle,
F e Cy(M x Q).

Napokon, primijetimo da je linearno preslikavanje F' — [ sa Co(G x G) u Co(M x Q)
neprekidno. Doista, neka je K C M x G kompaktan skup. Neka su A C M i B C GG kompaktni
skupovi takvi da je K C A x B. U prethodnom odlomku ustanovili smo da iz Supp FF C A x B
slijedi Supp ' C b(B~') x AB™!. Prema tome, za kompaktan skup L = p(B™!) x AB™' C M x G
vrijedi

F e Cx(Gx Q) —  FeC,(MxQ).
Nadalje, ako je F' € Ck(G x G) imamo za svaku tocku (z,y) € G X G :

F(p(a), )] < /H Fya'h e B Ay )dw(h).

Zanima nas ocjena lijeve strane samo za one tocke (z,y) € GxG za koje je F(p(w), y) # 0. Posebno,
moZzemo pretpostavaljati da jey € AB~!idaje p(z) € p(B™'). Nadalje, ako x~'h~! ¢ B, odnosno,
ako h ¢ B~'z~!, podintegralna funkcija jednaka je nuli, pa slijedi

|E(p(x),y)| < W(z) - v(HN B '2") - || Fllo

uz oznaku
U(r) =max{A(hzy™'); he HNB 27!, y € AB™'}.

Za k € H imamo ocito V(z) = U(kz), jer je HN B~ (kz)™' = (HN B 'z~ 1)k, Stoga vrijedi:
r€G, plr)epB) = V()<R

gdje je

R =sup{¥(z); p(z) € p(B™")} <max{A(hzy™'); h€ HNB'B, v € B!, y € AB™'} < +o0.

Takoder, za k € H zbog desne invarijantnosti mjere v imamo

vHNB (k) ) =v(HNB 2 Yk ) =v(HNn B '271).
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Ako je z € G takav da je p(z) € p(B™!), onda postoje 2 € B~' i k € H takvi da je z = zk, dakle,
v(HNB 'z7Y) = v(HNB 1z71). No tada je HNB~'27! C HN B~ B, pa zaklju¢ujemo da vrijedi
r € G, pr) €p(B™Y) — v(HNB'2™') <v(HN B 'B) < +oo0.

Prema tome, za kompaktan skup L = p(B™') x AB™' C M x Giza Mk, = R-v(HNB'B)
imamo:

FeOg(GxG) =  FeC,(MxG) i ||Flloe<Mgr-I||Fso-

Time je dokazano da je linearan operator F — E sa Cy(G x G) u Co(M x G) neprekidan. (Usput
napominjemo da se analogno dokazu propozicije 4.5.1. moze dokazati da je taj operator surjektivan
idaje CH(M xG)={F; FeCf(Gxa)})

Dakle, kao kompozicija dvaju neprekidnih preslikavanja F — F sa Co(G x G) u Co(M x G) i

~

v sa Co(M x G) u C, linearan funkcional o : F' +— v(F) na Cy(G x G) je neprekidan, odnosno, to
je mjera na G x G.
(b) Za he HiF € Cy(G x G) imamo redom

r)(F) = alonsF) = [ [ (e P ) Ay v (). ) =

= /MXG/HF(yx_l(hk‘)—l’x—l(hk‘)—l)ﬁ A((hk?ﬂy_l)dl/(k:)dv(p(;p),y) _

d(h) / / —13-1 —17—1 ~1
= —x Flyez k27 k) A(kzy " )dv(k)dy(p(x),y) = —5 a(F).
D) MxGH(y )A( )dv(k)dy(p(z),y) A(h)()
Prema tome, mjera o na G X G ima svojstvo

_ ()
ph&—m&, Vh € H.

Definiramo sada seskvilinearan funkcional (-|-) na Cy(G) x Cy(G) ovako

(ol) = /G o) U daley) o € ColC).

ZazeGifeCy(M xG) definiramo f(z) € Co(G) sa

[f()(@) = flp(a™),z7"27"),  wzeG.

Lema 6.2.20. Za f,g € Co(M X G) i za p € Co(G) vrijedi
L@(Z)<f(2)\§(z)>du(2) = (E(e)T()EclT(9)Ee)-

Dokaz: Za zadane funkcije f,g € Co(M x G) iza z € G definiramo funkciju @, € Cy(G x G)
sa

O (z,y) = flpy™ ),z 'y Dglp(z=t), 2 t27Y),  (z,y) € G xG.

Tada imamo
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(f(2)]g()) = /G G[f (2)(y) [9(2)](2) da(z, y) =

= Flp(y™). 2y ) glp(a™), 2727 da(z,y) = o(2.) =

= [l ) Ay () (o)) =

/M ) / F(p(h), = her) g(plhay D), = Thag 1) A(hay ™ )du(h)dy(p(z), y) =

/M ) / F(p(e), = hr) g(plagD), = Thay 1) Alhay ™ )du(R)(p(a), y).

Odavde za svaku funkciju ¢ € Cy(G) koristenjem Fubinijevog teorema te pomocu supstitucije
2+ hxz kod druge jednakosti i zamjenom z — 27! kod ¢etvrte jednakosti nalazimo redom

/G o F(2)19(2))dp(z) =

[ [ oot ) STl R Alhay e () o)) =
/ . / / (he2) f(p(), =) 9oy D), 21y 0) Aly~ ) du(h)dp(2)dy(p(x), y) =
_ / / )2 ) gpley ™), = Ty ) Aly " )du(z)dy(p(x), y) =
_ / / p(x),2) g(p(x)y~1, 2y~ 1) A(zy ™) dp(z)dy(p(z),y) =

/ / E0) Fl(p(a), 2)g" (p(2) =, gz du(2)dr(p(e), y) =

= /ch[g**&(%)f](p(x)y)dv(p(l"),y) = (g" % E(00) f) = (o) flg)ma = (E(p)T(f)EelT(9)Ee)-

Time je lema dokazana.

Lema 6.2.21. Za svaku tocku z € G je preslikavanje [ — f(2) surjekcija sa Co(M x G) na
Co(Q).

Dokaz: Prije svega, sjetimo se da je za y € G lijevi pomak A, na prostoru Co(M x G) je
bijekcija prostora Cy(M x G) na samog sebe definirana sa

(A S)(m,x) = f(m,y '), feCy(MxG@G), (mz)eMxQaG.
Zax,y,z€ GifeCy(M xG)imamo
() (2)](x) = A ple™), 2 ™) = flpte™),y = ™) = flple™), (zy) ") = [f ()] (@).

Odavde se vidi da je {f(2); f € Co(M x G)} jedan te isti potprostor od Cy(G) za svaku tocku
z € G. Prema tome, lemu je dovoljno dokazati za z = e.
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Neka je sada ¢ € Cy(G) proizvoljna. Neka je & € Cy(M) takva da je ®(m) = 1 za svaku tocku
m € p ((Supp)~'). Dakle,

O(p(a~!)) =1 VYeeSuppp = O(pla7))p(z) = p(z) Vzed.
Definiramo sada funkciju f € Co(M x G) sa f(m,z) = ®(m)p(x~1). Tada je
f@)](x) = flp(a™"),27h) = d(p(a)p(a) = p(z) Ve ed.
Time je dokazano da je f — f(e) surjekcija sa Co(M x G) na Co(G).
Lema 6.2.22. (-|-) je pozitivno semidefinitan hermitski funkcional na prostoru Cy(G).

Dokaz: Neka je p € Cf (G). Tada je ¢, € Cf (M), paza )(m) = \/p,(m) imamo ¢ € Cy (M)
i, =1). Dakle, za f € Co(M x G) prema lemi 6.2.20. imamo

/Gw(2)<f(2)|f(2)>du(2) = [EW)T(FEN* > 0.

Time smo dokazali da vrijedi
/G PN ()dn(z) 20 Ve CHG), Vf e ColM x G).

Bududi da je funkcija z — (f(2)|f(z)) neprekidna, odatle slijedi
(fIf(2) =0  Vzed@, Vfely(MxQ).

Sada zbog leme 6.2.21. slijedi
(ple) 20 Vp e Go(G),

tj. funkcional (- |-) je pozitivno semidefinitan.

Stavimo sada
U=1{p e CG); {plp) =0}

Tada je U potprostor od Cy(G) i funkcional (-|-) na kvocijentnom prostoru Cy(G)/U definira
skalarni produkt, odnosno, strukturu unitarnog prostora. Neka je K Hilbertov prostor dobiven
popunjenjem unitarnog prostora Cy(G)/U. Na tom prostoru skalarni produkt ¢emo takoder ozna-
cavati sa (-|-). Namjera nam je na tom Hilbertovom prostoru definirati unitarnu reprezentaciju
o od H i zatim dokazati da je polazna reprezentacija 7 homogene algebre Co(M x GG) ekvivalentna
reprezentaciji 77" .

Za h € H definiramo linearan operator 6(h) : Co(G) — Co(G) sa

(6(h)p)(a) = %mm, o € Co(C).

Za h € Hip e Cy(Q) koristenjem tvrdnje (b) leme 6.2.19. nalazimo
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(& (h) |6 (h)) = /G G<&<h>so><y><6<h>w‘><x>da<x,y>=% /G ey T da.y) =

:% | c@i@ ) = [ o) 9 daay) = (ol

GxG

Odatle slijedi da je potprostor U od Cy(G) invarijantan s obzirom na sve operatore G(h), h € H.
Nadalje, gornja jednakost pokazuje da se operator dobiven iz &(h) prijelazom na kvocijent Co(G) /U
jedinstveno progiruje do izometrije o(h) : K — K. Kako je oc¢ito o(hk) = o(h)o(k), vidimo da je o
homomorfizam grupe H u grupu U (K) unitarnih operatora na Hilbertovom prostoru K. Napokon,
za o, € Cy(G) i h € H imamo

(o(h) (o + U)o + U) = (&(h)ol) = ,/% /G ) T dae.y)

i lako se vidi da posljednji integral neprekidno ovisi o h € H. Prema lemi 2.1.2. odatle slijedi da
je o unitarna reprezentacija grupe H na Hilbertovom prostoru K.

Za f € Co(M x G) neka je Wf: G — Co(G)/U C K funkeija definirana sa
Wh)a)=fl@)+U, zed,
gdje je kao i prije funkcija f(z) € Cy(G) definirana sa
f@)]y) = flpy),27y™),  zy€ed.
Lema 6.2.23. W je linearan operator sa Co(M x G) u Co(G, o).

Dokaz: Neka je f € Co(M x G). Prvo ¢emo provjeriti transformaciono svojstvo funkcije W
u odnosu na lijeve pomake elementima iz H. Za x,y € G i h € H imamo

[f(h)l(y) = flply™), e h7ly ™) = flp(hty ™) ey =

Dakle,
(W F)(ha) = fha) +U = pu () +U = % 5(h) flx) +U =
Camy  [am
Wa(h)(f(:c)+u)_ Wa(h)(Wf)(x)

Dokazimo sada da je funkcija W f : G — K neprekidna. Za z,y € G imamo

IW 1)) = (W HW)IE = (f@) = f)lf (@) = fly) =

= /ch([f(l“)](v) ~ [f W) ([f(@)](w) = [f (»)](w)) da(u, v) =

:/G G(f(p(v’l),x’lv’l) = fp@ ™)y o) (Flp(u), 27 ™) = f(p(u), y~u)) da(u, v).
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Fiksirajmo sada x € G i neka je V' kompaktna okolina od z u G. Za svaki y € V oznacimo sa ®,
podintegralnu funkciju u posljednjem integralu:

@y (u,v) = (flpv™ ), 2 v = flp(o™),y ) (flp(u ), 2 ut) — flp(u=t), y~u ).

Lako se vidi da postoji kompaktan skup K C G x G takav da je Supp®, € K Vy € V ida ®,
konvergira uniformno prema nuli kada y tezi prema x. Slijedi

lim [[(Wf)(z) — (W£)(y)llc = 0.

y—z

Dakle, funkcija W f je neprekidna u svakoj tocki z € G.

Napokon, razmotrimo nosaé¢ funkcije W f. Neka su A, B C G kompaktni skupovi, takvi da je
Supp f C p(A) x B. Neka je z € G\HAB”. Ako jey € A7'H tada vrijedi yx ¢ B~ (inace bismo
imali z € y 'B~! C HAB™), pa slijedi z7'y~! & B. No tada je f(p(y~!),z " 'y~!) = 0, odnosno
[/(2)](y) = 0. S druge strane, ako je y € G\ A" H, onda je y~' € G\ HA, dakle, p(y~") & p(A).
Slijedi f(p(y 1),z y™1) = 0, odnosno, ponovo je [f(2)](y) = 0. Time smo dokazali

v ¢ HAB™ — f(z)=0.

Drugim rijecima, Supp Wf C HAB™'. Buduéi da je AB~' kompaktan podskup od G, za-
kljucujemo da je W f € Cy(G, o).

Lema 6.2.24. Podrucje vrijednosti operatora W je gusto u Hilbertovom prostoru H(G, o).

Dokaz: Prema tvrdnji (a) propozicije 6.1.2. dovoljno je dokazati da podrucje vrijednosti ope-
ratora W sadrzi T,(Cy(G) ® (Co(G)/U)). Doista, neka su p,1 € Co(G) proizvoljne. Tada je za

reG
T,(¢ @ (¢ +U))) / ,/ Y(ho)o(h™) (e +U)|dv(h) =
= /HQ/’(MW% (G(h Yeo+U)dv(h) / (hz)(pp-1o+U)dv(h / W(hz)pp-1edv(h)+U.

Dedfinirajmo sada neprekidnu funkciju f: M x G — C sa

/ Y(huv™t) “Hdv(h), u,v € G.
Tada se lako vidi da je

Supp f € p (Suppp)™") x [(Supp ) (Supp ¢)] .
Prema tome je f € Co(M x G). Nadalje, imamo
Fa) = £ty ™a™y™) = [ wthalotun™)av(h) = [ vha) o) 0)aw(h).

Zakljucujemo da je

W)= f@) +U =T +U)E) = Lo e+U)=Wf

i time je lema dokazana.
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Lema 6.2.25. Za f,g € Co(M x G) vrijedi

(WFIW @nigo) = (T(F)EclT(9)€)n-

Dokaz: Neka su A, B C G kompaktni skupovi takvi da je Supp f C p(A) x B. Iz dokaza
leme 6.2.23. znamo da je tada Supp W f C p(AB™!). Neka je ¢ € Cy(G) takva da je o, (m) = 1
Vm € p(AB™!). Prema lemi 6.1.2. i prema lemi 6.2.20. tada je

(W FIW 9)r(.o) = /G (@) (W )(@)|(Wg)(x))xdu(z) =

- /G (@) (F@)|g(@)du(x) = (E(p) (el T(9)E)n.

Za (m,z) € Suppf C p(A) x B imamo mz~' € p(AB™'), pa je ¢,(mz~!) = 1. Odatle je
&) f = [, dakle,
E(p)T(f)ée = T(Ee(p) )& = T(f)&e,

pa slijedi tvrdnja leme.

Iz lema 6.2.25. i 6.2.24. slijedi da operator W prijelazom na kvocijent definira izometriju uni-
tarnog prostora Co(M x G)/N na gusti potprostor Hilbertovog prostora H(G, o). Preko izomor-
fizma S : Co(M x G)/N — V definiranog prije leme 6.2.17., t;.

S(f+N)=7(f)&, feCy(M xQG),

dolazimo do izometrije W : V — H(G, o) s podru¢jem vrijednosti koje je gusto u H(G, o). No tada
se W jedinstveno prosiruje do izometrickog izomorfizma W Hilbertovog prostora H na Hilbertov
prostor H(G, o). Dakle, imamo

Wr(f)ee=Wr(f)ee=Wf i (Wf)a)=Ff@)+U  fe€Co(MxGq).

Sada za v € Gi f € Cy(M x G) imamo

W (z)r(f)ée = Wr(me(x)[)Ec = Wy(x) [

Nadalje, .
(Wae(2) f)(y) = (o) f) (y) +U.

Racunamo dalje funkciju (m(z)f) (y) :

[(me(2) ) W))(2) = (me(@) ) (p(z ),y 2 ) = flp(z 1) 27y 27 = [fya)](2).
Slijedi

pa imamo redom

Odatle nalazimo
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Kako je V = 7(Co(M x G)&. gust potprostor od H, zakljucujemo
77 ()W = Wnr(z) Vo € G.

Dakle, izometricki izomorfizam W : H — H(G, o) ostvaruje ekvivalenciju reprezentacija 7 i 7.

Slican ra¢un provodimo za operatore £7(p) 1 E(p) za ¢ € Coo(M), s tim da je ovaj posljed-
nji zasada definiran samo na gustom potprostoru ¥V od H, jer jo§s ne znamo da je taj operator
ogranicen. Za ¢ € C(M) i f € Co(M x G) imamo

WS((:D)T(f)gc = WT(‘%(@)f)fc = WSEJC

Nadalje,
(WE()f)(x) = (&) [) () +U.

~

Rac¢unamo dalje funkciju (E(p)f) () :
[(E) ) (2)](y) = (El@) )y, 27y ™) = wlply™yx) fply™), 27y ™) =

Slijedi

pa imamo redom
(WE(p)f)(x) = p(p(@) f(x) + U = p(p(x))(W f)(z) = (E° ()W f)(x).
Odatle nalazimo
E(O)WT(f)ee = E ()W f = WE(p)f = WE()T(f)ée

Time je dokazano

EN()WIY =WE(p) Vo€ Cx(M).

Odatle slijedi da je za svaku funkciju ¢ € Coo(M) operator E(p) € L(V) ogranicen. Stoga se on
jedinstveno prosiruje do ograni¢enog operatora na H, koji ¢emo takoder oznacavati sa £(p). Tada
je (&€, m) reprezentacija homogenog prostora (M, G) na Hilbertovom prostoru H i dokazali smo da
je ekvivalentna induciranoj reprezentaciji (€7, 77).

Napokon, za f,g € Co(M x G) je

e (F)r (g, = /G r(a E)(g)udpu(x) = /G r(a ) () g)edule) =

- [ et esant) = - ( / w(x‘l)é’e(f“”)gdu(x)) 3
Izracunajmo funkciju m,(z1)E(f*)g
(me(a™E(FT)g) (myy) = (E(f7)g)(m,zy) = f*(my '~ )g(m,zy) = f(my 'z~ 2™ )g(m, xy).

Dakle,
(/G W(xl)g’f(fx)gd“(x)> (m,y) = /Gf(mylxl, vV g(m, zy)du(z) =

/ Fma ya Y g(m, 2)du(z) = (f * g)(m,y).
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Stoga imamo
TET(N)7(9)e = T(f * 9)ée = T()T(9)ée-
Bududi da je V = {7(9)&.; g € Co(M x G)} gust potprostor od H, zakljuéujemo

T =) V€ Co(M % G),

Razmotrimo sada opci slucaj, bez pretpostavke o ciklicnosti. Neka je 7 pravilna neprekidna
nedegenerirana reprezentacija homogene algebre Co(M x G) na Hilbertovom prostoru H. Pomocu
Zornove leme kao i kod unitarnih reprezentacija lokalno kompaktnih grupa ili kod reprezentacija
C*—algebri lako se vidi da je 7 ortogonalna suma ciklickih subreprezentacija. Drugim rije¢ima,
postoje zatvoreni medusobno ortogonalni 7—invarijantni potprostori ‘H;, ¢ € I, ¢ija je direktna
suma gusta u H, tj. takvi da je H = ®;e/H;, 1 takvi da je svaka subreprezentacija 7, ciklicka.
Prema dokazanom za svaki i € I postoji reprezentacija (&;, ;) homogenog prostora (M,G) na
prostoru H; takva da je 7, = 75™. Te reprezentacije daju reprezentaciju (€, 7) od (M, G) na H
takvu da je

5((,0)|HZ - gl((p)a 7T("L‘)”_[z = 71-z‘("L‘)> (S COO(M)’ S G, (ASE
Tadajeza f € Co(M x G)izaiel

() = 7, (f) = 757 (f) = / w2 )& ) dpla) =

G

- [ e = ([ e ) =i

Slijedi 7(f) = 757 (f) Vf € Co(M x G), odnosno, 7 = 757

Uzmimo sada da je (€,7) reprezentacija homogenog prostora (M, G) na Hilbertovom pros-
toru H. Ponovo je to ortogonalna suma ciklickih subreprezentacija. Dakle, postoje medusobno
ortogonalni zatvoreni (&€, 7)—invarijantni potprostori H;, i € I, prostora H, ¢ija je direktna suma
gusta u H i takvi da je subreprezentacija (Ey,, my,) ciklicka za svaki i € I. Prema dokazanom za
svaki ¢ € I postoji unitarna reprezentacija o; grupe H na Hilbertovom prostoru K; takva da je
reprezentacija (Ey,, my,) ekvivalentna induciranoj reprezentaciji (€7, 7%). Ako je 0 = @10y
ortogonalna suma reprezentacija o; na ortogonalnoj sumi K = @;;K;, onda je prema lemi
6.2.2. inducirana reprezentacija (€7, 7%) ekvivalentna ortogonalnoj sumi reprezentacija (€7, 1%),
i € I. To znac¢i da je reprezentacija (£7,n7) ekvivalentna ortogonalnoj sumi reprezentacija
(En,, m1,), a ta ortogonalna suma je upravo polazna reprezentacija (€, 7). Prema tome, postoji
unitarna reprezentacija o grupe H takva da je reprezentacija (£,7) ekvivalentna induciranoj
reprezentaciji (€7, 77).

Sve u svemu, dokazali smo teorem:

Teorem 6.2.2. Neka je G lokalno kompaktna grupa, H C G zatvorena podgrupa i M = H\G.

(a) Za svaku reprezentaciju (€, 1) homogenog prostora (M, G) postoji unitarna reprezentacija o
grupe H takva da je (€,m) ekvivalentna induciranoj reprezentaciji (€7, 77).

(b) Za svaku neprekidnu pravilnu nedegeneriranu reprezentaciju T homogene x—algebre
Co(M x G) na Hilbertovom prostoru H postoji reprezentacija (€, m) homogenog prostora
(M, G) na Hilbertovom prostoru 'H takva da je T = 757,

(¢) Za svaku neprekidnu pravilnu nedegeneriranu reprezentaciju T homogene x—algebre
Co(M x G) postoji unitarna reprezentacija o grupe H takva da je reprezentacija T ekvi-
valentna reprezentaciji 7€ .



