LIEJEVE ALGEBRE

Prof. dr. sc. Hrvoje Kraljevic

Predavanja odrzana u okviru diplomskog studija Teorijska matematika
na PMF—Matematickom odjelu Sveucilista u Zagrebu
u ljetnom semestru akademske godine 2012./2013.

Zagreb, lipanj 2013.






SADRZAJ 3

Sadrzaj

1 OSNOVNI POJMOVI 5
1.1 Definicije i osnovna svojstva . . . . . . . ..o )
1.2 Prosirenje poljaskalara . . . . . . .. ..o L 9
1.3 Bilinearne forme . . . . . . . ... 13
1.4 Primjeri Liejevih algebri . . . . . . . . . ... oo 18
1.5 Reprezentacije i moduli . . . . . . .. . ..o 21
2 LIEJEVE GRUPE 31
2.1 Diferencijabilne i analiticke mnogostrukosti . . . . . . . .. ... ... 0. 31
2.2 Liejeve grupe . . . . . ..o 40
3 DEKOMPOZICIJE LINEARNOG OPERATORA 45
3.1 Fittingova dekompozicija linearnog operatora. . . . . . . . . .. . ... ... ... 45
3.2 Korijenska dekompozicija linearnog operatora . . . . . . . . ... ... 47
3.3 Jordanova dekompozicija rascjepivog operatora . . . . . . . .. .. ... L. 50
3.4 Jordanov rastav za nerascjepive operatore . . . . . . . .. ... ... 95
4 NEKE KLASE LIEJEVIH ALGEBRI 63
4.1 Nilpotentne Liejeve algebre. . . . . . . . . . ... oo 63
4.2 Rjesive Liejeve algebre. Radikal . . . . . .. .. .. .. o000 69
4.3 Proste i poluproste Liejeve algebre . . . . . . . . ... 75
4.4 Weylov teorem potpune reducibilnosti . . . . . . .. ... ... 0oL 81
4.5 Reduktivne Liejeve algebre . . . . . . . . . ..o 87
5 TEZINE I KORIJENI 93
5.1 Nilpotentne Liejeve algebre operatora . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 93
5.2 Cartanove podalgebre . . . . . . . . .. 101
5.3 Polinomijalna preslikavanja i topologija Zariskog . . . . . . . . .. .. ... .. .. 107
5.4 Konjugiranost Cartanovih podalgebri . . . . . . . . . ... ... 117
6 KOMPLEKSNE POLUPROSTE LIEJEVE ALGEBRE 121
6.1 Cartanove podalgebre . . . . . . . . ... L 121
6.2 Trodimenzionalna prosta Liejeva algebra . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 123
6.3 Korijenski rastav . . . . ... Lo 127
6.4 Sistemi korijena . . . . ... Lo 133
6.5 Konstrukcija ireducibilnih sistema korijena . . . . . .. ... o000 0L 151

6.6 Klasifikacija kompleksnih prostih Liejevih algebri . . . . . .. .. ... ... ... 156



SADRZAJ



Poglavlje 1
OSNOVNI POJMOVI

1.1 Definicije i osnovna svojstva

Liejeva algebra nad poljem K je algebra g, u kojoj se mnozenje obi¢no oznacava sa
(z,y) — [z,y] i zove komutator, ukoliko su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

(L1) [z,2] =0 Vz € g.

(£2) [z, [y, 2l + [y, [z, 2]] + [, [0, 9] = O Va,y,2 € A

Svojstvo (L2) zove se Jacobijev identitet. Iz svojstva (L1) slijedi
0=lz+y,a+yl=lwa]+ [,y + [y 2] + [y, 9] = [o, 9] + [y, 2],

dakle,

(L) [z,y] = —ly,2] Va,y € g.

Zbog toga se obi¢no svojstvo (L1) zove antikomutativnost. Napomenimo da (L1’) povlaci (L1)
ukoliko je karakteristika polja K razlicita od 2 :

[z, z] = —[x, 2] = 2[z,x] =0 = [z, x] = 0.

U slucaju Liejevih algebri zbog svojstva antikomutativnosti (L1’) nema razlike medu lijevim
i desnim idealima, pa kazemo samo ideal. Ako je a ideal u Liejevoj algebri g, lako se vidi da je
kvocijentna algebra g/a takoder Liejeva algebra.

Vazan primjer Liejevih algebri dobiva se iz asocijativnih algebri:

Zadatak 1.1.1. Neka je A asocijativna algebra. Definiramo
[z y] =2y —yz, wyeA
Dokazite da s operacijom [, -] A postaje Liejeva algebra.

Liejevu algebru iz zadatka 1.1.2. oznacavat ¢emo sa Lie(.4). Ako je g Liejeva algebra i A
asocijativna algebra onda ¢emo preslikavanje ¢ : g — A, koje je homomorfizam Liejeve algebre
g u Liejevu algebru Lie(.A), zvati Liejev morfizam Liejeve algebre g u asocijativnu algebru
A. Posebni slucaj je kad je A zapravo asocijativna algebra L(V') svih linearnih operatora na
vektorskom prostoru V. U tom sluc¢aju Liejev homomorfizam 7 : g — L(V') zove se reprezentacija
Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Dakle, reprezentacija Liejeve algebre g (nad poljem

>
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K) na vektorskom prostoru V' (nad poljem K) je preslikavanje m koje svakom elementu z € g
pridruzuje linearan operator 7(x) : V' — V ukoliko su zadovoljeni uvijeti:

m(@+y) =n(2)+7(y), w\r)=Ar(z), 7(lr,y]) =7(x)r(y) -7(y)n(z), VYr,ycg YVAe kK.

Mi ¢emo se u ovom kolegiju gotovo iskljuc¢ivo baviti kona¢nodimenzionalnim Liejevim alge-
brama. Medutim, vektorski prostori koje ¢emo promatrati (pa ni asocijativne algebre) ne ée uvijek
biti kona¢nodimenzionalni.

Neka je V' konac¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K i n = dim V. Liejevu alge-
bru Lie(L(V)) oznacavat ¢emo sa gl(V'). Naravno, dim gl(V) = n? Izaberemo li bazu prostoru
V' dobivam izomorfizam Liejeve algebre gl(V') s Liejevom algebrom Lie(M,(K)) svih kvadratnih
matrica n X n; ova posljednja se obi¢no oznacava gl(n, K). Linearna Liejeva algebra je bilo
koja Liejeva podalgebra od gl(V') za konaénodimenzionalan vektorski prostor V. Dakle, linearna
Liejeva algebra izomorfna je Liejevoj podalgebri od gl(n, K). Napomenimo, da se Liejeva algebra
gl(V), pai gl(n, K), cesto zove opéa linearna Liejeva algebra.

Lako je zapisati tablicu mnozenja Liejeve algebre gl(n, K'). Naime, ako sa e;; ozna¢imo n x n
matricu kojoj su svi elementi 0 osim broja 1 na presjecistu ¢—tog retka i j—tog stupca, onda je
€ijere = 0y, Pa imamo

[€ij, exe] = Ojk€ie — Oivey;.

Neka je A algebra nad poljem K (bilo kakva, dakle, vektorski prostor na kome je zadana
bilinearna operacija (a,b) — ab sa A x A u A). Linearan operator D : A — A zove se derivacija
algebre A ako vrijedi

D(ab) = D(a)b+ aD(b) Va,b e A.

Skup svih derivacija algebre A oznacavat ¢emo sa Der(A). Primijetimo da je Der(.A) potprostor
vektorskog prostora L(A) = L(A, A) svih linearnih operatora A — A. Prostor L(.A) je unitalna
algebra, ali Der(.A) opéenito nije podalgebra, buduéi da komporzicija derivacija ne mora biti (i
obi¢no nije) derivacija. Medutim, vrijedi:

Propozicija 1.1.1. Ako je A algebra i D, E € Der(A) onda je DE — ED € Der(A). Drugim
rijecima, Der(A) je Liejeva podalgebra Liejeve algebre Lie(L(A)).

Zadatak 1.1.2. Dokazite propoziciju 1.1.1.

Posebno je tako u slucaju Liejeve algebre g. Tada je

Der(g) = {D € gl(g); D([z,y]) = [D(2),y] + [z, D(y)] Y,y € g}

Za bilo koji element x € g definiramo preslikavanje ad z : g — g na sljede¢i nacin:

(adz)(y) = [v,y], yeu.

Iz bilinearnosti preslikavanja (x,y) — [z, y] neposredno slijedi da su svi operatori ad  linearni i
da je ad : g — L(g), = — adx, linearno preslikavanje. Stovise, vrijedi:

Propozicija 1.1.2. Za svaku Liejevu algebru g preslikavangje ad je homomorfizam Liejeve algebre
g u Liejevu algebru Der(g). Posebno, ad je reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru

g.

Dokaz: 1z Jacobijevog identiteta (L2) i iz antikomutativnosti (L1') imamo redom za bilo koje
x’ y? z E g

(adz)([y, 2]) = [7, [y, 2]] = [z, [, ¥]|=[v, [z, 2]] = [[z, 9], 2]+[v, [z, z]] = [(ad 2)(y), 2]+y, (ad z)(2)],
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sto pokazuje da je ad x € Der(g). Nadalje, koristedi ista pravila izvodimo i
(ad [z,y])(2) = [z, 9], 2] = —[z, [z, 9] = [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] =

= [z, [y, 2] = [y, [z, 2]] = (ad 2)((ad y)(2)) — (ad y)((ad 2)(2)),
dakle,
ad [z,y] = (adx)(ady) — (ady)(ad z) = [ad x, ad y],

sto pokazuje da je ad : g — Der(g) homomorfizam Liejevih algebri, i, posebno, ad je reprezentacija
Liejeve algebre g na vektorskom prostoru g. Kad ho¢emo istaknuti o kojoj se Liejevoj algebri g
radi, piSemo adg umjesto ad.

Derivacije Liejeve algebre g oblika ad x za neki x € g zovu se unutarnje derivacije Liejeve
algebre. Svi ostali elementi od Der(g) zovu se vanjske derivacije Liejeve algebre g.

Propozicija 1.1.3. Skup adg svih unutarnjih derivacija Liejeve algebre g je ideal u Liejevos
algebri Der(g).

Dokaz: Za x,y € gi D € Der(g) imamo

[D,adz](y) = D([z,y]) — [z, D(y)] = [D(x),y] + [z, D(y)] = [z, D(y)] = [D(x), y] = (ad D(x))(y)-

Dakle, [D,adz] = ad D(z) € ad g.

Primjetimo da je jezgra homomorfizma ad : g — Der(g), koja je naravno ideal u Liejevo]
algebri g, jednaka

Z(g)={r€g adz =0} ={r g [r,y]=0Vy € g}.

Taj se ideal u g zove centar Liejeve algebre g. Liejeva algebra Z(g) ima svojstvo da je u njoj
komutator trivijalan: [z,y] = 0 Va,y € Z(g). Opcenito, za Liejevu algebru g kazemo da je ko-
mutativna ili Abelova ako je [g,g] = {0}, tj. [x,y] =0 Vz,y € g. Naravno, Liejeva algebra g je
komutativna ako i samo ako je Z(g) = g.

Uocimo da je definicija komutativnosti za Liejeve algebre malo razlicita od uobicajene definicije
komutativnosti. Naime, ako je A bilo koja algebra, ona se obi¢no zove komutativna ili Abelova
ako je ry = yx Vx,y € A. U slucaju Liejeve algebre g zbog antikomutativnosti to je ekvivalentno
uvjetu 2[z,y] = 0 Vz,y € g, a to je ekvivalentno nasoj definiciji komutativnosti Liejeve algebre
ukoliko je char K # 2. Medutim, ako je char K = 2, onda je svaka algebra s antikomutativnim
mnozenjem ujedno i komutativna, jer je —1 = 1. Ipak, kod Liejeve algebre postavljamo jaci zahtjev
(inace bi svaka Liejeva algebra nad poljem karakteristike 2 bila komutativna).

Naravno, ako je V' bilo koji vektorski prostor, onda uz definiciju [z,y] = 0 Vz,y € V prostor
V postaje komutativna Liejeva algebra.

Opéenito, neka je g kona¢nodimenzionalna Liejeva algebra i neka je {ej,...,e,} baza vek-
torskog prostora g. Tada mozemo pisati

n

leives) =D cijuer,  cijr€ K, 1< jk<n,
k=1

Skalari ¢; j zovu se strukturne konstante Liejeve algebre g u odnosu na bazu {es,...,e,}. Iz
svojstava (L1) i (L2) jednostavno se izvodi koji su nuzni i dovoljni uvjeti da bi zadanih n? skalara
mogli biti strukturne konstante:
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Zadatak 1.1.3. Neka je V' vektorski prostor nad poljem K, {e1,...,e,} baza od V i ¢y € K,
i,7,k € {1,...,n}. DokaZite da na V postoji struktura Liejeve algebre takva da vrijedi

n

le;, e;] = Z Ci i kEk Vi,je{l,...,n}

k=1
ako i samo ako skalari c; j . zadovoljavaju
Ciik =0 Vi, k€ {1,...,n},
Cijk+ ik =0 Vi, j, ke {l,...,n}

n

E (Ci,j kChotsm F Cj o kChiom + CoikChjm) =0 Vi, j,0,m e {1,...,n}.
k=1

Sljedeca dva zadatka rjeSavaju se primjenom Jacobijevog identitata:

Zadatak 1.1.4. Neka je g Liejeva algebra i S C g bilo koji podskup. DokaZite da je
Co(S)={z€g [z,y =0 VyeS}
Liejeva podalgebra od g.

Liejeva podalgebra Cy(S) od g zove se centralizator skupa S u Liejevoj algebri g. Naravno,
Z(g) = Cqlg)-

Zadatak 1.1.5. Neka sada § Liejeva podalgebra Liejeve algebre g. Dokazite da je
Ny(h) ={z € g; [z,b] Cb}.

Liejeva podalgebra od g koja sadrzi b i b je ideal uw Ng(h). DokaZite da je stovise Ny(h) je najveca
takva Liejeva podalgebra: ako je € Liejeva podalgebra od g koja sadrzi by ¢ ako je by ideal u €, onda
je € S Nq(b).

Liejeva algebra Ny(h) zove se normalizator od h u Liejevoj algebri g.

Potprostor h Liejeve algebre g zove se karakteristicni ideal ako vrijedi Dh C b za svaku
derivaciju D € Der(g). Naravno, svaki je karakteristicni ideal zaista ideal, jer ideal u Liejevoj
algebri je potprostor koji je invarijantan u odnosu na sve unutarnje derivacije ad x, x € g.

Zadatak 1.1.6. Dokazite:
(a) Ako su a i b ideali u Liejevoj algebri g onda je i [a, b] ideal u Liejevoj algebri g.

(b) Ako su a i b karakteristicni ideali u Liejevoj algebri g onda je i [a,b] karakteristicni ideal u
Liejevog algebri g.
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1.2 ProSirenje polja skalara

Neka svojstva Liejevih algebri vrijedit ¢e samo ako je polje algebarski zatvoreno. Neka druga
svojstva vrijedit ¢e za Liejeve algebre nad proizvoljnim poljem, ali bit ¢e ih lakse dokazati ako je
polje algebarski zatvoreno. Zbog toga je vazna konstrukcija tzv. prosirenje polja skalara.

Opcenito, neka je V' vektorski prostor nad poljem k i neka je K prosirenje polja k. Vektorski
prostor dobiven iz V' prosirenjem polja skalara sa k na K je ureden par (W, ) sa svojstvima:

(ES1) W je vektorski prostor nad poljem K.
(ES2) ¢ je k—linearan operator sa V u W.

(ES3) Vrijedi tzv. univerzalno svojstvo: ako je U vektorski prostor nad poljem K iakojev : V — U
k—linearan operator, onda postoji jedinstven K —linearan operator x : W — U takav da je

Y =x0p.
Teorem 1.2.1. Neka je K prosirenje polja k i V' vektorski prostor nad k.

(a) Egzistencija: Postoji vektorski prostor dobiven iz prostora V' prosirenjem polja skalara sa k
na K.

(b) Jedinstvenost: Ako su (Wi, 1) @ (Wa,¢a) vektorski prostori dobiveni iz V' prosirenjem
polja skalara sa k na K, onda je jedinstven K—linearan operator x : W1 — Wy sa svojstvom
Y9 = X © 1 1zomorfizam.

Neka (W, @) prostor dobiven iz V' prosirenjem polja skalara sa k na K. Tada vrijedi:
(¢) Operator ¢ : V. — W je injektivan.

(d) Ako je podskup S C V' linearno nezavisan nad poljem k, onda je ©(S) linearno nezavisan
nad poljem K.

(e) Ako podskup S C V' razapinge prostor V (nad poljem k) onda ¢(S) razapinje prostor W (nad
poljem K).

(f) Ako je (v;)ier baza prostora V' onda je (o(v;))ier baza prostora W.
Dokaz: (a) Neka je (v;);er baza prostora V' i neka je W vektorski prostor nad poljem K s

bazom (w;);er, dakle, indeksiranom s istim skupom I. Definiramo ¢ : V' — W kao jedinstven
k—linearan operator takav da je p(v;) = w; Vi € I. Dakle, za bilo koji konac¢an podskup J C I i

bilo koje a; € k, 7 € J, je
@ (Z Oéj’Uj) = ZOZJ'U}J'.

jeJ j€J
Tvrdimo da je tada ureden par (W), ) vektorski prostor dobiven iz V' prosirenjem polja skalara
sa k na K. Doista, neka je U vektorski prostor nad K i neka je ¢ : V — U k—linearan operator.
Tada postoji jedinstven K —linearan operator y : W — U takav da je x(w;) = ¥ (v;) Vi € 1. Tada
vrijedi
(o) = x(wi) = x(p(vi)) = (xeop)(vi)  Viel
Bududi da se k—linearni operatori ¢, yop : V. — U podudaraju na bazi prostora V, oni su jednaki:
P =xo¢p.
Napokon, ako je i x’ : W — U K—linearan operator takav da je 1 = x’ o ¢, onda je
X (wi) = X'(p(vi)) = (X 0 ) (vi) = ¥(vi) = (x 0 @) (vi) = x((vs)) = x(wi;)  Viel

Bududéi da se K —linearni operatori x, x’ : W — U podudaraju na bazi prostora W, oni su jednaki,
X =X
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Time smo dokazali da ureden par (W, ¢) zadovoljava univerzalno svojstvo (£S53), dakle, (W, ¢)
je vektorski prostor dobiven iz V' prosirenjem polja skalara sa k na K.

(b) Bududi da je i (W, ¢2) zadovoljava univerzalno svojstvo (ES3) postoji (jedinstven) K —li-
nearan operator ¥ : Wy — W) takav da je ¢ = v o 5. Sada je ¥ o x : Wi — W, K—linearan
operator i vrijedi

(Fox)opr=vo(xop)=100ps =0

Dakle, ¥ o x i Iy, su K—linearni operatori sa W7 u W koji zadovoljavaju (9o x) o ¢ = ¢ i
Iw, o p1 = 1. Sada iz jedinstvenosti u univerzalnom svojstvu (ES3) za (Wi, 1) slijedi da je
Yo x = Iy,. Sasvim analogno se dokazuje da je x o ¥ = Iy,. Prema tome, x : W; — Wj je
izomorfizam vektorskih prostora nad K.

Uoc¢imo da tvrdnja (c) slijedi neposredno iz tvrdnje (f). Nadalje, svaki linearno nezavisan
podskup vektorskog prostora sadrzan je u nekoj bazi, dakle, i tvrdnja (d) slijedi iz tvrdnje (f).
Napokon, svaki podskup vektorskog prostora koji ga razapinje sadrzi neku bazu tog prostora, pa
i (e) slijedi iz (f).

Za dokaz tvrdnje (f), neka je (W, p) prostor dobiven iz V' prosirenjem polja skalara i neka je
(W', ") upravo onaj prostor dobiven iz V' prosirenjem polja skalara koji je konstruiran u dokazu
tvrdnje (a). Dakle, W’ je vektorski prostor nad K s bazom (w;)er i ¢’ : V. — W’ je jedinstven
k—linearan operator takv da je ¢'(v;) = w; Vi € I. Zbog univerzalnog svojstva postoji K —linearan
operator x : W' — W takav da vrijedi ¢ = x o ¢/. Prema tvrdnji (b) tada je x izomorfizam
vektorskih prostora. Vrijedi

x(wi) = x(¢'(v) = (x o @) (i) = p(v;)  Viel

No izomorfizam vektorskih prostora prevodi bazu u bazu, pa zaklju¢ujemo da je (¢(v;))ocer baza
vektorskog prostora W.

Neka je (W, ¢) vektorski prostor dobiven iz prostora V' prosirenjem polja skalara sa k na K.
Zbog tvrdnje (¢) u prethodnom teoremu, operator ¢ : V' — W mozemo upotrijebiti kao identi-
fikaciju i shvacati V' kao podskup od W. Tada univerzalno svojstvo znaci da se svaki k—linearan
operator sa V' u K —vektorski prostor U jedinstveno prosiruje do K —linearnog operatora sa W u
U. Nadalje, baza od V' (nad k) je ujedno baza od W (nad K). Uz takvu identifikaciju obi¢no ¢emo
pisati VE za prostor W. Dualna konstrukcija od prosirenja polja skalara sa k na K je suZenje
polja skalara sa K na k : ako je W vektorski prostor nad prosirenjem K polja k, mozemo ga
shvacati kao vektorski prostor nad poljem k zaboravivsi da znamo vektore iz W mnoziti i sa
skalarima iz K \ k. Taj se k—vektorski prostor oznacava sa Wj. Primijetimo da ove konstrukcije
nisu medusobno inverzne. Npr. ako je k = R i K = C, i ako je V kona¢nodimenzionalan realan
vektorski prostor, a W kona¢nodimenzionalan kompleksan vektorski prostor, onda je

dime VC = dimg V, ali dimg Wg = 2 dime W,

dakle,

dimg (V©), =2dimg Vi  dimc (Wg)© =2 dime W.
Zadatak 1.2.1. Neka su V, W 1 U wvektorski prostori nad poljem k, neka je K prosirenje polja
k i neka je AV x W — U k—bilinearan operator. DokaZite da se A jedinstveno prosiruje do

K —bilinearnog operatora AX : VE x WK — UK,

Posebno, ako je A algebra nad poljem k onda se mnozenje A x A — A jedinstveno progiruje
do K —bilinearnog preslikavanja sa AX x AKX u AX i AKX postaje algebra nad poljem K. Tada
kazemo da je algebra AX dobivena iz algebre A prosirenjem polja skalara sa k na K.
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Ako je V wvektorski prostor nad poljem k i K prosirenje od k onda se za potprostor U od
V potprostor koji je u K—prostoru V¥ razapet sa U moze identificirati sa U%. Dakle, moZemo
shavacati da je UK C VK. Ako je Z ideal (lijevi, desni ili obostrani) u k—algebri A onda se lako
vidi da je Z¥ ideal iste vrste u algebri A®. Ako je ideal Z obostrani, kvocijentna algebra A /7%
identificira se s algebrom (A/Z)%. Nadalje, homomorfizam ¢ : A — B k—algebri jedinstveno se
progiruje do homomorfizma ¢ : AX — BX i pridruzivanje ¢ — ¥ je injekcija sa Homy (A, B) u
Homy (AX,BE). Tu é¢emo injekciju obicno shvaéati kao identifikaciju Homy (A, B) s podskupom
{p € Homg(AX BX); p(A) C B}.

Ako je A algebra (nad k) s jedinicom (odnosno, asocijativna algebra, unitalna algebra, Liejeva
algebra) lako se vidi da je i A algebra s jedinicom (odnosno, asocijativna algebra, unitalna alge-
bra, Liejeva algebra).

Zadatak 1.2.2. Neka je g Liejeva algebra nad poljem k i K prosirenje polja k. DokaZite:
(a) Ako su X i Y potprostori od g onda je [X¥, Y K] = [X,Y]¥.
(b) Ako je S podskup od g onda je Cyx(S) = Cy(S)*.
(c) Ako je b Liejeva podalgebra od g onda je Nyx (bK) = Ny(h)¥.

Ovaj ¢emo odjeljak zavrsiti jos jednom definicijom vezanom uz pojam prosirenjem polja
skalara. Neka je i dalje K proSirenje polja k i neka je V' vektorski prostor nad K. k—struktura
vektorskog prostora V je potprostor W prostora V) takav da je V' vektorski prostor dobiven iz
W prosirenjem polja skalara sa k na K. Drugim rije¢ima, potprostor W ima bazu koja je ujedno
baza prostora V. Ako je A algebra nad K, k—struktura algebre A je podalgebra B od Ay koja
je k—struktura vektorskog prostora A.

Neka je fiksirana neka k—struktura W vektorskog prostora W nad K. Za potprostor U pros-
tora V kazemo da je definiran nad k ako je W N U k—struktura od U. To je ispunjeno ako i
samo ako je spang(W NU) = U.

Propozicija 1.2.2. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem K i neka je fiksirana njegova k— struk-
tura W. Ako je S skup potprostora V' koji su definirani nad k onda je i potprostor > S definiran
nad k. Ako je prostor V' konacnodimenzionalan, onda je i potprostor (S definiran nad k.

Dokaz: 1z spanxg(W NZ) = Z VZ € S dobivamo

ZS D spang(W N ZS) D spang (Z(Wﬂ Z)) = ZspanK(WﬂZ) = ZZ = ZS.

ZeS A ZeS

Dakle, potprostor > S je definiran nad k.

Pretpostavimo sada da je prostor V kona¢nodimenzionalan. Tada je (| S jednak presjeku
konacno mnogo potprostora iz skupa S. Zbog toga u dokazu mozemo pretpostavljati da je skup
S konacan, a indukcijom po broju elemenata od S dokaz se svodi na slucaj dvaju potprostora
X 1Y od V definiranih nad k. Veé¢ znamo da je potprostor X + Y definiran nad k, pa mozemo
pretpostavljatidaje V=X + YiW=WnNX + WNY. Sada je

dimy W =dimg V, dimgz (W NX)=dimg X, dim (W NY)=dimg Y,
pa slijedi
dim, (W N(XNY)) =dim (WNX)N(WNY)) =dimp (WNX) + dimg (WNY) — dimy, W =
=dimg X + dimg Y — dimg V =dimg (X NY).
Dakle, potprostor X NY je definiran nad k.
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Neka su sada V; i V5 vektorski prostori nad K i neka su fiksirane njihove k—strukture Wy i
W,. Za lineran operator A € L(V, V3) kazemo da je definiran nad k, ako je AW; C W.

Propozicija 1.2.3. Ako su prostori Vi i Vo konacénodimenzionalni i ako je operator A € L(V, V3)
definiran nad k onda su potprostori Ker A i Im A definirani nad k.

Dokaz: Vrijedi
Im A D spang ((Im A) N W) D spang AW, = A spang Wi = AV, = Im A.

Dakle, potprostor Im A prostora V, je definiran nad & i Im (A|W;) je k—struktura potprostora
Im A. Nadalje, dvostruka primjena teorema o rangu i defektu daje

dimg Ker A = dimg V) — dimg Im A = dimg W, — dimy Im (A|W);) =
= dimy, Ker (A|W;) = dim;, (Ker A) N W;.
Dakle, (Ker A) N W je k—struktura potprostora Ker A, dakle, taj je potprostor definiran nad k.

Propozicija 1.2.4. Neka su Vi i Vo konacnodimenzionalni vektorski prostori nad K i neka su
fiksirane njihove k—strukture Wy « Wy. Tada je

L(Vi, Va)w, w, = {A € L(V1,Va); A je definiran nad k}

k—struktura vektorskog prostora L(Vy,V3) i A — A|W; je izomorfizam k—vektorskih prostora sa
L(‘/la ‘/2)W1,W2 na L(Wla WQ)

Zadatak 1.2.3. Dokazite propoziciju 1.2.4.
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1.3 Bilinearne forme

Neka su V' i W wvektorski prostori nad istim poljem K. Bilinearna forma na V x W je
preslikavanje F': V x W — K koje je bilinearno, tj. linearno je u prvoj varijabli

F(ajv; + agve, w) = ag F(vy, w) + agF(vg, w) Vo, a0 € K, Yo,v5 €V, YweW,
i u drugoj varijabli
F(v, cqwy + agwsy) = a1 F(v,wy) + agF (v, ws) Vaj,ao € K, Yv eV, Ywy,wy, e W.

Naravno, tada vrijedi

n m

/3] Uza w]

F (Z Q;v;, Z ﬁjwj> =
i=1 =1

Vn,m eN, Vai,...,an,B1,....0m €K, Yvi,...,v, €V, Ywq,...,w, €W

(]
i=1 j=1

Skup svih bilinearnih formi V' x W — K oznacavamo sa L(V x W, K) i to je vektorski prostor
nad K s operacijama

(F+G)(v,w) = F(v,w) + G(v,w), (aF)(v,w) = aF(v,w),
FGeL(VxWK) acK, veV, welW
Za formu F' kazemo da je slijeva nedegenerirana ako vrijedi
veV, F,w)=0 YweW — v=0,
a zdesna nedegenerirana ako vrijedi
welW, Flw =0 YveV = w = 0.

Kazemo da je forma F' nedegenerirana ako je nedegenerirana i slijeva i zdesna.

U daljnjem promatramo iskljuc¢ivo bilinearne forme na kona¢nodimenzionalnim vektorskim
prostorima. Ako je e = {ey, ..., e,} baza vektorskog prostora Vi f = {fi,..., fi} baza vektorskog
prostora W matrica bilinearne forme F' : V x W — K u paru baza (e, f) je matrica
F(e, f) tipa n x m ¢iji je matricni element na mjestu (7, j) jednak F(e;, f;). Ocito je F'+— F(e, f)
izomorfizam vektorskog prostora L(V x W, K) svih bilinearnih formi V' x W — K na vektorski

prostor M, ,,(K) svih matrica formata n x m s koeficijentima iz K.

Propozicija 1.3.1. Neka je e = {ey,...,e,} baza vektorskog prostora V), f = {f1,..., fm} baza
vektorskog prostora W i F € L(V x W, K).

(a) Forma F je slijeva nedegenerirana ako i samo ako je rang matrice F(e, f) jednak n.
(b) Forma F je zdesna nedegenerirana ako i samo ako je rang matrice F(e, f) jednak m

(¢) Ako je n = m, tj. dim V = dim W, forma F je slijeva nedegenerirana ako i samo ako je
ona zdesna nedegenerirana. To je ispunjeno ako i samo ako je matrica forme F u nekom (u
svakom) paru baza regularna.

(d) Ako je forma F nedegenerirana onda je n = m.
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Dokaz: (a) Pretpostavimo da je forma F slijeva nedegenerirana. Neka je F; € M ,,,(K) i—ti
redak matrice F'(e, f), tj.

E: [F(ei,fl) F(ei,fg) F(ei,fm)], i:1,2,...,n.
Neka su Ay, Ao, ..., A, € K takvi da je
MEL+ Moy + -+ N\ F, = 0. (1.1)

To znaci da vrijedi
n

S NF(ei f;) =0 Vje{L2... m}

i=1

Slijedi da za vektor
U:)\1€1+)\2€2—|—"'+)\n€n eV (12)

vrijedi

F(uv, f;)=0 Vje{l,2,...,m}. (1.3)
Kako je {f1, f2,-- ., fm} baza prostora W, zakljuc¢ujemo da je F(v,w) =0 Yw € W. Buduéi da je
forma I’ po pretpostavci slijeva nedegenerirana, slijedi v = 0, a odatle je Ay = Ay =--- =\, = 0.
Time je dokazano da su reci Fy, Fy, ..., F, matrice F(e, f) linearno nezavisni. Dakle, rang te

matrice jednak je n.
Obratno, pretpostavimo da je rang matrice F'(e, f) jednak n. To znaéi da su reci Fy, Fy, ..., F),

te matrice linearno nezavisni. Neka je v € V takav da je F(v,w) = 0 Yw € W. Tada, posebno,
vrijedi (1.13). Neka je (1.12) prikaz vektora v u bazi e. Tada iz (1.13) slijedi (1.11), a kako su reci
F\, F,, ..., F, matrice F(e, f) linearno nezavisni, slijedi da je Ay = Ap = --- = \,, = 0, odnosno,
v = 0. Time je dokazano da je forma F’ slijeva nedegenerirana.

Tvrdnja (b) dokazuje se potpuno analogno tvrdnji (@) promatranjem stupaca matrice F'(e, f),
a tvrdnje (c¢) i (d) neposredne su posljedice tvrdnji (a) i (b).

Propozicija 1.3.2. Neka suV i W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad poljem K i neka
je F: V. xW — K nedegenerirana bilinearna forma.

(a) Za svaki linearan funkcional ¢ € V* postoji jedinstven vektor w € W takav da je
p(v) = F(v,w) YoeV.
Tako definirano preslikavangje ¢ — w je izomorfizam prostora V* na prostor W.
(b) Za svaki linearan funkcional ¥ € W* postoji jedinstven vektor v € V' takav da je
Y(w) = F(v,w) Yw e W.
Tako definirano preslikavanje 1 — v je izomorfizam prostora W* na prostor V.

(¢) Za svaki linearan operator A : V. — V postoji jedinstven linearan operator A¥ - W — W
takav da vrijeds

F(Av,w) = F(v, AFw) YoeV i YweW.

Preslikavanje A — AT je izomorfizam prostora L(V') na prostor L(W) i vrijedi

(A1As)F = AFAF WA, Ay € L(V).
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(d) Za svaki linearan operator B : W — W postoji jedinstven linearan operator B : V. — V
takav da vrijedi
F(v,Bw) = F(*Bv,w) YveV i weW.
Preslikavanje B — YB je izomorfizam prostora L(W) na prostor L(V') i vrijedi

B B1By) =TB,*B, VB, By € L(W).

(€) Lzmorfizmi A AY sa L(V) na L(W) i B — B sa L(W) na L(V) su medusobno inverzni.
Dokaz: (a) Za w € W definiramo preslikavanje ¢, : V — K sa
0u(v) = F(v,w), velV.

Zbog linearnosti forme F' u prvoj varijabli ¢, je linearan funkcional na prostoru V, tj. ¢, € V*.
Nadalje, iz linearnosti forme F' u drugoj varijabli slijedi da je preslikavanje w +— ¢, sa W u V*
linearno. Iz nedegeneriranosti forme F' (zdesna) slijedi da je to preslikavanje injektivno:

O =0 = Flo,w)=p,(v)=0 YveV = w=0.

Po teoremu o rangu i defektu primijenjenom na operator w — ¢, slijedi da je njegov rang jednak
dim W. Medutim, po tvrdnji (d) propozicije 1.3.1. to je jednako dim V, dakle, dim V*. Prema
tome, preslikavanje w +— ¢,, je izomorfizam prostora W na prostor V*.

Tvrdnja (b) dokazuje se sasvim analogno ili primjenom tvrdnje (a) na formu F° € L(W xV, K)
definiranu sa F°(w,v) = F(v,w), v € V, w € W.

(c) Neka je A € L(V). Za w € W definiramo 1, € V* sa

Uy (v) = F(Av,w), vel.
Prema tvrdnji (a) postoji jedinstven vektor iz W, koji éemo oznaciti sa A (w), takav da je
F(Av,w) = ¥,(v) = F(v, A¥ (w)) Vv e V.

Iz linearnosti forme F u drugoj varijabli slijedi linearnost preslikavanja Af : W — W. Time je
dokazana egzistencija u tvrdnji (¢). Jedinstvenost slijedi iz nedegeneriranosti forme F' zdesna: ako
i B € L(W) ima svojstvo da je F(Av,w) = F(v, Bw) Yv € V i Yw € W, onda za w € W i za
svaki v € V vrijedi F(v, Afw — Bw) = 0, pa slijedi A¥w — Bw = 0, a to zbog proizvoljnosti
vektora w € W znaci B = AT

Preslikavanje A — AF sa L(V) u L(W) je ocito linearno. Nadalje, ono je injektivno, jer imamo
sljedeé¢i niz implikacija

AP =0 = F(Av,w)=Fv,Afw) =0V e VivweW = Av=0WweV = A=0;

pri tome smo kod druge implikacije koristili nedegeneriranost forme F' slijeva. Buduéi da je
dim V = dim W, vrijedi dim L(V') = dim L(W), pa je po teoremu o rangu i defektu preslikavanje
A — AT izomorfizam sa L(V) na L(W).

Napokon, za A;, Ay € L(V) imamo za proizvoljne v € Viw € W :

F(v, (A1 A9) w) = F(A Ay, w) = F(Ay, Aw) = F(v, AL AT w).

Odatle i iz nedegeneriranosti forme F zdesna slijedi (A;4,)" = AF AL
Tvrdnja (d) dokazuje se sasvim analogno.
(e) Za A € L(V) i za proizvoljne v € V i w € W imamo

F(Av,w) = F(v,A"w) = F (" (A") v,w).

Odatle i iz nedegeneriranosti forme F slijeva slijedi ¥ (AF ) = A. Sasvim analogno za svaki
B € L(W) nalazimo da je (¥B)Y = B. Time je dokazano da su izomorfizmi A +— AF i
B+ B medusobno inverzni.
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Neka je F' € L(V x W, K) bilinearna forma. Za potprostor X prostora V' definiramo njegov
desni F—ortogonal + X :

X ={weW; F(z,w) =0 Vo € X}.

To je ocito potprostor od W. Analogno, za svaki potprostor Y prostora W definiramo njegov lijevi
F—ortogonal. To je potprostor Y+ od V zadan sa

Yt={veV; Fluo,y)=0 Yy € Y}.

Desni F'—ortogonal +V ¢itavog prostora V zove se desni radikal forme F'; analogno, W+ je
lijevi radikal forme F. Forma F' je zdesna nedegenerirana ako i samo ako je njen desni radikal
1V jednak {0}, a slijeva nedegenerirana ako i samo ako je njen lijevi radikal W+ jednak {0}.

Propozicija 1.3.3. Neka je F € L(V x W, K) nedegenerirana bilinearna forma. Za svaki pot-
prostor X od V' i svaki potprostor Y od W wvrijede jednakosti

dim "X =dim V—-dim X i dimY"'=dim W —dim Y.
Dokaz: Neka je w +— ¢, izomorfizam sa W na V* iz dokaza tvrdnje (a) propozicije 1.3.2., tj.
ouw(v) = F(v,w), veV, weW.
Tada vrijedi
w € X = Y €X' ={peV* ¢(r)=0 Vr € X}.

Dakle, w — ¢, je izomorfizam sa *X na X°. No tada je dim X = dim X° = dim V — dim X.
Sasvim analogno dokazuje se i druga jednakost.

Nekasue = {ey,...,e,}ie = (€},...,¢e),) bazeprostora Vi f = (fi,...,fm)if = (f1,---, )
baze prostora W. Nadalje, neka su A € GL(V) operator koji povezuje bazu e s bazom ¢’ i
B € GL(W) operator koji povezuje bazu f s bazom f’:

Aei:e,.’ i:]_,...,?’L7 ij:f, jzl,,m

7

Oznac¢imo sa A(e) = [ap] matricu operatora A u bazi e i sa B(f) = [f;,] matricu operatora B u
bazi f :

e, =Ae,=> apei, p=1,....n,  [fi=Af;=> Bif; ¢=1,...,m.
i=1 j=1
Tada imamo za bilo koje p € {1,...,n}iqge {1,...,m}:

F(eﬁy,fq') = Zzaipﬁqu(ehfj)-

i=1 j=1

To pokazuje da je

F(e, f') = Ale)'F(e, f)B(f)-
Pri tome za bilo koju matricu C' € M, (K) sa C* € My (K) oznatavamo njoj transponiranu
matricu. Kako su matrice A(e) (dakle i A(e)*) i B(f) regularne, iz ove se jednakosti vidi da je
rang matrice F(e, f) jednak rangu matrice F(¢/, f'). Drugim rije¢ima, rang matrice bilinearne
forme F' ne ovisi o izboru baza u prostorima V' i W. Taj se rang zove rang bilinearne forme F
i oznacava sa r(F).
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Propozicija 1.3.4. Neka su'V i W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K
i e L(V x W, K) bilinearna forma.

(a) Neka su X i'Y potprostori od V i W takvi da je V =W+ + X i« W =LV +Y. Tada je
restrikcija F|X XY nedegenerirana bilinearna forma.

(b) Vrijedi dim V = dim W+ + r(F) i dim W = dim +V + r(F).

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je z € X takav da je F(x,y) = 0 Vy € Y. Bududi da vrijedi i
F(z,y) =0 Vy € YV, i bududi da je W = 1V + Y, slijedi da je F(x,y) =0 Vy € W. No tada je
r € W+, akako je X N W+ = {0}, zaklju¢ujemo da je z = 0. To pokazuje da je forma F|X x Y
slijeva nedegenerirana. Sasvim analogno dokazuje se da je ta forma i zdesna nedegenerirana.

(b) Izaberimo potprostore X od V i Y od W takve daje V=W 4+ X i W =1V +Y. Zbog
nedegeneriranosti forme F|X Xx Y, prema tvrdnji (d) propozicije 1.3.1. vrijedi dim X = dim Y/

taj broj ozna¢imo sa r i neka su n = dim V' i m = dim W. Izaberimo sada bazu {ej,...,e.}
od X, bazu {e,11,...,e,} od W, bazu {fi,..., f-} od Y ibazu {fri1,..., fru} od 1V. Tada je
{e1,...,e,} baza prostora V i {f1,..., fm} je baza od W. U tom paru baza forma F' ima matricu

kojoj je u gornjem lijevom r x r bloku matrica nedegenerirane forme F|X x Y, dakle, matrica iz
GL(r,K), a svi su ostali elementi te matrice 0. To pokazuje da je r(F') = r, a odatle je

r(F)=dim X =dim V —dim W+ i  7(F)=dim Y =dim W — dim V.

Propozicija 1.3.5. Neka je F € L(V x V, K) nedegenerirana simetriéna ili antisimetricna bili-
nearna forma i neka je U potprostor od V. Sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Restrikcija F|\U x U je nedegenerirana.

(b) V=U+U"*.

() UNnUL = {0}.

(d) Restrikcija F|UL x Ut je nedegenerirana.

Dokaz: Prije svega, uo¢imo da za simetri¢nu ili antisimetricnu formu F € L(V x V, K) za
svaki potprostor U od V vrijedi U+ = +U. Kako je forma F nedegenerirana, po propoziciji 1.3.3.
za svaki potprostor U od V vrijedi dim V = dim U + dim U~. Prema tome, svojstva (b) i (c) su
medusobno ekvivalentna. Iz tih svojstava slijedi svojstvo (a). Doista, ako je u € U takav da je
F(u,z) =0 Vz € U, onda zbog (b) vrijedi F'(u,xz) =0 Va € V, pa zbog nedegeneriranosti forme
F slijedi u = 0. Pretpostavimo sada da vrijedi svojstvo (a). Tada je ocito UNUL = {0}, tj. vrijedi
(¢). Time je dokazano da su svojstva (a), (b) i (¢) medusobno ekvivalentna.

Za svaki potprostor U od V je ocito U C (UL)l. Nadalje, iz propozicije 1.3.3. primijenjene
najprije na potprostor X = U1 a zatim na potprostor X = U dobivamo

dim (UY)" = dim V — dim U* = dim V — (dim V — dim U) = dim U.

Dakle, za svaki potprostor U od V' je U = (UL)l. Primijenimo li dokazano na potprostor U~
nalazimo da je svojstvo (d) ekvivalentno npr. svojstvu (c).
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1.4 Primjeri Liejevih algebri

Liejeve podalgebre od gl(V') za konacnodimenzionalan vektorski prostor V' i od gl(n, K) za
n € N zovu se linearne Liejeve algebre. Definirat ¢emo sada sada neke serije linearnih Liejevih
algebri, koje se obicno zovu klasi¢ne Liejeve algebre.

1. Za konac¢nodimenzionalan prostor V' sa sl(V) oznacavamo skup svih linearnih operatora
kojima je trag jednak nuli; analogno, sa sl(n, K) oznacavamo skup svih matrica n X n traga
0. Budu¢i da je trag komutatora dvaju operatora, odnosno, dviju matrica, uvijek jednak nuli
s[(V) je Liejeva podalgebra od gl(V) i sl(n, K) je Liejeva podalgebra od gl(n, K). Ta se Liejeva
algebra zove se specijalna linearna Liejeva algebra. Trag je netrivijalni linearni funkcional
na prostoru gl(V') (odnosno, na prostoru gl(n, K)) i sl(V') (odnosno, sl(n, K)) je njegova jezgra.
Dakle, dim s[(V) = dim sl(n, K) = n? — 1. Lako je napisati bazu od sl(n, K) : to je npr.

{eij; Z,j - {1,...,n}i§£j}U{hi:€Z‘Z‘—€Z‘+1’Z‘+1; 7€ {1,,n—1}}

Tu ¢emo bazu zvati standardna baza od sl(n, K).

2. Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K ineka je F': V XV — K
nedegenerirana antisimentri¢na bilinearna forma na V' x V.

Zadatak 1.4.1. DokaZite da je dimenzija prostora V' paran broj 2n i da postoji baza {eq, ..., ea,}
od V' takva da vrijedi:

2n 2n n n
V= Z%ez’, w = Zﬁiei - F(Ua w) = Z%ﬂnﬂ' - ZanJriﬁi-
i=1 i=1 i=1 i=1
Stavimo
sp(V) = {z € gl(V); F(x(v),w)+ F(v,z(w)) =0 Yv,w € V}.

Zadatak 1.4.2. (a) Dokazite da je sp(V') Liejeva podalgebra od gl(V') sadrzana u s\(V') i da je
ta Liejeva algebra izomorfna Liejevo) algebri matrica

sp(2n, K) = {z € gl(2n, K); sx = —a's}, gdjeje s= [ _IO 18 } )
pri cemu je I, oznaka za jedinicnu matricu n X n.
(b) Dokazite da je
a b " ‘
sp(2n, K) = o —at ; a,b,c€ Mp(n,K), b="b", c=c"¢,

pri cemu je g oznaka za transponiranu matricu matrice g.
(¢) DokaZite da je dim sp(2n, K) = 2n* + n.
Liejeve algebre sp(V') 1 sp(2n, K) zovu se simplekticke Liejeve algebre.
3. Neka je sada nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma na V' x V. Stavimo

op(V)={z € gl(V); Flav,w)+ F(v,z2w) =0 Yov,w e V}.
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Zadatak 1.4.3. (a) Dokazite da je op(V') Liejeva podalgebra od gl(V') sadrzana u s((V).

—1
(b) Dokazite da je dim op(V') = %, n =dim V.

or(V) zove se ortogonalna Liejeva algebra na prostoru V u odnosu na formu F. Za-
jednicki naziv za specijalne linearne Liejeve algebre, simplekticke Liejeve algebre i ortogonalne
Liejeve algebre je klasicne Liejeve algebre.

Ako je polje K algebarski zatvoreno sljedeéi zadaci pokazuju da se gubi razlika medu Liejevim
algebrama oz (V') za razli¢ite nedegenerirane simetricne bilinearne forme F. Stoga se tada obi¢no
izostavlja oznaka F' i pise samo o(F’). Razmatrat ¢emo odvojeno prostore parne i prostore neparne
dimenzije.

Zadatak 1.4.4. Neka je F nedegenerirana simetricna bilinearna forma na neparnodimenzio-
nalnom vektorskom prostoru V (dim V' = 2n+1) nad algebarski zatvorenim poljem K karakteristike

0.
(a) Dokazite da u'V postoji baza {eq, ey, ..., e} takva da je
2n 2n n
v = Z Qi€ W= Zﬁiei = F(v,w) = agfy + Z(Oﬁﬁnﬂ' + ant1/3;).
i=0 1=0 =1

(b) Dokazite da je op(V') izomorfna Liejevoj algebri matrica

o2n+1,K)={z €gl2n+1,K); sz = —a's}, gdjeje s=

oo
Soo
oo

(¢) Dokazite da je jedna baza od o(2n + 1, K) dana sa
{ei — entimris 1<i <n}U{egnp —eio; 1 <d<nju

U{eor — entio; 1 <i<n}U{e; —entjnri; 1 <4,j<n, i#jIU
U{€intj — €jmtis 1 <i<j<n}pU{entji— entiy; 1 <0< j<n}.

Zadatak 1.4.5. Neka je F nedegenerirana simetricna bilinearna forma na parnodimenzionalnom
vektorskom prostoru V (dim V' = 2n) nad algebarski zatvorenim poljem K karakteristike 0.

(a) Dokazite da u 'V postoji baza {ey, ..., e} takva da je

n

2n 2n
v = Z Qe W = Zﬁiei - F(’U, UJ) = Z(aiﬁnJri + OénH@)-
i=1 i=1

i=1

(b) Dokazite da je op(V') izomorfna Liejevoj algebri matrica

(¢) Dokazite da je jedna baza od 0(2n + 1, K) dana sa
{ei — enyintis 1 <i<n}U{e; —enpjnrs 1<0,5 <mn, i#j}U
Ul€intj = €jmsi; 1 <i<j<npU{entji—enrig; 1 <i<j<n}

Baze iz zadataka 1.4.4. 1 1.4.5. zovu se standardna baza od 0(2n+1, K), odnosno, od o(2n, K).
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Navedimo jos nekoliko Liejevih algebri matrica s kojima ¢emo se susretati. Sa t(n, K') ozna¢avamo
Liejevu algebru svih gornje trokutastih matrica n x n :

t(n, K) = {a = [ay5] € gl(n, K); a;; =0 akoje i>j}.
Nadalje, n(n, K) je Liejeva algebra svih striktno gornje trokutastih matrica n x n :
n(n, K) = {a = [ay] € gl(n, K); a;; =0 akoje i>j}
Napokon, 0(n, K) oznacava Liejevu algebru svih dijagonalnih matrica n x n :
o(n, K) = {a=[a;] € gl(n, K); a;; =0 akoje i+#j}.
Ocito je
n(n+ 1)
2 Y
Zadatak 1.4.6. Dokazite da vrijedi:

n(n —1)

dim t(n, K) = 5

dim n(n, K) = dim o(n, K) = n.
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1.5 Reprezentacije i moduli

Neka je S skup. S—modul nad poljem K je vektorski prostor V nad poljem K sa zadanim
preslikavanjem S x V' — V| (s,v) — sv, takvim da je v — sv, v € V| linearan operator na prostoru
VVvseS:

s(av + fw) = asv + [sw, Va, € K, Yo,weV, VseS.

Reprezentacija skupa S na vektorskom prostoru V' je preslikavanje 7 : S — L(V). Naravno,
S—moduli i reprezentacije od S su u biti jedno te isto: ako je m reprezentacija od S na prostoru
V onda je sa sv = w(s)v, s € S, v € V, zadano preslikavanje S x V' — V koje V ¢ini S—modulom;
s druge strane, ako je V' S—modul, onda je sa w(s)v = sv, s € S, v € V| zadana reprezentacija m
skupa S na prostoru V.

U daljnjem je V' S—modul nad poljem K i 7 pripadna reprezentacija skupa S na prostoru
V. S—podmodul od V je potprostor W C V takav da je sw € W Vs € S i Vw € W. Nara-
vno, s restrikcijom domene preslikavanja (s,v) — sv sa S X V na S x W i kodomene tog pres-
likavanja sa V' na W i sam W postaje S—modul. Potprostor W od V je S—podmodul ako i
samo ako je taj potprostor invarijantan s obzirom na sve operatore 7(s), s € S. Reprezentacija
pridruzena S—podmodulu W oznacava se my i zove subreprezentacija reprezentacije 7. Pravi
S—podmodul od V je S—podmodul W koji je razlicit od V. W je netrivijalan S—podmodul
od V ako je W # V i W # {0}. Maksimalan S—podmodul od V je pravi S—podmodul od
V' koji nije pravi S—podmodul nijednog pravog S—podmodula od V. Drugim rije¢ima, maksi-
malan S—podmodul od V' je svaki maksimalan element skupa svih pravih podmodula od V'
parcijalno uredenog inkluzijom. Za pripadnu subreprezentaciju kazemo da je maksimalna sub-
reprezentacija od .

Presjek bilo kojeg skupa S—podmodula od V' je o¢ito S—podmodul od V. Ako je ¥ pod-
skup S—modula V| postoji najmanji S—podmodul od V koji sadrzi skup ¥ : to je presjek svih
S—podmodula koji sadrze skup X. Za taj S—podmodul kazemo da je generiran skupom Y. On
je ocCito jednak

spang (L U{sy - s,0; n €N, s1,...,8, €S, vEX}).

Ako je W S—podmodul S—modula V, kvocijentni vektorski prostor V/W mozemo snabdjeti

strukturom S—modula ovako:

s+ W) =sv+W, seS, veW

S tom strukturom V/W se zove kvocijentni S—modul (S—modula V' po S—podmodulu W).
Pripadna reprezentacija oznacava se sa myy 1 zove kvocijentna reprezentacija reprezentacije 7.
Kvocijentni S—modul S—podmodula od V' ili, ekvivalentno, S—podmodul kvocijentnog S—modula
od V, zove se subkvocijentni S—modul, ili kra¢e subkvocijent, S—modula V. Dakle, subkvo-
cijent od V' je S—modul oblika W/U, gdje su W i U S—podmoduli od V' i U C W. Pripadna
reprezentacija oznaCava se sa my,y 1 zove subkvocijentna reprezentacija ili subkvocijent
reprezentacije .

Ako su V' i W S—moduli nad poljem K, S—homomorfizam (ili homomorfizam S—modula)
V u W je linearan operator A : V — W sa svojstvom

Asv = sAv Vse S 1 YvelV.

Skup svih S—homomorfizama V' u W oznacavamo sa Homg(V, W) i to je potprostor prostora
L(V,W) svih linearnih operatora sa V' u W. Ako su 7 i p pripadne reprezentacije od S na
prostorima V i W, S—homomorfizmi se zovu i preplitanja reprezentacije m s reprezentaci-
jom p. Surjektivni (odn., injektivni, bijektivni) S—homomorfizam zove se S—epimorfizam (odn.,
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S—monomorfizam, S—izomorfizam). Kazemo da je S—modul V izomorfan S—modulu W ako
postoji S—izomorfizam sa V' na W, tj. ako u Homg(V, W) postoji bijekcija. Kako je kompozicija
S—homomorfizama S—homomorfizam, ocito je relacija izomorfnosti medu S—modulima tranzi-
tivna. Ona je i simetri¢na jer invers S—izomorfizma je S—izomorfizam. Napokon, identiteta I, na
V' je izomorfizam S—modula V' sa samim sobom. Prema tome, izomorfnost S—modula je relacija
ekvivalencije.

Vrijede sljedeca dva standardna rezultata:

Teorem 1.5.1. Ako je A :V — W homomorfizam S—modula onda je Ker A S—podmodul od V,
Im A je S—podmodul od W i sa

v+ Ker A — Av, velV,
je zadan izomorfizam S—modula sa V/(Ker A) na Im A.

Suma bilo kojeg skupa S—podmodula od V' je S—podmodul od V. Posebno, ako su W i U
S—podmoduli od V onda jei W + U S—podmodul od V.

Teorem 1.5.2. Ako su W i U S—podmoduli S—modula V, onda je sa
w+(WnNU) —w+U, we W,
zadan izomorfizam S—modula W/(W NU) na S—modul (W + U)/U.

Kazemo da je S—modul V' prost ako je V' # {0} i V nema netrivijalnih S—podmodula;
tj. Vi {0} su jedini S—podmoduli od V. U tom se sluéaju pripadna reprezentacija zove
ireducibilna. Kazemo da je m reducibilna reprezentacija ako ona nije ireducibilna. V' je
poluprost S—modul, ako za svaki S—podmodul W od V' postoji S—podmodul U od V takav da
je V.=W 4 U. Za pripadnu reprezentaciju u tom slucaju kazemo da je potpuno reducibilna.

Propozicija 1.5.3. Ako je W S—podmodul poluprostog S—modula V, onda su S—moduli W i
V/W poluprosti.

Dokaz: Neka je X S—podmodul od W. Tada je X ujedno S—podmodul od V, pa po pret-
postavei postoji S—podmodul Y od V takav da je V = X +Y. Sada je Z =Y NW S—podmodul
od W i ocito vrijedi W = X + Z. Time smo dokazali da je S—modul W poluprost.

Neka je sada X S—podmodul kvocijentnog modula V/W. Stavimo

Y={yeV;, y+We X}

Tada je Y potprostor prostora V koji je S—podmodul od V. Doista, ako su s € S'iy € Y, onda
jey+ W € X, pa iz ¢injenice da je X S—podmodul od V/W slijedi s(y + W) € X. Medutim,
po definiciji strukture S—modula na kvocijentnom prostoru V/W vrijedi s(y + W) = sy + W. To
pokazuje da je sy € Y. Kako su s € Siy €Y bili proizvoljni, dokazali smo da je Y S—podmodul
od V. Bududi da je S—modul V poluprost, postoji S—podmodul Z od V takav da je V =Y + Z.
Stavimo sada

U={+W,; z€ Z}.

Tada je U potprostor kvocijentnog prostora V/W i to je S—podmodul od V/W :za s € S i
u€e Uizaz € Z takav da je u = z + W vrijedi sz € Z, jer je Z S—podmodul od V| pa vrijedi
su=s(z+W) =sz+W € U. Dokazimo sada da je V/W = X 4 U. Prije svega, proizvoljan vektor
v € V moze se napisati u oblikuv=y+z2,y€ Y, z€ Z Tadajev+W =(y+ W)+ (z+ W) i
vrijedi y+ W € X i z+ W € U. To pokazuje da je V/W = X +U. Neka je sada u € X NU. Buduéi
da je u € U, postoji z € Z takav da je u = z+ W. No tada je z+ W € X, pa slijedi z € Y. Dakle,
ze ZNY ={0}, tj. z=0, a to znaci da je u = z + W nulvektor u kvocijentnom prostoru V/W.
Prema tome, suma je direktna: V/W = X 4+ U. Time je dokazano da je i kvocijentni S—modul
V/W poluprost.
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Propozicija 1.5.4. Svaki poluprost S—modul V' # {0} ima prost S—podmodul.

Dokaz: Neka je v € V, v # 0. Neka je § skup svih S—podmodula od V koji ne sadrze
vektor v. Uz relaciju inkluzije S postaje parcijalno ureden skup. On je neprazan jer je {0} € S.
Primjenom Zornove leme lako se vidi da skup & ima bar jedan maksimalni element W. Kako je
S—modul V' poluprost, postoji S—podmodul U takav da je V =W + U. Tada je U # {0}, jer
v ¢ W. Pretpostavimo da je U’ netrivijalan podmodul od U. Prema propoziciji 1.5.3. S—modul
U je poluprost pa on ima S—podmodul U” takav da je U = U’ + U”. Kako je W maksimalan
S—podmodul od V' sa svojstvom v ¢ W, vrijediv e W + U’ iv e W + U”. No tada slijedi da je
ve (W 4 U)n(W + U"”) =W suprotno svojstvu od W. Ova kontradikcija pokazuje da U nema
netrivijalnih S—podmodula, odnosno, S—modul U je prost.

Teorem 1.5.5. Sljedeca su tri svojstva S—modula V' medusobno ekvivalentna:
(a) Modul V' je poluprost.
(b) Modul V' je suma svojih prostih podmodula.
(¢) Modul V' je direktna suma nekog skupa svojih prostih podmodula.

Dokaz: (a) = (b). Neka je V poluprost i neka je W suma svih njegovih prostih podmodula.
Tada je V =W + U za neki podmodul U. Prema propoziciji 1.5.4. ako je U # {0} onda U sadrzi
neki prost podmodul Z. No po definiciji W tada je Z C W, a to je nemoguce. Ova kontradikcija
pokazuje da je U = {0}, tj. W =V.

(b) = (c). Pretpostavimo da je V suma svojih prostih podmodula. Primjenom Zornove
leme nalazimo da postoji maksimalan skup S prostih podmodula ¢ija je suma direktna. Neka
je W =>"S. Pretpostavimo da je W # V. Tada postoji prost podmodul U od V takav da U Z W.
Tada je UNW # U, dakle, UNW = {0}. Odatle slijedi da je suma » (SU{U}) direktna i vrijedi
S C SU{U}, a to je nemoguce zbog izbora S. Ova kontradikcija pokazuje da je W = V.

(¢) = (a). Pretpostavimo da je V direktna suma skupa S prostih podmodula od V' i neka
je W podmodul od V. Primjenom Zornove leme nalazimo da u skupu svih podmodula U od V'
takvih da je U N W = {0} postoji bar jedan maksimalan element U. Neka je Z € S. Tvrdimo da
je tada Z N (W 4 U) # {0}. Doista, u protivnom bi U 4+ Z bio podmodul od V' sa svojstvom
(U + Z)nW = {0} i imali bismo da je U C U + Z, a to je suprotno izboru podmodula U. Kako
je Zprosti ZN(W 4+ U) # {0}, vrijedi ZN(W + U) = Z, tj. Z C W + U. Kako to vrijedi za
svaki Z € S, slijedi V=S CW + U, odnosno, V=W + U.

Za S—modul V pisat ¢emo Endg(V') umjesto Homg(V, V). Endg(V) je unitalna podalgebra
unitalne algebre L(V) = L(V, V) svih linearnih operatora na prostoru V.

Teorem 1.5.6. (Schurova lema) Neka su V' i W prosti S—moduli nad poljem K.
(a) Svaki element A € Homg(V, W) \ {0} je izomorfizam. Posebno, ako je Homg(V, W) # {0},

onda su S—moduli V 1 W izomorfni.
(b) Unitalna algebra Endg (V') je tijelo, tj. svaki A € Endg(V') \ {0} je invertibilan.

(¢) Ako je polje K algebarski zatvoreno i prostor V' je konac¢nodimenzionalan, onda je Endg(V) =

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je A € Homg(V, W)\ {0}. Tada je Ker A S—podmodul od V :

veEKerAd, se 8 — Asv =sAv =0 = sv € Ker A.
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Kako je A # 0, vrijedi Ker A # V, a kako je V prost S—modul, zaklju¢ujemo da je Ker A = {0},
odnosno, A je injekcija. Nadalje, Im A je S—podmodul od W :

seS, welmA, veV takavdaje w= Av — sw = sAv = Asv € Im A.

Kako je A # 0 to je Im A # {0}. Buduéi da je W prost S—modul, slijedi Im A = W. Prema tome,
A je i surjekcija, dakle, izomorfizam.

(b) 1z tvrdnje (a) slijedi da je svaki A € Endg(V') \ {0} invertibilan.

(c) Neka je A € Endg(V'). Kako je prostor V' konacnodimenzionalan, a polje K je algebarski
zatvoreno, operator A ima neku svojstvenu vrijednost A € K. Tada operator A — Al € Endg(V)
nije invertibilan, pa je prema tvrdnji (b) jednak nuli. To znaci da je A = Ay i time je dokazana
tvrdnja (c).

Uocimo da je dokaz tvrdnje (¢) baziran na tvrdnji (b) i na ¢injenici da svaki linearan operator
na konac¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru nad algebarski zatvorenim poljem ima neprazan
spektar. Ova posljednja ¢injenica vrijedi i u opéenitijoj situaciji:

Teorem 1.5.7. (J. Dixmier) Neka je V vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem K i
pretpostavimo da je dim V' manja od Card K. Tada za svaki A € L(V') vrijedi

Sp(A) = {\ € K; A— Al ¢ GL(V)} # 0.

Dokaz: Neka je A € L(V) i pretpostavimo suprotno da je spektar Sp(A) prazan, tj. da
je operator A — Ay invertibilan za svaki A € K. Tada je operator P(A) invertibilan za svaki
polinom P € K[T]\ {0}. Dakle, ako je R = P/() racionalna funkcija, mozemo definirati R(A) =
= P(A)Q(A)~!. Tako dolazimo do linearnog preslikavanja R — R(A) prostora K(T') racionalnih
funkcija jedne varijable nad poljem K u prostor L(V). Neka je v € V, v # 0. Tada je R +— R(A)v
injektivan linearan operator sa K (7') u V. Odatle slijedi da je dim K(7T') < dim V.

Uoc¢imo sada da je skup
1
. K 14
{T—A’AE } (1.4)

linearno nezavisan. Doista, u suprotnom bi postojali medusobno razliciti skalari A\y,..., A\, € K i
skalari oy, ..., a, € K\ {0} takvi da je

S,
273,

MnozZenjem te jednakosti s umnoskom (7" — A;)--- (T — \,) dobivamo

Z ;Qi(T) =0,  gdjeje Qi(T)=(T =) (T =X -1)(T = Xjsa) - (T = An)-

za proizvoljan indeks i € {1,...,n} vrijedi
0= Z a;Q;(Ai) = i Qi(Ni),
j=1

a to je nemoguce jer je a; # 01 Q;(\;) # 0. Time je dokazana linearna nezavisnost skupa (3.2).
Odatle slijedi da je Card K < dim K(T'), pa iz prije utvrdene nejednakosti dim K(7") < dim V
zakljucujemo da je Card K < dim V| a to je suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje
da je Sp(A) # 0 za svaki A € L(V'), odnosno, teorem je dokazan.
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Odatle neposredno slijedi sljedec¢a generalizacija tvrdnje (¢) Schurove leme:

Korolar 1.5.8. (J. Dixmier) Neka je V' prost S—modul nad algebarski zatvorenim poljem K i
pretpostavimo da je dim V < Card K. Tada je Ends(V') = {\y; X € K}.

Neka je sada zadana familija S—modula (V;);c; i neka je za i € I sa m; oznaCena pripadna
reprezentacija od S na prostoru V;. Tada na direktnoj sumi

el el

H‘/;:{f:[—)U‘/Z‘; fi) eV; Viel, skup {i € I, f(i);éO}jekonaéan}

definiramo reprezentaciju 7 od S na sljede¢i nacin:

(x(s)))(0) = m(s)f(i),  s€S, i€l

m se zove direktna suma reprezentacija w;. Uz pripadnu strukturu S—modula V' se zove
direktna suma S—modula V.

Naravno, ako je W S—modul i ako su V;, « € I, S—podmoduli od W takvi da je prostor W
direktna suma potprostora V;, ¢ € I, onda je S—modul W izomorfan direktnoj sumi V' familije
S—modula (V;)er, a izomorfizam sa V na W dan je sa

e f@,  fev=][v

el el

Drugim rije¢ima, reprezentacija od S na prostoru W ekvivalentna je direktnoj sumi familije
reprezentacija (my;)

i€l *
Propozicija 1.5.9. Neka je S skup i neka je V' S—modul.
(a) Neka su W i U S—podmoduli od V' takvi da je V=W + U. Tada je V/W ~ U.
(b) Neka su A, B i C S—podmoduli od V takvi da je V=A + B=A 4+ C. Tada B~ C.

Dokaz: (a) Izomorfizam sa U na V/W dan je sa u — u+ W.
Tvrdnja (b) slijedi primjenom tvrdnje (a) :

B~V/A~C.
U slu¢aju kona¢nodimenzionalnog S—modula teorem 1.5.5. se moze ovako iskazati:

Teorem 1.5.10. Neka je V' konacénodimenzionalan S—modul. Sljedeéa su tri svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) Modul V' je poluprost.

(b) Postoji familija (V;),c; prostih S—podmodula od V takva da je

V=>V.

il
(¢) Postoje prosti podmoduli Vi, Va, ..., V, od V takvi da je

V=Vi+ Vit 4V,
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U situaciji iz tvrdnje (c¢) prethodnog teorema neka je 7 oznaka za reprezentaciju od S na
prostoru V' i neka je za svaki j € {1,2,...,n} izabrana neka baza eV = {egj),e(zj), ) ..,e%}
potprostora V;. Nadalje, neka je e oznaka za bazu prostora V' koja je dobivena iz tih baza:

e= {egl), egl) ell) 652), 6(22), - N ,e(ln), eé”’, e } .

s Cmyo ) “ma 9 Ymy,

Za s € S ozna¢imo sa m(s)[e] matricu operatora m(s
mv,(s)[e¥)] oznaka za matricu operatora Ty, (s) = m(
7(s)[e] blok—dijagonalna matrica:

) u bazi e, a za j € {1,2,...,n} neka je
s)|V; u bazi eV, Tada se lako vidi da je

v, (s)[e(l)] 0 - 0
T (s)[e@] -
7(s)le] = O o )[ ] O , s e S.
0 0 . an(s)[e(n)]

Sljedece dvije propozicije navodimo bez dokaza:

Propozicija 1.5.11. Neka su V i W S—moduli nad istim poljem K. Ako je X S—podmodul od
W tada prostor Homg(V, X)) moZemo na prirodan nacin identificirati s potprostorom

{A € Homg(V,W); ImA C X}

prostora Homg(V, W). Ukoliko je W = X; + Xy +--- + X,,, pri éemu su X; S—podmoduli od W
uz spomenutu identifikaciju prostora Homg(V, X;) s potprostorima od Homg(V, W) vrijedi

Homg(V, W) = Homg(V, X;) + Homg(V, X3) + - - - + Homg(V, X,,).
Propozicija 1.5.12. Neka su V « W S—moduli nad istim poljem K.
(a) Ako je X S—podmodul od V, postoji izomorfizam prostora Homg(V/X, W) s potprostorom
{A € Homg(V,W); A|X =0}
prostora Homg(V, W).

(b) Ako je V = X1+ Xo + -+ X,,, gdje su X;, 1 < i < n, S—podmoduli od V, definirajmo
potprostore X; prostora L(V,W') ovako:

X, ={Ae L(V,IW); AlX; =0zaj#1i, AlX; € Homg(X;, W)}
Tada je svaki X; potprostor prostora Homg(V, W) 1 vrijedi

Homg(V,W) =X, + X + -+ X,.

Teorem 1.5.13. Neka su V i@ W konacnodimenzionalni S—moduli nad algebarski zatvorenim
poljem K pri cemu je S—modul V' poluprost, a S—modul W prost. Neka jeV =V +Vo+---+V,,
pri cemu je svaki od potprostora V; prost S—podmodul od V. Tada je

Hie{1,2,...,n}; V; ~W}| = dim Homg(W, V) = dim Homg(V, W).

(Pri tome |S| oznacava broj elemenata konacnog skupa S).
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Dokaz: Prema propoziciji 1.5.11. vrijedi
Homg (W, V) = Homg(W, V;) + Homg(W, V5) + - - - + Homg(W, V). (1.5)
Nadalje, prema Schurovoj lemi (teorem 1.5.6.) vrijedi

1 ako je V; ~ W
dim Homg(W,V;) =
0 ako je V; 2 W.

Odatle i iz (1.5) slijedi jednakost dim Homg(W,V) = [{i € {1,2,...,n}; V; ~ W}|. Sasvim
analogno, pomocu propozicije 1.5.12. dobivamo dim Homg(V, W) = |{i € {1,2,...,n}; V; ~ W}|.

U slucaju da se radi o reprezentaciji na kompleksnom ili realnom kona¢nodimenzionalnom
vektorskom prostoru, uz odredeni uvjet imamo potpunu reducibilnost reprezentacije, odnosno
poluprostotu pripadnog modula.

Teorem 1.5.14. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija skupa S na realnom ili kom-
pleksnom unitarnom prostoru V. Pretpostavimo da vrijedi w(S)* = w(5), tj. da je adjungiranje
operatora A — A* permutacija skupa operatora reprezentacije w(S) = {n(s); s € S}. Tada je
reprezentacija m potpuno reducibilna.

Dokaz: Neka je X m—invarijantan potprostor od V. Prema teoremu o ortogonalnoj projekciji
tada je
V=X4+X+ gdieje Xt={veV; (vjr)=0Vrec X}

Neka je v € X+ i neka je s € S. Po pretpostavci postoji t € S takav da je 7(s)* = 7(t). Sada za
proizvoljan z € X imamo 7(t)x € X, dakle, (w(s)v|z) = (v|m(t)z) = 0. Dakle,

ve Xt = m(s)v e X+ Vse S,
i time je dokazano da je reprezentacija m potpuno reducibilna.

Ako skup S ima strukturu grupe, asocijativne algebre, unitalne algebre ili Liejeve algebre, i s
tom strukturom ga oznacimo sa S, medu svim S—modulima uoc¢it ¢emo one koji nose odgovarajuéu
dodatnu strukturu i takve ¢emo zvati S—modulima:

e Ako je G grupa, G—modul nad poljem K je vektorski prostor V nad poljem K koji je modul
nad skupom G i vrijedi

(ab)v = a(bv) Va,be G 1 YveV i ecv=v YveV.
Tada je svaki operator v — av, a € G, invertibilan i njegov je invers v — a~'v.

e Ako je A asocijativna algebra nad poljem k i K je proSirenje polja k, A—modul nad poljem
K je vektorski prostor nad K koji je modul nad skupom A i vrijedi

(a+bv=av+bv, (Aa)v=2Xav i (ab)v = a(bv) Va,be A, YAek i Yvel.

e Ako je A unitalna algebra, pored prethodnog zahtijevamo jos da je

eAV =0 Yv e V.
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e Ako je g Liejeva algebra nad poljem k£ i K prosirenje polja k, g—modul nad poljem K je
vektorski prostor V' nad poljem K koji je modul nad skupom g i vrijedi

(a+b)v = av+bv, (Aa)v =Adav i [a,blv = a(bv)—b(av) Va,beg, VYiek i YoeW

Pripadne reprezentacije zovu se reprezentacije te strukture:

e Reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V' nad poljem K je homomorfizam grupa
7 : G — GL(V). Drugim rije¢ima, reprezentacija G na V je preslikavanje 7: G — L(V) takvo
da vrijedi

m(ab) = w(a)w(b) Va,be G, m(e) = 1.

e Reprezentacija asocijativne algebre A nad poljem k na vektorskom prostoru V nad
poljem K DO k je homomorfizam asocijativnih k—algebri 7 : A — L(V'). Dakle, reprezentacija
A na V je preslikavanje 7: A — L(V) takvo da vrijedi

(o + By) = an(x) + Br(y), m(zy) = 7(z)7(y), Ve,y € A, Yo, € k.

e Reprezentacija unitalne algebre A nad k na vektorskom prostoru V nad K O k je
homomorfizam unitalnih k—algebri 7 : A — L(V'). Drugim rije¢ima, reprezentacija unitalne
algebre A na prostoru V je reprezentacija asocijativne algebre A takva da vrijedi

m(ey) = 1.

e Reprezentacija Liejeve algebre g nad poljem k na vektorskom prostoru V' nad poljem
K D k je homomorfizam Liejevih k—algebri 7 : g — gl(V'). Dakle, reprezentacija g na V je
preslikavanje 7: g — L(V') takvo da vrijedi

m(ax+fy) = an(z) +0n(y),  7(lz,y]) = n(2)n(y) —7(y)n(z),  Ve,yeg Ya,fck.

U svakom od ta cetiri slucaja vektorski prostor V' zovemo prostorom reprezentacije 7. Ako je
prostor V' kona¢nodimenzionalan, reprezentacija m zove se kona¢nodimenzionalna i tada se
prirodan broj (ili nula) d(7) = dim V' zove dimenzija reprezentacije .

Ako je reprezentacija 7 injektivni homomorfizam, kazemo da je m vjerna reprezentacija.
Ako se radi o reprezentaciji asocijativne, unitalne ili Liejeve algebre A, onda je jezgra

I =Kerm={ac A n(a) =0}

reprezentacije m ideal u toj algebri A i prijelazom na kvocijent dobivamo vjernu reprezentaciju
asocijativne, unitalne ili Liejeve kvocijentne algebre A /7 :

7la+7) =mn(z), r+7ZeA/L.

Vazna je primjena teorema 1.5.14. na tzv. antihermitsku reprezentaciju 7 realne Liejeve
algebre g na realnom ili kompleksnom unitarnom prostoru V, tj. takvu da je svaki operator
reprezentacije m(z), x € g, antihermitski:

m(z)" = —m(x) Vo € g.

U tim slucajevima iz teorema 1.5.14. neposredno slijedi:
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Teorem 1.5.15. Neka je V' konacnodimenzionalan realan ili kompleksan unitaran prostor i neka
je ™ antihermitska reprezentacija realne Liejeve algebre g na prostoru V. Tada je reprezentacija ™
potpuno reducibilna.

Neka je m reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Tada se g—invarijanta-
ma zovu vektori m—invarijantnog potprostora

Vei={veV; m(x)v=0 Vz € g}

Ako su 7 i p reprezentacije Liejeve algebre g na vektorskim prostorima V' i W na prostoru L(V, W)
mozemo definirati reprezentaciju 7 od g na sljedec¢i nacin:

T(2)(A) = p(x)A — An(z), Ae L(V,W), =xze€g.

Tada je Homg(V, W) upravo T—invarijantan potprostor L(V, W)9 svih g—invarijanata reprezenta-
cije 7.

Neka je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' tada se na dualnom
prostoru V' kontragredijentna reprezentacija ' reprezentacije m definira ovako:

m(@)f=—fon(z), . (@(@)f)v)=~f(x(z)v), =z€g veV, [feV.

Ovdje se u stvari radi o prethodnoj konstrukciji za trivijalnu reprezentaciju p Liejeve algebre g na
jednodimenzionalnom prostoru W = K (p(z) =0 Vx € g).

Teorem 1.5.16. Neka je 7 ireducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija Liejeve algebre g.
Tada je njoj kontragredijentna reprezentacija ' takoder ireducibilna.

Dokaz: Neka je U C V' w'—invarijantan potprostor. Tada je njegov anihilator
Ur={veV; fluy=0 VfeU}
potprostor od V' koji je m—invarijantan:
vel’,zegfelU = f(r(x))=—("(2)f)(v) =0,
jer je '(x) f € U. Dakle,
velU’ zeg == m(x)v e U°.
Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi da je ili U° = {0} ili U° = V. Znamo da je
dimV’' =dimV i dimU°® =dimV — dim U.

Dakle, ili je dimU = dim V', tj. U = V', ili je dimU = 0, tj. U = {0}. Time je dokazano da je
reprezentacija 7! ireducibilna.
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Poglavlje 2
LIEJEVE GRUPE

U ovom ¢emo poglavlju prikazati osnove teorije Liejevih grupa i njihovu povezanost s Liejevim
algebrama. Sve ¢e definicije u ovom poglavlju biti jasno iskazane, a takoder i tvrdnje, medutim,
za naslozenije tvrdnje dokaze ¢emo ili poptpuno izostaviti ili samo dati samo njihove naznake.

2.1 Diferencijabilne i analiticke mnogostrukosti

Neka je M Hausdorffov topoloski prostor i neka je n € N. n—dimenzionalna karta na M je
ureden par (U, ) gdje je U C M otvoren skup i ¢ je homeomorfizam sa U na otvoren podskup
od R™. Skup U zovemo domena karte (U, ¢). n—dimenzionalni diferencijabilni atlas na M
je skup A n—dimenzionalnih karata na M sa sljede¢im svojstvima:

(a) Domene karata u skupu A pokrivaju M :

U v=m

(Uap)eA

(b) Ako su (U,), (V, ) € A takve karte da je U NV # (), onda je
vopTlip(UNV) —y(UNV)
preslikavanje klase C'*°; odnosno, diferencijabilno preslikavanje.

Za dva n—dimenzionalna diferencijabilna atlasa A i B kazemo da su ekvivalentni ako je AU B
takoder diferencijabilni atlas. To znaci da su za bilo koje dvije karte (U, ¢) € A1 (V,p) € B, takve
da je U NV # (), preslikavanja

Yo t:pUNV)—p(UNV) i wop L p(UNV) — pUNV)

klase C*°. Na taj je nacin definirana relacija ekvivalencije na skupu svih n—dimenzionalnih diferen-
cijabilnih atlasa na topoloskom prostoru M. Unija svih atlasa u nekoj klasi ekvivalencije je takoder
atlas. Taj se atlas zove n—dimenzionalna diferencijabilna struktura na M. Ocito je atlas A
diferencijabilna struktura ako i samo ako on pored (a) i (b) zadovoljava i svojstvo maksimalnosti:

(¢) Ako je (W, x) n—dimenzionalna karta na M i ako su za svaku kartu (U, ¢) € A takvu da je
UNW #£10

Yvox 1 ix(UNW) — p(UNW) i xo i p(UNW) — x(UNW)

O —preslikavanja, onda je (W, x) € A.

31
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Diferencijabilna mnogostrukost je ureden par (M, .A), gdje je M Hausdorffov topoloski
prostor s prebrojivom bazom topologije, a A je n—dimenzionalna diferencijabilna struktura na M
za neki n € N. Pisemo tada n = dim M.

Neka je U C R"™ otvoren skup i f : U — R. Kazemo da je f R—analiticka funkcija ako

svaka tocka © = (z1,...,x,) € U ima otvorenu okolinu V' C U takvu da za neke o, € R,
m = (mq,...,my,) € Z7, vrijedi
f(y) = Z am(yl - xl)ml T (yn - xn)mn Vy = (yla e >yn) eV.
meZT}r

Pokazuje se da tada gornji red konvergira apsolutno i uniformno na svakom kompaktnom pod-
skupu od V. Nadalje, svaka je R—analiticka funkcija klase C'*° i deriviranje gornjeg reda potencija
moze se provoditi ¢lan po ¢lan. Preslikavanje ' : U — R™ je R—analiticko preslikavanje ako
je svaka od njegovih m koordinatnih funkcija R—analiticka. Zamijenimo li svuda u prethodnim
definicijama izraz diferencijabilno preslikavanje s izrazom R—analiticko preslikavanje, dobivamo
definicije pojmova n—dimenzionalni analiticki atlas, n—dimenzionalna analiticka struktura
i analiticka mnogostrukost. Svaka analiticka mnogostrukost je, naravno, ujedno diferencija-
bilna mnogostrukost, jer svaki je analiticki atlas ujedno i diferencijabilni atlas i svaka je analiticka
struktura sadrzana u jedinstvenoj diferencijabilnoj strukturi. Medutim, moguce je da jedna difer-
encijabilna struktura sadrzi vise analitickih struktura.

Primjeri:
(1) M =R"; tada je {(R", idgn)} n—dimenzionalni analiticki atlas. Jedinstvena analiticka struk-
tura koja sadrzi taj atlas zove se standardna analiticka struktura na R”, a jedinstvena

diferencijabilna struktura koja sadrzi taj atlas je standardna diferencijabilna struktura
na R".

(2) Ako je V n—dimenzionalan realan vektorski prostor, izborom baze {ey, ..., e,} taj se prostor
identificira s R™, a na taj nacin i V' postaje n—dimenzionalna analiticka mnogostrukost. Jasno
je da pripadna analiticka struktura ovisi o izboru baze.

(3) Neka je (M, A) diferencijabilna (odn. analiticka) mnogostrukost i neka je V' C M otvoren
skup. Tada je
{(UnVelUnV); (Ug) e A, UNV # 0}

diferencijabilni (odn. analiticki) atlas na V. V' se s pripadnom diferencijabilnom (odn. anali-
tickom) strukturom zove otvorena podmnogostrukost od M.

(4) Neka su (M, A) i (N, B) diferencijabilne (odn. analiticke) mnogostrukosti, dim M = m,
dim N = n. Neka je

C={UxVidxp) (Uy)eA (Vi) € B},

pri ¢emu je (¢ x ¢)(z,y) = (Y(x),o(y)), v € U, y € V. Tada je C (m + n)—dimenzionalni
diferencijabilni (odn. analiticki) atlas na M x N. S pripadnom diferencijabilnom (odn. anali-
tickom) strukturom M x N se zove produkt mnogostrukosti M i N.

Neka su M i N diferencijabilne (odn. analiticke) mnogostrukosti, dim M = m, dim N = n.
Za f : M — N kazemo da je diferencijabilno (odn. analiticko) preslikavanje ako za svaku
tocku p € M postoje karte (U,v) na M i (V,p) na N takve da je p € U, f(U) C V ida je
po foyyt:p(U) — ¢(V) diferencijabilno (odn. analiticko) preslikavanje iz R™ u R™. Ako je
f: M — N bijekcija i ako su f i f~! diferencijabilna (odn. analiticka) preslikavanja, onda se f
zove difeomorfizam (odn. analiti¢ki difeomorfizam).
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Za diferencijabilnu mnogostrukost M diferencijabilno preslikavanje f : M — R obicno se zove
diferencijabilna funkcija. Skup svih diferencijabilnih funkcija na M oznacavamo sa C*°(M).
Uz operacije po tockama C*°(M) je komutativna unitalna algebra. Vazno je uociti da na svako]
diferencijabiloj mnogostrukosti postoji mnostvo diferencijabilnih funkcija:

Propozicija 2.1.1. Neka su K i C' medusobno disjunktni podskupovi diferencijabilne mnogostru-
kosti M pri cemu je skup K kompaktan, a skup C zatvoren. Tada postoji f € C(M) takva da je
fIK =114 f|C=0.

Dokaz: Za 0 < r < R < +oo promatramo funkciju f : R — R definiranu sa

1 1 .
ev—R = akoje r<z <R

fx) =

0 akoje z<r ili x> R.

Tada je funkcija f klase C'*° a isto vrijedi i za funkciju

F(x)—M r e R.

R rwar

Funkcija F' poprima vrijednost 1 za x < r i vrijednost 0 za x > R. Definiramo sada funkciju
Y R" — R sa

Ta je funkcija klase C* i vrijedi ¢¥(z) = 1 ako je ||z]|* = 22 +--- + 22 < riy(z) = 0 ako je
|z||* > R. Pomakom u R" nalazimo da za bilo dvije koncentri¢ne sfere u R™ postoji p € C* (R")
koja je jednaka 1 unutar manje sfere i jednaka 0 izvan vece sfere.

Neka su sada K i C' medusobno disjunktni podskupovi od R"™ pri ¢emu je skup K kompaktan,
a skup C zatvoren. Tada zbog kompkatnosti mozemo pronac¢i konaéno mnogo otvorenih kugala
Ui, ..., Us koje pokrivaju K i disjunktne su sa C. Neka je sada za svaki j € {1,...,s} izabrana
koncentricna otvorena kugla V; C U; manjeg radijusa, ali tako da je i dalje K C Uj=1 V;. Vidjeli
smo da postoje ¢1,...,p; € C* (R") takve da vrijedi

pi(r) =1 Vz e V], ;i(z) =0 Vz e R"\ Uj, j=1,...,s.

Sada definiramo
fl@)=1=(1—=¢pi(x)) -1 —-wps(z)), zeR™

Iz svojstava funkcija @1, ..., ¢ slijedi da je f(z) =1zax € U;:1 Vj,dakle,izaz € K,i f(z) =0
za x izvan szl Uj, dakle, i za x € C. Time je propozicija dokazana za slucaj M = R".

Prijedimo sada na dokaz opc¢eg slucaja za n—dimenzionalnu mnogostrukost M. Pretpostavimo
najprije da je (U, ¢) karta mnogostrukosti M i da je L kompaktan podskup od U. Prema prethod-
nom znamo da postoji funkcija f € C*(R™) takva da je f|p(L) = 11 da je nosa¢ Supp f =
=Cl({z € R"; f(z)# 0}) sadrzan u ¢(U). Sada definiramo funkciju F': M — R sa

fle(p)) akoje pelU
F(p) =
0 akoje pe M\ U.

Imamo F|U = fop € C*(U). Nadalje, Supp f o ¢ je zatvoren podskup od M sadrzan u U, dakle,
V = M \ Supp f o ¢ je otvoren podskup od M i M = U U V. Kako je F|V = 0, zaklju¢ujemo da
je F e C*(M). Sada iz f|p(L) = 1 slijedi da je F'|L = 1. Nadalje, po definiciji je F|M \ U = 0.
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Buduéi da je podskup K C M kompaktan, a podskup C' C M je zatvoren i KNC = (), postoje
karte (U1, ¢1), ..., (Us, ps) mnogostrukosti M i kompaktni skupovi Ly, ..., L, C M takvi da je

KclJL;, Lycu; i UnC=0 z j=1..,s
j=1

Prema prethodnom postoje funkcije Fi, ..., F, € C®(M) takve da je F}|L; = 11 F;|C = 0 za
j=1,...,s. Tada je
f=1—-(1-=F)---(1-F,) € C®(M)

ivrijedi fIK =11 f|C = 0.
Neka je M diferencijabilna mnogostrukost i U otvoren pokriva¢ od M. Particija jedinice
podredena pokrivacu U je niz (p,)ney u C°(M) takav da vrijedi:

(a) Za svaki n € N nosac
Supp ¢n = Cl({p € M; ¢n(p) # 0})

je kompaktan skup sadrzan u nekom U € U.

(b) Za svaku tocku p € M postoji otvorena okolina V' tocke p takva da je Supp g, NV # ) za
samo kona¢no mnogo n € N.

(¢) Za svaku tocku p € M vrijedi

on(p) >0 VneN i Z(pn(p) =1.

neN

Pomocu propozicije 2.1.1. dokazuje se da vrijedi:

Teorem 2.1.2. Za svaki otvoren pokrivac U diferencijabilne mnogostrukosti M postoji particija
jedinice podredena pokrivacu U.

Neka je M diferencijabilna mnogostrukost i p € M. Tangencijalni vektor na mnogostrukost
M u tocki p je linearan funkcional X : C*°(M) — R sa svojstvom

X(fg)=X(flglp) + f(p)X(g)  Vf,geC™(M).

Skup svih takvih je ocito realan vektorski prostor. On se oznacava sa T,(M) i zove tangencijalni
prostor na mnogostrukost M u tocki p.

Vektorsko polje na mnogostrukosti M je derivacija algebre C'°°(M), tj. linearan operator
X : C®(M) — C®(M) takav da vrijedi

X(fg)=X(flg+ fX(g) Vf,geC=(M). (2.1)

Skup Der (C*°(M)) svih vektorskih polja na mnogostrukosti M oznac¢avamo krace sa V(M ). Prema
propoziciji 1.1.1. znamo da je realan vektorski prostor V(M) Liejeva algebra u odnosu na komu-
tator [X,Y] = XY — Y X. Ako je X € V(M) onda je za bilo koju tocku p € M sa

Xp(f) = (X)),  fel™(M),

definiran tangencijalni vektor X, € T,(M). Obratno, ako je (X}) ., familija tangencijalnih vek-
tora X, € T,,(M), onda mozemo definirati linearan operator

X:C®(M)—-RY, (X(N))p) =X,(f), feC™.
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Zbog definicionog svojstva tangencijalnih vektora taj linearan operator o¢ito ima svojstvo (2.1).
Prema tome, vektorsko polje moze se identificirati s familijom tangencijalnih vektora (Xp)pE v
iz. [[ear Tp(M) takvih da za je za svaku funkciju f € C*°(M) funkcija p — X,(f) takoder iz
C>®(M).

Ako je X € V(M) i f € C*°(M), mozemo definirati preslikavanje fX : C°(M) — C*(M) sa
(fX)(g) = fX(g), g € C°(M). Tada je ocito fX € V(M). Prema tome, V(M) je ne samo realan
vektorski prostor, nego i modul nad unitalnim prstenom C*°(M).

Za konstantnu funkciju 1 na M iza X € V(M) vrijedi

X(1)=X(1*) = X(1) + X(1) = X(1)=0.

Dakle, za svaku konstantnu funkciju f na M i za svako vektorsko polje X € V(M) vrijedi X (f) = 0.
Uzmimo sada da funkcija f € C*°(M) is¢ezava na otvorenom skupu U C M i neka je p € U. Zbog
propozicije 2.1.1. postoji g € C*°(M) takva da je g(p) =01 g|M \ U = 1. Tada je f = gf, dakle,
za svaki tangencijalni vektor X, € T,(M) imamo

Xp(f) = Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g) = 0.

Odatle slijedi da je X (f)|U = 0 za svako vektorsko polje X € V(M). Bududi da je nosa¢ Supp f
funkcije f € C°°(M) komplement najveéeg otvorenog podskupa od M na kome se f ponistava,
dokazali smo sljedec¢e svojstvo lokalnosti vektorskih polja:

Propozicija 2.1.3. Za svaku funkciju f € C(M) i svako vektorsko polje X € V(M) vrijedi
Supp X (f) € Supp f.

Neka je sada U otvorena podmnogostrukost mngostrukosti M. Za svako vektorsko polje
X € V(M) definirat ¢emo sada njegovu restrikciju Y = X|U € V(U). Za funkciju f € C*(U) i
za tocku p € U mozemo zbog propozicije 2.1.1. izabrati funkciju f € C°°(M) koja se podudara s

funkcijom f na okolini toc¢ke p. Definiramo tada (Y (f))(p) = <X (f)) (p). Zbog lokalnosti vek-

torskih polja ta definicija ne ovisi o izboru funkcije f. Funkcija Y(f) : U — R definirana na taj
nacin diferencijabilna je na okolini svake tocke p € U, dakle, Y(f) € C*°(U). Nadalje, lako se
vidi da je tako definirano preslikavanje Y : C*°(U) — C'*°(U) derivacija algebre C*°(U), odnosno,
Y = X|U je vektorsko polje na U. Ocito je

SO = ooy i (XU = X[U)(AU)  Vfel=(M) i VX eV(M).

Na isti nacin nalazimo da se tangencijalni prostor 7,,(U) na otvorenu podmnogostrukost U u bilo
kojoj tocki p € U prirodno identificira s tangencijalnim prostorom 7,(M) na mnogostrukost M u
toj tocki. Identifikacija je takva da je (X |U), = X, za svako vektorsko polje X € V(M). Restrikcija
X|U je zapravo vektorsko polje na U zadano familijom tangencijalnih vektora (Xp)pGU'

S druge strane, neka je Z € V(U) i neka je p € U. Tada postoje vektorsko polje Z e V(M)
i otvorena okolina V' C U tocke p takvi da je Z\V = Z|V. Doista, neka je K C U kompaktna
okolina tocke p i neka je V = Int K (nutrina od K). Prema propoziciji 2.1.1. postoji ¢ € C*°(M)
s nosa¢em sadrzanim u U takva da je ©)|K = 1. Za bilo koju funkciju g € C*°(M) definiramo
funkciju Z(g) na M ovako:

v(@)(Z(glU))(q)  akoje geU
0 ako je qe M\ U.

Zadatak 2.1.1. DokaZite da je tada Z(g) € C>(M) i da je na taj nacin definirano vektorsko
polje Z € V(M) koje ima svojstvo Z|V = Z|V.
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Neka je sada (U,%) karta mnogostrukosti M, X € V(U) i p € U. Oznacimo sa z1,...,x,
koordinatne funkcije te karte, tj.

¥(q) = (z1(q), ..., za(q)), q€U.

Nadalje, za f € C®(M) neka je f* = foyw™ € C®(¢(U)). Neka je sada V C U otvoren skup
takav da je ¢ (V') otvorena kugla u R" sa sredistem u tocki ¢(p) = (aq, ..., a,). Za bilo koju tocku
(1,...,2,) € Y(V) imamo

Lo
(e, x) :f*(al,...,an)—i—/o Ef*(al—l—t(xl—al),...,an+t(xn—an))dt:

n 1
f(ay,...,a,) + Z(:Ej —ay) / filar +t(ry —ar), ... an + Hx, — ay))dt.
j=1 0

Pri tome smo sa f oznacili parcijalnu derivaciju funkcije f* po j—toj varijabli. Prebacimo li tu
jednakost natrag na M dobivamo

flg) = f(p)+ Z (zj(q) —xi(p)) g;(q), g€V,

pri ¢emu su gy, ..., g, € C®(V) i vrijedi

9i(p) = (8xj)zw(p) |

Odatle i iz cinjenice da tangencijalni vektor svaku konstantu preslikava u 0 dobivamo

5= (55) Xt

j=1

Primijetimo sada da je preslikavanje

(X)L seew,
z=1(p)

895]-

tangencijalni vektor na U (dakle, i na M) u tocki p. Taj tangencijalni vektor oznacavamo sa

(%) . Familija ((%) ) je vektorsko polje na U koje oznacavamo sa %. Prema dokazanom
J p J p pEU J
nalazimo da za svako vektorsko polje X € V(U) vrijedi
= 0
X = ZX(%)%. (2.2)
j=1 J

Propozicija 2.1.4. Uz uvedene oznake za svaku kartu (U,v) mnogostrukosti M n—torka

9 2
oxy' Oz,

je baza C*(U)—modula V(U). Nadalje, za svaku tocku p € U n—torka

(), ()

je baza tangencijalnog prostora T,(M). Posebno, dim M = dim T,,(M).
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Dokaz: Prema (2.2) znamo da vektorska polja aixl, e % razapinju C*°(U)—modul V(U).
Treba jos dokazati njihovu lineamu nezavisnost nad algebrom C*°(U). Medutim, iz definicije
se lako pI‘OVJeI‘I da vrijedi 3 (xz) = 0;;. Odatle slijedi linearna nezavisnost vektorskih polja
821, . a_ nad algebrom COO(U) ako su fi,..., f, € C=(U) takve da je

= 0
N
Z f] 895]- ’
J=1
primjenom te jednakosti na funkcije x4, ..., x, nalazimo da je f; =---= f, = 0.

Nadalje, iz (2.2) slijedi za svaku tocku p € U

n

Xy = (X (z;)) (p (895]) ZX ;) (8—95]) .

J=1 j=1
Prema tome, tangencijalni vektori (%1) yees <%> razapinju tangencijalni prostor 7T,(M) i
"/p
. . . b
linearno su nezavisni jer je (aTj)p (x;) = 0y

Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti i & : M — N diferencijabilno preslikavanje.
Za p € M definiramo T,(®) : T,(M) — To@)(N) sa

[T,(@)X](f) = X(fe®),  feC¥(N), XeT,(M).

Tada je T,(®) linearan operator i zove se diferencijal (ili tangencijalno preslikavanje) od
® u tocki p. Neka je sada p € M i neka su (U,v) karta od M i (V, ) karta od N takve da
jep € UidU) C V. Stavimo m = dim M, n = dim N i neka su 1, s, ..., 2, koordinatne
funkcije za kartu (U, ) i y1,¥2, - . ., Y, koordinatne funkcije za kartu (V, ¢). Direktno iz definicije

tangencijalnih vektora <i> i <i> dobiva se da je matrica operatora u paru baza

0ri )~ \%i ) a(p)
0 tora T,(M)
- rostora

9\ (9
&cl p’ al'g p7
) (@) ()
W N B yor | = prostora T, (N)
((8% B (p) (7y2 3(p) ayn o(p) ®(p)

upravo Jacobijeva matrica preslikavanja ¢ o ® o ™1 : (U) — (V) u tocki ¥(p). Odatle i iz
teorema o inverznoj funkciji slijedi da je diferencijabilno preslikavanje ® : M — N difeomorfizam
ako i samo ako je ® bijekcija i T,(®) : T,(M) — Ty ) (IN) je izomorfizam za svaku tocku p € M.

Zadatak 2.1.2. Neka su M, N i P diferencijabilne mnogostrukosti i neka su ® : M — N i
U : N — P diferencijabilna preslikavanja. DokaZite da vrijedi:

(a) Yo®: M — P je diferencijabilno preslikavanje.
(b) Za svaku tocku p € M vrijedi T,(V o @) = T, (V)T,(P).

(c) Ako je @ difeomorfizam, onda je T,(®) : T,(M) — Toq)(N) izomorfizam vektorskih prostora
za svaku tocku p € M.
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Sve definicije vrijede i za analiticke mnogostrukosti, koje su poseban slucaj diferencijabilnih
mnogostrukosti. 1z teorema o inverznoj funkciji za analiticka preslikavanja slijedi da je analiticko
preslikavanje analitickih mnogostrukosti ® : M — N koje je difeomorfizam automatski analiticki
difeomorfizam.

Za vektorsko polje X na analitickoj mnogostrukosti M kazemo da je analiticko u tocki
p € M ako za svaku otvorenu okolinu U tocke p i za svaku R—analiticku funkciju f : U — R
postoji otvorena okolina V' C U tocke p takva da je funkcija p — X,(f) R—analiticka na V.
X € V(M) je analiticko vektorsko polje na M ako je ono analiticko u svakoj tocki p € M.
Vazno je uociti lokalni karakter definicije analiticnosti vektorskih polja. Nedovoljno je zahtijevati
da je za svaku R—analiticku funkciju f : M — R i funkcija X (f) R—analiticka; naime, moze
se dogoditi da uopée nema nekonstantnih R—analitickih funkcija na analitickoj mnogostrukosti
M (to je tako ako je mnogostrukost M povezana i kompaktna), pa bi sva vektorska polja bila
analiticka. To nije istina, ali ipak mogu postojati netrivijalna analiticka vektorska polja na takvoj
analitickoj mnogostrukosti M.

Podmnogostrukost mnogostrukosti M je podskup N C M koji ima svoju diferencijabilnu
strukturu koja je takva da inkluzija ¢ : N — M zadovoljava:

(a) ¢ je C—preslikavanje;
(b) Ty(¢) : T,(N) — T,(M) je injekcija Vp € N.

Posebno, svaka otvorena podmnogostrukost je podmnogostrukost.

Neka je sada p tocka diferencijabilne mnogostrukosti M. Krivulja kroz tocku p je diferenci-
jabilno preslikavanje o : I — M, gdje je I otvoren interval u R koji sadrzi 0 i vrijedi ¢(0) = p. U
tom slucaju definiramo preslikavanje Y, : C*°(M) — R sa

d o
V)= SHe)| . Feoeo.

t=0

Tada je ocito Y, € T,(M). Ustvari, ako su xy,...,xz, koordinatne funkcije neke karte (U, )
mnogostrukosti M, takve da je p € U i p(p) =0, i ako sa {ey, ..., e,} ozna¢imo standardnu bazu
od R™, onda su sa

oi(t) = v (te;), j=1,...,n,

definirane krivulje kroz tocku p i vrijedi Y, = (%) . Odatle i iz propozicije 2.1.4. slijedi da je
p

svaki tangencijalni vektor iz T},(M) oblika Y, za neku krivulju ¢ kroz tocku p.

Razmotrimo sada posebno slucaj analiticke mnogostrukosti iz primjera (2) na str. 32. Dakle,
V' je realan n—dimenzionalan vektorski prostor. Za v,u € V definiramo A(v), : C*°(V) — R na
sljedeé¢i nacin:

, fec>V).

t=0

AW = St )

Zadatak 2.1.3. Uz uwvedenu oznaku dokaZite:
(a) A(v)y € Tu(V) za svakiv € V i svakiu € V.

(b) Za svaki vektor uw € V' preslikavanje v — A(v), je izomorfizam prostora V' na prostor T,,(V).

(¢) Ako je {ei,...,en} baza prostora V i ako su xi,...,x, pripadne koordinatne funkcije, tj.

v=7>"_7j(v)ej, v €V, onda vrijedi Ale;), = <£j> za svakiveV izaj=1,...,n.
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Za vektorski prostor V' pomocu izomorfizma v — A(v), svaki se tangencijalni prostor T, (V),
u € V), identificira sa samim prostorom V. Dakle, vektor v € V identificira se s tangencijalnim
vektorom iz T,,(V') zadanim sa

f— %f(u—ktv) , fec=(V).

t=0
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2.2 Liejeve grupe
Liejeva grupa je skup G sa svojstvima:
(a) G je grupa.
(b) G je diferencijabilna mnogostrukost.
(¢) (x,y) — xy~ ! je diferencijabilno preslikavanje sa G x G u G.
Vrlo je netrivijalan sljedeé¢i teorem:

Teorem 2.2.1. Neka je G Liejeva grupa. C°°—struktura mnogostrukosti G sadrzi jedinstvenu
analiticku strukturu takvu da je preslikavange (x,y) — zy~' sa G x G u G analiticko.

Neka je u daljnjem G Liejeva grupa. Jedinicu u grupi G oznacavat ¢emo sa e. Za v € G
definiramo preslikavanja \,, p, : G — G ovako:

)\ﬂﬁ(g) =g, pm(g) = 917_1, g c dG.

Az 1 p su analiticki difeomorfizmi sa G na G. Vektorsko polje X € V(G) zove se lijevoinvari-
jantno ako vrijedi
Ty(A) Xy = Xy Vx,g € G.

Neka je g potprostor od V(G) svih lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G.

Teorem 2.2.2. (a) X — X, je izomorfizam vektorskih prostora sa g na T.(G).
(b) g je Liejeva algebra, tj. X, Y €g = [X,Y]€g.

Zadatak 2.2.1. DokaZite teorem 2.2.2.
Uputa za surjektivnost u (a) : Za v € T,(G) izaberimo glatku krivulju o : (—¢,¢) — G takvu
da je 0(0) = e 1Y, = v. Definiramo o,(t) = go(t), e <t < . Tada je o, glatka krivulja u G kroz

tocku g. Definiramo preslikavanje X : g — X, = Y, € Ty(G). Dokazite da je tada X € V(G) i
Ty(A\) Xy = X4y, dakle X € g, i da vrijedi X, = v.

g se zove Liejeva algebra Liejeve grupe G. Zbog tvrdnje (a) teorema 2.2.2. obi¢no se Liejeva
algebra g Liejeve grupe G identificira s tangencijalnim prostorom 7T,(G). Primijetimo da se uz
tu identifikaciju komutator [X, Y] elemenata X,Y € T,(G) izracunava tako da najprije odredimo

lijevoinvarijantna vektorska polja X i Y takva daje X, = X iY, =Y, aondaje [X,Y] = [X’, }7] :
Neka su sada G 1 H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g i h. Preslikavanje ¢ : G — H zove
se Liejev homomorfizam ako je to homomorfizam grupa i analiticko preslikavanje.

Zadatak 2.2.2. Neka je ¢ : G — H Liejev homomorfizam. DokaZite da je tada T.(p) homomor-
fizam Liejeve algebre T.(G) ~ g u Liejevu algebru T,(H) ~ b.

Jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G je Liejev homomorfizam ¢ : R — G.
Posebno, ¢ je glatka krivulja kroz e, pa je Y, € T,(G) = g.

Teorem 2.2.3. Za svaki X € g postoji jedinstvena jednoparametarska podgrupa vx od G takva
da je X =Y, . Preslikavanje (X,t) — ¢x(t) sa g x R u G je analiticko.

Uz oznake iz teorema 2.2.3. definiramo eksponencijalno preslikavanje exp : g — G sa

exp X = px(1), X eg="T.(G).
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Zadatak 2.2.3. Dokazite da je px(t) = exp tX.

Teorem 2.2.4. Postoje okolina U nule u g i okolina V jedinice u G takve da je exp |U analiticki
difeomorfizam sa U na V.

Korolar 2.2.5. Neka je G Liejeva grupa i g njezina Liejeva algebra. Tada je komponenta povezanosti
jedinice Gy u grupi G otvorena podgrupa i ona je generirana skupom 3g = {exp X; X € g}.
Stovise, za svaku otvorenu okolinu U nule u g podgrupa Gy generirana je sa exp U :

Go = {(exp X1)(exp Xo)---(exp X,,); n €N, Xy,...,X,, e U}.

Dokaz: Prema teoremu 2.2.4. skup exp g sadrzi okolinu jedinice u grupi G i o¢ito je povezan,
dakle, sadrzan je u Gy. Neka je sada U otvorena okolina nule u g. Mozemo pretpostaviti da je
ta okolina nule dovoljno mala da je exp |U analiticki difeomorfizam na otvorenu okolinu jedinice
exp U u grupi G (dakle, i u grupi Gy). Neka je G; podgrupa generirana sa exp U. Ta je podgrupa
ocito otvorena — jednaka je uniji otvorenih skupova

{(exp X1)---(exp X,,); Xu1,..., X, € U}, n € N.

Medutim, otvorena je podgrupa ujedno zatvorena podgrupa. Doista, grupa G je unija medusobno
disjunktnih desnih G;—klasa Gix. Sve su te klase otvoreni podskupovi jer je g — gxr homeomor-
fizam (¢ak analiticki difeomorfizam) sa G7 na Gix. Sada je i G \ G unija otvorenih klasa Gz
razlicitih od Gy, dakle, i to je otvoren skup, odnosno, GGy je zatvoren skup. Sada zbog povezanosti
slijedi da je G = Gy.

Pomocu teorema 2.2.4. izvodi se i sljedec¢i vrlo netrivijalan reztultat:

Teorem 2.2.6. Neka su G i@ H Liejeve grupe i ¢ : G — H neprekidni homorfizam grupa. Tada je
@ Liejev homomorfizam.
Za element g Liejeve grupe G definiramo preslikavanje Int g : G — G sa

(Int g)(x) = gzg ™!, red.

Ocito je Int g analiticki difeomorfizam sa G na G za svaki g € G. Diferencijal tog preslikavanja u
jedinici oznac¢imo sa Ad g. Dakle,

Adg:g—g, Adg="T.(Intg).

Zadatak 2.2.4. Dokazite da je g — Ad g homomorfizam grupe G u grupu Aut(g) svih automor-
fizama Liejeve algebre g.

Neka je sada ¢ : G — H Liejev homomorfizam Liejevih grupa i neka su g =T,(G)ih = T.(H)
Liejeve algebre tih Liejevih grupa. Preslikavanja Int i Ad za grupe G i H ozna¢imo sa Intg i Ady,
odnosno, sa Inty i Ady. Za =,y € G imamo

@ (Intgx)(y)) = ¢ (zyz™") = p@)e(y)e(z) ™ = (Inty o(x)) ((y)).
Dakle,
o (Intgx) = (Intgp(z)) o p.

Odatle slijedi
Te(p)Te (Intgr) = Te (Intrp(z)) Te ().

Time smo dokazali:
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Propozicija 2.2.7. Neka je ¢ : G — H Liejev homomorfizam. Tada za svaki element v € G
vrigedi

Te(p) (Adgr) = (Aduep(z)) Te(p).
Posebno, ako je ¢ izomorfizam, onda je

Adge(z) = T.(p) (Adgz) Te(p) ™

Neka je i dalje ¢ : G — H Liejev homomorfizam Liejevih grupa i neka su g i h Liejeve
algebre od G i H. Eksponencijalna preslikavanja g — G i h — H oznac¢imo sa exps 1 expy .
Za X € g preslikavanje t — exps X je jedinstvena jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe
G s tangencijalnim vektorom u jedinici e = eg jednakim X. Kompozicija tog preslikavanja s
homomorfizmom ¢ dobivamo jednoparametarsku podgrupu t — @(exps X) u Liejevoj grupi H.
Pripadni tangencijalni vektor u jedinici e = ey grupe H na bilo koju funkciju f € C*°(H) djeluje
ovako:

fo gfelenatx))| = GUeelewaty) = X(fop) = Me)X()

Zbog jedinstvenosti u teoremu 2.2.3. za Liejevu grupu H slijedi da je
expy tTe(9) X = p(expstX), teR, Xeg=T(G).
Dakle,
Propozicija 2.2.8. Ako je ¢ : G — H Liejev homomorfizam onda je
p(expg X) = expy Te(p) X
za svaki X iz Liejeve algebre g Liejeve grupe G.
Pokazuje se da vrijedi:
Teorem 2.2.9. Neka je G Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Tada za svaki X € g vrijeds
Ad (exp X) = ¥,
Nadalje,
T.(Ad) = ad, odnosno, (T.(Ad)X)(Y)=[X,Y] VXY €g=T.(G).

Primijetimo da posljednja formula daje komutator elemenata X,Y € g = T.(G) bez njihova
prosirenja do lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G.

H C G zove se Liejeva podgrupa Liejeve grupe G ako vrijedi:
(1) H je podgrupa od G koja ima svoju strukturu mnogostrukosti uz koju je H Liejeva grupa.
(2) Inkluzija ¢ : H — G je Liejev homomorfizam.
(3) Pripadni homomorfizam Liejevih algebri T,(¢) : h — g je injektivan.

Tada se pomocu T,(¢) Liejeva algebra b identificira s Liejevom podalgebrom Liejeve algebre g.

Teorem 2.2.10. Neka je G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je b Liejeva podalgebra
od g. Postoji jedinstvena povezana Liejeva podgrupa H od G ¢ija je Liejeva algebra jednaka b.
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Ovaj se teorem dokazuje tako da se promatra skup exp h C G i za H se uzme podgrupa
generirana tim skupom. C'*°—strukturu u H uvedemo najprije na okolinu jedinice pomoé¢u exp |b,
a zatim pomacima i na cijelu grupu H.

Teorem 2.2.11. Neka je G Liejeva grupa @ H zatvorena podgrupa. Tada je H Liejeva podgrupa.
Za dokaz ovog teorema najprije se pokaze da je
h={X e€g; exptX € HVt R}
Liejeva podalgebra od g, a zatim da je exp h okolina jedinice u grupi H.

Teorem 2.2.12. Neka je G Liejeva grupa © H njezina zatvorena podgrupa. Neka je g Liejeva
algebra od G 1 b njezina Liejeva podalgebra koja odgovara zatvorenoj podgrupi H :

h={X eg; exptX € H Vt € R}.

(a) Na kvocijentnom prostoru M = G /H postoji jedinstvena C®—struktura (odnosno, analiticka
struktura) takva da je (g,m) — gm, g € G, m € M, diferencijabilno (odnosno, analiticko)
preslikavanje sa G x M u M.

(b) Ako je podgrupa H mormalna, kvocijentna grupa G/H s tom strukturom je Liejeva grupa
i kvocijentno preslikavanje G — G/H je Liejev homomorfizam. Nadalje, tada je b ideal
u Liejevoj algebri by i kvocijentna Liejeva algebra g/hy prirodno se identificira s Liejevom
algebrom kvocijentne grupe G/ H.

Neka je sada A kona¢nodimenzionalna realna ili kompleksna unitalna algebra i neka je G = A*
grupa njezinih invertibilnih elemenata. Jedinicu u algebri A (i u grupi G) ozna¢imo sa e. Element
x € A je invertibilan ako i samo ako je operator A\, : y — xy, y € A, lijevog mnozenja sa x
regularan. Dakle,

G={xeA; det \, #0}.

To pokazuje da je G otvoren podskup od A. Dakle, GG je otvorena podmnogostrukost od A. Nadalje,
lako se vidi da su mnozenje i invertiranje analiticka preslikavanja sa G X G u G, odnosno, sa G u
G. Dakle, G je Liejeva grupa.

Prema diskusiji nakon propozicije 2.1.3. tangencijalni prostor na GG u bilo kojoj tocki x identi-
ficira se s tangencijalnim prostorom na A u toj tocki. Nadalje, prema zadatku 2.1.3. tangencijalni
prostor na A u tocki x identificira se s vektorskim prostorom A. Pri tome se y € A identificira s
tangencijalnim vektorom A(y), € T,(A) zadanim sa

AL = g+t

Prema tome, Liejeva algebra g = T.(G) = T.(A) Liejeve grupe G = A* identificira se s vektorskim
prostorom A.

Propozicija 2.2.13. Neka je z € A. Lijevoinvarijantno vektorsko polje na G ¢iji je tangencijalni
vektor u jedinici e jednak z dano je sa x +— xz, v € G. Nadalje, komutator u Liejevoj algebri
g=T.(G) =T.(A) = A dan je sa [y, z] = yz — zy, y, z € A. Drugim rijecima, g = Lie(A).

Zadatak 2.2.5. DokaZite prvu tvrdnju propozicije 2.2.13.
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Propozicija 2.2.14. Neka je © € A. Jednoparametarska podgrupa p, od G ¢iji je tangencijalni
vektor u jedinici jednak x dana je sa

2 3

t t
cpx(t):em:e—ktx—i—aﬁ—kgx‘g—l— ------ : teR.

Dokaz: Ocito je ¢, jednoparametarska podgrupa od G. Tangencijalni vektor X u jedinici koji
ona definira dan je sa

d t?
X(f)=—=flet+te+=a*+-- ; f e C™(q).
dt 2! 0
Pomoc¢u Taylorove formule pokazuje se da je to jednako
d
— t
L

dakle, upravo tangencijalni vektor odreden vektorom x.

Prema tome, u slucaju Liejeve grupe G = A* eksponencijalno preslikavanje dano je sa

1
expx:e“:Z—'x", x e A
nEZy s

Posebno, to vrijedi za Liejevu grupu GL(V) = L(V)* i njezinu Liejevu algebru L(V) = gl(V),
gdje je V konaénodimenzionalan realan (ili kompleksan) vektorski prostor V, a takoder za Liejeve
grupe GL(n,R) i GL(n, C) i njihove Liejeve algebre gl(n,R) i gl(n, C).
Definiramo sada
SL(V) ={A € GL(V); det A= 1}.

To je zatvorena podgrupa od GL(V'), dakle, i to je Liejeva grupa. Njezina je Liejeva algebra
{A€gl(V); e € SL(V) Vt € R}.

Kako je det e = ™ za svaki linearan operator B € gl(V'), dobivamo da je det ¢4 = 1 za svaki
t € R ako i samo ako je Tr A = 0. To pokazuje da je

s(V)y={Aegl(V); TrA =0}
Liejeva algebra Liejeve grupe SL(V).

Zadatak 2.2.6. Pronadite Liejeve grupe cije Liejeve algebre su one iz ostalih primjera u odjeljku
14. za K =R ili K =C, tj. sl(n,K), sp(V), sp(2n, K), op(V), t(n, K), n(n, K) i0d(n, K).



Poglavlje 3

DEKOMPOZICIJE LINEARNOG
OPERATORA

3.1 Fittingova dekompozicija linearnog operatora

Neka je A linearan operator na ne nuzno konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V' nad
poljem K. Promatrat ¢emo sljedeée monotone (rastuéi i padajuéi) nizove potprostora od V :

{0} =KerA CKerAC KerA? C ------ 1 V=ImA° DImADImA2D ...
Lema 3.1.1. (a) Ako je Ker A* = Ker A*™! za neki k € Z, onda je Ker A¥ = Ker A™ Ym > k.
(b) Ako je Im AF = TIm A**! za neki k € Z, onda je Im A* = Tm A™ Ym > k.

Dokaz: (a) Dovoljno je dokazati da je Ker A¥*1 O Ker A¥*2. Neka je v € Ker A¥*2. Tada je
Av € Ker A" = Ker A*, pa slijedi A**'v = 0, odnosno, v € Ker A1,

(b) Analogno, dovoljno je dokazati da je Im A**1 C Im A**2. Neka je v € Im A**! i neka je
w € V takav da je v = A*w. Sada je A*w € Im A* = Im A**!, pa postoji u € V takav da je
Ak = AM Ly, Slijedi v = AAFw = AAM 1y = AR 2y € Tm AFF2,

Prema lemi 3.1.1. niz (Ker A%).cz . je striktno rastuci dok se na nekom mjestu ne stabilizira.
Ako se to dogodi, najmanji k € Z, takav da je Ker A¥ = Ker A¥™! oznacavmo sa asc(A). Ako
takav k € Z ne postoji, pisemo asc(A4) = 4oc. Isto tako, niz (Im A*),ez, je striktno padajuéi dok
se na nekom mjestu ne stabilizira. Ako se to dogodi, najmanji k € Z, takav da je Im A*¥ = Im A*+!
oznacavamo sa desc(A). Ako takav k € Z, ne postoji, pisemo desc(A) = +oc0.

Teorem 3.1.2. Pretpostavimo da za linearan operator A : V. — V wvrijedi p = asc(A) < 400 1
q = desc(A) < +o0. Tada je:

(a) p
(b) V =Ker AP 4 Im AP.

¢) Operator A|Ker AP je nilpotentan indeksa p.
)

(
(d) Ako je W potprostor od V' koji je A—invarijantan i ako je operator A|W nilpotentan, onda
je W C Ker AP.

(e) Operator A|llm AP je invertibilan, tj. element grupe G L(Im AP).
(f) Ako je W potprostor od V' sa svojstvom AW = W, onda je W C Im AP.

45
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Dokaz: (a) Pretpostavimo da je p > ¢ > 0 i neka je v € Ker A? \ Ker A?~!. Dakle, APv = 0
i AP~y # 0. Po pretpostavci je ¢ < p — 1, dakle, vrijedi Im AP~ = Im AP. Stoga postoji w € V
takav da je AP"'v = APw. Tada je APTlw = APy = 0, dakle, w € Ker AP = Ker A?. Slijedi
0 = APw = AP~y suprotno izboru vektora v. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka p > ¢
nemoguca, odnosno, dokazano je da je p < q.

Pretpostavimo sada da je ¢ > p > 0 i neka je v € (Im A?71) \ (Im A%). Neka je w € V takav da
je A7lw = v. Stavimo v = Av. Tada je u = A% € Im A? = Im A9"!, pa postoji x € V takav da
je u = A9z, Stavimo y = Az — w. Tada je A%y = A9y — A% = u —u = 0. Dakle, y € Ker A%
Po pretpostavci je ¢ — 1 > p, dakle, Ker A97! = Ker A4, pa slijedi y € Ker A9~!. To znaéi da
je 0 = A9 ly = Adx — A7 = A% — v. No to je nemoguce, jer po pretpostavci v ¢ ITm A9.
Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka ¢ > p nemoguca, odnosno, dokazana je i obrnuta
nejednakost p > q.

(b) Neka je v € (Ker AP)N(Im AP) i neka je u € V takav da je v = APu. Tada je 0 = APv = A%y,
dakle, u € Ker A% = Im AP, a odatle slijedi da je v = APu = 0. Time je dokazano da je
(Ker A?) N (Im AP) = {0}, odnosno, suma potprostora Ker A? i Im AP je direktna. Neka je sada
v € V proizvoljan. Tada je APv € Im AP = Im A?P, pa postoji u € V takav da je APv = A%u.
Stavimo sada w = v — APu. Tada je v = w + APu, gdje je APu € Im AP i APw = APv — A%y = 0,
dakle, w € Ker AP. Time je dokazano da je direktna suma Ker A? + Im A? jednaka ¢itavom pros-
toru V.

Tvrdnja (c) je ocita.

(d) Ako je AW C W i (A|W)k =0, onda je W C Ker A¥ C Ker AP.

(e) Stavimo W = Im AP. Tada je AW = Im AP = Im AP = W, dakle, A|W je surjekcija W
na W. Nadalje, Ker A|W = (Ker A) N W C (Ker A?) N W = {0}. Dakle, A|W je i injekcija.

(f) Iz AW = W slijedi da je W = APW C Im AP.

Uz pretpostavke teorema 3.1.2. broj p = q zove se nil—indeks operatora A, a rastav
V = Ker A 4 Im AP
zove se Fittingova dekompozicija prostora V' u odnosu na operator A. Pisat ¢emo
Vioy(A) = Ker AP i Vi(A) = Im A”.

Potprostor V(o) (A) zove se Fittingova 0—komponenta, a potprostor V,(A) Fittingova x—kom-
ponenta prostora V' u odnosu na operator A. Restrikcija A[V(g)(A) zove se Fittingova 0—kom-
ponenta operatora A i oznacava sa A, a restrikcija A|V,(A) zove se Fittingova *—kompo-
nenta operatora A i oznacava sa A,.

Sve ovo ima smisla samo ako je asc(A) < +oo i desc(A) < +oo. To je, naravno, sigurno
ispunjeno ako je prostor V' kona¢nodimenzionalan.

Zadatak 3.1.1. Neka je A linearan operator na konacnodimenzionalnom prostoru V. DokaZite
jednakost asc(A) = desc(A) pomocéu teorema o rangu i defektu.
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3.2 Korijenska dekompozicija linearnog operatora

Neka je sada A linearan operator na konac¢nodimenzionalnom prostoru V nad poljem K i
pa € K[T] njegov minimalan polinom. Rastav polinoma p4 na relativno proste faktore tada vodi
na rastav prostora V na A—invarijantne potprostore:

Teorem 3.2.1. Neka je A linearan operator na konacnodimenzionalnom prostoru V- nad poljem
K i pa € K[T] njegov minimalan polinom. Pretpostavimo da su i, ..., s normirani polinomsi
takvi da su p; 1 p; relativno prosti ako je i # j i da je pia = py - - ps. Stavimo V; = Ker p1;(A),
j=1,...,s. Tada vrijedi:

(a) VrigediV=V; + -+ + V.

(b) Za svakij € {1,...,s} potprostor V; je A—invarijantan i ju; je minimalni operator restrikcije
Aj = AlV;.

() Zaje{l,...,s} stavimo vj = piy - - pj—1fbj41 - fs, tj. ppa = pyv5. Tada je V; = Imv;(A).
(d) Ako je W A—invarijantan potprostor od V onda je

W=i+Wan.

Jj=1

Dokaz: Ako je polinom P relativno prost sa svakim od polinoma P, ..., P, onda je P relativno
prost s njihovim produktom P --- Pj,. Odatle vidimo da je dokaz teorema dovoljno provesti u
slucaju s = 2.

Dakle, pretpostavljamo da je pa = pypto, gdje su py i e relativno prosti normirani polinomi,
i stavljamo V; = Ker uy(A) i Vo = Ker us(A). Bududi da operatori pq(A) i po(A) komutiraju s
operatorom A, potprostori V; i Vo su A—invarijantni. Kako su p; i po relativno prosti, postoje
polinomi P, Q € K[T| takvi da je u1 P + po@Q = 1. Tada vrijedi

v = (A)P(A + pma(A)Q(Aw  YweV. (3.1)

Zav € V stavimo v; = ps(A)Q(A)v i vg = 1 (A)P(A)v. Tada je pi(A)vy = pa(A)Q(A)v = 0,
pa je v; € V5. Analogno je vy € V5. Iz (3.1) slijedi da je v = vy + vy. Time je dokazano da je
V=V + Va. Ako je v € V1 N V3, onda je pui(A)v = pe(A)v = 0, pa iz (3.1) slijedi da je v = 0.
Dakle, suma je direktna: V' =1V; 4 V5. Time je dokazana tvrdnja (a).

Veé smo spomenuli da su potprostori Vi i Vo A—invarijatni. Stavimo A; = A|V; 1 Ay = A|V4.
Za svaki v € V] je pi(Ar)v = p(A)v = 0. To pokazuje da je pi(A;) = 0, pa slijedi da je polinom
(1 djeljiv s minimalnim polinomom g4, operatora A;. Stavimo sada S = pa,po. Za v € Vi tada
je S(A)v = S(A1)v = pa, (A1) pe(A)v =0, aza v € Va je us(A)v = 0, pa je takoder S(A)v = 0.
Kako je prostor V' suma potprostora V; i Vs, zakljucujemo da je S(A) = 0. Tada je polinom S
djeljiv s minimalnim polinomom g4, dakle, pia, pto = S = paR = p1 9 R za neki polinom R. Slijedi
ta, = p1 R, odnosno, polinom g4, djeljiv je s polinomom ;. Kako su polinomi e 4, i g1 normirani,
slijedi g4, = p1. Analogno se dokazuje da je pa, = po. Time je dokazana tvrdnja (b).

Napokon, za v € V; iz (3.1) slijedi da je v = ua(A)Q(A)v € Im pus(A). Dakle, Vi C Im ps(A).
S druge strane, neka je v € Impus(A) i neka je w € V takav da je v = ps(A)w. Tada je
p1(A)v = pa(A)w = 0, odnosno, v € Vi. Time je dokazana i obrnuta inkluzija Im us(A) C V;.
Dakle, V; = Im ps(A). Analogno je Vo = Im uy(A). Time je dokazana tvrdnja (c).

Neka je sada W A—invarijantan potprostor prostora V. Za v € W prema (3.1) je v = vy + ve,
gdje su vy = ua(A)Q(A)v i vy = i (A)P(A)v. No tada je vy € WN V) ivg € WNV, Time smo
dokazali da je W C W NV, + W NV, Kako je obrnuta inkluzija ocigledna, vrijedi jednakost
W =wnV, + WnV, Time je i tvrdnja (d) dokazana.
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Korolar 3.2.2. Neka je A linearan operator na konacnodimenzionalnom prostoru V i pa nje-
gov minimalan polinom. Pretpostavimo da je 0 nultocka polinoma pa kratnosti k € Z,, tj.
pa(T) = T*u(T) za neki polinom v takav da je v(0) # 0 (ukljucen je i slucaj kad 0 nije nultocka
od p1a: tada je k =0 iv = py,). Tada je

Vio)(A) = Ker A* i Vi(A) = Kerv(A).

Dokaz: Tada su polinomi 7% i v relativno prosti, pa prema tvrdnji (a) teorema 3.2.1. vrijedi
V =V, + Va, gdje su V; = Ker A% i V, = Kerv(A). Ocito je operator A|V; nilpotentan, pa
prema tvrdnji (d) teorema 3.1.2. vrijedi Vi C V(¢)(A). Nadalje, prema tvrdnji (b) teorema 3.2.1. je
v minimalni polinom restrikcije A|V;. Kako je 0 nije nultocka od v, zakljucujemo da je operator
A|V; invertibilan. Sada iz tvrdnje (f) teorema 3.1.2. zaklju¢ujemo da je V5 C V,(A). Dakle, imamo

V=V 4V, Vi C Vigy(A), Va C Vi(A) i V=VgA) + Vi(A).
Odatle slijedi Vi = V{gy(A) i Vo = Vi (A), a to je upravo tvrdnja korolara.

Za A€ L(V)i) € K definiramo korijenski potprostor V(,)(A) kao Fittingovu 0—komponentu
prostora V' u odnosu na operator A — A\I) :

Viy(4) = V(A= AI) = | Ker (A=A = {v e V; 3k € Z; takav daje (A— M\I)*v =0}

k‘eZ+

Po definiciji je svojstveni potprostor V) (A) = Ker (A — AI) sadrzan u korijenskom potprostoru
Vin(A). Dakle, V(y)(A) # {0} ako i samo ako je Vi(A4) # {0}, odnosno, ako i samo ako je A
svojstvena vrijednost operatora A.

Neka je A linearan operator na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V' nad poljem
K. Kazemo da je A rascjepiv operator ako se njegov minimalni polinom g4 razlaze nad poljem
K, tj. ako postoje Ay, ..., A\, € K takvi da je

pa(T) = (T = M)+ (T = A)-

Primijetimo da pri tome ne pretpostavljamo da je polinom w4 separabilan, tj. ne zahtijevamo da
su sve njegove nultocke jednostruke. Znamo da je Sp(A) = {A, ..., A\, }. Naravno, ako je polje K
algebarski zatvoreno, svaki je linearan operator rascjepiv.

Teorem 3.2.3. Neka je A rascjepiv linearan operator na konacnodimenzionalnom prostoru V.

(a) Vrijedi
V=Y +Vy(A). (3.2)
AeSp(A)

(b) Ako je W A—invarijantan potprostor od V' onda je

W= Y +Wn¥yA).
AESp(A)

(¢) Za X € Sp(A) je
V(A=A = Y +Vu(A). (3.3)
neSp(AN{A}
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Dokaz: (a) Neka je p14 minimalni polinom operatora A i Sp(A) = {\1,..., \s} njegov spektar,
pri cemu je \; # \; za ¢ # j. Tada vrijedi

pa(T) = (T = M) (T = A )P

za neke prirodne brojeve py, ..., ps. Polinomi (T'— X;)?* i (T'— \;)P/ su normirani i relativno prosti
za i # j. Prema tvrdnji (a) teorema 3.2.1. tada je
V=> +Ker(A-NI)", (3.4)
j=1

a prema tvrdnji b) istog teorema svaki potprostor Ker (A — A\;I)P7 je A—invarijantan i minimalni
polinom pripadne restrikcije operatora A je (T'— \;)Pi.

Za i€ {1,...,s} ocito je Ker (A — X\;)P* C V{5, (A). S druge strane, V(),)(A) je A—invarijantan
potprostor od V' pa je po tvrdnji (d) teorema 3.2.1. potprostor V{y,)(A) direktna suma

Zv N (Ker (A — \I)P7).

Neka je j # i iv € Vin)(4) N (Ker (A — A\;I)P7). Tada vrijedi (A — A\;I)Pv =01 zaneki k € N
e (A= NI)*v = 0. Polinomi (T — ;)P i (T — \I)* su relativno prosti, pa postoje polinomi
R,S € K[T] takvi da je R(T)(T — \;)Pi + S(T)(T — N\ I)* = 1. Tada je
v =R(A)(A - NDPv+ S(A)(A— NIFv =0.

Time je dokazano da je Viy,)(A) N (Ker (A — X\;I)P7) = {0} za j # i. Zakljucujemo da je
Voo (A) = Vo (A) N (Ker (A — \iI)P), a to zajedno s inkluzijom Ker (A — \I)P* C V5, (A)
daje jednakost V{y,)(A) = Ker (A — \;I)P". Prema tome, (3.4) je upravo jednakost (3.2).

Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (d) teorema 3.2.1.

(¢) Za bilo koji i € {1,..., s} minimalni polinom operatora B = A — \;I jednak je pa(T + \;).
Imamo

pa(T) = pa(T +X) = TPu(T), gdieje v(T) = [[(T+ X =N\
JF#

Vrijedi

Prema korolaru 3.2.2 . slijedi
Vi(A—NI) =V,.(B) =Kerv(B).

Ali prema tvrdnji (b) teorema 3.2.1. v je minimalni polinom restrikcije C' = B|(Kerv(B)), pa po
tvrdnji (a) teorema 3.2.1. primijenjenog na operator C' i na rastav njegovog minimalnog polinoma

v(T) = [J(T + X\ = NP
J#i
u relativno proste normirane faktore zakljucujemo da je
Vi(A=NI) =) FKer(B+ NI = NI)P =Y +Ker (A= NP = + Vi) (4)
J#i J# J#i
No to je upravo jednakost (3.3) za A = \;.

Rastav (3.2) zove se korijenska dekompozicija ili korijenski rastav prostora V' u odnosu
na operator A.
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3.3 Jordanova dekompozicija rascjepivog operatora

Neka je A linearan operator na vektorskom prostoru V. Kazemo da je A poluprost operator
ako je {A}—modul V' poluprost, odnosno, ako za svaki A—invarijantan potprostor W postoji
A—invarijantan potprostor U takav da je V =W 4 U. Prema teoremu 1.5.5. to je ispunjeno ako i
samo ako je V suma svojih prostih {A}—podmodula, odnosno, ako i samo ako je V' direktna suma
nekih svojih prostih {A}—podmodula.

Propozicija 3.3.1. Neka je A rascjepiv linearan operator na konacnodimenzionalnom vektorskom
prostoru V. Sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Operator A je poluprost.

(b) Operator A je dijagonalizabilan, tj. postoji baza prostora V u odnosu na koju A ima dijago-
nalnu matricu.

(¢) Minimalni polinom pa operatora A je separabilan, odnosno, sve su mu nultocke jednostruke.

Dokaz: (a) = (b) Pretpostavimo da je operator A poluprost i neka je W prost { A} —podmodul
od V. Buduéi da je operator A rascjepiv, u A—invarijantnom potprostoru W postoji svojstven vek-
tor, tj. postoje A € K ie € W\ {0} takvi da je Ae = Xe. Tada je Ke # {0} {A}—podmodul od W,
pa zbog prostote slijedi W = Ke. Kako je V direktna suma nekih svojih prostih {A}—podmodula,
zakljucujemo da postoji baza prostora V sastavljena od svojstvenih vektora operatora A. No to
upravo znaci da je operator A dijagonalizabilan.

Obrnuta implikacija (b) = (a) trivijalno slijedi iz implikacije (¢) = (a) u teoremu 1.5.5.

(b) = (c) Pretpostavimo da je operator A dijagonalizabilan. To znaci da vrijedi

V= Z +Va(4).

AESP(A)

Stavimo sada P(T) = [ cgpa)(I" — A)- Iz gornjeg rastava slijedi da je P(A) = 0. No tada je
polinom P djeljiv s minimalnim polinomom g4, a kako su tocke spektra nultocke minimalnog
polinoma slijedi P = p4. Dakle, sve su nultocke polinoma x4 jednostruke.

Napokon, implikacija (¢) = (b) slijedi iz teorema 3.2.1. Naime, ako je Sp(A) = {A1,..., As}
iXN # X zai##j,ondajeps =T —N)---(T—As)ipolinomi p; =T — N ip; =T — A
su relativno prosti za i # j. Uz oznake iz teorema 3.2.1. tada je V; = Ker p;(A) = V), (4), pa je
prema tvrdnji (a) tog teorema

V=>4V (4)
j=1

To znaci da je operator A dijagonalizabilan.

Teorem 3.3.2. Neka je A rascjepiv linearan operator na konacnodimenzionalnom vektorskom
prostoru V.

(a) Postoje jedinstven poluprost operator Ag i jedinstven nilpotentan operator A, na prostoru V

takvi da je A = As + A, 1 AJA, = A, As.

(b) Ako je B linearan operator na prostoru V' koji komutira s operatorom A onda B komutira i
s operatorima Ay i A,.

(¢) Ako je W A—invarijantan potprostor od V onda je W As—invarijantan i A,—invarijantan.
Nadalje, tada je (A|W)s = AW i (A|W),, = A, |W.



3.3. JORDANOVA DEKOMPOZICIJA RASCJEPIVOG OPERATORA 51

Dokaz: Imamo korijenski rastav (3.2) prostora V' u odnosu na operator A. Definiramo opera-
tore A, i A,, na prostoru V ovako:

As|‘/()\)(A) = /\IV()\)a A€ Sp(A)> An =A- As~

Ocito je tada Sp(A;) = Sp(A) i Vi(As) = V(n(A) za svaki A € Sp(A). Prema tome, operator
A, je poluprost. Nadalje, operator A, komutira s operatorom A, dakle, i operator A, komutira
s operatorom A. Za A € Sp(A) vrijedi (A — X)?|V(»(A) = 0, gdje je p kratnost nultocke A u
minimalnom polinomu p4 operatora A. Po definiciji operatora Ay i A,, imamo

(A= ADVix(A) = (A= AJ[Vin(4) = An| Vi (A).

To pokazuje da je (A,)?|V(n)(A) = 0. Dakle, ako je k& maksimum kratnosti nultocaka minimalnog
polinoma g4, onda je (4,)F|Vy(A4) = 0 VA € Sp(A), pa slijedi (A,)* = 0. Prema tome, operator
A, je nilpotentan. Napokon, kako A, komutira sa A, A, komutira i sa A, = A — A,. Time je
dokazana egzistencija u tvrdnji (a).

Dokazat ¢emo sada da za definirane operatore A; i A, vrijedi tvrdnja (b). Doista, neka je
B linearan operator na prostoru V' koji komutira s operatorom A. Neka je v € V(,)(A) za neki
A € Sp(A). Tada je (A — M )*v = 0 za neki k € N. No tada je (A — A[)*Bv = B(A — \I)kv = 0,
dakle, Bv € V((A). Slijedi A;,Bv = ABv = BAv = BA,v. Prema tome, vrijedi A,B|V(5(A) =
= BA,|V(»)(A) VA € Sp(A). Kako je V suma potprostora V(»)(4), A € Sp(A), zakljucujemo da je
A;B = BA,. No tada B komutira isa A4, = A — A,.

Dokazimo sada jedinstvenost u tvrdnji (a). Neka su S poluprost i NV nilpotentan operator na
prostoru V takvi daje A= S+ N i SN = NS. Tada operatori S i N komutiraju s operatorom
A, pa prema tvrdnji (b) oni komutiraju s operatorima Ag i A,. Sadaiz A = A, + A4, = S+ N
slijedi A, — S = N — A,,. Oznacimo taj operator sa C. Buduéi da su operatori A, i S poluprosti
oni su dijagonalizabilni, a kako komutiraju i njihova razlika C' je dijagonalizabilan operator. S
druge strane, operator C je razlika nilpotentnih operatora koji medusobno komutiraju pa i sam
nilpotentan. Stoga je Sp(C) = {0}, a kako je C' dijagonalizabilan, slijedi C' = 0. Dakle, S = A, i
N = A, odnosno, dokazana je i jedinstvenost u tvrdnji (a).

(c¢) Neka je W A—invarijantan potprostor od V. Prema tvrdnji (b) teorema 3.2.3. tada je

W= Y +WnVy4).
AeSp(A)

Medutim, svaki V() (A) je svojstven potprostor operatora A,, pa je svaki njegov potprostor,
posebno, presjek W N V(y)(A), A;—invarijantan. Stoga je i suma W tih presjeka A;—invarijantan
potprostor od V. Kako je A, = A — A, potprostor W je i A, —invarijantan.

Operator A, iz teorema 3.3.2. zove se poluprosti dio operatora A, a operator A, zove se
nilpotentni dio operatora A. Rastav A = A, + A, zove se Jordanov rastav ili Jordanova
dekompozicija operatora A.

Treba nam sada jedan opéi rezultat iz teorije komutativnih prstenova:

Teorem 3.3.3. (Kineski teorem o ostacima) Neka je R unitalan komutationi prstenily, ..., I,
ideali w R takvi da je I; + I; = R za i # j. Za proizvoljne x1,...,x, € R postoji x € R takav da
jex—z; €l za3=1,...,n.

Dokaz provodimo indukcijom po n > 2.
Pretpostavimo najprije da je n = 2. Dakle, neka su [y, I suideali u R takvidaje R=1;+ 11
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neka su xq, o € R. Tada postoje a1 € I 1 as € I, takvi da je a; +ag = 1. Stavimo & = x1as +x2a,.
Tada je

T— T =T — X109 + 102 — T = Teay + T1(ag — 1) = xea; — w101 = (2 — 1)y € [

i, analogno, r — x5 € I5. Time je teorem dokazan za n = 2.

Neka je sada n > 3 proizvoljan, I,...,I, ideali u R i z1,...,x, € R. Fiksirajmo sada
ie{l,...,n}. Tada je I, + I; = R za j # i, pa postoje a; € I; i b; € I; takvi da je a; + b; = 1.
Tada je

1= (a1 +b1)-(ai—1 + bim1) (@1 + biv1) - - - (an + by).

Rijesimo li se s desne strane te jednakosti zagrada, dobivamo da je

l=c+d gdieje c=bi- bbb elJI; i d=1-cel,
J#i
Odatle slijedi da je
L+(\L=R
J#i
pa prema dokazanoj tvrdnji teorema za n = 2 slijedi da postoji y; € R takav da je

J#i

Stavimo sada © = z1y; + -+ - + .Yy, Za bilo koji i € {1,...,n} tada je y; € I; za svaki j # i,
dakle,
T— iy =T+ o+ TicaYio1 + TiaYipr T+ Toyn € L (3.5)

Nadalje,
vy — v = x(y; — 1) € L. (3.6)
Iz (1.7) i (1.8) slijedi z — z; = (v — xy3) + (zy; — ;) € 1.

Teorem 3.3.4. Neka je A rascjepiv linearan operator na konacnodimenzionalnom vektorskom

prostoru. Postoje polinomi P,Q € K[T takvi da je P(0) = Q(0) =0, P(A) = As 1 Q(A) = A,.

Dokaz: Neka je Sp(A) = {A\1,...,As}, pri ¢emu je \; # A; za ¢ # j. Tada imamo rastav
minimalnog polinoma p4 operatora A,

pa(T) = (T = X" o+ (T = A, )

za neke prirodne brojeve py, . .., ps. Neka je I; ideal u prstenu K [T'] generiran polinomom (7'— ;).
Za i # j polinomi (T'— \;)?* i (T'— A; )P relativno prosti, pa postoje polinomi R, S € K[T'] takvi da
je R(T)(T—X)Pi +S(T) (T — \j)P7 = 1. Odatle slijedi da je I;4+1; = K[T']. Nadalje, ako 0 ¢ Sp(A)
neka je [y = TK|[T] ideal u R[T] generiran polinomom 7. Tada su polinomi 7" i (T — ;)P relativno
prosti pa vrijedi i [+ I; = K[T] za svaki i € {1,...,s}. Prema tome, zadovoljene su pretpostavke
Kineskog teorema o ostacima, pa postoji polinom P € K|[T] takav da je

P-XNel za j=1,...,s i P=P—0¢€l,

Stavimo Q =T — P. Tada su P,Q € Iy, pa vrijedi P(0) = Q(0) = 0. Nadalje, stavimo S = P(A)
i N = Q(A). Tada operatori S i N komutiraju i vrijedi A = S + N. Dakle, svaki od potprostora
Via)(A) je S—invarijantan. Kako je P — \; € I; postoji polinom R; € K[T] takav da je

P(T) - /\j = R](T)(T - /\j)pj, dakle S — /\]I = RJ(A)(A - Aj])pj.
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Prema dokazu teorema 3.2.3. vrijedi V(y,)(A) = Ker (A — \;I)Pi. Zakljucujemo da je
(S =MDVo(A) =0, tj. SV (A) = Ailv, ) = As Vi) (A)-
Kako to vrijedi za svaki j, slijedi da je S = A;. Tadajei A, =1—-A;,=1—-S5 =N =Q(A).
Podsjecamo da je za linearan operator A na vektorskom prostoru V' ad A linearan operator na
Liejevoj algebri gl(V') = L(V') definiran sa (ad A)B = AB — BA, B € gl(V).

Propozicija 3.3.5. Neka je A linearan operator na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru
V' nad poljem K.

(a) Ako je linearan operator A dijagonalizabilan, onda je i operator ad A dijagonalizabilan.
(b) Ako je linearan operator A nilpotentan, onda je i operator ad A nilpotentan.

(¢) Ako je linearan operator A rascjepiv, onda je i operator ad A rascjepiv. U tom sluc¢aju vrijedi
(ad A)s =ad A i (ad A),, = ad A,,.

Dokaz: (a) Neka je {eq, ..., e,} baza prostora V sastavljena od svojstvenih vektora operatora
A

Y

Ae; = Njej, j=1...,n
Neka je {E;;; i, =1,...,n} pripadna baza od gl(V'); tj. E;; su linearni operatori na V' zadani sa
Eijer = 0jre;, 75, k=1,...,n.
Tada se lako vidi da je
(ad A)E;; = (N — A\ Eyj, ihj=1,...,n.

Dakle, i operator ad A je dijagonalizabilan.
(b) Definiramo linearne operatore L4 i R4 na prostoru gl(V') pomocu lijevog i desnog mnozenja
s operatorom A :

L,B = AB, RAiB = BA, B e gl(V).
Tada je ad A = L4 — R4 i operatori L i R4 komutiraju. Prema tome, ako je k € N takav da je
A* =0, dakle, i (La)* = (Ra)* =0, onda je

2k—1

(ad A" = (Ly — RA)™ ' =D (-1) (

Jj=0

ij 1) (L) (RA) =0,
jerili je j > k ili je 2k — 1 — j > k. Dakle, operator ad A je nilpotentan.

(¢) Prema (a) i (b) operator ad A je poluprost i operator ad A, je nilpotentan. Bududi da
operatori A i1 A,, komutiraju, operatori ad A, i ad A,, takoder komutiraju. Napokon, vrijedi ad A =
= ad A; + ad A, pa iz jedinstvenosti u tvrdnji (a) teorema 3.3.2. slijedi da je (ad A)s = ad Ay i
(ad A),, = ad A,,.

Propozicija 3.3.6. Neka je A konacnodimenzionalna algebra i neka je D € Der(A) rascjepiva
derivacija. Tada su Dy, D, € Der(A).

Dokaz: Kako je Der(A) vektorski prostor i D, = D — D, dovoljno je dokazati da je
D, € Der(.A). Imamo
A= E + A (D) (3.7)

AeSp(D)
i vrijedi Sp(Ds) = Sp(D) i Ds| A (D) = M4, (D)-
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Zadatak 3.3.1. Indukcijom po n € N dokazite da za bilo koje \,u € K i x,y € A vrijedi

n

(D~ O+ L) () = 3 (j) (D — M) ) (D — uLa)y)

Jj=0

Nastavimo sada dokaz propozicije 3.3.6. Neka su A\, € K, v € A (D) iy € Ay (D). Tada
za neke p,q € N vrijedi (D — M )Px =01 (D — puly)?% = 0. Sada u formuli u zadatku 3.3.1. za
n=p-+q— 1 vidimo da je s desne strane (D — A\ 4)P™" 7 =0zap+q—1—j > p, odnosno,
zaj < q—1,1 (D — puly)y =0 zaj > ¢ Prema tome, svi su ¢lanovi s desne strane jednaki 0,
pa zakljuéujemo da je (D — (A + pu)L4)PT7 tay = 0, a to znaci da je zy € A4 (D). Medutim, za
svaki v € K vrijedi A(,)(D) = A,(Ds), pa je Dyx = Az, Dyy = py i Doy = (A + p)xy. Dakle,

Dy(zy) = (A + )y = (A\)y + 2(py) = (Dsz)y + 2(Dyy).

Sada iz (3.7) slijedi da jednakost Dg(xy) = (Dsx)y + x(Dsy) vrijedi za sve z,y € A, odnosno,
Dy € Der(A).
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3.4 Jordanov rastav za nerascjepive operatore

U ovom odjeljku k je polje karakteristike 0 i K je algebarski zatvarac polja k, tj. algebarsko
prosirenje polja k koje je algebarski zatvoreno. Ozna¢imo sa Aut(K) grupu automorfizama polja
K i sa Auty(K) Galoisovu grupu prosirenja K 2O k, tj. podgrupu svih k—linearnih elemenata
grupe Aut(K) :

Autp(K) = {o € Aut(K); o(\) =\ VX € k}.
U ovom se odjeljku koristi sljedeé¢i fundamentalni rezultat Galoisove teorije:
Teorem 3.4.1. Vrijedi k = {\ € K; o(\) =\ Vo € Auty(K)}.

Neka je sada V vektorski prostor nad poljem k i VE D V vektorski prostor nad poljem K
dobiven iz V prosirenjem polja skalara (v. odjeljak 1.2.). Svaka je baza prostora V' (nad poljem
k) ujedno baza prostora VX (nad poljem K). Buduéi da je svaki linearno nezavisan podskup
vektorskog prostora sadrzan u nekoj bazi tog prostora, zaklju¢ujemo da je podskup prostora V'
linearno nezavisan nad poljem k ako i samo ako je on linearno nezavisan nad poljem K.

Lema 3.4.2. Za svaki 0 € Auty(K) postoji jedinstven k—linearan operator T(c) : VE — VE
takav da vrijedi

T(o)(Av) =a(ANv VAeK i YvelV.
Tada je o — T (o) reprezentacija Galoisove grupe Auty(K) na prostoru (VK)k Nadalje, vrijedi

V={veVE T(o)v=v Vo € Auty(K)}.

Dokaz: Neka je {e;; j € J} baza prostora V. Tada je to ujedno baza prostora V. Stoga se
svaki v € VE jedinstveno zapisuje u obliku

U:Z)\jej, )\jEK,
jed
pri ¢emu je, naravno, skup {j € J; \; # 0} konacan. Za o € Aut,(K) definiramo sada preslika-
vanje T'(0) : VE — VE sa

T(o)w = Z a(A))e;.

Tada sve tvrdnje neposredno slijede.

Podsje¢amo da za potprostor W prostora V¥ kazemo da je definiran nad poljem % ako je
W NV njegova k—struktura, a to je ispunjeno ako i samo ako je W = span,, W N V.

Lema 3.4.3. Potprostor W prostora VX definiran je nad k ako i samo ako vrijedi T(a)W = W
za svaki o € Autg(K).

Dokaz: Pretpostavimo da je potprostor W definiran nad k. To znaci da je W = span, VNW.
Prema tome, svaki se vektor w € W moze zapisati u obliku

w:Z)\jwj, )\jEK, U)jEVﬂVV, jzl,,n
j=1

Tada za svaki 0 € Auty(K) vrijedi T'(o)w = > 7 o(A\j)w; € spang VN W = W. Dakle,
T(o)W C W za svaki 0 € Auti(K). No tada je i T(o)™'W = T(c™H )W C W, pa slijedi
T(o)W =W za svaki o € Autg(K).
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Obratno, pretpostavimo sada da je W potprostor od VE takav da je T(o)W = W za svaki

o € Auty(K). Stavimo
W =WnV 1 W =spang Wy.

Tada je ocito W' NV = Wy, pa slijedi da je potprostor W' definiran nad k. Stavimo sada
X = VE/W' i neka je 7 : VE — X kvocijentno preslikavanje. Tada je X vektorski prostor
nad K i iz ¢injenice da je potprostor W’ od V* definiran nad k lako slijedi da je X = (V)
k—struktura prostora X. Nadalje, ako za 0 € Auty(K) sa T"(0) : X — X ozna¢imo jedinstven
k—linearan operator takav da je T"(0)(Ax) = o(\)x za svaki A € K i svaki # € X, onda vrijedi

T'(c)om=moT(0) Vo€ Auty(K).

Neka je sada W = 7(W). To je potprostor od X i iz gornje jednakosti slijedi da je T"(o)W = W
za svaki o € Auty(K). Neka je x € W N X(). Tada je z = m(w) = 7(v) za neke w € W iv € V.
Tada je m(w —v) = 0, dakle, w — v € W’. Posebno, tada je w —v € W. Odatle slijedi v € W, pa je
v € Wry. Medutim, W,y € W', paslijedi z = 7(w) = 0. Time smo dokazali da je W N X @) = {0}
Da dokazemo tvrdnju treba pokazati da odatle slijedi da je W = {0}. Doista, u tom je slu¢aju
W = W' = span, W NV, odnosno, potprostor W je definiran nad k.

Time se dokaz svodi na slucaj kad je Wiy = W NV = {0} i tada treba pokazati da iz
Auty(K)—invarijantosti od W slijedi W = {0}.

Pretpostavimo, naprotiv, da je W # {0}. Neka je w € W \ {0}. Mozemo pisati

wzz/\jvj, NeEK, veV, j=1,...,n,
j=1

i pretpostavimo da je to prikaz s najmanjim moguéim n € N i za sva moguée w € W \ {0}. Tada

su, naravno, v, ..., U, linearno nezavisni nad K i svi su koeficijenti \; # 0. Pomnozimo li sa L

A1
vidimo da mozemo pretpostaviti da je w = v; ako je n = 1, odnosno,

w:vl—I—Z)\jvj ako je n > 2.

j=2

U prvom je slucéaju 0 # w € W NV, a to je suprotno pretpostavci W NV = {0}. Prema tome,
nuzno je n > 2. Za svaki o € Auty(K) tada imamo

T(o)w =v + Z a(Aj)v;

pa je
T(o)yw—w=>_ (a(A;) = Aj) v;.
=2

Buiduéi da je po pretpostavei T'(o)w € W, slijedi i T'(o)w —w € W. Kako gornja suma ima najvise
n — 1 ¢lanova, zbog pretpostavke o minimalnosti n zaklju¢ujemo da je T'(c)w — w = 0, odnosno,
zbog linearne nezavisnosti vektora vy, ..., v, vrijedi o(X;) = A; za j = 2,...,n. Buduéi da je
o € Auty(K) bio proizvoljan, iz teorema 3.4.1. slijedi Ay, ..., A, € k. Dakle, w € W NV atojeu
suprotnosti sa W NV = {0}. Ova kontradikcija pokazuje da je W = {0} i time je lema dokazana.

Propozicija 3.4.4. Neka je S skup i neka V-.S—modul nad poljem k. Prosirenjem po K—linearnosti
VE postaje S—modul nad poljem K. Vrijedi:

(a) Ako je VE prost S—modul onda je i V prost S—modul.

(b) Ako je V' konacnodimenzionalan poluprost S—modul, onda je i S—modul VE poluprost.
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Dokaz: (a) Neka je W # {0} podmodul od V. Tada je WX # {0} podmodul od VX pa zbog
prostote slijedi W = V& No odatle slijedi W = V. Dakle, modul V je prost.

(b) Pretpostavimo najprije da je V prost konactnodimenzionalan S—modul. Zbog kona¢ne di-
menzije sigurno postoji prost podmodul U od V. Lako se vidi da je i T'(¢)U prost podmodul od
VE za svaki o € Auty(K). Stavimo

W= > T(o)U.

o€Auty(K)

W je podmodul od V& za koji vrijedi T(0)W = W za svaki 0 € Auty(K), pa po lemi 3.4.3.
zakljucujemo da je potprostor W definiran nad k. To znac¢i da W NV razapinje prostor W nad
K i, posebno, vrijedi W NV # {0}. No W NV je podmodul od V, pa zbog prostote modula V'
slijedi W NV =V, odnosno, V C W. To znaci da je W = VE. Prema tome, V¥ je suma prostih
podmodula T'(o)U pa po teoremu 1.5.10. zakljut¢ujemo da je modul V& poluprost.

Pretpostavimo sada da je V' poluprost modul. Tada je prema teoremu 1.5.10. V' direktna suma
nekih njegovih prostih podmodula:

VWit -+ V.

Slijedi

VE=vK ... VE
Prema prvom dijelu dokaza tvrdnje (b) znamo da su moduli Vi, ... VX poluprosti. Odatle slijedi
da je i modul V¥ poluprost.

Svaki linearan operator na konacnodimenzionalnom prostoru V' jedinstveno se prosiruje do
K —linearnog operatora na prostoru V¥ koji éemo oznacavati sa AX. Za dokaz sljedeéeg teorema
trebaju nam dvije leme.

Lema 3.4.5. Minimalni polinom px € K[X| operatora AX podudara se s minimalnim polinomom
pa € k[X] operatora A.

Dokaz: Vrijedi (A49)% = (A )j za svaki j € Z,, pa slijedi P(AX) = P(A)X za svaki polinom
P € k[X]. Posebno, Vl“ljedl pa(AK) = 0. Odatle slijedi da je polinom g, djeljiv s polinomom g 4x
u prstenu K[X].

Zapolinom @ € K[X|izao € Auty(K) oznac¢imo sa QQ° polinom koji se iz () dobiva primjenom
automorfizma ¢ na svaki koeficijent polinoma @) :

Q=ap+u X+ - +a,X" = Q° =o(a) +o(a)X + -+ o(a,) X"

Posljedica je teorema 3.4.1. da je @ € k[X] ako i samo ako je Q7 = @ za svaki 0 € Auty(K). Za
bilo koji v € V' imamo

Q7 (A% = a(ap)v + o(a)Av + - - - + o, ) A" = T(0)Q(AX )v.

Buduéi da V razapinje prostor VE nad poljem K, slijedi da je Q7 (AX) = T(0)Q(AX) za svaki
o € Auty(K). Odatle posebno slijedi da je (ux)?(AX) = T(o)usx(AX) = 0, dakle, polinom
(ax)? je djeljiv s polinomom pyx. Bududi da je polinom pyx normiran i ima isti stupanj kao i
(ax)?, slijedi jednakost (px)” = pax. Kako je o € Auty(K) bio proizvoljan, zakljucujemo da je
parx € k[X]. Ocito vrijedi pax(A) = 0, dakle, polinom pyx djeljiv je s polinomom gy u prstenu
k[X]. Dvije dokazane djeljivosti daju jednakost psx = pia.
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Lema 3.4.6. . Pretpostavimo da je minimalni polinom jia operatora A ireducibilan u prstenu k[X]
1 neka je m = deg 4.

(a) Za svakiv € V \ {0} wvektori v, Av,..., A" ' su linearno nezavisni. Stovise, ako je W
A—invarijantan potprostor od V i ako je v € V'\ W, onda su vektori

v+ W, Av+W,. . A+ W
u kvocijentnom prostoru V/W linearno nezavisni.

(b) A—invarijantan potprostor W od V' je prost A—modul ako i samo ako je dim W = m.

(¢) Dimenzija n prostora V djeljiva je sa m i ako je n = ms postoje prosti A—podmoduli
Vi,...,Vs 0od V takvi da je
V=Vt VL

Posebno, operator A je poluprost.

Dokaz: (a) Neka je v € V' \ {0} i neka je k € N najmanji prirodan broj k takav da je vektor
AFy linearna kombinacija vektora v, Av, ..., A* 1v. Neka je

Afy = a0 Ao + - 4 a1 Av + ago.

Stavimo
po(X) = XF — oy XF1 — o 1 X — oy

Tada vrijedi u,(A)v = 0 i lako se vidi da ako je P € k[X] polinom takav da je P(A)v = 0,
onda je taj polinom djeljiv s polinomom p,. Buduéi da vrijedi ua(A) = 0, slijedi da je minimalni
polinom g4 djeljiv s polinomom g, a kako je py4 ireducibilan polinom (i oba polinoma fi4 iy, su
normirani) zakljuéujemo da je p, = pa. Dakle, vektori v, Av..., A™ 1y su linearno nezavisni.

Pretpostavimo sada da je W pravi A—invarijantan potprostor od V i neka je v € V \ W.
Definiramo operator B na kvocijentnom prostoru V/W sa

Bz +W)=Az+W, zeV.

Tada je B¥(z + W) = Akz + W, dakle, P(B)(x + W) = P(A)xz + W za svaki polinom P € k[X]
i svaki vektor z € V. Odatle slijedi da je ua(B) = 0, dakle, polinom g4 djeljiv je s minimalnim
polinomom pp u prstenu k[X|. Buduéi da je polinom py po pretpostavei ireducibilan u prstenu
k[X] slijedi da je pup = pa. Primijenimo li dokazano na operator B zaklju¢ujemo da su vektori

v+ W, Bu+W),...,B" v+ W)
u kvocijentnom prostoru V/W linearno nezavisni. No to su upravo vektori
v+ W, Av+ W, A e+ WL

(b) Neka je W prost A—podmodul od V' i neka je v € W\ {0}. Iz (a) slijedi da su vektori
v, Av, ..., A™ 1y linearno nezavisni. Oni razapinju m—dimenzionalan potprostor U od W, i taj je
potprostor A—invarijantan buduéi da je A™v linearna kombinacija vektora v, Av,..., A" 1. Iz
prostote A—modula W slijedi U = W, dakle, dim W = m.

Pretpostavimo sada da je W m—dimenzionalan A—podmodul od V. Prema dokazanom svaki
je njegov prost A—podmodul iste dimenzije, dakle, jednak W. Prema tome, A—modul W je prost.
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(c) Neka je V skup svih A—podmodula od V' za koje tvrdnja (c) vrijedi. Taj je skup neprazan
jer u njemu je svaki prost A—podmodul od V. Pretpostavimo da V' ¢ V i neka je W maksimalni
element od V u odnosu na inkluziju. Za vektor v € V' \ W prema tvrdnji (a) vektori

v+W, Av+W, .. A"+ W

kvocijentnog prostora V/W linearno su nezavisni. To znac¢i da za potprostor U od V, razapet
vektorima v, Av, ..., A" v, vrijedi U N W = {0}. Nadalje, U je prost podmodul od V pa slijedi
da je W+ U €V, a to je suprotno pretpostavci o maksimalnosti W u skupu V. Ova kontradikcija
pokazuje da je V € V., odnosno, tvrdnja (¢) je dokazana.

Teorem 3.4.7. Neka je A linearan operator na prostoru V nad poljem k karakteristike O i neka
je K algebarski zatvarac polja k.

(a) Operator A je nilpotentan ako i samo ako je operator AX nilpotentan.
(b) Operator A je poluprost ako i samo ako je operator AX poluprost (odnosno, dijagonalizabilan).

Dokaz: Tvrdnja (a) je trivijalna jer je (A")K = (AK)TL za svaki n € N,

(b) Iz tvrdnje (b) teorema 3.4.4. slijedi da ako je A poluprost operator onda je i AX poluprost
operator.

Pretpostavimo sada da je AX poluprost operator. Tada prema propoziciji 3.3.1. minimalni
polinom pgx = p4 ima jednostruke nultocke, odnosno, vrijedi

pa(X) = H (X =A).

AESP(AK)

Ocito je Sp (AK) invarijantan s obzirom na djelovanje grupe Auty(K). Doista, za o € Autg(K) i
A € K vrijedi pa(X\) = 0 ako i samo ako je pa(c(A)) = 0. To znaéi da je spektar Sp (AX) unija
medusobno disjunktnih Auty(K)—orbita Oy, ..., O,. Definiramo polinome puy, ..., us € K[X] sa

p(X)=J[(X-X, j=1...5s
)\G(’)j

Iz definicije se vidi da je puf = pu; za svaki 0 € Auty(K) (naime, o permutira elemente orbite
O;). Dakle, u; € k[X] za j = 1,...,s. Primijetimo sada da su polinomi yy, ..., jts ireducibilni u
prstenu k[X]. Doista, neka je v € k[X] nekonstantni normirani djelitelj polinoma fx;. Tada v je
neka od nultocaka A € O; polinoma j; nultocka i od v. No tada su sve tocke iz orbite O; nultocke
od v, pa slijedi v = p;.

Primijenimo sada teorem 3.2.1. na rastav g4 = p1---pt,. Naime, za ¢ # j polinomi g, i p;
su medusobno razli¢iti ireducibilni polinomi u k[X], dakle, oni su relativno prosti. Ako stavimo
V; = Kerpj(A), j =1,...,s, onda su Vi, ..., V, A—invarijantni potprostori od V, prostor V je
njihova direktna suma, minimalni polinom fi4)y, restrikcije A|V; jednak je u; i ako je W bilo koji
A—invarijantni potprostor od V, onda vrijedi

wW=wnwv+ .-+ WnV,.

Odatle slijedi da je operator A poluprost ako i samo ako su njegove restrikcije A|Vj, ..., A|V
poluprosti operatori. No to slijedi iz tvrdnje (c) leme 3.4.6. buduci da je pap;, = p; ireducibilan
polinom u prstenu k[X].

Za generalizaciju teorema o Jordanovom rastavu na nerascjepive operatore treba nam jos
nekoliko pomo¢nih tvrdnji.
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Lema 3.4.8. Polinom 0 # P € k[X] je separabilan ako i samo ako su polinomi P i P' (derivacija
od P) relativno prosti.

Dokaz: Polinomi P i P’ su relativno prosti u k[X] ako i samo ako je k[X]| = k[X]|P + k[X]P'.
No to je ekvivalentno sa K[X] = K[X]P + K[X]|P' §to znaci da su P i P’ relativno prosti u K[X].
Prema tome, u dokazu mozemo pretpostavljati da je polje & = K algebarski zatvoreno.

Pretpostavimo da je P € K[X] separabilan. Mozemo uzeti da je polinom P normiran. Tada
imamo faktorizaciju

PX)=(X—=M\)- (X = A)

za neke medusobno razlicite A{,...,\, € K. Pretpostavimo da polinomi P i P’ nisu relativno
prosti. To znaci da je polinom P’ djeljiv s nekim X — A;, odnosno, da je P'(\;) = 0. Medutim,
ako napisemo

PX) = (X =3)QX)  za QX)=(X=M) (X=X 2)(X =) - (X =) € K[X],
onda je P'(X) = Q(X)+(X—X\;))Q'(X), paslijedi P'();) = Q(\;) # 0. Ova kontradikcija pokazuje

da su polinomi P i P’ relativno prosti.

Obratno, pretpostavimo sada da polinom P nije separabilan. Tada postoji A € K i Q € K|[X]|
takvi da je P(X) = (X — M\)?Q(X). Tada je

P(X) = 2(X = NQ(X) + (X = A*Q'(X).

To pokazuje da su P i P’ djeljivi sa X — )\, dakle, nisu relativno prosti.

Za P,Q € k[X] sa P o @ oznacavamo polinom iz k[X] definiran sa (P o Q)(X) = P(Q(X)).

Lema 3.4.9. Neka je P € k[X] separabilan polinom i neka je n € N. Pretpostavimo da postoji
polinom Q € k[X| takav da je P o @ sadrzan u idealu k[X]|P™. Tada postoji polinom R,, € k[X]
takav da je P o (Q — R,P") sadrian u idealu u k[X]P"!.

Dokaz: U prstenu k[X, Y| mozemo pisati (Taylorova formula)
P(X+Y)=P(X)+ P(X)Y +S(X,Y)Y?,
gdje je S € K[X,Y]. Dakle, za svaki polinom R € k[X] imamo
Po(Q—RP")Y=PoQ— (P oQ)RP"+ TP (3.8)

za neki T' € k[X]. Po pretpostavci je Po @ = UP™ za neki U € k[X]. Buduéi da su po lemi 3.4.8.
polinomi P i P’ relativno prosti, postoje A, B € K[X] takvi da je 1 = AP’ + BP. Odatle je

= (40Q)(P'oQ)+ (BoQ)(PoQ).
Stavimo li R, = (A o @)U, imamo
U= (Ac Q)P o QU + (BoQ)(PoU) = (P o Q)R + (B U)UP",

a odatle je
UP" — (P oQ)R,P" = (BoU)UP*™.

Sada iz (3.8) za R = R,, = (Ao Q)U slijedi
Po(Q—R,P")=PoQ— (P oQ)R,P"+TP"" =
=UP"— (P oQ)R,P" + TP"™ = (BoU)UP* + TP"
Kako je 2n > n + 1, slijedi Po (Q — R,P") € k[X]P"*!. Odatle se indukcijom izvodi:
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Lema 3.4.10. Neka je P € k[X]| separabilan polinom i neka je n € Z,. Tada postoje polinomi
Ry =0,Ryq,..., R, takvi da je polinom

P <X - En: Rj(X)P(X)])

Teorem 3.4.11. (Jordanov rastav) Neka je A linearan operator na konacnodimenzionalnom
prostoru V' nad poljem k karakteristike 0. Postoje jedinstvent linearni operatori Ag @ A, na 'V takvi
da vrijedi:

sadrzan u idealu k[X]P™*!,

(a) As je poluprost.
(b) A, je nilpotentan.
(c) A

(d) A=A, + A,.

= A, As.

Nadalje, postoje polinomi R,S € k[X]| bez konstantnog clana takvi da je A, = R(A) i
A, = S(A). Posebno, potprostor W od V' je A—invarijantan ako i samo ako je on As—inva-
rijantan i A, —invarijantan.

Dokaz: Neka su \j, ..., \, € K sve medusobno razli¢ite svojstvene vrijednosti operatora AX,
tj. sve nultocke minimalnog polinoma P = p4 operatora A. Stavimo P(X) = (X —X;)--- (X —=\,).
Za neki p € N svojstveni polinom od A dijeli polinom P?, dakle, P(A)? = 0. Prema lemi 3.4.10.

postoje polinomi Ry = 0, Ry, ..., R,—1 € k[X] takvi da je polinom P (X — Z?;é Rj(X)P(X)j>
sadrzan u idealu generiranom sa PP. No tada je P <A — SR, (A)P(A)j> = (. Stavimo

7=0
p—1 p—1
Ay =) Ri(AP(AY i A,=A-A,=A-> Ri(APAY
j=0 7=0

Tada je P(As) = 0, dakle, polinom P djeljiv je s minimalnim polinomom 4, operatora Ay, a to
znaci da je p g, separabilan polinom. Medutim, pa, = piax. To znaci da je operator AX poluprost,
a prema tvrdnji (b) teorema 3.4.7. operator A je poluprost. Nadalje, kako je Ry = 0, vrijedi
A, = P(A)Q(A) za neki polinom @ € k[X], pa slijedi A2 = P(A)?Q(A)? = 0. Dakle, operator
A, je nilpotentan. Time je dokazana egzistencija takvih operatora A; i A,, a jedinstvenost se
dokazuje sasvim analogno kao u teoremu 3.3.2.
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Poglavlje 4
NEKE KLASE LIEJEVIH ALGEBRI

4.1 Nilpotentne Liejeve algebre

U daljnjem ¢emo promatrati samo kona¢nodimenzionalne Liejeve algebre. Nadalje, pro-
matrat ¢emo iskljucivo Liejeve algebre i vektorske prostore nad poljima karakteristike 0.

Strukturu Liejeve algebre g proucavat ¢emo prije svega razmatranjem tzv. adjungirane repre-
zentacije z — adz, ¢ € g, Liejeve algebre g na vektorskom prostoru g. Preko te reprezentacije
Liejeva algebra g postaje g—modul. Uocimo da su ideali u Liejevoj algebri g upravo g—podmoduli
g—modula g. U ovom ¢emo odjeljku prouciti Liejeve algebre kod kojih su svi operatori adjungirane
reprezentacije nilpotentni. Takve nazivamo nilpotentne Liejeve algebre. Dakle, g je nilpotentna
Liejeva algebra ako je operator adzx : y — [z,y], y € g, nilpotentan Vz € g. Svaka je komuta-
tivna Liejeva algebra naravno nilpotentna. Neka je V' konac¢nodimenzionalan vektorski prostor.
Niz drugih primjera nilpotentnih Liejevih algebri dobivamo na temelju sljedeée propozicije:

Propozicija 4.1.1. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor. Ako je g Liejeva podal-
gebra od gl(V') koja se sastoji od nilpotentnih operatora, onda je g nilpotentna Liejeva algebra.

Dokaz: Neka je g Liejeva podalgebra od gl(V') koja se sastoji od nilpotentnih operatora. Prema
tvrdnji (b) propozicije 3.3.5. adgyyy A je nilpotentan operator na prostoru gl(V') za svaki A € g.
No tada je restrikcija (adgvyA)|lg = ady A nilpotentan operator za svaki A € g. Dakle, g je
nilpotentna Liejeva algebra.

Propozicija 4.1.2. Neka je g nilpotentna Liejeva algebra, b njena podalgebra i j ideal v g. Tada
su Liejeve algebre § i g/j nilpotentne.

Dokaz: Za z € b operator ady x je restrikcija na b nilpotentnog operatora ady x, dakle, ady x
je nilpotentan. Dakle, Liejeva algebra b je nilpotentna. Neka je ¢ : g — g/j kanonski epimorfizam
koji elementu = € g pridruzuje njegovu klasu x +j u g/j. Neka je y € g/j i neka = € g takav da
je y = (). Tada se direktno provjerava da vrijedi (ady/;y) 0 ¢ = ¢ o (adgx). Odatle je za svaku
potenciju (ady/;y)™ o ¢ = ¢ o (adgx)™. Dakle, ako je m € N takav da je (adyx)™ = 0, onda je
(adgj;y)™ o @ = 0, a odatle je (adg);y)™ = 0 jer je ¢ : g — g/j surjekcija. Dakle, kvocijentna
Liejeva algebra g/j je nilpotentna.

Neka je m reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Kazemo da je m nil—re-
prezentacija ako su svi operatori (), x € g, nilpotentni. Centralni rezultat u teoriji nilpotentnih
Liejevih algebri je Engelov teorem:

Teorem 4.1.3. Neka je m nil—reprezentacija Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom vek-
torskom prostoru V- # {0}. Tada postoji v € V' \ {0} takav da je m(x)v =0 Vz € g.
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Dokaz: Neka je a = Ker . Tada 7 inducira vjernu (tj. injektivnu) reprezentaciju kvocijentne
algebre g/a. Kako su svi operatori iz Im 7 nilpotentni, prema tvrdnji (b) propozicije 4.1.1. Liejeva
algebra Im 7, dakle, i njoj izomorfna Liejeva algebra g/a, je nilpotentna. To pokazuje da nije
smanjenje opcenitosti ako pretpostavimo da je Liejeva algebra g nilpotentna. U daljnjem to pret-
postavljamo i provodimo dokaz indukcijom po dim g. Za dim g = 1 tvrdnja je trivijalna, jer
svaki nilpotentan operator ponistava neki vektor # 0. Pretpostavimo da je n > 2 i da je teorem
dokazan za nilpotentne Liejeve algebre dimenzije < n. Neka je dim g = n. Oznac¢imo sa G skup
svih Liejevih podalgebri h od g takvih da je 0 < dim h < n. Tada je Kz € G za svaki z € g\ {0},
dakle, skup G je neprazan. Neka je h € G takva da je dim h > dim b’ Vb’ € G. Tvrdimo da tada
b ideal u g dimenzije n — 1. Da to dokazemo, promatrajmo vektorski prostor W = g/h. Ako je
x € B, adx je nilpotentan operator na g u odnosu na koji je potprostor h invarijantan. Stoga
ad z inducira nilpotentan operator p(z) na kvocijentnom prostoru W. Sada je p nil—reprezentacija
Liejeve algebre h na prostoru W # {0}. Po pretpostavci indukeije postoji w € W\ {0} takav da
je p(x)w =0 Vx € h. Neka je y € g\ h takav da je w =y + b. Iz p(z)w = 0 slijedi da je [x,y] € h
Vx € bh. To pokazuje da je Ky + b Liejeva podalgebra od g u kojoj je b ideal. Medutim, zbog
izbora b zakljucujemo da je g = Ky + b. Dakle, stvarno je dim h =n — 11 b je ideal u g. Sada
iz pretpostavke indukcije slijedi da je potprostor

V'={veV; n(x)v=0Vz € b}
prostora V razlicit od {0}. Neka je i dalje y € g takav dajeg= Ky + h. Zav € V' ix € h imamo
m(x)m(y)v = 7 (y)m(z)v + 7([z,y])v =0

jer je [z,y] € h. To pokazuje da je w(y)V’ C V’. Kako je operator 7(y) nilpotentan, postoji
v e V'\ {0} takav da je w(y)v = 0. No tada je m(z)v = 0 Vz € g.

Engelov teorem 4.1.3. ima sljede¢u vaznu posljedicu:

Teorem 4.1.4. Neka je m nil—reprezentacija Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom vek-
torskom prostoru V' # {0}. Stavimo

Vo={0}, Vi={veV;nm(ajveVi1Vzeg} ixL
(a) Za nekis < dim V vrigedi Vo SV, C--- C V=V,
(b) Ako su x1,...,xs € g, onda je w(xy) - -m(xs) = 0.

(¢) Postoji baza od V' u odnosu na koju svaki operator w(z), x € g, ima striktno gornje trokutastu
matricu.

Dokaz: (a) Prema Engelovom teoremu 4.1.3. vrijedi V; # {0}. Ako je V} # V, primjena En-
gelovog teorema na kvocijentnu reprezentaciju my v, koja je takoder nil—reprezentacija, pokazuje
da je Vo 2 Vi. Ako je V3 # V, promatramo kvocijentnu reprezentaciju v y,. Kako je dimenzija
prostora V' konacna, nakon s < dim V' koraka dobivamo V; = V.

Tvrdnja (b) je neposredna posljedica definicije potprostora V; i tvrdnje (a).

Napokon, ako je n; = dim V; izaberemo bazu {vy,...,v,} od V takvu da je

Vi = span {vy, ..., v, }, i1=1,...,s.

U odnosu na tu bazu svaki operator 7(z), € g, ima striktno gornje trokutastu matricu; Stovise,
te matrice imaju na dijagonali redom nul—blokove formata (n; —n;_1) X (n; —n;—1), i =1,...,s.
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Buduéi da su ideali u Liejevoj algebri upravo invarijantni potprostori u odnosu na adjungi-
ranu reprezentaciju, neposredna primjena teorema 4.1.4. daje sljedeci kljucni rezultat o strukturi
nilpotentnih Liejevih algebri:

Teorem 4.1.5. Neka je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra. Stavimo

go = {0}, gi={reg [v,9] Cgia}, i>1

Postoji s < dim g takav da je go T g1 S - S gs = 0.

)
(b)
(¢) Zaxy,...,xs € g je (adxy)---(adxs) = 0.
(d)

Postogi baza u g u odnosu na koju svi operatori ad x, x € g, imaju striktno gornje trokutastu
matricu.

Uocimo da za proizvoljnu Liejevu algebru g mozemo induktivno definirati rastuci niz ideala g;,
1 € Z,, kao u teoremu 4.1.4.:

go = {0}, gi={reg [r,g) Cgi1}, ieN

Tada je posebno
g={zeg [r,y=0Vyeg}=2(g)

centar Liejeve algebre g. Nadalje, neka 7; : g — g/g;_1 kanonski epimorfizam. Tada je
gi={reg m(ry)) =0y eg} ={reg [m)my)]=0Vycg}=

={zeg m(x) e Z(g/gi1)} = m (Z(g/gi-1)).

Dakle, g; je totalni invers u g centra kvocijentne algebre g/g; 1. Zbog toga se ovako definiran
rastuci niz ideala

{0}=goCg1Cga C-v----

zove se centralni uzlazni niz u algebri g. Ocito se zbog konacne dimenzije taj niz stabilizira
na nekom mjestu. Prema teoremu 4.1.5. za nilpotentnu Liejevu algebru g postoji s takav da je
gs = g. S druge strane, ako pretpostavimo da za Liejevu algebru g postoji s takav da je g; = g,
onda ocito vrijedi tvrdnja (c) teorema 4.1.5. i, posebno, (adz)® = 0 Vz € g. ZakljuCujemo da je
Liejeva algebra g nilpotentna.

Definiramo sada za proizvoljnu Liejevu algebru g tzv. centralni silazni niz ideala

g'=9, g=[gg"] i>1L

Tada je ocito g' C g'~!, dakle, radi se o padajué¢em nizu ideala. Ako je g nilpotentna i g, = g,
onda vrijedi g¢ C g,_;. Doista,
o' =lo.0] =[9.9.] S g1,

a iz pretpostavke g' C g,_; za neki ¢ imamo korak indukcije

g =10,0' C[8,95-i] C Gs—i1 = Gs—(i41)-

Posebno, dobivamo da je g* C go = {0}, dakle, g° = {0}. Obratno, pretpostavimo da je g* = {0}
zaneki s. Zaz € gje (adx)g’ C g™, paslijedi (ad z)°g = (ad z)*g° C g° = {0}. Dakle, (adx)* =0
Vz € g, pa zakljucujemo da je Liejeva algebra g nilpotentna. Time smo dokazali:
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Teorem 4.1.6. Za Liejevu algebru g sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Liejeva algebra g je nilpotentna.
(b) Postoji p € N takav da je g, = g.
(¢) Postoji q € N takav da je g? = {0}.

Korolar 4.1.7. Neka je g Liejeva algbera takva da je kvocijentna Liejeva algebra g/Z(g) nilpo-
tentna. Tada je © Liejeva algebra g nilpotentna.

Zadatak 4.1.1. Dokazite korolar 4.1.7.

Uputa: Koristite karakterizaciju (b) u teoremu 4.1.6. za nilpotentnost Liejeve algebre. Druga
je mogucnost, da dokazete da za x € g iz nilpotentnosti operatora adgz) (v + Z(g)) slijedi
nilpotentnost operatora adg .

Korolar 4.1.8. Neka je g Liejeva algebra nad poljem k i neka je K prosirenje polja k. Liejeva
algebra g je nilpotentna ako i samo ako je Liejeva algebra g¥ nilpotentna.

Zadatak 4.1.2. DokaZite korolar 4.1.8.

Uputa: Koristite iz tvrdnju (a) u zadatku 1.2.2. i karakterizaciju (¢) u teoremu 4.1.6. za
nilpotentnost Liejeve algebre.

Korolar 4.1.9. Ako je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra, onda je Z(g) # {0}.

Dokaz: U protivnom se centralni uzlazni niz stabilizira na prvom koraku, tj. g; = {0} Vj, a
to je nemoguce po karakterizaciji (b) u teoremu 4.1.6.

Dokazimo jos jednu posljedicu Engelovog teorema 4.1.3.:

Korolar 4.1.10. Neka je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra i neka je h maksimalna prava
Liejeva podalgebra od g. Tada je by ideal u g kodimenzije 1.

Dokaz: g promatramo kao h—modul u odnosu na reprezentaciju « — adgz, x € h. Kako je b
Liejeva podalgebra od g, h je h—podmodul od g. Promatrajmo kvocijentni h—modul g/h # {0} i
oznacimo pripadnu kvocijentnu reprezentaciju od f sa 7 :

m(z)(y+bh)=[z,y]+bh, xe€bh, yeg

Tada je operator 7(x) nilpotentan za svaki x € b, pa po Engelovom teoremu postoji n € g/b
razlicit od nule takav da je w(z)n = 0 Va € h. Neka je y € g predstavnik od n u g, tj. n =y + b.
Tada y ¢ b, jer je n # 0. Sada w(z)n = 0 Vx € b znaci da je [x,y] € h za svaki z € h. Odatle
slijedi da je € = Ky + b Liejeva podalgebra od g, a kako je po pretpostavci h maksimalna prava
podalgebra, zakljuéujemo da je ¢ = g. Dakle, dim h = dim g—1, a iz [y, h] C b slijedi da je b ideal
ug.

Proucit ¢emo sada nilpotentne ideale u proizvoljnoj Liejevoj algebri g. U tu svrhu najprije
¢emo ustanoviti neka svojstva reprezentacija od g i njihovih restrikcija na ideale u g.

Lema 4.1.11. Neka je g Liejeva algebra, 7 ireducibilna reprezentacija od g na konacnodimenzio-
nalnom vektorskom prostoru V i b ideal u g. Ako je operator w(y) nilpotentan za svakiy € b, onda
jeh CKerm, tj. m(y) =0 Vy € b.
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Dokaz: Neka je
W={veV; n(y)v=0 Yy € h}.

Prema Engelovom teoremu 4.1.3. vrijedi W # {0}. Nadalje, prostor W je m—invarijantan. Doista,
zaweW, xegiyehjely,z] €bpajen(y)w=mn(y,x])w = 0. Slijedi

m(y)m(z)w = 7([y, z])w + 7 ()7 (y)w = 0.

Kako je y € b bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je stvarno m(x)w € W. Buduéi da je reprezentacija
7 ireducibilna, slijedi W = V| odnosno, 7(y) =0 Yy € b.

Za proizvoljnu reprezentaciju 7 Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom vektorskom pros-

toru V kompozicioni niz je kona¢an niz m—invarijantnih potrostora (Vp, V1,...,V,,) od V takvih
da je

{O}:‘/Og‘/lg """ gVn:V
i da su sve subkvocijentne reprezentacije my, v, ,, ¢ = 1,...,n ireducibilne. Ocito je da za svaku

kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju postoji bar jedan kompozicioni niz.
Za svaku kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju m definiramo simetricnu bilinearnu formu B;
na g x g sa
Br(z,y) = Trm(z)m(y), x,y € 9.

B, se zove forma pridruzena reprezentaciji .
Zadatak 4.1.3. Dokazite da vrijedi B.(|x,y],z) = B:(x,ly, z]) Vx,y,z € g.

Uputa: Iskoristite ¢injenicu da za operatore A, B na kona¢nodimenzionalnom vektorskom
prostoru vrijedi Tr AB = Tr BA.

Lema 4.1.12. Neka je g Liejeva algebra, b ideal u g, ™ reprezentacija od g na konacnodimenzio-
nalnom vektorskom prostoru Vi (Vo, Vi, ..., V,,) kompozicioni niz u V' u odnosu na reprezentaciju
. Sljedeéa su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Za svakiy € b operator w(y) je nilpotentan.
(b) Za svakiy € b i svakii € {1,...,n} vrijedi m(y)V; C Vi_1.
U tom slucaju je Br(z,y) =0 Vo € g i Yy € b.

Dokaz: Ako vrijedi (b) onda je ocito 7(y)"™ = 0, dakle, vrijedi (a).

Pretpostavimo da vrijedi (a). Tada je operator my; v, _, (y) nilpotentan za svaki y € b i svaki
i € {1,...,n}. Medutim, subkvocijentne reprezentacije my; v, , su ireducibilne, pa po lemi 4.1.11.
imamo vy, v, ,(y) = 0 Vy € b, odnosno, vrijedi (b).

Pretpostavimo sada da su ispunjena svojstva (a) i (b). Zax € giy € hje nw(y)V; C V;_4, dakle,
m(x)m(y)V; C w(x)Vi_1 C V;_4. To pokazuje da je operator 7(x)m(y) nilpotentan za svaki x € g i
svaki y € . Posebno, B, (z,y) = Trn(z)m(y) = 0.

Propozicija 4.1.13. Neka je g Liejeva algebra, ™ reprezentacija od g na konacnodimenzionalnom
vektorskom prostoru V- # {0} i (Vo, Vi, ..., Vy,) kompozicioni niz w V' u odnosu na 7.

(a) U skupu svih ideala b u g, takvih da je operator w(y) nilpotentan za svaki y € b, postoji
najvect element n.

(b) Vrigedin, ={yeg;, n(y)Vi CVi_y Vie{l,...,n}}.
(¢) Vrijedi By(x,y) = Trm(x)n(y) =0 Vo € g i Yy € n,.
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Dokaz: Stavimo

n,={yeg n(y)V;CViy Vie{l,...,n}}.
Ocito je n, potprostor od g. Nadalje, za = € g je w(x)V; C V; za svaki i. Dakle, zaz € giz € n,
je

m@)r(y)Vi Cm(@z)Via Vi 1 w(y)r(@)Vi Sx(y)Vi € Vi

Slijedi

m(lz, y)Vi € w(@)m(y)Vi + 7 (y)m(2)V; € Vi,
a kako to vrijedi za svaki i € {1,...,n}, zakljutujemo da je [z,y] € n,. To pokazuje da je n,
ideal u Liejevoj algebri g. Sada iz leme 4.1.12. slijedi da je operator 7(y) nilpotentan za svaki
y € n,. Takoder, iz iste leme slijedi da n, sadrzi svaki ideal h u g sa svojstvom da je operator 7(y)
nilpotentan za svaki y € h i da je B,(x,y) =0 Vr € gi Yy € n,.

Ideal n, iz propozicije 4.1.13. zove se najveci ideal nilpotencije reprezentacije m. Uoc¢imo
da jednakost (b) vrijedi za svaki kompozicioni niz reprezentacije w. Ideal n, sadrzi jezgru Kern
reprezentacije m i jednak joj je ako je reprezentacija m potpuno reducibilna, ali ne i opcéenito.
Nadalje, vazno je uociti da se n, sastoji od elemenata y € g sa svojstvom da je operator m(y)
nilpotentan, ali ne moraju svi takvi elementi biti sadrzani u n;. Ideal n, je samo najvec¢i ideal
sadrzan u skupu (koji najcescée nije niti potprostor od g)

N ={y € g; operator 7(y) je nilpotentan}.

Zadatak 4.1.4. Neka je g Liejeva algebra i § ideal u g. DokaZite da je ideal by je nilpotentna
Liejeva algebra ako 1 samo ako je operator adyy nilpotentan za svakiy € .

Uputa: Uocite da za svaki y € b vrijedi adyy = (adgy)|h i (adyy)g C b.

Zbog tvrdnje u prethodnom zadatku primjena propozicije 4.1.13. na adjungiranu reprezentaciju
adg Liejeve algebre g ima za posljedicu:

Propozicija 4.1.14. Neka je g Liejeva algebra i neka je (go, 81, - - -, 8n) bilo koji kompozicioni niz
prostora g u odnosu na adjungiranu reprezentaciju ad.

(a) U skupu svih nilpotentnih ideala u Liejevoj algebri g postoji najveci element n.
(b) Vrijedin={y € g; [y, 9] Cgi-1 za i=1,...,n}.
(c) Vrijedi Bag,(x,y) = Tr (adgz)(adgy) =0 Vo € g i Vy € n.

Ideal n iz propozicije 4.1.14. zove se najveci nilpotentni ideal u Liejevoj algebri g. Katkada
se u literaturi taj ideal zove nilradikal od g, no uobicajenije je da se nilradikalom od g zove presjek
s jezgara svih ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih reprezentacija od g. Taj ideal s je nilpotentan,
kao takav je sadrzan u n, a sadrzan je i u najvec¢em idealu nilpotencije svake kona¢nodimenzionalne
reprezentacije od g.

Zadatak 4.1.5. Pronadite primjer Liejeve algebre g s najveéim nilpotentnim idealom n takve da
u kvocijentnoj Liejevoj algebri g/n postoje nilpotentni ideali razli¢iti od {0}.

Forma Bg,g, na g x g pridruzena adjungiranoj reprezentaciji ady obi¢no se oznacava sa By. Ona
se zove Killingova forma Liejeve algebre g.

Propozicija 4.1.15. Neka je g Liejeva algebra i n njen najvecéi nilpotentni ideal. Za svaki auto-
morfizam ¢ € Aut(g) vrijedi (n) = n.

Zadatak 4.1.6. DokaZite propoziciju 4.1.15.
Uputa: Dokazite da je ¢(n) nilpotentni ideal u g.
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4.2 Rjesive Liejeve algebre. Radikal

Za Liejevu algebru g ideal [g, g] zove se izvedeni ideal. To je prvi netrivijalni ¢lan centralnog
silaznog niza definiranog u odjeljku 4.1. Definiramo sada jos jedan silazni niz ideala: to je tzv.
izvedeni niz (g(’“))keZ+ u Liejevoj algebri g definiran induktivno sa

g =g,  g"V=1[g", "], kezZ,
g*) se zove k—ti izvedeni ideal Liejeve algebre g. Kazemo da je g rjesiva Liejeva algebra
ako postoji k € Z, takav da je g® = {0}. Naravno, za svaki k € Z, je g C g*, pa prema
karakterizaciji (¢) u teoremu 4.1.6. vidimo da je svaka nilpotentna Liejeva rjesiva.

Zadatak 4.2.1. Dokazite da je Liejeva algebra t(n, K) rjesiva i da je Liejeva algebra n(n, K)
nilpotentna.

Zadatak 4.2.2. Neka je g Liejeva algebra nad poljem k i neka je K prosirenje polja k. Dokazite
da je Liejeva algebra g rjesiva ako i samo je Liejeva algebra g® rjesiva.

Uputa: Koristite tvrdnju (a) zadatka 1.2.2.

Teorem 4.2.1. Neka je g Liejeva algebra, b njena podalgebra i a ¢ b ideali u g.
(a) Ako je Liejeva algebra g rjesiva, onda su i Liejeve algebre b i g/a rjesive.
(b) Ako su Liejeve algebre a i g/a rjesive, onda je i Liejeva algebra g rjesiva.
(¢) Ako su ideali a i b rjesivi, onda je i ideal a + b rjesiv.

Dokaz: (a) Ocito je h®) C g¥) pa iz rjesivosti g slijedi rjesivost h. Nadalje, neka je ¢ : g — g/a
kvocijentni epimorfizam, ¢(z) = x+a, x € g. Indukcijom lako slijedi da je tada (g/a)® = ((g*)
VEk > 0, pa ponovo iz rjesivosti g slijedi rjesivost g/a.

(b) Pretpostavimo da su m,n > 0 takvi da je (g/a)™ = {0} i a™ = {0}. Uz oznaku
¢ g — g/a kao u (a) imamo tada ¢ (g™) = (g/a)™ = {0}. Dakle, g™ C Kery = a. Kako je

ocito ()™ = gtk vj k >0, slijedi

g™ = ()™ < al™ = {0},

Dakle, Liejeva algebra g je rjeSiva.

(¢) Standardni algebarski teorem (analogan teoremu 1.3.2.) daje izomorfizam z+a — x+anb,
x € b, Liejeve algebre (a + b)/a na Liejevu algebru b/(a N b). Kako je Liejeva algebra b po pret-
postavci rjesiva, iz (a) slijedi da je i kvocijentna algebra b/(a N b) rjesiva. Dakle i (a + b)/a je
rjesiva Liejeva algebra, a kako je i Liejeva algebra a rjesiva, iz (b) zakljucujemo da je a + b rjesiva
Liejeva algebra.

Pomocu tvrdnje (c) teorema 4.2.1. zakljucujemo da u svakoj Liejevoj algebri g postoji najveci
rjesivi ideal, tj. rjesivi ideal koji sadrzi svaki drugi rjesivi ideal u g. Taj ideal oznacavat ¢emo sa
Rad(g) i zvati radikal Liejeve algebre g.

Teorem 4.2.2. Za svaku Liejevu algebru g vrijedi Rad (g/Rad(g)) = {0}.
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Dokaz: Neka je ¢ : g — g/Rad(g) kvocijentni epimorfizam i neka je a = ¢! (Rad (g/Rad(g))) .
To je ideal u Liejevoj algebri g. Tada je a/Rad(g) = ¢(a) = Rad(g/Rad(g)) rjesiva Liejeva al-
gebra, a takoder je Rad(g) rjesiva Liejeva algebra. Prema tvrdnji (¢) propozicije 1.3.1. ideal a je
rjesiva Liejeva algebra. No tada po definiciji radikala vrijedi a C Rad(g). Kako je Rad(g) = Ker ¢,
zakljuéujemo da je Rad (g/Rad(g)) = ¢(a) = {0}.

Ukoliko je polje K algebarski zatvoreno Engelov teorem 4.1.3. generalizira se na rjesive Liejeve
algebre operatora:

Teorem 4.2.3. (Sophus Lie) Neka je V' # {0} konacnodimenzionalan vektorski prostor nad
algebarski zatvorenim poljem karakteristike 0 i neka je g rjesiva podalgebra Liejeve algebre gl(V).
Tada postoji vektor v € V, v # 0, koji je svojstven za svaki operator x € g.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom u odnosu na dim g. Baza indukcije dim g = 0 je trivijalna.
Pretpostavimo sada da je dim g > 1 i da je teorem dokazan za sve kona¢nodimenzionalne vek-
torske prostore W i sve rjesive Liejeve podalgebre od gl(W) ¢ija je dimenzija manja od dim g.
Dokaz ¢emo provesti u nekoliko koraka.

(1) Buduéi da je Liejeva algebra g rjesiva, vrijedi [g, g] # g. Neka je h potprostor od g kodimen-
zije 1 koji sadrzi [g, g]. Tada je [g,h] C [g, 9] C b, dakle, b je ideal. Kako je dim h =dim g — 1 <
< dim g, po pretpostavci indukcije postoji v € V, v # 0, koji je svojstven vektor svih operatora
y € h. Za y € h oznacimo sa A\(y) € K pripadnu svojstvenu vrijednost:

yo=Ay,  yebh.
Ocito je A : h — K linearan funkcional. Stavimo sada
W =A{weV; yw=Ay)w Yy € b}.
Tada je W # {0} potprostor od V.

(2) Dokazimo sada da je potprostor W invarijantan s obzirom na sve operatore z € g. Neka
jex € gi 0 # w € W. Neka je n najmanji prirodan broj takav da su vektori w,zw, ..., z"w
linearno zavisni. To naravno znaci da su vektori w, zw, ..., 2" 'w linearno nezavisni. Definiramo

potprostore ‘
Wy = {0}, W; = spang {w,zw, ..., 2 'w}, jeN.

Tada ocito vrijedi
dm W, =7 za 0<j5j<n i aW;_1 CW; VjeN.

Nadalje, kako je 2w linearna kombinacija vektora w, zw, ..., 2" 'w, lako se vidi da je W,, = W,
VYm > n. Posebno, potprostor W,, je invarijantan s obzirom na operator x.
Dokazat ¢emo sada da vrijedi

yr'w — Ay)ziw € W, Vyebh 1 VjeZ,. (4.1)

Dokaz provodimo indukcijom u odnosu na j € Z. . Prije svega, za j = 0 po definiciji potprostora
W imamo yw = A(y)w, dakle, yw — A(y)w = 0 € Wy, odnosno, baza indukcije je dokazana.
Provedimo sada korak indukcije. Neka je 7 > 1 i pretpostavimo da je dokazano da vrijedi

yr' hw — AMy)a'T'w € Wiy Yy € b.
Fiksirajmo sada bilo koji y € h. Tada je i [y, x] € b, pa imamo

ya'tw = My)a'w +u 1 [y, 2]’ e = M[y, 2])a’ T 'w + v za neke u,v € W
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Odatle je
yr'w = yro' " tw = zyr' e + [y, 2]ad e = My)2dw + zu + My, 2]) 27w + v,

dakle, ‘ ‘ ‘
yrlw — My)r'w = zu + [y, z])2? o +v € W,

bududi da je W;_; C W, i 2W;_y C W;. Time je korak indukcije proveden i (4.1) je dokazano.

Iz (4.1) slijedi da je svaki od potprostora W; invarijantan s obzirom na svaki operator y € b.
Nadalje, (4.1) pokazuje da za y € b restrikcija y|W, ima u bazi {w,z(w),..., 2" (w)} gornje
trokutastu matricu u kojoj su svi dijagonalni elementi jednaki A(y). Prema tome je

Tr (y|Wn) =nAly)  Vyeh.

Posebno, vrijedi

Tr ([z,y]|Wn) = nA([z,y])  Vyeb.

Medutim, potprostor W, je invarijantan s obzirom na x i s obzirom na svaki y € b; stoga je
[z, y]|W,, = [x|W,, y|W,], pa slijedi da je gornji trag jednak nuli. Buduéi da je po pretpostavci K
polje karakteristike 0, slijedi A([x,y]) =0 Vy € b. Stoga imamo

yrw = xyw — [z, ylw = z(A(y)w) — M([z, y])w = AM(y)zw — Tw e W.

Kako su w € W i z € g bili proizvoljno odabrani, zaklju¢ujemo da je potprostor W invarijantan
s obzirom na svaki operator x € g.

(3) Za z € g\ b je g = b+ Kz. Buduéi da je potprostor W # {0} invarijatan s obzirom na
operator z, postoje v € W, v # 0,1 a € K takvi da je zv = av. Sada za bilo koji x € g imamo
r=y+ Pzzaneke y € hi [ € K pa slijedi

v = yv + Bzv = Ay)v + fav = (A(y) + Sa)v.

Dakle, vektor v je svojstven za sve operatore x € g. Time je teorem 4.2.3. u potpunosti dokazan.

Zastava u kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' je konacan rastuéi niz potprostora
(0} =V CWVC---CV, =V
takav da je dim V; = j za svaki j.

Teorem 4.2.4. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim
poljem K karakteristike 0 i neka je g neka rjesiva Liejeva podalgebra od gl(V'). Tada g stabilizira
neku zastavu u prostoru V. Drugim rijecima, postoji baza prostora V' u kojoj svi operatori x € g
imagu gornje trokutaste matrice.

Dokaz: Ovaj teorem slijedi neposredno iz teorema 4.2.3. indukcijom po dim V. U koraku induk-
cije, uz oznake iz dokaza prethodnog teorema, s vektorskog prostora V' prelazimo na kvocijentni
prostor V/Kwv. Kako je dim (V/Kv) = dim V — 1 < dim V| po pretpostavci indukcije postoji
zastava (Wo, Wi, ..., W,_1) u prostoru V/Kv (W, = {0}, W,_; = V/Kv) koju stabiliziraju svi
operatori koje na kvocijentu V/Kwv induciraju operatori x € g. Neka je 7 : V. — V/Kwv kvoci-
jentno preslikavanje. Stavimo Vo = {0} i V; = 7 1(W,_;) za j = 1,...,n. Tada se lako vidi da g
stabilizira zastavu (Vg, V4, ..., V,) u prostoru V.

Korolar 4.2.5. Neka je g rjesiva Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem K karakteri-
stike 0 1 neka je m njena reprezentacija na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V. Tada
u V' postoji zastava invarijantna s obzirom na sve operatore m(x), x € g.
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Dokaz: Treba samo primijetiti da je Liejeva podalgebra Im 7w = 7 (g) od gl(V') izomorfna kvo-
cijentnoj Liejevoj algebri g/(Ker7), a ova je prema tvrdnji (a) propozicije 1.3.1. rjesiva.

Potprostor Liejeve algebre g koji je invarijantan s obzirom na sve operatore adz, x € g, je
ideal u g. Dakle, iz korolara 4.2.5. primijenjenog na reprezentaciju ad neposredno slijedi

Korolar 4.2.6. Neka je g konacnodimenzionalna rjesiva Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim
poljem karakteristike 0. Tada u g postoje ideali ji, k = 0,1,...,n =dim g, takvi da je

{0} =joChC-Cjn=9 i dim j, = k Vk.

Teorem 4.2.7. Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je njen izvedeni ideal [g, g] nilpotentna
Liejeva algebra. U tom slucaju za svaki x € [g, g] operator ad x je nilpotentan.

Dokaz: Prema korolaru 4.1.8. i prema zadatku 4.2.2. mozemo pretpostaviti da je polje K alge-
barski zatvoreno. Pretpostavimo najprije da je Liejeva algebra g rjesiva i izaberimo zastavu ideala
(0,315 - - Jn) kao u tvrdnji korolara 4.2.6. Uzmimo sada xy € ji \ jr—1 za k = 1,...,n. Tada je
{z1,...,2,} baza od g. Matrice operatora ad x, = € g, pripadaju Liejevoj algebri t(n, K). Slijedi
da matrice operatora ady, y € [g, g, pripadaju Liejevoj algebri [t(n, K), t(n, K)] = n(n, K). To
pokazuje da je ady = adyy nilpotentan operator za svaki y € [g, g]. Prema zadatku 4.1.4. slijedi
da je izvedeni ideal [g, g] nilpotentna Liejeva algebra.

Obratno, pretpostavimo sada da je [g, g] nilpotentna Liejeva algebra. Tada je ujedno ideal
[g, 9] rjesiva Liejeva algebra. Nadalje, kvocijentna Liejeva algebra g/[g, g] je komutativna, dakle,
takoder rjesiva. Sada iz tvrdnje (b) teorema 4.2.1. slijedi da je Liejeva algebra g rjesiva.

Dokazat ¢emo sada dovoljnost jednog uvjeta za nilpotentnost linearnog operatora koja ¢e nam
trebati za dokaz vaznog Cartanovog kriterija rjesivosti Liejeve algebre.

Lema 4.2.8. Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor i neka su X C'Y potprostori od
gl(V). Stavimo
a={Aegl(V); [A,Y]C X}

Ako za A € a vrijedi Tr AB = 0 VB € a, onda je operator A nilpotentan.

Dokaz: Prije svega uoc¢imo da je tvrdnju dovoljno dokazati u slucaju kad je polje K algebarski
zatvoreno. Treba dokazati da za takav operator A vrijedi A, = 0. Neka je {ey,...,e,} baza od
V sastavljena od svojstvenih vektora operatora Ay i neka su aq,...,a, € K pripadne svojstvene
vrijednosti: Ase; = aje;. Neka je L vektorski potprostor od K nad poljem Q racionalnih brojeva
razapet sa {aq, ..., a,}. Cilj nam je dokazati da je L = {0}, jer ¢e to znaciti da je A, = 0. Kako
je L konacnodimenzionalan vektorski prostor, dovoljno je dokazati da je njegov dualni prostor L*
jednak {0}, tj. da je nul—funkcional jedini Q—linearni funkcional f : L — Q.

Neka je f: L — Q Q—linearni funkcional. Neka je B € gl(V') zadan sa

Be; = f(a)ey, j=1,...,n.

Neka je kao i prije {Ej;; 4,5 = 1,...,n} baza prostora gl(V') dobivena iz baze {e,...,n} prostora
V.
Eijek: k€, i,j,k: 1,...,7”&.

Kao sto smo vidjeli u dokazu propozicije 3.3.5. tada je

(ad Ag)Eij = (a; — a;) By 1 (ad B)E;j = (f(ai) — f(y)) Eij. (4.2)
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Neka je sada R € K|[T|] Lagrangeov interpolacioni polinom definiran podacima

{O}U{ai_aj; Zaj:1a>n} 1 {O}U{f(ai)_f(aj); i,j:1,...,n},

tj. polinom najnizeg stupnja takav da je
R(0)=0,  R(ai—a;) = flaa) = flay), i,j=1,....m.

Pri tome nema dvojbe ili kontradikcije u definiciji polinoma R budu¢i da iz a; — a;; = o, — oy za
neke 4, j, k, ¢ zbog Q—linearnosti od f slijedi da je i f(o) — f(a;) = f(ax) — f(ae). Iz jednakosti
(4.2) vidi se da vrijedi R(ad As) = ad B.

Prema tvrdnji (¢) propozicije 3.3.5. znamo da je ad As poluprosti dio operatora ad A, pa prema
teoremu 3.3.4. primijenjenom na operator ad A operator ad A; polinom u operatoru ad A bez
konstantnog clana. Dakle, operator ad B je polinom u operatoru ad A bez konstantnog ¢lana. Po
pretpostavici operator ad A preslikava potprostor Y u potprostor X. Slijedi da i operator ad B
prelikava potprostor Y u potprostor X. Dakle, vrijedi B € a. Po pretpostavci je stoga Tr AB = 0.
Mozemo pretpostaviti da smo bazu {ey,...,e,} numerirali tako da u njoj operator A ima gornje
trokutastu matricu s elementima ayq, . . ., o, na dijagonali. Tada operator AB ima gornje trokutastu
matricu i na dijagonali su mu elementi f(a;)ay, ..., f(a,)a,. Dakle, Tr AB = 0 znaéi da je

Z f(OéZ'>OéZ' =0.

Lijeva strana je Q—linearna kombinacija elemenata «,...,q®, € L. Primijenimo li na gornju
jednakost Q—linearan funkcional f, slijedi

Z fla;)? = 0.

Kako su svi f(q;) racionalni brojevi, slijedi da su svi jednaki nuli. Dakle, f = 0, budué¢i da
ai, ..., a, razgapinju L nad Q.

Sljedeca dva teorema zovu se Cartanovi kriteriji rjesivosti.

Teorem 4.2.9. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem karakteristike O 1
neka je g Liejeva podalgebra od gl(V') takva da vrijeds

Trazy =0 Ve € [g,g] i YyeEg.
Tada je Liejeva algebra g rjesiva.

Dokaz: Pretpostavljamo najprije da je polje algebarski zatvoreno. Primijenit ¢emo lemu 4.2.8.
na prostor V' i na sljedece potprostore X i Y od gl(V) :

Tada uz oznaku iz leme 4.2.8. imamo

a={zecgl(V); [z,g] C [g, 0]}

Ocito je g C a. Pretpostavka je da je Tray = 0 Vo € [g,g] i Yy € g. Zelimo ustanoviti da je
svaki operator x € [g, g] nilpotentan. Ta ¢e ¢injenica slijediti iz leme 4.2.8. ako dokazemo da je
Tray =0 Vz € [g,g] 1 Yy € a ane samo da je Trazy =0 Vo € [g,g] i Vy € g.
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Svaki x € [g, g] je suma elemenata oblika [z1, 5], gdje su x1, 22 € g. S druge strane, za y € a
imamo
Tr [21, 22ly = Tray[zg, y] = Tr [20, y]an,

a to je jednako nuli jer po definiciji od a je [xq,y] € [g, g]. Time je dokazano da je svaki x € [g, g]
nilpotentan. Sada iz propozicije 4.1.1. slijedi da je Liejeva algebra [g, g] nilpotentna. Dakle, prema
teoremu 4.2.8. Liejeva algebra g je rjeSiva.

Neka je sada V' vektorski prostor nad proizvoljnim poljem k karakteristike 0 i neka je K O
k njegovo algebarski zatvoreno prosirenje. Promatramo prostor V¥, Liejevu podalgebru g od
gl (VX) i K—bilinearnu formu @ : [g%, %] x g% — K definiranu sa
“]

CD(%?J) = Trl'ya T [gKag NS gK

Po pretpostavei je @|[g, g] x g = 0. Prema tvrdnji (a) zadatka 1.2.2. je [g, g]* = [¢%, "], pa iz
K —bilinearnosti forme ® slijedi da je ® = 0. Prema dokazanom je tada Liejeva algebra g¥ rjesiva,
pa je po zadatku 4.2.2. i Liejeva algebra g rjesiva.

U odjeljku 4.1. definirali smo Killingovu formu Liejeve algebre g : to je simetri¢na bilinearna
forma By : g x g — K dana sa

By(r,y) = Tr (ad z)(ad ), T,y € g.

Teorem 4.2.10. Konacnodimenzionalna Liejeva algebra g nad poljem karakteristike 0 je rjesiva
ako 1 samo ako je
By(z,y) =0  Vrelgg] i Vyeg

Dokaz: Primijenimo li teorem 4.2.9. na Liejevu podalgebru adg Liejeve algebre gl(g), za-
kljuéujemo da je Liejeva algebra ad g rjesiva. Medutim, kako je Kerad = Z(g), Liejeva algebra
ad g izomorfna je kvocijentnoj Liejevoj algebri g/Z(g), dakle, ta je kvocijentna Liejeva algebra
rjesiva. Buduéi da je Liejeva algebra Z(g) komutativna, ona je i rjesiva, pa po tvrdnji (b) teorema
4.2.1. slijedi da je i Liejeva algebra g rjeSiva.

Pretpostavimo sada da je g rjesiva Liejeva algebra nad poljem k karakteristike 0. Neka je K
algebarski zatvoreno prosirenje polja k. Prema zadatku 4.2.2. Liejeva algebra g¥ je rjesiva. Primi-
jenimo li korolar 4.2.5. na reprezentaciju m = adyx Licjeve algebre g”, zakljucujemo da postoji
baza Liejeve algebre g% u kojoj svi operatori adgx y, y € g%, imaju gornje trokutaste matrice.
Kako je adgr [g%, g%] = [adyrc g%, adyx %] , slijedi da svi operatori adyx z, = € [gf, g/] imaju u
toj bazi striktno gornje trokutaste matrice. No tada za svaki z € [gh, g¥] i svaki y € g® umnozak
(adgx :c) (adgx y) ima u toj bazi striktno gornje trokutastu matricu, pa mu je trag jednak nuli.
To znaci da vrijedi

Byx(x,y) =0 Vo e [gh,g"] i Vyeg®

Kako je ocito By = Byx|g x g, slijedi da vrijedi

By(r,y)=0 Vrelgg i Vyeag.
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4.3 Proste i poluproste Liejeve algebre

Liejeva algebra g je poluprosta ako je njen radikal Rad(g) = {0}. To znadi da je su
poluproste Liejeve algebre one koje ne sadrze rjesive ideale razlicite od {0}. Primijetimo da je
prema teoremu 4.2.2. za svaku Liejevu algebru g kvocijentna algebra g/Rad(g) poluprosta.

Propozicija 4.3.1. Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako ona ne sadrzi nijedan komu-
tativni ideal razlicit od {0}.

Dokaz: Budu¢i da su komutativni ideali ujedno rjesivi ideali, jedan smjer je jasan: poluprosta
Liejeva algebra ne sadrzi nijedan komutativni ideal razlicit od {0}. Pretpostavimo sada da Liejeva
algebra g # {0} zadovoljava taj uvjet, tj. da ne sadrzi nijedan komutativni ideal razli¢it od {0}.
Pretpostavimo da g nije poluprosta. Tada ona sadrzi rjesivi ideal a # {0}. Neka je k € N takav
da je a1 =£ {0} i a® = {0}. Kako je [a®~V, a®"D] = a® = {0}, ideal a*~ # {0} je komuta-
tivan suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da g nije poluprosta
pogresna. Time je i drugi smjer dokazan.

Liejevu algebra g je prosta ako ona nije komutativna i ne sadrzi nijedan netrivijalni ideal.
Zahtjev nekomutativnosti znaci da isklju¢ujemo slucajeve g = {0} i dim g = 1. Naravno, svaka je
prosta Liejeva algebra poluprosta.

Vazna karakterizacija poluprostote Liejeve algebre g dobiva se pomocu njene Killingove forme
By. U tu svrhu dokazimo najprije osnovna svojstva Killingove forme:

Propozicija 4.3.2. Za svaku Liejevu algebru g vrijedi:
(a) By(p(x), ¢(x)) = By(x,y) Yo,y € g i Vo € Aut(g).
(b) By(Dx,y)+ By(z,Dy) =0 Vz,y € g i VD € Der(g).
(€) Bg([z,y],2) = By(w, [y, 2]) Vo,y,z € g.

(d) Ako je a ideal u g onda je By = Bgla X a.

Dokaz: (a) Za ¢ € Aut(g) i z,y € g vrijedi

(adp(@)y = [(x), y] = ¢ ([, y]) = (po (adz) 0 p7") y.

Dakle, vrijedi ad ¢(z) = p o (adx) o ¢!, pa imamo

By(p(@), ¢(y)) = Tr (ad o(x))(ad ¢(y)) = Tr (¢ o (ad z)(ad y) 0 ¢™') = Tr (ad @) (ad y) = By(, y).

(b) U dokazu propozicije 4.1.3. vidjeli smo da za derivaciju D € Der(g) vrijedi ad Dz = [D, ad z]
za svaki x € g. Stoga za proizvoljne x,y € g imamo redom

By(Dx,y) + By(x, Dy) = Tr (ad Dx)(ad y) + Tr (ad z)(ad Dy) =
= Tr[D,adz](ady) + Tr (ad z)[D,ady| =

=TrD(adz)(ady) — Tr (adz)D(ad y) + Tr (ad ) D(ad y) — Tr (ad x)(ad y) D = 0,

jer za linearne operatore A, B, C je Tr ABC' = Tr BC'A.
Tvrdnja (c) slijedi neposrednom primjenom tvrdnje (b) na unutarnju derivaciju D = ad y.
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(d) Uoc¢imo sljedecu ¢injenicu iz linearne algebre: ako je W potprostor konacnodimenzionalnog
vektorskog prostora V' i ako je A 1V — V linearan operator ¢ija je slika sadrzana v W onda je
Tr A = Tr (A|W). Doista, da to dokazemo dovoljno je izabrati bazu {ey,...,ex} od W i dopuniti

je do baze {eq,..., ek, €xs1,...,6,} od V. U toj bazi matrica operatora A ima matricu u kojoj
je donjih n — k redaka nula, a u gornjem lijevom kvadratu formata k£ x k je upravo matrica
restrikcije A|WW u bazi {ey,...,e,}. Primijenimo sada tu ¢injenicu na situaciju V=g, W = a

1 A = (adyz)(adyy), gdje su z,y proizvoljni elementi ideala a. Kako je ocito (adyz)|a = ad, ,
(adgy)|a = adyy i (adgx)(adyy)|a = ((adg x)|a) ((adg y)|a), dobivamo

By(z,y) = Tr (adg x)(ady y) = Tr (ady x)(ads y) = Ba(x,y).
Najavljena karakterizacija poluprostote je:

Teorem 4.3.3. Liejeva algebra g # {0} je poluprosta ako i samo ako je njena Killingova forma
By nedegenerirana, tj. vrijedi implikacija

By(z,y) =0 Vyeg = x=0.
Dokaz: Pretpostavimo da je g # {0} poluprosta Liejeva algebra. Stavimo
v={z €g; Bylz,y) =0 Vy € g}. (4.3)

Treba dokazati da je v = {0}. t je ocito potprostor od g. Nadalje, iz tvrdnje (c¢) propozicije 4.3.2.
slijedi da je v ideal u g. Doista, ako su z € viy € g, onda za svaki z € g vrijedi

Bg([x,y],z) = Bg(xa [ya Z]) =0,

dakle, [z,y] € v. Po definiciji t je Byt x g = 0, dakle i By|r x v = 0, a to prema tvrdnji (d)
propozicije 4.3.2. znaci da je B, = 0. No tada iz Cartanovog kriterija rjesivosti (teorem 4.2.10.)
slijedi da je ideal t rjesiv. Dakle, t C Rad(g). Ali Liejeva algebra g je po pretpostavci poluprosta,
tj. Rad(g) = {0}, pa slijedi v = {0}.

Pretpostavimo sada da je Killingova forma By nedegenerirana, tj. da je ideal t definiran sa
(4.3) jednak {0}. Neka je a komutativni ideal u g. Za = € a i bilo koji y € g operator (ad x)(ad y)
ima sliku sadrzanu u a, pa njegov kvadrat ((adz)(ady))? ima sliku sadrzanu u [a,a] = {0}.
Dakle, operator (adx)(ad y) je nilpotentan, pa mu je trag jednak 0. Dakle, za svaki = € a vrijedi
By(z,y) =0 Vy € g. Time je dokazano da je a C t. Ali po pretpostavci je v = {0}, pa jeia = {0}.
Time smo dokazali da Liejeva algebra g ne sadrzi nijedan komutativni ideal razlicit od {0}, a to
prema propoziciji 4.3.1. znaci da je Liejeva algebra g poluprosta.

Korolar 4.3.4. Neka je g Liejeva algebra nad poljem k i neka je K prosirenje polja k. Liejeva
algebra g je poluprosta ako i samo ako je Liejeva algebra g% poluprosta.

Zadatak 4.3.1. DokaZite korolar 4.5.4.

Uputa: Uocite da je bilinearna forma B na vektorskom prostoru V' nedegenerirana ako i samo
ako je za neku (za svaku) bazu {ei, ..., e,} prostora V matrica [B(e;, ¢;)];,_, regularna.
Zadatak 4.3.2. Uocite da drugi dio dokaza vrijedi i bez pretpostavke da je polje karakteristike 0.
Razmatranjem primjera g = sl(3, K)/Z(sl(3, K)) za polje K karakteristike 3 pokazite da obrnuta
implikacija u teoremu 4.3.3. opéenito ne vrigedi, 1. da je ta Liejeva algebra poluprosta, ali njena
Killingova forma je degenerirana.
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Ako su g1, 8o,...,gr Liejeve algebre nad poljem K onda je oc¢ito da se na sljede¢i nacin u
Kartezijev produkt g = g1 X g2 X - -+ X gr uvodi struktura Liejeve algebre:

[($1,l‘2, s 7xk)7 (y17y27 - 73/]@)] = ([xlayl]a [x27y2]7 SRR [xkayk])a Tj,Yj € g5 .7 = 1727 - '7k'

Ta se Liejeva algebra zove direktni produkt Liejevih algebri gq, go, ..., gr. Primijetimo da je
tada za svaki j

;{O} X X {O}ngj xiO} X o X {0}::{(0,.‘..,0,%0,...,0 ;T € gj}

j—1 k—j J—1 k—j

ideal u Liejevoj algebri g koji je kao Liejeva algebra izomorfan g;. Nadalje, kao vektorski prostor
g je direktna suma tih ideala.
Pretpostavimo sada da je g Liejeva algebra i da su ay, as, ..., a; ideali u g takvi da je

g=oa +ay+ -+ o
Tada za ¢ # j imamo
[ai,aj] Qaiﬂaj:{()}.

Stoga za x;,y; € aj, 7 = 1,2,...,k, vrijedi
[T1t @+ @yt Y2+ u] = ey F [we,ge] -+ [k wd
To pokazuje da je Liejeva algebra g izomorfna direktnom produktu a; X as X - -+ X a.
Propozicija 4.3.5. Neka je g poluprosta Liejeva algebra i neka je a ideal u g.
(a) a je poluprosta Liejeva algebra.
(b) at ={z €g; By(z,y) =0 Vy € a} je ideal u g.
(c) Vrijedig = a + at.

Dokaz: (b) Za x € at, y € gi 2 € a vrijedi [y, 2] € a, dakle, prema tvrdnji (c) propozicije
4.3.2. vrijedi

By([z,y], z) = By(x, [y, 2]) = 0.

To pokazuje da je
[z,y] € a* Veeat i Wyeg.

Dakle, potprostor a* je ideal u Liejevoj algebri g.

(¢) Zbog nedegeneriranosti forme B, vrijedi dim a + dim a* = dim g. Nadalje, Cartanov
kriterij (teorem 4.2.10.) primijenjen na Liejevu algebru a N a* pokazuje da je ta Liejeva algebra
rjesiva. Medutim, a N at je ideal u g, a kako je Liejeva algebra g poluprosta, zaklju¢ujemo da je
anNat = {0}. Uz jednakost dimenzija to nam daje g = a + at.

(a) Iz tvrdnje (c) i iz nedegeneriranosti forme By slijedi da je i njena restrikcija Bgla x a
nedegenerirana. No prema tvrdnji (d) propozicije 4.3.2. ta je restrikcija upravo Killingova forma
B, Liejeve algebre a. Prema teoremu 4.3.3. Liejeva algebra a je poluprosta.

Teorem 4.3.6. Za poluprostu Liejevu algebru g vrijedi g = [g, g].
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Dokaz: Stavimo

a=[g,0]" ={reg, By(z[y,2]) =0 Vy,z € g}.

Prema tvrdnji (b) propozicije 4.3.5. a je ideal u g. Nadalje, prema tvrdnji (d) propozicije 4.3.2.
Killingova forma od a je restrikcija Byla x a. Stogaza z € aiy € [a,a] C [g, g] imamo

Bﬂ(xay) = Bg(l',y) = 0.

Sada po Cartanovom kriteriju rjesivosti (teorem 4.2.10.) zaklju¢ujemo da je ideal a rjesiv. Kako
je Liejeva algebra g poluprosta, slijedi a = {0}. Sada iz tvrdnje (c) propozicije 4.3.5. slijedi da je
g=lg,9]

Korolar 4.3.7. Neka je w reprezentacija poluproste Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom
vektorskom prostoru V. Tada je w(g) Csl(V) ={A € gl(V); Tr A =0}.

Dokaz: Tvrdnja slijedi neposredno iz teorema 4.3.6.:

m(g) = 7([g. 9]) = [7(g), 7(g)]  [gl(V), gl(V)] C sl(V).
Odatle ocito slijedi:

Korolar 4.3.8. Neka je m reprezentacija poluproste Liejeve algebre g na jednodimenzionalnom
vektorskom prostoru V. Tada je m(x) =0 Vz € g.

Teorem 4.3.9. Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je ona izomorfna direktnom pro-
duktu prostih Liejevih algebri. Ako je g # {0} poluprosta Liejeva algebra i g = g1+go+- -+ g, pri
cemu su g1, ga, - - -, 9 prosti ideali u g i ako je a # {0} ideal u g onda postoje 1 < iy < -+ < iy <k
takvi da je a = g;, + - -+ + gi,. Posebno, g1, 8, ..., 8k su jedini prosti ideali u g.

Dokaz: Pretpostavimo da je g = g1 + g2 + -+ - + gi, pri cemu su gq, go, . . ., gx prosti ideali u
g. Neka je z € g takav da je By(y,z) =0 Vy € g. Imamo

r=x1+xo+---+1xr zaneke 1z € g1, T2 € @go,..., Tk € Gi-

Za j € {1,2,...,k} iy € g; imamo [y,g;] = {0} za i # j, tj. (ady)|g; = 0. To pokazuje da je
By(y,z;) = 0 za i # j. Prema tome, imamo

k
ng(yaxj) = Bg(yaxj> = ZBg(y,xz) = Bg(y,l') =0 vy S gj'

=1

Kako je Liejeva algebra g; prosta, dakle i poluprosta, pomocu teorema 4.3.3. zakljucujemo da je
z; = 0. Kako je j € {1,2,...,k} bio proizvoljan, slijedi = 0. Time je dokazano da je Killingova
forma By nedegenerirana, odnosno, po teoremu 4.3.3. Liejeva algebra g je poluprosta.

Pretpostavimo sada da je u toj situaciji a # {0} ideal u g. Za bilo koji j € {1,2,...,k} tada
je [a, g;] ideal u g;, a kako je g; prosta Liejeva algebra, mora biti ili [a, g;] = g, ili [a, g;] = {0}.
S druge strane, prema tvrdnji (a) propozicije 4.3.5. a je poluprosta Liejeva algebra. Stoga je po
teoremu 4.3.6. a = [a, a]. S druge strane, ocito je [a, at] = {0}. Stoga je po tvrdnji (c) propozicije
4.3.5. [a,g] = [a,a + at] = [a,a] = a. Dakle,

a=lag/=[a,g+gt+ - +a]=[0g] a0+ -+l gl
Kako je za svaki j ili [a, g;] = g, ili [a, g;] = {0}, slijedi da je zaneke 1 <4y <--- < i, <k

a=g;,+- - +g,.
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Pretpostavimo sada da je g # {0} proizvoljna poluprosta Liejeva algebra. Ako g nije prosta, u
g postoji ideal a razlicit i od {0} i od g. Tada je po propoziciji 4.3.5. g = a +at i ideali ai at su
poluproste Liejeve algebre. Indukcijom po dim g slijedi da postoje prosti ideali gy, go, . . ., gx takvi
dajeg=g1+ga+-+a

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 4.3.10. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Tada je svaka njena derivacija unutarnja,
tj. ad g = Der(g).

Dokaz: Kako je g poluprosta, njena je Killingova forma B = By nedegenerirana. Odatle slijedi
da za svaki linearni funkcional f € g* postoji jedinstven element y € g takav da je f(z) = B(z,y)
Vo € g. Neka je D € Der(g). Definiramo linearan funkcional f € g* sa f(z) = Tr (adz)D, x € g.
Neka je y € g takav da je f(z) = B(x,y) Vx € g, tj. da je

Tr (adx)D = B(x,y) Vr € g.
Neka je E derivacija od g definirana sa F = D — ady. Tada je
Tr E(adx) = Tr D(ad z) — Tr (ady)(ad z) = Tr (ad x) D — B(x,y) =0 Vx € g.

Prema dokazu propozicije 1.1.3. znamo da je ad Ex = [E,ad z] Va € g. Prema tome, za proizvoljne
x,z € g imamo redom

B(Ex,z) =Tr(ad Ex)(ad z) = Tr[F,ad z](ad z) = Tr (E(ad z)(ad z) — (ad z)E(ad 2)) =
=Tr(F(adz)(adz) — E(ad z)(ad x)) = Tr Flad z,ad z] = Tr E(ad [z, z]) = 0.
Kako je forma B nedegenerirana, odatle slijedi £ = 0, tj. D = ady.

Sjetimo se sada Jordanove dekompozicije linearnih operatora. Prema teoremu 3.3.2. za svaki
linearan operator A na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V' postoje jedinstveni polu-
prost operator A, i nilpotentan operator A, takvi da je A = A, + A, i A;A, = A, A,. Nadalje,
prema teoremu 3.3.4. postoje polinomi P i @ takvi da je P(0) = Q(0) = 0, A, = P(A) i
A, = Q(A). To smo dokazali uz pretpostavku da je polje algebarski zatvoreno. Pomoc¢u prosirenja
polja skalara moze se dokazati da te tvrdnje vrijede za svako polje karakteristike 0.

Neka je sada g poluprosta Liejeva algebra i z € g. Re¢i ¢emo da je element = poluprost ako
je operator ad z poluprost, a nilpotentan ako je operator ad x nilpotentan. Za svaki x € g je
adx = (ad z), + (ad z),. Nadalje, prema propoziciji 3.3.6. operatori (ad x), i (ad x),, su derivacije
Liejeve algebre g. Sada iz teorema 4.3.10. slijedi da postoje z(y), ) € g takvi da je
(adz), = adx) i (adx), = adw(,). Nadalje, kako je Kerad = Z(g) = {0}, ti su elementi
T(s) 1 T(y) jedinstveni. Napomenimo da je po definiciji tada (s poluprost elemet od g i z(,) je
nilpotentan element od g. Nadalje, vrijedi

ad [7(5), 2(ny] = [ad 2(s), ad ()] = [(ad z)s, (ad )] = 0 = [2(5), )] = 0.

7(s) se zove poluprost dio a x(,) nilpotentan dio elemeta x € g. Pretpostavimo sada da su s
poluprost i n nilpotentan element od g takvi da je z = s+ n i [s,n] = 0. Tada je ad s poluprost
operator na g i adn je nilpotentan operator na g i vrijedi

adez=ads+adn i lad s,ad n| = 0.

Dakle,
ads = (adz), = ad x(y i adn = (adx), = ad z(y),

pa slijedi s = x(5) i n = x(,) jer je ad injektivni homomorfizam. Time smo dokazali:
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Teorem 4.3.11. (Jordan—Chevalleyeva dekompozicija) Neka je g poluprosta Liejeva alge-
bra (nad poljem karakteristike 0) i x € g. Postoje jedinstven poluprost element (s i jedinstven
nilpotentan element x(,) Liejeve algebre g takvi da je x = x(s) + () @ [T(s), Ty = 0. Nadalje,
postoje polinomi P i Q takvi da je P(0) = Q(0) =0, adz(y) = P(adx) i adxp,) = Q(ad z).
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4.4 Weylov teorem potpune reducibilnosti

U ovom ¢emo odjeljku promatrati konacnodimenzionalne reprezentacije poluprostih Liejevih
algebri. Za reprezentaciju m Liejeve algebre g na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V'
nad poljem K (karakteristike 0) definiramo formu B, : g x g — K ovako:

Br(z,y) = Trr(z)m(y), T,y € g.

Ocito je B, bilinearna simetri¢na forma na g x g. Ona se zove forma na g pridruzena repre-
zentaciji 7.

Propozicija 4.4.1. Neka je g Liejeva algebra, m njena reprezentacija na konacnodimenzionalnom
vektorskom prostoru V' i B, pridruZena forma na g.

(a) Forma B, je invarijantna, tj.
Bﬂ([l',y],Z):Bﬂ(l’, [y,Z]) vxayazeg-

(b) Ako je a ideal onda je i
a" ={r € g Br(z,y) =0 Vy € g}
wdeal u g.

(¢) Ako je forma B, nedegenerirana i ako je a ideal u g, onda je ideal a N a™ komutativan.

Dokaz: (a) Za x,y, z € g zbog svojstava traga umnoska linearnih operatora imamo redom:
Br(lz,yl, 2) = Trw([a, y))w(z) = Trr(z)m(y)w(z) — Trw(y)w(z)mw(z) =

= Trm(z)n(y)m(z) — Tra(z)m(2)m(y) = Trw(z)n(ly, 2]) = Bx(z, [y, 2]).

Tvrdnja (b) dokazuje se sasvim analogno tvrdnji (b) propozicije 4.3.5. Zaz € a™, y €giz € a
prema tvrdnji (a) imamo B, ([x,y], z) = B.(x, [y, z]) = 0. To pokazuje da je [a™, g] C a™, odnosno,
potprostor a™ je ideal u Liejevoj algebri g.

(¢) Zax,y € ana™isvaki z € g imamo [y, 2] € a iz € a”, pa zbog (a) vrijedi B,([z,y],2) =
= B,(z, [y, z]) = 0. To pokazuje da je [z,y] € g™ Vx,y € ana™. Kako je forma B, po pretpostavci
nedegenerirana, vrijedi g™ = {0}, a to znaci da je ideal a N a™ komutativan.

Propozicija 4.4.2. Neka je m vjerna konacnodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve
algebre g. Tada je forma pridruZena forma B, nedegenerirana.

Dokaz: Prema tvrdnji (b) propozicije 4.4.1. g™ je ideal u g. Neka je V prostor reprezentacije
7. Bududi da je reprezentacija m po pretpostavci vjerna, mozemo pretpostaviti da je g C gl(V) i
da je m identiteta. Za x,y € g" tada je

Tray = By(z,y) = 0.

Sada iz Cartanovog kriterija rjesivosti (teorem 4.2.9.) slijedi da je ideal g™ rjesiv. Kako je g
poluprosta, slijedi g™ = {0}, odnosno, forma B, je nedegenerirana.

Propozicija 4.4.3. Neka je m wvjerna reprezentacija poluproste Liejeve algebre g # {0} na
konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V i B, pridruzena (nedegenerirana) forma. Neka
je {x1,...,x,} baza od g i neka je {y1,...,yn} njoj biortogonalna baza u odnosu na formu By,
dakle, takva da je

Br(zi,y;) = 6 Vi, j e {l,...,n}.
Definiramo linearan operator Cr :'V — V sa

Cr = Z m(zi)m(Ys)-

=1
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(a
b

Operator C,. neovisan je o izboru baze {x1,...,x,}.

)
(b) Vrijedi Crm(z) = m(x)Cr Vo € g, tj. Cr € Endy(V).
(¢) TrCr = dim g.

)

(d) Ako je reprezentacija 7 ireducibilna, onda je Cr € GL(V).

Dokaz: (a) Neka je {2/, ..., 2/} druga baza od gi{yj,...,y,} njoj biortogonalna baza od g u
odnosu na formu B;. Neka su A = [ay;];,_, 1 B = [8;]],_, matrice veze izmedu parova tih baza:

n n
/ / .
i=1 i=1

Tada za bilo koje j, k € {1,...,n} imamo

ik = Br(a, yi) = Z ;B Br (i, ye) Z @i Budie = Y 0B
i=1

i 4=1 i,0=1

To pokazuje da je B transponirana matrica inverzne matrice od A. Stoga vrijedi i
Zaﬁﬁki: ik \V/j,k’E {1,,”}
i=1

Slijedi

ZW("E; Z Qi O (2 ) Z ik (25)7 (Ye) = Zﬁ(xj)ﬂ(yj) = Chr.

i=1 i,5,k=1 Jrk=1 J=1

Time je dokazano da je definicija operatora C neovisna o izboru baze {z1,...,x,} od g.
(b) Neka je sada x € ginekasu \; i p;; matriéni elementi operatora ad « u bazama {z1, ..., z,}

i{y1, -k
[z, ;] = Z)\le, [z, y;] = Zﬂwyu 1=1,...,n.

Tada zbog tvrdnje (a) propozicije 4.4.1. imamo redom za bilo koje i,k € {1,...,n}:

ki = Z AjiOj = Z NjiBr (25, yr) = Br([2, @], yx) =
j=1 j=1

= B (xza x yk ZﬂjkB xzay] Zﬂjk(sz] —Hik-

Zadatak 4.4.1. DokaZzite da linearne operatore A, B,C' na vektorskom prostoru V wrijedi
[A, BC| = [A, B]C + B[A, C].
Formulu iz prethodnog zadatka iskoristit ¢emo za operatore A = w(x), B = n(z;) i C = 7(y;).

Zbog dokazane jednakosti pj; = —\;; imamo redom

n n

[m(2), Gl = Y _[m(a), m(a)m(y)] = Y ([r(@) w(@)lm(ys) + m(@:)[n(x), 7(y:)]) =

i=1 i=1
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n

= Z ([, ) (ys) + mlza)m(lz, yi])) = Y (e m(ys) + pam (i) w(y;) =

ij=1

- Z Ajim (x5) 7 (ys) — Z Nijm(x;)m(y;) = 0.

ij=1
Time je dokazana tvrdnja (b).
(¢) Imamo

TrCr = ZTI" m(z)m(y;) = Z B (x;,y;) =n =dim g.
i=1 i=1

Napokon, tvrdnja (d) slijedi iz neposredno iz tvrdnje (b) Schurove leme (teorem 1.5.6.), bududi

da je prema (b) i (¢) Cr € Endy(V') \ {0}.

Operator C; iz prethodnog teorema zove se Casimirov operator reprezentacije m. Uko-
liko reprezentacija m nije vjerna, ali nije trivijalna, tj. 7 # 0, mozemo je promatrati kao vjernu
reprezentaciju poluproste Liejeve algebre g/(Ker 7). Pripadni Casimirov operator ponovo oznaca-
vamo sa C; i zovemo Casimirovim operatorom reprezentacije .

Zadatak 4.4.2. DokaZite da su Liejeve algebre s\(2, K) i s((3, K) proste i izracunagjte Casimirove
operatore

(a) adjungirane reprezentacije ady Liejeve algebre g = s((2, K);
(b) standardne reprezentacije Liejeve algebre g = sl(3, K) na prostoru Mz ,(K) = K3.

Dokazat ¢emo sada centralni rezultat ovog odjeljka, jedan od fundamentalnih rezultata teorije
poluprostih Liejevih algebri, tzv. Weylov teorem o potpunoj reducibilnosti:

Teorem 4.4.4. Svaka konacnodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve algebre je potpuno
reducibilna.

Dokaz: Neka je 7 reprezentacija poluproste Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom
vektorskom prostoru V' i neka je W m—invarijantan potprostor. Treba dokazati da postoji m—inva-
rijantan potprostor U od V takav da je V =W + U.

Pretpostavimo najprije da je W potprostor od V' kodimenzije 1. Prema korolaru 4.3.8. tada je
myyw(x) = 0 Vo € g, odnosno, vrijedi

m(z)V CW Vx € g. (4.4)

Pretpostavimo dalje da je subreprezentacija ¢ = my ireducibilna. Ako je o = 0, tj. o(z) = 0
Vz € g, onda iz (4.4) za proizvoljne z,y € g slijedi da je n(z)n(y) = o(x)7(y) = 0. No tada je
zbog teorema 4.3.6.

m(g) = 7([g, 8]) = [7(9), 7(9)] = span {7 (z)7(y) — w(y)7(z); =,y € g} = {0},

pa je svaki direktni komplement od W u V' m—invarijantan.
Pretpostavimo sada da o # 0. Prema tvrdnji (d) propozicije 4.4.3. tada je

Cr|W =C, e GL(W).
Kako je zbog (4.4) C,V C W, zakljuéujemo da je
C,V=ImC,=W.

Odatle slijedi da je Ker C jednodimenzionalan potprostor od V' koji je direktni komplement od
W. No taj je potprostor m—invarijantan zbog tvrdnje (¢) propozicije 4.4.3.
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U opéem slucaju kad subreprezentacija ¢ = 7y nije nuzno ireducibilna dokaz egzistencije
m—invarijantnog direktnog komplementa od W u V' dokazujemo indukcijom u odnosu na dim V.
Baza indukcije (dim, V' = 1, W = {0}) je trivijalna. Provedimo korak indukcije i pretpostavimo da
je tvrdnja dokazana za prostore manje dimenzije (i dalje, naravno, uz pretpostavku da je potprostor
W kodimenzije 1 u V). Ako subreprezentacija o nije ireducibilna, neka je T' # {0} m—invarijantan
potprostor od W takav da je subreprezentacija mp = op ireducibilna; naravno, tada je i T" # W.
Promatrajmo sada kvocijentnu reprezentaciju my,p. Tada je W/T potprostor od V/T kodimenzije
1 koji je my p—invarijantan. Kako je dim V/T" < dim V, po pretpostavci indukcije postoji jedno-
dimenzionalni 7y /p—invarijantan potprostor Z’ od V/T takav da je V/T = W/T + Z'. Neka je Z
totalni invers od Z’ u V' u odnosu na kvocijentno preslikavanje V' — V/T :

Z={veV;v+TeZ}.

Tada je potprostor Z od V o¢ito m—invarijantan. Nadalje, vrijedi dim Z/T =11 ZnW = T.
Zbog korolara 4.3.8. je m(x)Z C T Vz € g. Kako jedim Z =dim T+ 1 < dim W + 1 = dim V,
po pretpostavci indukcije postoji jednodimenzionalan 7z —invarijantan potprostor U od Z takav
da je Z =T + U. No tada je U m—invarijantan potprostor od V i vrijedi V =W + U.

Napustimo sada dodatnu pretpostavku dim V/W = 1. Neka je w reprezentacija Liejeve algebre
g na prostoru gl(V') svih linearnih operatora na V' definirana sa

w(z)A = [r(x),A] = m(x)A — An(z), reg, Aegl(V).
Uocimo sada sljedeca dva potprostora M i N od gl(V) :
M={Aegl(V); AV CW i A|W = A za neki A € K},
N={Aegl(V); AVCW i AW =0}.
Ocito je N potprostor od M i dim M/N = 1. Dokazimo da su ti potprostori w—invarijantni. Neka

je A € M ineka je A € K takav da je A|W = M. Za x €€ g tada je n(x)IW C W. Stoga za
proizvoljan v € V' i w € W imamo

[m(x), AJv = m(x)Av — An(z)v € W

[7(x), AJlw = 7(z)Aw — Ar(z)w = Ar(x)w — A (z)w = 0.

To znaci da je w(x)A = [r(z), A] € N VA € M. To pokazuje da su i M i njegov potprostor N
w—invarijantni. Primijenimo sada dokazano na reprezentaciju wy; i wys—invarijantan potprostor
N kodimenzije 1. Slijedi da postoji jednodimenzionalan w—invarijantan potprostor P od M takav
da je M = N 4+ P. Prema korolaru 4.3.8. tada je wp(z) =0 Vz € g. To znaci da je [r(z), A] =0
VA € PiVx € g, odnosno, P C Endy(V). Za A € P\ {0} je AV C W i A|W = A za neki
A # 0. Mozemo A € P izabrati tako da je A = 1, tj. da je A|W = Iy. No to znaéi da je A pro-
jektor prostora V' na potprostor W. Tada za U = Ker A vrijedi V' = W + U. Nadalje, potprostor
U = Ker A je m—invarijantan jer je A € Endy(V'), odnosno, jer je m(z)A = An(x) Vo € g.

Vazna je posljedica Weylovog teorema o potpunoj reducibilnosti da se za poluprostu Liejevu
podalgebru g od gl(V) Jordan—Chevalleyeva dekompozicija elementa x € g podudara sa Jor-
danovom dekompozicijom linearnog operatora x :

Teorem 4.4.5. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je g poluprosta Liejeva
podalgebra od gl(V'). Neka je x € g i neka su x4 i z,, poluprost i nilpotentan dio linearnog operatora
x. Tada vrijedi 3 = T(s) 1 Tp = T(n) t). * = x4 + 3, je Jordan— Chevalleyeva dekompozicija od x
u poluprostoj Liejevoj algebri g.
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Dokaz: Prvi nam je cilj dokazati da su zy, x,, € g. Kako je

(adgvyz) g = [z, 9] C g,

iz tvrdnje (c) teorema 3.3.2. (ili iz teorema 3.3.4.) slijedi da je i
(adgvy), 69 1 (adge)z),9C 0
S druge strane, prema tvrdnji (¢) propozicije 3.3.5. vrijedi
(adgvyz), = adgoryzs 1 (adge) ), = adgw) Ty
Zakljucujemo da vrijedi

(adg[(\/) l's) gCg 1 (adgf(\/) xn) gCg, OdIlOSIlO, ["L‘sa g] Cyg 1 [l’n, g] Cg.

Drugim rije¢ima, operatori xg, x,, € gl(V') su elementi normalizatora

n = Nyw)(g) ={y € gl(V); [y.9] C g}

Liejeve podalgebre g u Liejevoj algebri gl(V'). Tvrdnja x,,x, € g bila bi dokazana kada bismo
znali da je g = n. Nazalost, to nikada nije istina: naime, po teoremu 4.3.6. je

g =lg. 0] € [gl(V), gl(V)] = sl(V),

a ocito je jedinicni operator I = Iy element od n, ali ne i od sl(V), dakle, ne i od g.

Neka je sada K algebarski zatvoreno prosirenje polja K. Tada se svaki K —linearan operator x
na prostoru V jedinstveno prosiruje do K —linearnog operatora na VK. Taj ¢emo prosireni operator
oznacavati istim znakom z. Na taj na¢in g postaje podalgebra Liejeve algebre gl(V ). Oznacimo
sada sa [ nvg(VK ) skup svih g—invarijantnih potprostora od VE. Za svaki W € I n’ug(VK ) defini-
ramo

aw ={y € gl(V); yW CW i Tr(y|W)=0}.

Lako se vidi da je ay, Liejeva podalgebra od gl(V'). Nadalje, za svaki W € Im;g(Vf() preslikavanje
x — z|W, x € g, je reprezentacija poluproste Liejeve algebre g, pa po korolaru 4.3.7. vrijedi
Tr (z|W) =0 Vz € g. Prema tome,

gCay YW e Invg(VE).

Stavimo sada
g =nn ﬂ aw.
Welnvg (Vf()

Tada je g* Liejeva podalgebra od n koja sadrzi g. Ako je W € Invg(V), onda po ve¢ spomenutoj
tvrdnji (¢) teorema 3.3.2. (ili po teoremu 3.3.4.) vrijedi ;W C W i z,WW C W. Nadalje, operator
x,, je nilpotentan, pa je i restrikcija z,|WW nilpotentan operator i, posebno, Tr (x,|W) = 0. Kako
je Tr(z|W) = 0i zs = x — @y, vrijedi i Tr (zs|W) = 0. Dakle, za svaki W € Invy(V¥) vrijedi
Ts, Ty € ap. Zakljuéujemo da su zg, x, € g*.

Prema tome, dokaz tvrdnje x4, z, € g bit ¢e potpun ako pokazemo da je g* = g. U tu svrhu
posluzit ¢e nam Weylov teorem 4.4.4. o potpunoj reducibilnosti. Taj ¢emo teorem primijeniti na
dvije reprezentacije poluproste Liejeve algebre g : na restrikciju adg-|g adjungirane reprezentacije

Liejeve algebre g* i na identi¢nu reprezentaciju x — x, x € g, na prostoru V. Prije svega, g je
potprostor od g* koji je ady+|g—invarijantan, pa postoji potprostor b od g* takav da je g* =g+ b
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i da je b invarijantan u odnosu na reprezentaciju adg-|g, tj. da je [g,b] C b. Medutim, vrijedi
i[g,b] C [g,0%] C [g,n] C g. Kako je gNb = {0}, zakljuéujemo da je [g,b] = {0}, odnosno,
subreprezentacija adg-|g na potprostoru b je trivijalna. Neka je sada W bilo koji g—invarijantan

potprostor od V&, tj. W € Inv,(V¥), takav da je pripadna subreprezentacija = — x|W, = € g,
ireducibilna. Neka je y € b. Tada je y € g*, dakle, b € ay . Posebno, potprostor W invarijantan je
s obzirom na operator y. Kako je [b, g] = {0}, iz tvrdnje (¢) Schurove leme (teorem 1.5.6.) slijedi
da je y|W = My za neki A € K. Medutim, po definiciji ay D b vrijedi Tr (y|W) = 0, dakle,
A-dim W = 0. Bududi da je K, a time i K, polje karakteristike 0, zaklju¢ujemo da je A = 0. To
pokazuje da je y|W = 0. To vrijedi za svaki W € Inv,(VE) takav da je reprezentacija x — z|W
od g ireducibilna. Po Weylovom teoremu 4.2.4. VX je direktna suma takvih potprostora W, pa
zakljuéujemo da je y = 0. Kako je y € b bio proizvoljan, slijedi b = {0}, odnosno, g* = g. Time
je dokazana prva tvrdnja teorema 4.4.5.:

reg - Ts, Ty € 9.

Imamo
adgx = ady x5 + ady i lady x5, ady x,] = ady [zs, x,] = 0.

Po tvrdnji (a) propozicije 3.3.5. operator adg)xs je poluprost, pa je i njegova restrikcija
adg v = (adg[(v) x) |g poluprost operator. Na isti nacin iz tvrdnje (b) iste propozicije slijedi da
je operator adg x,, nilpotentan. Zbog jedinstvenosti Jordanove dekompozicije linearnog operatora
adg  slijedi

adgzs = (adgx)s = adg () i adg x, = (adg ), = adg T().
Iz injektivnosti preslikavanja ady slijedi z, = x(5) 1 T, = Z(n).

Zbog teorema 4.4.5. poluprosti i nilpotentni dio elementa z poluproste Liejeve algebre g
oznacavat ¢emo sa i x, umjesto sa x() i T(,).

Teorem 4.4.6. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve algebre g.
(a) Ako je element x € g poluprost, onda je operator mw(x) poluprost.
(b) Ako je element x € g nilpotentan, onda je operator w(x) nilpotentan.
(¢) Za svakiz € g je m(x)s =7 (xs) i T(T)p = 7 (T4) -

Zadatak 4.4.3. Dokazite teorem 4.4.6.

Uputa: Uocite da je Liejeva podalgebra 7(g) od gl(V') izomorfna kvocijentnoj Liejevoj algebri
g/(Ker7), dakle, poluprosta. Sada primijenite teorem 4.4.5. na tu poluprostu Liejevu podalgebru
od gl(V) za dokaz tvrdnje (c). Zatim iz tvrdnje (c¢) dokazite tvrdnje (a) i (b).

Zadatak 4.4.4. Neka je g poluprosta Liejeva algebra nad poljem K i D € Der(g). Za x € g
definiramo linearan operator m(x) na prostoru K x g sa

m(x)(N,y) = (0, ADz + [z,y]), ANeK, zyeg.

Dokazite da je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru K x g i da je {0} X g m—invarijantni
potprostor od K x g. Primijenite Weylov teorem o potpunoj reducibilnosti da dokaZete da je
D € ady(g), tj. da na drugi nacin dokaZete teorem 4.5.10.
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4.5 Reduktivne Liejeve algebre

Za Liejevu podalgebru s Liejeve algebre g kazemo da je reduktivna u algebri g, ako je
reprezentacija  — adg x Liejeve algebre s na vektorskom prostoru g (tj. restrikcija ady|s) potpuno
reducibilna. Reduktivna Liejeva algebra je Liejeva algebra g koja je reduktivna u samoj sebi, tj.
ako je adjungirana reprezentacija adgy Liejeve algebre g na prostoru g potpuno reducibilna. Buduci
da su adg—invarijantni potprostori od g upravo ideli u g, Liejeva algebra g je reduktivna ako i
samo ako za svaki ideal a u g postoji ideal b u g takav da je g = a+b. U tom slucaju je, naravno,
Liejeva algebra g izomorfna direktnom produktu a x b. Ako je s Liejeva podalgebra Liejeve algebre
g koja je reduktivna u g, onda je s reduktivna Liejeva algebra. Doista, ad; je subreprezentacija
od ady|g, a prema propoziciji 1.3.3. subreprezentacija potpuno reducibilne reprezentacije je i sama
potpuno reducibilna. Po Weylovom teoremu 4.4.4. o potpunoj reducibilnosti poluprosta Liejeva
podalgebra s bilo koje Liejeve algebre g je reduktivna u g. Posebno, svaka poluprosta Liejeva
algebra je reduktivna Liejeva algebra.

Zadatak 4.5.1. Neka je g Liejeva algebra nad poljem k, s Liejeva podalgebra od g i K prosirenje
polja k. DokaZite da je Liejeva algebra s reduktivna u g ako i samo ako je s reduktivna u g’.

Zadatak 4.5.2. Neka je g Liejeva algebra nad poljem K, s Liejeva podalgebra od g i k potpolje
polja K. Dokazite da je Liejeva algebra s reduktivna u g ako © samo ako je s reduktivna u gy.

U proucavanju i dokazivanju osnovnih svojstava reduktivnih Liejevih algebri igra jedan ideal
u Liejevoj algebri g, koji ¢emo zvati nilradikal od g i oznacavati sa Nrad(g); to je presjek jez-
gara svih konacnodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija od g. Neka je m potpuno reducibilna
reprezentacija od g na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' inekasu Vi, ..., V, m—inva-
rijantni potprostori od V' takvi da je V. =V; +--- 4 V,, i da su sve subreprezentacije my,, ..., Ty,
ireducibilne. Tada je
Kerm = ﬂ Ker 7y, D Nrad(g).

1<j<n

Drugim rije¢ima, Nrad(g) je sadrzan u jezgri svake kona¢nodimenzionalne potpuno reducibilne
reprezentacije od g. Nadalje, zbog konacnodimenzionalnosti od g postoji kona¢no mnogo ire-
ducibilnih kona¢nodimenzionalnih reprezentacija my, ..., m, takvih da je

Prema prethodnom razmatranju, ako je m direktna suma reprezentacija my,...,7,, onda je m
potpuno reducibilna kona¢nodimenzionalna reprezentacija od g za koju vrijedi Ker 7 = Nrad(g).
Prema tome, nilradikal Nrad(g) je najmanji element skupa jezgara svih potpuno reducibilnih
kona¢nodimenzionalnih reprezentacija od g. Zakljucujemo i da Liejeva algebra g ima vjernu kona-
¢nodimenzionalnu potpuno reducibilnu reprezentaciju ako i samo ako je Nrad(g) = {0}.

Za dokaz kljucnog teorema o nilradikalu trebat ¢e nam sljedeci rezultat o radikalu:

Propozicija 4.5.1. Ako je p : g — b epimorfizam Liejevih algebri, onda je o(Rad(g)) = Rad(h).

Dokaz: Buduéi da je ¢ epimorfizam, ¢(Rad(g)) je ideal u Liejevoj algebri h. Liejeva algebra
¢(Rad(g)) izomorfna je kvocijentnoj algebri Rad(g)/(Rad(g) N Ker ¢), a kako je Liejeva algebra
Rad(g) rjesiva po tvrdnji (a) teorema 4.2.1. p(Rad(g)) je rjesiva Liejeva algebra. Prema tome,
vrijedi ¢(Rad(g)) € Rad(h).

Definiramo sada preslikavanje ® : g/Rad(g) — h/p(Rad(g)) sa

®(z + Rad(g)) = ¢(2) + p(Rad(g)),  zcg.
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To je preslikavanje dobro definirano. Naime, ako su x,y € g takvi da je x + Rad(g) = y + Rad(g),
onda je x —y € Rad(g), dakle, p(z) — ¢(y) = ¢z —y) € p(Rad(g)), a to znaci da vrijedi
o(x) +¢(Rad(g)) = ¢(y) + p(Rad(g)). Preslikavanje ® je homomorfizam Liejevih algebri. Doista,
® je ocito linearno preslikavanje. Nadalje, za x,y € g imamo redom

®([z + Rad(g),y + Rad(g)]) = ®([z,y] + Rad(g) = ¢([z, y]) + ¢(Rad(g)) =

= [p(7), p(y)]+e(Rad(g)) = [p(z)+p(Rad(g)), »(y)+¢(Rad(g))] = [®(x+Rad(g)), P(y+Rad(g))].

Napokon, kako je ¢ : g — b epimorfizam, to je i ® : g/Rad(g) — h/¢(Rad(g)) epimorfizam.
Doista, ako y € b, izaberimo = € g takav da je y = ¢(x). Tada je

®(z + Rad(g)) = ¢(x) + ¢(Rad(g)) = y + ¢(Rad(g)).

Odatle slijedi da je Liejeva algebra h/¢o(Rad(g)) izomorfna kvocijentnoj algebri od g/Rad(g). No
kako je po teoremu 4.2.2. Liejeva algebra g/Rad(g) poluprosta, iz propozicije 4.3.5. slijedi da je i
svaka njena kvocijentna algebra poluprosta. Posebno, Liejeva algebra h/p(Rad(g)) je poluprosta.
No odatle slijedi da je njen rjesivi ideal Rad(h)/p(Rad(g)) jednak {0}. Prema tome, vrijedi jed-
nakost ¢(Rad(g)) = Rad(h).

Trebat ¢e nam jos sljedeca lema:

Lema 4.5.2. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, g Liejeva podalgebra od gl(V)
takva da je identicna reprezentacija od g na V ireducibilna. Tada za svaki komutationi ideal a u g
vrijedi a N [g, g] = {0}.

Dokaz: Neka je A unitalna podalgebra od L(V') generirana sa a. Algebra A je komutativna.
Pretpostavimo da je b ideal u g sadrzan u a takav da je

Trba =0 Vbeb 1 Vac A

Tada je posebno
Trd" =0 VneN 1 Vbeb.

Odatle slijedi da je svaki b € b nilpotentan operator. Sada iz leme 4.1.11. slijedi da je b = {0}.
Promatrajmo sada ideal [a,g] u g sadrzan u a. Zaz € g, y € aia € A imamo

Tr [z, y]a = Tr xya — Tryzra = Tr xya — Tr xay = Tr x(ya — ay) = 0

jer je ya = ay. Iz dokazanog slijedi da je [g,a] = {0}. Prema tome, vrijedi i ya = ay Vy € g i
Va € A. Sada za z,y € g i a € A dobivamo

Tr [z, y]la = Tr xya — Tryza = Tr xya — Tr xay = Trx(ay — ya) = 0.
Primijenimo sada prvi dio dokaza na ideal b = a N [g, g]. Slijedi a N [g, g] = {0}.

Teorem 4.5.3. Za svaku Liejevu algebru g vrijedi Nrad(g) = [g, g] N Rad(g) @ to je nilpotentni
ideal u g sadrzan u najvecem idealu nilpotencije svake konacnodimenzionalne reprezentacije od g.

Dokaz: Neka je A € g* linearan funkcional takav da je [g,g] C Ker A. Tada je A ireducibilna
reprezentacija od g, pa slijedi Nrad(g) C Ker A\. Buduéi da je ocito

9.9] = [ [{KerA; A€ g, KerA 2 [g,0]},
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slijedi Nrad(g) C [g, g].
Neka je sada 7 proizvoljna konacnodimenzionalna reprezentacija od g na prostoru V' i neka je

(Vo, V1, ..., V,,) kompozicioni niz te reprezentacije. Neka je 7 direktna suma ireducibilnih reprezentacija

Vi Vo>« TVu/Va_,- lada je @ potpuno reducibilna  reprezentacija pa  vrijedi
Nrad(g) € Ker7. Medutim, prema propoziciji 4.1.13. Ker 7 je upravo jednak najveéem idealu
nilpotencije n, reprezentacije m. Time je dokazano da je ideal Nrad(g) sadrzan u najveéem idealu
nilpotencije n, svake konacnodimenzionalne reprezentacije m. To posebno vrijedi za adjungiranu
reprezentaciju adg, $to znaci da je Nrad(g) sadrzan u najveéem nilpotentnom idealu Liejeve alge-
bre g. Dakle, ideal Nrad(g) je nilpotentan. Stoga vrijedi i Nrad(g) C Rad(g).

Time smo dokazali inkluziju Nrad(g) C [g, g] N Rad(g).

Neka je sada 7 kona¢nodimenzionalna ireducibilna reprezentacija od g na prostoru V. Stavimo
Rad(g) = v i neka je k € Z; najmanji takav da je 7 (¢**1)) = {0}. Stavimo

g =(g) i o =7 (W) £ {0}.

Kako je z +— 7(x) epimorfizam g na g’ i kako je t*) ideal u Liejevoj algebri g, to je a’ ideal u
Liejevoj algebri g'. Taj je ideal komutativan:

o] = [r () 7 (¢9)] = 7 ([e,€9]) = 7 (c+9) = {0}

g’ je Liejeva podalgebra od gl(V) i identi¢na reprezentacija od g’ na prostoru V' je ireducibilna.
Prema lemi 4.5.2. vrijedi

(" Nlg g]) S 7 (W) N[r(g),7(e)] = o' N g’ g = {0}.

Kad bi bilo k£ > 0, onda bismo imali t¥) = [¢*=D +*=D] C [g, g], pa bi slijedilo « (+®) = {0}, a
to je suprotno izboru broja k. Zaklju¢ujemo da je £ = 0. To znaci da je

m(lg,g) Nt) = 7 ([g, 9] N @) = {0}.

Time smo dokazali da je [g, g] N Rad(g) C Ker 7 za svaku kona¢nodimenzionalnu ireducibilnu
reprezentaciju 7 od g. Odatle slijedi i obrnuta inkluzija [g, g "Rad(g) € Nrad(g), odnosno, vrijedi
jednakost Nrad(g) = [g, g] N Rad(g).

Teorem 4.5.4. Neka je g Liejeva algebra. Sljedecih je sedam svojstava medusobno ekvivalentno:
(a) Liejeva algebra g je reduktivna.

(b) Liejeva algebra g izomorfna je direktnom produktu poluproste Liejeve algebre i komutativne
Liejeve algebre.

(¢) Pruvi izvedeni ideal gV = [g, g] je poluprosta Liejeva algebra.
(d) Nrad(g) = {0}.
(e) Rad(g) = Z(g)-

)

Postoji konacnodimenzionalna reprezentacija m od g takva da je pridruZena simetricna bi-
linearna forma B, na g X @, zadana sa B.(z,y) = Trn(z)n(y), nedegenerirana.

(9) Postoji vjerna konacnodimenzionalna potpuno reducibilna reprezentacija od g.

U tom je slucaju g = [g,9] + Z(g).
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Dokaz: (a) = (b). Ako je reprezentacija ad = ady potpuno reducibilna, onda je prema
teoremu 1.3.5. Liejeva algebra g direktna suma ad—invarijantnih potprostora gi,..., g, takvih
da su pripadne subreprezentacije ireducibilne. No to znaci da su g, ..., gx minimalni ideali u g.
Tada za svaki indeks ¢ Liejeva algebra g; nema netrivijalnih ideala. No tada je ili g; prosta Liejeva
algebra ili je dim g; = 1, a tada je g; komutativna. Mozemo pretpostaviti da je numeracija takva
da su za neki j Liejeve algebre gi,...,g; proste, a g;1,...,gr su jednodimenzionalne. Tada je
ocito

gol=g+---F+g 1 Z@=gnt--Fo
Odatle vidimo da vrijedi implikacija (a) = (b) a takoder i posljednja tvrdnja teorema.

Implikacija (b) = (c) je ocita, a takoder i implikacija (c¢) = (d), jer g N Rad(g) je rjesivi
ideal u Liejevoj algebri g(V).

(d) = (e). Ocito u svakoj Liejevoj algebri g vrijedi Z(g) C Rad(g), jer je Z(g) komutativan,
dakle, rjesiv ideal u g. S druge strane, iz pretpostavke (d) pomoc¢u prve tvrdnje teorema 4.5.3.
dobivamo

g, Rad(g)] C [g, 8] N Rad(g) = Nrad(g) = {0}.

Dakle, imamo i obrnutu inkluziju Rad(g) C Z(g).

(e) = (a). Pretpostavimo da je Rad(g) = Z(g). Centar Z(g) jednak je jezgri adjungirane
reprezentacije ady od g na g. Prijelazom na kvocijent po jezgri dobivamo (vjernu) reprezentacije
kvocijentne Liejeve algebre g/Rad(g) na prostoru g. Prema teoremu 4.2.2. kvocijentna Liejeva
algebra g/Rad(g) je poluprosta, pa je po Weylovom teoremu 4.4.4. o potpunoj reducibilnosti
reprezentacija od g/Rad(g) na g potpuno reducibilna. No to zna¢i da je reprezentacija ady od g
potpuno reducibilna, odnosno, Liejeva algebra g je reduktivna.

(b) = (f). Pretpostavimo da je g = h x ¢, gdje je h poluprosta, a ¢ komutativna Liejeva
algebra. Tada je Killingova forma By Liejeve algebre h nedegenerirana. Neka je {z1,...,z,} baza
od . Neka je V' n—dimenzionalan vektorski prostor s bazom e = {ey, ..., e,}. Za linearan operator
A € gl(V) ozna¢imo sa A(e) matricu tog operatora u bazi e. Neka je p : € — gl(V) preslikavanje
definirano sa

a, 0 -~ 0
0 ay --- 0
[plaqzy + asxs + -+ - + apxy,)](e) = : _— :
0 0 - a,

Tada je p reprezentacija Liejeve algebre £. Nadalje, za pridruzenu simetriénu bilinearnu formu
B, vrijedi B,(z;,z;) = 0;;. To pokazuje da je forma B, nedegenerirana. Sada na Kartezijevom
produktu X = b x V definiramo reprezentaciju m = ady x pod g =0 x £:

m(z,y)(y,v) = ((ady 2)y, p(2)v) = ([z,y], p(2)v), @y €D, z€t wveEV
Za simetri¢nu bilinearnu formu B, pridruzenu toj reprezentaciji 7 vrijedi

B:lhxh=B,  Bitxt=B By|h x £ =0.

P

Kako su forme By i B, nedegenerirane, slijedi da je i forma B, nedegenerirana.

(f) = (d). Neka je 7 kona¢nodimenzionalna reprezentacija od g takva da je pridruzena forma
B, nedegenerirana. Prema propoziciji 4.1.13. za najveci ideal nilpotencije n, reprezentacije m vri-
jedi Br(n.,g) = {0}. Kako je po pretpostavci forma B, nedegenerirana, slijedi n,. Odatle prema
drugoj tvrdnji teorema 4.5.3. slijedi da je Nrad(g) = {0}.

Napokon, prema diskusiji prije iskaza propozicije 4.5.1. svojstva (d) i (g) su medusobno ekvi-
valentna.

Time je teorem 4.5.4. u potpunosti dokazan.
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Zadatak 4.5.3. DokaZite da je direktni produkt reduktivnih Liejevih algebri reduktivna Liejeva
algebra.

Zadatak 4.5.4. Neka je a ideal u reduktivnoj Liejevoj algebri g. Dokazite da je
a=[g,glNa+ ZgnNa

i da je Liejeva algebra a reduktivna u g 1, posebno, reduktivna. Nadalje, dokazite da je i kvocijentna
algebra g/a reduktivna.

Korolar 4.5.5. Za svaku Liejevu algebru g je Nrad(g) = [g, Rad(g)].

Dokaz: Neka je v = Rad(g). Prema prvoj tvrdnji teorema 4.5.3. vrijedi Nrad(g) = [g,g] N t.
Kako je ideal [g, t] o¢ito sadrzan i u [g, g] i u v, zakljuéujemo da vrijedi inkluzija [g,t] C Nrad(g).

Stavimo sada g’ = g/[g,t] 1 neka je ¢ : g — ¢’ kvocijentni epimorfizam. Po propoziciji 4.5.1.
tada je v = ¢(v) radikal od ¢'. Slijedi [¢/, ] = ¢([g,t]) = {0}, odnosno, radikal v’ Liejeve algebre
g’ jednak je njenom centru. Prema teoremu 4.5.4. Liejeva algebra g’ je reduktivna i ima vjernu
potpuno reducibilnu reprezentaciju n’. Neka je m = n’ o  pripadna ”podignuta” reprezentacija od
g. Tada je reprezentacija m potpuno reducibilna i

Kerm = Kerg = [g, t].

Medutim, Nrad(g) je sadrzan u jezgri svake potpuno reducibilne konacnodimenzionalne reprezen-
tacije od g, pa imamo i obrnutu inkluziju Nrad(g) C [g, t].

Korolar 4.5.6. Ako je ¢ : g — ¢’ epimorfizam Liejevih algebri, onda je ¢(Nrad(g)) = Nrad(g').
Liejeva algebra g’ je reduktivna ako i samo ako je Nrad(g) C Ker .

Dokaz: Neka su v = Rad(g) i v/ = Rad(g’) radikali Liejevih algebri g i g’. Po propoziciji 4.5.1.
je p(r) = t/. Neka je s’ presjek jezgara svih konaénodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija od
g’. Prema korolaru 4.5.5. primijenjenom na Liejeve algebre g i g’ imamo

Nrad(g') = [g', ¥] = [(9), ¢(x)] = ¢([g,7]) = ¢(Nrad(g)).
Druga je tvrdnja neposredna posljedica prve tvrdnje i karakterizacije (d) u teoremu 4.5.4.

Zadatak 4.5.5. Za konacnodimenzionalnu reprezentaciju m Liejeve algebre g neka je B, pridruZena
bilinearna simetricna forma

Br(z,y) = Trm(z)7(y), T,y € g,

Rad B, = {x € g; B:(x,y) =0 Vy € g}

njen (lijevi i desni) radikal. DokazZite da je
Nrad(g) = ﬂ {Rad By; 7 konacnodimenzionalna reprezentacija od g}. (4.5)

Uputa: Koristite tvrdnju (¢) propozicije 4.1.3. i drugu tvrdnju teorema 4.5.3. da zakljucite da
je Nrad(g) sadrzan u svakom Rad B, dakle, da je lijeva strana u (2.4) sadrzana u desnoj strani.
Za dokaz obrnute inkluzije uocite da kvocijentna Liejeva algebra g’ = g/Nrad(g) ima vjernu kona-
¢nodimenzionalnu potpuno reducibilnu reprezentaciju. Sada iskoristite teorem 4.5.4. da zakljucite
da Liejeva algebra g’ ima kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju p takvu da je forma B, na g’ x ¢’
nedegenerirana. Sada pokazite da za ”podignutu” reprezentaciju 7 od g, tj. za

m(z) = p(z + Nrad(g)),  zecg,
vrijedi Rad B, = Nrad(g).
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Poglavlje 5
TEZINE I KORIJENI

5.1 Nilpotentne Liejeve algebre operatora

Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K (karakteristike 0) i neka je x
linearan operator na prostoru V. Prisjetimo se nekih rezultata iz odjeljka 1.3. Prije svega, imamo
Fittingovu dekompoziciju prostora V' u odnosu na operator x (teorem 3.1.2.):

V =Vi(z) +Vi@),  Vilz) = J Kera, Vi(z) =) Ima*. (5.1)
k‘EZ+ keN

Pri tome, naravno, za neki p € N vrijedi V(o)(2) = Kera? i V,(z) = Im 2P.
Nadalje, za A € Sp(z) definirali smo pripadni svojstveni potprostor i korijenski potprostor od
V' u odnosu na operator x :

Vi(z) ={v e V; av =} = Ker (A — z) i Viy (@) = Vig(M — ) = U Ker (M — x)*.
keZy

Korijenski potprostori V() () ¢ine direktnu sumu, a ako je operator x rascjepiv, tj. ako se njegov
minimalni polinom razlaze nad K, ta je direktna suma jednaka citavom prostoru V :

V= > +Vula). (5.2)
AESp(z)
U ovom ¢emo odjeljku generalizirati te rezultate na slucaj kad imamo ne samo jedan operator

nego Liejevu podalgebru g od gl(V') koja je nilpotentna.

Neka je g Liejeva podalgebra od gl(V'). Ako je v € V' \ {0} svojstven vektor svih operatora
x € g, onda za neku funkciju o : g — K vrijedi

v = a(r)v Vx € g.

Tada je a jednodimenzionalna reprezentacija od g, a to znaci da je « linearan funkcional na g i da
je a([z,y]) = a(z)a(y) — a(y)a(z) = 0 Vz,y € g, odnosno, [g, g] C Kera. Za svaki takav linearan
funkcional « skup svih pripadnih svojstvenih vektora oznacavamo sa

Volg) ={veV; zv=alx)v Vr € g}.

Ako je V,(g) # {0}, linearni funkcional « zove se tezina g—modula V, a V,(g) se zove tezinski
potprostor od V. Naravno, tezinski potprostor je g—podmodul. Oponasamo sada situaciju s
jednim operatorom na prostoru V' pa definiramo pripadni korijenski potprostor

V(@) ={veV; Vo egIkeN (z—alx)])v=0}.

93
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o

U stvari, Vi4)(g) je unija rastuceg niza g—podmodula (Vk(g))keZ+ definiranih sa
Vi@ ={veV; (r—alx))fv=0Vrcgl= ﬂ Ker [(z — a(z)])"]
xeg
.
Va(g) = {0}, Vi(e) =Valg), Vat'(g)={veV; (v —a(@))veVi(g) Vs € g}.

Prema tome, svaki V(4)(g) je g—podmodul od V.
Imamo sljedeéu generalizaciju tvrdnje (a) leme 3.1.1.:

Lema 5.1.1. Neka je g Liejeva podalgebra od gl(V) i o € g*. Ako za neki k € Z, vrijedi
VX¥(g) = Vit (g) onda je Vyi(g) = Vi'(g) Ym > k.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da iz V*(g) = VFT1(g) slijedi V**1(g) = V*2(g). Ustvari, zbog
toga sto je VF+1(g) C VF2(g) dovoljno je dokazati inkluziju V¥*2(g) C V*¥+1(g). Dakle, neka je
v € VF2(g). Tada je (r—a(z))v € VFH1(g) Va € g. Po pretpostavci je VFT(g) = V¥(g), pa imamo
(r—a(x))v € VF(g), a to znaci da je v € VFF(g). Time je dokazana inkluzija VF+2(g) C VFH(g).

Lema 5.1.2. Za Liejevu podalgebru g od gl(V') i o € g* vrijedi
‘/(a) (g) = ﬂ ‘/(a(x)) (l‘)

Dokaz: Doista
Vio(e) = |J Vi) = U NKer [ = a(o)n)!] =) U Ker [(@ = a@)1)*] = () Viay (2).

Promatrat ¢emo sada slucaj a = 0. To ¢e razmatranje u slu¢aju nilpotentne Liejeve podalgebre
g od gl(V) voditi na generalizaciju Fittingove dekompozicije (5.1) prostora V' u odnosu na jedan

linearan operator. Definiramo induktivno sljede¢i padajuci niz g—podmodula (V(g)) keZ, od V :

V2@ =V, V!g)=span{zv; v €g, veVi(g)}, *keZ..

Dakle,
VO(g) =V, VF(g) =span{z,---2pv; 24,..., 0, €9, vEVY}, keN (5.3)

I tvrdnja (b) leme 5.1.1. se generalizira:

Lema 5.1.3. Neka je g Liejeva podalgebra od gl(V'). Ako za neki k € Z.. vrijedi VF(g) = VE(g),
onda je VF(g) = V."(g) Ym > k.

Dokaz: Kao kod leme 5.1.1. dovoljno je dokazati da iz jednakosti V(g) = VFl(g) slijedi
jednakost VE*1(g) = V**2(g). No to je ocigledno:

Vi (g) = span {zv; x € g, v € V*(g)} = span {zv; = € g, v € VT (g)} = VI (g).
Za Liejevu podalgebru g od gl(V') definiramo

Vi(e) = [ V¥(a).

kEZy

Naravno, zbog konaénodimenzionalnosti je V,(g) = V/*(g) za neki k.

Za generalizaciju Fittingove dekompozicije na nilpotentne Liejeve algebre operatora trebaju
nam sljedec¢e dvije leme.
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Lema 5.1.4. Za bilo koje x,y € gl(V') 1 bilo koji n € Z, vrijede sljedeée dvije jednakosti:
ey =3 (1) yyla, (5.4)
» J
Jj=0

n

= Y1) () ) (5.5)

Jj=0

Dokaz se provodi indukcijom po n € Z,. Baza indukcije n = 0 je trivijalna za obje tvrdnje.
Pretpostavimo da za neki n € Z, vrijedi (5.4). Sada ¢emo jednakost

zab = abr + [z, ab] = abx + [z, a]b + a[z, V] Vz,a,b € gl(V)
primijeniti na sluc¢aj a = (adz)’y i b = 2", Tada je [z,a] = (adz)’ ™'y i [z, b] = 0, pa imamo
zl(ad)yla" ™ = [(ad 2 yla" 7" + [(ad 2) M yla"

pa nalazimo

"y = =x (7;) [(ad z)! = (?) [(ad z) y]z™~ ]+1—|—Z ( ) [(ad z) T lyla" 7 =
=0 0

<.
Il

_ no (?)[(adx 2 J+§( > [(ad z)iya" 17 =

n+1

=yt 4 Z (( ) (j B 1)) [(adz)yla" + (ad 2)" Ty =) (” j 1) [(ad z)jy]a" 1.

J=0

Time je proveden korak indukcije i jednakost (5.4) je dokazana.
Zadatak 5.1.1. Dokazite jednakost (5.5).

Lema 5.1.5. Neka su x,y € gl(V) takvi da je (adx)'y = 0 za neki ¢ € N. Tada su Fittingovi
potprostori Vigy(z) i Vi(x) u odnosu na operator x invarijantni s obzirom na operator y.

Dokaz: Za v € Vigy(z) je z*v =0 zaneki k € N, pa za n = + k — 1 prema (5.4) nalazimo

n

o= (?) [(ad z)7y]z" v = 0,

J=0

jerzaj</ljen—j>k, pajea"9v=0,azaj>{je(adz)y = 0. Dakle, vrijedi yv € V(o)(z).
Neka je sada v € V,(x). Neka je k € N takav da je Vi(z) = Im*. Tada je Vi(z) = Im2" za
n=~{+k— 12>k, dakle, postoji w € V takav da je v = 2"w. Sada prema (5.5) imamo

yu = yaw = Zn:(—nj (?) 2" I[(ad 2)ylw = Zi ( ) ~i[(ad 2 ylw (5.6)

j=0

jer je (adx)’y = 0 za j > £. Medutim, za j < ¢ — 1 vrijedin —j ={¢+k—1—j >k, pa slijedi
Imz" 7 = V,(z). To znaci da su u (5.6) svi clanovi u sumi s desne strane elementi od V,(z).
Zakljuéujemo da je yv € V. (x) i time je dokazano da je i potprostor V,(z) invarijantan s obzirom
na operator y.
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Teorem 5.1.6. (Fittingova dekompozicija za nilpotentne Liejeve algebre operatora) Za
nilpotentnu Liejevu podalgebru g od gl(V') vrijedi

V =V (g) + Vilg).

= Vi(x)

xreg

Nadalje,

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je svaki operator x € g nilpotentan. Tada je Vig)(z) = V/
za svaki x € g, pa je prema lemi 5.1.2.

Vi (8) = [ Vioy(

reg

Nadalje, tada je Vi(z) = {0}, pa jei >, Vi(r) = {0}. Prema Engelovom teoremu, odnosno,
prema njegovoj posljedici 4.1.4., postoji s € N takav da je xy---x5 =0 Vay,..., 25 € g. No tada
je prema (5.3) V(g) = {0}, a odatle slijedi V.(g) = {0}. Time je teorem dokazan u sluc¢aju da su
svi operatori x € g nilpotentni.

Dokaz za op¢i slucaj provodimo indukcijom u odnosu na dim V. Baza indukcije dim V' =1
je trivijalna, pa prelazimo na korak indukcije: pretpostavljamo da je dim V' > 2 i da je teorem
dokazan za prostore dimenzije manje od dim V. Prema prvom dijelu dokaza mozemo pretpostaviti
da neki y € g nije nilpotentan, tj. da je V(o)(y) # V. Imamo Fittingovu dekompoziciju prostora V'
u odnosu na operator y :

V= Vi(y) + Vily).

Prema lemi 5.1.5. tada su potprostori V(g)(y) i Vi(y) invarijantni u odnosu na sve operatore x € g,
tj. Vioy(y) i Vi(y) su g—podmoduli od V. Po pretpostavci indukcije teorem vrijedi za prostor
W = V()(y) i za nilpotentnu Liejevu podalgebru a = {z|W; = € g} od gl(W). Dakle,

Vip) =W = W)+ Wala) 1 Wala)= Y W.(2)

zea

Dakle,
V=V (y) + Vily) = W+ Vi(y) = Wy (a) + Wi(a) + Vi(y).

Prema lemi 5.1.3. imamo

Vioy (g ﬂ Vio(z) =W nN ﬂ Vi) (z) = ﬂ (W N V) (z ﬂ Wio)(2) = W) (a),

x€g x€g x€g z€a

pa iz prethodne jednakosti dobivamo

V = Vio)(g) + We(a) + Vily). (5.7)
Dokazat ¢emo sada da vrijedi
W.(a) +Vily) = > Vilz) = Vi(a). (5.8)
reg

Odatle i iz (5.7) Ce slijediti

V=Vg@+Vle) i Vilg)=) Vi)

reg

Time ¢e biti proveden korak indukcije, odnosno, teorem 5.1.6. ¢e biti u potpunosti dokazan.
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Jednakost (5.8) ¢emo dokazati tako da dokazemo tri inkluzije:

W.(a) +Vily) € ) Vila), (5.9)
> Vilz) S Vile) (5.10)
Vi(g) € Wala) + Vily). (5.11)

Prije svega, ocito je

Wi(a) + Vily) = Y Wa(2) + Vily) C > Vi),

zea reg

dakle, vrijedi (5.9). Nadalje, za svaki x € g ocito vrijedi Im2* C V¥(g) Vk € Z, pa je

Vi) = (] Ima* € () VF(g) = Vi(g).

keZy keZy

a odatle slijedi (5.10). Da dokazemo posljednju inkluziju (5.11), uoc¢imo da se Liejeva algebra
{z|Vi0)(g); = € g} sastoji od nilpotentnih linearnih operatora na V(g)(g). Prema posljedici 4.1.4.
Engelovog teorema postoji s € N takav da je

$1$3W0)(g>:{0} vxla"'axseg'
Stoga zbog (5.7) za proizvoljne z1, ...z, € g imamo
w1V = @y (Vo) + Wala) 4 Vi) €

Cay--z Vo) (g) + o1+ - Wi(a) + 21 -2, Vily) =
e Wa(a) 4 - 2aVa(y) © Wala) + Valy),
bududéi da su W,(a) i Vi(y) g—podmoduli od V. Kako su z1, ..., zs € g bili proizvoljni, dobivamo

Vi(g) € V(g) © Wila) + Vily),
odnosno, dokazana je i inkluzija (5.11).

Teorem 5.1.7. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor © g nilpotentna Liejeva podal-
gebra od gl(V') takva da je svaki operator x € g rascjepiv. Tada vrijedi

V=> +Vula).

aeg*

Nadalje,
Vig)= > +Vml)

aeg*\{0}

Dokaz prve tvrdnje provodimo indukcijom po dimenziji prostora V. Baza indukcije dim V' =1
je trivijalna, pa prelazimo na korak indukcije. Dakle, poretpostavljamo da je dim V > 2 i da je
teorem dokazan za prostore dimenzije manje od dim V. Svaki x € g moze se pisati u obliku
r = x5 + T,, gdje je x4 dijagonalizabilan a x,, nilpotentan operator na V' i x,x, = z,x;. Prema
propoziciji 5.3.5. tada je (adx)s = adxzs i (adx), = adx,. Bududi da je g Liejeva podalgebra
od gl(V), ona je potprostor od gl(V') koji je (ad z)—invarijantan za svaki x € g. Iz tvrdnje (c)
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teorema 5.3.2. slijedi da je potprostor g i (ad z;)—invarijantan i (ad z,,)—invarijantan potprostor
od gl(V'). Medutim, Liejeva algebra g je nilpotentna, pa je svaki operator (adx)|g = adyx, = € g,
nilpotentan. To znadi da je (ad z)|g = (ad z,,)|g, odnosno, (ad z4)|g = 0 Vx € g. Drugim rijec¢ima,
vrijedi xz,y = yxs Va,y € g, odnosno, {xs; = € g} je skup dijagonalizabilnih operatora koji
komutiraju sa svim operatorima iz g.

Pretpostavimo najprije da za neki x € g operator x, nije multipl jedini¢nog operatora, odnosno,
da spektar Sp(z;) nije jednoclan skup. Neka je Sp(zs) = {A1,..., \¢} pri ¢emu je k > 21 \; # )\,
za i # j. Tada imamo svojstveni rastav prostora V' u odnosu na dijagonalizabilan operator x; :

V=> 4W,(=)

j=1

Buduéi da operator x; komutira sa svim operatorima y € g, svaki od svojstvenih potprostora
V() je pravi g—podmodul od V, pa tvrdnja teorema slijedi iz pretpostavke indukcije.

Dakle, dokaz se svodi na situaciju kad je operator xs skalarni multipl jedini¢nog operatora za
svaki z € g. Pripadnu jedinu svojstvenu vrijednost operatora x5 ozna¢imo sa «(z). No tada je a(x)
jedina svojstvena vrijednost operatora x, pa vrijedi V' = V{4(2))(2) za svaki x € g. Dokazimo sada
da je «a linearan funkcional na g. Homogenost preslikavanja oo : g — K je ocita: zax € gi A € K
je s jedne strane Sp(Ax) = {a(A\x)}, a s druge je Sp(z) = {a(x)}, pa slijedi Sp(Azx) = {Aa(z)};
dakle, a(Ax) = Aa(x). Dokazimo aditivnost. Neka su z,y € g. Neka je v # 0 vektor iz V koji je
svojstven za operator x + y, naravno, u odnosu na jedinu njegovu svojstvenu vrijednost a(x + y).
Dakle,

(x +y)v=a(zx+y)v, odnosno, zv=a(zr+y)v—yv.

Odatle je
(z —a(z))v = —(y — [a(z +y) — a(z)|]) v,

dakle, za svako k € N vrijedi
(z — a(@)D)fv = (=1)" (y = [alz + y) — a(@)]])" v.
Medutim, V' = V() (2), pa postoji k € N takav da je (z — a(z)I)*v = 0. Slijedi
(y = [a(z +y) = a(@)]) v =0.

To znaci da je a(x + y) — a(x) svojstvena vrijednost operatora y. Ali «(y) je po pretpostavci
jedina svojstvena vrijednost operatora y, pa zaklju¢ujemo da je a(x +y) — a(z) = a(y), odnosno,
a(z +y) = a(x) + a(y). Dakle, a : g — K je linearni funkcional i za svako v € V i svako = € g
postoji k € N takav da je (z —a(x)])*v = 0. Time je dokazano da je V = V(,)(g), dakle, dokazana
je prva tvrdnja teorema 5.1.7.

Neka je a € g* \ {0}. Izaberimo z( € g takav da je a(xy) # 0. Tada je

Vi) (8) = () Viat) (%) € Via(ao) () € Vilo).

No prema teoremu 5.1.6. je Vi(z) C Vi(g) Vo € g. Zakljucujemo da je V() (g) C Vi(g). Kako to
vrijedi za svaki a € g* \ {0}, dobivamo inkluziju

>~ Viole) S Vile). (5.12)
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Prema prvoj tvrdnji teorema je

V=V + D> +Viwle)
acg\ {0}

a prema teoremu 5.1.6. je V' = V(o) (g) + Vi(g). To pokazuje je inkluzija u (5.12) zapravo jednakost,
odnosno, dokazana je i druga tvrdnja teorema 5.1.7.

Ako je n nilpotentna podalgebra neke Liejeve algebre g, onda je g n—modul u odnosu na
restrikciju ady|n adjungirane reprezentacije, pa je za svaki linearan funkcional a € n* (takav da je
[n,n] C Ker ar) dobro definiran potprostor g()(n) od g i vrijedi [n, g)(n)] € g(a)(n). Kazemo da je
Liejeva algebra g rascjepiva u odnosu na nilpotentnu podalgebru n ako su svi operatori
adg z, © € n, rascjepivi. Prema teoremu 5.1.7. tada vrijedi

6= +ow).

aen*

Teorem 5.1.8. Neka je V' konacnodimenzionalan g—modul i n nilpotentna Liejeva podalgebra od
g. Tada za bilo koje o, B € n* vrijedi gy (n) V(s (n) C Viars)(n).

Dokaz ¢emo provesti pomocu sljedec¢e konstrukcije:

Lema 5.1.9. Neka je g Liejeva algebra i V' konacnodimenzionalan g—modul. Na vektorskom
prostoru g" = g x V definiramo operaciju |-, -]1:g" x g — g¥ ovako:

[(z,0), (y,w)] = ([z,y], 2w —yv),  wyecg, vweV
(a) Uz tako definiranu operaciju g¥ je Liejeva algebra.

(b) z — (x,0) je izomorfizam Liejeve algebre g na Liejevu podalgebru g x {0} = {(x,0); z= € g}
od g".

(c) {0} x V ={(0,v); v €V} je komutativni ideal u Liejevoj algebri gV
(d) v (0,v) je izomorfizam prostora V na prostor {0} x V.

(€) Za svaki x € g preslikavanje D, : g¥ — g", definirano sa D,(y,v) = ([x,y], zv), (z,v) € g¥,
je derivacija Liejeve algebre g¥ i v — D, je homomorfizam Liejevih algebri sa g u Der (gv) .

Dokaz: (a) Dokazimo najprije da je definirana operacija linearna u prvoj varijabli: za bilo koje
ay, a0 € K, 21,29,y € givy,v,w €V imamo redom

[ (21, 01) + Qa(T2, v2), (Y, w)] = [(q121 + Q2,101 + avy), (Y, w)] =

= ([onz1 + agzs, y], (1 + aza)w — y(av; + agve)) =
= (1[r1, Y] + azza, Y], crx1w + anzow — ayvy — aayvy) =
= (aufz1, Y] + azle, y], ar(z1w — yvi) + ag(v2w — yvo)) =
= ai([z1, y], 11w — yor) + as([2, Y], 22w — yv2) = e[z, 01), (¥, w)] + @2[(22, v2), (y, w)].

Time je dokazana linearnost operacije [, -] na g" u prvoj varijabli. Nadalje, vrijedi

[(z,v), (z,v)] = ([, z], zv — 2v) = (0,0) = 0,
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dakle i
[(l’, U)? (ya w)] = _[(ya w)> (ZL’, U)]

Odatle slijedi da je operacija [+, -] na g" linearna i u drugoj varijabli. Napokon, vrijedi Jacobijev
identitet: za z,y,2z € g i u,v,w € V imamo

[(z,w), [(y, 0), (z, w)]] + [(y, v), [(z, w), (z, )] + [(z, w), [(x, u), (y, V)] =

= [(Za u)v ([yv Z]a yw — Z’U)] + [(yvv)v ([Za :L']v U — CCU})] + [(va)v ([Za y]a T — yu)] -
= ([z, [y, 2]}, wyw — w20 = [y, 2]u) + ([y, [z, 2]}, y2u — yazw — [z, 2]v) + ([2, [z, y]], 2200 — 2yu — [z, y]w) =
= ([z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [, [z, 9]], zYyw — 220 — Yyzu + zyu + yzu — yrw — zzv + 20 + 220 — 2yu — cyw + yrw) = 0.

Time je dokazana tvrdnja (a).
Zadatak 5.1.2. Dokazite preostale turdnje (b), (¢), (d) i (e) leme 5.1.9.

Dokaz teorema 5.1.8.: Na temelju leme 5.1.9. mozemo identificirati Liejevu algebru g s
podalgebrom g x {0} Liejeve algebre g" i prostor V' s komutativnim idealom {0} x V u Liejevoj
algebri g”. Uz te identifikacije je g" = g4V, a za x € g derivacija D, Liejeve algebre g¥ iz tvrdnje
(e) leme 5.1.9. je dana svojim restrikcijama na potprostore g i V' ovako:

D,|g = ady z, D,|V=x-.

Neka je u daljnjem x € n. Buduéi da su potprostori g i V' invarijantni s obzirom na operator D,,
za svaki A € Sp(D,) vrijedi

(gv)(,\) (De) = g()\)(adg x) + Viy (x).

Nadalje, iz dokaza propozicije 3.3.6., preciznije iz jednakosti u zadatku 3.3.1. primijenjene na
Liejevu algebru g" i na njenu derivaciju D,, za bilo koje A\, u € K vrijedi

[(gv)m (D2). (8") (Dl‘)] € (") (i (Do)
Kako je V ideal u Liejevoj algebri gV, odatle slijedi
g (adg 2) Vi (x) = (80 (adg ) x {0}, {0} x Vi ()] €

1% 1% v _
c [(9 )()\) (D:v)a (9 )(u) (Dz)} nvc (9 )(Hu) (Dx) nv = V(>x+u)(x)-
Napokon, kako za linearne funkcionale «, 5 € n* vrijedi
ﬂ 9(a(z)) (adg @) i Vig)(n ﬂ Vi
ren ren

dobivamo

8 (MV(5)(n) C g(a)(adg ) Vis@)) (2) € Via@ +sa) (T) = Vi@rp)@)(¥) Vo €n,

pa slijedi
890 (M)Vi5) (1) C [ Viars)@) (@) = Viars) (n)-

ren

Korolar 5.1.10. Neka je n nilpotentan ideal u Liejevoy algebri g i neka je V' konacnodimenzio-
nalan g—modul. Tada je Viqy(n) g—podmodul od V' za svaki linearan funkcional o € n*

Zadatak 5.1.3. Dokazite korolar 5.1.10.
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5.2 Cartanove podalgebre

Cartanova podalgebra Liejeve algebre g je izvjesna nilpotentna podalgebra, koja je pogodno
smjestena u g, tako da rastav g u sumu korijenskih potprostora daje grubi opis operacije [+, -] u g.
Definicija je sljedeca: nilpotentna podalgebra b Liejeve algebre g zove se Cartanova podalgebra
od g ako je h = Ny(bh).

Zadatak 5.2.1. Neka je b Cartanova podalgebra Liejeve algebre g. Dokazite da je b Cartanova
podalgebra svake Liejeve podalgebre od g koja sadrzi b.

Propozicija 5.2.1. Cartanova podalgebra Liejeve algebre g je maksimalna nilpotentna podalgebra
od g.

Dokaz: Pretpostavimo da je € nilpotentna podalgebra od g i da je h C € Tada je
x +— ade x nil—reprezentacija od h na prostoru €. Potprostor h od € je invarijantan s obzirom
na tu reprezentaciju. Slijedi da je kvocijentna reprezentacija m od h na prostoru £/h, zadana sa

m(x)(y+h) =[x,y +b, ~ wE€h, yect,

nil—reprezentacija. Prema Engelovom teoremu 4.1.3. postoji v € €/h, v # 0, takav da je 7(z)v =0
Vz € h. No tada je v = y + h za neki y € €\ b i vrijedi [h,y] C b, odnosno, y € N,y(h). To je
nemoguce jer je Ny(h) = h. Ova kontradikcija dokazuje propoziciju.

Propozicija 5.2.2. Neka je b nilpotentna podalgebra Liejeve algebre g.
(a) Vrijedi Ng(h) € g(0)(h)-
(b) b je Cartanova podalgebra od g ako i samo ako je b = g)(h).

Dokaz: (a) Imamo prema definiciji
go(h) ={ze€g Vheh, IkeN, (adh)z =0}.

Za x € Nyg(h) je (adh)x = [h,x] € b za svaki h € bh. Kako je h nilpotentna Liejeva algebra,
svaki operator ady h = (ad h)[h, h € b, je nilpotentan. Dakle, za svaki h € h postoji k € N takav
da je (adh)*[h = 0. No tada je (adh)**'z = (adh)¥[h,z] = 0, pa slijedi € g()(h). Dakle,
Ng(h) € g0)(h)-

(b) Buduéi da je h € Ny(b), prema tvrdnji (a) iz h = g(o)(h) slijedi da je b = Ng(h), tj. b je
Cartanova podalgebra od g.

Pretpostavimo sada da je h Cartanova podalgebra od g, ali da je b # g()(h). Za svaki
h € b operator (adh)|go(h) je nilpotentan. Stoga je nilpotentan i operator m(h) koji
(ad h)|g(0)(h) definira na kvocijentnom prostoru V' = g(o(h)/b :

m(h)(x+b) =[z,hl +b,  z€go(b)

Dakle, 7 je nil—reprezentacija Liejeve algebre h na prostoru V' # {0}. Prema Engelovom teoremu
4.1.3. postoji v € V'\ {0} takav da je m(h)v =0 Vh € h. Tada je v =z + b za neki x € gy (h) \ b
i vrijedi [h,z] € h Vh € h. No tada je x € Ny(h) = b, suprotno pretpostavci da = ¢ h. Ova
kontradikcija pokazuje da za Cartanovu podalgebru b vrijedi b = g(o)(b).

Za Cartanovu podalgebru h Liejeve algebre g kazemo da je rascjepiva ili razloziva, ako je za
svaki h € h operator ad h na g rascjepiv. Naravno, u slucaju algebarski zatvorenog polja svaka je
Cartanova podalgebra rascjepiva.

Iz propozicije 5.2.2. i iz teorema 5.1.6. 1 5.1.7. neposredno slijedi
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Korolar 5.2.3. Neka je h Cartanova podalgebra Liejeve algebre g.

(b) Ako je b rascjepiva, onda je

g=b+ > Fgwb).
ach*\{0}

Za Cartanovu podalgebru h Liejeve algebre g stavljamo

R(g,h) = {a € b gu(h) # {0}, a#0}.

Taj se skup linearnih funkcionala na h zove sistem korijena Liejeve algebre g u odnosu na
Cartanovu podalgebru bh. Njegovi elementi su korijeni od g u odnosu na b, a za
a € {0} U R(g,h) kazemo da je gw) = @g(a)(h) pripadni korijenski potprostor. Ako je Car-
tanova podalgebra b rascjepiva, prema tvrdnji (b) korolara 5.2.3. imamo tzv. korijenski rastav
Liejeve algebre g :

g=b+ > o

a€R(g,h)

Teorem 5.2.4. Neka je b rascjepiva Cartanova podalgebra Liejeve algebre g.
(a) Za o, B € {0} U R(g,h) vrijedi [g(a), 8(5)] € Ba+s)-
(b) Ako su«, 3 € {0} U R(g,h) takvi da je 0 # o+ B ¢ R(g,h), onda je [g(a), 9(3)) = {0}
(¢) Za o, B € {0} U R(g,b) takve da je o+ B # 0 wrijedi By(g(a), 9(3)) = {0}

Dokaz: Tvrdnja (a) je neposredna posljedica teorema 5.1.8. a tvrdnja (b) slijedi iz tvrdnje (a)
jer ako a + 3 ¢ {0} U R(g,b), onda je gw+p) = {0}

(c) Neka su & € gy 1y € g(g). Prema tvrdnji (a) linearan operator (adx)(ady) preslikava
svaki potprostor u korijenskom rastavu Liejeve algebre g u odnosu na h u neki drugi potprostor
u tom rastavu. Dakle, ako izaberemo bazu u g sastavljenu od baza svih korijenskih potprostora,
matrica operatora (ad x)(ad y) u toj bazi ima nule na dijagonali. Stoga mu je trag jednak nuli, a
to znadci da je By(z,y) = 0.

Za linearan operator A na n—dimenzionalnom vektorskom prostoru V' oznacimo sa Pu(T)
njegov svojstveni polinom, a njegove koeficijente sa —o1(A), ..., —0,(A) :
PA(T) =det(T Iy — A) =T" — o (AT ' — -+ — 0, (AT — 0, (A).
Tada vrijede tzv. Newtonove formule:

O'l(A):TI'A, jO’j(A):TI'Aj—O'l(A)TI'Ajil—...—O'jfl(A)TI'A, 1<j§77/

Uocimo da je operator A nilpotentan ako i samo ako je P4(T) = T™, a po Newtonovim formulama
to je ispunjeno ako i samo ako je TrA7 = 0 za j = 1,...,n. Dimenzija Fittingovog potpros-
tora V(g)(A) u odnosu na operator A jednaka je kratnosti 0 kao nultocke polinoma P4 (T"). Dakle,
dim V,(A) = max{j; o;(A) # 0}.

Neka je i dalje V n—dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K karakteristike 0. Skup K"
svih funkcija sa V' u K je unitalna komutativna algebra u odnosu operacije po tockama:

(f+9)w) =) +g(v), AN)©)=Af(v), (fo)v)=f)g), [ge€K", Ne K, veV.
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Oznacimo sa P (V) unitalnu podalgebru od KV generiranu skupom V* svih linearnih funkcionala
na V. Dakle, P(V) je skup svih linearnih kombinacija produkata linearnih funkcionala. Izaberemo
i bazu {f1,..., fn} od V*, vidimo da algebru P(V') mozemo identificirati s algebrom polinoma

K[fla"'afn]-

Neka je sada g n—dimenzionalna Liejeva algebra. Definiramo rang rank(g) Liejeve algebre
¢ kao minimum dimenzija Fittingovih potprostora gq)(adz) za x € g :

rank(g) = min {dim g (adz); = € g}.
Naravno, zbog Fittingovih dekompozicija za operatore ad x, x € g, imamo
rank(g) = n — max {dim g.(adz); x € g}.

Za svaki x € g operator ad « ima nulu u spektru jer je (ad x)x = 0. Dakle, g(y(adz) # {0}. Prema
tome, za Liejevu algebru g # {0} je rank(g) > 1. Element = € g zove se regularan ako je

dim g()(ad z) = rank(g).

Skup svih regularnih elemenata Liejeve algebre g oznacavat ¢emo sa g'.
Za x € g svojstveni polinom P,q, operatora adx oznacavat ¢emo krace sa P,, a njegove
kofficijente sa —o;(z). Dakle,

P,(T) = det (T I, — adz) = Za )T

Prema Newtonovim formulama je

<.
|
—

o1(x) = Tr (ad z), joj(z) =Tr(adz)! — Y oi(z)Tr(adz) ™", 1<j<n.

i=1

Iz tih se formula vidi da su sve funkcije o; : g — K polinomijalne.
Ako je ¢ = rank(g), onda je 0 barem ¢—struka nultocka polinoma P, i postoji x € g takav da
je ona tocno ¢—struka. To znacidasuo; =0zan—{+1<j<nio,,#0. Dakle,

Za] ) 7 On_v Z 0.

Nadalje,
g ={z € g oni(r) #0}.
Propozicija 5.2.5. Neka je g Liejeva algebra nad poljem k i neka je K prosirenje polja k.
(a) Vrijedi g’ = gnN (gK)/; tj. x € g je reqularan u g ako i samo ako je on reqularan u g¥.

(b) rank(g) = rank (g").
Dokaz: Za z € g svojstveni polinom operatora ady v podudara se sa svojstvenim polinomom

adyx x. Doista, ako je e = {eq,...,e,} baza od g, onda je e ujedno baza od g%, a u toj bazi
operatori adg x 1 ady x imaju istu matricu. To znaci da ako pisemo

n

Za] )" weg, i B(T)=T"-> 7y, yegk

J=1

onda za polinomijalne funkcije oy,...,0, € P(g) i 7,...,7, € P (gK) vrijedi 0; = 7,|g za
j=1....n
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Dokazimo sada da za polinomijalnu funkciju f € P(g¥) takvu da je flg = 0 vrijedi f = 0.
Doista, ako izaberemo bazu {ey,...,e,} od g, dakle i od g¥, onda vrijedi

f(f1€1+"'+fn€n):P(&,---,fn), fla"'aanKa

gdje je P € K[Ty,...,T,] polinom u n varijabli s koeficijentima iz K. Dakle, tvrdnja se svodi na
sljedece: ako za P € K[Iy,...,T,] vrijedi P(&,...,&,) =0 V&, ...,&, € k, onda je P = 0. Tu
¢emo ¢injenicu dokazati indukcijom u odnosu na n. Ako je n = 1, tj. ako je P € K[T] takav da je
P(¢) =0 V¢ € k, onda je nuzno P = 0, jer P # 0 ima samo kona¢no mnogo nultocaka, a polje k
je beskonacno. Time je dokazana baza indukcije. Provedimo sada korak indukcije. Neka je n > 2
i pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za polinome u n — 1 varijabli. Neka je P € K|[T},...,T,] takav
daje P(&, ..., &) =0 V&, ... & € k. Mozemo pisati

P(Ty,....T,) =Y Pi(Th,...,T,-1)T}
=0
gdijejem € Zy i P; € K[Ty,...,T,1] z ,m. Fiksirajmo sada &,...,&,1 € ki
definirajmo polinom Q € K[T)saQ(T) = ( Sn 1,T). Tada je

Q(T) = Z Pj(fla cee 7€n71)TJ

Po pretpostavci je Q(&) = P(&,...,&-1,&) = 0 V€ € k. Prema bazi indukcije znamo da je tada
Q(T) nul—polinom, odnosno svi su mu koeficijenti jednaki nuli. Buduéi da je izbor &, ..., &,—1 € k
bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je

Pj(fl,...,fn,l):() Vfl,...,fn,lek iza j:O,...,m

No tada su po pretpostavci indukcije P, ..., P, nul—polinomi. To znaci da je P nul—polinom.

Vratimo sa sada dokazu propozicije 5.2.5. Prema upravo dokazanom vidimo da za svaki
Jj € {1,...,n} vrijedi 0; = 0 ako i samo ako je 7; = 0. Odatle neposredno slijede obje tvrd-
nje propozicije.

Propozicija 5.2.6. Neka je ¢ : g1 — g2 epimorfizam Liejevih algebri.
(a) ¢(g1) C g5
(b) Ako je Ker C Z(g), onda je ¢ (a}) = g5,
(c) rank(gi) > rank(gy).

Dokaz: Stavimo rank(g;) = 7, rank(gs) = ro, dim gy = n i dim go = m. Dakle, vrijedi
dim Kerp = n —m. Za & € g svojstveni polinomi P,, P,y i @ operatora adz, adp(x) i
(ad z)|Ker ¢ imaju oblik

n—ri m—rg
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gdje su 0j, 7;,wi € P(g1) 1 vrijedi 0y, # 01 Ty, # 0, a1 p je izabran tako da je wy_p—p # 0.
Izaberemo 1i bazu e = {ey,...,e,} od g1 tako da je ¢ = {eni1,...,e,} baza od Ker g, onda
je ¢ = {p(e1),...,p(em)} baza od go. Tada ¢ inducira izomorfizam sa g;/(Ker ¢) na go, koji
za x € g; prevodi operator induciran sa adz na kvocijentnom prostoru g;/(Ker¢) u operator
ad p(z) (jer je ¢ homomorfizam Liejevih algebri). Odatle slijedi da je u bazi e matrica operatora

ad x oblika

61 g , gdje je A matrica operatora ad p(x) u bazi €”, a C' je matrica operatora
(ad z)|Ker ¢ u bazi €. Odatle slijedi da je P, = P,;Q, paimamo n —ry =m —ry +n —m — p,
tj. i =ro 4+ p, 1 0pry () = Tonery (T)Wn—m—p(x) Yo € gy1. Iz 11 = 19 + p slijedi da je r; > 79, a to
je tvrdnja (c). Nadalje, ako je = € g}, onda je 0, (z) # 0, pa slijedi da je 7, (z) # 0, dakle,
o(z) € gy. Time je dokazana tvrdnja (a). Napokon, pretpostavimo da je Kerp C Z(g;). Tada je
(adz)|Kerp = 0 za svaki « € g1, pa slijedi da je Q(T") = T ™. Tada je 0y, (T) = Ty, (),
dakle, z € g} ako i samo ako je ¢(z) € g,. Time je dokazana i tvrdnja (c).

Propozicija 5.2.7. Neka je ¢ podalgebra Liejeve algebre g. Tada je g’ Ne C ¥'.

Dokaz: Za z € ¢ vrijedi ad;z = (ady x)|¢. Neka je A(z) operator na kvocijentnom prostoru
g/t induciran sa adg z :

A@)(y+8) = (adgr)y +t= [z, 9] +8  yeg
Zasvaki x € € neka su do(x) i d;(x) dimenzije Fittingovih nul—komponenti operatora ade z i A(x) :
do(x) = dim E)(adez),  di(z) = dim (g/)(0)(A(x)).
Nadalje, neka su
co = min {dy(z); = € &} i ¢ =min{di(z); = € t}.
Tada za neke polinomijalne funkcije Py, P, € P(€) \ {0} vrijedi
do(x) =cy <<= Fo(x)#0 i di(x) =¢; <= Pi(x)#0.
Stavimo sada
S={ret dr)=co i dx)=a}={ret Pr)£0£P@)}={ret P)£0}

gdje je P = PPy € P(€)\ {0}. Buduéi da je polje k beskonac¢no, skup S je neprazan. Svaki element
od S je regularan u €. Nadalje, za svaki x € € je £¢)(ade¢x) C g(o)(adgx) i bududi da je &) (ade x)
potprostor od g koji je (adg ) —invarijantan, vrijedi (g/€)0)(A(z)) = g(0)(adg x)/€)(ade z). Prema
tome,

S ={z €t dim g (adgz) je minimalna}.

Odatle slijedi da je svaki x € g’ N ¢ sadrzan u S,. Dakle, g Nt C S C ¥.
Napomena: Za Liejevu podalgebru € od g skup g’ N € ne mora biti neprazan. Ali ako jest
neprazan, onda je on upravo jednak skupu S iz dokaza prethodne propozicije.
Teorem 5.2.8. (a) Za x € g’ Fittingov potprostor
goy(adz) = {y € g; Ik € N (adz)*y = 0}
je Cartanova podalgebra od g.

(b) Ako je b Cartanova podalgebra od g i x € hNg', onda je h = go)(ad x). Posebno, ako su b,
i by Cartanove podalgebre i ako je by Nha Ng' # 0, onda je by = bhs.
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Dokaz: (a) Neka je x € g i stavimo h = g(o)(ad x). Tada je ocito h)(ady ) = h. Po propoziciji
5.2.7. vrijedi x € b’. To znaci da je rank(h) = dim b, pa slijedi da je Liejeva algebra b nilpotentna.

Nadalje, imamo
b= g0 (adz) 2 g0(h) 2.
Dakle, h = g(o)(h), a to prema tvrdnji (b) propozicije 5.2.2. znaci da je h Cartanova podalgebra
od g.
(b) Neka je h Cartanova podalgebra od g i pretpostavimo da je z € g’ N h. Tada je prema (a)
g()(ad z) Cartanova podalgebra od g. No kako je h nilpotentna Liejeva algebra, operator (ad x)[h
je nilpotentan. Odatle slijedi da je b C g(o)(ad x), dakle, h = g(o(ad ).
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5.3 Polinomijalna preslikavanja i topologija Zariskog

U ovom odjeljku promatramo isklju¢ivo kona¢nodimenzionalne vektorske prostore nad poljem
K karakteristike 0. U prethodnom odjeljku definirali smo algebru polinomijalnih funkcija P (V')
na vektorskom prostoru V kao unitalnu podalgebru algebre K" svih funkcija sa V u K generi-
ranu s dualnim prostorom V*. Uocili smo da se P(V') moze identificirati s algebrom polinoma
K|[f1,..., fa] za bilo koju bazu {fi, ..., f,} dualnog prostora V*. Vazno je uociti da odatle slijedi
da je prsten P(V) integralna domena: ako su f,g € P(V)\ {0} onda je i fg # 0. Kazemo da je
polinomijalna funkcija f € P(V) homogena stupnja k € Z, , ako vrijedi

fOw)=XNfv)  WoeV i VAeEK.

Skup svih homogenih polinomijalnih funkcija stupnja k oznacavamo sa P*(V'). To je potprostor
od P(V) i ¢itava algebra P(V') je direktna suma tih potprostora:

PV)= ) +PHV).
keZy
Ocito vrijedi
P(V) = K, P*(V) =span{gi---gr; g1,-... 9 € V*}.
Za f € P(V) stavimo
Vi={veV; f(v)#0}.

Za svaku polinomijalnu funkciju f osim nul—funkcije skup V; je ocito neprazan. Definiramo tzv.
topologiju Zariskog na V' kao topologiju ¢ija je baza otvorenih skupova {V; f € P(V)}. Dakle,
U C V je Zariski otvoren podskup od V' ako za svaku tocku v € U postoji f € P(V) takav
da je v € V; C U. Definicija ima smisla jer skup {V; f € P(V)} zadovoljava uvjete nuzne da bi
mogao biti baza otvorenih skupova za neku topologiju, jer je § = Vj i konacan presjek skupova
oblika V7 je ponovo skup takvog oblika:

Ve -NVy, = Vg,
Propozicija 5.3.1. Svaka je tocka {v} zatvoren skup u odnosu na topologiju Zariskog.

Dokaz: Ako je w € V '\ {v}, postoji linearan funkcional g € V* takav da je g(v) # g(w). Tada
za f =g —g(v) vrijedi f(v) =01 f(w) # 0. Dakle, w € V; C V' \ {v}. Time je dokazano da je
skup V'\ {v} Zariski otvoren, $to znaci da je skup {v} Zariski zatvoren.

Medutim, topologija Zariskog nije Hausdorffova topologija, stovise vrlo je daleko od tog svo-
jstva:

Propozicija 5.3.2. Ako su Uy 1 Uy Zariski otvoreni neprazni podskupovi vektorskog prostora V'
onda je Uy NUs # 0. Svaki neprazan Zariski otvoren podskup od V' je Zariski gust u V.

Dokaz: Izaberimo nekonstantne polinomijalne funkcije fi, fo € P(V) takve da je Vy, C Uy i
Vy, C Us. Tada je
Vig =V 0 Vg, CU NUs.

Umnozak f1f> je nekonstantna polinomijalna funkcija, pa vrijedi Vi, 5, # 0. Dakle, Uy N Us # 0.
Time je dokazana i druga tvrdnja. Naime, ako je U neprazan Zariski otvoren podskup od V| prema
dokazanom njegov komplement V'\ U ne sadrzi nijedan neprazan Zariski otvoren skup, a to upravo
znaci da je skup U gust u V' u odnosu na topologiju Zariskog.

Za vektorske prostore V' i W kazemo da je F': V — W polinomijalno preslikavanje ako je
poF e P(V) zasvaki o € W*.
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Propozicija 5.3.3. Za preslikavanje F' : V — W sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) F je polinomijalno preslikavange.

(b) Za svaku bazu {wy, ..., wy,} od W vrijedi

F(v) = ZFZ‘(U)’U%, vev, za neke Fy,...,F, € P(V). (5.13)

i=1

(¢) Za neku bazu {wy, ..., wy,} od W vrijedi (5.13).

Dokaz: (a) = (b). Neka je {ws,...,w,} baza od W i neka je {¢1,...,pn} dualna baza od
W*. Tada za svaki v € V' imamo

m m

F(v) =Y @i(F)wi=) (¢i0F)v)w
i=1 i=1
iproF,...,omoF eP(V).
Implikacija (b) = (c) je trivijalna.
(¢) = (a). Pretpostavimo da je {wy, ..., w,, } baza od W ida vrijedi (5.13). Tada za proizvoljne
peW*iv eV imamo

m

(po F)(v) = p(F(v)) = Y Fi(v)p(w).

=1

Dakle, ¢ o F' = o(wy)Fy + - - - + o(wy,) F, € P(V).

Skup svih polinomijalnih preslikavanja F' : V' — W oznacavat ¢emo sa P(V,W). To je ocito
vektorski prostor. Stovise, P(V, W) je unitalni modul nad unitalnom algebrom P(V') u odnosu na
mnozenje po tockama:

(fF)(v) = f(v)F(v), veV, feP(V), FePV,W).

Propozicija 5.3.4. Ako su V, W i U wvektorski prostori i ako su F € P(V,W) i G € P(W,U),
onda je Go F € P(V,U).

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je U = K, tj. da je G € P(W). Tada je G suma produkata
oblika ¢ - - - g, gdje su 1, ..., € W*. Za svaki takav produkt i za v € V' imamo

(01 pn) 0 FJ(v) = (1 - i) (F(v) = (2(F(v)) - - - (o (F(v)) =

= (pro F)(v) -~ (pro F)(v) = [(pr0 F) - (g 0 F)](v).

Nadalje, kako je F' polinomijalno preslikavanje, svaka od funkcija ¢; o F' je polinomijalna, pa je i
njihov produkt polinomijalna funkcija na V.

U opéem slucaju za F' € P(V.W), G € P(W,U) i ¢ € U* imamo 9o (Go F) = (poG) o F.
Nadalje, kako je ¢ o G € P(W), prema prvom dijelu dokaza je (¢ o G) o F' € P(V). Dakle,
po(GoF)eP(V) Vp € U*, ato znadi da je preslikavanje G o F : V — U polinomijalno.

Propozicija 5.3.5. Svako polinomijalno preslikavanje F € P(V, W) je neprekidno u odnosu na
toplogije Zariskog na Vi W.
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Dokaz: Neka je U C W Zariski otvoren podskup. Treba dokazati da je
FYU)={veV; F(v) eU}

Zariski otvoren podskup od V. Neka je v € F~1(U). Tada je F'(v) € U, pa zbog otvorenosti od U
u W u topologiji Zariskog postoji g € P(W) takva da je F'(v) € W, C U. To znaci da je

g(F(v)) #0 i glw)=0 YweW\U.

Stavimo f = g o F. Tada je prema propoziciji 5.3.4. f € P(V) i po konstrukeciji je f(v) # 0,
odnosno, v € V. Nadalje, za v’ € V' \ F~YU) vrijedi F(v') € W\ U, pa je

f() = (go F)(v') = g(F(v) = 0.

To znaci da je v € V; C F~1(U), odnosno, zbog proizvoljnosti toctke v € F~1(U) dokazano je da
je F~Y(U) Zariski otvoren podskup od V.

Kao i u slucaju polinomijalnih funkcija, za polinomijalno preslikavanje F': V' — W kazemo
da je homogeno stupnja k € Z, ako vrijedi

F(w)=XF@wv) YAXeK i YwelV

Oznacit ¢emo sa P¥(V, W) skup svih homogenih polinomijalnih preslikavanja sa V u W stup-
nja k € Z,. Tada su o¢ito P*(V, W) potprostori vektorskog prostora P(V,W). Nadalje, vrijedi
PEVYPYV, W) C PV, ).

Propozicija 5.3.6. Za vektorske prostore V, W i U wvrijedi:

(a) Za F € PX(V,W) i G € PY(W,U) je Go F € P¥(V,U).

(b) PHV,W) ={F e P(V,W); poF € P*(V) Vo € W*}.
(c) PH(V,W) je prostor L(V,W) svih linearnih operatora sa V. u W.
(d)

d
PV,W)= > +PHV,W).

Dokaz: (a) Ako su F € PK(V,W)i G € P(W,U) ondaza A € K iv €V vrijedi
(G o F)(M) = G(F(\)) = G\ F(v)) = (\)'G(F(v)) = A¥(G o F)(v).

Dakle, G o F € P*(V,U).

(b) Prema (a) za svaki p € W* = PYW) iza F € P*(V,W) vrijedi p o F' € P*(V'). Obratno,
pretpostavimo sada da je ¢ o F' € P¥(V) za svaki ¢ € W*. Za proizvoljne A € K i v € V tada
vrijedi

P(F(\0) = N*F(0)) = o(F(W)) = Mp(F(v)) = (9o F)(\) = X (po F)(v) =0 Vpe W™

Dakle,
Fw) = MNFw)=0, tj. FOw)=XNFW), VYXcK i YWweV.

To znaci da je F' € P*(V,W).
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(c)Zape W*iAe L(V,W)jepoAeV*CP(V). To znaci da je A € P(V,W). Nadalje,
A(M) = MA(v) za svaki A € K 1 svaki v € V. Dakle, L(V,W) C PY(V,W). Neka je sada
F € PYV,W). Prema (a) tada je ¢ o F' € PY(V) = V* za svaki p € W*. Stoga za proizvoljne

v, v EVl(pEW* imamo
p(F(v+v) = F(v) = F(v') = p(F(v+1") — e(F(v)) = o(F(v)) =

= (po F)(v+) = (po F)(v) = (po F)(V') =0.
Odatle slijedi da je F(v + ') = F(v) + F(v') Vv,v" € V. Dakle, preslikavanje F' : V. — W je
aditivno, a kako je i homogeno, zakljuéujemo da je F' € L(V,W). Time je dokazana i obrnuta
inkluzija P1(V, W) C L(V,W), odnosno, imamo jednakost P (V, W) = L(V,W).
(d) Neka je F' € P(V,W). Izaberimo bazu {wy,...,w,} od Winekasu Fy,..., F,, € P(V,W)

takvi da vrijedi

Fv) = Z F;(v)w; Yo eV.

Tada se svaka polinomijalna funkcija F; moze pisati kao suma homogenih polinomijalnih funkcija:

Fi=) Fu, FpePHV) za keZy i i=1,....m

k€Z+

Naravno, u svakoj od gornjih suma svi su ¢lanovi nula osim kona¢no mnogo njih. Za svaki k € Z
definiramo preslikavanje Fig) : V' — W sa

Tada je

F= Z Fuy

keZy

Po propoziciji 5.3.3. sva preslikavanja F{;) su polinomijalna. Nadalje, kako je polinomijalna funkcija
Fy; homogena stupnja k, imamoza A€ KiveV:

m

F(k)()\v) = Z zk; /\U Z )\ sz - )‘kF(k)(v)'

i=1

Prema tome, Fi,) € P*(V, W) za svaki k € Z,. Time je dokazano da je P(V, W) suma potprostora
PRV, W), k € Z+ Dokazimo da je ta suma direktna. Neka su &, ..., k, € Z; medusobno razliciti
i neka su F; € PR (V, W)\ {0} zai=1,...,p. Pretpostavimo da za neke Ay Ap € K vrijedi

ML+ -+ M F, =0.
Tada je za svaki ¢ € W*
O=po(MFI+ -+ XNFp) = i(po Fy)+ - A(po Fp).
Prema tvrdnji (b) vrijedi poF; € P* (V). Buduéi da je P(V) direktna suma potprostora P*(V), sli-
jedidazasvakii € {1,...,p} vrijediili \; = 0ili poF; = 0. Kako su sva polinomijalna preslikavanja

F; razlicita od 0, za svaki i € {1,...,p} postoji ¢ € W* takav da je v o F; # 0. Zaklju¢ujemo da
su svi )\; jednaki 0. Time je dokazano da je suma potprostora P*(V, W) direktna.
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Dakle, svako polinomijalno preslikavanje ' : V' — W mozemo na jedinstven pisati u obliku

F= Z Fy, gdje su  Fy, € PH(V,W).

keZy

Naravno, u gornjoj je sumi samo kona¢no mnogo ¢lanova razlic¢ito od 0. Prostor P°(V, W) iden-
tificira se s prostorom W, tako da se svaki vektor w € W identificira s konstantnom funkcijom
na V, koja ima tu vrijednost w. Uz tu identifikaciju ocito je Fy = F'(0) i taj se vektor iz W zove
konstantni ¢lan polinomijalnog preslikavanja F.

Linearan operator F; € PY(V,W) = L(V,W) zovemo diferencijal polinomijalnog pres-

likavanja F' u tocki 0 € V. Opcenitije, za proizvoljan vektor v € V promatramo preslikavanje
F, : V — W definirano sa
F,(v) = F(v+7), v ev.

Tada je ocito F, € P(V,W). Diferencijal od F, u tocki 0 zove se diferencijal polinomijalnog
preslikavanja F' u tocki v. Taj ¢emo linearan operator sa V u W oznacavati sa D,F'; drugi je
naziv za taj linearan operator tangencijalno preslikavanje polinomijalnog preslikavanja F' u
tocki v. Dakle, imamo

Fv+v') = F(v)—i—(DvF)(U')+Z(Df}k)F)(v’), v ev, gdje su DMF € PHV, W) za k > 2.
k>2
Neka je F' € P(V,W). Tada za svaku polinomijalnu funkciju f € P(W) vrijedi fo F € P(V).
Propozicija 5.3.7. Za F € P(V,W) preslikavanje ®p : P(W) — P(V') definirano sa

Op(f)=fokF,  fePW),

je unitalni homomorfizam unitalnih algebri.

Dokaz: Jedinica 1y (odnosno, 1y) u algebri P(W) (odn., P(V)) je konstantna funkcija 1 na
V (odn. W). Dakle,
@F(lw) - 1W ol = 1\/.

Nadalje, za \,p € K'i f,g € P(W) imamo za svaki v € V :
[@r(Af + pg)l(v) = [(Af + pg) o Fl(v) = (Af + pg)(F(v)) =

= Af(F(v)) + pg(Fv)) = A(f o F)(v) + p(g o F)(v) = ANp(f) + p®r(g))(v).

Dakle, ®p(Af + p1g) = APr(f) + nPr(g), odnosno, preslikavanje & : P(W) — P(V) je linearno.
Napokon, za f,g € P(W)izav eV je

[@r(f9)](v) = [(fg) o Fl(v) = (f9)(F(v)) = F(F(v))g(F(v)) =

= (fo F)(v)(g e F)(v) = [®r(N(W)[Pr(9)](v) = [@r(f)Pr(g)](v).

Dakle, ®r(fg) = ®r(f)Pr(g), odnosno, preslikavanje & : P(W) — P(V) ima i svojstvo multi-
plikativnosti.

Kazemo da je F' € P(V,W) dominantno polinomijalno preslikavanje ako je pridruzeni
homomorfizam @5 : P(W) — P(V) injektivan. Opcenito, jezgra homomorfizma ®r je skup svih
f € P(W) takvih da je f|F(V) =0, a to zbog propozicije 5.3.5. znaéi da je f jednaka nuli svuda
na Zariski zatvaracu skupa F'(V'). Prema tome, vrijedi:
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Propozicija 5.3.8. Polinomijalno preslikavanje F € P(V,W) je dominantno ako i samo ako je
njegova slika Im F' = F(V') Zariski gusta u W.

U slucaju algebarski zatvorenog polja K dominantna polinomijalna preslikavanja imaju sljedece
vazno svojstvo:

Propozicija 5.3.9. Neka su V i+ W prostori nad algebarski zatvorenim poljem K i neka je
F € P(V,W) dominantno polinomijalno preslikavanje. Za svaki neprazan otvoren podskup U od
V' njegova slika F(U) sadrzi neprazan otvoren podskup od W.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da za svaku polinomijalnu funkciju f € P(V) \ {0} skup F (V%)
sadrzi neprazan otvoren podskup od W, odnosno, da postoji polinomijalna funkcija g € P(W)\ {0}
takva da je W, C F(V}). To ¢e slijediti iz sljede¢eg vrlo netrivijalnog teorema iz komutativne
algebre:

Teorem 5.3.10. Neka je A komutativna unitalna algebra nad algebarski zatvorenim poljem K,
koja je integralna domena (tj. ne postoje a,b € A\ {0} takvi da je ab = 0). Nadalje, neka je B
unitalna podalgebra od A nad kojom je A konacno generirana. Tada za svaki a € A\ {0} postoji
b e B\ {0} takav da se svaki unitalni homomorfizam ¢ : B — K sa svojstvom ¢(b) # 0 produljuje
do unitalnog homomorfizma ¢ : A — K sa svojstvom ¥ (a) # 0.

Za unitalnu algebru A, njenu unitalnu podalgebru B i elemente ay, ..., a, € A sa Blaj, . .., a,]
ozna¢avamo unitalnu podalgebru od A generiranu sa BU {ay,...,a,}. Tada je Blay,...,a,] slika
unitalnog homomorfizma P +— P(ay,...,a,) algebre B[Ty,...,T,] (algebre polinoma u n varijabli
s koeficijentima iz B) u algebru A. Ako postoji n € N i elementi ay,...,a, € A takvi da je
A = Blay, ..., a,], onda kazemo da je algebra A kona¢no generirana nad podalgebrom B.

Za element a € A kazemo da je algebarski nad podalgebrom B ako postoji polinom
P e B[T] \ {0} takav da je P(a) = 0. To znaci da epimorfizam P — P(a) sa B[T] na B[a] nije
injektivan, nego mu je jezgra

Jo ={P € B[T]; P(a) =0}

ideal u algebri B[T] razlicit od {0}. U protivnom, tj. u slucaju da je P +— P(a) izomorfizam
sa B[T] na Bla], kazemo da je element a transcendentan nad algebrom B. Naravno, ako je
IC polje razlomaka integralne domene A i £ potpolje generirano sa B, onda je element a € A
algebarski (odnosno, transcendentan) nad podalgebrom B ako i samo je on algebarski (odnosno,
transcendentan) nad poljem L. Znamo da je skup M svih elemenata polja K algebarskih nad
potpoljem L polje. Odatle slijedi da je skup M N A svih elemenata iz A koji su algebarski nad
podalgebrom B podalgebra od A. Naravno, ta podalgebra sadrzi podalgebru B : za svaki element
b € B polinom P =T — b € B[T] je razlicit od nule i vrijedi P(b) = 0.

Prije dokaza teorema 5.3.10. dokazat ¢emo jedno svojstvo ideala u prstenu B[T]. Ukoliko je B
polje, znamo da je B[T] prsten glavnih ideala: svaki ideal J u prstenu B[T] je glavni tj. oblika

J = B[TIP ={QP; Q € B[T|} ={Q € B[T}; P|Q}

za neki polinom P € J. Ako je J # {0}, P je naravno polinom najnizeg stupnja u skupu polinoma
J \ {0}. Ako B nije polje nego samo integralna domena, imamo nesto slabiji rezultat:

Lema 5.3.11. Neka je B integralna domena i neka je J # {0} ideal u prstenu B[T]. Nadalje,
neka je P € J \ {0} polinom sa svojstvom

deg P = min{deg Q; Q@ € J\ {0} }

i neka mu je ¢ € B vodeéi koeficijent (tj. koeficijent uz T ). Tada za svaki Q € J postoji
k € Z, takav da je polinom c*Q djeljiv s polinomom P u prstenu B[T).
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Dokaz ¢emo provesti indukcijom po deg ). Naravno, za deg () < deg P, tvrdnja je trivijalna.
Neka je deg () = deg P i neka je a € B vodeéi koeficijent od ). Tada je R = cQQ —aP € J
i vrijedi deg R < deg P, pa zbog minimalnosti deg P zakljuc¢ujemo da je R = 0. Prema tome,
cQ = aP, §to znaci da je c@ djeljiv s polinomom P u prstenu B[T]. Pretpostavimo sada da je
deg @ = m > k = deg P i da je lema dokazana za polinome stupnja manjeg od m. Oznac¢imo
ponovo sa a vodedéi koeficijent od Q. Tada je R = c¢Q — aT™*P € J i deg R < m, pa po
pretpostavci indukcije postoje j € Z, i A € B[T] takvi da je ¢/ R = AP. Slijedi

dMQ =R+ adT" P = AP +adT""P = (adT™ % + A) P,

dakle, polinom ¢/*1@Q djeljiv je s polinomom P u prstenu B[T)]. Time je korak indukcije proveden,
odnosno, lema je dokazana.

U daljnjem za unitalnu algebru .4 nad poljem K sa Hom(.A, K) oznacavamo skup svih unitalnih
homomorfizama sa A u K. Ako je ¢ € Hom(A,K) i P € A[T| sa P¥ oznacavamo polinom iz
K|[T] dobiven primjenom homomorfizma ¢ na koeficijente polinoma P :

P=a,T"4+a, ,T" '+ - +a1T+ay, = P?= gp(an)T”+<,0(an_1)T”_1+- ot pa)T+e(ag).

Naravno, P +— P¥ je unitalni homomorfizam sa A[T] u K[T] i njegova restrikcija na A se podu-
dara sa ¢. Nadalje, za a € A1 P € A[T] vrijedi ¢(P(a)) = P?(p(a)).

Dokaz teorema 5.3.10.: Po pretpostavci postoje uq, . .., u, € Atakvidaje A = Bluy, ..., u,l.
Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n.

Pretpostavimo da je n = 1, tj. da je A = Blu| za neki u € A. Razmotrimo najprije sluca]
kad je element u transcendentan nad B, tj. kad je P+ P(u) izomorfizam sa B[T] na A. Neka je
a € A\ {0} ineka je P € B[T] takav da je a = P(u). Ozna¢imo sa b vodeéi koeficijent polinoma
P. Polinom P¥ € K[T] ima u polju K najvise deg P nultoc¢aka, pa postoji skalar A € K takav da
je P?(\) # 0. Definiramo sada preslikavanje ¢ : A — K sa

P(Qu) =Q*(\), Qe B[T].

Kako je evaluaciji u tocki A unitalni homomorfizam sa K[T]| u K, a @ — Q¥ je unitalni homo-
morfizam sa B[T| ~ A u K[T], vidimo da je ¥ € Hom(A, K). Za ¢ € B vrijedi ¥(c) = ¢(c),
dakle, ¥)|B = ¢. Nadalje, ¥(a) = ¥(P(u)) = P?(A\) # 0. Time je tvrdnja dokazana u slucaju
trenscendentnosti elementa u nad podalgebrom B.

Pretpostavimo sada da je element u algebarski nad B, dakle, da je ideal

Ju=A{P € B[T]; P(u) =0}
u algebri B[T] razlicit od {0}. Tada je i element a algebarski nad B, tj. i ideal
Jo ={P € B[T]; P(a) =0}

u algebri B[T] je razlicit od nule. Neka je P € 7, \ {0} polinom najmanjeg stupnja u J, \ {0}
i neka je @Q € J, \ {0} polinom najmanjeg stupnja u J, \ {0}. Oznac¢imo sa ¢ vodeéi koeficijent
polinoma P i neka je d = Q(0). Dokazatéemo da element b = cd ima trazeno svojstvo.

Neka je ¢ € Hom(B, K) takav da je ¢(b) # 0. Tada je naravno ¢(c) # 01 ¢(d) # 0. Pret-
postavimo sada da je ¢ € Hom(A, K) bilo koje prosirenje homomorfizma ¢. Tada iz Q(a) = 0
slijedi 0 = ¥(Q(a)) = Q¥ (¥ (a)). Kad bi bilo ¢(a) = 0, imali bismo 0 = Q¥(0) = ¢(Q(0)) = ¢(d), a
to nije tako. Prema tome, za svako prosirenje v € Hom(A, K') homomorfizma ¢ vrijedi ¥ (a) # 0.
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Dakle, treba dokazati da homomorfizam ¢ ima bilo kakvo prosirenje v € Hom(A, K). Neka
je Ao € K nultocka polinoma P¥ € K|[T]. Definiramo ® € Hom(B[T|, K) kao kompoziciju homo-
morfizma R +— R¥ sa B[T] u K[T] i evaluacije u tocki A :

®(R) = R*(\), R € B[T].

Ideal J, u prstenu B[T] je jezgra epimorfizma R — R(u) sa B[T] na A = B[u|. Dokazat ¢emo
sada da je J, C Ker ®. Neka je R € J,. Po lemi 5.3.11. postoji k € Z, takav da je polinom c*R
djeljiv s polinomom P u prstenu B[T], tj. postoji S € B[T] takav da je c*R = PS. Sada imamo

p(c)"R?(Xo) = ('R)” (Ao) = (PS)*(N) = (P?5%) (Ao) = P¥(X0)S*(No) = 0,

jer je \g nultocka polinoma P¢. Kako je ¢(c) # 0, zakljucujemo da je 0 = R?(\g) = ®(R), dakle,
R € Ker .

Kako je J, C Ker @, prijelazom na kvocijent ® definira homomorfizam sa B[T]/J, ~ A u K.
Dakle, postoji v € Hom(A, K) takav da je

U(R(u)) = R*(Xo), R € B[T].
Za proizvoljan x € B neka je R € B[T] konstantan polinom z. Tada je
U(x) = P(R(u)) = R?(Xo) = ().

Dakle, ¥(x) = () za svaki € B, odnosno, homomorfizam ¢ : A — K je prosirenje homomor-
fizma ¢ : B — K.

Time je teorem dokazan za n = 1, odnosno, dokazana je baza indukcije. Prijedimo sada na
korak indukcije. Neka je n > 2, pretpostavimo da je teorem dokazan za algebre generirane nad
podalgebrom B s manje od n elemenata i neka je A = Bluy, ..., u,|. Stavimo C = Bluy, ..., u,_1].
Tada je A = Clu,], pa prema prvom dijelu dokaza za dani element a € A\ {0} postoji ¢ € C
takav da se svaki x € Hom(C, K) takav da je x(c) # 0 prosiruje do » € Hom(A, K) takvog da je
Y (a) # 0. Nadalje, po pretpostavci indukcije postoji b € B\ {0} takav da se svaki ¢ € Hom(B, K)
takav da je ¢(b) # 0 prosiruje do x € Hom(C, K) takvog da je x(c) # 0, a taj se opet prosiruje
do ¥ € Hom(A, K) takvog da je ©(a) # 0. Time je i korak indukcije proveden.

Za dokaz propozicije 5.3.9. treba nam jos sljede¢a jednostavna ¢injenica:

Teorem 5.3.12. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad proizvoljnim poljem K.
Za v €V definiramo ¢, € Hom(P(V), K) kao evaluaciju u tocki v :

wu(P) = P(v), PePV).

Tada je
Hom(P(V),K) ={¢,; veV}.

Stovise, v — @, je bijekcija sa V na Hom(P(V), K).

Dokaz: Neka je ¢ € Hom(P(V), K) proizvoljan. Tada je ¢ linearan funkcional na prostoru
P (V) razlicit od 0, pa je njegova jezgra Ker ¢ potprostor od P(V') kodimenzije 1. Pretpostavimo
da je ¢ # o, tj. da ¢ nije homomorfizam evaluacije P — P(0). Tada V* € Ker ¢, pa slijedi da je
(Ker ¢) N V* potprostor od V* kodimenzije 1. No tada postoji baza {fi,..., f,} od V* takva da
je
o(fi)=1 i o(f;)=0 za j=2,...,n
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Neka je {e1,...,e,} baza od V dualna bazi {fi,..., f,}, tj. fi(e;) = ;;. Tada imamo

@e,(f1) = filer) = 1 1 Ve, (f)) = file1) =0 za j=2,...,n

To znaci da se unitalni homomorfizmi ¢ i ., podudaraju na skupu {fi,..., f,}. Medutim, taj
skup generira unitalnu algebru P(V'), sto znaéi da je ¢ = ¢.,. Time je dokazano da je v — ¢,
surjekcija sa V na Hom(P(V), K). No to je i injekcija: ako su v # w vektori iz V, onda postoji
f eV CP(V) takav da je f(v) # f(w); to znaci da je ¢, (f) # ¢w(f), dakle, ¢, # .

Prijedimo sada na dokaz propozicije 5.3.9. Primijetimo da je algebra .4 = P(V) integralna
domena koja je konacno generirana nad K : doista, ona je kao unitalna algebra generirana s bilo
kojom bazom dualnog prostora V. Prema tome, ona je kona¢no generirana nad svakom svojom
unitalnom podalgebrom. Slika B = Im ®» homomorfizma ®r je unitalna podalgebra od A i po
pretpostavci je @ : P(W) — B izomorfizam unitalnih algebri. Neka je P € P(V)\ {0} = A\ {0}.
Prema teoremu 5.3.10. tada postoji b € B\ {0} = ®p(P(W) \ {0}) takav da vrijedi:

Vo€ Hom(B,K) td. b)) #0 € Hom(B,K) td. ¢|B=¢ i (P)#0. (5.14)
Neka je @ € P(W) jedinstven element takav da je b = ®r(Q) = Q o F. Sada (5.14) postaje:
Vo € Hom(B,K) td. (po®r)(Q)#0 F € Hom(A, K) t.d. ¢v|B=y¢ i Y(P)#0. (5.15)
®r je izomorfizam unitalnih algebri sa P(W) na B, pa po teoremu 5.3.12. vrijedi
{po®p; ¢ € Hom(B, K)} = Hom(P(W), K) = {pu; w e W}
Po istom teoremu je i
Hom(A,K)=Hom(P(V),K) ={p,; veV}
Prema tome, (5.15) se moze ovako zapisati:
VweW td ¢,(Q)#0 FveV td ¢,0Pr=¢, 1 ¢,(P)#0. (5.16)
Kako je ¢,(P) = P(v) i pu(Q) = Q(w), (5.16) poprima oblik
VweW td Qw)#0 FveV td @,0Pp=p, i Pv)#0. (5.17)

Pogledajmo sada sto znaci jednakost ¢, 0 ®r = ¢,,. Budué¢i da W* generira cijelu unitalnu algebru
P(W) imamo sljedeéi niz ekvivalencija

Voo Pr =, <= (p,oPr)(h) =pu(h) Vhe W* <= ¢, ,(Pr(h)) = pu(h) YVh e W* <—

< @y(ho F)=p,(h) Vhe W* <= h(F(v)) = h(w) Vh e W* < F(v) =w.
Dakle, (5.17) postaje

VweW td Qw)#0 FveV td Fw)=w i P(v)#0,
odnosno, uz prije uvedene oznake
Wo={weW; Qw)#0} 1 Vp={veV; P(v)+#0}

dobivamo
VweWg FveVp td Fv)=w.

No to upravo znaci da je Wy C F(Vp), a to je i trebalo dokazati.
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Propozicija 5.3.13. Ako za F' € P(V,W) postoji v € V takav da je diferencijal D,F surjekcija
sa V' na W, onda je polinomijalno preslikavanje F' dominantno.

Dokaz: Pomocu translacija u prostoru V' za vektor —v iu prostoru W za vektor — F'(v) mozemo
pretpostaviti da je v = 011 F(v) = 0. Dakle, F' : V — W je polinomijalno preslikavanje takvo da
je F(0) =0 i da mu je diferencijal u nuli DyF' surjekcija sa V na W. Dakle, mozemo pisati

F = D0F+ZFI<; za neke Fj € PI(V,W).
Jj=2
Pretpostavimo da preslikavanje F' nije dominantno. To znaci da postoji g € P(W) \ {0} takva da
je go F'=0. Tada je g(0) = g(F(0)) = (g o F')(0) = 0, pa za neki m € N imamo
g= ng zaneke gp € PH(W) i g #0.

k>m

Sada je

0=goF = (ng> o (DOF—O—ZF]-) :gmoDOF—i—ngoDoF—l—Zngon.

k>m 7>2 k>m k>m j>2

Prema tvrdnji (a) propozicije 5.3.6. imamo g, o DoF € P™(V), gr o DoF € P*¥(V) za k > m i
groF; € PM(V)zak>mij> 2. Prema tome,

0=gmoDoF +h gdicje hed +PYV).
>m

Odatle slijedi g,, o DoF' = 0, a kako je po pretpostavci DoF' : V — W surjekcija, zakljucujemo da
je gm = 0. No to je suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija dokazuje propoziciju.
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5.4 Konjugiranost Cartanovih podalgebri

U ovom odjeljku promatramo iskljuc¢ivo Liejeve algebre i vektorske prostore nad
algebarski zatvorenim poljem K karakteristike 0.

Za Liejevu algebru g sa Aut(g) oznacavamo grupu automorfizama od g, tj. podgrupu od GL(g)
svih izomorfizama vektorskog prostora ¢ : g — g takvih da vrijedi ¢([z,y]) = [¢(x), p(y)] Vz,y €
g.

Neka je sada V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A : V' — V nilpotentan linearan
operator. Tada definiramo operator e : V' — V ovako

et = Z %Ak.

k€Z+
Kako je A nilpotentan, gornja je suma konaéna i definicija operatora e? je smislena.

Zadatak 5.4.1. Neka su A,B : V. — V nilpotentni linearni operatori koji komutiraju, tj.
AB = BA. Dokazite da je tada operator A+ B nilpotentan i da vrijedi

eAeB — eAJrB.

Uputa: Uocite da za komutirajuce operatore A i B vrijedi binomni poucak

(A4 B)F = i (k) AV BRI,

=0

A+B

i odatle zakljucite da je A + B nilpotentan. Zatim u izracunavanju e iskoristite svojstva bi-

nomnih koeficijenata.

Zadatak 5.4.2. Dokazite da je za svaki nilpotentan operator A :V — V operator e izomorfizam
V naV, tj. da jee® € GL(V).

Uputa: Iskoristite prethodni zadatak za B = —A.

Zadatak 5.4.3. Ako je x ad—nilpotetan element Liejeve algebre g, dokaZite da je e*1* € Aut(g).

Uputa: Dokazite indukcijom po k£ da za svaku derivaciju D Liejeve algebre g vrijedi Leibni-

tzova formula
k

k . .
Dy =Y ()0 kezi wees
- J
7=0
To mozete dobiti i kao specijalan slu¢aj formule u zadatku 3.3.1. Sada to primijenite na derivaciju
D = ad x da pokazete da vrijedi

ead:):[ ad z ad x ]
)

y,z]:[e y, ez Y,z € g.

Podgrupa od Aut(g) generirana skupom {e*?: x € g ad — nilpotentan} oznacava se sa Int(g)
i njeni se elementi zovu unutarnji automorfizmi od g.

Uocit ¢emo sada jos jednu normalnu podgrupu od Aut(g) sadrzanu u Int(g). Neka je h Car-
tanova podalgebra Liejeve algebre g i R(g, h) skup svih korijena od g u odnosu na h. Imamo tada
korijenski rastav

g=b+ > Faub).

AER
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Za A € Rix € gn(h) operator adz je nilpotentan. Oznacit ¢emo sa £(h) podgrupu od Int(g)
generiranu sa

{e*!" e gn(b), A e R}
Ako je p € Aut(g), ocito vrijedi pE(h)p~t = E(p(h)).

Lema 5.4.1. (a) Skup b =bnNg' je Zariski otvoren podskup od by gust u by u topologiji Zariskog.
Nadalje,

b ={z €b; go(adz) =g@)(h)} = {z € h; A(z) #0 VA € R}.

(b) Neka je R={\1,...,\} gdje suX; # \; za i # j i neka je preslikavanje

F:hxgoph) x--xguyh) —g

zadano sa
F(h,zy,... x,) =™ .. eadorp,

Preslikavanje F' je dominantno polinomijalno preslikavange.

Dokaz: Tvrdnja (a) je ocigledna.
Ako je n = dim g, za svaki nilpotentan linearan operator A : g — g je A" = 0. Prema tome,
za svaki x; € g(x,)(h) je

n—1
ad T, 1
e — Z H(adxj)k.
k=0
dakle to je polinom u operatoru ad x;. Odatle naravno slijedi da je F' polinomijalno preslikavanje.
Neka je sada hg € b’ i neka je DF diferencijal preslikavanja F' u tocki (ho,0,...,0). Za h € b
imamo

F(ho+ h,0,...,0)=ho+h — (DF)(h,0,...,0) = h.
Time je dokazano da je h C Im DF'. Nadalje, za = € g(»,)(h) imamo

1
F(ho,z,0,...,0) = e™*hy = hg + (ad x)hg + —(ad ¥)*hg + - - - +

o (ad 2)" hy.

(n—1)!

Odatle je
(DF)(0,x,0,...,0) = (adz)hg = —(ad ho)x.

Kako je Ai(ho) # 0, vrijedi (ad ho)gex,)(h) = g0y (h), pa slijedi da je gex,y(h) € Im DF. Analogno
vrijedi goy,)(h) € Im DF za svaki 4, pa zbog korijenskog rastava zakljucujemo da je operator DF
surjektivan. Prema propoziciji 5.3.13. F' je dominantno polinomijalno preslikavanje.

Propozicija 5.4.2. Neka su by i by Cartanove podalgebre od g. Tada postoje p1 € E(by) i
o € E(ho) takvi da je v1(h1) = @a(ha).

Dokaz: Prema lemi 5.4.1. i propoziciji 5.3.9. skupovi £(h1)h] 1 £(h2)b), sadrze Zariski otvorene
Zariski guste podskupove od g. Stoga je £(h1)h] N E(h2)by # B. To znaci da postoje p; € E(hy),
w2 € E(h2), h1 € b] 1 hy € b, takvi da je p1(h1) = pa(he). Tada jeza i =1,2:

ei(h:) = @i(80)(h:) = wi(g) (ad hy)) = g0y (wi(ad hy) ;") = (o) (ad @;(hs))

pa slijedi ¢1(h1) = @2(h2).
Korolar 5.4.3. Za bilo koje Cartanove podalgebre by i by od g je E(h1) = E(bs).
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Dokaz: Izaberimo ¢; i @9 kao u propoziciji 5.4.2. Tada je

E(h1) = e1€(h1)er ' = E(er(h1)) = E(pa(ha)) = ©2£(h2) ;' = E(b2).

Zbog ovog korolara umjesto £(h) pisat ¢emo samo &.

Teorem 5.4.4. £ je normalna podgrupa od Aut(g) koja djeluje tranzitivno na skupu svih Car-
tanovih podalgebri od g. Drugim rijecima, za Cartanove podalgebre §yy i by postoji p € € takav da

je b2 = p(h1).

Dokaz: Neka je hh Cartanova podalgebra od g i ¢ € Aut(g). Tada je i ¢(h) Cartanova podal-
gebra od g, pa imamo

ot = pE(h)e ! = E(p(h)) =E.
To pokazuje da je £ normalna podgrupa od Aut(g).
Neka su b; i hy Cartanove podalgebre od g. Prema propoziciji 5.4.2. postoje ¢1 € £(h) =& i
o € E(he) = & takvi da je v1(h1) = pa2(h2). Tada je p = goz’lgol € & i vrijedi ha = @(hy).

Moze se dokazati da za proizvoljno polje (karakteristike 0) u g postoji samo kona¢no mnogo
klasa Int(g)—konjugiranosti Cartanovih podalgebri.
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Poglavlje 6

KOMPLEKSNE POLUPROSTE
LIEJEVE ALGEBRE

U ovom poglavlju g je poluprosta Liejeva algebra nad poljem C kompleksnih bro-
jeva. U stvari, sve se tvrdnje ovog poglavlja mogu na gotovo isti nacin dokazati i za proizvoljno
algebarski zatvoreno polje K karakteristike 0, ali nesto je malo jednostavnije ako se ograni¢imo
na K =C.

6.1 Cartanove podalgebre

Teorem 6.1.1. Liejeva podalgebra by od g je Cartanova podalgebra ako i samo ako su ispunjena
sljedeca dva uvjeta

(a) b je maksimalna komutativna podalgebra od g.
(b) Svaki element h € by je poluprost.
Za bilo koju Cartanovu podalgebru by od g restrikcija Killingove forme Bglh x b je nedegenerirana.

Dokaz: Neka je h Cartanova podalgebra od g i neka je x € g’ N k. Takav x postoji po tvrdnji
(c) teorema 5.2.5. a po tvrdnji (b) istog teorema tada je

h=g0(adz) ={h€g; IkeN (adz)*h =0}
Neka je xs poluprosti dio elementa z. Tada je (adz)xs = [x,xs] = 0, dakle, z, € h. Nadalje,
operatori ad x i ad s imaju isti svojstveni polinom, pa slijedi da je element x4 regularan. No tada

je b = g (adxy), a kako je adz, poluprost, njegov korijenski potprostor g (adx,) jednak je
njegovom svojstvenom potprostoru go(ad xs), tj.

h={yeg (ada)y =0} ={y € g [r:,y] = 0} = Zy(.).
Sada je prema Fittingovoj dekompoziciji u odnosu na operator ad x;
g="b+ g.(adx,).
a kako je operator ad z, poluprost, vrijedi

g.(adz,) = Im (ad z,) = [7s, g].

121
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Dakle, vrijedi
g="b + [z, 9] (6.1)
Sada za h € h iy € g imamo po tvrdnji (¢) propozicije 4.3.2.

Bg(ha [x57y]) = Bg([hv 175]’ y) =0.
To pokazuje da je By(h, [zs,g]) = {0}. Kako je forma By nedegenerirana, odatle i iz (6.1) slijedi
da je restrikcija Bg|h x h nedegenerirana.

Liejeva algebra f je nilpotentna, dakle, rjesiva. Prema korolaru 4.2.5. postoji baza u g u odnosu
na koju svi operatori ad h, h € , imaju gornje trokutaste matrice. Pretpostavimo sada da je neki
x € b nilpotentan. Onda ad x u toj bazi ima striktno gornje trokutastu matricu pa za svaki h € §
produkt (ad z)(ad h) ima striktno gornje trokutastu matricu. No tada mu je trag jednak nuli, tj.

By(z,h) =Tr(adz)(adh) =0  Vheb.

Kako je forma By|h x b nedegenerirana, slijedi x = 0. To pokazuje da u h nema nilpotentnih
elemenata razlic¢itih od 0. No kako za x € h vrijedi x5 € b, to je i x,, = x — x5 € b, dakle, z,, = 0.
To pokazuje da su svi elementi Cartanove podalgebre h poluprosti. Time je dokazano da svaka
Cartanova podalgebra h ima svojstvo (b).

Dokazimo sada da je Liejeva algebra h komutativna. Neka je x € h proizvoljan. Kako je operator
ad z poluprost, njegova restrikcija (adz)|h = ady x takoder je poluprost, dakle, dijagonalizabilan
operator. Treba dokazati da je ady x = 0, a to Ce slijediti ako dokazemo da operator ady v nema
svojstvenih vrijednosti razli¢itih od 0. Pretpostavimo suprotno da postoji 0 # A € Sp(ady ) i
neka je y € h\ {0} pripadni svojstveni vektor:

(adyz)y = [z,y] = Ay.
No tada je
(adyy)r = [y, 2] = =My # 0.

S druge strane, operator adyy je dijagonalizabilan, pa se  moze napisati kao suma njegovih
svojstvenih vektora. Kako je (adyy)r # 0, medu tim svojstvenim vektorima postoje neki sa

svojstvenom vrijednoséu # 0. Drugim rijecima, postoji k € N, ay,...,ap € C\ {0}, 2y € h i
T1,..., 2, € b\ {0} takvi da je

T=2To+ T+ -+ Ty, [yaxO]:()’ [yaxj]:ajxj Zajzla"'ak'
Slijedi

_,\y:(adhy)x:alxl—}—---—f-akfﬂk — a11'1+"'akl'k+)‘y:0'

No to je nemoguce jer su zy,..., 2,y svojstveni vektori operatora ady y za medusobno razlicite
svojstvene vrijednosti i kao takvi su linearno nezavisni. Ova kontradikcija dokazuje tvrdnju
ady x = 0, a kako je x € b bio proizvoljan, slijedi da je Liejeva algebra h komutativna.

Napokon, prema propoziciji 5.2.1. b je maksimalna nilpotentna podalgebra od g. Kako je svaka
komutativna Liejeva algebra nilpotentna, slijedi da je h maksimalna komutativna podalgebra, t;j.
vrijedi svojstvo (a).

Pretpostavimo sada da je h podalgebra Liejeve algebre g sa svojstvima (a) i (b). Tada je
h — ad h potpuno reducibilna reprezentacija od b, dakle, postoji (ad h)—invarijantan potprostor
t od g takav da je g = h + £ Pretpostavimo sada da b nije Cartanova podalgebra od g. Tada je
Ny(bh) # b, dakle, postoji y € g\ b takav da je [y, h] C bh. PiSemo sada y = 2z +u, z € h, u € ¢,
u # 0. Tada je [z, h] = {0}, jer je h komutativna, pa iz [y, h] C b slijedi [u, h] C h. S druge strane
je [u, b] C [&,b] C & jer je ¢ (ad h)—invarijantan potprostor, pa slijedi [u, h] C hNe = {0}. No to je
nemoguce jer je u ¢ h i pretpostavili smo da je h maksimalna komutativna podalgebra od g. Ova
kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da b nije Cartanova podalgebra bila pogresna. Time je
teorem u potpunosti dokazan.
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6.2 Trodimenzionalna prosta Liejeva algebra

U ovom ¢emo odjeljku prouciti Liejevu algebru sl(2, C) svih kompleksnih kvadratnih matrica
drugog reda s tragom nula i njezine konacnodimenzionalne reprezentacije. Dakle,

5[(2,@:{{‘; _ba]; a,b,cE(C}.

To je trodimenzionalna prosta Liejeva algebra i jednu njezinu bazu ¢ine matrice

S R R

Te matrice zadovoljavaju komutacione relacije
[ha .’L’] = 2z, [ha y] = _23/7 [l‘, y] = h.

Lako se vidi da svaka kompleksna trodimenzionalna prosta Liejeva algebra ima bazu ¢iji elementi
zadovoljavaju gornje komutacione relacije. Proste trodimenzionalne Liejeve algebre zvat ¢emo
TDS—algebre (prema engleskom three—dimensional simple), a baza {x,y, h} takve algebre koja
zadovoljava gornje komutacione relacije zove se standardna baza.

Neka je u daljnjem g kompleksna TDS—algebra i {x,y, h} njezina standardna baza. Uo¢imo da
je operator ad h dijagonalizabilan: baza {z,y, h} sastavljena je od svojstvenih vektora operatora
ad h. Prema tome, operator ad h je poluprost, odnosno, element h je poluprost. Nadalje, vidi se
da vrijedi (ad z)? = (ady)® = 0, dakle, elementi x i y su nilpotentni.

Promotrimo sada neku reprezentaciju m Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom kom-
pleksnom vektorskom prostoru V' i stavimo

X =m(x), Y =n(y), H = rn(h).

Prema tvrdnjama (a) i (b) teorema 4.4.6. operator H je poluprost, tj. dijagonalizabilan, a operatori
X 1Y su nilpotentni. Elementi spektra Sp(H) operatora H zovu se tezine reprezentacije 7 a
za tezinu \ pripadni svojstveni potprostor

Va=W(H)={veV; Hv= v}

zove se tezinski potprostor a njegovi elementi tezinski vektori tezine . Kako je operator H
dijagonalizabilan, imamo rastav u direktnu sumu

V= Z V.
AeSp(H)

Iz teorema 5.1.8. slijedi da je XV\ C V, 191 Y V) C V)\_5. To se i direktno jednostavno provjerava
iz komutacionih relacija HX = XH +2X i HY =Y H —2Y.

Tezinski vektor v # 0 zove se primitivni vektor reprezentacije m ako je Xv = 0. Primitivni
vektori ocito postoje jer je operator X nilpotentan.

Lema 6.2.1. Neka je v primitivni vektor teZine A, tj. 0 # v € V) © Xv = 0. stavimo

vo1 =0, vw=v, v;j= ,—‘Yjv, 7 €N.
4!

Tada vrijedi:
HUj = (/\ - 2j)vj, XUj = (/\ —j + 1)Uj_1, YUj = (] + 1)Uj+1, j S Z+. (62)
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Dokaz: Prva i treca jednakost slijede neposredno iz definicije vektora v; i iz YIVy C V_o;.
Drugu jednakost dokazujemo indukcijom po j € Z,. Za j = 0 jednakost vrijedi zbog izbora

vektora v :
Xvg=Xv=0=(A—-0+1)v_.

Za korak indukcije pretpostavimo da je j € Z, i da je jednakost Xv; = (A — j + 1)v,;_; dokazana.
Prema trecoj jednakosti je Yv; = (j+1)vj41 1 Yv;_1 = ju,. Stoga zbog jednakosti XY =Y X+ H
imamo redom

(j + 1)X’Uj+1 = XY’UJ' = YX’UJ' + H’Uj = ()\ —j+ 1)YU]',1 + ()\ — 2j)’l}j =

= A =7+ D +A=2]v; =[G+ 1A =)y
No to znaci da je
Xvjpr == (G + 1) + gy -1,

odnosno, proveden je korak indukcije za dokaz druge jednakosti u (6.2).

Zadrzimo pretpostavke i oznake iz leme 6.2.1. Prema prvoj jednakosti u (6.2) vektori v; su
svojstveni vektori operatora H za medusobno razli¢ite svojstvene vrijednosti. Prema tome, svi oni
koji su # 0 su linearno nezavisni. Budud¢i da je prostor V kona¢nodimenzionalan, postoji m € Z,
takav da je v, # 01 vy, = 0. Sada formule (6.2) pokazuju da je potprostor span {vg, ..., v}
m—invarijantan i (m + 1)—dimenzionalan. Pretpostavimo li da je reprezentacija 7 ireducibilna,
zakljuéujemo da je {vo, ..., v,} baza prostora V. Napokon, kako je v,,+1 = 0, druga jednakost u
(6.2) za j = m+ 1 daje

0= Xvpi1=(A—m)vy,,

a kako je v,, # 0, zaklju¢ujemo da je A — m = 0, odnosno, A = m.
Obratno, neka je m € Z, i pretpostavimo da je V' (m+1)—dimenzionalan kompleksan vektorski

prostor s bazom {vy,...,v,}. Neka su X, Y i H linearni operatori na prostoru V' zadani svojim
djelovanjem na izabranu bazu:

Hv; = (m — 2j)vj, 0<j5<m,
Xvy =0, Xvj=(m—j+1vj_q, 0<j<m, (6.3)
Yvj=({+1)vjs, 0<j<m, Yuv,, =0.
Direktni racun daje:
[H, X]|vg = HX vy — XHvg = —mXwvg = 0 = 2Xy;
zal<j<m: [H X|vy=HXvj—XHv;=(m—j+1)Hv;_1 —(m —2j)Xv; =
= (m—j+1)(m—=2j+2)vj1 = (m—=2j)(m—j+ vj1 = 2(m — j + v = 2Xvj;
za0<j<m: [HYvyj=HYv;—YHv;=(j+1)Hvj41 —(m—2j)Yv; =
=+ )m—=2j =2)vjp — (m—25)(J + Dvjpa = =20 + Dvjpa = —2Vvy;
[H,Y vy, = HY v, — YHv,, = mYv, =0=—=2Y0v,;
(X, Y]vg = XYvy — Y Xvyg = Xv; = mvyg = Hup;
za0<j<m: [X,Y]|v,=XYv;—Yav,=(+1)Xvjy—(m—j+1)Yv_1 =
=+ 1)(m = j)v; = (m —j + 1)jv; = (m — 2j)v; = Huy;
(X, Y]v, = XY, = YXv,, = =Yv,_1 = —muv,, = Ho,.
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Time je dokazano da operatori X, Y i H zadovoljavaju komutacione relacije
[H, X] =2X, [H,Y] = -2Y, [X,Y]=H.

No tada je sa
m(ax + By +vh) = aX + Y +vH, a, 3,7 €C,

zadana reprezentacija m Liejeve algebre g na prostoru V. Ta je reprezentacija ireducibilna. Doista,
pretpostavimo da je W # {0} potprostor od V koji je m—invarijantan, tj. koji je invarijantan
s obzirom na operatore X, Y i H. Tada W sadrzi neki svojstven vektor operatora H. Kako su
vektori baze vy, . . ., v,, svojstveni vektori od H s medusobno razli¢itim svojstvenim vrijednostima
m,m —2,...,—m+ 2, —m, zakljucujemo da je v; € W za neki j € {0,...,m}. Iz druge formule
u (6.3) slijedi da su tada vy, ...,v,_1 € W, a iz tre¢e da su i vj4q,...,v, € W. Dakle, nuzno je
W =V i time je dokazana ireducibilnost reprezentacije 7.

Na taj nacin dokazali smo:
Teorem 6.2.2. Neka je g kompleksna TDS—algebra sa standardnom bazom {x,y,h}.

(a) Za svakim € Z, postoji do na ekvivalenciju jedinstvena ireducibilna (m—+1)—dimenzionalna
reprezentacija m,, Liejeve algebre g.

(b) Tezine reprezentacije wy, sum,m—2,...,—m+ 2, —m i svaki je tezinski potprostor jednodi-
menzionalan.

(¢) Postoji do na skalarni multipl # 0 jedinstven primitivni vektor reprezentacije m,, i njegova
tezina je m.

(d) Postoji baza {vg,...,vm} prostora reprezentacije m, na koju operatori H = m,(h),
X =mp(x) i Y =7m,(y) djeluju po formulama (6.3).

Teorem 6.2.3. Neka je m reprezentacija kompleksne TDS—algebre g sa standardnom bazom
{z,y,h} na konacénodimenzionalnom prostoru V.

(a) Sve su teZine reprezentacije w cijeli brojevi.
(b) Za svaki j € Zy wvrijedi dim V; = dim V_;.

(¢) Ako je V.= X1+ --- 4+ X, rastav prostora V u direktnu sumu w—invarijantnih potprostora
takvih da je svaka subreprezentacija wx, ireducibilna, onda je s = dim Vp+dim Vi. Preciznije,
dim Vj je broj indeksai € {1,...,s} takvih da je potprostor X; neparne dimenzije, a dim V;
je broj indeksa 1 € {1,...,s} takvih da je potprostor X; parne dimenzije.

Dokaz: Prema Weylovom teoremu 4.4.4. o potpunoj reducibilnosti postoji rastav
V=Xt X,

gdje su svi potprostori X; m—invarijantni i sve subreprezentacije mx, su ireducibilne. Svaka od tih
subreprezentacija je prema teoremu 6.2.2. ekvivalentna nekoj od reprezentacija m,, ¢ije su sve tezine
cijeli brojevi. Odatle neposredno slijedi tvrdnja (a), a i tvrdnja (b). Napokon, u svakoj neparnodi-
menzionalnoj ireducibilnoj reprezentaciji tezinski potprostor za tezinu 0 je jednodimenzionalan,
a 1 nije tezina, dok je s druge strane u svakoj parnodimenzionalnoj ireducibilnoj reprezentaciji
tezinski potprostor za tezinu 1 jednodimenzionalan, a 0 nije tezina. Odatle slijedi tvrdnja (c).
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Cinjenica da vrijedi dim V; = dim V_; za prostor V bilo koje kona¢nodimenzionalne reprezen-
tacije 7 slijedi i kao posljedica lako provjerljive ¢injenice da je sa

T:ax+ By +vh— —ay — fxr —vh

zadan automorfizam Liejeve algebre g, tj. njezin izomorfizam na samu sebe, i pri tom automorfizmu
element h prelazi u —h. Napomenimo da se taj automorfizam 7 moze eksplicitno konstruirati
pomocu adjungirane reprezentacije. U sluc¢aju proizvoljne konac¢nodimenzionalne reprezentacije
ista konstrukcija vodi na izomorfizam svakog tezinskog potprostora V; na tezinski potprostor V_;.
Naime, moze se dokazati da vrijedi:

Propozicija 6.2.4. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija kompleksne TDS—algebre g
sa standardnom bazom {x,y, h} na vektorskom prostoru V. Za operator A, € GL(V), definiran sa

A, = o™@) g W) gr(@).

1 za svaku teZinu j reprezentacije w vrijedi

Nadalje, ako je
= Aad — eadme—adyeada:

onda je T automorfizam Liejeve algebre g i vrijedi T(ax + By + vh) = —ay — Bx — vh. Napokon,
za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju m od g vrijeds

Am(2) A = w(7(2)) Vz € g.
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6.3 Korijenski rastav

U ovom je odjeljku g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i h njezina Cartanova podalgebra.
Oznacavat ¢emo sa R pripadni sistem korijena R(g, h). Proucit ¢emo sada poblize korijenski rastav
od g u odnosu na b :

g=b+) +00  ga={reg [ha]=ah)z Vhebp}. (6.4)

a€ER

Neka je B = B, Killingova forma Liejeve algebre g. Prema teoremu 6.1.1. restrikcija Blh x b je
nedegenerirana. Zbog toga je po propoziciji 1.3.2. dobro definiran izomorfizam A — ¢, dualnog
prostora h* na prostor h sa svojstvom

A(h) = B(h,t,) Vh € b.
Teorem 6.3.1. (a) h* =spanR.
(b) R=—R, tj.a € R < —a €R.
(¢) Zanaw € R, x €94 1Y € g_q vrijedi
[z, y] = B(z,y)ta
(d) Za svaki a € R je aty) = B(ta,ta) # 0.
(e) Za svaki o € R je [ga, §—a) = Cto, tj. dim [ga, §-0) = 1.

(f) Za svaki o € R postoji jedinstven hy, € [ga, 9o takav da je a(hy) = 2. Vrijedi

2
hoe = = —h_q.
B(ta, ta )

(9) Zaa € Rixg € go \ {0} postofi yo € g_o takav da je [xo,Ys] = ha. Tada je {To, Yo, ha}
standardna baza TDS—podalgebre s, od g.

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je h* # span R. Tada postoji h € h \ {0} takav da je a(h) =0
Va € R. To znaci da je [h,g.] = {0} Va € R. Kako je i [h,h] = {0}, iz korijenskog rastava (6.4)
slijedi da je [h,g] = {0}, odnosno, h € Z(g). No to je nemoguée jer je za poluprostu Liejevu
algebru g centar Z(g) jednak {0}. Ova kontradikcija dokazuje da je h* = span R.

(b) Neka je a € R i pretpostavimo da —a ¢ R. Prema tvrdnji (¢) teorema 5.2.4. slijedi
da je B(ga.83) = {0} V0 € R, a takoder i B(ga,, ) = {0}. Sada iz korijenskog rastava (6.4)
zakljuéujemo da je B(ga,8) = {0}, a to je nemoguée zbog nedegeneriranosti Killingove forme B.
Ova kontradikcija dokazuje da je nuzno —a € R.

(¢) Nekasu « € R, © € g, Yy € g_o 1 h € h. Zbog svojstava Killingove forme B imamo redom

B(h, [z,y]) = B([h, z],y) = a(h)B(z,y) = B(h,ta) B(x,y) = B(h, B(x,y)ta)-

Kako je B(x,y)t, € b i kako je restrikcija B|h x b nedegenerirana, zbog proizvoljnosti elementa
h € b zakljuéujemo da vrijedi [z,y] = B(z,y)t,.

(e) Tvrdnja (¢) pokazuje da je ili [ga, §—a) = {0} ili je [ga, 9-a] = Ct,. Neka je x € g, \ {0}.
Kad bi bilo B(z,g_,) = {0}, kao u dokazu tvrdnje (b) mogli bismo zakljuciti da je B(z,g) = {0}.
No to je nemoguce zbog nedegeneriranosti Killingove forme B. Prema tome, postoji y € g_, takav
da je B(x,y) # 0. Prema tvrdnji (c) slijedi da je [z,y] # 0. To dokazuje da je [ga,8-o] # {0},
dakle, [ga, 8-o] = Ct,.
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(d) Pretpostavimo da je a(t,) = 0. To znaci da je
[ta,x] = [ta,y] =0 Vreg, I Yye€g_,.

Kao u dokazu tvrdnje (e) mozemo izabrati x € g, 1y € g_, tako da bude B(z,y) # 0. Pomnozimo
li jednog od njih pogodnim skalarom, vdimo da mozemo pretpostaviti da je B(z,y) = 1. Tada
prema tvrdnji (¢) imamo [z,y] = t,. Slijedi da je s = span{x,y,t,} trodimenzionalna rjesiva
Liejeva podalgebra od g. Bududi da je ad, vjerna reprezentacija od g, Liejeva algebra s izomorfna
je Liejevoj podalgebri ady s od gl(g). Prema teoremu 6.2.4. postoji baza od g u kojoj svi operatori
ady s, s € s, imaju gornje trokutaste matrice. No tada su svi operatori ady s, s € [s, s], nilpotentni.
Kako je t, = [z,y] € [s,s] slijedi da je t, nilpotentan element od g. No to je nemoguce jer je
element ¢, # 0 poluprost. Ova kontradikcija pokazuje da je a(t,) # 0.

Tvrdnja (f) slijedi neposredno iz tvrdnji (d) i (e).

(9) Za x4 € go \ {0} je B(za,9-a) # {0}, pa zbog tvrdnje (e) mozemo izabrati y, € g_, tako

da bude
2

B(ta,ta)

Prema tvrdnji (¢) i uz oznaku h, iz tvrdnje (f) tada je [z, Ya] = ha. Nadalje, kako je a(hy) = 2,
imamo [hy, To| = 224 1 [ha, Ya] = —2ya. Dakle, s, = span {z,, Yo, ha} je TDS—podalgebra od g i
{Za, Yo, ha} je njezina standardna baza.

B(%a,Ya) =

Primijenit ¢emo sada rezultate prethodnog odjeljka na TDS—podalgebru s, od g i na njezinu
reprezentaciju adg|s, na prostoru g.

Teorem 6.3.2. (a) Za svaki o € R je dim g, = 1.
(b) Za svaki o € R je CaN R = {o, —a}.
(

)

¢) Ako su o, 3 € R, onda je B(hy) € Z i f — f(ha)a € R.

d) Ako su a, 8 € R takvi da je i o+ 3 € R, onda je [ga, 85) = Gatp-
)

(
(e) Neka su «, 8 € R takvi da je f # +a i neka su

g=max{j €Z; f+ja€R} i r=max{j€Z,; f—ja € R}
Tada za j € 7 vrijedi f+ja € R ako i samo ako je —r < j < q. Nadalje, vrijedi 3(hy) = r—q.
(f) Liejeva algebra g generirana je sa Uper@a-

Dokaz: Neka je a € R. Prema tvrdnji (g) teorema 6.3.1. mozemo izabrati z, € go 1 Yo € 9_a
tako da je s, = span{z,,Ya, ho} TDS—podalgebra od g i da je {Za,Ya, ha} njezina standardna
baza. Promatrat ¢emo reprezentaciju p = ady|s, TDS—algebre s, na prostoru g. Stavimo sada

J={ceC; ca € R}, dakle, CanR={ca; c€ J},

i neka je
Vet + Y F e
ceJ
Tada je V' p—invarijantan potprostor od g. Neka je m = py pripadna subreprezentacija reprezen-
tacije p Liejeve algebre s,. Prema tvrdnji (a) teorema 6.2.3. sve tezine te reprezentacije su cijeli
brojevi. Te tezine su 01 ca(hy,) = 2¢ za ¢ € J. Odatle slijedi da je 2¢ € Z za svaki ¢ € J, odnosno,
da je J C 7.
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Kao i prije sa V,, ozna¢imo tezinski potprostor reprezentacije m za tezinu n € Z. Prema
tvrdnji (¢) teorema 6.2.3. znamo da je broj ireducibilnih konstituenata reprezentacije m jednak
dim Vi + dim V;. Stovise, iz tvrdnje (b) teorema 6.2.2. znamo da su tezine neke ireducibilne
reprezentacije ili sve parne ili sve neparne. Dakle, dim V4 je broj ireducibilnih konstituenata
reprezentacije 7 s parnim tezinama, a dim V; je broj ireducibilnih konstituenata od 7 s neparnim
tezinama.

Primijetimo sada da je V5 = . Prema tome, broj ireducibilnih konstituenata reprezentacije 7
s parnim tezinama jednak je £ = dim h. Te je ireducibilne konstituente vrlo lako eksplicitno naci.
Prije svega, (¢ —1)—dimenzionalni potprostor Ker o« = {h € b; a(h) = 0} je o¢ito m—invarijantan
i na njemu je subreprezentacija od 7 trivijalna; dakle, u njoj je sadrzano ¢ — 1 ireducibilnih kon-
stituenata od 7 s parnim tezinama (tj. s jedinom tezinom 0). Jo§ jedan m—invarijantan potprostor
od V' s ireducibilnom subreprezentacijom i s parnim tezinama je s, : tezine su 2,0, —2. Time smo
dosli do ukupno ¢ ireducibilnih konstituenata od 7 s parnim tezinama, Sto znaci da takvih vise
nema. Odatle slijedi da na ¢ R za n € N, n > 1. Drugim rije¢ima, vrijedi J NZ = {1, —1}.
Posebno, 2a ¢ R. Odatle mozemo zakljuciti i da %04 ¢ R; doista, kad bi g = %04 bio korijen, onda
bi to prema dokazanom znacilo da a = 2/ nije korijen. Dakle, % ¢ J, a to znaci da je V; = {0}.
Prema tome, u reprezentaciji m uop¢e nema ireducibilnih konstituenata s neparnim tezinama. Za-
kljuéujemo da je V = b +s,. To ima za posljedicu da je g, = Cx,, odnosno, dim g, = 1. Nadalje,
slijedi da je J C Z, odnosno, vrijedi J = {1, —1} ili CaN R = {«, —a}. Time su dokazane tvrdnje
(a) 1 (D).

Neka su sada «, § € R. Tada je B(h,) jedna od tezina reprezentacije p = adgy|s,, pa iz tvrdnje
(a) teorema 6.2.3. slijedi da je G(h,) € Z. Time je dokazana prva tvrdnja u (c).

Pretpostavimo sada da je  # £« i stavimo

X = 405
JEL
Tada je o¢ito X p—invarijantan potprostor od g. Kako je a(h,) = 2, sve tezine pripadne sub-
reprezentacije m1 = px su oblika 5(hy) + 2j za j € Z, dakle, ili su sve parne ili su sve neparne.
Nadalje, svaki je tezinski potprostor je jednodimenzionalan, pa je ili dim Xy = 11 dim X; =0
ili je dim Xy = 01 dim X; = 1. U oba slucaja je dim Xy + dim X; = 1, a to prema tvrdnji (c)
teorema 6.2.3. znaci da je reprezentacija m = px Liejeve algebre s, ireducibilna. Najveca je tezina
B(ha) + 2q, a najmanja B(hy) — 2r. Prema tvrdnji (b) teorema 6.2.2. vrijedi

B(ha) = 2r = —=(B(ha) + 29),

a odatle je 23(h,) = 2r — 2q, odnosno, (3(h,) = r — q. Nadalje, iz iste tvrdnje vidimo da su tezine
reprezentacije m = px upravo svi brojevi oblika (hy) +2j za j = —r,—r +1,...,¢ — 1,q. To
znaci da je ggijo # {0}, tj. B+ jo € R, ako i samo ako je j € Z 1 —r < j < ¢. Time je dokazana
tvrdnja (e).

Odatle slijedi i druga tvrdnja tvrdnja u (c) za § # 4a. Doista, vrijedi —r < —(r — q) < q,
dakle,

B—Bha)a=f— (r—qa € R.

Ako je f = a, onda je B(h,) = 2, pa je

ﬁ_ﬁ(hoJa:OJ_QOé:—OéER.
Napokon, ako je § = —a, onda je 5(h,) = —2, pa je opet
B —fB(ha)a=—a+20=acR.

Time je tvrdnja (¢) u potpunosti dokazana.
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Neka su sada «, 5 € R takvi da je i @ + € R. Uz prethodne oznake iz tvrdnje (e) tada
je ¢ > 1. Iz teorije reprezentacija TDS—algebre s, znamo da za svaku tezinu n ireducibilne
reprezentacije 1 = px manju od najveée vrijedi 7(x,)X, = X,42. Posebno je m(z4)Xo = Xo,
odnosno, (adga)8s = Ga+8: il [gas 98] = ga+p. Time je dokazana tvrdnja (d).

Napokon, buduéi da je A — t, izomorfizam prostora h* na prostor b, iz tvrdnje (a) teorema
6.3.1. slijedi da {t,; « € R} razapinje h. To prema tvrdnji (e) teorema 6.3.1. znaci da je

h=> [9a 9-0]
aER

(naravno, ovo nije direktna suma). Odatle slijedi tvrdnja (f).

Kako je restrikcija Killingove forme B|h x h nedegenerirana, mogli smo definirati izomorfizam
A — t, prostora h* na prostor b i to ovako:

Ah) = B(h,t,)  Vheb.

Prenesimo sada pomoc¢u tog izomorfizma bilinearnu formu B|h X h na h* x h*. Tu éemo bilinearnu
formu na h* x h* oznacavati sa (-|-). Dakle,

(Ali) = Blta,t,) = T (adg ) (adg £,) = A(E,) = (), A€ b
Prema tvrdnji (a) teorema 6.3.1. skup R razapinje ¢itav prostor h*. Prema tome, postoji baza
prostora h* sastavljena od korijena.

Propozicija 6.3.3. Neka je B = {a1,...,a0} € R baza prostora b*. Tada je R C spang B,
odnosno, svaki korigen v € R je Q—linearna kombinacija korijena o, . . ., ay.

Dokaz: Neka je v € R. Tada, naravno, vrijedi
¢
722@0@ za neke c¢q,...,¢ € C.
i=1

Odatle slijedi
¢

(v]ay) = Z(%Wj)cz‘, 7=1,..., L.

i=1

Za svako j € {1,...,¢} pomnozimo gornju jednakost sa (o)) Tako dobivamo sljedeéi sistem
Q|
od /¢ linearnih algebarskih jednadzbi sa ¢ nepoznanica cq, ..., ¢y :
¢
o as) :ZQMCZ-, j=1,... 0. (6.5)

(ajlay) = (oyloy)
Primijetimo sada da su svi koeficijenti u tom sustavu jednadzbi cijeli brojevi. Doista, za proizvoljne
a,7 € R prema tvrdnji (¢) teorema 6.3.2. vrijedi v(h,) € Z, a po tvrdnji (f) teorema 6.3.1. je
2 2
— ., =
B(ta ta)

he = to-

(alev)
Odatle je

(e) — vta) — (2 0\ _ N
2«mw‘2me‘”Qmw%)‘”“”€Z v g€ R

Time je dokazano da su svi koeficijenti sustava (6.5), tj.
(vle;) (cilay)

2(%‘|%‘) (ajlery)

zaj=1,.../ i 2 zat,j]=1,...,/0,

cijeli brojevi.
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Forma (-|-) na h* x h* je nedegenerirana, pa je njezina matrica u bilo kojoj bazi regularna.

Posebno, matrica [(ozi|ozj)]f7j:1 je regularna. No tada je regularna i matrica koja se iz nje dobije

mnozenjem svakog retka nekim skalarom razli¢itim od nule. Prema tome, matrica sistema (6.5)
(culey) 1"
24D ¢ 2y M)

je regularna. Stoga je njoj inverzna matrica element od M,(Q), a odatle slijedi da su svi skalari
c1,...,cp racionalni brojevi.

Teorem 6.3.4. (a) Realan prostor h*(R) = spang R je realna forma prostora §* i realan prostor
h(R) = spang {h.; o« € R} je realna forma prostora §. Nadalje, h*(R) se identificira s
dualnim prostorom h(R)* prostora h(R).

(b) Vrijedi
(A]A) >0 VA eb™(R)\{0},
odnosno, restrikcija forme (- |-) na h*(R) xb*(R) je skalarni produkt na realnom vektorskom
prostoru h*(R).
(¢) Restrikcija Killingove forme B na h(R) x h(R) je skalarni produkt na realnom prostoru h(R).

Dokaz: (a) Iz propozicije 6.3.3. slijedi da je spang(B) = spang(RR) za svaku bazu B prostora
h* sadrzanu u R. No tada je i spang B = spang R = h*(R) za takvu bazu od h*. No to znaéi da je
jedna baza realnog prostora h*(R) ujedno baza kompleksnog prostora h*, dakle, h*(R) je realna
forma od h*. Ostatak dokaza tvrdnje (a) ostavljamo za zadatak:

Zadatak 6.3.1. Neka je B baza od b* sadrzana u R. Dokazite:
(a) {ha; a € B} je baza od b.
(b) spang {ha; o € B} = spang {ha; o € R}.
(¢) A= Ab(R) je izomorfizam realnog prostora h*(R) na dualni prostor realnog prostora h(R).

Dokazimo sada tvrdnju (b) teorema 6.3.4. Neka je {hq,...,hs} baza od b. Za svaki a« € R
izaberimo x, € g, \ {0}. Tada je prema korijenskom rastavu od g skup

{h1,...,he} U{zy; a € R}

baza vektorskog prostora g. Za svaki h € h operator ad h ima u toj bazi dijagonalnu matricu koja
na dijagonali ima ¢ nula i brojeve a(h), € R. Prema tome, za h, k € b je

B(h,k) = Tr (ad h)(ad k) = Y a(h)a(k).

a€ER

Stoga za A € h*(R) \ {0} vrijedi

(A[A) = B(ta, ty) = Za(tA)Q.

aER

Neka je opet B baza od h* sadrzana u R. Tada je prema zadatku 6.3.1. {hg; [ € B} baza realnog
prostora h(R) pa imamo
ty = Z cghg za neke cg € R.
BeB
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Odatle dobivamo za svaki o € R :

alt) =) cpalhg) ER - = a(ty)? >0
BeB

Nadalje, kako R razapinje h* ity # 0, za neki a € R je a(ty) # 0, dakle, a(ty)? > 0. Odatle je
AN =) a(t)?* > 0.
acR

Zadatak 6.3.2. Dokazite turdnju (c) teorema 6.3.4.

Za bilo koji vektor A # 0 realnog unitarnog prostora h*(R) ozna¢imo sa o, ortogonalnu reflek-
siju protora h*(R) u odnosu na hiperravninu At. Operator o, zoveme refleksija u odnosu na
A. Ako p € h*(R) prikazemo u obliku p = ¢\ + v za jedinstvene ¢ € Ci v L X onda je

oAb = —CA + 1.
Tada je (u|N\) = ¢(A|N), dakle,

v=j—
(A[A) (AIA)
Prema tome, formula za refleksiju unitarnog prostora h*(R) u odnosu na A € h*(R) je

(1)
oAb = b — 2=—=\.
(AIA)
Propozicija 6.3.5. Za svaki o € R je 0, R = R.

Dokaz: Neka su «, 5 € R. Prema tvrdnji (¢) teorema 6.3.2. tada vrijedi § — B(ha)a € R.
Nadalje, u dokazu propozicije 6.3.3. vidjeli smo da je

_,(Bla)
) =2 oy
Prema tome,
o3 =0— 2%(1 = — B(ha) € R.

2
a

Time je dokazano da je 0, R C R, a kako je o7 jedini¢ni operator, zakljucujemo da je o, R = R.

Propozicija 6.3.6. (a) Ako su «, 3 € R takvi da je (a|f) < 0 onda je a + 3 € R.
(b) Ako su o, 3 € R takvi da je («|f) > 0 onda je o« — 3 € R.

Dokaz: (a) Iz («|3) < 0 slijedi B(hs) = QM < 0, pa uz oznake iz tvrdnje (e) teorema 6.3.2.

(a]a)

imamo r — ¢ < 0, dakle, ¢ > 0. No tada je prema toj tvrdnji a + 3 € R.
Tvrdnja (b) dobiva se sasvim analogno, a slijedi i neposredno iz tvrdnje (a) zamjenom 3 sa
—f3, jer znamo da je —R = R.
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6.4 Sistemi korijena

U ovom odjeljku promatrat ¢emo konacne podskupove konacnodimenzionalnog realnog uni-
tarnog vektorskog prostora koji imaju neka od svojstava sistema korijena kompleksne poluproste
Liejeve algebre.

U cijelom odjeljku V' je konacnodimenzionalan realan unitaran prostor. Nadalje, za x € V
oznacavamo sa o, ortogonalnu refleksiju prostora V' u odnosu na x, tj.

(z]z)"

Sistem korijena u prostoru V' je konacan podskup R od V sa sljede¢im svojstvima:

o0 =0V —2 vevV, tj. opr=—x 1 o,v=v za vl

(1) 0 ¢ R1i R razapinje prostor V.

(2) Zaa,ﬁeRjeQ%eZ.

(3) Za svaki a € R je 0,R = R.
(4) Ako su a, f € R takvi da je (a|8) < 0, onda je « + 5 € RU{0}.
(5) Zaa € Rice R vrijedi ca € R ako i samo ako jec=11ili ¢ = —1.

U ovom sustavu aksioma ima suvisnih. U stvari, moze se dokazati da je (4) posljedica prva tri
aksioma. Nadalje, moze se dokazati da bez pretpostavke (5) za svaki @ € R nuzno vrijedi

1
RanRC {iaa, +a, :|:2a} .

Dakle, aksiom (5) ekvivalentan je aksiomu
() e R = 2a¢R.

Neka je R sistem korijena u prostoru V i R’ sistem korijena u prostoru V’. Izomorfizam sis-
tema korijena R na sistem korijena R’ je izometricki izomorfizam unitarnih prostora
v : V. — V' takav da je R' = @pR. Nadalje, automorfizam sistema korijena R je izomor-
fizam R na R, tj. ortogonalan operator 7 : V' — V takav da je TR = R. Sa Aut(R) oznatavamo
skup svih automorfizama sistema korijena R. Tada je Aut(R) podgrupa grupe O(V') svih ortogo-
nalnih operatora na prostoru V. Grupa Aut(R) je konac¢na jer je R konac¢an podskup od V' koji
razapinje V, dakle, ako je A : V — V linearan operator takav da je AR = R, onda je A potpuno
odreden svojom restrikcijom A|R, a ta je restrikcija permutacija kona¢nog skupa R.

Prema (3) za svaki o € R je 0, € Aut(R). Sa W(R) oznacavamo podgrupu od Aut(R) gener-
iranu sa {o,; « € R}. Ta se podgrupa zove Weylova grupa sistema korijena R.

Propozicija 6.4.1. (a) Ako je ¢ izomorfizam sistema korijena R u prostoru V' na sistem kori-
jena R' u prostoru V' onda je 0,00 = @o, za svaki o € R.

(b) Ako je 7 € Aut(R) i o € R onda je 0,4 = TO,T L.
(¢) W(R) je normalna podgrupa grupe Aut(R).

(d) Za o, 8 € R vrijedi 0550 = 050405.
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Dokaz: (a) Kako je ¢ izometricki izomorfizam sa V na V', za o € Rix € V imamo

1) s, (o212l

(or|pa) N o) = oo
(ala)” (ala) > POt

Opapl = QT — 2
’ (palpa)

poa = pr — 2

Dakle, o 00 = po,.
Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a), a tvrdnja (c) iz tvrdnje (b). Napokon, tvrdnja
(d) je posljedica tvrdnje (b) jer je o5 € W(R) C Aut(R) i 0j = Iy, pa je aﬁ_l = 0g.

Neka je R sistem korijena u prostoru V. Vektor x € V' zove se regularan u odnosu na R, ako

je (a]x) # 0 Va € R. Skup V™8 svih regularnih vektora je komplement unije hiperravnina at,

a € R. Komponente povezanosti skupa V' zovu se Weylove komore u V' u odnosu na sistem
korijena R. Za x € V™ stavimo
R (z) ={a € R; (ajzx) > 0} i R_(z) ={a € R; (a|z) <0} = —Ri ().

Tada je R = Ry(x) UR_(x) i Ri(x) N R_(z) = 0. Ako su z,y € V' u istoj Weylovoj komori
onda zbog neprekidnosti funkcija z — (alz), @ € R, ocito vrijedi Ri(z) = Ri(y). Za Weylovu
komoru C pisemo R4 (C) = Ri(x) za bilo koji € C. Nije tesko dokazati da vrijedi
Propozicija 6.4.2. Podskup R, od R ima svojstva

(@) R=RyU(-Ry) i RN (—Ry) =0,

(b) za o, B € Ry takve da je o+ € R vrijedi o + B € Ry,
ako i samo ako je Ry = R, (C) za neku Weylovu komoru C.
Zadatak 6.4.1. Dokazite propoziciju 6.4.2.

Neka je C Weylova komora. Za o € R kazemo da je prost korijen u odnosu na C' ako je

a € R, (C) ine postoje 3,7 € R, (C) takvi da je « =  + 7. Skup svih prostih korijena u odnosu
na Weylovu komoru C' oznacavamo sa B(C).
Teorem 6.4.3. Neka je C Weylova komora vV u odnosu na sistem korijena R.

(a) B(C) je baza vektorskog prostora V.

(b) Za medusobno razlicite o, § € B(C) vrigedi («|3) < 0.

(c) Svaki 8 € R ima prikaz

B == Z Cat, gdje sucy € 7.
a€B(C)

(d) Vrijedi

R.(C)=(BER;, = Z Cav gdje su co € 7y

a€B(C)
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Dokaz: Neka je x € C. Ako je a € R, (C)\ B(C), postoje 3,7 € Ry(C) takvi da je a = B+7.
Stoga je (ajz) > (B|x) i (a|x) > (v]z). Buduéi da je skup R, (C) konacan, odatle lako slijedi da je

R.(C)=<KBER; = Z co za neke ¢, € 7,

aeB(C)

Time je dokazano (d), a buduéi da je R disjunktna unija Ry(C) i R_(C) = —R(C), slijedi i
tvrdnja (c).

Pretpostavimo da su a,8 € B(C) takvi da je («|3) > 0. Prema (4) tada vrijedi
a—f3,8—a € RU{0}. Buduéi dasu o, € BC)ia=p+(a—0)1p=a+ (8- a),
zakljuéujemo da o — f ¢ Ry (C) i f—a ¢ R, (C). To znaci da je « — = 0, tj. a = . Time je
dokazana tvrdnja (b).

Buduéi da skup R razapinje prostor V) iz (¢) slijedi da B(C') razapinje V. Treba jos dokazati
linearnu nezavisnost skupa B(C). Pretpostavimo da je

Z Ccqx =10 za neke ¢, € R.
)

aeB(C
Stavimo sada
v = E Cal¥ i 0= g Co L.
a€B(C), ca>0 a€B(C), ca<0

Tada je prema tvrdnji (b)

(v]0) = Z cacs(a|B) > 0.

a,€B(C), ca>0,c3<0

Stoga imamo
0=(y+9dly+9) = (v1v) + (60) + 2(v10) = (v[7) + (6]6),
a odatle slijedi v = 0 = 0. Sada je za x € C

0=(lr)= 3 calal),

a€B(C), ca>0

a buduéi da je (a|z) > 0 za svaki o € B(C), zakljuéujemo da je {a € B(C); ¢, > 0} = 0.
Analogno iz 0 = 0 slijedi da je i {a € B(C); ¢4 < 0} = (). To pokazuje da je ¢, = 0 Ya € B(C).
Time je dokazano da je skup B(C') linearno nezavisan, dakle, baza prostora V, odnosno, dokazana
je tvrdnja (a).

Propozicija 6.4.4. Za svaki o € R postoji Weylova komora C takva da je o € B(C).

Dokaz: Neka je P ortogonalni projektor prostora V' na potprostor a*. Dakle, Ker P = Ra.
Tada je
{Pp; BeR, B¢ Ra} ={Pp; feR\{a,—a}}
konacan podskup potprostora at koji ne sadrzi 0. Stoga postoji y € a* takav da je (P3ly) # 0 za
svaki 8 € R\{a, —a}. Buduéi da je P ortogonalni projektor na at iy € o', to znaci da je (B|y) # 0

zasvaki € R\ {a, —a}. Tada su {(a]a) +|(8la)|; 8 € R\ {a,~a} }i{|(Bly)l: 8 € R\{a,—a}}

dva konacna skupa strogo pozitivnih brojeva, mozemo izabrati ¢ > 0 tako da bude

clala) +c(Bla)] <[(Bly)] V8 e R\{a,—a}.
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Tada za = = y + ca vrijedi (£a|z) = £e(ala) # 01
peR\{a,—a} = (Blz) = (Bly) +c(Bla) # 0.

Dakle, z € V™8, Neka je C' Weylova komora koja sadrzi z. Sada je

(alz) = (aly) + c(ala) = c(ala) > 0,
dakle, « € R, (x) = R (C). Nadalje, ako je § € R (C) \ {a}, onda imamo

(Blz) = [(Blz)] = [(Bly) + c(Blea)| = [(Bly)| — cl(Ble)| > clala) = (alz).
To pokazuje da ne postoje 5,7 € Ry (C) takvi da je « = 4+ 7, a to znadi da je o € B(C).
Proucit ¢emo sada moguce geometrijske odnose izmedu dva neproporcionalna korijena

a,# € R. Pretpostavimo da je ||| > [|5||. Eventualnom zamjenom ( sa —( mozemo postiéi
da bude («|f) < 0. Oznacimo sa ¥ € (0, 7) kut izmedu vektora « i . Tada imamo

Ble) ,(alB) _, (@B)* 2
*lala) ¥ @) ~ Talla ~ V<t
Bududéi da su n(8,a) = 2% in(a,f) = QEglg; cijeli brojevi < 01 |n(f, )| < |n(a, B)], sve

mogucnosti su prikazane u sljedecoj tablici:

loe]l?
n(B,a) | n(a, ) TEE cos vV
1. 0 0 0 | Zilooe
2
2 —1 —1 1 —1 2—7T ili 120°
2 3
3. T P BN e
2 4
315
4, -1 -3 | 3 —g Eﬁ ili 150°
Propozicija 6.4.5. Ako su«,3 € R i («|B) <0, onda je (o]) + (5]3) + 4(«|B) < 0.
Dokaz: Slucaj o = —f3 je trivijalan. Pretpostavimo da je oo # —f3. Tada su « i 3 neproporcio-
nalni i mozemo pretpostaviti da je ||| > ||3]|. Iz tablice moguénosti vidimo da je tada
(@) L) _ @8, @8
B16) ~ (815) B16) ~ (619)

Zbrojimo li i pomnozimo sa (3|) dobivamo trazenu nejednakost.
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Ako je C Weylova komora i 7 € Aut(R), ocito je i 7(C') Weylova komora. Posebno, Weylova
grupa W (R) djeluje na skupu svih Weylovih komora.

Teorem 6.4.6. (a) Weylova grupa W(R) djeluje tranzitivno na skupu svih Weylovih komora.
(b) Za svaku Weylovu komoru C' Weylova grupa W (R) generirana je skupom {c,; a € B(C)}.

Dokaz: Neka je C' Weylova komora i neka je W’ podgrupa od W(R) generirana skupom
{oa; @ € B(C)}. Neka je i D Weylova komora. Izaberimo o € W' tako da broj elemenata
lo(R4+ (D)) N Ry (C)| bude najveéi moguéi. Pretpostavimo da je o(R4 (D)) # R, (C). Tada ocito
B(C) nije sadrzano u o(R, (D)), pa postoji a € B(C) takav da a ¢ o(R,(D)). Tvrdimo da je
tada 0,(R4(C) \ {a}) = R.(C) \ {a}. Doista, neka je v € R (C) \ {a}. Tada je

v = Z cp zaneke cg € Zy
BeB(C)

i sigurno je cg > 0 za neki 3 # «. Nadalje,

aa”y:»y_g(j‘z))@: Z dgp i dg=cg za [ #a.

( BEB(C)

Prema tome, za neki 5 € B(C') je dg > 0, a to prema teoremu 6.4.3. znaéi da je 0,7 € Ry (C)\{a}.
Odatle slijedi da presjek o,0(R.(D)) N Ry (C) sadrzi skup (o(R4+(D))NR(C)) U {a}, a to je
nemoguce zbog izbora elementa o € W', tj. zbog maksimalnosti broja |o(R; (D)) N R, (C)|. Ova
kontardikcija pokazuje da je (R (D)) = R, (C). To znaci da je o(D) = C. Time je dokazano da
grupa W’ djeluje tranzitivno na skupu svih Weylovih komora.

Ostaje jos da se dokaze da je W’ = W(R). Neka je a € R. Prema propoziciji 6.4.4. postoji
Weylova komora D takva da je o € B(D). Izaberimo o € W’ tako da bude o(D) = C, dakle,
o(B(D)) = B(C). Tada je ca = 3 € B(C'), a prema tvrdnji (b) propozicije 6.4.1. je 05 = 050 =
= go,0 1. Odatle je 0, = 0~ 'ogo € W'. Dakle, skup {0,; o € R} sadrzan je u grupi W', a kako
taj skup generira ¢itavu grupu W (R), zaklju¢ujemo da je W' = W (R).

Napominjemo da se moze dokazati da Weylova grupa W (R) djeluje prosto tranzitivno na skupu
svih Weylovih komora, tj. da za Weylove komore C' i D postoji jedinstven o € W(R) takav da je
o(D)=C.

Zadrzimo oznake

n(a, B) = QM a, B € R.

(818)°
Tada je
O-aﬁ = ﬁ - n(ﬁ,oz)oz, Oéaﬁ € R.

Teorem 6.4.7. Neka su R i R' sistemi korijena u realnim prostorima V i V' i neka je C
Weylova komora v V' u odnosu na R i C' Weylova komora u V' u odnosu na R'. Svaka bijekcija
¢ : B(C) — B(C), takva da je n(pa,oB) = n(a,B) Va,5 € B(C) i da je |ea| = |«
Va € B(C) jedinstveno se prosiruje do izomorfizma sistema korijena R na sistem korijena R'.
Obratno, ako je ¢ izomorfizam sistema korijena R na sistem korijena R’ onda wvrijedi

n(pa, pf) = n(a, B) Vo, 8 € R.
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Dokaz: Pretpostavimo prvo da je ¢ izomorfizam sistema korijena R na sistem korijena R'.
Tada je ¢ : V' — V' izometricki izomorfizam, tj. (pz, vy) = (x|y) Vz,y € V. Posebno, za korijene
a, f € R imamo

(palpB) _, (alB)
n(pa, pf) =2 =2 = n(a, B).
(wBleB)  (B16)
Pretpostavimo sada da je ¢ : B(C) — B(C") bijekcija takva da vrijedi n(pa, p8) = n(a, )
Va, 3 € B(O) i ||ea| = ||af| Ya € B(C). Neka je istim znakom ¢ oznacen jedinstven izomorfizam
sa V' na V’ koji prosiruje tu bijekciju. Tada za a, 8 € B(C') imamo

Tpa0fB = 0 — n(wf, pa)pa = p(f — n(f, a)a) = po.S.

Buduéi da je B(C) baza od V, odatle slijedi da je 0y = ¢4, 0dnosno, oy, = @oap~'. Zbog
tvrdnje (b) teorema 6.4.6. slijedi W(R') = oW (R)p ™.
Za o € R prema propoziciji 6.4.4. i prema tvrdnji (a) teorema 6.4.6. postoji o € W(R) takav
da je ca € B(C). Sada je
pa = (po o~ )(poa) € R

jer je oo~ to™! € W(R'). Prema tome, ¢(R) C R'. Analogno vrijedi i ¢ "'(R') C R, a iz te dvije
inkluzije slijedi jednakost ¢(R) = R'.

Napokon, iz n(ga, @) = n(a,8) i 8l = |8 stijedi (valod) = (alB) Va,8 € B(C).
Kako je B(C') baza prostora V, odatle se pomoéu Gramm—Schmidtovog postupka dokazuje da
izomorfizam ¢ : V' — V' prevodi ortonormiranu bazu prostora V' (dobivenu ortonormiranjem baze
B(C') Gramm—Schmidtovim postupkom) prevodi u ortonormiranu bazu prostora V' (dobivenu
Gramm—Scmidtovim postupkom iz baze B(C”). Dakle, ¢ je izometrija, §to znaéi da je ¢ izomor-
fizam sistema korijena R na sistem korijena R'.

Za korijene «, 3 € R kazemo da su jedan drugome susjedi ako je a # £ 1 (a|8) # 0. Za
podskup S od R lanac u S je konacan niz (g, a1, ..., q,) elemenata iz S takvih da su a;_; 1 «;
susjedi za ¢ = 1,...,m. Poskup S C R je povezan ako za svaka dva njegova medusobno razli¢ita
elementa « i  postoji lanac (ag, aq, ..., ) u S takav da je ag = a i a,,, = (. Na povezanom
podskupu S od R mozemo definirati metriku ovako:

ds(a, ) = min {m € N; postoji lanac (o, ..., a,,) takav da je ap = a1 oy, = B},  a # f,
ds(a, ) = 0.

Propozicija 6.4.8. Neka je S # 0 povezan podskup od R. Postoji 5 € S takav da je S\ {(}
povezan.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da skup S ima barem dva elementa. Izaberimo «, 3 € S tako
da udaljenost dg(a, ) bude maksimalna. Tvrdimo da je tada skup S\ {8} povezan. Doista, neka
je v € S\ {f} ineka je (ap,...,a,) lanac u S takav da je ap = a, @, = v i m = dg(a, 7). Tada
jem < dgs(a, ), dakle, o; # 3 Vi € {0,...,m}. Dakle, (o, ..., q,) je lanac u S\ {5}.

Za povezan skup S C R korijen 5 € S je ekstreman ako je skup S\ {5} povezan. Standardan
podskup od R je podskup S C R, (C) za neku Weylovu komoru C' takav da je (a|8) < 0
Va, 3 € S, a # (. Prema tvrdnji (b) teorema 6.4.3. za Weylovu komoru C baza B(C') je standardni
podskup od R. Sasvim analogno dokazu linearne nezavisnosti od B(C') dokazuje se:

Propozicija 6.4.9. Svaki standardni podskup od R je linearno nezavisan.
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Propozicija 6.4.10. Neka je S povezan standardni podskup od R. Tada je

ﬁSIZOJER.

agsS
Ako su svi korijeni o € S iste duljine, onda je ||Bs|| = ||« za a € S.

Dokaz: Pretpostavimo da prva tvrdnja nije istinita i neka je S kontraprimjer s najmanjim
moguéim brojem elemenata; naravno, |S| > 2. Neka je (3 ekstremni korijen iz S. Tada je skup
T = S\ {3} standardan, pa je po pretpostavci fr € R. Nadalje, iz pretpostavke slijedi da je
(Br,B) < 0. Sada iz aksioma (4) sistema korijena slijedi da je s = fr + 8 € R U {0}. Kako
zbog linearne nezavisnosti skupa S vrijedi Bs # 0, zakljucujemo da je Bs € R. Ova kontradikcija
dokazuje prvu tvrdnju.

Pretpostavimo sada da su svi korijeni iz .S iste duljine d i da druga tvrdnja nije istinita. Neka
je ponovo S kontraprimjer s najmanjim mogué¢im brojem elemenata. Za ekstremni korijen § € S
izaT = S\ {8} je tada ||Gr| = ||| = d. Kako je opet (5r|3) < 0, iz tablice na str. 90 zbog

162]l = 18] slijedi
(5118) _,(Bel9)
(Brlpr) (818)
Odatle je 2(37|3) = —(B|B8) = —d?, dakle,

18511* = (Br + BlBr + 8) = (Br|Br) = (B]8) + (Br|Br) +2(6r|0) = & + & — d* = d*.

Ova kontradikcija dokazuje drugu tvrdnju.

2 = -1

Neka je C' Weylova komora. Za § € R definiramo nivo korijena ( u odnosu na C' : to je
prirodan broj f¢(3) zadan ovako:

B= Y o = LB)= D el

a€B(C) a€B(C)

Dakle, za 3 € R.(C) je lc(B) = > epc)Car @ za B € R_(C) je lc(B) = lc(—p). Nadalje,
definiramo nosac korijena (3 u odnosu na C':

Suppe(8) = {a € B(C); ca # 0}.

Propozicija 6.4.11. Za § € R (C)\ B(C) postoji o € Suppq () takav da je f—a € Ry (C). Za
svaki takav o je Lo (B) = la(B — o) + 1.

Dokaz: 1z (3|5) > 0 slijedi da je (8|a) > 0 za neki a € Suppq (). Za takav o prema tvrdnji
(b) propozicije 6.3.6. razlika 3 — « je korijen. Neki od koeficijenata korijena [ — « u rastavu po
bazi B(C') je pozitivan, pa slijedi da je 8 — « € R, (C). Posljednja je tvrdnja trivijalna.

Propozicija 6.4.12. Za svaki korijen 3 nosac¢ Suppq(3) je povezan.

Dokaz: Pretpostavimo da tvrdnja nije istinita i neka je 5 € R, (C) kontraprimjer s najmanjim
nivoom {¢(/3). Buduéi da Supps(5) nije povezan, vrijedi Suppq(5) = S; U Sy, gdje su Sy i Sy
neprazni i disjunktni i vrijedi (a;]|az) = 0 za bilo koje a; € S; i g € Sy. Bududi da je (5]5) >0
i svi koeficijenti ¢, u prikazu 8 pomocu baze B(C') su > 0, postoji v € Supp(3) takav da je
(B]y) > 0. Tada je prema tvrdnji (b) propozicije 6.3.6. 5 —~v € R, (C). Mozemo pretpostaviti
da je v € S;. Buduéi da je lo(B — ) < Lo(B), po pretpostavei indukcije nosa¢ Suppq (8 — ) je
povezan. Medutim, ocito je

Suppe (B8 —7) = (S1\ {7}) U Sa.
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Iz povezanosti nosaca Suppq (3 — 7) slijedi da je S1 \ {7y} =0, tj. S1 = {7}, i ¢, = 1. Dakle,

ﬁ=7+ana.

a€Ss

Prema aksiomima sistema korijena .0 je korijen. Nadalje, za svaki o € S je (y|a) = 0, dakle,
o,o = a. Slijedi
0,3 =0y + Z CaOy0 = —7 + Z CalL.
a€S2 €S2
Dobivena jednakost u suprotnosti je s tvrdnjom (c¢) teorema 6.4.3. Ova kontradikcija dokazuje
propoziciju.

Neka je R sistem korijena u prostoru V. Podskup R’ od R zove se podsistem od R, ako za
potprostor V' = span R’ vrijedi R’ = RNV’. Primijetimo da je tada R’ sistem korijena u prostoru
V' : naime, za a € V' je 0,V' = V', pa posebno za o € R’ vrijedi

0B =0,(RNV')=0,RNo,V =RNV' =R

Za podsistem R” od R kazemo da je komplementaran podsistemu R’, ako je R" = R\ R’ i
vrijedi V = V' 4+ V" za V' =span R’ i V" = span R”. Podsistem R’ zove se direktni faktor od R
ako je R\ R’ podsistem od R komplementaran podsistemu R'. Za direktni faktor R’ od R kazemo
da je netrivijalan ako je R’ # () i R’ # R. Kazemo da je R ireducibilan sistem korijena ako
je R # () i R ne sadrzi nijedan netrivijalan direktni faktor.

Propozicija 6.4.13. Ako su R’ i R" komplementarni podsistemi od R, onda su potprostori
V'=gspan R i V" = span R” medusobno ortogonalni, tj. V. =V' & V".

Dokaz: Za o € R’ refleksija o/, prostora V' u odnosu na « je restrikcija na V' refleksije o,
prostora V' u odnosu na «. Imamo o, R’ = R' i 0,R = R za svaki a € R/, pa slijedi i 0,R" = R"
za svaki a € R'. Slijedi 0,V" = V" za svaki a € R'. Medutim, za v" € V" i a € R’ imamo

" "
((04\|U )) 4 — 9 ((04\|U ))
ala ala
Dakle, a L V" Va € R, pa slijedi V' L V".

o V" =0v" -2 a=v"—o " eV NV"'={0} = (ap)=0.

Korolar 6.4.14. Ako je neka baza sistema korijena R povezana, sve su baze od R povezane i R
je ireducibilan sistem korijena.

Dokaz: Ako su B = B(C) i By = B(C}) baze sistema korijena R pridruzene Weylovim
komorama C' i (4, prema tvrdnji (a) teorema 6.4.6. postoji 0 € W(R) takav da je cC = (Y,
dakle, 0B = Bj;. Kako su elementi Weylove grupe ortogonalni operatori, iz povezanosti baze B
slijedi povezanost baze Bj.

Pretpostavimo sada da R nije ireducibilan i neka su R’ i R” medusobno komplementarni
netrivijalni podsistemi od R. Neka je B’ baza sistema korijena R’ i B” baza sistema korijena R”.
Tada je B’ U B” baza sistema korijena R i ona je zbog propozicije 6.4.13. nepovezana.

Propozicija 6.4.15. Neka su Ry 1 Ry direktni faktor:i sistema korijena R. Tada su Ry U Ry 1
Ry N Ry direktni faktori od R.

Dokaz: Neka su R i R/, podsistemi od R komplementarni podsistemima R; i Ry. Stavimo

Vi = span Ry, Vy = span Ry, V] = span R, V) = span Rj,.
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Tvrdimo da su Ry N Ry i R} U R, medusobno komplementarni podsistemi od R i da vrijedi
span (R1 N Ry) = V1NV, i span (R} U R) =V + V.
Prije svega, iz R = R{ U R} i R = Ry U R, slijedi
R=(RiUR))N(RyURY) = (RiNRy)U(RNR,)U(RNRy)U(RINR,) C (RiNRy)U(RUR),

dakle, vrijedi
R=(RiNRy)U(R,UR,).

S druge strane, kako je Ry N R} =0 i Ry N R} = (), imamo
(RiNRy)N(RIURY) =(RiNRy,NR)U(RINRyNRY) = 0.
Sto se tice potprostora razapetih s ta dva komplementarna podskupa od R, imamo
span (R} U R,) = span R} + span Ry, = V] + V.

Nadalje,
V1NV, = (span Ry) N (span Ry) 2D span (R N Ry).

Prema tome, vrijedi
V = span R = span (R; N Ry) + span (R} U RY)sub(Vy N'Vy) + (V] + V),

dakle,
V=WVinW)+ (V]+V;).

Dokazimo da je ta suma direktna. Prije svega, iz
dim V < dim (Vi NV,) +dim (V] + VJ) i dim (V{ +V5) = dim V{ +dim V] —dim (VNV}
slijedi

dim V < dim (V; N V,) — dim (V{ N V3) + dim V] 4+ dim V5. (6.6)
Zamijenimo li uloge R; i Ry sa R} i R dobivamo i nejednakost

dim V < dim (V/ NVy) — dim (V; N V3) + dim V; + dim V5.

Kako je dim V' = dim V; + dim V{ = dim V5 + dim Vj, imamo dim V; = dim V — dim V{ i
dim V5 = dim V —dim V), pa iz prethodne nejednakosti dobivamo

dim V < dim (V/ NV3) — dim (V; N V) + 2dim V — dim V{ — dim V3,

odnosno,

dim V > dim (V; N V) — dim (V] N V3) + dim V{ + dim V5.
Dakle, u (6.6) vrijedi znak jednakosti, pa slijedi
dim V = dim (Vi N Va) + dim V/ + dim VJ — dim (V{ N V) = dim (Vi N V) + dim (V/ + V).

Time je dokazano da je
V=WnW)+ Vi+V)
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Treba jos dokazati da je span (R1NR2) = ViNV5,, a ne samo span (R1NRy) C ViNV,. Pretpostavimo
da je v € V; NV, ortogonalan na sve korijene oo € Ry N Ry. Kako je

(VinVa)® = Vim + V5 = V{ + V3 = span (R U Ry),

slijedi da je v ortogonalan i na sve korijene iz Ry U R),. Sada iz R = (R; N Ry) U (R} U RY)
zakljucujemo da je v ortogonalan na sve korijene iz R. Kako je V = span R, slijedi v = 0. Time je
dokazano da je span (R N Ry) = Vi N Vs,

To pokazuje da su Ry N Ry i R} U R, medusobno komplementarni podskupovi od R i da je

V = span (R; N Ry) + span (R} U R)).

Drugim rije¢ima, Ry N Ry i R} U R su medusobno komplementarni podsistemi od R. Posebno,
R1 N Ry je direktni faktor od R. Takoder je R} U R} direktni faktor od R, a zamjenom uloge R i
R, sa R} i R, zakljucujemo da je R; U Ry direktni faktor od R.

Za podskup S od R stavimo
Vg =span S i Rs=RnNVs.

Ocito je za svaki podskup S od R tako definiran skup Rg podsistem od R koji sadrzi S. Stovige,
Rg je najmanji podsistem od R koji sadrzi skup S.

Teorem 6.4.16. Neka je B = B(C') baza sistema korijena R u odnosu na neku Weyalovu ko-
moru C. Neka su By, ..., By sve razlicite komponente povezanosti od B. Tada su Rp,, ..., Rp, svi
ireducibilni direktni faktori od R i vrijeds

R=Rp, U---URp, (disjunktna unija) i V =V &---& Vp,.
Dokaz: Kako je B baza prostora V i skupovi By, ..., By su medusobno ortogonalni, vrijedi
V=Vg & - &Vpg,.

Za svaki korijen 5 € R njegov je nosa¢ Suppq(/3) prema propoziciji 6.4.12. povezan. To znaéi da
je Supps(B8) € Bj zaneki j € {1,...,s}. Tada je 8 € Rp,. To pokazuje da je

R=Rp U---URpg, (6.7)

1 ta je unija disjunktna jer su potprostori Vp,, ..., Vg, medusobno ortogonalni. Dakle, svaki pod-
sistem Rp, je direktni faktor od R. Ocito je B; baza sistema korijena Rp,; (u odnosu na Weylovu
komoru C' N Vp,). Kako je skup B; povezan, prema korolaru 6.4.14. svaki je podsistem Rp; ire-
ducibilan.

Neka je sada R’ bilo koji ireducibilan direktni faktor od R. Tada je za svaki j € {1,..., s} prema
propoziciji 6.4.15. R'N Rp, direktni faktor od R i vrijedi span (R'N Rp,) = (span k') N (span Rp,).
Odatle slijedi da je R’ N Rp, direktni faktor od Rp;, a kako je sistem korijena Rp; ireducibilan,
vrijedi ili R'NRp, = 0 ili RNRp, = Rp,. Sada iz (6.7) slijedi da je R' = Rp, zaneki j € {1,...,s}.
Time je dokazano da su Rp,, ..., Rp, svi ireducibilni direktni faktori od R.

Teorem 6.4.16. ima sljedece dvije neposredne posljedice:

Korolar 6.4.17. Uz oznake iz teorema 6.4.16. ako su o € Rp, 1 3 € Rp, za neke i # j, onda
a+p¢R.

Korolar 6.4.18. Sistem korijena R # 0 je ireducibilan ako i samo ako je svaka njegova baza
povezana.
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Definirali smo standardan podskup sistema korijena R kao podskup S C R, (C) za neku
Weylovu komoru C' takav da je («|3) < 0V, 5 € S, a # (. Klasificirat éemo sada sve standardne
podskupove sistema korijena tako da svakom pridruzimo odreden dijagram i zatim klasificiramo
sve takve dijagrame. Budué¢i da su baze sistema korijena standardni podskupovi, na taj nacin
¢emo doci do klasifikacije svih ireducibilnih sistema korijena.

Ciklus u sistemu korijena R je standardni podskup {ay,...,a,} od R takav da je n > 3 i
vrijedi (a;|a;41) < 0zai=1,...,n—11 (ay]ai) < 0. Broj n zove se tada duljina ciklusa.

Propozicija 6.4.19. U sistemu korijena nema ciklusa.

Dokaz: Neka je {aq,...,a,} ciklus u sistemu korijena R. Stavimo o = a3 + - - - + v,,. Prema
propoziciji 6.4.10. « je korijen. Nadalje, kako je (ai|e;) < 0 za @ # j, iz (aglag) < 0 slijedi
(az]a) <0, aiz (ay|ar) < 0 slijedi (a|ay) < 0. To pokazuje da je {aq, ag, a} ciklus. Prema tome,
za nepostojanje ciklusa je dovoljno dokazati da ne postoji ciklus duljine 3.

Pretpostavimo, dakle, da je {aq, as, as} ciklus u R. Sada za korijen oo = iy + g + a3 imamo

2(ala) = 2(au]an) + 2(ag|az) + 2(as|as) + 4(ar]as) + 4(ai]as) + 4(agaz) =

= [(a1|an) + (azfag) + 4(ar]ag)] + [(cu]ar) + (aslas) + 4(ai|as)] + [(az]az) + (as|as) + 4(as|as)].

Odatle i iz propozicije 6.4.5. slijedi 2(a|a) < 0, a to je nemogucée, jer su po propoziciji 6.4.9. vektori
a1, (g, a3 linearno nezavisni, pa je njihova suma « razlicita od 0. Ova kontradikcija dokazuje
propoziciju.

Propozicija 6.4.20. Neka je S standardni podskup od R i 8 € S. Tada je 8 susjed najvise trima
koriyenima iz S.

Dokaz: Pretpostavimo da su aq, as, ag, oy medusobno razliciti korijeni iz S koji su susjedi
korijenu (. Tada je (B|a;) < 0 za svaki j = 1,2,3,4. Buduéi da u R nema ciklusa, nuzno je
(aj|la;) = 0 za ¢ # j. Stavimo sada

a =20+ o+ as + as + ay.

Tada je
4 4

(ala) =4(818) + 3 _(aslaw) + > (Blag) = 3 _[(818) + (ailas) + 4(Bl)]

i=1 i=1
a to je prema propoziciji 6.4.5. < 0. No to je nemoguce, jer su vektori 3, ay, asg, ag, ay linearno
nezavisni, pa je o # 0.

Neka je S standardni podskup od R i S’ neprazan povezan podskup od S. Definiramo tada
skup

§/5"=(S\5) U{Bs}-

s5=Y a

aesS’!

Pri tome podsjecamo da je

Uocimo da je S/S’ takoder standardni podskup od R. Naime, ako je C' Weylova komora takva da
je S € Ry (C), onda je Bss € R, (C), dakle, S/S" C R, (C). Nadalje, za a € S\ "1 € 5 je
(a]a’) <0, dakle, vrijedi («|Bs) < 0.
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Propozicija 6.4.21. Neka je S" neprazan povezan podskup standardnog podskupa S od R. Korijen
a € S\ S je susjed nekom korijenu o € S" ako i samo ako je o susjed korijenu Bs. Posebno, S
je povezan ako i samo ako je S/S’ povezan.

Dokaz: Tvrdnja je ocita, jer je

(alBs) =D (ala’) i (ala/)<0 Vd' €.

a’es’

Propozicija 6.4.22. Neka je S povezan standardni podskup od R. Tada je najvise jedan korijen
B € S susjed trima razlicitim korijenima iz S.

Dokaz: Pretpostavimo da su 1 (' razliciti korijeni iz S i da je svaki od njih susjed trima
razlicitim korijenima iz S. Neka je (ag, aq, ..., ;) lanac minimalne duljine koji povezuje 3 = ayp
sa 3 = ay,. Stavimo S" = {f,aq,...,am_1,0'}. Tada je S’ povezan podskup od S. Buduéi da
nema ciklusa u S, korijen [ nije susjed nijednom korijenu iz S’ razli¢citom od «y. Isto tako, kori-
jen (' nije susjed nijednom korijenu iz S’ osim «,,,_1. Stoga postoje medusobno razli¢iti korijeni
B1, B2 € S\ S koji su susjedi korijenu 3 i medusobno razliciti korijeni 57, 55 € S\ S’ koji su susjedi
korijenu 3’. Ponovo zbog nepostojanja ciklusa sva ¢etiri korijena (31, 02, 8] 1 35 su medusobno ra-
zlicita. No tada su prema propoziciji 6.4.21. svi oni susjedi korijenu B¢ € S/S’, a to je nemoguce
zbog propozicije 6.4.20. Ova kontradikcija pokazuje da ne postoje dva razli¢ita korijena u S koji
su svaki susjedi trima razli¢itim korijenima iz S, odnosno, propozicija je dokazana.

Svakom standardnom podskupu S od R pridruzujemo njegov Dynkinov dijagram Dyn(S)
na sljede¢i nacin: vrhovi od Dyn(S) su korijeni iz S; dva razli¢ita vrha a i 5 iz Dyn(S) su spojena
san(a, B)n(F, a) spojnica (dakle, ili medu njima nema spojnice ili ima jedna, dvije ili tri spojnice);
ako su vrhovi v i 3 spojeni i ti korijeni nisu iste duljine (dakle, vrhovi su spojeni s dvije ili s tri
spojnice) to se oznacuje znakom strelice od duljeg prema kra¢em korijenu. U Cetiri moguca slucaja
iz tablice na str. 90 za standardni dvoclani skup S = {«, 3} sa ||a|| > ||5|| Dynkinovi dijagrami
su sljededi:

1.: o o n(ﬁ7 Oé) =0, n(a,ﬁ) =0, ¥ = 90°;
o 5

2.: o—— n(B,a) =-1, n(a,8)=-1, || =8I, ¥ = 120°;
o 5

3.: ————0 n(ﬂva) = -1, n(aaﬂ) =-2, HO&H - ﬁ”ﬂ”v ¥ = 135%
o 5

iR = n(B,a) = =1, n(e,fB)=-3, |lall=v3[8ll, @ =150°.

Dynkinov dijagram standardnog skupa korijena S bez oznacenih strelica je obican graf i on
se zove Coxeterov graf od S. Oznacavat ¢emo ga sa Cox(S). Kazemo da je Dynkinov dijagram
Dyn(S) povezan, ako je graf Cox(S) povezan, odnosno, ako je standardan skup korijena S povezan.
Komponente povezanosti od Dyn(S) su Dyn(S;),...,Dyn(S,), gdje su Sy, ..., .S, komponente
povezanosti od S.

Ako su S'i T standardni skupovi korijena, izomorfizam Dynkinovih dijagrama sa Dyn(.S)
na Dyn(T) je bijekcija f : S — T koja ¢uva broj spojnica izmedu vrhova (tj. broj spojnica izmedu
aifiz S jednak je broju spojnica izmedu f(«) i f(5)) i koja ¢uva orijentaciju (tj. ako su a, 5 € S
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spojeni s dvije ili tri spojnice u Dyn(S) onda je ||«|| > ||| ako i samo ako je || f(a)|| > || f(B)])-
Odmah se vidi da je bijekcija f : S — T izomorfizam sa Dyn(S) na Dyn(T") ako i samo ako je
n(a, 8) =n(f(a), f(B)) Vo,B € 5.

Propozicija 6.4.23. Neka je S' povezan podskup standardnog skupa korijena S takav da Cox(S”)
nema dvostrukih ni trostrukih spojnica. Tada se Dyn(S/S") dobiva iz Dyn(S) tako da se S’ stegne
u jednu tocku Bgr.

Dokaz: Prema propoziciji 6.4.21. korijen « € S\ S’ je susjed korijenu (s ako i samo ako je a
susjed nekom korijenu o/ iz S’. Buduéi da nema ciklusa, takav o’ € S’ je jedinstven. Svojstvo od
S” da Dyn(S") nema dvostrukih ni trostrukih spojnica znaéi da su svi korijeni iz S” medusobno iste
duljine. Prema propoziciji 6.4.10. tada i korijen s ima tu istu duljinu. Kako je (a|fs) = (a|a)
(jer (a|a”) =0 Va” € 8"\ {a’}) nalazimo da je n(a, Bs/) = n(a,a’) i n(Bs, ) = n(a’, ). Dakle,
orijentacija i broj spojnica izmedu a i o u Dyn(.S) jednak je orijentaciji i broju spojnica izmedu
a i fg uDyn(S/5"). Time je propozicija dokazana.

Sada ¢emo pojacati propoziciju 6.4.20.

Propozicija 6.4.24. Neka je S standardni skup korijena. Za svaki B € S ukupan broj spojnica
izmedu (8 1 njegovih susjeda u S je najvise tri.

Dokaz: Neka su oy, . . ., a;, svi medusobno razliciti susjedi od 5 u S (naravno, prema propoziciji
6.4.20. je n < 3). Buduéi da u S nema ciklusa, vrijedi (o;|oy) = 0 za i # j. Odatle slijedi da je
00,0 = o za i # j 1 da refleksije o, ..., 0,, medusobno komutiraju. Neka je o € W(R) njihov
produkt, o = 04, - - - 04, 1 stavimo v = of3. Tada je

Y= 6 - Zn(ﬁa&i)Qia
i=1
pa slijedi

n(/%ﬁ): Zn al|ﬁ Znﬁaaz aza ):2_Zm1a
B|ﬁ =1 =1

=1

gdje je m; = n(B, a;)n(a;, 5) broj spojnica vrhova «; i 8 u Cox(S). Dakle,

Y mi=2—n(v,8) <2+ |n(y,5)|.

i=1

Medutim, operator o € W(R) je ortogonalan pa korijeni 5 i v = o imaju istu duljinu. Sada iz
tablice na str. 90 slijedi da je |n(7, 5)| < 1, dakle,

i=1

Teorem 6.4.25. Neka je S povezan standardan skup korijena takav da u njegovom Dynkinovom di-
jagramu Dyn(S) nema ni dvostrukih ni trostrukih spojnica (tj. svi korijeni v S imaju istu duljinu).
Tada je Dyn(S) izomorfan jednom od sljedeéih dijagrama:



146 POGLAVLJE 6. KOMPLEKSNE POLUPROSTE LIEJEVE ALGEBRE

Ag: o SRR (¢ > 1 tocaka)

Dy : o0 ... | (¢ > 4 tocaka)
. | o

. | o
. | o

Dokaz: Oznacimo sa ¢ broj elemenata skupa S, tj. broj vrhova u Dynkinovom dijagramu
Dyn(S). Mozemo pretpostaviti da su duljine svih korijena u S jednake 1. Pretpostavimo da Dyn(.S)
nije izomorfan dijagarmu A,. Tada prema propozicijama 6.4.20. i 6.4.22. postoji jedinstven ¢ € §
koji ima tri susjeda u S broj susjeda svih ostalih vrhova je jedan ili dva. To znaci da je dijagram
Dyn(S) sljedeceg oblika:

o Qg o ) Bs B2 B1
...... o O teeses o—— o
Ve
Y2
!

Mozemo pretpostaviti da je 1 <t < s < r. Sada ¢emo iskljuciti tri dijagrama koji ne mogu biti
izomorfni Dyn(S), dakle, Dyn(.S) ih ne moze sadrzavati niti kao poddijagram. To su slucajevi

—~
[\

~—
3
I
VA
I

W

t=1;
(3) r=5,s=2,t=1.

Dakle, radi se o dijagramima:
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o1 o ) B2 B
(1) o o
Q V2
o M
o Qs a3 4] B3 B2 B1
(2) e, O
Y
a1 Qo a3 Qg (073 o ﬁQ

U svakom od ovih slucajeva definiramo vektor v # 0 ovako:

(1) v=ay +2as + (1 + 202 + 71 + 272 + 30;

(2) v =1+ 20y + 3az + i + 202 + 303 + 27 + 46;

(3) v=aq + 20y + 3az + dag + bas + 26 + 402 + 3y + 66.
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Uzmemo li u obzir da su svi korijeni duljine 1, a da su svi skalarni produkti susjednih korijena
jednaki —1, direktnim racunom provjeravamo da u svakom od ova tri slucaja vrijedi (v|v) = 0.
To je, naravno, nemoguce i ova kontradikcija pokazuje da su stvarno navedena tri dijagrama

nemoguca.

Sada zaklju¢ujemo da je nuzno t = 1; doista, kad bi bilo ¢ > 2, dijagram Dyn(S) bi imao
poddijagram tipa (1), a to je nemoguce. Nadalje, nuzno je s < 2; doista, kad bi bilo s > 3,
dijagram Dyn(S) bi imao poddijagram tipa (2). Napokon, ako je s = 2 onda je nuzno r < 4;
doista, kad bi bilo s = 2 i r > 5, dijagram Dyn(S) bi imao poddijagram tipa (3), sto je takoder

nemoguce. To pokazuje da su (osim Ay, £ > 1) preostale jedino sljedeée mogucénosti:

(a) t= , > 1; tada je £ > 4 i dijagram je tipa D,.
(b) t= =r = 2; tada je £ = 6 i dijagram je tipa Fj.
(c) t=1,s=2,r=3; tada je { = 7 i dijagram je tipa Fj.
(d) t= =2, r = 4; tada je ¢ = 8 i dijagram je tipa Es.

Time je teorem 6.4.25. dokazan.
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Teorem 6.4.26. Neka je S povezan standardni skup korijena takav da se u njegovom Dynkinovom
dijagramu Dyn(S) pojavljuje dvostruka ili trostruka spojnica. Tada je Dyn(S) izomorfan jednom
od sljedecih dijagrama:

By : . Y —_ e (£>2 tocaka)
Cy - P R —_ (¢ >3 tocaka)
Fy: — e 5

G : e

Dokaz: Ukoliko Dyn(.S) sadrzi trostruku spojnicu, onda prema propoziciji 6.4.24. nijedan od
dvaju vrhova koji su spojeni trostrukom spojnicom nema drugih susjeda. Kako je S povezan, to
znaci da osim ta dva uopée nema drugih vrhova u Dyn(S). Dakle, Dyn(S) je izomorfan dijagramu
koji je u iskazu teorema oznacen sa Gj.

Pretpostavimo sada da Dyn(S) nema trostrukih spojnica, ali ima barem jednu dvostruku
spojnicu. U daljnjem privremeno zanemarimo strelice, odnosno promatramo Coxeterove grafove.
Uocimo da Cox(.S) ne moze sadrzavati podgraf sljede¢ih dvaju oblika:

o m—— S C S o— g—— (le)

Ako je m = 1, to slijedi iz propozicije 6.4.24. Pretpostavimo da je m > 2 i da Cox(S) sadrzi jedan
od ta dva podgrafa. Stavimo S’ = {ay, ..., a,, }. Tada Cox(S/S’) sadrzi kao podgraf

a i jedno i drugo je nemoguce zbog propozicije 6.4.24. Prema tome, zaklju¢ujemo da je Dyn(S)
izomorfan dijagramu tipa By, Cy ili F} ili da sadrzi poddijagram jednog od sljede¢ih dvaju oblika:

ay az as Qy as B B2 B3 B Bs
o T 7 's) lll e T 1 ’s)
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Iskljucit ¢emo sada te dvije mogucénosti i to ponovo tako da konstruiramo vektore v i w razlicite
od 0 takve da je (v|v) = 01 (w|w) = 0. To su vektori

v =g + 205 + 3az + day + 205 1 w =B+ 206 + B3 + 204 + 5.

Mozemo uzeti da su u oba slucaja kra¢i vektori duljine 1. Dakle,
(ar]on) = (aglag) = (aslas) =2, (aalou) = (as|as) =1,

(51|51) = (ﬁ2|52) = (ﬁ3|53) =1, (ﬁ4|ﬁ4) = (ﬁ5|ﬁ5) =2.

Kad znamo duljine i broj spojnica susjednih vektora v i d, iz tablice na str. 90 mozemo izracunati
njihov skalarni produkt
(v[0) = Iyl - [|6]] - cos ¥

Ako su oba korijena duljine 1, spojeni su s jednom spojnicom i tada je (vy|0) = —%. Ako su oba
korijena duljine v/2, takoder su spojeni s jednom spojnicom, no tada je (y|0) = —1. Napokon,
ako je jedan korijen duljine 1, a drugi duljine /2, tada su spojeni s dvije spojnice pa dobivamo
(7|0) = —1. Dakle,

(]ag) = =1, (afaz) = =1, (azlay) =1, (a4|as) = —%,
(B1]B2) = _%’ (B2]3) = —%> (B3181) = =1, (B4lB5) = —1.

Odatle direktnim ra¢unom nalazimo (v|v) = (w|w) = 0. Time je teorem 6.4.26. dokazan.

Teoremi 6.4.25. 1 6.4.26. daju sve moguce klase izomorfizama Dynkinovih dijagrama povezanih
standardnih skupova korijena. Baza ireducibilnog sistema korijena je standardan povezan skup
korijena, pa teoremi 6.4.25. i 6.4.26. odreduju sve moguce klase izomorfizama Dynkinovih dija-
grama ireducibilnih sistema korijena. Ireducibilan sistem korijena R u realnom unitarnom prostoru
V' smatratéemo izomorfnim sa istim sistemom korijena ali s drugim skalarnim produktom u V.
Nije tesko dokazati da su svi skalarni produkti u V' u odnosu na koje je R sistem korijena u V'
medusobno proporcionalni. Odatle slijedi da su brojevi n(c«, 3) neovisni o tome koji smo skalarni
produkt u V izabrali. Uz takvo prosSirenje pojma izomorfnosti ireducibilnih sistema korijena iz
teorema 6.4.7. slijedi da su ireducibilni sistemi korijena R i R’ izomorfni ako i samo su njihovi
Dynkinovi dijagrami izomorfni. Na taj nacin dobivamo klasifikaciju mogucih ireducibilnih sistema
korijena:

Teorem 6.4.27. Ako je R ireducibilan sistem korijena u {—dimenzionalnom realnom unitarnom
prostoru, onda je njegov Dynkinov dijagram jedan od sljedecih.:

Ay (£>1): o O e —_ &
a1 (65 (%] Qp_q Qy

B@ (g > 2) : O—————0 s o0—a——>—>90
(65 Qp—2 Qp—1 Qy

Cg (g Z 3) N O—————————0 e O—Cio
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Dy (g > 4) : S
o (&) Qyp_3 Qp_2
(o)
Qyp
TQ
E6 . o O
(&3] Q3 Qg (6751 (6753
TQ
E7 N e, ]
a1 a3 (o7} (0% Qg ar
TQ
Eg . o 0o
o ag Qg Qs (&7} ary ag
Fy o—————o——=——0——90
o (&) s Oy
G2 ———0

(€3] Q2
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6.5 Konstrukcija ireducibilnih sistema korijena

Svaki od Dynkinovih dijagrama iz teorema 6.4.27. stvarno pripada nekom ireducibilnom re-
duciranom sistemu korijena. To ¢emo ustanoviti eksplicitnim konstrukcijama.

U daljnjem je R™ realan unitaran prostor svih uredenih n—torki realnih brojeva sa standardnim
skalarnim produktom

(9€|y) = §1U1 +§2772 + - +§n77n7 T = (glaf% .. '7§n)7y = (77177727 s 777n) € R".

Nadalje, {e1, €, ..., e,} oznacava standardnu ortonormiranu bazu u R” : e; ima j—tu koordinatu
1, a ostale 0. Aditivna podgrupa od R™ generirana s tom bazom je Z".
Sada ¢emo redom za svaki Dynkinov dijagram sa ¢ vrhova:

(1) definirati realan unitaran prostor V dimenzije £; to ée uvijek biti ili R¢ ili odredeni potprostor
od R™ za neki n > /;

(2) zadati konacan skup R C V) za koji se direktno moze provjeriti da je sistem korijena u
realnom unitarnom prostoru V/;

(3) zadati jednu bazu B = {ay, ..., a,} sistema korijena R;
(4) zapisati pripadni skup pozitivnih korijena R ;
(5) napisati pripadnu tzv. Cartanovu matricu [n(aqy, aj)]f,j:l-
Takoder, u slucajevima Ay, By, Cy i Dy potpuno ¢emo opisati Weylovu grupu W = W(R). U svim
slucajevima navest ¢emo broj korijena |R| i red Weylove grupe |[W|.

Tip A, ({ >1): V je ortogonalni komplement vektora e; + - - - + eg41 u prostoru R :

V={zeR" (zles+- +em) =0} ={z = (&, ..., &p0) €RTY &4+ & = 0}
Nadalje,

R={acZ™nV; (ala)=2} ={ay=ei—e;; i, =1,...,0+1, i #j};
B={ay,...,a}, Q= Qi1 = € — €415 Ry ={oj; 1<i<j<{l+1}.

Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:

(Iij:()éi+"‘+01j—1, ]-§Z<j§£+]'

Cartanova matrica je: ) i}
2 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
0o -1 2 -1 0 0
0 0 -1 2 0 0
o o o 0 - 2 -1

0 0 0 0 - -1 2]

Refleksija o, zamjenjuje indekse ¢ i 7 + 1 a ostale ostavlja na miru:

O'ai(fl, s 7§i7€i+17 s 7§€+1) = (517 s 7§i+17§i7 s 7€€+1>'

Prema tome, o, odgovara transpoziciji (¢,7 + 1) u grupi Spyq svih permutacija skupa {1,...,¢+
1}. Bududi da te transporzicije generiraju ¢itavu grupu Sy, zakljuéujemo da je Weylova grupa
izomorfna grupi Spy1. Napokon, |R| =/¢((+ 1)1 |W|= ({+ 1)L
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Tip By (¢ > 2): Sada stavljamo
V=R R={acZ (ala)c{1,2}}={Fe; 1 <i<OU{Feite;; 4,5=1,....0 i#j};
B =A{ay,..., a4}, =€ —e1 za 1<i</f-—1, ap = ey,
Ry={e;i=1,....00U{e;te;; 1 <i<yj< [}
Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:
e =o;+---+a za 1<i<Y
ei—ej=a;+ -+a; za 1<i<j <Y
eite=a;+...taj1+20+---20q za 1<i<j<UL

Cartanova matrica je:

2 -1 0 -~ 0 0 0]
-1 2 -1 .- 0 0 O
o -1 2 .- 0 0 O
0o o0 0 -- 2 -1 0
o o0 o0 -+ =1 2 =2
. 0 0 0 - 0 -1 2]
Weylova grupa W djeluje na bazu (ey, ..., e,) od V permutacijama uz mnozenje nekih ¢lanova sa

—1. Dakle, W je izomorfna semidirektnom produktu grupe (Z/2Z)* i grupe permutacija Sy, pri
¢emu je (Z/27)° normalna podgrupa, a na njoj djeluje grupa permutacija Sy. Napokon, |R| = 2¢2
i |[W] =24
Tip C; (¢ > 3): Sada uzimamo:
V=R, R={£2e; 1<i</(uU{te te;;ij=1...,0 i+#j},
B=A{ay,...,q}, ap=e;—e1 za 1<i</l-—1, oy = 2ey;
Ry ={2; 1 <i<(l}U{eixe;; 1 <i<j<[l}
Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:
2e; =20 + -+ 201 + ay;
ei—ej=0;+---+oj_; za 1<i<j <Y
eitej=a;+ a1 F205+ - F 20 +a za 1<i<j <UL

Cartanova matrica je transponirana Cartanovoj matrici sistema tipa By :

2 -1 0 - 0 0 O
-1 2 -1 -- 0 0 O
o -1 2 ... 0 0 O
o o0 0 --- 2 -1 0
o o o0 - -1 2 -1
o 0 0 --- 0 -2 2

Weylova grupa za ovaj tip podudara se s Weylovom grupom za tip By, i isti su brojevi |R| = 2¢2
i |[W] =2
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Tip D, (£ > 4): Sada je
V=R, R={aecZ (ala)=2}={te;te;; i, j=1,...,0,i#j}
Jedna baza B = {ay,...,a;} od R je dana sa
;=€ —e za 1<i</l—1, Qp = ¢ep_1+ €.

Tada je
Ri={eite;; 1<i<j<[(}.

Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:
ei—ej=o0;+ -+ za 1<i<y <Y
eit+e =a;+-+oaj1+205+ - F 20y otaptoy, za 1<1>5<0—-2
eite1=a;+-+a, za 1<i</l—2;

eitep=a;+ -F+aot+a za 1<i<0—2; er—1+ e = .

Cartanova matrica je ) )
2 -1 0 --- 0O 0 0 O
-1 2 -1 .- 0O 0 0 0
o -1 2 .- 0O 0 0 0
0O o0 0 - 2 -1 0 0
0O o0 o0 - -1 2 -1 -1
o o0 0 -- 0O -1 2 0

. 0 0 0 - 0 -1 0 2]

Weylova grupa je grupa permutacija vektora ey, ..., e, uz paran broj promjena predznaka. Dakle,

W je izomorfna semidirektnom produktu (Z/22)! i S,. Napokon, |R| = 20({—1) i |[W| = 2101

Tip E, (¢ =06,7,8): Napisat ¢emo samo V, Ri B = {ay,...,as} za Fg. Sistemi korijena Fjg i
E; dobivaju se tako da se uzmu potprostori V' i V" od V razapeti s prvih 6, odnosno, s prvih 7
vektora baze B; trazeni sistemi korijena su tada RNV i RNV".

Za Es uzimamo V = R®. Zatim stavimo

1 ..
[:Zs—i—Zie, gdjeje e=-e;+ey+e3+eq4+e5+ e+ er+ es,

i neka je J aditivna podgrupa od I dana sa

8 8
J = {Zcienge; ¢, c €1, c+Zci EQZ}.

i=1 i=1
Sada je
R={aec J; (a|a) =2} =
8 8
- . 1 K,
={te; tej; i,j€{l,...,8}, i #j}U {52(—1) e;; k; €{0,1}, Zlk‘z € QZ}.
Jedna baza B = {aq,...,ag} sistema korijena R dana je sa

1 1
Oé1=€1+68—§€=5(61—62—63—64—65—66—€7+€8), Qy = €1+ €3, «Q3z3=e€ey— e,

Qg = €3 — €2, O5=~€4 —€3 Qg=©€5—64, Q7r=~€E;— €5 Qg=~E7— Eqg.
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2
0
-1
0
0

0
2
0
—1
0

-1
0
2
-1
0

0
-1
-1

2
-1

Cartanove matrice za Eg, E7 1 Eg, njihovi brojevi korijena |R| i redovi |W| pripadnih Weylovih

N = O O OO

0o 0 0 0 -

|R| = 72, |W| =27-3%5 = 544.320.

2 0 -1 0 0
0 2 0 -1 0

-1 0 2 -1 0

E;: 0 -1 -1 2 -1
0 0 0 -1 2

0 0 0 0 -1

0 0 0 0 0

N OO OO OO

|R| = 126, W[ =2'.3*.5.7=230.481.920.

SO OO O NO

|
SO OO~ N O
|
—_

NN RO O O OO
N R O OO O oo

SO DO OO = ONN

o
|

|R| = 240, |W| =2".3%.5%.7=17.315.660.800.

Tip Fy: Sada je V = R*. Nadalje, promatramo diskretnu aditivnu podgrupu I = Z* + %Ze od
R%, gdje je e = e; + es + €3 + €4, i stavimo

R={a€el; (aa) € {1,2}}.

Tada je
1
R:{j:ez, 1= 1727374}U{i(€z_€]>; 1 §Z<j §4}U {§(i€1i€2i€3i64)}
Jedna je baza B = {a1, as, a3, au }, gdje je
1
a1 = ey — e, ag = g(er — e —e3 —eq).

Qg = €3 — €4, a3 = €4,
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Pozitivni korijeni u odnosu na tu bazu su:

1
Ry ={e;; 1=1,2,3,4}U{e; —ej; 1§i<j§4}u{§(€1i€2i€3i64)}.

Cartanova matrica i brojevi |R| i |[W] su:

2 -1 0 0

1 2 -2 0 B I
0 _1 9 _1|» |BI=48  [W[=2"-3"=1152.
0 0 -1 2

Tip G5: Za V uzimamo ortogonalni komplement od e = e; + e3 + e3 u R3, tj.
V={&,6,&) eR? &+ &+ 6 =0}
Sistem korijena je R = {a € Z*NV; (ala) € {2,6} }, tj.
R={+(e; —e3), £(ea —e3),+(e1 —e3), (261 — es — e3), £(2e5 — €1 — €3), £(2e3 — €1 — €3) }.
Jedna je baza B = {1, as}, gdje su ag = e; —eg 1 ag = —2e1 + 5 + e3. Tada je
R, ={a1, s, a1 + g, 201 + 9, 31 + 9, 31 + 200} =
={e; — ey, —e1 + €3, —ey + €3, —2e1 + €3 + €3,e1 — 2e9 + €3, —e1 — €9 + 2e3}.

Cartanova matrica i brojevi |R| i [W] su:

2 —1
] m=w-n
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6.6 Klasifikacija kompleksnih prostih Liejevih algebri

Za svaki ireducibilan sistem korijena R postoji kompleksna prosta Liejeva algebra g takva da
je za svaku njezinu Cartanovu podalgebru b pripadni sistem korijena R(g, ) izomorfan sistemu
korijena R. Stovise, dvije proste kompleksne Liejeve algebre su izomorfne ako i samo ako su njihovi
sistemi korijena izomorfni. To je posljedica sljede¢eg opceg teorema koji navodimo bez dokaza:

Teorem 6.6.1. (Serre—ov teorem egzistencije) Neka je R sistem korijena u realnom uni-
tarnom prostoru V. Tada postoji poluprosta kompleksna Liejeva algebra g i njezina Cartanova
podalgebra § takve da je sistem korijena R izomorfan sistemu korijena R(g,H) u realnom pros-
toru h(R) = spang R(g,h). Ako izaberemo bazu B = {au,...,au} sistema korijena R i stavimo
cij = n(w, o), ta se Liejeva algebra g moZe realizirati kao Liejeva algebra generirana sa 3¢ gene-
ratora {h;, z;,y; 1 <i </Ll} is relacijama:

S1) [hi,hj] =0 za sved,j=1,... ¢

(hi, x;] = cjizy, [hiyyjl = —cjiyj za sve i, j=1,... L.
(ad ;)% (z;) =0 za 1,5 =1,...,0.
(ady;)~ 9" (y;) =0 zad,5=1,...,L.

Drugim rijecima, ako je U bilo koja Liejeva algebra i ako je f : {hj,xjy; 1 < i < £} — [
preslikavanje sa svojstvom da slike H; = f(h;), X; = f(z;), Yi = f(y;) zadovoljavaju gornje
relacije u Liejevoj algebri [, odnosno, da vrijedi

1. [Hi,Hj] =0 za svei,j=1,...,¢,

2. [Xi,Yi] = hi, [X;, Y]] =0 zai,j=1,....0,i# ],

is X
3. [Hi, X;] = ¢ X, [Hi,Yj| = —ciYj za svei,j=1,...,¢,
4. (adi X;)" 9N (X;) =0 zai,j=1,...,¢,
5. (adyY;)" 9N (Y;) =0 zai,5=1,...,¢,

onda se f jedinstveno prosiruje do homomorfizma F : g — .

Prema tome, klasifikacija ireducibilnih sistema korijena iz prethodnog odjeljka daje klasifikaciju
prostih kompleksnih Liejevih algebri: klase izomorfnosti su pridruzene Dynkinovim dijagramima
Ap, 0> 1, By, £ > 2, Cy, 0 > 3, Dy, ¢ > 4, By, £ = 6,7,8, Fy i G5. U ovom odjeljku vidjet
¢emo da primjeri matricnih Liejevih algebri iz odjeljka 1.4. numerirani sa 1., 2. i 3. daju upravo
proste Liejeve algebre sa cetiri beskonacne serije Dynkinovih dijagrama. Te se Liejeve algebre zovu
klasiéne kompleksne proste Liejeve algebre. Preostalih pet vrsta s Dynkinovim dijagramima
Es, E;, Eg, Fy i G5 zovu se izuzetne kompleksne proste Liejeve algebre.

Proucimo sada poblize svaki od primjera iz odjeljka 1.4.

1. Promatramo Liejevu algebru matrica g = sl(¢{ + 1,C) = {z € gl(¢ + 1,C); Trz = 0} za
¢ € N, tzv. specijalnu linearnu Liejevu algebru. Neka je h skup svih dijagonalnih matrica u
g. Tada je h Cartanova podalgebra od g i
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gdje je

ozij(diag(cl, c. ,Cg+1)) = ¢ — Cj.
Nadalje, g, je potprostor svih matrica x = [z,,] € g takvih da je x,, = 0 ako je p # i ili ¢ # j.
Dakle, go,; = span{e;}. Pri tome je u ovom i daljnjim primjerima e;; oznaka za kvadratnu ma-
tricu formata (¢ 4+ 1) x (¢ + 1) koja ima 1 na presjecistu i—tog retka i j—tog stupca, a svi ostali
su joj elementi jednaki 0. Tada je ha,, = e; — ej; = [eij, €;;]. Nadalje, korijenski potprostor g,
razapet je matricom e;;.

2. Neka je sada g tzv. simplekticka Liejeva algebra:

g=1:5p(2(,C) = {z € gl(2(,C); sx = —a's}, gdjeje s= [ _ 0 L } )

Iy 0O

Pri tome je I, oznaka za jedini¢nu matricu —tog reda.
Ako proizvoljnu matricu z € gl(2¢,C) pisemo pomocu kvadratnih blokova ¢—tog reda kao

x = l Z Z ] , onda se lako vidi da je x € g ako i samo ako je d = —a’, b' = b i ¢' = ¢. Dakle,

g:{{a ?};a,b,cEg[(ﬁ,C),b:bt,c:ct}.

c —a

Primijetimo da je sp(2,C) = sl(2,C), dakle, nove primjere dobivamo samo za ¢ > 2.
Neka je b skup svih dijagonalnih matrica u g, t;j.

h = {diag(cy,...,co,—C1,...,—C0); C1y...,¢0 € C}
Tada je h Cartanova podalgebra od g i pripadni sistem korijena je

R(g,h) ={xa;; 1 <i<l}U{Bij; 1 <1,5 <, i# 5 U{tvy; 1 <i<j<[l},

uz oznake
a;(diag(ey, ... e, —C1,y ..oy —Cp)) = 2¢;, 1<i<y;
Bij(diag(cy, ..., co, —C1, ..., —Cr)) = ¢ — ¢j, 1<4,j <, i+#7;

vii(diag(er, ..., co, —C1y ..., —Cp)) = ¢ + ¢, 1<i<j <Vt

Nadalje, tada je
ha, = —h_o, = €ii — €orioyi, 1< <Y,
hﬁij = €ii = €55 — Cotil+i + STARNAND 1< Za] < f, { # j7 _ﬁi]’ = ﬁjia
by = —h—yy; = €ii + €55 = Cotijeri — Corjrs, 1<i<jy<Lt

Korijenski potprostori su g, = span{e,}, a € R(g,h), gdje su bazni vektori korijenskih potpros-
tora e, dani sa

Ca; = €il+is €—q; = €l+iis 1<i<U{,
€s,; = €ij — €oqjbtis 1<u,j<{t v#j —PBiy= D,
€yi; = Cilt+j T €j o+ €—rij = Coyij T Cotjis 1<i<jy<Lt

3. Promatramo sada tzv. ortogonalnu kompleksnu Liejevu algebru neparnog reda:

1 0 0
g=020+1,C)={x €gl(20+1,C); sz =—a's}, gdjeje s=10 0 I,
0 I, O
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Proizvoljnu matricu x € gl(2¢ + 1, C) zapisimo u blok—formi u skladu s blokovima u gornjoj
matrici s :

f
a ) OZE(C, f,g,h,k:E(Cg, a,b,c,ng[(f,C),
C

«
xr= | h
Lt

QU Q

pri ¢emu smo C* identificirali s prostorom M ;(C) jednorednih matrica duljine ¢. Tada je = €
0(2¢ +1,C) ako i samo ako je a =0,d = —a', o' = —b, ¢! = —¢, h=—g i k = —f. Dakle,

0 f g
g= _gt a b ; f,gGCe, a,b,ch[(f,C), bt:_ba Ct:_c
—ft ¢ —d

Neka je b skup svih dijagonalnih matrica iz g, tj.
h = {diag(0,¢1,...,co,—C1y. .., —Cp); C1,...,¢0 € C}
Tada je h Cartanova podalgebra od g i pripadni sistem korijena je

R(g,h) = {Fa;; 1 <i<U{Biyj; 1<i,j <L, i#j}U{Ety; 1<i<j<{l}

uz oznake
a;(diag(0, ¢,y ... coy —C1y ooy —Co)) = ¢, 1< <y
Bij(diag(oacla'"7657_617'"7_65)):Ci_cja 1§Z7]§€7 7’#]7

v (diag(0, ¢1, ..., ¢, —C1,y ..., —C0)) = ¢ + ¢, 1<i< <Vt
Koristimo uobicajenu oznaku e;; za matricu s jedinicom na presjecistu ¢—tog retka i j—tog stupca
i na svim ostalim mjestima 0, s tim da se sada indeksi 4, j kre¢u skupom {0,1,...,2¢}. Tada je

hay = —h_a;, = 2€4 — 2€044 044, 1<i <Y,
hg,; = €ii — €j; — €ovipri + oyt 1<i,j<{, i#j, —PBy= 0B,
hoyy = —h = € + €55 — €rripri — €oyjers 1<i<j </

Korijenski potprostori su g, = span{e,}, « € R(g,h), gdje su bazni vektori korijenskih potpros-
tora e, dani sa

Ca; = €i,0 — €0,0+i €—a; = €0 — €11i 0, 1< <Y,
€3, = €ij — €otjitis 1<d, <, i#35, —Bij=08,
€yi; = €jbti — €il+js C—ij = Clij — Cltjis l<i<j<dt

Napomenimo jo$ da nije tecko dokazati da je Liejeva algebra o(3, C) izomorfna Liejevoj algebri
s[(2,C), te da je Liejeva algebra o(5,C) izomorfna Liejevoj algebri sp(4, C).

4. Na koncu promatramo kompleksnu ortogonalnu Liejevu algebru parnog reda:

0 [g:|

g=10(2(,C) = {x € gl(2(,C); sz = —a's}, gdje je s = l I 0
¢

Proizvoljnu matricu z € gl(2¢, C) zapisimo u blok—formi:

a b
x—{c d]’ a,b,c,d e gl(¢,C).
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Tada je z € g ako i samo ako je d = —a', b' = —b i ¢! = —c. Dakle,

_ a b |, t ot
g—{{ . _at ], a,b,c € gl(¢,C), b* = —b, ¢ = c}.
Neka je ponovo b skup svih dijagonalnih matrica iz g, tj.

h = {diag(cy,...,co,—C1,...,—C0); €1,...,¢0 € C}.

Tada je h Cartanova podalgebra od g i pripadni sistem korijena je

R(g,h) = {By; 1<i,j <l i#j}U{Eyy; 1<i<j<(),

uz oznake
ﬁij(diag(clw"acﬁa_clw"a_cf)):Ci_cja 1§27.]§€7 Z%j)
vii(diag(er, ..., co, —c1, ..., =) = ¢ + ¢, 1<i<j <Vt
Sada je
hg,; = €ii — €j; — €otipti + €ojiot) 1<4,j <t i#j —Bj= 0,
h%j = —h,%j =e; + €jj — €ltil+i — Cotj o+, 1<i< j < /.

Korijenski potprostori su g, = span{e,}, a € R(g,h), gdje su bazni vektori korijenskih potpros-
tora e, dani sa

€6i; = Cij — Cedjl+iy 1< Za] < f, { # ja _ﬁij = ﬁjia
€y = Cibj — Cjbrir  Comy = Copji — Cetig, 1 <1< j <L

Napomenimo da Liejeve algebre 0(2,C) i 0(4, C) nisu proste: 0(2,C) je komutativna, a o(4, C)
je direktna suma dvaju prostih ideala koji su oba izomorfna Liejevoj algebri s((2, C). Nadalje,
pokazuje se da je Liejeva algebra o(6,C) izomorfna Liejevoj algebri sl(3,C). Napokon, nema
drugih medusobnih izomorfizama osim ovih koje smo naveli: proste Liejeve algebre iz cetiriju serija
sl(n,C),n >2,0(204+1,C), ¢ > 2,sp(2¢,C), ¢ > 3,0(2¢,C), { > 4, sve su medusobno neizomorfne.

Proucit ¢emo sada poblize sistem korijena R = R(g, ) za svaku klasiénu kompleksnu prostu
Liejevu algebru g i izabranu Cartanovu podalgebru h i posebno, ustanoviti njihove Dynkinove
dijagrame. Na realnim medusobno dualnim prostorima h(R) = spang {hs; o € R} i h*(R) =
= spang R imamo skalarne produkte inducirane Killingovom formom Bj. Skalarne produkte medu
korijenima zbog odredivanja brojeva n(c«, ) bit ¢e nam znatno lakse ra¢unati pomoéu elemenata
ha € B(R). Podsjetimo se da je za a € R(g,h) h, jedinstven element iz [g,,g_o] takav da je
a(hy) =21idaje

2
ha = 77— ta;
Bg(ta,ta)

pri ¢emu je A\ — t, izomorfizam sa h* na h induciran nedegeneriranom restrikcijom Killingove
forme Bylh x b :
A(h) = Bg(h,ty) Vh € b.

Tim izomorfizmom prenesen je skalarni produkt By|h(R) x h(R) na prostor h*(R) :

(Aln) = Bg(tr, tu) = Aty) = pu(ty), A peh™(R).
Za o € R imamo
4 4

By(ha, ha) = m B(ta, ta) = m>
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dakle,

1

4 2
to = 2 By(ta,ta)ha =

1
- he = Do
2 By(ha, ha) By(ha, ha)

Stoga za a, f € R nalazimo

B(ha, hg)

(@l8) = Balta: ts) =45 B o)

i, posebno,
B 4
(O[‘OO - Bg(haaha>.
Odatle je (al8) ( ) ( )
_(aB) By(ha, hs _ B(ha, hyg
MO0 =2 518) =2 Bylha ha) Bytha ) ) =2 B ) 0
1 Jall> _ Bylis, ) 69)

181 Bg(ha, ha)

U daljnjem ¢emo za svaku od klasicnih kompleksnih prostih Liejevih algebri g i izabranu
Cartanovu podalgebru b utvrdit éemo Dynkinov dijagram pripadnog sistema korijena R(g,h). U
tu svrhu mogli bismo koristiti opisani skalarni produkt ( - |- ) na prostoru h*(R), odnosno, skalarni
produkt By|h(R) x h(R) na prostoru h(R). Medutim, mnogo je jednostavnije koristiti jedan drugi
skalarni produkt, tj. onaj koji se dobije iz simetricne bilinearne forme na g definirane pomocu
traga matrica, a ne traga operatora adjungirane reprezentacije na prostoru g. Naime, ako je g
Liejeva podalgebra od gl(n, C), definiramo simetri¢nu bilinearnu formu Ay : g x g — C sa

Ay(z,y) = Tray, z,y € g. (6.10)

Ta je forma uvijek nedegenerirana, a u slucaju da je g prosta Liejeva podalgebra od gl(n,C),
ona je proporcionalna Killingovoj formi. To je posljedica ¢injenice da forma Ay ima isto svojstvo
invarijantnosti s obzirom na adjungiranu reprezentaciju z — ad z od g kao i Killingova forma B,.
Doista, za bilo koje x,y, z € g imamo redom

Ay((ad 2)z,y) + Ag(, (ad 2)y) = Tr ([, 2]y + 2z, y]) =
=Tr(zzy — x2zy + 22y — vyz) = Trzay — Trayz = 0.

Propozicija 6.6.2. Neka je g prosta kompleksna Liejeva algebra i neka je A : gxg — C bilinearna
forma invarijantna s obzirom na adjungiranu reprezentaciju z — ad z, z € g, tj. takva da je

A((ad 2)x,y) + A(z, (ad 2)y) =0  Vax,y,z € g.
Tada postoji ¢ € C takav da je A(x,y) = cBy(x,y) Yo,y € g.

Dokaz: Bududi da je bilinearna forma By nedegenerirana, postoji jedinstven linearan operator
T : g — g takav da je
Ax,y) = By(Tx,y)  Va,y € g.

Za x,y,z € g imamo redom

By(T(ad 2)x,y) = A((ad 2)z,y) = —A(z, (ad 2)y) = —By(Tz, (ad 2)y) = By((ad 2)Tx, y).
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Sada iz nedegeneriranosti Killingove forme By slijedi T'(ad z) = (ad 2)T Vz € g. Dakle, T je prepli-
tanje reprezentacije ad sa samom sobom. Medutim, kako je Liejeva algebra g prosta, reprezentacija
ad je ireducibilna. Prema tvrdnji (¢) Schurove leme (teorem 1.5.6.) postoji ¢ € C takav da je
T = cly. Dakle, A(z,y) = By(Tx,y) = By(cx,y) = cBy(z,y).

Odredit ¢emo sada eksplicitno faktor proporcionalnosti u slu¢aju klasiénih prostih Liejevih
algebri:

Propozicija 6.6.3. Neka je g klasicna prosta kompleksna Liejeva algebra, tj. g = sl(n,C), n > 2,
g=s5p(n,C), n € 2N, ilig=o0(nC), n=231ilin>5 Tada je bilinearna forma Ay : g x g — C
definirana sa (6.10) proporcionalna Killingovoj formi By i faktori proporcionalnosti su u tri slucaja
jednaki 5 za sl(n, C), ﬁ za sp(n,C) i = za o(n,C) Dakle,

(a) Basnc)(z,y) =2nTray, Yo,y € sl(n,C).
(b) Bsp(n,(C) (l’, y) = (TL + Q)TT’ LY, Vfﬂ, Y€ 5p(n7 (C)
(C) Bo(n,(C) (l’, y) = (7’L - 2)TT xy, Vfﬂ, (IS 0(”7 (C)

Dokaz: Prva tvrdnja neposredna je posljedica propozicije 6.6.2. Dakle, u svakom od tri slucaja
vrijedi Ag(x,y) = cBy(x,y), Vo, y € g, gdje je ¢ € C. Da bismo izracunali ¢, dovoljno je izracunati
Ay(z,z) 1 By(x, x) za zgodno izabrani « € g. Provedimo to za svaki od slu¢ajeva. U njima ¢emo
upotrebljavati uvedene oznake za korijene i korijenske vektore.

1. g = sl(£+ 1), £ € N. Izaberimo © = h,, = €11 — €. Tada je Ay(z,z) = Tra? = 2.
Nadalje, svi elementi baze

{eii_eiJrl,iJrl; 1§Z§£}U{€U7 1§27j§£+17 Z#]}

Liejeve algebre g su svojstveni vektori operatora ad z :

(ad .1')(6“ — €i+1,i+1> = O, za 1 S 7 S g,
(ad z)es = 2e19; (ad x)ey; = —2e9y;
(adz)ey; = ey,  (adx)e;; = —ey, za 3<i</(+1;

(adz)eq; = —eg;,  (adx)en = e za 3<i</l+1;
(adz)e;; =0 za 1#£7 1 {i,71n{1,2} =0.

Prema tome,
By(z,z) = Tr(adz)? =2 -4+ 4(0 — 1) = 4(£ + 1).

Dakle, u ovom je slucaju

2 1
c= = .
40+1)  2(0+1)
2. g = sp(2¢,C), £ € N. U ovom slucaju biramo = = h,, = €11 — €r410+1. Ponovo je

Ag(x,z) = Tra? = 2. Operator ad z ima u bazi
{hai; 1§i§£}u{eai; 1 Sigﬁ}{eﬁij; 1 <1i,J Sf, i#j}u{ei%‘j; I<i<y Sg}
Liejeve algebre g dijagonalnu matricu:

(adz)h,, =0, za 1<1i<Y,
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(ad x)eq, = 2€4,; (adz)e_o, = —2€_4;;
(adz)e,, = (adz)e_o, =0 za 2<i<J{;
(adx)eg,, = ep,, (adx)es, = —eg, za 2<i<Y;
(adz)eg, =0 za 2<i,j<{, 1i#yj;
(adx)ey, =ey,, (adz)e_,, =—e_,,, za 2<i</;
(adx)e,, = (adw)e_,, =0 za 2<i<j <L

Prema tome,
By(z,2) =2-444(0—1)=4(L+1).

Dakle,
2 1 1
C = = — .
40+1) 2(0+1) 20+2
3.9 = 0(20+1,C), £ € N. Biramo = = $ha, = €11 —€s41,0+1. Ponovo je Ag(z,z) = Tra? = 2.
Sada operator ad x djeluje na vektore baze

{ha; 1< <} U{eq; 1 <0< U{egy; 1<4,5 </, i #j}U{es,,; 1<i<j< (L}
Liejeve algebre g ovako:
(ad x)ha, =0, za 1<1i</Y;
(adx)eq, = €ay; (adz)e_o, = —€_qy;
(adz)e,, = (adz)e_o, =0 za 2 <7</
(adx)eg,, = ep,, (adx)es, = —eg, za 2<i</;
(adx)eg,;, =0 za 2<14,j<{, i#j;
(adx)e,,, = ey, (adz)e_,, =—e_,, za 2<i</;
(adx)e,,;, = (adw)e_,, =0 za 2<i<j</{

Prema tome,
By(z,z) =24+4(0—1) =2(2( - 1).

Dakle,
B 2 1 1
C220—-1) 20—1  (20+1)-2
4. g = 0(2¢,C), £ € N, £ > 3. Biramo = = hg,, = €11 — €22 — €p41041 + €r42042. Sada je
Ag(x,z) = Tra? = 4. Nadalje, operator ad z djeluje na vektore baze

C

{hﬂi,€+i; I<i< E} U {eﬁij; 1<u,j<{ i# j} U {ei’Yij; 1<i<y< E}
Liejeve algebre g ovako:
(adx)hg,,,, =0 za 1<i</;
(ad .%')6512 = 26[3127 (ad .%')6521 = _26521;
(adx>eﬁu = €8s (adx)eﬁm = 7€y 23 3<i <Y
(a’dx)eﬁil = ~ €8> (adx)eﬁw =e€p,, za 3<1< %
(adz)eg, =0 za 3<i,j<{, 1i#yj;

(ad:L‘)€712 = (adx)e—Wm =0;
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(adx)e’vli = Eyiis (ad‘r)e’mi = "€y 22 3<i <4
adx)e_.,. = —e_. ., l(adx)e_., =e_.,. za <1< 4
d Y14 Y1 d V24 V24 3 . E
(adz)e,, = (adw)e_,,, =0 za 3<i<j< L
Prema tome,
By(z,7) =24 +8(—2) =8((—1).

Dakle,
4 1 1

8((—1) 2(—1) 20—2

Time je propozicija 6.6.3. u potpunosti dokazana.

Napomena. Direktnim rac¢unom lako se vidi da (c) vrijedi i za n = 2 i n = 4 iako pripadne
Liejeve algebre nisu proste: 0(2, C) je komutativna, a 0(4, C) je direktna suma dvaju prostih ideala,
koji su oba izomorfni sa sl(2, C).

Posljedica je propozicije 6.6.3. da se u slucaju kad je g klasi¢na prosta kompleksna Liejeva
algebra umjesto skalarnog produkta induciran na h(R) i na njegovu dualu h*(R) Killingovom
formom By mozemo koristiti skalarnim produktima induciranim bilinearnom formom Ag4(z,y) =
= Tray, =,y € g. U daljnjem ¢emo upravo te skalarne produkte i na h*(R) i na h(R) oznacavati

sa (-]-), a pripadne norme sa || - [|. Sada formule (6.8) i (6.9) prelaze u
(halhs) o llal* _ Bl
n(a, 5) =2 i = . (6.11)
(halha) 18117 llhall?

Sada ¢emo identificirati Dynkinove dijagrame klasi¢nih prostih kompleksnih Liejevih algebri.
I dalje upotrebljavamo uvedene oznake za cetiri serije klasi¢nih Liejevih algebri.

Specijalna linearna Liejeva algebra sl(£ 4+ 1,C), £ > 1
Stavimo «o; = o ;11, 1 <@ < (. Lako se vidi da je tada
Oéij:Oéi—F"'—i-Oéj,l, 1§Z<]§£—|—1,

Qi = —Qjy = —O0j — + - — Q1, 1<j<i</l+1.

To pokazuje da je B = {a, ..., a;} baza sistema korijena R = R(g,h). Pripadni skup pozitivnih
korijena je Ry = {ayj;1 <i < j </{+1}.

Odredimo sada Dynkinov dijagram sistema korijena R. Najprije racunamo skalarne produkte
(hai|h0¢j)’ 1<4,5<¢(:

(hog|hay) = Tr (e — €i1,i01)° = T (€43 + €141,041) = 2

(hailhaiy) = Tr (e — €ivriv) (€isrivn — €ivnin) = Tr(—€1,01) = —1 za 1<i<(l—1;
(hai haj) =Tr (6”‘ — €i+17i+1)(€jj — €j+1,j+1> =0 ako je 1 S Z,j S f, ‘Z — j‘ Z 2.
Odatle i iz (6.11) nalazimo
he, | P, —1 .
(o, aipr) = 2% =2 =-1=nlein, ) 1<i<l-1,

n(a;, o) =0 ako je |i — j| > 2.
To pokazuje da je Dynkinov dijagram sistema korijena R(g,h) tipa A,.
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Ortogonalna Liejeva algebra 0(2¢+ 1,C), £ > 2
Stavimo d; = ;41 za 1 <i < /¢ —11d, = ay. Tada nalazimo
a; = 0; + -+ 0y, 1<i <Y,
Bij = 0; 4+ -+ 01, 1<i<j<d,

’}/ijI(5¢+"’+(5j71+25j+"'+25g, 1§Z<]§£

Dakle, {d1,---,d;} je baza sistema korijena R = R(g, ) i skup pozitivnih korijena u odnosu na
tu bazu je

Odredimo sada Coxeterov graf i Dynkinov dijagram od R. Imamo

hs, = €ii — €it1,it1 — Coqijpti + Coqitiprir za 1 <i<l—1 1 hs = 2en — 2ex9

a je
o (ho;|hs;) = Tr (€5 — €iv1i41 — €ovivvri + Copirtoriv1) =4 zal<i</l—1,
(hs,|hs,) = Tr (2e0 — 2€202¢)* = 8,
(héi héiﬂ) =Tr (eii_eiJrl,iJrl_€€+i,£+z’+e€+i+1,€+i+1>(€i+1,i+1_€i+2,i+2_€Z+i+1,2+i+1+e£+i+2,£+z’+2) =
=Tr (—€it1,41 — €rrit1piv1) = —2 za 1<i<{l0—2,
(ho, 1 |hs,) = Tr (er—1,0-1 — € — €a0—1.20-1 + €20.20) (2600 — 2€2090) = Tt (—2eq — 2e209¢) = —4.

Svi ostali medusobni skalarni produkti vektora baze hs, jednaki su nuli, jer su produkti tih matrica
jednaki nuli. Odatle imamo prema (6.11)

(h(;. |h5) -2 ]

0, 0i0q) =2~ 2 =92~ — 1 =n(d;,1, 0 1<i<l -2
TL( iy H—l) (h51|h52) 4 7’L( i+1 z) zZa =1 > ;
n(0p_1,0¢) = 2(h‘5‘3|—h5‘—1) = 2__4 = _92

o (h5471|h5z71) 4 ’
(hs, \Ihs,) . —4

80, 0p_1) =2~ " — 9~ — 1,
n( oo 1) (h5e|h54> 8

Nadalje, n(d;,d;) = 0 ako je |i — j| > 2. Dakle,
n(&, 5”1)72((5”1, 51) =1 za 1 < 1 < {— 2, n((Sg,l, 5@)%(5@, 5571) = 2.

Prema tome, u Coxeterovom grafu spojeni su samo vrhovi §; i §;317 za 1 <7 </ —11to s jednom
linjjom za 1 <1 < ¢ —21is dvije linije za ¢« = £ — 1. Nadalje, omjeri kvadrata duljina korijena d,_;
i 0y su prema (6.11) :

2
local? _ sl 8,

ol g, ||> 4

Dakle, korijen d,_1 dulji je od korijena d,, pa je u Dynkinovom dijagramu strelica usmjerena od
vrha §,_; prema vrhu d,. To znaéi da je Dynkinov dijagram sistema korijena R(g, ) tipa B,.
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Simplekticka Liejeva algebra sp(24,C), £ > 2
Stavimo kao i u prethodnom primjeru d; = 3,41 za 1 <i < /¢ —11 9, = ap. Tada je
a; =20; + 4201 + Iy, 1<i</,
Bij = 0; + -+ 01, 1<i<yj<{,

/Yij:5i+"'+5j—1+26j+'”+25€—1+5€a 1§Z<]§f

Dakle, {d1,---,0,} je baza sistema korijena R = R(g, ) i skup pozitivnih korijena u odnosu na

tu bazu je

[zracunajmo sada skalarne produkte (h5i|h5].). Imamo
hs; = €ii — €iv1,it1 — €oieri T Coireritn 28 1 <i<Ll—1;  hs, = ey — e
Prema tome, za 1 <i </ —1 je

2
(hs;|hs,) = Tr (€5 — €ig1,i401 — Coiiri T Copitrorit1)” = Tr (€5 + €igriv1 + Copippi + Coriv1eriv1) = 4,

a

(hs,|hs,) = Tr (esr — e20,2¢)* = Tr (egr + €2020) = 2.
Dakle, kvadrati duljina vektora baze hs,, . .., hs,_, su medusobno jednaki kao i u prethodnom prim-
jeru, ali sada je kvadrat duljine vektora hs, upola manji. Prema (6.11) duljine korijena dq, ..., dp—;

su jednake a kvadrat duljine korijena d, je dvostruko veéi od kvadrata duljina ostalih. Odredimo
medu kojim vrhovima postoje spojnice. Imamo

(thi hzsiﬂ) = Tr (€1i —€it1,i41— €rtietrit Corit1,erit1) (€ig1,it1 —€it2,i42 — Cltitl bit1+€ovit2,itit2) =
=Tr(—eir1ir1 — €rrivreriv) = =2 za 1 <i< (-2,
(ho,_|hs,) = Tr (er—1,0-1 — € — €ae—1,20-1 + €20,20) (€00 — €020) = Tr (—egp — €3020) = —2.

Svi ostali medusobni skalarni produkti vektora baze hs, jednaki su nuli, jer su produkti tih matrica
jednaki nuli. Prema (6.11) imamo

(Rsisy |Rs,) -2 ,
8;,0i0q) =2~— " — 92 " — 1 =n(6.q,0; 1<:1<0-2
n( 19 Z+1) (h61|h61) 4 n( Z+17 Z) zZa — 1 — )
n(s 5):2M:2__2:_1
T ) T
hs, ,|hs,) —2
5s. 0, :szg_:_g.
n( o 1) (h(sz‘htse) 2

Dakle,
n(él, (51'4_1)”((51‘_,_1, 51) =1 za 1 S 1 S 0 — 2; n(ég_l, 5@)”(5@, 55_1) = 2.

Prema tome, Coxeterov graf je isti kao i u prethodnom slucaju. Medutim, sada je korijen 9, dulji
od korijena d,_1, pa je strelica u Dynkinovom dijagramu okrenuta suprotno: od d, prema d,_;.
Dakle, Dynkinov dijagram sistema korijena R(g,h) je tipa Cj.
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Ortogonalna Liejeva algebra 0(2¢,C), £ > 3
Sada stavimo o; = 3,41 za ¢ <1 < {—11 oy =1, Tada je
Bij = a; + -+ aj 1<i<y<{,
Yij =+ + 205 + -+ 2009 + o1 + ay, 1<i<y <4
Dakle, {aq,...,as} je baza sistema korijena R = R(g, ) i pripadni skup pozitivnih korijena je
Ri={B; 1<i<j<f}U{y: 1<i<j<{l}).

Imamo
ha; = hg, ;.\, = € — €iy1ir1 — Coipri + €orirrerivr za 1 <i<L—1,
hay =Ty, |, = €101+ € — €20-120-1 — €220

Prema tome, za 1 <i </ —1 je
2
(ha;|ha;) = Tr (€ — €101 — Coipri tCorivteviv1)” = Tr (€5 + €1 i1 +eopioriterrivieriv1) = 4,

(Paglhay) = Tr (€0—10-1 + €0 — 201201 — €2090)* = Tr (€g_10-1 + €or + €20_1.20-1 + €2090) = 4.
Dakle, prema (6.11) u ovom su sluc¢aju duljine svih vektora izabrane baze od R iste duljine.
Odredimo sada spojnice medu vrhovima. Imamo za 1 <7 < /¢ — 2

(PailPar) = Tr (€ii—€it1,i01—€opipritCopivt,eritt) (€it1it1 —€it2,it2 —€opitltritl HErtit2 irive) =

= Tr (—€iy1,i41 — Crpit1riv1) = —2.
Nadalje,

(hag,Q ‘hag) =Tr (€202 —€r—10-1 — €20—220—2 + €20-120-1)(€r—1,0-1 + €0 — €20—120—1 — €2020) =

=Tr(—ep10-1— €2-190-1) = —2

ali
(hag,l ‘hag) =Tr (ep—10-1 — €0 — €20—120—1 + €2020)(€1—1.0—1 + €0 — €20—120—1 — €2020) =

=Tr(er—10-1 — €ww+ €2-120-1 — €2020)) = 0.

Svi ostali medusobni skalarni produkti elemenata h,, jednaki su nuli jer su svi medusobni produkti
tih matrica jednaki nuli. Sada pomoc¢u (6.11) dobivamo

(hai+1|hai) o —2
— =12

(hai hai) - T:—l:n(aiﬂ,&i), za 1<i</(-—2,

n(Oéi, (Jéi+1) =2

(Paglhay») —2
nlag o, ap) = 2——20 =2 = —1 = n(ay, ay_s).
(Payolha, ) 4
To znaci da je Coxeterov graf sistema korijena R(g,h), a time i Dynkinov dijagram jer su svi
korijeni iste duljine, tipa D;.
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