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Poglavlje 1

INVARIJANTE I SEPARACIJA
VARIJABLI

1.1 Graduirane algebre nad vektorskim prostorom

U cijelom kolegiju bavit ¢emo se isklju¢ivo vektorskim prostorima i algebrama nad
poljem K karakteristike 0. Unitalna algebra je asocijativna algebra s jedinicom 14. Uvijek
¢emo identificirati A € K sa Al 4. Dakle, 1, =11 K C A.

Graduacija na unitalnoj algebri A je niz potprostora (.Ak) takav da vrijedi

kEZy

A=Y FA 1 AACA ke,
kEZy
Graduirana algebra je unitalna algebra sa zadanom graduacijom. Za elemente potprostora A*
kazemo da su homogeni stupnja k. Uo¢imo da je A° unitalna podalgebra od A i da algebru A
mozemo shvacati kao algebru nad prstenom A°. Graduirana algebra A zove se povezana ako
vrijedi A = K.
Filtracija na unitalnoj algebri A je niz potprostora (Ak)k:eZ+ takav da vrijedi

A CA akoje k<t A= A  AAC Ay k(€T

:ICEZ+

Filtrirana algebra je unitalna algebra sa zadanom filtracijom. Filtrirana algebra A je povezana
ako je Ayg = K.
Ako je (Ay)yep, filtracija na unitalnoj algebri A, definiramo

Gl"k(.A) = Ak/Ak_l, ke Z+, A= {0},

i neka je Gr(A) direktna suma tih kvocijentnih prostora

Gr(4) = J] a*(A).

kEZy

Pri tome je [] oznaka za (vanjsku) direktnu sumu vektorskih prostora, i, opéenitije, modula:
ako je A prsten i ako je (V;),., familija (lijevih) A—modula, onda je

HVZ-:{f:IHUVZ-; fi) eV We[}

el el

bt
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A—modul uz operacije
(f+9)(0) = F) +9),  (af)(@) = af(i), f,QEHVi, ac€d, i€l

Taj se modul zove direktni produkt familije modula (V}) Direktna suma familije (V;)

je sljedec¢i podmodul direktnog produkta

iel * el

H‘/i: {fEHV;; nosa¢ Supp f = {i € I, f(i) # 0} je konaéan}.

el el

Svaki se modul V; identificira s podmodulom direktne sume [],., V; tako da v € V; identificiramo
s funkcijom
v ako jei =7
i— (i) =
0 ako je i # j
Uz tu identifikaciju (vanjska) direktna suma je (unutarnja) direktna suma svojih podmodula V;,
1 € I. Naravno, sve se analogno definira i za desne module.

Za k,l € Z, nije tesko vidjeti da je dobro definirano preslikavanje
Grf(A) x Grf(A) — Gr**(A), (a+Ap1,b+ Ap1) = ab + Agyoa,

i da je to preslikavanje bilinearno. Ta familija bilinearnih preslikavanja definira bilinearno preslika-
vanje Gr(A)xGr(A) — Gr(A) uz koje Gr(A) postaje unitalna algebra s graduacijom (Gr*(A))
Kazemo da je Gr(A) graduirana algebra pridruzena filtriranoj algebri A.

Naravno, svaka se graduirana algebra 4 moze shvatiti i kao filtrirana algebra: iz graduacije
(A% formiramo filtraciju (Ag),cy, ovako:

k€Z+ '

kEZy
k
=0

Ocito je tada A, = A* + A,_; pa je polazna graduirana algebra A prirodno izomorfna algebri
Gr(A) (tj. graduiranoj algebri pridruzenoj filtriranoj algebri A).

Neka su A i B graduirane algebre s graduacijama (Ak)k ez, i (Bk>kez+ . Za unitalni homo-
morfizam ¢ : A — B kazemo da je graduiran, ili da je ¢ homomorfizam graduiranih algebri
ako vrijedi

oA CB" VkelZ..

Analogno, ako su A i B filtrirane algebre s filtracijama (Ay),c;, 1 (Bk)iez, » homomorfizam
filtriranih algebri je unitalni homomorfizam ¢ : A — B takav da je

o(Ax) CSB,  VkeZ,.
Zadatak 1.1.1. Neka je ¢ : A — B homomorfizam filtriranih algebri. DokaZite:

(a) Dobro je definirano linearno preslikavanje Gr(y) : Gr(A) — Gr(B) sa

Gr(p)(a+ Ax-1) = v(a) + By_1, ac Ay, keZy

(b) Gr(yp) iz (a) je homomorfizam graduiranih algebri.
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(¢) Homorfizam Gr(p) je injektivan ako i samo ako je homomorfizam ¢ injektivan.
(d) Homorfizam Gr(yp) je surjektivan ako i samo ako je homomorfizam ¢ surjektivan.
(e) Ako je it : B — C homomorfizam filtriranih algebri, onda je Gr(¢y o ¢) = Gr(y)) o Gr(yp).

Dakle, pridruzivanje graduirane algebre filtriranoj algebri je zapravo kovarijantan funktor
izmedu dviju kategorija. Uoc¢imo da ,ako” u (c) i (d) zapravo znaci da je taj funktor egzaktan:
ako je

AL B

egzaktan niz u kategoriji filtriranih algebri, tj. ako vrijedi Im ¢ = Ker v, onda je
ar(A) % arB) Y ar(e)
egzaktan niz u kategoriji graduiranih algebri.

Za potprostor V graduirane algebre A kazemo da je graduiran ako je razapet svojim ho-
mogenim elementima, odnosno, ako je

V=Y 4V VP=vnA', keZ,.

k€Z+

Ako je dvostrani ideal J u graduiranoj algebri A graduiran, onda je kvocijentna algebra A/J
graduirana uz graduaciju (A/J)* = A*/J*. Uotimo da je jezgra Ker(p) homomorfizma
¢ : A — B graduiranih algebri graduiran dvostrani ideal i ¢ definira izomorfizam graduiranih
algebri A/Ker(yp) — Im(yp).

Zadatak 1.1.2. Neka je A graduirana algebra i neka je S neki skup njenih homogenih elemenata.
Dokazite da su lijevi, desni i dvostrani ideal generirani sa S graduirani potprostori od A.

S druge strane, ako je A filtrirana algebra s filtracijom (Ay) kezy 1 ako je J dvostrani ideal u
A, onda bez ikakve daljnje pretpostavke na J kvocijentna algebra A/J postaje filtrirana algebra
uz filtraciju (A/(Ar N T))gez, -

Podsjetimo se sada pojma tenzorskog produkta vektorskih prostora. Neka su Vi,..., V) vek-
torski prostori nad poljem K. Tenzorski produkt tih vektorskih prostora je ureden par (T, ),
gdje je T vektorski prostor nad poljem K, ¢ je n—multilinearno preslikavanje sa V; x --- XV, u
T' i vrijedi sljedec¢e univerzalno svojstvo:

Ako je V wektorski prostor nad poljem K i ako je v : Vi x -+ x V,, — V n—multilinearno
preslikavangje, onda postoji jedinstven linearan operator ¥ : T'— V takav da je 1» = W o .

Teorem 1.1.1. Postoji tenzorski produkt vektorskih prostora Vi,...,V,. Tenzorski je produkt
jedinstven do na izomorfizam: ako su (T, p) i (S,v) tenzorski produkti prostora Vi, ..., V,, jedin-
stvent linearni operatori ® : S — T 1V : T — S, takvi da vrigedi ¢ = Porh 119 = Vo, medusobno
su tnverzni 1zomorfizmi.

Dokaz: Dokazimo najprije jedinstvenost do na izomorfizam. Neka su (7, ¢) i (S,%) tenzorski
produkti vektorskih prostora Vi,...,V, inekasu ® : S — T iV : T — S jedinstveni linearni
operatori takvi da vrijedi ¢ = Poy iy = Wop. Tada je Po W : T" — T linearan operator i vrijedi

(PoW)op=0o(Woyp)=0oy =g
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Kako je ujedno I o ¢ = ¢, iz jedinstvenosti u univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta (7', ¢)
slijedi da je ® o W = [p. Sasvim analogno iz jedinstvenosti u univerzalnom svojstvu tenzorskog
produkta (S,) slijedi da je W o ® = Ig.

Dokazimo sada egzistenciju. Izaberimo bazu ey)
Neka je T' vektorski prostor nad poljem K s bazom koja je numerirana Kartezijevim produktom
Iy x---x 1, :

, ] € IZ} prostora V; za svaki i = 1,...,n.

{6]177]71,? (jl? . 7jn) E [1 X+ X [’I’L} .

Neka je ¢ : V) x -+ x V,, — T jedinstveno n—multilinearno preslikavanje takvo da vrijedi

2 <€§1), .. ,65?) = €j1,...,jn V(jl, e ,jn) € [1 X - X [n

Treba dokazati da par (7, ¢) ima univerzalno svojstvo tenzorskog produkta. Neka je V' vektorski
prostor i ¢ : Vi X -+ x V,, — V n—multilinearno preslikavanje. Neka je ¥ : T' — V linearan
operator definiran na bazi {e;, .} ovako:

Y (6]'17___7]'”) = @Z) (651), .. ,6§:)> , (jl; . ,jn) - Il X -+ X In

Tada se oc¢ito n—multilinearna preslikavanja W o p i sa V) x --- x V,, u V podudarajuna svim

g), e e§:)> , (J1y-- -, gn) € I X -+ x I, a odatle zbog n—multilinearnosti slijedi

da se podudaraju na svim n—torkama (vy,...,v,) € Vi X --- x V,, tj. vrijedi ¥ o ¢ = ). Napokon,
buduc¢i da je po definiciji {e;, ._j,} baza prostora T, jedinstvenost linearnog operatora ¥ : T — V'
s takvim svojstvom je ocigledna.

n—torkama <e

Uobicajena je oznaka V; ® - - -® V,, za prvi ¢lan tenzorskog produkta (7, ¢) vektorskih prostora
Vi,...,V,. Nadalje, tada se upotrebljava oznaka

/Ul®"'®vn:(p(vl7"‘7vn>7 Ulex/l’,vnevn

Iz konstrukcije u dokazu egzistencije u teoremu 1.1.1. i iz jedinstvenosti do na izomorfizam
(i)

neposredno slijedi da je za bilo koje baze {ej ; J € [Z-} prostora V; za i = 1,... n familija

{eﬁ’@---@eﬁ:); (jl,...,jn)ellx---xln}

baza prostora Vi @ --- ® V,. Stovise, bududi da je svaki linearno nezavisan podskup vektorskog
prostora sadrzan u nekoj bazi tog vektorskog prostora, ako za svakii = 1, ..., n izaberemo linearno
nezavisan podskup S; C V;, onda je

{Ul®"'®vn; (1)1’,,,7?}”)651}(---XS”} (11)

linearno nezavisan podskup prostora V; ® - - - ® V,,. Analogno, buduéi da svaki skup koji razapinje
vektorski prostor sadrzi bazu tog vektorskog prostora, ako za svaki ¢ = 1,...,n podskup 5; C V;
razapinje prostor V;, onda skup (1.1) razapinje prostor Vi ® --- ® V,,. Posebno, svaki je element
tenzorskog produkta Vi ® --- ® V,, suma vektora oblika v ® --- ® v,, uz vy € Vi,...,v, € V,.
Istaknimo da se ne moze svaki vektor tenzorskog produkta V) ® --- ® V,, zapisati u obliku
v; ® -+ ® v,; no svaki je suma konatno mnogo takvih. Zbog toga su dva linearna operatora
AB:Vi®---®V, — V jednaki ukoliko se podudaraju na svim vektorima oblika v; ® - - - ® v,
v € Vi, 0, €V,
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Iz jedinstvenosti u univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta slijedi da se mogu identificirati
tenzorski produkti

Vi@ eV)eMe--aW, i We -eV,eWe- oW,
i to tako da za sve vektore vy € Vi,...,v, € V,,wy € Wy, ... w,, € W, vrijedi
(M@ @) ®(WI B ®UWp) =V1® BV QW B+ @ W
Posebno, imamo identifikacije
VeWel)=VaeoW)aU=VeoWeU.
Neka je u daljnjem V' vektorski prostor nad poljem K. Stavimo

r°vV)=K, T(V)=V, T'=V® - -8V, kx2
k

Formirajmo sada direktnu sumu
(V) =[] T*(v).
kEZy

Uz prethodnu identifikaciju je T%(V) @ T*(V) = T*¥(V). Posebno, za bilo koje k, ¢ € Z, imamo
bilinearno preslikavanje (z,y) — x ® y sa TH(V) x T*(V) u T**(V) C T(V). Slozena zajedno
ta preslikavanja definiraju bilinearno preslikavanje sa T'(V') x T'(V') u T'(V'). Uz dogovorene iden-
tifikacije to je preslikavanje ocito asocijativno. Uz tu operaciju mnozenja T'(V') postaje unitalna
algebra nad poljem K. Stovise, iz definicije mnozenja je jasno da je T(V) (povezana) graduirana
algebra s graduacijom (Tk(V)) . Ta se graduirana algebra zove tenzorska algebra nad vek-
torskim prostorom V.

keZy

Teorem 1.1.2. (a) Tenzorska algebra T'(V') ima sljedeée univerzalno svojstvo:

Ako je A wunitalna algebra nad poljem K, svaki linearan operator V. — A jedinstveno
se prosiruje do unitalnog homomorfizma T(V) — A.

(b) Pretpostavimo da ureden par (A, ), gdje je A unitalna algebra nad poljem K i :V — A
je linearan operator, ima sljedece univerzalno svojstvo

Za svaku unitalnu algebru B @ linearan operator v : V. — B postoji jedinstven unitalan
homomorfizam ¥ : A — B takav da je ¥ = ¥ o .

Tada je jedinstven unitalan homomorfizam ® : T(V) — A, takav da je |V = ¢, izomorfizam
unitalnih algebri. Njegov je invers jedinstven unitalan homomorfizam V : A — T(V) takav

da je Vop:V —T(V) inkluzija V — T(V).

Dokaz: (a) Neka je A unitalna algebra nad poljem K i1 : V — A linearan operator. Za svaki
k€ Z,, k> 2, preslikavanje (vy,...,vx) — (v1) - (vg) sa VE =V x ... x V (k faktora) u A.
Zbog univerzalnog svojstva tenzorskog produkta T%(V') postoji linearan operator ¥* : T*(V) — A
takav da vrijedi

U0y @ - @ug) = ¢(v1) - - (vg) Vor,...,op €V

Stavimo WO(\) = Ay, A € T°(V) = K, i U! = ¢. Nadalje, neka je ¥ : T(V) — A linearan
operartor definiran sa W|T*(V) = U* k € Z,. Zbog jednakosti

(M@ QU)W Q@ Q) =11 @ QU QW ® -+ - & wy, Vly ooy U, Wi, ..., Wp €V,
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vrijedi
(1@ @up)(wr ® - @wg)) = p(v1) - (o) (wr) - - - Plwg) = (01 @- - -Qug) ¥ (w1 @- - -Quwy).

Buduéi da vektori oblika v; ®- - -®wy, razapinju prostor T%(V), odatle slijedi da je ¥ homomorfizam
T(V) — A. Po definiciji taj je homomorfizam unitalan i vrijedi ¥|V = 1. Time je dokazana egzis-
tencija, a jedinstvenost je posljedica spomenute ¢injenice da vektori oblika v; ® - - - ® vy, razapinju
vektorski prostor T*(V).

Neka je sada i W vektorski prostor nad K. Bududi da je W = T*(W) potprostor od T'(W),
linearan operator A € L(V, W) mozemo shvacati kao linearno preslikavanje A : V' — T'(W). Ono

se jedinstveno prosiruje do unitalnog homomorfizma sa T(V) u T (W) koji ¢emo oznacavati sa
T(A). Ocito vrijedi

TA) (0 @ Q@u) = Av; ® -+ - ® Avy, vi,...,u, € V.

Nadalje, za vektorske prostore V, W i U i za operatore A € L(V,W) i B € L(W,U) zbog jedin-
stvenosti prosirenja ocito vrijedi T(BA) = T(B)oT(A). Dakle, na taj je na¢in definiran kovarijan-
tan funktor iz kategorije konacnodimenzionalnih vektorskih prostora nad K u kategoriju unitalnih
algebri nad K.

Ako je operator A € L(V, W) surjektivan, onda postoji B € L(W, V') takav da je AB = Iy. No
tada je T(A) o T(B) = T(A) = T(Iw) = Irw), $to pokazuje da je T(A) epimorfizam. Analogno,
ako je operator A € L(V, W) injektivan, onda postoji B € L(W,V) takav da je BA = I,. Tada
slijedi T(B) o T'(A) = Ip(v), sto znaci da T'(A) monomorfizam. Time smo dokazali:

Propozicija 1.1.3. Neka suV « W konacnodimenzionalni vektorski prostort nad poljem K. Svaki
linearan operator A € L(V,W) jedinstveno se prosiruje do unitalnog homomorfizma graduiranih
algebri T(A) : T(V) — T(W). Ako je operator A surjektivan (injektivan, bijektivan), onda je i ho-
momorfizam T(A) takav. Posebno, A T(A) je homomorfizam grupe GL(V) u grupu Aut(T(V'))
automorfizama graduirane algebre T'(V).

Neka je sada J dvostrani ideal u algebri T'(V') generiran skupom {v@w—w®uv; v,w € V'}. Taj je
skup sastavljen od homogenih elemenata pa je prema zadatku 1.1.2. ideal J graduiran. Graduirana
kvocijentna algebra T'(V')/.J zove se simetri¢na algebra nad vektorskim prostorom V' i oznacava
S(V). Njena se graduacija oznacava sa (Sk(V))keZ+ a pripadna filtracija sa (Sk(V));cz, - Primi-

jetimo da je JNT(V) = {0} 1 JNTY(V) = {0}, pa imamo S°(V) = K i S}(V) = V. Nadalje, za
v,we V = SY(V) imamo

vw—wv = (v+J)(w+J)=(w+J)(v+J) = (vew+J)—(wRv+J) = (VRW—-wRV)+J = Ogv).

Buduéi da V' generira unitalnu algebru 7'(V') i buduéi da je kvocijentno preslikavanje sa T'(V') na
S(V') epimorfizam, V' generira i unitalnu algebru S(V'). Prema tome, simetri¢na algebra S(V') je
komutativna.

Zadatak 1.1.3. Dokazite da simetricna algebra S(V') ima sljedece univerzalno svojstvo:
Ako je A unitalna algebra (nad K), svako linearno preslikavanje ¢ - V- — A sa svojstvom
V() (w) =p(w)p(v)  Yo,weV

jedinstveno se prosiruje do unitalnog homomorfizma ¥ : S(V) — A.
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Propozicija 1.1.4. Neka je vektorski prostor V' konacénodimenzionalan i neka je {e1,...,e,}
njegova baza. Za k € N je
{ej e 1<ji < <jr<n}

baza vektorskog prostora S*(V'). Posebno, vrijedi
n—

Nadalje,

je baza vektorskog prostora S(V').
Dokaz: Bududi da je kvocijentno preslikavanje T'(V') — S(V') epimorfizam, jasno je da skup

razapinje vektorski prostor S(V). Neka je sada ¢ : V. — K[Xy,...,X,] jedinstveno linearno
preslikavanje takvo da je p(e;) = X; za j = 1,...,n. Kako je algebra polinoma K[Xj,...,X,]
komutativna, iz zadatka 1.1.3. slijedi da se ¢ prosiruje do jedinstvenog homomorfizma unitalnih
algebri @ : S(V) — K[X;y,...,X,]. Tada je ®(e;, ---€;,) = Xj, -+ - Xj,. Monomi u varijablama
X; ¢ine bazu prostora K[X7, ..., X,], posebno, oni su linearno nezavisni. Odatle slijedi linearna
nezavisnost skupa B C S(V'), odnosno, B je baza prostora S(V'). Odatle slijedi i tvrdnja za S*(V),
buduéi da je skup B disjunktna unija njegovih presjeka sa S*(V), k € Z., i vrijedi

BNS V)= {ej, - ej; 1 <ji <+ <jr <n}.
Uocimo da iz dokaza propozicije 1.1.4. slijedi

Korolar 1.1.5. Neka je {e1,...,e,} baza vektorskog prostora V. Jedinstven unitalni homomor-
fizam @ : S(V) — K[Xy,...,X,], takav da je ®(e;) = X; za j =1,...,n, je izomorfizam unitalnih
algebri.

Drugim rije¢ima, za svaku bazu {ej, ..., e,} simetricnu algebru S(V') mozemo identificirati s
algebrom polinoma Kleq, ..., e,].
Ako je {eq,...,e,} baza od Via = {a1,...,o,} € Z7 upotrebljavat ¢emo oznake
e =et- el la] =aq + -+ ap, al = ol

Tada se baza od S(V') iz prethodne propozicije moze zapisati kao {e*; a € Z" }, a baza od S*(V)
kao {e*; a € Z7, |a| = k}.

Za k € N neka S; oznacava k—tu simetricnu grupu, odnosno, grupu permutacija skupa
{1,...,k}. Iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta slijedi da postoji jedinstven linearan
operator Sym, : T*(V) — T*(V) takav da vrijedi

1
Symy,(v; ® -+ @) = 0 Z Vo(1) @+ * @ Ug(k) Yoi,...,u, € V.
€Sy
Jedinstven linearan operator Sym : T'(V) — T'(V), takav da vrijedi
Sym|T°(V)=1 i  Sym|T*(V)=Sym, Vk€N,

zovemo simetrizacija. Oznacimo sa S*(V) sliku operatora Sym,, i sa S(V) sliku operatora Sym.
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Propozicija 1.1.6. (a) Za svakik € N operator Sym,, je projektor i njegova je jezgra T*(V)NJ.
Posebno, vrijedi

THV) = SH(V) +TF(V)n J.

Rrestrikcija kvocijentnog epimorfizma T(V) — S(V) = T(V)/J na potprostor SE(V) je
izomorfizam prostora S*(V) na prostor S*(V').

(b) Operator Sym je projektor i njegova jezgra je ideal J, pa vrijedi T(V) = S(V)+ J. Posebno,
restrikcija kvocijentnog epimorfizma T(V)) — S(V') na potprostor S(V') je izomorfizam pros-
tora S(V') na prostor S(V).

Dokaz: (a) Za proizvoljne vektore vy, ..., v, € V imamo

1
2
Symy (v ® -+ Q@) = W Z VUr(e(1)) @ @ Ur(o(k)) =
T7,0€S

1 1
:WZ ZUw(1)®"'®’0w(k):HZSymk(M@“'@Uk):Symk(’U1®-~®’0k)-

TESK WESK TESE

Buduéi da vektori oblika v; @ - - - ® v, razapinju vektorski prostor T%(V'), gornji ra¢un pokazuje
da je Sym} = Sym,, odnosno, da je operator Sym, projektor.

Treba jos dokazati da je Ker Sym, = T*(V) N J. Potprostor T%(V) N J razapet je elementima
oblika

T1Q0 QT QUVAUWRN X QYs —T1 Q- L, QWRIVRY1 & -+ & Ys,

gdje su x1,..., 2., y1,...,ys,v,w € Vir+4+s+2 = k. Svaki je takav element ocito u jezgri od
Sym,,. Prema tome, T*(V) N J C Ker Sym,. Pretpostavimo da je ta inkluzija striktna i neka je
t € Ker Sym,, takav da je t ¢ T*(V) N J. Nadalje, neka je 7 : T(V) — S(V) kvocijentni epimor-
fizam. Jezgra restrikcije 7|T%(V) je upravo T#(V) N J, dakle, vrijedi 7(t) # 0. Prema propoziciji
1.1.4. tenzorski produkti k£ vektora baze od V' s nepadaju¢im indeksima preslikavaju se na bazu
prostora S*(V). Kako je algebra S(V) komutativna, i Sym,,—slike tih tenzorskih produkata se pres-
likavaju na bazu od S*(V). To pokazuje da je (5”“(V)> = S*(V). Neka je s € S¥(V) = Im Sym,,
takav da je m(s) = 7(t). Tada je s —t € Ker (n|T*(V)) = T*(V) N J C Ker Sym,. Kako je i
t € Ker Sym,, slijedi s € Ker Sym,. Dakle, s € (Ker Sym;) N (Im Sym,,) = {0}, pa slijedi s =0, a
odatle je 7(t) = w(s) = 0. No to je suprotno izboru elementa t. Ova kontradikcija dokazuje da je
TH(V)N J = Ker Sym,,.

Odatle slijedi i druga tvrdnja u (a) : buduéi da je S*(V) = T*(V)/T*(V) N J, restrikcija kvo-
cijentnog epimorfizma T(V) — S(V) = T(V)/J na potprostor S*(V) je izomorfizam prostora
S#(V) na prostor S¥(V).

Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a).

Neka su V' i W konacnodimenzionalni vektorski prostori. Oznacimo sa .Jy, dvostrani ideal u
T(V) generiran skupom {v; ® vg — vy @ v1; v1,v2 € V} isa Jy dvostrani ideal u T'(W) generiran
skupom {w; ® wy — we @ wy; wy,ws € W}. Nadalje, neka su 7y : T(V) — S(V) =T(V)/Jy i
mw : T(W) — S(W) = T(W)/Jw kvocijentni epimorfizmi. Ako je A € L(V,W), za vy,vo € V
imamo

T(A)(Ul ® Vo — Uy X 1)1) = AUl & AUQ — AUQ & AUl.

Buduéi da je T'(A) : T(V) — T(W) homomorfizam, slijedi da je T'(A)Jy C Jy . Prijelazom na
kvocijente dobivamo unitalni homomorfizam S(A) : S(V) — S(W) i za taj homomorfizam vrijedi
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S(A) omy = my o T(A). Uocimo da zbog V N Jyy = {0} imamo S(A)|V = T(A)|V = A. Prema
tome, homomorfizam S(A) je prosSirenje operatora A i to je prosirenje jedinstveno. Odatle i iz
propozicije 1.1.3. slijedi:

Propozicija 1.1.7. Neka suV 1 W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad poljem K. Svaki
linearan operator A € L(V,W) jedinstveno se prosiruje do unitalnog homomorfizma graduiranih
algebri S(A) : S(V) — S(W). Ako je operator A surjektivan (injektivan, bijektivan), onda je i ho-
momorfizam S(A) takav. Posebno, A — S(A) je homomorfizam grupe GL(V) u grupu Aut(S(V))
automorfizama graduirane algebre S(V'). Napokon, za kvocijentne epimorfizme my : T(V) — S(V)
iy T(W) — S(W) i za svaki A € L(V,W) vrijedi S(A) o my = my o T(A).

Linearan operator A € L(V') moze se jedinstveno prosiriti i do derivacija algebri T'(V') 1 S(V).
Pri tome derivacija unitalne algebre A je linearan operator D : A — A sa svojstvom
D(ab) = D(a)b+ aD(b) Va,b e A.

Skup Der(.A) je potprostor ali ne i podalgebra algebre L(A) svih linearnih operatora A — A.
Medutim, Der(.A) je Liejeva podalgebra Liejeve algebre Lie(L(.A)). Pri tome se za bilo koju aso-
cijativnu algebru B Liejeva algebra Lie(B) kao vektorski prostor podudara sa B, a komutator je
uobicajeni [a, b] = ab — ba, a,b € B. Za vektorski prostor V' obi¢no se pise Lie(L(V)) = gl(V).

Propozicija 1.1.8. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K. Svaki
linearan operator A € L(V') = gl(V') jedinstvo se prosiruje do derivacija D(A) € Der(T(V)) i
d(A) € Der(S(V)). Preslikavanja D : gl(V) — Der(T(V)) i d : gl(V) — Der(S(V)) su homomor-
fizmi Liejevih algebri, odnosno, reprezentacije Liejeve algebre gl(V') na prostorima T(V) i S(V').
Kvocijentni epimorfizam w : T(V) — S(V') preplice te dvije reprezentacije, tj. d(A)om = mo D(A)
za svaki A € gl(V).

Dokaz: Pomoc¢u univerzalnog svojstva tenzorskog produkta dokazuje se da za svaki k € N
postoji jedinstven linearan operator Dy(A) : T*(V) — T*(V) takav da vrijedi

k
Dk(A)(U1®’Uk) :ZUl®"'®’Uj,1®A’Uj®’0j+1®"'®’0k V’Ul,...,U]g - V
j=1
Definiramo D(A) : T(V) — T(V) kao jedinstven linearan operator takav da je D(A)|T°(V) =0 i

D(A)|T*(V) = Dy(A) za svaki k € N. Sada za k,£ €€ Nizavy,...,v5,wy,...,we €V vrijedi
D(A)((v1®--~®'uk)~(w1®-~-®w5)):D(A)('Ul®--~®vk®w1®--~®wg):

k
=) 0@ R @A R Ui @ @ v ® wy ® wet
1=1

V4
+ 0@ R U W ® Wiy ® Awj @ Wi @ @ wy =
7j=1

[D(A) (01 @ - @vp)] - (w1 ® - @ wy) + (1 @ -+ @) [D(A) (w1 & - - - @ wy)].
Bududi da 1 i elementi oblika u; ® - -+ ® u,,, m € N, uq, ..., u,, € V, razapinju vektorski prostor
T(V), slijedi da vrijedi
D(A)(st) = [D(A)s|t + s[D(A)t] Vs, t € T(V),
odnosno, D(A) € Der(T(V)). Po definiciji D(A) prosiruje operator A, jer je Di(A) = A. Jedin-

stvenost slijedi iz ¢injenice da je derivacija unitalne algebre potpuno odredena s njenim djelovanjem
na nekom skupu generatora te algebre.
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Dokazimo sada da je dvostrani ideal J u T'(V') generiran skupom {v @ w — w ® v; v,w € V'}
invarijantan u odnosu na operator D(A). Doista, za v,w € V imamo

D(A)(v@w—w®v) = Av@uw+vR Aw—Aw@u—w®Av = [AvQuw—w® Av]+[vR Aw—Aw®u] € J.
Nadalje, ako su s,t € T(V)iu=v®w — w ® v za neke v,w € V, onda je
D(A)(sut) = [D(A)s]ut + s|[D(A)ult + su[D(A)t] € J.

Buduéi da takvi elementi sut razapinju potprostor J, zaklju¢ujemo da vrijedi D(A)J C J. Prije-
lazom na kvocijent po J dobivamo linearan operator d(A) : S(V) — S(V') dan sa

d(A)(t+ J) = D(A)t + J, teT(V).
Lako se vidi da je d(A) derivacija algebre S(V'). Nadalje, iz definicije je jasno da vrijedi
d(A)om =mo D(A) VA e L(V), (1.2)
Za bilo koje vy,...,vy € Viza A, B € gl(V) imamo

(D(A)D(B) — D(B)D(A)(11 ®---@u) = > 018 @Ay, ® -8 By &+ & vt

1<i<j<k

k
+ Z Ul®"‘®BU]‘®"'®sz‘®"'®vk+zvl®"‘®ABUz‘®"'®Uk;—

1<j<i<k i=1

— Z Ul®"'®ij®"‘®AUi®"‘®Uk_ Z Ul®"'®sz‘®"‘®BUj®"‘®Uk—

1<5<i<k 1<i<j<k
k k

N 0@ @BA® QU= 0@ @A B ® - @, = DA, B)) (01 @ @ vp).
i=1 i=1

Odatle slijedi D([A, B]) = D(A)D(B) — D(B)D(A) tj. D : gl(V) — Der(7'(V')) je homomorfizam
Liejevih algebri, odnosno, to je reprezentacija Liejeve algebre gl(V') na vektorskom prostoru 7'(V).
Prijelazom na kvocijent nalazimo da je i d : gl(V') — Der(S(V')) homomorfizam Liejevih algebri,
dakle, reprezentacija Liejeve algebre gl(1') na vektorskom prostoru S(V'). Napokon, (1.2) pokazuje
da je epimorfizam 7 : (V') — S(V) preplitanje reprezentacija D i d.

Neka je i dalje V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K. Skup K" svih funkcija
sa V u K s uobicajenim operacijama po tockama postaje unitalna komutativna algebra nad K :

(f+9)(®) = f(v) +g9(v),  (Af)v) =Af(v), (f9)(v) = flv)g(v), fge K", NeK, veV.

Dualni prostor V* svih linearnih funkcionala na V' je potprostor od K. Polinomijalna algebra
nad prostorom V je unitalna podalgebra P(V) algebre KV generirana prostorom V*. Elementi
od P(V) zovu se polinomijalne funkcije na vektorskom prostoru V' ili polinomi na V. Ako je
{f1,- .., [n} baza prostora V*, algebra P(V') se prirodno identificira s algebrom K|[fi, ..., f.] poli-
noma u n varijabli fi, ..., f, s koeficijentima iz K. Posebno, prema korolaru 1.1.5. polinomijalna
algebra P (V') identificira se sa simetricnom algebrom S(V*) nad dualnim prostorom V*.

Za k € 7., oznacimo sa P¥(V) potprostor svih homogenih polinoma na V' stupnja k :

PHV)={PeP(V); P(W)=NPv) VA€ K i Yo eV}



1.1. GRADUIRANE ALGEBRE NAD VEKTORSKIM PROSTOROM 15

Zadatak 1.1.4. Dokazite da je za k € N potprostor P*(V) razapet svim produktima gy - - - g,
Gi,--- g €V

Odatle se odmah vidi da je (73]“(\/))%6%r graduacija algebre P(V'). Nadalje,
PUV)=K, PYV)=V"

Pripadnu filtraciju algebre P(V') ozna¢avamo s donjim indeksima:
k“ .
Pu(V) =D +PI(V).
5=0

Dakle, Pr(V) je potprostor svih polinoma stupnja < k.
Za bilo koji vektor z € V' oznacimo sa d(z) : P(V) — P(V) linearan operator definiran kao
derivacija duz vektora z :

, fePlV), yeV.

t=0

0r)f)ty) = 7y + 1)

Uocimo da je za fiksne vektore z,y € V preslikavanje ¢t +— f(y + tz) polinom na K, pa gornji izraz
ima smisla bez obzira koje je polje K : ova je derivacija po varijabli ¢ ¢isto algebarska operacija.

Zadatak 1.1.5. DokaZite da je x — O(z) linearno preslikavange sa V' u algebru L(P(V')) svih
linearnih operatora na prostoru P(V') i da vrijedi 0(x)0(y) = d(y)0(z) V,y € V.

Prema univerzalnom svojstvu simetricne algebre S(V) iz zadatka 1.1.3. preslikavanje x +— 9(z)
jedinstveno se prosiruje do unitalnog homomorfizma 0 : S(V)) — L(P(V)).

Neka je sada {ej,...,e,} baza prostora V i {fi,..., fu} njoj dualna baza dualnog prostora
V*. Za a € Z7 stavimo f* = fi"' .- fo». Tada je {f*; o € Z"} baza prostora P(V). Za a € Z7,
yeVije{l,...,n}imamo

d

[0(e;) f*1(y) = 1+ te)™ e fuly +teg)™

t=0

Zake{l,...,n}je

= e fi(y) ™ Oy
t=0

fily +te) = i) +thy = SRyt

Prema tome, vrijedi
e f* = a;f* %, acZy, je{l,...,n},

pri ¢emu je ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (jedinica na j—tom mjestu). Drugim rijecima, d(e;) je
operator parcijalnog deriviranja na P(V') = K|fi, ..., f,] po varijabli f;. Odatle je

Il 3

()= —— =0/, Bell. (1.3)
off . of *
Time je dokazana

Propozicija 1.1.9. 0 : S(V) — L(P(V)) je izomorfizam algebre S(V') na algebru D(V) svih
linearnih diferencijalnih operatora na P(V') s konstantnim koeficijentima.
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Definiramo sada bilinearnu formu (-, -) : S(V) x P(V) — K sa
(u, f) =10(u)f1(0),  weSV), [fePV)

Propozicija 1.1.10. (a) Bilinearna forma (-, -) je nedegenerirana u odnosu na prou i na drugu
varijablu.

(b) Vrijedi (S*(V),PY(V)) ={0} za k, L € Z,, k # V.
(¢) Za bilo koje u,v € S(V) i f € P(V) vrijedi

<uva f> = <U>a(u)f> = <u’a(v)f>

Dokaz: Neka je {e1,...,e,} baza od Vi {f1,..., fu} njoj dualna baza dualnog prostora V*.
Iz formule (1.3) nalazimo da za bilo koje o, 8 € Z7 vrijedi

(%, f7) = (0% f7) (0) = aldug.

To pokazuje da su baze {e*; o € Z1} od S(V) i {%f* « € Z7} medusobno biortogonalne u
odnosu na bilinearnu formu (-, -). Odatle neposredno slijede tvrdnje (a) i (b). Tvrdnja (c) slijedi
iz definicije forme (-, -) :

(wo, f) = [0(uv) £1(0) = [9(w)d(v) [1(0) = (u, O(v) ).

Neka je sada B simetri¢na bilinearna forma na V x V. Za k € N ozna¢imo sa V* k—struki
Kartezijev produkt prostora V :
VE=V x.  xV.
k
Promatrajmo preslikavanje

Bk : Vk X Vk - Ka Bk(vla ceey Vg, We, - ,UJk) = Z B(Ulawa(l)) o 'B(Ukawa(k)>‘
oESy,

To je preslikavanje linearno u svakoj varijabli i simetricno je u odnosu na prvih k varijabli i
u odnosu na drugih £ varijabli. Pomoc¢u univerzalnog svojstva k—strukog tenzorskog produkta
V ®---®V pokazuje se da postoji jedinstvena bilinearna forma By, : S*(V) x S¥(V) — K takva
da je
Bk(vl cr U, Wyt U}k;) = Z B(Ula wa(l)) e B(Ukhwo‘(k))a vvl) ey U, Wiy, Wy € V.
oESE

Oznacimo sa (-, - )p bilinearnu formu na S(V) x S(V') dobivenu na prirodan nacin iz formi By :
(u,v)p = By(u,v) ako su u,v € S*(V); (u,v)p =0 akosuu € S*(V)ive SHV)ik#L.

Propozicija 1.1.11. Neka je B nedegenerirana simetricna bilinearna forma na V- x V. Tada je
i svaka od simetriénih bilinearnih formi By na S*(V) x S*(V), k € N, nedegenerirana. Nadalje,
simetricna bilinearna forma (-, -)p na S(V) x S(V') je nedegenerirana.

Dokaz: Neka je {ey,...,e,} baza prostora V' ineka je {g1, ..., g} njoj B—biortogonalna baza
od V, tj. takva da je B(e;, gj) = 0;; bilo koje 4,5 € {1,...,n}. Takva postoji zbog nedegeneriranosti
forme B. Sasvim analogno dijelu dokaza propozicije 1.1.9. nalazimo da je tada

Bk(eaagﬁ> = Oél(saﬁa O‘aﬁ € ZTJLrv |O{‘ = |ﬁ‘ = k.

Odatle se vidi da je {%¢% a € Z7, |a| = k} baza od S¥(V) koja je By—biortogonalna bazi
{e; a € Z1, |a| = k} od S*(V). Odatle slijede tvrdnje.
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Napomenimo na koncu da svaka nedegenerirana simetricna bilinearna forma B na V x V
definira izomorfizam pp : V — V* ovako:

[op(v)](w) = B(v,w),  v,weV.

Izomorfizam ¢p prosiruje se do izomorfizma unitalnih algebri &g : S(V) — S(V*) = P(V). Taj
izomorfizam povezuje formu (-, -) na S(V) x P(V) s formom (-, -)p na S(V) x S(V) :

Propozicija 1.1.12. Uz uvedene oznake vrijedi
(u,v)gp = (u, ®g(v)), u,v e S(V).

Dokaz: Bududi da su (-, -)p i (u,v) — (u, ®g(v)) bilinearne forme na S(V) x S(V), gornju
je jednakost dovoljno provjeriti za sve elemente u iz neke baze prostora S(V') i za sve elemente
v neke druge baze prostora S(V'). Kao i prije, neka je {eq,...,e,} baza prostora Vi {g1,..., 9.}
njoj B—biortogonalna baza od V. Tada su {e*; o € Z"} i {¢9*; « € Z}} baze prostora S(V).
Nadalje, neka je {f1,..., fn} baza dualnog prostora V* dualna bazi {ey,...,e,} prostora V. Tada
je ocito vp(g;) = f; za j = 1,...,n, dakle, vrijedi ®p(g*) = f* za svaki a € Z". Za o, 3 € Z7,
|a| = |8] = k, imamo prema dokazima propozicija 1.1.10. 1 1.1.11.

(e*,9") B = Br(e”, g") = aldap = (%, [%) = (¢, D5 (g")).

Nadalje, ako su «, 8 € Z, i |a| # |5, onda je

Time je tvrdnja dokazana.
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1.2 Invarijante i harmonijski polinomi

Neka je i dalje V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad K i neka je G podgrupa grupe
GL(V). Prema propoziciji 1.1.3. grupa G djeluje automorfizmima na algebri S(V). Za 0 € G
pripadni automorfizam S (o) od S(V') éemo kraée oznacavati takoder sa o. Neka je S(V)¢ unitalna
podalgebra svih G—invarijanata u S(V) :

SV ={ue S(V); ou=u Yo € G}.

Uocimo da je svaki homogen potprostor S*(V) invarijantan za djelovanje grupe G, prema tome,

S(V)¢ je graduirana podalgebra od S(V) :

SV)¥=>"+55 V)9, SHV) =S (V)NS(V)Y = {ue SHV); ou=u Vo€ G}.

k‘eZ+

Neka je S, (V)€ ideal u algebri S(V)¢ definiran sa

(V) =)+ 55V)“.

keN

Dakle, ako proizvoljan u € S(V') piSemo u obliku kona¢ne sume

u = Z U, ug € Sk(V),

k€Z+

onda je

S,V ={ue S(V)% uy=0}.

Neka je S(V)S, (V)9 ideal u S(V) generiran sa Sy (V). Uo¢imo da je taj ideal graduiran i
njegov homogeni dio stupnja £ je

k
[S(V)S4(V)]F = S(V)SL(V)e nisi (V) =Y s/(V)“s* (V)

j=1

Propozicija 1.2.1. Neka je L graduirani potprostor od S(V') takav da je S(V) = S(V)S (V)¢ +L.
Tada je S(V) = S(V)L.

Dokaz: Treba dokazati da je S*(V) C S(V)YL za svaki k € Z,. Za k = 0 to je ocito jer je
S%(V) = K C L. Pretpostavimo da je k > 0 i da je dokazano da vrijedi S(V) C S(V)YL za
j=0,....,k—1, odnosno, da je Sx_1(V) C S(V)¢L. Buduéi da je oéito

SH(V) C Sp(V)9Ska(V) + L,
slijedi da je i S¥(V) C S(V)YL. Time je tvrdnja dokazana indukcijom po k € Z,.

Ukoliko je L graduirani potprostor od S(V) takav da je S(V) = S(V)S, (V)¢ + L, onda je
prema propoziciji 1.2.1. linearan operator S(V)¥ ® L — S(V) induciran mnozenjem surjetivan.

Propozicija 1.2.2. Sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Neka je L kao u propoziciji 1.2.1. Tada je linearno preslikavanje S(V)¢ ®@ L — S(V) induci-
rano mnozenjem izomorfizam vektorskih prostora.
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(b) S(V) je slobodan kao S(V)¢—modul.

(¢) Neka je M C S(V) bilo koji potprostor takav da je MNS(V)S (V)Y = {0}. Tada su vektori
fi,--, fx € M linearno nezavisni nad poljem K ako © samo ako su linearno nezavisni nad
prstenom S(V).

Dokaz: implikacija (a) = (b) je ocita jer baza od L nad poljem K je baza od S(V) nad
prstenom S(V)¢.
Pretpostavimo da vrijedi (b) i neka je {uj; j € J} baza od S(V) nad prstenom S(V)¢. Neka

su vektori fi,..., fr € M linearno nezavisni nad poljem K. Tada za svaki i € {1,...,k} mozemo
pisati
fi= Zaﬂuj za jedinstvene aj; € S(V)G.
jeJ
Zasvakii € {1,...,k} u gornjoj je sumi samo kona¢no mnogo elemenata a;; # 0. Dakle, mozemo

pretpostaviti da za neki p € N vrijedi {1,...,p} € Jidajea;; =0 zasvakii e {1,...,k}iza
jeJ\{L,...,p}. Dakle,

p
J=1

Pretpostavimo da su by, ..., by € S(V)Y takvi da vrijedi by f; + - - - + b fr = 0. Tada je
k D p k
T 3) SIS 91 oy 1
=1 j=1 j=1 \i=1

Budu¢i da su u; linearno nezavisni nad prstenom S(V)%, slijedi

k
Zajibl-:() za jzl,,p (15)
i=1

Neka je sada f +— f’ kvocijentni epimorfizam S(V) — S(V)/S(V)S (V). Za svaki u € S(V)¢
tada vrijedi v’ = ug + S(V)S; (V)¢ (uz oznaku iz uvodnog dijela ovog odjeljka). Stoga iz (1.4)
dobivamo

p
f;:Z(&ji)oug, Z = 1,...,]€.
j=1

Algebru S(V') mozemo identificirati s algebrom P(V*). Uz tu identifikaciju je o¢ito uy = u(0) za
svaki u € S(V'). Dakle, gornje jednakosti mozemo zapisati ovako:

p
7j=1

Po pretpostavci je M N S(V)S (V)Y = {0} pa su f,..., fi linearno nezavisni nad K. Odatle
slijedi da matrica [a;;(0)] s elementima iz K ima rang k. Stoga postoje 1 < j; < --- < ji < p takvi
da je kvadratna matrica [a;,;(0)]¥,_; regularna. Dakle, det [a;,;(0)] # 0. No tada je D = det [a;,]
element iz S(V)% razlicit od nule. Iz (1.5) imamo

E

a;,ibi =0 za s=1,... k. (1.6)

i=1
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Neka je [e,s] € My (S(V)Y) adjunkta matrice [a;,;]. Tada je

k

E CrsQjgq = 57‘ZD

s=1
pa iz (1.6) dobivamo za svaki r € {1,... k}
k k
Dbr = Z(SMDbz = Z cTsajSibl- =0
i=1 iys=1

Kako je S(V') integralna domena, slijedi b, = 0 za r = 1,..., k. Time je dokazano da su fi,..., fx
linearno nezavisni nad prstenom S(V)¢.

Naravno, buduéi da je K C S(V)Y, iz linearne nezavisnosti nad prstenom S(V)¢ trivijalno
slijedi linearna nezavisnost nad poljem K. Time je dokazana implikacija (b) = (c).

Napokon, za dokaz implikacije (¢) = (a) treba samo uzeti M = L.

Neka je i dalje G podgrupa GL(V'). Definiramo potprostor Hg (V') od P(V') ovako

Ho(V) ={f € P(V); 0(u)f =0 Yue S (V)“}.

Elementi potprostora Hg (V') zovu se G—harmonijski polinomi na prostoru V. To je graduiran
potprostor od P(V) i pripadne homogene potprostore oznacavamo sa

HE(V) = Ha(V)NPHV) = {f € PE(V); O(u)f =0 Yu € S.(V)“}.

Sjetimo se da je S(V)S, (V)¢ graduirani potprostor od S(V') i pripadni homogeni potprostori

[S(V)S+(V)]F = S(V)SL(V)e nSHV i V)eSEI(V).
Propozicija 1.2.3. Vrijed:
Ha(V) ={f € P(V); {u, f) =0 Yu e S(V)S4(V)} (1.7)
HE(V) = {f € PM(V)i (u. f) =0Vu e [S(V)SL(V)]Y}, kel (1.8)

Dokaz: Zbog tvrdnje (b) propozicije 1.1.10. dovoljno je dokazati (1.7). Uo¢imo sada da zbog
nedegeneriranosti forme (-, -) i zbog tvrdnje (¢) propozicije 1.1.10. za u € S(V) i f € P(V)
imamo sljedece ekvivalencije:

d(u)f =0 = (v,0(u)f) =0 YveSV) = (uwo, f) =0 Yove SV).

Prema tome,
Ha(V)={f € P(V); O(u)f =0Vu e 8,(V)} =
={feP(V); (uv, f) =0Vuc S (V) VYveS(V)}

To je upravo jednakost (1.7).

Grupa G djeluje automorfizmima algebre P(V') na sljedeéi naéin:

(of)(v) = f(e~), o€G, feP(V), velV.
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Definiramo unitalnu podalgebru G—invarijantnih polinoma
P(V)¢ ={feP(V); of = f Yo € G}
i ideal u toj algebri kodimenzije 1 :
P.(V)¢ ={f € P(V)% f(0) =0}

Svi homogeni potprostori P*¥(V) su G—invarijantni pa je podalgebra P(V)¢ graduirana, a i
P, (V)€ je graduiran potprostor i vrijedi

PV => +PHV)E, P =) +PHV),

keZ keN
PEW =PV NPV ={f e P*(V); of = f Vo € G}.

Zadatak 1.2.1. Neka je B nedegenerirana simetricna bilinearna forma na VXV, koja je G—inva-
rijantna tj. takva da je

B(ov,ow) = B(v,w), Yo,weV i Voed.

Nadalje, neka je @5 : S(V) — P(V) izomorfizam graduiranih algebri definiran tom formom.
Dokazite:

(a) ®p preplice djelovanja grupe G na S(V') i na P(V):

Sp(ou) = o®pg(u), celG, uelSV).

(b) @5(S(V)9) =P(V)4, @p(S(V)9) = Py(V)7 i @p(S(V)S4(V)9) = P(V)P4 (V).

(¢) Vrijedi:
d(ou)(of)=0oc(0(u)f), ceG, ueSV), feP{V).

Razmotrimo sada jedan specijalan slucaj, koji u ovom trenutku moze izgledati izvjestacen, ali
kasnije ¢emo vidjeti da su upravo takve pretpostavke ispunjene u nekoliko vaznih slucajeva. U
daljnjem pretpostavljamo da je K = C, dakle, V' je kompleksan konacnodimenzionalan vektorski
prostor, i neka je B je bilinearna forma na V' x V. Nadalje, pretpostavimo da su ispunjeni sljedeci
uvjeti:

(1) Zadana je realna forma Vi od V' (tj. realan potprostor od V' takav da je V = Vg +ilR) takva
da je restrikcija B|Vg x Vi skalarni produkt na realnom prostoru V.

(2) G C GL(V) je linearna algebarska grupa, tj. za neke fi,..., fr € P(L(V)) vrijedi
G={oeGL(V); filo)="--= filo) =0},
i forma B je G—invarijantna.
(3) G je kompleksifikacija svoje podgrupe
K ={oe€G; oVg = W},

tj. svaki neprekidni homomorfizam ¢ : K — H u kompleksnu Liejevu grupu H jedinstveno
se prosiruje do holomorfnog homomorfizma ¢ : G — H.
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Naravno, iz pretpostavke (1) slijedi da je forma B nedegenerirana, dakle, ona definira izomorfizam
wp : V. — V* koji se prosiruje do izomorfizma ®5 : S(V) — P(V). Nadalje, za svaki k € Z,
restrikcija By|S*(Vk) x S¥(Vi) je skalarni produkt na realnom prostoru S*(Vg). Spomenimo jo§
da iz (3) slijedi da je K zatvorena podgrupa ortogonalne grupe O(Vg), dakle, K je kompaktna
grupa. U nama vaznim situacijama to ¢e biti maksimalna kompaktna podgrupa od G.

Oznac¢imo kao i u odjeljku 1.1. sa (-, - ) g bilinearnu formu na S(V') x S(V) definiranu sa

(-, )BlSF(V)x S*(V) =By VkeZy, (-, )plS"(V)x S(V)=0 zak+#L.
Tada je restrikcija forme (-, -)p na S(Vg) x S(Vg) skalarni produkt na realnom prostoru S(Vg).

Propozicija 1.2.4. Uz navedene uvjete vrijedi:

(a) Ako je U potprostor od S(V') takav da je Ux = U N S(Vk) realna forma od U, tj. da je
U = Ug + iUy, tada je restrikcija forme (-]-) : S(V) x P(V) — C na U x ®5(U) nede-
generirana.

(b) Vrijedi
P(V) =PL(V)P(V) + Ha(V).

Stovise, za svaki k € Z., je

PHV) = (P (V)P(V)* + HE(V).

(¢) Vrijedi
P(V) =PV) Ha(V).

Dokaz: (a) Bududi da je restrikcija forme (-, -)p na S(Vg) x S(Vr) skalarni produkt na re-
alnom prostoru Vg, njegova restrikcija na Ur X Ug je skalarni produkt na realnom prostoru Ug.
Prema tome, restrikcija forme (-, -)p na U x U je nedegenerirana. Sada tvrdnja (a) slijedi iz
propozicije 1.1.12.

(b) Svaka od reprezentacija G na S*(V') je holomorfna, pa je ona potpuno odredena svojom
restrikcijom na K. Odatle slijedi da za v € S(V), v = vy + ivy, v1,v9 € S(VR), vrijedi v € S(V)¢
ako i samo ako su vy, vy € S(Vg)X. To znaci da je (S(V)G)]R = S(Vg)¥ i to je realna forma od
S(V)9. Odatle slijedi da je (AS!L(V)GLS”(V))]R realna forma od S, (V)9S(V). Prema tvrdnji (a)
tada je restrikcija (-|-) na S (V)9S(V) x @5 (54(V)9S(V)) nedegenerirana. No kako je prema
zadatku 1.2.1. @5 (S4(V)9S(V)) = P4 (V)P(V), tvrdnja slijedi iz propozicije 1.2.3.

Napokon, tvrdnja (c) slijedi iz tvrdnje (b) i iz propozicije 1.2.1. pomocu izomorfizma

Primijetimo da iz tvrdnje (¢) prethodne propozicije slijedi da mnozenje definira epimorfizam
P(V)¢ @ Ha(V) — P(V). Kao §to éemo dokazati u daljnjim poglavljima, u nekim je vaznim
situacijama to izomorfizam — to se zove , separacija varigabli”. Naime, u slucaju kad je V' kom-
pleksifikacija realnog unitarnog prostora Vg i grupa G = SO(V') je kompleksifikacija grupe rotacija
SO(Vk), onda su Hg(V') upravo obiéni harmonijski polinomi (tj. oni koji zadovoljavaju Laplaceovu
diferencijalnu jednadzbu) a P(V)% je algebra kompleksnih polinoma u ,radijalnoj varijabli”.
Napomenimo jo$ da je prema propoziciji 1.2.2., prenesenoj na algebru P(V) pomocu izomor-
fizma ®p, injektivnost epimorfizma P(V)¥ @ Hg(V) — P(V) ekvivalentna slobodnosti P (V)
kao P(V)“—modula.
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1.3 Bernstein—Luntsov teorem

U ovom ¢emo odjeljku dokazati

Teorem 1.3.1. Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor (nad poljem karakteristike 0)
i neka je G podgrupa grupe GL(V'). Pretpostavimo da je X potprostor od V' takav da je restrikcija
epimorfizma restrikcije r : P(V) — P(X) na podalgebru P(V)© injektivna. Nadalje, pretpostavimo
da je za podgrupu W od GL(X) definiranu sa

W={c|lX; ceG, cX =X}
P(X) slobodan kao P(X)W —modul. Tada je P(V) slobodan kao P (V)% —modul.

Ovaj teorem ¢e nam biti posebno vazan u situaciji kad je potprostor X takav da je pripadna
grupa W konacna. U tom slucaju u sljede¢em ¢emo poglavlju detaljno prouciti problem slobod-
nosti P(X)" —modula P(X) i dokazati vrlo netrivijalan teorem da je ta slobodnost ekvivalentna
svojstvu da je grupa W generirana refleksijama. To ¢e ujedno biti ekvivalentno ¢injenici da je
algebra invarijanata P(X)" polinomijalna algebra u ¢ = dim X homogenih W —invarijantnih
polinoma. Buduéi da je tada P(V)¢ = P(X)W moéi éemo zakljuciti da je i P(V)¢ polinomijalna
algebra u ¢ homogenih G—invarijantih polinoma.

Teorem 1.3.1. neposredna je posljedica sljede¢eg opéenitijeg teorema:

Teorem 1.3.2. (Bernstein—Lunts) Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, neka je
A graduirana podalgebra algebre P(V') i neka je X potprostor od V takva da je restrikcija epimor-
fizma restrikcijer : P(V) — P(X) na podalgebru A injektivna. Pretpostavimo da je P(X) slobodan
r(A)—modul. Tada je P(V) slobodan A—modul. Stovie, ako je {a;}ic; neka baza v(A)—modula
P(X), koja se sastoji od homogenih polinoma a;, i ako su b; € P(V) homogeni polinomi takuvi
da je r(b;) = a;, onda je {b;}icr baza P(V/X) ® A—modula P(V'). Posebno, ako je {c;};ecs baza
vektorskog prostora P(V/X), onda je {c; ® b;; (j,i) € J x I} baza A—modula P(V).

Promatrajmo sada proizvoljan potprostor X konacnodimenzionalnog vektorskog prostora V.
Tada imamo epimorfizam restrikcije r : P(V) — P(X), a takoder je prirodno definiran monomor-
fizam j: P(V/X) — P(V) sa

0N =flo+X), wveV, fePV/X).

Pomoc¢u monomorfizma j identificiramo algebru P(V/X) s podalgebrom od P(V'). Dakle, na taj
nacin algebra P(V/X) postaje algebra svih polinoma iz P(V') koji su konstantni na svakoj klasi
v+ X,veV:

PV/X)={feP(V); flo+a)=flv)VweViVee X}

S druge strane, algebru P(X) ne mozemo na prirodan na¢in promatrati kao podalgebru od P(V).
No ako izaberemo bilo koji direktni komplement Y od X u V, onda je prostor X izomorfan kvoci-
jentnom prostoru V/Y, pa je algebra P(X) izomorfna podalgebri P(V/Y') algebre P(V'). Pri tome
je izomorfizam P(V/Y) — P(X) definiran restrikcijom polinoma na potprostor X.

Za dokaz teorema 1.3.2. treba nam nekoliko pomo¢nih tvrdnji. Trebamo najprije generalizirati
pojmove s pocetka prvog odjeljka. Graduacija vektorskog prostora M je familija potprostora
(M ")neZ+ takvih da je njihova suma direktna i jednaka M. Graduiran vektorski prostor je
vektorski prostor na kome je zadana graduacija. Ako su M i N graduirani vektorski prostori s
graduacijama (M"), ;. 1 (N"),c;, , morfizam graduiranih prostora ¢ : M — N je linearno
preslikavanje takvo da je p(M™) C N" Vn € Z,..
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Filtracija vektorskog prostora M je familija potprostora (M,,) takva da je

TLEZ+
My CMpyy VneZy i M=) M,

TLEZ+

Filtriran vektorski prostor je vektorski prostor sa zadanom filtracijom. Ako su M i N filtrirani
vektorski prostori s filtracijama (Mn),,cz, 1 (Nn),cz, - linearno preslikavanje ¢ : M — N zove se
morfizam filtriranih prostora ako vrijedi p(M,) C N,, Vn € Z,.

Kao i kod algebri ako je M filtriran vektorski prostor s filtracijom (Mn)n€Z+’ definiramo
pripadni graduiran vektorski prostor Gr(M) kao direktnu sumu kvocijenata Gr™ (M) = M,,/M,,_1,
n € Zy (uz M_y = {0}). U tom slucaju za svaki 0 # m € M postoji najmanji n € Z, takav da je
m € M,. Tada definiramo simbol o(m) elementa m kao njegovu klasu u Gr"(M) :

olm)=m+ M,_;.

Ovu definiciju upotpunjujemo sa o(0) = 0. Uoc¢imo da tako definirano preslikavanje o sa M u
Gr(M) nije linearno, osim u slucaju kad je filtracija vrlo specijalna, takva da za neki ng € Z,
vrijedi M,, = {0} zan < ng i M, = M za n > ng. Doista, slika preslikavanja o sastoji se od svih
homogenih elemenata prostora Gr(M), a to nije potprostor osim ako je samo jedan od homogenih
potprostora Gr"(M) razlicit od {0}.

Ako je ¢ : M — N morfizam filtriranih prostora, prirodno se definira morfizam graduiranih
prostora Gr(y) : Gr(M) — Gr(N); to je jedinstveno linearno preslikavanje takvo da je

(Gr(p))(m + My 1) = p(m) + Nnoy za me My, tj. (Gr(p))(o(m)) = o(p(m)).

Obratno, ako je M graduiran vektorski prostor s graduacijom (M™) onda se pridruzena

ne€ly )
filtracija (My),,c;, prostora M definira sa

M,=> M, neZ.
k=0

Tada se pripadni graduiran prostor Gr(M) identificira s polaznim graduiranim prostorom M i
u tom je slucaju o(m) = m za svaki m € M. Sasvim analogno zadatku 1.1.1. imamo i u ovoj
opcenitijoj situaciji:

Zadatak 1.3.1. Neka je ¢ : M — N morfizam filtriranth vektorskih prostora. DokaZite:
(a) Morfizam Gr(yp) je injektivan ako i samo ako je morfizam y injektivan.
(b) Morfizam Gr(yp) je surjektivan ako i samo ako je morfizam ¢ surjektivan.

Neka je A graduirana algebra s graduacijom (A”)nEZ+ . Graduiran A—modul je graduiran

vektorski prostor s graduacijom (Mk)kez+ koji je ujedno lijevi A—modul i vrijedi A"M* C M"+F
za sve n, k € Zy.

Analogno, neka je A filtrirana algebra s filtracijom (A,), ;- Filtriran A—modul je filtriran
vektorski prostor M s filtracijom (Mk>kez+ koji je ujedno lijevi A—modul i vrijedi A, M, C M,
za sve n, k € Z,.

Ako je M filtrirani modul nad filtriranom algebrom A, onda Gr(M) na prirodan naéin postaje

graduirani modul nad graduiranom algebrom Gr(.A) :

(a+ Ap1)(m+ My_1) =am+ M, k1, nkeZ,, acA, mecM,.
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Lema 1.3.3. Neka je M filtrirani modul nad fitriranom algebrom A i neka je (mj)jEJ familija
elemenata iz M. Pretpostavimo da je Gr(M) slobodan Gr(A)—modul i da mu je (0(my));.; baza.
Tada je M slobodan A—modul i (m;);., mu je baza.

Dokaz: Stavimo d; = deg m; = min{i € Zy; m; € M;}. Neka je N slobodan A—modul s
bazom (n;);. ;. Zadajemo filtraciju (N;);., prostora N ovako:

n+dj§i
Neka je ¢ : N — M jedinstven homomorfizam A—modula takav da je p(n;) =m; Vj € J.
Zadatak 1.3.2. Dokazite da je N filtriran A—modul i da je ¢ morfizam filtriranih A—modula.

Uocimo sada da je Gr(y) izomorfizam graduiranih Gr(.A)—modula, jer prevodi bazu u bazu.
Prema zadatku 1.3.1. ¢ je izomorfizam. No to znaci da je i M slobodan A—modul i da mu je
(M), baza. Time je lema 1.3.3. dokazana.

Neka su A i B unitalne algebre. Pomoc¢u univerzalnog svojstva tenzorskog produkta moze se
dokazati da postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje (¢,d) — cd sa AQBx A@Bu AR B
takvo da vrijedi

(a®b)(d @V)=ad Q0.
S tom binarnom operacijom A ® B postaje algebra koja je o¢ito asocijativna, a i unitalna: jedinica
uA® B je14® 1p. Ako su A i B graduirane algebre s graduacijama (Ag)ycz, i (Bi)yez, » onda
se lako vidi da je sa

k
(A@BF =) AeB", kel
=0

zadana graduacija na algebri A® B. Graduirana algebra A® B s tom graduacijom ((.A ® B)k)
zove se tenzorski produkt graduiranih algebri A i B.

kEZy

Neka je sada V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i X potprostor. Imamo prirodnu
graduaciju (Pk(v))keZJr i pripadnu prirodnu filtraciju (Pr(V)),cz, algebre P(V). Definiramo
sada jos jednu filtraciju (24P (V)),cz, algebre P(V) ovako:

¢, P(V) =PV/X)Pr(V), keZ,.

Neka je Gre(P(V)) graduirana algebra pridruzena filtriranoj algebri P (V) s filtracijom (®,P(V)),

6Z+ °

Lema 1.3.4. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a) Graduirana algebra Gre(P(V)) izomorfna je tenzorskom produktu graduiranih algebri
P(X) ® P(V/X), pri ¢emu je algebra P(X) graduirana sa standardnom graduacijom
(Pk(X))kGZJr, a algebra P(V/X) graduirana je s trivijalnom tzv. nul—graduacijom

P(V/X) =P(V/X) i P(V/X)* ={0} za k € N,

(b) Uz identifikaciju graduiranih algebri Gre(P(V)) = P(X) @ P(V/X) iz (a) pretpostavimo da
je g € P(V) homogen polinom takav da je r(g) = g|X # 0. Tada je njegov simbol og(g)
odnosu na filtraciju (Px(P(V))sez, jednak r(g) € P(X) C P(X) @ P(V/X).
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Dokaz: (a) Neka je Y potprostor od V koji je komplementaran potprostoru X, tj.
V = X 4 Y. Tada se pomocu restrikcije na Y algebra P(V/X) identificira s algebrom P(Y),
a pomocu restrikcije na X algebra P(V/Y') identificira se sa algebrom P(X). Uz te identifikacije
imamo P(V) = P(X)®@P(Y) i to je jednakost graduiranih algebri sa standardnim graduacijama:

PHV) =) PIX) @ PM(Y).

Nadalje, uz tu identifikaciju imamo
O, P(V) = Pu(X) @ P(Y) = Pp(X) @ P(V/X),
pa slijedi
Gr*(P(V)) = (Pu(X) @ P(V/X))/(Pioa(X) @ P(V/X)) = PHX) @ P(V/X).

Time je tvrdnja dokazana.
(b) Neka je g € P*(V) polinom takav da je r(g) = g|X # 0. Tada uz identifikaciju iz (a) imamo

.
9= _9;®hj, g ePIX), hp;ePTI(V/X).
=0

Tada je hy—;| X =0za k —j >0, tj. za j < k. Dakle, r(g) = gxho. S druge strane, je

k—1

Zgj X hkfj € (I)kfl'P(V)’

=0
dakle, vrijedi i 0¢(g) = grho. Time je i tvrdnja (b) dokazana.

Dokaz teorema 1.3.2.: Na algebri A definiramo novu filtraciju induciranu s filtracijom ®.
Prema tvrdnji (b) leme 1.3.4. za svaki se homogeni element f € A njegov simbol o¢(f) uz iden-
tifikaciju Gre(P(V)) = P(X) ® P(V/X) podudara sa r(f) € P(X) C P(V/X) ® P(X). Odatle
slijedi da 0¢(A) C Gre(P(V)) razapinje podalgebru r(A). Osim toga je og(b;) = r(b;) = a;.
Buduéi da je (a;),c; baza slobodnog r(A)—modula P(X), to je ujedno baza slobodnog
(P(V/X) @ r(A))—modula P(V/X) @ P(X). Medutim, P(V/X) ®@ r(A) = Gre(P(V/X) ® A)
1 P(V/X)®P(X) = Gre(P(V)). Stoga iz leme 1.3.3. slijedi da je (P(V/X) ® A)—modul P(V)

slobodan i da mu je (b;),.; baza.



Poglavlje 2
INVARIJANTE KONACNIH GRUPA

2.1 Invarijante simetri¢ne grupe

Sa S, oznacavamo n—tu simetriénu grupu, tj. grupu permutacija skupa {1,...,n}. Neka je
R komutativan unitalan prsten i neka je A = R[X7, ..., X,] prsten polinoma u n varijabli s koefi-
cijentima iz R. Pomoc¢u permutiranja varijabli grupa S,, prirodno djeluje na 4 automorfizmima:

U(f>(X17"'7Xn):f(XJ(l)a---aXa(n))a ceS, fecA

Tada je svaka homogeni R—podmodul A* = RF[X, ..., X,] invarijantan s obzirom na djelovanje
grupe S,,. Elementi potprstena

AT ={f € A; o(f) = f Vo € Su}

invarijanata u odnosu na to djelovanje zovu se simetri¢ni polinomi. Taj je potprsten ocito
graduiran. Definiramo elementarne simetri¢cne polinome e, ... ¢, sa

1<i1 < <ip<n

Ocito su ey, ..., e, € A%
Promatrajmo sada skup M svih monoma

X=X X0 a=(ay,...,an) €ZY.
U skup M uvodimo , leksikografski uredaj po stupnju” ovako:
X* < XP = ili je |a| < |B] ili je |a| = |8] 1 a; < B; za i = min{j; a; # 5;}.

Svaka orbita {o(X®); ¢ € S, } sadrzi jedinstven maksimalan element u odnosu na taj uredaj i za
taj monom X7 vrijedi 8 > 35 > --- > f3,,. Skup svih takvih 5 € Z oznacimo sa Z7 - :

70 ={BETl h= 2 B}

Dakle, {X”; 8 € 7' .} je skup predstavnika svih S,—orbita u skupu M svih monoma. Svakom
monomu X pridruzena je njegova ,,orbitna suma’:

orbs, (X*) = ) o(X).

geSy

27
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Neka je f € A. Pisemo

f=2 raX®

ani
gdje su r, € R jedinstveno odredeni (i samo ih je konaéno mnogo razli¢ito od nule). Tada je o¢ito
f € A5 ako i samo ako je r, = rg kad god je 0(X®) = X” za neki 0 € S,. Odatle slijedi da se
f € A5 na jedinstven nacin moze zapisati u obliku
f= Z rgorbg, (X7).

BeZy >

Neka je
XY =max{X?; 3¢ ZY -, s # 0}

Zadatak 2.1.1. Uz wvedene oznake dokaZite da je X7 maksimalni monom u polinomu

Y1i—72 ) Y2—73 Tn—1—""n

_ . T
€y =€ €9 €n—1 €n -

Zadatak 2.1.2. Dokazite da su svi monomi u polinomu f — rye, manji od monoma X7.
Ponovimo li taj postupak s invarijantnim polinomom f — r,e, umjesto polinoma f dolazimo

do multiindeksa § € Z} - takvog da je svaki monom u polinomu f —r,e, —rse; striktno manji od

X?. Nakon konaéno mnogo takvih koraka dolazimo do konstante. To pokazuje da se svaki f € A"

moze napisati kao polinom u ey, ..., e, s koeficijentima iz R.

(0773

Zadatak 2.1.3. Dokazite da su ey, ..., e, algebarski nezavisni, tj. da su polinomi e* = ej* - - -eom,

a € 21, linearno nezavisni nad R.

Uputa: Dokazite da je najveéi monom u e® jednak X{*Fon x g2t +en ... Xan 7Zatim dokazite
da su takvi monomi medusobno razliciti, dakle, linearno nezavisni. Napokon dokazite da odatle
slijedi linearna nezavisnost polinoma e*, a € Z1}.

Na taj nacin dokazali smo:

Teorem 2.1.1. Vrijedi R[X, ..., X,]%" = Rley, ..., e,] i (homogeni) polinomi ey, ..., e, su alge-
barski nezavisni.

Definiramo sada invarijantne polinome
vi=X{+X{+- + X,  jEZ,.
Ocito su v; € R[X1,...,2,]°" za sve j € Z.
Zadatak 2.1.4. Dokazite Newtonove formule:
(=1t je; =v; — ey +eqvjg — -+ (=1) ey, j=1,...,n.

Uputa: Slucaj j = n slijedi promatranjem polinoma
FT. Xy, X)) = [(T - X0) € K[Xy,. ., X, T
i=1

i izracunavanjem lijeve strane ocite jednakosti
n
> (X X, X)) =0
i=1
Za j < n desna je strana jednakosti koju treba dokazati homogen simetri¢ni polinom stupnja j,

dakle, prema teoremu 2.1.1. moze se napisati kao polinom u ey, ..., e;. Sada uvrstite X;;; =--- =
= X,, = 0 u koristite silaznu indukciju po n.
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2.2 Teoremi konacénosti

Teorem 2.2.1. (D. Hilbert) Neka je G podgrupa grupe GL(V), gdje je V' konacnodimenzionalan
vektorski prostor nad poljem K. Pretpostavimo da je reprezentacija grupe G na P(V) potpuno
reducibilna. Tada je algebra invarijanata P(V)¢ konacéno generirana.

Dokaz: Neka je G skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih repre-
zentacija grupe G nad poljem K. Za svaku a € G oznacimo sa P(V), sumu svih G—stabilnih
potprostora od P (V') na kome djeluje ireducibilna reprezentacija iz klase a. Buduéi da su potpros-
tori P™ (V') kona¢nodimenzionalni i G—stabilni, iz potpune reducibilnosti reprezentacije grupe G
na prostoru P(V) slijedi da je

PV)=EPPV)a.

ac@

Nadalje, P(V)¢ = P(V)ay, gdje je ag € G klasa trivijalne jednodimenzionalne reprezentacije.
Stavimo
X=FPV) glieje G =G\ {ag}.
acG’
Tada je P(V) = P(V)Y + X. Neka je R projektor prostora P(V) na potprostor P(V)¢ duz
potprostora X. Ocito je R preplitanje reprezentacija grupe G.

Neka je f € P(V)% i a € (. Nadalje, neka je W C P(V), konacnodimenzionalan G—stabilan
potprostor na kome je reprezentacija od G ireducibilna (i, naravno, u klasi «). Neka je {f1, ..., fu}
baza od W. Ako je f = 0, naravno, vrijedi f/W = {0} C P(V),. Pretpostavimo da je f # 0.
Buduéi da je P(V) integralna domena, vektori ffi,..., ff, su linearno nezavisni, tj. tvore bazu
potprostora fW. Kako je f € P(V), potprostor fW je G—stabilan. Za svaki o matrica od o|W
u bazi {f1,..., fn} jednaka je matrici od o| fW u bazi {f fi,..., ffn.}. Prema tome, reprezentacija
od G na fW je ireducibilna i u klasi a. To znaci da je fWW C P(V),. Time smo dokazali da je
fP(V)o C P(V)q za svaku klasu a € G'. Dakle, svaki od potprostora P(V), je P(V)¢—podmodul
od P(V). Slijedi da je X P(V)¢—podmodul od P(V). Posebno, ako je f € P(V)%iako g € P(V)
rastavimo kao g = R(g) + g1, gdje je g1 € X, onda je fR(g) € P(V)Y i fg1 € X, pa slijedi
R(fg) = [R(9).

Odatle slijedi da za svaki ideal J u algebri P(V)¢ vrijedi

R(P(V)T)=P(V)TNPV)?=7.

Posebno je
R(P(V)PL(V)Y) = Po(V)C.
Buduéi da je P(V) Noetherina algebra, ideal P(V)P, (V) je konaéno generiran, pa postoje ho-
mogeni polinomi fi,..., f, € P, (V) takvi da je
PV)P,(V)C =P(V)fi+ -+ PV)fa
Odatle slijedi
P.(V)! =R (P(V)P+(V)) = R(PV)fi+ -+ P(V)fa),
a kako je R (P(V)f;) = P(V)9f;, dobivamo

Pr(V)E =P(V) fi+ - P(V) fo. (2.1)
Tvrdimo da je tada P(V)¢ = K|[fi,...,fa). U tu je svrhu dovoljno dokazati da vrijedi
Pn(V)E C K[fi1,..., fn] za svaki m € Z,. To dokazujemo indukcijom po m € Z,. Baza in-

dukcije Py(V)¥ C K[f1,..., fa] je ocita bududi da je Py(V)¢ = K. Pretpostavimo da je m > 1 i
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da je dokazano P,,_1 (V)¢ C K[fi,..., fa]. Neka je f € P™(V)C. Stavimo r; = deg f;. Zbog (2.1)
mozemo pisati

f:glfl++gnfn7 gjepmirj(v)ci jzla"'an
Kako je m —r; < m — 1 za svaki j, iz pretpostavke indukcije slijedi da je f € K[f1,..., ful.

Primijetimo da je pretpostavka teorema sigurno zadovoljena ako je grupa G konac¢na i K je
polje karakteristike 0. Tada je operator R iz dokaza teorema 2.2.1. dan sa

R(f) = ﬁ STolf),  fePW).

cedG
U tom slu¢aju mozemo ograniciti broj homogenih generatora algebre invarijanata P(V)¢ :

Teorem 2.2.2. (E. Noether) Neka je G konacna podgrupa grupe GL(V'), pri ¢cemu je V' kona-
c¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K karakteristike 0. Tada je algebra invarijanata
P(V)E generirana s invarijantama stupnja < |G|.

Dokaz: Ako izaberemo bazu {ey,...,e,} prostora V algebra P(V') se identificira s algebrom
K[Xy,..., X, nanac¢in da se formalna varijabla X identificira sa f;, gdje je {f1,..., f.} baza od
V* dualna bazi {ey,...,e,}. Definiramo invarijantne polinome

Jo=)Y o(X%), acZ.

ceG

Neka je f € P(V)Y = K[X4,...,X,]9 Tada mozemo na jedinstven nacin pisati

f= Z CaX?, co € K.

a€Zl

Tada slijedi

‘G|f = Za(f) = Z CaJa-

ceG a€Zl

Dakle, za dokaz je dovoljno pokazati da je algebra P(V)“ generirana sa {j,; a € Z?, |a| < |G|}
Definiramo sada polinome p; € K[Xy,..., X, Zy,...,Z,] =P(V)[Z, ..., Z,] sa

pi(Xt e X 20y Zn) =Y (0(X)Zi+0(X0)Za+ ..+ 0(X,)Z,),  jEN

oceG

Zadatak 2.2.1. Dokazite da je tada

p; = Z jaZa-

a€Zl, |a|=3
Zadatak 2.2.2. DokaZite da se svaki p; za j < |G| moZe izraziti kao polinom u p; za i < j.
Uputa: Koristite zadatak 2.1.4.

Zadatak 2.2.3. Dokazite da iz zadataka 2.2.1. 1 2.2.2. slijedi da se invarijanta j, za |a] > |G|
moze moze zapisati kao polinom u invarijantama jsz za |G| < |G|.

Time je teorem 2.2.2. dokazan.
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Neka je i dalje G kona¢éna podgrupa od GL(V') i V' je konaénodimenzionalan vektorski prostor
nad poljem K karakteristike 0. Djelovanje grupe G automorfizmima algebre P (V') prirodno se
prosiruje do djelovanja automorfizmima na polju racionalnih funkcija R(V') :

\_af)
J(g)_a(g)’ LgePV). 9#0

Stavimo R(V)Y = {f € R(V); o(f) = f Vo € G}.

Teorem 2.2.3. Polje R(V) je Galoisovo prosirenje potpolja invarijanata R(V)C i grupa G je
Galoisova grupa tog prosirenja. Nadalje, R(V)% je polje kvocijenata prstena P(V ).

Dokaz: Prva je tvrdnja neposredna posljedica Galoisove teorije: kad god je G konac¢na pod-
grupa grupe Aut(L) automorfizama polja L, onda je L Galoisovo prosirenje potpolja invarijanata
L% i G je Galoisova grupa tog prosirenja.

Uoc¢imo sada da se svaka racionalna funkcija iz R(V') moze napisati kao razlomak f/g pri ¢emu
je f € P(V)ig € P(V)C. Doista, takav se prikaz dobije iz proizvoljnog zapisa u obliku F/G,
F,G € P(V), tako da i brojnik i nazivnik pomnozimo sa [ [,z 1y 0(G). Nadalje, ako su f € P(V)
i g € P(V)% onda je racionalna funkcija f/g u polju invarijanata ako i samo ako je f € P(V)“. Na
taj je nacin dokazano da je R(V)Y = {f/g; f,g € P(V)Y, g # 0}, a to je upravo druga tvrdnja
teorema.

Ako je R unitalan potprsten komutativnog unitalnog prstena S, za element s € S kazemo
da je integralan nad R (ili cio nad R) ako postoji normiran polinom P € R[T] takav da je
P(s) = 0. Ako je svaki element s € S integralan nad R, kazemo da je prsten S integralan nad
R. Napomenimo da za s1,...,s, € S sa R[s,...,s,] oznatavamo najmanji potprsten od S koji
sadrzi RU{s1,..., s,}. O¢ito je

Rls1,...,sn) ={P(s1,...,8.); P € R[Xy,...,X,]}.

Teorem 2.2.4. Neka je R unitalan potprsten komutativnog unitalnog prstena S i neka je s € S.
Tada su sljedeca tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Element s je integralan nad R.
(b) Prsten R[s| je konacno generiran kao R—modul.

(¢) Postoji potprsten T od S koji sadrzi Rl[s| i koji je konacno generiran kao R—modul.

Dokaz: (a) = (b). Neka je 0 # P € R[X] normiran polinom takav da je P(s) = 0. Neka je
n = deg P. Svaki element prstena R[s] moZe se napisati u obliku Q(s), gdje je @ € R[X]. Buduéi
da je polinom P normiran, mozemo pisati Q) = PF + G, gdje su F,G € R[X] i degG < n. Tada
je Q(s) = G(s). Time je dokazano da je

R[s]= R+ Rs+---+ Rs"™},
pa vidimo da je R[s] kona¢no generiran kao R—modul.

Implikacija (b) = (c) je trvivijalna.
(¢) = (a). Neka su ty,...,t, € T takvi da je

T = Rt, +---+ Rt,.

Za svaki i € {1,...,n} je st; € T pa postoje r;; € R takvi da je st; = ryty + -+ - + rit,. Neka je
D € RJ[s| determinanta n x n matrice iz M, (R]s]) s elementima d,;s — r;;. Tada slijedi Dt; = 0 za
svaki 7, a kako ty,...,t, generiraju R—modul 7" i kako je 1 € T, slijedi D = 0. Medutim, ocito je
D = F(s) za normiran polinom F' € R[X] stupnja n. Slijedi da je s integralan nad R.
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Neposredna je posljedica:

Korolar 2.2.5. Ako je R unitalan potprsten komutativnog unitalnog prstena S i ako je S konacno
generiran kao R—modul, onda je prsten S integralan nad R.

Korolar 2.2.6. Neka je R unitalan potprsten komutativnog unitalnog prstena S i neka su elementi
S1y- -, 8, € S integralni nad R. Tada je prsten R[si,...,s,] konaéno generiran kao R—modul i
tag je prsten integralan nad R.

Dokaz: Za svaki i € {1,...,n} element s; je integralan nad R, dakle, i nad R[sy,...,s; 1]. Iz
teorema 2.2.4. slijedi da je prsten R[sq,...,s;] = R[s1,...,s;_1][s;] konaéno generiran kao modul
nad R[si,...,s;_1]. Sada tvrdnja slijedi indukcijom po n pomocu sljedece ocigledne ¢injenice: Ako

su A C B C C komutativni prstenovi i ako je B kona¢no generiran kao A—modul, a C' je kona¢no
generiran kao B—modul, onda je C' kona¢no generiran kao A—modul. Naime, vrijedi:

j=1 k=1

j=1 k=1

Korolar 2.2.7. Neka je T unitalan komutativan prsten i neka su R C S njegovi unitalni pot-

prstenovi takvi da je T integralan nad S i da je S integralan nad R. Tada je T integralan nad
R.

Dokaz: Za proizvoljan t € T postoje n € N i sq,...,s, € .S takvi da je

"+ st =0,
j=1

Tada je t integralan nad R[sy,...,$,], dakle, R[s1,...,8,,t] = R[s1,...,s,][t] je konaéno gene-
riran kao R[sq, ..., s,]—modul. Kako su sy, ..., s, integralni nad R, prema korolaru 2.2.6. prsten
Rl[s1,..., sy je konaéno generiran kao R—modul. Kao u dokazu korolara 2.2.6. zaklju¢ujemo da
je R[s1, ..., Sy, t] konacno generiran kao R—modul. No sada iz teorema 2.2.4. slijedi da je element
t integralan nad R. Kako je element ¢t € T' bio proizvoljan, tvrdnja je dokazana.

Korolar 2.2.8. Neka je R unitalan potprsten komutativnog unitalnog prstena S. Tada je
R = {s € S; s je integralan nad R}

potprsten od S koji sadrzi R. Prsten R je integralan nad R @ najveci je takav potprsten od S :
ako je T potprsten od S koji sadrzi R 1 integralan je nad R, onda je T C R

Dokaz: Ako su =,y € Es, prema korolaru 2.2.6. potprsten R|x,y] je kona¢no generiran kao

R—modul. Kako su x — y, zy € R[z,y], iz teorema 2.2.4. slijedi da su z — y, xy € R Dakle, R
je potprsten od S. Ostale su tvrdnje evidentne.

Prsten B zove se integralni zatvara¢ od R u S. Kazemo da je potprsten R integralno

. =S y . .
zatvoren u prstenu S ako je R = R. Kazemo da je integralna domena R integralno zatvorena,
ako je ona integralno zatvorena u svom polju razlomaka. Sljedeéi rezultat navodimo bez dokaza:

Teorem 2.2.9. Integralna domena koja je faktorijalan prsten je integralno zatvorena. Posebno,
ako je K polje, prsten K[X, ..., X,] je integralno zatvoren.
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Ako je R unitalan potprsten komutativnog unitalnog prstena S, kazemo da je S kona¢no
prosirenje od R ako je S integralan nad R i ako je S kona¢no generirana R—algebra.

Zadatak 2.2.4. DokaZite da je prsten S je konacno prosirenje svog potprstena R ako i samo ako
je S konacno generiran kao R—modul.

Neka je u daljnjem opet G kona¢na podgrupa grupe GL(V'), gdje je V kona¢nodimenzionalan
vektorski prostor nad poljem K karakteristike 0.

Propozicija 2.2.10. Prsten invarijanata P(V)% je integralno zatvoren.

Dokaz: Prema teoremu 2.2.3. polje razlomaka prstena P (V)¢ je upravo polje R(V )¢ G—inva-
rijantnih racionalnih funkcija. Neka je racionalna funkcija f € R(V)Y integralna nad P(V).
Tada je ona integralna nad P(V). Medutim, prsten P(V) = K[Xj,...,X,] je prema teoremu
2.2.9. integralno zatvoren. Odatle slijedi da je f € P(V), a kako je P(V) N R(V)Y = P(V)C,
zakljucujemo da je f € P(V)¢. Dakle, prsten P(V)¢ je integralno zatvoren.

Teorem 2.2.11. Prsten P(V) je konacno prosirenje potprstena invarijanata P (V).

Dokaz: Neka je f € P(V). Stavimo

Fy = [[(T - o(f) € POVET].

ceG

Tada je F normiran polinom (s koeficijentima iz P(V)¢) i ocito vrijedi Fy(f) = 0. Prema tome,
svaki je element f € P(V) integralan nad P(V)“. Nadalje, kako je P(V') konaéno generirana kao
K —algebra, ona je pogotovo konacéno generirana kao P (V)% —algebra.

Sada iz zadatka 2.2.4. neposredno slijedi:

Korolar 2.2.12. P(V) je konacéno generiran P(V)%—modul.

Neka su sada fi,...,fr € P(V) polinomi koji generiraju K —algebru P(V). Neka je
R C P(V)¢ C P(V) podalgebra generirana s koeficijentima polinoma Fy,, ..., Fy, € P(V)C[T).
Bududi da je R konacéno generirana algebra, ona je Noetherin prsten. Nadalje, prema izboru R
vidimo da je P(V') konac¢no generiran kao R—modul, dakle, P(V') je Noetherin R—modul. Tada je
i svaki R—podmodul od P(V) Noetherin, pa je posebno, P(V)¢ Noetherin R—modul. No tada je
P(V) konaéno generiran kao R—modul. Sada iz kona¢ne generiranosti K —algebre R slijedi da je
i K—algebra P(V)¢ konacno generirana. Na taj smo nacin dali drugi dokaz Hilbertovog teorema
2.2.1. za slucaj kona¢ne podgrupe grupe GL(V'), pri ¢emu je V kona¢nodimenzionalan vektorski
prostor nad poljem K karakteristike 0.

U gornjem smo dokazu koristili pojam i svojstva Notherinosti prstena i modula. Sada ¢emo te
pojmove definirati i njihova svojstva zbog potpunosti dokazati.

Za modul M nad prstenom R kazemo da je Noetherin ako za svaki rastuéi niz podmodula

postoji k € N takav da je M; = My Vj > k. Prsten R je (lijevo, desno) Noetherin ako je on
Noetherin kao (lijevi, desni) R—modul.
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Teorem 2.2.13. (a) R—modul M je Noetherin ako i samo ako svaki neprazan skup njegovih
podmodula sadrzi bar jedan maksimalan element.

(b) Svaki podmodul Noetherinog modula je Noetherin modul.
(¢) Svaki kvocijentni modul Noetherinog modula je Noetherin modul.

(d) Ako je N podmodul modula M takav da su moduli N i M /N Noetherini, onda je i modul M
Noetherin.

(e) Ako su My,..., M, Noetherini moduli, onda je i njihova direktna suma Noetherin modul.
(f) Svaki je Noetherin modul konacno generiran.

(9) Ako je R (lijevo, desno) Noetherin prsten, svaki je (lijevi, desni) konacno generiran R—modul
Noetherin.

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je M Noetherin R—modul i neka je S neprazan skup njegovih
podmodula. Neka je M; € S. Ako M, nije maksimalan element skupa S, postoji My € S takav da je
My, C M. Kad skup S ne bi imao nijedan maksimalan element, na taj bismo na¢in mogli konstru-
irati striktno rastuéi niz elemenata od S, a to bi bilo u suprotnosti sa svojstvom Noetherinosti
modula M.

Pretpostavimo sada da svaki neprazan skup podmodula od M sadrzi bar jedan maksimalan
element. Neka je

rastuéi niz podmodula od M. Tada skup podmodula {M,; n € N} sadrzi maksimalan element
My. Za j > k vrijedi M), C M, ali ne moze biti M}, # M; zbog maksimalnosti od M, u skupu
{M,; n € N}. Dakle, vrijedi M; = M}, za svaki j > k.

Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a) ili direktno iz definicije jer podmodul nekog pod-
modula od M je ujedno podmodul od M.

(¢) Neka je N podmodul Noetherinog modula M i neka je 7 : M — M /N kvocijentni epimor-
fizam. Tada je K — 7~ 1(K) monotona (u odnosu na inkluziju) bijekcija sa skupa svih podmodula
od M/N na skup svih podmodula od M kohji sadrze N. Stoga i tvrdnja (c¢) slijedi neposredno iz
tvrdnje (a).

(d) Pretpostavimo da je N podmodul modula M takav da su moduli N i M/N Noetherini.
Neka je opet m: M — M /N kvocijentni epimorfizam i neka je

rastuci niz podmodula od M. Stavimo za svaki 1 € N

Buduéi da su moduli N i M/N Noetherini, slijedi da postoji k € N takav da je N; = N, 1 T; = T},
za svaki j > k. Neka je j > k i neka je m € M,. Tada je n(m) € T; = T}, pa postoji m' € M
takav da je m(m) = w(m'). Slijedi m —m’ € Kerm = N, a zbog j > k je i m —m' € M;. Dakle,
m—m' € NNM; = N; = N, = N N M. Bududi da je m' € M, odatle slijedi da je m € M.
Kako je m € M; bio proizvoljan, zakljucujemo da je M; = M. Kako je j > k bio proizvoljan,
dokazali smo da je M; = M), Vj > k. Dakle, modul M je Noetherin.

Tvrdnja (e) slijedi neposredno iz tvrdnje (d) indukcijom po n. Doista, ako stavimo

k
Ne=][M;,  k=1,....n
j=1

onda je My = Ny i My = Ny, /Ny_q za k > 2.



2.2. TEOREMI KONACNOSTI 35

(f) Neka je M (lijevi) Noetherin R—modul i pretpostavimo da M nije kona¢no generiran. Tada
mozemo induktivno konstruirati niz (m;);eny u M takav da je

my # 0, m; € M\ M;_y za i>2, gdjeje M;=Rmy+---+Rm;, jeN.

No tada je (M;),cy striktno rastuéi niz podmodula od M, a to je nemoguce jer je modul M
Noetherin. Ova kontradikcija pokazuje da je svaki Noetherin modul konaéno generiran. Dokaz za
desne R—module sasvim je analogan.

(9) Neka je M konacno generiran lijevi modul nad lijevo Noetherinim prstenom R. Dakle,

M = Rmy+---+ Rm,

za neke my,...,m,. Tada je ¢ : (r1,...,7,) +— rimq + -+ + r,m, epimorfizam modula R" na
modul M. Medutim, prema tvrdnji (e) modul R" je Noetherin, pa je prema tvrdnji (c) i svaki
njegov kvocijentni modul Noetherin. Dakle, modul M == R"/(Ker ) je Noetherin. Dokaz za
desne module nad desno Noetherinim prstenom R sasvim je analogan.

Uocimo da se tvrdnje (b), (¢) i (d) teorema 2.2.13. mogu i ovako iskazati:

Korolar 2.2.14. Neka je
{0} — M' — M — M" — {0}

kratki egzaktni niz R—modula. Modul M je Noetherin ako i samo ako su moduli M' i M" Noetherini.

Teorem 2.2.15. (Hilbertov teorem o bazi) Ako je R komutativan unitalan Noetherin prsten
onda je i prsten polinoma R[T] Noetherin. Posebno, ako je K polje, prsten K[Xy,...,X,] je
Noetherin. Nadalje, svaka konacno generirana komutativna K—algebra je Noetherina.

Dokaz: Ako R[T] promatramo kao R[T]—modul, njegovi su podmoduli upravo ideali. Prema
tvrdnjama (f) 1 (g) prsten R[T] je Noetherin ako i samo ako je svaki njegov ideal kona¢no generiran.

Neka je J ideal u prstenu R[T]. Za svaki n € Z, ozna¢imo sa I,, skup svih r € R takvih da
je ili r = 0 ili je r vodedi koeficijent nekog polinoma iz R"[T] N J. Neka su r,s € I, \ {0} i r # s
Nadalje, neka su P, Q) € J polinomi stupnja n takvi da je r vodeéi koeficijent od P i da je s vodeci
koeficijent od ). Tada je P — @ € J polinom stupnja n i r — s je njegov vodeci koeficijent. Time je
dokazano da je I, aditivna podgrupa od R. Ako je r € I, \ {0} i ako je P € J polinom stupnja n s
vodec¢im koeficijentom r, onda je za svaki s € R umnozak sr ili jednak 0 ili je on vodeéi koeficijent
polinoma sP € J stupnja n. To pokazuje da je sr € I,. Dakle, I,, je ideal u prstenu J za svaki
n € Zy. Neka je r € I\ {0} i neka je P € J polinom stupnja n s vodeéim koeficijentom r. Tada je
X P € J polinom stupnja n+ 1 i r je njegov vodeci koeficijent. Dakle, I,, C I,,,1, odnosno, imamo
rastuci niz ideala u R :

Buduéi da je prsten R Noetherin, postoji k € Z, takav da je I; = I} za svaki j > k. Nadalje,
svaki od ideala Iy, ..., I} je kona¢no generiran. Stoga postoje prirodni brojevi i, . .., i i za svaki
n €40,...,k} elementi r,1,...,7r,, € I, takvi da je

[n:anl_'_"'_'_Rm'na n:O,...,k.

Za 0 <n<kil<j<i,nekaje P,; € J polinom stupnja n s vode¢im koeficijentom 7.
Oznac¢imo sa J' ideal u R[T| generiran s polinomima P,;, 0 <n < k, 1 < j < i,. Tada je ocito
J' C J (naime, svi polinomi P,; su iz ideala J). Da dokazemo da obrnutu inkluziju, dovoljno je
dokazati da je J N R,[T] C J' za svaki n € Z,. Tu ¢emo inkluziju dokazati indukcijom po n.
Pretpostavimo da je n € Z, i da je dokazano da je J N R, 1[T] C J'. (Napomenimo da je baza
indukcije trivijalna uz dogovor R_1[T] = {0}.) Neka je 0 # P € J N R"[T] i neka je r # 0 njegov
vodeci koeficijent.
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Ako je n < k, onda je r € I,,, pa postoje sq,...,s;, € R takvi da je
T=51Tp1 + * + Si, Tniy, -

Tada polinom s1P,; + -+ + s;, Py, € J' ima stupanj n i vodeéi koeficijent r. Dakle, razlika
P—s1P,—---—s;, P, € Jimastupanj < n— 1. Po pretpostavci indukcije ta je razlika sadrzana
u J'. Stoga je i P € J'. Time je korak indukcije proveden ako je n < k.
Pretpostavimo sada da je n > k. Tada je r € I,, = I}, pa postoje s1,...,s;, € R takvi da je
r=81Tk1 + -+ Siy Thiy-

Sada polinom s;7" %Py + - - + sikT”_’“PMk € J' ima stupanj n i vodeéi koeficijent r. Kao i malo

prije, razlika P—s;T" k¥ Py —- - —s;, T" %Py, ima stupanj < n—1, pa je po pretpostavci indukcije
ta razlika sadrzana u J', dakle, opet je P € J'. Time je korak indukcije proveden i u slu¢aju kad
jen > k.

Napokon, konacno generirana komutativna algebra nad poljem K izomorfna je kvocijentu
prstena K[ Xy, ..., X,] za neki n, dakle, prema tvrdnji (¢) teorema 2.2.13. ta je algebra Noetherina.

Neka je i dalje R komutativan unitalan prsten. Za bilo koji neprazan skup I sa R! oznacavamo
direktan produkt familije R—modula (M;),.; pri cemu je M; = R za svaki ¢ € I. Direktnu sumu te
familije oznacavamo sa RY). R—modul M zove se slobodan ako je ili M = {0} ili je M izomorfan
modulu R za neki neprazan skup 1. To znaci da postoji neka familija (m;) .1 elemenata iz M koja
baza R—modula M, tj. svaki se element iz M moze na jedinstven nacin zapisati kao (konac¢na)
R—linearna kombinacija elemenata m;, ¢ € I.

Kazemo da je R—modul P projektivan ako za svaki epimorfizam R—modula g : N — M
i za svaki homomorfizam R—modula f : P — M postoji homomorfizam R—modula h : P — N
takav da je goh = f:

P

hy Lf

N L M — {0}
Propozicija 2.2.16. Svaki je slobodan modul P projektivan.

Dokaz: Neka je g : N — M epimorfizam i neka je f : ' — M homomorfizam. Nadalje, neka je
(Pi);e; baza slobodnog modula P. Bududi da je g epimorfizam, za svaki i € I postoji n; € N takav
da je g(n;) = f(ps). Nadalje, kako je (p;),; baza slobodnog modula P, postoji (5tovise, jedinstven
je) homomorfizam h : P — N takav da je h(p;) = n; za svaki ¢ € I. Tada imamo

(goh)(pi) = g(h(p:)) = g(ni) = f(pi)  Viel,
a kako je (P;),.; baza modula P, slijedi goh = f.
Teorem 2.2.17. Sljedeéa su tri svojstva R—modula P medusobno ekvivalentna:
(a) Modul P je projektivan.
(b) Svaki kratki egzaktni niz R—modula
(0} —A-L BP0

je rascjepiv, tj. homomorfizam g ima desni invers, ili, ekvivalentno, homomorfizam f ima
lijevi invers (dakle, B je izomorfan direktnoj sumi A]] P).

(¢) P je direktni sumand slobodnog R—modula; tj. postoji R—modul Q takav da je direktna suma
PT[Q slobodan modul.
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Dokaz: (a) = (b). Bududi da je P projektivan modul, dijagram
P
L udp
B L P — {0}

moze se dopuniti homomorfizmom h : P — P takvim da dijagram bude komutativan, tj. takvim
da g o h = idp. Dakle, homomorfizam g ima desni invers.

(b) = (c). Ocito postoji slobodan modul F' i epimorfizam ¢ : F* — P (Mozemo izabrati bilo
koju familiju (p;),, generatora R—modula P, uzeti F' = RY) i definirati epimorfizam g : F — P
sa g ((1i)ier) = ;e Tipi). Tada imamo kratki egzaktni niz

{0} — Kerg — FF — P — {0}.

No tada je po pretpostavci slobodan modul F' izomorfan direktnoj sumi modula Kerg i P.

(¢) = (a). Neka je F'= P]] Q@ slobodan R—modul. Nadalje, ozna¢imo sa 7 : F' — P projektor
na prvu komponentu, a sa ¢ : P — F inkluziju. Neka je sada g : A — B epimorfizam R—modula i
neka je f : P — B homomorfizam R—modula. Tada je fon : F' — B homomorfizam R—modula.
Prema propoziciji 2.2.16. modul F' je projektivan, pa postoji homomorfizam hy : F — A takav da
jegohy = fom Stavimo h =h;ot: P — A. Tada je

goh=go(hiot)=(gohy)or=(fom)or=fo(mor)= foidp=f.
Dakle, modul P je projektivan.

Zadatak 2.2.5. Neka je (P;),.; familija R—modula. Dokazite da je direktna suma [],.; P pro-
jektivan R—modul ako v samo ako su svi moduli P; projektivna.

Propozicija 2.2.18. Neka je A graduirana povezana komutativna algebra. Konacéno generiran
graduiran A—modul je projektivan ako i samo ako je slobodan.

Treba samo dokazati da je konacno generiran projektivan graduiran modul M slobodan. U tu
nam svrhu trebaju neke pomocéne tvrdnje. Neka je (A”)neZ+ graduacija od A i stavimo

neN

Tada je A, ideal u A kodimenzije 1. Za graduiran modul M A,M je graduiran podmodul.
Definiramo

Q(M) = M/A M.

Tada je u stvari Q(M) graduiran A/ A, —modul, a kako je A/A;, = K, Q(M) je graduiran
vektorski prostor. Sada vektorski prostor

Ak QM) = {3 ai® s e € A, € QM)
na prirodan nacin postaje slobodan A—modul: struktura .4A—modula je takva da je

awp) —baop,  abed peQM).
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Izaberimo sada bazu (y;),.; prostora Q(M) sastavljenu od homogenih elemeneta tog graduiranog
vektorskog prostora. Nadalje, neka je za svaki ¢ € I element m; € M neki homogeni predstavnik
klase p; € Q(M) = M/ A M. Ti izbori odreduju jedinstven homomorfizam A—modula

e AR QM) — M takav daje e(a®@ ;) =am; Yiel i Vae A

Uoc¢imo da je tako definiran homomorfizam ¢ graduiran.
Propozicija 2.2.18. bit ¢e dokazana ako pokazemo da je ¢ izomorfizam.

Lema 2.2.19. Uz navedene pretpostavke i uz uwvedene oznake vrijedi M = {0} ako i samo ako je
Q(M) = {0}.

Dokaz: 1z M = {0} trivijalno slijedi Q(M) = {0}. Pretpostavimo sada da je Q(M) = {0}.
Tada je M = A, M, dakle, svaki se m € M* moze pisati kao kona¢na suma oblika

T = Zanmn, gdjesu a, € A® i m, € M.
neN

Pri tome smo stavili M7 = {0} za j < 0. Iz gornjeg izraza indukcijom po k slijedi da je M* = {0}
za svaki k, dakle, M = {0}.

Nastavimo sada dokaz propozicije 2.2.18. Treba jos dokazati da je prije definiran homomorfizam
e: ARk Q(M) — M izomorfizam. Iz definicije je jasno da je € epimorfizam. Neka je N = Kere.
Buduéi da je homomorfizam ¢ graduiran, N je graduiran podmodul od M. Buduéi da je modul M
projektivan, postoji homomorfizam g : M — A ®x Q(M) takav da je € o g = idy;. Prema tome,
vrijedi

A®k QM) = N[ M.

Sada je N kao direktni sumand slobodnog modula projektivan modul. Nadalje, Q(M) je konacno
generiran A—modul, dakle, konacnodimenzionalan vektorski prostor nad K. Prema tome, modul
A @k Q(M) je konacno generiran. Odatle slijedi da je i N, kao modul izomorfan kvocijentnom
modulu od A®¢ (M), konacno generiran. Iz definicije modula (tj. vektorskog prostora) Q(M) vidi
sedaje QIN[[M)=Q(N)][[Q(M). Medutim, ocito je Q(A®Rx Q(M)) = Q(M). Zbog konacne
dimenzionalnosti slijedi Q(N) = {0}. Sada iz leme 2.2.19. slijedi da je N = {0}. Prema tome,
epimorfizam ¢ je i monomorfizam, dakle, izomorfizam.

Teorem 2.2.20. (Noetherina lema o normalizaciji) Neka je A komutativna konacno gene-
rirana unitalna algebra nad poljem K (karakteristike 0) koja je integralna domena. Tada postoje
algebarski nezavisni elementi x1,...,x, u A takvi da je prsten A integralan nad potprstenom
K[zy,...,x,]. Pri tome je broj n potpuno odreden i jednak je stupnju transcendentnosti polja
razlomaka od A nad poljem K.

Dokaz: Neka je m najmanji nenegativan cijeli broj takav da postoje y1,...,ym € A koji
generiraju A, tj. A = K[y1,...,Ym|. Dokaz é¢emo provesti indukcijom po m. Za m = 0 tvrdnja
je trivijalna jer je tada A = K. Neka je sada m € N i pretpostavimo da teorem dokazan za
algebre s manje od m generatora. Neka su y1,...,y, € A takvi da je A = Ky1,...,ym]. Ako

su yi,...,Yn algebarski nezavisni, tvrdnja trivijalno slijedi. Pretpostavimo da yi,...,y, nisu
algebarski nezavisni i neka je ¢ < m maksimalan broj algebarski nezavisnih elemenata u skupu
{y1,...,Ym}. Mozemo pretpostaviti da su yi,...,y, numerirani tako da su yi,...,y, algebarski

nezavisni. Tada su yi, ..., Yy, Ym algebarski zavisni pa postoji P € K[X;,...,X,,T] takav da je
P#01iP(y1,-..,Yq Ym) = 0. Neka je r = deg P. Mozemo pisati

P=Py+ Pt +P
gdjesu P; € K[ Xy,...,X,,T)za j=0,1,...,7
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Za nastavak dokaza treba nam sljedeca elementarna lema:

Lema 2.2.21. Neka je K beskonacno polje i neka je P € K[Xy,...,X,] \ {0}. Tada postoje
ay,...,a, € K takvi da je P(ay,...,ap) # 0. Drugim rije¢ima, preslikavanje koje polinomu
P € K[Xy,...,X,| pridruzuje polinomijalnu funkciju (ay,...,a,) — P(ai,...,q,) je izomor-
fizam sa K[X3,...,X,] na K[K"].

Dokaz provodimo indukcijom po n. Ako je n = 1, tvrdnja je trivijalna jer broj nultocaka
polinoma P € K[X;] u polju nije veéi od deg P, pa zbog beskonacnosti polja K nisu sve tocke iz
K nultocke od P. Pretpostavimo sada da je n > 2 i da je tvrdnja dokazana za polinome s n — 1
varijabli. Nadalje, pretpostavimo da je P(aq,...,a,) =0 V(ay,...,a,) € K". Mozemo pisati

P=>"@Q;X) gdiesu Qo,...,Qm € K[X1,..., X, 1]
=0
Za bilo koju (n — 1)—torku o/ = (a4, ..., a,_1) € K" ! definiramo polinom P, € K[X] sa
Po/ = Z Q]’(Oél, Ce ,Oénfl)Xj.
=0

Po pretpostavci je tada P, (a) = 0 Vo € K pa prema bazi indukcije slijedi da je P, nul—polinom.
To znacidaje Q;(ai,...,an—1) =0zaj =0,...,m,akakoje (n—1)—tporna o/ = (aq,...,a,_1) €
K"! bila proizvoljna, po pretpostavei indukcije zakljuéujem da su svi Q; nul—polinomi. Dakle,
P je nul—polinom.

Nastavimo sada dokaz teorema 2.2.20. Prema lemi 2.2.21. postoje pi1,. .., g, p € K takvi da
je Pr(pa, ..., pig, pr) # 0. Kako je P. homogen polinom, mozemo pretpostaviti da je u # 0. Sada je

Pty pg i) = 1P My Ay 1) za Alz%,...,)\q:%.

Prema tome, postoje A,..., A\, € K takvi da je
c=PFP.(A,.... A1) #0.
Za takav izbor A = (A,..., ;) € K7 imamo
PXi+MT, .., Xg+ AT, T) =cT" + > Bp(Xy,..., X)T"*
k=1

za neke polinome By, ..., B} € K[X},...,X,]. Prema tome, imamo

r r—1
P(Xi4MT, .. X4 AT, T) = cT"+> " BY(Xy, ..., X)T 7 F+ > Pi(X1+M, T, ..., X+ AT, T),

k=1 §=0

Uvrstimo li u tu jednakost z; = y; — \jy,, na mjesto varijable X; za j = 1,...,¢ i y, na mjesto
varijable T, nalazimo

r—1

0="Py1,- - Yg Ym) = CYp, + 232(21, sz ZPj(Zl + MYy - -+ 2g T AU Ym)-
k=1 =0
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Buduéi da su polinomi P; homogeni stupnja j, odatle slijedi jednakost oblika
cyr, —I—chy:n*j = zaneke ¢1,...,¢c, € B=Klz,..., 2z,
j=1

Kako je ¢ € K i ¢ # 0, odatle se vidi da je element y,, integralan nad prstenom B = K|z, ..., z,].

Uoc¢imo sada da elementi 21, ..., 24, Yg+1, - - -, Ym generiraju algebru A. Dokazali smo da je
element y,, integralan nad prstenom B = KJz,..., 2], pa je vy, integralan i nad prstenom
C=Klz,...,24,Ygs1s - - -, Ym—1]). Dakle, prsten A = C[y,,| je integralan nad prstenom C. Medutim,
algebra C generirana je sa m — 1 generatora pa je po pretpostavci indukcije prsten C integralan
nad prstenom K[zy,...,x,] za neke algebarski nezavisne elemente z1,...,x, € C C A. No tada
je prema korolaru 2.2.7. prsten A integralan nad prstenom K[zq,...,z,].

Napokon, neka je L polje razlomaka integralne domene A. Tada je L prosSirenje polja K.
Elementi x1,...,x, su algebarski nezavisni nad K. Iz ¢injenice da je prsten A integralan nad
K|[zq,...,x,] neposredno slijedi da su svi elementi polja L algebarski nad poljem K (z1,...,x,).
To znaci da je {z1,...,x,} baza transcendentnosti prosirenja L polja K, dakle, n je stupanj tran-
scendentnosti L nad K.

Algebarski nezavisan konacan podskup {zi,...,z,} konaéno generirane integralne domene
A, takav da je prsten A integralan nad svojim polinomijalnim potprstenom Klz1,...,x,] zove
se sistem parametara za algebru A. Sistem parametara, naravno, nije jedinstven. Npr. ako
je {x1,...,x,} sistem parametara za A onda je za proizvoljne prirodne brojeve ki,..., k, i
{:E]fl, ..., x" ) sistem parametara za A. No, prema Noetherinoj lemi o normalizaciji jedinstveno je
odreden broj parametara: taj je broj jednak stupnju transcendentnosti polja razlomaka L od A
nad poljem K. Svojstvo slobodnosti od A kao modula nad K[z, ..., x,] takoder ne ovisi o izboru
sistema parametara:

Zadatak 2.2.6. Neka su {x1,...,z,} @ {y1,...,yn} sistemi parametara za konacno generiranu
integralnu domenu A. Pretpostavimo da je A slobodan Klz1, ..., x,]—modul. DokaZite da je tada
A slobodan Ky, . .., ys]—modul.

Za komutativnu unitalnu algebru A nad poljem K kazemo da je Cohen—Macauleyeva al-
gebra, ako postoje algebarski nezavisni elementi z1,...,x, € A takvi da je A kao modul nad
polinomijalnom podalgebrom Kz, ..., x,]| slobodan i kona¢nog ranga. Drugim rije¢ima, postoje
at, ..., 08 € A takvi da je

S
(fi, o fo) — ijaj
j=1
izomorfizam prostora K|zi, ..., z,|® na prostor A. Primijetimo da je tada nuzno algebra A konacno
generirana. Cohen—Macauleyevo svojstvo proucit ¢emo kasnije detaljnije u sluc¢aju graduiranih
algebri. Osnovni rezultat u vezi s polinomijalnim invarijantama kona¢nih grupa je sljedeéi teorem
(koji ¢emo takoder kasnije razraditi preciznije):

Teorem 2.2.22. (Hochster—Eagan) Ako je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad
poljem K karakteristike 0, i ako je G konacna podgrupa od GL(V), onda je P(V)¢ Cohen—Macau-
leyeva algebra.

Dokaz: Prema Noetherinoj lemi o normalizaciji (teorem 2.2.20.) postoje algebarski nezavisni
elementi x1,...,z, € P(V)Y takvi da je prsten P(V)% integralan nad Klxi,...,z,], a kako je
prema Hilbertovom teoremu 2.2.1. P(V)¢ konaéno generirana algebra, P(V)¢ je konaéno generiran
kao Klxy,...,z,]—modul. Sada tvrdnja slijedi iz sljedece leme:



2.2. TEOREMI KONACNOSTI 41

Lema 2.2.23. Neka su 1,...,2, € P(V)Y algebarski nezavisni i takvi da je P(V)Y konaéno
generiran kao K[z, ..., x,)—modul. Tada je P(V)C slobodan K|z, ..., x,)—modul.

Dokaz: Dokazat ¢emo najprije da je P(V) slobodan K|xy,...,z,|]—modul. Prije svega, po ko-
rolaru 2.2.12. P(V) je konac¢no generiran kao P (V)¢ —modul. Slijedi da je P(V') konaéno generiran

kao K|x1,...,r,]—modul. Nadalje, kako je prsten P(V)¢ integralan nad K|x1,...,,], a prema
teoremu 2.2.11. prsten P(V) je integralan nad P (V)¢ zakljuéujemo da je prsten P(V) integralan
nad K[zy,...,,]. Prema tome, {z1,...,,} je sistem parametara ne samo za algebru P (V)% nego

i za algebru P(V'). Medutim, ako je {f1,..., fn} baza prostora V* onda je P(V) = K[f1,..., fal,
dakle, i {fi,..., fu} je sistem parametara za prsten P(V). Kako je P(V) = K[fi,..., fa], oCito
je P(V) slobodan kao K|fi,..., f,]—modul (ranga 1). Sada iz zadatka 2.2.6. slijedi da je P(V)
slobodan K[z, ..., ,|—modul.

Iskoristimo sada usrednjenje R : P(V) — P(V) definirano sa

R ==So(f),  fePV).

|G| oeG

To je projektor sa P(V) na P(V)¢ koji je prema dokazu Hilbertovog teorema 2.2.1. homomorfizam
P(V)¢—modula. Zbog toga je Ker R P(V)¢—podmodul od P(V) i vrijedi P(V) = P(V)% + Ker R.
Kako je K[zy,...,7,] € P(V)%, to je ujedno direktni rastav K[z1, ..., x,]—modula. Kako je P(V)
slobodan K|z, ..., z,]—modul, a P(V)¢ je njegov direktni sumand, prema teoremu 2.2.17. P(V)¢
je projektivan K|x1,...,z,|]—modul. No sada tvrdnja leme slijedi iz propozicije 2.2.18.
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2.3 Molienov teorem i pseudorefleksije

Za graduirani vektorski prostor M s graduacijom (M) kazemo da je kona¢nog tipa

i 1€Z4
ako su svi potprostori M* konac¢nodimenzionalni. U tom slu¢aju definiramo njegov Poincaréov
red Py (t) € Z[[t]] sa

Py(t) =) (dim M*) ¢,
1€L4
Zadatak 2.3.1. Neka su M, M’ i M" graduirani vektorski prostori.
(a) Neka je
{0} — M' — M — M" — {0}
egzaktni niz graduiranih modula. DokazZite da je M konacnog tipa ako i samo ako su M’ i

M" konacnog tipa i da je tada Py(t) = Py (t) + Pye(t).

(b) Neka su M’ i M" konacnog tipa i neka je M = M' ®@ M" (tenzorski produkt graduiranih
vektorskih prostora ). DokaZite da je M konacnog tipa i da je Py(t) = Ppy(t) Py (t).

Zadatak 2.3.2. Neka je
{0} — M} — My — -+ — M,, — {0}

egzaktan niz u kategoriji graduiranih vektorskih prostora konacnog tipa. DokaZite da je tada

n

> (1Y Py, (t) = 0.

J=1

Uputa: U dokazu koristite indukciju po n € N. Za korak indukcije i n > 4 rastavite zadani
egzaktni niz u dva egzaktna niza

{0} — M} — My — M — {0} i {0y — M — M3 — --- — M, — {0}
gdje je M C Mj slika homomorfizma My — Mj iz zadanog egzaktnog niza.

Neka je M graduiran vektorski prostor konacnog tipa s graduacijom (M ")nEZ+ lak e Zy
definiramo graduiran vektorski prostor M[k| kome je graduacija zadana sa M[k]" = {0} zan < k
i Mk]" = M,,—x za n > k. Tada je

Pypg(t) = D (dim ME]") " = (dim M™ )" = ) (dim M") £ = 5Py (t).

neZ4 n>k neZ4

Pretpostavimo sada da je A graduirana povezana komutativna algebra s graduacijom (An)n€Z+
i da je A= K[x], pri cemu je z € A? algebarski nezavisan. Tada je A" = {0} ako n nije djeljiv s
di A= K1/ za j € Z,. Prema tome,

. 1
Py(t) =Y = gt

JELy

Opéenitije, ako je A = K[xy, ..., x,], gdje su x; € A% algebarski nezavisni i dy, ...,d, € N, onda
je
AZ K[r]® - @ K[x,],
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pa iz tvrdnje (b) zadatka 2.3.1. i iz gornje formule slijedi

=
PA(t) - H 1 — i’
=1

To je racionalna funkcija koja u tocki ¢ = 1 ima pol reda n. Sljede¢i Hilbert—Serreov teorem je
generalizacija tog rezultata.

Teorem 2.3.1. Neka je A graduirana povezana komutativna algebra nad poljem K generirana s
homogenim elementima x; € A*. i =1,...,s. Neka je M konacno generiran gradwiran A—modul.
Tada vrijeds

f(t)

(1_tk1)...(1_tks)’

Py (t) =
pri cemu je f(t) € Z][t].

Dokaz provodimo indukcijom po s. Ako je s = 0, onda je A = K i M je kona¢nodimen-
zionalan graduiran vektorski prostor nad K pa je oc¢ito Py (t) = f(t) € Z[t]. Pretpostavimo
da je s > 0 i da je teorem dokazan za algebre s manje od s homogenih generatora. Neka je
¢ : M — M homomorfizam A—modula definiran djelovanjem elementa z, : p(m) = xym, m € M.
Tada je ¢ homomorfizam graduiranih 4A—modula sa M u Mk,]. Imamo egzaktan niz graduiranih
A—modula:

{0} — Keryp — M -5 M[k,] — Coker ¢ — {0}

Prema zadatku 2.3.2. vrijedi
_PKergo(t) + PM(t) - PM[ks](t> + PCokercp(t) = 0.
Kao sto smo vidjeli, vrijedi Py, = t* Py(t), pa iz gornje jednakosti slijedi

_ PKercp(t) - PCokercp(t)

Pur(t) —

Sada tvrdnju teorema dobivamo iz pretpostavke indukcije budué¢i da na modulima Ker ¢ i
Coker ¢ = M/(Im ¢) mnozenje sa x5 daje nulu, dakle, to su kona¢no generirani graduirani mod-
uli nad povezanom graduiranom podalgebrom A" = Kz, ..., zs_ 1] sa s—1 homogenih generatora.

Ako Py (t) u situaciji iz Hilbert—Serreovog teorema shvatimo kao funkciju kompleksne vari-
jable, sljedec¢a propozicija pokazuje da red pola te funkcije u tocki ¢ = 1 mozemo interpretirati
kao polinomijalni red rasta dimenzija potprostora graduacije.

Propozicija 2.3.2. Pretpostavimo da je

P(t):(l_tkl)...(l_tks): > ant”,

gdje su f(t) € Z[t], k1,...,ks € N i a, € Zy za svakin € Z,. Neka je d red pola funkcije P(t) u
tocki t = 1. Tada vrijedi:

(a) Postoji K > 0 takav da vrijedi a,, < Kn®™! za svakin € N.

(b) Ne postoji K > 0 takav da vrijedi a,, < Kn?? za svakin € N.
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Dokaz: Prije svega primijetimo da pretpostavke i tvrdnje ostaju neizmijenjene ako P(t) zami-
jenimo sa P(t)(1 +t+---+t*~1). Prema tome, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
da je k; = 1 za svaki j = 1,...,s. Dakle, ako jos po potrebi skratimo s potencijom od (1 — ¢),
mozemo pretpostaviti da je

P(t) = i f) ez, f)#0.

Neka je
ft) = amt™ + -+ ait + ap.

Tada razvojem (1 —¢)~¢ u red potencija nalazimo

B n+d-—1 n n+d-—2 n n n—d—m-—1
@n =0\ 11 M\ g m d—1 '

Sada uvjet f(1) # 0 znaci da je ag+ - - - + ay, # 0. Dakle, gornji izraz za a,, je polinom u varijabli
n stupnja to¢no d — 1.

U situaciji iz Hilbert—Serreovog teorema sa d(M) oznacavamo red pola od Py (t) u tocki ¢ = 1.

Lema 2.3.3. Neka je A D B konacno prosirenje povezanih komutativnih graduiranih algebri nad
K od kojih je svaka generirana s konacno mnogo homogenih generatora pozitivnog stupnja. Tada

je d(A) = d(B).

Dokaz: A je kona¢no generirana kao B—modul, dakle, izomorfna je kvocijentu konacno gene-
riranog slobodnog graduiranog B—modula M. Imamo tada Py (t) = f(t)Ps(t) za neki polinom
f(t) € Z[t] sa f(1) > 0. Buduéi da je dim B" < dim A" < dim M", tvrdnja slijedi iz propozicije
2.3.2.

Propozicija 2.3.4. Neka je G konaéna podgrupa grupe GL(V'), gdje je V' konacnodimenzionalan
vektorski prostor nad poliem K karakteristike 0. Tada je d (P(V)%) = dim V.

Dokaz: Neka je n = dim V. Prema teoremu 2.2.11. i lemi 2.3.3. imamo d (P(V)%) = d(P(V)).
Nadalje, imamo

Dakle, d (P(V)%) = d(P(V)) =n = dim V.

Neka je i dalje G kona¢na podgrupa grupe GL(V'), gdje je V' kona¢nodimenzionalan vektorski
prostor nad poljem K karakteristike 0. Tada znamo da je operator usrednjenja R : P(V) — P(V),

zadan sa
Z fePV),

JEG

projektor prostora P (V) na potprostor P(V)¢ i za svaki j € Z, restrikcija R|P?(V) je projektor
prostora P74 (V) na potprostor P7(V)¢. Prema tome, vrijedi dim P/ (V)¢ = Tr R|P’(V), dakle,

Ppana(t) = Y (TeRIP/(V)) ¥ = Z > (Tro[Pi(V (2.2)

JEL4 O‘EG JEL4
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Lema 2.3.5. Za svaki o € G vrijedi

S (TeoP/(V) ¥ = m.

JELy

U desnoj strani formule determinanta je dobro definirana uz identifikaciju M,,(K)[t] = M, (K[t]).

Dokaz: Prosirenje polja ne mijenja niti lijevu niti desnu strane gornje jednakosti, pa mozemo
pretpostaviti da je polje K algebarski zatvoreno. Tada je operator o dijagonalizabilan. Neka je
n = dim V inekasu Ay, ..., A\, svojstvene vrijednosti od o (svaka zapisana toliko puta kolika joj je
kratnost). Tada su svojstvene vrijednosti kontragredijentnog operatora na V* jednake A\; ', ..., A\> 1,

dakle, svojstvene vrijednosti od o|P’(V) su svi moguéi produkti od j ne nuzno razlicitih \;—ova,
odnosno, svih produkata

AT = AT AT m=(my,...,my,) €LY, |ml=mi+--+m, =7

Prema tome,

Z (Tr 0|PJ(V)) = Z Z N — Z A—mglml

JEZ4 JE€Lsr mELy , |m|=§ mEZy
() T - |

’ o _ 41
i=1 \keZ, el 1—A\ 't det([ o t)

Sada iz formule (2.2) i iz leme 2.3.5. neposredno slijedi:

Teorem 2.3.6. (T. Molien, 1897.) Neka je G konacna podgrupa grupe GL(V'), gdje V' kona-
cnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K karakteristike 0. Tada je

1 1
Proe(t) = —S -~
P (1) |G| anG det(1 — ot)

Korolar 2.3.7. (R.P. Stanley, 1979.) Neka je G konacna podgrupa grupe SL(V), gdje je V
konacnodimenzionalan vektorsk: prostor nad poljem K karakteristike 0. Tada je

1 nyn
Ppye (;) = (=1)"t"Ppc(1).

Dokaz: Prema Molienovom teoremu dobivamo redom

1 1 t" 1
P —_ = — = — - =
P (t) G| JEZGdet(I—altl) Il JEZGdet(tI—al)

|G| Uezcdet(at—]) |G| C;det(l_gt) (=1)"t P(V)G(t)

Neka je i dalje V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K karakteristike O.
Operator 0 € GL(V) zove se pseudorefleksija ako je rang operatora o — I jednak 1 i operator
o je kona¢nog reda, tj. postoji k € N takav da je o® = I. Tada je {1, \,} spektar od o za neki
Ao € K, N\, # 1, koji je k—ti korijen iz jedinice, A¥ = 1. Hiperploha H, = Ker (0 — I) zove se
refleksijska hiperploha pseudorefleksije o. Svojstven potprostor R, = {v € V; ov = A\,v}
je jednodimenzionalan i zove se smjer pseudorefleksije o, takoder i korijenski potprostor
pseudorefleksije 0. Svaki svojstveni vektor e € R, \ {0} zove se korijenski vektor ili korijen
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pseudorefleksije 0. Naravno, vrijedi V = H, + R, i ako izaberemo bazu od V u skladu s tim
rastavom, matrica od ¢ u toj bazi je

1 0 0
1 0 0
00 --- 1 0
00 -+ 0 A |
Pseudorefleksija o reda 2, tj. 02 = I, ima \, = —1 i zove se refleksija u odnosu na hiperplohu H,,

i u smjeru bilo kojeg korijena e € R, \ {0}. Primijetimo da je u slucaju kad je K potpolje polja
R realnih brojeva pseudorefleksija zapravo refleksija.

Zadatak 2.3.3. Neka je o pseudorefleksija na prostoru V i T € GL(V). Dokazite da je ToT !
pseudorefleksija i da vrijedi

Hrpor-1 =TH,, Rror-1 = TR, ( ATor-1 = Ao

Za kona¢énu podgrupu G grupe GL(V') ozna¢imo sa R(G) skup svih pseudorefleksija u grupi
G isar(G) =|R(G)| njihov broj. Nadalje, neka je

H(G) = {H,; 0 € R(G)}
skup svih refleksijskih hiperploha pseudorefleksija iz grupe G. Nadalje, za H € H(G) stavimo
Gyp={o€G; olH=1Iy}={0€R(G); H, = H} U{I}.
Lema 2.3.8. G je ciklicka grupa i preslikavanje

Ao ako je o #£ 1

NGy — K7, al—>{ 1 ako je o = I

je monomorfizam grupa.

Dokaz: Ocito je Gy podgrupa od G. Pisat ¢emo A\; = 1. Uz tu oznaku ocito je A, = det o za
svaki 0 € G. Odatle slijedi da je A homomorfizam sa Gy u K* koji je injektivan jer je A\, # 1 za
o # I. Napokon, kako je svaka kona¢na podgrupa multiplikativne grupe K* ciklicka, Gy je cilicka
grupa.

Lema 2.3.9. Ako su 0,7 € R(G) takve da je H, = H., onda je R, = R;.

Dokaz: Neka je H = H, = H,. Tada su 0,7 € Gy i prema lemi 2.3.8. grupa Gy je ciklicka.
Ako je oy generator te ciklicke grupe, onda su o i 7 potencije od oy pa slijedi R, = R,,, = R;.

Neka je o pseudorefleksija na prostoru V' i neka e, neki njezih korijenski vektor. Tada mozemo
pisati
ov = v+, (v)e,, velV,
pri cemu je ¢, € V* linearni funkcional takav da je Ker ¢, = H,. Funkcional ¢, ovisi samo o izboru

korijena e,, dakle, odreden je do na multipl iz K*. Imamo ¢,(e,) = A\, — 1 # 0. Za f € P(V) i
u € H, imamo

(of = Nw) = flo™u) = f(u) = f(u) = f(u) = 0.
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Odatle slijedi da /¢, dijeli polinom o f — f u P(V'). Oznacimo sa A, (f) € P(V) kvocijent tih dvaju
polinoma, tj.

of = =48l u PV).

Dakle, deg A, (f) = deg f — 1. Primijetimo da A, ovisi o izboru e,, odnosno o izboru ¢,, dakle,
odreden je do na multipl iz K*. A, se zove A—operator ili zakrenuta derivacija pridruzena
pseudorefleksiji o.

Zadatak 2.3.4. Neka je o pseudorefieksija na prostoru V' i neka je S podgrupa od GL(V') gene-
rirana sa o. Dokazite da je tada

P(V)* ={f € P(V); A,(f) =0}
Zadatak 2.3.5. Neka je o pseudorefleksija. Dokazite da je tada
oly =\, i Ag(ly) =Mt — 1.

Lema 2.3.10. Neka su 0,7 € GL(V) pseudorefieksije. Tada je A,(¢;) = 0 ako i samo ako je
H, 7& H; 1 Hr = Hyrg-1.

Dokaz: Pretpostavimo da je A,(¢;) = 0. Tada je H, # H,. Doista, ako bi bilo H, = H,, onda
bismo imali ¢, = af, za neki a € K*, pa bi prema zadatku 2.3.5. bilo

A, (ly) = al,(ly) = a(A;t —1) #0.
Nadalje, A,(¢;) = 0 znaci da je of, = {,. Neka je x € H,. Tada je
0= (. (v) = (ol;)(x) = l;(0c ).

Dakle, 07!z € Ker/, = H,, pa pomo¢u zadatka 2.3.3. slijedi * € 0H, = H,.,-1. Time smo
dokazali H, C H,.,-1, a buduéi da su H, i H,,,-1 hiperplohe, zakljucujemo da je H, = H; 51

Pretpostavimo sada da je H, # H, i H, = H,;,-1 = oH,. Neka je x € H, \ H,. Tada je
x € oH,, dakle, o~z € H.. Prema tome,

A, (b ) (2) = (b ) (z) — o (x) = L (0 x) — L () =0—0=0.
Medutim, A\,(z) # 0, jer x ¢ H, = Ker/{,. Dakle, A.(¢;) = 0.

Propozicija 2.3.11. Pretpostavimo da je G konacna podgrupa od GL(V) koja je generirana
pseudorefleksijama. Tada polinom
= II ¢

ceR(G)

ma sv0jstvo

oLl = (det o7 1)L Vo € G.

Dokaz: Za svaku hiperplohu H € H(G) izaberimo generator oy ciklicke grupe Gp. Tada
elementi oy, H € H(G), generiraju grupu G, pa je tvrdnju dovoljno dokazati za 0 = op. Svaka
pseudorefleksija 0 € R(G) pripada jedinstvenoj podgrupi Gy, H € ‘H(G), dakle, mozemo izabrati
l, ={,, za takve o1 H. Tada imamo

DI

cER(G) HeH(G)
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uz oznaku ¢(H) = |Gy|. Neka je H € H(G). Pseudorefleksija oy djeluje na skupu H(G) tako da
permutira elemente od H(G) \ {H }. Dakle, ako je H' € H(G) \ {H}, postoje H" € H(G) \ {H} i
o/ € K* takvi da je og({g) = o/lyn. Stavimo

H')-1
e |
H'AH
Bududéi da su operatori oy i oy konjugirani, imamo ¢(H') = ¢(H"). Prema tome, vrijedi
H")—1 _
=« H fg'(H//)
H'£H

za neki a € K*. Slijedi
(a=1)L' =0yl — L' =17, (L) Ly,

Kad bi bilo v # 1 iz te bi jednakosti slijedilo da je polinom £’ djeljiv sa ¢,,. Medutim, linearni
funkcionali {5, i {,,, za H',H" € H(G), H' # H", su relativno prosti jer imaju razlicite jezgre.
Prema tome, polinom £’ ne moze biti djeljiv sa ¢,,. Na taj nacin dokazali smo da je & = 1. Sada
prema lemi 2.3.10. nalazimo

on(L) = oy ((XD7LY) = op (D) oy (L) = NEDLelHILL! = (det o) L.
Time je propozicija dokazana.

Propozicija 2.3.12. Neka je G konacna podgrupa od GL(V'), R(G) skup svih pseudorefleksija u
grupi G i r(G) = |R(G)| njihov broj. Tada Laurentov red od Ppyc(t) oko tocket =1 ima oblik:

1 1 r(G) .
P PN = .
pvc(t) = rER =L + 2T + , n = dimg V

Dokaz: Propoziciju ¢emo dokazati razvojem ¢lanova 1/det(I — ot), 0 € G, iz Molienovog
teorema u Laurentove redove oko tocke t = 1. Za svaki ¢ € G imamo faktorizaciju

det(I —ot) = f(t)(1 — 1), f(1) #0, k= dimg V7, V7 =Ker (I — o).

Dakle, imamo

1
P S EE Y =
PO = G] Zdet I—ot) |G n Z (1—t) 1—>\ N

_ ﬁ {(1_1”” o _i)nl P }

Pri tome je

1 Q I6]
) e e R Wl p e c T B

c€R(G)

Posljednju jednakost pomozimo sa (1 — ¢)"~! i uvrstimo ¢ = 1. Tako dobivamo
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Medutim, o je pseudorefleksija ako i samo ako je o~! pseudorefleksija. Dakle, imamo i

bududi da je

1—7v 1—~"1
Time je propozicija dokazana.
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Teorem 2.3.13. Neka je G konacna podgrupa grupe GL(V') i pretpostavimo da postoje homogeni
algebarski mezavisni elementi 1, ... ,x, € P(V)Y takvi da je P(V)¢ = Klx1,...,x,]. Stavimo

d; =deg z;, 1 =1,...,n. Tada vrijedi:
(a) |Gl =dy---d,.
(b) r(G)=(d1 —1)+---+(d, — 1).
Dokaz: (a) Imamo K|z1,...,x,| = K[r]® - -+ ® K[z,], dakle,

1 1
P = — .
P(V)C H?:l(l — t) (1—1t)n H?Zl(l b4l

S druge strane, prema propoziciji 2.3.12. imamo Laurentov razvoj oko tocke t =1 :

1 1 Cnfl Cnf2

Pp(v)c(t) = @ (1 — t)" + (1 — t)nfl + (1 — t)n*2 4o ,

gdje je C,,_1 = r(G)/2. Ako ta dva izraza izjednac¢imo i pomnozimo sa (1 — ¢)", dobivamo

1
H(1+t+---+tdi_1) |G| [

14+C (1=t +Cha(l—t)2 4. ],

odnosno,

n

|G| = [1 + Cn—l(l — t) + Cn_z(l — t)Q e ] H(l IR —f-tdi_l),

i=1
Uvrstimo li ¢ = 1 dobivamo trazenu jednakost.

(b) Deriviramo li obje strane (2.3) po t dobivamo jednakost

1
|G

1 il—"—Qt—'—..._'_(di_l)tdi—Q
H?:l(l—i-t—i-'“—i-tdi*l) — 14t 4o gdiml

Uvrstimo i ovdje ¢ = 1 nalazimo zbog jednakosti (a)

1 1 di(d; — 1)
@Cnﬂ T dy---d, [Z 2,

=1

1
Zﬁazd—l

Bududi da je C,—1 = r(G)/2, tvrdnja slijedi.

[—Cy — 200 o(1 — 1) —

...... ].
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Teorem 2.3.14. Neka je G konacéna podgrupa grupe GL(V) i n = dim V. Pretpostavimo da
su xy,..., 1, € P(V)Y algebarski nezavisni homogeni elementi pozitivnih stupnjeva d; = deg x;,
1=1,...,n.

(a) Produkt dy---d, je djeljiv sa |G].
(b) Vrijedi P(V)¢ = K|z1,...,1,] ako i samo ako je |G| =d; -+ - d,.

Dokaz: Tada je {x1,...,z,} sistem parametara za algebru P(V)¢ i, posebno, prsten P(V )¢ je

konaéno prosirenje prstena K[y, ..., x,]. Prema lemi 2.2.23. tada je P(V)¢ slobodan kao modul
nad K[xy,...,2,], naravno, kona¢nog ranga. Buduéi da je podalgebra Klz1,...,x,] graduirana,
postoje homogeni elementi ay, .. .,a, € P(V)Y takvi da je

P(V)Y = Z + K[zy,...,2,]a;.
j=1

Stavimo e; = deg a;, j = 1,...,s. Tada iz gornje jednakosti slijedi

ter .o e
o =

Ostatak dokaza analogan je dokazu tvrdnje (a) u teoremu 2.3.13. U ovom slu¢aju imamo

AR SR T A . 1 1 I Cn,1 n Cn,Q
[T =t G La—-or Q= (L=t
pa mnozenjem sa |G| - [, (1 — t%) slijedi

n

G|t + - +1%) = [1+ Cpt(1 =) + Ca(1 =) 4o ] -H(1+t+---+tdi—1).

i=1

Uvrstavanjem ¢ = 1 dobivamo
s|Gl =dy - d,.

Iz te jednakosti slijede obje tvrdnje teorema.
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2.4 Algebra kovarijanata

Za podgrupu G grupe GL(V') algebra kovarijanata je kvocijentna algebra P(V)/ (P (V)9P(V)) .
U ovom ¢emo odjeljku za kona¢nu grupu G ustanoviti vrlo netrivijalnu vezu izmedu strukture
algebre kovarijanata i strukture P(V)“—modula P(V). Dokazat ¢emo:

Teorem 2.4.1. Vrijedi dim P(V)/ (P (V)“P(V)) > |G| uz jednakost ako i samo ako je P(V')
slobodan P (V)% —modul.

Dokazimo najprije lemu:

Lema 2.4.2. Neka je {€1,...,€n} baza vektorskog prostora P(V)/ (P+(V)9P(V)) sastavljena od
homogenih elemenata i neka su ey, ..., e, € P(V) njihovi homogeni predstavnici. Tada e, . .., ey
generiraju P(V) kao P(V)—modul, tj.

Dokaz: Oznacimo sa A desnu stranu. Indukcijom po stupnju k dokazat ¢emo da je svaki P*(V)
sadrzan u A. Neka je a — @ kvocijentni epimorfizam sa P(V') na algebru kovarijanata. Prije svega,
neki e, je nuzno stupnja 0, tj. iz K*. Stoga je jasno da je P°(V) = Py(V) = K sadrzano u A.
Pretpostavimo da je k € N i da je dokazano da je Py_1(V) C A. Neka je f € P*(V). Tada mozemo
pisati

f= Z)\qeq +d, gdjesu N\, e K 1 de (P+(V)GP(V)>k-
qg=1

Sada je
k
d=> cajd;,  eP(V), djeP/(V)°
j=1

Po pretpostavci indukcije su ¢y, ..., c_1 € A, pa iz gornje jednakosti slijedi da je i d € A. Time
je lema dokazana.

Za f(t),g(t) € Z[[t]] pisat ¢emo f(t) < g(t) ako je
FO=>_ft, gty=> gt/ i fi<g Vje€Z.
JEL+ JEL+

Ukoliko su f(¢) i g(t) polinomi, onda su dobro definirani f(1) i g(1). Nadalje, ako su im svi koefi-
cijenti iz Z; onda iz f(t) < g(t) slijedi f(1) < g(1). Nadalje, u tom je slucaju f(t) = g(t) ako i
samo ako je f(1) = g(1).

Primijetimo jos da iz f(t) < g(t) slijedi f(¢)h(t) < g(t)h(t) ako je h(t) € Z[[t]] formalni red
potencija ¢iji su svi koeficijenti u Z.

Dokaz teorema 2.4.1.: Prema teoremu 2.3.1. imamo

f()
[Tim (1 —td)

za neke dy, ..., d, € N1iza neki polinom f(t) € Z[t]. Uz oznake iz prethodne leme imamo

}?P(V)G(t) = (2'4)
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za homogene elemente eq,...,e, € P(V) takve da je {€1,...,é,} baza vektorskog prostora
P(V)/ (P+(V)¥P(V)) . Neka je P(t) Poincaréov red (u stvari, polinom) od P(V)/ (P4 (V)P(V)) .
P(t) ima koeficijente u Z, : koeficijent od ¢ jednak je broju indeksa q € {1,...,m} takvih da je
deg e, = j. Stoga dobivamo nejednakost formalnih redova potencija

=P, t) <P t)P(t
T = Prlt) < Prye0P(0)
uz jednakost ako i samo ako je P(V) slobodan kao P(V)%—modul. Odatle i iz (2.4) mnoZenjem s
polinomom ]/, (1 +¢+---+t%~1) (koji ima koeficijente u Z) i krac¢enjem sa (1 —¢)" dobivamo

n

[Ja+t+-+t5 ) < re)P(1),

i=1

s tim da vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je P(V') slobodan P(V)¢—modul. Uvrstimo li u
tu nejednakost ¢ = 1, slijedi
dy---d, < f(1)P(1). (2.5)

Kako se radi o polinomima, u (2.5) vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je P(V') slobodan
P(V)¢—modul.

Imamo P(1) = dim P(V)/ (P+(V)“P(V)) . Stavimo li f(1) = s, kao u dokazu teorema 2.3.14.
nalazimo da je d; - - - d,, = s|G|. Uvrstimo li to dvoje u (2.5), dobivamo

s|G| < s (dim P(V)/ (P4 (V)“P(V)))

uz jednakost ako i samo ako je P(V) slobodan P(V)¢—modul. Buduéi da je s > 0, teorem je
dokazan.
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2.5 Pseudorefleksijske grupe

Pseudorefleksijska grupa je kona¢na podgrupa G grupe GL(V') koja je generirana pseudore-
fleksijama. Ukoliko su sve pseudorefleksije u G refleksije upotrebljavamo naziv refleksijska grupa.
Kao i prije sa R(G) oznacavamo skup svih pseudorefleksija u grupi G a sa r(G) = |R(G)| njihov
broj. Glavni rezultat koji zelimo dokazati u ovom odjeljku je

Teorem 2.5.1. (Chevalley—Shephard—Todd) Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski pros-
tor nad poljem K karakteristike 0. Neka je G konacna podgrupa grupe GL(V'). Sljedeéa su tri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) G je pseudorefleksijska grupa.

(b) Postoje homogeni algebarski nezavisni elementi xy,...,x, € P(V)Y takvi da wvrijedi
PV)Y = Klxy,..., 2,

(c) P(V) je slobodan P(V)¢—modul.

U tom sluéaju znamo da je n stupanj transcendentnosti polja razlomaka od P(V)% i od P(V),

dakle, n = dim V. Prirodni brojevi d; = deg x;, i = 1,...,n, zovu se stupnjevi pseudorefleksi-
jske grupe G, am; =d;—1,i=1,...,n, eksponenti pseudorefleksijske grupe G. Homogeni
generatori z1, . .., T, nisu jedinstveni ali stupnjevi dy, ..., d, jesu (do na poredak).

Uoc¢imo da prema teoremu 2.3.13. vrijedi:
Korolar 2.5.2. Ukoliko je G pseudorefleksijska grupa i dy, ..., d, njezini stupnjevi, vrijeds
(a) |G =didn.
O rG)=(di—1)+ -+ (d, — 1).

Dokaz teorema 2.5.1. provest ¢emo pomoc¢u niza lema.
Prije svega, sjetimo se da smo za svaku pseudorefleksiju o : V' — V definirali pripadnu za-
krenutu derivaciju A, : P(V) — P(V) zahtjevom

Uf - f - Aa(f)ga \V/f € P(V)

Pri tome je ¢, linearan funkcional na V ¢&ija je jezgra refleksijska hiperploha H, pseudorefleksije
0. Prema zadatku 2.3.5. vrijedi

oly =\, i A= —1.

Ako je S podgrupa od GL(V') generirana pseudorefleksijom o, onda prema zadatku 2.3.4. vrijedi
P(V)S ={f e P(V); A,(f) =0}
Odatle neposredno slijedi:
Propozicija 2.5.3. Za pseudorefleksijsku grupu G vrijeds
P(V)¢ ={f e P(V): As(f) =0 Yo € R(G)}
Naziv zakrenuta derivacija dolazi iz sljedeéeg svojstva operatora A, :

Lema 2.5.4. Za f,g € P(V) i za pseudoreficksiju o : V — V wvrijedi

As(fg) = As(f)g+ (0 f)As(g).
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Dokaz: Za f,g € P(V) imamo redom
As(fo)le =0(fg) = fg=(0f)(og) = fg=1[(0f)g = fg]+[(af)(og) — (o f)g] =
= Ao ()log + (0 f)Ac(9)le = [Ac(f)g + (0 /) As(9)]Ls-
Odatle tvrdnja slijedi, buduéi da je ¢, # 01 P(V) je integralna domena.
Lema 2.5.5. Neka je G C GL(V) pseudorefleksijska grupa i o € R(G). Tada je A, endomorfizam
P(V)¢—modula P(V), tj. vrijedi
Ao(fg) = fAs(g)  YfeP(V)? i YgeP(V).

Dokaz: Tvrdnja slijedi neposredno iz propozicije 2.5.3. i leme 2.5.4.

U daljnjem sa J oznacavamo ideal P, (V)¢P(V) u algebri P(V) generiran s homogenim inva-
rijantama pozitivnog stupnja. Iz leme 2.5.5. slijedi da je A,J C J. Dakle, prijelazom na kvocijent

svaki A, definira linearan operator na algebri kovarijanata P(V)/J. Taj ¢emo linearan operator
oznacavati istim znakom A, :

Ao(f+T) =AM (f)+ T, feP).

Njegovo je djelovanje na prostoru P(V)/J vrlo netrivijalno.

Svaki element o € G djeluje kao identiteta na P(V)“ i, posebno, o (P+(V)%) = P+(V)Y,
dakle, o(J) = J. Prema tome, djelovanje grupe G na P(V') prenosi se na djelovanje te grupe na
algebri kovarijanata P(V)/J :

olf+T)=0cf+J, fePV), oceg.

Operatore usrednjenja po grupi G na prostorima P (V) i P(V')/J oznacavamo sa Rpv) i Rpy/g

=Gl 2> eh fePw),

ceG

Rpwy7(f+ ) = Z (f+T)=Rpen(f)+T,  fePV).

UGG
Operator usrednjenja je projektor na potprostor G—invarijanata. Posebno, Rpy(P(V)) = P(V)¢
i Rpvy (PH(V)) = PH(V)Y za svaki k € Zy, dakle, i Rpv) (P+(V)) = PL(V)C.
Lema 2.5.6. Za svakik € N iz € (P(V)/T)" vrijedi Rpuy,7(x) = 0.
Dokaz: Neka je f € P*(V) takav da je # = f + J. Tada je
Rpay(f) e PP(V)C CPL(V) C T,
dakle,
Rpwy7(x) = Rpon (f) + T = Opvyg-
Lema 2.5.7. Neka je G C GL(V) pseudorefieksijska grupa i neka je 0 # x € P(V)/J homogeni
element stupnja > 0. Tada postoji pseudorefleksija o € R(G) takva da je Ay(x) # 0.

Dokaz: Neka je k > Oinekajex € (P(V)/J)* = (PL(V)/J)*. Pretpostavimo da je A, (x) = 0
za svaku pseudorefleksiju o € R(G). Tada je ox = x za svaku o € R(G), a bududi da je grupa G
generirana pseudorefleksijama, slijedi da je oz = x Vo € G. Tada je i Rpvy,7(x) = x. Medutim,
prema lemi 2.5.6. je Rp(v),7(x) = 0. Dakle, z = 0.
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Lema 2.5.8. Neka je G C GL(V) pseudorefleksijska grupa i neka je {€,; ¢ =1,...,m} baza
vektorskog prostora P(V)/J sastavljena od homogenih elemenata. Nadalje, neka je e, € P(V)

homogeni predstavnik od €, za svaki ¢ € {1,...,m}. Tada su ey,..., e, linearno nezavisni nad
prstenom P(V)C.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno i neka su q; < -+ < g (£ > 2) i 2y,...,2, € P(V)E\ {0}
takvi da vrijedi
T1€q, + -+ xeq, = 0. (2.6)

Buduéi da su svi e, homogeni, moZemo pretpostaviti da su i svi z; homogeni. Nadalje, mozemo
pretpostaviti da je deg e,, = d najveci od svih stupnjeva deg e,,. Buduci da svaka zakrenuta
derivacija A, snizava stupanj polinoma za 1, prema lemi 2.5.7. postoje zakrenute derivacije
Ny, ..., Ay, takve da za operator A = A, - A, vrijedi A(e,,) € K*. Primijenimo li operator
A na gornju jednakost, zbog leme 2.5.5. dobivamo

0= A(xlem +oe xfe(]e) = xlA(e(h) +oe ‘TEA(GQZ)'

Medutim, imamo A(e,) = 0 ako je deg e,, < d i A(e,) € K ako je deg e;,, = d. Prema tome,
gornja jednakost pokazuje da su elementi z;, ..., 2, € P(V)¢ linearno zavisni.

Pretpostavimo sada da je izbor za jednakost (2.6) u¢injen s najmanjim moguéim ¢ > 2 u odnosu
na sve baze {€,...,€,} prostora P(V)/J sastavljene od homogenih elemenata i u odnosu na sve
izbore homogenih predstavnika ey, ..., e, € P(V). Prema dokazanom mozemo pisati

:L‘lz)\gl'g‘f‘""f‘)\gl‘g, /\Z'EK,

i u toj jednakosti mozemo pretpostavljati da je A\; = 0 ako je deg e,, < d. Sada se jednakost (2.6)
moze zapisati ovako
To€y + -+ z4ep =0

gdje smo stavili
6; =é€q t )‘iem'

No to je u kontradikciji s pretpostavkom o minimalnosti ¢. Ova kontradikcija dokazuje lemu.

Dokaz implikacije (a¢) = (¢) u teoremu 2.5.1.: Uz oznake i pretpostavke iz leme 2.5.8.
elementi e,...,e, € P(V) su linearno nezavisni nad prstenom P (V). Nadalje, prema lemi
2.4.2. ti elementi generiraju P(V) kao P(V)¢—modul. Dakle, P(V) je slobodan P(V)“—modul

(¢iji je rang jednak kodimenziji ideala J u algebri P(V'), odnosno, dimenziji algebre kovarijanata).

Prelazimo sada na dokaz implikacije (¢) = (b) u teoremu 2.5.1. Dakle, u daljnjem pret-
postavljamo da je P(V) slobodan kao P(V)“—modul. Prije svega, prema Hilbertovom teo-
remu 2.2.1. znamo da je algebra P(V) kona¢no generirana. Naravno, uvijek mozemo pronaci
homogene generatore te algebre.

Lema 2.5.9. Pretpostavimo da je {fi,...,fi} minimalan skup homogenih generatora algebre
P(V)Y. Tada su fi,..., fi algebarski nezavisni.
Dokaz ¢emo provesti tako da pokazemo da svaka algebarska relacija medu elementima f1, ..., fy

povlaéi da je f; za neki indeks i P(V)“—linearna kombinacija fi,..., fi_1, fit1,.- ., fe. Odatle
neposredno slijedi da je {fi,..., fi_1, fiz1, .-, fe} skup homogenih generatora algebre P(V)¢, a
to se protivi minimalnosti od /.

Dakle, pretpostavimo da je P # 0 polinom nad K u ¢ varijabli takav da je P(fi,..., f¢) = 0.
Treba dokazati da je tada neki f; P(V)¢—linearna kombinacija fi,. .., fi—1, fit1s- -, fe.
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Mozemo pisati P(V) = K[Ty,...,T,] (gdje je npr. {T1,...,T,} baza dualnog prostora V*).
Neka su

OP of; . :
ar, i fij a7, i j<n
Za bilo koje polinome Q1,...,Q, € P(V) sa (@1, ...,Q.,) ¢emo oznacavati njima generiran ideal
uPV):
Q- Qm) = > _P(V)Q;.
j=1

Dokaz tvrdnje provest ¢emo najprije uz dodatnu pretpostavku da nijedan pravi podskup od
{P,..., P/} ne generira ideal (P, ..., ), tj. da vrijedi

PZ'¢(P1,...,PZ‘_1,PZ‘+1,...,Pg) VZE{L,E}
Za dokaz tog posebnog slucaja treba nam sljede¢a pomoc¢na tvrdnja:
Lema 2.5.10. Za svaki par indeksa (i, ) polinom fi; sadrZan je w idealu (f1,..., fi).

Dokaz: Prema pretpostavci P(V) je slobodan P(V)¢—modul, pa postoje ey, ..., e, € P(V)
takve da je

PV) = Xm: EP(V)Ce,

k=1

Buduéi da je P(V)¢ graduirana podalgebra od P(V), mozemo pretpostaviti da su svi polinomi
er homogeni i da je e, = 1 za neki k. Sada mozemo pisati

fi = piwer,  pigr € P(V)O. (2.7)

Formalnim deriviranjem jednakosti P(f1, ..., f¢) = 0 po Tj koristenjem lan¢anog pravila i uvrstava-
njem (2.7) dobivamo

‘ ¢ ¢
Ozzl%fijzzpi Zpipijk
=1 1=1 =1

Medutim, {ej, . ..,en} je baza P(V)%—modula P(V), pa slijedi

m

Z pijkek] = Z
k=1

k=1

Ck.

l
S Ppir=0 Vke{l,...m} i Vje{l,...n}
=1

Iz ovih jednakosti slijedi da je deg p;;r > 0 kad god je p;jr # 0. Doista, u suprotnom bismo mogli
P; prikazan kao P(V)—linearnu kombinaciju preostalih P;, j # i, a to bi bilo suprotno nasoj
dodatnoj pretpostavci. Dakle pi € Py (V)¢ C (f1,..., fg) za bilo koje 7, j, k. No tada iz (2.7)
slijedi da je fi; € (fi1,..., f¢) za bilo koje 1, j.

Nastavimo sada dokaz leme 2.5.9. (i dalje uz dodatnu pretpostavku P; ¢ (P, ..., Pi_1, Pit1,..., Pp)
za svaki i € {1,...,(}). Zbog Eulerovog identiteta uz oznake d; = deg f; imamo

Z JE)T

fi=> fiT,  1<i<L (2.8)
j=1
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(Napominjemo da su svi d; # 0). Stoga mozemo pisati

)4
f1 = Z )\Zfl za neke )\2, Cey )\g € P(V) (29)
1=2

Doista, u tu svrhu treba samo u jednakosti (2.8) svaki f;; prikazati kao P(V')—linearnu kombinaciju
polinoma fi,..., fs, a to mozemo zbog leme 2.5.10. Uo¢imo sada da u jednakosti (2.9) mozemo
pretpostaviti da su Ay,..., A\, € P(V)%. Doista, f; € P(V)Y dakle, ako razvijemo svaki \; u
skladu s rastavom

k=1

i uzmemo samo ¢lanove koji su u P(V)% (sjetimo se da je e, = 1 za neki k) dobivamo Zeljenu
jednakost

¢
flzzxz'fz', X27---7X€€P(V>G'
i=2

Time je lema 2.5.9. dokazana, uz dodatnu pretpostavku P; ¢ (Py,..., Py, Piy1, ..., Py) za svaki
i=1,... 0

Napustimo sada tu dodatnu pretpostavku. U slucaju kad ta pretpostavka nije zadovoljena

numeraciju mozemo provesti tako da je za neki m < ¢ skup {P, ..., P,,} minimalan medu svim
podskupovima od {Pi,..., P} koji generiraju ideal (Py,..., ). Tada za m < r < ¢ mozemo
pisati

P = Z»S”PZ-, gdje su g, € P(V).
i=1

Definiramo
¢

Ej:fij+zgirfrja 1§Z§€, 1§j§n

r=m-+1

Sada zbog Eulerove jednakosti imamo

14

Fi; — Z 5i7“frj

r=m-+1

4

L= FT,— > e [Z foi T
j=1 i=1

r=m-+1

n n

difi= fyTi=)

j=1 j=1

Ponovna primjena Eulerove jednakosti daje
Z fro‘j = drfr-
j=1

Stoga dobivamo jednakost

n 4
difi = ZFZJTJ - Z drEir fr- (2'10)
j=1

r=m-1

Kao i u prvom dijelu dokaza dovoljno je jos dokazati da vrijedi

Lema 2.5.11. Za svaki par indeksa (i, j) polinom F; sadrian je u idealu (fi, ..., fo).
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Dokaz ove leme potpuno je analogan dokazu leme 2.5.9. Prvo razvijemo

n
Fij = E PijkCk-
k=1

Deriviranjem jednakosti P(f1,..., f¢) = 0 dobivamo

zm: PiFi; = 0.
=1

Uvrstavanjem prethodne jednakosti i koristenjem ¢injenice da je {ey,...,e,} baza slobodnog

P(V)¥—modula P(V) nalazimo da vrijedi

Z Pipiji = 0.
i—1

Minimalnost {P;, ..., P,,} kao skupa generatora ideala (Py,..., ) ima ponovo za posljedicu da
je deg pijr > 0 kad god je pijr # 0, a odatle lema 2.5.9. slijedi sasvim analogno kao u dokazu uz
dodatnu pretpostavku na polinome P, ..., P,.

Primijetimo sada da tvrdnja leme 2.5.9. predstavlja implikaciju (¢) = (b) u teoremu 2.5.1.

Ostaje nam jos da dokazemo implikaciju (b)) = (a) u teoremu 2.5.1. Neka su z1,...,x, ho-
mogeni algebarski nezavisni invarijantni polinomi takvi da je P(V)¢ = Klzy,...,,]. Neka je
H podgrupa od G generirana svim pseudorefleksijama R(G). Primjenom dokazanog na grupu H
zaklju¢ujemo da postoje homogeni algebarski nezavisni elementi yi,...,y, € P(V)? takvi da je
P(V)H = K[y, ...,yn). Stavimo d; = deg z; i ¢; = deg y; i pretpostavimo da smo numerirali tako
da bude

dy <---<d, 1 €1 << ey

Primijetimo sada da nuzno vrijedi d; > e; za svaki i = 1,...,n. Doista, kad bi bilo d; < e; za neki
indeks i, svaki bi se od polinoma 1, ...,7; € P(V)¢ C P(V)# mogao napisati kao polinom u
Y1, ---,Y%i—1, a to nije moguce zbog algebarske nezavisnosti 1, ..., x;. Nadalje, po konstrukciji je
R(G) = R(H), pa iz tvrdnje (b) teorema 2.3.13. slijedi da je

(di—1) 4t (dy—1)=(e1 — 1)+ -+ (en — 1).

Odatle i iz d; > e; za svaki ¢ = 1,...,n slijedi da mora biti d; = e; za svaki i = 1,...,n. Sada iz
tvrdnje (a) teorema 2.3.14. nalazimo da je

Gl=dy - dy=e - en=|H|

a kako je H podgrupa od G, zakljucujemo da je G = H. Dakle, grupa G generirana je pseudore-
fleksijama.

Zadatak 2.5.1. Neka je V n—dimenzionalan kompleksan vektorski prostor s bazom {ey, ..., e,}
i neka je m: S, — GL(V) homomorfizam grupa zadan sa

m(0)e; = eo(j), j=1,...,n.
Dokazite da je G = Imw refleksijska grupa @ odredite njezine eksponente.

Zadatak 2.5.2. Uz oznake iz prethodnog zadatka ustanovite da li je w(A,) pseudorefleksijska
grupa. Pri tome je A, podgrupa od S, svih parnih permutacija.



Poglavlje 3
REDUKTIVNE GRUPE

3.1 Liejeve algebre: definicije i osnovni rezultati

lako tvrdnje koje ¢emo iznositi (a neke i dokazivati) u ovom i u sljede¢em odjeljku vrijede za
Liejeve algebre nad proizvoljnim poljem karakteristike 0 (katkada algebarski zatvorenim), mi ¢emo
se ogranicCiti na Liejeve algebre nad poljem realnih brojeva R ili nad poljem kompleksnih
brojeva C, budu¢i da ¢emo rezultate primjenjivati iskljucivo u teoriji invarijanata realnih i kom-
pleksnih Liejevih grupa, (preciznije, u teoriji invarijanata realnih i kompleksnih algebarskih grupa).

Neka je g konaénodimenzionalna (realna ili kompleksna) Liejeva algebra. Za podskupove Si T
Liejeve algebre g sa [S, T] oznacavamo potprostor razapet svim komutatorima [z,y], z € S,y € T.
Sa Z(g) oznacavamo centar Liejeve algebre g :

Z(g) ={reg [r,y] =0 Vy € g}.
Definiramo sljedeée nizove ideala u g :

(a) Izvedeni niz D"(g), n € Z, :
D%(g) =g, D'(g) =D(g) =[g,8], D"(g) =D (D" '(g)) = [D"'(9), D" '(9)], neN
(b) Centralni silazni niz C"(g), n € Z. :
Cg)=9, Clo)=lg.0l, C"(g)=[9.C"'(9)], neN
(c) Centralni uzlazni niz C,(g), n € Z, :

Co(g) = {0}, Ci(e) =Z(9), Co={r€g [1,0] CCoa(0)} =7," (Z(g/gn-1)), nEN,
gdje je sa m, oznacen kanonski epimorfizam sa g na g/g,_1.

Prva su dva niza ideala padajuca, a treci je rastuci. Zbog konacne dimenzije svaki se od triju nizova
na nekom mjestu stabilizira. Kazemo da je g rjeSiva Liejeva algebra, ako je D"(g) = {0} za
neki n € Z,. Kazemo da je g nilpotentna Liejeva algebra ako je C"(g) = {0} za neki n € Z, .
Primijetimo da je realna Liejeva algebra g rjesiva (odnosno, nilpotentna) ako i samo ako je njezina
kompleksifikacija g© rjesiva (odnosno, nilpotentna).

Podsje¢amo da za x € g sa ad x oznacavamo pripadnu unutarnju derivaciju od g zadanu sa

(adz)y = [r,9], ye€g

Tada je ad homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru Der(g) svih derivacija od g. Posebno,
ad je reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru g i ona se zove adjungirana
reprezentacija.

29
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Bez dokaza navodimo niz teorema o nilpotentnim i o rjesivim Liejevim algebrama. Njihovi se
dokazi mogu pronac¢i u bilo kojoj standardnoj knjizi o Liejevim algebrama, a takoder u mojim
skriptama http://web.math.pmf.unizg.hr/~hrk/nastava/2010-11/LA.pdf.

Teorem 3.1.1. Za konacnodimenzionalnu Liejevu algebru g sljedeca su cetiri svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) Liejeva algebra g je nilpotentna.

)
(b) Za svaki x € g operator ad x je nilpotentan.
(¢) Postojin € N takav da je (adxy)---(adz,) = 0 za bilo koje x1,...,x, € g.
)

(d) Postoji n € N takav da je C,(g) = g.

Lako se vidi da je svaka Liejeva podalgebra i svaka kvocijentna Liejeva algebra nilpotentne
Liejeve algebre i sama nilpotentna Liejeva algebra. Primijetimo, medutim, da nenilpotentna Liejeva
algebra g moze sadrzavati nilpotentni ideal a takav da je kvocijentna Liejeva algebra g/a nilpo-
tentna.

Reprezentacija 7 Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' zove se nil—reprezentacija ako
su svi operatori 7(z), = € g, nilpotentni. Kljuéni rezultat u teoriji nilpotentnih Liejevih algebri je
Engelov teorem:

Teorem 3.1.2. Neka je m nil—reprezentacija konacnodimenzionalne Liejeve algebre g na kona-
¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V-# {0}. Tada postogiv € V \ {0} takav da je m(x)v =0
za svaki x € g.

Odatle neposredno slijedi teorem, pomocu kojeg se dokazuju klju¢éne tvrdnje teorema 3.1.1.:

Teorem 3.1.3. Neka je m nil—reprezentacija konacnodimenzionalne Liejeve algebre g na kona-
¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V- # {0}. Stavimo

Vo = {0}, Vo={veV; n(x)veV,y Vxeg}, neN.
(a) Za neki s < dim V vrigedi Vo SV C--- C V=V,
(b) Za bilo koje xy,...,xs € g vrijedi w(xy) - - 7w(xs) = 0.

(¢) Postoji baza prostora V' u odnosu na koju svaki operator m(x), x € g, ima strikino gornje
trokutastu matricu.

Za konac¢nodimenzionalnu reprezentaciju 7 Liejeve algebre g definiramo simetricnu bilinearnu
formu B, na g X g sa

Br(z,y) = Trn(z)n(y), T,y € g.

B, se zove forma pridruzena reprezentaciji 7. Iz svojstava traga operatora jednostavno slijedi
da je forma B, invarijantna u odnosu na adjungiranu reprezentaciju, odnosno, da vrijedi

Br([z,y],2) = Bx(w,[y,2])  Va,y,z €g.

Za reprezenataciju 7 Liejeve algebre g na konac¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V
kompozicioni niz je konacan rastuéi niz r—invarijantnih potprostora (Vy, Vi, ..., V,) od V takvih
da je Vo = {0}, V,, = V i sve su subkvocijentne reprezentacije my, v, ,, 1 < i < n, ireducibilne.
Naravno, za svaku kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju postoji bar jedan kompozicioni niz.
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Teorem 3.1.4. Neka je w reprezentacija konacnodimenzionalne Liejeve algebre g na konacnodi-
menzionalnom vektorskom prostoru V- # {0} i neka je (Vo, Vi, ..., V) bilo koji kompozicioni niz
te reprezentacije.

(a) U skupu svih ideala § u g, takvih da je operator w(y) nilpotentan za svaki y € b, postoji
najveci element n.

(0) nm={yeg n(y)V; CVioy Vie{l,...,n}}.
(¢) Br(z,y) =Trm(x)n(y) =0 za svaki x € g i svaki y € n,.

Ideal n, u teoremu 3.1.4. zove se najvedi ideal nilpotencije reprezentacije 7. Primijetimo
da se ideal n, sastoji od elemenata y € g takvih da je operator 7(y) nilpotentan, ali ne moraju
svi takvi elementi biti sadrzani u n,. Ideal n, je samo najvedi ideal sadrzan u skupu (koji najcesce
nije niti potprostor od g)

N = {y € g; operator m(y) je nilpotentan}.

Forma pridruzena adjungiranoj reprezentaciji ad = ady zove se Killingova forma na Liejevoj
algebri g i oznacava sa B = By :

B(z,y) =Tr(adz)(ady), z,y€g

Osim spomenutog svojstva invarijantnosti Killingova forma invarijantna je u odnosu na sve auto-
morfizme Liejeve algebre g :

B(o(z),0(y)) = B(z,y) Vz,ye€g 1 Vo€ Aut(g).
Primijenimo li teorem 3.1.4. na adjungiranu reprezentaciju ad = ady dobivamo:

Teorem 3.1.5. Neka je (go, g1, - - - 9n) bilo koji kompozicioni niz u konacnodimenzionalnoj Liejevog
algebri g v odnosu na adjungiranu reprezentaciju ad.

(a) U skupu svih nilpotentnih ideala u Liejevoj algebri g postoji najveci element n.
(b) n= {y 697 [yagz] ggi—l za 1= 17"'an}'
(¢) B(z,y) =0 za svaki x € g i svaki y € n.

Za reprezentacije rjesive Liejeve algebre na kompleksnim vektorskim prostorima vrijedi sljedeci
Liejev teorem, koji je analogon Engelovog teorema:

Teorem 3.1.6. Neka je m reprezentacija rjesive Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom
kompleksnom vektorskom prostoru V- # {0}. Tada postoji vektor v € V '\ {0} koji je svojstven za
sve operatore w(z), T € g.

Odatle neposredno slijedi:

Teorem 3.1.7. Neka je m reprezentacija rjesive Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom
kompleksnom vektorskom prostoru V- # {0}. Tada postoji baza prostora V u odnosu na koju svi
operatori w(x), x € g, imaju gornje trokutaste matrice.

Evo nekoliko karakterizacija rjeSivosti Liejeve algebre:

Teorem 3.1.8. Konacnodimenzionalna Liejeva algebra g rjesiva je onda i samo onda ako je izve-
deni ideal D(g) = [g, g] nilpotentan. U tom je slucaju za svaki x € [g, g] operator ad x nilpotentan.
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Svaki od sljedeca dva teorema zove se Cartanov kriterij rjeSivosti.

Teorem 3.1.9. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor © neka je g Liejeva podalgebra
od gl(V') takva da vrijedi

Trazy =0 Ve €lg,g] i VyeEg.

Tada je g rjesiva Liejeva algebra.
Teorem 3.1.10. Konacnodimenzionalna Liejeva algebra g rjesiva je ako © samo ako vrijeds
B(z,y)=0 Vzelgg] @ Vyeg.

Lako se vidi da je svaka Liejeva podalgebra i svaka kvocijentna Liejeva algebra rjesive Liejeve
algebre i sama rjesiva. Stovise, za razliku od svojstva nilpotentnosti, ako je g Liejeva algebra i
ako je a rjesiv ideal u g takav da je kvocijentna Liejeva algebra g/a rjesiva, onda je i Liejeva
algebra g rjesiva. Odatle se izvodi da je za rjeSive ideale a i b i njihova suma a+ b rjesiv ideal u g.
Prema tome, u svakoj konacnodimenzionalnoj Liejevoj algebri postoji najveci rjesiv ideal. Taj se
ideal zove radikal Liejeve algebre g i oznacava Rad(g). Kazemo da je g poluprosta Liejeva
algebra ako je Rad(g) = {0}. Nije tesko vidjeti da je Rad(g/Rad(g)) = {0} za svaku Liejevu
algebru g, odnosno, kvocijentna Liejeva algebra g/Rad(g) je poluprosta. Nadalje, ako je o : g — b
epimorfizam Liejevih algebri, onda je ¢(Rad(g)) = Rad(h).

Liejeva algebra g zove se prosta ako ona nije komutativna i ne sadrzi nijedan netrivijalni
ideal. Zahtjev nekomutativnosti znac¢i da iskljucujemo slucajeve g = {0} i dim g = 1. Naravno,
svaka je prosta Liejeva algebra poluprosta.

Teorem 3.1.11. Neka je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra. Sljedeéa su cetiri svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a) Liejeva algebra g je poluprosta.

(b) g ne sadrzi nijedan netrivijalan komutativan ideal.
(¢) Killingova forma B = By je nedegenerirana.

(d) Postoje prosti ideali ay,...a, u g takvi da je

g=a+--Fa,Za X xa,.

U tom slucaju ideali aq, ..., a, su jedinstveni, tj. to su upravo svi prosti ideali v g. Nadalje, svaki
je ideal a u g poluprost,

at:={zeg Br,y) =0 Vyca}

je takoder ideal w g i vrijedi g = a + a*.

Primijetimo da iz svojstva (b) slijedi da je za poluprostu Liejevu algebru g njezin centar Z(g)
jednak {0}. Bududi da je Z(g) = Ker ad, to znaci da je adjungirana reprezentacija ad : g — Der(g)
vjerna, odnosno, injektivna. Stovise, vrijedi:

Teorem 3.1.12. Svaka je derivacija poluproste Liejeve algebre g unutarnja, tj. za svaku derivaciju
D € Der(g) postoji x € g takav da je D = adx. Drugim rijecima, ad : g — Der(g) je izomorfizam
Liejevih algebri.
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Posje¢amo da se reprezentacija m na vektorskom prostoru V' zove potpuno reducibilna
ako za svaki m—invarijantan potprostor W od V postoji njemu komplementaran m—invarijantan
potprostor U, tj. takav da je V' = W 4+ U. Reprezentacija 7 je ireducibilna ako je V' # {0} i
ako ne postoji netrivijalan m—invarijantan potprostor od V' (tj. razli¢it od V' i od {0}). Pomoéu
Zornove leme dokazuje se da je reprezentacija m potpuno reducibilna ako i samo ako je prostor
V' suma svih svojih m—invarijantnih potprostora W takvih da je pripadna subreprezentacija 7y,
ireducibilna. Nadalje, u tom slucaju postoji familija (Wj),., m—invarijantnih potprostora takvih
da su subreprezentacije my,, ¢ € I, ireducibilne i da je V = "._, + W;. Izuzetno je vazan Weylov
teorem o potpunoj reducibilnosti:

Teorem 3.1.13. Svaka je konacnodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve algebre g pot-
puno reducibilna.

Operator A na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' zove se poluprost ako za
svaki A—invarijantan potprostor W od V postoji njemu komplementaran A—invarijantan pot-
prostor U, tj. takav da je V = W 4+ U. Na kompleksnom prostoru V' operator je poluprost ako i
samo ako je dijagonalizabilan, tj. takav da postoji baza od V sastavljena od njegovih svojstvenih
vektora. Klasi¢ni Jordanov teorem glasi:

Teorem 3.1.14. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V'). Tada postoje
jedinstveni operatori Ag, A, € L(V') sa svojstvima:

(a) Operator As je poluprost.

(b) Operator A,, je nilpotentan.

(¢) Ti operatori komutiraju: AsA, = A, As.
(d) A=As+ A,

Nadalje, postoje polinomi P i QQ u jednoj varijabli bez konstantnog clana (tj. P(0) = Q(0) = 0)
takvi da je Ay = P(A) 1 A, = Q(A). Posebno, potprostor od V' je A—invarinatan ako i samo ako
je on As—invarijantan i A,—invarijantan.

Rastav A = A+ A, zove se Jordanova dekompozicija operatora A. Operator A, (odnosno,
operator A,) zove se poluprosti dio (odnosno, nilpotentni dio) operatora A € L(V).

Neka je g poluprosta (konaénodimenzionalna) Liejeva algebra. Element x € g zove se poluprost
ako je operator ad x poluprost, a nilpotentan ako je operator ad x nilpotentan. Pokazuje se da
ako je z € g proizvoljan onda su i poluprosti i nilpotentni dio (adx)s i (adx), derivacije adx
takoder derivacije Liejeve algebre g. Dakle, prema teoremu 3.1.12. postoje jedinstven poluprost
element x; i jedinstven nilpotentan element x,, u g takvi da vrijedi

T =125+ T, i [z, x,] = 0.

Taj se rastav zove Jordan—Chevalleyeva dekompozicija elementa x € g. Pomo¢u Weylovog
teorema o potpunoj reducibilnosti dokazuje se sljedec¢i vrlo netrivijalan teorem:

Teorem 3.1.15. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija konacnodimenzionalne poluproste
Liejeve algebre g. Tada vrijedi

(a) Ako je element x € g poluprost, onda je operator m(x) poluprost.
(b) Ako je element x € g nilpotentan, onda je operator w(x) nilpotentan.

(¢) Za svaki x € g vrijedi w(x)s = m(xs) i w(2)n = 7(20).
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Za Liejevu podalgebru s Liejeve algebre g kazemo da je reduktivna u algebri g ako je
reprezentacija x — adgx Liejeve algebre s na vektorskom prostoru g (tj. restrikcija m4|s) potpuno
reducibilna. Reduktivna Liejeva algebra je Liejeva algebra g koja je reduktivna u samoj sebi,
tj. adjungirana reprezentacija ady je potpuno reducibilna. Naravno, prema Weylovom teoremu
o potpunoj reducibilnosti svaka je poluprosta Liejeva podalgebra s u (konacnodimenzionalnoj)
Liejevoj algebri g reduktivna u g. Posebno, svaka je poluprosta Liejeva algebra reduktivna.

Za svaku kona¢nodimenzionalnu Liejevu algebru g presjek jezgara svih kona¢nodimenzionalnih
ireducibilnih reprezentacija od g oznacava se sa Nrad(g) i zove nilradikal Liejeve algebre g.
Lako se vidi da je to ujedno najmanji element skupa jezgara svih potpuno reducibilnih kona-
¢nodimenzionalnih reprezentacija od g. Posebno, Liejeva algebra g ima vjernu (tj. injektivnu)
kona¢nodimenzionalnu potpuno reducibilnu reprezentaciju ako i samo ako je Nrad(g) = {0}.

Teorem 3.1.16. Neka je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra. Sljedecih je sedam svojstava
medusobno ekvivalentno:

(a) Liejeva algebra g je reduktivna.

(b
(

Liejeva algebra g izomorfna je direktnom produktu poluproste i komutativne Liejeve algebre.

¢) D(g) = [g, 9] je poluprosta Liejeva algebra.

(

(

(f) Postoji konacnodimenzionalna reprezentacija m od g takva da je pridruzena simetricna bi-
linearna forma B, na g X g nedegenerirana.

)
)
d) Nrad(g) = {0}.
e) Rad(g) = Z(g).
)

(g) Postoji vjerna konacnodimenzionalna potpuno reducibilna reprezentacija od g.
U tom je slucaju g = [g, 9] + Z(g).
[ako nam vjerojatno nece trebati, zbog potpunosti navodimo i posljedicu ovog teorema:

Korolar 3.1.17. Za svaku Liejevu algebru g vrijedi Nrad(g) = [g, g] N Rad(g) = [g, Rad(g)] i to
je nilpotentni ideal u g koji je sadrzan u najvecem idealu nilpotencije svake konacnodimenzionalne
reprezentacije od g.

Za Liejevu podalgebru b Liejeve algebre g definiramo njezin normalizator Ny(f) kao najvecu
Liejevu podalgebru od g koja sadrzi b i u kojoj je b ideal. Drugim rijecima,
Ny(h) ={z € g; [,b] Cb}.

Cartanova podalgebra Liejeve algebre g je nilpotentna Liejeva podalgebra h od g takva da je
Ny(h) = b. Pokazuje se da Cartanove podalgebre uvijek postoje, a u slu¢aju kompleksne Liejeve
algebre sve su one medusobno konjugirane u odnosu na grupu Int(g) unutarnjih automorfizama,
tj. podgrupu od Aut(g) generiranu svim automorfizmima oblika €% z € g, (koja je ujedno
generirana sa svim €% za x € g takav da je operator ad z nilpotentan). U slucaju poluproste
Liejeve algebre Cartanove se podalgebre mogu karakterizirati na drugi vrlo upotrebljiv nacin:

Teorem 3.1.18. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Liejeva podalgebra by je njezina Cartanova
podalgebra ako 1 samo ako su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

(a) b je maksimalna komutativna podalgebra od g.

(b) Svaki element h € by je poluprost.

U tom je sluc¢aju restrikcija B|h x b nedegenerirana.
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Prema tome, za poluprostu Liejevu algebru g i njezinu Cartanovu podalgebru § dobro je
definiran izomorfizam \ +— ¢, sa h* na h takav da vrijedi

AR) = B(h,ty) Vhenb.

Neka je u daljnjem g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i neka je h njezina Cartanova
podalgebra. Tada je {ad xz; = € h} skup linearnih operatora na g koji su svi poluprosti i medusobno
komutiraju. To znaé¢i da se oni mogu istovremeno dijagonalizirati. Drugim rije¢ima, vrijedi

0= +o. gdicje ga={recg [hal=a(h)z Vheh} z ach”

ach*

Lako se vidi da je tada [ga, 93] C ga+s za bilo koje a, f € h*. Naravno, buduéi da je Cartanova
podalgebra h komutativna, vrijedi § C go. Stavimo

R(g,h) ={aeh™; a#0, go # {0} }.

Elementi a € R(g, h) zovu se korijeni od g u odnosu na h. Skup R(g, h) zove se sistem korijena
od g u odnosu na h. Potprostori g, zovu se korijenski potprostori.

Teorem 3.1.19. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i by njezina Cartanova podalge-
bra.

(a) h* = span R(g, ).
(b) g0 =h.

(c¢) Vrijedi korijenski rastav:

g=b+ > Hga

a€R(g,h)

(d) R(g,b) = —R(g,h), tj. za a € b* vrijedi « € R(g,h) ako i samo ako je —a € R(g,h).
Stovise, za svaki o € R(g, ) vrijedi R(g,h) N Ca = {a, —a}.

(e) dim g, =1 za svaki o € R(g,h).

(f) Ako su o, € R(g,h) i ako je a+ 3 # 0, onda je [ga, 5] = Ga-+s-

(9) Uz prije wvedenu oznaku tyx, X € b*, za svaki o« € R(g,h) vrijedi a(t,) = B(ta,ta) # 0 i
(8o, 8-o] = Ct,. Posebno, dim [g,,9_o] = 1.
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3.2 TDS—podalgebre

Liejeva algebra sl(2, C) svih kompleksnih kvadratnih matrica drugog reda s tragom nula naj-
jednostavnija je prosta kompleksna Liejeva algebra. Za njezinu bazu

L1 o0 o1 [0 o0
“lo =11 Tl ool YT|l10]|

vrijede komutacione relacije
[h, x] = 2, [h,y] = —2y, [z,y] = h.

Kompleksna prosta trodimenzionalna Liejeva algebra s zove se TDS—algebra (prema engleskom
three—dimensional simple algebra). Ako je ona podalgebra neke Liejeve algebre g, kazemo da je s
TDS—podalgebra od g.

Zadatak 3.2.1. Neka je s TDS—algebra. DokaZite da je s izomorfna Liejevoj algebri sl(2,C).

Uputa: Izaberite Cartanovu podalgebru od s, koja je nuzno jednodimenzionalna.

Prema tome, u svakoj TDS—algebri s postoji uredena baza (h,z,y) ¢iji elementi zadovol-
javaju gornje komutacione relacije. Svaka se takva baza zove S—trojka TDS—algebre s, a ako
je s podalgebra Liejeve algebre g, kazemo da je (h,z,y) S—trojka u g. Uoc¢imo da su elementi
x 1 y nilpotentni, a element h je poluprost. Nadalje, h = Ch je Cartanova podalgebra od s i
R(s,h) ={a, —a}, gdje je a € h* zadan sa a(h) = 2. Tada je s, = Cx i 5_, = Cy. Zbog teorema
3.1.15. za svaku kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju m TDS—algebre s operatori 7(z) i 7(y) su
nilpotentni, a operator 7(h) je poluprost. Posebno, ako je (h, z,y) S—trojka u kompleksnoj Liejevoj
algebri g, operatori ad x i ad y su nilpotentni, a operator ad h je poluprost, dakle, dijagonalizabilan.

TDS—podalgebra prirodno je vezana uz svaki korijen a € R(g,h) za proizvoljnu kompleksnu
poluprostu Liejevu algebru g i njezinu Cartanovu podalgebru h. Za svaki a € R(g,h) prema
tvrdnji (g) teorema 3.1.19. postoji jedinstven h, € [ga, 9-a] C b takav da je a(h,) = 2. Uz prije
uvedenu oznaku lako se vidi da je

2

ho = = —te = ~h_q.
Bltata)

Nadalje, za svaki z, € g, \ {0} postoji jedinstven y, € g_, takav da je [x4, Ya] = ho. Tada je ocito

Sq = span{hq, To, Yo }

TDS—podalgebra od g i (ha,ZTa,Ya) je jedna njezina S—trojka.

Teorija reprezentacija proste trodimenzionalne Liejeve algebre vrlo je moéno sredstvo u prouca-
vanju strukture poluprostih (i, opcenitije, reduktivnih) Liejevih algebri, a i u teoriji invarijanata
reduktivnih grupa, jer kao sto ¢emo vidjeti u toj ¢e teoriji kljuénu ulogu imati struktura nilpo-
tentnih orbita. U daljnjem je s kompleksna TDS—algebra i (h, x,y) neka njezina S—trojka. Neka
je m reprezentacija od s na konacnodimenzionalnom kompleksnom vektorskom prostoru V. Kao
Sto smo ve¢ spomenuli, prema teoremu 3.1.15. operatori X = 7(x) i Y = m(y) su nilpotentni, a
operator H = 7(h) je poluprost, dakle, dijagonalizabilan. Elementi spektra Sp(H) operatora H
zovu se tezine reprezentacije m. Za tezinu A pripadni svojstveni potprostor

Vi={veV; Hv= v}
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zove se tezinski potprostor a njegovi su elementi tezinski vektori tezine A. Kako je operator
H dijagonalizabilan, imamo rastav u direktnu sumu

V= > +W.

AESp(H)
Zadatak 3.2.2. Dokazite da uz uvedene oznake vrijeds
XV, C V>\+2 1 YV, C Vo VA e C.

Uputa: Primijenite komutacione relacije HX — XH =2X i HY —YH = -2Y.

Tezinski vektor v # 0 zove se primitivni vektor reprezentacije m ako je Xv = 0. Primitivni
vektori ocito postoje jer je operator X nilpotentan.

Lema 3.2.1. Neka je v primitivni vektor teZine A, tj. 0 # v € V) © Xv = 0. stavimo

1. .
v_1 =0, vy=w, vj:,—‘Y]v, JeN.
4!

Tada vrijedi:
Huj=(A=2j)v;, Xvj=QA—=j+ v, Yvj=(G+1Dvj, Vi€Zs (3.1)

Dokaz: Treca jednakost slijedi neposredno iz definicije vektora v;, a prva iz Y7Vy C V)_y;.
Drugu jednakost dokazujemo indukcijom po j € Z,. Za j = 0 jednakost vrijedi zbog izbora
vektora v :

Xvo=Xv=0=A—-0+1)v_y.

Za korak indukcije pretpostavimo da je j € Z i da je jednakost Xv; = (A — j+ 1)v,;_; dokazana.
Prema trecoj jednakosti je Yv; = (j + 1)vj41 1 Yvj_1 = jv;. Stoga zbog XY =YX + H imamo
redom

G+ 1) Xvjp1=XYv; =YXv; + Hoj=(A—j+ 1)Yv;_1 + (A= 2j)v; =

= A =7+ D +A=2v; = G+ 1A= j)v;.

No to znaci da je
Xvjr = [A =0 +1) + ogn-1,

odnosno, proveden je korak indukcije za dokaz druge jednakosti u (3.1).

Zadrzimo pretpostavke i oznake iz leme 3.2.1. Prema prvoj jednakosti u (3.1) vektori v; su
svojstveni vektori operatora H za medusobno razlic¢ite svojstvene vrijednosti. Prema tome, svi oni
koji su # 0 su linearno nezavisni. Buduéi da je prostor V' konacnodimenzionalan, postoji m € Z
takav da je v, # 01 v, = 0. Sada formule (3.1) pokazuju da je potprostor span {vg, ..., v,}
m—invarijantan i (m + 1)—dimenzionalan. Pretpostavimo li da je reprezentacija m ireducibilna,
zakljuéujemo da je {vy,...,v,} baza prostora V. Napokon, kako je v,,11 = 0, druga jednakost u
(3.1) za j = m+ 1 daje

0= Xvpi1 = (A—m)vy,,

a kako je v, # 0, zaklju¢ujemo da je A — m = 0, odnosno, A = m.
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Obratno, neka je m € Z. i pretpostavimo da je V' (m+1)—dimenzionalan kompleksan vektorski
prostor s bazom {vy,...,v,}. Neka su X, Y i H linearni operatori na prostoru V' zadani svojim
djelovanjem na izabranu bazu:

Xvg =0, X'Uj:(m—j+1)'uj,1, 0<j7<m, (32)
Yv;=(j+1)vj1, 0<j<m, Yu, =

Direktnim racunom djelovanja operatora H, X i Y i njihovih komutatora na vektore baze provje-
rava se da vrijede komutacione relacije

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=AH.

No tada je sa
m(ax + fy +vh) = aX + Y +vH, a,B,v€C,

oc¢ito zadana reprezentacija m Liejeve algebre g na prostoru V. Ta je reprezentacija ireducibilna.
Doista, pretpostavimo da je W # {0} potprostor od V' koji je m—invarijantan, tj. koji je invarijan-
tan s obzirom na operatore X, Y i H. Tada W sadrzi neki svojstven vektor operatora H. Kako su
vektori baze vy, . .., v, svojstveni vektori od H s medusobno razli¢itim svojstvenim vrijednostima
m,m—2,...,—m+ 2, —m, zaklju¢ujemo da je v; € W za neki j € {0,...,m}. Iz druge formule
u (3.2) slijedi da su tada vg,...,v,_1 € W, a iz tre¢e da su i vj4q,...,v, € W. Dakle, nuzno je
W =V i time je dokazana ireducibilnost reprezentacije 7.

Na taj nacin dokazali smo:
Teorem 3.2.2. Neka je s TDS—algebra i (h,z,y) neka njezina S—trojka.

(a) Za svakim € Z, postoji do na ekvivalenciju jedinstvena ireducibilna (m—+1)—dimenzionalna
reprezentacija m,, Liejeve algebre s.

(b) Tezine reprezentacije wy, sum,m—2,...,—m+ 2, —m i svaki je tezinski potprostor jednodi-
menzionalan.

(¢) Postoji do na skalarni multipl # 0 jedinstven primitivni vektor reprezentacije mp, i njegova
tezina je m.

(d) Postoji baza {vo,...,v,} prostora reprezentacije m, na koju operatori H = m,(h),
X =mp(x) 1Y =7m,(y) djeluju po formulama (3.2).

Teorem 3.2.3. Neka je m reprezentacija TDS—algebre s na konacnodimenzionalnom komplek-
snom vektorskom prostoru V.

(a) Sve su tezine reprezentacije w cijeli brojevi.
(b) Za svaki j € Zy vrijedi dim V; = dim V_;.

(¢) Ako je V=W + .-+ Wy rastav prostora V' u direktnu sumu m—invarijantnih potprostora
takvih da je svaka subreprezentacija Ty, ireducibilna, onda je s = dim Vp+dim V. Preciznije,
dim Vj je broj indeksai € {1, ..., s} takvih da je potprostor W; neparne dimenzije, a dim V;
je broj indeksa i € {1,...,s} takvih da je potprostor W; parne dimenzije.
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Dokaz: Prema Weylovom teoremu 3.1.13. o potpunoj reducibilnosti postoji rastav
V:W1++Wsa

gdje su svi potprostori W; m—invarijantni i sve subreprezentacije my, su ireducibilne. Svaka od tih
subreprezentacija je prema teoremu 3.2.2. ekvivalentna nekoj od reprezentacija m,, ¢ije su sve tezine
cijeli brojevi. Odatle neposredno slijedi tvrdnja (a), a i tvrdnja (b). Napokon, u svakoj neparnodi-
menzionalnoj ireducibilnoj reprezentaciji tezinski potprostor za tezinu 0 je jednodimenzionalan,
a 1 nije tezina, dok je s druge strane u svakoj parnodimenzionalnoj ireducibilnoj reprezentaciji
tezinski potprostor za tezinu 1 jednodimenzionalan, a 0 nije tezina. Odatle slijedi tvrdnja (c).

Za svaku (kompleksnu ili realnu) Liejevu algebru g i za x € g operator ad x na prostoru g je
derivacija Liejeve algebre g. Jednostavan racun pokazuje da je za svaku derivaciju D € Der(g)
linearan operator e” automorfizam Liejeve algebre g. Doista, taj je operator invertibilan i za bilo
koje z,y € g imamo

1
D o — nn

TLEZ+

Nadalje, buduci da je D derivacija Liejeve algebre, indukcijom po n dokazuje se da vrijedi binomna

formula "
n
D"z, y] = Dz, D" *y] .
ol =Y (1) [0,
k=0
Odatle nalazimo zamjenom poretka sumacije (koja se opravdava apsolutnom konvergencijom u
podnosu na bilo koju normu na prostoru g) nalazimo

= 3 e = 35 e

n€Z+ k=0 TLEZ+ k=0

PRSP | ST v I

k€Zy jEZ4+ kezy JEL

Posebno, e*1* € Aut(g) za svaki z € g. Podgrupa od Aut(g) generirana svim takvim automor-
fizmima oznacava se Int(g) i njeni se elementi zovu unutarnji automorfizmi Liejeve algebre g.
Ako je g poluprosta Liejeva algebra, pomoc¢u teorema 3.1.12. moze se dokazati da je Int(g) kom-
ponenta povezanosti jedinice u topoloskoj grupi Aut(g) (koja je oCito zatvorena podgrupa grupe
GL(g).

U teoriji invarijanata poluproste kompleksne Liejeve algebre g posebnu ée ulogu igrati skup N
svih nilpotentnih elemenata od g. Taj je skup ocito Int(g)—invarijantan (pa i Aut(g)—invarijantan),
dakle, N je disjunktna unija Int(g)—orbita. Prouc¢imo sada Int(s)—orbite u kompleksnoj TDS—algebri
s. U tu svrhu mozemo pretpostaviti da je s = sl(2, C).

Lema 3.2.4. (a) z € s je nilpotentan element Liejeve algebre s ako i samo ako je z nilpotentna
matrica.

(b) z € s je poluprost element Liejeve algebre s ako i samo ako je z poluprosta (tj. dijagonalizabilna)
matrica.

(c¢) Svaki element z € s je ili poluprost ili nilpotentan.

(d) Ako sa N oznacimo skup svih nilpotentnih elemenata Liejeve algebre s, onda je N\ {0}
jedna Int(s)—orbita.
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Dokaz: Neka je z € s = s1(2, C) nenilpotentna matrica. Promatrajmo z na uobi¢ajen nacin kao
linearan operator na dvodimenzionalnom prostoru jednostupc¢anih matrica V' = M, ;(C). Spektar
Sp(z) nenilpotentnog operatora z razlicit je od {0}. Ako je A € Sp(z) \ {0} onda postoji vektor
v € V\ {0} takav da je zv = Av. U bazi {v,w} prostora V operator z ima gornje trokutastu
matricu, a zbog zahtjeva Trz = 0 slijedi da je i —\ svojstvena vrijednost operatora z i drugi

vektor baze w mozemo izabrati tako da je zw = —Aw. To znaci da je matrica z slicna matrici
A0 . . . . . . .
[ L odnosno, z je poluprosta matrica. Time je dokazano da je svaka matrica iz s ili

nilpotentna ili poluprosta.

Pretpostavimo sada da je z € s poluprosta matrica razlicita od nule. Tada je Sp(z) = {\, —\}
A0
0 —A

za neki A € C* i postoji matrica g € GL(2,C) takva da je u = gzg~! = { } . Imamo za

standardnu S—trojku (h,z,y) od s

= [[3 ] [3 4] -
oame=[[3 4] [34])-[3 2] o

waon=[[3 4] [2 3] =[5 8] o

Prema tome operator ad u je poluprost. Medutim, imamo za svaki v € s

(ad 2)v = (ad g~ 'ug)v = g 'ug,v] = g '[u, gvg~g = (¢ ' (adu)g) gvg ™",

Sto pokazuje da je i ad z poluprost operator, odnosno, z je poluprost element Liejeve algebre s.
Pretpostavimo sada da je z € s nilpotentna matrica. Tada je 22 = 0, pa za svaki u € § imamo
(ad 2)%u = [z, [2,u]] = [z, 2u — uz] = 2%u — 2zuz + uz® = —2zuz,
dakle,
(ad 2)u = —2[z, zuz] = —22%uz + 2zuz” = 0.

Prema tome, (ad 2)® = 0, dakle, ad z je nilpotentan operator, odnosno, z je nilpotentan element
Lijeve algebre s.
Time su dokazane tvrdnje (a), (b) i (¢).
Neka je sada z € A\ {0}. Tada je z nilpotentna matrica indeksa 2, dakle, slicna je matrici
0 1
“Zlo o0
iz sljedeceg zadatka:

Zadatak 3.2.3. Dokazite da vrijedi
Int(s) = AdSL(2,C) = {Adg; g € SL(2,C)},

. Mozemo izabrati g € SL(2,C) tako da je z = grg~'. Dokaz tvrdnje (d) sada slijedi

pri cemu je
(Ad g)u = gug™*, ues, geSL2C).
Uputa: Iskoristite moguénost (jedinstvenog) prikaza bilo koje matrice ¢ € SL(2,C) u po-
larnom obliku g = ke, gdje je k unitarna matrica determinante 1, tj. & € SU(2), a b je hermitska
matrica traga 0.

Napominjemo da je tvrdnja zadatka 3.2.3. specijalni slucaj opisa grupe unutarnjih automor-
fizama reduktivne Liejeve podalgebre od gl(n,C) ili gl(n,R) koji éemo obraditi u jednom od
narednih odjeljaka.



3.3. NILPOTENTNI ELEMENTI I TDS—PODALGEBRE 71

3.3 Nilpotentni elementi i TDS—podalgebre

U proucavanju nilpotentnih orbita u kompleksnoj poluprostoj Liejevoj algebri g glavno je
sredstvo Jacobson—Morosovljev teorem prema kojem je svaki nilpotentni element e € g sadrzan
u nekoj TDS—podalgebri od g. Da bismo to dokazali, trebaju nam neki rezultati o nilpotent-
nosti linearnih operatora. U daljnjem je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K
karakteristike 0.

Propozicija 3.3.1. Linearan operator A € L(V) je nilpotentan ako i samo ako je Tr A*¥ = 0 za
svaki k € N (dovoljno je za k < dim V).

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je polje K algebarski zatvoreno. Jasno je da je za nilpotentan
operator A i svaka njegova potencija. A* nilpotentan operator, pa je Tr A¥ = 0. Za proizvoljan
operator A € L(V) postoji baza u kojoj A ima gornje trokutastu matricu. Na njenoj su dijagonali
svojstvene vrijednosti A, ..., A\, operatora A (n = dim V') i svojstveni polinom od A jednak je

Pa(A) =det AT = A) = [JA= X)) = X" = A" = -0 1A — 0.

J=1

Stavimo sada
T =Tr AP = AV 4. 4 A8

Tada prema Newtonovim formulama (v. zadatak 2.1.4.) vrijedi
o1 =T i O =Tp — O1Th—1 — *+— 0171 28 2<k<n.

Ako pretpostavimo da je 7, = TrA¥ = 0 za k = 1,...,n, indukcijom po k slijedi o, = 0 za
k= 1,...,n. To znaci da je P4(\) = A", odnosno, prema Hamilton—Cayleyevom teoremu je
A" = 0. Dakle, A je nilpotentan operator.

Lema 3.3.2. (Jacobson) Neka su Ai,..., Ag, By,...,Bs € L(V) i pretpostavimo da operator

X =370 1[Aj, Bj] komutira s operatorima Ay, ..., As. Tada je operator X nilpotentan. Posebno,
ako su A, B € L(V) i vrijedi [A, [A, B]] = 0, onda je [A, B] nilpotentan operator.

Dokaz: Budué¢i da X komutira sa Aq, ..., A,, svaka njegova potencija takoder komutira sa
Ay, ..., A, paza svaki k € N imamo

Xk xk-l Z(Aij — BjA;) = Z(Aijlej — X" 'BA)) = Z [A;, X*'B)].

J=1 Jj=1 J=1

Kako je trag komutatora linearnih operatora jednak nuli, slijedi da je Tr X* = 0 za svaki k € N.
Sada tvrdnja slijedi iz propozicije 3.3.1.

Lema 3.3.3. (Kostant) Neka su A, B € L(V') i pretpostavimo da je operator A nilpotentan i da
komutira sa [A, B]. Tada je AB nilpotentan operator.

Dokaz: Ponovo mozemo pretpostaviti da je polje K algebarski zatvoreno. Stavimo
Vi = Ker A*, keZ,.

Indukcijom po k£ dokazat ¢emo da su svi potprostori V) invarijantni u odnosu na operator AB.
To je ocito za k = 0, jer je Vj = {0}. Pretpostavimo da je tvrdnja dokazana za neki k € Z, i
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neka je v € Vi, 1. Bududi da A komutira sa [A, B], primjenom A**! na obje strane jednakosti

ABv = [A, BJv + BAv dobivamo
AT ABy = [A, BJAF Wy + AMTBAv = AF(AB) Av.

Medutim, Av € V}, pa je po pretpostavci indukcije (AB)Av € V;. Slijedi A*¥(AB)Av = 0, odnosno,
prema gornjoj jednakosti (AB)v € Vj4q. Time je tvrdnja dokazana.
Pretpostavimo da operator AB nije nilpotentan. Tada postoje 0 # A € K 10 # v € V takvi
da je
ABv = \v. (3.3)
Neka je k € Z, najmanji takav da je v € Vi, 1. Takav postoji jer je A nilpotentan operator, pa je

Vaim v = V. Sada imamo
A*ABv = A¥[A, Blv + A*BAw.

Indukcijom po k provjerava se da vrijedi [A*, B] = k[A, B]A*!, odnosno, A*B = BA*+k[A, B]A* 1,
Odatle je
A*BAv = BAF 'y 4 k[A, B]A*v = k[A, B]A*v.

Uvrstimo li to u prethodnu jednakost, dobivamo
AFABv = (k +1)[A, B]A*v.

Odatle i iz (3.3) slijedi )

=751 A*

Kako je A¥v # 0, to je u suprotnosti s Jacobsonovom lemom 3.3.2. prema kojoj je operator [A, B]
nilpotentan. Ova kontradikcija dokazuje lemu.

[A, B]AFv

V.

U daljnjem je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra. Da bi element x € g bio poluprost
nuzno je i dovoljno da bude sadrzan u nekoj Cartanovoj podalgebri. To je neposredna posljedica
teorema 3.1.8. Za svaki z € g oznacavamo

g° =Keradz = Cy(z) ={y € g; [z,y] =0}.

Element h € g zove se regularan ako je poluprost i g" je Cartanova podalgebra. Skup svih
regularnih elemenata u g oznacavamo sa g'. Iz teorema 3.1.9. slijedi da je za svaku Cartanovu
podalgebru b od g presjek b’ = g’ N h komplement unije hiperravnina |, R(g.n) Kera.

Ako je nilpotentan element e € g sadrzan u nekoj TDS—podalgebri, onda je e € Im (ad e)?.
Naime, prema tvrdnji (d) leme 3.2.4. svaki takav element e # 0 je drugi ¢lan x neke S—trojke
(h,z,y), a tada je (ade)*y = [e, h] = —2e. To svojstvo imaju svi nilpotentni elementi poluproste
Liejeve algebre:

Lema 3.3.4. Neka je e € g nilpotentan element. Tada je e € Im (ad e)?.

Dokaz: Zbog svojstva invarijantnosti Killingove forme B operator ade je antisimetrican u
odnosu na formu B. No tada je njegov kvadrat A = (ade)? simetrican u odnosu na B. Neka su
veImAiue KerA. Zaneki z € g je tada v = Az, dakle, B(v,u) = B(Az,u) = B(z, Au) = 0.
Prema tome, vrijedi

B(Im A, Ker A) = {0}.
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Zbog nedegeneriranosti forme B i zbog teorema o rangu i defektu imamo
dim (Ker A)* = dim g — dim Ker A = dim Im A.

Prema tome,

ImA=(KerA)* ={z¢€g; B(z,y) =0 Vy € KerA}.

Ako je y € Ker A, onda je [e,[e,y]] = 0, pa slijedi [ade,[ade,ady]] = 0. Buduéi da je ade
nilpotentan operator, iz Kostantove leme 3.3.3. slijedi da je umnozak (ad )(ad y) nilpotentan
operator. Tada je posebno

0="Tr(ade)(ady) = B(e,y).
Kako je y € Ker A bio proizvoljan, dokazali smo da je e € (Ker A)t = Im A = Im (ad e)2.
U daljnjem je fiksiran nilpotentan element e € g. Iz leme 3.3.4. slijedi da postoji f € g takav
da je 2e = [e, [e, f]]. Fiksiramo u daljnjem takav element f istavimo h = [f,e]. Tada je [h, €] = 2e.
Buduéi da je ad : g — gl(g) homomorfizam Liejevih algebri, operatori £ = ade, ' = ad f i

H = ad h zadovoljavaju
[F,E]=H i [H,E] =2F. (3.4)

Zadatak 3.3.1. Neka su E, F' i H linearn:i operatori na vektorskom prostoru V' koji zadovoljavaju
(3.4). Indukcijom po k dokaZite da vrijedi

[H,E¥ =2kE"* i [E*Fl=k(k-1)E*""'-kHE*' VkeN.
Lema 3.3.5. (a) Podalgebra g° = Kerade = Cy(e) invarijantna je u odnosu na operator ad h.

(b) Neka je m € Z, najmangi takav da je (ade)™ ! = 0. Tada produkt

m

[[(adn —pI)

p=0
1§¢ezava na ge°.
(¢) Restrikcija (ad h)|g® je poluprost operator i spektar mu je sadrzan u {0,1,...,m}.
Dokaz: (a) Ako je y € g¢, imamo [e,y] = 0, pa je
(ade)(adh)y = [e, [h,y]] = [[e. hl.y] + [h. [e,y]] = —2[e,y] =0 = (adh)y € g".

Time je dokazana invarijantnost podalgebre g° u odnosu na operator ad h.
(b) Definiramo padajuéi niz potprostora

g=X02X; 2D 2 X1 = {0}, X, =1Im(ade)’ N g°.
Tvrdnja ce slijediti ako dokazemo da vrijedi
(adh — pI)X, C Xpi1
Neka je y € X,. Tada je y = (ad )Pz za neki z € g. Prema zadatku 3.3.1. je
[ad, h, (ad e)?] = 2p(ad e)?,

dakle,
lad h, (ad e)P] z = 2py.
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Stoga imamo
[h,y] — 2py = (ad h)(ad €)= — [ad h, (ad €)?] = = (ad e)P(ad h)z = (ad €)?[h, 2] = (ad e)P[[f, €], 2],
Medutim,
[[f.e], 2] = [z, [e, Il = [e, [z, f1] + [[z, €], f] = (ad €)[2, ] + (ad [)]e, 2].

Stoga iz prethodne jednakosti dobivamo

(hoy] — 20y = (ad e[z, f] + (ad e)?(ad )[e, 2. (3.5)
Prema drugoj jednakosti u zadatku 3.3.1. za k = p imamo

(ade)?, ad f] = p(p — 1)(ad ) — p(ad h)(ad )P
Primijenimo li tu jednakost na [e, 2] = (ad )z, dobivamo
(ade)’(ad f)le, 2] = (ad f)(ade)’[e, 2] + p(p — 1)(ad €)’z — p(ad h)(ad €)”=.
Medutim, kako je y € g¢, imamo (ade)?[e, 2] = (ade)(ad e)Pz = (ad )y = 0. Dakle, dobivamo
(ade)’(ad f)[e, 2| = p(p — 1)y — p[h. y].

Uvrstimo i to u (3.5), nalazimo

[h,y] = 2py = (ad e)’" [z, f] + p(p — 1)y — plh, y].

Odatle slijedi

(p+ Dlh,yl —plp+ 1)y = (ade)’ [z, f] = (adh—pl)y =

1
g (ade) e f] € Xy,

Time je tvrdnja (b) dokazana.

(¢) Prema tvrdnji (b) za restrikciju A = (ad h)|g® i za polinom P(A) = A(A —1)--- (A —m)
vrijedi P(A) = 0. Tada je polinom P()) djeljiv s minimalnim polinomom f4(A) operatora A, pa
slijedi da p4(A) ima jednostruke nultocke i sve su iz skupa {0, 1,...,m}. To znaci da je operator
A = (ad h)|g® poluprost i spektar mu je sadrzan u {0,1,...,m}.

Iz tvrdnje (c) leme 3.3.5. neposredno slijedi
Korolar 3.3.6. Linearan operator (ad h + 2I)|g° je regularan.

Teorem 3.3.7. (Jacobson—Morosov) Svaki je nilpotentan element kompleksne poluproste Liejeve
algebre g # {0} sadrzan u nekoj TDS—podalgebri.

Dokaz: Prije svega uoc¢imo da teorem vrijedi za nilpotentan element 0 ukoliko dokazemo da
u g postoji barem jedna TDS—podalgebra. No to ¢e slijediti iz ovog dokaza buduéi da poluprosta
algebra g # {0} sadrzi nilpotentne elemente # 0.

Neka je e # 0 nilpotentan element u g i neka su f, h € g izabrani kao prije iskaza leme 3.3.5.,
dakle, takvi da je h = [f, €] i [h, €] = 2e. Pretpostavimo najprije da je [h, f] = —2f. Tadaza z = e
iy = —fimamo [x,y] = h, [h,z] = 22 1 [h,y] = —2y, odnosno, (h,z,y) je S—trojka i element
e = x sadrzan je u TDS—podalgebri Ch + Cx + Cy.

Pretpostavimo sada da je [h, f] # —2f, tj. z = (ad h + 2I) f # 0. Imamo

[2, €] = [[h, [], el + 2[f, €] = =[[f, €], h] —[le, h], f] + 2h = —[h, h] + 2[e, f] + 2h = 0.
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To znaci da je z € g° Prema korolaru 3.3.6. linearan operator (adh + 2I)|g° je regularan, pa
postoji g € g°¢ takav da je z = (adh + 2[)g. Tada imamo [h, f] + 2f = z = [h,g] + 2g, tj.
[h,g — f] = =2(g — f). Dakle, ako stavimo x = e iy = g — f, imamo

[h7 l‘] = 2z, [h7 y] = -2y 1 [xay] = [eag] - [6, f] = [fa 6] = h.

Prema tome, (h,z,y) je S—trojka i e = x je sadrzan u TDS—algebri Ch + Cx + Cy.

Za S—trojku (h,z,y) kazemo da je h njezin neutralan element, z je njezin nilpozitivan
element i y je njezin nilnegativan element. Svaka S—trojka je baza TDS—podalgebre. Za
dvije S—trojke (h,z,y) i (h/,2,y") kazemo da su konjugirane ako postoji A € Int(g) takav da
je Ah = W', Ax = 2’ i Ay = y/. Sljedeéi nam je cilj za dani nilpotentan element e # 0 pronadi
sve S—trojke u kojima je e nilpozitivni element. Prema tvrdnji (d) leme 3.2.4. na taj ¢emo nacin
pronaci sve TDS—podalgebre koje sadrze element e.

Korolar 3.3.8. Neka su e,h € g, pri cemu je e # 0 nilpotentan. Tada su h i e neutralan i
nilpozitivan element neke S—trojke ako i samo ako vrijedi

(1) heImade.
(2) [h,e] = 2e.

Nadalje, ako h i e zadovoljavaju te uvjete onda je takva S—trojka jedinstvena (odnosno, tada su
h i e sadrzani u samo jednoj TDS—podalgebri).

Dokaz: Ako je h neutralan a e nilpozitivan element neke S—trojke, onda su ocito ispunjeni
uvjeti (1) i (2). Obratno, ako su ti uvjeti ispunjeni, onda iz dokaza Jacobson—Morosovljevog
teorema 3.3.7. slijedi da je h neutralan, a e nilpozitivan element neke S—trojke. Da dokazemo
jedinstvenost takve S—trojke pretpostavimo da su (h,e,y;) i (h,e,y2) S—trojke. Tada vrijedi
le,y1 — yo] = 0, dakle, y; — yo € g°. Nadalje,

(adh + 21)(y1 — y2) = [h, y1] — [h, y2] + 2y1 — 2y2 = 0.
Odatle i iz korolara 3.3.6. slijedi y; — yo = 0, tj. y1 = yo.

Grupa automorfizama Aut(g) Liejeve algebre g je zatvorena podgrupa Liejeve grupe GL(g),
dakle, i sama je Liejeva grupa. Liejeva algebra Liejeve grupe GL(g) identificira se sa gl(g), i uz
tu identifikaciju eksponencijalno preslikavanje exp : gl(g) — GL(g) dano je sa A — e”. Iz teorije
Liejevih grupa slijedi da se Liejeva algebra zatvorene podgrupe Aut(g) identificira sa

{A € gl(g); e € Aut(g) Vt € R}.

Imamo

tA

e € Aut(g) = ez, y] = [z, ey] Va,yeg.

Deriviranjem po ¢ u nuli odatle slijedi A[x, y] = [Az, y|+[z, Ay] Vz,y € g, tj. A € Der(g). Obratno,
ako je A € Der(g) vrijedi Leibnitzova formula

n

o] =Y () ata, 4t

k=0
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a odatle, koriste¢i apsolutnu konvergenciju eksponencijalnih redova, dobivamo

ez, y) = [etAx,etAy] VieR i Vr,y€g,
dakle, e'* € Aut(g) Vt € R, odnosno, A je u Liejevoj algebri Liejeve grupe Aut(g). Prema tome,
Liejeva algebra od Aut(g) je Der(g). No prema teoremu 3.1.12. sve su derivacije poluproste Liejeve
algebre unutarnje, Der(g) = ad g. Prema tome, povezana podgrupa Int(g) unutarnjih automor-
fizama, koja je generirana sa e*!® ima istu Liejevu algebru kao i grupa Aut(g). Ovo razma-
tranje pokazuje da je Int(g) povezana otvorena podgrupa od Aut(g), dakle, Int(g) je komponenta
povezanosti jedinice grupe Aut(g).

U daljnjem grupu unutarnjih automorfizama Int(g) kompleksne poluproste Liejeve algebre g
oznacavamo sa G. Njena je Liejeva algebra identificirana sa g i  — €17 je odgovarajuée ekspo-
nencijalno preslikavanje. Prirodna je bijekcija A «— a izmedu svih povezanih Liejevih podgrupa

A od G i svih Liejevih podalgebri a od g. Ta je bijekcija dana sa
A= (" z€a), a={zeg " eAVteR}.
Za svaki e € g definirali smo

g° =Kerade = Cy(e) = {zr € g; [r,¢] = 0}.

Uocimo da je [z, e] = 0 ako i samo ako je e!2d%e = ¢ za svaki t € R. Prema tome, povezana Liejeva

podgrupa G¢ od Int(g) kojoj g¢ Liejeva algebra je komponenta povezanosti zatvorene podgrupe
Ccle) ={g € G; ge =¢}

grupe G.
Za e € g definiramo
g = (Kerade) N (Imade) = g°N (ade)g.

Tada je g. Liejeva podalgebra od g. Doista, znamo da je g° Liejeva podalgebra od g. Dakle, da
dokazemo da je i g. Liejeva podalgebra, dovoljno je dokazati da za bilo koje elemente u,v € g,
vrijedi [u, v] € (ad e)g. Mozemo pisati v = [e, w] za neki w € g, pa kako je u € g, imamo

[u, v] = [u, [e, w]] = [e, [u, w]] € (ad e)g.

Neka je G povezana Liejeva podgrupa od G s Liejevom algebrom g.. Tada je, naravno, G, pod-
grupa grupe G° i, posebno, vrijedi ge = e za svaki g € G..

U daljnjem ¢e nam trebati neki teoremi iz opce teorije Liejevih grupa, od kojih prvi navodimo
bez dokaza:

Teorem 3.3.9. Neka je G Liejeva grupa i g njezina Liejeva algebra.

(a) Postoje otvorena okolina U nule u g i otvorena okolina V' jedinice u G takve da je restrikcija
exp |U eksponencijalnog preslikavanja exp : ¢ — G analiticki difeomorfizam sa U na V.

(b) Ako je g = a; + -- -+ a5, gdje su a; potprostori od g, onda postoje otvorene okoline U; nule
waj, j=1,...,5, 1 otvorena okolina V jedinice u G takve da je

("L‘la s al‘s) = (eXp 1'1) T (eXp 1'5),

analitickr difeomorfizam sa Uy X --- X Us na V.
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(c) (Campbell-Hausdorffova formula) Postoji otvorena okolina U nule u g i analiticko
preslikavanje ® : U x U — g takvo da je (exp x)(exp y) = exp ®(z,y) i pri tome se ®(z,y)
moZe napisati kao konvergentan red

@({L‘,y) = Z@k(xay)a

keN

gdje su Py(x,y) Q—linearne kombinacije k— strukih komutatora elemenata x iy i koeficijenti
u tim linearnim kombinacijama su univerzalni, odnosno, ne ovise o grupi G ni o Liejevoj
algebri g. Za k =1,2,3 je

Sy =aty,  Baey) = iloyl, By(ary) = = ([l + s [y al).

2 12

Promatrajmo sada kona¢nodimenzionalan realan ili kompleksan vektorski prostor V' i Liejevu
grupu GL(V') svih regularnih linearnih operatora na V. Njezina se Liejeva algebra identificira s
Liejevom algebrom gl(V') svih linearnih operatora na V' s komutatorom [A, B] = AB — BA. Uz tu
identifikaciju eksponencijalno preslikavanje exp : gl(V) — GL(V) dano je sa A — e?. Analogna
je situacija s Liejevim grupama GL(n,C) i GL(n,R) i njihovim Liejevim algebrama gl(n,C) i
gl(n,R). Oznac¢imo sa N(n,C) (odnosno, sa N(n,R)) Liejevu grupu svih kompleksnih (odnosno,
realnih) gornje trokutastih matrica u GL(n, C) (odnosno, u GL(n,R) ) s jedinicama na dijagonali.
Ta je grupa zatvorena podgrupa od GL(n,C) (odnosno, od GL(n,R) ). Njezina je Liejeva algebra
n(n,C) (odnosno, n(n, R) ) sastavljena od svih striktno gornje trokutastih kompleksnih (odnosno,
realnih) nxn matrica. Primijetimo da Liejevu grupu GL(n, C) mozemo identificirati sa zatvorenom
podgrupom od GL(2n,R), pa ¢e u daljnjem biti dovoljno promatrati sve nad poljem R realnih
brojeva.

Propozicija 3.3.10. A — e je bianaliticka bijekcija sa n(n,R) na N(n,R). Za svaku Liejevu
podalgebrun od n(n,R) pripadna povezana Liejeva podgrupa N je zatvorena podgrupa od N(n,R) i
exp |n je bianaliticka bijekcija san na N. Stovise, N je zatvoren podskup od M,(R). Liejeva grupa
N = exp n je jednostavno povezana.

Dokaz: Prije svega, jasno je da je exp : A — e? analiticko preslikavanje sa n(n,R) u N(n,R).

Ako je B € N(n,R) onda je B — I € n(n,R), dakle, B — I je nilpotentna matrica. Definiramo
preslikavanje log : N(n,R) — M, (R) sa

logB:Z(_lji(B—I)j: }

Kako je B — I € n(n,R) i sve su potencije (B — I)’ elementi od n(n,R). Dakle, log je analiticko
preslikavanje sa N(n,R) un(n,R). Za B € n(n,R) i t € R stavimo A(t) = e'® — I. Tada je

log ' = Z (_Ei/l(t)j,

pa slijedi .
d tB C_l)]_1‘ / i—1 / ji—1

Slog et = S janAwit = ) S (= A1)y

dt JjeN J jeN

Primijetimo sada da za svcaku nilpotentnu matricu C' vrijedi

=1 -0)t

JELy
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Posebno,
D (CAMY =Y (AMY = T+ AWM = ()=
Nadalje,
A(t) = 4 (e —I) = Be'P
dt '

Prema tome,

d

pr log €' = Be'Pe P = B,

Odatle slijedi da je log e'? = t B+ C za neku matricu C' € n(n,R). Za t = 0 imamo C = log I = 0.
Dakle, za t = 1 dobivamo

log e® = B za svaku matricu B € n(n,R).

Dakle, log : N(n,R) — n(n,R) je lijevi invers preslikavanja exp : n(n,R) — N(n,R).

S druge strane, prema tvrdnji (a) teorema 3.3.9. postoje otvorena okolina U nule u n(n,R) i
otvorena okolina V jedinice I u N(n,R) takve da je exp |U bianaliticka bijekcija sa U na V. Vidjeli
smo da je log : N(n,R) lijevi invers preslikavanja exp : n(n, R) — N(n,R), pa je restrikcija log |V
lijevi invers restrikcije exp |U. No kako je exp |U bijekcija sa U na V| zakljucujemo da je log|V i
desni invers od exp |U. Prema tome,

g4 = A VAeV.

Matri¢éni elementi matrice €'°¢ 4 su polinomijalne funkcije matri¢nih elemenata matrice A. Stoga

gornja jednakost vrijedi svuda na N(n,R) :
et —=A  VAeNnR).

Prema tome, analiticko preslikavanje log : N(n,R) — n(n,R) je i desni invers eksponencijalnog
preslikavanja exp : n(n,R) — N(n,R).

Neka je sada n Liejeva podalgebra od n(n,R). Prema dokazanom tada je exp |n bijekcija sa n
na exp n i inverzno je preslikavanje log | exp n. Ocito je A™! € exp n za svaku matricu A € exp n.
Tvrdimo da je exp n podgrupa od N(n,R), tj. da za bilo koje Ay, Ay € exp n vrijedi A; A € exp n.
Neka je U otvorena okolina nule u n takva da je exp U otvorena okolina jedinice u N i da je exp |[U
bijekcija sa U na exp U. Prema tvrdnji (¢) ako je U dovoljno malena onda je

eBrePz = ¢®(B1,B2) VB, By € U.

Pri tome je ®(By, By) red ¢iji su clanovi Q—linearne kombinacije k—strukih komutatora operatora
By i By za k € N. Medutim, kako su By, By € nin je nilpotentna Liejeva algebra, ®(By, Bs) je
kona¢na suma tih k—strukih komutatora. No tada su matricni elementi lijeve i desne strane u
gornjoj jednakosti polinomijalne funkcije matricnih elemenata matrica B; i Bs. Dakle, ako ta
jednakost vrijedi na nepraznom otvorenom skupu U x U od n x n, onda ona vrijedi na ¢itavom
n x n. Napokon, kako k—struki komutatori matrica By, By € n svi leze u n, to je i ®(By, Bs) € n.
Time je dokazano da vrijedi (exp n)(exp n) C exp n. Dakle, exp n je podgrupa od N(n,R). Ta je
podgrupa povezana sadrzana je u N i sadrzi otvorenu okolinu jedinice exp U u grupi N. Odatle
slijedi da je exp n otvorena podgrupa od N, a kako je grupa N povezana, slijedi da je exp n = N.

Napokon, n je zatvoren i jednostavno povezan podskup od n(n,R), pa kako je exp|n(n,R)
homeomorfizam sa n(n,R) na N(n,R), N = exp n je zatvoren i jednostavno povezan podskup od
N(n,R). Primijetimo jo$ da je N(n,R) zatvoren podskup algebre matrica M, (R); doista, to je
skup svih matrica [o;;] € M,,(n,R) takvih da je a; = 1 za svaki i ia;; =02za i > j. Stoga jei N
zatvoren podskup od M, (R).
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Propozicija 3.3.11. Neka je V' realan konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je n Liejeva

podalgebra od gl(V') koja je sastavljena od nilpotentnih operatora. Nadalje, neka je N njoj pridruzena
povezana Liejeva podgrupa od GL(V). Tada je N zatvorena podgrupa od GL(V') iexp :n — N je

bianaliticka bijekcija sa n na N.

Dokaz: Zbog Engelovog teorema postoji baza u kojoj svi operatori iz n imaju striktno gornje
trokutaste matrice. Ako pomocu te baze identificiramo gl(V') sa gl(n,R) i GL(V) sa GL(n,R),
onda se n identificira s Liejevom podalgebrom od n(n,R) a N s pripadnom povezanom Liejevom
podgrupom od N(n,R). Stoga tvrdnje slijede iz propozicije 3.3.10.

Vratimo se sada na kompleksnu poluprostu Liejevu algebru g i na prije uvedene oznake.

Teorem 3.3.12. Neka je e # 0 nilpotentan element od g. Tada su svi elementi od g. nilpotentni i
svi su elementi od G, unipotentni. G, je jednostavno povezana zatvorena podgrupa od GG. Neka je
h € g takav da su h i e neutralan i nilpozitivan element S—trojke. Tada je linearna visestrukost
h+g. skup svih neutralnih elemenata svih S—trogki koje sadrze e kao nilpozitivan element. Nadalje,
svaka su dva elementa iz h+g. konjugirana elementom iz G., tako da je e fiksan pri toj konjugaciji.
Stovise, za svaki A € G, je Ah € h+ g, i preslikavanje A — Ah je bijekcija sa G. na h + ge.

Drugim rijecima, (zbog korolara 3.3.8.) ako je (h,e,y) S—trojka onda je A +— (Ah,e, Ay)
bijekcija sa G, na skup svih S—trojki koje sadrze e kao nilpozitivan element i pri tome Ah prolazi
cijelom linearnom visestrukoséu h + g..

Dokaz: Neka su (h,e,y) i (k,e,z) S—trojke. Tada je [h,e] = [k,e] = 2e, pa je h — k € g°.
Nadalje, h — k = [e,y — z] € (ade)g. Prema tome, h — k € g., odnosno, k € h + g..

Obratno, pretpostavimo da je (h, e,y) S—trojkaida je k € h+g.. Tada je [k, e] = 2e. Nadalje,
h =le,y] € (ade)gi g C (ade)g, dakle, k € (ade)g. Primijenimo 1i korolar 3.3.8. zaklju¢ujemo
da je k neutralni element u nekoj (jedinstvenoj) S—trojki u kojoj je e nilpozitivan element.

Prema teoremu 3.1.15. operator ad h je poluprost, a prema teoremu 3.2.3. sve su njegove svo-
jstvene vrijednosti cijeli brojevi. Za p € Z oznac¢imo sa g, svojstven potprostor od g za svojstvenu
vrijednost p. Nadalje, neka je g = g, N g° svojstveni potprostor restrikcije (ad h)|g® za svojstvenu
vrijednost p. Prema lemi 3.3.5. g° ima rastav u direktnu sumu

o°=> +g
p=0

m+1

pri ¢emu je m € Z, najmanji takav da je (ade) = 0. Iz Jacobijevog identiteta slijedi

[0, 9]  Bp1q 1 [gﬁ,gfl] S (3.6)

Neka je a TDS—podalgebra s bazom {h,e,y}. Ako sa m4 oznac¢imo ireducibilnu d—dimenzionalnu
reprezentaciju od a, iz teorema 3.2.2. slijedi da je svojstveni potprostor operatora my(h) za najveéu
svojstvenu vrijednost d—1 sadrzan u Im 74(e) ako i samo ako je d > 2. Rastavimo sada g u direktnu
sumu ireducibilnih (ad a)—podmodula i primijenimo na njih tu ¢injenicu. Iz tvrdnje (¢) teorema
3.2.3. slijedi da je

ge=> +g (3.7)
p=1

Posebno, operator (ad h)|g. je regularan.

Iz druge formule u (3.6) i iz (3.7) slijedi da je g. nilpotentna Liejeva podalgebra od g. Nadalje,
buduéi da su svojstvene vrijednosti poluprostog operatora (ad h)|g. striktno pozitivne, iz prve
formule u (3.6) slijedi da je operator ad w nilpotentan za svaki w € g.. Prema propoziciji 3.3.11.
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G, je zatvorena podgrupa od G i z +— % je bianaliticka bijekcija sa g. na G.. Dakle, svaki se
A € G, moze na jedinstven nacin pisati kao A = e, w € g.. Tada je

Ah =t [, ]+ Sl fo, )4 (3.8)

Bududi da je g. Liejeva podalgebra koja je invarijantna u odnosu na operator ad h, svi ¢lanovi u
(3.8) pocevsi od drugog leze u g.. Dakle, Ah € h + g, za svaki A € G..

Neka je sada v € g.. Indukcijom po j € {1,...,m} dokazat ¢emo da za svaki takav j postoji
jedinstven element

J
w €Y+ (3.9)
p=1
takav da je
eih — (h+v)e > b (3.10)
p=j+1

Uvjeti (3.9) i (3.10) za j = 1 izgledaju

wy € gy i e™Uh— (h+w) GZ—FQE.

p=2
Prvi od tih uvjeta znaci da je [e,w;] = 0 i [h,w;] = wy. Tada je (adwy)h = —w; i (adw;)?h = 0,
dakle,
Wil = h — .
Prema tome, drugi je uvjet ispunjen ako i samo ako je w; = —wvq, gdje je v; komponenta od v u
g$ u odnosu na rastav (3.7). To pokazuje da takav w; postoji i jedinstven je.
Prijedimo sada na korak indukcije i pretpostavimo da su odredeni jedinstveni takvi wy, ..., w;

za neki j < m. Neka je z;1; komponenta od ¢*!*sh — (h + v) u g5, u odnosu na rastav (3.7).
Stavimo )
Wit = Wy + ﬁ2j+1.

Tada je [zj41,h] = —(j + 1)zj41, dakle, [wjt1, h] = [wj, h] — zj41. Za @ > 1 iz (3.6) slijedi da su
komponente od (ad w;;1)'h i od (adw;)"h u g¢ iste za sve s < j + 1. Prema tome, vrijedi

J+1

Wit € Z + g5
s=1

eddwjtip (h+v) € Z +gc.

s=j+42
Zadatak 3.3.2. Dokazite da je takav w;yq jedinstven.

Time je korak indukcije proveden. Posebno, tvrdnja vrijedi za j = m. To znaéi da postoji
jedinstven w € g. takav da je e®d*h = h + v. Time je teorem dokazan.

Primijetimo da su u dokazu da je h + g. = G.h vazne bile samo dvije ¢injenice: nilpotentnost
Liejeve algebre g, i regularnost operatora (ad h)|ge.

Sada mozemo nadopuniti Jacobson—Morosovljev teorem 3.3.7.:



3.3. NILPOTENTNI ELEMENTI I TDS—PODALGEBRE 81

Korolar 3.3.13. Neka je e # 0 nilpotentan element iz g i pretpostavimo da je e € §1 M sy, gdje su
s1 1 59 TDS—podalgebre. Tada su 51 1 5o jedna drugoj konjugirane i konjugacija se moze izabrati
tako da element e ostaje fiksan.

Dokaz: Prema tvrdnji (d) leme 3.2.4. mozemo izabrati dvije S—trojke koje su baze od s; i od
S 1 u kojima je e nilpozitivni element. Sada korolar slijedi neposredno iz teorema 3.3.12.

Korolar 3.3.13. je zapravo specijalni slucaj sljedeéeg korolara koji je zbog tvrdnje (d) u lemi
3.2.4. 1 zbog Jacobson—Morosovljevog teorema 3.3.7. njegova neposredna posljedica

Korolar 3.3.14. Klase konjugiranosti TDS—podalgebri od g su u prirodnoj bijekciji s klasama
konjugiranosti nilpotentnih elemenata # 0 u g. Ta je bijekcija sljedeca: ako je s TDS—podalgebra od
g, njezinoj klasi konjugiranosti pridruZena je klasa konjugiranosti bilo kojeg nilpotentnog elementa
# 0 u s. Drugim rijecima, TDS—podalgebre s, i 5o su konjugirane ako i samo ako su konjugirani
nilpotentni elementi 0 # e; € 51 1 0 # ey € s9.

Na koncu ovog odjeljka istaknimo jo§ vaznu vezu izmedu nilpotentnih elemenata kompleksne
poluproste Liejeve algebre g i polinomijalnih G—invarijanata. Kao i prije ozna¢imo sa P(g) algebru
svih polinomijalnih funkcija na g i neka je P(g)“ podalgebra svih G—invarijantnih polinomijalnih
funkcija. Nadalje, sa P (g)¢ oznacimo ideal u P(g)“ svih polinomijalnih funkcija bez konstantnog
¢lana:

Pe(e) =) +P"(e) = {f € Pa)% f(0) =0}.

neN

Propozicija 3.3.15. Skup svih simultanih nultocaka ideala Py (g)®

N={zeg f(x)=0VfePy(s)}
je upravo skup svih nilpotentnih elemenata u Liejevoj algebri g.

Dokaz: Pretpostavimo da je x € N, tj. da je f(x) = 0 za svaki f € P,(g)% Za k € N
preslikavanje f : y — Tr(ady)* je homogena polinomijalna funkcija na g stupnja k i ona je
zbog svojstava traga o¢ito G—invarijantna (Stovise, ona je Aut(g)—invarijantna). Prema tome,
fr € Pi(g)¢. Stoga je fu(r) = 0 Vk € N, tj. Tr(adz)* = 0 Yk € N. Sada iz propozicije 3.3.1.
slijedi da je operator ad x nilpotentan, odnosno, = je nilpotentan element Liejeve algebre g.

Obratno, pretpostavimo sada da je x # 0 nilpotentan element od g. Prema lemi 3.3.4. tada je
x € Im (ad z)?, pa postoji h € g takav da je [h,z] = 22. Tada je e '2 "y = =2y za svaki t € R.
Kako je e 24" € G, za svaki f € P, (g)¢ vrijedi

flx)=f (e_tadhx) =f (e_th) vVt € R.

Odavde je
f(z)= lim f (e *z)= f(0)=0.

t——+o0

Kako to vrijedi za svaki f € P, (g)¢, zakljuéujemo da je z € N.
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3.4 Poluprosti elementi i TDS—podalgebre

Neka je s TDS—podalgebra kompleksne poluproste Liejeve algebre g. Prema tvrdnji (a) teo-
rema 3.1.15. ako je h € s poluprost kao element od s onda je h poluprost i kao element od g.
Naravno, vrijedi i obratno: ako je h poluprost kao element od g, to znaci da je operator adgh
poluprost, pa je i njegova restrikcija (adgh) = adsh na invarijantan potprostor s poluprost op-
erator, a to znaci da je h poluprost kao element od s. Kazemo da je h € s monopoluprost
element TDS—podalgebre s ako je on neutralan element neke S—trojke u s. Za to je nuzno da
je 2 € Sp(adsh). No to je i dovoljno. Naime, ako je 2 € Sp(adsh), onda je i —2 € Sp(adsh),
buduéi da je trag operatora adsh jednak nuli. Izaberemo li z,y € s\ {0} takve da je [h,z] = 22
i[h,y] = —2y, onda je [z,y] # 0 (jer [x,y] = 0 bi znacilo da je Cz + Cy komutativan ideal u
s) 1 [x,y], x,y su linearno nezavisni buduéi da su to svojstveni vektori operatora adsh za razlicite
svojstvene vrijednosti. Odatle slijedi da je [z, y] = ch za neki ¢ € C*. Zamijenimo li npr. y s njemu
proporcionalnim elementom dolazimo do S—trojke u s kojoj je h neutralni element.

U ovom ¢emo odjeljku razmotriti pitanje konjugiranosti monopoluprostih elemenata TDS—pod-
algebri od g. Neka je (h,z,y) S—trojka i neka je s TDS—podalgebra razapeta sa h, = i y. Kao
Sto smo spomenuli, promatranjem adjungirane reprezentacije s na g iz teorema 3.2.3. nalazimo
da su sve svojstvene vrijednosti operatora ad h cijeli brojevi. Za p € Z oznac¢imo sa g, svojstven
potprostor od ad h za svojstvenu vrijednost p :

g, ={z g [h 2] =pz}

Neka je k = max {j € N; g; # {0} }. Tada je

k
dimg,=dimg_, VpeZ i g:Z+gp.

p=—Fk

Nadalje, zbog Jacobijevog identiteta vrijedi

[gpagq] g gp-i—q' (3‘11)

Najprije zelimo odrediti sve S—trojke koje sadrze h kao neutralni element. Nilpozitivni element
bilo koje S—trojke koja sadrzi h kao neutralni element sadrzan je u go. Posebno, vrijedi x € gs.
Postavlja se pitanje koji jos elementi potprostora go pripadaju S—trojkama koje sadrze h i da li
su te S—trojke konjugirane S—trojki (h,x,y). Da bismo na to pitanje odgovorili, promatrajmo
Liejevu podalgebru gy = g" = Ker ad h. Neka je G povezana Liejeva podgrupa od G koja odgovara
Liejevoj podalgebri g". 1z (3.11) slijedi da je svaki potrostor g, invarijantan s obzirom na ad g”,
dakle, on je i G"—invarijantan. Posebno nas zanima djelovanje grupe G" na g..

Za svaki e € gy iz (3.11) slijedi (ade)gy C go. Neka je T'(e) = (ade)|go. Uocimo sljedeéi
podskup od g :

go={e€ g T(e)go=go} = {e € go; rankT(e) = dim go}.
Lema 3.4.1. Neka je e nilpozitivni element S—trojke koja sadrzi h. Tada je e € go. Posebno,
vrijedi x € @s.

Dokaz: Pretpostavimo da e i h pripadaju nekoj S—trojki i neka je s’ TDS—podalgebra raza-
peta tom S—trojkom. Primijenimo li teorem 3.2.2. na adjungiranu reprezentaciju od s’ na g, slijedi
da je go C Imade = (ade)g. S druge strane, iz (3.11) slijedi da je (ade)g N g = (ade)go N go.
Dakle, vrijedi T'(e)go = go-
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Lema 3.4.2. g, je otvoren, gust i povezan podskup od gs.

Dokaz: Prema lemi 3.4.1. taj je skup neprazan (sadrzi z). Izaberimo bazu od gg i bazu od
g2. Za e € gy oznacimo sa [1T'(e)] matricu operatora T'(e) u tom paru baza. To je matrica formata
dim go x dim go. Zbog T'(z)go = g2 znamo da je dim go > dim go. Sada je jasno da je go skup svih
e € go takvih da je u matrici [T'(e)] barem jedna minora formata dim gs X dim go razli¢ita od nule.
Svaka je minora od [T'(e)], promatrana kao funkcija od e, polinomijalna funkcija na g,. Neka su
Fi, ..., F,, sve od tih minora koje nisu identicki jednake nuli. Takvih ima jer je rank T'(z) = dim gs,
dakle, barem jedna od minora matrice [T'(x)] formata dim go x dim g, nije jednaka nuli. Tada je go
komplement u g, skupa svih zajednickih nultocaka od Fi, ..., F,,. Jasno je da je taj skup otvoren
u go. GustocCa i povezanost slijede iz ¢injenice da ako su u € g, i v € go, onda za indeks j takav
da je Fj(u) # 0 ima samo konacno mnogo skalara A € C takvih da je F}(\) = Fj(Au+(1—-X)v) = 0.

Uoé¢imo sada da je skup g G"—invarijantan, dakle, on je unija Gj,—orbita.
Lema 3.4.3. Neka je e € go. Tada je njezina G"—orbita G"e otvorena u gy, dakle, i u go.

Dokaz: Preslikavanje A — Ae sa G" u g, je analiticko. Dakle, dovoljno je dokazati da je
diferencijal tog preslikavanja s tangencijalnog prostora na G" u jedinici u tangencijalan prostor
na go u tocki e (a taj se identificira s prostorom gs) surjektivan. No po definiciji skupa g, slika
tog diferencijala je

(adg")e = [e,g"] = (ade)g" = (ad €)go = g2

Time je lema dokazana.
Korolar 3.4.4. Skup g, je jedna G"—orbita.

Dokaz: Naime, g, je disjunktna unija G"—orbita, a kako je svaka od tih orbita otvoren pod-
skup od gs, to je i komplement svake od tih orbita otvoren podskup od g,. Sada tvrdnja slijedi iz
leme 3.4.2. prema kojoj je g2 povezan podskup od gs.

Ove tri leme i korolar daju sljede¢i teorem:

Teorem 3.4.5. Neka je (h,z,y) S—trojka u kompleksnoj poluprostoj Liejevoj algebri g. Nadalje,
neka su g centralizator od h u g i G" povezana Liejeva podgrupa od G odredena s Liejevom
algebrom g". Stavimo

g2 ={e g [he] =2e}.

Tada je
(ade)g" C go Ve € go. (3.12)

Element e € g je nilpozitivni element neke S—trogke u kojoj je h neutralan element ako i samo
ako su zadovoljena sljedeca dva uvjeta:

(1) e € g
(2) (ade)g" = go.

Svake dvije S—trojke koje sadrie element h konjugirane su jedna drugoj elementom grupe G".
Drugim rijecima, vrijedi
g2={e € [e,0"] = g2} = G

Napokon, go je skup svih nilpozitivnih elemenata svih S—trojki koje sadrze h kao neutralan element.



84 POGLAVLJE 3. REDUKTIVNE GRUPE

Korolar 3.4.6. (Malcev) Dvije TDS—podalgebre u g konjugirane su ako i samo ako je bilo koji
monopoluprost element jedne konjugiran bilo kojem monopoluprostom elementu druge.

Zadrzimo uvedene oznake. Podskup g, samo je dio klase G—konjugiranosti od x u g (odnosno,
G—orbite Gz). Nesto vedi dio te klase bit ¢e opisan u sljedeéem teoremu.

Zaj€{0,1,...,k} stavimo
k
nj = Z—f—gp
p=j

Iz (3.11) je jasno da je to Liejeva podalgebra od g i ta je podalgebra nilpotentna ako je j > 0.
Neka je N; povezana Liejeva podgrupa od G' s Liejevom algebrom n;.

Teorem 3.4.7. Vrijedi
Noh=h+n ={h+v; veEn} i Nox=ga+n3={e+uv; e€ gy vEn}.
G" je podgrupa od Ny, Ny je normalna podgrupa od Ny i Ny je njihov semidirektan produkt:
Ny = NG", N NG ={1}.
Elementi od Ny su unipotentni operatori na g. Preslikavanje A — Ah je bijekcija sa Ny na h+ny.

Skica dokaza: Imamo ny = g" +n; i n; je ideal u ny. Odatle slijedi da je G* podgrupa od Ny
i da je N7 normalna podgrupa od Ny. Prema tvrdnji (b) teorema 3.3.9. grupa Ny generirana je sa
G"N,. Medutim, kako je N; normalna podgrupa od Ny, slijedi da je G"N; grupa pa zakljuéujemo
da je Ny = G"N;. Neka je A € G" N N;. Prema propoziciji 3.3.11. postoji jedinstven w € n; takav
da je A =e*". Neka je y € g, za neki p € Z. Tada je

(adw)jyez4—gq Vj e N,

q>p

dakle,
Ay=y+u  zaneki uEZ—ng.

q>p

S druge strane, kako je A € G" vrijedi Ay € g,. Prema tome, vrijedi Ay =y za svaki y € g, i za
svaki p € Z. Dakle, A = I, odnosno dokazali smo da je G" N Ny = {I}.

Uoc¢imo sada da je n; invarijantan potprostor za operator ad h i restrikcija (ad h)|n; je regularan
operator. Sada se dokaz da je A — Ah bijekcija sa Ny na h 4+ ny provodi se potpuno analogno
dokazu odgovarajuce tvrdnje u teoremu 3.3.12. Nadalje, ako je e € g, analogno tom istom dokazu
pokazuje se da je A — Ae bijekcija sa Ni na e + n3. Napokon, prema korolaru 3.4.4. vrijedi
g2 = G"z. Prema tome,

Now = N\G"x = Nigs = go + 1.
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3.5 Glavni nilpotentni elementi

U daljnjem je fiksirana neka Cartanova podalgebra h kompleksne poluproste Liejeve algebre g
i R = R(g,b) je pripadni sistem korijena. Za o € R ozna¢imo sa g, pripadni korijenski potprostor

9o = {z €9 [h,2] = a(h)x Vh € b}.
Tada prema teoremu 3.1.19. imamo korijenski rastav u direktnu sumu
g=b+> +aa
acR

i svi su korijenski potprostori g, jednodimenzionalni.Nadalje, R razapinje cijeli dualni prostor h*.

Neka je B Killingova forma od g, B(z,y) = Tr (adz)(ad y). Prem,a teoremu 3.1.11. forma B
je nedegenerirana, a prema teoremu 3.1.18. njena restrikcija na Cartanovu podalgebru Blh x b
takoder je nedegenerirana. Zbog toga, kao $to smo naveli u odjeljku 3.1., imamo izomorfizam
Aty sa h* na b definiran sa

A(h) = B(h,ty) Vh € b.
Trebaju nam jos neki rezultati o strukturi kompleksnih poluprostih Liejevih algebri. Stavimo
hr = spang{t,; « € R} = spang{h,; o € R} i hr = spangR.

Pri tome je h,, jedinstven element od [g,, g_.] = Ct, takav da je a(h,) = 2.
Teorem 3.5.1. Vrijed:

(a) br je realna forma od b, tj. h = hr + ibg. Nadalje, bg = {h € b; Sp(adh) C R}.

(b) bk je realna forma od b*.

(¢) Restrikcija A — Mbr je izomorfizam prostora b na dualni prostor od bg.

(d) Restrikcija B|bgr % br je skalarni produkt na realnom prostoru bg.

Za o € R neka je H, = Keralbg pripadna hiperravnina u hg. Weylova komora je svaka
komponenta povezanosti komplementa unije svih tih hiperravnina, tj. komponenta povezanosti

skupa
UR\ U Ha-

aER

Podskup R, C R zove se skup pozitivnih korijena za R ako vrijedi
R:R+U(_R+)7 R+ﬂ(—R+):® i a,ﬁ€R+,a+ﬁ€R — Oé—f-BGRJ,_

Takvi skupovi postoje: ako u prostor hi uvedemo leksikografski uredaj > u odnosu na bilo koju
bazu, onda je {a € R; « > 0} skup pozitivnih korijena za R. Kazemo da je o € R prost korijen
u odnosu na R, ako je @ € R, ine postoje 3,7 € Ry takvi da je &« = 4 7. Oznac¢imo sa B(R,)
skup svih prostih korijena u odnosu na R, . Nadalje, stavimo

Tada je ocito C'(R,) Weylova komora u hg, a njezin je zatvarac

C(Ry) ={h €br; a(h) 20 Va € R, }.
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Teorem 3.5.2. (a) B(R.) je baza realnog prostora hg za svaki skup pozitivnih korijena R, .

(b) Za podskup B C R wvrijedi B = B(Ry) za neki skup pozitivnih korijena Ry ako i samo ako
za svaki o € R vrijeds
a:j:ZnﬁB, ng € Zy.
BEB
U tom je slucaju R, jedinstveno odreden sa B 1 sastoji se od svih korijena o € Ry za koje
u gornjem prikazu stoji znak +, tj. skup svih korijena o koji su sume korijena iz B.

(¢) Ry — C(Ry) je bijekcija sa skupa svih skupova pozitivnih korijena na skup svih Weylovih
komora. Obrnuta bijekcija C'— R, (C) dana je sa

R, (C)={a€R; a(h) >0 VheC).

Podskup B C R sa svojstvom iz tvrdnje (b) zovemo baza sistema korijena R. Tvrdnje (a)
i (b) teorema 3.5.2. znace da je R, — B(R,) bijekcija sa skupa svih skupova pozitivnih korijena
za R na skup svih baza od R.
Za a € R oznadimo kao i ranije h, jedinstven element iz [g,, §_o] takav da je a(h,) = 2. Tada
je sa
Ta(A) =X = A(ha)a, Ae b,

definirana refleksija na prostoru h* u odnosu na koju je realna forma b invarijantna. Oznacimo sa
W(R) = W (g, b) podgrupu grupe GL(h*) generiranu svim refleksijama o,, o € R. W(R) se zove
Weylova grupa sistema korijena R, odnosno, Weylova grupa para Liejeve algebre g u odnosu na
Cartanovu podalgebru h. Ta grupa djeluje i na h pomocu kontragredijentnog djelovanja:

Ao (h)) = (671 (V) (h), hebh, Aebh*, oceW(R).
Teorem 3.5.3. (a) W(R) je konacna grupa.

(b) Grupa W(R) djeluje prosto tranzitivno na skupu svih Weylovih komora u bg, tj. ako su C
i C" bilo koje Weylove komore u b onda postoji jedinstven element o € W(R) takav da je
C'=0o(0).

(¢) Grupa W(R) djeluje prosto tranzitivno na skupu svih skupova pozitivnih korijena u R.
(d) Grupa W(R) djeluje prosto tranzitivno na skupu svih baza sistema korijena R.

(e) Neka je C Weylova komora u br. Tada je njezin zatvarac C fundamantalna domena za
djelovanje grupe W(R) na br, tj. za svaki h € g presjek C N W (R)h je jednoclan skup.

Neka je G = Int(g). Stavimo

Ne(h) ={9e€G: gh=b} i Cglb)={9€G; glh=1I}.

Tada su o¢ito normalizator Ng(h) od h u G i centralizator Cg(h) od h u G zatvorene podgrupe
grupe G i Cg(h) je normalna podgrupa od Ng(h). Tada je za svaki element g € Ng(h) restrikcija
glh element od GL(h) i ¢ — g|b je homomorfizam grupe Ng(h) u grupu GL(H) i jezgra tog
homomorfizma je Cg(h). Prema tome, kvocijentna grupa Ng(h)/Ce(h) prirodno se identificira s
podgrupom od GL(b).

Teorem 3.5.4. Uz opisanu identifikaciju vrijedi Ng(h)/Cq(h) = W(R). Drugim rijecima, za
svaki g € Ng(h) je glb € W(R) i za svaki o € W(R) postoji g € Ng(h) takav da je o = glh.
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Oznacimo sa & skup svih poluprostih elemenata Liejeve algebre g. Nadalje, neka je
Sg ={h € S; Sp(ad h) C R}. Svaki h € S sadrzan je u nekoj Cartanovoj podalgebri . Buduéi da
su sve Cartanove podalgebre od g medusobno G—konjugirane, postoji g € G takav da je g(h) € b.
Kako je ad g(h) = g o (adh) o g7, spektri operatora ad h i ad g(h) se podudaraju. Stoga je skup
Sg invarijantan s obzirom na djelovanje grupe G. Sada iz teorema 3.5.4. i iz tvrdnje (e) teorema
3.5.3. neposredno slijedi:

Korolar 3.5.5. Zatvarac¢ C bilo koje Weylove komore C u bg je fundamentalna domena za djelo-
vanje grupe G na Sg.

Neka je u daljnjem fiksiran neki skup pozitivnih korijena R, i neka je B(Ry) = {a,..., s}
pripadna baza. Prema tvrdnji (a) teorema 3.5.2. to je baza realnog prostora b, dakle, prema
tvrdnji (b) teorema 3.5.1. to je i baza kompleksnog prostora h*. Neka je {hq, ..., h} njoj dualna
baza od bg, dakle, i od h. Tada su o¢ito Weylova komora C' = C'(R, ) pridruzena R, i njen zatvaraé¢
dani sa

C = {Clhl—i-'“—l—Cghg; Cly...,Cp ER:}, C = {Clhl—l—'-'—l—Cghg; Cly...,Cp ER+}.
Lema 3.5.6. Neka je h € C neutralni element neke S—trojke (h,x,y). Tada je
h=cihy + -+ cohy, Cl,...,CgE{O,l,Q}.

Dokaz: 1z teorije reprezentacije TDS slijedi da su sve svojstvene vrijednosti operatora ad h
cjelobrojne. Nadalje, ako zapisemo

h=chy+ -+ cohy, Cly...,c0 € Ry,
onda za eq, € ga, \ {0} imamo (ad h)e,, = a;(h)eq, = cjeq,, dakle, ¢; € Sp(adh). Prema tome,
vrijedi ¢; € Zy za svaki j = 1,..., (. Pretpostavimo da je ¢; > 2 za neki j € {1,...,¢}. Za svaki
a € R izaberimo e, € g, \ {0}. Tada je
{h1,..., e} U{eq; a € R}
baza od g pa se posebno nilnegativni element y moze pisati u obliku

¢
Yy = Zajhj + Zaaea
1

j= aER

Bududi da je (ad h)y = =2y, (adh)h; =0, j =1,...,¢, (adh)e, = a(h)e,, a € R, imamo

¢
Z aga(h)e, = —2 Z a;h; —2 Z aCo,
j=1

a€ER a€ER
dakle,
ap=--=a=0 i  au(a(h)+2)=0 Va€R.
Kako je po pretpostavci A € C, imamo a(h) > 0za a € R, i a(h) <0zaa € R_. = —R,, pa

iz gornjih jednakosti slijedi da je a, = 0 za svaki a € R, (a takoder i a, = 0 ako je a € R_ i
a(h) # —2). Prema tome,

Y= Z (0o (3.13)

a€ER_
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Prema teoriji reprezentacija TDS—algebri, primijenjenoj na TDS—podalgebru a = Ch + Cx + Cy
i na njezinu reprezentaciju adg|a, znamo da je operator ady injektivan na svakom svojstvenom
potprostoru operatora ad h za svojstvenu vrijednost > 0. Posebno, vrijedi z = (ady)es, # 0. Sada
je z = [y, eq,] svojstveni vektor za operator ad h za svojstvenu vrijednost ¢; — 2 > 0. Sliéno kao
sto smo dokazali (3.13) nalazimo da je

[y, ea,] = Z dseg  zaneke dge C.
BER+

S druge strane, iz (3.13) slijedi

[y, ea,] = Z o lCas €a,]

acR_

i vrijedi [eq, €q,] € Gata,- Odatle zakljucujemo da je a, # 0 moguce samo ako je o+ a; € Ry. No
to je nemoguce za bilo koji o € R_, bududi da je a; prost korijen u odnosu na . Ova kontradik-

cija pokazuje da ne moze biti ¢; > 2 ni za jedan j € {1,..., ¢}, odnosno, nuzno je ¢; € {0, 1,2} za
svaki j.
Ova lema pokazuje da ima manje od 3° monopoluprostih elemenata u C'. Neka su to hay, - hay

(pri ¢emu je k < 3. Prema korolarima 3.4.6. i 3.5.5. ima to¢no k klasa G—konjugiranosti
TDS—podalgebri od g : ako je za svaki j € {1,...,k} izabrana neka TDS—podalgebra a;) u

kojoj je h(;) neutralni element, onda su a, ..., ax) medusobno nekonjugirani predstavnici svih
klasa konjugiranosti TDS—podalgebri od g.

Medu elementima hy, ..., hy) jedan se posebno istice. To je onaj koji je dan sa ¢; = 2 za
jg=1,...,0:

Lema 3.5.7. Uz uvedene oznake hy = 2hy + - -+ + 2hy je monopoluprost element od g sadrZan u
Weylovoj komori C.

Dokaz: Prema teoremu 3.5.2. B(R;) = {a4,...,as} je baza realnog prostora b, pa je prema
teoremu 3.5.1. {t,,, ..., ts, } baza realnog prostora hr. Stoga je i {hqa,, . . ., ha, } baza od hg. Bududi
da je hy € bg, postoje jedinstveni r1,...,7r, € R takvi da je

ho = rlhoq + 4 T’ghae.

Mozemo pretpostaviti da su e, € g, \ {0} izabrani tako da je [en, €_o] = hq za svaki @ € R. Sada
za proizvoljne ¢y, ..., c, € C* stavimo

. T T

Ty = C1€q; + -+ + Creq, 1 Y= —€ g T+ —€_q,.
C1 Ce

Imamo a;(h;) = 04, dakle, aj(ho) = 2 za svaki j = 1,...,£. To znaci da je [ho,eq,] = 264, i
[ho,e—a,;] = —26_o; za j =1,...,¢, pa vrijedi

[ho, o] = 220 1 [ho, Yo] = —2v0.

Nadalje, buduéi da su ay, ..., ap prosti korijeni, vrijedi a; —a; & R za i # j, dakle, [eq,,e_o;] =0
za i # j. Prema tome, vrijedi

¢ ¢
[0, Yo] = er [€a;,€-a;] = erhaj = hy.
j=1 J=1

Dakle, (ho, o, y0) je S—trojka u g, odnosno, hy je monopoluprost element od g. Napokon, kako je
a;(hg) =2>0zaj=1,...,¢ vrijedi hy € C.
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Neka su hg, zg, yo definirani kao u lemi 3.5.7. i njezinom dokazu i neka je ag TDS—podalgebra
od g njima razapeta. Svaka TDS—podalgebra koja je G—konjugirana TDS—podalgebri ay zove se
glavna TDS—podalgebra. S—trojka (hg, zo, o) 1 svaka druga koja je njoj G—konjugirana zove
se glavna S—trojka. Primijetimo da je a(hg) # 0 za svaki o € R, dakle, element hy je regularan.
Svaki element klase konjugiranosti Ghg zove se glavni regularni element od g, a svaki element
klase konjugiranosti Gz, zove se glavni nilpotentni element od g.

Vazno svojstvo po kojem se glavna TDS—podalgebra istice medu svim TDS—podalgebrama
odnosi se na njezinu adjungiranu reprezentaciju na g. Za bilo koju TDS—podalgebru a oznacimo sa
n(a), n¥(a) i n°(a) redom broj ireducibilnih konstituenata, broj parnodimenzionalnih ireducibilnih
konstituenata i broj neparnodimenzionalnih ireducibilnih konstituenata reprezentacije adg|a.

Teorem 3.5.8. Za svaku TDS—podalgebru a vrijedi n(a) > ¢ = dim h = rankg. Nadalje,
TDS—podalgebra a je glavna ako i samo ako je n(a) = ¢.

Dokaz: Neka je (h,z,y) S—trojka koja razapinje TDS—podalgebru a. Zbog korolara 3.5.5.
mozemo pretpostaviti da je h € C' C hg. Buduéi da je h C g", ocito je dim g" > ¢. Nadalje, prema
tvrdnji (c) teorema 3.2.3. vrijedi dim g" = n°(a). Dakle,

n(a) > n°(a) = dim g" > (. (3.14)

Time je dokazana prva tvrdnja.

Pretpostavimo sada da je a glavna TDS—podalgebra. Tada je element h regularan, pa je g" = b,
dakle, dim g" = ¢. Nadalje, u tom su slu¢aju sve svojstvene vrijednosti operatora ad h parne, pa
je n¥(a) = 0. Dakle, n(a) = n°(a) = dim g" = .

Pretpostavimo sada da je n(a) = . Prema (3.14) tada je dim g" = ¢, dakle, element h je
regularan. Stoga iz leme 3.5.6. slijedi

h=cihy + -+ cohy, Cl,...,CKE{l,Q}

Prema (3.14) vrijedi n°(a) = n(a), dakle, n¥(a) = 0, a to znaéci da su sve svojstvene vrijednosti
operatora ad h parne. Kako je a;(h;) = d;;, vrijedi [h, eq,] = cjeq, za j = 1,..., L. Odatle slijedi
c;=2zaj=1,...,{, odnosno, h = hy iz leme 3.5.8., odnosno, a je glavna TDS—podalgebra.

Neposredna je posljedica ovog dokaza:

Korolar 3.5.9. Neka je a TDS—podalgebra od g. Tada je n°(a) > (. Jednakost n®(a) = ¢ vrijedi
ako i samo ako su monopoluprosti elementi u a reqularni u g. Ukoliko je a glavna TDS—podalgebra,
onda je n¥(a) = 0.

Sljededi je korolar teorema 3.5.8. karakterizacija glavnih nilpotentnih elemenata u skupu N
svih nilpotentnih elemenata u g. Dokaz slijedi neposredno iz teorema 3.2.2. 1 3.2.3.

Korolar 3.5.10. Za svaki e € N vrijedi dim g® > { i e je glavni nilpotentni element ako i samo
ako je dim g° = /.

Promotrimo sada poblize glavnu S—trojku (hg, xg, %) iz leme 3.5.7. i njezinog dokaza. Neka
je g, svojstveni potprostor operatora adhgy za svojstvenu vrijednost p € Z. Primijetimo da je
g, = {0} za neparne brojeve p, buduéi da operator ad hy ima samo parne svojstvene vrijednosti.
Svaki korijen o € R mozemo pisati

¢
a:Zn]aj gdjesu ny,....,ny€Zy za «€ Ry.
j=1



90 POGLAVLJE 3. REDUKTIVNE GRUPE
Definiramo red korijena « sa
¢
o(a) = Z n;.
j=1
Bududi da je aj(hg) =2 za j =1,...,¢, vrijedi
gp= Y +g. akoje peZ’.

Kao u odjeljku 3.4. stavimo

nj:Z‘i‘gpa J €Ly

p>J

n:nlzngzz4—9j: Z+ga

j>2 acRy

Neka je

s=np=0H+ n

Tada znamo da je n maksimalna u skupu Liejevih podalgebri od g sastavljenih od nilpotentnih
elemenata i s je maksimalna rjesiva Liejeva podalgebra od g. Neka su H, N i S povezane Liejevve
podgrupe od G s Liejevim algebrama f, n i 5. Prema teoremima 3.4.5. 1 3.4.7. imamo

¢
Hxg =gy = {6692; 622%6%7 ala---aGZEC*}
j=1

i (bududi da je ng = ny)

Sxog =g +ny4 = eEn;e:Zaaea, o €C, ao;, #0zaj=1,... (. (3.15)

acR4

(3.15) izmedu ostalog znaci da su ,,gotovo svi” elementi u maksimalnoj podalgebri n sastavljenoj
od nilpotentnih elemenata glavni nilpotentni, dakle, leze u istoj klasi G—konjugiranosti. Sljedeca
jednostavna karakterizacija glavnih nilpotentnih elemenata u n pokazuje da Sz sadrzi svaki glavni
nilpotentni element od n, odnosno da je Gxy Nn = Sxy.

Teorem 3.5.11. Element

e = g An€q EMN

aERy

je glavni nilpotentni element ako i samo ako je ao, #0 za j =1,... L.

Dokaz: Prema (3.15) ako e € n zadovoljava uvjet teorema onda je e glavni nilpotentni element.

Pretpostavimo sada da je e € n glavni nilpotentni element i da je a,, = 0 zaneki j € {1,...,(}.

Pretpostavimo najprije da je Liejeva algebra g prosta. Tada je poznato da postoji najveci
korijen ¥ € R, u sljede¢em smislu:

¢
V= Z gjo; gdjesusvi g €N

j=1
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i ako je
CY:thOéjER, tl,...,thZ,

onda je
tquj' zZa j:l,,f

Odatle slijedi da je
o(¢) > o) Va € R\ {¢}. (3.16)

Stavimo ,
V) =>4
j=1

Neka je ap TDS—podalgebra razapeta S—trojkom (hg, o, yo) 1 promotrimo reprezentaciju adg|dap.
Sada iz (3.16) i iz teorema 3.2.2. slijedi:

1) ey lezi u jedinstvenom ireducibilnom ay—podmodulu b C g.

2) dim b = 2¢ + 1.

3 G_web.

(
(
(
(4

)
)
)
) Svaki drugi ireducibilan ap—podmodul u g ima dimenziju striktno manju od 2¢ + 1.

Prema tome,
(adyo)??™ =0 i (adyo)*ey, = ae_, zaneki a€ C*

Buduéi da je yo konjugiran elementu e (svi su glavni nilpotentni elementi u jednoj klasi konjugi-
ranosti), slijedi (ad e)® # 0. S druge strane, kako je e € n, za svaki a € R imamo

(ade)e, = Z bses (3.17)
BER

i pri tome vrijedi
bs # 0 — o(f) > o(a) + 2q.

Sada zbog (3.15) mozemo zakljuciti da je (3.17) jednako nuli ako je a # —). Prema tome, iz
(ad e)?? £ 0 slijedi da mora biti (ade)*e_, # 0, pa pomocu (3.15) zakljucujemo da je

(ade)®e_y = dey za neki d € C".

Pisemo sada
e =e1 + eq, €1 € g2, €9 E€ Ny

Sada je (ade)?? = (ade; + ad e3)??, dakle, (ad e)?? je suma produkata potencija operatora ad e; i
operatora ad ey, s tim da je suma eksponenata u svakom takvom produktu jednaka 2q. Sada zbog
(3.15) nalazimo da svaki ¢lan u toj sumi vektor e_, preslikava u nulu, osim ¢lana (ade;)??. To
znaci da je

(adep)?e_y, = (ade)®e_,, = d'ey.

Za bilo koji 0 < p < 2¢ imamo

(adey)Pe_y = Z bses.
BER
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Buduéi da je po pretpostavci a,, = 0, slijedi da bj; moze biti razli¢ito od nule samo ako je

4
k=1

Posebno, za p = 2¢ slijedi ¢; = —¢;, odnosno, ¢; = 0, a to nije tako za najveci korijen ¢. Ova
kontradikcija dokazuje tvrdnju u slucaju da je Liejeva algebra g prosta.

Odatle slijedi tvrdnja i u opéem slucaju jer tada je g direktna suma prostih ideala i prema
korolaru 3.5.10. e je glavni nilpotentni element ako i samo ako su sve njegove komponente u tim
prostim idealima glavni nilpotetni elementi u tim idealima.

Poznato je da su sve maksimalne rjesive podalgebre (tj. sve Borelove podalgebre) kompleksne
poluproste Liejeve algebre g medusobno G—konjugirane. To znaci da je svaka rjesiva podalgebra
od g konjugirana nekoj podalgebri s od s. Ako su svi njezini elementi nilpotentni onda je ocito
s’ C n. To posebno znaci da je svaki nilpotentni element od g konjugiran nekom elementu iz n. Ta
¢injenica slijedi i iz leme 3.5.6.:

Lema 3.5.12. Svaki nilpotentni element e € g konjugiran je nekom elementu e’ € n.

Dokaz: Prema Jacobson—Morosovljevom teoremu 3.3.7. dovoljno je dokazati da je nilpozitivni
element bilo koje S—trojke u kojoj je neutralni element neki od elemenata h), ..., hy) (oznake
iz odlomka iza dokaza leme 3.5.6.) sadrzan u n. No to je jasno, bududi da su svi h(;) € C pa ako
jea € Rialhgy)=2,ondajeac R,.

Kao neposrednu posljedicu teorema 3.5.11. i leme 3.5.12. dobivamo sljede¢u karakterizaciju
glavnih nilpotentnih elemenata proste Liejeve algebre:

Korolar 3.5.13. Pretpostavimo da je Liejeva algebra g prosta i neka je g = o(v)) za najveci korijen
Y. Za svaki nilpotentni element e € g vrijedi (ad e)?™ =0 i e je glavni nilpotentni element ako i
samo ako je (ade)?? # 0.

Korolar 3.3.14. uspostavlja prirodnu bijekciju izmedu klasa G—konjugiranosti nilpotentnih
elemenata i klasa G—konjugiranosti TDS—podalgebri. Naravno, u toj korespondenciji klasa glavnih
nilpotentnih elemenata odgovara klasi glavnih TDS—podalgebri.

Korolar 3.5.14. Klasa konjugiranosti glavnih nilpotentnih elemenata u g je otvoren, gust i povezan
podskup skupa N svih nilpotentnih elemenata u g.

Dokaz: Otvorenost slijedi iz korolara 3.5.10. Naime, treba samo izabrati bazu {ey,...,e,} od g
i promatrati minore formata (n —¢) x (n—{¢) matrice nilpotentnog operatora ad e. Tada je e glavni
nilpotentni ako i samo ako je neka od tih minora razlicita od nule. Gustoca slijedi iz teorema 3.5.1.
i leme 3.5.12. Napokon, povezanost svake klase G—konjugiranosti slijedi iz povezanosti grupe G.

Uoc¢imo sada da postoji vrlo jaka analogija izmedu glavnih nilpotentnih elemenata u skupu
N svih nilpotentnih elemenata i regularnih elemenata u skupu S svih poluprostih elemenata. To
pokazuju korolari 3.5.10. i 3.5.14. Po toj analogiji Cartanove podalgebre odgovaraju maksimalnim
Liejevim podalgebrama sastavljenim od nilpotentnih elemenata. Po lemi 3.5.12. svaki je nilpotentni
element e € N konjugiran nekom elementu fiksne izabrane maksimalne Liejeve podalgebre n
satavljene od nilpotentnih elemenata, a isto tako je svaki poluprosti element h € S konjugiran
nekom elementu fiksne izabrane Cartanove podalgebre h. Nadalje, sve su maksimalne Liejeve
podalgebre sastavljene od nilpotentnih elemenata medusobno konjugirane isto kao Sto su sve
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Cartanove podalgebre medusobno konjugirane. Znamo da su regularni elementi okarakterizirani
svojstvom da se svaki nalazi u jedinstvenoj Cartanovoj podalgebri. Sljedeé¢i korolar potvrduje
naznacenu analogiju:

Korolar 3.5.15. Nilpotentni element e € N je glavni nilpotentni element ako i samo ako je
sadrzan u jedinstvenoj maksimalnoj Liejevoj podalgebri sastavljenoj od nilpotentnih elemenata.

Dokaz: Prema lemi 3.5.12. mozemo pretpostaviti da je e € n.
Pretpostavimo da e nije glavni nilpotentni element. Dokazat ¢emo da se tada e nalazi u barem
jos jednoj maksimalnoj Liejevoj podalgebri n’ # n sastavljenoj od nilpotentnih elemenata. Mozemo

pisati
e= E (6Cq -

aER

Prema teoremu 3.5.11. vrijedi a,, = 0 za neki j € {1,...,/}. No tada se lako vidi da je

n' = 9—0a; + Z + Yo
a€R\{a;}
maksimalna Liejeva podalgebra sastavljena od nilpotentnih elemenata. (Precizno, n se preslikava
na n’ bilo kojim elementom iz Ng(h) ¢ija je restrikcija na b refleksija iz W (g, h) u odnosu na
korijen ;. Napokon, o¢ito je e € n’ i n’ # n.
Pretpostavimo sada da je e glavni nilpotentni element. Mozemo pretpostaviti da je e = xq, uz
oznaku iz leme 3.5.7., tj.

e =Cieq, + -+ Creq,, cl,...,co € C",

Pretpostavimo da je e € n = gn za neki g € GG. U daljnjem ¢emo koristiti crticu ' da ozna¢imo
efekat konjugiranja elementom ¢. Primijenimo li teorem 3.5.11. na n’ slijedi da je

e= E Ao s

gdje su Qo #0zaj=1,...,0. Prema teoremu 3.4.7. postoji g; € N’ takav da je

4
o !
gre = 5 (o €
i=1

Bududi da su h{(= gho) i g1e o¢ito neutralan i nilpozitivan element neke S—trojke (v. dokaz leme
3.5.7.), iz teorema 3.3.12. slijedi da je

giho € hy + g

Budud¢i da je element hj regularan primjenom teorije reprezentacija TDS—podalgebre razapete
tom S—trojkom nalazimo da je g9*¢ C n’. No tada po teoremu 3.4.7. postoji go € N’ takav da je
g291ho = h{. Bududi da je element hy regularan, nuzno je tada gog1h = b'. To povlaci da je h C &'
(jer je gilgy ' € S'). To znaéi da je &', a time i n’ = [¢,5'], stabilna za djelovanje adh. Nadalje,
jasno je da vrijedi n’ Nh = {0}. No tada iz ad h—invarijantnosti slijedi da n’ mora biti razapeta s
korijenskim vektorima u odnosu na h. Medutim,

¢
e= cheaj i ¢;#0 Vj.
j=1
Prema tome, e, € n’ za j = 1,...,(. Bududi da e,; generiraju Liejevu podalgebru n, slijedi da

jen C ') atoznaci dajen =n' (jer suinin po pretpostavci maksimalne Liejeve podalgebre
sastavljene od nilpotentnih elemenata).
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Teorem 3.5.16. Centralizator g* proizvoljnog elementa z € g sadrzi {—dimenzionalnu komuta-
tivnu Liejevu podalgebru.

Dokaz: Skup R svih regularnih elemenata u g je gust u g. Prema tome, postoji niz regu-
larnih elemenata (z,) takvih da je z = lim z,. Promatrajmo sada Grassmannovu mnogostrukost
svih /—dimenzionalnih potprostora od g. To je kompaktan topoloski prostor u odnosu na opera-
torsku topologiju za neki skalarni produkt na g (potprostor od g identificiramo s ortogonalnim
projektorom na taj potprostor). Prema tome, postoji podniz (un), .y niza (2,),cy takav da niz
Cartanovih podalgebri (g“"), . konvergira prema nekom ¢—dimenzionalnom potprostoru u u toj
Grassmannovoj mnogostrukosti. Ako je {ws,...,w,} bilo koja baza od u, za svaki n € N pos-
toje elementi wy, ..., w; € g takvi da niz (w?)neN konvergira prema w; za svaki j = 1,... (.

n

Buduéi da je [u,, w}] = 0, prijelazom na limes slijedi da je u C g*. Nadalje, prijelazom na limes

u jednakosti [wi, w}] = 0 slijedi [w;,w;] = 0 za sve 4,5 € {1,...,¢}. Dakle, u je komutativna

{—dimenzionalna Liejeva podalgebra sadrzana u g*.

Neposredna je posljedica:
Korolar 3.5.17. Neka je z € g takav da je dim g* = (. Tada je Liejeva algebra g* komutativna.
Odatle i iz korolara 3.5.10. slijedi:

Korolar 3.5.18. Neka je e glavni nilpotentni element u g. Tada je Liejeva podalgebra g¢ komu-
tativna.

Posebni slucaj tog korolara je dobro poznata ¢injenica da je komutant matrice

010 --- 00
001 -.--- 00
000 -- 00
000 - 01
000 - 0 0]

komutativan (sastoji se od polinoma te matrice).
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3.6 Univerzalna omotacka algebra

U ovom ¢emo odjeljku dopuniti uvodni odjeljak 1.1. definicijom, konstrukcijom i osnovnim
svojstvima univerzalne omotacke algebre U(g) Liejeve algebre g. To je unitalna algebra u koju je
prirodno ulozena promatrana Liejeva algebra g i to tako da se svaki homomorfizam Liejeve algebre
g u bilo koju unitalnu algebru A (promatrane kao Liejevu algebru s komutatorom [a, b] = ab— ba)
jedinstveno produljuje do unitalnog homomorfizma unitalnih algebri. Algebra U(g) nije prirodno
graduirana ukoliko g nije komutativna, ali jest prirodno filtrirana i vidjet ¢emo da se pripadna
graduirana algebra GrU(g) prirodno identificira sa simetricnom algebrom S(g) nad vektorskim
prostorom g.

Neka je g Liejeva algebra nad poljem K. Linearno preslikavanje ¢ : g — A, gdje je A asocija-
tivna algebra nad istim poljem K ili nad nekim prosirenjem tog polja, zove se Liejev morfizam
ako vrijedi

o([r,y]) = e(@)p(y) — wW)p(z)  Vr,y€g.

Drugim rije¢ima, Liejev morfizam je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru Lie(.A)
definirane u odjeljku 1.1. (Lie(.A) podudara se sa A kao vektorski prostor, a komutator je zadan
sa [a,b] = ab — ba.)

Univerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g je ureden par (U, ), gdje je U unitalna
algebra nad poljem K, ¢ : g — U je Liejev morfizam i vrijedi sljede¢e univerzalno svostvo:

Ako je A unitalna algebra nad poljem K i ako je ¢ : g — A Liejev morfizam, onda postoji
jedinstven unitalni homomorfizam V¥ : U — A takav da je » = W o .

Teorem 3.6.1. Neka je g Liejeva algebra nad poljem K. Postoji univerzalna omotacka alge-
bra Liejeve algebre g i ona je jedinstvena do na izomorfizam: ako su (U, @) i (V, 1) univerzalne
omotacke algebre Liejeve algebre g, jedinstveni unitalni homomorfizmi ¥ .U — V 1 P : V — U,
takvi da vrijedi p = ® o) 1) = W o, medusobno su inverzni izomorfizmi.

Dokaz: Neka je T'(g) tenzorska algebra nad vektorskim prostorom g i neka je J dvostrani ideal
u T'(g) generiran skupom

{roy—yor—[r,y]; v,y €g}
Stavimo U = T'(g)/J i neka je m : T'(g) — U kvocijentni epimorfizam. Definiramo preslikavanje

¢ : g — U kao restrikciju 7|g. Tada je 7 Liejev morfizam. Doista, ocito je to preslikavanje linearno;
nadalje, ako su z,y € g, onda je x @y —y ®  — [z,y] € J, dakle, vrijedi

o([z,y]) = m([z,y]) = [z, Y] + T =2 @y —yQr+J =n1r®y) —nly@r) =

= m(@)m(y) — m(y)m(z) = e(x)e(y) — o(y)e(z).
Dakle, ¢ : g — U je Liejev morfizam.

Neka je sada A unitalna algebra nad poljem K i neka je ¥ : ¢ — A Liejev morfizam. Tada je
¥ linearno preslikavanje, pa se po univerzalnom svojstvu tenzorske algebre jedinstveno prosiruje
do unitalnog homomorfizma €2 : T'(g) — A. Za z,y € g tada imamo (zbog toga $to je ¢ : g — A
Liejev morfizam)

Q[z,y]) = ¥([z,y]) = V(@)Y(y) — V(Y)Y (z) = QAx)Qy) — Qy)2z) =QUz @Yy -0 Y).

Prema tome, vrijedi
Qrey—yez—|z,y]) =0 Vx,y € g.
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Bududi da je 2 homomorfizam asocijativnih algebri, odatle slijedi da je ¢itav dvostrani ideal J
sadrzan u jezgri od ). Neka je ¥ : U/ — A unitalni homomorfizam dobiven iz €) prijelazom na
kvocijent po J :

U(a+J)=Qa), a€T(g), tj. Yom =0

Tada za x € g vrijedi

P(x) = Qz) = V(z + J) = V(n(r)) = ¥(p(x)) = (Vo p)(z).

Dakle, 1 = W o ¢. Takav je ¥ jedinstven: ako je ® : i/ — A unitalni homomorfizam takav da je
¥ = ® o p, onda za svaki z € g imamo

Uz +T) = () = &(p(x)) = &(n(z) = ®(z + J).

Sada jedinstvenost slijedi iz ¢injenice da g generira unitalnu algebru T'(g), pa {z + J; = € g}
generira unitalnu algebru U.

Druga tvrdnja dokazuje se potpuno analogno dokazima takvih tvrdnji u teoremima 1.1.1. i
1.1.2.

U daljnjem zbog jednostavnosti promatramo iskljué¢ivo konaénodimenzionalne
Liejeve algebre. Bez dokaza navodimo tzv. PBW —teorem:

Teorem 3.6.2. (Poincaré—Birkhoff—Witt) Neka je (U,p) univerzalna omotacka algebra
Liejeve algebre g i neka je {e1,...,e,} baza vektorskog prostora g. Tada je

{o(en) - p(en)™; (J1,-..,0n) € Z1}

baza vektorskog prostora U. (Pri tome kao i obic¢no podrazumijevamo da je a® =1 za svakia € U.)
Posebno, restrikcija ¢|g je injektivna.

Univerzalnu omotacku algebru konstruiranu u dokazu teorema 3.6.1. oznacavat ¢emo sa U(g).
Dakle,

Ul =T(g)/T, JT=spam{a®(@zQy—-—yQz—|z,y])®b a,beT(g), z,y € g}.

Produkt u algebri U(g) oznacavat ¢emo s tockom ili bez ikakvog znaka. Liejev morfizam g — U(g)
definiran je kao restrikcija na g kvocijentnog epimorfizma 7 : T'(g) — U(g). Prema PBW —teoremu
taj je Liejev morfizam injektivan i pomoc¢u njega ¢emo identificirati Liejevu algebru g s Liejevom
podalgebrom od Lie(U(g)). Dakle, za xz,y € g C U(g) vrijedi [z,y] = zy — yx. Sada univerzalno
svojstvo iz definicije univerzalne algebre postaje:

Svaki se Liejev morfizam ¢ : g — A jedinstveno prosSiruje do unitalnog homomorfizma

d:U(g) — A

Posebno, ako je m reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V) ona se jedinstveno
prosiruje do reprezentacije unitalne algebre U(g) na istom prostoru. Tu ¢emo reprezentaciju od
U(g) oznacavati istim znakom .

Imamo sljedece posljedice PBW—teorema:

Zadatak 3.6.1. Neka je b Liejeva podalgebra Liejeve algebre g. Tada se inkluzija b — g jedin-
stveno prosiruje do unitalnog homomorfizma U(h) — U(g). Dokazite da je taj homomorfizam
ingektivan.

Uputa: Izaberite bazu od h, dopunite je do baze od g i koristite PBW —teorem.
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Za Liejevu podalgebru b Liejeve algebre g monomorfizam U(h) — U(g) iz zadatka 3.6.1.
shvacamo kao identifikaciju univerzalne omotacke algebre U(h) od h s unitalnom podalgebrom
univerzalne omotacke algebre U(g) od g generiranom sa h C g C U(g).

Zadatak 3.6.2. Neka su a i b Liejeve podalgebre Liejeve algebre g takve da je g = a + b. Uz
opisane identifikacije U(a) C U(g) i U(b) C U(g) dokazite da postoji jedinstven linearan operator
O :U(a)®U(b) — Ul(g) takav da vrijedi

®(a®0b) =ab VaeU(a) i Ybe U(b)
i da je ® izomorfizam vektorskih prostora.

Neka je 7 : T(g) — U(g) = T(g)/J i dalje kvocijentni epimorfizam. Budué¢i da ideal J
u tenzorskoj algebri T'(g) nije generiran homogenim elementima (osim ako je Liejeva algebra g
komutativna), ideal J opdéenito nije graduiran pa ni kvocijentna algebra U(g) = T'(g)/J nije
graduirana. Medutim, filtracija algebre T'(g) prenosi se pomoc¢u 7 na filtraciju algebre U(g) :

Un(g) =7 (Tu(9)),  Tule) =>_+T"a).

Promatrajmo sada kompoziciju

T(g) — (Tu(g) + J)/T = Un(g) — Gr"(U(g)) = Un(9)/Un-1(9).

Ta je komporzicija surjektivna, jer su oba preslikavanja surjektivna. Nadalje, potprostor 7, _1(g)
sadrzan je u jezgri te komporzicije. Buduéi da je T, (g) = T,,_1(g) + T"(g), dolazimo do linearnog
preslikavanja B

®, : T"(g) — Gr"(U(g)) = Un(g)/Un-1(g)-

Definiramo sada linearno preslikavanje ® : T(g) — Gr(U(g)) pomoc¢u njegovih restrikcija:
T (g) = P, Vn € Zy.

Teorem 3.6.3. Preslikavanje ® : T(g) — Gr(g) je unitalni homomorfizam. Jezgra Ker & sadrzi
dvostrani ideal J u T(g) generiran skupom {r ® y —y @ x; x,y € g}. Prijelazom na kvocijent
T(g)/J = S(g) dobivamo izomorfizam ® : S(g) — Gr(g) i vrijedi ® (S"(g)) = Gr"(g).

Dokaz: Neka su a € T"(g) i b € T™(g), dakle, a ®@ b € T""™(g). Tada je a + J € U,(g)
i ®(a) mozemo shvacati kao klasu a 4+ T,_1(g) + J u Gr™(U(g)) = U,(g)/Un_1(g), buduéi da
iz homogenosti tenzora a € T"(g) slijedi da su sve komponente od ®(a) u Gr*(U(g)) za k # n
jednake nuli. Ista argumentacija primjenjiva je i na elemente b € T™(g) i a ® b € T""™(g). Dakle,

&)<a):a+Tnfl(g>+\77 &)U)):b—i_Tmfl(g)—i_ja é(d@b):CL@b—l—Tner,l(g)—i‘j

Buduéi da je J ideal, slijedi ®(a)®(b) = ®(a ® b). Bilinearnim prosirenjem na 7T'(g) x T'(g)
zakljucujemo da je preslikavanje ® : T'(g) — Gr(g) homomorfizam unitalnih algebri.

Da dokazemo da je J C Ker ® dovoljno je dokazati da obostrani ideal Ker ® sadrzi generatore
ideala J, tj sve elemente oblika t @ y —y @z, x,y € g. Kako je z @y —y®@x — [z,y] € J i
[z, y] € g =T"(g) C Ti(g), imamo

broy-—yer)=r0y-yoz+T(e)+J =[ry +Ti(e) + T = Ti(s) + 7,
a to je nula u Gr*(U(g)) € Gr(U(g)). Time je dokazano da je J C Ker ®. Sada je ocito preslika-
vanje ¢ : S(g) — Gr(U(g)), dobiveno iz ® prijelazom na kvocijent po J, homomorfizam unitalnih
algebri.
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Neka je sada {ey, ..., e,} baza od g. Prema propoziciji 1.1.4. skup monoma
{ell"v'l...el:nm; (k?h"' ,k‘m) GZTa |k:| :k1+---+km:n}

je baza od S™(g). Razmotrimo djelovanje homomorfizma ® : S(g) — Gr(U(g)) na takav monom.
Imamo

Dk =D e ® Qe R Ren @ Qe |,
A v ———n
k1 Em

a to je jednako slici monoma ef* ---eFrm € U,(g) u kvocijentu U, (g)/U,_1(g). Medutim, prema
PBW —teoremu ti monomi tvore bazu direktnog komplementa od U,,_1(g) u U,(g), dakle, njihove
slike tvore bazu kvocijentnog prostora Gr"(U(g)) = U,(g)/U,-1(g). Time je dokazano da & pres-
likava bazu od S(g) na bazu od Gr(U(g)). Dakle, homomorfizam ® je izomorfizam. Iz dokaza

slijedi i posljednja tvrdnja ®(S™(g)) = Gr"(U(g)).
Korolar 3.6.4. Neka je zan € N, n > 2, W potprostor od T"(g) takav da je
T"(g) =W +T"(g) N J,

tj. da je restrikcija kvocijentnog epimorfizma T'(g) — S(g) = T'(g)/J na potprostor W izomorfizam
sa W na S™(g). Tada je restrikcija ©|W kvocijentnog epimorfizma 7 : T(g) — U(g) = T(g)/T
injektivna 1 vrijeds

Un(g) = 7(W) + Un-1(g)-

Dokaz: Promotrimo dijagram

S"™(g) Gr"(U(g))

®[S"(g)

Cinjenica da je taj dijagram komutativan ekvivalentna je tvrdnji teorema 3.6.3. da iz preslika-
vanja ® : T"(g) — Gr"(U(g)) prijelazom na kvocijent po T7"(g) N J dobivamo preslikavanje
d . S"(g) — Gr'"(U(g)). Nadalje, po tom teoremu donja je strelica u tom dijagramu izomor-
fizam vektorskih prostora. Pretpostavka je da je lijeva strelica restringirana na potprostor W
izomorfizam sa W na S™(g). Zaklju¢ujemo da je restrikcija kompozicije gornje i desne strelice na
potprostor W izomorfizam sa W na Gr"(U(g)). Odatle slijedi tvrdnja korolara.

U daljnjem pretpostavljamo da je K polje karakteristike 0. Primijenimo korolar 3.6.4. na
prostor W = S™(g) simetri¢nih n—tenzora iz odjeljka 1.1. To je slika operatora simetrizacije
Sym,, : T™(g) — T"(g). Prema propoziciji 1.1.6. vrijedi

T"(g) = S™(g) + T"(g) N J

pa je korolar 3.6.4. primjenjiv. Na taj nacin prijelazom na kvocijent T(g) — S(g) = T(g)/J
dolazimo do izomorfizma prostora S™(g) na direktni komplement potprostora U,,_;(g) u prostoru
Un(g). I to ¢emo preslikavanje oznaciti sa Sym,,. Dakle,

Un(g) = Sym,, (S"(g)) + Un-1(g), (3.18)
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gdje je

1
Symn(xlxn>zﬁzx’r(l)x’r(n)a Ti,...,Tn € 6.
’ TESn

U lijevoj strani gornje formule z; -- -z, predstavlja umnozak u algebri S(g) a s desne strane
Tr1) - Tr(ny je umnozak u algebri U(g). Ta se preslikavanja Sym,, po linearnosti prosiruju do
linearnog operatora Sym : S(g) — Ul(g),

Sym|S™(g) = Sym,,  n€Zy.
I taj se operator Sym zove simetrizacija.

Zadatak 3.6.3. Dokazite da se izomorfizam ® : S(g) — Gr(U(g)) iz teorema 3.6.3. moze dobiti
iz simetrizacije Sym : S(g) — U(g) prijelazom na uzastopne kvocijente, tj. da vrijedi

®(a) = Sym(a) + U,—1(g) Vae S™(g) ¢ VneZ;.

Uputa: Dokazite najprije da za bilo koje x1,...,z, € g i za bilo koju permutaciju 7 € S,
vrijedi
L1 Ty — Tr1) " LTr(n) € Un—l(g)

(Za dokaz toga upotrijebite ¢injenicu da je grupa S, generirana transpozicijama susjednih indeksa
jij+lzaj=1,...,n—1). Odatleiiz formule kojom je definiran operator Sym,, dokazite tvrdnju
za elemente a € U,(g) oblika a =1 -z, T1,...,7, € g.

Propozicija 3.6.5. Simetrizacija Sym : S(g) — U(g) je izomorfizam vektorskih prostora i za
svaki n € N vrijedi

Un(g) = Sym (5"(g)) + Un-1(g).
Dokaz: Gornja je formula upravo (3.18), a odatle neposredno slijedi tvrdnja o izomorfizmu.

Zadatak 3.6.4. Neka su a i b potprostori Liejeve algebre g takvi da je g = a + b. DokaZite da
postoji jedinstven linearan operator ¥ : S(a) ® S(b) — U(g) takav da je

U(a ®b) = Sym(a)Sym(b) Va € S(a) i Vbe S(b)
i da je taj operator izomorfizam vektorskih prostora.

Zadatak 3.6.5. Neka je g = €+ p, gdje je € Liejeva podalgebra i p potprostor Liejeve algebre g.
Dokazite da postoji jedinstven linearan operator W : U(¥) @ S(p) — U(g) takav da je

V(a®b) = aSym(b) VacU(t) ¢ Vbe S(p)
i da je taj operator izomorfizam vektorskih prostora.

Zadatak 3.6.6. Dokazite da univerzalna omotacka algebra U(g) Liejeve algebre g nema ni lijevog
ni desnog djelitelja nule, tj. da za a,b € U(g) \ {0} vrijedi ab # 0.

Uputa: Iskoristite ¢injenice da je S(g) = P(g*) integralna domena i daje S"(g) = U,(g)/Un_1(9),
odnosno, da je algebra S(g) izomorfna algebri Gr(U(g)).

Povezat ¢emo sada preslikavanja iz propozicija 1.1.3., 1.1.7.1 1.1.8. s analognim preslikavanjima
na univerzalnoj omotackoj algebri. Prema propoziciji 1.1.3. za kona¢nodimenzionalne prostore V'
i W svaki linearan operator A € L(V,W) jedinstveno se prosiruje do unitalnog homomorfizma
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graduiranih algebri T'(A) : T(V) — T(W) koji je surjektivan (injektivan, surjektivan) ukoliko
je A takav. Posebno, A — T(A) je monomorfizam grupe GL(V') u grupu Aut(7(V')) automor-
fizama algebre T'(V'). Analogno, prema propoziciji 1.1.7. svaki se linearan operator A € L(V, W)
jedinstveno prosiruje do unitalnog homomorfizma graduiranih algebri S(A) : S(V) — S(W)
koji je surjektivan (injektivan, bijektivan) ako i samo ako je A takav. Posebno, A — S(A) je
monomorfizam grupe GL(V) u grupu Aut(S(V)) automorfizama unitalne algebre S(V'). Ako sa
v T(V) = S(V)=T\V)/Jyvimw : T(W) — S(W) = T(W)/Jw oznac¢imo kvocijentne

epimorfizme onda vrijedi
S(A) Oy = Ty O T(A) VA € L(‘/, W)

Prema propoziciji 1.1.8. svaki se linearan operator A € L(V) = gl(V) jedinstveno prosiruje do
derivacija D(A) € Der(T'(V)) i d(A) € Der(S(V)), preslikavanja D : gl(V) — Der(T(V)) i
d: gl(V) — Der(S(V)) su homomorfizmi Liejevih algebri, odnosno, reprezentacije Licjeve algebre
gl(V) na prostorima T'(V') i S(V) i kvocijentni epimorfizam my : T(V) — S(V) preplice te dvije
reprezentacije:
d(A) oy =7y o D(A) VA e gl(V).

Sljedeéih nekoliko propozicija navodimo (za sada) bez dokaza. Uzmimo sada Liejeve algebre g
i h u ulozi prostora V i W u navedenim propozicijama. Ukoliko je A : g — h ne samo linearan
operator nego homomorfizam Liejevih algebri, imamo sljede¢u analogiju za univerzalne omotacke
algebre:

Propozicija 3.6.6. Neka je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri. Tada se ¢ jedinstveno
prosiruje do homomorfizma filtriranih unitalnih algebri U(yp) : U(g) — U(h) koji je surjektivan
(injektivan, bijektivan) ukoliko je ¢ takav. Posebno, ¢ +— U(yp) je monomorfizam grupe Aut(g)
automorfizama Liejeve algebre g u grupu Aut(U(g)) automorfizama filtrirane unitalne algebre
U(g). Nadalje, ako sully : T(g) — Ul(g) i Iy : T'(h) — U(h) kvocijentni epimorfizmi, onda
vrijeds
U(p) oy = Iy o T(p).

Analogno, ako je A € gl(g) ne samo linearan operator nego derivacija Liejeve algebre g, onda

imamo i analogiju s propozicijom 1.1.8.:

Propozicija 3.6.7. Neka je g Liejeva algebra i U(g) 2O g njezina univerzalna omotacka alge-
bra. Svaka se derivacija A Liejeve algebre g jedinstveno prosiruje do derivacije 6(A) unitalne
algebre U(g). Preslikavanje ¢ : Der(g) — Der(U(g)) je homomorfizam Liejevih algebri, pa je 6
reprezentacija Liejeve algebre Der(g) na prostoru U(g) i kvocijentni epimorfizam Iy : T(g) — U(g)
preplice tu reprezentaciju s reprezentacijom D|Der(g) iz propozicije 1.1.8.:

§(A) oIly =11 ;0 D(A) VA € Der(g).
Prema propoziciji 3.6.6. U(y) : U(g) — U(h) nije samo homomorfizam unitalnih algebri nego i
filtriranih algebri, odnosno, vrijedi U(y) (U,(g)) C U,(h) za svaki n € Z,. Prema tome, on definira

homomorfizam GrU(y) : Gr(U(g)) — Gr(U(h) pridruzenih graduiranih algebri. Prema teoremu
3.6.3. imamo izomorfizme graduiranih algebri @4 : S(g) — Gr(U(g)) i @y : S(h) — Gr(U(h)).

Propozicija 3.6.8. Za svaki homomorfizam ¢ : g — b vriedi
(GrU(p)) o By = @y 0 S(gp).

Analogno, za derivaciju A € Der(g) vrijedi 6(A) (U,(g)) € U,(g), pa dobivamo derivaciju
Grd(A) algebre GrU(g).

Propozicija 3.6.9. Za svaku derivaciju A € Der(g) vrijedi
(Gro(A)) o ®y = Pgo0d(A).
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Prema propoziciji 3.6.6. preslikavanje ¢ — U(p) je (injektivni) homomorfizam grupe auto-
morfizama Aut(g) Liejeve algebre g u grupu automorfizama Aut(U(g)) unitalne algebre U(g).
Takoder, prema propoziciji 1.1.7. preslikavanje A +— S(A) je (injektivni) homomorfizam grupe
GL(g) u grupu Aut(S(g)) automorfizama komutativne unitalne algebre S(g). Grupa Aut(g) je
podgrupe grupe GL(g), dakle, restrikcijom dobivamo injektivni homomorfizam ¢ — S(p) grupe
Aut(yp) u grupu Aut(S(g)). Posebno, ¢ — U(p) i ¢ — S(p) su reprezentacije grupe Aut(g) na
prostorima U(g) i S(g). Primijetimo sada da je simetrizacija Sym : S(g) — U(g) preplitanje tih

dviju reprezentacija. Doista, za proizvoljne z1,...,z, € g iza ¢ € Aut(g) imamo
1
(Sym 0 S(¢))(wr -+ n) = Sym (p(w1) -+ () = — > plwr(n) -+ () =
" S,

®) (% > - '9€T(n)> = (U(p) o Sym)(z1 - -~ xn).

" TESH
Buduéi da produkti zy - --x,, n € Z,, x1,...,x, € g, razapinju cijeli prostor S(g), slijedi tvrdnja
Sym o S(p) = U(p) o Sym za svaki ¢ € Aut(g). To, naravno, vrijedi i za podgrupu G = Int(g).
Odatle slijedi da je restrikcija Sym|S(g)® izomorfizam prostora invarijanata S(g)“ na prostor
invarijanata U(g)“. Ovaj posljednji je upravo centar 3(g) algebre U(g) :

Propozicija 3.6.10. Unitalna podalgebra U(g)® = {u € U(g); U(p)u = u Vo € G = Int(g)} je
centar 3(g) algebre U(g). Posebno, restrikcija Sym|S(g)“ je izomorfizam prostora S(g)¢ na centar
3(g) algebre U(g).

Dokaz: Za x € g promotrimo djelovanje jedinstvenog prosirenja d(ad x) unutarnje derivacije
ad x Liejeve algebre g do derivacije algebre U(g). Za x1,...,z, € g imamo

d(ad x)(z le cxio ((adx)xy) xjyr - - xy =

= E 951"'9€j719€37j9€j+1"'3?n— E l’l"'l'j,1$jl'$j+1"'xn:.%'l'l"'.%'n—l'l"'l'nl'.

Bududéi da g generira unitalnu algebru U(g), produkti @y « - -z, n € Z, x1,...,x, € g, razapinju
cijeli prostor U(g), pa zakljuc¢ujemo da vrijedi

dadz)u =2u—ux Vrxeg i YuelU(g).

Odatle slijedi da je d(ad x)u = 0 za svaki u € 3(g) i svaki € g. Obratno, ako je u € U(g) takav
da vrijedi d(ad z)u = 0 za svaki = € g, onda je zu = ux za svaki x € g, a kako g generira unitalnu
algebru U(g), slijedi da je vu = uv za svaki v € U(g), odnosno, u € 3(g). Time je dokazano da je

3(g) ={ueU(g); é(adz)u=0 Vz € g}.

ad"’”) unutarnjeg automorfizma e*1* Liejeve

algebre g do automorfizma unitalne algebre U(g) ocito se podudara sa e*@®) . Ovaj posljednji
operator je smisleno definiran iako je vektorski prostor U(g) beskonaénodlmenmonalan, jer je
svaki od kona¢nodimenzionalnih filtracionih potprostora U, (g) invarijantan s obzirom na operator

d(ad z). Dakle,

S druge strane, za x € g jedinstveno prosirenje U (e

U(g) ={ueU(g); Ulp)lu=u Yo € G} = {uecU(g); ™u=u Vreg}.
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Bududi da za u € 3(g) vrijedi d(adz)u = 2u — ur = 0 Vo € g, slijedi da je e?@d?)y = u Vo € g,

dakle, prema gornjoj jednakosti v € U(g)“. Time smo dokazali inkluziju 3(g) C U(g)“. Obratno
pretpostavimo da je u € U(g)®. Tada za svaki © € g i svaki ¢t € R vrijedi e?@%)y = y. Odatle
deriviranjem po ¢ u tocki ¢t = 0 slijedi d(adz)u = 0, odnosno, xu = uz. Buduéi da g generira
unitalnu algebru U(g), slijedi da je u € 3(g). Time je dokazana i obrnuta inkluzija U(g)¥ C 3(g).

Neka je sada V' konacnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor i neka je G povezana
zatvorena kompleksna podgrupa od GL(V'). Oznacimo sa g C gl(V') njezinu Liejevu algebru. Za
v € V stavimo

O, ={gv; g€ G}, G"'={geG; gv=r}.

Tada je GY zatvorena kompleksna Liejeva podgrupa od G, dakle, G/G" je komleksna analiticka
mnogostrukost. Preslikavanje g — gv inducira bijekciju 3, sa G/G" na orbitu O,

Bs(9G") = gv, ge€aq,

i ta bijekcija prenosi kompleksnu analiticku strukturu sa G/G" na orbitu O,. Ako je {z1,...,z,}
baza od g, takva da je {zy41,...,z,} baza Liejeve algebre g” grupe G, onda tangencijalni vektori
na G/G" u tocki GY definirani sa z1, ...,z ¢ine bazu kompleksnog tangencijalnog prostora na
G/G" u tocki G,

Djelovanje grupe G na prostoru V inducira djelovanje na dualnom prostoru V* koje se prosiruje
do djelovanja automorfizmima na simetri¢noj algebri S(V*) = P(V) i to je djelovanje dano sa

(- Hwv)=Ff(g7), g€G, feP(V), veV

Djelovanje grupe G automorfizmima algebre P (V') inducira djelovanje Liejeve algebre g derivaci-
jama algebre P(V'). To se djelovanje dobiva deriviranjem u nuli, tj. = € g djeluje na P(V') ovako:

(x- f)(v) = d (etx . f) (v) = %f (e’t%) = f(—av), veV, fePV).

dt t=0 t=0
To je djelovanje reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru P(V') i ono se jedinstveno prosiruje do
reprezentacije univerzalne omotacke algebre U(g) na prostoru P(V'). Time P (V') postahje unitalni
U(g)—modul. Efekt djelovanja elementa u € U(g) na polinom f € P(V) oznatavamo sa u- f. O¢ito
je svaki homogeni potprostor P*(V') U(g)—podmodul od P(V).

Propozicija 3.6.11. Neka su fi,..., fr € P(V) i neka je {u;; i € N} baza prostora U(g). Pro-
matramo beskonacnu matricu s ¢ stupaca D = [d;;]|, gdje je d;; = u;- f;. (Ta matrica ima elemente
u P(V) pa za svaki v € V matrica D(v) = [d;;(v)] tma elemente u C). Za v € V restrikcije
f1lOu, . . ., fi|Oy su linearno nezavisne (nad C) ako i samo ako je rang matrice D(v) jednak (.

Dokaz: Neka je A algebra svih holomorfnih funkcija na kompleksnoj analtickoj mnogostrukosti
G/G". Elementi od g mozemo shvacati kao lijevoinvarijantna holomorfna vektorska polja na G,
dakle, definiraju holomorfna vektorska polja na G/G". Dakle, svaki x € g postaje derivacija
algebre C*°(G/G") koja ostavlja invarijantnom algebru A. Progirenjem djelovanja Liejeve algebre
g na A do univerzalne omotacke algebre U(g) algebra A postaje U(g)—modul. Definiramo unitalni
homomorfizam «,, : P(V) — A sa

a(f)=folBs, ti.  [a(fgG) = flgv), fePV), geG.

Tada se deriviranjem u nuli lako vidi da je

a(x-fl=z-an(f) Vzxeg i VfePV).
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Odatle neposredno slijedi
ay(u-fl=u-an(f) VfePV) 1 YueU(g). (3.19)

Buduéi da je mnogostrukost G/GY povezana, holomorfna funkcija g € A jednaka je nuli ako i
samo ako su joj svi koeficijenti u Taylorovom razvoju oko zadane tocke jednaki nuli. Posebno to
vrijedi za tocku s € G/G" koja predstavlja klasu G*. Buduéi da je tangencijalni prostor na G/G"
razapet s tangencijalnim vektorima definiranim elementima x € g, slijedi da je ¢ = 0 ako i samo
ako je (u-g)(s) =0 za svaki u € U(g).

Pretpostavimo sada da je rang matrice D(v) manji od £. Tada postoji £—torka (cy, ..., c) € C*
takva da je

Zdij(v>cj =0 Vi € N.

Stavimo [ = Z§:1 c;fj; tada slijedi

(wi- [)(0) =D cilui f;)(0) =D ¢idij(v) =0 VieN,
J=1 Jj=1
a kako je {u;} baza od U(g), slijedi (u- f)(v) = 0 za svaki u € U(g). Odatle i iz (3.19) zakljucujemo
da je (u - a,(f))(s) = 0 za svaki u € U(g), pa po prethodnom razmatranju zakljuéujemo da je
a,(f) = 0 svuda na G/G". No to znaci da je f|O, = 0. Time je dokazano da su restrikcije
f11Ou, - . ., fe|O, linearno zavisne.
Obratno, pretpostavimo da su restrikcije f1|O,, ..., fi|O, linearno zavisne. Tada postoji /—torka

0# (c1,...,c0) € C’ takva da je (Z] cjfj> ) O, = 0. To znaci da je a, <Z] cjfj> = 0, dakle, za

svaki 7 € N imamo

0= (uz ey (Z ijj)) (s) = (% > eilui- fj)) (5) = > el ;) () =) ejdy(v).

J J

J J

To znaci da su stupci matrice D(v) linearno zavisni, odnosno, rang matrice D(v) je manji od ¢.

Kao posljedicu dobivamo sljedeé¢i vazan kriterij za linearnu nezavisnost nad algebrom invari-

janata P(V)< :

Propozicija 3.6.12. Neka su fi,..., fi € P(V). Ako postoji G—orbita O u V takva da su re-
strikcije 11O, ..., f|O linearno nezavisne funkcije, onda su elementi fy, ..., f; linearno nezavisni
nad P(V)C.

Dokaz: Pretpostavimo da za neke g, . .., g, € P(V) vrijedi >-;9ifi = 0. Neka jev € O incka
je D matrica iz propozicije 3.6.11. Po pretpostavci su restrikcije f1|O, ..., f,|O linearno nezavisne,
pa iz propozicije 3.6.11. slijedi da kompleksna matrica D(v) ima rang jednak ¢. To znaéi da za
determinantu a € P(V) neke ¢ x ¢ submatrice od D vrijedi a(v) # 0. No tada postoji otvorena
okolina W tocke v € V takva da je rang matrice D(w) jednak ¢ za svaku tocku w € W. Stoga su po
propoziciji 3.6.11. restrikcije f1|Oy, ..., fo|O, linearno nezavisne za svaku tocku w € W. Bududi
da je svaka od funkcija g; konstanta na svakoj orbiti O,,, iz jednakosti Zj g;f; = 0 zakljucujemo
daje g;|/W =02zaj=1,...,¢ Bududi da je W neprazan otvoren podskup od V, zaklju¢ujemo da
su polinomi gy, . .., g, jednaki nuli svuda na V. Time je dokazano da su f, ..., f; linearno nezavisni
nad P(V)%.
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Sjetimo se sada propozicije 1.2.2. Prema toj propoziciji (primijenjenoj na P(V) = S(V*)
umjesto na S(V)) za graduiran potprostor L od P(V) takav da je P(V) = P(V)PL(V)Y + L
sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Linearno preslikavanje P(V)“® L — P(V) inducirano mnozenjem je izomorfizam vektorskih
prostora.

(b) P(V) je slobodan kao P(V)¥—modul.

(c) Neka je M C P(V) bilo koji potprostor takav da je M N P(V)P.(V)¢ = {0}. Tada su
vektori fi,..., fr € M linearno nezavisni nad C ako i samo ako su oni linearno nezavisni
nad prstenom P(V)¢.

Za svaki podskup N C V ozna¢imo sa
I(N)={feP(V); fIN=0}

ideal u P(V') definiran sa N. Neka je sada N/ C V konus (jer je potprostor P, (V)¢ graduiran)
definiran sa

N={veV; f(v)=0 VfeP(V)}.

Tada je N Zariski zatvoren podskup od V definiran idealom P(V)P (V)¢ pa je po Hilbertovom
teoremu o nulama I(N) radikal ideala P(V)P.(V)C, tj. skup svih f € P(V) takvih da je neka
potencija f" sadrzana u idealu P(V)P, (V). To znaci da je P(V)P (V)Y = I(N) ako i samo
ako je P(V)P, (V)¢ prost ideal u prstenu P(V).

Propozicija 3.6.12. vodi na kriterij za ispunjenost uvjeta propozicije 1.2.2. u nasoj situaciji:

Teorem 3.6.13. Neka je V' konacnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor i neka je G
zatvorena kompleksna Liejeva podgrupa grupe GL(V'). Neka je N = {U eV, flv)=0Vfe Pf} )
Pretpostavimo da je P(V)P (V)Y prost ideal u prstenu P(V) i da postoji G—orbita O u N
koja je gusta uw N. Tada su ispunjena svojstva (a), (b) i (¢) propozicije 1.2.2. Dakle, P(V) je
slobodan P (V)% —modul, stovise, ako je L bilo koji graduiran potprostor od P(V) takav da je
P(V) = P(V)PL(V)C + L, onda je preslikavanje P(V)¢ @ L — P(V) inducirano mnoZenjem
izomorfizam vektorskih prostora.

Dokaz: Neka je M C P(V) potprostor takav da je M N P(V)PL (V)¢ = {0}. Bududi da je
P(V)PL (V)¢ = I(N), jasno je da ako su fi,..., f € M linearno nezavisni, onda su restrikcije
fiIN, ..., fo| N linearno nezavisne. No tada su zbog gustoée O u N i restrikcije f1|O, ..., fi|O
linearno nezavisne. Sada iz propozicije 3.6.12. slijedi da su polinomi fi,..., f; linearno nezavisni
nad prstenom P(V)¢. Dakle, ispunjeno je svojstvo (c), a time i svojstva (a) i (b) propozicije 1.2.2.

Uzmimo sada da je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i G = Int(g) njezina grupa
unutarnjih automorfizama. Prema propoziciji 3.3.15. tada je

N={zeg flz)=0 Vf e Pu(g)}

upravo skup svih nilpotentnih elemenata Liejeve algebre g, a prema korolaru 3.5.14. G—orbita
u N koja se sastoji od svih glavnih nilpotentnih elemenata u g je gusta u N. Nadalje, moze se
dokazati da je P(g)Py(g)¢ prost ideal u prstenu P(g). Prema tome, vrijedi:

Teorem 3.6.14. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra ¢ G = Int(g) njezina grupa
unutarnjih automorfizama. Tada je P(g) slobodan P(g)® —modul.
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Cinjenicu da je P(g)P4 (g)% prost ideal ne¢éemo dokazivati. Medutim, zakljucak teorema 3.6.14.
slijedit ¢e i iz Bernstein—Luntsovog teorema 1.3.2. buduéi da ¢emo dokazati da je za Cartanovu
podalgebru b preslikavanje f — f|h izomorfizam sa P(g) na P(h)", gdje je W Weylova grupa
W(g,h). Naime, Weylova grupa W generirana je refleksijama, dakle, Chevalley—Shephard—
—Toddov teorem 2.5.1. povlaci da je P(h) je slobodan P(h)" —modul, a odatle prema Bernstein—
—Luntsovom teoremu slijedi da je P(g) slobodan P(g)¢—modul.

Prema propoziciji 1.2.4. za prostor Hg(g) G—harmonijskih polinoma na g vrijedi

P(g) = P(9)P-(9)" + Halg).
Prema tome, slijedi:

Teorem 3.6.15. Za kompleksnu poluprostu Liejevu algebru g i za grupu G = Int(g) njezinih
unutarnjih automorfizama linearno preslikavanje P(g)® ® Hg(g) — P(g) inducirano mnoZenjem
je izomorfizam vektorskih prostora.

Neka je i dalje g kompleksna poluprosta Liejeva algebra. Tada je njezina Killingova forma B
nedegenerirana pa ona prema zadatku 1.2.1. definira izomorfizam graduiranih algebri
®p: S(g) — P(g) koji prepli¢e djelovanja grupe G na S(g) i na P(g) tako da je

@5 (S(9)) = Plg)".

Izomorfizam ®p : S(g) — P(g) dobiven je prirodnim prosirenjem izomorfizma ¢p : g — ¢
definiranog nedegeneriranom formom B :

*

B(z,y) = (¢p(2)) (v),  wy €0
Stavimo N’ = ¢ (N), gdje je N skup svih nilpotentnih elemenata u g.
Propozicija 3.6.16. Hg(g) je potprostor od P(g) razapet svim potencijama f™, f € N, m € Z,.

Dokaz: Oznacimo sa H,(g) potprostor od P(g) razapet skupom {f™; f e N', m € Z,}. Za
dokaz inkluzije H{,(g) € He(g) treba nam sljedeca posljedica dokaza propozicije 1.1.10.:

Zadatak 3.6.7. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor. DokaZite da za m € Z.,
ze€V igeP(V) vriedi
(2", g) = mlg(z).

Uputa: Uocite da je tvrdnju dovoljno dokazati za sve elemente g neke baze od P (V). Iskoristite
sada formulu iz dokaza propozicije 1.1.10. (e, f°) = ald,s Va, 8 € Z1, gdje je {e1,...,e,} baza
od V, {fi,..., fu} je njoj dualna baza od V*, e® = ' ---e2», = flﬁlffn ial=a! .
Tvrdnju dokazite u slucaju z = 0 pomocu bilo kojeg izbora tih baza, a u slu¢aju z # 0 uz pret-
postavku da je npr. e; = z.

Neka je f € N ineka je z € N takav da je f = pp(z). Treba dokazati da su tada sve potencije
f™ G—harmonijski polinomi, odnosno, treba dokazati da je d(u)f™ = 0 za svaki u € S*(g)¢ i
svaki k& € N. Mozemo pretpostaviti da je m > k (jer za m < k je o¢ito d(u)f™ = 0). Prema
propoziciji 1.1.10. dovoljno je dokazati da vrijedi

(uv, f™) =0 Yo e S™F(g).

Imamo

(wv, f™) = (uo, pp(2)™) = (uv, (")) = (2", p(uv)) = (=™, hihy),
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gdje su hy = ®p(u) i hy = Pp(v). Bududi da je u € S¥(g)%, slijedi da je hy € P, (g)¢, dakle,
g = hihy € P, (g)9P(g). Sada pomocu zadatka 3.6.7. nalazimo da je

(uv, f) = (2™, g) = mlg(z) = 0.

Time je dokazana inkluzija Hj(g) € He(g).

Za dokaz jednakosti iskoristit ¢emo jos jednom nedokazanu ¢injenicu da je P(g)P; (g)¢ prost
ideal u prstenu P(g). Ocito je Hp(g)? = C = He(g)?. Kad bi za neki prirodan broj m € N bilo
H(9)™ # He(g)™, prema propoziciji 1.1.10. postojao bi 0 # g € Hg(g)™ takav da je (u,g) =0
za svaki u € ®5' (H4(g)™) i, posebno, (2™, g) = 0 za svaki z € N. To prema zadatku 3.6.7. znaci
da je g(z) = 0 za svaki z € N. Buduéi da je ideal P(g)P, (g)“ prost, slijedi da je g € P(g)P,(g)°.
No to je u kontradikeiji sa P(g)Py(g)¢ N Hea(g) = {0}.

Kompozicijom izomorfizma Sym : S(g) — U(g) s inverznim izomorfizmom ®5' : P(g) — S(g)
dolazimo do izomorfizma G—modula ® : P(g) — U(g). Zbog propozicije 3.6.10. imamo

Izomorfizam G—modula ® : P(g) — U(g) omogucuje nam da opisemo strukturu U(g) kao
3(g)—modula:

Teorem 3.6.17. U(g) je kao 3(g)—modul slobodan. Preciznije, neka je E potprostor od U(g)
razapet svim potencijama z™, z € N, m € Z. Tada je linearno preslikavanje 3(g) @ E — U(g)
definirano mnoZenjem izomorfizam vektorskih prostora.

Dokaz: Primijetimo da je
o(f") = (3'(f))"  VfeP(s) i Vme L,

dakle, posebno,
O (pp(2)") =2" Veeg 1 VmeZ,;.

Stoga iz propozicije 3.6.16. slijedi da je £ = ® (Hg(g)), pa tvrdnja slijedi iz teorema 3.6.15.
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3.7 Konacnodimenzionalne reprezentacije

Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i neka je §h neka njezina Cartanova podal-
gebra. Nadalje, neka je G = Int(g) grupa unutarnjih automorfizama Liejeve algebre g. Oznac¢imo
sa R = R(g,h) sistem korijena od g u odnosu na b i neka je W = W(R) Weylova grupa tog sis-
tema korijena. Neka je ¢ : P(g) — P(h) epimorfizam restrikcije, ¢(f) = f|h. U sljede¢em odjeljku
cilj nam je dokazati da je «|P(g)¢ izomorfizam algebre P(g)® na algebru P(h)". Pored toga
dokazat é¢emo da je algebra polinomijalnih G'—invarijanata P(g)“ razapeta polinomima oblika
x+— Tro(z)", gdje jen € Z, i 7 je konaénodimenzionalna reprezentacija od g. U tu svrhu u ovom
¢emo odjeljku detaljno prouciti konacnodimEnzionalne ireducibilne reprezentacije od g i provesti
njihovu potpunu klasifikaciju.

Neka je 7 reprezentacija od g na vektorskom prostoru V. Za p € h* stavimo
V,={veV; n(h)v = pu(h)v Vh € bh}.

Ako je V,, # {0}, i se zove tezina reprezentacije 7, a V), se zove tezinski potprostor od V.
Ukoliko je taj potprostor konacnodimenzionalan, broj dim V,, zove se multiplicitet tezine u u
reprezentacij 7.

Kao i prije za a € h* oznac¢imo sa g, korijenske potprostore od g, tj. tezinske potprostore za
reprezentaciju ady :

go ={x €g; [h,z] =alh)x Vh € h}.

Tada imamo korijenski rastav

g:b +Z+ga

a€ER

Lako se vidi da za bilo koju reprezentaciju m od g na prostoru V' i za bilo koje u, a € h* vrijedi
W(ga)vu g Vu-i—ow

Odatle slijedi da je suma tezinskih potprostora Zueh* V,, m—invarijantna. Ako su p1,...,u, € b*
medusobno razliciti, za neki h € b skalari pq(h), ..., pu,(h) su medusobno razli¢iti. Suma pripadnih
svojstvenih potprostora V), ) (m(h)) operatora m(h) je stoga direktna, a kako je Vi, € V,,,(n)(7(h))
za svaki j, zakljucujemo da je suma V), + ---+ V), direktna. Prema tome, suma tezinskih pot-
prostora »_ .V, je direktna.

Naravno, moze se dogoditi da reprezentacija od g nema nijednu tezinu. Nas ¢e zanimati samo
tzv. tezinske reprezentacije, tj. takve da je

Propozicija 3.7.1. Svaka je konacnodimenzionalna reprezentacija od g tezinska.

Dokaz: Neka je 7w reprezentacija od g na kona¢nodimenzionalnom prostoru V. Zbog Weylovog
teorema 3.1.13. o potpunoj reducibilnosti u dokazu mozemo bez smanjenja opcenitosti pret-
postaviti da je reprezentacija m ireducibilna. Nadalje, kako je suma tezinskih potprostora m—inva-
rijantan potprostor, dovoljno je dokazati da reprezentacija 7 ima barem jednu tezinu.

[zaberimo bazu B sistema korijena R i neka je R, pripadni skup pozitivnih korijena. Stavimo

nzz+ga i b=hH+ n
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Tada je n nilpotentna Liejeva podalgebra od g i vrijedi [b, b] = n, pa prema teoremu 3.1.8. za-
kljuéujemo da je b rjesiva Liejeva podalgebra od g. Prema Liejevom teoremu 3.1.6. postoji vektor
v # 0 koji je svojstven za sve operatore 7(x), x € b. Dakle, za neki linearan funkcional A\ € b*
vrijedi m(x)v = A(x)v za svaki x € b. No tada je v € V, za u = Alh. Dakle, V,, # {0}, odnosno, p
je tezina reprezentacije 7.

Za konac¢nodimenzionalnu reprezentaciju 7 na prostoru V ocito postoji tezina u takva da pu+«
nije tezina ni za jedan o € Ry. Tada je 7(go)V, = {0} za svaki o € Ry, dakle, 7(n)V,, = {0}.
Proucit ¢emo sada reprezentacije s takvim svojstvom. U tu svrhu najprije ¢emo opisati jednu kon-
strukciju reprezentacije Liejeve algebre iz reprezentacije njezine Liejeve podalgebre. Prije svega,
generalizirat ¢emo pojam i konstrukciju tenzorskog produkta sa vektorskih prostora na module
nad prstenom.

Neka je R unitalan prsten i neka su V' unitalan desni R—modul i W unitalan lijevi R—modul.
Za komutativnu aditivnu grupu A preslikavanje ¢ : V x W — A zove se R—bimorfizam, ako je
to preslikavanje biaditivno, tj.

v+ v w) =pv,w) + e, w) 1 elv,w+w)=plw)+ev,w Yoo eV iVw,w eW
i ako vrijedi

o(or,w) = p(v, rw) YVoeV, YweW i VreR.
Tenzorski produkt modula V' i W je ureden par (7,:) takav da vrijedi

(1) 7 je komutativna aditivna grupa.
(2) ¢ je R—bimorfizam sa V x W u 7.

(3) Par (R, ) ima univerzalno svojstvo u odnosu na bimorfizme: za svaku komutativnu aditivnu
grupu A i svaki R—bimorfizam ¢ : V x W — A postoji jedinstven homomorfizam grupa
O:7T - Atakavdaje p =V xW — A.

Sasvim analogno kao za vektorske prostore dokazuje se:

Teorem 3.7.2. Neka su R wunitalan prsten, V desni unitalan R—modul + W lijevi unitalan
R—modul.

(a) Postoji tenzorski produkt modula V' i W.

(b) Ako su (T,1) 1 T',) tenzorski produkti R—modula V' i W, jedinstven homomorfizam grupa
O T — T sa svojstvom ' = ® o je izomorfizam grupa. Njegov je invers jedinstven
homomorfizma V : T — T sa svojstvom + = W o /.

(¢) Ako je (T 1) tenzorski produkt modula V i W, ako skup S C 'V generira R—modul V' i ako
skup T C W generira R—modul W, onda skup ¢(S x T') generiran grupu 7T .

Tenzorski produkt nad prstenom R obi¢no se oznacava znakom ®g, odnosno, grupa 7 se pise
V ®r W. U tom se slu¢aju bimorfizam ¢ oznacava ovako: t(v,w) =v @z w, v € V, w e W.

Nas ¢e zanimati samo situacija kad je R ne samo prsten nego kompleksna unitalna algebra,
tj. polje C sadrzano je u centru prstena R. Tada je svaki (bilo lijevi, bilo desni) R—modul V
ujedno kompleksan vektorski prostor i djelovanje svakog elementa prstena R na prostoru V je
lineran operator. Nadalje, i tenzorski produkt V ®x W desnog i lijevog R—modula je ne samo
komutativna grupa nego kompleksan vektorski prostor.
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Zadatak 3.7.1. Neka je R kompleksna unitalna algebra i neka su 'V desni « W lijevi unitalni
R—moduli. Neka je U potprostor vektorskog prostora V @c W razapet svim elementima oblika
Vr@cw—vQcrw, v € V,w € W, r € R. DokaZite da je tada kvocijentni prostor T = (V @c W) /U
s preslikavanje o : V- x W — T, zadanim sa

t(v,w) =v®@cw+ U, veV, wew,
tenzorski produkt R—modula V @ W.

Neka je sada S jos jedna kompleksna unitalna algebra i pretpostavimo da je V' ne samo desni
R—modul nego i lijevi S—modul takav da vrijedi

(sv)r = s(vr) VseS, YveV, VreR.

Tada se V zove (S, R)—bimodul. Ako je i dalje W unitalan lijevi R—modul, onda se lako vidi
da na tenzorskom produktu V ®z W postoji jedinstvena struktura lijevog S—modula takva da
vrijedi

sRrw)=(sv)@rw Vse8&, YoeW, Ywel.

Sasvim analogno, za desni R—modul V' i za (R, S)—bimodul W na aditivnoj grupi V @z W postoji
prirodna struktura desnog S—modula.

Neka je sada g kompleksna Liejeva algebra, neka je b njezina Liejeva podalgebra i neka je o
reprezentacija Liejeve algebre b na vektorskom prostoru W. Tada W ima strukturu U(b)—modula.
Nadalje, U(b) mozemo shvacati kao unitalnu podalgebru od U(g) generiranu sa b. Prema tome,
mnozenje (g,b) — gb, g € U(g), b € U(b), definira na U(g) strukturu unitalnog desnog
U(b)—modula. Ujedno je U(g) unitalni lijevi U(g)—modul, a zbog asocijativnosti U(g) je zapravo
(U(g),U(b))—bimodul. Prema tome, mozemo formirati tenzorski produkt U(g) @y W i to je
(unitalni lijevi) U(g)—modul. Na taj nacin dolazimo do reprezentacije 7 Liejeve algebre g na
vektorskom prostoru V' = U(g) ®u) W. Za tu reprezentaciju 7 Liejeve algebre g kazemo da
je inducirana reprezentacijom o podalgebre b, a takoder za U(g)—modul V kazemo da je
induciran U(b)—modulom W; pisemo

r=Indlo, V=Ind!W.

Iz PBW—teorema slijedi da je U(g) slobodan desni U(b)—modul. Doista, ako je {xy,...,xm}
baza direktnog komplementa od b u g, onda se dopunjavanjem te baze s bazom od b do baze od
g lako vidi da je

{aft -y (an,...,00) € 2T}

baza desnog U(b)—modula U(g). Odatle slijedi da je w +— 1®y ) w linearna injekcija prostora W u
prostor V' = Ind} W i to preslikavanje je homomorfizam lijevih U(b)—modula, odnosno, preplitanje
reprezentacije o s reprezentacijom m|b. Tu injekciju mozemo upotrijebiti kao identifikaciju, pa W
postaje potprostor od V' koji je w|b—invarijantan, odnosno, to je U(b)—podmodul od V. Naravno,
U(g)—modul V' generiran je sa W. Takvo uranjanje W u V' ima univerzalno svojstvo:

Propozicija 3.7.3. Neka su b Liejeva podalgebra Liejeve algebre g, W U(b)—modul i
V = Ind{W U(g)—modul induciran sa W. Ako je V' U(g)—modul i ako je ¢ : W — V'
homomorfizam U(b)—modula, onda se ¢ jedinstveno prosiruje do homomorfizma U(g)—modula
U : V. — V', Nadalje, opisano pridruZivanje 1 — W je izomorfizam prostora Homy(W, V") na
prostor Homg(V, V'); inverzni izomorfizam je restrikcija WU — W|W.
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Dokaz: Neka je V' U(g)—modul i neka je ¢ : W — V' homomorfizam U(b)—modula. Prema
univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta V' = Indy W = U(g) Qu) W i uz identifikaciju W' s
U(b)—podmodulom 1 ®y @y W od V, 4 se jedinstveno prosiruje do homomorfizma U(g)—modula
UV — V' Oznacimo tako definiran ¥ sa A(¢)). Na taj je nacin definiran linearan operator
A : Homy (W, V') — Homgy(V, V).

Pretpostavimo sada da je zadan homomorfizam U(g)—modula ¥ : V' — V' tj. ¥ € Homy(V, V’).
Tada je B(V) = ¥|W homomorfizam U(b)—modula, tj. B(¥) € Homy(W, V'), i na taj je nacin
definirano linearno preslikavanje B : Homg(V, V') — Homg (W, V7).

Za v € Homy (W, V') tada imamo

(BoA)(¢) = B(A(¢)) = A(W)|W = 4,

buduéi da je A(v) prosirenje ¢ sa W na V. To pokazuje da je Ao B = Itom,w,v7)-
S druge strane, ako je ¥ € Homg(V, V'), onda za svaki w € W vrijedi

(Ao B)(¥)](w) = A(B(V))(w) = B(¥)(w) = ¥(w).

Kako su w € Wi ¥ € Homgy(V, V') bili proizvoljni, zakljucujemo da je Ao B = Igomyv,v1)-
Time smo dokazali da su A i B medusobno inverzni izomorfizmi, odnosno, propozicija je
dokazana.

Neka je i dalje {x1,...,2,} baza direktnog komplementa od b u g. Za a € Z7" piSemo
x® = xf" - - -2, Opisano uranjanje w — 1 @y w U(b)—modula W u inducirani U(g)—modul
V = Indg W ima za posljedicu da za proizvoljan v € V postoje jedinstveni w, € W, o € Z7', medu
kojima je samo konac¢no mnogo njih razli¢ito od nule, takvi da je

v = Z ¢ ®U(b) We- (320)

a€Ztl

Drugim rije¢ima, vrijedi
V = Z —i—l’a ®U(b) w.

a€Zl

Neka je 7 = Ind} o inducirana reprezentacija. Tada uz identifikaciju W = 1 ®p@) W imamo
¥ Quey w = 7(x*)w, w € W, pa umjesto (3.20) mozemo pisati

v = Z () w,.

anT

Ako je u € U(g) proizvoljan, operator 7(u) se moze izracunati na sljede¢i nacin. Za svaki o € Z1
mozemo pisati

uz® = Z PUg 0, uga € U(b).

BeZ

Tada za w € W vrijedi

7(u)(m(x)w) = (Z xﬁuﬁa> (1 ®uE) w) = Zxﬁ QU(b) UpaW = Zﬁ(xﬁ)(zwaw).
B B

B

Propozicija 3.7.4. Neka su g, b, o, W, w, V' kao i do sada, uz identifikaciju W = 1@y W C V.
Neka je J jezgra od o u U(b).
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(a) Lijevi ideal U(g)J generiran sa J u U(g) jednak je anihilatoru od W u U(g) :

U(g)J = spang {ua; v € U(g), a € J} = AnnyW = {u e U(g); vw =0 Yw € W}.

(b) Jezgra od m uw U(g) je najveéi dvostrani ideal v U(g) sadrzan u lijevom idealu U(g).J.

Dokaz: (a) Bududi da je J dvostrani, pa dakle i lijevi ideal u U(b), vrijedi

Ulg)] =) a*J.

Sada za u € U(g) pisemo
u= Zxo‘ua, uq € U(b),

pa imamo sljedeci slijed ekvivalencija

uW ={0} <= ) 1" uV={0} <= uwWV={0} Va <

= u,€J Va <<= uelU(g)l
(b) Neka je u € U(g). Buduéi da W generira U(g)—modul V, tj. V = U(g)W, koriste¢i dokazanu

tvrdnju (a) nalazimo
ueKerm <= uwU(gW)={0} <= wU(g) CU(g)J] <= U(g)uU(g) < U(g)J.

Time je i tvrdnja (b) dokazana.

Posebno ¢e nam biti vazne reprezentacije inducirane jednodimenzionalnim reprezentacijama.

Propozicija 3.7.5. Neka je b Liejeva algebra i neka je o : b — C jednodimenzionalna reprezenta-
cija od b. Oznacimo sa N jezgru te reprezentacije v U(b). Tada je N lijevi ideal uw U(b) generiran
skupom {x — o(z); x € b} i ujedno desni ideal u U(b) generiran tim skupom.

Dokaz: Oznacimo sa L lijevi, a sa R desni ideal u algebri U(b) generiran sa {x —o(x); = € b}.
Ocito je L C N. Izaberimo sada bazu {z1, ..., 2,} od b tako da vrijedi

0(z9) =---=0(2,) =0.
Tada je prema PBW—teoremu

{12y (ma, ..., my) €2}

baza od U(b). Svaki element z{™ - - - 2" te baze takav da je my + -+ -+ m, > 0 lezi u L. Takoder,
za svaki my; € N je 2" — o (21)™ € L. Odatle slijedi da je L potprostor od U(b) kodimenzije < 1,
pa zakljucujemo da je L = N. Sasvim analogno dokazuje se da jei R = N.

Propozicija 3.7.6. Neka su g, b, o, W, 7 = Indjo i V = Ind{W kao i ranije, ponovo uz identi-
fikaciju W C V. Pretpostavimo da je w € W ciklicki vektor, tj. takav da je W = U(b)w i neka je
L ={x e U(b); o(x)w =0} anthilator vektora w u U(b).

(a) Vektor w je ciklicki i za U(g)—modul V, tj. vrijedi V- = U(g)w. Jezgra surjektivnog preslika-
vanja ¢ : u+— ww sa U(g) na V je lijevi ideal U(g)L u U(g) generiran sa L.
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(b) Neka je v : U(g)/U(g)L — V izomorfizam vektorskih prostora dobiven iz ¢ prijelazom na
kvocijent. Ako U(g)/U(g)L snabdijemo strukturom U(g)—modula dobivenom iz mnoZenja
slijeva na U(g), onda je v izomorfizam U(g)—modula.

(¢) Ako je reprezentacija o jednodimenzionalna, dim W = 1, lijevi ideal U(g)L generiran je
skupom {x — o(x); x € b}.

Dokaz: (a) Imamo U(b)w = W, dakle je U(g)w = U(g)W = V. Da bismo odredili jezgru
surjekcije u +— ww izaberimo bazu {zi,...,z,} direktnog komplementa od b u g i koristimo
oznake uvedene iza propozicije 3.7.3. Neka je u € U(g) i neka su u, € U(b), a € Z7, jedinstveni
elementi takvi da je

Tada imamo slijed ekvivalencija:

ww=0 <= Zxa@)uawzo — uw=0 VYVa <—

< u,€L VYa <<= wueU(g)lL.

Dakle, Ker ¢ = U(g)L i time je dokazana tvrdnja (a). O¢ito je ¢ homomomrfizam U(g)—modula
pa slijedi (b). Napokon, tvrdnja (c) slijedi neposredno iz propozicije 3.7.5.

U daljnjem je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra, b je neka njezina Cartanova podalge-
bra, R = R(g,b) je pripadni sistem korijena, B je neka baza sistema korijena Ri Ry i R = — Ry
su pripadni skupovi pozitivnih i negativnih korijena u odnosu na bazu B. Uz prije uvedene oznake
n=3 cr T8 ib=b+ nstavimo jos =3 ., +go Dakle,g=n+h+n=>0+mn.

Neka je A € h*. Definiramo jednodimenzionalnu reprezentaciju 7, od b na prostoru Cy, = C
ovako:
(b +n) = A(h), heb, nen.
Neka je
O\ :Indgn i M()\) :[ndg(C)\ = U(g) ®U(b) (C)\.

Tako definiran U(g)—modul M (\) zove se Vermaov modul pridruzen g, b, B, .

Buduéi da je n direktni komplement od b u g, prema razmatranjima prije i iza propozicije
3.7.3. vidimo da je u — u ®up) 1 = ox(u)(1 ®ye) 1) izomorfizam vektorskog prostora U(m) na
vektorski prostor M (A). O¢ito je to homomorfizam lijevih U(n)—modula.

Sljedeca propozicija precizno opisuje tezinsku strukturu Vermaovog modula. U tu svrhu defini-
ramo skup () tzv. korijenskih tezina:

@ =spany B = spany R = {anﬁ; ng € 4L zaﬁEB}.

a€eB

Neka je

Q+:Z+B:{Zn56; ng € Zy za ﬁeB}: Zna(x; ng € Zy za o € Ry

BeB acRy
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Za X\ € Q4 oznacimo sa P(\) broj nacina da se A napiSe kao Z, —linearna kombinacija pozitivnih

korijena. Dakle, ako je |R,| = s, numerirajmo sve pozitivne korijene: Ry = {ay, ..., a,}. Tada je
PN = {(cl,...,cs) €L, A= Zciozl}‘ :
i=1

Funkcija P : Q; — N zove se Kostantova funkcija sistema korijena R u odnosu na bazu B.
Propozicija 3.7.7. Neka je A € b*.
(a) Reprezentacija oy je h—tezinska, tj. M(X) =3 . + M),
(b) M(X), # {0} ako i samo ako je A\ — i € Q4, odnosno, p € X — Q.
(¢) dim M(N), =PA—p) Ve X — Q.
(d) Vrijedi M(A)x =1 ®u) Cx, M(A) =U@)M(A)y i nM (M) = {0}.

Dokaz: Neka je |Ry| = s i numerirajmo pozitivne korijene: Ry = {ay,...,as}. Za svaki
je{l,...,s}nekajey; € g_q, \ {0}. Tada je {y1,...,ys} baza od 7, pa je prema PBW —teoremu
{yit - --ydss (na,...,ns) € Z5} baza vektorskog prostora U(m). Slijedi da je {y7" -y Qu()
1; (ni,...,ns) € Z7 } baza vektorskog prostora M (). Sada ¢emo izracunati djelovanje proizvoljnog
h € b na vektore te baze. Buduéi da je [h,y;] = —a;(h)y;, indukcijom po k =ny +---+n, € Z,
lako slijedi da u algebri U(g) vrijedi

ot -y &) = (e — - = ngag) (g™ - - -y

Stoga je
ox(h) (Y -y @uey 1) = ox(h)oa(yy" -y ) (1 Quey 1) =

= ox(M)([h " -y (L ®uy 1) + on(h) (Y -+ ys*)oa(h) (1 @ue 1) =
— (—nlozl — = nsas)(h)y?l ceeyls QU (b) 1+ y{“ ceeylth QU (b) 1.
Kako je h € h C b C U(b), imamo
h@ue 1=1-h®lue =1Quwe h-1=AR)(1 Sy 1),
pa slijedi

ox(R) (Y -y Quey 1) = (A —nag — - = nsa,) (h) (Y7 - Y2 Que) 1)

Odatle slijede sve tvrdnje propozicije.

Vermaov modul ima univerzalno svojstvo u odnosu na ciklicke U(g)—module s ciklickim vek-
torom koji je tezinski i ponisten sa n :

Propozicija 3.7.8. Neka je V U(g)—modul. Nadalje, neka je X € b* i neka je v € V) vektor takav
da je no = {0} i da je V. =U(g)v.

(a) Postoji jedinstveno preplitanje o : M(A\) — V takvo da je p(1®ye) 1) = v. ¢ je epimorfizam
Vermaovog modula M(\) na modul V.

(b) Modul V' je h—tezinski. Za svaku njegovu teZinu p vrijedi X — p € Q4. Svaki tezinski pot-
prostor 'V, je konacnodimenzionalan. Vrijedi Vy, = Cv. Dakle, ako je V # {0}, onda je
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(¢) Vrijedi V= U(n)v.
(d) Ako je T : V — V preplitanje, onda je T' = cly za neki ¢ € C.

(e) Postogi unitalni homomorfizam x centra 3(g) algebre U(g) u polje C takav da je zw = x(2)w
za svaki z € 3(g) 1 svaki w € V.

(f) Preplitanje ¢ iz (a) je izomorfizam ako i samo ako je V' # {0} i linearan operator w — uw
saV u'V jeinjektivan za svakiu € U(n) \ {0}.

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz propozicije 3.7.3. Tvrdnje (b) slijedi iz surjektivnosti
@ iiz o(M(X),) =V, Yu € b*. Tvrdnja (c) je posljedica PBW—teorema (zadatak 3.6.3.):

V =U(g)v = U@ U (b = U(@D)v.

Neka je T': V' — V preplitanje, odnosno, homomorfizam U(g)—modula. Za svaki h € f imamo
hTv = Thv = A(h)Tv, dakle, vrijedi Tv € V) = Cv. Stoga je Tv = cv za neki ¢ € C. No svaki
w € V ima po pretpostavci oblik w = wv za neki u € U(g). Slijedi Tw = Tuv = uTv = ucv = cw,
dakle, T = c¢Iy. Time je dokazana tvrdnja (d). Odatle odmah slijedi tvrdnja (e), jer za z € 3(g)
preslikavanje w +— zw sa V u V je preplitanje.

Dokazimo jos tvrdnju (f). Ako je ¢ izomorfizam, injektivnost operatora w — uw za u € U(n)
slijedi iz prije spomenute ¢injenice da je u — u(1 ®yp) 1) izomorfizam U(n)—modula U(n) na
Vermaov modul M (\) (promatran kao U(n)—modul) i iz ¢injenice da prsten U(n) nema djelitelja
nule (zadatak 3.6.6.). Napokon, pretpostavimo da ¢ nije izomorfizam. Tada ¢ nije injekcija, pa
postoji u € U(n) \ {0} takav da je ¢(u ®y) 1) = 0. Slijedi

w = up(l @uey 1) = p(oa(u)(1 Quep) 1)) = ¢(u ®ue 1) = 0.

Prema tome, ako je V' # {0}, dakle, v # 0, linearan operator w — ww nije injekcija.

Svaki unitalni homomorfizam x : 3(g) — C zove se infinitezimalni karakter Liejeve algebre
g. x se zove infinitezimalni karakter reprezentacije m Liejeve algebre g na prostoru V' (ili
infinitezimalni karakter U(g)—modula V') ako je 7(z) = x(z)[y za svaki z € 3(g). Iz tvrdnje
(e) propozicije 3.7.8. slijedi da Vermaov modul M()) ima infinitezimalni karakter. Njega ¢emo
oznacavati sa Y.

Propozicija 3.7.9. Neka je A € bh*.

(a) Svaki pravi U(g)—podmodul od M(X) sadrZan je u potprostoru

M) = 3 M),

HFEX

(b) Postoji najveéi pravi U(g)—podmodul K(X) od M(X). Kvocijentni U(g)—modul
L(X) = M(X)/K(X) je prost, tj. kvocijentna reprezentacija mn = (o) m(x)/x(») Je ireducibilna.

Dokaz: (a) Neka je V U(g)—podmodul od M () razlicit od M (). Tada je V' U(h)—podmodul
od M () pa vrijedi

V= > 4V, i V,=VAMQM\), VY
pEA—Q+)
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Buduéi da je dim M(A\)y =11 U(g)M(\)x = M(N), iz V # M(A) slijedi da je V-0 M (M), = {0}.
Prema tome je
V=> FVAMQ),C M\
HFEX

(b) Neka je K(\) suma svih pravih U(g)—podmodula od M (A). Tada je K () U(g)—podmodul
od M () koji sadrzi svaki pravi U(g)—podmodul od M (A). Kako je prema (a) svaki pravi U(g)—pod-
modul od M () sadrzan u M, ()), slijedi da je i K(\) € M, (\), dakle, K(X) je stvarno pravi
podmodul od M(\).

Propozicija 3.7.10. Neka je V' ireducibilan U(g)—modul i neka je X € h*. Pretpostavimo da
postoji v € V) \ {0} takav da je nv = {0}. Tada je modul V' izomorfan modulu L(X\), odnosno,
reprezentacija od g na V ekvivalentna je reprezentaciji my.

Dokaz: Kako je U(g)—modul V ireducibilan, vrijedi U(g)v = V. Prema tvrdnji (a) propozicije
3.7.8. postoji surjektivno preplitanje ¢ : M(A) — V. Tada je modul V izomorfan kvocijentnom
modulu M (A)/(Ker ¢). Bududi da je ¢ # {0}, to je Ker¢ # M(A), pa je uz oznaku iz propozi-
cije 3.7.9. Ker ¢ C K(A). Sada iz ireducibilnosti kvocijentnog modula M (X)/(Ker ¢) slijedi da je
Ker ¢ = K()), dakle, modul V' je izomorfan modulu M (\)/K () = L(A).

Oznacimo sa p = pp polusumu pozitivnih korijena:
p=2
aERy

Za a € R neka je h, kao i ranije jedinstven element iz [g,, g_o] C b takav da je « (h,) = 2. Znamo
da je tada {hg; [ € B} baza prostora h. Neka je {\g; 5 € B} njoj dualna baza prostora bh*; dakle,
Ag(hy) = 93y za 3,7 € B. Tada je

A=) Ahg)rs  VAED”
BeB
Moze se dokazati da za svaki § € B refleksija o3 permutira skup R, \ {#}. Odatle slijedi
1 1 1
UﬁP:§065+§ Z 0@7=—§ﬁ+ Z v=p—05.
vERL\{B} v€RL\{6}
S druge strane je ogp = p — p(hg). Prema tome, vrijedi
p(hg)=1 VBE€B, dakle p=> \s. (3.21)
BeB

Propozicija 3.7.11. Pretpostavimo da za A € h* i 3 € B vrijedi m = A hg) € Zy. Neka su
ve MMNN\{0} iy € gp\ {0} Stavimo v' = y"™ v i neka je V U(g)—podmodul od M(N)
generiran sa v', V = U(g)v'. Tada je V izomorfan Vermaovom modulu M(oz(A + p) — p).

Za dokaz ¢e nam trebati sljedeca Cinjenica, koja se jednostavno dokazuje indukcijom u odnosu
nam € Zy :

Zadatak 3.7.2. Neka je A unitalna algebra i x,y,h € A takvi da je [h,y] = =2y i [z,y] = h.
Dokazite da je

[,y = (m+1)(h+m)y™ = (m+1)y™(h—m) Vm€eZ,.
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Dokaz propozicije 3.7.11.: Buduéi da je u +— uv izomorfizam vektorskog prostora U(n) na
vektorski prostor M (), vrijedi v" # 0. Nadalje, kako je prema (3.21) p(hg) = 1, imamo

os(A+p)—p=A+p—A+p)(hg)B—p=A—(m+1)p,

pa slijedi
v =y o € M(A)s—mins = M(Noyrtp)—p-

Za v € B\ {B} vrijedi [g_g,9,] = {0} jer v — 5 ¢ R. Odatle i iz g,v = {0} slijedi g,v" = {0}.
Nadalje, neka je x € gg takav da je [x,y] = hg. Tada zbog jednakosti u zadatku 3.7.2. i zbog
xv = 0 nalazimo

v = 2y = [z, "o+ y" v = (m+ Dy (hg — m)v = (m + 1)y™ (A (hg) —m)v = 0.

Time je dokazano da vrijedi g,v" = {0} Vy € B, a odatle slijedi nv’ = {0}. Sada po tvrdnji
(a) propozicije 3.7.8. postoji epimorfizam U(g)—modula ¢ : M(og(A + p) — p) — V. No kako je
za svaki u € U(m) \ {0} preslikavanje w +— wuw injektivan linearan operator na M (\), njegova
restrikcija na potprostor V' je takoder injektivna. Sada tvrdnja (f) propozicije 3.7.8. pokazuje da
je p: M(og(A+p) — p) — V izomorfizam U(g)—modula.

U daljnjem sa P oznacavamo skup svih tzv. integralnih tezina sistema korijena R :
P={Xeb"; ANhy) € ZVa € R} ={\ € b*; Ah,) € Z Ya € B}.

Nadalje, neka je P, skup svih tzv. dominantnih integralnih tezina sistema korijena R u odnosu
na bazu B :

P.={ ebh"; ANho) €Z, VYae R, } ={X€b*; ANhy) € Zy Ya € B},

Propozicija 3.7.12. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g na prostoru V. Svaka
tezina od w je integralna. Nadalje, za svaki p € §* i za svaki element o Weylove grupe W = W (R)
vrigedi dim 'V, = dim V.

Dokaz: Neka je « € R. Neka su z, € g, 1 Yo € g_o takvi da je [z4,ys] = ha, tj. da je
(Ho, o, Yo) S—trojka, i neka je s, TDS—podalgebra razapeta sa hy, x, i y,. Restrikcija 7|s,
je kona¢nodimenzionalna reprezentacija od s,, pa su po tvrdnji (a) teorema 3.2.3. sve svojstvene
vrijednosti operatora 7(h, ) cijeli brojevi. Dakle, vrijedi u(h,) € Z za svaku tezinu p reprezentacije
7. Kako je @ € R bio proizvoljan, prva je tvrdnja dokazana.

Za drugu ¢emo tvrdnju takoder koristiti rezultate odjeljka 3.2. Neka je p € h* tezina reprezentacije
7 ineka je € R. Stavimo m = u(h,). Neka je

Vev®i.. . iye

rastav prostora V' u direktnu sumu 7|s,—invarijantnih potprostora na kojima su pripadne sub-
reprezentacije Liejeve algebre s, ireducibilne. Stavimo n; = dim V). Neka su Vk(J ) tezinski pot-
prostori:

Vk(j) ={v e VU n(hy)v = kv}.

Iz tvrdnje (b) teorema 3.2.2. slijedi da je Vk(j) # {0} ako i samo ako je —n; < k <mn;in;—k € 2Z

iu tom je slucaju dim Vk(j ) = 1. Nadalje, iz eksplicitnih formula (3.2) za djelovanje restrikcija
) )

operatora m(x,) 1 7(yq) slijedi da je u slucaju k > 0 restrikcija W(ya)k|Vk(j izomorfizam sa V}C(j na
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V_(J,;), a restrikcija W(xa)kW_(J,? je izomorfizam sa V_(J,;) na Vk(j ). Primijetimo sada da iz p(he) =m
slijedi
V,=V,nV® 4.V, 0V,

a kako je svaki potprostor VAZE {0} ili je jednodimenzionalan, zaklju¢ujemo da je tezinski
potprostor V), direktna suma nekih od potprostora 1745 ); preciznije, vidi se da je V,, direktna
suma tocno svih onih V¥ za koje je —n; < m < n; i n; —m € 27Z. Odatle slijedi da je u
slucaju m > 0 restrikcija m(yq)™|V, injektivna, a u slucaju m < 0 restrikcija w(z,)"™|V, je
injektivna. U prvom slucaju vrijedi 7(ya)™Vy € Viema, & u drugom m(z,)"™V,, C V,_mq. Dakle,
zbog spomenutih injektivnosti imamo u oba slucaja da je dim V, < dim V,,_,,,. Medutim, vrijedi
p—ma = p— p(hy)a = oau. Dakle, dokazali smo da je

dim V, <dim V,_, Yueh® 1 Va € R.
Kako je 02 identiteta, vrijede i obrnute nejednakosti
dim V,_, < dim V, Yueh® 1 Va € R.
Dakle, dokazali smo da vrijede jednakosti
dim V, =dim V,_, Yueh® 1 Va € R.
Bududi da refleksije o, @ € R, generiraju Weylovu grupu W (R), slijedi druga tvrdnja propozicije:
dim V, = dim V,, Vuebh™ i VoeW(R).

Postoji i direktniji dokaz da je dim V,, = dim V,,_,. Naime, izracunavanjem komutatora opera-
tora w(h), h € b, s potencijama m(z4)* i 7(y)¥, a odatle i komutatora operatora w(h), h € b,
s operatorom e™(®a)e=mWa)em(@a) pije tegko dokazati da je za svaki a € R restrikcija operatora
e™(@a)e=7(Wa) em(@a) g tezinski potprostor V,, izomorfizam sa V, na V,_,.

Neka je za A € h* kao i prije sa M(\) oznacen Vermaov modul pridruzen g, h, B, A, i neka je
oy pripadna reprezentacija od g. Nadalje, neka je L(\) jedinstven ireducibilni kvocijent modula
M()). Sa 7y ¢emo oznacavati (ireducibilnu) reprezentaciju od g na L()). Nadalje, oznacimo sa
(-|-) bilinearnu formu koju na h* x h* po dualnosti definira restrikcija Killingove forme Bg|h x .
Podsje¢amo da je tada restrikcija forme (- |- ) na realni potprostor hj = spany R skalarni produkt
na hi. Taj je skalarni produkt invarijantan u odnosu na sve elemente Weylove grupe W = W (R).

Propozicija 3.7.13. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija od g na konacnodimenzionalnom pros-
toru V.

(a) Postoji jedinstven A € b* takav da je m ekvivalentna reprezentaciji my.
(b) Vrijedi A € Py i dim V) = 1.
(c) Ako je p teZina od , tj. ako je V,, # {0}, onda je X\ — p € Q4 @ vrijedi (p)p) < (A|X).

Dokaz: Budu¢i da je prostor V' kona¢nodimenzionalan, postoji tezina A od 7 takva da za
svaki pozitivni korijen av € Ry A + « nije tezina od 7. To znaci da je w(n)V) = {0}. No tada iz
propozicije 3.7.10. slijedi da je reprezentacija m ekvivalentna reprezentaciji my. Nadalje, iz tvrdnje
(b) propozicije 3.7.8. slijedi da je dim V), = 1. Za o € R izaberimo kao obitno =, € go 1 Yo € g_q
tako da bude [z4,Ya] = ha- Za v € V) \ {0} je tada w(z,)v = 0, pa iz teorije reprezentacija
TDS—algebri slijedi da je A(hy) € Z, (preciznije, A(hy) + 1 je dimenzija U(s,)—podmodula
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generiranog sa v). Kako je a € R, proizvoljan, zaklju¢ujemo da je A € P,. Iz tvrdnje (b) propozicije
3.7.8. slijedi da za svaku tezinu p reprezentacije m ~ m, vrijedi A — p € Q4. Odatle slijedi
jedinstvenost u tvrdnji (a) : ako je my ~ my, onda je A\ — N € Q4 1 N — X\ € @4, pa nalazimo da
je A =N eQiyN(—Q+) = {0}, odnosno, A = X.

Treba jos dokazati da je (u|pn) < (A|A) za svaku tezinu p reprezentacije m ~ my. Kako je
P, presjek P sa zatvaracem Weylove komore odredene sa B (u realnom vektorskom prostoru
hr = spang R), i kako je prema tvrdnji (e) teorema 3.5.3. zatvara¢ bilo koje Weylove komore
fundamentalna domena za djelovanje Weylove grupe W (R), za svaku tezinu p reprezentacije m
postoji o € W(R) takav da je op € P,. Buduéi da je prema propoziciji 3.7.12. p tezina od 7 ako
i samo ako je opu tezina od 7 i bududi da je (ou|ou) = (p|p), u dokazu nejednakosti (p|p) < (A|A)
mozemo pretpostavljati da je p € P.. No tada jei A4+ p € P,. S druge strane je A — u € (0, pa
postoje ¢, € Z., a € B, takvi da je

)\—,u:an(x.

No tada je
AN = (ulp) = N+ pld =) = ca(A + pila).

aEB

Uz oznaku t, iz odjeljka 3.5. imamo za svaki o € B

(k) = (o4 ) (1) = A0 () 2 0

Slijedi da je (A|A) — (u|p) > 0, odnosno, (p|p) < (A|A).

Lema 3.7.14. Neka je V # {0} U(g)—modul s reprezentacijom . Pretpostavimo da za neki X € h*
i neki v € Vy vrijedi m(n)v = {0} i m(U(g))v = V. Nadalje, izaberimo y, € g_o \ {0}, a € B, i
pretpostavimo da za svaki o € B vrijedi w(y,)™v = 0 za neki m € N. Tada je reprezentacija
ireducibilna i konacnodimenzionalna.

Dokaz: Neka je II skup svih tezina reprezentacije m, p € 11, « € B. U vezi s izabranim y, € g_,
izaberimo kao i obi¢no z,, € g, tako da bude [Za, Ya] = ha, tj. da je (ha, Ta, Ya) S—trojka, i neka
je s, njom razapeta TDS—podalgebra. Stavimo v; = 7(ya)'v, j € Z;, 1 neka je m najvedi sa
svojstvom wv,, # 0. Tada znamo da je potprostor span{vy,...,v,} invarijantan u odnosu na
restrikciju m|s, i pripadna je subreprezentacija od s, ireducibilna. Prema tome, suma V' svih
kona¢nodimenzionalnih 7|s,—invarijantnih potprostora od V, na kojima je subreprezentacija od
7|5, ireducibilna, razlicita je od {0} i vrijedi v € V.

Neka jesada T : g ® V — V jedinstven lineran operator takav da je

T(r®@w)=mr(r)w, Veeg 1 YwelV

Lako se provjerava da je T preplitanje reprezentacije (adgy|s,)® (7]s,) s reprezentacijom 7|s,. Oda-
tle slijedi da je potprostor V' w—invarijantan. Kako je mw(U(g))v = V, zaklju¢ujemo da je V' = V.
Odatle slijedi da je V direktna suma kona¢nodimenzionalnih 7|s,—invarijantnih potprostora 73,
i € I, na kojima je subreprezentacija od 7l|s, ireducibilna.

Neka je w € V, \ {0}. Tada mozemo pisati w = » .., w;, gdje su w; € T; za svaki i € [
(i, naravno, samo ih je kona¢no mnogo razlicitih od 0). Tada je w(h,)w = p(he)w, a kako su
svi potprostori T; m(h,)—invarijantni, slijedi da je m(ho)w; = p(ha)w; za svaki ¢ € I. Stavimo
p(he) = n. Kako je w # 0, to je w; # 0 za barem jedan indeks i € I, pa zakljuéujemo da je n € Z.
Ako je n > 0, onda je kao u dokazu propozicije 3.7.12. m(y,)"w; # 0 za svaki ¢ € I takav da je
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w; # 0. Prema tome je m(y,)"w # 0, a kako je 7(ya)"Vy C Vicna = Voup, slijedi da je o,p € I1. Do
istog zakljucka dolazimo i ako je n < 0; u tom slucaju koristimo se s operatorom 7(x,)~" umjesto
operatora (ya)"-

Na taj smo nacin dokazali da je IT C P i da je o, = 1I Yo € B, dakle, oIl =11 Vo € W.
Medutim, svaka W —orbita u P sijece se sa P,. Prema tvrdnji (b) propozicije 3.7.8. slijedi da je skup
IIN Py konacan, dakle, i II je konacan skup, a po istoj tvrdnji svaki je tezinski potprostor V,,, p € II,
kona¢nodimenzionalan. Prema tome, prostor V' je kona¢nodimenzionalan. Prema Weylovom teo-
remu o potpunoj reducibilnosti vrijedi V- = S; 4 --- 4 S, gdje su Si,...,S, m—invarijantni
potprostori takvi da su subreprezentacije g, , ..., 7g, ireducibilne. Kako je po tvrdnji (b) propozi-
cije 3.7.8. dim V = 1, slijedi da je V), C S; za neki j. No tada je V = n(U(g))V\ = S;. Dakle,
p = 1, odnosno, reprezentacija 7 je ireducibilna.

Lema 3.7.15. Neka je A € Py. Oznacimo sa K(\) najveéi pravi U(g)—podmodul od M(X) i neka
jev € M(AN)x\{0}. Za svaki o € B neka je mq = N hy) i izaberimo y, € g_o \ {0}. Tada je

K\ =Y Ulgyrtv="> U@yro.

a€B a€B
Nadalje, potprostor K(\) od M(X) je konacéne kodimenzije.

Dokaz: Za o € B oznac¢imo sa Y, U(g)—podmodul od M(\) generiran sa y™"!v. Prema
propoziciji 3.7.11. modul Y, je izomorfan Vermaovom modulu M (o, (X + p) — p). Posebno, zbog
tvrdnje (d) propozicije 3.7.7. je Y, = U(R)y™"v. Bududi da je A + p sadrzan u Weylovoj komori

odredenoj sa B, vrijedi o,(A+p) # A+p, odnosno, o, (A+p)—p # A. To pokazuje da je Y, # M(N).
Dakle, vrijedi Y, € K (\) za svaki o € B. Prema tome je

K'=> Y, C K.
aEB

Iz leme 3.7.14. slijedi da je prostor M(\)/K' konacnodimenzionalan i reprezentacija na njemu je
ireducibilna. Odatle slijedi da je K(\) = K’ i time je lema dokazana.

Teorem 3.7.16. Preslikavanje \ — my inducira bijekciju sa Py na skup svih klasa ekvivalencije
ireducibilnih konacnodimenzionalnih reprezentacija od g. Drugim rijecima, vrijedi:

a) Reprezentacija my je konacnodimenzionalna ako © samo ako je A € Py.
] J J +
(b) Za medusobno razlicite \, N € P, reprezentacije 7y i my su neekvivalentne.

(¢) Svaka ireducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija od g ekvivalentna je nekoj reprezen-
tacigi m\, A € Py.

Dokaz: Ako je A € P, iz leme 3.7.15. slijedi da je reprezentacija 7 ireducibilna i kona¢no-
dimenzionalna. Obratno, ako je m konaé¢nodimenzionalna ireducibilna reprezentacija onda prema
propoziciji 3.7.13. postoji jedinstven A\ € P, takav da je m ~ m,. Odatle slijede sve tri tvrdnje
teorema.

Neka je V' ciklicki U(g)—modul s ciklickim vektorom v, tj. V = U(g)v. Stavimo
I = Annyg)(v) = {u € U(g); wv = 0}.

Tada je ocito I lijevi ideal u U(g), odnosno, I je podmodul lijevog U(g)—modula U(g). Nadalje,
buduéi da je u — wv epimorfizam lijevih U(g)—modula sa U(g) na V, modul V' izomorfan je
kvocijentnom modulu U(g)/I.
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U sljedecoj propoziciji odredeni su anihilatori kanonskih ciklickih vektora modula M(\) za

A € bh*imodula L(\) za A € P,.
Propozicija 3.7.17. Neka je X € h*, v € M(A)\\ {0}, v € LN\ {0}, T = Annyg(v) i
I' = Annyg)(v').

(a) Vrijedi I =U(g)n+ 3o, U(g)(h — A(R)).

(b) I' je najveéi pravi lijevi ideal u U(g) koji sadrzi I.

(¢) Ako je A\ € Py, za svaki o € B stavimo my, = A(hy,) 1 izaberimo y, € g—o \ {0}. Tada je

=T+ Ulgyrt =1+ Umpyr*.

a€B a€EB

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi direktno iz tvrdnje (¢) propozicije 3.7.6.
(b) Za svaki U(g)—podmodul T od M () neka je

Ir={ueU(g); weT}.

Tada je T +— Ir bijekcija sa skupa svih U(g)—podmodula od M (A) na skup svih lijevih ideala u
U(g) koji sadrze I i ta je bijekcija obostrano monotono rastuca u smislu da za podmodule 7" 1 T”
vrijedi T C T" ako i samo ako je It C I7.

Ako sa K () oznac¢imo kao i prije najveéi pravi podmodul od M () onda je L(A) = M(\)/K()),
dakle, v' je proporcionalan klasi v + K (), dakle,

I'={ueU(g); uv' =0} ={uecUlg); ulv+K(QX)=0u L) =MAN)/KQN)} =

={uecU(g); wwe K\)} = Ix(N).

Odatle slijedi tvrdnja (b).
(¢) Prema lemi 3.7.15. imamo za u € U(g) :

vel +— wekK(\) <<= Tuc¢€ Z U(g)y™tt  takav daje uv = ujv.
a€EB

Kako je tada v — uy € I, slijedi da je posljednje ekvivalentno sa

wel+ Z U(g)ymett,

aEB

Time je dokazana prva jednakost u (¢). Druga jednakost slijedi potpuno analogno koristeéi drugu
jednakost u lemi 3.7.15.:

K\ =) Umygt'o.

aEB
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3.8 Restrikcija na Cartanovu podalgebru

Neka je i dalje g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i hh neka njezina Cartanova podalgebra.
Nadalje, neka je R = R(g,h) pripadni sistem korijena. Fiksirajmo neku bazu B = {aq,...,as}
sistema korijena i neka je R, pripadni skup pozitivnih korijena, C' pripadna Weylova komora u
bi i C njezin zatvaraé. Za a € R neka je h, kao i ranije jedinstven element iz [ga, g o] C b takav
da je a (hy) = 2.

Neka je G = Int(g) grupa unutarnjih automorfizama Liejeve algebre g. U ovom ¢emo odjeljku
prouciti epimorfizam restrikcije P(g) — P(h) i njegovu restrikciju na podalgebru invarijanata
P(g)°.

Weylova grupa W = W (R) djeluje na algebri P(h) polinomijalnih funkcija na . Bududi da je
grupa W generirana refleksijama, znamo da je algebra invarijanata P(h)" polinomijalna algebra
u ¢ = dim h homogenih invarijanata.

Lema 3.8.1. Zan € Z, svaki element od P"(§)V je linearna kombinacija polinomijalnih funkcija
na b oblika h — Trw(h)", gdje je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g.

Dokaz: Funkcije A", A € P, razapinju vektorski prostor P™(h*). Za svaki f € P(h) stavimo

wa: ZfOO'.

oeW

Tada je, naravno, P(h)"Y = {Tw f; f € P(h)}. Buduéi da svaka W —orbita u P sijece P,, za-
kljuc¢ujemo da funkcije Ty A", A € P,, razapinju vektorski prostor P"(h)". Lema ¢e biti dokazana
ako pokazemo da je za svaki A € P, funkcija Ty A" linearna kombinacija funkcija na b oblika kao
u iskazu leme.

Neka je A € P,. Stavimo Ey = P.N(A—Q+)\{\}. Neka je 7 ireducibilna kona¢nodimenzionalna
reprezentacija od g s najvetom tezinom A. Prema propoziciji 3.7.12. funkcija g : h — Tr7(h)” na
b je linearna kombinacija funkcija Ty u™ za sve one tezine p reprezentacije m koje pripadaju P, iu
toj linearnoj kombinaciji koeficijent uz Ty A" jednak je 1 (jer je tezinski potprostor reprezentacije
za tezinu A jednodimenzionalan). Stoga je funkcija Ty A" linearna kombinacija funkcije g i funkcija
Twp™ za p € Ey. Bududi da za svaki p € E) ocito vrijedi E, C E)j, to je |E,| < |E,|, pa tvrdnja
slijedi indukcijom po |E,|.

Teorem 3.8.2. Neka je 1 : P(g) — P(h) epimorfizam definiran restrikcijom.
(a) Restrikcija o|P(g)€ je izomorfizam algebre P(g)¢ na algebru P(h)W.

(b) Za svaki n € 7., prostor P*(g)¢ razapet je funkcijama oblika x — Trr(z)*, gdje je
konacnodimenzionalna reprezentacija od g.

Za dokaz ovog dalekoseznog teorema treba nam nekoliko elementarnih ¢injenice iz algebarske
geometrije.

Neka je n € N. Neka je C[X]| = C[X,..., X, algebra polinoma u n varijabli s kompleksnim
koeficijentima. Za ideal I u C[X] stavimo kao i obi¢no V(I) = {A € C*; f(A\) =0Vf € I}. Na
skupu C" topologija Zariskog je ona za koju je {V(I); I ideal u C[X]} skup svih zatvorenih
podskupova. Definicija ima smisla jer su ocito () i C™ zatvoreni skupovi i jer su konacne unije i
proizvoljni presjeci zatvorenih skupova zatvoreni skupovi:

V) U UV(I) =V( -+ 1y), [ V)=V <Z 1a> .

acA acA
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Polinomijalne funkcije na C" su funkcije oblika A — f(\) za f € C[X]. Svaka je takva funkcija
ocito neprekidna u odnosu na topologiju Zariskog. Budu¢i da je polje C beskonac¢no, polinomijalna
funkcija koja je definirana polinomom f € C[X]\ {0} nije identicki jednaka nuli.

Podskup S C C" zove se ireducibilan ako ne postoje zatvoreni podskupovi Vi, Vo C C™ takvi
daje SCVIUV,,ai SZ V15 Vs.

Lema 3.8.3. Citav prostor C" je ireducibilan.

Dokaz: Pretpostavimo da su I; i I5 ideali u C[X] takvi da je C" = V(I;)UV(I3) ali V(1) # C™
1V(Iy) # C". Tadasu I} # {0} i Iy # {0}. Nekasu f € I; \ {0} ig € I\ {0}. Tada je fg # 0, ali

polinomijalna funkcija A — f(A)g(A) iS¢ezava i na V(1) i na V(I3), dakle, na C", a to je nemoguce.

Korolar 3.8.4. Svaki neprazan Zariski otvoren podskup od C" je gust u C™ u odnosu na topologiju
Zariskog.

Dokaz: Neka je U neprazan Zariski otvoren podskup od C”. Pretpostavimo da U nije Zariski
gust u C". Tada postoji neprazan Zariski otvoren podskup V od C" takav da je U NV = (). Tada
su C*"\U i C"\ V zatvoreni podskupovi razli¢iti od C" ¢ija je unija jednaka C™. No to je nemoguce
zbog leme 3.8.3.

Ako u g izaberemo bazu {z1, ..., z,} Liejeva algebra g se identificira sa C", pa na njoj mozemo
promatrati topologiju Zariskog. Naravno, ta topologija ne ovisi o izboru baze u g. Polinomijalne
funkcije na g su upravo one dobivene iz elemenata od C[X] = C[X}, ..., X,,]. U odnosu na izabranu
bazu operator ad x ima n X n matricu ¢iji su elementi linearne, dakle, polinomijalne funkcije od
x € g. Neka je T formalna varijabla i neka je P,(T") € C[T] svojstveni polinom operatora ad x.
Tada je

P(T) =) _ci(x)T
i=0

i svaki ¢; je polinomijalna funkcija na g. Operator ad « singularan je za svaki x € g, dakle, ¢y = 0.
Definiramo p—rang Liejeve algebre g kao najmanji m € N takav da polinomijalna funkcija c,,
nije identicki jednaka nuli. Element x € g zove se p—regularan ako je ¢, (x) # 0. Dakle, x je
p—regularan ako i samo ako je nil—indeks operatora ad x najmanji moguci, odnosno, algebarski
multiplicitet svojstvene vrijednosti 0 operatora ad z je najmanji moguéi. Za x € g oznac¢imo kao
i obitno sa xs njegov poluprosti dio. Operatori adz i adx,; imaju isti svojstveni polinom, pa
zakljucujemo da je element x p—regularan ako i samo ako je njegov poluprosti dio x, takav. To
pokazuje da postoje poluprosti p—regularni elementi.

Skup R svih p—regularnih elemenata u g je otvoren u odnosu na topologiju Zariskog. Prema
korolaru 3.8.4. skup R je gust u g.

Neka je = € g poluprost element. Tada = lezi u nekoj Cartanovoj podalgebri. Buduéi da su
sve Cartanove podalgebre G—konjugirane, postoji g € G takav da je h = gx € . Za h € b vrijedi
h C Cy(h), dakle,

dim Cy(h) > dim h = ¢ = rang od g.

Znamo da postoje elementi h € b takvi da je Cy(h) = h — takve smo zvali regularni elementi od
h. Za takav element h algebarski multiplicitet svojstvene vrijednosti 0 operatora adh jednak je
njegovom geometrijskom multiplicitetu — tj. svaki korijenski vektor za ad h je ujedno svojstveni
vektor za ad h. Budud¢i da smo vidjeli da postoje p—regularni poluprosti elementi, oni su ujedno
regularni poluprosti elementi, pa vrijedi m = (. Nadalje, 0 je jedini nilpotentni element koji
se nalazi u centralizatoru regularnog poluprostog elementa. Prema tome, ako je element x € g
p—regularan, onda je nuzno x = x,. Time smo dokazali da je R skup svih regularnih poluprostih
elemenata od g. Tim vise vrijedi
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Propozicija 3.8.5. Skup svih poluprostih elemenata u g je gust u g uw odnosu na topologiju
Zariskog.

Za dokaz teorema 3.8.2. trebat ¢e nam jos sljedeca lema:

Lema 3.8.6. Neka je a € R i neka je (ha, To,Ya) S—trojka s neutralnim elementom h,. Tada
za element g = e*d%ee=adVecdZa c G yrijedi g = b i restrikcija g|h je refleksija o, u odnosu na
korijen c.

Dokaz: Imamo h = Ch,, + Ker a.. Za h € Ker o imamo [h, z,] = [h, y] = 0, dakle, (adz,)h =
(adyo)h = 0, pa slijedi gh = h. S druge strane je i

ooh =h —a(h)h, = h.
Promotrimo sada djelovanje g na h,. Imamo
(ad z4)he = [T, ha] = =224 i (ad 24 )*he = 0,
dakle,
edTap = h, — 2x,.

Sliéno dobivamo
e v h, = hy — (ad Ya) ha = ha — 2Ya-

Nadalje,

(ad ya>xa = [yonxa] = _hou (ad ya>2xa = _[yaa ha] = —23/01, (adya)gxa = 07

pa imamo
—ad
€ yaxa :xa'f_ha ~ Yo

Dakle,
e Mvagadrap - — om8dVe (B, —22,) = hy — 2Ua — 2(Ta + ha — Ya) = —ha — 224.

Stoga je
ghe = 1% (—hy — 224) = —hg + 224 — 224 = —ha = Ouha.

Time je lema dokazana.

Bududi da refleksije o, a € R, generiraju Weylovu grupu W, iz leme 3.8.6. neposredno slijedi:
Korolar 3.8.7. Za svaki 0 € W postoji g € G takav da je gh = b i g|h = o.

Dokaz teorema 3.8.2.: (1) Inkluzija ¢ (P(g)“) C P(h)" neposredna je posljedica korolara
3.8.7.

(2) Dokazimo sada injektivnost restrikcije ¢|P(g)¢. Neka je polinomijalna funkcija f € P(g)“
takva da je «(f) = flbh = 0. Neka je x € g poluprost element. Tada je x sadrzan u nekoj Car-
tanovoj podalgebri, pa zbog G—konjugiranosti Cartanovih podalgebri postoji G € G takav da je
gz € . Kako je funkcija f G—invarijantna, slijedi f(z) = 0. Prema tome, polinomijalna funkcija
f ponistava se na svakom poluprostom elementu = € g. Prema propoziciji 3.8.5. slijedi f = 0.

(3) Neka je A™ potprostor od P"(g)¢ razapet svim funkcijama oblika  — Trx(z)", gdje je m
kona¢nodimenzionalna reprezentacija od g. Prema lemi 3.8.1. vrijedi t(A") 2 P™(h)". Zbog (1) i
(2) odatle slijede obje tvrdnje (a) i (b).
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Killingova forma By na poluprostoj Liejevoj algebri g je nedegenerirana, pa definira izomor-
fizam z — f, sa g na g*:
foly) = By(z,y),  zyeaq.
Taj se izomorfizam jedinstveno prosiruje do izomorfizma unitalnih algebri

Gy S(g) — S(g7) = P(g):
Nadalje, restrikcija Killingove forme By|h x h na Cartanovu podalgebru b takoder je nedegenerirana

bilinearna forma, pa definira izomorfizam sa h na h* koji se jedinstveno prosiruje do izomorfizma
unitalnih algebri

@y : 5(h) — S(b") = P(b).
Propozicija 3.8.8. Neka je J ideal u algebri S(g) generiran sa n -+ n.

(a) Izomorfizam ®y : S(h) — P(h) je preplitanje reprezentacija Weylove grupe W, pa definira
ekvivalenciju tih reprezentacija.

(b) Izomorfizam ®4 : S(g) — P(g) je preplitanje reprezentacija grupe G pa definira ekvivalenciju
tih reprezentacija.

(¢) Vrijedi S(g) = S(h) + J. Neka jej: S(g) — S(b) pripadni epimorfizam algebri (tj. projektor
duz potprostora J).

(d) Vrijedivo @y = @y 03; pri tome je v : P(g) — P(h) epimorfizam definiran restrikcijom sa g
na b.

Dokaz: Neka su 7 i 7* reprezentacije grupe W pomoc¢u automorfizama unitalnih algebri S(f)
iS(h*) =P(h). Nekasuo e W, heh C Sh)if=P4h)ebh* CP(h). Tada za svaki k € b zbog
invarijantnosti restrikcije Bylh x b na djelovanje Weylove grupe vrijedi

(@ym(0)h)(k) = By(m(0)h, k) = By(h, (0" )k) = (@yh)(mw(0 k) = (7" (o) Dyh) ().

Dakle, ®y7(0)|h = 7 (0)Py|h za svaki o € W. Bududi da b generira unitalnu algebru S(h), odatle
slijedi jednakost ®ym(0) = 7*(0)®y, Vo € W. Time je tvrdnja (a) dokazana.

Tvrdnja (b) dokazuje se potpuno analogno koristeéi invarijatnost Killingove forme By u odnosu
na djelovanje grupe G.

Tvrdnja (c) je ocita.

Preslikavanja ¢, j, ®; i @, su unitalni homomorfizmi algebri, pa je jednakost u tvrdnji (d)
dovoljno dokazati na nekom skupu koji generira unitalnu algebru S(g), npr. na g. Neka je z € g.
Za bilo koji h € h tada imamo redom

((e0 ®g)(2))(h) = ((Pg(2)))(h) = (Pg(2))(h) = By(z, h) =
= Bs((2), h) = (B4 ((2)))(h) = ((Py ©1)(2))(h).

Pri tome smo za treéu jednakost koristili ¢injenicu da je potprostor n 4+ 1 ortogonalan na b u
odnosu na Killingovu formu. Buduéi da je h € h bio proizvoljan, iz gornje jednakosti slijedi da je
(Lo ®g)(x) = (P o))(z) za svaki x € g. Time je i tvrdnja (d) dokazana.

Iz propozicije 3.8.8. neposredno slijedi:

Teorem 3.8.9. Neka su J i) kao u propoziciji 3.8.8. Neka je S(g)¢ podalgebra svih G—invarijanata
u algebri S(g). Tada je restrikcija j|S(g) izomorfizam algebre S(g)¢ na algebru S(H)W.

U sljedeé¢em ¢emo odjeljku ustanoviti da je centar 3(g) univerzalne omotacke algebre Ul(g)
kompleksne poluproste Liejeve algebre g izomorfan algebri invarijanata S(g)“ u simetri¢noj al-
gebri Liejeve algebre g, odnosno, algebri polinomijalnih invarijanata P(g)®, a time i algebri
W —invarijanata P(h)" =~ S(h)". Dakle, centar 3(g) od U(g) je izomorfan algebri polinoma
u ¢ = dim b varijabli.
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3.9 Harish—Chandrin izomorfizam

U ovom je odjeljku kao i do sada g kompleksna poluprosta Liejeva algebra, f neka njezina
Cartanova podalgebra, R = R(g, ) pripadni sistem korijena, W = W(R) Weylova grupa sistema
korijena R, B neka baza sistema korijena R, R, i R_ = — R, pripadni pozitivni i negativni skupovi
korijena, () = spany R reSetka korijenskih tezina sistema korijena R1 (), = spany, B = spany, R,
pozitivne korijenske tezine u odnosu na B (ili u odnosu na R, ). Nadalje, stavimo kao i prije

n=3 tgo W= Fga,  b=DhFn
acRy acR_

Za svaki korijen o € R sa h, € b oznacavamo njemu tzv. dualni korijen: to je jedinstven
element iz [ga, §_o] sa svojstvom a(h,) = 2. Sa P oznacavamo integralne tezine sistema korijena
R, a sa P, dominantne integralne tezine u odnosu na bazu B. :

P={Xeb"; ANhy) €Z Ya € R} ={X € b*; AN hy) € Z Ya € B},

P.={\ebh"; ANho) €Z; Yac R} ={Xebh"; ANh,) € Z; Ya € B}.

Skup {h.; o € B} je baza prostora h. Neka je kao i prije {\,; o € B} njoj dualna baza dualnog
prostora h* :
)\a (hﬂ) = 5&,@7 Oé,ﬁ € B.

Linearni funkcionali A, su dominantne integralne tezine i one se zovu fundamentalne tezine
sistema korijena R u odnosu na bazu B. Ocito vrijedi

P:{an/\a; Co € 7L 78 aEB}, P+:{an)\a; Co € Ly 7za aGB}.

aEeB a€EB

Podsje¢amo jos na oznaku

acR4 a€eB
Neka je |R;| = s i numerirajmo pozitivne korijene indeksima od 1 do s : Ry = {ay, ..., as}.
Nadalje, neka je |B| = ¢ = rank(g) i pretpostavimo da je numeracija takva da je B = {ay, ..., ap}.
Za svaki j € {1,...,s} izaberimo elemente z; € go, \ {0} i y; € g_a,. MozZemo pretpostaviti (iako
to u daljnjem nije bitno) da je [x;,y;] = hq,. Stavimo jos h; = ho, za i = 1,...,{. Sada je
{v1,-- yssha,y oo heywr, .. @} baza od g. Za g = (q1,...,qs) € Z5, m = (mq,...,my) € Z% i
p = (p1,...,ps) € Z7, definiramo elemente u(q, m,p) € U(g) kao monome u elementima te baze

odg:
ulg,m,p) =y - -y&hy™ - byt

Prema PBW—teoremu {u(q, m,p); ¢,p € Z5., m € Z4} je baza od U(g).

Kao $to znamo za svaki x € g derivacija adgz Liejeve algebre g jedinstveno se prosiruje do
derivacije unitalne algebre U(g). Tu ¢emo derivaciju oznacavati sa ady ) 2. Kao sto smo vidjeli
tada je

(adp@z)u=2u—uzr Vrxeg i VueU(g).

Reprezentacija ady(q) Liejeve algebre g na prostoru U(g) je tezinska:
Zadatak 3.9.1. Dokazite:

(a) Za svaki h € b i za bilo koje q,p € Z5. i m € Z'. vrijedi

(adyg) h) u(g, m,p) = ((p1 — q)oa + -+ - + (ps — qs)) ulq, m, p).
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b) Reprezentacija ady (g je teZinska, tj.
(9)

Ul =Y +U@xr  Ulghr={uecUlg); (adygh)u=A(h)u Vheb}.
Aeh*

(c) Q je skup svih tezina reprezentacije ady(g), tj. U(g)x # {0} ako i samo ako je X € Q.

(d) Za svaki X € Q) teZinski potprostor U(g)x je beskonacnodimenzionalan i baza mu je
{u(g.m,p); ¢.p€Z5, meZ, (pp—aq)on+- 4 (ps — ¢)as = A}

(e) (U(8)r)req Je graduacija algebre U(g) aditivnom komutativnom grupom @Q, tj. vrijedi
U@hU(g), CU(@r YA ReQ.

Iz tvrdnje (e) u zadatku 3.9.1. vidimo da je U(g)o unitalna podalgebra od U(g). To je jasno i
iz ¢injenice da je zapravo U(g)y centralizator od h u U(g) :

U(g)o = U(9)" = {u € U(g); hu =uh Vh € b}.

Promotrimo sada lijevi ideal U(g)n u U(g) generiran sa n i neka je £ = U(g)n N U(g)o njegov
presjek s podalgebrom U(g)o.

Zadatak 3.9.2. Dokazite da vrijedi:
(a) £L=1U(g) NU(g)o-
(b) L je dvostrani ideal u algebri U(g)o.
(c) Ulglo=U(h) + L.

Uputa: Uocite da vrijedi

u(q,m,p) S U(g)o — »ay - F psas = qrag + -0+ s,

da je
{u(g,m,p); ¢.p € Z;, meZi, pi+---+p, >0}
baza od U(g)n i da je

{u(g.m,p); . p €L, meZL, ¢+ +q,>0}

baza od nU(g).

Oznac¢imo sa ¢ projektor prostora U(g)o na potprostor U(h) duz njemu komplementarnog
potprostora £. Buduéi da je £ dvostrani ideal u algebri U(g)o, ¢ je epimorfizam algebre U(g)o
na podalgebru U(h). Taj se epimorfizam zove Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na
bazu B sistema korijena R = R(g,b). Primijetimo da homomorfizam ¢ nije neovisan o izboru
baze B od R.

Kako je Cartanova podalgebra h komutativna Liejeva algebra, njezina univerzalna omotacka
algebra U(h) je upravo simetri¢na algebra S(h) nad vektorskim prostorom h. Nadalje, ta se algebra
prirodno identificira s polinomijalnom algebrom P(h*) nad dualnim prostorom b*.

Za svaki A\ € h* definirali smo u odjeljku 3.7. infinitezimalni karakter y,. On je definiran kao
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unitalni homomorfizam sa centra 3(g) univerzalne omotacke algebre U(g) u polje C takav da
vrijedi

ox(2) = xa(2)Imy Vz € 3(g).
Pri tome je M(\) Vermaov modul odreden sa A i sa Ry i o) je pripadna reprezentacija od g i od
U(g) na prostoru M(A).

Buduéi da je U(g)o centralizator od h u U(g), jasno je da je 3(g) C U(g)o. Prema tome, na
svaki element z € 3(g) moze se primijeniti Harish—Chandrin homomorfizam ¢. Tada je ¢(z)
element od U(h) = S(h), dakle, p(2) je polinomijalna funkcija na dualnom prostoru h*. Vazna je
¢injenica da je njezina vrijednost u tocki A € h* je upravo x,(z) :

Propozicija 3.9.1. Neka je ¢ : U(g)o — U(h) = P(h*) Harish—Chandrin homomorfizam u
odnosu na bazu B sistema korijena R = R(g,b). Vrijedi

xa(2) = (0(2))(A)  vze3(@ @ VAebh

Dokaz: Neka je A € h* i neka je V' # {0} ciklicki U(g)—modul s ciklickim vektorom v € V)
takvim da je nv = {0} (npr. V =M(\)iv=1®ue 1.) Za z € 3(g) C U(g)o prema tvrdnji (c) u
zadatku 3.9.2. vrijedi z € U(h) +U(g)n i p(z) je upravo komponentan od z u U(h) u tom rastavu.
Drugim rije¢ima, postoje uy,...,u; € U(g) it1,...,tx € n takvi da je

z=@(2) +urty + - - - + ugly.
Po pretpostavci je t1v = - - - = txv = 0, pa slijedi
XA(2)v = 20 = p(2)v + urtiv + - - - + uptrv = @(2)v. (3.22)

Nadalje, ciklicki vektor v je tezinski i tezina mu je A. To znaci da vrijedi hv = A(h)v Vh € b.
Stoga za bilo koji element h{™ ---h;" baze od U(h) vrijedi hy" --- b v = A(hy)™ - - A(hg) ™.
Primijetimo sada da uz identifikaciju U(h) s algebrom P(h*) polinomijalnih funkcija na h* skalar
A(hy)™ - X(hg)™ je upravo vrijednost polinomijalne funkcije h7™ - - - hy™ u tocki A :

(R R (A) = A(h)™ -~ A(R)™ YA €D i Y(my,...,my) € ZE.

Kako je svaka polinomijalna funkcija v € U(h) = P(h*) linearna kombinacija monoma hi" - - - h,*,
odatle slijedi da za svaki v € U(h) vrijedi uv = u(A)v. Posebno je ¢(2)v = (p(z))(A)v. Odatle i iz
(3.22) slijedi tvrdnja propozicije.

Ovisnost restrikcije Harish—Chandrinog homomorfizma ¢|3(g) o izboru baze B sistema kori-
jena R popravlja se pomocu vrlo jednostavnog automorfizma algebre U(h) = S(h) = P(h*). Radi
se o automorfizmu v = vy od P(h*) koji polinomijalnu funkciju u na h* transformira u funkciju
A = u(\ — p). Dakle,

(Y(w)(A) =u(A=p),  Aebh’, welh) =PH). (3.23)

Stovige, kompozicija s tim automorfizmom inducira izomorfizam unitalnih algebri sa 3(g) na al-
gebru invarijanata S(h)" = P(h*)V :

Teorem 3.9.2. Neka je v automorfizam algebre U(h) = P(b*) definiranim sa (3.23) i neka je
¢ :U(g)o — U(h) Harish— Chandrin homomorfizam u odnosu na bazu B od R = R(g, ). Tada je
restrikcija (7o ¢)|3(g) neovisna o izboru baze B od R i to je izomorfizam unitalne algebre 3(g) na
algebru S(H)Y = P(6*)W polinomijalnih funkcija na b* invarijantnih u odnosu na Weylovu grupu
W =WI(R).
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Dokaz: (1) Nekaje o € Bi A € P,. Prema propoziciji 3.7.11. Vermaov modul M (o,(A + p) — p)
izomorfan je podmodulu Vermaovog modula M (). Odatle slijedi da je xx = Xou(A+p)—p- Prema
propoziciji 3.9.1. zakljucujemo da vrijedi

(0(2)(A) = (¢(2)) (a(A +p) —p)  Vz € 3(g).

Dakle, za svaki z € 3(g) polinomijalna funkcija ¢(z) poprima na skupu dominantnih integralnih
tezina P, iste vrijednosti kao i polinomijalna funkcija A — (©(2)) (ga(A+ p) — p) .

Uocimo sada da je P, Zariski gust skup u h*, tj. iz jednakosti f(A) = g(A) za svaki A € P, slijedi
jednakost polinomijalnih funkcija f i g. Naime, preko baze {\,; o € B} prostor h* identificira
se sa C’ i pri tome se P, identificira sa Z‘ . Stoga tvrdnja slijedi iz sljedece generalizacije leme
2.2.21.:

Zadatak 3.9.3. Neka je n € N i neka su Sy,...,S, beskonacni podskupovi polja K. Neka je
fePK™) = K[Xy,...,X,] polinom takav da je

fler,..oyeq) =0 V(cr, . oyc) €851 X - X Sy
Dokazite da je tada f = 0.

Nastavimo sada dokaz teorema 3.9.2. Prema dokazanom i prema zadatku 3.9.3. slijedi da vrijedi

(0(2)(N) = (p(2)) (0a(A+p) —p)  VAeED', VaeB i Vze3(g).

Zamijenimo li u toj jednakosti A sa A — p, nalazimo

(7o @) (2))(A) = (#(2))(A = p) = (¢(2)) (X = p) = (70 ©)(2)) (FaA) = (v 0 ¥) 0 0a) (A).

Prema tome, vrijedi (7o ¢)(z) 0 0, = (70 ¢)(2) za svaki @ € B. Bududi da refleksije o,, a € B,
generiraju ¢itavu Weylovu grupu W slijedi da vrijedi (v o ¢)(z) = (y o ¢)(z) o o za svaki 0 € W,
tj. (yop)(2) € P(h*)" = S(h)". Bududi da je z € 3(g) bio proizvoljan, dokazali smo da je
(o) (3(a)) € SO,

(2) Oznacimo sa 7 izomorfizam algebre S(g)¢ na algebru S(h)" iz teorema 3.8.9. Dakle,
n =3|9(g)%, gdje jej: S(g) — S(h) projektor duz ideala J u algebri S(g) generiran sa n + 7.

Nadalje, neka je Sym : S(g) — U(g) simetrizacija iz odjeljka 3.6., odnosno, jedinstven linearan
operator takav da vrijedi

. 1 .
Sym (15(9)) = 1y i Sym(zy - -x,) = ] Z Tr)  Trmy YREN 1 Vuy,...,z, €g.
’ TESH

Pri tome z; - - - ,, s lijeve strane oznacava produkt u algebri S(g), a @) - -(») s desne strane
oznacava produkt u algebri U(g). Prema propoziciji 3.6.5. simetrizacija Sym je izomorfizam vek-
torskih prostora koji je u skladu s graduacijom algebre S(g) i filtracijom algebre U(g) na sljededi
nacin:

Un(g) = Sym (S™(g)) + U,_1(g) Vn € N. (3.24)
Prema tome, ako sa (S,(g)),,cz, oznacimo filtraciju algebre S(g) pridruzenu graduaciji (5" (g))
tj.

nEZy )

Sn(g) = S%(g) + -+ + S™(9),

onda je za svaki n € Z, restrikcija Sym|S, (g) izomorfizam prostora S, (g) na prostor U,(g).

Oznac¢imo sada sa ¥ : U(g) — S(g) izomorfizam vektorskih prostora inverzan simetrizaciji;
tada je, naravno, restrikcija X|U,(g) izomorfizam sa U, (g) na S,(g) za svaki n € Z,. Neka je
© = X|3(g) restrikcija izomorfizma ¥ na centar 3(g) algebre U(g). Kao $to smo vidjeli u odjeljku
3.6. tada je © (3(g)) = S(g)°.
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Iz izabrane baze {y1,...,Ys, h1,..., he, 21, ..., 25} Liejeve algebre g formirajmo sada bazu
{v(g.m,p); q.p €Z5, meZ.}
prostora S(g); pri tome smo stavili:
vg,mp) =yt -y TR Bl g p €LY mEeZ.

Uz oznake

lgdl=q+ - +aq, Iml=mi+-+m i |pl=pi+--+p, za pqeZi, mel,
tada je za svakin € Z,

{v(q,m,p); ¢,p €Z5, meZ., |q|+|m|+ |p| =n}

baza od S™(g), a
{v(q,m,p); ¢,p € Z5, me€Z, |q|+|m|+|p| <n}

je baza od S,(g). Primijetimo sada da iz (3.24) i iz definicije simetrizacije Sym slijedi da je

Sym(U(Q7map>> - U(Q7m7p> € U\q\+|m|+\p\fl(g>7 q,p € Zj-a me Zﬁ-a

a odatle je

E(U(q, mvp)) - U(Q7map) € S\q\+|m|+\p\fl(g)a q,p € Zj—v m e Zﬁ- (325)

Neka je sadan € Z, i z € 3(g) NU,(g). Tada za neke skalare ¢(q, m,p) € C vrijedi

2= > da,mpulg,mDp).

lg|+|m|+|p|<n

Bududi da je © : 3(g) — S(g)¢ definirano kao restrikcija X|3(g), iz (3.25) slijedi

O(z) — Z c(g,m,p)v(q,m,p) € S,—-1(9),

lg|+|m|+|p|<n

dakle, i
O(z) — Z c(q, m,p)v(q, m,p) € Sp-1(9).

lg|+|m|+|p|=n

Kako je 7 restrikcija j|S(g)¢ projektora S(g) na S(h) duz ideala J u S(g) generiranog sa n -+, a
monom v(q, m,p) nalazi se u idealu J ako (i samo ako) je |g| + |p| > 0, zaklju¢ujemo da vrijedi

n(Oz)— Y. ¢(0,m,0)v(0,m,0) € S,_i(g).
mEZﬁ,\m\:n

S druge strane je

o(z) = Z c(0,m,0)u(0,m,0).

mGZ‘i, |m|<n

Uz identifikaciju U(h) sa S(h) imamo u(0,m,0) = v(0,m,0). Prema tome, vrijedi

(no©)(2) —w(z) € Spa(g)  YneN i Vze 3(g)NU(g). (3.26)
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(3) Filtracije na algebrama U(g), S(g) i S(h) = U(h) induciraju filtracije na algebrama 3(g),
S(g)? i S(h)", a iz tih filtriranih algebri dobivamo graduirane algebre Gr(3(g)), Gr (S(g)%) i
Gr (S([j)w) . Izomorfizmi © i n, dakle i njihova kompozicija n o ©, kompatibilni su s filtracijama.
Prema tome, iz izomorfizma vektorskih prostora o © : 3(g) — S(h)" prijelazom na graduirane
algebre dobivamo izomorfizam vektorskih prostora Gr(n o ©) : Gr(3(g)) — Gr (S(h)") .

Iz (3.26) slijedi da je Gr(n o ©) = Gr(¢|3(g)). Nadalje, iz definicije automorfizma ~ algebre
S(h) vidi se da je Gr(v) identiteta. Prema tome, Gr(yop|3(g)) je izomorfizam vektorskih prostora
sa Gr(3(g)) na Gr (S(h)"). Odatle slijedi da je v o ¢|3(g) izomorfizam vektorskih prostora sa
3(g) na S(h)", a kako znamo da je to homomorfizam algebri, zakljucujemo da je to izomorfizam
algebri.

(4) Neka je A € P, ineka je V prost kona¢nodimenzionalan U(g)—modul s najveéom tezinom
A. Tada je x) pripadni infinitezimalni karakter. Neka je o € W. Tada je o(B) baza sistema korijena
R. Neka su ¢’ i 4/ homomorfizmi u odnosu na bazu o(B) analogni homomorfizmima ¢ i v u odnosu
na bazu B. Tada je ocito o\ najveca tezina modula V' u odnosu na bazu o(B) od R. Nadalje,
o(R;) je skup pozitivnih korijena u odnosu na bazu o(B), pa slijedi p,5) = op.

Neka je z € 3(g) proizvoljan. Prema propoziciji 3.9.1. vrijedi xx(z) = (¢(z))(\), a prema istoj
propoziciji primijenjenoj na bazu o(B) vrijedi xa(2) = (¢'(2)) (¢\). Prema tome, vrijedi

(2(2))(N) = (¢'(2)) (0 A).

Odatle pomocu dokazanog u (1) nalazimo

(Yo)(2)) (@A +ap) = (Yo ) (2))(A+p) = (0(2))(A) = (¢(2) (6A) = (v 0 ¢) (2)) (6 A+ 0p).

U posljednjoj jednakosti iskoristili smo jednakost p,p) = opp = op, a to je posljedica ocigledne
¢injenice da je o (R,) skup pozitivnih korijena u odnosu na bazu o(B). Dakle, polinomijalne
funkcije (v o ¢)(2) i (7' o ¢’) (2) podudaraju se na skupu o (P;) + op. Odatle i iz zadatka 3.9.3.
slijedi da se te dvije polinomijalne funkcije podudaraju svuda na h*. Time je dokazana neovisnost
izomorfizma (y o ¢)|3(g) o izboru baze B sistema korijena R.

Izomorfizam (o ¢)|3(g) zove se Harish—Chandrin izomorfizam sa 3(g) na S(h)". Ozna-
¢imo ga sa w. Prema propoziciji 3.9.1. za infinitezimalni karakter x, i za svaki z € 3(g) imamo

xa(2) = (p(2))(A) = (v o ) (2)) (A + p) = (w(2))(A+ p). (3.27)

Teorem 3.9.3. \ — x, je surjekcija sa b* na skup Hom(3(g),C) svih infinitezimalnih karaktera.
Nadalje, za N\, N € b* vrijedi xx = xx ako i samo postoji 0 € W takav da je N + p = a(A + p).

Dokaz: Za A\, M € h* imamo

xa(2) = (WE)A+p) 1 xw(z) = (wz) (XN +p)  Vze3g)

Bududéi da je w(z) € P(h*)V, iz postojanja o € W takvog da je N + p = a(\ + p) slijedi da je
X = XN
Pretpostavimo sada da takav o € W ne postoji, tj. da su W—orbite W(A + p) i W(N + p)
medusobno disjunktne. Kako su te orbite konac¢ni skupovi, postoji polinomijalna funkcija p iz
P(h*) takva da je p|lW (A + p) = 11 p|W(N + p) = 0. Tada isto svojstvo ima i W —invarijantna
polinomijalna funkcija
1
— op.
7 2



3.9. HARISH—-CHANDRIN IZOMORFIZAM 131

Prema tome, mozemo pretpostaviti da je p € P(h*)". Neka je z € 3(g) takav da je w(z) = p.
Tada imamo

() =WE)A+p)=pr+p) =1 1  xx(z)=(WE)AN+p) =p(X +p) =0

Dakle, xx # .
Treba jos dokazati da je preslikavanje A — x, surjekcija sa h* na skup Hom(3(g),C) svih
infinitezimalnih karaktera od 3(g). Za u € h* oznacimo sa ¢, : P(h*) — C evaluaciju u tocki p :

ou(f) = f(u), [ PO

Prema (3.27) vrijedi x» = @i, o w. Bududi da je w : 3(g) — P(b*)" izomorfizam unitalnih
algebri, jednakost

Hom(3(g),C) = {xx; A€ b}

ekvivalentna je jednakosti
Hom (P(h")", C) = {»,|P(h")"; ne b}
Da bismo tu jednakost dokazali treba nam sljede¢i rezultat iz komutativne algebre:

Teorem 3.9.4. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad proizvoljnim poljem K.
Za v €V definiramo ¢, € Hom(P(V), K) kao evaluaciju u tocki v :

wo(f) = flv),  fePV)

Tada je
Hom(P(V), K) = {py; ve V}

Stovise, v — , je bijekcija sa V na Hom(P(V), K). Nadalje, ako je polje K algebarski zatvoreno,
preslikavanje ¢ — Ker ¢ je bijekcija sa Hom(P(V'), K) na skup svih maksimalnih ideala uw P(V').

Dokaz: Neka je ¢ € Hom(P(V), K). Tada je ¢ linearan funkcional na prostoru P (V') razlicit
od 0, pa je njegova jezgra Ker ¢ potprostor od P(V') kodimenzije 1. Pretpostavimo da je ¢ # o,
tj. da ¢ nije homomorfizam evaluacije f +— f(0). Tada V* & Ker ¢, pa slijedi da je (Kerp) N V*
potprostor od V* kodimenzije 1. Stoga postoji baza {fi,..., f,} od V* takva da je

o(fi)=1 i o(f;) =0 za j=2,...,n

Neka je {e1,...,e,} baza od V dualna bazi {fi,..., f,}, tj. fi(e;) = d;;. Tada imamo

Yo, (f1) = filer) =1 i Ve, (fj) = file1) =0 za j=2,...,n.

To znaci da se unitalni homomorfizmi ¢ i ¢, podudaraju na skupu {fi,..., f,}. Medutim, taj
skup generira unitalnu algebru P(V'), sto znaéi da je ¢ = ¢.,. Time je dokazano da je v — ¢,
surjekcija sa V' na Hom(P(V), K). No to je i injekcija: ako su v # w vektori iz V, onda postoji
f eV CP(V) takav da je f(v) # f(w); to znaci da je ¢, (f) # ¢w(f), dakle, ¢, # .

Pretpostavimo sada da je polje K algebarski zatvoreno. Za svaki ¢ € Hom(P(V), K) njegova
jezgra Ker ¢ je ideal u P(V') kodimenzije 1, dakle, to je maksimalan ideal. Za proizvoljan ideal J
u P(V) oznacimo sa V(J) skup svih zajednickih nultocaka polinoma iz J :

V(IJ)={veV; flo)=0VfeT}
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Prema Hilbertovom teoremu o nulama tada je skup svih polinoma koji se ponistavaju na V(J)

radikal ideala J :
{feP(V); f)=0YoeV(T)}=RadJ ={f e P(V); fP €T zaneki pe N}

Ako je J # P(V), ocito je i Rad J # P(V) (jer 1* ¢ J ni sa jedan p € N). To znaci da za svaki
pravi ideal J vrijedi V(J) # (). Posebno, ako je M maksimalan ideal u P(V') onda postoji v € V'
takav da je f(v) = 0 za svaki f € M. To znaci da je M C Ker ¢, pa zbog maksimalnosti ideala
M slijedi jednakost M = Ker ¢,. Time smo dokazali da je ¢ — Ker ¢ surjekcija sa Hom(P(V), K)
na skup 9t svih maksimalnih ideala u P(V'), odnosno, da je v +— Ker ¢, surjekcija sa V' na 9.
No to je i injekcija. Doista, ako je v # v’ onda postoji f € V* C P(V) takav da je f(v) =01
f(@'") =1, dakle, f € Keryp, i f ¢ Kerp,, a to znadi da je Ker ¢, # Ker p,.

Nastavimo sada dokaz teorema 3.9.3. Treba jo§ dokazati jednakost
Hom (P(h")".C) = {wu[P(h")"; ne b}

Drugim rijec¢ima, treba jos dokazati da za svaki ¢ € Hom (P(b*)w, C) postoji i € h* takav da je
b= o, P(H)".

Neka je ¢ € Hom (P(h*)",C) . Tada je J = Ker ¢ ideal u P(h*)" kodimenzije 1, dakle, to je
maksimalan ideal u P(h*)". Pretpostavimo da je JP(h*) = P(h*). Prema teoremu 2.2.11. prsten
P(h*) je konacno prosirenje potprstena invarijanata P(h*)" i, posebno, prema korolaru 2.2.12.
P(h*) je konacno generiran kao P(h*)" —modul. Neka su fi, ..., f, € P(b*) takvi da je

P(y) =PO)" fi+ -+ PO fa.

Sada iz JP(h*) = P(h*) slijedi da su fi,..., fr, € TP(h*)", dakle, postoje g;; € T, 1 <1i,j <n,
takvi da je

fiZZgijfj za t=1,...,n.
j=1

Sada za h = det(l,, — [gi;]) € P(H*)W vrijedi hf; = 0za i =1,...,n. Odatle je hf = 0 za svaki
f€PH*), paza f=1slijedi h = 0. No po konstrukciji je 1 = 1—h € J, a to je nemoguce jer je
J pravi ideal u P(h*)". Ova kontradikcija pokazuje da je ideal JP(h*), generiran sa J u P(h*),
pravi, tj. razlicit od P(h*). No tada je on sadrzan u nekom maksimalnom idealu u P(h*). Prema
teoremu 3.9.4. to znaci da je Ker¢p = J C Ker ¢, za neki p € h*. Imamo P(h*)"V = Kerv) + C,
dakle, proizvoljan f € P(h*)" pise se u obliku f =g+ cza g € Kert i ¢ € C. Tada je ¥(f) = c,
a kako je Kert) C Ker ¢, vrijedi i ¢,(f) = c. To pokazuje da je ¢,|P(h*)" = 4. Time je teorem
3.9.3. u potpunosti dokazan.
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3.10 Struktura G—modula harmonijskih polinoma

U ovom smo poglavlju do sada promatrali kompleksnu poluprostu Liejevu algebru g i njezinu
grupu unutarnjih automorfizama G = Int(g). Svi se rezultati uz odgovarajuce evidentne izmjene
neposredno generaliziraju na reduktivne Liejeve algebre.

Kompleksna Liejeva algebra g je reduktivna ako i samo ako je njezin izvedeni ideal [g, g]
poluprosta Liejeva algebra. Tada je g = Z(g) + g, g], gdje je Z(g) oznaka za centar Liejeve algebre
g. Liejeva podalgebra b od g je Cartanova podalgebra od g ako i samo ako ona sadrzi centar Z(g) i
presjek hN[g, g] je Cartanova podalgebra od [g, g]. Korijeni od g u odnosu na § su upravo korijeni
od [g, g] u odnosu na h N [g, g] prosireni s nulom na Z(g). Nadalje, za korijen « € R(g, b) vrijedi
ga = [0, 8)ajpnje,g)- Stoga mozemo identificirati korijene iz R(g, b) s korijenima iz R([g, g], hN|g, g]).

Za element = € g kazemo da je poluprost ako je ad x poluprost operator. Ako je z = z. + z,
rastav elementa x u odnosu na direktnu sumu g = Z(g) + [g, g], onda je = poluprost ako i samo
ako je x, poluprost. Nadalje, kazemo da je = € g nilpotentan ako je x € [g, g] i = je nilpotentan
element poluproste Liejeve algebre [g,g]. Sada se jednostavno vidi da se Jordan—Chevalleyev
rastav neposredno generalizira s poluprostih na reduktivne Liejeve algebre: za svaki x € g postoje
jedinstven poluprost element z, i jedinstven nilpotentan element z,, u g takvi da vrijedi

T =125+ T, i (s, 2]

Zadatak 3.10.1. Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra i neka je ™ njezina konacno-
dimenzionalna reprezentacija na prostoru V. DokaZite da je reprezentacija m ireducibilna ako i
samo ako je njezina restrikcija w|[g, g| ireducibilna i da u tom sluc¢aju postogi linearni funkcional
p € Z(9)* takav da je w(z) = p(2)1ly za svaki z € Z(g).

Uputa: Koristite Schurovu lemu.

Zadatak 3.10.2. Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra i neka je ™ njezina konacno-
dimenzionalna reprezentacija na prostoru V. DokazZite da je reprezentacija m potpuno reducibilna
ako i samo ako je svaki operator w(z), z € Z(g), poluprost (odnosno, dijagonalizabilan).

Za potpuno reducibilne reprezentacije teorem 3.1.15. se generalizira:

Zadatak 3.10.3. Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra i neka je ™ njezina konacno-
dimenzionalna potpuno reducibilna reprezentacija. DokaZite:

(a) Ako je element x € g poluprost, onda je operator m(x) poluprost.
(b) Ako je element x € g nilpotentan, onda je operator m(x) nilpotentan.
(¢) Za svaki x € g vrijedi w(x)s = 7(xs) i w(x), = 7(xp).
Uputa: Koristite teorem 3.1.15. i zadatke 3.10.1. 1 3.10.2.
Za svaki x € g ocito je (ad z)|Z(g) = 0. Odatle slijedi €**|Z(g) = (4. Prema tome, za svaki
g € G = Int(g) vrijedi g|Z(g) = Iz i prema tome je g — g|[g, g] izomorfizam grupe G na grupu

Int([g, g]). Taj ¢emo izomorfizam upotrebljavati kao identifikaciju. Buduéi da G trivijalno djeluje
na Z(g), ocito je S(Z(g)) C S(g)“ i imamo prirodne identifikacije

S(g)=S(Z(g)®S(g,g]) 1  S@%=25Z)25(g a)".

Sasvim analogne identifikacije imamo i za algebre polinomijalnih funkcija:

Ple) =P(Z(g)©P(lg,g]) 1 Pla)®="PZ(@)®P(s )"
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Nadalje, P(Z(g)) identificira se s podalgebrom {f € P(g); f|[g,9] = 0} od P(g) i analogno se
P(lg, g]) identificira s podalgebrom {g € P(g); g|Z(g) = 0}. Uz te identifikacije u identifikaciji
P(g) = P(Z(g))®P([g, g]) preslikavanje (f, g) — f®g je upravo mnozenje polinomijalnih funkcija
po tockama.

Nadalje, ocito je U(Z(g)) C 3(g) i mnozenje inducira identifikacije

Ulg)=U(Z()@U([g,g]) 1 3(g)=U@°=U(Z(g)) = 3(g g])

Naravno, U(Z(g)) = S(Z(g)), jer je centar Z(g) komutativna Liejeva algebra.

Izaberimo bazu {ey, ..., e,} od g takvu da je {ey,...,e,} baza od Z(g). Tada se algebra poli-
nomijalnih funkcija P(g) identificira s algebrom polinomijalnih funkcija u koordinatama vektora
x € g uodnosu na izabranu bazu. Buduéi da je S(Z(g)) C S(g)¢, vidimo dasuey, ..., e, € S, (g)°.
Prema definiciji harmonijskih polinoma vidimo da za svaki f € Hg(g) vrijedi d(e;)f = 0 za
j =1,...,k. Drugim rijecima, harmonijski polinomi ne ovise o prvih k varijabli. To znaci da je
Ha(g) = He([g, g]). Posebno, teorem 3.6.15. neposredno se generalizira na reduktivne Liejeve al-
gebre: za kompleksnu reduktivnu Liejevu algebru g linearno preslikavanje P(g)¢ ® Hg(g) — P(g)
inducirano mnozenjem je izomorfizam vektorskih prostora.

Killingova forma By reduktivne nepoluproste Liejeve algebre g nije nedegenerirana jer je
By|Z(g) x Z(g) = 0; stovise,

Z(g) =Rad By = {r € g; By(z,y) =0 Yy € g}.

Nadalje, Byl[g, 9] = Blgg- Buduéi da grupa G = Int(g) djeluje trivijalno na Z(g), ocito postoji
nedegenerirana GG—invarijantna simetri¢na bilinearna forma B na g x g. Takva je svaka forma
koju dobivamo prosirenjem Killingove forme By g bilo kojom nedegeneriranom simetricnom bilin-
earnom formom na Z(g) x Z(g). U daljnjem pretpostavljamo da je izabrana takva forma B tj. da
je

Bllg, 9] x [8,8] = Bigq: Bllg,g] x Z(g) =0, B|Z(g) x Z(g) nedegenerirana.

Ta forma prema zadatku 1.2.1. definira izomorfizam graduiranih algebri ®5 : S(g) — P(g) koji
prepli¢e djelovanja grupe G na S(g) i na P(g), tako da je, posebno,

[zomorfizam ®p dobiven je prirodnim proSirenjem izomorfizma ¢p : g — g definiranog nede-
generiranom formom B :

B(z,y) = (¢s(2)) (y), z,y€8.

Kao i prije oznac¢imo sa N skup svih nilpotentnih elemenata od g. Tada je po definiciji nilpo-
tentnosti N' C [g, g], odnosno, N je skup svih nilpotentnih elemenata poluproste Liejeve algebre
(g, g]. Tada se linearni funkcionali u N’ = ¢p(N) ponistavaju na Z(g). Odatle se neposredno
generalizira i propozicija 3.6.16.:

He(g) =span {f™; feN', meZ}.

Za bilo koji element x € g oznac¢imo kao i prije sa O, njegovu G—orbitu. Za ¢ € C* tada je
ocito O, = cO,. Stavimo

N, = U Ou NN

ceC*
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Za svaki x € g ocito je NV, podskup od N koji je G—stabilan, tj. unija G—orbita. Element = € g
zove se kvaziregularan ako je

Za bilo koji podskup A C g neka je
P(A) ={f14; f€P(a)}.

Ako je skup A stabilan u odnosu na djelovanje grupe G, onda je P(A) G—modul u odnosu na
djelovanje

(9-f)lx)=flg7'z), geG, fePA), zeA

Posebno nas zanima prsten P(O,) za bilo koji x € g. Preslikavanje restrikcije
P(g) — P(O,), f = f|Ou, (3.28)
oCito je epimorfizam G—modula.

Teorem 3.10.1. Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra. Za x € g neka je
Ve - Ha(g) — P(O.)

linearno preslikavanje koje se dobiva restrikcijom preslikavangja (3.28) na He(g). Tada je v, epi-
morfizam G—modula. Za svaki kvaziregularan element x preslikavanje vy, je izomorfizam G—modula.

Dokaz: Imamo P(g) = P(g)¢ ® Heg(g), pri ¢emu je tenzorski produkt induciran mnozenjem
polinomijalnih funkcija po tockama. Svaki f € P(g)¢ je konstantan na orbiti O,. Odatle i iz
surjektivnosti P(g) — P(O,) slijedi surjektivnost od 7.

Pretpostavimo sada da je element x kvaziregularan. Neka je f € Hg(g). Bududi da je potprostor
He(g) graduiran, mozemo pisati f = > 7 ¢;f;, gdje su ¢; € C i svaki f; € Hg(g) je homogen
stupnja n; i f1,..., f,m su linearno nezavisni. Prema propoziciji 3.3.15. vrijedi

N={veg f(2) =0 Vf e P(9)“} ={z g f(x)=0VfecP(s)°Plg)}

Iskoristit ¢emo sada prije spomenutu ¢injenicu da je P (g)“P(g) prost ideal u P(g). Odatle slijedi
da je jednak svom radikalu, dakle, prema Hilbertovom teoremu o nulama vrijedi

P.(9)°P(g) = {f € P(g); fIN =0} (3.29)

Odatle i iz direktnog rastava
P(g) = P+(9)°P(g) + Ho(g) (3.30)

(jednakost prije teorema 3.6.15.) slijedi da su restrikcije f1|N, ..., fi,|NV linearno nezavisne. Doista,
pretpostavimo da su Ay, ..., A\, € C takvi da je

DNV =0.
j=1

Buduéi da se Z;nzl A;f; ponistava na N, iz (3.29) slijedi da je taj polinom sadrzan u idealu
P, (g)9P(g). No on je linearna kombinacija harmonijskih polinoma pa iz (3.30) slijedi da je jed-
nak 0. Sada iz linearne nezavisnosti f1,..., f, slijedi A\; =--- =\, =0.
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Neka je O orbita svih glavnih nilpotentnih elemenata. Prema korolaru 3.5.14. O je gust pod-
skup od N, pa slijedi i da su restrikcije f1]O, ..., f,|O linearno nezavisne. Argument u dokazu
propozicije 3.6.12. pokazuje da za svaki y € O postoji otvorena okolina U od y u g takva da su
restrikcije f1]O,, ..., fim|O, linearno nezavisne za svaku tocku z € U. Buduéi da je y € N = N,
postoji ¢ € C* takav da je O., = O, za neki z € U. Dakle, postoji ¢ € C* takav da su restrikcije

f1]Ocsy ., fin|Ocx linearno nezavisne. Medutim, polinomijalna funkcija f; je homogena stupnja
n; pa vrijedi fj(cgr) = ™ f(gx) za svaki ¢ € G. Odatle neposredno slijedi da su restrikcije
f11Oz, . .., fn] Oz linearno nezavisne. Doista, pretpostavimo da su A, ..., A, € C takvi da je

> N0, =0.
j=1

Odatle je
0= Z Aifilgx) = Z c " fi(cgx) Vg € G,
=1 j=1

a kako je O, = O, = {cgz; g € G}, to znaci da je

Z c*"j)\jfj|(92 =0.

j=1
Sada iz linearne nezavisnosti restrikcija f1|O,, ..., fi|O, slijedi ¢7"A\; = -+ = ¢ "\, = 0,
dakle, \y =--- =\, = 0.

Pretpostavimo da je prije izabrani f € Hqg(g) u jezgri preslikavanja ., tj. da je f|O, = 0.
Tada iz dokazane linearne nezavisnosti restrikcija f1|O,, ..., fi|Oy slijedidasuc; =--- = ¢, =0,

dakle, f = 0. Time je dokazano da je homomorfizam G—modula v, : Hg(g) — P(O,) ne samo
surjektivan nego i injektivan, dakle, izomorfizam.

Oznacimo sa Q skup svih kvaziregularnih elemenata u g. Prema teoremu 3.10.1. G—modul
He(g) je izomorfan G—modulu P(O,) za svaki x € Q. Sljedeéi nam je cilj na drugi naé¢in opisati
skup Q svih kvaziregularnih elemenata u g.

Prema teoremu 3.5.16. centralizator g* proizvoljnog elementa x € g sadrzi /—dimenzionalnu ko-
mutativnu Liejevu podalgebru, gdje je ¢ = rank g dimenzija Cartanove podalgebre od g. Posebno,
vrijedi dim g* > ¢ za svaki z € g. Stavimo

R ={z €g; dim g° = (}.

Ovo je malo odstupanje od oznake uvedene u odjeljku 3.8. Tamo smo sa R oznacavali skup svih
regularnih elemenata. Uz sadasnju oznaku skup svih regularnih elemenata je R NS, gdje je S
skup svih poluprostih elemenata. Element e € N je glavni nilpotentni element ako i samo ako je
dim g¢ = ¢. To znaci da je N'N R skup svih glavnih nilpotentnih elemenata i znamo da je jedna
G —orbita O, i da je ona povezana, gusta i otvorena u N. Nadalje, primijetimo da je

dim O, = dim G/G* = dim G — dim G* = dim g — dim g". (3.31)

Stavimo n = dim g i neka je e € N glavni nilpotentni element. Prema prethodnim napomenama
vrijedi:

Propozicija 3.10.2. Za svaku orbitu O C N \ O, je dim O < dim O, = n — (.
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Za x € g kao i prije sa x = x5 + z, ozna¢imo njegov Jordan—Chevalleyev rastav. Zbog
jedinstvenosti tog rastava vrijedi

G*=G" NG, dakle i g =g Ng™.
Skup R moze se ovako karakterizirati:
Propozicija 3.10.3. R je skup svih x € g takvih da je z, glavni nilpotentni element reduktivne
Liejeve algebre g*=.

Dokaz: Prije svega, primijetimo da je zbog poluprostote elementa x, Liejeva podalgebra g*s
reduktivna i ranga ¢. Doista, z, je sadrzan u nekoj Cartanovoj podalgebri f od g. Tada je h C g*s,
pa slijedi da je h Cartanova podalgebra od g*s, dakle, rank g** = dim h = /. Nadalje, ako je
R = R(g,h), onda je

g = +- Z + Bas
a€R, azs)=0
odakle se vidi da je g reduktivna Liejeva algebra i njezin je sistem korijena {a € R; a(z,) = 0}.
Tada je z, nilpotentni element u g*s. Nadalje, g* N g*" je centralizator od x,, u g*s. Dakle, po
definiciji je x, glavni nilpotentni element od g* ako i samo ako je dim g® N g*» = (. Stoga je
prema (3.31) x € R ako i samo ako je x,, glavni nilpotentni element od g*s.

Propozicija 3.10.4. Neka je x = x4+, Jordan— Chevalleyev rastav elementa x € g. Tada vrijeds

flx)=f(z,) VfeP@°

Dokaz: Dokaz je slican dokazu propozicije 3.3.15. Prije svega, x, je nilpotentni element re-
duktivne algebre g*s. Prema lemi 3.3.4. (koja se neposredno generalizira na reduktivne Liejeve
algebre) postoji h € g** takav da je [h, z,] = 2z,. Tada je

e tadhy — . i e tadhy — 72y vVt € R.
Odatle je
e~tadhy — o4 o7 My, vVt € R.

Kako je e 24" € G| za svaki f € P(g)% vrijedi
fla)=f(e7*he) = f (2 + e z,)  VEER,
pa slijedi
f(x) = M f (2o +e o) = f(z,).

Znamo da je P(g)¥ = P(h)", gdje je h Cartanova podalgebra od g i W je Weylova grupa
sisrtema korijena R = R(g,h). Prema tome, postoje algebarski nezavisni homogeni elementi
Ui, ..., up € P(g)¢ takvi da je P(g)¢ = Cluy,...,us. Oznacimo sa Q skup svih G—orbita u
g. Definiramo preslikavanje

w:g— C u(z) = (ur(x),...,u(z)), z€g.

Tada je u polinomijalno preslikavanje. Nadalje, u preslikava svaku orbitu O € ) u tocku, pa

inducira preslikavanje
n:Q — C"

Bilo koji G—stabilan podskup U C g je unija G—orbita. Stavimo
u={0ecQ, 0cu}y i ny=nQ%: W — C-.

Primjer G'—stabilnog podskupa od g je skup S svih poluprostih elemenata u g. Za taj skup
vrijedi:
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Propozicija 3.10.5. Preslikavanje ns je bijekcija sa Qs na C*.

Za dokaz nam treba jedna pomoc¢na tvrdnja. Sjetimo se da je element = € g regularan ako je g*
Cartanova podalgebra od g. Svaki je regularan element poluprost (jer je = € g* i svaki je element
Cartanove podalgebre poluprost). Znamo (i lako se vidi) da je element h Cartanove podalgebre b
regularan ako i samo ako je a(h) # 0 za svaki « € R = R(g,b).

Lema 3.10.6. Restrikcija uy = ulb je vlastito preslikavange sa b u C*, odnosno, za svaki kompaktan
podskup E C C’ je i njegov invers uh_l(E) kompaktan podskup od b.

Dokaz: Neka je m vjerna potpuno reducibilna reprezentacija od g na konacnodimenzionalnom
kompleksnom prostoru V' i dim V' = m. Za svaki k > 0 izaberimo r; > 0 tako da vrijedi:

Ako je P = Ym—i—zgr!ol ¢;Y7 normiran polinom u C[Y] takav da je |¢;] <k zaj=0,...,m—1,
onda je |\ < ry za svaku nultocku X € C polinoma P.

Lako se vidi da takvi rj, postoje; npr. mozemo uzeti ry = mk + 1. Neka su f; € P(g)%,

j=0,...,m— 1, invarijantni polinomi definirani ovako:
m—1
det(Y —m(2)) =Y™"+ > f(x)Y’), wzeg (3.32)
=0
Buduéi da je P(g)¢ = Cluy,...,ug] i uy,...,us su algebarski nezavisni, postoje jedinstveni poli-
nomi Fy, ..., P,y € C[Yy,..., Y| takvida je f; = Pj(uy,...,ug) za j =0,...,m—1. Promatramo
li C[Y3,...,Y] kao algebru polinomijalnih funkcija na C*, imamo
fi(x) = Pj (up(x)) Veeblh iza j=0,...,m—1 (3.33)

Neka je sada B C C* kompaktan skup. Treba dokazati da je tada h;l(E) kompaktan podskup
od h. Bududi da je preslikavanje uy neprekidno, znamo da je uh’l(E) zatvoren skup, dakle, treba
jos samo dokazati njegovu ograni¢enost. Neka je

k=max {|Pj(€)]; E€E, j=0,....m—1}.

Sada iz (3.33) slijedi da je |f;(z)] < kzaj=0,...,m—11zasvaki z € uh_l(E) Dakle, ako je
z € uy'(E) iako je A € C nultocka polinoma (3.32) onda je [A| < 7.
Neka je sada A C h* C P(h) skup svih tezina reprezentacije 7 i stavimo

2]l = max{|p(z)[ v € A}, wehb.

Bududéi da je m vjerna reprezentacija, lako se vidi da je z — [|z|| norma na prostoru . Medutim,
za svaki ¢ € A skalar A = () je nultocka polinoma (3.32). Prema tome, vrijedi

||| < 7 Vo e u;l(E)
Time je dokazana i ogranicenost skupa uh_l(E)

Dokaz propozicije 3.10.5.: Stavimo v; = u;|h. Tada su vy, ..., v, algebarski nezavisni ho-
mogeni generatori algebre P(h)". Neka je e = {e1,..., e} baza od h. Tada se algebra P(h)
identificira sa C[fy, ..., fi], gdje je f = {f1,..., fe} baza od bh* dualna bazi {ey, ..., e,}. Oznacimo
sa 0; : P(h) — P(bh) parcijalnu derivaciju po f;. Nadalje, neka je

Je. = det [0;v] € P(b)
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Jacobijan preslikavanja u, u odnosu na izabranu bazu e od f. Primijetimo da je J. # 0 buduéi da
su vy, ..., v, algebarski nezavisni. Ako je ¢ = {e,...,e;} neka druga baza od b, f' = {f1,..., f/}
njoj dualna baza od h* i d; : P(h) — P(h) parcijalna derivacija po j—toj varijabli uz identifikaciju
P(h) = C[f},..., f}]. Tada je

¢
Do = Za;‘fiaivka 1<jk<{,
=1

dakle, matrica polinoma [8}%} dobiva se iz matrice [0;v;] mnozenjem s lijeva s regularnom kon-
stantnom matricom [a;fk} (to je matrica operatora prijelaza iz baze f’ u bazu f). Prema tome,
Jo = c(€',e)J. za neki c(e, e) € C*.

Neka je a € R bilo koji korijen. [zaberimo bazu e od § takvu da je u dualnoj bazi f prvi vektor
f1 upravo a. Neka je f € P(h)". Mozemo pisati

f= Z Pi(fo -, fo) fi (kona¢na suma).

JELy

Imamo o, f1 = 0,00 = —a = —fy, dakle, iz 0, f = f slijedi da je Pj(fs,..., fr) = 0 za neparne j.
Prema tome,
F=Y Pylfor- . fO 1.
JELy

Odatle slijedi da je polinom 0 f djeljiv sa f; = a. Stoga su svi elementi prvog retka u matrici [0; fi]
djeljivi sa a, dakle, determinanta .J. te matrice djeljiva je sa .. To vrijedi za svaki korijen a € R. Za
bilo koji izbor pozitivnih korijena R, medusobno razli¢iti pozitivni korijeni nisu proporcionalni,
dakle, kao elementi prstena P(h) oni su relativno prosti. Prema tome, Jacobijan J, djeljiv je
s produktom HaeR+ a. Primijetimo sada da je broj pozitivnih korijena s = |R,| jednak broju
(pseudo)refleksija u Weylovoj grupi W. Neka je d; = deg u; = degv; za j = 1,...,{. Prema
teoremu 2.3.13. (ili prema tvrdnji (b) korolara 2.5.2.) vrijedi

s=(d — 1)+ + (de— 1),

Odatle dobivamo
deg Jo=(dy —1)+---+(dg— 1) = s =deg H a.
a€Ry
Odatle slijedi da je
Je:cHa zaneki ce C*.

Element x € b je regularan ako i samo ako je a(z) # 0 za svaki o« € R,. Prema gornjoj jednakosti
to je ekvivalentno sa J.(x) # 0. To pokazuje da Jacobijan preslikavanja uy : h — C* nije identicki
jednak nuli. To znaéi da uy(h) sadrzi neprazan Zariski otvoren podskup od C. No svaki je takav
skup gust u C* u topologiji Zariskog, pa i u obi¢noj topologiji. Neka je & € C proizvoljna tocka.
Tada postoji niz (y;);cy u b takav da je § = lim; . up(y;). Prema lemi 3.10.6. preslikavanje
uy je vlastito. Budu¢i da clanovi konvergentnog niza (uy(y;));cy zajedno s limesom tog niza Cine
kompaktan podskup od C¥, zakljuéujemo da je niz (yj)j ey sadrzan u kompaktnom podskupu od b,
dakle, taj niz ima gomiliste y € b. Prijelazom na podniz mozemo pretpostaviti da je y = lim;_, ;.
Tada je
up(y) = lim uy(y;) =&

Buduéi da je ¢ bila proizvoljna tocka iz C, time je dokazano da je preslikavanje uy : h — C*
surjektivno. Odatle slijedi da je preslikavanje ns : Qs — C surjektivno.
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Da bismo dokazali da je preslikavanje ng : Qs — C’ injektivno treba pokazati da ako su z,y € S
i ako je u(r) = u(y), onda su z i y G—konjugirani. Bududi da je svaki element iz S konjugiran
elementu izabrane Cartanove podalgebre h, mozemo pretpostaviti da su z,y € h. Buduéi da je
PH)W = {flh; f € P(g)¢}, treba dokazati da iz u(x) = u(y) slijedi da su x,y € b konjugirani
u odnosu na Weylovu grupu W. Neka su x,y € h takvi da je u(x) = u(y) i pretpostavimo da z
i y nisu W—konjugirani. Tada su Wx i Wy medusobno disjunktni konac¢ni podskupovi od b, pa
postoji polinomijalna funkcija F' € P(h) takva da je F|Wx =0, F|Wy\{y} =01 F(y) = 1. Sada
je

P=> oFePH"

oeW

i vrijedi P(z) = 01 P(y) # 0. No to je nemoguée jer uylh, ..., uelh generiraju algebru P(h)".
Ova kontradikcija dokazuje da su x i y W —konjugirani. No za svaki 0 € W prema korolaru 3.8.7.
postoji g € G takav da je gh = bh i g|h = 0. Prema tome, z i y su G—konjugirani.

Propozicija 3.10.7. Preslikavanje ng : Qx — C* je bijekcija.

Dokaz: Neka je £ € C’. Prema propoziciji 3.10.5. postoji y € S takav da je u(y) = €. Neka je 2
bilo koji glavni nilpotentni element od g¥. Prema propoziciji 3.10.3. tada je v = y+2z € R. Nadalje,
buduéi da je z € g¥, © = y + 2z je Jordan—Chevalleyev rastav pa iz propozicije 3.10.4. slijedi da je
f(z) = f(y) za svaki f € P(g)%, pa slijedi u(z) = u(y) = €. To znaéi da je ng (O,) = £. Dakle,
preslikavanje ng : Qr — C’. je surjektivno.

Da bismo dokazali injektivnost od gz treba pokazati da ako su z1, xs € R iako je u(z1) = u(zs)
onda su x; i x9 G—konjugirani. Neka su x1 = y; + 21 1 29 = ys + 29 Jordan—Chevalleyeve
dekomporzicije. Iz propozicije 3.10.4. slijedi da vrijedi u(y;) = u(y2). No tada su po propoziciji
3.10.5. elementi y; i yo konjugirani. Stoga u daljnjem mozemo pretpostavljati da je y; = y» = .
Bududi da su po pretpostavci x1, x5 € R, prema propoziciji 3.10.3. 21 i 29 su glavni nilpotentni
elementi Liejeve algebre g¥. Kako su glavni nilpotentni elementi reduktivne Liejeve algebre svi
medusobno konjugirani unutarnjim automorfizmima, postoji ¢’ € Int (g¥) takav da je ¢’z = 2.
Imamo

g/ _ eadgym . eadgyvk
za neki k € N i neke vq,...,v; € g¥. Stavimo sada
g = eadvl . ‘eadvk.

Tada je g € G = Int(g) i vrijedi g|g¥ = ¢/, dakle, gz; = 29, a vrijedii gy = y, jer suvq,..., v € g¥.
Dakle, gz, = gy + gz1 = y + 22 = Xa.

Neka je i dalje izabrana neka Cartanova podalgebra b od g, neka je R = R(g, h) pripadni sistem
korijena i neka je izabrana baza B sistema korijena R. Ona odreduje skup pozitivnih korijena R
i skup negativnih korijena R = —R,. Stavimo

n=3 Fg, 0=) Fgo, b=bhin  b=pim

a€ERy acR_
Neka je hg jedinstven element iz h N [g, g] takav da je
alhg) =1 Va € B.

Za svaki j € Z stavimo

gV ={zeg (adhg)z=jz} i SY(g)={veS(a); (adsgho)v=7jv}.
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Bududi da je ad hy derivacija Liejeve algebre g, a njezino proSirenje adgg)ho je derivacija unitalne
algebre S(g), oc¢ito vrijedi:

(69, gW] Cg™™  wikeZ i SY(g)SW(g) CSUTM(g). (3.34)

Zadatak 3.10.4. Dokazite da je

J>0 J<0 J=0 J<0

U odjeljku 1.1. za proizvoljan vektorski prostor V nad poljem K karakteristike 0 definirali
smo unitalni homomorfizam 0 : S(V) — L(P(V)) takav da je za bilo koji vektor € V' linearan
operator d(z) : P(V) — P(V) definiran kao derivacija duz vektora x:

06) 1) = S fy + )

, JEePV), yeV

t=0

Prema propoziciji 1.1.9. 9 : S(V) — L(P(V)) je izomorfizam algebre S(V') na algebru D(V') svih
linearnih diferencijalnih operatora na P (V') s konstantnim koeficijentima. Pomoé¢u preslikavanja 0
definirali smo bilinearnu formu (-, -) : S(V) x P(V) — K,

(u, f) = [0(u)f1(0),  weSV), fePV)

Prema propoziciji 1.1.10. ta je bilinearna forma nedegenerirana u odnosu na prvu i na drugu
varijablu, takva da je (S*(V),P/(V)) = 0za k # j i takva da vrijedi

(uwv, f) = (v, 0(u) f) = (u,0(v) f) Vu,v e S(V) 1 VfeP(V).

Nadalje, ako je G podgrupa od GL(V), forma (-, -) je invarijantna s obzirom na prirodno defini-
rana djelovanja grupe G automorfizmima unitalnih algebri S(V) i P(V) :

(a-u,a-fy=(u,f) Vae G, YueS(V) i VfeP(V).
Primijenimo to na nasu situaciju V =g i G = Int(g). Iz gornje jednakosti slijedi
(4% y, ey = (u, f)  VteR, Veeg, VYueS(g) i VfeP(g).
Ako je f € P(g)“, onda je e'®d? . f = f pa imamo
(e, f) = (u, f) VtcR, Vecg VYucS(g) i VfePC.
Deriviranjem po t u nuli odatle slijedi
{(ads@z)u, fy=0 Vxeg, VYueS(g) i VfeP(gC.

Prema tome, ako je u € Im (ads(g):p) za neki x € g, onda je (u, f) = 0 za svaki f € P(g)°.
Primijetimo sada da je SW(g) C Im (ads(g)ho) za svaki j # 0. Prema tome, vrijedi

Lema 3.10.8. Ako je u € SY)(g) za j # 0 onda je (u, f) =0 za svaki f € P(g)C°.
)

Propozicija 3.10.9. Neka suy € h, z € iz = y+2 € b. Tada je f(x

= f(y) za svaki
f € P(g)¢. Posebno, za prije definirano preslikavanje u : g — C* vrijedi u(z) = u(y).
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Dokaz: Podalgebra P(g)“ je graduirana, pa mozemo pretpostaviti da je f € P*(g)¢ za neki

k € Z.. Za konstantne polinome f tvrdnja je trivijalna, pa mozemo pretpostaviti da je k& > 0.
Sada je prema zadatku 3.6.7.

Elf(x <x f> <y—|—z >

Imamo

k
k
(y + 2)* = y* +u, UIZ (j)zjyk

j=1
dakle,
KU () = (yf, ) + (u, ) = KU (y) + (u, f).

Medutim, u € 1S (b) i ocito VI"lJedl ns (b) C >i<o S (g), pa iz leme 3.10.8. slijedi (u, f) = 0.
Time je propozicija dokazana.

Izaberimo kao i ranije za svaki a € R element e, € g, \ {0}. Prema teoremu 3.5.11., primije-
njenom na algebru n umjesto algebre n, element

Z Anb_o EN
aER
je glavni nilpotentni element u g ako i samo ako je a, # 0 za svaki a € B. Posebno,
=Y e
acB

je glavni nilpotentni element u g.
Podsje¢amo da smo sa R oznacili skup svih elemenata x € g takvih da je dim g* = /.

Lema 3.10.10. Vrgedie+b C R, ). zaveEb iz =e+v jedim g* = /.

Dokaz: Stavimo

Bududi da je
[ho, e_o] = —a(ho)e_a =—e_4 Va € B,

vrijedi [ho, €] = —e, odnosno, e € g=Y. Odatle i iz (3.34) imamo

(ade)g? C gu=b  VjezZ, (3.35)
pa slijedi

g° = Ker (ade) Z+a(]

JEZ
Odatle je
¢ =dim g° =) dim o). (3.36)
jEZ

Definirajmo sada padajucu filtraciju prostora g ovako:

=> 4+, jez (3.37)

k>j

Tada je g; 2 gj+1 za svaki j, g; = g za dovoljno male j i g; = {0} za dovoljno velike j.
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Neka je sada v € b iz =e+v. Iz (3.34) slijedi

Filtracija g; od g inducira filtraciju g7 = g; N g” od g” i imamo
> dim g7/g7,, = dim g". (3.39)
jEL

Prema definiciji (3.37) je g; = g 4+ g;j+1 pa imamo izomorfizam g;/g;11 — g¥). Restrikcijom tog
izomorfizma dolazimo do injekcije

p;: 85/85n — o).
Iz (3.35) i (3.38) neposredno slijedi da je Imp; C a¥¥). Prema tome, vrijedi
dim g%/g?,, < dim a?  Vj € Z.
Odatle zbog (3.36) i (3.39) dobivamo dim g* < /. Iz teorema 3.5.16. slijedi jednakost dim g* = /.
Lema 3.10.11. Zay e h iz =e+y vrijedi x € R i u(x) = u(y).

Dokaz: Bududi da je h C b, iz leme 3.10.10. slijedi da je x € R. Nadalje, kako je e € n, prema
propoziciji 3.10.9. je u(z) = u(y).

Sada mozemo dokazati najavljenu karakterizaciju skupa Q svih kvaziregularnih elemenata:

Teorem 3.10.12. Skup Q svih kvazireqularnih elemenata u g podudara se sa skupom R svih
elemenata x € g takvih da je dim g* = (.

Dokaz: Neka je x € Q. To znaéi da je N, = N, odnosno, N C |J, .- Oce- Tada je, posebno,
glavni nilpotentni element e € N limes niza (1), takvog da je x; € O, za neki niz (¢;) ;. u C*.
Stavimo k£ = dim g*. Ocito je g“* = g*, dakle, dim g“* = k, a odatle i dim g% = k za svaki j € N.
Oznacimo sa G, Grasmannian svih k—dimenzionalnih potprostora od g. To je kompaktan topoloski
prostor pa niz (g%) jen Ima u Gy neko gomiliste u. Presavsi na podniz mozemo pretpostaviti da

niz (g“j)jeN konvergira prema u u Gi. Neka je {eq, ..., e} neka baza od u. Tada za svaki j € N
mozemo izabrati bazu {e{, ey ei} od g% tako da vrijedi e¢; = lim;_, eg za i =1,...,k. Odatle
slijedi
e, e;] = lim [z;,¢]] =0 za i=1,...,k.
j—oo

To znaci da je u C g°. Sada iz dim g° = ¢ slijedi k£ < /. Bududi da je prema teoremu 3.5.16. k > ¢,
zakljucujemo da je k = £. Time smo dokazali da je dim g* = ¢ za svaki x € Q, odnosno, da je
QCR.

Obratno, pretpostavimo sada da je z € R i dokazimo da je z € Q, tj. da je N, = N. Buduéi
da je N, zatvoren G—stabilan skup i buduéi da je orbita O glavnih nilpotentnih elemenata gusta
u N, dovoljno je dokazati da N, sadrzi (neki) glavni nilpotentan element.

Neka je £ = u(x) € C*. Prema propoziciji 3.10.5. postoji y € b takav da je u(y) = £. Stavimo
1 = e+ y. Prema lemi 3.10.11. tada je 1 € R i u(z1) = u(y) = u(zx). Sada iz propozicije 3.10.7.
slijedi da je x; € O,. Zbog homogenosti u1, ..., u, iz u(z) = u(y) slijedi da je u(cx) = u(cy) za
svaki ¢ € C. Prema tome, isti argument pokazuje da je . = e+ cy € O, za svaki ¢ € C*. Bududéi
da je e = lim,_ox,, zbog zatvorenosti N, slijedi da je e € N,. Dakle, skup N, sadrzi glavni
nilpotentni element e, a to je i trebalo dokazati.

Sljede¢i vazan teorem navodimo bez dokaza, buduéi da bi se za njegovo dokazivanje trebalo
upustiti u vrlo detaljnu analizu strukture poluprostih grupa:
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Teorem 3.10.13. Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra, G = Int(g) njezina grupa
unutarngih automorfizama i v € g poluprost element. Tada vrijedi:

(a) Podgrupa G* ={g € G; gz = x} je povezana.
(b) Orbita O, = Gz je Zariski zatvorena u g, dakle, zatvorena i u odnosu na obic¢nu topologiju.

Za bilo koju algebarsku visestrukost Y sa R(Y') oznacavamo algebru svih svuda definiranih
racionalnih funkcija na Y. Trebat ¢e nam sljede¢i rezultat iz algebarske geometrije koji takoder
navodimo bez dokaza:

Teorem 3.10.14. Neka je V' kompleksan konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je Y
njegov povezan Zariski zatvoren podskup. Tada je

R(Y)=PY)={fIY; feP(V)}.

Napominjemo da je tvrdnja prethodnog teorema istinita i uz slabiju pretpostavku da je Y
povezan otvoren podskup njegovog Zariski zatvaraca Y i da je dim (Y \ Y) <dimY —2.

Neka je sada € g = RN S. Tada je h = g* Cartanova podalgebra od g. Nadalje, prema
teoremu 3.10.1. linearno preslikavanje

Yz * HG(Q) - P(O:v)v

definirano kao restrikcija epimorfizma G'—modula P(g) — P(O,), f — f|O,, je izomorfizam
G—modula. Prema tvrdnji (b) teorema 3.10.13. orbita O, je Zariski zatvoren podskup od g. Stoga
je prema teoremu 3.10.14. P(O,) = R(O,). Nadalje, preslikavanje g — ¢z inducira izomor-
fizam algebarskih visestrukosti G/G* — O,, pa dobivamo izomorfizam algebri ali i G—modula
R(G/G*) = R(O,) = P(O,). Algebra R(G/G") identificira se s podalgebrom od R(G) svih
racionalnih funkcija na G koje su invarijantne u odnosu na desno djelovanje podgrupe G*. Pri
tome, za bilo koju funkciju f : G — Ciza a € G pored lijevog djelovanja

(a-f)b) = fla™'b), beG,

definirano je desno djelovanje

(f - a)(b) = f(ba), begG.

Jos jedan teorem navodimo bez dokaza (dokaz u G. Hochschild, G.D. Mostow, Representations
and representative functions of Lie groups I, II, III, Annals of Mathematics, 66(1957),495 — 542,
68(1958), 295 — 313, 70(1959), 85 — 100.)

Teorem 3.10.15. Neka je Hol(G) algebra holomorfnih funkcija na povezanoj kompleksnoj alge-
barskoj grupi G. Tada vrijedi

R(G) = {f € Hol(G); dim span{a-f; a € G} < oo} = {f € Hol(G); dim span{ f-a; a € G} < oo}.

Oznagimo sada sa G skup svih klasa ekvivalencije konacnodimenzionalnih ireducibilnih racional-
nih reprezentacija kompleksne algebarske grupe G. Za svaki \ & G izaberimo reprezentaciju
v* 1 G — GL(V)) iz klase \. Dualni prostor od V) ozna¢imo sa W) i neka je u* reprezentacija
od G na W), kontragredijentna reprezentaciji v*; tj. za a € G operator u*(a) dualan je operatoru
v*(a~1). Naravno, i reprezentacija u* je ireducibilna.
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Ako je M bilo koji G—modul s reprezentacijom 7, tj. kompleksan vektorski prostor sa zadanim
homomorfizmom 7 : G — GL(M), za svaku klasu \ € G sa M oznacimo sumu svih kona-
¢nodimenzionalnih G—podmodula V' od M takvih da je subreprezentacija my ireducibilna i u
klasi \. Tada je suma potprostora M direktna. Ako je grupa G poluprosta (sto jest u slucaju
G = Int(g), gdje je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra) po Weylovom teoremu svaka je
njezina neprekidna kona¢nodimenzionalna reprezentacija potpuno reducibilna. Odatle slijedi da je
kao G—modul u odnosu na lijevo djelovanje

=> FR(GW
xe@

Za svaku klasu A € G oznaéimo dy = dim Vy = dim Wy, izaberimo bazu e* = {e}, ..., ey}

od Vy ineka je fA = {f} ..., fé\k} njoj dualna baza prostora W). Za a € G oznac¢imo sa [gg\j(a)}
matricu operatora p*(a) bazi f*. Tada je, naravno, to ujedno transponirana matrica matrice
operatora v*(a~!) u bazi e*. Dakle, vrijedi

Zgz] z? aEGa 1§j§d)\7

WMa)e} = ghla ey,  a€G, 1<i<d,

Teorem 3.10.16. Za svaku klasu A € G funkcije gi)‘j, 1 <4,5 < dy su linearno nezavisne i tvore
bazu od R(G)™N. Posebno, dim R(G)N = d2, odnosno, multiplicitet A u R(G) jednak je dy.

Dokaz: Za proizvoljno izabranu klasu A\ € Gu daljnjem ¢emo u pisanju izostavljati oznaku A,
tj. pisat ¢emo krace v, V, u, W, d, e;, f;, g;; umjesto A Vi, i W, dy, e fj’\,g;\j. Dakle, imamo

Zgw )iy a€G, 1<j<d, (3.40)

Zg” De;,  a€@, 1<i<d. (3.41)

Za j € {1,...,d} neka je V; potprostor od R(G) razapet funkcijama gq;,...,9q4. Za 1 <i < d i
za a,b € G imamo

(a-gij) (b) = gij(a Z gir(a gk]

Odatle se vidi da je linearan operator A : V' — R(G), definiran sa Ae; = g;;, 1 <@ < d, preplitanje
G—modula. Njegova je slika V}, a kako je reprezentacija v ireducibilna, jezgra mu je {0}. Dakle,
V; je G—podmodul od R(G) i subreprezentacija na V; je ekvivalentna reprezentaciji v, dakle,
ireducibilna je i u klasi A. To znaci da je V; C R(GYW, a kako to vrijedi za svaki indeks j, slijedi
da su sve funkcije g;; sadrzane u R(G)YW, odnosno, da je

span {g;;, 1 <i,j <d} € R(G)WM. (3.42)
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Neka je sada X G—podmodul od R(G) na kome je subreprezentacija ireducibilna i u klasi
A. Tada u X postoji baza {hy,...,hy} na koju grupa G djeluje upravo kao sto reprezentacija v
djeluje na bazu e = {ey,...,eq4}. To znaci da je

d
a"hizzgzj(a_l)hj, ae G, 1<i<d.
j=1

Odatle je
d
hi(a) = (a7 - hy) () =Y _gis(@hle), a€G, 1<i<d,
j=1
odnosno,
d
j=1
Time je dokazano da su funkcije hq, ..., hq linearne kombinacije funkcija g;;, dakle,

X Cspan{g;; 1 <1,j <d}.
Kako je X bio proizvoljan ireducibilan G—podmodul od R(G)™, zakljucujemo da je
R(GY™ C span {gi; 1 <i,j <d},
a odatle 1 iz (3.42) slijedi jednakost
R(G)™ = span {gi; 1 <1i,j <d}.

Treba jos dokazati linearnu nezavisnost funkcija g;;. U tu svrhu treba nam jedan opdi rezultat
o tenzorskim produktima ireducibilnih reprezentacijama:

Teorem 3.10.17. Neka su v i p ireducibilne reprezentacije grupa G 1 H na konacnodimenzio-
nalnim vektorskim prostorima Vi W nad algebarski zatvorenim poljem K. Definiramo reprezentaciju
v ® p direktnog produkta G x H na prostoru V@ W ovako:

(v@p)(g,h) =v(g) @ u(h),  (g9,h) € Gx H.

Reprezentacija v ® p je ireducibilna.
Za dokaz nam treba

Lema 3.10.18. Neka je v ireducibilna reprezentacija grupe G na konbacnodimenzionalnom vek-
torskom prostoru V' nad algebarski zatvorenim poljem K i neka je W konacnodimenzionalan vek-
torski prostor nad K. Definiramo reprezentaciju v grupe G na prostoru VW sav(g) = v(g)®Iw,
g € G. Neka je U v—invariantan potprostor od V@ W takav da je subreprezentacija vy ire-
ducibilna. Tada postoji w € W takav da je

U=Vow={vew;, veV}
Dokaz: Neka je {wy,ws, ..., w,,} baza vektorskog prostora W. Tada je ocito
VoaW=Vouwu +Veuwy+--+Vuw,

1 za svaki j subreprezentacija Dy, je ireducibilna i ekvivalentna reprezentaciji 7. Kao direk-
tna suma ireducibilnih reprezentacija 7 je potpuno reducibilna reprezentacija. Stovise, ako je
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U v—invarijantan potprostor od V' ® W, lako se vidi da postoji podskup {ji, jo,- .., Jjr} skupa
{1,2,...,m} takav da je

VoW =U+Vow, +Veow,+ - -+Veouw,.
Neka je {1,2,...,m}\ {j1, 792, -, Je} = {i1, %2, - - -, im_x }. Tada slijedi

Vo = Wew, +Vew,+-+Vew, -

Prema tome, ako je subreprezentacija vy ireducibilna, onda je nuzno k = m — 1 tj. postoji j €
{1,2,...,m} takav da je Uy ~ Dyg,, ~ 7. Neka je ¢ : U — V izomorfizam koji ostvaruje
ekvivalenciju reprezentacije vy s reprezentacijom m, tj. takav da je

m(g) o= o (m(g) ® Iw)|U.

Bududéi da je {wq,ws, ..., wy,} baza vektorskog prostora W, za svaki vektor x iz V' ® W postoje
jedinstveni vektori vy, vo, ..., v, € V takvi da je
T=0 QWi+ V3 @Wy+ -+ Uy, @ Wy, (3.43)
Posebno, postoje linearni operatori @1, s, ..., ¢, : U — V takvi da je
u=e1(u) ®w; + Ea(u) @ Wy + -+ + @ (u) @ wy, Yu e U. (3.44)

Za svaki g € G i v € U imamo:

I
A
—~
o)
~—
IS
I

1T (g)u) @ wi + p2(Py(g)u) @ we + - - + Eu(Pu(g)u) ® wn = Py(g)u

= D(g)lp1(u) @ wi + 2(u) @ wy + -+ 4 P (u) ® W] =
= 7(g)p1(w) @ wy + m(g)pa(u) @wz + -+ - +7(g)Pm(u) @ W
Odatle zbog jedinstvenosti prikaza (3.43) slijedi

0;(Py(g)u) = m(g)p;(u) YVueU, VYge@G, j=1,2,...,m,

odnosno,
pioy(g)=m(g)oyp; VgeG, j=12,....m

Prema tome, 1, s, .. ., @m € Homg(U, V). Stoga su o Lo w1, o oy, ...,0 oy, € Endg(U).
Prema Schurovoj lemi postoje Ai, Ao, ..., A\, € K takvi da je

gp_logoj:/\jIU za J=1,2,...,m.

Dakle,
e =Ny za j=12,...,m.

Stoga prema (3.44) imamo za svaki u € U :
u= M) @w + Ap(u) @wy+ -+ App(u) @ wy, = @(u) @ (Ajwy + Agws + -+ - + A\pwpy,).
Kako je ¢ izomorfizam prostora U na prostor V| slijedi
U=V ®w za w=MANwi+ Aws+ -+ AW,

i time je lema dokazana.
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Dokaz teorema 3.10.17.: Neka je U # {0} potprostor od V @ W koji je v ® u—invarijantan.
Potprostor U ocito je v—invarijantan, gdje je » reprezentacija grupe G na prostoru V ® W zadana
kao u lemi 3.10.18:

v(g) =v(g) @ Iw = (v x p)(g.en),  g€G.

Prema lemi 3.10.18. postoji wy € W, wy # 0, takav da U DO V ® wy. Za svaki v € V definiramo
potprostor W (v) prostora W ovako:

Ww)={weW; veweU}.

Taj je potprostor p—invarijantan. Doista, kako je potprostor U v x p—invarijantan, za h € H i
w € W(v) imamo

v p(h)w = (v x p)(eg, h)(v@w)eU — p(h)w € W(v).

Nadalje, wy € W (v), pa slijedi W(v) # {0} za svaki v € V. Bududi da je reprezentacija p ire-
ducibilna, slijedi W(v) = W za svaki v € V. Dakle, {v @ w; v € V,w € W} C U, pa slijedi
U=VaW.

Nastavimo sada dokaz teorema 3.10.16. Reprezentacija v ® u grupe G X G na prostoru V @ W
definirana sa
(v® p)(a,b) = via) @ p(b),  (a,b) € G x G,

prema teoremu 3.10.17. je ireducibilna. Za (a,b) € G x G definiramo operator
m(a,b) : R(G) = R(G),  [n(a,0)f)(c) = f(a”"cb), [€R(G), c€G,

m(a,b)f = a- f-b. Lako se vidi da je 7 reprezentacija grupe G x G na prostoru R(G). Definiramo
linearan operator

Tvrdimo da je T preplitanje reprezentacije v®u s reprezentacijom 7. Doista, za bilo koje a,b,c € G
izal<i,j<d koristeéi (3.40) i (3.41) imamo redom

[T(v© p)(a,b)(e; ® f3)] (¢) = [T(v(a)e; @ pu(b Z gin(a™")ge;(b) [T (e ® fo)] (c) =
k=1
= > gila)gei (D)gre(c) = giy(a™"eb) = [n(a, b)gij] (¢) = [(a,0)T (e @ ;)] (<)-

k=1

Zbog proizvoljnosti ¢ € G 1 zbog toga sto je {e; ® f;; 1 <i,j < d} baza prostora V @ W dokazali
smo da je

T(v®p)(a,b) =n(a,b)T  V(a,b) € G xQG.

Dakle, T' je preplitanje reprezentacije v ® pu s reprezentacijom 7 grupe G x G. Njegova je slika
span {g;;; 1 <i,5 < d} = R(GYW, a buduéi da je reprezentacija v ® p ireducibilna, njegova je
jezgra {0}. Prema tome, T je izomorfizam prostora V ® W na prostor R(G)W. Odatle slijedi da
su funkcije g;; = T'(e; ® f;) linearno nezavisne.

Time je teorem 3.10.16. u potpunosti dokazan.
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Neka je sada F' algebarska (dakle, zatvorena Liejeva) podgrupa od G. Funkcije iz R(G/F)
identificiraju se s funkcijama iz R(G) koje su konstantne na desnim F'—klasama, tj.

R(G/F)={he€ R(G); h-b=h ¥Ybe F}.
Tada je R(G/F) G—podmodul od R(G) i o¢ito vrijedi
R(G/FYN = R(G/F)NR(G)Y v ed.
Za A € G neka je W{ potprostor F—fiksnih vektora u W) :
WP = {f € Wy yMa)f = f Va € F},

Stavimo df = dim W . Neka je kao i prije {e, ..., e} } baza od V). Nadalje, neka je {¢}, ..., ¢)r}
A

baza od W' Definiramo funkcije h;; na G ovako
hij(a) = [ @)@)] (&),  a€G, 1<i<d,, 1<j<df.

Sljededi je teorem generalizacija teorema 3.10.16. (koji se iz njega dobiva za F = {e}). To je
specijalni slucaj algebarskog Frobeniusovog teorema reciprociteta:

Teorem 3.10.19. Funkcije h;; su linearno nezavisne i one ¢ine bazu prostora R(G/F)™. Posebno,
dim R(G/F)N = d¥dy, odnosno, multiplicitet klase A uw G—modulu R(G/F) jednak je d% .

Dokaz: Dopunimo li bazu {¢7,...,¢}-} od WY do baze {¢7,...,¢5 } od W), iz teorema
A
3.10.16. slijedi da su funkcije

hij(a) = [ (a)¢}] (6)), a€G, 1<i,j<dy,

linearno nezavisne. Prema tome, funkcije h;;, 1 <i <dy, 1 <j < df su linearno nezavisne. Te se
funkcije nalaze u R(G/F). Doista, zaa € Gibe Fizal <i<d),il<j< df imamo

(hij - b) (a) = hyj(ab) = [ (ab)g;] (€7) = [ (@)@]] (€}) = huj(a).
Nadalje, iz teorema 3.10.16. slijedi da se te funkcije nalaze u potprostoru R(G)™. Dakle,
span {hij; 1<i<dy, 1<j< df} - R(G/F)(’\).
Treba jos dokazati obrnutu inkluziju. Pretpostavimo da je g € R(G/F)™, tj. da je g € R(G)W i

da vrijedi g - b = g za svaki b € F. Iz teorema 3.10.16. slijedi da je {h;;; 1 <1i,j < d\} baza od
R(G)M, pa mozemo pisati

dx
g= Z cjihij zaneke c¢j; € C.
ij=1
Definiramo linearan operator C' na prostoru Wy koji u bazi {¢7,...,¢) } ima matricu [c;;], t].
takav da je
dx
A A
C()OZ = Z Cji(pj .
j=1

Zadatak 3.10.5. Dokazite da za b € F iz uvjeta g - b = g slijedi [,u)‘(b) — I} C=0.
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Prema tome,
ImC C ﬂ Ker [,u)‘(b) — I =Wwy.

beF

Dakle, ¢;; =0 za j > df, pa je

dy df

9= cjhy €span{hy; 1<i<dy 1<j<df}.

i=1 j=1
Time je dokazana i obrnuta inkluzija, odnosno, vrijedi jednakost
R(G/F)()‘) = span {hl-j; 1<i<dy, 1<j< df}
Iz teorema 3.10.19., teorema 3.10.1. i tvrdnje (b) teorema 3.10.13. neposredno slijedi:

Teorem 3.10.20. Neka je x regularan element kompleksne reduktivne Liejeve algebre g i neka je
G = Int(g). Tada je

Ha(s) =Y +Hao(@)V i dim Ho(g)™W = dadf”.

Drugim rijecima, multiplicitet klase A € G u G—modulu Hc(g) jednak je dimenziji potprostora
VE ={veVy; vNg)v=v Vg € G*}.

Zatvorena podgrupa G* od G je prema tvrdnji (a) teorema 3.10.13. povezana. Njezina je
Liejeva algebra h = g*, a kako je x ragularan element, h je Cartanova podalgebra od g i svaka je
Cartanova podalgebra od g takva. Iz povezanosti G* slijedi

Mglv=v VYgeG” = v h)v =0 Vh € b.

Prema tome, V\" je upravo tezinski potprostor od Vy tezine 0. Dakle, teorem 3.10.20. moze se i
ovako formulirati:

Teorem 3.10.21. Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra, b njezina Cartanova podal-
gebra i G = Int(g). Tada je multiplicitet klase A € G v G—modulu Hg(g) jednak multiplicitetu
tezine 0 u pripadnoj reprezentaciji Liejeve algebre g.



Poglavlje 4
K—INVARIJANTE

4.1 Nilpotentne Liejeve algebre operatora

U ovom odjeljku dokazat ¢emo generalizacije Fittingove dekompozicije i korijenske dekom-
pozicije linearnog operatora na odgovaraju¢e dekompozicije vektorskog prostora V' u odnosu na
nilpotentnu Liejevu podalgebru od gli(V').

U daljnjem je V kompleksan konacnodimenzionalan vektorski prostor. Za linearan operator A
na prostoru V' i za A € C stavimo

Vip(A) = | Ker A%, Vi(A)= ([ ImA* i Viy(A) = Vig(A— ).

kEZy kEZy
Tada je V(»)(A) # {0} ako i samo ako je A € Sp(A). Tada imamo:

Teorem 4.1.1. (a) V(p)(A) je najveci A—invarijantan potprostor W takav da je A|W nilpoten-
tan operator.

b

V.(A) je najveéi A—invarijantan potprostor W takav da je A|W reqularan operator.

C

)
) Vrijedi V= Vigy(A) + Vi(A).

d) Vrijedi V=3, cspa) T Vin (4).
) Vrijedi Vi(A) = 32520+ Viny (A).

Rastav u (c) zove se Fittingova dekompozicija prostora A u odnosu na operator A. Potpros-
tor V(o) (A) zove se Fittingova 0—komponenta a potprostor V,(A) Fittingova *—komponenta
prostora V' u odnosu na operator A. Rastav u (d) zove se korijenska dekompozicija prostora V'
u odnosu na operator A, aza A € Sp(A) V(»(A) je korijenski potprostor u donosu na operator
A i njegovu svojstvenu vrijednost A. Ako je Py € C[T] svojstveni polinom operatora A i

Pa(T) = H (T — 2"

AESP(A)

(
(
(
(

e

njegova dekompozicija u linearne faktore, onda je, naravno, Vi) (A) = Ker (A — )", Posebno,
Vioy(A) = Ker A" dakle, dim V{g)(A) je kratnost nule kao nultocke svojstvenog polinoma Pa(T).

Neka je sada g Liejeva podalgebra od gl(V'). Ako je v € V'\ {0} svojstven vektor svih operatora
A € g, onda za neku funkciju a : g — C vrijedi

Av = a(A)v VA € g.

151
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Tada je a jednodimenzionalna reprezentacija od g, a to znaci da je « linearan funkcional na g i
da je a([A4, B]) = a(A)a(B) — a(B)a(A) =0 VA, B € g, odnosno, [g,g] C Ker a. Za svaki takav
linearan funkcional o skup svih pripadnih svojstvenih vektora oznacavamo sa

Volg) ={veV; Av=a(A)v VA € g}.

Ako je V,(g) # {0}, linearni funkcional « zove se tezina g—modula V, a V,(g) se zove tezinski
potprostor od V' u odnosu na g. Naravno, tezinski potprostor je g—podmodul. Oponasamo sada
situaciju s jednim operatorom na prostoru V' pa definiramo pripadni korijenski potprostor

Viy(g) ={veV; VAe g3k e N (A— a(A))*v = 0}.

«

U stvari, V(4)(g) je unija rastuceg niza g—podmodula (V”“(g))keZ+ definiranih sa
VEg) ={veV; (A—a(A))'v=0VAcg}= ﬂ Ker [(A—a(A)D)"],
A€g
£,

Vo) ={0}, Vi(e)=Vaulg), Vit'(g)={veV; (A—a(A)l)veV)(g) Vz € g}

Prema tome, svaki V(,)(g) je g—podmodul od V. Lako se vidi da za svaki o € g* vrijedi
Viey(9) = [} Viacan (A). (4.1)
A€g

Promatrajmo sada slucaj o = 0. To ¢e razmatranje u slucaju nilpotentne Liejeve podalgebre g
od gl(V') voditi na generalizaciju Fittingove dekompozicije prostora V' u odnosu na jedan linearan

operator. Definiramo induktivno sljedeé¢i padajuéi niz g—podmodula (Vf(g))keZJr od V :

V() =V, VF(g) =span{Av; Aeg, veVig)}, keZ,
Dakle,
VO(g) =V, VF(g) =span{A, - - Awv; Ay,..., Ay €9, vEV), keN (4.2)

Lako se vidi da ako za neki k € Z, vrijedi V*(g) = V/*™(g) onda je V™(g) = V*(g) za svaki

m > k. Definiramo
Vi(e) = [ V¥(e).

kEZy

Naravno, zbog konaénodimenzionalnosti je V,(g) = V/*(g) za neki k.

Za generalizaciju Fittingove dekompozicije na nilpotentne Liejeve algebre operatora treba nam:

Zadatak 4.1.1. Dokazite da za bilo koje A, B € gl(V') 1 bilo koji n € Z, vrijede sljedece dvije
jednakosti:

A"B = En; (?) [(ad A)' BJA" 9, (4.3)

n

BA" =Y (~1) (”) A" 7[(ad A B]. (4.4)

i=0 J

Uputa: Indukcija pon € Z,.
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Lema 4.1.2. Neka su A, B € gl(V) takvi da je (ad A)*B = 0 za neki ¢ € N. Tada su Fittingovi
potprostori Vigy(A) i Vi.(B) u odnosu na operator A invarijantni s obzirom na operator B.

Dokaz: Za v € V(g)(A) je A*v =0 za neki k € N, pa zan ={+ k — 1 prema (4.3) nalazimo

n

A"By = Z (n) [(ad A)? BJA™ 7y = 0,
— \j
j
jerzaj</ljen—j >k, paje A" Jv=0,azaj>{je (ad A)’ B = 0. Dakle, vrijedi Bv € V(g)(A).
Neka je sada v € V,(A). Neka je k € N takav da je V,(A) = Im A*. Tada je V,(A) = Im A" za
n=~{+k—12>k, dakle, postoji w € V takav da je v = A"w. Sada prema (4.4) imamo

n -1
Bv::BA@w::22(—Dj<@)AVﬁKadAy£ﬂw::E:(—Uj(ﬁ)A”ﬁKadAVIﬂw (4.5)

j=0 J Jj=0 J
jer je (ad AYYB = 0 za j > (. Medutim, za j < ¢ — 1 vrijedin —j ={¢+k—1—j > k, pa slijedi
Im A" = V,(A). To zna¢i da su u (4.5) svi ¢lanovi u sumi s desne strane elementi od V,(A).
Zakljuéujemo da je Bv € V,(A) i time je dokazano da je i potprostor V,(A) invarijantan s obzirom
na operator B.

Teorem 4.1.3. (Fittingova dekompozicija za nilpotentne Liejeve algebre operatora) Za
nilpotentnu Liejevu podalgebru g od gl(V') wvrijedi

V =V (g) + Vi(g).

Nadalje,
Vi) = Y V(A

Aeg

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je svaki operator A € g nilpotentan. Tada je Vig)(A) =V
za svaki A € g, pa je prema (4.1)

Vio(s) = [ Vio(4) = V.
A€g

Nadalje, tada je V.(A) = {0}, pajei}_ o, Vi(A) = {0}. Prema Engelovom teoremu postoji s € N
takav da je A;--- Ay =0 VAy,..., A € g. No tada je prema (4.2) V(g) = {0}, a odatle slijedi
Vi(g) = {0}. Time je teorem dokazan u slu¢aju da su svi operatori A € g nilpotentni.

Dokaz za op¢i slucaj provodimo indukcijom u odnosu na dim V. Baza indukcije dim V' =1
je trivijalna, pa prelazimo na korak indukcije: pretpostavljamo da je dim V' > 2 i da je teorem
dokazan za prostore dimenzije manje od dim V. Prema prvom dijelu dokaza mozemo pretpostaviti
da neki B € g nije nilpotentan, tj. da je V(o)(B) # V. Imamo Fittingovu dekompoziciju prostora
V' u odnosu na operator B :

V = Vo)(B) + V.(B).

Prema lemi 4.1.2. tada su potprostori V(o) (B) i Vi(B) invarijantni u odnosu na sve operatore
A € g, tj. Vioy(B) i Vi(B) su g—podmoduli od V. Po pretpostavci indukcije teorem vrijedi za
prostor W = V()(B) i za nilpotentnu Liejevu podalgebru a = {A|W; A € g} od gl(W). Dakle,

Vi (B) =W =W (a) + Wala) i Wa(a)=) W.(O).
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Odatle je
V=Vio(B)+Vi(B) =W + Vi(B) = W (a) + W.(a) + Vi(B).

Prema (4.1) imamo
Vioy(8) = (] Vio(A) = W N [ Vig(A) = () (W N Vg (A)) = (] Wi)(C) = Wiey(a),
A€g A€g A€g Cea

pa iz prethodne jednakosti dobivamo

V' =Vio)(g) + W.(a) + Vi(B). (4.6)
Dokazat ¢emo sada da vrijedi
W.(a) +Vi(B) = Y Vi(A) = Vi(g)- (4.7)
Agg

Odatle i iz (4.6) ce slijediti
V=Vgy(@+Vle) i Vilg)=) Vi(A)
A€g

Time ¢e biti proveden korak indukcije, odnosno, teorem 4.1.3. ¢e biti u potpunosti dokazan.
Jednakost (4.7) ¢emo dokazati tako da dokazemo tri inkluzije:

W.(a) + Vi(B) € ) _Vi(A), (4.8)
> Vi(A) S Vo) (4.9)

A€g
Vi(g) € Wala) + Vi(B). (4.10)

Prije svega, ocito je
Wa(a) +Vi(B) =D Wa(2) + Vi(B) C > _Vi(A),
z€a Aeg
dakle, vrijedi (4.8). Nadalje, za svaki A € g o¢ito vrijedi Im A* C VF(g) Vk € Z, pa je
Vi(A) = () ImA* C () Vii(g) = Vi(a),
kEZt kEZy

a odatle slijedi (4.9). Da dokazemo posljednju inkluziju (4.10), uo¢imo da se Liejeva algebra
{A|Vi0)(9); A € g} sastoji od nilpotentnih linearnih operatora na V(g (g). Prema Engelovom teo-
remu postoji s € N takav da je

A AVig(g) = {0} VA,... A €
Stoga zbog (4.6) za proizvoljne Ay, ..., Ay € g imamo
A AV = Ay AV (9) + Wala) +Vi(B)) ©
bududéi da su W, (a) i Vi(B) g—podmoduli od V. Kako su Ay, ..., As € g bili proizvoljni, dobivamo
Vi(g) € Vi (g) € Wi(a) + Vi(B),

odnosno, dokazana je i inkluzija (4.10).
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Teorem 4.1.4. Neka je g nilpotentna Liejeva podalgebra od gl(V'). Tada vrijedi

V=> +Vula).

aeg*

Nadalje,
Vig) = D +Vil)

acg*\{0}

Dokaz prve tvrdnje provodimo indukcijom po dimenziji prostora V. Baza indukcije dim V' =1
je trivijalna, pa prelazimo na korak indukcije. Dakle, poretpostavljamo da je dim V' > 2 i da je
teorem dokazan za prostore dimenzije manje od dim V. Svaki A € g moze se pisati u obliku
A= A, + A,, gdje je A, dijagonalizabilan a A, nilpotentan operator na V i A A, = A,A;.
Pokazuje se da je tada (ad A)s; = ad A i (ad A),, = ad A,. Bududi da je g Liejeva podalgebra
od gl(V'), ona je potprostor od gl(V') koji je (ad A)—invarijantan za svaki A € g. Prema teoremu
3.1.4. potprostor g je i (ad As)—invarijantan i (ad A,)—invarijantan. Medutim, Liejeva algebra
g je nilpotentna, pa je svaki operator (ad A)|g = adg A, A € g, nilpotentan. To znaci da je
(ad A)|g = (ad A,)|g, odnosno, (ad As)lg = 0 VA € g. Drugim rije¢ima, vrijedi A;B = BA;
VA, B € g, odnosno, {As; A € g} je skup dijagonalizabilnih operatora koji komutiraju sa svim
operatorima iz g.

Pretpostavimo najprije da za neki A € g operator A; nije multipl jedini¢nog operatora,
odnosno, da spektar Sp(As) nije jednoclan skup. Neka je Sp(As) = {A1,..., A} pri cemu je
kE>2i)X # )\ zai# j. Tada imamo svojstveni rastav prostora V' u odnosu na dijagonalizabilan
operator A, :

k
V=> V(4.
j=1

Buduéi da operator A, komutira sa svim operatorima B € g, svaki od svojstvenih potprostora
Vi, (As) je pravi g—podmodul od V, pa tvrdnja teorema slijedi iz pretpostavke indukcije.

Dakle, dokaz se svodi na situaciju kad je operator A, skalarni multipl jedini¢nog operatora
za svaki A € g. Pripadnu jedinu svojstvenu vrijednost operatora A oznac¢imo sa «(A). No tada
je a(A) jedina svojstvena vrijednost operatora A, pa vrijedi V' = V(44))(A) za svaki A € g.
Dokazimo sada da je « linearan funkcional na g. Homogenost preslikavanja o : g — K je ocita:
za A € gi )€ K jes jedne strane Sp(AA) = {a(NA)}, a s druge je Sp(A) = {a(A)}, pa slijedi
Sp(AA) = {Aa(A)}; dakle, «(AA) = Aa(A). Dokazimo aditivnost. Neka su A, B € g. Neka je v # 0
vektor iz V koji je svojstven za operator A + B, naravno, u odnosu na jedinu njegovu svojstvenu
vrijednost a(A + B). Dakle,

(A+ B)v = a(A+ B)v, odnosno, Av = «a(A+ B)v— Bu.

Odatle je
(A—a(A))v=—(B—[a(A+ B) —a(A)|I)v,

dakle, za svako k € N vrijedi
(A— (Ao = (=1)* (B = [a(A + B) — a(A) ) .
Medutim, V = V(4(a))(A), pa postoji k € N takav da je (A — a(A)I)*v = 0. Slijedi
(B — [a(A+ B) — a(A) ) v = 0.

To znaci da je a(A + B) — a(A) svojstvena vrijednost operatora B. Ali «(B) je po pretpostavci
jedina svojstvena vrijednost operatora B, pa zakljucujemo da je a(A+B)—a(A) = a(B), odnosno,
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a(A+ B) = a(A) + a(B). Dakle, a : g — K je linearni funkcional i za svako v € V' i svako A € g
postoji k € N takav da je (A—a(A)I)*v = 0. Time je dokazano da je V = V{,)(g), dakle, dokazana
je prva tvrdnja teorema 4.1.4.

Neka je a € g* \ {0}. Izaberimo A, € g takav da je a(Ag) # 0. Tada je

Viy(8) = [ ) Viatay(4) € Viagan)(Ao) € VilA).

Aeg

No prema teoremu 4.1.3. je V,(A) C Vi(g) VA € g. Zakljucujemo da je V(4)(g) € Vi(g). Kako to
vrijedi za svaki a € g* \ {0}, dobivamo inkluziju

>~ Via(e) S Vile): (4.11)
aeg*\{0}

Prema prvoj tvrdnji teorema je

V=V + D> +Viwle)
acg*\{0}

a prema teoremu 4.1.3. je V' = V(o) (g) + Vi(g). To pokazuje je inkluzija u (4.11) zapravo jednakost,
odnosno, dokazana je i druga tvrdnja teorema 4.1.4.

Ako je b nilpotentna podalgebra neke Liejeve algebre g, onda je g h—modul u odnosu na
restrikciju adg|h adjungirane reprezentacije, pa je za svaki linearan funkcional a € h* (takav da je
[h,h] € Ker a) dobro definiran potprostor g)(adbh) od g. Taj ¢emo potprosrtor oznacavati krace
sa g(a)(h), a pisat ¢emo i g.(h) umjesto g.(adh). Imamo tada

g=> +owm). (4.12)

ach*

Nadalje, dokazuje se da vrijedi

[8(0)(0), 85 (D)] C 8arpy(h),  Va,B €. (4.13)
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4.2 Unutarnji automorfizmi realne reduktivne Liejeve al-
gebre

U ostaku ovog poglavlja gg je realna reduktivna Liejeva algebra i Gy = Int(go) njezina grupa
unutarnjih automorfizama. Tada je ad go = [go, go] Liejeva algebra od Gy.

Teorem 4.2.1. (Cartanova dekompozicija) Neka je Ky neka maksimalna kompaktna podgrupa
od Gg. Postoji jedinstven involutivni automorfizam © Liejeve grupe Gy takav da je

Ko =G = {k € Go; O(k) = k}.

Diferencijal od © je involutivni automorfizam U Liejeve algebre (g0, 80] = ad go. Stavimo

Po={z € [g0,00); I(x) = —a},  Ro={e"" 2 €po}.
Tada je preslikavanje (k,x) — ke®® bianaliticki difeomorfizam sa Ko x pg na Go. Posebno, Py je
zatvorena podmnogostrukost od Gy i x +— €% je bianaliticki difeomorfizam sa py na Py. Nadalje,
Liejeva algebra od Ky, shvadena kao podalgebra od [go, go] = ad go, je

%0 = {l’ c [go, 90]7 1§(l‘) = 33'} 1 vrijedi [go, 90] = %0 —|— ]50.

Cartanova dekompozicija realne reduktivne Liejeve algebre gq je ureden par (&, po), takav
da vrijedi

(a) ¥ je Liejeva podalgebra od gy takva da je By = €N (g0, 90] Liejeva algebra neke maksimalne
kompaktne podgrupe Ky od Gy.

(b) po je potprostor od g, takav da uz oznake iz (a) i iz teorema 4.2.1. vrijedi po = po N [go, Go]-

(¢) go =t + po.

U daljnjem je fiksirana neka Cartanova dekompozicija (€g, po) od go. Nadalje, sa K ozna¢avamo
pripadnu maksimalnu kompaktnu podgrupu od Gy s Liejevom algebrom ad £y = €, N [go, go]. Neka
su g, €1 p kompleksifikacije od gg, € 1 po. 1z svojstava (a), (b) i (¢) lako se provjerava da vrijedi

e, €] C ¢, &, p] Cp, b, p] CE.

Dakle, ako je ¥ : g — g linearno preslikavanje definirano sa J|¢ = I, i ¥|p = —I, onda je ¢
involutivni automorfizam Liejeve algebre g. Oznacimo sa G' = Int(g) grupu automorfizama Lijeve
algebre g. Tada je ad g = [g, g] Liejeva algebra od G, pa G mozemo shvacati kao kompleksifikaciju
Liejeve grupe Gy. Ako je s realna ili kompleksna Liejeva podalgebra od g, sa exp ads ¢emo
oznacavati povezanu Liejevu podgrupu od G s Liejevom algebrom ad s.

Teorem 4.2.2. g, = & + ipg je realna forma Liejeve algebre g i G, = exp adg, je maksimalna
kompaktna podgrupa od G. Cartanova dekompozicija od G je (realno) bianaliticki difeomorfizam
(g9,ad x) — ge*® sa G, x adig, na G.

Kao sto smo definirali u prethodnom odjeljku, element x € g zove se poluprost ako je operator
ad x poluprost, odnosno, dijagonalizabilan. Element x € g zove se elipti¢ki ako je poluprost i ako
je Sp(adz) C iR. Element = € g zove se realno poluprost ako je poluprost i ako je Sp(ad z) C R.

Zadatak 4.2.1. Dokazite:

(a) Svaki element x € g, (i, posebno, svaki element x € ¥y) je elipticki.

(b) Svaki element x € ig, (i, posebno, svaki element x € pg) je realno poluprost.
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Neka je Ky podgrupa svih elemenata a € G koji komutiraju s automorfizmom 4, tj.
Ky ={a € G; av =Va}.

Tada je Ky zatvorena (dakle, Liejeva) podgrupa od G. Potprostori € i p ocito su Ky—stabilni.
Posebno, imamo reprezentaciju

grupe Ky na prostoru p.

Svaki automorfizam ¢ € Aut(g) inducira automorfizam a — @ap~! grupe G. Taj ¢emo auto-
morfizam oznacavati sa a — a?. Posebno, a — a” = Yad je involutivni automorfizam grupe G.
Naravno, Ky = {a € G; a’ = a}.

Ako je ¢ € Aut(g), onda za x € g vrijedi p(ad x)p~! = ad p(z). Posebno je ¥(ad x)d = ad J(x).
Nadalje, za = € g, za unutarnji automorfizam a = e*!® i za ¢ € Aut(g) imamo

1

a¥ = © (eadz) 9071 — ego(adx)cp_ — eadgo(z).

Neka je u daljnjem ag maksimalna komutativna podalgebra od gg sadrzana u pg i neka je a C p
njezina kompleksifikacija. Stavimo ry = dimc (ada) i A = exp ada. Tada je A C G kompleksan
torus izomorfan sa (C*)"™ . Dakle, ako stavimo

F={acA; o =1},

onda je F' kona¢na komutativna grupa reda 2" izomorfna grupi Zs°.

Stavimo u daljnjem K = exp ad €. Tada je o¢ito K komponenta povezanosti jedinice u grupi
Ky. Nadalje, K je kompleksifikacija kompaktne grupe Ky = exp ad€;, dakle, Ky je maksimalna
kompaktna podgrupa od K. Jos dva teorema navodimo bez dokaza:

Teorem 4.2.3. Vrijedi G, = KA, K = {kak'; kK € K, a € A,}, gdje je A, = exp adiqy.

Teorem 4.2.4. U povezanoj poluprostoj grupi maksimalne kompaktne grupe su medusobno konju-
girane 1 svaka je jednaka svom normalizatoru.

Propozicija 4.2.5. Vrigedi F C Ky. Posebno, grupa F normalizira grupu K. Nadalje, vrijedi
Ky=FK =KF.

Dokaz: Buduéi da je a C p, imamo 9(x) = —x za svaki x € a. Odatle slijedi da je ¢’ = a~!

za svaki a € A. Ako je a € F, onda je a® = I, dakle, a = a™', pa slijedi a’ = a, odnosno, a € Ky.
Time dokazano da je F' C Ky.

Neka je a € Ky i neka je a = be*®” njegova Cartanova dekompozicija, odnosno, b € G, i
T € ig,. Tada imamo a’ = b?e?®d9)? 3 kako je a = a” iz jedinstvenosti Cartanove dekompozicije
slijedi

ad x

b=1" i adx = J(ad z)9d) = ad ¥(x).

Odatle slijedi da je adx € adi€, C ad¥t, dakle, e*d® € K. Prema teoremu 4.2.3. moZzemo pisati
b = bicby, gdje su by, by € K ice€ A,. Bududi da je b? =b 1 bg = by, imamo

bichby = b=10" = bc"bY = by cbs.

U = ¢, To pokazuje da je

Odatle je ¢’ = ¢, a kako je c € A, C exp ada, imamo c
cc=cc=c c= 1 = ce F.

Odatle slijedi da je Ky = KF K, a kako F normalizira K, imamo Ky = KF = FK.
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Stavimo sada
Gr = {a € G; ago = go}-
Zatvorena podgrupa G nije nuzno povezana a njezina je komponenta povezanosti Gy = exp ad go.
Grupa F' u odnosu na grupu Gg igra sli¢nu ulogu kao i u odnosu na Ky :

Propozicija 4.2.6. Vrijedi F' C Gy, tako da F' normalizira komponentu povezanosti Gy. Nadalje,
GR = FG() = G()F

Dokaz: Neka je 7 : g — g kompleksna konjugacija odredena realnom formom g, tj. 7|go = I,
i 7ligo = —I;g,- Tada je 7 involutivni automorfizam realne Liejeve algebre g i ako je a — a”
odgovarajuc¢i automorfizam grupe G, onda je

Gr={ae€G; a =a}.

L= q" za svaki a € F. To

Buduéi da je 7|iag = —1I;4, 1 buduéi da je F' C exp adiag, imamo a = a~
znaci da je F' C Gk.

Neka je a € Gg. Tada je aty C go. Prema Cartanovom teoremu o konjugiranosti maksimalnih
kompaktnih podgrupa postoji b € G takav da je baty = €,. Tada je ba € Ky N Gg, dakle, prema
propoziciji 4.2.5. postoji ¢ € F takav da je cba € K N Gy. Prema tome, da bismo dokazali da
je a € FGy, dovoljno je dokazati da je K N Gy = Ky, gdje je Ky = exp ad ¥y C Gy. Medutim,
podgrupa K N Gy oc¢ito normalizira podgrupu K. Bududi da je Ky maksimalna kompaktna pod-
grupa od K, prema drugoj tvrdnji u teoremu 4.2.4. zakljuc¢ujemo da vrijedi jednakost KNGy = K.

Neka je sada h kompleksna nilpotentna podalgebra od g. Tada prema rezultatima odjeljka 4.1.
imamo Fittingovu dekompoziciju

g =900)(h) +a.(b),
pri cemu su g()(h) i g«(h) (ad h)—stabilni potprostori, svi operatori u (ad h)|g)(h) su nilpotentni
i sve tezine reprezentacije h — (ad h)|g.(h) od b su razlicite od 0. Nadalje, prema (4.13) imamo

[80)(h),80)(D)] C80)(h) 1 [80)(h), 8(h)] € g.(b).

Liejeva podalgebra g (h) i potprostor g.(h) mogu se karakterizirati tako da postoji neprazan
Zariski otvoren podskup U C b takav da je za svaki € U operator (ad x)|g()(h) nilpotentan,
a operator (adx)|g.(h) je regularan; dakle, za = € U gornja Fittingova dekompozicija je upravo
Fittingova dekompozicija za operator ad x. Zariski otvoren skup U je komplement unije jezgara
tezina # 0 reprezentacije h — ad h od h na g.

Lema 4.2.7. Neka je b kompleksna nilpotentna Liejeva podalgebra od g sadrzana up. (Napomenimo,
da je tada by komutativna, jer je [p,p] C €). Tada su podalgebra gy (h) i potprostor g, (h) ¥—stabilni,
pa vrijeds

p=pNgod) +pna.h) i Et=tNgeh) +EtNg.(h)

Dokaz: Neka je x € b takav da je g = g()(h) + g.(b) Fittingova dekomporzicija za operator
ad z. Tada je to ujedno Fittingova dekompozicija i za operator (ad z)?, a kako (ad x)? komutira sa
9, slijedi tvrdnja.

N p. Takva se podalgebra zove

Za komutativnu podalgebra h C p ocito vrijedi h C g)(h)
(b )ﬂp Cartanovi potprostori postoje:

Cartanov potprostor od p ako vrijedi jednakost h =
Lema 4.2.8. a je Cartanov potprostor od p.

Dokaz: Svi operatori iz ad a su dijagonalizabilni i medusobno komutiraju. Odatle slijedi da je
ad|a potpuno reducibilna reprezentacija od a. No tada je g(o(a) centralizator od a u g. Kako je a
maksimalna komutativna podalgebra od p, slijedi a = g(o)(a) N p.
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Za svaki 0 # x € p potprostor Cx je komutativna podalgebra sadrzana u p. Pisat ¢emo krace
g(0)(7) i g.(z) umjesto g()(Cx) i g+(Cx). Stavimo

¢ =min{dim ge)(z) Np; z €p} 1 Q= {x€p; dim ge)(z) Np =g}
Primijetimo da je skup Q stabilan u odnosu na djelovanje grupe Ky, dakle, i grupe K.

Zadatak 4.2.2. Dokazite da je dim gq)(x) Np stupang najniZe neiscezavajuce potencije u svoj-
stvenom polinomu operatora (ad z)?|p.

Prema tome, Q je neprazan Zariski otvoren podskup od p, dakle, gust u p i povezan.
Za bilo koji x € p iz [p,p] C €1 [Ep] C p slijedi da su potprostori g (z) Np i g«(z) Np
invarijantni u odnosu na operator (ady)? za svaki y € g (x) N p. Stavimo

Q, = {y € QN gy (z); operator (ady)?| (g.(x) Np) je regularan}.

Lema 4.2.9. Za svaki x € p \ {0} skup Q, je neprazan Zariski otvoren podskup od g(y(x) N p.
Nadalje, skup KQ, je otvoren (u obicnom smislu) u Q.

Dokaz: Stavimo

P, = {y € g()(x) Np; operator (ady)?| (g.(z) Np) je regularan}.

Tada je ocito z € P,, dakle, skup P, je neprazan. No on je oc¢ito Zariski otvoren. Promatrajmo
preslikavanje
w: K x P, —p, m(a,y) = ay.

Lako se provjerava da diferencijal od 7 u tocki (e, y) preslikava tangencijalni prostor T{. ) (K x P,)
na gy (z) Np + [y, € C p. Medutim, [y, g.(z) Np] C &, a buduéi da je operator (ady)®|g.(z) Np
regularan, slijedi g.(z) Np C [y, €. Prema tome, diferencijal od 7 u tocki (e,y) je surjektivan.
No odatle slijedi da je K P, otvoren podskup od p. S druge strane, Q je Zariski otvoren neprazan
podskup od p, dakle, gust je u p. Slijedi da je @ N KP, # (. Kako je Q stabilan za djelovanje
grupe K, slijedi i da je @ N P, # (). Medutim, ocito je @ N P, = Q,. Dakle, Q, je neprazan pod-
skup od g()(«) Np. Time je dokazana prva tvrdnja, buduéi da se lako vidi da je skup Q, Zariski
otvoren u g()(z)Np. U ovom zakljucivanju mozemo zamijeniti P, sa Q,, pa slijedi i druga tvrdnja.

Kao $to smo definirali u odjeljku 3.10. element = € g zove se nilpotentan, ako je = € [g, g] i
operator ad x je nilpotentan. Svaki se element x jedinstveno pise u obliku z = z; + x,,, gdje je x4
poluprost, x, je nilpotentan i [z, z,,] = 0 (Jordan—Chevalleyev rastav).

Zadatak 4.2.3. Neka je x € p. DokaZite da su xs,x, € p.

Uputa: Iskoristite ¥(z) = —x.

U ovom ¢emo poglavlju sa & oznacavati skup svih poluprostih elemenata u p. Taj je skup
Ky—stabilan, dakle, i K —stabilan.

Teorem 4.2.10. Svi su Cartanovi potprostori od p medusobno K —konjugirani (dakle, i Ky—konju-
girani) dakle, svi su oblika aa za neki a € K. Element x € p je poluprost ako i samo ako je sadrzan
u nekom Cartanovom potprostoru od p. Posebno,

S=Ka= Uka: U ka.

keK keEKy
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Dokaz: Neka je b bilo koji Cartanov potprostor od p i neka z € b takav da je g (z) = 0)([))
ig.(r) = g.(h). Tada je gy (z) Np = b, dakle, skup Q, € QN h je neprazan. Ako je y € QN
onda je

h=g0)(h)Np Cgoy) Ny,

dakle, operator (ady)? je nilpotentan na h. Medutim, za y € Q, operator (ady)? je regularan na
g-(h) Np = g.(z) Np. Bududi da je dim g(o)(y) Np = ¢ za svaki y € Q,, imamo

Ako je i h; Cartanov potprostor od p vrijedi sljedece ,, svojstva presjeka’:

KQNhHNKQNhy) #D = K(QNh)=K(QNhy).

Doista, K(QNH)NK(QNhy) # () znaci da je neki element od QNh K —konjugiran nekom elementu
od 9 Nh;. No tada su prema lemi 4.2.9. § i h; K—konjugirani, dakle, i presjeci @ Nhi QNh; su
K —konjuguirani, odnosno, vrijedi K(Q Nh) = K(QNbhy).

Za Cartanov potprostor a dokazat ¢emo da vrijedi @ = K(Q N a). U tu je svrhu dovoljno
dokazati da je g(o)(z) Np = b1 Cartanov potprostor od p za svaki x € Q. Doista, ako je tako, onda
imamo

Q=[JK(Qnb)

gdje se unija uzima preko svih Cartanovih potprostora h od p. Skup Q je Zariski otvoren, dakle,
i povezan, pa je nuzno Q@ = K(Q N a). Doista, u suprotnom bismo Q mogli napisati kao uniju
nepraznih disjunktnih otvorenih (u obi¢noj topologiji) skupova. To slijedi iz malo prije dokazanog
svojstva presjeka, bududi da je K(Q Nbh) prema lemi 4.2.9. otvoren skup (u obi¢noj topologiji) u
p.

Neka je € Q. Da bismo dokazali da je g()(x) N p Cartanov potprostor od p, promotrimo
Jordan—Chevalleyev rastav z = x, + ,. Tada je g(o)(z) = g()(zs) 1 g«(7) = g.(z5). No kako je
element x, poluprost, Fittingov potprostor g)(x) = g (adz,) jednak je jezgri operatora ad z,
odnosno, to je centralizator g* od z, u g. To pokazuje da je g()(z) reduktivna podalgebra u g.

Stavimo

R = {y € g(0)(z); operator (ady)?| (g(0)(z) Np) nije nilpotentan}.

Tada je R otvoren skup, pa kako je Q, gust u g (z) Np, slijedi da je RN Q, # (. To znaci da
je za svaki y € g()(x) N p operator (ady)|ge)(z) nilpotentan. Doista, ako (ady)?n iScezava na
go)(z) N'p, onda (ady)***! iscezava na g(o)(z) N ¢, pa nasa tvrdnja slijedi iz dekompozicije

9(0) (x) = 9(0)(@ Np+ g(o)(:zc) N e.

Neka je B, Killingova forma na reduktivnoj podalgebri g(o) (). Buduéi da je 9|¢ = Iy i d|p = —1,,, i
bududéi da je forma B, invarijantna u odnosu na svaki automorfizam Liejeve algebre go)(x), dakle,
posebno, u odnosu na 9|g) (), vrijedi

By(y,v) =0  Vyegolx)Nnp i Yvegolr)Nt

S druge strane, vrijedi

Naime, buduéi da je operator (adw)|g()(x) nilpotentan za svaki u € g (x) N p, imamo

B.(y+z,y+2) = B.(y,y) = By(z,2) =0 = B.(y,z) = 0.
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Prema tome, presjek g()(z) Np je B,—ortogonalan na citavu gy (x), pa po Cartanovom kriteriju
slijedi da je sadrzan je u radikalu Liejeve algebre g(g)(x). No radikal reduktivne Liejeve algebre
jednak je njezinom centru. Zakljucujemo da je h = g(y(«) N p komutativna Liejeva podalgebra.
Buduéi da je operator (ad x)?|g.(x) N p regularan, slijedi g.(h) Np = g.(z) Npige(h)Np=h,a
to znaci da je h Cartanov potprostor od p.

Sada lema 4.2.8. povlac¢i da su svi Cartanovi potprostori oblika ka za neki k£ € K. Posebno,
to znaci da je svaki element svakog Cartanovog potprostora od p poluprost, odnosno, unija svih
Cartanovih potprostora sadrzana je u S.

Obratno, pretpostavimo da je x € S. Za y € Q, presjek g)(y) Np je Cartanov potprostor.
Buduéi da je element 2 poluprost, g () je centralizator g* od x. Posebno je [z,y] = 0, pa slijedi
T € goy)(y) Np. Dakle, svaki x € S sadrzan je u nekom Cartanovom potprostoru od p. Time su
sve tvrdnje teorema dokazane.

Iz dokaza teorema 4.2.10. neposredno slijedi:

Korolar 4.2.11. h C p je Cartanov potprostor od p ako i samo ako je b = g)(z) Np za neki
x € Q.
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4.3 Nilpotentni elementi

U ovom poglavlju sa N oznacavamo skup svih nilpotentnih elemenata u p.

S—trojka (h,z,y) zove se normalna S—trojka ako su z,y € p i h € £. TDS—podalgebra
s zove se normalna TDS—podalgebra ako je s = s, ali s ¢ £. Naravno, TDS—podalgebra
razapeta normalnom S—trojkom je normalna TDS—podalgebra. Vrijedi i obrat:

Zadatak 4.3.1. Neka je s normalna TDS—podalgebra. Dokazite da je s razapeta normalnom
S—trojkom.

Uputa: Koristite ¢injenicu da su svi automorfizmi TDS—algebre unutarnji, pa su svi njezini
involutivni automorfizmi razliciti od identitete medusobno konjugirani.

Grupa Ky (dakle, i grupa K) djeluje na skupu svih normalnih S—trojki, jer za normalnu
S—trojku (h,z,y)izak € Kyi(kh,kz, ky) je normlana S—trojka. Prema Jacobson—Morozovljevom
teoremu 3.3.7. svaki je nilpotentan element x # 0 nilpozitivni element neke S—trojke. Nadalje,
time je definirana bijekcija izmedu svih klasa konjugiranosti nilpotentnih elemenata razlicitih od
nule i svih klasa konjugiranosti TDS—podalgebri. U sadasnjoj situaciji imamo analogan (ali ne
sasvim isti) rezultat:

Propozicija 4.3.1. Svaki 0 # = € N je nilpozitivni element neke normalne S—trojke (h,z,y).
Normalne S—trogke (h,z,y) i (b, 2, y") su Ky—kongjugirane (odnosno, K —konjugirane) ako i samo
ako su ngihovi nilpozitivni elementi x @ ' Ky—konjugirani (odnosno, K—konjugirani).

Dokaz: Prema Jacobson—Morozovljevom teoremu postoji S—trojka (hg,z,y0) u g. Stavimo
ho = h + hy, gdje je h € €1 hy € p. Tada je

22 = [ho, ] = [h, x] + [hy, 2]

Kako je [h,z] € [&,p] Cp i [h,z] € [p,p] C & slijedi [h,z] =2x i [hy,2] = 0.
Pisemo sada yo = y1 + yo, gdje je y1 € €1 ys € p. Sada iz

h+hy = ho = [z, y0] = [z, 1] + [z, 92], [yl eleplSp 1 [yl epplCE
slijedi
[z, y1] = by i [z, y2] = h.
Dakle, h € Imad z.
Ujedno je [h, x] = 2z pa prema korolaru 3.3.8. postoji jedinstven y € g takav da je (h,x,y)
S—trojka. Za taj y pisSemo
y=vys+ys,  YsEP, met

Sada iz
_2y3 - 2y4 = _2y = [h7 y] = [h7 y3] + [h7 y4]7 [ha y3] € [ﬂp] g p 1 [ha y4] € [%7 E] g 4
slijedi
hoys] = =295 1 [h ] = =20
Nadalje, iz
h = [:E7y] = [%%]"‘[%%L [%93] € [p’p] gg 1 [55794] € [pae] gp
slijedi

[z, ys] = h i [, y4] = 0.
Posebno, (h,x,ys3) je S—trojka. Sada iz jedinstvenosti u korolaru 3.3.8. slijedi da je y = y3. Dakle,
y € p, odnosno, (h,z,y) je normalna S—trojka.
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Pretpostavimo sada da su (h,z,y) i (h1,x,y1) normalne S—trojke. Stavimo z = h; — h € £
Tada je [z,z] = 0, odnosno, z € € (centralizator od x u ¢). Iz jednakosti [h,z] = 2z slijedi da
je podalgebra £* invarijantna s obzirom na operator ad h. Iz teorije reprezentacija TDS—algebri,
primijenjene na TDS—podalgebru s = span {h, z, y} i na njezinu reprezentaciju ad|s, znamo da je
operator ad h poluprost, pa je i restrikcija (ad h)|€” poluprost, odnosno, dijagonalizabilan opera-
tor. Nadalje, iz teorije reprezentacija TDS—algebri znamo da su svojstvene vrijednosti operatora
(ad h)|€* nenegativni cijeli brojevi (to su najvece tezine reprezentacije ad|s). Neka je £ C € pot-
prostor razapet svim svojstvenim vektorima operatora (ad h)|€” sa strogo pozitivnim svojstvenim
vrijednostima. Tada iz teorije reprezentacija TDS—algebri slijedi

B =t"Nx, g

(»odbacivanje” trivijalne reprezentacije). Stoga iz z = hy — h = [,y — y] slijedi da je z € €.
Buduci da je operator ad h derivacija, €7 je nilpotentna Liejeva algebra. Neka je U povezana Liejeva
podgrupa od G s Liejevom algebrom ad €% . Tada je U unipotentna grupa i ona je zatvorena pod-
grupa od G prema propoziciji 3.3.11. Prema vrlo netrivijalnom teoremu u M. Rosenlicht, On
quotient varieties and the affine embedding of certain homogeneous spaces, Trans. Amer. Math.
Soc. 101(1961),221—223, sve su U —orbite zatvorene. Posebno, Uh je zatvoren podskup od h + €7.
Tangencijalni prostor na tu orbitu u tocki h jednak je [h,€%]. Medutim, operator (adh)[€% je
regularan, odnosno, [h,€%] = €. Prema tome, dim Uh = dim € = dim (h + €%), pa slijedi da
je orbita Uh i otvorena u h + €. Iz povezanosti slijedi da je Uh = h + €. Prema tome, postoji
a € U takav da je ah = h + z = h;. Medutim, U C K C Ky i a(h,z,y) = (hy,x,ay). Dakle,
(hi,z,ay) i (h1,x,y1) su S—trojke, pa iz jedinstvenosti u korolaru 3.3.8. slijedi da je y; = ay.
Dakle, (hy,z,y1) = a(h,z,y).

Na taj nac¢in dobivamo dobro definirano preslikavanje Kz +— K (h,z,y) sa skupa K —orbita u
N\ {0} u skup klasa K —konjugiranosti normalnih S—trojki i to je o¢ito bijekcija. Isto vrijedi za
Ky umjesto K.

Napomena: Prethodna propozicija ne uspostavlja bijekciju izmedu Ky—orbita u N\ {0} i skupa
klasa Ky—konjugiranosti normalnih TDS—podalgebri, odnosno, nemamo rezultat analogan koro-
laru 3.3.14. Naime, u normalnoj S—trojki (h, x,y) elementi = i y ne moraju biti Ky—konjugirani.
Vidjet ¢emo, medutim, da u sluc¢aju glavnog nilpotentnog elementa x oni jesu Ky—konjugirani.
To je zapravo glavni razlog zasto se uvodi i promatra podgrupa Ky.

Propozicija 4.3.2. Normalne S—trojke su Ky—konjugirane (odnosno, K—konjugirane) ako i
samo ako su njihovi neutralni elementi Ky—konjugirani (odnosno, K—konjugirani).

Dokaz: Naravno, ukoliko su (h,z,y) i (h1, 21, y1) normalne S—trojke koje su Ky—konjugirane
(odnosno K —konjugirane) onda su njihovi neutralni elementi h i h; Ky—konjugirani (odnosno,
K —konjugirani. Za dokaz obrata mozemo pretpostaviti da je h = hy. Dakle, treba dokazati da
ako su (h,z,y) i (h,21,y1) normalne S—trojke, onda su one K —konjugirane.

Neka su g”, € i p” centralizatori od h u g, £ i p. Kako je Yh = h, vrijedi g" = &" + p”. Neka je
K" C K povezana Liejeva podgrupa od G s Liejevom algebrom ad £". Stavimo

g’ ={z¢€g; [h2] =22}, £ ={z €kt [h 2] =22}, p>={z€p, [h 2] =2z}

Tada je g% = €2 4 p2. Sada iz [g", g°] C g% i iz [E p] C p slijedi da je [€", p?] C p%. Prema tome, p>
je K"—modul. Definiramo Zariski otvoren podskup od p? ovako:

V ={zep?% [t" 2] =p’}.
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Tvrdimo da su z,7; € V (i, posebno, V' # (). Doista, imamo x € p? i iz teorije reprezentacija
TDS—algebri primijenjene na s = span {h, z, y} slijedi da je [z, g"] = g* (svaki vektor teZine 2 slika
je vektora tezine 0 pri djelovanju operatora ad x). Medutim, iz [z, g"] = g°, [p,€] Cpi[p,p] C &
iiz g =€ 4 pig? = € 4 p? slijedi [z, €"] = p? (i [x,p"] = €). Dakle, x € V, a analogno je i
x| € V.

Skup V ocito je K"—stabilan. Za bilo koju tocku z € V tangencijalni prostor na orbitu
K"z CV u tocki 2 jednak je [£" z] = p%. Odatle slijedi da je orbita K"z otvorena u V. Medutim,
V je povezan skup (v. dokaz leme 3.4.2.) pa zaklju¢ujemo da je V jedna K"—orbita. Buduéi da su
x, 21 € V, postoji a € K" C K takav da je 1 = ax. Prema tome, a(h,z,y) = (h, 71, ay). Sada su
(h,z1,ay) i (h,z1,11) S—trojke pa iz jedinstvenosti u korolaru 3.3.8. slijedi da je y; = ay. Dakle,
a(h,z,y) = (h,x1,y1).

Teorem 4.3.3. Postoji samo konacno mnogo K—orbita (dakle, i Ky—orbita) u N

Dokaz: Prema propoziciji 4.3.1. dovoljno je dokazati da ima samo kona¢no mnogo klasa
K —konjugiranosti normalnih S—trojki. Neka je H C € skup svih neutralnih elemenata normalnih
S—trojki. Tada je skup H stabilan u odnosu na djelovanje grupe K. Prema propoziciji 4.3.2. do-
voljno je dokazati da ima samo kona¢no mnogo K —orbita u H.

Neka je he Cartanova podalgebra od €, neka je h O h, Cartanova podalgebra od g i neka
je R = R(g,b) pripadni sistem korijena. Elementi skupa H su poluprosti pa je svaki h € H
K —konjugiran nekom elementu h; € b C h. Svojstvene vrijednosti operatora ad hy su 01 a(hy),
a € R, a prema teoriji reprezentacija TDS—algebri to su sve cijeli brojevi koji su po apsolutnoj
vrijednosti < dim g (naime, dimenzija ireducibilne reprezentacije TDS—algebre je njezina najveca
tezina plus jedan). Dakle, |a(hq)| je cijeli broj izmedu 0 i dim g za svaki korijen a € R. Uo¢imo
sada da je h € [g,g], pa je i hy € [g,g]. Nadalje, buduéi da je element z € [g,g] N b potpuno
odreden podacima «a(z), o € R, (jer R razapinje dualan prostor od [g, g] N ) zakljucujemo da je
skup

{z€lg,g]Nb; |a(z)] €{0,1,...,dim g} Vo € R}

konacan. Odatle slijedi da ima samo kona¢no mnogo K —orbita u H.
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4.4 Regularni elementi
U daljnjem stavimo
s = dim p — dim ¢.
Nadalje, za = € g kao i prije sa g*, € i p* oznacavamo centralizatore od x u g, €1 p.

Propozicija 4.4.1. Vrijed:
dim p* = s + dim £* Vo € p.

Drugim rigecima, razlika dim p* — dim € ne ovisi o x € p.

Dokaz: Neka je B simetricna nedegenerirana ad g—invarijantna i {¥—invarijantna bilinearna
forma na g; takva ocito postoji i moze se npr. dobiti pogodnim prosirenjem Killingove forme od
g, 9]. Zbog Y—invarijantnosti od B potprostori £ i p su medusobno B—ortogonalni. Za svaki x € p
definiramo antisimetricnu bilinearnu formu B, na g ovako:

B.(y,z) = B(z,[z,9]), y,z€g.

Tada je zbog ad g—invarijantnosti B,(y, z) = B([z, z],y) pa zbog nedegeneriranosti vidimo da
vrijedi
B.(y,z) =0 Yyeg — zeg’.

Dakle, B, definira nedegeneriranu antisimetri¢cnu bilinearnu formu B, na kvocijentnom prostoru
g/g”. Posebnom prostor g/g” je nuzno parnodimenzionalan. Imamo ¢ N g® = € i pNg*® = p*,
prostore £/€* i p/p® mozemo shvacati kao potprostre od g/g* i tada je

g/g" = ¢/t +p/p".

Uocimo sada da su potprostori €/€ i p/p® izpotropni u odnosu na formu B,; naime, potprostori
[€,€] i [p,p] sadrzani su u ¢ pa su oba B—ortogonalna na x. No za nedegenriranu antisimetriénu
bilinearnu formu maksimalni izotropni potprostori imaju dimenziju jednaku polovici dimenzije
¢itavog prostora. To pokazuje da je dim €/€* = dim p/p®. Odatle slijedi tvrdnja:

dim € — dim ¢ = dim p — dim p* — dim p* — dim & = s.

Time je propozicija 4.4.1. dokazana.
Neka je a prije izabrani Cartanov potprostor od p i neka je m centralizator od a u €. Bududi
da su elementi od a poluprosti i medusobno komutiraju, g je potpuno reducibilan ad a—modul.

Stoga je g((a) centralizator od a u g, pa vrijedi m = g((a) N €. Prema korolaru 4.2.11. postoji
x € a takav da je ¥¥ = m i p* = a. Prema tome, iz propozicije 4.4.1. neposredno slijedi:

Propozicija 4.4.2. Vrigedi dim a — dim m = s.
U daljnjem oznacavamo
R ={z €p; dim £ < dim & Vy € p}.

Elementi skupa R zovu se regularni elementi (od p). Skup R svih regularnih elemenata ocito
je neprazan Zariski otvoren podskup od p.
Iz jednakosti dim p?¥ = s+dim € i dim g¥ = dim p¥ + dim € za svaki y € p neposredno slijedi

Propozicija 4.4.3. Vrijed:
R ={z €p; dim g* <dim g Vy € p} = {x € p; dim p* < dim p¥ Vy € p}.
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Propozicija 4.4.4. Za x € p sljedeca su cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) x € R.

(b) dim £* = dim m.
(¢)

(d)

d) dim g* = dim a + dim m.

dim p* = dim a.

Dokaz: Prije smo definirali skup
= {z €p; dim goy(z) Np=¢q} gdjeje  ¢=min{dim ge)(z) Np; = € p}.

Kako su R i Q neprazni otvoreni podskupovi od p, vrijedi R N Q # (). Neka je y € RN Q. Prema
korolaru 4.2.11. g(o(y) N p je Cartanov potprostor od p. Prema teoremu 4.2.10. vrijedi @ C S,
dakle, gy (y)Np = p¥. Stoga je dim p¥ = dim a. No tada prema propozicijama 4.4.1.14.4.2. vrijedi
dim ¢ = dim m. Dakle, vrijedi i dim g¥ = dim a+dim m. Kako je y € R, prema propoziciji 4.4.2.
imamo

reR <+— dmt'=dmm <+= dimp*=dima <+= dim g"=dim a+ dim m.
Neposredna je posljedica:
Korolar 4.4.5. Vrigedi RNS = Q.
Propoziciju 4.4.4. mozemo izraziti preko K —orbita u p, a i preko G—orbita elemenata iz p :
Propozicija 4.4.6. Za x € p sljedecih je pet svojstava medusobno ekvivalentno:
(a
(b
(

Kx je K—orbita u p maksimalnbe dimenzije.

)
)
c¢) codim, Kz = dim a.
d) dim Gz < dim Gy za svakiy € p.
)

(
(e) codimyg Gz = dim a + dim m.
Dokaz: Ekvivalencija (a) < (b) slijedi iz
dim Ky = dim ¢ — dim ¢ Yy € p.
Ekvivalencije (a) < (d) i (a) < (e) slijede iz propozicija 4.4.3. 1 4.4.4. bududi da je
dim Gy = dim g — dim g¥ Yy € p.

Prema propoziciji 4.4.1. vrijedi dim Kx = dim p — dim p®. Dakle, x € R ako i samo ako je
dim Kz = dim p — dim a. Time je dokazana i ekvivalencija (a) < (c).

Napomena: l[ako grupa Ky katkada nije povezana, u propoziciji 4.4.6. mozemo zamijeniti K sa
Ky. Naime, iz propozicije 4.2.5. neposredno slijedi da je svaka Ky—orbita unija konacno mnogo
K —orbita koje sve imaju istu dimenziju. Dakle, dim Kyx je dobro definirano ako stavimo

dim Kyxr = dim Kz, T ep.
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4.5 Restrikcija invarijantnih polinoma na Cartanov pot-
prostor

U ovom ¢emo odjeljku djelomiéno bez dokaza navesti neke rezultate o strukturi grupe
Go = Int(gp) unutarnjih automorfizama realne reduktivne Liejeve algebre go; izostavljeni dokazi
mogu se na¢i u mojim predavanjima ,, Reprezentacije poluprostih Liejevih grupa” na doktorskom
studiju 2009./2010. (http://web.math.pmf.unizg.hr/~hrk/nastava/2009-10/RPLG2009_10.pdf).
Na temelju tih rezultata izvest ¢emo kljucan teorem da za Cartanov potprostor a od p epimor-
fizam restrikcije P(p) — P(a) inducira izomorfizam algebri invarijantnih polinomijalnih funkcija
P(p)X — P(a)®), pri cemu je ¥ = R(g,a) tzv. sistem restringiranih korijena pridruzen paru
(g,a), a W(X) je njegova Weylova grupa.

Buduéi da za realnu reduktivnu Liejevu algebru go vrijedi go = Z(go) + [g0, o] 1 [80, 9o je
poluprosta Liejeva algebra, grupa Int(go) djeluje trivijalno na Z(go) i ¢ — ¢l[go, go] je izomorfizam
grupe Int(go) na grupu Int([go, go]). To pokazuje da u proucavanju strukture grupe Int(go) mozemo
bez smanjenja opcenitosti pretpostavljati da je Liejeva algebra go poluprosta. To u daljnjem i
¢inimo.

Neka je (ty, po) Cartanova dekompozicija od go. To znaci da je € Liejeva algebra neke maksi-
malne kompaktne podgrupe Ky od Gy i pg je ortogonalni komplement od €, u gy u odnosu na
Killingovu formu B = B,,. Tada je

go = £ + Ppo, [£0, Po] < po, [P0, Po] < 0. (4.14)

Nadalje, vrijedi
B(z,x) <0 Vxet\ {0} i B(y,y) >0 Yyepy\{0}. (4.15)
Prema (4.14) linearno preslikavanje 9 : go — go, definirano sa 9|8y = Iy, 1 Y|pg = —1,,, je involu-

tivni automorfizam Liejeve algebre gg, tzv. Cartanova involucija od gy pridruzena Cartanovoj
dekompoziciji (£, po). Nadalje, prema (4.15) sa

(zly) = =B(z,9(y)), .y € go, (4.16)

je zadan skalarni produkt na realnom prostoru go. U odnosu na taj skalarni produkt gq je realan
unitaran prostor i vrijedi go = ¥ & po. Naravno, restrikcija tog skalarnog produkta na &, je
— Bl x £y, a njegova restrikcija na py je Blpo X po.

U daljnjem sa g, € i p oznacavamo kompleksifikacije od go, € i po. Tada je By C—bilinearno
prosirenje od B = By, pa ¢emo tu Killingovu formu oznacavati takoder sa B.

Cartanov potprostor od p, je maksimalan element ay u skupu svih Liejevih podalgebri od
go sadrzanih u py. Kako je [po, po] C &, svaki je Cartanov potprostor od py komutativna Liejeva
podalgebra od py.

Zadatak 4.5.1. Dokazite da je potprostor ay od po Cartanov potprostor od py ako i samo ako je
a = spancag = dg + iag Cartanov potprostor od p.

Ako je ay Cartanov potprostor od py onda je ocito i kay Cartanov potprostor od py za svaki
k € K,. Dakle, grupa K, djeluje na skupu svih Cartanovih potprostora od py. Stovise, to je
djelovanje tranzitivno:

Teorem 4.5.1. Ako su aq i aj, Cartanovi potprostori od po, postoji k € Ky takav da je aj = kay.
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Dokaz: Fiksirajmo y € ap i ¢’ € a; i definirajmo analiticku funkciju f : Ky — R sa
f(k)=B(ky,y'), k€ K.

Zbog kompaktnosti K, funkcija f ima minimum na Kj, tj. postoji element k € K, takav da je
f(k) < f(K') VE' € Ky. Sada za x € €, definiramo analiticku funkciju ¢, : R — R sa

sz(t) — f (etadzk,> — B (etadmky’y/) 7 t e R.
Tada funkcija ¢, ima minimum u nuli, pa joj je derivacija u nuli jednaka nuli:

0= %B (e ky,y')| = B((ada)ky,y) = Blz. ky],y) =
t=0

= B (ky.[2.y]) = B(ky.[y',2]) = B([ky,y], 7).

Prema tome, B ([ky,y'] ,x) = 0 YV € &. Kako je [ky,y'] € [po,po] C &, a restrikcija B|gy x &
je negativno definitna, dakle, nedegenerirana, slijedi da je [ky,y’] = 0. Element y' € a; bio je
proizvoljno odabran pa dobivamo [ky,aj] = {0}. Medutim, aj je Cartanov potprostor od po,
dakle, maksimalna komutativna podalgebra od po, pa slijedi da je ky € aj. Ali i element y € aq
bio je proizvoljno odabran, pa zakljucujemo da je kay C aj. Buduéi da su i kag i a; maksimalne
Liejeve podalgebre sadrzane u pg, dobivamo jednakost kag = ay,.

Cartanov potprostor Liejeve algebre gy je (komutativna) Liejeva podalgebra od gy koja
je Cartanov potprostor od pg za neku Cartanovu dekompoziciju (€, pg) od go. Ako je ag Cartanov
potprostor od go, onda je i gay Cartanov potprostor od gy za svaki g € Aut(gg). Dakle, grupa
Aut(go) djeluje na skupu svih Cartanovih potprostora od go. No veé¢ podgrupa Gy = Int(go)
unutarnjih automorfizama djeluje tranzitivno:

Korolar 4.5.2. Neka su ag i ay Cartanovi potprostori od go. Postoji g € Gy takav da je aj = gay.
Zadatak 4.5.2. Dokazite korolar 4.5.2.

Uputa: Koristite teorem 4.5.1. i teorem 4.2.1. o Cartanovoj dekompoziciji od Gy : za bilo
koju Cartanovu dekompoziciju (€g,pg) od go i za maksimalnu kompaktnu podgrupu K, od Gy
s Liejevom algebrom ad®, = €, preslikavanje (k,z) — ke®!® je bianaliticki difeomorfizam (i,
posebno, bijekcija) sa Ky X po na Gj.

U daljnjem je fiksirana neka Cartanova dekompozicija (8, po) od g i fiksiran je neki Cartanov
potprostor ag od py. Stavimo

Py, = {ead””; x € po} )
adx

Tada je prema teoremu 4.2.1. P, zatvorena podmnogostrukost od Gy i preslikavanje x +— e*?* je
bianaliticki difeomorfizam sa py na Fy. U daljnjem sa A, oznacavamo povezanu Liejevu podgrupu
od G s Liejevom algebrom ad ay 22 ay. Prema re¢enom je Ag = {eadh; h e ao} zatvorena podgrupa
od Gy i preslikavanje z — €% je bianaliticki difeomorfizam sa ag na Ag. Stovise, bududi da je

e2d (ety) — gadeeady o 2 4 € g, to je preslikavanje izoomorfizam aditivne grupe ay na grupu Ao.

Korolar 4.5.3. Za svaki x € pg postoje y € ag i@ k € Ky takvi da je x = ky. Drugim rijecima,
vrijeds
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Zadatak 4.5.3. DokaZite korolar 4.5.5.
Uputa: Uocite da je Rz Liejeva podalgebra od g, sadrzana u pg.

Korolar 4.5.4. Vrijedi
Py= | kAok™".

keKy
Dokaz: 1z kpy = po Vk € K, cksponenciranjem slijedi kPyk~! = Py Yk € K,. Posebno, imamo
inkluziju
| kAok™" € Py,

keKy

Neka je p € Py i neka je = jedinstven element iz po takav da je p = €%, Prema korolaru 4.5.3.
postpoje k € Ky iy € ay takvi da je x = ky. Tada za a = *¥ € A; imamo

kakfl — keadykfl — ek(ady)k*1 — eadky — eadz = p.
Time je dokazana i obrnuta inkluzija

By C U kAok™".

keKo
Korolar 4.5.5. Vrijedi Gy = KgAoKo = {kak’; a € Ay, k, k' € Ky}.
Dokaz: Tvrdnja slijedi neposredno iz korolara 4.5.4. i teorema 4.2.1.:
KoAoKy C Gy = KoPy C KoKoAoKy = KoAgKo.

Napomenimo da se iz tog korolara relativno jednostavno moze dokazati teorem 4.2.3. koji smo
naveli u odjeljku 4.2. bez dokaza.

Zadatak 4.5.4. Dokazite da na realnom unitarnom prostoru go vrijedi:
(a) Za svaki x € py operator adx je hermitski.
(b) Za svaki x € ¥, operator adx je antihermitski.
(¢) Svaki k € Ky je unitaran (tj. ortogonalan) operator.

Posebno, {ad h; h € ag} je skup hermitskih operatora koji medusobno komutiraju. Stoga se ti
operatori mogu simultano dijagonalizirati. Prema tome, ako za A € ajj stavimo

gy = {7 € go; [h, 2] = M(h)z Vh € a}
i ako je
Y= R(go,a0) ={N€aj; N#£01 gy #{0}},
onda imamo rastav u direktnu sumu

go=g0+ ) +a)

AeX

Elementi A € ¥ zovu se restringirani korijeni od gy, u odnosu na Cartanov potprostor ag, a
potprostori gy zovu se restringirani korijenski potprostori od gy u odnosu na ay. Potprostor g°
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je centralizator Cy,(ag) od ag u go. Stavimo my = Cy, (ag). Buduéi da je ap maksimalna komutativna
podalgebra od pg, lako se vidi da je g) = mg + ag. Dakle, imamo rastav u direktnu sumu

gozm0+ao+z+gé. (4.17)
Aex

Definiramo sada zatvorene podgrupe kompaktne grupe Kj :
My = Ck,(ag) = {k € Ko; klag = I} i M/ = Ng,(ag) = {k € Ko; kag = ag}.

Tada je My normalna podgrupa od M|. Neka je W (go, ag) = M]/M, kvocijentna grupa. Elemente
od W (go, ap) shvacamo kao (ortogonalne) operatore na realnom unitarnom prostoru ay. Drugim
rijecima

W(go, Clo) = {k|a0; ke Ky, kag= Clo} = {k‘ﬂo; ke M(/]}
Na taj nac¢in W(go, ag) postaje podgrupa ortogonalne grupe O(ag) realnog unitarnog prostora .

Teorem 4.5.6. (a) Obje podgrupe My i M imaju istu Liejevu algebru my. Prema tome, kvoci-
jentna grupa W(go, ag) je diskretna i kompakina, dakle, to je konaéna grupa.

(b) ¥ = R(go,a0) je sistem korijena u realnom unitarnom prostoru ay i o (JT)fl je izomor-
fizam grupe W (go, ag) na Weylovu grupu W (X) sistema korijena 3.

(¢) Liejeva podalgebra mq je reduktivna u go.

(d) Svaka maksimalna komutativna podalgebra by, od mg je Cartanova podalgebra od my, a suma
Ho = bm, + 6o je Cartanova podalgebra od go.

(e) Uz oznake iz (d) neka je b = bg = bo +1ibhy pripadna Cartanova podalgebra kemplikesifikacije
g = g5 i neka je R = R(g,h). Tada je

¥ = R(go, a0) = {afap; @ € R, alag # 0}

1 za svakt A € X je

w=0N[ > Foa
a€R, alag=X

(f) Uz oznake iz (d) stavimo m = m§, b = bS i Ry = {a €€ R; aag = 0}. Tada je o — b
bijekcija sa Ry na R(m,by), za a € Ry, vrijedi g, Cm 4

m:bm‘i’ Z _i'ga

a€ERn

je koryjenski rastav kompleksne reduktivne Liejeve algebre m u odnosu na nejzinu Cartanovu
podalgebru by,.

Napominjemo da restringirani sistem korijena 3 = R(go, ap) nije nuzno reduciran sistem kori-
jena, tj. moguce je da su A i 2\ restringirani korijeni.

Za realan konacnodimenzionalan vektorski prostor Vg sa P(V;) oznacavamo komutativnu uni-
talnu algebru svih kompleksnih poolinomijalnih funkcija na Vj, tj. unitalnu podalgebru od C"o
generiranu sa V. Oznacimo sa V' kompleksifikaciju prostora V4. Algebra P(V;) identificira se s al-

gebrom P(V) polinomijalnih funkcija na kompleksnom prostoru V. Identifikacija P(V) — P(V;)
dana je restrikcijom f +— f|Vj.
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Neka je sada Ky kompaktna podgrupa od GL(Vj) i neka je K C GL(V) njezina kompleksi-
fikacija. Zbog holomorfnosti polinomijalnih funkcija dokazuje se da je P(V )% = P(V)Eo. Posebno,
u nasoj je situaciji

P(p)* =P()"* =P(po)".

Nadalje, Weylova grupa W = W (X) = W (go, ap) djeluje na prostoru a,, dakle, djeluje auto-

morfizmima na algebri P(ag) = P(a) :

(sf)(h)=f (sflh) , seW, hea, feP(a).

Sa P(ag)" oznacavamo podalgebru W —invarijanata.

Za potprostor Wy realnog vektorskog prostora Vj sa Resl‘//ﬁo oznacavamo unitalni homomorfizam
restrikcije f +— f|Wy sa P(Vy) u P(Wy). To je epimorfizam i jezgra mu je {f € P(Vp); f|Wo = 0}.
Ako je {e1,...,e,} baza od Vj takva da je {e1,...,ex} baza od W i ako je {e},..., e’} dualna
baza od V", onda se lako vidi da je Ker Res@o ideal u P(V4) generiran sa {e; ,...,e}}.

Teorem 4.5.7. Resﬂg} P(po)Ee je izomorfizam algebre P(po)%° na algebru P(ag)".

Dokaz ¢emo podijeliti u nekoliko koraka.

(1) Rest? (P(po)) € Plag)".

Doista, kako je W = M/ /My, za s € W postoji k € M) C K, takav da je s = k|a., Stoga za
f € P(po)k° i za svaki h € ayg imamo

[s (Resk f)] (h) = f (s™h) = f (k™ 'h) = (kf)(h) = f(h) = [Resk f] (h).

Time je tvrdnja (1) dokazana.

(2) Restrikcija Resﬁg‘ P(po)Ee je injekcija.

Neka je f € P(po)™° u jezgri preslikavanja Res?’, tj. f(h) = 0 Vh € ao. Neka je z € po
proizvoljan. Tada je x sadrzan u nekom Cartanovom potprostoru od pg, pa prema korolaru 4.5.3.

postoji k € K, takav da je k~'x € ag. Stoga je

0=f (k') = (kf)(z) = f(z).

Kako je x € pgy bio proizvoljan, slijedi f = 0. Time je tvrdnja (2) dokazana.

(3) Ako su hy, hy € ag takvi da je khy = hy za neki k € Ky, onda postoji s € W takav da je
Sh1 = hg.

Uoc¢imo da su ag i kay maksimalne komutativne podalgebre u Cy,(ha) Npo. Cy,(he) je Liejeva
algebra grupe Cg,(hs), a ova je realna reduktivna grupa koja je t»—invarijantna. Dakle, Cartanova
dekompozicija od Cy,(h2) je

Cgo(h2) = Cyy(ha) Nty + Cgy(h2) Npo

i maksimalna kompaktna podgrupa od Cg,(hs) s Liejevom algebrom Cjy,(h2) NEg je Cg,(h2) N K.
Sada su kag i ay Cartanovi potprostori od Cy,(he) Npo, pa prema korolaru 4.5.3. primijenjenom na
grupu Cg, (hs2) postoji k' € Cg,(h2) N Ky takav da je kK'kag = ay. Tada je k'k € M{ i za pripadni
element s € W vrijedi

shy = K'khy = K'hy = hs.

Time je tvrdnja (3) dokazana.
(4) Ako su hy, hy € ag takvi da je Why N Why = ), postoji neprekidna funkcija ¢ : pg — [0, 1]
takva da je

o(h1) =0, o(hg) =1 i olkx) =p(r) Vke Ky i Vz € po.
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Doista, prema tvrdnji (3) iz pretpostavke WhyNW hy = () slijedi Kohy N Kohy = 0. Podskupovi
Kohy i Kogho od pg su kompaktni, dakle, zatvoreni, pa prema Urisohnovoj lemi postoji neprekidna
funkcija ¢ : po — [0, 1] takva da je ¥|Kohy = 01| Kohy = 1. Sada definiramo neprekidnu funkciju
Y po— [071] sa

p(x) = [ (kx)dv(k), =€ po,
Ko
gdje je v normirana Haarova mjera na Kj. Tada je ocito ¢(hy) = 01 ¢(hy) = 1, a zbog desne
invarijantnosti mjere v za svaki k' € Ky i svaki x € py imamo

o(k'x) = (kK z)dv(k) = (kK z)dv(k) = Y(kx)dv(k) = p(z).

KO KO KO

Time je tvrdnja (4) dokazana.
(5) Ako su hy,hy € ag takvi da je Why N Why = 0, onda postoji f € P(po)X° takav da je

f(ha) # f(ha).
Neka je C = Khy U Khy. To je kompaktan podskup od po. Neka je ¢ neprekidna funkcija iz

tvrdnje (4). Prema Stone—Weierstrassovom teoremu postoji polinom g € P(pg) takav da je
1
lg(x) — o(z)] <3 Vo e C.
Definiramo f : pg — C sa
f@) = [ gtkow®.  cep
Ko
Zadatak 4.5.5. Dokazite da je f polinomijalna funkcija na pg.

Zbog K —invarijantnosti mjere v slijedi da je f € P(po)*°. Napokon, za i = 1,2 imamo

f(hi)—so(hi)Z/[( g(khi)dy(k)_¢(hi):/l([g(khi)_¢(khi)]dy(k)a

dakle,
1(0) = ()| < [ lg(0h) = (b (k) < .
Stoga je
PO = 1) =) < 5§ 1f(he) = 1] = () — ()] < 5,

a odatle slijedi da je f(h1) # f(hs). Time je i tvrdnja (5) dokazana.

(6) Neka je F' polje razlomaka integralnog prstena P(ag) i L polje razlomaka integralnog
prstena J = Res?? (P(po)*°) . Budu¢i da je J potprsten od P(ap), L se identificira s potpoljem
od F. Neka su D; € P(po) definirani kao koeficijenti svojstvenog polinoma operatora ad x = ady, ,
T ePo:

det (T'I; — adx) ZD 7 T € Po.

Zak e Kyix € pg vrijedi

S (kD)(@)T =3 Dy (k'2) T9 = det (T, — ad k~'z) =

J J

= det (T, — k™" (adg, 2)k) = det (T, — ad z) Z D;(
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Prema tome, vrijedi kD; = D; Vk € Ky i V4. Dakle, polinomi D; su elementi od P(pg)*°. Stavimo
d; = Djlag € J ineka je P € L[T] polinom s koeficijentima d; :

T)=> dT’.
J
Za h € ay operator ad h je dijagonalizabilan i pripadni svojstveni rastav prostora g je dan sa
go = mg + ao + Z+933
A€X
pri tome je

adh|(mg + ag) =0 i adhlgy =A(h)[py za AEX.

Prema tome je

> " di(h)T7 =" Dj(h)T7 = det (T1y, —ad h) = T4mmotdimeo TT( — \(p))dm o5 € aq.

AeX

Dakle, dobivamo razlaganje polinoma P € L[T] nad poljem F' O P(ag) 2 X :

P(T) _ Tdim mo +dim ag H(T o /\)dim gé‘.

AEX

To znaci da polje F' sadrzi polje razlaganja polinoma P. Polje F' generirano je nad C, dakle, i nad
L, sa aj, a kako X razapinje prostor afj, zakljucujemo da je polje F' generirano nad L sa X. Drugim
rije¢ima, F' je upravo polje razlaganja polinoma P € L[T]. To posebno znaci da je F' Galoisovo
prosirenje polja L, a tada je

L=FCilFL) —ffcF, of = f Vo€ Gal(F/L)},
gdje je Gal(F/L) Galoisova grupa prosirenja F' polja L :
Gal(F/L) ={o € Aut(F); of = fVf € L}.

Svaki element o € Gal(F/L) permutira korijene polinoma P, pa zaklju¢ujemo da je o(aj) = af.
Odatle slijedi o(P(ag)) = P(ag) VYo € Gal(F/L).
Ozna¢imo sada sa U grupu svih automorfizama unitalne algebre P(ag) koji ostavljaju elemente
od J fiksnima:
U= {o € Aut(P(a)); of = f ¥f € T}.

Svaki automorfizam o prstena P(ag) jedinstveno se prosiruje do automorfizma & polja F' i za
o €U jed € Gal(F/L). Prema tome, vrijedi

JC{fePlag); of =fVoeU}=Plag)N{feF;5f=fVoeU}CPlag)NL=J.

Stoga je

J={f€Pla); of = f Vo eU}. (4.18)
Za o € Uih € ap definiramo unitalni homomorfizam ¢, : P(ag) — C sa @,4(f) = (of)(h),
h € a. Prema Hilbertovom teoremu o nulama postoji h; € ay takav da je ¢, n(f) = f(h1)

VfePlag). Za f € T je of = f, dakle, vrijedi

f(hi) = @on(f) = (af)(h) = f(h)  VfeJ.



4.5. RESTRIKCIJA INVARIJANTNIH POLINOMA NA CARTANOV POTPROSTOR 175

Kako je J = {glao; g € P(po)“°}, iz tvrdnje (5) zakljuéujemo da je Why N Wh # (). Dakle,
postoji s € W takav da je hy = sh. Ako je f € P(ag)" slijedi da je

(@f)(h) = eon(f) = f(h1) = f(sh) = [(h).

Buduéi da je h € ag bio proizvoljno izabran, zakljuc¢ujemo da za f € P(ag)" vrijedi of = f
Vo € U. Prema (4.18) to znaci da je P(ag)" C J = Rest® (P(po)*°) . Zajedno s obrnutom inklu-
zijom iz tvrdnje (1) dobivamo jednakost P(ag)" = Resk® (P(po)*?) , a zajedno s injektivnoséu iz
tvrdnje (2) to je upravo tvrdnja teorema.

Bududi da je grupa W generirana refleksijama, algebra invarijanata P(ag)" generirana je prema
Chevalley—Shephard—Toddovom teoremu 2.5.1. sa r = dim ay homogenih algebarski nezavisnih
invarijanata. Odatle i iz teorema 4.5.7. neposredno slijedi:

Teorem 4.5.8. Postoje homogeni algebarski nezavisni polinomi uy,...,u, € P(p)X takvi da je
P(p)% = Cluy, ..., u,]. Pri tome jer dimenzija Cartanovog potprostora od p.

Nadalje, prema teoremu 2.5.1. P(a) je slobodan P(a)"¥ —modul, pa iz teorema 4.5.7. i iz
Bernstein—Luntsovog teorema 1.3.2. slijedi:

Teorem 4.5.9. P(p) je slobodan P(p)" —modul.
Napokon, primjenom propozicije 1.2.4. dobivamo i precizniju informaciju

Teorem 4.5.10. Linearno preslikavanje P(p)* @Hx (p) — P(p) inducirano mnoZenjem je izomor-
fizam K—modula.
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4.6 Orbite nilpotentnih elemenata
Algebra polinoma P(p) je Ky—modul uz djelovanje

(af)(z) = fla tx), fePp), ac Ky, z€p.

Homogeni potprostori P*(p) su o¢ito Ky—podmoduli. Vazna je ¢injenica da su K —invarijante u
P(p) ujedno Ky—invarijante:

Propozicija 4.6.1. P(p)X = P(p)Ks.

Dokaz: Ocito je P(p)%? C P(p)X. Dokazimo obrnutu inkluziju. Neka je f € P(p)¥X. Prema
propoziciji 4.2.5. dovoljno je dokazati da je af = f za svaki a € F. Neka je a € F. Buduéi da grupa
F normalizira grupu K, jasno je da je af € P(p)¥X. S druge strane, prema teoremu 4.5.7. epimor-
fizam restrikcije P(p) — P(a) inducira izomorfizam sa P(p)* na P(a)", gdje je W Weylova grupa
restringiranog sistema korijena R(g, a). Dakle, da dokazemo da je af = f, dovoljno je dokazati
da je (af)|a = fla. No ako je x € a, onda je a™'z = x jer je a € exp ada. Dakle, za svaki x € a
vrijedi (af)(z) = f(a 'z) = f(z). Time je dokazano (af)|a = fla.

Imamo P(p)* = P(a)", dakle, postoji r = dim a algebarski nezavisnih homogenih K —invari-
jantnih polinoma uy, ..., u, € P(p)¥ takvih da je P(p)® = Cluy, ..., u,]. Tada je otito

PP = D Pe) u;

dakle, ideal u P(p) generiran s tim idealom je

T

Pp)P(p)" =D P(p)u;.

j=1
Pripadna afina viSestrukost je upravo N :

Propozicija 4.6.2.
N ={zep; f(z)=0VfePp)P:(p)"} =

={zep fz)=0VfeP(p)t={zep wl)="-=u(zr) =0}

Dokaz: Pretpostavimo da je f(x) = 0 za svaki f € P, (p)¥X. Za g € P, (g)® restrikcija g|p je
ocito u Py (p)¥, dakle, vrijedi g(x) = 0 za svaki g € P, (g)¢. Prema propoziciji 3.3.15., dokazanoj
za slucaj poluproste Liejeve algebre g, zakljucujemo da je ad x nilpotentan operator na g. Nadalje,
vrijedi = € [g, g]. Doista, kad ne bi bilo tako, postojao bi linearan funkcional g € g* takav da je
g(z) # 01 g|lg,g] = 0. No tada je g € PX(g)® C P, ()¢, pa je g(x) # 0 suprotno pretpostavci.
Dakle, z € N.

Pretpostavimo sada da je 2 € A/. Treba dokazati da je tada f(x) = 0 za svaki f € P, (p)¥.
Ako je z = 0 to je jasno. Pretpostavimo da je x # 0 i neka je f € Py (p)X. Tada je f(kz) = f(x)
za svaki k € K. Neka je (h,z,y) normalna S—trojka koja sadrzi = kao nilpozitivan element. Tada
je [h, x] = 22 pa slijedi e'*hy = e*x za svaki t € C. Kako je e'®" € K slijedi

f(e*z) = f(z) VteC, t]. f(Az) = f(z) VYAeCn
Zbog neprekidnosti slijedi
f(z) = lim f(Az) = f(0) = 0.

A—0
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Teorem 4.6.3. N je zatvoren algebarski podskup od p kodimenzije r(= dim a). Ako su N7, ..., N
ireducibilne komponente od N' onda je codim, Nj = r za svaki j. Nadalje, svaka je komponenta
N; K—stabilna i sastoji se od konacno mnogo K—orbita.

Za svaki j € {1,...,k} presjek R NN je jedna K—orbita, odnosno, za svaki e; € R NN;
vrijeds

Kej =RN ./\/’j

Orbita Ke; je Zariski otvoren podskup od Nj, dakle, to je jedina K—orbita koja je gusta u Nj i
jedina K —orbita u N; koja je otvorena. Napokon,

k
RON = RN,

j=1
i taj je skup otvoren i qust u N.

Dokaz: Grupa K je povezana (dakle, ireducibilna). Kako je skup N K —stabilan, slijedi da
je svaka komponenta N; K—stabilna. Buduéi da prema teoremu 4.3.3. u N ima samo kona¢no
mnogo K —orbita, slijedi i da u svakoj komponenti N; ima samo kona¢no mnogo K —orbita. Stoga
je svaka komponenta N unija zatvaraca K—orbita sadrzanih u N, pa je zbog ireducibilnosti
N; = Ke; za neki e; € N;. Pokazuje se da je Zariski zatvara¢ od Ke; jednak obi¢nom zatvaratu
od Kej. Nadalje, promatranjem diferencijala preslikavanja k +— ke; nalazi se da je orbita Ke;
Zariski otvorena u svom zatvaracu K—ej.

Prema propoziciji 4.4.6. imamo codim, Ke; > r, dakle, codim, N; > r. S druge strane, N je
visestrukost definirana algebarski nezavisnim polinomima uy, ..., u,, pa je codim, N; < r. Dakle,

codimy Nj =7 1 codim, Ke; =r  Vje{l,...,r}
Prema propoziciji 4.4.6. zaklju¢ujemo da su ey, ..., e, € R. Prema tome, vrijedi
Ke; CRNN; Vie{l,...,r}.

Ali ako je f; € R NN onda je, opet po propoziciji 4.4.6. codim, K f; = r, pa slijedi K f; = Ke;.
Naime, u suprotnom bi orbita K f; bila sadrzana u komplementu N; \ Ke a to je nemoguce, jer
taj komplement ima kodimenziju u p ve¢u od r, jer je orbita Ke; Zariski otvorena u Nj. Dakle,
vrijedi Ke; = R NN, a odatle slijede i preostale tvrdnje.

Elementi od R NN zovu se glavni nilpotentni elementi od p. Prema teoremu 4.6.3. taj je
skup neprazan. Normalna TDS—podalgebra zove se glavna normalna TDS—podalgebra ako
sadrzi glavni nilpotentni element od p. Prema prethodnom takve TDS—podalgebre postoje.

Propozicija 4.6.4. Ako je u glavna normalna TDS—podalgebra i ako je 0 # f € uN N, onda je
f glavni nilpotentni element od p.

Dokaz: Neka je 0 # ¢ € unN N glavni nilpotentni element od p. Tada su e i f G—konjugirani;
naime, svaka dva nilpotentna elementa iz u razlicita od 0 su ¢ak exp u—konjugirani. No tada je
dim g¢ = dim g/, pa po propozicijama 4.4.4. i 4.4.6. slijedi da je f € R, dakle, f je glavni nilpo-
tentni element od p.

Normalna S—trojka (h, e, f) zove se glavna normalna S—trojka ako je e glavni nilpotentni
element od p. Prema propoziciji 4.6.4. normalna S—trojka (h,e, f) je glavna ako i samo ako
je f glavni nilpotentni element od p, dakle, ako i samo ako je span{h,e, f} glavna normalna
TDS—podalgebra.
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Lema 4.6.5. Neka je u TDS—podalgebra od g (ne nuino normalna) i neka je (h,e, f) neka
S—trojka koja ju razapinge. Stavimo h. = e + f. Tada u u postoji S—trojka (he,e., f.). Nadalje,
ako je S—trogka (h, e, f) normalna (dakle, h. € p) onda se e. i f. mogu izabrati tako da je f. = Ve,
(dakle, e. + f. € ¥); u tom je slucaju takav e, jedinstven do na faktor 1.

Dokaz: Prvu je tvrdnju dovoljno dokazati u slucaju u = g = sl(2,C) i za

S S

Tada je h. = (1] (1] , dakle, h. je konjugiran elementu h. Ta konjugacija prevodi S—trojku
(h,e, f) u S—trojku (he,e., f.) koja je takoder baza od u.
Pretpostavimo sada u opéem slucaju da je S—trojka (h, e, f) normalna. Kako je vh, = —h,,

vrijedi [he, Ve, = —20e.. Bududi da je Yu = u, slijedi da je e, = \f, za neki A € C*. Neka je
p € C* takav da je p? = X. Tada je (he, e/, pf.) S—trojka i 9(e./p) = pufe. S druge strane, ako
je Ye, = f., onda je |ae., I ae.)] = ah. = h. ako i samo ako je a = +1. Dakle, e, je jedinstven
do na predznak.

Primijetimo da ako je (h,e, f) normalna S—trojka, onda S—trojka (h,,e., f.) sigurno nije
normalna jer je h. = e+ f € p.

Teorem 4.6.6. Ako je u glavna normina TDS—podalgebra onda su svi ireducibilni (ad u)—podmo-
duli od g neparne dimenzije. Nadalje, ako je 0 # y € unS, onda je y € R (dakle, prema
korolaru 4.4.5. y € Q). Posebno, ako je (h,e, f) normalna S—trojka koja razapinje u, onda je
he=e+ feR.

Obratno, pretpostavimo da je u normalna TDS—podalgebra takva da vrijeds

(a) Svi ireducibilni (ad u)—podmoduli od g su neparne dimenzige.

(b) uNSNR # 0.
Tada je u glavna normalna TDS—podalgebra.

Dokaz: Pretpostavimo da je u glavna normalna TDS—podalgebra i neka je (h, e, f) normalna
S—trojka koja ju razapinje. Ako je V ireducibilan (adu)—podmodul od g, onda je prema teoriji
reprezentacija TDS—algebri dim Ker((ade)|V) = 1 (tezinski potprostor najveée tezine). Nadalje,
dim Ker((ad h)|V) je 0 ako je V' parne dimenzije, a 1 ako je V nepoarne dimenzije. (Tezina nula
pojavljuje se s multiplicitetom 0 ili 1 ovisno o tome da li je V parne ili neparne dimenzije.) Dakle,

dim g" < dim g°
i pri tome vrijedi znak jednakosti ako i samo ako su svi ireducibilni (ad u)—podmoduli od g neparne
dimenzije.

Stavimo h. = e+ f. Kao sto smo primijetili u lemi 4.6.5. element h, konjugiran je elementu h,
dakle,

dim ¢g" = dim g".
Prema propoziciji 4.6.4. vrijedi e € R, dakle, dim g¢ < dim g"c prema propoziciji 4.4.3. Dakle,
vrijedi dim g¢ = dim g"¢, dakle, h. € R. Buduéi da su svaka dva poluprosta elementa necke
TDS—algebre razli¢ita od nule do na skalar konjugirana, vrijedi dim g" = dim g¥ za bilo koji
0#ycundS. No tada je ujedno y € R prema propoziciji 4.4.6.

Pretpostavimo sada da je u normalna TDS—podalgebra od g takva da su svi ireducibilni
(ad u)—podmoduli od g neparne dimenzije. Tada imamo dim g" = dim g¥ za bilo koji poluprost
0 # h € u i za bilo koji nilpotentan 0 # y € u. No ako je u normalna i uNS NR # (), onda iz
propozicije 4.6.4. slijedi da je unN (N NR) # ), dakle, u je glavna normalna TDS—podalgebra.
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U ostatku teksta rezultate navodimo bez dokaza.

Neka je ¥ = R(g,a) restringirani sistem korijena pridruzen Cartanovom potprostoru a od
p. Izaberimo bazu II tog sistema korijena i neka je >, pripadni skup pozitivnih korijena u .
Oznacimo sa D pripadnu Weylovu komoru u

ag = [g, g N{h €a; A\(h) e R VA € X},

tj.
D={hea; Ah)>0VreX,.}

Normalna S—trojka (h,e, f) zove se standardna (u odnosu na II ili u odnosu na %) ako je

h. =e+ f € D. Lako se vidi da vrijedi:

Lema 4.6.7. Svaka normalna S—trojka je K—konjugirana nekoj standardnoj normalnoj S—trojki.

Neka je z € an|g, g] jedinstven element takav da je A(z) = 2 za svaki A € II. Tada je A(z) #0
zasvaki A € Y paje z € SNRig® = a+m. Sve su svojstvene vrijednosti operatora ad z parni
brojevi.

Propozicija 4.6.8. Standardna normalna S—trojka (h,e, f) je glavna ako i samo ako je
he=e+ f =z

Stavimo

o ={yeg 5y =2}=>) +d"

Aell

Imamo [g?, g*] C g°. Stavimo

@¥={yed’ ly.ol =g}
Za grupu G* = exp ad g* vrijedi G* = M A, gdje je M = exp adm i A = exp ad a. Skupovi g7,
g% i g% su stabilni u odnosu na djelovanje grupe G*. Analogno kao korolar 3.4.4. i teorem 3.4.5.
dokazuje se:

Teorem 4.6.9. g° je neprazan Zariski otvoren podskup od g2. Nadalje, §* je jedna G*—orbita, tj.
g% = G*y za bilo koji y € §°.

Za e € N wrijedi e € R ako i samo ako je e G—konjugiran nekom elementu iz §*. Drugim
rijecima,

NNR=NnNG§.

Napokon, ako je (h,e, f) standardna normalna S—trojka i u njom razapeta TDS—podalgebra,
onda je u glavna ako i samo ako je uNg* # 0. Preciznije, ako je (he, e, f.) baza od u dana lemom
4.6.5. onda je u glavna ako i samo ako je e, € g°.

Lako se vidi da vrijedi:
Lema 4.6.10. Zaa € A =-exp ada i za y € §* vrijedi ay = y ako i samo ako je a = 1.

Odatle se dokazuje da u teoremu 4.6.3. ima samo jedna K —orbita u RNN, tj. da su svi glavni
nilpotentni elementi K —konjugirani:

Teorem 4.6.11. RNN je jedna K—orbita. Nadalje, svake dvije glavne normalne TDS—podalgebre
su Ky—konjugirane. Takoder, svake dvije glavne normalne S—trojke su Ky—konjugirane.
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4.7 Regularne i poluproste orbite

Za svaki element h € S Liejeva podalgebra g” je reduktivna u g i, posebno, reduktivna je. Tada
je g" = " 4 p" kompleksificirana Cartanova dekompozicija od g”". Da bismo to dokazali, treba
pokazati da postoji realna forma (gh)o od g" koja je ¥—stabilna, tako da je (gh)o = (%h)o + (ph)o
obi¢tna Cartanova dekompozicija. Da bismo to dokazali, mozemo pretpostaviti da je h € a (jer
svaki element iz S je K —konjugiran nekom elementu iz a). Ako je h € a, mozemo pisati h = u+v,
u € ag, v € tag. Sada uo¢imo da element y € g komutira sa h ako i samo ako komutira i sa u
i sa v. Taj zakljucak slijedi ako razvijemo y u skladu s korijenskim rastavom od g u odnosu na
restringirani sistem korijena ¥ = R(g, a), buduéi da restringirani korijeni porimaju realne vrijed-
nosti na ag. Prema tome, podalgebra g”" je stabilna u odnosu na konjugaciju definiranu realnom
formom gr od g. Prema tome, (gh)o = g" N gr je pogodna realna forma od g".

Sve dokazano za Liejevu algebru g primjenjivo je i na Liejevu algebru g" za bilo koji h € S.
Tada ¢emo sa N, 8" i R" oznaciti odgovarajuée skupove koji su za algebru g bili oznaceni sa N,
SiR.

Koristeci jedinstvenost Jordanove dekompozicije i pomocu ¢injenice da u svakoj potpuno re-
ducibilnoj reprezentaciji reduktivne Liejeve algebre poluprosti i nilpotentni elementi djeluju kao
poluprosti i nilpotentni operator lako se dokazuje:

Lema 4.7.1. Za h € S vrijedi N" = N Nph i S" = Snph.

Neka je h € S. Bududi da je prema propoziciji 4.4.1. dim p"* — dim &* = dim p — dim ¢, broj
s = dim p — dim & pridruzen rastavu g = £ + p je ujedno broj pridruzen rastavu g = & 4 p".
Isto vrijedi i za dim a(= r) i za dim m. Doista, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
da je h € a, a tada je a C p" ocito Cartanov potprostor od p* (za Liejevu algebru g") i m C € je
centralizator od a u . Nadalje, uo¢imo da su za svaki h € S Cartanovi potprostori od p” tocno
oni Cartanovi potprostori od p koji su sadrzani u p”. Odatle i iz propozicije 4.4.4. neposredno
slijedi:

Propozicija 4.7.2. Za h € S iy € p" sljedeéa su cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) y € R
(b) dim (p")” = dim a.
(c) dim (&")” = dim m.
(d) dim (g")” = dim a + dim m.

Neka je h € S i neka (K(h))l9 igra ulogu Ky za g" = €" 4 p". Imamo i centralizator (Kg)h
od h u grupi Ky. Tada grupa (K(h))ﬂ djeluje samo na g", dok grupa (Kﬂ)h djeluje na cijeloj g.
Centralizator G" od h u G je povezan, pa restrikcija G" na g" preslikava grupu G" na adjungiranu
grupu od g". Buduéi da je (Kg)h C G", restrikcija (Kﬂ)h na g”" definira homomorfizam

Th - (Kﬁ)h — (K(h))ﬁ .
Preciznim proucavanjem djelovanja dokazuje se netrivijalna ¢injenica:

Lema 4.7.3. Za svaki h € S homomorfizam m, : (Kg)h — (K(h))19 definiran restrikcijom na g"
je surjektivan.
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Pomocu algebarski nezavisnih homogenih generatora ugy,...,u, algebre P(p)X (r = dim a)
definiramo sli¢no kao u odjeljku 3.10. preslikavanje

u:p— C u(z) =€ = (ui(x),...,u(x)), x€p.

Oznacimo sa €2 skup svih Ky—orbita. Preslikavanje u je konstano na svakoj Ky—orbiti, pa definira
preslikavanje n :  — C". Za bilo koji Ky—invarijantan podskup U od p oznacimo sa (%, skup
svih Ky—orbita u U i neka je ny = 1|y : Yy — C".

Teorem 4.7.4. (a) Qs je skup svih zatvorenih Ky—orbita u p.
(b) Za svakiz € S je Ko = Kyx.
(¢) Preslikavangje ns : Qs — C" je bijekcija.

(d) Neka je v = x4+ x, Jordanov rastav elementa x € p. Tada je x € R ako i samo ako je x,,
glavni nilpotentni element u p*s, tj. ako i samo ako je x,, € R* NN%s,

(e) Ako sux = x5+ x, iy = Ys + yn Jordanovi rastavi elemenata x,y € p, onda su x iy
Ky—konjugirani ako © samo ako su xs 1 ys K—konjugirani.

(f) Preslikavanje nr : Qr — C" je bijekcija.

Ovaj se teorem dokazuje pomocu analognih rezultata iz odjeljka 3.10. i to tako da se ti rezul-
tati primijene na posebno konstruiranu reduktivnu podalgebru g# od g u kojoj je a Cartanova
podalgebra i vrijedi

># = R(g¥,a) = {)\EZ:R(g,a); %wz}.

Tada je II baza sistema korijena ¥# i W(X#) = W(X). Nadalje, konstrukcija je takva da je
gg = g% N gg realna forma od g% i za £ = €N g# i p* = p N g¥ rastav

g* — | p#

je kompleksificirana Cartanova dekompozicija od g#. Posebno, vrijedi dg# = g# i 9% = J|g¥ je
Cartanova involucija pridruzena gornjoj Cartanovoj dekompoziciji. Teorija razvijena za g = €+ p
primjenjiva je na g”* = £ + p#. No ova druga Liejeva algebra je znatno jednostavnija jer je
gg rascjepiva realna forma od g# : njezin Cartanov potprostor a je ujedno njezina Cartanova
podalgebra. Oznacimo sa S*, N'# i R# podskupove od p# analogne podskupovima S, AN'i R od
p. Vazna je Ginjenica da tada vrijedi R* = R N p*.
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4.8 Multipliciteti u A —modulu harmonijskih polinoma

Prema teoremu 4.5.10. Linearno preslikavanje P(p)* ® Hg (p) — P(p) inducirano mnozenjem
je izomorfizam K —modula. Sada se sasvim analogno teoremu 3.10.1. dokazuje:

Teorem 4.8.1. Za element x € p oznacimo sa O, njegovu Ky—orbitu. Neka je
Yot Hi(p) — P(O:)
linearno preslikavangje koje se dobiva restrikcijom preslikavanja
P(p) — P(O.), [+ flOs,
na Hg(p). Tada je v, epimorfizam Ky—modula i za svaki x € R to je izomorfizam.

Dakle, kao K —modul Hk(p) izomorfan je K —modulu P(QO,) za svaki x € R. Istim argumen-
tom kao iza teorema 3.10.14. nalazimo da u slucaju h € aN'R vrijedi P(Oy) = R(O;,) = R(K/M),
gdje je

M=K'={keK; kh=h}={k€ K; kx =z Vr € a}

centralizator a u K. Primijenimo li u ovoj situaciji teorem 3.10.19. dobivamo preciznu strukturu

K—modula Hg(p) :

Teorem 4.8.2. Za § € K neka je Vs ireducibilan K—modul iz klase 6. Multiplicitet klase & u
K—modulu Hg(p) jednak je dim VM gdje je VM potprostor M — fiksnih vektora u Vi :

VM ={ve Vs mv=v Vme M}.
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4.9 K —invarijante u omotackoj algebri

U Harish—Chandrinoj teoriji reprezentacija poluprostih (opéenitije, reduktivnih) Liejevih grupa
vrlo vaznu ulogu ima algebra U(g)® svih K —invarijanata u U(g). Vece ja davno postalo jasno da
osim u nekim vrlo specijalnim slu¢ajevima ta algebra ima izuzetno kompliciranu strukturu. Ovdje
¢emo navesti vrlo znacajne Knopove rezultate iz 1990. dobivene prilicno netrivijalnim metodama
algebarske geometrije.

Oznac¢imo sa 3(g) centar algebre U(g) i sa 3(€) centar algebre U(#) C U(g). To su unitalne
podalgebre algebre U(g)® i mnozenje definira unitalni homomorfizam

p3(e) @ 3(6) — Ulg)".
Oznacimo sa 3o njegovu sliku, dakle,
30 =span{ab; a € 3(g), be 3(8)}.

Uocimo da je 3¢ podalgebra centra algebre U(g)¥.
Kao K—modul U(g) je izomorfan sa S(g) (a pomocu Killingove forma i sa P(g)). Imamo
analogan homomorfizam algebri

e S(e)" @ S — S(g)"
i oznac¢imo sa Z; njegovu sliku.
Teorem 4.9.1. Ako je Liejeva algebra g prosta i razlicita od €, onda su
f:3(9) @ 3(8) — 3o i wS(e) @S — Z

izomorfizmi algebri. Nadalje, 3¢ je centar algebre U(g)®. Napokon, U(g)¥ je plosnat kao 39—modul
i S(g)¥ je plosnat kao Zy—modul.

Podsje¢amo da se za modul M nad komutativnim prstenom R kaze da je plosnat, ako je
funktor () ®pr M ekzagtan. Svakako je slobodan modul plosnat ali ima plosnatih modula koji
nisu slobodni.

Teorem 4.9.2. Za prostu Liejevu algebru g # € sljedeca su cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) 30=U(g)".
(b) Zo = S(g)~.
(¢) Algebra U(g)* je komutativna.
(d) go = su(n,1) za nekin € N ili go = s0(n,1) za nekin € N, n > 2.

U tom sluc¢aju U(g) je slobodan U(g)X —modul i S(g) je slobodan S(g)®* —modul.
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