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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Algebre

U cijelom kolegiju termin algebra oznacava kompleksnu asocijativnu algebru. Dakle, algebra je
vektorski prostor A nad poljem C kompleksnih brojeva na kojem je zadana asocijativna binarna
operacija (a,b) +— ab sa A x A u A koja je bihomogena u odnosu na mnozenje skalarima i
distributivna i slijeva i zdesna s obzirom na zbrajanje u A :

a(bc) = (ab)c, A(ab) = (Aa)b = a(Ab), a(b+ c) = ab+ ac,

(a + b)c = ac + be, a,b,ce A, X € C.
Jedinica u algebri A je element e € A takav da je

ea =ae =a Va € A.

Ako jedinica postoji, ona je jedinstvena i oznacavat ¢emo je sa e ili sa 1 ili sa I. Unitalna algebra
je algebra u kojoj postoji jedinica. Ako je A unitalna algebra sa A* ozna¢avamo grupu invertibilnih
elemenata algebre A :

A*={a€ A Ja' € Atakav daje aa ' =a 'a = e}.
Potprostor B algebre A zove se podalgebra ako vrijedi
a,be B = ab € B.

Naravno, tada je B algebra s obzirom na iste operacije (ili, to¢nije, s obzirom na operacije koje
su definirane kao restrikcije operacija algebre A). Ako je A unitalna algebra, B se zove unitalna
podalgebra ako sadrzi jedinicu algebre A. Napomenimo da je mogucée da je B unitalna algebra,
ali da B nije unitalna podalgebra algebre A : naime, moguce je da B ima jedinicu, ali da ta jedinica
nije jednaka jedinici u algebri A.

Ako su A i B algebre, preslikavanje ¢ : A — B se zove homomorfizam algebri ako je ¢
linearno i multiplikativno:

w(Aa + pub) = Ap(a) + up(d) i p(ab) = ¢(a)e(b) VA, pu e C, Va,b e A.

Ako su A i B unitalne algebre s jedinicama e 4 i e i ako vrijedi ¢(e4) = ep onda se ¢ zove unitalni
homomorfizam. Injektivni homomorfizam zove se monomorfizam, surjektivni homomorfizam
zove se epimorfizam, a bijektivni homomorfizam je izomorfizam algebri. Za algebre A i B
kazemo da su izomorfne ako postoji izomorfizam ¢ : A — B. Ocito je izomorfnost algebri
relacija ekvivalencije.
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Primjer unitalne algebre je algebra C[T] polinoma u jednoj varijabli nad poljem C. To je skup
svih nizova (a,)n>0 kompleksnih brojeva, takvih da je samo kona¢no clanova razlicito do nule:
Im takav da vrijedi a,, = 0 ¥n > m. Zbrajanje u C[T] i mnozenje skalarom definirani su po
komponentama: (a,,) + (8,) = (an + 5n), M) = (Aaw,), a mnozenje na sljedeéi nacin:

() (Bn) = (), gdje je Yn = Zakﬁn—k-
k=0

C[T] je komutativna algebra i vrijedi C[T]* = C* = C \ {0}. Obi¢no pisemo (0, 1,0,...) = T.
Tada je za bilo koji prirodan broj n 7" = (0,...,0,1,0,...), tj. niz u kome su svi ¢lanovi nula
osim jedinice na mjestu n + 1. Uz dogovor T° = (1,0, ...) (to je jedinica u algebri C[T), polinom
P = (a,), za koji je a,, = 0 za svaki n > m, mozemo ovako zapisati:

P=P(T)=ag+ T+ T+ ... +a,T" =Y a,T"
n=0
Ako je A unitalna algebra s jedinicom e, z € A i P € C[T] kao gore onda pisemo:
P(z) = ape + aqx + apz® + ... + o™ = Z o, "
n=0

Ocito je P +— P(z) unitalni homomorfizam algebri ®,: C[T] — A. Njegova je slika najmanja uni-
talna podalgebra od A koja sadrzi z; to je potprostor od A razapet svim potencijama {e, z, 2%, ...}
elementa z.

Ako je A unitalna algebra i x € A definiramo spektar elementa x kao skup
o(z) =oa(x) ={Ae€C; z— e ¢ A"}

Uocimo neke evidentne ¢injenice. Ako je algebra trivijalna, .4 = {0}, onda je 0 jedinica u to]
algebri, pa je A = A = {0}. Stoga je u tom slucaju o4(0) = (). Ako je algebra netrivijalna,
A # {0}, onda je o(Xe) = {\} za svaki A € C.

Propozicija 1.1.1. Neka je A unitalna algebra.
(a) Zax € Aiza P e C[T| vrijedi:
o(P(x)) = P(o(z)) = {P(A); A€o(x)}.

(b) Za x € A* vrijedi:
oz )=o) ={A  eo(x)}

Dokaz: (a) Neka je A € o(x). Definiramo @ = P — P(\). Tada je Q(\) = 0, pa postoji
R € C[T1, takav da je
P(T)— P(\) = (T —NR(T).

Primijenimo li na tu jednakost homomorfizam &, slijedi:
P(z) — P(AN)e = (z — Ae)R(x).
Pretpostavimo da je P(z) — P(\)e € A i stavimo a = (P(z) — P(\)e) ™" . Slijedi

e=a(P(x) — P(ANe) =aR(z)(x — Xe) = (x — Xe)aR(z).
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Odatle slijedi da je x — Ae € A%, a to je suprotno pretpostavci A € o(z). Dakle, pretpostavka
P(z)—P()\)e € A* je bila pogresna, pa zakljuéujemo da je P(x)—P(N)e ¢ A%, tj. P(\) € o(P(x)).
Time je dokazana inkluzija P(o(z)) C o(P(x)).

Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je u € o(P(x)). Polje C je algebarski zatvoreno, pa
ako je m stupanj polinoma P, postoje skalari a2 01 Ay, ..., A, takvi da je

PT)—p=a-(T=X) (T = An).

Zasvakij € {1,2,...,m} tada je P(\;)—p = 0, tj. p = P();). Primijenimo li na gornju jednakost
homomorfizam ®, dobivamo

P(z) —pe=a-(z —\e) - (x — Ape).

Kako je u € o(P(z)) to vrijedi P(x) — pe ¢ A* pa slijedi da postoji j € {1,...,m} takav da
r—Aje ¢ A* tj. \; € o(x). No tada je p = P()\;j) € P(o(x)). Time je dokazana i obrnuta inkluzija
o(P(x)) C P(o(x)), dakle jednakost o(P(z)) = P(o(z)).

(b) Neka je A € o(z), tj. Ae — x nije invertibilan. Imamo
e —x=-AAte—a Y,

odakle se vidi da A™'e — 27! nije invertibilan, dakle A™' € o (27!). Time je dokazano da iz
A € o(x) slijedi A7! € o(z™1), tj. dokazana je inkluzija o(z)™' C o (z7'). Zamjena uloga z i !
daje o (1)~ C o(z), odnosno dobivamo obrnutu inkluziju o (z71) C o(z)~.

Zadatak 1.1.1. Neka je A # {0} unitalna algebra i neka je element x € A nilpotentan. DokaZite
da je tada o(x) = {0}.

Zadatak 1.1.2. Neka je ¢: A — B unitalni homomorfizam unitalnih algebri i neka je x € A.
Dokazite da je tada og(p(x)) C oa(x).

Neka je A unitalna algebra. Stavimo
R(z,\) = (de —2) 7, reA AeC\o(x)
Funkcija A — R(x,A) sa C\ o(x) u A zove se rezolventa eclementa x.
Zadatak 1.1.3. Neka je A unitalna algebra.
(a) Dokazite da za v € A i \,pp € C\ o(z) vrijedi
(A — 1) R(z, NV R(x, 1) = R(z, 1) — Rz, ).
Posebno, R(x,\) i R(x, 1) komutiraju.
(b) Dokazite da za x,y € Ai A€ C\ (o(x)Ua(y)) vrijedi
Ry, )y — 2)R(x, ) = Ry, A) = R(z, A).
Lijevi ideal u algebri A je potprostor £ od A takav da vrijedi:
rel i acA == ar € L.
Analogno, desni ideal je potprostor R od A sa svojstvom:

TER 1 ac A — za € R.



8 POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI

Ako je J ilijevi i desni ideal, J se zove obostrani ideal, a katkada i samo ideal. Dakle, obostrani
ideal je potprostor J od A takav da vrijedi:

zedJ 1 a€ A — za€J 1 ar € J.

Ako je A unitalna algebra, primijetimo da za lijevi, desni ili obostrani ideal J # A vrijedi
e & J. Stovise, ako je J lijevi, desni ili obostrani ideal razli¢it od A onda J ne sadrzi nijedan
invertibilni element, tj. 7 N .A* = (.

Neka je J obostrani ideal u algebri A. U kvocijentni vektorski prostor .4/ uvodimo operaciju
mnozenja na sljedec¢i nac¢in:

(e+T)y+T)=2y+J, z,y € A

Iz ¢injenice da je J obostrani ideal slijedi da ta definicija ima smisla, tj. ne ovisi o izboru pred-
stavnika z i y klasa kvocijentnog prostora. Doista, ako jex + J =2+ T iy+ T =y + T (4.
r—1r € Jix—2 €J)ondaje

vy —a'y =x(y—y)+ @ -2y e,

dakle, zy + J = 2’y + J. S tako definiranim mnozenjem A/J postaje algebra i zove se kvoci-
jentna algebra algebre A po idealu J. Kvocijentno preslikavanje 7: A — A/J, koje element
algebre A preslikava u njegovu klasu modulo J (7(x) = = + J), je surjektivni homomorfizam
algebri. Ako je e jedinica u algebri A, njegova je klasa m(e) = e + J jedinica u kvocijentnoj al-
gebri A/ J. Napomenimo da je moguée da je A algebra bez jedinice, ali da je A/ J unitalna algebra.
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1.2 Normirane i Banachove algebre

Normirana algebra je algebra A nad poljem C kompleksnih brojeva, na kojoj je zadana
norma z — ||z|| sa svojstvom

lzyll < M=l - flyll  Vz,y € A.

Ako je u odnosu na zadanu normu prostor A potpun (odnosno, ako je to Banachov prostor), A
se zove Banachova algebra.

Primijetimo da je operacija mnozenja (z,y) — zy neprekidna kao preslikavanje sa A x A u A.
Dokaz je sljededi:

[y —abl| = |[(z —a)(y —b) + aly —b) + (x — a)b]| < ||z —al| - [ly = bl[+ [l - lly = bl + [z — all - [|b]]-
Neka je A normirana algebra i J zatvoren obostrani ideal u A. Tada znamo da je sa
le+ T =mf{lz+yl; ye T}, z€A

zadana norma na kvocijentnom prostoru A/ 7. S tom normom kvocijentna algebra A/J postaje
normirana algebra. Doista, ako su x1,xs € A, onda iz ¢injenice da je J obostrani ideal slijedi da
je T1y2 + y1xe + y1y2 € J za bilo koje y1,y2 € J. Stoga imamo:

[(z1 + T (22 + T = lzrze + T || = inf{[[z122 +yll; y € T} <

< inf{||z12e + y122 + 21y2 + 12| v,y € T} =
= inf{||(z1 + y1)(z2 + )| v, 92 € T} < {llzr +wll - 1z +v2ll; y1,02€ T} =
= inf{[|z1 +w1l; y1 € T} - inf{||lze +w2ll; 2 € T} = ||lz1 + T|| - |22 + T

Ako je X normiran prostor i B(X) algebra svih ogranic¢enih linearnih operatora A: X — X
tada je sa
[All =sup{||Az|; = € X, |lz =1}, A€ B(X),

zadana norma na prostoru B(X), i taj je normiran prostor Banachov ako i samo ako je prostor X
Banachov. Ocito vrijedi [|[AB|| < ||A]| - || B|| za bilo koje operatore A, B € B(X), dakle B(X) je s
definiranom normom normirana algebra. To je unitalna algebra: jedinica je jedini¢ni operator I.
U toj algebri jedinica ima normu 1: ||I|| = 1.
Neka je A normirana algebra. Za x € A definiramo linearne operatore L,: A — A i
R,: A— Asa
L,y = xy, R,y = yz, ye A

Operatori L, i R, su ograniceni, jer je || L,y| < ||z| - ||yl 1 ||Rzyll < ||| - |ly||. Odatle se vidi da
vrijedi:

Lol < flll, M Bell < l2fl, =€ A (1.1)
Preslikavanja « — L, i z — R, sa A u B(A) su ocito linearna i vrijedi L,, = L, L, i Ry, = R R,.
Dakle,  — L, je homomorfizam algebre A u algebru B(A), a z — R, je homomorfizam suprotne
algebre A° u algebru B(A). Zbog gornjih nejednakosti ti su homomorfizmi neprekidni. Ako je
e jedinica u algebri A onda za svaki z € A vrijedi L,e = © = R,e. Dakle, u tom su sluc¢aju
homomorfizmi z +— L, i z — R, injektivni. Stoga su sa

lelle =LA 1 el = Bell, 2 €A,
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definirane norme || - ||; i || - ||, na A u odnosu na koje su A i A" normirane algebre. Kako je
[zl < W Lell - llell i flzll < 1Rzl - lell, zbog (1.1) vidimo da vrijedi

[l < flell < flefl - Nelle Al < flell < flefl - fizfle, =€ A

Dakle, svaka od normi || - ||; i || - || na prostoru A ekvivalentna je polaznoj normi || - ||. Prema
tome, dokazali smo:

Propozicija 1.2.1. Neka je A normirana unitalna algebra s jedinicom e. Na prostoru A postoji
ekvivalentna norma v odnosu na koju je A normirana algebra i e ima normu jednaku 1.

Zbog ove propozicije ubuduce ¢emo uvijek pretpostavljati da u unitalnoj normiranoj algebri
A vrijedi |le]| = 1. Napomenimo da iz gornjih nejednakosti slijedi: ako je A unitalna normirana
algebra u kojoj vrijedi |le|| = 1, onda je ||z||; = ||z||» = ||z||, Vx € A.

Neka je K kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i neka je C'(K) skup svih neprekidnih
funkcija f: K — C. S operacijama definiranim po tockama:

(f+9)®) =F®)+9@),  AHO)=A@),  (fot) = f(t)g@), teK,

C(K) je komutativna unitalna algebra; jedinica e je konstantna funkcija e(t) = 1 Vt € K. Algebra
C(K) je Banachova uz normu

/]I = max {[f(£); t € K}
Neka je A normirana algebra. Broj
v(z) = inf{|[2"||%; n € N}
nazivamo spektralni radijus elementa x € A. Dakle, spektralni radijus je funkcija v sa A u R, .

Teorem 1.2.2. Neka je A normirana algebra. Za svaki x € A niz (||2"||% )nen je konvergentan i
limes mu je spektralni radijus od x :

lim ||2"" = v(z).

Dokaz: Za izabrani xz € A stavimo v = v(x). Neka je ¢ > 0. Neka je m € N takav da vrijedi
la™m <vte, G 2] < e
Za svaki prirodan broj n ozna¢imo s p, € NU{0} kvocijent, a s ¢, € {0,1,...,m — 1} ostatak pri
dijeljenju n sa m : n = p,m + q,. Tada je

Tlm n
=L —|—q—, n e N
n n

1

pa zbog ogranicenosti funkcije n — ¢, slijedi

Gn pun

lim — =0 1 lim =1.
n—oo N n—oo 1
Imamo redom
[z = [[(@™)Pra®|| < [z - [|lzf|™ < (v + &)™ - 2] ™,

pa slijedi
pnm

1 an
™[ < (v )7 - ]|
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Pustimo li u toj nejednakosti da n tezi u oo, nalazimo da vrijedi:

pPnm

limsup ||z"]|* < lim [(v 4 ¢)"% - ||z|| %] = v +e.

Bududi da je € > 0 bio proizvoljan, iz ove nejednakosti slijedi
limsup ||2"||» < v = inf ||2"||» < liminf ||z" .

Dakle,
v(z) = limsup ||:E”||% = lim inf ||x”||%,

Sto ima za posljedicu da je niz brojeva (||z"||#; n € N) konvergentan i da mu je limes jednak v(z).

Zadatak 1.2.1. Neka je A normirana algebra. DokaZite da vrijedi:
(a) 0 < w(x) < |lafl, ¥z e A
(b) v(Ax) =[N -v(z), Ve e A, VA e C.
(¢) v(zy) =v(yzx), Vz,y € A.
(d) v(2*) = [v(z)]*, Vo e A, Vk eN.
(e) Ekvivalentne norme daju isti spektralni radijus.

Propozicija 1.2.3. Neka je A normirana unitalna algebra. Tada je preslikavangje invertiranja
x +— ! neprekidno sa A* u AX.

Zadatak 1.2.2. Dokazite propoziciju 1.2.3.
Uputa: Dokazite da za a € A*, zar = m izaxe AN K(a,r) vrijedi
lo™ = a Ml <2+ [la™H* - fla — 2.
Teorem 1.2.4. Neka je A Banachova algebra s jedinicom e.

(a) Ako jea € Aiv(a) <1, onda jee—a € A* i vrijedi

(e—a)'=)» a"=e+a+td+a’+--,
n=0

pri cemu taj red konvergira apsolutno.
(b) Akojea € A illal| <1, onda jee—a e A*.
(¢) Grupa A* je otvoren podskup od A.

Dokaz: Prema Hadamardovom teoremu radijus konvergencije reda potencija »_ ||a™||A™ u C
jednak je
1 1

~ limsup l|am|| = — v(a)
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Odavde slijedi da red >’ ||a™||\" konvergira za A = 1. Drugim rijecima, red > ||a™|| konvergira,
odnosno red ) a™ konvergira apsolutno. Buduéi da je po pretpostavci prostor A potpun, red > a™
konvergira. Oznacimo njegovu sumu sa x, a parcijalne sume sa x,, :

x:Za”, T,=e+a+a’+---+a", r = lim x,.
n=0
Imamo
(e —a)r, =x,(e —a) =e—a".
Buduéi da red ) ||a"| konvergira, imamo lim ||a™|] = 0, dakle i lima™ = 0. Pustimo i u gornjoj

jednakosti da n tezi u oo, dobivamo

(e—a)xr=x(e—a)=c¢
Sto pokazuje da je element e — a invertibilan i (e — a) ™' = z.
Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a), jer je v(a) < |al.
(c) Neka je a € A*. Neka je

1
xEK(a,—), tj. reA i la —z|| <

la="] la=t]|
Stavimo y = e — a~'z. Tada je
lyll = lle = a™ "]l = la™ (a = 2)[| < [la™"]| - [la — =[] < 1.

Stoga je prema dokazanoj tvrdnji (b) a 'z = e—y € A*. Kakojea € A* tojeix = a(a"'z) € A*.

Tako smo dokazali da je

K(a,;)gAX, Va € A*.

la=t]

Dakle, A* je otvoren podskup od A.
Teorem 1.2.5. Neka A unitalna Banachova algebra.

(a) Ako je xo € A lijevo (odnosno, desno) invertibilan, ako je y meki njegov lijevi (odnosno,
desni) invers i ako je v € A takav da je |zo — x| < ”71”, onda je x lijevo (odnosno, desno)
wnvertibilan.

(b) Neka je (x,)nen konvergentan niz lijevo (odnosno, desno) invertibilnih elemenata algebre A
i neka je za n € N y,, neki lijevi (odnosno, desni) invers od x,. Pretpostavimo da je skup
{yn; n € N} ogranicen. Tada je element x = lim,,_.o, x, lijevo (odnosno, desno) invertibilan.

Dokaz: (a) Imamo yzy = e, pa je

v(e —yx) = v(y(zo — ) < |ly(zo — )| < [lyl - lzo — 2] < 1.

Prema teoremu 1.2.4. element e — (e — yz) = yz je invertibilan. Neka je z = (yz)~!. Tada je
zyxr = e, Sto pokazuje da je x lijevo invertibilan. Dokaz u sluc¢aju desno invertibilnog elementa x
sasvim je analogan: dokaze se da je v(e — zy) < 1, dakle xy je invertibilan; ako je z = (zy)™!,
slijedi xyz = e, dakle yz je desni invers od .

(b) Neka je M > 0 takav da je ||y,|| < M Vn € N. Kako je z = lim,, x,, postoji n € N takav
da je ||z, — z|| < 57. Tada je ||z, — z| < lly—lnll’ pa zbog tvrdnje (a) slijedi da je z lijevo (odnosno,
desno) invertibilan.

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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Neka je € otvoren podskup od C i X Banachov prostor. Funkcija f: {2 — X zove se ana-
liticka na (2 ako za svaku tocku A\g € 2 postoji r > 0 i postoje vektori xg, 1, x2,... u X takvi da

je:

F) =Y (A= X)"z,  VAEK(X,7).

n=0

Teorem 1.2.6. Neka je Q2 C C otvoren skup, X Banachov prostor i f: 2 — X. Sljedeéa su cetiri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Funkcija f je analiticka na Q.

(b) Za svaki Ny € Q postoji

A= A — X

(¢) Ako su g € Q ir >0 takvi da je K(X\g,r) C Q, onda postoje vektori x, € X, n € N, takvi
da je

(e 9]

FO) =Y (A=X)"z, VA€ K(No,7).

n=0

U gornjem redu konvergencija je apsolutna.
(d) Za svaki x € X' kompleksna funkcija A — x(f()\)) je analiticka na €.

Dokaz ovog teorema izostavljamo. Napominjemo da se medusobna ekvivalentnost svojstava
(a), (b) i (c) dokazuje potpuno analogno kao i ekvivalentnost takvih svojstava za skalarnu funkciju
f: Q — C. Za dokaz ekvivalentnosti tvrdnje (d) s tvrdnjom (a) koristi se Hahn—Banachov teorem
i njegova posljedica, koje takoder navodimo bez dokaza:

Teorem 1.2.7. (Hahn—Banach) Neka je X normiran prostor, Y potprostor i ¢ € Y'. Tada
postogi ® € X' takav da je ®|Y = ¢ i da vrijedi | ®|| = ||¢||. Drugim rije¢ima, svaki neprekidni
linearni funkcional na potprostoru nmormiranog prostora moZe se proSiriti na citav prostor bez
povecanja norme.

Korolar 1.2.8. Neka je X normiran prostor i x € X. Postoji ¢ € X' takav da je p(z) = ||z|| i
loll = 1.

Teorem 1.2.9. Neka je A unitalna Banachova algebra i x € A.
(a) o(x) je neprazan kompaktan podskup od C.
(b) v(z) = max{|A; A € o(x)}.
(¢) Rezolventa A — R(x, \) je analiticka funkcija sa C\ o(x) u A. Ako su Ao € C ir > 0 takvi
da je K(Xo,7) C C\ o(zx), onda vrijedi:

R(z,\) = i(—nw — M) R(z, )™ A€ K (o, 7).

n=0

Nadalje,

— 1
R(z,\) = Z )\n+1x" ako je |\ > v(z).
n=0

Posebno, limy_,o R(x,\) = 0.
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Dokaz: Neka je \g € C\o(z). Stavimo y = z—\ge. Tada jey € A*. Nekaje A € K ()\0, ﬁ) :
Imamo
de —z = (A= Xoe—y=—yle— (A= Ay ].
Nadalje, [[(A=Xo)y || = [A=Xol-lly || < 1, pa iz teorema 1.2.4. slijedi da je e—(A—Xg)y ' € A,
dakle prema gornjoj jednakosti Ae — x € A*. To pokazuje da je A € C\ o(z), dakle otvoren krug
K { Ao, HyITII> je sadrzan u C\ o(x). Zaklju¢ujemo da je skup C\ o(z) otvoren, odnosno, o(z) je

zatvoren. Nadalje, iz teorema 1.2.4. slijedi:

R@ ) =(e—a) ==y e= A=)y T ==y D (A=X)"y " ==> A=)y """
n=0 n=0
Medutim, y~ = (z — A\ge) ™t = —R(z, \), pa slijedi
R(z,A) =Y (=1)"(A = Xo)"R(x, Ado)" .
n=0

Time je dokazano da je funkcija A — R(x, A) analiticka na otvorenom skupu C \ o(z). Nadalje,
dokazano je da vrijedi prva jednakost u tvrdnji (c) za r = m Prema teoremu 1.2.6., ako je

r > 0 takav da je K(Ag,7) € C\ o(x) onda postoje elementi a, € A takvi da je

Rz, \) = i()\ —Ao)'an YA€ K(A, 7).

n=0

1
W) nala-
zimo da je a, = (—1)"R(x, \o)"™ Vn. Drugim rije¢ima, dokazana je prva jednakost u tvrdnji (c)
za bilo koji r > 0 takav da je K(\g,7) C C\ o(z).

Za |A| > v(x) imamo redom:

Usporedimo li taj red potencija s redom potencija kojeg smo dobili za A € K ()\0, |

v (5) :ﬁu(x) <l = e—3reA = de—zeA = AeC\o(z).
Dakle, {\ € C; |[\| > v(z)} C C\ o(2), tj. o(z) je sadrzan u zatvorenom krugu K (0, v(x)) oko
nule radijusa v(z). Time je dokazana tvrdnja (a) osim ¢injenice da je spektar neprazan. Nadalje,
po teoremu 1.2.4. za takve A vrijedi

L1 1\ 1,
R(x,)\):()\e—x)lzx(e—xx) :Z/\n+1x.

Time je dokazana i druga jednakost u tvrdnji (c).

Dokazimo sada da je o(x) # 0. Pretpostavimo suprotno da je o(z) = . Tada je funkcija
A — R(x,\) analiticka na C i zbog (c¢) vrijedi limy_,o R(z,\) = 0. Tada je za svaki ¢ € A’
skalarna funkcija A — @(R(x, \)) analiticka na C i ogranicena, a to prema Liouvilleovom teoremu
ima za posljedicu da je ona konstantna. Kako joj je limes u beskonacnosti jednak nuli zaklju¢ujemo
da je p(R(z,\)) = 0 Vp € A'. Slijedi R(z,\) =0, a to je nemoguce. Ova kontradikcija pokazuje
da je o(x) # 0 i time je tvrdnja (a) u potpunosti dokazana.

Treba jos dokazati tvrdnju (b). Ako je v(z) = 0 onda iz

o(z) € K(0,v(x)) = {0}
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iiz o(z) # 0 slijedi o(z) = {0}, dakle tvrdnja (b) je u tom slucaju istinita. Pretpostavimo sada
da je v(z) > 0. Znamo da je o(xr) C K(0,v(z)), pa je za dokaz tvrdnje (b) dovoljno dokazati
o(x) € K(0,v(z)). Pretpostavimo suprotno, tj. o(z) C K(0,v(z)). Kako je o(x) zatvoren, postoji
r, 0 <r < v(z), takav da je o(x) C K(0,7). Tada za || > r vrijedi

[e.e] 1 .
Rz, A) = Z Nt
n=0
U tom je redu konvergencija apsolutna, a to ima za posljedicu da red
i "
)\n—i—l
n=0

konvergira za svaki A € C, |A| > r. Zamijenimo sada kompleksnu varijablu i stavimo p = % Slijedi
da je skalarna funkcija

F(u) =) [la"p"*
n=0

analiticka na krugu K (0, %) Prema tome, za radijus konvergencije R gornjeg reda potencija vrijedi
R > % Medutim, radijus konvergencije je po Cauchy—Hadamardovoj formuli jednak

1 1

limsup,,_ lzo)r v(z)

Odatle je
1 S 1
viz) = r’
a to je suprotno pretpostavei 7 < v(z). Ova kontradikcija pokazuje da je tvrdnja (b) istinita i u
slucaju v(z) > 0.

odnosno, 1 > v(z),

Teorem 1.2.10. (Geljfand—Mazur) Neka je A wunitalna Banachova algebra. Ako je
A* = A\ {0}, tj. ako je A tijelo, onda je A = Ce.

Dokaz: Neka je 2 € A. Prema tvrdnji (a) teorema 1.2.9. o(x) # (). Neka je A € o(z). Tada
de —x ¢ A = A\ {0}, dakle Ae — z = 0, odnosno = = Xe.
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1.3 (*—algebre

Neka je A algebra. Involucija na A je preslikavanje x : 4 — A takvo da vrijedi
(a) (z*)* =X, Vx € A.
b) (x+y) =" +y* Vo,y € A
c) (\z)* =¥, Vo € A, VA e C.
(d) (zy)* =y*z*, Vr,y € A.

x—algebra je algebra na kojoj je zadana involucija. Zbog (a) je o¢ito da je involucija uvijek
bijekcija sa A na A. Nadalje, ako je A unitalna algebra s jedinicom e i ako je z — z* involucija
na A, tada je nuzno e* = e. Doista, iz svojstava (a) i (d) odmah se vidi da je e* jedinica u algebri
A, pa je jednakost e* = e posljedica jedinstvenosti jedinice.

Najjednostavniji primjer involucije na algebri je kompleksno konjugiranje A — X\ na algebri
C. Pomocu kompleksnog konjugiranja definira se i involucija na komutativnoj algebri C'(K) za
kompaktan topoloski prostor K :

FO=ft) teK ili teq.

Jos jedan vazan primjer involucije je adjungiranje na Banachovoj algebri B(H) svih ograni¢enih
linearnih operatora na Hilbertovom prostoru H : za A € B(H) je A* jedinstven linearan operator
sa svojstvom

(Agln) = (£lA™n)  VEn e H.

Neka je u daljnjem A x—algebra. Element = € A zove se hermitski, ako je x* = z, a antiher-
mitski ako je T = —z. Nadalje, kazemo da je element z normalan ako vrijedi
xx* = x*x. Napokon, ako je A unitalna x—algebra, element x € A zove se unitaran, ako je
r*r = 12" = e, tj. ako je ¥ € A* i z7! = 2*. Naravno, hermitski, antihermitski i unitarni elementi
su normalni. Hermitski elementi tvore realan potprostor prostora A; taj ¢emo realan vektorski
prostor oznacavati sa Aj. Skup svih antihermitskih elemenata je iA4; 1 vrijedi A = A;, + iAy,.
Doista, za svaki = € A postoje jedinstveni hermitski elementi x; i zo takvi da je x = x1 4+ izy. Ti

su elementi dani sa
T —(r+=x T —(Z T ).
! 2 ’ 2 21

Primijetimo da je
x _ 2 2 . x 2 2 .
xat = xi + x5 + i(xewy — x129), e = xy + x5 — i(xery — T129),

dakle, x je normalan ako i samo ako x; i x5 komutiraju.
Ako je A unitalna x—algebra, odmah se vidi da je x € A invertibilan ako i samo ako je z*
invertibilan i vrijedi (z*)"" = (z71)". Bududi da je (A\e — x)* = Xe — 2*, slijedi da je
o (z") = o(z) = {X A€ o(a)}.
Normirana x—algebra je normirana algebra 4 na kojoj je zadana involucija = — z* sa
svojstvom da je

l2*| = [l=ll vz < A

Ako je A i potpuna, tj. Banachova zove se Banachova x—algebra. U prije navedenim primjerima
C, C(K) i B(H) involucija ima trazeno svojstvo, dakle, sve su to Banachove x—algebre.

A se zove C*—algebra ako je:
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(a) A x—algebra;
(b) A Banachova algebra;
() llz*al = [l Vo€ A.

Banachove x—algebre C'(K') za kompaktan topoloski prostor K i B(H) za Hilbertov prostor H su
C*—algebre. To je ocito za algebru C'(K), a za algebru B(H) to ¢emo dokazati u prvom odjeljku
sljedeceg poglavlja.

Propozicija 1.3.1. Neka je A C*—algebra i x € A. Tada je ||z*|| = ||z]|.
Zadatak 1.3.1. Dokazite propoziciju 1.5.1.
Propozicija 1.3.2. Neka je A unitalna C*—algebra i x € A.
(a) Ako je x hermitski, onda je o(x) C R.
(b) Ako je x unitaran, onda je o(x) C S ={\ € C; |\ =1}.
Zadatak 1.3.2. Dokazite propoziciju 1.3.2.

Uputa: Najprije dokazite tvrdnju (b) i to pomoc¢u tvrdnje (b) teorema 1.2.9., pomocéu propozi-
cije 1.3.1. i pomocu tvrdnje (b) propozicije 1.1.1. Zatim za hermitski element = € A definirajte
element u € A na sljededi nacin:

u=e" = Z .
n=0

(Definicija elementa u ima smisla jer gornji red konvergira apsolutno, pa kako je algebra .4 potpuna
taj red konvergira u 4). Zatim dokazite da je element u unitaran. Napokon, pomocu jednakosti

Ne—z" = (Ne—z)( A" te+ A" 24 A X" 242" = (A e N 24 - A" 24" ) (Ne—1),

dokazite da iz A € o(z) slijedi ¢ € o(u), te iskoristite dokazanu tvrdnju (b).
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POGLAVLJE 1.

OSNOVNI POJMOVI



Poglavlje 2

OGRANICENI OPERATORI NA
HILBERTOVOM PROSTORU

2.1 Norma hermitskog operatora

Ako su X i Y normirani prostori, linearan operator A : X — Y je neprekidan u nekoj tocki
xg € X ako i samo ako je on ogranicen tj. postoji M > 0 takav da vrijedi

|Az|| < M|jz|  Vz € X. (2.1)

U tom je slucaju operator neprekidan u svakoj tocki xy € X, Stovise, zbog linearnosti on je
uniformno neprekidan, jer ocito vrijedi

”Al‘l — Al‘g” S M”l’l — 33'2” v.l’l,l'g e X.

Skup svih ogranic¢enih operatora sa X u Y oznacavamo sa B(X,Y), a u slucaju X =Y pisemo
krace B(X). B(X,Y') je normiran prostor u odnosu na A — || A||, pri ¢emu je ||A|| infimum svih
brojeva M > 0 za koje vrijedi (2.1). Uzimanjem infimuma po svim takvim M u nejednakosti (2.1)
vidimo da je zapravo ||A|| minimum svih takvih M > 0, tj. vrijedi

[Az] < [|All=]] Ve e X.

Naravno, u gornjoj nejednakosti || - || oznacava tri razlicite stvari: ||Azx|| je norma vektora Az u
normiranom prostoru Y, ||z|| je norma vektora x u normiranom prostoru Y, ||A|| je upravo uvedena
norma operatora A u normiranom prostoru B(X,Y"). Pokazuje se da je normiran prostor B(X,Y)
potpun, tj. Banachov, ako i samo ako je prostor Y Banachov. Posebno, ako je Y = C, linearni
operatori ¢ : X — C zovu se linearni funkcionali i zbog potpunosti C prostor svih ogranicenih
linearnih funkcionala B(X, C) je Banachov. Taj se prostor zove dualni prostor ili dual prostora
X i obi¢no oznacava X'.

Iz definicije ogranic¢enosti i norme operatora lako se vidi da u slucaju tri normirana prostora
X, Y i Z iogranicenih linearnih operatora B: X — Y i A:Y — Z, kompozicija AB : X — Z je
takoder ogranicen operator i vrijedi

[AB]| < |l BII

Posebno, kao §to smo veé spomenuli, B(X) je normirana algebra. Ta je algebra unitalna — jedinica
je jedini¢ni operator I na prostoru X i ocito je ||| = 1.
Primijetimo jos da u slucaju normiranih prostora X i Y za operator A € B(X,Y') vrijedi

[A]l = sup {[|Az|}; = € X, |l=]| <1}.

19
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Mi ¢emo se u ovom kolegiju baviti Banachovom algebrom B(H), gdje je H Hilbertov prostor,
i njenim podalgebrama. Iz korolara 1.2.8. Hahn—Banachovog teorema 1.2.7. slijedi da za svaki
vektor £ € ‘H vrijedi

€]l = max {[¢(§)[; ¢ € H', [lol| <1}

Medutim, za Hilbertov prostor H po Rieszovom teoremu za svaki neprekidan linearni funkcional
¢ € H' postoji jedinstven vektor n € H takav da je p(§) = ({|n) V& € H, i tada je ||¢| = |In]|-
Prema tome, za proizvoljan vektor & € ‘H vrijedi

€]l = max {|(¢|n)|; n € H, [Inll < 1}.
Odatle neposredno slijedi da za svaki A € B(H) vrijedi jednakost

[A]l = sup {|(Agn)|; &ne ™M, [I€] <1, [Inll <1} (2.2)

Pomocu Rieszovog teorema o neprekidnim linearnim fukcionalima dokazuje se da za Hilbertove
prostore H i K za svaki A € B(H, K) postoji jedinstven A* € B(K, H) takav da vrijedi

(A¢ln) = (£]A™n)  VYEeH 1 VpeK.
Nadalje, A — A* je antilinearna bijekcija sa B(H, K) na B(K, H) i vrijedi
|A*|| = |All; (AB)* = B*A*, A€ B(K,L), B€ B(H,K); A™=A; I*=1, I=1Iy¢€ B(H).

Posebno, kao $to smo ve¢ primijetili, B(H) je Banachova x—algebra.

Operator A € B(H) zove se hermitski ako je A* = A. Skup svih hermitskih operatora u B(H)
oznacavamo sa By, (H) i to je realan potprostor od B(H) takav da je B(H) = Bi(H) + iBn(H).

Propozicija 2.1.1. Za Hilbertov prostor H i za hermitski operator A € By (H) vrijedi
[ Al = sup {|(AS[E)]; € € H, [|€]] <1} (2.3)

Dokaz: Desnu strane gornje jednakosti oznac¢imo sa M. Pomoéu CSB—nejednakosti imamo
(AgO)] < (1Al < [IANEN* Ve e H.

Odatle slijedi da je M < [|A]|.
Dokazimo obrnutu nejednakost. Neka su &, € H, [[£]| < 1, ||n|| < 1. Tada je

(A€ +n)|E+n) — (A€ —n)|€ —n) = 4Re (A&n).

Kako za svaki ¢ € H vrijedi |(AC|C)] < M]|C||?, iz gornje jednakosti primjenom jednakosti paralel-
ograma izvodimo:

4|(Re (Ag]n)| < [(A€ +n)l§ +n)| + [(AE = n)|§ —n)| <
< M (g +nll* + 1§ = nll*) = 2M ([I€]* + [Inll*) < 4M.
Dakle, vrijedi
Re (Afn)[ = M, &neM, [IEI<1, [n] <1

Za bilo kako izabrane £, n € H, takve da je [|]] < 11 ||n]] <1, neka je A € C takav da je [\| =11
[(A&|n)| = A(AE|n). Tada zbog dokazane nejednakosti primijenjene na vektore A{ i ) nalazimo da
vrijedi

|(AgIn)| = A(AgIn) = (AAS)In) = [Re (A(AE)[n)| < M.
Kako su &, € H bili proizvoljni vektori norme < 1, iz jednakosti (2.2) slijedi ||A]| < M. Iz dvije
nejednakosti zakljuéujemo da je ||A|| = M i time je propozicija dokazana.
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Buduéi da je za svaki A € B(H) operator A*A hermitski, iz propozicije 2.1.1. nalazimo da za
svaki A € B(H) vrijedi

|A*All = sup {|(A"Ag[S)]; 1I€]l < 1} = sup {|(A]AE); [I€]] < 1} = sup {[|A&]|%; Il < 1} = [|AlI*.

Dakle, kao $to smo ve¢ spomenuli, B(H) je C*—algebra.

Operator A € B(H) zove se normalan ako je AA* = A*A.
Propozicija 2.1.2. Neka je H Hilbertov prostor.
(a) Ako je A € By(H) takav da je (AE|€) =0 V€ € H, onda je A= 0.
(b) Operator A € B(H) je normalan ako i samo ako je ||AE|| = ||A*¢]| V€ € H.
(¢) Ako je operator A € B(H) normalan, onda je N(A) = N(A*).

Dokaz: Tvrdnja (a) je neposredna posljedica propozicije 2.1.1.
(b) Pretpostavimo da je operator A normalan. Tada za svaki £ € ‘H imamo

[AE|J* = (AEJAS) = (AAg[g) = (AATEJE) = (Ag|AT¢) = [|[A™¢]”.
Obratno, pretpostavimo da vrijedi ||A¢|| = ||A*¢|| za svaki £ € H. Tada za svaki £ € ‘H imamo
(A"A — AA)EJE) = (AT AglE) — (AAT¢[) = || Ag|” — [l A%¢]* = 0.

Kako je operator A* A—AA* herimitski, iz tvrdnje (a) slijedi A*A—AA* = 0, odnosno, AA* = A*A.
Napokon, tvrdnja (c) neposredna je posljedica tvrdnje (b).
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2.2 Pozitivni operatori
Neka je H Hilbertov prostor. Operator A € B(H) zove se pozitivan ako je
A=A" i (AEIE) >0 VEeH.

Skup svih hermitskih operatora u B(H) oznacavat ¢emo sa Bj(H), a skup svih pozitivnih sa
B (H). Za A € By(H) pisemo A > 0. Nadalje, za A, B € B(H) pisemo A < B (ili B > A) ako
je B— A >0, tj. ako je (A&|¢) < (B¢[E) V¢ € H. Ocito je B (H) konveksan konus u realnom
vektorskom prostoru By (H), tj. vrijedi:

A BeB.(H) i NeR, A >0 = A+BeB.(H) i Me Bi(H).

Nadalje, By (H) je s relacijom < parcijalno ureden skup.

Zadatak 2.2.1. Dokazite da je svaki ortogonalni projektor P, tj. operator P € B(H) takav da
je P2 = P = P*, pozitivan i da vrijedi P < I. Nadalje, ako su P i Q) ortogonalni projektori na
Hilbertovom prostoru 'H, dokazite da su sljedeéa cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

Ako je A € B(H) onda je A*A € B(H) i za svaki £ € H vrijedi
(A"Ag[€) = (Ag|Ag) = [ A¢]* = 0,

dakle, A*A € B, (H). Posebno, ako je A € B,(H) onda je A*> € B, (H).
Za svaki A € B, (H) preslikavanje (£, n) — (A&|n) je pozitivno semidefinitna hermitska forma,
pa za nju vrijedi CSB—nejednakost:

[(AgIn)* < (AglE)(Anln) V& n € H. (2.4)

Dokazat ¢emo sada analogon teorema o konvergentnosti ograni¢enih monotonih nizova u R.

Teorem 2.2.1. Neka je (Ap)nen niz u Byr(H) koji je rastuéi, tj. A, < A,11 ¥n € N i ogranicen,

ty.
M = sup{||A,|; n € N} < +o0.

Tada postoji A € By(H) takav da je
Af = lim A6 VEeH (2.5)
i vrijedi A,, < A Vn € N.

Dokaz: Za svaki £ € H niz realnih brojeva ((A,&|€))nen je rastudi i ogranicen. Dakle, taj je
niz konvergentan u R. Za m > n je A,, — A, > 0 pa nejednakost (2.4) primijenjena na operator
A, — A, daje za proizvoljne vektore £, n € 'H :

(A — An)elm* < (A — An)EIE) (Am — An)uln) < 2M[(Angl€) — (Angl)] Il
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Uvrstimo li n = (A4,, — A,)¢E, slijedi

Buduéi da je niz ((A,&|€))nen konvergentan u R iz gornje nejednakosti slijedi da je (A,€)nen
Cauchyjev niz u ‘H. Kako je prostor ‘H Hilbertov, dakle potpun, sa (2.5) je definiran linearan
operator A : H — H. Nadalje, vrijedi

[Agll < Mgl veeH 1 (Augln) = (§[Awn) Y&, € H,

a odatle, kada pustimo da n tezi u oo, dobivamo

[Ag]| < Mgl veeH 1 (Agln) = (£[An) VEne™H.

Dakle, A € B,(H). Napokon, kada u nejednakosti

pustimo da m tezi u oo, dobivamo
(An&lE) < (ALIE) VE€H VneN tj. A, <A VneN.

Time je teorem dokazan.

Naravno, zamjenom A, sa —A, vidimo da analogna tvrdnja vrijedi i za padajuce ograni¢ene
nizove hermitskih operatora. Nadalje, naglasimo da se u teoremu 2.2.1. ne tvrdi da je operator
A limes niza (A,)neny u odnosu na normu || - || prostora B(H), nego samo da vrijedi (2.5).

Korolar 2.2.2. Neka je (P,)nen monotoni niz ortogonalnih projektora na Hilbertovom prostoru
H. Tada je sa
P¢ = lim P¢ EeH (2.6)

definiran ortogonalan projektor na prostoru ‘H. Nadalje, ako je niz (P,)nen padajuéi, onda je

R(P)=(R(P) i Mm:m<UNm0

neN neN

a ako je taj niz rastuci, onda je

N(P)=(\N(P) i mm=m<Um&0.

neN neN

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je niz (P, ),en rastuéi. Za svaki ortogonalni projektor P # 0
je ||P]| = 1. Dakle, niz (P,),en zadovoljava uvjete teorema 2.2.1. Prema tome, sa (2.6) definiran
je operator P € Bj,(H). Sada iz P? = P, Vn slijedi P> = P. Dakle, P je ortogonalni projektor.
Nadalje, prema teoremu 2.2.1. je P, < P ¥n € N, a to prema zadatku 2.2.1. znaéi da je N(P) C
N(P,) Vn € N. Odatle

N(P)C () N(P).
neN
Obrnuta inkluzija slijedi neposredno iz (2.6).
Iz jednakosti za jezgre slijedi i jednakost za podrucja vrijednosti. Naime, za svaki ortogonalni
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projektor @ vrijedi N(Q) = R(Q)* i R(Q) = N(Q)*. Nadalje, za vektorski potprostor K Hilber-
tovog prostora H vrijedi CI(K) = K1+, Posebno, za zatvoren potprostor Z je Z = Z++. Stoga
imamo redom

R(P)*=N(P)= [ N(P) = <ﬂ N(Pn)> = <U N(Pn)l> :

neN neN neN
pa slijedi

R(P) = (U N(Pn)l> = Cl <U R(Pn)> .

neN neN

Iz jednakosti dokazanih za rastuce nizove ortogonalnih projektora odmah slijede analogne
jednakosti za padajuce nizove, jer za svaki ortogonalan projektor @) jei I —(@) ortogonalan projektor

i vrijedi R(I — Q) = N(Q) i N(I — Q) = R(Q).

Zadatak 2.2.2. Neka je (P,)ier rastuca familija ortogonalnih projektora na Hilbertovom prostoru
H, tj. P, < P, zat < s. Dokazite da tada za svaki & € H i za svakit € R postoje limesi

Pt—0£ = £1;I% Ps£ ( Pt+0§ = 151{2 ng

Nadalje, dokaZite da su P,_y i Piyo ortogonalni projektori i da je Py < P, < Ppyyp.

Teorem 2.2.3. Za A € B, (H) postoji jedinstven B € B,(H) takav da je B> = A. Ako je
C € B(H) takav da je CA = AC, onda je CB = BC.

Dokaz: Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je || Al < 1. Tada je

0 < (AgJ) < (€§)  VE e,
dakle, vrijedi 0 < A < I. Stavimo D = [ — A € B, (H) i induktivno definiramo niz operatora
(En>n€N . 1
E1 = O, En+1 = a(D + EEL), n € N. (27)

Tada su svi E,, € B, (H). Nadalje, svaki F, je polinom operatora D, pa mozemo pisati
E, :pn(D)> En+1 - E, ZQn(D)a

gdje su p, i ¢, polinomi definirani induktivno sa

PO =0, A= 30+ mOP) @) =pena(N) — )

Iz te se definicije vidi da su svi koeficijenti polinoma p,, n € N, nenegativni brojevi. Dokazat
¢emo sada da su i koeficijenti polinoma ¢,, n € N, nenegativni brojevi. Tu ¢injenicu dokazujemo
indukcijom po n € N. Tvrdnja je o¢ita zan = 1 jer je ¢1(\) = 5)\. Provedimo sada korak indukcije.

Pretpostavimo da su za neki n > 2 svi koeficijenti polinoma ¢,_; nenegativni. Imamo

0uN) = Par () = Pa(N) = S PuO] = S+ Paa O] = SN paa (V) =
1

= 2 aN) + e ] paN) — aa V)] = 55N + P Wcs ()

Odatle slijedi da i polinom g, ima sve koeficijente nenegativne.
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Uoc¢imo sada da za polinom p, kome su svi koeficijenti nenegativni, i za svaki B € B, (H),
vrijedi p(B) € B, (H). Stoga iz dokazanog slijedi
E, >0 i E,<FE, Vn € N.

Iz0 < A<Islijedi0 <D <1, paje|D| <1.Odatleiiz (2.7) indukcijom jednostavno slijedi
da je ||E,|]| <1 V¥n € N. Sada teorem 2.2.1. povlaci da postoji E € B, (H) takav da vrijedi

E¢=1lm E,§ VE€eH, [E[|<1 i E,<E VneN
Imamo
E¢ = lim p,(D)¢

pa slijedi da operator E komutira sa svakim operatorom s kojim komutira D, dakle i sa svakim
operatorom s kojim komutira A. Posebno, £ komutira sa svim operatorima F,,, pa nalazimo za

EeH:
1E% — Enll = (B + E)(E — En)E| < B+ Bl - | EE — Exél| < 2||E§ — Eng.
Pustimo li da n tezi k co, nalazimo da je
FE* = T}LII;Q E%¢ V¢ e H.
Pustimo sada da u jednakosti
Buné = 5(DE+E2E)  VEEH

n tezi u co. Dobivamo |
E¢ = 5(Dg + EB*)  VEEH.

Odatle je
E? -2E=-D = (I-EY¥=I-2E+E*=1—-D=A.

Dakle, operator B = I — F ima svojstvo B? = A. Nadalje, za svaki £ € ‘H vrijedi
(BEIE) = (&16) — (E€l€) = NIl = Bl - 1] = 0, jer je [|E]| < 1.

Prema tome, B € B, (H). Time je dokazana egzistencija, a dokazano je i da konstruirani operator
B = I — E komutira sa svakim operatorom C' koji komutira sa A.

Dokazimo sada jedinstvenost. Neka jei B; € B, (H) takav da je B = A. Operator B; komutira
sa B? = A, dakle komutira i sa B. Neka je £ € H. Tada za n = (B; — B)¢ imamo

(Bunln) + (Bnln) = (By + B)(By — B)¢ln) = ((Bf — B*)¢|n) = (A — A)¢|n) = 0.
Kako su (Bin|n) > 01 (Bn|n) > 0, odatle slijedi da je
(Bin|n) = (Bnln) = 0.
Prema dokazanom postoje operatori Fy, F' € B, (H) takvi da je F? = By i F? = B. Stoga je
1Fin||* = (FinlFin) = (F{nln) = (Buln) =0 i ||[Fn||* = (Fn|Fn) = (F*nln) = (Bnln) = 0.
Zakljucujemo da je Fin = Fnp =0, pa slijedi

Bin=Fn=0 1 Bn = F?n=0.
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Odatle je
Inll* = (nl(By = B)§) = (B — B)nl¢) =0,

odnosno, 0 = n = B1§{ — BE. Drugim rijecima, vrijedi B1& = B¢, a kako je £ € 'H bio proizvoljan,
zakljucujemo da je By = B. Time je i jedinstvenost dokazana.

Jedinstveni operator B € B, (H) takav da je B> = A zove se drugi korijen iz operatora
A € B, (H). Pisat ¢emo
B= VA,

Zadatak 2.2.3. Neka su A, B € B (H) takvi da je A> = B?. Dokazite da je tada A = B.

Zadatak 2.2.4. Neka su A,B € B,(H). DokazZite da je AB € B,(H) ako i samo ako je
AB = BA.

Zadatak 2.2.5. Neka operatori A, B,C € B,(H) medusobno komutiraju i pretpostavimo da je
A< B 1 C >0. Dokazite da je tada AC < BC.

Proucit ¢emo sada vezu izmedu dvaju operatora A;, Ay € By(H) takvih da je A? = A2 i
A1Ay = Ay Ay, bez pretpostavke da su A; i Ay pozitivni.

Propozicija 2.2.4. Neka su Ay, Ay € Br(H) takvi da je A? = A3 i AyAy = AyA;. Neka je P
ortogonalni projektor prostora H na potprostor

N(A; — A)) ={£ e H; A = A}
Tada vrijedi:
(a) Ako C € B(H) komutira s Ay — Az onda C komutira s P.
() N(A) C R(P), tj. At =0 — PE =¢.
(¢) Ay = (2P —1)Ay i Ay = (2P — 1) A;.

Dokaz: (a) Neka je K = R(P) = N(A; — As). Neka operator C' € B('H) komutira s operatorom
Ay — Asy. Za n € K tada imamo

Dakle, vrijedi C'P¢ € K V¢ € 'H, pa slijedi PCP¢ = CPE VE € 'H, odnosno, PCP = C'P. Kako
je operator A; — As hermitski, to i operator C* komutira sa A; — As, pa vrijedi i PC*P = C*P.
Odatle adjungiranjem zbog P* = P slijedi PC'P = PC. Prema tome je PC'= PCP = CP.

(b) Iz A€ = 0 slijedi

”AszZ = (Ax¢]|Ax) = (Agf\f) = (A%f\f) =0 = Al =0 =

(¢) Zbog (b) imamo za svaki £ € H :

(A1 — Ag) (A1 + A€ = (A% - A%)S =0 = (A1 + A2)§ € N(A1 — Az) = R(P),
pa slijedi P(A; + Ay)é = (Ay + Ay)E V€ € H. Dakle,

P(A; + Ay) = A, + As. (2.8)
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Nadalje, za € € H je P¢ € R(P) = N(A; — As), pa kako prema (a) P komutira sa A; — As, slijedi
P(Al - Ag)f = (A1 - Ag)Pg = 0. Dakle,

P(A; — Ay) =0. (2.9)
Zbrajanjem i oduzimanjem jednakosti (2.8) i (2.9) dobivamo
Ay = (2P - 1A i A =(02P-1)A,.
Teorem 2.2.5. Za A € B,(H) stavimo
A+=%(\/E+A) i A_:% @—A).

Neka je P ortogonalni projektor prostora H na potprostor N(A_). Tada vrijedi:

(a) Ay, A_eBi(H)iA=A —A_.

(b) Vrijedi PA= PVAZ=A,, (P—1)A=—(P—1)VA2=A_ i N(A) C R(P).

(¢) Operator C' € B(H) komutira s operatorom A ako i samo ako C' komutira sa Ay, A_ i P.

Dokaz: (c¢) Ako operator C' komutira sa A, onda C' komutira i sa A%, dakle, prema teoremu
2.2.3. 1 sa v/A2. Odatle slijedi da C komutira sa A, i sa A_. No tada je potprostor R(P) = N(A_)
invarijantan s obzirom na operator C. Kako je A hermitski, i C* komutira sa A, dakle, potprostor
R(P) je invarijantan i s obzirom na C*. Odatle, kao u dokazu tvrdnje (a) propozicije 2.2.4. slijedi
CP=PCP=PC.

Obratno, ako C' komutira sa A;, A_ i P, onda C komutiraisa A=A, — A_.

(b) Operator A komutira sa A2, dakle i sa v/A2. Odatle slijedi da operatori A, i A_ komutiraju.
Nadalje, iz tvrdnje (c¢) propozicije 2.2.4. primijenjene na operatore A; = A1 Ay = VA2, nalazimo
daje VA2 = (2P —)A=2PA— Ai A= (2P — I)\V/ A2 = 2P\/A? — \/ A2, dakle,

PA= % (WP +A) — A, i PJAZ= % <\/A2 + A) — A,
Odatle je
(P-NNA=PA-A=A,-A=A_ i (P—I)VA2=PVA2-—VA2=A, —VAZ=—-A_.
Napokon, ako je A¢ = 0, onda je A% = 0, pa slijedi
2
|| = (Ve vare) = (a%¢) = o,

dakle i v/A2¢ = 0. Odatle je € € N(A_) = R(P).

(a) Jasno je da je A = Ay — A_. Treba jos dokazati dasu A, , A_ € B, (H). Medutim, P, [ — P
i v/A2 su pozitivni operatori koji medusobno komutiraju, pa pomoéu zadatka 2.2.4. zakljuéujemo
dasui A, = PVA2i A_ = (I — P)VA? pozitivni.

Operatori A, i A_ iz teorema 2.2.5. zovu se pozitivni i negativni dio operatora A € By, (H).

Zadatak 2.2.6. DokaZite da za A, B € B,(H) vrijedi
A<B i B<A — A=B.

Zadatak 2.2.7. Neka su A,B € B{(H) takvi da je A < B i AB = BA. DokaZite da je tada
VA<VBiA"<B"VneN,

Zadatak 2.2.8. DokaZite da za svaki A € B,(H) postoji jedinstven B € By(H) takav da je
B3 = A.
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2.3 Parcijalne izometrije i polarna forma
Propozicija 2.3.1. Za Hilbertove prostore H i K i za operator A € B(H,K) vrijedi:
N(A) = R(A")*, N(A*) = R(A)*, N(A)*t = CI(R(AY)), N(A")* = CI(R(A)).
Posebno, ako je A € By(H), onda je
N(A) = R(A)* i N(A)T =CI(R(A)).

Dokaz: Zamjenom A sa A* vidimo da su prva i druga jednakost ekvivalentne, a takoder su
trec¢a i cetvrta jednakost ekvivalentne. Nadalje, za svaki potprostor X Hilbertovog prostora vrijedi
Cl(X) = X+, pa vidimo da su prva i treéa jednakost ekvivalentne, a takoder i druga i cetvrta.
Prema tome, dovoljno je dokazati samo jednu od tih jednakosti. Imamo npr.:

EENA) — A=0 <= (A¢n)=0 Vnek <+—
= (A =0 ek <<= (£ =0 Y(e€RA) <+ £cRAN.

Teorem 2.3.2. Neka suH i K Hilbertovi prostori i V € B(H,K). Sljedeca su svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) V*V € B(H) je projektor.
(b) VV* € B(K) je projektor.
(¢) Postoji zatvoren potprostor Hy od H takav da vrijedi

Vel =l YeeH, i VE=0  VEEH.

(d) Postoji zatvoren potprostor Ky od K takav da vrijedi

Venll =l ¥Yneki @  Vwi=0 Vpeki.

U tom slucaju, R(V') je zatvoren potprostor od K, R(V*) je zatvoren potprostor od H, V*V
je (ortogonalan) projektor prostora H na potprostor R(V*) duz potprostora N(V'), i VV* je
(ortogonalan) projektor prostora IKC na potprostor R(V') duz potprostora N(V*). Nadalje, restrikcija
V|R(V*) je izometricki izomorfizam Hilbertovog prostora R(V*) na Hilbertov prostor R(V).

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je P = V*V projektor. Tada je P* = P, dakle, P je
ortogonalni projektor i vrijedi H = R(P) & N(P). Stavimo H; = R(P). Tada imamo

EEH, = Pé=¢( = VVE=¢ =
= VeIl = (VEIVe) = (V7VeEl) = (¢l6) = 11 = Vel = €]l
E1lH, = E(€RP)F=NP) = PE=0 =

= |[V¢[P = (VTVElg) = (PEl) =0 = VE=0.

Time je dokazano da iz (a) slijedi (c).
Pretpostavimo sada da je H; zatvoren potprostor od H takav da vrijedi

Vel =gl veeHs i VE=0  VEeH.
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Neka je P ortogonalni projektor na H;. Za proizvoljan & € H pisemo & =n+ ¢, n € Hy, ¢ € Hi.
Tada imamo

(V*VES) = (VEIVE) = (VnlVn) = (nln) = (n]§) = (PE[S).
Dakle, (V*V —=P)¢|€) = 0VE € 'H, akako je operator V*V — P hermitski, iz tvrdnje (a) propozicije
2.1.2. slijedi V*V — P = 0. Dakle, V*V = P je projektor. Time je dokazano da iz (¢) slijedi (a).
Dakle, vrijedi (a) <= (c), a zamjenom V sa V* odatle dobivamo i (b) <= (d).
Iz dokaza (a) = (c) vidi se da je N(P) = N(V'), pa iz propozicije 2.3.1. nalazimo

R(P) = N(P)* = N(V)* = ClI(R(V*)).

Nadalje, za £ € R(P) je £ = P§ = V*VE € R(V*), pa zakljuéujemo da je zapravo R(P) = R(V*).
Dakle, ako vrijede (a) i (¢) onda je R(V*) zatvoren potprostor od H. Sasvim analogno, ako vrijede
(b) i (d) onda je R(V') zatvoren potprostor.

Pretpostavimo ponovo da vrijedi (a), dakle i (¢) za H; = R(P) = R(V*) i P = V*V. Tada
je ocito R(V) = V'H; i restrikcija V|H; je izometrija sa Hy = R(V*) na VH; = R(V). Time je
dokazano da iz (a) slijedi zadnja tvrdnja teorema. Nadalje, odatle slijedi da je i R(V') zatvoren
potprostor od K. Napokon, stavimo @ = VV*. Tada je ocito N(V*) C N(Q). Nadalje,

neNQ = @n=0 — VV'n=0 —

= ||V = (V|V'n) = (VV*n) =0 = V=0 = necNV").
Time je dokazana obrnuta inkluzija N(Q) C N(V*), dakle, vrijedi N(V*) = N(Q). Kako je R(V)
zatvoren potprostor od I, pomoc¢u propozicije 2.3.1. nalazimo
R(V)=N{V"*=N@)™* i NV =RV)".
Dakle,
K=NV*aR(V).

Neka susadan € R(V)i¢ e N(V*) = N(Q). Tada je n € VR(V*), tj. postoji £ € R(V*) takav
da je n = V&, Oznacimo ponovo P = V*V. Vidjeli smo da je to ortogonalan projektor i da je
R(P) = R(V*). Dakle, P¢ = ¢, pa imamo

Qn=VVn=VVVE=VP{=VE=n i QC=0.
Time je dokazano da je @ = VV* projektor. Dakle, dokazali smo da iz (a) slijedi (b). Sasvim

analogno, iz (b) slijedi (a).
Time su sve tvrdnje teorema dokazane.

Ako su ‘H i K Hilbertovi prostori, operator V- € B(H, K) koji ima svojstva (a) — (d) iz teorema
2.3.2. zove se parcijalna izometrija sa ‘H u K. Jasno je da je tada V* parcijalna izometrija sa

K uH.

Teorem 2.3.3. Neka su H i K Hilbertovi prostori i A € B(H,K). Neka je H = VA*A i
K = Vv AA*. Tada postoje parcijalne izometrije Vi W sa 'H u K takve da vrijeds

A=VH=KW.

Ako je H = K i ako je A normalan operator, moZemo uzeti da je V- =W wunitaran operator na H
kojgi komutira sa svakim operatorom B € B(H), takvim da je BA = AB i BA* = A*B.
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Dokaz: Prema propoziciji 2.3.1. je
H=N(H)®CI(R(H)).

Neka je P ortogonalni projektor prostora H na potprostor CI(R(H)) (dakle, duz potprostora
N(H)). Imamo N(H) = N(A), dakle, za bilo koje £,n € H vrijedi

H¢ = Hn — A = An. (2.10)

Definirat ¢emo sada operator
Vi:R(H) — R(A)
na sljedeéi nacin. Za n € R(H) izaberemo ¢ € ‘H takav da je n = HE. Tada stavljamo Vin = A¢E.
Zbog (2.10) V; je dobro definiran linearan operator i o¢ito vrijedi R(V;) = R(A). Neka su sada
n,n € R(H) ineka su &, & € H takvida jen=HEin' = HE. Tada imamo
(Vin[Vin') = (AE|AE) = (A" Ag¢) = (H?¢|¢') = (HEIHE) = (nln).

Dakle, V; je izometricki izomorfizam sa R(H) na R(A). Prosirenjem po neprekidnosti dolazimo do
izometrickog izomorfizma V5 sa CI(R(H)) na CI(R(A)). Napokon, stavimo V' = Vo P € B(H, K).
Tada je V izometrija na zatvorenom potprostoru CI(R(H)), a na njegovom ortogonalnom komple-
mentu N(H) = N(P) je restrikcija operatora V' jednaka nuli. Prema teoremu 2.3.2. zakljuc¢ujemo
da je V parcijalna izometrija sa H u K. Nadalje, jasno je da je R(V) = CI(R(A)) i prema dokazu
teorema 2.3.2. je V*V = P.

Sada za proizvoljan £ € H imamo PH¢ = HE, dakle,

VHE = VyPHE = VoHE = iHE = AS.

Time je dokazano da je A = V H. Primijenimo li dokazano na operator A* € B(K, H), zaklju¢ujemo
da postoji parcijalna izometrija U sa K u 'H, takva da je A* = UK. Notadaje A= KU*iU* =W
je prema teoremu 2.3.2. parcijalna izometrija sa H u .

Pretpostavimo napokon da je H = K i da je operator A € B(H) normalan. Naravno, tada je
H = K. Nadalje, iz tvrdnje (c¢) propozicije 2.1.2. vrijedi N(A*) = N(A) = N(H), a odatle i iz
propozicije 2.3.1. je CI(R(A)) = CI(R(A*)) = CI(R(H)). Dakle, V5 je izometricki izomorfizam sa
CI(R(H)) na CI(R(H)), a to znaci da je V5 unitaran operator na Hilbertovom prostoru CI(R(H)).
Kako je

H=CI(R(H))® N(H),

linearan operator U : H — H definiran sa U(n + () = Van+Czan € CI(R(H))i( € N(H) je
unitaran. Ocito je A = UH.

Neka je sada B € B('H) operator koji komutira sa A i sa A*. Tada B komutira i sa A*A, dakle,
i sa H. Za proizvoljan ¢ € H imamo

BU(HE) = BA¢ = ABE = UHBE = UB(HS).
Dakle,
BUn=UBn  Vne R(H). (2.11)
S druge strane, za n € N(H) je Un = n. Nadalje, kako B komutira sa H to je potprostor N(H)
invarijantan s obzirom na operator B, dakle vrijedi Bn € N(H) za svaki n € N(H). Dakle,

BUn = Bn=UDBn Vn e N(H). (2.12)
Kako je H = N(H) & ClI(R(H)), iz (2.11) i (2.12) slijedi UB = BU. Napokon, operatori B i H
komutiraju, jer imamo
H?=A*"A=AA*=UHHU" — UH?=HU = UH = HU.
Prikazi operatora A € B(H, K) iz teorema 2.3.3. zovu se polarne forme ili polarne dekom-
pozicije operatora A.
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Promatrajmo sada operatore iz B(H) za neki Hilbertov prostor H. Za A € B(H) operator
Vv A* A obicno se oznacava sa |A| i zove apsolutna vrijednost operatora |A|.

Propozicija 2.3.4. Neka je A € B(H). Operator |A| je jedinstven pozitivan operator sa svojstvom
IAEIF = [IlAlEll - vEe™r.
Dokaz: Operator |A| stvarno ima takvo svojstvo:
IAE|I* = (AE|AE) = (A" Agl€) = (JAI*¢[¢) = ([AlglIAlE) = Il Alg]*.
Ako S > 0 ima svojstvo da je ||AE|| = ||S¢|| za svaki £ € H, onda imamo
(5%€1€) = (S€1S€) = [[SEII* = | A¢1* = (Ag|AE) = (A" AgJg).

Odatle je ((S% — A*A)E[€) = 0 za svaki & € H, a kako je operator S? — A*A hermitski, prema
tvrdnji (a) propozicije 2.1.2. taj je operator jednak 0. Dakle, S* = A*A, pa zbog jedinstvenosti
pozitivnog drugog korijena i pozitivnog operatora slijedi S = v A*A.

Zadatak 2.3.1. Ako je operator A € B(H) invertibilan, dokazite da je parcijalna izometrija U u
njegovoj polarnoj dekompoziciji A = U|A| jedinstvena i da je U unitaran operator.

Zadatak 2.3.2. Neka je A € By(H) i ||A|| < 1. Dokazite da je tada operator U = A + i/ I — A2
unitaran i da vrijedi A = 3(U + U*).

Lema 2.3.5. Neka je A € B(H) i ||A|| < 1. Tada za svaki unitaran operator U postoje unitarni
operatori Uy © Vi takvi da je U + A =U; + V.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je U = I. Buduéi da je ||A|| < 1, prema tvrdnji (b) teorema
1.2.4. operator I + A je invertibilan. Prema zadatku 2.3.1. u njegovoj polarnoj dekompoziciji
I+ A =V|I+ A| operator V je unitaran. Nadalje, vrijedi

117+ Al = [l1 + Al < 2,

pa iz zadatka 2.3.2. primijenjenog na operator %\[ + A| slijedi da postoji unitaran operator W
takav da je I + A=W + W*. Stavimo i U; = VW i V; = VIW*, nalazimo

I+A=V|I+A =V(W+W")=U, + Vi.
Sa proizvoljan unitaran operator U imamo
IUAJ]* = (U™ A) U Al = [ATU A = [ A" Al = || Al

dakle ||U*A|l < 1. Iz dokazanog slijedi da postoje unitarni operatori Us 1 V5 takvi da je I+ U*A =
Us + V;. Sada za unitarne operatore Uy = UUy 1 V) = UV, vrijedi U + A = Uy + V4.

Propozicija 2.3.6. (Russo—Dye—Gardnerov teorem) Neka je A € B(H) i ||A|| < 1 i neka
jen € N takav da je ||A|| < 1 — % Tada postoje unitarni operatori Uy, ..., U, takvi da je

1
A:ﬁ(Ul—i_”'—i_Un)-
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Dokaz: 1z pretpostavke slijedi da je ||[nA|| < n — 2. Stavimo
1

B = A-1).
—(n )
Tada je
1 1
Bl = A-1I|| < ——(||nA I —-241)=1
1Bl = ——llnd - 1]l £ ——(lnAll + |11]}) < ——(n—2+1)
Sada ¢emo na operator B primijeniti lemu 2.3.5. (n—1) puta i dobiti unitarne operatore Vi, ..., V,_o

ilUy,...,U, tako da je redom
nA=mn—-1)B+I=n—-2)B+(B+1)=n-2)B+Vi+U;))=(n-3)B+(B+V)+U; =

= (n—3)B+(Va+Us)+U; = (n—4)B+(B+V2)+Us+U; = (n—4)B+(Va+U3)+Us+Uy = -+ - - -
''''' =B+Voo)+Upot -+ U =Us+Up s +Upa+---+ UL
Dakle, vrijedi
A:%(U1+'-'+Un).

Primijetimo da iz zadatka 2.3.2. slijedi da je svaki operator iz B(H) linearna kombinacija uni-
tarnih operatora (dovoljno ih je 4). Russo—Dye—Gardnerov teorem je puno precizniji: on pokazuje
da je svaki operator iz otvorene jedini¢ne kugle u B(H) konveksna linearna kombinacija unitarnih
operatora, Stovise, srednja vrijednost kona¢no mnogo unitarnih operatora. Tvrdnja ne vrijedi za
sve operatore na jedini¢noj lopti ||A|| = 1, npr. ne vrijedi za izometriju, tj. za operator A takav
da je [JAE|| = ||€|| V€ € H, koja nije unitaran operator:

Zadatak 2.3.3. Dokazite da je svaka izometrija A ekstremna tocka zatvorene jedinicne kugle u
B(H), tj. da iz A=tB+ (1 —t)C, gdje su |B|| < 1, |C|| <110 <t <1, slijedi A= B = C.
LIzvedite odatle da za neunitarnu izometriju A ni za jedan n € N ne postoje unitarni operatori
Uy, ..., U, takvi da je

1
A= (Uit +Uy).

Uputa: Prvo dokazite da je svaki jedini¢ni vektor u ‘H ekstremna tocka zatvorene jedinic¢ne
kugle {€ € H; ||€]| < 1}. Zatim uocite da za jediniéni vektor £ € H vrijedi A = tBE + (1 —t)C¢
idasu|BE|| <1il|C¢|| <1.Za dokaz druge tvrdnje stavite B = Uy, C = = (Us + - -+ + U,) i

_ 1
t=1,
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2.4 Spektralni teorem

U daljnjem je A hermitski operator na Hilbertovom prostoru H. Za A € R tada je i oper-
ator A\ — A hermitski. Sa E) ¢emo oznacavati ortogonalni projektor prostora H na potprostor
N((A — A)_). Prema tvrdnji (b) teorema 2.2.5. tada je N(AI — A) C R(E)), dakle, vrijedi

AL =X == Ex{ =€
Funkcija A — FE, zove se spektralna funkcija hermitskog operatora A.

Teorem 2.4.1. (Spektralni teorem) Neka je A hermitski operator na Hilbertovom prostoru H
1 neka je X — E\ njegova spektralna funkcija.

(a) Za C € B(H) vrijedi AC = CA ako i samo ako vrijedi ExC = CEy\ VYA € R.
(b) Za A < powrijedi Ex < E,, tj. E\E, = E,E\ = E\.
(¢) Za svaki vektor & € H funkcija X\ — ENE sa R u H je zdesna neprekidna, tj. za svaki A € R

vrijeds
;111\{%\ Eug = E\¢.

(d) Stavimo

m =inf {(AgI€); e H, € =1} i M =sup{(AgJ¢); £ €M, [I€]] =1}

Tada vrijed:
A<m — FE,=0 ) A>M — FE,=1.

(e) Neka sum, M kao u (d), neka sua <m ib> M i neka je P particija segmenta [a,b] :
a:)\0<)\1 < Apm1 < A, =0

Tada vrijeds
> Mi(By, — By ) SASDY M(Ey, — By, (2.13)

k=1 k=1
Nadalje, ako su pp € [Mg—1, \i] @ 0(P) = max { A\, — M\e—1; 1 < k <n}, onda vrijedi

A-— Z Mk(E)\k - E>\k—1)

k=1

< o(P). (2.14)

Dokaz: (a) Neka je C' € B(H) takav da je CA = AC' i neka je A € R. Tada je
C(AN —A)= (N — A)C,
pa iz tvrdnje (c) teorema 2.2.5. slijedi CE, = E,\C. Na taj nac¢in dokazali smo da vrijedi
CA=AC = CE,=EC VXeR
Obrnuta implikacija u (a) bit ¢e neposredna posljedica tvrdnje (e). No ve¢ iz dokazanog slijedi da

Jje
E)\EM = EME)\ ‘v’)\,,u € R.
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(b) Neka je A < p. Stavimo P = E\(I — E,). Buduéi da operatori E) i E, medusobno
komutiraju, iz definicije slijedi E\P = PFE), = P, odnosno, P < F,. Iz definicije je takoder
(I-E,)P=P(I—-E,) =P paimamoi P <[ — E,. Prema prvom dijelu tvrdnje (b) u teoremu
2.2.5., primijenjenom na operator A\ — A, nalazimo da vrijedi

ExAM —A) =N —-A)E,=\—-A), >0, (2.15)
a prema drugom dijelu iste tvrdnje, primijenjenom na operator I — A, dobivamo
(I = B)(ul — A) = (ul — A)(I — E,) = —(ul — A)_ <0, (2.16)
Zan € R(P) je Pn=mn,daklei Exn=n1i (I — E,)n =1, pa nalazimo

(M =A)nln) = (AL = A)Exnln) 20 i ((u] = A)nln) = (I — A)(I — E.)nln) < 0.

Oduzmemo li prvu od tih dviju nejednakosti od druge, slijedi (u — A)(n|n) < 0, a kako je p > A
slijedi (n|n) < 0, dakle, (n|n) = 0, odnosno, n = 0. Time je dokazano da je R(P) = {0}, tj. P = 0.
Dakle, vrijedi F\ = E\E,, = E,E\, odnosno, £y < E,,.

(¢) Za A < i za poluotvoren interval A = (), u] stavimo E(A) = E,, — E,. Tada je

E.E(A) = E? — E,E) = E, — Ex = E(A)

(I — B\)E(A) = B, — Ey — E,Ex+ B2 = E, — Es — Ex + Ey = E(A).
Dakle, zbog nejednakosti (2.15) i (2.16) i zbog zadatka 2.2.6. vrijedi
(W1 — A)B(A) = (0T — A)E,- E(A) >0 i (M — A)E(A) = (\ — A)(I— Ey) - B(A) <0,

a odatle slijedi
AE(A) < AE(A) < pE(A). (2.17)

Funkcija A — FE) je rastuca i svi operatori F\ su ortogonalni projektori. Prema zadatku 2.2.2. za
svaki A € R i za svaki vektor £ € ‘H postoji limes zdesna Fy o€ = li\r_‘r}\ E,§ 1 Exiq je ortogonalni
o

projektor takav da je Ey,o > E\. Dakle, operator () = E,.g — E) je ortogonalni projektor. Zbog
(2.17) za svaki £ € H imamo A(E(A)¢[E) < (E(A)ALIE) < u(E(A)E[E), pa ako pustimo da 1\ A,
dobivamo A(Q&|€) < (QAEIE) < A(QE|€) VE € H. Odavde je

(QA-XQ)E[E) =0  VEeH. (2.18)

Hermitski operatori A i  komutiraju, pa imamo (QA — AQ)* = AQ — A\Q = QA — \Q. Stoga iz
(2.18) i iz tvrdnje (a) propozicije 2.1.2. slijedi

AQ = QA = \Q. (2.19)

Neka je £ € H in = Q¢. Tada zbog (2.19) imamo An = An, tj. n € N(Al — A) C R(E)). Time je
dokazano F\n = n, odnosno, F,Q¢ = Q€, a kako je vektor & € H bio proizvoljan, slijedi

E\Q = Q. (2.20)
S druge strane je E\(E, — E\) = 0 za p > A, pa slijedi
E\Q = 0. (2.21)

Iz (2.20) i (2.21) dobivamo @ = 0, tj. Exyo = E). Time je dokazano da je za svaki vektor £ € ‘H
funkcija A — E\¢ zdesna neprekidna u svakoj tocki iz R.
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(d) Neka je p > M iza £ € H stavimo n = (I — E,)¢. Tada je (I — E,)n = 1, pa pomocu
(2.16) nalazimo y(n|n) — (Anln) = ((uf — A)nln) = (uI — A)(I — Eu)nln) < 0. Odatle je
w(nln) < (Anln) < M(nln). Kako je p > M, slijedi n = 0, odnosno, E,{ = £. Medutim, vek-
tor £ € H je bio proizvoljan, pa zaklju¢ujemo da je £, = I. Odavde i iz (c¢) zaklju¢ujemo da
E\ =TI vrijedi za A > M.
Neka je sada A < miza & € H stavimo n = E\{. Tada je Exn = n, pa pomocu (2.15) nalazimo

Amln) — (Anln) = (M = A)nln) = (A — A)Exn|n) > 0.

Odatle je
Anln) = (Anln) = m(nln).

Kako je A < m, slijedi n = 0, odnosno, E,¢ = 0. Zbog proizvoljnosti vektora ¢ € H zakljuc¢ujemo
daje Ey =02za A <m.

(e) Za zadanu particiju P segmenta [a,b] (a < m, M < b) stavimo Ay = (A_1, A\g] 1, kao u
dokazu tvrdnje (c), E(Ag) = Ey, — E\,_,. Sada iz (2.17) dobivamo

Moot E(A) < AB(AL) < ME(A). (2.22)

Nadalje, zbog tvrdnje (d) imamo

E(Ay) =E,— E, =1, (2.23)
k=1
pa iz (2.22) sumiranjem po k od 1 do n dobivamo

Zn: Mot E(Ay) < A< Y M E(A), (2.24)

k=1 k=1

odnosno, vrijedi (2.13).
Neka su sada g € [A\g_1, \¢] proizvoljni. Tada je ocito

Z)\k—lE(Ak) < Z,uk;E(Ak) < Z)\kE(Ak)>
k=1

dakle, i
_Z/\k;E (Ag) < ZMkE (Ap) < Z/\k; 1E(A).
=1

Zbrajanjem tih nejednakostl sa (2.24) dobivamo

n

k=1 k=1

Zadatak 2.4.1. Neka su B € B, (H) i C € B,(H) takvi da je —B < C < B. DokaZite da je tada
1C1 < [IB].

Uputa: Koristite propoziciju 2.1.2.

Pomocu tog zadatka iz (2.25) slijedi

n

> (O = Mmn) B(A)

k=1

A=Y B(A)

k=1

(2.26)
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Zasvaki k € {1,2...,n} vrijedi 0 < A\, — A\g—1 < 0(P), pa zbog (2.23) imamo
0<> (A= Me1) B(Ay) < 6(P ZE Ar) = 6(P
k=1

Odatle i iz (2.26) pomocu zadatka 2.4.1. slijedi

< §(P), (2.27)

odnosno, vrijedi (2.14).
Preostaje nam jos da dokazemo drugu implikaciju u tvrdnji (a). Pretpostavimo da je C' € B(H)
takav da je CE) = E)\C VA € R. Tada uz oznake iz dokaza tvrdnje (e) vrijedi CE(Ay) = E(Ag)C

za svaki k. Stavimo .
B =Y uE(Ay).
k=1
Tada je BC'= CB i prema (2.27) je |A — BJ| < 6(P). Stoga je

[AC=CA| = [[(AC=BC)+(CB-CA)|| < [[(A=B)C||+[|C(B-A)|| < 2[|C||-[|A=B|| < 25(P)||C]-

Bududi da to vrijedi za svaku particiju P segmenta [a,b] (a < m i M < b), zakljucujemo da je

AC = CA.

Zbog nejednakosti (2.14) obi¢no se pise

b
A:/ AdE).

Moze se dokazati da za svaku neprekidnu funkciju f : 0(A) — C, prosirenu bilo kako do neprekidne

funkcije sa [a, b] u C, vrijedi
b
_ / FOV)AE).

Nadalje, pridruzivanje f +— f(A) je *—homomorfizam algebre C(c(A)) u algebru B(H) koje
ima svojstvo monotonosti: ako za realne funkcije f i g vrijedi f(A) < g(A) VA € o(A), onda je
F(4) < g(A).

Nadalje, spektralna funkcija sadrzi precizne informacije o spektru ograni¢enog hermitskog ope-
ratora. Naime, moze se dokazati:

Teorem 2.4.2. Neka je A € By(H) i neka je A — E\ njegova spektralna funkcija.

(a) Za Ao € R vrijedi A\g & o(A) ako i samo ako je funkcija X — E) konstantna na nekoj okolini
od Ao, tj. ako postoji € > 0 takav da je Ex = E,, za sve A\, jt € [A\g — €, Ao + €.

(b) Ao € 0(A) je svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako funkcija X\ — E\ ima prekid
u tocki N, tj. ako samo ako je E\, # E\,—o. Tada je E\, — E\,—o ortogonalni projektor na
pripadni svojstveni potprostor {§ € H; AL = \o&}.
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2.5 Hilbert—Schmidtovi operatori

Neka su H i K Hilbertovi prostori. A € B(H, K) se zove Hilbert—Schmidtov operator ako
postoji ortonormirana baza (e, )aea 1 H takva da je skup {a € A; Ae, # 0} konacan ili prebrojiv
i da vrijedi

D |l Aeq* < +oo. (2.28)
acA

Skup svih Hilbert—Schmidtovih operatora sa ‘H u K oznacavat ¢emo sa By(H, K). Pisat ¢emo

BQ(HaH) = B2(H>
Teorem 2.5.1. Neka je A € By(H, K).

(a) Za svaku ortonormiranu bazu (eq4)aca prostora H skup {a € A; Ae, # 0} je konacan ili
prebrogiv i vrijedi (2.28).

(b) Za bilo koje dvije ortonormirane baze (€q)aca i (€L)arca prostora H vrijedi

Do lHAeal® =D 1A ®

acA a’'e A’

(¢) Vrijedi A* € By(H, K) i za bilo koje ortonormirane baze (€4)aca 0d H i (f3)sen od KC vrijedi

Do lHAeal® = 1A% (2.29)

acA pseB

Dokaz: Neka je (e,)aca Ortonormirana baza prostora H za koju je A" = {a € A; Ae, # 0}
konacan ili prebrojiv skup i za koju vrijedi (2.28). Nadalje, neka je (fs)gen bilo koja ortonormirana
baza prostora IC. Dokazat ¢emo da je tada skup {8 € B; A*fs # 0} konacan ili prebrojiv i da
vrijedi (2.29). Odatle uz zamjenu uloga A i A* slijede sve tri tvrdnje teorema.

Za dokaz teorema 2.5.1. koristit ¢emo tvrdnje (a), (d) i (e) sljedeteg opéeg teorema o ortonormi-
ranim podskupovima unitarnih prostora:

Teorem 2.5.2. Neka je S ortonormiran podskup unitarnog prostora X.
(a) Za svaki x € X skup {e € S; (z|e) # 0} je konacan ili prebrojiv.

(b) Za svaki x € X wrijedi Besselova nejednakost:

> Il < =)

eeS

(¢) Vektor x € X je u zatvaracu CI([S]) potprostora [S] razapetog skupom S ako i samo ako
vrijedi Parsevalova jednakost:

> lale)® = Il

e€eS

(d) Za svaki x € CI([S]) vrijedi

= Z(x|e)e.

eeS
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() Za z,y €CU[S]) vrijedi
(wly) = Y (zle)(ely);

ecS
pri tome je red s desne strane apsolutno konvergentan (a jednakost se takoder zove Parsevalova).

Dokaz teorema 2.5.2.: Dokazat ¢emo najprije sljedecu lemu:

Lema 2.5.3. Neka je F' konacan ortonormiran podskup unitarnog prostora X i neka je v € X.

Stavimo
Yy = Z(x|e)e.
ceF
(a) Vrijedi
le =yl <llz == Vze[F]\{y}-
Drugim rijecima, vektor y je jedinstvena najbolja aproksimacija vektora x vektorima iz pot-

prostora [F).

(b) Vrijedi

> lzle)l® < =)

ecF

pri éemu vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je x € [F].

Dokaz leme 2.5.3.: Stavimo F' = {ej,es,...,e,}. To je ortonormirana baza prostora [F].

Imamo
n

y= (aler)es.

k=1

Svaki vektor z € [F] moze se napisati u obliku

n
z = E ALCL.
k=1

Koristeci linearnost skalarnog produkta u prvom i antilinearnost u drugom argumentu dobivamo:

0< ||1' - Z||2 = (l’ — ZOZk@k‘l’ — Z&k€k> =
k=1 k=1
= (zlz) = > arlelr) =Y a(zler) + D owl* =
k=1 k=1 k=1

= [l)* = " @len)* + D low — (xlex) .
k=1 k=1

Ta je vrijednost striktno najmanja toéno onda kad je posljednja suma jednaka nuli, a to znaci
ar = (x|ex) za svaki k, odnosno z = y. Time je dokazana tvrdnja (a). No slijedi i nejednakost u

tvrdnji (b), jer za z = y imamo:
0< flz—ylP* = llz]* = > I(xlex)]”
k=1

Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je x = y, odnosno, ako i samo ako je x € [F|. Time je lema

2.5.3. u potpunosti dokazana.
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Prijedimo sada na dokaz teorema 2.5.2. (a) Za izabrani x € X i za svaki prirodan broj n
definiramo podskup S,, od §':

5, = {ees; (ale)| = %}

Neka je F' konacan podskup od S,,. Prema tvrdnji (b) leme 2.5.3. imamo:

7|
ol 2 3 I(ale)? = =

ecF

Dakle, broj elemenata | F| bilo kojeg konaénog podskupa F skupa S,, ne moze biti veé¢i od n?||x|?.
Slijedi da je svaki od skupova S,, konac¢an. Sada tvrdnja (a) slijedi iz evidentne skupovne jednakosti:

{e €S (xfe) # 0} = | Sn

Iz leme 2.5.3. i iz tvrdnje (a) slijedi tvrdnja (b). Doista, neka je Sy = {e € S; (z|e) # 0}.
Ako Sy nije konacan skup, prema tvrdnji (a) skup Sy je prebrojivo beskonac¢an, pa mu elemente
mozemo numerirati prirodnim brojevima: Sy = {e,; n € N}. Tada je

Do lle)l’ = I(alen).

Kad bi to bilo veée od ||z||?, onda bismo imali
Z [(z|ep) | > [|=||? za neki prirodan broj n.
k=1

No to je nemoguce zbog tvrdnje (b) leme 2.5.3. Time je dokazana tvrdnja (b).

Pretpostavimo sada da je x € CI([S]). Neka je ¢ > 0. Tada postoji z € [S] takav da je
||lx — z|| < e. Vektor z je linearna kombinacija vektora iz S, dakle postoji konac¢an skup F' C S
takav da je z € [F]. Prema tvrdnji (a) leme 2.5.3. slijedi:

xr — Z(x|e)e

ecF

2

< e

Prema dokazu leme 2.5.3. lijeva strana ove nejednakosti jednaka je ||z[* — > ..x [(2]e)]*. Prema

tome,

Ve > 0 postoji konacan skup F' C S takav da je | z||* — Z |(z]e)]* < 2.
ecF

Kako je ocito
Izl = (le) < llz)* = Y [(zle),
ecS ecF
zakljucujemo da vrijedi
0< 2> =Y |(zle))* <> Ve>0,
ecS

pa slijedi Parsevalova jednakost. Dakle, dokazali smo da Parsevalova jednakost vrijedi za svaki

z € CI([I])).
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Pretpostavimo sada da za neki z € X vrijedi Parsevalova jednakost. Prema dokazanoj tvrdnji
(a) mozemo pisati

So={e € S5; (zle) #0} ={e,; n € N}. (2.30)

Za n € N stavimo
n

Ty = Z(:ﬂek)ek.

k=1

Tada imamo prema dokazu leme 2.5.3.

n
lz = @all? = all* = ) (e .
k=1

Iz Parsevalove jednakosti slijedi da desna strana tezi k nuli kada n tezi u oo. To pokazuje da je
x = limz, i posebno = € CI([S]). Time je dokazana tvrdnja (c), a slijedi i tvrdnja (d) jer za
z € CI([S]) imamo redom:

n o
x = lim z, = lim Z(:c\ek)ek = Z(:c\en)en = Z(m\e)e.
n—oo n—oo
k=1 n=1 ecS

Dokazimo jos tvrdnju (e). Neka su x,y € CI([S]). Imamo

2(zle)(ely)] < I(=le)l” + [ (yle) I,

pa zbog konvergencije redova u Besselovim nejednakostima za vektore x i y zakljucujemo da
red Y (zle)(ely) apsolutno konvergira. Nadalje, uz oznaku (2.30) imamo zbog tvrdnje (d) i zbog
neprekidnosti skalarnog produkta:

(ely) = (Tim > (@ler)en|y) = tim S (@len) (erly) = D (wlen) (enly) = S (le)ely).
= k=1 n=1 eeS

Time je teorem 2.5.2. u potpunosti dokazan.

Primijetimo da iz teorema 2.5.2. slijedi da je za Hilbertov prostor H, za njegovu ortonormiranu
bazu S i za bilo koji vektor £ € H skup {e € S; ({]e) # 0} konacan ili prebrojiv i da vrijedi

E=Y (le)e.

eeS

Nadalje, ako su &,n € 'H, onda je

(Eln) =Y _(Ele)(eln)

eeS

i pri tome red konvergira apsolutno. Posebno je
IE11P =D IEle).
ecS

Vratimo sa sada na dokaz teorema 2.5.1. Prema tvrdnji (a) teorema 2.5.2. za svaki vektor
n € K skup {8 € B; (n|fs) # 0} je konacan ili prebrojiv, a prema tvrdnji (d) vrijedi

n=> (nlfs)fs

BeB
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Prema tome za svaki a € A skup B, = { € B; (Ae,|fs) # 0} je konacan ili prebrojiv i vrijedi

Aeq = Z(Aea‘fﬁ)fﬁ

BeB

Naravno, za o € A\ A’ je Ae, = 0, pa vrijedi B, = (. Stavimo

Buduéi da je skup A’ po pretpostavci konacan ili prebrojiv, zakljuéujemo da je skup B’ konacan
ili prebrojiv.

Neka je g € B\ B'. Tada vrijedi g € B, Va € A, pa slijedi
(ea\A*fg) = (Aea\fg) =0 Vae A - A*fg =0.

Prema tome, skup {4 € B; A*fs # 0} sadrzan je u kona¢nom ili prebrojivom skupu B, pa je i
sam konacan ili prebrojiv.
Bududéi da su {e,} i {fs} ortonormirane baze u H i K, prema tvrdnjama (d) i (e) teorema

2.5.2. imamo
Aea = (Acalfs)fs,  lAcall> = [(Aealfs)I,

BeB BeB

Afs = (A fslea)ea,  IATS6lP =D 1A flea)> = Y [(Aealfs)?

acA acA acA

Buduéi da svi redovi u sljede¢em racunu imaju sve ¢lanove > 0, pa je zamjena u redoslijedu
dvostrukih suma dozvoljena, nalazimo

DAL =YD A fslea) P =0 D I(Aeal f5)IP = D | Aeal .

peB BeB acA acA BeB acA

Time su dokazane sve tri tvrdnje teorema.

Za Hilbertove prostore H i K iza A € By(H, K) stavljamo

[All2 = <Z A6a2>é

acA
za bilo koju ortonormiranu bazu (e, )aca prostora H. Prema tvrdnji (¢) teorema 2.5.1. vrijedi
[All2 = 1472

U daljnjem sa F(H, K) oznacavamo potprostor od B(H, K) svih operatora konacnog ranga,
tj. s kona¢nodimenzionalnim podruc¢jem vrijednosti. Jasno je da je umnozak operatora konacnog
ranga s bilo kojim ograni¢enim operatorom (slijeva ili zdesna) ponovo operator kona¢nog ranga.

Teorem 2.5.4. Neka su 'H, K i L Hilbertovi prostori.

(a) Ba(H,K) je potprostor prostora B(H,K) i || - || je norma u odnosu na koju je prostor
By(H, K) potpun.

(b) Za A € By(H,K) vrijedi | Al < || All2.
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(¢) F(H,K) je potprostor od Bs(H,K), koji je gust u odnosu na normu || - ||2.
(d) Ako su A € By(H,K) i B € B(K, L) onda je BA € By(H, L) i vrijedi
IBAll2 < |[BI| - |All2-

(e) Ako su A€ B(H,K) i B € Bo(K, L) onda je BA € By(H, L) i vrijedi
IBA[l2 < [IB]l2 - Il

(f) B2(H) je obostrani ideal u algebri B(H) i to je Banachova algebra u odnosu na normu || -||2.

(9) Prostor Bo(H, K) je Hilbertov sa skalarnim produktom

(AIB) =) (Aea|Bes), A, B € By(H.K),
acA

za bilo koju ortonormiranu bazu (€y)aea prostora H. Gorngi red konvergira apsolutno i suma
mu ne ovisi o izboru ortonormirane baze (€q)aca prostora H.

Dokaz: (b) Neka je A € By(H, K) i neka je € > 0. Po definicije norme || || na prostoru B(H, K)
postoji jedinicni vektor & € 'H takav da je

IA]* < e+ [|Ag]*.
Neka je (€4)aca Ortonormirana baza prostora H koja sadrzi vektor £. Sada nalazimo

JAI? < e+ [ AE|> < e+ ) [lAeall* = e+ ||All3.
acA

Buduéi da je € > 0 bio proizvoljan, slijedi ||A| < [|A4]2.

(a) Pretpostavljat ¢emo da su prostori H i K beskona¢nodimenzionalni; ako je neki od njih
kona¢nodimenzionalan, dokaz se samo neznatno razlikuje u notaciji: umjesto nekih beskonac¢nih
suma pojavljuju se konacne sume. Neka su A, B € By(H, K), neka je (€4)aca ortonormirana baza
od H i neka je (fs)gen ortonormirana baza od K. Tada postoji prebrojiv skup A" C A takav da
je Aeq, = Be, = 0zaa € A\ A, daklei (A+ B)e, = 0za a € A\ A. Prema tome, skup
{a € A; (A+ B)e, # 0} je konacan ili prebrojiv.

Buduéi da je unija prebrojivo mnogo prebrojivih skupova prebrojiv skup, zakljucujemo da
postoji prebrojiv skup B’ C B takav da je (Ae,|fs) = (Bea|fs) = 0 za svaki a € A’ i za svaki
B € B\B'. Oznake sada mozemo promijeniti tako da je A" = B’ = N. Dakle, imamo Ae, = Be, =0
Va € A\ A'. Nadalje,

Aey=3 (Aeilf))f;,  Bei=) (Belf))f;,  VieN,

jEN jEN
dakle,
el =Y (el )1 1Beill® = D [(Besl )P I(A+B)el® = Y [(Aesl f5)+(Beil f)]
jEN jEN jEN
Stoga je

[SIE
SIS

1Al ={ > (Aelf)lP| o IBllz=| > IBelf)l*|

(4,5)ENxN (4,7)ENxN
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pa primjenom nejednakosti trokuta u Hilbertovom prostoru ¢5(N x N) dobivamo

2

(Z!\(A+B)€z!\2> =| X Aelfy) +BelfP | <

i€eN (4,5)eENxN

[SIE

[SIE
[SIE

<| X lAalP] + Do IBalHP| =14l + 1Bl

(4,5)ENxN (4,7)ENxN

Prema tome je A+ B € By(H,K) i vrijedi
1A+ Bl < [[All2 + [| B]l2-
Bududi da ocito vrijedi
A€ By(H,K) = M € By(H,K) VA eC,

zakljucujemo da je By(H,K) potprostor prostora B(H,K) i da || - ||2 zadovoljava nejednakost
trokuta. Ostala svojstva norme su ocigledna:

|A]l2 = 0;
|All2 =0 — Ae, =0 Vae A = A=0;

1

2

A = <Z ||AAea||2> = - 1AL
acA

Dakle, || - ||2 je norma na vektorskom prostoru By (H, K).

Treba jos dokazati da je prostor By(H, K) u odnosu na normu || - |2 potpun. Neka je (A,)nen
niz u By(H, K) koji je Cauchyjev u odnosu na normu || - [|o. Zbog tvrdnje (b) vidimo da je taj niz
Cauchyjev i u odnosu na normu || - ||. Bududi da je prostor B(H, K) potpun u odnosu na normu
|| - ||, postoji A € B(H,K) takav da vrijedi

lim |4, — A| = 0. (2.31)

Bududéi da je niz (A,)nen Cauchyjev u odnosu na normu || - ||2, za svaki € > 0 postoji n(¢) € N
takav da vrijedi

n,m > n(e) = |A, — Anll2 < e. (2.32)

Cauchyjev niz je uvijek ogranicen, pa postoji M > 0 takav da je
|Anlle < M Vn € N. (2.33)

Neka je (e4)aca Ortonormirana baza od H. Buduéi da je unija prebrojivo mnogo prebrojivih
skupova prebrojiv skup, postoji prebrojiv skup A’ C A takav da vrijedi

A,e, =0 Vae A\ A i VneN.
Sada za a € A\ A’ zbog (2.31) nalazimo
Ae, = lim A,e, = 0.

n—o0

Dakle, skup {a € A; Ae, # 0} je sadrzan u prebrojivom skupu A’ pa slijedi da je taj skup
konacan ili prebrojiv.
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U daljnjem pretpostavljamo da je A" = N. Zbog (2.33) za n, k € N vrijedi
k
DAl <l Anel? = (| Aall5 < M7
i=1 i€N
Sada zbog (2.31) nalazimo da za k € N vrijedi
k k

Dl Aei]* = lim > || Anes|)* < M.
i=1 i=1

Bududi da to vrijedi za svaki k& € N, slijedi

Dl Aeal? =D | Aei|® < M? < +o0.

acA 1eN

Time smo dokazali da je A € By(H, K).
Napokon, zbog (2.32) za svako k € N vrijedi
nom>n(e) = > |[(Ay— An)e|* < €%
Pustimo li da n tezi u +o00, odatle nalazimo

mzal) = Y IA-Awel? <2,

pa zbog proizvoljnosti k£ € N zakljucujemo

m > n(e) = ZH(A—Am)eZ-H2 < ¢? = |A— Al <e.
ieN
Time je potpunost prostora By(H, ) u odnosu na normu || - |2 dokazana.

(c¢) Ocito je F(H,K) potprostor od By(H,K). Neka je A € By(H,K) i neka je (€q)aca
ortonormirana baza prostora H. Mozemo pretpostaviti da je N C A i da je Ae, =0 Va € A\ N.

Tada je
14113 =D | Aeil|*.
ieN
Iz konvergencije gornjeg reda slijedi da za svaki n € N postoji p(n) € N takav da vrijedi

o0

1
> el < . (2.34)

i=p(n)+1

Sada za n € N definiramo A, € F(H,K) sa

p(n)
A€ =) (Elei)Ae;,  EEM,
=1

odnosno, sa
Ae; zal<i<p(n)
Anei =
0 za i > p(n).
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Tada je
0 zal<1i<p(n)
Ae;  zai>p(n).

Prema tome, zbog (2.34) nalazimo

1 3
2 o0
1
|4~ A2 = (Z (A —An>ez~||2> = X lAel®) <—
ieN i=p(n)+1
To znaci da je
i time je dokazano da je potprostor F'(H, K) gust u prostoru By(H, ) u odnosu na normu || - [[o.

Zadatak 2.5.1. Dokazite tvrdnju (d) teorema 2.5.4.
Zadatak 2.5.2. Dokazite turdnju (e) teorema 2.5.4.
Zadatak 2.5.3. Dokazite turdnju (f) teorema 2.5.4.
Zadatak 2.5.4. Dokazite tvrdnju (g) teorema 2.5.4.

Uputa: Apsolutna konvergencija slijedi iz [(Aeq|Bea)| < 5 (|| Aeal? + || Beal?) -
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2.6 Nuklearni operatori

Propozicija 2.6.1. Neka suH i K Hilbertovi prostori i neka su (a,)nen niz u H i (Bn)nen niz u
KC takvi da vrijedi

> el - 18all < +oc. (2.35)
neN
Tada je formulom
A= "(Elan)B,  E€H (2.36)
neN

zadan operator A € B(H,K), red u (2.36) apsolutno konvergira i vrijedi
1A < > llewll - 118all- (2.37)
neN

Dokaz: 1z (2.35) pomocéu CSB—nejednakosti slijedi

D IElan)Ball = D 1Elen)l - 18all < D NN Nanll - 18]l = (Z [l - IIﬁnH) €l < oo

neN neN neN neN

Odatle se vidi da red u (2.36) apsolutno konvergira, dakle i konvergira u I, da je sa (2.36) zadan
operator A € B(H, K) i da vrijedi (2.37).

Neka su H i K Hilbertovi prostori i neka je A : H — K linearan operator. A se zove nuk-
learan operator ako postoje nizovi vektora (o, )nen W H 1 (B,)nen u K takvi da vrijede (2.35) i
(2.36). Skup svih nuklearnih operatora sa H u K oznacavat ¢emo sa By (H,K). Naravno, ako je
A € By(H, K), moguce je da postoji vise parova nizova (a,) i (3,) takvih da vrijede (2.35) i (2.36).
Za A € B1(H,K) stavljamo

1Ay = inf ) levall - 118all,

neN

gdje se infimum uzima po svim parovima nizova (a,,) i (3,) takvih da vrijede (2.35) i (2.36).
Teorem 2.6.2. Neka su 'H, KC i L Hilbertouvi prostori.
(a) Vrijedi B\(H,K) C Ba(H,K) i
| All2 < | A2 VA € Bi(H,K). (2.38)

(b) Ako je A € B1(H,K), tada je A* € B1(K,H) i ||A*||1 = ||Al|1-

(¢) Ako su A € By(H,K) i B € By(K, L) onda je BA € Bi(H, L) i ||BA|1 < ||Bll2 - [|All2-
(d) Ako su A€ B(H,K) i B € B,(K,L) onda je BAe€ By(H,L) i||BA|: < Bl -|A].
(e) Ako su A€ B1(H,K) i Be B(K,L) onda je BA€ Bi(H,L) i|BA|: < ||B| - ||All-
(f) Bi(H,K) je potprostor od B(H,K) i | - |l1 je norma na prostoru By(H, K).

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je A € Bi(H,K) i neka su (ay)nen 1 (Bn)nen nizoviu Hiu K
takvi da vrijede (2.35) i (2.36). Stavimo

neN

Prema propoziciji 2.6.1. tada je A € B(H,K) i vrijedi (2.37).
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Neka je sada (€4)aca Ortonormirana baza prostora H. Za svaki a € A4 imamo

Ao = (alotn)Bn. (2.39)

neN

Stavimo

Ay ={a €A (ealan) 0},  nEN

Prema tvrdnji (a) teorema 2.5.2. svaki od skupova A,,, n € N, je konacan ili prebrojiv. Dakle, i
njihova unija A’ je konacan ili prebrojiv skup. Sada se iz (2.39) vidi da je Ae, =0 Va € A\ A
Dakle, mozemo pretpostaviti da je N C A i da vrijedi

Ae, =0 Vae A\N i Ae,, = Z(em\an)ﬁn Vm € N.
neN

Odatle slijedi

S e = 3 el = 3 (z@mm 5.

acA meN meN \ neN

Aem> > (emlon) (ﬁn

meN neN

Z(em‘()‘k‘)ﬁk> =

keN

= > (alen)(emlan)(BalB) = Y (Z(&k\em)(emmn)) (BalB1) = Y (aleva) (Bal Br) <

m,n,keN n,keN \meN n,keN
< Haklan)(BalB) <D Nl lomll-1Ball-llBell = (ZII%II-II@II)-(Z ||an||-||ﬁn||> =
n,keN n,keN keN neN

Citamo li gornje jednakosti i nejednakosti obrnutim redom vidimo da su sve zamjene redoslijeda
sumacije dozvoljene. Zakljué¢ujemo da je A € By(H, K) i da vrijedi

140l < llewall- 1184l

neN

za bilo koje nizove (ay)neny U H 1 (Bn)neny u K takve da vrijede (2.35) i (2.36). Dakle, ||Al2 je
manje ili jednako infimumu po svim takvim parovima nizova, tj. vrijedi (2.38).

(b) Pretpostavimo da je A € By(H,K) i neka su (a,,) i (£,) nizovi u H i u K takvi da vrijede
(2.35) i (2.36). Stavimo ponovo

neN

Tada je za svaki n € IC

D l@lB)anl < D lnll-18al-llowll = M.

neN neN

Prema tome, mozemo definirati B € B(K,H) sa

Bn=Y (B)an, nek.

neN

Naravno, tada je B € B;(K,’H). Nadalje, za £ € H i n € K imamo

(A¢ly) = <Z<s|an>ﬁn 77) = 3 (Elan) (Bal)

neN neN
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(€[Bn) = <§
Dakle, (A&|n) = (£|Bn) i time je dokazano B = A*. Nadalje, iz dokaza je jasno da je
A% = inf Y laall-[18all = I Al
neN

(c) Neka su A € By(H,K) i B € By(K, L). Neka su (eq)aca i (f3)ges ortonormirane baze u
Hilbertovim prostorima H i K. Kao i u vise sliénih situacija do sada mozemo pretpostavljati da

jeNCAiIiNC Bidaje

Z(nwn)an) = @B Elan) =Y (€lan)(Baln)-

neN neN neN

Aea =0 VaeA\N, Bfs=0 VBeB\N i Ac=) (A{lf)fn VEEH.

neN

Stavimo «,, = A*f,, € Hi (5, = Bf, € L zan € N. Tada je za svaki £ € H

BAE = (A&l fu)Bfn =Y (€A f)Bfn = (Elan)Bn.

neN neN neN

Nadalje, vrijedi
Do llenll? =D IATf N7 = A7) = Al < +o0

neN neN

ST =Y IIBfI? = 1BI < +o.

neN neN

Prema tome, nizovi brojeva (||ay||)nen 1 (|80 |])nen su elementi Hilbertovog prostora fs i vrijedi

[l penlly, =114l i (|8l nell,, = I1Bll2-

Odatle, primjenom CSB—nejednakosti u prostoru ¢s nalazimo

D leall-18all = (el nen (Bal)nen) < UlenlDueslly, 1 0BaIDnexll,, = IAll2-1Bllz < +oo.

neN

Dakle, BA € Bi(H, L) i buduéi da se norma || - ||; dobiva kao infimum po parovima nizova u H i
u L viijedi [ BAJs < | Bllo- Al

(d) Neka je A € Bi(H,K)iB € B(K,L). Neka su () i (£,) nizovi u H i u K takvi da vrijedi
(2.35) 1 (2.36). Tada imamo za svaki { € H

BAE = (€lan) BB,

neN

D llewll-IIBBl < IBI Y Naall- 18]l < +oo.

neN neN

Time je dokazano da je BA € Bi(H, L). Nadalje, iz gornje nejednakosti slijedi
IBAI < 1BIlY_ llowl-13ull
neN

za bilo koje nizove (a,,) u H i (8,) u K takve da vrijede (2.35) i (2.36). Bududi da je norma || Al
infimum po svim takvim parovima nizova, zakljucujemo da je || BAl|y < ||B||-||A]l1-
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(e) Neka su sada A € B(H,K) i B € B1(K, L). Prema (b) je tada
B*e Bi(L,K) i Bl =Bl
Dakle, prema (d) je
B EBLH) i JAB < A B = Bl AL
Zbog (b) odatle slijedi da je
BA=(A"B")" € Bi(H, L) i |[IBA|i=[|A"B"|\ < [|B]li-[|All.

Neka su sada A, B € B;(H,K) i neka su A,y € C. Neka su (a,)nen 1 (Vn)nen nizovi u H i
(Bn)nen 1 (0p)nen nizovi u K takvi da za svaki £ € ‘H vrijedi

Ag =) (Eaa)B, D Nl 18all < +oo, (2.40)
neN neN
B¢ = Z(fhﬂ)(sna Z HPYnH HénH < +o0. (2'41>
neN neN
Tada je
AA+uB)E = "(Elan)ABa + Y (Elym)1dn
neN neN
1
D Manll-IA8all + D Il -ledall = I Neawnll-1Ball + 11l D - 18]l < +oc.
neN neN neN neN

Dakle, NA + uB € B1(H,K) i time je dokazano da je Bi(H, K) potprostor prostora B(H, K).

Nadalje, za A € B1(H,K) je ocito ||A|l; > 01 ||A||; = 0 ako i samo ako je A = 0. Takoder,
ocito za A € C vrijedi ||AA|; = |A|-]]A|lx. Napokon, dokazimo i nejednakost trokuta. Neka su
A, B € Bi(H,K). Imamo

1A+ Bl < > llewall-18all + D Ivall- 18]
neN neN
za sve nizove () u H i (8,) u K takve da vrijedi (2.40) i sve nizove (7,) u H i (0,,) u K takve da
vrijedi (2.41). Uzmemo li ovdje infimum po svim takvim parovima nizova (a,,) i (/3,), dobivamo
1A+ Bl < AL+ ) 17l 116a],
neN

a odatle, uzimajuéi infimum po svim takvim parovima nizova (7,) i (d,) slijedi
A+ Bl < [[Alls + [[Bl1-
Teorem 2.6.3. Neka su H i K Hilbertovi prostori.

(a) Neka je A € B(H,K). Tada je A € B1(H,K) ako i samo ako za svaki par ortonormiranih
nizova (€p)neny ¥ H @ (fn)nen u K vrijedi

> |(Aen| f)] < +o00. (2.42)
neN
U tom slucaju je
1Al = sup Y [(Aen| f)l, (2.43)
neN

gdje se supremum uzima preko svih parova ortonormiranih nizova (e,) i (fn) uH i u K.
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(b) Ako je A € B1(H,K) onda je za svaki par ortonormiranih familija (€y)aca © H @ (fa)aca ©
IC skup

{O‘ € A, (Aea‘fa) # O}
konacan ili prebrojiv i vrijeds
3" [(Aealfo)| < +oo.

acA

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je A € B;(H,K) i neka su (ay)nen 1 (Bn)nen nizoviu Hiu K
takvi da vrijede (2.35) i (2.36). Nadalje, neka su (e,)nen i (fn)nen ortonormirani nizovi u H i u
KC. Tada imamo redom

Do lAelf)l =)

neN neN

Z(€n|04k)(ﬁk|fn)

keN

<> (Zl(aklen)P)

keN neN

<D0 lawlen)l - 1Bl f)l <

neN keN

N

: (Z |(ﬁk|fn)|2> <> Nl - N1Bell-

neN keN

Dakle, vrijedi

D 1 Aenl f)l <D Nl - 18l

neN keN

za svaki par nizova (ag)keny U H 1 (Bk)ren takav da vrijede (2.35) i (2.36). Uzmemo li infimum po
svim takvim parovima nizova, nalazimo da je

Y [(Aeal f)l < 1A (2.44)

neN

Time je dokazana implikacija A € By(H,K) == (2.44) za svaki par ortonormiranih nizova
(en)peny W H 1 (fn)pen u K.

Pretpostavimo sada da je A € B(H,K) takav da za svaki par ortonormiranih nizova (ey),, oy
uH i (fn)yeny 0 K vrijedi (2.42). Prema teoremu 2.3.3. mozemo pisati A = VH, gdje je V
parcijalna izometrija sa ‘H u i H = v/ A*A. Nadalje, prema dokazu teorema 2.3.3. mozemo
uzeti da je restrikcija V|CI(R(H)) izometrija, a znamo i da je P = V*V ortogonalni projektor
prostora H na potprostor CI(R(H)). Neka je (€4)aca ortonormirana baza Hilbertovog prostora
CI(R(H)). Stavimo f, = Ve,, a € A. Kako je V|CI(R(H)) izometrija, slijedi da je (fa)aca
ortonormirana familija u prostoru K. Dokazimo da je skup {a € A; (Ae,|fo) # 0} konacan ili
prebrojiv. Pretpostavimo suprotno da je taj skup neprebrojiv. Tada je, naravno,

Z |(Aealfa)| = +o0.
acA
To znaci da za svaki n € N postoji konacan podskup S, C A takav da je

S [(Aegalfa)| = n.

CMGSn

Tada je skup S = (J,, oy S konacan ili prebrojiv i vrijedi

™ [(Aeal )] = +oo.

a€esS
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No to je suprotno pretpostavci. Time je dokazano da je skup {a € A; (Aen|fo) # 0} konacan ili
prebrojiv. Slijedi

+00 > Z [(Aealfa)] = Z [(VHes|Vea)| = Z [(PHeqlea)| = Z [(Healea)-
acA acA acA acA
Neka je sada K = v/H. Tada je N(K) = N(H) dakle i CI(R(K)) = CI(R(H)). Izaberimo sada
ortonormiranu bazu (es)gep potprostora N(K), s tim da je AN B = 0. Za C = AU B je tada
(e4)~ec ortonormirana baza od H i vrijedi

oK e|? =Y 1Keall® = > [(Healea)| < +oo.

~yeC acA acA

Dakle, K € By(H). Prema tvrdnji (c) teorema 2.6.2. tada je H = K? € By(H), a tada iz tvrdnje
(d) istog teorema slijedi da je A=V H € B1(H,K).

Time je dokazana i obrnuta implikacija u tvrdnji (a). Dakle, operator A € B(H, K) je nuklearan
ako i samo ako za svaki par ortonormiranih nizova (€,)neny U@ H 1 (fn)nen u K vrijedi (2.44).
Nadalje, u prvom dijelu dokaza pokazali smo da za svaki takav par ortonormiranih nizova vrijedi
nejednakost (2.44).

(b) Neka je A € By(H, K) ineka je (€4)aeca ortonormirana familija u H i (fa)aeca ortonormirana
familija u IC. Pretpostavimo suprotno da je skup

{a € A; (Aeqlfa) # 0}
neprebrojiv. Tada postoji k € N takav da je skup

{ac iz )

beskonacan. No to znaci da postoje ortonormirani nizovi (e,)neny U H 1 (fn)neny u K takvi da je

|(Aen| fr)] > Vn € N.

| =

No to je u suprotnosti sa (2.44). Ova kontradikcija pokazuje da vrijedi (b).

Zadatak 2.6.1. Neka su H i K Hilbertovi prostori. DokaZite da je F(H,K) gust potprostor od
By(H,K) u odnosu na normu || - ||;.

Zadatak 2.6.2. Neka su H i KC Hilbertovi prostori. Dokazite da je prostor Bi(H,K) potpun u
odnosu na nuklearnu normu || - ||;.

Zadatak 2.6.3. Neka je ‘H Hilbertov prostor.

(a) Dokazite da je operator A € B(H) nuklearan ako samo ako je za svaku ortonormiranu bazu
(€a)aca skup {a € A; (Aeqleq) # 0} konacan ili prebrojiv i red

D (Aeqlean) (2.45)

acA

konvergira. DokaZite da u tom slucaju red (2.45) apsolutno konvergira.

(b) Dokazite da za A € B1(H) suma reda u (2.45) ne ovisi o izboru ortonormirane baze (€4)aca
prostora 'H.
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Za A € Bi(H) i za bilo koju ortonormiranu bazu (e, )ac4 0d H sumu reda (2.45) zovemo trag
nuklearnog operatora A i oznacavamo Tr A :

TrA= Z(Aea|ea), (éa)aca ortonormirana baza od H.
acA

Za nuklearne operatore sa H u ‘H Cesto se upotrebljava i naziv operatori s tragom.
Zadatak 2.6.4. Neka je 'H Hilbertov prostor. DokaZite:
(a) Tr: A Tr A je neprekidan linearan funkcional na Banachovom prostoru (Bi(H), || - ||1)-
(b) Norma funkcionala Tr jednaka je 1, tj. vrijedi
TeA| < |lAl, VA€ By(H)
i dostize se jednakost za neki A # 0.

(¢) Vrijedi
TrA*=Tr A VA € Bi(H).

Zadatak 2.6.5. Neka je H Hilbertov prostor i neka su A, B € B(H) takvi da su AB, BA € Bi(H).
Dokazite da je tada
Tr AB = Tr BA.

Zadatak 2.6.6. Neka je H Hilbertov prostor i A € Bi(H). DokaZite da je tada
ITr A] < TrVA*A.
Zadatak 2.6.7. Neka je H Hilbertov prostor i za A € B(H) definiramo fa : Bi(H) — C sa
fa(B) =Tr AB, B € Bi(H).

Dokazite da je A v fa izometricki izomorfizam sa Banachovog prostora (B(H), || - ||) na dualni
prostor Banachovog prostora (B1(H), | - ||1). Drugim rijecima dokaZite da je

[faB) < Al -[[Bll. VA€ B(H) i Be Bi(H),

da je
|A|l = sup {|fa(B)[; B € Bi(H), Bl <1},

i da za svaki neprekidan linearan funkcional f na Banachovom prostoru (Bi(H),| - |l1) postoji
jedinstven A € B(H) takav da je f = fa.



Poglavlje 3

OSNOVNA SVOJSTVA VON
NEUMANNOVIH ALGEBRI

3.1 Komutant 1 bikomutant

Neka je H Hilbertov prostor i B(H) algebra ogranic¢enih linearnih operatora na H. Jedini¢ni
operator na H oznacavamo sa [ = I;. Za podskup M C B('H) oznac¢imo sa M’ komutant skupa
Mu B(H) :

M' ={T € B(H); TA= AT VA € M}.

Tada je o¢ito M unitalna podalgebra od B(H).
Zadatak 3.1.1. Dokazite da je B(H) = CI.

Uputa: Najprije dokazite da je svaki vektor iz H svojstven vektor operatora T € B(H)'.

Za podskup M C B(H) pisemo M” = (M’')". Ta se unitalna podalgebra od B(H) zove
bikomutant skupa M u B(H). Pigemo jos MY = M'S M®) = M”" i induktivno M+ =
(M(”))/ zan € N.

Zadatak 3.1.2. Dokazite da za svaki podskup M C B(H) vrijedi
M =MD MM =M vEeN.

Uputa: Uocite da iz M C N slijedi M’ D N’. Zatim primijetite da je M C M” i da je
MB) = (M) = (M")".

Ako je M* = M, onda je ocito M’ x—podalgebra od B(H). Von Neumannova algebra na
prostoru ‘H je x—podalgebra A od B(H) takva da je A = A”. Iz zadatka 3.1.1. slijedi da je B(H)
von Neumannova algebra. Nadalje, ako je A von Neumannova algebra onda je prema zadatku
3.1.2. i njen komutant A’ von Neumannova algebra. Oc¢ito svaka von Neumannova algebra na H
sadrzi algebru CI.

Neka je M s—invarijantan podskup od B(H). Tada je M” von Neumannova algebra koja
sadrzi M. Nadalje, ako je A von Neumannova algebra koja sadrzi M, onda je A" C M’ dakle,
A=A" D M”. Prema tome, M” je najmanja von Neumannova algebra koja sadrzi M. Neka je
sada M proizvoljan podskup od B(H). Najmanji x—invarijantan podskup od B(H) koji sadrzi
M je N = MU M*. Svaka von Neumannova algebra koja sadrzi M sadrzi i M. Dakle, postoji
najmanja von Neumannova algebra koja sadrzi M : to je N”. Za tu algebru kazemo da je von
Neumannova algebra generirana skupom M.

23
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Propozicija 3.1.1. Neka je (A;),., familija von Neumannovih algebri na H. Tada je
A= ﬂjeJ A; von Neumannova algebra i njen komutant A’ je von Neumannova algebra generirana
s unijom komutanata | J;c ; Aj.

Dokaz: Vrijedi T' € A ako i samo ako je T' € A; = A7 za svaki j € J, tj. ako i samo ako
komutira sa svakim elementom unije (J; ; Aj. Prema tome,

A= (}GJJA;),'

Kako je J;c;Aj *—invarijantan podskup od B(H), slijedi da je A von Neumannova algebra.
Napokon, iz gornje jednakosti nalazimo da je

A = <U A;)
jed

a time je dokazana druga tvrdnja.

Centar Z von Neumannove algebre A je ANA’, a to je ujedno centar von Neumannove algebre
A'. Dakle, Z je (komutativna) von Neumannova algebra i njegov je komutant Z’ von Neumannova
algebra generirana sa AU A’.

Faktor je von Neumannova algebra A ¢iji je centar CI. Ekvivalentno tome je da je A’ faktor,
a ujedno tome da je B(H) von Neumannova algebra generirana sa AU.A’. Naravno, algebra B(H)
je faktor.

Dakle, faktori su von Neumannove algebre koje imaju najmanji moguci centar. Suprotni ek-
strem su komutativne von Neumannove algebre. Ako je A komutativna von Neumannova alge-
bra, ona je sastavljena od normalnih operatora. Neka je sada M skup normalnih operatora sa
svojstvom

AB=BA i AB*"=DB'A VA, B € M.
Tada svi elementi od N' = M U M* medusobno komutiraju. Odatle je N' C N, dakle, N C N".

To pokazuje da je von Neumannova algebra N/ generirana sa M komutativna.
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3.2 Hermitski i unitarni operatori u von Neumannovoj al-
gebri

Za bilo koju x—podalgebru A od B(H) oznacimo sa Aj;, skup svih njenih hermitskih elemenata.
Jasno je da je A, promatrana kao realni vektorski prostor, direktna suma A, i i.4,. Nadalje, sa
AL = AN By(H) oznacavamo skup svih pozitivnih operatora u A,. Za A € B (H) sa VA

oznacavamo jedinstven pozitivan operator ¢iji je kvadrat jednak A. Nadalje, za A € B,(H) kao i
prije oznacavamo

Al=VE, A =(Al+A), A= (A - 4)
Propozicija 3.2.1. Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru ‘H i neka je
A€ Ay
(a) Ako je A€ AL onda je VA€ A,.
(b) Vrigedi |A|, AL, A_ € A,.
(¢) Neka je A — E\ spektralna funkcija operatora A. Tada je Ey\ € A za svaki A € R.

Dokaz: Prema teoremu 2.2.3. za pozitivan operator A € A operator VA komutira sa svim
operatorima koji komutiraju sa A, dakle, komutira sa svim operatorima C' € A’. To znadi da je
VA e A" = A. Time je dokazana tvrdnja (a). Tvrdnje (b) i (c) slijede sasvim analogno iz tvrdnje
(d) teorema 2.2.5. i iz tvrdnje (a) spektralnog teorema 2.4.1.

U daljnjem ¢e rije¢ projektor uvijek oznacavati ortogonalni projektor na Hilbertovom prostoru
H, odnosno, operator P € B(H) takav da je P* = P = P2 Tada je H = R(P)® N(P). Bududi da
su 01 I jedini projektori u B(H)', iz tvrdnje (c¢) propozicije 3.2.1. slijedi B(H)" = CI, tj. tvrdnja
zadatka 3.1.1.

Korolar 3.2.2. Neka je A von Neumannova algebra. Tada je
A, ={5"S; Se A}
Dokaz: Naravno, ako je S € A, onda je S*S € B.(H)N.A = A,. Obratno, ako je A € A,,
onda je prema tvrdnji (a) propozicije 3.2.1. S = /A € A, i vrijedi S*S = S? = A.
Sa U(A) oznatavamo grupu svih unitarnih operatora u von Neumannovoj algebri A.
Propozicija 3.2.3. Za svaku von Neumannovu algebru A vrijedi A = spanU(A).
Dokaz: Tvrdnja neposredno slijedi iz zadatka 2.3.2. i tvrdnje (b) propozicije 3.2.1.

Neposredna je posljedica:
Korolar 3.2.4. Za svaku von Neumannovu algebru A vrijedi A = U(A)".

Nekad je zgodniji sljedeéi iskaz iste ¢injenice, koji jasno istiSe ¢injenicu da je svaki operator,
koji je na ”unitarno invarijantan nacin” izgraden iz operatora von Neumannove algebre A, i sam
element te algebre:

Korolar 3.2.5. Za von Neumannovu algebru A vrijedi

A={A€ B(H); UAU™ = A YU € U(A).
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Dokaz: Doista, zahtjev UAU' = A VU € U(A’) ekvivalentan je sa A € U(A’). Dakle, zbog

korolara 3.2.4. imamo
AC{AeB(H); UAU ' = A VU cU(A)} =UA) =UA)" = (A) =A"= A

Zadatak 3.2.1. Neka je A von Neumannova algebra i neka je (A,), oy odozgo ogranicen rastuci
niz u Ap. Oznacimo sa A jedinstven operator iz B(H) sa svojstvom

Af = lim A6 VEeH

(v. teorem 2.2.1.). Dokazite da je tada A € Ay,
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3.3 Projektori u von Neumannovoj algebri

Za von Neumannovu algebru A sa P(A) oznacavat ¢emo skup svih projektora u A.

Propozicija 3.3.1. Neka je A von Neumannova algebra. Tada je A generirana sa P(A), tj.
A="P(A)".

Dokaz: Ocito je P(A)”" € A" = A. Neka je sada A € Ai B € P(A)". Tvrdimo da tada A i
B komutiraju. Dovoljno je to dokazati za A € Aj. Tada prema tvrdnji (¢) propozicije 3.2.1. svi
spektralni projektori E\ od A leze u P(A), dakle, B € P(A)" komutira sa svim projektorima F).
No tada prema tvrdnji (a) teorema 2.4.1. B komutira s operatorom A. Na taj nac¢in dokazali smo
i obrnutu inkluziju A C P(A)".

Za zatvoren potprostor X od H ortogonalni projektor na potprostor X (duz ortogoanlnog
komplementa X1) oznacavat ¢emo sa Px. Za A € B(H) potprostor X je invarijantan s obzirom
na A i na A* ako i samo ako vrijedi APx = PxA. Prema tome, za *—podalgebru A od B(H)
vrijedi

AXCX VAe A = Py e A.
Propozicija 3.3.2. Neka je A von Neumannova algebra na H i neka je A € A. Stavimo
X =N(A) iY =CI(R(A)). Tada su Px, Py € A.

Dokaz: Za svaki B € A’ zatvoreni potprostori X = N(A) i Y = CI(R(A)) su B—invarijantni.
Prema prethodnoj napomeni vrijedi Py, Py € A" = A.

Prema dokazu teorema 2.3.3. za operator A € B(H) postoji polarni rastav A = V|A| takav
da je restrikcija V|CI(R(A)) parcijalne izometrije V' izometricki izomorfizam sa CI(R(|A|)) na
CI(R(A)), a V|N(A) = 0; pri tome je N(A) = N(|A]) = R(|A])*. Ocito je takva parcijalna

izometrija jedinstvena. Takav ¢emo rastav zvati kanonski polarni rastav operatora A.

Propozicija 3.3.3. Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H. Za operator
A € A neka je A =V|A| njegov kanonski polarni rastav. Tada je V € A.

Dokaz: Prema propoziciji 2.3.1. je |A] € A. Stavimo X = CI(R(|A|)) 1Y = CI(R(A)). Prema
propoziciji 3.3.2. vrijedi Px, Py € A. V je jedinstvena parcijalna izometrija takva da je V|X
izometricki izomorfizam sa X na Y i V| X+ = 0. Iz dokaza teorema 2.3.3. znamo da je to svojstvo
ekvivalentno sa V*V = Pyx i VV* = Py. Prema korolaru 3.2.5. vrijedi V' € A ako i samo ako je
UVU! =V zasvaki U € U(A'). Prema tome, da bismo dokazali da je V' € A, treba dokazati da
je VU =UV za svaki U e U(A').

Dakle, neka je U € U(A'). Stavimo W = U*VU. Tada je W parcijalna izometrija, a kako su
Px, Py € A, nalazimo:

W*W = U*V*UU*VU = U*V*VU = U*PxU = Py,
WW* = U*VUU*V*U = U*VV*U = U*PyU = Py,
A=UAU = U*V|AlU = U*VU|A| = W|A|.

Dakle, W je parcijalna izometrija sa svojstvima W*W = Py, WW* = Py i A = W|A|. No takva
je jedinstvena i jednaka V. Dakle, W = U*VU = V, odnosno, VU = UV. Time je propozicija
dokazana.

Ako je P bilo koji skup projektora na Hilbertovom prostoru H. Tada u skupu P(B(H)) postoji
jedinstven P = inf P i @ = sup P u odnosu na uredaj < na skupu P(B(H)) koji se prema zadatku
2.2.1. moze karakterizirati na cetiri ekvivalentna nacina:



58 POGLAVLJE 3. OSNOVNA SVOJSTVA VON NEUMANNOVIH ALGEBRI

E<F = (EE|E) < (FEE) VeEeH = EFF=FE=F =
= R(E) C R(F) = N(F) C N(E).
Dakle, P = inf P je projektor takav da je P < E za svaki E € P i ako je P’ projektor takav da
vrijedi P’ < F za svaki E € P, onda vrijedi i P’ < P. Taj jedinstven projektor P je o¢ito onaj sa
svojstvom
R(P)= (1] R(E),
EeP
a ujedno je

N(P)=Cl <3pan U N(E)) :
EeP
Analogno, () = sup P je projektor takav da je £ < (Q za svaki E € P i ako je )’ projektor takav
da vrijedi F < Q' za svaki £ € P, onda vrijedi i QQ < @'. Taj jedinstven projektor @) je o¢ito onaj
sa svojstvom

a ujedno je

R(Q) =ClI <3pan U R(E)) .

EcP
Propozicija 3.3.4. Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H i neka je P
neki skup projektora iz A. Tada su inf P i sup P projektori iz A.

Dokaz: Stavimo P = inf P. Neka je U € U(A"). Tada U komutira sa svakim projektorom
E € P. To znadi da je za svaki E € P potprostor R(E) invarijantan s obzirom na U i na U*. No
tada je i potprostor R(P) = (g.p R(E) invarijantan s obzirom na U i na U*. To opet znaci da
vrijedi UP = PU. Bududi da je U € U(A") bio proizvoljan, prema korolaru 3.2.5. nalazimo da je
P € A. Dokaz za () = sup P potpuno je analogan.

Za proizvoljan podskup & C H i za x—podalgebru A od B(H) stavimo
Xz = Cl(span {A¢; Ac A, € € S)).
Pripadni projektor oznaéimo sa E§ = ngx. Buduéi da je o¢ito zatvoren potprostor Xg' invarijan-

tan s obzirom na sve operatore iz A, imamo E¢ € A'. Ako je S jednoélan skup {£} pisat ¢emo
X£(= CI(A)) 1 E£. Projektori oblika EZ zovu se cikliéki projektori u A’. Kazemo da je skup
S C H ciklieki podskup za x—podalgebru A od B(H), ako unija podrucja vrijednosti R(A),
A € A, razapinje gust potprostor od H, odnosno, ako je X' = H. Nadalje, kazemo da je skup S
separirajuc¢i podskup za x—algebru A ako vrijedi

Ae A, AE=0 YEeS§ = A=0.
Ako je S jednoclan skup {£}, upotrebljavamo nazive ciklicki vektor za A (to znaci da vrijedi
Cl(AE) = 'H) odnosno, separirajuéi vektor za A (dakle, za A € A iz A = 0 slijedi A = 0).
Propozicija 3.3.5. Neka je A unitalna *—podalgebra od B(H) i neka je S C H. Tada je Xg
nagmangi medu svim zatvorenim potprostorima Y od H takvima da je S CY 1 Py € A'.

Dokaz: Ocito Y = X 34 ima ta dva svojstva. Pretpostavimo da je Y zatvoren potprostor od ‘H
s ta dva svojstva, tj. takav da je S C Y i Py € A’. Tada je potprostor Y invarijantan s obzirom na
sve operatore iz A, pa posebno vrijedi A € Y za svaki £ € S i svaki A € A. No tada je zatvarac
potprostora razapetog svim takvim vektorima A¢ sadrzan u Y, odnosno, vrijedi Xg' C Y.
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Propozicija 3.3.6. Neka je A unitalna x—podalgebra od B(H) i S C H. Tada je skup S ciklicki
za A ako i samo ako je S separirajuci za A'.

Dokaz: Pretpostavimo da je skup S separirajuéi za A’. Ocito je E4€ = £ za svaki £ € S,
dakle, (I — E‘“S‘l) ¢ =0zasvaki £ € S. Kako je B4 € A, tojeil— E¢ € A, paje po pretpostavci
I — E¢ =0, dakle, E¢ = I. No to znaéi da je Xg' = H, odnosno, skup S je ciklicki za A.

Pretpostavimo sada da je skup S ciklicki za A, tj. da je Xg' = H. Neka je B € A’ takav da
je BS = {0}. Tada za svaki A € A vrijedi BAS = ABS = {0}. Odatle slijedi da je BXg' = {0},
dakle, B = 0. Prema tome, skup S je separirajuci za A’.

Primijenimo li tu tvrdnju na komutant von Neumannove algebre, neposredno slijedi:

Korolar 3.3.7. Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H. Tada je skup
S C'H separirajuci za A ako i samo ako je ciklicki za A'.

Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H). Projektor E4 na potprostor N(A)* zove se nosaé
operatora A. Za svaki £ € H vrijedi £ — Ex¢ € N(A)*L = N(A), dakle, vrijedi A(I — E4) = 0,
odnosno, A = AF,. Neka je sada F proizvoljan projektor sa svojstvom A = AFE. Tada za svaki
¢ € H vrijedi A(I — E)¢ = 0. To znaéi da je N(E) = R(I — E) C N(A) = R(EA)* = N(E,).
Prema tome, vrijedi £4 < E. Na taj nacin dokazali smo:

Propozicija 3.3.8. Nosac E4 operatora A € B(H) je najmangi projektor E sa svojstvom AE = A.

Buduéi da je CI(R(A)) = N(A*)*, nosa¢ E4- adjungiranog operatora A* je projektor na
CU(R(A)).

Neka je A von Neumannova algebra, Z njen centar i A € A. Za svaki F € P(Z) takav da je
AFE = A vrijedi i A*E = (EA)* = (AE)* = A*. Dakle,

F=inf{E € P(2); BEs<E}=if{EcP(2); Es <E)}.

Taj se projektor zove centralni nosac operatora A € A i oznacava sa F4. Naravno, on je odreden
algebrom A a ne samo njenim elementom A. Kao $to smo vidjeli, Fy = F-.

Zadatak 3.3.1. Neka je A von Neumannova algebra, Z njen centar i A € A. Ukoliko je E € P(Z2)
takav da je AE = 0, dokaZite da je FuFE = 0, odnosno, da su projektori E i Fa su medusobno
ortogonalni.

Propozicija 3.3.9. Neka je A von Neumannova algebra na H, S C H i Y = Xg. Tada je
X{' = XZ

Dokaz: Buduéi da je A C Z', vrijedi Y C XZ'. Nadalje, kako je A" C Z’, potprostor X2 je
A’'—invarijantan, pa slijedi X3* C XZ'.

Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Uo¢imo da zatvoren potprostor Z = X f’ sadrzi S i vrijedi
Pz € Z" = Z. Neka je sada Z proizvoljan zatvoren potprostor koji sadrzi S i vrijedi Py € Z. Za
£€8iAc 2 vrijedi PzAE = APz¢ = A¢. To pokazuje da je 2'S C Z, dakle, vrijedi X&' C Z.
Time smo dokazali da je X7 najmanji medu svim zatvorenim potprostorima Z koji sadrze S i
vrijedi Py, € Z. Prema tome, obrnuta inkluzija X g’ C X7¥ bit ¢ée dokazana ako pokazemo da
potprostor Z = Xz ima svojstva S C Z i P; € Z. Jasno je da je S C Z. Nadalje, P, = E{".
Dakle, treba jos dokazati da je E¢¥ € Z. Kako je Z = AN A/, pripadnost projektora E¢¥ centru Z
ekvivalentna je invarijantnosti potprostora X{/‘V u odnosu na A i u odnosu na A’. No po definiciji
taj je potprostor A’—invarijantan. Nekasu{ € Y, B € A'i A € A. Tada je A(BE) = B(A¢£) € BY.
To pokazuje da je A(A'€) C X7, dakle, i AX7" C X;¥. Time je dokazana i A—invarijantnost
potprostora X{ﬁv.
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Korolar 3.3.10. Neka je A von Neumannova algebra na prostoru H i neka je Y zatvoren pot-
prostor od H takav da je Py € A. Tada je EX* centralni nosac od Py.

Dokaz: Buduéi da operatori iz A’ komutiraju s projektorom Py, potprostor Y je A’—invari-
jantan. To znaci da je X3¥ =Y. Odatle i iz propozicije 3.3.9. slijedi da je X{* = X&'. Dakle, X{!
je najmanji medu svim zatvorenim potprostorima Z od ‘H koji sadrze Y i imaju svojstvo P, € Z.
Time je tvrdnja dokazana.

Kao neposrednu posljedicu propozicije 3.3.9. i korolara 3.3.10. dobivamo:

Korolar 3.3.11. Neka su A von Nemannova algebra na H, Z njen centar i S C H. Tada je Eg/
centralni nosa¢ od EZ' € A i ujedno centralni nosa¢ od E4 € A’

Teorem 3.3.12. Neka je A von Neumannova algebra na prostoru H. Tada su sljedeca dva svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a) A je faktor.
(b) Ako su A, B € A\ {0} onda postoji C € A takav da je ACB # 0.

Dokaz: (b)) = (a). Ako A nije faktor, onda prema propoziciji 3.3.1. u Z postoji projektor
P takav da je 0 # P # I. Tada su P i I — P operatori iz A \ {0} i za svaki C € A vrijedi
PC(I - P) = (P(I - P)C =0.

(a) = (b). Pretpostavimo da postoje A, B € A\ {0} takvi da je ACB = 0 VC € A. Neka
je Y = CI(R(B)) i P = E{. Prema korolaru 3.3.11. tada je P # 0 projektor iz Z. Nadalje, za
svaki C' € A operator A ponistava se na C'BH, dakle, ponistava se na C'Y. Odatle slijedi da se A
ponistava na Xy'. Odatle slijedi da je AP = 0. To pokazuje da je P # I. Dakle, Z # CI, odnosno,
A nije faktor.

Ustanovit ¢emo jos neka svojstva centralnog nosaca F4 elementa A von Neumannove algebre
A na prostoru H.

Propozicija 3.3.13. Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H s centrom
Z. Oznacimo sa Fy centralni nosac elementa A € A.

(a) Za A€ Aje Fy=inf{P e P(Z); AP = A}.

(b) Za A € A neka je P projektor na potprostor N(A)* = CI(R(A*)) i neka je Q projektor na
potprostor N(A*)+ = CI(R(A)). Tada je

FA:FA*:FA*A:FAA*:FP:FQ-

(¢) Ako je E projektor iz A, onda je

R (Fg) = Xpyg = Cl(span{A&; A€ A, € € R(E)})

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz definicije centralnog nosaca, buduci da je za projektor
P jednakost AP = A ekvivalentna sa F4 < P.

(b) Ve¢ znamo da je Fy = Fa-. Nadalje, ako je E € P(Z), onda ocito iz AE = A (dakle, i
A*E = A*) slijedi AA*E = AA* i A*AE = A*A. Prema tome, vrijedi

Fy=Fa < Fpas 1 Fp=Fa < Fpen.
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S druge strane, pretpostavimo da je £ € P(Z) takav da je AA*E = AA*. Za £ € ‘H tada imamo
|EATE|? = (BA™E|A™E) = (AA"EE[€) = (AATE[E) = (ATE|A™S) = [|[AT¢]P”.

To znaci da iz AA*E = AA* slijedi da je R(A*) C R(E), dakle, FEA* = A*E = A*. Prema tome,
vrijedi i obrnuta nejednakost

Time su dokazane jednakosti
Fp=Fyo = Fyeg = Fyp-.

Ako je E € P(Z) takav da je PE = P onda zbog PA* = A* slijedi FA* = EPA* = PA* = A*,
Odatle je AE' = A. Dakle, vrijedi F4 < Fp. Primijenimo li to na A* dobivamo i F4~ < Fj. Pret-
postavimo sada da je E' € P(Z) takav da je AE = A. To znaci da je R(A) C R(FE). Dakle, kako
je @ projektor na CI(R(A)), vrijedi R(Q) = CI(R(A)) C R(E), a to znaci da je @ < E, odnosno,
QF = Q. Vrijedi i nejednakost Fyp < Fy = Fy+, a analogno i Fp < Fy« = F4. Time su dokazane
i preostale dvije jednakosti u tvrdnji (b).

(¢) Oznacimo sa P projektor na potprostor X ﬁ( B) Buduéi da je taj potprostor A—invarijantan,
vrijedi P € A’. No taj je potprostor i A'—invarijantan. Doista, potprostor R(FE) je A’'—invarijantan,
paza A'e A, Ac Ai{ € R(FE) vrijedi A'§ € R(E), dakle,

AAE = AAC e Xﬁ(E).
Buduéi da vektori A¢, A € A, £ € R(E), razapinju gusti potprostor od Xﬁ(E), slijedi A’—invari-
jantnost od Xﬁ(E). No tada je P € A” = A. To pokazuje da je P € AN A = Z. Ocito je £ < P,
dakle, vrijedi Fr < P. S druge strane, ako je Q € P(Z) takav da je EQ = F, ondaza A € A i

¢ € R(E) imamo
QA = AQES — AES = A¢.

Odatle slijedi da je Xﬁ(E) C R(Q), dakle, P < @. Odatle slijedi P < Fp.
Za A€ B(H)iza E € P(B(H)) definiramo operator Ay € B(R(E)) sa
Apt = BAE, €€ R(E).

Ap se katkada zove kompresija operatora A na potprostor R(FE). Ako je A von Neumannova
algebra na H stavimo

Ap ={Ag; Ae A}
Opéenito Ag ne mora biti algebra. Ali ako je E € P(A) ili E € P(A’), to jest tako:

Propozicija 3.3.14. (a) Ako je E € P(A), onda je Ag von Neumannova algebra na prostoru
R(E) i vrijedi (Ag) = (A"),. Nadalje, preslikavanje A — Ag je x—izomorfizam sa EAE
na Ag.

(b) Ako je E € P(A") onda je Ag von Neumannova algebra na prostoru R(E) i (Ag) = (A') .
(c) Ako je Z centar od A i ako je E € P(A)UP(A') onda je Zg centar od Ap.

Dokaz: (a) Ocito su Ag i (A'), *—podalgebre od B(R(E)) koje sadrze jedini¢ni operator
Ipp). Akosu A" € A'i A € A, onda za svaki { € R(E) imamo

(A'), Apt = EAEAES = EA'AES = EAA'EE = EAEA'ES = A (A') €.
To pokazuje da je (A'), C (Ag) .
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Pretpostavimo sada da je U unitarni element von Nemannove algebre (Ag)' na prostoru R(E).

Ako su Ay,..., A, € Ai&, ..., & € R(E), onda imamo redom

n 2
> AU
j=1

n

=) (AUGIAUS) = > (BEAAB)UEIUE) =

1,j=1 1,j=1

n

_ Z U(BASAE)G|UG) = > (BAAEG|) =

1,j=1 1,j=1

ZA]&

To pokazuje da postoji jedinstvena linearna izometrija W s potprostora

Y = X{p = Cl(span {A&; A€ A, £ € R(E)})

u prostor ‘H takva da vrijedi
WY A=) AUE VA, A €A i Y&, & € R(E).
— —

Produljenjem W na ¢itav prostor H tako da stavimo W|Y+ = 0, dobivamo parcijalnu izometriju
na prostoru ‘H. Prema tvrdnji (¢) propozicije 3.3.13. projektor na Y = Xﬁ(E) je centralni nosac
Fg projektora E. Prema tome, svaki A € A komutira sa Fg, dakle i s projektorom I — Fy na Y+,
Stoga za svaki A € A imamo

WA(I — Fg) =W(I — Fg)A=0= AW(I — Fg) = WAy = AW|Y+.

S druge strane, za Aj,..., A, € Aiza&, ..., &, € R(F) imamo
WAD Al =W AAL = AAUE =AY AUEG =AW Y Ay,
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

To znaci da je i WA|Y = AW|Y. Sve u svemu, imamo WA = AW za svaki A € A, dakle, W € A'.
Za £ € R(E) imamo po definiciji W¢ = U¢. Odatle slijedi da je Wr = U. Drugim rijecima,
za svaki unitaran operator iz (Ag)’ vrijedi U € (A’), . Buduéi da je prema propoziciji 3.2.3. von
Neumannova algebra (Ag)’ razapeta sa svojim unitarnim elementima, slijedi da je (Ag)" C (A'),
Dvije inkluzije dokazuju jednakost (Ag) = (A')
Neka je sada T € (Ag)” i prosirimo T' na ¢itav prostor H s nulom na R(E)* = N(E). Neka
je A’ € A'. Tada znamo da je (A), € (Ag) (i tako se dobivaju svi elementi od (Ag)'). Sada za
¢ € R(E) zbog T'=TFE imamo

TAE = (TE)A'€ = TEA'€ = T (A)) . € = (A),T€ = EATE = A'TE.
Dakle, vrijedi TA'|R(E) = A'T|R(E) za svaki A’ € A’. S druge strane imamo T(I — E) = 0,

dakle,
TA(I-E)=T(I—-FE)A=0=AT( - E).

No to znac¢i da je i TA'|N(A) = AT|N(E) za svaki A’ € A’. Time je dokazano da vrijedi
TA = A'T za svaki A’ € A, odnosno, T € A" = A. Dakle, vrijedi

Ap = (A")p = (A)p) = (Ag)",

odnosno, dokazali smo da je Ag von Neumannova algebra na prostoru R(E).
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Zadatak 3.3.2. DokaZzite preostali dio tvrdnje (a), tj. da je A — Agp x—izomorfizam sa EAE na
Ag.

Zadatak 3.3.3. Dokazite turdnju (b) propozicije 3.3.14.

Dokaz tvrdnje (c) propozicije 3.3.14.: Iz (a) 1 (b) slijedi da je centar Z (Ag) von Neumannove
algebre Ap jednak Ap N (A');. Odatle je jasno da je Zg C Z(Ag). Obratno, uzmimo da je
CeZ(Ag)=AgN(A)g. Prema tvrdnji (a) postoji jedinstven A € EAE takav da je C = Ap.
Kako je C € (A') = (Ag), slijedi da je A € A'. Dakle, A € Z i C = Ap. Time je dokazano
C € Zg, odnosno, dokazana je i obrnuta inkluzija Z (Ag) C Zg.

Napomenimo da prema prethodnoj propoziciji mozemo kratko pisati A za (A'), = (Ag)’
ukoliko je E € P(A)ili E e P(A).

Kazemo da je A c—konac¢na von Neumannova algebra ako u njoj ne postoji neprebrojiv
skup medusobno ortogonalnih projektora. To svojstvo ocito ima svaka von Neumannova algebra
na separabilnom Hilbertovom prostoru H.

Propozicija 3.3.15. Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H. Tada je A
o—konacna ako i samo ako postoji prebrojiv podskup od 'H koji je separirajuci za A.

Dokaz: Neka je S prebrojiv podskup od H koji je separirajuci za A. Neka je (Ej)jeJ familija
medusobno ortogonalnih projektora iz A. Iz tvrdnje (a) teorema 2.5.1. slijedi da je za svaki £ € S
skup {j € J; E;¢ # 0} konacan ili prebrojiv. Dakle, i unija J’ tih skupova je konacan ili prebrojiv
skup. Kako je skup S separirajuci za A, vrijedi E; = 0 ako i samo ako je £;S = {0}. Dakle, vrijedi
J' ={j € J; E; #0}. Time je dokazano da je algebra A o—konacna.

Pretpostavimo sada da je A oc—konacna von Neumannova algebra. Primjenom Zornove leme
lako se vidi da postoji maksimalan podskup S C H takav da su projektori EA", £ € S, medusobno
ortogonalni. Sada iz o—konacnosti od A slijedi da je skup S konacan ili prebrojiv. Nadalje, iz
maksimalnosti od § slijedi da je

sup{EgV; eSSt = Z Egv =1.
£es

To upravo znaéi da je B4’ = I, tj. Xg' = H. Dakle, prebrojiv skup S je ciklicki za A’, a to po
korolaru 3.3.7. znaci da je skup S separirajuci za A.
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3.4 Homomorfizmi

Neka su A i B von Neumannove algebre. Preslikavanje ® : A — B zove se homomorfizam
von Neumannovih algebri ako je ® homomorfizam x—algebri, tj. ako je ® linearno preslikavanje
i vrijedi

O(AB) = D(A)B(B) i (A = (A VA, Be A

Linearno preslikavanje ® : A — B zove se antihomomorfizam von Neumannovih algebri
ako vrijedi

D(AB) = ®(B)B(A) i  B(A*)=B(A)* VA Be A

Propozicija 3.4.1. Neka je ® : A — B homomorfizam ili antihomomorfizam von Neumannovih
algebri. Tada vrijedi:

(a) B(Ay) C B..
(b) B(P(A)) C P(B).

(¢) Za svaki A € A wvrijedi ||P(A)|| < ||A|l. Ako je homomorfizam ® injektivan, onda je
(@A) = [|All vA € A.

(d) Za A€ Ay vrijedi ®(VA) = /B(A).

Dokaz: Pretpostavljamo da je ® homomorfizam. Dokaz za antihomomorfizam potpuno je

analogan.
(a) Ako je A € A, prema korolaru 3.2.2. vrijedi A = S*S za neki S € A. Tada je

B(A) = B(S)*B(S) € By.

(b) Za E € P(A) je E* = E = E? a odatle je ®(F)* = ®(F) = ®(F)?, dakle, ®(E) € P(B).
(c) Za A € Aimamo A*A < || A||*I, odnosno, ||A]|?T — A*A € A,. Prema (a) tada je

O AT — A*A) = [|A|P2(]) — 2(A)"®(A) € By,
dakle, ®(A)*®(A) < [|A||*®(I) < ||A||*1, jer je prema (b) ®(I) projektor u B. Odatle je
I(A)* = [[2(A) @A) < [IA]*.

Time je dokazana prva tvrdnja u (c).
Za dokaz druge tvrdnje treba nam jedna jednostavna cinjenica o preslikavanju spektra:

Zadatak 3.4.1. Neka su A unitalna algebra, x € A i P polinom s kompleksnbim koeficijentima.

Dokazite da je tada
o(P(x)) = P(o(z)) = {P(N); A€o(x)}

Uputa: Za dokaz inkluzije o(P(z)) C P(o(z)) rastavite polinoma P — Xy u linearne faktore,
PA) = Xo=a(A=X) - (A= \),

zamijenite u toj jednakosti A sa x i upotrijebite ¢injenicu da ako umnozak nekih elemenata iz A
nije invertibilan, onda nuzno neki od faktora nije invertibilan.

Pretpostavimo sada da je homomorfizam & injektivan i da postoji A € A takav da vrijedi
|®(A)]] < ||A]l. Buduéi da je ||A*Al| = ||A||*, moZemo pretpostaviti da je A € A,. Norma
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hermitskog operatora jednaka je njegovom spektralnom radijusu. Prema tome, postoji neprekidna
funkcija f : Ry — R, takva da je f(0) = 0, flo(®(A)) = 0, ali flo(A) # 0. Neka je (P,)
niz realnih polinoma realne varijable takvih da je P,(0) = 0 i da restrikcije P,|0(A) uniformno
konvergiraju prema restrikciji f|o(A). Ocito je P,(®(A)) = ®(P,(A)). Nadalje, prema zadatku
3.4.1. vrijedi

o(P(A) = Pa(0(4) i o(Pa(®(A)) = Pu(o(®(4))

Odatle slijedi da spektralni radijusi, (dakle, norme) niza hermitskih operatora P, (®(A)) konver-
giraju prema nuli. To znaci da je

lim ®(P,(A)) = 0.

n—oo

S druge strane, niz operatora (P,(A)) je Cauchyjev u Banachovom prostoru .A. Doista, neka je
e > 0. Zbog uniformne konvergencije niza P,|o(A) postoji ng € N takav da vrijedi

n,m > ng = |P.(A) — P(N)] <e VAeoa(A).

Za takve n i m spektar operatora P,(A) — P,,(A), koji je jednak {P,(\) — P,(\); A € 0(A)},
sadrzan je u [—e,¢]. To znaci da je spektralni radijus operatora P,(A) — P,,(A), koji je jednak
njegovoj normi, manji ili jednak od e. Time je dokazano da je niz (P,(A)) Cauchyjev, dakle, kon-
vergentan u Banachovom prostoru A. Oznac¢imo sa B njegov limes. Zbog dokazane neprekidnosti
homomorfizma & tada je

O(B) = lim ®(P,(A)) = 0.

S druge strane, B # 0. Doista, uniformno konvergentan niz funkcija P,|c(A) ne konvergira prema
nuli, prema tome, postoje A € 0(A4), € > 01 ny € N takvi da je |P,(l)] > € za svaki n > ny. Za
sve takve n je

[Pa(A)] = v(Pu(A)) = [Pa(N)] = €.

Tada je i ||B]| > € > 0, dakle, B # 0. Dokazano je u kontradikciji s injektivnoséu homomorfizma
.

(d) Prema (a) ®(v/A) je pozitivan operator i vrijedi ®(v/A)? = ®(A). Odatle zakljuéujemo da
je (VA) = /D(A).

Ako je (anti)homomorfizam ® : A — B bijektivan, onda je i ®~! (anti)homomorfizam. Kazemo
tada da je ® algebarski (anti)izomorfizam sa A na B. Ako takav postoji kazemo da su von
Neumannove algebre A i B algebarski (anti)izomorfne.

Uzmimo sada da su ‘H i K Hilbertovi prostori i neka je U : H — K izometricki izomorfizam.
Ako je A von Neumannova algebra na prostoru H, definiramo preslikavanje ® : A — B(K) sa
P(A) = UAU!, A € A. Tada je ® algebarski izomorfizam von Neumannove algebre .4 na neku
von Neumannovu algebru B na prostoru . Takav se izomorfizam zove prostorni izomorfizam.

Sliéno, ako je V : H — K antilinearna izometrija sa H na K, onda je sa ¥(A) = VA*V ! zadan
antiizomorfizam sa A na neku von Neumannovu algebru na prostoru K. Takav se antiizomorfizam
zove prostorni antiizomorfizam.

Ako je & : A — B (anti)homomorfizam von Neumannovih algebri, onda je prema tvrdnji
(c) preslikavanje ® neprekidno. Posebno, jezgra m = Ker(®) je zatvoren obostrani ideal u A i
® definira izomorfizam x—algebri sa A4/m na Im(®). Uocimo jos neke ¢injenice o idealima u von
Neumannovim algebrama.

Neka je A von Neumannova algebra. Ako je m lijevi (odnosno, desni) ideal u A, onda je
m* = {A*; A € m} desni (odnosno, lijevi) ideal u A. Dakle, lijevi (odnosno, desni) ideal m sa
svojstvom m* = m je obostrani ideal. U stvari, svojstvo m* = m vrijedi za svaki obostrani ideal u
von Neumannovoj algebri:
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Propozicija 3.4.2. Neka je m lijevi (odnosno, desni) ideal u von Neumannovoj algebri A.
(a) Za A € A vrijedi A € m ako i samo ako je |A| € m.
(b) Ideal m je obostrani ako i samo ako je m* = m.

Dokaz: Dokaz provodimo za lijeve ideale. Dokaz za desne ideale potpuno je analogan i predmet
je zadatka 3.4.2.

(a) Neka je A = V|A| kanonski polarni rastav operatora A. Prema propoziciji 3.3.3. vrijedi
V € A. Dakle, ocito iz |A| € m slijedi A € m. Za dokaz obrnute implikacije treba samo uociti da
je |A] = V*A; doista, V*V je projektor na CI(R(]|A|), pa vrijedi V*V|A| = |A|.

(b) Veé¢ smo uocili da je lijevi ideal m sa svojstvom m* = m obostrani ideal. Pretpostavimo
sada da je m obostrani ideal i neka je A € m. Neka je A = V|A| kanonski polarni rastav od A.
Prema tvrdnji (a) tada je |A| € m. Nadalje, imamo A* = |A|V*, pa kako je m i desni ideal, slijedi
A* € m. Time smo dokazali inkluziju m* C m. Primjenom adjungiranja slijedi i obrnuta inkluzija
mCm*.

Zadatak 3.4.2. Dokazite propoziciju 3.4.2. za desne ideale.
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3.5 Ortogonalne sume

Ako je (H;);c; bilo kakva familija Hilbertovih prostora definiramo @, ., H; kao potprostor
Kartezijevog produkta [[,., H; svih familija (&;),.;, & € H;, takvih da je skup {i € I; & # 0}
konacan ili prebrojiv i da vrijedi

Dl < oo

1€l
Zadatak 3.5.1. DokaZite da je @, ; H; Hilbertov prostor sa skalarnim produktom
(€ier| i)icr) =D (&lm)-

el
Uputa: Imitirajte dokaz ¢injenice da je ¢5 Hilbertov prostor.

Zadatak 3.5.2. Neka su A; € B(H;), i € I, takvi da je sup {||A;||; i € I} < +oo. Dokazite da je
tada sa

A(fi)z’el = (Ai§i>z’el

definiran ogranicen linearan operator na prostoru H = @,.; H; i da je

el
1Al = sup {[|Ail|; @ € T}
Operator A iz zadatka 3.5.2. obi¢no se oznacava sa @, _; A;.

Propozicija 3.5.1. Neka je (H;),c; familija Hilbertovih prostora i neka je za svakii € I zadana
von Neumannova algebra A; na prostoru H;. Stavimo

‘AIEB‘AZ' = {@Ai; A€ A, sup{||Ai|l; iel} < —l—oo}.

iel iel
Tada je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H = @, H; i vrijedi A" = @@, A;.

Dokaz: Ocito je A s—podalgebra od B(H). Pretpostavimo da je C' € A’. Svaki ‘H; mozemo
identificirati sa zatvorenim potprostorom od ‘H svih familija (&;),.; takvih da je § = 0 ako je
i # j. Neka je Ej; projektor prostora ‘H na potprostor H;. Tada je ocito E; = €,.; Ai, gdje je
A;=0zai# jiA;= Iy, Prema tome, svi projektori E;, i € I, su elementi od A. Stoga operator
C komutira sa svim tim projektorima. To znaci da su svi potprostori H; invarijantni s obzirom
na operator C. Oznac¢imo sa C; € B(H;) restrikciju operatora C' na potprostor H;. Tada je ocito
C =@, Ci. Neka je j € 11 A € Aj. Definiramo familiju (4;),., tako da stavimo A4; = 0 za
i#jiA; = A Tada je @,.; Ai € A, dakle, taj operator komutira s operatorom C. No odatle
ocito slijedi da je C;A = AC;. Kako to vrijedi za svaki A € A;, zakljucujemo da je C; € Aj. To
pokazuje da je C' € @, ; A;. Time je dokazana inkluzija A" C €p,.; A;. No obrnuta inkluzija je
ocigledna pa slijedi jednakost. Primijenimo li dokazano na algebru A’ = @, ; A slijedi da je

XA~ DA A
iel iel
Time je dokazano da je A von Neumannova algebra na prostoru H.
Neka je i dalje kao u dokazu propozicije 3.5.1. E; projektor prostora H = €,.; H; na zatvoren

potprostor H;. Za T € B(H) definiramo operatore T;; € B(H,;, H;) sa T;; = E;T|H;. Tada matrica

[Tij]i,j ¢; Potpuno odreduje operator T. Obi¢no ¢emu tu matricu identificirati s operatorom 7.
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Zadatak 3.5.3. Neka je T = [T}j], .., € B(H) 1 A= @,c; Ai € D,c; B(H:). DokaZite da vrijedi
TA= AT ako i samo ako je T;jA; = A/T;; Vi, j € 1.

Razmotrimo sada posebno slucaj kad je I bilo kakav neprazan skup, H je Hilbertov prostor
i H; = H za svaki i € I. Tada se Hilbertov prostor €, ; H; oznacava sa HD . Taj se prostor
identificira s prostorom svih funkcija i — §&; sa I u 'H kojima je nosa¢ konacan ili prebrojiv i
vrijedi e, 1G]1? < 400. U tom slucaju za A € B(H) stavimo AU = @, _; 4;, gdje su A; = A
Vie I

Zadatak 3.5.4. Neka je H Hilbertov prostor, I neprazan skup, A € B(H) i T = [T};]
Dokazite da je ADT = TAD ako i samo ako je AT;; = Tj;A Vi € I

€ B(H).

i,J€1

Ako je S bilo koji podskup algebre B(H) i I neprazan skup, stavimo
S ={AD; Ac S}
Lema 3.5.2. Uz wvedenu oznaku vrijedi [S(I)}” = [8"D

Dokaz: Neka je T' = [T};] € [S(I)}” i neka su p # ¢ proizvoljni elementi iz /. Oznacimo sa E,,
operator iz B (H(I)) u ¢ijoj matrici su sve nule osim na mjestu (p, ¢) na kome je jedini¢ni operator
]H :

(qu)ij = OipOjqI1-

Tada je ocito E,, € [S(I )]/, pa T" komutira s tim operatorom. Racunanje s matricama pokazuje
da to znaci da je Tp,, = Ty; 1 T,y = T, = 0. To pokazuje da su svi nedijagonalni elementi matrice
od T jednaki nuli a svi su dijagonalni elementi medusobno jednaki — ozna¢imo ih sa S. Tada je
T =5SUiocito je T € [S(I)}" ako i samo ako je S € §”. Time je lema dokazana.

Neposredna je posljedica leme 3.5.2. i zadatka 3.5.4.:

Propozicija 3.5.3. Neka A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H i neka je
neprazan skup. Tada je AD von Neumannova algebra na prostoru HD i vrijedi

[AD) ={T=[T;]e B(HD); Ty, e A Vi, jeI}.



Poglavlje 4
TEOREMI GUSTOCE

4.1 Topologije na algebrama operatora

Topologija na algebri B(H) ogranicenih linearnih operatora na Hilbertovom prostoru H zadana
normom operatora obitno se zove uniformna topologija na B(H). Svaka von Neumannova al-
gebra na prostoru H zatvoren je potprostor od B(H) u odnosu na tu topologiju. U ovom ¢éemo
odjeljku definirati i usporediti nekoliko drugih prirodnih topologija na vektorskom prostoru B(H).
Vazna je ¢injenica da je von Neumannova algebra zatvoren potprostor od B(H) u odnosu na svaku
od tih topologija, a posebno je vazna ¢injenica da zatvorenost unitalne x—podalgebre od B(H) u
odnosu na bilo koju od tih topologija povlaci da algebra von Neumannova.

Linearni topoloski prostor je kompleksan vektorski prostor V' na kome je zadana topologija
takva da je zbrajanje (v, w) +— v + w neprekidno preslikavanje sa V' x V' u V' i da je mnozenje
skalarom (A, v) — Av neprekidno preslikavanje sa C x V' u V. Kazemo da je V' lokalno konveksan
prostor, ili da je topologija na linearnom topoloskom prostoru lokalno konveksna ako konveksni
otvoreni skupovi u V' tvore bazu topologije. Za to je dovoljno da konveksne okoline nule ¢ine
bazu okolina nule, tj. da svaka okolina nule sadrzi konveksnu okolinu nule. Naravno, ako je V'
normiran prostor, njegova je topologija lokalno konveksna jer otvorene kugle su konveksni skupovi.
Polunorma na vektorskom prostoru V' je preslikavanje p : V' — R, koje ima svojstva norme osim
definitnosti:

Pozitivna homogenost: p(Av) = |Alp(v) YA € Ci Yv € V.
Nejednakost trokuta: p(v +w) < p(v) + p(w) Yv,w € V.

Ako je P neki skup polunormi na vektorskom prostoru V, za vg € V, za py,...,p, € Pizaec >0
definiramo skup

Uvo;pr,. .. pnse) ={veV; pjlv—w) <ezaj=1,...,n}
Zadatak 4.1.1. Uz wvedenu oznaku dokaZite:
(a) Skupovi U(vo;p1,...,pn;€) su konveksni.

(b) Skupovi U(vo;p1,y...,pn;€), n € N, p1,....p, € P, e > 0, ¢ine bazu okolina tocke vy za
jedinstvenu topologiju na V. Za tu topologiju kaZemo da je topologija zadana skupom
polunormi P.

(c) S topologijom iz (b) V je lokalno konveksan prostor.

69
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(d) Prostor V' je Hausdorffov ako i samo ako vrijedi:

veV, plv)y=0¥peP = v =0.
Zadatak 4.1.2. Neka je V' lokalno konveksan prostor na kome je topologija zadana skupom P

polunormi na V' 1 neka je T' topoloski prostor. DokaZite:

(a) Preslikavange f : X — V je neprekidno u tockity € T ako i samo ako je funkcija t — p(f(t))
sa T u R neprekidna u tocki ty za svaku polunormu p € P.

(b) Preslikavanje f : V — X je neprekidno u tocki vy € V ako i samo ako za svaku okolinu U
tocke f(vo) u T postojen € N, p1,...,p, € P iec >0 takvi da vrijedi

veV, pjlv—v)<ezaj=1...,n — f(v)eU.

Zadatak 4.1.3. Neka su V ¢ W lokalno konveksni prostori na kojima su topologije zadane
skupovima polunormi P na V' i Q@ na W. DokaZite da su za linearan operator A -V — W sljedeca
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) A je neprekidan u nekoj tocki vy € V.
(b) A je neprekidan svuda na V.

(¢) Za svaku polunormu q € Q postojen € N, p1,...,p, € P i M > 0 takvi da vrijedi:

q(Av) < M max {p1(v),...,p.(v)} Yo e V.

Posebno, linearan funkcional f : V — C neprekidan je ako i samo ako postoje py,...,p, € P 1
M > 0 takve da vrijeds

|f()] < M max {p;(v),...,pa(v)} Vv €EV.

Vazna je ¢injenica da i u slucaju lokalno konveksnih prostora vrijedi Hahn—Banachov teo-
rem koji navodimo bez dokaza:

Teorem 4.1.1. Neka je V' lokalno konveksan prostor i W potprostor. Svaki se neprekidan linearan
funkcional na prostoru W moze prosiriti do neprekidnog linearnog funkcionala na V.

Ovaj teorem ima vaznu posljedicu o geometriji konveksnih podskupova u lokalno konveksnom
prostorima. U tu svrhu je prirodnije promatrati prostore nad poljem R realnih brojeva. Primijetimo
da svaki lokalno konveksan prostor V' nad poljem C suzenjem polja skalara na R postaje lokalno
konveksan prostor Vg nad poljem R. Nadalje, C—linearan funkcional f : V' — C neprekidan je
ako i samo ako su g = Re f i h = Im f neprekidni R—linearni funkcionali Vx — R.

Za svaki neprekidan R—linearan funkcional f: V — R i za svaki ¢ € R stavimo

Vie={veV; f(v) <c}.

Takvi su skupovi zatvoreni i zovu se zatvoreni poluprostori u prostoru V. Svaki je zatvoren
poluprostor ocito konveksan skup. Pomo¢u Hahn—Banachovog teorema izvodi se sljedeci teorem o
zatvaracu konveksnog podskupa lokalno konveksnog prostora, koji takoder navodimo bez dokaza:

Teorem 4.1.2. Neka je V' lokalno konveksan prostor i S njegov konveksan podskup. Tada je
zatvarac od S jednak presjeku svih zatvorenih poluprostora koji sadrZe skup S.
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Odatle neposredno slijedi za nas vazna ¢injenica:

Korolar 4.1.3. Neka je V wvektorski prostor i T ¢ o dvije lokalno konveksne topologije na V' takve
da je linearni funkcional f na prostoru V- t—neprekidan ako i samo ako je on o —neprekidan. Tada
je za svaki konveksan podskup od V' njegov T—zatvarac jednak njegovom o— zatvaracu.

Ako su 7 i o topologije na skupu T kazemo da je topologija 7 ja¢a od ¢ ako ima "vise
otvorenih skupova”, odnosno, ako je svaki otvoren podskup topoloskog prostora (7),0) ujedno
otvoren podskup topoloskog prostora (T, 7). Ekvivalentno, identiteta 17 : T — T' je neprekidno
preslikavanje sa (T, 7) u (T, o). Ako je topoloski prostor Hausdorffov, njegova je topologija potpuno
odredena s konvergencijom hipernizova. Ako su i 7 i ¢ Hausdorffove topologije na skupu 7', svojstvo
da je topologija 7 jaca od topologije ¢ moze se ekvivalentno i ovako iskazati: svaki konvergentan
hiperniz (j),c, u topoloskom prostoru (7', 7) je konvergentan i u topoloskom prostoru (7', 0) i
vrijedi

T—%\lgl\ ty = a—l\lemA ty.

U daljnjem je ‘H Hilbertov prostor i B(H) algebra ogranicenih linearnih operatora na prostoru
H. Definirat ¢emo sada Cetiri (lokalno konveksne) topologije na prostoru B(H)
1. Slaba topologija na B(H) je lokalno konveksna topologija odredena skupom polunormi

{Pey; € m e M}, gdje je
pen(A) = [(A¢n)]l, A€ B(H).

Tu ¢emo topologiju oznacavati znakom w. Bazu okolina nule ¢ine skupovi

Uw (O; (517771)7 R (fmanm>;5) = {A S B(H); |(A§j|77j>| <ezaj=1,... 7m}7

mEN, fl,...,fm,m,...,nme’}'{, e > 0.

Primijetimo da nam je za opis slabe topologije dovoljan skup polunormi {p¢¢; £ € H}. To slijedi
iz tzv. polarizacijske jednakosti:

4(A¢ ) = (A€ +n)I§ +n) — (A€ —n)I§ —n) +i(AE +in)[§ +in) — i(A(§ —in)|€ — in).

Slaba topologija na B(H) je najslabija medu svim topologijama na B(H) za koje su sva preslika-
vanja A — (A&|n), £,n € H, sa B(H) u C neprekidna.

Slaba topologija na B(H) ocito je Hausdorffova i u skladu je sa strukturom vektorskog prostora
(preslikavanja (A, B) — A+ B sa B(H)y, x B(H)y u B(H)yw 1 (X, A) = AA sa Cx B(H)y uw B(H)4
su neprekidna), ali nije u skladu sa strukturom algebre: iako su za svaki B € B('H) preslikavanja
A~ ABi A— BAsa B(H), u B(H), neprekidna, vidjet ¢emo u propoziciji 4.1.5. da u slu¢aju
beskonacnodimenzionalnog prostora H preslikavanje (A, B) — AB sa B(H), X B(H), u B(H),
nije neprekidno. Medutim, adjungiranje A — A* sa B(H),, u B(H),, jest neprekidno, jer vrijedi
Pen(A — Ag) = ppe(A” — Ap).

2. Jaka topologija na B(H) je lokalno konveksna topologija odredena skupom polunormi
{pe; € € H}, gdje je

pe(A) = |l Agll, A€ B(H).

Tu ¢emo topologiju oznacavati znakom s. Bazu okolina nule ¢ine skupovi
Uy (0361, €mic) = {A € B(H): |AG] <czaj=1,....,m},

meN, &,....6n,€H, €>0.
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To je najslabija medu svim topologijama na B(H) za koje su sva preslikavanja A — AE,
¢ € H, sa B(H) u 'H neprekidna. I ova je topologija u skladu sa strukturom vektorskog pros-
tora, ali kao Sto ¢emo vidjeti u propoziciji 4.1.5. ne i algebre, ako je prostor H beskonac¢nodi-
menzionalan. Stovige, adjungiranje A — A* nije neprekidno sa B(H), u B(H)s, ako je prostor
H beskonacnodimenzionalan. Tu je ¢injenicu jednostavno dokazati. Uzmimo da je {e,; n € N}
ortonormiran skup u H i neka su operatori A,, definirani sa A,¢ = (£|e,)er. 1z lim, o (€le,) =0
slijedi s —lim,, . A, = 0. Medutim, imamo A’e; = e,, pa slijedi da niz (A}),en ne konvergira
nuli u odnosu na jaku topologiju. To izmedu ostalog pokazuje da se jaka i slaba topologija ne
podudaraju.

Propozicija 4.1.4. Jaka topologija na B(H) jaca je od slabe topologije na B(H). Drugim rijecima,
svaka slaba okolina nule sadrzi neku jaku okolinu nule.

Dokaz: Neka su &1,..., &0, 01, ..., m € H ie > 0. Mozemo pretpostaviti da nisu svi vektori
M, -, O jednaki 0; naime, u suprotnom je U, (0; (&1,m1), - -+, (&m, m); €) = B(H). Stavimo sada
B €
max {[|mll, ..., [7mll}

Za A € Ug(0;&4,...,&n,; ) imamo
(A& ;)| < (| A&]lIn; || < dmax {[[mul], ... lImall} = €.

To pokazuje da je Uy (0; &1, - ., émi 6) € Usy (05 (&1,71), - -+, (§ms )i €) , Pt je propozicija dokazana.

Propozicija 4.1.5. Neka je 'H beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor. Tada mnoZenje
(A, B) — AB nije ni slabo ni jako neprekidno, tj. nije neprekidno sa B(H)y X B(H)w v B(H)4w
niti sa B(H)s x B(H)s uw B(H)s.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je prostor H separabilan, odnosno, da ima prebrojivu ortonormi-
ranu bazu (e,), oy - U protivnom izaberemo ortonormiran niz (e, ),y i promatramo podalgebru
svih operatora iz B(H) za koje je zatvoren potprostor odreden s tim nizom invarijantan, a na
ortogonalnom komplementu su nula.

Definiramo niz operatora (A,), .y ovako:

A, =8", Se,=e,_1 za n>2, Se; = 0.

Za proizvoljan ¢ € 'H imamo

£ = Z(€|€k)€k i Z |(€]er)|? < +oo.

keN keN

Odatle je
2

AN =

> " (€lex) Aner

keN

Z(ﬂek ek n

k>n

Z|§|€k 3

k>n

a to tezi k nuli kada n tezi u co. To pokazuje da niz (A,), oy jako konvergira prema nuli, dakle,
prema propoziciji 4.1.4. i slabo konvergira prema nuli. Tada i niz (A;), .y slabo konvergira prema
nuli. Medutim, lako se vidi da je A}er = ex+n za svaki n i svaki k. Odatle slijedi da je operator
A} izometrija; doista, za svaki £ € H imamo

Z( ‘ek €k+n

keN

1A%E N =

=D I(Elen)* = lI€]1”

keN

Posebno, vidimo da niz (A},), .y ne konvergira jako prema nuli.
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Uoc¢imo sada da je A, A% e, = Apeprn = ek za svaki k i svaki n, dakle, vrijedi A, A’ = I za svaki
n € N. To pokazuje da iako nizovi (Ay), oy 1 (4},),cy konvergiraju slabo prema nuli, niz produkata

(An A7), ey ne konvergira slabo prema nuli. Time je dokazano da mnozenje nije neprekidno sa
B(H)w X B(H)w u B(H)..

Isti niz posluzit ¢e nam i za dokaz iste tvrdnje za jaku topologiju. Neka je £ € ‘H jedinicni
vektor i neka 0 < € < 1. Promatrat ¢emo jaku okolinu nule Uy(0; &; €). Definiramo sada operatore

1
Am(g = gAn, Bm(g = 514;;, n e N, 6> 0.

Tada imamo
[AnsBnslll = [An gl = 6l =1>e = AnsBns & Us(0;&;¢).
Sada za bilo koje dvije jake okoline nule U (0; &1, ..., &y 1) 1 Us(0;m1, ..., my; €2) izaberimo
€2
max {|[n,- ... lIngll}

Iskoristit ¢emo sada Cinjenicu da su svi operatori A izometrije. Zbog toga za svaki n € N i za
k=1,...,q imamo

0<d<

€2
max {|[n ], ..., [|7g]l

To pokazuje da je By, 5 € Ug(0; 71, ..., 14 €2) za svaki n € N. S druge strane, buduéi da niz (A,), .
jako konvergira prema nuli, postoji n € N takav da je

[ Brsti|| = Ol Apmill = 6llmel| < }Ilmll < e

”Anng < 615, 1<k < p.
Tada je
| An. sk < €1, 1<k<p, tj. Ans € Us(0;&1,...,8561).

Dakle, u bilo koje dvije jake okoline nule pronasli smo operatore A, 5 i B,s takve da njihov
produkt A, 5B, s nije u zadanoj jakoj okolini nule Us(0;&;¢). Time je dokazano da preslikavanje
(A, B) — AB nije jako neprekidno u tocki (0, 0).

Za definicije preostalih dviju topologiju upotrebljavamo Hilbertov prostor H™ uveden u
odjeljku 3.5. To je prostor svih nizova (&,), oy vektora iz H takvih da je > g [|&|* < 4oc.
To je Hilbertov prostor u odnosu na skalarni produkt

((§n>neN ’(nn)neN) = Z(fnmn)

3. Ultraslaba topologija na B(H) je lokalno konveksna topologija odredena skupom polu-
normi {p(£n)neN,(nn)neN? (En)nen s (M) pen € H(N)} » gdje je

> (A&ulna)

neN

P(&n)nen;(Mn)nen (A) = ) Ae B(H)

4. Ultrajaka topologija na B(H) je lokalno konveksna topologija odredena skupom polu-
normi {pg,),cii (Sn)nen € HO}, gdje je

p(én)neN(A> — /Z | A& 12, A€ B(H).
neN

Ocito su te topologije Hausdorffove.
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Propozicija 4.1.6. (a) Ultrajaka topologija jaca je od ultraslabe topologije.
(b) Ultraslaba topologija jaca je od slabe topologije.
(¢) Ultrajaka topologija jaca je od jake topologije.

Zadatak 4.1.4. Dokazite propoziciju 4.1.6.

Uputa: Dokaz tvrdnje (a) analogan je dokazu propozicije 4.1.4. Za tvrdnje (b) i (c) koristite
¢injenicu da je za svaki { € ‘H niz (i), » definiran sa & = &, § = 0 za k > 0, element prostora

HM.

Za ultraslabu topologiju upotrebljavat ¢emo oznaku uw, a za ultrajaku wus.

Zadatak 4.1.5. (a) Dokazite da je preslikavanje A — A* ultraslabo neprekidno, ali da u sluc¢aju
beskonacnodimenzionalnog prostora 'H to preslikavanje nije ultrajako neprekidno.

(b) Dokazite da u slucaju beskonacnodimenzionalnog prostora H mnozenje (A, B) — AB nije
ultraslabo neprekidno, odnosno, da nije neprekidno sa B(H)uw X B(H)uww % B(H)uw
)

(¢) Dokazite da u slucaju beskonacnodimenzionalnog prostora H mnozenje (A, B) — AB nije
ultrajako neprekidno, odnosno, da nije neprekidno sa B(H)us X B(H)us u B(H)us

Uputa: Koristite iste operatore A,,, A%, A,s i B,s kao u dokazu propozicije 4.1.5. Neki se
dokazi mogu pojednostavniti primjenom propozicija 4.1.5. 1 4.1.6.

Propozicija 4.1.7. Neka je H Hilbertov prostor i S C B(H) ogranicen podskup.
(a) Jaka i ultrajaka topologija podudaraju se na S.
(b) Slaba i ultraslaba topologija podudaraju se na S.

Dokaz: (a) Mozemo pretpostaviti da je S zatvorena jedini¢na kugla {A € B(H); ||A] < 1}.
Bududéi da znamo da je ultrajaka topologija jaca od jake topologije na B(H), dakle, i na .S, dovoljno
je dokazati da za svaku ultrajaku okolinu U nule u B(H) postoji jaka okolina U; nule u B(H)
takva da je Uy NS C U. Za ultrajaku okolinu U nule u B(H) postoji niz (&,),cy u H takav da
vrijedi > 07 [|&a]|* < 400 1 da za A € B(H) nejednakost Y oo | ||A&,[|* < 1 povladi da je A € U.
Neka je m € N takav da vrijedi Y07 [1€.]|* < 4. Stavimo

Tada je U; jaka okolina nule u B(H). Nadalje, ako je A € SNy, onda je

Uy {A € B(H): I|AGIP + -+ + | AGu|? <

N)I*—‘

o0

D IAGIP <D IHAGIP+ AP D &l <
n=1 n=1

n=m-+1

=1

N)I*—‘
[\Dlr—t

Dakle, A € U i time smo dokazali da je SNU; CU.
Zadatak 4.1.6. Dokazite turdnju (b) propozicije 4.1.7.
Bududi da je ||AE||? = (A* AE[€), ocito vrijedi:

Propozicija 4.1.8. Hiperniz (Ay),c, v B(H) jako (odnosno, ultrajako) konvergira nuli ako samo
ako hiperniz (A5 Ax),\cp slabo (odnosno, ultra slabo) konvergira nuli.
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4.2 Linearni funkcionali na algebrama operatora

Neka je H Hilbertov prostor. Tada je B = B(H) Banachov prostor u odnosu na operatorsku
normu. Oznacimo sa B* njegov dual, tj. prostor svih ogranic¢enih linearnih funkcionala f : B — C.
To je Banachov prostor u odnosu na normu

/[ = sup {[f(A)]l; AeB, [[A]l <1}

U prethodnom odjeljku definirali smo jos cetiri lokalno konveksne topologije na prostoru B,
slabu (w), jaku (s), ultraslabu (uw) i ultrajaku (us). Pripadne prostore neprekidnih linearnih
funkcionala oznacavat ¢emo sa B, B:, B, i B.s. Sve su cetiri topologije slabije od uniformne
topologije na B definirane normom. Odatle i iz propozicija 4.1.4. i 4.1.6. slijedi

B, CB,,6 CB, CB i B, CB:CB, CB".
Za &,m € 'H definiramo linearni fukcional we, : B — C sa
wenlA) = (Agln),  A€B.
Sve su ti linearni funkcionali ocito slabo neprekidni, tj. elementi od B Stovise, vrijedi

Propozicija 4.2.1. Vrijedi B, = B i taj je prostor skup svih suma konacno mnogo funkcionala
oblika we ,.

Dokaz: Oznacimo sa X skup svih suma kona¢no mnogo funkcionala oblika we ,,. To je vektorski
prostor, bududi da je cwe, = weey za ¢ € Ci&,n € H. Imamo inkluzije X C B;, C B, pa treba
jos dokazati da je B C X.

Pretpostavimo da je f € B!. Prema zadatku 4.1.3. postoje M > 0 i vektori &;,...,&, € H
takvi da vrijedi

[f(A)] < Mmax{[|AG]],..., [A&]}  VAeB.
Odatle slijedi

FA <MY AG) < My, | Y 4¢G> vAEB.
J=1 j=1

Promatramo sada Hilbertov prostor H(™ = H x --- x H (n faktora) sa skalarnim produktom

n

((041, Ce ,Oén)|(51, Ce ,ﬁn)) = Z(Ozﬂﬁj), (0[1, .. .,O[n), (ﬁl, e ,Bn) c H(n)

j=1
Neka je I = {(A&y, ..., AE,); A € BY; to je ocito potprostor od H™. Ako je (A&, ..., A&,) =0,

iz bilo koje od gornjih nejednakosti slijedi da je f(A) = 0. Prema tome, mozemo definirati linearan
funkcional F' na prostoru K sa

F((AE,, ..., A&)) = f(A), AeB.

Imamo za svaki A € B

[F((ASy, - ., AG)) = [f(A) < Mv/n Z IAG1* = M/n|[(Agy, . .., A&l



76 POGLAVLJE 4. TEOREMI GUSTOCE

To pokazuje da je F' ogranicen linearan funkcional na potprostoru I, pa se on po Hahn—Banacho-
vom teoremu prosiruje do ograni¢enog linearnog funkcionala na Hilbertovom prostoru H™. Taj
prosireni funkcional takoder oznac¢imo sa F. Prema Rieszovom teoremu o ograni¢enim linearnim
funkcionalima na Hilbertovom prostoru postoji vektor (11,...,n,) € H™ takav da je

n

F(on, .- 0m)) = (o, yan)| (s oma)) = D (aglny) V(... an) € H™.

j=1

No tada je za svaki A € B

n

FA) = F((A&, ... A&)) = Y (Ag.n)),

j=1
dakle, vrijedi
f = Zwéjvnj € X.
j=1
Time je propozicija dokazana.

Analogna je situacija i sa ultraslabo i ultrajako neprekidnim linearnim funkcionalima na B. Za
bilo koje (&n),en » (1) ey € H® definiramo linearan funkcional we,) () € B, sa

neN

Primijetimo da je u ovom slucaju skup svih takvih linearnih funkcionala vektorski prostor. Doista,
ako su (o), (Ba), (), (6,) € H® . definiramo nizove (&,) i (1,) ovako

§2n = Olp, §2n+1 = ﬁna Non = Vn, Mon+1 = 5717 n € N.
Tada su (fn) , (Un) - H(N) 1 Vl"ijedi W(an),(Bn) + W(yp),(8n) = W(En),(1m)-

Zadatak 4.2.1. DokaZite da je B;,, = B, i da se taj prostor podudara sa skupom svih funkcionala
Oblea’ w(fn):(nn)’ (gn) ) (nn) E H(N)

Uputa: Imitirajte dokaz propozicije 4.2.1. Dokaz je u ovom sluc¢aju u jednom detalju jednos-
tavniji. Naime, analogno kao $to smo ustanovili da je suma kona¢no mnogo linearnih funkcionala
oblika w,),(n,) Ponovo linearan funkcional tog oblika, zakljucujemo da je suma kvadrata konacno
mnogo polunormi p,) takoder kvadrat takve polunorme. Stoga se ne mora u dokazu promatrati

Hilbertov prostor [H(N)} ) , nego se moze sve obaviti pomoéu Hilbertovog prostora HM.

Sada zbog propozicije 4.2.1. i zadatka 4.2.1. iz korolara 4.1.3. neposredno slijedi:

Propozicija 4.2.2. Neka je S konveskan podskup od B. Tada se slabi zatvarac¢ od S podudara s
jakim zatvaracem od S. Takoder, ultraslabi zatvarac od S podudara se s ultrajakim zatvaracem od

S.
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4.3 Teorem o bikomutantu

Neka je kao i prije H Hilbertov prostor i B = B(H) algebra svih ograni¢enih operatora na H.
Uoc¢imo najprije jednu jednostavnu ¢injenicu:

Propozicija 4.3.1. Za svaki podskup S C B algebra S’ je slabo zatvorena, dakle, i jako zatvorena
i ultraslabo zatvorena i ultrajako zatvorena i uniformno zatvorena.

Dokaz: Tvrdnja je jednostavna posljedica ¢injenice da su za svaki fiksni B € § preslikavanja
A+— AB i A — BA slabo neprekidna, tj. neprekidna sa B,, u B,,. Doista, ako je (A)),., slabo
konvergentan hiperniz u B sa slabim limesom A, onda vrijedi

lim (AxE|n) = (Agn) Y& neH
No tada je i

lim (A\BE[n) = (ABE[n) — Vé&neH = AB=w-lmAB.

Analogno, buduéi da je (BAxE|n) = (AxE|B*n) i (BAE|n) = (A€|B*n), vrijedi i

lim (BAXE[n) = (BAEn)  Y&neH = BA=w-lmBA,

Time je propozicija dokazana.

Budué¢i da je von Neumannova algebra jednaka svom bikomutantu, odatle neposredno
slijedi:

Korolar 4.3.2. Svaka von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H je slabo zatvorena,
dakle, i jako zatvorena i ultraslabo zatvorena i ultrajako zatvorena i uniformno zatvorena.

Svaka podalgebra A od B je ujedno potprostor, dakle, konveksan podskup od B. Prema propozi-
ciji njen slabi zatvarac je ujedno njen jaki zatvarac. (Takoder, njen ultraslabi zatvaraé¢ je ujedno
njen ultrajaki zatvarac). No ako je A unitalna x—podalgebra, jaki (tj. slabi) zatvara¢ moze se
opisati potpuno algebarski. To je teroem o bikomutantu:

Teorem 4.3.3. Neka je A unitalna *—podalgebra od B. Tada je A" jaki (slabi) zatvarac¢ od A.

Dokaz: Neka je C jaki zatvarac od A. Tada je C C A” jer je algebra A" jako zatvorena. Neka je
T € A" inekajen € N. Ako je & = (£1,...,&,) € H™, onda je potprostor K = CI(A™E) od H™
A™ —invarijantan. Kako je A x—algebra i ortogonalni komplement od K je A —invarijantan
potprostor. Dakle, ako je P projektor H(™ na K, vrijedi P € [.A(")}/. Prema lemi 3.5.2. slijedi
da je TP = PT™ . No to znaci da su potprostor K i njegov ortogonalni komplement invari-
jantni u odnosu na operator 7™, Posebno, vrijedi T™¢ € K = CI(AM¢E) i to za svaki n € N i
za svaki & € H(™. Da bismo odatle zakljucili da je T € C, trebaju nam jos neki pojmovi i éinjenice.

Za bilo koji potprostor S od B (ne nuzno zatvoren) definiramo tzv. pridruzen potprostor
Ref S ={T € B; T¢ € CI(S¢) V€ € H}.
Propozicija 4.3.4. Neka je S potprostor od B.

(a) Ref S je jako zatvoren potprostor od B.
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(b) Ref Ref S = Ref S.

(¢) Vrijedi Ref S* = (RefS)*. Pri tom za svaki podskup A C B sa A* oznacavamo skup
{A*; Ae A}

Dokaz: (b) Ocito uvijek vrijedi S C Ref S. Odatle slijedi Ref S C Ref Ref S. Neka je sada
T € Ref Ref S. Neka je £ € H proizvoljan. Tada vrijedi T¢ € Cl((Ref S)¢). Prema tome, postoji
niz (A,) u Ref S takav da je T¢ = lim A,¢. Kako je svaki A, € Ref S, vrijedi A,¢ € CI(S¢).
Prema tome, vrijedi T¢ € CIl(S¢). Kako je £ € H bio proizvoljan, zakljucujemo da je T' € Ref S.
Time je dokazana i obrnuta inkluzija Ref Ref S C Ref S.

Zadatak 4.3.1. Dokazite turdnje (a) 1 (c) propozicije 4.3.4.
Propozicija 4.3.5. Neka je S potprostor od B. Tada je jaki zatvarac od S jednak
{T € B; T™ € Ref S™ ¥n € N}.
Dokaz: Oznac¢imo sa 7 gore definiran skup i neka je R jaki zatvara¢ od S.

Zadatak 4.3.2. DokaZzite da potprostor T jako zatvoren.

Buduéi da ocito vrijedi S C 7, slijedi da je i R C 7. Neka je T € 7. Da bismo dokazali da
je T € R, treba dokazati da za proizvoljne &1, ...,&,7 € ‘H i za proizvoljan € > 0 postoji S € S
takav da je T¢; — S¢;|| <eza j=1,...,n. No to znaci da za svaki £ = (&, ...,&,) € H™ treba
dokazati da je T™¢ € CI1(S™¢). No to jest tako po definiciji skupa 7. Time je dokazana i obrnuta
inkluzija 7 C R.

Sada mozemo zavrsiti dokaz teorema o bikomutantu. Dokazali smo da za svaki T' € A" i svaki
n € N vrijedi T™ € Ref A™. Prema propoziciji 4.3.5. to znaéi da je bikomutant A” sadrzan u
jakom zatvaracu C od A. Time je dokazana i obrnuta inkluzija A” C C.
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4.4 Von Neumannov teorem gustoce

U ovom i u sljede¢em odjeljku za svaki realan ili kompleksan normiran prostor X sa X; ¢emo
oznacavati zatvorenu jediniénu kuglu Kx(0,1) = {z € X; ||z]| < 1} u X. Opéenito, ako je
potprostor Y normiranog prostora X gust u X, ne mora jedini¢na kugla Y; biti gusta u X;. U
ovom ¢emo odjeljku vidjeti da to ipak vrijedi ako se radi o *—podalgebrama algebre B = B(H)
i to za bilo koju od uvedene cetiri lokalno konveksne topologije, slabu, jaku, ultraslabu ili ultrajaku.

Prije svega, treba nam nekoliko pomoé¢nih tvrdnji. U daljnjem je H Hilbertov prostor i
B = B(H). Sjetimo se oznake

X2 = Cl(span{T¢; T €T, € € S}, SCH, TCB.

Za jednoclan skup {¢}, € € H, pisSemo krade Xg umjesto X{Tg}. Ako je A podalgebra od B, onda
je ocito XZ = CI(A€).

Lema 4.4.1. Neka je A x—podalgebra od B = B(H). Stavimo
X = X5 = Cl(span{A&; A€ A, £ € H}).
1 neka je P projektor na X. Tada je
Xt ={¢cH; Ac=0VAc A}.
Nadalje, vrijedi A= PA = AP za svaki A € A i, posebno, P € A'.

Dokaz: Za T € B ozna¢imo kao i obi¢no sa N(7T') njegovu jezgru i sa R(T') njegovu sliku. Tada
znamo da je N(T) = R(T*)*. Buduéi da je A x—algebra, slijedi da je

X+ = (span{A&; Ac A, € cHY): = (U R(A)) = ﬂ R(A)* =

AcA AcA

= (Y N(A) ={¢€H; AL=0VAc A}.
AcA
Bududéi da je I — P projektor na X+, slijedi da je A(I — P) =0, dakle, A = AP za svaki A € A.
Kako je A x—algebra, imamo i A* = A*P za svaki A € A, a odatle adjungiranjem slijedi A = PA
za svaki A € A.

Lema 4.4.2. Neka je A x—podalgebra od B = B(H) takva da je X353 = H. Tada za svaki € € 'H
vrijedi £ € Xg‘l.

Dokaz: Neka je & € H i neka je P projektor na Xg‘l. Stavimo n = P£ i ( = £ —n. Tada je
A€ € X£A za svaki A € A. Nadalje, XgA je ocito A—invarijantan, pa vrijedi i An € X£A za svaki
A € A. Dakle, imamo i AC € X£A za svaki A € A. No ¢ L XéA, pa imamo

0= (AAC[O) = |AC|]> VAe A =  A(=0 VAcA

Prema lemi 4.4.1. to znaéi da je ¢ 1 X3}, a kako je po pretpostavei X3i = H, zakljuéujemo da je
¢=0. ToznaéidajeﬁznzpfeXg‘.

Lema 4.4.3. Neka je A x—podalgebra od B takva da je X5; = H. Tada je A" ultrajaki zatvaraé
od A.
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Dokaz: Neka su S € A" i ¢ € H. Bududi da je XA zatvoren potprostor od H koji je
A—invarijantan, svaki operator A € A komutira s prOJektorom EA na XA To znaci da je EA e A,
pa komutira sa S. Posebno, potprostor XA je S—invarijantan. Prema lem1 442 je € € XA, pa
slijedi i S¢ € XA To znaéi da postoji niz ( n) u A takav da je S§ = lim,, T,.€.

Buduéi da j Je A’ ultrajako zatvorena podalgebra od B koja sadrzi A, treba dokazati da je A”
sadrzana u ultrajakom zatvaracu od A. Neka je S € A" i neka je (£,) € H®. Treba dokazati da
za svaki € > 0 postoji T' € A takav da je pi,)(S —T) < e, tj. daje Y, (S —T)&|* < €% Za
A € B oznacimo kao i ranije sa AN operator iz B(H™) definiran sa A (¢,) = (Ag,) . Prema
propoziciji 3.5.1. vrijedi S™ € (A(N))”.

Zadatak 4.4.1. DokaZite da iz X5} = H slijedi Xﬁ((w)) =HWN,

Uputa: Dokazite da XH<N

(Ve --e{0}eHa{0}e{0}® - .

) sadrzi svaki od potprostora

Sada prema prvom dijelu dokaza znamo da je S™(¢,) limes u H™ niza oblika (TéN) (fn)> ,
gdje je (Tj) niz u A. Odatle slijedi da je limj_.o p(,) (S — 1) = 0.

U odjeljku 4.2. vidjeli smo da se jako neprekidni linearni funkcionali na B podudaraju sa
slabo neprekidnim linearnim funkcionalima i to su upravo konacne sume linearnih funkcionala
oblika we ,(A) = (A¢|n) (propozicija 4.2.1.) Sliéno, ultrajako neprekidni funkcionali podudaraju
se s ultrajako neprekidnim funkcionalima i to su upravo beskonacne sume ) we, ., gdje su
(€4), () € H® (zadatak 4.2.1.) Trebat ¢e nam jos i sljededi jaci rezultat o linearnim funkciona-
lima:

Teorem 4.4.4. Neka je M ultraslabo (dakle, i ultrajako) zatvoren potprostor od B i neka je
¢ : M — C linearni funkcional. Sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:

(a je ultraslabo neprekidan.
(b) ¢ je ultrajako neprekidan.
(

(d) Restrikcija | My je jako neprekidna.
(

(f) Restrikcija o|M; je ultrajako neprekidna.

%

)
¢) Restrikcija | My je slabo neprekidna.

)
e) Restrikcija p| My je ultraslabo neprekidna.
)

Dokaz: Zbog Hahn—Banachovog teorema neprekidan linearan funkcional na M produljuje
se do neprekidnog linearnog funkcionala na B (za bilo koju od lokalno konveksnih topologija na
B). Prema tome, iz zadatka 4.2.1. slijedi (a) < (b) (i to su upravo restrikcije funkcionala oblika
> Wen s gdie su (&), (n,) € HW). Nadalje, ocito vrijedi (a) = (e) i (b) = (f). Iz propozicije
4.1.7. slijedi (¢) < (e) i (d) < (f). Prema tome, ostaje jos da se dokaze npr. implikacija
(f) = (b). To slijedi iz sljedeteg teorema koji je u uskoj vezi s teoremom 4.1.2. i koji takoder
navodimo bez dokaza:

Teorem 4.4.5. Linearni funkcional na zatvorenom potprostoru lokalno konveksnog prostora je
neprekidan ako 1 samo ako mu je jezgra zatvoren potprostor.
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Naime, iz ultrajake neprekidnosti restrikcije ¢| M slijedi da je (Ker ¢)NM; ultrajako zatvoren
podskup od M, a odatle slijedi da je potprostor Ker ¢ ultrajako zatvoren, dakle, ¢ je ultrajako
neprekidan.

Teorem 4.4.6. Neka je A x—podalgebra od B.
(a) Sljedeéih je osam svojstava medusobno ekvivalentno:

(al) A je slabo zatvorena.
a2) A je slabo zatvorena.
a3) A je jako zatvorena.

ad) A je jako zatvorena.

ab

a7) A je ultrajako zatvorena.

Ay je ultraslabo zatvorena.

(a2)
(a3)
(a4)
(ab) A je ultraslabo zatvorena.
(ab)
(a7)
(a8)

a8) Ay je ultrajako zatvorena.

(b) Pretpostavimo da su ispunjena svojstva iz (a). Neka je X = X3} i neka je P projektor
na X. Tada je P najveéi projektor v A i algebra A je unitalna s jedinicom P, tj. vrijedi
PA = AP = A za svaki A € A. Nadalje, A" = { [+ A; N €C, Aec A}.

Dokaz: (a) Zbog propozicije 4.2.2. vrijedi (al) < (a3), (a2) < (a4), (ab) < (a7)i(ab) < (a8).
Nadalje, zbog ekvivalencija u teoremu 4.4.4. i zbog teorema 4.1.2. slijedi da su (a2), (a4), (ab),
(a6), (a7) i (a8) medusobno ekvivalentni. O¢ito vrijedi (al) = (a2). Dakle, dokaz tvrdnje (a) bit
¢e potpun kad dokazemo da vrijedi npr. (a7) = (al).

(b) Prema lemi 4.4.1. P je jedinica algebre A. Potprostori X i X+ su A—invarijantni i A| X+ =
= {0}. Dakle, A — A|X je izomorfizam algebre A na slabo zatvorenu *—podalgebru C od B(X)
koja sadrzi jedinicu [x. Prema teoremu 4.3.4. C je von Neumannova algebra na X, tj. C = C".
Operatori iz A’ ostavljaju invarijantnim potprostore X i X*, jer komutiraju sa P. Restrikcija
takvog operatora na X je ocito element algebre C’, a restrikcija na X’ moze biti bilo kakva. Dakle,
u odnosu na rastav H = X & X+ imamo

A’:Hg ;] cec, TeB(Xi)}.

Bududéi da je ¢ =C i B(X*) = {\x; X € C}, odatle slijedi

A”:{[C 0 ]; Cec, )\EC}:{A—O—)\[H; Ae A \eC}.
O )\IXJ_

Time je tvrdnja (b) dokazana.

Pretpostavimo da vrijedi (a7), tj. da je A ultrajako zatvorena. Neka je S € B u slabom
zatvaracu od A. Tada je, naravno, S € A”, dakle, S = T + A3 zaneki T € A i neki A € C.
Nadalje, iz AP = P VA € A slijedi da je

S=SP=TP+ AP c A.

Dakle, A je slabo zatvorena, tj. vrijedi (al). Time je dokazana jos preostala implikacija (a7) = (al)
u dokazu tvrdnje (a).

Odatle i iz leme 4.4.3. neposredno slijedi pojacanje teorema o bikomutantu:
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Korolar 4.4.7. Neka je A x—podalgebra od B takva da je X3 = H. Tada je von Neumannova
algebra A" zatvarac od A u odnosu na svaku od cetiri topologije: slabu, jaku, ultraslabu i ultrajaku.

Korolar 4.4.8. Neka je A x—podalgebra od B takva da je X5; = H. A je von Neumannova algebra
ako i samo ako je A zatvorema u odnosu na bilo koju od cetiri topologije, a takoder ako i samo
ako je jedinicna kugla A, zatvorena u odnosu na bilo koju od cetiri topologije.

Korolar 4.4.9. Neka je A von Neumannova algebra na H i neka je M ultraslabo zatvoren lijevi
ideal v A. Tada je M slabo zatvoren. Nadalje, postoji jedinstven projektor E € A takav da je
M={Ae A; A= AE}. Ako je ideal M dvostrani, projektor E leZi u centru od A.

Dokaz: Stavimo N' = MNM*. Tada je N ultraslabo zatvorena x—podalgebra od B (sadrzana
u A). Neka je E najveéi projektor u N. Stavimo £ = {A € A; AE = A}. Buduéi da je E € M
i M je lijevi ideal, slijedi £ C M. Neka je A € M i A = W|A| njegova kanonska polarna
dekompozicija. Tada je |[A| = W*A € M, a kako je |A| hermitski, slijedi |A| € N. Sada iz leme
4.4.1. slijedi da je |A|E = |A], a odatle je AE = W|A|E = W|A| = A. Dakle, A € L i dokazana
je obrnuta inkluzija M C L. Dakle, M = {A € A; AE = A}. Ako jei F projektor iz A takav da
je M = AF, tj. M = {A € A; AF = A}, onda je posebno E = EF, dakle, E < F, a takoder je
F = FFE, dakle, FF < E. Prema tome, F' = FE i time je jedinstvenost od F dokazana. Napokon,
ako je M dvostrani ideal, onda je M = UMU™! za svaki U € U(A). Odatle slijedi £ = UEU ™,
odnosno, EU = UE za svaki U € A. No unitarni operatori razapinju A, pa slijedi da je E € A’,
dakle, E € AN A

Korolar 4.4.10. Neka je von Neumannova algebra A na 'H faktor. Tada je svaki dvostrani ideal
u A razlicit od {0} ultrajako gust u A.

Dokaz: Neka je M # {0} dvostrani ideal u A. Njegov ultrajaki zatvara¢ N je ujedno njegov
ultraslabi zatvarac, dakle, to je ultraslabo zatvoren dvostrani ideal u A. No tada prema korolaru
za najvedi projektor F u N vrijedi N' = {A € A; AE = A}. Kako je A faktor i E # 0 prema
korolaru 4.4.9. lezi u centru od A, slijedi £ = I. No to znaci da je N' = A.

Korolar 4.4.11. Neka je A von Neumannova algebra, M dvostrani ideal u A i L njegov slabi
zatvarac. Za svaki A € L postoji rastuci hiperniz u M takav da je A njegov supremum.

Dokaz: Pomoc¢u Zornove leme pokazuje se postoji maksimalan podskup 7 od M, takav da
za svaki konacan podskup & C 7 vrijedi

TS:ZTgA.

TeS

Uredimo li skup F svih konac¢nih podskupova od 7 inkluzijom, (Ts)g. - je hiperniz u M. Njegov
supremum B je element od £, sa svojstvom B < A. Stavimo C = A— B € L. Neka je E najveci
projektor u L. Kako je L slabi zatvara¢ od M, postoji hiperniz (D;) u M koji slabo konvergira
prema E. No tada hiperniz (v/CD;v/C) slabo konvergira prema +CE+/C = C. Dakle, ako je
C # 0, postoji D € M takav da je vVCD+vC # 0. Mozemo pretpostaviti da je D € M, i da je
0 < D < I.Notada vVCDVC < CivCDVC € M,. To je usuprotnosti s maksimalnoséu skupa
T : naime, tada bi 7 U {+/C'D+/C} bio striktno veéi podskup od M, s trazenim svojstvom. Ova
kontradikcija pokazuje da je C' = 0, odnosno,

A=B=sup{Ts; S € F}.

Napomenimo da ekvivalencija (a2) < (a5) ne vrijedi za proizvoljan potprostor A od B ako
je prostor ‘H beskonac¢nodimenzionalan. To slijedi iz ¢injenice da postoje ultraslabo neprekidni
linearni funkcionali koji nisu slabo neprekidni.
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4.5 Teorem gustoc¢e Kaplanskog

Teorem 4.5.1. Neka su A i C x—podalgebre od B = B(H) takve da je A C C i da je A jako gusta
u C. Tada je Ay jako gusto u Cy, a takoder je (An), jako gusto u (Cy), -

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da su .4 i C uniformno zatvorene (zatvorene u odnosu na normu),
tj. C*—podalgebre od B, bududi da je A; uniformno gusto u jedini¢noj kugli uniformnog zatvaraca
od A, a takoder je (Aj), uniformno gusto u jedini¢noj kugli uniformnog zatvaraca od (Ap), .
(Naravno, isto vrijedi i za C i Cp).

Neka je S € Cp,. Tada je S u jakom zatvaracu od A, a to je ujedno slabi zatvara¢ od A. Bududi
da je preslikavanje A +— %(A + A*) slabo neprekidno i ostavlja S fiksnim, slijedi da je S u slabom
zatvaracu od Ay. No to je ujedno jaki zatvarac¢ od Aj. Dakle, A;, je jako gusto u Cp,.

Pretpostavimo sada da je ||S|| < 1, tj. S € (Cp), . Funkcija

2t

t) = —— teR
=1z € R,

je neprekidna, striktno rastuéa na [—1, 1] i preslikava segment [—1, 1] na samog sebe. Prema tome,
ig= f!jetakva funkcija. Stavimo sada R = ¢(S). Tadaje R € (Cn), 15 = f(R) = 2R(I+R?)~".
Za proizvoljan A € A, stavimo B = 2A(I + A?*)~!. Bududi da je | f(t)| < 1 za svaki t € R, slijedi
da je B € (Ayp), . Nadalje,

%(B )= (1+ A V[A( + R?) — (I + AR] (I + )™ =

=+ AT A-RUI+RH '+ (I +A)TAR-ARI + R =

1
= I+ A" A-R(I+R) '+ 1 B(R=A)S.
Ako A jako konvergira prema R (a takav hiperniz u A; mozemo odabrati jer smo dokazali da
je Ay jako gusto Cp), onda iz gornje jednakosti slijedi da B jako konvergira prema S, buduéi da
vrijedi
|(1+4»)7 <1 i |B]<L

Prema tome, kugla (A), je jako gusta u kugli (Cy), .

Da dokazemo jaku gustocu A; u C;, konstruiramo Hilbertov prostor H® = H @ H. Mozemo
identificirati B = B (H(2)) sa

Ty T
My(B(H)) = {T - [ o ] s Tin, Tho, To1, 120 € B(H)}~
T Tn

Neka je ) .
A = My(A) i C = My(C).

Zadatak 4.5.1. Dokazite da su A i C x—podalgebre od B i da je A jako gusta u C.

Neka je S € Cy. Definiramo

Zadatak 4.5.2. Dokazite da je S € (Cp);.

Prema dokazanom postoji hiperniz operatora T = [T};] u (As); koji jako konvergira prema S.
No tada je ocito hiperniz operatora T5; sadrzan u A; i jako konvergira prema S.
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Korolar 4.5.2. Neka je A C*—podalgebra od B = B(H) i neka je ¢ : A — C linearan funkcional.
Stavimo Ay, = AL N Ay Ako je restrikcija ¢| Ay jako neprekidna u nuli, onda je funkcional ¢
ultraslabo @ ultrajako neprekidan.

Dokaz: Preslikavanja 7' — Ty 1 T — T_ sa (A;), u A4 su jako neprekidna u nuli, buduéi
da je [|T4:&] < ITE|| i |1T-€|| < ||ITE] za svaki € € H. Buduéi da je T = T, — T, slijedi da je
restrikcija | (Ap), jako neprekidna u nuli.

Neka je D zatvoren konveksan podskup od C. Tada je ¢~ (D) N (Ay), jako zatvoren konveksan
podskup od (Ay), . Prema propoziciji 4.2.2. slabi zatvara¢ skupa ¢~ '(D) N (A3), je ujedno jaki
zatvarac tog skupa. Dakle, skup ¢ 1 (D)N(Ay), je slabo zatvoren u (Ay,), . Komplement bilo kojeg
otvorenog kvadrata U C C je unija Cetiri zatvorene poluravnine. Odatle slijedi da je ¢~ 1(U) N
(Ap), slabo otvoren u (Ap),. To pokazuje da je restrikcija ¢|(Ap), svuda slabo neprekidna.
Buduéi da su T +— (T +T*) i T +— (T — T*) slabo neprekidna preslikavanja sa A; u (Ap);,
slijedi da je restrikcija ¢|.A; slabo neprekidna. Sve to mozemo provesti za svaku zatvorenu kuglu
A, ={AecA; ||A|| <r}, r> 0. Dakle, restrikcija ¢|.A, je slabo neprekidna za svaki r > 0. Neka
je C slabi zatvara¢ od A. Tada je prema teoremu 4.5.1. kugla A, slabo gusta u C,. Prema tome,
restrikcija ¢|.A, jedinstveno se prosiruje do slabo neprekidne funkcije v, : C, — C. Tada ocito
vrijedi 9,|Cs = 15 za 0 < s < r. Dakle, dobivamo slabo neprekidnu funkciju ¢ : C — C takvu
da je ¢|C, = 1, za svaki r > 0, dakle, | A = ¢. Iz linearnosti ¢ slijedi linearnost 1. Dakle, 1
je linearan fukcional na C takav da je restrikcija 1|C; slabo neprekidna. Medutim, tada je prema
teoremu 4.4.4. funkcional ¢ ultraslabo i ultrajako neprekidan. Dakle, i ¢ = 9|A je ultraslabo i
ultrajako neprekidan linearan funkcional.



Poglavlje 5
POZITIVNI FUNKCIONALI

5.1 Pozitivni funkcionali na *—algebrama operatora

U ovom je odjeljku H Hilbertov prostor i A unitalna x—podalgebra od B(H). Nadalje,
Ah - Aﬂ Bh(H), A+ - .Aﬂ B+(H)

Pozitivan funkcional na A je linearan funkcional ¢ : A — C takav da je

Propozicija 5.1.1. Neka je ¢ : A — C pozitivan funkcional. Tada vrijedi:

(@) (Ap) CR i p(A*) = p(A) za svaki A € A.

(b) Viijedi |o(A*B)|* < @(A*A)p(B*B).

(¢) Funkcional ¢ je ogranicen i ||¢|| = p(I).

(d) Za svaki B € A funkcional A — @(B*AB) je pozitivan i norma mu je o(B*B).
Zadatak 5.1.1. Dokazite propoziciju 5.1.1.

Kazemo da je pozitivan fukcional ¢ na A vjeran ako za A € A, vrijedi p(A) = 0 ako i
samo ako je A = 0.

Za linearne funkcionale ¢, 1 : A — C pisemo ¢ > 1) ili ¢ < ¢ ako je funkcional ¢ —1) pozitivan.

U odjeljku 4.2. za vektore &, € H definirali smo linearni funkcional we, na B(H), dakle, i na
A, sa we ,(A) = (A€|n). Nadalje, za (&,), (,) € H™ definirali smo linearni funkcional wie,) ()
na B(H), dakle, i na A, sa e, () (A) = 2nen(Aaltm); ti- @ien),mm) = D nen Wey mn- Uotimo
da je za svaki & € H funkcional we = weg¢ pozitivan. Takoder, za svaki (&,) € HWN funkcional
W(en) = W(en), (&) J€ POZItIVAN.

Propozicija 5.1.2. Neka je ¢ pozitivan funkcional na A i neka je & € H wvektor takav da je
Y < we|A. Tada postoji T € A’ takav da je 0 < T < I i1 = wre|A.

Dokaz: Prema tvrdnji (b) propozicije 5.1.1. za A, B € A vrijedi
[W(B"A)]* < ¥(A" A (B*B) < we(A"A)we(B*B) = || AE|*|| B¢,

To posebno pokazuje da za A, A', B, B € A, takve da je A = A'¢ i B¢ = B'E, vrijedi ¢(B*A) =
= ¢)(B""A"). To znaci da na potprostoru A¢ od H mozemo definirati seskvilinearnu formu (- |-)
sa

(AE|BE) = (B*A), A Be A

85
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Nadalje, zbog tvrdnje (a) propozicije 5.1.1. ta je forma hermitska, tj. (BE|AE) = (AE|BE), i
zbog pozitivnosti ¥ ona je pozitivno semidefinitna. Nadalje, zbog gornje nejednakosti ta je forma
ogranicena i norma joj je < 1. Stoga je mozemo jedinstveno produljiti do ograni¢ene hermitske
pozitivno semidefinitne forme na Hilbertovom prostoru X = CI(.A¢), koju i dalje oznacavamo sa
(-]-),1ona jeidalje norme < 1. Tada postoji hermitski operator Sy na Hilbertovom prostoru X
takav da je 0 < Sy < Iy ida je

(nl¢) = (Sonl¢)  Vn, € X.

Tada je, posebno,
B(BTA) = (AE|BE) = (SoAE|BE) VA, B e A

Za A, B,C € A imamo
(SoCAE|BE) = (B*CA) = ¢ ((C"B)"A)) = (SoAE| C"BE) = (C'ShAE| BE).

To pokazuje da vrijedi Sy(C|X) = (C|X)Sp za svaki C' € A. Neka je P projektor H na potprostor
X. Neka je S € B(H) definiran sa Sp = SyPn. Drugim rijecima, S|X = Sy i S|X+ = 0. Tada
je operator S hermitski i vrijedi 0 < S < I. Nadalje, iz So(C|X) = (C]X)Sp za svaki C € A
neposredno slijedi da je S € A’. Neka je T = /S € A'. Tadaje 0 < T < Iizasvaki A € A
imamo

U(A) = Y(I"A) = (SoAglE) = (SAEIE) = (TPALIE) = (ATE|TE) = wre(A).

Korolar 5.1.3. Ako su &,n € H takvi da je linearan funkcional we,|A na A pozitivan, onda
postoji ¢ € H takav da je we | A = w|A.

Dokaz: Za svaki A € A, imamo
Wety(A) 2 weiy(A) — we—y(A) = (A +nl€ +n) — (A€ —n)I€ —n) = 4(AEIn) = dwe,(A).

To znaci da je 4w ;| A < weyy|A. Sada iz propozicije 5.1.2. slijedi da postoji T' € A’ takav da za
¢ =T(&+n) vrijedi we | A = we|A.

Lema 5.1.4. Neka su H, K ¢ L Hilbertovi prostori, A, B i C unitalne x—podalgebre od B(H),
BK)iB(L)i®: A— BiV: A— C surjektivni x—homomorfizmi. Pretpostavimo da postoje
ne K i e L takvi da je By gusto u K i da je C¢ gusto u L i da vrijedi (P(A)n|n) = (¥ (A)C|C)
za svaki A € A. Tada postoji izometricki izomorfizam U : K — L takav da je UBU~! = C i da je
UD(A) U = U(A) za svaki A € A.

Dokaz: Za svaki A € A imamo
J@ (A2 = (@(A* Ayl) = (B(A*A)CIC) = @A)
Odatle slijedi da postoji linearna izometrija U : By — C( takva da je
Ud(A)n = V(A VA e A

Tada se U jedinstveno prosiruje do izometrickog izomorfizma sa K = Cl(Bn) na £ = CI(C(), koji
oznacimo takoder sa U. Za svaki A, B € A tada vrijedi

U(AUD(B)y = U(A)V(B)C = V(AB)C = UP(AB)¢ = UD(A)D(B)C.

Kako je ®(A)n = Bn gusto u K, slijedi W(A)U = UP(A) za svaki A € A, odnosno, V(A) =
=UP(A)U! za svaki A € A. Odatle imamo i

UBU ' = UD(A)U ' = ¥(A) =C.
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Lema 5.1.5. Za svaki pozitivan funkcional p na A postoje Hilbertov prostor K, linearan operator
I': A— K s gustom slikom i ogranicen unitalan x—homomorfizam ® : A — B(K) takvi da za
n="T(1y) € K vrijedi

F(A)=o(A)n @ p(A) = (2(A)nln)  vVAe A
Ako je funkcional ¢ vjeran, onda je vektor n separirajuci za ®(A).
Dokaz: Definiramo preslikavanje (-|-) sa A x A u C sa
(A|B) = ¢(B"A).
To je prema propoziciji 5.1.1. pozitivno semidefinitan hermitski funkcional. Nadalje, zbog tvrdnje
(b) te propozicije vrijedi
{AeA; p(A"A) =0} ={Ac A; p(B*A)=0VB € A}.

Odatle se vidi da je taj skup M potprostor od A, StoviSe, to je lijevi ideal u A. Sada mozemo
definirati skalarni produkt na kvocijentnom prostoru A/ M sa

(A+ M|B+ M) = (AB) = o(B*4), A,BcA.

Neka je K upotpunjenje tog unitarnog prostora. Definiramo I' : A — K kao kvocijentno preslika-
vanje

T(A) = A+ M.

Tada je T' linearno preslikavanje s gustom slikom A/ M. Za A € A definiramo linearni operator

O(A): A/IM — A/ M sa
P(A)(B+M)=AB+ M, Be A

To je preslikavanje dobro definirano jer je M lijevi ideal u A. Nadalje, za A, B € A koristeci
tvrdnju (d) propozicije 5.1.1. imamo

12(A)(B + M)|* = (2(A)(B + M)|®(A)(B + M)) = (AB|AB) =
= p(B*A"AB) < || A*Allp(B"B) = ||A|I*[| B + M]|*.

To pokazuje da je za svaki A € A linearni operator ®(A) ogranicen i vrijedi [|®(A)|| < ||A||. Stoga
se ®(A) jedinstveno prosiruje do operatora iz B(K), koji ¢emo i takoder oznacavati sa ®(A). Iz
definicije je jasno da je ® : A — B(K) ograni¢en unitalan homomorfizam norme < 1. Nadalje, to
je *—homomorfizam, jer za A, B,C' € A imamo

(P(A)( B+ M)|IC+M)=(A"B+M|C+M)=p(C*"A*B) = ¢ ((AC)*B) =
=(B+ M|AC + M) = (B+ M|P(A)(C + M) = O(A*) = D(A)".
Napokon, za A € A vrijedi
FNA) =A+M=3(A) I+ M)=2(A)(Iy) = P(A)n

(@(A)nln) = (A+ M|T + M) = (A]I) = p(A).

Ako je ¢ vjeran, onda je M = {0}. Stoga ®(A)n = 0 povlaci I'(A) = 0, dakle, A € M, pa slijedi
A=0.

Lema 5.1.4. pokazuje da su prostor K, vektor 7 i preslikavanje ® : 4 — B(K) u lemi 5.1.5.
jedinstveni do na izometricki izomorfizam.
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Propozicija 5.1.6. Neka je ¢ ogranicen linearan funkcional na A takav da je p(I) = ||¢||. Tada
je funkcional ¢ pozitivan.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je ¢(I) = ||¢]| = 1. Neka je A € A, i pretpostavimo da
©(A) # 0. Tada postoji A\g € Cip > 0 takav da je

o(A) CK(No,p)  ali p(A) € K(Xo, p).

Tada je spektar normalnog operatora A — \gI sadrzan u K (0, p), a kako je spektralni radijus
normalnog operatora jednak njegovoj normi, slijedi da je ||A — \gI|| < p. Stoga imamo

[(A) = Ao| = lo(A) = Xop(I)] = [o(A = AD)[ < [l - [A = Ao = [|A = Aod| < p.

No to je u suprotnosti s izborom kruga K (), p). Ova kontradikcija dokazuje tvrdnju propozicije.
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5.2 Normalni pozitivni funkcionali na von Neumannovoj
algebri

Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H. Pozitivan funkcional ¢ na
A zove se normalan ako za svaki rastuéi hiperniz (Ay)xea u A sa supremumom A € A, vrijedi

p(A) =sup {p(Ay); A€ A}

Zadatak 5.2.1. Neka su o i1 pozitivni funkcionali na von Neumannovoj algebri A takvi da je
w < 1 da je Y normalan. DokazZite da je tada ¢ takoder normalan.

Zadatak 5.2.2. Neka je p normalan pozitivan funkcional na von Neumannovoj algebri A i B € A.
Dokazite da je tada pozitivan funkcional A — p(B*AB) takoder normalan.

Lema 5.2.1. Neka su A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru H, A € Ay i ¢ i Y
normalni pozitivni funkcionali na A takvi da je o(A) < (A). Tada postoji 0 # B € A, takav da
je B< Aida za svaki 0 # C € A, takav da je C' < B vrijedi p(C) < (C).

Dokaz: Neka je
S={BeA,; B<A o(B)> (B}

Taj je skup parcijalno ureden relacijom < medu operatorima. Primjenom Zornove leme dobiva
se da u skupu § postoji bar jedan maksimalan element B;. Tada je ¢(B;) > ¥(By) i By < A.
Stavimo B = A — B;. Tada je 0 # B € A, i B < A. Nadalje, ako je 0 # C' € A, takav da je
C <B,tadaje C+ B < A, B <C+ By iC+ By # B;. Zbog maksimalnosti B; slijedi da je
©(C' + By) < ¢(C + By), pa slijedi p(C) < (C).

Teorem 5.2.2. Pozitivan linearan funkcional ¢ na von Neumannovoj algebri A je normalan
ako i samo ako je ultraslabo (tj. ultrajako) neprekidan. Svaki ultraslabo (tj. ultrajako) neprekidan
linearan funkcional na A je linearna kombinacija normalnih pozitivnih funkcionala na A.

Dokaz: Zbog Hahn—Banachovog teorema za lokalno konveksan prostor B(H) s ultraslabom
topologijom i zbog zadatka 4.2.1. skup svih ultraslabo (tj. ultrajako) neprekidnih funkcionala
na A je skup svih restrikcija we, ) m)l A, gdje su (&), () € HW. Tada je w,) @ (4) =
= (A(N) (fn)} (nn)) Stoga iz korolara 5.1.3. slijedi da ako je ultraslabo neprekidan funkcional
Wien), () |A pozitivan, onda postoji (¢,) € HWY takav da je we,) A = we,lA. Pri tome
je W) = W) (). No takav funkcional je normalan: ako je A = sup{Ay; A € A}, onda je
(AG,|Cn) = limyea (AnGa|Cn) za svaki n, pa slijedi da je

(e (A) = M we,) ) (Ar) = sup {w(e,), ) (Ar); A € AL
Obratno, pretpostavimo da je ¢ normalan pozitivan funkcional na A. Stavimo
S={Be A;; B <1, funkcional A — ¢(AB) je ultraslabo neprekidan}.

Dokazimo da taj parcijalno ureden skup zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je {By; A € A}
linearno ureden rastuéi podskup od S. Stavimo B = sup {B,; A € A}. Tada za svaki A € A; i
svaki A € A imamo

[o(A(B = Bx))I* < p(A(B — B\)A")p(B — By) < ¢(I)@(B — B)).

Prva nejednakost dobiva se primjenom tvrdnje (b) propozicije 5.1.1. na operatore A\/B — B, i
VB — By, a druga slijedi iz tvrdnje (d) iste propozicije. To pokazuje da vrijedi

p(AB) = lim p(AB))
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i to uniformno u odnosu na A € A;. Odatle slijedi da je restrikcija funkcionala
A — ¢(AB) na jedini¢nu kuglu A; ultraslabo neprekidna. Sada iz teorema 4.4.4. slijedi da je
funkcional A — p(AB) ultraslabo neprekidan. Dakle, vrijedi B € S i time je dokazano da par-
cijalno ureden skup S zadovoljava uvjet Zornove leme. Prema tome, skup S sadrzi bar jedan
maksimalan element B. Pretpostavimo da je B # I i stavimo C' = [ — B. Nadalje, neka je ( € H
takav da je ¢(C) < (C(C|¢). Prema lemi 5.2.1. postoji D € A, takav da je 0 # D < C'i takav da
je o(T) < (TC|C) za svaki 0 # T € A, takav da je T'< D. Sada imamo za svaki 0 # A € A

DAAD < ||A*A|D* = || A|*D* < | A|*|| D|| D.

Dakle, operator
1

AR
zadovoljava T' < D. Odatle dobivamo da je ¢(T") < (7¢|¢), odnosno,

T DA*AD € A,

[p(AD)” < o(I)p(DA*AD) < o(I)(DA*ADC|C) = o(I)| ADG|.

To pokazuje da je funkcional A +— p(AD) jako neprekidan, dakle, i ultrajako (tj. ultraslabo)
neprekidan. Stoga je i A — p(A(B + D)) ultraslabo neprekidan. No to se protivi maksimalnosti
od B. Ova kontradikcija pokazuje da je B = I, a to znadi da je funkcional ¢ ultraslabo neprekidan.

Zadatak 5.2.3. Dokazite drugu tvrdnju teorema 5.2.2.: svaki ultraslabo (ultrajako) neprekidan
linearan funkcional na von Neumannovoj algebri je linearna kombinacija normalnih pozitivnih
funkcionala.
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5.3 Normalna pozitivna linearna preslikavanja

Neka su A i B von Neumannove algebre. Za linearno preslikavanje ¢ : A — B kazemo da
je pozitivno, ako je ®(A,) C By. Primijetimo da su *—homomorfizmi i *—antihomomorfizmi
pozitivna linearna preslikavanja.

Zadatak 5.3.1. Neka je @ : A — B pozitivno linearno preslikavanje von Neumannovih algebri.
Dokazite da je tada ®(A*) = ®(A)* za svaki A € A.

Pozitivno linearno preslikavanje ¢ : A — B je normalno, ako za svaki rastué¢i hiperniz
(Ax)yen U A sa supremumom A € A hiperniz (®(A,)),., ima supremum $(A).

Teorem 5.3.1. Neka su A i B von Neumannove algebre i ® : A — B normalno pozitivno linearno
preslikavange. Tada je ® ultraslabo neprekidno, dakle, njegove restrikcije na ogranicene podskupove
od A su slabo neprekidne. Nadalje, ako postoji M > 0 takav da vrijedi P(A*)P(A) < MP(A*A) (a
taj je wvjet ispungen ako je algebra B komutativna) onda je ® ultrajako neprekidan, dakle, njegove
su restrikcije na ogranicene podskupove od A jako neprekidne.

Dokaz: Za svaki normalan pozitivan linearan funkcional ¢ na B kompozicija ¢ o® je normalan
pozitivan linearan funkcional na A. Odatle i iz teorema 5.2.2. slijedi da je linearan funkcional o ®
na A ultraslabo neprekidan za svaki ultraslabo neprekidan linearan funkcional ¢ na B. To ima za
posljedicu da je preslikavanje ® ultraslabo neprekidno.

Pretpostavimo sada da postoji M > 0 takav da je ®(A*)P(A) < MP(A*A) za svaki A € A.
Pretpostavimo da je (A)),c, hiperniz u A koji ultrajako konvergira prema nuli. Tada hiperniz
(A3A)), ¢, ultraslabo konvergira prema nuli, pa hiperniz (®(A5Ay)),., u B ultraslabo konvergira
prema nuli. Sada iz pretpostavke slijedi da i hiperniz (®(A})®(Ax)),c, ultraslabo konvergira
prema nuli. No to znaci da hiperniz (®(A,)),., ultrajako konvergira prema nuli.

Napokon, ako je algebra B komutativna tada se slicno dokazu propozicije 3.4.1. moze dokazati
da vrijedi

O(B*A)"®(B*A) < ®(B*B)P(A*A) VA € A

Odavde za B =11za M = ||®(])|| dobivamo ®(A*)P(A) < O(I)P(A*A) < MP(A*A).

Korolar 5.3.2. Neka je ® : A — B bijektivni x—homomorfizam von Neumannovih algebri. Tada
su ® i &1 wltraslabo i ultrajako neprekidni, a njihove restrikcije na ogranicene skupove su slabo i
jako neprekidne.

Dokaz: Tvrdnje slijede neposredno iz teorema 5.3.1. buduéi da su ®| A, i ®~1|B, izomorfizmi
parcijalno uredenih skupova i bududi da je ®(A)*P(A) = G(A*A).

Korolar 5.3.3. Neka je @ : A — B unitalan normalan homomorfizam ili antthomomorfizam von
Neumannovih algebri. Tada je ®(A) von Neumannova algebra.

Dokaz: Prema teoremu 5.3.1. @ je ultraslabo neprekidan. Dakle, Ker ® je ultraslabo zatvoren
dvostrani ideal u A. Sada se iz korolara 4.4.9. izvodi da je se A moze identificirati s Kartezijevim
produktom von Neumannovih algebri A; x A, takvim da ® iscezava na A;, a na A, je injekti-
van. Time se dokaz svodi na sluc¢aj kad je homomorfizam (ili antihomomorfizam) & injektivan.
No tada je prema tvrdnji (c¢) propozicije 3.4.1. ® izometrija. Pokazuje se da je jedini¢na kugla
u algebri B(H) ultraslabo kompaktna. No tada je jediniéna kugla 4; svake von Neumannove al-
gebre A ultraslabo kompaktna; naime, po teoremu 4.4.6. A; je ultraslabo zatvorena. Tada je i
®(A); = ¢(A;) ultraslabo kompaktna, dakle, ultraslabo zatvorena, pa iz teorema 4.4.6. slijedi da
je ®(A) von Neumannova algebra.
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5.4 Nosa¢ normalnog pozitivnog funkcionala

Propozicija 5.4.1. Neka je o normalan pozitivan linearni funkcional na von Neumannovoj algebri
A. Skup {Q € P(A); o(Q) = 0} ima najveci element P. Vrijedi o(AP) = p(PA) = 0 za svaki
Ac A

Dokaz: Neka je M = {A € A; p(A*A) = 0}. Prema tvrdnji (b) propozicije 5.1.1. tada
je ujedno M = {A € A; p(B*A) = 0VB € A}. Prema tome, M je lijevi ideal u A, koji je
prema teoremu 5.2.2. ultraslabo zatvoren. Egzistencija najveceg projektora P € P(A) takvog da
je ¢(P) = 0 slijedi iz korolara 4.4.9. Sada za A € A imamo

[p(AP)]? < (AA")p(P) =0 i  |p(PA)* < @(A"A)p(P) =0.

Ako je P projektor iz propozicije 5.4.1., projektor I — P zove se nosac funkcionala p. Kazemo
da su dva normalna pozitivna funkcionala ¢ i ¢» medusobno singularna ako su njihovi nosaci
medusobno ortogonalni. U daljnjem za normalan pozitivan funkcional ¢ njegov nosa¢ oznacavamo
sa E,. Tada je p(A) = ¢(E,AE,) za svaki A € A, pa vidimo da ¢ definira vjeran normalan
pozitivan funkcional na von Neumannovoj algebri Ag, na Hilbertovom prostoru R(E,). Posebno,
funkcional ¢ je vjeran ako i samo ako je £, = I.

Neka je sada (&,) € H™. Za projektor P € P(A) vrijedi w,)(P) = 0 ako i samo ako je
P&, = 0 za svaki n € N. To pokazuje da je nosa¢ od w,) projektor Eé;;neN}. Posebno, w,) je
vjeran ako i samo ako je skup {&,; n € N} separirajudi za A. Odatle slijedi da je von Neumannova
algebra A o—konacna ako i samo ako na A postoji vjeran normalan pozitivan funkcional. Doista,
prema propoziciji 3.3.15. za o—konacnu von Neumannovu algebru postoji prebrojiv separirajuéi
skup {&,; n € N}. Mozemo pretpostaviti da je (&,) € H i tada je funkcional w, vieran.

Propozicija 5.4.2. Neka je o normalan pozitivan linearan funkcional na von Neumannovoj al-
gebri A. Za hiperniz (Ay) cp v A sljedeca su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(CL) lim,\eA QD(A;A)\) =0.
(b) S — lim,\eA A)\Ego = 0.

Dokaz: Prema lemi 5.1.5. postoje Hilbertov prostor K, linearan operator I' : A — K s gustom
slikom i ogranicen unitalan x—homomorfizam ® : 4 — B(K) takvi da za vektor n = ®(I) € K
vrijedi

[A)=2A)n 1 o(A)=(2(A)nln) VAcA
Nadalje, prema korolaru 5.3.3. slika B = ®(.4) je von Neumannova algebra na K. Pretpostavimo
najprije da je ® injektivan, tj. izomorfizam sa A na B. Stavimo F = Ef/ i F1 = Ix — F. Neka je
E; € P(A) takav da je ®(E;) = F;. Tada je E; najvedi projektor u A takav da je 0 = (®(E)n|n) =
= ¢(E,). Dakle, E, = Iy — Ey, pa je ®(E,) = F.

Prema korolaru 5.3.2. hiperniz (A\E,),., jako konvergira prema nuli ako i samo ako hiperniz
(P(ANE,)) en = (P(AN)F),cp jako konvergira prema nuli, a to znaci da vrijedi

. / o / /
glgl\ |®(A\)Bn| =0 VB eB.
No to je ekvivalentno konvergenciji prema nuli hiperniza
l2(AN)nl* = (2(A3AN)nIN) = P(AFAN).

Time je tvrdnja dokazana u sluc¢aju da je homomorfizam ® injektivan.

U opéem slucaju je jezgra od ® ultraslabo zatvoren dvostrani ideal u A, a veé smo vidjeli da se
tada A moze identificirati s Kartezijevim produktom von Neumannovih algebri A; x Ay takvim
da je @ nula na A;, a injektivan na As. Time se dokaz svodi na ve¢ dokazani slucaj.
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Propozicija 5.4.3. Neka su ¢ i ¥ normalni pozitivni linearni funkcionali na von Neumannovoj
algebri A. Sljedeéa su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Za A € Ay jednakost o(A) =0 povlaci jednakost (A) = 0.

(b) Ey < E,.

(¢) Topologija na Ay definirana polunormom A +— \/@(A*A) jaca je od topologije definirane
polunormom A (/1 (A*A).

Dokaz: Implikacija (b) = (c) slijedi iz propozicije 5.4.2. Implikacija (¢) = (a) je oc¢igledna.
Napokon, pretpostavimo da vrijedi (a). Imamo ¢(I — E,) = 0, pa slijedi ¢(I — E,) = 0. Odatle
jel —E, <I—E,, atoznacida je Ey; < E,.
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5.5 Polarna forma linearnog funkcionala

Ako je f linearan funkcional na algebri A, za = € A definiramo linearne funkcionale x- f i f-x
na A ovako:

(z- f)y) = flyz) 1 (f-x)(y) = f(xy) za y € A

Ocito vijedi z - (y - f) = (wy)- f i (f @)y = f - (wy).
Ako je A x—algebra za linearan funkcional f na A definiramo linearan funkcional f* sa

) =1y,  yeA
Tada vrijedi (z - f)* = f* - z*. Funkcional f zove se hermitski ako je f = f*.
Zadatak 5.5.1. Dokazite:

(a) Ako je A normirana algebra i linearan funkcional f na A je ogranicen, onda su za svaki
x € A funkcionali x - f i f-x su ograniceni i vrigedi || - f|| < ||z||||f]] ¢ || f - z|| < |[fIl|z]-

(b) Ako je v wultraslabo neprekidan funkcional na von Neumanovoj algebri A, onda su za svaki
A € A funkcionali A - ¢ i ¢ - A ultraslabo neprekidni.

Lema 5.5.1. Neka je H Hilbertov prostor, A unitalna C*—podalgebra od B(H) i T ekstremna
tocka jedinicne kugle A;. Tada je T*T projektor.

Dokaz se provodi pomoc¢u teorema o Geljfandovoj transformaciji, koji navodimo bez
dokaza:

Teorem 5.5.2. Neka je B unitalna komutativna C*—algebra. Tada je X = Hom(B,C) u odnosu
na slabu topologiju duala B* od B kompaktan skup. Nadalje, ako za x € B definiramo funkciju
z:X — C saz(x) =x(x), x € X, onda je tzv. Geljfandova transformacija x — & izometricki
x—izomorfizam sa B na C(X).

Imamo ||T|| = 1, dakle, ||7*T|| = 1. Neka je B unitalna C*—algebra generirana sa I i T*T.
Neka je X = Hom(B,C) ineka je ¢ : B — C(X) Geljfandov izomorfizam, tj. ¢(A) = A, za A € B.
Stavimo f = o(V/T*T)i g = f2 Tadaje f = fi0 < g < 1. Pretpostavimo da postoji x € X
takav da je 0 < g(x) < 1. Tada postoji neprekidna nenegativna funkcija h na X takva da vrijedi

gh#0,  sup g(1+h)* =sup g(1 - h)* =1

takva je, naime, svaka dovoljno mala fukcija h koja je 0 izvan dovoljno male okoline tocke y. Neka
jeU = Yh). Tada je U* = U i

IT*T(I+ U = IT"T(I = U?)|| = 1.

Prema tome, vrijedi T'(I+U) € A; i T(I —U) € A;. Nadalje, kako je T = $T(I+U)+iT(I - U),
zbog ekstremalnosti od T slijedi da je T'=T(I + U) = T(I — U). No odatle slijedi da je TU = 0,
dakle, gh = 0, suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da funkcija g poprima samo
vrijednosti 0 i 1. No tada je g*> = g, dakle, T*T je projektor.

Za von Neumannovu algebru A prostor A’ = A’ svih slabo (i jako) neprekidnih linearnih
funkcionala je potprostor dualnog prostora A* od A koji opéenito nije zatvoren. Sa A, ozna¢avamo
zatvara¢ (po normi) od A% u A*. Taj se prostor zove predual von Neumannove algebre A. Ako sa
A ozna¢imo anihilator od A u B('H)*, onda se A, prirodno identificira s kvocijentnim Banachovim
prostorom B(H),./AL.
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Lema 5.5.3. Neka je A von Neumannova algebra na Hilbertovom prostoru M, E € P(A) i f € A..
Tada vrijedi:

(@) IFIE = 1If - Bl +|1f - (1 - E)|=
(b) Akoje |Ifll = || - El, onda je f = f - E.

Dokaz: Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a).
Dokazimo (a). Neka je € > 0. Predual A, identificira se s kvocijentnim prostorom B(H),/A*.
Prema tome, postoji g € B(H). takav da je g|A= fi|g|| < ||f|| +¢. Ako dokazemo da vrijedi

lgll* = llg - EI* + llg - (I = E)II?,

slijedit ¢e
(Ll +e)* = (If - BIIF+ I f - (I = B,

pa ¢e zbog proizvoljnosti € > 0 tvrdnja biti dokazana. Dakle, dokaz se svodi na slucaj A = B(H).
Buduéi da su slabo neprekidni linearni funkcionali po normi gusti u A,, dovoljno je tvrdnju
dokazati za slabo neprekidan f. No tada prema propoziciji 4.2.1. postoje vektori &1, ..., &, 01, - -+

iz ‘H takvi da je
f= Z Wejm;-
j=1

Gramm—Schmidtovim postupkom ortonormiranja zaklju¢ujemo da postoje ortonormirani vektori
&1, ..., &, ortonormirani vektori 7y, ..., 7, i nenegativni realni brojevi Ay, ..., A\, takvi da je

n
f= Z Ajw&jﬂ?j‘
j=1

Zadatak 5.5.2. Dokazite da je ||f|| =M+ -+ \u.

Za svaki A € A= B(H) imamo
(f-E)A) = Z)\j(AfﬂEm‘) i (fU=-E)A)= Z/\j(ASjW — E)n;).

Odatle je

IF-EP+I0f- (=B < (ZA||E77JII> (ZAjII(I—E)nﬂI) =

n

=D X (EP + I =Emgl®) +2 Y XA (Bl Enell + 112 = By llI(1 = Eymell) <
j=1

1<j<k<n

<Z)\2+2 3 )\)\k—<z>\> = |If11%

1<j<k<n

Lema 5.5.4. Neka je H Hilbertov prostor i A unitalna *—podalgebra od B(H). Neka su f € A*,
@ pozitivan linearan funkcional na A i S € Ay takvi da je p-S = f i |l¢| = ||f]l. Ako je T € A,
takav da je f-T >0 0 ||f-T| = ||fll, onda je f-T = .
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Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je ||¢|| = ||f]] = 1. Primijenimo li lemu 5.1.5. na A i ¢,
dolazimo do Hilbertovog prostora I, vektora n € K i unitalnog *—homomorfizma ¢ : A — B(K)
takvih da vrijedi

p(A) = (@(A)nln),  AcA

Tada nalazimo

(I®(T"S")n) = (B(ST)nln) = ¢(ST) = (¢ - SUT) = f(T) = (f - T)I) = |If - T|| = 1.

Kako je (n|n) = ¢(I) = ||¢|| = 1, prema teoremu o CSB—nejednakosti slijedi da su vektori n
i ®(T*S*)n proporcionalni. Medutim, kako je ||7*S*|| < 1, slijedi ®(T*S*)n = n. Sada za svaki
A € A imamo

(f - T)(A) = f(TA) = o(STA) = (2(STA)nln) = (P(A)n|®(T*S5")n) = (L(A)nln) = ¢(A).
Dakle, vrijedi f - T = ¢.
Teorem 5.5.5. Neka je A von Neumannova algebra i f € A,.
(a) Postoji par (¢,U) sa sljedecim svojstvima:
(1) ¢ je normalan pozitivan funkcional na A i ||¢|| = || f]-
(2) U je parcijalna izometrija uw A ¢iji je zavrsni projektor E,.
@) f=¢ Uip=f U
(b) Ako je ¢’ normalan pozitivan funkcional na A i U’ parcijalna izometrija w A ¢iji je zavrsni
projektor Ey, i ako vrijedi f = ¢’ -U' i@’ = f-U", onda je ¢' = ¢ i U' =U.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je || f|| = 1. Neka je Ay = {T € A;; f(T) = 1}. Bududi da je
kugla A; ultraslabo kompaktna i f je ultraslabo neprekidan, postoji T € A; takav daje |f(T)| = 1.
Pomnozimo li T' s odgovarajuéim skalarom modula 1, zaklju¢ujemo da je A, # (). Nadalje, A, je
konveksan skup koji je ultraslabo zatvoren u Ay, dakle, A, je ultraslabo kompaktan. Stoga postoji
ekstremna tocka V' € Ay. Tada je ujedno V' ekstremna tocka od A;. Doista, ako su S,T € A,
takvi da je V = 3(S 4+ T), imamo [f(S)| < 1, [f(T)| < 1i1= f(V) = 5(f(S) + f(T)), pa slijedi
f(S) = f(T) =1, odnosno, S,T € A,. No tada slijedi S = T =V, jer je V ekstremna tocka od
As. Prema lemi 5.5.1. V*V je projektor, odnosno, V je parcijalna izometrija.

Stavimo ¢ = f - V. Tada je

Il < 1AV < 1.

Kako je p(I) = f(V) = 1, prema propoziciji 5.1.6. funkcional ¢ je pozitivan, norme 1 i normalan
jer je ultraslabo neprekidan. Neka je E = E,. Tada je

p(VV) = f(VVTV) = f(V) =1,

dakle, V*V > FE. Stavimo U = EV*. Tada je UU* = E(V*V)E = E, dakle, U je parcijalna

izometrija sa zavrsnim projektorom FE. Nadalje, za svaki T' € A imamo
(f-U)T) = fUT) = [(VET) = o(ET) = o(T) = @=[f-U"
Stavimo U*U = F. Tada je ||f - F| <11

(f - F)YU") = J(UUU7) = J(U") = f(VE) = p(E) = 1.
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Odatle je ||f - F|| = 1 = ||f]|, dakle, po tvrdnji (b) leme 5.5.3. vrijedi f - F = f. Stoga za svaki
T € A imamo

(p-UNT)=oUT) = fUUT) = f(FT) = (f-F)(T)=/(T) = U=/

Time je dokazana tvrdnja (a).
Neka ¢’ i U’ budu kao u (b). Tada je

<1, fU"z0, Q=1 -UT< = ll"- Ul < 1]

Dakle, u gornjem slijedu su sve nejednakosti zapravo jednakosti. Posebno je ||f - U™ = || f]|.
Prema lemi 5.5.4., primijenjenoj na S = U i T = U'", slijedi da je ¢ = f - U™ = /.
Treba jos dokazati da je U = U’. Stavimo X = UU'*. Tada je

P(X) = (- D)U") = fU") = (f-U")) = p(I) = 1.
No tada je i p(X*) =1, dakle, 1 = p(X)" < p(XX*) < 1, pa slijedi (X X*) = 1. Odatle je
(B = X)(E = X)) = ¢(E) = p(X) —o(X7) + p(XX") =1 -1-1+1=0.

Vrijedi EXE = X bududi da su zavrsni projektori od U i od U’ majorizirani sa E. Bududi da je
¢ vjeran na FAE, slijedi X = E. Za £ € R(F) imamo

@ ol =lech=1el = (UW I = U7l

Odatle slijedi U"¢ € R(F), gdje je F' = U*U pocetni projektor od U. Buduéi da je U|R(F)
izometrija sa R(F') na R(E), za £ € 'H imamo implikaciju

UU™ ¢ =¢=UU%¢ = Ue =U*¢.
Nadalje, U* i U'" i¢ezavaju na R(E)*, pa zakljucujemo da je U™ = U, dakle, U’ = U.
Uz oznake iz teorema 5.5.5. kazemo da je ¢ apsolutna vrijednost funkcionala f i piSemo
¢ = |f|. Nadalje, jednakost f = |f|- U se zove polarna dekompozicija funkcionala f.

Propozicija 5.5.6. Neka je f € A, i neka je f = |f|-U polarna dekompozicija od f. Tada je
lf =0 |f|-U i f*=|f*-U* je polarna dekompozicija od f*.

Dokaz: Bududi da je UU* nosac od |f|, vrijedi |f| - UU* = |f], pa imamo
=0 =ur-ff=0"-|f]- UU". (5.1)

Jasno je da je U* - |f| - U normalni pozitivni funkcional na A. Ako je G bilo koji projektor iz
A, onda imamo ekvivalenciju

O -f-U)G) =0 = [fIUGU") =0.

Sjetimo se pojma nosaca operatora A € B(H) : to je ortogonalni projektor E4 na potprostor
N(A)t = CI(R(A*)). Za svaki operator A o¢ito je nosa¢ od UAU* majoriziran s nosacem od | f]|.
Kako za projektor G vrijedi UGU* = (UG)(UG)*, gornje svojstvo | f|(UGU*) = 0 ekvivalentno je
sa UG = 0, dakle, i sa U*UG = 0. Odatle slijedi da je

Ey--|f|-U = U*U. (5.2)

Napokon, iz (5.1) slijedi
ffu=U0"-\f|-U. (5.3)
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Zadatak 5.5.3. Pomocu turdnge (b) teorema 5.5.5. i pomoéu (5.1), (5.2) i (5.3) dokaZite propozi-
ciu 5.5.6.

Lema 5.5.7. Neka je A x—podalgebra od B(H) i neka je ¢ pozitivan funkcional na A. Ako je
operator S € A takav da je funkcional ¢ - S hermitski, onda vrijedi

(- SHD < [ISNe(T) VT € Ay

Dokaz: Po pretpostavci je (¢ - S)(T*) = (¢ - S)(T) za svaki T' € A. Kako je p(A) = ¢(A*), to
znaci da vrijedi

o(ST™) = p(T*S™) VT € A. (5.4)
Dakle, ako je T' € A, , imamo

(ST)| = |¢ (SVIVT)| < V(ST /o).
Primjenom (5.4) imamo
P(STS™) = (9 ((T'S7)"S") = ¢ (S(T'S")") = p(S°T).

Prema tome, vrijedi

o(ST)| < Vp(S?T)\/o(T) VT € Ay.

Analogno dobivamo

P(S°T) < Vo(STT)V/p(T) VI €A,

Korak po korak dolazimo do nejednakosti

0(S*'T) < /(S T)\/p(T) VT €A, i VneN.

Odatle indukcijom po n dobivamo
[P(ST)| < @(S¥'T)2 p(T)2p(T)x -+ p(T) .
Stoga za svaki T' € A, i za svaki n € N imamo
(ST < llll= (T2~ (| Sllp(T)2 a T

Bududi da je

li L 0 i li ! + ! +- 4+ ! 1

im — = i im (-4+-4+-4+—| =

n—oo 2N n—oo \ 2 4 2n ’
prijelazom na limes n — oo dobivamo tvrdnju leme.

Teorem 5.5.8. Neka je A von Neumannova algebra i neka su o i1 normalni pozitivni funkcionali
na A takvi da je o < 1. Tada postoji Ty € A takav da je 0 < Ty < I i da vrijedi o(T) = (TyTTh)
za svaki T € A.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je funkcional ¢ vjeran. Prema lemi 5.1.5. i korolaru 5.3.3.
mozemo zamijeniti von Neumannovu algebru s njoj izomorfnom von Neumannovom algebrom
(oznac¢imo je ponovo sa A4) takvom da postoji separirajuéi vektor & takav da je (T) = (T€[€) za
svaki T' € A. Prema propoziciji 5.1.2. postoji Tj) € A’ takav da je 0 < T§ < I i da vrijedi

p(T) = (TTRETeg) VT € A. (5.5)
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Definiramo sada funkcional ¢’ na A’ tako da stavimo
o(T) = (T5l),  T'eA. (5.6)

Neka je f'= ¢’ - T}, tj.

T = (T57T") = (T T'EIE) = (T'EIThe),  T'e A (5.7)
Neka je f" = |f'| - U} polarna dekompozicija od f’. Prema propoziciji 5.5.6. tada je

Fl=r 0= Ty
Primijenimo li lemu 5.5.7. na A’, ¢ i operator T}"U}", dobivamo
FI<IT5U Nl < &'

Primijenimo li propoziciju 5.1.2. na A’, zaklju¢ujemo da postoji T, € A" = A takav da je
0 <Ty<1Iidavrijedi

FI(T) = (T'VTuE|VToE) VT e A, (5.8)
Prema (5.6), (5.8) i (5.9) imamo
(T'E\UGTLE) = (T3USTELE) = | F1(T) = (T Tob |V To€) = (T'E|Toé). (5.9)

Nadalje, iz (5.6), (5.7) i (5.8) slijedi
(T"€|UG" UG To8) = (To Uy UsT'€1€) = |f HUGT") = (If'] - Up)(T") = f'(T") = (T'¢|T5¢).  (5.10)
Kako je vektor & separirajuéi za A, on je ciklicki za A’, pa iz (5.10) i (5.11) slijedi
UToe=Tos 1 Uy UpTos = Tpé.
Odatle i iz (5.5) nalazimo da za svaki 7" € A vrijedi
p(T) = (TTRE|T56) = (TUG UgTag| T56) = (TUGTRe|UgTos) = (TTo8| Tog) = (LoTTo€ ) = (T To).

Time je teorem dokazan uz dodatnu pretpostavku da je funkcional ¢ vjeran. U opéem slucaju
oznacimo sa E nosa¢ od 1. Tada je restrikcija 1) na EAFE vjerna, pa prema dokazanom postoji
Ty € A takav da je

Buduéi da je 0 < (I — F) < ¢(I — F) = 0, nosa¢ od ¢ majoriziran je sa E. Stoga za svaki T € A
imamo

o(T) = o(ETE) = Y(ToETETy) = (ToT'Th).

Teorem 5.5.9. Neka je A von Neumannova algebra i neka je f ultraslabo neprekidan hermitski
linearan funkcional na A.

(a) Postoji jedinstven par (v, ¢’) medusobno singularnih normalnih pozitivnih funkcionala na A
takvih da je f =@ — .

(b) Vrigedi |f| = ¢+ ¢'.

(¢) Ako su E i E' nosaci od ¢ i ¢, vrijedi:
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(1) E+ E’ je nosac od | f].
2 p=f-Fi¢=—p-E.
(3) f=1f]-(E—E') je polarna dekompozicija od f.

Dokaz: Neka je f = |f| - U polarna dekompozicija od f. Buduéi da je f = f*, zbog jedin-
stvenosti polarne dekompozicije iz propozicije 5.5.6. slijedi da je U = U*. Operator U? = U*U je
projektor, pa slijedi da je spektar od U sadrzan u {—1,0,1}. Odatle slijedi da je U = E; — Es,
gdje su F; i Fy medusobno ortogonalni projektori iz A. Iz propozicije 5.5.6. slijedi i

[fl=U-1fl-U=(Br— Ey) - |f] - (Ex — Ej). (5.11)
Medutim, |f| ima nosa¢ U? = E| + E,, dakle, vrijedi
[fl = (Ex+ E2) - |f] - (Ex + Eb). (5.12)
Zbrajanjem (5.11) i (5.12) dobivamo
[fl=Ev-|fl- Ex+ Ey - [f] - Es,

pa slijedi
E1"f|:|f"E1=E1'|f"E17 E2'|f‘:|f"E2=E2‘|f"E2

F=11-U=Ifl-(Ex— Ey) = By - |f]- By — Ea - | f] - Ea.

Kako su o = Ey - |f| - E1 1 ¢’ = Ey - |f| - E5 medusobno singularni normalni pozitivni funkcionali,
dokazana je egzistencija u tvrdnji (a), a takoder da za te funkcionale ¢ i ¢’ vrijede tvrdnje (b) i

(c).

Pretpostavimo sada da su ¢ i ¢’ medusobno singularni normalni pozitivni funkcionali takvi da
je f=¢—¢. Nekasu Ei E' nosaci od ¢ i ¢'. Da bi za projektor D iz A vrijedilo (¢ +¢')(D) =0
nuzno je i dovoljno da bude p(D) = ¢'(D) = 0, odnosno, da bude DE = DE’" = 0. Slijedi da je
E + E’ nosac od ¢+ ¢'. Nadalje, E — E’ je parcijalna izometrija kojoj je E+ E’ i pocetni i zavrsni
projektor. Sada za svaki T € A imamo

((p+¢) - (B = E))T) = (p+ ¢')(ET — E'T) = p(ET) — ¢'(E'T) = o(T) — ¢(T) = f(T)

(f (By = E)'NT) = (¢ = NET — E'T) = o(ET) + ¢'(E'T) = o(T) + &(T) = (¢ + &' )N(T).

Iz tvrdnje (b) teorema 5.5.5. slijedi da je |f| = ¢+¢' 1 U = E—E’. Sada je iz jednakosti f = ¢ — ¢’
i|f| = ¢+ ¢ ocigledna jedinstvenost u tvrdnji (a).

Propozicija 5.5.10. Normalni pozitivni funkcionali ¢ i ¢’ na von Neumannovoj algebri A su
medusobno singularni ako i samo ako je || — ¢'|| = ||loll + [|¢|I-

Dokaz: Ako su ¢ i ¢’ medusobno singularni normalni pozitivni funkcionali, onda je prema
teoremu 5.5.9. | — ¢'| = ¢ + ¢/, pa imamo

le =&l = lle + ¢l = (o +¢)T) = o(I) + ' (I) = [loll * |¢]]-

Pretpostavimo sada da vrijedi || — ¢'|| = |||l + [|¢']|- Buduéi da je ¢ — ¢’ slabo neprekidan
na jedinicnoj kugli Ay, a ta je kugla slabo kompaktna, postoji T € A takav da je

ITI<1 i (=) T) = el + -
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Zamijenimo li T sa %(T +T7), vidimo da mozemo pretpostaviti da je operator T" hermitski. Neka
su T i T_ pozitivni i negativni dio od T Tada imamo

p(Th) + ' (T-) = p(T-) = ' (T4) = (0 = )(T) = llell + [[]]-
Kako je
o) <llell,  ST) <Nl 1 —e(To) = ¢'(T4) <0,
zakljucujemo da je
o(Tv) =llell 1 LT =

Neka su F i E' nosaci od Ty i T_. Imamo

lell = o(T4) < o(E) < |lell-

Stoga je (1) = ||¢|| = ¢(E), odnosno, vrijedi (I — E) = 0. To znaci da E majorizira nosac od ¢.
Sliéno se vidi da E’ majorizira nosa¢ od ¢’. Bududi da je EE" = 0, slijedi da su ¢ i ¢’ medusobno
singularni.
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