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Poglavlje 1

OPIS PRIMJENE D-MODULA U
TEORIJI REPREZENTACIJA

Neka je Gy povezana poluprosta Liejeva grupa s kona¢nim centrom i neka je Ky neka njena
maksimalna kompaktna podgrupa. Oznacimo sa go i & C go njihove Liejeve algebre i neka su g
i € njihove kompleksifikacije. Neka je ¢ pripadna Cartanova involucija od go; tj. ¥ je jedinstveni
involutivni automorfizam Liejeve algebre gy kojem je €, skup fiksnih tocaka. Sa ¥ ¢emo oznacavati
i C—linearno prosirenje na g. Tada je ¢ involutivni automorfizam kompleksne Liejeve algebre g i
t={reg; Jz) =ua}

Neka je K O K, kompleksifikacija od Kjy; to je univerzalni objekt za neprekidne homomorfizme
o : Ko — H, gdje je H kompleksna Liejeva grupa: svaki se takav homomorfizam jedinstveno
prosiruje do homomorfizma kompleksnih Liejevih grupa ¢ : K — H. Tada K ima strukturu
kompleksne reduktivne algebarske grupe i ako je i H kompleksna algebarska grupa, svaki je takav
homomorfizam algebarski.

Neka je m dopustiva reprezentacija od Gy konac¢ne duljine na Banachovom prostoru H. Kad
kazemo da je 7 "reprezentacija’ to znaci da je m homomorfizam grupe Gy u grupu GL(H) svih
invertibilnih elemenata unitalne algebre B(H) svih ogranicenih linearnih operatora H — H takav
da je za svaki vektor £ € H preslikavanje g — 7(g)¢ sa G u ‘H neprekidno. Kad za reprezentaciju
7 kazemo da je ” konacne duljine” to zna¢i da postoji konac¢an niz zatvorenih 7(Gg)—invarijantnih
potprostora

{0} =HoCH.C---CH,=H

takav da su pripadne subkvocijentne reprezentacije na H;/H,_1, j = 1,...,n, sve ireducibilne.

Za reprezentaciju m od Gy na H restrikcija 7| K| je reprezentacija kompaktne grupe Kj. Neka
je K, skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih reprezentacija od K. Za
§ € Ky oznacimo sa Hs sumu svih 7(Ko)—invarijantnih kona¢nodimenzionalnih potprostora V' od
H takvih da je pripadna subreprezentacija (m|Kj)y ireducibilna i pripada klasi 6. Tada je svaki
potprostor Hs, € Ko, zatvoren, njihova suma

Hi, = Y Hs
5eKo

je direktna i gusta u H i to je upravo skup svih Ky—konacnih vektora u H. Pri tome za vektor
¢ € 'H kazemo da je Ky—konacan ako je potprostor

span{7(k); k € Ko}

konacnodimenzionalan. Reprezentacija 7 zove se ” dopustiva” ako je svaki potprostor Hs, 0 € Ko,
kona¢nodimenzionalan. U tom je slucaju za svaki vektor £ € Hg, funkcija g — m(g)€ ne samo

bt
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neprekidna nego (realno)analiticka. Posebno, ona je diferencijabilna, pa za svaki = € gy mozemo
definirati
d .1
m(x)€ = —m(exp tz)é| = lim —(w(exp tx)€ —&).
dt o 01

Nadalje, pokazuje se da je na taj na¢in definirana reprezentacija = +— 7(z) realne Liejeve alge-
bre gy na kompleksnom vektorskom prostoru Hg,. Ona se jedinstveno prosiruje do reprezentacije
kompleksifikacije g, a zatim i do reprezentacije njezine univerzalne omotacke algebre U(g). S tom
reprezentacijom Hpg, postaje lijevi U(g)—modul. O¢ito za svaki zatvoren m(Gy)—invarijantan pot-
prostor K od H vrijedi K, = K N Hg, 1 to je U(g)—podmodul od Hg,. Pokazuje se da je
K — K N Hg, bijekcija sa skupa svih zatvorenih 7(Gg)—invarijantnih potprostora od H na skup
svih U(g)—podmodula od H,. Inverzna bijekcija je uzimanje zatvaraca V U(g)—podmodula V'
od Hg, u Banachovom prostoru H. Posebno, U(g)—modul Hg, je konacne duljine (u ¢isto alge-
barskom smislu), dakle, on je kona¢no generiran. Harish—Chandra je jos prije pedesetak godina
dokazao da je svaka ireducibilna unitarna reprezentacija od Gy na Hilbertovom prostoru dopustiva.
Nadalje, dvije su takve reprezentacije m na ‘H i p na K ekvivalentne pomocu izometrickog izomor-
fizma ‘H — K ako i samo ako su pripadni U(g)—moduli Hg, i Kk, ekvivalentni (ili izomorfni)
u cisto algebarskom smislu. Zbog toga se tako definira i ekvivalencija proizvoljnih dopustivih
reprezentacija od Gy na Banachovim prostorima: one su ekvivalentne (katkada se kaze infinitezi-
malno ekvivalentne) ako su pripadni U(g)—moduli izomorfni. Pokazuje se da je za ireducibilne
reprezentacije to ekvivalentno tzv. Naimarkovoj ekvivalenciji: postoje gusti Go—invarijantni pot-
prostori Hg od H i Ky od K i postoji izomorfizam vektorskih prostora T : Hy — Ky koji je
Go—preplitanje i koji je zatvoren linearan operator iz H u K.

S druge strane, subreprezentacija od 7| Ky na bilo kojem kompleksnom konacnodimenzionalnom
7| Ko—invarijantnom potprostoru V' od Hg, je neprekidni homomorfizam grupe K, u komplek-
snu Liejevu grupu GL(V'), prema tome, jedinstveno se prosiruje do homomorfizma kompleksnih
Liejevih grupa, stovise, do homomorfizma kompleksnih algebarskih grupa K — GL(V'). Na taj
nacin dolazimo do reprezentacije kompleksne algebarske grupe K na kompleksnom vektorskom
prostoru Hpg, i ta je reprezentacija algebarska. Pri tome, ako je K kompleksna algebarska grupa
i m reprezentacija grupe K na kompleksnom vektorskom prostoru V, kazemo da je reprezentacija
7 7algebarska” ako je V' unija kona¢nodimenzionalnih 7 (K)—invarijantnih potprostora V;, i € I,
takvih da je za svaki i € I preslikavanje k — m(k)|V; algebarski homomorfizam kompleksnih alge-
barskih grupa K — GL(V;).

Na taj nacin dolazimo do definicije Harish—Chandrinog (g, K)—modula; to je kompleksan
vektorski prostor V' sa svojstvima

(a) V je konacno generirani U(g)—modul.
(b) Na V' je zadana algebarska reprezentacija od K.
(c¢) Djelovanja g i K su kompatibilna u sljede¢em smislu:

(1) Djelovanje £ kao Liejeve podalgebre od g C U(g) je upravo diferencijal djelovanja K.

(2) Djelovanje U(g) na V, promatrano kao linearno preslikavanje U(g) @ V. — V| je
K —ekvivarijantno, tj. prepli¢e reprezentacije od K na U(g) ® V' i na V; pri tome se
djelovanje K na U(g) dobiva prosirenjem adjungiranog djelovanja Ky na go : najprije se
kompleksifikacijom dobiva djelovanje Ky na g, koje se prosiruje do djelovanja K na g,
a zatim se to djelovanje jedinstveno prosiruje do djelovanja grupe K automorfizmima
algebre U(g).



Napominjemo da zapravo u nasoj situaciji, kad je Ky C Gy povezana, onda je uvjet (2) posljedica
uvjeta (1). Ipak se obitno navodi zbog generalizacije na slu¢aj ne nuzno povezane reduktivne grupe
Go.

Morfizam Harish—Chandrinih modula je linearno preslikavanje koje prepli¢e djelovanja U(g) i
K. (U nasoj situaciji svako je U(g)—preplitanje ujedno i K —preplitanje). Na taj nacin dobivamo
kategoriju Harish—Chandrinih modula koju ¢emo oznacavati sa M(g, K); to je Abelova kategorija
— u stvari ona je puna potkategorija kategorije M(U(g)) svih lijevih U(g)—modula.

Neka je Z(g) centar algebre U4(g) i Z(g) skup svih unitalnih homomorfizama y : Z(g) — C. Ako
je V ireducibilan Harish—Chandrin modul, onda po Dixmierovoj generalizaciji Schurove leme svaki
z € Z(g) djeluje na V kao multipl jediniénog operatora xy (z)Iy. Tada je, naravno, yy € Z(g)
i on se zove infinitezimalni karakter od V. Ker xy je anihilator od V' u Z(g) i to je ideal u Z(g)
kodimenzije 1. Opcenito se pokazuje da je dopustiv Harish—Chandrin modul V' konac¢ne duljine
ako 1 samo ako je anihilator tog modula u Z(g) ideal kona¢ne kodimenzije.

Prema rec¢enom problem klasifikacije ireducibilnih dopustivih reprezentacija od Gy se pridruzi-
vanjem H — Hpg, svodi na problem klasifikacije ireducibilnih Harish—Chandrinih modula. Taj je
problem rijeSen u nizu opseznih radova Harish—Chandre, zatim Langlandsa i, napokon, Knappa,
Zuckermana i Vogana. U svim se tim radovima izrazito prepli¢u analiticke i algebarske metode,
iako je problem ve¢ u starim Harish—Chandrinim radovima sveden na ¢isto algebarski problem.

Jak motiv za onoga, koji se zeli baviti s teorijom reprezentacija, da dobro prouci teoriju
D—modula je Beilinson—Bernsteinov teorem o ekvivalenciji potkategorije Harish—Chandrinih
modula sa zadanim infinitezimalnim karakterom s jednom precizno opisanom kategorijom za-
krenutih (twisted) D—modula na visestrukosti zastava Liejeve algebre g. Pri tome je visestrukost
zastava kompleksne poluproste Liejeve algebre g skup X svih njezinih Borelovih podalgebri (t;.
svih maksimalnih rjesivih podalgebri). Kompleksna povezana Liejeva grupa G's Liejevom algebrom
g tranzitivno djeluje na skupu X. Stoga za bilo koju Borelovu podalgebru b € X preslikavanje
g — (Ad ¢)b inducira bijekciju kvocijentne mnogostrukosti G/B na X. Pri tome je B stabilizator
(ili normalizator) od b u grupi G :

B={g€G; (Adg)b=b}.

Grupa G je algebarska i B je (povezana) zatvorena algebarska podgrupa, pa preko te bijekcije i X
dobiva strukturu algebarske visestrukosti (i to glatke). Pokazuje se da je ta visestrukost projektivna
(ili potpuna): ona je zatvorena podvisestrukost Grassmannove visestrukosti svih potprostora od g
dimenzije m = dim b, b € X. S druge strane, Grassmannova je visestrukost izomorfna zatvorenoj
podvisestrukosti nekog projektivnog prostora.

Naziv D—moduli upotrebljava se za snopove modula nad nekim snopom algebri diferencijalnih
operatora na nekom snopu komutativnih unitalnih algebri na nekom topoloskom prostoru X (¢esto
ne—Hausdorffovom). U nasem je slu¢aju X (projektivna) algebarska visestrukost svih Borelovih
podalgebri od g s njenom topologijom Zariskog. Neka je Ox strukturni snop visestrukosti X.

Buduéi da je B zatvorena podgrupa od G, X je kao homogeni prostor G/B ne samo alge-
barska nego i diferencijabilna mnogostrukost (stovise, kompleksna analiticka mnogostrukost). Za
svaku tocku z € X diferencijal orbitnog preslikavanja g + (Ad g)x definira prirodni morfizam
vektorskih sveznjeva s trivijalnog sveznja X x g nad X u tangencijalni svezanj T(X) od X. Uz
adjungirano djelovanje G na g trivijalni svezanj X x g je G—homogen i morfizam X x g — T'(X)
je G—ekvivarijantan. Jezgra tog morfizma je G—homogeni svezanj B nad X, koji jest lokalno triv-
ijalan, ali nije vise trivijalan. Vlakno tog sveznja B nad tockom x € X je Borelova podalgebra
x koju ¢emo u ovoj ulozi oznacavati sa b,. Dakle, B mozemo promatrati kao ”tautoloski” vek-
torski svezanj Borelovih podalgebri nad mnogostrukosti X. Za x € X ozna¢imo sa n, = [b,, b,]
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nilpotentni radikal od b,. Tada je
N={(z,§; r€X, {en}CB

G'—homogeni vektorski podsvezanj od B. Oznacimo sa H kvocijentni svezanj B/N. Nadalje,
oznaCimo sa B, stabilizator tocke x € X u G (odnosno, normalizator podalgebre b,). Tada B,
djeluje trivijalno na vlaknu H, sveznja H u tocki x. To znaci da je H trivijalni svezanj nad X.
Buduéi da je X projektivna visestrukost, jedini globalni prerezi od H su konstante. Neka je b
prostor globalnih prereza od H. Buduéi da je H, = b, /n, komutativna Liejeva algebra za svaku
tocku x € X, h mozemo prirodno promatrati kao komutativnu Liejevu algebru. Ta se komutativna
Liejeva algebra zove (apstraktna) Cartanova algebra od g.

Neka je sada ¢ bilo koja Cartanova podalgebra od g, R = R(g, ¢) sistem korijena para (g, c)
u dualnom prostoru ¢* od ¢ i R™ neki izbor pozitivnih korijena u R. Tada ¢ i korijenski potpros-
tori go, @ € RT, razapinju Borelovu podalgebru b, za neku tocku x € X. Imamo niz lineranih
preslikavanja

c— b, — b,/n, =H,

i njihova je kompozicija izomorfizam ¢ — H,.. S druge strane, i evaluacijsko prelikavanje h — H,
je takoder izomorfizam. Kompozicijom prethodnog izomorfizma ¢ — H, s inversom evaluacije
‘H, — b dobivamo kanonski izomorfizam ¢ — §. Dualno preslikavanje h* — ¢* je izomorfizam
koji zovemo specijalizacija u tocki x € X. Ona identificira (apstraktni) sistem korijena ¥ u h*
i skup pozitivnih korijena Xt sa R i R*. Pokazuje se da ¥ i ¥ ne ovise o izboru ¢ i x. Dakle,
konstruirali smo (apstraktnu) Cartanovu trojku (h*, X, 7). Dualni sistem korijena od X u
prostoru h oznacavat éemo sa ¥ = {a; a € X}.

Neka je P(X) tezinska resetka u h*. Svakoj tezini A € P(X) pridruzujemo G—homogeni linearni
(tj. jednodimenzionalni) Ox—modul O(A) na X. Kazemo da je tezina A antidominantna ako
vrijedi @(A) <0 Va € Xt.

Pretpostavimo sada da je poluprosta povezana grupa Gy kompaktna. Tada je Go = Ky i G
je kompleskifikacija od Gy. U tom su slucaju ireducibilni Harish—Chandrini moduli upravo kona-
¢nodimenzionalne reprezentacije od G. Zbog jednostavnosti mozemo pretpostaviti da je grupa
Gy (dakle, i njena kompleksifikacija G) jednostano povezana. Tada su kona¢nodimenzionalne
reprezentacije od g ujedno algebarske reprezentacije od G. Uz opisane oznake i pretpostavke
vrijedi:

Teorem 1.0.1. (Borel—Weil) Za antidominantnu tezZinu A\ vrijedi:
(a) H(X,0O(\)) = {0} za svakii > 0.

(b) Prostor globalnih prereza T'(X, O(X\)) = H°(X,O()\)) je ireducibilan konacénodimenzionalan
G—modul s najmanjom tezinom \.

Sada ¢emo opisati Beilinson—Bernsteinovu ekvivalenciju kategorija, koja je zapravo generali-
zacija Borel—Weilovog teorema na slucaj nekompaktne Gy.

Neka je g° = Ox ®c g snop klica lokalnih prereza trivijalnog sveznja X x g. Neka su b° i
n° odgovarajuéi podsnopovi klica lokalnih prereza sveznjeva B i N. Diferencijal djelovanja G' na
X definira prirodni homomorfizam 7 Liejeve algebre g u Liejevu algebru vektorskih polja na X.
Sada na snopu vektorskih prostora g° postoji jedinstvena struktura snopa Liejevih algebri takva
da vrijedi

foégen=frgen—grnfes+fg@€n,  fgeOx, Eneag.

7 mozemo pro§iriti do prirodnog homomorfizma snopa g° u snop Liejevih algebri klica lokalnih
vektorskih polja na X. Tada je Ker 7 = b°, dakle, b° (a time i n°) je snop ideala u g°.



Sliéno, definiramo mnozenje u snopu U° = Ox ®clU(g) kao jedinstveno bilinearno preslikavanje
U° x U° — U° za koje vrijedi

(f@gon =frgeon+ fgo&n,  VfgeOx, Yiecg, Vnel(g).

Na taj nacin U° postaje snop kompleksnih unitalnih algebri na X. Nadalje, g° je podsnop Liejevih
podalgebri od U° (u odnosu na uobic¢ajen komutator u asocijativnoj algebri). Slijedi da je snop
desnih ideala n°Y°, generiran sa n° u U°, zapravo snop dvostranih ideala u 2/°. Dakle, kvocijent
Dy = U°/n°U° je snop kompleksnih unitalnih algebri na X.

na n°. Dakle, postoji prirodni homomorfizam ¢ univerzalne omotacke algebre U(h) od h u algebru
globalnih prereza I'(X, Dy) snopa Dy. S druge strane, trivijalnost snopa H i konstantnost njegovih
globalnih prereza povlace da je inducirano G—djelovanje na b trivijalno. Slijedi da ¢ preslikava
U(h) u G—invarijante T'(X, Dy)¢. Prema tome, za svaki otvoren skup U C X restrikcija (Im ¢)|U
sadrzana je u centru od Dy (U). Moze se dokazati da je stvarno ¢ epimorfizam U(h) na T'(X, Dy)®.
Nadalje, prirodni homomorfizam U(g) — I'(X, Dy) inducira homomorfizam centra Z(g) od U(g)
u I'(X,Dy) i slika tog homomorfizma sadrzana je u T'(X,Dy)¢ = (U(h)). Napokon, imamo
Harish—Chandrin homomorfizam ~ : Z(g) — U(h) definiran na sljedeéi nac¢in. Prije svega, za
svaku tocku x € X vrijedi Z(g) C U(b,) + n,U(g), pa prijelazom na kvocijent imamo prirodni
homomorfizam

Z(g) — U(b)/ (nald(g) NU(b.)) = U(by) /n.ld (by) = U (by /1) .

Pokazuje se da je kompozicija tog homomorfizma s prirodnim izomorfizmom U (b, /n,) — U(h)
neovisna o izboru tocke z € X i to je upravo Harish—Chandrin homomorfizam ~. To znaci da je
sljede¢i homomorfizam algebri komutativan:

=| Ly
Z(g) — T(X,Dy)".

Sada ulU(g) ®z ) U (hH) mozemo na prirodan nacin uvesti strukturu asocijativne (unitalne) algebre.
Tenzorski produkt prirodnog homomorfizma U(g) — I'(X, Dy) i prije definiranog homomorfzma
¢ :U(h) — I'(X, Dy) definira prirodni homomorfizam unitalnih algebri

U Ulg) @210 UlD) — T(X, D)
Lema 1.0.2. (Milici¢é—Taylor) ¥ je izomorfizam algebri i H'(X, Dy) = {0} za i > 0.

Neka je p polusuma pozitivnih korijena u . Omotacka algebra U (h) od b je simetricna algebra
na prostorom b i prirodno je izomorfna algebri polinomijalnih funkcija na h*. Stoga evaluacija u
bilo kojoj tocki A € h* odreduje unitalni homomorfizam U(h) — C. Oznacéimo sa ¢, : U(h) — C
evaluaciju u tocki A + p i neka je Z, = Ker p,. Tada je v !(Z,) maksimalni ideal u Z(g) i prema
Harish—Chandrinom rezultatu vrijedi

v HZy) =7 1(Z,) = wA=p zaneki weW,

gdje je W Weylova grupa sistema korijena . Za A € h* Z,Dy je snop dvostranih ideala u Dy;
dakle, Dy = Dy/Z\Dy je snop kompleksnih asocijativnih (unitalnih) algebri na X.
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U slucaju A = —p imamo Z_, = hU(h), dakle, D_, = U°/b°U° i to je upravo snop diferenci-
jalnih operatora na X. Ako je A € P(X), onda je D, snop diferencijalnih opoeratora na (invert-
ibilnom) Ox—modulu O(X + p). Opcenito je snop algebri D) tzv. zakrenuti snop diferencijalnih
operatora na X. Taj se pojam definira za proizvoljnu glatku kompleksnu algebarsku visestrukost Y
na sljedec¢i nacin. Neka je Oy strukturni snop od Y. Promatramo kategoriju svih uredenih parova
(A, ta), gdje je A snop kompleksnih unitalnih algebri na Y i 14 : Oy — A je homomorfizam
snopova algebri. Morfizmi u toj kategoriji su homomorfizmi snopova algebri o : A — B takvi da
je oty = tp5. Ureden par (D, ) zove se zakrenuti snop diferencijalnih operatora na Y ako
Y ima pokriva¢ otvorenim skupovima U C Y takvima da je (D|U,(|U) = (Dy, tv)-

Neka je © W—orbita u h* i A € ©. Stavimo Jo = 7 }(Z,). Tada je Jo maksimalni ideal u
Z(g). Neka je x» € Z(g) odreden sa Ker yy = Jo. Prirodni homomorfizam U(g) — T'(X,D,)
preslikava elemente od Jg u nul—prereze od D,. Dakle, dobivamo kanonski morfizam

Ue = U(g)/Tel(g) — T'(X, D).

Primijetimo da se kategorija M (Ue) identificira s kategorijom M (U(g)), u kojoj su objekti
U(g)—moduli s infiniteztimalnim karakterom x,. Koristenjem bilo koje lijeve rezolucije jednodi-
menzionalnog h—modula Cy,, slobodnim ¢ (f)—modulima nije tesko dokazati da vrijedi:

Teorem 1.0.3. Morfizam Ug — T'(X, D)) je izomorfizam algebri i vrijedi H (X, Dy) = {0} za
svaki i > 0.

Pokazuje se da to znaci da se zakrenuti snopovi diferencijalnih operatora D) na X mogu
shvacati kao ” snopizirane” verzije kvocijenata Ug univerzalne omotacke algebre U(g). To omogucuje
da " lokaliziramo” Ug—module. Neka je M(Up) kategorija Uo—modula i neka je M. (D,) kate-
gorija tzv 7 kvazikoherentnih” Dy—modula na X. Za A € h* kazemo da je antidominantan ako

vrijedi @(\) ¢ N Va € 7T, To generalizira prije definiran pojam antidominantnosti za tezine iz
P(%).

Teorem 1.0.4. (iSCezavanja) Neka je A € bh* antidominantan i neka je V kvazikoherentan
Dy—modul na X. Tada je H(X,V) = {0} za i > 0.

Teorem 1.0.5. (neiScezavanja) Neka je A € b* antidominantan i reqularan i neka je V kvaziko-
herentan Dy—modul takav da je T'(X,V) = {0}. Tada je V = {0}.

Neka je A € h* i neka je © njegova W —orbita. Imamo desno egzaktan funktor
Ay M(Uo) — My (D,)  definiran sa Ay(V) = Dy Qy, V-

Ay se zove funktor lokalizacije. Pokazuje se da za kvazikoherentan Dy—modul W vrijedi
['(X, W) = Homp, (D, W), a odatle se izvodi da je funktor A, lijevo adjungiran funktoru glo-
balnih prereza I' = I'(X, —) sa My (D)) u M(Uo) :

Homp, (Ax(V), W) = Homy, (V,T(X,W)), YV € ObM(Us), YW € ObM.(Dy).

Teorem 1.0.6. (Beilinson—Bernsteinova ekvivalencija kategorija) Ako je A € b* antidomi-
nantan i reqgularan, funktor Ay je ekvivalencija kategorija s inversom I'(X, —).

Ovaj se teorem generalizira i na antidominantne A bez pretpostavke regularnosti. Tada treba
Mo(Dy) zamijeniti s kvocijentnom kategorijom M.(D,) po potkategoriji svih kvazikoherentnih
Dy)—modula bez netrivijalnih globalnih prereza,
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Ova ekvivalencija kategorija omogucuje da prenesemo probleme o Ug—modulima u probleme
0 Dy—modulima. Korist je toga da se mozemo sluziti tzv. ” lokalnim” metodama. Za proucavanje
Harish—Chandrinih modula uvodi se njihova ” snopozirana” verzija: Harish—Chandrin snop je
" koherentan Dy—modul V s algebarskim djelovanjem grupe K takvim da su djelovanja Dy i K na
V kompatibilna:

(1) djelovanje ¢ kao Liejeve podalgebre od g C Ug = T'(X,D,) podudara se s diferencijalom
djelovanja od K;

(2) djelovanje Dy ®p, V — V je K —ekvivarijantno.

Morfizmi Harish—Chandrinih snopova su K —ekvivarijantni morfizmi D)—modula. Tako dobivamo
Abelovu kategoriju Mcon (D, K).

Teorem 1.0.7. Za antidominantan reqularan X\ € §* funktor Ay : M(Ue, K) — Mcon(Dy, K)
je ekvivalencija kategorija i invers mu je I

Beilinson—Bernsteinov teorem i njegova posljedica 1.0.7. daje sasvim novi geometrijski pogled
na teoriju reprezentacija i vodi na klasifikaciju ireducibilnih Harish—Chandrinih modula s pot-
puno algebarskim dokazom (toé¢nije, algebarsko—geometrijskim). Namjera nam je da uz detaljno
obradene sve pripreme, koje ¢e ukljucivati i teoriju snopova i osnove algebarske geometrije, opisemo
teoriju D—modula na glatkim algebarskim visestrukostima u dovoljnoj mjeri da bismo mogli pre-
cizno iskazati i barem u razumljivoj skici dokazati Beilinson—Bernsteinovu ekvivalenciju kategorija
i doé¢i do spomenute geometrijske klasifikacije ireducibilnih Harish—Chandrinih modula, a mozda
i dokazati neke znacajne posljedice tog pristupa, npr. dokaz Kazhdan—Lusztigove slutnje.
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Poglavlje 2

ALGEBRE DIFERENCIJALNIH
OPERATORA

2.1 Diferencijalni operatori na unitalnoj algebri

U ovom je odjeljku A komutativna unitalna algebra nad poljem K karakteristike 0. Neka je
Endg(A) unitalna algebra svih endomorfizama (tj. K —linearnih operatora) 7' : A — A.
Za element a € A oznac¢imo sa M, : A — A operator mnozenja s tim elementom:

M,(b) = ab, a,b € A.

Naravno, a — M, je unitalni homomorfizam algebre A u algebru Endg (A).
Lema 2.1.1. Preslikavanje a — M, je izomorfizam algebre A na podalgebru

End4(A) = {T € Endg; T(ab) = aT(b) Va,b € A}
algebre End g (A).

Dokaz: Cinjenica da je M, € End4(A) je ocita posljedica komutativnosti algebre A :
M, (bc) = abc = bac = bM,(c), a,b,ce A
Neka je T' € End 4(.A). Stavimo a = T'(1). Tada za bilo koji b € A imamo
T(b)=T(1) =bT(1) = ba = ab= M,(b).

Dakle, T' = M,, odnosno, homomorfizam a — M, je surjekcija sa A na End 4(A). To je i injekcija,

jer iz M, = 0 slijedi 0 = M,(1) = a.

[zomorfizam a — M, ¢emo upotrebljavati kao identifikaciju algebre A s podalgebrom End 4(.A).
Na taj nac¢in Endg(A) postaje A—modul — u odnosu na mnozenje A x Endg(A) — Endg(A)

dano sa
(aT)(b) = aT(b), T € Endg(A), a,be A

Derivacija algebre A je operator D € Endg(.A) sa svojstvom
D(ab) = D(a)b+ aD(b) Va,b e A.

Skup svih derivacija algebre A oznacavat ¢emo sa Der(.A). To je oc¢ito potprostor prostora Endg (A).
Algebra Endg(A) je ne samo asocijativna nego i Liejeva u odnosu na uobicajen komutator
[T,S] =TS — ST. Lako se vidi da je Der(.A) Liejeva podalgebra te Liejeve algebre.

13
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Lema 2.1.2. Uz identifikaciju A s podalgebrom End 4(A) od Endg (A) vrijedi
{T € Endg(A); [[T,a],b] =0 Va,b € A} = A+ Der(A).

Dokaz: Oznacimo sa B potprostor svih T' € Endg(A) sa svojstvom [[T,al,b] = 0 Va,b € A.
Ocito je A C B. Nadalje, za D € Der(.A) i za proizvoljne a,b € A vrijedi

[D,a](b) = D(ab) — aD(b) = D(a)b.

To znadi da je [D,a] = D(a) € A, pa zbog komutativnosti od A slijedi [[D,a],b] = 0 Va,b € A.
Time je dokazano da je i Der(A) C B.
Za D € Der(A) vrijedi

D(1)=D(1-1)=DM)1+1D(1)=2D(1) =  D(1)=0.

Odatle slijedi Der(.4) N A = {0}, odnosno, suma A + Der(A) je direktna.
Napokon, neka je T' € B i stavimo D = T — T'(1). Tada je D € B i vrijedi D(1) = 0, pa za
svaki a € A imamo
[D,al(1) = D(a) — aD(1) = D(a).

Nadalje, iz definicije B i iz D € B slijedi da operator [D,a] komutira sa svim b € A. Stoga za
a,b e A vrijedi

D(ab) = [D, ab](1) = ([D, a]b + a[ D, b])(1) = (b[D, a])(1) + (a[D, b])(1) =

=b[D,a](1) + a[D,b](1) = bD(a) + aD(b).
Dakle, dokazali smo da je D € Der(A). Kako je T'= D + T(1), vidimo da je stvarno direktna
suma A + Der(A) jednaka ¢itavom prostoru B.

Prethodna lema vodi na sljede¢u definiciju. Neka je n € Z,. Kazemo da je T € Endg(A)
diferencijalni operator na algebri A reda < n, ako vrijedi

L. [T a0,a1]...,a,] =0 Vag,ai,...,a, € A

Vektorski potprostor od End(A) svih takvih oznatavat ¢emo sa Diff,,(A). Tada je (Diff,(A)),cz,
rastudi niz potprostora od Endg(.A). Njihova unija je potprostor — vektorski prostor svih difer-
encijalnih operatora na A — koji ¢emo oznacavati sa Diff(A). Uoc¢imo da vrijedi

Diff,(A) = {T € Endg(A); [T,a] € Diff,_,(A) Ya € A}, neN.

Stovise, ako stavimo Diff_;(A) = {0}, onda ta jednakost vrijedi i za n = 0, buduéi da je prema
lemi 2.1.1.
Diffy(A) = End4(A) = A.

Prema lemi 2.1.2. je

Diff; (A) = A + Der(A),
tj. Der(A) je direktni komplement od Diffy(.A) u Diff;(A). Opcenito stavljamo Diff,, (A) = {0} za
svaki n < 0.

Lema 2.1.3. Ako su T € Diff,,(A) i S € Diff,,(A), onda je T'S € Diff,,,,,(A). Posebno, kako je
Diffy(A) = A, svaki potprostor Diff,,(A) je A—podmodul od Endg(A).
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Dokaz: Dokaz provodimo indukcijom po n+m. Naravno, mozemo pretpostavljati da sun > 0
im > 0. Ako jen+m = 0, tj. n = m = 0, onda je tvrdnja trivijalna jer je Diffo(A) = A.
Pretpostavimo sada da je p > 0 i da je tvrdnja dokazana ako je n +m < p. Neka je n +m = p.
Za svaki a € A imamo

TS,a] =TSa—aTS=TSa—TaS+TaS —aTS =T[S,a]+ [T, a]S.

Po definiciji diferencijalnih operatora je [T, a] € Diff,,_1(A) i [S,a] € Diff,,_1(A). Stoga po pret-
postavci indukcije vrijedi

T[S, a/] € Dlﬁn+m,1(A> i [T, a/]S € Dlﬁn,1+m(A)

Slijedi
(TS, a)] € Diff,,1,,,_1(A) Va € A,
a to upravo znaci da je T'S € Diff,,,,,(A).

Prethodna lema pokazuje da je Diff (.A) unitalna podalgebra od Endg(.A). Zovemo je algebra
diferencijalnih operatora na algebri A. Nadalje, lema pokazuje da je (Diff,,(A)), ., njena
rastuca filtracija.

Lema 2.1.4. [Diff,,(A), Diff,,,(A)] C Diff,,1,,—1(A) Vn,m € Z.

Dokaz: Naravno, mozemo pretpostavljati da je n > 0im > 0. Ponovo dokazujemo indukcijom
po n+m. Ako je n+m = 0, tj. n = m = 0, tvrdnja je trivijalna jer je Diff;(.A) = A komutativna
algebra. Za korak indukcije uoc¢imo da po Jacobijevom identitetu za komutator u asocijativnoj
algebri i za T € Diff,,(A), S € Diff,,(A) i a € A imamo

[T, ], a] = [[T' a], S] + [T, [S, a]].

Buduéi da su [T, a] € Diff,,_1(A) i[5, a] € Diff,,,_;(A), po pretpostavci indukeije oba ¢lana s desne
strane leze u Diff,,,, 2(A). Dakle,

[[T,S],a] € Diff,, 1, _2(A) Va € A,
a to znaci da je [T, S] € Diff,,,,_1(A).
Lema 2.1.4. ima za posljedicu da je graduirana algebra GrDiff(.4) komutativna.
Zan € NiT € Diff,,(A) definiramo preslikavanje 0,,(T) : A" — Diff(A) ovako

on(T)(a1,...,a,) =[[... [[T,a1], a2l ..., an_1], as).

Tada je zapravo o,(T)(a4,...,a,) € Diffy(A), pa mozemo o, (T promatrati kao preslikavanje sa

A" u A
Lema 2.1.5. Neka jen € N i T € Diff,,(A)., Tada vrijedi:
(a) 0,(T) : A" — A je simetricno K—multilinearno preslikavange.

(b) 0,(T) =0 ako i samo ako je T € Diff,,_;(A).
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Dokaz: (a) K —multilinearnost preslikavanja o,,(T') je evidentna. Treba dokazati simetri¢nost.
Po Jacobijevom identitetu zbog komutativnosti algebre A imamo

[[S, al,b] =[S, b], d] VS € Diff(A) 1 Va,b e A.

Primijenimo li to na S = [[T,a1],...,a;—1] (odnosno, S =T za i = 1), a = a; i b = a;41, nalazimo
on(T) (a1, ... ai,ai1, - an) = [ ([ - [T, a1], a2], - . ., @], aita], - o an_1], an] =
=[[..[[..[[T,ai1],as,- .., aix1],ail, ..., an_1], an] = on(T) (a1, ..., Qiv1, @iy - oy Gp).

Bududi da transpozicije susjednih indeksa generiraju ¢itavu grupu permutacija, zaklju¢ujemo da
je preslikavanje o, (7T") stvarno simetri¢no.
Tvrdnja (b) izlazi neposredno iz definicije operatora iz Diff,,_1(.A).
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2.2 Diferencijalni operatori s polinomijalnim koeficijen-
tima

U ovom ¢emo odjeljku promatrati slucaj kad je A algebra polinoma, A = K[X7, ..., X,]. Tada
se algebra

A, = A,(K) = Diff (K[X,,. .., X,])

zove algebra diferencijalnih operatora na K" s polinomijalnim koeficijentima. Za algebru
A,, upotrebljava se i naziv (n—ta) Weylova algebra nad poljem K. Za filtracione potprostore
po redu diferencijalnih operatora pisat ¢emo

F.A, = Diff, (K[X,,. .., X,]) .
Neka su 0;, 1 < i < n, standardne derivacije od K[Xq,...,X,]:
0 (X*) = X%, ezl

Pri tome je €; i—ti element standardne baze od Z7, tj. n—torka koja ima na ¢—tom mjestu 1, a
svi su joj ostali elementi 0. Naravno, za o = (ay, ..., ap) € Z1 je

X*=X{"--- X astavljamoi 0% =0{" -0 ".

Buduéi da su 9; € Der (K[X3,...,X,]) € Fi1A,, prema lemi 2.1.3. je 0% € Fio Ay, gdje je kao i
prije |a] = a3 + - -+ + «,. Prema tome je

Z Paaa € FkAn

ol <k
za bilo koje polinome P, € K[X1,..., X,].

Lema 2.2.1. Der (K[X1, ..., X,)]) je slobodan K[Xy, ..., X,]—modul rangan s bazom {0y, ...,0,}.
Dokaz: Neka je T' € Der (K[Xj,...,X,]) i stavimo P; = T(X;) € K[Xy,...,X,]. Neka je
S=>Y " P0; € Der (K[Xy,..., X,]).

j=1
Tada je
S(Xi) =) Pio;(X;) = P, =T(X;).
j=1
Bududi da Xj, ..., X, generiraju unitalnu algebru K[X, ..., X,], slijedi T'= S. Dakle, 01, ..., 0,

generiraju K[Xy,..., X,]-modul Der (K[X;,...,X,]).
Napokon, ako su Qy,...,Q, € K[Xy,..., X,] takvi da je > 7, Q;0; = 0, onda je

To pokazuje da je Der (K[X7, ..., X,]) slobodan K[Xy,...,X,]-moduli{0,...,d,} mu je baza.
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Definirat ¢emo sada za svaki p € Z preslikavanje Symb,, : Fy A, — K[X1,..., X, &1,...,6)],
koje se zove p—simbol diferencijalnog operatora. Neka je T' € F,A,,. Zap < 0jeT =01
stavljamo Symb, (1) = 0. Ako je p = 0, onda je T' € K[Xy, ..., X,] i stavljamo Symb,(T) = T Za
p > 1 polinom Symb,(T') definiramo na sljede¢i nacin. Neka je § = (£1,...,§,) € K™. Definiramo
linearni polinom

le=) &Xi € K[Xy,...,X,]
=1

i funkciju
1 1
g — HUP(T)(E& c. ,fg) = H[ .. [[T, Eg],f&], ce ,Eg]
na K" s vrijednostima u K[Xj, ..., X,,|. Ta se funkcija moze promatrati kao polinom u Xy, ..., X,
§1,...,&n 1 taj polinom oznacavamo sa Symb,(T'). Uo¢imo da je polinom Symb,(7) homogen

stupnja p u varijablama &1, . . ., ,. Po definiciji i po lemi 2.1.5. je Symb,(T') = O ako je T € F,,_1.A,.
Dakle, za svaki p € Z preslikavanje Symb,, definira K —linearno preslikavanje

GrPA, — K[X1,..., X0, &, -, &l
Direktna suma svih tih preslikavanja daje linearno preslikavanje
Symb : Gr A, — K[X1,..., X, &, ..., &)
Teorem 2.2.2. Symb je izomorfizam K —algebri.
Dokaz provodimo u nekoliko koraka. Prvo dokazujemo da je Symb homomorfizam K —algebri:
Lema 2.2.3. Za T € F,A, i S € F, A, vrijedi
Symb,,, (T'S) = Symb,(T)Symb,(S).
Dokaz: Za £ € K™ definiramo preslikavanje
et A, — Ay, 7(T) = [T,l], T €A,
Tada za T € F,A,, imamo

pt+q

Symb,(T') = %UP(T)(Q, o le) = l7"9(T).

Preslikavanje 7¢ je derivacija algebre A, : za T, S € A,, imamo
Tg(TS) = [TS, gg] = [T, 65]5 + T[S, gé] = Té(T)S + TT&(S)
Indukcijom po k € Z, nalazimo da vrijedi
k
A .
E(TS) = (j){ NT)T(S), T,5€ A, kel
j=0
Uzmimo sada da su T' € F, A, 1 S € FgA,. Tada je 7(T) =0 zam > pi7"(S)=0zam >q.
Stoga za 0 < j < p+ g vrijedi Tgﬂ_j(T) =0zaj<qi Tg(S) =0za j > ¢, pa imamo
Tf(T)Tg(S) ako je j = ¢

p+q—j J — ) <
Dakle,
1 % 1 p+q ; ;
Symb,, (TS) = THUTS) = ( 4 >T§’+‘” (T)7(S) =
pr (p+q) = +a'\

1
= p!—q!Tg(T)Tg(S) = Symb,(T)Symb, ().
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Lema 2.2.4. Ako je

gdje su P, € K[Xq,...,X,], onda je

Posebno, homomorfizam Symb : Gr A, — K[X1,..., X, &, ..., &) je surjektivan.

Dokaz: Ocito je Symby(X;) = X; i Symb,(0;) = &;. Sada pomocu leme 2.2.3. nalazimo da za
a,B €7 iza|f| < p vrijedi

Xog®  ako je |B] =

anlBy _
Symb,(X“0") = { 0 ako je |5 < p.

Odatle slijedi tvrdnja leme, jer je preslikavanje Symb, : F, A, — K[Xy,..., X;,, &, ..., &) linearno.

Ostaje jos da se dokaze injektivnost homomorfizma Symb : Gr 4, — K[X1,..., X, &, ..., &l
To slijedi iz leme:

Lema 2.2.5. Ker Symb, = F, 1 A,.

Dokaz: Ve¢ smo uocili da je F,_1.A,, € Ker Symb,. Dokaz obrnute inkluzije provodimo indukci-
jom po p > 0. Tvrdnja je trivijalna za p = 0 : Symb,(P) = P zasvaki P € K[X,...,X,]| = FoA,.
Pretpostavimo da je p > 0 i prijedimo na korak indukcije. Pretpostavimo da je T' € F,A,, takav
da je Symb,(T') = 0. Neka je za § € K" preslikavanje 7¢ : A, — A, definirano kao u dokazu leme
2.2.3.

Te(S) =[5, le=&GXi+ -+ 6GX

Tada za A € Ki1§&,m € K" imamo lepy, = le + Ay, dakle,
Teaan(S) =[S, leran] =[S, be] + ALS, £y] = 7e(S) + Ay (5).

Buduéi da elementi /¢ i ¢, algebre A, komutiraju, pomocu Jacobijevog identiteta nalazimo da
operatori 7¢ i 7,, komutiraju. Stoga imamo

1
0= Symby (T)(Xi. . Ko A Gk M) = (747, P (T) = — Z( )AJ p3 (23(T))

Bududi da je polje K beskonac¢no, zaklju¢ujemo da za svaki j € {0,...,p} vrijedi

2 (TI(T) =0  V&neK"

n

Posebno,
7 (1) =0 V&ne K"
To znaci da je
Symb, ([T, 6,]) =0  Vne K"
Kako je /., = X;, slijedi
Symb, , ([T, Xi]) =0 1<i<n.
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Po pretpostavci indukcije to znaé¢i da vrijedi
T, X;] € Fp_0A,, 1<i<n.
Uocimo sada da za P,@Q € K[X1,...,X,] imamo
[T, PQ] = [T, PIQ + P[T’ Q.

Odatle slijedi da je red operatora [T, PQ)] manji ili jednak veéem od redova operatora [T, P| i
[T, Q). Buduéi da elementi X7, ..., X, generiraju algebru K[X7,..., X,], zaklju¢ujemo da je

T, P] € F, 5 A, = Diff, o (K[X1,...,X,]) ¥PeK[X,....X.
No to upravo znaci da je T' € Diff,_; (K[Xy,..., X,]) = F,1A4,.

Time je u potpunosti dokazan teorem 2.2.2.

Prsten polinoma K[Xi,..., X, &, ...,&,] je Noetherin. Dakle, graduirana algebra Gr A, je
komutativan Noetherin prsten. Nadalje, za lijevi (ili desni) ideal Z u A,,,

GrI =D (F,A,N1)/(FpurA,NT)
PELy

je ideal u Gr A,. Ocito vrijedi
Icg — GrZ C GrJ.

No vrijedi i obrnuta implikacija, jer se iz GrZ C Gr J indukcijom po p lako dokazuje da vrijedi
F, A, NI CF,A,NT Vp € Z, odakle slijedi Z C J. Odatle neposredno slijedi:

Teorem 2.2.6. Prsten A, je i lijevo i desno Noetherin.
Vazna je posljedica teorema 2.2.2. sljede¢i korolar:

Korolar 2.2.7. {X%0%; «a,3 ¢ 7"} je baza vektorskog prostora A,. Preciznije, za svakip > 0 je
{X*0%; a,B €Z", |B| = p} je baza direktnog komplementa od F,_1 A, u F,A,.

Dokaz: Ako je |3| = p, vrijedi Symbp(Xaﬁﬁ = X %P, Stoga druga tvrdnja slijedi iz ¢injenice
da je {X*¢”; a,3 € K", |3] = p} baza prostora svih polinoma u Xi,...,X,, &1, ..., &, koji su
homogeni stupnja p u varijablama &, ..., &,. Iz druge tvrdnje slijedi prva tvrdnja.

Korisna je sljedeca karakterizacija Weylove algebre:
Teorem 2.2.8. K—algebra A, je unitalna algebra generirana sa Xy, ..., X,,01,...,0, uz relacije
[Xian] - O, [8“ 83] - O, [8Z,XJ] - 5

Drugim rijecima, ako je B unitalna K—algebra, preslikavanje ¢ : {Xy,...,X,,01,...,0,} — B
prosiruje se do unitalnog homomorfizma (ocito jednstvenog) algebre A, u algebru B ako i samo
ako vrijedi

[QD(XZ')’ @(Xj)] = 0’ [‘P(pai)a (p(aj)] = 07 [90(81)7 QD(X]')] = 5ij’ VZ,] € {1’ R TL}

Posebno, ako je M wvektorski prostor nad poljem K i ako su Ay,...,An, B1,...,B, € Endg (M)
operatori koji zadovoljavaju komutacione relacije

[AZ‘, AJ] = O, [Bu Bj] = 0, [BZ, AJ] = (5@‘]]\/[, 1 S Z,j S n,
onda na prostoru M postoji jedinstvena struktura lijevog A, —modula takva da je

X;-m= A;m, 0; -m = B;ym, meM, 1=1,...,n.
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Dokaz: Neka je C unitalna K —algebra generirana elementima &3, ...,&,, 71, ..., 7, i relacijama

[fia g]] = 07 [7717 77]] = 07 [77@7 g]] = 5ij7 1 S ’l,j S n.
Tada postoji jedinstven unitalni homomorfizam ¢ : C — A, takav da je ¢(&;) = X; i o(n;) = 0;.
Bududi da je unitalna algebra A, po korolaru 2.2.7. generirana elementima Xy, ..., X,,01,...,0x,

homomorfizam ¢ je surjektivan. Treba joS dokazati injektivnost. Neka je w € C takav da je
¢(w) = 0. Iz relacija je jasno da je vektorski prostor C razapet skupom {£°n°; «a, 3 € Z" " }. Stoga
postoje cop € K, njih samo konacno mnogo razlicitih od nule, takvi da je

w = Z capon’.
o BETT

Tada je
0=cpw)= D casp (€)= D capX®d”.

a,BELT a,BELT

Medutim, po korolaru 2.2.7. elementi X3 su linearno nezavisni, pa slijedi da je c,5 = 0 za sve
a, € Z7. Dakle, w = 0 i dokazana je injektivnost homomorfizma ¢.

Propozicija 2.2.9. K je centar algebre A,.

Dokaz: Neka je T' € A,, element centra. Tada je posebno [T, P] = 0 za svaki polinom P. To
znadi da je T € Diffo(K[X, ..., X,]) = K[X1,...,X,]. Nadalje,

0=1[0,T=0,(T) zai=1,...,n

pokazuje da je T' konstantni polinom, tj. T' € K.

Neka je A9 suprotna algebra od A,. Pomocu teorema 2.2.8. vidimo da postoji jedinstven
izomorfizam ¢ : A, — A; takav da je

o(X;) = X, ©(0;) = =0, 1<i<n.

Tada je ¢ antiautomorfizam od 4, i on se zove glavni antiautomorfizam Weylove algebre A,,.
On je o¢ito involutivan, odnosno, vrijedi p? = I 4, .
Postojanje antiautomorfizma izmedu osatlog znaci:

Propozicija 2.2.10. Suprotna algebra A? izomorfna je algebri A,,.

Izmedu ostalog to znaci da je kategorija ML(A,) lijevih A,,—modula prirodno izomorfna kat-
egoriji M*(A,,) desnih A,,—modula. Prirodno su izomorfne i pune kategorije kona¢no generiranih

An—modula M7 (A,) i MF(Ay).

Pomocu teorema 2.2.8. vidimo takoder da postoji jedinstven homomorfizam F : A, — A,
takav da je
F(Xi) = 05, F(0) = =X, 1<i<n.

Ocito je F automorfizam algebre A,. On se zove Fourierov automorfizam od A,. Njegov
kvadrat . = F? je automorfizam sa svojstvima

UXi) = =X, U0;) = —0;, 1 <i<n,

dakle,
L (X90%) = (—1)llHI8l g8, a,B e,

Naravno, vrijedi (> = I 4, odnosno, F* = I4 .
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Osim filtracije (FPA”)pEZ po redu diferencijalnih operatora, Weylova algebra A,, ima jos jednu
vaznu filtraciju. To je tzv. Bernsteinova filtracija (B,A,) ., definirana sa

BpAn = Spangk {Xaaﬁv aaﬁ S Z-‘r) |Oé| + |ﬁ| S p}

To je rastuca filtracija vektorskog prostora A, svi potprostori B,.A,, su kona¢nodimenzionalni i
vrijedi

UBiA=A,,  Bed, =K, B4, ={0} Vp<o.

neZ
Lema 2.2.11. Za bilo koje p,q € Z vrijedi:

(a) (BpAn) (BgAn) € BpigAn.
(0) [Bp-Am Bq-An] C Bpig-2A4n.
Dokaz: Bududi da je ocito
X (BsAn) 8° C Bosjal4(514n,
obje ¢e tvrdnje slijediti ako dokazemo da je
(0%, X7] € Blaj5-2An-
Tu éemo ¢injenicu dokazati indukcijom po |a|. Za |a| = 0, tvrdnja je trivijalna. Za |a| = 1 je
0% = 0; za neki j, i imamo
(05, XP] = 0; (X7) = 3; X7 € Byg1An = Biyjs2An.
Provedimo korak indukcije. Ako je |o| > 2, za neki j mozemo pisati 0% = 9% %0;, pa imamo
redom
(0%, XP] = [0°7%0;, XP] = 0% [9;, X"] + [0*79,X"] §; =
= [0, [9;, X"]] + [9;, X"] 0°~% + [0, X"] 0.

Odatle i iz pretpostavke indukcije slijedi [80‘, Xﬂ} € Bjaj+5-2An-

Prema tvrdnji (a) Bernsteinova filtracija je kompatibilna sa strukturom algebre. Nadalje, iz
tvrdnje (b) slijedi da je pripadna graduirana algebra

GrpA, = ®pezCriA,,  GBA, = (ByA,) / (By1Ay)

komutativna. Za p € Z; definiramo linearno preslikavanje ¥, : B, A, — K[Xy,..., X, &1, ..., &)
sa

Uy | D capX®0” | = ) capXE”
loe|+18I<p loe|+18l=p

Buduéi da je {X*0%; |a|+|B| = p} baza direktnog komplementa od B,_;.A,, u B,.A,, zaklju¢ujemo
da W, inducira izomorfizam vektorskog prostora GrijA, na prostor K*[ Xy, ..., X, &, ..., &, ho-
mogenih polinoma stupnja p. I taj izomorfizam oznacavamo istim znakom W,. Slozeni zajedno ti
izomorfizmi daju izomorfizam vektorskih prostora

U GrgA, — K[X1,..., X0, &1, -, &)
Sada iz tvrdnje (a) leme 2.2.11. slijedi
Teorem 2.2.12. VU je izomorfizam unitalnih algebri.

Uoc¢imo jos da i glavni antiautomorfizam i Fourierov automorfizam cuvaju Bernsteinovu fil-
traciju.



Poglavlje 3

MODULI NAD FILTRIRANIM
PRSTENOVIMA

3.1 Hilbertov polinom graduiranog modula

U ovom odjeljku pretpostavljamo da je A = @,,., A" graduiran Noetherin komutativan uni-
talan prsten. Nadalje, pretpostavljamo da je 1 € A°, dakle, A° je komutativan unitalan prsten, i
da je A" = {0} zan < 0.

Lema 3.1.1. (a) A° je Noetherin prsten.

(b) A je konacno generirana A°—algebra.

A+ — @An

Dokaz: (a) Stavimo

neN
Tada je A, ideal u A i vrijedi A° = A/A,. Odatle slijedi tvdrnja.
(b) Neka su xy, .. ., s homogeni generatori ideala A, i stavimo d; = deg x;, 1 <1i < s. Neka je

B unitalna A°—podalgebra od A generirana sa x,...,z,. Tvrdnja ¢e slijediti iz A" C B Vn > 0,
a to ¢emo dokazati indukcijom po n > 0. Ocito je A° C B. Pretpostavimo da je n > 0 i da je
dokazano da vrijedi A* C B za k < n. Neka je y € A". Tada je y € A,, pa postoje y; € A" %,
1 <i<s, takvidajey =), y;z;. Po pretpostavci indukcije su yi, ..., ys € B, paslijedi y € B.

Uoc¢imo da vrijedi i obrat: iz Noetherinosti prstena A" i iz konac¢ne generiranosti A kao
A%—algebre slijedi Noetherinost prstena A. Doista, prsten A°[X7, ..., X,] je prema Hilbertovom
teoremu Noetherin, a svaka kona¢no generirana A°—algebra izomorfna je kvocijentu algebre
A%[X1, ..., X,] zaneki s € N, a kvocijentna algebra Noetherine algebre je o¢ito Noetherina algebra.

Neka je M = @, ., M™ konacno generiran graduiran A—modul. Dakle, vrijedi APM™ C MP+"
Vp,n € Z. Posebno, svaki M™ je A°—modul. Nadalje, iz kona¢ne generiranosti A—modula M i iz
A" = {0} za n < 0 slijedi da postoji ny € Z takav da je M™ =0 ¥n < ny.

Lema 3.1.2. A°—modul M™ je konacno generiran za svaki n € 7.

Dokaz: Neka su my, ..., m; homogeni generatori A—modula M ideg m; =7;,1 <7 <k. Za
m € M"™ mozemo pisati

k
m:Zyjmj, yye A 1<j<Ek.
j=1

23
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Neka su 1, ...,x, homogeni generatori A°—algebre A izabrani kao u dokazu tvrdnje (b) leme
3.1.1. i neka su opet d; = deg z;, 1 <i < s. Tada postoje a;, € A° takvi da je

— E o
Y; = Ajal .

a€Zs, |al=n—r;

Pri tome smo za a = (o, ..., a5) € Z7, kao i obi¢no pisali

Qs

=z i la] =aq + -+ as.

Tada je
k
m = Z Z Ajorm;.
J=1 |a|=n—r;
To pokazuje da je A’—modul M"™ generiran kona¢nim skupom

k
U {z%m;; a € Z3,, |a| =n—rj}.

j=1

U daljnjem sa M ;(A°) oznacavamo kategoriju kona¢no generiranih A°—modula. Neka je A
funkcija koja objektima kategorije M ;(A) pridruzuje cijele brojeve; dakle, svakom kona¢no gener-
iranom A’—modulu pridruzen je A\(M) € Z. Kazemo da je A aditivna funkcija, ako za svaki
kratki egzaktni niz u M ;(A%)

{0} — M — M — M" — {0}
vrijedi
AM) = XM+ AN(M").
Aditivnost oc¢ito povlaci A({0}) = 0. Nadalje, za M = N imamo kratki egzaktni niz
{0} = M — N — {0} — {0}
pa slijedi A(M) = A(N). Napokon, indukcijom po n € Z, slijedi
Lema 3.1.3. Ako je \ aditivna funkcija na objektima kategorije M;(A°) i ako je
{0} — My — M} — -+ — M, — {0}

egzaktan niz u M(A°), onda je

n

> (1)) = 0.

1=0

Dokaz: Korak indukcije slijedi iz rastava gornjeg egzaktnog niza, uz pretpostavku da je n > 3,
u dva egzaktna niza

{O}—>M0—>M1—>---—> n_2—>M—>{O}

{0} — M — M, 1 — M,, — {0},
pri cemu je
M = Im(Mn_g — Mn—l) = Ker(Mn_l — Mn)
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Neka je sada Z[[t]] prsten formalnih redova potencija u jednoj varijabli ¢ s koeficijentima
u Z. Nadalje, neka je Z((t)) lokalizacija od Z[[t]] po multiplikativnom podskupu {t"; n € Z, }.
Dakle, Z((t)) je prsten formalnih redova oblika

Zant”, a, € Z, skup {n € Z; n<0, a, # 0} je konacan.

nez

Uoc¢imo da je Z((t)) integralna domena i kao unitalni potprsten sadrzi prsten Laurentovih poli-
noma s cjelobrojnim koeficijentima Z[t, ¢ 71].

Poincaréov red kona¢no generiranog A—modula M (u odnosu na aditivnu funkciju \) je

P(M,t) = PA(M,t) =) A\(M™)t" € Z((1)).
neZ
Na primjer, neka je A = K[X;,..., X, algebra polinoma u s varijabli nad poljem K koja je
graduirana totalnim stupnjem. Tada je A° = K, pa su kona¢no generirani A°—moduli zapravo
konacnodimenzionalni vektorski prostori nad K. Dakle, ako je M kona¢no generiran graduirani
A—modul, onda su M™ kona¢nodimenzionalni vektorski prostori. Sada Poincaréov red mozemo
definirati za aditivnu funkciju A = dimg . Posebno, za sam prsten A, promatran kao A—modul,

PA ) = (dimg A " = Y (n?:I 1)1&" - ﬁ

nez nEZy
Sljedeci teorem pokazuje da Poincaréov red sasvim opéenito ima analogan oblik.
Teorem 3.1.4. (Hilbert, Serre) Neka su xy,...,x, homogeni generatori A°—algebre A i neka
su d; = deg x;, 1 <i < s. Nadalje, neka je X aditivna funkcija na objektima kategorije M y(A).
Za svaki konacéno generiran graduirani A—modul M vrijedi

S

ft) = PA(M.t) [(1 —t%) e Z[t, t7).

=1

Dokaz teorema provest ¢emo indukcijom po s. Ako je s = 0, A = A% i M je kona¢no generiran
A%—modul. To znaci da je M™ = {0} za dovoljno velike n. Dakle, skup {n € Z; \(M™) # 0} je
konacan, pa je Py(M,t) € Z[t,t7}].

Pretpostavimo sada da je s > 0 i da je teorem dokazan za graduirane prstenove B koji su kao
B°—algebra generirani s manje od s homogenih generatora. Neka je ¢ : M — M endomorfizam
A—modula definiran sa ¢(m) = zym. Stavimo

K = Ker g, I =TImy, L = Cokerp = M/I.
Tada su K, I i L graduirani A—moduli i imamo egzaktan niz
{0} — K— M-S M—L— {0}
Odatle za svaki n € Z dobivamo egzaktan niz A°—modula
{0} — K" — M™ 25 Mrtds s s 10},
pa po lemi 3.1.3. imamo
AE™) = AMM™) + M(M™ %) — \(L"T%) = 0,

odnosno,

A(MFE) — N(M™) = ML) — \(K™)  Vn € Z.
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Odatle imamo redom

(L= t9)Py(M 1) = > MMM =AM =~ (MM ) = N(M™)) ¢ =

nez ne”L neL

=3 (ML) = ME™)) "% = Py(L,t) — PA(K, t)t%.
neL

Medutim, z; djeluje kao O na L ina K, pase L i K mogu promatrati kao graduirani A /x4 —moduli.
Promatramo sada B = A/z A kao algebru nad B° = A°/(z, 4N A% = A° (naime, ocito mozemo
pretpostaviti da je ds > 0). Tada je jasno da je B generirana klasama x1 + x3A4, ..., x5 1 + xA.
Stoga pretpostavka indukcije povlaci da vrijedi

s—1 s—1
=P(LJJa—t") ezit,t™] i h(t)=PEH][Q-t%) ezt
i=1 =1
Odatle slijedi slijedi tvrdnja teorema za modul M :

S

F&) =] =) P(M,t) = g(t) — t*h(t) € Z]t,t7"].

i=1

Bududéi da je Poincaréov red P\(M,t) racionalna funkcija iz Z(t) C C(t), mozemo govoriti o
redu njegovog pola u bilo kojoj tocki iz C. Oznac¢imo sa dy(M) red pola od P\(M,t) u tocki 1.
Laurentov polinom f(¢) iz Hilbert—Serreovog teorema mozemo pisati

FO=> at*,  ael,
keZ

i pri tome je skup {k € Z; ar # 0} konac¢an. Racionalna funkcija f(¢) sigurno nema pol u tocki
L :vrijedi f(1) = >, cp ar € Z. Medutim, f(t) moze imati 1 kao nultocku. Neka je p > 0 kratnost
tocke 1 kao nultocke od f. Pretpostavimo da je 1 stvarno nultocka, tj. da je p > 0. Tada mozemo
pisati

f(O) =@ =0h(t),  ht)=) at* aeq,

kEZ

i skup {k € Z; ¢, # 0} je konacan. Imamo
A = Cp — Cp—1 Vk € Z.

Stavimo kg = min{j € Z; ¢; # 0}. Indukcijom po k > ko iz gornjih jednakosti nalazimo da je
cr € 7 za svaki k € Z. Nadalje, tocka 1 je nultocka funkcije h(t) kratnosti p — 1. Ponavljanjem te
procedure p puta dolazimo do formule oblika

) =@ —=0Pgt), g)€zZ[t,t™],  g(1)#0.
U daljnjem ¢emo za N € Z koristiti oznaku
Zsny ={n€Z; n> N}.

Korolar 3.1.5. Ako jed; =1 za 1 < i < s, (odnosno, ako je A°—algebra A generirana sa A')
onda postoje N € Z, i (jedinstven) polinom H € Q[X|takvi da vrijedi

)\(Mn) = H(TL) Vn € ZZN'

Stupanj polinoma H je dy(M) — 1.
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Dokaz: Uz pretpostavku d; = 1 Vi imamo prema Hilbert—Serreovom teoremu

ft)

PA(M,t) = -

f(t) e Z[t,t71].

Neka je p > 0 kratnost tocke 1 kao nultocke od f(¢). Vidjeli smo da mozemo pisati

&)= -t)Pgt), g)€Zt,t™],  g(1) #0.

Stavimo d = dy(M) = s — p. Tada je

P\(M,t) = 9(t) g(t) = EN: axt”.
k=—N

Kako je

e 2 ()

nalazimo da je

SOAMMMYE = P(M ) = Y (d;fz 1)1&’“ (Z aktk> .

nez k}EZ+

Odatle je

N

)\(M”):k_ZNak<d+g:]f_1) :k_ZNak(”_k+1)(”_k(;_2)1')!“(n—k+d_1) vn > N.

Odatle se vidi da se za n > N funkcija n — A(M™) podudara s polinomom u n stupnja d — 1 s

vodeéim c¢lanom v
n*! g(1) 44
<Z a’“) -0 a-n" 7

k=—N

Time je korolar dokazan.

Polinom H iz korolara 3.1.5. zovemo Hilbertov polinom od M (u odnosu na \). Istaknimo da
je Hilbertov polinom definiran ukoliko je ispunjen uvjet iz korolara 3.1.5.: prsten A je promatran

kao A"—algebra generiran sa A'. Iz dokaza korolara vidi se da je vodeéi koeficijent tog polinoma
jednak ¢(1)/(d — 1)!.

Graduirana algebra A = K[X1, ..., X,] je primjer graduiranog prstena koji je kao algebra nad
A® = K generiran sa A'. Imamo

+ ¢lanovi nizeg stupnja.

. s—1
dim . A" — (n+s 1) B (n

s—1 (s —1)!

Dakle, u ovom je sluc¢aju stupanj Hilbertovog polinoma A—modula A jednak s — 1.

Sljede¢i nam je cilj karakterizacija polinoma s racionalnim koeficijentima koji u velikim cijelim
brojevima poprimaju cjelobrojne vrijednosti. Prema korolaru 3.1.5. takvi su Hilbertovi polinomi.
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Promatrat ¢emo takve polinome s koeficijentima u bilo kojem prosirenju polja Q, tj. u bilo kojem

X
polju K karakteristike 0. Za s € Z, definiramo polinom ( ) € K[X] stupnja s ovako:
s

() ()en ()it

X X
Naravno, ( ) € Q[X] i s!( ) je normiran polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Stoga i poli-
s s

X
nom X°® — s!( ) ima cjelobrojne koeficijente i njegov je stupanj jednak s — 1. Doista,
s

-1
%Xs_l + nize potencije.

Xs—s!();) S X X(X 1) (X —st1) =

Odatle slijedi prva tvrdnja sljedece leme:

Lema 3.1.6. (a) Za svakid € Z, je

((yossd

baza prostora K4 X] = {P € K[X]; deg P < d}.

X X X
P:CO(d) +Cl(d_1)+"'+cd—1(1) +co € K4[X]

sljedeéa su svojstva medusobno ekvivalentna:

(b) Za polinom

(1) P(n) € Z za svakin € Z.

(2) Postoji N € Z takav da je
P(H)EZ \V/TLGZZN.

(3) co,C1y...,cq € Z.

Dokaz: (b) Implikacije (1) = (2)i(3) = (1) su evidentne. Implikaciju (2) = (3) dokazujemo
indukcijom po d > 0. Za d = 0 ta je implikacija trivijalna. Za korak indukcije uoc¢imo da je

rocen=rn =3 (577) - ()] =)

1= (3

Sada iz pretpostavke indukcije slijedi da su ¢y, ...,cq-1 € Z. No tada za n € Z, n > N, imamo i

=P -aly)-a(," ) -a(]) ez

Time je lema dokazana.

Kazemo da je F : Z — K asimptotski polinomijalna funkcija ako postoji polinom
P € K[X] takav da za neki N € Z vrijedi

F(n) = P(n) Vn € Zsy.

Ocito je tada polinom P jedinstveno odreden funkcijom F. On se zove asimptotski polinom
funkcije F. Vrlo je korisna sljedec¢a lema
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Lema 3.1.7. Funkcija F : Z — K je asimptotski polinomijalna ako i samo ako je funkcija
n— F(n)— F(n—1) asimptotski polinomijalna. Ako je d stupanj asimptotskog polinoma funkcije
F onda je d — 1 stupanj asimptotskog polinoma funkcije n — F(n) — F(n —1). Ako je ay vodeéi
koeficijent asimptotskog polinoma funkcije F' onda je day vodeci koeficijent asimptotskog polinoma
funkcije n — F(n) — F(n —1).

Dokaz: Ako je funkcija F' asimptotski polinomijalna, onda je o¢ito i n +— F(n) — F(n — 1)
asimptotski polinomijalna funkcija. U tom slu¢aju oznac¢imo sa P asimptotski polinom funkcije F’
i sa @ asimptotski polinom funkcije n +— F(n) — F(n — 1). Ako je

P(X)=ap X" +a X" 4 ag 1 X +ag

onda je
QX)=P(X)—P(X —1) = [aoX + a1 X"+ -+ ag1X + aq] —
—[ao(X =)+ ar (X =D + -+ ag1 (X — 1) + ag] = dagX ™" + nize potencije.
Time su dokazane posljednje dvije tvrdnje leme.
Napokon, pretpostavimo da je funkcija n +— G(n) = F(n)—F(n—1) asimptotski polinomijalna.
Neka je () njezin asimptotski polinom i pretpostavimo da je deg ) = d—1. Neka je N € N, N > d,

takav da vrijedi
G(n)=F(n)—F(n—-1)=Q(n) Vn > N.

Prema tvrdnji (a) leme 3.1.6. mozemo pisati

Q(X+1):§ci<d_)1(_i).

=0

Dakle, zan > N + 1 je

F(n)= Y [F(k)=F(k-1]+F(N)= Y Gk)+F(N)=> G(k)+C,

gdje je C' € K definirano sa

Zan > s> 1 imamo

Prema tome,
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gdje C" € K definirano sa
d—1 d—1 b1
C' — . .
Yol 5 (50
=0 k=d—1
Odatle slijedi da za polinom P € K[X]| stupnja d, definiran sa

d—1

X

P(X) = Zci (d B Z) +C+C' = %Xd + nize potencije,
i=0 :

vrijedi
F(n) = P(n) Vn > N+ 1.

Time je lema dokazana.



3.2. MODULI NAD LOKALNIM PRSTENOVIMA 31

3.2 Moduli nad lokalnim prstenovima

U ovom ¢emo odjeljku promatrati module nad lokalnim prstenovima. Lokalni prsten je ko-
mutativan unitalan prsten A za koji je m = A\ A* ideal. Bududi da za svaki ideal n u A vrijedi
n N A* = (), vidimo da je A lokalni prsten ako i samo ako u A postoji najveéi ideal. Taj ¢emo
ideal u daljnjem oznacavati sa m. Tada je K = A/m polje — zove se rezidualno polje lokalnog
prstena A.

Lema 3.2.1. (Nakayama) Neka je A lokalni prsten s najvecim idealom m. Ako je V # {0}
konacno generiran A—modul, onda je mV # V.

Dokaz: Pretpostavimo da je mV = V. Neka je {v1, . .., vs} minimalni skup generatora A—modula
V. Vrijedi vs € mV, pa vrijedi

S
Vg = E m;v; za neke my,...,my € m.
i=1

Odatle je
m—1
(1 —mg)vs = Z m;v;.
i=1

Medutim, element 1 — my je invertibilan, pa slijedi
s—1
Vg = Z(l —mg) 'mv; € Avy + -+ -+ Av,_y,
i=1
a odatle je
A=Avy + -+ Avg = Avy + - - + Avg_y.

No to je suprotno pretpostavei minimalnosti izabranog skupa generatora A—modula V. Ova kon-
tradikcija pokazuje da je mV # V.

U daljnjem pretpostavljamo da je A Noetherin lokalni prsten, m = A\ A* njegov najveéi
ideal i K = A/m rezidualno polje prstena A. Nadalje, pretpostavljamo da je K polje karakteri-
stike 0. Uocimo da je m/m? A—modul koji je anihiliran sa m, dakle, m/m? je vektorski prostor
nad poljem K.

Propozicija 3.2.2. (a) m/m? je konacnodimenzionalan vektorski prostor nad K.

(b) Ako su ai,...,a, € m generatori ideala m, onda klase a; + m?, ... a, + m? razapinju
vektorski prostor m/m?.

(c) Ako su ay,...,as € m takvi da je {a; + m?, ... as +m?} baza vektorskog prostora m/m?
nad poljem K, onda elementi aq, ..., as generiraju ideal m.

(d) Minimalni broj generatora ideala m jednak je dimg (m/m?) .

Dokaz: Tvrdnja (b) je ocigledna, a iz nje odmah slijedi tvrdnja (a). Neka je s = dimg (m/m?)
i neka su ay,...,a, € m takvi da je {a; + m?, ... a, +m?} baza vektorskog prostora m/m? nad
poljem K = A/m. Neka je
n=Aa +---+ Aa;, Cm
ideal generiran sa ay, ..., a,. Tada je n + m? = m, pa je m(m/n) = m/n. Po Nakayaminoj lemi
3.2.1. zakljucujemo da je m/n = {0}, odnosno, n = m. Time je dokazana tvrdnja (c). Tvrdnja
(d) je neposredna posljedica tvrdnji (b) i (c).
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Svaka uredena s—torka (ai,...,as) elemenata ideala m takva da je (a; + m?, ... a, + m?)
baza K —prostora m/m? zove se koordinatni sistem za A.
Ocito je (m?) ., padajuca filtracija prstena A.

Propozicija 3.2.3. (a) Graduiran prsten
GrA= EB m? /m?
PELy
je Noetherina K—algebra.

(b) Ako je M konacno generiran A—modul, onda je (m?M)
graduirant Gr A—modul

pez, Padajuca filtracija od M 1
GrM = @ m? M /mP M
PELy
je konacno generiran.

(¢) Za svakip € 7., vektorski prostor Gr’ M = mP M /mP™ M nad poljem K je konacnodimen-
zionalan.

Dokaz: (a) Neka su aq, ..., as generatori ideala m. Preslikavanje
Xir—>ai+m2€m/m2§GrA, 1< <s,

jedinstveno se prosiruje do unitalnog homomorfizma ¢ : K[X;, ..., X;] — Gr A. Dokazimo da je
¢ epimorfizam. U tu svrhu indukcijom po p € Z, dokazujemo da je G’ A = m? /mP™! C Im(yp)
Baza indukcije p = 0 je evidentna, a takoder i tvrdnja za p = 1. Pretpostavimo da je p > 21 da
smo dokazali da je Gr*A = m*/m**! C Im(p) za svaki k < p. Tada Gr’A = m?/m?*! C Im(y)
slijedi iz

Gr*A =m’/m’"' = m-m”'/m"" = (m/m?) (m*~'/m") = (Gr'A) (Gr"'A).

To pokazuje da je K —algebra Gr A izomorfna kvocijentnoj algebri Noetherine algebre K[ X1, ..., X,],
dakle, i sama je Noetherina.

(b) Iz definicije graduiranog modula Gr M vidi se da je m - (G M) = Gr*™'M Vp € Z,.
Dakle, Gr°M = M/mM generira Gr A—modul Gr M. Nadalje, ako su my,...,m, € M gene-
ratori A—modula M, onda njihove klase m; + mM, ..., m, + mM razapinju vektorski prostor
Gr°M = M/mM nad poljem K = A/m, dakle, generiraju Gr A—modul Gr M.

Napokon, tvrdnja (c) slijedi iz leme 3.1.2.

Posebno, A—moduli (m?M) / (mP** M) su svi konacne duljine. Duljina modula je ocito adi-
tivna funkcija na objektima kategorije konacno generiranih A—modula. Sada iz korolara 3.1.5.
zakljucujemo da je funkcija

p — length, ((m”M)/(m"*'M)) = dimg ((m”M)/(mP*'M))

asimptotski polinomijalna i njezin asimptotski polinom ima racionalne koeficijente. Slijedi da je
funkcija
p—1

p — length, (M/(m"M)) = " length, ((m?M)/(m?"'M))
q=0
asimptotski polinomijalna i njezin asimptotski polinom ima racionalne koeficijente. Stovise, prema
dokazu korolara 3.1.5. vidimo da je vodeéi ¢lan oblika ep?/d!, gdje su e € Z* i d € Z,. Tada se

d zove dimenzija A—modula M i oznacava d(M), a e se zove multiplicitet A—modula M i
oznacava e(M).
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Teorem 3.2.4. (Artin—Reesova lema) Neka je M konacno generiran A—modul i@ N njegov
podmodul. Tada postoji mgy € Z takav da je

NNmP™™ M =m” (N Nm™ M) Vp € Z,.

Dokaz: Definiramo

Bududi da je m’m? = m?*¢ A* ima prirodnu strukturu graduiranog prstena. Neka je (ay, ..., as)
koordinatni sistem za A. Aditivno preslikavanje

v AlXq,. .., X — A%,

definirano sa
¢ (bX*) = ba® € m*, be A, acZ,

oCito je epimorfizam prstenova. Dakle, graduirani prsten A* je Noetherin.
Stavimo sada
M=@PmM=MemMem’M&. -

TLEZ+

To je ocito graduiran A*—modul. Kao A*—modul M* je generiran sa (M*)0 = M. Bududéi da je

M konaé¢no generiran kao A—modul, zaklju¢ujemo da je M* kona¢no generiran kao A*—modul.

Dakle, M* je Noetherin A*—modul, odnosno, svaki je njegov A*—podmodul kona¢no generiran.
Za A—podmodul N od M definiramo aditivnu podgrupu N* od M* sa

N =@ (NAm"M) = N @ (NNmM) @ (N m>M) @
n€Z+

Bududi da je
m?(N Nm?M) C m’N NmP" M C N NmPTIM,

vidimo da je N* graduirani A*—podmodul od M*. Kako je prsten A* Noetherin, N* je konac¢no
generiran nad A*. Dakle, postoji mg € Z, takav da @.°,(N N m™M) generira A*—modul N*.
Tada imamo

N* = PN Nm'M) = (@ mp> (@(N N m”M)) ey ( > w’(Nn m”M)) :

Slijedi da za svaki ¢ € Z vrijedi jednakost

min{q,mo}
Nnm‘M= ) m’(Nnm"M)= ) m*"(Nnm"M).
p+n=q,n<mo n=0
Posebno, za ¢ = p + mg, p € Z, nalazimo
mo mo
NNmP™ M = Z m?T" (N Nm" M) = Z m’m™ " (N Nm"M).
n=0 n=0

Medutim, za svaki n, 0 < n < mg, o¢ito imamo

m"™ " (NNm"M)C NNm™ M.
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Dakle, za svaki p € Z, vrijedi
NNmP™™ M CmP(NNm™M) C NNmP™ M.
Dvije inkluzije daju Zeljenu jednakost
NNmP"™ M = mP(NNm™ M) Vp € Zy.
Posljedica Artin—Reesove leme je Krullov teorem o presjeku:

Teorem 3.2.5. Za konacno generiran A—modul M wvrijedi

ﬂ m”’M = {0}.

PEL
Posebno,
ﬂ m” = {0}.
PEL
Dokaz: Definiramo A—podmodul N od M sa
N= () m"M.
PEL

Tada za mg iz Artin—Reesove leme imamo
N=m""MNN=m(m™MnNN)=mN.
Sada iz Nakayamine leme 3.2.1. slijedi N = {0}.
Propozicija 3.2.6. Neka je
{0} — M — M — M" — {0}

egzaktni niz konacno generiranih A—modula.

(a) d(M) = max{d(M'),d(M")}.

(b) Ako je d(M'") = d(M"), onda vrijedi i e(M) = e(M') + e(M").

Dokaz: M’ mozemo promatrati kao podmodul od M. Snabdijemo li M s padajuc¢om filtracijom
(m?M), ., ,a M i M" s induciranim filtracijama (M’ N m?"M) i (mPM") dobivamo
egzaktan niz Gr A—modula

{0} — GrM' — GrM — Gr M" — {0}.

PEL pELy

Odatle slijedi za svaki p € Z
length, (m”M/m?*' M) = length, (M’ Nm”M)/(M' N m?*"M)) + length,, (m?M" /m”* M") .
Sumiramo li po p od 0 do n — 1, dobivamo jednakost

length, (M/m"™M) = length, (M'/(M' N m"M)) + length , (M"/m"M").

Zmamo da je lijeva strana, a takoder i drugi ¢lan s desne strane, asimptotski polinomijalna funkcija
od n. Odatle slijedi da je i prvi ¢lan s desne strane asimptotski polinomijalna funkcija od n.
Medutim, prema Artin—Reesovoj lemi (teorem 3.2.4.) za neki mg € Z, vrijedi

mP N C M NmPTOM C mPM,
a odatle se vidi da asimptotski polinom funkcije p — length, (M'/(M’' N'm?M’)) ima isti vode¢i

¢lan kao i asimptotski polinom funkcije p +— length, (M'/mPM’). Odatle slijede obje tvrdnje
propozicije.
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Korolar 3.2.7. Neka je s = dimg (m/m?). Za svaki konacno generiran A—modul M wvrijedi
d(M) <s.

Dokaz: Prema tvrdnji (a) propozicije 3.2.6. dovoljno je dokazati da vrijedi d(A) < s. To
neposredno slijedi iz ¢injenice da postoji epimorfizam K[X,..., X;] — Gr A i iz ¢injenice da je
dimenzija prostora K,[X, ..., X] polinoma u s varijabli stupnja < n polinom u n stupnja s.

Za Noetherin lokalni prsten A kazemo da je regularan, ako je d(A) = dimg (m/m?).

Teorem 3.2.8. Neka je (ai,...,as) koordinatni sistem za A. Sljedeéa su dva svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) Prsten A je reqularan.

(b) Kanonski homomorfizam ¢ : K[X1,...,X,] — GrA, dan sa X; — a; + m? 1 <1i < s, je
1zomorfizam.

Dokaz: Znamo da je kanonski homomorfizam ¢ surjektivan. Neka je I = Ker(y). Dokazat
¢emo da je d(A) = s nuzan i dovoljan uvjet da ¢ bude izomorfizam i time ¢e teorem biti dokazan.

Naravno, ako je I = {0}, tj. ako je ¢ izomorfizam, onda je d(A) = d(K[X1,...,X{]) = s.
Pretpostavimo sada da je I # {0}. Ideal I je graduiran, pa postoji homogen polinom f € T
stupnja d > 0. Neka je J = (f) ideal u K[Xy,..., X] generiran sa f. Njegov je Poincaréov red
jednak

P(Jt)=

(1—1)
Stoga je

1—tt  1+4t+---4t4!
(1—t)  (1—t)1

Odatle se vidi da je red pola od P(K[Xj,..., X;]/J,t) u tocki 1 jednak s — 1. Sada iz korolara
3.1.5. slijedi da je asimptotski polinom funkcije

P(K[Xy,...,X{]/J,t) = P(K[Xy,...,X4,t) — P(J,t) =

n— dimg (K[Xy,. .., X]/J)"
stupnja s — 2. No tada je stupanj asimptotskog polinoma funkcije
n— dimg Gr"A = dimg (K[ Xy, ..., X]/1)" = dimg (K[X, ..., X ]/J)" — dimg(L/J)"
manji ili jednak od s — 2. Ponovna primjena korolara 3.1.5. pokazuje da je d(A) < s — 1.

Teorem 3.2.9. Regularan lokalni prsten A je integralna domena.

Dokaz: Neka su a,b € A\ {0}. Prema Krullovom teoremu 3.2.5. postoje p,q € Z, takvi da je
a € m?\mP ibc m?\ mit! Njihove su slike @ € Gr’A i b € Gr?A razlicite od nule. Prema
teoremu 3.2.8. Gr A = K[X,,...,X,] je integralna domena, pa slijedi da je ab = @b # 0. Odatle
slijedi ab # 0 i time je teorem dokazan.

Primjer. Neka je K polje karakteristike 0, A = K[Xj,...,X,] algebra polinoma u n vari-
jabli s koeficijentima iz K i A = K[[Xy,...,X,]] algebra formalnih redova u n varijabli s koe-
ficijentima iz K. Tada je A lokalni prsten i njegov je najveci ideal m generiran sa Xi,..., X,.
Drugim rijecima, m je ideal svih formalnih redova bez konstantnog clana. Kanonski homomorfizam
K[Xy,...,X,] — Gr A je ocito izomorfizam.
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Za bilo koju tocku x € K™ ozna¢imo sa m, maksimalni ideal u A svih polinoma kojima je
x nultocka, odnosno, ideal generiran sa X; — z1,..., X,, — z,. Njegov je komplement u A multi-
plikativan podskup od A. Ozna¢imo sa A, lokalizaciju (A \ rnx)f1 A. Ona je izomorfna prstenu
svih racionalnih funkcija na K™ koje su regularne u tocki x (tj. koje nemaju pol u tocki z). To
je oc¢ito Noetherin lokalni prsten i njegov je najveéi ideal lokalizacija n, = (A \ mm)_1 m, ideala
m,. Najvedi ideal n, u prstenu A, sastoji se od svih racionalnih funkcija kojima je x nultocka.
Automorfizam od A, definiran sa X; — X; — x;, 1 < i < n, prosiruje se do izomorfizma sa Ag na
A,. S druge strane, prirodni monomorfizam sa A u A prosiruje se do monomorfizma sa Ay u A.
Taj monomorfizam cuva filtracije na tim lokalnim prstenovima i inducira kanonski izomorfizam sa
GrAg na GrA =~ K[Xy,...,X,]. Dakle, vrijedi:

Propozicija 3.2.10. Uz gornje oznake prstenovi A,, x € K", su n—dimenzionalni reqularni
lokant prstenovi.
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3.3 Dimenzija modula nad filtriranim prstenom

U ovom je odjeljku D proizvoljan unitalan prsten (bez pretpostavke komutativnosti) i neka je
D, rastuca filtracija od D aditivnim podgrupama takva da su ispunjeni uvjeti:
neZ

1) Filtracija je pozitivna, tj. D,, = {0} zan < 0.
2) Filtracija je ekshaustivna, tj. D = J,,c;, Dn.

(1)
(2)
(3) 1€ Dy.
(4) DDy € Dy Y, m € Z.
(5)

[Py, Din] € Dy ¥, m € Z.

GrD=PG"D, G"D=D,/D,,

nez

unitalan graduiran prsten koji je zbog svojstva (5) filtracije komutativan. Posebno, Dy = Gr'D
je komutativan unitalan prsten. Dakle, prsten GrD (kao i prsten D) mozemo promatrati kao
Dy—algebru.

Lema 3.3.1. Pretpostavimo da uz navedena svojstva (1) — (5) filtracija (Dy,),,c, ima i sljedeca
dva svojstva:

(6) Prsten GrD je Noetherin.

(7) Gr'D generira unitalnu Dy—algebru GrD.
Tada vrijedi:

(a) Prsten Dy je Noetherin.

(b) Vrijedi
——

n faktora

(¢) Vrijedi

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz tvrdnje (a) leme 3.1.1., buduéi da je Dy = Gr’D.
(b) Zbog leme 3.1.2. mozemo izabrati konaéno mnogo elemenata 1, ..., z, € Gr'D koji gene-
riraju unitalnu Dy—algebru GrD. Slijedi

Gr""'D = (Gr'D) (Gr"D)  Vn € Z;,
a odatle se indukcijom po n € Z, izvodi da vrijedi
Dn+1 = Dan Vn € Z+.

Sada tvrdnja (b) slijedi indukcijom po n € N.
Napokon, tvrdnja (c¢) je neposredna posljedica tvrdnje (b).

Primijetimo da obje filtracije Weylove algebre iz odjeljka 2.2., filtracija (FrAy),c, PO redu
diferencijalnih operatora i Bernsteinova filtracija (Bj.Ay),y zadovoljavaju uvjete (1) — (7).
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U daljnjem pretpostavljamo da filtracija (D,),.; prstena D zadovoljava uvjete (1) — (7).
Kazemo da je rastuca filtracija FM = (F,M), ., unitalnog D—modula M kompatibilna s
filtracijom (D,,), ., ako vrijedi

D.,¥.M CF,. ..M Vn,m € Z.
Posebno, tada su aditivne podgrupe F,,M Dy—podmoduli od M. Nadalje, tada je na prirodan
nacin
GrM=PG"M, G"M=F,M/F,.\M, n€Z,
nez

graduiran Gr D—modul.
Kazemo da je FM dobra filtracija D—modula M (u odnosu na filtraciju (D,),,.y) ako su
ispunjena sljedeca cCetiri uvjeta:

(i) Postoji ng € Z takav da je F,,M = {0} za svaki n < ny.
(it) Filtracija FM je ekshaustivna, tj. vrijedi M = J,, ., F. M.
(13i) Za svaki n € Z F, M je konacno generirani Dy—modul.
(1v) Filtracija FM je stabilna, tj. postoji mg € Z takav da vrijedi
D FM =FpisM  Yn€Zy i Ym € Zopm,.
Lema 3.3.2. Neka je FM ekshaustivna filtracija D—modula M koja je kompatibilna sa (D,,)

i koja je Hausdorffova, tj. vrijedi
ekvivalentna:

(a) FM je dobra filtracija u odnosu na (D)

nez

wez EnM = {0}. Tada su sljedeca dva svojstva medusobno

nez *

(b) GrD—modul Gr M je konacno generiran.
Dokaz: (a) = (b). Neka je mg € Z takav da vrijedi

D, FpoM =FpyimeM Vn € Zy.
Odatle neposredno slijedi
(Gr"D) (Gr™ M) = Gr" "™ M Vn € Zy.

Prema tome, EBn<m0 Gr"M generira Gr M kao Gr D—modul. Buduéi da su po pretpostavci F, M
konaé¢no generirani Dy—moduli, to su i Gr™ M konac¢no generirani Dy—moduli. Kako je F,, M = {0}
za sve n < ng, zakljuéujemo da je @n<m0 Gr"" M konac¢no generiran Dy—modul, a kako on generira
Gr D—modul Gr M, vidimo da vrijedi (b).

(b) = (a). Iz konacne generiranosti Gr D—modula Gr M slijedi da postoji ng € Z takav da
je Gr"M = {0} za sve n < ng. Nadalje, prema lemi 3.1.2. svi Gr" M su kona¢no generirani kao
Dy—moduli. Iz egzaktnog niza

{0y — F,. 1M —F,M — Gr"M — {0}

slijedi da vrijedi F,,M = F,,_1M za svaki n < ng. Stoga je ﬂnEZ F,M =F,,_1M. Po pretpostavci
je filtracija Hausdorffova, pa slijedi F,,,_1M = {0}, a odatle svojstvo slijedi (i) iz definicije dobre
filtracije. Svojstvo (i7) (ekshaustivnost) je medu osnovnim pretpostavkama. Iz kona¢ne generira-
nosti svih Dy—modula Gr"M indukcijom po n slijedi da su i svi F,,M kona¢no generirani kao
Do—moduli, dakle, vrijedi i svojstvo (ii1).
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Treba jos dokazati svojstvo (iv): stabilnost filtracije FM. Gr D—modul Gr M je po pretpostavci
kona¢no generiran. Stoga postoji mg € Z takav da € Gr"M generira Gr D—modul Gr M.
Neka je m > my. Tada je

n<mg

Gr™™ M = @ (Grmﬂ*kl)) (GrkM) =

k<mg

= EB (Gr'D) (Gr™*D) (Gr*M) C (Gr'D) (Gr™ M) C G M.
k<mg
Kako se pocetak i zavrSetak podudaraju, sve inkluzije su jednakosti i, posebno, vrijedi
(Gr'D) (Gr™M) = G "' M.
Odatle je
F,gM =D F,M+F M =DF,, M,
pa indukcijom po n € Z, nalazimo
FoynM =DD;y---D1F,,M CD,F,,M CF,.,M.
fakt

Jednak pocetak i zavrSetak daje jednakost
FponM =D,F,, M Ym>my 1 VneZ,.

Time je dokazana i stabilnost.

Odatle neposredno slijedi:

Korolar 3.3.3. (D,,), ., je dobra filtracija od D promatranog kao lijevi D—modul.

nel

Napomenimo da se iz dokaza leme 3.3.2. vidi da se uvjet stabilnosti (iv) iz definicije dobre
filtracije moze zamijeniti prividno slabijim uvjetom

(iv'") Postoji mgy € Z takav da je D, F,,,M = F, ,, M Yn € Z,.
Propozicija 3.3.4. D—modul M dopusta dobru filtraciju ako i samo ako je konacno generiran.

Dokaz: Pretpostavimo da je FM = (F,M), ., dobra filtracija od M. Tada je J,,c;, FnM = M i
FoimeM = D,F,,,M za svaki n € Z, i za neki dovoljno veliki my € Z. To pokazuje da F,,, M
generira D—modul M. Bududi da je F,,,M konacno generiran kao Dy—modul, slijedi da je M
konaé¢no generiran kao D—modul.

Pretpostavimo sada da je D—modul M konac¢no generiran. Tada postoji konacno generiran
Dy—podmodul U od M koji generira M kao D—modul. Definiramo filtraciju FM od M sa

F,.M={0} za n<0 i F,M=D,U za n>0.
Tada je U = Gr'M i za svaki n € Z, imamo
Gr"M =F,M/F,_1M = (D,U)/(D,—1U) C (Gr"D) (G1°M) C Gr" M.
Dakle, obje inkluzije su jednakosti i, posebno,
Gr"M = (Gr"D) (G1’M) = (Gr"D)U  Vn € Z,.

Odatle slijedi da je Gr M konacno generiran kao Gr D—modul. Sada iz leme 3.3.2. slijedi da je
FM dobra filtracija od M.
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Propozicija 3.3.5. Prsten D je i lijevo i desno Noetherin.

Dokaz: Neka je £ lijevi ideal u prstenu D. Polazna filtracija (D,,),,c, od D inducira filtraciju od
L:
L,=LND,, n € 7.

Ta je filtracija kompatibilna sa (D,,) ., ako £ promatramo kao lijevi D—modul. Graduirani Gr D—modul
Gr L je ocito ideal u Gr D, a kako je prsten GrD Noetherin, ideal Gr £ je kona¢no generiran kao
Gr D—modul. Dakle, prema lemi 3.3.2. filtracija (£,),, je dobra, pa je po propoziciji 3.3.4. £
konac¢no generiran kao D—modul. Dakle, prsten D je lijevo Noetherin.

Za dokaz da je prsten D i desno Noetherin, treba zamijeniti D sa suprotnim prstenom D°P.

Neka su sada FM i F'M dvije filtracije D—modula M koje su obje kompatibilne s filtracijom
prstena D. Kazemo da je filtracija FM finija od filtracije F'M i pisemo FM =< F'M ako postoji
k € Z, takav da je

F,.MCF, M Vn € Z.

Ako je FM < F'M i F'M < FM onda kazemo da su FM i F'M ekvivalentne filtracije i pisemo
FM ~ F'M.

Propozicija 3.3.6. Neka je FM dobra filtracija konacno generiranog D—modula M. Filtracija
FM finija je od svake druge ekshaustivne filtracije od M.

Dokaz: Neka je mgy € Z, takav da je
D, FpnoM CFpymeM Vn € Zy.

Neka je F'M ekshaustivna filtracija D—modula. Bududi da je FM dobra filtracija D—modula M,
prema svojstvu (iii) dobre filtracije Dy—modul F,,,M je konacno generiran. Iz ekshaustivnosti
filtracije F'M slijedi da postoji p € Z takav da je F,,,M C F M. Nadalje, prema svojstvu (i)
dobre filtracije postoji ng € Z takav da je F,, M = {0}.

Stavimo sada k = p + [no|. Za m < ng imamo, naravno, F,,M = {0} C F; _, M. Nadalje, ako
je ng < m < mg onda imamo

—|ngl <mg<m i p=—|ng|+k<m+k.
Dakle,
FpM CF,yM CF, CF. M.

Napokon, za m > mg imamo m —mg < m (naime, mg smo izabrali iz Z, ). Odatle i iz p < k slijedi

FpuM = Dy sy FrngM C DKoM CFl . M CFl L M.

m-+p

Time je dokazano da vrijedi ¥, Al C ¥/ ., M za svaki m € Z, odnosno, FM < F'M.

Iz propozicije 3.3.6. neposredno slijedi:
Korolar 3.3.7. Svake dvije dobre filtracije konacno generiranog D—modula su ekvivalentne.

Neka je M konacno generiran D—modul i FM dobra filtracija od M. Tada je Gr M konacno
generiran Gr D—modul, dakle, mozemo primijeniti rezultate iz odjeljka 3.1. Neka je A aditivna
funkcija na konacno generiranim Dy—modulima. Pretpostavljat ¢emo da A\ poprima vrijed-
nosti > 0. Zbog svojstva (7) filtracije (D,,),,o, mozemo na Gr D—modul Gr M primijeniti korolar
3.1.5. Dakle, funkcija

n— NF,M) — XF,_1M) = \(Gr" M)
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je asimptotski polinomijalna, odnosno, podudara se s polinomom u n za velike vrijednosti n € Z.
Sada iz leme 3.1.7. slijedi da je i funkcija

n — AT ,M)

asimptotski polinomijalna, odnosno, podudara se s polinomom u n za velike vrijednosti n € Z.
Pretpostavimo sada da je F'M druga dobra filtracija D—modula M. Prema korolaru 3.3.7.
FM ~ F'M, dakle, postoji k € Z, takav da je

F,M CF, M CF, oM Vn € Z.
Buduéi da je funkcija A aditivna i poprima samo nenegativne vrijednosti, zaklju¢ujemo da je
AFM) < AEFL M) < ANFpp0,M) Vn € Z.

Odatle slijedi da asimptotski polinomi funkcija n — A(F, M) i n — A(F/ M) imaju jednake vodece
¢lanove. Zajednicki stupanj svih asimptotskih polinoma funkcija n +— A\(F,,M) za dobre filtracije
FM oznacavamo sa dy(M) i zovemo dimenzija D—modula M (u odnosu na aditivnu funkciju
A). Prema lemi 3.1.6. vode¢i koeficijent tih polinoma ima oblik ey (M)/d\(M)!, gdje je ex(M) € N.
Prirodan broj e)(M) zove se multiplicitet D—modula M (u odnosu na A.).

Neka je
{0y — M L ML M7 — {0}
egzaktan niz konacno generiranih D—modula. Filtracija FM modula M kompatibilna s filtracijom
prstena D inducira filtracije modula M’ i M" :

FM = (F,M') F.M' = [ (f(M)NF,M), neZ,

nez

FM" = (F,M") F.M" =g(F,M), n€Z

Ocito su te filtracije kompatibilne s filtracijom prstena D. Nadalje, niz

nez

{0} — Gr M &4 Gr M S Gr M — {0}

je egzaktan niz Gr D—modula. Ako je F M dobra filtracija, Gr M je kona¢no generiran Gr D—modul.
Buducdi da je prsten Gr D Noetherin, iz gornjeg egzaktnog niza vidi se da su Gr M’ i Gr M"” konacno
generirani Gr D—moduli. Stoga su po lemi 3.3.2. FM’ i FM" dobre filtracije. Dakle, dokazali smo:

Lema 3.3.8. Neka je
{0} — M' — M — M" — {0}

egzaktan niz konacno generiranih D—modula. Ako je FM dobra filtracija od M onda su i induci-
rane filtracije FM' i EM" dobre filtracije.

Primijetimo da je u sluéaju M’ C M inducirana filtracija FM’" dana sa F,M’' = M'NF, M.
Prema prethodnoj diskusiji imamo
AGr"M) = XN (Gr"M") + X (Gr"M") Vn € Z.
Odatle indukcijom po n nalazimo da je
AN(E M) = X(F, M)+ \NF,M") Vn € Z.

Odatle neposredno slijedi:
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Propozicija 3.3.9. Neka je
{0} — M — M — M" — {0}
egzaktan niz konacno generiranth D—modula. Tada vrijedi:

(a) dy(M) = max {dy(M’), dy(M")}.

(b) Ako je dy(M) = dy\(M'") = dx(M"), onda je ex(M) = ex(M') + ex(M").
(¢) Ako je dy(M) = dx(M') > dx(M"), onda je ex(M) = ex(M').
(d) Ako je dy(M) = dx(M") > dx(M'), onda je ex(M) = ex(M").

Pretpostavimo sada da je ¢ € Aut(D) automorfizam sa svojstvom ¢(Dy) = Dy. Definiramo
funktor ¢ : M(D) — M(D) koji D—modulu M pridruzuje D—modul (M), koji se kao aditivna
gruipa podudara sa M, a djelovanje je dano sa

(T,m)— Tem=p(T)m, TeD, meM.

Nadalje, ako je f: M — M’ homomorfizam D—modula onda stavljamo @(f) = f, jer f je ujedno
homomorfizam sa ¢(M) u ¢(M'); doista, za T € Dizam € M = @(M) vrijedi

f(Tem) = f(e(T)m) = ¢(T)f(m) =T e f(m).

Dakle, M +— @(M), f — @(f) = f, je kovarijantan funktor s kategorije M(D) u samu sebe. U
stvari radi se o automorfizmu kategorije M(D), jer inverzni automorfizam ! prstena D ocito
definira inverzni funktor funktoru ¢. Uoc¢imo da funktor ¢ ostavlja invarijantnom punu potkate-
goriju M (D) konacno generiranih D—modula.

Propozicija 3.3.10. Neka je M konacno generiran D—modul i neka je o € Aut(D). Tada vrijedi
dx (P(M)) = dr(M).

Dokaz: GrD je konacno generirana unitalna Dy—algebra i po pretpostavci je generirana sa
Gr'D. Neka su 11, ..., T, € D, takvi da njihove klase u Gr'D = D, /Dy,

T1+D07"'7T8+D07

generiraju unitalnu Dy—algebru Gr D. Postoji d € N takav da su ¢(T;) € Dy za 1 < i < s. Buduéi
da ocito T1,. .., Ty, 1 generiraju Dy—modul Dy, zakljucujemo da je p(D;) C D,.
Neka je FM dobra filtracija od M. Definiramo filtraciju F@(M) modula @(M) ovako:

F,e(M)=F,M, peL.

Tada je F@(M) rastuca ekshaustivna filtracija D—modula @ (M) konaéno generiranim Dy—podmodulima.
Dokazimo da je ta filtracija kompatibilna s filtracijom prstena D, tj. da vrijedi

D,eF,o(M) CF,np(M) VneN i VmelZ.
To ¢emo dokazati indukcijom po n € N. Prije svega, za svaki m € Z imamo
D, e Fp,p(M) = p(D1)FgmM C DyF 3 M C F gy M = F g1y M = Fp 1 G(M).
Pretpostavimo sada da je n > 2 i da je dokazano da vrijedi

Dyt 0 Fu(M) C Frpyn13(M)  VYm € Z.
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Bududéi da je D,, = D1D,,_1, nalazimo
D,eF,,p(M) = (DiD,—1) o F,,p(M) =D1eD,, 1 0F,,p(M) C Dy @F, 0 10(M) C Frpynp(M).

Dakle, filtracija F@(M) D—modula (M) kompatibilna je s filtracijom prstena D. Neka je sada
F'o(M) bilo koja dobra filtracija D—modula ¢(M). Prema propoziciji 3.3.6. filtracija F'@¢(M)
finija je od filtracije F@(M). Dakle, postoji k € Z, takav da vrijedi

Za velike vrijednosti n € Z funkcija n +— A(Fgnr)M) jednaka je polinomu u n s vodeéim ¢lanom

Mnd/\(ﬂ/f)
dy(M)! ’

Funkcija n — A (F/,p(M)) jednaka je za velike vrijednosti n € Z polinomu u n stupnja dy (¢(M)) .
Zakljucujemo da je
dx (p(M)) < dx(M).

Ista argumentacija primijenjena na inverzni automorfizam ¢! daje obrnutu nejednakost:

dA(M) = dy (§7" ((M))) < dr (2(M)).

Dakle, dokazali smo jednakost dy (p(M)) = d\(M).

Iako su stupnjevi asimptotskih polinoma funkcija n +— A (F,M) i n — X (F,$(M)) jednaki,
ti polinomi ne moraju biti jednaki. Iz dokaza ne slijedi cak niti da se podudaraju multipliciteti
ex(M) i ey (@(M)). Naime, u nasem smo dokazu mogli samo zakljuciti da vrijedi nejednakost
ex (P(M)) < ex(M)d™M) | gdje je d € N takav da je p(D;) C Dy.

Medutim, ako je automorfizam ¢ od D takav da je ne samo ¢(Dy) = Dy, nego i p(Dy) = Dy,
onda vrijedi ¢(D,,) = D,, za svaki n. U tom se sluc¢aju filtracija F$(M) modula ¢(M) definirana u
dokazu propozicije 3.3.9. podudara s filtracijom FM i tada su, naravno, funkcije n — A (F,@(M))
in— X(F,M) jednake, pa vrijedi i ey (¢p(M)) = ex(M).
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Poglavlje 4
SNOPOVI

4.1 Definicije i osnovna svojstva

Snop Abelovih grupa na topoloskom prostoru X je ureden par (F,7), pri cemu vrijedi:
(S1) F je topoloski prostor.

(S2) m: F — X je surjekcija i lokalni homeomorfizam: za svaku tocku f € F postoje okolina V'
od f i okolina U od 7(f) takve da je ©|V homeomorfizam sa 'V na U.

(S3) Za svaku tocku x € X vlat F, = 7 '(x) nad totkom z je Abelova grupa (operaciju
zapisujemo aditivno).

(S4) Preslikavanje f +— —f sa F u F je neprekidno; preslikavange (f,g) — f+ g sa

F+F={(f,9) e FxF; n(f)=n(9)} = | Fo x Fu (4.1)

zeX
u F je neprekidno.

Obicno ¢emo snop oznacavati samo sa F. Ukoliko radimo s vise snopova, pripadne lokalne home-
omorfizme ¢emo obi¢no oznacavati istim znakom 7, a ako bi moglo do¢i do zabune, za snop F
¢emo pripadni lokalni homeomorfizam oznacavati sa 7wz.

Ako je A Abelova grupa i X topoloski prostor, definiramo tzv. konstantan snop (F, ), gdje
je F = X x A uz diskretnu topologiju na A i m = pr; je projekcija na prvi faktor. Tada se
F. = {x} x A identificira s grupom A za svaku tocku x € X. Katkada konstantan snop s vlati A
oznacavamo sa A ili sa Ax. Poseban je slu¢aj nul—snop 0 = 0x = X x {0}.

Snop prstenova na topoloskom prostoru X definira se analogno: u tom je slucaju svaka vlat
F, unitalni prsten i u aksiomu (54) zahtijeva se jos da je preslikavanje (f,g) — fgsa F+F u F
neprekidno i da je preslikavanje x +— 1, sa X u F neprekidno; pri tome je 1, jedinica u prstenu F,.
Ako je K polje, snop K —algebri je snop prstenova kod kojeg je svaka vlat F, unitalna algebra
nad poljem K i preslikavanje f — Af sa F u F je neprekidno za svaki A € K. Ako je F snop
prstenova na topoloskom prostoru X, snop F—modula je snop Abelovih grupa M na X takav
da je svaka vlat M, unitalni modul nad prstenom F, i preslikavanje (f,m) — fm sa

F+M={(f,m) € Fx M; nzr(f) =mpm(m)} = | ) Fo x M,. (4.2)

zeX

u M je neprekidno.

45
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U daljnjem ¢emo samo govoriti snop na X i podrazumijevati da se radi ili o snopu Abelovih
grupa ili o snopu prstenova ili o snopu K —algebri ili o snopu F—modula za neki snop prstenova F.

Neka su F i G snopovi (iste vrste) na topoloskom prostoru X. Napomenimo da svaki snop
Abelovih grupa moze promatrati kao snop Z—modula, pri ¢emu Z oznacava konstantan snop
definiran prstenom cijelih brojeva. To nam omogucuje da zapravo mozemo stalno podrazumije-
vati da je snop zapravo snop modula. Morfizam snopa F u snop G je neprekidno preslikavanje
¢ F — G sa svojstvom da je za svaku tocku x € X restrikcija ¢|F, homomorfizam sa F, u
G.. To posebno znaci da vrijedi mg o ¢ = mx. Na taj nacin za bilo koju od navedenih algebarskih
kategorija C definirana je kategorija snopova Shx(C) na X. Morfizam ¢ : F — G je bijekcija
ako 1 samo ako je ¢, = ¢|F, izomorfizam sa F, na G, za svaku tocku = € X. Zbog lokalne
homeomorfnosti preslikavanja 7 : 7 — X i g : § — X slijedi da je i inverzno preslikavanje
¢! G — F morfizam snopova. Bijektivni morfizam zove se izomorfizam snopova. Kazemo da
su F i G izomorfni snopovi ako postoji izomorfizam ¢ : F — G.

Neka je F snop na prostoru X i neka je U C X. Prerez snopa F nad skupom U je
neprekidno preslikavanje s : U — F takvo da je m o s = idy. Drugim rije¢ima, pretpostavljamo da
je s(z) € F, za svaku tocku z € U. Skup svih prereza snopa F nad skupom U C X oznacavat ¢emo
sa I'(U, F). Ako je F snop Abelovih grupa (prstenova, K —algebri), s operacijom (operacijama) po
tockama je I'(U, F) Abelova grupa (unitalni prsten, unitalna K —algebra); ako je F snop prstenova
i M je F—modul, onda je za svaki podskup U C X s operacijama po tockama I'(U, M) unitalni
modul nad I'(U, F). Akosu U CV C X is e I'(V,F) onda je restrikcija s|U € T'(U, F) i s — s|U
je homomorfizam grupa (odnosno, unitalni homomorfizam prstenova ili K —algebri).

Lako se vidi da je aksiom (S52) ekvivalentan sljedeéem:

(S2") Za svaki otvoren skup U C X i svaki s € T'(U,F), skup s(U) = {s(z); x € U} je otvoren u
F 1 ako je U baza otvorenih skupova u topoloskom prostoru X onda je

{s(U); UelU, scT'(UF)}
baza otvorenih skupova u topoloskom prostoru F.

Istaknimo jednu vaznu posljedicu aksioma (52) : za svaku tocku x € X i svaki f € F, postoji
okolina U tocke z i prerez s € I'(U, F) takvi da je s(z) = f. Nadalje, ako su U 1 V' okoline tocke z
iakosus e I'(U F)it e I'(V,F) takvi prerezi da je s(x) = t(x), onda postoji okolina W C UNV
tocke = takva da je s|W = t|W. To zapravo znaci da se F, moze identificirati s induktivnim
limesom

lim I'(U, F)

Uszx
po skupu okolina U tocke x.

Neka je X topoloski prostor i neka je 7 (X) skup svih otvorenih podskupova od X. Definiramo
kategoriju Op(X) kojoj je 7 (X) skup objekata, a za V,U € T(X) je

jednoclan sku akoje V C U
Moropx)(V,U) = { : 0 booe T

Ako je C kategorija, predsnop na X s vrijednostima u C je kontravarijantan funktor sa Op(X)
u C. Morfizam predsnopova je morfizam takvih funktora.

Drugim rije¢ima, predsnop imamo ako je svakom U € 7 (X)) pridruzem objekt Fy; iz kategorije
C i svakom paru U,V € T(X), takvom da je V C U, pridruzen je homomorfizam p¥ : Fr; — Fy i
to tako da vrijedi:
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(P1) Za svaki U € T(X) je pf = id,.
(P2) Za W,V,U € T(X), takve da je W CV C U, vrijedi p%, = py; o pY.

Napomenimo da se p{ obi¢no zovu homomorfizmi restrikcije. Morfizam predsnopa (]:U, pg)
u predsnop (QU, ag) je familija homomorfizama 7 : Fy — Gy, U € T (X), takva da vrijedi

ol oTy =1y 0% VU,V eT(X), VCU.

Tako definiranu kategoriju predsnopova na X s vrijednostima u kategoriji C oznacavamo sa
PShx(C) ili samo sa PShyx, ako se kategorija C podrazumijeva.

Uzmimo sada da je C kategorija Abelovih grupa (unitalnih prstenova, unitalnih K —algebri) i
neka je (FU, pg) predsnop na X s vrijednostima u C. Definiramo tada snop F na X ovako:

(a) Za z € X stavimo

Fr = lUlm Fu (induktivni limes po otvorenim okolinama tocke z).
EEY
Tada za svaku otvorenu okolinu U tocke 2 imamo kanonski homomorfizam pY : Fy — F, i
vrijedi pU = pY o p¥ ako je x € V C U. Sa F oznac¢imo disjunktnu uniju svih F,, = € X.
(b) ZaU € T(X) it € Fy stavimo
[t Ul = {p(t); 2 € U}.

Sada skup F snabdijemo topologijom generiranom svim takvim skupovima [t, U]. Dakle,
f € F, ima kao bazu okolina u topoloskom prostoru JF skup

{[t,U]; U € T(X) takav da je z € U, t € Fy takav da je p} (t) =z} .

Direktno se provjerava da je tada F stvarno snop. Kazemo da je F snopizacija predsnopa
(FUa p\g) :

U tom slucaju za svaki U € 7 (X) imamo prirodno definiran homomorfizam vy : Fy — I'(U, F)
koji elementu t € Fy; pridruzuje prerez x — pY(t) snopa F nad skupom U.

Propozicija 4.1.1. Da bi homomorfizam vy : Fy — T (U, F) bio injektivan nuzno je i dovoljno
da bude ispunjen sljedeci uvjet:

Ako za element t € Fy postoji otvoren pokrivaé (Us),e; od U takav da je pf (t) = 0 za svaki
1 €1, onda jet = 0.

Dokaz: Ako t € Fy zadovoljava taj uvjet, onda vrijedi

pa ()= (P opp,) () = py' (o1, (1) =0 Viel i VeelU,.

No to znadi da je (y(t) = 0. Obratno, pretpostavimo da za t € Fy vrijedi ¢y (t) = 0. Tada je
p¥(x) = 0 za z € U, dakle, po definiciji induktivnog limesa postoji otvorena okolina U(z) tocke
takva da je pg(x)(t) = 0. No sada je (U(x)),ep otvoren pokrivac od U, koji ima svojstvo iz gornjeg
uvjeta, pa slijedi ¢t = 0.

Propozicija 4.1.2. Neka je U € T(X) @ pretpostavimo da je homomorfizam vy : Fy — I'(V, F)
injektivan za svaki V € T(X), V C U. Da bi homomorfizam vy : Fy — T(U, F) bio surjektivan
(dakle, bijektivan) nuzno je i dovoljno da bude zadovoljen sljedeéi uvjet:
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Za svaki otvoren pokrivac (Us),e; od U i za svaku familiju (t;)
vrigedi

el gdje SU tz € fUi, takvi da

. U; .
pgmUj (t:) = pUZmUj (tj> V(i,j) € I x I,
postoji t € Fy takav da je pg (t) =t; Vi€ 1.

Dokaz: Uvjet je nuzan. Doista, neka je (;),., takva familija. Svaki ¢; definira prerez
s; = v, (t;) € T'(U;, F). Sada za bilo koji par (i,5) € I x I iza svaku tocku z € U; N U; imamo

sifw) = (1) = 0 (il (1)) = P27 (o, (1)) = A0 (2) = s5(@).

To znaci da je s;|U; NU; = s,|U; NU; za svaki par (i, j) € I x I. Prema tome je sa s|U; = s;, 1 € 1,
dobro definiran prerez s € T'(U, F). Stavimo sada t; = p{j (t), i € I. Prerez nad U; definiran sa
t: € Fy, je upravo s;, pa slijedi da vrijedi vy, (t; — ti) = 0. Zbog pretpostavljene injektivnosti ¢y,
slijedi da je t; = t,.

Uvjet je i dovoljan. Doista, neka je s € I'(U, F). Za bilo koju tocku = € U je s(z) € F,, pa
postoji otvorena okolina V' C U tocke z i v € Fy takav da je s(z) = pY (v). Tada se prerezi s|V i
Yy — p?‘j(v) podudaraju u tocki z, pa se podudaraju na nekoj njenoj okolini. To znaé¢i da postoje
otvoren pokrivac (U;),.; od U i familija (t;),., , t; € Fu,, takvi da je iy, (t;) = s|U; Vi € I. Tada za
svaki par (7, ) € I x I elementi pgjnt(ti), pgijj (t;) € Fu,nu, definiraju isti prerez s|U; NU;. Zbog
pretpostavljene injektivnosti od ty,ny, ti se elementi podudaraju. Prema uvjetu postoji t € Fy
takav da je pp, (t) = t; Vi € I. Tada je 1y (t)|U; = s|U; Vi € I, dakle, vrijedi vy (t) = s.

Iz propozicija 4.1.1. 1 4.1.2., a zbog prije navedenih svojstava prereza snopa, neposredno slijedi:

Propozicija 4.1.3. Ako je F snop na X, onda je snop definiran predsnopom (F(U, F), pg) , pTi
cemu je py; restrikcija sa U na V, kanonski izomorfan sa F.

Neka je A snop prstenova na X i F snop A—modula na X. Neka je za svaku tocku = € X
zadan unitalni A, —podmodul G, C F,. Kazemo da je G = | J, .y G~ podsnop (ili A—podmodul)
od F ako je G otvoren podskup od F. Lako se vidi da je taj uvjet ekvivalentan sljede¢em uvjetu:

Za svaku tocku x € X, njenu okolinu U i prerez s € I'(U, F), takav da je s(x) € G, postoji
okolina V- C U tocke x, takva da vrijedi s(y) € G, Yy € V.

Ako je G podsnop od F, onda je jasno da je G snop na X. Za svaku tocku x € X stavimo
K: = F»/G,. Snabdijemo disjunktnu uniju K = (J,. x K, kvocijentnom topologijom topologije od
F. Lako se vidi da tako dobivamo snop A—modula. On se zove kvocijentni snop snopa F po
podsnopu G i oznacava sa F/G. Mogu¢ je i drugi nacin konstrukcije kvocijentnog snopa pomocu
kvocijentnog predsnopa: za svaki otvoren skup U € 7T (X) stavimo Ky = ['(U, F)/T(U,G), a za
otvorene skupove U C V oznacimo sa cpg : Ky — Ky homomorfizam dobiven iz homomorfizma
restrikcije p; : I'(V, F) — D(U, F) prijelazom na kvocijente. Tada je (K, ¢};) predsnop i njegova
je snopizacija upravo K = F/G.

Po jednoj ili po drugoj definiciji kvocijentnog snopa K = F/G pokazuje se da ako su = € X,
U okolina od x i s € I'(U, K) onda postoji okolina V' C U tocke x i t € I'(V,F) takav da je
s(y) =t(y) + G, Yy € V. No to svojstvo je samo lokalno, a ne i globalno: ako je U C X otvoren
skup, onda imamo samo egzaktan niz

{0} —I'(U,G) —T(U,F) — I'(UK),

ali homomorfizam I'(U, F) — I'(U, K) ne mora biti surjektivan.
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Neka je i dalje A snop prstenova i neka su sada F i G snopovi A—modula. Nadalje, neka je
¢ : F — G homomorfizam, dakle, neprekidno preslikavanje takvo da je za svaku tocku z € X
restrikcija ¢, = ¢|F, homomorfizam unitalni A,—modula sa F, u G,. Naravno, homomorfizam
se moze zadati kao familija homorfizama (¢,),. ¢ takva da je preslikavanje ¢ : F — G, koju ta
familija definira, neprekidno. Uvjet neprekidnosti moze se i ovako iskazati: ako je s prerez od F
nad skupom U C X, onda je x — p,(s(x)) prerez od G nad skupom U; taj prerez oznacavamo sa
©(s) ili sa pos. Npr. ako je G podsnop od F, onda su inkluzija G — F i kvocijentno preslikavanje
F — F/G homomorfizmi (snopova) A—modula.

Propozicija 4.1.4. Neka je ¢ : F — G homomorfizam A—modula. Za svaku tocku r € X
oznacimo sa Ny jezgru homomorfizma ¢, i sa R, sliku tog homomorfizma. Tada je N =, ¢ N
podsnop od F, R = U,cx Ra je podsnop od G i ¢ definira izomorfizam sa F/N na R.

Dokaz: Za svaku tocku z € X je ¢, unitalni homomorfizam sa F, u G,, prema tome, N, i R,
su A,—podmoduli od F, i od G, i ¢, definira izomorfizam sa F, /N, na R,. Neka je s prerez od
F nad okolinom U tocke x takav da je s(z) € N,. Tada je (pos)(x) =0, a kako je p o s prerez od
G nads U, postoji okolina V' C U tocke = takva da je (pos)(y) =0 Yy € V. tj. s(y) e N, Yy € V.
Time je dokazano da je N' podsnop od F. Pretpostavimo sada da je ¢ prerez od G nad okolinom
U tocke z takav da je t(z) € R,. Kako je ¢, surjekcija sa F, na R,, postoji okolina V' C U tocke
x i prerez s od F nad V takav da je ¢,(s(x)) = t(x), odnosno, (¢ o s)(z) = t(z). Tada se prerezi
¢ o s it podudaraju na nekoj okolini W C V tocke z. Tada je t(y) = (p o s)(y) = ¢,(s(y)) € R,
qfay € W. Time smo dokazali da je R podsnop od G. Napokon, ¢ oc¢ito definira izomorfizam
snopova @ : F/N — R,

C(f+No) =ulf),  zeX, [eFa

Podsnop N od F iz propozicije 4.1.4. zovemo jezgra od ¢ i oznacavamo Ker(p); podsnop R
od G zovemo slika od ¢ i oznacavamo Im(yp); kvocijentni snop G/R zovemo kojezgra od ¢ i
oznacavamo Coker(y). Homomorfizam ¢ je injektivan (i tada ga zovemo monomorfizam) onda
i samo onda ako je svaki ¢,, € X, injektivan, odnosno, ako je Ker(yp) = {0}. Homomorfizam ¢
je surjektivan (i tada ga zovemo epimorfizam) ako i samo ako je svaki ¢, surjektivan, odnosno,
ako je Coker(¢) = {0}. Dakle, homomorfizam ¢ je bijektivan (izomorfizam) ako i samo ako je
svaki ¢, izomorfizam; tada je inverzno preslikavanje ¢! izomorfizam i (¢™1) = (cpgc)_1 Ve € X.
Sve definicije vezane uz homomorfizme modula direktno se prenose i na snopove modula. Npr. niz
homomorfizama snopova modula zove se egzaktan ako se slika svakog od homomorfizama u nizu
podudara s jezgrom sljede¢eg homomorfizma u tom nizu. Iz prethodnog je jasno da su za svaki
homomorfizam snopova modula ¢ : F — G sljedeca dva niza egzaktna:

{0} — Ker(p) — F — Im(yp) — {0} i {0} — Im(p) — G — Coker(yp) — {0}.

Ako je ¢ : F — G homomorfizam, onda je za svaki podskup U C X preslikavanje ¢y : s — pos
homomorfizam I'(U, A)—modula sa I'(U, F) uI'(U, §) i o¢ito je familija (¢v) ;e x) morfizam pred-
snopova. Obratno, pretpostavimo sada da su snopovi A, F i G snopizacije predsnopova (AU, cpg) ,
(Fu,v¥) i (Gu,x¥y) i da je zadan morfizam predsnopa (Fy,4y) u predsnop (Gu, xY,) , tj. da je
za svaki U € T (X) zadan Ay —homomorfizam ¢y : Fry — Gy takav da vrijedi x{; o oy = oy o}
kad god je U C V. Direktno se provjerava da prijelazom na induktivne limese po usmjerenim
skupovima otvorenih okolina svake tocke z € X sistem (@U)UeT( x) definira homomorfizam snopova

A—modula ¢ : F — G.
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Neka je A snop prstenova i F i G snopovi A—modula. Za svaki x € X formiramo A,—modul
F. @G, ineka je I disjunktna unija svih F, & G,. K se moze identificirati s podskupom od F x G
svih (f,g9) € F x G takvih da je w(f) = 7(g). Uz tu identifikaciju snabdijemo K s topologijom
induciranom sa F x G. Tada je K snop A—modula — zove se direktna suma snopova A—modula
F i G i oznacava sa F @ G. Svaki prerez od F & G nad otvorenim skupu U C X je oblika
z— (s(x),t(x)), gdjejes e I'(U,F)it € I'(U,G). Dakle, I'(U, A)—modul I'(U, F & G) identificira
se s direktnom sumom T'(U, F) & I'(U, G).

Analogno se definira F; @ - - - @ F,, za konacno mnogo snopova A—modula Fi, ..., F,. Ako je
F; =F zasvaki j € {1,...,p}, upotrebljavamo oznaku F?.

Neka je (F;);c; bilo kakva familija snopova A—modula. Tada definiramo za svaki z € X
direktnu sumu A, —modula:

K, = @ (F), = {f € H (Fi),; {i €I, f(i) # 0} je konacan skup} :
iel iel
Neka je K disjunktna unija svih K, € X. K mozemo identificirati s podskupom od [[,.; Fi. S
tom identifikacijom i s induciranom topologijom K je snop .A—modula koji oznacavamo sa @, ; F;
i zovemo direktnom sumom familije (F;),.;. Ako je F; = F za svaki i € I, piSemo K = F,

Neka je A snop prstenova, F snop desnih A—modula i G snop lijevih A—modula. Za svaki
x € X stavimo K, = F, ®4, G, 1 neka je K disjunktna unija £,, z € X.

Propozicija 4.1.5. Na skupu K postoji jedinstvena struktura snopa Abelovih grupa takva da ako
suU C X otvoren skup, s € U'(U,F) it € I'(U,G), onda je x — s(x) @ t(x) prerez snopa K
nad skupom U. Tako definiran snop Abelovih grupa zove se tenzorski produkt snopova F i G
nad A i oznacava sa F @4 G. Ako su svi prstenovi A, komutationi, F @4 G je snop A—modula.
Opcenitije, ako su i B i C snopovi prstenova i ako pretpostavimo da je F snop (B : A)—bimodula
i da je G snop (A : C)—bimodula, onda je F @4 G snop (B : C)—bimodula.

Dokaz: Ako je K snabdjeven takvom strukturom snopa i ako su sp,...,s, € I'(U,F) i
t1,...,t, € T(U,G), onda je x +— > " | s;(x) ® t;(x) prerez od K na U. Ali svaki h € K, se moze
napisati u obliku h = > | f; ® g; za neke f1,..., f,, € F, ineke gi,..., g, € G;, takle takoder u
obliku h = Y7 | s;(z) ® t;(x) za neku otvorenu okolinu U od z, za neke s1,...,s, € I'(U, F) i za
neke tq,...,t, € I'(U,G). Odatle se vidi da je svaki prerez od K lokalno jednak prerezu te vrste.
To pokazuje jedinstvenost strukture snopa na K s trazenim svojstvom.

Dokazimo sada egzistenciju. Mozemo pretpostaviti da su A, F i G snopizacije predsnopova
(.AU, cpg) , (]:U, wg) 1 (gU, Xg) . Stavimo tada Ky = Fiy ® 4, Gy. Homomorfizmi ¢} i xy; defini-
raju prijelazom na tenzorski produkt homomorfizam ny; : Ky — K. Tenzorski produkt komutira
s induktivnim limesom, pa imamo

Snopizacija predsnopa (ICU, ny ) se stoga moze identificirati sa K i nalazimo da s tom strukturom
snopa K ima trazeno svojstvo. Preostale tvrdnje direktno se provjeravaju.

Uzmimo sada da je ¢ : F — F' homomorfizam snopova desnih .A—modula (odnosno, (B : A)—
bimodula) i da je ¥ : G — G’ homomorfizam lijevih .A—modula (odnosno, (A : C)—bimodula).
Tada je za svaki x € X ¢, ® ¥, homomorfizam Abelovih grupa (odnosno, (B, : C,)—bimodula)
sa Fr @4, Go 0 F, ®4, G, i familija (o, ® 1),y definira homomorfizam sa F ®4 G u F' ®4 G
Taj se homomorfizam oznacava sa ¢ ® 1. Ako je 1 identiteta, katkada pisemo ¢ umjesto ¢ ® id;
analogno, v umjesto id ® 1.
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Sva uobicajena svojstva tenzorskih produkata modula prenose se na tenzorske produkte snopova.
Npr. svaki egzaktan niz

F—F—F"—0

vodi na egzaktan niz
FoaG—F4G—F @46 —0.

Nadalje, imamo kanonske izomorfizme
FR4(G1DG) ZFR4G1 D F @4 Go, Foq4 AXF,
(FieF) @40 =2F 104G Fa0®40, ARG =G.

Ako su svi prstenovi A, komutativni, vrijedi i
FRaG=GRaF, FRa(GoaK)=(FRaG)04K.

Opéenitije, za (A : B)—bimodul F, (B : C)—bimodul G i (C : D)—bimodul K imamo kanonski
izomorfizam (A : D)—bimodula

Fo5(G20cK) = (FoG) 2 K.

Neka je A snop prstenova i F i G snopovi A—modula. Ako je U C X otvoren skup neka je
Ky aditivna grupa homomorfizama sa Fyy u Gy (kazemo jos ” homomorfizmi sa F u G nad U”).
Operacija restrikcije homomofizma definira oy, : Ky — K. Tada je (ICU, gpg) predsnop Abelovih
grupa. Snopizacija tog predsnopa oznacava se sa Hom4(F,G) i zove se snop klica homomor-
fizama sa F u G. Ako su svi prstenovi A, komutativni, Hom 4(F,G) je snop A—modula.

Element od Hom4(F,G). je klica homomorfizama sa F u G nad okolinom od z i on sasvim
nedvojbeno odreduje A, —homomorfizam sa F, u G,. Odatle imamo kanonski homomorfizam grupa

pe » Homy(F,G), — Homy, (F., G.).

Medutim, za razliku od dosadasnjih slucajeva, homomorfizmi p, opéenito nisu bijekcije; kasnije
¢emo dati jedan dovoljan uvjet da to bude.
Akosu ¢ : F' — F i1y :G — G homomorfizmi, na o¢igledan nac¢in definiramo homomorfizam

Homa(p,¥) : Homa(F,G) — Homa(F',G').
Egzaktan niz 0 — G’ — G — G” vodi na egzaktan niz
0 — Homa(F,G") — Homu(F,G) — Homu(F,G").
Nadalje, imamo kanonske izomorfizme
Homy(A,G) =G, Hom(F,G1 ® Ga) = Homu(F,G1) @ Homu(F,Gs),
Homs(Fr & F2,G) = Homs(F1,G) & Homa(Fs, G).

Propozicija 4.1.3. pokazuje da se svaki snop moze definirati kao snopizacija nekog predsnopa
Fu, @E) . Razliciti predsnopovi mogu definirati izomorfne snopove. Medutim, ako za predsnop
Fu, cpg) zahtijevamo da ispunjavaju uvjete iz propozicija 4.1.1. i 4.1.2.; onda je (do na izomor-

fizam) taj predsnop potpuno odreden sa F.

Neka je i dalje F snop na X i U C X. Skup 7 }(U) C F s topologijom induciranom sa F je
ocito snop na topoloskom prostoru U. Za taj snop kazemo da je induciran snopom F, a takoder
da je on restrikcija snopa F na potprostor U C X. Oznacavat ¢emo ga sa F|U. Uz odredene
uvjete snop na X mozemo definirati polaze¢i od snopova na ¢lanovima otvorenog pokrivaca od
X
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Propozicija 4.1.6. Neka je U = (U;),.; otvoren pokrivac topoloskog prostora X, neka je za svaki
i € I zadan snop F; na U; i neka je za svaki par (i,7) € I X I zadan izomorfizam

191']' : fj|UZ N Uj I f'z|Uz N Uj
i to tako da vrijedi
ﬁijoﬁjkzﬁik V(Z,j,k’)EIXIXI
Tada postoje snop F i za svaki it € I izomorfizam n; : F|U; — F; takvi da vrijedi

ﬁijzmon{l V(i,j) € I x 1.
Takvi F i n; odredeni su jedinstveno do na izomorfizam snopova.

Dokaz: Jedinstvenost do na izomorfizam je ocigledna: ako G i w; imaju ista svojstva, onda je
ni_l o w; izomorfizam sa G|U; na F|U;, a iz njih se dobiva izomorfizam G — F.

Dokazimo egzistenciju. Za otvoren skup U C X definiramo Fy kao grupu ¢iji su elementi
familije (si)c;, gdje su s, € I'(U N Uy, F) takvi da vrijedi s, = 94 (s;) na U N U; N Uy; dakle,

fU = {(8k>kel; S € F(Uﬂ Uk,fk), Sk‘Uﬂ Uj M Uk = ﬁjk (Sj) |Uﬂ Uj N Uk V(j,k) el x [} .
Nadalje, ako su skupovi U C V' C X otvoreni, definiramo ¢}; na evidentan nacin:

905 ((Sk:)k;e[) = (sx|UN Uk)ke['

Tada je (]:U, 905) predsnop, a njegova je snopizacija trazeni snop F. Nadalje, ukoliko je U C U,,
preslikavanje koje familiji (s),c; € Fv pridruzuje element s;|U € I' (U, F;) je zbog uvjeta tranzi-
tivnosti izomorfizam sa Fyy na I' (U, F;); na taj nacin dolazimo do izomorfizma n; : F;|U; — F;
koji zadovoljava postavljeni uvjet.

Za snop F iz propozicije 4.1.6. kazemo da je snop dobiven lijepljenjem snopova F; pomoc¢u
izomorfizama v;;.

Neka je sada Y zatvoren potprostor topoloskog prostora X. Kazemo da je snop F na X
koncentriran na Y, ili da je snop F nula izvan Y, ako je F, =0Vzr € X \ Y.

Propozicija 4.1.7. Ako je snop F na X koncentriran na'Y, onda je homomorfizam
bijektivan.

Dokaz: Ako je prerez od F nad X nula na Y, on je svuda nula jer je F, = 0 za = ¢ Y.
To pokazuje da je homomorfizam p3¥ injektivan. Obratno, neka je s prerez snopa F|Y nad Y.
Prosirimo ga do funkcije 5 : X — F tako da stavimo S(z) = 0 za x € X \ Y. Preslikavanje
x — $(x) je oito neprekidno u svakoj tocki skupa X \ Y. S druge strane, ako je x € Y, postoji
prerez s’ od F na okolini U od z takav da je s'(x) = S(x) = s(z); kako je po pretpostavci s
neprekidan na Y, postoji okolina V' od x sadrzana u U takva da je s'(y) = s(y) = S(y) za svaku
tocku y € VNY; bududi da je F, =0 za y ¢ Y, vrijedi takoder s'(y) =35(y) zay € V\ (VNY);
dakle, 51 s’ se podudaraju na V; time je dokazano da je funkcija 3 neprekidna i na okolini skupa
Y. To znadi da je funkcija s svuda neprekidna, odnosno 5 € I'(X, F). Iz konstrukcije vidimo da je
p(3) = s. Time je dokazana i surjektivnost homomorfizma pss.

Sljedeéa propozicija pokazuje da u tom slucaju restrikcija F|Y potpuno odreduje snop F :
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Propozicija 4.1.8. Neka je Y zatvoren potprostor topoloskog prostora Y i neka je G snop na Y.
Stavimo

r _ G, ako je x €Y,
10 akojex € X \Y °

Disjunktna unija F = |J, .y Fz na jedinstven se nacin moze snabdjeti strukturom snopa na X

tako da bude F|Y =G.

zeX

Dokaz: Neka je U C X otvoren skup. Ako je s € I'(U NY,G), produljimo ga do preslikavanja
s : U — F tako da stavimo s|U \ (UNY) = 0. Na taj nacin iz I'(U N'Y, G) dolazimo do grupe
Fu preslikavanja sa U u F. Propozicija 4.1.7. pokazuje da ako je F snabdjeven strukturom snopa
na X takvom da je F|Y = G, onda je Fy = I'(U, F). To dokazuje jedinstvenost takve strukture
snopa F. Napokon, snopizacija predsnopa (.7-"U, cpg) , pri ¢emu su ¢y, : Fy — Fy homomorfizmi
restrikcije, je snop s trazenim svojstvima. Time je dokazana i egzistencija.

Kazemo da je snop F dobiven produljenjem snopa G sa 0 izvan Y. Taj snop oznacavamo
sa G¥ (ili samo sa G, ako nije moguca zabuna).
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4.2 Koherentni snopovi modula

U cijelom ovom odjeljku X oznacava topolosgki prostor i A snop prstenova na X. Pretpostav-
ljamo da su svi unitalni prstenovi A, komutativni. U daljnjem svi snopovi koje promatramo su
snopovi A—modula i svi homomorfizmi su A—homomorfizmi.

Neka je F snop A—modula i neka su s1, ..., s, prerezi od F nad otvorenim skupom U. Svako]
uredenoj p—torci (fy,. .., fp) elemenata iz A, pridruzimo element > 7 | f;s;(z) € F,. Na taj nacin
dobivamo homomorfizam ¢ : AP — F definiran nad U; preciznije, ¢ je homomorfizam sa AP|U
u F|U. Jezgra R(si,...,sp) homomorfizma ¢ je podsnop od AP|U koji se zove snop relacija
medu prerezima s;; slika od ¢ je podsnop od F|U generiran prerezima s;. Obratno, svaki
homomorfizam ¢ : A?|U — F|U nad U definira prereze sy,...,s, od F nad U ovako:

s1(x) = p.(1,0,...,0), -+ s,(x) =9.(0,...,0,1), xeU.

Kazemo da je snop A—modula F konacnog tipa ako je on lokalno generiran s kona¢no mnogo
prereza. Drugim rijecima, za svaku tocku z € X treba postojati otvorena okolina U od zx i
kona¢no mnogo prereza sy, ..., s, € I'(U, F) takvi da je za svaku tocku y € U svaki element iz F,
A,—linearna kombinacija elemenata s1(y), ..., s,(y). Prema prethodno uvedenoj terminologiji to
je isto kao da kazemo da je snop F|U izomorfan kvocijentnom snopu snopa AP|U.

Propozicija 4.2.1. Neka je F snop konacnog tipa. Ako su si,...,s, prerezi od F nad nekom
otvorenom okolinom U od x takvi da si1(x),...,sy(z) generiraju A,—modul F,, onda postoji
otvorena okolina V- C U tocke x takva da za svaku tocku y € V si1(y),...,s,(y) generiraju

A,—modul F,.

Dokaz: Bududi da je snop A—modula F konac¢nog tipa, postoji otvorena okolina V; C U tocke
x iprerezi ty, ..., t, € ['(V}, F) takvi da za svaku tocku y € V; elementi ¢ (y), . .., t,(y) generiraju
A,—modul F,. Bududi da elementi s;(x),...,s,(z) generiraju A,—modul F,, postoji otvorena
okolina V5 C V; tocke x i prerezi f;; € I'(Va, A), 1 <i<gq, 1 <j <p, takvi da vrijedi

L@) = fyl@si),  1<i<a

No tada se prerezi s lijeve i desne strane gornje jednakosti podudaraju i na nekoj okolini tocke z.
Dakle, postoji otvorena okolina V' C V; tocke x takva da vrijedi

P
ti(y) = Z fii(y)s;(v) za svaku tocku yeV iza 1<i<gq.
j=1

Odatle slijedi da za svaku tocku y € V' elementi s;(y), ..., s,(y) generiraju A,—modul F,.

Za snop A—modula F kazemo da je koherentan ako vrijedi:
(a) Snop A—modula F je konacnog tipa.

(b) Ako je U C X otvoren skup i ako su sy, ...,s, € I'(U, F), snop relacija R(sq,...,sp) je snop
A|U—modula konac¢nog tipa.

Uocimo lokalni karakter dviju definicija — snopa konacnog tipa i koherentnog snopa. Iz tih
definicija neposredno slijedi:
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Propozicija 4.2.2. Svaki koherentan snop F je lokalno izomorfan kojezgri nekog homomorfizma
v A1 — AP. Preciznije, svaka tocka x € X ima otvorenu okolinu U takvu da je za neke p,q € N
snop Fy izomorfan kojezgri nekog homomorfizma AU — AP|U.

Ako snop F zadovoljava uvjet (b) iz definicije koherentnosti onda i svaki podsnop od F zado-
voljava taj uvjet. Prema tome,

Propozicija 4.2.3. Svaki podsnop konacnog tipa koherentnog snopa je koherentan snop.

Teorem 4.2.4. Neka je 0 — F - G Pk —o0 egzaktan niz homomorfizama snopova
A—modula. Ako su dva od snopova F, G i K koherentni, onda je i treéi koherentan.

Dokaz: Pretpostavimo da su G i K koherentni. To znaéci da lokalno postoji surjektivni homo-
morfizam v : A7 — G. Neka je 7 jezgra od ( o y. Buduéi da je snop K koherentan, Z je snop
konac¢nog tipa (svojstvo (b)). Dakle, v(Z) je snop kona¢nog tipa, a to prema propoziciji 4.2.3.
znaci da je koherentan. Medutim, « je izomorfizam snopa F na snop y(Z), pa slijedi da je snop
F koherentan.

Pretpostavimo sada da su F i G koherentni. Budu¢i da je snop G kona¢nog tipa, i snop K
je konacnog tipa. Dakle, treba dokazati da snop K zadovoljava uvjet (b) iz definicije koherent-
nosti. Neka su si, ..., s, prerezi od K nad otvorenom okolinom tocke xz € X. Tvrdnja koju zelimo
dokazati je lokalnog karaktera, pa mozemo pretpostaviti da postoje lokalni prerezi si, . . ., s, snopa
G takvi daje s; = B(s}) zal < i < p. S druge strane, neka su ny, . . ., n, lokalni prerezi snopa F nad
otvorenom okolinom tocke z, takvi da za svaku tocku y iz te okoline n;(y),...,n,(y) generiraju
Ay—modul F,. Da bi neka p—torka (fi,..., f,) € AV pripadala R(sy, ..., s,), nuzno je i dovoljno
da postoje g1, ..., g, € A, takvi da je

Z fisily) = Z gjla(n)](y).

Snop relacija medu prerezima s, ..., s, a(ny),...,a(n,) je konacnog tipa, budu¢i da smo pret-
postavili da je snop G koherentan. Snop R(sy, ..., s,) je slika tog snopa pri kanonskom epimorfizmu
APTT — AP pa je i taj snop konacnog tipa. Dakle, snop K je koherentan.

Pretpostavimo napokon da su F i K koherentni. Budu¢i da je tvrdnja koju treba dokazati
(da je snop G koherentan) lokalnog tipa, mozemo pretpostaviti da je snop F generiran s kona¢no
mnogo prereza ni,...,n, i da je snop K generiran s kona¢no mnogo prereza si,...,s,. Nadalje,
zbog lokalnosti mozemo pretpostaviti da postoje prerezi si,...,s), od G takvi da je s; = ((s]),

1 <i < p. Sada je jasno da prerezi s, ..., s, a(n1),...,a(n,) generiraju snop G. Dakle, snop G

je konacnog tipa. Neka su sada t,...,t, prerezi od G nad otvorenom okolinom U tocke x € X.
Bududéi da je snop K koherentan, postoje prerezi f; od A(1<i<r 1<j<s), nad otvorenom
okolinom V' C U tocke zx, takvi da

(ff??f{)’(f;”f;)’ """ 7(f81’7f87‘)

generiraju snop relacija izmedu prereza ((ty), ..., 3(t,). Stavimo
up=) fit 1<j<s
i=1

Bududi da vrijedi

=1
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uy,...,us su sadrzani u «(F), a kako je snop F koherentan, snop relacija izmedu wuq, ..., us
generiran je na okolini tocke x s kona¢no mnogo prereza; neka su to

generiraju snop relacija R(t1, . .., t,) nad nekom otvorenom okolinom W C V tocke x. Doista, ako
vrijedi

Zfiti:() utocki y zaneke fi,...,f, €A,
i=1

onda vrijedi
i=1

pa postoje g1, ...,gs € A, takvi da je
fz‘:zgjf;, I<i<r
j=1

Sadazbog > i, fit; = Oslijedi > j_, gju; = 0, a odatle izlazi daje (g1, . . ., g5) linearna kombinacija
od

(g:1l7"'7gf)7 """ 7(gtzl7"'7gts>'
Odatle slijedi da je (f1,. .., fr) linearna kombinacija od

Dakle, dokazali smo da je snop relacija R(tq,...,t.) konaéno generiran nad okolinom tocke x.
Time je dokazano i svojstvo (b) snopa G, odnosno, dokazano je da je snop G koherentan.

Korolar 4.2.5. Direktna suma konacno mnogo koherentnih snopova je koherentan snop.

Teorem 4.2.6. Neka je ¢ homomorfizam koherentnog snopa F u koherentan snop G. Jezgra,
kojezgra i slika od ¢ su koherentni snopoui.

Dokaz: Bududéi da je snop F koherentan, snop Im(y) je konacnog tipa, dakle, po propoziciji
4.2.3. taj je snop koherentan. Primjenom teorema 4.2.4. na egzaktne nizove

0 — Ker(¢) — F — Im(p) — 0 i 0 — Im(p) — G — Coker(¢) — 0
zakljucujemo da su i snopovi Ker(y) i Coker(y) koherentni.

Korolar 4.2.7. Neka su F © G koherentni podsnopovi koherentnog snopa K. Tada su i snopovi
F+G i FNG koherentni.
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Dokaz: Za F + G to slijedi iz propozicije 4.2.3. Tvrdnja za F N G slijedi iz teorema 4.2.6. i iz
C¢injenice da je F NG jezgra homomorfizma F — K/G.

Prema korolaru 4.2.5. direktna suma konacno mnogo koherentnih snopova je koherentan snop.
Dokazat ¢emo sada analogne rezultate za funktore ® 4 i Hom 4.

Propozicija 4.2.8. Ako su F 1 G koherentni snopovi, onda je i F @4 G koherentan snop.

Dokaz: Prema propoziciji 4.2.2. snop F je lokalno izomorfan kojezgri nekog homomorfizma
v A1 — AP. Tada je snop F ®4 G lokalno izomorfan kojezgri homomorfizma

p®idg : AT®@4G — AP ®4G.

Medutim, A7 ®4 G =2 G711 AP ®4 G = GP. Dakle, prema korolaru 4.2.5. oni su koherentni. Prema
teoremu 4.2.6. snop F ®4 G je koherentan.

Propozicija 4.2.9. Neka su F i G snopovi pri cemu je F koherentan. Za svaku tocku x € X su
A, —moduli HomA(F,G), i Homy, (F,,G.) izomorfni.

Dokaz: Dokazat ¢emo preciznu tvrdnju da je homomorfizam
p:Homa(F,G), — Homy, (F., G.),

definiran na koncu odjeljka 4.1.; bijektivan. Neka je ¢ : F — G homomorfizam definiran nad
okolinom od z koji je nula na F,. Budu¢i da je F konacnog tipa, odatle slijedi da je ¥ nula
na nekoj okolini od z. Tada je klica 1, € Homy(F,G), jednaka nuli. Time je dokazano da je
homomorfizam p injektivan. Dokazimo sada da je p surjektivan, tj. da za svaki A, — homomorfizam
v : Fp — G, postoji homomorfizam 1 : F — G definiran nad okolinom od z takav da je ¢, = ¢
Neka su U okolina od x i m4,...,m, € I'(U, F) takvi da je za svaku tocku y € U A,—modul
F, generiran sa my(y), ..., my,(y). Tada je snop relacija R(my, ..., m,), koji je podsnop od A?|U,
konacno generiran. Dakle, postoji okolina V' C U od x i lokalni prerezi f]’ cel'(V,A),1<i<p,
1 <j <gq, takvi da
Lo PO e D) (L f?)

generiraju snop R(my, ..., m,) nad okolinom V/ tj. takvi da za svaku tocku y € V/

Fr), - STW), (F2 ), FE W), - (fy ), fR (W)

generiraju A,—modul R(my, ..., m,),. Sada su ¢(m;(z)),...,p(m,y(x)) € G,, pa postoji okolina
W CV od xiprerezi ny,...,n, € (W, G) takvi da je n;(x) = p(m;(x)) za 1 < i < p. Stavimo
sada

pi=> fini, 1<j<q
i=1
Tada su p; € I'(W, G). Nadalje,
pi(x) =Y fi(@)mi(e) = > fil@)plmi(z)) = ¢ <Z f;(@mi(ﬂf)) =0.
i=1 i=1 i=1

No tada postoji okolina 7" C W tocke x takva da je p;(y) = 0 za svaku tockuy € T'izal < j <g.
To znaci da za svaku tocku y € T' i za proizvoljne fi,..., f, € A, vrijedi implikacija

S fmiy) =0 = Y fin(y) =0
i=1 i=1
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Dakle, za svaku tocku y € T i za proizvoljan element m = >""_| fim;(y) € F, mozemo nedvojbeno
definirati

Yy(m) = mez(y) € g,.

Tada je ocito ¥, € Homy, (F,,G,). Familija ¢, y € T, je A—homomorfizam v : F — G definiran
nad 7' i vrijedi ¥, = ¢. Time je dokazana i surjektivnost homomorfizma p.

Propozicija 4.2.10. Ako su F i G koherentni snopovi onda je i Hom(F,G) koherentan snop.

Dokaz: Tvrdnja je lokalnog karaktera pa prema propoziciji 4.2.2. mozemo pretpostaviti da
postoji egzaktan niz snopova A—modula

Al — AP — F — 0.
Iz propozicije 4.2.9. sada slijedi da je niz
0 — Hom(F,G) — Hom (AP, G) — Hom4( A9, G)

egzaktan. Medutim, snop Hom4(A?,G) je izomorfan snopu G, dakle, koherentan je. Isto vrijedi
i za snop Hom 4(.A?, G). Prema teoremu 4.2.6. jezgra homomorfizma

Homa(A?,G) — Homu (A, G)

je koherentan snop. Zbog egzaktnosti gornjeg niza snop Hom 4(F, G) izomorfan je toj jezgri, dakle,
koherentan je.

Snop prstenova A moze se promatrati kao snop A—modula; ako je taj snop A—modula ko-
herentan, kazemo da je A koherentan snop prstenova. Bududéi da je A—modul A ocito konacnog
tipa, da bi snop prstenova .4 bio koherentan treba nam provjera samo svojstva (b) iz definicije
koherentnosti. Dakle, A je koherentan snop prstenova, ako je za svaki otvoren skup U C X i za
bilo koje my,...,m, € I'(U, A) snop relacija R(my,...,m,) snop konac¢nog tipa. Podsje¢amo da
je

Rmu,...,mp)y ={(f1,-. . f) € AZ? fimi(y) + -+ fymy(y) = 0}

Kasnije ¢emo detaljno prouciti jedan vazan primjer koherentnog snopa prstenova: to je struk-
turni snop Ox algebarske visestrukosti X. Drugi vazan primjer imamo za kompleksnu analiticku
viSestrukost X. Prema Okinom teoremu snop klica holomorfnih funkcija na X je koherentan.

Ako je A koherentan snop prstenova vrijedi i obrat propozicije 4.2.2.:

Propozicija 4.2.11. Ako je A koherentan snop prstenova, snop A—modula F je koherentan ako
i samo ako je lokalno izomorfan kojezgri homomorfizma ¢ : A7 — A%, tj. ako i samo ako svaka
tocka x € X ima otvorenu okolinu U takvu da je za neke p,q € Zy snop A|U—modula F|U
izomorfan kojezgri nekog homomorfizma AU — AP|U.

Dokaz: Nuznost je upravo tvrdnja propozicije 4.2.2. Dovoljnost slijedi iz teorema 4.2.6. jer su
snopovi AP i A koherentni.

Propozicija 4.2.12. Da bi podsnop od AP bi koherentan, nuzno je i dovoljno da bude konacnog
tipa.

Dokaz: To je poseban slucaj propozicije 4.2.3.
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Korolar 4.2.13. Snop relacija izmedu konacno mnogo prereza koherentnog snopa je koherentan
snop.

Dokaz: Taj je snop konacnog tipa po samoj definiciji koherentnog snopa.

Propozicija 4.2.14. Neka je F koherentan snop A—modula. Za svaku tocku x € X neka je I,
anthilator A,—modula F,. To je ideal u A, definiran sa

I, ={a€ A;; af =0Vf e F,}.
Tada je T = J,cx Lo koherentan snop ideala (koji se zove anihilator snopa F).

Dokaz: Doista, Z, je jezgra homomorfizma A, — Hom, (F,, F,); sada treba primijeniti
propozicije 4.2.9., 4.2.10. i teorem 4.2.6.

Opcenitije, transporter F : G koherentnog snopa G u koherentni podsnop F je koherentan
snop ideala. Pri tome je

F:G=JF:6). (F:G.={acA;af € F.VfeG}

zeX

Naime, transporter F : G je upravo anihilator kvocijentnog snopa G/F.

Pojmovi snopa konacnog tipa i koherentnog snopa odnose se na snopove modula nad odredenim
snopom prstenova A. Kad budemo razmatrali viSe snopova prstenova, govorit ¢emo ” konacnog tipa
nad A” 1”7 A—koherentan” ili ” koherentan nad A” da istaknemo da odreden snop promatramo kao
snop A—modula.

Teorem 4.2.15. Neka je A koherentan snop prstenova, I koherentan snop ideala v A © F snop
A/T—modula. Da bi F bio A/Z—koherentan nuzno je i dovoljno da bude A—koherentan. Posebno,
sam A/ je koherentan snop prstenova.

Dokaz: Jasno je da za snop F "konac¢nog tipa nad A” znaci potpuno isto $to i "konaénog
tipa nad \A/Z”. Nadalje, ako je F koherentan kao snop A—modula i ako su sy, ..., s, prerezi od
F nad otvorenim skupom U C X, snop relacija R4(s1, ..., S,) prereza sy, ..., S, s koeficijentima
iz A je konacnog tipa nad A. Odatle odmah slijedi da je snop relacija R4/z(s1,...,5p) prereza
51,...,5p s koeficijentima iz A/Z kona¢nog tipa nad .A/Z, bududi da je ocito R4/z(s1,- - -, sp) slika
od Ra(s1,...,Sp) pri kanonskom epimorfizmu AP — (A/Z)P. Dakle, snop F je A/Z—koherentan.
Posebno, bududéi da je snop A/Z A—koherentan, taj je snop i .A/Z—koherentan, odnosno, snop
prstenova A/Z je koherentan. Obratno, ako pretpostavimo da je snop F A/Z—koherentan, on
je lokalno izomorfan kojezgri nekog homomorfizma ¢ : (A/Z)? — (A/Z)P. Bududéi da je A/Z
A—koherentan, prema teoremu 4.2.6. snop F je A—koherentan.

Neka je sada Y zatvoren potprostor topoloskog prostora X. Ako je G snop na Y, sa GX
oznacavamo snop na X dobiven produljenjem snopa G s 0 izvan Y. Ako je A snop prstenova
na Y, AX je snop prstenova na X, a ako je F snop A—modula (dakle, snop na Y), onda je FX
snop AX —modula.

Propozicija 4.2.16. Da bi snop A—modula F na'Y bio konacnog tipa nad A, nuzno je i dovoljno
da snop AX—modula FX bude konacnog tipa nad AX.
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Dokaz: Neka je U C X otvoren skup i V = U NY. Svaki homomorfizam ¢ : A7 — F nad
V definira homomorfizam ¢~ : (AX)p — FX nad U, a vrijedi i obratno. Da bi ¢ bio surjektivan
nuzno je i dovoljno da X bude surjektivan. Odatle slijedi tvrdnja.

Ovaj dokaz ujedno dokazuje:

Propozicija 4.2.17. Da bi snop F bio A—koherentan, nuzno je i dovoljno da snop FX bude
AX —koherentan.

Odatle za F = A dobivamo:

Korolar 4.2.18. Da bi A bio koherentan snop prstenova, nuino je dovoljno da A* bude ko-
herentan snop prstenova.
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4.3 Kohomologija topoloskog prostora s vrijednostima u
snopu

U ovom odjeljku X oznacava topoloski prostor i F je snop Abelovih grupa na X. Kad kazemo
pokrivac od X uvijek podrazumijevamo da se radi o otvorenom pokrivacu.

Neka je I neprazan skup. Za p € Z, neka je S,(I) = I**! skup svih uredenih (p 4+ 1)—torki
s = (lg,...,1p) elemenata iz I i neka je S(/) disjunktna unija skupova S,(I). Elementi od S(I)

zovu se simpleksi nad skupom I. Ako je s = (ig,...,i,) € S,(I), kazemo da je p dimenzija
simpleksa s, a ig, ..., 1, zovu se vrhovi simpleksa s. Skup svih vrhova simpleksa s oznacavamo
sa |s|; dakle, ako je s = (ip, . .., %), ondaje |s| = {io, ..., %, }. Nadalje, za p € Z oznacimo sa K,(I)

slobodnu Abelovu grupu generiranu sa S,(/), dakle, aditivhu grupu svih formalnih Z—linearnih
kombinacija simpleksa dimenzije p. Nadalje, neka

K(I) = €D K, (1)

PELy

direktna suma svih tih Abelovih grupa.
Za p,q € Z. preslikavanje h : K,(I) — K, (I) zove se simplicijalni homomorfizam ako
vrijedi:
(a) h je homomorfizam grupa.

(b) Za svaki simpleks s € S,(I) C K,(I) vrijedi

h(s) = Z s ¢ €.

s'€Sq(1), |s'|C|s]

Naravno, simplicijalni homomorfizam h : K, (1) — K,(I) potpuno je odreden svojom restrikcijom
h|S,(I). Nadalje, preslikavanje h : S,(I) — K,(I) prosiruje se do simplicijalnog homomorfizma
K,(I) — K,(I) (naravno, na jedinstven nacin) ako i samo ako je za svaki simpleks s € S,(I) h(s)
Z—linearna kombinacija simpleksa s’ € S,(I) takvih da je |s'| C |s|.

Neka je 4 = (U;),c; pokrivac od X. Za s = (io, ..., i) € Sp(I) = IP™! stavimo

ip:Uz‘om"'mUip'

.....

Za p € Z, p—kolanac od i s vrijednostima u F je preslikavanje f koje svakom simpleksu
s = (lo, 11, - . .,1p) € Sp(I) pridruzuje prerez f; = fi,, .., snopa F nad U,. Svi p—kolanci s obzirom
na operacije po tockama tvore Abelovu grupu koju oznac¢avamo sa C? (4, F). Ta je grupa direktni
produkt grupa prereza:
cruF) = 1] T, 5.
s€Sp(I)

Familiju grupa (C?(U, F)) ¢y, oznacavamo sa C'(&l, F). Za p—kolanac kazemo i kolanac stupnja
p ili kolanac dimenzije p.
Za p—kolanac f kazemo da je alternirajudi, ako vrijedi:

(a) Kad god se dva indeksa iy, ..., i, podudaraju, onda je f;

-----

(b) Ako je o permutacija skupa {0,...,p} onda je

fia(o) _____ io(p) = €sz‘0 _____ ip V(io, cey Zp) - Sp(])
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Pri tome ¢, oznacava predznak permutacije o :

. 1 ako je o parna permutacija
7 -1 ako je o neparna permutacija.

Alternirajuéi p—kolanci tvore podgrupu C?(U, F) grupe CP(L, F); familiju grupa (C'?(U, F))
oznacavamo sa C’(i, F).

PELy

Neka su sada p,q € Z; i neka je h : K,(I) — K,(I) simplicijalni homomorfizam. Neka su
¢ € 7 definirani sa

h(s) = Z s s e Sy(I).
s'€8q(I),|s'|C]s|
Nadalje, neka je f € C(4, F) kolanac stupnja ¢. Za svaki simpleks s € S,(I) dimenzije p stavimo

(R'f), = clpd (fo),

S/

pri cemu p¥ oznacava homomorfizam restrikcije I'(Uy, F) — (U, F) (ima smisla jer je |s'| C |s].)
Preslikavanje s — (h'f), je p—kolanac koji oznacavamo sa h'f. Tada je f +— h'f homomorfizam
grupa
Rt CUU, F) — CP(U, F)
i direktno se provjerava da vrijedi
(h1 + hs)" = hi + b, (hy o ho)" = hb o hi, 1'=1
Za svaki p € Z, definiramo simplicijalni homomorfizam
Op : Kpa(I) — Ky(I)

formulom
p+1

Oplio, .- ipy1) = > (=1 (o, ... i, ipra);

=0
pri tome znak "~ znaci kao i obi¢no da simbol ispod tog znaka izostavljamo. Lako se vidi da vrijedi
Op-1 00, = 0. Homomorfizam grupa 0%, : CP(4, F) — CP*H(Y, F) oznacavat ¢emo sa d?. Dakle, po
definiciji je

p+1

(@ icipir = D105 (Figos i)
j=0

pri cemu p; oznacava homomorfizam restrikcije

pi YUy i s F) — DU F).

..... Tp+1)

Bududi da je 9,103, = 0, imamo d?odP~! = 0. Obitno se izostavlja donji i gornji indeks p i pise O
umjesto d, i d umjesto d”. Na taj nacin je familija grupa C'(4, F) snabdjevena operatorom koruba
koji je ¢ini kompleksom. g—tu grupu kohomologije tog kompleksa oznacavat ¢emo sa H9(L, F).
Dakle,

HY U, F)=Z1(, F)/BUU, F),

pri cemu su
ZUU F) = Ker (d L CUU, F) — CrHH(Y, .7:)) i BYUY,F)=Im (d L O U F) — 044, .7:)) .

Kao i obi¢no, elementi od Z%(4, F) zovu se g—kociklusi, a elementi od B4, F) g—korubovi
pokrivaca U s vrijednostima u F.
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Propozicija 4.3.1. H°(U4, F) = T'(X, F).

Dokaz: 0—kolanac je familija (f;),.; , pri cemu je f; € I'(U;, F). Da bi taj kolanac bio kociklus,
nuzno je i dovoljno da za svaka dva indeksa ¢, j € I bude f; — f; = 0 na U; N U;. No to je upravo
nuzno i dovoljno da postoji (i, naravno, jedinstven je) globalni prerez f € I'(X,F) takav da je

Posebno, to znaci da je H°(4, F) neovisna o izboru pokrivaca i; to nije tako za ostale grupe
H(U, F).

Lako se provjerava da je df alternirajuc¢i ako je f alterniraju¢i. Drugim rijecima, d ostavlja
stabilnim C'(4, F), pa je to potkompleks od C'(, F). Grupe kohomologije kompleksa C’ (4L, F)

oznacavat ¢emo sa H'I(4, F).

Propozicija 4.3.2. Injekcija C' (U, F) — C(U, F) definira izomorfizam grupe H'4 (3, F) na grupu
HI(, F) za svaki q € Zy.

Dokaz: Snabdijmo skup [ linearnim (totalnim) uredajem. Neka je h simplicijalni endomor-
fizam od K (I) definiran na sljedeéi nagin:

h((ig, - ..,i,)) = 0 ako se neki medu indeksima iy, . .., %, podudaraju.
h((io; - --1iq)) = €5(ia(0), - - - lo(q)) ako su indeksi i, ..., i, medusobno razliciti; pri tome o
oznacava jedinstvenu permutaciju skupa {0, ..., q} takvu da je i) < isq) - < io(q)-

Neposredno se provjerava da h komutira sa 0. Nadalje, ocito je h(s) = s ako je s dimenzije 0. Sada
se indukcijom po ¢ € Z, pokazuje da postoje simplicijalni homomorfizmi k : K (I) — K,41(1)
takvi da vrijedi

1—h=0o0k+koo.

Prijedemo 1i na C'(44, F), dobivamo
1—h'=klod+dok'

Neposredno se provjerava da je h' projektor sa C(4U, F) na C'(4U, F). Stoga iz gornje formule
tvrdnja slijedi.

Korolar 4.3.3. HY(U,F) =0 za ¢ > dim 4L

Dokaz: Dimenzija pokrivaca dim i je definirana kao najmanji n € Z, takav da za bilo koje
medusobno razlicite Uy, ..., U, € Y vrijedi UyN---NU,41 = B, ukoliko takav n postoji, odnosno,
+00 ako takav n ne postoji. Dakle, imamo Uy, ;, = 0 za ¢ > dim 4 ako su indeksi i, ..., i,
medusobno razliciti. Odatle je C"(4U, F) = 0, pa slijedi H4(U4, F) = H"(U, F) = 0.

Za pokriva¢ U = (U;),.; kazemo da je finiji od pokrivaca U = (Vj)jeJ7 ako postoji preslika-
vanje 7 : I — J takvo da je U; C V) za svaki ¢ € I. Pisat cemo tada U < 0. U tom slucaju za
f € CYB, F) stavimo

pri cemu je pg homomorfizam restrikcije definiran inkluzijom Us,, . ;. € Vr(ip),...r(i)- Preslikavanje
f — 7f je homomorfizam grupa sa C?(*0, F) u C9(4, F) definiran za svaki g € Z, i on komutira
sa d, dakle, definira homomorfizme

7 HY(, F) — HO(Y, F).
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Propozicija 4.3.4. Homomorfizmi 7 : H1(0,F) — HY(U, F) ovise samo o pokrivacima U i T,
a ne i o izboru preslikavanja 7.

Dokaz: Neka su 7 i w preslikavanja sa I u J takva da je U; C V3 1 U; C V() za svakii € 1.
Treba dokazati da je 7% = w*.
Za f € C1(%0, F) stavimo

i
L

kfigssigs = > (=11 (Frtio)sr(in)olin)iolio_1)) »
0

>
I

gdje je pp, homomorfizam restrikcije definiran inkluzijom Ui, i, € Vi(io),...r(in)w(in)sew(iq_1)- Di-
rektno se provjerava da vrijedi
dkf — kdf =wf —1f,

a odatle propozicija slijedi.

Dakle, ako je 4 < U, za svaki ¢ € Z, postoji kanonski homomorfizam H(0, F) — HI(U, F).
U daljnjem ¢emo taj homomorfizam oznacavati sa oy g.

Ocito je < relacija parcijalnog uredaja medu pokrivacima od X. Taj je uredaj usmjeren (prema
dolje); doista, ako su U = (Uj),e; 1 T = (V;),, dva pokrivaca, onda je 20 = (U; NVj),
pokrivac koji je finiji i od 4 i od U.

Kazemo da su pokrivaci U i U ekvivalentni i pisemo U ~ U ako vrijedi U < Y iV < L.

jeJ i,j)eIxJ

PB(X); doista, za I’ mozemo uzeti skup svih otvorenih podskupova od X koji su elementi pokrivaca
L. Dakle, mozemo govoriti o skupu klasa ekvivalencije pokrivaca; taj je skup parcijalno ureden
i usmjeren (prema doolje). Nasuprot tome, ne mozemo govoriti o "skupu” svih pokrivaca, jer
pokrivac je familija ¢iji skup indeksa moze biti bilo koji skup.
Ako je U < U, definirali smo za svaki ¢ € Z, i za svaki snop F sasvim odreden homomorfizam
grupa
ouy : HI(U,F) — HIU,F).

Jasno je da je oy identiteta i da je
Oy © Og95 = Oy 9y ako je U <Y <.

Posebno, ako su i i U ekvivalentni uredaji, onda su oy g i 0y g medusobno inverzni izomorfizmi.
Dakle, H(4, F) ovisi samo o klasi ekvivalencije pokrivaca il.

g—ta grupa kohomologije topoloskog prostora X s vrijednostima u snopu F je induktivni
limes grupa H9(4, F) po usmjerenom skupu svih klasa ekvivalencije pokriva¢a od X i homomor-
fizmima oy . Tu grupu oznacavamo sa H(X, F).

Drugim rije¢ima, element od H%(X, F) je ureden par (4, x), gdje je x € HY(4, F), uz dogovor
da identificiramo dva para (4, z) i (B, y) ako postoji pokriva¢ 20 takav da je 2 < U1 W <V i
da vrijedi o9y (z) = o w(y) u grupi H4(20, F). Svakom pokrivac¢u U sada su pridruzeni kanonski
homomorfizmi oy : HI(W, F) — HU(X,F).

Ako je prostor X kvazikompaktan (svaki pokriva¢ ima konacan potpokrivac) onda mozemo
promatrati samo konacéne pokrivace, a ako je X kvaziparakompaktan (svaki pokriva¢ ima lokalno
kona¢no profinjenje), mozemo koristiti samo lokalno konaé¢ne pokrivace.

Za q = 0 imamo primjenom propozicije 4.3.1.:

Propozicija 4.3.5. H°(X,F) =T'(X, F).
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Neka je ¢ : F — G homomorfizam snopova. Ako je i pokriva¢ od X, svakom elementu
f € CYU, F) pridruzimo element ¢f € C(4U, G) tako da stavimo

(ef)s =0 (fs).

Preslikavanje f — ¢f je homomorfizam grupe C'(, F) u grupu C(4, G) koji komutira s opera-
torom koruba, dakle definira homomorfizme ¢* : HI(MU, F) — HY U, G), q € Zy. Za U < T je
oCito ¢* o oy g = oy 0 ¢*. Dakle, prijelazom na induktivne limese dolazimo do homomorfizama

¢ HY(X,F) — HY(X,G), q€Z,.

Za q = 0 homomorfizam ¢* je upravo prirodno definirani homomorfizam I'( X, F) — I'(X, G).
Pridruzivanje ¢ — * o¢ito ima sljedec¢a svojstva:

(p+u) =¢"+9",  (poy))=p oy’ 1"=1
Dakle, F — HY(X,F), ¢+ ¢* je kovarijantan aditivan funktor za svaki ¢ € Z,. Posebno,
F =G &G — HYX,F)=HYX,G)® HY(X,G).

Neka je F snop A—modula. Svaki globalni prerez iz I'( X, A) definira endomorfizam od F, dakle
i endomorfizam svake grupe H?(X, F). Slijedi da je svaka grupa H9(X,F) modul nad prstenom
X, A).

Neka je
0—A-BLc—0

kratki egzaktni niz snopova. Ako je U pokriva¢ od X, niz
0— C(U,A) = CWU,B) - C,0)

je egzaktan, ali homomorfizam (3 opéenito nije surjektivan. Oznacimo sa Cy(4, C) sliku tog homo-
morfizma; to je potkompleks od C'(4, C) i njegove ¢emo grupe kohomologije oznagciti sa Hi (4, C).
Sada egzaktan niz kompleksa vodi na kohomoloski egzaktni niz

C— HI(Y, B) — HE(U,C) —% HIP (8, A) — HIP(S B) — -

Neka su sada U = (U;);c; 1 U = (V}),, pokrivaci takvi da je 4 < U inekajer:1 — J
preslikavanje takvo da je U; C V;;) za svaki ¢ € I. Tada imamo komutativan dijagram

0 — C(U,A) — C(U,B) — C(B.C)
T T T
0 — CWA) — ClB) — CW,C)

Taj dijagram pokazuje da T preslikava Cy (0, C) u Cy(4, C). Prema tome, dobivamo homomorfizme
™ : H{(U,C) — H{(U,C). Nadalje, homomorfizmi 7* neovisni su o izboru preslikavanja 7 : to
slijedi iz Ginjenice da ako je f € C4(W,C), ondaje kf € CZ (4, C), uz oznaku iz dokaza propozicije
4.3.4. Na taj nac¢in dobivamo kanonske homomorfizme oy o : H{(0,C) — H{ (4, C). Sada se mogu
definirati grupe H{(X,C) kao induktivni limesi grupa Hg (44, C).

Bududi da je induktivni limes egzaktnih nizova egzaktni niz, dobivamo:
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Propozicija 4.3.6. Niz
L HIX,A) D HI(X,C) -5 HU(X,A) S HY(X,B) — -
je egzaktan.
Pri tome d oznac¢ava homomorfizam koji se dobije prijelazom na limes iz homomorfizama

d: HI(U,C) — HT(U A).

Da bismo mogli primijeniti ovu propoziciju valjalo bi moéi usporediti grupe Hi(X,C) i HY(X,C).
Injekcija Co(U, C) — C(U,C) definira homomorfizme Hi(U,C) — HI(4U, C), a odatle prijelazom na
limes po 4 homomorfizme

HY(X,C) — HY(X,C).

Propozicija 4.3.7. Homomorfizam H{(X,C) — HY(X,C) je bijektivan za ¢ = 0 i injektivan za
q=1.

Dokazimo najprije lemu:

Lema 4.3.8. Neka je U = (V;),.; pokrivac i neka je f = (f;) element od C%(0,C). Tada postoji
pokrivac U = (U;),; i preslikavanje 7 : I — J takvo da je Uy C Vi) za svakii € I i da je
f € CYU,C).

Dokaz: Za svaku tocku « € X izaberimo indeks 7(x) € J takav da je x € V;(,). Bududi da je
Jr@) € T'(Vr(2),C), postoji otvorena okolina U, C V;(;) tocke z i lokalni prerez b, € I'(U,, B) takav
da je B(bz) = fr) na U,. Sada je (U,),.x pokrivac od X i familija (b,) tvori 0—kolanac b od i s
vrijednostima u B. Kako je 7f = (b), vrijedi 7f € CJ(4,C).

Dokazimo sada da je homomorfizam HJ(X,C) — H'(X,C) injektivan. Element jezgre tog
homomorfizma moze se reprezentirati 1—kociklusom z = (z;,;,) € C{(U,C) takvim da postoji
f = (f;) € C°V,C) takav da je df = z. Primijenimo li lemu 4.3.8. dolazimo do pokrivaca i
takvog da je 7f € CJ(4,C). Prema tome, 72 je kohomologno nuli u Cy(4l, C), odnosno, njegova je
klasa jednaka 0 u Hj (4, C), dakle, i u Hj(X,C). Bijektivnost HJ(X,C) — H°(X,C) dokazuje se
analogno.

Korolar 4.3.9. Sljedeéi je niz egzaktan:
0— HX,A) — H°(X,B) — H°(X,C) — H'(X,A) — H'(X,B) — H'(X,C).
Korolar 4.3.10. Ako je H' (X, A) =0, onda je I'(X,B) — T'(X,C) surjekcija.

Sjetimo se da je topoloski prostor X parakompaktan, ako je Hausdorffov i ako svaki njegov
pokrivac¢ ima lokalno konac¢no profinjenje. Za takav prostor propozicija 4.3.7. prosiruje se na sve
vrijednosti q :

Propozicija 4.3.11. Ako je prostor X parakompaktan, kanonski homomorfizam
je bijektivan za svaki q € Z..

Ta je propozicija neposredna posljedica sljedece leme koja je analogna lemi 4.3.8.:
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.....

U= (Us);es 1 preslikavange T : I — J takvi da je U; C Vy) za svakit € I i da je 7f € CF(U,C).

Dokaz: Budud¢i da je X parakompaktan, mozemo pretpostaviti da je pokrivac U lokalno
konacan. Tada postoji pokrivac 20 = (Wj)jeJ takav da je W; C V;. Za svaku tocku z € X
izaberimo otvorenu okolinu U, i to tako da vrijedi:

(a) Ako je z € V;, onda je U, C V}; ako je x € W; onda je U, € W;.
(b) Ako je U, N W; # 0, onda je U, C V.

..........

Uvjet (c) je ostvariv zbog definicije kvocijentnog snopa i zbog ¢injenice da je z € Vj, za samo
konacno mnogo skupova Vj, ;. . Nakon sto smo izabrali U,, moZemo ga smanjiti dovoljno da budu
zadovoljeni zahtjevi (a) i (b).

Familija (U,),cy je pokrivac od X. Za svaku tocku z € X izaberimo indeks 7(z) € J takav da
8 nekog prereza od B nad Uy, N ---NU,,. Ako je Uy, N ---NU,, = 0, tvrdnja je trivijalna. Ako
nije tako, onda vrijedi Uy, NU,, # 0 za 0 < k < ¢, a kako je Uy, € Wr(y,), vrijedi Upyy NWr(z,) # 0
za 0 < k < ¢, sto prema (b) znaci da je Uy, C Vi, za 0 < k < ¢. Prema tome, vrijedi

.....

Korolar 4.3.13. Ako je X parakompaktan, imamo egzaktan niz

s HY(X,B) 2 H(X,C) s HI(X,A) | s HO(XB) -

(Pri tome je operator d definiran kao kompozicija izomorfizma HY(X,C) — H{(X,C) inverznog
izomorfizmu H{(X,C) — HY(X,C) s operatorom d : HI(X,C) — H (X, A)).

Taj se niz zove kohomoloski egzaktni niz definiran zadanim kratkim egzaktnim nizom
snopova 0 — A — B — C — 0. To vrijedi opcenitije kad god mozemo dokazati da je homo-
morfizam H{(X,C) — HY(X,C) bijektivan. Vidjet ¢emo kasnije da jest tako kad je X algebarska
visestrukost i kad su A, B i C snopovi modula nad strukturnim snopom Oy, pri ¢emu je snop A
koherentan.

Neka je F snop na prostoru X i neka je Y zatvoren potprostor od X. Kao i prije oznac¢imo sa
F|Y restrikciju snopa F na Y. Ako je U = (U;),.; pokrivac od X, onda skupovi U] = U; NY tvore
pokrivac od Y. Ako je f;, , = YNU,

..........

p: CLF) — CW, FIY)
koji komutira sa d, dakle, definira homomorfizme
p* s HIM F) — HI(W, F|Y), q€Zy,.

Ako je U < U, onda je Y < U’ i vrijedi p* o oy = oy v 0 p*. Prema tome, homomorfizmi p*
prijelazom na induktivni limes definiraju homomorfizme

p HU(X,F) — HYY,F|Y), q€Z,.



68 POGLAVLJE 4. SNOPOVI
Propozicija 4.3.14. Ako je Y zatvoren potprostor od X i ako je snop F koncentriran na'Y, onda
je homomorfizam p* : H(X,F) — HIU(Y,F|Y) bijektivan za svaki q € Z..
Dokaz: Propozicija slijedi iz sljedeé¢e dvije ¢injenice:
(a) Svaki pokrivac 20 = (W;),c; odY je oblika ' za neki pokrivac iU od X.
Doista, dovoljno je staviti U; U (X \ Y'), buduéi da je Y zatvoren podskup od X.
(b) Za svaki pokrivac¢ 4 od X homomorfizam p : C(U, F) — C(UW, F|Y) je bijektivan.

To slijedi iz propozicije 4.1.7. primijenjene na Uy, . ; 1 na snop F.

Propoziciju 4.3.14. moZemo i ovako dokazati: Ako je G snop na Y i ako je G¥ snop na X
dobiven produljenjem snopa G s nulom izvan Y, onda je H4(Y,G) = HY(X,G*) za svaki ¢ € Z;
drugim rije¢ima, identifikacija G sa G¥ je kompatibilna s prijelazom na grupe kohomologije.

U daljnjem namjeravamo doéi do dovoljnog uvjeta na pokrivac¢ tf od X da bi bilo H" (4, F) =
= H"(X,F) zasvakin € Z,.

Dvostruki kompleks je bigraduirana Abelova grupa

snabdjevena s dva endomorfizma d’' i d” sa sljedeéim svojstvima:
d KPP C Kerl,q’ d"KP1 C Kp,qul’ d/2 — d"2 =0, dd" + d"d = 0.

Elementi iz K7 zovu se bihomogeni bistupnja (p, ¢) i totalnog stupnja p+¢. Endomorfizam
d = d' + d" zadovoljava d? = 0 i grupe kohomologije u odnosu na taj operator koruba oznacavat
¢emo sa H"(K), pri ¢emu n oznacCava totalni stupanj.

Grupu K mozemo promatrati s operatorom koruba d’; kako je d’ kompatibilan s bigraduacijom,
dobivamo grupe kohomologije koje ¢emo oznacavati sa H{?(K); dakle,

HP(K) = Ker (d' : KM% — K1) /Im (d' : KP~1 — KP9) .
S operatorom koruba d” analogno dobivamo grupe kohomologije H{y?(K).
HRYY(K) =Ker (d": KP* — KP*") /Im (d" : KP97' — KP9).
Stavimo

Kf = {z € K% d'(z) =0} =Ker (d' : K% — K'),  Ky= > K},
qE€Z
i, analogno,
KP ={z € K?% d"(x) = 0} =Ker (d": K** — K»'), K=Y K/
PELy

Primijetimo da je
Ki=H(K) i K= HE(K).
K11 je potkompleks od K i vrijedi d|Ky = d"|Kyy.



4.3. KOHOMOLOGIJA TOPOLOSKOG PROSTORA S VRIJEDNOSTIMA U SNOPU 69
Propozicija 4.3.15. Ako je H(K) =0 zap > 0iq > 0, injekcija Ky — K definira izomorfizam
sa H" (K1) na H"(K) za svakin > 0.

Dokaz: Zamijenimo li K sa K/Kjj, dokaz se svodi na situaciju kad je Ky = 0. Dakle, treba
dokazati da ako je H"(K)=0zap>01ig >0 onda je H"(K) = 0 za svaki n > 0. Stavimo

K, = @ KP4,

P:q€Ly,q>h

Tada su K}, za h € Z, potkompleksi od K i K} /K41 je izomorfan s €
operatorom koruba d’'. Dakle, imamo

p,h . .
ez, K snabdjevenim s

HY(Kp/Kp1) = H"™K)  Vn, h.

Odatle slijedi H"(K}) = H"(Kp41). Buduéi da je H"(K},) = 0 za h > n, silaznom indukcijom po
h nalazimo da je H"(K}) = 0 za bilo koje n i h. Kako je Ky = K, odatle slijedi tvrdnja.

Neka su U = (U;),.; 10 = (V)
s" = (Jo, .-, Jq) € Cy(J), stavimo

jes dva pokrivaca od X. Ako su s = (ig,...,4p) € Sp(I) i

Nadalje, neka je U, = (Us N Vj)jeJ pokriva¢ od Us odreden sa U i, analogno, Uy = (Vy NU;)
pokrivac od Vg odreden pokrivacem . Definiramo dvostruki kompleks

el

CWT;F) = P C™WBF),  CcUwF) = [ TWUNVe,F),

P,qEL (8,8)€8p(I)xSq(J)

Dakle, f € CP9(U,B; F) je sistem (f; ) prereza od F nad Us N Vi, ili, uz prijasnje oznake, to je
sistem
jq,f), 10,0 €1, Jo,...,Jq € J

..........

Mozemo identificirati
cruw F) = [ C*(e, F).
s'€Sq(J)

Kako za svaki takav s’ € S;(J) i za svaki p € Z; imamo operator koruba
d:CP(Uy, F) — CP 8y, F),
dolazimo do homomorfizma
dy : CPU(U, B; F) — CPTH(LU 0; F).

Eksplicitno je dg definiran sa

p+1

_ k
(duf)io ~~~~~ ipt1550,ndq Z(_1> P <f10 """ Uhoseensip 4150050000 jq) ’

k=0

a pr je homomorfizam restrikcije definiran inkluzijom
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Analogno definiramo
dy : CPI(U,T; F) — CPIHY(U,T; F).

Sada je
g+l

_ E h .
(dmf)io ----- ip;J0se-dg+1 (_1> Ph (fio ----- 1p;J0seeesJhsees jq+1> )
h=0

a pp je homomorfizam restrikcije definiran inkluzijom

Jasno je da je
dydgy = 0, dydsy + dygdy = 0, dydy = 0.

Stavimo sada
d = dg i d"|CPYU, B; F) = (—1)Pdy|CP (U, T; F).

Tada je C(U,0; F) snabdjeven strukturom dvostrukog kompleksa. Dakle, prijasnje definicije
mozemo primijeniti na K = C'(U,0; F); grupe i kompleksi koji su bili oznaceni sa

HY(K), H{(K), Hp'(K), K, Ku
bit ¢e u ovoj situaciji redom oznaceni sa
H"(U,0; F), HPY(WU;,F), HRYWB;F), Ci(,T;F), Cu,T;F).
Zbog definicije d' i d” imamo
Propozicija 4.3.16. Vrijed:

HP(3L, 0 F) = [ [ H (U, F),

pri ¢emu je produkt preko svih simpleksa s’ od S(J) dimenzije q. Posebno,

Cii(4, 5 F) = HY'(U,0; F) = [ [ HO (4, F) = CU(B, F).

.....

Naravno, rezultat analogan propoziciji 4.3.16. vrijedi i za Hi}?(4,0; F), pa imamo izomorfizam
O F) — Ci(W, 05 F).
Uz prethodne oznake imamo kao neposrednu posljedicu propozicija 4.3.15. 1 4.3.16.:

Propozicija 4.3.17. Pretpostavimo da je HP(My, F) = 0 za svaki p > 0 i za svaki s'. Tada je
homomorfizam H™(0,F) — H"(U,B; F) definiran sa 1" bijektivan za svakin > 0.

Prije nego sto iskazemo sljede¢u propoziciju, dokazimo lemu:
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Lema 4.3.18. Neka je 20 = (W;),c; pokrivac prostora Y i neka je F snop na'Y. Ako postojii € I
takav da je W; =Y, onda je HP(20,F) = 0 za svaki p > 0.

Dokaz: Neka je 20’ pokrivac od Y koji se sastoji od jednog otvorenog skupa Y. Tada je naravno
2 < W', a pretpostavka na QW pokazuje da je i Q' < . Dakle, pokrivaci QT i QW' su ekvivalentni,
pa slijedi da je HP(20, F) = HP(Q',F) =0 za p > 0.

Propozicija 4.3.19. Pretpostavimo da je pokrivac*U finigi od pokrivaca . Tada je homomorfizam
O HY (G, F) — H™(U,0; F)
bijektivan za svaki n > 0. Stovise, homomorfizam
Vot HYMU, F) — H™(T, F)
se podudara s prije definiranim homomorfizmom oy .

Dokaz: Primjenom leme 4.3.18. na ¥ = g i Y = Vy nalazimo da je H?(Uy, F) = 0 za svaki
p > 0, pa je po propoziciji 4.3.17. homomorfizam

S HY (U, F) — H"(U,T; F)

bijektivan za svaki n > 0.

Neka je 7: J — I preslikavanje takvo da je V; C U,(;) za svaki j € J. Da dokazemo drugi dio
propozicije 4.3.19. treba pokazati da su za svaki n—kociklus f iz C(U, F) kociklusi /(f) i " (7 f)
kohomologni u C'(U, B; F).

Zasvaki p € Z,, 0 < p <n — 1, definiramo ¢g? € CP"P~1({ G; F) formulom

gdje je p, homomorfizam restrikcije definiran inkluzijom

Uso,...ip, N Vo C Ui,...ip, (o)

7---7.jn—p—1 ----- T(jnfpfl)'

Direktnim rac¢unom (uzevsi u obzir da je f kociklus) provjerava se da vrijedi:

d’ (go) =/"(7f),....,d" (¢") =d (gp’l) oo d (g"’l) = (=1)"/(f).

Odatle je
d(g"—g'+- 4+ (=1)"g"") = (0 f) = ().

Time je dokazano da su " (7f) i //(f) kohomologni.

Propozicija 4.3.20. Pretpostavimo da je pokriva¢ U finiji od pokrivaca M i da je H1(Us, F) =0
za svaki simpleks s od S(I) i za svaki g > 0. Tada je homomorfizam

ogy: H'"(M,F) — H" (U, F)
bijektivan za svakin > 0.
Dokaz: Primijenimo li propoziciju 4.3.17. uz zamjenu uloga 4 i *U, vidimo da je homomorfizam
J P HY (G, F) — H"(M,0; F)

bijektivan za svaki n > 0. Stoga propozicija 4.3.20. slijedi neposredno iz propozicije 4.3.19.
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Teorem 4.3.21. Neka je X topoloski prostor, U = (U;),.; pokrivac od X i F snop na X. Pret-
postavimo da postoji familija (V). , pokrivaca od X koja ima sljedeca svojstva:

(a) Za svaki pokrivac¢ 20 od X postoji o € A takav da je B* < 2.

(b) HU(B2, F) =0 za svaki o € A, svaki simpleks s od S(I) i svaki g > 0.
Tada je homomorfizam oy : H*(M, F) — H™(X,F) bijektivan za svaki n > 0.

Dokaz: Bududi da su pokrivaci 2U* proizvoljno fini, mozemo pretpostaviti da su svi finiji od
. U tom je slucaju prema propoziciji 4.3.20. homomorfizam

ogay : H" (U, F) — H" (T, F)

bijektivan za svaki aw € A i za svaki n > 0. Kako su pokrivaci ¢ proizvoljno fini, grupa H" (X, F)
je induktivni limes grupa H?(0*, F), pa teorem slijedi.



Poglavlje 5
ALGEBARSKE VISESTRUKOSTI

5.1 Noetherini topoloski prostori

Propozicija 5.1.1. Za neprazan topoloski prostor X sljedeca su tri svojstva medusobno ekviva-
lentna:

(a) X nije unija dvaju zatvorenih pravih podskupova.
(b) Svaki neprazan otvoren podskup od X je gust u X.
(¢) Svaki neprazan otvoren podskup od X je povezan.

Dokaz: (a) = (b). Neka je skup U C X otvoren i neprazan. Pretpostavimo da je i skup
V' C X otvoren i neprazan. Tada su X \ U i X \ V zatvoreni pravi podskupovi od X, pa zbog (a)
vrijedi (X \ U)U (X \ V) # X. Uzmemo li komplemente slijedi U NV # (). Dakle, skup U je gust
u X.

(b) = (c). Neka je U C X neprazan otvoren skup. Pretpostavimo da topolosgki prostor U nije
povezan. Tada postoji neprazan otvoren podskup V od U takav da je i njegov komplement U \ V'
neprazan i otvoren. No ako su V' i U \ V otvoreni u topoloskom prostoru U, onda su oni zbog
otvorenosti od U u X otvoreni u u X. No to nije moguée zbog (b).

(¢) = (a). Pretpostavimo da je X = AU B idasu A i B zatvoreni pravi podskupovi od X.
Tadasu U = X\ AiV = X\ B neprazni otvoreni podskupovi od X i vrijedi U NV = {). No tada
otvoren skup U U V nije povezan.

Za topoloski prostor X sa svojstvima iz propozicije 5.1.1. kazemo da je ireducibilan.

Propozicija 5.1.2. (a) Neprazan potprostorY topoloskog prostora X je ireducibilan ako i samo
ako za svaka dva otvorena podskupa U iV od X takva da je UNY # 0 1V NY # () vrijedi
unvny #§0.

(b) Neprazan potprostor Y topoloskog prostora X je ireducibilan ako i samo ako je njegov zat-
varac¢'Y ireducibilan.

(¢) Ako je p : X — X' neprekidno preslikavanje topoloskih prostora i ako je X ireducibilan,
onda je i p(X) ireducibilan.

Dokaz: Tvrdnja (a) neposredna je posljedica relativne topologije prostora Y.
Tvrdnja (b) slijedi iz tvrdnje (a). Naime, otvoren podskup od X sijece Y ako i samo ako on
sije¢e njegov zatvarac Y .

73



74 POGLAVLJE 5. ALGEBARSKE VISESTRUKOSTI

(¢) Neka su U i V otvoreni podskupovi od X’ koji se sijeku sa ¢(X). Prema tvrdnji (a) treba
dokazati da se i njihov presjek U NV sijece sa ¢(X). Medutim, o1 (U) i ¢~ *(V) su neprazni
otvoreni podskupovi od X, a kako je prostor X ireducibilan, vrijedi o1 (U) N ¢~ 1(V) # (. Sada
jo§ samo treba primijetiti da je ¢ (@ (U) N Y (V) CUNV Ne(X).

Jednostavna upotreba Zornove leme pokazuje da je svaki ireducibilan potprostor topoloskog
prostora X sadrzan u maksimalnom ireducibilnom potprostoru od X. Propozicija 5.1.2. pokazuje
da su maksimalni ireducibilni potprostori od X zatvoreni. Oni se zovu ireducibilne komponente
topoloskog prostora X. Kako je jednoclan potprostor ireducibilan, jasno je da je svaki topoloski
prostor unija svojih ireducibilnih komponenata.

Propozicija 5.1.3. Neprazan otvoren podskup U ireducibilnog topoloskog prostora X je i sam
wreducibilan topoloskt prostor.

Dokaz: Neka je V' C U otvoren neprazan podskup od U. Tada je skup V otvoren u X, dakle,
gust u X. No tada je oc¢ito V' gust u U.

Propozicija 5.1.4. Neka je X topoloski prostor i neka su Vi,...,V, njegovi neprazni otvoreni
podskupovi takvi da je X = Vi U---UV,. Da bi prostor X bio ireducibilan nuzno je i dovoljno da
su svi potprostori V; ireducibilni i da je V; \V; # 0 za svaki par indeksa (i, j).

Dokaz: Pretpostavimo da je prostor X ireducibilan. Prema propoziciji 5.1.3. svi su potprostori
V; ireducibilni. Nadalje, prema svojstvu (b) iz propozicije 5.1.1. svi su presjeci V; N V; neprazni.

Pretpostavimo sada da su svi potprostori V; ireducibilni i da su svi presjeci V; N V; neprazni.
Neka su Y i Z zatvoreni podskupovi od X takvidaje X = YUZ. Tada je V; = (V;NY)U(ViNZ) za
svaki i. Zbog ireducibilnosti V; nuzno je ili V; = V;NY ili V; = V;NZ. Dakle, za svakii € {1,...,n}
vrijedi ili V; C Y ili ¥; C Z. Pretpostavimo da su Y i Z pravi podskupovi od X. Tada postoje
indeksi ¢ i j takvi da vrijedi V; € Y i V; € Z. Prema prethodnom tada je, naravno, V; C Z i
V; C Y. Stavimo 7' = V; \ (V; N'V;). Tada je T zatvoren u V; i vrijedi V; = T'U (Z N'V;). Kako
je V; ireducibilan, mora biti ili T = Vj, a to bi znaéilo da je V;NV; =0, ili ZNV; =V}, sto bi
znacilo V; C Z. 1 jedno i drugo je u suprotnosti s pretpostavkama. Ova kontradikcija pokazuje da
nije moguce da i Y i Z budu pravi podskupovi od X. Dakle, prostor X je ireducibilan.

Propozicija 5.1.5. Pretpostavimo da potprostor Y topoloskog prostora X ima samo konacno

mnogo ireducibilinih komponenata i neka su to Y1,..., Y, s tim da je Y; # Y; za i # j. Tada su
zatvaraci Yy, ..., Y, ireducibilne komponente zatvaraca Y i vrijedi Y; #Y; za i # j.
Dokaz: Prema tvrdnji (b) propozicije 5.1.2. zatvaraéi Y,...,Y, su ireducibilni topologki

prostori. Nadalje, vrijedi Y = Y, U---UY,. Neka je Z bilo koja ireducibilna komponenta prostora
Y. Tada je o o
Z=MMnNn2Z)U---UY,NnZz),

pa iz ireducibilnosti Z slijedi da je Y; N Z = Z za neki indeks j, odnosno, da je Z C Y ;. Kako
je 7 ireducibilna komponenta od Y, dakle maksimalan element ireducibilnih podskupova odY,
zakljucujemo da je Z = YJ. Prema tome, svaka je ireducibilna komponenta od Y jednaka nekom
od skupova ?

Za bilo kOJl indeks i Y; je ireducibilan potprostor od Y pa je sadrzan u nekoj njegovoj ire-
ducibilnoj komponenti. No tada je prema prethodnom ili Y; ireducibilna komponenta od Y ili je
Y; C Yj za neki j # 4. U ovom drugom slucaju bi bilo Y; = YNY, CYNY,; =Y, atoje
nemoguce. Prema tome, svaki od skupova Y; je ireducibilna komponenta od Y. N adalje na isti
nacin iz Y; = Y slijedi Y; N'Y;, dakle, i = j.
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Za topoloski prostor X kazemo da je kvazikompaktan ako svaki njegov otvoren pokrivac
ima konacan potpokrivac.

Lako se dokazuje:
Propozicija 5.1.6. Za topoloski prostor X sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Swvaki je otvoren podskup od X kvazikompaktan.
(b) Svaki rastuéi niz otvorenih podskupova od X
UyCU, CU;C-vve
se stabilizira.

(¢) U svakom nepraznom skupu otvorenih podskupova od X barem jedan je ¢lan maksimalan u
tom skupu u odnosu na inkluziju.

(d) Svaki padajuéi niz zatvorenih podskupova od X
FIOFR2F32 -
se stabilizira.

(e) U svakom mepraznom skupu zatvorenih podskupova od X barem jedan je ¢lan minimalan u
tom skupu u odnosu na inkluziju.

Kazemo da je X Noetherin topoloski prostor ako on ima svojstva iz propozicije 5.1.6. Iz
svojstva (a) neposredno slijedi:

Korolar 5.1.7. Noetherin topoloski prostor je kvazikompaktan.
Propozicija 5.1.8. Svaki potprostor Noetherinog topoloskog prostora je Noetherin.
Dokaz: Neka je

padajuci niz zatvorenih podskupova nekog potprostora ¥ Noetherinog topoloskog prostora X.
Tada postoji n € N takav da je G,,, = G,, Ym > n. Odatle slijedi

G,=YNG,=YNG, =G, Ym > n.
Dakle, Y je Noetherin topoloski prostor.

Propozicija 5.1.9. Neka je X topoloski prostor koji je unija svojih potprostora Yi,...,Y,, koji
su svi Noetherini. Tada je i prostor X Noetherin.

Dokaz: Neka je

padajuéi niz zatvorenih podskupova od X. Buduéi da je za svaki i € {1,...,p} prostor Y;
Noetherin, padajuéi niz njegovih zatvorenih podskupova

Flm}/ZQFQﬂ}/ZQFgﬂKQ ......

se stabilizira, tj. postoji n; € N takav da je F,,, NY, = F,, NY, Vm > n,. Tada za
n = max{ny,...,n,} i za m > n vrijedi F,,, NY; = F, NY; za svaki i € {1,...,p}. Kako je
X =Y, U---UY,, slijedi da je F,, = F;,, Ym > n. Dakle, prostor X je Noetherin.



76 POGLAVLJE 5. ALGEBARSKE VISESTRUKOSTI

Propozicija 5.1.10. Neka je X Noetherin topoloski prostor.

(a) X ima konacno mnogo ireducibilnih komponenata, npr. Xy, ..., Xp.
(b) Otvoren podskup U od X je gust u X ako i samo ako je UNX; #0 za svaki j € {1,...,n}.

(¢) Za svaki j € {1,...,n} skup

X]’.:Xj\< Lnj (Xij)>:X\< Lnj XZ)

i=1,i#j i=1,i#j
je otvoren u X, a njihova unija
U,=X/U---UX]

je gust podskup od X. Nadalje, skupovi X1, ..., X, su ireducibilne komponente od U, i ujedno
komponente povezanosti od U,.

Dokaz: (a) Neka je A skup svih kona¢nih unija zatvorenih ireducibilnih podskupova od X; pod-
razumijevamo da je () € A; naime, () je unija praznog skupa zatvorenih ireducibilnih podskupova od
X. Pretpostavimo da X ¢ A. Neka je B skup svih zatvorenih podskupova od X koji ne pripadaju
A. Tada je skup B neprazan, pa zbog Noetherina svojstva u tom skupu postoji barem jedan
minimalan element Y. Tada je Y # () i Y nije ireducibilan. Prema tome, postoje zatvoreni pravi
podskupovi Y7 1 Y5 od Y takvi da je Y = Y] U Y5, Zbog minimalnosti Y slijedi da su Y7, Y5 € A.
No tada je i Y = Y, UYs € A suprotno izboru Y. Ova kontradikcija pokazuje da je X € A, tj.
X je unija kona¢no mnogo zatvorenih ireducibilnih podskupova, npr. X = Z; U---U Z,,. Neka je
sada Y bilo koja ireducibilna komponenta od X. Tada je

Y=YNZ)U--UY NZp).

Skupovi Y N Z; su zatvoreni, pa iz ireducibilnosti Y slijedi da je Y N Z; =Y za neki j, odnosno,
Y C Z;. Zbog maksimalnosti Y u skupu svih ireducibilnih podskupova od X zakljucujemo da

je Y = Z;. Prema tome, maksimalni elementi skupa {Z,...,Z,,} su upravo sve ireducibilne
komponente prostora X. U daljnjem ih oznacavamo sa Xi,...,X,.
(b) i (c¢) Pretpostavljamo, naravno, da u numeraciji Xi, ..., X, ireducibilnih komponenata

nema ponavljanja. To posebno znaci da je

XJ’.:X\< O XZ)

i=1,i%j

neprazan otvoren podskup od X koji je sadrzan u X;. Dakle, vrijedi

X=X\ ( U (Xij)> :
i=1,i#j
Nadalje, X ]’ je, kao neprazan otvoren podskup ireducibilnog prostora X;, gust u Xj.

Ako je U otvoren podskup od X koji je gust u X, onda je njegov presjek sa svakim nepraznim
otvorenim podskupom od X neprazan. Posebno, U N X # 0, 1, posebno, U N X; # (. Obratno,
ako je U otvoren podskup od X koji sijece svaki X, onda je presjek U N X; gust u X;. Tada
zatvara¢ U sadrzi sve ireducibilne komponente X ;, dakle, jednak je X. To upravo znaci da je skup
U gust u X.

Iz dokazanog slijedi da je otvoren skup U, gust u X. Napokon, kako su skupovi X} otvoreni,
ireducibilni i medusobno disjunktni, oni su ireducibilne komponente od U, i, ujedno, komponente
povezanosti od U,.
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Podskup Y topoloskog prostora X je lokalno zatvoren, ako je Y otvoren u njegovu zatvaracu
Y, ili, ekvivalentno, ako je Y presjek jednog zatvorenog i jednog otvorenog podskupa od X. Zbog
ovog drugog opisa jasno je da je presjek dvaju lokalno zatvorenih podskupova i sam lokalno
zatvoren. Konstruktibilan podskup topoloskog prostora X je unija kona¢no mnogo lokalno
zatvorenih podskupova. Komplement lokalno zatvorenog podskupa je unija otvorenog i zatvorenog
podskupa, dakle, to je konstruktibilan skup. Odatle slijedi da je komplement konstruktiblnog
podskupa konstruktibilan podskup. Prema tome, konstruktibilni podskupovi topoloskog prostora
X ¢ine Booleovu podalgebru partitivnog skupa PB(X). Ona je generirana otvorenim podskupovima
od X, a takoder, zatvorenim podskupovima od X.

Propozicija 5.1.11. Neka su X 1Y topoloski prostori v f : X — Y neprekidno preslikavange.
(a) Ako je A lokalno zatvoren podskup od Y, onda je f~1(A) lokalno zatvoren podskup od X.
(b) Ako je A konstruktibilan podskup od Y, onda je f~'(A) konstruktibilan podskup od X.

Dokaz: Tvrdnje slijede iz Cinjenica:
e Ako je F zatvoren podskup od Y, onda je f~!(F) zatvoren podskup od X.
e Ako je U otvoren podskup od Y, onda je f~1(U) otvoren podskup od X.

e Za bilo koje podskupove A i B od Y vrijedi

FFHAUB) = (AU Y(B) i [fHANB)=f(A)nf(B)

Propozicija 5.1.12. Neka je X Noetherin topoloski prostor i neka je Y konstruktibilan podskup
od X. Tada Y sadrZi otvoren gust podskup zatvaraca Y .

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je topoloski potprostor Y ireducibilan. Neka su Lq,..., L,
lokalno zatvoreni podskupovi od X takvidajeY = Ly U---UL,. TadajeY = Ly U---UL,.
Prema tvrdnji (b) propozicije 5.1.2. prostor Y je ireducibilan, pa slijedi da je Y = fj za neki 7.
Nadalje, kako je podskup L; lokalno zatvoren, on je otvoren u svom zatvaracu fj. Dakle, L; je
otvoren gust podskup od Y = L; koji je sadrzan u Y.

Opcenito, prema propoziciji 5.1.8. prostor Y je Noetherin, a prema propoziciji 5.1.10. on ima
kona¢no mnogo ireducibilnih komponenata Y3, ..., Y,,. Sve su te komponente zatvorene u Y, dakle,
one su konstruktibilni podskupovi od X. Prema prvom dijelu dokaza svaki Y; sadrzi gust otvoren
podskup U; zatvaraca Vj. Nadalje, prema propoziciji 5.1.5. Y1, ..., Y, su ireducibilne komponente
od Y. Stoga je U U - -- U U, otvoren gust podskup od Y koji je sadrzan u Y.

Kombinatorna dimenzija nepraznog topoloskog prostora X je najveéi n € Z, (ako takav
postoji) takav da postoje zatvoreni ireducibilni podskupovi Fy, Fi, ..., F, od X takvi da je

Tada pisemo n = dim X. Ako takav n ne postoji piSemo dim X = +o00. Nadalje, stavljamo
dim () = —oo0.
Za tocku r € X stavljamo

dim, X = inf {dim U; U C X otvoren, z € U}.
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Iz definicija se lako dokazuje:
Propozicija 5.1.13. Neka je X topoloski prostor.

(a) Funkcija x — dim, X je odozgo poluneprekidna. Drugim rijecima, {z € X; dim, X > n}
je otvoren podskup od X za svakin € Z..

(b) Vrijedi
dim X = sup {dim, X; z € X}.

(¢) Ako X ima konacno mnogo ireducibilnih komponenata X, ..., X,,, onda je

dim X = max {dim X,...,dim X,,}.
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5.2 Afine algebarske visestrukosti

Neka je r € Z, i V = K" afini prostor dimenzije r nad algebarski zatvorenim poljem
K. Tako to u vecini tvrdnji u ovom poglavlju nije bitno, zbog jednostavnosti, a i zbog toga sto
¢e nam u primjenama samo takva situacija biti vazna, pretpostavljat ¢emo stalno da je K polje
karakteristike 0.

Za bilo koji podskup S C V' i za bilo koji podskup P C K|[T7,...,T,| definiramo
IZ(S)={P e K[T,...,T,]; P(x)=0 Vz € S} i V(P)={zeV; Pl(x)=0 VP € P}.
Ocito je Z(S) ideal u prstenu K|[T3,...,T,|; stovise, taj je ideal radikalan, tj. jednak je svom
radikalu. Pri tome je radikal ideala 7 u komutativnom prstenu R ideal v/Z definiran sa

VI ={a € R; a" € T za neki n € N}.
Bez dokaza navodimo Hilbertov teorem o nulama:
Teorem 5.2.1. (a) Ako je T pravi ideal u K[Ty,...,T,], onda je V(T) # 0.
(b) Za svakiideal T uw KTy, ..., T,] vrijedi Z(V(T)) = VI.
Uoc¢imo neka svojstva preslikavanja Z — V(Z) :
Propozicija 5.2.2. (a) V({0}) =V = K", V(K[T},...,T,]) = 0.
(b) Ako je T C J onda je V(J) C V().
() V(ZNT)=VZ)UV(T).
(d) Za svaku familiju (Iy,),c 4 ideala w K[T', ..., T,.] vrijedi

1% <Zza> = (V(Za).
acA a
Dokaz: Tvrdnje (a) i (b) su evidentne.
(c) Iz (b) slijedi V(Z) CV(ZINJT)iV(I) CVINJT), dakle, V(I)UV(T) C V(I NJT). S
druge strane, zbog 7 - 7 C Z N J imamo i obrnutu inkluziju:

VEINT)CSVIT-T)CSVIT)UV(T).
(d) Neka je Z = > __,Z,. Bududi da je Z, C Z, iz (b) slijedi da je V(Z) C V(Z,) Va € A,

aEA T
dakle, vrijedi V(Z) C (),e4 V(Za). Pretpostavimo da je x € (.4 V(Za). Neka je P € Z. Tada je
P=P +---4+ P, zancke P, € 1,,,..., P, €1, , paslijedi P(z) = Pi(z) +---+ Pp(z) = 0.

Dakle, vrijedi i obrnuta inkluzija (., V(Za) € V(T).

Iz (a), (b) i (d) slijedi da postoji topologija na V' = K" ¢&iji su zatvoreni skupovi upravo
skupovi V(Z), T ideal u K[T1,...,T,]. To je topologija Zariskog na afinom prostoru V = K.
Primijetimo da je Z — V(Z) bijekcija sa skupa svih radikalnih ideala u K[T7, ..., T,] na skup svih
zatvorenih podskupova od V.

Buduéi da je prsten polinoma KT}, ...,T,] Noetherin prsten, svaki ideal Z generiran je s
kona¢no mnogo polinoma Py, ..., P,. Tada je ocito

VIZ)={zeV; Pi(z)=0Vje{l,...,n}}.

Za bilo koji podskup S od V' skup V(Z(S5)) je ocito zatvarac skupa S u prostoru V. Posebno, ako
je X zatvoren podskup od V, onda je X = V(Z(X)).
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Propozicija 5.2.3. Neka je afini prostor V.= K" snabdjeven topologijom Zariskog.
(a) V je Noetherin topoloski prostor.
(b) Jednoclani podskupovi od V' (tj. tocke) su zatvoreni skupovi.

(¢) Zatvoren potprostor X od V' je ireducibilan ako i samo ako je Z(X) prost ideal. Posebno,
prostor V' je ireducibilan.

Dokaz: (a) Neka je
FiOFDF32 -

padajuéi niz zatvorenih podskupova od V. Tada je
I(F) CT(F) CT(Fy) C oo

rastuéi niz ideala u Noetherinom prstenu KI[Ti,...,T,], pa postoji n € N takav da je
I(F,) = Z(F,) Ym > n. No tada je F,, = V(Z(F,,)) = V(Z(F,)) = F, Vm > n. Dakle, niz
(Fy,) se stabilizira i time je dokazano da je topoloski prostor V' Noetherin.

(b) Neka je x = (xy,...,xz,) € V. Tada je

M, =T({z}) = {P € K[T,...,T)]; P(z) =0}

maksimalni ideal u KIT},...,T,] generiran s polinomima 7} — x1,...,7T, — x,. Slijedi da je
{z} = V(M,), dakle, {x} je zatvoren podskup od V.

(c) Pretpostavimo da je zatvoren potprostor X C V ireducibilan i neka su P,Q € K[T1,...,T,]
takvi da je PQ € Z(X). Tada je P(z)Q(xz) = 0 za svaku tocku x € X. Dakle, za svaku tocku
x € X vrijedi ili P(z) =0, dakle, z € X NV(P), ili Q(x) = 0, dakle, x € X NV(Q). To znaci da je

X =(XNVP)U(XnNnVWQ)).

Kako je po pretpostavei X ireducibilan, vrijedi ili X C V(P) ili X C V(Q). No to znadi da vrijedi
ili PeZ(X)ili Q@ € Z(X). Time je dokazano da je ideal Z(X) prost.

Pretpostavimo sada da je X C V zatvoren potprostor takav da je ideal Z(X) prost. Neka je X
unija dvaju zatvorenih podskupova X; i X5 i pretpostavimo da je X; # X. Tada je Z(X;) 2 Z(X),
pa postoji P € Z(X;) takav da P ¢ Z(X). Za svaki @ € Z(X,) umnozak P(Q) se ponistava na
X, odnosno, vrijedi PQ € Z(X). Kako je po pretpostavci ideal Z(X) prost, slijedi Q € Z(X)
VQ € Z(X3). To znaci da je Z(X3) = Z(X), dakle, X = X5. Time je dokazano da je prostor X je
ireducibilan.

Zatvoreni potprostori afinog prostora V = K" zovu se algebarski skupovi. Ako je X C V al-
gebarski skup, relativna topologija na X inducirana topologijom Zariskog na V' zove se topologija
Zariskog na X. Kao $to smo veé¢ spomenuli, polinom P € K[Ti,...,T,] moze se identificirati s
K —znaénom funkcijom z — P(z) na V. Takve funkcije zovemo polinomijalne funkcije na V,
a algebru svih takvih oznacavamo sa K[V]. Za algebarski skup X C V ozna¢imo sa K|[X] alge-
bru svih restrikcija P|X, P € K[V]. Naravno, P — P|X je epimorfizam s jezgrom Z(X). Dakle,
algebra K[X| izomorfna je algebri K[11,...,T,]/Z(X). Ocito vrijedi:

(a) K[X] je K—algebra konacnog tipa, tj. postoji konacan podskup {fi,..., f.} C K[X] takav
daje K[X] = K|f1,..., fr]; drugim rije¢ima, P — P(fi,..., f.) je epimorfizam sa K [T}, ..., T,]
na K[X].

(b) Algebra K[X] je reducirana, tj. 0 je jedini nilpotentni element od K[X].
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K —algebra s ta dva svojstva zove se afina K —algebra. Ako je A afina K —algebra, onda postoji
algebarski podskup X nekog afinog prostora K" takav da je A = K[X]. Neka je A K—algebra
konac¢nog tipa i {fi, ..., f.} konacan skup njezinih generatora. Oznac¢imo sa Z jezgru epimorfizma
P — P(f1,...,fr) sa K[T1,...,T,] na A. Tada je ocito algebra A = KI[T},...,T,]/Z reducirana
ako i samo ako je ideal Z radikalan.

Za algebarski podskup X C V = K" algebru K[X] zovemo afina algebra od X. Sljede¢i nam

je cilj dokazati da su algebarski skup X i njegova topologija Zariskog potpuno odredeni s algebrom
K[X].

Ako je 7 ideal u K[X] stavimo
Vx(Z)={x€ X; f(x)=0VfeZ}.
Ako je Y podskup od X, definiramo ideal Zx(Y') u K[X] ovako:
Ix(Y) ={f e K[X]; f(y)=0Vy eY}.

Za bilo koju afinu K —algebru A oznac¢imo sa Max(A) skup svih maksimalnih ideala u A. Ako
je X algebarski podskup od V' = K", za svaku tocku z € X ideal M, = Zx({z}) u K[X] je
maksimalan; doista, kvocijentna algebra K[X]/M, izomorfna je polju K.

Propozicija 5.2.4. (a) Preslikavanje x — M, je bijekcija sa X na Max(K[X]).
(b) Zaideal T u K[X] i za x € X vrijedi x € Vx(Z) ako i samo ako je T C M.

(¢) T Vx(I) je surjekcija sa skupa svih ideala v K[X] na skup svih zatvorenih podskupova od
X.

Dokaz: Buduéi da je K[X]| =& K[Ty,...,T,]/Z(X), maksimalni ideali u algebri K[X] su u
bijekciji s maksimalnim idealima u KT, ..., T,] koji sadrze Z(X). Ako je M maksimalni ideal u
K[Ty,...,T,], onda postoji tocka x € V' = K" takva da je M = Z({z}). Odatle slijedi tvrdnja (a).
Tvrdnja (b) je ocita. Napokon, tvrdnja (¢) je neposredna posljedica definicije topologije Zariskog
na X.

Time je dokazano da algebra K[X] u potpunosti odreduje topoloski prostor X.

Neka je i dalje X algebarski skup. Za f € K[X] stavimo
Qx(f) ={z e X; f(x) # 0} = X\ Vx(fK[X]).

To su otvoreni podskupovi od X i vrijedi

Qx(fg) = Qx(f) N Qx(g), frg9 € K[X].

Posebno,
Qx(f")=Qx(f), feK[X], neN

Qx(f) zovu se glavni otvoreni podskupovi od X.

Lema 5.2.5. (a) Ako su f,g € K[X] takvi da je Qx(f) C Qx(g), onda postoji n € N takav da
je " € gK[X].

(b) Glavni otvoreni podskupovi od X tvore bazu topologije od X.
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Dokaz: (a) Qx(f) C Qx(g) ako i samo ako je Vx(9K[X]) C Vx(fK[X]), a to je ispunjeno
ako i samo ako je \/fK[X] C v/gK[X]. No to upravo znaéi da je f* € gK[X] za neki n € N.

Tvrdnja (b) ekvivalentna je tvrdnji da je svaki zatvoren podskup od X presjek skupova oblika
Vx(fK[X]), a to je oc¢ito iz definicije topologije Zariskog.

Neka je i dalje X algebarski podskup od V' = K". Neka je z € X. Za K—zna¢nu funkciju
f definiranu na okolini U tocke x kazemo da je regularna u tocki z, ako postoje funkcije
g,h € K[X] i otvorena okolina V' C U N Qx(h) totke z takve da je f(y) = g(y)h(y)~* Vy € V.
Ako je U neprazan otvoren podskup od X, kazemo da je f : U — K regularna funkcija na U,
ako je ona regularna u svakoj tocki iz U. Oznac¢imo sa Ox (U) K —algebru regularnih funkcija na U.
Ako su U C V neprazni otvoreni podskupovi od X, restrikcija sa V' na U definira homomorfizam
ot Ox(V) — Ox(U). O¢ito je (OX(U),pg) predsnop na X sa svojstvima iz propozicija 4.1.1.
i 4.1.2. Dakle, za snopizaciju F(X) tog predsnopa i za svaki otvoren podskup U C X prirodno
definiran homomorfizam ¢y : Ox(U) — T'(U, F(X)) je izomorfizam. Vlat tog snopa nad tockom
x € X oznacavat ¢emo sa Ox ;. To je induktivni limes K —algebri Ox(U) po otvorenim okolinama
U od z, tj. to je upravo K —algebra klica funkcija regularnih u tocki z. Primijetimo da je Ox
lokalni prsten: njegov jedini maksimalni ideal sastoji se od klica funkcija regularnih u tocki x koje
se poniStavaju u tocki x.

Afina algebarska viSestrukost je algebarski skup X s definiranim snopom F(X), odnosno,
s K—algebrom Ox (U) regularnih funkcija za svaki neprazan otvoren skup U C X. U tom slucaju
prirodno je definiran homomorfizam K —algebri px : K[X] — Ox(X). Umjesto afina algebarska
viSestrukost govorit ¢emo afina viSestrukost.

Teorem 5.2.6. px je izomorfizam.

Dokaz: Preslikavanje ¢ je oc¢ito injektivno. Treba dokazati surjektivnost. Neka je f € Ox(X).
Za svaku tocku z € X tada postoji otvorena okolina U, tocke x i funkcije g, h, € K[X] takve da
se h, ne ponistava nigdje na U, i da vrijedi f(y) = ¢.(y)h(y)~! za svaku tocku y € U,. Prema
tvrdnji (b) leme 5.2.5. mozemo pretpostaviti da je U, = Qx(a,) za neku funkciju a, € K[X]. Tada
je Qx(a;) C Qx(h,), pa po tvrdnji (a) leme 5.2.5. postoje k, € K[X]in, € N takvi da je

Nxe __
a,” = hyk,.

Prema tome, restrikcija funkcije f na U, jednaka je gk, (™) ™" . Buduéi da je Qx (az) = Qx ("),
vidimo da mozemo pretpostaviti da je h, = a,.

Bududi da je prostor X kvazikompaktan, postoji konaéno mnogo funkcija hyq, ..., hy € K[X],
takvih da je X = Qx(hy) U--- U Qx(hy), 1 funkcije ¢1,...,9s € K[X], takve da je za svaki
j€{1,...,s} restrikcija f|Q2x(h;) jednaka gjhj_l. Posebno, vrijedi

g Qx (he) N Qx () = g;hi HQx (hi) N Qx(hy) Vi, je{1,...,s}.
Nadalje, umnozak h;h; is¢ezava izvan skupa Qx(h;) N Q(h;). To pokazuje da je
hzhj(gzhj—g]hz):O VZ,j € {1,...,8},
£,
glhlh? :h?hjg] VZ,j S {1,,8}
Bududi da skupovi Qx (h;) = Qx (h?) pokrivaju X, ideal u K[X|] generiran sa h?, ..., h? jednak je
¢itavoj algebri K [X]. Posebno, postoje funkcije by, ..., bs € K[X] takve da je

i bih? = 1.
=1
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Neka je € Qx(h;). Tada imamo

Z bi(z)gi(x)hi(z) = h;‘(95)_2 Z bi(z)gi(z)hi(z)h; (@2 =

= hj(z)~* Z bi(x)hi(x)*h;(x)g;(x) = hj(z)"*h;(2)g;(x) = f(x).

Buduéi da skupovi Qx (h;) pokrivaju X, slijedi da je

f=ex <Z bigihi> :
i—1

Time je dokazana i surjektivnost.

Neka su X i Y afine viSestrukosti i neka je ¢ : X — Y neprekidno preslikavanje. Za otvoren
podskup V' C Y, skup ¢ 1(V) je otvoren podskup od X. Za funkciju f : V — K definiramo
funkciju ¢*f : (V) — K sa

(" f)@) = fle(x)), =z (V).

Kazemo da je ¢ morfizam afinih visestrukosti ako je ¢* (Oy(V)) C Ox (¢ 1 (V)) za svaki
otvoren skup V' C Y. Posebno, imamo unitalni homomorfizam ¢* : Oy(Y) — Ox(X), dakle,
prema teoremu 5.2.6. unitalni homomorfizam ¢* : K[Y] — K[X]. Obratno, pretpostavimo da je
zadan unitalni homomorfizam v : K[Y] — K[X]. Svaka tocka z € X (odnosno, y € Y) prema
prijasnjim razmatranjima moze se identificirati s maksimalnim idealom M, (odnosno, M,) svih
funkcija iz K[X]| (odnosno, K[Y]) koje se ponistavaju u tocki x (odnosno, u tocki y). Nadalje, ideal
M, (odnosno, M,) potpuno je odreden s unitalnim homomorfizmom ¢, : K[X]| — K (odnosno,
gy ¢ K[Y] — K) s jezgrom M, (odnosno, M,). Tako dolazimo do neprekidnog preslikavanja
YT : X — Y. Ono je definirano sa

€2 0Y = Eyt(a)s r e X.

Tada je " morfizam afinih visestrukosti takav da je (¢7)" = 1. Obratno, za morfizam afinih
visestrukosti ¢ : X — Y dobiva se da je (¢*)" = . Ocito je (10 pg)" = @5 o pti (1P othy)" =
= 15 o 1], Posebno, morfizam afinih vigestrukosti ¢ : X — Y je izomorfizam ako i samo ako je
¢* : K[Y] — K|[X] izomorfizam algebri. Na taj nacin skicirali smo dokaz teorema:

Teorem 5.2.7. Pridruzivanja X — K[X]| i ¢ — ¢* predstavljaju kontravarijantnu ekvivalenciju
kategorije afinih visestrukosti na kategoriju unitalnih afinih K—algebrr.

Neka su sada X i Y dvije afine visestrukosti (nad istim poljem K). Produkt X i Y uredena
trojka (Z,p,q), gdje je Z afina visestrukost ip: Z — X i ¢ : Z — Y su morfizmi i ispunjeno je
sljede¢e univerzalno svojstvo:

Ako je (Z',p', q') uredena trojka, pri cemu je Z' afina visestrukostip' : 7' — X iq : 7' =Y
su morfizmi, onda postoji jedinstven morfizam r : Z' — Z takav da je p' =poriq =qor.

Kao i obicno, lako se dokazuje da je produkt jedinstven ako postoji. Taj jedinstven produkt
oznacavat ¢emo sa X X Y. Egzistenciju ¢emo dokazati preko uske veze afinih visestrukosti i pri-
padnih afinih algebri. Ako definiciju pomocu teorema 5.2.7. prebacimo na jezik homomorfizama
algebri, vidimo da ¢e upravo biti K[Z] = K[X]| ®k K[Y]. Stoga egzistenciju dobivamo iz sljedece
leme:
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Lema 5.2.8. Neka su A i B afine K—algebre. Tada je 1 ARk B afina K—algebra. Ako su A i B
integralne domene, onda je i A ®g B integralna domena.

Dokaz: Neka je

n

Zal®bz

i=1
nilpotentni element od A ® B. Mozemo pretpostaviti da su by, ..., b, linearno nezavisni nad K.
Za bilo koji unitalni homomorfizam h : A — K je h ® idg unitalni homomorfizam sa A @k B u

B. Prema tome,
i=1

je nilpotentan element od B, dakle, zbog pretpostavke o reduciranosti, jednak je nuli. Zbog linearne
nezavisnosti by, ..., b, slijedi da je h(a;) = 0 za svaki i. No to vrijedi za svaki unitalni homomor-
fizam h : A — K, pa slijedi da aq, ..., a, leze u svim maksimalnim idealima u A. Medutim, A se
moze identificirati sa K[T1,...,T,|/Z za neki r € Z, i neki radikalan ideal Z, pa slijedi da su svi
a; jednaki 0. Dakle, 0 je jedini nilpotentni element u A ® B.

[zostavljamo dokaz druge tvrdnje. Taj je dokaz slican dokazu prve tvrdnje, ali neSto slozeniji.

Prema tome, vrijedi:
Teorem 5.2.9. Neka su X i Y afine visestrukosti (nad istim poljem K).
(a) Produkt X xY u kategoriji afinih visestrukosti postoji i jedinstven je do na izomorfizam.
(b) Ako su visestrukosti X 1Y ireducibilne, onda je i visestrukost X x Y ireducibilna.

X x Y se kao skup moze identificirati s Kartezijevim produktom skupova X i Y. Doista, neka
je (Z,p,q) produkt afinih visestrukosti X i Y i neka je X x Y Kartezijev produkt skupova X i Y.
Za svaku tocku y € Y definiramo morfizme p, : X — X igq,: X — Y sa

py(x) =z, Qy(x) =Y, Ve € X.

Prema univerzalnom svojstvu za svaku tocku y € Y postoji jedinstven morfizam r, : X — Z
takav da je p, =por,igq, = qor, Sada definiramo preslikavanje

f: X XY —Z flz,y) =ry(z), (z,y)e X xY.

Jednostavno je dokazati injektivnost. Naime, f(z,y) = f(2/,v’) znaci da je ry(x) = ry(2), pa
slijedi
/

z = py(x) = p(ry(z)) = p(ry(z') = py(z') = 2

y = ay(x) = q(ry(x)) = q(ry () = gy () =¥/

Umjesto dokaza surjektivnosti skicirat ¢emo konstrukciju, koja ujedno daje drugi dokaz egzis-
tencije produkta u kategoriji afinih visestrukosti. Uzmimo da je X algebarski (tj. Zariski zatvoren)
podskup od K" ida je Y algebarski podskup od K*. Neka su Z(X) i Z(Y') pripadni radikalni ideali
u algebrama K[Ti,...,T,] i K[Ry,..., R :

I(X)={PeKI[T,...,T,); P(zx)=0Vz e X},
I(Y)={Q € K[Ry,...,R.]; Q(y) =0y e Y}
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Neka je Z ideal u K[T4,...,T,, Ry, ..., Rs] generiran sa Z(X) UZ(Y). Tada je ocito
X xY =V(I),

dakle, X x Y je algebarski podskup od K™%, Pokazuje se da je uz dvije projekcije p; : X x Y i
pe: X XY — Y uredena trojka (X X Y, py, pe) produkt od X iY.

Primijetimo, medutim, da je opéenito topologija Zariskog visestrukosti X x Y finija od pro-
duktne topologije dviju topologija Zariskog. Stovise, ta je topologija striktno finija osim u slu¢aju
kad je jedan od skupova X i Y konacan.

Za polje K (algebarski zatvoreno i karakteristike 0) K —prstenovan prostor je topoloski
prostor X zajedno s predsnopom ((QX(U), pg) , pri ¢emu je za svaki otvoren skup U C X Ox(U)
unitalna podalgebra algebre neprekidnih funkcija U — K iza U C V je py; : Ox(V) — Ox(U)
homomorfizam restrikcije i vrijedi:

Ako je (Uy) e a familija otvorenih podskupova od X i U je ngihova unija i ako je za svaki
a € A zadana funkcija p, € Ox(Uy,), @ to tako da je

fa|UaﬂUg:fﬁ|UaﬂUg Va, 5 € A,
onda postoji f € Ox(U) takva da je flU, = fo Yo € A.

Primijetimo da je afina visestrukost K —prstenovan prostor.

Ako su (X,0x) i Y,0Oy) K—prstenovani prostori, morfizam prostora (X,Ox) u prostor
(Y, Oy) je neprekidno preslikavanje ¢ : X — Y takvo da je za svaki otvoren podskup U C Y
i za svaku funkciju f € Oy (U) komporzicija o*(f) = f o ¢ funkcija iz Ox (¢ ' (U)). Izomor-
fizam je homeomorfizam ¢ : X — Y takav da sui ¢ i ¢~ morfizmi. Prosirujemo sada defini-
ciju afine visestrukosti na nac¢in da tako zovemo svaki K —prstenovani prostor koji je izomorfan
afinoj visestrukosti. Uz takvo proSirenje afine visestrukosti ¢ine punu potkategoriju kategorije
K —prstenovanih prostora.

Ako je (X, Ox) K—prstenovan prostor i Y C X je podskup, onda na topoloskom prostoru Y
definiramo strukturu K —prstenovanog prostora (Y, Ox|Y") tako da za svaki otvoren podskup U
od Y definiramo (Ox|Y)(U) kao K —algebru svih funkcija f : U — K takvih da postoji familija
(Ua) ye 4 otvorenih podskupova od X ¢ija unija sadrzi U i funkcije f, € Ox(Us,), o € A, takve da
je

flUNU, = fu|lUNU, Va € A.
Posebno, ako je U otvoren podskup od X, onda se lako vidi da je (Ox|U)(V) = Ox (V) za svaki
otvoren podskup V od U.

Propozicija 5.2.10. Neka je X afina visestrukost i f € Ox(X). Tada je
X = {r€X; f(x) 40}
afini otvoren podskup od X, tj. (X, Ox|Xy) je afina visestrukost.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je X algebarski podskup od K". Definiramo algebarski pod-
skup Y od K™ ovako:

Y ={(z,2n041) € K™ 2 € X, 1 — f(2)xn41 = 0}

Tada je ocito preslikavanje sa X; uY definirano sa z +— (x, f(2)™!) izomorfizam K —prstenovanih
prostora, kome je invers projekcija (z, z,4+1) — x sa Y na X;. Dakle, X; je afina viSestrukost.
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5.3 Algebarske viSestrukosti

Neka je X K —pstenovan prostor. Afini otvoren podskup od X je otvoren podskup U C X
takav da je (U,Ox|U) afina visestrukost. PredviSestrukost (nad poljem K) je K—prstenovan
prostor (X, Ox) takav da je topoloski prostor X kvazikompaktan i da ima (konacan) pokrivac
sastavljen od afinih otvorenih podskupova. Kategorija predviSestrukosti je puna potkategorija
kategorije K —prstenovanih prostora. Ocito vrijedi:

Propozicija 5.3.1. Neka je (X, Ox) predvisestrukost.
(a) X je Noetherin topoloski prostor.

(b) Ako je prostor X ireducibilan i ako je U afini otvoren podskup od X, onda je prostor U
ireducibilan.

Ukoliko je jasno kako je definiran snop Oy, obitno ¢emo sam topoloski prostor X zvati
predvisestrukost.

Pojam produkta u kategoriji predvisestrukosti definira se analogno kao i produkt u kategoriji
afinih algebarskih visestrukosti.

Propozicija 5.3.2. Produkt dviju predvisestrukosti postoji i jedinstven je do na izomorfizam.

Skica dokaza: Neka su X i Y predvisestrukosti. Tada postoje konacni pokrivac¢i afinim
otvorenim podskupovima {Uy,...,U,} od X i {Vi,...,V,} od Y. Kao skup za produkt predvise-
strukosti uzimamo Kartezijev produkt X xY. On je pokriven skupovima U; x V;. Na tim skupovima
imamo strukture afinih visestrukosti. Za skup U C X xY kazemo da je otvoren ako je UN(U; x V)
otvoren u U; x V; za svaki par (i, 7). Time je definirana topologija na X x Y. Neka je z tocka iz
X x Y. Tada je z € U; x V; za neki par (7, j). Kazemo da je K—znacna funkcija f, definirana na
otvorenoj okolini U tocke z regularna u tocki z, ako je njena restrikcija f|U N (U; x V) regularna u
tocki z u odnosu na strukturu afine visestrukosti U; x V;. Pokazuje se da je time dobro definirana
struktura K —prstenovanog prostora X x Y i da je svaki od skupova U; x V; afini otvoreni pod-
skup. Univerzalno svojstvo dokazuje se svodenjem na univerzalna svojstva za produkte U; x V.
Jedinstvenost do na izomorfizam je standardna posljedica univerzalnog svojstva.

Za predvisestrukost X oznacimo sa Ay dijagonalu produkta X x X, tj.
Ax ={(z,2); = € X},

i neka je ¢ : X — Ax bijekcija definirana sa t(z) = (z, z). Ako je X afina visestrukost onda je Ay
zatvoren podskup od X x X. Doista, lako se vidi da vrijedi

Ax =Vxxx(Z), gdjeje I =Ker(K[X x X]=K[X]|®x K[X]— K[X]),

a homomorfizam K[X|®y K[X] — K[X] je definiran mnozenjem. Ideal Z generiran je elementima
oblika f®1—-1® f, f € K[X]. Buduéi da je ocito K[X x X|/Z = K|[X], u ovom slucaju je
t: X — Ay homeomorfizam.

Pokrijemo li za proizvoljnu predvisestrukost X dijagonalu Ax s otvorenim podskupovima od
X x X oblika U x U, gdje su U afini otvoreni podskupovi od X, slijedi:

Lema 5.3.3. Preslikavanje v : X — Ax je homeomorfizam za svaku predvisestrukost X.
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Algebarska viSestrukost je predvisestrukost X za koju je Ax zatvoren podskup produkta
X x X. Taj se zahtjev zove aksiom separacije. Taj naziv dolazi iz ¢injenice da je topoloski pros-
tor X Hausdorffov ako i samo je dijagonala Ay zatvoren podskup od X x X uz topologiju pro-
dukta u kategoriji topoloskih prostora. Prema prethodnoj diskusiji vidimo da su afine visestrukosti
stvarno algebarske visestrukosti. U daljnjem ¢emo umjesto ”algebarska visestrukost” govoriti
kratko visestrukost. Kategorija visestrukosti je puna potkategorija kategorije predvisestrukosti,
dakle, puna potkategorija kategorije K —prstenovanih prostora. Drugim rijecima, ako su X i Y
viSestrukosti onda je preslikavanje ¢ : X — Y morfizam viSestrukosti ako i samo ako je
ono neprekidno i za svaki otvoren podskup U C Y i za svaku funkciju f € Oy (U) kompozicija
() = f o je funkeija iz Ox (91 (1))

Iz ¢injenice da je svaka visestrukost pokrivena s kona¢no mnogo afinih otvorenih podskupova
neposredno slijedi:

Propozicija 5.3.4. Ako su X @ Y wisestrukosti, onda je njihov produkt X x Y wu kategoriji
predvisestrukosti visestrukost.

Propozicija 5.3.5. Neka je X wisestrukost i Y predvisestrukost (nad istim poljem K).

(a) Ako je ¢ 1 Y — X morfizam predvisestrukosti, onda je njegov graf

D(p) ={(y,¢v); ye Y}

zatvoren u produktu Y x X.

(b) Ako su @,v Y — X morfizmi predvisestrukosti koji se podudaraju na gustom podskupu od
Y, onda je ¢ = 1.

Dokaz: (a) Promatramo neprekidno preslikavanje

YXX—)XXXa (y,x)'—>(<p(y),x), (y,l‘)EYXX.

Tada je I'(p) totalni invers dijagonale Ay pri tom neprekidnom preslikavanju, dakle, zatvoren je.
Za dokaz tvrdnje (b) analogno se pokazuje da je skup {y € Y; ¢(y) = ¥(y)} zatvoren u Y.

Propozicija 5.3.6. Predvisestrukost X je visestrukost ako i samo ako je za svaku predvisestrukost
Y @ za svaki par morfizama f,g:Y — X skup

veY; fly) =9}

zatvoren u Y.

Dokaz: Ako je X viSestrukost, u dokazu propozicije 5.3.5. ustanovili smo da je taj skup
zatvoren u Y. Obratno, pretpostavimo da je taj skup zatvoren za svaki par morfizama f,g: Y — X
i za svaku predviSestrukost Y. Stavimo Y = X x X, a za f i g uzmemo projekcije X x X — X na
prvi i na drugi faktor, tj. f(x1,22) = 21 1 g(x1,22) = x5. Tada su f i g morfizmi predvisestrukosti
1 vrijedi

{yeY; fly) =9} ={(z1,22) € X x X 21 = 25} = Ay,

dakle, dijagonala Ax je zatvoren podskup od X x X.

Druga tvrdnja sljedece propozicije daje nam koristan kriterij da bi predvisestrukost bila vise-
strukost.
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Propozicija 5.3.7. (a) Neka je X visestrukost i neka su U iV afini otvoreni podskupovi od X.
Tada je i presjek U NV afini otvoren podskup od X 1 skup

{HlUNV; feOx(U)u{glUnV; g e Ox(V)}
generira algebru Ox (U NV).

(b) Neka je X predvisestrukost i {Uy,...,U,} njen pokrivac afinim otvorenim podskupovima.
Tada je X visestrukost ako i samo ako je za svaki par indeksa (i,j) presjek U; NU; afini
otvoren podskup od X i skup

{fIU:NU;; feOx(U)}tU{gllinUy;; g€ Ox(Uj)}
generira algebru Ox (U; N U;).

Dokaz: (a) Skup Ax N (U x V) je zatvoren podskup od U x V. Sada ¢ : X — Ay inducira
izomorfizam K —prstenovanih prostora U NV =2 Ax N (U x V). Prema tome, skup U NV je afini
otvoren podskup od X, a regularne funkcije na Ay N (U x V) su restrikcije regularnih funkcija
na U x V, odnosno funkcija iz K[U] ®x K[V]. Druga tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je algebra
K[U] ®k K[V] generirana sa K[U]® 1U1® K[V].

(b) Nuznost uvjeta posljedica je tvrdnje (a). Ako je uvjet zadovoljen, za svaki par indeksa (i, j)
presjek Ay N(U; x U;) je afina visestrukost i njena je algebra regularnih funkcija kvocijent algebre
Oxxx(U; x U;). Odatle slijedi da je presjek Ax N (U; x U;) zatvoren u produktu U; x U;. No kako
produkti U; x U; ¢ine konacan otvoren pokriva¢ od X x X, dijagonala Ax je zatvorena u X x X.

Ne samo da su afine viSestrukosti visestrukosti nego vrijedi i mnogo vise:

Propozicija 5.3.8. Ako je X predvisestrukost takva da za svake dvije tocke x1,x9 € X postoji
afini otvoren podskup U C X takav da su x1,x9 € U onda je X visestrukost.

Dokaz: Neka je Y predvisestrukost i f,¢ : Y — X morfizmi. Stavimo Z = {y € Y; f(y) =
g(y)}. Zay € Y\ Z stavimo x; = f(y) i z2 = g(y) i neka je U afini otvoren podskup koji sadrzi
71 1@y Tada je V = f~1(U) N g 1 (U) otvoren podskup od Y koji sadrzi tocku y. Morfizmi f i g
preslikavaju V' u afinu visestrukost U. Mozemo pretpostaviti da je U afina podvisestrukost od K"
za neki r. Sada slijedi da je

ZNV ={z€eV; f(z) —g(z) = 0}

zatvoren podskup od V. Njegov je komplement Z\ V u V otvoren u V, dakle, otvoren u Y. Sada je
ye Z\Vi(Z\V)nZ =10. To pokazuje da je Y\ Z otvoren podskup od Y, dakle, Z je zatvoren
podskup od Y. Sada propozicija 5.3.6. pokazuje da je X visestrukost.
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5.4 Projektivne visestrukosti

Za r € Zy ozna¢imo sa P"(K) r—dimenzionalni projektivni prostor nad K, tj. skup svih
jednodimenzionalnih potprostora od K"*!. Taj se skup identificira s kvocijentnim skupom od
K™\ {0} u odnosu na relaciju ekvivalencije

(Axg, ..., Axy) =~ (zo, .., Tr), A€ K\ {0}

Definirat ¢emo sada topologiju (Zariskog) na P"(K), a zatim i strukturu K —prstenovanog prostora
na P"(K) uz koju ¢e P"(K) postati viSestrukost. Njene ¢e se zatvorene podvisetrukosti zvati
projektivne visestrukosti.

Neka je f € K[Xy,...,X,] homogen polinom nekog stupnja k. Tada f doduse ne definira
funkciju na P"(K) osim u trivijalnom sluc¢aju k = 0, ali zbog relacije

f\zo, ..., z) = Nof(zo, ..., 2,)

vidimo da je skup nultocaka od f u K™\ {0} unija klasa ekvivalencije iz P"(K), dakle, definira
podskup od P"(K). Stovise, skup zajednickih nultoéaka bilo kojeg skupa homogenih polinoma
definira podskup od P"(K). Svaki se takav podskup zove algebarski podskup od P"(K). Kako je
prsten K[Xy, ..., x,] Noetherin, jasno je da je svaki algebarski podskup od P"(K) skup zajednickih
nultocaka kona¢no mnogo homogenih polinoma. Kao i u slucaju afinog prostora K" vrijedi:

(a) P"(K) i su algebarski podskupovi od P"(K).

(b) Ako su Fi,..., F, algebarski podskupovi od P"(K), onda je i njihova unija Fy U --- U F,
algebarski podskup od P"(K).

(c) Ako je (Fi);c; bilo koja familija algebarskih podskupova od P"(K), onda je i njihov presjek
ﬂie[ Fz algebarski podskup od PT(K),

Prema tome, postoji jedinstvena topologija na P"(K) u odnosu na koju je podskup F' C P"(K)
zatvoren ako i samo ako je F' algebarski podskup od P"(K). Ta se topologija zove topologija
Zariskog na projektivnom prostoru P"(K).

Sada ¢emo za svaki k € Z definirati snop O(k) na P"(K). Neka je

7 K™\ {0} — P"(K)

kvocijentno preslikavanje. Ako je podskup U C P"(K) otvoren, onda je ocito m !(U) Zariski
otvoren u K™\ {0} i to je komplement skupa zajednickih nulto¢aka konaéno mnogo homogenih
polinoma. Za k € Z definiramo O(k)(U) kao prostor regularnih funkcija na 7=*(U) koje su homo-
gene stupnja k. Ocito je O(k) snop K—vektorskih prostora na P"(K). Nadalje, za f € O(5)(U) i
g€ O(k)(U) je fg € O + k)(U). To znaci da je P, O(k) snop graduiranih algebri na P"(K).
Nadalje, O(0) je snop K —algebri i svaki O(k) je snop O(k)—modula.

Primijetimo da je za otvoren skup U C P7(K) regularna funkcija na 7—!(U), koja je ho-
mogena stupnja 0, konstantna na klasama ekvivalencije (na pravcima), dakle, odreduje dobro
definiranu funkciju na U. Dakle, O(0) se moze shvacati kao snop K —algebri neprekidnih funkcija
na P"(K). Na projektivnom prostoru P"(K) definiramo strukturu K —prstenovanog prostora tako
da za strukturni snop uzmemo Oprxy = O(0).

U ovom odjeljku oznacavat ¢emo sa U; otvoren podskup od P"(K) koji je komplement skupa
nultocaka ¢—te koordinatne funkcije z;, ¢ = 0, ..., r. Definiramo preslikavanje ¢; : U; — K" tako
da stavimo ¢; o ™ = vy, gdje je ¥ : m1(U;) — K" definirano sa

Zo Ti—1 Lit1 X
’l/}i(.fll'o,...,l'T):(—..., . y . g —T>

) )

Preslikavanje ; je dobro definirano jer su koordinatne funkcije od v; homogene stupnja 0.



90 POGLAVLJE 5. ALGEBARSKE VISESTRUKOSTI

Propozicija 5.4.1. Preslikavanje p; : U; — K" je izomorfizam K —prstenovanih prostora.

Dokaz: Mozemo uzeti da je i = 0. Ocito je g : Uy — K" bijekcija s inversom

oo (w1, x) =7(1,2,...,2,).

Da bismo dokazali da je pg homeomorfizam, dokazat ¢emo da je podskup od F' C U, zatvoren
u Uy ako i samo ako je ¢o(F') zatvoren podskup od K.

Svaki je zatvoren podskup od Uy unija konaéno mnogo skupova oblika Uy N Z(p), gdje je
Z(p) C P"(K) skup nultocaka homogenog polinoma p. Ako je zg # 0, imamo

T Ty
p(zo, x1,...,2,) =0 — p(l,—,...,—):

Medutim, funkcija (zg, z1, ..., x,) — p(1, 21/, ...,z /To) je polinom komponiran s preslikavan-
jem 1. To pokazuje da je wo(Uy N Z(p)) zatvoren podskup od K”. Slijedi da je za svaki zatvoren
podskup F' od Uy njegova slika po(F') zatvoren podskup od K.

Zatvoreni podskupovi od K" su presjeci skupova nultocaka kona¢no mnogo polinoma. Neka
je ¢ € K[Xy,...,X,] polinom stupnja k. Definiramo polinom p € K[Xy, Xi,...,X,] tako da je
pripadna funkcija sa K"*! u K dana sa

x x

k 1 r r+1

p(To, @1, x) =20q | —yo o, — |, (xo, @1, ..., x.) € K™
Zo iy

Iz definicije je jasno da je p homogen polinom stupnja k i da su nultocke od p upravo one tocke
koje ¢q preslikava u nultocke od ¢. Prema tome, totalni invers u odnosu na ¢, zatvorenog skupa
u K" je zatvoren skup u U.

Time je dokazano da je g : Uy — K" homeomorfizam.

Treba jos dokazati da ¢y inducira izomorfizam medu snopovima, odnosno, izomorfizam medu
strukturama K —prstenovanih prostora na Uy i na K. Drugim rije¢ima, treba dokazati da je za
svaki otvoren podskup W C K" preslikavanje g — goyq izomorfizam algebre regularnih funkcija na
W na algebru homogenih regularnih funkcija na ¢, ' (W). Preslikavanje vy = poor : 7~ H(Up) — K"

dano je sa
T i
@Z)Q(ZL‘Q,JH,...,I’,«):(— ,—T)

Ty’ Zo
Veé smo spomenuli da su koordinatne funkcije od 1 regularne na 7—1(Up) i homogene stupnja 0.

Odatle slijedi da je g — ¢ o ¢ unitalni homomorfizam K —algebri sa O(W) u algebru regularnih
homogenih funkcija na ;' (W). To je izomorfizam, jer se direktno provjerava da je

f— 7, flxy,...,x.) = f(1,21,...,2,.),
i lijevi i desni invers od g — g o .
Propozicija 5.4.2. K—prstenovani prostor P"(K) je visestrukost.

Dokaz: {Uy, Uy, ...,U,.} je otvoren pokriva¢ od P"(K), a prema propoziciji 5.4.1. svaki U; je
kao K —prstenovani prostor izomorfan sa K", dakle, svaki U; je afini otvoren podskup od P"(K).
Dakle, P,(K) je predvisestrukost. Nadalje, za bilo koje dvije tocke p,q € P"(K) o¢ito mozemo
izabrati koordinatni sustav u K"*! tako da neki od skupova U; sadrzi i p i ¢. Drugim rijec¢ima,
svake dvije tocke sadrzane su u nekom afinom otvorenom podskupu od P"(K). Sada tvrdnja slijedi
iz propozicije 5.3.8.
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Projektivna viSestrukost je visestrukost koja je izomorfna podvisestrukosti od P"(K) za
neki r € Z, . Kvaziprojektivna viSestrukost je visestrukost koja je izomorfna otvorenom pod-
skupu projektivne visestrukosti.

Afini prostor K" izomorfan je otvorenom podskupu od P"(K). Dakle, K" je kvaziprojek-
tivna visestrukost. Nadalje, oc¢ito je svaka podvisestrukost kvaziprojektivne visestrukosti i sama
kvaziprojektivna visestrukost. Prema tome, svaka je afina viSestrukost kvaziprojektivna.

Istaknimo jos i jedno vazno svojstvo snopova O(0)—modula O(k) :

Propozicija 5.4.3. Za j, k € Z mnoZenje definira izomorfizam
O(j) ®o() O(k) — O(j + k).

Dokaz: Preslikavanje inducirano mnozenjem f® g — fg je o¢ito morfizam snopova O(0)—mo-
dula sa O(j) ®o) O(k) u O(j + k). Treba dokazati da je taj morfizam izomorfizam. Medutim,
morfizam snopova je izomorfizam ako i samo ako je on lokalno izomorfizam. Dakle, dovoljno je
dokazati da je to izomorfizam na U; za svaki i. Medutim, O(j)|U; (odnosno, O(k)|U;, O(j + k)|U;)
je slobodan O(0)—modul ranga 1 s generatorom z? (odnosno, z¥, 27*). Buduéi da preslikavanje
inducirano mnozenjem prevodi xf ® ¥ u x{ e tvrdnja slijedi.

Napomenimo, da se snop G F—modula na topoloskom prostoru X, gdje je F snop K —algebri
na X, zove invertibilan ako postoji snop F—modula H takav da je G ®H = F. Tada se za snop
H, koji je takoder invertibilan, kaze da je invers snopa G. Naravno, klase izomorfnih invertibilnih
F—modula ¢ine komutativnu grupu u kojoj je jedinica klasa od F.

Propozicija 5.4.3. ima kao neposrednu posljedicu:

Korolar 5.4.4. Za svaki k € Z snop O(k) na P"(K) je invertibilan i O(—k) je njegov invers.

Kazemo da je visestrukost X potpuna ako je za svaku visestrukost Y projekcija X xY — Y
zatvoreno preslikavanje, tj. projekcija na Y svakog zatvorenog podskupa od X X Y je zatvoren
podskup od Y. To opéenito nije tako. Npr. {(z,y) € K x K; xzy = 1} je o¢ito zatvoren podskup
od K x K = K? ali njegova projekcija na drugu koordinatu je K \ {0}, a to o¢ito nije zatvoren
podskup od K. Dakle, afini prostor K = K! nije potpuna visestrukost.

Propozicija 5.4.5. (a) Zatvorena podvisestrukost potpune visestrukosti je potpuna visestrukost.
(b) Produkt dvije potpune visestrukosti je potpuna visestrukost.

(¢) Neka je X potpuna visestrukost i neka je p : X — Y morfizam u visestrukost Y. Tada je
slika p(X) zatvorena podvisestrukost od Y. Nadalje, visestrukost (X)) je potpuna.

Skica dokaza: (a) Neka je X potpuna visestrukost, Z C X njena zatvorena podviSestrukost
1Y viSestrukost. Iz aksioma separacije dokazuje se da je Z X Y zatvoren podskup visestrukosti
X x Y. Stoga je svaki zatvoren podskup od Z x Y ujedno zatvoren kao podskup od X x Y| pa
je zbog potpunosti visestrukosti X njegova projekcija na Y zatvoren podskup od Y. Dakle, Z je
potpuna visestrukost.

(b) Neka su X 1Y potpune visestrukosti i Z visestrukost. Neka je F' zatvoren podskup
visestrukosti (X x Y) x Z = X x (Y x Z). Njegova je projekcija [’ na Y x Z zatvoren podskup
od Y x Z, jer je X potpuna viSestrukost. Nadalje, projekcija F” od F' na Z je zatvoren podskup
od Z, jer je Y potpuna visestrukost. Medutim, F"” je upravo projekcija od FF C (X xY') x Z na Z.
Kako je visestrukost Z bila proizvoljna, zakljucujemo da je produkt X x Y potpuna visSestrukost.
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(c¢) Neka je
L(p) = {(z,9(2)); v € X}

graf morfizma ¢. Prema tvrdnji (a) propozicije 5.3.5. I'(¢) je zatvoren podskup od X x Y. Stoga
je njegova projekcija na Y zatvoren podskup od Y. Medutim, ta je projekcija upravo slika ¢(X)
morfizma ¢.

Neka su sada Z proizvoljna visestrukost, F' zatvoren podskup od ¢(X) x Z i F’ njegova
projekcija na Z. Promatrajmo projekcije

prig: X XY x Z — X x Z, prog: X XY X Z =Y X Z.

Stavimo
F" = prog (F) N (T(g) x Z).

Kako je ¢(X) zatvoren podskup od Y, a F' je zatvoren kao podskup od ¢(X) x Z, F' je zatvoren
kao podskup od Y x Z. Dakle, pr2_31(F) je zatvoren podskup od X x Y x Z, pa slijedi da je F”
zatvoren podskup od I'(¢) x Z. Preslikavanje « — (x, p(z)) je izomorfizam visestrukosti X na graf
I'(¢) morfizma ¢, pa slijedi da je restrikcija pris|['(¢) x Z izomorfizam sa I'(¢) x Z na X x Z.
Prema tgome, pri3(F”) je zatvoren podskup od X x Z. Kako je F’ upravo projekcija skupa /13(F")
na Z, i kako je X potpuna visestrukost, zaklju¢ujemo da je F’ zatvoren podskup od Z. Time je
dokazano da je visestrukost ¢(X) potpuna.

Korolar 5.4.6. Potpuna afina visestrukost je konacan skup.

Dokaz: Pretpostavimo da je afina visestrukost X potpuna i ireducibilna. Za f € K[X]
prema tvrdnji (¢) propozicije 5.4.5. f(X) je ireducibilan zatvoren podskup od K koji je potpuna
viSestrukost. Primijetili smo da K nije potpuna visestrukost, pa slijedi da je f(X) # K. Ostali
zatvoreni podskupovi od K su kona¢ni skupovi, a kako je visestrukost f(X) ireducibilna, slijedi
da je f(X) jednoclan skup. To znaci da je K[X] = K, dakle, visestrukost X je jednoclan skup.
Odatle slijedi tvrdnja, buduéi da je svaka visestrukost unija konatno mnogo njenih ireducibilnih
komponenata.

Teorem 5.4.7. Svaka projektivna visestrukost je potpuna.

Skica dokaza: Prema tvrdnji (a) propozicije 5.4.5. dovoljno je dokazati da je projektivni
prostor P"(K') potpuna visestrukost, odnosno, da je projekcija p : P"(K) x Y — Y zatvoreno
preslikavanje za svaku visestrukost Y. Kako je svaka viSestrukost unija kona¢no mmnogo afinih
otvorenih podskupova, dokaz se svodi na slucaj kad je Y ireducibilna afina visSestrukost. Stavimo
tada A= K[Y]i8 = A[Ty, ..., T,]. Tada S mozemo promatrati kao algebru funkcija na K" x Y.
Ako je Z homogeni ideal u S, tj. ideal generiran homogenim elementima, stavimo

VI(I) = A{([x],y); € K™MN\{0}, y €Y, fx,y) =0 Vf eI}

pri tome [r] oznacava tocku iz PT(K) (tj. 1—dimenzionalni potprostor od K"') odredenu sa
r € K™\ {0}. Pokazuje se da su zatvoreni podskupovi od P"(K) x Y upravo skupovi oblika
V*(T), da je V*(Z) = 0 ako i samo ako postoji h € N takav da je T" € Z za i = 0,...,n, i da je
V*(T) ireducibilan ako i samo ako je radikal v/Z ideala Z prost ideal.

Dakle, treba dokazati da je p(V*(Z)) zatvoren podskup od Y za svaki pravi prost homogeni ideal
T u A[Ty, ..., T,], amozemo pretpostaviti i da je ZN.A = {0}. Ustvari tada je p(V*(Z)) =Y, tj. za
svaku tocku y € Y postoji tocka [z] € P"(K) takva da je ([z],y) € V*(Z). Da to dokazemo,
ozna¢imo sa M maksimalan ideal u A = K[Y]| svih funkcija kojima je y nultocka. Tada je
J = MS + T pravi homogeni ideal u S i treba dokazati da je V*(J) # (. Pretpostavimo da
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je V*(J) = (. Tada postoji h € N takav da je T* € J za i = 0,...,7. Odatle slijedi da za neki
¢ € N vrijedi 8 = ATy, ..., T,] € J. Stavimo N = §°/S* N Z. Tada slijedi MN = N, a odatle
je zbog Nakayamine leme N = {0}. Odatle slijedi da je V*(Z) = () suprotno pretpostavci. Ova
kontradikcija dokazuje da je V*(J) # 0.

Ako su X C P"(K) 1Y C P*(K) projektivne viSestrukosti, njihov je produkt X x Y
viSestrukost ¢iji se skup moze identificirati s Kartezijevim produktom skupova X i Y. Medutim, taj
se skup ne moze jednostavno identificirati sa zatvorenim podskupom nekog projektivnog prostora,
pa se direktno ne vidi da je i X x Y projektivna visestrukost. Stovise, ne vidi se ¢ak niti da je
visetrukost P"(K') x P*(K) projektivna. To ipak jest tako.

Za (zg,...,1,) € K"\ {0} oznacimo sa [z, ..., x,] € P*(K) pripadni element projektivnog
prostora, tj. 1—dimenzionalni potprostor od K™ koji sadrzi tocku (xq, ..., z,). Definiramo sada
o: P"(K)x P(K)— Pi(K), gdjejeq=(r+1)(s+1) —1=rs+r+s, ovako:

90([$07 s 7377']7 [3/07 s 7ys]) = [x0y07 <o ToYs, T1Yos - - -5 LAY sy oeee - y LrlYos -« s xrys]-
Definicija je smislena, tj. ne ovisi o predstavnicima tocaka projektivnih prostora. Doista, ako su
(o, .oy xe) ~ (xf, .. xl) 1 (Yo, -5 Ys) ~ (Yo, ---,Ys), onda postoje A\, u € K \ {0} takvi da je
zp=Ar;za 0 <i <riy;=py;za0 < j < s;tada je A # 01 2jy; = A\uxy; za sve parove (4, 7).
Propozicija 5.4.8. Preslikavanje ¢ : P"(K) x P5(K) — P *5(K) je morfizam viSestrukosti,

njegova slika S je zatvorena podvisestrukost od P™T"TS(K) i ¢ inducira izomorfizam sa
P"(K) x P*(K) na S.

Dokaz: Neka je U; afini otvoren podskup od P"(K) definiran sa x; # 0 i, analogno, V; afini
otvoren podskup od P*(K) definiran sa y; # 0. Nadalje, afine koordinate u K"t s+l = —
K6+ oznaéimo sa 2ij), 0 <4 < r, 0 < j < s,ineka je W;; afini otvoren podskup od
Pretrts(K) definiran sa z(; jy # 0. Identificiramo li U; sa K", V; sa K* 1 W;; sa K"*""** na uobicajen
nacin, odmah se vidi da je restrikcija |U; x V; morfizam sa U; x V; u W;;. Odatle slijedi da je
¢ : P"(K) x P*(K) — P"*"5(K) morfizam. Bududi da je prema teoremu 5.4.7. i prema tvrdnji
(b) propozicije 5.4.5. visestrukost P"(K) x P*(K) potpuna, iz tvrdnje (c) iste propozicije slijedi
da je slika S morfizma ¢ zatvorena podvisestrukost od P™*"*$(K). Napokon, da ¢ inducira
izomorfizam visestrukosti P"(K) x P*(K) na visestrukost S slijedi iz sljedece tri ¢injenice koje se
direktno provjeravaju:

o o' (W;;)=U; x V.
e Restrikcija ¢ na svaki U; x V; je injektivna, pa je morfizam ¢ injektivan.
e Neka je 7: W;; — U; x V; preslikavanje definirano sa
T([2(0,0)s - - > 2(0,8)» Z(1,0)r - -+ » Z(1,8) 5 -+ - - - - L 2,0)s -+ Zrs))) = ([20)s - - 5 Ze))s [26,0)5 - - - 2i,9)))-
Tada je 7 morfizam takav da je 7(¢([x], [y]) = ([«], [y]) za [z] € U; i [y] € V.
Odatle neposredno slijedi:
Korolar 5.4.9. Produkt dviju projektivnih visestrukosti je projektivna visestrukost.

Fiksirajmo sada n € N. Za 0 < r < n ozna¢imo sa FE, vektorski prostor A\"(K™). Ako je
{e1,...,e,} kanonska baza od K", kanonsku bazu od E, ¢ini N = (Z) vektora

€H:€Z‘1/\"'/\€Z‘r,

za bilo koji r—clani podskup H = {iy,...,i,} C{l,...,n}, gdjesui; <--- <i,. Tadaje By = K
i By = K™, a podrazumijevamo da je E, = {0} za r > n.
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Ako je V potprostor od K", onda se A"(V) kanonski identificira s potprostorom od
E. = N'(K™). Oznac¢imo sa S, skup svih r—dimenzionalnih potprostora od K™. Ako je V € S,, .,
onda je A\"(V) jednodimenzionalan potprostor od E,, dakle, predstavlja tocku u projektivnom
prostoru P(E,) = P¥7!(K). Dakle, imamo preslikavanje ¢ : S,, — P 1(K). Oznacimo sa
Gnr(K) sliku tog preslikavanja. Uo¢imo da je preslikavanje ¢ injektivno. Doista, za potprostore
V,W € S, , mozemo izabrati bazu {v1, ..., v,} tako da je {vy,...,v,} baza od V, da je {vs,..., v, }
baza od VNW ida je {vs,...,vs1r—1} baza od W. Sada pretpostavka ¢ (V) = ¢ (W) povlaci da su
vektori vy A+ - Av. 1vsA---Avsy,—1 proporcionalni. No to je moguce samo ako je s = 1, odnosno,
ako je V =W.
Propozicija 5.4.10. G,,.(K) je zatvoren podskup od PY~1(K).

Dokaz: Za r—c¢lani podskup H od {1,...,n} neka je Wy afini otvoren podskup od PN~1(K)
sastavljen od svih pravaca u KV odredenih tockama iz K™ \ {0} ¢ija je koordinata uz ey razlicita
od 0. Tada N skupova Wy pokriva PY~1(K), dakle, dovoljno je dokazati da je presjek G,,,. N W
zatvoren u Wy za svaki H.

Zbog odredenosti mozemo uzeti da je H = {1,...,r}. Pisat ¢emo W = Wy. Neka su

X = span{ey,...,e.} i Y = span{e,i1,...,6en}
i neka je p projektor K™ na X duz Y, tj. u odnosu na rastav K™ = X +Y. Ako je {v1,...,v,}
baza potprostora V' € S, ., pisemo v; = p(v;) + y; za neke y; € Y. Tada imamo
v(V)eW = plu)A--Ap(y) #0,

a to je ekvivalentno zahtjevu da je p|V izomorfizam sa V' na X. Dakle, ako je (V) € W, onda V'
ima jedinstvenu bazu {vy,...,v,.} oblika

V; = €; + Z ozl-jej:el-+ui, 1§Z§7", Qi c K. (51)
j=r+1
Tada je
VAN ANV =e; N /\€T+Z€1/\ “ANu; N+ Nep +w,
gdje je w linearna kombinacija vektora ey takmh da H sadrzi barem dva element iz {r+1,...,n}.

Pri tome je koeficijent takvog vektora ey polinom Py u varijablama «;; i taj polinom ne ovisi o
V. Napokon, imamo

er N ANu; A\ Z €ijQjj 61/\ o Ne 1 Neggr N Nep Ney,
j=r+1
gdje su ¢;; € {—1,1}. Dakle, skalari «;; potpuno odreduju rastav vektora v; A --- A v, u bazi
{eg; H C{1,...,n}, |H|=r} prostora E,.
Obratno, uzmimo da je zadano r(n — r) skalara o;; i definiramo vektore vy, ..., v, formulama
(5.1). Tada potprostor V' razapet vektorima vy, ..., v, zadovoljava V € S, i (V) € W.
Identificiramo 1li W sa KV~!, dokazano pokazuje da je presjek W N G, izomorfan grafu

morfizma
KT — RN (ag) e (Pa(an).

Dakle, presjek W N G, je zatvoren u W.

Zatvorena podviSestrukost G,, . projektivnog prostora PV ~!(K) zove se Grassmannova viSe-
strukost r—dimenzionalnih potprostora od K™. Primijetimo da prethodni dokaz pokazuje da je
Ug = Wy NG, afini otvoren podskup od G, , koji je izomorfan sa K"("=") i ti skupovi pokrivaju
G
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Propozicija 5.4.11. Grassmannova visestrukost Gy, , je ireducibilna.

Dokaz: Budué¢i da su izomorfni sa K"™7) afini otvoreni podskupovi Uy su ireducibilni
topoloski prostori. Bududi da ti skupovi pokrivaju G, ,, za ireducibilnost G, , dovoljno je dokazati

da je Ug NU; # () ako je H # J. Stavimo
HnNJ=/{i,... i}, H\J={j1, - jrs} J\H =Aky, ..., k_s},
i neka je potprostor V' € S, , definiran sa
V=Ke, + -+ Ke;, + K(ej, +ex,) + -+ Kej,_, +ex .)
Iz dokaza propozicije 5.4.10. vidi se da je tada ¥(V) € Uy NU,.
Zastava u K" je lanac potprostora

(0}=VoCWViC---CV,=K"

takvih da je dim V; = j za 0 < j < n. Oznacimo sa F,, skup svih zastava u K". Tada se F,

prirodno identificira s podskupom projektivne viSestrukosti G = G, 1 X G2 X - -+ X Gy, 5. Sli€no

dokazu propozicije 5.4.10. dokazuje se da je taj podskup od G zatvoren, dakle, F,, ima strukturu
projektivne visestrukosti. I ta je viSestrukost ireducibilna. Zove se viSestrukost zastava u K".
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5.5 Dimenzija
Ako je E skup, lanac podskupova duljine n u E je striktno rastuci niz podskupova
EoyCE C-e---- C E,.

U prvom odjeljku definirali smo (kombinatornu) dimenziju dim X nepraznog topoloskog pros-
tora X kao supremum u Z; U {400} duljina lanaca u X sastavljenih od zatvorenih ireducibilnih
podskupova od X. Nadalje, definirali smo dimenziju od X u tocki x € X ovako:

dim, X =inf {dim U; U C X otvoren, z € U}.

Prema iskazanoj propoziciji 5.1.13. funkcija x +— dim, X je odozgo poluneprekidna, odnosno,
{r € X; dim, X > n} je otvoren podskup od X za svaki n € Z,, vrijedi

dim X = sup {dim, X; z € X},
i ako X ima kona¢no mnogo ireducibilnih komponenata X;,..., X,,, onda je
dim X = max {dim Xj,...,dim X,,}.

Neka svojstva kombinatorne dimenzije (iz kojih jednostavno slijede tvrdnje propozicije 5.1.13.)
sadrzana su u sljedec¢oj propoziciji:

Propozicija 5.5.1. Neka je X neprazan topoloski prostor.
(a) Za ) #Y C X vrijedi dim Y < dim X.
(b) Ako je X = XqjU---UX,,, gdje su X1, ..., X,, neprazni zatvoreni podskupovi od X, onda je

dim X = max {dim Xj,...,dim X,,}.

(¢) Ako je X = X3 U---UX,,, gdje su Xy, ..., X,, neprazni otvoreni podskupovi od X, onda je

dim X = max {dim X,...,dim X,,}.

(d) Ako je prostor X ireducibilan i dim X < 400, i ako je Y neprazan zatvoren podskup od X
takav da je dim Y = dim X, onda je Y = X.

Dokaz: (a) Neka je Yy € Y] € --- C Y, lanac ireducibilnih zatvorenih podskupova od Y.
Prema tvrdnji (b) propozicije 5.1.2. zatvara¢ Y; od Y; u X je ireducibilan. Nadalje, buduéi da
su Y; zatvoreni kao podskupovi od Y, vrijedi ¥; = Y; NY. Odatle slijedi da je Y,_; C Y; za
t=1,...,n. Prema tome, n < dim X, pa slijedi dim ¥ < dim X.

(b) Neka je Zy € Z1 C --- € Z, lanac zatvorenih ireducibilnih podskupova od X. Bududi
da je Z, ireducibilan i vrijedi Z, = (Z, N X;)U---U (Z, N X,,), postoji k € {1,...,m} takav
da je Z, N Xy = Z,, odnosno, Z,, C X;. Odatle slijedi da je dim X; > n. Prema tome, vrijedi
dim Xj, > dim X. S druge strane, prema tvrdnji (a) je dim X; < dim X za svaki j € {1,...,m}.
Odatle tvrdnja slijedi.

(c¢) Neka je ponovo Zy C Z; € --- € Z, lanac zatvorenih ireducibilnih podskupova od X.
Za neki k € {1,...,m} vrijedi Zy N X}, # 0, dakle, Z; N X} # 0 za i = 0,1,...,n. Prema
propoziciji 5.1.2. X N Z; je neprazan otvoren ireducibilan podskup od Z; za i = 0,1,...,n. Zbog
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ireducibilnosti topoloskog prostora Z; podskup Z; N Xj je gust u Z;, odnosno, Z; N X = Z; za
svaki = 0,1,...,n. Odatle slijedi da je Z; 1N X, C Z;,N X, zai=1,...,n. Prema tome,

ZoNXn CZiNXp Coeeree C Z,N X,

je lanac ireducibilnih zatvorenih podskupova od Xj. Stoga je dim X > n, pa slijedi da je
dim Xj; > dim X. No po tvrdnji (a) je dim X; < dim X za svaki j = 1,...,m, pa tvrdnja
slijedi.

(d) Neka je n = dim Y i neka je

lanac ireducibilnih zatvorenih podskupova od X duljine n + 1. Dakle, dim X > dim Y.

Za neprazan kona¢nodimenzionalan topoloski prostor X i za njegov neprazan podskup Y defini-
ramo kodimenziju od Y u X :

codimyY = dim X — dim Y.
Za komutativan unitalan prsten A lanac prostih ideala duljine n je niz prostih ideala

PoSPL & C pn.

(Krullova) dimenzija prstena A je supremum dim A € Z, U {400} duljina lanaca prostih
ideala u A. Dakle, dim A = 0 ako i samo ako su svi prosti ideali u A maksimalni ideali u A.
Posebno, ako je A polje, onda je dim A = 0.

Za unitalan komutativan prsten 4 sa Spec(A) oznacavamo skup svih prostih ideala u A, a sa
Spec,, (A) skup svih minimalnih elemenata od Spec(.A).

Neka je sada A komutativna unitalna konaéno generirana K —algebra i neka je {x1, ..., x,} neki
skup njenih generatora. Tada je algebra A izomorfna kvocijentu algebre polinoma K|[T1,...,T,],
dakle, A je Noetherin prsten. Ako je k tome A integralna domena i Frac(.A) njeno polje kvocijenata,
onda skup {x1,...,z,} sadrzi bazu transcendentnosti polja Frac(.4) nad potpoljem K. Prema
tome, trdeg, Frac(A) < n.

Propozicija 5.5.2. Neka je A konacno generirana komutativna unitalna K—algebra i neka su
p € q prosti ideali uw A. Tada je

tr deg Frac(A/q) < trdegFrac(A/p).

Dokaz: Zamijenimo li A sa A/p, mozemo pretpostaviti da je A integralna domena, da je
p = {0} ida je q # {0} prost ideal u A. Neka je 7 : A — A/q kanonski epimorfizam. Nadalje,
neka je {y1,...,y,} € A/q baza transcendentnosti polja Frac(.A/q) nad poljem K. Za svaki
i€{l,...,r}izaberimo x; € A tako da je y; = m(x;). Tada su xy, ..., z, algebarski nezavisni nad
K, pa su sadrzani u nekoj bazi transcendentnosti od A nad K, sto znaci da je

r = trdeggFrac(A/q) < trdeggFrac(A).

Pretpostavimo da vrijedi znak jednakosti. To znaci da je {z1,..., .} baza transcendentnosti od
Frac(A) nad K. Epimorfizam 7 inducira izomorfizam sa K{zi,...,z,] na K[y, ...,y,]. Nadalje,
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svaki element polja Frac(A) je algebarski nad poljem K(zi,...,z,). Posebno, svaki a € q je
algebarski nad K(x1,...,z,), pa postoje polinomi Fy,..., P, € K[T1,...,T,] takvida je Py #0 i
da je

Py(xy,...,z.) + Pz, ...,z )a+ -+ Py(z1,...,2.)a" = 0.

Primijenimo li 7 na tu jednakost, slijedi Py(y1,...,y,) = 0, a to je suprotno algebarskoj nezavis-
nosti elemenata i, ..., y,.. Ova kontradikcija dokazuje tvrdnju.

Odatle neposredno slijedi:

Korolar 5.5.3. Za konacno generiranu komutativnu unitalnu K—algebru A vrijedi
dim A < max {tr deg,Frac(A/p); p € Spec(A)} = max {tr deg,Frac(A/p); p € Spec,,(A)}.
Korolar 5.5.4. Vrijedi dim K|[Ty,...,T,] = trdegx K(T4,...,T,) = n.

Dokaz: Neka je A = K[Ty,...,T,]. Bududi da je {T1,...,T,} baza transcendentnosti polja
K(Ty,...,T,) nad poljem K, i buduéi da je {0} prost ideal u A, prema korolaru 5.5.3. vrijedi

dim A < trdeg,K(T,...,T,) = n.

S druge strane, neka je p; ideal u A generiran sa 71, ..., T;. Tada je kvocijentna algebra A/p;
izomorfna algebri K[T;,1,...,T,], dakle, to je integralna domena. Slijedi da su p; prosti ideali u
A. Dakle, imamo lanac prostih ideala u A

To znaéi da je dim A > n.

Bez dokaza navodimo slabu i jaku verziju Noetherinog teorema o normalizaciji:

Teorem 5.5.5. Neka sun € N, A = K[Ty,...,T,] i a pravi ideal v A. Postoje x1,...,x, € A
koji su algebarski nezavisni nad K i takvi da vrijedi:

(a) Prsten A je cio nad potprstenom B = K[z, ..., x,)].
(b) Ako jea # {0}, onda postoji s € {1,...,n} takav da je ideal aNB u B generiran sa x1, . .., Ts.

Teorem 5.5.6. Neka je A konacno generirana K—algebra i neka je ay C ag C --- C a, # A
lanac ideala uw A. Postoje elementi xy,...,x, € A algebarski nezavisni u A, tj. preslikavanje
P — P(xy,...,x,) je izomorfizam algebre K[T},...,T,] na podalgebru B = Klz1,...,x,] od A,
takvi da vrijedi:

(a) Prsten A je cio nad potprstenom B i dim A = n.

(b) Postoje cijeli brojevi 0 < h(1) < --- < h(p) takvi da je BN a, = {0} ako je h(k) =0, a ako
je h(k) > 0, onda je BN ay, ideal u B generirann sa {1, ..., Tpw)}

Odatle slijedi pojacanje korolara 5.5.3.:
Korolar 5.5.7. Za konacno generiranu komutativnu unitalnu K—algebru A vrijedi
dim A = max {tr deg,Frac(A/p); p € Spec(A)} = max {tr deg,Frac(A/p); p € Spec,,(A)}.

Posebno, ako je A integralna domena, onda je dim A = tr degFrac(A).
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Dokaz: Prema teoremu 5.5.6. prsten A je cio nad polinomijalnom algebrom B C A i vrijedi
dim B = dim A. Nadalje, ocito je tada kvocijentni prsten A/p cio nad B/(B N p) za svaki ideal p
u A i posebno za svaki prost ideal p. Prema tome, vrijedi

trdeg Frac(A/p) = trdegyFrac(B/(BNyp)) < trdegyFrac(B) Vp € Spec(A).

Sada prva tvrdnja slijedi iz korolara 5.5.3. 1 5.5.4.
Ako je A integralna domena, tada je {0} jedini element od Spec,,(A), pa slijedi da je
dim A = trdegyFrac(A).

Propozicija 5.5.8. Neka je X afina visestrukost i A[X] njena afina algebra.
(a) Vrigedi dim X = dim A[X].
(b) Ako je visestrukost X ireducibilna, onda je dim X = tr degyFrac(A[X]).

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz ¢injenice da je p — V(p) bijekcija sa skupa svih prostih ideala
u A[X] na skup svih nepraznih zatvorenih ireducibilnih podskupova od X i vrijedi p C p’ ako i
samo ako je V(p') C V(p).

Ako je visestrukost X ireducibilna, onda je algebra A[X] integralna domena, pa tvrdnja (b)
slijedi iz korolara 5.5.7.

U daljnjem ¢e nam trebati pojam racionalnih funkcija na ireducibilnim visestrukostima. Kako
bismo taj pojam definirali, uo¢imo sljede¢u jednostavnu ¢injenicu:

Lema 5.5.9. Neka je X ireducibilna visestrukost, neka su U ©+ V neprazni otvoreni podskupovi od
X ineka suu:U —Y 1v:V — Y morfizmi u visestrukost Y. Ako postoji neprazan otvoren
podskup W od U NV takav da je u|W = v|W, onda je ulUNV =v|UNV.

Dokaz: Buducdi da je X ireducibilna, skup W je gust u X, dakle i u UNV. No prema propoziciji
5.3.6. skup {z € UNV; u(x) = v(z)} je zatvoren u U NV, pa tvrdnja slijedi.

Neka je U neprazan otvoren podskup ireducibilne visestrukosti X ineka je w : U — Y morfizam
u viSestrukost Y. Prema lemi 5.5.9. postoji najveci otvoren podskup Uy od X koji sadrzi U i takav
da se u prosiruje do morfizma sa Uy u Y. Ukoliko je Uy = U, kazemo da je u racionalno preslika-
vanje iz X. Tada skup U oznacavamo sa D(u) i zovemo domena racionalnog preslikavanja
u. Dakle, morfizam X u Y je racionalno preslikavanje v iz X u Y takvo da je D(u) = X. Prema
lemi 5.5.9. svaki se morfizam nepraznog otvorenog podskupa U C X u viSestrukost Y jedinstveno
prosiruje do racionalnog preslikavanja iz X u Y.

Drugi nacin definicije racionalnih preslikavanja iz X u Y je sljedec¢i. Neka je F skup svih
uredenih parova (U, u), gdje je U neprazan otvoren podskup od X i uw: U — Y je morfizam. Na
skupu E definiramo relaciju ekvivalencije ovako:

(U,u) ~ (V,v) — ulUNV =0|UNV.

Racionalno preslikavanje iz X u Y je klasa ekvivalencije u £ u odnosu na tu relaciju.

Racionalna funkcija na ireducibilnoj visestrukosti X je racionalno preslikavanje iz X u K.
Takva je funkcija maksimalno prosirenje regularne funkcije na nepraznom otvorenom podskupu
od X.

Akosu f,g € T'(X,0x) iako je g # 0, onda je U = {x € X; g(x) # 0} neprazan otvoren pod-
skup od X, a funkcija z +— f(z)/g(z) je regularna na U jer je regularna na svim afinim otvorenim
podskupovima koji su sadrzani u U. Stoga se ta funkcija jedinstveno prosiruje do racionalne
funkcije na X. Vazno je istaknuti da se opc¢enito ne dobivaju sve racionalne funkcije na X na taj
nacin.
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Skup svih racionalnih funkcija na X oznac¢avamo sa R(X). Taj skup ima prirodno definiranu
strukturu komutativne unitalne K —algebre: ako su f,¢g € R(X), onda su f + g i fg jedinstvena
prosirenja regularnih funkcija z — f(z)+g(z) iz — f(x)g(z) definiranih na nepraznom otvorenom
skupu D(f)ND(g). Neka je f € R(X)\{0}. Tada je U = {x € D(f); f(z) # 0} neprazan otvoren
podskup od X i funkcija z +— 1/f(z) je regularna na U. Oznac¢imo sa 1/ f jedinstvenu racionalnu
funkciju koja prosiruje tu regularnu funkciju. Tada je oc¢ito 1/f invers od f u prstenu R(X).
Time je dokazano da je R(X) polje. Ono se zove polje racionalnih funkcija na ireducibilnoj
visestrukosti X.

Teorem 5.5.10. Neka je X ireducibilna visestrukost i neka je U afini otvoren podskup od X.
Tada je T'(U, Ox) integralna domena. Preslikavangje koje funkciji f € T'(U, Ox) pridruzuje jedin-
stveno njeno prosirenje do racionalne funkcije iz R(X) je injektivno i jedinstveno se prosiruje do

izomorfizma sa Frac (I'(U, Ox)) na R(X).

Skica dokaza: Buduéi da je topoloski prostor X ireducibilan, prema propoziciji 5.1.3. je i
U ireducibilan topoloski prostor. Odatle slijedi da je I'(U, Ox) integralna domena. Injektivnost
preslikavanja I'(U, Ox) — R(X) je posljedica leme 5.5.9. Treba jos dokazati da je prosirenje tog
preslikavanja do monomorfizma Frac (I'(U, Ox)) — R(X) surjektivno. Neka je h € R(X). Tada
je D(h) NU neprazan otvoren podskup od U. Prema tvrdnji (b) leme 5.2.5. postoji g € I'(U, Ox)
takva da je Qu(g) = {x € U; g(x) # 0} € D(h) N U. Tada je h|Qu(g) € T (Q(9),0x), a
pomocu tvrdnje (a) leme 5.2.5. pokazuje se da se I' (2y(g), Ox) prirodno identificira s lokalizaci-
jom prstena I'(U, Ox) po mutiplikativnom podskupu {¢"; n € Z, }. Prema tome, postoji m € Z,
i f € I(U,Ox) takvi da se h|Qp(g) podudara s funkcijom z — f(z)/g(x)™. Ako su f i § slike od
figuR(X),ondaje h = f/§™. Time je dokazana trazena surjektivnost.

Prema teoremu 5.5.10. polje R(X) racionalnih funkcija na ireducibilnoj visestrukosti X moze
se identificirati s poljem kvocijenata prstena regularnih funkcija I'(U, Ox) za bilo koji afini otvoren
podskup U od X. Posebno, ako je X ireducibilna afina visestrukost, onda se R(X) identificira s
poljem razlomaka K (X) = Frac(K[X]) pripadne afine algebre K[X] = I'(X, Ox).

Teorem 5.5.11. Neka je X ireducibilna visestrukost i W neprazan otvoren podskup od X. Tada
jedim X =dim W < 400 1 vrijedi

dim X = trdeg,R(X).

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je X afina. Za neprazne afine otvorene podskupove
UV C X tada je UNV # ), pa prema tvrdnji (b) leme 5.2.5. postoji f € I'(X,Ox) takva
daje 0 # Qx(f) CUNYV. Sada je

dim Qx(f) <dim U < dim X i dim Qx(f) <dim V < dim X.

Ali lako se vidi da je Frac (I'(X,Ox)) = Frac(I'(Qx(f),Ox)) i vrijedi I'(X,O0x) = K[X] i
F(Qx(f), Ox) = K[Qx(f)]. Dakle, prema tvrdnji (b) propozicije 5.5.8. slijedi

dim Qx(f) =dim U = dim V = dim X.

Svaki neprazan otvoren podskup W od X sadrzi afini otvoren podskup U od X i imamo
dim U < dim W < dim X, pa iz dokazanog slijedi da je dim W = dim X.

Pretpostavimo sada da ireducibilna visestrukost X nije afina. Prvi dio dokaza pokazuje da svi
afini otvoreni podskupovi od X imaju istu dimenziju. Buduc¢i da je X unija kona¢no mnogo afinih
otvorenih podskupova, tvrdnja (c) propozicije 5.5.1. pokazuje da je dim X = dim U za svaki afini
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otvoren podskup U od X. Napokon, ako je W neprazan otvoren podskup od X, onda W sadrzi
afini otvoren podskup U; sada imamo

dim X =dim U <dim W <dim X — dim W = dim X.

Jednakost dim X = trdeg,R(X) slijedi iz teorema 5.5.10. i tvrdnje (b) propozicije 5.5.8.

Iz prethodnih razmatranja jasno je da vrijedi:

e Ako je X ireducibilna viSestrukost i dim X = 0, onda je X jednoclan skup.
e Ako je X viSestrukost i dim X = 0, onda je X konacan skup.

e dim K™ =n.

e Projektivni prostor P"(K) je ireducibilan i sadrzi otvoren podskup izomorfan s K”. Dakle,
dim P"(K) =r.

e Grasmanova visestrukost G, je ireducibilna i sadrzi otvoren podskup izomorfan s K r(n=r),

Dakle, dim G,,, = r(n —1).
Propozicija 5.5.12. Neka je X wisestrukost i Y neprazan lokalno zatvoren podskup.
(a) Vrijedi dim Y < dim X.

(b) Ako je visestrukost X ireducibilna i podskup Y je zatvoren, onda je dim Y = dim X ako i
samo ako je Y = X.

(¢) Vrijedi dim Y = dim Y.

(d) Ako je visestrukost X ireducibilna, onda je dim Y = dim X ako i samo ako je Y otvoren
podskup od X.

Dokaz: Tvrdnje (a) i (b) sadrzane su u op¢oj propoziciji 5.5.1.

(¢) NekasuYy,...,Y, ireducibilne komponente od Y. Prema propoziciji 5.1.5. tadasu Y,...,Y,
ireducibilne komponente od Y. Buduéi da su Y; zatvoreni podskupovi od Y, oni su lokalno zatvoreni
u X. Dakle, Y; je otvoren podskup od Y7, pa je dim Y; = dim Y. Stoga tvrdnja slijedi iz propozi-
cije 5.1.13. (ili iz tvrdnje (b) propozicije 5.5.1.).

(d) Mozemo pisati Y = F N U, gdje je U otvoren, a F zatvoren podskup od X. Tada je
dim Y < dim F < dim X. Sada iz tvrdnje (b) i iz teorema 5.5.11. slijedi da je dim X = dim Y
ako i samo ako je Y = U otvoren.

Propozicija 5.5.13. Ako su X @Y ireducibilne visestrukosti, onda je
dim (X xY) =dim X + dim Y.

Skica dokaza: Tvrdnja (b) teorema 5.2.9. ima za posljedicu da je produkt X x Y ireducibilna
viSestrukost. Nadalje, ako su U C X i V C Y afini otvoreni podskupovi, onda je U x V afini
otvoren podskup od X x Y. Prema tome, mozemo pretpostaviti da su visetsrukosti X i Y afine.
Neka su m = dim X i n = dim Y. Prema tvrdnji (b) propozicije 5.5.8. i prema Noetherinom
teoremu o normalizaciji 5.5.6. algebre K[X] i K[Y] imaju unitalne podalgebre Ay = K[T1,...,T,]
1By = KTt ..., Tmin] takve da je algebra K[X] generirana nad 4, s konaéno mnogo elemenata
fi,- .., [ koji su algebarski nad poljem razlomaka Frac(Ay) i algebra K[Y] je generirana nad By s
kona¢no mnogo elemenata g1, . . ., gs koji su algebarski nad poljem razlomaka Frac(B). Buduéi da
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je K[X xY] = K[X]|®k K[Y], ta algebra sadrzi kao podalgebru Ay ® By, koja je izomorfna algebri
K[Ty,...,Tyin, dakle, polje razlomaka Frac(Ag ®x By) izomorfno je polju racionalnih funkcija
K(Ti,...,Thin)- Nadalje, elementi fi ®1,...,f, ®1,1® ¢1,...,1 ® g, su algebarski nad poljem
Frac(Ay ®k Bp) 1 generiraju polje Frac(K[X x Y]) = R(X x Y) nad poljem Frac(Ay ®x By) =
~ K(T1,...,Thmin). Dakle, R(X X Y) je algebarsko prosirenje polja K (T4, ..., Tyiy). Slijedi

dim (X xY) =trdeg,R(X xXY) =trdeg K(T1,...,Trnin) =m+n=dim X + dim Y.

Korolar 5.5.14. Neka je m : K™\ {0} — P"(K) kanonski epimorfizam i neka je X zatvorena
ireducibilna podvisestrukost od P"(K). Tada je

dim 771(X) =1 + dim X.

Dokaz: Uz oznake iz odjeljka 5.3. za neki i € {0,...,r} je X NU; # (. Lako se vidi da je
71X NU;) izomorfno produktu (X NTU;) x (K \ {0}). Stoga tvrdnja slijedi iz propozicije 5.5.13.

Za visestrukost kazemo da ima €istu dimenziju ili da je ekvidimenzionalna, ako sve njene
ireducibilne komponente imaju istu dimenziju.
Za visestrukost X iza f € I'(X, Ox) ozna¢imo sa V(f) zatvorenu podvisestrukost nultocaka
funkcije f :
V(f) ={r e X; f(x) =0}

Nadalje, za f1,..., f, € I'(X, Ox) definiramo

V(fi, . ) =V(H)N---0V(f) ={zeX; fi(z)=---= fi(x) =0}
Lema 5.5.15. V(f) = 0 ako i samo ako je f invertibilan element prstena T'(X, Ox).

Dokaz: Jedan je smjer evidentan: ako je f invertibilan element prstena I'(X, Ox), onda je
V(f) = 0. Obratno, pretpostavimo da je V(f) = (. Tada za svaki afini otvoren podskup U od X
vrijedi V(f|U) = 0, pa je f|U invertibilan element prstena I'(U, Ox) = I'(U, Oy). Oznacimo sa gy
invers od f|U. Za dva afina otvorena podskupa U 1 V od X tada vrijedi gy|{UNV = gy|[UNV, jer
su i jedna i druga restrikcija inversi restrikcije f|U N V. Stoga postoji g € T'(X, Ox) takva da je
g|U = gy za svaki afini otvoren podskup U od X. Tada je (fg)|U = 1 za svaki U, dakle, fg = 1.

U daljnjem nam treba tzv. Krullov teorem o glavnom idealu koji navodimo bez dokaza.
Za prost ideal p u prstenu A sa A, oznacavamo lokalizaciju u odnosu na p, tj. prsten razlomaka od
A u odnosu na multiplikativni skup A \ p. Definiramo visinu prostog ideala p : htp = dim A,.
Lako se vidi da je ht p supremum duljina lanaca prostih ideala

takvih da je p, = p. Nadalje, ako je A integralna domena, onda za svaki prost ideal p u A vrijedi
ht p 4+ dim (A/p) = dim A.
Posebno, ako su p C q prosti ideali u integralnoj domeni A, onda je
ht g = htp + ht q/p.

Teorem 5.5.16. Neka su A konacno generirana K—algebra, x € A neinvertibilan element i p
minimalni element skupa prostih ideala uw A koji sadrze element x. Tada je htp < 1. Ako element
x nije djelitely nule onda je htp = 1.
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Geometrijska verzija tog teorema je

Teorem 5.5.17. Neka je X ireducibilna visestrukost i neka je f # 0 neinvertibilni element od
I'(X,Ox). Tada je V(f) podvisestrukost od X ¢iste dimenzije dim X — 1.

Skica dokaza: Prema lemi 5.5.15. je V(f) # 0. Neka su Yi,...,Y, ireducibilne komponente
od V(f). Neka je y € Y] tocka takva da je y ¢ Yo U---UY,. Bududi da je Yo U---UY, zatvoren
skup, postoji afini otvoren podskup U od X takav da je y € U i da je presjek UNV(f) =UNY;
ireducibilan. Tada prema teoremu 5.5.11. vrijedi dim U N'Y; = dim Y; i dim U = dim X. Prema
tome, mozemo pretpostaviti da je X ireducibilna afina visestrukost, dakle, I'(X, Ox) = K[X] je
integralna domena, i f € K[X] je neinvertibilan element razlicit od nule. Tada je p = /Af prost

ideal, pa tvrdnja slijedi iz teorema 5.5.16.

Primijetimo da u slu¢aju kad vigestrukost X nije ireducibilna, visestrukost V(f) ne mora biti
ekvidimenzionalna. Npr. uzmimo V(T1T3) C K? i neka je f restrikcija na X funkcije

(1, 29) — x1(x1 + 29 + 1).
Tada V(f) ima dvije ireducibilne komponente, jedna od njih je pravac, a druga je tocka.

Korolar 5.5.18. Neka je X zatvorena ireducibilna podviSestrukost projektivnog prostora PT(K)
i dim X > 1. Za bilo koji nekonstantni homogeni polinom P € K|Ty,...,T.] hiperploha V(P),
definirana sa P(xg,...,x.) = 0, ima neprazan presjek sa X. Ako V(P) ne sadrzi X, onda je
X NV(P) podvisestrukost ciste dimenzije dim X — 1.

Skica dokaza: Neka je 7 : K"\ {0} — P"(K) kanonski epimorfizam, C' = 7~ 1(X) i C
zatvara¢ od C u K™, Prema korolaru 5.5.14. tada je dim C' > 21 0 € C je nultocka od P.
Dakle, restrikcija P|C je neinvertibilna. Neka je C’ skup nultoéaka od P u C. Prema teoremu
5.5.17. C" je viSestrukost ¢iste dimenzije dim C’ > dim X > 1. Slijedi C' N (K" \ {0}) # 0,
dakle, 7(C"\ {0}) = V(P)N X # ). Sada se moze dokazati da ako V(P) ne sadrizi X, onda je
za svaki od afinih otvorenih podskupova U; od P"(K) presjek V(P) N U;) izomorfan produktu
(m(C"\{0}) NU;) x (K \ {0}. Odatle tvrdnja slijedi.

Propozicija 5.5.19. Neka je X ireducibilna visestrukost i neka su fi,..., fn € T'(X,Ox). Tada
za svaku ireducibilnu komponentu Y wvisestrukosti V(f1, ..., fn) vriedi codimyY < n.

Dokaz provodimo indukcijom po n. Baza indukcije n = 1 je upravo teorem 5.5.17. Neka je
n > 1. Postoji ireducibilna komponenta Y od V(f1,..., f,—1) takva da je Y C Y’. Dakle,

Y CY'NV(f) CSV(f1,. s fn)

Prema tome, Y je ireducibilna komponenta od Y’ N V(f,). Po pretpostavci indukcije vrijedi
codimxY’ < n — 1. Napokon, ako je f,|Y" = 0, onda je Y = Y’. U suprotnom prema teo-
remu 5.5.17. vrijedi dim Y = dim Y’ — 1. U oba slucaja slijedi codimxY < n.

Istaknimo da se u propoziciji 5.5.19. ne tvrdi da je viSestrukost V(fi,..., f.) ekvidimenzio-
nalna. Nadalje, moze se dogoditi da svaka ireducibilna komponenta od V(fi, ..., f,) ima kodimen-
ziju u X striktno manju od n.

Propozicija 5.5.20. Neka je X zatvorena ireducibilna visestrukost od P"(K) i neka su Py, ..., P,
nekonstantni homogeni polinomi u KTy, ..., T,]. Neka je V(P,..., P,) skup zajednickih nultocaka
od Py,...,P, uX.
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(a) Za svaku ireducibilnu komponentu Y od V(Py, ..., P,) vrijedi codimyxY < n.
(b) Ako je dim X > n, onda je V(Py,...,P,) # 0.

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz propozicije 5.5.19. primijenjene na 7 '(X), a drugu tvrdnju
dobivamo indukcijom iz korolara 5.5.18.

Korolar 5.5.21. Ako je q < r, jedini morfizmi sa P"(K) u PY(K) su konstante.

Skica dokaza: Prema propoziciji 5.5.20. ako su Py, ..., P, € K[Ty,...,T,] nekonstantni ho-
mogeni polinomi i n < r, onda je V(Py,...,P,) # 0. Sada se tvrdnja izvodi iz opisa morfizama
P"(K) — P9(K) u homogenim koordinatama.
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5.6 Tangencijalni prostor. Glatke tocke

Neka je P € K[T},...,T,] i x € K". Definiramo D,(P) € K[T3,...,T,] ovako:
D,(P) = (0\P)(x)Ty + -+ -+ (0, P)(x)T,.
Preslikavanje P — D, (P) je linearno i za P,Q € KT}, ...,T,] vrijedi

D.(PQ) = P(2)D.(Q) + Q(z) Do (P). (5.2)

Neka je X C K" zatvorena podvisestrukost, a = Z(X) pridruzeni radikalni ideal u K11, ..., T,]
iz = (z1,...,2,) € X. Oznacimo sa n, = Zx({z}) maksimalni ideal u K[X| = K[I1,...,T,]/a
odreden tockom z. Nadalje, neka je a! ideal u K[Ty,...,T,] generiran sa {D,(P); P € a}.
Prema (5.2) ako polinomi P, ..., P, generiraju ideal a, onda homogeni polinomi prvog stup-
nja D,.(P)),...,D.(P,) generiraju ideal a/,. Tangencijalni prostor na visestrukost X u tocki
x € X definiramo sa

Tan,(X) = V(a,) = {y € K; (Do(P))(y) =0 VP € a}.

Primijetimo da iz ¢injenice da su D,(P) homogeni polinomi prvog stupnja slijedi da je Tan,(X)
potprostor vektorskog prostora K. Nadalje, ako je potprostor {D,(P); P € a} prostora
K Ty,...,T,] dimenzije ¢, onda je dim Tan,(X) = r — ¢. Neka je {Q1,...,Q,} baza prostora
{D,(P); P € a}. Tada polinomi Q1, ...,Q,, T, ..., T, razapinju prostor K'[Ty,...,T,], pa postoje
indeksi 1 <y < -+ <4,_y <rtakvidaje{Q1,...,Q,,T;,...,T;_, } bazaod K'[T},...,T,]. Oda-
tle slijedi da se kvocijentna algebra K[T1,...,T,]/a), moze identificirati sa K[T;,,...,T; _ ]. Kako
je to inegralna domena, zakljucujemo da je ideal a! prost. Nadalje, algebra regularnih funkcija na
Tan,(X) je K[Ty,...,T,]/d, = KI[T; T,_,).

Neka je sada L C K" pravac kroz tocku x i neka je v = (vy,...,v,) € K" vektor koji odreduje
pravac L :

17

L={z+tv; t € K}.
Neka su Py, ..., P, generatori ideala a. Tada je ocito
LNX={x+tv; P(x+tv)=0zaj=1,...,n}
Drugim rije¢ima, L N X se dobiva rjeSavanjem sljedeceg sistema jednadzbi u varijabli ¢ :
P(x+tv)=---=P,(x+tv)=0. (5.3)
Za 1 < j <n imamo

Pj(z +tv) = tZ(ain)(x)’Ui +12Q;(t),

i=1
gdje su Q; € K[T]. Dakle, t = 0 je "viSestruka nultocka” sistema (5.3) ako i samo ako vrijedi
(O Pj)(x)vy + -+ -+ (0. P;)(x)v, =0 za 1<j<mn,

odnosno, ako i samo ako je v € Tan,(X).

Neka su sada P,Q € KI[Ti,...,T,] takvi da je P — @ € a. Po definiciji prostora Tan,(X)
restrikcija D, (P) — D,(Q) na Tan,(X) je nula. Stoga mozemo definirati linearno preslikavanje
D, : K[X] — (Tan,(X))* ovako

D.(f) = D,(F)|Tan,(X), FeK[T\,....T)), f=F+acK[X]|=K[T,...,T,]/e

Ocito je preslikavanje D, : K[X] — (Tan,(X))* surjektivno. Nadalje, buduéi da je K[X] = K +n,
i D,(N\) =0 zasvaki A € K, D, inducira linearnu surjekciju

d, :n, — (Tan,(X))".
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Propozicija 5.6.1. Ker(d,) = n?. Dakle, d, inducira izomorfizam vektorskog prostora n,/n% na
vektorski prostor (Tan,(X))*.

Dokaz: Neka je NV, maksimalni ideal u KT, ..., T,] odreden tockom z :
Nx = K[Tl,...,TT](Tl —.1'1) ++K[T1,,TT](TT —.Tr).

Tada je a C N, i n, = N, /a. Sada iz (5.2) slijedi da je n? C Ker(d,).
Pretpostavimo da je f € Ker(d,) i neka je F' € N, predstavnik od f. Kako je Z(Tan, (X)) = a/,
postoje F,....F,€ail,...,\s € K takvi da je

Stavimo G = F' — A\ F} — - - - — A\JF. Bududi da su Fi, ..., Fy € a, G je takoder predstavnik od f.
Nadalje, vrijedi G(x) =01 D,(G) = 0, dakle,

(Bi6)(x) = - = (3,G)(x) = 0.

Sada iz Taylorove formule vidimo da je G' sadrzano u idealu generiranom sa (7; — x;)(T; — x;),
1 <14,7 <r. No taj je ideal upravo N2. Kako je G predstavnik od f, slijedi da je f € n2.

Dakle, tangencijalni prostor Tan,(X) prirodno se identificira s vektorskim prostorom (n,/n2)".
Da bismo odatle dobili prirodnu definiciju tangencijalnih prostora za proizvoljnu visestrukost,
potrebne su nam jos neke ¢injenice.

Neka je X visestrukost i Ox njen strukturni snop. Za z € X oznacimo sa Ox , vlat snopa X
nad tockom x. Tada je Ox, komutativna K —algebra svih klica regularnih funkcija f € I'(U, Ox),
gdje su U otvorene okoline tocke z. Za f € T'(U,Ox), neka je f, klica te funkcije u tocki z.
Napokon, primijetimo da je za svaku klicu s € Ox, dobro definirana njezina vrijednost s(x) u
tocki x : to je vrijednost u tocki x bilo koje regularne funkcije f € I'(U, Ox) takve da je f, = s.

Primijetimo da ako je U C X otvoren skup i € U, onda je Ox, = Ou,.

Pretpostavimo sada da je viSestrukost X ireducibilna. Tada se svaka regularna funkcija na
otvorenoj okolini tocke z jedinstveno prosiruje do racionalne funkcije f na X i x € D(f). Nadalje,
ako su f i g racionalne funkcije na X takve da je x € D(f) N D(g), i ako je f, = g., onda se
f 1 g podudaraju na nekoj otvorenoj okolini tocke x, dakle, vrijedi f = g. To pokazuje da se
Ox . moze identificirati s potprstenom od R(X) racionalnih funkcija definiranih u tocki z. Kako
je viSestrukost X ireducibilna, R(X) je polje, pa je prsten Ox, integralna domena. Ako je U
otvoren podskup od X, onda je

P(U,0x) = [ Oxa-

Propozicija 5.6.2. Neka je X visestrukost, Ox njen strukturni snop i x € X.

(a) Ox, je lokalni ideal @ njegov jedini maksimalni ideal my , je skup svih klica regularnih
funkcija kojima je x nultocka. Nadalje, polje Ox . /mx . je izomorfno polju K.

(b) Neka je U afini otvoren podskup od X koji sadrzi tocku x. Stavimo A =T'(U, Ox) i neka je
n maksimalni ideal w A svih funkcija kojima je x nultocka. Tada je prsten Ox, izomorfan
lokalizaciji A,. Posebno, postoji prirodna bijekcija sa skupa svih prostih ideala v Ox , na
skup zatvorenih ireducibilnih podskupova od U koji sadrze tocku x.

(¢) Prsten Ox, je Noetherin.
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Dokaz: (a) Neka je p : Ox, — K unitalni homomorfizam definiran sa p(s) = s(x). Taj je
homomorfizam netrivijalan, dakle, surjektivan. Prema tome, my , = Ker(p) je maksimalni ideal u
Ox . i polje Ox ,/mx, je izomorfno polju K.

Neka je s € Ox, \my, ineka je (U, f) predstavnik klice s, pri ¢emu je U afini otvoren podskup
od X,z e€Uifel(UOQOx). Tadaje z € Qu(f) ={y € U; f(y) # 0}. Funkcija f je invertibilna
ul'(Qu(f),Ov) =T(Qu(f),Ox), paslijedi da je klica s invertibilan element prstena Ox .. Dakle,
Ox, \ mx, je grupa invertibilnih elemenata prstena Oy . Time je dokazano da je prsten Ox
lokalan i my , je njegov najveci ideal.

(b) Neka je ¢ : A — Ox, homomorfizam definiran sa ¢(f) = f,. Ako je f(x) # 0, tj. ako je
f ¢ n, onda je o(f) invertibilan zbog (a). No tada se ¢ jedinstveno prosiruje do homomorfizma
An - OX,J:~

Neka je s € Ox . Prema tvrdnji (b) leme 5.2.5. postoji glavni otvoren podskup Qy(f) od U
koji sadrzi tocku x. Neka je g € T'(Qu(f), Ox) predstavnik klice s. Kako je z € Qu(f), vrijedi
f € A\ n. Nadalje, ako je y € Qu(f), onda je g(y) = h(y)/f(y)™ za neki n € N i h € A. Dakle,
vrijedi (h/f") = s. Time je dokazano da je homomorfizam 1 surjektivan.

Neka je g € Ker(v). Tada postoje h € A1 f € A\ n takvi da je g = h/f. Sada iz ¥(g) = 0
slijedi da je ¢(h) = 0. Stoga postoji t € A\ n takva da je h|Qy(t) = 0. Tada je ht = 0, pa slijedi
da je g = (ht)/(ft) = 0. Time je dokazana injektivnost homomrfizma ).

Dakle, ¢ : Ay, — Ox . je izomorfizam. Time je dokazana tvrdnja (b).

Tvrdnja (c) slijedi iz opée Cinjenice da je za svaki Noetherin prsten A i za svaki multiplikativan
podskup S od A prsten razlomaka S~!'.A Noetherin prsten.

Vratimo se sada na zatvorenu podvisestrukost X C K" i x € X. Prema propoziciji 5.6.2.
preslikavanje ¢ : K[X] — Ox, definirano sa ¢(f) = f,, definira izomorfizam ¢ : K[X|,, — Ox..
Nadalje, lako se vidi da su vektorski prostori n, /n? i n, K[X],, /n?K[X],, izomorfni. Dakle, vrijedi:

Propozicija 5.6.3. Vektorski prostori Tan,(X) i (mx,x/mg(yw)* su izomorfni.

Prema tome, za proizvoljnu visestrukost X i tocku x € X prirodno je definirati tangencijalni
prostor na X u tocki x kao vektorski prostor

T.(X) = (111)(736/1113(795)>k .

Neka je p: mx, — mxw/m;x kvocijentno preslikavanje. Sjetimo se da je Ox, = K + myx, i
evaluacija klica s — s(z) je upravo projektor Ox , na K duz my,.

Preko evaluacije mozemo K shvacati kao Ox,—modul: s - A = s(x)A\, s € Ox,, A € K.
K —derivacija sa Ox, u K je K—linearno preslikavanje 0 : Ox, — K sa svojstvom

d(st) = s(x)o(t) + t(z)o(s), s,t € Ox ;.

Skup svih takvih je vektorski prostor koji oznacavamo sa Der,(Ox ,, K).
Neka je sada A € T,,(X) = (n‘LX’gE/m%(’x)}k . Definiramo L) : Ox, — K ovako:

L)\|K:0, LA|mX7m:)\op.

Propozicija 5.6.4. Preslikavanje A — Ly je izomorfizam vektorskog prostora T,(X) na vektorski
prostor Der,(Ox ., K).

Dokaz: Neka je s € Ox,. Tada je s — s(z) € mx,, pa imamo

L(s) = La(s — 5(z)) = (Ao p)(s — s(z)) = A (s — s(z) + m% ) .
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Odatle i iz st — s(x)t(x) = (s — s(x))t + s(x)(t — t(x)) slijedi
Ly(st) = s(xz)Lx(t) + t(x)La(s), s,t € Ox,.
Dakle, L € Der,(Ox,, K) za svaki A € T,(X). Ocito je preslikavanje A — L) linearno. Nadalje,

kako je p: mx, — mX,m/mﬁ(’m surjekcija, preslikavanje A — Ly je injektivno. Treba jos dokazati
surjektivnost. Neka je § € Der,(Ox ,, K). Ako je s klica u tocki « konstantne funkcije 1, onda je

d(s) = 6(ss) = s(x)d(s) + s(x)d(s) = 24(s).

Dakle, vrijedi 6(s) = 0. Nadalje, ako su s,t € Ox, takvi da je s(z) = t(z) = 0, onda je 6(st) = 0.
To pokazuje da je 5|m§(7x = (. To znaci da postoji linearan funkcional A na mX,m/mgm takav da je
d|myx, = Ao p. No tada je § = L, pa je dokazana i surjektivnost.

Dakle, tangencijalni prostor 7, (X) mozemo identificirati s prostorom Der,(Ox ., K).
Neka je sada U afini otvoren podskup od X koji sadrzi tocku x. Definiramo K —derivaciju
algebre K[U] u tocki z kao K —linearno preslikavanje A : K[U] — K sa svojstvom

Alfg) = f(2)Alg) + 9(0)A(f),  f.g€ KU
Neka je Der,(K[U], K) vektorski prostor svih takvih. Za § € Der,(Ox,, K) definiramo preslika-
vanje Ay : K[U] — K sa
As(f) =0(f),  fe KU
Tada je ocito § — Ay linearno preslikavanje sa Der, (Ox ., K) u Der, (K [U], K).
Propozicija 5.6.5. 6 — A; je izomorfizam prostora Der,(Ox ., K) na prostor Der,(K|[U], K).

Dokaz: Bududi da je Ox, = {f.; f € K[U]}, preslikavanje je injektivno. Treba jos dokazati
surjektivnost. Neka je A € Der,(K[U], K). Ako je ¢ € K[U] takva da je g, = 0, onda postoji
f € K[U]| takva da je f(x) #01 fg = 0. Tada je

0=A(fg) = f(2)Ag) + g9(x)A(f) = f(z)A(g).

Odatle slijedi da je A(g) = 0. Neka je sada s € Ox .. Tada postoji f € K[U] takva da je f(x) =0
i s je klica neke funkcije g/f na Qu(f). Pretpostavimo da je ujedno s klica neke funkcije g;/f;
na Qu(f1), pri cemu je fi(x) = 0. Tada je klica funkcije gf; — g1f u tocki x jednaka nuli, dakle
ta je funkcija identicki jednaka nuli na nekoj okolini tocke x. No prema prethodnom tada je

A(gfi — g1f) = 0, pa slijedi
9(@)Af) = f(2)Algr) = g1(2)A(f) — f1(z)A(g).
Odatle direktnim racunom nalazimo da je
Fi@)?[f(2)A(g) — g(2)A(F)] = f(2)*[f1(2)A(g1) — g1 (x) A(f1)]-

Odatle slijedi da ako je h = g/ f definirana na Qy(f), pri ¢emu su f,g € K[U| i f(x) # 0, onda
mozemo definirati linearan funkcional ¢ : Oy, — K tako da stavimo

3(he) = f(2)*[f(2)Alg) — g()A(f)].
Tada se provjerava da je § € Der,(Ox ., K) ida je Ay = A.

Odatle neposredno slijedi:

Korolar 5.6.6. Ako je U afini otvoren podskup visestrukosti X koji sadrzi tocku z, onda se T,(X)
prirodno identificira sa T,(U).
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Neka su X i Y visSestrukosti, v : X — Y morfizam visestrukosti i x € X. Tada u inducira
lokalni homomorfizam K —algebri u, : Oyunm) — Oxg. Ocito je u, (mym(x)) C my,, dakle i

2 2 . . . . .
Uy (mxu(z)) C m% .. Prema tome, u, inducira linearno preslikavanje

x . 2 2
U My u(z) /mY,u(J:) mex/mX,a:‘

Njemu dualan operator
Tp(u) : To(X) — Tya)(Y)

zove se diferencijal morfizma u u tocki z. Lako se vidi da ako jei v : ¥ — Z morfizam
viSestrukosti, onda vrijedi
Ty(vou) = Tyq(v)oTy(u).

Neka je u daljnjem y = u(x) i neka su
Uyt Typ(X) — Der,(Ox o, K) i Yy, : T,(Y) — Der,(Oy,, K)

izomorfizmi iz propozicije 5.6.4. Neka je T, (u) : Der,(Ox y, K) — Der,(Oy,,, K) jedinstven line-
aran operator sa svojstvom T, (u) o 9, = ¥, o T;;(u). Nadalje, neka su p, : mx, — my,/m% , i
py : Wy, — my, /mi kanonski epimorfizmi. Ako je A € T,,(X) i u = T,(u)()), onda imamo

DMK =0,  O:(Nmx,=Aop,,  Fy(p)|K =0, Jy(u)|myy =pop,
Bududi da je = Ao u” i u” o p, = p, o (uy|my,,), nalazimo
Dy (p)|my,, = Aou®op, = Ao p, o (ug|my,).
Prema tome,
T/ (u) : Dery(Ox,, K) — Der,(Oy,, K) je preslikavanje 0 +— 0§ o u,. (5.4)

Neka su sada V' afina otvorena okolina tocke y = u(z) u Y i U afina otvorena okolina tocke x
u X takve da je u(U) C V. Oznacimo sa

a, : Der,(Oxy, K) — Der,(K[U], K) i ay : Dery(Oy,y, K) — Der,(K[V], K)
izomorfizme iz propozicije 5.6.5. Nadalje, neka je 77 (u) : Der,(K[U], K) — Der,(K[V], K) jedin-
stveno K —linearno preslikavanje takvo da je o, o T\ (u) = TV (u) o . Sada za 0 € Der,(Ox 4, K)

iza g € K[V] zbog propozicije 5.6.5. 1 zbog (5.4) imamo

(g 0 T3 (u)(9)) (9) = (ay 0 5 0ua) (9) = (8 0 ua)(gy) = 0 ((g 0 u)a) = a(9)(g 0 u).

Pri tome je g, klica funkcije g u tocki y. Oznacimo li sa v* : K[V] — K[U] homomorfizam algebri
pridruzen morfizmu visestrukosti u|U : U — V, tj. u*(g) = g o u|U, dokazano je sljedeée:

T (u) : Der,(K[U], K) — Der,(K[V],K) je preslikavanje A +— Aou". (5.5)

U daljnjem éemo i umjesto 77 (u) i umjesto 77 (u) krace pisati T, (u).
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Uzmimo sada dasu X = K™ iY = K". Tada su
K[ X|=K[T,...,T,,], K[Y]=K|[S,...,5,], Tan,(X)=K", Tan,(Y)=K".
Neka su Py, ..., P, € K[X] koordinatna preslikavanja morfizma u : X — Y, tj.
u(z) = (Pi(x),..., P,(x)), xr e X.
Imamo izomorfizme

By : Der,(K[X], K) — Tan,(X) = K™, A (A(Th),...,A(T,)),

B, : Dery(K[Y], K) — Tan,(Y) = K", A (A(S)),...,A(S,)).

Neka je F,(u) : K™ — K™ jedinstven linearan operator takav da je F,(u) o 8, = 3, o T;(u). Tada
za @ € K[Y]1A € Der,(K[X], K) imamo redom

Dakle,

F.(u): K™ — K" je preslikavanje (vq,...,0) — ( ! Viy ey Z
i=1

OP,
2 T, (x T (x)vl> )

Neka je M, (u) = [a;;] € M, ,(K) matrica operatora F,(u) u stndardnim bazama od K™ i K™.
Tada je

aij =

Pretpostavimo sada da je X zatvorena podvisestrukost od ¥ = K™ i neka je j : X — Y
kanonska injekcija. Stavimo a = Z(X) C K[Y]| = K[T},...,T,] i za 1 < i < n neka je t; slika od
T, u K[X] = K[Y]/a.

Neka je v = (vq,...,v,) € Y. Ako je v € Tan,(X) i P € a, onda znamo da je

(1 P)(x)vy + -+ + (0nP)(x)v, = 0.
Dakle, mozemo definirati element A, € Der,(K|[X], K) tako da za f € K[X] i za predstavnika P
od f u K[Y] stavimo
Ay(f) = (i P)(@)vr + - -+ + (9. P)(x) vy,
Obratno, neka je zadano A € Der,(K[X], K). Tada za P € K[Y] imamo

APy, ) = (0 P) (@) A() + - - 4 (9 P) (1) Altn)-
Posebno, ako je P € a, onda je A(P(ty,...,t,)) = 0. Prema tome, preslikavanje
vz Der, (K[X], K) — Tan,(X), A (At ..., At)),

je izomorfizam.

Neka je G,(j) : Tan,(X) — Tan,(Y) jedinstveno linearno preslikavanje takvo da vrijedi
G4(j) o ve = By o Tan,(j). Iz prethodnih razmatranja vidi se da je G,(j) kanonska injekcija
Tan, (X) u Tan,(Y) = K™
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Neka su sada X i Y zatvorene podvisestrukosti od K™ i K™ i neka su j; : X — K™ 1 j5 :
Y — K" kanonske injekcije. Za morfizam u : X — Y postoje (ne nuzno jedinstveni) Py, ..., P, €
K[Ty,...,T,] takvi da je

u(z) = (Pi(2),...,Pu(2)) Vz e X.

Definiramo morfizam
v: K™ — K", 2 (Pi(2),...,P,(2)).
Tada je j, ou = v o j; i dobivamo komutativan dijagram

Tan, (X) G Tan, (Y)
Yo 1 T
Der,(K[X], k) =% Der, (K[Y], K)
T:(5) | LTy (52)

Tx(v)

Der,(KI[T},..., Ty, K) Der, (K|Si, ..., S, K).

Pri tome je H,(u) : Tan,(X) — Tan,(Y) jedinstveno linearno preslikavanje takvo da vrijedi
H,(u) o7y, =, 0T,(u). Dakle, H;(u) je linearno preslikavanje

— 0P, — OP,
(U1, Up) ( (x)vg,y ...y (x)vz> :
7 0L = T

1=
Posebno, ako je ¢ : K™ — K" linearno preslikavanje, ¢ija je matrica [a;;] u kanonskim bazama
dana sa

_on,
onda je ¢ (Tan, (X)) C Tan,(Y) i {(v) = H,(u)(v) za sve v € Tan,(X).

Propozicija 5.6.7. Neka je X podvisestrukost visestrukosti Y, 7 : X — Y kanonska injekcija 1
x € X. Tada je diferencijal T,(j) : To(X) — T,.(Y) injektivan.

Dokaz: X je lokalno zatvoren podskup od Y, pa postoje zatvoren podskup F' i otvoren pod-
skup U od Y takvidaje X = FNU. Nekasuj; : X = U1ijs: U — Y kanonske injekcije. Buduci
da je j = jo 0 jy, imamo T,(j) = T(j2) o Tx(j1). Prema prijasnjim razmatranjima znamo da je
T.(j2) izomorfizam. Dakle, dokaz se svodi na slucaj kad je X zatvorena podvisestrukost od Y.
Presavsi na afinu otvorenu okolinu tocke x mozemo pretpostaviti da je visestrukost Y afina i da je
K[X] = K[Y]/a, gdje je a radikalan ideal u K[Y]. Ako je ¢ : K[Y] — K[X] = K[Y]/a kanonski
epimorfizam, onda je T, (j) preslikavanje sa Der, (K[X], K) u Der,(K[Y], K) dano sa A — Ao .
Sada iz surjektivnosti ¢ slijedi injektivnost T,(7).

aij

Neka su sada U i V afine viSestrukosti i (z,y) € U x V. Algebra K[U x V] identificira se
s tenzorskim produktom K[U] ®x K[V]. Pri toj identifikaciji za funkcije f € K[U] i g € K[V]
elementu f ® g € K[U] ® K[V] odgovara funkcija (u,v) — f(u)g(v), (u,v) € U x V.

Neka su sada D € Der,(K[U], K) i D" € Der,(K[V], K). Definiramo linearno preslikavanje

Upp: KUXV]— K, dpp(f@g)=D(fgly) + f(x)D(g), [fe KUl geK[V].
Direktno se provjerava da je ¥p pr € Der(, ) (K[U x V], K). Dakle, imamo linearno preslikavanje

¥ : Der, (K[U], K') x Dery(K[V], K) — Der(,,,(K[U x V], K), (D,D") — ¥p.pr.
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Propozicija 5.6.8. Preslikavanje ¥ : Der,(K[U], K') x Der, (K [V], K) — Der(, ) (K[U x V], K)
je izomorfizam.

Dokaz: Injektivnost slijedi iz
Upp(f®@1)=D(f) i Jpp(1®g)=D'(g).
Neka je A € Der(, . (K[U x V], K). Definiramo D : K[U] - KiD': K[V] — K sa
D(f)=A(fel), feK[U, Dig=A0eg), geK[V].

Tada su D € Der,(K[U],K) i D" € Der,(K[V], K). Nadalje, kako je (f ® ¢g) = (f® 1)(1 ® g), iz
definicija D i D' i iz ¢injenice da je A K —derivacija neposredno slijedi da je ¥p pr = A. Time je
dokazana i surjektivnost.

Propozicija 5.6.9. Neka su X i Y wiSestrukosti i (x,y) € X x Y. Nadalje, neka su
j: X x{y} - X xY i J iz} xY - X xY
kanonske injekcije. Tada je preslikavanje
Ty (X X {5}) X Ty ({2} X V) — Ty (X x V), (D, D) > Ty (1)(D) + Tea (7D,
izomorfizam. Posebno, prostori T,(X) x Ty(Y) i T(z (X X Y) su izomorfni.

Dokaz: Tvrdnja se pomoc¢u korolara 5.6.6. svodi na slucaj kad su X i1 Y afine visestrukosti. U
tom slucaju tvrdnja se dobiva iz propozicije 5.6.8. jer vrijedi

Ty (J)(D) =Upo i Ty (i) (D) = Vo

Propozicija 5.6.10. Neka je X wisestrukost, v € X 1Y bilo koja ireducibilna komponenta od X
koja sadrzi tocku x. Tada je dim T,(X) > dim Y.

Skica dokaza: Zbog propozicije 5.6.7. i korolara 5.6.6. mozemo pretpostaviti da je X ire-
ducibilna afina visestrukost (dakle, Y = X.) Neka je kao i prije n, ideal u K[X] svih regularnih
funkcija kojima je x nultocka. Tada znamo da su prostori n,/nZ i my ./ mﬁ(’m izomorfni. Stoga je
dovoljno dokazati da vrijedi dim n,/n? > dim X.

Neka su fi, ..., f, € n, takvi da njihove klase f;+n?, ..., f.+n2 tvore bazu vektorskog prostora
n,/nZ. Prema propoziciji 3.2.2. tada je

Promatrajmo morfizam

u: X — K", oy (fily),..., ().

Ako je u(y) = 0, tada je n, C n,, a odatle je n, = n, (jer n, i n, su kodimenzije 1 u K[X]), pa
slijedi y = z.

Za y € X oznatimo sa e(y) maksimum dimenzija ireducibilnih komponenata od u™!(u(y))
koje sadrze y. Pomocu tvrdnje (a) propozicije 5.1.3. moze se dokazati da je funkcija y — e(y)
odozgo poluneprekidna. Posebno, skup {y € X; e(y) > 1} je zatvoren, a to znac¢i da je skup
U={y € X; e(y) =0} otvorena okolina tocke = u X. Neka je v : U — K" restrikcija morfizma
u. Tada je dim v=!(z) = 0 za svaku tocku z € v(U). Odatle slijedi

dim X =dim U < dim K" = r = dim n,/n2.
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Neka je X ireducibilna visestrukost. Kazemo da je x € X glatka tocka viSestrukosti X, ako
je dim T, (X) = dim X. Kazemo da je X glatka viSestrukost ako su sve njezine tocke glatke.
Umjesto "glatka tocka” upotrebljava se i naziv "prosta tocka”, a umjesto ”glatka visestrukost”
kaze se i "nesingularna visestrukost”.

Ako viSestrukost X nije ireducibilna, tocka x € X se zove glatka tocka, ako je dim T, (X)
jednaka maksimumu dimenzija ireducibilnih komponenata od X koje sadrze tocku x. Nadalje, X
se zove glatka visestrukost, ako joj je svaka tocka glatka.

Ocito je afini prostor K" glatka visestrukost. Nadalje, projektivni prostor P"(K) je takoder
glatka visestrukost, jer svaka tocka x € P"(K) ima afinu otvorenu okolinu koja je izomorfna
prostoru K. Na isti nacin vidi se i da su Grassmannove viSestrukosti G,, ,, a takoder i viSestrukosti
zastava F,, glatke visestrukosti.

Bez dokaza navodimo:

Propozicija 5.6.11. Neka je x glatka tocka ireducibilne visestrukosti X. Tada je Ox , faktorijalan
prsten. Posebno, taj je prsten cijelozatvoren (u njegovom polju razlomaka).

Propozicija 5.6.12. Neka je X ireducibilna afina visestrukost, x € X glatka tocka i n, pripadni
maksimalni ideal w K[X]. Neka su fi, ..., f, € n, takvi da je {f1+n2, ..., f,+n2} baza vektorskog
prostora n,/n2. Tada su f1,..., f. algebarski nezavisni i predstavljaju bazu trenscendentnosti polja
racionalnih funkcija R(X) nad poljem K.

Skica dokaza: Promatrajmo morfizam

u:X—>KT, yH(fl(y)aafr(y»

Pretpostavimo da postoji nenul polinom P € K[T},...,T,] takav da je P(f,..., f.) = 0. Tada je
Cl(u(X)) C V(P), pa iz korolara 5.5.18. slijedi dim Cl(u(X)) < r — 1. Kao u dokazu propozicije
5.6.10. pokazuje se da odatle slijedi dim X < r — 1, a to je suprotno pretpostavci da je

r = dimn,/n? = dim T,(X) = dim X.

Dakle, fi,..., f. su algebarski nezavisni. Posljednja tvrdnja slijedi iz teorema 5.5.10. i iz op¢ih
svojstava baza transcendentnosti prosirenja L polja K :

e svaki skup S C L koji je algebarski nezavisan nad poljem K je podskup neke baze transcen-
dentnosti polja L nad poljem K,

e posebno, ako je r = tr deg, L konacan i ako je S C L skup koji je algebarski nezavisan nad
K iima r elemenata, onda je S baza transcendentnosti od L nad K.

Neka je X ireducibilna visestrukost, x € X i U afina otvorena okolina tocke z. Oznacimo sa
Qu K[U]—modul svih derivacija algebre K[U]. Bez dokaza navodimo:

Teorem 5.6.13. Neka je X ireducibilna visestrukost © dim X = n.

(a) Glatka tocka x € X ima afinu otvorenu okolinu U takvu da je Qy slobodan K[U]—modul
ranga n.

(b) Skup svih glatkih tocaka v X je neprazan otvoren podskup od X (dakle, gust u X).

Ako visestrukost X nije ireducibilna, ali je ekvidimenzionalna, a takoder, ako je X disjunktna
unija svojih ireducibilnih komponenata, onda iz tvrdnje (b) teorema 5.6.13 neposredno slijedi da
je skup svih glatkih tocaka u X otvoren gust podskup od X.

Morfizam visestrukosti u : X — Y zove se dominantan, ako je njegova slika u(X) gusta u Y.
Sljededi je teorem posljedica teorema 5.6.13.; navodimo ga takoder bez dokaza:
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Teorem 5.6.14. Neka je u : X — Y morfizam ireducibilnih visestrukostu.

(a) Pretpostavimo da postoje glatke tocke v € X 1y € Y takve da je y = u(z) i da je operator
Tp(u) : Tp(X) — T,(Y) surjektivan. Tada je morfizam v dominantan.

(b) Pretpostavimo da je morfizam u dominantan. Postoji neprazan otvoren podskup U od X
takav da je za svaku tocku x € U njena slika u(x) glatka tocka visestrukosti i da je operator
Tp(u) : To(X) = Ty (Y) surjektivan.
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5.7 Koherentni i kvazikoherentni algebarski snopovi

Teorem 5.7.1. Neka je X wvisestrukost. Strukturni snop Ox je koherentan snop prstenova na X.

Skica dokaza: Pretpostavimo najprije da je X = K". Neka je x € X, U otvorena okolina
tocke z i f1,..., f, € I'(U, Ox) prerezi snopa Ox nad U. Dakle, f; su racionalne funkcije regularne
u svakoj tocki skupa U. Treba dokazati da je snop relacija R(f1,. .., f,) konacénog tipa nad Ox|U.
Snop relacija R(fi, ..., f,) je podsnop od (Ox|U)? i njegova je vlat nad tockom y € U

R(fi,-- o)y ={(g1,- -1 90) € O g1 fi(y) + -+ gpfu(y) = 0}

Svojstvo "konac¢nog tipa” je po definiciji lokalno, pa mozemo zamijenivsi U s manjom okolinom
pretpostaviti da je svaka funkcija f; oblika P;/Q, gdje su P, ..., P,, Q) polinomi i Q(y) # 0 Vy € U.
Akojey e Ui(gr,...,9,) € R(f1,---, fp)y, onda vrijedi > 7 _, ¢;f; = 0 ne samo u tocki y nego i
na nekoj okolini od y. Klice g; mozemo pisati u obliku ¢g; = R;/S, gdje su Ry,..., R,, S polinomi
i S(y) # 0. Sada o¢ito imamo ekvivalenciju

p p
Zgifi = 0 na okolini od y — Z R; P, = 0 na okolini od y.

i=1 i=1

Kako su R; i P; polinomi, ovo posljednje ekvivalentno je sa » -, R;P; = 0. No prsten polinoma je

Noetherin, pa je modul relacija medu polinomima P, ..., P, modul konacnog tipa. Dakle, snop
relacija R(f1,. .., fp) je konacnog tipa. Dakle, strukturni snop Okr je koherentan snop prstenova
na K.

Pretpostavimo sada da je X afina visestrukost, odnosno, zatvoren podskup od K. Za svaku
tocku z € K" oznacimo sa J,(X) ideal u O, = Ok~ , sastavljen od svih f € O, ¢ija je restrikcija
na X jednaka nuli na okolini tocke z. To posebno znaci da je J.(X) = O, ako je x € K"\ X.
Sada je J(X) = U,cxr J=(X) podsnop snopa O = Ok i to je snop O—modula. Dokazat ¢emo
sada da je snop J(X) koherentan snop O—modula. Neka je

I[(X)={PeK[T\,...,T,]; Plx)=0Vz € X}

radikalni ideal pridruzen algebarskom skupu X. Pokazuje se da vrijedi J,(X) = I(X)Ox, za
svaku tocku x € X, a to vrijedi i za svaku tocku z € K"\ X. Ideal /(X)) generiran je s konacno
mnogo elemenata, pa slijedi da je snop O—modula J(X) kona¢nog tipa. Bududi da je snop prsten-
ova O koherentan, prema propozicijama 4.2.3. i 4.2.12. snop O—modula J(X) je koherentan.

Neka je sada X proizvoljna visestrukost. Buduci da je svojstvo koherentnosti lokalno, mozemo
pretpostaviti da je X afina visestrukost, odnosno, zatvorena podvisestrukost afinog prostora K.
Prema dokazanom, J(X) je koherentan snop ideala na K”. Sada iz teorema 4.2.15. slijedi da je
O/J(X) koherentan snop prstenova na X. Taj je snop prstenova nula izvan X, a njegova restrik-
cija na X je upravo Oyx. Prema korolaru 4.2.18. Ox je koherentan snop prstenova na X.

Sada iz propozicije 4.2.11. neposredno slijedi

Korolar 5.7.2. Neka je X algebarska visestrukost. Snop Ox—modula F je koherentan ako © samo
ako je on lokalno izomorfan kojezgri homomorfizma O% — O%, tj. ako i samo ako svaka tocka
x € X ima otvorenu okolinu U takvu da je za neke p,q € Z, snop Oy—modula F|U izomorfan
kojezgri nekog homomorfizma OF — OF,.

Neka je X visestrukost. Algebarski snop na visestrukosti X je snop Ox—modula. Algebarski
snop F na X zove se kvazikoherentan, ako je on lokalno izomorfan kojezgri homomorfizma
ng — Og;]), odnosno, preciznije, ako svaka tocka x € X ima otvorenu okolinu U takvu da je za

neke neprazne skupove [ i J restrikcija F|U izomorfna kojezgri nekog homomorfizma O(UI ) Og] ),
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Pojam kvazikoherentnog algebarskog snopa usko je vezan uz pojam lokalizacije. Razmotrimo
prvo slucaj afine viSestrukosti, tj. zatvorene podviSestrukosti X afinog prostora K. Kao i prije
ozna¢imo sa K[X] algebru restrikcija na X polinomijalnih funkcija na K", dakle,
K[X] = K[T1,...,T,]/1(X). Neka je f € K[X] i Qx(f) pripadni glavni otvoren podskup od
X

Qx(f) ={z € X; f(z) #0}.

Razmatranjima sli¢cnim onima iz odjeljka 5.2. pokazat ¢emo da se algebra Ox(Qx(f)) regularnih
funkcija na Qx (f) moze identificirati s lokalizacijom K[X]; algebre K[X] u odnosu na multiplika-
tivni skup {f"; n€Z,}:

Propozicija 5.7.3. Neka je X zatvorena podviSestrukost afinog prostora K" i K[X] pripadna
afina algebra, tj. restrikcija polinoma iz K[Ty,...,T,| na X. Za svaku funkciju f € K[X] alge-
bra Ox (Qx(f)) regularnih funkcija na Qx(f) izomorfna je lokalizaciji K[X|; algebre K[X] po
multiplikativnom skupu {f"; n € Z,}. Posebno, Ox(X) = K[X].

Dokaz: Restrikcija na Qx(f) definira prirodni homomorfizam K[X]; — Ox (Qx(f)). Pret-
postavimo da g/f* € K[X]; odreduje nulprerez od Ox nad Qx(f). To znaci da je g|Qx(f) = 0.
To opet znaci da je gf = 0 u algebri K[X]. No tada je g/ f* = 0 u lokalizaciji K[X];. To pokazuje
da je prirodni homomorfizam restrikcije K[X|; — Ox (Q2x(f)) injektivan.

Dokazimo sada posljednju tvrdnju, da je taj homomorfizam i surjektivan za f = 1, tj. za
Qx(f) = X. Ocito su restrikcije polinoma iz K[T1,...,T,] na X regularne funkcije na X. Prema
tome, K[X] C Ox(X). Pretpostavimo sada da je h € Ox(X). Tada mozemo izabrati otvoren
pokrivaé (U;),c; od X takav da za svaki i € I vrijedi h|U; = p;/q;, gdje su p;, g; € K[X] i g; nema
nultocaka u U;. Zbog Noetherinosti od X mozemo pretpostaviti da je I = {1,...,n}. Nadalje,
budué¢i da glavni otvoreni podskupovi tvore bazu topologije, mozemo uzeti da je za svaki i € [
Ui = Qx(9:), 9; € K[X]. U stvari, mozemo uzeti da je g; = ¢;; doista, ako nije tako, to mozemo
posti¢i zamjenom p; i ¢; sa sp; 1 sq; za neki s € K[X]. Uvjeti da razlomci p;/q;, i € I, defini-
raju globalni prerez su p;/q; = p;/q; na Qx(g;) N Nx(g;) za bilo koje i,j € I. To znaci da je
pig; — p;¢ = 0 na Qx(¢;) NQx(g;). Odatle slijedi da je ¢;q;(pig; — pjg;) = 0 svuda na X. Stavimo
sada p, = pig; 1 ¢, = ¢? za svaki i € I. Tada je p./q. = pi/q; na Qx(q;) = Qx(q) 1 za svaki par
i,j € I u K[X] vrijedi jednakost p}q; = pjq;. Buduéi da funkcije ¢; nemaju zajednickih nultocaka

u X (jer {Qx(q1),---,0x(q,)} je pokriva¢ od X), vrijedi
K[X]g, + -+ + K[X]q, = K[X].

Stoga postoje g; € K[X] takve da je Y g:¢; = 1. Stavimo sada b/ = >, g;p} € K[X]. Tada za

svaki j € I imamo
G = adipi =) gpia =1} _ g4, =D}
i=1 i=1 i=1

Odatle na Qx(q;) = Qx(g;) slijedi jednakost h' = p’/q; = p;/q; = h. Dakle, b’ = h, i time je
dokazano da je K[X]| — Ox(X) i surjekcija, dakle, izomorfizam.

Treba jos dokazati surjektivnost K[X]; — Ox (2x(f)). U tu svrhu treba samo primijeniti
dokazanu surjektivnost na zatvorenu podvisestrukost X; od K" koja se iz Qx(f) dobiva presli-
kavanjem z +— (2, f(2)71); naime, znamo da je tada preslikavanje z — (z, f(2)™!) izomorfizam
visestrukosti sa Qx(f) na X;. Kompozicija tog preslikavanja s polinomijalnom funkcijom na K"+

je funkcija oblika g/ f*, gdje je g polinomijalna funkcija na K. Time je dokazano da je homomor-
fizam K[X]; — Ox (Qx(f)) surjektivan.
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Ako je A snop prstenova na topologkom prostoru X i ako su M i N snopovi A—modula na
X, u odjeljku 4.1. definirali smo tenzorski produkt M ®4 N. Ako je sada A fiksni (komutati-
van unitalan) prsten i M i A su snopovi A—modula na X, mozemo definirati tenzorski produkt
M @4 N, a takoder i tenzorski produkt M ®4 N A—modula M sa snopom A—modula N na X.
Ti su snopovi definirani kao snopovi klica prereza ocitih predsnopova (M(U) ®a N'(U))yer(x) »
odnosno, (M ®4 N(U))UeT(X). Pretpostavimo sada da je A snop prstenova na X i stavimo
A=AX)=T(X,A). Neka je M A—modul. Tada je A ®4 M ne samo snop A—modula, nego i
snop A—modula na X. Taj se snop zove lokalizacija modula M na X. To je snop klica pred-
snopa (A(U) @4 M)yer(x - Otito je M — A®4 M kovarijantan funktor iz kategorije A—modula u
kategoriju snopova A—modula na X. Sasvim opcenito taj funktor nema naroc¢ito dobra svojstva.
Medutim, u slucaju kvazikoherentnih algebarskih snopova on ima izuzetno lijepa svojstva: on je
egzaktan i vrijedi M = I'(X, A4 M), stovise, M — A®4 M je ekvivalencija kategorija s inversom
rx, ).

Promotrimo slucaj afine visestrukosti X. Mozemo uzeti da je X zatvorena podviSestrukost
afinog prostora K" i tada je Ox(X) = K[X] = K[T1,...,T,]/1(X). Za K[X]|—modul M stavimo

M = Ox ®rx] M.
Kao sto smo spomenuli, to je snop klica prereza predsnopa

Glavni otvoreni podskupovi Qx (f), f € K[X], éne bazu topologije od X, dakle, snop M odreden
je restrikcijom predsnopa U — M (U) na skupove oblika U = Qx(f).

Propozicija 5.7.4. Neka su X afina visestrukost, M K[X]—modul i f € K|[X]|. Tada postoji
prirodan izomorfizam M (Qx(f)) — My, gdje je My lokalizacija modula M w odnosu na multipli-
kativan skup {f™; n € Z, }.

Dokaz: Lokalizacija od M u odnosu na multiplikativan skup {f"; n € Z,} sastoji se od
klasa ekvivalencije izraza oblika m/f* gdje su m € M i k € Z,. Pri tome su m/f* i n/fI
ekvivalentni ako i samo ako postoji p € Z, takav da je fP(f'm — ffn) = 0. Uocimo da je
to ujedno lokalizacija od M u odnosu na multiplikativni skup koji se sastoji od svih funkcija
iz K[X] koje nemaju nultocaka u Qx(f). To je posljedica Hilbertovog teorema o nulama: ako
funkcija ¢ € K[X]| nema nultocaka u Qx(f), onda je f u radikalu glavnog ideala K[X]g, tj.
vrijedi f¥ = hg za neki k € Z, i neki h € K[X]. Odatle slijedi da multiplikativni skupovi
{f", neZ;} C{ge K[X]; g(z) #0Vz € Qx(f)} vode na istu lokalizaciju od M.

Znamo da je prsten Ox (Qx(f)) lokalizacija K[X]; prstena K[X] u odnosu na multiplikativni
skup {f"; n € Z, }. Ocito postoji jedinstven homomorfizam

M (Qx(f)) = Ox (x(f)) @xx) M — M

takav da
(9/f") @m— (gm)/f*,  geK[X], ke,
a takoder i jedinstven homomorfizam

My — M (Qx(f)) takavda m/f*— (1/f*)@m, meM, keLZ,.
Ta su dva homomorfizma medusobno inverzna:
m/f*— (1/f*) @ m — 1m/f* = m/ f*,

(9/fF) @m = (gm)/f* = (1/f*) @ gm = (¢/f*) @ m.
Odatle neposredno slijedi:
Korolar 5.7.5. Ako je X afina visestrukost i M = K[X], onda je M = Ox.
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Propozicija 5.7.6. Neka je X afina visestrukost.
(a) Za svaku funkciju f € K[X] funktor M — M (Qx(f)) je egzaktan.
(b) Funktor lokalizacije M — M je egzaktan.

Dokaz: (a) Iz definicije M(U) = Ox(U) ®gx) M je ocito da je taj funktor desno egzaktan.
Treba jos dokazati lijevu egzaktnost, tj. da je za podmodul N od M homomorfizam

N (Qx(f))) = M (Q2x(f))

injektivan. Prema propoziciji 5.7.4. imamo M (Qx(f)) = My i N (Qx(f)) = Ny. Neka je n/f*
predstavnik elementa od NNy i pretpostavimo da on predstavlja nulu u modulu M;. To znaci da je
fPn =0 za neki p € Z,. Ali ako ta jednakost vrijedi u modulu M, ona vrijedi i u podmodulu N.
Dakle, n/f* predstavlja nulu i u modulu Ny.

Tvrdnja (b) neposredna je posljedica tvrdnje (a) jer glavni otvoreni skupovi Qx (f) tvore bazu
topologije prostora X.

Propozicija 5.7.7. Neka je W afini otvoren podskup afine visestrukosti X i neka M K[X]—modul
i M njegova lokalizacija na X. Tada je restrikcija M|W izomorfna lokalizaciji Ox (W )—modula
M((W) na W.

Dokaz: Svaki otvoren podskup U od W je otvoren u X i imamo

To pokazuje da su M|W i lokalizacija od M (W) na W snopovi klica prereza izomorfnih pred-
snopova na IW.

Propozicija 5.7.8. Neka su X afina visestrukost, M K[X]—modul i M njegova lokalizacija na
X.

(a) Za svaku funkeiju f € K[X] homomorfizam M; = M (Qx(f)) — M (2x(f)) je izomorfizam.
(b) M — M(X) je izomorfizam.

Dokaz: Svaki glavni otvoren podskup €2x(f) je prema propoziciji 5.2.10. afina visestrukost,
dakle, to je afini otvoren podskup od X. Iz propozicija 5.7.4. i 5.7.7. slijedi da je restrikcija
M|Qx (f) izomorfna lokalizaciji Mf od My na Qx(f). To pokazuje da tvrdnja (a) slijedi iz tvrdnje
(b) (koja je zapravo poseban slucaj tvrdnje (a) za f = 1).

Dokazimo tvrdnju (b). Dokaz je vrlo slican dokazu propozicije 5.7.3. Pretpostavimo da m € M
odreduje nulprerez snopa M. To znaéi da mozemo pokriti X s konaéno mnogo otvorenih skupova
Uy, ..., U, takvih da je za svaki indeks i slika od m u M (U;) jednaka nuli. Mozemo pretpostaviti
da za svaki 7 postoji funkcija ¢; € K[X]| takva da je U; = Qx(¢;). Tada jednakost nuli u M(U;)
znaéi da postoji k; € Z, takav da je ¢F'm = 0. Bududéi da je {Uy, ..., U,} pokrivac od X, funkcije
Q1 ..., qn (dakle, ni funkeije ¢, ... ¢") nemaju zajednickih nultocaka u X, pa kao i u dokazu
propozicije 5.7.3. zakljucujemo da postoje funkcije g1, ..., g, € K[X] takve da je Y, giq = 1.
No tada slijedi

m=1m = Zgiqfim = 0.
i=1

Prema tome, homomorfizam M — M(X) je injektivan.
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Pretpostavimo sada da je s € M (X). Mozemo pokriti X s glavnim otvorenim podskupovima
Qx(q1),---,2x(gn), takvima da je za svaki indeks i restrikcija s|Qx(g;) slika u M (Qx(g;)) ele-
menta oblika m;/g;. Bududi da ti elementi predstavljaju globalni prerez, mozemo pretpostaviti da
je

(mi/qi)|€0x (g:) N Qx(g5) = (m;/ ;)| (6:) N Qx(g5) Vi, 5.

Medutim, vrijedi Qx(q;) N Qx(g;) = Nx(¢iq;), pa gornje jednakosti znace da za neki k € Z; u
modulu M vrijedi

(1q;)* (qjmi — qymy) =0 Vi, j.

k+1

Ako zamijenimo ¢fm; sa m; i ¢/ sa ¢;, onda se razlomci m;/q; ne mijenjaju a gornje jednakosti
u M postaju

qjmi — qimj = 0 \V/Z,j

Kao i prije postoje funkcije g¢1,...,9, € K[X] takve da vrijedi ) ., ¢;¢; = 1. Stavimo sada
m =Y gim;. Tada za svaki indeks j imamo

q;jm = gq; Z gim; = Z 9iq;m; = Z giqim; = lm; = m;.
i—1 i—1 i—1

Dakle, tako definiran element m € M ima u M (Q2x(q;)) sliku m;/qg;. Prema tome, prerez s je
slika od m pri preslikavanju M — M (X). Time je dokazano da je homomorfizam M — M(X) i
surjektivan, dakle, izomorfizam.

Prema teoremu 5.7.1. strukturni snop Ox visestrukosti X je koherentan. Odatle slijedi da je
direktna suma konac¢no mnogo snopova Ox koherentan algebarski snop, a proizvoljna direktna
suma snopova Ox je kvazikoherentan algebarski snop na X.

Lema 5.7.9. Neka su X afina visestrukost, f € Ox(X) = K[X] i F kvazikoherentan algebarski
snop na X.

(a) Ako je s € F(X) is|Qx(f) =0, onda postoji k € Z, takav da je f*s = 0.

(b) Ako jet € F(Qx(f)), postoji k € Z, takav da je f*t restrikcija na Qx(f) globalnog prereza
iz F(X).

(¢) Prirodni homomorfizam F(X); — F (Qx(f)) definiran restrikcijom je izomorfizam.

Dokaz: (a) X mozemo pokriti afinim otvorenim podskupovima na kojima je F lokalizacija
modula. Prema propoziciji 5.7.7. ako je F lokalizacija modula na nekom afinom otvorenom pod-
skupu U od X, onda je F lokalizacija modula i na svakom afinom otvorenom podskupu od U.
Prema tome, mozemo odabrati gi,...,9, € K[X] bez zajednickih nultocaka u X (tako da je
{Qx(g1),...,Qx(gn)} pokrivac od X) i Ox (Qx(g;)) —module M; takve da je F|Qx(g;) = M;
za svaki i. Ako je s € F(X), onda za svaki ¢ mozemo prema propoziciji 5.7.8. restrikciju
si = s|Qx(g:) € M;(Qx(g;)) promatrati kao element od M;. Ako je s|Qx(f) = 0, onda je
si|Qx(f) N Qx(g;) = 0 za svaki i. Buduéi da je Qx(f) N Qx(g:) = Qx(f9¢:), prema propoziciji
5.7.3. slijedi da je slika od s; u lokalizaciji (Mz)f jednaka nuli. Slijedi f*s; = 0 u M; za neki k € Z.
i za svaki i. (Naime, pokriva¢ je konacan, pa mozemo izabrati isti k& € Z, za svaki 7). Tada je
f*s globalni prerez od F ¢ija je restrikcija na svaki ¢lan otvorenog pokrivaca jednaka nuli. Dakle,
fFs=0.

(b) Pretpostavimo sada da je t € F (Qx(f)). Ponovnim koristenjem propozicija 5.7.8. 1 5.7.3.
zakljucujemo da se za svaki indeks i restrikcija ¢|Qx (f) N Qx(g;) moze promatrati kao element od
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(M;); . Dakle, za svaki indeks ¢ restrikcija t|Q2x (fg;) podudara s razlomkom kome je u brojniku
m; € M; a nazivnik mu je potencija od f. Stoga postoji p € Z, takav da za svaki i vrijedi
m;i|Qx(fg:;) = fPt|Qx(fg;). Sada su t; i t; za bilo koje i i j prerezi od F ¢ije se restrikcije na
Qx(fgig;) podudaraju (jer su tamo obje jednake restrikciji od fPt). Prema tvrdnji (a) postoji
q € Z4 takav da je f9(t; —t;) = 0 na Qx(g,9;) 1 mozemo izabrati isti ¢ za sve parove i, j. Ali to
znac¢i da se za bilo koje i i j prerezi f7; nad Qx(g;) 1 f%; nad Qx(g;) podudaraju na presjeku
Qx(g:) NQ2x(g5) = QUx(9:9;). Prema tome, ti prerezi definiraju globalni prerez s € F(X). Sada je
s|Qx(f) = fP*9t. Time je dokazana tvrdnja (b).
Napokon, tvrdnja (c¢) neposredna je posljedica tvrdnji (a) i (b).

Propozicija 5.7.10. Neka su X afina visestrukost, F kvazikoherentan snop na X i« M = F(X).
Tada je prirodni homomorfizam snopova Ox—modula M — F izomorfizam. Nadalje, F je ko-
herentan ako i samo ako je modul M konacno generiran.

Dokaz: Neka je Q skup svih glavnih otvorenih podskupova Qx(f) takvih da je F|Qx(f)
lokalizacija Ox (Qx(f)) —modula. Prema propoziciji 5.7.7. ako je Qx(g) C Qx(f) i ukoliko je
Qx(f) € Q, onda je i Qx(g) € Q. To pokazuje da skupovi u Q ¢ine bazu topologije od X.

Prema propoziciji 5.7.8. za Qx(f) € Q restrikcija F|Qx(f) je lokalizacija modula F (Qx (f)) .
Nadalje, prema lemi 5.7.9. imamo izomorfizam My = F(X); — F (Qx(f)). Dakle, F|Qx(f) je
lokalizacija modula My na Qx(f).

Iz propozicija 5.7.8.15.7.7. slijedi da je da se lokalizacija Mf od My na Qx(f) moze identificirati
s restrikcijom M|Qx (f). Dakle, na svakom skupu Qx(f) € Q imamo izomorfizam M|Qx (f) —
F|Qx(f) definiran kao kompozicija izomorfizama M|Qx (f) — My i M; — F|Qx(f). Ti izomor-
fizmi ocito komutiraju s restrikcijom sa Qx(f) na Qx(g) ako je Qx(g) C Qx(f). Buduéi da je Q
baza topologije od X, time je definiran izomorfizam snopova Ox—modula M — F.

Ako je modul M konacno generiran, tada je F koherentan snop budué¢i da je izomorfan
lokalizaciji kona¢no generiranog modula. S druge strane, ako je snop F koherentan, tada je
lokalno on lokalizacija kona¢no generiranog modula. To znac¢i da se X moze pokriti s konacno
mnogo glavnih otvorenih podskupova Qx(f;) takvih da je za svaki indeks i restrikcija F|Qx(f;)
lokalizacija kona¢no generiranog modula, a taj je nuzno modul My,. Bududi da funkcije f; nemaju
zajednickih nultocaka u X (jer skupovi Qx(f;) pokrivaju X), standardnom se metodom pokazuje
da je tada modul M konacno generiran.

Korolar 5.7.11. Snop Ox—modula F na algebarskoj visestrukosti X je kvazikoherentan ako 1
samo ako je za svaki afini otvoren podskup U C X restrikcija F|U lokalizacija Ox(U)—modula
F(U).

Dokaz: Uvjet je dovoljan jer kvazikoherentnost je lokalno svojstvo. Pretpostavimo da je F
kvazikoherentan i da je U C X afini otvoren podskup. Prema propoziciji 5.7.7. restrikcija F|U
je kvazikoherentan snop. Sada je prema propoziciji 5.7.10. F|U lokalizacija Ox (U)—modula F(U).

Tvrdnje propozicija 5.7.8. 1 5.7.10. mozemo iskazati ovako:

Teorem 5.7.12. Neka je X afina visestrukost. Tada je funktor M — M ekvivalencija kategorija
s kategorije Ox (X )—modula na kategoriju kvazikoherentnih snopova Ox—modula na X i njen je
kvaziinvers I'(X, - ). Restrikcija tog funktora na potkategoriju konacno generiranih Ox(X)—modula
je ekvivalencija na kategoriju koherentnih snopova Ox—modula.

Ako je A snop prstenova na X i M je snop A—modula na X, onda za skup {g1, ..., gx } prereza
iz M(X) kazemo da generira M nad A, ako je homomorfizam snopova A—modula A* — M, dan

sa (fi,..., fr) = Zle figi surjektivan.



5.7. KOHERENTNI I KVAZIKOHERENTNI ALGEBARSKI SNOPOVI 121

Korolar 5.7.13. Ako je M koherentan snop Ox—modula na visestrukosti X i U C X je afini
otvoren podskup, onda je restrikcija M|U generirana nad Oy s konaéno mnogo prereza iz M(U).

Dokaz: Snop M|U je koherentan snop, dakle, on je lokalizacija nekog konacéno generiranog
Ox(U)—modula M. Neka je {my,..., my} skup generatora modula M. Tada je homomorfizam
modula Ox (U)* — M, dan sa

k
(fla"')fk) = Zfzmu
=1

surjektivan. Budu¢i da je prema tvrdnji (b) propozicije 5.7.6. funktor lokalizacije egzaktan, slika
tog homomorfizma pri funktoru lokalizacije je surjektivni morfizam. Ako je g; prerez od M = M|U
odreden sa m;, slijedi da skup prereza {gi,..., gx} generira M|U nad Oy.
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Poglavlje 6

MODULI NAD WEYLOVOM
ALGEBROM

U ovom ¢emo poglavlju prouciti module nad Weylovom algebrom D(n) svih diferencijal-
nih operatora na K™ s polinomijalnim koeficijentima, tj. algebre Diff(K[X7,..., X,]). U cijelom
poglavlju K je algebarski zatvoreno polje karakteristike 0. Naravno, kako je algebra polinoma
A = K[Xy,...,X,] podalgebra od D(n), svaki D(n)—modul je ujedno A—modul, pa éemo na-
jprije prouciti A—module.

6.1 Moduli nad algebrom polinoma

U ovom je odjeljku A = K[Xy,...,X,]. Algebru A mozemo filtrirati i graduirati ukupnim
stupnjem polinoma:

A, = Z X ca €K 3, A" = Z X co €K

a€Zl, |a|<m a€Zl, |al=m

Jasno je da vrijedi

Ay = A" + Ap.

Prema tome, u odnosu na filtraciju (Anp),,c;, mozemo identificirati Gr.A sa A. Ocito filtracija
(Am) ez, zadovoljava uvjete (1) — (7) odjeljka 3.3.

Bududéi da je Ay = K, konac¢no generirani Ag—moduli su kona¢nodimenzionalni vektorski
prostori nad poljem. Za aditivnu funkciju A mozemo uzeti dimg . Dimenziju i multiplicitet konacno
generiranog A—modula M u odnosu na aditivnu funkciju A = dimg oznacavat ¢emo bez indeksa
A, odnosno, sa d(M) i e(M).

Promatramo li A kao lijevi A—modul, imamo za svaki p € Z

: n+ " . .
dimg AP = ( p) = p_' + c¢lanovi nizeg stupnja u p.
n n!
Dakle, d(A) = n i e(A) = 1. Nadalje, za svaki kona¢no generirani A—modul M postoji egzaktan
niz

{0} — N — A? — M — {0},

gdje je d broj ¢lanova nekog kona¢nog podskupa od M koji generira A—modul M, a A? ovdje
oznacava slobodan A—modul ranga d, odnosno, d—struki Kartezijev produkt A x - -- x A. Dakle,
prema propoziciji 3.3.9. vrijedi d(M) < n.

123
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Razmotrit ¢emo sada geometrijsku interpretaciju broja d(M). Neka je z € K™ i ozna¢imo sa
m, maksimalni ideal u A svih polinoma kojima je tocka x nultocka. Dakle, m, je ideal generiran s
elementima X; — 1, ..., X,, — x,. Neka je A, = (A\ m,) ' A lokalizacija od A u tocki z. Algebra
A, prirodno se identificira s algebrom svih racionalnih funkcija K™ — K koje nemaju pol u tocki
x. Prema propoziciji 3.2.10. algebre A, su n—dimenzionalni regularni lokalni prstenovi. Najveci
ideal u A, je

n; = (mﬂ?)m = (A \ mz)il my

i on se identificira s idealom svih racionalnih funkcija K™ — K koje imaju nultocku u tocki x.
Neka je M A—modul. Njegova lokalizacija u tocki x

M, =(A\m,) ' M
je A,—modul. Definiramo nosa¢ modula M kao skup
supp(M) = {z € K*; M, # {0} }.

Lema 6.1.1. Neka je
{0} — M — M — M" — {0}

egzaktan niz A—modula. Tada je
supp(M) = supp(M’) U supp(M”).
Dokaz: Zbog egzaktnosti funktora lokalizacije, za svaku tocku x € K™ je
{0} — M, — M, — M — {0}

je egzaktan niz A, —modula. Dakle, M, # {0} ako i samo ako je ili M, # {0} ili M # {0}. To je
upravo tvrdnja leme.

U definiciji nosac¢a A—modula M nismo pretpostavljali da je M konac¢no generiran. Ako jest,
onda o nosa¢u mozemo reci vise.
Za ideal I C A stavimo kao i obi¢no

V(I)={xe€ K", f(x)=0Vfel}.
Propozicija 6.1.2. Neka je M konacno generiran A—modul i
I=annyu(M)={fe€ A, fm=0Vme M}
njegov anthilator u A. Tada je supp(M) = V().

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po broju generatora od M # {0}. Pretpostavimo najprije da
je M # {0} generiran jednim svojim elementom # 0, tj. da je modul M ciklicki. Tada je M = A/I
za neki ideal I u A. Ideal I je anihilator generatora od M, a kako je algebra A komutativna, ideal
I je anihilator modula M. Identificiramo li M sa A/I imamo M, = (A/I), = A,/I,. Neka je
r € V(). Tada je I C m, i I, C n,. Dakle, I, # A,, pa slijedi M, = (A/I), # {0}, odnosno,
x € supp(M). Pretpostavimo sada da x ¢ I. Tada postoji f € I takav da je f(x) # 0, tj.
f ¢ m,. To znadi da je element f invertibilan u lokalnom prstenu A,, pa f € I, povlaci da je
I, = A,. Dakle, M, = (A/I), = {0}, odnosno, ¢ supp(M). Dakle, dokazano je da vrijedi
V(I) = supp(M), odnosno, proveden je dokaz baze indukcije.
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Provedimo sada korak indukcije. Neka je p > 2 i pretpostavimo da je tvrdnja dokazana za
A—module s manje od p generatora. Neka je {my,...,m,} skup generatora modula M. Neka je
M’ podmodul generiran sa {my,...,m,_1}. Tada imamo egzaktan niz

{0} — M — M — M" — {0},
pri cemu je M"” ciklicki A—modul. Prema lemi 6.1.1. vrijedi
supp(M) = supp(M') U supp(M”).
Po pretpostavci indukcije imamo
supp(M) =V (I UVI" =), I'=anny(M"), 1" =anny(M").
Ocito vrijedi I'l” C I = anny(M). Nadalje, I C I' i I C I”. Dakle, vrijedi
rrcrcrnr,

pa slijedi
v(IuvI"y cvId'nIi"ycvI) cvIr.

Neka je = ¢ V(I') UV(I"). Tada postoje f € I'i g € I” takvi da je f(z) # 01 g(x) # 0. Tada
je (fg)(z) = f(x)g(x) # 0, pa je x ¢ V(I'I"). To pokazuje da je V(I'I") C V(I') U V(I"). Odatle
slijedi da su sve gornje inkluzije zapravo jednakosti, pa posebno vrijedi supp(M) = V(I).

Neposredna je posljedica:

Korolar 6.1.3. Neka je M konacéno generiran A—modul. Tada je njegov nosaé supp(M) Zariski
zatvoren podskup od K™.

U dokazima sljedec¢a dva kljuéna teorema trebat ¢e nam sljedeca lema:

Lema 6.1.4. Neka je B Noetherin komutativan prsten i M # {0} konacno generiran B—modul.
Tada postoji konacna filtracija B—podmodulima

{0y =My CM C---CM, 1 CM,=M
takva da je M;/M;—1 = B/J;, 1 <i <mn, pri ¢emu su Jy,...,J, prosti ideali u B.
Dokaz: Za x € M stavimo
ann(x) = {a € B; az = 0}.

Neka je S slup svih ideala ann(z), x € M \ {0}. Buduéi da je B Noetherin prsten, skup S ima
maksimalne elemente. Neka je I = ann(z) jedan od njih. Tvrdimo da je tada I prost ideal u B.
Doista, ab € I znaci da je abxz = 0. Pretpostavimo da je b ¢ I, tj. bz # 0. Tada je I C ann(bx).
Zbog maksimalnosti od I zaklju¢ujemo da je ann(x) = I. No kako je abz = 0, slijedi da je
a € ann(x) = I. Time smo dokazali da je I prost ideal.

Prema dokazanom postoji x € M \ {0} takav da je ideal I = ann(z) prost. Naravno tada je
podmodul Bx = B/I.

Neka je sada F skup svih B—podmodula N od M koji imaju filtraciju B—podmodulima oblika

{0} =NyC N, C---C N, =N
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takvu da je V;/N;_1 = B/J; za neke proste ideale Ji, ..., Ji. Buduéi da je M Noetherin modul,
skup F sadrzi maksimalan element L. Prtetpostavimo da je L # M. Tada bismo imali egzaktan
niz

{0} — L— M — L' — {0}

i prema prvom dijelu dokaza L’ bi postojao podmodul N’ izomorfan sa B/J’ za neki prost ideal
J'. Medutim, to je u suprotnosti s maksimalnoséu od L. Ova kontradikcija pokazuje da je L = M
i time je lema dokazana.

Teorem 6.1.5. Neka je M konacéno generiran A—modul. Tada je d(M) = dim supp(M).

Taj teorem ima i lokalnu verziju. Lokalizacija A, od A u tocki z € K" je Noetherin lokalni
prsten. Njegov najveci ideal n, je ideal generiran polinomima X; — x;, 1 < i < n, i slike tih
generatora u n,/n? razapinju ga kao vektorski prostor nad K. Dakle, {X; —x;; 1 < i < n} je
koordinatni sistem prstena A,. Za bilo koji konacno generirani A—modul M njegova lokalizacija
M, u tocki x je konacno generiran A, —modul, dakle, dobro je definirana njegova dimenzija d(M,,).

Teorem 6.1.6. Neka je M konacno generiran A—modul i neka je x tocka iz K™. Tada je
d(M,) = dim, (supp(M)).

Dokazivat ¢emo simultano teoreme 6.1.5. 1 6.1.6. Prije svega primijetimo da ako imamo egza-
ktan niz A—modula
0— M —M-—M —0

i ako teoremi 6.1.5. 1 6.1.6. vrijede za module M’ i M", onda po propoziciji 3.3.9. i po lemi 6.1.1.
vrijedi
d(M) = max {d(M'),d(M")} = max {dim supp(M"), dim supp(M")} =
= dim (supp(M") U supp(M")) = dim supp(M).

Nadalje, za svaki x € supp(M) zbog egzaktnosti funktora lokalizacije imamo egzaktan niz
0— M, — M, — M — 0.
Stoga po propoziciji 3.2.6. i po lemi 6.1.1. vrijedi
d(M,) = max {d(M),d(M")} = max {dim, (supp(M"), dim, (supp(M"))} =

= dim,, (supp(M") U supp(M")) = dim,, (supp(M)) .

Dakle, ako teoremi 6.1.5. i 6.1.6. vrijede za module M’ i M”, onda oni vrijede i za modul M.

Pretpostavimo i da su teoremi 6.1.5. 1 6.1.6. dokazani za sve module oblika M = A/J, gdje
je J prost ideal u A, onda prema prethodnoj primjedbi i pomocu leme 6.1.4. indukcijom po
duljini filtracije iz te leme zaklju¢ujemo da teoremi 6.1.5.1 6.1.6. vrijede za sve konacno generirane
A—module.

Dakle, ostalo nam je da dokazemo dva teorema u slucaju kad je M = A/J, gdje je J prost
ideal u A.

Pretpostavimo najprije da je vektorski prostor .A/.J kona¢nodimenzionalan. Tada je A/J in-
tegralna domena koja je integralna (cijela) nad poljem K. Dakle, A/J je polje koje je algebarsko
prosirenje od K. Buduéi da je po pretpostavci polje K algebarski zatvoreno, vrijedi A/J = K,
odnosno, ideal J je maksimalan. Po Hilbertovom teoremu o nulama je supp(M) = V(J) jedna
tocka = € K™, dakle, dimsupp(M) = 0. S druge strane, buduéi da je M, jednodimenzionalan
vektorski prostor, vrijedi d(M,) = 0. Dakle, oba teorema su istinita za takav modul M = A/.J.

Pretpostavimo sada da ideal J nije kona¢ne kodimenzije u A. Tada, posebno, J nije maksi-
malan ideal. Neka je J; 2 J prost ideal i neka je f € J;\ J. Tadaje J C (f)+J C J;. Dakle, A/J;
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je kvocijent od A/((f)+J) 1 A/((f) + J) je kvocijent od A/J. Nadalje, A/((f) + J) = M/fM.
Neka je F': M — M endomorfizam A—modula M definiran sa F'(m) = fm. Ako je g+ J € Ker F,
onda imamo

0=flg+J)=fg+J = fgeJ

Buduéi da je ideal J prost i f ¢ J, slijedi g € J, odnosno, g + J = 0. Prema tome, homomorfizam
F je injektivan. Dakle, imamo egzaktan niz A—modula

Iz propozicije 3.3.9. slijedi da je d(M/fM) < d(M). Kad bi bilo d(M/fM) = d(M), imali bismo
k tome prema istoj propoziciji da je e(M) = e(M) + e(M/fM), dakle, e(M/fM) = 0. No to je
moguce samo ako je d(M/fM) = 0, pa bi slijedilo da je d(M) = 0, a to bi znacilo da je modul M
kona¢nodimenzionalan, suprotno pretpostavei. Prema tome, nuzno je d(M/fM) < d(M). Bududi
da je A/J; kvocijent od M/ fM, slijedi da je d(A/Jy)) < d(A/J).

Neka je € V(J;). Lokalizacijom u tocki « dobivamo egzaktan niz A, —modula

0 — M, 5 M, — M,/fM, — 0,

pri ¢emu je homomorfizam F : M, — M, mnozenje sa f. Prema propoziciji 3.2.6. vrijedi
d(M,/fM,) < d(M,). Kad bibilo d(M,/ fM,) = d(M,), imali bismo e(M,) = e(M,)+e(M,/fM,),
tj. e(M,/fM,) = 0. To je moguée samo ako je d(M,/fM,) = 0. Medutim, to bi povlacilo
m, (M, /fM,) = M,/fM,, a to prema Nakayaminoj lemi 3.2.1. znaéi da je M, /fM, = 0. Odatle
bi slijedilo da je mnozenje sa f surjektivno sa M, na M,, a kako je f € m,, to bi po Nakayaminoj
lemi povlacilo da je M, = 0, suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da je nuzno
d(M,/fM,) < d(M,). Buduéi da je A/.J; kvocijent od M/ fM, slijedi d ((A/J1).) < d((A}J).).
Neka je sada
Zo=A{2}S 21 C - CZn1 & Zy=K"

maksimalan lanac nepraznih ireducibilnih zatvorenih podskupova od K™. Tada je
1(Zo) =my 2 1(Zy) 2 -+ 2 Z(In) 2 1(Zn) = {0}
maksimalan lanac prostih ideala u A. Po dokazanom imamo sljedeéi niz striktnih nejednakosti
0<d(A/I(Zy)) <d(AJI(Z,)) <---<d(A/I(Z,—1)) <d(A)I(Z,)) =d(A)=n

a prema propoziciji 3.2.10. 1

0 <d((A/I(Z)).) < d((A/1(Z1))e) < --- <d((A)1(Zn-1))2) < d((A)1(Zn)):) = d(A) = n.
Odatle slijedi da je

d((A/I(Z)))s) =d(A/I(Z))) =j =dim Z;. 0<73<n.
Medutim, svaki se zatvoren ireducibilan podskup Z moze smjestiti u maksimalan lanac. Stoga
slijedi da je
d((A/1(2))e) = d(A(I(Z)) = dim Z
za svaki zatvoren ireducibilan podskup Z C K™ i svaki x € Z. S druge strane, to povlaci da je
d((A/J)z) = d(A/J) = dim V(J)

za svaki prost ideal J u A i svaki € V(J). Prema propoziciji 6.1.2. time su teoremi 6.1.5. 1 6.1.6.
dokazani.
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Teoremi 6.1.5. 1 6.1.6. imaju sljede¢u neposrednu posljedicu:
Korolar 6.1.7. Neka je M konacéno generiran A—modul. Tada je
d(M) = max {d(M,); = € supp(M)}.
Na koncu dokazimo jos jedan rezultat koji ¢emo trebati kasnije.
Propozicija 6.1.8. Neka je I ideal u A. Tada je dim V(I) = dim V(Gr ).

Dokaz: Kratki egzaktni niz A—modula
0—1—A— A/ — 0,

pri ¢emu su moduli snabdjeveni s filtracijama induciranim prirodnom filtracijom od .4, vodi na
kratki egzaktni niz graduiranih A—modula

00— Grl] —A—GrA/I — 0.

Dakle, imamo

dimg F,(A/I) = S [dimg Fy(A/I) —dimg F, 1(A/I)] = idim;{ GrP(A/I) =

q=0 q=0

p
= [dimg Gr"A — dimy Gr*I] = dimg F,A — dimy F,(Gr 1) = dimy F,(A/Gr]).

q=0

Dakle, d(A/I) = d(A/Gr ). Sada tvrdnja slijedi iz teorema 6.1.5. 1 6.1.6.
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6.2 Dimenzija modula nad Weylovom algebrom

U ovom ¢emo odjeljku prociti kategoriju modula nad prstenovima D(n) diferencijalnih ope-
ratora s polinomijalnim koeficijentima. Oznacimo sa M*(D(n)) i MT(D(n)) kategorije lijevih
i desnih D(n)—modula. To su Abelove kategorije. Glavni antiautomorfizam ¢ od D(n) definira
egzaktan funktor iz kategorije M®(D(n)) u kategoriju M%(D(n)), koji preslikava modul M u
njemu transponirani modul M* koji se podudara sa M kao vektorski prostor a djelovanje D(n)
je dano sa (T, m) — m(T). Analogan funktor definiran je i iz kategorije M*(D(n)) u kategoriju
MPE(D(n)). Jasno je da su ta dva funktora medusobno inverzne ekvivalencije kategorija. Ako
sa M§(D(n)) i MF(D(n)) oznacimo pune potkategorije konacno generiranih D(n)—modula, ti
funktori induciraju i njihovu ekvivalenciju. Zbog toga ¢emo u daljnjem proucavati samo lijeve
D(n)—module i pisati M(D(n)) i My(D(n)) umjesto M*(D(n)) i MF(D(n)) (osim kad zelimo
eksplicitno istaknuti da radimo s desnim modulima). Buduéi da je D(n) Noetherin prsten, puna
potkategorija M (D (n)) od M(D(n)) je zatvorena u odnosu na uzimanje podmodula, kvocijentnih
modula i prosirenja, dakle, posebno, i odnosu na (konaé¢ne) direktne sume.

Promatrajmo najprije D(n) kao algebru snabdjevenu Bernsteinovom filtracijom (Dp(n))pez'
Imamo Dy(n) = K, pa mozemo definirati dimenziju modula iz M¢(D(n)) u odnosu na aditivnu
funkciju dimg na kategoriji kona¢nodimenzionalnih vektorskih prostora nad K. Ta se dimenzija
d(M) i multiplicitet e(M) konacno generiranog D(n)—modula zovu Bernsteinova dimenzija
i Bernsteinov multiplicitet. Budué¢i da glavni antiautomorfizam cuva Bernsteinov filtraciju,
imamo d(M) = d(M?") i e(M) = e(M") za bilo koji kona¢no generiran D(n)—modul M.

Za svaki konacno generirani D(n)—modul M imamo egzaktan niz oblika

D(n)» — M — 0.

Dakle, vrijedi d(M) < d(D(n)). To zajedno s teoremom 2.2.12. i s ¢injenicom koju smo ustanovili
na pocetku odjeljka 6.1. daje

Lema 6.2.1. Za svaki konacno generirani D(n)—modul M vrijedi d(M) < 2n.

Primjer: Promotrimo algebru D(1) polinomijalnih diferencijalnih operatora u jednoj varijabli.
Neka je M # {0} kona¢no generirani D(1)—modul. Tada je njegova Bernsteinova dimenzija 0, 1
ili 2. d(M) = 0 bi povlacilo da je za svaku dobru filtraciju F'M od M funkcija p — dimg F,M
konstantna za velike p € Z. Buduéi da je filtracija "M ekshaustivna, to bi znacilo da je prostor M
kona¢nodimenzionalan. Ozna¢imo sa 7(X) i 7(0) linearne operatore na M inducirane djelovanjem
X 10. Tada je [7(X), m(0)] = In. Uzmemo li trag obje strane, slijedi da je dimg M = 0, suprotno
pretpostavci da je M # {0}. Dakle, d(M) je ili 1 ili 2.

Glavni rezultat teorije dimenzije D(n)—modula je generalizacija prethodnog primjera:

Teorem 6.2.2. (Bernsteinova nejednakost) Ako je M # {0} konacno generiran D(n)—modul,
onda je d(M) > n.

Dokaz: Buduéi da je M kona¢no generiran D(n)—modul, prema propoziciji 3.3.4. mozemo ga
snabdjeti dobrom filtracijom F'M. Uz pomak indeksa o¢ito mozemo pretpostaviti da je FoM # {0}
i F,M ={0} za p <O0.

Za svaki p € Z, promatramo linearno preslikavanje D,(n) — Homg(F,M, Fy,M) koje ele-
mentu 7" € D,(n) pridruzuje linearan operator m +— T'm. Tvrdimo da je to preslikavanje injek-
tivno. To je oc¢ito za p < 0. Pretpostavimo da je p > 1 i da tvrdnja vrijedi za p — 1. Neka je
T € Dy(n) takav da je Tm = 0 Vm € F,M. Tada za svaki v € F,_ 1M iza 1l < i < n imamo
Xv € F,M i 0w € F,M, dakle,

[XZ‘,T]U = XZTU - TXZU =0 i [aZ,T]U = ELTU - Taﬂ) =0.
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Nadalje, prema tvrdnji (b) leme 2.2.11. vrijedi [X;, T, [0;, T| € D,—1(n). Po pretpostavci indukcije
to povlaci da je [X;,T] = [0;,T] = 0 za 1 < i < n. Prema tome, T je u centru algebre D(n),
pa po propoziciji 2.2.9. slijedi da je 7" = 0. Time je dokazana injektivnost linearnog prelikavanja
D,(n) — Homy (F,M, Fo, M).

Stoga vrijedi

dimg D,(n) < dimyx Homg(F,(n), Fo, M) = (dimg F,M) - (dimg Fo,M) Vp € Z.

S druge strane, za velike p € Z lijeva je strana polinom u p stupnja 2n s pozitivnim vodec¢im
koeficijentom, a desna je strana za velike p € Z polinom u p stupnja 2d(M) s pozitivni vodeéim
koeficijentom. To je moguée samo ako je d(M) > n.

U sljede¢em ¢emo odjeljku ustanoviti geometrijsku interpretaciju Bernsteinove dimenzije.

Ako je M D(n)—modul, mozemo definirati njegov Fourierov transformat F (M), koji se
kao vektorski prostor podudara sa M, a djelovanje je dano sa (T, m) +— F(T)m. Fourierova trans-
formacija je automorfizam kategorije M(D(n)) i inducira automorfizam kategorije M;(D(n)). Iz
¢injenice da Fourierov automorfizam ¢uva Bernsteinovu filtraciju (ili iz propozicije 3.3.10.) za-
kljucujemo da vrijedi:

Lema 6.2.3. Neka je M konacno generiran D(n)—modul. Tada je d(F(M)) = d(M). Nadalje,
vrigedi i e(F(M)) = e(M).

Druga tvrdnja slijedi iz razmatranja nakon dokaza propozicije 3.3.10. budué¢i da vrijedi

F(Di(n)) = Di(n).
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6.3 Karakteristicna viSestrukost

U ovom ¢emo odjeljku proucavati jednu invarijantu kona¢no generiranih D(n)—modula geo-
metrijske vrste. Ta ¢e invarijanta biti konstruirana pomocu filtracije F'D(n) po redu diferencijalnog
operatora, a ne pomoc¢u Bernsteinove filtracije. Za razliku od Bernsteinove filtracije, filtracija po
redu ima smisla za prstenove (to¢nije, snopove prstenova) diferencijalnih operatora na proizvoljnoj
glatkoj visestrukosti.

U daljnjem ¢éemo pisati K[X] umjesto K[Xi,...,X,]|. Prije svega, buduéi da je KI[X]
podalgebra od D(n), svaki D(n)—modul M moze se promatrati i kao K[X]—modul, pa mozemo
promatrati i njegov nosac¢ supp(M) C K.

Propozicija 6.3.1. Neka je M konacno generiran D(n)—modul. Tada je supp(M) zatvorena
podvisestrukost od K™.

Dokaz: Izaberimo dobru filtraciju FM od M. Za x € K" vrijedi M, = 0 ako i samo ako
je (FpM), = 0 za svaki p € Z. Zbog egzaktnosti funktora lokalizacije, to je ekvivalentno sa
(Gr M), = 0. Neka je [, anihilator K[X]—modula G’ M, p € Z. Bududi da je Gr’ M konac¢no
generiran K[X]|—modul, prema propoziciji 6.1.2. vrijedi supp(Gr’ M) = V(1,). To povlaci da je

supp(M) = | JV(1,).

PEZL

Neka su my, ..., ms; homogeni generatori Gr D(n)—modula Gr M. Tada anihilator I elemenata
mi,...,ms u K[X] anihilira cijeli Gr M. Prema tome, postoji kona¢an podskup S C Z takav da
je
(L, =I<1, Vqel
peS
Odatle slijedi
U V(1) = V(I) 2 V(1) Vq € Z.

peES

Dakle, supp(M) = V(I).

Razmotrimo sada bilo koji filtrirani prsten D s filtracijom F'D koja zadovoljava (1) —(7) iz 3.3.
Neka je M kona¢no generiran D—modul i F'M dobra filtracija od M. Tada je Gr M graduirani
Gr D—modul. Neka je I anihilator od Gr M u Gr D. To je oc¢ito graduirani ideal u Gr D, pa je i
njegov radikal rad(l) graduirani ideal. Opcenito ideal I ovisi o izboru dobre filtracije na M, ali
vrijedi:

Lema 6.3.2. Neka je M konacno generiran D—modul i neka su FM 1 F'M dvije dobre filtracije
od M. Neka su I i I' anihilatori pripadnih Gr D—modula Gr M i G’ M. Tada je rad(I) = rad(I').

Dokaz: Neka je T' € rad(I) "GP D. Tada postoji s € Z, takav da je T° € I. Neka je Y € F,D
predstavnik od T, tj. T' =Y + F,_1D. Tada je Y°*F,M C F,,, 1M Vq € Z. Indukcijom nalazimo
da je Y™E,M C Fyipep-mM Ym € NiVq € Z. S druge strane, prema korolaru 3.3.7. filtracije
FM i F'M su ekvivalentne. Dakle, postoji £ € Z, takav da je F,M C F, M C Fy oM Vq € Z.
Stoga imamo

Y™EM CY™F M C Fypovmsp-mM C Foyopimap-mM YmeZ i VqeZ.

q

Uzmemo i m > 2/, slijedi da je Y™ F/M C F,, . M Vq € Z. No to znaci da je T™ € I',
dakle, T' € rad(I"). Time je dokazano da je rad(I) C rad(l'). Zamijenimo li uloge I i I, dobivamo
i obrnutu inkluziju, dakle, vrijedi jednakost rad(l) = rad(I’).
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Dakle, radikal anihilatora Gr D(n)—modula Gr M neovisan je o izboru dobre filtracije na M.
Taj ideal zovemo karakteristi¢ni ideal od M i oznacavamo J(M).
Tu konstrukciju sada primijenimo na D(n). Buduéi da je prema teoremu 2.2.2.

GrD(n) = K[X, & = K[Xy,..., X0, &1, -, &),
mozemo definirati zatvoreni algebarski skup
Ch(M) = V(J(M)) C K*".

Ta se afina algebarska visestrukost zove karakteristi¢na visestrukost modula M.
Bududi da je J(M) ideal koji je homogen u odnosu na posljednjih n varijabli, imamo:

Lema 6.3.3. Karakteristicna visestrukost Ch(M) konacno generiranog D(n)—modula M ima
sljedecée svojstvo:

(x,&) € Ch(M) = (x, ) € Ch(M) VA€ K.
Zbog toga kazemo da je Ch(M) koni¢na viSestrukost.
Propozicija 6.3.4. Neka je
0O— M —M-— M —0
egzaktan niz konacno generiranih D(n)—modula. Tada je
Ch(M) = Ch(M")U Ch(M").

Dokaz: Neka je F'M dobra filtracija od M. Ona inducira filtraciju FM' na M’ i filtraciju FFM"
na M"”. Prema lemi 3.3.8. znamo da su to dobre filtracije. Nadalje, imamo egzaktan niz

0—GrM — GrM — GrM" — 0
kona¢no generiranih K[X, {]—modula i njihovi nosaci su prema propoziciji 6.1.2. karakteristi¢ne

vigestrukosti D(n)—modula M’ M i M". Stoga tvrdnja slijedi iz leme 6.1.1.

Sljedeca dva rezultata bacaju nesto svjetla na vezu izmedu karakteristicne visestrukosti i nosaca
konac¢no generiranog D(n)—modula.
Neka 7 : K?" — K" oznacava projekciju 7(z,§) = .

Propozicija 6.3.5. Za konacno generiran D(n)—modul M vrijedi m(Ch(M)) = supp(M).

Dokaz: Neka sumy, ..., ms homogeni generatori K[X, {]—modula Gr M. Kao u dokazu propozi-
cije 6.3.1. nalazimo da za anihilator I od my,...,ms u K[X] vrijedi supp(M) = V(I). S druge
strane, anihilator J od my, ..., ms u K[X,£] je ideal koji je homogen u &1, ..., &, i vrijedi

[=K[X]nJ i ChM)=V(J).

Dakle, vrijedi
x € V(I) = supp(M) = (x,0) € V(J) = Ch(M).

Buduéi da je Ch(M) koni¢na visestrukost, tvrdnja slijedi.

Neka je M kona¢no generiran D(n)—modul. Definiramo singularni nosa¢ od M sa
singsupp(M) = {x € K"; (2,§) € Ch(M) za neki £ # 0}.

Ocito je sing supp(M) C supp(M).
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Lema 6.3.6. Neka je M konacno generiran D(n)—modul. Tada je sing supp(M ) zatvorena podvisestrukosi
od supp(M).

Dokaz: Neka je p: K™\ {0} — P""}(K) prirodna projekcija: za £ € K™\ {0} p(£) je pravac

u K" kroz ishodiste odreden sa ¢ :

p(&) ={A; A e K}

Tada preslikavanje
Lgn xp: K" x (K" \ {0}) — K™ x P""Y(K)

projicira Ch(M) \ (K™ x {0}) na zatvorenu podvisestrukost od K™ x P""1(K) koja je odredena
idealom J(M) C KI[X,¢], koji je homogen u varijablama &, ... ,&,. Projekcija na prvi faktor
K™ x P"7Y(K) preslikava tu zatvorenu podviSestrukost na sing supp(M). Buduéi da je P"}(K)
potpuna vigestrukost, projekcija K™ x P""}(K) — K™ je zatvoreno preslikavanje. Dakle, skup
sing supp(M) je zatvoren.

Temeljni rezultat o karakteristicnim visestrukostima je sljedeé¢i teorem. On daje geometrijski
opis Bernsteinove dimenzije.

Teorem 6.3.7. Neka je M konacno generiran D(n)—modul. Tada je
dim Ch(M) = d(M).

Za dokaz nam je potrebna odredena priprema. U daljnjem je K[X] = K[X3,..., X,,|]1 K[X,¢] =
KXy, ..., Xp.&,...,6). Zat = (t1,...,t,) € N* definiramo graduaciju Gr® K[X] na sljede¢i
nacin:

GrlYK[X] = spang {X%; a € Z" takav da je t1ay + - -+ + t,a, = m}.

Drugim rije¢ima, za svaki ¢ € {1,...,n} polinom X; proglasavamo polinomom stupnja ¢;. Na taj
nacin K[X] postaje graduirani prsten. Definiramo pripadnu filtraciju F® K[X] :

Flgt)K[X] = Z GrYK[X] = spang {X®; a € Z" takav da je t1ay + - -+ + t,a, < p}.

m<p

Ako sa FK[X] ozna¢imo standardnu filtraciju od K[X] stupnjem polinoma i ako stavimo
t = max {t;; 1 <i <n}, onda imamo

FOK[X]C F,K[X]C FYK[X] VpeZ
Neka je I ideal u K[X] i promotrimo egzaktni niz K[X]—modula
0— 11— K[X] — K[X]/] —0
s filtracijama induciranim filtracijama od K[X]. Tada imamo

EO(K[X]/T) € F(KIX)/T) € B (KIX]/T)  Vpel
Neposredna je posljedica sljede¢a lema:

Lema 6.3.8. Za svaki p € Z vrijedi

dimg FO(K[X]/1) < dimg F,(K[X]/1) < dimg FY (K [X]/1).
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Neka je sada s € N. Definiramo filtraciju F®)D(n) od D(n) sa

E®D(n) = spang {X°0°; a,p € 7%, |af + s8] < m}, m € Z.

m

Tada je F()D(n) upravo Bernsteinova filtracija od D(n). Za svaki s € N filtracija F*)D(n) ima
svojstva (1) — (3) filtracija prstenova iz 3.3. U daljnjem sa ord T oznacavamo red diferencijalnog
operatora T € D(n). Tada vrijedi

TeF¥D(n) <= 3pqgecZtakvidajeT € Flgl)D(n), ordT <gim=p+(s—1)q.
Neka su T € F,Sf)D(n) 15 e FTS,)D(n) i neka su p,p’,q,q € Z takvi da je
1 _ (1) —
T e FIS )D(n), ordT <q, m=p+(s—1)q, S¢€ F,’D(n), ordS < ¢, m" =p' + (s = 1)q"

Tadajeord TS < q+¢', TS € Flfi)p,D(n) ivrijedi m+m’ = (p+p')+(s—1)(¢+¢). Prema tome je
TS € F¥ ,D(n). Dakle, filtracija F*) D(n) zadovoljava i uvjet (4) iz 3.3., odnosno, to je filtracija

m+m/
algebre D(n). Na analogan nacin provjerava se da vrijedi i (5), dakle, pripadna graduirana algebra

Gr® D(n) je komutativna. Nadalje, graduirana algebra Gr'® D(n) izomorfna je algebri K[X,¢] s
graduacijom <Gr§f)K[X, S]) zas=(1,...,1,s,...,s). Oznacimo pripadnu graduiranu algebru
PEZL

sa Gr® KX, €] i neka je F®K[X, €] njoj pridruzena filtracija.
Imamo
s 1 s
F'D(n) C F"D(n) C F'D(n)  VpeZ.

Neka je L lijevi ideal u D(n). Promatramo egzaktan niz D(n)—modula
0— L— D(n) — D(n)/L —0
s snabdjevenih filtracijama koje su inducirane filtracijama od D(n). Tada imamo

FP)(D(n)/L) € FP(D(n)/L) C F3)(D(n)/L)  Vp € Z.
Odatle slijedi analogon leme 6.3.8.:

Lema 6.3.9. Za svaki p € Z vrijedi
dimg F(D(n)/L) < dimg F\V(D(n)/L) < dimg F$(D(n)/L)
Lema 6.3.10. Neka je L lijevi ideal uw D(n). Tada je
d(D(n)/L) = dim V(Gr®L) Vs €N,

Dokaz: Egzaktni niz
0 — L— D(N)— D(n)/L — 0,
u kome je D(n) snabdjeven filtracijom F®)D(n), a L i D(n)/L induciranim filtracijama F®)L i
F®)(D(n)/L), vodi na egzaktan niz
0 — Gr'L — Gr®D(n) — Gr(D(n)/L) — 0

graduiranih Gr'® D(n)—modula. Odatle za svaki p € Z nalazimo

p

dimg F®(D(n)/L) =Y [dimK F(D(n)/L) — dim F* } Z dimg Grl(D(n)/L) =

q=0
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p p
= 3" [dimy GrID(n) — dim Gri? | = 37 [dimye GrlD KX, €] — dimye Gr{L| =

q=0 q=0

= Xp: dimg Gr® (K X, €]/ Gr<S>L) — dimy ) (K[X, 3 /Gr(S)L> .
q=0

Odatle i iz lema 6.3.8. i 6.3.9. slijedi
dimg FV(D(n)/L) < dimg FE(D(n)/L) =

= dimy F)) (K[X,€]/Gr®) /L) < dimg F,,(K[X,€]/Gi*) L)

dimg F,(K[X,€]/Gr"L) < dimy F(K[X,€]/GrL) =
= dimg K (K[X,€]/Gr®L) < dimg F}(D(n)/L).

Buduéi da su funkcije p — dimg Fzgl)(D(n)/L) i p— dimg F,(K[X,€£]/Gr’L) za velike vrijed-
nosti p € Z predstavljene polinomima u p, ti polinomi moraju imati jednake stupnjeve. Odatle
slijedi d(D(n)/L) = d(K[X,€]/Cr¥ L), a to je prema teoremu 6.1.5. i propoziciji 6.1.2. jednako
dim V(Gr®'L).

Za s € NiT € EYD(n) neka je o5 (T) Klasu od T u Gr’D(n) C GrD(n) = K[X,¢].
Dakle,
ol . F®D(n) — Gt D(n) = E* D(n)/F\”, D(n)

je kvocijentno preslikavanje. Nadalje, za prirodnu filtraciju od K[X, ] po ukupnom stupnju poli-
noma, sa o0, oznacavamo preslikavanje koje polinomu stupnja p pridruzuje njegovu homogenu
komponentu stupnja p.

Primjer: Neka je D = D(1) i neka je T € D dan sa T = 230 + 0*. Tada je red od T jednak 2
i Symb(T) = £2. Dakle, o5(Symb(T)) = £2. S druge strane, imamo

az(ll)(T> = z7¢, Uéz)(T) = 2%, Uég) = ca®¢ + &, Jéi)(T) =¢? zas> 3.

Dakle, u ovom primjeru za velike vrijednosti s ¢*)(T') postaje jednak o(Symb(T)). To vrijedi
i opcenito:

Lema 6.3.11. Neka je T diferencijalni operator iz D(n) reda < m takav da mu je simbol
Symb,, (T') polinom stupnja p. Tada postoji so € N takav da vrijedi

0p(Symb,,,(T)) = 07, (T) Vs > s.

p+(s—1

Dokaz: Po pretpostavci je T konacna suma oblika

T= Y X0

a,BELY, |B|<m

Neka je gy takav da je ¢, = 0 ako je |a| > go. Tada je

Symb,,(T) = Y cagX€,
a,B€L,|Bl=m
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to je polinom stupnja p i njegova homogena komponenta stupnja p je

oy (Symb, (1) = 3 capXEP.

la|=p—m, |B]=m

(s)

a|+s|mD(n)~ Pretpostavimo da je ¢,5 # 0. Tada imamo sljedece

S druge strane, imamo X*9” € ﬂ
tri moguénosti:

(i) 18] =m1i|al =p—m;tada je X*0° € F,i(s—1)mD(n).

(ii) Bl =m i |a| < p—m; tada je X*0° € Fp(fr)(s_l)m_lD(n).

(iii) m > 1, || < mi |a] < qo; tada je X©0° € Fq(jzrs(mfl)

D(n). U ovom je slu¢aju
Go+sm—1)=qg+sm—s=qgp+m—s+(s—1)m.

Dakle, ako je s > sg = qo+m —p+ 1, onda je gg + s(m —1) <p+ (s —1)m — 1. Dakle, i u
tom je slucaju X“9° € F, i (s—1)m—1D(n).

Dakle, za s > sy imamo

J;?(sfl)m(T) = J}S?(sfl)m Z CaﬁXaaﬁ = Z CaﬁXafﬂ = 0p (Symbm(T)) :

|a‘:p7mv|ﬁ‘:m ‘a|:p7m7 ‘/8|:m

Time je lema dokazana.

Posebno, ako je L lijevi ideal u D(n), imamo ovakvu posljedicu:

Korolar 6.3.12. Neka je L lijevi ideal w D(n). Tada postoji so € Z, takav da je
Cr(GrL) = Gr®L Vs > s0.
Dokaz: Bududi da je L konacno generiran, postoje T1,...,T; € L koji taj ideal generiraju:
L=Dn)T+---+ D(n)T,,.

Tada njihovi simboli Symb(T3),...,Symb(7},) generiraju ideal GrL u GrD(n), a elementi
o®)(Ty),..., 0@ (T,) generiraju ideal Gr’L u Gr®’D(n) = K[X,&). Nadalje, polinomi
o (Symb(T1)),...,o (Symb(7})) generiraju ideal Gr(Gr L) u KX, £]. Stoga tvrdnja slijedi iz leme
6.3.11.

Dokaz teorema 6.3.7.: Pretpostavimo najprije da je M = D(n)/L za neki lijevi ideal L u
D(n). Prema lemi 6.3.10. tada je d(M) = dim V(Gr(Gr L)). Prema propoziciji 6.1.8. vrijedi

dim V(Gr(Gr L)) = dim V(Gr L).
S druge strane, egzaktni niz lijevih D(n)—modula
0— L —D(n) — M —0
vodi na egzaktni niz K[X,{]—modula (naime, Gr D(n) = K[X,¢])
0—GrL — GrD(n) — GrM — 0.
Dakle, Gr M = K[X,£]/(Gr L) i anihilator od Gr M jednak je Gr L. Dakle, po definiciji V(Gr L)

je karakteristicna visestrukost od M. To dokazuje jednakost u ovom slucaju.
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Da dokazemo opéi slucaj, koristimo indukciju po broju generatora modula M. Ako M ima
q > 2 generatora, mozemo formirati egzaktni niz

0O— M —M-—M'—0,

u kojem modul M’ ima ¢ — 1 generatora, a modul M" je ciklicki, odnosno, izomorfan modulu
oblika D(n)/L, gdje je L lijevi ideal u D(n). Prema prvom dijelu dokaza je d(M") = dim Ch(M").
Nadalje, po pretpostavci indukcije je d(M') = dim Ch(M"). Sada pomocu propozicija 3.3.9. 1 6.3.4.
imamo

d(M) = max {d(M"),d(M")} = max {dim Ch(M"),dim Ch(M")} =
= dim (Ch(M") U Ch(M")) = dim Ch(M).
Time je teorem 6.3.7. dokazan.
Kombinacijom teorema 6.3.7. 1 Bernsteinovog teorema 6.2.2. dobivamo:

Teorem 6.3.13. Neka je M # {0} konacno generiran D(n)—modul. Tada je dim Ch(M) > n.
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6.4 Holonomni moduli

Kazemo da je D(n)—modul M holonoman D(n)—modul ako je kona¢no generiran i ako je
dim Ch(M) < n. Prema teoremu 6.3.13., ako je M # {0} konacno generiran D(n)—modul, onda
je dim Ch(M) > n. Dakle, holonomni moduli su oni koji imaju najmanje moguce karakteristi¢ne
visestrukosti, odnosno, modul M je holonoman ako je ili M = {0}, ili je dim Ch(M) = n.

Teorem 6.4.1. (a) Holonomni moduli su konacne duljine.
(b) Podmoduli, kvocijentni moduli i prosirenja holonomnih modula su holonomni moduli.

Dokaz: Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a) propozicije 3.3.9.

(a) Neka je M # {0} holonoman D(n)—modul, tj. dim Ch(M) = n. Prema teoremu 6.3.7.
vrijedi d(M) = n. Bududi da je modul M konacno generiran i D(n) je Noetherin prsten, modul
M je Noetherin, pa postoji maksimalan D(n)—podmodul M’ # M. Tada imamo egzaktan niz

0— M — M — M/M — 0.

Prema (b) M’ i M /M’ su holonomni moduli, a k tome je M /M’ ireducibilan. Ako je M’ # {0}, iz
tvrdnje (b) propozicije 3.3.9. slijedi e(M’) < e(M). Indukcijom po e(M) zakljuéujemo da je modul
M konacne duljine.

Dakle, puna potkategorija Hol(D(n)) kategorije M ¢(D(n)) je zatvorena u odnosu na uzimanje
podmodula, kvocijenata i prosirenja. Stovise, ona je potkategorija pune potkategorije My (D(n))
od M¢(D(n)) modula konacne duljine. Moze se dokazati da je Hol(D(n)) prava potkategorija od
Mg (D(n)) ako je n > 1.

Primijetimo jos da funktori transponiranja i Fourierove transformacije preslikavaju holonomne
module u holonomne module.

Primjer 1: Neka je O, = K[X] = K[Xy,...,X,]. Tada je O, = D(n)/(D(n)(01,...,0)),
gdje je
D(n)(01,...,0,) = D(n)oy +---+ D(n)o,
lijevi ideal u D(n) generiran sa {01, . .., 0, }. To je konac¢no generiran (Stovise, ciklicki) D(n)—modul.

Stavimo
F,0,={0} za p<0 i F,0,=0, za p>0.

Tada je filtracija F'O,, dobra filtracija u odnosu na filtraciju od D(n) pomoc¢u reda diferencijalnih
operatora. Pripadni graduirani modul Gr O,, dan je sa

Gr*0, ={0} za p#0 i &0, =0, =K[X].

Dakle, anihilator od Gr @, jednak je idealu u K[X, ] generiranom sa &1, ..., &,. To povladi da
je Ch(0O,) = K™ x {0} C K?". Posebno dim Ch(O,,) = n, pa je O, holonoman D(n)—modul.
Nadalje, supp(0,,) = K" i projekcija  : K** — K" je bijekcija sa Ch(O,,) na supp(O,,).

Diferenciranjem se vidi da svaki D(n)—podmodul od O, razlicit od {0} sadrzi konstante, dakle,
jednak je cijelom modulu O,. Dakle, D(n)—modul O, je ireducibilan.

Primjer 2: Promotrimo sada A,, = F(O,,). Imamo A, = D(n)/(D(n)(Xy,...,X,)), gdje je

D(n)(Xy,...,X,) =Dn)X;+---+ D(n)X,
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lijevi ideal u D(n) generiran sa {Xj, ..., X, }. Naravno, A,, je holonoman i ireducibilan. Neka je
0 € A, vektor koji odgovara vektoru 1 € O,,. Tada je X;0 =0 za 1 <1 < n. § je ciklicki vektor
D(n)—modula A, pa je A, razapet sa 6 = 9%5, a € Z,. Neka je FA, filtracija zadana ovako:

F,A,={0} za p<0 i E,A, = spang{6®; a € Z", |a| <p} za p>0.
Po definiciji Fourierovog automorfizma imamo
9;0@) = glates) X;00) = —q 6=, aeZl, 1<j<n.
Prema tome, F,A,, su K[X]|—podmoduli od A,. Nadalje,
a]'F}?An g Fp—i—lAna D e Za 1 S.] S n.
Dakle, FA,, je ekshaustivna Hausdorffova filtracija od A, kompatibilna s filtracijom od D(n) po
redu diferencijalnih operatora. Neka je 5 Klasa od 6@ u Grl“A,. Tada je
GrPA,, = spanK{g(a); a e, |a| =p}.
U K[X,¢{]—modulu Gr A, oc¢ito X; djeluju kao 0, a & preslikava 5((1) u 5((”&). Dakle, 0 generira
Gr A, kao K[X,£]—modul, pa je FA,, dobra filtracija. Nadalje, anihilator K[X, {|—modula Gr A,,
je ideal generiran sa X1, ..., X,,. Dakle, karakteristicna visestrukost je Ch(A,) = {0} x K™ C K*".
Kao i za O,, nalazimo da je supp(4A,) = {0} x K". Dakle, sada je projekcija na drugi faktor
Ch(A,) — supp(A,,) bijekcija.
Vazan je sljedeé¢i jednostavan kriterij holonomnosti:

Propozicija 6.4.2. Neka je M D(n)—modul i FM ekshaustivna filtracija od M kompatibilna s
Bernsteinovom filtracijom od D(n). Ako je

dimg F,M < %pn + (¢lanovi nizeg stupnja u p) Vp e Zy,
n!

onda je M holonoman D(n)—modul duljine < c. Posebno, D(n)—modul M je konacno generiran.

Dokaz: Neka je N kona¢no generiran D(n)—podmodul od M. Tada FM inducira ekshaus-
tivnu filtraciju na N (koja je, naravno, kompatibilna s Bernsteinovom filtracijom od D(n)).
Prema propozicijama 3.3.4. i 3.3.6. postoji dobra filtracija F'N i postoji s € Z, takvi da vrijedi
F)N C F,y N Vp € Z. Slijedi

dimg F'N < dimg F, N < dimy Fyy,M
dakle,
dimg FI;N < %p” + (¢lanovi nizeg stupnja u p) Vp € Z,.
n!
Odatle slijedi da je d(N) < n, pa je modul N je holonoman, a slijedi i e(N) < c¢. Prema tome
svaki se rastudi niz kona¢no generiranih D(n)—podmodula od M stabilizira. No to znaci da je
D(n)—modul M konacne duljine < ¢, holonoman i kona¢no generiran.
Primjer 3: Neka jen =11 D = D(1). Neka je F = X0 i stavimo
Lo=D(E—qa), M,=D/L,, ackKk.

Prou¢it ¢emo familiju D—modula M,, a € K.
Iz ¢injenice da je {X"9™; n,m € Z, } baza vektorskog prostora D iiz X = XJ+ 1 pokazuje
se da je {XPE?; p,q € Z,} U{IPEY; p,q, € Z,} baza od D. Nadalje,

Lo = span({XPEY(E — a); p,q € Z+} U{"E(E — a); p,q € N}).
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Dakle,
M, = span({X? + Lo; p € Z, } U{0” + Lo; p € N} = span{m,; n € Z},

gdje smo stavili
] X"+ L, zan >0
Mn = o+ E, zan<0 '
Imamo
[E,X]=X0X -X?0=X i [E,0=X0—-0X0=-0,

dakle,
EX =X(F+1) i E0=0(E —-1).
Odatle slijedi da je Em,, = (a + n)m,, za svaki n € Z. To pokazuje da su m,, n € Z, linearno

nezavisni. Dakle, {m,,; n € Z} je baza od M,,.
Fourierov transformat od M, izomorfan je kvocijentu

D/D(—0X +a)=D/D(X0+a+1)=M_, ;.

Pretpostavimo najprije da je a ¢ Z. Tada je E izomorfizam sa M, na M,. Odatle slijedi da
je XM, = M,. Budu¢i da X preslikava svojstven vektor od E sa svojstvenom vrijednoséu o + n
u svojstven vektor sa svojstvenom vrijednoséu a + n + 1, zaklju¢ujemo da je X na prostoru M,
ne samo surjektivan nego i injektivan. Nadalje, postoje ¢, € K*, n € Z, takvi da za vektore
vy, = cpmy, (koji ¢ine bazu od M,) vrijedi

Ev, = (a+ n)uvy,, X0y, = Upat, n € 7.
Nadalje, za svaki n € Z imamo
v, = 0Xv,1 = [0, X|vy_1 4+ Evpg = (@ +n)v,_1.
Dakle, djelovanje operatora E, X, d na vektore baze v, je
Ev, = (a4 n)v,, Xv, = Upyt, v, = (a+n)v,_1, n € 7.
Odatle se vidi da je
M, = My, Vp € Z.

Neka je N # {0} D—podmodul od M. Tada je EN C N pa slijedi da je v, € N za neki n € Z.
Djelovanjem X i 0 nalazimo da N sadrzi sve vektori v,,, n € Z, odnosno, N = M,. Dakle, M, su
ireducibilni D—moduli.

Definiramo filtraciju F'M, modula M, ovako:

F,M, ={0} akojep <0, F,M, = span{v,; |n| <p} akojep>0.

Tada je F'M,, rastuca ekshaustivna Hausdorffova filtracija prostora M, vektorskim potprostorima.
Nadalje, vrijedi

XF,M, C FyuM, i OF,M,CF,, M, ‘peLZ

Dakle, filtracija F'M, kompatibilna je s Bernsteinovom filtracijom od D. Budud¢i da je dimg F,M, =
=2p+ 1 za p > 0, prema propoziciji 6.4.2. moduli M, su holonomni.

Mogli smo module M, definirati tako da na bazi {v,; n € Z} zadamo djelovanje X i 0 sa
Xv, = Vpy1, Ov, = (@ + n)v,_1; jednostavno se provjerava relacija [0, X] = 1, dakle, definicija
je smislena. Trivijalna je i ekvivalencija M, = M.y, Vp € Z : ta je ekvivalencija ostvarena sa
Up, > Ungp-
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Da izracunamo karakteristicnu visestrukost od M,, definiramo drugaciju filtraciju F'M,, :
F,M, ={0} za n <O0; F,M, = span{v,; p > —n} za n >0.

To je ekshaustivnha Hausdorffova filtracija K[X]—podmodulima od M,. Buduéi da vrijedi
0F,M, = F,11M,, to je dobra filtracija u odnosu na filtraciju od D redom diferencijalnih ope-
ratora. U graduiranom modulu Gr M, imamo:

Gr*M, = {0} za p<0; Gi°M, = span{v,; n>0}; Gi*M, = K-(v_,+F, 1M,) za p>0.

Dakle, X djeluje kao 0 na GrPM, za p # 0, a simbol € od 0 djeluje kao 0 na Gr’M,, i preslikava
Gr” M, na Gr**'M, za p > 0. Slijedi da je anihilator od Gr M, ideal u K[X, &] generiran sa X¢.
Dakle, karakteristicna visestrukost je unija pravaca {X = 0} U {¢ = 0} u K?. Posebno, Ch(M,)
nije ireducibilna visestrukost, iako je modul M, ireducibilan.

Pretpostavimo sada da je a € Z. Tada su sve svojstvene vrijednosti od E cijeli brojevi. Ako je
Ev=mv,m € Z, m # 0,onda je EOv = (m—1)0vi X0v = mv # 0. Dakle, X preslikava svojstven
potprostor za svojstvenu vrijednost ¢ # —1 na svojstven potprostor za svojstvenu vrijednost g+ 1.

Pretpostavimo najprije da je « = —n < 0. Klasa od X! je svojstven vektor od E za
svojstvenu vrijednost —1. Dakle, X preslikava svojstven potprostor za svojstvenu vrijednost —1
na svojstven potprostor za svojstvenu vrijednost 0. Stoga u tom slu¢aju mozemo izabrati bazu
{vm; m € Z} tako da bude

XU = U1 VYm € Z.
Tada je
OV = 0X V1 = [0, X|Umm—1 + Evp_1 = My, Vm € Z.
Dakle, svi moduli M_,,, n € N, su medusobno izomorfni. Stavimo N_,, = span {v,,; m € Z, }. To
je D—podmodul izomorfan modulu O; iz primjera 1. Posebno, modul M_,, je reducibilan. Vrijedi
Xv_y; € N_,,. Dakle, klasa 6 € L_,, = M_,/N_,, od v_; zadovoljava X = 0. Spektar restrikcije

E|L_, jednak je —N. Za m € Z, je 6™ = ™5 # 0 svojstven vektor za svojstvenu vrijednost
—(m + 1), dakle, proporcionalan je klasi od v_(,1). Imamo

X6 = X960 = —mo™H  ¥m > 0.
Dakle, modul L_,, izomorfan je modulu A; iz primjera 2. Prema tome, imamo egzaktan niz
00— 0O, —M_, — A —0

1 on nije rascjepiv. Podsje¢amo: M_,, = M_; Vn € N.
Pomoc¢u Fourierove transformacije vidimo da su D—moduli M,, za n € Z, svi ekvivalentni sa
My. Nadalje, imamo nerascjepiv egzaktan niz

00— A — M, — O, — 0.

Buduéi da su moduli O; i Ay holonomni, kao $to smo vidjeli u primjerima 1. i 2., prema tvrdnji
(b) teorema 6.4.1. vidimo da su moduli M,,, n € Z, holonomni. Nadalje, prema propoziciji 6.3.4.
dobivamo
Ch(M,) = Ch(O;) UCh(Ay) Vn € Z.
Prema primjerima 1. i 2. obje karakteristi¢ne visestrukosti Ch(My) i Ch(M_;) jednake su uniji

pravaca {X = 0} U {¢£ =0} u K2

Iz primjera 3. vidi se da karakteristicna visestrukost ne odreduje odgovaraju¢i D—modul.
Nadalje, karakteristi¢na visestrukost ireducibilnog holonomnog D—modula nije nuzno ireducibilna.
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Sada ¢emo generalizirati konstrukciju modula M_; iz primjera 3. Neka je M D(n)—modul i
P € K[X]. Na lokalizaciji Mp od M mozemo definirati K—linearne operatore 9;, 1 <i <n, sa

o (ﬁ) :_pai(P)Pp-H + Do’ meM, peZ,.

Direktna provjera pokazuje da je

a0 (F)-0 o 0 -6 (E)

Prema teoremu 2.2.8. na taj je na¢in na Mp definirana struktura D(n)—modula.

Propozicija 6.4.3. Neka je M holonoman D(n)—modul i P € K[X]. Tada je i Mp holonoman
D(n)—modul.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je P # 0. Neka je F'M dobra filtracija od M u odnosu na
Bernsteinovu filtraciju od D(n) takva da je F,,M = {0} za p < 0. Neka je m = deg P. Definiramo
filtraciju F'Mp potprostorima od Mp ovako:

F,Mp ={0} zap <O0; FpMp:{i;UGF(mH)pM}, za p > 0.

Pr

Neka je w € F,Mp, p > 0. Tada je za neki v € Fy41), M
v Pv

YT T P

Bududi da je
Pv e F(m+1)p+mM - F(m+1)(p+1)M>

filtracija F'Mp je rastuca.

Neka je v € F,M. Tada je
v Py

Py prts

Vs S Z+.
Nadalje, P*v € Fiyom M 1 vrijedi

(m+1)(p+s)—(¢g+sm)=s+(m+1)p—qg=>0 akoje s>qg—(m+1)p
Dakle,

v
pr
Prema tome, filtracija F'Mp je ekshaustivna. Treba jos dokazati da je ta filtracija kompatibilna s
Bernsteinovom filtracijom od D(n). Imamo

Pév e FqusmM - F(erl)(ers)M — € FersMp.

v X;Pv
v E F(m+1)pM — X,Pve F(m+1)(p+1) — Xzﬁ = —Pp+1 € Fp+1Mp.
Nadalje,
v —p0; (P)v + Pov
—p0i(P)v+ Pow € FiynypryM = 0 (ﬁ) __p (P>p+1 € F,. Mp.

Time je tvrdnja dokazana. Buduéi da za svaki p € Z, vrijedi

'

dimg F,Mp < dimg Fimy1)p,M < e(M)(m + 1)"p—' + nize potencije od p,
n!

prema propoziciji 6.4.2. zaklju¢ujemo da je D(n)—modul Mp holonoman.

Korolar 6.4.4. Za P € K[X], D(n)—modul K[X]p je holonoman.
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6.5 Vanjski tenzorski produkti

U daljnjem je X = K", Y = K™ i X xY = K" x K™ = K", Nadalje, sa Dx, Dy i
Dx«y oznatavamo pripadne algebre polinomijalnih diferencijalnih operatora. Definiramo algebru
Dx®Dy : kao vektorski prostor to je Dx ® Dy, a mnozenje je zadano tako da bude

(TRS)(T'e SY=TT S5, T,T"€ Dx, S,S" € Dy.
To je vanjski tenzorski produkt algebri Dx i Dy . Ocito:
Lema 6.5.1. Dx®Dy = DX><Y'

Ako je M Dx—modul i N je Dy—modul, definiramo Dyxyy—modul M&N : kao vektorski
prostor to je M ®x N, a djelovanje je takvo da je

(T®S)(im®n)=Tm®e Sn, TeDx, Se€Dy, meM, néeN.
Ocito vrijedi:
Lema 6.5.2. Ako su moduli M i N konacno generirani, onda je i modul M@N konacno generiran.
Glavni nam je cilj dokazati sljedeéi trezultat:

Teorem 6.5.3. Neka su M konacno generiran Dx—modul © N konacno generiran Dy —modul.

Tada je A M@N) = d(M) + d(N).
Neposredna je posljedica:
Korolar 6.5.4. Ako su moduli M i N holonomni, onda je i modul M&N holonoman.

Neka su Dx i Dy snabdjeveni s Bernsteinovim filtracijama i neka su M i N konacno gene-
rirani moduli nad Dy i Dy snabdjeveni dobrim filtracijama F'M i F'N. Definiramo produktnu
filtraciju na M®N sa

F(M&N)= > F,MegFN, el

p+q=j

Ocito se produktna filtracija na Dx®Dy = Dxyy podudara s Bernsteinovom filtracijom. Oda-
tle slijedi da je F(M&®N) ekshaustivna Hausdorffova filtracija od M®N kompatibilna s Bern-
steinovom filtracijom. Da dokazemo da je ta filtracija dobra, treba nam sljedeca lema iz linearne
algebre.

Lema 6.5.5. Neka su M, M', N i N’ vektorski prostori nad K i neka suyp : M — M’ iy : N — N’
linearni operatori. Oni definiraju linearan operator p @ 1 : M Qg N — M' ® N'. Vrijedi:

(@) Imp® 1 =Imp®Imp.
(b) Kero®1y =Kerp @k N + M Q@ Ker @ N.

Dokaz: Tvrdnja (a) je jasna iz definicije. Prema tvrdnji (a) u dokazu tvrdnje (b) mozemo
pretpostaviti da su ¢ i ¥ surjektivni. Tada imamo kratke egzaktne nizove

0— M — M- M —0 1 O—>N"—>NL>N'—>O
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gdje su M"”" = Kerp i N’ = Ker#. Imamo ¢ ® ¢ = (p ® In/)(Iyy @ ¢). Buduéi da je desno
tenzoriranje sa N’ egzaktno, prvi egzaktni niz vodi na egzaktni niz

0— M @x N — Mox N 2 M @, N — 0.

Dakle,
Ker(p®@ In) =M"®@ N =Kerp @k N

Odatle slijedi da za z € M ®x N vrijedi
z€Kerp® = (I @Y)(2) € (Kerp) @k N'.
Lijevo tenzoriranje s M je egzaktno, pa drugi egzaktni niz vodi na egzaktan niz

0— Mg N — M@ N2 Mo N — 0.

Odatle slijedi da se Ker p ® ¢ N surjektivno preslikava na Ker p @ N’ i
KerIyy @19 =M @k N = M @y (Ker ).
Dakle, vrijedi
z e Kerp®y = ze€Kerp®@g N+ M @k Ker.

Time je lema 6.5.5. dokazana.

Dokaz teorema 6.5.3.: Prije svega opisat ¢emo Gr (M&®N). Neka je j € Z. Ako je p+q = j,
imamo dobro definirano linearno preslikavanje sa F, M ® F,N u F;(M&XN). Odatle imamo dobro
definirano linearno preslikavanje sa F, M @ Fy N u Gr/(M®N). Prema lemi 6.5.5. jezgra prirodnog
preslikavanja sa F), M @ FyN u Gr’ M @ Gr?N jednaka je F,,_ 1M @x FyN + F, ®k F,_1 N, dakle,
sadrzana je u F;_;(M®N). Prema tome, linearno preslikavanje sa F,M ®@x F,N u Gr/(M&N)
faktorizira se kroz Gr” ® g Gr?N. To vodi na linearno preslikavanje

T EB Gr’*M @k Gr'N — Gr/(M&N).
ptq=j

Po konstrukeiji je jasno da je preslikavanje 7 surjektivno. Nadalje, restrikcija |G’ M @ Gr¢N
je injektivna. Neka je X, ; slika te restrikcije. Budu¢i da je

FooiM @k FyN + F,M ®k Fy_ 1N = (F,M @k F;N)N Z FyM @k FyN |,
RNy
dobivamo

Xp,q N E , Xp’,q’ = {O}
p'+a =
p#p,d #aq

To pokazuje da je preslikavanje 7 izomorfizam. Prema tome,

Gr'(M&N) = P Gr"M @k Gr'N  Vj € Z.

p+q=j
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Definiramo li analogno vanjski produkt algebri (Gr Dy )&®(Gr Dy) s graduacijom po totalnom
stupnju, nalazimo da je (Gr M)®(Gr N) = Gr Dxy. Nadalje, (Gr M)®(Gr N) postaje graduirani
Gr Dy y—modul koji je prema prethodnoj diskusiji izomorfan modulu Gr (M&N). Buduéi da su
filtracije FM i FN dobre, Gr M i Gr N su prema lemi 3.3.2. kona¢no generirani moduli nad Gr Dy
i Gr Dy. Prema analogonu leme 6.5.2. Gr (M®N) je konacno generiran Gr Dxy—modul. Dakle,
produktna filtracija je dobra filtracija od M&N.

Neka su

P(M,t) =) dimg(GrPM)®* i P(N,t) =) dimg(GrN)t*
PEZL qEZ

Poincaréovi redovi od Gr M 1 Gr N. Tada imamo redom

P(Mt)P(N,t) = > " dimy (Gr* M)(dimy (Gr'/N) = » ( > dimK(GrpM)(Gqu)> =

pEZ q€Z JEZ \pt+q=j

— Z < Z dimg (Gr* M @ Gqu)> t = Z dimg Gr/(M@N)# = P(M®N, t),

JEZ \pt+q=j JEZ

odnosno, to je upravo Poincaréov red od M&®N. Dakle, red pola od P(M&N,t) u tocki 1 jednak
je sumi redova polova od P(M,T) i P(N,t) u tocki 1. Sada korolar 3.3.3. povlaci tvrdnju teorema
6.5.3.

Tvrdnju teorema 6.5.3. mozemo dobiti i pomoc¢u karakteristi¢cnih visestrukosti. Promatrajmo
Dx, Dy i Dxy«y kao prstenove filtrirane redom diferencijalnih operatora. Neka su M i N konaé¢no
generirani moduli nad Dx i Dy s dobrim filtracijama FFM i F'N. Kao malo prije definiramo
(i u ovom sluc¢aju dobru) filtraciju F(M&®N) modula M&N. Neka je I anihilator od Gr M u
GrDx = KI[X,&] i J anihilator od Gr N u Gr Dy = K[Y,n]. Pomoc¢u leme 6.5.5. nalazimo da
je anihilator od Gr (M®N) u prstenu Gr Dxxy = (GrDx)®(Gr Dy) = K[X,Y, &, n] generiran
slikama ideala I i J u tom prstenu. Dakle, vrijedi:

Teorem 6.5.6. Ako su M i N konacno generirani moduli nad Dx i Dy, onda je
Ch(M®N) = q(Ch(M) x Ch(N)).
Pri tome je q : K** x K?™ — K20t j2omorfizam dan sa

q(xlw"al‘nagl)'"agnayla"wym)nla"'777m) = (xlw"al‘nayl)”'aymaglw"agn)nl)”'777m)'

Odatle slijedi
dim Ch(M®N) = dim Ch(M) + dim Ch(N),

pa zbog teorema 6.3.7. dobivamo drugi dokaz teorema 6.5.3.

Koristenjem dokaza propozicije 6.3.1. i argumentacijom kao u prethodnom dokazu, ili koristenjem
propozicije 6.3.5., zaklju¢ujemo da vrijedi:

Propozicija 6.5.7. Neka su M i N konacno generirani moduli nad Dx i Dy. Tada je

supp(M&N) = supp(M) x supp(N).
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6.6 Inverzne slike

Stavimo kao i prije X = K" i Y = K™. Algebre regularnih funkcija K[X] i K[Y] na
viSestrukostima X i Y identificiraju se s algebrama polinoma K[X7,..., X,]1 K[Y7,...,Y,].

Neka je F': X — Y polinomijalno preslikavanje i neka su Fi, ..., F,, € K[X] njegove koordi-
natne funkcije. Tada F' definira homomorfizam unitalnih algebri

or: K[Y] — K[X], ¢er(P)=PoF, PeKI[Y].

Pomocu tog homomorfizma mozemo K[X] promatrati kao K[Y]—modul. Stoga mozemo definirati
funktor

F*: M(K[Y)) — M(K[X]),  F*(N)=K[X]®xpy N.

To je desno egzaktni kontravarijantni funktor i zove se funktor inverzne slike pridruzen poli-
nomijalnom preslikavanje F.

Tu ¢emo konstrukciju sada prosiriti na D—module. Neka su kao i u 6.5. Dx i Dy algebre
polinomijalnih diferencijalnih operatora na X i na Y. Ako je N lijevi Dy —modul, on je ujedno
K[Y]—modul i zelimo definirati strukturu lijevog Dx—modula na F*(N). (Kao §to smo istaknuli
na pocetku odjeljka 6.2., funktor transponiranja je involutivna ekvivalencija izmedu kategorije
lijevih D—modula i kategorije desnih D—modula; stoga ¢e svi rezultati biti primjenjivi i na desne
module.) Prvo promotrimo bilinearno preslikavanje

K[X]x N — K[X] @k N, (P,v) = 0x,(P)@v+ Y Pox,(F}) @ dy,v.
j=1
Bududi da za svaki @ € K[Y] vrijedi
Ox,[P(QoF)@v+ Y P(QoF)dx,(F;) ® dy,v =

Jj=1

= Ox,(P) ®Qv+zm:P(3Yj(Q) o F)dx,(Fy) @ v+ Y P(Qo F)dx,(Fy) ® dy,v =

= 0x,(P)® Qu+ > _ Pox,(Fj) ® (dy,(Q)v + Qdy,v) =

= 0x.(P)© Qu+ Y POx,(F) ® by, (Qu),
j=1

gornje bilinearno preslikavanje faktorizira se kroz linearni endomorfizam od F*(N) = K[ X|®ky| N
koji ¢emo oznaciti takoder sa Jyx,. Dakle,

Ox,(P®v) =0x,(P)®v+ Y Pix,(F;)®@0dy,v, PeK[X], veN.
j=1
Direktno se provjerava da vrijedi
[GXZ,E?X?](P®U) :O 1 [aXI,X]](PQ?U) :5ZJ(P®U)

Dakle, po teoremu 2.2.8. na F*(N) je definirana struktura lijevog Dx—modula.
Ta se struktura moze opisati i na drugi nacin. Neka je

Dx_y = F*(Dy) = K[X] ®k[y] Dy.
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Kao sto je opisano, Dx_,y ima strukturu lijevog Dy—modula. Ali Dx_.y ima i strukturu desnog
Dy —modula pomoéu mnozenja s desna na Dy. Dakle, Dx_.y je (Dx : Dy)—bimodul. Sada za
svaki Dy —modul N imamo

F*(N) = K[X] ®@xy) N = K[X] ®k[y) Dy ®p, N = Dx_y ®p, N,

a djelovanje od Dx na F*(N) dano je djelovanjem na prvi faktor u posljednjem izrazu. Taj
Dx—modul oznacavamo sa F*(N) i zovemo inverznom slikom Dy —modula N pri polinomijal-
nom preslikavanju F.

Neka je Forx (odnosno, Fory) zaboravni funktor s kategorije M(Dx) (odnosno, s kategorije
M(Dy)) u kategoriju M(K[X]) (odnosno, u kategoriju M(K[Y])). Tada komutira sljedeéi dija-

gram funktora:
Ft

M(Dy) — M(Dx)

Fory | | Forx

M(E[Y]) = M(K[X))
Tvrdimo da analogna tvrdnja stoji i za lijevo izvedene funktore, tj. da vrijedi:

Propozicija 6.6.1. Za svaki © € 7 sljedeci dijagram funktora komutira:

LiFt

M(Dy) — M(Dx)
Fory | | Forx

LiF*

M(K[Y]) — M(K[X])

Dokaz: Neka je F'* lijeva rezolucija Dy —modula N sa slobodnim Dy —modulima. Buduéi da
je slobodan Dy —modul prema korolaru 2.2.7. ujedno slobodan K[Y]—modul, imamo

Forx (L'F*(N)) = Forx (H'(F*(F*))) = H (Forx (F*(F*))) = H'(F*(Fory F*)) = L'F*(Fory N).
Zelimo sada prouéiti ponasanje izvedenih inverznih slika za kompozicije morfizama.

Teorem 6.6.2. Neka su X = K", Y = K", Z = KP i neka su FF : X - Y iG:Y — Z
polinomijalna preslikavangja. Tada je funktor inverzne slike (Go F)* : M(Dz) — M(Dx) izomor-
fan kompoziciji F™ o G™.

Dokaz: Promotrimo prvo situaciju s modulima nad prstenovima polinoma (odnosno,
regularnih funkcija). Za svaki Dz—modul N imamo

(G o FY'(N) = K[X] ©xig N = K[X] @) K[V] @k N = F*(G*(N).

Treba jos provjeriti djelovanja operatora dx,. Za P € K[X]1iv € N imamo redom

Ix,(P®v) =0x,(P®(1®v)) =0x,(P)® (1®v) +zm:PaXi(Fj) ®dy,(1®v) =

j=1

m p
j=1 k=1
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®U+ZP26X )(Dy, (Gy) 0 F) @ d.0 =

= 8XZ(P) X v+ E P@XZ(Gk OF) ®aku.
k=1
Dakle, Dx—djelovanja se podudaraju.

Korolar 6.6.3. Uz oznake 1 pretpostavke teorema 6.6.2. je Dx_.z = Dx_.y ®@p, Dy_z.

Dokaz: Prema teoremu 6.6.2. imamo
Dx_y =(Go F)"(Dyz) = F*(G*(Dz)) = F*(Dy_z) = Dx_y ®p, Dy_.z.

Sada ¢emo poblize razmotriti dva jednostavna primjera. Neka je 7 : X x Y — Y projekcija,
7(x,y) = y. Imamo

K[X xY] = K[X]®K[Y] = K[X] @k K[Y].
Dakle, za K[Y]—modul N imamo

T (N) = K[X x Y] @k N = K[X] @k K[Y] @y N = K[X] @k N,

dakle, 7*(N) = K[X]®N kao modul nad K[X xY] = K[X]®K|[Y]. Ako je N ne samo K[Y]—modul,
nego Dy —modul, odmah se vidi da se i djelovanja operatora Jx,, dy, podudaraju, dakle, vrijedi
7H(N) = K[X]®N. Iz teorema 6.5.3. i korolara 6.5.4. neposredno slijedi:

Propozicija 6.6.4. Neka je m: X XY — Y projekcija na drugi faktor. Tada vrijedi:
(a) © : M(Dy) — M(Dxxy) je egzaktan funktor.

(
(

)
b) Za svaki lijevi Dy —modul N je 77 (N) = K[X]®N.
¢) Ako je N konacno generiran Dy —modul, onda je 7 (N) konacno generiran Dx .y —modul.
)

(d) Za svaki konacno generiran lijevi Dy —modul N je d(n+(N)) = d(N) + n. Posebno, N je
holonoman Dy —modul ako i samo ako je 7+ (N) holonoman Dx wy—modul.

Drugi se primjer odnosi na kanonsku injekciju ¢ : X — X x Y, «(z) = (z,0). Tada imamo
jednakosti (Dx : Dxyy)—bimodula:

DX—>X><Y - L*(DXXY) = K[X] ®K[X]®K[Y] (DX®DY) = Dx®Dy/((Yi, ceey Ym)Dy)

Pri tome je (Y,...,Y,,)Dy desni ideal u Dy generiran sa Yj,...,Y,,. Nadalje, lijevo djelovanje
Dx je lijevo mnozenje prvog faktora, a desno djelovanje Dxy je desno mnozenje kvocijenta po
desnom idealu.

Pretpostavimo da je m = 1. Tada imamo egzaktan niz

O—)DyiDyﬁDy/mDy—)O

: .Y . o . : :
Pri tome je — oznaka za desno mnoZenje sa Y;. Tenzoriranjem slijeva sa Dy dobivamo kratki
egzaktni niz
Yy
0 — Dxxy — Dxxy — Dx—xxy — 0

lijevih Dx—modula za lijevo mnozenje i desnih Dy «y —modula za desno mnozenje. Dakle, mozemo
promatrati prva dva c¢lana tog egzaktnog mniza kao lijevu rezoluciju od Dx_xxy sa
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(Dx : Dxxy)—bimodulima koji su slobodni kao desni Dx,y—moduli. Prema tome, za lijevi
Dxyy—modul N kohomologija kompleksa

0— NN —0

izracunava (lijevo) izvedene inverzne slike. Posebno, vrijedi:

Lema 6.6.5. Neka jedim Y =140: X — X XY kanonska injekcija. Za svaki lijevi Dx «y —modul
N wvriyedi:

(a) *(N) = Coker Y.
(b) L %" (N) = Ker Y;.
(¢) LPv"(N) =0 akojep#0ip+#—1.
Posebno, lijeva kohomoloska dimenzija od v+ je < 1.
Posljednja tvrdnja ima generalizaciju za proizvoljan Y.

Lema 6.6.6. Neka je 1 : X — X x Y kanonska injekcija. Lijeva kohomoloska dimenzija od vt je
< dim Y.

Skicu dokaza provodimo indukcijom po dim Y. Baza indukcije je posljednja tvrdnja leme
6.6.5. Pretpostavimo da je m = dim Y > 2 i prikazimo Y kao Y’ x Y” gdje je Y/ = K™ i
Y" = K. Neka su

X — X xY’ i ] X XY —w X xY' xY'=XxY

kanonske inkluzije. Tada je « = jo (/. Prema lemi 6.6.5. lijeva kohomoloska dimenzija od ;T je < 1,
a po pretpostavci indukcije lijeva kohomoloska dimenzija od ¢/ je < dim Y’ = m — 1. Pomoéu
teorema 6.6.2. i nekih opé¢ih Grothendieckovih rezultata o spektralnim nizovima pokazuje se da
izvedene inverzne slike L™7,% is¢ezavajuzap >m —1+1=m = dim Y.

Neka je sada F': X — X polinomijalni izomorfizam i G njegov invers. Tada je preslikavanje
a: K[X] — K[X] definirano sa a(f) = f o F' automorfizam unitalne algebre K[X] ¢iji invers [ je
dan sa G(f) = foG. Ako je M K[X]—modul, F*(M) je kao vektorski prostor izomorfan prostoru

M, a izomorfizam je dan sa ¢ : m — 1 ® m. S druge strane, za f € K[X] imamo
fom)=fom=foGoF@m=1® (foG)m = p(B(f)m) Ym € M.

Dakle, K[X]|—modul F*(M) izomorfan je kao vektorski prostor prostoru M na kome je struktura
K[X]—modula zadana sa (f,m) — B(f)m, f € K[X], m € M.
Sada zelimo analogan opis F'*(M), ako je M ne samo K[X]—modul, nego lijevi Dy—modul.
Prije svega nam treba prosirenje automorfizma [ algebre K[X] do automorfizma algebre Dy.
Neka je T' € Dx diferencijalni operator na X i stavimo

[BN) = B(T(alf)),  feK[X].

Ocito je B(T) K —linearan endomorfizam od K[X]. Nadalje, T+ ((T) je KK —linearno preslikavanje
sa Dx u Endg(K[X]). Nadalje, za T, S € Dy i za svaku f € K[X] imamo

[BTN(S) = BTS(a(f))) = BT (a(B(S(alf))))) = BT (([B(S)]()))) = [BDIBS)IS))-
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Dakle, 3 : Dy — Endg(K[X]) je homomorfizam K —algebri (o¢ito unitalni). Za g € K[X] C Dx
imamo B
[BIS) = Blgalf)) = B(g)f V[ e K[X],
sto pokazuje da je homomorfizam /3 progirenje automorfizma 3. To povlaci da je 3(T) € Dx za
T € Dy. Dakle, § je automorfizam od Dy koji progiruje automorfizam 3 od K[X]. U daljnjem
¢emo pisati § umjesto 3.
Neka je 1 < i < n. Tada imamo za svaki f € K[X]

[B(O)](f) = B(Bi(a(f))) = BOi(f o F)) = 3 <Z(5’j(f) ° FWi(E‘)) =

=Y (0i(F) 0 G)oy(f) = (Z 5(@(Fj))3j> (f)-

Prema tome,

Promotrimo sada bimodul Dx_. x pridruzen polinomijalnom preslikavanju F. Linearno preslika-
vanje ¢ : f®T — [(f)T identificira taj bimodul sa Dy. Pri toj identifikaciji obje strukture desnih
D x—modula dane su desnim mnozenjem. S druge strane, za T" € Dx imamo

PO(18T)) = <Z o(F) ® cw)) = > BOFNSHT) = B T)

Prema tome, (Dyx : Dx)—bimodul Dx_, x izomorfan je prostoru Dx na kome slijeva Dy djeluje
kompozicijom ( s lijevim mnozenjem, a zdesna Dx djeluje desnim mnozenjem. To povlaéi da je
F*(M) izomorfan prostoru M s novom strukturom Dx—modula danom sa (T,m) — B(T)m,
T € Dx, m € M. Dakle, uz primjenu propozicije 3.3.10. dobivamo:

Lema 6.6.7. Neka je F': X — X polinomijalni izomorfizam.

(a) Neka je M lijevi Dx—modul. Tada se F*(M) podudara kao vektorski prostor sa M a djelo-
vanje Dx dano je sa (T,m) — B(T)m.

(b) Funktor F™ : M(Dx) — M(Dx) je egzaktan.

(¢) Funktor F* preslikava konacno generirane Dx—module u konacno generirane Dx—module
i za svaki takav M je d(FT(M)) = d(M). Posebno, F* preslikava holonomne D x—module
u holonomne Dx—module.

Posljednja se tvrdnja moze uéiniti preciznijom opisom karakteristicne visestrukosti Ch(F*(M))
za konacno generiran lijevi Dx—modul M. Prije svega, iz prethodnih racuna vidi se da automor-
fizam  od Dy inducira automorfizam Gr 3 od Gr Dy = K[X, ] definiran sa

n

Xim B(X0) =Gy &= Y BOF)E =) (0(F) oG,  1<i<n

j=1

Tu éemo konstrukeiju opisati na geometrijski na¢in. Ako je x = (z1,...,x,) tocka iz X = K™,
identificiramo kotangencijalni prostor 7./(X) na X u tocki z sa samim prostorom K™ putem
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preslikavanja df (x) — ((O1f)(z),...,(0nf)(x)). Dakle, kotangencijalni svezanj 7*(X) moze se
identificirati sa K?" putem preslikavanja

(x,df (z)) — (z1,..., 2n, (O f) (), ..., (Onf)(x)).

Neka je F' : X — X polinomijalni izomorfizam i G njegov invers. Tada G preslikava tocku x
u tocku G(z), a F preslikava tocku G(x) u tocku . Njihovi su diferencijali T,(G) 1 T (F)
medusobno inverzni izomorfizmi izmedu tangencijalnih prostora T, (X) i T (X). Dakle, njima
dualni operatori T,(G)* : T¢y,) (X) — T7(X) i T (F)" : T3 (X) — T, (X) su medusobno
inverzni izomorfizmi. To znaci da mozemo definirati automorfizam ~ kotangencijalnog sveznja
T*(X) sa (2,8) — (G(2), Taw (F)*€), z € X, £ € T;(X). Ako identificiramo 7%(X) sa K*" dobi-
vamo (Grf)(P) = Po~vyza P € K[X,¢].

Neka je M konacno generiran lijevi Dx—modul s dobrom filtracijom F M. Tada mozemo re-
alizirati F*(M) kao prostor M s prije opisanim djelovanjem. Tada je FM dobra filtracija i za
FT(M). Dakle, Gr F'* (M) moze se identificirati s prostorom Gr M s djelovanjem

(@, m) = [(Grp)(Q)]m, Qe K[X,{], meGrM.

Dakle, @ je u anihilatoru od Gr F*(NM) ako i samo ako je (Gr/)(Q) u anihilatoru od Gr M.
Prema tome, vrijedi

(z,€) € Ch(FT(M)) — 7 Nz,§) € Ch(M).
Time smo dokazali:
Lema 6.6.8. Za konacno generiran Dx—modul M vrijedi Ch(F*(M)) = v(Ch(M)).
Napokon, to nam omogucuje ocjenu lijeve kohomoloske dimenzije funktora inverzne slike.

Teorem 6.6.9. Neka je X = K", Y = K™ ¢ ' : X — Y polinomijalno preslikavanje. Lijeva
kohomoloska dimenzija od F* je < dim Y.

Dokaz: Neka sut: X — X xY inm: X XY — Y kanonske injekcija i projekcija. Neka
je ® : X xY — X x Y polinomijalno preslikavanje zadano sa ®(z,y) = (z,y + F(z)). Tada
je F = mo®o.i® je polinomijalni izomorfizam. Njemu inverzan izomorfizam ¥ dan je sa
U(z,y) = 2,y — F(z).

Prema teoremu 6.6.2. imamo Ft =/t o ®* o™, Nadalje, prema propoziciji 6.6.4. i lemi 6.6.7.
funktori 77 1 ®* su egzaktni. Dakle, LIF* = L4 T o ®T ot Vg € Z. Prema lemi 6.6.6. slijedi da
je LY9Ft =0za ¢ < —dim Y.
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6.7 Direktne slike

Neka su kao i u proslom odjeljku X = K", Y = K™ i F' : X — Y polinomijalno presli-
kavanje. Kompozicija sa F definira prirodni homomorfizam algebri F : K Y] — K[X]. Taj ho-
momorfizam odreduje funktor F, : M(K[X]) — M(K[Y]). Za svaki K[X|-modul M definiramo
F.(M) kao K[Y]—modul koji se kao vektorski prostor podudara sa M, a djelovanje je dano sa
(f,m) — EF(f)m, f € K[Y], m € M. Funktor F, zove se funktor direktne slike. Naravno, F,
je egzaktan funktor.

Nazalost, ako je M lijevi Dx—modul, njegova direktna slika F, (M) ne dopusta opéenito struk-
turu Dy —modula. Npr. ako promatrao inkluziju ¢ : X — Y za X = {0} 1 Y = K, onda je
Dx = K[X] = K, a Dy = D(1). Kategorija Dx—modula je kategorija vektorskih prostora nad
K. Prema primjeru u odjeljku 6.2. direktna slika kona¢no generiranog D x—modula M (Odnosno,
kona¢nodimenzionalnog vektorskog prostora) ne moze imati strukturu Dy —modula. Dakle, funk-
tor direktne slike za D—module nece biti vezan s funktorom direktne slike za module nad alge-
brama regularnih funkcija, kao sto je to slucaj s inverznim slikama.

Ako primijenimo transponiranje na oba djelovanja na Dy _.y, dobivamo (Dy : Dx)—bimodul
koji ¢emo oznacavati sa Dy. x. To omogucuje za svaki lijevi Dy—modul M definiciju lijevog
Dy —modula

F.(M)=Dy._x ®p, M.

Tada je F'y : M(Dx) — M(Dy) desno egzaktni funktor. On se zove funktor direktne slike.

Teorem 6.7.1. Neka je X = K", Y = K" i Z = KP inekasu FF: X - Y iG:Y — Z
polinomijalna preslikavanja. Funktor direktne slike (G o F)y : M(Dx) — M(Dy) izomorfan je
kompoziciji G4 o F.

Dokaz: Za svaki lijevi Dx—modul M prema korolaru 6.6.3. imamo
(GoF)y(M)= Dz x®py M = (Dz—y ®@p, Dy_x)®p, M =
=Dy y ®p, (Dy—x @py M) =Dyy ®p, FL (M) =G (Fr(M)).

Promotrimo sada jednostavan primjer. Neka je ¢ : X — X x Y kanonska injekcija. Tada je
Dx_xxy = L+(DX><Y) = L+(DX®DY) = DX®DY/((Y1, ceey Ym)DY)
pa transponiranjem slijedi
Dxux—x = Dx&Dy/(Dy(Ya, ..., Yy)).

Pri tome je Dy (Y1,...,Y,,) lijevi ideal u Dy generiran sa Y7, ...,Y,,. Prema tome, za svaki lijevi
Dx—modul M vrijedi
L-‘F(M) = M®DY/(DY(Yia e 7Ym))

Nadalje, modul Dy /(Dy(Y1,...,Y,,)) je izomorfan modulu A,, iz primjera 2. odjeljka 6.4.
Propozicija 6.7.2. Neka je v : X — X X Y kanonska injekcija.
(a) ty : M(Dx) — M(Dxxy) je egzaktan funktor.
(b) Za svaki lijevi Dx—modul M je 1. (M) = M&Dy /(Dy(Y1,...,Yn)).
(¢) Ako je M konacno generiran Dx—modul, onda je v (M) konacno generiran D x xy—modul.
)

(d) Za svaki konacno generirani Dx—modul M je d(t4(M)) = d(M)+m. Posebno, M je holono-
man Dx—modul ako i samo ako je 1 (M) holonoman Dx .y —modul.
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Dokaz: Veé smo dokazali (b), a (a) neposredno slijedi. Kao sto smo vidjeli u primjeru 2.
odjeljka 6.4. Dy /(Dy(Y1,...,Yn)) je ireducibilan holonoman Dy —modul, pa tvrdnja (c) slijedi iz
leme 6.5.2. Da dokazemo (d) primjetimo da je po teoremu 6.5.3.

(14 (M)) = d(M) + d(Dy /(Dy(Ya, ..., Y;n)))-

Kako je modul Dy /(Dy (Y1, ...,Y,,) holonoman, tj. d(Dy/(Dy(Y1,...,Y:))) = m, tvrdnja (d) je
dokazana.

Proucimo sada funktor direktne slike za kanonsku projekciju 7 : X x Y — Y.
Promotrimo najprije slucaj dim X =1, tj. X = K. Tada je

Dxyy_y = 7T+(DY) = (DX/DX8)®DY-

Transponiranjem dobivamo
Dy._xxy = (Dx/0Dx)®Dy.

Imamo egzaktan niz (Dy : Dxyy)—bimodula

P
0 — Dxxy — Dxxy — Dy—xxy — 0,

pri cemu 2, predstavlja mnozenje sa 0 slijeva. To je ocito lijeva rezolucija od Dy . x«y sa slobod-
nim desnim Dxy—modulima, dakle, za bilo koji lijevi Dx«y—modul M mozemo lijevo izvedene
funktore L9m, racunati iz kompleksa

~—>O—>Mi>M—>O—>---
Slijedi L7 (M) = 0 ako je q ¢ {0,—1}. Dakle, dokazali smo:

Lema 6.7.3. Neka je dim X =1 ¢ neka je m : X x Y — Y kanonska projekcija. Za svaki lijevi
Dxyy—modul M vrijedi:

(a) m (M) = Coker 0.
(b) L' (M) = Ker 9.
(¢) Ly (M) =0 za q¢{0,—1}.
Posebno, lijeva kohomoloska dimenzija od m, je < 1.
Posljednja tvrdnja ima sljede¢u generalizaciju za proizvoljan X :

Lema 6.7.4. Neka je m: X XY — Y kanonska projekcija. Lijeva kohomoloska dimenzija od
je < dim X.

Skica dokaza: Neka je X' = {z,, = 0} C X ineka je 7’ : X’ XY — Y kanonska projekcija.
Nadalje, neka je 7”7 : X x Y — X’ x Y kanonska projekcija. Tada je m = 7’ o n”. Sada se tvrdnja
dokazuje indukcijom analogno dokazu leme 6.6.6.

Neka je F': X — X polinomijalni izomorfizam i G njegov invers. Kao u odjeljku 6.6. defini-
ramo automorfizme « i § od Dx. Tamo smo identificirali bimodul Dx_,x pridruzen preslikavanju
F' sa Dx snabdjevenim s obi¢nim desnim mnozenjem i s lijevim mnozenjem komponiranim s au-
tomorfizmom [. Primijenimo li na to automorfizam a dobivamo Dy koji je snabdjeven s obi¢nim
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lijevim mnozenjem i s desnim mnozenjem komponiranim sa «. Primijenimo li glavni antiautomor-
fizam dobivamo da je bimodul Dx. x izomorfan sa Dy s djelovanjima danim s lijevim mnozenjem
komponiranim sa « i s obi¢nim desnim mnozenjem. To povlaci da je za svaki lijevi Dy —modul
njegova direktna slika F'y (M) izomorfna s vektorskim prostorom M na kome je djelovanje dano
sa (T,m) — «(T)m. Posebno, F, (M) =G*(M).

Dakle, iz leme 6.6.7. neposredno dobivamo:

Lema 6.7.5. Neka je F': X — X polinomijalni izomorfizam i G njegov invers.

(a) Za lijevi Dx—modul M modul F (M) se podudara s vektorskim prodtorom M na kome je
djelovange zadano sa (T, m) — a(T)m.

(b) Funktor Fy : M(Dx) — M(Dx) je egzaktan.

(¢) Funktor Fy preslikava konacno generirane Dx—module u konacno generiarne Dx—module.
Za konacno generirani Dx—modul M je d(Fy(M)) = d(M). Posebno, F preslikava holo-
nomne module u holonomne module.

Osim toga, F\y = Gt i F'* = G i ti su funktori medusobno inverzne ekvivalencije kategorija.

Kao u prethodnom odjeljku to nam omogucuje ocjenu lijeve kohomoloske dimenzije funktora
direktne slike.

Teorem 6.7.6. Neka su X = K", Y = K™ 1 F : X — Y polinomijalno preslikavanje. Lijeva
kohomoloska dimenzija funktora Fy je < dim X.

Dokaz: Kao u dokazu teorema 6.6.9. koristimo konstrukciju preko grafa, tj. F' = mo® o, gdje
su
m: X XY, t: X - X XY i P: X XY -XxY

redom kanoska projekcija, kanonska injekcija i polinomijalni izomorfizam definiran sa
O(z,y) = (z,y + F(z)). Prema teoremu 6.7.1. vrijedi Fy = 74 o &, o¢;. Nadalje, prema tvrd-
nji (a) propozicije 6.7.2. i prema tvrdnji (b) leme 6.7.5. funktori ¢y i ®, su egzaktni. Dakle,
LiF, = L7, o ®, ovy za svaki g € Z. Sada iz leme 6.7.4. slijedi da je LYF, =0 za ¢ < —dim X.
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6.8 Kashiwarin teorem

Neka je X = K"1Y ={X,, =0} C X. Stavimo jos Z ={X; =--- = X, 1 =0} = K. Tada
je X =Y x ZiDx = Dy®Dy. Za Dx—modul M stavimo

Ly1(M) ={m e M; XPm =0 za neki p € N}.

Lema 6.8.1. (a) I'y1(M) je Dx—podmodul od M.

(b) supp (Ty(M)) C Y.

(c) Ako je N Dx—podmodul od M takav da je supp(N) C Y, onda je N C 'y (M).

Dokaz: (a) Neka je m € I'iy)(M). Tada ocito vrijedi
Xm ey (M) za 1<i<n i omely) (M) za 1<j<n.
Treba jos dokazati da je d,m € I'ty)(M). Imamo
Xit9,m = (XM 0, )m + 0, X' m = —(j+ )XIm + 0, X " 'm  VjeN.

Dakle, ako je X2m = 0, onda je X*19,m = 0.

(b) Ako x ¢ Y, onda X,, ¢ m, pa je lokalizacija I'jy)(M), = 0.

(c) Neka je m € N i oznacimo sa N’ K[X]—podmodul generiran sa m. Tada je supp(N') C Y.
Buduéi da je N’ kona¢no generiran, prema propoziciji 6.1.2. njegov je nosa¢ jednak visestrukosti
V(I) odredenoj s njegovim anihilatorom I u K[X]. Prema Hilbertovom teoremu o nulama vidimo
da je rad(I) 2 (X,). To povlaci da je XJN' = 0 za neki j € N, pa je posebno m € I'yj(M).

Dakle, I'iy (M) je najvedi Dx—podmodul od M ¢iji je nosac¢ sadrzan u Y.

Mnozenje sa X,, definira Dy —endomorfizam od M. Neka je

My = Ker X, € I'yy(M) i M, = Coker X,, = M/ X,, M.
Neka je ¢ : Y — X kanonska injekcija. Kao $to smo ustanovili u lemi 6.6.5., vrijedi
H(M) = M, L™ (M) = My

i sve ostale izvedene inverzne slike od M iScezavaju.

Promotrimo bilinearno preslikavanje Dx x My — M, definirano djelovanjem od Dx. Ono se
faktorizira kroz linearno preslikavanje Dx ®p, My — M. Nadalje, po definiciji M, to linearno
preslikavanje iScezava na slici od DxX,, ®p, My u Dx ®p, M,. Kao Sto smo primijetili u 6.7.

Dx—y = Dy®Dz/DzX, = (P Dy

JELy

Dakle, linearno preslikavanje mnozenja Dx®p, My — M inducira prirodni homomorfizam D y —mo-
dula
L+(M0) = DXHY ®DY MO — M.

Njegova je slika ocito sadrzana u I'iy(M). Nije tesko provjeriti da je to zapravo morfizam funktora
Ly O L_1L+ e F[Y]
Kljucni rezultat ovog odjeljka je sljedeca lema:

Lema 6.8.2. Dx—homomorfizam 1(M)o — L'y|(M) je izomorfizam Dx—modula.
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Dokaz: Prvo dokazujemo da je homomorfizam surjektivan. Tvrdimo da je
{m e M; XPm =0} C Dx - M, Vp e N.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom. To je jasno za p = 1. Ako je p > 11 XPm = 0, onda je
0 =0, X,m= XP" (pm + X,,0,m),

pa je po pretpostavci indukcije
pm + X,,0,m € Dx - M.

Nadalje, po pretpostavci indukcije je X,,m € Dx - My. Dakle,
(p—1)m =pm+ [X,,0p)m = pm + X,,0,m — 0, X,;m € Dx - M.

Dakle, m € Dx - My. Time je dokazana gornja tvrdnja, dakle, dokazana je surjektivnost proma-
tranog homomorfizma.
Dokazimo sada injektivnost. Prema prethodnoj diskusiji imamo

ty(Mo) = Dxy ®p, My = @ & M.

JEZ4

Neka je (mg, O,ma, ..., 0%m,, 0, .. .) element te direktne sume razli¢it od nule s minimalnim moguéim
q koji se preslikava u O tj.
mo + Op,my + -+ + 0lm, = 0.

Tada imamo
q

0= (Zq:agmj> = [Xn, &m; Z;aﬂ m;,
j=0

j=1
a to je u suprotnosti s minimalnoséu g. Ova kontradikcija pokazuje da je jezgra promatranog
homomorfizma nula.

Korolar 6.8.3. X, ['y)(M) = I'y(M).

Dokaz: Prema lemi 6.8.2. svaki element od I'iy1(M) moze se zapisati kao konac¢na suma oblika

Z %mj, m; € M.

JELy

Tvrdnja slijedi iz jednakosti

> dBmy=-X, > —aﬂﬂ

JEL4 J€Z+
Korolar 6.8.4. Neka je M Dx—modul.
(a) Tyy(M) je konacno generiran Dx—modul ako i samo ako je My konacno generiran Dy —modul.
(6) d (D) (M) = d(M) + 1.

Posebno, T'ty|(M) je holonoman ako i samo ako je My = L~'v" (M) holonoman.
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Dokaz: (a) Iz leme 6.8.2. i iz tvrdnje (c) propozicije 6.7.2. slijedi da je Dx—modul I'y(M)
konaé¢no generiran ako je Dy —modul M, konaéno generiran. Pretpostavimo sada da je Dy —modul
I'ty)(M) konacno generiran. Neka je N;, j € N, rastuc¢i niz Dy —podmodula od M. Oni generiraju
rastuci niz Dx—podmodula od 'y (M)

(V)= N, jeN

PELy

Kako je Dx lijevo Noetherin prsten, konac¢no generiran Dx—modul I'yj(M) je Noetherin, pa se
niz (14(Nj));cy stabilizira. Bududi da je N; jezgra od X, u ¢4 (Nj), 1 niz (Nj)jen se stabilizira.
Dakle, Dx—modul M; je Noetherin i, posebno, konac¢no generiran.

Tvrdnja (b) slijedi iz leme 6.8.2. i tvrdnje (d) propozicije 6.7.2.

Korolar 6.8.5. Ako je M holonoman Dx—modul, onda je My holonoman Dy —modul.

Dokaz: Ako je M holonoman, onda je i podmodul I'fy)(A/) holonoman. Dakle, tvrdnja slijedi
iz posljednje tvrdnje korolara 6.8.4.

Neka je My (Dy) puna potkategorija od M(Dyx), ¢iji objekti su Dx—moduli M takvi da je
supp(M) C Y. Oznacimo sa Myy(Dx) i Holy(Dx) odgovarajuce potkategorije konacno generi-
ranih i holonomnih modula. Prema lemi 6.8.1. vrijedi M = I'iy1(M) za svaki modul iz My (Dx).
Prema lemama 6.6.5. i 6.8.3. vidimo da je ¢ (M) = 0 za svaki modul M u My (Dx). Dakle,
L1 je egzaktan funktor iz My (Dx) u M(Dy). S druge strane ¢, definira egzaktan funktor u
suprotnom smjeru i po lemi 6.8.2. kompozicija ¢ o L™1" je izomorfna identicnom funktoru kate-
gorije My (Dx). Nadalje, o¢ito je kompozicija L™t os, izomorfna identi¢nom funktoru kategorije
M(Dy).

To vodi na sljedeé¢i fundamentalni rezultat:

Teorem 6.8.6. (Kashiwara) Funktor direktne slike v, definira ekvivalenciju kategorije M(Dy )
(odnosno, My (Dy ), Hol(Dy) ) s kategorijom My (Dx) (odnosno, My (Dx), Holy(Dx) ). Njemu
je inverzna ekvivalencija funktor L= *.

Dokaz: Ostaje za dokazati samo tvrdnje u zagradama. No to slijedi neposredno iz korolara
6.8.4.
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6.9 Sacuvanje holonomnosti

U ovom ¢emo odjeljku dokazati da funktori direktne i inverzne slike ¢uvaju holonomnost.
Pocinjemo s jednostavnim kriterijem holonomnosti.

Neka su X = K™, Y = K™ i F : X — Y polinomijalno preslikavanje. Prvo ¢emo iskoristiti
konstrukciju pomoc¢u grafa da reduciramo problem na specijalna preslikavanja. Kao u dokazu
teorema 6.6.9. 1 6.7.6. imamo komutativan dijagram

x £ vy

L] Tm
XxY 2 xXxVvY

gdje su ¢t : X — X x Y kanonska injekcija, ® : X x Y — X x Y polinomijalni izomorfizam i
m: X xY — Y kanonska projekcija:

uz) = (2,0),  ®,y)=(z,y+F@), 7lzy) =y, reX, yeV

Prema propoziciji 6.6.4. znamo da je 1 egzaktan funktor koji preslikava holonomne module u
holonomne module. Prema propoziciji 6.7.2. znamo da je ¢, ekzaktan funktor koji preslikava
holonomne module u holonomne module. Nadalje, prema lemama 6.6.7. i 6.7.5. znamo da su ¢+
i ¢, egzaktni funktori koji preslikavaju holonomne module u holonomne module.

Dakle, ostaje da se prouce izvedeni funktori od ¢ i od 7.

Prvo promatramo ulaganje ¢+ : X — X x Y.

Lema 6.9.1. Neka je N holonoman D xy—modul. Tada su Dx—moduli LY (N), q € Z, holonomni.

Dokaz: Buduéi da su prema tvrnji (b) teorema 6.4.1. podmoduli, kvocijentni moduli i prosi-
renja holonomnih modula holonomni moduli, kao u dokazu leme 6.6.6. pomoc¢u argumenta spek-
tralnog niza mozemo dokaz reducirati na slucaj dim Y = 1. U tom slucaju ozna¢imo sa y prirodnu
koordinatu na Y i promotrimo homomorfizam Dy—modula N —— N definiran djelovanjem v.
Tada prema lemi 6.6.5. imamo

1H(N) = Cokery, L™ (N) = Kery, LUt (N)=0 za q¢{0,—1}.

Nadalje, prema korolaru 6.8.4. ako je N holonoman onda je i L™ (N) holonoman.
Dakle, preostaje jos slucaj t*(N), a to je sadrzaj sljedeée leme:

Lema 6.9.2. Ako je N holonoman Dxxy—modul, onda je . (N) holonoman Dx—modul.
Dokaz: Neka je N = N/T'(x(N). Tada imamo kratki egzaktni niz
0 — T'x)(N) —N—N—0.
Bududéi da je ¢ desno egzaktni funktor, dobivamo egzaktan funktor
(Tix(N)) — H(N) — o (N) — 0.

S druge strane, prema korolaru 6.8.3. imamo ¢* (F[X](N )) = 0. Dakle, prirodno preslikavanje
1H(N) — +*(N) je izomorfizam.

Neka je v € I'[xj(N) C N ineka je v € N predstavnik klase . Tada za dovoljno veliki p € Z
vrijedi y?7 = 0. To znadci da je yPv € I'ix(N), pa postoji ¢ € Z; takav da je y?*9% = 0. Dakle,
v € I'ix)(IV), odnosno © = 0. Time je dokazano da je I'jxj(IN) = 0.

Osim toga, ako je N holonoman Dy.y—modul, onda je N, kao njegov kvocijent, takoder
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holonoman D xyy —modul.
Dakle, mozemo od pocetka pretpostaviti da je I'xj(/N) = 0. To znaci da je djelovanje y na N
injektivno, pa se IV uranja u lokalizaciju V,. Promatramo egzaktan niz

00— N-—N, — L—0.

Bududi da je po pretpostavei N holonoman D x4y —modul, prema propoziciji 6.4.3. znamo da je
i Ny holonoman Dyx,y—modul. Prema tome i kvocijent L je holonoman Dx,y—modul. Prema
provedenom dijelu dokaza leme 6.9.1. L™'.*(L) je holonoman Dx—modul.

Primjenom dugog egzaktnog niza za funktor inverzne slike od ¢ na nas kratki egzaktni niz
dobivamo egzaktni niz

- — L7UH(N,

) — L7 (L) — o (N) — (W,

) — 17(L) — 0.

Buduéi da je djelovanje y na N, invertibilno, iz tvrdnji (a) i (b) leme 6.6.5. dobivamo
F(N,) = LW (N,) = 0.

Dakle, . (N) = L=+ (L). Buduéi da znamo da je Dx—modul L™ (L) holonoman, slijedi da je
tT(N) holonoman D x—modul.

Prema tome, zbog teorema 6.6.2. dobivamo:

Teorem 6.9.3. Neka je F': X — Y polinomijalno preslikavanje © M holonoman Dy —modul.
Tada su LYF*(M), q € Z, holonomni Dx—moduli.

Prelazimo na proucavanje direktnih slika od 7.

Lema 6.9.4. Neka je M holonoman Dyxyxy—modul. Tada su Dy—moduli Lim, (M), q € Z,
holonomna.

Skica dokaza: Bududi da su prema tvrdnji (b) teorema 6.4.1. podmoduli, kvocijentni moduli
i prosirenja holonomnih modula holonomni moduli, kao u dokazima lema 6.6.6. i 6.7.4. pomoc¢u
argumenta spektralnog niza mozemo svesti dokaz na sluc¢aj dim X = 1. U tom slu¢aju oznacimo sa

0 operator deriviranja po varijabli  od X i promotrimo homomorfizam Dy —modula M 2 M.
Prema lemi 6.7.3. imamo

7+ (M) = Coker 0, L~ '7 (M) = Ker 0, Lim (M)=0 za q¢{0,—1}.
Primjenom Fourierove transformacije dobivamo kompleks
s 0 — F(M) S F(M) — 0 — - -

koji izracunava F (L*m(M)) . Argumentima iz dokaza leme 6.9.2. vidimo da taj kompleks izracu-
nava kohomologije inverzne slike kanonske inkluzije j : Y — X x Y, j(y) = (0,y). Prema lemi
6.9.1. njene su kohomologije holonomne, pa su i moduli F (L9, (M)) holonomni. Prema lemi
6.2.3. zakljuéujemo da su Dy —moduli Lim (M), q € Z, holonomni.

Dakle, pomoc¢u teorema 6.7.1. dobivamo:

Teorem 6.9.5. Neka je F' : X — Y polinomijalno preslikavange i M holonoman D x—modul.
Tada su Dy —moduli LYF (M), q € Z, holonomni.

Primjedba: Tvrdnje analogne onima u lemi 6.9.4. i teoremu 6.9.5., uz zamjenu svojstva
holonomnosti sa svojstvom kona¢ne generiranosti, ne stoje. Npr. ako uzmemo X = {0}, Y = K i
t: X — Y, inverzna slika ¢ ™ (Dy) je beskona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad K. Analogno,
za m:Y — X modul 7, (Dy) je beskona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad K.
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Poglavlje 7

SNOPOVI DIFERENCIJALNIH
OPERATORA

U cijelom poglavlju K oznacava algebarski zatvoreno polje karakteristike 0. Nadalje, koristit
¢emo oznake

Ly <y ={a€Zl; ol <p},  Z%,={a€Zi; |af=p}, pEZ..

7.1 Diferencijalni operatori na visSestrukostima

Kao i prije za n € Z; sa D(n) oznacavamo Weylovu algebru svih diferencijalnih operatora
na K" s polinomijalnim koeficijentima. Za T € D(n) sa ord T oznac¢avamo red diferencijalnog

operatora T. Neka je (Dp(n))p€Z+ filtracija redom diferencijalnih operatora:

D,(n) ={T € D(n); ordT < p}, pELy.

Filtracioni potprostori D,(n) su slobodni K[Xy,...,X,]|—podmoduli od D(n) kona¢nog ranga s
bazom {0% o € Z'} }.

Lema 7.1.1. Neka je p € Zy i neka su zadani P, € K[Xy,..., X,], « € Z} _,. Postoji diferenci-
jalni operator T' € D,(n) takav da je T(X®) = P, za svaki o € Z <.

Dokaz provodimo indukcijom po p. Ako je p = 0, tvrdnja je trivijalna: Uzimamo T = F,.
Pretpostavimo da je p > 0 i da je tvrdnja dokazana za p — 1. Po pretpostavci indukcije postoji
1" € Dy 1(n) takav da vrijedi T'(X®) = P, za sve a € Z%} _, ;. Stavimo

Qu=T'(X*) € K[X1,....X,], a€cZ.,
Ocito vrijedi
P(X)=0 za BeZl, a€Zli_, |, i (X)=alds za o BEL]},
Dakle, ako definiramo 7" € D,(n) sa
Ps—Q
"o 8 B a8
"= )" 7 o7,
peLt ,
onda je T"(X®) =0za o € Z} ., 1, a za a € Z] , imamo
Ps—

T//(Xa) = Z T%aﬁ(Xa) = Py — Qow
pezz, 7

161
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Prema tome, za operator ' = T" 4+ T" € D,(n) imamo

T(X*)=T'(X*)=P, za a€Z!

+,legp—1

T(X) =T (X)+T"(X)=Qa+Po—Qu=Pa za a€Zl,

Neka je sada X afina visestrukost, Ox njezin strukturni snop i K[X]| = I'(X,Ox) algebra
globalnih prereza tog snopa, tj. njena afina algebra, odnosno, algebra svih regularnih funkcija na
X. Nadalje, sa D(X) = Diff (K [X]) oznacimo algebru diferencijalnih operatora na algebri K[X]. Ta
se algebra zove algebra diferencijalnih operatora na afinoj viSestrukosti X. Njena filtracija
(Dp(X)),ez, redom diferencijalnih operatora definirana je sa Dy(X) = Diff ,(K[X]), odnosno,
induktivno sa

Do(X) = Endypx(K[X)) = K[X],  Dy(X) = {T € D(X); [T, f] € D,s(X) ¥ € K[X]}.

Ako je X afini prostor K", onda je K[X] = K[Xi,...,X,] 1 D(X) = D(n). Opcenito, afinu
visestrukost X mozemo realizirati kao Zariski zatvoren podskup afinog prostora K™ zanekin € Z. .
Neka je tada (X)) ideal svih polinoma P € K[Xj, ..., X,] koji se ponistavaju na X. Tada imamo
identifikaciju K[X| = K[X1,...,X,]/I(X). Neka je r : K[Xq,...,X,] — K[X] kvocijentni epi-
morfizam, tj. homomorfizam restrikcije polinomijalnih funkcija na K™ na visetsrukost X. Stavimo
A(X) ={T € D(n); T(I(X)) € I(X)}.
Tada je A(X) unitalna podalgebra od D(n). Neka je (A,(X)),c;, filtracija na A(X) induci-
rana filtracijom redom diferencijalnih operatora, tj. A,(X) = A(X) N Dy(n). Svaki operator
T € A(X) inducira prijelazom na kvocijent po I(X) linearni endomorfizam ¢(7') algebre
K[X] = K[Xy,...,X,]/I(X). Ocito je ¢ : A(X) — Endg(K[X]) unitalni homomorfizam al-
gebri. Algebra polinoma K[X7, ..., X,], shvacena kao podalgebra od D(n), ocito je podalgebra od
A(X) i imamo komutativan dijagram

K[X1,..., X, - K[X]

| |
A(X) 5 Endg(K[X)]).
Posebno, za svaki polinom P € K[X;,...,X,] operator ¢(P) je mnozenje funkcijom

r(P) = P|X € K[X]. Neka je T € A,(X) i neka su fo,...,f, € K[X]. Nadalje, neka su
Py,...,P, € K[X;,...,X,] takvi da je 7(P;) = f; za 0 < j < p, (naime, r je epimorfizam).
Tada imamo

H o [[@(T)vfo]afl]a T 7fp*1]7fp] = 90([[ o [[Ta PO]apl]a T 7Pp71]7Pp]) =0.

To pokazuje da je ¢(T) diferencijalni operator reda < p na algebri K[X], odnosno, ¢(T') € D,(X).
Prema tome, ¢ je unitalni homomorfizam algebre A(X) u algebru D(X) koji je kompatibilan s
filtracijama, p(A,(X)) C D,(X).

Stavimo

J(X) = Kerg = {T € D(n); T(K[X,..., X,]) € I(X)}.
Kako je ¢ homomorfizam algebri, J(X) je dvostrani ideal u A(X).
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Lema 7.1.2. ZaT € D(n) sljedeca su dva svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) T € J(X).
(b) T =5, P.0% gdje su P, € I(X).
Dokaz: (b)) = (a). Pretpostavimo da je T' = ) P,0%, gdje su P, € I(X). Dakle, ako te
polinome promatramo kao funkcije na K", onda je P,|X = 0. Za proizvoljan P € K[X3,..., X,]

11malmno T(P) _ ZP&@Q(P>’

pa slijedi T'(P)|X = 0, odnosno, T'(P) € I(X). Prema tome, T' € J(X).

(a) = (b). Pretpostavimo da je T' € J(X). Mozemo ga prikazati u obliku ) P,0% za neke
P, € K[Xy,...,X,). Tada je Py =T(1) € I(X). Neka je m > 1 i pretpostavimo da smo dokazali
da je P, € I(X) za svaki a € Z" _,, ;. Tada je

T'= > P0"€J(X), daklei T"=T-T €.J(X).
aGZZﬁ’Smfl

Za (3 € 77 ,, imamo
I(X)>T"(XP) = ) P.0*X") =pPs,

ani’m

odakle je Ps € I(X). Prema tome, indukcijom po |« slijedi da su svi P, € I(X).

Oznacimo sa D kvocijentnu algebru A(X)/J(X). Filtracija (A,(X)),;, po redu diferencijal-
nih operatora inducira kvocijentnu filtraciju (Dp)peZ+ algebre D. Bududéi da je J(X) = Kerp,

homomorfizam ¢ prijelazom na kvocijent po J(X) definira monomorfizam ¢ : D — D(X) koji je
kompatibilan s filtracijama tih algebri, ¢ (D,) C D,(X).

Propozicija 7.1.3. ® : D — D(X) je izomorfizam. Stovide, vrijedi ® (D,) = D,(X) Vp € Z,.
Dokaz: Najprije ¢emo dokazati tvrdnju: ako sup € Z,, T € D,(X) i S € Dy(n), onda vrijedi
implikacija:
T(r(X%)=r(S(X%) VaeZj_, — Tor=rob.

Dokaz te tvrdnje provodimo indukcijom po p. Ako je p = 0, nema se Sto dokazivati. Pretpostavimo
da je p > 01 da je tvrdnja dokazana za p — 1. Neka su T' € D,(X) 1S € D,(n) takvi da vrijedi

T(r(X") = r(S(X*)) Va€Z!_,
Zal<j<nizaac Zﬁ,gpfl tada imamo
[T, r(X;)](r(X)) = T(r(X;X*)—r(X;)T(r(X*)) = r(S(X; X)) —r(X;5(X")) = r([S, X;](X*)).

Buduéi da su [T, r(X;)] € D,—1(X) i [S,X;] € Dp_1(n), po pretpostavci indukcije zakljuéujemo
da vrijedi
[TvT(Xj)]Or:rO[SanL 1<j<n

Sada za svaki o € Z7 isvaki j € {1,...,n} imamo
Tr(X;X%) = [T, p(X))(r (X)) + r(XH)T(r(X?)) = ([T, r(X;)] o ) (XY) +7(X;) T(r(X?)) =

= (ro[8, X;N(X®) +r(X)T(r(X?) = r(S(X; X)) = r(X;)r(S(X?)) +r(X;)T(r(X)).
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Prema tome, vrijedi
(Tor)(X;X%) —(roS)(X;X) =r(X;)[(Tor)(X*)—(roS)(X)] VaoeZ iVje{l,...,n}.

Odavde indukcijom po |a] slijedi da je (T o r)(X*) = (r o S)(X?®) Va € Z7, a to znadi da je
Tor =rolS. Time je gornja tvrdnja dokazana.

Neka je T' € D,(X). Za svaki a € Z1 _, je T(r(X®)) regularna funkcija na X, sto znaci da za
svaki o € Z' _, postoji polinom P, € K[X1,...,X,] takav da je T'(r(X®)) = r(P,). Prema lemi
7.1.2. postoji S € Dy(n) takav da vrijedi S(X*) = P, Va € Z} _,. Tada je

T(r(X®)) =r(P,) =r(S(X?%)) Va € 7Y -,

pa iz dokazane tvrdnje slijedi T or = r o S. Posebno, vrijedi r(S(/(X))) = T(r(I(X))) = 0, dakle,
S € A,(X). Nadalje, T or = r o S znaci da je ¢(S) = T, dakle, ®(S + J(X)) = T. Time je
dokazana surjektivnost, stovise, i ®(D,) = D,(X) Vp € Z'.

Korolar 7.1.4. Neka je X afina visestrukost. Za svaki p € Z. filtracioni potprostor D,(X) je
konacno generiran K[X]|—modul i za lijevo i za desno mnoZenje.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je X zatvoren podskup od K". Prema korolaru 2.2.7. ta
tvrdnja vrijedi za X = K™. Bududi da je K[X;, ..., X,] Noetherin prsten, A,(X) = A(X)ND,(n)
je kona¢no generiran K[Xj, ..., X,]—modul i za lijevo i za desno mnozenje. Stoga je D, kona¢no
generiran K[X]—modul i za lijevo i za desno mnozenje. Sada tvrdnja slijedi iz propozicije 7.1.3.

Neka je f € K[X], f # 0, i neka je X; = Qx(f) = {z € X; f(z) # 0} pripadni glavni
otvoren skup u X. Tada je X, afina visestrukost i prema teoremu 5.2.6. imamo identifikaciju
K[X;] = K[X]; (lokalizacija algebre K[X] mo multiplikativnom skupu {f*; k € Z.}). Neka je
rs: K[X] — K[Xf] homomorfizam restrikcije.

Propozicija 7.1.5. Neka je T € D,(X). Tada postoji jedinstven operator T € D,(X;) takav
sljedeéi dijagram komutira:
T

K[X] — K[X]

Tfl T’fl

T

K[Xy] — K[X{].
Za dokaz jedinstvenosti operatora T dovoljno je dokazati lemu:

Lema 7.1.6. Neka je S € D(Xy) takav da je S(g) = 0 za svaku funkciju g € m¢(K[X]). Tada je
S =0.

Dokaz provodimo indukcijom po ord S. Ako je ord S = 0, onda je S € K[X{], pa je tvrdnja
trivijalna jer je r;(K[X]) # {0}. Pretpostavimo da je ord S = p > 11 da je tvrdnja dokazana za
operatore reda manjeg od p. Sada je S’ =[S, f] € D,_1(Xy) i vrijedi S’(g) = 0 za svaku funkciju
g € r¢(K[X]). Po pretpostavci indukcije tada je S" = 0. To znac¢i da S komutira sa f. Neka je
h € K[X¢]. Tada postoji m € Z; takav da je f™h € rp(K[X]). Slijedi f™S(h) = S(f™h) = 0.
No buduéi da je f™ invertibilni element algebre K[X], zaklju¢ujemo da je S(h) = 0. Dakle, S = 0.

Dokaz egzistencije operatora T. Najprije promatramo slu¢aj X = K™. Bududé da je unitalna
algebra D(n) generirana sa X;, d;, 1 < j < n, dovoljno je dokazati egzistenciju T za T' = 0,.
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Medutim, 0; je derivacija algebre K[Xj,...,X,] koja se jedinstveno produljuje do derivacije 0,
polja racionalnih funkcija K(Xy,...,X,) i vrijedi

0, (%) - a](g)ffngaj(f)’ g€ K[X1,...,X,], mez,.
Dakle, tako prosiren operator 0; inducira derivaciju algebre KX, ..., X, | = K[K"]; = K[(K"),]
i za tu derivaciju T ocito dijagram iz tvrdnje propozicije komutira. Time je egzistencija dokazana
u slucaju X = K.

Dokazimo sada egzistenciju T u opéem slucaju. Mozemo pretpostaviti da je X zatvoren pod-
skup nekog afinog prostora K. Neka je polinom P € K[Xy,...,X,] takav da je f = P|X. Neka
je U = (K"), — afini otvoren podskup od K" koji je komplement skupa nultocaka polinoma P.
Tada je X N U = X;. Prema propoziciji 7.1.3. postoji S € A,(X) = A(X) N Dy(n) takav da je
®(S) = T. Taj se diferencijalni operator S progiruje do diferencijalnog operatora S na U reda < p.
Sada nam treba:

Lema 7.1.7. Za svaki S € A(X) vrijedi S (I(X)p) C I(X)p.

Dokaz: Tvrdnju dokazujemo indukcijom po ord S. Ako je ord S = 0, tvrdnja je ocita. Pret-
postavimo da je ord S = p > 1 i da tvrdnja dokazana za operatore reda manjeg od p. Sada je
S'=[S,P] € A(X)iordS" < p—1. Dakle, po pretpostavci indukeije vrijedi S7 (I(X)p) C I(X)p.
Neka je @ € I(X). Tada je

<[ Q = ( @ <( @
S(ﬁ) =9 (Pm+1)+PS(Pm+1)’

pa po pretpostavci indukcije nalazimo da je

(@ 1</ Q
S(Pmﬂ) —55 (W) cel(X)p VmeZ,.

Odatle indukcijom po m € Z, zaklju¢ujemo da je S (P%) € I(X)p za svaki Q € I(X) i svaki
m € Z,. Time je lema dokazana.

Nastavljamo dokaz egzistencije. Prema lemi 7.1.7. operator S inducira linearan endomor-
fizam od K[Xy,...,X,]p/I(X)p = K[X]; = K[X/]. Kao i prije nalazimo da je to diferencijalni
operator na X; koji se na 7;(K[X]) podudara sa T. Time je konstruiran T i proveden je dokaz
egzistencije.

Neka je X afina visestrukost i f € K[X], f # 0. Tada prema propoziciji 7.1.5. imamo dobro
definirano preslikavanje restrikcije py : D(X) — D(Xy). Zbog jedinstvenosti u propozciji 2.1.5.
imamo:

Propozicija 7.1.8. Preslikavanje p; : D(X) — D(Xy) je unitalni homomorfizam filtriranih
algebri.

Posebno, py je homomorfizam K[X]—modula i za lijevo i za desno mnozenje.

Propozicija 7.1.9. Neka je D(X)y lokalizacija od D(X) promatranog kao K[X|—modul u odnosu
na mnozenge slijeva. Homomorfizam py inducira izomorfizam By : D(X); — D(Xy).

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je X; gusto u X. (To je, naravno, uvijek tako ako je
vigestrukost X ireducibilna, ali opéenito ne mora biti). U tom je slucaju homomorfizam restrikcije
ry o K[X] — K[X/] injektivan. Dakle, ako je T' € D(X) takav da je

T T
() = =0
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onda za svaku funkciju g € K[X] postoji s € Z, takav da je f*T(g) = 0. No tada je T'(g) = 0 za
svaki g € K[X], odnosno, T' = 0. Time je dokazano da je homomorfizam [y injektivan.

Da dokazemo da je homomorfizam [3; surjektivan, dovoljno je dokazati sljede¢u tvrdnju:

Za svaki T € D(Xy) postoji m € Z, takav da je (f™T)(K[X]) C K[X].

Tu ¢emo tvrdnju dokazati indukcijom po ordT. Ako je ord T' = 0, tvrdnja je trivijalna. Pret-
postavimo da je p = ord T > 1i da je tvrdnja dokazana za operatore nizeg reda. Neka su g1, ..., g,
generatori unitalne K —algebre K[X]. Po pretpostavci indukcije postoji m € Z, takav da je

ffr) e KX 1 T gI(KIX]) € KIX],  1<j<n
Odatle za svaku funkciju h € K[X] takvu da je f™7T'(h) € K[X] slijedi
ST (g;h) = [T, g;l(h) + f"g;T(h) € K[X].
Kako je po pretpostavci fT'(1), odavde indukcijom po duljini |a| monoma g7 - - - g&» zaklju¢ujemo
da vrijedi fmT(K[X]) € K[X].
Dakle, dokazana je gornja tvrdnja, a time je dokazano da je 8y : D(X); — D(Xy) izomorfizam
ukoliko je Xy gusto u X.
Razmotrimo sada slucaj kad Xy nije gusto u X. Dokazimo tvrdnju:
Postoji f' € K[X] takav da je Xy N Xp =0 i da je unija Xy U Xy gusta u X.
Prije svega, ako X nije gusto u X, onda postoji funkcija a; € K[X]\{0} takva da je a;| Xy = 0.
To znaci da je X;NX, =01 Xpig, = Xy UX,,. Ako X4, nije gusto u X, mozemo naci funkciju
as € K[X]\{0} takvu da je as| X 14, = 0; tadaje 20, NXay = 01 Xpiay4a, = XpUX,, UX,,. Ta
se konstrukcija ne moze nastaviti u nedogled, jer je X Noetherin topoloski prostor. Dakle, nakon
kona¢no mnogo koraka dolazimo do funkcija ay, . .., a, € K[X]\ {0} takvih da su Xy, X,,, ..., X,
medusobno disjunktni i da im je unija gusta u X. Tada treba samo uzeti f' =a; + -+ + as.
Sada tvrdimo da je D(Xerf/) = D(Xf) ) D(Xf/) Oéito Vrijedi K[Xerf/] = K[Xf] D K[Xf/]
Neka su x, x’ € K[X, ] karakteristicne funkcije skupova X i X . Sada tvrdimo da vrijedi

[T,x] =[T,xX']=0 VT € D(Xsyy).

Tu tvrdnju dokazujemo indukcijom po ordT. Ako je ordT = 0, tvrdnja je trivijalna, jer T je
funkcija. Pretpostavimo da je p = ordT = p > 11 da je tvrdnja dokazana za operatore nizeg reda.
Po indukeciji tvrdnja vrijedi za [T, x] € Dp—1(X1p). Dakle,

0=[[T,x],X]=Txx = XTX' = X'Tx + xX'xT = —xTx' = X'Tx,
buduéi da je xx’ = 0. Dakle, vrijedi
XTX = —x'Tx.
Pomozimo li to zdesna sa , dobivamo x"T'y = 0, pa slijedi i xT'x' = 0. Dakle,
Tx=KX+X)Tx=xTx i XTXTx+x)=xTx.
Zamjenom uloga y i x’' dobivamo da je takoder
XT=xTx i TX'=xTy.

No to znaci da je xT'=T'x i X'T = T'x/, odnosno, [T, x] = [T, x'] = 0. Odatle za svaki g € K[X]
nalazimo
T(g) = T(xg) = xT(9) € K[X].
Dakle, T(K[X;]) € K[X/] i, analogno, T(K[Xp]) C K[Xp]. Dakle, T" inducira diferencijalne
operatore S'i S na X; i XpiT =55
Prema prvom dijelu dokaza By : D(X)prp — D(X5)®D(Xy) je izomorfizam. Lokaliziramo
li u odnosu na x dobivamo da je 3¢ : D(X); — D(Xy) izomorfizam.
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Neka je U otvoren podskup od X. Oznacimo sa P(U) skup svih glavnih otvorenih podskupova
od X sadrzanih u U. Skup P(U) parcijalno uredimo inkluzijom. Tada je skup P(U) usmjeren jer
presjek dvaju glavnih otvorenih skupova je i sam glavni otvoren skup. Ako su V,W € P(U) i
V' C W, imamo prirodni homorfizam restrikcije r{ : D(W) — D(V'). Tada je (D(V),r}/) inverzni
sistem algebri. Oznac¢imo sa Dx(U) njegov inverzni limes. Tada je Dx : U — Dx(U) predsnop
algebri na X, za koji se iz definicije direktno provjerava da zadovoljava uvjete iz propozicija 4.1.1.
i 4.1.2. Dakle, Dx je snop algebri na X. Nadalje, to je snop Ox—modula i za lijevo mnozenje
i za desno mnozenje. Snop Dx zove se snop lokalnih diferencijalnih operatora na afinoj
visestrukosti X.

Teorem 7.1.10. Neka je X afina visestrukost i Dx snop lokalnih diferencijalnih operatora na X.
Tada za svaki afini otvoren podskup U C X wrijedi I'(U, Dx) = D(U).

Dokaz: Tvrdnja je jasna ako je U glavni otvoren podskup od X. Neka je U bilo koji afini
otvoren podskup od X. Neka je funkcija f € K[X] takva da je Xy C U. Stavimo li g = f|U, vrijedi
U, = X¢. To povlaci da je

I'(Uy, Dy) = D(U,) = D(Xy) = '(Xy, Dx).

Te su jednakosti zapravo izomorfizmi koji su kompatibilni s homomorfizmima restrikcije. Buduéi
da glavni otvoreni poskupovi {X; f € K[X]} tvore bazu topologije od X, oni koji su sadrzani u U
tvore bazu topologije od U. Nadalje, buduéi da su Dx|U i Dy snopovi na U koji se podudaraju na
bazi topologije od U, zaklju¢ujemo da su ti snopovi jednaki. Dakle, I'(U, Dx) = I'(U, Dy) = D(U).

Neka je sada X proizvoljna visestrukost nad poljem K. Za svaki otvoren skup U C X oznacimo
sa B(U) skup svih afinih otvorenih podskupova od U i taj skup parcijalno uredimo inkluzijom. Ako
suV,W e B(U)iV C W, imamo prirodni unitalni homomorfizam restrikcije r{y : D(W) — D(V).
Tada je ponovo (D(V)’T\V/V)V,WGB(U),VQW inverzni sistem algebri. Oznacimo sa Dx(U) njegov
inverzni limes. Tada je Dy : U — Dx(U) predsnop algebri na X, koji takoder zadovoljava uvjete
iz propozicija 4.1.1. i 4.1.2., dakle, to je snop algebri na X. Nadalje, to je snop Ox—modula i za
lijevo mnozenje i za desno mnozenje. Snop Dy zove se snop lokalnih diferencijalnih operatora
na visestrukosti X.

Neka je U C X otvoren skup i T' € Dx(U). Kazemo da je diferencijalni operator 7' reda < p
ako je za svaki afini otvoren podskup V' C U diferencijalni operator r};(T) reda < p. Time je
definirana rastuca filtracija FDx(U) od Dx(U).

Lema 7.1.11. Filtracija FDx(U) algebre Dx(U) je ekshaustivna.

Dokaz: Neka je T' € Dx(U). Bududi da je topoloski prostor U kvazikompaktan, mozemo naci
konacan pokrivac (U;), <j<s od U sastavljen od afinih otvorenih podskupova. Neka je p € Z, takav

da je ord ng (T) <pzal<j<s. NekajeV proizvoljan afini otvoren podskup od U i S = r¥(T).
Neka su fo, ..., f, € K[V]. Tada je

R - [ . [[S, fo],fl], .. .,fp] c Dx(V)

i njegove su restrikcije na V' N U; jednake nuli za 1 < j < s. To povlaci da je R = 0. Time je
dokazano da je ord S < p, a kako je V' bio proizvoljan afini otvoren podskup od U, zakljuc¢ujemo
daje T € F,Dx(U).

Dakle, filtracija F'Dx(U) zadovoljava uvjete (1) — (5) iz odjeljka 3.3. Na taj nac¢in dobivamo
filtraciju F'Dx snopa Dyx lokalnih diferencijalnih operatora na X potsnopovima vektorskih prostora
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nad poljem K. Tu filtraciju zovemo filtracijom po redu diferencijalnih operatora. Za svaki
afini otvoren skup U C X vrijedi F,Dx(U) = D,(U) za svaki p € Z,. Dakle, mozemo promatrati
pripadni snop graduiranih algebri Gr Dy. To je snop komutativnih algebri i Gr'Dy = Ox.

Teorem 7.1.12. Za svaku visestrukost X wvrijedi:
(a) Snop Dx je kvazikoherentan Ox—modul i za lijevo mnoZenje i za desno mnoZenje.
(b) Snopovi F,Dx, p € Z., su koherentni Ox—moduli i za lijevo mnoZenge i za desno mnoZenje.
(¢) Snopovi Gt*Dx, p € Z, su koherentni Ox—moduli.

Dokaz: Buduédi da su sve tvrdnje lokalne, mozemo pretpostaviti da je visestrukost X afina.
Tada za lijevo nmnozenje tvrdnja (a) slijedi iz propozicije 7.1.8., tvrdnja (b) za lijevo mnozZenje
slijedi iz leme 2.1.3., a tvrdnja (c) slijedi iz tvrdnje (b) za lijevo mnozenje. Medutim, lijevo i desno
mnozenje na Gr’Dyx definiraju istu strukturu Ox—modula, pa je

O E— prllDX — FpDX — GI‘pDX E— O

kratki egzaktni niz Ox—modula i za lijevo mnozenje i za desno mnozenje. Stoga indukcijom po
p zakljuéujemo da tvrdnja (b) vrijedi i za desno mnozenje. Nadalje, kako je filtracija (F,Dx)
snopa Dy ekshaustivna, tvrdnja (a) za desno mnozenje slijedi iz tvrdnje (b).

PELy
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7.2 Tangencijalni i kotangencijalni snop

Neka je X i dalje proizvoljna viSestrukost. Za afini otvoren podskup U C X stavimo
Tx(U) = Der(K|U]). Prema tvrdnji (b) leme 2.1.2. imamo Dy(U) = K[U| & 7Tx(U). Neka je
V afini otvoren podskup od U. Tada za svaki T' € Tx(U) imamo [r{/(T)](1) = T(1) = 0. Dakle,
rJ(T) € Tx(V), pa vidimo da su homomorfizmi restrikcije komaptibilni s tim rastavom u direktnu
sumu,. To znaci da je pridruzivanje U +— 7x (U) predsnop na bazi B topologije od X sastavljenoj od
svih afinih otvorenih podskupova od X. Odgovarajuci predsnop na X oznacavamo sa 7x. Buduci
da je F1Dx = Ox & Tx i bududéi da su F1Dx i Ox snopovi, zaklju¢ujemo da je i Tx snop na X.
Zovemo ga tangencijalnim snopom visestrukosti X. Njegovi se lokalni prerezi nad otvorenim
skupom U C X zovu lokalna vektorska polja na U. Tangencijalni snop ima strukturu lijevog
Ox—modula i kao takav je izomorfan snopu Gr'Dyx. Iz tvrdnje (c) teorema 7.1.12. neposredno
slijedi:

Propozicija 7.2.1. Tangencijalni snop Tx visestrukosti X je koherentan snop Ox—modula.

Uoc¢imo da 7y nije snop Ox—modula za mnozenje zdesna. Nadalje, ako su 7' i 7" dva lokalna
vektorska polja na otvorenom skupu U C X, onda je i njihov komutator [T',7”] lokalno vektorsko
polje na U. Dakle, 7x je snop Liejevih algebri nad poljem K na prostoru X.

Za tocku x € X kao i prije sa Ox , oznacavamo vlat strukturnog snopa Oy iznad tocke z. To
je lokalni prsten i njegov najveci ideal oznacavamo sa mx .. Prema rezultatima odjeljka 5.6. kvo-
cijentni prostor my ,/ mg(yx je kona¢nodimenzionalan. Tangencijalni prostor 7, (X ) na visestrukost
X u tocki x definirali smo kao dualni prostor (mx,x / mg(x)* Sam prostor my , /m%u oznacavat
¢emo sa T¥(X) i zvati kotangencijalni prostor na visestrukost X u toc¢ki z. Prema propozi-
ciji 5.6.10. vrijedi dim T,(X) > dim, X za svaku tocku = € X; u stvari, prema toj propoziciji je
dim 7,(X) > dim Y za svaku ireducibilnu komponentu Y visestrukosti X koja sadrzi tocku z,
no prema rezultatima odjeljka 5.5. supremum dim Y po svim takvim Y je upravo dim, X. Prema
korolaru 5.6.6. ako je U afina otvorena okolina tocke x € X, onda se T,,(X) prirodno identificira sa
T.(U). Nadalje, ako je X afina viSestrukost realizirana kao zatvoren podskup afinog prostora K™
i I(X) pripadni radikalni ideal u K[X7, ..., X,,], onda se prema propoziciji 5.6.3. tangencijalni
prostor T, (X) moze identificirati sa sljede¢im potprostorom vektorskog prostora K" :

Tan, (X) = {(51, 6 Zgj(ajp)(x) =0VPe I(X)} .

U 5.6. definirali smo pojam glatke tocke visestrukosti X : to je tocka x € X takva da je
dim 7, (X) = dim, X. Prema tvrdnji (b) teorema 5.6.13. skup svih glatkih toc¢aka visestrukosti X
je otvoren podskup od X koji je gust u X. Ta se tvrdnja izvodi iz tvrdnje (a) istog teorema prema
kojoj svaka glatka tocka x € X ima afinu otvorenu okolinu U takvu da je lijevi K[U]—modul
Der(K|U]) svih lokalnih vektorskih polja na U slobodan K[U]—modul konacnog ranga i taj je
rang upravo dim, X = dim 7,(X). Dokaz tog teorema izostavili smo, a isti dokaz zapravo daje
sljede¢u jacu tvrdnju:

Teorem 7.2.2. Neka je X wvisestrukost, x njena glatka tocka 1 n = dim, X. Tada postoje otvorena
afina okolina U od x, reqularne funkcije fi,..., f, € K[U] i lokalna vektorska polja Dy, ..., D,
na U takvi da je D;(f;) = 6;; za 1 <i,j <n. Tada je {D:,...,D,} baza K[U]—modula Tx(U) =
= Der(K[U]) svih lokalnih vektorskih polja na U. Nadalje, ako je afina visestrukost U ireducibilna,
funkcige fi,..., fu su algebarski nezavisne i tvore bazu transcendentnosti polja R(U) racionalnih
funkcija na U nad poljem K. U tom slucaju vrijedi i [D;, Di] =0 za j # k.

Takva 2n—torka (fi,..., fu, D1, ..., D,) zove se koordinatni sistem na U C X.
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Glatka tocka visestrukosti X sadrzana je u jedinstvenoj ireducibilnoj komponenti od X. Vise-
strukost je glatka ako su joj sve tocke glatke. Tada je svaka tocka sadrzana u jedinstvenoj ire-
ducibilnoj komponenti. Prema tome, vrijedi:

Teorem 7.2.3. Ireducibilne komponente glatke visestrukosti su medusobno disjunkine i one su
ujedno komponente povezanosti te visestrukosti.

Neka je X vigestrukost i z € X. Za f € Ox, vrijedi f — f(z) € mx,. Sliku tog elementa u
kvocijentu T (X) = my . /m% , oznacimo sa df (z).

Lema 7.2.4. Preslikavanje d : Ox, — T (X), f + df (z), je linearno i zadovoljava

d(fg)(x) = f(z)dg(x) + g(x)df (x)  Vf,g € Oxpa.
Dokaz: Buduéi da je (f — f(x))(g — g(z)) € m% ,, imamo direktno iz definicije

d(f9)(x) = fg— f(x)g(x) + m2 = fg— f(x)g(x) — (f — f(2))(g — g(z)) + m%, =
= f(x)(g —g(x) + g(2)(f — f(z) + m%, = f(x)dg(z) + g(z)df (x).

Npr. ako je X = K™, onda za x € X i za svaku klicu f € K[X3,..., X,], imamo

n

df(x) =Y (9;)(x)dX;(x).

J=1

To pokazuje da je {dX(z), ..., dX,(z)} baza vektorskog prostora T:(K™). To je u skladu s ¢injeni-
com poznatom iz odjeljka 6.5. da je preslikavanje koje vektoru (&1, .. ., &, ) pridruzuje tangencijalni
vektor f— >_.&;(9;f)(x) izomorfizam sa K™ = Tan,(K") na tangencijalni prostor T,(K").

Za tocku z visSestrukosti X oznacimo sa 7x , vlat tangencijalnog snopa 7x nad tockom x. Svaki
element D € Tx, odreduje derivaciju f — D(f)(x) lokalnog prstena Ox . Element f € m% , je
suma produkata elemenata iz mx ., dakle, vrijedi D(f)(z) € mx .. Nadalje, za f € Ox ., je

D(f)(x) = D(f = f(x))(x)

i rezultat ovisi samo o df (z). To znaci da se preslikavanje f — D(f)(x) faktorizira kroz T (X) i
definira tangencijalni vektor D(z) € T,(X) takav da je

D(z)(df(x)) = D(f)(x) V[ € Oxea-

Dakle, konstruirali smo kanonsko linearno preslikavanje D +— D(z) sa Tx, u T,(X). Bilinearno
preslikavanje sa Ox , X Tx ,, u T,,(X) definirano sa

(f,D) = f(z)D(x),  f€Oxqs DEe€Txa,
ponistava se na mx , X Tx ,, dakle, dobivamo bilinearno preslikavanje
D Oxa/mxs X T — To(X), O(f +mxy, D)= f(x)D(z), [f€Oxu DETx,.
Za f,g € Ox, i D € Tx, imamo
(g(f +mxa), D) = Dgf + M, D) = [(2)g(x)D(x) = J()(gD)(x) = B(f + My, gD).

To pokazuje da se preslikavanje ® faktorizira kroz linearno preslikavanje sa (Ox ./Mx ) ®ox , Tx e
u T, (X).
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Propozicija 7.2.5. Neka je x glatka tocka visestrukosti X. Tada je kanonsko linearno preslika-
vanje (Ox . /Mx ) ®oy, Txe — To(X) izomorfizam vektorskih prostora.

Dokaz: Neka je n = dim, X. Prema teoremu 7.2.2. 7x , je slobodan Ox ,—modul. Preciznije,
postoje fi,...,fn € Oxo 1 D1,...,D, € Tx, takvi da je D;(f;) = 6, 1 < 4,57 < n, ida
je {D1,...,D,} baza Ox,—modula Tx,. Tada slike od Di,..., D, u (Ox./Mmx.) ®0x, Txa
¢ine bazu tog vektorskog prostora nad K. Nadalje, D;(z) zadovoljavaju D;(x)(df;(x)) = 0;j,
1 < 4,5 < n, dakle, linearno su nezavisni. Budu¢i da je zbog glatkoce tocke x tangencijalni
prostor T, (X) n—dimenzionalan, zakljucujemo da je {D;(x),..., D,(z)} baza od T,(X). Prema
tome, kanonsko preslikavanje (Ox,/mx ;) ®ox. Txa — Ty (X) prevodi bazu u bazu, dakle, to je
izomorfizam vektorskih prostora.

Za glatku vigestrukost X stavimo T(X) = {(z,€); v € X, ¢ € T,(X)}. Zelimo definirati
prirodnu strukturu visestrukosti na skupu 7'(X).

Pretpostavimo prvo da je tangencijalni snop 7x na X slobodan Ox—modul i neka je {T3,...,T,}
njegova baza. Tada imamo bijekciju

0 X x K" —T(X), &, . & ( Zgj )

Strukturu visestrukosti na 7'(X) definiramo zahtjevom da je ¢ izomorfizam. Ta definicija ne ovisi o
izboru baze {T1,...,T,} Ox—modula 7x. Doista, neka je {17, ...,T)} takoder baza Ox—modula
Tx i neka je ¢’ : X x K" — T(X) odgovarajuéa bijekcija. Tada postoji regularna matrica
Q € M,(I'(X, Ox)) takva da vrijedi

j=1

Tada je

(?L’ gla"') ( Z&T/ ) < Z&Qﬂ ) _@(x Q( )(517a§n))

2,7=1

To pokazuje da je ¢’ izomorfizam viSestrukosti ako i samo ako je ¢ izomorfizam.

Razmotrimo sada proizvoljnu glatku visestrukost X. Prema teoremu 7.2.2. postoji pokrivac
(Uy,...,Us) od X afinim otvorenim podskupovima takav da je 7x |U; = Ty, slobodan Oy, —modul
zal < j <s.Tadaje T'(X) unija T'(U;), 1 < j < s, i prethodna diskusija pokaZUJe da svakl T(U;)
ima prirodnu strukturu visestrukosti. Nadalje, budu¢i da su te strukture neovisne o izboru baze,
slijedi da se strukture, koje na presjeku T'(U;) N T(U;) = T'(U; N U;) induciraju T'(U;) i T(Uj),
podudaraju. Na taj na¢in dolazimo do strukture visestrukosti na 7'(X). S tom se strukturom 7'(X)
zove tangencijalni svezanj od X. Imamo prirodna preslikavanja ¢ : X — T(X)in: T(X) —» X
definirana sa «(z) = (2,0) i 7(2,€) =z, x € X, € € T,(X). To su morfizmi viSestrukosti i ocito
vrijedi:

Propozicija 7.2.6. Neka je X glatka visestrukost.

(a) Tangencijalni svezanj T(X) je glatka visestrukost i dim, ¢ T'(X) = 2dim, X za svaku tocku
(z,€) € T(X).

(b) Fibracija 7 :T(X) — X je lokalno trivijalna, tj. svaka tocka x € X ima okolinu U takvu da
jem N (U) =2 U x K" zanekin € Z,.
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Analogno, za glatku visestrukost X mozemo definirati snop Ox —modula 7§ = Homo, (7x, Ox)
na X. Bududi da je Tx lokalno slobodan modul konacnog ranga, takav je i 75. Nadalje, Ako sa Ty ,
oznacimo vlat snopa 7y u tocki x, vektorski prostor (Ox . /mx ;) ®oy, 75 , prirodno je izomorfan
kotangencijalnom prostoru 7(X). Neka je U C X otvoren skup i f € Ox(U). Funkcija f definira
element

df € Homo (Tx,Ox)(U) = Homo,w)(Tx(U), Ox(U)) zadansa (df)(T)=T(f), T € Tx(U).
df se zove diferencijal od f. Imamo

(df)(T)(2) = T(f)(x) = T(x)(df(z)) Yz eU.

Dakle, df () mozemo promatrati kao element od 7./(X) odreden lokalnim prerezom df.

Akoje (f1,- -+, fu, D1, ..., Dy) koordinatni sistem na dovoljno malom afinom otvorenom skupu
U, tada je {Dy,..., D,) baza slobodnog Ox(U)—modula 7x(U). Sada iz df;(D;) = ¢;; slijedi da
je (dfy,...,df,) baza slobodnog Ox (U)—modula 7(U).

Kao i kod konstrukcije tangencijalnog sveznja mozemo definirati
T(X) = {(,0); 7€ X, we T (X))

i na taj skup mozemo uvesti strukturu visestrukosti takvu da je na svakom dovoljno malom afinom
otvorenom skupu U C X, s koordinatnim sistemom (f1,..., fn, D1,..., Dy), {df1,...,df,} baza
slobodnog Ox (U)—modula 7 (U) i imamo izomorfizam

" Ux K" — T*(U) CT*(X) dan sa  ¢*(x,&,...,&) = (x, Z@dﬁ(m)) .
=1

Ta se visestrukost 7%(X) zove kotangencijalni svezanj od X. Imamo prirodne morfizme
X - THX) i TH(X) — X dane sa *(x) = (2,0) i 7*(x,w) = . Analogno propoziciji
7.2.6. imamo

Propozicija 7.2.7. Neka je X glatka visestrukost.

(a) Kotangencijalni svezanj T*(X) je glatka visestrukost © dim, ) T*(X) = 2dim, X za svaku
tocku (z,w) € T*(X).

(b) Fibracija ™ : T*(X) — X je lokalno trivijalna, tj. svaka tocka x € X ima okolinu U takvu
dajem (U) 2 U x K™ za nekin € Z,.

Sljedec¢e razmatranje pokazuje da ” Taylorov red’ klice regularne funkcije u regularnoj tocki
potpuno odreduje tu klicu.

Za glatku tocku z viSestrukosti X prsten Ox , je regularan lokalni prsten. Ako je n = dim, X,
na dovoljno maloj afinoj otvorenoj okolini U od x imamo koordinatni sistem (fi, ..., fn, D1, ..., Dy)
takav da je fi(z) = --- = fu(x) = 01idaje {Di(z),...,D,(x)} baza vektorskog prostora T, (X).
Tada je {df1(x),...,df,(z)} njoj dualna baza od T3 (X) i klase od fi, ..., f, su koordinatni sistem
u regularnom lokanom prstenu Ox ,. Dakle, imamo prirodni homomorfizam

K[Xla---aXn]—>OX,xa P|—>P(f1,,fn)

Slika bilo kojeg polinoma kome 0 nije nultocka (tj. polinoma s konstantnim ¢lanom razli¢itim od
nule) je invertibilan element prstena Ox .. Dakle, gornji se homomorfizam produljuje do homo-
morfizma lokalnih prstenova

()OIA:K[Xl,...,Xn]O—>OX7x.
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Budu¢i da je lokalni prsten Ox, regularan, prema teoremu 3.2.8. Gry : GrA — GrOx,
je izomorfizam. Bududi da je filtracija od A Hausdorffova, zaklju¢ujemo da je homomorfizam
¢+ A — Ox, injektivan. Dakle, mozemo ga upotrijebiti kao identifikaciju i promatrati A kao
potprsten od Oy ,. Kompozicija A — Ox, — Ox,/mx. = K je surjektivna (jer je K —linearna
i netrivijalna). Dakle, jezgra tog homomorfizma A N mx, je jedinstven maksimalan ideal m od
A; naravno, m je skup svih razlomaka u A = K[X;, ..., X,,]o kojima je 0 nultocka brojnika. Sli-
jedi m» C AN m;x za svaki p € Z,. Dakle, za svaki p € Z, imamo prirodni homomorfizam
A/mP — Ox . /w’ i sljededi je dijagram za svaki p € Z, komutativan:

0 — G4 — A/wrtt — Am?  — 0

! ! !

1
0 — Gr’Ox, — Oxg/mi, — Ox./mk, — 0.

Bududi da su reci egzaktni i lijeva je vertikalna strelica izomorfizam, ako je desna vertikalna strelica
izomorfizam, onda je i srednja vertikalna strelica izomorfizam. Stoga indukcijom zakljuc¢ujemo da
je A/mP — Ox,/m  izomorfizam za svaki p € Z,. To znaci da je m? = ANm%  za svaki
p € Z,. Nadalje, vrijedi A + m’)’m = Ox, za svaki p € Z;. Dakle, A je gust u Ox, u odnosu na
my ,—adicku topologiju i ta topologija inducira na A upravo m—adicku topologiju. Odatle slijedi
da su upotpunjenja od A i od Ox, izomorfna. Upotpunjenje Aod A je prsten formalnih redova
K[[X1,...,X,]], paslijedi da se prsten Oy, moze identificirati s potprstenom od K[[X1, ..., X,]].
Neka je i maksimalni ideal u prstenu A = K[[X1,..., X,]] :

m={F F=) a,X°

lo|>1

Tada je

mP =< F; g g X
la|>p

Neka su Xi,..., X, slike od Xi,..., X, um/m? Odmah se vidi fda je tada (Xi,...,X,) koor-
dinatni sistem lokalnog prstena A. Nadalje, prirodni homomorfizam K [71, e ,Yn} — GrA je

izomorfizam. Dakle, A = K[[X1, ..., X,]] je regularan lokalni prsten.

O¢ito imamo m = ANt i m? C mP za svaki p € Z,. Prirodna inkluzija A u A inducira
izomorfizam Gr A na Gr A. Dakle, kao i malo prije za svaki p € Z, imamo komutativan dijagram
s egzaktnim recima u kome je lijeva vertikalna strelica izomorfizam:

0 — G'A — A/mrtt — A/m? — 0
| | |
0 — Grrd — A/t — A/mP — 0.

Odatle ponovo indukcijom zaklju¢ujemo da je m? = AN mP, tj.

m? = fe.,él;f:ZaaX‘l VpEeZ,.

la|>p
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Neka je T' lokalno vektorsko polje na U. Tada ono inducira derivaciju 7, od Ox ,. Indukcijom
po p nalazimo da je T} (mg(’m) C mg(_’; za svaki p € N. Dakle, preslikavanje 7T, je neprekidno u
my ,—adickoj topologiji od Ox ., pa se produljuje do neprekidne derivacije mx ,—adickog upot-
punjenja od Ox .. S druge strane, presten polinoma K[Xi,...,X,] gust je u prstenu formalnih
redova potencija K[[X, ..., X,]], dakle, svaka neprekidna derivacija prstena K[[Xq, ..., X,]| pot-
puno je odredena svojim djelovanjem na Xj, ..., X,. Bududi da je D;(f;) = d;j za 1 <i,j < n,
slijedi da pri opisanom izomorfizmu derivacija D; odgovara derivaciji 0; za 1 < i < n.

Svaki se formalni red potencija F' € K[ X, ..., X,]|] moze zapisati kao Taylorov red

_ (0°F)(0) .,
F=) —a
ani
To zajedno s prethodnom diskusijom neposredno povlaci:

Propozicija 7.2.8. Neka je x glatka tocka visestrukosti X i (fi,..., fu, D1,...,Dy) koordinatni
sistem na afinoj otvorenoj okolini tocke x. Za svaku f € Ox , i za svakip € Z sljedeca su svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a> f € nﬁ;m‘
() (Df)(x) =0 VaeZ} ., ;.
Posebno, vrijedi (D*f)(x) =0 Ya € ZT} ako i samo ako je [ = 0.
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7.3 Snopovi diferencijalnih operatora
na glatkim visSestrukostima

U cijelom ovom odjeljku X je glatka viSestrukost nad algebarski zatvorenim poljem karakter-
istike 0, Dx je snop lokalnih diferencijalnih operatora na X, F'Dy = (FPDX)pEZ filtracija po redu
diferencijalnih operatora, Gr Dx odgovarajuci snop graduiranih algebri na X.

Opisat ¢emo najprije strukturu od GrDx. Neka je U afini otvoren podskup od X. Tada je,
po definiciji, I'(U, Dx) = Dx(U) = D(U) = Diff(K[U]). Kao u odjeljku 2.1. za svaki p € Z, i za
svaki T' € D,(U) definiramo preslikavanje

op(T) : K[UP — K[U],  op(T)(fr,--- fp) = [l ([T ol fo] -+ ol fol-

Prema lemi 2.1.5. to je preslikavanje simetri¢no i multilinearno i 0,(7") = 0 ako je T' € D,_;(U).
Nadalje, za svaki 1 <i<piza fi,..., fi_1, fit1,- .., fp € K[U] preslikavanje

f = ap(T)(fla . '7fi717f7 fi+17 . '7fp)

je lokalno vektorsko polje na U. Da to dokazemo, zbog simetricnosti mozemo pretpostaviti da je

funkcijama iz K[U]. Kako je prema lemi 2.1.2. D;(U) = K[U] @ Der(K[U]), to je stvarno lokalno
vektorsko polje na U. To ima za posljedicu da o,(T)(f1,..., f,)(x) ovisi samo o diferencijalima
dfi(r) od fi, 1 <4 < p,utocki x. Dakle, mozemo definirati funkciju Symb, (T) na kotangencijalnom
sveznju T*(U) od U sa

Symb,,(T)(7,w) = %!ap(T)(f, o (@), gdjeje f e K[U] takva da je df (z) = w.

Lema 7.3.1. (a) Funkcija Symb,(T) je reqularna na T*(U).

(b) Za svaku tockux € U funkcija w — Symb (T')(z,w) je homogeno polinomijalno preslikavanje
stupngja p na prostoru T (X).

Dokaz: Bududi da su obje tvrdnje lokalne, mozemo pretpostaviti da je U dovoljno malen afini

otvoren skup na kome postoji koordinatni sustav (f1,..., fn, D1, ..., D,) itakav da je preslikavanje

(xafla cee 7§n> = (l‘, Zgzde(x>> ’

izomorfizam algebarskih visestrukosti sa U x K™ na T*(U). Bududi da je evidentno

1
(0,62 6) = 1op(T) (S Do 6F) (@)

regularna funkcija na U x K™, tvrdnja (a) slijedi. Tvrdnja (b) je evidentna.
Funkcija Symb,(T") zove se p—simbol diferencijalnog operatora T.

Neka je m : T*(X) — X prirodna projekcija definirana sa 7(r,w) = = za ¢z € X i
w € TX(X). Buduéi da je m lokalno trivijalna fibracija i da je 7.(X) vlakno te filtracije nad
tockom x € X, vidimo da prirodna graduacija po stupnju homogenih polinomijalnih funkcija na
T#(X) uvodi strukturu snopa graduiranih algebri nad snopom direktne slike 7, (OT*( X)) . Presli-
kavanje Symb,, definira morfizam snopa F,Dx u Grr, (OT*(X)) i taj ¢emo morfizam oznaciti
istim znakom Symb,. Taj morfizam iStezava na podsnopu F, Dy, dakle, on odreduje mor-
fizam snopa Gr’Dx u p—tu homogenu komponentu Gr’mr, (OT*(X)) snopa T, (OT*(X)) . Neka je
Symb : Gr Dx — Gr, (OT*( X)) odgovarajuc¢i morfizam snopova graduiranih algebri.
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Teorem 7.3.2. Preslikavanje Symb : GrDx — Gr, (OT* (X)) je izomorfizam snopova graduiranih
Ox—algebri.

Dokaz ovog teorema sastoji se od nekoliko koraka. Prvo dokazujemo da je Symb morfizam
snopova K —algebri.

Lema 7.3.3. Neka je U otvoren podskup od X, T € F,Dx(U) i S € F,;Dx(U). Tada je
Symb,,, (T'S) = Symb,(T)Symb,(S).

Dokaz: Neka je f € Ox(U) i definiramo preslikavanje 7 : Dx(U) — Dx(U) sa 7(T) = [T, f].
Tada je
T(TS) =TS, fl=[T, f]S+ T[S, f]=7(T)S +T7(T).

Drugim rije¢ima, preslikavanje 7 je derivacija algebre Dx (U). Stoga za svaki k € Z, vrijedi
[k
™(TS) = Z ( _>T“(T)Ti(5).

- 1
=0

Prema tome, ako fiksiramo z € X i w € T(X) i regularnu funkciju f na okolini tocke = takvu da
je w = df(x), onda imamo

Sy, (7)) = 0TS+ Ple) = L r TS)(a) =
B 1 p+q p+q i )
- <Z( F) e <s>>< )

Buduéi da je T € F,Dx(U), vrijedi 7%(T') = 0 za k > p, dakle, 77777(T) = 0 za i < ¢. Nadalje,
kako je S € F,Dx(U), vrijedi 7/(S) = 0 za i > ¢. Dakle, u posljednjoj sumi ostaje samo ¢lan za
1 = ¢, pa dobivamo

_ Pty TP x)T(S)(x) =
Sy, (7)) = 1 (1 ) (D@ (5) 0
_ %TP(T)(@ . %Tq(S)(x) = Symb,(T)(z,w)Symb, (5)(z, w).

Time je lema dokazana.

Bududi da je fibracija 7 : T*(X) — X lokalno trivijalna, nulta homogena komponenta snopa
Ty (OT*( X)) graduiranih algebri jednaka je Oy i preslikavanje Symb,, je identiteta. Prema tome,
posljedica leme 7.3.3. je ne samo da je Symb morfizam snopova graduiranih K —algebri, nego je
to morfizam snopova graduiranih Ox —algebri.

Prva homogena komponenta Grir, (OT*(X)) od Grm, (OT*(X)) je prirodno izomorfna 7Tx.
Nadalje,

Symb, (z, df (z)) = [T, f](x) = T(f)(x) = T(x)(df (x))

za svako vektorsko polje T' i svaku regularnu funkciju f na okolini tocke z. Buduéi da vrijedi
F\Dx = Ox @ Ty, zaklju¢ujemo da je Symb, izomorfizam snopa Gr'Dx na prvu homogenu kom-
ponentu snopa T, (OT* ( X)) . Zbog lokalne trivijalnosti fibracije m, snop Gr , (OT*( X)) graduiranih
algebri generiran je s nultom i prvom svojom homogenom komponentom. Odatle slijedi da je pres-
likavanje Symb : GrDx — Gr, (OT*(X)) surjektivno. Treba jos dokazati da je i injektivno, tj. da
mu je jezgra 0.
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Lema 7.3.4. Neka je T € F,Dx(U). Tada je Symb,(T) = 0 ako i samo ako je T € F, 1Dx(U).

Dokaz: Tvrdnja je lokalna pa mozemo pretpostaviti da je U afini otvoren podskup od X.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom po p. Tvrdnja je evidentna ako je p = 0. Pretpostavimo da je
p > 0 i da je tvrdnja dokazana za nize redove diferencijalnih operatora. Fiksirajmo f € Ox(U).
Tada je [T, f] € F,,_1Dx(U). Neka je v € U i w € T, (X). Stavimo n = df (x). Bududi da okolinu
U tocke x mozemo smanjiti ako je potrebno, mozemo pretpostaviti da je w = dg(z) za neku
g € Ox(U). Za h € Ox(U) definiramo preslikavanje 7, : Dx(U) — Dx(U) sa 7,(T) = [T, h].
Preslikavanje h +— 7, je ocito linearno pa za proizvoljan A € K imamo 7y45y(T) = 7¢(T") + A7, (7).
Bududi da zbog Jacobijevog identiteta preslikavanja 7y i 7, komutiraju, nalazimo za svaki k € Z, :

D) =3 (k) Nk (7(T))

- 1
=0

Ako pretpostavimo da je Symb,(T") = 0, onda funkcija
1
A = Symb,,(T)(z, 7 + M) = HT]IZ—H\g(T) (z)

iScezava identicki na K. Kako je polje K beskonacno, svi koeficijenti tog polinoma su jednaki nuli,
odnosno, vrijedi

Té”i (T}(T)) =0 za 0<i<p.

Odatle je

1 1
1 (14(T)) = 0.
(p—1)! (p—1)17 7s(1)
To vrijedi za svaki w € T;(X), a i tocka x € U je bila proizvoljna. Dakle, Symb,, ([T, f]) = 0.
Po pretpostavci indukcije zakljuéujemo da je [T, f] € F,_2Dx(U). No kako je f € Ox(U) bila
proizvoljna, to znaci da je T € F,_1Dx(U).

Symb, ([T, f])(z,w) = (T, f]) (2) =

Time je teorem 7.3.2. dokazan.

Propozicija 7.3.5. Snop Dx lokalnih diferencijalnih operatora na glatkoj visestrukosti X je
lokalno slobodan Ox—modul za lijevo (i za desno) mnozZenje. Preciznije, svaka tocka x € X ima
otvorenu afinu okolinu U s koordinatnim sistemom (f1,..., fn, D1,..., Dy) takvima da vrijedi:

(a) D*DP = DV Vo, € 77

(b) {D% a € Z _,} je baza slobodnog Ox (U)—modula F,Dx(U) u odnosu na lijevo (i u odnosu
na desno) mnozZenje.

(c) {D* ae€Z} je baza slobodnog Ox(U)—modula Dx (U) u odnosu na lijevo (i u odnosu na
desno) mnozenje.

Dokaz: Neka je U afina otvorena okolina tocke x i (fy, ..., fn, D1, ..., Dy) koordinatni sistem
na U kao u teoremima 5.6.13. 1 7.2.2. Tada je [D;, D;] = 0 za bilo koje 4,5 € {1,...,n}, odakle
neposredno slijedi (a).

Neka je & = Symb,(D;) za 1 < i < n. Tada je m, (Or-(x)) (U) slobodan Ox(U)—modul s
bazom {£% o € Z" } i njegove su homogene komponente slobodni Ox (U)—moduli. Iz egzaktnog
niza

0— Fp_1DX e FpDX — GI’pDX — 0
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i iz teorema 7.3.2. indukcijom po p € Z, zaklju¢ujemo da je F,Dx(U) slobodan Ox (U)—modul
generiran sa {D%; a € Z% _,}. Pretpostavimo sada da je

> faD* =0.
la|<p

Uzmemo li p—ti simbol tog diferencijalnog operatora, slijedi da je f, = 0 ako je |a] = p. Odatle
indukcijom na dolje zaklju¢ujemo da su sve funkcije f, jednake nuli. To dokazuje linearnu neza-
visnost nad Ox (U) generatora D®, |a| < p, Ox(U)—modula F,Dx(U). Odatle slijede tvrdnje (b)

i(c).
Propozicija 7.3.6. Neka je X glatka afina visestrukost.
(a) GrD(X) je Noetherin prsten.
(b) Gr D(X) je unitalna K[X]—algebra generirana sa Gr' D(X).

Dokaz: Buduéi da je fibracija 7 : T*(X) — X lokalno trivijalna i vlakna su vektorski prostori,
slijedi da je 7 afini morfizam. To znaci da je T*(X) afina visestrukost. Dakle,

Gr D(X) = T(X,GrDx) =T (X, 7, (Or-(x))) = T (T*(X), Opx)) = K [T*(X)]

je konacno generirana K —algebra i Noetherin prsten. Nadalje, bududi da je 7, (OT* ( X)) generirana
kao Ox—algebra sa svojom homogenom komponentom stupnja 1, prirodni homomorfizam

7 (Or(x)), ®0x 7 (Or+(x)),, — 7 (O1+()) 1.4

je surjektivan za svaki p € Z,. Bududi da je visestrukost X afina, to povlaci da je odgovarajuci
homomorfizam globalnih prereza surjektivan. Dakle, Gr D(X) kao unitalna K[X]—algebra gener-
irana je sa Gr' D(X).

Teorem 7.3.7. Neka je X glatka afina visestrukost.
(a) D(X) je lijevo i desno Noetherin prsten.
(b) Prsten D(X) generiran je sa K[X] i s globalnim vektorskim poljima na X.

Dokaz: Prema propoziciji 7.3.6. D(X) je filtrirani prsten koji zadovoljava uvjete (1) — (7) iz
odjeljka 3.3. Stoga (a) slijedi iz propozicije 3.3.5.

(b) Oznacimo sa A potprsten od D(X) generiran sa K[X] i s globalnim vektorskim poljima na
X. Neka je F'A inducirana filtracija na A i Gr A pripadni graduiran prsten. Tada imamo injektivni
homomorfizam Gr A — Gr D(X). Prema tvrdnji (b) propozicije 7.3.6. taj je homomorfizam i
surjektivan. Odatle slijedi da je A = D(X).



Poglavlje 8

MODULI NAD SNOPOVIMA
DIFERENCIJALNIH OPERATORA

8.1 Koherentnost i kvazikoherentnost za Dy—module

Neka je A snop unitalnih prstenova na topoloskom prostoru X. Sa M(.A) ozna¢avamo kate-
goriju snopova (lijevih) A—modula na X. Neka je A = I'(X, .A) unitalni prsten globalnih prereza od
A ineka je M(A) kategorija A—modula. Tada imamo prirodni aditivni funktor globalnih pre-
rezal =T'(X,—) : M(A) — M(A). Nadalje, imamo prirodni izomorfizam funktora Hom 4(.A, —)
u funktor I koji za svaki A—modul V preslikava morfizam 7 : A — V uT(1x) € I'(X, V). Defini-
ramo i funktor lokalizacije A : M(A) — M(A) sa

AV)=A®4 V.
Tada je A aditivni desno egzaktni funktor i lako se vidi da vrijedi
Homa (A4 V., W) = Homa (V, Hom (A, W)) VW e MA) 1 YWe M(A).
Kako se Hom 4(.A, —) identificira s funktorom I', to znaéi da vrijedi
Hom4(A(V),W)) = Hom,(V,T'(W)) YWe M(A) i YW e M(A),

odnosno, funktor lokalizacije A je lijevo adjungiran funktoru globalnih prereza I'. Posebno, imamo
morfizme adjungiranosti iz identui¢nog funktora id) na kategoriji M(A) u funktor I' o A i
morfizme adjungiranosti iz funktora A o I' u funktor identitete id x4y na kategoriji M(A).

Neka je u daljnjem X viSestrukost i A = Ox njen strukturni snop. Sada ulogu A ima prsten
regularnih funkcija R(X) = I'(X, Ox) na X. Ako je visestrukost X afina, R(X) identificira se s
afinom algebrom K[X]. Iz definicije kvazikoherentnosti (snopova) Ox —modula pokazuje se da je
za afinu viSestrukost X snop Oxy—modula V € M(QOyx) kvazikoherentan ako i samo ako postoji
K[X]—modul V takav da je V =2 A(V) = Ox ®@k[x] V. Punu potkategoriju od M(Ox) svih
kvazikoherentnih Oy —modula oznacavamo sa M.(Ox).

Teorem 8.1.1. (J. P. Serre) Za afinu visestrukost X funktor lokalizacije
A M(K[X]) = Mqo(Ox)

je ekvivalencija kategorija i funktor globalnih prereza
I Moo(Ox) — M(K[X])

je njezin kvaziinvers.
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Neka je Dx snop diferencijalnih operatora na visestrukosti X. Tada imamo prirodni homo-
morfizam ¢ : Ox — Dx snopova unitalnih prstenova. On definira zaboravni funktor iz kategorije
M(Dx) u kategoriju M(Ox). Kazemo da je Dx—modul V kvazikoherentan ako je on kvaziko-
herentan ako Ox—modul. Sa M.(Dx) ozna¢avamo punu potkategoriju od M(Dx) svih kvaziko-
herentnih Dx—modula.

Neka je X afina visestrukost i Dx = I'(X, Dx) prsten globalnih diferencijalnih operatora na X.
Posljedica je Serreovog teorema da je funktor I' : M .(Dx) — M(Dx) egzaktan. Imamo sljedec¢i
analogon Serreovog teorema:

Teorem 8.1.2. Ako je X afina visestrukost, funktor globalnih prereza I' : Mq.(Dx) — M(Dx)
je ekvivalencija kategorija i njegov je kvaziinvers funktor lokalizacije A : M(Dx) — Mq(Dx).

Pretpostavimo sada da je X glatka afina visestrukost. Tada je Dx Noetherin prsten. Oznacimo
sa M¢(Dx) punu potkategoriju od M(Dx) svih konac¢no generiranih Dx—modula. Kazemo da
je V € M(Dx) koherentan Dx—modul ako je V = A(V) za neki V € M;(Dx). Oznacino sa
Mon(Dx ) punu potkategoriju od M(Dy) svih koherentnih Dy —modula. Neposredna posljedica
teorema 8.1.2. je

Teorem 8.1.3. Za glatku afinu visestrukost I' : Mcon(Dx) — M (Dx) je ekvivalencija kategorija
s kvaziinversom A : My(Dx) — Mcon(Dx).

Vrijedi:
Propozicija 8.1.4. Za glatku afinu visestrukost X kvazikoherentan Dx—modul V je koherentan
ako i samo ako svaka tocka x € X ima otvorenu okolinu U takvu da za neke p,q € Z. postoji

egzaktan niz oblika
D}, — D}, — V|U — 0.

U daljnjem je stalno X proizvoljna glatka visestrukost. Kazemo da je V koherentan
Dx—modul ako je on kvazikoherentan i ima svojstvo iz propozicije 8.1.4.: svaka tocka x € X ima
otvorenu okolinu U takvu da za neke p, q € Z, postoji egzaktan niz

D;, — D, — V|U — 0.

Ocito je kvazikoherentan Dy —modul V koherentan ako i samo ako je V|U koherentan Dy —modul
za svaku afini otvoren podskup U od X. Stovise, dovoljno je da postoji konacan pokrivac od X
takvim skupovima.

Za glatku visestrukost X sa Mon(Dx) oznacavamo punu potkategoriju od M.(Dx) svih ko-
herentnih Dy —modula. Opéenito je nosa¢ supp(F) snopa modula F bio definiran kao komplement
najveéeg otvorenog podskupa U C X takvog da je F|U = 0. Iz definicije je jasno da je supp(F)
zatvarac skupa {x € X; F, # 0}. No za koherentan Dy —modul na glatkoj visestrukosti pokazuje
se da je posljednji skup zatvoren, odnosno, vrijedi:

Propozicija 8.1.5. Neka je V koherentan Dx—modul na glatkoj visestrukosti X. Tada je
supp(V) = {z € X; V, # 0}.

Kazemo da je kvazikoherentan Dy —modul V ireducibilan ako je V # 0 i ako su 01 V jedini
kvazikoherentni Dy —podmoduli od V. Tada se lako vidi da je za svaki otvoren podskup U C X
ili V|U = 0 ili je V|U ireducibilan Dy —modul. Odatle se dokazuje:

Teorem 8.1.6. Neka je V ireducibilan Dx —modul.
(a) V je koherentan Dx—modul.

(b) supp(V) je ireducibilna zatvorena podvisestrukost.
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Za kvazikoherentan Dx—modul V kazemo da je kona¢ne duljine ako postoji konaé¢na filtracija
0=VoCWVC---CV, =V

s kvazikoherentnim Dx—podmodulima takvima da je V,/V,_1 ireducibilan Dy—modul za sve
p=1,...,. Pokazuje se da tada broj n ne ovisi o izboru takve filtracije. Taj se broj oznacava £())
i zove duljina od V.

Teorem 8.1.7. (a) Svaki kvazikoherentan Dx—modul konacne duljine je koherentan.

(b) Za kvazikoherentan Dx—modul V sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(1) Modul V je konacne duljine.
(2) Za svaki otvoren skup U C X restrikcija V|U je Dy—modul konacne duljine.

(3) Postoji otvoren pokrivac {Uy,...,Us} od X takav da je restrikcija V|U; Dy,—modul
konacne duljine za 1 < j < s.

(¢) Ako je V Dx—modul konacne duljine, za svaki otvoren skup U C X wvrijedi ((V|U) < £(V).
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8.2 Karakteristicne visestrukosti

Generalizirat ¢emo pojam karakteristicne visestrukosti na proizvoljne koherentne Dy —module
na glatkoj visestrukosti X. Najprije pretpostavljamo da je X glatka afina visestrukost. Na algebri
diferencijalnih operatora Dy koristimo fektraciju redom diferencijalnog operatora. Kotangencijalni
svezanj T*(X) je glatka afina visestrukost. Kao u dokazu teorema 7.3.2. dobivaju se identifikacije

Gr Dy = ['(X,GrDy) = I'(X, Grm.(Or-(x))) = D(T*(X), Or-(x)) = K[T*(X)).

Neka je V' konac¢no generirani Dy —modul. Tada V' ima dobru filtraciju i uz gornju identifikaciju pri-
padni graduirani modul Gr V' je kona¢no generirani K [77(X)]—modul. Neka je I njegov anihilator
u K[T*(X)]. Radikal J(V') ideala I ne ovisi o izboru dobre filtracije na V' i zove se karakteristi¢ni
ideal modula V', a njegov skup nultocaka u T*(X) oznacava se Ch(V) i zove karakteristi¢na
viSestrukost Dx—modula V.

Neka je sada V' koherentan Dx—modul na glatkoj afinoj visestrukosti X. Tada sa Ch(V)
oznaCavamo karakteristicnu visestrukost Dy—modula I'(X,V). Ch(V) se zove karakteristi¢na
viSestrukost Dy—modula V.

Propozicija 8.2.1. Ako je V koherentan Dx—modul na glatkoj afinoj visestrukosti X i ako je
U C X afini otvoren podskup onda je

Ch(V|U) = Ch(V) Nz 1 (U),
pri cemu je w: T*(X) — X kanonstka fibracija.
Pomocu ove propozicije dokazuje se:

Propozicija 8.2.2. Neka je X glatka visestrukost i V koherentan Dx—modul. Tada postoji jedin-
stvena zatvorena podvisestrukost Ch(V) kotangencijalnog sveinja T*(X) takva da za svaki afini

otvoren podskup U C X wrijedi Ch(V|U) = Ch(V) N7 }(U).
Dokazuje se da je

Ch(v) = cnyv),

gdje se unija uzima preko svih afinih otvorenih podskupova U C X, a jednaka je uniji po
clanovima bilo kojeg konacnog pokrivaca od X afinim otvorenim podskupovima. Ta se zatvorena
podvisestrukost C'h(V) od T*(X) zove karakteristi¢na viSestrukost koherentnog Dx—modula
V.

Teorem 8.2.3. Karakteristicna visestrukost Ch(V) koherentnog Dx—modula V na glatkoj vise-
strukosti X je konicka podvisestrukost od T*(X), odnosno, vrijedi

(x,w) € Ch(V) = (x,\w) € Ch(V) VAe K.

Nadalje, 7(Ch(V)) = supp(V).



Poglavlje 9
DIREKTNE I INVERZNE SLIKE

9.1 Bimodul DX—>Y

Neka su V i W Ox—moduli na visestrukosti X. K —linearni morfizam T : V — W zove
se diferencijalni morfizam reda < p, p € Z,, ako za svaki otvoren skup U C X i svaku
(p + 1)—torku regularnih funkcija fo,..., f, € R(U) vrijedi [---[[T\ fo, fil, -+, fu] = 0 na U.
Neka je Diff,(V, W) prostor takvih i neka je Diff(V, W) njihova unija. Stavljamo Diff,(V, W) =0
za p < 0. To je generalizacija pojma diferencijalnog operatora na X : ako je V = W = Oy,
diferencijalni morfizam je isto sto i diferencijalni operator na X. Kao i za diferencijalne operatore
dokazuje se:

T € Diff,(V, W), S € Diff,(W,U) = TS e Diff, . ,(V,U).

Definiramo na ocigledan nacin i snop Dif f(V, W) lokalnih diferencijalnih morfizama sa V
u W. Svi diferencijalni endomorfizmi Ox—modula V tvore unitalnu filtriranu algebru Diff (V) =
= Diff(V, V), a lokalni diferencijalni endomorfizmi tvore snop filtriranih algebri Dif f(V).

Neka je ¢ : X — Y morfizam glatkih visestrukosti. Stavimo Dx_.y = ¢*(Dy ). To je O x —modul,
a takoder i desni ¢~ !(Dy)—modul za mnozenje zdesna. Neka je C snop svih lokalnih diferencijalnih
endomorfizama Ox—modula Dx_.y koji su ujedno ¢~ !(Dy)—endomorfizmi. C je snop algebri i
mozemo ga filtrirati s filtracijom induciranom iz (Diff,(Dx—y)) ;- Ox je prirodno podsnop od
C. Tangencijalni snop 7y je Oy —podmodul od Dy. Neka je Jy snop lijevih ideala u Dy generiran
sa 7y. Pomocu lokalnog koordinatnog sistema pokazuje se da je tada

Dx_y = Ox ® ¢"(Jy).

Oznacimo sa « : Dyx_y — Ox odgovarajuéi projektor. Pokazuje se da je ¢*(Jy) C—podmodul
od Dx_,y. Stoga i kvocijentni snop Dx_.y/¢*(Jy) ima strukturu C—modula. Pokazuije se da je
kompozicija prirodnog monomorfizma Ox — Dx_.y s kvocijentnim epimorfizmom sa Dx_,y na
Dx_v/¢*(Jy) izomorfizam Ox—modula. Taj izomorfizam definira morfizam v : C — Endg(Ox)
snopova algebri dan za svaki afini otvoren podskup U C X sa

w(S)(f) =a(S(f®1), feOx({U), SeCU).
Teorem 9.1.1. Slika od v je u Dx i v : C — Dx je izomorfizam snopova filtriranih algebri.

Prema tome, Dy _,y mozemo shvacati kao snop (Dy : Dy )—bimodula: lijevo djelovanje od Dy
je lijevo mnoZenje, a desno djelovanje od Dy je djelovanje o~ !(Dy).

Propozicija 9.1.2. Neka sup: X =Y ¢ :Y — Z morfizmi glatkih visestrukosti. Tada su kao
snopovt bimodula
Dx—z =Dx_y Qu-1(py) ¢ (Dy_z).
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9.2 Funktori inverzne 1 direktne slike

Neka je ¢ : X — Y morfizam glatkih visestrukosti. Definiramo funktor inverzne slike p™ iz

kategorije M%(Dy) lijevih Dy —modula u kategoriju M*(Dx) lijevih Dy—modula ovako:
et (V) = Dx_y ®p-1ipy) ¢ (V).

Buduéi da je funktor ¢! egzaktan i buduéi da je funktor Dx_y ®,-1(py) (®) desno egzaktan,
slijedi da je funktor ¢* desno egzaktan.

Ako je U otvoren podskup od X i¢: U — X kanonska inkluzija, onda je Dy x = Dy. Odatle
je t7(V) = 'V = V|U. Dakle, inverzna slika od ¢ je funktor restrikcije V +— V|U; posebno, u tom
je slucaju funktor +* egzaktan.

Jr

Propozicija 9.2.1. Lijeva kohomoloska dimenzija funktora ©* je konacna. Preciznije, za

p < —2dim Y je LPpt =0.
Odatle slijedi da se lijevo izvedeni funktor Lo izmedu odozgo ogranicenih kompleksa
D™ (M*(Dy)) — D~ (M*(Dx))
moze prosiriti do funktora izmedu kategorija neogranicenih kompleksa
Le*t : D (M*(Dy)) — D (M*(Dx)) .
Teorem 9.2.2. Sljedeci dijagrama funktora komutira do na izomorfizam:

Lot

D (M*(Dy)) -5 D (MH(Dy))

l l

Le*

D(M(Oy)) — D(M(0Ox)).

Pri tome vertikalne strelice oznacavaju zaboravne funktore s lijevih Dy —modula v Oy —module 1
s lijevih Dx—modula u Ox—module.

Odatle se izvodi:

Teorem 9.2.3. Neka je V* kompleks lijevih Dy —modula takav da su moduli kohomologije H?(V*®)
kvazikoherentni za sve p € Z. Tada su moduli kohomologije HP(Lypt(V*)) kvazikoherentni lijevi
Dx—moduli za sve p € Z.

Teorem 9.2.4. Neka sup : X — Y i1 :Y — Z morfizmi glatkih visestrukosti. Tada je ot opt =
= (Y o)t Stovise, egzaktni funktori Lo o L™ i L(Y o )" iz D (M*(Dz)) u D (M*(Dx)) su
izomorfni.

Analogni rezultati dokazuju se za slucaj desnih D—modula za funktor direktne slike ¢ koji
se definira kao tenzorski produkt zdesna sa Dx_.y.
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9.3 Bernsteinova nejednakost
Za zatvoren podskup Y viSestrukosti X definiramo
dimy X = sup {dim, X; =z € Y}.

Teorem 9.3.1. Neka je Y glatka zatvorena podvisestrukost glatke visestrukosti X i1t :Y — X
kanonska inkluzija. Za svaki koherentan desni Dy —modul V desni Dx—modul 1, (V) takoder je
koherentan i vrijedi

Ches (V) = {(#,0) € T*(X); (z,pe(w)) € ChOV)},
pri cemu je za x € Y p, : TH(X) — TX(Y) prirodna projekcija. Posebno, vrijedi
dim_ 1) Ch(e4(V)) = dim -1,y Ch(V) + codim, Y’ VrzeY.
Za netrivijalan koherentan Dx—modul V na glatkoj viSestrukosti X i za tocku x € X pisemo
holdef, (V) = dim -1,y Ch(V) — dim, X.

Taj se broj zove holonomni defekt modula V u tocki x. Za svaku tocku x ¢ supp(V) je ocito
holonomni defekt jednak — dim, X.

Korolar 9.3.2. Ako je Y glatka zatvorena podvisestrukost glatke visestrukosti X, za svaki netriv-
yalan koherentan desni Dy —modul V 1 za svaku tocku x € Y vrijeds

holdef, (V) = holdef, (¢4 (V)).

Teorem 9.3.3. (Bernsteinova nejednakost) Neka je V koherentan Dx—modul na glatkoj
visestrukosti V. Tada za svaku tocku x € supp(V) vrijedi

dim, 1,y Ch(V) > dim, X.
X
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9.4 Kashiwarin teorem

Propozicija 9.4.1. Neka je Y glatka zatvorena podvisestrukost glatke visestrukosti X 1¢:Y — X
prirodna inkluzija. Funktor direktne slike 1, @ M®(Dy) — M®(Dx) je egzaktan i ima desno
adjungirani funktor i' : ME(Dx) — ME(Dy).

Ako je Z glatka zatvorena podvisestrukost od Y, ij: Z — Y kanonska inkluzija, tada je
(Lo))+ =ty 04,
pa zbog jedinstvenosti adjungiranih funktora (do na izomorfizam) slijedi
(LOJ)! %J! ol

.~ . o . . e | . | . . /N . .
Dosta slozenim proucavanjem kompozicija ¢ o ¢4 1 ¢4 o ¢ dokazuje se sljede¢i Kashiwarin
teorem. Pri tome sa

Mch,Y (Dx), Mﬁh,Y(DX) 1 HOZ@(DX)
oznacavamo redom pune potkategorije od
ME(Dx), ME(Dx) i Holi(Dx)
svih modula u tim kategorijama koji imaju nosac sadrzan u Y.

Teorem 9.4.2. (a) Funktor i, : ME(Dy) — ME(Dx) je ekvivalencija kategorije ML (Dy) s

kategorijom ME (Dx). Njen je kvaziinvers funktor L.

b) Ta ekvivalencija inducira ekvivalenciju ME, (Dy) sa ME, .. (Dx) koja ¢uva holonomni de-
coh coh,Y
fekt. Posebno, ta ekvivalencija inducira ekvivalenciju Hol®(Dy) sa Hol¥(Dx).
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9.5 Holonomni DP—moduli

Neka je X glatka visestrukost s kotangencijalnim sveznjem 77*(X) i pripadnom fibracijom
7x : T*(X) — X. Za svaki koherentan Dy —modul V njegova je karakteristi¢na visestrukost C'h())
zatvorena podvisestrukost od 7*(X) koja se pri preslikavanju my projicira na nosa¢ supp(V) od
V. Imamo tada Bernsteinovu nejednakost

dim 1) Ch(V) = dim; X Vo € supp(V).
Kazemo da je koherentan Dx—modul ¥V holonoman Dx—modul ako vrijedi
dim 1) Ch(V) = dim, X Vz € supp(V).
Sa Hol(Dx ) ozna¢avamo punu potkategoriju od Mo (Dx) svih holonomnih Dy —modula.
Teorem 9.5.1. Neka je X glatka visestrukost 1
00—V — Vs — V3 —0

kratki egzaktni miz koherentnih Dx—modula. Tada je modul Vo holonoman ako 1 samo ako su
modult V1 1 V3 holonomni.

Propozicija 9.5.2. Neka je Y glatka zatvorena poduvisestrukost glatke visestrukosti v ¢ :Y — X
kanonska inkluzija. Dy —modul V je holonoman ako i samo ako je Dx—modul v (V) holonoman.

Bududi da je ,, biti konacne duljine” lokalnog karaktera, za dokaz tvrdnji vezanih uz taj pojam
uvijek mozemo pretpostavljati da se radi o afinoj visestrukosti. Za takvu visestrukost imamo
inkluziju ¢ : X — K" za neki n € Z,. Na taj nacin se iz propozicije 9.5.2. dokazuje

Teorem 9.5.3. Svaki je holonoman Dx—modul na glatkoj visestrukosti X konacne duljine.
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9.6 Kilasifikacija ireducibilnih holonomnih modula

Dx—modul na glatkoj visestrukosti X zove se koneksija ako je on koherentan kao Ox—modul.

Teorem 9.6.1. Neka je X ireducibilna (tj. povezana) glatka visestrukost i V # 0 koherentan
Dx—modul. Sljedeca su cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) V je koneksija.
(b) Karakteristicna visestrukost Ch(V) sadrzana je u nul—prerezu kotangencijalnog sveznja T*(X).
(¢) Karakteristicna visestrukost Ch(V) jednaka je nul—prerezu kotangencijalnog sveznja T*(X).

(d) V je lokalno slobodan Ox—modul konacnog ranga.

U dokazu implikacije (a) = (d) pokazuje se da ako je visestrukost X dovoljno mala i sadrzana u
K™ onda mozemo nadi bazu sy, . . ., s, slobodnog Ox—modula V. Neka je ¥ : 0% — V odgovarajuci
izomorfizam Ox—modula:

\I/(fl, ey fq) == ijSj.
j=1

Neka su A; = (A;k() za 1 < j < n kvadratne matrice ¢ x ¢ s koeficijentima u R(X) definirane sa
q
DjSkZZAjkeSe> 1<j<n, 1<k<q.
=1
Tada se racunom pokazuje da je
U loDjoW=D;+ A, 1<j<n.
Kako je [D;, D;] = 0, dobivamo
Dj(A;) — Di(4;) = [4;, 4],  1<ij<n
Prema tome, koneksije lokalno odgovaraju upravo klasicnom pojmu integrabilnih koneksija.

Klasifikacija ireducibilnih holonomnih Dx—modula bazira se na sljede¢em rezultatu:

Propozicija 9.6.2. Neka je U otvoren podskup glatke povezane wisestrukosti X s inkluzijom
t: U — X i neka je V wreducibilan holonoman Dy—modul. Tada postoji jedinstven ireducibi-
lan Dx—podmodul W od v,(V) i vrijedi W|U. Ireducibilan holonoman Dx—modul W takav da je
WIU 2V jedinstven je do na izomorfizam i supp(W) je zatvarac¢ od supp(V) u X.

Neka je sada V povezana glatka podvisestrukost od X ij:V — X prirodna inkluzija. Neka je
7 ireducibilna koneksija na V. Tada je direktna slika

Z(V,7) =)4(7)

holonoman Dy —modul. On se zove standardan Dy —modul pridruzen paru (V, 7). Njegov je
nosa¢ prema propoziciji 9.6.2. zatvara¢ V od V u X. Bududéi da je V lokalno zatvoren podskup
od X, postoji otvoren podskup U od X takav da je V zatvorena podvisestrukost od U. Neka su
ju:V —=Uit:U — X inkluzije. Tada je 7 = ¢ 0 Jy, pa imamo

Z(V,7) = 34(7) = 14 (Qu)+(7)) -
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Prema Kashiwarinom teoremu direktna slika (j)4(7) je ireducibilan holonoman Dy—modul s
nosacem V. Prema propoziciji 9.6.2. on se prosiruje do ireducibilnog holonomnog Dy —modula
koji je jedinstven ireducibilan podmodul od Z(V, 7). Oznacimo taj ireducibilan Dy—modul sa
L(V, 7). Taj se modul zove ireducibilan Dy—modul pridruzen paru (V, 7). Prema propoziciji
9.6.2. vrijedi supp(L(V, 7)) = V. Za kvocijentni modul @ = Z(V, 7)/L(V, 7) imamo kratki egzaktni
niz

0— L(V,7) —I(V,7T) — Q — 0.
Stavimo U = X \ (V' \ V). To je otvoren podskup od X i V' je zatvoren u U. Iz gornjeg niza slijedi
da je QU = 0. To znaci da je supp(Q) € X \ U = V \ V. Dakle, vrijedi:

Propozicija 9.6.3. Neka je Z(V, 1) standardni Dx—modul pridruzen paru (V, ). Tada on sadrZi
jedinstven ireducibilan podmodul L(V, ). Nosac¢ od L(V,T) je V, a nosac kvocijenta L(V,7)/L(V, T)
sadrzan je u V \ V.

Teorem 9.6.4. (a) Neka je V ireducibilan holonoman Dx—modul. Tada postoji ireducibilna
otvorena glatka afina podvisestrukost V nosaca supp(V) i ireducibilna koneksija T na V

takve da je V = L(V, 7).

(b) Neka suV i V' ireducibilne glatke afine podvisestrukosti od X i T i 7' ireducibilne koneksije
na njima. Tada vrijedi L(V,7) = L(V',7") ako i samo ako su zadovoljena sljedeéa dva wvjeta:

(1) V=V.
(2) Postoji neprazna otvorena afina podvisestrukost V" od VOV’ takva da je T|V" = 7'|V".
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Poglavlje 10

KLASIFIKACIJA
HARISH-CHANDRINIH MODULA

10.1 Beilinson—Bernsteinova ekvivalencija kategorija

U ovom poglavlju G je povezana poluprosta Liejeva grupa s kona¢nim centrom, Ky neka njena
maksimalna kompaktna podgrupa, gq i €y njihove Liejeve algebre, g i £ njihove kompleksifikacije,
pripadna kompleksificirana Cartanova involucija, tj. jedinstveni involutivni automorfizam Liejeve
algebre g, takav da mu je ¥ skup fiksnih tocaka. Nadalje, K O K, kompleksna reduktivna alge-
barska grupa koja je kompleksifikacija grupe Kj.

Podsjetimo se nekih definicija iz uvodnog 1. poglavlja. Reprezentacija m grupe K na komplek-
snom vektorskom prostoru V' zove se algebarska reprezentacija ako je V' unija kona¢nodimen-
zionalnih 7(K)—invarijantnih potprostora W takvih da preslikavanje k — m(k)|W algebarski ho-
momorfizam kompleksnih algebarskih grupa K — GL(W). Harish—Chandrin (g, K')—modul
je kompleksan vektorski prostor V' sa svojstvima:

(a) V je kona¢no generirani U(g)—modul.
(b) Na V je zadana algebarska reprezentacija od K.

(c) Djelovanja g i K su kompatibilna, tj. djelovanje ¢ kao Liejeve podalgebre od g C U(g) je
upravo diferncijal djelovanja K.

Kategorija M (g, K') Harish—Chandrinih modula je puna potkategorija kategorije lijevih U (g) —mo-
dula i to je Abelova kategorija.

Harish—Chandrin modul V je dopustiv ako je potprostor Vs konacnodimenzionalan za
svaku klasu 0 € Ko = K. Dopustiv Harish—Chandrin modul je konacne duljine ako i samo ako je
njegov anihilator u centru Z(g) od U(g) ideal u Z(g) konacne kodimenzije u Z(g).

Neka je X viSestrukost zastava, tj. skup svih Borelovih (maksimalnih rjesivih) podalge-
bri od g. Ako je k dimenzija Borelovih podalgebri, onda je stvarno X zatvorena podvisestrukost
projektivne visestrukosti Gy (g) svih k—dimenzionalnih potprostora od g. Naime, zahtjev da je
potprostor b Liejeva podalgebra od g iskazuje se algebarskim jednakostima, a takoder i zahtjev
da je Liejeva podalgebra rjesiva.

Neka je G' kompleksna povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g. Tada G preko Ad—djelo-
vanja na g tranzitivno djeluje na visestrukosti X. Dakle, za bilo koju Borelovu podalgebru b € X
preslikavanje g — (Ad ¢)b inducira bijekciju kvocijentne mnogostrukosti (i kvocijentne algebarske
vigestrukosti) G/B na X. Pri tome je B stabilizator od b u grupi G :

B={g€G; (Adg)b=b}.

191
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Bududi da glatke tocke ¢ine neprazan skup u X, zbog tranzitivnosti G slijedi da su sve tocke od
X glatke, tj. da je X glatka visestrukost. Buduéi da je mnogostrukost i visestrukost X povezana,
slijedi i da je ta visestrukost ireducibilna.

Za svaku tocku z € X uoc¢imo diferencijal orbitnog preslikavanja g — (Ad g)x. Ti diferencijali
definiraju morfizam trivijalnog vektorskog sveznja X x g nad X u tangencijalni svezanj T'(X) od
X. Uz Ad—djelovanje G na X i na g taj je morfizam X x g — T(X) G—ekvivarijantan. Jezgra
tog morfizma je G—homogeni svezanj B nad X, za koji se pokazuje da jest lokalno trivijalan, ali
opcenito nije vise trivijalan. Vlakno tog sveznja B nad tockom x € X je Borelova podalgebra x koju
¢emo u ovoj ulozi oznacavati sa b,. Dakle, B je svezanj Borelovih podalgebri nad mnogostrukosti
X.

Za x € X stavimo n, = [b,, b,] — to je nilpotentni radikal od b,. Tada je

N={(x,¢); reX, {cn,} CB

G—homogeni vektorski podsvezanj od B. Oznacimo sa ‘H kvocijentni svezanj B/N . Nadalje, neka
je B, stabilizator tocke x € X u G — to je normalizator podalgebre b,. Tada B, djeluje trivijalno
na vlaknu H, sveznja H nad tockom H. Odatle slijedi da je H trivijalni svezanj nad X. Kako je
X projektivna visestrukost, jedini globalni prerezi od ‘H su konstante. Neka je h prostor globalnih
prereza od H. Buduéi da je H, = b,/n, komutativna Liejeva algebra za svaku tocku x € X, b
mozemo promatrati kao komutativnu Liejevu algebru - ona se zove (apstraktna) Cartanova
algebra od g.

Neka je sada ¢ bilo koja Cartanova podalgebra od g, R(g,c) sistem korijena para (g,c¢) u
dualnom prostoru ¢* od ¢ i R™(g,c) neki izbor pozitivnih korijena u R(g,¢). Tada je potpuno
odredena tocka x € X takva da je

Sada imamo linearna preslikavanja
c— b, — bm/nx =H,

i njihova je kompozicija izomorfizam ¢ — H,. S druge strane, i evaluacijsko preslikavanje
h — H, je takoder izomorfizam. Kompozicijom prethodnog izomorfizma ¢ — H, s inversom
evaluacije H, — b dobivamo izomorfizam ¢ — . Dualno preslikavanje h* — ¢* je izomorfizam
koji zovemo specijalizacija u tocki z € X. Inverzni izomorfizam prevodi sistem korijena R(g, c)
u sistem korijena ¥ u prostoru h*, a slika od R (g, ) je neki skup 1 pozitivnih korijena u 3.
Pokazuje se da ¥ 1 ¥ ne ovise o izboru ¢ i R*(g,c) (odnosno, izbora tocke z € X takve da je
¢ € b,). Na taj nacin konstruirali smo (apstraktnu) Cartanovu trojku (h* X, X).

Neka je sada g° = Ox ®c g snop klica lokalnih prereza trivijalnog sveznja X x g. Neka su b° i
n° odgovarajuéi podsnopovi klica lokalnih prereza sveznjeva B i N. Diferencijal djelovanja grupe
G na X definira prirodni homomorfizam 7 Liejeve algebre g u Liejevu algebru vektorskih polja
na X. Sada se pokazuje da na snopu vektorskih prostora g° postoji jedinstvena struktura snopa
Liejevih algebri takva da vrijedi

fosgen=frgeon—grnf@+ fogx€n]),  f,geOx, &neg.

T se prosiruje do prirodnog homomorfizma snopa g° u snop Liejevih algebri klica lokalnih vek-
torskih polja na X. Tada je Ker T = b°, dakle, b° (a time i n°) je snop ideala u g°.
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Sliéno, definiramo mnozenje u snopu U° = Ox ®cU(g) klica lokalnih prereza trivijalnog sveznja
X x U(g) kao jedinstveno bilinearno preslikavanje U° x U° — U° za koje vrijedi

(f@)gen =frgeon+ fgx&n,  VfgeOx, Yiecg, Vnel(g).

Na taj nacin U° postaje snop kompleksnih unitalnih algebri na X. Nadalje, g° je podsnop Liejevih
algebri od U° u odnosu na uobicajen komutator u asocijativnoj algebri. Budu¢i da je n° snop ideala
u snopu Liejevih algebri g°, slijedi da je snop desnih ideala n°U°, generiran sa n°® u U°, zapravo
snop dvostranih ideala u U°. Dakle, kvocijent Dy = U°/n°U° je snop kompleksnih unitalnih algebri
na X. Prirodni morfizam g° — Dy inducira morfizam snopa Liejevih podalgebri b° u Dy koji
is¢ezava na n°. Dakle, postoji prirodni homomorfizam ¢ univerzalne omotacke algebre U(h) od b
(a to je zapravo simetri¢na algebra S(h)) u algebru globalnih prereza I'(X, Dy) snopa Dy.

Trivijalnost sveznja H i konstantnost njegovih globalnih prereza povlace da je inducirano
djelovanje grupe G na b trivijalno. Odatle slijedi da je slika homomorfizma ¢ : U(h) — T'(X, Dy)
sadrzana u G—invarijantama I'(X, Dy)“. To zna¢i da je za svaki otvoren skup U C X restrikcija
(Im )|U sadrzana u centru od Dy (U). Pokazuje se da je stvarno ¢ epimorfizam U (h) na I'(X, Dy ).
Nadalje, prirodni homomorfizam U(g) — I'(X, Dy) inducira homomorfizam centra Z(g) od U(g)
u I'(X, Dy) i slika tog homomorfizma sadrzana je u I'(X, Dy)¥ = o(U(b)).

Napokon, imamo Harish—Chandrin homomorfizam v : Z(g) — U(h) definiran na sljedeéi
nac¢in. Za svaku tocku x € X vrijedi Z(g) C U(b,) + nU(g), pa prijelazom na kvocijent imamo
prirodni homomorfizam

Z(g) — U(ba)/(n:lU(g) NU(b,)) = U(bs)/nald (b)) = U(by /11z).

Pokazuje se da je kompozicija tog homomorfizma s prirodnim izomorfizmom U(b,/n,) — U(h)
neovisna o izboru tocke x € X i to je upravo Harish—Chandrin homomorfizam ~. Prema tome,
sljededi je dijagram homomorfizama algebri komutativan:

=] Ly
Z(g) — T(X, Dy

U tenzorski produkt U(g) ®z(g) U(h) mozemo na prirodan nacin uvesti strukturu unitalne al-
gebre. Sada tenzorski produkt prirodnog homomorfizma U(g) — I'(X,Dy) i prije definiranog
homomorfizma ¢ : U(h) — T'(X, Dy) definira homomorfizam unitalnih algebri

W : U(g) ©2( U(h) — T(X, Dy) = H(X, Dy).
Vrijedi:
Lema 10.1.1. (D. Milicié — J. Taylor) V¥ je izomorfizam algebri. Nadalje, za svakii > 0 vrijedi
H'(X,Dy) ={0}.
Neka je

p=5 > a
aeXt

Kako je h komutativna Liejeva algebra, omotacka algebra U (h) podudara sa sa simetricnom alge-
brom S(h) a ova je prirodno izomorfna s algebrom P(h*) polinomijalnih funkcija na h*. Evaluacija u
bilo kojoj tocki A € h* odreduje unitalni homomorfizam U (h) — C. Oznacimo sa ¢, : U(h) — C
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evaluaciju u tocki A + p i neka je Z, = Ker ¢y. Tada je v~ }(Zy) maksimalni ideal u Z(g) i prema
Harish—Chandrinom teoremu vrijedi

v HTY) = (T = w\=p zaneki weW.

gdje je W = W(X) sistema korijena ¥. Sada je Z,Dy za svaki A € h* snop dvostranih ideala u D;
dakle, Dy = Dy /Z,\Dy je snop kompleksnih unitalnih algebri na X.

U slucéaju A = —p imamo Z_, = hU(h), dakle, D_, = U°/b°U° i to je upravo snop Dy difer-
encijalnih operatora na X. Opcenito je D) tzv. , zakrenuti snop diferencijalnih operatora” na X.
Taj se pojam definira za proizvoljnu glatku viSestrukost Y na sljedeé¢i nacin. Neka je Oy struk-
turni snop od Y. Promatramo kategoriju svih uredenih parova (A, t4), gdje je A snop kompleksnih
unitalnih algebri na Y i 14 : Oy — A je morfizam snopova algebri. Morfizmi u toj kategoriji su
morfizmi snopova unitalni algebri o : A — B takvi da je a oty = 15. Jedan objekt u toj kategoriji
je par (Dy,ty), gdje je Dy snop diferencijalnih operatora na Y i ty : Oy — Dy je kanonski
morfizam. Objekt (D, ) u toj kategoriji zove se zakrenuti snop diferencijalnih operatora na
Y ako Y ima (konacan) pokriva¢ otvorenim skupovima U takvima da je (D|U, (|U) = (Dy, wv).

Neka je © W—orbitau h* i A € O. Stavimo Jo = 7 '(Z,). Tada je Jo maksimalni ideal u Z(g).
Neka je x» € Hom(Z(g), C) odreden sa Ker x\ = Jo. Prirodni homomorfizam U(g) — I'(X, D,)
preslikava elemente od Jg u nul—prereze od D,. Stoga dobivamo kanonski homorfizam

Ue = U(g)/Tel(g) — T'(X, D).

Kategorija M(Ug) identificira se s kategorijom M (U(g))x u kojoj su objekti lijevi U (g) —moduli
s infinitezimalnim karakterom y.

Teorem 10.1.2. Homomorfizam Ug — T'(X, D)) je izomorfizam unitalnih algebri. Nadalje, za
svaki i > 0 vrijedi H'(X,D,) = {0}.

Skica dokaza: Neka je C,,, jednodimenzionalni h—modul odreden sa A + p. Nadalje, neka je
-—>F_p—>---—>F_1—>F0—>(C>\+p—>O

lijeva rezolucija tog modula sa slobodnim ¢/(h)—modulima. Tenzoriranjem sa Dy nad U (h) dobi-
vamo

= Dy ®upy F P — = Dy Quoy F — Dy Qui) I — Dy Guugy) Carp — 0.

Bududi da je Dy lokalno U(h)—slobodan, gornji niz je egzaktan. Dakle, prema lemi 10.1.1. to je
lijeva rezolucija snopa Dy @y ) Cayp = D sa I'(X, —)—aciklickim snopovima. To povlaci da sve
viSe kohomologije od D, iscezavaju. Nadalje, pomoc¢u prve tvrdnje leme 10.1.1. dobivamo egzaktan
niz

—U(G) Rz FP— - — U(9) Rz F' — U(g) Rz F* — I(X, D)) — 0.
Odatle slijedi Ue = U(g) ®e Ciry, =T'(X, Dy).

Dakle, zakrenuti snopovi diferencijalnih operatora D) na X mogu se shvacati kao ,,snopizirane”
verzije kvocijenata Ug omotacke algebre U(g). To ¢e nam omoguciti da ,,lokaliziramo” module
nad Ue. Oznacimo sa M (Ue) kategoriju lijevih Ug—modula. Nadalje, neka je M.(D,) kategorija
kvazikoherentnih D)y—modula na X. Ako je V kvazikoherentan Dy—modul, njegovi globalni prerezi
['(X,V) = H°(X,V), a i vise kohomologije H?(X,D,), su moduli nad T'(X,D,) = Ue. Dakle,
imamo funktore

HY(X,-) : Moe(Dy) — M(Ue),  p €Ly
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Da bismo iskazali generalizaciju Borel—Weilovog teorema na nekompaktne grupe treba nam
jos definicija jednog pojma. Oznacimo sa ¥ = {&; a € X} dualni sistem korijena od ¥ u pros-
toru h** = b; pri tome je &(a) = 2 za svaki @ € X. Kazemo da je linearan funkcional A € h*
antidominantan ako vrijedi

A\ ¢N  Vaext.

Nadalje, A je regularan ako je
a(A)#0  Vae.

Teorem 10.1.3. Neka je A € bh* antidominantan i neka je V kvazikoherentan Dy—modul na
wisestrukosti zastava X.

(a) (Teorem is€ezavanja) Za svakii > 0 vrijedi H'(X,V) = 0. Posebno, funktor
P(X, =) : Mqe(D) — M(Uo)
je egzaktan.
(b) (Teorem neiscezavanja) Ako je k tome \ reqularan iV # 0, onda je I'(X, V) # 0.

Korolar 10.1.4. Ako je A € b* antidominantan i reqularan, onda je svaki kvazikoherentan
Dy—modul V generiran svojim globalnim prerezima.

Dokaz: Neka W oznacava Dy—podmodul od V generiran svim globalnim prerezima. Tada
imamo egzaktan niz Uje—modula

0 —TI(X, W) —I'(X, V) —T'(X, VW) —0.
Buduéi da je I'(X, W) — T'(X, V) izomorfizam, slijedi da je I'(X,V/W) = 0. Sada iz tvrdnje (b)
teorema 10.1.3. slijedi da je V/W = 0. To znaci da je V = W, odnosno, da je V generiran svojim

globalnim prerezima.

Neka je A € b* i neka je © njegova W —orbita. Tada definiramo desno egzaktan kovarijantan
tzv. funktor lokalizacije A, : M(Ug) — M(D)) sa

A\(V) =Dy Rue) V.
Buduéi da za svaki kvazikoherentan Dy—modul W vrijedi
I'(X, W) = Homp, (D), W),
funktor lokalizacije Ay je lijevo adjungiran funktoru globalnih prereza I' = I'( X, —), tj. vrijedi
Homp, (Ax(V), W) = Homy,, (V,I'(X, W)) VW eMUs) i YW E My(D)).

Posebno, postoji morfizam ¢ identi¢nog funktora na kategoriji M(Ug) u funktor I" o A,). On je
za svaki V € M(Ug) dan prirodnim homorfizmom ¢y : V — I' (X, A (V).

Lema 10.1.5. Neka je A € b* antidominantan. Tada je za svaki V- € M(Ug) prirodni homomor-
fizam @y izomorfizam.
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Dokaz: Ako je V = Up, to slijedi iz teorema 10.1.2. Nadalje, prema tvrdnji (a) teorema 10.1.3.
u toj je situaciji funktor I' egzaktan. To povlaci da je funktor 'o Ay desno egzaktan. Za proizvoljan
Uog—modul V' postoje skupovi I i J i egzaktan niz

Ue)) — (Ue)" — V — 0.
Dobivamo komutativan dijagram
(Z/{@)(J) N (Z/{@)(I) N v .0
l ! l
F(X, A Ue))” — TX. AU — T(X,A(V)) — 0

s egzaktnim recima. Nadalje, prve su dvije vertikalne strelice izomorfizmi. Slijedi da je i treca
vertikalna strelica izomorfizam.

Adjungiranost dvaju funktora daje i morfizam 1 funktora A, o I' u identi¢ni funktor na kate-
goriji Mq.(D,). On je za svaki kvazikoherentan Dy—modul V dan prirodnim morfizmom

by 1 AND(X, V) = Dy @y T(X, V) — V.

Pretpostavimo da je A ne samo antidominantan nego i regularan. Tada je prema korolaru 10.1.4.
1y epimorfizam. Neka je K = Kery,. Tada imamo egzaktan niz kvazikoherentnih D)—modula

0 —I(X,K) —T (X, A\T'(X,V))) — ['(X,V) — 0.

Prema lemi 10.1.5. imamo I'(X, ) = 0. Sada iz tvrdnje (b) teorema 10.1.3. slijedi da je IC = 0.
Dakle, vy je izomorfizam. To povlaci sljedec¢i teorem poznat pod nazivom Beilinson—Bern-
steinova ekvivalencija kategorija:

Teorem 10.1.6. Neka je A € b* antidominantan i reqularan. Tada je funktor lokalizacije
AA . M(UQ) — MqC(D)\)
ekvivalencija kategorija. Njezin kvaziinvers je funktor globalnih prereza I' = T'(X, —).

Ovaj se teorem generalizira i na na slucaj antidominantnih A\ bez pretpostavke regularnosti.
Tada treba kategoriju M. (D, ) zamijeniti s kvocijentnom kategorijom po punoj potkategoriji svih
kvazikoherentnih Dy—modula bez netrivijalnih globalnih prereza.

Beilinson—Bernsteinova ekvivalencija kategorija omogué¢u je nam da prenesemo probleme o
Uo—modulima (tj. U(g)—modulima s infinitezimalnim karakterom x,) u probleme o Dy—modu-
lima, u kojima se mozemo sluziti tzv. ,,lokalnim” metodama. Za proucavanje Harish—Chandrinih
modula uvodi se njihova ,, snopizirana” verzija: Harish—Chandrin snop je koherentan Dy—modul
V s algebarskim djelovanjem grupe K takvim da su djelovanja D) i K kompatibilna:

(1) Djelovanje ¢ kao Liejeve podalgebre od g C Ug = I'(X, D)) podudara se s diferencijalom
djelovanja od K.

(2) Djelovanje D) ®p, V — V je K —ekvivarijantno.
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Morfizmi Harish—Chandrinih snopova su K —ekvivarijantni morfizmi D)—modula. Tako dobivamo
Abelovu kategoriju koju oznacavamo sa Mo (Dy, K). Iz ¢isto formalnih razloga Beilinson—Bern-
steinova ekvivalencija kategorija prelazi u njenu K —ekvivarijantnu verziju:

Teorem 10.1.7. Neka je A\ € b* antidominantan i reqularan. Tada je funktor lokalizacije
AA : M(UG, K) E— Mcoh(Dka K)

ekvivalencija kategorija ¢iji je kvaziinvers funktor globalnih prereza I'( X, —).
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10.2 K —orbite na visestrukosti zastava

U ovom ¢emo odjeljku prouciti djelovanje grupe K na visestrukosti zastava X. Buduéi da centar
grupe G djeluje trivijalno na X, mozemo pretpostavljati da je G = Int(g). Kao i prije sa 9
oznacavamo Cartanovu involuciju od g kojoj je € skup fiksnih tocaka. Istim znakom ¢ oznacavamo
i jedinstven involutivni automorfizam grupe G kome je diferencijal upravo Cartanova involucija
v:g—g.

Definiramo djelovanje grupe G na X x X ovako:

9(x,y) = (gz,9(g)y), wyeX, gedl.
Propozicija 10.2.1. Grupa G djeluje na X x X s konacno mnogo orbita.

Dokaz: Fiksirajmo tocku y € X. Neka je B, Borelova podgrupa od G koja odgovara tocki y,
tj.
By ={9€G; gy=y} ={g€G; (Adg)b, = b,}.
Stavimo B = ¥(B,). Uoc¢imo sada da svaka G—orbita u X x X sijece X x {y}; to je neposredna

posljedica ¢injenice da G djeluje tranzitivno na X. Neka je y € X i neka je Q G—orbita tocke
(x,y) e X x X :

Q = {(97,9(9)y); g € G}.

Tada zbog involutivnosti 1 imamo
QN (X x{y}) ={(9z.y); g€ G, Vgly =y} =

={(9z,y); g € G, ¥(g9) € By} = {(9z,y); g € ¥(B,)} = Bx x {y}.

Prema Bruhatovom teoremu Borelova podgrupa B djeluje na X s konacno mnogo orbita. Odatle
slijedi tvrdnja propozicije.

Propozicija 10.2.2. Grupa K djeluje na visestrukosti X s konacno mnogo orbita.

Dokaz: Neka je A dijagonala u X x X. Prema propoziciji 10.2.1. A je disjunktna unija kona¢no
mnogo ireducibilnih podvisestrukosti od kojih je svaka ireducibilna komponenta presjeka G —orbite
u X x X sa A. Te su podviSestrukosti K —invarijantne, dakle, svaka je od njih unija K —orbita.
Neka je V' jedna od tih podviSestrukosti i neka je ) K —orbita neke tocke (z, z) € V. Tangencijalni
prostor T, (X) identificira se sa g/b,. Neka je p, : g — g/b, kvocijentno preslikavanje. Imamo i
identifikaciju T(, (X x X) = g/b, x g/b,. Promatramo orbitno preslikavanje f : G — X x X
definirano sa f(g) = g(z,z) = (g9z,9(g)x). Njegov diferencijal u 1 € G je linearan operator
§— (p2(§),p2(V(€))) sa g ug/b, xg/b,. Sada je tangencijalni prostor T(, (V') sadrzan u presjeku
slike tog diferencijala s dijagonalom u tangencijalnom prostoru T{, ,)(X x X), tj.

Ty (V) € {(p=(€),p=(€)); € € g takav da je pa(§) = pa(9(8))} =

Obrnuta je inkluzija ocita jer je  C V. Dakle, imamo jednakost, a to znaci da je K—orbita @
otvorena u V. Zbog ireducibilnosti V' slijedi da je V' K—orbita. Time je tvrdnja dokazana.

Propozicija 10.2.3. Neka su b Borelova podalgebra od g, n = [b,b] i N = exp n povezana (i
jednostavno povezana) zatvorena podgrupa od G s Liejevom algebrom .

(a) b sadrzi V—stabilnu Cartanovu odalgebru od g.
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(b) Ako su cy,co C b dvije V—stabilne Cartanove podalgebre od g, postoji k € K NN takav da je
(Ad k?)tl = (9.

Dokaz: (a) J(b) je takoder Borelova podalgebra od g pa presjek bNv(b) sadrzi neku Cartanovu
podalgebru 9 od g. Tada je i ¥(?) Cartanova podalgebra od g, dakle, i 0 i ¥(9) su Cartanove
podalgebre od b N ¥(b). Dakle, one su konjugirane s nekim n = exp £ za neki

e bnNd(b),bnNd(b)] Cnnd(n).
Primijenimo li ¥ na jednakost 9(9) = (Adn)d, dobivamo ? = (Ad ¥(n))Y(d), pa slijedi
0= (AdJ(n))(Adn)d = (AdJ(n)n)d.

Prema tome, element ¥(n)n € N N YJ(N) normalizira d. Dakle, jednak je 1, odnosno, vrijedi
J(n) = n~t. No tada je
exp 9(€) =V9(n) =n~' = exp (=€).

Bududi da je eksponencijalno preslikavanje na nNd(n) injektivno, slijedi 9(§) = —&. Dakle, element
m = exp(%f) zadovoljava m?

aor=ofen() - o () - ()

Stavimo ¢ = (Adm)d. Tada je ¢ C b i vrijedi

=n1i

9(c) = I(Adm)d) = (Ad9I(m))I(2) = (Adm~)(Adn)d = (Adm)d = «.

Dakle, Cartanova podalgebra ¢ C b je ¥—stabilna.

(b) Kao u (a) postoji n € N N9Y(N) takav da je ¢ = (Adn)c;. Primijenimo li ¥, dobivamo
¢ = (Ad9(n))ey, dakle, (Adn~19(n))c = ¢. Odatle kao u (a) zakljucujemo da je n~'d(n) = 1,
odnosno, ¥(n) = n. Ako je n = exp § za £ € n, imamo ¥(§) = &, dakle, £ € €N n. Prema tome,
ne€ KNN.

Neka je ¢ ¥—stabilna Cartanova podalgebra od g i k € K. Tada je (Ad k)¢ takoder )—stabilna
Cartanova podalgebra od g. Dakle, grupa K djeluje na skupu svih ¥/—stabilnih Cartanovih podal-
gebri od g.

Prema propoziciji 10.2.3. svakoj Borelovoj podalgebri b mozemo pridruziti klasu K —konjugira-
nosti ¥—stabilnih Cartanovih podalgebri od g. Drugim rije¢ima, imamo prirodnu surjekciju s vise-
strukosti zastava X na skup svih klasa K —konjugiranosti ¥—stabilnih Cartanovih podalgebri od
g. To je preslikavanje oc¢ito konstantno na K —orbitama u X, dakle, svakoj K —orbiti u X mozemo
pridruziti jedinstvenu klasu K —konjugiranosti —stabilnih Cartanovih podalgebri od g. Bududci
da je prema propoziciji 10.2.2. broj K —orbita u X konacan, dokazali smo:

Propozicija 10.2.4. Skup klasa K—konjugiranosti v—stabilnih Cartanovih podalgebri od g je
konacan.

Neka su u daljnjem @) neka K—orbita u X, =z € @, ¢ ¥—stabilna Cartanova podalgebra od
g sadrzana u b, i R = R(g,¢) C ¢* pripadni sistem korijena. Tada ¥ inducira involutivni au-
tomorfizam sistema korijena R. Neka je RT skup pozitivnih korijena u R odreden sa b,. Invers
preslikavanja specijalizacije Cartanove trojke (h*, X, X) u Cartanovu trojku (¢*, R, R™) prevodi
¥ u involutivni automorfizam sistema korijena 3. Jasno je da ta involucija u Aut(X) ovisi samo o
K —orbiti @), a ne i o izboru tocke x € (). Tu involuciju oznacavamo sa Jg. Neka je h = to @ ag
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dekompozicija b u svojstvene potprostore od ¥ za svojstvene vrijednosti 1 i —1. Preslikavanje
specijalizacije prevodi tu dekompoziciju u dekompoziciju ¢ = t & a u svojstvene potprostore od
za svojstvene vrijednosti 11 —1. t se zove toroidalni dio, a a vektorski dio (ili rascjepivi dio)
od ¢. Razliku dim t—dim a zovemo signatura Cartanove podalgebre ¢. Ona je definirana za svaku
Y—stabilnu Cartanovu podalgebru ¢ i oc¢ito je konstantna na svakoj klasi K —konjugiranosti takvih
Cartanovih podalgebri. Kazemo da je ¥—stabilna Cartanova podalgebra maksimalno toroidalna
(odnosno, maksimalno vektorska) ako je njena signatura maksimalna (odnosno, minimalna)
medu svim Y—stabilnim Cartanovim podalgebrama. Sve su maksimalno toroidalne —stabilne
Cartanove podalgebre K —konjugirane; takodjer, sve su maksimalno vektorske 1/—stabilne Car-
tanove podalgebre K —konjugirane.

Za korijen o € ¥ kazemo da je ()—imaginaran ako je Yoo = «a, (Q—realan ako je Vga = —«
i @—kompleksan ako je Jga # £a. Skup svih (Q—imaginarnih (—realnih, ()—kompleksnih)
korijena u ¥ oznacavat ¢emo sa Xg 1 (Xgr, Xg.c). Preslikavanje specijalizacije prevodi te skupove
korijena u imaginarne, realne i kompleksne korijene u R C ¢*.

Stavimo

D, (Q) ={a eXt; dga € TF, Jga # a}.

Taj je skup korijena ocito ¥g—invarijantan i sastoji se od (J—kompleksnih pozitivnih korijena.
Svaka se Jg—orbita u D, (Q) sastoji od dva korijena, dakle, broj d(Q)) = Card D, (Q) je paran.
Komplement skupa D, (Q) u skupu svih pozitivni ()—kompleksnih korijena je

D_(Q)={aeXt; —dga eXt, Jga # —a}.

Za imaginaran korijen a € R vrijedi Yo = «, dakle, korijenski potprostor g, je J—invarijantan.
Stoga na njemu 9 djeluje ili kao 1 ili kao —1. U prvom slucaju je g, C £itada se a zove kompaktan
imaginaran korijen, a u drugom slucaju je g, € € i tada se o zove nekompaktan imaginaran
korijen. Oznacimo te skupove sa Roy i Ry;. Slike tih skupova u ¥ pri preslikavanju specijalizacije
oznacimo sa Xg cr 1 Yo N1

Iz korijenskog rastava Liejeve algebre g neposredno dobivamo:

Lema 10.2.5. (a) Liejeva algebra € je direktna suma t, korijenskih potprostora g, za o € Ry,
1 svojstvenih potprostora operatora V¥ za svojstvenu vrijednost 1 u g, @ gya 2a realne i kom-
pleksne korijene a.

(b) Liejeva algebra € N b, je direktna suma t, korijenskih potprostora g, za « € R* N Rey,
i svojstvenih potprostora operatora ¥ za svojstvenu vrijednost 1 u go @ @oa 26 kompleksne
korijene o € RT takve da je Ya € R™.

Tangencijalni prostor na orbitu @ u tocki x moze se identificirati sa ¢/(€Nb,), pa prema lemi
10.2.5. imamo

1 1 1
dim @) = dim ¢ —dim (¢Nb,) = Card Xg 1 + ) (Card¥gr + Card X c) — éCard Xo.01 — §d(Q)

Time je dokazana

Lema 10.2.6. Za K—orbitu Q) v X vrijedi
1
dim @ = 5 (Card ¥g cr + Card Xgr + Card g ¢ — d(Q)) .

Buduéi da se D, (Q) sastoji od najvise polovice svih Q—kompleksnih korijena, odatle slijedi
da vrijedi

1 1 1
5 (Card Yo.cr+CardXgr + iCard ZQ@) <dim @ < 5 (Card X o1 + Card ¥gr + Card g ¢) -
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Minimalna vrijednost pripada tzv. Zuckermanovim orbitama pridruzenim Cartanovoj podal-
gebri ¢. Maksimalna vrijednost pripada tzv. Langlandsovim orbitama pridruzenim ¢. Moze se
dokazati da obje vrste orbita postoje za svaku ¥—stabilnu Cartanovu podalgebru ¢. One obje ovise
samo o klasi K —konjugiranosti od c.

Bududi da je visestrukost X glatka i povezana, dakle, ireducibilna, ona ima jedinstvenu otvorenu
K—orbitu. Njena je dimenzija %Card Y} i prema prethodnim formulama ona odgovara Lang-
landsovoj orbiti pridruzenoj klasi K —konjugiranosti ©»—stabilnih Cartanovih podalgebri bez nekom-
paktnih imaginarnih korijena. Odatle slijedi:

Korolar 10.2.7. Otvorena K—orbita u X je Langlandsova orbita pridruzena klasi K—konjugira-
nosti maksimalno vektorskih V—stabilnih Cartanovih podalgebri od g.

Sljedeca propozicija karakterizira drugu krajnost — zatvorene K —orbite:

Propozicija 10.2.8. K—orbita u X je zatvorena ako i samo ako se sastoji od v—stabilnih
Borelovih podalgebri.

Dokaz: Promatramo prije definirano djelovanje G na X x X. Neka je A dijagonala od X x X
i(z,x) € A. Oznac¢imo sa B, Borelovu podgrupu od G odredenu sa b,. Tada je stabilizator tocke
(x,z) u G jednak B, NY(B,). Dakle, ako je Liejeva algebra b, od B, Y—stabilna, stabilizator
od (z,x) u G jednak je B,. Stoga je G—orbita tocke (z,x) zatvorena. Neka je C' komponenta
povezanosti presjeka te orbite s dijagonalom A koja sadrzi tocku (z,z). Tada je C zatvorena.
Prema korespondenciji iz dokaza propozicije 10.2.2. C' odgovara K —orbiti tocke x pri dijagonalnom
ulaganju X — X x X.

Za dokaz obrata, pretpostavimo da je () zatvorena K —orbita u X i neka je x € (). Tada je
stabilizator od x u K rjesiva parabolicka podgrupa, dakle, to je Borelova podgrupa od K. Prema
lemi 10.2.5. imamo

1 1 1
dim @ = §(dim tE—dimt) = 5 (Card Yo.cor+ 5 (Card ¥ ¢ + Card ZQ,R)) .

Usporedimo li to s formulom u lemi 10.2.6., dobivamo
Card Xgr + Card Xg ¢ = 2d(Q).

Bududi da se D, (Q) sastoji od najvise polovice svih Q—kompleksnih korijena, vidimo da nema
()—realnih korijena i svi pozitivni Q—kompleksni korijeni leze u D (Q). Prema tome, sve Borelove
podalgebre b, © € @), su Y¥—stabilne.

Korolar 10.2.9. Zatvorene K —orbite u X su upravo Zuckermanove orbite pridruzene maksimalno
toroidalnim Cartanovim podalgebrama od g (koje su sve medusobno K—konjugirane).
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10.3 Klasifikacija ireducibilnih Harish—Chandrinih snopova

U ovom ¢emo odjeljku upotrijebiti Beilinson—Bernsteinovu ekvivalenciju kategorija da bismo
klasificirali ireducibilne Harish—Chandrine snopove. Prije svega dokazujemo:

Teorem 10.3.1. Harish— Chandrini snopovi su holonomni Dy—moduli. Posebno, oni su konacne
duljine.

Za dokaz najprije dokazujemo dvije leme.

Lema 10.3.2. Svaki Harish— Chandrin snop V ima dobru filtraciju FV koja se sastoji od K—homo-
genih koherentnih Ox—modula.

Dokaz: Pomaknemo li sa O(p) za dovoljno negativan p € P(3) mozemo pretpostaviti da je A
antidominanten i regularan. U tom je slucaju zbog Beilinson—Bernsteinove ekvivalencije kategorija
V =D,y V, gdje je V =T(X,V). Buduéi da je V algebarski K —modul i konaqv cno generiran
Ug—modul, postoji konacnodimenzionalan K —podmodul U koji generira V' kao Ug—modul. Tada
suF,D)®c Z, p € Zy, K—homogeni koherentni Ox—moduli. Budu¢i da je prirodno preslikavanje
F, Dy ®c U — V K—ekvivarijantno, slika F,V je K—homogen koherentan Ox—podmodul od V
za svaki p € Z,..

Tadaje FV = (FPV)pEZ+ filtracija Dy—modula ¥V K —homogenim koherentnim Ox—modulima
koja je kompatibilna s fltracijom od D,.

Buduéi da je V generiran svojim globalnim prerezima, da bismo dokazali da je ta filtracija
ekshaustivna dovoljno je dokazati da svaki globalni prerez v od V lezi u F,V za dovoljno veliki p.
Bududi da je V' generiran sa U kao Ug—modul, postoje T; € Ug, u; € U, 1 < i < m, takvi da
je v =>" T, Sada postoji p € Z, takav da su svi T}, 1 < i < m, globalni prerzi od F,D,.
Odatle slijedi da je v € F,V.

Napokon, po konstrukeiji od FV ocito vrijedi (F,D,)(F,V) = F,,V za sve p,q € Z,. Dakle,
FV je dobra filtracija.

Za drugu lemu trebaju nam jos neki pojmovi. Neka je Y glatka visestrukost i Z njena glatka
podvisestrukost. Tada definiramo tzv. konormalnu visestrukost od Z u Y. To je glatka podvise-
strukost Nz(Y') od T*(Y) definirana sa

Nz(Y) = {(z,w) e T*(Y); z€ Z, w e T:Y), w|T.(Z) = 0}.

Buduéi da je dimenzija prostora svih linearnih funkcionala iz T7(Y') koje is¢ezavaju na T,(Z2)
jednaka dim 7,(Y') —dim T,(Z), a to je zbog glatkoée Y i Z jednako dim Y — dim Z, slijedi da je
dim Nz(Y) =dim Y.

Neka je A € h*. Vidjeli smo ranije da je Gr D) = m, (OT*(X)) , pri cemu je m: T*(X) — X
prirodna projekcija. Svaki £ € g odreduje globalni prerez od D) reda < 1, dakle, globalni prerez od
F1D,. Simbol tog prereza je globalni prerez od m, (OT* (X)) koji ne ovisi o A. Za svaku tocku z € X
diferencijal u 1 € G orbitnog preslikavanja f, : G — X, danog sa f.(g) = gz, g € G, preslikava
Liejevu algebru g na tangencijalni prostor 7, (X) na X u toj tocki x. Jezgra tog preslikavanja je
b,. Dakle, diferencijal T1(f;) od f, u 1 € G identificira g/b, sa T,(X). Simbol globalnog prereza
odredenog sa ¢ je funkcija (z,w) — w (T1(f2)(€)), z € X, w € TF(X).

Neka je Jk ideal (tj. snop ideala) u Ox—algebri 7, (OT*( X)) generiran simbolima prerezima
pridruzenih elementima od €. Nadalje, neka je Ny skup nultocaka tog ideala u T*(X).

Lema 10.3.3. Visestrukost N je unija konormalnih visestrukosti No(X) za sve K—orbite Q u
X. Njena je dimenzija jednaka dim X.
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Dokaz: Neka je x € X i neka je () K—orbita kroz tocku x. Tada je
Nk NT7(X) ={w € T3(X); w|Ta(fa)(8) = 0} ={w € T3(X); w|To(Q) = 0} = No(X) NT7(X).

Dakle, Nk je unija svih Ng(X).

Za svaku K—orbitu () u X njena konormalna visestrukost Ng(X) ima dimenziju jednaku
dim X. Buduéi da je broj K —orbita u X konacan, N je konacna unija podvisestrukosti koje sve
imaju dimenziju dim X, dakle, dim Ny = dim X.

Sada vidimo da je teorem 10.3.1. neposredna posljedica sljedece propozicije:

Propozicija 10.3.4. Neka je V Harish— Chandrin snop. Tada je karakteristicna visestrukost
Char(V) od V zatvorena podvisestrukost od N.

Dokaz: Prema lemi 10.3.2 . VV ima dobru filtraciju F' V koja se sastoji od K —homogenih koher-
entnih Ox —modula. Dakle, globalni prerezi od D, koji odgovaraju elementima od £ preslikavaju
F,V u sama sebe za svaki p € Z, . Dakle, njihovi simboli anihiliraju GrV, pa je Zx sadrzan u ani-
hilatoru GrV u . (OT*( X)) . Odatle slijedi da je karakteristicna visestrukost Char()) zatvorena
podvisestrukost od N.

Sada zelimo opisati sve ireducibilne Harish—Chandrine snopove. Prije svega dokazimo:

Lema 10.3.5. Neka je V ireducibilan Harish— Chandrin snop. Tada je njegov nosac¢ supp(V)
zatvarac neke K—orbite Q) u X.

Dokaz: Buduéi da je grupa K povezana, Harish—Chandrin snop V je ireducibilan ako i samo
je ireducibilan kao D)—modul. Da bismo to dokazali, zakretanjem sa O(u) za dovoljno negativan
i mozemo pretpostaviti da je A antidominantan i regularan. U tom je sluc¢aju tvrdnja neposredna
posljedica Beilinson—Bernsteinove ekvivalencije kategorija.

Dakle, supp (V) je ireducibilna zatvorena podvisestrukost od X. Buduéi da je ona K —invarijantna,
ona je unija K —orbita. Budu¢i da ima samo konacno mnogo K —orbita, postoji K —orbita ) u
supp(V) takva da je dim Q = dim supp(V). Tada je Q zatvoren ireducibilan podskup od supp(V

i vrijedi dim @ = dim supp(V). Odatle slijedi @) = supp(V).

Neka je V ireducibilan Harish—Chandrin snop i @ pripadna K —orbita u X ¢iji je zatvaraé Q
jednak nosacu supp()). Stavimo X’ = X \ 9Q. Tada je X’ otvorena podvisestrukost od X i @
je zatvorena podvisestrukost od X'. Restrikcija V| X’ je i dalje ireducibilna. Neka su ¢ : Q@ — X,
/@ — X'1): X' — X inkluzije. Tada je ¢t = jo (. Restrikcija V| X' je ireducibilan snop ¢iji je
nosa¢ sadrzan u Q. Bududi da je @ glatka podvisSestrukost od X', prema Kashiwarinoj ekvivalenciji
kategorija vrijedi ¢/, (1) = V| X' za 7 = //(V). Nadalje, 7 je ireducibilan (D, K) —modul. Buduéi
da je prema teoremu 10.3.1. V holonoman, 7 je holonoman D{—modul s nosacem jednakim Q).
Odatle slijedi da postoji otvoren podskup U od @ takav da je 7|U koneksija. Buduéi da K djeluje
tranzitivno na @), zakljucujemo da je 7 K —homogena koneksija na Q.

Prema tome, svakom ireducibilnom Harish—Chandrinom snopu V pridruzen je par (Q, 7) koji
se satoji od K —orbite () i ireducibilne K —homogene koneksije 7 na @) i koji su takvi da vrijedi:

(a) supp(V) = Q.
b) tV)=r.

Kazemo da je (@, 7) standardni par pridruzen V.
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Neka je @ bilo koja K—orbita u X i neka je 7 ireducibilna K —homogena koneksija na @
u Meon (D5, K). Tada je Z(Q,7) = t(7) (D), K)—modul nadalje, on je holonoman, dakle, ko-
herentan. Prema tome, Z(Q, 7) je Harish—Chandrin snop. Kazemo da je to standardni Harish—
—Chandrin snop pridruzen paru (Q, 7).

Lema 10.3.6. Neka je Q K—orbita u X i neka je 7 ireducibilna K —homogena koneksija na Q).
Tada standardni Harish— Chandrin snop Z(Q,T) sadrzi jedinstven ireducibilan Harish— Chandrin
podsnop.

Dokaz: Vrijedi
Z(Q,7) = t4(1) = 3+ (11.(7) = 1. (14(7)) 4
pri ¢emu je . funktor direktne slike. Dakle, Z(Q, 7) nema prereze s nosac¢em u 0Q). Prema tome,
svaki Dy—podmodul U # 0 od Z(Q,7) ima restrikciju U|X # 0. Po Kashiwarinoj ekvivalenciji
kategorija ¢, (7) je ireducibilan Dy|X —modul. Dakle, U|X = Z(Q, 7)|X. Slijedi da za svaka dva
Dy—podmodula U # 01U # 0 od Z(Q,7) vrijedi U NU # 0. Bududi da je Z(Q,T) konacne
duljine, on ima minimalni Dy)—podmodul, a prema dokazanom takav je jedinstven. Buduci da je
jedinstven, on mora biti K —ekvivarijantan, dakle, to je Harish—Chandrin podsnop.

Oznacimo sa L(Q), 7) jedinstven ireducibilan Harish—Chandrin podsnop od Z(Q, 7).
Teorem 10.3.7. (Beilinson—Bernstein)

(a) Ako je (Q,T) standardni par pridruZen ireducibilnom Harish— Chandrinom snopu V, onda

je V= L(Q,T).

(b) Neka su @Q i Q' K—orbite u X i neka su T i 7' ireducibilne K —homogene koneksije na Q i
na Q. Tada vrijedi L(Q,T) = L(Q',T") ako i samo ako je Q = Q" i T =T’

Y

Dokaz: (a) Kao to smo prije primijetili, vrijedi V| X’ = // (7). Prema univerzalnom svojstvu
od j. postoji netrivijalan morfizam V — Z(Q, 7) = J. (¢, (7)) koji progiruje taj izomorfizam. Budu¢i
da je V ireducibilan, jezgra tog izomorfizma je 0. Prema lemi 10.3.6. slika mu je £(Q, 7).

(b) Bududi da je Q = supp(L(Q, ), ocito L(Q,7) = L(Q,7) povlaci Q = Q. Druga tvrdnja
slijedi iz formule 7 = /(£(Q, 7)).

Iz konstrukcije je ocito da je nosac kvocijenta Z(Q, 7)/L(Q, T) sadrzan u rubu 0Q orbite Q.
Posebno, ako je orbita @) zatvorena, snop Z(Q), ) je ireducibilan.
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10.4 Klasifikacija ireducibilnih Harish—Chandrinih modula

U ovom ¢emo odjeljku opisati kako se iz klasifikacije ireducibilnih Harish—Chandrinih snopova
dolazi do klasifikacije ireducibilnih Harish—Chandrinih modula.
Za X\ € h* kazemo da je strogo antidominantan ako vrijedi

Red(\) <0  Vae Xt

Svaki strogo antidominantan A je ujedno antidominantan.

Neka je V ireducibilan Harish—Chandrin modul. Mozemo promatrati V' kao ireducibilan objekt
u M(Ue, K). Fiksirajmo strogo antidominantan A\ € ©. Prema Beilinson—Bernsteinovoj ekviva-
lenciji kategorija postoji jedinstven ireducibilan Dy—modul V takav da je I'(X,V) = V. Bududi
da je taj Dy—modul nuzno Harish—Chandrin snop, on je oblika £(Q,7) za neku K —orbitu @
u X i za neku ireducibilnu K —homogenu koneksiju 7 na () kompatibilnu sa A 4+ p. Dakle, pos-
toji jedinstven par (@, 7) takav da je I'(X, L(Q, 7)) = V. Ako je A k tome regularan, ta ko-
respondencija daje parametrizaciju klasa ekvivalencije ireducibilnih Harish—Chandrinih modula
pomoc¢u svih parova (@, 7). Medutim, ako A nije regularan, neki od parova (@, T) odgovaraju
ireducibilnim Harish—Chandrinim snopovima £(Q,7) takvima da je I'(X, £(Q, 7)) = 0. Dakle,
da bismo dosli do precizne formulacije za ovu vrstu klasifikacije ireducibilnih Harish—Chandrinih
modula, moramo utvrditi nuzne i dovoljne uvjete za neiscezavanje globalnih prereza ireducibilnih
Harish—Chandrinih snopova £(Q, 7).

Za svaki korijen a € ¥ imamo &(\ + UgA) € R. Posebno, ako je o (Q—imaginaran, onda je
a(A) € R.

Neka je A € h* strogo antidominantan. Stavimo

Yo={a€X; Rea()) =0}.

Neka je IT baza sistema korijena X odredena sa 7. Stavimo 3§ = XgNXT i [T, = [INY,. Bududi da
je A strogo antidominantan, I, je baza sistema korijena ¥ (u prostoru span ) odredena skupom
pozitivnih korijena . Stavimo sada X; = 5 N Jg(Xo); dakle, ¥y je najvedi Jg—invarijantan
podsistem korijena od X,. Nadalje, neka je

22 = {OZ € 21, d(A) = 0}

[ taj je podsistem g —invarijantan. Stavimo X5 = Y5NX" i neka je [T, odgovarajuca baza sistema
korijena 5. Tada je jasno da vrijedi I1y N 3y C Iy, ali opéenito ne vrijedi znak jednakosti.
Sljededi teorem dokazan je u jos uvijek neobjavljenom ¢lanku H. Hecht, D. Mili¢i¢, W. Schmid,
J. A. Wolf, Localization and standard modules for real semisimple Lie groups II: Irreducibility,
vanishing theorems and classification — taj se tekst moze pronaci na web—stranici W. Schmida.

Teorem 10.4.1. Neka je A\ € h* strogo antidominantan. Neka je Q) K—orbita u X i neka je T
ireducibilna K —homogena koneksija na QQ kompatibilna s A + p. Tada je I'(X, L(Q,T)) # 0 ako i
samo ako su ispunjena sljedeca tri uvjeta:

(a) U skupu Iy nema kompatnih Q—imaginanrih korijena.

(b) Za svaki pozitivan QQ—kompleksan korijen o takav da je &(X) = 0 korijen Yoo je takoder
pozitivan

(¢) Za svaki Q—realan korijen « takav da je &(N) = 0 koneksija T zadovoljava izujestan uvjet
S Ly—pariteta u odnosu na c.



