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Poglavlje 1

REPREZENTACIJE LIEJEVIH
GRUPA I LIEJEVIH ALGEBRI

1.1 Reprezentacije i moduli

Ako su V' i W vektorski prostori nad poljem K sa L(V, W) ¢emo oznacavati vektorski prostor
svih linearnih operatora A : V. — W. Pisat ¢emo L(V) = L(V,V) i to je asocijativna algebra.
Jedini¢éni operator I = Iy (Iv = v Yv € V) je jedinica u algebri L(V). Grupu avih inveribilnih
elemenata algebre L(V'), tj. grupu svih izomorfizama sa V' na V| oznacavat ¢emo sa GL(V').

Neka je S skup. S—modul nad poljem K je vektorski prostor V' nad poljem K sa zadanim
preslikavanjem S x V — V| (s,v) +— sv, takvim da je v +— sv, v € V| linearan operator na prostoru
VVseS:

s(av + fw) = asv + fsw, Vo, e K, Yo,weV, VseS.

Reprezentacija skupa S na vektorskom prostoru V' je preslikavanje 7 : S — L(V'). Naravno,
S—moduli i reprezentacije od S su u biti jedno te isto: ako je 7 reprezentacija od S na prostoru
V onda je sa sv = w(s)v, s € S, v € V, zadano preslikavanje S x V' — V koje V ¢ini S—modulom;
s druge strane, ako je V' S—modul, onda je sa 7w(s)v = sv, s € S, v € V, zadana reprezentacija 7
skupa S na prostoru V.

U daljnjem je V' S—modul nad poljem K i 7 pripadna reprezentacija skupa S na prostoru
V. S—podmodul od V je potprostor W C V takav da je sw € W Vs € §iVw € W. Nar-
avno, s restrikcijom preslikavanja (s,v) — svsa S x V — V na S x W — W i sam W postaje
S—modul. Potprostor W od V je S—podmodul ako i samo ako je taj potprostor invarijantan s
obzirom na sve operatore m(s), s € S. Reprezentacija pridruzena S—podmodulu W oznacava se
mw 1 zove subreprezentacija reprezentacije 7. Pravi S—podmodul od V je S—podmodul W
koji je razlicit od V. W je netrivijalan S—podmodul od V ako je W # V i W # {0}. Mak-
simalan S—podmodul od V je pravi S—podmodul od V' koji nije pravi S—podmodul nijednog
pravog S—podmodula od V. Drugim rije¢ima, maksimalan S—podmodul od V' je svaki maksi-
malan element skupa svih pravih podmodula od V' parcijalno uredenog inkluzijom. Za pripadnu
subreprezentaciju kazemo da je maksimalna subreprezentacija od 7.

Presjek bilo kojeg skupa S—podmodula od V' je oc¢ito S—podmodul od V. Ako je ¥ pod-
skup S—modula V| postoji najmanji S—podmodul od V koji sadrzi skup X : to je presjek svih
S—podmodula koji sadrze skup Y. Taj se S—podmodul oznacava sa S i za njega kazemo da je
generiran skupom . Ocito je

SY. = spang(XU{s1---s,v; n €N, s1,...,8, €S, veEI}).

bt
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Ako je W S—podmodul S—modula V, kvocijentni vektorski prostor V/WW mozemo snabdjeti
strukturom S—modula ovako:

s(v+W)=sv+W, seS, veV.

S tom strukturom V/W se zove kvocijentni S—modul (S—modula V po S—podmodulu W).
Pripadna reprezentacija oznacava se sa myy 1 zove kvocijentna reprezentacija reprezentacije 7.
Kvocijentni S—modul S—podmodula od V ili, ekvivalentno, S—podmodul kvocijentnog S—modula
od V, zove se subkvocijentni S—modul, ili kra¢e subkvocijent, S—modula V. Dakle, subkvo-
cijent od V' je S—modul oblika W/U, gdje su W i U S—podmoduli od V' i U C W. Pripadna
reprezentacija oznacCava se sa my,y 1 zove subkvocijentna reprezentacija ili subkvocijent
reprezentacije 7.

Ako su V' i W S—moduli nad poljem K, S—homomorfizam (ili homomorfizam S—modula)
V u W je linearan operator A : V' — W sa svojstvom

Asv = sAv Vs S 1 YvelV.

Skup svih S—homomorfizama V' u W oznacavamo sa Homg(V,W) i to je potprostor pros-
tora L(V,W) svih linearnih operatora sa V' u W. Ako su 7 i p pripadne reprezentacije od S
na prostorima V' i W, S—homomorfizmi se zovu i preplitanja reprezentacije 7w s reprezentaci-
jom p. Surjektivni (odn., injektivni, bijektivni) S—homomorfizam zove se S—epimorfizam (odn.,
S—monomorfizam, S—izomorfizam). Kazemo da je S—modul V izomorfan S—modulu W ako
postoji S—izomorfizam sa V na W, tj. ako u Homg(V,W) postoji bijekcija. Kako je kom-
pozicija S—homomorfizama S—homomorfizam, ocito je relacija izomorfnosti medu S—modulima
tranzitivna. Ona je i simetricna jer invers S—izomorfizma je S—izomorfizam. Napokon, kako je
identiteta Iy, na V' izomorfizam S—modula, izomorfnost S—modula je relacija ekvivalencije.
Lako se dokazuju sljedec¢a dva standardna rezultata:

Teorem 1.1.1. Ako je A:V — W homomorfizam S—modula onda je Ker A S—podmodul od V,
Im A je S—podmodul od W i sa

v+ Ker A — Av, velV,

je zadan izomorfizam S—modula sa V/(Ker A) na Im A.

Suma bilo kojeg skupa S—podmodula od V' je S—podmodul od V. Posebno, ako su W i U
S—podmoduli od V onda jei W + U S—podmodul od V.

Teorem 1.1.2. Ako su W i U S—podmoduli S—modula V, onda je sa
w+WnNU) —w+U, we W,

zadan izomorfizam S—modula W/(W N U) na S—modul (W + U)/U.

Kazemo da je V prost S—modul ili ireducibilan S—modul ako je V' # {0} i V nema
netrivijalnih S—podmodula; tj. V' i {0} su jedini S—podmoduli od V. U tom se slu¢aju pripadna
reprezentacija zove ireducibilna. Kazemo da je m reducibilna reprezentacija ako ona nije
ireducibilna. V' je poluprost S—modul, ako za svaki S—podmodul W od V postoji S—podmodul
U od V takav da je V = W + U. Za pripadnu reprezentaciju u tom slucaju kazemo da je potpuno
reducibilna.

Propozicija 1.1.3. Ako je W S—podmodul poluprostog S—modula V, onda su S—moduli W i
V/W poluprosti.
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Dokaz: Neka je X S—podmodul od W. Tada je ujedno X S—podmodul od V| pa po pret-
postavei postoji S—podmodul Y od V takav da je V = X Y. Sada je Z =Y NW S—podmodul
od W i ocito vrijedi W = X + Z. Time smo dokazali da je S—modul W poluprost.

Neka je sada X S—podmodul kvocijentnog modula V/W. Stavimo

Y={yeV;, y+We X}

Tada je Y potprostor prostora V' koji je S—podmodul od V. Doista, ako je s € S'iy € Y, onda
je y+ W € X, pa iz ¢injenice da je X S—podmodul od V/W slijedi s(y + W) € X. Medutim,
po definiciji strukture S—modula na kvocijentnom prostoru V/W vrijedi s(y + W) = sy + W. To
pokazuje da je sy € Y. Kako su s € S'iy €Y bili proizvoljni, dokazali smo da je Y S—podmodul
od V. Kako je S—modul V poluprost, postoji S—podmodul Z od V takav da je V =Y + Z.
Stavimo sada

U={z+W,; z€ Z}.

Tada je U potprostor kvocijentnog prostora V/W i to je S—podmodul od V/W :za s € S i
uweUizaz € Z takav da je u = z + W vrijedi sz € Z, jer je Z S—podmodul od V| pa vrijedi
su=s(z+W) =sz+W € U. Dokazimo sada da je V/W = X +U. Prije svega, proizvoljan vektor
v € V moze se napisati u oblikuv=y+z2,y€ Y, z€ Z Tadajev+W = (y+ W)+ (z+ W) i
vrijedi y+ W € X i z+W € U. To pokazuje da je V/W = X 4+ U. Neka je sada v € X NU. Bududi
da je u € U, postoji z € Z takav da je u = 2+ W. No tada je z + W € X, paslijedi z € Y. Dakle,
ze ZNY ={0}, tj. z =0, a to znaci da je u = z + W nulvektor u kvocijentnom prostoru V/W.
Prema tome, suma je direktna: V/W = X + U. Time je dokazano da je i kvocijentni S—modul

V/W poluprost.
Propozicija 1.1.4. Svaki poluprost S—modul V' # {0} ima prost S—podmodul.

Dokaz: Neka je v € V, v # 0. Neka je § skup svih S—podmodula od V' koji ne sadrze
vektor v. Uz relaciju inkluzije S postaje parcijalno ureden skup. On je neprazan jer je {0} € S.
Primjenom Zornove leme lako se vidi da skup & ima bar jedan maksimalni element W. Kako je
S—modul V' poluprost, postoji S—podmodul U takav da je V =W + U. Tada je U # {0}, jer
v ¢ W. Pretpostavimo da je U’ netrivijalan podmodul od U. Prema propoziciji 1.1.3. S—modul
U je poluprost pa on ima S—podmodul U” takav da je U = U’ + U”. Kako je W maksimalan
S—podmodul od V' sa svojstvom v ¢ W, vrijediv e W + U’ iv e W + U”. No tada slijedi da je
ve (W + U )N (W 4+ U") =W suprotno svojstvu od W. Ova kontradikcija pokazuje da U nema
netrivijalnih S—podmodula, odnosno, S—modul U je prost.

Teorem 1.1.5. Sljedeéa su tri svojstva S—modula V' medusobno ekvivalentna:
(a) Modul V' je poluprost.
(b) Modul V' je suma svojih prostih podmodula.
(¢) Modul V' je direktna suma nekog skupa svojih prostih podmodula.

Dokaz: (a) = (b). Neka je V' poluprost i neka je W suma svih njegovih prostih podmodula.
Tada je V=W 4 U za neki podmodul U. Prema propoziciji 1.1.4. ako je U # {0} onda U sadrzi
neki prost podmodul Z. No po definiciji W tada je Z C W, a to je nemoguce. Ova kontradikcija
pokazuje da je U = {0}, tj. W =V.

(b) = (c). Pretpostavimo da je V' suma svojih prostih podmodula. Primjenom Zornove leme
nalazimo da postoji maksimalan skup & prostih podmodula u odnosu na svojstvo da im je suma
direktna. Neka je W = > S. Pretpostavimo da je W # V. Tada postoji prost podmodul U od V'
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takav da U C W. Tada je UNW # U, dakle, UNW = {0}. Odatle slijedi da je suma Y (SU{U})
direktna i vrijedi S C SU{U}, a to je nemoguce zbog izbora S. Ova kontradikcija pokazuje da je
W =1V.

(¢) = (a). Pretpostavimo da je V' direktna suma skupa S prostih podmodula od V' i neka
je W podmodul od V. Primjenom Zornove leme nalazimo da u skupu svih podmodula U od
V takvih da je U N W = {0} postoji bar jedan maksimalan element U. Za svaki Z € S tada
ne moze biti Z N (W 4 U) = {0}; u protivnom bi U 4+ Z bio podmodul od V sa svojstvom
(U 4+ Z)nW = {0} i imali bismo da je U C U + Z, a to je suprotno izboru podmodula U. Kako
je Z prost i ZN (W + U) # {0}, vrijedi Z =ZN (W + U), tj. ZCW + U. Kako to vrijedi za
svaki Z € S, slijedi V= S CW + U, odnosno, V=W + U.

Sokl S—modula V je suma svih njegovih prostih S—podmodula. O¢cito je sokl od V' najveci
poluprost S—podmodul od V.

Za S—modul V pisemo Endg(V) umjesto Homg(V, V). Ends(V) je unitalna podalgebra od
L(V).

Teorem 1.1.6. (Schurova lema) Neka su'V i W prosti S—moduli nad poljem K.
(a) Ako je Homg(V, W) # {0}, S—moduli V' i W su izomorfni.
(b) Unitalna algebra Ends(V') je tijelo, tj. svaki A € Endg(V) \ {0} je invertibilan.

(¢) Ako je polje K algebarski zatvoreno i ako je dim V' manja od Card K, posebno, ako je prostor
V' konacnodimenzionalan, a takoder ako je polje K neprebrojivo, a prostor V je prebrojivo-
dimenzionalan, onda je Ends(V) = {\ly; A € K}.

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je A € Homg(V, W)\ {0}. Tada je Ker A S—podmodul od V :
veKerA, seS - Asv =sAv =0 = sv € Ker A.

Kako je A # 0, vrijedi Ker A # V, a kako je V' prost S—modul, zaklju¢ujemo da je Ker A = {0},
odnosno, A je injekcija. Nadalje, Im A je S—podmodul od W :

seS, welmA, wveV takavdaje w= Av = sw = sAv = Asv € Im A.

Kako je A # 0 to je Im A # {0}. Bududi da je W prost S—modul, slijedi Im A = W. Dakle, A je i
surjekcija, dakle, izomorfizam.

(b) 1z dokaza tvrdnje (a) vidi se da je svaki A € Endg(V') \ {0} invertibilan.

(c) Neka je A € L(V). Dokazat ¢emo da je tada njegov spektar

Sp(A) ={ e K; A— Xy ¢ GL(V)}

neprazan. Naravno, ta je Cinjenica trivijalna ako je prostor V' konacnodimenzionalan, jer je polje
K po pretpostavci algebraski zatvoreno. Dokazimo tu ¢injenicu u opéem slucaju uz iskazanu
pretpostavku dim V' < Card(K).

Pretpostavimo suprotno da je spektar Sp(A) prazan, tj. da je operator A — AIy invertibilan
za svaki A € K. Tada je operator QQ(A) invertibilan za svaki polinom @ € K[T]\ {0}. Dakle,
ako je R = P/Q racionalna funkcija, mozemo definirati R(A) = P(A)Q(A)~!. Tako dolazimo do
linearnog preslikavanja R — R(A) prostora K (T') racionalnih funkcija jedne varijable nad poljem
K u prostor L(V). Neka je v € V, v # 0. Tada je R — R(A)v injektivan linearan operator sa
K(T) u V. Odatle slijedi da je dim K(7T') < dim V.
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Uoc¢imo sada da je skup

1
— ANEK 1.1
{755 rex] (1)
linearno nezavisan. Doista, u suprotnom bi postojali medusobno razliciti A\y,..., A\, € K i
ag, ..., an € K\ {0} takvi da je

n

ZT(ij/\j = 0.

j=1

Mnozenjem te jednakosti s umnoskom (7" — A;) -+ - (7" — A,,) dobivamo
> a;Qi(T) =0,  gdieje QiT)= (T =) (T = XN-)(T = Ajga) -+ (T = M)
j=1

za proizvoljan indeks i € {1,...,n} vrijedi

0= ZOZij()\z‘) = a;Qi(N\),
j=1

a to je nemoguce jer je a; # 01 Q;(\;) # 0. Time je dokazana linearna nezavisnost skupa (1.1).
Odatle slijedi da je Card K < dim K(T'), pa iz prije utvrdene nejednakosti dim K(7') < dim V
zakljucujemo da je Card K < dim V| a to je suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje
da za svaki A € L(V) postoji A € K takav da operator A — Al nije invertibilan. Sada iz tvrdnje
(¢) Schurove leme (teorem 1.1.6.) slijedi da je A — Ay =0, dakle, A = \ly.

Neka je sada zadana familija S—modula (V;);c; i neka je za i € I sa m; oznaCena pripadna
reprezentacija od S na prostoru V;. Tada na direktnoj sumi

HVi:{f:I—>UVZ-; f@i) eV, Yiel, skup {i € I, f(z');«éO}jekonaéan}

el i€l

definiramo reprezentaciju m od S na sljede¢i nacin:

(r(s)f)(i) = m(s)f(i), s€8, iel

m se zove direktna suma reprezentacija m;. Uz pripadnu strukturu S—modula V' se zove
direktna suma S—modula V.

Naravno, ako je W S—modul i ako su V;, i € I, su S—podmoduli od W takvi da je prostor
W direktna suma potprostora V;, i € I, onda je S—modul W izomorfan direktnoj sumi V' familije
S—modula (V;)er, a izomorfizam sa V na W dan je sa

FeY f6@),  fev=][v
iel iel
Drugim rije¢ima, reprezentacija od S na prostoru W ekvivalentna je direktnoj sumi familije
reprezentacija (v, ), -
Lako se dokazuje:
Propozicija 1.1.7. Za S—modul V' vrijedi:

(a) Neka su W i U S—podmoduli od V' takvi da je V=W + U. Tada je V/W ~ U.
(b) Neka su A, B i C' S—podmoduli od V takvi da jeV=A + B=A 4 C. Tada je B~ C.



10 POGLAVLJE 1. REPREZENTACIJE LIEJEVIH GRUPA I LIEJEVIH ALGEBRI

U slucéaju kona¢nodimenzionalnog S—modula teorem 1.1.5. iskazuje se ovako:

Teorem 1.1.8. Neka je V' konacnodimenzionalan S—modul. Sljedeca su tri svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) Modul V' je poluprost.
(b) Postoji familija prostih (V;),.; S—podmodula od V' takva da je

V=>V.

iel
(¢) Postoje prosti podmoduli Vi, Vs, ..., V, od V takvi da je
VeVid Voot Vo

U situaciji iz tvrdnje (c¢) prethodnog teorema neka je 7 oznaka za reprezentaciju od S na

prostoru V' i neka je za svaki j € {1,2,...,n} izabrana neka baza el = {egj),eg), . ..,e,(f%}

potprostora V;. Nadalje, neka je e oznaka za bazu prostora V' koja je dobivena iz tih baza:
e:{egl>,e;1>,...,egg,eg2>,eg2>,...,e;gg, ...... ,egm,e;m,...,e;gg}.

Za s € S ozna¢imo sa m(s)[e] matricu operatora m(s) u bazi e, a za j € {1,2,...,n} neka je

v, (s)[e¥)] oznaka za matricu operatora 7y, (s) = m(s)|V; u bazi e). Tada se lako vidi da je
7(s)[e] blok—dijagonalna matrica:

v, (s)[e(l)] 0 - 0
T (s)[e@] -
7(s)le] = O o )[ ] O , s e S.
0 0 . an(s)[e(n)]

Ako se jedan od dvaju S—modula rastavlja u direktnu sumu S—podmodula, onda se lako vidi
da se prostor preplitanja rastavlja u odgovarajuc¢u direktnu sumu potprostora:

Propozicija 1.1.9. Neka suV i W S—moduli nad istim poljem K. Ako je X S—podmodul od W
tada prostor Homg(V, X) moZemo na prirodan nacin identificirati s potprostorom

{A € Homgs(V,W); AV C X'}

prostora Homg(V,W). Ukoliko je W = X1 + Xo+---+ X,,, pri cemu su X; S—podmoduli od W,
onda uz spomenutu identifikaciju Homgs(V, X;) s potprostorima od Homg(V, W) vrijedi

Homg(V,W) = Homg(V, X1) + Homg(V, X3) + - - - + Homg(V, X,,).
Propozicija 1.1.10. Neka su V' + W S—moduli nad istim poljem K.

(a) Ako je X S—podmodul od V, onda se prostor Homg(V/X, W) na prirodan nacin identificira
s potprostorom {A € Homg(V,W); A|X = 0} prostora Homg(V, W).

(b) Ukoliko je V= X1+ Xo+ -+ X, gdje su X;, 1 <i <n, S—podmoduli od V, definirajmo
potprostore X; prostora L(V, W) ovako:

Xi={Ae L(V,W); AlV; =0za j#1i, AlV; € Homg(V;,W)}.
Tada je svaki X; potprostor prostora Homg(V, W) i vrijedi
HOmS(V,W) = Xl —|— XQ + cee +Xn
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Teorem 1.1.11. Neka su 'V @ W konacnodimenzionalni S—modul nad algebarski zatvorenim pol-
jem K pri éemu je S—modul V' poluprost, a S—modul W prost. Neka je V=V, +Vo+---+ 1V,
pri cemu je svaki od potprostora V; prost S—podmodul od V. Tada je

H{ie{1,2,...,n}; V; W} =dim Homg(W,V) = dim Homg(V,W).
(Pri tome |S| oznacava broj elemenata konacnog skupa S).
Dokaz: Prema propoziciji 1.1.9. vrijedi
Homg(W, V) = Homg(W, V1) + Homg(W, V) + - - - + Homg(W, V). (1.2)
Nadalje, prema Schurovoj lemi (teorem 1.1.6.) vrijedi

1 ako je V; ~ W
dim Homg(W,V;) =
0 ako je V; £ W.

Odatle i iz (1.2) slijedi jednakost

dim Homg(W, V) = [{i € {1,2,...,n}; V; > W}|.
Sasvim analogno, pomoc¢u propozicije 1.1.10. dobivamo jednakost

dim Homg(V,W) =[{i € {1,2,...,n}; V; > W}|.

U ovom kolegiju bavit ¢emo se gotovo iskljuc¢ivo s reprezentacijama na kompleksnim vektorskim
prostorima; samo u nekoliko slucajeva promatrat ¢emo i reprezentacije na realnim vektorskim
prostorima. Ako je k tome prostor unitaran, uz odredene uvjete imamo potpunu reducibilnost
reprezentacije, odnosno poluprostotu pripadnog modula.

Teorem 1.1.12. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija skupa S na realnom ili kom-
pleksnom unitarnom prostoru V. Pretpostavimo da vrijedi ©(S)* = w(S), tj. da je adjungiranje
operatora A +— A* permutacija skupa operatora reprezentacije w(S) = {n(s); s € S}. Tada je
reprezentacija w potpuno reducibilna.

Dokaz: Neka je X m—invarijantan potprostor od V. Prema teoremu o ortogonalnoj projekciji
tada je
V=X4+X+ gdieje Xt={veV; (vjr)=0Vrc X}

Neka je v € X+ i neka je a € A. Po pretpostavci postoji b € A takav da je w(a) = m(b)*. Sada za
proizvoljan z € X imamo 7(b)z € X, dakle, (7w(a)v|x) = (v|7(b)z) = 0. Dakle,

ve Xt = m(a)v € Xt Va € A,

i time je dokazano da je reprezentacija m potpuno reducibilna.

Ako S nije samo skup, nego znak S podrazumijeva i neku algebarsku strukturu (npr. grupa,
Liejeva algebra, unitalna algebra) onda reprezentacija od S (ili S—modul) podrazumijeva da
se poStuju operacije u S. Tako je reprezentacija grupe G homomorfizam grupa G — GL(V),
reprezentacija unitalne algebre A je homomorfizam unitalnih algebri A — L(V'), a reprezen-
tacija Liejeve algebre g je homomorfizam Liejevih algebri g — gl(V); pri tome je Liejeva algebra
gl(V) prostor L(V') uz operaciju [A, B] = AB — BA. Ukoliko S ima ne samo algebarsku nego i
neku topolosku ili diferencijalnu strukturu, onda se postavljaju i odredeni zahtjevi neprekidnosti
i/ili diferencijabilnosti.
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1.2 Liejeve grupe

U ovom odjeljku navodimo definicije i bez dokaza osnovne teoreme iz teorije Liejevih grupa.

1.2.1 Diferencijalne i analiticke mnogostrukosti

Neka je M Hausdorffov topoloski prostor i neka je n € N. n—dimenzionalna karta na M je
ureden par (U, 1) gdje je U C M otvoren skup i ¢ je homeomorfizam sa U na otvoren podskup
od R"™. Skup U zovemo domena karte (U, ). n—dimenzionalni C*°—atlas na M je skup A
n—dimenzionalnih karata na M sa sljede¢im svojstvima:

(1) Domene karata u skupu .4 pokrivaju M :

U v=m

(Up)eA

(it) Ako su (U, ), (V,p) € A takve karte da je U NV # (), onda je
pop tip(UNV) —y(UNV)
> —preslikavanje.

n—dimenzionalna C*°—struktura na M je n—dimenzionalni C*°—atlas A na M koji pored (7)
i (11) zadovoljava i svojstvo maksimalnosti:

(7i1) Ako je (W, x) n—dimenzionalna karta na M i ako su za svaku kartu (U, ) € A takvu da je
UNW # () preslikavanja

boxTix(UNW) —pUNW) i xo¢  :p(UNW) — x(UNW)
klase C*°, onda je (W, x) € A.

Ocito je svaki n—dimenzionalni C*>°—atlas sadrzan u jedinstvenoj n—dimenzionalnoj C'*° —strukturi.

diferencijalna mnogostrukost ili C>*°—mnogostrukost je ureden par (M, A), gdje je M
Hausdorffov topoloski prostor s prebrojivom bazom topologije, a A je n—dimenzionalna C'*°—struk-
tura na M za neki n € N. PiSemo tada n = dim M.

Zamijenimo li svuda u prethodnim definicijama izraz C°°—preslikavanje s izrazom analiticko
preslikavangje, dobivamo definicije pojmova n—dimenzionalni analiticki atlas, n—dimenzionalna
analiticka struktura i analiticka mnogostrukost. Svaka analiticka mnogostrukost je ujedno
diferencijalna mnogostrukost.

Neka su M i N C*°—mnogostrukosti, dim M = m, dim N = n. Za preslikavanje f : M — N
kazemo da je klase C'™ ili da je f C°>°—preslikavanje ako za svaku tocku p € M postoje karte
(U,) na M i (V,p) na N takve dajep e U, f(U) CVidaje

pofoptiyp(U) — o(V)

C> —preslikavanje iz R™ uR". Ako je f : M — N bijekcijaiakosu fi f~! C*°—preslikavanja, onda
se [ zove difeomorfizam. Ukoliko su M i N analiticke mnogostrukosti i ako je difeomorfizam
f + M — N analiticko preslikavanje, pomoc¢u teorema o inverznom preslikavanju za analiticke
funkcije n realnih varijabli lako se vidi da je inverzno preslikavanje f=! : N — M takoder anali-
ticko.



1.2. LIEJEVE GRUPE 13

Primjeri:

(1) M = R"; tada je {(R",idgn)} C>°—atlas. Jedinstvena C'°—struktura koja sadrzi taj atlas
zove se standardna C"°—struktura na R”, a jedinstvena analiticka struktura koja sadrzi
taj atlas zove se standardna analiticka struktura na R".

(2) Neka je (M, A) C*°—mnogostrukost (odn. analiticka mnogostrukost) i neka je V. C M
otvoren skup. Tada je

{(UNVlunV); (U) e A, UNV #0}

C>°—atlas (odn. analiticki atlas) na V. V se s pripadnom C'*°—strukturom (odn. analitickom
strukturom) zove otvorena podmnogostrukost od M.

(3) Nekasu (M, .A)i(N,B)C>®—mnogostrukosti (odn. analiticke mnogostrukosti), dim M = m,
dim N = n. Neka je

C={(Ux Vi xp) (Ur)eA (Vip) € B},

pri cemu je (¢ X ¢)(x,y) = (Y(x),¢(y)), z € U, y € V. Tada je C (m + n)—dimenzionalni
C*°—atlas (odn. analiticki atlas) na M x N. S pripadnom C'*—strukturom (odn. analitickom
strukturom) M x N se zove produkt mnogostrukosti M i N.

Za C*°—mnogostrukost M sa C*°(M) oznacavamo skup svih C*°—funkcija f : M — R. Uz
operacije po tockama C'*°(M) je komutativna unitalna algebra. Tangencijalni vektor na mno-
gostrukost M u tocki p € M je linearan funkcional X : C*°(M) — R sa svojstvom

X(fg)=X(flglp) + f(p)X(g)  Vf,geCT(M).

Skup svih tangencijalnih vektora na mnogostrukost M u tocki p oznacavamo sa T,(M). To je
oCito potprostor realnog prostora C°(M)*. Zove se tangencijalni prostor na mnogostrukost M
u tocki p.

Lako se vidi da vrijedi X(f) = 0 za svaki X € T,(M) i za svaku konstantnu funkciju f na
mnogostrukosti M.

Lema 1.2.1. Ako se funkcije f,g € C*°(M) podudaraju na nekoj okolini tocke p € M onda je
X(f)=X(g) VX € T,(M). Posebno, ako je funkcija f konstantna na nekoj okolini tocke p € M,
onda je X(f) =0VX € T,(M).

Ovo svojstvo lokalnosti tangencijalnih vektora omoguéuje nam da identificiramo tangencijalne
prostore na M i na otvorenu podmnogostrukost U u svakoj tocki p € U :

Propozicija 1.2.2. Neka je U otvorena podmnogostrukost mnogostrukosti M i neka je p € U. Za
X € T,(U) definiramo X : C*(M) — R ovako:

X(f) =X(fl),  feC=(M).
Tada je X — X izomorfizam prostora T,(U) na prostor T,(M).

Neka je € > 0 i neka je 0 : (—e,&) — M C*°—preslikavanje takvo da je o(0) = p. Tada se o
zove glatka krivulja kroz tocku p. Definiramo tada V, : C*°(M) — R sa

Voi=Sfe) . fec¥(n)

t=0

Tada je V, € T,(M) i zove se tangencijalni vektor na krivulju ¢ u tocki p. Pomocu teorema
egzistencije za sisteme obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda nije tesko dokazati da vrijedi:
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Teorem 1.2.3. Neka je M C°°—mnogostrukost i p € M. Tada vrijeds:
T,(M) = {V,; o je glatka krivulja kroz tocku p}.
Neka je sada (U, 1)) karta na n—dimenzionalnoj mnogostrukosti M i p € M. Neka su
T1,T2, ..., Ty U — R
koordinatne funkcije preslikavanja  :

¥(q) = (21(q), 22(q), - .., xnlq)), g€ U.

Neka je {e1, e, ..., e,} standardna baza od R". Za neki ¢ > 0 mozemo definirati glatke krivulje
01,092, ...,0, : (—e,&) — M kroz tocku p :

oi(t) = V™ (W(p) + tey).

Za pripadne tangencijalne vektore upotrebljavamo oznake

(aa ) e
€X; p

Lema 1.2.4. Uz uwvedene oznake za proizvoljnu glatku krivulju o kroz tocku p vrijeds

i = R0 (5r) 1 recmon

Odatle i iz teorema 1.2.3. neposredno slijedi:

Teorem 1.2.5. Neka je M n—dimenzionalna mnogostrukost, (U,1) karta na M, x1,xs, ..., x,
koordinatne funkcije prelikavanja v i p € U. Tada je

(), G2, 2

baza realnog vektorskog prostora T,(M). Posebno, dim T,(M) = dim M.

Neka je V' realan konaénodimenzionalan vektorski prostor i neka je {ej,...,e,} baza od V.
Neka je b : V. — R" preslikavanje koje svakom vektoru v € V pridruzuje n—torku njegovih
koordinata u odabranoj bazi:

v=>Y wme = )= (11,...,3)
=1

Tada je v izomorfizam, dakle i homeomorfizam sa V' na R™. Prema tome, (V, ) je karta na V' i
{(V,%)} je atlas na V. C*°—struktura na V koja sadrzi taj atlas (tj. kartu (V1)) ne ovisi o izboru
baze, budué¢i da su koordinate vektora u jednoj bazi linearne funkcije koordinata tog vektora u
drugoj bazi.

Vidjet ¢emo sada da se tangencijalni prostor T,(V) za svaki v € V prirodno identificira sa
samim prostorom V. Naime, za w € V definiramo o,, : R — V ovako:

ow(t) = v+ tw, teR.
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Tada je o, glatka krivulja u mnogostrukosti V' kroz tocku v. Pripadni tangencijalni vektor
Vi € T,(V) oznacimo sa A(w) :

d
Alw)f = =f(v+tw)| feCc=(M).
dt =0
Tada je A : V. — T,(V) linearno preslikavanje. Za izabranu bazu {ey,...,e,} i pripadnu kartu
(V,4) oznac¢imo sa x1, ..., z, koordinatne funkcije:
@Z)(U) = ([L‘l(U),...,l'n(U)), ueV.
Drugim rije¢ima, {x1, ..., z,} je dualna baza u dualnom prostoru V* u odnosu na bazu {ey, ..., e, }

u prostoru V. Jednostavan racun pokazuje da vrijedi

A(ei):(ai‘) , 1=1,...,n.

Dakle, operator A prevodi bazu {ey,...,e,} prostora V u bazu i R, 0 tan-
ory /), o, ),

gencijalnog prostora T,(V). To pokazuje da je A : V — T,(V) izomorfizam vektorskih prostora.
Pomocu tog izomorfizma mozemo identificirati prostor V' s tangencijalnim prostorom 7,(V"). Dakle,
vektor w € V identificira se s tangencijalnim vektorom

d x
f— af(v—ktw) , fe (V).

=0
Neka su M i N diferencijalne mnogostrukosti i & : M — N C*—preslikavanje. Za p € M
definiramo Tp,(®) : T,(M) — To@) (V) sa
[T(@)X](f) =X (fo®), [feC™(N), XeT,(M).

Tada je T,(P) linearan operator i zove se diferencijal preslikavanja ¢ u tocki p. Ako su
T1,Ta,. .., Ty koordinatne funkcije za neku kartu (U, 1) od M oko tocke p i y1,ys, ..., y, koordi-
natne funkcije za neku kartu (V) od N oko tocke ®(p), takvu da je ®(U) C V, onda operator
T,(®) djeluje na sljedeéi nacin:

m

0 =< 0 0
Tp((p)zal (@) :ZZO&Z (@) (y]Of) (@) s 1,09, ...,0ny € R.
i=1 tp =1 =1 t/p 77/ ®(p)

Drugim rije¢ima, matrica operatora 7,,(®) u paru baza

{(3—331)p’ (3—332)1,"“’ (%)p} prostora  T,(M)

)y (o), ()

o N N prostora  Tg(y)(N)
{ (ayl q>(p) ayQ ‘b(p) ayn <I>(p) ‘P(p)

je upravo Jacobijeva matrica preslikavanja ¢ o ® o 1)1,

Propozicija 1.2.6. Neka su L, M + N C*®°—mnogostrukosti i neka su V: L — M i ®: M — N
C>®—preslikavanja. Tada je ® oV : L - N C*®—preslikavanje i da za svaku tocku p € L vrijedi
Ty(® o W) = Ty (P)T,(¥).
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Korolar 1.2.7. Ako je ® : M — N difeomorfizam onda je dim M = dim N.

Podmnogostrukost mnogostrukosti M je podskup N C M koji ima svoju C*—strukturu
koja je takva da inkluzija i : N — M zadovoljava:

(1) i je C*°—preslikavanje;
(i) T,(i) : T,(N) — T,(M) je injekcija ¥p € N.

Posebno, svaka otvorena podmnogostrukost je podmnogostrukost.

Za mnogostrukost M definiramo

T(M) = | J T,(M) (disjunktna unija)
peEM
i neka je m : T'(M) — M preslikavanje definirano sa 7(7,(M)) = {p}. Neka je A C*°—struktura

mnogostrukosti M. Za § € A piSemo { = (Ug, )¢) i neka su xﬁ,...,x% : Us — R pripadne

koordinatne funkcije: e(p) = (25(p), ..., 25(p)), p € Ue. Za € € A definiramo preslikavanje
e o (Ug) — R*

na sljede¢i nacin:
n

: . 0
Ue(v) = (25(p), ..., 25(p), v1, - -, Up) akoje peUs i v= qui (8—) e T,(M).

x
i=1 p
Za ¢ € A neka je 7¢ skup svih podskupova od 7= (U;) C T'(M) oblika \I/gl(W), gdje je W otvoren
podskup od 1¢(Ug) x R™. Neka je 7 unija svih skupova 7¢, £ € A. Pokazuje se da je 7 baza

topologije s kojom T'(M) postaje Hausdorffov topoloski prostor s prebrojivom bazom topologije i
preslikavanje 7 : T'(M) — M je neprekidno. Nadalje, direktno se provjerava da je

{(m 1 (Ug), ¥e); € € A}

C*>—atlas na T'(M). Na taj nac¢in T(M) postaje 2n—dimenzionalna C'*°—mnogostrukost. Tada
je preslikavanje 7 : T(M) — M klase C'*°.

Vektorsko polje na mnogostrukosti M je svako C'°—preslikavanje X : M — T(M), p — X,
takvo da je X, € T,(M) Vp € M. Skup svih vektorskih polja oznacavamo sa X (M); to je realan
vektorski prostor uz operacije po tockama:

(aX), = aX,, (X+Y),=X,+Y, acR, X, YeXM), peM.
Stovise, X' (M) je unitalni C*°(M)—modul uz mnozenje elemenata iz X' (M) funkcijama iz C>°(M)
definirano takoder po tockama:
(fX)p=fp)Xp,  feCTM), XeX(M)

Liejeva algebra Der(C*°(M)) svih derivacija algebre C*°(M) je unitalni C*°(M)—modul uz

operaciju mnozenja definiranu sa
(fD)g = fDg,  f,ge€C*(M), D e Der(C™(M)).
Teorem 1.2.8. Za X € X(M) definiramo X : C*(M) — C*(M) sa

[X(Nlp) = X,(f),  feC¥(M), peM.
Tada je X +— X izomorfizam C>®(M)—modula X (M) na C>(M)—modul Der(C>(M)).

Preslikavanje X +— X iz teorema 1.2.8. upotrebljavamo kao identifikaciju. Dakle, vektorska
polja na mnogostrukosti M su derivacije algebre C*°(M). Za tako shvaceno vektorsko polje X i
za p € M, pripadni tangencijalni vektor X, € T,(M) definiran je sa X, f = (X f)(p), f € C™(M).
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1.2.2 Liejeve grupe
Liejeva grupa je skup G sa svojstvima:
(1) G je grupa.
(17) G je diferencijalna mnogostrukost.

(i17) (x,y) — 2y~ ! je C>°—preslikavanje sa G' x G u G.

Naravno, tada je mnozenje (z,y) — zy C—preslikavanje sa G x G u G, a invertiranje x — x~! je

difeomorfizam sa G na G. Vazna je ¢injenica da na svakoj Liejevoj grupi postoji prirodna struktura
analiticke mnogostrukosti:

Teorem 1.2.9. Neka je G Liejeva grupa. C™°—struktura mnogostrukosti G sadrzi jedinstvenu
analiticku strukturu takvu da je preslikavange (x,y) — zy~' sa G x G u G analiticko.

Neka je A kona¢nodimenzionalna realna unitalna algebra i neka je G = A* grupa njenih
invertibilnih elemenata. Element x € A je invertibilan ako i samo ako je regularan operator A,
lijevog mnozenja sa x : A,y = xy, y € A. Dakle,

G ={x € A; det(\,) # 0}.

To pokazuje da je G otvoren podskup od A. Kao vektorski prostor A je diferencijalna mno-
gostrukost. Dakle i G je diferencijalna mnogostrukost (otvorena podmnogostrukost od A).

Prema razmatranjima u prethodnom odjeljku 3.1. za bilo koju tocku =z € GG tangencijalni pros-
tor T,(G) identificira se s tangencijalnim prostorom T).(A), a ovaj se opet s vektorskim prostorom
A. Identifikacija A sa T, (G) identificira element y € A s tangencijalnim vektorom iz T, (G) danim
sa 1

fr Ef(:p—kty) , feC®(@G).
t=0

Posebno je vazan slucaj algebre L(V') svih linearnih operatora na kona¢nodimenzionalnom real-
nom vektorskom prostoru V. Dakle, GL(V') je Liejeva grupa i za = € GL(V') tangencijalni prostor
T,.(GL(V)) identificira se s prostorom L(V'). Izomorfna je Liejeva grupa GL(n,R) svih regularnih
kvadratnih matrica n—tog reda. Njen tangencijalni prostor u tocki = € GL(n,R) identificira se s
prostorom M, (R) svih kvadratnih matrica n—tog reda.

Za svaki element = Liejeve grupe G preslikavanja pomaka A, p, : G — G definirana sa

() =ay,  po(y)=ya™', yeq,

su analiticki difeomorfizmi sa G na G i vrijedi A\, o Ay = Ay 1 py 0 p, = psy. Vektorsko polje
X € X(G) zove se lijevoinvarijantno ako vrijedi

T, (M) Xy = Xoy Va,y € G.
Neka je g potprostor od X' (G) svih lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G.

Propozicija 1.2.10. g je Liejeva podalgebra Liejeve algebre Der(C™(G)) = X (G) svih vektorskih
polja na G.

Liejeva algebra g se zove Liejeva algebra Liejeve grupe G.
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Propozicija 1.2.11. Neka je e jedinica u Liejevoj grupi G. Preslikavanje X — X, je izomorfizam
vektorskih prostora sa g na T.(G).

[zomorfizam iz propozicije 1.2.11. upotrebljava se kao identifikacija. Dakle, Liejeva algebra g
Liejeve grupe G identificira se s tangencijalnim prostorom 7.(G) na G u jedinici e. Komutator
[X,Y] elemenata Liejeve algebre T,.(G) definiran je zaobilazno: dobiva se tako da najprije X i YV
shvatimo kao lijevoinvarijantna vektorska polja, zatim izracunamo komutator tih dviju derivacija
algebre C*(G) i rezultat ponovo shva¢amo kao element od T.(G). Daljnje definicije i konstrukcije
dovest ¢e nas do direktne formule za komutator [X,Y] € T.(G) elemenata X, Y € T,(G).

Razmotrimo opet primjer kona¢nodimenzionalne realne unitalne algebre A. Grupa G svih
njenih invertibilnih elemenata je Liejeva grupa. Njena Liejeva algebra g identificira se s tangenci-
jalnim prostorom T,.(G) na G u jedinici e, a ovaj se identificira s prostorom .A.

Propozicija 1.2.12. Pri opisanoj identifikaciji g sa A komutator [z, y| u Liejevoj algebri g jednak
je xy —yx u algebri A.

Prema tome Liejeva algebra Liejeve grupe GL(V') (odnosno, Liejeve grupe GL(n,R)) identifi-
cira se s Liejevom algebrom gl(V') (odnosno, s Liejevom algebrom gl(n, R)).

Neka su sada G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g i . Preslikavanje ¢ : G — H zove
se Liejev homomorfizam ako je to homomorfizam grupa i analiticko preslikavanje.

Propozicija 1.2.13. Neka je ¢ : G — H Liejev homomorfizam. Tada je T.(p) homomorfizam
Liejeve algebre T.(G) = g u Liejevu algebru T,(H) = b.

Za element z Liejeve grupe G definiramo preslikavanje Int(z) : G — G sa
Int(z) = Az © pr = pr © Ag, t]. (Int(x))(y) = zyz ", y € G.

Ocito je Int(x) Liejev homomorfizam sa G'u G. Homomorfizam Int(x~!) je inverzno preslikavanje
od Int(z). Prema tome, svaki Int(z) je automorfizam grupe G i analiticki difeomorfizam mno-
gostrukosti G. Dakle, preslikavanje Ad(z) = T.(Int(x)) je regularan operator na Liejevoj algebri
T.(G) = g, tj. Ad(z) € GL(g). Lako se vidi:

Propozicija 1.2.14. Preslikavanje Ad : G — GL(g) je Liejev homomorfizam.

Neka je sada ¢ : G — H Liejev homomorfizam Liejevih grupa G i H s Liejevim algebrama
g="T.(G)ibh=T.(H). Radi preciznosti preslikavanja Int i Ad za grupe G i H oznatavamo sa
Intg i Adg, te sa Inty 1 Ady. Za x,y € G je

o((Intg(x))(y) = elzyz™t) = p(x)e(y)e(r) ™" = (Intg(o(x)))(e(y)).

Dakle,
polntg(z) = Intg(e(x)) o p,
pa slijedi
Te(p)Te(Intg(x)) = Te(Inty(p(x)))Te(p).

Prema tome:

Propozicija 1.2.15. Neka je ¢ : G — H Liejev homomorfizam. Tada za svaku tocku x € G
vrijeds
Te(p)Adg(z) = Adu(p(2))Te(p)-
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Jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G je Liejev homomorfizam ¢ : R — G.
Posebno, ¢ je glatka krivulja kroz e, pa je V,, € T.(G) = g. Dokaz sljedeceg fundamentalnog
teorem iz teorije Liejevih grupa temelji se na teoremu egzistencije i jedinstvenosti za sisteme
obi¢nih linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Teorem 1.2.16. Za svaki X € g postoji jedinstvena jednoparametarska podgrupa px Liejeve grupe
G takva da je X = V. Preslikavanje (X,t) — ¢x(t) sa g x R u G je analiticko.

Uz oznake iz teorema 1.2.16. definiramo eksponencijalno preslikavanje exp : g — G sa
exp X = px(1), X eg=T.(G).
Lako se vidi da je tada
ox(t) =exp tX VieR i Xeg.

Razmotrimo posebno Liejevu grupu G = A* za kona¢nodimenzionalnu realnu unitalnu algebru
A. Njenu smo Liejevu algebru identificirali s Liejevom algebrom A dobivenom iz asocijativne
algebre A zadavanjem komutatora [x,y] = xy — yx, z,y € A. Element = € A identificira se s
tangencijalnim vektorom na G u jedinici e = 14 zadanim sa

d
f = —fle+tx) feCc>(q).
dt =0
Neka je z € A. Tada je ocito
t? t3
p:t — e —e+t:v—|—5x —I—gx—k t e R,

jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G.

Propozicija 1.2.17. Uz gornje oznake je V, = x, tj. za svaku funkciju f € C*(G) vrijedi

gf e+t:c—|—t2—|—
dt 2!

Prema tome, u slucaju G = A* eksponencijalno preslikavanje dano je sa

exp T Zi' , x € A

=0

(e+tx)
t=0

Tt

t=0

Posebno to vrijedi za Liejevu grupu G = GL(V) i njenu Liejevu algebru gli(V'), gdje je V' kona-
¢nodimenzionalan realan vektorski prostor, a takoder i za Liejevu grupu GL(n,R) i njenu Liejevu
algebru gl(n,R).

Vazno svojstvo eksponencijalnog preslikavanja je analiticnost i lokalna difeomorfnost:

Teorem 1.2.18. Neka je G Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Postoje otvorena okolina U
nule u g i otvorena okolina V' jedinice u G takve da je restrikcija exp |U analiticki difeomorfizam
sa U naV.

Jednostavna posljedica je:

Korolar 1.2.19. Neka je G Liejeva grupa i@ g njena Liejeva algebra. Tada je komponenta
povezanosti jedinice Gy u grupi G genmerirana skupom exp g = {exp X; X € g}. Stovise, za
svaku otvorenu okolinu U nule u g podgrupa Gy generirana je sa exp U :

Go = {(exp X1)(exp Xa)---(exp X,,); n €N, Xy, Xo,..., X, € U}.
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Iz teorema 1.2.18. izvodi se i sljedeci netrivijalni rezultat:

Teorem 1.2.20. Neka su G i@ H Liejeve grupe v ¢ : G — H neprekidni homomorfizam grupa.
Tada je @ Liejev homomorfizam.

Neka je sada ¢ : G — H Liejev homomorfizam i neka su g i § Liejeve algebre Liejevih
grupa G i H. Eksponencijalna preslikavanja g — G i h — H oznacimo sa expg i expy . Za
X € g preslikavanje t — exp tX je jedinstvena jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G s
tangencijalnim vektorom u jedinici e = eg jednakim X. Kompozicijom tog preslikavanja s Liejevim
homomorfizmom v dobivamo jednoparametarsku podgrupu ¢ — 1 (exp,tX) u Liejevoj grupi H.
Pripadni tangencijalni vektor u jedinici e = ey grupe H na bilo koju funkciju g € C*°(H) djeluje
ovako:

go)(expatX)| = X(gov) = [Te(¥)X](9).

t=0

d
g Eg(w(exthX)) = E(

t=0
Zbog jedinstvenosti u teoremu 1.2.16. i zbog propozicije 1.2.17. dobivamo da je

expy tT ()X = ¢Y(exps tX), teR, X eg="T.(G).
Dakle,

Propozicija 1.2.21. Ako je ¢y : G — H Liejev homomorfizam onda je

U(expg X) = expy Te () X
za svaki X iz Liejeve algebre g Liejeve grupe G.

Propozicija 1.2.22. Neka je G Liejeva grupa, g = T.(G) njena Liejeva algebra. Za X € g
oznacimo sa X jedinstveno lijevoinvarijantno vektorsko polje na G takvo da je X, = X. Tada
vrigedi
. qr
(X”f)(:pexth):@f(xexth), Xeg, neN, zeG.

H C G zove se Liejeva podgrupa Liejeve grupe G ako je to podgrupa koja je ujedno podmno-
gostrukost; dakle, H ima svoju strukturu mnogostrukosti takvu da je to Liejeva grupa, inkluzija
t : H — G je Liejev homomorfizam i pripadni homomorfizam Liejevih algebri T.(¢) : h — ¢
injektivan. Tada se pomoc¢u T,(¢) Liejeva algebra b identificira s Liejevom podalgebrom Liejeve
algebre g.

Teorem 1.2.23. Neka je G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je b Liejeva podalgebra
od g. Postoji jedinstvena povezana Liejeva podgrupa H od G ¢ija je Liejeva algebra jednaka b.

Ovaj se teorem dokazuje tako da se promatra skup exp h C G i za H se uzme podgrupa
generirana tim skupom. C*°—strukturu u H uvedemo najprije na okolinu jedinice pomocu exp [b,
a zatim pomacima i na cijelu grupu H.

Teorem 1.2.24. (Elie Cartan) Neka je G Liejeva grupa i H zatvorena podgrupa. Tada je H
Liejeva podgrupa od G.

Za dokaz ovog teorema najprije se pokaze da je
h={X e€g; exptX € HVteR}

Liejeva podalgebra od g, a zatim da je exp b okolina jedinice u grupi H.
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Neka je i dalje G Liejeva grupa i g = 7.(G) njena Liejeva algebra. Iz Liejevog homomorfizma
Ad : G — GL(g) dobivamo homomorfizam Liejevih algebri T,(Ad) : g — gl(g). Najavljena
formula, koja daje komutator elemenata X,Y € g = T.(G) bez koristenja njihova prosirenja do
lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G, je

(Te(Ad>X)(Y> = [X7Y]7 X,Y Eg:Te(G)'
Drugim rije¢ima:
Teorem 1.2.25. Za Liejevu grupu G i njenu Liejevu algebru g = T.(G) vrijedi T.(Ad) = ad.

Ako je G topoloska grupa i H njena zatvorena podgrupa, tada je skup desnih H—klasa
M = G/H = {gH; g € G} s kvocijentnom topologijom Hausdorffov topoloski prostor, koji je
lokalno kompaktan ako je grupa G lokalno kompaktna.

Teorem 1.2.26. Neka je G Liejeva grupa i H njena zatvorena podgrupa. Nadalje, neka je g
Liejeva algebra od G i b njena Liejeva podalgebra koja odgovara zatvorenoj podgrupi H :

h={X eg; exptX € H Vt € R}.

Na kvocijentnom prostoru M = G/ H postoji jedinstvena struktura C—mmnogostrukosti (odnosno,
analiticke mnogostrukosti) takva da je (g, m) — gm, g € G, m € M, C*®°—preslikavanje (odnosno,
analiticko preslikavange) sa G x M u M. Ako je podgrupa H normalna, kvocijentna grupa G/H s
tom strukturom je Liejeva grupa. Nadalje, tada je by ideal v Liejevoy algebri g i kvocijentna Liejeva
algebra g/b prirodno se identificira s Liejevom algebrom Liejeve grupe G/ H.

Analiticka struktura (a time i C'°—struktura) na kvocijentnom prostoru M = G/H u prethod-
nom teoremu dobiva se pomoc¢u eksponencijalnog preslikavanja. Pokazuje se da je preslikavanje
eXpgp : X +bH— (exp X)H sa g/h u M dobro definirano i njegova restrikcija na neku otvorenu
okolinu V' nule u g/h je homeomorfizam sa V' na otvorenu okolinu U tocke H = eH prostora M.
Tada inverzno preslikavanje (exp, /b |V)~! komponirano s koordinatizacijom vektorskog prostora
g/b definira kartu na M. Iz te karte pomakom na M dobivamo kartu oko svake tocke gH € M.
Pokazuje se da je na taj nacin dobiven analiticki atlas na M, i za pripadnu analiticku strukturu
(g,m) — gm je analiticko preslikavanje sa G x M u M.

Primjeri 1. Ve¢ smo spomenuli Liejevu grupu G'L(n,R) i njenu Liejevu algebru koja se
identificira sa gl(n,R) tako da je eksponencijalno preslikavanje exp : gl(n,R) — GL(n,R) upravo
obi¢no eksponenciranje matrica A — e*. Analogno je GL(n, C) Liejeva grupa s Liejevom algebrom
gl(n, C), koja se ovdje promatra kao realna Liejeva algebra.

Primjer 2. Ako je F ili R ili C onda je
SL(n,F)={A € GL(n,F); det A =1}

zatvorena podgrupa od F'L(n,F), dakle, po Cartanovom teoremu 1.2.24. to je Liejeva grupa. Njena
se Liejeva algebra identificira sa sljedecom Liejevom podalgebrom od gl(n,F) :

sl(n,F) = {A € gl(n,F); ¢! € SL(n,F) Vt € R}.
Kako je det e = e™ P za svaku kvadratnu matricu B, dobivamo

sl(n,F) = {A € gl(n,F); Tr A= 0}.
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Niz primjera dobivamo promatranjem nedegeneriranih bilinearnih formi na prostoru
F" = M, 1(F). Neka je (-|-) oznaka za standardnu nedegeneriranu simetri¢nu bilinearnu formu

na " :
(zly) = szyz
i=1
Tada su bilinearne forme B na F™ u bijekciji s matricama H € M, (F) : veza je
B(z,y) = (Hzx|y), xz,y € F"

Grupa G = GL(n,F) djeluje na vektorskom prostoru svih bilinearnih formi na F" : element g € G
salje formu B u formu BY zadanu sa

BY(z,y) = B(gv,gy), =,y €F"

To je desno djelovanje: vrijedi B9 = (Bg)g,. Ako pri gornjoj korespondenciji formi B odgo-
vara matrica H, onda se lako vidi da formi BY odgovara matrica ¢'Hg, pri cemu je ¢g' oznaka
za transponiranu matricu matrice g. Posebno, element g € G cuva formu B ako i samo ako je
‘Hg=H
giig = 1.

Na C™ mozemo pored simetri¢nih promatrati i hermitske forme B. Pomoéu standardnog
skalarnog produkta (- |-) na C",

(l’|y) = szgza z,y € Cna
i=1

hermitske forme su na analogan nacin kao i malo prije u bijekciji s hermitskim matricama H. No
u ovom je slucaju djelovanje g € G dano sa H — ¢*Hg, gdje je ¢* adjungirana matrica matrice g.

Primjer 3. Neka je B nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma na C". Tada se moze
izabrati baza od C" u kojoj je matrica forme B jedini¢na matrica [ = I,,. Dakle, g € G ¢uva
formu B ako i samo ako je g'g = I. To je zatvorena podgrupa od GL(n,C), dakle, Liejeva grupa.
Ona se oznacava sa O(n,C). Njena je Liejeva algebra

o(n,C) = {A € gl(n,C); e € O(n,C) Vt € ]R} = {A € gl(n,C); A" = —A} ,
dakle, to je Liejeva algebra svih komleksnih antisimetricnih matrica n x n.

Primjer 4. SO(n,C) = O(n,C) N SL(n,C) je Liejeva grupa (to je zatvorena podgrupa od
O(n,C) i zatvorena podgrupa od SL(n,C)), a kako svaka antisimetricna matrica ima trag 0,
njena se Liejeva algebra podudara s Liejevom algebrom o(n, C). Sada iz korolara 1.2.19. slijedi da
grupa SO(n, C) sadrzi komponentu povezanosti grupa O(n, C), tj. SO(n,C) je otvorena podgrupa
od O(n,C). Nije tesko vidjeti da je stvarno SO(n,C) komponenta povezanosti grupe O(n,C)
i da grupa O(n,C) ima dvije komponente povezanosti; ona druga komponenta povezanosti je
{g € O(n,C); det g = —1}.

Primjer 5. Ako je B simetricna nedegenerirana bilinearna forma na R™, i ako ona ima
signaturu (p,q) (p + g = n) onda ona u nekoj bazi ima matricu

_ [p Op,q
Hp’q N { Oq,p —1 ] '

q
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Pripadna Liejeva grupa sastoji se od svih matrica ¢ € GL(n,R) sa svojstvom ¢'H,,g = Hp, i
oznacava se sa O(p, q). Njena je Liejeva algebra

5 1 BieMR). B =B
o(p,q) = {A € gl(n,R); A" = —H, AH,,} = [ B1 33 ] ; By e My(R), By =—B,
3 D2
By € Mp,q(R)

Posebno, O(n) = O(n,0) je grupa svih realnih ortogonalnih matrica i to je kompaktna grupa, a
njena se Liejeva algebra o(n) sastoji od svih simetri¢nih realnih matrica n x n.

Primjer 6. Opet je SO(p,q) otvorena podgrupa od O(p,q) s istom Liejevom algebrom.
Medutim, ako je p > 01 ¢ > 0, onda grupa SO(p, q) ima dvije, a grupa O(p, q) Cetiri komponente
povezanosti. No ako je p = n i ¢ = 0, kompektna grupa SO(n) = SO(n,0) je povezana, a grupa
O(n) ima dvije komponente povezanosti.

Primjer 7. Promatrajmo sada nedegeneriranu hermitsku formu na C" sa signaturom (p, q),
p+q = n. Tada je u zgodno odabranoj bazi matrica te forme opet H, , i dobivamo Liejevu grupu

U(p,q) ={9 € GL(n,C); g"Hpq9 = Hpq}

s Liejevom algebrom

Cl 03 Cl € MP(C>7 ik - _Cl
u(p,q) ={Acgl(n,C); A" =—-H,,AH, .} = { Cr Oy } ; Oy € Mq(((:)a) 5 = —Cy
Cs € Mp,q C

Pokazuje se da je grupa U(p,q) povezana. U(n) = U(n,0) je kompaktna grupa svih unitarnih
matrica n X n, a njena se Liejeva algebra u(n) sastoji od svih antihermitskih matrica n x n.

Primjer 8. SU(p,q) = U(p,q) N SL(n,C) je povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom

su(p,q) = {A €u(p,q); TrA=0} = H g; gj ] € u(p, q); Tr Oy + Tr C, ZO}.

Posebno, SU(n) = SU(n,0) je kompaktna povezana Liejeva grupa i njena Liejeva algebra su(n)
sastoji se od svih antihermitskih n x n matrica s tragom 0.

Primjer 9. Nedegenerirana bilinearna antisimetricka forma zove se simplekticka forma.
Takve postoje samo na parnodimenzionalnim prostorima. Liejeva grupa koja ostavlja invarijant-
nom takvu formu na C?" uz zgodno odabranu bazu je simplekticka grupa

Sp(n’C) - {g € GL(an (c)a gtJan = J2n}> gdje je Jon = |: " ; :|

—-I, 0
s Liejevom algebrom

5p(n’ C) _ {A c g[(2n, C), Al — JQnAJ2n} _ {[ Cy Cy :| : C1,Cy,Cs € Mn(C) }

Cg —C{ Cé == CQ, Cg == 03

Grupa Sp(n, C) povezana je i sadrzana u SL(2n,C).
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Primjer 10. Realna simplekticka grupa je povezana grupa Sp(n,R) = Sp(n, C)NGL(2n,R) :

Sp(n,R) = {g € GL(2n,R); g'Jong = Jzn} C SL(2n,R).

Njena je Liejeva algebra

sp(n,R) = {A € gI(2n,R); A’ = Jo, AJy,} = H B B ] . B, By, By € My(R) }

B; —B! B. = B,, Bt = Bj
Pokazuje se da je grupa Sp(n,R) N U(2n) izomorfna grupi U(n).
U sljedeca dva primjera definiraju se grupe koje ¢uvaju po dvije forme.

Primjer 11. Definiramo za p,q € Z, definiramo Liejevu grupu

I, 0 0 0

) . 0 I, 0 0

Sp(p,q) ={9 € Sp(p + ¢ C); 9" K9 = Ky, gdicje Kpyu=1 o o _;
p

0 0 0 I

Liejeva grupa Sp(p, q) je povezana i njena je Liejeva algebra
sp(p,q) ={A €sp(p +¢,C); A" = —K, ,AK, ,} =

Ch1, Ci3 € My(C),
Caa, Coy € M,y(C),
; Cha, Cia € M, 4(C),
Ct = —Chu, Ciy = Chs,
Oy = —Cy Cfy = Oy

011 012 013 CY14
Ci, C»n Oy Oy

_013 g14 611 _912
Cty —Cau —Ciy Oy

Grupa Sp(n) = Sp(n,0) je kompaktna:
Sp(n) ={g € Sp(n,C); g*g = Ir,} = Sp(n,C) NU(2n).

Njena je Liejeva algebra

. Ci Gy C1LCye My(C
) = (A0 4= -y ={| & 2] Qe

Pokazuje se da je grupa SO(2n) N Sp(n) izomorfna grupi U(n) i da je grupa Sp(p,q) NU(2p + 2q)
izomorfna direktnom produktu Sp(p) x Sp(q).

Primjer 12. Za n € N definiramo Liejevu grupu
SO*(2n) = {g € SO2n,C); g*Jong = Jon}.
To je povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom

50"(2n) = {A € 0(2n,C); A" = Jo, Ay, } = { [ ¢ ] ; C1, G2 € My (), } :

—62 61 C{ = —01, C; = 02
Pokazuje se da je grupa SO*(2n) N U(2n) izomorfna grupi U(n). Nadalje, vrijedi

SO*(2n)NU((2n) = SO(2n) N Sp(n,C) = SO(2n) N Sp(n).
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Primjer 13. Definiramo povezanu Liejevu grupu SU*(2n) svih g € SL(2n, C) koje komutiraju
s antilinearnim operatorom na C*" zadanim sa

(217 ceey Bny Rndly e Z?n) = (En+1, s 5227’” _Ela sty _Zn)

Njena je Liejeva algebra

5u*(2n> o gl gQ X Cl) 02 € Mi((c%
- —02 01 ’ TI"Cl—f-TTCl:O '

Vrijedi SU*(2n) N U(2n) = Sp(n).

Primjer 14. Za F = C ili F = R definiramo Liejevu grupu B(n,F) svih gornje trokutastih
matrica u GL(n,F). Njena je Liejeva algebra b(n, F) skup svih gornje trokutastih matrica u M, (F).
Grupa B(n,C) je povezana, a grupa B(n,R) ima 2" komponenata povezanosti.

Primjer 15. N(n,F) je povezana grupa svih unipotentnih matrica u B(n,F), tj. grupa svih
gornje trokutastih matrica s jedinicama na dijagonali. Njena je Liejeva algebra n(n,F) skup svih
striktno gornje trokutastih matrica.

Neka su X i Y topoloski prostori. Preslikavanje f : Y — X zove se natkrivanje ako je f
lokalni homeomorfizam, tj. svaka tocka y € Y ima otvorenu okolinu V' takvu da je f(V') otvoren
podskup od X i restrikcija F'|V je homeomorfizam sa V' na f(V), i ako svaka tocka z € X ima
povezanu otvorenu okolinu U, koja je pravilno natkrivena s preslikavanjem f, tj. restrikcija f|V
na svaku komponentu povezanosti V' skupa f~1(U) je homeomorfizam sa V na U. Natkrivajuéi
prostor ili natkrivaé topoloskog prostora X je ureden par (Y, f), gdje je Y topoloski prostor, a
f Y — X je natkrivanje.

Teorem 1.2.27. Ako je X diferencijalna (odnosno, analiticka) mnogostrukosti f 1 Y — X natkri-
vanje, onda na'Y postoji jedinstvena struktura diferencijalne (odnosno, analiticke) mnogostrukosti,
takva da je preslikavange f klase C* (odnosno, analiticko).

Kad god imamo natkrivanje f : Y — X diferencijalne (odnosno, analiticke) mnogostrukosti,
podrazumijevat ¢emo da je prostor Y snabdjeven sa struktorom mnogostrukosti iz teoremal.2.27.

Natkrivanja f; : Y7 — X i fy : Y5 — X su ekvivalentna ako postoji neprekidna bijekcija
v Y] — Y, takvadaje fi = faop. Tada je ¢ homeomorfizam, a ako je X diferencijalna (odnosno,
analiticka) mnogostrukost, onda je ¢ difeomorfizam (odnosno, bianaliticko preslikavanje).

Za povezanu diferencijalnu mnogostrukost X kazemo da je jednostavno povezana, ako je
njena fundamentalna grupa trivijalna, odnosno, ako je svaka petlja u X homotopna tocki (pre-
ciznije, konstantnoj petlji).

Teorem 1.2.28. Neka je X povezana diferencijalna mnogostrukost.

(a) Postoji do na ekvivalenciju jedinstveno natkrivanje f . X — X takvo da je mnogostrukost
X jednostavno povezana.

(b) Neka je f:X — X kao u (a) i neka je f Y — X natkrivanje. Izaberimo x € X i ¥ €
[N (x). Za svaku tocku y € f~1(z) postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje ¢ : X —'Y
takvo da je f = f oy i p(Z) =y. Preslikavangje ¢ je natkrivange.

Natkrivanje f : X — X takvo da je mnogostrukost X jednostavno povezana zove se uni-
verzalno natkrivanje. Naziv dolazi od univerzalnog svojstva iskazanog u tvrdnji (b) teorema
1.2.28.: univerzalno natkrivanje povezane mnogostrukosti X natkriva svako natkrivanje od X.
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Neposredna je posljedica tvrdnje (b) teorema 1.2.28.:

Korolar 1.2.29. Neka je X povezana i jednostavno povezana diferencijalna (odnosno, analiticka)
mnogostrukost i neka je f Y — X natkrivanje. Tada je F difeomorfizam (odnosno, bianaliticka
bijekcija).

Posebno ¢e nas zanimati natkrivanja Liejevih grupa.

Teorem 1.2.30. Neka je G Liejeva grupa i f : G — G natkrivanje. Nadalje, neka je e jedinica u
grupi G i neka je ¢ € f~1(e). Tada na G postoji jedinstvena struktura grupe s jedinicom €, takva
da je f homomorfizam i da je G Liejeva grupa.

Uocimo da je u situaciji iz teorema 1.2.30. Ker f = f~Y(e) diskretan podskup od G, dakle, to
je diskretna normalna podgrupa od G. Vrijedi opcenitije:

Propozicija 1.2.31. Neka je ' diskretna podgrupa Liejeve grupe G. Tada je preslikavanje 7 :
G — G/JT, koje svakoj tocki g € G pridruzuje njenu desnu I'—klasu gI', natkrivanje.

Ako je u propoziciji 1.2.31. ' diskretna normalna podgrupa od G, onda je, naravno, 7 surjek-
tivni homomorfizam grupa. Nije tesko dokazati:

Propozicija 1.2.32. Ako je G povezana topoloska grupa i U diskretna normalna podgrupa od G,
onda je I' sadrzana u centru Z(G) grupe G.

Homomorfizam topoloskih grupa f : G — H zove se lokalni izomorfizam ako postoje
otvorene okoline U i V jedinica eg i ey u G i H takve da je restrikcija f|U homeomorfizam
sa U na V. Da bi neprekidni homomorfizam f : G — H bio lokalni izomorfizam dovoljno je pret-
postaviti da postoje otvorene okoline U iV od eg i ey u G i H takve da je restrikcija f|U bijekcija
sa U na V. Ako je grupa H povezana, slika Im f = K sadrzi okolinu jedinice V' u grupi H. No tada
za svaku tocku x € K vrijedi 2V C K, dakle, K je otvorena podgrupa od H. Svaka je otvorena
podgrupa i zatvorena, pa iz povezanosti od H slijedi H = K, tj. f je epimorfizam.

Neka je sada I' = Ker f. To je zatvorena normalna podgrupa od G i f inducira izomorfizam
topoloskih grupa G/T' — H. Ako je U otvorena okolina jedinice e u G takva da je restrikcija f|U
injektivna, tada je U N T" = {eg}, $to pokazuje da je podgrupa I' diskretna.

Propozicija 1.2.33. Neka su G i H Liejeve grupe i f : G — H lokalni izomorfizam. Tada je f
natkrivanje i ' = Ker f je diskretna normalna podgrupa od G, koja je centralna ako je grupa G (a
time i grupa H) povezana.

Neka su G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g = T.(G) i h = T.(H) i neka je f neprekidni
homomorfizam sa G u H. Prema teoremu 1.2.20. f je Liejev homomorfizam (tj. analiticko pres-
likavanje). Nadalje, prema propoziciji 1.2.13. njegov diferencijal T.(f) : g — b je homomorfizam
Liejevih algebri.

Teorem 1.2.34. Neka su G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g = T.(G) i h =T (H) i s
eksponencijalnim preslikavanjima exps : g — G i expy : b — H. Neka je f : G — H neprekidni
homomorfizam.

(a) foexpg = expyoT.(f).

(b) Ako je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri i ako je f o exps = expyop, onda je
o =T.(f).

(¢) Ako je g : H — K neprekidni homomorfizam Liejevih grupa i ¢ = T.(K), onda vrijedi
Te(go f) =Te(g) o Te(f)-
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Korolar 1.2.35. Uz oznake iz teorema 1.2.34. vrijedi:
(a) Im f = f(QG) je Liejeva podgrupa od H i njena je Liejeva algebra Im To(f) = To(f)g.
(b) Ako je grupa H povezana, onda je f surjekcija ako i samo ako je T.(f) surjekcija.
(¢) Ker f je zatvorena (dakle, Liejeva) podgrupa od G i Ker T,(f) je njena Liejeva algebra.
(d) T

d) T.(f) je injektivan operator ako i samo ako je homomorfizam f lokalno injektivan, tj. ako i

samo ako postoji okolina U jedinice e u G takva da je restrikcija f|U injektivna.

Korolar 1.2.36. Neka su f,g : G — H neprekidni homomorfizmi Liejevih grupa takvi da je
T.(f) = Te(g) @ neka je Gy komponenta povezanosti grupe G koja sadrzi jedinicu. Tada vrijedi

f|G0 = 9|G0-

Teorem 1.2.37. Neka su G i+ H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g @ b, i@ neka je o : g — b ho-
momorfizam Liejevih algebri. Ako je grupa G povezana i jednostavno povezana, postoji jedinstven
Liejev homomorfizam [ : G — H takav da je o = T.(f).

Iz teorema 1.2.37 i iz tvrdnje (¢) teorema 1.2.34. neposredno slijedi:

Korolar 1.2.38. Neka je G povezana i jednostavno povezana Liejeva grupa. Tada je f+— T.(f)
izomorfizam sa grupe Aut(G) svih Liejevih automorfizama od G na grupu Aut(g) svih automor-
fizama Liejeve algebre g.

Dobivene rezultate iskoristit ¢emo sada za kona¢nodimenzionalne reprezentacije Liejevih grupa
i Liejevih algebri. Pri tome kazemo da je m reprezentacija topoloske grupe G na konacno-
dimenzionalnom realnom ili kompleksnom vektorskom prostoru V., ako je m neprekidni homo-
morfizam grupe G u grupu GL(V). Ako je G Liejeva grupa, tada je preslikavanje 7 prema
teoremu 1.2.20. automatski analiticko. Liejeva algebra Liejeve grupe GL(V') identificira se sa
gl(V), uz eksponencijalno preslikavanje A +— e, A € gl(V). Prema propoziciji 1.2.13. tada je
T.(7) : g — gl(V) reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V.

Teorem 1.2.39. Neka je G povezana Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Nadalje, neka su m
1 p reprezentacije Liejeve grupe G na realnim ili kompleksnim konacnodimenzionalnim vektorskim
prostorima Vi W.

(a) Potprostor Vi od V je m—invarijantan ako i samo ako je Vi T.(m)—invarijantan.
(b) Reprezentacija w je ireducibilna ako 1 samo ako je reprezentacija T.(w) ireducibilna.

(¢) Reprezentacija m je potpuno reducibilna ako i samo ako je reprezentacija T.(mw) potpuno
reducibilna.

(d) Homg(V,W) = Homg(V,W).

(e) Ako je G jednostavno povezana, za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju o Liejeve
algebre g postoji jedinstvena reprezentacija w Liejeve grupe G na istom prostoru takva da je
T.(7) = 0.

Ako je 7 reprezentacija Liejeve grupe G na konacnodimenzionalnom realnom ili kompleksnom
vektorskom prostoru V, uobicajeno je da se pripadna reprezentacija T,(m) njene Liejeve algebre g
takoder oznacava sa w. Tada je

d
m(X) = aﬂ(exp tX) i mlexp X) =e™X), X eg.
t=0
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Za potprostor W od V' stavimo
Stabg(W) = {x € G; n(x)W =W}, Stabs(W) ={X € g; n(X)W C W}.
Nadalje, za v € V stavimo
Fizg(v) ={z € G; m(x)v = v}, Fizg(v) ={X € g; n(X)v = 0}.

Tada su Stabg(W) i Fixzg(v) o¢ito zatvorene podgrupe od G. Prema teoremu 1.2.24. to su Liejeve
podgrupe i prema naznaci dokaza teorema 1.2.24. vidi se da je Staby(W') Liejeva algebra od
Stabg(W) i da je Fizg(v) Liejeva algebra od Fizg(v).

Neka je g realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je Aut(g) zatvorena podgrupa Liejeve
grupe GL(g), dakle, Aut(g) je Liejeva grupa. Uz identifikaciju gl(g) s Liejevom algebrom od
GL(g), Liejeva algebra od Aut(g) je

h={Acgl(g); e € Aut(g) Vt € R}.
Sada imamo redom

tA

Ach = ea,y] =[x,y Vt € RV, y € g.

Deriviranjem po ¢t u nuli odatle dobivamo
Aelh = Alx,y]=[Az,y|+ [z,Ay] = A € Der(g).

Time je dokazano da je h C Der(g). Obratno, ako je A € Der(g), onda indukcijom nalazimo da
za svakin € Niza x,y € g vrijedi

i)=Y () 1ata vt

( ) Fr, AMhy| =
n=0 k=0

— _Ak; An—k
Lz% Kl x’;(n—k)! Y

Sto pokazuje da je 't € Aut(g) Vt € R, odnosno, da je A € b. Na taj nacin dokazali smo:

Prema tome,

M
Dé
H
<=
!
M
3_|°S

_ [etA:L,7etAy} 7

Propozicija 1.2.40. Neka je g realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je Der(g) Liejeva
algebra Liejeve grupe Aut(g).

Grupa Int(g) unutarnjih automorfizama Liejeve algebre g generirana je svim automorfizmima
oblika e z € g. Tada je Int(g) Liejeva podgrupa Liejeve grupe Aut(g) i njena je Liejeva algebra
adg = {adz; x € g}. Buduéi da je ad : g — Der(g) homomorfizam Liejevih algebri ¢ija je jezgra

Kerad = {z € g; [z,y] =0 Vy € g} = Z(g)
centar Liejeve algebre g, vidimo da vrijedi:

Propozicija 1.2.41. Adjungirana reprezentacija ad : g — Der(g) inducira izomorfizam kvoci-
jentne Liejeve algebre g/ Z(g) na Liejevu algebru Liejeve grupe Int(g).
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1.3 Univerzalna omotacka algebra

1.3.1 Tenzorski produkt

Neka su Vi, ..., V, vektorski prostori nad poljem K = R ili K = C. Tenzorski produkt
prostora Vi, ..., V, je ureden par (W, 7) koji ima sljedeéa svojstva:

(T'1) W je vektorski prostor nad poljem K.
(T2) 7 je n—linearno preslikavanje sa V; x - -+ x V,, u W.

(T'3) Za svaki vektorski prostor U nad poljem K i za svako n—linearno preslikavanje
o:Vix---xV, — U postoji jedinstven linearan operator S : W — U takav da je
oc=SorT.

Aksiom (7'3) zove se univerzalno svojstvo u odnosu na n—linearna preslikavanja.
Tenzorski produkt postoji i jedinstven je do na izomorfizam:

Teorem 1.3.1. Neka su Vi, ..., V, vektorski prostori nad poljem K.
(a) Postoji tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ..., V,.

(b) Ako su (W,T) i (U,o) tenzorski produkti prostora Vi,...,V,, jedinstven linearan operator
S W — U sa svojstvom o = S o1 je izomorfizam vektorskih prostora.

(¢) Ureden par (W, T) sa svojstvima (T'1) i (T2) je tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ..., V,
ako i samo ako je za neke (a tada i za svake) baze Bj prostora Vi, j = 1,...,n, skup
T(By,...,By) ={1(v1,...,v,); v; € Bj, j=1,...,n} baza prostora W.

Propozicija 1.3.2. Neka je (W, T) tenzorski produkt prostora Vi, ..., V, i (W', 1') tenzorski pro-

dukt prostora V{, ..., V. Nadalje, neka su A; : V; — V! za i = 1,...,n linearni operatori. Tada

postoji jedinstven linearan operator A : W — W' takav da je Ao =17"0(A; X --- X A,), .
A(T(vy, . 0p)) = T (Ao, ... Agoy) Yo, € V4, ... Yo, € V.

Propozicija 1.3.3. Neka sum,nq,...,n, € N ineka su V]Z zaj=1,....n;1z2a1=1,...,m vek-
torski prostori nad poljem K. Nadalje, neka je zai = 1,...,m (W', 7°) tenzorski produkt vektorskih
prostora Vi, ..., Vi i neka je (W,T) tenzorski produkt vektorskih prostora W', ... ,W™. Tada je

ng

(W, o (1! x -+ x 7™)) tenzorski produkt vektorskih prostora Vi',... V.l ... .. Vv
Ako je (W, 1) tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ..., V,, uobic¢ajeno je pisati
W=V -V, i T(V1, . U) =01 Q- Q Uy, v €Vi, ... v, €V,
Dakle, uz takve oznake imamo:
(1) (v1,...,0,) — V1 ® -+ @ v, je n—linearno preslikavanje sa V; X --- x V, u Vi ® --- ® V.

(2) Za svako n—linearno preslikavanje o : Vi x -+ - x V,, — U postoji jedinstven linearan operator
S:Vi®---®V, — U takav da je

S ®---Quy) =0(v1,...,0,) V(vi,...,00) € VI X oo X V.

(3) Vektorski prostor V; ®- - -®V,, razapet je vektorima oblika v; ® - - -®u,, v; € Vi,... v, € V.
Stovise, ako je za j = 1,...,n S; podskup prostora V; koji ga razapinje, onda je prostor
Vi®---®V, razapet vektorima v; ® --- @ v,, za v; € S1,...,0, € S,.
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(4) Ako je S; linearno nezavisan podskup od V; za svaki i = 1,...,n, onda je
{1 @ Quy; v, €8, i=1,...,n}
linearno nezavisan podskup od V; ® --- ® V,.

(5) Ako je {ey); j € J;} baza prostora V; za svaki i = 1,...,n, onda je

{eﬁ)®®€§:)7 (jl,...,jn>€J1X"'XJn}

baza prostora V; ® --- ®@ V,.

(6) Ako su A; : V; — V! linearni operatori za i = 1,...,n, postoji jedinstven linearan operator
A Vi@V =V/®---®V, takav da je

Ay @ -+ Qu,) = A1 ® - - @ Ay, Yo, € Vi, ... Yo, € V,.
Pisat ¢emo tada A = A1 ®---® A,.
(7) Mogucéa je identifikacija
(Vll®...®Vn11)®...®(Vlm@)...@vnr:ln):\/11®...®an1®...®V1m®...®vxn

1 to tako da bude

(@@ )R @OU'R RV ) =@ Ry @ QU@ RN Yo e V.

1.3.2 Tenzorska, simetri¢na i polinomijalna algebra

Tenzorska algebra prostora V' je ureden par (7, 7) sa sljedeéim svojstvima:
(TA1) T je unitalna algebra (dakle, asocijativna algebra s jedinicom).
(T'A2) 7 je linearan operator sa V u 7.

(T'A3) Za svaku unitalnu algebru A i svaki linearan operator o : V' — A postoji jedinstven unitalan
homomorfizam ¢ : 7 — A takav da je 0 = g o 7.

Teorem 1.3.4. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem K.
(a) Postoji tenzorska algebra prostora V.

(b) Ako su (T ,71) i (S,0) tenzorske algebre od V, jedinstveni unitalni homomorfizam ¢ : T — S
sa svojstvom o = p o T je izomorfizam unitalnih algebri.

(¢) Ako je S podskup od V' koji razapinje V, onda 7(S) generira unitalnu algebru T .
(d) Ako je {e;; j € J} baza vektorskog prostora V' onda je
{17} U{r(e;) -7(ej.); n €N, ji,....jn € J}

baza vektorskog prostora T .
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Uobicajena je sljedeca realizacija tenzorske algebre vektorskog prostora V. Stavimo
™V)=K, T(V)=V, T"(V)=V® -V N, n>2 T(V) = (V).
V)=K, T'(V)=V, T"(V)=V®---®@V zaneN, n=2, ()IE_Z[()
n n -+

Koristenjem identifikacije

r"V)er"(V)=Ve - eV)e(Ve - eV)=Vg- -V =T"(V)
n m n+m

dobivamo da postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje p @ T(V) x T(V) — T(V) takvo da
vrijedi

(@) p(r @+ RUp, W R+ QW) =V R+ QU QUL R+ +* @ Wy, VUL, oy Uy Wy v, Wiy € V.
(b) S mnozenjem uv = u(u,v), u,v € T(V), vektorski prostor T'(V') postaje unitalna algebra.

(¢) Ako je T:V — T(V) identifikacija prostora V' s potprostorom T (V') od T(V), (T'(V), 1) je
tenzorska algebra prostora V.

Simetri¢na algebra prostora V je ureden par (S, o) sa sljede¢im svojstvima:
(SA1) S je komutativna unitalna algebra.
(SA2) 0:V — § je linearan operator.

(SA3) Za svaku komutativnu unitalnu algebru A i za svaki linearan operator o : V' — A postoji
jedinstven unitalan homomorfizam ¢ : S — A takav da je a = g o 0.

Teorem 1.3.5. Neka je V' wvektorski prostor.
(a) Postoji simetricna algebra prostora V.

(b) Ako su (S,0) i (O,w) simetricne algebre od V, jedinstveni unitalni homomorfizam ¢ : S — O
sa svojstvom w = @ o g je izomorfizam unitalnih algebri.

(¢) Ako je (S,0) simetricna algebra prostora V' i ako skup S C V' razapinje prostor V onda
o(S) generira unitalnu algebru S.

(d) Ako je (S,0) simetricna algebra prostora V' i ako je (e;);cr uredena baza od V, onda je
{Is}U{o(e) --o(e,); n €N, iy, ... i, €1, iy < -+ <ip}
baza vektorskog prostora S.

Uobicajena realizacija simetricne algebre vektorskog prostora V) a tako se ujedno dokazuje
teorem 1.3.5., je S(V) =T(V)/Z, gdje je T dvostrani ideal u algebri T'(V') generiran skupom

freow-weuv v,weV}
a linearno ulaganje V' — S(V) dobiva se kompozicijom ulaganja V' — T(V) i kvocijentnog epi-

morfizma T'(V) — S(V).

Neka je A unitalna algebra. Graduacija na algebri A je niz (A"),cz, potprostora od A takav
da vrijedi
A= dAar, A=K 1y,  AATC AT

nEZy
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Graduirana algebra je algebra na kojoj je zadana graduacija. Tada se elementi od A" zovu
homogeni elementi stupnja n. Nadalje, za svaki x € A postoje jedinstveni z, € A", n € Z,,
takvi da je skup {n € Z; z, # 0} konacan i da je

Tada se x,, zove homogena komponenta elementa x stupnja n.
Uocimo sada da je (T™(V))nez, graduacija tenzorske algebre T'(V') vektorskog prostora V,
dakle, T'(V) je graduirana algebra.

Neka je A graduirana algebra s graduacijom (A"),cz, . Za dvostrani ideal 7 u A kazemo da
je graduiran ako je
I=> InA"

neEZy

U tom slucaju kvocijentna algebra A/ je graduirana s graduacijom (A"/(ZNA")), ;. -
Lako se vidi da je dvostrani ideal Z generiran nekim skupom S sastavljenim od homogenih
elemenata graduirane algebre A,

Z = span{asb; a,b e A, se€ S}

graduiran.
Malo prije definiran dvostrani ideal Z u graduiranoj algebri T'(V') generiran je skupom ho-
mogenih elemenata
vew—-weuv; v,weV}CTHV).

Prema tome, kvocijentna algebra S(V') graduirana je s graduacijom (S™(V))nez, , gdje je
STV)y=T"(V)/(ZnT™(V)).

Nadalje, kako je ocito
INT(V)={0} i ZnTYV)={0},
vrijedi
SOV)y=T%V) i SHV)=T"(V).
Prema tome, vektorski prostor V identificira se s homogenim potprostorom S*(V') od S(V') stup-

nja 1.

Neka je 7 : T(V) — S(V) = T(V)/T kvocijentni epimorfizam. Uobicajeno je da se operacija
mnozenja u S(V') oznacava s tockom - a joS CeSée bez ikakvog znaka, tj. (a,b) — ab. Prostor
S*(V) = n(T™(V)) razapet je elementima oblika vy - - - vy, v1,...,v, € V. Stovige, ako je (e;)ies
uredena baza prostora V' onda je

{eil'-'ein; il,...,’inEI, ’nggln}

baza prostora S™(V'). Odatle se lako izvodi da u slu¢aju dim V' = N € N za n € N vrijedi

dim §™(V) = (”}Jizl) _ <n+JZ—1)

Definiramo n—linearan operator ¢, : V" — S™(V) sa

On(V1, .., 0n) = V1 Uy, V1,0 €V
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Uoc¢imo da je taj operator simetrican, tj. invarijantan s obzirom na bilo koju permutaciju varijabli:
On(Vo(1)s - - s Vo)) = @n(V1,- .., Up) Yui,...,v, €V, VoeS8,;
pri tome je S, oznaka za simetricnu grupu n—tog reda, tj. za grupu permutacija skupa {1,...,n}.

Propozicija 1.3.6. Za svaki n € N, n > 2, ureden par (S™(V),¢,) ima sljedeée univerzalno
svojstvo: ako je W wvektorski prostor i ako je 1 : V" — W n—linearan simetrican operator, onda
postoji jedinstven linearan operator ¥ : S™(V) — W takav da je v» = Vo @,, tj. da vrijedi

(v, .o v,) = V(v vy) Yoy, ..., v, € V.
Ovo mozemo i malo drugacije formulirati:

Propozicija 1.3.7. Neka su V' @ W wvektorski prostori i n € N, n > 2. Za linearan operator
A SMV) — W definiramo A : V™ — W relacijom

fl(vl,...,vn):A(vy-mn), Viy...,0p € V.
Tada je A — A izomorfizam vektorskog prostora L(S™(V), W) svih linearnih operatora sa S™(V)
u W na vektorski prostor Ls(V™, W) svih n—linearnih simetri¢nih operatora sa V™ u W. Posebno,
dualni prostor prostora S™(V') izomorfan je prostoru svih simetri¢nih n—linearnih formi V" — K.

Konstruirat ¢emo sada jedan direktni komplement jezgre Ker m kvocijentnog epimorfizma sa
T(V) na S(V), preciznije, za svaki n ¢emo identificirati jedan direktni komplement S™(V) od
Ker 7|T™(V) u prostoru T"(V). Restrikcija 7|S™(V) tada ¢e biti izomorfizam prostora S™*(V) na
prostor S™(V').

Definiramo n—linearno preslikavanje sa V™ u T"(V') na sljede¢i nacin:

1
(Ula"'avn)'_)m UT(1)®"'®UT(n)'
.’TESn

Prema univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta tada postoji jedinstven linearan operator
on : T™(V) — T™(V) takav da vrijedi

1
Un(vl®"'®vn):n_zvf(l)®"'®v7'(n) VUl,...,UTLGV

Teorem 1.3.8. Operator o, je projektor, tj. 02 = o,. Njegova jezgra je
Kero, ={ueT"(V); o,(u) =0} =T"(V)NZ.
Prema tome, ako sa S™(V) oznacimo sliku o,(T™(V)) tog operatora, onda je
™WV)=85"(V)+T"(V)NT.

Preslikavanje o, : T"(V)) — T"(V) zove se simetrizacija, a takoder i slozeno preslikavanje
o:T(V)—=T(V), o|/T"(V) = 0,. Elementi od S™(V) zovu se simetri¢ni n—tenzori. Vrijedi

Imo=5(V)=>Y_ +S"(V).
nely

Za vektorski prostor V' ozna¢imo kao i obi¢no sa V* njemu dualan prostor svih linearnih
funkcionala sa V u K. Tada je V* potprostor unitalne komutativne algebre K" svih funkcija sa V'
u K s operacijama definiranim po tockama. Unitalna podalgebra P(V) od KV generirana sa V*
zove se polinomijalna algebra nad prostorom V), a njeni elementi polinomijalne funkcije
na prostoru V. To je graduirana algebra s graduacijom (P™(V))sez,, gdje je P°(V) potprostor
konstantnih funkcija, P1(V) = V* a za n > 2 je P*(V) potprostor od P(V) razapet svim
produktima fy--- fn, f1,..., fn € V*. Lako se vidi da vrijedi:
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Propozicija 1.3.9. (a) Potprostor P™(V') razapet je svim potencijama f", f € V*; pri tome je,
naravno, f"(v) = f(v)", v e V.

(b) Za svaki n > 2 postoji jedinstven linearan operator Il, sa S™(V*) u P™(V), koji svaki
umnozak fi--+ fn, fi,..., fu € V*, u algebri S(V*) preslikava u umnozZak funkcija fi--- fy

u algebri P(V'). Nadalje, 11, je izomorfizam vektorskog prostora S™(V*) na vektorski prostor
P (V).

(¢) Preslikavange I1 : S(V*) — P(V), definirano pomoéu svojih restrikcija I11|S™(V*) = 11,,, (s
tim da su Ty : SO(V*) — PO(V) ¢ I, : SY(V*) — PY(V) identitete) je izomorfizam unitalnih
algebri.

[zomorfizam II iz prethodne propozicije upotrebljavat ¢emo kao identifikaciju P(V') = S(V*).
Neka je sada J dvostrani ideal u tenzorskoj algebri T'(V') generiran sa {v ® v; v € V'} i neka

je A(V)=T(V)/TJ. Ideal J je graduiran, jer je generiran skupom homogenih elemenata, pa je i
algebra A (V') graduirana:

AV)Y= D A V), A(V)=T(V)/(T(V)N ),

TLEZ+

Buduéi da je ideal J generiran podskupom od T2(V), vidimo da se K i V identificiraju sa A\°(V)
isa /\1(V). Naravno, V' generira unitalnu algebru A (V). Ta se algebra zove vanjska algebra
vektorskog prostora V. Produkt u vanjskoj algebri A (V') oznacava se sa A. Kako je

u@vtvu=(u+v)® Uu+v)—uRuUu—vRVE J,
tojeu ANv=—vAu Yu,v € V. Odatle slijedi
aNb=(=1)"bANa za ac AN"(V) 1 be A"(V).
Analogno tvrdnjama o simetri¢noj algebri dobivaju se i odgovarajucée tvrdnje o vanjskoj algebri:

Propozicija 1.3.10. Neka je p : V. — A(V) restrikcija kvocijentnog epimorfizma T(V) — A(V),
(odnosno, identifikacija V sa N'(V) ). Ureden par (\(V), ) ima sljedeée univerzalno svojstvo:
ako je A unitalna algebra i ako je v : 'V — A linearan operator takav da je ¥(v)? =0 Vv € V
onda postoji jedinstven unitalni homomorfizam algebri ¥ : \(V) — A takav da je p = W o ¢
(odnosno, V|V = 1).

Propozicija 1.3.11. Neka je v, : V" — N"(V) alternirajuci n—linearni operator definiran sa
bn(V1, 0 0n) = V1 A AUy, Vi, ..., 0, € V.

Par (N"(V), 1) ima sljedeée univerzalno svojstvo: za svaki vektorski prostor W i za svaki alterni-
rajuci n—linearan operator £ : V" — W postoji jedinstven linearan operator L : N"(V) — W
takav da je £ = L o v, tj. da vrijedi

L(vy A~ Awvp) =L(vg, ..., 0p) Yoi,...,v, € V.

Propozicija 1.3.12. Neka je J linearno ureden skup i neka je {e;; j € J} baza vektorskog
prostora V. Tada je

{ejl/\---/\ejn; jl,...,jnej, jl < <jn}
baza vektorskog prostora \" (V).
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Odatle neposredno slijedi:

Korolar 1.3.13. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K, dim V = N.
Tada je \"(V)={0} zan > N i

dim \"(V) = (Z) 200<n<N.

Ako je polje K karakteristike 0, mozemo slicno kao za simetricnu algebru identificirati direktni
komplement od 7™(V) N J u prostoru 77 (V). U ovom slu¢aju promatramo n—linearan operator

1
(V1,00 0p) — ] (89N T)v-(1) ® - -+ @ V()
’ TES,

sa V* uT™(V) ineka je o/, : T"(V) — T"(V) pripadni linearan operator. Dakle,

1
o @ - @uv,) = o Z(sgnT)vT(l) ® - ® Ur(n) zavy,...,v, € V.
TGSn
Operator o/, se zove antisimetrizacija, a takoder i slozeno preslikavanje o' : T(V) — T(V),

n
o'|T"(V) = o),. Sliku operatora o], oznacavamo sa A (V) a elementi te slike zovu se anti-
simetri¢ni n—tenzori.

Propozicija 1.3.14. Operator o), je projektor i jezgra mu je T (V) N J. Posebno,
V) =NV +T(V)NT

i restrikcija kvocijentnog epimorfizma T(V) — AN(V) =T(V)/T na potprostor i\n(V) je izomor-
fizam prostora antisimetricnih n—tenzora /\n(V) na prostor \" (V).

Sljedeca dva teorema daju dva nacina prosirenja djelovanja linearnog operatora sa vektorskog
prostora na tenzorsku, simetricnu i vanjsku algebru tog prostora; napominjemo da kao i obi¢no
svaki vektorski prostor V' identificiramo s potprostorima T (V), S*(V)) i A'(V) algebri T(V),

SV)1TAWV).

Teorem 1.3.15. Neka su V' i W wvektorski prostori i A : V. — W linearan operator. Tada se A
jedinstveno prosiruje do unitalnih homomorfizama

T(A):T(V)—=TW), S(A): S(V) — S(W), AA)AV) = A(W).

Ako je operator A surjektivan (injektivan, bijektivan) onda su i homomorfizmi T'(A), S(A) i A(A)
takvi. Ako je U wvektorski prostor i B : W — U linearan operator, onda je

T(BA) =T(B)oT(A),  S(BA)=S(B)oS(A),  A(BA) = A(B)o AA).

Posebno, A — T(A), A— S(A) i A — A(A) su homomorfizmi grupe GL(V') u grupe automor-
fizama unitalnih algebri T(V), S(V) i A(V).

Teorem 1.3.16. Neka je V' vektorski prostor. Svaki linearan operator A € L(V') = gl(V') jedin-
stveno se prosiruje do derivacija D(A) € Der(T(V)), d(A) € Der(S(V)) i 6(A) € Der (A(V)).
Preslikavanja D : gi(V) — Der(T(V)), d : gi(V) — Der(S(V)) i : gi(V) — Der (A(V)) su
homomorfizmi Liejevih algebri. Nadalje, kvocijentni epimorfizam m: T(V) — S(V) je preplitanje
reprezentacija D i d a kvocijentni epimorfizam ©' : T (V) — N(V) je preplitanje reprezentacija D
P9

d(A)om =moD(A) i §(A)on =7"o D(A) VA € gl(V).
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Razmotrimo sada tenzorsku algebru T'(g), simetriécnu algebru S(g) i vanjsku algebru A(g)
Liejeve algebre g. Tada imamo adjungiranu reprezentaciju ady koja je homomorfizam Liejeve alge-
bre g u Liejevu algebru Der(g) derivacija od g. Kombiniramo li to s teoremom 1.3.16. dobivamo:

Teorem 1.3.17. Neka je g Liejeva algebra. Postoje jedinstvent homomorfizmi

adp) : ¢ — Der(T(g)), adsy) : 9 — Der(S(g)) i adpeg) :g— Der(Ag))
takvi da je

(adp@g x)|g = adgz, (ads)x)|g =adgx i (adp@) )|g=adgx Vz € g.

Lako se vidi da za z,zq,...,x, € g vrijedi

(adT(g)x)(x1®-.-®xn):Zx1®...®[x,xi]®...®xn’
(ads(g)x)(l’l-.-l‘n) :Z$1[$,xz]$n

(ad/\(g)x)@l/\“'/\ffn)=Z$1/\---/\[x,xi]/\---/\xn
i—1

1.3.3 Univerzalna omotacka algebra. PBW teorem

Neke je g Liejeva algebra nad poljem K = R ili K = C. Ako je A asocijativna algebra, Liejev
morfizam sa g u A je linearno preslikavanje ¢ : g — A takvo da je

o[z, y]) = o(@)p(y) —e(W)p(z)  Vr,y€g.

Drugim rije¢ima, ¢ je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru koja se iz A dobiva
definicijom komutatora [a,b] = ab — ba, a,b € A. Univerzalna omotacka algebra Liejeve
algebre g je ureden par (U, ¢) sa svojstvima:

(U1) U je unitalna algebra nad poljem K.
(U2) ¢ je Liejev morfizam sa g u U.

(U3) Ako je A unitalna algebra nad poljem K i ako je 1) Liejev morfizam sa g u A, onda postoji
jedinstven unitalan homomorfizam ¥ : U — A takav da je ¢ = W o .

Teorem 1.3.18. Neka je g Liejeva algebra nad poljem K.
(a) Postoji univerzalna omotacka algebra (U, ) od g.

(b) Ako su (U, ) i (V,v) univerzalne omotacke algebre Liejeve algebre g, jedinstven unitalni
homomorfizam ¥ : U — V sa svojstvom p = W o ¢ je izomorfizam unitalnih algebri.

(¢) Ako je (U, ) univerzalna omotacka algebra od g onda potprostor p(g) generira unitalnu
algebru U.
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Uobicajena konstrukcija univerzalne omotacke algebre dobiva se analogno konstrukciji sime-
tricne algebre. Definiramo U(g) = T'(g)/J, gdje je J dvostrani ideal u T'(g) generiran skupom

{froy-—y®z—|z,y]; 2,y € g}
Ako sa ¢ : g — U(g) oznacimo restrikciju na g = T (g) kvocijentnog epimorfizma 7 : T'(g) — U(g),
)=+ 7, rEY
onda je (U(g),¢) univerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g.
Ako je m reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V, onda je 7 Liejev mor-
fizam g u unitalnu algebru L(V') svih linearnih operatora na prostoru V. Prema univerzalnom

svojstvu (U3) postoji jedinstvena reprezentacija 7 unitalne algebre U(g) na prostoru V' takva da je
7(z) = 7(u(z)) Vx € g. Nadalje, vrijedi

Teorem 1.3.19. (a) 7 — 7 je bijekcija sa skupa svih reprezentacija Liejeve algebre g na pros-
toru V' na skup svih reprezentacija unitalne algebre U(g) na prostoru V.

(b) Potprostor W od V' je m—invarijantan ako i samo ako je on T—invarijantan.
(¢) Nagmanji m—invarijantan potprostor od V' koji sadrzi vektor v € V je

m(U(g))v = {w(a)v; a € U(g)}
(d) Reprezentacija 7 je ireducibilna ako i samo ako je reprezentacija 7 ireducibilna.

(e) Reprezentacija w je ireducibilna ako i samo ako za svaki vektor v € V '\ {0} vrijedi

m(U(g))v = A{w(a)v; a € U(g)} = V.

(f) Ako sum i p reprezentacije od g na prostorima Vi W, onda je

Homg(V,W) = Homy g (V,W).

(9) Reprezentacije w i p Liejeve algebre g su ekvivalentne ako i samo ako su 7 i p ekvivalentne
reprezentacije unitalne algebre U(g).

Primijetimo da se skup koji generira ideal [J u graduiranoj algebri 7'(g) ne sastoji od homogenih
elemenata (osim ako je Liejeva algebra g komutativna). Stoga ne mozemo zakljuciti da je ideal
J graduiran; ustvari, pokazuje se da je taj ideal graduiran ako i samo ako je Liejeva algebra g
komutativna, a tada je U(g) = S(g). Stoga ne mozemo prenijeti graduaciju s algebre T'(g) na
algebru U(g). Medutim, moguce je uvesti tzv. filtraciju.

Neka je A unitalna algebra. Filtracija na algebri A je niz (A, )necz, potprostora od A takvih
da je

Ag = K1y, AngAn+1 V?’LEZ_,_, AnAmgAn+m Vn,m€Z+’ A= U'A”
TLEZ+

Filtrirana algebra je unitalna algebra sa zadanom filtracijom. Ukoliko je A graduirana algebra
s graduacijom (A"),ez, onda mozemo definirati filtraciju na A ovako:

An=> A" nez,.
k=0
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Neka je sada A filtrirana algebra s filtracijom (A, )nez, . Definiramo vektorske prostore Gr™(.A)
ovako:

Gro(A) = Ay, Gr'(A) = A,/ A1, neN
Nadalje, neka je Gr(.A) direktna suma vektorskih prostora Gr"(A) :

Gr(A) =[] ¢ (A).

TLEZ+

Za n,m € Z, definiramo sada bilinearno preslikavanje v, ., : Gr"*(A) x Gr"(A) — Gr"*™(A)
ovako:
P)/n,m(a_'_Anflab_FAmfl) = ab—'_Anerfla (S Ana be Ama

pri tome podrazumijevamo da je A_; = {0}. Definicija je smislena, tj. ne ovisi o izboru pred-
stavnika a 1 b klasa a + A,,_1 1 b+ A,,_1. Doista, ako su a,a’ € A, 1 b,V € A,, takvi da je
a'+-’4n—1 - a/+An—1 1 b+-’4m—1 = b/+Am—1a
ondajea—d € A, 1ib—"b € A,,_1, pa imamo
a(b - b/) € AnAm—l g An+m—1 1 (a - a'/)b/ € An—lAm g An—l—m—l)
odakle slijedi
ab—a't' =alb—0b)+ (a—ad)b € Ay,

dakle,
ab + An+m—1 =adt + An+m—1~

Definiramo sada bilinearno preslikavanje v : Gr(A) x Gr(A) — Gr(A) ovako:
VG (A) X Gr™(A) = m  nm € Ly

Nije tesko dokazati da je Gr(A) s operacijom mnozenja danom sa aff = y(«, 3), a, 3 € Gr(A),
unitalna algebra i da je (Gr"(A))nez, graduacija na Gr(A).

Vratimo se sada na univerzalnu omotacku algebru (U(g), ¢) Liejeve algebre g konstruiranu kao
prije:
Ulg)=T(g)/T, ¢l@)=xz+JT, =z€g,
J=span{a®@(x@y—-—y@z—[z,y]) ®b; a,b€T(g), =,y € g}.

Neka je m : T(g) — U(g) kvocijentni epimorfizam. Iz graduacije (7" (g))nez, tenzorske algebre
T(g) definiramo filtraciju (7,(g))nez, te algebre:

Tu(g) =) T'(g), n€Zy

Tada je sa
Un(g) = 7(Tu(g)),  n€Zy,

definirana filtracija (U, (g))nez, na algebri U(g). Pripadnu graduiranu algebru Gr(U(g)) oznacavat
¢emo krace sa Gr(g). Dakle,

Gr(g) =[] G"(0),  G(g) =Un(g), Gr'(a) = Un(9)/Un-1(g), neN.

neEZy
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Mnozenje na Gr(g) zadano je svojim restrikcijama na Gr”(g) x Gr™(g)

(@+ Un-1(9))(0+ Un-1(9)) = ab + Upym-1(g),  a€Ulg), b€ Upu(g)

s tim da podrazumijevamo da je U_;(g) = {0}.

U vezi s ovim pojmovima najvazniji je rezultat da je za svaku Liejevu algebru g graduirana
algebra Gr(g) prirodno izomorfna simetri¢noj algebri S(g) vektorskog prostora g. To je jedna od
posljedica vaznog i netrivijalnog Poincare—Birkhoff-Witt—ovog teorema:

Teorem 1.3.20. (PBW—teorem) Neka je (xj);e; uredena baza Liejeve algebre g i neka je
(U(g),t) univerzalna omotacka algebra od g. Tada je skup monoma

{1} U {L(le) o L(ZL'jn), ne Na jla cee >.jn S Ja .jl <...< .]n}
baza vektorskog prostora U(g). Posebno, Liejev morfizam v : g — U(g) je injektivan.

Naravno, ako je skup J konacan, npr. J = {1,..., N}, tj. ako je Liejeva algebra g kona¢nodi-
menzionalna i {x1,...,xy} je njena uredena baza, onda se pripadna baza iz PBW —teorema moze
ovako pisati:

{e(x)™ - an)™; kyy ki € 24

Buduéi da temeljem PBW—teorema znamo da je Liejev morfizam ¢ : g — U(g) injektivan,
mozemo ga upotrijebiti kao identifikaciju g s potprostorom od U(g). Tada imamo

Uo(g) = Klyg i Uilg) = Klyg +o.

Nadalje, potprostor U, (g) je razapet sa 1 i svim produktima oblika z; - - -z gdje su zq,...,2; € g
i k < n. Univerzalno svojstvo od U(g) sada znac¢i da se svaki Liejev morfizam sa g u unitalnu
algebru A jedinstveno prosiruje do unitalnog homomorfizma sa U(g) u .A. To prosirenje obi¢no
oznacavamo istim znakom kao i polazni Liejev morfizam. Posebno, ako je 7 reprezentacija Liejeve
algebre g, njeno prosirenje do reprezentacije unitalne algebre U(g) takoder oznacavamo sa 7w (um-
jesto oznake 7 iz teorema 1.3.19.)

Analogno teoremima 1.3.15., 1.3.16. i 1.3.17. dobivamo:

Teorem 1.3.21. Neka je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri. Tada se ¢ jedinstveno
prosiruje do unitalnog homomorfizma U(p) : U(g) — U(h). Ako je ¢ surjektivan (injektivan,
bijektivan) onda je i U(yp) takav. Ako je i : h — & takoder homomorfizam Liejevih algebri, onda je
U(oyp)=U)oU(p). Posebno, ¢ — U(p) je homomorfizam grupe Aut(g) u grupu Aut(U(g))
automorfizama unitalne algebre U(g).

Teorem 1.3.22. Neka je g Liejeva algebra. Svaka derivacija 6 € Der(g) Liejeve algebre g jedin-
stveno se prosiruje do derivacije U(S) € Der(U(g)) unitalne algebre U(g). Preslikavanje § — U (0)
je homomorfizam Liejeve algebre Der(g) u Liejevu algebru Der(U(g)). Nadalje, kvocijentni epi-
morfizam 7w : T(g) — U(g) je preplitanje dviju reprezentacija:

U(0) om =mo D(J) Vo € Der(g).

Adjungirana reprezentaciju ady je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru Der(g)
derivacija od g. Kombiniramo li to s teoremom 1.3.22. dobivamo:
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Teorem 1.3.23. Neka je g Liejeva algebra. Postoji jedinstveni homomorfizam
ady(g) : 9 — Der(U(g))

takav da je
(ady(g) v)|g = adg x Vo € g.

Propozicija 1.3.24. (a) Neka je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri. Za bilo koje
X1,..., %y € @ vrijeds

Ulp) (1 ---an) = @(1) - - @(n)-

(b) Neka je 6 € Der(g) derivacija Liejeve algebre g. Za xq,...,x, € g vrijedi
U (1 ---2n) = le...g(%)...xn.
i=1

(¢) Za Liejevu algebru g, za x € g i za u € U(g) vrijedi
(ady ) x)u = ru — Uz,
Iz teorema 1.3.21. slijedi

Korolar 1.3.25. Neka je b Liejeva podalgebra Liejeve algebre g. Tada se inkluzija x — = sa b
u g jedinstveno prosiruje do izomorfizma unitalne algebre U(h) na unitalnu podalgebru od U(g)
generiranu sa b.

Korolar 1.3.26. Neka su a i b Liejeve podalgebre Liejeve algebre g, takve da je g = a4+ b. Uz
identifikacije U(a) C U(g) i U(b) C U(g) iz korolara 1.3.25., postoji jedinstven lineran operator
O :U(a)®@U(b) — Ul(g) takav da vrijedi

Pla®b)=ab VaeU(a) i Vbe U(b).
d je izomorfizam vektorskih prostora.
Neka je ponovo 7 : T(g) — U(g) = T'(g)/J kvocijentni epimorfizam. Filtracija algebre U(g)
definirana je kao m—slika filtracije od T'(g) :

Un(9) = 7(Tou(9)),  Tula) = > T*(a).

Promatrajmo sada kompoziciju

T.(g) — (T(g) + J)/T = Un(g) — Gr"(g) = Un(9)/Un-1(9)-

Ta je kompozicija surjektivna, jer su oba preslikavanja surjektivna. Nadalje, potprostor T),_1(g)
sadrzan je u jezgri te kompozicije. Bududéi da je T,,(g) = T,,_1(g) + T"(g), dolazimo do linearnog
preslikavanja

P - T"(g) = Gr(g) = Un(@)/Un-1(g)-
Definiramo sada linearno preslikavanje ¢ : T'(g) — Gr(g) pomocu njegovih restrikcija:
@‘Tn(g> = @na ne ZJr'

Kao posljedicu PBW—teorema dobivamo
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Teorem 1.3.27. Definirano preslikavanje ¢ : T'(g) — Gr(g) je unitalni homomorfizam. Jezgra
Ker ¢ jednaka je dvostranom idealu T u T(g) generiranom skupom {xr @ y —y ® x; =,y € g}.
Prijelazom na kvocijent T'(g)/Z = S(g) dobivamo izomorfizam ¢ : S(g) — Gr(g). Za svakin € Z,
restrikcija ©|S™(g) je izomorfizam prostora S™(g) na prostor Gr™(g).

Korolar 1.3.28. Neka je zan € N, n > 2, W potprostor od T"(g) takav da je
T"(g) = W+ T"(g) NT.

tj. da je restrikcija kvocijentnog epimorfizma T'(g) — S(g) = T'(g)/Z na potprostor W izomorfizam
sa W na S"(g). Neka jem :T(g) — U(g) =T(g)/T kvocijentni epimorfizam. Tada je restrikcija
w|W injektivna i vrijedi

Un(g) = 7(W) + Un-1(g)-

Primijenimo sada korolar 1.3.28. na potprostor S”(g) simetricnih n—tenzora. To je potprostor
od T"(g) razapet elementima oblika

1
Un($1®®l'n):m Zx7(1)®®x7(n)> T1,--.,Tn €9
'TGSn

Prema teoremu 1.3.8. je B
T"(g) = S"(g) + T"(g) NT,
pa je korolar 1.3.28. primjenjiv. Na taj nacin prijelazom na kvocijent T'(g) — S(g) = T(g)/Z

dolazimo do izomorfizma prostora S™(g) na direktni komplement potprostora U,_1(g) u prostoru
Un(g). I to ¢emo preslikavanje oznaciti sa o,,; dakle,

Un(9) = 0.(5"(9)) + Un-1(9),
gdje je
1
O-n(xl"'xn):mfo(l)"'xﬂ'(n)a Tiy..,Tn € 8.
TESK

Primijetimo da ovdje s lijeve strane x; - - - z,, predstavlja umnozak u algebri S(g) a s desne strane
Tr(1) - Tr(n) Predstavlja umnozak u algebri U(g). Ta preslikavanja o, po linearnosti prosirimo
do linearnog operatora o : S(g) — U(g), tj. o|S™(g) = on, n € Z,. 1 taj se operator zove
simetrizacija.

Prema tome, kao posljedicu PBW—teorema imamo i prvu tvrdnju sljede¢eg teorema. Druga
se tvrdnja direktno provjerava.

Teorem 1.3.29. (a) Simetrizacija o : S(g) — U(g) je izomorfizam vektorskih prostora i za
svaki n € N vrijeds

Un(g) = o(S"(g)) + Un-1(9)-

(b) Izomorfizam ¢ : S(g) — Gr(g) iz teorema 1.3.27. dobiva se iz simetrizacije o : S(g) — U(g)
priyjelazom na uzastopne kvocijente:

pla) =0(a) +Up-1(g), a€S"(g).
Nadalje, imamo sljedece korisne posljedice:

Propozicija 1.3.30. Neka je g = €+ p, gdje je € Liejeva podalgebra i p potprostor Liejeve algebre
g. Tada postoji jedinstven linearan operator V : U(€) ® S(p) — U(g) takav da je

U(a®b) =ac(h) VaecU(E) i Vbe S(b).

U je izomorfizam vektorskih prostora.
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1.4 Moduli nad unitalnim algebrama

Neka je u daljnjem A unitalna algebra nad poljem K. Proucit ¢emo sada neka algebarska
svojstva A—modula. Za lijevi A—modul V kazemo da je Noetherin ako za svaki rastuéi niz
podmodula

ViCVaC oo CVpConeens

postoji m € N takav da je V, = V,,, Vk > m. Analogno, kazemo da je lijevi A—modul V' Artinov
ako za svaki padajuci niz podmodula
VidVeD DV Dovnne-
postoji m € N takav da je Vi, =V, Vk > m.
Propozicija 1.4.1. Neka je V' lijevi A—modul.

(1) Sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Modul V' je Noetherin.
(b) Svaki neprazan skup A—podmodula od V' ima bar jedan maksimalan element.

(¢) Svaki A—podmodul od V' je konacno generiran.
(2) Sljedeéa su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Modul V' je Artinov.

(b) Svaki neprazan skup A—podmodula od V' ima bar jedan minimalan element.

Dokaz: (1) (a) = (b) Pretpostavimo da je modul V' Noetherin i neka je S neprazan skup
podmodula od V. Pretpostavimo da u S ne postoji nijedan maksimalni element. Neka je V; € S.
Bududi da V; nije maksimalan element u § postoji Vo, € § takav da je V4 € V5. Induktivno na
taj nacin dolazimo do striktno rastuceg niza podmodula od V, a to nije moguce, jer je modul V'
Noetherin. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da u S ne postoji nijedan maksimalan
element nemoguca, odnosno, dokazano je svojstvo (b).

(b) = (c) Pretpostavimo da je ispunjeno svojstvo (b) i neka je W podmodul modula V. Neka
je S skup svih konacéno generiranih podmodula od W. Taj je skup neprazan jer je {0} € S. Prema
tome postoji neki maksimalan element W, u S. Pretpostavimo da je Wy # W ineka je w € W\ W,,.
Tada je podmodul Wy + Aw C W konacno generiran, dakle, Wy + Aw € S, 1 Wy € Wy + Aw.
To je u suprotnosti s maksimalnoséu od Wy u §. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka
Wy # W nemoguca. Prema tome, podmodul W = W, je konacno generiran.

(¢) = (a) Pretpostavimo da je svaki podmodul od V' kona¢no generiran i neka je

VicV,C---CV, C--vnne

rastuc¢i niz podmodula. Tada je

W=V

neN

podmodul od V' i kao takav je konacno generiran. Stoga postoje wy,...,w, € W takvi da je
W =Aw; + -+ + Aw,,.

Bududi da je W unija rastuceg niza podmodula Vj postoji m € N takav da je wy,...,w, € V,,.
No tada je W =V,,, dakle, V), = V,,, Vk > m. Dakle, modul V je Noetherin.



1.4. MODULI NAD UNITALNIM ALGEBRAMA 43

(2) Implikacija (a) = (b) dokazuje se analogno kao implikacija (a) = (b) u tvrdnji (1).
(b) = (a) Pretpostavimo da je ispunjeno svojstvo (b) i neka je

VidVeD - DV Devrne-

beskonacan padajuéi niz podmodula. Po pretpostavci neprazan skup podmodula {Vy; k& € N} ima
bar jedan minimalan element i neka je to V,,,. Za k > m tada je V;, C V,,, a kako je V,,, minimalan,
slijedi Vj, = V;,,. Time je dokazano svojstvo (a).

Algebra A zove se lijevo Noetherina (odn. lijevo Artinova) ako je ona kao lijevi A—modul
Noetherin (odn. Artinov). Algebra A zove se desno Noetherina (odn. desno Artinova) ako je
suprotna algebra A lijevo Noetherina (odn. lijevo Artinova). A—podmoduli lijevog .A—modula
A su lijevi ideali u A. Prema tome, algebra A je lijevo Noetherina ako i samo ako za svaki rastuci
niz lijevih ideala

SHhChCT - CT e

postoji m € N takav da je Jx, = Jn Yk > m.

Propozicija 1.4.2. Neka je {0} - U — V — W — {0} kratki egzaktni niz lijevih A—modula.
Modul V' je Noetherin (odn. Artinov) ako i samo ako su moduli U i W Noetherini (odn. Artinovi).

Dokaz: Pretpostavimo da je modul V' Noetherin. Kako je U izomorfan podmodulu od V' i on
je Noetherin. Nadalje, ako je m : V' — W epimorfizam i ako je

Wi CWoC oo CWyp Coevvee-
rastuéi niz podmodula od W, onda je
W) CatWy) C - Ca (W) C e
rastu¢i niz podmodula od V. Kako je modul V' Noetherin, postoji m € N takav da vrijedi
7Y (W) = 7= Y(W,,) Vk > m. No tada je i W, = W,,, Vk > m. Dakle, modul W je Noetherin.

Pretpostavimo sada da su moduli U i W Noetherini. Mozemo pretpostaviti da je U podmodul
od Vidaje W =V/U. Oznacimo sa 7w : V. — W kvocijentni epimorfizam. Neka je

ViCVaCoo i CVCovvnns
rastuci niz podmodula od V. Tada je
VinUCV,NUC - CVinUC-vve--
rastuci niz podmodula od U pa postoji m € N takav da je V, NU = V,, "U Vk > m. Nadalje,
TV Cr(Vo) C - (V) Covvee
je rastuéi niz podmodula od W, pa postoji n € N takav da je n(Vi) = w(V,) V& > n. Za
k> p = max{m,n} vrijedi V, NU =V, NU i 7(Vy) = w(V,), a kako je V, C Vj odatle sli-
jedi da je Vi, = V). Prema tome, modul V' je Noetherin.

Time je dokazana tvrdnju propozicije za Noetherino svojstvo. Dokaz za Artinovo svojstvo
potpuno je analogan.

Propozicija 1.4.2. ima sljede¢u neposrednu posljedicu:
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Korolar 1.4.3. Neka su Vi, ..., V, Noetherini (odn. Artinovi) lijevi A—moduli. Tada je i njihova
direktna suma (tj. Kartezijev produkt) Noetherin (odn. Artinov) A—modul.

Dokaz slijedi indukcijom po n primjenom propozicije 1.4.2. na kratki egzaktni niz
n n—1
i=1 i=1

Propozicija 1.4.4. Neka je A lijevo Noetherina (odn. lijevo Artinova) unitalna algebra 1 V
konacno generiran lijevi A—modul. Tada je modul V' Noetherin (odn. Artinov).

Dokaz: Ako je modul V' kona¢no generiran, on je izomorfan kvocijentnom modulu lijevog
A—modula A" za neki n € N. Doista, ako su vy,...,v, € V takvida je V = Av; + --- + Av,,
onda je (ay,...,a,) — ajvy + -+ + a,v, epimorfizam sa A" na V. Prema korolaru 1.4.3. lijevi
A—modul A" je Noetherin (odn. Artinov) pa je po propoziciji 1.4.2. i modul V' Noetherin (odn.
Artinov).

Teorem 1.4.5. (Hilbertov teorem o bazi) Ako je A komutativna Noetherina unitalna algebra
onda je algebra polinoma A[Xy, ..., X,] u n varijabli s koeficijentima u A takoder Noetherina.
Posebno, algebra polinoma C[Xy,...,X,] s kompleksnim koeficijentima je Noetherina. Nadalje,
ako je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor, simetricna algebra S(V') je Noetherina.

Dokaz: Prvu tvrdnju dovoljno je dokazati za n = 1, tj. za algebru A[X]. Opéi slucaj slijedi
indukcijom po n, jer je A[Xy,..., X, = A[X1, ..., Xs1][X,] zan > 2,

Neka je J ideal u A[X]. Tada vodeéi koeficijenti elemenata od J tvore ideal J u A. Kako je
algebra A Noetherina, ideal J je konacno generiran, tj. postoje aq,...,a, € J takvi da je

j:Aal + -0+ Aan.
Za svaki indeks i € {1,...,n} postoje P, € J ir; € Z, takvi da je
P; = a; X" + polinom stupnja < 7;.

Stavimo r = max {ry,...,r,}. Neka je K C J ideal u A[X] generiran polinomima P, ..., P,.
Neka je P € J \ {0} proizvoljan. Tada je za neke a € Jim € Z,

P =aX™ + polinom stupnja < m.
Ako je m > r, stavimo
a=1uia; + -+ + Upay za neke uq,...,u, € A.

Tada polinom
P — ulPlefn — e — UnPnXmirn

lezi u J i stupanj mu je striktno manji od m. Korak po korak do¢i ¢emo do polinoma ) € K
takvog da je P — @ € J i da je stupanj tog polinoma striktno manji od r. Ako sa A,_1[X]
ozna¢imo A—podmodul od A[X] svih polinoma stupnja < r — 1, dokazali smo da je

J = (T NA[X) + K.

A, _1[X] je kona¢no generiran A—modul pa je po propoziciji 1.4.4. to Noetherin A—modul. Prema
tvrdnji (1) propozicije 1.4.2. njegov A—podmodul J N A,_1[X] takoder je konac¢no generiran.
Ako su Q1,...,Q, € J NA,_1][X] takvi da je

TNA[X]=AQ: + - + AQ,,
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onda je ocito
T =T NAX]+K=AX]Q: + -+ AX]|Q, + AIX]P, + - + A[X]P,.

Time smo dokazali da je svaki ideal u algebri A[X] konacno generiran, a to prema tvrdnji (1)
propozicije 1.4.1. znaci da je algebra A[X] Noetherina.

Druga tvrdnja slijedi iz prve, buduci da je svako polje Noetherina algebra. Za treéu tvrdnju
dovoljno je uociti da je algebra S(V') izomorfna algebri polinoma C[Xy,...,X,] za n = dim V.
Doista, ako je {ei,...,e,} baza od V onda je P +— P(ey,...,e,) izomorfizam unitalnih algebri sa
C[Xy,...,X,] na S(V); naime, to je preslikavanje o¢ito unitalni homomorfizam koji bazu

(X Xpms (may.omy) € 24}
prostora C[X7, ..., X,] prevodi u bazu
{e{'” sl (my,...,my) € Z’}r}
prostora S(V).

Teorem 1.4.6. Neka je g konacnodimenzionalna kompleksna Liejeva algebra. Tada je njena
univerzalna omotacka algebra U(g) (i lijevo i desno) Noetherina.

Dokaz: Za bilo koji potprostor J od U(g) stavimo
Grg = [ (7 nUie)/(T NUj-1(9))-
JELy

Lako se vidi da ako je J lijevi ideal u algebri U(g), onda je Gr J ideal u komutativnoj algebri
Gr(g) = Gr(U(g)). Algebra Gr(g) izomorfna je simetri¢noj algebri S(g), pa je po teoremu 1.4.5. ta
algebra Noetherina. Dakle, ako je

SHhChCT - CT e

rastudi niz lijevih ideala u algebri U(g) onda je
GTJl QGTJQ g gGrjkg ......

rastudi niz ideala u algebri Gr(g), pa postoji m € N takav da je Gr J, = Gr J,,, Yk > m. Odavde
i iz definicije ideala Gr J; slijedi da je Jx = Jm Yk > m. Time smo dokazali da je algebra U(g)
lijevo Noetherina.

Napokon, pomoc¢u antiautomorfizma u — u?, koji ¢uva inkluziju i prevodi lijeve ideale u desne
ideale, a desne ideale u lijeve ideale, slijedi da je algebra U(g) i desno Noetherina.

Neka je A unitalna algebra i V lijevi A—modul. Normalan niz u modulu V je svaki padajuci
konacan niz podmodula

V: V=VWoV2- -2V, ={0}. (1.3)
Faktori normalnog niza V su subkvocijentni moduli
‘/ifl/‘/i, Zzl,,n

Duljina normalnog niza V je broj striktnih inkluzija u tom nizu, odnosno, broj faktora razlicitih
od {0}. Taj ¢éemo broj oznacavati sa ¢()). Profinjenje normalnog niza V je normalni niz W koji
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se dobije umetanjem konacnog broja podmodula izmedu postojeéih. Ocito je tada £(W) > £(V).
W se zove pravo profinjenje od V ako je {(W) > {(V). Za dva normalna niza

V: V=V 2Vi2---2V,={0} i W: V=W,2W,2---2W,=/{0}

kazemo da su ekvivalentni ako je n = m i ako postoji permutacija 7 € S,, takva da je za svaki
i€ {l,...,n} modul V;_;/V; izomorfan modulu Wei)-1/Wr()- To posebno znaci da su duljine tih
dvaju normalnih nizova jednake, ¢(V) = (V).

Kompozicioni niz modula V' je normalan niz V iz (1.3) takav da su svi moduli V;_1/V},
i =1,...,n, prosti (posebno, svi su razliciti od {0}, dakle, sve su inkluzije striktne). Posebno,
kompozicioni niz nema nijedno pravo profinjenje. Kazemo da je V modul kona¢ne duljine ako
V' ima kompozicioni niz.

Teorem 1.4.7. (Schreier) Svaka dva normalna niza v modulu V' imaju profinjenja koja su ekvi-
valentna. Ako je V- modul konacne duljine, svaka dva njegova kompoziciona niza su ekvivalentna.

Dokaz: Naravno, druga tvrdnja neposredno slijedi iz prve. Za dokaz prve tvrdnje trebaju
nam sljedec¢e dvije leme:

Lema 1.4.8. (Drugi teorem o izomorfizmu) Neka je V- A—modul i U i W njegovi podmoduli
tada su sljedeci subkvocijentni moduli izomorfni:

U+W)/W =~U/(UNW).
Dokaz: Izomorfizam je dansa (u +w) + W —u+UNW,ue U, we W.

Lema 1.4.9. (Zassenhaus) Neka je V. A—modul 1 V1, V5, V], Vi njegovi podmoduli takvi da je
V] CVy i V) C Vs, Tada su sljedeéi subkvocijentni moduli izomorfni:

VinVa+Vil/Vin Ve + Vil = [VinVa + Vo] /[ViNVa + V.
Dokaz: 1z leme 1.4.8. slijedi
WVinW)AlvinVvy) +ViIn(VinVe)} = VinVa +VinVy+ Vi/[inVy + V] =

=[WVinVa+V]/[VinVy+Vj].

Nadalje,
(VinV) + VN (inte) = (VinVa+ V)Nl =VinVy+ VN lh.

Dakle, imamo
VinVa)/VinVy +VinVe] = [VinVa+ Vi]/VinVy + Vi].

Primijetimo sada da je lijeva strana invarijantna u odnosu na zamjenu indeksa 1 i 2. Prema tome,
modul s desne strane izomorfan je modulu dobivenom iz njega zamjenom indeksa 1 i 2. No to je
upravo tvrdnja leme.

Prijedimo sada na dokaz Schreierovog teorema. Neka su
V=W2oV2---2V,={0} i V=W oW 2 - 2W,={0}
normalni nizovi modula V. Stavimo

Vij =Vin W; + Vi, 0<j<m, 0<i<n-1,
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Wji:%ﬂl/[/jJerH, OSZSTL, OS]Sm—l

Bududi da je Vi, = Vigr = Vigio 1 Wy = Wi = Wiy imamo sljedeca profinjenja gornjih
normalnih nizova:

V=V 2 Vo1 2 2Vom 2Vio2Vi1 2DV 2 -ov-- Vac10 2 Vo112 - D Vomim = {0}

V=WepoWy2 - DWogu2Wig2W 1 2---DWip 2------ Win-1,0 2 Win—1,1 2 -+ 2 Wy—1,n = {0}.
Pomoc¢u Zassenhausove leme 1.4.9. dobiva se da vrijedi
Vis/Vigsr = Wi/ Wi,
a to znaci da su dva profinjenja ekvivalentna.

Zbog druge tvrdnje u Schreierovom teoremu 1.4.7. (koja se katkada zove Jordan—Holderov
teorem) za svaki modul konac¢ne duljine dobro je definirana duljina modula V : to je duljina
bilo kojeg kompozicionog niza od V. Taj se broj iz Z, oznacava sa £(V).

Korolar 1.4.10. Neka je V' modul konacne duljine i W normalni niz v V. Tada je (W) < L(V).
Dokaz: Neka je n = ¢(V) i neka je
Vi V=V2V2- 2V, ={0}
kompozicioni niz od V. Nadalje, Neka je
W: V=W 2W2---2W,={0}

normalni niz u V. Prema Schreierovom teoremu postoje profinjenje V' od V i W’ od W koja su
medusobno ekvivalentna. Kako kompozicioni niz nema pravog profinjenja, vrijedi (V') = £(V).
Dakle,

W) <t =L(V") =£(V) = £(V).

Teorem 1.4.11. A—modul V' je konacne duljine ako i samo ako je on i Noetherin i Artinov.

Dokaz: Pretpostavimo da je V' modul kona¢ne duljine i neka je n = ¢(V'). Ako modul V' nije
Noetherin, postoji beskonacan striktno rastuc¢i niz podmodula od V'

0}V CVi Qe .

Tada je
V=V 2Va 2 Vaa - 213 2V = {0}

=

normalan niz u V' duljine n+1. Sli¢no, ako modul V nije Artinov, onda postoji beskonacan striktno
padajuéi niz podmodula od V

VOVIiDOVWB DDV Deenee
i iz njega se takoder moze formirati normalan niz u V' duljine n + 1 :
V=W2a2Vi2V,2- 2V, 2V ={0}.

Dakle, ako modul V' nije bilo Noetherin bilo Artinov, u njemu postoji normalni niz duljine
n+1=/4V)+ 1. No to je nemoguée zbog korolara 1.4.10. Ova kontradikcija pokazuje da je
modul V' i Noetherin i Artinov.
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Pretpostavimo sada da je modul V' i Noetherin i Artinov. Ako je W # {0} podmodul od V,
neka je S(W) skup svih podmodula U od W takvih da je U # W. Dakle, podmodul W # {0} je
prost, ako i samo ako je S(W) = { {0} }. Definiramo jos S({0}) = {{0} }. Bududi da je modul
V' Noetherin, svaki skup S(W) ima bar jedan maksimalan element W’. Neka je S skup svih pod-
modula od V. Definiramo preslikavanje f : S — S sa f(W) = W'. Naravno, za to nam treba
Zermelov aksiom izbora: za svaki W € S izabiremo jedan element W' iz skupa svih maksimalnih
elemenata skupa S(W). Induktivno definiramo niz podmodula (V},),ecz, ovako:

Vo=V, Vo=f(Vo)=V', za neN,

n

Tada je

padajudéi niz podmodula. Kako je modul V' Artinov, postoji m € N takav da je V, =V, Vk > m.
Tada je V,, = Vippr = VI = f(V,,). Medutim, po definiciji preslikavanja f za podmodul W je
f(W) = W ako i samo ako je W = {0}. Prema tome je V,,, = {0}. Neka je n najmanji element
Z. takav da je V, = {0}. Tada je Vi, # {0} za svaki k < n. Nadalje, za svaki k < n Viy1 je
maksimalan element skupa svih pravih podmodula od Vj. Prema tome, modul Vj/Vji.; je prost.
Dakle,

V=142V 22V, ={0}

je kompozicioni niz modula V.

Iz Schreierovog teorema 1.4.7. i iz propozicije 1.4.2. neposredno slijedi

Korolar 1.4.12. Ako je V' modul i U njegov podmodul onda je modul V konacne duljine ako i
samo ako su moduli U i V/U konacne duljine.

Propozicija 1.4.13. Neka je
{0} — WV —V,— - — V, — {0}

egzaktni niz A—modula konacne duljine. Tada je

n

> (=DFevi) =o.

k=1

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je trivijalna, jer iz egzaktnosti niza
{0} — Vi — {0} slijedi da je V} = {0}. I za n = 2 tvrdnja je trivijalna, jer egzaktnost niza
{0} — Vi — V4 — {0} znadi da je V; ~ V5, dakle, ¢(V;) = ¢(V3). Neka je sada n = 2, tj.
imamo kratki egzaktni niz

Tada je modul V; izomorfan podmodulu U modula V' = 2, a modul V3 izomorfan je kvocijentnom
modulu V/U. Neka je n = £(V}) = £(U), m = {(V3) = £(V/U) i oznaé¢imo sa w : V. — V/U

kvocijentni epimorfizam. Neka je

U=Uy2U; 22U, ={0}

=

kompozicioni niz od U i neka je

VIU=Wy 2 Wy 2 Wy = {0y}
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kompozicioni niz od V/U. Stavimo V; = 7' (W;) za0 < j <m iV, =U;_, zam < j < m+n.
Tada je ocito

V=W22Vi2 - 2Va(=U=U) 2 Va1 =012 2 Vinn = U, = {0}
kompozicioni niz od V. Prema tome,
(Vo) = (V) =n+m=LUU) +LV/U) =L(V1) +£(V5) = —L(V1)+L(V2) —£(V5) = 0.

Provedimo sada korak indukcije. Neka je n > 4 i pretpostavimo da je propozicija dokazana za
krace egzaktne nizove. Za egzaktni niz

0} =N —1— - — Vo S Vg 5V, — {0}
stavimo U = Im o« = Ker 3. Sada mozemo formirati dva egzaktna niza:

{0}—>VY1—>VY2—>—>VR_QL>U—>{O}

{0} — U — Vs 5 v, — {0},
Po pretpostavci indukcije imamo

S
[\

(D) + (=D WUy =0 i LU) =L(Vpoy) — 6(V,).

1

=
Il

Odatle slijedi

S (1)k (1) = 0.
k=1
U daljnjem je A prebrojivo dimenzionalna kompleksna unitalna algebra (npr. A = U(g) za

kompleksnu kona¢nodimenzionalnu Liejevu algebru g). Jedinicu algebre A oznacavat ¢emo sa 1.
Lijeve A—module zvat ¢emo krate A—modulima. Neka je Z centar algebre A. Karakter od Z
je unitalni homomorfizam x : Z — C. Skup svih karaktera od Z oznacavat ¢emo sa Z. Ocito
je x +— Ker x bijekcija sa skupa Z na skup svih maksimalnih ideala algebre Z. Nadalje, ako je
X € Z, onda je Ker y = {z — x(2)1; z € Z}.

Lema 1.4.14. Skup Z je linearno nezavisan u prostoru C* svih funkcija sa Z u C.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno i neka je n € N najmanji takav da postoje medusobno razliciti
X1s---yXn € Z koji su linearno zavisni. Tada je o¢ito n > 2. Stovise, n > 3, jer ako su ¢, € Z
proporcionalni, onda su jednaki, jer je ¢(1) = 1 =4 (1). Neka su x1,...,xn € Z razliciti i linearno
zavisni onda je za neke A, ..., A, € C*=C\ {0}

Axa(u) + Aexa(u) + -+ Apxn(u) =0 Yue Z. (1.4)
Buduéi da su x; i x2 neproporcionalni linearni funkcionali na Z razliciti od nule, skup
Z\ (Ker x; U Ker x2)
razapinje Citav prostor Z. Prema tome, postoji z € Z takav da je 0 # x1(2) # x2(2) # 0. Sada iz

(1.4) slijedi
Arxa(zu) + Aaxa(zu) + - - 4+ Apxn(2u) =0 Vu € Z,
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odnosno, kako su x; karakteri,
Axa(2)xa (u) + Aaxa(2)x2(w) 4 -+ - + Anxn(2)Xxn(uw) =0 Vu € Z.
Mnozenjem (1.4) sa x1(z) i oduzimanjem od gornje jednakosti dobivamo

Aa(x2(2) = x1(2))x2(u) + -+ Xlxn(2) — x1(2))Xn(u) =0 Vu € Z.

No to je nemoguce, jer su po izboru n karakteri x», ..., x, linearno nezavisni i jer je prvi koeficijent
A2(x2(2z)—x1(z)) u gornjoj linearnoj kombinaciji razli¢it od nule. Ova kontradikcija dokazuje lemu.

Za A—modul V i za y € Z definiramo
Vi={veV; z2v=x(z)v Vze Z} ={veV; uv=0 Vu € Ker x}.
Opcenitije, stavimo za svaki k € N
k) _ coaky, —
VX()—{UEV, u*v =0 Yu € Ker y}.

Lema 1.4.15. Uz oznaku Vi° = {0} za svaki k € N vrijedi

Vx(k) ={veV;u - uv=0Vu,...,up e Kerx} ={veV; uwe Vx(kil) Vu € Ker x}.

Dokaz: Druga jednakost slijedi neposredno iz prve. Za dokaz prve oznac¢imo

U={veV;u - uw=0 Yuy,...,u, € Kerx}.

Ocito je U C Vx(k). Neka je v € Vx(k). Tada za proizvoljno fiksirane wuq,...,ury € Kery i za
proizvoljne tq, ..., t; € C vrijedi

X o .
k
0= (tyug + -+ tpug)v = Z ﬁtil Ty )
T1sees JL€Zy I k:
Jit+ig=k

Desna strana je sadrzana u kona¢nodimenzionalnom potprostoru
Vo = span {uf’ - ultv; ji,... Gk € Ly, jur+ -+ jp = k}

od V i to je polinomijalna funkcija sa C* u V;. Buduéi da je ta funkcija identicki jednaka 0, svi
njeni koeficijenti su jednaki 0. To znaci da je

Wl -cufv =0 Vji,..., €%y td G4+ =k

Posebno to vrijedi za j; = --- = j5 = 1, dakle, uy---upv = 0. Kako su uy,...,u; € Kery bili
proizvoljno fiksirani, slijedi da je v € U, odnosno, dobivamo i obrnutu inkluziju Vx(k) cU.

Uocimo sada da su svi potprostori Vx(k) A—podmoduli od V. Nadalje, za dani karakter y € Z
radi se o rastu¢em nizu A—podmodula

VX:VX(UQVX(Q)Q...Cv(k)g ......

Naravno, ako je A—modul V' Noetherin, postoji m € N takav da je Vx(k) = Vém) Vk > m. Opcenito
stavimo
Vo= V¥ ={veV; IkeN, u'v=0Vu € Kerx} =
keN
={veV; IkeN, u--upw =0 Yuy,...,u, € Kerx}.
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Propozicija 1.4.16. Suma podmodula Vi, x € Z, A—modula V je direktna.

Dokaz: Neka su yi,...,xn € 2 medusobno razliciti karakteri takvi da je Viyy) # 10} za
j=1,...,nineka suv; € Vi, \ {0}. Treba dokazati da su vektori v1,...,v, linearno nezavisni.
Neka je m € N takav da je u™v; = 0 Vu € Kery iza j = 1,...,n. Bududi da su x1,...,x»
medusobno razliciti linearni funkcionali na prostoru Z, sve razlike x; — x;, ¢ # j, su linearni
funkcionali rali¢iti od nule. Svaki od potprostora Ker (x; — x;) je kodimenzije 1 u prostoru Z.
Stoga unija tih potprostora nije jednaka cijelom prostoru Z. Neka je

z € Z\UKer(Xi - X;)-
i#]

Tada su brojevi \; = x,(2), j =1,...,n, medusobno razliciti i vrijedi

(z—=X)"; =0 za j=1,...,n.

m

Odatle slijedi da su potprostori V; = span {v;, zv;, z%v;,...,2™ tv;} invarijantni s obzirom na

djelovanje z. Stoga je njihova suma
Vo=Vi+ - + Vi

z—invarijantan konac¢nodimenzionalan potprostor od V. Djelovanje z definira linearan operator
A € L(Vp). Tada za svaki j € {1,...,n} vrijedi (A — A\;Iy,)™v; = 0. Prema tome, vy,...,v,
su korijenski vektori operatora A za razli¢ite svojstvene vrijednosti. No tada iz linearne algebre
znamo da su vektori vy, ..., v, linearno nezavisni.

Neka je V' i dalje A—modul. Za vektor v € V' kazemo da je Z—konacan, ako je potprostor
Zv = {zv; z € Z} kona¢nodimenzionalan, odnosno, ako je ideal Annz(v) = {z € Z; zv = 0}
u Z konacne kodimenzije. Skup svih Z—konacnih vektora .A—modula V' oznacavat ¢emo sa V.
To je potprostor vektorskog prostora V. Nadalje, kako je Z centar algebre A, zau € Aiv e V;
preslikavanje w — ww, w € Zv, je linearna surjekcija sa Zv na Zuv. Prema tome je uv € Vy za
svaki u € A isvaki v € V;. Dakle, V; je podmodul A—modula V.

Teorem 1.4.17. Neka je A unitalna algebra i pretpostavimo da njen centar Z ima svojstvo da je
za svaki x € Z i svaki k € N ideal (Ker x)* u Z konacne kodimenzije. Tada za svaki A—modul V

vrijedi
Vi = Z V(x)'

XEZ

Dokaz: Neka je v € V{,). Tada je v € Vx(k) za neki k € N, dakle, vrijedi u;---upv = 0
Vuy, ..., ux € Kery, tj. (Ker x)*» = {0}. Drugim rije¢ima, preslikavanje z — zv sa Z na Zv u
svojoj jezgri sadrzi (Ker x)*. Kako je po pretpostavci potprostor (Ker x)* kona¢ne kodimenzije u
Z, zakljucujemo da je potprostor Zv konacnodimenzionalan, odnosno, v € V. To pokazuje da je
Viy) € Vy za svaki x € Z. Dakle, dokazali smo inkluziju

Z Vi € Vs
XEZ

Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je v € V. Tada je potprostor W = Zv konacnodimen-
zionalan i to je Z—podmodul od V. Bududi da je algebra Z komutativna, postoji baza {wy, ..., w,}
od W u odnosu na koju svi operatori djelovanja z € Z imaju gornje trokutastu matricu. Neka su



52 POGLAVLJE 1. REPREZENTACIJE LIEJEVIH GRUPA I LIEJEVIH ALGEBRI

redom x1(z),...,xn(2) dijagonalni elementi te matrice. Tada su o¢ito xi1,...,xn € Z. Nadalje,
za svaki z € Z element (z — x1(2)) - - - (2 — xn(2)) djeluje nilpotentno na W. Promatranjem kona-
¢nodimenzionalne algebre Z/Annz(v), gdje je Annz(v) = {z € Z; zv = 0}, i njenog djelovanja
kao algebre operatora na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru, lako se vidi da vrijedi

wc Z V(Xj)'
j=1
Kako je v € W i kako je v € V§ bio proizvoljan, dobivamo Zeljenu obrnutu inkluziju
Vi C Z Vio-
XEZ

Time je teorem dokazan.

Uvjet teorema 1.4.17. ispunjen je ako je Z Noetherina algebra:

Propozicija 1.4.18. Neka je Z komutativna Noetherina algebra. Tada je za svaki x € Z i svaki
k € N ideal (Ker x)* konacne kodimenzije u Z.

Dokaz: Za k =1 tvrdnja je trivijalna jer je ideal Ker x kodimenzije 1 u Z. Pretpostavimo da
je za neki k > 2 ideal (Ker x)* beskonac¢ne kodimenzije u Z i neka je k najmanji takav. Tada je
(Ker x)* potprostor od (Kery)*~! beskona¢ne kodimenzije. Primijetimo da je svaki potprostor S
od (Ker x)*~! koji sadrzi (Ker x)* ideal u Z. Doista, vrijedi Z = (Kery) + C, pa je svaki z € Z
oblika z = u + A za neki u € Ker y i neki A € C. Stoga za s € S C Ker x imamo

zs=us+ s € (Kerx)" +S8=38.
7Zbog toga postoji striktno rastuci niz ideala u 2 :
(Kerx)k — \.70 g \.71 g ._72 g_ ......

a to je nemoguce zbog toga Sto je po pretpostavci algebra Z Noetherina. Ova kontradikcija
dokazuje tvrdnju propozicije.

Primijetimo jos da je zbog Hilbertovog teorema o bazi svaka konacno generirana komutativna

unitalna algebra Z Noetherina. Doista, ako konacan skup {z1,..., 2,} generira unitalnu algebru
Z, onda je P — P(z,...,2,) epimorfizam algebre polinoma C[T7,...,T,]| na algebru Z. Dakle,
algebra Z izomorfna je kvocijentnoj algebri Noetherine algebre C[T7,...,T,] i kao takva je prema

propoziciji 1.4.2. Noetherina.

U daljnjem promatramo unitalnu algebru A ¢iji centar Z ima svojstvo iz teorema 1.4.17. Ozna-
¢imo sa Mods(A) kategoriju svih A—modula V' takvih da je V' = V}, odnosno, da je

V:Z V-

XE€Z

Podsjetimo se da je gornja suma direktna. Za A—modul V kazemo da je modul s centralnim
karakterom x ako je V =V, , a da je modul s generaliziranim centralnim karakterom y
ako je V' = V). U slucaju kad je A = U(g), umjesto naziva centralni karakter obicno se upotre-
bljava naziv infinitezimalni karakter. Prema Schurovoj lemi (teorem 1.1.6.) zbog prebrojive
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dimenzionalnosti algebre A zakljucujemo da je svaki prost A—modul modul s centralnim karak-
terom. Oznacimo sa Mod, (A) kategoriju A—modula s centralnim karakterom x i sa Mod(,)(.A)
kategoriju A—modula s generaliziranim centralnim karakterom y. Ako je ¢ : V' — W homomor-
fizam A—modula, onda za k € N, v € Vx(k) i u € Kery imamo u*p(v) = p(u*v) = 0. To pokazuje
da je go(VX(k)) c W, Odatle slijede inkluzije o(Vy) €W,y io(Viy) € Wi-

Za homomorfizam A—modula ¢ : V' — W stavimo

A

Px = 90|VX € HomA(VX7 WX)? Px) = QPH/(X) € HomA(V(x)a W(x))a X € Z.

Ocito je (po1h), = pyoty i (wo)n) = Y(x) ©Y(y)- Prema tome, V — V), ¢ — ¢, je kovarijantan
funktor s kategorije Mody(.A) ukategoriju Mod, (A),aV — V), ¢ = ¢ je kovarijantan funktor
sa Modg(A) u Mod,)(A).

Propozicija 1.4.19. Funktor V — V(,y, ¢ — @) sa kategorije Mods(A) u kategoriju Mod ) (A)
je egzaktan: ako su U,V,W moduli u kategoriji Mods(A) i ako su ¢ € Homua(U,V) 1
Y € Homu(V,W) takvi da je Imyp = Ker, tada vrijedi i Im ) = Ker)(,,. Posebno, ako
je

{0} — U5V 5w — {0}
kratki egzaktni niz u kategoriji Mods(A) tada je i niz

P(x) Y(x)
{0} — Uy — Vi — Wiyp — {0}

u kategoriji Mod,(A) takoder egzaktan.

Dokaz: Vrijedi 109 = (¥op)ny = 0, dakle, Im ¢(,) C Ker¢,y. Neka je sada v € Ker 1),,.
Dakle, v € V{,y N Kerv. Kako je Kerv = Im ¢, postoji u € U takav da je v = ¢(u). Bududi da je

U=Up=Y_ Uuw).
wEZ

postoje wi, ... ,wy, € Z i u; € Uy, j =1,...,n, takvidaje u = uy+- - -+u,. Vrijedi ¢(Ug,)) € V)
i suma podmodula V{.y, w € Z, je direktna, pa slijedi da je ¢(u;) = 0 ako je w; # x. Prema tome,
postoji j € {1,...,n} takav da je w; = x i tada je p(u;) = v, dakle, p(y(u;) = v. To pokazuje
da je v € Imy(,). Time je dokazana i obrnuta inkluzija Kerv,) C Imp(,), dakle, jednakost
Ker ¢y = Im (.

Napomenimo jos da funktor V' +— V,, ¢ — ¢, sa kategorije Mod¢(A) u kategoriju Mod, (A)
opéenito nije egzaktan. Naime, ako je V' A—modul s generaliziranim centralnim karakterom y
takav da je V = Vx(z) # V,, tada je niz

{0} =V, —V —V/V, — {0}
u kategoriji Mods(A) egzaktan, ali odgovarajuéi niz u kategoriji Mod, (A)
{0} — Vi — Vi — (V/Vy)y — {0}
nije egzaktan, jer je (V/V), = V/V, # {0}.

Ovaj ¢emo odjeljak zavrsiti s jednom vaznom konstrukcijom modula polaze¢i od modula nad
unitalnom podalgebrom.
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Teorem 1.4.20. Neka je A unitalna algebra, B njena unitalna podalgebra i W lijevi B—modul.

(a) Postoji jedinstvena struktura A—modula na prostoru V.= A ® W takva da je

alr @ w) =ar@w Va,z € A 1Vw e W.

(b) Neka je Vi podmodul A—modula V' iz (a) generiran skupom {b@w—1Q@bw; b € B, w € W}
1 neka je

A®BW=V/V3

kvocijentni A—modul. Klasu elementa © @ w, v € A, w € W, u kvocijentnom modulu
V/Vi=A®s W oznacavamo sa x Qpw. Za svaki A—modul U postoji Jjedinstveno linearno
prestikavanje T — T sa Homg(W,U) u Hom (A ®@p W,U) takav da je T(1®pw) = Tw
VT € Homg(W,U) i Yw € W. Preslikavanje T — T je izomorfizam vektorskog prostora
Hompg(W,U) na vektorski prostor Hom (A @ W, U).

(¢) Ako je V- A—modul, vrijedi A@,4V ~ V.

(d) Ako je C unitalna podalgebra od B i ako je U C—modul, onda je A—modul AU izomorfan
A—modulu A®g (B®cU).

Dokaz: (a) Fiksirajmo a € A. Tada je (z,w) — ax ® w bilinearno preslikavanje sa A4 x W u
A ® W. Prema univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta vektorskih prostora postoji jedinstven
linearan operator

At AW - AW takavdaje A (rz®@w)=ar®@wVre AiVweW.

Treba dokazati dsa je sa
au = Aqu, ac A, ue ARQW,

definirana struktura A—modula na prostoru A ®@ W. Bududi da je A, za a € A linearan operator,
preslikavanje (a,u) — au je linearno u drugom argumentu:

a(oquy + asug) = Ag(aqug + asug) = ag Aguy + asAgus = agauy + asaus.

Preslikavanje (a, u) — au linearno je i u prvom argumentu. Doista, ako su oy, ag € C, ay, a9,z € A
iw e W, imamo

(1a1 + @2a2) (T @ W) = Anyartasas (T @ w) = (a1 + aas)r @ w =

= a1(a1x @ w) + as(asr @ w) = a1 Ay, (T @ W) + A Ay, (T @ w) = a1a1 (T @ W) + azas(r @ w).

Buduéi da vektori oblika x @ w, x € A, w € W, razapinju vektorski prostor A ® W, slijedi iskazana
linearnost preslikavanja (a, u) — au u prvom argumentu:

(a1 + azas)u = ajayu + asasu, a,a €C, a,a0€e A, uec AQW.

Dokazimo sada kvaziasocijativnost djelovanja A na prostoru A ® W. Neka su a,b,x € Aiw e W.
Tada imamo

(ab)(x @ w) = Ap(r @ w) = abr @ w = Au(br @ w) = A, Ap(z @ w) = a(b(x @ w)).
Vektori & ® w razapinju prostor A ® W, pa slijedi kvaziasocijativnost:

(ab)u = a(bu), a,bc A, ue AxW.
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Napokon, ocito za x € Aiw € W vrijedi
llz@w)=A(zw) =12 w,

pa imamo i

lu=mu Yue A W.

Time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Neka je U A—modul i neka je A ®z W kvocijentni modul A—modula V= A® W iz (a)
po A—podmodulu Vs generiranom skupom {d @ w — 1 ® bw; b € B, w € W}. Nadalje, neka je
T € Homg(W,U), tj. T : W — U je linearan operator takav da je T'(bw) = bTw Vb € B i
Vw € W. Definiramo preslikavanje 7 : A x W — U sa

T(x,w) = zTw, re A weW.

To je preslikavanje o¢ito bilinearno, pa postoji jedinstven linearan operator T : AQ W — U takav
da je

Trx@w)=2Tw VYreAd i YwelW.
Tada je T homomorfizam A—modula. Doista, ako su a,z € Aiw € W, tada je

T(a(z @ w)) = T(az @ w) = (ax)Tw = a(z2Tw) = aT'(z @ w).
Buduéi da vektori oblika x @ w, x € A, w € W, razapinju prostor V = A ® W, slijedi
Tav = aTw YVae A i YveV.

Time je dokazano da je T € Hom(V,U). Sada za b € Biw € W imamo

Th@w—-1®bw)=>bTw—Thw =0

buduéi da je T € Homp(W,U). Prema tome, A—podmodul Vs generiran vektorima oblika
b®w —1® bw sadrzan je u jezgri operatora T'. Prijelazom na kvocijent dolazimo do preplitanja
T e Hma(A®gW,U) :

A ~

T(v+Vg) =To, veV=AxW.

Sadazaz € Aiw e W imamo

A ~ ~

Txpw)=Txw+Vg) =T(z@w) = zTw.

Posebno, vrijedi T(l ®pw) =Tw Yw € W. Time je dokazana egzistencija T. Jedinstvenost slijedi
iz oc¢igledne ¢injenice da skup {1 ®p w; w € W} generira A—modul V = A ®z W.

Bududi da je preslikavanje 7' +— xTw sa Hompg(W,U) u U linearno za bilo koje x € Aiw € W,
ocito je preslikavanje T' +— T sa Homg(W,U) u Hom(V,U) linearno. Odatle slijedi linearnost
preslikavanja T +— T sa Homg(W,U) u Hom (A @5 W, U).

Konstruirat ¢emo sada inverzno preslikavanje Hom (A @g W,U) — Homg(W,U). Ako je
S € Hom (A ® W,U) definiramo operator S : W — U sa

Sw = S(1®zw), weW.

Operator S je ocito linearan. Nadalje, kako je S preplitanje A—modula i kako zabe Biw e W
u modulu A ®z W vrijedi 1 ®3 bw = b ®p w, imamo

Shw = S(1®@pbw) = S(b@sw) = S(b(1 @z w)) = bS(1 ®pw) = bSw.
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To pokazuje da je S € Homg(W,U). Nadalje, preslikavanje S — S je otito linearno. To je
preslikavanje inverzno preslikavanju T +— T'. Doista, za T' € Homg(W,U) i za w € W imamo

Tw = T(l1ogw)=Tw,
dakle, T—T Takoder, za S € Hom (A ®g W,U) i w € W imamo
é(l ®pw) = Sw = S(1 @z w).

Buduci da vektori oblika 1 ®5 w, w € W, generiraju A—modul A ®5 W, zakljucujemo da vrijedi
S=38.

Time smo dokazali da je preslikavanje S — S inverzno preslikavanju 7' — T.Dakle, T — T je
izomorfizam prostora Homp(W,U) na prostor Hom (A @z W, U).

(¢) Lako se vidi da je v +— 1 ® 4 v izomorfizam A—modula V na A—modul A ®4 V.

(d) Preslikavanje A @c U — A ®p (B ®¢ U) dobiva se polazeéi od bilinearnog preslikavanja

(a,u) — a®p (1 ®cu), ac A, uwel,

sa AXx U uA®g (B®cU). Inverzno preslikavanje A ®p (B ®c U) — A ®c U dobiva se polazedi
od trilinearnog preslikavanja

(a,b,u) — ab ¢ u, ac A beB, wuel,

sa AXx BxUuA®cU. Za proizvoljno fiksno a € B iz bilinearnog preslikavanja (b, u) — ab ®¢ u
dolazi se najprije do linearnog preslikavanja B ® U — A ® U, zatim do linearnog preslikavanja
B®cU — A®c U, pa do bilinearnog preslikavanja A X (B®¢ U) — A ®c U, pa do linearnog pres-
likavanja A® (B®¢U) — A ®c U i napokon do linearnog preslikavanja A ®p (B®cU) — A®c U.
Sada se direktnom provjerom utvrduje da su oba linearna preslikavanja A—preplitanja, tj. homo-
morfizmi A—modula, i da su medusobno inverzna.

Za A—modul A @ W iz teorema 1.4.20. kazemo da je induciran B—modulom W unitalne
podalgebre B od A. Tvrdnja (b) u tom teoremu zove se Frobeniusov teorem reciprociteta,
a tvrdnja (d) teorem o induciranju u etapama. Frobeniusov teorem reciprociteta je zapravo
tvrdnja da je funktor induciranja lijevo adjungiran funktoru ”suzenja skalara” tj. ”zaboravnom
funktoru” prijelaza sa . A—modula na B—module.

Promatrat ¢emo sada tzv. producirane reprezentacije dobivene slicno induciranima ali pomoc¢u
funktora Hompg(A, -) umjesto funktora A ®g -. Dakle, neka je i dalje, B unitalna podalgebra
kompleksne unitalne algebre A i neka je W unitalni lijevi B—modul. Sada se pomo¢u mnozenja s
lijeva A moze shvacati kao unitalni lijevi B—modul. Stavimo

V = Homg(A,W).
Prostor V postaje unitalni lijevi . A—modul uz djelovanje
(uf)(v):f(vu), fGHOmB(A,W), U,UGA.

Kazemo da je modul V produciran modulom W i pisemo V = Prog W. Ako je p reprezen-
tacija od B na prostoru W, za pripadnu reprezentaciju = od A na prostoru V kazemo da je
producirana reprezentacijom p i piSemo 7 = Proé p-

Za producirane reprezentacije imamo sljede¢i analogon Frobeniusovog teorema reciprociteta:
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Teorem 1.4.21. Neka je B unitalna podalgebra kompleksne unitalne algebre A, neka je W initalan
lijevi B—modul i V = Prog W.

(a) Preslikavanje € : f +— f(14) je homomorfizam B—modula sa V u W. Ukoliko je A =U(g) i
B =U(q), gdje je g Liejeva algebra i q njena Liejeva podalgebra, onda je je taj homomorfizam
B—modula surjektivan.

(b) Ako je X wnitalni A—modul, onda za svaki ¢ € Hompg(X,W) postoji jedinstven
@ € Homy(X,V) takav da je ¢ = ¢ o ¢. Preslikavange 1 — ¢ je izomorfizam vektorskih
prostora sa Homp(X, V) na Hom4(X, V).

Dokaz: (a) Za f € V= Homg(A,W) i u € B imamo
e(u-f) = (u-f)(Qa) = f(lau) = f(ula) = u- f(la) = u-e(f).

To pokazuje da je € homomorfizam B—modula sa V' u W.

Treba jos dokazati da je u slucaju A = U(g) i B = U(q) homomorfizam ¢ surjektivan, tj.
da za svaki w € W postoji f € Homp(A, W) takav da je e(f) = w. Neka je p potprostor od g
koji je direktni komplement od g, tj. takav da je g = q + p. Tada iz PBW—teorema slijedi da je
A = B+ Ap. Neka je P projektor prostora A na potprostor B duz potprostora Ap. Za fiksirani
w € W definiramo preslikavanje f : A — W ovako:

f(u) = P(u) - w, ue A

Tada za v € Biu € A imamo u = P(u) + v za v’ € Ap, dakle, vu = vP(u) + vu'. Kako je
vP(u) € Biwvu' € Ap, slijedi da je P(vu) = vP(u). Stoga je

flou) = P(vu) -w=vP(u) - w=v-Plu) - w=uv-f(u).
Prema tome, f € Homg(A, W). Sada je
e(f) =f(la) = f(1p) = 15w =w.
(b) Neka je X unitalni A—modul i ¢ € Homg(X, W). Definiramo ¢ : X — L(A, W) ovako:
[o(x)](u) = Y(u-x), reX, uecA.
Za svaki z € X tada je ¢(x) € Homg(A, W). Doista, za v € Biu € A imamo
[o(@)](vu) = Pou-z) = ¢(v-u-2) = v-P(u-z) = v-[p(r)](W).

Dakle, tako definiran ¢ je linearan operator sa X u V = Homq(A, W). Neka su sada u € A i
x € X. Tada za svaki v’ € A imamo

[o(u-2)](u) = Y- u-2) = P(u'u- z) = [p(a)](u'u) = [u- p(x)]().
Kako je u' € A proizvoljan, to pokazuje da vrijedi
olu-z)=u-px), ue A zeX.

Drugim rije¢ima, ¢ : X — V je homomorfizam A—modula, ¢ € Homy(X, V). Sada je za svaki
reX

(o p)(x) =e(p(@)) = [p(@)](La) = (La- z) = ().
Time je dokazano da za svaki ¢» € Homg(X, W) postoji ¢ € Hom4(X, V') takav da je ¢y =€ o .
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Dokazimo jedinstvenost. Neka su ¢, ¢ € Hom4(X,V) takvi da je € 0 ¢ = £ 0 ¢/, odnosno,
takvi da je
[o(2)](14) = [¢'(2)](14) Vo € X.

Bududi da su ¢ i ¢’ A—homomorfizmi sa X u V = Homg(X, W), za proizvoljne z € X i u € A
imamo redom

[o(@)](u) = [p(x)](Tau) = [u- p(2)](1a) = [p(u - 2)](1a) =
= [¢'(u-2)](1a) = [u-¢'(@)](1a) = [¢'(@)](Lau) = [¢"(x)](w).

Odatle je ¢ = ¢’ i time je dokazana jedinstvenost.
Oznac¢imo sada sa ® tako definirano preslikavanje ¢ — ¢ sa Homp(X, W) u Hom4(X,V) :

{e(W)}Ho)](u) =¢(u-2), uweA zeX
® je linearno preslikavanje: za 1,1 € Homg(X, W), ag, a0 € C, z € X i u € A imamo
{®(anthr + aatho) Ha)(u) = (aathr + anhe)(u - 2) = cnthr(u - ) + aothe(u - ) =
= a1 [{®(v1) }(2)](u) + ax[{ (o) )] (u) = [ar{ (1) }(z) + co{ P(¢2) } ()] (u) =

= {an®(¥) + a2 ®(2) } ()] (w)-

Dakle, @(041@/)1 + agwg) = O[lq)(@bl) + Oég@(wg).
Konstruirat ¢emo sada preslikavanje W : Homy (X, V) — Homp(X,W). Za ¢ € Hom (X, V)
neka je U(yp) : X — W preslikavanje definirano sa

W(p)l(z) = le(@)](1a),  zeX.

Zav € Bix € X imamo redom koriste¢i ¢injenice da je ¢ A—preplitanje i da je ¢(z) B—preplitanje:

[V ()] (v-z) = [p(v-2)](1a) = [v-p(2)](14) = [p(2)](Lav) = [p(2)](v14) = v-[o(2)](1a) = v-[¥(p)](2).

Dakle, W(p) € Homp(X, W), odnosno, ¥ je preslikavanje sa Hom (X, V) u Homg(X, W). Sada
imamo za ¢ € Hom (X, V) i za proizvoljne x € X iu € A:

{(@oW)(p)}(@)](w) = {R(W ()} (2))(u) = (¥(p))(wz) = [p(uz)](1a) = [u-p(@)](1a) = [p(2)](u).

Zbog proizvoljnosti u € A1 x € X to pokazuje da je (P o U)(p) = ¢ za svaki ¢ € Hom4(X, V),
odnosno, da vrijedi ®oW = Iy, , (x,v). Ako je sada ¢ € Homp(X, W), onda za proizvoljan € X
imamo

(W o ®)(y)](z) = [W(@()l(x) = {2(¢)}2)](1a) = ¢(1a - 2) = P(2).

Dakle, (¥ o ®)(y)) = 9 za svaki ¢ € Homp(X, W), odnosno, ¥ o ® = Iy, x,w)-
Time je dokazano da je linearno preslikavanje ® : Homg(X, W) — Hom4(X,V) bijekcija,
odnosno, izomorfizam.
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1.5 Reprezentacije na Hilbertovim prostorima

U ovom odjeljku navest ¢emo bez dokaza niz rezultata o reprezentacijama Liejevih grupa na
Hilbertovim prostorima i pridruzenim reprezentacijama pripadnih Liejevih algebri na nekim gus-
tim potprostorima.

Neka je G lokalno kompaktna grupa i neka je p lijeva Haarova mjera na G. Vektorski pros-
tor Co(G) svih neprekidnih kompleksnoznaénih funkcija na G s kompektnim nosa¢em postaje
asocijativna algebra uz konvoluciju kao operaciju mnozenja:

(f * 9)( /f g )duly),  f,9€Co(G), w€G.
To je x—algebra uz involuciju definiranu sa

ffa)y=A@) fh), feC(G), zed.

Pri tome je A = Ag modularna funkcija na grupi G, tj. neprekidni homomorfizam grupe G u
multiplikativiu grupu R = (0, +-00) sa svojstvima

[ Hawinte) =2 (@) [ f@inte) VT EGG) i Ve
G G

/Gf (z71) dp(z) = /GA () f(2)dp(z) Vf e Co(G).

Uz takvu strukturu Cy(G) zove se grupovna algebra grupe G. Cy(G) je normirana sx—algebra
uz L{—normu

1l = /G F@)ldu(z), e Co(@),

buduéi da vrijedi

If gl <WANglh 1 I =1 frg € Co(G).

Stoga se struktura x—algebre produljuje na popunjenje L;(G, i) i s operacijama koje se jednako
zapisuju Li(G, p) postaje Banachova x—algebra koju zovemo grupovna L;—algebra lokalno
kompaktne grupe G. Grupovna algebra L, (G, 1) (a1 Co(G)) je unitalna ako i samo je topologija
na grupi G diskretna.

Za Hilbertov prostor H oznacavat ¢emo sa B(H) unitalnu Banachovu x—algebru svih ograni¢enih
linearnih operatora na H, a sa GB('H) grupu svih invertibilnih elemenata u toj algebri. Reprezen-
tacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H je homomorfizam grupa
7 : G — GB(H) takav da je x — m(z)¢ neprekidno preslikavanje sa G u ‘H za svaki vektor
¢ € 'H. Lako se vidi da je dovoljno zahtijevati neprekidnost u jedinici e € G za sve vektore £ iz
nekog gustog potprostora od H. Nadalje, pokazuje se da je tada preslikavanje (z,&) — m(z)¢ sa
G x 'H u 'H neprekidno.

Kod takvih reprezentacija medu invarijantnim potprostorima H najvazniji su oni zatvoreni.
Naime, ako je K zatvoren m—invarijantan potprostor od H, onda je subreprezentacija mx takoder
reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru, a i kvocijentna reprezentacija my/x je takva.
Za reprezentaciju m kazemo da je ireducibilna ako je H # {0} i {0} i H su jedini zatvoreni
m—invarijantni potprostori od H. 7 se zove potpuno reducibilna reprezentacija ako za svaki
zatvoren m—invarijantan potprostor K od H postoji zatvoren m—invarijantan potprostor £ od H

takav da je H = K + L.
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Neka su 7 i p reporezentacije lokalno kompaktne grupe GG na Hilbertovim prostorima H i .
Preplitanje reprezentacije 7 s reprezentacijom p je ogranicen linearan operator 7' : 'H — K takav
da vrijedi Tw(z) = p(z)T Vx € G. Skup svih takvih preplitanja ozna¢avamo sa Homg(H, K). To
je zatvoren potprostor Banachovog prostora B(H, K) svih ogranicenih linearnih operatora sa H
u K. Kazemo da je reprezentacija m ekvivalentna reprezentaciji p, ako u Homg(H, K) postoji
bijekcija. Tada piSemo 7m ~ p. Prema teoremu o otvorenom preslikavanju za Banachove prostore
(svaka ogranicena linearna surjekcija Banachovog prostora na Banachov prostor je otvoreno pres-
likavanje) za bijekciju T € B(H,K) je T~ € B(K,H). Stoga je ~ relacija ekvivalencije.

ZaH = K i m = p upotrebljava se oznaka Homg(H,H) = Endg(H).

Reprezentacija 7 lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru ‘H zove se unitarna
ako su svi operatori m(z), € G, unitarni. Grupu svih unitarnih operatora na Hilbertovom pros-
toru ‘H oznacavat ¢emo sa U(H). Svaka je unitarna reprezentacija potpuno reducibilna: ako je K
zatvoren 7—invarijantan potprostor, onda je i njegov ortogonalni komplement Xt 7 —invarijantan.
Za unitarne reprezentacije vrijedi sljedeca varijanta Schurove leme:

Teorem 1.5.1. Neka je m unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom
prostoru ‘H. Reprezentacija m je ireducibilna ako i samo ako je Endg(H) = Cly, tj. ako i samo
ako su multipli jedinicnog operatora jedina preplitanja m sa .

Korolar 1.5.2. Neka su m i p ireducibilne unitarne reprezentacije lokalno kompaktne grupe G na
Hilbertovim prostorima H i K. Ako su w i p ekvivalentne, onda je prostor Homg(H, K) jednodi-
menzionalan 1 sadrzi izometricki izomorfizam sa 'H na K.

Za reprezentacije Liejevih grupa posebno je vazno sljede¢e pojacanje Schurove leme:

Teorem 1.5.3. Neka je 7 ireducibilna unitarna reprezentacija lokalno kompakine grupe G na
Hilbertovom prostoru H. Neka suV i W gusti potprostori od H i T :V — H .S : W — H linearn:
operatori (bez pretpostavke njihove neprekidnosti) takvi da je potprostor V. w—invarijantan i da
vrijeds

Tm(x) =m(x)TE VeeG i VEeV

(T¢ln) = (£[Sn) V€€V i VneW.
Tada je T = Ny za neki A € C.

Svakoj reprezentaciji 7 lokalno kompaktne grupe GG na Hilbertovom prostoru H pridruzena je
reprezentacija 7 Banachove algebre L;(G, p) na Hilbertovom prostoru H. To je homomorfizam
asocijativnih algebri 7 : Ly (G, ) — B(H) definiran sa

F()El) = /G f@)r@Emdu@),  feL(Gp), Ene.

Pokazuje se da je tada operator 7(f) Lebesgue—Bochnerov integral fukcije x — f(x)m(z) sa G u
B(H) u odnosu na mjeru p. Vrijedi sljededi teorem:

Teorem 1.5.4. Neka je w reprezentacija lokalno kompakine grupe G na Hilbertovom prostoru H
1 T pridruZena reprezentacija njene grupovne L,—algebre.

(a) Zatvoren potprostor K od H je m—invarijantan ako i samo ako je T—invarijantan, Stovise,
ako i samo ako je 7| Co(G)—invarijantan.
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(b) Ako je o reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru K, onda je
Homg(H,K) = Homyp,G,.)(H,K) = Homey ) (H, K).

Posebno, reprezentacije m 1 o su ekvivalentne ako i samo ako su reprezentacije © i ¢ ekvi-
valentne, odnosno, ako i samo ako su reprezentacije ©|Co(G) i 6|Co(G) ekvivalentne.

(¢) Reprezentacija 7|Co(G) ima sljedece svojstvo neprekidnosti: za svaki kompaktan podskup K
od G postoji C'x > 0 takav da vrijeds

feG(G), SupfCcK  — 17N < Crll £l

(d) Reprezentacija 7|Cy(G) je nedegenerirana, tj. potprostor span{w(f)§; [ € Co(G), £ €
H} je gust u Hilbertovom prostoru H.

(e) Reprezentacija w je unitarna ako i samo je T x—reprezentacija, Stovise, ako i samo ako je
restrikcija | Co(G) *—reprezentacija.

(f) Ako je o nedegenerirana reprezentacija algebre Co(G) na Hilbertovom prostoru H sa svo-

jstvom neprekidnosti kao u (c), onda postoji jedinstvena reprezentacija m od G na 'H takva
da je 0 = 7|Co(G).

Zbog ovog se teorema obicno umjesto novog znaka 7 upotrebljava isti znak 7 i za reprezentaciju
grupovne algebre.

Razmotrimo sada posebno reprezentacije Liejevih grupa na Hilbertovim prostorima. Svakoj
takvoj zeljeli bismo pridruziti reprezentaciju pripadne Liejeve algebre. To nece biti moguce na
¢itavom prostoru H (osim u sluc¢aju konaéne dimenzije) nego na odredenim gustim potprostorima.
U tu su nam svrhu potrebne neke opce definicije.

Neka je H Banachov prostor i €2 otvoren podskup od R™. Za preslikavanje f : {2 — H kazemo
da je diferencijabilno u tocki xy € €2 ako postoji linearan operator T,,(f) : R" — H takav da

vrijedi
@) = o) = T (D =m0,
=0 [l = ol
Pri tome je || - || u brojniku oznaka za normu na Banachovom prostoru H a u nazivniku oznaka

za bilo koju normu na prostoru R"™. Naravno, kako je prostor R"™ kona¢nodimenzionalan, svaki
linearan operator sa R™ u H je ogranicen; posebno, T, (f) € B(R™, H). Preslikavanje f je diferen-
cijabilno na €2 ako je diferencijabilno u svakoj tocki od €2. U tom sluc¢aju definirano je preslikavanje
x — T, (f) sa Q u Banachov prostor B(R", H). Ako je to preslikavanje neprekidno na €2, kazemo
da je preslikavanje f klase C' na 2. Ako je preslikavanje z — T,(f) klase C! na ), kazemo da
je preslikavanje f klase C? na €. Induktivno definiramo za svaki m € N : preslikavanje f je klase
C™ na € ako je ono diferencijabilno na 2 i preslikavanje x — T,(f) je klase C™~! na 2. Napokon,
kazemo da je preslikavanje f : 2 — H klase C'"™ na () ako je ono klase C"™ na () za svaki m € R.

Neka je sada M diferencijalna mnogostrukost i H Banachov prostor.  Preslikavanje
F : M — H je klase C*® ako je za svaku kartu (U,p) mnogostrukosti M preslikavanje
Fogp™:¢U)— H klase C* na ¢(U). Lako se vidi da je dovoljno to zahtijevati za sve karte iz
nekog atlasa mnogostrukosti M.

Vrijedi sljede¢i Grothendieckov teorem (dokazan u Espaces vectoriels topologiques, Univ. Sao
Paulo, 1954. u znatno opcenitijoj situaciji kad je H lokalno konveksan vektorski prostor koji je
kvazi—potpun, tj. takav da je svaki njegov zatvoren ograni¢en podskup potpun):
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Teorem 1.5.5. Neka je M diferencijalna mnogostrukost + H Banachov prostor. Preslikavange
F: M — H je klase C* ako i samo ako je skalarna funkcija ¢ o F: M — C klase C* za svaki
neprekidni linearni funkcional ¢ € H'.

Neka je ponovo ‘H Banachov prostor i € otvoren podskup od R". Za preslikavanje f : (2 — 'H

kazemo da je analiticko ako za svaku tocku xg = (29, ...,2%) postoji 7 > 0 takav da je

D(zo,r) ={x=(z1,...,2,) €R" |z; — 2l <rzaj=1,...,n} CQ

1 postoje a,, € H, m € Z, takvi da vrijedi

flz) = Z (x — x0) " am Vo € D(xg,r).

mezL’y

Pri tome je

(@ — o)™ = (w1 — )™ - (2 — 7)™,

a gornji red konvergira po normi u H, tj. za svaki x € D(zg,7) i svaki € > 0 postoji konacan
podskup Fy C Z7} takav da za svaki konacan podskup F' C Z} vrijedi:

FyCF = Hf(:p)— Z(:p—:po)mam <e.

meF

Analogno kao malo prije, ako je M analiticka mnogostrukost i H Banachov prostor, za preslikavanje
F : M — H kazemo da je analiticko ako je za svaku (analiticku) kartu (U, ¢) od M preslikavanje
Fop™:plU)— H analiticko. Ponovno je to dovoljno zahtijevati za sve karte iz nekog (anali-
tickog) atlasa mnogostrukosti M.

Vrijedi sljede¢i analogon teorema 1.5.5. koji je dokazan u ¢lanku J. Barros Neto, Spaces of
vector valued real analytic function, Trans. Amer. Math. Soc. 112(1964),381—391, takoder u
vecoj opcenitosti, ali ne takvoj kao sto je Grothendieckov teorem za preslikavanja klase C*° :

Teorem 1.5.6. Neka je M analiticka mnogostrukost © H Banachov prostor. Preslikavanje
F : M — H je analiticko ako i samo ako je skalarna funkcija ¢ o F' : M — C analiticka za
svaki neprekidni linearni funkcional ¢ € H'.

Neka je sada 7 reprezentacija Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru ‘H. Za & € ‘H kazemo
da je glatki vektor (odn. analiti¢ki vektor) za reprezentaciju m ako je preslikavanje x +— 7(x)¢&
sa G u 'H klase C* (odn. analiticko). Oznacimo sa H>(m) skup svih glatkih vektora, a sa H" ()
skup svih analitickih vektora reprezentacije m. Ukoliko je jasno o kojoj se reprezentaciji © na
prostoru ‘H radi, pisat ¢emo krace H*> i H“. Ocito su to potprostori vektorskog prostora H i
H® C 'H*. Mnostvo glatkih vektora nam daje

Lema 1.5.7. (Lars Garding) Neka je f € C°(G) i £ € H. Tada je w(f)& € H™.

Potprostor
m(C5*(G)H = span {7 (f)&; [ € C5°(G), € € H}

zove se Gardingova domena za reprezentaciju . Iz Gardingove leme slijedi:

Teorem 1.5.8. Neka je 7 reprezentacija Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru H. Gardingova
domena T(C3°(G))H je gust potprostor od H. Posebno, H™ je gust potprostor od H.
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Dixmier i Malliavin su u clanku Factorisations de fonctions et de vecteurs indéfiniment différen-
tiables, Bull. Sci. Math. 102(1978),305—330, dokazali da je Gardingova domena ne samo sadrzana
nego jednaka potprostoru H>. Stovise, dokazali su da za Siroku klasu grupa, koja ukljucuje sve
povezane poluproste Liejeve grupe s kona¢nim centrom, vrijedi

H> ={n(f)§ [ € C(G), £ € HY.

To nije istina, ako Liejeva grupa G ima zatvorenu podgrupu H takvu da je G/H ~ R?; to je tako
npr. za povezane jednostavno povezane nilpotentne Liejeve grupe dimenzije > 2. Dokazali su i da
za aditivnu grupu R” za n > 2 i njenu reprezentaciju m na Hilbertovom prostoru ‘H vrijedi

H* =A{n(f)E+7(g9)n; f.g€ C&ERY), &neH}.

Neka je g Liejeva algebra Liejeve grupe G. Za X € g definiramo linearan operator

m(X):H>*® — H sa

d
T(X)¢ = &W(exp tX)¢ §eH™.
t=0

Propozicija 1.5.9. (a) Potprostori H* i H* su n(G)—invarijantni.
(b) Potprostori H*™ i H* su invarijantni s obzirom na sve operatore m(X), X € g.
(¢) X — mw(X) je reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru H™.

Reprezentacija realne Liejeve algebre g na prostoru H™ prosiruje se do reprezentacije njene
kompleksifikacije g, a ova do reprezentacije univerzalne omotacke algebre U(g®). Kao i prije, sa
Z(g®) oznacavamo centar algebre U(g®). Reprezentacija x — Adz grupe G pomocéu automor-
fizama Liejeve algebre g jedinstveno se prosiruje do reprezentacije od G automorfizmima algebre
U(g®) koju ¢emo takoder oznacavati sa = — Ad z. Stavimo

Za(g®) = {u e U(g"); (Adz)u =u vz € G}.

To je podalgebra centra Z(g®) i s njim se podudara ako je grupa G povezana. U slucaju ireducibilne
unitarne reprezentacije imamo sljedec¢i vazan rezultat:

Propozicija 1.5.10. Neka je 7 ireducibilna unitarna reprezentacija Liejeve grupe G na Hilber-
tovom prostoru H. Za svaki z € Zg(g®) operator w(2) je skalarni multipl jedinicnog operatora
e

S reprezentacije Liejeve grupe G presli smo na reprezentaciju njene Liejeve algebre g (i jednu
njenu subreprezentaciju). Medutim, pri tome smo promijenili prostor. lako prostor H*> glatkih
vektora ima dobro svojstvo da je gust u prostoru H, to pridruzivanje reprezentacijama od G
reprezentacija od g nema dovoljno dobra svojstva. Ukoliko je K zatvoren m(G)—invarijantan pot-
prostor od H, onda je oc¢ito K> (7|KC) = K NH™® i to je m(g)—invarijantan potprostor od H™ i
njegov zatvarac¢ jednak je K. Nazalost, obi¢no postoje 7(g)—invarijantni potprostori od H* ¢iji
zatvarac nije m(G)—invarijantan.

S reprezentacijom X — 7(X)|H" situacija je za povezanu Liejevu grupu G u tom smislu bolja:

Propozicija 1.5.11. Neka je G povezana Liejeva grupa, m njena reprezentacija na Hilbertovom
prostoru H 1 V w(g)—invarijantan potprostor od H*. Tada je njegov zatvara¢ Cl(V) m(G)—inva-
rijantan potprostor od H.
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Znatno kompliciranijim metodama nego $to je Gardingova lema E. Nelson je u ¢lanku Analytic
vectors, Annals of Math. 70(1959),572—615, dokazao

Teorem 1.5.12. Za svaku reprezentaciju m Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru H potprostor
HY je gust u 'H.

Promatrat ¢emo sada reprezentacije kompaktnih grupa. Ako je K kompaktna grupa, njena
je lijeva Haarova mjera v ujedno i desna Haarova mjera. Pretpostavljat ¢emo da je mjera v
normirana, tj. da je v(K) = 1. Prostor C'(K) svih neprekidnih funkcija f : K — C postaje
unitaran prostor uz skalarni produkt

(o) = [ s@s@ive),  f.g € CE).
K
Njegovo popunjenje je Hilbertov prostor Lo(K) = Lo( K, v).

Ako je 7 reprezentacija kompaktne grupe K na Hilbertovom prostoru H sa skalarnim produk-
tom (-|-), onda je sa

(€ln) = /K (r(@)Elm(@))dn(z), £ M,

zadan novi skalarni produkt (- |- ) na prostoru H, koji je ekvivalentan polaznom, tj. postoje m > 0
i M > 0 takvi da je

m(€|€) < (€|€) < M(€|€)  VEEH.

U odnosu na novi skalarni produkt reprezentacija 7 je unitarna. Zbog toga se u proucavanju
reprezentacija kompaktnih grupa na Hilbertovim prostorima ne gubi na opcéenitosti ako pret-
postavljamo da se radi o unitarnim reprezentacijama.

Glavna svojstva reprezentacija kompaktnih grupa sadrzana su u sljedeca tri teorema:

Teorem 1.5.13. Neka je m ireducibilna reprezentacija kompakine grupe K na Hilbertovom pros-
toru H. Tada je dimenzija prostora 'H konacna.

U daljnjem sa K oznacavamo skup klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija grupe K
na Hilbertovim prostorima. Znamo da se u svakoj klasi v € K nalazi unitarna reprezentacija,
a prema prethodnom teoremu sve te reprezentacije su kona¢nodimenzionalne. Za v € K sa
d(vy) oznacavamo dimenziju reprezentacija iz klase 7. Za kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju
kompaktne grupe K definiramo njen karakter y, € C(K) kao trag operatora reprezentacije:

Xr(¥) =Trm(z), x€K.

Teorem 1.5.14. Neka je K kompaktna grupa © w © p njene konacnodimenzionalne reprezentacije
na unitarnim prostorima H 1 KC.

(a) Vrijedi
(Xx|X,) = dim Homg(H,K) = dim Hom (K, H).

(b) Reprezentacija 7 je ireducibilna ako i samo ako je (xx|xr) = 1.

(¢) Reprezentacije i p su ekvivalentne ako i samo ako je x= = X,
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Za klasu v € K oznacavat ¢emo sa d(v) dimenziju, a sa x, karakter bilo koje reprezentacije u

toj klasi. Prema prethodnom teoremu {y,; v € K } je ortonormiran skup u unitarnom prostoru
C(K). Za v € K definiramo funkciju x? € C(K) sa

X'(@) =d(y)x, (7)) =d(v)x,(x), r€K.

Neka je sada m proizvoljna unitarna reprezentacija kompaktne grupe K na Hilbertovom pros-
toru H. Za v € K neka je H(7y) suma svih m—invarijantnih potprostora K od H takvih da je
subreprezentacija m ireducibilna i nalazi se u klasi . Nadalje, neka je

Hx = {£ € H; potprostor span {n(z)¢; © € K} je konacnodimenzionalan }.

Ocito je Hx potprostor od H koji je m—invarijantan. Njegovi se elementi zovu K —konacni
vektori u H.

Teorem 1.5.15. Neka je m unitarna reprezentacija kompakine grupe K na Hilbertovom prostoru

H.
(a) Potprostori H(vy), v € K, su zatvoreni i medusobno ortogonalns.
(b) Za svaku klasu v € K operator w(x7) je ortogonalni projektor sa slikom H(7).

(¢) Vrijedi
H=EH().

veK

(d) Vrijedi
Hi = Z H(v) (algebraska direktna suma).
veK

Posebno, potprostor Hx je gust uw Hilbertovom prostoru H.

Ovaj teorem je posebno primjenjiv na desnu regularnu reprezentaciju p = px na Hilbertovom
prostoru Ly (K) :

(p(x)f)(y) = flyz),  fe€ LK), wxyeK.

U tom slucaju imamo:

Teorem 1.5.16. (Peter—Weyl) Suvi potprostori Ly(K)(7y), v € K, su konacnodimenzionalni.
Precizno, zay € K neka je m ireducibilna unitarna reprezentacija od K na Hilbertovom prostoru H
u klasi~y. Za proizvoljno izabranu ortonormiranu bazu od H neka je [m;;(x)] matrica operatora m(x)
u toj bazi. Tada je {m;;; 1 <1i,7 <d(v)} ortogonalna baza prostora Ls(K)(7y) i, posebno, vrijedi
dim Ly(K)(vy) = d(v)?. Napokon, prostor Ly(K)x K —konacnih vektora u odnosu na reprezentaciju
p podudara se s prostorom K—konacnih vektora u odnosu na lijevu reqularnu reprezentaciju A
((\2)f)(y) = f(a™Yy)), sadrzan je u C(K) i razapet je matricnim elementima konacénodimen-
zionalnih reprezentacija od K.

Neka je sada G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je K kompaktna podgrupa od
G. Tada je K Liejeva podgrupa od G i neka je € C g njena Liejeva algebra. Promatrajmo sada
reprezentaciju 7 Liejeve grupe G s Liejevom algebrom g na Hilbertovom prostoru H. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je reprezentacija 7|K unitarna. Prema teoremu 1.5.15. tada
vrijedi
H=EH)

vekK
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i ortogonalni projektor na potprostor H(7) je (w|K)(x”) u odnosu na normiranu Haarovu mjeru
na K. Nadalje, ako kao i prije sa Hx oznacimo potprostor od H svih K —konacnih vektora,

Hix = {£ € H; dim span{n(k)¢; k € K} < +i},

onda je
Hy = Z H(v) (algebarska direktna suma)

veK

i taj je potprostor gust u H. U daljnjem ¢emo pisati 7(x7) umjesto (7|K)(x”). Dakle,

(e )El) = d() /K LR (k) du(k),

pri ¢emu je v normirana Haarova mjera na K.
Stavimo sada H¥ = Hx N H™.

Propozicija 1.5.17. Uz uvedene oznake za svaku klasu v € K vrijeds:
(a) m(x7)H>™ C H>™.
(b) m(X?)H> = H(y) "H™.
(c) Clr(X")H>) = H(y) = 7(X")H.

Teorem 1.5.18. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a)
=Y wOH™.

veERK
(b) H$ je gust potprostor od H.
(c) HY je m(g)—invarijantan potprostor od H™.
(d) Za X € g, ke K i& e HE vrijedi:
r(K)m(X)€ = m((Ad k) X)E.
Neka je i dalje G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g, K kompaktna podgrupa od G i
t C g njena Liejeva algebra. Nadalje, neka je V kompleksan vektorski prostor na kome je zadana

reprezentacija 7 Liejeve algebre g i reprezentacija p grupe K. Tada kazemo da je V (g, K')—modul
ako su zadovoljeni sljedeca tri uvjeta kompatibilnosti:

(1) p(k)n(X)¢ =nm((Adk)X)p(k)¢ zasvakik € K, X e gi&e V.

(2) Za svaki € € V potprostor Ve = span{p(k){; k € K} je konaénodimenzionalan i preslika-
vanje k — p(k)|Ve je neprekidno, dakle, klase C* (Stovise, analiticko).

(3) Zasvaki Y € £ & €V vrijedi

d
R(V)E = plexp )¢

t=0
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Za (g, K)—modul V cesto se izostavljaju oznake 7 i p za reprezentacije od g i K a djelovanja g i
K oznacava se s tockom; tj. za £ € V, k€ K i X € g piSemo

k-&=pk)E, X -{=m(X)E
Prema teoremu 1.5.18. ako je 7 reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H onda je H

(g, K')—modul.
Primijetimo da za (g, K)—modul V vrijedi

V= Z +V(v)

veK

gdje je V(7) suma svih K —invarijantnih kona¢nodimenzionalnih potprostora na kojima je reestrik-
cija reprezentacije grupe K ireducibilna i u klasi . Naravno, lako se vidi da je tada p(x”) projektor
prostora V na potprostor V() duz potprostora 267&7 +V(6). Pri tome je operator p(x?) dobro
definiran sa

p(x")€ = d(v)/}(mk‘-fdwk‘), EeV,

jer su svi vektori £ € V K —konacni, odnosno, podintegralna funkcija poprima vrijednosti u kona-
¢nodimenzionalnom potprostoru od V.

Za (g, K)—module definiramo uobicajenu terminologiju kao i za reprezentacije. Npr. in-
varijantan potprostor ili (g, K)—podmodul je potprostor W koji je invarijantan s obzirom
na sve operatore k-, k € K i X, X € g. (g, K)—modul V je prost ili ireducibilan ako je
VY # {0} i ne postoji (g, K)—podmodul razlicit od {0} i od V. Ako su V i W (g, K)—moduli,
Homg i (V, W) oznacava prostor svih linearnih operatora 7" : V — W koji prepli¢u reprezentacije
od K i reprezentacije od g, tj. takvih da za proizvoljne k € K, X € gi & € V vrijedi

T(k-&)=k-T¢ 1 T(X &) =X-TE

Ako je takav T bijekcija sa V na W kazemo da je T ekvivalencija (g, K)—modula. Ako postoji
ekvivalencija T € Homgx(V, W) kazemo da su (g, K)—moduli V i W ekvivalentni i piSemo
Y ~ W. Kazemo da je (g, K)—modul V unitaran ako je na V zadan skalarni produkt koji je
K —invarijantan,

(k-&lk-n)=(En) VkeK 1 vEneV,

i u odnosu na koji su svi operatori X antisimetricni,
(X&) =—(E]X-n) VvVXeg i VW neV

Napokon, za reprezentacije 7 i p grupe GG na Hilbertovim prostorima H i K kazemo da su infini-
tezimalno ekvivalentne (u odnosu na kompaktnu podgrupu K') ako su pripadni (g, K')—moduli
HYE 1 K ekvivalentni.

Za (g, K)—modul V kazemo da je dopustiv ako je potprostor V() kona¢nodimenzionalan
Vy € K. Analogno, reprezentacija m grupe G na Hilbertovom prostoru ‘H je dopustiva (u
donosu na kompaktnu podgrupu K) ako je potprostor H() kona¢nodimenzionalan Vvy € K.

Uoc¢imo da je to ispunjeno ako i samo ako je (g, K')—modul HY dopustiv.

Pokazat ¢e se da je pojam (g, K')—modula vrlo koristan u sluc¢aju kad je G poluprosta Liejeva
grupa s kona¢nim centrom (ili, opéenitije, realna reduktivna Liejeva grupa) i K njena maksimalna
kompaktna podgrupa. U tom slucaju postoji mnostvo dopustivih reprezentacija. Posebno, svaka
ireducibilna unitarna reprezentacija je dopustiva. Nadalje, unitarne reprezentacije su ekvivalentne
(s izometrickim izomorfizmom) ako i samo ako su one infinitezimalno ekvivalentne. Napokon,
ireducibilna reprezentacija je unitarna ako i samo ako je pripadni (g, K')—modul unitaran.
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1.6 Poluproste i reduktivne Liejeve algebre

U ovom odjeljku navodimo bez dokaza niz standardnih rezultata o konacnodimenzionalnim
Liejevim algebrama. Iako mnogi od tih rezultata vrijede i nad opcenitiji poljima, zbog jednos-
tavnosti pretpostavljamo da je polje ili R ili C. Dakle, u daljnjem je g konaénodimenzionalna
realna ili kompleksna Liejeva algebra. Sa Z(g) oznacavamo njen centar

Z(g)={reg [,y =0Vy € g}.

Akosuiijidealiu g, suma i+ji presjek iNj takoder su ideali u g, a pomoc¢u Jacobijevog identiteta
lako se provjerava da je i potprostor [i,j] razapet svim komutatorima [z,y], z € i, y € j, ideal u g.
Nadalje, ako je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri i i ideal u b, onda je

p i) ={reg o(x)ei}
ideal u g. Posebno, ako je j ideal u g i i ideal u kvocijentnoj algebri g/j, onda je
{reg z+jei}
ideal u g. Definiramo sada sljedeca tri niza ideala u Liejevoj algebri g :

izvedeni niz D°(g) D D'(g) D D*(g) D ------ definiran induktivno sa
D'g)=g, D@ =lg.a. D =[D""().D" (a)]. k=2
centralni silazni niz C°(g) D C'(g) 2 C*(g) 2 -+ -~ definiran induktivno sa
Cg) =g, Clo)=lo.al, C'o=1[0.C"" ()] k=2

centralni uzlazni niz Cy(g) C C1(g) CCa(g) C+----- definiran induktivno sa

Co(g) = {0},  Ci(g) = Z2(g),
Crig) ={r €9 v+Cr1(9) € 2(9/Cr1(9)} ={z € g; [1,y] €Cra(g), Vy €}, k2>2.

g je rjesiva Liejeva algebra ako postoji k € Z, takav da je D¥(g) = {0}. O¢ito su rjesive
svaka podalgebra i svaka kvocijentna Liejeva algebra rjesive Liejeve algebre. Nadalje, lako se vidi
da ako je i rjesiv ideal u Liejevoj algebri g takav da je kvocijentna Liejeva algebra g/i rjesiva, onda
je i g rjesiva. Odatle slijedi da ako su i1 j rjesivi ideali, onda je i ideal i +j rjeSiv. Prema tome,
u svakoj Liejevoj algebri g postoji najvedi rjesivi ideal. On se zove radikal Liejeve algebre g i
oznacavat ¢emo ga sa R(g). Liejeva algebra g je poluprosta ako je R(g) = {0}, a reduktivna
ako je R(g) = Z(g).

Propozicija 1.6.1. Za svaku Liejevu algebru g kvocijentna algebra g/R(g) je poluprosta, odnosno
R(g/R(g)) = {0}.

Primjer rjesive Liejeve algebre je algebra t(n, K) (K = R ili K = C) svih gornje trokutastih
kvadratnih matrica n—tog reda.

¢ je nilpotentna Liejeva algebra ako postoji k € Z, takav da je C*(g) = {0}. Ocito su
nilpotentne svaka podalgebra i svaka kvocijentna algebra nilpotentne Liejeve algebre. Nadalje,
ako je Liejeva algebra g/Z(g) nilpotentna, onda je i g nilpotentna Liejeva algebra. Pokazuje se da
je Liejeva algebra g nilpotentna ako i samo ako postoji m € Z, takav da je C,,(g) = g. Posebno,
ako je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra, onda je Z(g) # {0}.

Nije tesko vidjeti da je realna Liejeva algebra g nilpotentna (rjesiva, poluprosta, reduktivna)
ako i samo je njena kompleksifikacija g nilpotentna (rjesiva, poluprosta, reduktivna).
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Teorem 1.6.2. Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je prvi izvedeni ideal D(g) = [g, ¢
nilpotentan.

Primjer nilpotentne Liejeve algebre je algebra n(n, K') svih striktno gornje trokutastih kvadrat-
nih matrica n—tog reda. Uo¢imo da je to upravo izvedeni ideal Liejeve algebre t(n, K).
Liejeva algebra g je nilpotentna ako i samo ako postoji k € Z, takav da je

(adzy)(adxs) -+ (adxy) =0 Vay, Ta, ..., Tk € 8.

Posebno, tada vrijedi (adz)* = 0 Vx € g. Opéenito za Liejevu algebru g element = € g zove
se ad—nilpotentan ako je linearan operator ad x nilpotentan. Dakle, svaki element nilpotentne
Liejeve algebre je ad—nilpotentan. Vazna je i netrivijalna ¢injenica da vrijedi i obrat:

Teorem 1.6.3. (Engel) Licjeva algebra je nilpotentna ako i samo ako je svaki njen element
ad—mnilpotentan.

Glavni korak u dokazu ovog teorema je sljedeci teorem koji ima i druge vazne posljedice:

Teorem 1.6.4. Neka je V # {0} konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K (=R ili
C) i g Liejeva podalgebra od gl(V') koja se sastoji od nilpotentnih operatora. Tada postoji v € V,
v # 0, takav da je Av =0 VA € g.

Zastava u n—dimenzionalnom vektorskom prostoru V' je svaka uredena (n + 1)—torka
Z = (Vo,Vi,...,V,) potprostora od V takva da je

{0}=V%CViC--CV,=V i dimVi=i Vi

Korolar 1.6.5. Uz pretpostavke teorema 1.6.4. postoji zastava Z = (Vo, V4, ..., Vy,) u prostoru V
takva da je AV; CV,_y YA € g i Vi > 1. Drugim rijecima, postoji baza u prostoru V u odnosu na
koju matrice operatora iz g tvore Liejevu podalgebru od n(n, K).

Slicne tvrdnje vrijede za rjesive Liejeve algebre, ako je polje algebarski zatvoreno, odnosno,
K =C.

Teorem 1.6.6. (Lie) Neka je V # {0} konacnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor i g
rjesiva podalgebra Liejeve algebre gl(V'). Tada postoji vektor v € V, v # 0, koji je svojstven za svaki
operator A € g. Postoji zastava Z u V' invarijantna s obzirom na sve operatore A € g. Postoji
baza prostora V- u odnosu na koju matrice operatora iz g tvore Liejevu podalgebru od t(n, C).

Teorem 1.6.7. (Cartanov kriterij rjesivosti) Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski pros-
tor i g Liejeva podalgebra od gl(V') takva da vrijedi

Tr AB =0 VA€ [g,g] ¢ VBe€g.
Tada je Liejeva algebra g rjesiva.
Killingova forma B, Liejeve algebre g je simetricna bilinearna forma na g x g definirana sa
By(z,y) = Tr (ad x)(ady), x,Y € g.
Ta je forma invarijantna u odnosu na sve automorfizme Liejeve algebre g :

By(p(z),0(y)) = By(z,y) Vo € Aut(g) i Vr,y €g.
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Posljedica toga je
By(Dx,y) + Bg(x,Dy) =0 VD € Der(g) i Vz,y€g.
Posebno, to vrijedi za svaku unutarnju derivaciju D = ad z, z € g, odnosno,
By(lz, 2],y) = By(w, [2,9])  Va,y.z €0
Odatle slijedi da je za svaki ideal j u Liejevoj algebri g i potprostor
it ={r € g Bylr,y) =0Vy€j}
ideal u g. Nadalje, lako se vidi da za svaki ideal j u g vrijedi B; = Bylj X j.

Ocito je Liejeva algebra g poluprosta ako i samo ako ona ne sadrzi rjesivi ideal razli¢it od {0}.
Lako se vidi da je tome ekvivalentno da g ne sadrzi komutativan ideal razli¢it od {0}. Kazemo da
je g prosta Liejeva algebra ako je g nekomutativna i ako su {0} i g jedini ideali u g.

Teorem 1.6.8. Za Liejevu algebru g sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Liejeva algebra g je poluprosta.
(b) Killingova forma By je nedegenerirana, tj. iz By(x,y) =0 Yy € g slijedi x = 0.
(c) g je izomorfna direktnom produktu prostih Liejevih algebri.

Teorem 1.6.9. Neka je g # {0} poluprosta Liejeva algebra i g = g1 + g2 + -+ + gi, pri cemu
SU @1, @2, - - -, Gk prosti ideali v g. Nadalje, neka je j # {0} ideal u g. Tada vrijedi:

(a) Idealj je poluprost.
(b) Vrijedi g =3 + j*.
(c) Postoje 1 <iy < --- <iy <k takvi da jej=g;, + - + @i,
Posebno, g1,82,...,0r su jedini prosti ideali u g.
Teorem 1.6.10. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Tada vrijedi:
(a) 8= [g,g]-
(b) Der(g) =adg, tj. svaka derivacija Liejeve algebre g je unutarnja.

Teorem 1.6.11. (Weylov teorem potpune reducibilnosti) Svaka konacnodimenzionalna re-
prezentacija poluproste Liejeve algebre je potpuno reducibilna.

Teorem 1.6.12. Za Liejevu algebru g sljedecih je sedam svojstava medusobno ekvivalentno:
(a) Liejeva algebra g je reduktivna, tj. R(g) = Z(g).
(b) Adjungirana reprezentacija x — adx Liejeve algebre g na prostoru g je potpuno reducibilna.

(¢) Liejeva algebra g izomorfna je direktnom produktu poluproste Liejeve algebre i komutativne
Liejeve algebre.

(d) Prvi izvedeni ideal [g, g| je poluprosta Liejeva algebra.
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(e) [g,0] N R(g) = {0}.
(f) Postoji vierna konacénodimenzionalna potpuno reducibilna reprezentacija od g.

(9) Postoji konacnodimenzionalna reprezentacija m od g takva da je pridruZena simetricna bi-
linearna forma B, na g X g, zadana sa

Bﬁ(x7y) :TT’TF(ZL‘)TF(y), x7y€ga
nedegenerirana.
U tom je slucaju g = [g,9] + Z(g).

Za Liejevu podalgebru § Liejeve algebre g kazemo da je reduktivna u g ako je reprezentacija
x — ady x Liejeve algebre h na vektorskom prostoru g (tj. restrikcija adg|h) potpuno reducibilna.
Bududi da je subreprezentacija potpuno reducibilne reprezentacije i sama potpuno reducibilna, iz
svojstva (b) u teoremu 1.6.12. slijedi da je u tom sluc¢aju Liejeva algebra b reduktivna.

Razmotrit ¢emo sada jos neke opée pojmove.

Propozicija 1.6.13. Neka je m reprezentacija Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom vek-
torskom prostoru Vi (Vo, Vi, ..., Vi) kompozicioni niz u V' u odnosu na reprezentaciju 7.

(a) U skupu svih ideala b u g, takvih da je operator w(y) nilpotentan za svaki y € b, postoji
najvect element n.

(b) Vrijeding = {y € g; 7(y)Vi C Viy Vi € {1,...,n} }.
(¢) Vrijedi By(x,y) =Trm(x)n(y) =0 Yz € g i Yy € n,.

Ideal n, iz propozicije 1.6.13. zove se najveci ideal nilpotencije reprezentacije 7. Ako je n
ideal u Liejevoj algebri g, on je nilpotentan ako i samo ako je operator ady x nilpotentan za svaki
x € h. Stoga primjena propozicije 1.6.13. na adjungiranu reprezentaciju daje:

Korolar 1.6.14. Neka je g Liejeva algebra i neka je (@o,91,--.,8n) bilo koji kompozicioni niz
prostora g u odnosu na adjungiranu reprezentaciju ady.

(a) U skupu svih nilpotentnih ideala u Liejevoj algebri g postoji najveéi element n.
(b) Vrijedin={y € g [y, 9] Cgi1 Vie{l,...,n}}.
(¢) Vrijedi By(x,y) =0 Vx € g i Vy € n.

Ideal n iz korolara 1.6.14. zove se najvedéi nilpotentni ideal Liejeve algebre g. Vazno je uociti
da u kvocijentnoj Liejevoj algebri g/n mogu postojati nilpotentni ideali razliciti od {0}.

Nilradikal Liejeve algebre g je presjek jezgara svih ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih re-
prezentacija od g. Lako se vidi da je nilradikal najmanji element skupa jezgara svih konacnodi-
menzionalnih potpuno reducibilnih reprezentacija od g.

Teorem 1.6.15. Neka je g Liejeva algebra, v = R(g) njen radikal, s njen nilradikal i n njen
najveci nilpotentni ideal.

(a) Ideal s sadrzan je u najveéem idealu nilpotencije svake konacnodimenzionalne reprezentacije
od g.
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) Ideal s je nilpotentan, tj. s C n.

) Vrijedi s = [g,t] = [g,g] Nt.

(d) Vrijediv={y € g; By(x,y) =0Vz € [g,g]}.
(¢)

Za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju m i pridruZenu simetri¢nu bilinearnu formu
B wvrijedi Br(z,y) =0 Vz € [g,¢] i Yy € t.

(f) Vrijedi

§ = ﬂ {Rad By; m konacnodimenzionalna reprezentacija od g}.
Pri tome je By radikal forme By, tj. Rad B, ={x € g; B.(z,y) =0 Vy € g}.
(9) Vrijedi Dx Cn VD € Der(g). Posebno, Dn Cn i Dt C v VD € Der(g).
Korolar 1.6.16. Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je By(z,y) =0 Va € [g,9] i Yy € g.

Neka je g reduktivna Liejeva algebra. Toralna podalgebra od g je Liejeva podalgebra b
takva da su svi operatori adx, x € b, poluprosti. Pokazuje se da je toralna podalgebra nuzno
komutativna. Cartanova podalgebra od g je svaka maksimalna toralna podalgebra od g. O¢ito
svaka Cartanova podalgebra b sadrzi centar Z(g), vrijedi h = Z(g) + [g,9] Nb i [g,g] N b je
Cartanova podalgebra poluproste Liejeve algebre [g, g]. Ako je g realna reduktivna Liejeva algebra,
lako se vidi da je podalgebra h od g toralna (odnosno, Cartanova) ako i samo ako je njena
kompleksifikacija h® toralna (odnosno, Cartanova) podalgebra od g©.

U daljnjem je sve do konca ovog odjeljka g kompleksna reduktivna Liejeva algebra.
Sa Int(g) oznacavamo grupu njenih unutarnjih automorfizama, tj. podgrupu od Aut(g) generiranu
svim automorfizmima oblika e* | x € g.

Teorem 1.6.17. Neka su b i b’ Cartanove podalgebre kompleksne reduktivne Liejeve algebre g.
Tada postoji p € Int(g) takav da je h' = p(bh).

Neka su D; polinomi na g definirani kao koeficijenti svojstvenog polinoma operatora ad z,
T € g, tj.
det (tI — adx) :thDj(x), T Eg.
J
Neka je r najmanji indeks takav da polinom D); nije identicki jednak nuli. Za element z € g
kazemo da je regularan, ako je D,(x) # 0.

Teorem 1.6.18. Ako je element x € g regularan, tada je operator ad x poluprost. Nadalje, tada
je njegov centralizator

Co(z) ={y € g [z,y] =0}
Cartanova podalgebra od g.

Neka je u daljnjem h Cartanova podalgebra kompleksne reduktivne Liejeve algebre
g. Za a € h* stavimo
go ={z € g; [h,2] = a(h)x Vh € b}

Ako su o # 01 go # {0} kazemo da je « korijen Liejeve algebre g u odnosu na Cartanovu
podalgebru h. Za g, kazemo da je pripadni korijenski potprostor. Skup svih korijena od g u
odnosu na h oznacavamo sa R(g, h) i zovemo sistem korijena od g u odnosu na b.
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Teorem 1.6.19. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a> g:b_i' Z _i'ga-

a€R(g,h)
(b) dim g, =1 Ya € R(g, ).
(¢) Ako suc, 3 € R(g,b) i a+ 5 #0 onda je [ga 95 = Gass:
(d) Za svaki a € R(g,b) je Can R(g,h) = {o, —a}.

Za simetri¢nu bilinearnu formu B na g kazemo da je invarijantna ako je
B([z,y],z) = B(x,[y.2])  Va,y,z €.

Na g uvijek postoji nedegenerirana invarijantna simetricna bilinearna forma: na poluprostoj
Liejevoj algebri [g, g] uzmemo Killingovu formu, a na Z(g) bilo koju nedegeneriranu simetri¢nu
bilinearnu formu; tada je njihova direktna suma nedegenerirana invarijantna simetri¢na bilinearna
forma na g. U daljnjem je B bilo koja nedegenerirana invarijantna simetri¢na bilinearna
forma na g. Lako se vidi da je B(ga,83) = {0} ako su o, 3 € R(g,h) i a + 8 # 0. Nadalje, za
svaki a € R(g,h) je B(h, g.) = {0}. Prema tome, restrikcija B|h x b je nedegenerirana simetri¢na
bilinearna forma na . Dakle, definiran je izomorfizam p +— h, sa h* na b :

B(h,h,) = u(h)  Vheb.

Pomocu tog izomorfizma prenosimo formu B s prostora h na dualni prostor h* i dobivenu nede-
generiranu simetricnu bilinearnu formu na h* oznacavamo sa (|- ) :

() = Blha,h), A peb

Definiramo sada realne potprostore hg od h i hi od h* ovako:

br = spang {ha; @ € R(g,h)}, br = spang R(g, ).
Teorem 1.6.20. Uz uvedene oznake vrijedi:
(a) X+ A|br je izomorfizam realnog prostora b na dualni prostor realnog prostora bg.

(b) Restrikcija forme B na g X hg je skalarni produkt na realnom prostoru bg i restrikcija forme
(-]-) je skalarni produkt na realnom prostoru b. Posebno, (aja) >0 Ya € R(g,h).

(¢) Realan prostor by je realna forma kompleksnog prostora b N [g, g, tj. hN[g, 9] = hr + ibr.

Za « € R(g,b) definiramo sa s,, refleksiju prostora b u odnosu na hiperplohu {h € b; «(h) =0}
definiranu sa

a(h)

Sqh = h —2
(afa)

Pes heb.
Operatori s, zovu se Weylove refleksije. Istim znakom oznacavamo i dualan operator na h*, tj.

Alha)

SgA=A—2
(afa)

a, A€ b
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Teorem 1.6.21. Uz uvedene oznake za svaki o € R(g,b) vrijedi:
(a) saR(g,h) = R(g,bh).
(b) sabr = br i u odnosu na skalarni produkt Blbr x br operator s, je ortogonalna refleksija.
(¢) sabk = bg i u odnosu na skalarni produkt (- |-)|br X br operator s, je ortogonalna refleksija.

Iz tvrdnje (a) prethodnog teorema grupa W (g, h) generirana svim refleksijama s, je konacna
podgrupa od GL(h) (i od GL(h*)). Nadalje, kako je w|Z(g) = Iz(), restrikcija w — w|hg
(odnosno, w — wl|hg) je zbog tvrdnje (b) (odnosno, zbog tvrdnje (¢)) izomorfizam grupe W (g, h)
na podgrupu ortogonalne grupe O(hg) realnog unitarnog prostora hr (odnosno, na podgrupu
ortogonalne grupe O(hy) realnog unitarnog prostora by ). Konacna grupa W (g, ) zove se Weylova
grupa Liejeve algebre g u odnosu na Cartanovu podalgebru b.

Stavimo

b = {h € br; a(h) # 0 Vo € R(g, b)}.

Komponente povezanosti skupa b zovu se Weylove komore. Neka je C skup svih Weylovih
komora.

Za podskup P C R(g, h) kazemo da je sistem pozitivnih korijena ako je R(g,h) disjunktna
unija skupova P i —P = {—«a, «a € P} i ako vrijedi:

a,f€P, a+ € R(gbh) — a+ e P.

Sa P oznacavamo skup svih sistema pozitivnih korijena. Za korijen o € P kazemo da je prost
u odnosu na P ako ne postoje 3,7 € P takvi da je « = [+ . Sa B(P) oznacavamo skup svih
prostih korijena u odnosu na P. Nadalje, stavljamo B = {B(P); P € P}. Element skupa B zove
se baza sistema korijena R(g,b).

Teorem 1.6.22. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a) P — {h € bg; a(h) > 0Va € P} je bijekcija sa P na C. Inverzna je bijekcija dana sa
C+— {a€ R(g,h); a(h) >0Vh e C}.

(b) Za svaki P € P skup B(P) je baza realnog vektorskog prostora bj.

(¢) Podskup {aq,...,a0} C R(g,bh) je element skupa B ako i samo ako za svaki B € R(g,b)
postoje jedinstveni ¢y, ...,c; € Z, takvi da je B = + Zle Ciy;.

(d) P+ B(P) je bijekcija sa P na B. Inverzno preslikavange je

B — R(g,bh) Nspang, B = {B € R(g,h); B = an(x za neke ¢, € Z+} )

aEB

(e) Weylova grupa W(g,b) djeluje prosto tranzitivno na skupu C svih Weylovih komora. Dakle,
za C,C" € C postoji jedinstven w € W (g, b) takav da je C" = wC.

(f) Weylova grupa W (g, ) djeluje prosto tranzitivno na skupu P svih sistema pozitivnih korijena.

(9) Weylova grupa W(g,h) djeluje prosto tranzitivno na skupu B svih baza sistema korijena
R(g,b).

(h) Ako je B € B, Weylova grupa W (g,h) generirana je skupom {s.; o € B}.
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1.7 Kompaktne Liejeve grupe

Neka je G kompaktna Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Neka je p normirana Haarova
mjera na G. Ako je (-|-) bilo koji skalarni produkt na (realnom) vektorskom prostoru g. Tada je
sa

(ely) = /G (AdR)z|(AdR)y)du(k), =,y < g

definiran novi skalarni produkt na g i taj je invarijantan s obzirom na djelovanje grupe G. Drugim
rije¢ima, reprezentacija k — Adk grupe G na unitarnom prostoru g (uz novi skalarni produkt
(-]-)) je unitarna, dakle, potpuno reducibilna. Odatle slijedi da je pripadna reprezentacija
xr — adx Liejeve algebre g na prostoru g potpuno reducibilna, odnosno, Liejeva algebra g je
reduktivna. Promatrajmo sada reprezentacije Ad i ad od G i g na kompleksifikaciji g od g.
Tada su svi operatori adx, x € g, antihermitski na prostoru g© sa skalarnim produktom koji je
jedinstveno seskvilinearno prosirenje od (- |-). To znaci da je svaki ad x, x € g, dijagonalizabilan
i ima cisto imaginaran spektar. Posebno, vrijedi

By(z,2) = Tr (adx)* <0 Vx € g,
odnosno, Killingova forma Bj je negativno semidefinitna. Nadalje, vrijedi
By(z,2) =0 = adr =0 = x € Z(g).

Dakle, Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je Killingova forma By negativno definitna.
Vazno je da za povezane Liejeve grupe vrijedi i obrat o ¢emu govori sljede¢i Weylov teorem:

Teorem 1.7.1. Ako je G povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i ako je Killingoova
forma By negativno definitna, onda je grupa G kompaktna.

Torus je kompaktna komutativna povezana Liejeva grupa. Neka je T torus i t njena Liejeva
algebra. Tada se lako vidi da je exp natkrivanje sa t na 7. Ustvari, aditivna grupa t s preslikavanjem
exp : t — T je univerzalna natkrivajuéa grupa od T. Jezgra L = Ker(exp) je resetka u t, tj. L
je slobodan Z—modul ranga dim t. Neka je T skup svih neprekidnih homomorfizama grupe 1" u
multiplikativiu grupu S ={A € C; |A\| =1}. Za u € T ¢emo istim znakom /4 oznacavati i njegov
diferencijal:

pu(x) = 4 ulexp tx)| x et
dt =0
Tada je p R—linearna forma sa t u iR takva da je u(L) C 2miZ. Svaka takva R—linearna forma sa
t u iR zove se T'—integralna. Za R—linearnu 7'—integralnu formu p : t — iR dobro je definirano
preslikavanje p: T'— S sa
p(exp x) = e#@, x €t

Dakle, dobili smo identifikaciju T sa skupom svih R—linearnih T —integralnih formi sa t u iR.

Neka je sada G kompaktna povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g. Torus u grupi G
je zatvorena podgrupa od G koja je torus. Maksimalni torus u G je torus 7" u G takav da ne
postoji torus 77 u G sa svojstvom 7" 2 T. Neka je T maksimalni torus u GG i neka su ti g Liejeve
algebre od T' i G. Tada je t maksimalna komutativna podalgebra od g koja je toralna, dakle, t
je Cartanova podalgebra od g. Stoga je t© Cartanova podalgebra od g i restrikcije korijena iz
R (g‘c, tC) na t su R—linearne T'—integralne forme sa t u ‘R. Stoga se sistem korijena R (g‘c, t(c)
identificira s podskupom od T'.

Sljedec¢i teorem sadrzi niz svojstava maksimalnih torusa u kompaktnim povezanim Liejevim
grupama.
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Teorem 1.7.2. Neka je G kompaktna povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g.
(a) Maksimalni torus u G je maksimalna komutativna podgrupa od G.
(b) Ako su T i T" maksimalni torusi u G, postoji g € G takav da je T' = gTg~'.

(¢) Svaki element grupe G sadrzan je u nekom maksimalnom torusu u G. Ekvivalentno, ekspo-
nencijalno preslikavanje exp : g — G je surjektivno.

(d) Ako je T maksimalni torus u G, mnogostrukost G/T je jednostavno povezana.

(e) Neka je T maksimalni torus u G s Liejevom algebrom t. Oznac¢imo sa Ng(T') normalizator
od T u G,
Na(T) ={g € G; gTg™' =T},

i neka je W(G,T) kvocijentna grupa Ng(T)/T. Za g € s € W(G,T) dobro je definirano
preslikavanje o(s) : t© — t© sa

o(s)r = (Ad g)x, z e ©.
Tada je @ izomorfizam grupe W (G, T) na Weylovu grupu W (g‘c, tc) .

Realna forma kompleksne Liejeve algebre g je realna Liejeva podalgebra gg od g takva da
je ¢ = go + igo. Konjugacija kompleksne Liejeve algebre g je antilinearna involutivna bijek-
cija 0 : g — g takva da je o([z,y]) = [o(x),0(y)] Vz,y € g. Za konjugaciju o od g stavimo
g’ ={zeg o(x) =z}

Propozicija 1.7.3. Neka je g kompleksna Liejeva algebra.
(a) o+ g7 je bijekcija sa skupa svih konjugacija od g na skup svih realnih formi od g.
(b) Za konjugaciju o od g oznacimo sa (-|-), seskvilinearnu formu na g x g definirana pomocu

Killingove forme By sa

(:E|y)0 = —Bg(l',d(y)), €,y € g.

Tada je (|- ), je hermitska forma na g, tj. vrijedi (x|y), = (y|z)s Y,y € g.

(¢) Hermitska forma (|- ), ima sljedeéa svojstva invarijantnosti:

((adz)y|z)s = —(yl(ado(2))2)s  Vz,y,2 €9

(e@)le®))e = (zly)s  Ve,yeg i Vpe Aut,(g) = { € Aut(g); Yoo =0co}.

Kompaktna Liejeva algebra je realna Liejeva algebra g takva da na prostoru g postoji
skalarni produkt (-|-) u odnosu na koji su svi operatori ad x, x € g, antihermitski:

((adz)y|z) = —(yl(adx)2)  Va,y,2 €g.

Kompaktna forma kompleksne Liejeve algebre g je realna forma u od g koja je kompaktna
Liejeva algebra. Kompaktna konjugacija kompleksne Liejeve algebre g je konjugacija 7 od g
takva da je g7 kompaktna forma od g. Naravno, 7 +— g” je bijekcija sa skupa svih kompaktnih
konjugacija od g na skup svih kompaktnih formi od g. Sljedece dvije propozicije su jednostavne
posljedice definicije:
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Propozicija 1.7.4. Kompaktna Liejeva algebra je reduktivna. Realna reduktivna Liejeva algebra
g je kompaktna ako i samo ako je poluprosta Liejeva algebra [g, g] kompaktna.

Propozicija 1.7.5. (a) Konjugacija T kompleksne poluproste Liejeve algebre g je kompakina
ako i samo ako je (-|-), skalarni produkt na prostoru g.

(b) Realna poluprosta Liejeva algebra go je kompaktna ako i samo ako je njena Killingova forma
By, negativno definitna.

(¢) Realna reduktivna Liejeva algebra gy je kompaktna ako i samo ako je njena Killingova forma
By, negativno semidefinitna.

Pomocu ovih ¢injenica dokazuje se da vrijedi:

Teorem 1.7.6. (H. Weyl) Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i by njena Cartanova
podalgebra. Tada postoji kompaktna konjugacija T od g takva da je 7(h) = h. Tada je hN g™ realna
forma od b i to je maksimalna komutativna podalgebra (tj. Cartanova podalgebra) kompakine
Liejeve algebre g7.

Kompaktna konjugacija u Weylovom teoremu 1.7.6. moze se konstruirati na sljedeé¢i nacin.
Neka je {a1,. .., o/} baza sistema korijena R(g,b). Izaberimo z; € gq,, ¥j € g—a;, hj € [ga;s 9-a,],
j=1,...,¢, tako da bude a;(h;) = 2, tj.

hy 5] = 225, [hyyysl = =25, gyl =hy o g=10
Buduéi da je tada i {—o,..., —ay} baza sistema korijena W (g, h), i za k; = —h;, e; = —y; i
fj = —x; vrijedi

[kjaej]:2€j7 [kjafj]:_ija [ejafj]:kja jzla"'aga

pokazuje se da postoji jedinstvena konjugacija 7 od g takva da vrijedi

T(hy) ==h;,  7(xy) =—y;,  T(y) =-z;,  j=1...0

To je trazena kompaktna konjugacija od g.

Weylov teorem 1.7.6. ¢esto se zove Weylov unitarni trik. Iz njega se relativno jednostavno
dokazuje Weylov teorem 1.6.11. o potpunoj reducibilnosti.

1.8 Trodimenzionalne proste Liejeve algebre

Kompleksna Liejeva algebra s zove se trodimenzionalna prosta Liejeva algebra, ako pos-
toji baza {h,x,y} od s takva da je

[h, x] = 2z, [h,y] = =2y, [z, y] = h.

Takva se Liejeva algebra zove kratko TDS. Lako se vidi da je ona stvarno prosta. Primjer je
Liejeva algebra s[(2,C) s kojom je izomorfna svaka TDS, a izomorfizam je dan sa

s 1 0 . 0 1 . 0 0
o -1 “TJoo]" YTl1o0]"
Prema tome, ako je s TDS i ako je u realna forma od s razapeta nad R sa {z — y,i(z + y),th},
onda je u izomorfna Liejevoj algebri su(2) kompaktne grupe SU(2) svih 2 x 2 unitarnih matrica
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determinante 1.

Neka je s TDS s kanonskom bazom {h,z,y}. Neka je 7 reprezentacija od s na prostoru V.
Stavimo

H ==(h), X =m(x), Y =n(y). (1.5)

Tada je
[(X,Y]=H, [H, X] =2X, [HY] = -2Y. (1.6)

Obratno, ako su H, X i Y linearni operatori na kompleksnom vektorskom prostoru V' koji zado-
voljavaju (1.6), onda postoji jedinstvena reprezentacija m Liejeve algebre s na prostoru V' takva
da vrijedi (1.5). Iz (1.6) indukcijom po n lako slijedi da vrijedi

[H, X"] =2nX", [H,Y"]=-2nY" i [X,Y"|=nY"'H-n+1) VneN  (L7)

U daljnjem je 7 reprezentacija od s na kompleksnom vektorskom prostoru V i H, X,Y su
linearni operatori na V' definirani sa (1.5). Za A € C ozna¢imo sa V), pripadni svojstveni potprostor
operatora H :

Vi={veV; Hv= v}
Iz prvih dviju komutacionih relacija u (1.7) neposredno slijedi:
X"V\ € Vyion i Y™"V\ C Vi Vn € N.
Odatle je lako dokazati:
Propozicija 1.8.1. Neka je v € V) takav da je Xv = 0. Tada vrijedi:
(a) XY"v =n(A—n+1)Y" v VneN.
(b) Ako jev#0i A€ C\Zy onda je Y™ # 0 Vn € N.

(c) Ako je m € Z, takav da je Y™v # 0 1 Y™y = 0, onda je W = span{v,Yv,...,Y™v}
(m + 1)—dimenzionalan m—invarijantan potprostor od V, pripadna subreprezentacija my je
ireducibilng 1 A = m.

It te propozicije neposredno se dobiva popis i opis svih ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih
reprezentacija TDS:

Teorem 1.8.2. Neka je s TDS s kanonskom bazom {h,x,y}. Za svaki prirodan broj m + 1 (tj.
m € Z.) postoji do na ekvivalenciju toc¢no jedna ireducibilna (m+1)— dimenzionalna reprezentacija

7. U prostoru V' takve reprezentacije m postoji baza {vy, ..., vy} na koju operatori reprezentacije
djeluju ovako:

m(h)v, = (m—2n)v, za n=0,...,m;
m(z)vy =0, m(z)v, =n(m—n+ v,y za n=1,....,m;
T(Y)vn =Upy1 2a n=0,...,m—1, 7(y)vm = 0.

Korolar 1.8.3. Neka je s TDS s kanonskom bazom {h,x,y} i neka je m reprezentacija od s na
konacnodimenzionalnom prostoru V. Tada je operator w(h) dijagonalizabilan i njegov je spektar
sadrzan uZ. Zan € Z neka je V,, = {v € V;; w(h)v = nv} pripadni svojstveni potprostor operatora
7w(h). Tada je dim V,, = dim V_,, ¥n € Z. Nadalje, u rastavu reprezentacije m u direkinu sumu
ireducibilnih reprezentacija multiplicitet (m + 1)—dimenzionalne ireducibilne reprezentacije jednak
jedim V,,, — dim V.
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1.9 Reprezentacije reduktivnih Liejevih algebri

Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra. U ovom ¢emo odjeljku parametrizirati skup
klasa ekvivalencije svih konac¢nodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija od g, a zatim ¢emo u
sljede¢em odjeljku to primijeniti na parametrizaciju G za povezanu kompaktnu Liejevu grupu G.

U daljnjem je h Cartanova podalgebra od g, B invarijantna nedegenerirana simetri¢na bilin-
earna forma na g x g, R = R(g, h) sistem korijena od g u odnosu na b, R, neki sistem pozitivnih
korijena u R i B(R}) = {a1,...,a,} pripadna baza sistema korijena. Kao i prije sa p +— hy,
oznacavamo izomorfizam prostora h* na prostor h odreden nedegeneriranom formom Blh x b, tj.

B(hhy) = (k) Vheb.
Propozicija 1.9.1. (a) Akojea € R, x € g, i y € g_, onda je

[z,y] = B(x,y)ha-

(b) Za svaki o« € R postoje h® € b, 2% € g, 1 Y* € @g_o koji tvore kanonsku bazu
TDS—podalgebre od g, tj. takvi da je

[hOl’xOl:I — 21.01’ [hOl’yOl:I — _QyOl’ I:xOl’yOl:I — hCM.

Pri tome je
2
h® = ——hgq
(aa)

Iz propozicije 1.9.1.; korolara 1.8.3. i Schurove leme dobivamo sljedec¢e dvije propozicije:

Propozicija 1.9.2. Neka je m ireducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija od g. Tada su
svi operatori w(h), h € b, poluprosti.

Propozicija 1.9.3. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g. Tada su sljedeca tri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija 7 je potpuno reducibilna.
(b) Svi operatori w(h), h € b, su poluprosti.
(c) Svi operatori w(z), z € Z(g), su poluprosti.

Za proizvoljnu, ne nuzno kona¢nodimenzionalnu, reprezentaciju 7 od g na kompleksnom pros-
toru V' iza pu € h* definiramo tzv. u—tezinski potprostor od V :

V,={veV; n(h)v = pu(h)v Yh € h}.

Ako je V, # {0}, kazemo da je p tezina od V. Iz propozicije 1.9.3. slijedi da je u konacno-
dimenzionalnom sluc¢aju prostor V' direktna suma svojih tezinskih potprostora. Opcenito, za
proizvoljan g—modul V' s reprezentacijom 7 je suma svih tezinskih potprostora direktna i ta je
suma g—podmodul od V. Ako je taj podmodul jednak ¢itavom modulu V, onda kazemo da je V'
tezinski modul.

U prostoru h* uvodimo parcijalni uredaj ovako:

w> A = i — A jesuma korijena iz R,.
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Element p € h* zove se integralna forma na h ako vrijedi

(1]a)
2(a|a) €7 Va € R.

Ako je k tome

2&'@; S/ Va e Ry

kazemo da je ;1 dominantna integralna forma na b (u odnosu na izbor R, ).

Propozicija 1.9.4. Neka je m potpuno reducibilna reprezentacija od g na konacnodimenzionalnom
prostoru V.

(a) Sve tezine od V' su integralne forme na b.

(b) Tezine od V koje su maksimalne u skupu svih teZina od V' u odnosu na uvedeni parcijalni
uredaj na H* su dominatne integralne forme na b.

(c) Ako je pu tezina od V i o € W(g,h), onda je i op tezina od V i vrijedi dim V,, = dim V,.

Definiramo
nf=> Fg v =) Hoga b="h + nt.
acRy acRy
b se zove Borelova podalgebra od g pridruzena Cartanovoj podalgebri h i izboru pozitivnih
korijena R,. Za p € h* neka je C, 1—dimenzionalan b—modul C na kome b djeluje sa 1 a n™ sa
0. Definiramo Vermaov g—modul M (u) ovako:

M(p) = U(g) ®u) C,.
Teorem 1.9.5. (a) Modul M(u) je direktna suma svojih tezinskih potprostora.

(b) Preslikavanje u — u Qup) 1 je izomorfizam vektorskih prostora sa U(n™) na M ().

(c) A € b* je tezina modula M(u) ako i samo ako je p > X, odnosno, ako i samo ako je
A= — Zf‘:1 nja; za neke ny, ...,y € L.

(d) Tezinski potprostor M (), je 1—dimenzionalan i razapet je sa 1 @y ) 1.

(e) Postoji jedinstven pravi maksimalan podmodul N od M () koji sadrzi svaki pravi podmodul
od M(p). N je suma svih podmodula koji imaju trivijalan presjek sa M(p),,.

(f) Ako je V g—modul i ako su p € h* iv € V, takvi da je X - v =0 za svaki X € nt, onda
postoji jedinstven homomorfizam g—modula ¢ : M(p) — V' takav da je ¢(1 Q) 1) = v.

Prema tvrdnji (e) prethodnog teorema modul M (u) ima jedinstven ireducibilan kvocijent, koji
¢emo oznacavati sa L(f).

Pomoc¢u maksimalnih tezina dobiva se potpuna klasifikacija konaénodimenzionalnih ireducibil-
nih reprezentacija od g :

Teorem 1.9.6. (a) Ako je V ireducibilan konacnodimenzionalan g—modul, onda V ima jedin-
stvenu maksimalnu teZinu i pripadni tezinski potprostor je 1—dimenzionalan. Oznacimo sa
Ay tu tezinu. Forma Ay je dominantna integralna.

(b) Ako suV 1 W ireducibilni konacnodimenzionalni g—moduli, onda vrijedi V-~ W ako i samo
ako je Ay = Ay

(¢) Za svaku dominantnu integralnu formu A na by postoji ireducibilan konacénodimenzionalan

g—modul V' takav da je A = Ay
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1.10 Reprezentacije kompaktnih Liejevih grupa

U ovom je odjeljku G kompaktna povezana Liejeva grupa s maksimalnim torusom 7 i g i t
njihove Liejeve algebre. Tada je g* kompleksna reduktivna Liejeva algebra i t© je njena Cartanova
podalgebra. U odjeljku 1.7. identificirali smo skup T svih neprekidnih homomorfizama grupe T
u multiplikativnu grupu S = {\ € C; |A\| = 1} sa skupom svih R—linearnih T—integralnih
preslikavanja sa t u :R. Pri tome se R—linearno preslikavanje p : t — R zove T'—integralno, ako
je u(L) C 2miZ, gdje je L = Ker(expy) = {z € t; exppx = e}. Identifikacija je dana sa

d
p(x) = a,u(expT tr)| odnosno, pexpy x) = e, x et
t=0

Neka je R = R(g®,t%) sistem korijena od g u odnosu na Cartanovu podalgberu t©. Znamo da su
restrikcije korijena iz R na t integralne R—linearne forme sa t u iR. Nekajea € R,y € gl iz € t.
Tada je

a(x)

Ad(expy )y = %y = @y,

Ako je x € L = Ker (expy) dobivamo
@y =y Vye a — a(z) € 2miZ.

Time je dokazano da je o(L) C 2miZ, odnosno, svi korijeni a € R su ne samo integralne nego i
T'—integralne forme. Dakle, sistem korijena R identificira se s podskupom od T

Neka je 7 reprezentacija grupe G na kona¢nodimenzionalnom kompleksnom prostoru V. Tada

znamo da je sa

d

m(x) = —m(exp tz)| x € g,

dt 0
definirana reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V' koja u potpunosti opisuje polaznu
reprezentaciju grupe G. U stvari, buduéi da je po tvrdnji (¢) teorema 1.7.2. preslikavanje
exp : g — G surjektivno, reprezentacija m od G dobiva se iz gore definirane reprezentacije 7
od g ovako:

m(exp x) = @, T Eg.

Istim znakom 7 oznacavamo i pripadnu reprezentaciju kompleksifikacije g€ od g na prostoru V.
Sada mozemo primijeniti glavni rezultat prethodnog odjeljka kako bismo u potpunosti opisali
G. U tu svrhu izaberimo neki sistem R, pozitivnih korijena u R u odnosu na koji definiramo
dominantne forme na <.

Teorem 1.10.1. Za dominantnu integralnu formu p na t€ koja je T —integralna postoji ireducibilna
unitarna reprezentacija grupe G ¢ija je kompleksifikacija diferencijala ekvivalentna g&—modulu
L(p). Oznacimo klasu ekvivalencije te reprezentacije sa v,. Tada je

G= {Vu; p dominantna integralna T — integralna forma na tC}.
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1.11 Definicija i struktura realnih reduktivnih grupa

Neka je K = R ili K = C. Zan € N sa GL(n, K) oznacavamo grupu svih invertibilnih
elemenata unitalne algebre M, (K) svih kvadratnih matrica n—tog reda s koeficijentima iz K.
Tada je GL(n, K) = {g € M,(K); det(g) # 0}, dakle, to je otvorena podmnogostrukost analiticke
mnogostrukosti M, (K) ~ K" (= R™ili ~ R?"). Nadalje, mnoZenje i invertiranje su ocito analiticka
preslikavanja, pa je GL(n, K) Liejeva grupa. Njena se Liejeva algebra prema razmatranjima
u odjeljku 1.6. moze identificirati s Liejevom algebrom gl(n, K) koja se kao vektorski prostor
podudara sa M, (K), a komutator je zadan sa

[xay] =Ty —yx, xayeg[(TL)K)

Nadalje, eksponencijalno preslikavanje se uz ovakvu identifikaciju podudara s eksponenciranjem
matrica r — e”.

Za kompleksnu polinomijalnu funkciju f na M, (C) kazemo da je definirana nad R ako su

njene vrijednosti na M, (R) realne. Pretpostavimo sada da su fi, ..., f,, kompleksne polinomijalne
funkcije na M,,(C) definirane nad R takve da je
Ge={g€ GL(n,C); filg) =" = fm(g) =0}

podgrupa od GL(n,C). Tada se G¢ zove afina algebarska grupa definirana nad R. Za pod-
grupu Gg = G¢ N GL(n,R) kazemo da je njena grupa realnih tocaka. Ako vrijedi g* € G¢ za
svaku g € G¢, kazemo da je afina algebarska grupa G¢ simetriéna. Tada vrijedi ¢* = ¢* € Gg
za svaku matricu g € G pa je sa

dg)=(97")", g€Gr,

definiran automorfizam ¥ grupe Gg. Taj je automorfizam involutivan i zove se Cartanova in-
volucija grupe Gg. Sve su te grupe naravno Liejeve grupe (zatvorena podgrupa Liejeve grupe je
Liejeva grupa).

Liejeva grupa G zove se realna reduktivna grupa, ako postoji konac¢no natkrivanje
p : G — Gy, gdje je Gy otvorena podgrupa neke grupe Gg realnih tocaka simetricne afine al-
gebarske grupe G definirane nad R. Napominjemo da u ovoj definiciji dopustamo da su grupe G
i Gy nepovezane. Da je p : G — (G konacno natkrivanje znaci da je p epimorfizam kome je jezgra
Ker p kona¢na centralna podgrupa od G. Liejevu algebru od G mozemo identificirati s Liejevom
algebrom g od Gg. Ako je grupa G¢ definirana pomoc¢u polinomijalnih funkcija fi, ..., f,, defini-
ranih nad R kao u prethodnom odlomku, onda je

g={z€gl(n,C); " € Gc NGL(n,R) Vt e R} =

= {z € gl(n,R); fi () = = fn (¢') =0Vt € R}.

Bududi da je Cartanova involucija ¥ automorfizam od G, njen je diferencijal, koji ¢emo takoder
oznacavati sa 1, involutivni automorfizam Liejeve algebre g. Iz definicije ¥ odmah slijedi

Vo = —a* = —1, T Eg.

I taj se automorfizam zove Cartanova involucija.

Navest ¢emo sada niz primjera realnih reduktivnih grupa. To su tzv. klasi¢ne realne reduk-
tivne grupe, koje smo naveli kao primjere 1.—13. u odjeljku 1.2.2.
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Primjer 1. GL(n,R) je ocito realna reduktivna grupa. Analogno, ako C" identificiramo na
uobicajen nacin sa R?*" i mnoZenje sa i oznac¢imo sa .J, onda je J* = —.J i

GL(n,C)={g9 € GL(2n,R); gJ — Jg = 0}.
Odatle se vidi da na opisan na¢in GL(, C) postaje realna reduktivna grupa.

Primjer 2. Kako je g — det(g) — 1 polinomijalna funkcija na M, (C) definirana nad R,
SL(n,C) je afina algebarska grupa definirana nad R i SL(n,R) je njena grupa realnih tocaka.
Nadalje, det (¢g*) = det(g), pa vidimo da je SL(n,C) simetri¢na podgrupa od GL(n,C). Dakle,
SL(n,R) je realna reduktivna grupa. Nadalje, uz identifikaciju GL(n,C) (dakle, i SL(n,C)) s
podgrupom od GL(2n,R), zaklju¢ujemo da je i SL(n,C) realna reduktivna grupa.

Za svaki od preostalih primjera O(n,C), SO(n,C), O(p,q) (i posebno O(n)), SO(p,q) (i
posebno SO(n)), U(p,q) (i posebno, U(n)), SU(p,q) (i posebno SU(n)), Sp(n,C), Sp(n,R),
Sp(p,q) (i posebno Sp(n)), SO*(2n) i SU*(2n) lako se pokazuje da se radi o realnoj reduktivnj
grupi. Za SO(n,C), SO(n), SU(p,q), Sp(n,C), Sp(n,R), Sp(p,q), SO*(2n) i SU*(2n) to slijedi
i iz sljedece propozicije, jer su te grupe povezane, poluproste i imaju konac¢an centar. Pri tome je
poluprosta Liejeva grupa Licjeva grupa ¢ija je Liejeva algebra poluprosta.

Propozicija 1.11.1. Povezana poluprosta Liejeva grupa s konacnim centrom je realna reduktivna
grupa.

Neka je G realna reduktivna grupa s Liejevom algebrom g. Podrazumijevamo sve pretpostavke
i oznake kao u definiciji realne reduktivne grupe. Definiramo sada simetricnu bilinearnu formu B
na g x g sa
B(z,y) = trzy, x,Y € g.

Za x € g je Jr = —x* € g. Stoga je sa
(z|y) = —B(z,y) = trzy*, T,y €¢,

definiran skalarni produkt na realnom prostoru g. Odatle slijedi da je forma B nedegenerirana.
Neka je
t={recg Jr=ux} i p={zeg Jxr=—z}.

Tada je g = € + p i to se zove Cartanova dekompozicija od g. Buduéi da je ¥ automorfizam
od g, ocito je € Liejeva podalgebra od g i vrijedi

eplSp 1 [pplCE
Nadalje, ¢ je Liejeva algebra kompaktne podgrupe K, od Gy, dane sa
Ko={g€Go: 9(g) =g} ={9€Go; g7 =g} =GoNO(n).

Bududéi da je p : G — Gy konacéno natkrivanje, K = p~!(Kj) je kompaktna podgrupa grupe G i £
je njena Liejeva algebra.

Teorem 1.11.2. (a) Preslikavanje (k,z) — k(exp z) je bianaliticka bijekcija sa K X p na G.

(b) Preslikavanje 9 : G — G definirano sa 9(k(exp z)) = k(exp —x) je involutivni automorfizam
Liejeve grupe G.

(¢) Kwvocijentna mnogostrukost G/K je povezana i jednostavno povezana.
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Tvrdnja (a) zove se Cartanova dekompozicija grupe G. Automorfizam ¢ grupe G iz tvrd-
nje (b) zove se Cartanova involucija grupe G.

Oznacimo sada istim znakom B bilinearno prosirenje forme B sa g x g na g© x g©. Naravno,
tada je
B(x,y) = Trzy,  x,yecg".

Stavimo

u==24 ip.
Tada je u o¢ito realna forma prostora g€, a iz [€,€] C € [€,p] Cp i [p,p] C & slijedi da je [u,u] C u,
dakle, u je realna forma kompleksne Liejeve algebre g©. Bilinearna forma Blux u je nedegenerirana
i negativno definitna. Prema tome, sa

(‘/L‘|y):_B(l’ay)a T,y €U,

zadan je invarijantan skalarni produkt na u. Dakle, Liejeva algebra u je kompaktna, odnosno, u je
kompaktna forma od g. Posebno, u je reduktivna realna Licjeva algebra. Iz definicije reduktivne
Liejeve algebre (radikal jednak centru) odmah slijedi da je realna Liejeva algebra reduktivna ako i
samo ako je njena kompleksifikacija reduktivna. Stoga najprije zakljué¢ujemo da je g© kompleksna
reduktivna Liejeva algebra, a zatim da je njena realna forma g realna reduktivna Liejeva algebra.
Time smo dokazali:

Propozicija 1.11.3. Liejeva algebra g realne reduktivne grupe G je reduktivna.

Neka je sada a potprostor od p koji je maksimalan medu Liejevim podalgebrama od g sadrzanim
u p. Kako je [p,p] C &, jasno je da je a komutativna podalgebra od g. Svaki takav potprostor zove
se Cartanov potprostor od p. Svaki h € a je hermitski operator. Dakle, svi se operatori h € a
mogu simultano dijagonalizirati. No tada se i operatori ad h, h € a, na prostoru g mogu simultano
dijagonalizirati. Za p € a* stavimo

g'={zx €g; [hx] =pulh)x Vh € a}.

Nadalje, stavimo
R(g,a)={p€a’; p#0ig"#{0}}

Spomenuta simultana dijagonalizabilnost operatora ad h, h € a, znaci da je

g=g"+ ) +g"
neR(g,a)
Kako je d]a = —I,, slijedi Jg° = g¢°, dakle, g° = €N g’ + p N g° Nadalje, a C pNg® i zbog
maksimalnosti a medu podalgebrama od g sadrzanim u p slijedi da je p N g° = a. Stavimo
m = £Ng’. Uotimo da je m Liejeva podalgebra od &, a kako je prema propoziciji 1.11.2. £ Liejeva
algebra kompaktne podgrupe od G, slijedi da je Liejeva algebra m reduktivna u g i, posebno, m
je reduktivna Liejeva algebra. Imamo g = m + a, dakle, vrijedi

g=m -+ a-+ Z +g". (1.8)
HER(g,a)

Stavimo sada

o' ={h€a; u(h)#0 Yu € R(g,a)}.
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Fiksirajmo hy € a’ i neka je
P ={p€ R(g,a); p(ho) > 0}.
Tada ocito vrijedi
R(g,a) = PU(-P) i PN (—P)=0.

Nadalje, ako su pu, v € P takvi da je u+v € R(g,a), onda je u+v € P. Prema tome, P je mogudi
izbor skupa pozitivnih korijena u R(g, a). Stavimo

ST JEP
nerP neP
Lako se vidi da je [gh, g¥] C g't” pa slijedi da su n i n Liejeve podalgebre od g. Iz (1.8) se vidi da
je
g=n+m+a+n
Nadalje, kako je ¥|a = —I,, ocito je vg' = g~ Vu € R(g, a). Prema tome, vrijedi
In =n.
Propozicija 1.11.4. Vrijed:
g=t+a+n

Rastav u propoziciji 1.11.4. zove se Iwasawina dekompozicija Liejeve algebre g. Prva
tvrdnja sljede¢eg teorema je Iwasawina dekompozicija grupe G. Neka su A i N povezane
Liejeve podgrupe od G s Liejevim algebrama a i n.

Teorem 1.11.5. (a) Preslikavanje mnozenja (a,n, k) — ank je bianaliticka bijekcija s produkta
mmnogostrukosti A x N x K na Liejevu grupu G.

(b) Preslikavanje h — exp h je izomorfizam aditivne grupe a na Liejevu grupu A.
(¢) Preslikavanje x — exp x je bianaliticka bijekcija sa n na N.

Iwasawine dekompozicije od g i od G ovise o izboru Cartanovog potprostora a i o izboru skupa
P C R(g,a). Medutim, ta ovisnost nije bitna. Prije svega, vrijedi:

Propozicija 1.11.6. Neka su ay @ ay Cartanovi potprostori od p. Tada postoji k € K takav da je
(Ad k:)al = 0ay.

Razmotrimo sada pitanje izbora skupa P C R(g, a). Podskup P od R(g, a) bio je izabran tako
da je fiksiran neki hg iz skupa

o ={h€a pu(h)#0Vue R(g a)}
i zatim je definiran
P ={p € R(g,a); u(ho) > 0}.

Tako definiran skup P ne ovisi o hy nego samo o komponenti povezanosti skupa a’. Te komponente
povezanosti zovemo Weylove komore u a. Stavimo

M =Ck(a)={k € K; (Adk)|a = 1,}, M' = Ng(a) ={k € K; (Adk)a= a},

My = Ck,(a) = {k € Ko; kla= 1.}, M) = Ng,(a) = {k € K; ka = a}.

Tada su My i M| (odnosno, M i M') zatvorene podgrupe od Ky (odnosno, od K), dakle, te
su grupe kompaktne. Nadalje, stavimo W (G, A) = M/M' ~ My/M] i tu grupu shvacamo kao
podgrupu od O(a).



86 POGLAVLJE 1. REPREZENTACIJE LIEJEVIH GRUPA I LIEJEVIH ALGEBRI

Skalarni produkt na g bio je definiran sa
(z|ly) = B(z,y") = Tray®, T,y €g.

U odnosu na taj skalarni produkt Cartanova dekompozicija g = € + p je ortogonalna. Restrikcija
(-]-) na a x a je skalarni produkt na Cartanovom potprostoru a i imamo izomorfizam \ — t) sa
a* na « dan sa (hlty) = A(h) Vh € a. Pomocu tog izomorfizma skalarni se produkt prenosi sa a
na dualni prostor a* :

) = (), Apead

Za A € R(g,a) definiramo h) € a sa

2
hy = ——tx.
(A[A)

Centar Z(g) Liejeve algebre g je J—invarijantan, pa vrijedi
Z(g) = Z(@) Nt © Z(g) Np.
Ocito je
ZgNneCm i Z(g)np Ca.
Pisat ¢emo
Z(g)Np=s.

Taj se potprostor s od a zove standardna split—komponenta od g. Pripadna povezana pod-
grupa od A, tj. S = exp s, zove se standardna split—komponenta grupe G. Nadalje, defini-
ramo Ya =anN (g, g] i %A = exp ‘a.

Teorem 1.11.7. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a)
5 = ﬂ Ker A, a=s5® ‘a i %a = spang {hx; )\ € R(g,a)}.

AER(g,a)
(b) R(g,a) je sistem korijena u realnom unitarnom prostoru spang R(g, a), tj. vrijedi

(1) Ako je oy ortogonalna refleksija prostora spangR(g,a) u odnosu na hiperravninu \*,
onda je o\R(g,a) = R(g,a) VA € R(g, a).

(2) Za bilo koje A\, ju € R(g,a) je
(1A
22—~ €Z.
(AlA)
(¢) Grupa W (G, A) djeluje prosto tranzitivno na skupu C svih Weylovih komora u a, i njezino
kontragredijentno djelovanje na prostoru spang R(g, a) inducira izomorfizam grupe W (G, A)

na Weylovu grupu sistema korijena R(g, a).

Navest ¢emo sada joS neke definicije i niz strukturnih rezultata o realnim reduktivnim gru-
pama i nekim njihovim podgrupama. U ostatku ovog odjeljka G je realna reduktivna grupa s
Liejevom algebrom g, 9 njena Cartanova involucija, g = € + p pripadna Cartanova dekompozicija,
K maksimalna kompaktna podgrupa od G s Liejevom algebrom £, a Cartanov potprostor od p, P
neki izbor skupa pozitivnih korijena u R(g, a), n pripadna nilpotentna podalgebra od g, tako da
imamo Iwasawinu dekompoziciju g = € + a + n. Nadalje, A = exp ai N = exp n su zatvorene
povezane i jednostavno povezane podgrupe od G s Liejevim algebrama a i n, tako da imamo
Iwasawinu dekompoziciju grupe G = ANK. Napomenimo da je AN = NA pa imamo ekviva-
lentnu dekompoziciju G = NAK. Nadalje, invertiranjem dobivamo i dekompozicije G = KAN i
G = KNA. Sve se te dekompozicije od G zovu Iwasawine.
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Zadrzavamo 1 oznake
m:Cg(Cl), M:CK(G) i M/:NK(CL).

Imamo Z(g) = Z(g) Nt + s, gdje je s = Z(g) N p split—komponenta od g. S = exp s je
split—komponenta grupe G. Uveli smo i oznake

%a=anlg,g] = spang{hy; A€ R(g,a)} i °A=expa

Sa X (G) oznacavamo skup svih neprekidnih homomorfizama grupe G u multiplikativnu grupu
R* =R\ {0} i definiramo

‘G={geG; x(9)’=1¥xeX(@)}= (] Kerlxl
XEX(G)

OG je zatvorena podgrupa od G. Ona sadrzi komutatorsku podgrupu (generiranu svim komuta-
torima aba=1b!, a,b € G), ¢ija je Liejeva algebra [g, g, a sadrzi i svaku kompaktnu podgrupu od
G. Posebno, ona sadrzi maksimalnu kompaktnu podgrupu K.

Stavimo

Gt ={geG; (Adg)|Z(g) = Iz()}-

GT je naravno zatvorena podgrupa od G. Njena je Liejeva algebra

gt ={rcg (adr)|2(g) =0} ={r g [r,y =0Vyc Z(g)} =g,

pa je G i otvorena podgrupa od G. Buduéi da se uvjeti koji definiraju podgrupu G mogu
iskazati pomocu jednakosti nekih matri¢nih elemenata operatora Ad g nuli, odnosno, jedinici, i
vrijedi 9(GT) = G, ocito je G realna reduktivna grupa. Za s € S imamo s = exp z za neki
x € s C Z(g), pa je ocito (Ads)|Z(g) = e**|Z(g) = Iz, dakle, s € G*. Prema tome, S je
podgrupa od G*.

Sa G° oznacavamo komponentu povezanosti jedinice u grupi G. Buduéi da grupa K sijece
svaku komponentu povezanosti grupe G, vrijedi G = G°K = KG°.

Sa g' oznacavamo ortogonalni komplement od s u g u odnosu na nedegeneriranu formu B :

g ={reg Blx,y) =0 Vy €s}.

Lako se pokazuje da je restrikcija forme B|s X s nedegenerirana, a to ima za posljedicu da je
g=g' + 5. Iz tvrdnje (a) teorema 1.11.7. slijedi da je g* = Z(g) Nt & [g, g]. Sa G' oznacavamo
povezanu Liejevu podgrupu od G s Liejevom algebrom g'.

Stavimo sada

m=Cya)={rcg; [r,h]=0Vhcal=adm i M=Cqla)={gcG; (Adg)la=1}.

Tada je M zatvorena podgrupa od G s Liejevom algebrom m. Definicija podgrupe M je oéito
algebarske vrste pa je M realna reduktivna grupa.
Uz uvedene oznake vrijede sljede¢e dekompozicije:

Teorem 1.11.8. (a) MnoZenje (s,g) — sg je izomorfizam Liejevih grupa sa S X °G na G.
(b) MnoZenje (s, q) — sg je izomorfizam Liejevih grupa sa S x °G™ na G™.
(¢) Mnozenja (s, g) — sg je izomorfizam Liejevih grupa sa S x G* na G°.
(d) Mnozenje (a,n, k) — ank je bianaliticka bijekcija sa °A x N x K na °G.
()

e) A je split—komponenta grupe M i "M = ]\:4 N K = M. Posebno, mozenje (a, m) — am je
izomorfizam Liejevih grupa sa A X M na M.
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Razmotrimo sada realne algebarske grupe iz primjera od 1. do 13. Za G = GL(n,R) vrijedi
G" =G, s = RI,, S ={cl,; ¢>0} i °G={geq,; det g=+1}.
Za G = GL(n,C) vrijedi:
Gt =G, s =RI,, S ={cl,; ¢>0} i 'G={geG; |det g|=1}.

Za sve ostale primjere vrijedi s = {0} i GT =G = G.

Neka je sada t maksimalna komutativna podalgebra od mi h =t & a. Lako se vidi da je tada
h Cartanova podalgebra od g i, naravno, njena kompleksifikacija hC je Cartanova podalgebra od
g¢ Neka je R=R (g‘c, b‘c) sistem korijena od g® u odnosu na h®. Tada je ocito

R(g,a) = {afa; a € R} \ {0}
Bududi da su restrikcije svih korijena iz R na a realne, a na t ¢isto imaginarne, slijedi da su
restrikcije svih korijena iz R na realnoj formi it @ a od h* realne; stoga uz oznake iz odjeljka 1.6.
vrijedi

(6%), = (it ® a) N [g" g .
Neka je kao i prije
o ={h€a u(h)#0 Yu € R(g,a)}

i izaberimo hy € a’N (bC)R . Tada je, naravno, hy # 0 pa ga mozemo dopuniti do baze {hy, ..., h,}
realnog prostora (UC)R. Uvedimo u R leksikografski uredaj u odnosu na tu bazu: za o, € R
je a < (B ako jeili @« = @ili za neki j € {1,...,r — 1} vrijedi a(h;) = B(h;) za 1 < i < ji
a(h;) < B(h;). Neka je Ry skup pozitivnih korijena iz R u odnosu na taj uredaj. Jasno je da je

P ={pe R(g,a); u(h) >0}

jedan mogudi skup pozitivnih korijena iz R(g,a) i u odnosu na taj skup definiramo n i n. Neka
je A baza sistema korijena R pridruzena skupu pozitivnih korijena R, (dakle, A je skup svih
a € R, takvih da ne postoje 5,7 € R, takvi da je a = + ) i neka je ¥ baza sistema korijena
R(g, a) pridruzena skupu pozitivnih korijena P. Stavimo

Ag={a € A; ala=0}.
Tada vrijedi
Y ={ala; a e A\ Ap}.

Napomenimo jos da je Y linearno nezavisan podskup od a*; doista, X je baza sistema korijena
R(g,a) pa je ¥ baza potprostora spang R(g,a) od a*.
Neka je sada F' podskup od . Stavimo

ap ={h€a ph)=0VueF},  Ap=expap,
mp = Cylap) = {z €g; [a,h] =0 Vh € ap}, Mp=Cgqlar) ={g € G; (Adg)h=h Vh € ap}.

O¢ito je My zatvorena podgrupa od G s Liejevom algebrom iy, a Ap je zatvorena povezana i
jednostavno povezana podgrupa od G s Liejevom algebrom ar. Nadalje, stavimo

P(F)={a € P; alar # 0} i np = Z 1g"
HEP(F)
i neka je Np povezana Liejeva podgrupa od G s Liejevom algebrom np. Napokon, stavimo

PF:MFNFZ{mn; m € My, n € Np}.
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Teorem 1.11.9. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a) My je realna reduktivna grupa i Ap je njena standardna split—komponenta u odnosu na
restrikciju Cartanove involucije 9.

(b) Ako je G =G onda je Mp = M.
(¢) ng je nilpotentna Liejeva algebra i adng se sastoji od nilpotentnih operatora na g.

(d) Np je zatvorena jednostavno povezana podgrupa od G i exp |ng je bianaliticka bijekcija sa
np na Np.

(e) P je zatvorena podgrupa od G i mnozenje (m,n) — mn je bianaliticka bijekcija sa Mpx N
na Pg.

(f) Za Mg = 0N mnozenge (m,a,n) — man je bianaliticka bijekcija sa Mp X Ap X Np na Pp.

Podgrupe Pr, F' C X, zovu se standardne parabolicke podgrupe od G. Dekompozicija
Pr = MpArNr zove se Langlandsova dekompozicija od Pr. Parabolicke podgrupe od G
su sve one podgrupe koje su konjugirane nekoj standardnoj parabolickoj podgrupi. Dakle, mini-
malne parabolicke podgrupe su podgrupe konjugirane podgrupi Py = MyNy. Primijetimo da
je Ag= A, My=M=MA, My =M1iNy=N.

Za realnu reduktivnu grupu G kazemo da je unutarnjeg tipa ako je AdG C Int (g‘c) :

Teorem 1.11.10. Ako je realna reduktivna grupa G unutarnjeg tipa, onda je za svaki F' C X
i grupa Mp unutarnjeg tipa. Nadalje, vrijedi G = PrK°, gdje je K° komponenta povezanosti
jedinice u kompaktnoj grupi K.

Promatrajmo sada minimalnu standardnu parabolicku podgrupu P = Fy. Za svaki element s

Weylove grupe W (R(g,a)) = W(G, A) = M’'/M fiksirajmo s* € M’ = Nk(a) takav da je s = s*M.

Teorem 1.11.11. (Bruhatova dekompozicija) Ako je grupa G unutarnjeg tipa, elementi s*,
s € W(G, A), su predstavnici svih duplih P : P—klasa u G. Drugim rijecima, G je disjunktna
unija skupova Ps*P, s € W(G, A).

Vazna posljedica ovog teorema je

Teorem 1.11.12. (Geljfand—Naimarkova dekompozicija) Ako je G = G* onda je za svaki
F C ¥ mnoZenje (m,m) — nm bianaliticka bijekcija sa Y(Np) X Pr na otvoren gust podskup od
G, cii komplement ima Haarovu mjeru nula.

Promatrat ¢emo sada Cartanove podalgebre od g. b je Cartanova podalgebra od g ako i samo
ako je njena kompleksifikacija h® Cartanova podalgebra kompleksne reduktivne Licjeve algebre
gC. Definiramo polinome D; na g ovako

det(TIyc —adz) = ZDj(x)Tj.

J=0

Neka je ¢ rang kompleksne reduktivne Liejeve algebre g€, tj. dimenzija bilo koje njene Cartanove
podalgebre. Tada je D; =02za j < (i D = Dy # 0, posebno, D|g # 0. Stavimo

g ={reg D(x)#0}.

To je otvoren gust podskup od g. Elementi od g’ zovu se regularni elementi Liejeve algebre g.
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Teorem 1.11.13. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a) Za svaki x € g operator adx je poluprost i Cy(x) = {h € g; [h,z] = 0} je Cartanova
podalgebra od g.

(b) Ako je x € g takav da je operator ad x poluprost, onda je Cy(z) Liejeva podalgebra od g koja
je reduktivna u g i ona sadrzi Cartanovu podalgebru od g.

(¢) Ako je b Cartanova podalgebra od g, onda je hNg # 0, i za svaki x € h N g’ je b = Cy(z).

(d) Ako je b Cartanova podalgebra od g, postoji ¢ € Int(g) takav da je Cartanova podalgebra
o(bh) Y—invarijantna.

Za Y—invarijantnu Cartanovu podalgebru b od g kazemo da je fundamentalna ili mak-
simalno kompaktna ako je §h N € maksimalna komutativna podalgebra od ¢, a maksimalno
vektorska ako je h Np Cartanov potprostor od p. Proizvoljna Cartanova podalgebra od g zove se
fundamentalna (odnosno, maksimalno vektorska) ako je njoj Int(g)—konjugirana ¥—invarijantna
Cartanova podalgebra takva.

Propozicija 1.11.14. Fundamentalne i maksimalno vektorske ¥—invarijantne Cartanove podal-
gebre postoje. Svake dvije fundamentalne (odnosno, maksimalno vektorske) ¥—invarijantne Car-
tanove podalgebre su Ad K°—konjugirane. Svake dvije fundamentalne (odnosno, maksimalno vek-
torske) Cartanove podalgebre od g su Int(g)—konjugirane.

Primijetimo da je t — Cy(t) bijekcija sa skupa svih Cartanovih podalgebri od € na skup
svih fundamentalnih J—invarijantnih podalgebri od g. Nadalje, za fiksirani Cartanov potprostor
a preslikavanje t — it @ a je bijekcija sa skupa svih maksimalnih komutativnih podalgebri od m
na skup svih maksimalno vektorskih ¥—invarijantnih Cartanovih podalgebri h od g, takvih da je
hbNp=a.

Za proizvoljnu Cartanovu podalgebru h od g korijen o € R (gc, f)‘c) zove se realan korijen
ako je a(h) C R. Pokazuje se da vrijedi:

Propozicija 1.11.15. Cartanova podalgebra b je fundamentalna ako i samo ako u R (g(c,[j(c)
nema realnih korijena.

Za standardnu parabolicku podgrupu Pr od G kazemo da je kaspidalna ako Liejeva algebra
mp = ‘mp od Mp ima Cartanovu podalgebru tr koja je sadrzana u €. U tom slucaju stavljamo
br=tr + ap.

Teorem 1.11.16. Neka je b Cartanova podalgebra od g. Tada postoje ¢ € Int(g) i kaspidalna
standardna parabolicka podgrupa Pr od G takvi da je p(h) = bp.

Neka je h Cartanova podalgebra od g. Tada se podgrupa
Ca(b) ={g € G; (Adg)h = h Vh € b}
zove Cartanova podgrupa od G.

Teorem 1.11.17. Standardna parabolicka podgrupa Pr je kaspidalna ako i samo ako grupa Mp
ima kompaktnu Cartanovu podgrupu Tr. U tom je slucaju Hp = TrApr Cartanova podgrupa od
G. Za svaku Cartanovu podgrupu H od G postoje g € G° i standardna kaspidalna parabolicka
podgrupa Pp takvi da je gHg™' = Hp.
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1.12 Infinitezimalni karakteri

Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra, h njena Cartanova podalgebra, R = R(g,b)
pripadni sistem korijena i R, neki izbor pozitivnih korijena. Kao i prije stavimo

nt = Z —i_gom n = Z 4—g—om b=5h + nt.

acR acR

Iz bazaun~, b in" pomoéu PBW—teorema dolazimo do baze univerzalne omotacke algebre U(g).
Posebno, dobivamo da vrijedi

U(g) =U(h) + (n"U(g) + U(g)n*).

U ovom rastavu prvi direktni sumand razapet je svim monomima u elementima baze od b, a drugi
je direktni sumand razapet svim onim monomima u elementima baze od g u kojima se pojavljuje
neki ¢lan koji nije u h. Oznac¢imo sada sa pp projektor prostora U(g) na potprostor U(h) u skladu
s gornjim rastavom u direktnu sumu.

Teorem 1.12.1. Neka je
U(g)" = {u e U(g); uh=hu Yh € b}

centralizator od b u U(g). Restrikcija up|U(g)" je epimorfizam unitalnih algebri sa U(g)® na U(h)
1 mjegova je jezqra

U(g)" N (n"U(g) + U(g)n™) = U(g)’ Nn~U(g) = U(g)" N U(g)n".

Preslikavanje 115|U(g)" zove se Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na Borelovu
podalgebru b od g, odnosno, u odnosu na izbor R, pozitivnih korijena u R = R(g, ). Posebno
isticemo da taj homomorfizam nije neovisan o izboru b, odnosno, o izboru R,.

Liejeva algebra b je komutativna pa se njena univerzalna omotacka algebra U(h) identificira
sa simetricnom algebrom S(f) prostora ), a ona se po tvrdnji (¢) propozicije 1.3.9. identificira s
polinomijalnom algebrom P(h*) nad dualnim prostorom b*.

Neka je sada Z(g) centar univerzalne omotacke algebre U(g) :

Z(g) ={uecU(g); ww=vu Yo e U(g)} = {ue U(g); zu=uzx Yx € g}.

Ocito je Z(g) unitalna podalgebra od U(g)?, pa se na svaki element z € Z(g) moZe primijen-
iti Harish—Chandrin homomorfizam pp. Tada je up(z) element od U(h), dakle, to je polinomi-
jalna funkcija na dualnom prostoru h* od h. Ovisnost o izboru Borelove podalgebre b, odnosno,
skupa pozitivnih korijena R, , uklanja se primjenom jednostavnog automorfizma unitalne algebre
U(h) = S(h) = P(h*). Radi se o automorfizmu ~, algebre P(h*) koji predstavlja pomak za

1
Po = PRy = 2 Z Q.
aER
Automorfizam =, polinomijalnu funkciju u na h* transformira u funkciju A — u(A — pp). Dakle,
(Ve(w)(A) =u(A=py),  Ae€b’, uwel(h) =5(h) =PH).

Teorem 1.12.2. (a) Uz uwvedene oznake restrikcija v, = (Vo © pto)|Z(g) neovisna je o izboru
Borelove podalgebre b od g koja sadrzi Cartanovu podalgebru by, odnosno, neovisna je o
izboru skupa R, pozitivnih korijena u R = R(g, ).

(b) y je izomorfizam unitalne algebre Z(g) na algebru S(h)V = P(5*)W polinomijalnih funkcija
na b* invarijantnih u odnosu na Weylovu grupu W = W (R) sistema korijena R.
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[zomorfizam v, : Z(g) — S(h)W = P(h*)" zove se Harish—Chandrin izomorfizam.
Za z € Z(g) evaluaciju polinomijalne funkcije v4(2) € P(h*) u tocki A € h* oznacimo sa x»(2) :

xa(2) = (1(2)(A) = (e (2))(A = po),  z2€Z(g), Aeb,
Tada je x» : Z(g) — C unitalni homomorfizam algebre Z(g) u polje C, tj. to je centralni karak-
ter unitalne algebre U(g). U odjeljku 1.4. spomenuli smo da se centralni karakteri univerzalne
omotacke algebre U(g) obitno zovu infinitezimalni karakteri za Liejevu algebru g. Skup svih
infinitezimalnih karaktera za Liejevu algebru g, odnosno, skup svih unitalnih homomorfizama
Z(g) — C, oznacavamo sa Z(g).

Teorem 1.12.3. Preslikavanje X — x je surjekcija sa b* na Z(g) Za A\, N € b* vrijedi X = X
ako i samo ako se W—orbite od X i od N podudaraju, tj. ako i samo ako postoji w € W takav da je
N = wA. Drugim rijec¢ima, preslikavanje X\ — x inducira bijekciju sa skupa b* /W svih W —orbita
u b* na skup Z(g)

Struktura algebre P(h*)" = S(h)" moze se vrlo precizno opisati zahvaljujuéi ¢injenici da je
W konacna grupa generirana refleksijama:

Teorem 1.12.4. Neka je R sistem korijena u realnom ili kompleksnom konacnodimenzionalnom
vektorskom prostoru V, W = W (R) Weylova grupa od R i ¢ = dim V. Postoje homogeni poli-
nomi fi,...,fr € P(V)W koji su algebarski nezavisni i generiraju unitalnu algebru P(V)W.
Drugim rijecima, unitalna algebra P(V)W izomorfna je algebri polinoma u € varijabli. Stupnjevi
v =deg f;, 7 =1,...,¢, neovisni su (do na poredak) o izboru takvih polinoma fi,..., f; i vrijedi
R .
V1+"'—|—Vg:€+|—2| i vy = WY

Brojevi v; — 1,1 < j </, zovu se eksponenti sistema korijena R ili grupe W. Za ireducibilne

reducirane sisteme korijena eksponenti su:

Ay 1,2,....,¢ FEs : 1,4,5,7,8,11;
By: 1,3,...,20 -1, E;: 1,5,7,9,11,13,17;
Cy: 1,3,...,20 -1, Eg - 1,7,11,13,17,19, 23, 29;
Dy : 1,3,...,20—-3,0—1; Fy: 1,5,7,11;
Gy - 1,5.

Uz dosadasnje oznake neka je A € h* i neka je M(\) pripadni Vermaov modul:
M(A) = U(g) ®u() Ca.

Neka je v9 = 1y(g) ®u(p) 1 kanonski generator U(g)—modula M () najvece tezine A (u odnosu na
parcijalni uredaj na h* uveden u odjeljku 1.9.). Neka je z € Z(g). Tada je z — up(2) € U(g)n*,
a kako je zvg = 0 za svaki x € n| slijedi da je zvg = pp(2)ve. Medutim, vy je svojstveni vektor
za svaki h € b sa svojstvenom vrijednoséu A(h). Odatle slijedi da je vy svojstveni vektor za svaki
u € U(h) sa svojstvenom vrijednoséu u(\) (uz identifikaciju U(h) = S(h) = P(h*)). Za z € Z(g)
imamo
(6(2))(A) = (3 0 1) (2))(A) = (15 (2) (A + o) = Xnsp, (2)

Dakle, vrijedi

200 = Xatpy (2)00 Vz e Z(g).
Sada je

M(Nxnip, = {v € M(A); 20 = Xogp, (2)v V2 € Z(g)}

U(g)—podmodul od M(X) koji sadrzi vektor vy, a kako je M () = U(g)vo, slijedi da je taj pod-
modul jednak ¢itavom Vermaovom modulu M (). Prema tome:

Teorem 1.12.5. Vermaov modul M(X) je U(g)—modul s infinitezimalnim karakterom x4, -



Poglavlje 2
CLIFFORDOVE ALGEBRE

2.1 Realne Cliffordove algebre

U ovom odjeljku V je realan kona¢nodimenzionalan unitaran prostor sa skalarnim
produktom (-|-). Cliffordova algebra nad V je ureden par (C(V), j) sa svojstvima:

(C1) C(V) je realna unitalna algebra s jedinicom e.
(C2) j:V — C(V) je linearno preslikavanje sa svojstvom j(v)? = —(v|v)e Vv € V.

(C3) Ako je A realna unitalna algebra s jedinicom eq i ¢ : V' — A linearno preslikavanje
sa svojstvom ¢(v)? = —(v|v)eq Vv € V, onda postoji jedinstven unitalni homomorfizam

@:C(V)— Atakav daje ¢poj=p.
Kao i obi¢no, (C3) se zove univerzalno svojstvo. To svojstvo osigurava da je Cliffordova algebra
do na izomorfizam jedinstvena (ukoliko uopée postoji): ako su (C(V'),j) i (C'(V), ') Cliffordove

algebre nad V; onda za jedinstvene unitalne homomorfizme j" : C(V)) — C'(V) ij:C"(V)— C(V)
takve da je j'oj =451 j o4 = j vrijedi

jojoj=joj =j=1Icwoj,

pa zbog jedinstvenosti u (C3) slijedi joj’ = Ic(vy; sasvim analogno je ij0j= Ici vy, pa vidimo da
su j i j' medusobno inverzni izomorfizmi. Druga je posljedica univerzalnog svojstva da je unitalna
algebra C' (V') generirana slikom Im j = j(V') linearnog preslikavanja j. Doista, ako sa A ozna¢imo
unitalnu podalgebru od C(V') generiranu sa j(V'), onda je ocito par (A, j) Cliffordova algebra
nad V. Nadalje, izomorfizam j : A — C(V) takav da je j o j = j je zbog njegove jedinstvenosti
naprosto inkluzija A — C(V). Dakle, A = C(V).

Egzistenciju Cliffordove algebre nad V' dobit ¢emo nesto kasnije preko dvije konstrukcije: kao
kvocijentne algebre tenzorske algebre T'(V') i sasvim konkretnim opisom preko baze. Prije toga
uoc¢imo jo$ neke ¢injenice. Primijenimo li svojstvo j(v)? = —(v|v)e na vektor v + w za proizvoljne
v,w € V, zbog biaditivnosti skalarnog produkta slijedi da preslikavanje 5 ima svojstvo:

J(W)i(w) +j(w)j(v) = =2(v|w)e  Vo,weV. (2.1)

Neka je sada {ej,...,e,} ortonormirana baza od V. Tada je (e;|lex) = 0 za i # k, prema tome, iz
(2.1) slijedi da elementi j(e;) antikomutiraju i kvadrati su im —e :

jle)iler) = —jlen)iler) zai#ks  jle)*=—e Vi (2.2)

93
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Odatle slijedi da skup

razapinje vektorski prostor C'(V'); pri tome je, naravno, i jedinica e algebre C'(V') ukljuc¢ena u
taj skup: nju shvacamo kao produkt praznog niza vektora (j(e;));c;- Vidjet ¢emo nesto kasnije
da je to ne samo skup koji razapinje C(V) nego baza od C(V), dakle, da je dim C(V) = 24mV,
Primijetimo jo$ da skup (2.3) razapinje prostor C(V') ne samo za ortonormiranu nego za svaku
bazu prostora V. Za takav zaklju¢ak nisu nuzne relacije (2.2) koje vrijede za ortonormiranu bazu,
nego se jednako dobro mogu upotrijebiti opéenite jednakosti

jlei)iler) = —jler)ilei) — 2(eilex)e.

Neka je k : V. — C(V) linearno preslikavanje definirano sa k(v) = —j(v), v € V. Tada je
k(v)? = j(v)? = —(v|v)e Yv € V, pa po univerzalnom svojstvu (C3) postoji jedinstven unitalni
homomorfizam « : C(V) — C(V) takav da je k o j = k. Prema tome, k : C(V) — C(V) je
jedinstven unitalni homomorfizam takav da vrijedi

R(i(v) =—jlv)  YoeV.
Ocito je tada « involutivni automorfizam od C(V'). Stavimo
CO(V)={ueC(V); k(u) =u} i CY(V)={ueCV); k(u) = —u}.
Bududi da za vq,...,v, € V vrijedi
k((vn) g (ve)) = (=5(0)) - (=i (ve)) = (1) 5 (v1) - 5 (we),

vidimo da je C°(V') potprostor od C(V) razapet svim produktima parnog broja elemenata j(v),
v € V,aCl(V) je potprostor razapet svim produktima neparnog broja takvih elemenata. Posebno,
(CO(V),CH(V)) je Zy—graduacija algebre C(V) :

C(V)=CV) + CY(Vv),  CYV)CHV)C C"MV), k€ Zy=1{0,1},
pri ¢emu za i, k € {0, 1} oznaka i + k predstavlja zbroj u Zs, tj. zbroj modulo 2; dakle,
cCoO(V)Co(v) C C(v), CO(V)CH(V) < CH(V), CH(V)CO(V) C CH(V), CH(V)CH(V) € CO(V).

Elementi od C°(V) zovu se parni, a elementi od C''(V) neparni. Involutivni automorfizam x
Cliffordove algebre C'(V') zove se automorfizam parnosti.

Prijedimo sada na dokaz egzistencije Cliffordove algebre konstrukcijom iz tenzorske algebre.
Neka je I dvostrani ideal u tenzorskoj algebri T'(V') nad vektorskim prostorom V' generiran skupom

{v@v+ (vjv); ve V}

Stavimo C(V) = T(V)/I i neka je j restrikcija na V kvocijentnog epimorfizma T'(V) — C(V).
Tada je C'(V) unitalna algebraij : V. — C(V) je linearno preslikavanje. Neka je A unitalna algebra
i¢:V — A linearno preslikavanje sa svojstvom ¢(v)? = —(v|v)eq Vv € V. Po univerzalnom
svojstvu tenzorske algebre ¢ se jedinstveno prosiruje do unitalnog homomorfizma @ : T'(V) — A.
Za svaki v € V tada vrijedi

B0 ® v+ (0]0) = B)F(0) + E)B(L) = o©)* + (Llv)es = 0.
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To pokazuje da je
v@uv+ (vjv) e Kerpg  YoeV.

Dakle, I C Ker®. Prijelazom na kvocijent dolazimo do unitalnog homomorfizma ¢ : C(V) — A,
plu+1)=2(u), uweT(V)
Sada za proizvoljan v € V' imamo

(#og)(v) =d(v+1) =p(v) = p(v),

dakle, vrijedi ¢ o j = . Jedinstvenost takvog homomorfizma @ : C(V) — A slijedi iz ¢injenice da
V' generira unitalnu algebru 7'(V'), pa njegova slika j(V') generira unitalnu algebru C'(V'), dakle,
ako se dva unitalna homomorfizma podudaraju na j(V), oni su jednaki.

Bududi da ideal I nije generiran homogenim elementima algebre T'(V'), Z—graduacija tenzorske
algebre T'(V') ne prenosi se na kvocijent C(V') =T (V) /1. Medutim, generatori ideala I su linearne
kombinacije homogenih elemenata parnih stupnjeva 0 i 2, pa Z—graduacija tenzorske algebre T'(V)
inducira Z,—graduaciju Cliffordove algebre C'(V) i to je upravo malo prije opisana Z,—graduacija
dobivena pomoc¢u involutivnog automorfizma parnosti « : ako sa = : T(V) — C(V) oznacimo
kvocijentni epimorfizam, onda je

COWV)y=m | > +T*V) i C'(V)=a | > FTHNY)
kEZy kEZy
Ako su A i B Zy—graduirane unitalne algebre s graduacijama (A% A') i (B°, B!), definiramo
njihov Z,—graduiran tenzorski produkt A®B. Kao vektorski prostor A®RB podudara se sa

A ® B, a mnozenje je bilinearno preslikavanje koje je za homogene elemente a,a’ € Aib b € B
definirano sa

(a@b)(a @) = (—1)deeb)des )’ @ ply.
Tada je o¢ito ARB unitalna algebra s jedinicom e4 ® eg i ona je Zo—garduirana s graduacijom
(A@B) =A@ B’ + A' @ B!, (A@B)' =A@ B' + A' @ B°.
Propozicija 2.1.1. Neka je V =U & W ortogonalni rastav. Tada je C(V) = C(U)QC(W).

Dokaz: Neka je {ey,...,e,} ortonormirana baza od V takva da je {ei,...,ex} baza od U i
{€kt1,-..,en} baza od W. Oznacimo sa jy : V. — C(V), jy : U — CU) i jw : W — C(W)
linearna preslikavanja s kojima su C(V'), C(U) i C(W) Cliffordove algebre nad prostorima V, U
i W. Nadalje, neka su ey, ey i ey jedinice u algebrama C(V), C(U) i C(W). Neka je linearno
preslikavanje ¢ : V — C(U)®C(W) definirano na bazi {ey, ..., e,} ovako:

Julej) ®ew  akojel <j<k
plej) =
ey @ jwle;) akojek <j<n.

Tada je (v,v") — (V)W) + (v )p(v) + 2(v|v')ey ® ey bilinearno preslikavanje sa V' x V' u
C(U)®C(W). Ono se ponistava na vektorima baze od V :

(1) za 1 < j,¢ <k vrijedi
wlej)pler) + wled)ple;) + 2(ejlec)er @ ew =

= (Ju(ej) ® ew)(Juler) ® ew) + (Juler) ® ew)(ju(e;) ® ew) + 20 ey @ ew =
= [ju(ej)ju(ee) + julee)jule;) + 205e0] @ ew = 0;
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(2) akosu 1l < j <kik < /¢ <n,ondazbog definicije mnozenja u Zs—graduiranom tenzorskom

produktu C(U)@C(W) vrijedi
p(ej)pler) + plee)ple;) + 2(ejler)er @ ew =
(Ju(e;) @ ew)(ev @ jwler)) + (ev @ jwler))(Jue;) © ew) =
= Ju(e;) ® jw(ee) — ju(e;) ® jw(er) = 0;
(3) analogno kao u (2), akosu k < j<nil</¢<k, onda je
p(ej)pler) + plee)p(e;) + 2(ejler)er @ ew =
(ev @ jw(€;))(uler) ® ew) + (Juler) ® ew)(ev @ jw(e;)) =
= —juler) ® jw(e;) + ju(er) @ jw(e;) = 0;
(4) napokon, ako je k < j,¢ <n, onda kao u (1) imamo
p(ej)pler) + plee)ple;) + 2(ejler)er @ ew =
= (er ® jw(ej))(ew @ jw(er)) + (ev @ jw(ee))(ew @ jw(e;)) + 205e0 ® ew =
= ev @ [jw(&;)jw (ee) + jw (ee)jw (€;) + 20;0ew] = 0.
To znaci da je bilinearno preslikavanje identicki jednako nula, tj. vrijedi
e(0)p(") + (")) + 2w )ey @ ew =0 Yo, 0" € V.
Posebno, za v = v' dobivamo
p(v)* = —(vv)ey @ ey Yo e V.

Prema univerzalnom svojstvu (C3) za Cliffordovu algebru C'(V') postoji jedinstven unitalni ho-
momorfizam ¢ : C(V) — C(U)RC(W) takav da je ¢ o jiy = ¢, odnosno, takav da je

julej)@ew  akojel <j<k
(v es)) = ¢le;) =
ev @ jwe;)) ako je k < j <n.

Tadazal<igp <---<i. <k <j; <---7s <n dobivamo
@ (v(ei) - gviei)ivies) - gvie)) = julei) - julei.) @ jwles) - - jwles,).

Bududéi da skup {ju(e;,)---jule); 1 < iy < --- < i, < k} razapinje prostor C(U), a skup
{gwles) - gwle;): k < j1 < -+ < js < n} razapinje prostor C(W), zaklju¢ujemo da je homo-
morfizam ¢ : C(V) — C(U)®C (W) surjektivan.

Konstruirat ¢emo sada lijevi invers 1 : C(U)&C(W) — C(V) preslikavanja ¢ i tako dokazati da
je @ 1 injekcija, dakle, izomorfizam unitalnih algebri.  Definiramo linearno preslikavanje
Yy U — C(V) kao restrikciju ji|U, a linearno preslikavanje ¢y : W — C(V) kao restrikciju
JviW. Zaw e Uiw e W tada imamo

u(u)? =jv(u)? = —(uu)ey 1 Yw(w)? = jv(w)® = —(ww)ey.
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Prema univerzalnom svojstvu (C3) za Cliffordove algebre C'(U) i C(W) postoje jedinstveni unitalni
homomorfizmi ¢y : C(U) — C(V)ivy : C(W) — C(V) takvi da je Yyoju = Yy i bwojw = Yw.
Tada je preslikavanje ¥ : C(U) x C(W) — C(V), definirano sa

U (u, w) =y (u)dw (w), ueCU), weC(W),

bilinearno pa po univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta C'(U) ® C(W), koji se kao vektorski

prostor podudara sa C'(U)@C(W), postoji jedinstven linearan operator ¢ : C(U)QC(W) — C(V)
takav da vrijedi

Y(u@w) =Yy(uw)ibw(w) YueCU) i YweC(W).

SNada zal<ip <--- <4, <k < J1 < -+ < Js <nimamo redom koristeci ¢injenice da su @ZNJU i
tw homomorfizmi i da vrijedi ¢y o juy = Yy = jv|U i Yw o jw = by = jy|W :

(o) (vlen) - dvles)ivien) - v(es)) =¥ Golew) - dules,) @ wles) - wles,)) =

= v Gulew) - jule)) dw Gw(eg,) -~ dwl(ey,)) =
= Yy (Julen)) - vu (ule)) Yw Gwles)) - vw Gwles)) = dvlen) - gvle )ivies) - gv(e,).
Buduéi da vektori jy (e;,) - - - jv (e, )jv(ej) - - - jv(ej,) razapinju vektorski prostor C(V), zakljucu-
jemo da je ¢ o ¢ = Ig(y), odnosno, preslikavanje 1 je lijevi invers homomorfizma ¢. Time je

propozicija 2.1.1. dokazana.

Teorem 2.1.2. Ako je {ei1,...,e,} baza vektorskog prostora V' onda je skup (2.3) baza vek-
torskog prostora C(V'). Posebno, kanonsko preslikavanje j : V. — C(V) je injektivno. Nadalje,
dim C(V) = 24m V.

Dokaz: Dokazujemo najprije tvrdnju o dimenziji i to indukcijom u odnosu na dim V.

Neka je dim V' = 1, izaberimo w € V, ||w|]| = 1. Definiramo preslikavanje j : V" — C sa
jlaw) = ia, a € R. C je dvodimenzionalna realna unitalna algebra s jedinicom 1. Nadalje, j je
R—linearno preslikavanje i za svaki o € R, tj. za svaki v = aw € V| vrijedi

J(0)* = (ia)* = —a® = —(v[v)1.

Napokon, neka je A realna unitalna algebra s jedinicom e4 i neka je ¢ : V' — A linearno pres-
likavanje takvo da je p(v)? = —(v[v)eq Vv € V. Tada je, posebno, ¢(w)?> = —ey. Definiramo
preslikavanje ¢ : C — A sa

Pla+if) = aea+ Bo(w),  a,BER.
Tada je ¢ R—linearno preslikavanje, vrijedi ¢(1) = eqiza \,u € C, X = a+ 18, up = v + 9,
a, 3,7,0 € R, imamo redom
PNP(1) = (aeq + Bo(w))(vea + 0p)(w)) = ayes + adp(w) + Byp(w) + Bop(w)* =

= (a7 = Bd)ea+ (ad + By)p(w) = play — B0 +i(ad + 37)) = P(Aw).
Prema tome, ¢ : C — A je unitalni homomorfizam realnih unitalnih algebri. Za v € V, v = aw,
a € R, vrijedi
(2 0j)(v) = ¢(j(aw)) = (i) = ap(w) = ¢(v).
Dakle, ¢ o 7 = . Napokon, ako je i ¢ : C — A unitalni homomorfizam realnih unitalnih algebri
sa svojstvom 1y o j = ¢, ondaza A € C, A = a+if3, o, € R, imamo

V(A) = v(a+if) = ap(l) + Bu(i) = aeq + fU(j(w)) = aea+ fo(w) = @(A).
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Prema tome, ¢ je jedinstven unitalni homomorfizam sa C u A takav da je ¢ o j = . Time je
dokazano da je (C, j) Cliffordova algebra nad V. Dakle, dim C(V) = dimg C = 2 = 24™ V. Time
je dokazana baza indukcije.

Neka je sada dim V' > 2 i pretpostavimo da je tvrdnja o dimenziji dokazana za vektorske
prostore manje dimenzije. Neka je V = U ® W netrivijalni ortogonalni rastav. Po propoziciji
2.1.1. vektorski prostor C'(V') izomorfan je tenzorskom produktu C(U)®C (W), pa po pretpostavci
indukcije dobivamo

dim C(V) — (dlm C(U))(dlm C(W)) — 2dim U2dim w — Qdim U+dim W — 2dim V.

Time je dokazana tvrdnja o dimenziji.
Primijetimo sada da u skupu (2.3) ima to¢no 24™V = dim C(V') vektora. Buduéi da ti vektori
razapinju realan vektorski prostor C'(V'), oni tvore bazu od C(V).

U daljnjem ¢emo injektivno preslikavanje j : V' — C(V') upotrijebiti kao identifikaciju prostora
V' s potprostorom Cliffordove algebre C'(V'). Nadalje, preslikavanje a — ae, a € R, éemo upotri-
jebiti kao identifikaciju R s unitalnom podalgebrom od C(V'), dakle, e = 1. Uz te identifikacije
vrijede antikomutacijska pravila

vw + wv = —2(v|w), v,we V. (2.4)
Posebno, ako je {ej,...,e,} ortonormirana baza od V, onda vrijedi
eier +ere; =0 zai#k; el =—1 Vi (2.5)

Za svaku bazu {ey,...,e,} od V je

baza vektorskog prostora C(V).

Neka je sada {ey,...,e,} standardna ortonormirana baza od R" : (e;); = d;;. Tada se C(R")
moze identificirati s vektorskim prostorm s bazom (2.6), a mnozenje u unitalnoj algebri C'(R") je
odredeno relacijama (2.5).

Iz dokaza baze indukcije u teoremu 2.1.2. znamo da je C(R') = C i izomorfizam je dansa 1 — 1,
e; — 1. Nadalje, lako se vidi da je Cliffordova algebra C'(R?) izomorfna s tijelom kvaterniona H;
izomorfizam je na bazi (2.6) dansa 1 — 1, €1 — i, g — j, e1e9 +— k. Za n > 3 algebra C'(R™) nije
tijelo. Doista, pomoc¢u (2.5) dobivamo

(616263)2 = €1€2€3€1€2€3 = —€1€2€1€3€2€3 = (61)2 €2€3€2€3 = —€2€3€2€3 = (62)2 (63)2 =1,

dakle, (1 —ejeqzes) (14 ejese3) = 0, odnosno, u algebri C'(R") ima netrivijalnih djelitelja nule.
Pokazuje se npr. da je C(R3) = H x H. Opis svih algebri C'(R") pomo¢u matri¢nih algebri nad R,
C i H mogu se pronaci u knjizi: H.B. Lawson, M.—L. Michelson, Spin Geometry, Princeton Univ.
Press, 1989).

Kao §to smo vidjeli Z—graduacija (T*(V)) keZ, tenzorske algebre T'(V') prijelazom na kvo-
cijent po idealu I generiranom skupom {v ® v + (v|v); v € V} ne daje Z—graduaciju algebre

~Y

C(V)=T(V)/I, nego samo njenu Z,—graduaciju. Medutim, iz pripadne filtracije (Tx(V')),cz, »

k
T(V)=)_ +T(V), ke,
j=0
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dobivamo filtraciju (Cyx(V))4cy, algebre C(V). Pri tome je
Co(V)=R, Cp(V)=span{vy---v;; 1<j<k, v,...,u;€V} za keN.

Naravno, C(V) = C(V) Vk > dim V. Vidjet ¢emo sada da je pripadna graduirana algebra

aGricv)y =TI &)/Ca(v)

0<k<dim V

(uz C_1(V)) = {0}) izomorfna vanjskoj algebri A\(V).
Kanonski epimorfizam 7'(V) — A(V) ima linearni desni invers A(V) — T(V), koji se zove
antisimetrizacija. Ona je potpuno odredena sa

1 )
VLA Ay i Zszgn(a)va(l)@).-.@%(k), v,..., 0, € V.

oESE

Pri tome je S; oznaka za grupu permutacija skupa {1,...,k}, a sign : S — {£1} je homo-
morfizam parnosti: sign(c) = 1 za parne permutacije, a sign(c) = —1 za neparne. Kompozicija
antisimetrizacije A\ (V) — T'(V) s kvocijentnim epimorfizmom 7'(V) — C(V) = T(V)/I je izomor-
fizam vektorskih prostora buduéi da bazu od A (V') prevodi u bazu od C(V) :

1—1

s €i1/\"'/\€ik'—>€il"'€ik za1§21<<zk§n,

pri tome je {ey,...,e,} ortonormirana baza prostora V. Taj ¢emo izomorfizam vektorskih prostora
N(V) — C(V) oznacavati sa j. On se zove Chevalleyevo preslikavanje, a takoder i kvantiza-

ciono preslikavanje. Pisat ¢emo | (/\k(V)) = O(V)®); za elemente od C(V)®, 0 < k < dim V,

kazemo da su Cistog stupnja k. Naravno, (C’(V)(k)) jest Z—graduacija vektorskog prostora C'(V'),
ali ne i Z—graduacija algebre C(V').

Propozicija 2.1.3. Za svaki k € {0,1,...,dim V} vrijedi C,(V) = C(V)®) £+ Cy_1 (V). Nadalje,

J inducira izomorfizam vanjske algebre \(V') na graduiranu algebru

aGricvV)y =TI &)/Cea(v).

0<k<dim V
Dokaz: Prva tvrdnja neposredno slijedi iz ¢injenice da je j(e;, A---Ae;) =€, ---¢€;, 1daje
{e -ei; 1<ip <---<ip <n}

baza direktnog komplementa od Cy_1(V) u Cx(V). Oznacimo sa ® : A(V) — Gr(C(V)) izomor-
fizam vektorskih prostora induciran Chevalleyevim preslikavanjem j : A(V) — C(V); dakle,

O(u) = j(u) + Cr_1(V), ue N'(V), 0<k<n.
Treba dokazati da je ®(u A w) = ®(u)®(w) Yu,w € A(V). Preslikavanja (u,w) — ®(u A w) i
(u,w) — P(u)®(v) sa A(V) x A(V) u Gr(C(V)) su bilinearna, pa je njihovu jednakost dovoljno
provjeriti na elementima baze {e;, A---Ae;; 1< <--- <i <n}od A(V). Neka su, dakle,
u=-e; N---Nej,, 1< <<y, <n, w=e;, N---Negj,, 1< <---<jg<n.
Ako je {i1, ... in} N{j1,...,Je} # 0, onda je u A w = 0, a takoder i

@(U)@(w) = 621 PR elke‘]l .. .ej[ + C(V)(k'f’g—l) — 0’
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jer prema (2.2) vrijedi e;, - -e;e4 -5, € C(V)*+H=2 Pretpostavimo sada da je presjek

{i1, ... ig} N {Jj1,...,J¢} prazan i neka je o € Sy, permutacija takva da je
o) <---<olig) <o(j1) <---<oa(je).
Tada je
UAW =€ A Nej, Nejy A= Nej, = sign(o)eqi) N A€oy A€oy N-e - A €ol(ey,)

pa je
D(u A w) = sign(o)es(iy)  * Colin)Colir) " * Colis) + C(V) ke,

S druge strane,
D(u)(w) = (e, -+ e, + COV)F ) (e, - ej, + OOV)ED) = ¢ - ey, - - e, + C(V)FHD,
Medutim, prema (2.2) imamo
Ciy * €3y €y = SIGN(0)Co(ir) T~ Colis) Colir) T~ Coley,)s
pa slijedi ®(u A w) = ®(u)P(w). Time je propozicija dokazana.

Kao i svaka asocijativna algebra C'(V') postaje Liejeva algebra uz komutator [a,b] = ab — ba,
a,be C(V).

Propozicija 2.1.4. C(V)® = (/\Q(V)) je Liejeva podalgebra Liejeve algebre C(V') izomorfna
Liejevoj algebri o(V') svih antisimetricnih linearnih operatora na realnom unitarnom prostoru V.

Dokaz: Neka je {e,...,e,} ortonormirana baza od V. Tada je
{eie;; 1 <i<j<n} (2.7)
baza od C(V)®?). Za i < j i k < ¢ imamo
leiej eped] =0 akoje {i,j} ={k, 0} ili {i,j}n{k,(}=0.

Pretpostavimo sada da je {7, 7} N{k, ¢} jednoclan skup, npr. j =k, dakle, 1 <i<j=k </l <n.
Tada imamo

leiej, eje] = e; (ej)2 eq — ejee;e; = —eeq + epejee; =
— —eiep — ege; (€)= —eiep + epe; = —2e;e0 € O(V) P,
Odatle, zbog ee; = —eje; za ¢ # j, imamo u preostala tri slucaja jednoclanog presjeka
{i, 5} 0 {k. £}
1<i=k<jl<n,j#Ll: leiej, eied) = —ejei, eier] = 2e;e, € c (V)@
1<k<i=l<j<n: leiej, exes] = [eje;, eiex] = —2eje, € c(V)®@;,
1<ik<j={l<n,i#k: [eie;, exe;] = —[eiej, ejer] = 2eie, € C(V)P,

Dakle, komutatori elemenata baze (2.7) od C(V)® svi leze u C(V)®. Time smo dokazali da je
C(V)® Liejeva podalgebra od C(V).

Neka su sada E;; € gl(V') linearni operatori zadani sa

Eijer = 0jres, 1<i4,5,k <n.
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Tada je
{Eij —Ej; 1<i<j<n}

baza od o(V). Linearan operator 7 : o(V) — C(V)? zadan sa

1
T(EZ—EJ) :—éeiej, 1<i <y <n,
je izomorfizam vektorskih prostora, jer prevodi bazu u bazu. Nadalje, buduéi da je E;;j Eye = 0,1 Eie,
vrijedi

[Ez'j - EjiaEké - Eék] =0 ako je {Zaj} = {k,f} ili {Zaj} N {k,f} = @
Ako je {i,7} N{k, ¢} jednoclan skup, npr. j =k, odnosno, 1 <1i < j =k < { <n, onda je

[Eij — Eji, Eje — Eqj] = (Eyj — Eji)(Eje — Ej) — (Eje — Eij)(Eij — Eji) = Eig — Egi.
Prema prijasnjem racunu komutatora elemenata baze (2.7) od C(V)®, imamo da je

1 1 1
[T(Eij — Eji), T(Eje — Eyj)] = [—Qez‘@ja —§€j€€} = ;(—2eiee) =

1

7t
n ili

Sasvim je analogna situacija i ako je 1 < i =k < j,0 < nilil < ik < j=10<
) Liejevih

1 <k<i=1/{<j<n. Odatle slijedi da je T homomorfizam, (dakle, izomorfizam
algebri sa o(V) na C(V)®.

Grupa C(V)* invertibilnih elemenata unitalne algebre C'(V') je otvoren podskup od C(V),
dakle, otvorena podmnogostrukost od C'(V). S tom strukturom analiticke mnogostrukosti C'(V')*
je Liejeva grupa i njena se Liejeva algebra identificira s Liejevom algebrom dobivenom iz asoci-
jativne algebre C'(V') uz komutator [a,b] = ab — ba, a,b € C(V). Eksponencijalno preslikavanje
exp = expg(yyx 8 Liejeve algebre C(V) u Liejevu grupu C(V)* dano je sa

1
exp a =e* = Z yak, aecC(V).
keZy

Identificirat ¢emo sada dvije zatvorene (Stovise, kompaktne) podgrupe Pin(V) i Spin(V) od
C(V)* &ja je Liejeva algebra upravo C(V)®),

Neka je v € V jedini¢ni vektor, (v|v) = 1. Tada u Cliffordovoj algebri C'(V) vrijedi v? = —1,
dakle, v(—v) = (—v)v = 1. To pokazuje da je v € C'(V)* i da je —v njegov invers u grupi C(V')*.
Oznac¢imo sa Pin(V') podgrupu od C(V)* generiranu s jedini¢nom sferom {v € V; |jv|| = 1}.

Za jedinicni vektor v € V' promatrajmo preslikavanje p(v) : V' — C(V) definirano sa

p(v)x = vaw, rxeV.

Imamo V = Rv @ v+, dakle, svaki # € V jedinstveno se pige u obliku z = \v + w, gdje je A € R
iw 1L v. Tada je vw = —ww, pa imamo

2

p(v)r = v(Av +w)v = M® +vwv = — v — v*w = —Iv + w.

To prije svega pokazuje da je p(v)x € V zasvaki x € V| dakle, p(v) je linearan operator na prostoru
V. Nadalje, taj je linearan operator ortogonalna refleksija prostora V' u odnosu na hiperravninu
vt. Posebno, p(v) € O(V) za svaki jediniéni vektor v € V.
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Prisjetimo se sada ranije definiranog automorfizma parnosti Cliffordove algebre C'(V') : to je
jedinstven unitalni automorfizam x algebre C (V') takav da je k(v) = —v Vv € V; nadalje, k je
involutivni automorfizam, tj. vrijedi x(k(u)) = v Yu € C(V). Pomoéu automorfizma parnosti
operator p(v) za jedinicni vektor v € V' moze se pisati ovako:

p(v)r = Kk(v)zv™, rxeV.

plu)r = Kx(u)ru, rzeV.
Buduéi da je Pin(V') podgrupa od C'(V)* generirana jedinicnim vektorima, za u € Pin(V') postoje
jedini¢éni vektori vy, ..., v takvi da je u = vy - - - vg. Bududi da je k automorfizam, imamo za svaki
xeV:

1 1

plu)e = r(wau™ = k(v - w(v)evyt - op' = plor) - - plwy)a.

Posebno, p(u) je linearni operator sa V- u V' i to je produkt ortogonalnih refleksija. Slijedi da je
p : u — p(u) preslikavanje grupe Pin(V') u ortogonalnu grupu O(V'). Buduéi da je k automorfizam,
preslikavanje p : Pin(V) — O(V) je homomorfizam grupa:

plurus)z = w(urug)w(urug) ™ = K(uy)w(ug)zuy it = plur)p(ug), ui,uz € Pin(V), zeV.
Propozicija 2.1.5. p: Pin(V) — O(V) je epimorfizam s jezgrom {1, —1}.

Dokaz: Surjektivnost homomorfizma p : Pin(V') — O(V) je posljedica dobro poznate ¢injenice
da je ortogonalna grupa O(V') kona¢nodimenzionalnog realnog unitarnog prostora V' generirana
ortogonalnim refleksijama u odnosu na hiperravnine u prostoru V. Odredimo sada jezgru Ker p.
Neka je u € Kerp, tj. u € Pin(V) je takav da je k(u)r = zu Vr € V. Pisemo u = ugy + uq, pri
¢emu je ug € C(V) paran, a u; € C(V) neparan. Tada je x(u) = ug — uq, dakle,

UL — UL = TUg + TUY Ve eV.

Medutim, za svaki x € V elementi ugxr i rug su neparni, a elementi uyx i xuy; su parni. Stoga
vrijedi

UL = XUy i WL = —TUY Ve eV.
Neka je sada {ey,...,e,} ortonormirana baza od V' i zapi§imo ug i u; kao linearne kombinacije
parnih, odnosno, neparnih elemenata baze (2.6) :
Uy = A + E )\il...ikeil c Gy Uy = E )\il...ikeil Cr €y (28)
1<iy <o < i 1<iyp <« < i
k > 2 parno k > 1 neparno
Zate{l,...,n}izal <i; <---<i, <nimamo
(—1)%ei(es - -€i) ako i ¢ {i1,..., ik}

(eil i '%)ei =
(_1>k_lei(ei1 elk) ako i€ {Zl,,’Lk}

To znaci da je za parno k > 2

ei(eil'-'eik) ako Z¢ {21,,Zk}
(eil "'eik)ei =
—ei(e, ---e,) ako € {iy,... i}
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Bududi da je upe; = e;up vidimo da u prikazu (2.8) elementa uy pomocu baze (2.6) vrijedi A;,...,, =0
ako je i € {iy,...,ix}. No to vrijedi za svaki i € {1,...,n}, pa zakljucujemo da je ug = A € R.
Analogno, ako je k neparno, imamo

—ei(eil s '€ik) ako 1 ¢ {il, Ce ,’Lk}
(eil"'eik)ei =

61‘(6@'1 €Zk> ako i€ {Zl,,’Lk}
Kako je wje; = —e;ug, u prikazu (2.8) elementa u; pomocu baze (2.6) je A;...,, = 0 ako je
i € {i1,...,ix}. Ali i je proizvoljan, pa slijedi u; = 0. Prema tome, u = ug + u; = A € R. Time je

dokazano da je Ker p = Pin(V)NR.

Propozicija 2.1.5. bit ¢e u potpunosti dokazana ako pokazemo da je Pin(V)NR = {1,—-1}. U
tu svrhu posluzit ¢emo se jos tzv. glavnim antiautomorfizmom « Cliffordove algebre C'(V).
To je jedinstven antiautomorfizam unitalne algebre C'(V') takav da je «|V = Iy. To znaéi da je

04()‘):)\7 A€R, Oé(’Ul"'Uk)I’le“"lJl, vi,...,0p € V.

Posebno, ako je {ey,...,e,} ortonormirana baza od V' i ako je 1 <i; < --- < i) < n, onda zbog
antikomutativnosti e; i e; za ¢ # j imamo
k(k—1)
a(eil o 'eik> =€y, Gy = (_1) 2 €4yt Gy

To znaci da je @ mnozenje skalarom (—1) 5 ha elementima ¢istog stupnja k. Posebno, vidimo da
je a? identiteta, odnosno, antiautomorfizam « je involutivan. Nadalje, primijetimo da o komutira s
automorfizmom parnosti x : oba su mnozenje skalarom na svakom potprostoru C'(V)%*) elemenata
¢istog stupnja k.

Ako je v jedini¢ni vektor iz V, onda je va(v) = v? = —1. To pokazuje da za svaki u € Pin(V)
vrijedi ua(u) = £1. U stvari, svaki u € Pin(V) je ili paran ili neparan i vrijedi ua(u) = 1 ako je u
paran i ua(u) = —1 ako je u neparan. Posebno, ako je A € Pin(V)NR, onda je A paran element

i vrijedi a(\) = A. Dakle, A> = Aa(\) = 1, a to je moguce samo ako je A\ = +1. Time je dokazano
da je Pin(V)NR C {1, —1}. Tu vrijedi znak jednakosti jer je 1 € Pin(V), a za jedini¢ni vektor v
dobivamo da je i —1 = v? € Pin(V). Time je propozicija dokazana.

Teorem 2.1.6. Pin(V) je kompaktna podgrupa od C(V)* i njena je Liejeva algebra C (V).

Dokaz: Surjektivni homomorfizam p : Pin(V) — O(V) je ocito neprekidan i ima konac¢nu jez-
gru {1, —1}, pa zbog kompaktnosti grupe O(V) slijedi da je i grupa Pin(V') kompaktna. Posebno,
to je zatvorena podgrupa od C(V')*, dakle, Liejeva podgrupa od C'(V')*. Njena se Liejeva algebra
sastoji od tangencijalnih vektora u jedinici na glatke krivulje u Pin(V') kroz jedinicu. Neka je
i dalje {ey,...,e,} ortonormirana baza prostora V' ii,5 € {1,...,n}, i < j. Definiramo glatku
krivulju ¢ : R — C(V) sa

©(t) = cos t + (sin t)ee; = [(cos t)e; + (sin t)e;](—e;), teR.

Buduéi da su (cos t)e; + (sin t)e; i —e; jedinicni vektori, vidimo da je p(t) € Pin(V) Vt € R.
Nadalje, vrijedi p(0) = 11 ¢'(0) = e;e;. To pokazuje da Liejeva algebra Lie(Pin(V)) grupe
Pin(V) sadrzi span {e;e;; 1 <i < j <n}=C(V)?.S druge strane, zbog egzistencije dvolisnog
natkrivanja p : Pin(V) — O(V) vidimo da je Liejeva algebra Lie(Pin(V')) izomorfna Liejevoj
algebri o(V). Posebno, one imaju istu dimenziju, a kako je o(V') prema propoziciji 2.1.4. izo-
morfna Liejevoj algebri C(V)®), zakljucujemo da je dim Lie(Pin(V)) = dim C(V)®. Dakle,
Lie(Pin(V)) = C(V)®,
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Buduéi da je Pin(V') podgrupa od C(V)* generirana neparnim elementima, jasno je da je
svaki element od Pin(V) ili parni ili neparni, tj. Pin(V) je disjunktna unija Pin(V) N C%(V) i
Pin(V)N CYV). Nadalje, ocito je Spin(V) = Pin(V)NC°(V) podgrupa od Pin(V). U stvari, to
normalna podgrupa od Pin(V') indeksa 2, dakle, i Spin(V') je kompaktna grupa. Njeni su elementi
produkti parnog broja jedini¢nih vektora iz V. To znaci da je p(Spin(V')) grupa svih produkata
parnog broja ortogonalnih refleksija u odnosu na hiperravnine u V. No to je upravo grupa rotacija
SO(V). Prema tome, Spin(V) = p~'(SO(V)). Buduéi da su elementi 1 i —1 parni, vidimo da
je restrikcija p|Spin(V) epimorfizam grupe Spin(V) na grupu SO(V) s jezgrom {1, —1}, dakle,
dvolisno natkrivanje.

Propozicija 2.1.7. Ako je dim V > 2 grupa Spin(V') je povezana, a grupa Pin(V') ima dvije
komponente povezanosti.

Dokaz: Bududi da je grupa SO(V) povezana, za povezanost grupe Spin(V) dovoljno je
dokazati da se u grupi Spin(V') tocke 11 —1 mogu povezati putem. Neka su e, f € V jedinicni
vektori koji su medusobno okomiti. Tada je za svaki ¢ € R vektor (cos 7t)e + (sin 7t)f jedini¢ni,
prema tome, sa

~(t) = e[(cos mt)e + (sin 7t) f], t €[0,1],
definirano je neprekidno preslikavanje sa [0,1] u Spin(V'), odnosno, put u Spin(V'). Taj put
povezuje tocku —1 s tockom 1 :

7(0) = e? = —1, (1) = e(—e) = —e* = 1.

Time je dokazana povezanost grupe Spin(V'). Neparni i parni element u grupi Pin(V) ne mogu se
povezati putem u Pin(V'). Prema tome, grupa Pin(V') nije povezana, nego ima dvije komponente
povezanosti; to su Spin(V) i Pin(V) N CHV).

Napominjemo da se u sluc¢aju dim V' > 3 moze pokazati da je grupa Spin(V) jednostavno
povezana, dakle, tada je p : Spin(V) — SO(V') univerzalno natkrivanje.

Na koncu, razmotrimo generalizaciju: neka je na kona¢nodimenzionalnom realnom prostoru
V' umjesto skalarnog produkta zadana proizvoljna simetricna bilinearna forma B. Pripadna Clif-
fordova algebra je ureden par (C'(V; B),j) gdje je C(V; B) unitalna algebra s jedinicom e, j je
linearno preslikavanje sa V u C(V; B) sa svojstvom

j(v)* = =B(v,v)e YoeV
i vrijedi univerzalno svojstvo analogno (C'3) :

(C3') Ako je A realna unitalna algebra s jedinicom ey i ¢ : V' — A linearno preslikavanje sa
svojstvom op(v)? = —B(v,v)eq Yo € V, onda postoji jedinstven unitalni homomorfizam
¢ :C(V;B) — A takav da je g o j = .

Lako se vidi da i u ovom opcenitijem slucaju vrijede propozicija 2.1.1. i1 teorem 2.1.2. Medutim,

konkretni primjeri mogu izgledati potpuno drugacije. Npr. za negativno definitnu formu B na R!

ne dobivamo algebru R[X]/(X? + 1) = C, nego bitno drugaciju algebru R[X]/(X? —1) 2R x R.

Usput napominjemo da se u sluc¢aju trivijalne forme B = 0 na vektorskom prostoru V' Cliffordova

algebra podudara s vanjskom algebrom A (V).

Ako je forma B nedegenerirana i ima signaturu (p, ¢), pripadna Cliffordova algebra obicno se
oznacava sa C(p, q). Analogno kao i u pozitivno definitnom sluc¢aju dolazimo do monomorfizma
Liejeve algebre o(p, ¢) u C(p, q) sa slikom C(p, ¢)®. Slicno kao prije definiraju se grupe Pin(p, q) i
Spin(p, q) : Pin(p,q) je zatvorena podgrupa od C(p,q)* generirana sa {v € V; B(v,v) = £1}, a
Spin(p, q) je njena otvorena podgrupa sastavljena od parnih elemenata. Obje Liejeve grupe imaju
C(p,q)® kao Licjevu algebru. Grupe Pin(p,q) i Spin(p,q) su dvolisni natkrivaci grupa O(p, q) i
SO(p, q). Naravno, ako je pq # 0 te grupe nisu kompaktne.
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2.2 Kompleksne Cliffordove algebre

U ovom ¢emo odjeljku prouciti kompleksne Cliffordove algebre. Neka je V' kona¢nodimenzio-
nalan vektorski prostor nad poljem C kompleksnih brojeva i neka je B : V x V — C simetri¢na
bilinearna forma. Cliffordova algebra pridruzena paru (V, B) definira se jednako kao i u realnom
slucaju: to je ureden par (C(V),7) sa svojstvima:

(C1) C(V) je kompleksna unitalna algebra s jedinicom e.
(C2) j:V — C(V) je linearno preslikavanje sa svojstvom j(v)? = —B(v,v)e Yv € V.

(C3) Ako je A kompleksna unitalna algebra s jedinicom e4 i ¢ : V' — A linearno preslikavanje
sa svojstvom (v)? = —B(v,v)e4 Yv € V, onda postoji jedinstven unitalni homomorfizam
@:C(V)— Atakav daje ¢ = poj.
Zbog univerzalnog svojstva (C3) ako postoji Cliffordova algebra ona je jedinstvena do na izomor-
fizam. Egzistencija se dobiva kao i u realnom slucaju pomocu tenzorske algebre T'(V') kom-
pleksnog prostora V' : C(V) = T(V)/I, gdje je I dvostrani ideal u T(V') generiran skupom
{v@v+B(v,v); v € V}; ujedno je I ideal generiran skupom {v@w+w®@w+2B(v,w); v,w € V}.
Sljededi teorem dokazuje se analogno kao u realnom slucaju:

Teorem 2.2.1. Neka je {e1,...,e,} baza kompleksnog vektorskog prostora V. Tada je
{j(eh)j(eiz) o j(elk>? k€ {07 17- . '7n}7 1< <ig << < n}

baza prostora C(V'). (Pri tome se podrazumijeva da je prazan produkt jednak jedinici e.) Posebno,

preslikavanje j je injektivno i vrijedi dim C'(V) = 24m V.

Temeljem tog teorema kao i u realnom slucaju preslikavanje j upotrebljavamo kao identifikaciju
prostora V' s potprostorom od C(V'), a takoder polje C identificiramo s unitalnom podalgebrom
Ce. Dakle, baza od C(V') iz teorema 2.2.1. je

{en€i, € Be{0,1,...,n}, 1 <iy <iy<---<ip<n} (2.9)

Kao i u realnom slu¢aju imamo Zy—graduaciju (C°(V), C*(V)) unitalne algebre C(V) : C°(V) je
potprostor razapet svim produktima parnog broja vektora iz V, a C'(V) je potprostor razapet svim
produktima neparnog broja vektora iz V. To su svojstveni potprostori involutivhog automorfizma
parnosti x algebre C'(V) : k je jedinstveni automorfizam od C(V') &ja je restrikcija na V' jednaka
—Iy. Nadalje, ako je 7w : T(V) — C(V) kvocijentni epimorfizam, onda je

COWV)y=m | > +TV) i C'(V)=a| > +THN(V)

keZy keZy

Oznacimo kao i u realnom slucaju sa (Cy(V'))rez, filtraciju algebre C'(V') dobivenu iz filtracije
tenzorske algebre T'(V) :

k
CuV) =7 (T(V),  Tu(V) =3 +T/(V).

Chevalleyevo ili kvantizaciono preslikavanje j : A(V) — C(V), definirano kao kompozicija
antisimetrizacije A(V) — T(V) s kvocijentnim epimorfizmom 7'(V) — C(V), i u kompleksnom
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slucaju je izomorfizam vektorskih prostora i on inducira izomorfizam vanjske algebre A(V) na
graduiranu algebru

Grc(V))= J[ CuV)/Cra(V).
0<k<dim V
Ponovo pisemo C(V)*) = </\k(V)> i za elemente tog direktnog komplementa od Cy_1(V) u
prostoru Cy (V') kazemo da su €istog stupnja k.

I u kompleksnom sluéaju definiramo glavni antiautomorfizam « unitalne algebre C'(V'), kao
jedinstveni unitalni antiautomorfizam za koji je |V = Iy,. Naravno, opet je antiautomorfizam «
involutivan i vrijedi

ad) =X, XeC, afvy o) = vk vy, V1,...,05 €V,

U daljnjem razmatranju smeta ¢injenica da je —Ady v a ne Ady v refleksija prostora V' : ako
je prostor V neparnodimenzionalan onda svi operatori iz slike

U daljnjem ¢emo pretpostavljati da je forma B nedegenerirana. To je ispunjeno ako i samo
ako je za neku (a tada i za svaku) bazu {e,...,e,} od V njena matrica [B(e;, ;)] regularna.

Teorem 2.2.2. Neka je B nedegenerirana simetricna bilinearna forma na kompleksnom konacno-
dimenzionalnom vektorskom prostoru V.

(a) Postoji baza {es,...,e,} prostora V takva da je B(e;,e;) = d;; Vi,j. (Takva se baza zove
ortonormirana.)
(b) Za svaki potprostor W prostora V' i za njegov ortogonal
W+ ={veV; Bv,w)=0VYwe W}
vrijedi dim W + dim W+ = dim V.
(¢) Neka je W potprostor od V. Sljedeéa su cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

(1) Restrikcija BI|W x W je nedegenerirana.
(2) Wnw+={0}.

B)V =W+ Wt

(4) Restrikcija BlW+ x W je nedegenerirana.

Naravno, tada je V.= W + W+,

(d) Ako je prostor V' parnodimenzionalan, dim V = 2n, postoje n—dimenzionalni potprostori U
i U* od 'V koji su izotropni, tj. takvi da je B(u,u) =0 Yu € U i Yu € U*, takvi da je
V=U+U"

(e) Ako je prostor V neparnodimenzionalan, dim V = 2n+ 1, za svaki neizotropni vektor v € V,
tj. takav da je B(v,v) # 0, postoje n—dimenzionalni izotropni potprostori U 1 U* takvi da
je {v}t =U + U*. Naravno, tada je V =U + U* + Cu.

(f) Uz oznake iz (d) i (e) preslikavanje koje vektoru u* € U* pridruzuje linearan funkcional
u +— B(u,u*) na prostoru U je izomorfizam prostora U* na dualni prostor U’ prostora U.
Dokaz: (b) Definiramo linearan operator ® : V- — V' ovako:
(Pv)(w) = B(v,w), v,we V.

Zbog nedegeneriranosti forme B jezgra tog operatora je {0}, pa je po teoremu o rangu i de-
fektu @ izomorfizam prostora V' na njegov dual V’. Odatle neposredno slijedi tvrdnja (b), jer je
PWH)=We ={f eV’ flw)=0Vwe W}, dakle, dim W+ = dim W° = dim V — dim W.
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(c¢) Ekvivalencija svojstava (1) i (2) je ocigledna jer je
{fweW; Blw,u)=0YueW}=Wnw
Ekvivalencija svojstava (2) i (3) je neposredna posljedica tvrdnje (b) i formule
dim (W +W+) = dim W +dim W+ — dim W N W=

Napokon, ocito je W C (Wl)l, a primjenom tvrdnje (b) na potprostore W i W+ nalazimo da
je dim W = dim (Wl)l. Dakle, vrijedi W = (WL)L, pa ekvivalenciju svojstva (4) s ostalim
svojstvima dobivamo primjenom dokazanog na potprostor W+.

(a) Tvrdnju dokazujemo indukcijom u odnosu na dim V. Baza indukcije dim V' = 1 je trivijalno
ispunjena. Pretpostavimo sada da je dim V' =n > 21ida je tvrdnja dokazana za prostore dimenzije
n — 1. Uo¢imo da postoji v € V' takav da je B(v,v) # 0. Naime, u suprotnom bismo imali

1
B('U,w):Z(B('U+w,'u+w)—B(v—w,v—w)):0 Yo, w eV,
a to je u suprotnosti s nedegeneriranos¢u forme B. Izaberimo v € V' tako da bude B(v,v) # 0
i neka je a € C takav da je a?B(v,v) = 1. Stavimo li e; = awv, imamo B(ey,e;) = 1. Tada je
restrikcija B|Ce; x Ce; nedegenerirana, pa je prema tvrdnji (b) dimenzija potprostora W = ef
jednaka n — 1, a prema tvrdnji (c) restrikcija B|WW x W je nedegenerirana i V' = Ce; + W. Sada

po pretpostavei indukcije postoji baza {es,...,e,} od W koja je ortonormirana u odnosu na
B|W x W. No tada je {ey,€q,...,e,} baza od V koja je ortonormirana u odnosu na B.
(d) Pretpostavimo sada da je prostor V' parnodimenzionalan, dim V' = 2n. Neka je {ey, ..., e, }

baza od V koja je ortonormirana u odnosu na B. Stavimo sada

Uj = €5 + inyj, u; = €j — ienyj, 1< <n.

Lako se vidi da su vektori uy, ..., u,,uj,...,u, linearno nezavisni. Prema tome, potprostori
U = span{uy,...,u,} i U* = span{uj,...,u;}
su n—dimenzionalni i vrijedi V' = U + U*. Napokon, za bilo koje j,k € {1,...,n} imamo

1-1=0 akoje j =k

B(uj, u) = B(ej+ientj, ex+ienik) = Blej, ex) —B(ensj, ntr) = { 0-0—0 ako je j £k

a sasvim analogno je i B (u}*, u;) = 0. To pokazuje da su potprostori U i U* izotropni u odnosu na
formu B.

(e) Neka je prostor V neparnodimenzionalan, dim V' = 2n + 1, i neka je v € V neizotropni
vektor, B(v,v) # 0. Tada je restrikcija B|Cv x Cv nedegenerirana, pa iz tvrdnji (b) i (c¢) kao u
dokazu tvrdnje (a) slijedi da je W = v+ potprostor parne dimenzije 2n takav da je V = Cv + W
i da je restrikcija B|W x W nedegenerirana. Sada tvrdnja slijedi iz tvrdnje (d).

(f) Prema dokazu tvrdnje (e) mozemo pretpostaviti da je prostor V' parnodimenzionalan,
dim V = 2n. Neka su U i U* n—dimenzionalni izotropni potprostori od V' takvi da je V- = U+ U"*.
Za proizvoljne u,u’ € U imamo kao u dokazu tvrdnje (a) :

1

B(u,u’) = E(B(u—i—u’,u—l—u’) — Bu—u',u—1u')) =0.

To pokazuje da je U C UL. Medutim, prema tvrdnji (b) vrijedi
dim Ut =dim V —dim U =2n —n =n = dim U,

pa zakljuéujemo da je UL = U. Sasvim analogno je i U*t = U*.
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Pretpostavimo sada da je u € U takav da je B(u,u*) = 0 Yu* € U*. ZbogU = U+iV = U+U*
slijedi da je B(u,v) = 0 Yv € V. Zbog negdegeneriranosti forme B slijedi da je u = 0. Sasvim
analogno, ako je u* € U* takav da je B(u,u*) = 0 Yu € U, onda je nuzno u* = 0. Prema tome,
restrikcija B|U x U* je bilinearna forma koja je nedegenerirana i u odnosu na prvu varijablu i u
odnosu na drugu varijablu. Definiramo sada linearan operator A : U* — U’ ovako:

(Au™)(u) = B(u,u"), uel, u eU".

Zbog nedegeneriranosti forme B|U x U* taj je linearan operator injektivan, pa je po teoremu o
rangu i defektu A izomorfizam.

Za neizotropni vektor v € V vrijedi V = Cv 4 v*. Oznacimo sa s, refleksiju prostora V u

odnosu na hiperravninu v+ u smjeru vektora v : to je linearan operator definiran sa
_ _ L
Sy = —, Spw=w Yw € v,
Tada vrijedi
B(v,w)

we V.

SywW=w — 2

B(v,v) v

Uoc¢imo da je operator s, element ortogonalne grupe prostora V' u odnosu na formu B :
O(V)={A e GL(V); B(Ax, Ay) = B(x,y) Vz,y € V'}.

Doista, za proizvoljne x,y € V mozemo pisati
T =av+u, y = [v+ w, a,3€C, uwevt

Tada je

Sy = —av +u i Spy = —fv+w

pa imamo
B(syz, spy) = B(—av 4+ u, —fv + w) = afB(v,v) + B(u,w) = B(av + u, fv + w) = B(z,y).

Teorem 2.2.3. (Cartan—Dieudonné) Ortogonalna grupa O(V') generirana je refieksijama s,,
veV, B(v,v) #0.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom u odnosu na dim V. U slu¢aju dim V' = 1 tvrdnja je trivijalna
jer je O(V) = {£1} i —1 je refleksija. Pretpostavimo da je dim V =n > 2 i da je teorem dokazan
za prostore dimenzije manje od n. Neka je A € O(V) i neka je v € V neizotropni vektor. Razmotrit
¢emo tri moguénosti:

(a) Pretpostavimo najprije da je Av = v. Za w € v+ je tada

B(Aw,v) = B(Aw, Av) = B(w,v) = 0,

tj. Aw € v*t. To pokazuje da je hiperravnina v+ invarijantna s obzirom na operator A. Nadalje,

restrikcija Blvt x v je nedegenerirana i restrikcija Alvt je ortogonalan operator u odnosu na tu
formu. No kako je dim v+ = n — 1, ta je restrikcija po pretpostavci indukcije produkt refleksija

prostora v u odnosu na neizotropne vektore vy,...,v, € vt. Buduéi da je tada v € vjl za
Jj=1,...,k, zakljucujemo da je A = 5., - 5,,.

(b) Pretpostavimo sada da je Av = —v. Tada za operator A" = s,A € O(V) vrijedi A'v = v,
pa prema dokazanom u (a) postoje neizotropni vektori vy, ..., vx € V takvi da je A" = sy, - - - 5y, .

Slijedi A = s,A" = 5,84, - - Sy

e
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(¢) Pretpostavimo sada da je Av # v i Av # —v i stavimo u = Av. Tada je B(u,u) = B(v,v),
pa nalazimo

B(v+u,v+u) — B(v —u,v —u) = 2B(v,v) + 2B(u,u) = 4B(v,v) # 0.

Odatle se vidi da bar jedan od vektora v + u i v — u nije izotropan.
Pretpostavimo najprije da vektor w = v — u nije izotropan. Tada je

2B(u,w) = B(u+ w,u+ w) — B(u,u) — B(w,w) = B(v,v) — B(u,u) — B(w,w) = —B(w,w).

Stoga je
5 B(u,w) N
Swll = U — w=u+w=uv.
Y B(w,w)
Stavimo sada A’ = s,A. Tada imamo A'v = s,,Av = s,u = v, pa prema dokazanom u (a) postoje
neizotropni vektori vy, ..., v, takvi da je A" = s,, - - - 5,,. Tada je A = 5, A" = SySp, * - Suy.-

Pretpostavimo sada da je vektor w = v 4 u neizotropan. Tada je

2B(u,w) = =B(w — u,w — u) + B(u,u) + B(w,w) = —=B(v,v) + B(u,u) + B(w,w) = B(w,w).

Stoga je
B(u, w)
Spl = U — 2 wW=u—w=—0.
B(w, w)
Stavimo opet A" = s, A. Tada imamo A'v = s,,Av = s,u = —v, pa prema dokazanom u (b) postoje
neizotropni vektori vy, ..., v, takvi da je A" = s,, - - - 5,,. Tada je opet A = 5,A" = 5,8y, * - * Sy, -
Kao i u realnom slucaju stavimo C'(V)%*) = < A (Vv )) . Potpuno analogno kao u slucaju realne

Cliffordove algebre dokazuje se da vrijede analogoni propozicija 2.1.3. 1 2.1.4.:
Propozicija 2.2.4. Za svaki k € {0,1,...,n} (n = dim V) vrijedi C(V) = C(V)®) + C,_1(V).

Nadalje, j inducira izomorfizam vanjske algebre \(V') na graduiranu algebru

H(Jk )/ Cr—1(V).

0<k<n
Propozicija 2.2.5. C(V)® je Liejeva podalgebra od C(V') izomorfna kompleksnoj Liejevoj algebri

o(V)={A4 e gl(V); B(Av,w)+ B(v, Aw) =0 VYo,w € V} = o(n,C).
Promatrajmo sada kao i u realnom sluc¢aju grupu C'(V)* svih invertibilnih elemenata kom-
pleksne unitalne algebre C'(V'). Ponovo je to Liejeva grupa s Liejevom algebrom ¢(V'), koja se kao
vektorski prostor podudara sa C(V), a komutator je zadan sa [a,b] = ab — ba. Eksponencijalno
preslikavanje je a — e®. Adjungirana reprezentacija Ad Liejeve grupe C(V)* je homomorfizam
grupe C(V)* u grupu Aut(c(V')) automorfizama Liejeve algebre ¢(V') zadan sa:

(Ad a)u = aua™", acCV)", uwecV)=C(V).

Uoc¢imo da je svaki Ada, a € C(V)*, ustvari automorfizam unitalne algebre C(V) i da je
Aut(C(V)) podgrupa od Aut(c(V)). Diferencijal tog homomorfizma je homomorfizam Liejevih
algebri ad : ¢(V) — ¢(V) C Der(C(V)) dan sa

(adx)u = [z,u] = 2xu — uz, z,uec(V)=C(V).
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Propozicija 2.2.6. Neka jev € V C C(V) neizotropni vektor, tj. B(v,v) # 0. Tada jev € C(V)*
i (Adv)V = V. Preciznije, vrijedi jednakost

B(v,w)

A = — 2————
(Adv)w w + B(U,’U)U

Yw e V. (2.10)

Drugim rijecima, operator (—Adv)|V jednak je refleksiji s, prostora V. u odnosu na hiperravninu

vt u smjeru vektora v.

Dokaz: U Cliffordovoj algebri C(V) imamo v? = —B(v,v), pa vrijedi
v (=B(v,0) ) = (=B(v,v) v) v =1.

Dakle, v € C(V)* i v™! = —=B(v,v) 'v. Za svaki w € V imamo wv + vw = —2B(v,w), dakle,
wv = —vw — 2B (v, w), pa slijedi

B(v,v)(Adv)w = B(v,v)vwv ' = —vwv = v*w + 2B(v,w)v = —B(v,v)w + 2B (v, w)v.
Podijelimo i sa B(v,v), dobivamo upravo jednakost (2.10).

Za izotropni vektor v € V vrijedi v* = 0, pa v nije invertibilan element unitalne algebre C'(V).
Stoga iz propozicije 2.2.6. slijedi da je

VX =V NCV) = {veV; Blv,v)+£0}.

Neka je P(V) podgrupa od C(V)* generirana sa V*. Prema propoziciji 2.2.6. (Adu)V =V za
svaki u € P(V). Ozna¢imo sa Ady homomorfizam sa P(V) u GL(V') definiran sa

Adyu = (Adu)|V,  ue P(V).
Propozicija 2.2.7. Za svakiuw € P(V') vrijedi Ady v € O(V), tj.
B((Adv u)z, (Ady )y) = B(z,y) ~ Ve,yeV.

Dokaz: Tvrdnju je dovoljno provjeriti za u = v € V*. U tom slucaju prema formuli (2.10)
imamo za proizvoljne z,y € V :

B ((Ady v)z, (Ady v)y) = B (—x + 2];25’ i;v —y+ 2§EZ’ z;v) -

_ Blay) o BEWBEY) B.0)B.y) | Bl.a)Bl.y)

B(v,v) B(v,v) B(v,v)
U daljnjem bi nas smetala ¢injenica da je za v € V* operator —Ady v a ne Ady v refleksija
prostora V. Izmedu ostalog, ako je prostor V' neparnodimenzionalan, svi operatori Ady v, v € V*,

dakle i svi operatori Ady u, u € P(V'), imaju determinantu 1. Taj ¢emo nedostatak ispraviti tako
da malo promijenimo adjungiranu reprezentaciju i definiramo homomorfizam

= B(z,y).

Ad: C(V)* — GL(C(V))

formulom

(/Td u)z = k(u)zu™", ue C(V)*, zeC(V).
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To znaci da vrijedi (uz oznake CO°(V)* = C(V)* N Co(V) i CH(V)* =C(V)*NnCYV))
Adu=Adu 7a u e CO(V)* i Adu=—Adu 7a ue CH(V)*.

Posebno je Ad v = —Adv za v € V>, dakle, Ady v = (Ad v)|V je upravo refleksija prostora V' u
odnosu na hiperravninu v+ u smjeru vektora v :

Ady v=s,, veEVX (2.11)
Sada definiramo podgrupu
P(V)={ueC(V); (Adu)V =V},
Prema propoziciji 2.2.6. je P(V) C P(V). Za u € P(V) stavimo dev U= (de u)|V e GL(V).

Propozicija 2.2.8. Jezgra homomorfizma deV: P(V) — GL(V) je C* = C\ {0}.

Dokaz: Neka je {eq, ..., e,} baza prostora V ortonormirana u odnosu na B. Neka je u € P(V)

~

u jezgri homomorfizma Ady , tj. u ima svojstvo
kup=vu  YveV.
Neka je u = ug + u1, gdje je ug € C°(V) i uy € CH(V). Tada je rx(u) = ug — uy, pa dobivamo
UV — ULV = VUg + vu; Y € V]

a odatle slijedi

upv =vuy 1 wv=—-vuy; Yo eV (2.12)
Napisimo sada ug 1 uy u bazi {e;, ---¢e;; 0 <k <mn, 1<i <---<i, <n}, tako da razdvojimo
clanove koji sadrze e; od onih koji ga ne sadrze, a to su 1 i oni koji sadrze samo e, ..., €, :
Uy = ag + e1aq 1 (A1 :b0+€1bl,
gdje su
-1
5] 3]
ao = Z Z Ciyyenig €y " " " Cigyy a; = Z Z Ciyyyig1€in """ Cigy_qs
k=0 2<i1 <---<igr<n k=1 2<i1 <-<igg_1<n
—1
3] 73]

by = E di1 ----- iop—1€i1 * " " Cigg_qs by = E E dil ----- io, €i1 " 7" Cigy -

k=1 2<i1<--<igp_1<n k=0 2<i1<---<igp<n

Sada iz prve jednakosti u (2.12) za v = e; dobivamo
apge1 + ei1a1€e1 = ejag + efal.

Bududi da e; antikomutira sa svakim od vektora es, ..., e,, slijedi da e; komutira sa ag i antiko-
mutira sa a;. Nadalje, vrijedi e? = —B(ey, e;) = —1. Stoga iz gornje jednakosti slijedi

2 2
e1ap — eja; = e1ag + eja; = a1 = —ay = a; = 0.
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Analogno, iz druge jednakosti u (2.12) za v = e; dobivamo
boer + e1bier = —ejbg — efbl.
No sada e; antikomutira sa by i komutira sa by, pa slijedi
—e1by + €3by = —e by — €3b; — —by =b = b, = 0.
Time smo dokazali da se u prikazu elementa u ubazi {e;, ---¢€;,; 0 <k <mn, 1 <iy <--- <ix <n}
ne pojavljuju ¢lanovi koji sadrze e;. Sada mozemo jednako postupiti izdvajajuci vektor es, pa do-

bivamo da se ne pojavljuju ¢lanovi koji sadrze bilo e; bilo e;. Korak po korak mozemo zakljuciti
da uopc¢e nema c¢lanova za koje je k > 1, tj. u = c € C. Kako je u # 0, vrijedi ¢ € C*.

Uocimo da je u ovom dokazu bilo kljuéno da promatramo homomorfizam Ad a ne Ad; naime,
predznak minus u drugoj jednakosti u (2.12) bitan je za dokaz.

Primijetimo jos§ da propozicija 2.2.8. ne vrijedi bez pretpostavke da je forma B nedegenerirana.
Da to uvidimo, promatrajmo ekstremni slu¢aj B = 0, odnosno, C(V) = A(V). Za bilo koje
v, v2 € V imamo (1+v;Ave)(1—viAve) = 1, dakle, 1+v1Avy € A(V)* i (14+01A09) 7! = 1—v; Avs.
Medutim, za svaki v € V je

K(14+v Ava) AvA (T4+v Avg) ™ = (1T+v Avg) AUA (1 —v1 Ava) = v+ Ava AV — VAV Avg = .

Dakle, jezgra homomorfizma Ady sadrzi mnoge neskalarne clanove.

Definiramo sada preslikavanje N : C'(V) — C(V) ovako:
N(u) = us(a(u)), ue CV).

Uoc¢imo da automorfizam parnosti x komutira s glavnim antiautomorfizmom «, odnosno, vrijedi
k(a(u)) = a(k(u)) Yu € C(V). Nadalje, za v € V je a(v) = v i k(v) = —v, pa vrijedi

N(v) = —v*=B(v,v) YveV. (2.13)

Preslikavanje N zove se norma na Cliffordovoj algebri C'(V'). Vaznost norme vidi se iz sljedece
propozicije:

Propozicija 2.2.9. Restrikcija N|P(V) je homomorfizam grupe P(V) u multiplikativnu grupu
C*.

Dokaz: Neka je u € P(V). To znaci da je s(u)vu~' € V Vv € V. Kako je antiautomorfizam
« identiteta na V., dobivamo

k(w)vu™ = a(u) va(k(u)) Yo eV,
a odatle mnozenjem slijeva sa a(u) i zdesna sa a(r(u))~! dobivamo
a(u)k(w)vuta(k(u)) ™ = v Vv e V.

Prema tome, za svaki v € V' vrijedi

Ad r(a(u))u)o = Klr(a(u))ulolr(a(w)u] ™ = a(u)r(u)vu wla(u) " = v.
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To pokazuje da je x(a(u))u u jezgri homomorfizma Ad. Prema propoziciji 2.2.8. zakljuc¢ujemo da
je r(a(u))u € C*, pa primjenom automorfizma parnosti x dobivamo da je a(u)r(u) € C*. Ali
a(u)k(u) = N(a(u)), pa slijedi da je N(a(u)) € C*. Kako je ocito a(P(V)) = P, dokazali smo da

je N(P(V)) C C*. )
Sada za u,w € P(V') nalazimo

N(uw) = vwk(a(w))k(a(u)) = uN(w)k(a(u)) = ur(a(u))N(w) = N(u)N(w).

Teorem 2.2.10. Vrijedi P(V) = P(V) i deV je epimorfizam grupe P(V') na grupu O(V).
Dokaz: Za u € P(V) imamo
N(s(u)) = s(w)alu) = s(un(a(w))) = s(N(w)) = N(w).

Stoga prema propoziciji 2.2.9. za svaki v € V*(C P(V))iu € P(V) vrijedi
N ((de u)v) = N (s(u)vu) = N(k(u)) N ()N (1) = Nu)N@)N ()" = N(v).
Medutim, za svaki v € V vrijedi N(v) = B(v,v), pa zakljucujemo da je

B ((%Tdv u)v, (/Tdv u)v) = B(v,v) YveV*.

Posebno, odatle je (%Tdv w)V* C V*. No tada je i (%Tdv uHV* C VX, pa zakljucujemo da je

(Ady u)V* = V* za svaki u € P(V). Stoga operator Ady u ostavlja invarijantnim i skup V \ V*
izotropnih vektora. Zakljucujemo da je

B <(%Tdv u)v, (/Tdv u)v) = B(v,v) YoeV.
No kako za bilo koje z,y € V vrijedi 4B(z,y) = B(z + y,z +y) — B(x — y,x — y), slijedi

B ((Ady wyr, (Ady w)y) = B(,y)  Voy eV,

ti. Ady u e O(V) Yu e P(V).
Podgrupa P(V') grupe P(V') generirana je sa V*. Za vy,...,vp € V¥izau=wv;---vp € P(V)
Imamo

/Tdu:(del)---(gdvk):svl---sv

-
To pokazuje da slika homomorfizma Ady |P(V) sadrzi sve refleksije prostora V' u odnosu na
neizotropne vektore. Sada iz Cartan—Dieudonnéovog teorema 2.2.3. slijedi ne samo da je Ady
epimorfizam grupe P(V) na grupu O(V), nego i da je slika restrikcije Ady |P(V) epimorfizam
grupe P(V) na grupu O(V).

Uocimo sada da je ¢itava multiplikativna grupa C*, promatrana kao podgrupa od C(V)*,
sadrzana u grupi P(V'). Doista, ako je A € C* i ako je v € V* takav da je B(v,v) = 1, onda za
a € C* takav da je a? = —\ i za vektor z = av € VX C P(V) vrijedi

A= —a’=—a’B(v,v) = —B(z,2) = 2> € P(V).

Neka je sada u € P(V) i neka je w € P(V) takav da je deV u :%Tdv w. Tada je w™'u € P(V)

~

u jezgri homomorfizma Ady. Prema propoziciji 2.2.8. slijedi w™'u € C* C P(V), a odatle je
u=ww ' u € P(V). Time je dokazana i jednakost P(V) = P(V).
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Definiramo sada podgrupu Pin(V) od P(V') generiranu svim jedini¢nim vektorima u odnosu
na formu B, tj. generiranu skupom {e € V; B(e,e) = 1} C V*. Uoc¢imo jos podgrupu Spin(V) =
Pin(V) N C°(V) svih parnih elemenata grupe Pin(V).

Teorem 2.2.11. (a) Vriedi Pin(V) ={u € P(V); N(u)=1}.
(b) Restrikcija deV |Pin(V') je epimorfizam grupe Pin(V') na grupu O(V') s jezgrom {1, —1}.

(¢) Restrikcija Ady |Spin(V') je epimorfizam grupe Spin(V') na grupu SO(V') s jezgrom {1, —1}.
Dokaz: (a) Ako je e € V jedini¢ni vektor u odnosu na formu B, onda je prema (2.13)
N(e) = 1. Nadalje, prema propoziciji 2.2.9. restrikcija N|P(V') je homomorfizam grupe P(V) u
multiplikativnu grupu C*. Zaklju¢ujemo da je N(u) =1 Vu € Pin(V).
Neka je sada u € P(V) takav da je N(u) = 1. Tada je u produkt neizotropnih vektora vy - - - vg.
Neka su ay, ..., ap € C* takvi da su vektori e; = oz;lvj, 7 =1,...,k jedini¢cni u odnosu na formu
B. Tada zbog propozicije 2.2.9. imamo

1=N(u)=N(vy--v;) = N(vy)---N(vg) = N(ay) - - - N(o)N(e1) --- N(ep) = o2 - - a}.
Dakle, vrijedi aq---ap = £1. Mozemo pretpostaviti da je taj produkt jednak 1 : ako je on
jednak —1 broj a; zamijenimo s brojem —ay; naime, zajedno s vektorom a;'v; i vektor —a; ‘o,
je jedini¢éni u odnosu na formu B. Sada iz o - - - a; = 1 dobivamo

U=V UV =Qp ey e =e1---e € Pin(V).

(b) Za vektor v € V> izaberimo o € C* tako da vektor e = a~'v bude jedini¢ni. Uocimo

sada da je vt = et, dakle, refleksije s, i s. se podudaraju. No to znaci da slika restrikcije

Ady |Pin(V) sadrzi sve refleksije prostora V' u odnosu na neizotropne vektore. Prema tome,

restrikcija deV |Pin(V) je epimorfizam grupe Pin(V') na grupu O(V). Jezgra tog epimorfizma je
C*NPin(V). Za A € C* je
N(A) = Ae(a(N)) = N

Prema tvrdnji (a) zaklju¢ujemo da je C*N Pin(V) C {1, —1}. Napokon, za jediniéni vektor e € V'
vrijedi €? = —1, $to pokazuje da je —1 € Pin(V). Time smo dokazali da je jezgra epimorfizma
Ady |Pin(V) jednaka {1,—1}.

(c) Slika restrikcije Ady |Spin(V') sadrzi sve produkte parnog broja refleksija prostora V. Kako
je det s, = —1 za svaki neizotropni vektor v, zaklju¢ujemo da je det A = +1 za svaki A € O(V).
Nadalje, slika homomorfizma Ady |Spin(V') je upravo grupa

SO(V)={A€O0(V); det A=1}.
Napokon, kako je ocito —1 = €2 € Spin(V'), jezgra epimorfizma /Tdv |Spin(V) grupe Spin(V') na
grupu SO(V) je takoder jednaka {1,—1}.
Teorem 2.2.12. (a) P(V), SP(V)=P(V)NCV), Pin(V) i Spin(V) su zatvorene podgrupe
Liejeve grupe C(V')*. Pri tome je SP(V') otvorena podgrupa od P(V') indeksa 2, a Spin(V)
je otvorena podgrupa od Pin(V') takoder indeksa 2.
() P(V)=C*Pin(V) ={ u; A€ C*, ue Pin(V)} i SP(V) = C*Spin(V).
(¢) Ako je dim V > 2, grupe SP(V') i Spin(V') su povezane, a grupe P(V) i Pin(V') imaju dvije
komponente povezanosti.
(d) Liejeva algebra grupa Pin(V) i Spin(V) je C(V)@, a Liejeva algebra grupa P(V) i SP(V)
je CH+C(V)?,
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Dokaz: (a) Prema teoremu 2.2.10. je P(V) = P(V), a iz definicije grupe P(V) je jasno da
je to zatvorena podgrupa grupe C(V)*. O¢cito je SP(V') zatvorena podgrupa grupe P(V). Indeks
te podgrupe jednak je 2 : dvije lijeve (i ujedno desne) SP(V)—klase u grupi P(V) su SP(V) i
P(V)n CYV), buduéi da je ocito P(V) N CYV) = SP(V)v za bilo koji v € V*. Prema tome,
SP(V) je otvorena podgrupa od P(V).

Sada iz tvrdnje (a) teorema 2.2.11. slijedi da je i Pin(V') zatvorena podgrupa grupe C'(V')*.
Napokon, kao u prethodnom odjeljku vidimo da je Spin(V') je zatvorena podgrupa grupe Pin(V)
indeksa 2, pa je ona i otvorena podgrupa od Pin(V).

Tvrdnja (b) je ocita, jer je {ae; a € C*, e € V, B(e,e) = 1} skup svih neizotropnih vektora
u prostoru V.

(¢) Prema tvrdnji (b) teorema 2.2.11. Ady |Spin(V') je epimorfizam grupe Spin(V') na povezanu
grupu SO(V) s jezgrom {1, —1}, pa povezanost grupe Spin(V) slijedi iz ¢injenice da su 11 —1
povezani putem u grupi Spin(V). To se dokazuje jednako kao u dokazu propozicije 2.1.7.: za
medusobno B—ortogonalne jedinicne vektore e, f € V' sa

~(t) = e[(cos mt)e + (sin 7t) f], t €10,1],

zadan je put u grupi Spin(V') koji ide od tocke —1 do tocke 1. Povezanost grupe SP (V) slijedi zbog
tvrdnje (b). Buduéi da je SP(V') (odnosno, Spin(V') ) podgrupa od P(V') (odnosno, od Pin(V))
indeksa 2, jasno je da grupe P(V) i Pin(V) imaju najvise dvije komponente povezanosti. Kako
one nisu povezane, jer se parni element s neparnim elementom ne moze spojiti putem, one imaju
tocno dvije komponente povezanosti.

(d) Prije svega, buduéi da je SP(V) otvorena podgrupa Liejeve grupe P(V), te dvije Liejeve
grupe imaju istu Liejevu algebru. Iz istog razloga Liejeve grupe Pin(V) i Spin(V') imaju istu
Liejevu algebru. Prema tvrdnji (b) teorema 2.2.11. Ady: Pin(V) — O(V) je epimorfizam Liejevih
grupa s konacnom jezgrom. Odatle slijedi da je diferencijal tog epimorfizma izomorfizam Liejevih
algebri. Dakle, dimenzija Liejeve algebre g od Pin(V) i od Spin(V') jednaka je dimenziji Liejeve
algebre o(V'), odnosno,

dimg g = dimg o(V) = 2dim¢ o(V) = n(n — 1), ako je n =dimc V.

Uocimo sada da je g = Lie(Pin(V)) (kao i o(V)) kompleksna Liejeva algebra. Neka je sada
{e1,...,e,} ortonormirana baza kompleksnog prostora V' u odnosu na formu B. Tada je

{ejer; 1 <j <k <n}
baza kompleksnog vektorskog prostora C'(V)?). Posebno,
dimg C(V)® = 2dime C(V)® =n(n - 1),

dakle, dimg g = dimp C(V)®. Stoga je za jednakost g = C(V)® dovoljno dokazati inkluziju
C(V)® C g, odnosno, dovoljno je dokazati da je ejey € g za sve j < k. Neka su j, k € {1,...,n},
j < k. Definiramo glatku krivulju ¢ : R — C(V) sa () = cos t + (sin t)eje, t € R. Tada je
o(t) = [(cos t)e; + (sin t)ex](—e;) 1 imamo

B ((cos t)e; + (sin t)ey, (cos t)e; + (sin t)ey) = (cos t)B (e, e;) + (sin t)2B (e, ex) = 1.

Zakljucujemo da je ¢(t) produkt dva jedini¢na vektora, odnosno, ¢(t) € Pin(V') za svaki t € R.
Nadalje, vrijedi ¢(0) = 11 ¢/(0) = e;ex. To znaci da je eje;, € g. Time je dokazano da je C(V)?
Liejeva algebra od Pin(V) i od Spin(V).

Sada iz tvrdnje (b) slijedi da je Liejeva algebra od P(V) i od SP(V) jednaka C + C(V)®,
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Zbog kasnijih primjena promatrat ¢emo poblize diferencijal epimorfizma Pin(V) — O(V'). Taj
je diferencijal izomorfizam Liejevih algebri sa C'(V)®? na o(V). Izra¢unat ¢emo ekspilicitno invers
tog izomorfizma « : o(V) — C(V)®.

Propozicija 2.2.13. Ako su {ay,...,an} i {b1,...,b,} baze prostora V koje su medusobno dualne
u odnosu na formu B, tj. B(a;j,by) = d;,, onda je

n

1
a(d) = -7 ;(Abj)aj, Aco(V). (2.14)
Posebno, ako je {ey,...,e,} baza od V koja je ortonormirana u odnosu na formu B, onda je
1 n
a(d) = — ;(Aej)ej, Aco(V). (2.15)
Dokaz: Neka je {ei,...,e,} baza od V koja je ortonormirana u odnosu na formu B. U dokazu

tvrdnje (d) teorema 2.2.12. vidjeli smo da je za j < k sa
@(t) = cos t + (sint)ejey, teR

zadana glatka krivulja u grupi Spin(V') takva da je p(0) = 11 ¢/(0) = eje,. Oznacimo li sa ®
epimorfizam Ad V|Spin(V') grupe Spin(V) na grupu SO(V), onda je

o (ejer) =

Za vektor v € V je N
®(p(t))v = (Ad p(t))v = rp(t))vy(t)

pri ¢emu je k automorfizam parnosti. No automorfizam parnosti je identiteta na parnim elemen-
tima od C'(V') i posebno k((t)) = (). Nadalje, vrijedi
[cos T+ (sin t)ejeg][cos t — (sin t)ejex] = (cos t)? — (sin t)’ejepejer = (cos t)* + (sin t)’elef = 1,
dakle,

v(t)™' = cos t — (sin t)e;ep.

Prema tome,
P(p(t))v = [cos t + (sin t)eje| v [cos t — (sin t)ejer],

pa nalazimo
o Heje)v = [—sin t + (cos t)ejex] v[cos t — (sinT)ejex]],_, +

+ [cos t + (sin t)ejep) v [—sin t — (cos t)ejer]|,_, = ejerv — vejey.
Posebno, kako je e;ep = —ege; za i # £ 1 e? = —1, nalazimo
aYejer)e; = 2ex, aejer)er = —2e;, a lejer)e; =0 zaj#i#k.
Upravo tako djeluje operator —2E;;, + 2Ey;, gdje je E,; € L(V) zadan sa E,se, = dse,. Dakle,
vrijedi
a(Ey — Eyj) = —%ejek, 1<j<k<n.

Naravno, time je izomorfizam a : o(V) — C(V)® potpuno odreden, buduéi da operatori E;;— Ej;,
1 <j <k <n, ¢ine bazu od o(V).
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S druge strane imamo

Z ([Ejx — Ekjlei) e; = ejer — epej = 2e ey,

i=1

pa vidimo da formula (2.15) vrijedi za sve operatore A iz baze prostora o(V), dakle, i za sve
A € o(V). Time je formula (2.15) dokazana.
Neka su sada {ay,...,a,} i {b1,...,b,} baze prostora V koje su medusobno dualne u odnosu

na formu B. Pisemo li
n n
a; = E Qi€ 1 by = E Brjek,
k=1 k=1
onda je zbog ortonormiranosti vektora e;

ap; = Blaj,ex) By = B(bj, ex),

a zbog dualnosti baza {a;} i {b;} u odnosu na formu B imamo

5]'1" = B(aj, br> = Z OfkjﬁsrB(elmeS) = ZO%]'BIW'
k=1

k,s=1

To pokazuje da je matrica [3};] transponirana od inverzne matrice od [aj;x]. Prema tome, vrijedi

n n
€; = E ﬁjkak 1 €; = E Oéjibl'.
k=1 i=1

Uvrstimo 1i te razvoje u formulu (2.15), dobivamo

OJ(A) = _i Z O‘jiﬁjk(Ab»ak = _i Z 5zk(Abz)ak = —i Z(Abz)az

Time je i formula (2.14) dokazana.



118 POGLAVLJE 2. CLIFFORDOVE ALGEBRE

2.3 Spinorne reprezentacije

U ovom odjeljku i dalje je V' kompleksan konacnodimenzionalan vektorski prostor na kome je
zadana nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma B i C'(V') je pripadna Cliffordova algebra. U
ovom odjeljku proucit ¢emo reprezentacije Cliffordovih algebri i nekih njenih Liejevih podalgebri.

2.3.1 Algebra C(V) za parnodimenzionalan prostor V

Promatrat ¢emo najprije slucaj parnodimenzionalnog prostora V, dim V' = 2n, n € N. Prema
tvrdnji (d) teorema 2.2.2. postoje izotropni n—dimenzionalni potprostori U i U* od V takvi da je
V = U 4 U*. Tada je prema tvrdnji (f) preslikavanje, koje vektoru u* € U* pridruzuje linearan
funkcional u — B(u,u*) na prostoru U, izomorfizam prostora U* na dualni prostor U’ prostora U.
Oznacimo sada sa S vektorski prostor A(U). Za u € U definiramo linearan operator T'(u) : § — S
kao lijevo mnozenje sa u :

T(u)s =uAs, seSs.

Neka je sada u* € U*. Za 1 < k < n definiramo preslikavanje A, (u*) : UF — A*'(U) sa

k
[Ak(u*)](ul, Ce ,Uk) = Z(—l)JQB(U*,U])Ul VAN ’li\j SORIVAN Uk, Uy, ..., U € U.

j=1

Pri tome '12\]- znaci da je ¢lan u; izostavljen iz vanjskog produkta. Preslikavanje A(u*) ocito je
k—multilinearno. Dokazimo da je ono alternirajuc¢e, odnosno, da vrijedi

[Ak(u)(Uo), - - - Usry) = sign(o)[Ar(u®)](u1, . .., uk) VYoeS&, 1 Yuy,...,u,€U.

Naravno, ta je tvrdnja trivijalna ako je kK = 1. Pretpostavimo, dakle, da je k£ > 2. Tu je jednakost
dovoljno provjeriti za transpozicije susjednih brojeva j,7 + 1, budud¢i da je svaka permutacija
produkt takvih. Mozemo se ogranic¢iti na slucaj j = 1, tj. na transpoziciju indeksa 1 i 2. Buduéi
da je us A u; = —uq A ug, nalazimo

[Ag(u™)](ug, ur,ug, . .., ug) = 2B(u*, ug)ug Aug A -+« Aug — 2B(u*, uy)ug Aug A -+ A ug+

k
+ Y (=1)72B(u*, uj)ug Aug Aug A - ﬁ\j s ANug = —[A(u)](ug, ug, us, . ug).
7=3

Time je dokazano da je k—multilinearno preslikavanje Ay (u*) : U¥ — A" '(U) alternirajuée. To
zmadi da postoji jedinstven linearan operator Ty (u*) : A*(U) — A* ' (U) takav da vrijedi
k
* j * N
[Ty (u)ug A+ Aug = Z(—l)JQB(u S UL AN Uy N\ Uy Vg, ..., ux € U.

J=1

Neka je T(u*) : S — S jedinstven linearan operator takav da je T'(u*)| A"(U) = Ti(u*) za svaki
k>11iT(u*)] A\°(U) = 0. Napokon, definiramo preslikavanje T': V — L(S) tako da stavimo

T(u+u*) =T(u)+T(u"), uel, u eU".
Tada je ocito preslikavanje T' linearno. Za svaki v € U i s € § vrijedi
Tu)’s=uAuns=0.

To znadi da je T(u)? = 0 za svaki v € U. Uzmimo sada u* € U*. Tada je T(u*)?|\°(U) = 0 i
T(u*)?| \'(U) = 0. Neka je k > 2i uy,...,u, € U. Tada imamo
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k
T(u)ur A A = D (=1P2B(u", up)T(uug A=ty - Ay, =

j=1
1<i<j<k
+ Z ]—H 14B(U UJ)B(U*,UZ)Ul/\IQ\jl/L\Z/\UkZO
1<j<i<k

jer se zamjenom indeksa ¢ i j u drugoj sumi vidi da je ona upravo suprotna prvoj sumi. Time
je dokazano da je T'(u*)? = 0 za svaki u* € U*. Da bismo izracunali T'(v)? za proizvoljan v € V
trebamo jos odrediti produkte T'(u)T(u*) i T(u*)T(u) za u € U i u* € U*. Racunat ¢emo te
produkte na pojedinim direktnim sumandima A*(U), 0 <k <n.Zak=0iza e \°(U)=C
imamo

T(uw)T(u A =0 i T(u)T(u)A = NT'(u")u = —2B(u*, u)\.
Odatle slijedi da je

[T(uw)T(u") + T(u")T(u)|]A = —2B(u", u)A.

Zak=1izawe \'(U)=U imamo

T(w)T(u)w =T (u)[-2B(u", w)] = —2B(u", w)u

T(u)T(w)w=T(u"uANw=—-2B(u",u)w + 2B(u", w)u.
Odatle slijedi da je
[T ()T (u") + T(u)T (u)]w = —2B(u", u)w.
Neka je sada k > 21 uy,...,ur € U. Ra¢unamo djelovanje produkata T'(u)T(v*) i T'(u*)T (u) na
vektor uy A - Auy € N¥(U) -
k
T(uw)T(u )ug A--- Ay = Z(—l)jQB(u*,uj)u ANup A --- l/L\j ce A U
j=1

Tuw)T(wug A - ANug = —=2B(u", w)ug A+ Aug + Z L T2B(u*, uy)u Aug A - Aj oo A ug.

Odatle je
[T (u)T(u*) + T(u)T (u)]ug A+ A = =2B(u*, u)ug A« A ug.
Time smo dokazali da vrijedi
T(uw)T(u*) +T(u")T(u) = —2B(u*,u)ls VueU 1 Yu* eU™.
Proizvoljan v € V ima oblik v = u + u* za neke u € U i u* € U*, pa dobivamo
T()? =T(w)?+ T(uw)T(u*) + T(u)T(u) + T (u*)? = —2B(u*, u)ls.
Medutim, svi vektori iu U i svi vektori iz U* su izotropni, pa vrijedi
B(v,v) = B(u,u) + B(u",u) + B(u,u") + B(u*,u*) = 2B(u*, u).
Prema tome,
T(v)* = —B(v,v)Is YVoeV.

Prema univerzalnom svojstvu Cliffordove algebre linearan operator T : V' — L(S) se faktorizira
kroz C(V), tj. postoji jedinstven unitalni homomorfizam 7 : C(V) — L(S) takav da je w|V = T.
Drugim rije¢ima, dokazali smo:
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Propozicija 2.3.1. Neka je V' kompleksan vektorski prostor parne dimenzije 2n s nedegenerira-
nom simetricnom bilinearnom formom B. Neka su U i U* izotropni potprostori od V' takvi da je
V = U + U*. Postoji jedinstvena reprezentacija ™ unitalne algebre C'(V') na vektorskom prostoru
S = A\(U) takva da vrijedi

m(u)s=uANs za welU 1 seS,

k

T(uug A Ay = Z(—l)jZB(u*,uj)ul AREE zi\j cee AU za uweU" i wup,...,up€U.
j=1
Izaberimo sada bazu {uy, ..., u,} potprostora U i neka je {uj,...,u’} baza od U* koja je onoj

prvoj dualna u odnosu na formu B, tj. takva da je B(u;,u}) = d;;. Tada je
{ug N ANug; 0<k<n, 1<i <---<ip<n} (2.16)

baza prostora S = A(U) i u toj je bazi narocito jednostavno prikazati djelovanje operatora m(u;)

im(ub

J), a time je reprezentacija m potpuno odredena:

m(wj)wi, A+ Au, =0 ako je je{ir,...,i};
W(uj)ul-l/\~-/\ul-k:uj/\ul-l/\~-/\uik:iuil/\~-/\uj/\~-/\ul-k ako j%{’ll,,lk},

m(uf)uy, A Aug, =0 ako 7 & {iy,... ik}
W(u;f)uil/\---/\uik:(—1)p2ui1/\---u/;p---/\uz~k akoje j=1, zaneki pe{l,... k}.

Teorem 2.3.2. (a) Reprezentacijam Cliffordove algebre C(V') na prostoru S = \(U) iz propozi-
cije 2.3.1. je ireducibilna.

(b) m: C(V) — L(S) je izomorfizam Cliffordove algebre C(V') na unitalnu algebru L(S) svih

linearnih operatora na prostoru S.

(¢) Ako je V # {0}, Cliffordova algebra C(V') je prosta (tj. razlicita je od {0} i nema dvostranih
ideala razlicitih od {0} i od C(V')).
(d) Svaki ireducibilan C(V)—modul izomorfan je modulu S.

Dokaz: (a) Neka je x € S proizvoljan element razli¢it od nule. Neka je k € {0, ..., n} najmanji
sa svojstvom = € A, (U). Pri tome je (A, (U)) standardna filtracija vanjske algebre A(U) :

AD) = 3+ N )

Pretpostavimo da su 1 <4 < --- < 4 < n takvi da je koeficijent A uz w;; A --- A w;, u prikazu
elementa  u bazi (2.16) razlicit od nule. Imamo

(g, -eug )ug A A, = (—2)k.

Nadalje, ako su 1 < j; < --- < jp < n takvi da je j, # i, za bar jedan p € {1,...,k} onda je

*
i

Napokon, buduéi da je =(U*) A (U) € N1 (U), vrijedi

m(u; --eug )ug A A, = 0.

m(up -coug )ug, Ao Aug, =0 za 1<j<---<j<n i p<k.

1k



2.3. SPINORNE REPREZENTACIJE 121

To pokazuje da je
m(up -oup )T = (—=2)FX #0.

Prema tome, C'(V)—podmodul od S generiran sa x sadrzi 1. No kako je
ﬂ-(ujl o ujl{)l = ujl /\ T /\ uj@’

1 generira ¢itav C(V)—modul S. Prema tome, svaki z € S\ {0} generira citav C'(V')—modul S.
Time je dokazana ireducibilnost.
(b) Neka je S skup svih podskupova od {1,...,n}. Akoje I € SiI = {iy,...,i}, gdje su
1<i <--- < i <n, pisat ¢emo
* 1 * *
ur = 1w, - -u,, € C(V), wiy =uy A Ay, €8, uy = (_Q)k“ik"'“il e C(V).

Tada je naravno {u(; I € S} baza od S. Tvrdnja ¢e biti dokazana ako pokazemo da za proizvoljne
I,J € S postoji x € C(V) takav da vrijedi

m(@)uy = Uy i m(x)uy =0 VK e S\{I}.

Doista, to ¢e znaciti da je homomorfizam 7 : C'(V) — L(S) surjektivan, no tada je on i injektivan
jer je
dim C(V)=2" i  dim L(S) = (dim 8)? = (2")* = 2%".

Stavimo

uy - uyug - u, € C(V). (2.17)

Tada je
m(p)ug) = u@p) =1 i m(p)uky =0 akoje K #0.
Odatle dobivamo za proizvoljan J € S

m(ugp)ug) = m(us)l = up i m(usp)uy =0 akoje K # 0.
Nadalje, imamo za I € S

. . . 0 ako [ Z K
m(upua) =1 = u) 1 m(ur)ucr) = { wg\y ako I CK.

Odatle slijedi
m(pur)uy =1 i m(pup)uky =0 akoje K # 1.
Napokon, trazeni element = € C'(V) za koji w(x) preslikava uy u u(s) a sve ostale u(x) u 0 dan je
sa
T = upiu; = uypuj.
Naime, lako se vidi da je uy - - - u,u’ - - -ul = (=2)", dakle, je p* = p.

(¢) Tvrdnja slijedi neposredno iz ¢injenice da je algebra L(X) prosta za svaki konacnodimen-
zionalan prostor X. Doista, neka je I obostrani ideal u L(X) razlicit od {0} i neka je z € I,
x # 0. Izaberimo sada bazu {ey,...,e,} prostora X ineka je {Ejx; 1 < j,k < n} pripadna baza
od L(X) : linearan operator E;;, zadan je sa Ejye; = djeej. Tada mozemo x zapisati kao linearnu
kombinaciju operatora Ejj :

Tr = Z ijk;Ejk'

k=1
Bududi da vrijedi EjE,s = 0 Ejs, vidimo da je EjxEy, = ol Izaberemo 1i j i k tako da
bude a;;, # 0, zakljuéujemo da je Ej; € I. No tada za proizvoljne r,s € {1,...,n} dobivamo da
je B, = E,;E;j Eys € I. Dakle, I = L(X).
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(d) Neka je T ireducibilan C(V)—modul s reprezentacijom p. Neka je p € C(V) definiran sa
(2.17). Tada je p* = p, dakle, p(p)* = p(p), odnosno, p(p) je projektor na prostoru 7. Bududéi
da je algebra C(V') prosta, Ker p = {0}, pa slijedi da je p(p) # 0. Izaberimo t € 7, t # 0, tako
da bude p(p)t = t. Bududi da je uip = £27"u} - (u})* - upuq - - -up, = 0, vrijedi p(uf)t = 0 za
j=1,...,n. Prema tome,

p(u*)t =0 Yu* e U™ (2.18)

Definirajmo sada linearan operator ¢ : & — 7 na bazi prostora S ovako:

o(ury) = plug)t, IC{l,...,n}.

Tvrdimo da je preslikavanje ¢ homomorfizam C(V')—modula, odnosno, preplitanje reprezentacija
m 1 p. Da to dokazemo, dovoljno je provjeriti da je

o(m(uj)umy) = plug)e(un) 1 elr(u))un) = p(u;)e(Um) (2.19)
zasve j € {1,...,n}isve I C {1,...,n}. Naime, {uy,...,u,,uf,...,us} je baza prostora V,
dakle, generira unitalnu algebru C'(V).

Nekajel <iy <---<ip<n, [ ={i1,...,ix} 17 €{l,...,n}. Ako je j € I onda je
p(m(uj)ucy) = (uj Auy) = 0.
S druge strane je
p(u;)p(wm)) = puj)p(ur)t = p(ujur)t = 0.
Dakle, u tom slucaju vrijedi prva jednakost u (2.19). Ako pak j ¢ I, neka je ¢ = 0 ako je j < iy,
zatim ¢ = k ako je j > i) i napokon ¢ € {1,...,k — 1} ako je i, < j < i,41. Tada je
wjur = (=D%uogy 1w Augy = (=1 uaugy
pa imamo
pr(uz)uay) = e(u; N Um) = (=1)%(uaugyy) =
= (—=1)p(urugy)t = plujur)t = p(u;)p(ur)t = puz)e(um),
odnosno, opet vrijedi prva jednakost u (2.19).
Akojeje I, tj. j =1, zaneki g € {1,...,k}, onda je
m(wjugy = (=1)2umngy 1 wjur = (=1)2un )
pa imamo
p(m(uj)um) = (=1)2¢(umngy) = (=1)2p(ungy)t = p(ujur)t = plug)p(ur)t = p(ug)e(u),
dakle, vrijedi druga jednakost u (2.19). Ako pak j ¢ I, onda je
m(uj)ugy =0 i ujur = (—1)ku1uj.

Sada zbog (2.18) dobivamo

p(r(uj)u) = 0= (=1)"p(ur)p(u;)t = p(u})p(ur)t = p(u})p(u),

dakle, opet vrijedi druga jednakost u (2.19).

Time smo dokazali da je ¢ homomorfizam C(V)—modula. On je razli¢it od nule jer npr. vri-
jedi p(p) = p(p)t =t # 0. Iz Schurove leme (teorem 1.1.6.) slijedi da je ¢ : & — 7T izomorfizam
C(V)—modula.

Time je i tvrdnja (d) dokazana.

C(V)—modul § = A\(U) zove se spin—modul za Cliffordovu algebru C(V'). Uo¢imo da za
prostor U mozemo uzeti bilo koji maksimalan izotropan potprostor od V.
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2.3.2 Algebra C(V) za neparnodimenzionalan prostor V

Promatrajmo sada slu¢aj neparnodimenzionalnog prostora V, dim V' = 2n + 1, s nedege-
neriranom simetricnom bilinearnom formom B. U slu¢aju parnodimenzionalnog prostora prema
tvrdnji (b) teorema 2.3.2. Cliffordova algebra je prosta, Stovise izomorfna je algebri svih linearnih
operatora na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru. Posebno, njen je centar C. U neparno-
dimenzionalnom sluc¢aju centar je dvodimenzionalan:

Propozicija 2.3.3. (a) Neka je {eg,e1,...,ea,} baza prostora V ortonormirana u odnosu na
formu B 1 stavimo
Z = €p€1 " " €Eap.

Tada je centar Cliffordove algebre C(V') jednak C + Cz.

(b) Za element z iz tvrdnje (a) vrijedi z* = (—1)"*1,

Dokaz: Bududi da je eje; = —e;e; za i # j, za svaki j € {0,1,...,2n} vrijedi
ejz=(—1)eg-- ‘ej_1€?€j+1 coegy = (1) (=1)* ze; = zey.

Prema tome, element z nalazi se u centru algebre C(V).
Tvrdnju (b) dokazuje direktan racun koji koristi jednakosti e;e; = —eje; zai #jie? = —1:
22 = g€y - €9,E0L1 * -+ €y = (_1)(2n+1)+2n+'“+2+1 — (—1)n+1.
Stavimo V = eg. Prema tvrdnji (c) teorema 2.2.2. vrijedi V' = Ceq + V i restrikcija B|V x V
je nedegenerirana. Naravno, {ey,...,es,} je baza od V koja je ortonormirana u odnosu na tu
restrikciju. Sada iz teorema 2.2.1. slijedi da je

C(V)=C(V) + eC(V).

OéitojezC(V) QeOC’(V).Akosulgil < - <ip<2niakosul < g << g < 2n takvi
daje {1,....2n}\ {i1,..., i} = {j1,--.,Js}, onda iz e;e; = —eje; za i # j iiz €2 = —1 slijedi da
je

2€; v €, = Legej, e,

E]

To pokazuje da vrijedi i obrnuta inkluzija eq C (V) CcCzC (V) . Prema tome,
C(V)=C(V) +=zC(V). (2.20)

Pretpostavimo sada da je a element centra algebre C'(V). Ako pisemo a = b+c, gdjesu b € CO(V) i
c € CY(V), ocito su bi c elementi centra od C'(V). Prema (2.20) vrijedi b = b;+2by i ¢ = ¢1+2¢5 gdje
su by, by, 1,00 € C’(V) . Buduéi da je element z neparan, vrijedi by, cy € C° (V) iby,c; €Ct (V) .
Sada za svaki j € {1,...,2n} vrijedi

€jb1 + Zejbg = €jb = bej = b1€j + Zbg@j 1 €;C1 + Z€jCy = €5;C = C€j = (C1€5 + ZCo€j.

Kako je prostor C(V) direktna suma potprostora C°(V) i CH(V), slijedi da je e;by = biey,
zejby = zbse;, €jc1 = ci1ej 1 zejeo = zcge; za svaki j € {1,...,2n}. Koristenjem jednakosti u
tvrdnji (c) zakljuéujemo da se elementi by, be, ¢; i ¢o nalaze u centru algebre C' (V) . Medutim,
taj je centar C, pa slijedi da su b,c¢ € C, odnosno, a € C 4 Cz. Time je dokazana i tvrdnja (a) :
centar algebre C'(V') jednak je C 4 Cz.
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Element z iz prethodne propozicije lezi u C(V)®**+1, Stovige, kako je
dim C(V)@®*+) = dim A*™(V) =1

iz # 0, vrijedi C(V)@*1) = Cz. Odatle se vidi da postoji (2n + 1)—multilinearna forma
v VAL C takva da vrijedi

VU1 + Vo, = Y(Vo, V1, ..+, U2p) 2 Yo, V1, ..., Uy € V.

Koristenjem Chevalleyevog izomorfizma j : /\2”+1(V) — C(V)@+1) dlijedi da je forma v alterni-
rajuca. Primijetimo da je y(ep,e€1,...,e9,) = 1, dakle, forma ~ nije identicki jednaka nuli. Za
proizvoljnu (2n + 1)—torku (vg, vy, ..., v2,) € V2" neka je linearan operator A, ;. v, € L(V)
definiran sa

Ao v, v2n € = Vi 0<j5<2n.

Tada je (vg,v1,.-.,V2n) — Auywrove, (27 + 1)—multilinearno preslikavanje sa V& +Y u L(V),
pa je (o, V1, ..., V2,) — det Ay oy 4, alternirajuéa (2n + 1)—multilinearna forma na V2" ! koja
takoder nije identicki jednaka nuli. Kako je prostor alternirajuéih (2n+1)—multilinearnih formi na
V2t jednodimenzionalan, slijedi da su te dvije forme proporcionalne. Faktor proporcionalnosti
jednak je 1, jer je y(eq,e1,...,€2,) =1 idet Ay uy,. 00, = det Iy = 1.

Napokon, ako je {vg, v1, ..., v, } ortonormirana baza od V' u odnosu na formu B, onda se lako
vidi da je Ay vy, 00, € O(V). Posebno, tada je det Ay, 4, v, = £1. Preciznije, ta je determinanta
jednaka 1 ako su baze {eg, €1, ..., e2,} 1 {vo, v1, ..., 09, } jednako orijentirane, a —1 ako su suprotno
orijentirane.

Opcenitije, ako je (vg,v1,...,v9,) € V! proizvoljna (2n 4+ 1)—torka, oznacimo sa [ay]

matricu operatora Ay, u, .. v, U bazi {eg,e1,...,6€2,}:

2n

Buduéi da je baza {eg,e1,...,es,} ortonormirana u odnosu na formu B, slijedi da je
Qi = B(@j,’l]k).
Sve u svemu, dokazali smo:

Propozicija 2.3.4. Za element z iz propozicije 2.5.3. vrijedi
VoUy - - - Vg, = det [B (ej,vp)] 2 Yo, U1, ..., V9, € V.
Ako je {ep, €}, ..., €5} baza od V koja je takoder ortonormirana u odnosu na formu B, onda je
2 =epe e, =tz

pri cemu je predznak + ako su baze {eg,e1,...,ea,} @ {€), €, ... e} jednako orijentirane, a
predznak je — ako su te dvije baze suprotno orijentirane.

Teorem 2.3.5. Neka je V' neparnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor, dim V = 2n + 1,
na kome je zadana nedegenerirana simetricna bilinearna forma B. Neka je eq € V' jedinicni vektor
u odnosu na B i neka su U i U* n—dimenzionalni izotropni potprostori od V. = eg takvi da je
V = U + U*. Nadalje, neka je m ireducibilna spin—reprezentacija Cliffordove algebre C’(V) na
prostoru S = \(U) iz prethodnog pododjeljka.

(a) Reprezentacija m moZe se na dva nacina prosiriti do reprezentacije Cliffordove algebre C'(V)
na prostoru S. Oznacimo te dvije reprezentacije sa wy © m_. Za element z iz propozicije
2.3.3. vrigedi T4 (2) = —m_(2).
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(b) Reprezentacije my i m_ nisu medusobno ekvivalentna. Svaka ireducibilna konacnodimenzio-
nalna reprezentacija od C'(V') ekvivalentna je jednoj od te dvije reprezentacije.

(¢) Preslikavanje x — (my(x),7_(x)) je izomorfizam Cliffordove algebre C(V') na algebru
L(S) x L(S); pri tome je mnoZenje na algebri L(S) x L(S) definirano po komponentama:
(A,B)(C,D) = (AC,BD).

Dokaz: (a) Pretpostavimo da se reprezentacija m moze prosiriti do reprezentacije p algebre
C(V). Tada je p ocito ireducibilna reprezentacija. Element z iz propozicije 2.3.3. lezi u centru
algebre C'(V'), pa je po Schurovoj lemi (teorem 1.1.6.) operator p(z) skalarni multipl jedini¢nog
operatora, p(z) = Mg, A € C. Medutim, iz tvrdnje (b) propozicije 2.3.3. slijedi da mora biti
A2 = (=1)"*1. Prema tome, postoje najvise dvije moguénosti za proSirenje reprezentacije m do
reprezentacije algebre C(V).

Dokazat ¢emo da obje moguénosti stvarno postoje. Neka je e € C takav da je €2 = (—1)
dakle, ako je n parno onda je ¢ = i ili € = —i, a ako je n neparno, onda je ¢ = 1ili ¢ = —1.
Zbog jednakosti (2.20) mozemo definirati prosirenje reprezentacije m do linearnog preslikavanja
p:C(V)— L(S) ovako:

n+1.
b

pla+zb) = w(a) +en(b),  a,be C(V).
Kako je 2% = €%, za a,b,c,d € C(V) imamo redom
p((a+ zb)(c + 2d)) = p(ac + zad + zad + 2°bc) = p ((ac + €°bd) + z(ad + be)) =
= m(ac + £%bd) + em(ad + be) = w(a)w(c) + *m(b)m(d) + em(a)w(d) + em(b)7(c) =

= (7(a) +em(0))(7(c) +em(d)) = pla + 2b)p(c + zd).

To pokazuje da je prosirenje p stvarno reprezentacija algebre C'(V') i time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Zbog odredenosti uzmimo da je 7, (z) = elsin_(z) = —elg, gdje je € = i, ako je n parno, a
e = 1, ako je n neparno. Zbog tih jednakosti jasno je da reprezentacije 7, i m_ nisu ekvivalentna.

Pretpostavimo sada da je p ireducibilna reprezentacija algebre C'(V') na kona¢nodimenzio-
nalnom kompleksnom prostoru 7. Kako je z u centru algebre C'(V) i 22 = (=1)""1 slijedi da
je ili p(z) = elr ili p(z) = —elr. Nadalje, iz (2.20) slijedi da je restrikcija p|C(V) ireducibilna
reprezentacija Cliffordove algebre C’(V) . Kako je prostor V parnodimenzionalan, iz tvrdnje (d)
teorema 2.3.2. slijedi da je ta restrikcija ekvivalentna reprezentaciji m. No tada je reprezentacija p
ekvivalentna reprezentaciji w4 ako je p(z) = elr, odnosno, ekvivalentna je reprezentaciji 7_ ako
je p(z) = —¢elr.

(¢) Bududi da je

dim C(V) = 221 = 227 4 920 — (27)? 4+ (27)® = dim L(S) x L(S),

dovoljno je dokazati da je unitalni homomorfizam = — (7 (z), 7_(x)) injektivan. Pretpostavimo
da je z € C(V) takav da je 7, (z) = 01 m_(x) = 0. Mozemo pisati

r = a -+ zb, a,bEC(V).
Bududi da je mi(z) = —m_(z), vrijedi
0=mn(a+2b) =7(a) + 7 (2)m(b) = 7(a) — 7_(2)7(b) = m_(a — zb)
i, analogno,

0=mn_(a+2b) =n(a)+7m_(2)m(b) = m(a) — 7y (2)7(b) = 74 (a — 2b).
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To pokazuje da i za y = a — zb vrijedi 7, (y) = 7_(y) = 0. Kako je x + y = 2a, slijedi da je
m(a) = m(a) = 0, a odatle je a = 0, jer je reprezentacija 7 injektivna. Nadalje, kako je z—y = 22b,
dobivamo da je my(z)mw(b) = 0. No buduéi da je my(z) = els slijedi da je w(b) = 0, dakle, b = 0.
Prema tome, z = 0 i time je dokazana injektivnost homomorfizma C(V') — L(S) x L(S), odnosno,
dokazana je i tvrdnja (c).

Dva ireducibilna C'(V')—modula iz teorema 2.3.5. zovu se spin—moduli za Cliffordovu algebru
C(V). Ukoliko je izabrana orijentacija prostora V, tada je fiksirana jedna od dvije moguénosti za
centralni element z iz propozicije 2.3.3. U tom sluc¢aju é¢emo onaj ireducibilan C'(V) u kome je
djelovanje elementa z mnozenje sa ¢, zvati pozitivnhim, a onaj drugi negativnim. Pri tome je
e =1 ako je n parno, a € = 1 ako je n neparno.

2.3.3 Spinorne reprezentacije Liejeve algebre o(V)

Neka je V' kompleksan kona¢nodimenzionalan vektorski prostor na kome je zadana nedegener-
irana simetri¢na bilinearna forma B. U ovom ¢emo pododjeljku prouciti restrikciju ireducibilne
reprezentacije (ili dviju ireducibilnih reprezentacija) Cliffordove algebre C'(V') na njenu Liejevu
podalgebru C(V)® koja je definirana kao slika (/\2(V)) pri Chevalleyevom izomorfizmu vek-
torskih prostora j : A(V) — C(V). Podsje¢amo da je Liejeva algebra C(V)® izomorfna Liejevoj
algebri o(V') svih B—antisimetri¢nih linearnih operatora na prostoru V,

o(V)={Aegl(V); B(Av,w)+ B(v, Aw) =0 Yv,w € V}.
Liejeva algebra o(V') izomorfna je matricnoj Liejevoj algebri o(n, C) svih kompleksnih antisimetri¢nih
matrica n x n, gdje je n = dim V. Jedan od moguéih izomorfizama ¢ : C(V)® — o(n,C) dobiva
se na sljedeéi nacin. Neka je {ej,...,e,} baza prostora V koja je ortonormirana u odnosu na
formu B. Tada je {ejer; 1 < j < k < n} baza Liejeve algebre C(V)®. Linearno preslikavanje
¢ : C(V)® — gl(n,C), zadano na toj bazi sa

o(ejer) = —2(E;, — Exj), 1<j<k<n

je izomorfizam Liejeve algebre C'(V)® na Liejevu algebru o(n, C). Pri tome je E;; matrica n x n
koja ima na presjecistu j—tog retka i k—tog stupca 1, a na svim ostalim mjestima je 0.

U daljnjem Liejevu podalgebru C(V)® Cliffordove algebre C(V) ozna¢avamo sa g. Pret-
postavimo da su v,w € V takvi da je B(v,w) = 1. Tada je vw + wv = —2B(v,w) = —2,
dakle, wv = —vw — 2. Prema tome, vrijedi

j(v Aw) = a(vw—wv) =vw + 1.

Neka su sada v, w € V takvi da je B(v,w) = 0. Tada je vw +wv = 0, tj. wv = —vw. Prema tome,
za takve vektore vrijedi

1
(v Aw) = i(vw —wv) = vw.
[zaberimo sada u skladu s teoremom 2.2.2. izotropne potprostore U i U* prostora V takve da je

V = U + U*, ako je prostor V parnodimenzionalan, odnosno, da je V = et = U + U*, gdje
je e € V jedini¢ni vektor, B(e,e) = 1, ako je prostor V neparnodimenzionalan. Nadalje, neka

je {u1,...,u,} baza potprostora U i izaberimo bazu {uf, ..., u}} potprostora U*, koja je dualna
onoj prvoj bazi u odnosu na formu B : B (uj, uy) = 0, Tada je u parnodimenzionalnom slucaju
{uy, ..., uf,ug, ..., u,} baza od V| pa je prema gornjim relacijama

{uju;+1; 1 <j <nju{ujuy; 1 <j <k <nju{ujug; 1 <5 <k <njU{ujup; 1 <5,k <n, j#k}
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baza Liejeve algebre g. Ako je prostor V neparnodimenzionalan, tada u bazu od V ulazi jos i
vektor e i bazu od g dobivamo ako gornjim elementima priklju¢imo jos i

{eus; 1<j<n}U{eu;; 1<j<n}.

Stavimo sada
hj = wju; + 1, j=1,...,n.

Ti elementi medusobno komutiraju, dakle, oni razapinju komutativnu Liejevu podalgebru h od
g. Nadalje, svi vektori izabrane baze od g su svojstveni vektori svih operatora ad h;, dakle, svih
operatora ad h, h € h. Doista, direktan racun pokazuje da vrijedi:

[hj,upup] =0, k<l k#j5#0  [hywiup] = —2ujuy, j<k; [h,wjup] = =2uiuy, § <Kk
(hj,upue) =0, k<l k#j5#LC  [hy,uug] = 2ujuyg, J<k; [hg, ujur] = 2ujuyg, j<k;

[hj,eur] =0, j#k; [hy, euj] = —2eus; [hj,eux] =0, j#k; [h;, eu;] = 2eu;.

Prema tome, h je Cartanova podalgebra od g i sistem korijena R = R(g, ) je u slucaju parnodi-
menzionalnog prostora V'

R={aj; jk=1,....,n, j#k}U{E0s; 1<) <k<n},
a u sluc¢aju neparnodimenzionalnog prostora V' je
R=Aajp; jhk=1,....n, j#k}U{EBr; 1 <j<k<n}tU{Ey; j=1,...,n}
Pri tome su oy, Bk, 7; € h* zadani sa
aplh) =0, i#j#kAi aph)=-2 j#k ap() =2 j#k
Bik(hi) =0, j<k,j#i#k, Bu(h;) =2, j<k, Bilhe)=2, j<k
vi(hi) =0, i # 4, (k) =2
Nadalje, korijenski potprostori su
Ba, = Cujuy, 95, = Cujuy, 95, = Cujuy,
a u sluc¢aju neparnodimenzionalnog prostora V' jos i
8., = Ceuy, g, = Ceu;.
[zaberimo pozitivne korijene ovako:
Ry ={oji; 1<j<k<n}U{B 1<) <k<n},
ako je prostor V' parnodimenzionalan, odnosno,
Ry ={aj; 1<j<k<ntU{B 1<j<k<npU{y; 1<j<n}
ako je prostor V' neparnodimenzionalan. Pripadne baze sistema korijena su

{15 1 <j<n—-1}U{bw},
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ako je dim V' = 2n, odnosno,

{13 1 <j<n—1}U{vm}

ako je dim V = 2n + 1.

Prouéit ¢emo sada restrikciju spin—reprezentacije 7|g ako je dim V' parna, odnosno, restrikcije
spin—reprezentacija 7, |g i 7_|g ako je dim V' neparna.

Teorem 2.3.6. (a) Ako je dim V' = 2n restrikcija w|g je direktna suma dvije ireducibilne
medusobno neekvivalentne reprezentacije. Pripadni g—podmoduli od S = A\(U) su parni
it neparni dio od S :

Se= ) FNTHO).  s.= Y FATTTO)

0<k<% 0<k<nzt
Najveée tezine A podmodula S+ dane su sa
A(hj)=1, j=1,...,n, A(h)=-1, A_(h;))=1 j=2,...,n
Nadalje, svi su tezinski potprostori jednodimenzionalni, a potprostori najvece teZine su

(S+)/\+:CU1/\-.-/\un 1 (8*))\_:@”2/\"'/\'&”.

(b) Ako je dim V' = 2n+1, vrijedi 7 |g ~ 7_|g i ta je reprezentacija ireducibilna. Svi su teZinski
potprostori jednodimenzionalni 1 najveca teZina A dana je sa

)\(hj)zl, jzl,...,n,
a pripadni tezinski potprostor je
Sy=Cu A+ Auy,.

Dokaz: Prije svega, uo¢imo da je u slucaju neparnodimenzionalnog prostora V' Cartanova
podalgebra h sadrzana u C' (7) . Prema tome je wy|h = 7_|h i to je upravo restrikcija spinorne
reprezentacije m od C (V) . Kako je reprezentacija poluproste Liejeve algebre potpuno odredena s
njenom restrikcijom na Cartanovu podalgebru, zakljuéujemo da su restrikcije 74 |g i 7_|g medu-
sobno ekvivalentne.

Promatrat ¢emo u daljnjem zajedno i parnodimenzionalni i neparnodimenzionalni slucaj. Raz-
motrimo djelovanje Cartanove podalgebre na vektore baze {uy; I C {1,...,n}} prostora
S = A(U). Pri tome je ugy = 1, a ako je I = {iy,..., 4} i1 <4y < --- < i < n, onda je
u(ry = Uy A+ Ay, Imamo

() = 0 ako je j € 1,
PO = (—Dougogy  akoje s ¢ I

pri tome je ¢ = 0 ako je j < i1, ¢ =k akojeip < jiqe€ {l,...,k—1} ako je iy < j < ig41.
Nadalje,
. 0 ako je j & I
m(ub)uy = SR
(uj)ua) { (—=1)22un gy ako je j =1,.
Odatle vidimo da je

. A ako je j & I,
m(ujug)ucry = { O( ) ako je j €I,
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odnosno,

' B u(r) ako je 5 € I,
m(hJu) = { —u(p) ako je j & I.

To pokazuje da su tezine upravo svi linearni funkcionali A € h* takvi da je A(h;) = £1 Vj i svi

su tezinski potprostori jednodimenzionalni. Za I C {1,...,n} sa A\; ozna¢imo linearni funkcional
zadan sa
_J 1 akojejel
)\I(hj)_{ -1 akojej¢lI.
Tada je
S)\I :CU([), I C {1,...,%}.
Pretpostavimo da je prostor V' neparnodimenzionalan, dim V' = 2n+ 1. Za I C {1,...,n} i

za j € {1,...,n}\ I imamo

o (eu;)uy = (—1)%m (e)u(IU{j}),

a to nije jednako nuli jer je e? = —1, pa je operator m4(e) injektivan. Dakle, u(;) nije vektor

najvece tezine ako je I £ {1,...,n}. Uslucaju I = {1,...,n} vrijedi
W(u;uk)U([) = W(ujuk)u(l) = ﬁ(eue)u(l) =0

za sve j < k i za sve {. Prema tome, reprezentacija m4|g je ireducibilna, njena najveca tezina je
Af1,..ny = A 1 vektor najveCe tezine je wi,..ny) = Uy A+ A Up.

Pretpostavimo sada da je prostor V parnodimenzionalan, dim V' = 2n. Ve¢ znamo da je
U({1,...n}) Primitivni vektor reprezentacije w|g. Neka je I = {iy,..., i} € {1,...,n} i pretpostavimo
da postoji j ¢ I takav da je iy < j. Tada je

7 (uj uy)wry = F2uaugngny # 0,

prema tome u() nije primitivni vektor reprezentacije m|g. Ako takav j ne postoji onda je nuzno
I ={k,...,n} zaneki k > 2. Ako je k > 3, onda imamo

7T(U1U2)U(I) = U({1,2}uI) # 0,

dakle, u(;y nije primitivni vektor reprezentacije m|g. Napokon, ocito je

T(ujuR) (g2, .,y = T(WjuR)z, .y =0

za bilo koje 1 < j < k < n (jer tada je k > 2.)

Prema tome, w2, n}) 1 Uf2,..n}) SU primitivni vektori reprezentacije m|g i to jedini iz baze
{u(j)} . Napokon, uo¢imo da je ui,..n}) € Sy i uqe,..np € S—, i da su Sy i S potprostori koji
su 7|g—invarijantni. Bududi da je S direktna suma dvaju podmodula generiranih primitivnim
vektorima (i, n}) 1 U(2,...n}), zakljucujemo da su S; i S_ upravo ti podmoduli. Najvece tezine
tih podmodula su tezine primitivnih vektora koji ih generiraju, dakle, upravo A, za Sy i A_ za
S_.

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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2.3.4 Kvadrati¢ne Liejeve algebre

Kvadraticna Liejeva algebra je ureden par (g, B), gdje je g kompleksna Liejeva algebra,
B nedegenerirana simetri¢na invarijantna bilinearna forma na g. Na svakoj reduktivnoj Liejevoj
algebri g postoji takva forma B : ako je g poluprosta, mozemo za B uzeti Killingovu formu By,
a na opcoj reduktivnoj g mozemo zadati Bl[g,g] x [g,9] = Bigg, B|Z(g) x [g,9] = 0, a kao
B|Z(g) x Z(g) mozemo izabrati bilo koju nedefeneriranu simetri¢nu bilinearnu formu na centru
Z(g).

lako je kvadrati¢na Liejeva algebra definirana kao par (g, B), obi¢no ¢emo samu Liejevu algebru
zvati kvadraticnom, podrazumijevajud¢i da je jasno koja je forma B zadana. Za Liejevu podalgebru
v od g kazemo da je kvadrati¢na podalgebra od g, ako je restrikcija Bt x t nedegenerirana.
Naravno, tada je i sama Liejeva algebra v kvadraticna (uz restrikciju B|v x t). Nadalje, prema
teoremu 2.2.2. za potprostor

s=t-={zecg; Blx,y) =0Vyer}
vrijedi da je
g=t+s

i restrikcija Bls X s je nedegenerirana. Iz invarijantnosti forme B neposredno slijedi da je

[t,s] Cs

Prema tome, z — (adx)|s je reprezentacija Liejeve algebre t na prostoru s, i, ponovo zbog
invarijantnosti forme B, svi operatori (ad x)|s su antisimetri¢ni o odnosu na B. Dakle, preslikavanje
z — (adz)|s je homomorfizam Liejeve algebre v u Liejevu algebru o(s). Komponiramo li taj
homomorfizam sa prije promatranim homomorfizmom « : o(s) — C(s) dobivamo homomorfizam

Bt — Cls).

Propozicija 2.3.7. (a) Ako su{ay,...,an} i {b1,...,b,} baze potprostora s koje su medusobno
dualne u odnosu na formu Bls X s, onda je

1
Bla) = =3 D [w.ble;,  zer (2.21)
j=1
Posebno, ako je {ey,... ey} baza od s koja je ortonormirana u odnosu na formu B|s X s,
onda je
1 n
Bla)==7> lele;, wer (2.22)
j=1

(b) Uz oznake i pretpostavke iz (a) vrijede i formule

Bx) = i Z B (z,[bj, bi]) ajax, T Er, (2.23)

jk=1
Bx) = % Z B (z,[bj, b)) (a;ar + B(a;, ax)), T ET, (2.24)
B(x) = % Z B (z,[e;, ex]) eje, x €t (2.25)

1<j<k<n
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Dokaz: Tvrdnja (a) neposredna je posljedica propozicije 2.2.13. Formula (2.23) dobiva se iz
formule (2.21) uvrstavanjem prikaza elementa [z,b;] u bazi {by,...,b,} 1 koristenjem invarijant-
nosti forme B. Naime, imamo

(2, b] = ZB ([, bi], b ——ZB [0, bx)) aj,

pa slijedi
B(x) = [z, b]ag = Z B (z,[bj, bi]) ajay.

=1 jk;l

»-bIH

Formula (2.24) dobiva se iz formule (2.23) jer je
ajar = —aga; — 2B(a;, ai).
Napokon, formula (2.25) slijedi iz formule (2.24) uvrstavanjem a; = b; = e;.

U daljnjem pretpostavljamo da je kvadraticna Liejeva algebra g reduktivna i da
je kvadrati¢na Liejeva podalgebra t reduktivna u g. Proucit ¢emo sada kompoziciju ho-
momorfizma 3 : v — C(s) sa spin—reprezentacijom (odnosno, dvjema spin—reprezentacijama)
Cliffordove algebre C(s).

[zaberimo Cartanovu podalgebru t od ¢ i Cartanovu podalgebru b od g koja sadrzi t. Restrikcije
B|h x b i B|t x t su nedegenerirane, pa vrijedi

h=t+ a, gdjeje a={xebh; B(x,y) =0Vy € t}.
Lema 2.3.8. Uz gornje oznake vrijedi a C s.

Dokaz: Neka je a € a. PisSemo
a=r-+s, ret, SESs.

Za svaki x € t tada je
0=[z,a] = [x,r] + [z, s],

a kako vrijedi [z,7] € [t,t] Cvi [z, s] € [r,s] C s, zakljucujemo da vrijedi
[z,7] =0 i [z,s] =0 Vxet (2.26)

Cartanova podalgebra t od t je maksimalna komutativna podalgebra od ¢, pa iz prve relacije u
(2.26) zakljucujemo da je r € t. Stoga je s = a—r € b, paslijedi s € hNs = a. Sada iz jednakosti
a=r+s,ret se€a,iizdirektnosti sume ti a, slijedi da je r = 0, odnosno, a = s € 5. Kako je
a € a bio proizvoljan, lema je dokazana.

Nekasu R = R(g,h)i R* = R(r,t). Tada imamo korijenske rastave reduktivnih Liejevih algebri
giv:
g=b+> +ga.  ga={zr€g [ha]=a(h)zVheh},

aER

v=t+ > dr w={yexy [ty =00y Vvt et}
BER®
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Iz korijenskog rastava Liejeve algebre g vidi se da je centralizator bilo kojeg elementa h € h u
Liejevoj algebri g jednak

Zo(h) = {weg [ha]=0y =+ > g

a€R, a(h)=0
Stoga je za bilo koji potprostor b od b
Zyb) = {z€g; [ha]=0Vheb} =h+ > +ga (2.27)
a€R, alb=0

Stavimo sada
R’ ={a € R; alt=0}.

Lema 2.3.9. Uz uvedene oznake vrijedi
Zy(t) = t + 5°,

gdje je
s\ = ZH)Ns=a+ > +ga
a€eR?
Dokaz: Prema jednakosti (2.27) vrijedi
Zot) = b+ ) . =t+s
a€RO

gdje smo stavili

Dokazimo sada da je g, C s za svaki o € R". Doista, za 3 € R' izaberimo ¢ € t tako da bude
B(t) = 1. Tada imamo za svaki x € tg i svaki y € g,

B(x,y) = B(B(t)z,y) = B([t,x],y) = =B(x, [t,y]) = =B(z,a(t)y) = 0.

Prema tome, korijenski potprostor g, ortogonalan je (u odnosu na formu B) na svaki korijenski
potprostor tg, 3 € R'. Nadalje, g, je ortogonalan na § i, posebno, na t = h N r. Prema tome, g,
je ortogonalan na t, a to upravo znaci da je g, C 5. Sada je jasno da je s C s, pa slijedi da je
s' = Z,(t) Ns. Time je lema dokazana.

I[zaberimo sada h € t koji je maksimalno regularan, tj. takav da je a(h) # 0 Va € R\ R°.
Mozemo pretpostaviti da je a(h) € R za svaki @ € R, odnosno, da su sve svojstvene vrijednosti
operatora ad h realne. Tada je Zy(t) = Zy(h). Sada se sve t—tezine u g, a to su upravo restrikcije
alt, a € R, dijele u tri skupine:

(a) Jedna je skupina {0}; pripadni je t—tezinski potprostor od g upravo Z4(t) = Z,(h).
(b) Druga je skupina {at; @ € R, a(h) > 0}. Te ¢emo t—tezine zvati pozitivnima.

(c) Treca je skupina {alt; o € R, a(h) < 0}. Te éemo t—tezine zvati negativnima.



2.3. SPINORNE REPREZENTACIJE 133

Ako je v ili pozitivna ili negativna t—tezina u g, pripadni je tezinski potprostor o¢ito jednak
9y = Z + ga-
Q€R, alt=y
Neka je a € R\ R tj. alt # 0. Ako je at € R*, onda je oito tux C ga, a kako su oba

potprostora jednodimenzionalna, zakljucujemo da je g, = vy Jasno je da vrijedi

={alt, a € R\ R°, g, Ct}.
Nadalje,

R = {7 € B A(h) > 0}

je jedan izbor pozitivnih korijena u sistemu korijena R®. Neka je R, = {01,...,0,} i za svaki
i€ {l,...,r} izaberimo u; € v5, 1 uf € v_s, tako da bude B(u;, u}) = 1.

Neka je {71, ...,7m} skup svih pozitivnih t—tezina u s, s tim da se u tom popisu ista tezina
pojavljuje toliko puta koliki joj je multiplicitet. (Uoc¢imo da je mogucée da je neka od tih tezina
ujedno korijen iz R'.) Naravno, tada je {—71,..., —Ym} skup svih negativnih t—tezina u s i pri

tome se takoder ista tezina u tom popisu pojavljuje toliko puta koliki joj je multiplicitet. Nadalje,
neka je V potprostor od s koji je suma svih tezinskih potprostora za pozitivne t—tezine u s i,
analogno, neka je V* suma svih tezinskih potprostora za negativne t—tezine u s. Izaberimo sada
za svaki j € {1,...,m} tezinski vektor v; € s tezine ; tako da {vy,...,v,} bude baza prostora
V. Nadalje, neka je v € s vektor tezine —v; izabran tako da {v7,...,v;,} bude baza prostora V*
dualna onoj prvoj u odnosu na formu B : B(vj, vy) = §j.

Napokon, ako je potprostor s’ parnodimenzionalan, dim s® = 2s, izaberimo dva B—izotropna
s—dimenzionalna potprostora W i W* od s, takva da je s = W 4+ W*; ako je potprostor s°
neparnodimenzionalan, dim s° = 2s + 1, onda najprije izaberemo jedini¢ni vektor z € s, a zatim
dva B—izotropna s—dimenzionalna potprostora W i W* od z+Ns®, tako da bude §° = Cz+W +W*.
U oba slucaja neka je {wy, ..., ws} baza od Wi {wj,...,w?} njoj B—dualna baza od W*. Tada
je u slu¢éaju parnodimenzionalnog s°

* * *
{V1, .0 U, VT, o U WY W, WY, W )

baza od s i njoj B—dualna baza je
{1, U8 U1, Uy WY WE WY, Ws b
Ako je potprostor s” neparnodimenzionalan, onda je
{V1, 0 U, VY, U0 W, W, WYL w2}
baza od s i njoj B—dualna baza je

* *
{v], . 08 U1, U, WY WE WY W, 2]

Bududi da je [t,s°] = {0}, formula (2.21) primijenjena na z € t daje

1 1«
ZZ X ’UJU —|— ]U] = ZZ ’Y] U] ] 7]( )U UJ)
Kako je v;jv; = —vjv; — 2, slijedi
1« \
Bx) = 5 Z i (z) (Vv + 1), x €t (2.28)
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Spin—modul § za Cliffordovu algebru C'(s) moze se konstruirati kao vanjska algebra nad izotrop-
nim potprostorom V 4 W, a tom je slucaju S = A(V) @ A(W). Djelovanje t na A(WW) je nula.
Nadalje, iz (2.28) dobiva se da je svaki od standardnih monoma

V(1)) [C{l,...,m}

(gdje jevgy =Livg =i, A--- Ay ako je I = {iy, ... i uz 1 <idyp <--- < i <m) t—tezinski

vektor s tezinom . .
PIREED LN 229
kel k¢l

Tenzorski produkt svakog od tih vektora s bilo kojim vektorom iz A(W) je t—tezinski vektor
u S s istom tezinom. Prema tome, svaka od t—tezina u & ima multiplicitet koji je multipl od

dim A(W) = 25.
Ako Liejeva algebra v ima rang jednak rangu od g, onda je t = b i s = {0}. Tada su
{01, ..., 00,71, -, Ym} upravo svi pozitivni korijeni iz R.

U opc¢em slucaju jasno je da je

DO | —

> (2.30)

t—tezina u S i njena je vrijednost na izabranom elementu h najveca. To posebno znaci da je to
najveca tezina t—modula S u odnosu na R . Stoga pripadni tezinski vektor

Vtop = V1 A\ -+ - N Upy,

ponistavaju svi 8(u;), i = 1,...,7. Nadalje, buduéi da 8 preslikava t u parni dio C°(s) Cliffordove
algebre C'(s), rastav S = S, +S_ iz tvrdnje (a) teorema 2.3.6. je t—invarijantan. Odatle slijedi da
je o(s)—primitivni vektor vg A - -+ A vy, u S_ takoder i za djelovanje v primitivni vektor. Pripadna
tezina je

1 1 «—
iy 231
Jj=2
Sve u svemu, dokazali smo:

Propozicija 2.3.10. Uz navedene pretpostavke i uz uvedene oznake neka je S spin—modul za C(s)
promatran kao t—modul. Tada su sve tezine od S oblika (2.29). Medu njima je tezina (2.30) uvijek
medu najveéim tezinama nekog ireducibilnog t—podmodula od S, a ako je dim s neparna onda je
i (2.31) takva teZina. Nadalje, multiplicitet svake tezine je multipl od 2°, gdje s = [% dim 50} .

Napomena: Drugaciji izbor elementa h, ali takav da se R} ne mijenja, moZze promijeniti
popis pozitivnih t—tezina od s, a u tom je sluc¢aju i potprostor V' drugaciji. To moze dovesti do
neke druge najvece tezine za t—modul S dane takoder formulom (2.30), ali s novim tezinama ;.
Ako je potprostor s, a time i s, parnodimenzionalan, dobivamo i mozda drugaciju najveéu tezinu
analognu (2.31). Podrobnija razmatranja provest ¢emo u nama najzanimljivijem sluc¢aju kad je g
kompleksifikacija Liejeve algebre realne reduktivne Liejeve grupe G, a £ = ¢ je kompleksifikacija
Liejeve algebre maksimalne kompaktne podgrupe od G.

U ovom ¢emo pododjeljku jo§ definirati pojam Casimirovog elementa univerzalne omotacke
algebre i dokazati jednu formulu s njim u vezi. Neka je g kompleksna kvadraticna Liejeva algebra
s invarijantnom simetricnom nedegeneriranom bilinearnom formom B. Neka je {ay,...,a,} baza
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od g i neka je {b1,...,b,} njoj B—biortogonalna baza od g, tj. takva da je B(aj, by) = dj.
Casimirov element (); univerzalne omotacke algebre U(g) definiran je formulom

Qg = Z ajbj
j=1

Uocimo prije svega da je taj element u centru Z(g) algebre U(g). Doista, neka je x € g proizvoljan
i napisimo djelovanje operatora ad x u bazama {ay,...,a,} 1 {b1,...,b,}:

(adx)a Z Qg (adx)b; = Z B
k=1

Tada zbog B—biortogonalnosti dviju baza i zbog invarijantnosti forme B vrijedi
Brj = Blaj, (ad 2)by) = —B((ad x)ay, by) = —ai,
pa nalazimo da je
Qg — Qg = Z[x,ajbj] = (Z(adm) ) bj+a; (Z (adx)b ) Z agjarb; — Z ajraib, = 0.
j=1 j=1 j=1 k=1 jik=1

To pokazuje da element )y komutira sa svakim x € g, a kako g generira cijelu unitalnu algebru
Ul(g), zakljucujemo da je Q4 € Z(g).

Dokazimo jos da definicija Casimirovog elementa ne ovisi o izboru para B—biortogonalnih baza
od g. Doista, ako su i {a},...,a,} i {by,... b} baze od g takve da je B(aj, b)) = d;i, prikazimo
njihove elemente pomocéu polaznih baza

n n
/ /
a; = E Orjly, b, = E TskDs.
r=1 s=1
Tada je

/
Ok = a ,b) g o,jTskB(a,, b E OriTrk-

r,s=1

To pokazuje da je matrica [7;;] transponirana inverznoj matrici matrice [o;]. No tada vrijedi i

n
E OrjTsj = 57‘3-
Jj=1

Pomocu te jednakosti nalazimo
n n
!1/
E a;b; = E Oy jTsjOrbs E Orsrbs = E a,b,
j=1 7,rys=1 r,s=1

Time je dokazana neovisnost Casimirovog elementa o izboru para B—biortogonalnih baza.

Neka je u daljnjem kvadraticna Liejeva algebra g reduktivna i neka je h njena Cartanova
podalgebra i R = R(g,b) pripadni sistem korijena. Imamo tada korijenski rastav

g=b+> +ga

aER
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[zaberimo pozitivan skup korijena R, i stavimo

p=5 > a

ac€R4

Restrikcija Blh x b je nedegenerirana. Oznacimo sa ( -|-) nedegeneriranu simetriécnu bilinearnu
formu na dualu h* od b definiranu pomoc¢u forme B|h x b kao u odjeljku 1.6. :

()“:u) = B(h)\v hu)v ApED,
gdje je A — h) izomorfizam dualnog prostora h* na prostor h definiran sa
B(h,hy) = A(h) Vh € b.

Propozicija 2.3.11. Neka je V' konacnodimenzionalan ireducibilan g—modul s najvecom tezinom
A u odnosu na R. Tada je

Qgu=[(A+p[A+p) = (plp)lv  VveV

Dokaz: Bududi da je Casimirov element €2, u centru Z(g) univerzalne omotacke algebre U(g),
po Schurovoj lemi postoji ¢ € C takav da je

Qqu = cv YveV. (2.32)

Izaberimo sada B—ortonormiranu bazu {hq, ..., hs} od h. Nadalje, neka je R, = {aq,..., .} 1
za svaki i € {1,...,r} izaberimo z; € go, 1 y; € g_o, tako da bude B(x;,y;) = 1. Tada je

{h1,y. o he, o Ty Yy e Y )

baza od g i
{1,y he, Y1y oo Yy @1y e X0 )

je njoj B—biortogonalna baza od g. Dakle,

)4 r
Qg =Y hi+ Y (259, + yjz)).
i=1 =1

Prema tvrdnji (a) propozicije 1.9.1. tada je [z, y;] = ha,, dakle, u algebri U(g) vrijedi
Tjy; = YjTj + ho;, odnosno, x;y; + y;r; = ha; + 2y;2;.
Stoga je
¢ r r
O =31+ ey 423 g
i=1 j=1 j=1
Neka je sada v # 0 vektor najvece tezine . Tada je
hv = A(h)v Vh € b i zjv=0 Vie{l,...,r},

pa nalazimo

Qv = (Z A(hi)? + Z A(@)) v. (2.33)
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Bududéi da je baza {hy,...,h¢} od b ortonormirana u odnosu na formu B|h X b, vrijedi

pa slijedi

Nadalje, kako je preslikavanje p +— h, linearno, imamo

> Alhay) = A (Z h) =3 (s y,) = Alhsy) = (A20) = 2(A]p).

Stoga iz (2.32) i (2.33) slijedi

c=(AA) +2(Alp) = (A + p[A+p) = (plp).

Zbog (2.32) time je propozicija 2.3.11. dokazana.

2.3.5 Slucaj realnih reduktivnih grupa

U ovom ¢emo pododjeljku pretpostavljati da je G realna reduktivna grupa uz sve oznake iz
odjeljka 1.11., osim Sto ¢emo sa g i € oznacavati kompleksifikacije Liejevih algebri g, i €y Liejeve
grupe G i njene maksimalne kompaktne podgrupe K, koja je tocno skup fiksnih tocaka Cartanove
involucije ¥ od G. Sa ¥ oznacavamo i pripadnu Cartanovu involuciju od gg, a takoder i njeno
linearno prosirenje na kompleksifikaciju g od go. Tada je g kvadrati¢na reduktivna Liejeva algebra
i ¥ je njena kvadrati¢na podalgebra koja je reduktivna u g. Nadalje, vrijedi

t={zeg )=z}, p=t'={yeg Iy =-y}, g=t+p

Dakle, sada umjesto oznaka t i s iz prethodnog pododljeljka imamo oznake £ i p. Nadalje, zbog
Y—invarijantnosti forme B osim inkluzija [¢,€] C €1 [¢,p] C p imamo i [p,p] C &.

Neka je kao u 2.3.4. t Cartanova podalgebra od €1 h = t+ a, a = h N p, pripadna Cartanova
podalgebra od g.

Lema 2.3.12. Vrijedi R° = {a € R; a|t=0} = (.
Dokaz: Sa v oznacavamo i linearni operator na dualu h* dualan restrikeiji 9| :
(WA)(h) = A(D(h)),  Aeb’, heb.

Neka je a € R%, tj. a € R = R(g,h) iajt=0. Buduéidajed(t) =tzat e tivdla) = —a za
a € a, nalazimo da je Yo = —«a. Neka je x € g, \ {0}. Tada je g, = Cx i g_, = Cd(x). Nadalje,
x+9(x) € £1zbog a|t =0 vrijedi

[t,x+9(2)] =alt)r —a(t)d(z) =0 Vtet

No to je nemoguce buduéi da je t maksimalna komutativna Liejeva podalgebra od € i jer je
r + 9(z) € €\ t. Ova kontradikcija pokazuje da ne postoji @ € R°, odnosno, da je R = ().
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Izaberimo kao u 2.3.4. maksimalno regularan element h € t. Buduéi da je R® = 0, tada je
stvarno element h regularan u Liejevoj algebri g, odnosno, vrijedi h = Zy(h). Kao i u 2.3.4.
pretpostavljamo da je a(h) € R za svaki a € R. Tada h definira pozitivne skupove korijena i u
sistemu korijena R i u sistemu korijena R = R(€,t) :

R ={a€R; a(h) >0}, R,={8€R: B(h) >0}

Buduéi da je 9(h) = h, ocito je YR, = R.. Prema tome, i pripadna Borelova podalgebra

b="b+ > +ga

acER

je Y—invarijantna.

Za a € R kazemo da je imaginaran korijen ako je aja = 0, ili, ekvivalentno, ako je Ja = a.
U ovom slucaju nema tzv. realnih korijena tj. takvih da je Yo = —a. Napomenimo, medutim, da
u slucaju kad je rang od € manji nego rang od g, tj. kad je a # {0}, onda postoje kompleksni
korijeni, tj. takvi da da je i a|t # 01 a|a # 0, ili, ekvivalentno, takvi da je Yo # +a. Istaknimo
da je uvijek Ydalt = a|t. Svaki imaginaran korijen « je ili kompaktan, tj. takav da je g, C &,
ili nekompaktan, tj. takav da je g, C p. Prema tome, svi se pozitivni korijeni od R* sastoje
od restrikcija na t pozitivnih imaginarnih kompaktnih korijena i od restrikcija a|t = da|t za
svaki par (o, ?«a) pozitivnih kompleksnih korijena; naime, ako izaberemo z € g, \ {0}, tada je
Hz) € Hga) = goa 1 ¢+ 9(x) € 8\ {0} je t—tezinski vektor tezine alt = Yalt. Te smo korijene
u pododjeljku 2.3.4. numerirali kao {d1, ..., J,}. Nadalje, sve pozitivne t—tezine u p sastoje se od
restrikcija na t pozitivnih imaginarnih nekompaktnih korijena i od restrikcija a|t = da|t za svaki
par (a,da) pozitivnih kompleksnih korijena; naime, uz prethodnu oznaku je x — 9(x) € p \ {0}
t—tezinski vektor tezine alt = Yalt. Te smo tezine u odjeljku 2.3.4. oznacili sa {71,...,Vm}, N0
u ovom slucaju sve su te t—tezine multipliciteta 1. Prema rezultatima u 2.3.4. najveca tezina
t—modula S je

= 1 1 I
;w:pglf—pe, gieje pg=5 > a i /052525:5;5]'-

4
a€Ry SeRY.

DN —

U slucaju kad je rang od £ manji nego rang od g, odnosno, kad je a # {0}, pozitivni kompleksni
korijeni se pojavljuju u parovima (o, da) i vrijedi Jaja = —ala. Zbog toga je pgla = 0. Dualni
prostor t* shva¢amo kao potprostor od h* na nacin da svaki element A\ € t* prosirujemo do elementa
od h* sa Ala = 0. Na taj nacin t—tezine postaju elementi od h*. Uz taj dogovor najveca tezina
t—modula S je p; — pe. Uz oznake iz 2.3.4. tezinski vektor za tu tezinu je

Vtop = V1 N =+ = A Upy.

U ovom je slucaju R = (), dakle, ono §to smo u 2.3.4. oznacavali sa s° u nasoj je sadasnjoj situaciji
jednako a. Dakle, vrijedi dim a = 2s 4+ 1 ili dim a = 2s, odnosno, s je najvece cijelo od %dim a.
Prema propoziciji 2.3.10. multiplicitet svake tezine £—modula S je multipl od 2°; multiplicitet
najvece tezine py — pp je tocno 2°. U slucaju da € i g imaju isti rang, vrijedi a = {0}, odnosno,
s = 0. Dakle, u tom je slu¢aju najveca t—tezina (odnosno, h—tezina) polusuma nekompaktnih
pozitivnih korijena i ona je multipliciteta 1, tj. pripadni je tezinski potprostor razapet sa viqp.

Proucit ¢emo sada djelovanje Casimirovog elementa {2 od € na spinornom £—modulu S. Neka
je kao i u odjeljku 2.3.4. 5 : ¢ — C(p) homomorfizam Liejevih algebri definiran kao kompozicija
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izomorfizma Liejevih algebri a : o(p) — C(p)@ iz odjeljka 2.2. i homomorfizma x — (ad z)|p sa
u o(p). Prosirimo taj Liejev morfizam do homomorfizma unitalnih algebri g : U(8) — C(p).

Restrikcija B|h x b je nedegenerirana pa definira izomorfizam prostora b s njegovim dualom b*.
Prenesimo pomoc¢u tog izomorfizma formu B|h x h na prostor h* i tako dobivenu nedegeneriranu
simetri¢nu bilinearnu formu na h* oznacimo sa (- |-).

Propozicija 2.3.13. Uz uvedene oznake vrijedi

B(S) = (gl pg) = (el pe) -

Dokaz: Neka je {x1,...,2,} baza od € koja je ortonormirana u odnosu na formu — B[ X €, tj.
takva da je B(x;, ;) = —d;; 1 neka je {y1,...,y,} baza od p ortomormirana u odnosu na formu
Blp x p, tj. B(y,,ys) = ,s. Tada je

Q=—> 13 = B)=—) Blan)

Prema jednakosti (2.23) u propoziciji 2.3.7. imamo

ﬁ(xk Z B xka yrayS])yrym

rs 1
pa slijedi
- 1
> Bae) = 7 Z Z (@ [Yp> Yal) Bk, [Yrs Ys) ) Upatirs:
k=1 k=1 p,q,r,s=1
Bududi da je [p, p] C ¢ iz ortonormiranosti baze {x1,..., 2, } od € u odnosu na formu — B, vrijedi

ZB Lk ypqu B(xka [yrayS]) = _B([ypayq]a [yraySD'
k=1

Stoga uz oznaku

1

Rypgrs = 16

B([ypayq]a[yhys])a p7Q7T78€ {1,...,”}

1mamo
n

Zﬁ(xk>2: Z RpgrsUpYayrYs-

k=1 p,q,7r,s=1

Uocimo sada da zbog simetri¢nosti forme B vrijedi
Rygrs = Ryspg Vp,q,r,s € {1,...,n}. (2.34)
Nadalje, zbog antikomutativnosti komutatora je
Ryyrs = —Ryprs Vp,q,r,s € {1,...,n} (2.35)
Napokon, pomocu Jacobijevog identiteta i invarijantnosti forme B nalazimo da je
—16(Rygrs + Repgs + Barps) = B([Yps Yal, [ ys)) + B(Yr Yol War ys]) + B[ya, 2], [¥p, vs)) =

= B([[Yp: Yo}, yr), ys) + B[Yr: Yol Yal, ys) + B{[Yg> rls vpls ys) = 0.
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Prema tome, vrijedi
Rygrs + Rypgs + Ryrps = 0 Vp,q,r,s € {1,...,n}. (2.36)
Dokazat ¢emo sada da iz jednakosti (2.34), (2.35) i (2.36) slijedi da u Cliffordovoj algebri C(p)

vrijedi jednakost

Z RypgrsYpYqlrlys = 2 Z Rypqqp- (2.37)

p,q,m,5=1 p,q=1
Doista, stavimo

S = Z RygrsYpYq¥rys 1 R = Z Rypqqp-

p,q,7,s=1 p,q=1
Namjera nam je da prepiSsemo S sa zamijenjenim indeksima ¢ i 7, a zatim iskoristimo jednakost
YgUr +YrYq = —204,. Medutim, to ne mozemo neposredno, jer opéenito je R,qrs 7# Rprqs- NO prema

(2.36) 1 (2.35) imamo R,4s = Rpgrs + Ryrps, pa nalazimo
25 = Y (Rpgrslplahr¥s + Rorgstpthriqys) =
p,q,r,5=1
= > (Rpgrs¥pWgr + Yrg)¥s + Rorpstpetigys) = =2 > Rpgastipyis + 5,
p,q,7,5=1 p,q,s=1
gdje smo stavili

S/ = Z Rqrpsypyryqys-

D,q,7,s=1

Prema (2.34) i (2.35) vrijedi Rygqs = Rsqqp, dakle,

—2 Z RypqqsYpys = — Z Ryqqs(YpYs + Ystp) = 2 Z Rpqqp = 2R.

p,q,5=1 p,g,s=1 p,g=1
Time smo dokazali da vrijedi
28 =2R+ 9. (2.38)
Sada primijenimo slican postupak sa S’ kao sto smo upravo napravili za S, no ovaj puta zamjen-
jujemo indekse p i r. Kao i prije imamo Ryps = Ryprs + Rprqs, dakle, imamo
QS, - Z (Rqrpsypyquys + qursyrypyqys) =
p,q,r,5=1
= > (Rypra(Uplr + Ur¥p) Vs + RorgslpUrg¥s) = =2 Ryppsti¥s + S = 2R+ 5.
D,q,7,s=1 p,q,5=1
Odatle i iz (2.36) dobivamo S = 2R, a to je upravo jednakost (2.35).
Na taj nacin dokazali smo da vrijedi

m n 1 n

Zﬁ(xk)Q =2 Z Rpgqp = ) Z B([Yp: Yo, [Yp, ya))-

k=1 p,g=1 p,q=1
Odatle vidimo da je [3(£2) konstanta, tj. multipl jedinice u Cliffordovoj algebri C'(p). Umjesto da
tu konstantu izracunavamo izborom neke konkretne baze {y1, ..., y,}, uoéimo da odatle slijedi da
Q¢ djeluje na spin—modulu & mnozenjem s tom konstantom. Medutim, znamo da je jedna od
najvecih tezina ireducibilnih £—podmodula spinornog modula S jednaka p; — pe. Stoga tvrdnja
slijedi iz propozicije 2.3.11.
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Funkcionali py i pe leze u realnom potprostoru by = spang R, a restrikcija forme (-|-) na
b x by je skalarni produkt. Oznacimo sa || - || normu izvedenu iz tog skalarnog produkta. Dakle,
formulu iz propozicije 2.3.13. mozemo ovako zapisati

B (Qe) = llpall” = llpell*.

Fiksirajmo neki izbor RY pozitivnih korijena u R'. Neka je P skup svih izbora R, pozitivnih
korijena u R, Cije restrikcije na t sadrze R' . Stavimo

PEZ%Z(S i P(RJr):%ZO‘-

SERY a€Ry

Za svaki R, € P je p(Ry) — pe jedna od najveéih tezina ireducibilnih £—podmodula od § i
pripadni tezinski vektor za tu tezinu iz 2.3.4. ozna¢imo sa vy, (R4 ). Ti su E—podmoduli medusobno
neekvivalentni, jer su im najvece tezine medusobno razlicite.

Propozicija 2.3.14. Uz wvedene oznake je {p(Ry) — pe; Ry € P} skup najveéih tezina svih
ireducibilnih €—podmodula od S.

Dokaz: Fiksirajmo R, € P. Neka je A najveca tezina nekog ireducibilnog £—podmodula od S.
Prema propoziciji 2.3.11. Casimirov element 2; na tom podmodulu djeluje kao mnozenje skalarom
| A+ pell*— || oe/|*- No kako prema propoziciji 2.3.13. Casimirov element € na ¢itavom spin—modulu
S djeluje kao mnozenje skalarom ||p(Ry)[|* — [|pell?, zakljucujemo da je | + pel| = [|p(Ry)]|- S
druge strane, kako je A tezina €E—modula S, prema (2.29) je A = p(Ry) — pe — p, gdje je p suma
nekih medusobno razlicitih korijena iz R; \ RY. Tada je ||p(Ry) — pl| = ||p(R+)||. Medutim,
p(Ry) — i je neka od tezina ireducibilnog g—modula s najveéom tezinom p(R, ), pa iz jednakosti
lp(Ry) — pfl = |lp(Ry)| slijedi da je to jedna od ekstremalnih tezina tog modula, odnosno,
p(Ry) — = p(R) zaneki R, € P. Tada je A = p(R'.) — pe i tvrdnja proporzicije je dokazana.

2.3.6 Unitarna struktura na spin—modulu

Neka je Vj realan kona¢nodimenzionalan unitaran prostor sa skalarnim produktom (- |- ). Neka
je V kompleksifikacija prostora Vj i oznac¢imo sa v — v kompleksno konjugiranje na V' u odnosu
na realnu formu Vj. Skalarni produkt (-|-) jedinstveno se prosiruje do skalarnog produkta na
kompleksnom prostoru V' i to ¢emo prosirenje oznacavati istim znakom (-|-). Nadalje, neka je
B bilinearna forma na V' dobivena C—bilinearnim prosirenjem skalarnog produkta ( - |-) prostora
Vb. Naravno, tada je

(v|w) = B (v, W), v,we V.

Nadalje, forma B je simetri¢na i nedegenerirana. Za vektor v € V njegov B—ortogonalni komple-
ment u prostoru V' je upravo ortogonalni komplement tog vektora u odnosu na skalarni produkt.
Neka je U B—izotropan potprostor od V. Tada je i potprostor U B—izotropan. Nadalje, vrijedi

(U HU) =UNU, pazauecUNU slijedi da jeiw € UNU. Zbog B—izotropnosti dobivamo
da je (u|lu) = B (u,u) = 0, dakle, u = 0. Dakle, za svaki B—izotropni potprostor U od V' vrijedi
UnU = {0}.

Izaberimo sada maksimalan B—izotropan potprostor U prostora V. Tada je i U maksimalan
B—izotropan potprostor. Ako je prostor Vj parnodimenzionalan, tada je V = U 4 U. Ukoliko je
prostor Vy neparnodimenzionalan, onda najprije izaberemo jedini¢ni vektor e € V; i tada imamo
et = U 4 U. Oznacimo kao i prije sa S = A(U) spin—modul za Cliffordovu algebru C'(V).

Ako je {e1,...,e,} baza potprostora U koja je ortonormirana u odnosu na skalarni produkt
prostora V, onda je ocito {€,...,€,} njoj B—biortogonalna baza od U.
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Propozicija 2.3.15. (a) Na prostoru S postoji jedinstven skalarni produkt (-|-) u odnosu na
koji je N'(U) L N"(U) za j # k i za koji vrijedi (1|1) =1 i

(T AN ANaglyn A Ay = det [2(z4]y;5)] Tiyeo s Thy Yty Yp € UL (2.39)

(b) Za svakiv €V iu,u' €S vrijedi
(vulu') = —(ulvu'). (2.40)

Dokaz: (a) Neka je {ej,...,e,} baza od U ortonormirana u odnosu na skalarni produkt
prostora V. Neka je (-|-) skalarni produkt na prostoru S u odnosu na koji je baza

{eqa N Nej; 0<k<n, 1<i <---<i<n}

ortogonalna i takva da je kvadrat norme vektora e; A --- A e;, jednak 2F. Tada je (1|]1) = 1
i ocito vrijedi formula (2.39) za vektore z;,y; € {e1,...,e,}. Buduéi da su za fiksne vektore
Yty Yk € {€1,...,e,} lijeva i desna strana u jednakosti (2.39) k—multilinearne i alternirajuce
u odnosu na xy,...,x; € U, zakljuéujemo da ta jednakost vrijedi za yi,...,yr € {e1,...,en} 1
za proizvoljne x1,...,x, € U. Nadalje, za fiksne z1,...,x; € U lijeva i desna strana kompleksno
konjugirane jednakosti (2.39) su k—multilinearne i alternirajuée u odnosu na yi, ...,y € U, pa
slijedi da jednakost (2.39) vrijedi za sve x1,..., 2k, y1,...,yx € U. Time je dokazana egzistencija
skalarnog produkta (-|-) na prostoru § s trazenim svojstvom. Jedinstvenost takvog skalarnog
produkta je ocigledna jer vektori 1 i a3 A---Axpzak € {1,...,n}1ix,...,2x € U razapinju
prostor S.

(b) Jednakost (2.40) dovoljno je dokazati za v € V i za vektore u,u’ iz neke baze od S,
npr. one baze koju smo koristili u dokazu tvrdnje (a). Nadalje, za fiksne w,u’ € S lijeva i
desna strana su linearne u odnosu na v € V, dakle, dovoljno je jednakost dokazati za vektore v
iz neke baze od V, npr. {ej,...,e,,€1,...,€,} ako je prostor V parnodimenzionalan, odnosno,
{e,e1,...,en,€1,...,€,} ako je prostor V neparnodimenzionalan. Dakle, treba dokazati da vrijedi

(ex Neiy NoosNeglej Ao Nej) = —(ei N Negler(ej, A Aej,)),

(rleiy N Nei)lej Ao-Nej) = —(eg A= Neglep Nejy A=+ Ney,),
<e(€i1 ARRRA eir>|€j1 ARERNA ejs) = _<ei1 ARRRA eir‘e(ejl ARERNA ejs))’

zake{l,....n} 1<ip<---<i,<nil<j <--<js <n. Uprvoj od gornjih jednakosti
lijeva i desna strana jednake su nuli osim ako je {k,iy,...,i,} = {j1,...,Js}- U tom slucaju je
s=r+1lizaneki ke {1,...,r+ 1} vrijedi

1 =J1y -5 lp-1 :jp—lak =Jps % = JIp+1s -5 br = Jre1,

a tada je i lijeva i desna strana jednaka (—1)P~'12"*1. Druga je jednakost ekvivalentna prvoj, jer
se iz prve dobiva kompleksnim konjugiranjem. Napokon, ako je prostor V' neparnodimenzionalan,
treba dokazati i tre¢u jednakost. No ona slijedi iz ¢injenice da je djelovanje e na svakom od pot-
prostora A\"(U) mnozenje ¢isto imaginarnim skalarom +i.

Razmotrimo sada posebno slucaj kad je gg realna reduktivna Liejeva algebra, g njena kom-
pleksifikacija, 1 Cartanova involucija od gy proSirena C—linearno na g, go = £ + po pripadna
Cartanova dekompozicija. Neka je B simericna nedegenerirana invarijantna i J—invarijantna bi-
linearna forma na g x g. Neka je x — T konjugacija od g u odnosu na realnu formu g, i neka
je u realna forma od g pridruzena konjugaciji x — 9Z. Tada je u = & + ipy 1 to je kompaktna
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forma od g. Restrikcija Blu X u je negativno definitna, pa kao skalarni produkt na u mozemo
izabrati (- |-) = —B|u x u. Skalarni produkt na g dobiven prosirenjem tog skalarnog produkta na
u ozna¢imo takoder sa (- |-). Tada se lako vidi da je

(.’L’|y) =-B (xaﬁy)a T,y €9.

Liejeva algebra g je kvadraticna u odnosu na formu B. Neka je v kvadraticna podalgebra
koja je reduktivna u g i neka je s = v+ njen B—ortogonalan komplement. Skalarni produkt na
s dobiven restrikcijom gornjeg skalarnog produkta na s x s upotrijebimo kao ranije za definiciju
skalarnog produkta na spin—modulu § za Cliffordovu algebru C'(s). Sada neposredno iz propozicije
2.3.15. slijedi

Korolar 2.3.16. Uz gornje pretpostavke i oznake vrijeds

(zulu'y = —(u|(IT)u'), r€s, wuu €S.
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Poglavlje 3

ALGEBARSKI DIRACOVI
OPERATORI

3.1 Definicije i osnovna svojstva

U ovom je poglavlju G povezana realna reduktivna grupa. Upotrebljavat ¢emo oznake iz
odjeljka 1.11. uz dodatnu pretpostavku da je grupa G povezana. Dakle, imamo kona¢no natkri-
vanje p : G — Gy, gdje je Gy komponenta povezanosti jedinice neke grupe G realnih tocaka
simetricne afine algebarske grupe G¢ definirane nad R. Cartanova involucija od G dana je sa
9(g) = (¢7)". Restrikcija 9|Gy je involutivni automorfizam grupe Gy i on se prema tvrdnji (b)
teorema 1.11.2. podize do involutivnog automorfizma grupe G, koji ¢emo oznacavati takoder sa 1
i zvati Cartanova involucija od G. Istim znakom oznacavamo i diferencijal od ¥, koji je Cartanova
involucija Liejeve algebre od G i od Gy. Za razliku od odjeljke 1.11. sada ¢emo Liejevu algebru
grupa G, Gg i Gy oznacavati sa go. Vrijedi 92 = —a! ako Liejevu algebru gy shvatimo kao Liejevu
podalgebru od gl(n,R) kao u 1.11. Sada ¢e g oznacavati kompleksifikaciju od go, odnosno, Liejevu
algebru od G¢. Cartanova involucija se po C—linearnosti prosiruje do involutivnog automorfizam
kompleksne Liejeve algebre g, koji ¢emo takoder oznacavati sa 1J; naravno, tada je vz = —z' i za
T Eg.

Neka je kao u 1.11.

K ={keG; 9(k) =k}

maksimalna kompaktna podgrupa od G pridruzena Cartanovoj involuciji ¥/. Nadalje, neka je
gO:EO_i_pO? E():{x€4g07 19.%’:3:}, poz{yego7 ﬁy:_y}’

pripadna Cartanova dekompozicija Liejeve algebre go. Neka su € i p kompleksifikacije od £y i po.
Tada je uz spomenuto C—linearno prosirenje od v

g=t+p, t={zegidr=2x}, p={yeg dy=—y}
Formulom
B(z,y) =Trzy, z,y€g,

definirana je invarijantna nedegenerirana simetricna bilinearna forma na g x g. Kako je ona i
YJ—invarijantna, vrijedi p = €1 i restrikcije B|€ x € i B|p x p su nedegenerirane. Napomenimo jos
da je restrikcija B|ty x £ negativno definitna, a restrikcija B|py X po je pozitivno definitna.

Promatrat ¢emo sada unitalnu algebru U(g) ® C(p), u kojoj je mnozenje definirano tako da
vrijedi

(uer)(veoy)=wery, uvel(g), z,y€eC(p).

145
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Pri tome je, naravno, C'(p) oznaka za Cliffordovu algebru nad kompleksnim vektorskim prostorom
p s nedegeneriranom simetricnom bilinearnom formom B|p x p. Diracov operator je element

D € U(g) ® C(p) definiran sa
D = Z Zj ® Zj,
j=1

gdje je {z1,..., 2, } ortonormirana baza od p u odnosu na formu B|p x p, tj. B(z;, 2) = 6.
Propozicija 3.1.1. (a) Element D ne ovisi o izboru ortonormirane baze od p.

(b) Ako su{ay,...,a,} i{b1,..., by} baze od p koje su biortogonalne u odnosu na formu Blp X p,
onda vrijed:
D = Z a]‘ & bj~
=1

(¢) Element D je invarijantan u odnosu na djelovanje grupe K automorfizmima unitalne algebre
U(g) @ C(p) dobiveno kao tenzorski produkt prirodnih djelovanja grupe K automorfizmima
unitalnih algebri U(g) i@ C(p); pri tome je djelovanje elementa k € K na U(g) jedinstven
automorfizam unitalne algebre U(g) ¢ija je restrikcija na g jednaka Adg k, a djelovanje k € K
na C(p) je jedinstven automorfizam unitalne algebre C(p) cija je restrikcija na p jednaka
Ady k = (Adg k) |p.

Dokaz: Neka je T' € o(p) i neka je [7j;] njegova matrica u bazi {z1,...,2,}. Ta je matrica
ortogonalna, pa vrijedi
Z TpiTaj = Opq
j=1

Stoga dobivamo

Z Tz @Tz = Z TpjZp & TqjZq = Z (Z ijqu> 2 @ zg = Z 2p Q@ 2zp =D
p=1

Jj=1 J:p,g=1 p,g=1 \j=1
Odatle slijedi tvrdnja (a), jer proizvoljna ortonormirana baza od p ima oblik {Tz,...,Tz,} za
neki 7' € o(p), a slijedi i tvrdnja (c) jer za svaki k € K je Ad, k € o(p).
Da dokazemo tvrdnju (b) prikazimo vektore dviju baza pomoc¢u ortonormirane baze {z1, ..., 2z,} :

a; = Z OpiZp, b, = Z BakZqs gk e{l,...,n}.
p=1 q=1

Imamo

Ok = Blaj, br) = Z 0p; Bg B(2p, 2g) Z Ot pk:-

p,q=1

To pokazuje da je matrica [o;] transponirana od inverzne matrice od [3;;]. No tada vrijedi i

Z 0 Bej = Opqs

pa dobivamo

Z%@b— Zamﬁqup@)zq Zépqu@zq Z’Zp@zp:D
p=1

J:p,q=1 p,q=1
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Sjetimo se sada homomorfizma Liejevih algebri 5 : ¢ — C(p), koji je prema propoziciji
2.3.7. dan formulom (2.25), odnosno,

Bx) == Z B (z, [z, z1]) 22k, x €t (3.1)
1<j<k<n
za bilo koju ortonormiranu bazu {z1,...,z2,} od p.
Propozicija 3.1.2. (a) Preslikavanje A : € — U(g) @ C(p), definirano sa
Alz) =20 1+1® [(x), x et
je Liejev morfizam.

(b) Jedinstveno prosirenje Liejevog morfizma iz (a) do unitalnog homomorfizma A sa U(€) u
U(g) ® C(p) je injektivno.

Dokaz: (a) Za z,y € ¢ imamo
Azy) = A(2)Ay) = [z@1+1®6(2)|[y@1+108(y)] = zy@14+208(y) +y®B(x)+ 10 6(x)B(y).

3 je Liejev morfizam sa € u C(p), pa za proizvoljne z,y € € imamo redom
[A(z), Aly)] = zy@1+206(y)+yR6(z)+105(x) f(y) —yr@l—y©5(x) —2@[(y) —198(y) 6(z) =

= (zy —yr) @1+ 1@ (B(x)8(y) = By)B(2)) = [z,y] @ 1 + 1@ B[z, y]) = A([z, y]).
Prema tome, A : ¢ — U(g) ® C(p) je Liejev morfizam.
(b) Definiramo filtraciju (F,(U(g) ® C(p))),cy, algebre U(g) ® C(p) kao obicnu filtraciju od
U(g) tenzoriranu s trivijalnom filtracijom od C(p) :

Fp(U(g) @ C(p)) = Up(g) ® C(p).
Tada vidimo da je A(U, (¢)) C F,(U(g) @ C(p)) za svaki p € Z,. Nadalje, ako je {z1,...,z,} baza

od £, onda za bilo koji monom u = 27" - - - 2" iz pripadne PBW —baze od U(¥) vrijedi

AW) —u@1€ Fua(U@ @ CH)),  m=my+-+m,.
Bududi da je za svaki m € Z,

{le...xTT; (7711,...,77%)erH ml"‘"'—i-mr:m}

baza direktnog komplementa od U,,_1(€) u U,,(#), slijedi da je restrikcija A na svaki od tih di-
rektnih komplemenata injektivna. Kako je U(£) direktna suma svih tih direktnih komplemenata,
slijedi da je A monomorfizam.

Sliku od ¢ pri preslikavanju A oznacavat ¢emo sa €x. Tada je slika od U(¥) pri monomorfizmu
A univerzalna omotacka algebra U(ts) Liejeve algebre €5. Nadalje, oznacimo sa Qg, Q¢ 1 g,
Casimirove elemente za Liejeve algebre g, €1 €o. Naravno, tada je Qe = A () .

U daljnjem je kao i u 2.3.4.12.3.5. h = t+a fundamentalna Cartanova podalgebra od g : dakle,
t je Cartanova podalgebra od i a = h N p. Pretpostavljamo da smo izabrali sukladne pozitivne
skupove korijena Ry u R = R(g,h) i R} u R* = R(¢,t). Kao i obi¢no stavljamo

pg:%Za 1 pg:%Z(s.

€
aER4 5€R+
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Propozicija 3.1.3. Kvadrat Diracovog operatora D jednak je

D*=—-Q@1+Q, +cl®1,

gdje je c = ||pel|> = lpgll? 7 || - || je norma na realnom prostoru t = spang R* dobivena iz skalarnog
produkta B|tg X tg.

Dokaz: Neka je {z1, ..., z,} baza od p ortonormirana u odnosu na restrikciju Blp x p. Nadalje,
neka je {zi,...,x,} baza od £ ortonormirana u odnosu na formu —B|¢ x €. Tada u C(p) vrijedi
Zizy = —2kzj za ] £ ki zj2 = —1, pa imamo

Z 2j2k Q22 = Zz ®z + Z (22K —225) ®228 = Zz ®1+ Z 2, 21] ® 22
j,k=1 1<j<k<n 1<j<k<n

S druge strane, imamo

——ix?®1+iz§®1, Qé:_ixg
i=1 j=1 i=1

T

QEA:A(QE):—Z(@®1+1®5$Z Zx ®1—22xl®ﬁxz Zl@ﬁxl

i=1

Prema tome, tvrdnja ¢e biti dokazana ako dokazemo jednakosti

Z (25, 21] ® 22, = —2 le ® [B(x;) (3.2)

1<j<k<n i=1

T

> B@)? = lpell® = lloal®. (3.3)

i=1
Jednakost (3.3) je upravo tvrdnja propozicije 2.3.13. Dokazimo sada jednakost (3.2). Primijenimo
li (3.1) na svaki od vektora z;, nalazimo

—223:Z ® B(x;) = Z Z (@i, (25, 21]) T3 @ 2j 2. (3.4)
1=1 1<j<k<n

Kako je [z, zx] € [p,p] C &, i kako je baza {z1,...,z,} od ¢ ortonormirana u odnosu na —B|¢ x ¢,
imamo

Zj,Zk E B xza Z],Zk;

Odatle i iz (3.4) slijedi (3.2).



3.2. DIRACOVA KOHOMOLOGIJA I VOGANOVE SLUTNJE 149
3.2 Diracova kohomologija i Voganove slutnje

Uz oznake i pretpostavke iz prethodnog odjeljka neka je X (g, K)—modul. Da bismo mogli
imati djelovanje Diracovog operatora treba definirati djelovanje unitalne algebre U(g) @ C(p).
Zbog toga zamijenimo X sa X ® S, gdje je S spin—modul za Cliffordovu algebru C(p). Djelovanje
algebre U(g) ® C(p) karakterizirano je sa

(u®a)(r®s)=uxr® as, ueU(g), acC(p), ze€X, se&.

Medutim, nemamo prirodno djelovanje grupe K na tom modulu. Naime, restrikcija adjungiranog
djelovanja vodi na homomorfizam Ad,, : K — O(po), gdje je Adyk = (Adk)|po. Kako je grupa
G, dakle i K, po pretpostavci povezana, imamo homomorfizam Ad,,, : K — SO(po). Medutim, na
spin—modulu ne djeluje grupa SO(po), nego njezin dvolisni natkrivac Spin(po).

Taj problem rjesavamo tako da uvedemo tzv. spinski dvolisni natkrivaé K grupe K i to
pomocu sljedeéeg dijagrama (tzv. pullback dijagram):

K— Spin(po)

p

Adpo
K ——— 50(po)

Pri tome je p : Spin(py) — SO(po) dvolisno natkrivanje iz odjeljka 2.1. Grupa K je definirana kao
podgrupa od K x Spin(pg) koja se sastoji od svih uredenih parova (k,t) takvih da je Ady k = p(t).
Strelice iz K su restrikcije na K projekcija produkta K x Spin(po) na dva faktora. Tada je K- K
dvolisno natkrivanje. Moze se dogoditi da je to natkrivanje trivijalno, odnosno, da je K nepovezana
grupa, a tada je ona izomorfna sa K x {#1} i na svakoj je komponenti povezanosti natkrivanje
difeomorfizam. To je sigurno tako ako je grupa K jednostavno povezana.

Sada definiramo djelovanje grupe K na U(g) ® C(p)—modulu X ® S na sljedeéi naéin:

(k,t)Zij(X)Sj:ZkJIj(X)tSj, (k?,t)GK, l’jEX, SjES.
J J

Nadalje, definiramo djelovanje grupe]N( automorfizmima algebre U(g) ® C(p). Element k= (k,t)
grupe K djeluje automorfizmom Ad k za koji vrijedi

(Adk)(u ® a) = (Adk)u @ tat ™, ueU(g), aecC(p).

Pri tome je Adk jedinstveno prosirenjem automorfizma Adk Liejeve algebre go do automor-
fizma unitalne algebre U(g), a a — tat™' je djelovanje grupe Spin(py) na Cliffordovoj algebri
C(p) = C(po)® iz odjeljka 2.1. Pri tome podsje¢amo da je grupa Spin(pg) definirana kao pod-
grupa multiplikativne grupe C(pg)* € C(p)*.

Primijetimo sada da diferencijali homomorfizama u pullback dijagramu koji definira grupu K
daju sljedeci dijagram:



150 POGLAVLJE 3. ALGEBARSKI DIRACOVI OPERATORI
tg ———— C(po)®
id ~

ady,
&g ———— o(po)

Odatle se vidi da je gornja strelica upravo Liejev morfizam 3 : €5 — C(p). Diferencijal djelovanja
K na algebri U(g) @ C(p) je tenzorski produkt adjungiranog djelovanja Liejeve algebre £, grupe
K na dva faktora U(g) i C(p), a to je upravo djelovanje komutatorima dijagonalne slike €y od £
u algebri U(g) ® C(p).

Uz takvo djelovanje grupe K na unitalnoj algebri U(g) ® C(p) mozemo sada definirati pojam
(U(g) ® C(p), K)—modula: to je kompleksan vektorski prostor Y koji je U(g) ® C(p)—modul i
lokalno kona¢an K —modul, takav da se diferencijal djelovanja K podudara s djelovanjem Eon i

takav da je djelovanje U(g) ® C(p) na X K —ekvivarijantno, tj. vrijedi
k(uy) = [(Adk)ulky, ke K, ueU(@®C(p), yev.

Propozicija 3.2.1. Za (g, K)—modul X i spin—modul S za C(p), uz opisano djelovanje X @ S

je (U(g) ® C(p), K)—modul.

Dokaz: Sve ve¢ znamo osim _f( —ekvivarijantnosti djelovanja. No to se dobiva direktnom
provjerom: naime, za k = (k,t) € K, u € U(g), a € C(p), v € X i s € S imamo redom

k(u® a)(z® s) = k(ur @ as) = kuz @ tas = [(Ad k)ukz @ tat 'ts =

= [(Ad k)u ® tat ™) (kz ® ts) = [(Ad l;:)(u ® a)]l%(x ® s).

Dakle, Diracov operator D djeluje na modulu X ® S. Iz tvrdnje (c) propozicije 3.1.1. slijedi
da tako definirano djelovanje komutira s djelovanjem grupe K. Prema tome, Ker D i Im D su
K—podmoduli od X ® S. Diracova kohomologija (g, K')—modula X je K —modul

Hp(X) = (Ker D)/ ((Im D) N (Ker D)).

Promotrimo sada K —podmodul Ker D? od X ®S. Za operator d = D|Ker D? vrijedi d*> = 0, pa
jeImd C Ker d. Diracova kohomologija je o¢ito izomorfna kvocijentnom K —modulu (Ker d)/(Im d).
Ako je X modul s infinitezimalnim karakterom, prema propoziciji 3.1.3. na svim ireducibilnim
K —podmodulima potprostora Ker D? od X ® S Casimirov element A djeluje kao mnozenje s
istim brojem. Ako ireducibilan K —modul, odnosno, pripadni ireducibilni £—modul ima najveéu
tezinu y, onda znamo da je djelovanje Casimirovog elementa mnoZenje sa ||+ pe||> — || e ||>. Bududéi
da je skup tezina konacnodimenzionalnih £—modula resetka u t, vidimo da ima samo konac¢no
mnogo moguénosti za p. Odatle slijedi da je prostor Ker D? kona¢nodimenzionalan ako je X do-
pustiv (g, K)—modul s infinitezimalnim karakterom. Posebno, to vrijedi ako je X ireducibilan,
dakle, i ako je kona¢ne duljine. Dakle, vrijedi

Propozicija 3.2.2. Ako je (g, K)—modul X konacne duljine, onda je Diracova kohomologija
Hp(X) konacnodimenzionalna.

Pretpostavimo sada da je (g, K)—modul X unitaran, tj. da je zadan skalarni produkt (-|-)x
na prostoru X za koji vrijedi

(kx|ka')x = (z|2")x Vke K 1 Vr,a'eX
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(zaz|2')x = —(x]za")x Vze€gy 1 Va2’ € X.

Na spin—modulu § smo u 2.3.6. definirali skalarni produkt, ozna¢imo da sada sa (-|-)s, u odnosu
na koji svi elementi z € py djeluju kao antihermitski operatori:

(zs]s")s = —(s]z8')s.
Neka je sada (- |+ )xgs jedinstven skalarni produkt na prostoru X ® S za koji vrijedi
(2@ 8|2’ @ ') xes = (x]2')x(s|s)s Va2’ € X 1 Vs, s €S.

B—ortonormiranu bazu {z1,...,2,} od p pomocu koje definiramo Diracov operator mozemo iz-
abrati da bude sastavljena od elemenata od pg : takva je bilo koja ortonormirana baza unitarnog
prostora py sa skalarnim produktom B|py X po. Sada svaki z; ® z; djeluje na unitarnom prostoru
X ® S kao hermitski operator (preciznije, simetrican operator). Prema tome, Diracov operator
na modulu X ® § je simetrican.

Ako je pak modul X kona¢nodimenzionalan, onda na njemu mozemo odabrati skalarni produkt
u odnosu na koji svi elementi kompaktne forme €, + ipy djeluju kao antihermitski operatori. Tada
elementi od pg djeluju kao hermitski operatori, pa slijedi da ¢e u tom slucaju Diracov operator na
prostoru X ® § djelovati kao antihermitski operator.

U jednom i u drugom slucaju tada je

(Im D) N (Ker D) = {0} i vrijedi Hp(X) = Ker D = Ker D*.

Podsjetimo da smo za fundamentalnu Cartanovu podalgebru h =t + a od g dualni prostor t*
identificirali s potprostorom od h* svih A € h* takvih da je Ajla = 0 i da je pri tome p; € t* za
bilo koji J—invarijantan izbor pozitivnih korijena R, sistema korijena R = R(g,bh). U daljnjem
fiksiramo izbor pozitivnih korijena RY sistema korijena R* = R(¥, t).

Teorem 3.2.3. (Voganova slutnja) Neka je X ireducibilan (g, K)—modul. Pretpostavimo da
Diracova kohomologija Hp(X) sadrzi ireducibilan K—modul s najvecom tezinom p € t* C bh*.
Tada je Xu+p, infinitezimalni karakter od X.

Primijetimo da je infinitezimalni karakter ireducibilnog £—modula s najve¢om tezinom p up-
ravo odreden funkcionalnom p + pe € t*. Prema tome, ova Voganova slutnja kaze da se uz
opisanu identifikaciju € C h* £—infintezimalni karakter Diracovog modula Hp(X) podudara s
g—infinitezimalnim karakterom od X.

Bududi da je u slucaju unitarnog modula X Diracova kohomologija upravo jezgra Diracovog
operatora D na X ® S, iz teorema 3.2.3. neposredno slijedi:

Korolar 3.2.4. Neka je X ireducibilan unitaran (g, K)—modul. Ako jezgra Diracovog operatora
D na X ® S sadrzi ireducibilan K—modul s najvecom tezinom p € t© C b*, onda je Xuip,
infinitezimalni karakter od X.

Iskazat ¢emo sada jos dvije Voganove slutnje i pokazati kako se iz njih dokazuje teorem 3.2.3.,
a dokazu tih dvije slutnji bit ¢e posveceni daljnji odjeljci u ovom poglavlju.

Teorem 3.2.5. (Voganova slutnja) Za svaki z € Z(g) postoji jedinstven ((z) € Z(€a) takav da
za neke a,b € U(g) ® C(p) vrijedi

2®1=C((z)+ Da+bD.
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Teorem 3.2.6. (Voganova slutnja) Preslikavanje ¢ : Z(g) — Z(8a) je unitalni homomorfizam
i ako ga shvatimo kao preslikavanje u Z(8) ~ Z(€a) onda je sljedeéi dijagram komutativan:

2(g) — S+ 2(2)

S —2 L gy

Pri tome su vertikalne strelice Harish— Chandrini izomorfizmi, Res je preslikavangje restrikcije
polinomijalnih funkcija sa b* na t* uz identifikaciju S(h)V = P(H*)W i S(H)Vx = P(t)"x, W je
Weylova grupa sistema korijena R = R(g, ) i Wx je Weylova grupa sistema korijena R = R(E, t).

Dokaz teorema 3.2.3. iz teorema 3.2.5. i teorema 3.2.6.: Neka je A € b* takav da
je xa infinitezimalni karakter od X. Nadalje, neka je u € t* najveca tezina nekog ireducibilnog
K —modula i neka je z € (X ® S)(u) takav da je z € (Ker D)\ (Im D). Za z € Z(g) tada imamo
(2@ 1)z = xa(2)z. S druge strane, buduéi da z pripada K —tipu p, imamo ¢(2)z = X, (C(2))z.
Prema teoremu 3.2.5. za neke a,b € U(g) ® C(p) imamo

(XA (2) = Xpipe (C2)))x = [2® 1 — ((2)]x = Dax + bDz = Daz.

Buduéi da po pretpostavci x ¢ Im D, zakljué¢ujemo da je to jednako 0, a kako je = # 0, to znaéi da
je Xa(2) = Xpu+pe (C(2)). Buduéi da je z € Z(g) bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je xao = Xt ©C-
No prema teoremu 3.2.6. to upravo znaci da se uz identifikaciju t* C b* infinitezimalni karakter
Xa podudara sa X, p,-
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3.3 Koszulov diferencijal

U ovom je odjeljku V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad proizvoljnim poljem K
karakteristike 0. Promatrat ¢emo unitalnu algebru S(V) @ A(V') sa Zs—graduacijom zadanom sa

WAV =SV)aAV)" 1 (SV)eAV) =51V)e AV),

gdje je (A(V)?, A(V)!) uobicajena par—nepar graduacija vanjske algebre:

=D ATV AW =D ANV

k>0 k>0

Opéenito se (unitalna) algebra sa Z,—graduacijom zove (unitalna) superalgebra. U su-
peralgebri A sa Z,—graduacijom (A°, A') elementi od A" zovu se parni, a oni iz A! neparni.
Parni i neparni elementi zovu se homogeni (katkada kazemo Zs;—homogeni). Za parni element
a stavljamo €(a) = 1, a za neparni £(a) = —1.

Za linearan operator d : A — A kazemo da je paran, ako je d(A°) C A% i d(A') C Al a
neparan ako je d(A°%) C A' i d(A') C A°. Za paran linearan operator d pisemo £(d) = 1, a za
neparan £(d) = —1. Paran (odnosno, neparan) linearan operator d zove se parna derivacija,
(odnosno, neparna derivacija) ako za svaki homogeni element a € A i za svaki element b € A
vrijedi

d(ab) = (da)b+ e(a)e(d)a(db).

Dakle, parna derivacija d zadovoljava

d(ab) = (da)b+ ¢(a)a(db), a,b € A, ahomogen,
a neparna derivacija d zadovoljava

d(ab) = (da)b — e(a)a(db), a,b e A, ahomogen.

Skup svih parnih derivacija i skup svih neparnih derivacija superalgebre A su potprostori prostora
L(A) svih linearnih operatora na A.

Lema 3.3.1. Neka su d i d neparne derivacije superalgebre A. Tada je dd' +d'd derivacija algebre
A.

Dokaz: Neka su a,b € A, pri ¢emu je element a homogen. Tada imamo redom
(dd' + d'd)(ab) = d ((d'a)b — e(a)a(d'b)) + d'((da)b — e(a)a(db)) =
(

= (dd'a)b — (d'a)(d'a)(db) — £(a)(da)(d'b) + £(a)*a(dd'b)+
+(d'da)b — e(da)(da)(d'b) — e(a)(d'a)(db) + £(a)*a(d'db) =
= [(dd" + d'd)a]b + a[(dd’ + d'd)b],

jer je e(a)®> = 1 i buduéi da zbog neparnosti operatora d i d za homogen element a vrijedi
e(da) = e(d ) —¢e(a). Time je tvrdnja dokazana, jer svaki je element suma dvaju homogenih.

Uoc¢imo sada da buduéi da prostor V' generira unitalnu algebru S(V'), a takoder i unitalnu
algebru A(V), skup (V ® 1)U (1® V') generira unitalnu algebru S(V) @ A (V). Odatle slijedi da je
parna ili neparna derivacija superalgebre S(V)® A(V), a naravno i derivacija algebre S(V)@ A(V),
potpuno odredena svojom restrikcijom na skup (V ® 1)U (1® V).
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Linearan operator na nekom vektorskom prostoru zove se diferencijal, ako je d> = 0. U tom
je slucaju Imd C Kerd, a kvocijentni prostor

H(d) = (Kerd)/(Imd)
zove se kohomologija diferencijala d.

Teorem 3.3.2. Postoji jedinstven linearan operator dy na superalgebri S(V) @ \(V) takav da
vrijeds

k
dy(s@ui A Avg) = Z(—l)j_lsvj@)vl/\---ﬁ\j U, keZ,, seSV), wv,...,u€V.

j=1

Pri tome se podrazumijeva da je dy(s ® 1) =0 Vs € S(V). Operator dy je diferencijal i neparna
deriwacija. Nadalje, vrijedi
Kerdy = K1®1 + Imd,y.

Posebno, kohomologija od dy je jednodimenzionalna.

Dokaz: Za svaki s € S(V) i svaki k € N preslikavanje d, : V¥ — S(V) @ A(V) definirano sa

k
dgk)(?}u--.,vk) = Z(—l)j_lsvj ® vy /\'zf\J Ce U, Vi, ..., 0 €V,

Jj=1

je k—multilinearno i lako se vidi da je alternirajuée. Prema tome, za svaki s € S(V') postoji
jedinstven linearan operator DI : N'(V) = S(V)® A\(V) takav da vrijedi

k
ng)(m/\"'/\vk) :Z(—l)j_lsvj(gvl/\“'?;\j CeUg Yur,...,vp € V.
j=1

Sada za svaki s € S(V) definiramo linearan operator Ds : A(V) — S(V) @ A(V) tako da stavimo
DJAY V) = 01 DJA* (V) = DY za k € N (naravno, D) = 0 za k > dim V). Sada je
(s,u) — Ds(u) bilinearan operator sa S(V) x A(V) u S(V)® A(V), pa po univerzalnom svojstvu
tenzorskog produkta postoji jedinstven linearan operator dy : S(V)QA(V) — S(V)RA(V) takav

da vrijedi
dy(s®@u) = Dg(u) VseS(V) i Vue A(V).

Tada ocito za operator dy vrijedi formula iz iskaza teorema. Nadalje, iz te formule vidi se da je
operator dy neparan, a direktan racun na produktima vektora oblika s ® vy A --- A v pokazuje
da je dy neparna derivacija. Neparna derivacija potpuno je odredena svojim djelovanjem na
(V1)U (l®V), dakle, dy je potpuno odreden formulama

dy(v®1) =0, dy(l1®v)=v®1, veV. (3.5)

Po lemi 3.3.1. operator d¥ je derivacija algebre S(V) ® A(V). Stoga je operator di potpuno
odreden svojim vrijednostima na generatorima (V ® 1) U (1® V). No iz (3.5) se vidi da d, sve te
generatore preslikava u nulu, To znaci da je di = 0, odnosno, dy je diferencijal.
Sliéno kao za operator dy, dokazuje se da postoji jedinstvena neparna derivacija h superalgebre
A takva da je
h(v®l)=1®wv, h(l®wv) =0, velV. (3.6)

Ponovo je h? = 0. Kako su dy i h neparne derivacije, iz leme 3.3.1. slijedi da je hdy +dy-h derivacija
algebre S(V) @ A(V).
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Definiramo sada linearan operator deg : S(V) @ A(V) — S(V) @ A(V) pomocu restrikcija
deg|S* @ N'(V) = (k+ O)Ixs, kL€ Ly,

gdje je I, jediniéni operator na prostoru S*(V) ® /\Z(V). Dakle, operator deg mnozi totalno
homogen element njegovim stupnjem. Za a € S¥(V), be SP(V), ce N'(V) id e A%(V) imamo

deg((a®@c)(b®d) =(k+p+Ll+q)a®c)b®d) =

—(k+0)@®c)(b@d) + (a®c)(p+q)(b®d) = [deg(a® c)](b® d) + (a @ ¢)[deg(b ® d)).

To pokazuje da je operator deg derivacija algebre S(V) @ A(V).
Sada iz formula (3.5) i (3.6) za svaki v € V' dobivamo

(hdy +dyh)(v®1)=dy(l1®@v)=v®1=deg(v®1)

(hdy +dvh)(1@v)=h((v®1l) =10 v =deg(l ®wv).

Prema tome, derivacije hdy + dyh podudaraju se na generatorima algebre S(V) @ A(V), pa
zakljucujemo da se podudaraju svuda:

Oznacimo sa [S(V) @ A(V)]* potprostor svih totalno homogenih elemenata totalnog stupnja
k. Dakle,

1S(V) Z+5J V)ye A'(W).

Tada je dy [S(V) @ A(V)]* C [S(V) @ A(V)]*, pa vrijedi
Kerdy = Y 4 (Kerdy)n[S(V) @ A(V)]*

kEZy

Imdy = Y +(Imdy) N [S(V) & A(V)]".

k‘eZ+
Neka je a € (Kerdy) N [S(V) @ A(V)]F za neki k > 0. Tada je dya = 0, pa iz (3.7) dobivamo
1
dyha = dega = ka = a= Edvha € Imdy.
To pokazuje da je

(Kerdy) N [ ) ® /\ } (Imdy) N [ ) ® /\ } Vk > 0,
a kako je Imdy C Kerdy, zakljucujemo da je
(Kerdy) N [ ) ® /\ ] (Imdy) N [ ) ® /\ ] vk > 0.

Napokon, jednodimenzionalan potprostor [S(V) @ A(V)]° = K1® 1 nije sadrzan u Im dy, ali jest
u Kerdy, jer je dy(1 ® 1) = 0. Time je dokazana i posljednja tvrdnja teorema 3.3.2.
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3.4 Diferencijal na K —invarijantama

Cliffordova algebra ima Z,—graduaciju. Ako proglasimo sve elemente od U(g) parnima, imamo
Zs—graduaciju i na algebri U(g)®@C(p). Tu graduaciju ¢uva djelovanje grupe K. Za parni element a
od U(g)®C(p), tj. zaa € U(g)@C°(p), stavimo &(a) = 1, a za neparan a, tj. za a € U(g)C"*(p),
stavimo €(a) = —1. Neka je d: U(g) ® C(p) — U(g) ® C(p) linearan operator definiran sa

d(a) = Da — e(a)aD, a€U(g)®C(p) homogen, tj. ili paran ili neparan.
Propozicija 3.4.1. (a) Operator d je neparna derivacija superalgebre U(g) @ C(p).
(b) Ako element a € U(g) @ C(p) komutira sa D?, onda je d*(a) = 0.
(¢) Operator d komutira s djelovanjem grupe K automorfizmima od U(g) @ C(p).
(d) Podalgebra K—invarijanata (U(g) @ C(p))* je d—invarijantan potprostor.
(€) Restrikeija d|(U(g) @ C(p))¥ je diferencijal, tj. kvadrat joj je 0.

Dokaz: (a) Neparnost operatora d je neposredna posljedica neparnosti Diracovog operatora;
naime, po definiciji je D € U(g) ® C*(p). Neka su sada z i y homogeni elementi superalgebre
U(g) ® C(p). Tada imamo redom

d(z)y + e(z)zd(y) = (Dx — e(z)xD)y + (z)x(Dy — e(y)yD) = Dry — e(x)e(y)zyD = d(zy).

Dakle, d je neparna derivacija.
(b) Bududéi da je Diracov operator D neparni element od U(g) ® C(p), vrijedi e(Da) = —¢(a)
za svaki homogeni element a € U(g) ® C(p). Dakle, za homogen a € U(g) ® C(p) imamo

d*(a) = d(Da — e(a)aD) = D*a — ¢(Da)DaD — £(a)DaD + ¢(a)e(Da)aD* = D*a — aD?.

Posebno, ako a komutira sa D?; slijedi da je d?(a) = 0. Time je tvrdnja dokazana, jer je D? parni
element pa proizvoljni element a € U(g) ® C(p) komutira sa D? ako i samo ako i njegov parni dio
i njegov neparni dio komutiraju sa D?.

(¢) Automorfizmi Ad k, k € K, su parni operatori na U(g) @ C(p), pa vrijedi e((Ad k)a) = £(a)
za svaki homogen element od U(g) ® C(p). Nadalje, prema propoziciji 3.1.1. Diracov operator D
komutira sa svakim automorfizmom Adk, k € K. Dakle, za homogeni a i za k € K imamo

d((Ad k)a) = D(Adk)a — e((Adk)a)((Adk)a)D = (Adk)(Da — £(a)aD) = (Adk)d(a).

Tvrdnja (d) slijedi neposredno iz tvrdnje (c).

(e) Prema propoziciji 3.1.3. imamo D? = —Q; ® 1+ Q, + c1 ® 1, gdje je ¢ € C. Nadalje, ocito
je element —Q; ® 1+ ¢l ® 1 u centru algebre U(g) ® C(p). Dakle, komutiranje nekog elementa sa
D? ekvivalentno je komutiranju tog elementa sa €Y, . Buduéi da svi elementi od (U(g) ® C(p))*
komutiraju s elementima Liejeve algebre £a, svi oni komutiraju sa ., dakle, i sa D?. Stoga
tvrdnja (e) slijedi iz tvrdnje (b).

U daljnjem sa d oznacavamo restrikciju d|(U(g) @ C(p))*.
Teorem 3.4.2. (Huang—Pandzié) Vrijedi
Kerd = Z(ta) + Imd.

Posebno, kohomologija diferencijala d izomorfna je centru Z(€a) algebre U(Ea).



3.4. DIFERENCIJAL NA K—INVARIJANTAMA 157

Prije dokaza teorema 3.4.2. dokazat ¢emo da iz njega slijedi teorem 3.2.5. Prije svega uoc¢imo
da je Z(g) ® 1 sadrzano u centru algebre U(g) ® C(p), posebno, svaki element od Z(g) ® 1
komutira sa D. Nadalje, svaki je taj element paran, pa iz definicije operatora d zaklju¢ujemo da
je Z(g) ® 1 C Kerd. Prema teoremu 3.4.2. slijedi da za svaki z € Z(g) mozemo pisati

d(a)

_'_
za neki ((z) € Z(ta) i neki neparni a € (U(g) ® C(p))*. No kako je tada d(a) = Da + aD,
zakljucujemo da vrijedi tvrdnja teorema 3.2.5. uz b = a.

z2®1=((2)

Uoc¢imo da se u dokazu ovog teorema koristila ¢injenica da je grupa K povezana. Naime, bez
toga nije evidentno da je Z(g) sadrzano u (U(g) ® C(p))¥. Napomenimo da se to moze zakljuciti
i uz slabije pretpostavke, npr. ako pretpostavimo da je Ad K sadrzano u Int(g®) (odnosno, ako
je grupa G u Harish—Chandrinoj klasi)

Za dokaz teorema 3.4.2. treba nam odredena priprema. Ideja je dokaza da se uvede filtracija
na algebru (U(g) ® C(p))¥, zatim se dokaZe analogon teorema za pripadnu graduiranu algebru, i
zatim se vratimo u filtriranu algebru indukcijom po stupnju.

Promatramo istu filtraciju (£,(U(g) ® C(p))) kao i u dokazu tvrdnje (b) propozicije 3.1.2:

Fp(U(g) @ Clp)) = Up(g) ® C(p).

Pripadna je graduirana algebra po PBW—teoremu izomorfna algebri S(g) @ C'(p). Nadalje, ta je
filtracija K —invarijantna, pa definira filtraciju algebre K —invarijanata (U(g) @ C(p))*¥ :

E, ((U(g) ® C(p)¥) = (F,(U(g) ® C(p)))" = (Up(g) ® C(p))"

Pripadna je graduirana algebra izomorfna s algebrom (S(g) ® C(p))¥X. Nadalje, ta je filtracija
algebre U(g) ® C(p) ocito kompatibilna s prije promatranom Z,—graduacijom. To znaci da se
Zy—graduacija prenosi i na pripadne graduirane algebre S(g) ® C(p) i (S(g) @ C(p))~.

Buduéi da je D € F(U(g) @ C(p))¥, vrijedi

d (F,(U(g) ® C(p)¥) € Fpua(U(g) @ C(p))*,  peZ,.

Oznaéimo pripadni diferencijal na graduiranoj algebri sa d. Nadalje, za a € F,(U(g) ® C(p))¥
oznaéimo sa @ njegovu sliku u Gre(U(g) @ C(p))X = (SP(g) ® C(p))™ . Posebno je

DeGr'Up) ®Cr)" = ('@ @ Cr)".
Operator d : Gr?(U(g) @ C(p))X — GrP+t(U(g) @ C(p))¥ dan je sa

d(a) = Da — e(a)aD (3.8)

za Zo—homogeni a € F,(U(g) ® C(p))*. Primijetimo da je operator d bio definiran na cijeloj
algebri U(g) ® C(p), iako opéenito ne vrijedi d*> = 0 na cijeloj algebri. Ipak, ocito vrijedi

d(F,(U(g) ® C(p))) € Fpa(U(g) ®C(p)),  pE Ly,

pa za svaki p € Z, operator d definira operator d : Gr?(U(g) ® C(p)) — Gr**Y(U(g) @ C(p)) i
vrijedi formula (3.8) i za proizvoljan Zs;—homogen a € F,(U(g) ® C(p)).
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Propozicija 3.4.3. Uz identifikaciju S(g) sa S(€) @ S(p) i uz identifikaciju C(p) sa \(p) pomocu
Chevalleyevog izomorfizma j operator d na prostoru S(g) @ C(p ) = S5(&) @ (S(p) ® Ap)) jednak
je —2Igw) @ dp, gdje je d, Koszulov diferencijal na S(p) @ A(p),

dp(s@x1 A+ Nay) = Z(—l)j’lsxj AN 92\]- cee Ay, (3.9)

=1
za s € S(p) ixy,...,T5 €P.

Dokaz: Neka je {z,...,2,} B—ortonormirana baza od p. Za dokaz jednakosti operatora d i
—21I5() ®d, dovoljno je ustanoviti da ta dva operatora jednako djeluju na svim elementima oblika
a=s5® 2z, 2, €59 @C(p), gdje je s € S(g) 11 < ji1 <--- < j <n. Za takav element @
imamo

d(@) = Da — (—1)*aD,
dakle, po definiciji Diracovog operatora je

d(a) = Z (2j8 ® 225, -~ 2jp — (—1)Fs2; ®@ 2, -+ 2,25 - (3.10)
=1

U toj sumi ima dvije vrste sumanada: ili je j € {j1,...,jx} i j & {j1,...,Jk}- U slucaju
Jj ¢ {j1,...,Jk} element z; antikomutira sa svakim od zj,, ..., zj,, pa vrijedi

iz 2y = (1) - 22,
dakle, odgovarajuéi ¢lan sume u (3.10) jednak je 0. Ako je pak j = j, za neki p, onda je
_ p—1 2 — p N
zjzj g = (1P gy e (ij) cezg = (1) Zip T Rk

Sliéno dobivamo 1

A
T T A ( 1)k - 12]1 T e T Rk
Dakle, j,—ti sumand u (3.10) jednak je
—p— AN _ A
(1P = (DR (=1 ) 525, @ 25y 25, -0 25, = —2(=1)P 2y, @ 25, -0 25, -0 2,

Time je tvrdnja dokazana, buduéi da Chevalleyev izomorfizam ) identificira z;, ---z;, € C(p) za
1<y <<, <nsaz, NNz,

Iz propozicije 3.4.3. i iz teorema 3.3.2. vidimo da je ustvari d diferencijal na ¢itavoj algebri
Gr(U(g) ® C(p)) = S(g) ® C(p), i prije prijelaza na K —invarijante, i da vrijedi

Kerd = St ® Lsp) @ Lo + Imd. (3.11)
Bududi da je djelovanje d K —ekvivarijantno, vrijedi
— =K. = 7\ K
Ker (d|(S(g) ® C(p))*) = (Kerd)” i Im (d|(S(g) ® C(p))*) = (Imd)

Odatle i iz (3.11) neposredno slijedi
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Propozicija 3.4.4. Uz identifikacije iz propozicije 8.4.3. za diferencijal dg = d|(S(g) ® C(p))¥
na algebri K—invarijanata (S(g) ® C(p))% = (S(€) @ S(p) ® C(p))X vrijedi

KGI"EK = S(E)K X 15(p) X 1C(p) —f— ImEK

Posebno, kohomologija diferencijala dy izomorfna je S(€)X @ 1gp ® log) ~ S(B)K ~ S(t)Vx. Pri
tome je t Cartanova podalgebra od € i Wy je Weylova grupa sistema korijena R* = R(E, t).

Dokaz teorema 3.4.2. Bududi da je Diracov operator K —invarijantan, on komutira sa €5, pa
posebno komutira sa Z(€x). Nadalje, sjetimo se da je dijagonalno preslikavanje A : ¢ — U(g)®C(p)
bilo definirano sa

Alzr) =z @log) + v @ Bx),  wet

pri ¢emu je B homomorfizam Liejevih algebri sa € u C(p)?. Prema tome, slika €5 je sastavljena
od parnih elemenata superalgebre U(g) ® C(p), odnosno, sadrzana je u (U(g) ® C(p))°. No kako
je (U(g) ® C(p))° unitalna podalgebra od U(g) ® C(p), slijedi da je U(ta) C (U(g) ® C(p))° i,
posebno, Z(tx) C (U(g) ® C(p))°. Sada za x € Z(EA) imamo

d(x) = Dx — e(x)xD = Dx — xD = 0.

Time smo dokazali da je Z(¢) C Ker d. Nadalje, kako je d diferencijal, vrijedi Im d C Ker d. Prema
tome, Z(€a) + Imd C Kerd. Primijetimo jos da je suma Z(€a) + Imd direktna. To neposredno
slijedi iz ¢injenice da je suma slika tih potprostora u graduiranoj algebri Gr(U(g) ® C(p))¥ direk-
tna (propozicija 3.4.4.)

Treba jos dokazati da je Kerd C Z(ta) 4+ Imd, odnosno, da iz a € Kerd slijedi da je
a € Z(ta) + Imd. To ¢éemo dokazati indukcijom po filtracijskom stupnju od a. Ako je taj stupanj
—1, onda je a = 0, pa je tvrdnja trivijalna. Pretpostavimo sada da je a filtracijskog stupnja n > 0
i da je tvrdnja dokazana za sve elemente a filtracijskog stupnja n— 1. Bududi da je d(a) = 0, slijedi
da je dg (@) = 0, gdje @ oznacava sliku od a u Gr™(U(g) ® C(p))¥. Sada je po propoziciji 3.4.4.

a=581sp) ® leg) +di (D)

za neki s € S(8)X ineki b € Gr" 1 (U(g) ® C(p))¥.

Primijetimo sada da po tvrdnji (b) propozicije 3.1.2. postoji z € Z(€a) (jedinstven modulo
Gr"=H(U(g) @ C(p))¥) takav da je s ® L) @ Log) = 2. Nadalje, neka je b € F,_1(U(g) @ C(p))*
bilo koji predstavnik od b. Tada je

a=7z+dg (b),

dakle,
a—z—db)=a—-z—dg (b) =0.

Prema tome, vrijedi a — z — d(b) € F,,_1(U(g) @ C(p))~. Nadalje, imamo
d(a —z—d(b)) = d(a) — d(z) — d*(b) = 0,

jer je po pretpostavci d(a) = 0, nadalje, d(z) = 0 jer smo ve¢ dokazali da je Z(€A) C Kerd, i,
napokon, d?(b) = 0, jer je po tvrdnji (e) propozicije 3.4.1. d diferencijal na U(g) @ C(p))¥X. Sada
pretpostavka indukcije povlaci da postoje 2’ € Z(a) i ¥ € (U(g) @ C(p))¥ takvi da je
a—z—db) =2 +d).
Odatle je
a=(z+2)+db+b)e Z(ts)+Imd.

Time je teorem 3.4.2. u potpunosti dokazan.
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Dokaz teorema 3.2.6. Neka su z, 2’ € Z(g). Prema dokazu teorema 3.2.5. (str. 157) postoje
neparni a,a’ € (U(g) @ C(p))X takvi da je 2@ 1= ((2) +d(a) i 2 @1+ d(a’). Odatle je

2@ 1= (1) ®1) = (()¢() + ((2)d(d) + d@)() + d(@)d(@).  (3.12)

Buduéi da je Z(g) ® 1 C Kerd i buduéi da je d diferencijal na (U(g) ® C(p))¥, zakljuéujemo da
je ((2) = 2®1—d(a) € Kerd i analogno ((2') € Kerd. Prema tvrdnji (a) propozicije 3.4.1. d je
neparna derivacija superalgebre (U(g) ® C(p))¥. Nadalje, kao §to smo ve¢ napomenuli Z(€A) je
sastavljeno od parnih elemenata superalgebre (U(g) @ C(p))*, pa je £(¢(z)) = 1. Dakle, imamo

d(((z)a’) = d(¢(2))a’ + £(((2))¢(2)d(a’) = ¢(2)d(a),

d(a¢(2)) = d(a)((2') + e(a)ad(((2) = d(a)((2),
d(ad(a")) = d(a)d(a’) + e(a)ad’(a’) = d(a)d(a’).
Stoga iz (3.12) slijedi

22 ®1=((2)¢(2) + d (¢(2)a’ + al(2') + ad(a’)).

Medutim, ((z2’) je jedinstveni element od Z(ta) takav da vrijedi 22’ ® 1 = ((2’) + d(b) za neki
be (U(g)®C(p))X, pa zakljucujemo da je ¢(22") = ¢(2)¢(Z’). Time je dokazano da je preslikavanje
¢ : Z(g) — Z(ta) homomorfizam unitalnih algebri. O¢cito je taj homomorfizam unitalni, jer je
1 ® 1 jedinica u algebri Z(€a) i trivijalno vrijedi 1 ® 1 = 1 ® 1 + d(0), dakle, (1) = 1® 1. Time
je dokazana prva tvrdnja teorema 3.2.6.

Neka je sada V() ireducibilan kona¢nodimenzionalan g—modul s najve¢om tezinom A\ € h*
i pretpostavimo da je A € t*. Neka je £ € t* bilo koja najveca tezina za €. Prema propoziciji
3.1.3. i prema propoziciji 2.3.11. D? djeluje na €—izotipnoj komponenti (V' (\) ® S)(¢) mnozenjem
skalarom —[|A + pg||” + llpgll* + 1€+ pell* — lloell* + lloel* = llogll” = =X + pgll* + 1€ + pell?, t]

D*(V(A) @ 8)(§) = (—lIA+ pgll* + 1€ + pell*) Ivnyesyie) - (3.13)

Izaberimo sada § = A + py — pe. Buduci da je prema propoziciji 2.3.15. pg — pe najveca tezina
nekog ireducibilnog €—podmodula od S, vrijedi (V(A) ® S8)(&) # {0}. No prema (3.13) vrijedi
(V(A) ® 8)(€) C Ker D?. Prema drugom odlomku na str. 151 Diracov operator D na prostoru
V(\)®S je antihermitski i Ker D = Ker D?. Prema tome, vrijedi (V(\)®8)(£) C Ker D, naravno,
za § = A+ pg — pe. Prema dokazu teorema 3.2.5. znamo da je

2®1=1{((2)+ Da+ aD

za neki neparni a € (U(g) ® C(p))X. Bududi da je tada a(V(\) @ S)(&) C (V(A) @ S)(€), slijedi
da na potprostor (V(A) ® §)(£) jednako djeluju z® 11 ((2). No prvi djeluje mnozenjem skalarom
X+, (2), @ drugi mnozenjem skalarom Xep, (((2)) = Xatp, (((2)). Dakle, vrijedi

Xatng (2) = Xaepe (C(2)) V2 € Z(g).

Uz identifikaciju Z(g) sa P(h*)"V i Z(ka) sa P(t")"¥, gornja jednakost znaci da se restrikcija
polinoma z € Z(g) na t* podudara s polinomom ((z) u svim tockama od t* oblika A + p,, gdje
je A € t* C h* najveca tezina konacnodimenzionalnog g—modula. Takve tocke tvore Zariski gust
skup u t* : uz pogodan izbor baze u t* to je upravo skup svih tocaka s koordinatama iz N’
¢ = dim t. Prema tome, jednakost vrijednosti u svim tim tockama povlaci jednakost tih polinoma.
Time je dokazana i druga tvrdnja teorema 3.2.6.
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3.5 Generalizirana Parthasarathyjeva nejednakost

Ako je X unitar(izabil)an (g, K)—modul onda znamo da je (Ker D) N (Im D) = {0}, pa je
Diracova kohomologija jednaka Ker D = Ker D2

Teorem 3.5.1. Neka je X ireducibilan unitarizabilan (g, K)—modul s infinitezimalnim karakterom
xa- Neka je p € t° C b* najveca tezina konacnodimenzionalnog ireducibilnog €—modula i neka je
(X ® S)(n) suma svih ireducibilnih €—podmodula od X ® S s maksimalnom tezinom p.

(a) (Generalizirana Parthasarathyjeva nejednakost) Ako je (X®S8)(u) # {0}, onda vrijedi
(AJA) < flpe+ el (3.14)

Pri tome je (-]-) nedegenerirana bilinearna forma na h* x b* dobivena po dualnosti iz
restrikcije Blh x b.

(b) Vrigedi (X ® S)(u) N (Ker D) # {0} ako i samo u (3.14) wrijedi znak jednakosti i tada je
(X ®S8)(u) C KerD.

Dokaz: (a) Formula za D? iz propozicije 3.1.3. i propozicija 2.3.11. pokazuju da D? djeluje
na potprostoru (X ® S)(p) mnozenjem skalarom

= ((AA) = llpgll®) + (i + pell® = lleell*) + (lleell® = llpall®) = —(AIA) + [l + pel*

Operator D je simetri¢an na unitarnom prostoru X ® S. Kako je potprostor (X ® S)(u) D—inva-
rijantan, kvadrat restrikcije D|(X ® S)(u) je pozitivno semidefinitan hermitski operator. Odatle
slijedi nejednakost (3.14).

Tvrdnja (b) slijedi iz Ker D* = Ker D i iz

D*(X @ 8)(p) = (—=(AIA) + |l + pell?) Iixesy-
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Poglavlje 4
KOHOMOLOSKA INDUKCIJA

4.1 Osnovni pojmovi homoloske algebre

U ovom ¢emo se odjeljku ograniciti na kategorije unitalnih A4—modula za neku kompleksnu
unitalnu algebru A. To u pravilu nece biti kategorija svih unitalnih .A—modula, nego neka njena
potkategorija obi¢no definirana zahtjevom da na objektima imamo jos neku strukturu, npr. djelo-
vanje neke grupe ili neke druge kompleksne unitalne algebre slijeva ili zdesna. Za kategorije s
kojima ¢emo se baviti uvijek ¢emo pretpostavljati da su zatvorene u odnosu na uzimanje pod-
modula (uz dodatnu strukturu), kvocijentnih modula i kona¢nih direktnih suma. Ako je C takva
kategorija i ako su X i Y objekti u toj kategoriji, skup svih morfizama Home(X,Y') uvijek e
biti kompleksan vektorski prostor — potprostor svih linearnih operatora sa X u Y. Za morfizam
f X — Y iza bilo koji trec¢i objekt Z u kategoriji C, sa f* ¢emo oznacavati linearan operator sa
Home (Y, Z) u Home(X, Z) definiran kao ”desno komponiranje” sa f :

fg)=gof, g€ HomeY,2Z).

Analogno, sa f, oznacavamo "lijevo komponiranje” sa f, tj. linearan operator sa Home(Z, X) u
Home(Z,Y) definiran sa
fe(h) = foh, h € Home(Z, X).

Svi funktori koje ¢emo promatrati postovat ¢e linearne strukture skupa morfizama. Tj. za
funktor F': C — D i za bilo koje objekte X i Y u kategoriji C pretpostavljamo da vrijedi

F(af +fg) = aF(f)+ BF(g)  Vf,g € Home(X,Y) i Va,peC.

Napominjemo da uvijek promatramo kovarijantne funktore; kontravarijantni funktor s kategorije
C u kategoriju D mozemo promatrati kao kovarijantni funktor s kategorije C u suprotnu kategoriju
DeP (ili kao kovarijantni funktor sa C°* u D).

Neka su C i D kategorijei F': C — D i G : D — C funktori. Kazemo da je fuktor F' lijevo
adjungiran funktoru G i da je funktor G desno adjungiran funktoru F, ako za svaka dva
objekta X € C1Y € D postoje medusobno inverzni izomorfizmi

axy : Homp(FX,Y) — Home(X,GY) i Oxy:Home(X,GY)— Homp(FX,Y)
i te su dvije familije (axy) i (Bxy) prirodne i u X i u Y. Prirodnost familije (axy) u varijabli

X znadi da je za bilo koje X, X" € Ob(C) i bilo koji morfizam f € Home(X', X) i za bilo koji
Y € Ob(D) sljededi dijagram komutativan:
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axy

Homp(FX,Y) Home(X,GY)

(Ff) I

Homp(FX')Y) ————+  Home(X',GY)

axry
Prirodnost familije (axy) u varijabli Y znaci da je za bilo koje Y, Y’ € D i bilo koji morfizam
g € Homp(Y,Y’) i za bilo koji X € Ob(C) sljedeéi dijagram komutativan:

Homp(FX,Y) —=Y +  Home(X,GY)

Gx (Gg)-

Homp(FX,Y') ———  Home(X,GY)

axy’

Analogno, prirodnost familije (8xy) u varijabli X znaci da je za bilo koje X, X’ € Ob(C) i bilo
koji morfizam f € Home(X', X) i za bilo koji Y € Ob(D) sljedeéi dijagram komutativan:

Home(X,GY) _ Pxv | Homp(FX,Y)
f* (Ff)

Home(X',GY) B—» Homp(FX'Y)
X1y

Napokon, prirodnost familije (Gxy) u varijabli Y znaci da je za bilo koje Y, Y’ € D i bilo koji
morfizam g € Homp(Y,Y”) i za bilo koji X € Ob(C) sljedeéi dijagram komutativan:

Home(X,GY) _ Pxy | Homp(FX,Y)
(Gg)- Gx
Home(X,GY") Homp(FX,Y’)
Bx.y

Razmotrimo sada dva elementarna ali vazna primjera. Neka je A kompleksna unitalna algebra
i B njena unitalna podalgebra. Svaki unitalni lijevi A—modul postaje unitalni lijevi B—modul
koji se dobiva "zaboravljanjem” dijela djelovanja. Naravno, svaki homomorfizam A—modula je
ujedno homomorfizam pripadnih B—modula. To se zove zaboravni funktor iz kategorije Mod(.A)
unitalnih lijevih A—modula u kategoriju Mod(B) unitalnih lijevih B—modula. Napomenimo da
za objekte X 1Y u kategoriji Mod(.A) prostor morfizama oznacavamo sa Hom 4(X,Y’) (umjesto
HomMod(A) (X, Y) )
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Neka je sada W unitalni lijevi B—modul, tj. objekt iz kategorije Mod(B). U tvrdnji (b)
teorema 1.4.20. konstruirali smo unitalni lijevi A—modul A @z W. To je kao vektorski prostor
kvocijentni prostor tenzorskog produkta A ® W po potprostoru razapetom sa svim elementima
oblika ab @ w — a ® bw, a € A, b € B, w € W. Svakom homomorfizmu B—modula f : W — W’
pridruzen je homomorfizam A—modula I4 @5 f : AR W — A ® W’ pa imamo funktor iz
kategorije Mod(B) u kategoriju Mod(A). U odjeljku 1.4. zvali smo taj funktor induciranje sa 5
na A i oznacavali sa Indg. Cesto se taj funktor zove i prosirenje skalara. Tvrdnja (b) u teoremu
1.4.20., koja se obi¢no zove Frobeniusov teorem reciprociteta, zapravo kaze da je taj funktor
lijevo adjungiran zaboravnom funktoru Mod(A) — Mod(B).

Drugi je primjer produciranih modula koji se dobivaju pomocéu funktora Homp(A,e) um-
jesto funktora A ®z e. I dalje je B unitalna podalgebra unitalne algebre A i W unitalni li-
jevi B—modul. Pomo¢u mnozenja s lijeva A se moze shvacati kao unitalni lijevi B—modul, a
Prog W = Hompg(A, W) postaje unitalni lijevi A—modul uz djelovanje

(u-p)(v) = @(vu), v € Homp(A, W), u,ve A

Svakom homomorfizmu B—modula f : W — W’ pridruzen je homomorfizam .A4—modula
Prog f : Homg(A, W) — Homp(A, W') definiran kao lijevo komponiranje sa f :

(Prog f) (¢) = fop, € Homp(A,W).

Na taj nac¢in dosli smo do funktora Prog : Mod(B) — Mod(A), koji smo u odjeljku 1.4. zvali
produciranje. Teorem 1.4.21., koji se takoder zove Frobeniusov teorem reciprociteta, za-
pravo kaze da je taj funktor desno adjungiran zaboravnom funktoru Mod(A) — Mod(B).

Imat ¢emo cesto situaciju kad je algebra A slobodna kao B—modul za lijevo i za desno
mnozenje. Prema PBW—teoremu to je slucaj kad je A = U(g) i B = U(h) za podalgebru b
Liejeve algebre g. Opcenito, ako je A = B ® A za vektorski prostor A, onda se za lijevi B—modul
W vektorski prostor Homgp(A, W) identificira s vektorskim prostorom Homg(A, W) svih linearnih
operatora sa A u W. Posebno, Homp(A, e) je egzaktni funktor. Medutim, dok je lijevo djelovanje
algebre A na Hompg(A, W) jednostavno zapisati, da bismo ga zapisali na prostoru Homg(A, W)
morali bismo znati neke komutacione relacije u algebri A. Analogno, ako je kao desni B—modul
A=A ® B, onda se kao vektorski prostor A ®z W identificira sa A @ W.

Pojam indukcije odnosno prosirenja skalara s unitalne podalgebre B na unitalnu algebru A,
a takoder i pojam produkcije sa B na A, neposredno se generaliziraju i na situaciju kad B nije
podalgebra od A, ali je zadan unitalni homomorfizam 7 : B — A. Naime, u obje konstrukcije
mi zapravo nismo trebali da B bude podalgebra od A, nego smo samo trebali djelovanje unitalne
algebre B na unitalnim lijevim A—modulima, a to se postize i pomoc¢u unitalnog homomorfizma
7 : naprosto b € B djeluje na A—modulu V kao 7(b). Svaki se takav 7 moze zapisati kao kompozi-
cija epimorfizma B — 7(B) s monomorfizmom inkluzije 7(B) — .A. Dakle, nova je situacija kad
je A kvocijentna algebra od B po dvostranom idealu J, i tada bi umjesto ”prosirenja skalara”
bilo prirodnije govoriti o "ukidanju djelovanja dijela skalara”. Ekstremna je situacija ako imamo
epimorfizam B — C. Takav epimorfizam postoji u slu¢aju univerzalne omotacke algebre U(g) : to
je kvocijent po dvostranom idealu gU(g). Za g—modul V' pripadni ”prosireni” moduli C ®y ) V'
i Homyg)(C, V) su zapravo koinvarijante V/gV i invarijante V?. Opcenitije, ako je J dvostrani
ideal u unitalnoj algebri B, onda su dva prosirenja skalara (tj. produkcija i indukcija) u odnosu
na epimorfizam B — A = B/J upravo uzimanje koinvarijanata V' +— V/JV, odnosno, uzimanje
invarijanata V +— V7 = {v € V; Jv = {0} }, u odnosu na ideal J.

Kad god imamo neku dodatnu strukturu na polaznom B—modulu W (djelovanje grupe ili
desno djelovanje neke druge unitalne algebre), ta ¢e se dodatna struktura prirodno prenositi na
A—module A®z W i Hompg(A, W).
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Uoc¢imo sada neka svojstva adjungiranih funktora. Prije svega to je jedinstvenost do na prirodni
izomorfizam. Naime, ako su npr. F' i F” lijevo adjungirani funktori istog funktora G : D — C,
onda za bilo koje objekte X iz C i Y iz D imamo izomorfizme

Homp(FX,Y)~ Home(X,GY) ~ Homp(F'X,Y).
Posebno, za dani objekt X iz C i za objekt Y = F'X iz D imamo
Homp(FX,F'X)~ Hp(F'X, F'X),

i pri tom izomorfizmu identiteti u Homp(F'X, F'X) odgovara neki morfizam o : FX — F'X.
Nadalje, za isti objekt X iz C i za objekt Y = F'X iz D imamo

Homp(FX,FX)~ Homp(F'X, FX),

i pri tom izomorfizmu identiteti u Homp(F X, FX) odgovara neki morfizam 3 : F'X — FX.
Pomocu prirodnosti u definiciji lijevo adjungiranog funktora lako se vidi da su obje kompozicije
ao 31 (o« identitete, dakle, imamo prirodni izomorfizam F'X ~ F’X za svaki objekt X iz C.
Sasvim analogno se dobiva i prirodna izomorfnost desno adjungiranih funktora istog funktora.

Akosu F : A — B i F' : B — C funktori koji su lijevo (desno) adjungirani funktorima
G:B— AiG :C — B, onda je kompozicija F'F : A — C lijevo (desno) adjungiran funktor
kompozicije GG' : C — A. To se vidi iz prirodnih izomorfizama

Home(F'FX,Y) ~ Homg(FX,G'Y) ~ Homu(X,GG'Y)
za lijevo adjungirane funktore, odnosno iz
Home(Y,F'FX) ~ Homg(G'Y, FX) ~ Hom4(GG'Y, X)

za desno adjungirane funktore. Ova Cinjenica daje teoreme o induciranju i o produciranju u eta-
pama, buduéi da se "zaboravljanje” s algebre A na podalgebru C o¢ito moze obaviti u etapama
preko neke medualgebre B : najprije sa .4 na B, a zatim sa B na C.

Kompleks u kategoriji C je konacan ili beskonacan niz objekata i morfizama u jednom od
oblika

o
X oo — X, X, & Xy —

Y: - — n—-1 Yn B Yn+1 N

pri ¢emu vrijedi d,,_1 09, = 0 (odnosno, d,, od,,_1 = 0) za svaki n. To znaéi da je Im 9, C Ker 9,
(odnosno, Imd,,_; C Kerd,,). Homologija kompleksa X s padajué¢im indeksima je familija modula
u kategoriji C

H,(X) = (Kerd,_)/(Imd,)

a kohomologija kompleksa Y s rastu¢im indeksima je familija modula
H"(Y) = (Kerd,)/(Imd,,_).

Dvije vrste kompleksa svode se na isto zamjenom n sa —n. Za kompleks X kazemo da je egzaktan
na mjestu X,, ako je Imd, = Kerd,_;. Kazemo da je X egzaktan niz ili egzaktan kompleks
ako je egzaktan na svakom mjestu.
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Ako imamo dijagram u C oblika

X oo n—1 A Xn A XnJrl A
l Fn—l l Fn l Fn+1
X' — X % X! O X/ -

u kojem su X i X’ kompleksi i svi kvadrati komutiraju (tj. F,,_100,-1 = 0,_,0F, ¥n), kazemo da
je F' = (F,) lan¢ano preslikavanje (ili kolan¢ano u analognoj situaciji kad su indeksi rastuci).
Lancano preslikavanje F' = (F),) daje preslikavanje na prostorima homologija takoder oznac¢eno
s F'= (F,), F, : H,(X) — H,(X’). Ako je u gornjem dijagramu X_,, = X’ = 0zan > 2
X1=M X', =M1iF,=f onda F zovemo lantano preslikavanje nad morfizmom
f: M — M’ (odnosno, u analognoj situaciji za rastuce indekse, kolan¢ano preslikavanje nad
morfizmom f).

Neka su FF : X — X1 G : X — X' dva lancana preslikavanja kompleksa s padajuéim
indeksima. Za familiju s = (s,,) morfizama u C kazemo da je homotopija izmedu F' i G, ako je

St Xn — X4 1 vrijedi dl oSy + 8y-100,1=F,—G, Vn.

Definicija u analognom sluc¢aju kolanc¢anih preslikavanja F,G : Y — Y’ kompleksa s rastuéim
indeksima je

S Yy —Y! | i vrijedi dp_108, + Spp10d, = F, — G, Vn.

Homotopna lancana (kolanc¢ana) preslikavanja induciraju ista preslikavanja na prostorima ho-
mologija (kohomologija). Doista, u lancanom slucaju s padajuéim indeksima, ako je o € H,(X) i
ako je a € Kerd,_; njegov predstavnik, tada su F,(a) i G,(a) predstavnici elemenata
F.(a),G,(a) € Hy(X') u Kerd,_,. Buduéi da je 0,-1(a) = 0, iz definicije homotopije izmedu
F i G slijedi
Fu(a) = Gula) = 0)(sn(a)) € Im ),

a to znadci da je F,(a) = G,(«). Tvrdnja za kolan¢ana preslikavanja kompleksa s rastu¢im indek-
sima dokazuje se sasvim analogno.

Za modul P u C kazemo da je projektivan u C ako za svaki dijagram
P
s
0 «— B & C

koji je egzaktan na mjestu B (tj. ¢ je surjekcija) postoji o : P — C takav da dobiveni dijagram

P
I \o
0 «— B &C

komutira (tj. da je 7 =1 o 0). Ako je P projektivan i ako je

P
7
A E A
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dijagram u C koji je egzaktan na mjestu A (tj. Imy =Kery), i ako je ¢ o 7 = 0, tada postoji
o: P — A" takav da dijagram
P

Im \o
A A B
komutira (tj. 7 =1 o o).
U kategoriji C se egzaktan niz

0c— M Xge— X; e Xg e vvnnn-

u kome su svi moduli Xy, X7, X5, ... projektivni, zove projektivna rezolucija modula M.
Za modul I u C kazemo da je injektivan u C ako za svaki dijagram
1
Tr

0o — B % C
koji je egzaktan na mjestu B (tj. ¢ je injekcija) postoji o : C' — I takav da dobiveni dijagram
1
T N\o
0 — B % C
komutira (tj. da je 7 = 0 o ). Ako je I injektivan i ako je
1
(ks
N R R
dijagram u C koji je egzaktan na mjestu A (tj. Imy =Kery), i ako je 7 o9 = 0, tada postoji

o: A" — I takav da dijagram
1

T o
Al i} LN A"

komutira (tj. 7= 0o ).

U kategoriji C se egzaktan niz
0 % M H XO H Xl H X2 H ------ 5

u kome su svi moduli Xy, X1, Xs,... injektivni, zove injektivna rezolucija modula M.

Propozicija 4.1.1. (a) Neka su zadani kompleksi X i X' i morfizam f: M — M’ u sljedecem
dijagramu u C :

X . 0 — M < XO — Xl — X2 —— e e

X' : 0 «— M X(’] — X{ - Xé - e,

Nadalje, pretpostavimo da je X' egzaktan i da su svi X, projektivni. Tada postoji gore
oznaceno lanc¢ano preslikavanje F : X — X' nad f. Akosu F: X — X' iG: X — X' dva
lancana preslikavanja nad f onda su F i@ G homotopni.
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(b) Neka su zadani kompleksi X i X' 1 morfizam f: M — M’ u sljedecem dijagramu u C :
X: 0 — M — Xy — Xi — Xy s .

Lf 1 Fo L F 1 F
X:0 — M — X — X — X5 —

Nadalje, pretpostavimo da je X egzaktan i da su svi X, injektivni. Tada postoji gore oznaceno
kolancano prestikavanje F : X — X' nad f. Akosu F': X — X' 1G : X — X' dva kolanéana
preslikavanja nad f onda su F' i G homotopni.

Dokaz: (a) Ozna¢imo horizontalne morfizme u gornjem dijagramu sa 0_; : Xg — M,
0/ Xy = M, 0, : X1 — Xy, 0+ X}y — X,,, n € Z;. Tada imamo dijagram s egzak-

n
tnim retkom
Xo

T
o',
0 — M — X,
gdje je 7 = f o 0_;. Kako je modul X projektivan postoji morfizam Fy : X, — X, takav
da je 0’y o Fy = f o 0_;. Daljnje morfizme F,, : X,, — X/, n € N konstruiramo induktivno.

Pretpostavimo da su konstruirani morfizmi Fy : X — X, za k=0,1,...,n — 1 takvi da prvih n
kvadrata u dijagramu iz tvrdnje (a) komutiraju. Tada imamo dijagram s egzaktnim retkom
Xn
7
) a)

/ n—2 i n—1 i
X —2 anl Xn’

n

gdje je 7 = F,_1 o 0,—;. Nadalje, komutativnost n—tog kvadrata znac¢i da je 0, _, 0 F,_; =
= F,_200,_2, pa imamo

8/72 oOT = 87172 ofF,_10 anfl =F, 50 an72 © 8nfl = 0.

n

Stoga zbog projektivnosti modula X, postoji morfizam F, : X, — X/ takav da vrijedi
F,_1 00, = 0] oF,, odnosno, da komutira (n 4+ 1)—vi kvadrat u dijagramu iz tvrdnje (a). Time
je induktivno konstruirano lanc¢ano preslikavanje (F},) s trazenim svojstvima.

Pretpostavimo sada da su (F,) i (G,) dva takva lancana preslikavanja. Uvedemo li oznake
H, = F, — G, dobivamo da u sljede¢em dijagramu svi kvadrati komutiraju:

o
0 — M — X, Qo X O X, B2

10 | Hy 1 Hy | Hy

/ ail / 80/ / 81/ ’ 82,
0 «— M — X, — X +— X5 & -

Buduéi da je modul X, projektivan, postoji morfizam sy : Xo — X} takav da je Hy = 9 o sq.
Oznacimo li sa s_y : M — X{, nul-morfizam, imamo jednakost

80/0804—8,1 08,1 = Ho.

Daljnje morfizme s, : X;, — X, | konstruiramo induktivno po n. Neka je n € N i pretpostavimo
da smo konstruirali morfizme s : X} — X; , za k= —1,0,...,n — 1 takve da vrijedi

8,;osk+sk_108k_1:Hk za 0<k<n-1.
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Imamo tada dijagram s egzaktnim retkom

Xy
7
oM 5/
/ n—1 / n !
Xn—l Xn Xn-l—l’

gdje je 1 = H, — s,_1 0 J,_1. Tada imamo
/ / / /
an_l oOT = an_l oH, — an_l 08,10 an—l =H, 10 an—l - an—l 08,10 an—l =

/
= [Hn—l - an_l © Sn—l] C0p—1 = Sp—20 an—2 © an—l = 0.

Stoga zbog projektivnosti modula X,, postoji morfizam s, : X,, — X/, takav da je 7 = 0, o sy,
odnosno, da vrijedi
8éosn+sn,108n,1 :Hn:Fn_Gn

Na taj nacin induktivno smo konstruirali familiju morfizama s, : X,, — X, ,, n > —1, takvu da

gornja jednakost vrijedi za svaki n € Z,, odnosno konstruirali smo homotopiju izmedu F'i G.
Tvrdnja (b) dokazuje se potpuno analogno.

Bududi da pretpostavljamo da su svi funktori linearni na prostorima morfizama, svaki funktor
salje 0—morfizme u 0—morfizme, 0—module u 0—module, komplekse u komplekse i direktne sume
u direktne sume.

Za funktor F' : C — D kazemo da je egzaktan ako transformira svaki egzaktan niz u egzaktan
niz.

Propozicija 4.1.2. Funktor F' je egzaktan ako i samo ako je egzaktan na svim tzv. kratkim
egzaktnim nizovima, #j. na egzaktnim nizovima oblika

0—A—DB—C—0. (4.1)

Dokaz: Naravno, ako je funktor F' egzaktan, on je posebno egzaktan na svim kratkim egzakt-
nim nizovima. Pretpostavimo sada da je funktor F': C — D egzaktan na svim kratkim egzaktnim
nizovima u, tj. da je za svaki egzaktan niz oblika (4.1) u kategoriji C i niz

00— FA— FB— FC —0
u kategoriji D egzaktan. Neka je sada
A5 B Y C

egzaktan niz u kategoriji C. Stavimo A" = A/(Ker f) i C" = Im . Nadalje, neka je & : A" — B
morfizam dobiven iz morfizma ¢ prijelazom na kvocijent:

®(a + Ker ¢) = ¢(a), a€ A
Napokon, neka je ¥ : B — " morfizam dobiven iz morfizma 1 restrikcijom kodomene; dakle,
U(b) = (b), beB.

Tada je morfizam @ injektivan i morfizam W je surjektivan. Nadalje, iz definicija je jasno da je
Im® =Ime i Ker ¥ = Ker . Prema tome, niz u kategoriji C

0—A 2B Y0
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je egzaktan. Po pretpostavci je tada egzaktan niz

0— FA 5 FB Y Fo' — 0
u kategoriji D. Posebno, vrijedi Im F® = Ker F'W. Uo¢imo sada da je Pom = p, gdjejem: A — A’
kvocijentni epimorfizam. Tada je Fio = F® o F'rr, pa slijedi Im F® C Im F¢. Nadalje, ako sa

L : C" — C ozna¢imo monomorfizam inkluzije, onda je ¢ = 1o W, pa je F = Firo FW. Odatle
slijedi da je Ker F'yp C Ker F'WU. Dakle, vrijedi

Ker Fyp C Ker FU =Im F'® C Im Fp.

S druge strane, iz 1 o ¢ = 0 slijedi da je F o Fp = 0, dakle, imamo i obrnutu inkluziju
Im F¢p C Ker Fy. Dvije inkluzije pokazuju da je Im Fp = Ker F'1, a to znaci da je niz u kategoriji
D

FAL% PRI PO

egzaktan. Time je dokazano da je funktor F' egzaktan.

Propozicija 4.1.3. Ako je X kompleks u kategoriji C i F' : C — D je egzaktan funktor, onda F
inducira izomorfizam homologije (odnosno, kohomologije) od X s homologijom (odnosno, koho-
mologijom) od FX.

Dokaz: Radi odredenosti pretpostavimo da je X kompleks s rastu¢im indeksima:

dp—1 d
X: .. — 1 — X, - Xp1 —

Tada je d,, od,_1 = 0, pa slijedi Fd, o Fd,_1 =0, pa je niz u kategoriji D

FX: - — FX,, ™' px, ™ px,., ——

takoder kompleks. Sada n—ti modul H"(X) = (Kerd,)/(Imd,_1) kohomologije kompleksa X
definira kratki egzaktni niz u kategoriji C :

0 — Imd,_; — Kerd,, — H"(X) — 0
pa iz egzaktnosti funktora F slijedi da je itansformirani niz u kategoriji D
0 — F(Imd,—,) — F(Kerd,) — FH"(X) — 0
egzaktan. To znaci da je modul FH"(X) izomorfan kvocijentnom modulu od F(Kerd,,) po slici

monomorfizma F(Imd,_ ;) — F(Kerd,). Nadalje, iz egzaktnosti niza

X, " md, , —0

slijedi egzaktnost niza

FXp 25 P(Imd,_;) — 0.

No egzaktan je i niz
Fdn—l

FXn—l — Im Fdn—l — 0,
pa slijedi da se modul F(Imd,_;) moze identificirati s modulom Im F'd,,_;. Sli¢no, iz egzaktnosti
niza

0 — Kerd, — X, - X1
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slijedi egzaktnost niza

0 — F(Kerd,) — FX, 25 FX,,1.

No egzaktan je i niz

0 — Ker Fd,, — FX, 2% FX, .1,

pa slijedi da se modul F(Kerd,) moze identificirati s podmodulom Ker F'd,, modula FX,,. To
pokazuje da je modul F'H™(X) izomorfan kvocijentnom modulu (Ker F'd,,)/(Im Fd,,_1) = H"(FX).

Kazemo da je funktor F': C — D lijevo egzaktan ako je za svaki kratki egzaktni niz (4.1) u
kategoriji C niz
0— FA— FB — FC (4.2)

u kategoriji D egzaktan.

Propozicija 4.1.4. Ako je funktor F : C — D lijevo egzaktan, onda egzaktnost bilo kojeg
cetveroclanog niza u kategoriji C oblika

povlaci egzaktnost niza (4.2) u kategoriji D.

Dokaz: Neka je C' = Im i neka je ¢ : B — (" definiran kao 1, ali s restrikcijom kodomene.
Drugim rije¢ima, vrijedi ¥ = ¢ o4/’ gdje je ¢ : " — C' monomorfizam inkluzije. Tada su

0—A%B YN0 —0 i 0-—0-5C—C/C—0

egzaktan nizovi, pa su zbog lijeve egzaktnosti funktora F' nizovi
F(p F’l,b/ 1 . / Fu I
0— FA—/5 FB— FC i 0— FC'"— FC — F(C/C")

egzaktni. Dakle, vrijedi Ker Fio = 0, $to znaéi da je niz (4.2) egzaktan na mjestu F'A. Nadalje,
vrijedi Im F'o = Ker FY/'. Kako je F funktor, iz ¢ = 1 04’ slijedi Fi = Firo F'. Buduéi da je
zbog egzaktnosti drugog od gornjih nizova Ker F't = 0, zaklju¢ujemo da je Ker F'y)' = Ker F.
Prema tome, vrijedi Im F'p = Ker F', a to znaci da je niz (4.2) egzaktan i na mjestu F'B.

Funktor F': C — D je desno egzaktan ako je za svaki kratki egzaktni niz (4.1) u kategoriji
C niz

F(A) — F(B) — F(C) — 0 (4.3)

u kategoriji D egzaktan. Sasvim analogno prethodnoj propoziciji dokazuje se:

Propozicija 4.1.5. Ako je funktor F' desno egzaktan, onda egzaktnost bilo kojeg cetveroclanog
niza u kategoriji C oblika
A—B—C—0

povlaci egzaktnost niza (4.3) u kategoriji D.

Sljedeé¢i nam je cilj na drugi na¢in opisati pojam lijevo (odnosno, desno) adjungiranih funktora.
U tu svrhu nam treba pojam prirodnog izomorfizma dvaju funktora. Neka su F,G : C — D
funktori. Prirodna transformacija funktora F' u funktor G je familija ® = (®4)aconc), gdje
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je 4 € Homp(FA,GA) za A € Ob(C), takva da kad god je ¢ € Home(A, B) onda komutira

dijagram
Dy

FA —5 GA
Fo | 1L Gy
FB 25 @B

Takva familija ® zove se prirodni izomorfizam funktora F's funktorom G ako je ®4 izomorfizam
za svaki A € Ob(C). U tom slucaju je @' = (@Zl) prirodni izomorfizam funtora G s funktorom
F. Komporzicija prirodnih transformacija (odnosno, prirodnih izomorfizama) je prirodna transfor-
macija (odnosno, prirodni izomorfizam). Posebno, vidimo da je prirodna izomorfnost funktora
relacija ekvivalencije. Lako se vidi da prirodno izomorfni funktori imaju ista svojstva egzaktnosti:
lijeva (odnosno, desna) egzaktnost jednog ekvivalentna je lijevoj (odnosno, desnoj) egzaktnosti
drugog; posebno, egzaktnost jednog ekvivalentna je egzaktnosti drugog.

Propozicija 4.1.6. Neka su A 1 B kompleksne unitalne algebre, C neka kategorija unitalnih lijevih
A—modula i D neka kategorija unitalnih lijevih B—modula.

(a) Neka su A i B moduli u kategoriji C i pretpostavimo da za svaki modul C u C postoji
1zomorfizam

Oc : Home(A,C) — Home(B, C)

takav da je familija ® = (®c)cecopc) privodni izomorfizam funktora Home(A, e) s funktorom
Home(B, e). Pri tome Home(A, ) (a takoder i Home (B, e)) shvacamo kao funktor iz kate-
gorije C u kategoriju V' svih kompleksnih vektorskih prostora: za ¢ € Home(C, D) pripadni
morfizam Home(A, ) u kategoriji V definiran je sa

(Home(A, ) (f) =¢of,  fe Home(A C),

tj. Home(A, p) = ¢.. Tada je
o' (Ig): A— B

izomorfizam u kategoriji C.

(b) Neka su F,G : C — D funktori i pretpostavimo da za svaki modul A u C i za svaki modul B
u D postoji izomorfizam

®4p: Homp(FA, B) — Homp(GA, B)

takav da je za svaki A € Ob(C) familija @4 = (Pa,B)pecosm) prirodni izomorfizam funk-
tora Homp(F A, e) s funktorom Homp(GA,e) i da je za svaki B € Ob(D) familija ®p =
= (®a,B) acob(c) prirodni izomorfizam funktora Homp(F(e), B) s funktorom Homp(G(e), B).
Za A € Ob(C) stavimo

Wy =@, u(lca) € Homp(FA,GA).
Tada je familija U = (V 4) aconc) prirodni izomorfizam funktora F s funktorom G.

Dokaz: (a) Da je familija ® = (®¢)ccon(c) prirodna transformacija funktora F' = Home(A, e)
u funktor G = Home(B,e) znaci da za bilo koje module C, D € Ob(C) i za bilo koji morfizam
v € Home(C, D) vrijedi Gp o ®c = $po Fy. No kako su Fo = Home(A, p) 1 G = Home(B, @)
lijeve kompozicije sa ¢, prirodnost familije ® = (®¢)cecon(c) znaci da vrijedi

podo(1h) = Pp(porh) VC,D € Ob(C), Yy € Home(C,D), Y€ Home(A,C). (4.4)
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Preslikavanje ®p : Home(A, B) — Home(B, B) je izomorfizam vektorskih prostora. Oznac¢imo
Y = ®5(Ip); dakle, ¢ je jedinstven morfizam u Home(A, B) takav da je ®p() = 5. 1z (4.4) za
C' = B i za taj morfizam ¢ € Hom¢(A, B) dobivamo

o =Pp(po)) VD € Ob(C) i Yy € Home(B, D).

To pokazuje da je za svaki modul D € Ob(C) izomorfizam ®,' : Home(B, D) — Home(A, D)
je dan komponiranjem sa 1 zdesna. Posebno, za D = A je ¢ +— ¢ o1 izomorfizam prostora
Home (B, A) na prostor Home(A, A), pa postoji (i to jedinstven) morfizam ¢ € Home(B, A)
takav da je ¢ o) = [4. Odatle slijedi da je 1 monomorfizam. Pretpostavimo sada da 1 nije
epimorfizam. Tada je D = B/(Im1)) # 0 i kvocijentni epimorfizam ¢ € Home(B, D) je razlicit
od 0. No to je u kontradikciji s jednakoséu ¢ = Fp(p o)) jer je ocito p o) = 0. Ova kontradikcija
dokazuje da je v i epimorfizam, dakle, izomorfizam.

(b) Prema (a) svaki je V4 € Homp(F A, GA) izomorfizam. Treba jos dokazati prirodnost, tj.
da vrijedi

GQO oWy ="y o0 Fop, VA, A e Ob(C) i Vope HOmc(A, A/) (45)

Prirodnost transformacije ®4 = (®4,5)peosp) funktora Homp(F' A, e) u funktor Homp(GA, e)
znaci da za bilo koje module B, B’ € Ob(D) i za bilo koji morfizam x € Homp(B, B") komutira
dijagram

Homp(FA,B) ™% Homp(GA, B)

Homp(FA, x) | | Homp(GA, x)

Homp(FA,B) 2 Homp(GA, B))

Kako su Homp(F A, x) i Homp(GA, x) komponiranja slijeva sa y, komutativnost gornjeg dija-
grama znaci

xXoPap()) =Pap(xov), AecObC), B,B €0bD), x € Homp(B,B'), v € Homp(F A, B).
Posebno, za B =GA i B' = GA’, gdje je A’ € Ob(C), 1 za x = Gy za p € Home(A, A’), imamo
Goo®yca() =Paca(Gpo), A A" € Ob(C), p € Home(A, A), v» € Homp(FA,GA).

Ako za 1) € Homp(F A, GA) izaberemo W4 = @', 4 (Ica), onda je 4 ca(¥) = Iga, pa dobivamo

Gp=Paga(GpoW,) VA A €ObC) i Vpe Home(AA). (4.6)

Prirodnost transformacije @5 = (® 4 ) acon(c) funktora Homp(F'(e), B) u funktor Homp(G(e), B)
znaci da za bilo koje module A, A" € Ob(C) i za bilo koji morfizam ¢ € Home(A, A’) komutira
dijagram

Homp(FA,B) "2 Homp(GA, B)

Hom’D(ngaB) T T HOme(G(,O, B)

(V]
Homp(FA',B) =2 Homp(GA', B)

Vertikalne strelice su obrnute jer su Homp(F(e), B) i Homp(G(e), B) kontravarijantni funktori.
Morfizmi Hom.p(Fy, B) i Homp(Gy, B) su komponiranja sa Fp i Gy zdesna, pa komutativnost
gornjeg dijagrama znaci

O p(w)oGp = Py p(woFyp), A, A" € Ob(C), B € Ob(D), p € Home(A, A"), we Homp(FA', B).
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Odatle posebno za B = GA" dobivamo:
P ca(w)oGo=Pyrga(woFp), A A €O0bC), e Home(A A, we Homp(FA',GA').

Ako za w € HomD(FA’,GA’) izaberemo \IJA/ = (I)Z},GA’([GA/)7 imamo (I)A’,GA/(W) = [GA’7 dakle,
dobivamo

GQO = (I)A,GA/(\IJA/ o) FQO) VA, A e Ob(C) i Vpe HOmc(A, A/) (47)
Bududi da je @4 ca : Homp(FA,GA') - Homp(GA, GA’) izomorfizam, to je posebno injekcija,
pa iz (4.6) i (4.7) slijedi (4.5).

Najavljena drugacija karakterizacija lijevo (odnosno, desno) adjungiranih funktora sadrzana je
u sljede¢em teoremu:

Teorem 4.1.7. Funktor F : C — D je lijevo adjungiran funktoru G : D — C ako i samo ako
postoje prirodne transformacije ® : Ide — GF 1V : FG — Idp, takve da je za svaki modul

X € Ob(C) kompozicija
FX ™% FGFX Y3 FX

identiteta Irx na modulu FX 1 da je za svaki modul Y € Ob(D) kompozicija

Gy

ay 2% gray % gy

identiteta Iy na modulu GY.

Dokaz: Pretpostavimo da su ispunjeni uvjeti teorema, odnosno, da postoje prirodne transfor-
macije ® = (Px)xcopc) : [de — GF iV = (Vy)ycopp) : FG — Idp takve da su kompozicije (4.8)
i(4.9) identitete. To znaci da je za svaki modul X € Ob(C) zadan morfizam ®y € Home(X, GFX)
i da je za svaki modul Y € Ob(D) zadan morfizam ¥y € Homp(FGY,Y) takvi da vrijede jed-
nakosti

\IJFXOF@X :IFX VX S Ob(C) (48)

G\I/y o @GY = IGY VY € Ob(D) (49)

Nadalje, transformacije ® i ¥ su prirodne, Sto znaci da vrijedi:

GFfody =®yxof VX, X' €O0bC) i Vfe Home(X' X) (4.10)

go Wy = Uy 0 FGy VY, Y' € Ob(D) i Vg€ Homp(Y,Y'). (4.11)
Za module X € Ob(C) 1Y € Ob(D) definiramo linearne operatore

axy : Homp(FX,Y) — Home(X,GY) i Bxy : Home(X,GY') — Homp(FX,Y)
sa
axy(g) = Ggo®x za g€ Homp(FX,Y) i Bxy(f) =VUyoFf za fe& Home(X,GY).

Dokazimo sada da su familije (axy) i (fxy) prirodne i u varijabli X i u varijabli Y.
Neka su X, X’ € Ob(C), Y € Ob(D) i f € Home(X', X). Za prirodnost familije (axy) u
varijabli X treba dokazati da za svaki g € Homp(FX,Y) vrijedi

[ laxy(9)) = axy (Ff)(9)),
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tj.
axy(g)of=axy(goFf),
tj.
Ggo®xo f=G(goFf)ody,
tj.

Ggodxof=GgoGFfo®x.

Posljednja jednakost slijedi neposredno iz (4.10). Time je dokazano da je familija (ax y) prirodna
u varijabli X.

Dokazimo sada prirodnost familije (axy) u varijabli Y. Neka su Y, Y’ € Ob(D), X € Ob(C) i
g € Homp(Y,Y'). Treba dokazati da za svaki f € Homp(FX,Y) vrijedi

(Gg)s (axy (f)) = axy (9:(f)),
tj.
Ggoaxy(f) =axyl(gof),
t].
GgoGfodx =G(go f)o Dy,
a to je trivijalno, jer je G(g o f) = Gg o G f. Dakle, familija (axy) prirodna je i u varijabli Y.

Dokazimo sada prirodnost familije (yx,y) u varijabli X. Nekasu X, X’ € Ob(C)1i f € Home(X', X).
Treba dokazati da za svaki g € Home (X, GY') vrijedi

(Ff)" (Bxy(9)) = Bxy (f7(9)),
£,
Bxy(g)o Ff =pBxy(go f),
tj.
UyoFgolf=VyoF(go f),
a to je trivijalno, jer je F(go f) = Fgo F f. Dakle, dokazano je da je familija (8xy) prirodna u
varijabli X.

Napokon, dokazimo da je familija (8x,y) prirodna i u varijabli Y. Neka su Y)Y’ € Ob(D) i
g € Homp(Y,Y'). Treba dokazati da za svaki f € Home(X, GY) vrijedi

9+ (Bxy (f)) = Bxy ((Gg)«(f)),

.
goBxy(f) = Bxy(Ggof),
.
goVyoFf=Vy 0 F(Ggo f),
.

go\IlyoFf:\Ify/oFGgoFf.
Posljednja jednakost slijedi neposredno iz (4.11). Time je dokazano da je familija (8x,y) prirodna
1 u varijabli Y.
Neka su X € Ob(C) i Y € Ob(D). Treba jos dokazati da su linearni operatori
axy : Homp(FX,Y) — Home(X,GY) i Bxy : Home(X,GY) — Homp(FX,Y)

medusobno inverzni.
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Ako jednakost (4.11) prepisemo sa F'X umjesto Y isa Y umjesto Y’, dobivamo
Uy o FGg=goV¥gx Vg € Homp(GX,Y).

Pomocu toga, iz definicije operatora axy i fxy i koristeci jednakost (4.8) imamo redom za svaki
g€ Homp(FX,Y):

(Bxy oaxy)(9) = Bxy (axy(g9)) = Bxy (Ggo Px) = Uy o F'(Ggo dx) =
=VUyoFGgo Fdx =goVpxoFdx =golpx =g.

Dakle, kompozicija Bxy o axy je identiteta na prostoru Homp(FX,Y).
Napokon, ako jednakost (4.10) prepisemo sa GY umjesto X i sa X umjesto X', dobivamo

GFfodxy =®gyof Vf e Home(X,GY).
Odatle uz koristenje jednakosti (4.9) imamo redom za svaki f € Home(X,GY') :
(axy o Bxy) (f) = axy (Bxy(f)) = axy (Yy o Ff) = G (¥y o Ff)) o Ox =
=GUyoGFfodyx =GUyodbgyof=Igyof=Ff

Prema tome, kompozicija axy o fxy je identiteta na prostoru Home (X, GY').
Time je dokazana dovoljnost uvjeta za lijevu adjungiranost funktora F' funktoru G.
Pretpostavimo sada da je funktor F': C — D lijevo adjungiran funktoru G : D — C. Neka su
(axy) 1 (Bxy) familije operatora iz definicije lijeve adjungiranosti. Sada za X € Ob(C) stavimo

by = OéX’F)((IF)() S HOmc(X, GFX),

aza Y € Ob(D) stavimo
Uy = ﬁgy’y(lgy) € HomD(FGY, Y)

Treba prije svega dokazati da je ® = (®x)xcop) prirodna transformacija funktora Ide u funk-
tor GF ida je U = (Vy)ycopp) prirodna transformacija funktora F'G' u funktor Idp. Neka su
X, X"€eOb(C)ife Home(X', X). Tada imamo zbog prirodnosti familije (axy) u varijabli X :

Oxof=axrx(Irx)of=[f (axrx(Irx)) = (ffoaxrx)[rx) =

= (OéX/,FX © (Ff)*) (]FX) = 0x' FX ((Ff)*([FX)) = OéX/,FX(Ff)-

S druge strane, zbog prirodnosti familije (axy) u varijabli Y komutativan je dijagram

ax px’

Homp(FX', FX') Home(X',GFX')

(Ff)- (GF[).

Homp(FX',FX) ———— Home¢(X',GFX)
ax' Fx

odnosno, vrijedi
(GFf)soax px: = ax px o (Ff).,
pa imamo:

GFfo®x =GFfoax rx(Irx) = (GFf)s(ax rx/(Irx)) = (GFf). 0o ax px:) (Ipx:) =
= (OéX/,FX o (Ff)*) ([FX/) = O0x' FX ((Ff)*([FX/)) = OéX/,FX(Ff)-
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Prema tome, vrijedi
GFfodyxy, =®xof VX, X'"€e Ob(C) i Vf e Home(X', X).

Prema tome, ® je prirodna transformacija funktora I/d; u funktor GF. Sasvim analogno koristeci
prirodnost familije (Bx,y) u obje varijable dokazuje se da je ¥ prirodna transformacija funktora
FG u funktor Idp.

Preostaje jos da se dokaze da su dvije kompozicije u iskazu teorema identitete, tj. da vri-
jede (4.8) i (4.9). Neka je X € Ob(C). Zbog prirodnosti familije (Gxy) u varijabli X, za svaki
f € Home(X, GFX) komutativan je dijagram

BGFX,FX

Home(GFX,GFX) Homp(FGFX,FX)

I (Ff)

Home(X,GFX) ———+  Homp(FX,FX)
X, FX

odnosno, vrijedi
(Ff) o Barxrx = Bxrx o [ Vf € Home(X,GFX).
To posebno vrijedi za f = ®x = ax rx({rx), dakle,
[FOZX,FX(IFX)]* o BGFX,FX = 5X,FX o [aX,FX(IFX)]* .
Prema tome, imamo redom
Vpx o Fdx = BGFX,FX(IGFX) o FaX,FX(IFX) = [FOZX,FX(IFX)]* (ﬁGFX,FX(IGFX)) =

= {[FQX,FX(IFX)]* o ﬁGFX,FX} (IGFX) = {ﬁx,FX o [&X,FX(IFX)]*} (IGFX) =
= ﬁx,FX {[OZX,FX(]FX)]* ([GFX)} = BX,FX [[GFX © (XX,FX([FX)] =
= Bx.rx (ax,rx(Irx)) = (Bx,rx o axrx) (Irx) = Irx.

Time je dokazana jednakost (4.8).
Neka jesada Y € Ob(D). Zbog prirodnosti familije (axy ) u varijabli Y, za svaki ¢ € Homp(FGY,Y)
komutativan je dijagram

AQY,FGY

Homp(FGY,FGY) Home¢(GY,GFGY)

G« (Gg)s

Homp(FGY,Y) ————  Hom¢(GY,GY)
agyy

odnosno, vrijedi
(Gg)* O© @Yy, FGY = QGY,Y © Jx-

To posebno vrijedi za g = Uy = Bayy (Igy), dakle,,

(GBavy(Iay)], o agy,ray = aavy © [Bavy (lay), -
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Prema tome, imamo redom
GVy o bgy = Glavy(lay) o acy,ray (Iray) = [GBavy (ay)l, (acy,ray (Iray)) =

= {[GBavy (cy)l, © acv.ray } (Iray) = {aayy o [Bavy (Iav],} Upay) =
= aqgyy {[ﬁGY,Y(IGY)]* (IFGY)} = aqgyy [ﬁGY,Y(IGY) o IFGY] =
= agyy [Bavy Uay)] = (aavy © Bavy) Uay) = lay-

Time je dokazana i jednakost (4.9), odnosno, teorem je u potpunosti dokazan.

Propozicija 4.1.8. Za modul A € Ob(C) funktor Home(A, e) iz kategorije C u kategoriju V svih
kompleksnih vektorskih prostora i funktor Home(e, A) iz kategorije C°? u kategoriju V su lijevo
egzaktni.

Dokaz: Neka je

0— X2y Y720

kratki egzaktni niz u kategoriji C. Za lijevu egzaktnost funktora Hom¢(A, e) treba dokazati da je
niz

0 — Home(A, X) 5 Home(A,Y) 5 Home(A, Z) (4.12)

u kategoriji V egzaktan. Prije svega, za f € Ker ¢, je pof = p.(f) = 0. Dakle, vrijedi ¢(f(a)) =0
za svaki a € A. Medutim, ¢ je monomorfizam, pa slijedi da je f(a) = 0 za svaki a € A, odnosno,
f = 0. Time je dokazana egzaktnost niza (4.12) na mjestu Home(A, X).

Iz ¥ o ¢ = 0 slijedi ¥, o v, = 0, dakle, Imp, C Ker,. Neka je f € Ker,. To znaci da je
f € Home(A,Y) i da vrijedi ¢ o f = 0. Dakle, za svaki a € A je ¥(f(a)) = 0, odnosno, vrijedi
f(a) € Kert) = Im . Prema tome, za svaki a € A postoji z € X takav da je f(a) = ¢(x). Kako je
 monomorfizam, taj je x € X jedinstven. Oznacimo sa g preslikavanje a — z sa A u X. Sada za
svaki a € A vrijedi p(g(a)) = f(a), tj. pog = f. Kako je preslikavanje ¢ injektivno, zakljuc¢ujemo
da je g € Home(A, X). Nadalje, f = pog = ¢.(g) € Im p,. Time je dokazana i obrnuta inkluzija
Ker ¢, C Im y,, odnosno, dokazali smo jednakost Ker vy, = Im ¢,. Time je dokazana egzaktnost
niza (4.12) i na mjestu Home(A,Y).

Za lijevu egzaktnost funktora Home(e, A) iz kategorije C°P u kategoriju V treba dokazati da
je niz

0 —s Home(Z, A) 2 Home (Y, A) £ Home(X, A) (4.13)

u kategoriji V egzaktan. Prije svega, ako je f € Home(Z, A) takav da je v*(f) = fo1 =0, onda
iz Cinjenice da je ¢ : Y — Z epimorfizam slijedi f = 0. Dakle, ¢* je monomorfizam, odnosno, niz
(4.13) je egzaktan na mjestu Home(Z, A).

Iz ¥ o ¢ = 0 slijedi ¢* o™ = 0, dakle, Imy* C Ker ¢*. Neka je f € Ker ¢*. To znaci da je
f € Home(Y, A) ida vrijedi fop = 0. Tada je Kerv) = Im ¢ C Ker f, pa postoji g € Home(Z, A)
takav da je f = g o, odnosno, da je f = ¥*(g) € Im*. Time je dokazana i obrnuta inkluzija
Ker ¢p* C Im*, odnosno, imamo jednakost Im ¢* = Ker¢*. Time je dokazano da je niz (4.13)
egzaktan i na mjestu Home(Y, A).

Propozicija 4.1.9. (Yonedina lema) Neka su X, Y ¢ Z moduli u kategoriji C i neka su
€ Home(X,Y) i € Home(Y, Z). Pretpostavimo da je za svaki modul A u kategoriji C niz

Home(A, X) 25 Home(A,Y) 25 Home(A, Z) (4.14)

u kategorigi V egzaktan. Tada je niz
X4y 2z (4.15)
u kategorigi C egzaktan.



180 POGLAVLJE 4. KOHOMOLOSKA INDUKCIJA

Dokaz: Izaberemo li u (4.14) A = X, imamo

Yop=1opolx=1t.(p.(Ix)) = (. 0 @.)(Ix) = 0.

To znaci da je Im ¢ C Ker). Izaberemo li sada u (4.14) A = Ker imamo egzaktan niz

Home(Ker b, X) £ Home(Ker v, Y) 25 Home(Ker ), Z).

Za inkluziju ¢ : Kery) — Y je ocito ¢ o v = 0, odnosno, ¥,(:) = 0. Dakle, vrijedi ¢ € Ker,, a
to zbog egzaktnosti gornjeg niza znaci da je ¢ € Im g,, odnosno, postoji x € Home(Kery, X)
takav da je ¢t = ¢.(x) = @ o x. Odatle je Im: C Imy. Medutim, Im: = Ker, pa dobivamo
inkluziju Kervy C Im ¢. Dakle, imamo jednakost Im ¢ = Ker v, odnosno, dokazana je egzaktnost
niza (4.15).

Teorem 4.1.10. Neka je funktor F' : C — D lijevo adjungiran funktoru G : D — C.
(a) Funktor F je desno egzaktan.

(b) Funktor G je lijevo egzaktan.

Dokaz: (b) Neka je

0— A5 B 0c—50

kratki egzaktni niz u kategoriji D. Treba dokazati da je niz

0— GA % 6B %% qo (4.16)

u kategoriji C egzaktan. Za X € Ob(C) i Y € Ob(D) neka je axy izomorfizam sa Homp(FX,Y)
na Home(X, GY') iz definicije lijeve adjungiranosti funktora F' funktoru G. Tada imamo komuta-
tivan dijagram:

0 ——— Homp(FX,A) P, Homp(FX, B) L Homp(FX,(C)

ax A ax B ax.c

0 ——— Home(X,GA) ———— Home(X,GB) ———— Home(X,GC)

Prema propoziciji 4.1.8. Homp(F X, e) je lijevo egzaktan funktor iz kategorije D u kategoriju V,
pa je gornji redak u tom dijagramu egzaktan. Kako su ax 4, ax g i ax,c izomorfizmi vektorskih
prostora, i donji redak u tom dijagramu je egzaktan u kategoriji V. Buduéi da to vrijedi za svaki
X € 0b(C), prema Yonedinoj lemi (propozicija 4.1.9.) niz (4.16) je egzaktan u kategoriji C. Time
je dokazana lijeva egzaktnost funktora G.

(a) slijedi neposredno iz (b). Naime, suprotni funktor F°P : C°? — D je desno adjungiran
funktoru G°P, pa je prema (b) on lijevo egzaktan, a to znaci da je funktor F' desno egzaktan.

Propozicija 4.1.11. (a) Modul P € Ob(C) je projektivan u kategoriji C ako i samo ako je
funktor Home (P, e) egzaktan.

(b) Modul I € Ob(C) je injektivan u kategoriji C ako i samo ako je (kontravarijantan) funktor
Home(e,I) egzaktan.
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Dokaz: Po propoziciji 4.1.8. ve¢ znamo da je za svaki modul P € Ob(C) funktor Home(P,e)
lijevo egzaktan. Pretpostavimo sada da je modul P projektivan u kategoriji C i neka je

0— A5 B-5C—0
egzaktan niz u C. Za f € Home(P,C) iz definicije projektivnosti modula P slijedi da postoji
g € Home(P, B) takav da je f = v og, tj. f = 1.(g). To znaci da je linearan operator v, :
Home(P, B) — Home(P,C) surjektivan, odnosno, zbog lijeve egzaktnosti funktora Home (P, e)
dobivamo da je niz

0 — Home(P, A) £ Home(P, B) 2 Home(P,C) — 0

u kategoriji V egzaktan. Time je dokazana egzaktnost funktora Home(P,e).
Pretpostavimo sada da je funktor Home(P,e) egzaktan. Neka su B i C' proizvoljni moduli u
kategoriji C i neka je ¢ € Home(B, C') epimorfizam. Tada imamo kratki egzaktni niz

O—>Kerz/1—>Bi>C—>0
u kategoriji C, pa je po pretpostavci niz
0 — Home(P,Kerv) — Home(P, B) SiR Home(P,C) — 0

u kategoriji V egzaktan. Posebno, operator ¢, : Home(P, B) — Home(P,C) je surjektivan. Zbog
proizvoljnosti modula B,;C'" € Ob(C) i epimorfizma ¢ : B — C to upravo znaci projektivnost
modula P u kategoriji C.

Tvrdnja (b) dokazuje se potpuno analogno koriste¢i drugu tvrdnju propozicije 4.1.8. prema
kojoj je za svaki modul I € Ob(C) funktor Home(e,I) iz kategorije C°P u kategoriju V lijevo
egzaktan. Doista, pretpostavimo najprije da je modul I injektivan u kategoriji C i neka je

0— A5 B0 —0

egzaktan niz u C. Za proizvoljan f € Home(A,I) iz definicije injektivnosti modula I slijedi
da postoji ¢ € Home(B,I) takav da je f = goy, tj. f = ¢*(g). To znaci da je linearan
operator ¢* : Home(B,I) — Home(A, I) surjektivan, odnosno, zbog lijeve egzaktnosti funktora
Home(e, 1) iz C°? u 'V dobivamo da je niz

0 — Home(C,T) X5 Home(B,I) £ Home(A,I) — 0

egzaktan. Time je dokazana egzaktnost funktora Home(e,I) iz CP u V.
Pretpostavimo sada da je funktor Home(e, ) iz C°P u V egzaktan. Neka su B,C € Ob(C) i
neka je ¢ € Home (B, C) monomorfizam. Tada imamo kratki egzaktni niz

0 — B - C — Coker o — 0

u kategoriji C; pri tome je kao i obi¢no Coker ¢ oznaka za kvocijentni modul C'/(Im ¢). Po pret-
postavci je niz u V

0 — Home(Coker ¢, I) — Home(C, 1) RN Home(B, 1) — 0

egzaktan. Posebno, operator ¢* : Home(C,I) — Home(B, I) je surjektivan. Zbog proizvoljnosti
modula B,C € Ob(C) i monomorfizma ¢ : B — C to upravo znaci injektivnost modula I u
kategoriji C.
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Propozicija 4.1.12. Neka je funktor F : C — D lijevo adjungiran funktoru G : D — C.

(a) Ako je funktor G egzaktan, za svaki modul X projektivan u kategoriji C modul F X projektivan
je u kategoriji C.

(b) Ako je funktor F' egzaktan, za svaki modul Y injektivan u kategoriji D modul GY injektivan
je u kategoriji C.

Dokaz: (a) Neka je X projektivan modul u kategoriji C. Iz propozicije 4.1.11. i iz egzakt-
nosti funktora G slijedi da je funktor Home (X, G(e)) egzaktan. Medutim, za bilo koji modul
Y u kategoriji D prostori Homp(FX,Y) i Home(X,GY') su prirodno izomorfni, $to znaé¢i da su
funktori Homp(F X, e) i Home (X, G(e)) prirodno izomorfni. Slijedi da je funktor Homp(F' X, e)
egzaktan, a odatle po propoziciji 4.1.11. slijedi da je modul F'X projektivan u kategoriji D.

(b) Neka je Y injektivan modul u kategoriji D. Iz propozicije 4.1.11. i iz egzaktnosti funktora F'
slijedi da je funktor Homp(F'(e),Y") egzaktan. Medutim, za bilo koji modul X u kategoriji C pros-
tori Home(X, GY) i Homp(FX,Y') su prirodno izomorfni, §to znaci da su funktori Home(e, GY')
i Homp(F(e),Y) prirodno izomorfni. Slijedi da je funktor Homp(e, GY') egzaktan, a odatle po
propoziciji 4.1.11. slijedi da je modul GY injektivan u kategoriji C.
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4.2 Izvedeni funktori

U ovom odjeljku sve ¢emo konstrukcije precizno opisati, ali mnoge ¢emo rezultate navesti bez
dokazivanja.

Kazemo da kategorija C ima dosta projektivnih ako je svaki modul M iz C izomorfan
kvocijentu projektivnog modula u C, tj. ako postoji projektivan modul X u C i epimorfizam
¢ € Home(X, M). Tada postoji egzaktan beskonacan niz u C oblika

00— M Xgoe— X3 — Xg e vvnnn-

u kome su svi X,,, n > 0, projektivni moduli u C. Takav se niz zove projektivna rezolucija
modula M u kategoriji C Pretpostavimo sada da je F' : C — D desno egzaktan funktor. Prim-
ijjenimo ga na gornju projektivnu rezoluciju i ispustimo ¢lan F'(M). Tada dobivamo kompleks u
kategoriji D :

0— F(Xy) «— F(X3) «— F(Xg) «— -+

Zan € Z, sa F,(M) ozna¢imo n—ti modul homologije gornjeg kompleksa. Na taj nacin definirali
smo F,,(M) € Ob(D) za svaki M € Ob(C) isvakin € Z,. Pretpostavimo sada dasu M, M" € Ob(C)
idajey € Home(M, M'). Ako sa X i X' projektivne rezolucije modula M i M’ prema tvrdnji (a)
propozicije 4.1.1. postoji lan¢ano preslikavanje ® : X — X’ nad morfizmom ¢. Tada ® definira za
svaki n € Z; morfizam iz Homp(F,,(M), F,,(M")) koji ¢emo oznaciti sa F,(y). Prema tvrdnji (a)
propozicije 4.1.1. svaka dva lan¢ana preslikavanja X — X’ nad morfizmom ¢ su homotopna, pa in-
duciraju iste morfizme na modulima homologije; dakle, morfizam F),(p) € Homp(F, (M), F,(M'))
je dobro definiran. Na taj nac¢in dolazimo do niza funktora F, : C — D, n € Z,, i oni se zovu
izvedeni funtori funktora F. Primijetimo da nije tesko vidjeti da je funktor Fj prirodno izomor-
fan polaznom funktoru F.

Slicna je konstrukcija u slucaju lijevo egzaktnog funktora F' : C — D. U tom slucaju pret-
postavljamo da kategorija C ima dosta injektivnih, tj. da je svaki modul u C izomorfan
podmodulu injektivnog modula u C, tj. da za svaki modul M € Ob(C) postoji injektivan modul
X € Ob(C) i monomorfizam ¢ € Home(M, X). Tada postoji beskonac¢an egzaktan niz u C oblika

OHM%XOHX1%X2% ------

u kome su svi X,,, n > 0, injektivni moduli u C. Takav se niz zove injektivna rezolucija modula
M u kategoriji C. Primijenimo sada nas lijevo egzaktan funktor F' na tu rezoluciju i ispustimo
ponovo clan F(M). Tada dobivamo kompleks u kategoriji D :

0— F(Xy) — F(X1) — F(Xy) — -+

Sada za n € Z, sa F™(M) ozna¢imo n—ti modul kohomologije gornjeg kompleksa. Na taj smo
nacin definirali F"(M) € Ob(D) za svaki M € Ob(C) i svaki n € Z,. Za definiciju morfizama
F™(¢) € Homp(F™"(M), F*"(M")) za bilo koje M, M' € Ob(C), bilo koji ¢ € Home(M, M’) i bilo
koji n € Z, postupamo analogno kao malo prije, ali sada uz primjenu tvrdnje (b) propozicije
4.1.1. Dolazimo do niza funktora F™ : C — D koji se takoder zovu izvedeni funktori funktora F.
Ponovo je funktor F° prirodno izomorfan funktoru F.

Vrijede sljedece dvije propozicije:

Propozicija 4.2.1. (a) Neka je C kategorija s dosta projektivnih, F : C — D desno egzaktan
funktor i G : D — & egzaktan funktor. Tada je funktor Go F : C — & desno egzaktan i za
svakin € Z funktori (G o F), i G o F,, su prirodno izomorfni.
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(b) Neka je C kategorija s dosta injektivnih, F' : C — D lijevo egzaktan funktor i G : D — &
egzaktan funktor. Tada je funktor F lijevo egzaktan i za svakin € Z, funktori (G o F)" i
G o F" su prirodno izomorfni.

Propozicija 4.2.2. (a) Neka suC i C kategorije s dosta projektivnih, F : C — D desno egzaktan
funktor i G : C — C egzaktan funktor koji cuva projektivne, tj. takav da je za svaki projektivni
modul P u C modul GP projektivan u C. Tada je funktor F o G desno egzaktan i za svaki
n € Z, su funktori (F o G), i F, o G prirodno izomorfni.

(b) Neka suC i C kategorije s dosta injektivnih, F : C — D lijevo egzaktan funktor i G : C — C
egzaktan funktor koji cuva injektivne, tj. takav da je za svaki injektivni modul I u C modul
GI injektivan v C. Tada je funktor F' o G lijevo egzaktan i za svaki n € Z. su funktor:
(FoG)" i F™o G prirodno izomorfni.

U primjenama izvedenih funktora vazan je tzv. dugi egzaktan homoloski (odnosno, koho-
moloski) niz koji se konstruira za svaki kratki egzaktan niz kompleksa. U tu je svrhu klju¢na
konstrukcija tzv. veznog morfizma. Promatrajmo u kategoriji C komutativan dijagram oblika

A B L0 0
L ¢a L ¢s L e (4.17)

0 — A& Lop Lo

u kome su reci egzaktni. Neka je x € Ker . Kako je ¢ epimorfizam, postoji b € B takav da je
x = p(b). Tada imamo

0= pc(r) = pclp(b)) = (pcop) (b) = (¢’ o vp) (b) = ¢ (¢5(D)) -

Dakle, pp(b) € Ker¢' = Im/, pa postoji a’ € A’ takav da je pp(b) = ¢'(a’). Sada definiramo
p: Kerpo — Coker oy = A’'/(Im p,) tako da stavimo

p(z) =d +TImypy. (4.18)
Tada vrijedi tzv. Snake lemma:
Lema 4.2.3. (a) p je dobro definiran morfizam.
(5) Kerp =  (Ker ).

(¢) Imp =4/ (Impp)/(Impa,).
Imamo egzaktan niz

Ker v 4 0, Ker op =% Ker go —2 Coker 4 2, Coker ©B 0, Coker ©vc. (4.19)

Pri tome su g 1 1y restrikcije morfizama ¢ i1, a @) i Y su kvocijentni morfizmi dobiveni iz ¢’
i Ako je v» monomorfizam, tj. ako je u dijagramu (4.17) gornji redak s dopunom 0 — s lijeva
kratki egzaktni niz, onda je i 19 monomorfizam, a ako je © epimorfizam, tj. ako je u dijagramu
(4.17) donji redak s dopunom — 0 zdesna kratki egzakini niz, onda je i @}, epimorfizam.

Za konstruiran morfizam p € Home (Ker p¢, Coker v 4) kazemo da je vezni morfizam pridruzen
dijagramu (4.17).
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Dokaz: (a) Neka su b,b; € B takvi da je x = p(b) = ¢(b1) i neka su a’,a] € A’ takvi da je
ep(b) = ¢Y'(d') 1 ¢p(b) = ¢¥'(a}). Sada je b — by € Kerp = Im, pa postoji a € A takav da je
Y(a) = b — b;. Imamo redom

V(a" = ay) = op(b—b1) = ep(¥(a)) = ¢'(pa(a)).
Kako je ¢/ po pretpostavci monomorfizam, slijedi @' — a} = pa(a) € Impy. Stoga u modulu
Coker pq = A’ /(Imp,) vrijedi
a' +TImpy = a) +Im gy,
a to znaci da je preslikavanje p : Ker oo — Coker ¢4 formulom (4.18) dobro definirano.
Formalno mozemo napisati

pogp|g0’1(Kergoc) = Wow’_l ong|g0*1(Kergoc), (4.20)

pri ¢emu je m € Home(A', Coker p,) kvocijentni epimorfizam. Nadalje, ¢’ je monomorfizam,
dakle, mozemo ga promatrati kao izomorfizam sa A’ na Imv’ = Ker ¢/, i u formuli (4.20) ¢/~
oznacava inverzni izomorfizam iz Home (Ker ¢', A’) . Odatle slijedi da je preslikavanje p morfizam
u kategoriji C, tj. p € Home (Ker ¢, Coker p4) .

(b) Pretpostavimo da je x € Ker p. To znaci da je x € Ker o¢ i za b € B, takav da je x = ¢(b),
vrijedi ¢p(b) = ¢'(a’) za neki a’ € Im p4. Neka je a € A takav da je ' = pa(a). Tada imamo

wp(b) =1'(d) =9 (pala)) = p(¥(a)),
odnosno, vrijedi b — ¥(a) € Ker pp. Bududi da je ¢ o 1) = 0, dobivamo

7= p(b) = (b — (a)) € o (Ker ).

Time je dokazana inkluzija Ker p C ¢ (Ker ¢p) .
Neka je sada b € Ker pp. Tada je

eolp(d) = ¢ (pB(b)) =0,

odnosno, vrijedi z = p(b) € Ker p¢. Sadaje p(z) = a’+Im g, zad’ € A’ takav dajey'(a’) = ¢p(b).
Medutim, uzeli smo b € Ker pg, pa je ¥'(a’) = 0. Kako je po pretpostavci ¢/ monomorfizam, slijedi
a’ = 0. Dakle, p(x) = 0, odnosno, dokazali smo i obrnutu inkluziju ¢ (Ker ¢p) C Ker p.

Tvrdnja (c) slijedi neposredno iz jednakosti (4.20).

Tvrdnja (b) znaci da je Kerp = Im g, odnosno, niz (4.19) je egzaktan na mjestu Ker pc.
Tvrdnja (c¢) znaci da je Im p = Ker¢|. Naime, Coker p4 = A'/(Im ¢,), Coker o5 = B'/(Im ¢p) i
morfizam 1 je definiran sa

o (@' +Impa) = ¢'(a) + Im op,
pa vidimo da je Ker ) podmodul svih klasa a’ + Im ¢4 takvih da je ¢'(a') € Im ¢ p, odnosno,

Ker gy = ¢/~ (Impp),

a to je prema (c¢) upravo Im p.

Dokazimo sada egzaktnost niza (4.19) na mjestu Ker pp. Prije svega, ¢ 1 1o su restrikcije
morfizama ¢ i ¢, pa iz ¢ o ¢p = 0 slijedi ¢y 0 g = 0, dakle, vrijedi Imvy C Kerp,. Neka je
b € Ker ¢g. To znaci da je b € Kerpp i ¢o(b) = 0. No ¢ je restrikcija morfizma ¢, pa slijedi da
je b € Kerp =Im. Neka je a € A takav da je b = ¢/(a). Tada imamo

0= p(b) = p(¢(a) = ¥'(vala)),

a kako je ¢ monomorfizam, zakljuc¢ujemo da je pa(a) = 0, odnosno, a € Kerpy. Slijedi
b=1(a) =1o(a) € Impy. Time je dokazana i obrnuta inkluzija Ker ¢q C Im 1)y.
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Dokazimo sada egzaktnost na mjestu Coker o5 = B'/(Im ¢p). Prije svega, ¢ 1 ¢ su kvoci-
jentni morfizmi morfizama ¢’ i ¢/, paiz ¢’ o)’ = 0 slijedi ¢f 0y = 0. To znaci da vrijedi inkluzija
Im v C Ker ¢). Neka je b’ € B’ takav da se klasa b’ + Im ¢p nalazi u Ker ¢. Tada imamo

0=wp (V' +Imep) = '(t)) +Impe = (V') € Imgc.

Neka je ¢ € C takav da je ¢/'(V') = pc(c). Kako je ¢ : B — C' epimorfizam, postoji b € B takav
da je ¢ = ¢(b). Tada imamo

) =eclp) =¥ (pp) = U —¢pb) € Kery' =Imy',
Stoga postoji (jedinstven) @’ € A’ takav da je b’ — pp(b) = ¢'(a’). Sada je
V4+Imepp =08 —@p(b) + Impp =¢'(a) + Impp = Y (¢’ + Imp,) € Tm .

Time je dokazana i obrnuta inkluzija Ker ¢} C Im 1.

Ako je v monomorfizam, onda je jasno da je i njegova restrikcija 1y monomorfizam. Napokon,
pretpostavimo da je ¢’ epimorfizam. Neka je ¢ € C’. Tada postoji v/ € B’ takav da je ¢ = ¢'(V'),
dakle, u kvocijentnom modulu Coker oo = C’/(Im ) imamo po definiciji morfizma ¢ :

d +Impc = ¢'(t) + Impc = ¢y (V' + Impp) .
Time je dokazano da je ¢ epimorfizam.

Neka je sada zadan beskonacan komutativan dijagram

Ynt1 Pnt1
0 — An-‘rl = Bn+1 == Cn—l—l — 0

Lan | B L om

Pn

l Op—1 l anl \L Tn—1

0 — Anfl - anl m Cnfl — 0

u kojem su stupci A, B i C kompleksi i u kojem su svi reci egzaktni. Drugim rije¢ima imamo
kratki egzaktni niz kompleksa u kategoriji C

0—A-5B-*%0—o. (4.21)

Za svaki n imamo vezni morfizam

Pn - Hn—l—l(c) - Hn(A)
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Nadalje, morfizam 1),, inducira morfizam

U = Hn(¢) - Ho(A) — Hn(B),
a morfizam ¢,, inducira morfizam

o, = H,(p) : H,(B) — H,(C).
Sada primjenom leme 4.2.3. dobivamo:

Propozicija 4.2.4. Neka je (4.21) kratki egzaktni niz kompleksa u kategoriji C. Tada je beskonacan
niz

LA g (B g ) 2 Hy(A) ™Y 1) Y m(0) 2 Hy(A) T
u kategorigi C egzaktan.

Niz u propoziciji 4.2.4. zove se dugi egzaktni homoloski niz. Sasvim analogno se u sluc¢aju
egzaktnog niza kompleksa s rastu¢im indeksima definira dugi egzaktni kohomoloski niz.

Primijenit ¢emo sada propoziciju 4.2.4. na izvedene funktore jednostrano egzaktnog funktora.
U tu ¢e svrhu biti potrebno odabrati projektivne, odnosno, injektivne rezolucije triju modula u
kratkom egzaktnom nizu

0—A-%B2%0C—0 (4.22)

i pripadna lanc¢ana, odnosno, kolancana preslikavanja tako da dobijemo kratki egzaktni niz kom-
pleksa. Tada ¢e se na svakom mjestu pojavljivati tzv. rascjepivi kratki egzaktni nizovi, Stovise,
rezolucije X od A, Y od B i Z od C modi ¢e se odabrati na takav nacin da je srednji ¢lan svakog
pojedinog od tih nizova direktna suma dva susjedna, tj. Y, = X,, + Z,,.

Propozicija 4.2.5. Neka je (4.22) kratki egzaktni niz u kategoriji C. Sljedeca su tri svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a) Morfizam ¢ ima desni invers, tj. postoji g € Home(C, B) takav da je p o = I¢.

(b) Morfizam ) ima lijevi invers, tj. postoji » € Home(B, A) takav da je o) = I4.

(¢) B~ A+C, pri cemu ) odgovara inkluziji A — A+ C, a ¢ odgovara projekeiji A+ C — C.
Dokaz: Ocito iz (c) slijede (a) i (b).

Pretpostavimo da vrijedi (a). Tada je o¢ito @ monomorfizam. Nadalje, za b € B stavimo
by = @(p(b)) i by =b—by. Tada je b= by + by, by € Im P i

@(b1) = @(b) — (o9)(p(b) = @(b) — p(b) =0,  tj. b € Kerg.

To znaci da je B = Kerp + Im®. Ta je suma direktna, jer za b € (Kerp) N (ImP) i ¢ € C takav
da je b = P(c) imamo 0 = ¢(b) = (o P)(c) = Ic(c) = ¢, dakle, b = P(c) = 0. Napokon, kako
su ¢ 1 ® monomorfizmi, imamo A ~ Im = Kerp i C' ~ Imp, dakle, B ~ A+ C i pri tome v
odgovara inkluziji A — A 4 C, a ¢ projekciji A+ C' — C. Time je dokazano da iz (a) slijedi (¢).

Napokon, iz (b) slijedi da je ¢ epimorfizam i sasvim analogno kao u prethodnom odlomku
dokazuje se da je B = Im + Kert, Imey ~ A i Kerty ~ C (izomorfizam je restrikcija epimor-
fizma . Dakle, vrijedi (c).

U slucaju svojstava iz propozicije 4.2.5. kazemo da je kratki egzaktni niz (4.22) rascjepiv.
Iz definicija projektivnosti i injektivnosti neposredno slijedi:
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Propozicija 4.2.6. Ako je u kratkom egzaktnom nizu (4.22) modul A injektivan ili je modul C
projektivan, onda je taj egzaktan niz rascjepiv.

Zeljene projektivne, odnosno, injektivne rezulucije uskladene sa zadanim kratkim egzaktnim
nizom dobivamo pomocu sljedece propozicije:

Propozicija 4.2.7. Neka (4.22) kratki egzaktni niz u kategoriji C.

(a) Neka su X i Z projektivni moduli u kategoriji C i neka su o : X — Ai~y : Z — C
epimorfizmi. Tada postoji epimorfizam  : X + Z — B takav da sljedeéi dijagram (s
egzaktnim recima) komutira:

0 — X s X4z oz —s 0

la LB L (4.23)

Y ¥

0O — A — B W C — 0

(b) Neka su X 1 Z injektivni moduli u kategoriji C i neka su o« : A — X i v : C — Z
monomorfizmi. Tada postoji monomorfizam 3 : B — X + Z takav da sljedeéi dijagram (s
egzaktnim recima) komutira:

0 — X - X4+z = Z —s 0

Ta 15 T (4.24)

Y ¥

0O — A — B S C — 0

U oba dijagrama je v : X — X + Z inkluzija, a 7 : X + Z — Z projekcija duz X.

Dokaz: (a) Iz projektivnosti modula Z slijedi da postoji morfizam ¢ : Z — C takav da je
v = ¢ o 6. Definiramo sada morfizam (3 : X + Z — B ovako:

Blx+ 2) = P(a(x)) + d(2), reX, zelZ

Za b € B je ¢(b) € C, pa zbog surjektivnosti v : Z — C postoji z € Z takav da je y(z) = @(b).
Sada je

p(b—0(2)) = (b) = (¢ o d)(z) = p(b) —(z) =0.
Dakle, vrijedi b — §(z) € Kerp = Im1), pa postoji a € A takav da je b — §(2) = ¢(a). Kako je
a: X — A epimorfizam, postoji z € X takav da je a(x) = a. Sada je

Bla + z) = d(a(x)) +0(2) = ¢(a) +6(2) = .

Time je dokazano da je 8 : X + Z — B epimorfizam.
Za r € X imamo

(Bou)(x) = f(x) = Bz +0) = ¢(a(z) = (Y o a)(z).

To znagci da lijevi kvadrat u dijagramu (4.23) komutira.
Zazr € X 1ize€ Zimamo zbog poy =0

(poB)(x +2) = p(¢(a(z) +¢(3(2)) = (p 0 0)(2) =v(2) = (r(x +2)) = (yom)(z + 2).

Dakle, i desni kvadrat u dijagramu (4.23) komutira.
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(b) Iz injektivnosti modula X slijedi da postoji morfizam § : B — X takav da je a = § o 1.
Definiramo sada morfizam 3: B — X + Z sa

Bb) =6(b) + (b)),  beB.
Ako je B(b) = 0, onda je 6(b) = 01 v(¢(b)) = 0, a kako je v monomorfizam, imamo ¢(b) = 0,
odnosno, b € Ker ¢ = Im . Neka je a € A takav da je ¢)(a) = b. Tada je a(a) = §(¢p(b)) = 4(b) =0,
a kako je a takoder monomorfizam, slijedi @ = 0. No tada je b = ¢(a) = 0. Time je dokazano da

je B: B — X 4+ Z monomorfizam.
Za a € A imamo

(Bov)(a) = B(v(a)) = 6(¥(a)) +7(p(¥(a))) = (0o ¥)(a) = afa) = (Lo a)(a).

To pokazuje da je lijevi kvadrat u dijagramu (4.24) komutira.
Za b € B imamo

(mo B)(b) = m(6(D)) = m(3(b) +¥(p(b)) = 7(p(b)) = (v 0 )(b).
Dakle, i desni kvadrat u dijagramu (4.24) komutira.

Bududi da je direktna suma dva projektivna modula projektivan modul, a direktna suma dva
injektivna modula je injektivni modul, propozicija 4.2.7. ima kao neposrednu posljedicu:

Propozicija 4.2.8. Neka je u kategoriji C zadan kratki egzaktni niz (4.22).

a) Neka su X i Z projektivne rezolucije o i C. Tada postoji projektivna rezolucija Y o
Nek XiZ ekti lucije od A i C. Tad togi ekti lucija Y od B
takva da je Y, = X,, + Z,, Vn > 0 i da je sljedeéi dijagram komutativan

0 0 0

T T T

0 — A — B — (C — 0

T T T

0 — Xo — Yy — Zy; — 0

T T T

0O — X5 — YT, — 2, — 0

pri cemu je X, — Y, inkluzija, a 'Y, — Z, projekcija duz X,.

(b) Neka su X 1 Z injektivne rezolucije od A i C. Tada postoji injektivna rezolucija Y od B
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takva da je Y, = X,, + Z,, Yn > 0 i da je sljedeéi dijagram komutativan

0 0 0

l l !

0 — A — B — C — 0

l l !

0 — Xo — Yy — Zy — 0

O — Xy — Y, — 2, — 0

pri cemu je X, — Y, inkluzija, a 'Y, — Z, projekcija duz X,.
Primjenom propozicije 4.2.4. dobivamo:

Teorem 4.2.9. (a) Nekaje F' : C — D desno egzaktan funktor i pretpostavimo da je C kategorija
s dosta projektivnih. Neka je (4.22) kratki egzaktni niz u C. Tada izvedeni funktori od F' na
A, B, C, Y i ¢ uz vezne morfizme p, daju dugi egzaktni niz:

0 — F(0) 22 F(B) 22 p(4) £~ R (0) 22 Fy(B) Y Fa) L
(b) Neka je F' : C — D lijevo egzaktan funktor i pretpostavimo da je C kategorija s dosta
injektivnih. Neka je (4.22) kratki egzaktni niz u C. Tada izvedeni funktori od F na A, B, C,

U 1@ uz vezne morfizme p" daju dugi egzaktni niz:

0 — F(A) 2 pB) 29 Foy 25 Pra)y 2 pyp) T8 Py £
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4.3 Homoloska algebra Harish—Chandrinih modula

U ovom c¢e odjeljku G oznacavati povezanu realnu reduktivnu grupu i ¢ njenu Cartanovu
involuciju. Skup fiksnih tocaka od ¥ je maksimalna kompaktna podgrupa K od G i ona je takoder
povezana. go i £ su Liejeve algebre od G i K i g i £ njene kompleksifikacije. Sa ¢} oznacavamo i
diferencijal Cartanove involucije kao i njeno C—linearno prosirenje. Tada je

by = {z € go; V(z) =2} i t={reg V() =1z}
Imamo Cartanove dekompozicije od gg i g :

go="%t+ps, po={re€gy Vz)=—z}, g=t+p, p={recg I(r)=—a}

Te su dekompozicije ortogonalne u odnosu na kanonsku simetriénu invarijantnu bilinearnu formu
B.

Neka je ty Cartanova podalgebra od &y; ty je takva ako i samo ako je maksimalna komutativna
podalgebra od €;. Kao i prije stavimo

G0 = Zp(to) ={z € po; [1,h] =0Vh €tg} i bho= Zg(to) = to + ap.

Tada je hy Y—invarijantna Cartanova podalgebra od gg koja je fundamentalna, odnosno, maksi-
malno kompaktna. Sa t, a i oznacavamo kompleksifikacije od ty, ag i hy. Nadalje, neka su pripadni
sistemi korijena oznaceni sa R = R(g,h) i R* = R(E, t). Prema lemi 2.3.12. vrijedi at # 0 Va € R.

Neka je h € ity. Tada je operator ad h poluprost, dakle, dijagonalizabilan na g, i sve su njegove
svojstvene vrijednosti su realne. Oznacimo sa q sumu svojstvenih potprostora operatora ad h za
nenegativne svojstvene vrijednosti. To je ¥—invarijantna parabolicka podalgebra od g. Njen je
nilradikal u suma svojstvenih potprostora za strogo pozitivne svojstvene vrijednosti, a Levijeva
podalgebra [ je svojstveni potprostor za svajstvenu vrijednost 0. Tada je

a=1Fu i (=Z(h)={reg [x.h]=0}2b.

Primijetimo da je h u centru od [, dakle, ako je h # 0, onda [ ima netrivijalan centar. Nadalje,
Liejeve algebre [, u i u su kompleksifikacija Liejevih podalgebri od g :

[Oz[ﬂgongO(h):{xEQO; [ZL‘,h]:O}, uozuﬂgo, ﬁozﬁﬂgo.

Liejeva podalgebra [ je ujedno Levijeva podalgebra za suprotnu, takoder ¥—invarijantnu, parabolicku
podalgebru q koja je definirana kao suma svojstvenih potprostora operatora ad h za nepozitivne
svojstvene vrijednosti, a pripadni je nilradikal u suma svojstvenih potprostora za strogo negativne
svojstvene vrijednosti.

Ako je h regularan element, tj. ako je a(h) # 0 Va € R, tada je [ = b i q je Y—invarijantna
Borelova podalgebra od g. Ako je h =0, onda je [=q=giu={0}.

Pripadne ¥—invarijantne parabolicke podgrupe su normalizatori u G parabolickih podalgebri
qiqg:

Q=Ng(a) ={9€G; (Adg)a=q}, Q=Ns(@) ={g€G; (Adg)q=7}.
Njihova je Levijeva podgrupa
L=2Zg(h)={g € G; (Adg)h = h},

a nilradikali su im

U =exp ug i U = exp Uy

i pri tome je restrikcija exp |ug bianaliticka bijekcija sa ug na U, a restrikcija exp [ug je bianaliticka
bijekcija sa 1y na U.
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U daljnjem ¢emo raditi s tzv. parovima (s,C'), gdje je s kompleksna kona¢nodimenzionalna
Liejeva algebra, C' je kompaktna Liejeva grupa koja djeluje automorfizmima na s, tj. zadan je
homomorfizam Liejevih grupa C' — Aut(s), i to tako da je kompleksifikacija ¢ Liejeve algebre ¢ od
C Liejeva podalgebra od s i da je djelovanje grupe C' na Liejevoj algebri s prosirenje adjungiranog
djelovanja Ad. od C' na ¢. Zbog toga se obi¢no djelovanje grupe C' na Liejevoj algebri s oznacava
sa Ads. Naravno, tada je diferencijal djelovanja grupe C' upravo restrikcija ads|cp. Glavni ¢e nam
primjeri biti (g, K), [, LN K), (q, LN K) i (g, LN K). Posebno isticemo da ne pretpostavljamo da
je u paru (s, C') Liejeva algebra s reduktivna.

Ako je (s, C) par, (s, C')—modul je kompleksan vektorski prostor V koji je s—modul i C'—modul,
a djelovanje C' je lokalno konaéno, tj. V je unija konacnodimenzionalnih C'—podmodula na
kojima C' djeluje neprekidno, dakle, analiticki, i diferencijal tog djelovanja je upravo restrikcija
djelovanja s. Nadalje, pretpostavlja se da je djelovanje s ® V' — V' (C'—ekvivarijantno; dakle, ako
pripadne reprezentacije od s i C' obje ozna¢imo sa 7, onda se zahtijeva da bude

7 ((Ad, ¢)z) = n(c)m(x)m(c) ™" Vee C 1 Vze€s.

To je automatski ispunjeno ako je grupa C povezana. Morfizam dvaju (s, C')—modula je line-
aran operator koji preplice oba djelovanja — i ono od s i ono od C. Tako definiranu kategoriju
(s, C')—modula oznacavat ¢emo sa M (s, C'). Ponovo, ako je grupa C' povezana, preplitanje djelo-
vanja grupe C' je posljedica preplitanja djelovanja Liejeve algebre s, dakle, tada je kategorija
M(s, C) puna potkategorija kategorije svih unitalnih lijevih U(s)—modula.

Neka su sada (s,C) i (v, C) parovi i pretpostavimo da je zadan C'—ekvivarijantan homomor-
fizam 7 : v — s Cija je restrikcija na ¢ identiteta. Tada imamo ocigledan zaboravni funktor
For? : M(s,C) — M(r,C). Prvi sljedeci cilj nam je konstruirati njemu lijevo i desno adjungirane
funktore. Neka je V' (v,C')—modul. Tada je posebno V' lijevi unitalni U(t)—modul. Nadalje,
homomorfizam 7 : © — s definira na U(s) strukturu i lijevog i desnog U(t)—modula, pa mozemo
formirati U(s)—module kao u odjeljku 4.1 :

U(E) QU (v) \%4 i HomU(t)(U(ﬁ), V).

Tada U(s) djeluje na U(s) @y V lijevim mnozenjem, a na Homy)(U(s), V') desnim mnozenjem
argumenta:
w - (U Qu) v) = wu Qu) v, w,ueU(s), velV,

(w-a)(u) = a(uw), a € Homyw(U(s), V), w,uecU(s).

Definirat ¢emo sada na tim prostorima djelovanje grupe C. Neka je m oznaka za reprezentacije v i
C na (v,C')—modulu V. Za ¢ € C definiramo preslikavanje o(c) : U(s) x V — U(s) ®uq) V sa

o(c)(u,v) = (Ad c)u @y m(c)v, ueU(s), velV.

To je preslikavanje ocito bilinearno, pa po univerzalnom svojstvu postoji jedinstven linearan ope-
rator o(c) : U(s) ®c V — U(s) Qu) V takav da vrijedi

7(c)(u®cv) = (Ads )u Quy m(c)v  YuelU(s) 1 YwvelV.
U(s) ®u V je kvocijentni prostor prostora U(s) ®c V' po potprostoru
W = spanc {ut(z) @c v —u®c 7(2)v; v € U(s), z € U(r), ve V}.

Zaue€U(s), ze€ U(r),veVice C zbog C—ekvivarijantnosti homomorfizma 7 : v — s i zbog
¢injenice da je na V zadana struktura (v, C')—modula imamo redom:

g(c) (ur(2) ®c v —u®c w(2)v) = (Ads ¢) (ut(2)) ®c T(c)v — (Ads ¢) u @ w(c)m(z)v =
= ((Ads c)u) 7 ((Ad, ¢)z) ®@c 7(c)v — (Ads ¢)u @¢ 7 ((Ad, ¢)z) w(c)v € W.
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To pokazuje da je potprostor W invarijantan s obzirom na sve operatore (c), ¢ € C. Stoga mozemo
prijeci na kvocijent, pa za svaki ¢ € C' dobivamo linearan operator na prostoru U(s) @y V. Taj
¢emo operator oznaciti sa c-; to je jedinstven linearan operator na U(s) ®y() V takav da vrijedi

¢ (uQuu v) = (Ads €)u Qu) (c)v VueU(s) 1 Yvel.

Lako se vidi da je na taj nacin na U(s) ®u() V definirana struktura C'—modula. Stovise, tada
je U(s) @y V (s,C)—modul. Doista, djelovanje C' je lokalno kona¢no ne samo na V' nego i na
U(s), pa je lokalno konaéno na tenzorskom produktu U(s) ®¢ V, dakle, i na njegovom kvocijentu
U(s) ®u) V. Osim toga, zadovoljen je i drugi uvjet iz definicije (s, C')—modula: dva djelovanja
¢o na modulu U(s) ®y) V, dobivena diferenciranjem djelovanja C' i restrikcijom djelovanja s, se
podudaraju. Doista, ako je © € ¢y, u € U(s) i v € V onda je djelovanje elementa x na vektor
u ®y(r) v dobiveno iz djelovanja grupe C' dano sa

d
= — (Ads exp tz) u Qu ) T(exp tx)v =
(x)

d
—(exp tx) (u Ru(r) ’U) T
=0

t=0
= (adsx) U Qu) v + U Qu) T(2)v = U Qur) v — ur Quy ¥ + u Quy m(7)v.
Medutim, kako je 7(x) = x, u prostoru U(s) ®y() V' imamo
—ux Qu) v+ u Q) m(r)v = —ur(x) QU v+ u Qp) m(r)v = 0,

pa dobivamo da je
- (uBue v) = 2u By v,

i time je tvrdnja o jednakosti dvaju djelovanja dokazana. Napokon, i tre¢i zahtjev o C'—ekviva-
rijantnosti djelovanja s na modulu U(s) ®y«) V je takoder zadovoljen: doista, za ¢ € C, x € s,
u e U(s) iv eV imamo redom

c(z- (¢ (uBuwv))) =c (z- ((Adc™) uQu m(c o)) = ¢ (z (Ad ') u @y (¢ o) =
= (Adc) (z (Ad ™) u) @u v = [(Ad o)z]u @y v = [(Ad ¢)z] - (u @ V).

Razmotrimo sada drugi U(s)—modul Homy ) (U(s), V). Na tom prostoru definiramo djelovanje
C tako da za c € C stavimo

(c-a)(u) =r(c)a ((Adc) 'u), a € Homyw(U(s),V), wueU(s).

Tako dobiveno preslikavanje ¢ -« : U(s) — V je ponovo homomorfizam lijevih U(t)—modula.
Doista, za w € U(t) i u € U(s) imamo

(Adc)H(w-u) = (Adc)  (t(w)u) = ((Adc)_lT(w)) ((Adc)_lu) =

=7 ((Adc)"'w) ((Adc)'u) = ((Adc)'w) - ((Adc) ') .

Nadalje, V je po pretpostavei (v, C')—modul pa vrijedi
7 ((Ad o) 'w) = m(cm(w)(c).
Stoga dobivamo
(c-a)(w-u) = n(c)a (Ad ) (w - w)) = n(c)a ((Ad ) (w)) - ((Ade) ') =
= (e ((Ade)'w) a ((Ade) ™) = m(w)n(c)a ((Ade)™u) = m(w)(e - a)(u).
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Provjerimo sada da tako definirana djelovanja s i C' na Homy ) (U(s), V') zadovoljavaju treci
uvjet iz definicije (s, C)—modula, tj. C—ekvivarijantnost djelovanja s na Homy«)(U(s),V).
Doista, ako su c € C, x € 5, « € Homy«)(U(s), V) i w € U(s), onda imamo

(c-(x-(c" ) (@ =mnlc)(z- (") (Adc) ) =7(c) (" a) [((Adc)'u) 2] =
= rm(e)m(c Ha (u(Adc)z) = a (u(Adc)r) = ([(Adc)x] - @) (u),

dakle,
c-x-ct-a=[(Adc)z] - a,

a to je i trebalo dokazati.

U ovom slu¢aju dobiveni C'—modul ne mora biti (i obi¢no nije) lokalno konacan. Stoga ¢emo
umjesto Homy ) (U(s), V) promatrati njegov C—podmodul Homy ) (U(s),V)e svih C'—konaénih
vektora, tj. svih o € Homy ) (U(s), V') takvih da je C'—podmodul span(C - &) konacnodimenzio-
nalan i da je pripadna subreprezentacija od C neprekidna (dakle, analiticka).

Treba provjeriti da je C'—podmodul Homy ) (U(s),V)c ujedno i U(s)—podmodul. Neka je
a € Homyw)(U(s),V)c ineka je {oq,...,o,} baza prostora span(C - «). Tada za neke (sasvim
odredene) analiticke kompleksne funkcije fi, ..., f, na grupi C vrijedi

c~a:ij(c)04j, ceC.
j=1

Nadalje, neka je {z1,...,x,} baza od s i za ¢ € C oznac¢imo sa oy(c) matricne elemente
operatora Adc u toj bazi. Sada za ¢ € C' zbog dokazane C'—ekvivarijantnosti djelovanja s na
Homy ) (U(s), V) imamo

c-aop-a=[(Adc)xy) - c-a= ZZagk(c)fj(c)xg -y

=1 j=1

To pokazuje da je za svaki k € {1,...,m} potprostor span(C - xy - &), a time i potprostor
span(C -z - o) za svaki © € s, sadrzan u span{z, - a;; 1 < ¢ < n, 1 < j < m}, dakle, kona-
¢nodimenzionalan, i na njemu je djelovanje C' analiticko. Dakle, = - o € Homyw)(U(s),V )¢ za
svaki x € s isvaki « € Homy)(U(s),V)c. Time je dokazano da je Homy ) (U(s), V) podmodul
U(s)—modula Homyw (U(s), V).

Da bismo dokazali da je Homy«)(U(s),V)c (s,C)—modul, treba jos pokazati da se podu-
daraju dva djelovanja ¢y na Homy)(U(s),V)c, ono dobiveno restrikcijom djelovanja s i ono
dobiveno defirenciranjem djelovanja C. Za x € ¢, a« € Homy)(U(s),V)c i u € U(s) imamo
m(x)a(u) = a(zu), buduéi da je x € ¢y C v i zato §to je a preplitanje reprezentacija od t, dakle i
reprezentacija od c¢p, na U(s) i na V. Prema tome, imamo

%((exp tr) - a)(u) . = %W(exp tr)a ((Ad (exp —tz))u) . =

=7(z)a(u) — a((adx)u) = m(z)a(u) — a(zu) + a(ux) = a(ux) = (z - a)(u),

a to je i trebalo dokazati.

Za obje opisane konstrukcije (s, C')—modula iz zadanog (tr, C')—modula treba definirati trans-
formacije morfizama. Pretpostavimo da su V' i W (¢v,C)—moduli i da je f € Hom ey (V,W).
Odgovarajuc¢i s—morfizmi izmedu modula U(s) @y V i U(s) ®u() W, odnosno, izmedu modula
Homyy(U(s),V) i Homyw (U(s), W) dani su sa

Iy) Quw) [:U(8) @uey v — U(s) Quey W
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fo = fo:Homyw(U(s),V) — Homyw (U(s), W).

Neposredno se provjerava da su to i C—morfizmi. Posebno, f, preslikava C'—konacne vektore
u C—konacne vektore. To znaci da restrikcijom dobivamo morfizam sa Homy ) (U(s),V)c u
Homy ) (U(s), W)c u kategoriji (s, C')—modula.

Na taj nacin definirali smo funktore U(s)y () (e) i Homy)(U(s), ®)¢ iz kategorije M(t,C) u
kategoriju M(s, C).

Teorem 4.3.1. Neka su (s,C) i (v, C) parovi i neka je T : v — s C'—ekvivarijantni homomorfizam
Liejevih algebri ¢ija je restrikcija na ¢ identiteta. Tada je funktor U(s)®u ) () lijevo adjungiran, a
Junktor Homy ) (U(s), ®)c je desno adjungiran zaboravnom funktoru Fori : M(s,C) — M(x,C).

Skica dokaza: Ve¢ znamo da je U(s)y(s)(®) promatran kao funktor iz kategorije M(t) svih
t—modula u kategoriju M(s) svih s—modula lijevo adjungiran zaboravnom funktoru sa M(s) u
M(r). Za t—modul X i s—modul Y medusobno inverzni izomorfizmi vektorskih prostora

axy : HomU(s)(U(s) QU (v) X, Y) — HomU(t) (X, FOT‘?Y)

Bxy : Homyw (X, ForiY) — Homys)(U(s) Quw) X,Y)

su prema tvrdnji (b) teorema 1.4.20. i njenom dokazu definirani na sljedeéi naéin:

1. Ako je g € Homys)(U(s) Quy X,Y), onda je § = axy(g) € Homyw (X, ForfY) definiran
sa
9(@) = g (lue) G ) -

2. Ako je f € Homy (X, ForiY), onda je f=08xy(f) € Homys)(U(s) @y X, Y) jedinstven
element takav da je A
f(lUs) ®Ut)x):f(x) Vo e X

i tada vrijedi

f(“®U(t)x):Uf($) VueU(s) 1 VreX.

Pretpostavimo sada da je X ne samo t—modul, nego (t,C')—modul i da je Y ne samo s—modul,
nego (s, C')—modul. Nadalje, neka su

g€ Hom(s,g)(U(s) QU (r) X, Y) = HomU(s)(U(s) QU (v) X, Y) N Homc(U(s) QU (v) X, Y)

[ € Homc)(X, ForlY) = Homy) (X, For{Y) N Home(X,Y).

Tada se direktno provjerava da su g i f C—morfizmi. Dakle, restrikcijom dobivamo medusobno
inverzne izomorfizme izmedu prostora Hom oy (U(s) ®ur) X,Y) i Hom,c)(X, ForiY'). Prirod-
nost tih familija izomorfizama dobiva se neposredno iz prirodnosti na razini U(s)—modula i
(U(t)—modula. Odatle slijedi da je funktor U(s) ®@u) (e) iz kategorije M(r,C') u kategoriju
M(s, C) lijevo adjungiran zaboravnom funktoru Forf : M(s,C) — M(x,C).

Sasvim analogno, koristenjem tvrdnje (b) teorema 1.4.21. dokazuje se desna adjungiranost
funktora Homy ) (U(s), ®)c zaboravnom funktoru Forg : M(s,C) — M(x,C).

Pretpostavimo sada da je homomorfizam 7 : t — s injektivan, odnosno, da se zapravo radi o
Liejevoj podalgebri t od s koja sadrzi ¢ i koja je Ad C'—invarijantna. Tada prema PBW—teoremu
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imamo U(s) = U(r) ®c A = A ®c U(r), gdje je A razapet monomima u elementima baze
C—invarijantnog komplementa od v u s. Tada imamo sljedece identifikacije vektorskih prostora:

Us) Quw V=A®cV i  Homyw(U(s),V)c = Homc(A,V)c.

Prema tome, U(s)®u ) (o) je egzaktan funktor. Drugi funktor Homy ) (U(s), ®)¢ je takoder egzak-
tan. Naime, struktura C'—modula Homgc(A, V)¢ ovisi samo o strukturi C—modula V| a egzaktnost
niza (s, C')—modula je ekvivalentna egzaktnosti istog niza ali promatranog kao niz C—modula. No
radi se o lokalno konaénim C'—modulima, dakle, potpuno reducibilnim C'—modulima koji su di-
rektne sume konacnodimenzionalnih, pa tvrdnja slijedi iz ¢injenice da su svi funktori na kategoriji
takvih C'—modula egzaktni. Odatle i iz propozicije 4.1.12. dobivamo:

Korolar 4.3.2. Ako je homomorfizam T : v — s injektivan, i lijevo i desno adjungiran funktor
zaboravnom funktoru Fory : M(s,C) — M(t,C) su egzaktni. Posebno, zaboravni funktor Salje
projektivne module u kategoriji M(s,C) u projektivne module u kategoriji M(x,C), a takoder
injektivne module u kategoriji M(s, C') u injektivne module u kategoriji M(x, C).

Nama vazan primjer takve situacije je kad je v = [ Levijeva podalgebra parabolicke podalgebre
s=qg=I[4+uodgikadje C = LN K. Tada je nilradikal u Ad C'—invarijantan, pa za A mozemo
uzeti U(u).

Druga je situacija koja ¢e nam biti vazna jest kad je v = s/i, gdje je i ideal u Liejevoj algebri s i
7 je kanonski epimorfizam. U tom su slucaju U(s) @u ) (@) i Homy ) (U(s), ®)c funktori uzimanja
koinvarijanata, odnosno, invarijanata u odnosu na ideal i. Ti funktori prevode (t/i,C’)—module
u (v, C')—module, ali oni nisu egzaktni. Medutim, kao adjungirani funktori oni jesu jednostrano
egzaktni, pa ¢emo moci konstruirati i proucavati njihove izvedene funktore, a to ¢e biti tzv. funk-
tori i—homologije, odnosno, i—kohomologije. Tipican je slucaj kad je v = q = [ + u parabolicka
podalgebra, s = [, a 7 : ¢ — [ je projektor duz nilradikala u. Naravno, [ se identificira sa q/u,
dakle, u—invarijante, u—koinvarijante, u—homologije i u—kohomologije ¢e biti (I, C')—moduli.

Uocimo sada da je za kompaktnu Liejevu grupu C' i kompleksifikaciju njene Liejeve alge-
bre ¢ kategorija M(c,C) upravo kategorija svih lokalno kona¢nih C'—modula. Svi su ti moduli
poluprosti, dakle, svi su oni u kategoriji M(c,C) i injektivni i projektivni. Ako je (s,C') par,
funktor U(s) ®u() (®) je prema teoremu 4.3.1. lijevo adjungiran zaboravnom funktoru For] iz
kategorije M(s, C') u kategoriju M(c, C). Kako su svi moduli u M(c, C) poluprosti, funktor For?
je egzaktan. Sada iz tvrdnje (a) propozicije 4.1.12. slijedi da funktor U(s) ®y ) (®) prevodi projek-
tivne (dakle, sve) module u kategoriji M(c, C') u projektivne module u kategoriji M(s, C'). Prema
tome, za svaki V' € Ob(M(c,C)) modul U(s) ®u() V je projektivan u kategoriji M(s,C). Ako
je sada V (s,C)—modul (dakle, i (¢, C')—modul), lako se vidi da je jedinstven linearan operator
f:U(s) ®ue) V — V sa svojstvom

fu®pegv)=u-v YuelU(s) i YweV

zapravo (s,C))—morfizam. Taj je operator surjektivan, jer za v € V je f(lye ® v) = v. Za-
klju¢ujemo da za svaki modul V' u kategoriji M(s,C') postoji projektivan modul P u M(s,C) i
epimorfizam f: P — V.

Analogno, funktor Homy)(U(s),®)c je prema teoremu 4.3.1. desno adjungiran zaboravnom
funktoru Forf : M(s,C) — M(c,C), dakle, prema tvrdnji (b) propozicije 4.1.12. taj funktor
prevodi injektivne (dakle, sve) module u kategoriji M(c,C) u injektivne module u kategoriji
M(s,C). Prema tome, za svaki V' € Ob(M(c,C)) modul Homy)(U(s),V) je injektivan u kat-
egoriji M(s,C). Ako je ponovo V (s,C)—modul (dakle, i (¢,C)—modul), definiramo linearan
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operator f : V — Homy)(U(s),V)c sa
[f(0)](u) =u- v, veV, wuelU(s).
Lako se vidi da je f morfizam (s, C')—modula i on je injektivan:

f(v1) = f(v2) = vr = [f(v)] (Loe) = [f(v2)] (L) = va.

Prema tome, za svaki modul V u kategoriji M(s,C) postoji injektivan modul I u M(s,C) i
monomorfizam f:V — [.
Dakle, dokazali smo:

Teorem 4.3.3. Za svaki par (s, C) kategorija M(s,C) ima dosta projektivnih i dosta injektivnih
modula.

Konstruirat ¢emo sada neke vrlo eksplicitne projektivne i injektivne rezolucije. One se baziraju
na raznim Koszulovim kompleksima, koji su rezolucije trivijalnog jednodimenzionalnog modula
C u raznim kategorijama. Ti su Koszulovi kompleksi kona¢ne duljine: pocevsi od nekog mjesta
pojavljuju se samo nul—moduli. Rezolucije proizvoljnog modula V' tada se dobivaju primjenom
funktora V®(e) ili Hom(V, e) ili Hom(e, V') na takve komplekse. Jednostavna ali vazna posljedica
takvih konstrukcija je ¢injenica da ¢emo u nasim kategorijama uvijek moéi konstruirati rezolucije
koje nisu duze od duljine Koszulovog kompleksa. Npr. za kategoriju (s, C')—modula ta ¢e duljina
biti dim s/¢ = dim s — dim ¢. Dakle, nase ¢e kategorije imati konacnu homolosku dimenziju.

Podsjetimo se najprije Koszulovog kompleksa u najjednostavnijem komutativnom slucaju.
Neka je V' kompleksan kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. U odjeljku 3.3. konstruirali smo
kompleks

0 C <= SN (V) <= SW)A (V) <& - < SN (V) <& S(V@A (V) «— 0

Pri tome je za 1 < k < n = dim V preslikavanje d : S(V) @ A*(V) — S(V) @ A" (V) Koszulov
diferencijal dan sa
k
d(s@uvy A -+ Awvg) :Z(—l)]_lsvjébvl/\---?;\j e Avg, seSWV), wv,...,u €V,

j=1

e: S(V)@ A(V) = S(V) — C = S%V) projektor duz S*(V) = > ko0 S"(V), odnosno, ako
S(V) identificiramo s P(V*), e je evaluacija P — P(0). Prema teoremu 3.3.2. taj je kompleks
egzaktan. Prema tome, to je slobodna (dakle, i projektivna i injektivna) rezolucija od C.

Razmotrimo sada umjesto V' proizvoljnu kompleksnu kona¢nodimenzionalnu Liejevu algebru s
i kategoriju M(s) svih s—modula. Iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta slijedi da za svaki
k€N, k <n=dim s, postoji jedinstven linearan operator d : U(s) @ \"(s) — U(s) @ A* (V)
takav da vrijedi
k

d(u®x1/\---/\xk):Z(—l)j_luxj®x1/\---x/\j---/\xk+
j=1

+ Z DMy ® [z, z] Az A - AZ---aé\j---/\:pk, uelU(s), xi,...,x% € 5.
1<i<j<k
Nadalje, neka je £ : U(s) @ A\°(s) = U(s) — C = Uy(s) projektor duz potprostora sU(s). Naravno,
buduéi da je sU(s) obostrani ideal u U(s), preslikavanje € je epimorfizam lijevih s—modula sa
U(s) (s adjungiranom reprezentacijom) na trivijalni s—modul C.



198 POGLAVLJE 4. KOHOMOLOSKA INDUKCIJA

Teorem 4.3.4. Niz
0 C < UE) @N(s) <= Uls) @ A\'(s) <& - < U(s) @ A" (5) <2 U(s) @ \'(s) «— 0

je rezolucija trivijalnog s—modula C u kategoriji M(s). Pri tome je U(s) promatran kao lijevi
s—modul za adjungiranu reprezentaciju:

xr-u=z,u] =ru— uz, re€s, ueclU(s),

a struktura lijevog s—modula na /\k(s) je dobivena restrikcijom adjungirane reprezentacije ad s)
od s :

k
x-(xl/\-~-/\xk):le/\-~-/\xj,1/\[x,xj]ij+1A~--/\xk, T,%1,...,% € 8.
=1

Skica dokaza: Direktan racun pokazuje da je d : U(s) @ N\*(s) — U(s) ® A" (s) morfizam
s—modula, tj. da za proizvoljne u € U(s) i z,x1,...,x; € s vrijedi

rodlu@a N ANag)=d(x-(u®xz AN+ ANxg)) .

Takoder, direktnim rac¢unom provjerava se da je niz s—modula u iskazu teorema kompleks, tj. da
za k > 21 za proizvoljne u € U(s) i x1, ...,z € s vrijedi

dldu®xzy N+ ANzxy)) =0.

Da bismo dokazali da se ne radi samo o kompleksu nego o egzaktnom nizu, za svaki m € Z defini-
ramo potkompleks F},, promatranog kompleksa sastavljenog od kona¢nodimenzionalnih s —modula.
Za m € Z, to je kompleks

0 C <= Un(s) ® A'(8) <% Un-1(5) @ A'(8) <% - <% Umng1(5) @ A" (5) <L Unnn(5) @ A" (5) < 0.

a za m < 0 potkompleks F}, sastoji se od samih nul—modula. Iz definicije operatora d vidi se da
je Gr™ = F,,,/F,,—1 za m > 0 upravo potkompleks
00— 5" @A) <= 5" @A) < ST () @ AT Hs) < ST @ A(S) O

Koszulovog kompleksa za vektorski prostor s, dakle, taj je kompleks prema teoremu 3.3.2. egzaktan.
Nadalje, za m < 0 potkompleks Gr™ sastoji se od samih nul—modula, a za m = 0 imamo egzaktan
potkompleks

0—C+—C—0¢—------ — 0—0—0.
Sada iz dugog egzaktnog kohomoloskog niza pridruzenog kratkom egzaktnom nizu kompleksa
0—F,.1— F,—Gr'" —0
slijedi da kompleksi F;, i F;,_1 imaju izomorfne kohomologije. Kako je F_; = 0, zaklju¢ujemo

da su sve te kohomologije trivijalne, odnosno, da su svi kompleksi F}, egzaktni. Odatle slijedi
egzaktnost niza iz iskaza teorema.

Promatrajmo sada par (s, C') i kategoriju M (s, C'). Neka je p C'—invarijantni direktni komple-
ment od ¢ u s ineka je 7 : s — p pripadna C'—ekvivarijantna projekcija. Neka je sada n = dim p.
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Teorem 4.3.5. Niz
0 C < U(s) @ N(p) <= U(s) @uo A (p) <& - L UG @ue N P) <& Us) Qo A" (p) — 0

je projektivna rezolucija trivijalnog (s, C')—modula C u kategoriji M(s,C). Pri tome je

d: U(s) v N(p) = U(s) @u A (p)

jedinstven linearan operator takav da vrijedi

k
i— A
d (u ®U(c) xp /N /\xk) = Z(_l)] 1u:cj ®U(C) Ti A Tjoe N Tp+

Jj=1

+ Z (=1 u @p o m([ws, 25]) Azg A+ ; xAj ANz, welU(s), @p,...,7% €9,
1<i<j<k

ae:U(s) Qu /\O(p) — C je projekcija duz sU(s) Quy 1. Ako je ¢ simetricna podalgebra od s,
Stovise, kad god je [p,p] C ¢, (kao npr. u slucaju para (g, K) pridruzenog realnoj reduktivnoj grupi)
onda druga (dvostruka) suma u definiciji operatora d is¢ezava.

Skica dokaza: Znamo da su moduli u gornjem nizu projektivni moduli u kategoriji M (s, C) :
to su upravo moduli iz dokaza teorema 4.3.3. Direktne provjere pokazuju da se radi o kom-
pleksu (s, C')—modula. Dopunimo li bazu od p s bazom od ¢ da dobijemo bazu od s, pomoéu
PBW —teorema mozemo definirati filtraciju U(s) po p—stupnju: PBW—monom iz baze od U(s) lezi
u m—tom filtracionom potprostoru Upy,)(s) ako broj elemenata iz baze od p u njemu (racunajudi s
kratnostima) nije veéi od m. To daje filtraciju (F,,)mnez naseg kompleksa, gdje je F,,, potkompleks

0 — C < Upny(8) @09 A°(P) < Upm—1)(8) Qv A'(p) < -+ -

" p) <L Uneny (8) @) A" (p) < 0

Zbog izomorfizma (s, C')—modula

Uy (8) ®ue) A" (p) 2= Sin(p) @ U(c) @ue) A" () = Sm(p) @ A*(p)

pripadni graduirani kompleks Gr™ = F,,/F,,_1 je
04— C = S"(p)(5) A (p) <= ST @A (p) e ST )@ A" (p) < ST (P) @ A" (p) — 0

s diferencijalom koji se podudara s restrikcijom Koszulovog diferencijala za prostor p. Posebno,
kompleks Gr™ je egzaktan za svaki m, a odatle slijedi egzaktnost kompleksa F}, za svaki m kao u
dokazu teorema 4.3.4., dakle i egzaktnost niza iz iskaza teorema.

Sada ¢emo iskoristiti dvije konstrukcije u kategoriji M(s,C') da dobijemo projektivne i
injektivne rezolucije netrivijalnih (s, C)—modula: za (s,C)—module V i W mozemo konstru-
irati (s, C)—module V@ W =V ®@c W i Homc(V, W)¢ s uobic¢ajenim djelovanjem dobivenim iz
djelovanja s i C' na oba modula V' i W. Kad fiksiramo jednu od dvije varijable dobivamo egzaktne
funktore s kategorije M (s, C') u samu sebe. Na taj nacin dobivamo tri egzaktna funktora, buduéi
da su funktori V ® (e) i (8) ® V prirodno izomorfni.

Lema 4.3.6. Za svaki modul V iz kategorije M(s, C) funktor V & (e) je lijevo adjungiran funktoru
HOmc(‘/, .)C'



200 POGLAVLJE 4. KOHOMOLOSKA INDUKCIJA

Skica dokaza: Za svaka dva modula X i Y u kategoriji M(s, C') treba definirati medusobno
inverzne izomorfizme

axy : HOm(57c)(V X X, Y) — HOm(57c) (X, Hom@(V, Y)C)

ﬁ)@y . Hom(57c) (X, Hom@(V, Y)C) — HOm(57c)(V & X, Y)

Oni su dani formulama:

{[QX,Y(f)] (x)}(v):f(v®x), feHom(s,C)(V@)X’Y)’ reX, veV,

[Bxy(9)] (vez) = [g(z)](v), g € Hom oy (X, Home(V,Y)c), veV, zeX.

Direktno se provjerava da je stvarno ax,y (f) € Hom.cy (X, Home(V,Y)c) za svaki f iz prostora
Homs oy (V@X,Y)idaje Bxy(g) € Home oy (V@X,Y) zasvaki g € Homs o) (X, Home(V,Y)c) .
Nadalje, ti su linearni operatori medusobno inverzni. Doista, za

feHomeo(VRX,Y), ge& Homeey(X,Homec(V,Y)c), z€X 1 veV
Imamo

{[(ax.y o Bxy) (9)] (2)} (v) = {laxy (Bxy(9)] (2)} (v) = [Bxy(9)] (v © 2) = [g(2)](v),

dakle, axy o fBx,y je identiteta na Hom oy (X, Homc(V,Y)¢) ; slicno je

[(Bx.y 0 axy) (Nl (v @) = Bxy [axy ()] (v @ z) = {laxy (/)] (@)} (v) = flv @ ),

dakle, Bxy o axy je identiteta na HOm(57c)(V ® X,Y). Dokaz zavrsava direktnom provjerom da
su familije (axy) i (Bx,y) prirodne u obje varijable.

Posebno, to znaci da funktor V' ® (e) salje projektivne u projektivne i da funktor Home¢(V, ®)¢
salje injektivne u injektivne. Nadalje, ako je modul W u kategoriji M (s, C) projektivan, onda je
funktor

Homg oy (o, Home(W,V)c) >~ Homs o) (W @ (o), V) ~ Homs ) (W, Home(e,V)c)

egzaktan, a to znaci da je modul Homc (W, V)¢ injektivan u kategoriji M (s, C'). ZakljuCujemo da
kontravarijantan funktor Homc(e,V )¢ Salje projektivne u injektivne. Iz tog razmatranja slijedi

Teorem 4.3.7. Za svaki (s,C')—modul V' je
VeaU(sg\(p) —V
projektivna rezolucija od V- u kategoriji M(s,C), a

V — Homc¢ (U(ﬁ) ®U(c) /\.(p)7 V)C

je injektivna rezolucija od V' u kategoriji M(s,C'). Posebno, homoloska i kohomoloska dimenzija
kategorije M(s,C) je < dim p.

Vazan specijalan slucaj dobivamo kad je modul V' konac¢nodimenzionalan. Tada je funktor
Home(V, @) prirodno izomorfan funktoru V* ® (e), pri ¢emu je V* kontragredijentan modul od
V. Kako je V** ~ V| zakljucujemo da je tenzoriranje sa V i lijevo i desno adjungiran funktor
tenzoriranju sa V*. Posebno:
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Korolar 4.3.8. Ako je V' konacnodimenzionalan (s, C')—modul onda funktor V & (e) Salje pro-
jektivne u projektivne i injektivne u injektivne.

Jos jedan vazan funktor je kontravarijantan funktor C'—konac¢ne dualnosti. To je funktor
Homg(e,C)¢ koji (s, C)—modulu V pridruzuje modul V) = Home(V, C)¢, najveéi (s, C')—pod-
modul kontragredijentnog s—modula i C'—modula V*. Taj je funktor egzaktan, a dvostruka prim-
jena na dopustivi (s, C')—modul V daje modul izomorfnan tom modulu. Vazno svojstvo funktora
C'—konacne dualnosti je

Propozicija 4.3.9. Za bilo koje (s, C)—module V i W prostori morfizama Homs ) (V, W(*)) i
Hom, ) (VV, V(*)) su izomorfni. Stovise, izomorfizam je prirodan u obje varijable.

Dokaz: Doista, imamo prirodne izomorfizme
Homs,c) (V,W™) = Homs ) (V, Home(W,C)¢) ~ Hom o) (W ®@ V,C) =~

~ Hom,cy)(V @ W,C) ~ Hom,cy (W, Home(V,C)e) = Homys ¢ (VV, V(*)) .

Svojstvo iz prethodne propozicije zapravo mozemo shvacati kao samoadjungiranost funktora
C'—konacne dualnosti. Preciznije, ako kontravarijantan funktor C'—kona¢ne dualnosti shvatimo
kao kovarijantan funktor iz suprotne kategorije M (s, C')°P u kategoriju M (s, C'), onda ova propozi-
cija tvrdi da je taj funktor desno adjungiran njemu suprotnom funktoru iz M(s, C') u M (s, C)°P.
Isti dokaz pokazuje da analogno svojstvo vrijedi opéenitije za kontravarijantan funktor Homg (e, V)c
za bilo koji (s, C')—modul V :

Homys ¢ (X, Homys,c)(Y, V)C) ~ Homs,c) (X @Y, V) ~ Hom (Y, Homs (X, V)C) )
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4.4 Zuckermanov i Bernsteinov funktor

Ako je (s, C') pariako je T zatvorena podgrupa od C, onda je i (s,T") par. Zuckermanov funktor
je funktor iz kategorije M(s, T') u kategoriji M (s, C') koji je desno adjungiran zaboravnom funktoru
M(s,C) — M(s,T). Bernsteinov je funktor lijevo adjungiran malo modificiranom zaboravnom
funktoru. Konstrukciju tih funktora provest ¢emo samo za slucaj realne reduktivne grupe G i to
zas =g, C=KiT = LN K za Levijev faktor L neke ¥—invarijantne parabolicke podgrupe @)
od G.

U tu svrhu oznacimo sa R(K) prostor svih glatkih funkcija na K koje su i za lijeve i za desne
pomake K —konacne. To je lijevi K —modul za lijeve pomake, tj. za lijevu regularnu reprezentaciju

(AK)S)(h) = f(k~'h),  fER(K), kheK,
a takoder i za desnu regularnu reprezentaciju
(p(R))h) = f(hE),  feR(K), khek.
Za (g, T)—modul V' definiramo vektorski prostor
I'V = (R(K) @ V)&D

svih (¢, T")—invarijanata u tenzorskom produktu R(K) ® V u odnosu na djelovanje A @ my |(¢,T).
Na tom prostoru mozemo odmah definirati djelovanje grupe K : to je restrikcija desne regularne
reprezentacije p. To je dobro definirano, jer reprezentacija p komutira s reprezentacijom A, dakle,
takvo djelovanje na R(K) ® V, tj. p ® Iy, komutira s reprezentacijom \ ® 7y, pa je potprostor
(¢, T')—invarijanata p® Iy —invarijantan. Treba jos definirati strukturu g—modula na prostoru I'V' i
provjeriti da je s tim djelovanjem I'V' (g, K')—modul. Uo¢imo da ne mozemo kao g—djelovanje uzeti
Ir(xy ® my bududi da za to djelovanje potprostor (€,7")—invarijanata ne mora biti invarijantan.
Osim toga, to djelovanje komutira s djelovanjem grupe K, pa nije K —ekvivarijantno.
Uoc¢imo identifikaciju

RIK)®V =R(K,V),

gdje je R(K,V) oznaka za prostor glatkih funkcija sa K u kona¢nodimenzionalan potprostor od
V, koje su K —konacne za lijeve i za desne pomake. Pri toj identifikaciji element f®@wv, f € R(K),
v € V, identificira se s funkcijom k +— f(k)v. Definiramo sada djelovanje Liejeve algebre g na
prostoru R(K, V) :

(x- F)(k) = m (Adk)z)F(k), FeR(K,V), zcg kekK.

To mozemo zapisati i tenzorskom notacijom: ako su z; € gi f; € R(K) takvi da je

(Adk)z = ij(k)% onda je z-(f®uv)= foj ® my (7;)v.
Provjerimo da je na taj nacin definirana na R(K, V') struktura g—modula. Ocito je pridruzivanje
x +— x - linearno. Nadalje, ako su z,y € g, F' € R(K,V), i k € K, onda imamo redom
([z, 9] - F)(k) = mv ((Ad k) [z, y]) F (k) = v ([(Ad k), (Adr)y]) F(k) =
= v ((Adk)x)my ((Ad k)y) F (k) — mv ((Ad k)y)my ((Ad k)x) F(k) =
= mv(Adk)z)(y - F)(k) — mv (Ad k)y)(z - F)(k) = (z -y - F)(k) = (y - 2 - F)(k),
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odnosno, vrijedi [z,y] - F = x-y-F —y-x-F. Sada treba dokazati da je potprostor I'V svih
(¢, T')—invarijanata invarijantan za tako definirano djelovanje g. Oznac¢imo sa A reprezentaciju od
(¢, 7) na R(K,V) dobivenu iz A ® 7y pri identifikaciji R(K) @ V sa R(K, V). Lako se vidi da je
tada

(A F) (k) = Ty () F(t k), FeR(K,)V), teT, keK,

(Ay)E) (k) =mv () F(k) + Aw)F)(k),  FeR(KV), yet kekK

Pri tome je

AP = §F (e k)|

Sadazate T,z €g, FF e R(K,V) ik € K koriste¢i ¢injenicu da je V (g,7)—modul imamo
redom
(At)x - F)(k) = mv(t)(x- F)(t'k) = mv ()7 ((Adt'k)z) F(t7'k) =
= my()my () my ((AdK)x)my (1) F (k) = 7y (Ad k)z) (At F) (k) = (z - A@t)F) (k).
Dakle, definirano djelovanje g komutira s djelovanjem grupe T'. Sli¢no, djelovanje g komutira i s
operatorima A(y), y € €. Doista, zay € ¢, z € g, F € R(K,V) i k € K imamo

(Ay)z - F)(k) = v (y) (- F)(k) + (Ay)(z - F))(k) =

= o (m(Ad W) F (k) + (@ P)((exp —ty)k)

t=0

= () (Ad ) (k) + S (Ad (exp —ty)k)a) F((exp —ty)h)

t=0

= 7y (y)mv((Ad k)z) F (k) + %wv (e "*¥(Ad k)x) F(k) . + %wv((Ad k)z)F((exp —ty)k)

= myv(y)mv (Adk)x)F(k) + 7y ([(Ad k)z, y)) F (k) + v ((Ad k)x) (A(y) F) (k) =

= v ((Adk)x)my (y) F(k) — mv ((Ad k)z)(A(y) F) (k) = mv ((Ad k)z)(A(y) F)(k) = (2 - A(y) F) ().
Prema tome, potprostor I'V (¢, T")—invarijanata u R(K, V) je g—invarijantan.

Dokazimo sada da je uz takva djelovanja g i K prostor I'V (g, K)—modul. Prije svega, djelo-
vanje g je K —ekvivarijantno: za x € g, F € IV = R(K, V)& i k, h € K imamo

(k-z-k'-F)(h) = (z-k " F)(hk) = 7y ((Ad hk)z) (k™ - F)(hk) =
— v (AdR)(Ad k)a) F(h) = ((Ad k) - F)(h),

odnosno, vrijedi k- x - k™' = (Adk)z - . Sada treba dokazati da se za y € € operator p(y), dobiven
diferenciranjem djelovanja grupe K na R(K, V) desnim pomacima podudara s djelovanjem g - od

y kao elementa od g. Tu je podudarnost potrebno ustanoviti na (¢,7")—invarijantama. Ako je F
(¢, T')—invarijanta, onda je (A(y)F)(k) = —my (y) F (k). Zbog toga imamo redom

t=0

WP = GFew )| = GF(e AL =

= —(A(AdR)y) F) (k) = mv ((Ad k)y) F (k) = (y - F)(k).

Dakle, I'V je (g, K)—modul. Da bi to postao funktor, treba ga definirati i na morfizmima. Ako
je ¢ € Homgr)(V, W) definiramo

Ty = Iru) ® ¢ (R(K) @ V) — (R(K) @ W)®D.

Tako definiran funktor zove se Zuckermanov funktor.
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Teorem 4.4.1. Zuckermanov funktor I' : M(g,T) — M(g, K) je desno adjungiran zaboravnom
funktoru For : M(g, K) — M(g,T).

Dokaz: Iskoristit ¢emo teorem 4.1.7., tj.  konstruirat ¢emo prirodne transformacije
® : Idpgry — T'For i W @ Forl' — Idygr) koje zadovoljavaju uvjete iz teorema 4.1.7., tj.
da je za svaki (g, K')—modul V' kompozicija

FOTVFﬂV ForFForVQﬂy ForV

identiteta Ip,.yv = Iy na prostoru V' i da je za svaki (g, 7")—modul W kompozicija

IOy

TW 2% T ForTW =% TW
identiteta Ity na prostoru I'WW. Za (g, K)—modul V definiramo operator
Dy V —TIV=RE, V)  (®y(v)) (k) = my(k)v.
Taj operator stvarno preslikava V' u (¢ T)—invarijante. Naime, za v € V, t € T'i k € K imamo
(A()Dv(v)) (k) = m (t) (v (v)) (k) = my () my (7 k) = 7y (k)v = (Py (v)) (k).

Slicno, zav eV, y € ik € K imamo

(AP0) () = 700) @) () + 5, (B (0) ((exp —)h)| =
= mv ) + Srvlesp —mRe| = mo)me b = m () (B = 0

t=0
Nadalje, operator ®y je morfizam (g, K')—modula. Naime, za x € g, v € V i k € K imamo

(@ (v (2)v)) (k) = 7y (F)mv (2)v = 7y ((Ad k)x)my (k)o = (2 - Dy (v)) (k).
Sliéno, za v € Vi h, k € K imamo
(@v (v (h)v)) (k) = 7y (k)mv (h)v = my (kh)v = (®y (v)) (kh) = (h - Py (v)) (k).
Sada za svaki (g, 7")—modul W definiramo operator
Ty TW = R(K, W) — W, Uy (F)=F(e), FeRK W),
Operator Wy, je morfizam (g, T)—modula. Naime, za z € gi F € R(K,W)®?) imamo
Uy (z-F)=(x-F)(e) =mw((Ade)x)F(e) = mw(x) Yy (F).
S druge strane, za t € T, F € R(K,W)®T) i k € K je F(tk) = mw (t)F(k), pa je posebno
Ut F) = (t- F)(e) = F(t) = mw(t)F(e) = mu ()T (F).

Treba sada dokazati da su dvije kompozicije identitete. Za prvu od njih mozemo izostaviti
znak zaboravnog funktora, pa imamo kompoziciju

vy Iy
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Za vektor v € V imamo
(U o Py )(v) = (Fy(v)) (e) = my(e)v =v = Iyv.

U drugoj kompoziciji mozemo takoder izostaviti znak zaboravnog funktora, pa dobivamo
W 2% rrw 2 T,

dry preslikava funkciju F € TW = R(K, W)®T) u funkciju k — p(k)F, a drugo preslikavanje
Uy toj funkciji iz I'TW pridruzuje njenu vrijednost u jedinici e, Sto je upravo funkcija F. Dakle,
i ta je kompozicija identiteta.

Na koncu izostavljamo dokaz prirodnosti transformacija (v )y copae.x)) | (YW )weonme.r) -

Bernsteinov funktor I : M(g,7) — M(g, K) definiramo pomo¢u (¢, T")—koinvarijanata:

Pri tome koinvarijante definiramo u odnosu na isto djelovanje (¢,7') na R(K) ® V, tj. u odnosu

na tenzorski produkt A ® my lijeve regularne reprezentacije A na R(K) i restrikcije originalne

reprezentacije my na (g, 7))—modulu V. Prije smo definirali djelovanje Liejeve algebre g na pros-

toru R(K) @ V koje je komutiralo s djelovanjem A ® 7y para (¢,7) i to je djelovanje bilo

K —ekvivarijantno na ¢itavom prostoru R(K) ® V. Ono ostaje K—ekvivarijantno pri prijelazu
a (€, T)—koinvarijante.

Dokaz da se podudaraju dva djelovanja Liejeve algebre £, jedno dobiveno diferenciranjem djelo-
vanja grupe K i drugo dobiveno restrikcijom iz djelovanja Liejeve algebre g, je nesto kompliciraniji
od dokaza za definiciju Zuckermanovog funktora. Neka je {xi,...,z,} baza od i za = € ¢ defini-
ramo funkcije f; € R(K) sa

Tada za funkciju F € R(K,V) i k € K imamo

— P (exp—(AdR)a)k)| = M(AdR)2)F) (k).

dakle,
(- F = p(x)F)(k) = mv((Ad k)z) (k) + [M(Ad k)x) F] (k) =

= Z {fi(R)my () (k) + f5(R)(A(2) ) (k) =

= 3 ) F) ) + M) U)K} Z (2 ] ()P (k).

Prva se suma pri prijelazu na koinvarijante preslikava u nulu, a druga suma isc¢ezava zbog sljedece
leme:
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Lema 4.4.2. Uz uvedene oznake funkcija

wdenticki je jednaka nuli.

Dokaz: Definiramo funkciju F' € R(K,¢) sa F(k) = (Adk)x. Uz identifikaciju R(K,¥) s
prostorom R(K) ® £, ta je funkcija jednaka Z?Zl fi ® z;. Imamo za k,h € K :

(A ® Ad)(k)F)(h) = (Adk)F(k~'h) = (Adk)(Adk~"h)x = (Ad h)x = F(h).

Dakle, funkcija F' je invarijantna u odnosu na djelovanje A ® Ad grupe K.
Neka je A: R(K) ® ¢ — R(K) jedinstven linearan operator takav da je

Alf@y)=Xy)f, feR(K), yet

To je preslikavanje upravo ono koje se dobije iz £—djelovanja na (¢, K')—modulu R(K’) u odnosu na
lijevu regularnu reprezentaciju. Zbog toga A preplice reprezentaciju A ® Ad grupe K na prostoru
R(K) ® t s reprezentacijom A na R(K). Slijedi da je funkcija

Z)\(l’j)fj = Aij ® ;

K —invarijantna u odnosu na reprezentaciju A, dakle, to je konstanta.
Da izracunamo vrijednost te konstante, izracunat ¢emo je u jedinici e € K. U jednakost

(AdW)X =3 fi(k)a,

uvrstimo k = exp tx; i deriviramo u tocki ¢ = 0. Dobivamo

Dakle,

To pokazuje da je matrica operatora adx u bazi {z;} jednaka

(adx);; = (A(x:) f;)(e),
pa slijedi

n

S (@) f)(e) = Trada = 0

j=1
Dakle, IIV je (g, K)—modul. Da bismo imali funktor, definiramo II i na morfizmima: za
¢ € Homg)(V, W) stavimo

o = Irm)y @ ¢ (RIK)@V)er) — (R(K) @ W)er).

Bududi da je uzimanje koinvarijanata desno egzaktno, zaklju¢ujemo da je Bernsteinov funktor
desno egzaktan. To slijedi i iz teorema koji ¢emo dokazati kasnije, a prema kojem je Bernsteinov
funktor lijevo adjungiran maloj modifikaciji zaboravnog funktora.
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4.5 Izvedeni funktori i aciklicke rezolucije

Vrlo ¢esto je zgodnije izracunavati izvedene funktore koriste¢i opéenitije rezolucije — ne nuzno
projektivne, odnosno, injektivne. Promatrajmo najprije desno egzaktan funktor F' : C — D i neka
su F,, : C — D njegovi izvedeni funktori. Modul X u kategoriji C zove se acikli¢ki u odnosu na
funktor F' ako je F,X = 0 Vn > 0. Projektivni modul P u kategoriji C je ocigledno aciklicki u
odnosu na svaki takav funktor F' jer se modul Fj, P moze racunati pomocu trivijalne projektivne
rezolucije:

0P P 0e—0e—0c— -
Acikli¢ka rezolucija modula V' u odnosu na desno egzaktan funktor F' : C — D je egzaktan
kompleks

00— Ve Xge— X; — Xge— vvvr--

u kojem je svaki modul X,,, n > 0, aciklicki u odnosu na funktor F.

Definicije su analogne u slucaju lijevo egzaktnog funktora F' : C — D i njegove izvedene
funktore F™ : C — D, koji se po definiciji izra¢unavaju pomocu injektivnih rezolucija u kategoriji
C. Modul X u kategoriji C zove se aciklicki u odnosu na funktor F' ako je F"X =0 Vn > 0.
U ovom je slu¢ju injektivni modul I trivijalno aciklicki u odnosu na svaki takav funktor F' jer se
modul F"I moze racunati pomocu trivijalne injektivne rezolucije:

0T T ) 0 s v e

Acikliéka rezolucija modula V' u odnosu na lijevo egzaktan funktor F' : C — D je egzaktan
kompleks
O % V % XO % Xl H X2 H ------

u kojem je svaki modul X,,, n > 0, aciklicki u odnosu na funktor F.

Pomocu propozicije 4.1.1. dokazuje se sljedec¢i vazan teorem, koji ¢esto znatno olaksava izra-
¢unavanje izvedenih funktora jednostrano egzaktnog funktora (osobito ukoliko se radi o lijevo
egzaktnom funktoru):

Teorem 4.5.1. (a) Neka je F': C — D desno egzaktan funktor i neka je
00— Ve Xge— X; — Xge— veve--
aciklicka rezolucija modula V' u kategorigi C. Tada su prostori homologije kompleksa
F(X): 0— FXy— FX; «— FXg— ..
izomorfni modulima F, X, n € Z,.
(b) Neka je F : C — D lijevo egzaktan funktor i neka je
00—V — Xy — X] — Ko —cvnnn
aciklicka rezolucija modula V' u kategoriji C. Tada su prostori kohomologije kompleksa
FIX): 0—FXy—FXy —FXy— -+

1zomorfni modulima F"X, n € Z,.
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4.6 Izvedeni Zuckermanovi i Bernsteinovi funktori

Zuckermanov fuktor I' : M(g,T) — M(g, K) je desno adjungiran zaboravnom funktoru, dakle,
taj je funktor lijevo egzaktan. Prema tome, definirani su izvedeni funktori T'*. Za (g, T))—modul
X, (g, K)—modul T'*X je po definiciji k—ti modul kohomologije kompleksa I'(I®) za injektivnu
rezoluciju 0 — X — [* u kategoriji M(g,T). Medutim, buduéi da je funktor I" definiran
kao (R(K) @ ())& ~ Homgr)(C,R(K) ® I*), otekujemo da se funktori I'* mogu racunati
kao izvedeni moduli funktora uzimanja (€, 7")—invarijanata, odnosno, kao (¢, 7")—kohomologije
(¢, T)—modula R(K) ® (e). To ¢e stvarno biti moguée zbog tvrdnje (b) teorema 4.5.1.

Modul I'*X je definiran kao k—ti modul kohomologije

I'*X = H* (Hom@r)(C,R(K) ® I*)),

gdje je sa I* oznacen kompleks dobiven iz injektivne rezolucije u M(g, T)

izostavljanjem modula X. Buduéi da zaboravni funktor M(g,T) — M(€, T') ima kao lijevo adjun-
giran egzaktan funktor Indy, moduli I* su injektivni kao (€,7)—moduli. Njihovi tenzorski pro-
dukti s konaénodimenzionalnim (€, 7")—modulima su i dalje injektivni u kategoriji M(¥,T"). Kad
bismo znali da su i R(K) ® I* injektivni (& 7")—moduli, mogli bismo zakljuciti da je T* X, barem
kao vektorski prostor, stovise i kao (€, 7)—modul, izomorfan k—tom modulu (¢, 7")—kohomologije
(¢, T)—modula R(K) ® X. Nazalost, iako je R(K) direktna suma beskona¢no mnogo konacno-
dimenzionalnih K'—modula, dakle i (¢,7")—modula, beskona¢na direktna suma injektivnih mod-
ula nije nuzno injektivan modul. Medutim, na sreéu mozemo iskoristiti tvrdnju (b) teorema
4.5.1. buduéi da buduéi da uzimanje modula (¢, 7")—kohomologije komutira s formiranjem direkt-
nih suma, i to ne samo konacnih, nego bilo kakvih. Drugim rije¢ima, ako su Vj, j € J, injektivni
(¢, T)—moduli i V njihova direktna suma, onda vrijedi H*(¢,T;V) =0 Vk > 0. Stovise, direktna
suma aciklickih modula je aciklicki modul.

Prema tome, I'*X se moze identificirati sa H*(¢,T;R(K) ® X), a taj se prema teoremu
4.3.7. identificira s k—tom kohomologijom kompleksa

HOTTL(EVT) (U(E> ®U(t) /\.(C), R(K> ® X) )

gdje smo sa ¢ oznacili (Ad T')—invarijantan direktni komplement od t u . Drugim rije¢ima, mozemo
uzeti rezoluciju prvog argumenta, C, umjesto drugog argumenta R(K)® X u Hom 1) (C, R(K)®
X). Napokon, da dobijemo (g, K')—modul, a ne samo (¢,7")—modul, imamo prirodno djelovanje
(g, K) na drugom argumentu.

Napokon, buduéi da zaboravni funktor M(¢,T) — M(t,T) ima kao lijevo adjungiran funktor
egzaktni funktor Ind! (tocnije, njegovu restrikciju na kategoriju M(t, T), a ta je restrikcija egzaktni
funktor sa M(t,7) u M(¢,T), jer se lako vidi da je za svaki (t,7")—modul V' inducirani modul
IndtV stvarno (¢, T)—modul a ne samo £—modul) mozemo za bilo koje (¢, T)—module V i W
identificirati Home 1) (U(%) Quy Vs W) sa Homp(V, W). Prema tome, vrijedi:

Teorem 4.6.1. [zvedeni Zuckermanovi funktori (g, T)—modula X mogu se izracunati kao
X = H* (Homs (N\*(c), R(K) ® X)),

pri cemu je ¢ (AdT)—invarijantni direktni komplement od t u €. Pri tome grupa T djeluje na
A\(¢) prosirenjem na vangsku algebru subreprezentacije adjungirane reprezentacije (AdT)|c, a na
R(K)® X djeluje restrikcijom reprezentacije A @ wx. Napokon, (g, K) djeluje na k—tom prostoru
kohomologije kompleksa Homy (\°(¢c), R(K) ® X) preko svog djelovanja na drugom argumentu
RIK)® X ~ R(K, X).
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Slicna je situacija s izvedenim Bernsteinovim funktorima IIj, :

Teorem 4.6.2. [zvedeni Bernsteinovi funktori (g, T)—modula X mogu se izraziti kao
X = H* (A(c) 7 R(K) ® X)

s (g, K)—djelovanjem dobivenim iz djelovanja na R(K) ® X, dakle, s trivijalnim djelovanjem na
prui faktor \(c). Pri tome se kohomologije racunaju u odnosu na Koszulov diferencijal.

Dokaz je u ovom slucaju analogan dokazu prethodnog teorema, ustvari, nesto je jednostavniji.
Naime, po definiciji I1; X je k—ta kohomologija kompleksa

[(P*) = (R(K) ® P*) 1 - (4.25)

gdje je P* — X — 0 projektivna rezolucija (g, 7)—modula X. Buduéi da zaboravni funktor
For : M(g,T) — M(¢,T) ima egzaktni desno adjungirani funktor produciranja Prof, (to¢nije,
njegovu restrikciju sa M(€) na M(€, 7)) prema tvrdnji (a) propozicije 4.1.12. zaboravni funktor
salje projektivne (g,7")—module u projektivne (¢, 7)—module. Prema tome, moduli u rezoluciji P*
su ne samo projektivni kao (g, 7")—moduli, nego i kao (¢, 7")—moduli. Nadalje, zbog leme 4.3.6. i
komentara nakon nje i ponovo zbog tvrdnje (a) propozicije 4.1.12. funktor R(K)® (e) salje projek-
tivne (¢,7)—module u projektivne (¢,7)—module. Prema tome, R(K)® P* je projektivna rezolu-
cija (¢,7)—modula R(K) ® X, dakle, homologija kompleksa (4.25) je (¢,7")—homologija modula
R(K)® X. Tvrdnja teorema slijedi, buduéi da se prema teoremu 4.3.5. homologija (¢, 7")—modula
moze racunati pomoc¢u Koszulovog kompleksa.

Na pocetku ovog odjeljka spomenuli smo da je Bernsteinov funktor lijevo adjungiran maloj
modifikaciji zaboravnog funktora sa M(g, K') u M(g,T). Ta se modifikacija, koju oznacavamo sa
ForY, zove pseudozaboravni funktor i sada ¢emo ga opisati. Neka je V' (g, K)—modul. Pro-
matramo prostor Homy(R(K),V) K—morfizama sa R(K) (s lijevom regularnom reprezentaci-
jom) u V. Na tom prostoru imamo K —djelovanje koje je kontragredijentno desnoj regularnoj
reprezentaciji:

(k-o)(f) =0 (pk")f), € Homg(R(K),V), feR(K), keK.

To K —djelovanje opcenito nije lokalno kona¢no. Restringiramo to djelovanje na 7' i uzmemo
lokalno kona¢ni dio dio u odnosu na 7. Tako dobiven prostor ForVV :

For'V = Homg(R(K),V)r.

Na tom prostoru djeluje grupa 7. Nakon sto definiramo djelovanje Liejeve algebre g takvo da
ForVV postane (g,T)—modul, a takoder i djelovanje ForY na morfizme u kategoriji M(g, K),
dobit éemo funktor For" : M(g, K) — M(g,T) koji je egzaktan. Naime, za provjeru egzaktnosti
mozemo zaboraviti na djelovanje g i promatrati analogan funktor s kategorije M(K') lokalno
konaénih K —modula u kategoriju M(T'), a svaki je takav funtor egzaktan, jer je kategorija M (K)
potpuno reducibilna (odnosno, poluprosta).

g—djelovanje na For'V je restrikcija g—djelovanja definiranog na cijelom Homg(R(K), V).
Prostor Homg(R(K),V) sada ¢emo malo drugacije opisati. Za f € R(K) oznacimo sa my(f)
linearan operator na V' definiran sa

mlfo= [ FEmEedu(h), vV
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gdje je p normirana Haarova mjera na K. U stvari, buduéi da je reprezentacija grupe K na prostoru
V' lokalno konacna, taj operator mozemo opisati i ¢isto algebarski. Naime, za dani v € V postoje
vektori vy, ..., v, € Vi funkcije fi,..., f, € R(K) takvi da je

my (k)v = Z fi(k)v;.

Oznac¢imo sada sa € : R(K) — C K x K —ekvivarijantnu projekciju na konstantne funkcije. Zbog
K —biinvarijantnosti i normiranosti Haarove mjere p vrijedi

/K g(k)dp(k) = eg) Vg € R(K).

Odatle dobivamo da je

n

mv(f)o =Y el(ffi)v;.

J=1

Medutim, mnogo se lakse provode racuni koriste¢i integralnu a ne algebarsku notaciju.
Lako se provjerava da vrijedi

v ANE)f) = av(B)mv(f) i mv(p(R)f) =mv(fmy (k™) za fER(K) i ke K. (4.26)

Identificirat ¢emo sada (ne lokalno konacan) K—modul Homg(R(K), V) s Kartezijevim pro-
duktom

[TV©). edieje V(6)=Homy(Vs,V)® Vs = Homg (Vs ® V', V),

seK

aza svaki § € K je izabran neki prostor Vs na kome djeluje reprezentacija iz klase 6. Dakle, V' (6)
se identificira s d—izotipnom komponentom u K —modulu V. Ta se identifikacija apstraktno dobiva
ovako:

Homg(R(K),V) = Homg | [[Vs@ Vi,V | = [] Homx(Vs 0 V5, V) = [] V(6).

SeK seK sekK

Konkratni opis te identifikacije je sljedeéi. Element © = (vs) produkta [[; V' (0) definira linearan
operator

'17:f»—>Z7TV(f)'05
s

sa R(K) u V. Iako je suma zapisana po beskona¢nom skupu K, samo je konacno mnogo ¢lanova
te sume razli¢ito od nule: to su to¢no oni clanovi za koje element f € R(K) ima komponentu u
R(K)(9) ralicitu od nule. Preslikavanje ¢ je K —morfizam zbog (4.26). Nadalje, (4.26) povlaci da
K —djelovanje na Homg(R(K),V) totno odgovara o¢itom K —djelovanju na produktu [[; V().
Primijetimo sada da to preslikavanje R(K) — V u potpunosti odreduje element o produkta
[I;V(6), buduéi da se svaki vs dobiva kao slika normaliziranog karaktera x° reprezentacije 6.
Odatle se vidi i da se svi K —morfizmi sa R(K) u V dobivaju na taj nacin.
Sada definiramo g—djelovanje na produktu [[; V' (d) ovako:

T - (Z v5> = Zwv(x)v(g, xrEg.
s

0
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Pri tome smo element ¥ = (vs)s.; pisali formalno kao sumu ) ; v5. Ovakva definicija ima smisla,
jer je d—komponenta u sumi s desne strane kona¢na suma ¢lanova, jer my(x)vy moze imati
d0—komponentu razli¢itu od nule za samo kona¢no mnogo §' € K — samo za one koji se pojavljuju
u rastavu tenzorskog produkta Adg|K ® ¢*. Odgovarajuéi element prostora Homg(R(K), V) dan
je sa

Z/ f 7TV 7TV U(SdM Z/ f 7TV Adkf) )Wv(k’)v(gdu(k‘)

Ako zapisemo
(Adk)x Z ; zaneke fi,...,fm € R(K) 1 x1,...,2, €9, (4.27)

dobivamo

(x-0) :Z;/Kf] k)vsdu(k Zﬂ'v x;)0

j=1
To je opis g—djelovanja na prostoru Homg(R(K), V). No racun je mnogo jednostavniji i jasniji
ako upotrebljavamo prethodnu formalnu definiciju preko produkta [[; V/(4).

K —ekvivarijantnost tog g—djelovanja slijedi iz K —ekvivarijantnosti na modulu V' :

kox- k- (Z Ué> = mvlk)mv(@)mv (k" os = > mv((Adk)x)vs = ((Ad kx) - (Z u;)

Slican racun pokazuje da se dva £—djelovanja na [[; V' (J) podudaraju zato sto se podudaraju na
V.
Iz definicije djelovanja vidi se da je preslikavanje

wiV=]]V©) — <H V(5)> = ForVV,
5 9 T

dobiveno iz inkluzije direktne sume u direktni produkt, prirodni morfizam (g, 7’)—modula, dakle,
prirodna transformacija funktora For u funktor /' orY. Operator jy je naravno uvijek injektivan,
ali surjektivan je ako i samo ako je skup {6 € K; V(6) # {0} } konacan.

Teorem 4.6.3. Bernsteinov funktor I1: M(g,T) — M(g, K) je lijevo adjungiran funktoru For".
Dokaz: Za (g,7)—modul V definiramo preslikavanje
Py 1V — For'IIV = Homg (R(K), (R(K) @ V) 1) 1

ovako:
@y ()] (f)=f"®v, wveV, feR(K),

gdjeje fV(k) = f(k~'). Pri tome je identificirano f¥®wv s njegovom slikom u (¢, T') —koinvarijantama.
®y (v) je dobro definiran K —morfizam:

[ @y ()] (AKR)S) = AR)S)" @ v =p(k) [ @v = [(p(k) ® idy)py(v)] ().
Nadalje, ®y je T—morfizam:

[t- Py ()] (f) = [@v()] (™)) = (p(t7"f) @v=At"")f" ®v,
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u (¢, 7)—koinvarijantama to je isto kao i

Y@yt =[Oy (ry(t)v)] (f).

Da provjerimo da je ®y g—morfizam, upotrijebit ¢emo interpretaciju IIV = R(K, V) r). Neka
jexeginekasu fi,...,frn € R(K)ixy,...,z, € g takvi da vrijedi (4.27). Tada imamo redom

{[z By (v Z{xj O)(FL)} () = Y- mv(Adk)z) ()" (k)o =

=7y ((Ad k) Zm: fj(kll"j> k) = fr(k)my(x)v = {[@v(mv(2)v] (f)} (k).
Druga familija operatjo_rla (Uw) za (g, K)—module W je
W+ (R(E) © Hom (R(K). W)r) ry — W,
gdje je
U (f @) Z mw (f7) ws;

pri tome morfizam ¢ odgovara elementu (ws) € [[; W (9). Iz (4.26) se lako vidi da je Wy, dobro
definiran na koinvarijantama i da je to K —morfizam. To je i g—morfizam:

m m

V(o (o) = (@ 0)(FF)” ZZ / (F15)¥ (e () (e wsd (k) =

_Z/fv Z Yrw ((Ad k) mw (B)wsdp(k) =

@3 [ P e wsdu(h) = 2w (£ @ ).

Napokon, jednostavna provjera pokazuje da su dvije kompozicije iz teorema 4.1.7. identitete.



