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Poglavlje 1

REPREZENTACIJE LIEJEVIH
GRUPA

1.1 Reprezentacije lokalno kompaktnih grupa

Za lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor 7' i za topoloski vektorski prostor V' sa
C(T,V) éemo oznacavati prostor svih neprekidnih funkcija sa 7' u V, a sa Co(T, V') potprostor
svih f € C(T,V) s kompaktnim nosac¢em. Pri tome je nosa¢ funkcije f s topoloskog prostora T
u vektorski prostor V zatvarac skupa {t € T; f(t) # 0}; nosac¢ funkcije f oznacavamo sa Supp f.
Pisemo C(T) = C(T,C), Co(T) = Co(T,C), C™(T) = C(T,R) i C{(T) = Co(T,R). Nadalje,
CT(T) i Cf (T) oznacavaju konuse svih nenegativnih funkcija.

Mjera na T je linearni funkcional p : Co(T') — C sa sljede¢im svojstvom neprekidnosti: za
svaki kompaktan skup K C T postoji Mx > 0 takav da vrijedi:

feC(T), SuppfckK = |u(f)| < Mglfl-

Pri tome je || f||o = sup {|f(¢)]; t € T'}. Skup svih mjera na T" oznacavat ¢emo sa IMM(T"). Ocito je
M(T") kompleksan vektorski prostor. Stavimo

M (T) = {5 € M(T); ulf) € R Vf € CRTY}, MH(T) = {w€ MT); p(f) >0 Vf € CF (T},
Elementi realnog vektorskog prostora 9"(7T') zovu se realne mjere na T, a elementi konusa
MM (T) su pozitivne mjere na T.

Bez dokaza navodimo nekoliko osnovnih svojstava mjera na lokalno kompaktnom prostoru:

Propozicija 1.1.1. Neka je T lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

(a) R—linearan funkcional pv : C§(T) — R prosiruje se do mjere na T ako i samo ako zadovoljava
uvjet neprekidnosti: za svaki kompaktan skup K C T postoji My > 0 takav da vrijedi:

feqy(T), SuwpfCK = |u(f)| < Mgl flle-
Ta je mjera na T jedinstvena i realna.

(b) Svako aditivno i R, —homogeno preslikavanje v : Cf (T) — Ry = [0, +00) jedinstveno se
prosiruje do mjere na T i ta je mjera pozitivna.

(¢) ZapeM(T) i feCo(T) je |u(f)| < ullf])-
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Neka je sada G lokalno kompaktna grupa. To znac¢i da je G grupa i lokalno kompaktan
Hausdorffov topoloski prostor i da su preslikavanja (z,y) — xysa G x Gu Gix— 7' sa G u
G neprekidna. Za x € G definiramo preslikavanja A\, p, : G — G sa

() =2y, ply)=ya”l,  yeG.

Tada su A, i p, homeomorfizmi sa G' na G i o¢ito vrijedi
Az Oy = Agyy, P2 O Py = Pay, Ae = Pe=idg.

Ti se homeomorfizmi zovu lijevi i desni pomak na grupi GG. Pomaci se prenose na funkcije: ako je
x € G1i f je funkcija na grupi G, definiramo funkcije A\, f i p,g sa

)\zf = f o )‘J:_l 1 pr = f O Pg-1,
tj.
M) = f M), (o)) = flyz), yeG.

Po dualnosti pomaci se prenose i na mjere na G : za u € M(G) i © € G definiramo mjere A\ p i
Pz na G sa

(Aept)(f) = u(Aa—1f), (P2p)(f) = plpa—f), [ € Co(G).

Mjera p € M(G) zove se lijevoinvarijantna (odn., desnoinvarijantna) mjera na G ako je
Aot = p (odn., p.p = p) Vo € G. Ako je k tome mjera p pozitivna i razlicita od 0, ona se zove
lijeva (odn., desna) Haarova mjera na grupi G.

Prenosenjem invertiranja x +— 2 ~! u grupi na funkcije i na mjere dolazimo do bijekcije izmedu
lijevoinvarijantnih i desnoinvarijantnih mjera. Naime, za fukciju f na grupi G definiramo novu
funkciju f sa

i) = f (), wed
Tada imamo redom
()W) = Flyz) = f (=79 ) = Ah) (") = Ouf) (W),  wyeG.
Prema tome, za svaku funkciju f na grupi G i za svaki @ € G vrijedi
pef = af); analogno je  Af = (pof)"
Za mjeru pu € M(G) definiramo 1 € M(G) sa
(f) =ulf),  feCo(@).

Ocito je p +— [ linearna involutivna bijekcija sa 9M(G) na m(G). 1z gornjih relacija za funkcije
slijede analogne relacije za mjere:

peft = Aept)” 1 At =(pup), pE€MG), T€G.

Prema tome, p — fi je bijekcija sa skupa svih lijevoinvarijantnih (odn., lijevih Haarovih) na skup
svih desnoinvarijantnih (odn., desnih Haarovih) mjera na lokalno kompaktnoj grupi G.

Teorem 1.1.2. Neka je G lokalno kompaktna grupa.

(a) Postoje lijeva Haarova mjera na G i desna Haarova mjera na G.

(b) Ako je u lijeva (odn., desna) Haarova mjera na G onda je o — aygu bijekcija sa C na skup
svih lijevoinvarijantnih ( odn., na skup svih idesnonvarijantnih) mjera na G.

(¢) Ako je u lijeva ili desna Haarova mjera na G i f € Ci(G)\ {0} onda je u(f) > 0.
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Neka je p lijeva Haarova mjera na lokalno kompaktnoj grupi G. Tada za z,y € G vrijedi
Az (pytt) = py(Aupt) = pypt, dakle, i p,p je lijeva Haarova mjera na G. Prema teoremu 1.1.2. postoji
A(y) > 0 takav da je p,u = A(y)p. Na taj nacin smo dosli do funkcije A : G — R* = (0, +00)

takve da je
py=AYyp  VyeG.

Kako je svaka lijevoinvarijantna mjera proporcionalna lijevoj Haarovoj mjeri, gornja jednakost
vrijedi za svaku lijevoinvarijantnu mjeru pu.
Neka je sada p desnoinvarijantna mjera na G. Tada je mjera [ lijevoinvarijantna, pa vrijedi

pyiv =AYy VyeG.
Medutim, p,fi = (Ayp). Zakljuéujemo da vrijedi
Ap =AYy VyeG

za svaku desnoinvarijatnu mjeru p.

Funkcija A = Ag zove se modularna funkcija grupe G. Nije tesko dokazati:
Propozicija 1.1.3. Neka je A modularna funkcija lokalno kompaktne grupe G.
(a) A je neprekidni homomorfizam grupe G u multiplikativnu grupu R = (0, +00).

(b) Ako je p desnoinvarijantna mjera na G- onda je ji = Ap.
1
(¢) Ako je p lijevoinvarijantna mjera na G onda je i = A

Kad god imamo mjeru p na G i f € Cy(G) uobicajen je integralni zapis

_ /G f(x)du(z)

Uz integralni zapis svojstva lijevoinvarijantne mjere p izgledaju ovako

/fm@u /f (), [ﬁmmmmzA@wLﬂmw@,
|1 dute) = [ A st

Sli¢no, svojstva desnoinvarijantne mjere p uz integralni zapis su

/ﬁww /f (), /fwmt /f Jja(z
[ 1@ o) = [ awf@ant),

Ako se radi o desnoj, odnosno lijevoj, Haarovoj mjeri, ove jednakosti vrijede ne samo za
f € Co(G) nego i za sve integrabilne funkcije f. (To¢nije, u tre¢im jednakostima funkcija f
treba biti integrabilna, a to u slucaju kad je modularna funkcija A netrivijalna (tj. A # 1) nije
ekvivalentno integrabilnosti funkcije f.)

Lokalno kompaktna grupa G zove se unimodularna ako je Ag = 1, tj. ako je svaka lije-
voinvarijantna mjera ujedno i desnoinvarijantna, odnosno, ako postoji netrivijalna biinvarijantna
mjera. Lako se dokazuje:
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Propozicija 1.1.4. Neka je G lokalno kompaktna grupa.
(a) Ako je G diskretna, komutativna ili kompaktna ona je unimodularna.

(b)) Komutatorska podgrupa [G,G] (to je podgrupa generirana sa {zyx~‘y~'; z,y € G})
sadrZana je u jezgri homomorfizma Ag : G — R

Neka je G lokalno kompaktna grupa, p lijeva Haarova mjera na G i A modularna funkcija
grupe G. Za f, g € Co(G) definiramo funkcije fxg: G — C1i f*: G — C relacijama

/fxy /f 9(y~2)du(y),

fiz) = A ) f(zh), . fr=(AF)

Pokazuje se da vrijedi:

Propozicija 1.1.5. (a) Za f,g € Co(G) funkcije f * g i f* su neprekidne i vrijedi
Supp (f * g) C (Supp f)(Suppg) i Supp f* = (Supp f)~'. Dakle, f g, f* € Co(G).

(b) Co(GQ) s mnozenjem (f,g) — f * g je asocijativna algebra.

(¢) Preslikavange f — f* je antilinearno, f** = f i (f x g)* = ¢* % f*. Drugim rijecima, Cy(G)
je x—algebra.

(d) Za bilo koje f,g € Co(G) i x € G vrijede jednakosti
A(fxg) =) g, palfrg)=T*pag, (Af) % (Aag) = [ %y,
A = Ax)(p2f)", puf” = A(x_l)()‘mf)*'

Za f € Cy(G) definiramo
11l = / F(@)ldu(a)
G

Tada je || - || norma na prostoru Cy(G). Nije tesko dokazati:

Propozicija 1.1.6. Za f, g € Co(G) vrijedi

1f gl < WFllgles 17l = L[]

Drugim rijecima, Co(G) je normirana x—algebra.

Popunjenjem algebre Cy(G) po normi || - ||; dobivamo Banachovu s—algebru. Kao Banachov
prostor to se popunjenje identificira s prostorom L;(G,p) svih klasa p—integrabilnih funkcija
na G pri tome se dvije funkcije nalaze u istoj klasi ako i samo ako se podudaraju svuda osim
na p—zanemarivom skupu, tj. na skupu S C G takvom da je presjek S N K mjere nula za
svaki kompaktan skup K C G. Pokazuje se da se mnozenje i involucija mogu za predstavnike
elemenata od L (G, ) pisati pomo¢u istih formula kao i za elemente Cy(G) s tim da se jednakosti
interpretiraju kao jednakosti "gotovo svuda” (odnosno, svuda osim na p—zanemarivom skupu).
Algebra Cy(G), pa ni Ly(G, ), opéenito nije unitalna, tj. nema jedinicu. Moze se pokazati da
je algebra Cy(G) (a takoder i Ly(G, i) unitalna ako i samo ako je grupa G diskretna. Tada je

Haarova mjera p zadana sa
=) f@)= > [

zeG rESupp f
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a jedinica je
1 akojexr =e
1(z) =
0 ako je x # e.

U mnogim vaznim situacijama nepostojanje jedinice moze nadomjestiti postojanje tzv. aproksi-
mativne jedinice:

Propozicija 1.1.7. Postoji hiperniz (p;)icr u Cy (G) takav da za svaku funkciju f € Co(G) vrijedi
lim [l@;* f = flli =1im [|f *¢; — f[l; = 0.
el i€l
Ako je K kompaktna okolina jedinice e u G, hiperniz (¢;)ic; moze se odabrati tako da su svi nosaci
Supp p;, 1 € I, sadrzani v K.

Pri tome je hiperniz naziv za familiju indeksiranu usmjerenim skupom, a usmjeren skup je
neprazan parcijalno ureden skup I takav da za bilo koje 7,5 € I postoji k € I takav da je i < k
i j < k. Nadalje, za hiperniz (z;);c; u normiranom prostoru X kazemo da je konvergentan, ako
postoji xg € X takav da vrijedi

Ve>0 3Jipel takavda i€l ig <1 = |z — x| < e.
Ako postoji takav je xq jedinstven, zovemo ga limes hiperniza (z;);c; i piSemo:
= lim x;.
zo = lim z;

Propozicija 1.1.8. Neka je f € Co(G) ie > 0. Neka su || - |1 Li—norma i || - |2 Le—norma na
Co(G) u odnosu na lijevu Haarovu mjeru pu na grupi G :

lalh = /G l9(a)|du(z), Hg|12:\/ /G 9(@)Pdu(z), g € ColG).

Postogi okolina V' jedinice e u grupit G takva da vrijeds
zeV = S flh<e dpaf = fllh<e [Af=Ffla<e lpaf = fl2<e

Ista turdnja vrigedi © za norme definirane pomocu desne Haarove mjere fi.

Neka je ‘H Hilbertov prostor. Oznacavat ¢emo sa B(H) unitalnu Banachovu s—algebru svih
ogranicenih linearnih operatora na H a sa GB(H) grupu svih invertibilnih elemenata u algebri
B(H). Reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H je homomorfizam
grupa 7 : G — GB(H) takav da je preslikavanje (z,&) — m(x)€ sa G x ‘H u ‘H neprekidno. Moze
dokazati da vrijedi:

Propozicija 1.1.9. Neka je G lokalno kompaktna grupa, H Hilbertov prostor i m : G — GB(H)
homomorfizam grupa. Sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) m je reprezentacija G na H.
(b) Za svaki & € H preslikavanje x — mw(z)& je neprekidno sa G u H.

(¢) Za neki gust potprostor K od H i za svaki & € K preslikavanje x — w(x)& je neprekidno u
jedinici e grupe G.

(d) Za bilo koje &, n € H kompleksna funkcija x — (mw(x)&|n) je neprekidna na G.

(e) Za neki gust potprostor KC od H i za bilo koje §,m € K funkcija x — (w(x)€|n) je neprekidna
u jedinici e.
Nadalje, u tom slucaju je preslikavanje m lokalno uniformno ograniceno, tj. za svaki kompaktan
podskup K C G postoji Cx > 0 takav je ||7(x)|| < Cx Vr € K.
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Ako je 7 reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H, za potprostor V' od H kazemo
da je m(G)—invarijantan ako je w(z)V C V Va € G. Naravno, tada je w(z)V =V Vz € G.
Ako je K zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H, restrikcijom operatora m(z) na K do-
lazimo do tzv. subreprezentacije mc od G na Hilbertovom prostoru I, a prijelazom na kvo-
cijent tzv. kvocijentnu reprezentaciju m;x od G na Hilbertovom prostoru H/K. Ako su
L C K zatvoreni m(G)—invarijantni potprostori od H, subreprezentacija kvocijentne reprezentacije
(7TH /5)/C e prirodno se identificira s kvocijentnom reprezentacijom subreprezentacije (mi); o ta

se reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru /L oznacava sa 7x,. i zove subkvocijentna
reprezentacija od m, ili, krace, subkvocijent od .

Reprezentacija 7 od G na Hilbertovom prostoru H zove se ireducibilna ako je H # {0} i ako
ne postoji zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H razlicit od {0} i od H. U protivnom je 7
reducibilna reprezentacija. Reprezentacija m je potpuno reducibilna ako za svaki zatvoren
7(G)—invarijantan potprostor K od H postoji zatvoren m(G)—invarijantan potprostor £ od H
takav da je H =K + L.

Neka su 7 i p reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima H i K. Preplitanje reprezentacije
T s reprezentacijom p je ogranicen linearan operator T : H — K takav da vrijedi Tw(z) = p(x)T
Vx € G. Skup svih preplitanja 7 sa p oznacavamo sa Homg(H, K). Dakle,

Homg(H,K) ={T € B(H,K); Tn(z) = p(x)T Vz € G}.

Ocito je Homg(H, K) zatvoren potprostor Banachovog prostora B(H, K) svih ograni¢enih opera-
torasa Hu K. ZaH =K im = ppisemo Homg(H, H) = Ends(H). Kazemo da je reprezentacija
m ekvivalentna reprezentaciji p ako postoji bijektivno preplitanje m sa p. Tada piSemo 7 ~ p.
Prema teoremu o otvorenom preslikavanju za Banachove prostore (svaka ograni¢ena linearna sur-
jekcija Banachovog prostora na Banachov prostor je otvoreno preslikavanje) znamo da ako je
T € B(H, K) bijekcija, onda je T~! € B(K, H). Odatle slijedi da je ~ relacija ekvivalencije.
Reprezentacija 7 lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H zove se unitarna
ako su svi operatori m(x), x € G, unitarni. Grupu svih unitarnih operatora na H oznacavat
¢emo sa U(H). Svaka unitarna reprezentacija je potpuno reducibilna: doista, ako je K zatvoren
7(G)—invarijantan potprostor od H, onda je i njegov ortogonalni komplement K1 zatvoren
7(G)—invarijantan potprostor. To slijedi iz m(z)* = w(z~!) i iz Cinjenice da za A € B(H) iz
AK C K slijedi A*K+ C K. Za unitarne reprezentacije vrijedi sljedeéa varijanta Schurove leme:

Teorem 1.1.10. Neka je m unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom
prostoru H # {0}. Reprezentacija w je ireducibilna ako i samo ako je Endg(H) = CI, tj. ako i
samo ako su multipli jedinicnog operatora jedina preplitanja © sa .

Dokaz: Pretpostavimo da reprezentacija 7 nije ireducibilna i neka je K zatvoren m(G)—inva-
rijantan potprostor od H razli¢it od {0} i od H. Neka je P ortogonalan projektor prostora H na
potprostor K. Tada je Pm(x) = w(x)P Vo € G, tj. P € Endg(H). No kako je P # 01 P # I,
vrijedi P # Al VA € C. Dakle, Endg(H) # CI.

Za dokaz obrata upotrijebit ¢emo spektralni teorem za ograniceni hermitski operator na Hilber-
tovom prostoru, koji ¢emo sada iskazati. Prije svega, ako je H Hilbertov prostor i A € B(H)
hermitski operator koji je pozitivan, tj. vrijedi (A¢|€) > 0 V& € 'H, jedinstveni pozitivan operator
B € B(H) takav da je B?> = A oznac¢imo sa v/A. Neka je sada A proizvoljan ogranicen hermitski
operator na H. Tada je operator A? pozitivan. Stavimo A, = %(\/ﬁ +A)iA = %(\/ﬁ —A).
Tada su A, 1 A_ pozitivni operatori, vrijedi A = A, — A_iza B € B(H) vrijedi AB = BA ako i
samo ako je A, B=BA, i A_B= BA_.Za )\ € R definiramo FE) kao ortogonalan projektor na
jezgru N (A — A)_) pozitivnog operatora (Al — A)_. Preslikavanje A — E) zove se spektralna
funkcija hermitskog operatora A.
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Teorem 1.1.11. (Spektralni teorem za ograni¢en hermitski operator) Neka je A ogranicen
hermitski operator na Hilbertovom prostoru H i X\ — E) njegova spektralna funkcija.

(a) Za B € B(H) vrijedi AB = BA ako i samo ako je BE, = Ex\B VA € R.
(b) Spektralna funkcija je rastuca: za A < p je Ex < E,,, tj. E\E, = E, E) = E,.
(c) Spektralna funkcija A\ — E\ je jako zdesna neprekidna, tj. za svaki A € R i za svaki £ € 'H

vrijedi
E\¢ = ;111\%\ EE.

(d) Stavimo m = inf {(AE[€); € € H, ||l =1} @ M = sup {(AL[€); € € H, [[€]] = 1}. Tada je
Ex=0VA<miEy=1V\> M.

(e) Neka sum, M kao u (d), neka sua < m ib> M ineka je (Ao, A1, - .., A\n) particija segmenta
[a’ b]’ tj'
a=XN <M< <A1 <A, =0b.

Tada vrijed:

n

Z )‘jfl(E/\j - EAj—1) <A< Z Z )‘j(EAj - E)‘jfl)'
j=1

j=1

Pri tome za hermitske operatore B i C' oznaka B < C' znaci da je (BE|§) < (CE[€) V€ € H.
Nadalje, za proizvoljne pi; € [N\j_1, ], 7 =1,...,n, vrijedi

<max{\; —Aj_1; 1 <j<n}

A~ Z ,U«j(EAj - E)‘j—l)
j=1

Dokazimo sada drugu implikaciju u teoremu 1.1.10. Pretpostavimo da je reprezentacija 7 ire-
ducibilna i neka je A € Endg(H). Pretpostavimo najprije da je operator A hermitski. Neka je
A — F, spektralna funkcija operatora A. Sada iz tvrdnje (a) teorema 1.1.11. slijedi da su svi
projektori E preplitanja od 7. No tada je slika projektora E\ zatvoren 7(G)—invarijantan pot-
prostor od H, dakle, ili {0} ili H. To znaci da za svaki A € R vrijedi ili £, = 0 ili £, = I. Sada
iz tvrdnji (b) i (c) teorema 1.1.11. slijedi da postoji p € R takav daje By =0za A< pi E\ =1
za A > p. Tada je uz oznake iz tvrdnje (d) pu € [m, M]. Neka je a < m, b > M ie > 0 i neka
je P = (Mo, A1,...,\,) bilo koja particija segmenta [a,b] koja sadrzi tocku pu, tj. u = A, za neki
ke {l,...,n}, takva da je \; —\j_; < eVj e {l,...,n}. Tada je B, = --- = E),_, =01
E, =---=FE, =1, dakle,

k
D> N(Ey, = Bx_) =M =l
j=1

pa iz posljednje nejednakosti u tvrdnji (e) teorema 1.1.11. slijedi ||A — ul|| < e. Kako je € > 0 bio
proizvoljan, slijedi A = pul.

Neka je sada A € Endg(H) proizvoljan. Tada je i A* € Endg(H), dakle, hermitski operatori
A = %(A + A) i QLZ(A — A*) su preplitanja. Prema dokazanom postoje pi, us € R takvi da je
Ay =l i Ay = pol. No tada je A = Ay + 1Ay = N za X\ = g + .

Korolar 1.1.12. Neka su m i p ireducibilne unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim pros-
torima H 1 K. Ako su m i p ekvivalentne, onda je prostor Homg(H,K) jednodimenzionalan i
sadrzi izometricki izomorfizam sa 'H na K.
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Dokaz: Neka je T € Homg(H, K) bijekcija i S € Homg(H,K). Tada je T™1S € Enda(H),
pa po teoremu 1.1.10. postoji A € C takav da je T-1S = M. Dakle, S = AT i time je dokazano

da je prostor Homg(H, K) jednodimenzionalan.
Neka je T € Homg(H,K) bijekcija. Tada je T* € Homg(K,H), dakle, T*T € Endg(H).
Prema teoremu 1.1.10. postoji A € C takav da je T*T = M\l. Za & € H, ||¢|| = 1, imamo

A= A(E[E) = (AE[§) = (T7TE[E) = (T¢E|T¢) > 0.
Sada je U = \"2T € Homg(H, K) i to je bijekcija za koju vrijedi za proizvoljne £,n € H :

(UE|Un) = A"HTE|Tn) = A\"H(T*TEn) = (&ln).

Dakle, U je izometricki izomorfizam sa H na K.

Dokazat ¢emo sada jednu jacu varijantu Schurove leme za unitarne ireducibilne reprezentacije.
U tu svrhu treba nam sljede¢i von Neumannov rezultat:

Propozicija 1.1.13. Neka je H Hilbertov prostor i za podskup S C B(H) oznac¢imo sa S" njegov
komutant:
S"={T € B(H); TS = ST VS € S}.

Nadalje, neka je A unitalna x—podalgebra od B(H). Tada za svaki & € H vrijedi (A') € C CI(AE).
Pri tome Cl(U) oznacava zatvarac¢ podskupa U C 'H.

Dokaz: Neka je £ € H. Tada je zatvoren potprostor Cl(.A) invarijantan s obzirom na sve oper-
atore iz A. Buduéi da je A *—podalgebra, slijedi da je i ortogonalni komplement C1(A¢)* = (A€)*+
invarijantan s obzirom na sve operatore iz A. Neka je P ortogonalni projektor prostora H na
zatvoren potprostor Cl(A¢). Tada P komutira sa svim operatorima iz A, tj. P € A’. Sada za
svaki T € (A') vrijedi TP = PT. Odatle slijedi da je TCI(A¢) C CI(AE). Kako je & € AE (pret-
postavili smo da je algebra A unitalna) slijedi 7€ € Cl(AE).

Najavljeno pojacanje Schurove leme je:

Teorem 1.1.14. Neka je 7 ireducibilna unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na
Hilbertovom prostoru 'H. Neka su 'V i@ W gusti potprostori od H i1 T :V — H 1S : W — H
linearni operatori (bez ikakve pretpostavke ogranicenosti, tj. neprekidnosti) takvi da je potprostor
V w(G)—invarijantan i da vrijedi

Tr(z)é =m(x)TE VeeG i@ VEeV

(T¢In) = (¢lSn) V&€V i vneW
Tada je T = Ny za neki X € C.

Dokaz: Neka je A podalgebra od B(H) razapeta svim operatorima 7(z), x € G. Ocito je A
unitalna x—podalgebra od B(H). Dokazat ¢emo sada sljede¢u pomoénu tvrdnju:

(A) Za bilo koje &,m € H, T € B(H) i e > 0 postoji A € A takav da je |T§ — AE|| < € i
[Ty — Anl| <e.

Doista, neka je L = H x H. To je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

((§1, &)1 (1, m2)) = (&alm) + (§20m2), 1,82, m,m2 € H.
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Za A € A neka je A € B(K) definiran sa A(£,n) = (A€, An) i neka je A = {A; A € A}. Tada je
A unitalna *—podalgebra od B(K). Nadalje, vrijedi

B(IC):{{)Z( 5;] X,Y,Z,WEB(H)}.

Pri tome je

A0

Posebno je A = [ 0 A

] , pa nalazimo da je
= X Y | ,
oo {[5 0 ) xvawea)

Prema teoremu 1.1.10. vrijedi A" = Endg(H) = CI. Stoga je

A’:{[‘;‘f gﬂ a,ﬁ,%ée(ﬁ}.

Zadatak 1.1.1. Dokazite da je

(A’)’:{H ;] TeB(H)}.

Sada iz zadatka 1.1.1. i iz propozicije 1.1.13. slijedi da je
(T€, Tn) € CI(A(g,m) = CU{(AS, An); A€ A})

za svaki T € B(H) i V&, n € H. Dakle, ako je T'€ B(H), e > 01 &,n € H, postoji A € A takav da
je |[(T€,Tn) — (A, An)|| < e. No tada je [T — ALl < ei ||[Tn — An|| < € i time je tvrdnja (A)
dokazana.

Prijedimo sada na dokaz teorema. Pretpostavimo da je £ € V takav da su vektori £ i T¢
linearno nezavisni. Tada postoji C' € B(H) takav da je C¢ = ¢ = CTE. Tvrdnja (A) povlaci da
postoji niz (A, )nen u A takav da vrijedi

I . 1
IC8 = Angll < — 1 |ICTE = AT¢|| < —,
n n
odnosno,
. 1
Hf_Ang” <— 1 Hf_AnTEH < —.
n n

To znaci da je

&= lim A, (= lim A,T¢.
Sada za proizvoljan n € W nalazimo

(€ln) = lim (A, 7€) = lim (TA&ln) = lim (A,£[Sn) = (€[Sn) = (T¢n).

Kako je potprostor W gust u H slijedi T¢ = &, a to je suprotno pretpostavci da su vektori &
i T¢ linearno nezavisni. Ova kontradikcija pokazuje da je svaki vektor & € V svojstven vektor
operatora T. Odatle slijedi da je T'= Al za neki A € C.
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Neka je m reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H. Neka je i
dalje u lijeva Haarova mjera na G. Za f € Cyo(G) je sa

SnH/f (z)&[m)dpu(x)

definirana seskvilinearna forma na H x H. Posljednja tvrdnja propozicije 1.1.9. ima za posljedicu
da je ta forma ogranic¢ena. Doista, ako je C' > 0 takav da je ||7(z)|| < C Va € Supp(f) onda za
proizvoljne £, € 'H imamo:

/G*”( 2)((@)€ln)dp(z

/ @) [(r@)€m)lduz) < Cle] 1l / @) ldpu(z) = ClEN Il 111

Prema tome, postoji ogranicen linearan operator 7(f) € B(H) takav da je

F(f)Elm) = /f Delmdu(e) Ve € H.

Takoder se vidi da je
17 (OI < [[fll sup {7 ()]s = € Supp(f)}-

Na taj nacin definirali smo preslikavanje f — 7(f) grupovne algebre Cy(G) u algebru B(H).
To je preslikavanje ocito linearno. Nadalje, ako su f,g € Co(G) i {,n € H, onda zbog lijeve
invarijantnosti mjere p i koristenjem Fubinijevog teorema (ali samo za neprekidne funkcije) imamo
redom

(7()7(9)&Im) = /f (9)€Im)dp(z /f (7(9)¢|m(z) n)dp(z) =

/ / F(2)9(v) (m()Elm(z) n)dp / / F(2)9(y) (= (2)€ln)Ap(z)dp(y) =

/ / f(a (n ()€l dpu(x)dpa(y) = /G (f * 9)(w)dly) = (F(f * 9)€ln).

To pokazuje da je 7(f x g) = 7(f)7(g), tj. f— 7(f) je homomorfizam grupovne algebre Cy(G) u
algebru B(H). Opéenito, ako je A asocijativna algebra nad C, homomorfizam = : A — B(H)
zove se reprezentacija algebre A na Hilbertovom prostoru H. Za takve reprezentacije na
potpuno isti nacin kao i za grupe definiraju se osnovni pojmovi (7(.A)—invarijantan potpros-
tor, subreprezentacija, kvocijentna reprezentacija, subkvocijentna reprezentacija, ireducibilnost,
reducibilnost, potpuna reducibilnost, preplitanje, Hom4(H, K), End(H) = (7(A))", ekvivalent-
nost reprezentacija). Ako je A x—algebra, *—reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru H
je reprezentacija 7 sa svojstvom da je m(a*) = w(a)* Va € A.

Teorem 1.1.15. Neka je G lokalno kompakina grupa, Co(G) njezina grupovna x—algebra u odnosu
na lijevu Haarovu mjeru p i ™ reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H.

(a) Relacijom

(F(f)el) = /f @elmdu(e),  feCo(@), EneH

definirana je reprezentacija © algebre Co(G) na H.
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(b) Zatvoren potprostor IC od H je w(G)—invarijantan ako i samo ako je on 7(Co(G))—inva-
rijantan. Posebno, reprezentacija w je ireducibilna (odn., reducibilna, potpuno reducibilna)
ako i samo je reprezentacija T takva.

(¢) Ako je i o reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru KC, onda je
Homg(H,K) = Homeyq)(H, K).

Posebno, reprezentacije m 1 o su ekvivalentne ako i samo ako su reprezentacije © i ¢ ekvi-
valentne.

(d) Reprezentacija 7 ima sljedeée svojstvo neprekidnosti: za svaki kompaktan podskup K C G
postoji Cx > 0 takav da vrijedi

feG(G), SupfCK  — 17N < Crll £l

(e) Reprezentacija 7@ je nedegenerirana tj. potprostor span{w(f)&; f € Co(G), € € H} je
qust u H.

(f) Reprezentacija w je unitarna ako i samo ako je T x—reprezentacija.

Nadalje, ako je o nedegenerirana reprezentacija algebre Co(G) na Hilbertovom prostoru ‘H sa
svojstvom neprekidnosti kao u (d), onda postoji jedinstvena reprezentacija m od G na H takva da
je T =o.

Dokaz: Tvrdnje (a) i (d) veé¢ su dokazane.

(b) Neka je K zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H. Za svaki £ € K i svaki n € Kt iz
definicije operatora 7(f) slijedi da je (7(f)&|n) = 0. To pokazuje da je 7(f)K C (ICl)L =K, tj.
potprostor K je 7(Cy(G))—invarijantan.

Pretpostavimo sada da je K zatvoren 7(Cy(G))—invarijantan potprostor od H. Neka su § € K
i n € K+ proizvoljni. Tada iz definicije reprezentacije 7 slijedi da je

/ f@)m@Emdu(z) =0 Y € ColG).

Neka je sada x € G i neka je ¢ € Cy(G) takva da je ¢(x) = 1. Nadalje, neka je F' € Cy(G)
definirana kao umnozak F(x) = ¢(x)(m(x)£|n), © € G. Tada nalazimo da je

(fIF )Ly =0Vf € Co(G) = F =0 uprostoru Ly(G,n) = F(y)=0 yed.

Posebno je (m(z)¢|n) = F(x) = 0. Kako su z € G, € € K i n € K+ bili proizvoljni, zakljuc¢ujemo
da je potprostor K 7(G)—invarijantan.

Zadatak 1.1.2. DokaZite tvrdnju (c).

(e) Neka je n vektor ortogonalan na potprostor V' razapet sa {7(f)&; f € Co(G), £ € H}, tj.
takav da je (7(f)&|n) = 0Vf € Co(G) i V€ € H. Kao u dokazu tvrdnje (b) nalazimo da je tada
(m(x)€|n) = 0 Vo € G 1VE € H. Posebno, za x = e i & = n dobivamo (n|n) = 0, dakle, n = 0. To
pokazuje da je V+ = {0}, a to znaci da je potprostpor V gust u H.

Zadatak 1.1.3. Dokazite turdnju (f).
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Napokon, neka je o nedegenerirana reprezentacija algebre Cy(G) na Hilbertovom prostoru H.
Dokazat ¢emo najprije jedinstvenost reprezentacije m od G takve da je 7 = 0. Pretpostavimo da
su 7 i p reprezentacije od G na H takve da je 7 = p=o0. Zax € G, f € Co(G) 1 &, n € H imamo
zbog lijeve invarijantnosti mjere p :

(r(@)o(F)Eln) = (F()E|m(x / F) (w(y)eln(a / £ () (a)eln)duly) =

/ F ey (r()Elmdu(y) = /G ) () ()€ Au(y) = GO )EM) = (0 F)El).

Prema tome, m(x)o(f) = o(A.f) Vo € GiVf € Cy(G). Sasvim analogno imamo da jei p(x)o(f) =
= o(\.f) Vo € GiVf € Cy(G). Odatle slijedi da se za svaki © € G restrikcije operatora 7(z)
i p(z) na potprostor span {o(f)&; f € Co(G), & € H} podudaraju. Kako je po pretpostavci taj
potprostor gust u H, slijedi da je m(z) = p(z) Yz € G.

Skicirajmo jos dokaz egzistencije reprezentacije m od G takve da je 7 = 0. Pretpostavimo
najprije da je reprezentacija o ciklicka, tj. da postoji & € H takav da je potprostor

V =0(Co(G))E ={a(f)& € Co(G)}

gust u ‘H. Za x € G definiramo linearan operator w(x) : V — V ovako:

m(x)o(f)§ =o(Xf)E, [ € Co(G).

Treba ustanoviti da je ta definicija smislena, tj. da iz o(f){ = o(g)¢ slijedi o(A, f)€ = a(A.9)E.
Stavimo li h = f—g vidimo da treba dokazati da iz o(h)¢ = 0 slijedi o(A.h)€§ = 0. Primijetimo sada
da je skup {h € Cy(G); o(h)§ = 0} lijevi ideal u algebri Cy(G) koji je zbog svojstva neprekidnosti
reprezentacije o zatvoren u odnosu na normu || - |[|;.

Lema 1.1.16. Neka je J lijevi ideal u algebri Co(G) koji je zatvoren u odnosu normu || - ||1. Tada
je Az = J Vo e G.

Dokaz: Neka je (¢;)ier hiperniz iz propozicije 1.1.7. Tada za f € J, € G ii € [ imamo zbog
lijeve invarijantnosti mjere p i prema tvrdnji (d) propozicije 1.1.5.

@i % f = fllv = [[Aalopi # ) = Aafllr = [[(Aaipi)  f = Aa |1

Prema propoziciji 1.1.7. slijedi da je
lim [|(hepd) * £ = Aef 1 =0

Odavde slijedi tvrdnja leme jer je (Ayp;) * f € J Vi € I i jer je po pretpostavci ideal J zatvoren
u odnosu na normu || - ||;.

Time je smislenost definicije operatora 7(z) : V' — V dokazana. Ocito je w(xy) = 7(z)m(y) za
x,y € (G. Sada se pomocu svojstva neprekidnosti reprezentacije o dokazuje da je za svaki x € G
operator m(x) : V' — V ogranicen, pa se jedinstveno prosiruje do w(z) € B(H), a zatim pomocu
propozicije 1.1.7. da su funkcije z — (7w (x)n|(), n, ¢ € V neprekidne u jedinici e € G. Dakle, dosli
smo do reprezentacije m od G' na Hilbertovom prostoru H takve da je 7(z)o(f) = o(A\.f) Vx € G
iVf e Cy(G). Sada za g, f € Cy(G) i n € H imamo

(#(9)o(f)elm) = /G 9() (r(2)o ()€ n)dpx) = /G 9(2) (0 (Aaf ) dpa(z) = /G (o (g(@) e FEI) ().
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Pokazuje se da se operator 7(f) moze shvatiti i kao Bochnerov integral

~ /G f(@)m(2)dp(z)

funkcije © — f(z)m(z) iz Co(G,B(H)). Ako su X i Y Banachovi prostori, 7" lokalno kompaktan
Hausdorffov topoloski prostor, o mjerana 71 F' € Cy(G, X)), pokazuje se da za svaki A € B(X,Y')
vrijedi

A /T F(t)du(t) = /T AF(H)du(t).

Primijenimo to sada na funkciju = — g(z)\.f iz Co(G,C(Supp (g * f))) i na ogranicen linearan
funkcional h — (o(h)£|n) na Banachovom prostoru C'(Supp (g * f)). Slijedi

(#(g)o(F)Eln) = / (o(g(@) e f)EIn)dpa) = (o (W)E).
gdje je
hy) = /G 9(0) ) W)du(@) = (9% D). y€G.

Stoga je 7 (g)a(f)§ = a(g*f)€ = a(g)o(f)E. Drugim rijecima, 7(g)n = o(g)n ¥n € V'iVg € Co(G).
Kako je potprostor V' gust u H, slijedi da je 7(g) = o(g) Vg € Co(G), tj. T = 0.

Time je egzistencija reprezentacije m od G takve da je @ = ¢ dokazana u slucaju da je
reprezentacija o ciklicka. Neka je sada S skup svih zatvorenih o(Cy(G))—invarijantnih potpros-
tora IC takvih da postoji reprezentacija 7 grupe G na Hilbertovom prostoru K takva da je 7 = ox.
Skup S je parcijalno ureden inkluzijom. Pomoc¢u dokazane jedinstvenosti pokazuje se da skup S
zadovoljava uvjet Zornove leme: za svaki linearno ureden podskup 7 od S postoji K € S takav
da je L C K VL € 7. Prema tome, u § postoji bar jedan maksimalan element K. Neka je m
reprezentacija do G na K takva da je 7 = ox. Treba jos samo dokazati da je K = H. Pret-
postavimo suprotno da je K # H. Neka je £ € H \ K i neka je L = Cl(a(Co(G))E). Tada je £
zatvoren o(Cy(G))—invarijantan potprostor i subreprezentacija o, je ciklicka. Prema dokazanom
postoji reprezentacija w od G na L takva da je © = o,. Sada subreprezentacije monx 1 wen imaju
svojstvo da je Tpnx = 0pnc 1 Wenke = 0k Zbog dokazane jedinstvenosti je moae = wenk, t.
()| LNK =w(@)|[LNK Vr € G. Stoga za svaki x € G postoji linearan operator p(x) na pros-
toru £ + K koji prosiruje i m(z) i w(x). Zbog ogranic¢enosti operatora 7(z) i w(z) operator p(x)
je ogranic¢en, pa se jedinstveno prosiruje do ograni¢enog operatora na zatvorenom potprostoru
R = CI(L + K) koji ¢emo takoder oznaciti sa p(x). Sada je p reprezentacija grupe G na prostoru
R i lako se vidi da je p = ox. To znaci da je R € S. Medutim, kako je C CRi& € R\ K, do-

biveno je u suprotnosti s maksimalnoséu elementa IC € §. Ova kontradikcija pokazuje da je I = H.

Zbog bijektivnosti m «— 7 izmedu reprezentacija lokalno kompaktne grupe G i nedegeneri-
ranih neprekidnih reprezentacija njene grupovne algebre Cy(G) uobicajeno je da se izostavlja znak
"~ i umjesto 7 piSemo 7 i za odgovarajuéu reprezentaciju od Cy(G). Veze izmedu tih reprezentacija
su sljedece: ako je m reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H onda je

/f Ju(z), fECuG). . (x(f)En) = /f ()eln)dp(z), €M

obratno, ako je 7m nedegenerirana reprezentacija algebre Cy(G) na Hilbertovom prostoru H (sa
svojstvom neprekidnosti kao u tvrdnji (d) prethodnog teorema), onda je 7(z), = € G, jedinstven
ogranicen linearan operator na H sa svojstvom 7(z)w(f) = 7(A.f) Vf € Co(G).
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U ovom uvodnom odjeljku dokazat ¢emo jos jedan teorem o posebnoj vrsti unitarnih reprezen-
tacija — onih za koje su elementi grupovne algebre Cy(G) reprezentirani kompaktnim operatorima.
Podsjetimo se definicije kompaktnog operatora. Neka su H i K normirani prostori i neka je
A :'H — K linearan operator. A se naziva kompaktan operator ako on zatvorenu jedini¢nu
kuglu u prostoru H preslikava u relativno kompaktan podskup prostora IC, tj. ako je

CI({AG ce M, [I€] <1})

kompaktan podskup od K. To je ekvivalentno svojstvu da za svaki ograni¢en niz (&,)nen u 'H
niz (A&, )nen ima konvergentan podniz. Vazna posljedica Arzela—Ascolijevog teorema je da su
neki integralni operatori kompaktni: ako je p mjera na kompaktnom Hausdorffovom topoloskom
prostoru 7' i ako je K : T x T — C neprekidna funkcija, onda je operator A na Hilbertovom
prostoru Lo(T, p1), definiran sa

(Af)(t) = / K(t,s)f(s)du(s),  teT, fe Lo(T,p).

kompaktan. Osnovni teorem o kompaktnim hermitskim operatorima na Hilbertovom prostoru je:

Teorem 1.1.17. (Spektralni teorem za kompaktan hermitski operator) Neka je H Hilber-
tov prostor i A : H — H kompaktan hermitski operator.

(a) Spektar Sp(A) ={\ € C; N — A& GB(H)} je prebrojiv podskup od R.
(b) Svaki A € Sp(A) \ {0} je svojstvena vrijednost od A i pripadni svojstveni potprostor
HA(A) = NAT = A) = {§ € H; AL = A&}
je konacnodimenzionalan.

(¢) Ako je Sp(A) beskonacan skup, svaki niz medusobno razlicitih elemenata od Sp(A) konvergira
prema 0. Drugim rijecima, 0 je gomiliste od Sp(A) i to jedino.

(d) Vrijedi
H=NA) e P HA.
AeSp(AN\{0}

Teorem 1.1.18. Neka je m unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom
prostoru 'H takva da je operator w(f) kompaktan za svaku funkciju f € Co(G). Tada je w or-
togonalna suma ireducibilnih subreprezentacija, tj. postoji skup T zatvorenih 7(G)—invarijantnih
medusobno ortogonalnih potprostora od H takvih da su sve subreprezentacije mp, L € T, ire-

ducibilne 1 da je
H=Ec.
LeT

Nadalje, tada je za svaki L € T skup {M € T; mp =~ e} konacan.

Dokaz: Neka je S skup svih skupova zatvorenih medusobno ortogonalnih 7(G)—invarijantnih
potprostora od ‘H takvih da su sve pripadne subreprezentacije ireducibilne. Skup S je parcijalno
ureden inkluzijom i lako se vidi da zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je 7" maksimalni element
od S i neka je K zatvara¢ direktne sume potprostora u 7, tj.

K=c

LeT



1.1. REPREZENTACIJE LOKALNO KOMPAKTNIH GRUPA 19

Treba dokazati da je K = H. Pretpostavimo suprotno da je K # H. Tada je Kt # {0}
zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor od H. Subreprezentacija mci algebre Cy(G) je nede-
generirana, pa postoji f € Co(G) takav da je f = f* i mci(f) # 0. Kako je operator mci(f)
hermitski i kompaktan prema teoremu 1.1.17. postoji A € R* takav da je svojstveni potprostor
X = {¢ € Kt w(f)€ = X} razlicit od {0} i taj je potprostor kona¢nodimenzionalan. Neka je
Y # {0} potprostor od X najmanje dimenzije sa svojstvom da je Y = £ N X za neki zatvoren
7(G)—invarijantan potprostor od K+. Neka je £ najmanji zatvoren m(G)—invarijantan potpros-
tor od K+ koji sadrzi Y. Tada je subreprezentacija 7 ireducibilna. Doista, pretpostavimo da je
L=Ma&N, gdje su M i N zatvoreni 7(G)—invarijantni potprostori. Buduéi da su potprostori
M i N invarijantni s obzirom na operator 7(f), slijedi da je svojstveni potprostor ¥ sadrzan u
jednom od njih, npr. u M. Zbog zahtjeva minimalnosti slijedi da je M = L, dakle, N' = {0}.
Time je dokazana ireducibilnost subreprezentacije 7.. No tada je 7 U {L} € S §to se protivi
maksimalnosti 7 u parcijalno uredenom skupu S. Ova kontradikcija pokazuje da je K+ = {0}, tj.
K=MH.

Napokon, posljednja tvrdnja slijedi iz kona¢ne dimenzionalnosti svojstvenih potprostora kom-
paktnih operatora za svojstvene vrijednosti # 0.
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1.2 Kvadratno integrabilne reprezentacije

Neka je m reprezentacija lokalno kompaktne grupe GG na Hilbertovom prostoru H. Za vektore
§,n € 'H definiramo neprekidnu funkciju m¢, : G — C sa

men(x) = (w(x)En),  zed.

Svaka takva funkcija zove se matriéni koeficijent reprezentacije 7.

Neka je sada p lijeva Haarova mjera na G' i Lo(G, ) Hilbertov prostor kvadratno integrabilnih
funkcija na grupi G sa skalarnim produktom

(flg) = /G f@a@du(@),  f.9 € La(G.p).

Operatori lijevog pomaka \,, x € G, definiraju reprezentaciju od G na Hilbertovom prostoru
Lo(G, p). Neprekidnost homomorfizma A : G — GB (Ly(G, i) slijedi iz propozicije 1.1.8. Zbog
lijeve invarijantnosti mjere p svi operatori A, je unitaran, odnosno, A je unitarna reprezentacija.
Ona se zove lijeva regularna reprezentacija grupe (G. Sasvim analogno definira se desna
regularna reprezentacija p od G. To je reprezentacija pomo¢u desnih pomaka p,, z € G, na
Hilbertovom prostoru Ls(G, ft). Primijetimo da su te dvije reprezentacije ekvivalentne. Naime,
operator U definiran na prostoru Ls(G, pt) pomocu invertiranja

(Tf)(x)=flx)=f(z7"),  fe LG, p),

je izometricki izomorfizam Hilbertovog prostora Ly(G, 1) na Hilbertov prostor Lo(G, 1) 1 vrijedi

T, = p, T Ve € G.

Kvadratno integrabilna reprezentacija od G je unitarna ireducibilna reprezentacija od G
na Hilbertovom prostoru ‘H takva da postoje vektori &, n € ‘H razli¢iti od nule takvi da je matri¢ni
koeficijent 7¢ , kvadratno integrabilna funkcija na G' u odnosu na desnu Haarovu mjeru fi.

Teorem 1.2.1. (a) Neka je m kvadratno integrabilna reprezentacija od G na Hilbertovom pros-
toru H. Tada su svi matricni koeficijenti e ,, £, n € H, kvadratno integrabilne funkcije na G
u odnosu na desnu Haarovu mjeru fi. Nadalje, postoji izometrija U € Homg(H, Lo(G, 1)) i
njena je slika zatvoren pg—invarijantan potprostor od Lo(G, i) sadrzan u C(G). Posebno,
reprezentacija ™ ekvivalentna je subreprezentaciji desne regularne reprezentacije p.

(b) Svaka ireducibilna subreprezentacija regularne reprezentacije je kvadratno integrabilna.

Dokaz: (a) Neka su &y, ny € H jedinicni vektori takvi da je matriéni koeficijent 7, ,, kvadratno
integrabilna funkcija. Stavimo

W = {€ € H; mey € Lo(G. )},

Tada je W potprostor prostora H koji sadrzi vektor &y, dakle, W # {0}. Zaz,y € Gi&,n e H
imamo

Tr@)en(y) = (m(y)m(@)€]n) = (w(yz)€[n) = meq(yx) = (pamen)(y)-
Dakle, ako je m¢, kvadratno integrabilna funkcija (u odnosu na /i) onda je i 7y, kvadratno
integrabilna za svaki x € G. Posebno, za £ € W je w(x)§ € W za svaki € G. Dakle, potprostor
W je m(G)—invarijantan. Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi da je potprostor W gust u

H.
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Definiramo linearan operator A: W — Ly(G, i) sa A, = m¢,,, E € W. Tadazal e Wiz e G
vrijedi
Aﬂ-(l‘)g = 7T7T(33)£7’r]0 = pzﬂ-ﬁvﬂo = p:L‘Aé-

Na prostoru W definiramo novi skalarni produkt (-|-) ovako:

€&l = (&m)w + (AE[AN) Ly ), E&Ene W

S tim skalarnim produktom unitaran prostor W je potpun, odnosno, Hilbertov. Doista, neka je
(&€1)nen Cuchyjev niz u unitarnom prostoru W. Iz definicije skalarnog produkta na W slijedi da je
tada (&,)nen Cauchyjev niz u Hilbertovom prostoru H i (A&, )nen je Cauchyjev niz u Hilbertovom
prostoru Ls(G, fi). Neka je

= lim &, wuprostoru H i f= lim AE, uprostoru Lo(G, ).

Iz Lebesgueove teorije integracije slijedi da tada postoji podniz niza funkcija (A&, )nen koji kon-
vergira gotovo svuda predstavniku elementa f € Lo(G, f1). S druge strane za svaki x € G vrijedi

|(A&n) () = T (2)] = |7, o () — Temo (2)] =
= |(m(z)&nlno) — (m(x)&lmo)| = |(m(2)(&n — &o)lmo)| < [1€n — &I

To pokazuje da niz funkcija (AE,)nen uniformno na G konvergira funkciji m¢ ,,,. Dakle, predstavnik
elemnta f € Ly(G, 1) gotovu svuda je jednak funkciji 7¢ ,,,. Posebno, to znaci da je m¢ ,,, € Lo(G, f2),
odnosno, £ € W. Kako je £ limes niza (§,),en u Hilbertovom prostoru H, a f = m¢,, = A je limes
niza (A&, )nen u Hilbertovom prostoru Lo(G, 1), slijedi da je & limes niza (&,),eny U unitarnom
prostoru W. Time je dokazana potpunost unitarnog prostora W.

Neka je S : W — H kanonska inkluzija. Tada je S ogranic¢en linearan operator s Hilbertovog
prostora W u Hilbertov prostor H. Neka je T : 'H — W adjungiran operator, 7' = S*. Tada
mozemo promatrati 7" kao linearan operator sa H u ‘H. Tada je

(T¢ln) = (&lSn)  VEeH i VneW.
Nadalje, za z € G, £ € H in € W imamo

(Tm(2)€|n) = (x(2)§|Sn) = (m(x)&]n) = (Elx(@")n) = (|Sm(@™)n) = (T¢|m (2~ )n) = (m(2)T¢n).

Kako je potprostor W gust u H, slijedi da je T'n(x){ = w(z)T€. To znaci da su zadovoljeni uvjeti
teorema 1.1.14. uz V' = H. Prema tom teoremu vrijedi 7' = Al za neki A € C. Bududi da je T
adjungiran operator inkluzije S : W — H, slijedidaje A=1, W =H iS5 = Iy.

Kako je (-|-) drugi skalarni produkt na Hilbertovom prostoru H, postoji pozitivan operator
B € GB('H) takav da je

(€l = (Bmwn ~ YE&neM.
To znaci da je
(BEmw = Elmn + (AL|AN) Loy VEn €H.

Kako je An(z) = p,A VYx € G, odavde za proizvoljne x € G i &, n € H nalazimo
(Br(x)¢n) = (w(x)En)w + (Am(2)€|An) Lyc.n) = (w(@)EIM)n + (p2 AL AN) Loy =

= (m(2)&|n) + (Alpo-1An) Ly = (Elm (@™ )m)r + (A Am (@™ )0) o) =
= (€lm(z™"n) = (Be|m(a™ )n)y = (w(z) BEI).
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To pokazuje da je Br(z) = w(z)B Vz € G. Sada iz teorema 1.1.10. slijedi da je B = A3y za neki
A € C. No B je pozitivan invertibilan operator, pa slijedi da je A > 0. Nadalje, za £ € 'H je

AIgl3 = (BEI&)n = (€)n + (AEIAS) Loty = 18113, + 1AEIIE, 6y
pa vidimo da je A > 1. Stavimo U = (A — 1)"2A. Tada je U € Homg (H, Lo(G, 1)) i za £ € H je
V€I () = (A = D) AL A Loy = (A = DTHAEI 2 — (€€)2d = lI€11%,

dakle, U je izometrija. Po definiciji operatora A slika od U sastoji se od neprekidnih funkcija.
Time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Neka je H zatvoren pg—invarijantan potprostor Hilbertovog prostora Lo(G, i) takav da
je subreprezentacija m = py ireducibilna. Neka je P ortogonalni projektor Hilbertovog prostora
Ly(G, 1) na potprostor H. Tada je P(Cy(G)) gust potprostor od H i, posebno, P(Co(G)) # {0}.
Neka su f,g € P(Co(G)) \ {0} i neka su ¢, € Cy(G) takve da je f = Py i g = Pi. Sada je za
red

Tra(®) = (T(2) PO PY) oGy = (Ppatp| PY) Ly )
Stoga je

719(@) = |(Ppagl PY) e | < (0 l0) o
Medutim, uz oznake za grupovnu algebru Cy(G) imamo

(Pl oy = / () D) dfily) = / Al (o) day).
G G
Stavimo li x = A¢* € Cy(G), dobivamo

(PP Lo ) = /G Xy Helyx)da(y) = / X e(ya)du(y) = (x * ¢)(x).

G
Dakle,
mrg(2)] < [(Ox* @) ()],
a kako je x x ¢ € Cyo(G) C Ly(G, 1), slijedi da je i myy € Lo(G, t). Time je dokazano da je
reprezentacija 7 kvadratno integrabilna.

Mala modifikacija prethodnog dokaza daje nam sljedece relacije ortogonalnosti za matri¢ne
elemente kvadratno integrabilnih reprezentacija:

Teorem 1.2.2. Neka su 7 i 0 kvadratno integrabilne reprezentacije od G na Hilbertovim pros-
torima 'H 1 KC.

(a) Ako 7 i o nisu ekvivalentne, onda je
(meglon )o@ =0 VEEER i Vi €K

(b) Postoji d(m) > 0 takav da vrijedi

1
(Teer|Tnm ) Loy = m(fm)(n%') Ve E e H.

Broj iz tvrdnje (b) zove se formalna dimenzija ili formalni stupanj kvadratno integrabilne
reprezentacije m. Motiv za takav naziv vidjet ¢emo u sljede¢em odjeljku. Naime, za kompaktnu
grupu G svaka ireducibilna unitarna reprezentacija je kona¢nodimenzionalna i, naravno, kvadratno
integrabilna. Nadalje, ako je ;4 = & normirana Haarova mjera, tj. takva da je

u(1) = /G dpu(x) = 1,
onda je d(m) = dim H.
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Dokaz: (a) Fiksirajmo ¢ € Hin' € K. Nekasu T : H — Lo(G, 1) 1 S : K — Lo(G, 1)
preplitanja reprezentacija m i o s desnom regularnom reprezentacijom p definirana kao u dokazu
teorema 1.2.1.

(TE)(z) = (w(2)&lE),  (Sn)(x) = (o(@)nln),  §€H, neK, zeC.

Sada je (§,n) — (T€|51)L,c ) ogranicena seskvilinearna forma na H x K, pa postoji ogranicen
linearan operator A : K — H takav da je

(TE|SN) oy = (E]An)y  VEEHI Vne K.
Sada jezasvakiz €e Gizal e Hine K

(ElAa(z)n)w = (TE|So(x)n) acpy = (TE]pxSN) L2y = (Pe-1TEISN) Lo i) =

= (T (2™ )&l Loy = (w27 )E[An)y = (§lm(x) An)a.
To pokazuje da je Ao(x) = 7(x)A Vx € G, tj. A je preplitanje reprezentacije o s reprezentacijom
7. Kako su ¢ i 7 ireducibilne neekvivalentne reprezentacije, slijedi da je A = 0. No to je upravo
tvrdnja (a)
(b) Neka je sada m = 0. Fiksirajmo vektore £, 7' € H. Neka su sada T, S € Homa(H, L2(G, ft)
definirani kao u dokazu (a) :

(T&)(x) = (w(2)&[E),  (Sn)(@) = (w(@)nln)n,  &nH, weC.
Isti argument kao u dokazu (a) pokazuje da postoji A € B(H) takav da je

(T¢1SN) Lyapy = (ElAn) V€ meH.

Nadalje, A € Endg(H). Prema teoremu 1.1.10. je A = A(¢', 1)1 za neki A(£',n’) € C. To znaci da
je

| @) ) i) = N
Sada je ocito preslikavanje (1, &) — A(£’, 1) ogranicena seskvilinearna forma na H x H pa postoji
B € B(H) takav da je A(¢',n') = (Bn/|£’). Dakle,

(Lw@xwmm@mwmwmﬁzngwwwm, 6l € H.

Fiksirajmo sada &,n € H i definiramo operatore U,V € B(H, Ls(G, j1)) sa

U () = (@)1, (V@) = (w(@)nln)y, &0 €H, zel.

Sasvim analogno se vidi da su to preplitanja reprezentacije m s desnom regularnom reprezentacijom
pc- Nadalje, preslikavanje (&', 1) — (U'|V1') 1, p) je ogranicena seskvilinearna forma na H x 'H,
pa postoji C' € B(H) takav da je

UV ) oy = (CEM) V&0 e H.

Nadalje, nalazimo da je C' € Endg(H), pa po teoremu 1.1.10. postoji u(§,n) € C takav da je
C = p(&,n)I. To znadi da je

thuxwmwumwnmm»:mamww> VE.E o € H,
odnosno,

waﬁwmwwmwmmmﬂzmamww> VE.E o € H.
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Usporedbom s prije dokazanim nalazimo da vrijedi

&) (&) = w(&m) (0, &) V& nn € H.

Neka je sada € € H, ||£]| = 1. Tada imamo za proizvoljne &', 7' € H

A& ) = ME ) (E1E) = ml(& ) 'IE )

To pokazuje da za neki a € C vrijedi A\(&', ) = a(n/|€’). Dakle,

/G (e (@) Y T i) = (€| VEEmf € H.
Ako je opet £ € H, [|£]| = 1, dobivamo

a = a(§l&)n(ElEn = /G (7 (2)€]€)n]* djilz) > 0.

Uz oznaku d(7) = a~! dobivamo tvrdnju (b).
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1.3 Reprezentacije kompaktnih grupa

U ovom odjeljku G je kompaktna grupa i p Haarova mjera na G koja je normirana, tj. takva
da je p(1) = 1.

Teorem 1.3.1. Neka je m reprezentacija kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H. Tada
na prostoru H postoji skalarni produkt (- |-) ekvivalentan originalnom skalarnom produktu (-|-)
u odnosu na koji je reprezentacija ™ unitarna.

Dokaz: Stavimo

(€ln) = /G (r(@)elr(@mdu(e),  EneH.

Ocito je (-|-) dobro definirana pozitivna hermitska forma na H x H. Nadalje, kako je G kompak-
tna, prema posljednjoj tvrdnji propozicije 1.1.9. postoji C' > 0 takav da je |7 (z)|| < C Vz € G;
pri tome je || - || oznaka normu na H pridruzenu skalarnom produktu (-|-), tj. [[£]| = /(&[€),
a takoder i za pripadnu operatorsku normu na B(H). Dakle, vrijedi ||7(z)¢]] < C||&|| V€ € H.
Nadalje, za svaki £ € H i svaki x € G imamo i

lell = llm (@™ H)m ()€l < Clim(x)é]l,

dakle,
|m(x)E]| > Ol VeEeH i Vxed.

Slijedi
CT2(ElE) < (€l6) < C2(gle)  VEeH.
To pokazuje da je (- | - ) skalarni produkt na prostoru H koji je ekvivalentan originalnom skalarnom

produktu (-|-). Napokon, iz desne invarijantnosti mjere p slijedi da su svi operatori 7(y), y € G,
unitarni u odnosu na novi skalarni produkt:

(n(y)Elm(y)n) = /G ()€l (ey)n)du(e) = /G (r(@)Elm()n)d(z) = (€ln).

Zbog teorema 1.3.1. u daljnjem ¢emo promatrati samo unitarne reprezentacije kompaktne
grupe G.

Neka je sada 7 unitarna ireducibilna reprezentacija kompaktne grupe GG na Hilbertovom pros-
toru H. Zbog kompaktnosti grupe G svi matricni koeficijenti m¢ ,, £, € H, su kvadratno integra-
bilne funkcije na G. Prema tome, svaka je ireducibilna unitarna reprezentacija od G kvadratno
integrabilna, a to prema teoremu 1.2.1. znaci da je ekvivalentna subreprezentaciji desne regularne
reprezentacije p grupe G na Hilbertovom prostoru Lo (G, 1).

Teorem 1.3.2. Neka je 7 ireducibilna unitarna reprezentacija grupe G' na Hilbertovom prostoru
H. Tada je prostor H konacnodimenzionalan i njegova je dimenzija jednaka formalnom stupnju
d(m) reprezentacije .

Dokaz: Prema tvrdnji (a) teorema 1.2.1. mozemo pretpostaviti da je H zatvoren potpros-
tor Hilbertovog prostora Lo(G, 1) koji je sadrzan u C(G), koji je p(G)—invarijantan i 7 je sub-
reprezentacija py desne regularne reprezentacije p. Neka je || - || oznaka za Lo—normu, a || - ||«
oznaka za maksimum—normu na C(G). Zbog normiranosti mjere u vrijedi

[fllz < lflle V€ C(G).
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Neka je T : 'H — Lo(G, p) inkluzija. Prema gornjoj nejednakosti 7' je ograni¢en operator s
normiranog prostora (H,|| - ||oo) u Hilbertov prostor (H,|| - ||2- Neka je K zatvara¢ potpros-
tora H u Banachovom prostoru C(G). Tada se T jedinstveno prosiruje do ograni¢enog operatora
sa (K, ||+ |leo) u (H,]| - |l2)- No kako je T' identiteta na vektorskom prostoru H, slijedi da je
K =H, tj. H je zatvoren kao potprostor Banachovog prostora C'(G). Sada iz teorema o otvorenom
preslikavanju slijedi da je identiteta na H ogranicena i kao operator sa (H, || - ||2) na (H, | - [|c)-
Drugim rije¢ima postoji C' > 0 takav da je

[flle <Clfll2 VfeH.

Neka je sada {f1,..., fn} ortonormiran skup u Hilbertovom prostoru (H,|| - ||2). Za bilo koje

A,y A € Ciza x € G imamo
Z)\ifi =C <Z|)\z‘2>
i=1 2 i=1

Z Aifi(z) Z Ai fi
i=1 =1

Za dano x € G izaberimo sada \; = f;(x), i = 1,..., n. Slijedi

P <c (Z |f¢($)\2>

i=1 i=1

NI

< <C

[e.o]

=

To sada vrijedi za svako x € GG, a odatle slijedi da je
i<’ Vred.
i=1

Stoga imamo
n=31AE=Y /G (@) du(z) < O /G dyu(z) = C*.
=1 =1

Prema tome, broj elemenata bilo kojeg ortonormiranog podskupa Hilbertovog prostora H je < C2.
To pokazuje da je prostor ‘H konacnodimenzionalan.

Neka je sada n = dim H i neka je {f1,..., fu} ortonormirana baza od ‘H. Stavimo 7;; = 7y, ;.
Tada je za svaki # € G' matrica [m;;()];,_, unitarna. Prema tome,

i i ()P =n  Vred.

i=1 j=1
Odatle i iz tvrdnje (b) teorema 1.2.2. zbog normiranosti mjere p slijedi
n n n n 1
2
n= Z Z/ |3 (2) " dp(z) = Z Z(Wiﬂﬂij)b(a,u) =n’—.
; X el ; . d(ﬂ')
=1 j=1 =1 j=1
Prema tome je n = d(m).
U daljnjem sa G oznacavamo skup svih klasa ekvivalencije unitarnih ireducibilnih reprezentacija
kompaktne grupe G. Za v € G ozna¢imo sa Lo (G, p)(y) sumu svih p(G)—invarijantnih zatvorenih

(u stvari, konaénodimenzionalnih) potprostora H Hilbertovog prostora Lo(G, i) takvih da je sub-
reprezentacija py desne regularne reprezentacije ireducibilna i nalazi se u klasi ekvivalencije ~.
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Za v € G oznacimo sa d(y) dimenziju (i formalni stupanj) bilo koje reprezentacije iz klase ~.
Nadalje, neka je x, karakter bilo koje reprezentacije 7 iz klase - :

Xo(2) = Trn(z), r €.
Napokon, neka je x” = d(vy)x5.

Teorem 1.3.3. (a) Swi potprostori Lo(G, u)(7y), v € G, su konacnodimenzionalni i vrijedi

G, 1) = @ La(G, 1) (7)

vel

(b) Za~,0 € G vrijedi

{1 ako jey=o

(ledsaen = [ )@@ =50 ={ o et )7

(¢) Za~y € G operator
p(x7) :d(v)/xw( )prdp(z)

je ortogonalni projektor Hilbertovog prostora Lo(G, ) na potprostor Lo(G, p)(7y).

(d) Neka je~ € G i neka je m ireducibilna unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru
H u klasiy. Ako je {&1,. .., &} ortonormirana baza od H i 7;j = T¢, ¢, onda je {m;;; 1 <
i,j < d(v)} ortogonalna baza od Ly(G, 1)(7). Posebno, dim Lo(G, ) (y) = d()?.

Dokaz: (a) Za f € C(G) operator p(f) na Hilbertovom prostoru Ls(G, 1) zadan je sa

/f (py) () dpu(y /f g(xy)du(y) = /Gg(y)f(xly)du(y)

zax € Gig € Ly(G, ). Dakle, p(f) je integralni operator s neprekidnom jezgrom K(z,y) =
= f(z7'y), pa je prema posljedici Arzela—Ascolijevog teorema spomenutoj prije iskaza teorema
1.1.17. taj operator kompaktan. Sada iz teorema 1.1.18. slijedi da je Hilbertov prostor Lo(G, p)
ortogonalna suma potprostora Lo(G, 1) (7), v € G, i svaki je potprostor Ly(G, u)(7) konacnodi-
menzionalan.

(b) Ako je v # o, funkcije x, 1 X, su sume matriénih koeficijenata neekvivalentnih ireducibilnih
reprezentacija, pa iz tvrdnje (a) teorema 1.2.2. slijedi da je (xy|Xo)r2(c,n) = 0. Neka je sada v = o
i neka je m reprezentacija iz klase v na d(y)—dimenzionalnom Hilbertovom prostoru H. Neka je
d(v)

{&, ..., &y } ortonormirana baza od 'H i neka je za x € G [m;(x)]; ;7

toj bazi, tj. m;; = 7, ¢, Sada iz tvrdnje (b) teorema 1.2.2. nalazimo

matrica operatora m(z) u

d(y) d(v) 1 40 d)
(X X)) Ea(Go) = Z Z(W“|7TJ]>L2(G/L d— (&1€5)#(&51€)n = 1.
i=1 j=1 (’Y i=1 j=1

Zadatak 1.3.1. Dokazite da je p(X7)|L2(G, 1) (7) = Iy @ L2(G,p)(0) € Kerp(x?) za
ce@, o
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Uputa: Za dokaz druge tvrdnje iskoristite tvrdnju (a) teorema 1.2.2. Za dokaz prve tvrdnje
neka je H zatvoren (kona¢nodimenzionalan) p(G)—invarijantan potprostor od Lo(G, p) takav da
je subreprezentacija py, ireducibilna u klasi v. Ako je {fi,..., fa)} ortonormirana baza od H,
onda je

X’y(x) = d(’y)(pflyfl (l‘) +-t pfd(«,),fd(«,)% zeG.
Sada iskoristite tvrdnju (b) teorema 1.2.2. da dokazete da je p(x7)f; = f; za j = 1,...,d(v),
dakle, p(x?)|H = I. Odatle slijedi druga tvrdnja, jer je Lo(G, p)(7y) suma takvih potprostora H.

Tvrdnja (c) slijedi neposredno iz zadatka 1.3.1. jer je prema (a)

LG, )0 = @ LG ) (o).

o€G\{~}
(d) Prije svega, iz tvrdnje (b) teorema 1.2.2. vrijedi

1 1
(T35 The) La(Go) = @(fi\ﬁk) H1(&el&5)m ) ——Oidje.

Prema tome, {m;;; 1 <1i,7 <d(vy)} je ortogonalna baza u potprostoru X od Ly(G, u1) koji razap-
inje. Treba jos dokazati da je X = Lo(G, p)(7y).

Fiksirajmo ¢ € {1,...,d(v)}ioznac¢imo sa X; potprostor od Ly(G, j1) razapet sa {71, . . ., Tiacy) }-
Zaz,y € Gil<j<d(y) vrijedi

(pemij)(y) = mij(yz) Zﬂzk y) i (x

Prema tome,
d(v)

PaTij = Zﬂkj@)ﬂik, relG, 1<j<d(y).

To pokazuje da je X; p(G)—invarijantan potprostor od Lo(G, u). Nadalje, ako sa T : H — X
oznac¢imo izomorfizam takav da je T§; = m;;, onda dobivamo

d(v)

d(vy
= TZWIW Sk = Zﬁkj(ff)ﬂik = paTij = pa1&5 = px, (x)TE;.
k=1

Dakle, Tw(z) = px,(xz)T za svaki x € G, $to pokazuje da je subreprezentacija py, ekvivalentna
reprezentaciji m. Posebno, ta je subreprezentacija ireducibilna i nalazi se u klasi v. Slijedi da je
Xi C Ly(G, p)(7). Kako je X = Xy 4 -+ 4+ Xq(y), slijedi inkluzija X C Lo(G, ) (7).

Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je K p(G)—invarijantan potprostor od Ls(G, u) takav
da je subreprezentacija px ireducibilna u klasi v. Neka je T : ' H — K izomorfizam koji ostvaruje
ekvivalenciju m ~ pg, tj. takav da je T'n(z) = px(x)T Vo € G. Stavimo f; =T¢;, 1 < j < d(y).
Tada je {f1,..., fary)} baza od K. Nadalje, za z,y € Gi1 < j < d(v) imamo redom

filyz) = (paf5) (W) = (pc(2)TE;)(y) = (T (2)E;)(y) = TZ% =

d(v) d(v)

—Zﬂ;j NT&k)(y Zﬂ;j
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Posebno, za y = e nalazimo

d(v)

d(v)
file) =) fulemy(x), Vo eG, ti. fi=Y file)m; € X
k=1 k=1

To pokazuje da je K C X, a kako je Lo(G, p)(7y) suma takvih potprostora K, dobivamo inkluziju
Ly(G,p)(7) € X.

Iz tvrdnji (@) i (d) teorema 1.3.3. neposredno slijedi

Teorem 1.3.4. (Peter—Weyl) Iz svake klase v € G izaberimo ireducibilnu unitarnu reprezenta-
ciju ™ na Hilbertovom prostoru H., i ortonormiranu bazu {£, . .. ,Q(W)} u H.. Nadalje, za x € G

neka je [W%(x)}j(;)l matrica operatora ¥ (x) u toj bazi. Tada je
{Vd(mrl; 1<4,5 <d(v), ve G}

ortonormirana baza Hilbertovog prostora Lo(G, p).

Neka je sada 7 proizvoljna unitarna reprezentacija kompaktne grupe G na Hilbertovom pros-
toru H. Za v € G neka je H(y) suma svih 7(G)—invarijantnih potprostora K od H takvih da je
subreprezentacija mr ireducibilna i nalazi se u klasi 7. Nadalje, neka je

He = {¢ € H; potprostor span{m(z)¢; © € G} je konatnodimenzionalan}.

Ocito je He potprostor od H koji je m(G)—invarijantan. Njegovi elementi zovu se G—konaé¢ni
vektori u H.

Teorem 1.3.5. (a) Potprostori H(7), v € G, su zatvoreni i medusobno ortogonalni.
(b) Za svaki~y € G operator w(x™) je ortogonalni projektor na potprostor H(7).

(c) Vrijedi
H=EH().

vel

(d) Vrijedi
He = ZH(W) (algebarska direktna suma).
ve@

Posebno, potprostor Heg je gust u prostoru H.
Dokaz teorema 1.3.5. sadrzan je u sljede¢im zadacima:
Zadatak 1.3.2. Dokazite da su operatori w(x"), v € G, ortogonalni projektori.

Zadatak 1.3.3. Uz uvedene oznake dokaZite da je
PO Ten = Taponens  VEG, EmeH.
Zadatak 1.3.4. Pomocu prethodnog zadatka dokaZite da je
(r(MEMm)r = Elmr  VEEH(Y) @ VneH,
dakle, 7(x")|H(v) = Iney), odnosno, H(y) C 7(x7)H.
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Zadatak 1.3.5. Dokazite da je za & € w(X")H potprostor razapet sa {m(x)¢; x € G} konacno-
dimenzionalan i da je za svaki njegov w(G)—invarijantan potprostor KC, takav da je subreprezen-
tacija T ireducibilna, ta subreprezentacija mx u klasi . Odatle izvedite da je & € H(y), dakle,

T(X")H € H(7).
Zadatak 1.3.6. Dokazite da je H(y) L H(o) za v, 0 € G, v # 0.

Uputa: Iskoristite zadatak 1.3.4. da dokazete da je m¢, € Lo(G, p)(7) N Lao(G, p)(0) = {0} za
svaki £ € H(7y) i svaki n € H(o); odatle je (£|n)n = men(e) = 0.

Zadatak 1.3.7. Dokazite da u odnosu na konvergenciju Hilbertovog prostora Lo(G, p) vrijedi
Yo f=F V€ LG p).
el

Posebno to vrijedi za funkcije oblika f = me,, £,m € H. Tu ¢injenicu iskoristite da dokaZete da je

ortogonalni komplement algebarske sume potprostora H(v), v € G, jednak {0}, tj. da je ta suma
gqusta u H.

Napomenimo napokon da je oc¢ito H(vy) C Hg Vv € G dakle

> H(7) € He.

el

Obratno, ako je & € Hg, onda je konacnodimenzionalni potprostor X = span {r(z)¢; x € G}
7(G)—invarijantan pa je X = X; & --- @ X,, za neke 7(G)—invarijantne potprostore takve da
su subreprezentacije my,,...,7x, ireducibilne. No tada je X; C H(v;), j = 1,...,n, za neke
ViyevoyVn € G. Dakle, vrijedi i obrnuta inkluzija

Ha C ZH(V)'

ved
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1.4 Reprezentacije Liejevih algebri

Liejeva algebra je vektorski prostor g nad poljem K na kome je zadana bilinearna binarna
operacija (x,y) — [z,y] sa g X g u g koja ima sljede¢a dva svojstva:

(a) antikomutativnost: [x,z] =0 Vz € g;
(b) Jacobijev identitet: [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] =0 Vz,y,z € g.

Operacija |-, -] zove se komutator. Asocijativna algebra A postaje Liejeva algebra uz operaciju
la,b] = ab—ba, a,b € A. Tu Liejevu algebru katkada ¢emo oznacavati sa Lie(.A). Liejev morfizam
je linearno preslikavanje ¢ Liejeve algebre g u asocijativnu algebru A takvo da je

o[z, y]) = e(@)p(y) — p(W)ep(z), =,y €g;

drugim rije¢ima, Liejev morfizam je homomorfizam Liejevih algebri ¢ : g — Lie(A). Ako je V
vektorski prostor, unitalnu algebru svih linearnih operatora sa V' u V' oznacavat ¢emo sa L(V);
nadalje, gl(V') = Lie(L(V)). Reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' je
Liejev morfizam 7 : g — L(V'), odnosno, homomorfizam Liejevih algebri 7 : g — gl(V'). Obicno
se podrazumijeva da su Liejeva algebra g i vektorski prostor V' nad istim poljem, ali katkada se
promatraju i reprezentacije Liejeve algebre g nad poljem K na vektorskom prostoru V' nad nekim
prosirenjem polja K. Posebno ¢emo za realne Liejeve algebre najces¢e promatrati kompleksne
reprezentacije.

Reprezentacija unitalne algebre A na vektorskom prostoru V' je homomorfizam unitalnih
algebri 7 : A — L(V). U tom slu¢aju V postaje lijevi modul nad unitalnim prstenom A uz
operaciju av = w(a)v, a € A, v € V. Obratno, ako je V unitalni modul nad A, onda je prije
svega V' vektorski prostor nad poljem K uz operaciju Av = (AMl4)v, A € K, v € V. Tada je sa
m(a)v = av, a € A, v € V, zadana reprezentacija 7 unitalne algebre .4 na vektorskom prostoru V.

Definiramo uobic¢ajene pojmove vezane uz reprezentacije m bilo Liejeve algebre bilo unitalne
algebre na prostoru V :

— m—invarijantan potprostor je potprostor W od V koji je invarijantan u odnosu na sve
operatore reprezentacije m(x); ako se radi o reprezentaciji unitalne algebre onda je m—inva-
rijantan potprostor isto sto i A—podmodul,

— ako je W m—invarijantan potprostor od V, definiramo subreprezentaciju 7y pomocu re-
strikcije my () = w(z)|W i kvocijentnu reprezentaciju prijelazom na kvocijent

myyw(x)(v+ W) =7(x)v + W;

ako su U C W m—invarijantni potprostori, reprezentacija (mv,u)w/u = (Tw)w/u oznacava
se sa T,y 1 zove subkvocijentna reprezentacija ili subkvocijent od 7;

— ako su 7 i p reprezentacije na vektorskim prostorima V' i W, preplitanje 7 sa p je linearan
operator T : V' — W sa svojstvom T'r(z) = p(x)T Vaz; skup svih preplitanja je potprostor
prostora L(V, W) svih linearnih operatora sa V' u W i oznacava se sa Homg(V, W) ako su i
p reprezentacije Liejeve algebre g, a sa Hom 4(V, W) ako se radi o reprezentacijama unitalne
algebre A, odnosno, ako su V' i W lijevi unitalni A—moduli — tada su preplitanja upravo
homomorfizmi A—modula ili A—homomorfizmi;

— za reprezentaciju 7 na prostoru V' pisemo Endy(V') = Homg(V, V') (odnosno, End4(V'), ako
se radi o reprezentaciji unitalne algebre 4); to je unitalna podalgebra od L(V);
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— reprezentacija m zove se ireducibilna ako je V' # {0} i ako u V nema m—invarijantnih
potprostora razlicitih od {0} i od V; ako se radi o reprezentaciji unitalne algebre, onda to
znaci da je V prost A—modul;

— kazemo da su reprezentacije m i p na prostorima V' i W ekvivalentne i piSemo 7m ~ p ako
postoji bijektivno preplitanje; ako se radi o reprezentacijama unitalne algebre A, onda su
reprezentacije ekvivalentne ako i samo ako su A—moduli V' i W izomorfni.

Promatranjem jezgre i slike preplitanja lako se vidi da vrijedi:

Propozicija 1.4.1. (Schurova lema) Neka su 7 i p neekvivalentne ireducibilne reprezentacije
Liejeve ili unitalne algebre A na vektorskim prostorima Vi W.

(a) Homa(V,W) ={0};
(b) End(V) je tijelo.

(¢) Ako je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem K, onda

je Endy(V) = Kly.

Dixmierovo poboljsanje tvrdnje (¢) odnosi se na prebrojivo dimenzionalne vektorske prostore
nad poljem C kompleksnih brojeva, a bazira se na nepraznosti spektra linearnih operatora:

Propozicija 1.4.2. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija od A na prebrojivo dimenzionalnom
prostoru V' nad poljem C kompleksnih brojeva. Tada je Ends(V') = Cly.

Dokaz: Neka je T' € L(V'). Dokazat ¢emo da je tada njegov spektar
Sp(T)={NeC; T— Xy ¢&GL(V)}

neprazan. Doista, pretpostavimo da je T' — Al invertibilan za svaki A € C. Tada je operator
P(T) invertibilan za svaki polinom P € C[X]\ {0}. Dakle, ako je R = P/Q racionalna funkcija,
mozemo definirati R(T) = P(T)Q(T)~!. Tako smo dosli do linearnog preslikavanja R +— R(T')
polja C(X) racionalnih funkcija jedne varijable u L(V'). Neka je v € V, v # 0. Tada je R — R(T)v
linearan operator sa C(X) u V. Taj je operator ocito injektivan. No to je nemogucée, jer je vektorski
prostor C(X) neprebrojivo dimenzionalan, a V' je po pretpostavci prebrojivo dimenzionalan. Ova
kontradikcija pokazuje da postoji A € C takav da operator T" — Ay nije invertibilan. Dakle,
Sp(T) # 0.

Neka je sada T € Enda(V)i A € Sp(T). Tada jei T — Ay € End4(V). Operator T'— Ay nije
invertibilan, pa ili nije injektivan ili nije surjektivan. U prvom slucaju je Ker (T — Xy ) # {0}.
Kako je to m—invarijantan potprostor, iz ireducibilnosti slijedi Ker (T'— Aly) =V, a to znadi da
je T'= Ay. U drugom slucaju je Im (T — Aly) # V. No i taj je potprostor m—invarijantan pa
slijedi Im (T — Aly) = {0}, odnosno, opet je T' = Aly.

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Tenzorska algebra prostora V' je ureden par
(7, p), gdje je T unitalna algebra nad poljem K i ¢ : V — 7 je linearan operator s tzv. uni-
verzalnim svojstvom u odnosu na linearne operatore sa V' u unitalne algebre:

Ako je A unitalna algebra i ¢ : V' — A linearan operator, onda postoji jedinstven unitalni
homomorfizam ¥ : 7 — A takav da je ¢ = Vo .

Simetri¢na algebra prostora V' je ureden par (S, ¢), gdje je S komutativna unitalna algebra
nad poljem K i ¢ : V — § je linearan operator s univerzalnim svojstvom u odnosu na linearne
operatore sa V' u komutativne unitalne algebre:

Ako je A komutativna unitalna algebra i v : V. — A linearan operator, onda postoji
jedinstven unitalni homomorfizam ¥ : S — A takav da je v = W o .
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Neka je sada g Liejeva algebra nad poljem K. Univerzalna omotacka algebra od g je ureden
par (U, ) gdje je U unitalna algebra nad poljem K i ¢ : g — U je Liejev morfizam s univerzalnim
svojstvom u odnosu na Liejeve morfizme g u unitalne algebre:

Ako je A unitalna algebra i ¢ : g — A Liejev morfizam, onda postoji jedinstven unitalni
homomorfizam ¥ : Y — A takav da je v = W o .

Standardna je ¢injenica da su ti objekti jedinstveni do na prirodni izomorfizam. Opisat ¢emo
sada njihove konstrukcije.

Prije svega, podsjetimo se tenzorskog produkta vektorskih prostora. Neka su Vi,..., V), vek-
torski prostori nad poljem K. Tenzorski produkt tih vektorskih prostora je ureden par (T ¢),
gdje je T vektorski prostor nad poljem K i ¢ : V] x---xV, — T je n—linearno preslikavanje s
univerzalnim svojstvom:

Ako je W vektorski prostor nad poljem K iy : Vi x---xV, — W n—linearno preslikavanje,
onda postoji jedinstven linearan operator ¥ : T" — W takav da je ¢ = W o .

[z univerzalnog svojstva slijedi da je tenzorski produkt jedinstven do na prirodni izomor-
fizam. Egzistenciju dobivamo sljede¢om konstrukcijom. Neka je T vektorski prostor svih funkcija
f:Vix..-xV, — K s konatnim nosac¢em. Za (vq,...,v,) € Vi x---xV, definiramo fe, . .)€ T

sa
{ 1 akoje (wy,...,w,) = (v1,...,v,)

Jeorewn (W1, - wn) = 0 akoje (wi,...,wp)# (vi,...,0,).

Tada je { fro,,..0n); (V1,...,0n) € Vi x---xV,} baza vektorskog prostora T. Neka je T¢ potprostor
prostora T razapet skupom S; U---US, US| U---US, gdje je

S.i = {f(vl7~~~7vj71,v+w,vg‘+17~~,vn)_f(vl,---,vrhv,vﬁhm,vn)_f(vl7~~~,vg'717w,vj+1,---7vn)3 v €Vizai#j, v,w e Vj}v

S./i = {f(Ul,---ﬂ)j—l,OéUj,’U]'-ﬁ-l:---vvn) - Oéf(vly---ﬂ)n); v €V, a € K}

Sada je kvocijentni prostor T' = T /Tq tenzorski produkt prostora Vi, ..., V,, uz n—linearno pres-
likavanje ¢ : V4 x -+ x V,, = T zadano sa

(p(vla B 7Un) = f(vl,...,vn) + TOa (Ula s 7Un) S ‘/1 X X Vn

Uobicajene su oznake T = Vi ®--- @V, i p(v1,...,0,) = v1®- - -®u,. Prostor V; ®- - -®V,, razapet
je vektorima oblika v; ® - - - ® v,. Stovise, ako je za svaki j € {1,...,n} S; podskup prostora V; i
akoje S={v1® - ®@uv,; v € 51,...,v, € S,} onda vrijede tvrdnje :

(a) Ako je V; =spanS;za j=1,...,n,ondaje Vi ®---®V, = spanS.
(b) Ako su skupovi Sy, ..., S, linearno nezavisni, onda je skup S linearno nezavisan.

(c) Ako je zasvaki j =1,...,n skup S; baza vektorskog prostora V;, onda je S baza vektorskog
prostora V| ® - - - @ V,.

Iz univerzalnog svojstva lako se vidi da se prostor (V; ® --- @ V) @ (W) ® --- ® W,,,) moze
identificirati s prostorom Vi ® -+ - @V, @ W1 ® - - - ® W,,, i to tako da bude

(11®- - @V V(W& - QW) = 1R+ - - AURULR: - -@Wyy,, v; € Vi, 1 <i<n, wj € W;, 1<j<m,.
Za vektorski prostor V nad poljem K stavimo

™V)y=K, TY V)=V, ™"V)=V®---@V, neN, n>2

n
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Stavimo
T(V)= [ T"(V).
ISy
Identifikacija T™(V) @ T™(V) = T™"™(V) se po bilinearnosti prosiruje do binarne operacije
T(V)xT(V) — T(V) uz koju T(V) postaje unitalna algebra, a identifikacija V' s potprostorom
T'(V) od T (V) ima univerzalno svojstvo u odnosu na linearne operatore sa V' u T'(V). Time smo
konstruirali tenzorsku algebru T(V) prostora V. Ako je {e;; i € I} baza vektorskog prostora V,
onda je zan € N
{e;, @ ®e;; (i1,...,0,) € I"}
baza od T"(V). Dakle, unija baze {1} od K = T°(V) s unijom svih tih baza daje nam bazu
prostora T'(V).

Neka je sada J obostrani ideal u algebri T'(V') generiran skupom {v @ w — w ® v; v,w € V} i
neka je S(V') kvocijentna unitalna algebra 7'(V')/3. Tada je S(V') komutativna unitalna algebra i
preslikavanje v +— v + J je linearan operator sa V' u S(V') koji ima univerzalno svojstvo u odnosu
na linearne operatore sa V' u komutativne unitalne algebre. Dakle, S(V') je simetri¢na algebra
prostora V. Operaciju mnozenja u algebri S(V') oznac¢avat ¢emo s tockom - ili bez ikakvog znaka:

(x+TN(y+T)=(x+7)- y+I)=2xy+7, z,y € T(V).

Ozna¢imo sa S™(V') sliku potprostora T™(V) algebre T(V) pri kvocijentnom preslikavanju
T(V) — S(V). Pokazuje se da je tada S°(V) = K 1gx), pa se S°(V) identificira s K. Nadalje,
linearan operator v — v +J sa V u S(V) je izomorfizam sa V na S'(V); taj izomorfizam takoder
upotrebljavano kao identifikaciju. Time prostor V postaje potprostor koji generira unitalnu alge-
bru S(V). Nadalje,

S(V) = H SV, S™V) =span{vy - v, v1,...,0, € V}

nEZy

Gornji rastav je graduacija od S(V) i to ne samo kao vektorskog prostora nego i kao algebre;
naime, vrijedi S™(V)S™(V) C S"*"(V) Vn,m € Z,.

Ako je I linearno ureden skup i {e;; i € I} uredena baza od V, onda je
{e’il"'ein : ila"'7in€]7 le S S'ln}

baza prostora S™(V'). Posebno, ako je prostor V kona¢nodimenzionalan i {es,...,e,} baza od V
onda je
fe™ -epms ma, . my € 2y}

baza prostora S(V), a za k € N je
{6?” ...eZ“% My, ..., My € Zl+7 my+---+m, = k}

baza od S*(V).
Konstruirat ¢emo sada jednu univerzalnu omotacku algebru Liejeve algebre g. Polazimo takoder
od tenzorske algebre T'(g) vektorskog prostora g. Sada ozna¢imo sa J obostrani ideal u 7'(g)

generiran skupom
{(XeY-YeX-[X,Y]; XY €g}

i neka je U(g) kvocijentna algebra T'(g)/J. Tada je ¢ : X — X + J Liejev morfizam sa g u U(g)
i nije tesko vidjeti da ¢ ima univerzalno svojstvo u odnosu na Liejeve morfizme sa g u unitalne
algebre. Dakle, (U(g),t) je univerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g. Vrlo netrivijalan je
sljededi kljuéni Poncaré—Birkhoff—Wittov teorem (obi¢no se govori kraée PBW —teorem) koji
navodimo bez dokaza i to samo za kona¢nodimenzionalne Liejeve algebre:
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Teorem 1.4.3. Neka je {Xy,..., X, } baza Liejeve algebre g. Tada je
{{u(X)™ - u(X)™ (ma, ... my) €LY}
baza vektorskog prostora U(g).

Pri tome, naravno, za svaki u € U(g) podrazumijevamo da je u° jedinica algebre Ul(g).
PBW —teorem ima za posljedicu da je preslikavanje ¢ : g — U(g) injektivno. Stoga ga mozemo
shvacati kao identifikaciju Liejeve algebre g s Liejevom podalgebrom od Lie(U(g)). U daljnjem
izostavljamo znak ¢, pa baza u PBW—teoremu postaje {X{”1 e X (may . my,) € 2T } )

Stavimo

Up(g) =K i Un(g) =span{Y1--- Yy keN, k<m, Y;,....Yry €9} za melN.

Iz PBW—teorema slijedi da je Uy(g) = K + g. Niz potprostora (U,,(g))mez, je filtracija algebre
U(g); to znadi da je to rastuéi niz potprostora od U(g) takav da je

U= {J Unle) i U@)Us() C Upsyla).

meZ4

Neka je

Gru(g) = [[ GrmUe), Gr'U(s) =Uo(s) = K, Gr"U(g) = Up(g)/Un-1(g) zam €N,

meEZ4

pripadna graduirana algebra. U toj algebri mnozenje je definirano na sljede¢i nacin:
(u+ Uy 1(0)(0 + Uy 1(9)) = w0+ Upeq 1(5) 20 u€Uylg) i v€Uyg).

¢ generira unitalnu algebru U(g) i za X,Y € g vrijedi XY —YX = [X,Y] € g C Ui(g). Oda-
tle neposredno slijedi da je unitalna algebra Gr U(g) komutativna. Stoga se linearan operator
X — X + Uy(g) sa g u GrtU(g) € GrU(g) jedinstveno progiruje do unitalnog homomorfizma
p:S(g) — GrU(g). PBW—teorem ima za posljedicu da je p izomorfizam unitalnih algebri.

Kad je polje K karakteristike 0 uoc¢imo jedan vrlo koristan izomorfizam vektorskih prostora
S(g) i U(g). Iz univerzalnog svojstva tenzorskog produkta prijelazom na kvocijente po idealima J
i J pokazuje se da postoji jedinstven linearan operator o : S(g) — U(g) takav da je

1
c(A) =X za €K i a(Yl---Yk):EZYT(U---YT(@ za keN i Y;,....Yieg
'TES}C

Pri tome je S; oznaka za grupu permutacija skupa {1,...,k}. Nadalje, produkt s lijeve strane
gornje formule je produkt u algebri S(g), a produkti s desne strane su produkti u algebri U(g).
Posljedica PBW—teorema je da je tako definirano preslikavanje o izomorfizam vektorskog prostora
S(g) na vektorski prostor U(g). Taj se operator zove simetrizacija. Za svaki m € N vrijedi

Un(g) = 0(S™(9)) + Un-1(9).

Odatle se dobiva izomorfizam unitalnih algebri sa S(g) na GrU(g). Naime, ako je
A :U(g) — GrU(g) izomorfizam vektorskih prostora zadan sa

Au) =u+Up-1(g) akoje u € Uy(g)\ Un-1(9),

onda je komporzicija Aoo : S(g) — Gr U(g) ne samo izomorfizam vektorskih prostora nego izomor-
fizam unitalnih (komutativnih) algebri.
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Homomorfizam Liejevih algebri ¢ : g — b jedinstveno se prosiruje do unitalnog homomorfizma
sa U(g) u U(h) koji ¢emo oznacavati istim znakom ¢. Ako je homomorfizam ¢ : g — b injekti-
van (odn. surjektivan) onda je i homomorfizam ¢ : U(g) — U(h) injektivan (odn. surjektivan).
Posebno, ako je g Liejeva podalgebra Liejeve algebre b, inkluzija g u b inducira injektivni ho-
momorfizam U(g) u U(h) koji tretiramo kao identifikaciju. Dakle, unitalna podalgebra od U(h)
generirana sa g identificira se sa U(g). Nadalje, ako je g ideal u h onda se kvocijentni epimorfizam
h — b/g prosiruje do epimorfizma U(h) — U(h/g); jezgra tog epimorfizma je obostrani ideal u
U(h) generiran sa g.

Za trivijalnu Liejevu algebru {0} je U({0}) = K. Neka je g Liejeva algebra i neka je
e:g — {0} jedini epimorfizam, e(X) = 0 VX € g. Taj se epimorfizam prosiruje do epimorfizma
unitalnih algebri € : U(g) — K. Taj se homomorfizam e zove homomorfizam augmentacije ili
kra¢e augmentacija algebre U(g).

Neka je sada g Liejeva algebra i g°” suprotna Licjeva algebra: ona se kao vektorski prostor
podudara sa g a komutator je zadan sa

(X, Y], =Y, X] =—[X,Y], XY eg?=g.

Naravno, linearno preslikavanje ¢ : g — b Liejevih algebri je antihomomorfizam Liejevih algebri
ako i samo ako je ¢ : g — bh? homomorfizam Liejevih algebri, a takoder ako i samo ako je
¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri. Ocito je U(g’) suprotna algebra U(g)° unitalne
algebre U(g) : kao vektorski prostor U(g)? se podudara sa U(g), a mnozenje -,, u algebri U(g)*
zadano je sa
U op U = VU, u,v € U(g)”? =Ul(g).

Preslikavanje X — —X je izomorfizam Liejeve algebre g na Liejevu algebru g°?. On se prosiruje do
izomorfizma unitalnih algebri sa U(g) na U(g?) = U(g)°, odnosno, do antiautomorfizma unitalne
algebre U(g). Taj ¢emo antiautomorfitam oznacavati sa x +— z'. To je linearno preslikavanje
potpuno odredeno sa

1" =1, X'=-X za Xeg, (wo) =v'u" za w,v € Ulg).
Posebno je
(Xp- X)) = (D)X, Xy, Xy, X €q
Jos jedna posljedica PBW —teorema je:
Korolar 1.4.4. Neka je g Liejeva algebra, a njena Liejeva podalgebra ¢ V' potprostor od g takav
da je g = a + V. Postoji jedinstven linearan operator U(a) @ S(V) — U(g) takav da a®@v — ao(v)
zaa € U(a) 1v e S(V). (Pri tome je o oznaka za simetrizaciju sa S(g) u U(g) restringiranu na

potprostor S(V') C S(g) ). Taj je linearan operator izomorfizam vektorskih prostora sa U(a)®S(V)
na U(g).

Zadatak 1.4.1. Dokazite korolar 1.4.4.

Uputa: Za prvu tvrdnju koristite univerzalno svojstvo tenzorskog produkta vektorskih pros-
tora, a za drugu PBW—teorem.

Ako je w reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V, onda je m Liejev morfizam
Liejeve algebre g u unitalnu algebru L(V'). Dakle, 7 se jedinstveno prosiruje do unitalnog homo-
morfizma univerzalne omotacke algebre U(g) u algebru L(V'), odnosno do reprezentacije (koju
¢emo takoder oznaciti sa 7) unitalne algebre U(g) na vektorskom prostoru V. Tada je, naravno,

ﬂ-(Y'lYk):ﬂ'(Yl)ﬂ'(Yk), Yl,...,YkEg.

Prema tome, 7(U(g)) je unitalna podalgebra od L(V') generirana sa 7(g). Odatle neposredno
slijedi:
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Teorem 1.4.5. Neka su 7 i p reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskim prostorima V 1@ W i
pripadne reprezentacije U(g) na V i W.

(a) w(g)—invarijantni potprostori od V' podudaraju se s w(U(g))—invarijantnim potprostorima
od V.

(b) m je ireducibilna reprezentacija od g ako i samo ako je to ireducibilna reprezentacija od U(g).
(c) Homg(V,W) = Homy g (V,W).

(d) 1 p su ekvivalentne reprezentacije od g ako i samo ako su to ekvivalentne reprezentacije od
Ulg).

(e) Ako je v € V| najmangi m—invarijantni potprostor koji sadrzi v je
m(U(g)v = {m(u)v; u e U(g)}.
(f) Reprezentacija 7 je ireducibilna ako i samo ako je V. # {0} i za svaki v € V \ {0} je
m(U(g))v =V.
Posljedica Dixmierove varijante Schurove leme (propozicija 1.4.2.) je sljedeéa vazna ¢injenica:

Propozicija 1.4.6. Neka je g konacnodimenzionalna kompleksna Liejeva algebra i m njena ire-

ducibilna reprezentacija na vektorskom prostoru V. Tada je prostor V' prebrojivo dimenzionalan i
Endy (V) = Cly.

Zadatak 1.4.2. Dokazite propoziciju 1.4.6.
Uputa: Za dokaz prebrojive dimenzionalnosti prostora V' koristite tvrdnju (f) teorema 1.4.5. i

PBW —teorem.

Neka je u daljnjem A unitalna algebra nad poljem K. Proucit ¢emo sada neka algebarska
svojstva A—modula. Za lijevi A—modul V kazemo da je Noetherin ako za svaki rastuci niz
podmodula

ViCVeC - CVp Covnnns

postoji m € N takav da je V, = V,,, Vk > m. Analogno, kazemo da je lijevi A—modul V' Artinov
ako za svaki padajuci niz podmodula

VidVeD - DV Devnne-
postoji m € N takav da je Vi =V, Yk > m.
Propozicija 1.4.7. Neka je V' lijevi A—modul.
(1) Slhjedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Modul V' je Noetherin.
(b) Swvaki neprazan skup A—podmodula od V' ima bar jedan maksimalan element.

(¢) Svaki A—podmodul od V je konacno generiran.
(2) Slhjedeca su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Modul V' je Artinov.

(b) Svaki neprazan skup A—podmodula ima bar jedan minimalan element.
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Dokaz: Dokazat ¢emo tvrdnju (1).

(a) = (b) Pretpostavimo da je modul V' Noetherin i neka je S neprazan skup podmodula
od V. Pretpostavimo da u S ne postoji nijedan maksimalni element. Neka je V; € §. Buduéi da
V1 nije maksimalan element u S postoji Vo € S takav da je V; € V5. Induktivno na taj nacin
dolazimo do striktno rastuceg niza podmodula od V, a to nije moguce, jer je modul V' Noetherin.
Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da u & ne postoji nijedan maksimalan element
nemoguca, odnosno, dokazano je svojstvo (b).

(b) = (c) Pretpostavimo da je ispunjeno svojstvo (b) i neka je W podmodul modula V. Neka
je S skup svih konaéno generiranih podmodula od W. Taj je skup neprazan jer je {0} € S. Prema
tome postoji neki maksimalan element W, u S. Pretpostavimo da je Wy # W ineka je w € W\ W,,.
Tada je podmodul Wy + Aw C W konacno generiran, dakle, Wy + Aw € S, 1 Wy € Wy + Aw.
To je u suprotnosti s maksimalnoséu od Wy u §. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka
Wy # W nemoguca. Prema tome, podmodul W = W, je konacno generiran.

(¢) = (a) Pretpostavimo da je svaki podmodul od V kona¢no generiran i neka je

VicV,C---CV, C-vvnne

rastu¢i niz podmodula. Tada je

W:Um

neN

podmodul od V' i kao takav je konacno generiran. Stoga postoje wy,...,w, € W takvi da je
W=Aw, + -+ + Aw,,.

Bududi da je W unija rastuceg niza podmodula Vj postoji m € N takav da je wy,...,w, € V,,.
No tada je W =V,,, dakle, Vi, = V,,, V& > m. Dakle, modul V je Noetherin.

Zadatak 1.4.3. Dokazite turdnju (2) propozicije 1.4.7.

Algebra A zove se lijevo Noetherina (odn. lijevo Artinova) ako je ona kao lijevi A—modul
Noetherin (odn. Artinov). Algebra A zove se desno Noetherina (odn. desno Artinova) ako je
suprotna algebra A% lijevo Noetherina (odn. lijevo Artinova). A—podmoduli lijevog A—modula
A su lijevi ideali u A. Prema tome, algebra A je lijevo Noetherina ako i samo ako za svaki rastuci
niz lijevih ideala

SHhChC - CTC -

postoji m € N takav da je Jx, = Jn Yk > m.

Propozicija 1.4.8. Neka je {0} - U — V — W — {0} kratki egzaktni niz lijevih A—modula.
Modul V' je Noetherin (odn. Artinov) ako i samo ako su moduli U i W Noetherini (odn. Artinovi).

Dokaz: Pretpostavimo da je modul V' Noetherin. Kako je U izomorfan podmodulu od V' i on
je Noetherin. Nadalje, ako je m: V' — W epimorfizam i ako je

Wi CWoC oo - CWp Ceveeee
rastu¢i niz podmodula od W, onda je
a W) Cat(Wy) C---Cat(W) C-vee -

rastu¢i niz podmodula od V. Kako je modul V' Noetherin, postoji m € N takav da vrijedi
7 (W) = 7Y (W,,) Vk > m. No tada je i W, = W,,, Vk > m. Dakle, modul W je Noetherin.
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Pretpostavimo sada da su moduli U i W Noetherini. Mozemo pretpostaviti da je U podmodul
od Vidaje W =V/U. Oznacimo sa 7 : V. — W kvocijentni epimorfizam. Neka je

VicV,C...CV,Cevnnn.
rastuci niz podmodula od V. Tada je
vinicv,nUC---CV,NUC-----.
rastuc¢i niz podmodula od U pa postoji m € N takav da je V, NU = V,, N U Vk > m. Nadalje,
(V) Ca(Va) C - om(Vi) C o

je rastuéi niz podmodula od W, pa postoji n € N takav da je n(V;) = n(V,) Vk > n. Za
k> p = max{m,n} vrijedi V, NU =V, NU i 7(Vy) = n(V,), a kako je V,, C V, odatle sli-
jedi da je Vi, = V},. Prema tome, modul V' je Noetherin.

Zadatak 1.4.4. Dokazite tvrdnju iskoristenu pri kraju prethodnog dokaza: neka je U podmodul
modula V i m : V. — V/U kvocijentni epimorfizam; ako su A i B podmoduli od V takvi da je
ACB, ANU=BnNU in(A) =n(B), onda je A= B.

Zadatak 1.4.5. Dokazite turdnje propozicije 1.4.8. za Artinovo svojstvo.
Propozicija 1.4.8. ima sljede¢u neposrednu posljedicu:

Korolar 1.4.9. Neka suVi,...,V, Noetherini (odn. Artinovi) lijevi A—moduli. Tada je i njihova
direktna suma (tj. Kartezijev produkt) Noetherin (odn. Artinov) A—modul.

Dokaz slijedi indukcijom po n primjenom propozicije 1.4.8. na kratki egzaktni niz

n n—1
{0} = v~ [Tvi—= T Vi = {0}
=1 i=1

Propozicija 1.4.10. Neka je A lijevo Noetherina (odn. lijevo Artinova) unitalna algebra i V
konacno generiran lijevi A—modul. Tada je modul V' Noetherin (odn. Artinov).

Dokaz: Ako je modul V' konaéno generiran, on je izomorfan kvocijentnom modulu lijevog
A—modula A" za neki n € N. Doista, ako su vy,...,v, € V takvi da je V = Av; + --- + Auv,,
onda je (ay,...,a,) — ajv; + -+ + a,v, epimorfizam sa A" na V. Prema korolaru 1.4.9. lijevi
A—modul A" je Noetherin (odn. Artinov) pa je po propoziciji 1.4.8. i modul V' Noetherin (odn.
Artinov).

Teorem 1.4.11. (Hilbertov teorem o bazi) Ako je A komutativna Noetherina unitalna algebra
onda je algebra polinoma A[Xy, ..., X,] u n variabli s koeficijentima u A takoder Noetherina.
Posebno, algebra polinoma C[Xq,...,X,] s kompleksnim koeficijentima je Noetherina. Nadalje,
ako je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, simetricna algebra S(V') je Noetherina.

Dokaz: Prvu tvrdnju dovoljno je dokazati za n = 1, tj. za algebru A[X]. Opéi slucaj slijedi
indukcijom po n, jer je A[Xy,..., X,] = A[X1,..., X, 1][X,] zan > 2,

Neka je J ideal u A[X]. Tada vodeéi koeficijenti elemenata od J tvore ideal J u A. Kako je
algebra A Noetherina, ideal J je kona¢no generiran, tj. postoje ay,...,a, € J takvi da je

J=Aa; + - + Aa,.
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Za svaki indeks i € {1,...,n} postoje P, € J ir; € Z, takvi da je
P; = a; X" + polinom stupnja < 7;.

Stavimo r = max {ry,...,r,}. Neka je K C J ideal u A[X] generiran polinomima P, ..., F,.
Neka je P € J \ {0} proizvoljan. Tada je za neke a € Jim € Z,

P =aX™ + polinom stupnja < m.
Ako je m > r, stavimo
a=ua; + --- + u,a, za neke uq,...,u, € A.

Tada polinom
P — UlpleiTl — s — UnPnXmirn

lezi u J i stupanj mu je striktno manji od m. Korak po korak doc¢i ¢emo do polinoma @) € K
takvog da je P — @ € J i da je stupanj tog polinoma striktno manji od r. Ako sa A,_1[X]
ozna¢imo A—podmodul od A[X] svih polinoma stupnja < r — 1, dokazali smo da je

J = (T NA[X]) + K.

A,._1[X] je konaéno generiran A—modul pa je po propoziciji 1.4.10. to Noetherin A—modul.
Prema tvrdnji (1) propozicije 1.4.8. njegov A—podmodul J N A,_1[X] takoder je kona¢no gene-
riran. Ako su Q1,...,Q, € J N A,_1[X] takvi da je

T NA[X] = AQ + - + AQ,,
onda je ocito
T=TNALX]|+K=AX]Q:+ -+ AX|Q, + AIX|P + - + A[X]|P,.

Time smo dokazali da je svaki ideal u algebri A[X] konaéno generiran, a to prema tvrdnji (1)
propozicije 1.4.7. znaci da je algebra A[X] Noetherina.

Druga tvrdnja slijedi iz prve, buduc¢i da je svako polje Noetherina algebra. Za treéu tvrdnju
dovoljno je uociti da je algebra S(V') izomorfna algebri polinoma C[X;,...,X,] za n = dim V.
Doista, ako je {e1,...,e,} baza od V onda je P +— P(ey,...,e,) izomorfizam unitalnih algebri sa
C[Xy, ..., X,] na S(V); naime, to je preslikavanje o¢ito unitalni homomorfizam koji bazu

{X7 e X (ma, .. my) € 2T}

n b

prostora C[ X7, ..., X,] prevodi u bazu
{e?“ ceeemms (my,...,my) € Zﬁ}
prostora S(V').

Teorem 1.4.12. Neka je g konacnodimenzionalna kompleksna Liejeva algebra. Tada je njena
univerzalna omotacka algebra U(g) (i lijevo i desno) Noetherina.

Dokaz: Za bilo koji potprostor J od U(g) stavimo

arg = [ (7 nUie)/(T NUj-1(9))-

JELy
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Zadatak 1.4.6. Ako je J lijevi ideal u U(g) dokazite da je Gr J ideal u komutativnoj algebri
GrU(g).

Algebra GrU(g) izomorfna je simetricnoj algebri S(g), pa je po teoremu 1.4.11. ta algebra
Noetherina. Dakle, ako je
SHhChC - CT e

rastudi niz lijevih ideala u algebri U(g) onda je
GTJl g GTJQ g g Grjk g ......

rastudi niz ideala u Gr U(g), pa postoji m € N takav da je Gr J, = Gr J,, Yk > m. Sada svojstvo
lijeve Noetherinosti slijedi iz zadatka:

Zadatak 1.4.7. Dokazite da je tada Jp = T Vk > m.
Uputa: Koristite zadatak 1.4.4.

Napokon, pomoc¢u antiautomorfizma u — u* slijedi da je algebra U(g) i desno Noetherina.

Neka je A unitalna algebra i V lijevi A—modul. Normalan niz u modulu V je svaki padajuci
konacan niz podmodula

V: V=%2V2---2V,={0}. (1.1)

Faktori normalnog niza V su subkvocijentni moduli
‘/;_1/‘/;, 221,,71

Duljina normalnog niza V je broj striktnih inkluzija u tom nizu, odnosno, broj faktora razlicitih
od {0}. Taj ¢emo broj oznacavati sa £()). Profinjenje normalnog niza V je normalni niz W koji
se dobije umetanjem konacnog broja podmodula izmedu postojeé¢ih. Ocito je tada £(W) > £(V).
W se zove pravo profinjenje od V ako je (W) > {(V). Za dva normalna niza

V: V=V2Vi2---2V,={0} i W: V=W,2W,2---DW, ={0}

kazemo da su ekvivalentni ako je n = m i ako postoji permutacija 7 € S,, takva da je za svaki
i€ {l,...,n} modul V;_1/V; izomorfan modulu Wei)=1/Wr). To posebno znaci da su duljine tih
dvaju normalnih nizova jednake, £(V) = ((W).

Kompozicioni niz modula V' je normalan niz V iz (1.1) takav da su svi moduli V;_,/V;,
i =1,...,n, prosti (posebno, svi su razli¢iti od {0}, dakle, sve su inkluzije striktne). Posebno,
kompozicioni niz nema nijedno pravo profinjenje. Kazemo da je V modul kona¢ne duljine ako
V' ima kompozicioni niz.

Teorem 1.4.13. (Schreier) Svaka dva normalna niza v modulu V' imagju profinjenja koja su ekvi-
valentna. Ako je V- modul konacne duljine, svaka dva njegova kompoziciona niza su ekvivalentna.

Dokaz: Naravno, druga tvrdnja neposredno slijedi iz prve. Za dokaz prve tvrdnje trebaju
nam sljedece dvije leme:

Lema 1.4.14. (Drugi teorem o izomorfizmu) Neka je V- A—modul i U i W njegovi podmoduli
tada su sljedeci subkvocijentni moduli izomorfni:

U+ W)W ~U/(UNW).

Dokaz: Izomorfizam je dan sa (u+w) +W —u+UNW,ue U, weW.
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Lema 1.4.15. (Zassenhaus) Neka je V- A—modul i Vi, Vo, V/, Vi njegovi podmoduli takvi da je
Vi CVy i V) CV,. Tada su sljedeéi subkvocijentni moduli izomorfni:

VinVa+Vil/Vin Ve + Vil = [Vin Ve + Vo] /[ViNVa + V.
Dokaz: 1z leme 1.4.14. slijedi
VinV)IVin V) +VIn(VinVa)} =~ VinVa + VinVi+ V]/[VinVy+ V] =

=VinVa+V/]/VvinV, +Vj].

Nadalje,
(N +ViIn(VinVy) = (VinVa+ V)NV =VinVy+ VNV

Dakle, imamo

WVinVa)/VinVy +VinVa ~ VinVa+ Vi]/[VinVy + V],

Primijetimo sada da je lijeva strana invarijantna u odnosu na zamjenu indeksa 1 i 2. Prema tome,
modul s desne strane izomorfan je modulu dobivenom iz njega zamjenom indeksa 1 i 2. No to je
upravo tvrdnja leme.

Prijedimo sada na dokaz Schreierovog teorema. Neka su
V=222V, ={0} i V=W2W2 - 2W,={0}
normalni nizovi modula V. Stavimo
Vij =Vin W + Vi, 0<j<m, 0<i<n-—1,

WJZ:‘/LHWJ+W]+1’ OSZSTL, Ogjgm—l

Bududi da je Vi, = Vigr = Vigio 1 Wy, = Wjip1 = Wiy imamo sljedeca profinjenja gornjih
normalnih nizova:

V=Veo22Vo12 - 2Vom 2Vio 2V 2---2Vipp 2------ Vo102 Vim11 2 -+ 2 Vo1 = {0}

V=Wow2o2Won2 - 2Wp, 2Wio2Wi1 2---2DWpp 2---- W10 2Wn_11 2 2 W10 =1{0}.
Iz sljedeceg zadatka neposredno slijedi da su ta dva profinjenja ekvivalentna:

Zadatak 1.4.8. Dokazite da vrijed:
Vii/Vijs1 = Wji/ Wit
Uputa: Iskoristite Zassenhausovu lemu 1.4.15.

Zbog druge tvrdnje u Schreierovom teoremu 1.4.13. (koja se katkada zove Jordan—Ho6lderov
teorem) za svaki modul konacne duljine dobro je definirana duljina modula V : to je duljina
bilo kojeg kompozicionog niza od V. Taj se broj iz Z, oznacava sa ((V).
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Korolar 1.4.16. Neka je V modul konacne duljine i W normalni niz v V. Tada je {(W) < L(V).
Dokaz: Neka je n = ¢(V) i neka je
V: V=V2Vi2---2V,={0}

=

kompozicioni niz od V. Nadalje, Neka je
W:  V=WyDW; 2D W,={0}

normalni niz u V. Prema Schreierovom teoremu postoje profinjenje V' od V i W' od W koja su
medusobno ekvivalentna. Kako kompozicioni niz nema pravog profinjenja, vrijedi (V') = £(V).
Dakle,

W) <tV =L(V") =£(V) =£(V).

Teorem 1.4.17. A—modul V' je konacne duljine ako i samo ako je on i Noetherin i Artinov.

Dokaz: Pretpostavimo da je V' modul konacne duljine i neka je n = ¢(V'). Ako modul V nije
Noetherin, postoji beskonacan striktno rastuci niz podmodula od V'

{0} CViCVaC - CV Qv _

Tada je
V=V 2V, 2V 1--- 2V 2V = {0}

normalan niz u V' duljine n+1. Sli¢no, ako modul V' nije Artinov, onda postoji beskonacan striktno
padajuéi niz podmodula od V

VOViDVaD - DVpD evn--
i iz njega se takoder moze formirati normalan niz u V' duljine n + 1 :
V=W2Vi2V 2 2V, 2V, = {0}

Dakle, ako modul V nije bilo Noetherin bilo Artinov, u njemu postoji normalni niz duljine n+1 =
(V) + 1. No to je nemoguce zbog korolara 1.4.16. Ova kontradikcija pokazuje da je modul V i
Noetherin i Artinov.

Pretpostavimo sada da je modul V' i Noetherin i Artinov. Ako je W # {0} podmodul od V,
neka je S(W) skup svih podmodula U od W takvih da je U # W. Dakle, podmodul W # {0} je
prost, ako i samo ako je S(W) = { {0} }. Definiramo jos S({0}) = {{0} }. Bududi da je modul
V' Noetherin, svaki skup S(W) ima bar jedan maksimalan element W’. Neka je S skup svih pod-
modula od V. Definiramo preslikavanje f : S — S sa f(W) = W'. Naravno, za to nam treba
Zermelov aksiom izbora: za svaki W € § izabiremo jedan element W' iz skupa svih maksimalnih
elemenata skupa S(W). Induktivno definiramo niz podmodula (V},),ez, ovako:

% = V’ Vn = f(Vn,l) = V/

n—1

za n € N.

Tada je
V=VDV,DVy D

padajudéi niz podmodula. Kako je modul V' Artinov, postoji m € N takav da je V, =V, Vk > m.
Tada je V,, = Viper = VI = (V). Medutim, po definiciji preslikavanja f za podmodul W je
f(W) = W ako i samo ako je W = {0}. Prema tome je V,,, = {0}. Neka je n najmanji element
Z, takav da je V;, = {0}. Tada je Vi # {0} za svaki k < n. Nadalje, za svaki k < n Vi1 je
maksimalan element skupa svih pravih podmodula od Vj. Prema tome, modul Vj/Vjy.; je prost.
Dakle,

V=Ww2Vi2 - 2V,={0}

=

je kompozicioni niz modula V.
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[z Schreierovg teorema 1.4.17. i iz propozicije 1.4.8. neposredno slijedi

Korolar 1.4.18. Ako je V- modul i U njegov podmodul onda je modul V konacne duljine ako i
samo ako su moduli U i V/U konacne duljine.

Propozicija 1.4.19. Neka je
{O}—>‘/1—>‘/2—>—>Vn—>{0}

egzaktni niz A—modula konacne duljine. Tada je

n

> (=DFe(vi) = 0.

k=1

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je trivijalna, jer iz egzaktnosti niza
{0} — Vi — {0} slijedi da je V4 = {0}. T za n = 2 tvrdnja je trivijalna, jer egzaktnost niza
{0} — Vi — Vo — {0} znaci da je Vi ~ V;, dakle, (V) = {(V,). Neka je sada n = 2, tj.
imamo kratki egzaktni niz

Tada je modul V; izomorfan podmodulu U modula V' = 2, a modul V3 izomorfan je kvocijentnom
modulu V/U. Neka je n = £(V}) = £(U), m = ((V3) = £(V/U) i ozna¢imo sa © : V. — V/U
kvocijentni epimorfizam. Neka je
U=Uy2U1 22U, ={0}
kompozicioni niz od U i neka je
VIU=Wo 2 W12 Wy = {0y}

kompozicioni niz od V/U. Stavimo V; = 7' (W;) za 0 < j <miV; =U;_, zam < j < m+n.
Tada je ocito

V:%Qvl2"'2Vm(:U:UO)QVerl:Ul;"';Vern:Un:{O}
kompozicioni niz od V. Prema tome,
(Vo) =L(V) =n+m=LU)+LV/U) =LV1) +V5) = —L(V1)+L{(Va) = {(V5) = 0.

Provedimo sada korak indukcije. Neka je n > 4 i pretpostavimo da je propozicija dokazana za
krace egzaktne nizove. Za egzaktni niz

0} =N —V— - — Vi =5 Vo =5V, — {0}
stavimo U = Im a = Ker 3. Sada mozemo formirati dva egzaktna niza:

{0} — Vi — Vo — o — Vg - U — {0}

{0} — U — Vs 5 v, — {0

Po pretpostavci indukcije imamo

[\

3

(DM + ()"0 =0 1 ) = (Vi) — (V).

1

i

Odatle slijedi
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U daljnjem je A prebrojivo dimenzionalna kompleksna unitalna algebra (npr. A4 = U(g) za
kompleksnu konacnodimenzionalnu Liejevu algebru g). Jedinicu algebre A oznacavat ¢emo sa 1.
Lijeve A—module zvat ¢emo krace A—modulima. Neka je Z centar algebre A. Karakter od Z
je unitalni homomorfizam y : £ — C. Skup svih karaktera od Z oznacavat ¢emo sa Z. O¢ito
je x +— Ker x bijekcija sa skupa Z na skup svih maksimalnih ideala algebre Z. Nadalje, ako je
Y € Z, onda je Ker y = {z — x(2)1; z € Z}.

Lema 1.4.20. Skup Z je linearno nezavisan u prostoru CZ svih funkcija sa Z u C.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno i neka je n € N najmanji takav da postoje medusobno razliciti
X1s---yXn € Z koji su linearno zavisni. Tada je o¢ito n > 2. Stovise, n > 3, jer ako su ¢, € Z
proporcionalni, onda su jednaki, jer je ¢(1) = 1 = (1). Neka su x1,...,xn € Z razliciti i linearno
zavisni onda je za neke A, ..., A\, € C*=C\ {0}

Axa(w) + Aaxa(u) + -+ -+ Aaxn(u) =0 Yu e Z. (1.2)
Buduéi da su x; i x2 neproporcionalni linearni funkcionali na Z razliciti od nule, skup
Z\ (Ker x; U Ker x2)

razapinje Citav prostor Z. Prema tome, postoji z € Z takav da je 0 # x1(2) # x2(2) # 0. Sada iz
(1.2) slijedi

Aixa(zu) + Aaxa(zu) + -+ Apxn(zu) =0 Yu e Z,
odnosno, kako su x; karakteri,

Axa(2)xa(u) + Aexa(2)xa(w) + - + Axn(2)xn(u) =0 Vu € Z.

Mnozenjem (1.2) sa x1(2) i oduzimanjem od gornje jednakosti dobivamo

Aa(x2(2) = x1(2))x2(u) + - + A(xn(2) — x1(2))xn(u) =0 Vu e Z.

No to je nemoguce, jer su po izboru n karakteri xo, . .., X, linearno nezavisni i jer je prvi koeficijent
Ao(x2(2)—x1(2)) u gornjoj linearnoj kombinaciji razli¢it od nule. Ova kontradikcija dokazuje lemu.

Za A—modul V i za x € Z definiramo
Vi={veV; zv=x(zv Vze Z} ={veV; uv=0 VYu € Ker x}.
Opcenitije, stavimo za svaki k € N
Vx(k) ={veV; v*v =0 VYu € Ker x}.

Lema 1.4.21. Uz oznaku V)éo) = {0} za svaki k € N wvrijedi

Vx(k) ={veV;u - uv=0Vu,...,up e Kerx} ={veV; we Vx(k’l) Vu € Ker x}.

Dokaz: Druga jednakost slijedi neposredno iz prve. Za dokaz prve oznacimo

U={veV; u - uw=0 Yuy,...,u, € Kerx}.

Ocito je U C Vx(k). Neka je v € Vx(k). Tada za proizvoljno fiksirane wuq,...,u; € Kery i za

proizvoljne tq, ..., t; € C vrijedi

k! . o .
k .
0= (t1u1 + -+ tkuk) UV = E ﬁtjll e 'ti;ku%l e -u{c’“v.
dedpezy UL ke
Jitetin=k
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Desna strana je sadrzana u kona¢nodimenzionalnom potprostoru
Vo = span {ul' - -ulrv; g1, ... 9k € Ly, jug + -+ jp =k}

od V i to je polinomijalna funkcija sa C* u V;. Buduéi da je ta funkcija identicki jednaka 0, svi
njeni koeficijenti su jednaki 0. To znaci da je

Posebno to vrijedi za j; = --- = j5 = 1, dakle, uy---upv = 0. Kako su uy,...,u; € Kery bili
proizvoljno fiksirani, slijedi da je v € U, odnosno, dobivamo i obrnutu inkluziju Vx(k) cU.

Uocimo sada da su svi potprostori Vx(k) A—podmoduli od V. Nadalje, za dani karakter y € Z
radi se o rastu¢em nizu A—podmodula

szvgl)gvéQ)g...gV;k)g ......

Naravno, ako je A—modul V' Noetherin, postoji m € N takav da je Vx(k) = Vém) Vk > m. Opcenito
stavimo
Vo =J V¥ ={veV; FkeN, u*v =0Vu € Kerx} =
keN
={veV; keN, up---upw =0 Vuy,...,u € Kerx}.

Propozicija 1.4.22. Suma podmodula Vi, x € 2, A—modula V je direktna.

Dokaz: Neka su yi,...,xn € 2 medusobno razliciti karakteri takvi da je Vivy) # 10} za
j=1,...,nineka suv; € Viy,) \ {0}. Treba dokazati da su vektori v1,...,v, linearno nezavisni.
Neka je m € N takav da je u™v; = 0 Vu € Kery iza j = 1,...,n. Bududi da su xi1,...,xn
medusobno razliciti linearni funkcionali na prostoru Z, sve razlike x; — x;, ¢ # j, su linearni
funkcionali rali¢iti od nule. Svaki od potprostora Ker (x; — x;) je kodimenzije 1 u prostoru Z.
Stoga unija tih potprostora nije jednaka cijelom prostoru Z. Neka je

z € Z\UKer(Xi —X;)-
i#]

Tada su brojevi \; = x,(2), 7 =1,...,n, medusobno razliciti i vrijedi

(z—=X)"v; =0 za j=1,...,n.

m

Odatle slijedi da su potprostori V; = span {v;, zvj, 2%vj, ..., 2™ v;} invarijantni s obzirom na

djelovanje z. Stoga je njihova suma
Vo=Vi+ -+ Vi

z—invarijantan konacnodimenzionalan potprostor od V. Djelovanje z definira linearan operator
A € L(Vp). Tada za svaki j € {1,...,n} vrijedi (A — A\;Iy,)™v; = 0. Prema tome, vy,...,v,
su korijenski vektori operatora A za razlic¢ite svojstvene vrijednosti. No tada iz linearne algebre
znamo da su vektori vy, ..., v, linearno nezavisni.

Neka je V' i dalje A—modul. Za vektor v € V' kazemo da je Z—konacan, ako je potprostor
Zv = {zv; z € Z} kona¢nodimenzionalan, odnosno, ako je ideal Annz(v) = {z € Z; zv =0} u
Z konacne kodimenzije u Z. Skup svih Z—konacnih vektora A—modula V' oznacavat ¢emo sa V7.
To je potprostor vektorskog prostora V. Nadalje, kako je Z centar algebre A, zau e Aiv e Vy
preslikavanje w +— uw, w € Zv, je linearna surjekcija sa Zv na Zuv. Prema tome je uv € Vy za
svaki u € A isvaki v € V;. Dakle, V; je podmodul A—modula V.
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Teorem 1.4.23. Neka je A unitalna algebra i pretpostavimo da njen centar Z ima svojstvo da je
za svakiy € Z i svakik € N ideal (Ker x)* u Z konacne kodimenzije u Z. Tada za svaki A—modul

V' vryeds
Vi = Z V-

XEZ

Dokaz: Neka je v € V(). Tada je v € Vx(k) za neki k € N, dakle, vrijedi u;---upv = 0
Vuy,...,ux € Kery, tj. (Ker x)*v = {0}. Drugim rije¢ima, preslikavanje z — zv sa Z na Zv u
svojoj jezgri sadrzi (Ker x)*. Kako je po pretpostavci potprostor (Ker x)* kona¢ne kodimenzije u
Z, zakljucujemo da je potprostor Zv konacnodimenzionalan, odnosno, v € V. To pokazuje da je
Viy) € Vy za svaki x € Z. Dakle, dokazali smo inkluziju

Z Vi € Vs

XEZ

Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je v € V. Tada je potprostor W = Zv konacnodimen-
zionalan i to je Z—podmodul od V. Bududi da je algebra Z komutativna, postoji baza {ws, ..., w,}
od W u odnosu na koju svi operatori djelovanja z € Z imaju gornje trokutastu matricu. Neka su
redom x1(z2),...,Xxn(2) dijagonalni elementi te matrice. Tada su o¢ito x1,...,Xn € Z. Nadalje,
za svaki z € Z element (z — x1(2)) -+ (2 — xa(2)) djeluje nilpotentno na W.

Zadatak 1.4.9. Dokazite da odatle slijedi da je W C Z;L=1 Vi

Uputa: Dokaz se svodi na promatranje kona¢nodimenzionalne komutativne algebre Z/Annz(v),
gdje je Annz(v) = {z € Z; zv = 0}, i njeno djelovanje kao algebre operatora na kona¢nodimen-
zionalnom prostoru W.

Kako je v € W i kako je v € V} bio proizvoljan, pomocu zadatka 1.4.9. dobivamo obrnutu
inkluziju
Vi C Z V-
X€EZ

Time je teorem dokazan.

Uvjet teorema 1.4.23. ispunjen je ako je Z Noetherina algebra:

Propozicija 1.4.24. Neka je Z komutativna Noetherina algebra. Tada je za svaki x € Z i svaki
k € N ideal (Ker x)* konaéne kodimenzije u Z.

Dokaz: Za k =1 tvrdnja je trivijalna jer je ideal Ker y kodimenzije 1 u Z. Pretpostavimo da
je za neki k > 2 ideal (Ker x)* beskonacne kodimenzije u Z i neka je k najmanji takav. Tada je
(Ker x)* potprostor od (Ker x)*~! beskona¢ne kodimenzije. Primijetimo da je svaki potprostor S
od (Ker x)*! koji sadrzi (Ker x)* ideal u Z. Doista, vrijedi Z = (Kery) + C, pa je svaki z € Z
oblika z = u + A za neki u € Ker y i neki A € C. Stoga za s € S C Ker x imamo

zs=us+ s € (Kery)" +S=38.
Zbog toga postoji striktno rastuci niz ideala u 2 :
Kearx\)f =B CHhC TG

a to je nemoguce zbog toga Sto je po pretpostavci algebra Z Noetherina. Ova kontradikcija
dokazuje tvrdnju propozicije.
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Primijetimo jos da je zbog Hilbertovog teorema o bazi svaka konacno generirana komutativna

unitalna algebra Z Noetherina. Doista, ako konacan skup {z1, ..., 2,} generira unitalnu algebru
Z, onda je P — P(z,...,2,) epimorfizam algebre polinoma C[T7,...,T,]| na algebru Z. Dakle,
algebra Z izomorfna je kvocijentnoj algebri Noetherine algebre C[T7,...,T,] i kao takva je prema

propoziciji 1.4.8. Noetherina.

U daljnjem promatramo unitalnu algebru A ¢iji centar Z ima svojstvo iz teorema 1.4.23. Ozna-
¢imo sa Mods(A) kategoriju svih A—modula V' takvih da je V' = V}, odnosno, da je

V:Z V-

XEZ

Podsjetimo se da je gornja suma direktna. Za A—modul V kazemo da je modul s centralnim
karakterom x ako je V =V, , a da je modul s generaliziranim centralnim karakterom y
ako je V' = V{,y. Prema propoziciji 1.4.2. zbog prebrojive dimenzionalnosti algebre A zakljucujemo
da je svaki prost A—modul modul s centralnim karakterom. Oznac¢imo sa Mod,(A) kategoriju
A—-modula s centralnim karakterom x i sa Mod(,)(A) kategoriju A—modula s generaliziranim
centralnim karakterom y. Ako je ¢ : V. — W homomorfizam A—modula, onda za k € N, v € Vx(k)
i u € Kery imamo ufp(v) = p(u*v) = 0. To pokazuje da je go(VX(k)) - Wﬁk). Odatle slijede
inkluzije (Vi) € Wy 1 ¢(Viy)) € Wiy-
Za homomorfizam A—modula ¢ : V — W stavimo

Px = 90|VX € HomA(an Wx)a Px) = (,0‘V(X) € HomA(V(X)a W(X))a X € Z.

Ocito je (po1))y = @y 0ty i (Pov) ) = ©(y) ©V(y)- Prema tome, V — V., ¢ — ¢, je kovarijantan
funktor s kategorije Mody(.A) u kategoriju Mod, (A),aV — V), ¢ — @) je kovarijantan funktor
sa Modg(A) u Mod,(A).

Propozicija 1.4.25. Funktor V — V{(,y, ¢ — @) sa kategorije Mod(A) u kategoriju Mod,(A)
je egzaktan: ako su U, V,W moduli u kategoriji Mods(A) i ako su ¢ € Homua(U,V) ¢
Y € Homu(V,W) takvi da je Imp = Kerv, tada vrijedi i Im ) = Ker,y. Posebno, ako
je

(0} —U -5V -5 w— {0}
kratki egzaktni niz u kategoriji Mods(A) tada je i niz

P00 Vi)
{0} — Uy — Vg — Wiy — {0}

u kategorii Mod)(A) takoder egzaktan.

Dokaz: Vrijedi 1) 0@ = (¥op)y = 0, dakle, Im ¢(,) C Ker,). Neka je sada v € Ker t),,.
Dakle, v € V{,y N Ker. Kako je Kert = Im ¢, postoji v € U takav da je v = ¢(u). Bududi da je

U=Ur=>Y U,

weé

postoje wy, ..., w, € Zi u; € Uy, j =1,...,n,takvidaje u = uy+- - -+u,. Vrijedi p(Uwy) € Vi)
i suma podmodula V{,,), w € ’Z, je direktna, pa slijedi da je ¢(u;) = 0 ako je w; # x. Prema tome,
postoji j € {1,...,n} takav da je w; = x i tada je ¢(u;) = v, dakle, ¢()(u;) = v. To pokazuje
da je v € Imgp(,). Time je dokazana i obrnuta inkluzija Kerv(,) C Im (), dakle, jednakost
Ker ) = Im gy
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Napomenimo jos da funktor V' +— V,, ¢ — ¢, sa kategorije Mod¢(A) u kategoriju Mod, (A)
oplenito nije egzaktan. Naime, ako je V' A—modul s generaliziranim centralnim karakterom y
takav da je V = Vx(z) # V,, tada je niz

{0} =V, —V —V/V, — {0}
u kategoriji Mody(A) egzaktan, ali odgovarajuéi niz u kategoriji Mod, (A)
{0} — Vi — Vi — (V/Vy)y — {0}
nije egzaktan, jer je (V/V,), = V/V, # {0}.
Ovaj ¢emo odjeljak zavrsiti s jednom vaznom konstrukcijom modula polaze¢i od modula nad
unitalnom podalgebrom.
Teorem 1.4.26. Neka je A unitalna algebra, B njena unitalna podalgebra i W lijevi B—modul.
(a) Postoji jedinstvena struktura A—modula na prostoru V.= A ® W takva da je

alr @ w) = ar @ w Va,z € A iVw e W.

(b) Neka je Vi podmodul A—modula V' iz (a) generiran skupom {b@w —1@bw; b € B, w € W}
1 neka je
A KB W = V/VB
kvocigentni A—modul. Klasu elementa * @ w, v € A, w € W, u kvocijentnom modulu
V/Vi=A® W oznacavamo sa x Qpw. Za svaki A—modul U postoji jedinstveno linearno
prestikavanje T — T sa Homg(W,U) u Hom.(A ®@p W,U) takav da je T(1®pw) = Tw
VI € Hompg(W,U) i Yw € W. Preslikavanje T +— T je izomorfizam vektorskog prostora
Homp(W,U) na vektorski prostor Hom (A @z W, U).

(c) Ako je V- A—modul, vrijedi A@,V ~ V.

(d) Ako je C unitalna podalgebra od B i ako je U C—modul, onda je A—modul A®@cU izomorfan
A—modulu A®@p (B ®c U).

Dokaz: (a) Fiksirajmo a € A. Tada je (z,w) — ax ® w bilinearno preslikavanje sa A x W u
A ®@ W. Prema univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta vektorskih prostora postoji jedinstven
linearan operator

Ay AW — AW  takavdaje Az @w)=ar®@w Ve e AiVweW.

Treba dokazati dsa je sa
au = Aqu, ac A, ue AW,

definirana struktura A—modula na prostoru A ®@ W. Bududi da je A, za a € A linearan operator,
preslikavanje (a,u) +— au je linearno u drugom argumentu:

alauy + agug) = Ag(qug + asus) = agAguy + asAgus = aqaug + asaus.

Preslikavanje (a, u) +— au linearno je i u prvom argumentu. Doista, ako su ay, s € C, ay, a9, € A
iw e W, imamo

(a1 + a2a2) (T ® W) = Anyastanay (T @ W) = (a1 + zag)r @ w =

= a1(ar @ w) + az(asr @ w) = a1 Ay, (T @ W) + Ay, (T @ w) = aja1(z @ w) + agaz(x @ w).
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Buduéi da vektori oblika x @ w, x € A, w € W, razapinju vektorski prostor A& W, slijedi iskazana
linearnost preslikavanja (a,u) — au u prvom argumentu:

(a1 + azas)u = ajaqu + asasu, a,a €C, a,a0€e A, uec AQW.

Dokazimo sada kvaziasocijativnost djelovanja A na prostoru A ® W. Neka su a,b,x € Aiw e W.
Tada imamo

(ab)(z @ w) = Ap(z @ w) = abr @ w = A,(bx @ w) = A Ap(z @ w) = a(b(x ® w)).
Vektori x ® w razapinju prostor A ® W, pa slijedi kvaziasocijativnost:
(ab)u = a(bu), a,bc A, ue AxW.
Napokon, ocito za x € Aiw € W vrijedi
llz@w)=A4(zr@w) =12 w,
pa imamo i

lu=u YVue A W.

Time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Neka je U A—modul i neka je A ®z W kvocijentni modul A—modula V =A@ W iz (a)
po A—podmodulu V5 generiranom skupom {d @ w — 1 ®@ bw; b € B, w € W}. Nadalje, neka je
T € Homg(W,U), tj. T : W — U je linearan operator takav da je T'(bw) = bTw Vb € B i
Vw € W. Definiramo preslikavanje 7 : A x W — U sa

T(x,w) = zTw, re A weW.

To je preslikavanje ocito bilinearno, pa postoji jedinstven linearan operator T: AW — U takav
da je

Texw)=zTw VYereAd i Ywel
Tada je T homomorfizam A—modula. Doista, ako su a,z € Aiw € W, tada je

T(a(z @ w)) = T(az @ w) = (az)Tw = a(zTw) = aT(z @ w).
Buduéi da vektori oblika x @ w, x € A, w € W, razapinju prostor V = A ® W, slijedi
Tav = aTv YVae A i YveV.

Time je dokazano da je T € Hom4(V,U). Sada za b € Biw € W imamo

Th@w—-1®bw)=0Tw—Thw =0

buduéi da je T € Homg(W,U). Prema tome, A—podmodul Vs generiran vektorima oblika
b®w —1® bw sadrzan je u jezgri operatora T'. Prijelazom na kvocijent dolazimo do preplitanja
T € Hmyu(AogW,U) :

A ~

T(v+Vg) =T, veV=AxW.

Sadazaxr € Aiw € W imamo

A ~ ~

Txpw)=Txw+Vg) =T(r®w) =zTw.

Posebno, vrijedi T(l ®@pw) = Tw Yw € W. Time je dokazana egzistencija T, a jedinstvenost slijedi
iz sljedeceg zadatka:
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Zadatak 1.4.10. Dokazite da skup {1 ®p w; w € W} generira A—modul V = A @5 W.

Bududi da je preslikavanje 7' +— xTw sa Hompg(W,U) u U linearno za bilo koje x € Aiw € W,
ocito je preslikavanje T' +— T sa Homg(W,U) u Hom(V,U) linearno. Odatle slijedi linearnost
preslikavanja T +— T sa Homg(W,U) u Hom (A @5 W, U).

Konstruirat ¢emo sada inverzno preslikavanje Hom (A @g W,U) — Homg(W,U). Ako je
S € Hom (A ® W,U) definiramo operator S : W — U sa

Sw = S(1®zw), weW.

Operator S je ocito linearan. Nadalje, kako je S preplitanje A—modula i kako zabe Biw e W
u modulu A ®z W vrijedi 1 ®p bw = b ®p w, imamo

Shw = S(1®@pbw) = S(b@sw) = S(b(1 ®zw)) = bS(1 ®pw) = bSw.
To pokazuje da je S € Homg(W,U). Nadalje, preslikavanje S +— S je otito linearno. To je
preslikavanje inverzno preslikavanju 7'+ T'. Doista, za T" € Homg(W,U) i za w € W imamo
Tw = T(1®gw)=Tw,
dakle, T=T Takoder, za S € Hom (A ®g W,U) i w € W imamo
é(l ®pw) = Sw = S(1®zw).

Budu¢i da prema zadatku 1.4.10. vektori oblika 1 @5 w, w € W, generiraju A—modul A ®z W,
zakljuéujemo da vrijedi S = S.

Time smo dokazali da je preslikavanje S — S inverzno preslikavanju 7' — T.Dakle, T — T je
izomorfizam prostora Hompg(W,U) na prostor Hom4(A @z W, U).

Zadatak 1.4.11. Dokazite tvrdnju (c) da je svaki A—modul V' izomorfan A—modulu A ®4 V.
Uputa: Izomorfizam V — A4V jevi— 1 ®4 0.

Zadatak 1.4.12. Dokazite tvrdnju (d) : A®@c U ~ A®@g (B®c U) ako su C C B C A unitalne
podalgebre i ako je U C—modul.

Uputa: Preslikavanje A®cU — A®g(B®:U) dobiva se polazeéi od bilinearnog preslikavanja
(a,u) — a®p (1 ®cu), ac A, uel,

sa AX U uA®g (B®cU). Inverzno preslikavanje A @5 (B ®c U) — A ®c U dobiva se polazedi
od trilinearnog preslikavanja

(a,b,u) — ab ®¢ u, aceA, beB, wuel,

sa A X B xUuA®cU. Za proizvoljno fiksno a € B iz bilinearnog preslikavanja (b, u) — ab ®¢ u
dolazi se najprije do linearnog preslikavanja B ® U — A ® U, zatim do linearnog preslikavanja
B®cU — A®c U, pa do bilinearnog preslikavanja A x (B®¢ U) — A®¢ U, pa do linearnog pres-
likavanja A® (B®c U) — A®c U i napokon do linearnog preslikavanja A ®p (B®c U) — A®c U.
Zatim se dokazuje da su oba linearna preslikavanja A—preplitanja, tj. homomorfizmi .4A—modula,
i da su medusobno inverzna.

Za A—modul A @z W iz teorema 1.4.26. kazemo da je induciran B—modulom W unitalne
podalgebre B od A. Tvrdnja (b) u tom teoremu zove se Frobeniusov teorem reciprociteta, a
tvrdnja (d) teorem o induciranju u etapama.
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1.5 Klasa induciranih reprezentacija

U ovom ¢emo odjeljku definirati i prouciti jednu klasu tzv. induciranih reprezentacija lokalno
kompaktnih grupa. U tu svrhu nam trebaju sljede¢a dva rezultata koje navodimo bez dokaza:

Propozicija 1.5.1. Neka je G unimodularna lokalno kompaktna grupa i A i B zatvorene podgrupe,
takve da je podgrupa AN B kompaktna i da je G = AB = {ab; a € A, b € B}. Neka je o lijeva
Haarova mjera na A i B desna Haarova mjera na B. Tada je sa

f /A /B f(ab)da(@)dB(b),  f € Col(G),

zadana Haarova mjera na G.

Propozicija 1.5.2. Neka je G lokalno kompaktna grupa, H zatvorena podgrupa, H\G lokalno
kompaktan topoloski prostor svih lijevih H—Fklasa Hx u G i v lijeva Haarova mjera na H. Za
f € Co(G) definiramo Fy: H\G — C sa

Fy(Hzx) = /Hf(hx)dl/(h), AN E

Tada je f — Fy linearna surjekcija sa Co(G) na Co(H\G) koja preslikava Cy (G) na Ci (H\G).

U daljnjem je G unimodularna lokalno kompaktna grupa, P zatvorena podgrupa od G i K
kompaktna podgrupa od G takve da je G = PK. Neka je v lijeva Haarova mjera na P i x normirana
Haarova mjera na K. Prema propoziciji 1.5.1. tada je sa

/f Jpa(z //fpk:du Jdi(k), £ €G(G),

zadana Haarova mjera p na G. Prosirimo sada modularnu funkciju Ap grupe P na grupu G tako
da stavimo Ap(pk) = Ap(p) zap € P ik € K. Definicija ima smisla jer je Ap(k) = 1Vk € PNK.
Nadalje, Ap je neprekidna funkcija na G.

Izaberimo sada preslikavanja x +— p(z) sa G u P iz — k(z) sa G u K takva da je x = p(z)k(z)
Vz € (. Naravno, takva preslikavanja postoje jer je G = PK, ali kako ne pretpostavljamo da je
PN K = {e} ona opéenito nisu jedinstvena. Tada uz nase prosirenje modularne funkcije Ap na
cijelu grupu G ocito vrijedi Ap(p(z)) = Ap(x) YV € G.

Lema 1.5.3. Za funkciju f € C(K) takvu da je f(pk) = f(k) Vp € PN K i Yk € K vrijedi

/f (kz))Ap(kx)dr(k /f Ydr(k Ve e G.

Dokaz: Koriste¢i pretpostavljeno svojstvo funkcije f iz propozicije 1.5.2. slijedi da postoji
g € Cy(G) takva da je

k) = / g(pk)dv(p) k€ K.

/ // (pk)dv (p)dr(k /f )dr(k

Sada imamo redom za proizvoljan x € G :

| rgani) - / 9(y)dply) = / o)) = [ [ atokoyiwean) -

/ / (pp (k) () (p) sk / / Ap(p(ka))g (ph (k) )dv (p)dss (k) =
= [ 800 | [ oot as) = [ antho)ernane)

Tada imamo
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Neka je sada o reprezentacija grupe P na Hilbertovom prostoru K. Prema teoremu 1.3.1. mo-
zemo pretpostaviti da je restrikcija o| PN K unitarna reprezentacija kompaktne grupe PN K. Neka
je H{ prostor svih neprekidnih funkcija v : G — K sa svojstvom

u(pz) = \/Ap(p)o(p)u(x) Vpe P i Vxed. (1.3)

Za u,v € H stavimo
(uf) = /K (u(k)]o(k))edn(h).

Lako se vidi da je na taj nacin definirana pozitivna hermitska forma sa HJ x H{ u C. Dokazimo
da je ta forma definitna, tj. da je to skalarni produkt na prostoru H{. Doista, ako je u € H{ iz
(u|lu) = 0 slijedi da je u(k) = 0 Vk € K. Za proizvoljan x € G postoje k € K i p € P takvi da je

x = pk, pa nalazimo
u(z) = u(pk) = v/ Ap(p)o(p)u(k) = 0.

Prema tome, u = 0. Time je dokazana definitnost forme (-|-). Neka je H” popunjenje unitarnog
prostora Hg.

Zau € Hf iz € G definiramo funkciju 77(z)u : G — K ovako

(m7(x)u)(y) = u(yz), yedq.

Tada je ocito 77 (z)u € HY. Na taj je nacin definirano je preslikavanje koje svakom x € G pridruzuje
linearan operator 77 (z) : Hf — HY. To preslikavanje o¢ito ima svojstva 77%(xy) = 77(x)77(y),
r,y € G,i7(e) = Iyg.

Propozicija 1.5.4. (a) Za svaki x € G operator w°(z) jedinstveno se prosiruje do ogranicenog
operatora na Hilbertovom prostoru H?. Oznacimo taj operator takoder sa m°(x).

(b) 77 je reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H°. Ako je reprezentacija o grupe P
unitarna, onda je i reprezentacija w° grupe G unitarna.

Dokaz: (a) Koristit ¢emo prije izabrane funkcije p : G — P ik : G — K takve da je
x = p(x)k(x) Yz € G. Neodredenost izbora tih funkcija je u kompaktnom skupu P N K. Prema
tome, ako je Q0 kompaktan podskup od G onda postoji kompaktan podskup €2’ od P takav da je
p(2) C Q.

Neka je sada u € H{ i neka je 2 kompaktan podskup od G. Za z € €2 imamo

||7T"($)UI|2Z/KIIU(kx)II?cdﬁ(k) =/KAP(M)IIU(p(kx))U(k(kl“))II?cd/f(kf)- (1.4)

Za svaki k € K je p(kx) € (KQ)'. Prema posljednjoj tvrdnji propozicije 1.1.9. postoji M > 0
takav da je
lo(p(kx)|lx < M VreQ i VkeK.

Nadalje, stavimo

L:max{\/m; yEKQ}.

Sada iz (1.4) slijedi
|77 (z)u|| < ML||ul| Vo € Q. (1.5)

Odavde slijedi tvrdnja (a).



54 POGLAVLJE 1. REPREZENTACIJE LIEJEVIH GRUPA

(b) Neka su Q, M i L kao u dokazu tvrdnje (a) i stavimo C' = M L. Sada iz (1.5) nalazimo za
u, v,z € Hf iz € Q

(77 (2)2|u) — (77 (x)z]v)| = [(x7(2)z]u — )| < Clz]| [[u — ]
i, analogno,
(77 (z)ulz) — (77 (2)v[2)] < Cllu = o] []].

Bududi da su oéito funkcije 7y (z) = (77 (x)ulv) za u, v € H§ neprekidne na G, gornje nejednakosti
zbog svojstva (e) u propoziciji 1.1.9. pokazuju da je 77 reprezentacija hgrupe G na Hilbertovom
prostoru ‘H.

Pretpostavimo sada da je reprezentacija o grupe P unitarna. Tada za v € HJ i € G imamo
prema (1.4)

IIW”(x)UHZ=/KAP(M)HU(k(kx))||;2<d/~”v(k‘)- (1.6)

Definiramo funkciju f € C(K) sa f(k) = |u(k)||}, k € K. Zak € K i za p € PN K imamo zbog
(1.3), zbog Ap|P N K =1 i zbog unitarnosti reprezentacije o

fk) = |lulpk)|” = App)|lo(@)uk) |k = u®)ll% = f(F).
Sada po lemi 1.5.3. iz jednakosti (1.6) slijedi

I (2)ull® = /KHU(k)H?cdfi(k) = [Jull®.
Dakle, reprezentacija 7% grupe G je unitarna.

Za konstruiranu reprezentaciju 7% kazemo da je inducirana reprezentacijom o. Katkada se
pise 7 = Ind% 0. Moze se dokazati da se H’ moze prirodno identificirati s prostorom svih klasa
izmjerivih funkcija u : G — K takvih da vrijedi (1.3) i da je funkcija k — |lu(k)||% integrabilna
na K u odnosu na Haarovu mjeru x.

Promatrajmo sada posebni slucaj kad je grupa G kompaktna. Neka je P zatvorena podgrupa
od G. U nasoj konstrukciji mozemo uzeti K = G. Neka je o konac¢nodimenzionalna unitarna
reprezentacija grupe P na prostoru K. Promatrat ¢emo reprezentaciju 7%. Sada je Ap =1 pa je

¢ prostor svih neprekidnih funkcija f: G — K takvih da je

fpz)=0c(p)f(z) VpeP i VYred.

Nadalje, sada je za u,v € H{ funkcija = — (u(x)|v(z))x konstantna na lijevim P—klasama u G,
pa iz propozicije 1.5.1. slijedi da uz pogodno normiranje Haarove mjere v vrijedi

(uf) = /G (ule)]o(@))xdp(z).

Lema 1.5.5. Za svako v € G potprostor H () sadrian je u HE.

Dokaz: Akojeu € C(G)iv e H’ tadajezax € G
[ (w)v](z) = /G w(y)” (o) (@) du(y) = /G u(y)o(zy)du(y).

To je neprekidna funkcija od z, pa zakljucujemo da je 77(u)H° C H{ Vu € C(G). Sada lema
slijedi iz tvrdnje (b) teorema 1.3.5.
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Teorem 1.5.6. (Frobeniusov teorem reciprociteta) Neka je m konacnodimenzionalna uni-
tarna reprezentacija kompaktne grupe G na prostoru H i o konacnodimenzionalna unitarna repre-
zentacija zatvorene podgrupe P na prostoru K. Za T € Homg(H, H?) je TH C Hf. Definiramo
T:H — K saT¢ = (T¢)(e). Tada je T € Homp(H,K) i T — T je izomorfizam prostora
Homeg(H, H?) na prostor Homp(H, K).

Dokaz: Inkluzija T'"H C 'H{ slijedi neposredno iz leme 1.5.5. Oc¢ito je T : H — K linearan
operator. Za p € Pi¢ € 'H imamo
Tr(p)é = (Tr(p))(e) = (27 () TE)(e) = (TE)(p) = o (p)(TE)(e) = o (p)TE.

Prema tome je 7' € Homp(H, K). Ocito je preslikavanje T — T sa Home(H, H?) u Homp(H, K)
linearno. )
Neka je sada S € Homp(H,K) i za £ € H definirajmo neprekidnu funkciju S¢ : G — K ovako:

(5¢)(z) = S(n(2)§), ze€G.
Tada za p € Pix € G imamo

(8€)(pz) = S(m(p2)€) = S(m(p)m(x)€) = o(p)S(m(2)€) = a(p)(SE)(x).

Prema tome je S¢ € Hg. Prema tome, S je linearan operator sa H u HS C H?. Za x,y € G i
£ € 'H imamo

(Sm(@)§)(y) = S(r(y)m(x)€) = S(m(yx)€) = (5)(yx) = (v () S€)(y)-

To pokazuje da je S € Homeg(H, H?). Ocito je preslikavanje S +— S sa Homp(H,K)u Homg(H, H?)
linearno. Napokon, to je preslikavanje inverzno preslikavanju 7' — T, jer za S € Homp(H,K) i
£ € 'H imamo

Se = (3€)(e) = S¢,  dakle, S=8,
azal € Homg(H,H?), £ € Hix € G imamo

(T€)(x) = T(n(2)€) = (Tr(x)€)(e) = (x7 ()TE)(e) = (TE)(x),  dakle, T=T.

Korolar 1.5.7. Neka je v € G i neka je m unitarna ireducibilna reprezentacija kompaktne grupe
G na prostoru 'H iz klase . Nadalje, neka je o konacnodimenzionalna unitarna reprezentacija
zatvorene podgrupe P na prostoru IC. Tada je

dim H°(y) = d(v) dim Homp(H, K).

Posebno, ako je o ireducibilna, multiplicitet v u induciranoj reprezentaciju ©° jednak je multi-
plicitetu klase reprezentacije o u restrikciji w|P.

Zadatak 1.5.1. Dokazite korolar 1.5.7.

Zadatak 1.5.2. Neka su QQ C P zatvorene podgrupe kompaktne grupe G i neka je 7 konacnodi-
menzionalna unitarna reprezentacija grupe () na prostoru L. DokazZite da su tada reprezentacije
Ind$ Indg T Indg T ekvivalentne.

Napomena: Osim direktne konstrukcije bijektivnog preplitanja zadatak mozete rijesiti i tako
da pomocu korolara 1.5.7. dokazete da su multipliciteti svake v € G i dvjema reprezentacijama
isti.

Zadatak 1.5.3. Dokazite da je reprezentacija ™ unimodularne grupe G' na Hilbertovom prostoru
H ekvivalentna induciranoj reprezentaciji Indg .

Napomena: U ovom sluc¢aju mozete uzeti P = G 1 K = {e}.
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1.6 Liejeve grupe

U ovom odjeljku navodimo definicije i bez dokaza osnovne teoreme iz teorije Liejevih grupa.

1.6.1 Diferencijalne i analiticke mnogostrukosti

Neka je M Hausdorffov topoloski prostor i neka je n € N. n—dimenzionalna karta na M je
ureden par (U, 1) gdje je U C M otvoren skup i ¢ je homeomorfizam sa U na otvoren podskup
od R"™. Skup U zovemo domena karte (U, ). n—dimenzionalni C*°—atlas na M je skup A
n—dimenzionalnih karata na M sa sljede¢im svojstvima:

(1) Domene karata u skupu .4 pokrivaju M :

U v=m

(Up)eA

(it) Ako su (U, ), (V,p) € A takve karte da je U NV # (), onda je
pop tip(UNV) —y(UNV)
> —preslikavanje.

n—dimenzionalna C*°—struktura na M je n—dimenzionalni C*°—atlas A na M koji pored (7)
i (11) zadovoljava i svojstvo maksimalnosti:

(7i1) Ako je (W, x) n—dimenzionalna karta na M i ako su za svaku kartu (U, ) € A takvu da je
UNW # () preslikavanja

boxTix(UNW) —pUNW) i xo¢  :p(UNW) — x(UNW)
klase C*°, onda je (W, x) € A.

Ocito je svaki n—dimenzionalni C*>°—atlas sadrzan u jedinstvenoj n—dimenzionalnoj C'*° —strukturi.

Diferencijabilna mnogostrukost ili C*°—mnogostrukost je ureden par (M, A), gdje je M
Hausdorffov topoloski prostor s prebrojivom bazom topologije, a A je n—dimenzionalna C'*° —struk-
tura na M za neki n € N. PiSemo tada n = dim M.

Zamijenimo li svuda u prethodnim definicijama izraz C°°—preslikavanje s izrazom analiticko
preslikavangje, dobivamo definicije pojmova n—dimenzionalni analiticki atlas, n—dimenzionalna
analiticka struktura i analiticka mnogostrukost. Svaka analiticka mnogostrukost je ujedno
diferencijabilna mnogostrukost.

Neka su M i N C*°—mnogostrukosti, dim M = m, dim N = n. Za preslikavanje f : M — N
kazemo da je klase C'™ ili da je f C°>°—preslikavanje ako za svaku tocku p € M postoje karte
(U,) na M i (V,p) na N takve dajep e U, f(U) CVidaje

pofoptiyp(U) — o(V)

C> —preslikavanje iz R™ uR". Ako je f : M — N bijekcijaiakosu fi f~! C*°—preslikavanja, onda
se [ zove difeomorfizam. Ukoliko su M i N analiticke mnogostrukosti i ako je difeomorfizam f :
M — N analiticko preslikavanje, pomocu teorema o inverznom preslikavanju za analiticke funkcije
n realnih varijabli lako se vidi da je inverzno preslikavanje f~!: N — M takoder analiticko.
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Primjeri:

(1) M = R"; tada je {(R",idgn)} C>*—atlas. Jedinstvena C'*°—struktura koja sadrzi taj atlas
zove se standardna C'*°—struktura na R", a jedinstvena analiticka struktura koja sadrzi
taj atlas zove se standardna analiticka struktura na R".

(2) Neka je (M, A) C*°—mnogostrukost (odn. analiticka mnogostrukost) i neka je VVC M
otvoren skup. Tada je

{(UnVvplunV); (Ug) e A, UNV #0}

C>°—atlas (odn. analiticki atlas) na V. V se s pripadnom C'*°—strukturom (odn. analitickom
strukturom) zove otvorena podmnogostrukost od M.

(3) Nekasu (M, .A)i(N,B)C>®—mnogostrukosti (odn. analiticke mnogostrukosti), dim M = m,
dim N = n. Neka je

C={(Ux Vi xp) (Ur)eA (Vip) € B},

pri ¢emu je (¢ x ¢)(z,y) = (Y(z),¢(y)), v € U, y € V. Tada je C (m + n)—dimenzionalni
C>°—atlas (odn. analiticki atlas) na M x N. S pripadnom C'*°—strukturom (odn. analitickom
strukturom) M x N se zove produkt mnogostrukosti M i N.

Za C*°—mnogostrukost M sa C°°(M) oznacavamo skup svih C*°—funkcija f : M — R. Uz
operacije po tockama C'*°(M) je komutativna unitalna algebra.

Neka je M C°°—mnogostrukost i U otvoren pokriva¢ od M. Particija jedinice podredena
pokriva¢u U je niz (¢, )neny 1 C°(M) takav da vrijedi:

(1) Za svaki n € N nosa¢
Supp ¢, = Cl({p € M; ¢n(p) # 0})
je kompaktan skup sadrzan u nekom U € U.

(i1) Za svaku tocku p € M postoji otvorena okolina V' tocke p takva da je Supp e, NV # 0 za
samo kona¢no mnogo n € N.

(7ii) Za svaku tocku p € M vrijedi

on(p) >0 VneN 1 Zcpn(p) =1.

neN

Teorem 1.6.1. Za svaki otvoren pokrivac U C™°—mnogostrukosti M postoji particija jedinice
podredena pokrivacu U.

Neka je M C'*°—mnogostrukost. Tangencijalni vektor na mnogostrukost M u tocki p € M
je linearan funkcional X : C*°(M) — R sa svojstvom

X(fg)=X(flglp) + f(p)X(g)  Vf,geCT(M).

Skup svih tangencijalnih vektora na mnogostrukost M u tocki p oznacavamo sa T,(M). To je
o¢ito potprostor realnog prostora C*°(M)*. Zove se tangencijalni prostor na mnogostrukost M
u tocki p.

Lako se vidi da vrijedi X(f) = 0 za svaki X € T,(M) i za svaku konstantnu funkciju f na
mnogostrukosti M.
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Lema 1.6.2. Ako se funkcije f,g € C°(M) podudaraju na nekoj okolini tocke p € M onda je
X(f)=X(g) VX € T,(M). Posebno, ako je funkcija f konstantna na nekoj okolini tocke p € M,
onda je X(f) =0VX € T,(M).

Ovo svojstvo lokalnosti tangencijalnih vektora omogucuje nam da identificiramo tangencijalne
prostore na M i na otvorenu podmnogostrukost U u svakoj tocki p € U :

Propozicija 1.6.3. Neka je U otvorena podmnogostrukost mnogostrukosti M i neka je p € U. Za
X € T,(U) definiramo X : C*(M) — R ovako:

X(f)y=X(v),  fec=(m).
Tada je X — X izomorfizam prostora T,(U) na prostor T,(M).

Neka je ¢ > 0 i neka je 0 : (—g,e) — M C*—preslikavanje takvo da je o(0) = p. Tada se o
zove glatka krivulja kroz tocku p. Definiramo tada V, : C*(M) — R sa

Vor= Sfem)| . feo)

t=0

Tada je V, € T,(M) i zove se tangencijalni vektor na krivulju o u tocki p. Pomocu teorema
egzistencije za sisteme obic¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda nije tesko dokazati da vrijedi:

Teorem 1.6.4. Neka je M C°°—mnogostrukost i p € M. Tada vrijeds:
T,(M) = {V,; o je glatka krivulja kroz tocku p}.
Neka je sada (U, 1) karta na n—dimenzionalnoj mnogostrukosti M i p € M. Neka su
T1,To, ..., Ty U — R
koordinatne funkcije preslikavanja v :

Y(q) = (21(q), v2(q), . . ., 2n(q)), qeU.

Neka je {e1,es,...,¢e,} standardna baza od R". Za neki € > 0 mozemo definirati glatke krivulje
01,02, ...,0, : (—e,&) — M kroz tocku p :

oi(t) =¥~ (¥(p) + te;).

Za pripadne tangencijalne vektore upotrebljavamo oznake

(&),
al'i »

Lema 1.6.5. Uz uvedene oznake za proizvoljnu glatku krivulju o kroz tocku p vrijeds

wi=> R0 () 5o secron

Odatle i iz teorema 1.6.4. neposredno slijedi:
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Teorem 1.6.6. Neka je M n—dimenzionalna mnogostrukost, (U,1) karta na M, x1,2s, ..., x,
koordinatne funkcije prelikavanja ¢ i p € U. Tada je

(5, 62), ()}

baza realnog vektorskog prostora T,(M). Posebno, dim T,(M) = dim M.

Neka je V realan konaénodimenzionalan vektorski prostor i neka je {e;,...,e,} baza od V.
Neka je ¢ : V. — R" preslikavanje koje svakom vektoru v € V pridruzuje n—torku njegovih
koordinata u odabranoj bazi:

U:sz‘ei = Y(v) = (21,...,Tn).
i=1

Tada je v izomorfizam, dakle i homeomorfizam sa V' na R™. Prema tome, (V) je karta na V' i
{(V,%)} je atlas na V. C*°—struktura na V koja sadrzi taj atlas (tj. kartu (V1)) ne ovisi o izboru
baze, budué¢i da su koordinate vektora u jednoj bazi linearne funkcije koordinata tog vektora u
drugoj bazi.

Vidjet ¢emo sada da se tangencijalni prostor T,(V') za svaki v € V prirodno identificira sa
samim prostorom V. Naime, za w € V definiramo o, : R — V ovako:

ow(t) = v+ tw, teR.

Tada je o, glatka krivulja u mnogostrukosti V' kroz tocku wv. Pripadni tangencijalni vektor
Vi € T,(V) oznacimo sa A(w) :

d
Aw)f = Spwrtw)| , fec=().
dt t=0
Tada je A : V. — T,(V) linearno preslikavanje. Za izabranu bazu {ey,...,e,} i pripadnu kartu
(V,4) oznac¢imo sa x1, ..., z, koordinatne funkcije:
@Z)(U) = ([L‘l(U),...,l'n(U)), ueV.
Drugim rije¢ima, {x1, ..., z,} je dualna baza u dualnom prostoru V* u odnosu na bazu {es, ..., e,}

u prostoru V. Jednostavan racun pokazuje da vrijedi

A(ei):(ai‘) , 1=1,...,n.

Dakle, operator A prevodi bazu {ey,...,e,} prostora V u bazu {( 0 ) R, ( 0 ) } tan-

8—201 ox,
gencijalnog prostora T,(V). To pokazuje da je A : V — T,(V) izomorfizam vektorskih prostora.
Pomocu tog izomorfizma mozemo identificirati prostor V' s tangencijalnim prostorom 7,(V"). Dakle,
vektor w € V identificira se s tangencijalnim vektorom

d o0
fr v+ tw) R fec=(v).

Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti i & : M — N C*°—preslikavanje. Za p € M
definiramo T),(®) : T,(M) — To@)(N) sa

[T, (®)X](f) = X(fe®),  feC¥(N), XeT,(M).
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Tada je T,(P) linearan operator i zove se diferencijal preslikavanja ® u tocki p. Ako su
x1, T, ..., Ty koordinatne funkcije za neku kartu (U, 1) od M oko tocke p i y1,ys, .. ., y, koordi-
natne funkcije za neku kartu (V,¢) od N oko tocke ®(p), takvu da je ®(U) C V, onda operator
T,(®) djeluje na sljedeci nacin:

Tp(cb)zm: (axz) Zza( ) of)(ai)(), ap, ;... 0 €R.

=1 i=1 j=1

Drugim rije¢ima, matrica operatora 7,(®) u paru baza

0 0 0
{(a—>(a—) (m)} prostors
i) (), (30)
o N R prostora  Tg) (V)
{ (ayl @(p) ayQ @(p) ayn @(p) @(p)

je upravo Jacobijeva matrica preslikavanja ¢ o ® o )~1,

Propozicija 1.6.7. Neka su L, M + N C*°—mnogostrukosti v neka su WV : L — M i ®: M — N
C>®—preslikavanja. Tada je ® oV : L — N C*®—preslikavanje i da za svaku tocku p € L vrijedi
T,(® 0 W) = Ty ()T ().

Korolar 1.6.8. Neka je ® : M — N difeomorfizam C®—mnogostrukosti. Tada je dim M =
dim N.

Podmnogostrukost mnogostrukosti M je podskup N C M koji ima svoju diferencijabilnu
strukturu koja je takva da inkluzija ¢ : N — M zadovoljava:

(1) i je C*°—preslikavanje;
(17) Tp(i) : T,(N) — T,(M) je injekcija Vp € N.

Posebno, svaka otvorena podmnogostrukost je podmnogostrukost.

Za mnogostrukost M definiramo

— U T,(M) (disjunktna unija)

peEM

i neka je m : T(M) — M preslikavanje definirano sa 7(7,(M)) = {p}. Neka je A C*°—struktura

mnogostrukosti M. Za £ € A pisemo £ = (Ug, 1)) i neka su xﬁ,.. : Us — R pripadne

koordinatne funkcije: e (p) = (23(p),...,25(p)), p € Ue. Za & € A deﬁmramo preslikavanje

.y TL

U, - 7r71(U5) — R*™

na sljedeci nacin:

. . - 0
\Ifg('u):(aﬁ(p),...,xfl(p),vl,...,'un) akoje pelU: i U:Z’Ui (axi)peTp(M).

i=1

Za & € A neka je ¢ skup svih podskupova od 7= (U;) C T'(M) oblika \I/gl(W), gdje je W otvoren
podskup od 9¢(Ug) x R™. Neka je 7 unija svih skupova 7¢, £ € A. Pokazuje se da je 7 baza
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topologije s kojom T'(M) postaje Hausdorffov topoloski prostor s prebrojivom bazom topologije i
preslikavanje m : T (M) — M je neprekidno. Nadalje, direktno se provjerava da je

{(m 1 (Ug), ¥e); € € A}

C>—atlas na T(M). Na taj nac¢in T(M) postaje 2n—dimenzionalna C'*°—mnogostrukost. Tada
je preslikavanje 7 : T (M) — M klase C*°.

Vektorsko polje na mnogostrukosti M je svako C*—preslikavanje X : M — T (M), p — X,
takvo da je X, € T,(M) Vp € M. Skup svih vektorskih polja oznacavamo sa X'(M); to je realan
vektorski prostor uz operacije po tockama:

(aX),=aX,  (X+Y),=X,+Y,, acR, X YecX(M), peM.

Stovise, X' (M) je unitalni C*°(M)—modul uz mnozenje elemenata iz X (M) funkcijama iz C*°(M)
definirano takoder po tockama:

fX)p =) Xp,  feCFM), XeX(M).

Liejeva algebra Der(C*°(M)) svih derivacija algebre C*°(M) je unitalni C*°(M)—modul uz
operaciju mnozenja definiranu sa

(fD)g=fDg,  f,g€C*(M), D e Der(C*(M)).
Teorem 1.6.9. Za X € X(M) definiramo X : C*°(M) — C*(M) sa
[X(Nlp) = X,(f),  feC™(M), peM.
Tada je X — X izomorfizam C*(M)—modula X (M) na C>(M)—modul Der(C*(M)).
Preslikavanje X ~— X iz teorema 1.6.9. upotrebljavamo kao identifikaciju. Dakle, vektorska

polja na mnogostrukosti M su derivacije algebre C*°(M). Za tako shvaceno vektorsko polje X i
za p € M, pripadni tangencijalni vektor X, € T,(M) definiran je sa X,f = (X f)(p), f € C®(M).

1.6.2 Liejeve grupe
Liejeva grupa je skup G sa svojstvima:
(i) G je grupa.
(17) G je diferencijabilna mnogostrukost.

(i17) (x,y) — 2y~ ! je C>°—preslikavanje sa G' x G u G.

Naravno, tada je mnozenje (z,y) — xy C*®—preslikavanje sa G x G u G, a invertiranje x — 71 je
difeomorfizam sa G na GG. Vazna je ¢injenica da na svakoj Liejevoj grupi postoji prirodna struktura

analiticke mnogostrukosti:

Teorem 1.6.10. Neka je G Liejeva grupa. C°°—struktura mnogostrukosti G sadrzi jedinstvenu
analiticku strukturu takvu da je preslikavange (z,y) — zy~' sa G x G u G analiticko.
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Neka je A kona¢nodimenzionalna realna unitalna algebra i neka je G = A* grupa njenih
invertibilnih elemenata. Element x € A je invertibilan ako i samo ako je regularan operator A,
lijevog mnozenja sa x : A,y = xy, y € A. Dakle,

G ={z € A; det(\,) # 0}.

To pokazuje da je G otvoren podskup od A. Kao vektorski prostor A je diferencijabilna mno-
gostrukost. Dakle i G je diferencijabilna mnogostrukost (otvorena podmnogostrukost od A).

Prema razmatranjima u prethodnom odjeljku 3.1. za bilo koju tocku =z € GG tangencijalni pros-
tor T, (@) identificira se s tangencijalnim prostorom 7). (A), a ovaj se opet s vektorskim prostorom
A. Identifikacija A sa T, (G) identificira element y € A s tangencijalnim vektorom iz T, (G) danim
sa 1

f— Ef(x—kty) , f e C®(G).
=0

Posebno je vazan slucaj algebre L(V') svih linearnih operatora na kona¢nodimenzionalnom real-
nom vektorskom prostoru V. Dakle, GL(V') je Liejeva grupa i za z € GL(V') tangencijalni prostor
T, (GL(V)) identificira se s prostorom L(V'). Izomorfna je Liejeva grupa GL(n,R) svih regularnih
kvadratnih matrica n—tog reda. Njen tangencijalni prostor u tocki z € GL(n,R) identificira se s
prostorom M, (R) svih kvadratnih matrica n—tog reda.

Za svaki element = Liejeve grupe G preslikavanja pomaka A, p, : G — G definirana sa

Ny) =2y,  p(y)=yz~', yeQG,

su analiticki difeomorfizmi sa G na G i vrijedi A\, o Ay = Ay i py 0 py = psy. Vektorsko polje
X € X(G) zove se lijevoinvarijantno ako vrijedi

T,( )Xy = Xy Vo,y e G.
Neka je g potprostor od X' (G) svih lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G.

Propozicija 1.6.11. g je Liejeva podalgebra Liejeve algebre Der(C*(G)) = X (G) svih vektorskih
polja na G.

Liejeva algebra g se zove Liejeva algebra Liejeve grupe G.

Propozicija 1.6.12. Neka je e jedinica u Liejevoj grupi G. Preslikavanje X — X, je izomorfizam
vektorskih prostora sa g na T.(G).

[zomorfizam iz propozicije 1.6.12. upotrebljava se kao identifikacija. Dakle, Liejeva algebra g
Liejeve grupe G identificira se s tangencijalnim prostorom T.(G) na G u jedinici e. Komutator
[X, Y] elemenata Liejeve algebre T,.(G) definiran je zaobilazno: dobiva se tako da najprije X i Y
shvatimo kao lijevoinvarijantna vektorska polja, zatim izracunamo komutator tih dviju derivacija
algebre C*°(G) i rezultat ponovo shva¢amo kao element od T, (G). Daljnje definicije i konstrukcije
dovest ¢e nas do direktne formule za komutator [X,Y] € T.(G) elemenata X,Y € T,(G).

Razmotrimo opet primjer kona¢nodimenzionalne realne unitalne algebre A. Grupa G svih
njenih invertibilnih elemenata je Liejeva grupa. Njena Liejeva algebra g identificira se s tangenci-
jalnim prostorom T,(G) na G u jedinici e, a ovaj se identificira s prostorom A.

Propozicija 1.6.13. Pri opisanoj identifikaciji g sa A komutator [z,y] u Liejevoj algebri g jednak
je xy — yx u algebri A.
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Prema tome Liejeva algebra Liejeve grupe GL(V') (odnosno, Liejeve grupe GL(n,R)) identifi-
cira se s Liejevom algebrom gl(V') (odnosno, s Liejevom algebrom gl(n,R)).

Neka su sada G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g i . Preslikavanje ¢ : G — H zove
se Liejev homomorfizam ako je to homomorfizam grupa i analiticko preslikavanje.

Propozicija 1.6.14. Neka je ¢ : G — H Liejev homomorfizam. Tada je T.(¢) homomorfizam
Liejeve algebre T,(G) = g u Liejevu algebru T.(H) = b.

Za element z Liejeve grupe G definiramo preslikavanje Int(z) : G — G sa
Int(z) = Ay © pr = pz © Ag, t]. (Int(x))(y) = xyx™*, y € G.

Ocito je Int(x) Liejev homomorfizam sa G u G. Homomorfizam Int(x~1) je inverzno preslikavanje
od Int(z). Prema tome, svaki Int(z) je automorfizam grupe G i analiticki difeomorfizam mno-
gostrukosti G. Dakle, preslikavanje Ad(z) = T.(Int(x)) je regularan operator na Liejevoj algebri
T.(G) = g, tj. Ad(z) € GL(g). Lako se vidi:

Propozicija 1.6.15. Preslikavanje Ad : G — GL(g) je Liejev homomorfizam.

Neka je sada ¢ : G — H Liejev homomorfizam Liejevih grupa G i H s Liejevim algebrama
g =T.(G) i =T.(H). Radi preciznosti preslikavanja Int i Ad za grupe G i H oznatavamo sa
Intg i Adg, te sa Inty 1 Ady. Za x,y € G je

o((Inta(z)(y)) = elzyz™") = e(z)e(y)e(z) " = (Inty(o(2)) (e (y)).

Dakle,
polntg(x) = Intg(p(z)) o p,
pa slijedi
Te(p)Te(Int(x)) = Te(Inty (p(x)))Te(p)-

Prema tome:

Propozicija 1.6.16. Neka je o : G — H Liejev homomorfizam. Tada za svaku tocku x € G
vrigedi
Te(p)Ada(x) = Adp(p(x))Te(0).
Jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G je Liejev homomorfizam ¢ : R — G.
Posebno, ¢ je glatka krivulja kroz e, pa je V,, € T.(G) = g. Dokaz sljedeceg fundamentalnog

teorem iz teorije Liejevih grupa temelji se na teoremu egzistencije i jedinstvenosti za sisteme
obi¢nih linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Teorem 1.6.17. Za svaki X € g postoji jedinstvena jednoparametarska podgrupa ¢ x Liejeve grupe
G takva da je X =V, . Preslikavanje (X,t) — ¢x(t) sa g x R v G je analiticko.

Uz oznake iz teorema 1.6.17. definiramo eksponencijalno preslikavanje exp : g — G sa
exp X = px(1), X eg=T.(G).

Lako se vidi da je tada
ex(t) =exp tX VtieR i Xeg.

Razmotrimo posebno Liejevu grupu G = A* za kona¢nodimenzionalnu realnu unitalnu algebru
A. Njenu smo Liejevu algebru identificirali s Liejevom algebrom A dobivenom iz asocijativne
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algebre A zadavanjem komutatora [x,y] = zy — yx, z,y € A. Element = € A identificira se s
tangencijalnim vektorom na G u jedinici e = 14 zadanim sa

d
f = —=fle+tx)| f e Cc™q).
dt 0
Neka je z € A. Tada je ocito

p:t — em:e—I—tx—kﬁxQ—l—ﬁ
' 2! 3!

jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G.

B4, LER,

Propozicija 1.6.18. Uz gornje oznake je V,, = z, tj. za svaku funkciju f € C°(G) vrijedi

d vter by
! \ T Ty

Prema tome, u slu¢aju G = A* eksponencijalno preslikavanje dano je sa

e+ tx)
t=0

:a(

t=0

[e.e]
1
expx:eng —'x”, r e A
n
n=0

Posebno to vrijedi za Liejevu grupu G = GL(V) i njenu Liejevu algebru gl(V), gdje je V' kona-
¢nodimenzionalan realan vektorski prostor, a takoder i za Liejevu grupu GL(n,R) i njenu Liejevu
algebru gl(n,R).

Vazno svojstvo eksponencijalnog preslikavanja je analiticnost i lokalna difeomorfnost:

Teorem 1.6.19. Neka je G Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Postoje otvorena okolina U

nule u g i otvorena okolina V' jedinice u G takve da je restrikcija exp |U analiticki difeomorfizam
saU naV.

Jednostavna posljedica je:

Korolar 1.6.20. Neka je G Liejeva grupa i@ g njena Liejeva algebra. Tada je komponenta
povezanosti jedinice Gy u grupi G generirana skupom exp g = {exp X; X € g}. Stovise, za
svaku otvorenu okolinu U nule u g podgrupa Gy generirana je sa exp U :

Go = {(exp X1)(exp X3)---(exp X,,); n€ N, X1,Xs,..., X, € U}
Iz teorema 1.6.19. izvodi se i sljedeci netrivijalni rezultat:

Teorem 1.6.21. Neka su G i@ H Liejeve grupe v ¢ : G — H neprekidni homomorfizam grupa.
Tada je @ Liejev homomorfizam.

Neka je sada ¢ : G — H Liejev homomorfizam i neka su g i § Liejeve algebre Liejevih
grupa G i H. Eksponencijalna preslikavanja ¢ — G 1 h — H oznacimo sa expg i expy . Za
X € g preslikavanje t — exp tX je jedinstvena jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G s
tangencijalnim vektorom u jedinici e = eg jednakim X. Kompozicijom tog preslikavanja s Liejevim
homomorfizmom v dobivamo jednoparametarsku podgrupu ¢ — 1 (exp,tX) u Liejevoj grupi H.
Pripadni tangencijalni vektor u jedinici e = ey grupe H na bilo koju funkciju g € C*(H) djeluje
ovako:

g g o0ewatX)) = LloevenstX)| = X(ov) = [LwX]()

t=0
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Zbog jedinstvenosti u teoremu 1.6.17. i zbog propozicije 1.6.18. dobivamo da je
expy tT. (V)X = Y(expg tX), teR, Xeg=T(G).
Dakle,

Propozicija 1.6.22. Ako je v : G — H Liejev homomorfizam onda je

U(expg X) = expy Te(¢) X
za svaki X iz Liejeve algebre g Liejeve grupe G.

Propozicija 1.6.23. Neka je G Liejeva grupa, g = T.(G) njena Liejeva algebra. Za X € g
oznacimo sa X jedinstveno lijevoinvarijantno vektorsko polje na G takvo da je X, = X. Tada
vrigedi

(X7 f)(w exp £X) = =

@f(wexth), Xeg, neN, zed.

H C G zove se Liejeva podgrupa Liejeve grupe GG ako je to podgrupa koja je ujedno podmno-
gostrukost; dakle, H ima svoju strukturu mnogostrukosti takvu da je to Liejeva grupa, inkluzija
t: H — G je Liejev homomorfizam i pripadni homomorfizam Liejevih algebri T.(¢) : h — g
injektivan. Tada se pomoc¢u T,(¢) Liejeva algebra b identificira s Liejevom podalgebrom Liejeve
algebre g.

Teorem 1.6.24. Neka je G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je b Liejeva podalgebra
od g. Postoji jedinstvena povezana Liejeva podgrupa H od G ¢ija je Liejeva algebra jednaka b.

Ovaj se teorem dokazuje tako da se promatra skup exp h C G i za H se uzme podgrupa
generirana tim skupom. C*°—strukturu u H uvedemo najprije na okolinu jedinice pomocu exp [b,
a zatim pomacima i na cijelu grupu H.

Teorem 1.6.25. Neka je G Liejeva grupa @ H zatvorena podgrupa. Tada je H Liejeva podgrupa
od G.

Za dokaz ovog teorema najprije se pokaze da je
h={X e€g; exptX € HVteR}

Liejeva podalgebra od g, a zatim da je exp h okolina jedinice u grupi H.

Neka je i dalje G Liejeva grupa i g = 7.(G) njena Liejeva algebra. Iz Liejevog homomorfizma
Ad : G — GL(g) dobivamo homomorfizam Liejevih algebri T,(Ad) : g — gl(g). Najavljena
formula, koja daje komutator elemenata X,Y € g = T.(G) bez koristenja njihova prosirenja do
lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G, je

(Te(Ad)X)(Y) = [X,Y], XY eg=T.(G).
Drugim rijec¢ima:
Teorem 1.6.26. Za Liejevu grupu G i njenu Liejevu algebru g = T.(G) vrijedi T.(Ad) = ad.

Ako je G topoloska grupa i H njena zatvorena podgrupa, tada je skup desnih H—klasa
M = G/H = {gH; g € G} s kvocijentnom topologijom Hausdorffov topoloski prostor, koji je
lokalno kompaktan ako je grupa G lokalno kompaktna.
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Teorem 1.6.27. Neka je G Liejeva grupa i H njena zatvorena podgrupa. Nadalje, neka je g
Liejeva algebra od G i b njena Liejeva podalgebra koja odgovara zatvorenoj podgrupi H :

h={X eg; exptX € H Vt € R}.

Na kvocijentnom prostoru M = G/H postoji jedinstvena struktura C'°—mnogostrukosti (odnosno,
analiticke mnogostrukosti) takva da je (g,m) — gm, g € G, m € M, C*°—preslikavanje (odnosno,
analiticko preslikavange) sa G x M w M. Ako je podgrupa H normalna, kvocijentna grupa G/H s
tom strukturom je Liejeva grupa. Nadalje, tada je by ideal u Liejevoy algebri g i kvocijentna Liejeva
algebra g/b prirodno se identificira s Liejevom algebrom Liejeve grupe G/H.

Analiticka struktura (a time i C°°—struktura) na kvocijentnom prostoru M = G/H u prethod-
nom teoremu dobiva se pomocu eksponencijalnog preslikavanja. Pokazuje se da je preslikavanje
eXpgsp : X + b — (exp X)H sa g/h u M dobro definirano i njegova restrikcija na neku otvorenu
okolinu V' nule u g/h je homeomorfizam sa V' na otvorenu okolinu U totke H = eH prostora M.
Tada inverzno preslikavanje (exp, /b |V)~! komponirano s koordinatizacijom vektorskog prostora
g/b definira kartu na M. Iz te karte pomakom na M dobivamo kartu oko svake tocke gH € M.
Pokazuje se da je na taj nacin dobiven analiticki atlas na M, i za pripadnu analiticku strukturu
(g, m) — gm je analiticko preslikavanje sa G x M u M.

1.6.3 Natkrivajuce grupe

Neka su X i Y povezani topoloski prostori. Preslikavanje f : Y — X zove se lokalni homeo-
morfizam ako svaka tocka y € Y ima otvorenu okolinu V' takvu da je f(V') otvoren podskup od
X i f|V je homeomorfizam sa V' na f(V). Za povezan otvoren podskup U od X kazemo da je
pravilno natkriven s lokalnim homeomorfizmom f : Y — X ako je restrikcija preslikavanja f|V
na svaku komponentu povezanosti V' skupa f~!(U) homeomorfizam sa V na U. Buduéi da je f
lokalni homeomorfizam, dovoljno je zahtijevati da je svaka restrikcija f|V bijekcija sa V' na U. Za
preslikavanje f kazemo da je natkrivanje ako svaka tocka x € X ima povezanu otvorenu okolinu
koja je pravilno natkrivena sa f. Naravno, svako natkrivanje je surjekcija. Natkrivajuéi prostor
ili natkrivaé¢ topologkog prostora X je ureden par (Y, f), gdje je Y povezan topolosgki prostor i
f Y — X je natkrivanje. Ako je jasno o kojem preslikavanju f se radi, obi¢no se sam prostor Y
zove natkriva¢ od X ili natkrivajuéi prostor prostora X. Ako je f : Y — X natkrivanje, za svaku
tocku z € X skup f~!(z) = {y €Y; f(y) =z} zove se vlat nad tockom z.

Lako se vidi da je za svaki (konac¢an ili beskonacan) kardinalni broj n skup

X, ={r € X; Card f(z) =n}

otvoren u X. Stoga sve vlati natkrivanja f : Y — X imaju isti kardinalni broj. Taj se kardinalni
broj zove se broj listova natkrivanja f (ili natkrivaca Y').

Za Hausdorffov topoloski prostor T kazemo da je lokalno povezan ako za svaku tocku tqg € T'
svaka okolina od #; sadrzi otvorenu povezanu okolinu od ¢y. U tom slucaju lako se vidi da je svaka
komponenta povezanosti otvorenog podskupa od T otvoren podskup od 7. Naravno, svaka mno-
gostrukost je lokalno povezan prostor. Nadalje, ako je X povezan i lokalno povezan Hausdorffov
topoloski prostor i ako je (Y, f) natkriva¢ od X, onda je i prostor Y lokalno povezan.

Neka su (Y7, f1) i (Ya, f2) natkrivaci od X. Za neprekidno preslikavanje ¢ : Y} — Y, kazemo da
¢uva vlati ako je f 0 ¢ = f1. To znaéi da vrijedi ¢ (f{'(2)) C f5'(z) Vz € X.
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Propozicija 1.6.28. Neka su (Y1, f1) @ (Y, fo) natkrivaci povezanog i lokalno povezanog Haus-
dorffovog topoloskog prostora X.

(a) Ako neprekidno preslikavanje ¢ : Y1 — Yo ¢uva vlati onda je ¢ natkrivange.

(b) Ako su p,v Y1) — Yy dva medusobno razli¢ita neprekidna preslikavanja koja ¢uvaju vlati
onda je p(y) # Y(y) Vy € V1.

Neka je f : Y — X natkrivanje. Neprekidna bijekcija ¢ : Y — Y koja ¢uva vlati, tj. za koju
je fow = f, zove se f—transformacija prostora Y. Svaka f—transformacija je po tvrdnji (a)
propozicije 1.6.28. homeomorfizam; naime, bijektivno natkrivanje je o¢ito homeomorfizam. Skup
svih f—transformacija tvori grupu s obzirom na kompoziciju; to je podgrupa grupe Homeo(Y')
svih homeomorfizama sa Y na Y. Tu ¢emo grupu oznacavati sa 7 (f). Dakle,

T(f) ={e € Homeo(Y); fop= [}
Iz tvrdnje (b) propozicije 1.6.28. neposredno slijedi:

Teorem 1.6.29. Neka je f : Y — X natkrivanje i o, € T(f). Ako je o(y) = ¥(y) za neku
tocku y € Y, onda je ¢ = 1. Posebno, ako ¢ nije identiteta onda je p(y) #y Yy € Y.

Stovige, nije tesko vidjeti da vrijedi i jac¢e svojstvo grupe 7(f) od onoga u drugoj tvrdnji
prethodnog teorema:

Teorem 1.6.30. Ako je f : Y — X natkrivanje, grupa T (f) djeluje diskontinuirano na Y :
svaka tockay €'Y ima okolinu V' takvu da je VN (V) =0 za svako preslikavanje ¢ € T (f) osim
identitete.

Put u topoloskom prostoru X je neprekidno preslikavanje v : [0,1] — X. Tocka 2 = v(0) zove
se pocetak a tocka ' = (1) svrietak puta 7. Tada kazemo da je v put u X od tocke z do tocke
«’. Skup svih puteva u X od z do 2’ oznacimo sa P(X, z,z’). Za puteve 7,6 € P(X, z,2") kazemo
da su homotopni ako postoji familija puteva (vs)secpp,1) u P(X, z,2’) takva da je preslikavanje
(s,t) — ~s(t) sa [0,1] x [0,1] u X neprekidno i ako je 79 = v iy = ¢. Lako se vidi da je
homotopnost relacija ekvivalencije na skupu P(X,z,z’). Relaciju homotopnosti oznacavat
¢emo u daljnjem sa ~ .

Ako suy € P(X,z,2')i6 € P(X,2,2") definiramo tzv. slozeni put v € P(X, z,z"),

(2t) 0<t<3
(v5)(t)={ 5(;15_1) lot<,

i inverzni put v~ € P(X, 2/, z) puta ~,
v (t) =v(1—1) 0<t<L

Topologki prostor X je putevima povezan ako je P(X,x,2') # () Vx, 2’ € X. Lako se vidi da
povezanost putevima povlaci povezanost. Prostor X je lokalno putevima povezan ako svaka
okolina svake tocke x € X sadrzi otvorenu okolinu od x koja je putevima povezana. U daljnjem
kad god kazemo topoloski prostor to ¢e znaciti Hausdorffov lokalno putevima povezan
topoloski prostor. Topologija svake mnogostrukosti ima to svojstvo: za C°°—mnogostrukost
X povezanost je ekvivalentna povezanosti putevima. Stovise, ako je X mnogostrukost i z € X,
komponenta povezanosti od X koja sadrzi tocku z (tj. najveéi povezan podskup od X koji sadrzi
tocku z) je skup {y € X; P(X,z,y) # 0} i taj je skup otvoren u X.

Za x € X elementi skupa P(X,z) := P(X,z,z) zovu se petlje u prostoru X (s pocetkom
u tocki x). Za 7,0 € P(X,z) definiran je slozen put v i to je petlja iz P(X,x). Naravno,
homotopnost petlji je relacija ekvivalencije na skupu P(X,z). Skup svih klasa homotopnosti u
P(X,x) oznacavat ¢emo sa I1(X, z). Klasu homotopnosti petlje v € P(X, x) oznacavamo sa [7].
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Teorem 1.6.31. Neka je X putevima povezan topoloski prostor. Preslikavanje
(X, z) x I(X,2) - I(X,z),  ([],[0]) — [rd],

je dobro definirano, tj. klasa homotopnosti sloZene petlje vd ne ovisi o izboru predstavnika klasa
homotopnosti [y] i [d]. S tako definiranom operacijom skup 11(X, x) postaje grupa. Inverzni element
od ] je klasa suprotne petlje [y~].

Grupa II(X, x) iz teorema 1.6.31. zove se fundamentalna grupa prostora X. Definicija grupe
II(X, x) ovisi o izboru tocke x € X. Medutim, ta ovisnost je nebitna:

Propozicija 1.6.32. Neka je X putevima povezan topoloski prostor i neka je 6 put u X od tocke
x do tocke y. Tada je [y] — [0~ izomorfizam grupe IL(X,y) na grupu TI(X, x).

Neka je f : Y — X natkrivanje, T" topoloski prostor i ¢ : T' — X neprekidno preslikavanje.
Lift preslikavanja ¢ (u odnosu na natkrivanje f) je neprekidno preslikavanje ¢ : T'— Y takvo
da vrijedi ¢ = fo .

Propozicija 1.6.33. Neka je f : Y — X natkrivanje, T povezan topoloski prostor, ¢ : T — X
neprekidno preslikavanje © @1, @ : T — Y liftovi preslikavanja @. Ako za neku tocku ty € T vrijedi

@1(to) = P2(to), onda je o1 = P3.

Uz odredene uvjete na prostor 7' ili na preslikavanje ¢ : T' — X moze se dokazati i egzistencija
lifta @ : T'— Y u odnosu na natkrivanje f : Y — X. Vazna je egzistencija u odnosu na sljedece
dvije jednostavne situacije:

Propozicija 1.6.34. Neka je f: Y — X natkrivange.

(a) Neka je v :1[0,1] — X neprekidno preslikavange i neka je y € f~1(v(0)). Postoji jedinstveni
lift 4 :[0,1] =Y od v takav da je 5(0) = y.

(b) Neka je H :[0,1] x [0,1] — X neprekidno preslikavanje i neka je y € f~'(H(0,0)). Postogi
gedinstveni lift H : [0,1] x [0,1] =Y od H takav da je H(0,0) = y.

Neka je sada X povezana C'°°—mnogostrukost (odnosno, analiticka mnogostrukost) i neka je
f Y — X natkrivanje. Pomocu karata na X koje su pravilno natkrivene sa f dolazimo do
C*>°—atlasa (odnosno, analitickog atlasa) na Y i za pripadnu strukturu mnogostrukosti na Y pre-
slikavanje f je klase C'*° (odnosno, analiticko). Nije tesko vidjeti da je to jedinstvena struktura
C'*°—mnogostrukosti (odnosno, analiticke mnogostrukosti) na Y za koju je natkrivanje f presli-
kavanje klase C*° (odnosno, analiticko preslikavanje).

Neka je u daljnjem X povezana C*°—mnogostrukost i f : ¥ — X natkrivanje. Fiksirajmo
tocke r € X iy € f~1(x). Prema tvrdnji (a) propozicije 1.6.34. za svaki put v u X koji pocinje u
tocki x postoji jedinstven put 4 u Y koji poc¢inje u tocki y koji je lift puta ~, tj. fo~y =1.

Propozicija 1.6.35. Uz uvedene oznake ako su vy i 0 putevi u X koji pocinju u tocki x i koji su
homotopni onda su putevi ¥ 1§ u'Y homotopni. Posebno, tada je 4(1) = 6(1).

Iz te propozicije neposredno slijedi

Korolar 1.6.36. Uz pretpostavke propozicije 1.6.35. i uz oznaku uvedenu prije te propozicije neka
je v € P(X,z) i pretpostavimo da je klasa [y] € TI(X,z) trivijalna, tj. da je petlja v homo-
topna konstantnoj petlji. Tada je i klasa [¥] € TI(Y,y) trivijalna, tj. petlia ¥ u'Y homotopna je
konstantnoj petlji.
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Propozicija 1.6.37. Uz pretpostavke propozicije 1.6.35. i uz oznaku uvedenu prije te propozicije
stavimo

D ={[] € I(X,z); put 7 je petlja}.
Tada je D podgrupa grupe 11(X, x) i preslikavanje v — 7 inducira izomorfizam grupe D na grupu
(Y, y). Inverzni izomorfizam induciran je preslikavanjem 6 — f o 4.

Oznaka: Za podgrupu D iz propozicije 1.6.37. pisat ¢emo D = D(f,y).

U teoriji natkrivanja mnogostrukosti kljucan je sljede¢i teorem:

Teorem 1.6.38. Neka je X povezana C*°—mnogostrukost i x € X. Za svaku podgrupu D grupe
(X, x) postoji natkrivanje f:Y — X i tockay € f~Y(x) takva da je D(f,y) = D.

Teorem 1.6.39. Neka su f1:Y; — X i fo: Yy — X natkrivanja povezane C°°—mmnogostrukosti i
neka sux € X, y1 € f; () iy2 € f5 ' (2).

(a) Ako je D(f1,y1) C D(fa,y2) postoji jedinstveno preslikavange ¢ : Y7 — Y3 koje ¢uva vlati
(t. fr = fao ) i za koje je p(y1) = y2. Preslikavangje ¢ je natkrivanje.

(b) Ako je ¢ : Y1 — Yo neprekidno preslikavanje koje ¢uva vlati i vrijedi o(y1) = yo, onda je
D(flayl) - D(f27y2)‘

Propozicija 1.6.40. Neka je X povezana mnogostrukost, f 'Y — X natkrivanje, v € X 1
y € fYx). Za o € P(X,z) neka je kao i prije & : [0,1] — Y jedinstven lift od o koji pocinje u
tocki y. Tada vrijeds
D(f,5(1)) = [o]D(f.y)lo] ™

Za natkrivanja f; : Y7 — X i f; : Y5 — X povezane mnogostrukosti X kazemo da su
ekvivalentna ako postoji neprekidna bijekcija ¢ : Y7 — Y; koja cuva vlati, tj. fi = faop. Prema
tvrdnji (a) propozicije 1.6.28. tada je ¢ natkrivanje, dakle, lokalni homeomorfizam. No kako je ¢
bijekcija, to je homeomorfizam; Stovise, nije tesko vidjeti da je ¢ difeomorfizam. To pokazuje da
je ekvivalentnost natkrivanja relacija ekvivalencije. Propozicija 1.6.40. i teorem 1.6.39. imaju za
posljedicu:

Propozicija 1.6.41. Neka su f;: Y1, — X i fo : Yo — X natkrivanja povezane mnogostrukosti X
i neka sux € X, y1 € f{H(x) iyo € f5 H(x). Natkrivanja f, i fo su ekvivalentna ako samo ako su
D(f1,y1) i D(f2,y2) konjugirane podgrupe fundamentalne grupe 11(X, x), tj. vrijedi

[0]D(fi,y1)[c] " = D(f2,12) za neki element [o] € TI(X, x).
Sada se teorem 1.6.38. i propozicija 1.6.41. mogu spojiti u teorem:

Teorem 1.6.42. Neka je X povezana mnogostrukost i « € X. Preslikavanje f — D(f,y), gdje
je f Y — X natkrivanje i y € f~Y(x), inducira bijekciju sa skupa svih klasa ekvivalencije
natkrivanja mnogostrukosti X na skup svih klasa konjugiranosti podgrupa fundamentalne grupe.

Za povezanu mnogostrukost X ¢ija je fundamentalna grupa I1(X, z) trivijalna, tj. svaka petlja
u X homotopna je konstantnoj petlji, kazemo da je jednostavno povezana.

Teorem 1.6.43. Neka je X povezana mnogostrukost.

(a) Postoji do na ekvivalenciju jedinstveno natkrivanje f: X — X takvo da je mnogostrukost
X jednostavno povezana.

(b) Neka je f:X — X kao u (a) i neka je f : Y — X natkrivanje. Izaberimo x € X i
T € [N z). Za svaku_tocku y € f~'(z) postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje
¢: X =Y takvo da je f = f oy ip(Z)=y. Preslikavanje ¢ je natkrivanje.
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Natkrivanje f : X — X takvo da je mnogostrukost X jednostavno povezana zove se zbog
univerzalnog svojstva iskazanog u tvrdnji (b) teorema 1.6.43. univerzalno natkrivanje. Naime,
tvrdnja (b) teorema 1.6.43. kaze da univerzalno natkrivanje povezane mnogostrukosti X natkriva
svako natkrivanje od X.

Ako je H podgrupa grupe G onda sa Ng(H) oznacavamo tzv. normalizator podgrupe H
u grupi G :

Ne(H)={g € G; gHg™' = H}.
N¢(H) je podgrupa grupe G, H je normalna podgrupa od Ng(H) i Ng(H) sadrzi svaku podgrupu
K od G koja sadrzi H kao normalnu podgrupu.

Teorem 1.6.44. Neka je X povezana mnogostrukost, f Y — X natkrivanje, v € X iy € f~!(x).
Stavimo D = D(f,y) it N = Nu(x,)(D). Grupa T (f) izomorfna je kvocijentnoj grupi N/D.

Korolar 1.6.45. Neka je f : X — X univerzalno natkrivanje povezane mnogostrukosti X iz € X.
Tada je fundamentalna grupa I1(X, x) izomorfna je grupi T (f).

Posljedica univerzalnog svojstva iz tvrdnje (b) teorema 1.6.43. je sljedec¢a vazna ¢injenica:

Propozicija 1.6.46. Neka je X povezana i jednostavno povezana C°°—mnogostrukost © neka je
f:Y — X natkrivanje. Tada je f difeomorfizam.

U mnogim situacijama pojavljuje se pitanje egzistencije i problem definicije funkcije na mno-
gostrukosti s odredenim svojstvom, a to je svojstvo takve vrste da se vrlo lako vidi da svaka tocka
ima okolinu na kojoj je egzistencija takve funkcije trivijalna. Sljedeé¢i teorem ima za posljedicu
potvrdan odgovor na pitanje egzistencije ako je mnogostrukost povezana i jednostavno povezana.

Teorem 1.6.47. (Teorem monodromije) Neka je X povezana i jednostavno povezana C*—mno-
gostrukost i neka je D otvoren povezan podskup od X x X koji sadrzi A = {(x,x); x € X}. Nadalje,
pretpostavimo da je zadana familija nepraznih skupova (Sy)zex parametriziranih tockama iz X i
familija preslikavanja (pa.,y)@y)ep parametrizirana tockama iz D sa sljedecim svojstvima:

(a) @y Jje injekcija sa Sy uw Sy za svaku tocku (v,y) € D.
(b) Qe = ids, za svaku tocku x € X.
(c) Ako sux,y,z € X takvi da su (x,y), (y,2),(x,2) € D, onda je P(z.2) = P(y,2) © P(a,y)-

Tada postogi preslikavanje F' : X — |J,cx Sz takvo da je F(x) € S, Vo € X i da je
F(y) = Y@y (F(x)) Y(z,y) € D. Ako su F i F' dva takva preslikavanja onda je ili F' = F' ili je
F(zx) # F'(x) Vx € X.

Razmotrimo sada natkrivanja povezanih Liejevih grupa.

Teorem 1.6.48. Neka je G povezana Liejeva grupa i neka je f : G — G univerzalno natkrivange.
Tada na mnogostrukosti G postoji struktura grupe takva da je f homomorfizam i da je G Liejeva

grupa.

Uocimo da je Ker f = f ~!(e) diskretan podskup od G, dakle, to je diskretna normalna pod-
grupa od G. Vrijedi opéenitije:

Propozicija 1.6.49. Neka je U diskretna podgrupa povezane Liejeve grupe G. Tada je preslika-
vanje m : G — G /I koje svakoj tocki g € G pridruzuje njenu desnu I'—klasu gU', natkrivanje.
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U prethodnoj propoziciji 7 nije op¢enito homomorfizam grupa, jer nismo pretpostavili da je
podgrupa I' normalna. Ako jest, onda imamo:

Propozicija 1.6.50. Neka je G povezana topoloska grupa ¢ I' diskretna normalna podgrupa. Tada
je I sadrzana u centru Z(G) grupe G.

Za topoloske grupe G i H preslikavanje f : G — H zove se lokalni izomorfizam, ako je f
homomorfizam grupa i postoje otvorene okoline U i V jedinica eg iey u G i H takve da je restrikcija
f|U homeomorfizam sa U na V. Naravno, tada je homomorfizam f : G — H neprekidan. Obratno,
ako pretpostavimo da je f : G — H neprekidan homomorfizam, da bi f bio lokalni izomorfizam
dovoljno je pretpostaviti da postoje otvorene okoline U i V od ez i ey u G i H takve da je
restrikcija f|U bijekcija sa U na V.

Neka je f : G — H lokalni izomorfizam topoloskih grupa. Ako je grupa H povezana, slika
Im f = K sadrzi okolinu jedinice V' u grupi H. No tada za svaku tocku z € K vrijedi 2V C K.
To pokazuje da je K otvorena podgrupa od H. Komplement H \ K je unija desnih K —klasa hK,
h € H\ K, a one su sve otvoreni podskupovi od H. To pokazuje da je podgrupa K ne samo
otvorena nego i zatvorena u H. Kako je po pretpostavci grupa H povezana, slijedi H = K, tj. f
je epimorfizam.

Neka je sada I' = Ker f. To je zatvorena normalna podgrupa od G i f inducira izomorfizam
topoloskih grupa G/T' — H. Ako je U otvorena okolina jedinice eg u G takva da je restrikcija f|U
injektivna, tada je U N T = {eg}, $to pokazuje da je podgrupa I' diskretna.

Propozicija 1.6.51. Neka su G @ H povezane Liejeve grupe i f : G — H lokalni izomorfizam.
Tada je f natkrivanje i I' = Ker f je diskretna centralna podgrupa od G. Ako je G jednostavno
povezana, onda je fundamentalna grupa I1(H, ey ) izomorfna grupi T

1.6.4 Homomorfizmi Liejevih grupa

Neka su G'i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g = T.(G) i h = T.(H) i neka je f neprekidni
homomorfizam sa G u H. Prema teoremu 1.6.21. f je Liejev homomorfizam (tj. analiticko pres-
likavanje). Nadalje, prema propoziciji 1.6.14. njegov diferencijal T.(f) : g — b je homomorfizam
Liejevih algebri.

Teorem 1.6.52. Neka su G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g = T.(G) i b =T.(H) i s
eksponencijalnim preslikavanjima expe : g — G i expy : b — H. Neka je f : G — H neprekidni
homomorfizam.

(a) foexpg = expy oTe(f).
(b) Ako je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri i ako je f o exps = expy op, onda je
o =T.(f)
(¢) Ako je g : H — K neprekidni homomorfizam Liejevih grupa i ¢ = T.(K), onda vrijedi
Te(go f) = Tu(g) o Te(f).
Korolar 1.6.53. Uz oznake iz teorema 1.6.52. vrijedi:
(a) Im f = f(QG) je Liejeva podgrupa od H i njena je Liejeva algebra Im T, (f) = Teo(f)g.
(b) Ako je grupa H povezana, onda je f surjekcija ako i samo ako je T.(f) surjekcija.
¢) Ker f je zatvorena (dakle, Liejeva) podgrupa od G i Ker T.(f) je njena Liejeva algebra.
) T

(
(d) T.(f) je injektivan operator ako i samo ako je homomorfizam f lokalno injektivan, tj. ako i
samo ako postoji okolina U jedinice e u G takva da je restrikcija f|U injektivna.
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Korolar 1.6.54. Neka su f,g : G — H neprekidni homomorfizmi Liejevih grupa takvi da je
T.(f) = T.(g9) i neka je Gy komponenta povezanosti grupe G koja sadrzi jedinicu. Tada vrijedi

f|G0 = 9|G0-

Teorem 1.6.55. Neka su G © H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g i b, i neka je ¢ : g — b ho-
momorfizam Liejevih algebri. Ako je grupa G povezana i jednostavno povezana, postoji jedinstven
Liejev homomorfizam f : G — H takav da je ¢ = T.(f).

Ovaj $e teorem dokazuje pomocu sljedece posljedice teorema monodromije 1.6.47.; pri tome za
proizvoljne topoloske grupe G i H lokalni homomorfizam iz G u H je neprekidno preslikavanje
f U — H, gdje je U otvorena okolina jedinice e u G i f ima svojstvo da ako su z,y € U takvi

da je zy € U, onda je f(xy) = f(x)f(y).

Lema 1.6.56. Neka je G povezana i jednostavno povezana Liejeva grupa i neka je f lokalni ho-
momorfizam iz G u Liejevu grupu H. Tada postoji jedinstveno prosirenje F': G — H preslikavanja
f koje je Liejev morfizam.

It teorema 1.6.55 i iz tvrdnje (c¢) teorema 1.6.52. neposredno slijedi:

Korolar 1.6.57. Neka je G povezana i jednostavno povezana Liejeva grupa. Tada je f— T.(f)
izomorfizam sa grupe Aut(G) svih Liejevih automorfizama od G na grupu Aut(g) svih automor-
fizama Liejeve algebre g.

Dobivene rezultate iskoristit ¢emo sada za reprezentacije Liejevih grupa i Liejevih algebri.
Neka je m reprezentacija Liejeve grupe GG na konacnodimenzionalnom realnom ili kompleksnom
prostoru V. Dakle, 7 je neprekidni homomorfizam Liejeve grupe G u Liejevu grupu GL(V). Liejeva
algebra Liejeve grupe G'L(V) identificira se sa gl(V), a eksponencijalno preslikavanje sa A +— e,

A€ gl(V). Tada je T.(m) : g — gl(V) reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V.

Teorem 1.6.58. Neka je G povezana Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Nadalje, neka su m
i p reprezentacije Liejeve grupe G na realnim ili kompleksnim konacénodimenzionalnim vektorskim
prostorima V1 W.

(a) Potprostor Vi od V' je m—invarijantan ako i samo ako je Vi T.(m)—invarijantan.
(b) Reprezentacija w je ireducibilna ako 1 samo ako je reprezentacija T,(m) ireducibilna.

(¢) Reprezentacija 7 je potpuno reducibilna ako i samo ako je reprezentacija T.(m) potpuno
reducibilna.

(d) Homg(V,W) = Homeg(V,W).

(e) Ako je G jednostavno povezana, za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju o Liejeve

algebre g postoji jedinstvena reprezentacija m Liejeve grupe G na istom prostoru takva da je
T.(7) = o.

Ako je 7 reprezentacija Liejeve grupe G na kona¢nodimenzionalnom realnom ili kompleksnom
vektorskom prostoru V, uobicajeno je da se pripadna reprezentacija T, (7) njene Liejeve algebre g
takoder oznacava sa m. Tada je

d
m(X) = &W(exp tX) i w(exp X) =e™X), X eg.
t=0
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Za potprostor W od V' stavimo
Stabg(W) = {z € G; n(x)WW =W}, Stabs(W) ={X € g; n(X)W C W}.
Nadalje, za v € V stavimo
Fizg(v) = {z € G; n(z)v = v}, Fizg(v) ={X € g; n(X)v=0}.

Tada su Stabg (W) i Fixg(v) ocito zatvorene podgrupe od G. Prema teoremu 1.6.25. to su Liejeve
podgrupe i prema naznaci dokaza teorema 1.6.25. vidi se da je Staby(W') Liejeva algebra od
Stabe(W) i da je Fixg(v) Liejeva algebra od Fizg(v).

1.6.5 Grupa automorfizama Liejeve algebre

Neka je g realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je Aut(g) zatvorena podgrupa Liejeve
grupe GL(g), dakle, Aut(g) je Liejeva grupa. Uz identifikaciju gl(g) s Liejevom algebrom od
GL(g), Liejeva algebra od Aut(g) je

h={Ac gl(g); e € Aut(g) Vt € R}.
Sada imamo redom

Ar, ey Vt eRiVa,y € g.

Ach = ea,yl =1
Deriviranjem po ¢ u nuli odatle dobivamo
Aelh = Alx,y]=[Az,y|+ [x,Ay] = A€ Der(g).

Time je dokazano da je h C Der(g). Obratno, ako je A € Der(g), onda indukcijom nalazimo da
za svakin € Niza x,y € g vrijedi

wiag =Y (1) i)

k=0

Prema tome,

R SE VLR ) BT ) S
n=0 n=0 k=0
00 tk; 0 tn—k .
_ [ i by, o by| = [ethx, ethy]
k=0

Sto pokazuje da je e** € Aut(g) Vt € R, odnosno, da je A € h. Na taj nacin dokazali smo:

Propozicija 1.6.59. Neka je g realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je Der(g) Liejeva
algebra Liejeve grupe Aut(g).

Grupa Int(g) unutarnjih automorfizama Liejeve algebre g generirana je svim automorfizmima
oblika e®® z € g. Tada je Int(g) Liejeva podgrupa Liejeve grupe Aut(g) i njena je Liejeva algebra
adg = {adz; x € g}. Buduéi da je ad : g — Der(g) homomorfizam Liejevih algebri ¢ija je jezgra

Kerad={z € g; [z,y] =0Vy € g} = Z(g)

centar Liejeve algebre g, vidimo da vrijedi:
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Propozicija 1.6.60. Adjungirana reprezentacija ad : g — Der(g) inducira izomorfizam kvoci-
jentne Liejeve algebre g/Z(g) na Liejevu algebru Liejeve grupe Int(g).

Za tzv. poluprostu Liejevu algebru g je Z(g) = {0}, odnosno, adjungirana reprezentacija ad
je injektivna. Nadalje, u tom je sluc¢aju svaka derivacija unutarnja, dakle, ad je izomorfizam g na
Der(g). Odatle i iz korolara 1.6.20. neposredno slijedi:

Propozicija 1.6.61. Neka je g poluprosta realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je ad
izomorfizam Liejeve algebre g na Liejevu algebru Liejeve grupe Aut(g). Nadalje, grupa Int(g)
unutarngih automorfizama od g je komponenta povezanosti jedinice grupe Aut(g).
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1.7 Glatki 1 analiticki vektori

Neka je H Banachov prostor i €2 otvoren podskup od R™. Za preslikavanje f : {2 — H kazemo
da je diferencijabilno u tocki zo € Q2 ako postoji linearan operator T,,(f) : R" — H takav da

vrijedi
— T, —
)~ f ) = T =)l
@0 [l = ol
Pri tome je || - || u brojniku oznaka za normu na Banachovom prostoru H a u nazivniku oznaka

za bilo koju normu na prostoru R"™. Naravno, kako je prostor R"™ kona¢nodimenzionalan, svaki
linearan operator sa R™ u H je ogranicen; posebno, T, (f) € B(R", H). Preslikavanje f je diferen-
cijabilno na €2 ako je diferencijabilno u svakoj tocki od €2. U tom sluc¢aju definirano je preslikavanje
x — T,(f) sa 2 u Banachov prostor B(R", H). Ako je to preslikavanje neprekidno na €2, kazemo
da je preslikavanje f klase C' na Q. Ako je preslikavanje x — T,(f) klase C' na Q, kazemo da
je preslikavanje f klase C? na €. Induktivno definiramo za svaki m € N : preslikavanje f je klase
C™ na § ako je ono diferencijabilno na € i preslikavanje x +— T,(f) je klase C™ ! na . Napokon,
kazemo da je preslikavanje f : 2 — H klase C'"™ na () ako je ono klase C"™ na () za svaki m € R.

Neka je sada M diferencijabilna mnogostrukost i H Banachov prostor. Preslikavanje
F : M — H je klase C*™ ako je za svaku kartu (U,p) mnogostrukosti M preslikavanje
Fogp™:¢U)— H klase C* na ¢(U). Lako se vidi da je dovoljno to zahtijevati za sve karte iz
nekog atlasa mnogostrukosti M.

Vrijedi sljede¢i Grothendieckov teorem (dokazan u Espaces vectoriels topologiques, Univ. Sao
Paulo, 1954. u znatno opcenitijoj situaciji kad je H lokalno konveksan vektorski prostor koji je
kvazi—potpun, tj. takav da je svaki njegov zatvoren ograni¢en podskup potpun):

Teorem 1.7.1. Neka je M diferencijabilna mnogostrukost i H Banachov prostor. Preslikavanje
F : M — H je klase C* ako i samo ako je skalarna funkcija ¢ o F': M — C klase C™ za svaki
neprekidni linearni funkcional p € H'.

Neka je ponovo ‘H Banachov prostor i €2 otvoren podskup od R". Za preslikavanje f : 2 — H

kazemo da je analiticko ako za svaku tocku xo = (22, ..., 2%) postoji r > 0 takav da je

D(zg,r) ={x = (21,...,1,) € R |xj—x?|<rzaj:1,...,n}§9

i postoje a,, € H, m € Z, takvi da vrijedi

flz) = Z (x —x0)"am  Vx € D(xo,r).

meZy

Pri tome je

(@ — o)™ = (w1 —a9)™ - (w0 — 7)™,

a gornji red konvergira po normi u H, tj. za svaki x € D(zg,7) i svaki € > 0 postoji konacan
podskup Fy C Z takav da za svaki konacan podskup F' C Z} vrijedi:

FFCF = ||f(x)— Z(m—xo)mam <e.

meF

Analogno kao malo prije, ako je M analiticka mnogostrukost i H Banachov prostor, za preslikavanje
F : M — H kazemo da je analiticko ako je za svaku (analiticku) kartu (U, ¢) od M preslikavanje
Fop™t:pU) — H analiticko. Ponovno je to dovoljno zahtijevati za sve karte iz nekog (anali-
tickog) atlasa mnogostrukosti M.
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Vrijedi sljedeé¢i analogon teorema 1.7.1. koji je dokazan u ¢lanku J. Barros Neto, Spaces of
vector valued real analytic function, Trans. Amer. Math. Soc. 112(1964),381—391, takoder u
veCoj opcenitosti, ali ne takvoj kao sto je Grothendieckov teorem za preslikavanja klase C* :

Teorem 1.7.2. Neka je M analiticka mnogostrukost © H Banachov prostor. Preslikavanje
F : M — H je analiticko ako i samo ako je skalarna funkcija ¢ o F' : M — C analiticka za
svaki neprekidni linearni funkcional ¢ € H'.

Neka je sada 7 reprezentacija Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru H. Za ¢ € ‘H kazemo
da je glatki vektor (odn. analiti¢ki vektor) za reprezentaciju m ako je preslikavanje x +— 7(z)¢
sa G uH klase C* (odn. analiticko). Oznac¢imo sa H>(7) skup svih glatkih vektora, a sa H*(7)
skup svih analitickih vektora reprezentacije m. Ukoliko je jasno o kojoj se reprezentaciji m na
prostoru ‘H radi, pisat ¢emo krace H> i H“. Ocito su to potprostori vektorskog prostora H i
H* CH™.

Lema 1.7.3. (Lars Garding) Neka je f € C°(G) i £ € H. Tada je w(f)& € H™.

Dokaz: Neka je p lijeva Haarova mjera na G u odnosu na koju je reprezentaciji # od G
pridruzena reprezentacija f +— m(f) konvolucijske algebre Cy(G). Za proizvoljan n € Hiz € G
imamo

(r(@)m(F)Elm) = (n(f)€|m(x / £ ) (m(y)€lm () n)dp(y) =
/f m(xy)&ln)du(y /fx y)(m(y)&n)du(y).

Bududi da je f € C3°(G) iy — (m(y)&|n) je neprekidna funkcija, u posljednjem gornjem izrazu
mozemo derivirati pod znakom integrala, pa slijedi da je stvarno funkcija x — (7(z)w(f)€|n). Kako
to vrijedi za svaki n € H, prema teoremu 1.7.1. zaklju¢ujemo da je preslikavanje x — 7(x)m(f)¢
sa G u H klase C™. Dakle, 7(f)¢ je glatki vektor za reprezentaciju .

Potprostor
m(Co*(G))H = span {7 (f)§; [ € C°(G), € € H}
zove se Gardingova domena za reprezentaciju .
Teorem 1.7.4. Neka je m reprezentacija Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru H.
(a) Gdrdingova domena w(C§*(G))H je gust potprostor od H.
(b) H> je gust potprostor od H.

Dokaz: Neka je £ € H ie > 0. Zbog neprekidnosti funkcije z — ()¢ postoji kompaktna
okolina V jedinice e u grupi G takva da je

|m(z)é =¢]l<e VeV
Neka je sada f € C*(G) takva da je
SupfCV, @20 YeeG i [ fl)duts) -
@

Tada za svaki n € H vrijedi

(e €|77|—/f 2)€ — Eln)du(

/f )m(2)§ = &lldu(z)|Inll < eflnll.

Uzmemo li supremum po svim n € H, ||n|| = 1, slijedi ||7(f)¢ — &|| < e. Time je tvrdnja (a)
dokazana. Tvrdnja (b) odatle neposredno slijedi zbog Gardingove leme 1.7.3.
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Dixmier i Malliavin su u clanku Factorisations de fonctions et de vecteurs indéfiniment différen-
tiables, Bull. Sci. Math. 102(1978),305—330, dokazali da je Gardingova domena ne samo sadrzana
nego jednaka potprostoru H>. Stovise, dokazali su da za Siroku klasu grupa, koja ukljucuje sve
povezane poluproste Liejeve grupe s kona¢nim centrom, vrijedi

H> ={n(f)§ [ € C(G), £ € HY.

To nije istina, ako Liejeva grupa G ima zatvorenu podgrupu H takvu da je G/H ~ R?; to je tako
npr. za povezane jednostavno povezane nilpotentne Liejeve grupe dimenzije > 2. Dokazali su i da
za aditivnu grupu R” za n > 2 i njenu reprezentaciju m na Hilbertovom prostoru ‘H vrijedi

H* =A{n(f)E+7(g9)n; f.g€ C&RY), &neH}.

Neka je g Liejeva algebra Liejeve grupe G. Za X € g definiramo linearan operator
7(X):H>® — H sa
d
m(X)¢ = &W(exp tXH)¢| §e€H™.

t=0

Propozicija 1.7.5. (a) Potprostori H* i H* su 7(G)—invarijantni.
(b) Potprostori H*™ i H* su invarijantni s obzirom na sve operatore m(X), X € g.
(¢) X — mw(X) je reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru H™.

Dokaz: (a) Neka je £ € H® i zg € G. Tada je preslikavanje x +— 7(z)m(z0)¢ = m(z20)€ sa G u
'H komporzicija preslikavanja = — zxy sa G u G i preslikavanja y +— 7(y)¢ sa G u ‘H. Buduéi da su
oba preslikavanja klase C'*°, lako se vidi da je kompozicija klase C*°. Prema tome, m(z¢)§ € H®™.
Ako je £ € H¥, oba su preslikavanja x — zxg i y — m(y)¢ analiticka, pa je i njihova kompozicija
x +— m(x)m(r0)€ analiticko preslikavanje sa G u ‘H. Prema tome je 7(zo)€ € HY.

(b) Neka je € € H™. Za X € g oznac¢imo kao i prije sa X pripadno lijevoinvarijantno vektorsko
polje na G. Za proizvoljan n € ‘H definiramo funkciju fe,, : G — C klase C*° sa f¢ ,(z) = (7w (2)&|n).
Tada za x € G i X € g imamo primjenom propozicije 1.6.23. (za n = 1)

(m(2)m(X)Eln) = (m(X)E|m(x)™n) = %(W(exp tX)Elm () n)

t=0

= (Xfén)(x)

t=0

Kako je fe, € C=(G) slijedi da je i X fe,, € C®(G). Buduéi da je vektor n € H bio proizvoljan,
prema teoremu 1.7.1. slijedi da je 7(X)§ € H™.

Ako je £ € 'H“, onda je za svaki n € ‘H funkcija f¢, : G — C analiticka. Tada je za X € g
i funkcija Xf&m analiticka, a ona je prema gornjem racunu jednaka funkciji z +— (7(x)7(X)&|n).
Kako to vrijedi za svaki n € ‘H, zakljucujemo da je w(X)¢ € HY.

(c) Ocito je preslikavanje X +— m(X) sa g u algebru linearnih operatora na prostoru H>
linearno. Neka su sada X,Y € g. Prema gornjem izvodu imamo zat € R, { e H® in e H

(m(exp tY)m(X)Eln) = (X fe)(exp 1Y).

d d
= &(ﬂ'(l' exp tX)¢&[n) = afg,n(ﬂfeXp tX)

t=0

Odatle slijedi

= %(X’fm)(exp tY)| = (Y Xfeq)(e)

t=0

(Y )r(X)eln) = < (m(exp Y )m(X)eln)

t=0
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Zamijenimo li uloge X 1Y i oduzmemo dvije jednakosti, dobivamo zbog definicije komutatora u
Liejevoj algebri g :

(m(X)n(Y)E = m(YV)m(X)Eln) = (XY feq = VX fen)(e) = (X, Y] feu)(e) = (m([X, Y])E|n).
Prema tome je 7([X,Y]) = 7(X)7n(Y) — n(Y)7n(X).

Reprezentacija realne Liejeve algebre g na prostoru H* prosiruje se do reprezentacije njene
kompleksifikacije g, a ova do reprezentacije univerzalne omotacke algebre U(g®). Kao i prije, sa
Z(g®) oznacavamo centar algebre U(g®). Reprezentacija = +— Adz grupe G pomocéu automor-
fizama Liejeve algebre g jedinstveno se prosiruje do reprezentacije od G automorfizmima algebre
U(g®) koju éemo takoder oznacavati sa z — Ad z. Stavimo

Za(g®) = {u e U(g%); (Adz)u =u Vz € G}.

To je podalgebra centra Z(g®) i s njim se podudara ako je grupa G povezana. U slu¢aju ireducibilne
unitarne reprezentacije imamo sljede¢i vazan rezultat:

Propozicija 1.7.6. Neka je m ireducibilna unitarna reprezentacija Liejeve grupe G na Hilbertovom
prostoru H. Za svaki z € Zg(g®) operator w(z) je skalarni multipl jedinicnog operatora Ipe.

Dokaz: Za X € g® i X, X, € g takve da je X = X + iX, piSemo X = X; —iXo. Drugim
rije¢cima, X — X je konjugacija kompleksne Liejeve algebre g® pridruzena njenoj realnoj formi g.
Nadalje, neka je u — u* jedinstveni antilinearan antiautomorfizam kompleksne unitalne algebre
U(g®) koji prosiruje preslikavanje X + —X. Dakle,

"=1 X*=-X za Xeg" (wv)* = v*u* za wu,v € U(g®).

?

Kako je reprezentacija m unitarna, za X € g i &, n € H* nalazimo

(r(X)eh) = Slrlexp X)) = S(El(rlesp —1X)n)| = —(Eln(X)n).

t=0 t=0

Odatle jednostavno slijedi

(m(w)gln) = (Elm(u’)n)  VueU(g®) i VeEnen™

")
Primijetimo sada da je (Adz)u* = ((Adz)u)* za svaki x € G i svaki u € U(g®). Odatle slijedi
Za(g%) = Zg(g®). Stavimo sada V. = W = H> i neka su T' i S linearni operatori na tom
potprostoru zadani sa T =7(2) i S = n(2*). Za v € G i £ € H>® imamo

Tr(2)¢ = m(z)n(z™ " )m(2)m(2)€ = m(2)m((Ad2™1)2)€ = m(2)m(2)€ = 7(2)TE.
Nadalje, prema prethodnoj jednakosti vrijedi
(T¢|n) = (£[Sn) V&, n € H™.

Sada tvrdnja propozicije slijedi iz teorema 1.1.14.

S reprezentacije Liejeve grupe G presli smo na reprezentaciju njene Liejeve algebre g (i jednu
njenu subreprezentaciju). Medutim, pri tome smo promijenili prostor. lako prostor H> glatkih
vektora ima dobro svojstvo da je gust u prostoru H, to pridruzivanje reprezentacijama od G
reprezentacija od g nema dovoljno dobra svojstva. Ukoliko je K zatvoren 7(G)—invarijantan
potprostor od H, onda je ocito K®(r|K) = K NH*> i to je m(g)—invarijantan potprostor od H>
i njegov zatvara¢ jednak je K. Nazalost, obi¢no postoje 7(g)—invarijantni potprostori od H> ¢iji
zatvara¢ nije m(G)—invarijantan. Jedan primjer je:
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Zadatak 1.7.1. Neka je m reqularna reprezentacija aditivne grupe R na prostoru Ls(R). Neka je
V={feC[R); SuppfCl0,1]}.
Dokazite da je tada potprostor V mw(g)—invarijantan, ali da niti V' niti njegov zatvara¢ C1(V') nisu
7(G)—invarijantni.
S reprezentacijom X — 7(X)|H" situacija je za povezanu Liejevu grupu G u tom smislu bolja:
Propozicija 1.7.7. Neka je G povezana Liejeva grupa, m njena reprezentacija na Hilbertovom

prostoru H 1 V w(g)—invarijantan potprostor od H*. Tada je njegov zatvara¢ Cl(V) m(G)—inva-
rijantan potprostor od H.

Dokaz: Neka je X € g, £ € Vin € V. Funkcija t — (m(exp tX)&|n) je analiticka sa R u C,
pa postoje € > 0 i skalari a,, € C, n € Z,, takvi da vrijedi

(r(exp tX)Eln) = Y ant™  VLER, |t <e. (1.7)

nel4

Sada iz exp (t + s)X = (exp tX)(exp sX) slijedi

- i(ﬂ'(exp tX)m(exp sX)En)| =

(e X)¢hn) = o(rlewp ¢+ 9X0eh)| = 1o i

dt

s=0

= (m(X)€|m(exp X)*n) = (m(exp tX)m(X)E[n).

s=0

d )
= - (n(exp sX)g|m(exp X))

Indukcijom po n odatle slijedi da je

n

O (rlexp 1X)el) = (w(exp tX)m(X)"€ln),  1€R, ne,.

Sada pomo¢u (1.7) nalazimo

n

(r(X)Eln) = L (m(exp tX)E)

= nlay, Vn € Z...
den *

t=0

Prema tome,
1 n n
(m(exp tX)gln) = ), —(m(X)"¢n)t"  VtER, |t <e
TLEZ+

Po pretpostavci potprostor V prostora H* je m(g)—invarijantan. Stoga je m(X)"{ € V Vn € Z,..
Kako je n € V*, slijedi da je (7(X)"¢|n) = 0 Vn € Z,, dakle, (w(exp tX)&|n) =0Vt € R, |t] < e,
a kako je funkcija t — (m(exp tX)&|n) analiticka na R, zakljuéujemo da je (w(exp tX)&|n) = 0 za
svaki t € R i, posebno, za t = 1. Dakle,

(m(exp X)éln) =0 VX e€g, VE€V, VneVh

Odatle je m(exp X)¢ € V1 = CI(V) za svaki X € g i svaki &€ € V. Kako je operator 7(exp tX)
ogranicen, zaklju¢ujemo da je potprostor C1(}) invarijantan s obzirom na sve operatore m(exp X),
X € g. No kako je grupa GG povezana, skup exp g generira grupu G, pa slijedi da je potprostor
Cl(V) m(G)—invarijantan.

Znatno kompliciranijim metodama nego $to je Gardingova lema E. Nelson je u ¢lanku Analytic
vectors, Annals of Math. 70(1959),572—615, dokazao

Teorem 1.7.8. Za svaku reprezentaciju w Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru H potprostor
HY je gqust u 'H.
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Taj teorem ne ¢emo dokazivati u punoj opcéenitosti nego samo u situaciji tzv. realnih reduk-
tivnih Liejevih grupa i tzv. dopustivih reprezentacija. Za takve grupe bit ¢e moguce jos suziti
potprostor na kome djeluje reprezentacija Liejeve algebre, ali tako da on ostane gust i da pri-
padna reprezentacija Liejeve algebre ima jos bolja svojstva. Kao pripremu za to promatrajmo
reprezentaciju m Liejeve grupe G na Hilbertovom prostoru H i neka je K kompaktna podgrupa
od G. Tada je K Liejeva podgrupa od GG i neka je £ C g njena Liejeva algebra. Prema teoremu
1.3.1. bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je reprezentacija 7| K unitarna. Prema

teoremu 1.3.5. tada vrijedi
H=EH().

vekK

Pri tome je za svaku klasu v € K H(7) zatvoren potprostor koji je suma svih (kona¢nodimenzio-
nalnih) 7(K')—invarijantnih potpostora IC od H takvih da je subreprezentacija (7| K)x ireducibilna
i u klasi 4. Nadalje, ortogonalni projektor na potprostor H () je (w|K)(x”) u odnosu na normiranu
Haarovu mjeru na K, pri ¢cemu je x” = d(7)X~, & X je karakter reprezentacija u klasi v. Nadalje,
ako kao i prije sa Hx oznac¢imo potprostor od ‘H svih K —konacnih vektora,

Hix = {£ € H; dim span {n(k)§; k € K} < oo},

onda je
Hy = Z H(v) (algebarska direktna suma)
veK
i taj je potprostor gust u H. U daljnjem ¢emo pisati m(x?) umjesto (7| K)(x?). Dakle,

()€l = 1) [ TR dv(h)
pri ¢emu je v normirana Haarova mjera na K.
Stavimo sada H¥ = Hx N H™.

Propozicija 1.7.9. Uz uvedene oznake za svaku klasu v € K vrijeds:

(a) T(xV)H™ C H*>.

(b) m(X")YH> = H(y) N H™.

(¢) Clm(X"VH>*) = H(7) = 7(X")H.
Zadatak 1.7.2. Dokazite propoziciju 1.7.9.

Uputa: Tvrdnja (a) slijedi pomo¢u standardnih rezultata o deriviranju pod znakom integrala.
Tvrdnja (b) se svodi na jednostavan racun. Tvrdnja (c¢) slijedi iz gustoée potprostora H™ i iz
ogranicenosti operatora m(x?).

Teorem 1.7.10. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a)
=Y wOH™.

veERK
(b) H$ je gust potprostor od H.
(c) HY je m(g)—invarijantan potprostor od H™.
(d) Za X € g, ke K i&eHY vrijedi:
m(k)m(X)E = m((Ad k) X)E.
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Dokaz: (a) Stavimo
V= Z T(x7)H™.
veK
Prije svega, tada je HZ C V. Doista, neka je { € H. Bududi da je vektor { K —konacan, postoje
n € N, medusobno razli¢iti v1,...,v, € Ki& € H(yj)zaj=1,...,ntakvidaje{ =&+ +&,.
Tada je
G=r(xXNEen(X\H*CV = =4+ +EEV
-

Time je dokazana inkluzija H% V. Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je v € K i
¢ € m(x7)H™. Prema tvrdnji (a) propozicije 1.7.9. tada je £ € H*, pa treba samo dokazati da je
potprostor W = span {n(k)¢&; k € K} konactnodimenzionalan. Za n € ‘H definiramo funkciju na
K sa

Jen(k) = (m(kN)gln) = (Eln(k)n), k€ K.

Kako je & € H*, ocito je fe,, € C*°(K). Neka je A lijeva regularna reprezentacija od K na prostoru
Ly(K). Tada imamo za k € K

(O e ) = |

K

O Sen) B() = [ X)) () =

K

Z/[(X”(h)(ﬁ(k_lh)flﬁ)dV(h)=/[(X”(h)(ﬂ(h)flﬂ(k)n)dV(h)=(W(X”)fl?f(k‘)n)=f7r(xw>g,n(k‘)-

Medutim, & € H(y), pa je 7(x?)§ = & Time je dokazano da je A(X")fen, = fem, ti-
fen € Lo(K) (7). Prema Peter—Weylovom teoremu 1.3.4. potprostor Le(K)(7y) je kona¢nodimen-
zionalan, precizno, dim Lo(K)(y) = d(v)?. Za k,h € K imamo

Frmyen(h) = (w(B)w(k)E|n) = (m(h™'k)EN) = fen(k™h) = (A(K) fe.n) ().
Dakle, frmen = AMK)fen € Lo(K)(v). Vektori m(k)§, k € K, razapinju potprostor W, pa za-
kljucujemo da je
dim span {fc,; ¢ € W, n € H} < d(v)*.
Promatrajmo sada antilinearno preslikavanje n — fe, sa H u Lo(K)(7y). Vrijedi fe, = 0 ako i
samo ako je n € W+. Zakljuéujemo da je dim H/W+ < d(v)%. Odatle slijedi da je potprostor W
kona¢nodimenzionalan.

Zadatak 1.7.3. Dokazite tvrdnju (b).

(¢) Za & € H3 stavimo opet W = span{m(k){; k € K}. Definirajmo sada preslikavanje
A:gx W — H>®sa A(X,n) =n(X)n, X € g, n € W. To je preslikavanje bilinearno pa postoji
jedinstven linearan operator B : g ®@ W — H™ takav da je B(X ® n) = m(X)n za svaki X € g i
svakine W. Za k€ K, X € gi ( € H imamo

(m(k)B(X @ £)[¢) = (m(k)m(X)E[C) = %(W(/fexp tX)EQ)] =

t=0
d
= 3 (T((AdR)X)m(R)EQ)| = (n((Adk)X)m(k)E|C) = (B((Ad k)X @ m(k)E)[C).

=0

To pokazuje da je
7(B)n(X)§ =n(k)B(X ®§) = B((Ad k)X ® w(k)).

Zakljuéujemo da je za svaki k € K vektor m(k)m(X)¢ sadrzan u kona¢nodimenzionalnom potpros-
toru B(g ® W). To pokazuje da je 7(X){ € HE, odnosno, dokazana je tvrdnja (c).
Zadatak 1.7.4. Dokazite tvrdnju (d).

Uputa: Koristite formulu izvedenu u dokazu tvrdnje (c).
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Neka je i dalje G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g, K kompaktna podgrupa od G i
t C g njena Liejeva algebra. Nadalje, neka je V kompleksan vektorski prostor na kome je zadana
reprezentacija 7 Liejeve algebre g i reprezentacija p grupe K. Tada kazemo da je V (g, K')—modul
ako su zadovoljeni sljedeca tri uvjeta kompatibilnosti:

(1) p(k)n(X)¢ =nm((Adk)X)p(k) zasvakik € K, X e gi& e V.

(2) Za svaki & € V potprostor Ve = span{p(k){; k € K} je kona¢nodimenzionalan i preslika-
vanje k +— p(k)|Ve je neprekidno, dakle, klase C* (Stovise, analiticko).

(3) Zasvaki Y € £1 ¢ €V vrijedi

d
R(Y)E = <plexp 1Y)
t=0
Za g, K)—modul V ¢esto se izostavljaju oznake 7 i p za reprezentacije od g i K a djelovanja g i

K oznacava se s tockom; tj. za £ € V, k€ K i X € g piSemo

k-&=p(k)s,  X-&=m(X)E.

Prema teoremu 1.7.10. ako je m reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H onda je HY
(g, K)—modul.
Primijetimo da za (g, K)—modul V vrijedi

v=>_ +v0)

gdje je V() suma svih K —invarijantnih kona¢nodimenzionalnih potprostora na kojima je reestrik-
cija reprezentacije grupe K ireducibilna i u klasi 7. Naravno, lako se vidi da je tada p(x”) projektor
prostora V na potprostor V() duz potprostora 257&7 +V(6). Pri tome je operator p(x?) dobro
definiran sa

p(x")é = d(v)/}(mk-édV(k% EeV,

jer su svi vektori £ € V K —konacni.

Za (g, K)—module definiramo uobicajenu terminologiju kao i za reprezentacije. Npr. in-
varijantan potprostor ili (g, K)—podmodul je potprostor W koji je invarijantan s obzirom
na sve operatore k-, k € K i X:, X € g. (g, K)-modul V je prost ili ireducibilan ako je
V # {0} i ne postoji (g, K)—podmodul razlicit od {0} i od V. Ako su V i W (g, K)—moduli,
Homg i (V, W) oznacava prostor svih linearnih operatora 7" : V — W koji prepli¢u reprezentacije
od K i reprezentacije od g, tj. takvih da za proizvoljne k € K, X € gi ¢ € V vrijedi

T(k-&)=k-T¢ 1 T(X-&)=X-TE

Ako je takav T bijekcija sa V na W kazemo da je T ekvivalencija (g, K')—modula. Ako postoji
ekvivalencija T € Homgx(V, W) kazemo da su (g, K)—moduli V i W ekvivalentni i piSemo
Y ~ W. Kazemo da je (g, K)—modul V unitaran ako je na V zadan skalarni produkt koji je
K —invarijantan,

(k-&lk-n)=(En) VYeeK i V§neV,

i u odnosu na koji su svi operatori X- antisimetri¢ni,

(X-€n)=—ElX-n) VXeg i VEnel.
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Napokon, za reprezentacije 7 i p grupe GG na Hilbertovim prostorima H i K kazemo da su infini-
tezimalno ekvivalentne (u odnosu na kompaktnu podgrupu K') ako su pripadni (g, K')—moduli
HYE 1 K ekvivalentni.

Za (g, K)—modul V kazemo da je dopustiv ako je potprostor V() kona¢nodimenzionalan

X

Vv € K. Analogno, reprezentacija m grupe G na Hilbertovom prostoru H je dopustiva {u

donosu na kompaktnu podgrupu K) ako je potprostor H(v) kona¢nodimenzionalan Vy € K.
Uoc¢imo da je to ispunjeno ako i samo ako je (g, K')—modul HY dopustiv.

Pokazat ¢e se da je pojam (g, K')—modula vrlo koristan u sluc¢aju kad je G poluprosta Liejeva
grupa (s kona¢nim centrom) i K njena maksimalna kompaktna podgrupa. U tom slu¢aju pos-
toji mnostvo dopustivih reprezentacija. Posebno, svaka ireducibilna unitarna reprezentacija je
dopustiva. Nadalje, unitarne reprezentacije su ekvivalentne (s izometrickim izomorfizmom) ako
i samo ako su one infinitezimalno ekvivalentne. Napokon, ireducibilna reprezentacija je unitarna
ako i samo ako je pripadni (g, K)—modul unitaran. Konstruirat ¢emo sasvim odredenu seriju
reprezentacija (tzv. osnovna serija) koje su sve dopustive i kona¢ne duljine, takve da je svaka do-
pustiva ireducibilna reprezentacija infinitezimalno ekvivalentna subkvocijentu neke reprezentacije
osnovne serije (Harish— Chandrin teorem o subkvocijentu), Stovise, infinitezimalno je ekvivalentna
subreprezentaciji neke reprezentacije osnovne serije (Casselmanov teorem o subreprezentaciji).
Nadalje, vazna je ¢injenica da su u tom slucaju za svaku dopustivu reprezentaciju K —konaéni
vektori automatski ne samo glatki nego analiticki.

Mi ¢emo teoriju razviti u nesto opcenitijem kontekstu tzv. realnih reduktivnih Liejevih grupa.
Takva generalizacija korisna je zato Sto su tada iste vrste i neke vazne zatvorene podgrupe od G.
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Poglavlje 2

REALNE REDUKTIVNE LIEJEVE
GRUPE

2.1 Poluproste i reduktivne Liejeve algebre

U ovom odjeljku navodimo bez dokaza niz standardnih rezultata o kona¢nodimenzionalnim
Liejevim algebrama. Iako mnogi od tih rezultata vrijede i nad opcenitiji poljima, zbog jednos-
tavnosti pretpostavljamo da je polje ili R ili C. Dakle, u daljnjem je g konacnodimenzionalna
realna ili kompleksna Liejeva algebra. Sa Z(g) oznacavamo njen centar

Z(g) ={zr g [z,y] =0Vy € g}.
Ako su iijideali u g, suma i+ j i presjek i Nj takoder su ideali u g, a iz pomoc¢u Jacobijevog
identiteta lako se provjerava da je i potprostor [i,j] razapet svim komutatorima [z,y], x € i, y € j,
ideal u g. Nadalje, ako je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri i i ideal u b, onda je
p (i) ={r ey pl2) €i}
ideal u g. Posebno, ako je j ideal u g i i ideal u kvocijentnoj algebri g/j, onda je
{reg z+jei}
ideal u g. Definiramo sada sljedeca tri niza ideala u Liejevoj algebri g :
izvedeni niz D°(g) D D'(g) D D?*(g) D ------ definiran induktivno sa
Dg)=g. D'(g)=lg,gl, De)=I[D""(e), D" (g)], k=2
centralni silazni niz C°%(g) 2 C'(g) 2 C*(g) 2 ------ definiran induktivno sa
Clo)=9, Clg=lg.g, Co)=[a.C""), k=2
centralni uzlazni niz Cy(g) C C1(g) CCa(g) C------ definiran induktivno sa
Co(g) ={0},  Ci(a) = Z(g),

Crig) ={z €9 v +Cr1(9) € 2(9/Cr1(9)} ={z € 9; [7,y] €Cra(g), Yy €9}, k2>2.

85
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g je rjesiva Liejeva algebra ako postoji k € Z, takav da je D*(g) = {0}. Ocito su rjesive
svaka podalgebra i svaka kvocijentna Liejeva algebra rjesive Liejeve algebre. Nadalje, lako se vidi
da ako je i rjesiv ideal u Liejevoj algebri g takav da je kvocijentna Liejeva algebra g/i rjesiva, onda
je i g rjesiva. Odatle slijedi da ako su i1 j rjesivi ideali, onda je i ideal i +j rjeSiv. Prema tome,
u svakoj Liejevoj algebri g postoji najvedi rjesivi ideal. On se zove radikal Liejeve algebre g i
oznacavat ¢emo ga sa R(g). Liejeva algebra g je poluprosta ako je R(g) = {0}, a reduktivna
ako je R(g) = Z(g).

Propozicija 2.1.1. Za svaku Liejevu algebru g kvocijentna algebra g/R(g) je poluprosta, odnosno
R(g/R(g)) = {0}.

Primjer rjesive Liejeve algebre je algebra t(n, K) (K = R ili K = C) svih gornje trokutastih
kvadratnih matrica n—tog reda.

¢ je nilpotentna Liejeva algebra ako postoji k € Z, takav da je C*(g) = {0}. Ocito su
nilpotentne svaka podalgebra i svaka kvocijentna algebra nilpotentne Liejeve algebre. Nadalje,
ako je Liejeva algebra g/Z(g) nilpotentna, onda je i g nilpotentna Liejeva algebra. Pokazuje se da
je Liejeva algebra g nilpotentna ako i samo ako postoji m € Z, takav da je C,,(g) = g. Posebno,
ako je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra, onda je Z(g) # {0}.

Nije tesko vidjeti da je realna Liejeva algebra g nilpotentna (rjesiva, poluprosta, reduktivna)
ako i samo je njena kompleksifikacija g nilpotentna (rjesiva, poluprosta, reduktivna).

Teorem 2.1.2. Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je pruvi izvedeni ideal D(g) = [g, ¢
nilpotentan.

Primjer nilpotentne Liejeve algebre je algebra n(n, K') svih striktno gornje trokutastih kvadrat-
nih matrica n—tog reda. Uo¢imo da je to upravo izvedeni ideal Liejeve algebre t(n, K).
Liejeva algebra g je nilpotentna ako i samo ako postoji k € Z, takav da je

(adzi)(adxs) -+ (adzy) =0 Vay, Ta, ..., T € @.

Posebno, tada vrijedi (adz)* = 0 Vx € g. Opéenito za Liejevu algebru g element x € g zove
se ad—nilpotentan ako je linearan operator ad x nilpotentan. Dakle, svaki element nilpotentne
Liejeve algebre je ad—nilpotentan. Vazna je i netrivijalna ¢injenica da vrijedi i obrat:

Teorem 2.1.3. (Engel) Liejeva algebra je nilpotentna ako i samo ako je svaki mjen element
ad—mnilpotentan.

Glavni korak u dokazu ovog teorema je sljedeci teorem koji ima i druge vazne posljedice:

Teorem 2.1.4. Neka je V # {0} konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K (=R ili
C) i g Liejeva podalgebra od gl(V') koja se sastoji od nilpotentnih operatora. Tada postoji v € V,
v # 0, takav da je Av =0 VA € g.

Zastava u n—dimenzionalnom vektorskom prostoru V' je svaka uredena (n + 1)—torka
Z =V, Vi,...,V,) potprostora od V takva da je

(0}=V,CWV,C---CV,=V i dimVi=i Vi

Korolar 2.1.5. Uz pretpostavke teorema 2.1.4. postoji zastava Z = (Vo, Vi, ..., V) u prostoru V
takva da je AV; CV,_1 YA € g i Vi > 1. Drugim rijecima, postoji baza u prostoru V u odnosu na
koju matrice operatora iz g tvore Liejevu podalgebru od n(n, K).
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Slicne tvrdnje vrijede za rjesive Liejeve algebre, ako je polje algebarski zatvoreno, odnosno,

K =C.

Teorem 2.1.6. (Lie) Neka je V' # {0} konacnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor i g
rjesiva podalgebra Liejeve algebre gl(V'). Tada postoji vektor v € V, v # 0, koji je svojstven za svaki
operator A € g. Postoji zastava Z u V invarijantna s obzirom na sve operatore A € g. Postoji
baza prostora V' u odnosu na koju matrice operatora iz g tvore Liejevu podalgebru od t(n,C).

Teorem 2.1.7. (Cartanov kriterij rjesivosti) Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski pros-
tor i g Liejeva podalgebra od gl(V') takva da vrijedi

Tr AB =0 VA€ [g,9] ¢ VBeg.

Tada je Liejeva algebra g rjesiva.
Killingova forma B, Liejeve algebre g je simetricna bilinearna forma na g x g definirana sa

By(z,y) = Tr (ad x)(ady), x,Y € g.

Ta je forma invarijantna u odnosu na sve automorfizme Liejeve algebre g :
By(o(z), 0(y)) = By(z,y) Ve € Aut(g) i Vz,y€g.
Posljedica toga je
By(Dz,y) + By(x,Dy) =0 VD € Der(g) i Vz,y€g.
Posebno, to vrijedi za svaku unutarnju derivaciju D = ad z, z € g, odnosno,
By([z, 2], y) = By(w, [2,9])  Va,y,z €.
Odatle slijedi da je za svaki ideal j u Liejevoj algebri g i potprostor
it ={z € g; Bylz,y) =0Vy€ij}
ideal u g. Nadalje, lako se vidi da za svaki ideal j u g vrijedi B; = Byj X j.
Korolar 2.1.8. Neka je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra takva da vrijedi
Tr (adx)(ady) =0 Ve € g,g] i VyeEg.

Tada je Liejeva algebra g rjesiva.

Ocito je Liejeva algebra g poluprosta ako i samo ako ona ne sadrzi rjesivi ideal razlicit od {0}.
Lako se vidi da je tome ekvivalentno da g ne sadrzi komutativan ideal razli¢it od {0}. Kazemo da
je g prosta Liejeva algebra ako je g nekomutativna i ako su {0} i g jedini ideali u g.

Teorem 2.1.9. Za Liejevu algebru g sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Liejeva algebra g je poluprosta.
(b) Killingova forma By je nedegenerirana, tj. iz By(x,y) = 0 Vy € g slijedi x = 0.

(c) g je izomorfna direktnom produktu prostih Liejevih algebri.
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Teorem 2.1.10. Neka je g # {0} poluprosta Liejeva algebra i g =g1 + g2 + -+ + gr, pri cemu
Su @1, @2, - - -, Gk prosti ideali u g. Nadalje, neka je j # {0} ideal u g. Tada vrijedi:

(a) Idealj je poluprost.
(b) Vrijedi g =j + jt.
(c) Postoje 1 <iy < --- <iy <k takvi da jej=g;, + - + @i,
Posebno, g1,82,...,0r su jedini prosti ideali u g.
Teorem 2.1.11. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Tada vrijedi:
(a) g=lg. 9]
(b) Der(g) =adg, tj. svaka derivacija Liejeve algebre g je unutarnja.

Teorem 2.1.12. (Weylov teorem potpune reducibilnosti) Svaka konacnodimenzionalna re-
prezentacija poluproste Liejeve algebre je potpuno reducibilna.

Teorem 2.1.13. Za Liejevu algebru g sljedecih je sedam svojstava medusobno ekvivalentno:
(a) Liejeva algebra g je reduktivna, tj. R(g) = Z(g).
(b) Adjungirana reprezentacija x — adx Liejeve algebre g na prostoru g je potpuno reducibilna.

(¢) Liejeva algebra g izomorfna je direktnom produktu poluproste Liejeve algebre i komutativne
Liejeve algebre.

Prvi izvedeni ideal [g, g] je poluprosta Liejeva algebra.

9, 8] N R(g) = {0}.
Postoji vjerna konacnodimenzionalna potpuno reducibilna reprezentacija od g.

Postoji konacnodimenzionalna reprezentacija m od g takva da je pridruZena simetricna bi-
linearna forma B, na g X g, zadana sa

Bﬂ(x’y) :TTﬂ'(l')ﬂ'(y), r,y Gg,
nedegenerirana.
U tom je slucaju g = [g,9] + Z(g).

Za Liejevu podalgebru § Liejeve algebre g kazemo da je reduktivna u g ako je reprezentacija
r — ady v Liejeve algebre b na vektorskom prostoru g (tj. restrikcija adgy|h) potpuno reducibilna.
Bududi da je subreprezentacija potpuno reducibilne reprezentacije i sama potpuno reducibilna, iz
svojstva (b) u teoremu 2.1.13. slijedi da je u tom sluc¢aju Liejeva algebra b reduktivna.

Razmotrit ¢emo sada jos neke opée pojmove.

Propozicija 2.1.14. Neka je m reprezentacija Liejeve algebre g na konacnodimenzionalnom vek-
torskom prostoru Vi (Vo, Vi, ..., V,,) kompozicioni niz w V' u odnosu na reprezentaciju .

(a) U skupu svih ideala § u g, takvih da je operator w(y) nilpotentan za svaki y € b, postoji
najveci element n.

(b) Vrigedin, ={yeg;, n(y)Vi CVioy Vie{l,...,n}}.
(¢) Vrijedi By(xz,y) =Trm(x)n(y) =0 Vo € g i Yy € n,.
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Ideal n, iz propozicije 2.1.14. zove se najveci ideal nilpotencije reprezentacije 7. Ako je n
ideal u Liejevoj algebri g, on je nilpotentan ako i samo ako je operator ady x nilpotentan za svaki
x € h. Stoga primjena propozicije 2.1.14. na adjungiranu reprezentaciju daje:

Korolar 2.1.15. Neka je g Liejeva algebra i neka je (go, 81, - --,8n) bilo koji kompozicioni niz
prostora g u odnosu na adjungiranu reprezentaciju adg.

(a) U skupu svih nilpotentnih ideala u Liejevoj algebri g postoji najveci element n.
(b) Vrigedin={y€g; [y,0] Cgi1 Vie{l,...,n}}.
(¢) Vrijedi By(x,y) =0 Vx € g i Vy € n.

Ideal n iz korolara 2.1.15. zove se najvedéi nilpotentni ideal Liejeve algebre g. Vazno je uociti
da u kvocijentnoj Liejevoj algebri g/n mogu postojati nilpotentni ideali razliciti od {0}.

Nilradikal Liejeve algebre g je presjek jezgara svih ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih re-
prezentacija od g. Lako se vidi da je nilradikal najmanji element skupa jezgara svih konacnodi-
menzionalnih potpuno reducibilnih reprezentacija od g.

Teorem 2.1.16. Neka je g Liejeva algebra, v = R(g) njen radikal, s njen nilradikal i n njen
najveci nilpotentni ideal.

(a) Ideals sadrzan je u najveéem idealu nilpotencije svake konacnodimenzionalne reprezentacije
od g.

) Ideal s je nilpotentan, tj. s C n.

) Vrijedi s = [g,t] = [g,g] N .

d) Vrigediv={y € g; By(z,y) =0Vx € [g,9]}.
)

Za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju m @ pridruZenu simetriénu bilinearnu formu
B, wvrijedi B(x,y) =0 Vz € [g,¢] i Yy € t.

(f) Vrijedi

5= ﬂ {Rad By; 7 konaénodimenzionalna reprezentacija od g}.
Pri tome je B, radikal forme By, tj. Rad B, = {x € g; B:(x,y) =0 Vy € g}.
(9) Vrijedi Dv Cn VYD € Der(g). Posebno, Dn Cn i Dr Ct VD € Der(g).
Korolar 2.1.17. Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je By(x,y) =0 Va € [g, 9] i Yy € g.

Neka je g reduktivna Liejeva algebra. Toralna podalgebra od g je Liejeva podalgebra b
takva da su svi operatori adz, x € 0, poluprosti. Pokazuje se da je toralna podalgebra nuzno
komutativna. Cartanova podalgebra od g je svaka maksimalna toralna podalgebra od g. O¢ito
svaka Cartanova podalgebra b sadrzi centar Z(g), vrijedi b = Z(g) + [g,9] NbH i [g,g] Nb je
Cartanova podalgebra poluproste Liejeve algebre [g, g]. Ako je g realna reduktivna Liejeva algebra,
lako se vidi da je podalgebra h od g toralna (odnosno, Cartanova) ako i samo ako je njena
kompleksifikacija h® toralna (odnosno, Cartanova) podalgebra od g©.

U daljnjem je sve do konca ovog odjeljka g kompleksna reduktivna Liejeva algebra.
Sa Int(g) oznacavamo grupu njenih unutarnjih automorfizama, tj. podgrupu od Aut(g) generiranu
svim automorfizmima oblika e, x € g.
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Teorem 2.1.18. Neka su b i b’ Cartanove podalgebre kompleksne reduktivne Liejeve algebre g.
Tada postoji p € Int(g) takav da je b’ = p(bh).
Neka su D; polinomi na g definirani kao koeficijenti svojstvenog polinoma operatora ad z,
T € g, tj.
det (tI —adz) = thDj(x), T Eg.

J

Neka je r najmanji indeks takav da polinom D); nije identicki jednak nuli. Za element z € g
kazemo da je regularan, ako je D,(x) # 0.

Teorem 2.1.19. Ako je element x € g regularan, tada je operator adx poluprost. Nadalje, tada
je njegov centralizator

Cylz) ={y € g [x,y] =0}
Cartanova podalgebra od g.

Neka je u daljnjem h Cartanova podalgebra kompleksne reduktivne Liejeve algebre
g. Za a € h* stavimo

go ={x €g; [h,z] =alh)x Vh € b}.

Ako su o # 01 go # {0} kazemo da je « korijen Liejeve algebre g u odnosu na Cartanovu
podalgebru h. Za g, kazemo da je pripadni korijenski potprostor. Skup svih korijena od g u
odnosu na fh oznacavamo sa R(g, h) i zovemo sistem korijena od g u odnosu na b.

Teorem 2.1.20. Uz uvedene oznake vrijedi:
(@e=b+ > +ga
a€R(g;h)
(b) dim g, =1 Vo € R(g,b).
(¢) Ako su o, B € R(g,h) i a+ 5 # 0 onda je [ga, 85] = Gats-
(d) Za svaki o € R(g,b) je CanNR(g,b) = {a, —a}.

Za simetri¢nu bilinearnu formu B na g kazemo da je invarijantna ako je

B([z,y],2) = B(z, [y, 2])  Vz,y,z € g.

Na g uvijek postoji nedegenerirana invarijantna simetricna bilinearna forma: na poluprostoj
Liejevoj algebri [g, g] uzmemo Killingovu formu, a na Z(g) bilo koju nedegeneriranu simetri¢nu
bilinearnu formu; tada je njihova direktna suma nedegenerirana invarijantna simetri¢na bilinearna
forma na g. U daljnjem je B bilo koja nedegenerirana invarijantna simetricna bilinearna
forma na g. Lako se vidi da je B(ga,93) = {0} ako su a, 8 € R(g,h) i o + 3 # 0. Nadalje, za
svaki a € R(g, ) je B(h, go) = {0}. Prema tome, restrikcija B|h x b je nedegenerirana simetricéna
bilinearna forma na h. Dakle, definiran je izomorfizam p +— h, sa h* na b :

B(h,h,) = u(h)  Vheb.

Pomocu tog izomorfizma prenosimo formu B s prostora h na dualni prostor h* i dobivenu nede-
generiranu simetri¢nu bilinearnu formu na h* oznacavamo sa (- |-):

(Alp) = B(hy, hy,), DYWTRSH |

Definiramo sada realne potprostore hg od b i b od h* ovako:

br = spang {ha; a € R(g,h)}, br = spang R(g,h).
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Teorem 2.1.21. Uz uvedene oznake vrijedi:
(a) A +— A|br je izomorfizam realnog prostora by na dualni prostor realnog prostora bg.

(b) Restrikcija forme B na hgr X br je skalarni produkt na realnom prostoru hg i restrikcija forme
(-]-) je skalarni produkt na realnom prostoru bk. Posebno, (a|a) > 0 VYo € R(g,bh).

(¢) Realan prostor br je realna forma kompleksnog prostora b N [g, g], tj. b N [g, 9] = br + ibr.

Za « € R(g,b) definiramo sa s,, refleksiju prostora b u odnosu na hiperplohu {h € b; «(h) =0}
definiranu sa
a(h)

()

Sqh = h —2

Pes heb.
Operatori s, zovu se Weylove refleksije. Istim znakom oznacavamo i dualan operator na h*, tj.

Alha)

()

SaA = A — 2

a, A€ b

Teorem 2.1.22. Uz uvedene oznake za svaki o € R(g,b) vrijedi:

(a) safi(g,h) = R(g,b).
(b) sabr = bhr i u odnosu na skalarni produkt Blhr x br operator s, je ortogonalna refieksija.
(¢) sabf = bk i u odnosu na skalarni produkt (- |-)|br X hr operator s, je ortogonalna refleksija.

Iz tvrdnje (a) prethodnog teorema grupa W(g, h) generirana svim refleksijama s, je konacéna
podgrupa od GL(h) (i od GL(h*)). Nadalje, kako je w|Z(g) = Iz(), restrikcija w +— w|bg
(odnosno, w — w|bhg) je zbog tvrdnje (b) (odnosno, zbog tvrdnje (c)) izomorfizam grupe W(g, h)
na podgrupu ortogonalne grupe O(bgr) realnog unitarnog prostora hr (odnosno, na podgrupu
ortogonalne grupe O(hj) realnog unitarnog prostora h). Kona¢na grupa W (g, ) zove se Weylova
grupa Liejeve algebre g u odnosu na Cartanovu podalgebru b.

Stavimo

br = {h € br; a(h) # 0 Va € R(g,h)}.

Komponente povezanosti skupa b zovu se Weylove komore. Neka je C skup svih Weylovih
komora.

Za podskup P C R(g, ) kazemo da je sistem pozitivnih korijena ako je R(g, b) disjunktna
unija skupova P i —P = {—«, « € P} i ako vrijedi:

a,0€ P, a+ € R(gh) - a+peP.

Sa P oznacavamo skup svih sistema pozitivnih korijena. Za korijen o € P kazemo da je prost
u odnosu na P ako ne postoje 3,7 € P takvi da je « = 3 + v. Sa B(P) oznacavamo skup svih
prostih korijena u odnosu na P. Nadalje, stavljamo B = {B(P); P € P}. Element skupa B zove
se baza sistema korijena R(g,b).

Teorem 2.1.23. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a) P — {h € bg; a(h) > 0Va € P} je bijekcija sa P na C. Inverzna je bijekcija dana sa
C+— {a € R(g,bh); a(h)>0Vh e C}.

(b) Za svaki P € P skup B(P) je baza realnog vektorskog prostora bj.
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(¢) Podskup {aq,...,a0} C R(g,h) je element skupa B ako i samo ako za svaki f € R(g,b)
postoje jedinstveni ¢y, ...,c; € Z, takvi da je B = + Zle CiQv;.

(d) P B(P) je bijekcija sa P na B. Inverzno preslikavanje je

aEB

B — R(g,bh) Nspang, B = {B € R(g,h); B = an(x za neke ¢, € Z+} )

(e) Weylova grupa W (g, b) djeluje prosto tranzitivno na skupu C svih Weylovih komora. Dakle,
za C,C" € C postoji jedinstven w € W (g, ) takav da je C' = wC.

(f) Weylova grupa W (g, ) djeluje prosto tranzitivno na skupu P svih sistema pozitivnih korijena.

(9) Weylova grupa W(g,b) djeluje prosto tranzitivno na skupu B svih baza sistema korijena
R(g,h).

(h) Ako je B € B, Weylova grupa W (g,h) generirana je skupom {s.; o € B}.
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2.2 Kompaktne Liejeve grupe

Neka je G kompaktna Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Neka je p normirana Haarova
mjera na G. Ako je (-|-) bilo koji skalarni produkt na (realnom) vektorskom prostoru g. Tada je
sa

(ely) = /G (AdR)z|(AdR)y)du(k), =,y < g

definiran novi skalarni produkt na g i taj je invarijantan s obzirom na djelovanje grupe G. Drugim
rijeCima, reprezentacija k +— Adk grupe G na unitarnom prostoru g (uz novi skalarni produkt
(-]-)) je unitarna, dakle, potpuno reducibilna. Odatle slijedi da je pripadna reprezentacija
x — adx Liejeve algebre g na prostoru g potpuno reducibilna, odnosno, Liejeva algebra g je
reduktivna. Promatrajmo sada reprezentacije Ad i ad od G i g na kompleksifikaciji g od g.
Tada su svi operatori adx, x € g, antihermitski na prostoru g© sa skalarnim produktom koji je
jedinstveno seskvilinearno prosirenje od (-|-). To znaéi da je svaki adz, = € g, dijagonalizabilan
i ima cisto imaginaran spektar. Posebno, vrijedi

By(z,2) = Tr (adx)* <0 Vx € g,
odnosno, Killingova forma By je negativno semidefinitna. Nadalje, vrijedi
By(z,z) =0 = adx =0 = x € Z(g).

Dakle, Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je Killingova forma By negativno definitna.
Vazno je da za povezane Liejeve grupe vrijedi i obrat o ¢emu govori sljede¢i Weylov teorem koji
navodimo bez dokaza:

Teorem 2.2.1. Ako je G povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i ako je Killingoova
forma By negativno definitna, onda je grupa G kompaktna.

Torus je kompaktna komutativna povezana Liejeva grupa. Neka je T' torus i t njena Liejeva
algebra. Tada se lako vidi da je exp natkrivanje sa t na 7. Ustvari, aditivna grupa t s preslikavanjem
exp : t — T je univerzalna natkrivajuc¢a grupa od T. Jezgra L = Ker(exp) je resetka u t, tj. L
je slobodan Z—modul ranga dim t. Neka je T skup svih neprekidnih homomorfizama grupe 7" u
multiplikativiu grupu S ={A € C; |A\| =1}. Za u € T ¢emo istim znakom /4 oznacavati i njegov
diferencijal:

p(x) = 4 wulexp tx)| x €t
dt -0
Tada je p R—linearna forma sa t u iR takva da je p(L) C 2miZ. Svaka takva R—linearna forma sa
t u iR zove se T'—integralna. Za R—linearnu 7'—integralnu formu p : t — iR dobro je definirano
preslikavanje p: T'— S sa
p(exp x) = et@, xr et

Dakle, dobili smo identifikaciju T sa skupom svih R—linearnih T —integralnih formi sa t u iR.

Neka je sada G kompaktna povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g. Torus u grupi G
je zatvorena podgrupa od G koja je torus. Maksimalni torus u G je torus 7" u G takav da ne
postoji torus 77 u G sa svojstvom 7" 2 T. Neka je T maksimalni torus u GG i neka su ti g Liejeve
algebre od T' i G. Tada je t maksimalna komutativna podalgebra od g koja je toralna, dakle, t
je Cartanova podalgebra od g. Stoga je t© Cartanova podalgebra od g i restrikcije korijena iz
R (g‘c, tC) na t su R—linearne T'—integralne forme sa t u ‘R. Stoga se sistem korijena R (g‘c, t(c)
identificira s podskupom od T'.

Navodimo sada bez dokaza niz svojstava maksimalnih torusa u kompaktnim povezanim Lieje-
vim grupama.
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Teorem 2.2.2. Neka je G kompaktna povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g.
(a) Maksimalni torus u G je maksimalna komutativna podgrupa od G.
(b) Ako su T i T" maksimalni torusi u G, postoji g € G takav da je T' = gTg™'.

(¢) Svaki element grupe G sadrzan je u nekom maksimalnom torusu u G. Ekvivalentno, ekspo-
nencijalno preslikavanje exp : g — G je surjektivno.

(d) Ako je T maksimalni torus u G, mnogostrukost G/T je jednostavno povezana.

(e) Neka je T maksimalni torus u G s Liejevom algebrom t. Oznac¢imo sa Ng(T') normalizator
od T u G,

Ne(T)={g9€G; gTg ' =T},

i neka je W(G,T) kvocijentna grupa Ng(T)/T. Za g € s € W(G,T) dobro je definirano
preslikavanje o(s) : t© — t© sa

o(s)r = (Ad g)x, z e -,
Tada je @ izomorfizam grupe W (G, T) na Weylovu grupu W (g‘c, tC) .

Realna forma kompleksne Liejeve algebre g je realna Liejeva podalgebra gg od g takva da
je g = go + 1go. Konjugacija kompleksne Liejeve algebre g je antilinearna involutivna bijek-
cija 0 : g — g takva da je o([z,y]) = [o(x),0(y)] Vz,y € g. Za konjugaciju o od g stavimo
g’ ={r € g o(x) =z}

Zadatak 2.2.1. Neka je g kompleksna Liejeva algebra. DokaZite da je o — g7 bijekcija sa skupa
svih konjugacija od g na skup svih realnih formi od g.

Za konjugaciju o kompleksne Liejeve algebre g oznacimo sa (|- ), seskvilinearnu formu na
g X g definirana pomocu Killingove forme By ovako:

(z|y)e = —Bg(z,0(y)), z,y€g.

Zadatak 2.2.2. Neka je o konjugacija kompleksne Liejeve algebre g. DokaZite da je (|- ), her-

mitska forma na g x g, tj. da vrijedi (zly), = (y|x), Vr,y € g.
Uputa: Svaki z € g jedinstveno se pise u obliku z = x4+ iy za z,y € g7 i tada je 0(z) = = —iy.

Zadatak 2.2.3. Neka je o konjugacija kompleksne Liejeve algebre g. DokaZite da vrijedi

((adz)y|2)s = —(yl(ado(2))2)s  Vz,y,2€ 9

(e@)le®))e = (zly)s  Vo,yeg i Vpe Aut,(g) = {Y € Aut(g); Yoo =0co¢}.

Kompaktna Liejeva algebra je realna Liejeva algebra g takva da na prostoru g postoji
skalarni produkt (- |-) u odnosu na koji su svi operatori ad x, x € g, antihermitski:

((adz)y|z) = —(yl(adx)2)  Va,y,2 € 9.

Kompaktna forma kompleksne Liejeve algebre g je realna forma u od g koja je kompaktna
Liejeva algebra. Kompaktna konjugacija kompleksne Liejeve algebre g je konjugacija 7 od g
takva da je g7 kompaktna forma od g. Naravno, 7 +— g" je bijekcija sa skupa svih kompaktnih
konjugacija od g na skup svih kompaktnih formi od g.
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Zadatak 2.2.4. DokazZite da je kompaktna Liejeva algebra reduktivna @ da je realna reduktivna
Liejeva algebra g kompaktna ako i samo ako je poluprosta Liejeva algebra [g, g] kompaktna.

Zadatak 2.2.5. (a) Dokazite da je konjugacija T kompleksne poluproste Liejeve algebre g kom-
paktna ako i samo ako je (- |-), skalarni produkt na prostoru g.

(b) Dokazite da je realna poluprosta Liejeva algebra g kompakina ako i samo ako je njena
Killingova forma By negativno definitna.

(¢) Dokazite da je realna reduktivna Liejeva algebra g kompaktna ako i samo ako je njena
Killingova forma By negativno semidefinitna.

Pomocu ovih ¢injenica dokazuje se da vrijedi:

Teorem 2.2.3. (H. Weyl) Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i b njena Cartanova
podalgebra. Tada postoji kompaktna konjugacija T od g takva da je 7(h) = h. Tada je hN g™ realna
forma od b i to je maksimalna komutativna podalgebra (tj. Cartanova podalgebra) kompaktne
Liejeve algebre g7.

Kompaktna konjugacija u Weylovom teoremu 2.2.3. moze se konstruirati na sljede¢i nacin.
Neka je {a, ..., o} baza sistema korijena R(g, ). Izaberimo z; € ga,, ¥j € g—a,, hj € [8a;+ 0—a,]:
j=1,...,¢, tako da bude a;(h;) = 2, tj.

[h]’,l’j] :233'j, [hjayj] :—Qyj, [xjayj] Ihj, j = 1,...,6.
Buduéi da je tada i {—a,..., —ay} baza sistema korijena W (g, h), i za k; = —h;, e; = —y; 1
fj = —x; vrijedi

[kjaej]:2€j7 [kjafj]:_ija [ejafj]:kja jzla"wga

pokazuje se da postoji jedinstvena konjugacija 7 od g takva da vrijedi

T(hy) = =h;,  7(xy) =—y;,  T(y) =-z;,  j=1...0

To je trazena kompaktna konjugacija od g.

Weylov teorem 2.2.3. ¢esto se zove Weylov unitarni trik. Iz njega se relativno jednos-
tavno dokazuje Weylov teorem 2.1.12. o potpunoj reducibilnosti. Doista, neka je m reprezentacija
poluproste Liejeve algebre g na konac¢nodimenzionalnom prostoru V. Prije svega, primijetimo da
bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je prostor V' kompleksan i da je Liejeva alge-
bra g kompleksna. Doista, ako su g i V' realni, tada je reprezentacija m potpuno reducibilna ako i
samo ako je njena kompleksifikacija potpuno reducibilna, a ako je g realna a prostor V' kompleksan,
potprostor od V je m—invarijantan ako i samo ako je 7¢—invarijantan, pri ¢emu je 7€ C—linearno
prosirenje reprezentacije m do reprezentacije kompleksifikacije g© od g : 7 (z +iy) = 7(x) +in(y),
x,Y € g.

Dakle, neka je m reprezentacija kompleksne poluproste Liejeve algebre g kompleksnom kona-
¢nodimenzionalnom prostoru V. Neka je u kompaktna forma od g i U jednostavno povezana Liejeva
grupa s Liejevom algebrom u. Tada je m|u reprezentacija od u, pa prema tvrdnji (e) teorema 1.6.58.
postoji jedinstvena reprezentacija grupe U na prostoru V' ¢iji je diferencijal upravo 7|u. Prema
teoremu 2.2.1. grupa U je kompaktna. Sada iz teorema 1.3.1. slijedi da je reprezentacija grupe U
u odnosu na neki skalarni produkt na prostoru V' unitarna, dakle, potpuno reducibilna. Prema
tvrdnji (¢) ve¢ spomenutog teorema 1.6.58. reprezentacija w|u Liejeve algebre u, a time i pripadna
reprezentacija m = (m|u)® njene kompleksifikacije g, je potpuno reducibilna.
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2.3 Trodimenzionalne proste Liejeve algebre

Kompleksna Liejeva algebra s zove se trodimenzionalna prosta Liejeva algebra, ako postoji
baza {h,z,y} od s takva da je

[h,a) =2z,  [hy]=-2y, [z,y] ="

Takva se Liejeva algebra zove kratko TDS. Lako se vidi da je ona stvarno prosta. Primjer je
Liejeva algebra sl(2, C) s kojom je izomorfna svaka TDS uz

hHll o} xH[o 1] yHlo 0}
0 —1 |’ 00|’ L o]
Prema tome, ako je s TDS i ako je u realna forma od s razapeta nad R sa {z — y,i(z + y),ih},
onda je u izomorfna Liejevoj algebri su(2) kompaktne grupe SU(2) svih 2 X 2 unitarnih matrica
determinante 1.

Neka je s TDS s kanonskom bazom {h,z,y}. Neka je 7 reprezentacija od s na prostoru V.

Stavimo
H ==(h), X =n(x), Y =7(y). (2.1)

Tada je
[(X,Y]=H, [H, X] =2X, [HY] = -2Y. (2.2)
Obratno, ako su H, X i Y linearni operatori na kompleksnom vektorskom prostoru V koji zado-

voljavaju (2.2), onda postoji jedinstvena reprezentacija m Liejeve algebre s na prostoru V' takva
da vrijedi (2.1). Iz (2.2) indukcijom po n lako slijedi da vrijedi

[H, X" =2nX", [H,Y"]=-2nY" i [X,Y"|=nY"'H-n+1) VneN  (2.3)

U daljnjem je 7 reprezentacija od s na kompleksnom vektorskom prostoru V i H, X,Y su
linearni operatori na V' definirani sa (2.1). Za A € C oznac¢imo sa V), pripadni svojstveni potprostor
operatora H :

Vi={veV; Hv= v}

Iz prvih dviju komutacionih relacija u (2.3) neposredno slijedi:
X"V\ € Vyion i Y™"V\ C Vi Vn € N.
Propozicija 2.3.1. Neka je v € V) takav da je Xv = 0. Tada vrijedi:
(a) XY™ =n(A—n+1)Y" v VneN.
(b) Ako jev#0i A€ C\Zy onda je Y™ # 0 Vn € N.

(c) Ako je m € Z, takav da je Y™v # 0 1 Y™y = 0, onda je W = span{v,Yv,...,Y™v}

m + 1)—dimenzionalan m—invarijantan potprostor od V. pripadna subreprezentacija mw je

1)—di onal ' jant tprostor od 'V, pripad b tacty '
ireductbilna © A = m.

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz posljednje komutacione relacije u (2.3).

(b) Ako je A € Zy, onda je A\ —n+ 1 # 0 Vn € N, pa tvrdnja (a) pokazuje da iz Y" v # 0
slijedi XY™ # 0, dakle, Y™v # 0.

(c) Ocito su tada vektori v, Yo, ..., Y™v linearno nezavisni (to su svojstveni vektori operatora
H za razlicite svojstvene vrijedosti), dakle, tvore bazu potprostora W. Potprostor W je invarijantan
s obzirom na operatore H i Y, a zbog tvrdnje (a) i s obzirom na operator X. Dakle, potprostor
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W je m—invarijantan. Neka je U # {0} m—invarijantan potprostor od W. Tada je potprostor U
invarijantan s obzirom na operator H, pa slijedi da sadrzi neki njegov svojstven vektor razlicit od
0. Dakle, Y"v € U za neki n € {0,...,m}. Ako je n < m, zbog invarijatnosti potprostora U s

obzirom na operator Y slijedi da su i vektori Y""!o, ..., Y™ sadrzani u U. Takoder, ako je n > 0
onda su zbog invarijantnosti potprostora U s obzirom na operator X i zbog tvrdnje (a) i vektori
Y Yy, ..., Yv,vsadrzani u U. To pokazuje da je U = W, tj. subreprezentacija my je ireducibilna.

Napokon, iz tvrdnje (a) za n = m + 1 slijedi 0 = (m + 1)(A — m)Y v, dakle, A = m.

Teorem 2.3.2. Neka je s TDS s kanonskom bazom {h,x,y}. Za svaki prirodan broj m + 1 (tj.
m € Z.) postoji do na ekvivalenciju toc¢no jedna ireducibilna (m+1)— dimenzionalna reprezentacija
7. U prostoru V' takve reprezentacije m postoji baza {vo, ..., v,} na koju operatori reprezentacije
djeluju ovako:

m(h)v, = (m—2n)v, za n=0,...,m;
7(z)vg = 0, m(x)v, =n(m—n+Dv,_1 za n=1,...,m;
T(Y)vy =vp41 2za n=0,....,m—1, 7(Y) Uy = 0.

Korolar 2.3.3. Neka je s TDS s kanonskom bazom {h,x,y} i neka je m reprezentacija od s na
konacnodimenzionalnom prostoru V. Tada je operator w(h) dijagonalizabilan i njegov je spektar
sadrzan uwZ. Zan € Z neka je V,, = {v € V;; w(h)v = nv} pripadni svojstveni potprostor operatora
mw(h). Tada je dim V,, = dim V_,, Vn € Z. Nadalje, u rastavu reprezentacije m u direktnu sumu
ireducibilnih reprezentacija multiplicitet (m + 1)—dimenzionalne ireducibilne reprezentacije jednak
je dim V,,, — dim V.

Zadatak 2.3.1. Dokazite korolar 2.5.5.
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2.4 Reprezentacije reduktivnih Liejevih algebri

Neka je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra. U ovom ¢emo odjeljku parametrizirati skup
klasa ekvivalencije svih kona¢nodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija od g, a zatim ¢emo u
sljede¢em odjeljku to primijeniti na parametrizaciju G za povezanu kompaktnu Liejevu grupu G.

U daljnjem je f Cartanova podalgebra od g, B invarijantna nedegenerirana simetri¢na bilin-
earna forma na g x g, R = R(g, b) sistem korijena od g u odnosu na h, R, neki sistem pozitivnih
korijena u R i B(R}) = {a,...,a,} pripadna baza sistema korijena. Kao i prije sa pu +— hy,
oznacavamo izomorfizam prostora h* na prostor h odreden nedegeneriranom formom Blh x b, tj.

B(h,h,) =p(h)  Vhehb.
Lema 2.4.1. Akojea € R, x € g4 1Y € §_o onda je
[z, y] = B(z, y)ha-
Zadatak 2.4.1. Dokazite lemu 2.4.1.
Uputa: Koristite invarijantnost forme B : B([z,y],h) = —B(z, [y, h]).

Lema 2.4.2. Za svaki o € R postoje h* € b, 2% € g4 @ Y* € g_o koji tvore kanonsku bazu
TDS—podalgebre od g, tj. takvi da je

[ha’xa] — 21.017 [ha’ya] — _QyOl’ I:xOl’ yOl] — hOl.

Dokaz: Stavimo 5
h® = ——h.
(aa)
Tada je a(h®) = 2, pa vrijedi [h%, x] = 2z Vo € g, 1 [h*,y] = —2y Yy € g_,. Prema tome, treba
jos samo izabrati “ € g, 1 y* € g_, tako da bude [z*, y*]h®. Mogucénost takvog izbora slijedi iz
leme 2.4.1., iz ¢injenice da je forma Blg, X g_, nedegenerirana i iz dim g, = dimg_, = 1. Doista,
x* € go \ {0} izaberimo proizvoljno. Neka je y € g_, \ {0}. Tada je B(z“,y) # 0 pa mozemo
definirati )
7 T (afa)Bly)”

Sada iz leme 2.4.1. slijedi da je [z, y] = h®.
Propozicija 2.4.3. Neka je m ireducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija od g. Tada su
svi operatori w(h), h € b, poluprosti.

Dokaz: Za svaki i € {1,...,¢} prema lemi 2.4.2. postoje h; € h, x; € go, 1 ¥i € §_a, koji
tvore kanonsku bazu TDS—podalgebre od g. Sada iz korolara 2.3.3. slijedi da je operator m(h;)
dijagonalizabilan, odnosno, poluprost. Prema Schurovoj lemi operatori w(z), z € Z(g), su skalarni
multipli jediniénog operatora. Kako je b = span{h,...,h} + Z(g), tvrdnja slijedi.

Zadatak 2.4.2. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g. DokazZite da su sljedeca tri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.
(b) Svi operatori w(h), h € b, su poluprosti.

(c) Svi operatori m(z), z € Z(g), su poluprosti.
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Za proizvoljnu, ne nuzno kona¢nodimenzionalnu, reprezentaciju m od g na kompleksnom pros-
toru V' iza pu € b* definiramo tzv. u—tezinski potprostor od V :

V,={veV; n(h)v = pu(h)v Yh € h}.

Ako je V,, # {0}, kazemo da je p tezina od V. Iz propozicije 2.4.3. slijedi da je u kona¢nodimen-
zionalnom sluc¢aju prostor V' direktna suma svojih tezinskih potprostora.

Pretpostavimo sada da je prostor V' kona¢nodimenzionalan i da je reprezentacija 7 ireducibilna.
Uvedimo parcijalni uredaj na skup tezina od V' ovako:

w> A = [t — A je suma korijena iz R,.
Neka je A tezina od V koja je maksimalna u odnosu na taj uredaj.

Lema 2.4.4. Vriyed:

(Ale)

(aa)
Dokaz: Za a € R, izaberimo h®, z%, y® kao u lemi 2.4.2. Tada kao u odjeljku 2.3. nalazimo da

jem(x*)V, C V4o Vi € h*. Prema izboru A funkcional A+« nije tezina za a € R, pa zakljucujemo

da je m(z*)V), = {0}. No tada je prema rezultatima odjeljka 2.3. svojstvena vrijednost A(h%)

nenegativan cijeli broj. Ali po definiciji elementa h* imamo

A = A ( 2 ha> _ olta) _ o (Ala)

() (ala) —(ala)

2 € Z+ VOZ S R+.

Element A € bh* koji zadovoljava
(Ao
(ale)

zove se dominantna integralna forma na f (u odnosu na izbor R, ).

2

€Z+ VOCERJr

Primijetimo da je za svaku tezinu p od V' i za o € R potprostor V), sadrzan u svojstvenom
potprostoru operatora 7(h*) sa svojstvenom vrijednoséu

ey — 201

(aa)
Stoga iz korolara 2.3.3. slijedi
Lema 2.4.5. Ako je u tezina od V, onda je
WD 7 vaer
(aa)

Takva se forma o zove integralna forma na b.
Lema 2.4.6. Ako je u tezina od 'V i o € R onda je i sapu tezina od V.

Dokaz: Neka je a € R i neka je s, = span {h®, z* y*} pripadna TDS podalgebra od g.
Neka je v € V,, v # 0. Tada postoji r € Z, takav da je w = w(z*)"v # 01 7(z*)" v = 0.
Prema propoziciji 2.3.1. tada je m = (u + ra)(h®) € Z; i 7(y*)w # 0za j = 0,...,m. Vektor
m(y*)/w nalazi se u tezinskom potprostoru Vi (_jj. To pokazuje da su p + (r — j)a tezine od

Wa i iz m = 20t
toj listi tezina. Precizno, za j = m —r je r — j = 2r — m, dakle, u + (2r — m)a je tezina od
(ptraja) (] (plex

(ala) slijedi m = QW + 2r, dakle, _QW = 2r — m, odnosno,

Vzaj=20,...,m. Sada iz squ = pu — 2 nalazimo da se s,pu nalazi u

V. S druge strane, iz m = 2
Oalt = b+ (2r — m)av.
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Definirat ¢emo sada pojam tzv.Vermaovih modula koji ¢emo iskoristiti u dokazu kljucnog
teorema ovog odjeljka, a bit ¢e nam od velike koristi i kasnije. Definiramo

n+:Z4—ga, b=h + n'.

aERy

b se zove Borelova podalgebra od g pridruzena Cartanovoj podalgebri h i izboru pozitivnih
korijena R,. Za p1 € h* neka je C, 1—dimenzionalan b—modul C na kome b djeluje sa p a n' sa
0. Definiramo Vermaov g—modul M (u) ovako:

M(p) =U(g) @u) C,.
Teorem 2.4.7. (a) Modul M(p) je direktna suma svojih tezinskih potprostora.

(b) A € b* je tezina modula M(u) ako i samo ako je p > A, odnosno, ako i samo ako je
A=pu— Z§=1 njoy za neke n,...,ng € Zy.

(c) Tezinski potprostor M (), je 1—dimenzionalan i razapet je sa 1 @y ) 1.

(d) Postoji jedinstven pravi maksimalan podmodul N od M () koji sadrzi svaki pravi podmodul
od M(p). N je suma svih podmodula koji imaju trivijalan presjek sa M(p),.

Dokaz: Ako definiramo

onda je g = n~ + b. Sada po PBW—teoremu vrijedi U(g) = U(n™)U(b). Stoga, ako stavimo
v =1Qup) 1 € M(u), onda je v # 01 M(pu) = U(n™)v. Odatle slijede tvrdnje (a), (b) i (c).
Nadalje, za podmodul V' od M(u) iz v € V slijedi V' = M (u). Dakle, ako je V' # M (u) onda je
V N Cv = {0}. Odatle slijedi tvrdnja (d).

Prema tvrdnji (d) prethodnog teorema modul M (x) ima jedinstven ireducibilan kvocijent, koji
¢emo oznacavati sa L(f).

Teorem 2.4.8. (a) Ako je V ireducibilan konacnodimenzionalan g—modul, onda V ima jedin-
stvenu maksimalnu teZinu i pripadni tezinski potprostor je 1—dimenzionalan. Oznacimo sa
Ay tu teZinu.

(b) Ako suV i W ireducibilni konacnodimenzionalni g—moduli, onda vrijedi V ~ W ako i samo
ako je Ay = Ay

(¢) Za svaku dominantnu integralnu formu A na by postoji ireducibilan konacénodimenzionalan
g—modul V' takav da je A = Ay

Dokaz: (a) Neka je pu neka maksimalna tezina modula V. Izaberimo v € V,, \ {0}. Tada iz
U(g)=Umn")U(b) iiz U(b)v = Cu slijedi V = U(g)v = U(n™)v. Neka je za svaki a € R, izabran
Yo € 8- \ {0}. Tada je {ya; o € R, } baza od n™, pa ako R, numeriramo kao {fi, ..., ,}, onda
je

tygd -y ma, . my, € Ly}

baza od U(n~). Prema tome, vektori

ygil'”yg:lnva ml,...,mn€Z+
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razapinju vektorski prostor V. No svaki od tih vektora je tezinski s tezinom

H— Z m;3;.
i=1

Odatle slijedi tvrdnja (a).

(b) Neka je V ireducibilan kona¢nodimenzionalan g—modul s najve¢om tezinom A. Prema
tvrdnji (b) teorema 1.4.26. postoji surjektivni homomorfizam g—modula sa M (A) na V. Bududi
da je modul V ireducibilan, jezgra tog epimorfizma je upravo najveéi pravi podmodul od M (A),
pa dobivamo da je V ~ L(A).

(c¢) Treba dokazati da je modul L(p) = M(u)/N konaénodimenzionalan ako je forma p domi-
nantna integralna. Neka je a korijen iz baze B(R,) od R odredene sa R, i neka je s pripadna
TDS—podalgebra od g s kanonskom bazom {h, z,y}. Stavimo m = p(h) + 1. Tvrdimo da tada u
Vermaovom modulu M (p) vrijedi v = ™ (1 ®u) 1) € N. Doista, ako je 3 € B(R;) i 3 # a, tada
je [gs,y] = {0}, pa je ggv = {0}. Nadalje, [z,y] = h, pa kao u odjeljku 2.3. imamo

2v = 2y" (18ur))1) = [2,y™](1 Qv 1) = my™ ' (h—m + 1)(1 @y 1) =0

jer je u(h) — m + 1 = 0. Prema tome, vrijedi ntv = {0}, dakle U(b)v = Cv. Odatle i iz
U(g) =U(n)U(b) slijedi da je U(g)v = U(n")v C N, dakle, v € N.

Neka je i dalje @« € B(Ry) i neka je s pripadna TDS—podalgebra od g s kanonskom bazom
{h,x,y}. Dokazat ¢emo sada da je za v € L(u) potprostor U(s)v konatnodimenzionalan. To je
istina ako je v slika od 1 ®y ) 1 pri epimorfizmu M (u) — L(). Oznacimo tu sliku sa w i stavimo
Z =U(s)w. Tada je

L(p) = U spanU,;(g)Z.
JELy
Svaki od potprostora span U;(g)Z je kona¢nodimenzionalan i s—invarijantan, pa tvrdnja slijedi.

Dokazat ¢emo sada da ako je A tezina od L(u) i o € W(g,h) onda je i oA tezina od L(u). To
slijedi za slucaj o = s, za a € B(R,) kao u dokazu leme 2.4.6., a opéenito iz ¢injenice da refleksije
Sa, @ € B(Ry), generiraju Weylovu grupu W(g, b).

Uocimo da zbog ¢injenice da po Schurovoj lemi centar Z(g) djeluje na L(x) skalarima, za tezine
A1y modula L(u) iz Albr = 7|br slijedi A = «. Dokazat ¢emo sada da modul L(x) ima samo
kona¢no mnogo tezina. Doista, neka je A tezina od L(i). Prema lemi 2.4.5. tezina A je integralna.
Nadalje, prema tvrdnji (e) teorema 2.1.23. Weylova grupa W(g, h) djeluje tranzitivno na skupu
Weylovih komora. Stoga postoji s € W(g, h) takav da je tezina sA dominantna integralna. Kako je
Weylova grupa konacna, dovoljno je dokazati da u L(u) postoji samo konactno mnogo dominantnih
integralnih tezina. Svaka tezina od L(u) je oblika A = u — v, gdje v suma korijena iz R,. Ako je
A dominantna, imamo

(AIA) = (p = v[A) < (plA) = (plp —v) < (pulp).

Prema tome, sve dominantne integralne tezine (to¢nije, njihove restrikcije na hgr) sadrzane su u
kugli radijusa ||u||, a kako integralne tezine tvore resetku u b, ima ih samo konaéno mnogo.
Napokon, za svaku tezinu od A od M(u) dimenzija tezinskog potprostora M (), jednaka je
broju nacina da se ;4 — A napise kao suma pozitivnih korijena. Posebno, svi su tezinski potprostori
od M(u), a time i od L(u), konacnodimenzionalni. Dakle, modul L(x) je konacnodimenzionalan.
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2.5 Reprezentacije kompaktnih Liejevih grupa

U ovom je odjeljku G kompaktna povezana Liejeva grupa s maksimalnim torusom 7 i g i t
njihove Liejeve algebre. Tada je g& kompleksna reduktivna Liejeva algebra i t© je njena Cartanova
podalgebra. U odjeljku 2.2. identificirali smo skup T svih neprekidnih homomorfizama grupe T
u multiplikativnu grupu S = {\ € C; |A\|] = 1} sa skupom svih R—linearnih T—integralnih
preslikavanja sa t u ¢R. Pri tome se R—linearno preslikavanje p : t — ¢R zove T'—integralno, ako
je u(L) C 2miZ, gdje je L = Ker(expy) = {z € t; expyx = e}. Identifikacija je dana sa

d
p(x) = Eu(eXpT tr)| odnosno, p(expyx) = e, x €t
t=0
Neka je R = R(g%, t%) sistem korijena od g® u odnosu na Cartanovu podalgberu t©. Znamo da su
restrikcije korijena iz R na t integralne R—linearne forme sa t u iR. Nekajea € R,y € gC iz € t.
Tada je
a(x)

Ad(expp x)y = %y = @y,

Ako je x € L = Ker (expy) dobivamo
@y =y Wy e gt = a(r) € 2miZ.

Time je dokazano da je o(L) C 2miZ, odnosno, svi korijeni @ € R su ne samo integralne nego i
T'—integralne forme. Dakle, sistem korijena R identificira se s podskupom od 7.

Neka je 7 reprezentacija grupe G na kona¢nodimenzionalnom kompleksnom prostoru V. Tada
znamo da je sa

d
m(x) = &W(exp tr)| T Eg,
t=0

definirana reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V' koja u potpunosti opisuje polaznu

reprezentaciju grupe G. U stvari, buduéi da je po tvrdnji (¢) teorema 2.2.2. preslikavanje exp :
g — G surjektivno, reprezentacija m od G dobiva se iz gore definirane reprezentacije m od g ovako:

m(exp x) = @, T Eg.

Istim znakom 7 ozna¢avamo i pripadnu reprezentaciju kompleksifikacije g© od g na prostoru V.
Sada mozemo primijeniti glavni rezultat prethodnog odjeljka kako bismo u potpunosti opisali
G. U tu svrhu izaberimo neki sistem R, pozitivnih korijena u R u odnosu na koji definiramo
dominantne forme na t©.

Teorem 2.5.1. Za dominantnu integralnu formu p na t© koja je T —integralna postoji ireducibilna
unitarna reprezentacija grupe G éija je kompleksifikacija diferencijala ekvivalentna g—modulu
L(p). Oznacimo klasu ekvivalencije te reprezentacije sa y,. Tada je

G= {Vu; p dominantna integralna T — integralna forma na ©1.

Dokaz: Neka je G jednostavno povezana natkrivajuéa grupa od G i neka je Z jezgra natkri-
vanja p : G — G. Buduéi da je G povezana jednostavno povezana Liejeva grupa s Liejevom
algebrom g, postoji jedinstvena reprezentacija m od G na prostoru L(u) ¢ji (kompleksificirani)
diferencijal daje djelovanje g€ na L(u). Treba samo dokazati da je Z C Kern, tako da se re-
prezentacija m moze spustiti na G. U tu svrhu stavimo T = p~Y(T). Tada je Z podgrupa od
T i p|T : T — T je epimorfizam. Sadaiz Z C T C G, T ~ T/Z i G ~ é/Z slijedi da je
kanonsko preslikavanje G/T — G/T bijekcija, dakle, homeomorfizam. Po tvrdnji (d) teorema,
2.2.2. mnogostrukost G /T je jednostavno povezana. Dakle, i mnogostrukost G / T je jednostavno
povezana.
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Zadatak 2.5.1. Neka je G povezana Liejeva grupa @ H zatvorena podgrupa od G takva da je
mnogostrukost G/H jednostavno povezana. DokaZite da je tada grupa H povezana.

Uputa: Neka je Hy komponenta povezanosti jedinice u grupi H. Dokazite da je kanonsko
preslikavanje G/Hy — G/H natkrivanje, a zatim iskoristite propoziciju 1.6.46.

Iz prethodnog zadatka slijedi da je podgrupa T grupe G povezana. Stoga je p\T T — T
natkrivanje. Slijedi p o exp; = expy; doista, p o exps i expy su analiticki homomorfizmi aditivne
grupe t u grupu 7" koji oba imaju diferencijal jednak identiteti na t. Neka je sada z € Z i neka je
x € t takav da je expsx = 2. Tada je exprx = p(exps ) = p(z) = e, dakle, z € Ker(expy). Po
pretpostavci je forma p T—integralna, tj. p(Ker(exps)) C 2miZ. Dakle, vrijedi p(z) = 2min za
neki n € Z. Za v € L(i),, v # 0, je v = p(z)v, dakle, 7(2)v = et®y = ™My = v. To pokazuje
da je 7(2)|L(pt), identiteta na L(yu),. No kako je Z centralna podgrupa od G i reprezentacija 7
je ireducibilna, po Schurovoj lemi je operator m(z) multipl identitete Ir,). Slijedi 7(2) = I
Vz € Z, odnosno, zaklju¢ujemo da doista vrijedi Z C Ker 7. Time je teorem 2.5.1. u potpunosti
dokazan.
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2.6 Definicija i struktura realnih reduktivnih grupa

Neka je K = R ili K = C. Zan € N sa GL(n, K) oznacavamo grupu svih invertibilnih
elemenata unitalne algebre M, (K) svih kvadratnih matrica n—tog reda s koeficijentima iz K.
Tada je GL(n, K) = {g € M,(K); det(g) # 0}, dakle, to je otvorena podmnogostrukost analiticke
mnogostrukosti M, (K) ~ K" (= R™ili ~ R?"). Nadalje, mnoZenje i invertiranje su ocito analiticka
preslikavanja, pa je GL(n, K) Liejeva grupa. Njena se Liejeva algebra prema razmatranjima
u odjeljku 1.6. moze identificirati s Liejevom algebrom gl(n, K) koja se kao vektorski prostor
podudara sa M, (K), a komutator je zadan sa

[xay] =Ty —yx, xayeg[(TL)K)

Nadalje, eksponencijalno preslikavanje se uz ovakvu identifikaciju podudara s eksponenciranjem
matrica r — e”.

Za kompleksnu polinomijalnu funkciju f na M, (C) kazemo da je definirana nad R ako su

njene vrijednosti na M, (R) realne. Pretpostavimo sada da su fi, ..., f,, kompleksne polinomijalne
funkcije na M,,(C) definirane nad R takve da je
Ge={g€ GL(n,C); filg) =" = fm(g) =0}

podgrupa od GL(n,C). Tada se G¢ zove afina algebarska grupa definirana nad R. Za pod-
grupu Gg = G¢ N GL(n,R) kazemo da je njena grupa realnih tocaka. Ako vrijedi g* € G¢ za
svaku g € G¢, kazemo da je afina algebarska grupa G¢ simetriéna. Tada vrijedi ¢* = ¢* € Gg
za svaku matricu g € G pa je sa

dg)=(97")", g€Gr,

definiran automorfizam ¥ grupe Gg. Taj je automorfizam involutivan i zove se Cartanova in-
volucija grupe Gg. Sve su te grupe naravno Liejeve grupe (zatvorena podgrupa Liejeve grupe je
Liejeva grupa).

Liejeva grupa G zove se realna reduktivna grupa, ako postoji konac¢no natkrivanje
p : G — Gy, gdje je Gy otvorena podgrupa neke grupe Gg realnih tocaka simetricne afine al-
gebarske grupe G definirane nad R. Napominjemo da u ovoj definiciji dopustamo da su grupe G
i Gy nepovezane. Da je p : G — (G konacno natkrivanje znaci da je p epimorfizam kome je jezgra
Ker p kona¢na centralna podgrupa od G. Liejevu algebru od G mozemo identificirati s Liejevom
algebrom g od Gg. Ako je grupa G¢ definirana pomoc¢u polinomijalnih funkcija fi, ..., f,, defini-
ranih nad R kao u prethodnom odlomku, onda je

g={z€gl(n,C); " € Gc NGL(n,R) Vt e R} =

= {z € gl(n,R); fi () = = fn (¢') =0Vt € R}.

Bududi da je Cartanova involucija ¥ automorfizam od G, njen je diferencijal, koji ¢emo takoder
oznacavati sa 1, involutivni automorfizam Liejeve algebre g. Iz definicije ¥ odmah slijedi

I(r) = —2* = -2, x € g.

I taj se automorfizam zove Cartanova involucija.

Navest ¢emo sada niz primjera realnih reduktivnih grupa. To su neke tzv. klasicne realne
reduktivne grupe.
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1. GL(n,R) je ocito realna reduktivna grupa.

2. SL(n,R). Neka je SL(n,K) = {g € GL(n, K); det(g) = 1}. Kako je g — det(g) — 1 poli-
nomijalna funkcija na M, (C) definirana nad R, SL(n, C) je afina algebarska grupa definirana nad
R i SL(n,R) je njena grupa realnih tocaka. Nadalje, det (¢*) = det(g), pa vidimo da je SL(n,C)
simetri¢na podgrupa od GL(n,C). Dakle, SL(n,R) je realna reduktivna grupa.

3. GL(n,C). Promatramo C" kao R?*" i mnoZenje sa i ozna¢imo sa J. Tada je
GL(n,C)={g9 € GL(2n,R); gJ — Jg = 0}.
Identifikaciju C" sa R?" moZemo odabrati tako da je J* = —.J.
Zadatak 2.6.1. Dokazite da na opisan nacin GL(n,C) postaje realna reduktivna grupa.
4. SL(n,C).

Zadatak 2.6.2. Smyjestite SL(n,C) u GL(2n,R) na takav nacin da bude vidljivo da je SL(n,C)
realna reduktivna grupa.

5. O(p,q). Neka su p,q € Zy in = p+ q > 0. Promatramo R" kao direktnu sumu RP i R? i
neka je I, , operator na R™ zadan sa I, ,|RP = Igs i I, ;|R? = —Is. Definiramo grupu

O(p,q) = {9 € GL(n,R); glp,qgt = lpq}-

Ocito je grupa O(0,n) = O(n, 0) kompaktna grupa svih ortogonalnih realnih matrica n—tog reda.
Tu grupu oznacavamo krace sa O(n).

Zadatak 2.6.3. Dokazite da je O(p,q) realna reduktivna grupa.

6. SO(p,q) = O(p,q) N SL(n,R) je realna reduktivna grupa. Pisemo SO(0,n) = SO(n,0) =
= 50(n).

7. U(p,q). Neka su opet p,q € Z, i n = p+ ¢ > 0. Promatramo C" kao direktnu sumu C?
i CY i te prostore promatrane nad R identificiramo kao u primjeru 3. sa R**, R? i R%. Tada je
U(p,q) = GL(n,C) N O(2p,2q) realna reduktivna grupa. U(n,0) = U(0,n) je kompaktna grupa
svih kompleksnih unitarnih matrica n—tog reda i oznacavamo je sa U(n).

8. SU(p,q) = U(p,q) N SL(n,C) je realna reduktivna grupa. Pisemo SU(n,0) = SU(0,n) =
= SU(n).

9. Sp(n,R). Uzmimo J na R** kao u primjeru 3. Tada je
Sp(n,R) = {g € GL(2n,R); gJg' = J}
realna reduktivna grupa.
Poluprosta Liejeva grupa je Liejeva grupa ¢ija je Liejeva algebra poluprosta.

Propozicija 2.6.1. Povezana poluprosta Liejeva grupa s konacnim centrom je realna reduktivna
grupa.
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Dokaz: Neka je g poluprosta (realna) Liejeva algebra i G povezana Liejeva grupa s Liejevom

algebrom g ¢iji je centar Z = {z € G; gz = zg Vg € G} konacan. Neka je B = B, Killingova
forma od g. Neka je 7 kompaktna konjugacija kompleksifikacije g®. Pokazuje se da 7 mozemo
izabrati tako da bude 7(g) = g. Tada je ¥ = 7|g involutivni automorfizam realne Liejeve algebre
g. Pomocu tvrdnje (a) u zadatku 2.2.5. slijedi da je sa

(zly) = =B(z,9(y)),  wyeg,

zadan skalarni produkt na realnom prostoru g. Neka je {x1,...,z,} ortonormirana baza od g u
odnosu na taj skalarni produkt. Tada se g identificira sa R™. Neka je

Ge = Aut(g®) = {9 € GL(n,C); [g(x), 9(y)] = g([x,y]) Vz,y € g°} =

={9 € GL(n,C); [g(:), 9(xj)] = g([ws, 45]) Vi, j € {1,...,n} }.

Dakle, G je afina algebarska grupa definirana nad R. Seskvilinearno prosirenje skalarnog produkta
sa g na g© je skalarni produkt na g®, a kako je 9 = 7|g i 7 je antilinearno preslikavanje, lako se
vidi da je taj skalarni produkt na g® dan sa

(zly) = —=B(z,7(y)), =ye€g"

Neka je g € Go = Aut(g®) i neka je ¢g* adjungiran operator na g© u odnosu na gornji skalarni
produkt. Imamo redom za proizvoljne z,y € g° :

(9" (@)ly) = (zlg(y)) = —B(x,79(y)) = —B(7(x),9(y)) =

= —B(g '7(x),y) = —B(rg '7(x),7(y)) = (r9~'7(2)]y).
Dakle, vrijedi
g =191,

a kako je ¢g~' (linearni) automorfizam, a 7 (antilinearni) automorfizam od g%, slijedi da je g¢*
automorfizam od g©, odnosno, ¢* € G¢. Time je dokazano da je grupa G¢ simetriéna. Imamo
Gr = Aut(g) i ako sa Gy oznacimo komponentu povezanosti grupe Gg, onda je Ad : G — Gy
natkrivanje od Gy. Prema tome, G je realna reduktivna grupa u smislu nase definicije.

Neka je G realna reduktivna grupa s Liejevom algebrom g. Podrazumijevamo sve pretpostavke
i oznake kao u definiciji realne reduktivne grupe. Definiramo sada simetri¢nu bilinearnu formu B
na g x g sa
B(z,y) = trzy, x,y € g.

Zaz € g je V(x) = —x* € g. Stoga je sa
(zly) = —=B(z,d(y)) = trzy”,  zye€g,

definiran skalarni produkt na realnom prostoru g. Odatle slijedi da je forma B nedegenerirana.
Neka je
t={reg Jz) =2} i p={rcg V)= -z}

Tada je g = & + p i to se zove Cartanova dekompozicija od g. Buduéi da je ¥ automorfizam
od g, ocito je € Liejeva podalgebra od g i vrijedi

ep]Cp i [p,p]CE

Propozicija 2.6.2. ¢ je Liejeva algebra kompaktne podgrupe od G.
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Dokaz: Prije svega uocimo da je £ Liejeva algebra podgrupe O(g) N Gg, gdje je O(g) ortogo-
nalna grupa realnog unitarnog prostora g. Doista, Liejeva algebra od O(g) N G je

{reg e eO0(g) VteR}={reg ("yl"2)=(y|]z) VtER i Vy,z € g} =

={reg ("ylz)=(yle ™) t €ER i Vy,z € g} =
={zxeg tr (etmyz*) =tr (y (e_mz)*) VieR i Vy,z€g}=
={zeg tr(e”yz*) =tr (e_tm*yz*) VteR i Vy,z € g}
Kako je forma (y, z) — tryz* nedegenerirana na g x g, ovo je dalje jednako

PyvteRiVyegl={recg z=—2"}=¢t

{reg ®y=c”
Dakle, ¢ je Liejeva algebra kompaktne podgrupe O(g) NG grupe Gg. No tada je ujedno £ Liejeva
algebra njene otvorene podgrupe O(g) N Gy koja je takoder kompaktna. Kako je p : G — G
natkrivanje, £ je takoder Liejeva algebra totalnog inversa p~'(O(g) N Gy). Medutim, natkrivanje p
ima kona¢nu jezgru, pa je p~1(O(g) N Gy) kompaktna podgrupa od G.

Oznacimo sada istim znakom B C—bilinearno progirenje forme B sa g na g®. Naravno, tada je
B(z.y) =tray,  w,y€g".

Stavimo

u==¢+4 ip.
Tada je u o¢ito realna forma prostora g%, a iz [€,€] C € [€,p] Cpi[p,p] C € slijedi da je [u,u] C u,
dakle, u je realna forma kompleksne Liejeve algebre g©. Bilinearna forma B|uxu je nedegenerirana
i negativno definitna. Prema tome, sa

(x|y> = _B(x7y>7 T,y €U,

zadan je invarijantan skalarni produkt na u. Dakle, Liejeva algebra u je kompaktna, odnosno, u je
kompaktna forma od g©. Posebno, u je reduktivna realna Licjeva algebra. Iz definicije reduktivne
Liejeve algebre (radikal jednak centru) odmabh slijedi da je realna Liejeva algebra reduktivna ako i
samo ako je njena kompleksifikacija redduktivna. Stoga najprije zakljué¢ujemo da je g& kompleksna
reduktivna Liejeva algebra, a zatim da je njena realna forma g realna reduktivna Liejeva algebra.
Time smo dokazali:

Propozicija 2.6.3. Liejeva algebra g realne reduktivne grupe G je reduktivna.

Proucit ¢emo sada globalnu strukturu realne reduktivne grupe G. Najprije ¢emo promatrati
grupu Gq koja je otvorena podgrupa od G i Cije je G konac¢no natkrivanje.

U dokazima ¢emo koristiti neke opce rezultate o operatorima na kona¢nodimenzionalnom real-
nom unitarnom prostoru V. Sa H (V') ozna¢imo potprostor prostora L(V') svih hermitskih operatora
na unitarnom prostoru V, tj.

H(V)={A e L(V); (Avjw) = (v|Aw) Yv,w € V'}.
Nadalje, neka je P(V) podskup od H(V') svih pozitivno definitnih operatora, tj.

P(V)={AeH(V); (Avjv) >0 Yo e V\ {0} } ={A e H(V); Sp(A) C R} = (0,+00) }.
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Ocito je P(V) otvoren podskup od H(V'), dakle, otvorena podmnogostrukost od H(V) ¢iji se
tangencijalni prostor u svakoj tocki identificira s prostorom H(V'). Napokon, sa O(V') oznacavamo
kompaktnu grupu svih ortogonalnih operatora na prostoru V, tj.

OWV)={Ae L(V); (Av|Aw) = (v|w) Yv,w € V'}.

O(V) je Liejeva grupa i njena Liejeva algebra o(V) je Liejeva algebra svih antihermitskih operatora
na unitarnom prostoru V' :

o(V)={A e L(V); (Avjw)+ (v|Aw) =0 Yo,w € V'}
Teorem 2.6.4. (a) A e je bianaliticka bijekcija sa H(V) na P(V).
(b) Mnozenje (A, B) — AB je bianaliticka bijekcija sa O(V') x P(V) na GL(V).
Zadatak 2.6.4. DokaZite da je preslikavanje A — e? bijekcija sa H(V) na P(V).

Uputa: Koristite ¢injenicu da za svaki A € H(V') vrijedi

V= Z +VA(A)

AESP(A)

gdje je Sp(A) spektar operatora A iza A € Sp(A) je V\(A) pripadni svojstveni potprostor.

Dokaz teorema 2.6.4. (a) Prema zadatku 2.6.4. preslikavanje
exprAmet =Y Lar
P - n!
neZ4

je bijekcija sa H(V') na P(V) i ocito je to preslikavanje analiticko. Stoga jos samo treba dokazati
da je za svaki B € H(V) diferencijal Tg(exp) izomorfizam tangencijalnog prostora Tp(H(V)) na
tangencijalni prostor Tz (P(V)). I jedan i drugi tangencijalni prostor identificiraju se s prostorom
H(V), pa je dovoljno dokazati injektivnost. U tu svrhu pretpostavimo da su A, B € H(V) takvi
da je Tp(exp)A=0. Nekasu f: R —H(V)ivy:R — P(V) C®—krivulje definirane sa

Bt)=B+tA,  At)=exp f(t) ="V, teR,
tako da je
BO)=B, F0)=4  y0)=e”  +(0)=Tp(exp)A=0.

Deriviranjem jednakosti 3(¢)y(t) = v(t)8(t) u tocki t = 0 dobivamo Ae? = e® A. Tmamo svojstveni
rastav prostora u odnosu na operator B :

V=) +W(B). (2.4)

AESP(B)
Nadalje, Sp (e”) = {e*; M e Sp(B)} ie* # et ako su A, u € R medusobno razliciti. Stoga je
Ver (%) =Vi(B) VA € Sp(B),

odnosno, (2.4) je ujedno svojstveni rastav prostora ¥V u odnosu na operator e?. Iz komutiranja
operatora A i e slijedi da su svi svojstveni potprostori od e” invarijantni s obzirom na operator



2.6. DEFINICIJA I STRUKTURA REALNIH REDUKTIVNIH GRUPA 109

A. To znaci da su svi svojstveni potprostori operatora B invarijantni s obzirom na operator A.
Odatle je AB = BA. Sada imamo
v(t) = ePet4 = 0=+/(0)=e"A = A=0.

Time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Neka je log : P(V) — H(V) inverzno preslikavanje bijekcije exp : H(V) — P(V). Prema
(a) znamo da je to preslikavanje analiticko. Neka susada A € O(V), C € H(V) i B = e“. Nadalje,
neka je G = AB = Ae®. Tada imamo G* = BA™!, pa je €2 = B? = G*G, a odatle je

1 1 1
C= ) log(G*G), B =exp (5 log(G*G)) i A=CGexp (—5 log(G*G)> .

Kako je za svaki G € GL(V) operator G*G hermitski i pozitivno definitan, iz gornjih jednakosti
slijedi da je (A, B) — AB analiticka bijekcija sa O(V) x P(V') na GL(V'). Nadalje, vidi se da je

inverzno preslikavanje

1 1
G+ (G exp (—5 log(G*G)) , exp (5 log(G*G)>>
i to je preslikavanje ocito takoder analiticko.

Sjetimo se da je Cartanova involucija ¢ od G automorfizam grupe Gp definiran sa
I(g) = (¢7)"; istim znakom ¥ oznacavamo i njegov diferencijal i to je automorfizam Liejeve
algebre g dan sa ¥(z) = —x*. Stavimo

Ko = {g € Go; 9(9) = g}.
Tada je
Ko={9€Go; (¢7) =9} ={9€Go; g =97} =GoNO(g),
dakle, to je kompaktna podgrupa od Gj.
Propozicija 2.6.5. Preslikavanje Ko X p — Gy, zadano sa (k,x) — ke®, je bianaliticka bijekcija.

Dokaz: Neka je g € Gy. Prema teoremu 2.6.4. matrica g moze se na jedinstven nacin napisati
u obliku g = ue”, gdje je matrica u ortogonalna, a matrica = hermitska. Tada je g*g = €**. Neka
su fi,..., fm polinomijalne fukcije koje definiraju grupe G¢ i Gg. Kako je (¢*g)* € Gr Vk € Z,
slijedi da je

fi (e%“”) = = fm (e%x) =0 Vk € Z,
a kako su f; polinomijalne fukcije, zakljucujemo da je
fi (et’”) = = fm (em) =0 vt € R.

To znaéi da je e € Gy Vt € R, pa slijedi da je » € g. Kako je x = 2* = —d(z), vrijedi z € p.
No tada je u = ge™* € G, dakle, u € Gy N O(g) = Ky. Time smo dokazali da je preslikavanje iz
iskaza propozicije surjektivno.

Pretpostavimo sada da je ue® = ve? za neke u,v € Kgix,y € p. Tada je

e* = (ue”)" ue® = (ve¥)" ve¥ = %,
a kako su x,y hermitske matrice, slijedi 2z = 2y, dakle, x = y. No tada slijedi i © = v. Time
je dokazano da je preslikavanje iz iskaza propozicije i injektivno, dakle, bijektivno. O¢cito je to
preslikavanje analiticko. Analiticnost inverznog preslikavanja slijedi iz dokaza tvrdnje (b) teorema
2.6.4.

Iz propozicije 2.6.5. imamo sljedec¢e dvije neposredne posljedice:
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Korolar 2.6.6. 9(Gy) = Gj.
Korolar 2.6.7. Kvocijentna mnogostrukost Go/ Ky je povezana i jednostavno povezana.

Neka je sada a potprostor od p koji je maksimalan medu Liejevim podalgebrama od g sadrzanim
u p. Kako je [p,p] C &, jasno je da je a komutativna podalgebra od g. Svaki takav potprostor zove
se Cartanov potprostor od p. Svaki h € a je hermitski operator. Dakle, svi se operatori h € a
mogu simultano dijagonalizirati. No tada se i operatori ad h, h € a, na prostoru g mogu simultano
dijagonalizirati. Za p € a* stavimo

g" ={zx €g; [hx] =pu(h)x Vh € a}.
Nadalje, stavimo
R(g.a) ={p€a’ n#01ig"#{0}}
Spomenuta simultana dijagonalizabilnost operatora ad h, h € a, znaci da je

g=¢"+ > Fo"
)

HER(g,a

Kako je dla = —I, slijedi 9(g°) = g°, dakle, g° = €N g° + p N g° Nadalje, a C png’i
zbog maksimalnosti a medu podalgebrama od g sadrzanim u p slijedi da je p N g = a. Stavimo
m = £Ng". Uocimo da je m Liejeva podalgebra od €, a kako je prema propoziciji 2.6.2. £ Liejeva
algebra kompaktne podgrupe od G, slijedi da je Liejeva algebra m reduktivna u g i, posebno, m
je reduktivna Liejeva algebra. Nadalje, imamo g° = m + a, dakle,

g=m+4 a+ Z +g". (2.5)
HER(g,a)

Stavimo sada
o ={h€a u(h)#0 Yu € R(g,a)}.
Fiksirajmo hy € ' i neka je
P = {;i€ R(,0); ulho) > 0},
Tada je ocito R(g,a) = PU(—P) i PN (—P) = (. Stavimo

n:2+g“, ﬁzz+g‘“.

neP neP

Lako se vidi da je [g, g”] C g'™ i da za p,v € P takve da je p+ v € R(g,a) vrijedi up+ v € P.
Odatle slijedi da su n i n Liejeve podalgebre od g. Iz (2.5) se vidi da je

g=n+m+atn (2.6)
Nadalje, kako je ¥|a = —1,, ocito je ¥(g") = g~ * Vu € R(g,h). Prema tome, vrijedi
J(n) =m. (2.7)

Propozicija 2.6.8. Vrijed:
g=t+a+n
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Dokaz: Neka je ¢ : g — g projektor prostora g na potprostor £ duz potprostora p. Iz definicije
tip imamo da je ¢ = 3(I; + ). Sada je ¢(g) = € i ¢(a) = {0}. Nadalje, za z € n je ¥(z) € 1, pa
imamo

d0(2)) = 55 + D)) = 5(9(a) + 1) = (e

posebno, vrijedi ¢(n) = ¢ () . Prema tome, iz (2.6) i (2.7) slijedi da je g(n + m) = tidajeg[n + m
injekcija (tj. izomorfizam sa n + m na €). Odatle je

dim ¢+ dim (a + n) = dim (@ + m) + dim (a + n) = dim g. (2.8)
Neka je sada x € €N (a + n) ineka su h € aiy € n takvi da je x = h +y. Tada je
O=z—9Y@)=h+y—9(h)—9y) =2h+y—I(y).

Medutim, prema (2.7) je ¥(y) € n, pa iz (2.6) slijedi da je h = y = 0, dakle, x = 0. Time je
dokazano da je €N (a + n) = {0}, a odatle i iz (2.8) slijedi tvrdnja propozicije.

Rastav u propoziciji 2.6.8. zove se Iwasawina dekompozicija Liejeve algebre g. Dokazat
¢emo sada Iwasawinu dekompoziciju grupe G,. Neka su A; i N; povezane Liejeve podgrupe
od Gy s Liejevim algebrama a i n.

Propozicija 2.6.9. Preslikavanje mnozenja Ay x Ny X Ky — Gy, (a,n, k) — ank, je bianaliticka
bijekcija.

Dokaz: Svi h € a su hermitski operatori na realnom unitarnom prostoru koji medusobno
komutiraju. Odatle i iz tvrdnje (a) teorema 2.6.4. slijedi da je A; zatvorena podgrupa od Gy i da
je preslikavanje h + e bianaliticka bijekcija sa a na A;.

Neka je sada hg € o prije fiksirani element. Neka je {vi,...,v,} ortonormirana baza od
R" = M, 1(R) sastavljena od svojstvenih vektora operatora hy i neka su pq,...,u, pripadne
svojstvene vrijednosti od hg, tako da je hov; = pjv; za 7 = 1,...,n. MoZemo pretpostaviti da
je numeracija takva da je p; > pj41 za j = 1,...,n — 1. U odnosu na tu bazu elementi od n
imaju striktno gornje trokutaste matrice. Dokazat ¢emo sada da je A;N; zatvorena podgrupa od
Gy. Doista, to je o¢ito podgrupa jer je grupa A; sadrzana u normalizatoru grupe N;. Nadalje,
pretpostavimo da su nizovi (a;)jen u A1 1 (nj)jen u Ny takvi da niz (a;n;);jen konvergira prema
g € Gyp. Bududi da su dijagonalni elementi matrice a;n; ujedno dijagonalni elementi dijagonalne
matrice a;, slijedi da niz (a;);en konvergira prema nekom a € GL(n,R). No tada i niz (n;),en
konvergira prema nekom n € GL(n,R). Kako je Gg zatvorena podgrupa od GL(n,R), slijedi da
su a,n € Gg. Nadalje, A; je zatvorena podgrupa od Gy, pa slijedi da je a € A;.

Matrica n je gornje trokutasta s jedinicama na dijagonali, jer su takve sve matrice n;. Treba
nam sada sljede¢i opéi rezultat o matricamas:

Lema 2.6.10. Neka je N(n,R) grupa svih gornje trokutastih matrica v GL(n,R) s jedinicama
na dijagonali i n(n,R) Liejeva algebra svih striktno gornje trokutastih matrica iz gl(n,R). Tada je
A — e bianaliticka bijekcija sa n(n,R) na N(n,R). Inverzno je preslikavanje dano sa

1
log: B — ZE(B_I)k’
k>1

Zadatak 2.6.5. Dokazite lemu 2.6.10.

Uputa: Gore definirano preslikavanje log : N(n,R) — n(n,R) je oc¢ito analiticko. Dokazite da
je ono i lijevo i desno inverzno analitickom preslikavanju exp : n(n,R) — N(n,R), exp A = .
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Iz leme 2.6.10. slijedi da je n; = ¢™ za neke x; € nizbog bianaliticnosti i bijektivnosti preslika-
vanja exp : n(n,R) — Nj(n,R) slijedi da niz () ey konvergira prema nekoj matrici z € n(n,R) i
da je n = e”. Bududi da su svi z; € n, slijedi € n, dakle, n € N;. Time je dokazano da je A;NV;
zatvorena podgrupa od Gy.

Oznacimo sada sa ¢ preslikavanje mnozenja A; x Ny x Ky — G iz iskaza propozicije i proma-
trajmo njegov diferencijal T(qn 1) (¢) : @ X n X € — g u bilo kojoj tocki (a,n,k) € Ay x Ny x K.

Zadatak 2.6.6. Dokazite da za H € a, X e n 1Y € € vryjeds
Tlank) (@) (H, X,Y) = aHnk + anXk + ankY.

Uputa: Uocite da je (H,X,Y) = (H,0,0) + (0,X,0) + (0,0,Y) te racunajte odvojeno
T(a,n,k)(%@)(Ha 0, 0)7 T(a,n,k) (90) (Oa X) 0) 1 T(a,n,k)(go)((L 05 Y)

Dakle, ako je T{q 1) (¢)(H, X,Y) =0, onda je

aHnk + an Xk + ankY = 0.

1

MnozZenjem s lijeva sa n~ta™! i zdesna sa k= dobivamo

n'Hn+ X +kYEk™' =0.

Lako se vidi da je n"'Hn € a+n, dakle, n"'Hn + X € a + n. Nadalje, kYk™! € €. Zbog di-
rektnosti sume u propoziciji 2.6.8. slijedi da je kYk™' =0in'Hn+ X = 0. Odatle je Y =0 i
H+nXn! =0, akako je nXn~! € n, iz direktnosti sume a +n slijedi H = 0i X = 0. Time smo
dokazali da je diferencijal preslikavanja ¢ u svakoj tocki izomorfizam sa axn x € na g. Odatle slijedi
da je slika od ¢ otvorena u G,. Kako je Ky kompaktna podgrupa od Gy, a A;N; je zatvorena
podgrupa od Gy, slika od ¢ je i zatvorena u Gy. Dakle, slika A; N K, preslikavanja ¢ je unija
komponenata povezanosti grupe Go. Medutim, Ky C A; N1 Ky, a po propoziciji 2.6.5. grupa Ky
sijece svaku komponentu povezanosti od Gy. Odatle slijedi da je ANy Ky = Gy, tj. preslikavanje
@ je surjekcija sa A1 x Ny x Ky na G.

Vidjeli smo da je diferencijal tog preslikavanja u svakoj tocki izomorfizam tangencijalnih pros-
tora, pa treba jos samo dokazati da je to preslikavanje injektivno. Pretpostavimo da su a,d’ € Ay,
n,n’ € Ny ik, k' € K takvi da je ank = o/n’k’. Tada je (a'n’) " an = k'k~'. U matriénog prikaza
u prije izabranoj bazi lijeva je strana gornje trokutasta s pozitivhom dijagonalom, a desna ortogo-
nalna. Slijedi da su obje strane jednake jedini¢noj matrici. Dakle, ¥ = ki a'n’ = an. Ponovo zbog
prikaza u izabranoj bazi slijedi ' = a, dakle i n’ = n. Time je dokazana injektivnost preslikavanja
©, odnosno, propozicija 2.6.9. je u potpunosti dokazana.

Ove ¢emo rezultate sada prenijeti na grupu G. Neka je p : G — Gy (kona¢no) natkrivanje.
Stavimo K = p~!(Kj). Naravno, kako je K, kompaktna podgrupa od Gy i p : G — Gy je
epimorfizam s konac¢nom jezgrom, K je kompaktna podgrupa od G. Neka su A i N povezane
Liejeve podgrupe od G s Liejevim algebrama a i n.

Teorem 2.6.11. (a) Preslikavanje K x p — G, (k, X) — k(exp X), je bianaliticka bijekcija.
(b) Preslikavanje mnozenja A x N x K — G, (a,n, k) — ank, je bianaliticka bijekcija.

Dokaz: Iz propozicije 2.6.5. i 2.6.9. slijedi da su oba preslikavanja surjektivna, a kako je dife-
rencijal natkrivanja p u svakoj tocki identiteta na g, iz dokaza tih dviju propozicija slijedi i da su
diferencijali tih dvaju preslikavanja u svakoj tocki izomorfizmi tangencijalnioh prostora. Dakle,
treba jos samo dokazati da su dva preslikavanja injektivna.
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(a) Neka su k, k' € K ixz,2" € p takvi da je k(exps ©) = k' (expg 2'). Vrijedi p(expqs y) = €
Vy € g. Stoga primjenom natkrivanja p na obje strane jednakosti k(exps =) = k'(exps 2’) dobi-
vamo p(k)e” = p(k')e*’. Sada iz propozicije 2.6.5. slijedi = 2, a odatle je i k = k.

(b) Prije svega uoc¢imo da su restrikcije p|A: A — A; i p|N : N — Nj izomorfizmi grupa. Za
restrikciju p| A to slijedi iz ¢injenice da je ona natkrivanje i da je A; jednostavno povezana. I druga
je restrikcija p| N natkrivanje pa treba jos samo uociti da je i grupa N; jednostavno povezana. U
tu svrhu za prije fiksirani hy € a stavimo a; = exp thg, t € R. Kako je Liejeva algebra n razapeta
svojstvenim vektorima operatora ad hg sa striktno pozitivnim svojstvenim vrijednostima i kako je
Ada; = et zakljuéujemo da je

lim (Ada)r=0  Vren

t——o00

Nadalje, vrijedi a;(exp x)a; ' = exp((Ada;)x), pa slijedi

tlim a;(exp r)a;' =e  Vr en.
——00

Kako je {exp x; x € n} okolina jedinice u Ny, ona generira grupu N; pa zaklju¢ujemo da vrijedi

tlggo ama; b = e Vn € Ni.
Jednostavna je posljedica toga da je svaka petlja u N; homotopna tocki, dakle, i grupa N; je
jednostavno povezana.
Prema tome, restrikcije p|A : A — Ay i p|N : N — Nj su izomorfizmi grupa. Pretpostavimo
li sada da su a,a’ € A, n,n’ € Nik, k' € K takvi da je ank = a/n'k’, primjenom homomorfizma
p nalazimo da je p(a)p(n)p(k) = p(a’)p(n')p(k'). Prema propoziciji 2.6.9. vrijedi p(a) = p(a’) i
p(n) = p(n’). Zbog dokazanog slijedi da je a = a’ in =n/, dakle, i k = k.

Dekompozicija u tvrdnji (a) prethodnog teorema zove se Cartanova dekompozicija grupe
G, a ona u tvrdnji (b) je Iwasawina dekompozicija grupe G. Ovi rezultati ovise o izboru
Cartanovog potprostora a i o izboru skupa P C R(g, a). Istrazit ¢emo sada tu ovisnost.

Propozicija 2.6.12. Neka su ay @ ay Cartanovi potprostori od p. Tada postoji k € K takav da je
(Adk)a; = as.

Dokaz: Neka su hy € a; i hy € ay izabrani na nacin kao sto je ranije izabran hy € a. Tada je
a; ={z €p, [z,Mn] =0} i ay = {z € p; [z, ha] = 0}.

Definiramo f : K — R sa f(k) = B((Adk)hy, hs), k € K. Bududi da je grupa K kompaktna,
postoji k € K takav da je f(k) < f(k') VE' € K. Neka je y € ¢. Tada je t — f((exp ty)k) funkcija
sa R u R klase C*° koja ima minimum u tocki ¢ = 0. Slijedi

d d

0= —B((Ad (exp ty))(Adk)hi, hy)| = —B(e'“¥(Adk)hy, hy)| =
dt t=0 dt t=0

— B((ad y)(Ad k)h1, hs) = B[y, (Ad k)], ha) = B(y, [(Ad k)hy, hy)).

Vrijedi [(Ad k)hy, ho] € [p,p] C €. Bududi da je restrikcija B|¢ x £ nedegenerirana forma i da je
y € ¢ bio proizvoljan, slijedi [(Ad k)hq, ho] = 0. To znaci da je (Adk)a; C ag, a kako su (Adk)a; i
as Cartanovi potprostori od p, slijedi (Ad k)a; = as.
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Razmotrimo sada pitanje izbora skupa P C R(g, a). Podskup P od R(g, a) bio je izabran tako
da je fiksiran neki hg iz skupa

o ={h€a u(h)#0Vue R(g a)}

i zatim je definiran
P ={u € R(g,a); pu(ho) > 0}.

Tako definiran skup P ne ovisi o hy nego samo o komponenti povezanosti skupa a’. Te komponente
povezanosti zovemo Weylove komore u a. Stavimo

M =Ck(a)={k € K; (Adk)|a = 1.}, M' = Nk(a) ={k € K; (Adk)a=a},

My = Cg,(a) = {k € Ko; kla=1,}, M} = Ng,(a) ={k € K; ka = a}.

Tada su My i M| (odnosno, M i M’) zatvorene podgrupe od Ky (odnosno, od K), dakle, te
su grupe kompaktne. Nadalje, stavimo W (G, A) = M/M' ~ My/M] i tu grupu shvacamo kao
podgrupu od O(a).

Skalarni produkt na g bio je definiran sa

(z|ly) = B(z,y") = tray”, T,y € g.

U odnosu na taj skalarni produkt Cartanova dekompozicija g = € + p je ortogonalna. Restrikcija
(-]-) na a x a je skalarni produkt na Cartanovom potprostoru a i pomocu njega definiramo
izomorfizam A — t, sa a* na a ovako

(h|ty) = A(h) Vh € a.
Pomocu tog izomorfizma skalarni se produkt prenosi sa a na dualni prostor a* :

Alp) = (alt),  Aped

Za X € R(g,a) definiramo h) € a sa

2
hy = ——1x.
(A[A)

Propozicija 2.6.13. Neka je A € R(g,a) i z) € g* \ {0}. Tada vrijedi
(a) [zx,F(xA] = —(2A]TA) A

(b) s\ = spang {x,¥(x)),tr} je Liejeva podalgebra od g i postoji izomorfizam ¢ : s, — sl(2,R)
takav da je

den=|g o] wen=|1 0] ey ]

gdje su
2

€\ — ml‘)\ 1 E_\ = —19(6)\).

(c) Uz oznake iz (b) je k = ezex=¢-2) ¢ M} i restrikcija k|a je ortogonalna refleksija prostora
a u odnosu na hiperravninu Hy = Ker A; posebno, khy = —h.
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Dokaz: (a) Vrijedi
I(zy) €9 (g*) =g — [zx,9(z))] €g° =m + a.
Nadalje,
O([n, 9(22)]) = D(n), 2a] = =[x, D(2n)],
pa slijedi
[y, H(zN)] € (m + a)Np =a.
Za proizvoljan h € a je ¥(h) = —h, pa zbog invarijantnosti forme B i zbog [h, J(x,)] = —A(h)d(z))

imamo redom

([zx, D(zn)]Ih) = =B([zx, 9(22)], 9(h)) = B(lxx, (z2)], h) =
= B(ax, [0(x2), h]) = A(h) B(ax, 9(2x)) = B(tx, h) B(zx, 9(2y)) =
= B(B(zx, 0(22)tr, h) = =B(B(zx, 9(2x))tx, O(h)) = (B(ax, 9(2x))r[h).
Kako je (-]-) skalarni produkt na a, tvrdnja (a) je dokazana.
(b) Imamo A(ty) = (tzlts) = (M), dakle, A(hy) = 2. Prema tome, kakosu ey € g*ie_y € g,
vrijedi

[h)\,e)\] = 26)\ 1 [h)\,€_>\] = —2€_>\.
Nadalje, iz (a) slijedi
2 2

VN I VR

Time je dokazana tvrdnja (b).
(c) Za h € aje
(ad (ex —e_x))h = lex, h] — [e_x, h] = =A(h)ex — A(h)e_».
Prema tome, ako je h € H) = Ker A\, imamo
(ad(ex—e_y))h=0 = kh = e2dex—e-Dp = p,
Za h = hy je A(hy) = 2, dakle,
(ad (ex —e_x))hyr = —2(ex + €_»).

Odatle je
(ad (6,\ — G,A))zh,\ = —2[6,\ —e_), e\ T €,A] = —4[6,\,€,A] = —4h)\.

Indukcijom po n nalazimo da je za svaki n € Z,
(ad (6)\—€,A))2nh,\ = (—4)2nh)\ = (—1)”22nh,\, (ad (6,\—€,A))2n+1hA = (_1>n+122n+1(€/\_'_€7)\>.
Dakle,

T adles —e w2n . p2n+l i
kihy = Bty = onjz (ex=e-n)"hat ) @n + Ty (ex=e—n))™ " ha =
nEZy neEZy
" 7T2n+1 .
- Z - Z (=1) m(e,\ +e_y) = (cos m)hy — (sin m)(ex + e_\) = —hy.
neZy neZy )

Time je i tvrdnja (c) dokazana.

Centar Z(g) Liejeve algebre g je ¥—invarijantan, pa vrijedi Z(g) = Z(g) Nt & Z(g) Np. Ocito
je Z(g)Nt Cmi Z(g)Np C a. Pisat ¢emo Z(g) Np = s. Taj se potprostor od a zove standardna
split—komponenta od g. Pripadna povezana podgrupa od A, tj. S =exp s, zove se standardna
split—komponenta grupe G. Nadalje, definiramo %a = an [g g]i%4 = exp Ya.
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Teorem 2.6.14. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a)
5= ﬂ Ker A, a=5® " i %a = spang {hx; X € R(g,a)}.
AER(g,a)

(b) R(g,a) je sistem korijena u realnom unitarnom prostoru spangR(g, a), tj. vrijedi

(1) Ako je oy ortogonalna refleksija prostora spangR(g,a) u odnosu na hiperravninu \*,

onda je o\R(g,a) = R(g,a) VA € R(g,a).

(2) Za bilo koje A\, ju € R(g,a) je
(1lA)
2——= € Z.
(AlA)
(¢) Grupa W (G, A) djeluje prosto tranzitivno na skupu C svih Weylovih komora u a, i njezino
kontragredijentno djelovanje na prostoru spang R(g, a) inducira izomorfizam grupe W (G, A)
na Weylovu grupu sistema korijena R(g, a).

Skica dokaza: Za A € R(g,a), x € g\ {0} i h € 5 je 0 = [h,x] = A\(h)x, dakle, h € Ker \.
Prema tome, vrijedi
5 C ﬂ Ker .

AER(g,a)

Obratno, ako je h € a takav da je A(h) = 0 VA € R(g,a), onda iz (2.5) slijedi da je h € Z(g),
dakle, h € 5. Time je dokazana prva jednakost u tvrdnji (a). Odatle slijedi:

hy =ty = Ker A VA€ R(g,a) = spang {hx; A € R(g,a)}* = ﬂ Ker A =s.

AER(g,a)

Odatle je
a=s5 @ spang{hy; A € R(g,a)}.

No kako je ocito s N % C Z(g) N [g,¢] = {0} i kako je prema tvrdnji (b) propozicije 2.6.13.
hy = [ex,e_x] € ang, g] = a, slijede i druge dvije jednakosti u tvrdnji (a).
Zak € Mj, \ € R(g,a), € g*\ {0} i h € a imamo k™ 'h € ai

[h, kz] = k[k~h, 2] = Mk h)ka.

To pokazuje da je h +— A(k~'h) element skupa R(g,a), i ako ga oznacimo sa u, onda je kg* = gt
Prema tome, grupa W (G, A) ostavlja invarijantnim uniju hiperravnina Ker A, A € R(g, a), dakle,
i komplement te unije. To pokazuje da W (G, A) djeluje na skupu C Weylovih komora u a.

Neka je A € R(g,a) i neka je o € W(G, A) klasa elementa k € M| iz tvrdnje (¢) propozicije
2.6.13. Prema toj tvrdnji kontragredijentno djelovanje o na a* je upravo ortogonalna refleksija
prostora a* u odnosu na hiperravninu A*. Pema prethodnom odlomku ta refleksija ostavlja inva-
rijantnim skup R(g, a). Dakle, skup R(g, a) zadovoljava svojstvo (1) sistema korijena. Dokazimo
da vrijedi i svojstvo (2). Za izabrani A € R(g, a) promatrajmo Liejevu podalgebru sy iz tvrdnje
(b) propozicije 2.6.13. Tada je ad|s, reprezentacija Liejeve algebre s, na realnom prostoru g.
Kompleksifikacijom i algebre i prostora dolazimo do reprezentacije kompleksne TDS—algebre s5
s kanonskom bazom {hy, ey, e_,} na kompleksnom prostoru g®. Prema korolaru 2.3.3. spektar
operatora ad hy, a to je {0} U{u(hy); p € R(g,a)}, sadrzan je u Z. Medutim,

2 (1)

p(hy) = mu(h) = QW-

Time je dokazano i svojstvo (2).
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Prema dokazanom grupa W (G, A) kontragredijentno djeluje na spang R(g, a) i to djelovanje
ukljucuje sve ortogonalne refleksije o) za A € R(g, a). Dakle, tako promatrana grupa W (G, A)
sadrzi Weylovu grupu sistema korijena R(g, a). Sada se dokazuje da je djelovanje grupe W (G, A)
na skupu C Weylovih komora ne samo tranzitivno, nego i prosto tranzitivno (vidi odjeljak 4.7.
u RPLA). Odatle slijedi da je ovako shvaéena grupa W (G, A) jednaka Weylovoj grupi sistema
korijena R(g,a).

Navest ¢emo sada jos neke definicije i bez dokaza niz strukturnih rezultata o realnim
reduktivnim grupama i nekim njihovim podgrupama. U ostatku ovog odjeljka G je realna
reduktivna grupa s Liejevom algebrom g, ¥ njena Cartanova involucija, g = ¢ + p pripadna
Cartanova dekompozicija, K maksimalna kompaktna podgrupa od G s Liejevom algebrom €, a
Cartanov potprostor od p, P neki izbor skupa pozitivnih korijena u R(g, a), n pripadna nilpotentna
podalgebra od g, tako da imamo Iwasawinu dekompoziciju g = € + a + n. Nadalje, A=exp a i
N = exp n su zatvorene povezane i jednostavno povezane podgrupe od G s Liejevim algebrama a
i n, tako da imamo Iwasawinu dekompoziciju grupe G = AN K. Napomenimo da je AN = NA pa
imamo ekvivalentnu dekompoziciju G = NAK. Nadalje, invertiranjem dobivamo i dekompozicije
G =KAN i G= KNA. Sve se te dekompozicije od G zovu Iwasawine. Zadrzavamo i oznake

m=Cela)={z€¥ [x,h] =0 Vh € a},

M =Ck(a)={k € K; (Adk)|a = 1,}, M' = Ng(a) ={k € K; (Adk)a=a}.

Imamo Z(g) = Z(g) N ¢ + s, gdje je s = Z(g) N p split—komponenta od g i S = exp s je
split—komponenta grupe G. Uveli smo i oznake

%a=anlg,g] =spang{hy; A€ R(g,a)} i °A=expa

Sa X (G) oznacavamo skup svih neprekidnih homomorfizama grupe G u multiplikativnu grupu

R* =R\ {0} i definiramo

'G={geG; x(9)’=1¥xeX(@)}= (] Kerlxl
XEX(G)

OG je zatvorena podgrupa od G. Ona sadrzi komutatorsku podgrupu (generiranu svim komuta-
torima aba"'b7!, a,b € G), ¢ija je Liejeva algebra [g, g, a sadrzi i svaku kompaktnu podgrupu od
G. Posebno, ona sadrzi maksimalnu kompaktnu podgrupu K.

Stavimo

G"={geG; (Adg)|Z(g) = Iz}

GT je naravno zatvorena podgrupa od G. Njena je Liejeva algebra

gt ={reg (adx)|Z(g) =0} ={rcg [z,y] =0y e Z(g)} =,

pa je G i otvorena podgrupa od G. Buduéi da se uvjeti koji definiraju podgrupu G mogu
iskazati pomocu jednakosti nekih matri¢nih elemenata operatora Ad g nuli, odnosno, jedinici, i
vrijedi 9(GT) = G, ocito je G realna reduktivna grupa. Za s € S imamo s = exp z za neki
x €5 C Z(g), pa je ocito (Ads)|Z(g) = e**|Z(g) = Iy, dakle, s € GT. Prema tome, S je
podgrupa od G*.

Sa G° oznacavamo komponentu povezanosti jedinice u grupi G. Buduéi da grupa K sijece
svaku komponentu povezanosti grupe G, vrijedi G = G°K = KG°.

Nadalje, sa g! oznacavamo ortogonalni komplement od s u g u odnosu na nedegeneriranu formu
B. Prema tvrdnji (a) teorema 2.6.14. lako se vidi da je g* = Z(g) N € & [g, g]. Sa G' oznacavamo
povezanu Liejevu podgrupu od G s Liejevom algebrom g'.
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Stavimo sada
m=Cya)={re€g; [vr,h]=0Vhea=adm i M = Cg(a) = {g € G; (Adg)|a=I,}.

Tada je M zatvorena podgrupa od G s Liejevom algebrom m. Definicija podgrupe M je ocito
algebarske vrste pa je M realna algebarska grupa.

Uz uvedene oznake vrijede sljede¢e dekompozicije:

Teorem 2.6.15. (a) MnoZenje (s,g) — sg je izomorfizam Liejevih grupa sa S x °G na G.

izomorfizam Liejevih grupa sa A x M na M.
Razmotrimo sada realne algebarske grupe iz primjera od 1. do 9.

Zadatak 2.6.7. Dokazite da za G = GL(n,R) vrijedi
GT =G, s = RI,, S ={cl,; ¢> 0} i G ={g€q; det g=+£1}.
Zadatak 2.6.8. Dokazite da za G = GL(n,C) vrijedi
Gt =G, s =RI,, S ={cl,; ¢>0} i  'G={ged; |detg|=1}
Nije tesko pokazati da za sve preostale primjere 2. i 4.—9. vrijedi s = {0} i G =°G = G.

Zadatak 2.6.9. Neka je J € GL(2n,R) definiran kao u primjeru 3. i neka je G = GSp(n,R)
podgrupa svih g € GL(2n,R) takvih da je gJg* skalarni multipl od J. Dokazite da je G realna
reduktivna grupa i da vrijeds

Gt =@, s = Ry, S = {clyn; ¢> 0} ) G ={ge€q,; gJg-=+J}.

Neka je sada t maksimalna komutativna podalgebra od m, hy =t H ai h = (E)O)C. Lako se
vidi da je tada hy Cartanova podalgebra od g i, naravno, njena kompleksifikacija § je Cartanova
podalgebra od g¢. Neka je R = R (g‘c, f)) sistem korijena od g® u odnosu na h. Tada je oéito

R(g,a) = {afa; a € R} \ {0}

Bududi da su restrikcije svih korijena iz R na a realne, a na t ¢isto imaginarne, slijedi da su
restrikcije svih korijena iz R na realnoj formi it & a od b realne; stoga uz oznake iz odjeljka 2.1.
vrijedi
br = (it ® a) N [g%, g°] .
Neka je kao i prije
o ={h€a p(h)#0 Vu € R(g,a)}

i izaberimo h; € a’ N hr. Tada je, naravno, hy # 0 pa ga mozemo dopuniti do baze {hy,..., h,}
od hgr. Uvedimo u R leksikografski uredaj u odnosu na tu bazu: za o, 3 € R je a < 3 ako je ili
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a=filizanekije {1,...,r—1} vrijedi a(h;) = B(h;) za 1 <i < jia(h;) < [(h;). Neka je R,
skup pozitivnih korijena iz R u odnosu na taj uredaj. Jasno je da je

P={pe€ R(g,a); u(h) >0}

jedan mogudi skup pozitivnih korijena iz R(g,a) i u odnosu na taj skup definiramo n i . Neka
je A baza sistema korijena R pridruzena skupu pozitivnih korijena R, (dakle, A je skup svih
a € R, takvih da ne postoje 5,7 € R, takvi da je a = f+ ) i neka je ¥ baza sistema korijena
R(g, a) pridruzena skupu pozitivnih korijena P. Stavimo

Fy={a € A; ala=0}.

Tada vrijedi
Y ={ala; a € A\ Fp}.

Doista, ako je p € ¥ 1 ako je o € R takav da je a|a = p, onda mozemo pisati a = 31 + - - - + 3,
gdje su i, ..., B, € A. Medutim, svaki ;|a je ili 0 ili element od P. Prema tome, samo jedan ¢lan
B; u prikazu korijena « ima restrikciju na a razli¢itu od nule (inace ne bi vrijedilo g € ). Time
je tvrdnja dokazana.

Napomenimo jos da je Y linearno nezavisan podskup od a*; doista, X je baza sistema korijena
R(g, a) pa je ¥ baza potprostora spang R(g,a) od a*.

Neka je sada F' podskup od X. Stavimo
ap ={h€a p(h)=0VueF},  Ap=expap,

mp=Cyap)={r €g; [a,h] =0 Vh€apr}, Mp={g€G; (Adg)h="h Vh € ap}.

O¢ito je My zatvorena podgrupa od G s Liejevom algebrom fp, a Ap je zatvorena povezana i
jednostavno povezana podgrupa od G s Liejevom algebrom ap. Nadalje, stavimo

P(F)={a€P;alap#0} i np= > +g"

HeP(F)

i neka je Np povezana Liejeva podgrupa od G s Liejevom algebrom npg. Napokon, stavimo
PF:MFNF:{mn, mEMF, nENF}

Teorem 2.6.16. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a) My je realna reduktivna grupa i Ap je njena standardna split—komponenta u odnosu na
restrikciju Cartanove involucije 9.

(b) Ako je G = G onda je Mp = M}:.
(¢) ng je nilpotentna Liejeva algebra i adng se sastoji od nilpotentnih operatora na g.

(d) Np je zatvorena jednostavno povezana podgrupa od G i exp |ng je bianaliticka bijekcija sa
np na Np.

(e) P je zatvorena podgrupa od G i mnozenje (m,n) — mn je bianaliticka bijekcija sa Mpx Np
na Pg.

(f) Za Mg = OMp mnozenje (m, a,n) — man je bianaliticka bijekcija sa Mp X Ap X Ng na Pg.
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Podgrupe Pp, F' C X, zovu se standardne parabolicke podgrupe od G. Dekompozicija
Pr = MpAgrNp zove se Langlandsova dekompozicija od Pr. Parabolicke podgrupe od G
su sve one podgrupe koje su konjugirane nekoj standardnoj parabolickoj podgrupi. Dakle, mini-
malne parabolicke podgrupe su podgrupe konjugirane podgrupi Py = MyNy. Primijetimo da
je Ap=A, My =M = MA, My =M iNy=N.

Za realnu reduktivnu grupu G kazemo da je unutarnjeg tipa ako je AdG C Int (gc) .
Teorem 2.6.17. Ako je G unutarnjeg tipa, onda je za svaki F C X i grupa Mp unutarnjeg tipa.
Nadalje, vrijedi G = PpK°, gdje je K° komponenta povezanosti jedinice u kompaktnoj grupi K.

Promatrajmo sada minimalnu standardnu parabolicku podgrupu P = Fy. Za svaki element s

Weylove grupe W(g,a) = W(G, A) = M'/M fiksirajmo s* € M’ = Nk(a) takav da je s = s*M.

Teorem 2.6.18. (Bruhatova dekompozicija) Ako je grupa G unutarnjeg tipa, elementi s*,
s € W(G, A), su predstavnici svih duplih P : P—klasa v G. Drugim rijecima, G je disjunktna
unija skupova Ps*P, s € W(G, A).

Vazna posljedica ovog teorema je

Teorem 2.6.19. (Geljfand—Naimarkova dekompozicija) Ako je G = G onda je za svaki
F C ¥ mnozenge (W, m) — mm je bianaliticka bijekcija sa Y(Ng) X Pr na otvoren gust podskup od
G, ¢igi komplement ima Haarovu mjeru nula.

Promatrat ¢emo sada Cartanove podalgebre od g. f je Cartanova podalgebra od g ako i samo
ako je njena kompleksifikacija h® Cartanova podalgebra kompleksne reduktivne Licjeve algebre
gC. Definiramo polinome D; na g° ovako

det(TI — adx) = ZDj(x)Tj.
J=0

Neka je ¢ rang kompleksne reduktivne Liejeve algebre g©, tj. dimenzija bilo koje njene Cartanove
podalgebre. Tada je D; =0za j < (i D = D, # 0, posebno, D|g # 0. Stavimo

g ={zeg D(x)# 0}
To je otvoren gust podskup od g. Elementi od g’ zovu se regularni elementi Liejeve algebre g.
Teorem 2.6.20. Uz uvedene oznake vrijedi:

(a) Za svaki x € g operator adx je poluprost i Cy(x) = {h € g; [h,z] = 0} je Cartanova
podalgebra od g.

(b) Ako je x € g takav da je operator adx poluprost, onda je Cy(x) Liejeva podalgebra od g koja
je reduktivna u g @ ona sadrzi Cartanovu podalgebru od g.

(¢) Ako je b Cartanova podalgebra od g, onda je hN g # 0, i za svaki x € h N g je b = Cy(z).

(d) Ako je b Cartanova podalgebra od g, postoji ¢ € Int(g) takav da je Cartanova podalgebra
(b)) Y—invarijantna.

Za Y—invarijantnu Cartanovu podalgebru b od g kazemo da je fundamentalna ili mak-
simalno kompaktna ako je h N € maksimalna komutativna podalgebra od €, a maksimalno
vektorska ako je h Np Cartanov potprostor od p. Proizvoljna Cartanova podalgebra od g zove se
fundamentalna (odnosno, maksimalno vektorska) ako je njoj Int(g)—konjugirana ¥—invarijantna
Cartanova podalgebra takva.
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Propozicija 2.6.21. Fundamentalne i maksimalno vektorske Y—invarijantne Cartanove podal-
gebre postoje. Svake dvije fundamentalne (odnosno, maksimalno vektorske) V—invarijantne Car-
tanove podalgebre su Ad K°—konjugirane. Svake dvije fundamentalne (odnosno, maksimalno vek-
torske) Cartanove podalgebre od g su Int(g)—konjugirane.

Primijetimo da je t — Cy(t) bijekcija sa skupa svih Cartanovih podalgebri od € na skup
svih fundamentalnih ¥—invarijantnih podalgebri od g. Nadalje, za fiksirani Cartanov potprostor
a preslikavanje t — it @ a je bijekcija sa skupa svih maksimalnih komutativnih podalgebri od m
na skup svih maksimalno vektorskih ¥—invarijantnih Cartanovih podalgebri f od g, takvih da je
hbNp=na.

Za proizvoljnu Cartanovu podalgebru h od g korijen o € R (g‘c, l‘)‘c) zove se realan korijen
ako je a(h) C R. Pokazuje se da vrijedi:

Propozicija 2.6.22. Cartanova podalgebra by je fundamentalna ako © samo ako u R (gc, l‘)‘c) nema
realnih korijena.

Za standardnu parabolicku podgrupu Pr od G kazemo da je kaspidalna ako Liejeva algebra
mp = ‘mp od Mp ima Cartanovu podalgebru tg koja je sadrzana u €. U tom slucaju stavljamo

hr =tr + ap.

Teorem 2.6.23. Neka je b Cartanova podalgebra od g. Tada postoje ¢ € Int(g) i kaspidalna
standardna parabolicka podgrupa Pr od G takvi da je p(h) = bp.

Skica dokaza: Mozemo pretpostaviti da je fh ¥—invarijantna i da je a; = hNp C a. Neka je
Ry={a € R=R(g"h%); ala; #0}

i neka je h € a; takav da je a(h) # 0 Ya € Ry. Za neki s € W(g, a) tada je B(sh) > 0 V3 € P.
Neka je k € M' C K predstavnik elementa s € W(g,a) = W(G, A) = M'/M. Sada zamijenimo b
sa (Ad k)b i tvrdnja slijedi za F' = {a € &; a(h) = 0}.

Neka je h Cartanova podalgebra od g. Tada se podgrupa
Ca(h) ={g € G; (Adg)h =hVh € b}
zove Cartanova podgrupa od G.

Teorem 2.6.24. Standardna parabolicka podgrupa Pr je kaspidalna ako i samo ako grupa Mg ima
kompaktnu Cartanovu podgrupu Tr. U tom je slucaju Hrp = TrAp Cartanova podgrupa od G. Za
svaku Cartanovu podgrupu H od G postoje g € G i standardna kaspidalna parabolicka podgrupa
Py takvi da je gHg™' = Hp.
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Poglavlje 3
HARISH-CHANDRINI MODULI

3.1 Chevalleyevi teoremi o restrikcijama invarijanata

U daljnjem je G realna reduktivna grupa, g njena Liejeva algebra, ¥ Cartanova involucija,
g = ¢ 4+ p pripadna Cartanova dekompozicija, K maksimalna kompaktna podgrupa od G s
Liejevom algebrom £. Za realan kona¢nodimenzionalan prostor V' sa P(V') oznacavamo komuta-
tivnu unitalnu algebru svih kompleksnih polinomijalnih funkcija na V; to je unitalna podalgebra
od CV generirana sa V*. Grupa K djeluje na prostoru p pa djeluje i automorfizmima na algebri

P(p) :
(kf)(x):f((Adk’l)x), ke K, xze€p, [fePp).

Sa P(p)X oznacavamo podalgebru od P(p) svih K —invarijanata:
P(p)* ={f €P(p); kf =f Vk € K}.

Neka je a Cartanov potprostor od p i neka je kao u odjeljku 2.6. W = W(g,a) = M'/M
Weylova grupa sistema korijena R(g, a); pri tome su

M=Cxla)={ke K; (AdK)la=1,}, M =Ng(a) ={keK; (AdK)a=a}.
Grupa W djeluje na prostoru a, dakle, djeluje automorfizmima na algebri P(a) :
(sf)(h) = f (s 'h), seW, hea, feP(a).
Sa P(a)V oznacavamo podalgebru od P(a) svih W—invarijanata:
P(a)" ={f ePla); sf =f Vs e W}

Za potprostor W realnog konacnodimenzionalnog prostora V' sa Resy,y oznacavamo unitalni
homomorfizam sa P(V) u P(W) definiran pomocu restrikcije:

Resypw £ = fIW,  feP(V).

Ocito je Resy,w epimorfizam i njegova je jezgra {f € P(V); f|W = 0}. Ako je {ei,...,e,} baza
od V takva da je {ey,...,er} baza od W i ako je {e},..., e’} dualna baza od V*, onda se lako
vidi da je Ker Resy y ideal u P(V') generiran sa {ej,,,...,ex}.

Teorem 3.1.1. Ako je grupa G unutarnjeg tipa, onda je Resyq|P(p)’ izomorfizam algebre P(p)*
na algebru P(a)".

123
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Dokaz ¢emo podijeliti u nekoliko koraka.

(1) Resyye (P(p)<) € P(a)¥

Doista, kako je W = M'/M, za s € W postoji k € M’ C K takav da je s = (Ad k)|a. Stoga za
f € P(p)X izasvaki h € a imamo

[s(Respsa )I(h) = f (s7'h) = [ ((Adk™")h) = (kf)(h) = f(h) = (Respa f)(h).

Time je tvrdnja (1) dokazana.

(2) Restrikcija Resy q|P(p)X je injekcija.

Neka je f € P(p)¥ u jezgri preslikavanja Resy/q, tj. f(h) =0 Vh € a. Neka je 2 € p proizvoljan.
Tada je x sadrzan u nekom Cartanovom potprostoru od p, pa prema propoziciji 2.6.12. postoji
k € K takav da je (Adk™') x € a. Stoga je

= [ ((Adk™)z) = (kf)(z) = f(2).

Kako je x € p bio proizvoljan, slijedi f = 0. Time je tvrdnja (2) dokazana.

(3) Ako su hy, hy € a takvi da je (Ad k)hy = hs za neki k € K, onda postoji s € W takav da je
Sh1 = hg.

Uoc¢imo da su a i (Ad k)a maksimalne komutativne podalgebre u Cy(he) Np. Cy(h2) je Liejeva
algebra grupe Cg(hs), a ova je realna reduktivna grupa koja je ¥—invarijantna. Dakle, Cartanova
dekompozicija od Cy(h2) je

Cg(hg) = Cg(hg) Nt + Cg(hg) np

i maksimalna kompaktna podgrupa od Cg(hy) s Liejevom algebrom Cy(he) N € je Ce(he) N K.
(Adk)a i a su Cartanovi potprostori od Cy(hs) NP, pa prema propoziciji 2.6.12. primijenjenoj na
grupu Cg(hse) postoji k' € Cg(he) N K takav da je (AdK')(Adk)a = a. Tada je 'k € M’ i za
pripadni element s € W vrijedi

Shl = (Ad k/)(Ad k)hl = (Ad k/)hg = hz.

Time je tvrdnja (3) dokazana.
(4) Ako suhy, hy € a takvi da je WhiNWhy = 0, onda postoji neprekidna funkcija o : p — [0, 1]
takva da je

o(hy) =0, o(hy) =1 i o((Adk)z) =¢(x) VEe K 1 Vxenp.

Doista, prema tvrdnji (3) iz pretpostavke Why N Why = 0 slijedi (Ad K)hy N (Ad K)hy =
Podskupovi (Ad K)h; i (Ad K)hs od p su kompaktni, dakle, zatvoreni, pa prema Urisohnovoj lemi
postoji neprekidna funkcija ¢ : p — [0, 1] takva da je ¥|(Ad K)h; = 01 ¢|(Ad K)hy = 1. Sada
definiramo neprekidnu funkciju ¢ : p — [0, 1] sa

:/K@z)((Adk;)x)dy(k:), rep,

gdje je v normirana Haarova mjera na K. Tada je ocito ¢(hy) = 01 ¢(hy) = 1, a zbog desne
invarijantnosti mjere v za svaki k' € K i svaki z € p imamo

o((AdK)x /¢ (Ad k)(Ad k) z)dv(k /¢ (Ad kK')z)dv (k /w (Ad k)z)dv (k) = ().

Time je tvrdnja (4) dokazana.
(5) Ako su hy,hy € a takvi da je Why N Why = 0, onda postoji f € P(p)X takav da je
f(h) # f(ha).
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Neka je C' = (Ad K)h; U (Ad K)hsy. To je kompaktan podskup od p. Neka je ¢ neprekidna
funkcija iz tvrdnje (4). Prema Stone—Weierstrassovom teoremu postoji g € P(p) takav da je

l9(z) — p(z)] < % Vz € C.

Definiramo f : p — C sa

fla) = [ a(Aana)dvi), v ep,
K
Zadatak 3.1.1. Dokazite da je f polinomijalna funkcija na p.

Zbog K —invarijantnosti mjere v slijedi da je f € P(p)X. Napokon, za i = 1,2 imamo

ﬂmwww»=ngwmmm%%wm»=A@wwmm—wwwmmmww

() = (ko) < [ lol(AdR)h) = o((AdDR) dv(h) < 5.

PO =1 ) =l <5 1 1f() = 1] = 1F(ha) — e(ha)] < 5.

a odatle slijedi da je f(h1) # f(hg). Time je i tvrdnja (5) dokazana.

(6) Neka je F' polje razlomaka integralnog prstena P(a) i L polje razlomaka integralnog prstena
J = Resy/q (P(p)K) . Bududi da je J potprsten od P(a), L se identificira s potpoljem od F. Neka
su D; € P(p) definirani kao koeficijenti svojstvenog polinoma operatora adgx, x € p :

det(T'l; — adgx) = Z Dj(z)T7, T E€Pp.
J

Za k€ Kiz € p vrijedi

> (kD) (2)T7 =Y D;((Adk™)2)TV = det(T1Iy — ady (Ad k")) =

= det(T1y — (Ad k)™ (ady x)(Ad k)) = det(T Iy — adgx) = Y ~ Dj(x)T”.

Prema tome, vrijedi kD; = D; Vk € K i Vj. Dakle, polinomi D; su elementi od P(p)*. Stavimo
d; = Djla € J ineka je P € L[T] polinom s koeficijentima d; :

P(T) =Y d;T’.
J
Za h € a operator adg h je dijagonalizabilan i pripadni svojstveni rastav prostora g je

g=mtat Y 4o
HER(g,a)

pri tome je
adgh|(m 4+ a) =0 i adg h|g" = p(h)Ig za p € R(g, a).
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Prema tome je

J pER(g,a)

> di(WT =Y Di(W)T’ = det(Tly — adgh) = T ™+dme T (T — p(h))™™,  hea.
J

Dakle, dobivamo razlaganje polinoma P € L[T| nad poljem F O P(a) D R(g,a) :
P(T) — dim m+dim a H (T _ ,u)dim g
neR(g,a)

To znaéi da polje F' sadrzi polje razlaganja polinoma P. Polje F' generirano je nad C, dakle, i nad
L, sa a*. Prema tvrdnji (a) teorema 2.6.14. vrijedi

a=s5 o ‘a, gdjesu s = ﬂ Kerp i %a= spang {h,; u € R(g,a)}. (3.1)
HER(g,a)

Stoga je
a* =s" @ spang R(g,a),

gdje je dualni prostor s* od s identificiran s potprostorom od a* u skladu s rastavom a = s @ “a
tako da stavimo u|%a = 0 za i € s. Prema tome, polje F' generirano je nad poljem L sa s*UR(g, a).
Svaki pi € §* definira homomorfizam , grupe S = exp s u multiplikativnu grupu R* :

Xu(exp h) = e h € s.

Prema tvrdnji (a) teorema 2.6.15. y,, prosiruje se do elementa skupa X (G) koji takoder oznacavamo
sa X, -
Xulsg) =xul(s),  s€S, ge’G.

Prema tvrdnji (d) teorema 2.6.15. vrijedi °G = *ANK. Posebno, K C Kerx,. Za p € s* sa [i
oznacimo linearan funkcional na p definiran sa

/]\a:u, /j‘aj_zoa
gdje je a* ortogonalni komplement od a u p. Definiramo sada Xi: G — RY sa
Xa(kexp z) = o), ke K, xep.

Tvrdimo da je tada x; = x,. Doista, za s € S je s =exp h zaneki h € s Ca C p, pa je

Xa(s) = h) — ou(h) — Xu(5).
Zay € % + at je fi(y) = 0, pa je xa(exp y) = 1. Prema (3.1) za proizvoljan x € p jex = h+y
za neke h € s iy € %a + at, a kako je s sadrzano u centru Z(g) Liejeve algebre g, imamo
exp = (exp h)(exp y). Tada je exp y € °G, pa imamo redom

Xalexp x) = ofil@) _ qn(W)+ily) — gn(h) — Xu(exp h) =

= Xu(exp h)xu(exp y) = xu((exp h)(exp y)) = xpu(exp z).
Dakle,zaz epik € K je

Xa(kexp ) = xu(exp ) = xu(exp z) = xu(kexp ).



3.1. CHEVALLEYEVI TEOREMI O RESTRIKCIJAMA INVARIJANATA 127

Time je dokazano da je x; = x, 1, posebno, x; je homomorfizam grupe G u multiplikativnu grupu
R% . Stogaza k € K, z € pip € 5" imamo

efl(Adk)z) Xa(exp (Ad k)x) = xu(k(exp x)k’l) = Xxalexp z) = S
Odatle je
A((Adk)x) = i(x) Veep i VkeK.

To pokazuje da je i € P(p)¥, a odatle je p = fila € J C L. Time smo dokazali da je polje
F nad poljem L generirano sa R(g,a). Drugim rije¢ima, F' je jednako polju razlaganja polinoma
P € L[T)]. To znaci da je F Galoisovo prosirenje polja L, a tada je

L=FCll/l) — ffc [ of = f Vo € Gal(F/L)},
gdje je Gal(F'/L) Galoisova grupa prosirenja F' polja L :
Gal(F/L) ={o € Aut(F); of = fVf € L}.

Svaki element o € Gal(F/L) permutira korijene polinoma P i ostavlja po fiksnima elemente od
s*, pa zakljucujemo da je o(a*) = a*. Odatle slijedi o(P(a)) = P(a) Vo € Gal(F/L).
Oznac¢imo sada sa U grupu svih automorfizama unitalne algebre P(a) koji ostavljaju elemente
od J fiksnima:
U= {o € Aut(P(a)); of = f Vf € T}.
Svaki automorfizam o prstena P(a) jedinstveno se prosiruje do automorfizma & polja F'iza o € U
je 6 € Gal(F/L). Prema tome, vrijedi

JC{fePla), of=fVoeU}=PlanN{feF;,5f=fVoeU}CPlaNL=J.
Stoga je
J={f€ePa); of = fYoeU}. (3.2)

Za o € Uih € adefiniramo unitalni homomorfizam ¢, 5, : P(a) — C sa @, n(f) = (o f)(h), h € a.
Prema Hilbertovom teoremu o nulama postoji h; € a takav da je ¢, ,(f) = f(h1) Vf € P(a). Za

feJijeof = f, dakle, vrijedi

f(h) = @on(f) = (af)(h) = f(h) VfeJ.
Kako je J = {gla; g € P(p)*}, iz tvrdnje (5) zakljucujemo da je Why N Wh # (). Dakle, postoji
s € W takav da je hy = sh. Ako je f € P(a)" slijedi da je

(@ f)(h) = eon(f) = f(h1) = f(sh) = f(h).

Bududéi da je h € a bio proizvoljno izabran, zaklju¢ujemo da za f € P(a)" vrijedi of = f Vo € U.
Prema (3.2) to znaci da je P(a)V C J = Resy/a (P(p)X). Zajedno s obrnutom inkluzijom iz
tvrdnje (1) dobivamo jednakost P(a)" = Resy/q (P(p)¥), a zajedno s injektivnoséu iz tvrdnje
(2) to je upravo tvrdnja teorema.

Napomena: Ako realna reduktivna grupa G nije unutarnjeg tipa, pokazuje se da isti dokaz daje
istu tvrdnju, ali za grupu W = M’ /%M.

Neka je sada g kompleksna reduktivna Liejeva algebra. Definiramo djelovanje Liejeve algebre
g derivacijama unitalne algebre P(g) svih polinomijalnih funkcija na g ovako:

(@f)(y) = f(*tm) = [(=(adz)y) = f([y, ]).

t=0



128 POGLAVLJE 3. HARISH—CHANDRINI MODULI

Definiramo sada

I(g) ={f € P(g); =f =0 Vz € g}.
Nadalje, neka je h Cartanova podalgebra od g i W = W (g, h) Weylova grupa sistema korijena
R(g,b). Definiramo djelovanje grupe W automorfizmima na unitalnoj algebri P(h) svih polinomi-
jalnih funkcija na b ovako:

(sf)(h)=f(s"'h),  feP(b), heh, seW.
Neka je Z(h) podalgebra P(h)" svih W —invarijanata u algebri P(h) :

I(h) ={f € P(b); sf = [ Vs € W}
Teorem 3.1.2. Resg|Z(g) je izomorfizam unitalnih algebri sa Z(g) na Z(h).

Dokaz ¢emo podijeliti u nekoliko koraka.

(1) Ako teorem wrijedi za sve kompleksne poluproste Liejeve algebre, onda vrijedi i za sve
kompleksne reduktivne Liejeve algebre.

Doista, ako je g kompleksna reduktivna Liejeva algebra, onda je g = Z(g) + g1, gdje je Z(g)
centar od g i g1 = [g, g] je poluprosta Liejeva algebra. Nadalje, za Cartanovu podalgebru b od g
je Z(g) Chibh = Z(g) + b1, gdje je by = h N g; Cartanova podalgebra od g;. Rastavi

g=2@ +au 1 Hh=2Zg +h
induciraju rastave dualnih prostora:
g =12Z@" +a i b =Z@g" +b
Sada se P(Z(g)) identificira s unitalnom podalgebrom od P(g) generiranom sa Z(g)* i s uni-
talnom podalgebrom od P(h) generiranom sa Z(g)*. Nadalje, P(g;1) se identificira s unitalnom
podalgebrom od P(g) generiranom sa gi, a P(h;) se identificira s unitalnom podalgebrom od
P(h) generiranom sa hi. Uz takve identifikacije mnozenje polinomijalnih funkcija po tockama in-

ducira izomorfizme @4 : P(Z(g)) @ P(g1) — P(g) i @5 : P(Z(g)) ® P(h1) — P(h). Prema tome,
ako je (Pg)ren baza prostora P(Z(g)), onda se svaki element P € P(g) na jedinstven nacin pise u

obliku
P=> PR,

neN
gdje su R,, € P(g1). Buduéi da je Z(g) centar Liejeve algebre g, vidi se da je gornji P u podalgebri
Z(g) ako i samo ako su svi R,, € Z(g;). Isto tako, svaki se element @) € P(h) na jedinstven nacin

pise u obliku
Q=Y PuS,

neN

gdje su S,, € P(h1). Weylova grupa W = W(g,h) generirana je refleksijama s, od h u odnosu
na hiperravnine Ker o za o € R(g, ). Restrikcija a — «lb; je bijekcija sa R(g,h) na R(gi,b1) i
refleksija s, fiksira sve elemente od Z(g), a njena restrikcija na b je upravo refleksija sqjp, od by.
Bududi da refleksije s,,, a1 € R(g1, h1) generiraju Weylovu grupu W; = W (g1, b1), lako se vidi da
je gornji @ u podalgebri Z(h) = P(h)" ako i samo ako su svi S, € Z(h;) = P(h;)"*. Napokon,
restrikcija homomorfizma Resgy, : P(g) — P(h) na podalgebru P(g;) je upravo homomorfizam
Resg, /o, : P(g1) — P(b1), a restrikcija homomorfizma Resg/, na podalgebru P(Z(g)) je identiteta
na P(Z(g)). To znadi da je

*

®g o (idp(z(g)) @ Resg, m,) = Resgpy 0 Py,

odnosno,
g 0 (idp(z() ® Resgypm,) © Py = Resgyy. (3.3)
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Bududi da je po pretpostavci Resg, sy, |Z(g1) izomorfizam unitalnih algebri sa Z(g;) na Z(h;),
slijedi da je idp(z)) ® (Resq,/n,|Z(g1)) izomorfizam unitalnih algebri sa P(Z(g)) ® Z(g;) na
P(Z(g)) ® Z(h1). Prema tome, ®q o (idp(z(g) ® (Resg,m,1Z(g1)) o @5 je izomorfizam unitalnih
algebri sa ©4(P(Z(g)) ® Z(g1)) = Z(g) na P4(P(Z(g)) ® Z(h1)) = Z(h). Medutim, prema (3.3)

1mamo
O o (idp(z() © (Resg, n, [Z(91)) 0 D' = Resgy|Py(P(Z(g)) @ Z(h1)) = Resgy|Z(g).

Time je tvrdnja (1) dokazana.

U skladu s (1) u daljnjem bez smanjenja opcenitosti pretpostavljamo da je g kompleksna
poluprosta Liejeva algebra i h njena Cartanova podalgebra. Stavimo sada G = Int(g). To je
podgrupa od Aut(g) generirana svim automorfizmima oblika e za x € g i ona je upravo kom-
ponenta povezanosti jedinice grupe Aut(g). Grupa G djeluje automorfizmima na unitalnoj algebri

P(g) ovako:
() =fle '), fePlg, veCG, yeg

Dokazat ¢emo sada da vrijedi:

(2) Z(g) = P(9)° = {f € P(a); ©(f) =f Yy €G}.
Prije svega, za z € git € R je ¢, = €'%% € G pa za svaki f € P(g)¢ vrijedi

fle™oy) = (o f))y) = fly) Vyeg i VteR.

Desna strana ne ovisi o ¢t pa deriviranjem lijeve strane po ¢ u nuli dobivamo da je (zf)(y) = 0
Vy € g, odnosno, zf = 0. Kako je z € g bio proizvoljan, zakljué¢ujemo da je P(g)¢ C Z(g).

Obratno, pretpostavimo da je f € Z(g), tj. da je xf = 0 Vx € g. To znaci da za proizvoljne
z,y € g vrijedi (zf)(y) = 0. Dakle, za bilo koje z,y € g i bilo koji s € R vrijedi

d

o —sadx o g —tadx —sadzx _ —(t+s)adx o i —sadx
0= (af (e7*"y) = Ff (7 ey T 3/ (e v) T 3o/ (7).

Kako je funkcija s — f (e_sadmy) analiticka na R, odatle slijedi da je ta funkcija konstantna.
Posebno, tada se podudaraju njene vrijednosti za s = —1 i za s = 0, tj.

[ y) = fly) Va,yeas

¥ x € g, genriraju grupu G, zakljucujemo da je

(c(N)=flo'y)=fly) VYoeG i Vyeg,

odnosno, o(f) = f Vo € G ili f € P(g)¢. Time je dokazana i obrnuta inkluzija Z(g) C P(g)¢,
odnosno, dokazana je tvrdnja (2).

Prema Weylovom teoremu 2.2.3. za danu Cartanovu podalgebru h postoji kompaktna kon-
jugacija 7 od g takva da je 7(h) = bh. Tada je h N g” realna forma od b i to je maksimalna
komutativna podalgebra (tj. Cartanova podalgebra) kompaktne Liejeve algebre g7. Konjugacija
7 promatrana kao automorfizam realne Liejeve algebre gr je Cartanova involucija i tako shva¢enu
oznacit ¢emo je sa . Kao komponenta povezanosti jedinice u grupi Aut(g) grupa G je realna
reduktivna grupa u odnosu na Cartanovu involuciju ¥ na njenoj Liejevoj algebri gg. Pripadna
Cartanova dekompozicija od gg je

Buduéi da automorfizmi e®®

T

gr = €4 p, t=g", p=ig.

Oznacimo sa K maksimalnu kompaktnu podgrupu od G s Liejevom algebrom & = g™. Tada je K
podgrupa od G generirana svim automorfizmima oblika e%® za x € £ = g7.
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(3) Restrikcija Resgy|Z(g) je izomorfizam unitalnih algebri sa Z(g) = P(g)¢ na P(p)¥.

Za svaki f € I(g) isvaki ¢ € K C G je ¢o(f) = f. Kako je p K—invarijantan potprostor od
gr, slijedi da je ¢(f|p) = ©(f)lp = f|p. Drugim rije¢ima, vrijedi f|p = Resg/p(f) € P(p)*. Time
je dokazano da je Resg, (P(g)%) C P(p)*¥.

Dokazimo sada injektivnost restrikcije Resg,|P(g)%. To slijedi iz ¢injenice da je p realna forma
kompleksnog prostora g : ako je restrikcija kompleksne polinomijalne funkcije f : g — C na p
jednak nuli onda je f = 0.

Ostaje jos da dokazemo da je Resys (P(g)¢) = P(p)*. Neka je f € P(p)¥. Kao u dokazu
tvrdnje (2) nalazimo da tada vrijedi

f(z,y)) =0 VYyep 1 Vret (3.4)

Kompleksnoznacna polinomijalna funkcija f na realnoj formi p kompleksnog prostora g jedinstveno
se prosiruje do kompleksnoznaéne polinomijalne funkcije F' na kompleksnom prostoru g. Sada
prema (3.4) vrijedi

(zF)lp=0 Vret=g,

a kako je g” realna forma od g, slijedi
(xF)lp=0 Vr € g.

No kako je p = 1g” realna forma kompleksnog prostora g, slijedi da je xF' = 0 Vx € g. Drugim
rije¢ima, F' € Z(g) = P(g)®, a po konstrukciji je Resyy(F) = Flp = .

(4) Stavimo sada a = hNp. Tada je a Cartanov potprostor od p i on je realna forma od . Prema
teoremu 3.1.1. restrikcija Res,/o|P(p)™ je izomorfizam unitalnih algebri sa P(p)™ na P(a)'"*, gdje
je Wgr Weylova grupa sistema korijena R(gr, a). Medutim, ocito je Res, a0 Resg/, = Resg/q. Dakle,
zbog tvrdnje (3) Resy/alZ(g) je izomorfizam unitalnih algebri sa Z(g) na P(a)"*. Lako se vidi da
je W = {s]a; s € W}, gdje je W Weylova grupa sistema korijena R(g,h). Stoga je Resy/q|Z(h)
izomorfizam unitalnih algebri sa Z(h) = P(h)" na P(a)"*. Dakle, kompozicija

(Resh/uﬂ-(h))il © Resg/a‘z(g) = Resg/h‘z(g)

je izomorfizam unitalnih algebri sa Z(g) na Z(h). Time je teorem 3.1.2. dokazan.
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3.2 Harish—Chandrin izomorfizam. Infinitezimalni karak-
teri

U ovom odjeljku g je kompleksna reduktivna Liejeva algebra, ) njena Cartanova
podalgebra, R = R(g,h) pripadni sistem korijena, R, neki izbor pozivinih korijena.
Tada je

g=b+> 400, 8a = {zeg [ha]=alh)z Vheb},

aER
dakle,
g=n"+b+n" gdje su n+zz4—ga i n’zz+g,a.
aER, a€Ry
Numerirajmo pozitivne korijene, R, = {ay,...,as}, 1 za svaki j € {1,...,s} izaberimo

T; € ga, \ {0} 1 y; € 9_a, \ {0}. Nadalje, neka je {hi,..., hy} baza od h. Tada je
{v1, yys, b1y ooy hyy 1y s}

baza od g. Za ¢ = (q1,....,qs) € Z5, m = (mq,...,mg) € ZX ip = (p1,...,ps) € Z definiramo
elemente u(q, m,p) € U(g) kao monome u elementima gornje baze od g :

.1 qs J,M1 mg .P1 Ps
u(q’m7p)_y1 ...y85h1 ...hk xl ...1'85'

Prema PBW—teoremu 1.4.3. skup svih tih monoma {u(q,m,p); ¢,p € Z%, m € Z~} je baza
vektorskog prostora U(g). Promatrajmo sada na prostoru U(g) reprezentaciju Liejeve algebre g
dobivenu jedinstvenim prosirenjem operatora adjungirane reprezentacije ady z, x € g, do derivacija
algebre U(g). Tu ¢emo reprezentaciju od g oznacavati sa adyg). Tada je ocito

(ady(g) z) u = zu — uz, reg, uelU(g).
Buduéi da za h € b vrijedi
[h,y;] = —a;(h)y;, [h, h;] =0, [h, z;] = aj(h)z;, j=1,...,8, 1=1,... )k,
vidi se da je svaki u(q,m, p) tezinski vektor reprezentacije adyyg) :
(ady(g) h) u(g,m,p) = (1 — @) + -+ + (ps — gs)as) (h)ulg,m,p),  qpeZy, melZk.

Prema tome, prostor U(g) reprezentacije ady g je direktna suma tezinskih potprostora:

U =Y +U(@r  Ul@r={ueU(g): (adygh)u=Ah)u VWheh}.

Aeb*

Pri tome je U(g)y # {0} ako i samo ako je A € Q = spanz R. Za \ € Q tezinski potprostor U(g),
je beskona¢nodimenzionalan; baza mu je

{U(Q7m7p)a q,p € Zia me Zli) (pl - 91)041 + - (ps - QS)as = )\}

Bududi da je za svaki h € b operator ady(q) derivacija algebre U(g), nalazimo da vrijedi nesto
analogno graduaciji, ali sada s aditivnhom grupom () umjesto s polugrupom 7Z, :

U(Q)XU(Q)M C U(Q)M—w A€ Q.

Posebno, potprostor

U(glo=Ul(g)" = {u € U(g); hu=uh Vh € b}
je unitalna podalgebra od U(g).
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Propozicija 3.2.1. Neka je L =U(g)nt NU(g)o. Tada vrijedi:
(a) L=n"U(g)NU(g)o-
(b) L je dvostrani ideal u algebri U(g)o.
(c) Ulglo = U(h) + L.
Dokaz: (a) Baza od U(g)n* je

{ulg,m,p); ¢.p €Z5, meZE, p1+---+p, >0}
a baza od n~U(g) je
{ulg,m,p); ¢.p €2y, meZl, q+---+q. >0}
S druge strane, vrijedi
u(g,m,p) €U(o <= proat - +psas = qon+ -+ G0
To pokazuje da je
L =U(gn* NU(g)o = span {u(g,m,p); ¢,p € Z3\ {0}, m € Z}} =n"U(g) N U(g)o-

(b) Prema definiciji £ = U(g)nt NU(g)o je lijevi ideal u algebri U(g)o. S druge strane, prema
(a) je L=n"U(g) NU(g)o, a odatle slijedi da je £ i desni ideal u U(g)o.
Tvrdnja (c) slijedi iz sljedec¢ih ekvivalencija koje vrijede za svaki u(q, m,p) € U(g)o :

u(lg,m,p) €Uh) <= p=-=ps=q1=--=¢=0 <= p+ - 4pst+a+ - -+¢=0

i
u(gmp)eL =  pitootpstato+g >0

Prema tome, projektor ¢ prostora U(g)o na potprostor U(h) duz obostranog ideala L je unitalni
epimorfizam algebri. Taj se epimorfizam zove Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na
izbor skupa R, pozitivnih korijena u R = R(g, ). Valja uociti da stvarno ¢ nije neovisan o izboru
R,.

Cartanova podalgebra b je komutativna Liejeva algebra pa se njena univerzalna omotacka
algebra U(h) identificira sa simetricnom algebrom S(h), a ova s algebrom P(h*) polinomijalnih
funkcija na dualnom prostoru h*.

U daljnjem sa Z(g) oznacavamo centar algebre U(g) :

Z(g)={z€U(g); zu=uz YueU(g)} ={z€U(g); zx =xz Yz € g} =U(g)°.

Tada je Z(g) C U(g)" = U(g)o, pa se na svaki element z moze primijeniti Harish—Chandrin
homomorfizam ¢. Tada je ¢(z) € U(h) = S(h) = P(h*), tj. ¢(z) je polinomijalna funkcija na
dualnom prostoru h* od b.

Propozicija 3.2.2. Ako je A € h* i ako je V ciklicki U(g)—modul s ciklickim vektorom vy takvim
da je
11+U,\ = {O} 1 Uy € V,\, tj hvy = )\(h)v,\ Vh € [’],

onda vrijedi
2v = (p(2))(A)v Ve Z(g) i YveV.
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Dokaz: Za z € Z(g) po definiciji je p(z) komponenta u U(h) od z urastavu U(g)y = U(h) + L
i vrijedi £ =U(g)n" NU(g)o. To znaci da postoje uq,...,u, € U(g) i ny,...,ne € n" takvi da je

z=@(2) +ung + -+ + wmny.
Po pretpostavci je nyvy = - -+ = nyv) = 0, pa nalazimo
20\ = @(2)vy + uinivy + - - - + ugnevy = ©(2)vy.
Kako je hvy = A(h)vy za svaki h € b, za svaki element hy"" --- b baze od U(h) vrijedi
RY™ - Ry = A(hy)™ - A(hy) ™y

Uz identifikaciju U(h) = S(h) s algebrom P(h*) skalar A(hy)™ --- A(hg)™ je upravo vrijednost
polinomijalne funkcije A" - - - h{™ u tocki X. Kako je {h{™ ---h]"™; m € Z% } baza od U(h), odatle
slijedi da za svaki u € U(h) vrijedi uvy = u(A)vy. Posebno,

2oy = @(2)ux = (0(2))(Mva Vz € Z(g).
Napokon, kako je vy ciklicki vektor U(g)—modula V, za svaki v € V postoji u € U(g) takav da je
v = uvy. Sada za svaki z € Z(g) imamo
20 = zuvy = uzvy = (¢(2))(Nuvy = (¢(2)) (M.

Time je propozicija 3.2.2. dokazana.

Kao sto smo rekli, Harish—Chandrin homomorfizam ¢ : U(g)o — U(h) ovisi o izboru skupa
pozitivnih korijena R, . Ovisnost njegove restrikcije ¢|Z(g) o R, popravlja se automorfizmom

v =g, algebre U(h) = S(h) = P(h*) definiranim sa

(Y(w)A) =u(A=p), Aeb”, weUb), gdjeje p=pr, = % >

acER4

Teorem 3.2.3. Uz uvedene oznake restrikcija (yo )| Z(g) je neovisna o izboru Ry i to je izomor-
fizam unitalnih algebri sa Z(g) na algebru S(h)W polinomijalnih funkcija na b* invarijantnih u
odnosu na Weylovu grupu W = W (g, b) sistema korijena R = R(g, ).

Dokaz ¢emo podijeliti u cetiri koraka:
(1) Za X € b* neka je M () pripadni Vermaov U(g)—modul definiran u odjeljku 2.4. sa

M(X) = U(g) ®u) Ca.

Pri tome je b = h + n' Borelova podalgebra od g pridruzena izboru R, i Cy je jednodimenzionalni
b—modul C definiran sa (h+ )1 = A(h) za h € h i x € nt. Tada je M(\) ciklicki U(g)—modul s
ciklickim vektorom vy = 1 ®y ) 1 za koji vrijedi

hvy = )\(h)’l])\ Vh € b i T'LJFU,\ = {O}
Stoga vrijedi
2v = (p(2))(A)v Vze Z(g) 1 Yve M.
Pretpostavimo sada da je A dominantna integralna forma na b, tj. takva da je
(Ale)

*(al)

€Z+ \V/QER+
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Pri tome je (-|-) nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma na h* x h* dobivena iz restrikcije
B|bh x b invarijantne nedegenerirane simetri¢ne bilinearne forme B na g X g.

Neka je B(R,) baza sistema korijena R pridruzena izboru R, pozitivnih korijena. Za
a € B(Ry) ozna¢imo sa h, jedinstven element iz [g,, §_o] takav da je a(h,) = 2. Tada znamo da
je
(Ala)
(afo)
Neka je y € g_, \ {0} i stavimo v = y™"v,. Prema definiciji Vermaovog modula u — uvy je
izomorfizam vektorskih prostora sa U(n~) na M(XA). Posebno, vrijedi v # 0. Oznacimo sa s,
refleksiju u odnosu na korijen « :

*

Sapt =t — pi(ha)or,  p €D
Kako je p(h,) = 1, imamo
SaA+p)—p=A+p—(A+p)(ha) —p=A—(m+1)a
pa je
v=y"""x € MA)r—tmrna = M(N)sa(rtp)—p-

Za (3 € B(R;)\{a} vrijedi [g_a, g5] = {0} jer B—a & R. Odatle i iz ggvy = {0} slijedi ggv = {0}.
Nadalje, neka je x € g, takav da je [z,y] = hq.-

Zadatak 3.2.1. Dokazite da za svaki j € Z u algebri U(g) vrijedi
[z, 47" = (5 + 1)y (ha — 7).

Uputa: Jednakost se dokazuje indukcijom po j € Z, koristenjem jednakosti [he,y] = —2y.
Posebno, za j = m zbog xvy, = 0 dobivamo

v = zy™ oy = o,y oy + Y avy = (m+ Dy" (ha —m)oa = (m+ 1)(A(ha) — m)y™vs = 0.

Time je dokazano da vrijedi n*v = {0}. Kako je v € M(\)s, (r+p)—p, Prema propoziciji 3.2.2. na
ciklickom podmodulu U(g)v # {0} od M(\) svaki element z centra Z(g) djeluje kao mnozenje
skalarom (¢(2))(sa(X + p) — p). S druge strane, po istoj propoziciji na cijelom modulu M (\)
element z € Z(g) djeluje kao mnozenje skalarom ((2))(A). Time je dokazano da je

(0(2))(sa(A+p) —p) = (p(2))(N)  za svaku dominantnu integralnu formu A na §.

Bududi da su ¢(z) i A — (©(2))(sa(A + p) — p) polinomijalne fukcije na h*, slijedi da su one
identicki jednake. Time je dokazano da vrijedi

()N = (0(2))(sa(A+p) —p)  Vz€Z(g), VAED, VaeB(R,).
Zamijenimo li u toj jednakosti A sa A — p, nalazimo

()X =p) = (p(2))(saX —p)  Vz€Z(g), VAED, VaeB(R,)
Po definiciji automorfizma v to znaéi da je

(vo)(2)(A) = ((vep)(2)(sar)  Vze Z(g), VAeD', VaeB(R,)

Buduéi da refleksije s,, a € B(R.), generiraju Weylovu grupu W, zaklju¢ujemo da je polinomijalna
funkcija (7 o ¢)(2) na h* W—invarijantna za svaki z € Z(g). Time je dokazano da vrijedi

(vou)(Z(g) S P(H)" = SH)".
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(2) Oznacimo sada sa 7 : P(g)® — P(h)" Chevalleyev izomorfizam restrikcije sa g na b
iz teorema 3.1.2. Pomocu invarijantne nedegenerirane simetricne bilinearne forme B na g X g
prostore g i h mozemo identificirati s njihovim dualima g* i h*. Tada se P(g)? identificira sa
P(g*)® = S(g)?, a P(h)" sa P(h*)" = S(h)". Izomorfizam S(g)® — S(h)" dobiven tom identi-
fikacijom iz Chevalleyevog izomorfizma 7 oznac¢imo sa 7.

Chevalleyev izomorfizam 77 : P(g)? — P(h)" jednak je restrikciji Resysy|P(9)%, gdje je
Resgyy + P(g) — P(h) epimorfizam restrikcije polinomijalnih funkcija sa g na b. Jezgra epi-
morfizma Resgyy : P(g) — P(h) je ideal J = {f € P(g); f|bh = 0}.

Zadatak 3.2.2. DokaZite da pri opisanim identifikacijama g sa g* i b sa b*, dakle, P(g) sa
S(g) =P(g*) i P(h) sa P(bh*) = S(h), vrijedi:

(a) Ideal J = {f € P(g); flb = 0} identificira se s idealom K u algebri S(g) generiranim sa
nt +n.

(b) S(g) = S(b) + K.

(c) Epimorfizam Resg : P(g) — P(h) identificira se s projektorom ¢ sa S(g) na S(h) duz K u
skladu s rastavom iz (b).

Prema tome, izomorfizam 7 : S(g)® — S(h)" je restrikcija ¥|S(g)?, gdje je 1 projektor S(g)
na S(h) duz ideala IC u algebri S(g) generiranog sa n™ + n~.
Neka je sada o : S(g) — U(g) linearni izomorfizam simetrizacije; dakle,

1
0(21"'Zn):EZZT(n“'ZT(n) za neN 1 z,...,2, €g.
.TGSn

Pri tome s lijeve strane z; - - - z, oznacava umnozak u simetricnoj algebri S(g), a s desne strane
Zr(1) "+ Zr(n) OzDaCava umnozak u univerzalnoj omotackoj algebri U(g). Iz PBW—teorema izvodi
se da je o izomorfizam vektorskih prostora koji je u skladu s graduacijom (S™(g))necz, algebre
S(g) i filtracijom (U, (g))nez, algebre U(g) tako da je

Un(g) = o(5"(g)) + Un-a(g) VneN. (3.5)
Neka je (Sn(g))nez, filtracija algebre S(g) pridruzena graduaciji (S™(g))nez, , tj-
Sn(g) = 5%g) + S'(g) + -+ + 5™(9)-

Tada iz (3.5) slijedi da je za svaki n € Z, restrikcija 0|S,(g) izomorfizam vektorskih prostora sa
Sn(g) na Uy,(g).

Oznacimo sada sa X : U(g) — S(g) izomorfizam vektorskih prostora inverzan simetrizaciji o.
Tada je za svaki n € Z, restrikcija X|U,(g) izomorfizam vektorskih prostora sa U,(g) na S,(g).
Neka je ¥ = ¥|Z2(g) restrikcija izomorfizma ¥ na centar Z(g) algebre U(g). Bududi da izomor-
fizam ¥ : U(g) — S(g) ostvaruje ekvivalenciju reprezentacija ady(g) i adg(g) danih derivacijama
algebri U(g) i S(g), dobivenih jedinstvenim prosirenjima operatora adjungirane reprezentacije ad,
od g, i buduéi da su Z(g) i S(g)? potprostori invarijanata u odnosu na te reprezentacije, imamo
V(Z(g)) = X(2(g)) = S(g)% tj. ¥ je izomorfizam vektorskih prostora sa Z(g) na S(g)®.

1z izabrane baze {y1, ..., ys, h1, ..., hx, 1, ..., x5} Liejeve algebre g formirajmo sada bazu pros-
tora S(g) : za q,p € Z% i m € Z* neka je v(¢, m,p) monom u S(g) definiran sa

_ 11 qs 1,M1 mg .P1 D.
v(g,m,p) =yi' - yLhy"t Rt at e ale
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Tada je {v(q,m,p); ¢,p € Z5, m € Z% } baza vektorskog prostora S(g). Nadalje, uz oznake
|Q|:(]1++QS> |m|:m1++mka |p|:p1++p87 paqezjn meZ’j—)
za svaki n € Z,
{v(g.m,p); a.p € Z3, m € Z, |q| + |m| + |p| = n}
je baza od S™(g) i

{v(g,m,p); ¢,p € 2%, m € Z%, |q| +|m| + |p| < n}
je baza od S,(g). Iz (3.5) i iz definicije simetrizacije o slijedi da je

U(U(Q7map>> - U(Q7 map) € U|q|+\m\+|p|—1(g)7 q,p <€ Zi, m e Zli-
Stoga je
S(u(q,m,p)) = v(g,m,p) € Sigiriml+ipi-1(0),  a:p €LY, mE L. (3.6)
Neka je sadan € Z, i z € Z(g) NU,(g). Tada za neke ¢(q, m,p) € C vrijedi

2= > ca,mpulg,mp).

lg|+|m|+|p|<n

Kako je ¥ : Z(g) — S(g)?® definirano kao restrikcija | Z(g, iz (3.6) dobivamo
9(z)— Y elg,m,p)v(q.m.p) € Sui(g),

lgl+[m|+Ip|<n

dakle, i
19(,2) - Z C(qa map)v(qa map) € Snfl(g)

la|+|m|+[p|=n
Buduéi da je n restrikcija na S(g)? projektora i : S(g) — S(h) u skladu s rastavom
S(g) = S(h) + K, a monom v(g, m, p) je u idealu K ako i samo ako je |g| + |p| > 0, zaklju¢ujemo
da je

nW(z)— Y e(0,m,0)0(0,m,0) € S,_1(g). (3.7)

mezZk , |m|=n
S druge strane je
p(z) = > c(0,m,0)u(0,m,0). (3.8)
meZk , |m|<n
Uz identifikaciju U(h) sa S(h) imamo «(0,m,0) = v(0,m,0). (3.7) i (3.8) pokazuje da smo dokazali
da vrijedi

(nod)(z) —¢(z) € Sp_1(g) VneN i Vze Z(g)NUg). (3.9)

(3) Filtracije na algebrama U(g) i S(g) induciraju filtracije na podalgebrama Z(g), S(g)? i
S(h)", aiz tih filtriranih algebri dobivamo graduirane algebre Gr(Z(g)), Gr (S(g)?) i Gr (S(h)") .
Izomorfizmi ¢ i i, dakle i njihova kompozicija n o ¢/, kompatibilni su s filtracijama. Prema tome,
iz izomorfizma vektorskih prostora o : Z(g) — S(h)" prijelazom na graduirane algebre dobi-
vamo izomorfizam vektorskih prostora Gr(no¥) : Gr(Z(g)) — Gr (S(h)") . Iz (3.9) slijedi da je
Gr(nod) = Gr(p|Z(g)). Nadalje, iz definicije automorfizma ~ algebre S(h) = P(h*) vidimo da
je Gr(v) identiteta. Prema tome, Gr(yo ¢|Z(g)) je izomorfizam vektorskih prostora sa Gr(Z(g))
na Gr (S(b)W) . Odatle slijedi da je

voplZ(g): Z(g) — SH)"

izomorfizam vektorskih prostora, a kako znamo da je to homomorfizam algebri, zakljucujemo da
je to izomorfizam algebri.
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(4) Treba jos dokazati da je taj izomorfizam neovisan o izboru sistema R, pozitivnih korijena
u R = R(g,h). Neka je A dominantna integralna forma na b (u odnosu na R,) i neka je V' prost
kona¢nodimenzionalan U(g)—modul s najvecom tezinom A. Tada je V' izomorfan kvocijentnom
modulu Vermaovog modula M(\), prema tome, svaki element z € Z(g) na modulu V djeluje
mnozenjem sa skalarom (¢(z))(A).

Neka je sada R’ neki drugi izbor sistema pozitivnih korijena u R i neka su ¢’ i v homomorfizmi
u odnosu na taj izbor. Prema tvrdnji (f) teorema 2.1.23. postoji (¢ak jedinstven) element s € W
takav da je R', = s(R,). Tada je s\ najveca tezina modula V' u odnosu na R/_, pa slijedi da svaki
element z € Z(g) na modulu djeluje mnozenjem sa skalarom (¢'(2))(sA). Prema tome, vrijedi

(e(z)N) = (¥'(2))(sA)  Vze Z(g).

Ocito je p' = PR, = Spr, = Sp, pa prema dokazanom u (1) nalazimo da za svaki z € Z(g) vrijedi

(vo@)(2))(sA + sp) = ((y 0 L) ((2))(A+ p) = (0(2))(N) = (¥(2))(sA) = (7" © ©)(2))(5A + 5p).

Oznacimo sada sa P, skup svih dominantnih integralnih formi na h u odnosu na R,, a sa
P! = s(P;) skup svih dominantnih integralnih formi na h u odnosu na R/, . Prema dokazanom, za
svaki z € Z(g) polinomijalne funkcije (yop)(2) 1 (v o¢’)(2) podudaraju se na skupu P +p'. Odatle
slijedi da se one podudaraju svuda na h*. Time je dokazana neovisnost izomorfizma (v o )| Z(g)
o izboru pozitivnog sistema korijena R, u R.

I[zomorfizam (yop)|Z(g) zove se Harish—Chandrin izomorfizam sa Z(g) na S(h)". Oznacimo
ga u daljnjem sa w.

Infinitezimalni karakter Liejeve algebre g je naziv za centralni karakter od U(g), odnosno,
za karakter od Z(g), tj. za unitalni homomorfizam Z(g) — C. Za A € h* je sa

xa(2) = (p(2)(A) = (Yo @) () (A + p) = (W(2))(A+p), 2 Z(g),
definiran infinitezimalni karakter x, : Z(g) — C.

Teorem 3.2.4. A — x, je surjekcija sa b* na skup Z(g)" svih infinitezimalnih karaktera. Za
AN € b vrijedi x\ = xn ako i samo ako je N 4+ p = s(A+ p) za neki s € W.

Dokaz: Za A\, N € h* i z € Z(g) imamo

Xa(2) = WE)A+p) 1 xn(2) = (w(z))(X +p).
Kako je w(z) € S()Y = P(6*)V, iz N + p = s(A + p) za neki s € W slijedi x\ = xw-
Pretpostavimo sada da takav s € W ne postoji, tj. da je
W\ +p)nW(A+p) =0.

Tada postoji polinomijalna funkcija f na h* takva da je f jednaka 1 u svakoj tocki skupa W (A+p)
i da je f jednaka 0 u svakoj tocki skupa W (X + p). Mozemo pretpostaviti da je polinomijalna
funkcija f W —invarijantna. Doista, ako nije tako, mozemo je zamijeniti s W —invarijantnom
polinomijalnom funkcijom
1
— sf.
T 2 o

seW
Neka je sada z € Z(g) takav da je w(z) = f. Tada je

a(2) = WE))A+p)=f(A+p)=1 1 xn(2) = (w(z)N +p)=f(N+p) =0

Prema tome, y # xx.
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Treba jos dokazati da je svaki infinitezimalni karakter oblika x, za neki A € bh*. Neka je
¥+ S(§)W — C karakter, odnosno, unitalni homomorfizam. Tada je Ker ideal u S(h)" kodi-
menzije 1, Stovise, vrijedi S(h)" = C1 + Ker . Dokazimo sada da je ideal u algebri S(h) generi-
ran sa Ker ¢ pravi ideal tj. razli¢it od S(h). Pretpostavimo suprotno da je on jednak S(h). Tada
posebno postoje £ € N, ay,...,ap € S(h) iby,...,b € Kere takvi da je

1 =a1by + -+ asby.
Za svaki s € W je sb; = b; Vj, pa iz gornje jednakosti slijedi
1= (sa1)by +---+ (sap)by VseW.
Sumiranjem po svim s € W i dijeljenjem s redom || grupe W dobivamo
1=c1by+ -+ ciby

gdje su
1
¢ = il Z sa; € S(h)"W.

seW

Kako je Ker 1) ideal u algebri S(h)", odatle slijedi da je 1 € Ker. Ova kontradikcija pokazuje da
je pretpostavka bila pogresna. Prema tome, ideal u algebri S(h) generiran sa Ker ¢ je pravi ideal
u S(h). Neka je sada M maksimalni ideal u algebri S(f) takav da je Kery) C M. Tada je ocito
MNS(HW = Ker . Nadalje, S(h) = C1 + M, dakle, postoji karakter ¥ : S(h) — C takav da je
M = Ker1). Sada iz M N S(h)W = Ker ¢ slijedi da je 1 = U|S(h)". Prema Hilbertovom teoremu
o nulama postoji u € h* takav da je U(u) = u(p) Yu € S(h) = P(b*). Tada je ¥(u) = u(p)
Vu e S(h)W.

Neka je sada x : Z(g) — C infinitezimalni karakter. Kako je w izomorfizam algebri sa Z(g) na
S(H)W, slijedi da je y ow™! karakter algebre S(h)". Prema dokazanom postoji u € h* takav da je

(xow ™ )(u) =u(n)  VueSHY.
Za svaki z € Z(g) je w(z) € S(h)", pa gornja jednakost pokazuje da je
X(2) = (xow ) (w(2)) = (w(2)) (W) = xa(2) V2 € Z(g),

gdje smo stavili A = p — p. Time je dokazano da je A +— x, surjekcija sa h* na skup svih
infinitezimalnih karaktera Z(g)", odnosno, teorem 3.2.4. u potpunosti je dokazan.
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3.3 (g, K)—moduli

Neka je GG realna Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je K kompaktna podgrupa od G.
Na koncu odjeljka 1.7. definirali smo pojam (g, K')—modula: to je kompleksan vektorski prostor
VY na kome su zadane reprezentacije Liejeve algebre g i grupe K, ¢ija djelovanja oznacavamo s
tockom, takve da vrijedi:

(1) k-X €= ((Adk)X) k- Vke K, VX €gi VEe V.

(2) Za svaki £ € V potprostor Ve = span{k - & k € K} od V je konaénodimenzionalan i
preslikavanje k +— k - |Ve je neprekidno, dakle, klase C*° (stovise, analiticko).

(3) Za svaki Y € ¢ 1isvaki £ € V vrijedi

Vog= Slep i) €

t=0

Prema teoremu 1.7.10. ako je 7 reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H, onda je H%
(g, K')—modul; pri tome je

H% = {£ € H™; potprostor span {m(k){; k € K} je kona¢nodimenzionalan}.

Za (g, K)—modul V vrijedi
V= Z +V(v)

yeK

gdje je V() suma svih K —invarijantnih kona¢nodimenzionalnih potprostora od V takvih da je
pripadna subreprezentacija od K ireducibilna iz klase . Projektor P, prostora V na potprostor
V(7) u skladu s gornjim rastavom, tj duz potprostora ;.. +V(d), dan je sa

Pvﬁzd(v)/l(mk-idwk), Eev.

pri tome je d(vy) dimenzija reprezentacije u klasi v € K, X~ je karakter te reprezentacije i v je
normirana Haarova mjera na grupi K.

Za (g, K)—module definirali smo u odjeljku 1.7. uobicajenu terminologiju kao i za reprezentacije:
Invarijantan potprostor ili (g, K)—podmodul (g, K)—modula V je potprostor W od V koji
je invarijantan s obzirom na sve operatore k- (za k € K) i X - (za X € g). (g, K)—modul V je
prost ili ireducibilan ako je V # {0} i ne postoji (g, K)—podmodul razli¢it od {0} i od V. Ako
suViW (g, K)—moduli, Homg x(V, W) oznacava prostor svih linearnih operatora 7" : V — W
koji prepli¢u reprezentacije od K i reprezentacije od g, tj. takvih da za proizvoljine k € K, X € g
1€ eV vrijedi

Tk-& =k -T¢ i T(X-&§) =X T¢.
Ako je takav T bijekcija sa V na W kazemo da je T' ekvivalencija (g, K')—modula. Ako postoji
ckvivalencija T' € Homg x(V, W) kazemo da su (g, K)—moduli V i W ekvivalentni i pisemo

V > W. Za (g, K)—modul V pisemo Endg (V) = Homg x(V,V). Za ireducibilne (g, K')—module
imamo sljede¢u varijantu Schurove leme:

Propozicija 3.3.1. Neka je V ireducibilan (g, K)—modul. Tada je Endy x(V) = CIy.
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Dokaz: Neka je ¢ € V\{0}. Tada je potprostor Ve = span {k-§; k € K} konacnodimenzionalan.
Nadalje, zbog svojstva (1) u definiciji (g, &K')—modula prebrojivodimenzionalan potprostor

Ug)Ve=Y_ Ulgin=spanf{u-k-& ueU(g), ke K}

WEVE

je (g, K)—podmodul od V. Kako je on razli¢it od {0}, zbog ireducibilnosti on je jednak V. Na
taj je na¢in dokazano da je prostor V prebrojivodimenzionalan. Sada tvrdnja slijedi iz propozicije
1.4.2. primijenjene na unitalnu podalgebru A od L(V) generiranu sa {X-; X € gtU{k-; k € K}.

Za (g, K)—modul V kazemo da je dopustiv ako je potprostor V(v) konacnodimenzionalan

X

Vv € K. Analogno, reprezentacija m grupe G na Hilbertovom prostoru H je dopustiva (Au

odnosu na kompaktnu podgrupu K) ako je potprostor H(y) kona¢nodimenzionalan Vy € K.
Uocimo da je to ispunjeno ako i samo ako je (g, K')—modul HY dopustiv.

Propozicija 3.3.2. (g, K)—modul V je dopustiv ako i samo ako je prostor Homg(W,V) kona-
cnodimenzionalan za svaki konacnodimenzionalan K —modul W.

Zadatak 3.3.1. Dokazite propoziciju 3.3.2.

Za reprezentacije 7 i p grupe G na Hilbertovim prostorima H i K kazemo da su infinitezimal-
no ekvivalentne (u odnosu na kompaktnu podgrupu K od G) ako su pripadni (g, K')—moduli
HE 1 K% ekvivalentni. Slicno, za reprezentaciju m kazemo da je infinitezimalno ireducibilna
ako je (g, K)—modul H% ireducibilan.

Za (g, K)—modul V kazemo da je kona¢no generiran ako je on konacno generiran kao
U(g)—modul, tj. postoje &,...,&, € V takvi da je

V=U(g)s + -+ U(g)n-

U daljnjem je stalno G realna reduktivna grupa, s pripadnom Cartanovom involucijom ¢, g
njena Liejeva algebra, K njena maksimalna kompaktna podgrupa fiksnih tocaka u odnosu na 1,
g = £+ p Cartanova dekompozicija pridruzena . Neka je Z(g) centar od U(g) i Z¢(g) unitalna
podalgebra centra definirana sa

Za(g) ={uec Ulg); (Adg)u=u Vg€ G}.
Lako se vidi da je Z5(g) = Z(g) ako je grupa G unutarnjeg tipa.

Teorem 3.3.3. (Harish—Chandra) Neka je V konacno generiran (g, K)—modul. Za svaku klasu
v € K potprostor V(7) je konacno generiran kao Z¢(g)—modul.

Dokaz ¢emo provesti pomocu jedne konstrukcije i niza pomoc¢nih tvrdnji.

Promatramo konac¢no generiran (g, )—modul V. Izaberimo kona¢nodimenzionalan K —inva-
rijantan potprostor W od V takav da je U(g)W = V. Neka je 0 : S(g) — U(g) izomorfizam
simetrizacije iz odjeljka 1.4. Prema korolaru 1.4.4. tada je V = o(S(p))W. Definiramo sada rastuéi
niz potprostora (V,)necz, ovako:

Vo =W, Vi1 =PpVu +Va, nez,.

Tada je svaki potprostor V,, konacnodimenzionalan i K —invarijantan i njihova je unija ¢itav prostor
V. Neka je Gr(V) direktna suma vektorskih prostora V,/V,,_1, n € Z,; pri tome podrazumijevamo
dajeV_; = {0}. Tada je Gr(V) K—modul ekvivalentan K —modulu V. Neka sup, : V,, — V,,/V,,_1
kvocijentna preslikavanja. Za X € piza £, n €V, takve da je p,(£) = p,(n) vrijedi £ —n € V,_1,
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dakle, X - £ — X -n € V,,, odnosno, p,.1(X - €) = pys1(X - n). Prema tome, mozemo definirati
linearan operator X- na prostoru Gr()) ovako:

X pa(§) = pas1(X - §), §€Vn, nely.
Sada na mnogostrukosti G = K x p definiramo binarnu operaciju ovako:
(k, X)(h,Y) = (kh, (Ad )X +Y),  (k,X),(h,Y) €G.
Zadatak 3.3.2. Dokazite da s tako definiranom operacijom vrijedi:
(a) G je Liejeva grupa.

(b) Njena se Liejeva algebra g kao vektorski prostor podudara sa g, a komutator {-, -} u g je
dan sa

(X+Y, X' +Y'} =X, X'+ [X,)Y]+[Y, X'], X, X'et, VY ep.
c e komutativnt ideal v g.
(c) pj g

(d) {e} x p je zatvorena normalna komutativna podgrupa od G.

(e) k— (k,0) je izomorfizam K na maksimalnu kompaktnu podgrupu K = K x {0} od G.
Kao sto smo spomenuli K—modul Gr(V) ekvivalentan je K—modulu V; ekvivalencija
VY — Gr(V) je dana sa
£ — pu(§) za €V, \ V1, n€EZ,.

Tada je Gr(V) i t—modul. Na Gr(V) definirali smo i djelovanje elemenata X € p. Kako je
g = g = -+ p, mozemo definirati djelovanje svakog element Liejeve algebre g na vektorskom
prostoru Gr(V) :

(X+Y) v=X-v+Y v, Xet, Yep, vedGr(V).
Lema 3.3.4. Gr(V) je konacno generiran (g, K)—modul.
Dokaz: Za X, Y € pi{ €V, imamo [X,Y] € & dakle, [X,Y]-& € V,. Prema tome,
XY pnl€) = pn2(X Y - §) = pra(Y - X - €+ [X, V] §) = pra(Y - X - §) =YV - X pp(6).
To pokazuje da je
X Yo=Y -X-v VX,Yep i YveGrV).
Zadatak 3.3.3. Dokazite da odatle slijedi da je Gr(V) g—modul, odnosno, da za X, X' € & i
Y)Y €pizaveGr(V) vrijedi
{(X+Y, X' +Y'} v=(X+Y) (X' +Y) v—(X'+Y) - (X +Y) 0.

Prema tome, Gr(V) je g—modul i K—modul. Buduéi da su kao K—moduli V i Gr(V) ekvi-
valentni, svojstva (2) i (3) za K—modul Gr(V) neposredno slijede iz tih svojstava za K—modul
V. Nadalje, svojstvo (1) je dovoljno dokazati za k € K 1 X € p, a tada to svojstvo slijedi iz istog
svojstva za (g, K)—modul V, iz definicije djelovanja p na Gr(V) i iz ¢injenice da su kvocijentna
preslikavanja p, : V,, — V,,/V,_1 epimorfizmi K —modula. Doista, za { € V,\V,_1, X €pik € K
imamo redom:

ke Xopn(€) = k- pnga(X - §) = poa(k- X - §) =
= Pt ((AdR)X) - k- &) = ((Ad k) X) - pu(k - §) = ((Ad k) X) - k - pn(E).
Dakle, Gr(V) je (g, K)—modul. Napokon, kona¢na generiranost slijedi iz p - Gr(V), = Gr(V) 11
Vn € Z., gdje su Gr(V),, = Vi /Vi_1.
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Znamo da je p komutativan ideal u g. Prema tome, univerzalna omotacka algebra U(p) iden-
tificira se sa simetricnom algebrom S(p) i ona je komutativna unitalna podalgebra od U(g).

Korolar 3.3.5. Gr(V) je konacno generiran S(p)—modul.
Zadatak 3.3.4. DokaZzite korolar 3.3.5.

K

Iz definicije grupe G i njene Liejeve algebre vidi se da je S(p)"™ unitalna podalgebra centra

Z(g) algebre U(g) sadrzana u Zx(g).
Lema 3.3.6. Gr(V)(7) je konacéno generiran S(p) —modul za svaki~y € K.

Dokaz: Neka je v € K i X kona¢nodimenzionalan ireducibilan K —modul iz klase ~. Prostor
L(X,Gr(V)) svih linearnih operatora sa X u Gr(V) je K—modul uz djelovanje

(k-T)z)=k-T(k™"z), ke K, TelL(X,Gr(V), z€X.
Prostor L(X,Gr(V)) je i unitalan S(p)—modul uz djelovanje
(u-T)(z) =u-T(x), ue Sp), TelLX,GrV)), xzelX.

Kao S(p)—modul L(X,Gr(V)) je konaéno generiran. Doista, prema korolaru 3.3.5. Gr(V) je
kona¢no generirani S(p)—modul, pa tvrdnja slijedi iz konaénodimenzionalnosti prostora X.
Unitalna algebra S(p) = P(p*) je Noetherina. Stoga je S(p)—modul konaéno generiran ako
i samo ako je on Noetherin. Nadalje, svaki je podmodul Noetherinog modula i sam Noetherin
modul. Odatle slijedi da je svaki podmodul kona¢no generiranog S(p)—modula i sam konaéno
generiran. Posebno, svaki S(p)—podmodul od L(X,Gr(V)) je kona¢no generiran.
Promatrajmo sada potprostor K —invarijanata u L(X, Gr(V)) :

Homg(X,Gr(V)) ={T € L(X,Gr(V)); k- T =T Vk € K}.

Oznac¢imo sa L S(p)—podmodul od L(X, Gr(V)) generiran s potprostorom Homg (X, Gr(V)), tj.
L =S(p) - Homg(X,Gr(V)). Prema prethodnoj napomeni L je kona¢no generiran S(p)—modul.
Dakle, postoje elementi 71, ...,T; € Homg (X, Gr(V)) takvi da je

d

L=S8(p)- Homg(X,Gr(V)) = > S(p) - T;.

j=1

Neka je T'€ Homg(X,Gr(V)). Tada je T € L, pa postoje uy,...,uqg € S(p) takvi da je

d
T=> u-T;
j=1

Zasvakik e Kjek-T=Tik-T; =T, zaj=1,...,d. Stoga je

d d

T=k-T=k-Y u-Tj=> (Adk)u;) - k-T; =Y ((Adk)u;) - T;.

j=1 j=1 Jj=1

Integriramo li po K u odnosu na normiranu Haarovu mjeru v, dobivamo da vrijedi

d
T=> u-T,
j=1
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pri cemu je
7, = /K (Ad F)u;)dv (k).

No tada su w; € S(p)* za j = 1,...,d. Time smo dokazali da je Homg(X,Gr(V)) konaéno
generiran kao S(p)®—modul. Neka je sada ® : Homg(X,Gr(V)) ® X — Gr(V) jedinstven
linearan operator takav da je

O(T®x)="T(x), T e Homg(X,Gr(V)), ze€X.

Svaki T € Homg(X,Gr(V)) je K—preplitanje modula X i modula Gr(V), dakle, kako je
X = X(v), slika od T sadrzana je u Gr(V)(7). Zakljué¢ujemo da je slika Im® od & sadrzana u
Gr(V)(7). U stvari, ta je slika jednaka Gr(V)(y). Doista, ako je Y bilo koji ireducibilni K'—podmo-
dul od Gr(V) iz klase v, onda postoji K—izomorfizam T : X — Y. Tada je T € Homg (X, Gr(V)),
pa vrijedi Y = T'(X) C Im ®. Buduéi da je Gr(V) suma takvih K —podmodula Y, tvrdnja slijedi.
Za prije izabrane Ty, ...,T; € Homg (X, Gr(V)) imamo sada

Gr(V)(7) = ®(Homg(X,Gr(V)) (Z ) ® X) = Z S(p)X

7=1
Izaberemo li bazu {z1,...,z,} od X, dobivamo
d n
=> > S~
j=1 i=1

Time je lema dokazana.

Promatrajmo sada unitalne algebre G—invarijantnih polinoma na g i K —invarijantnih poli-
noma na p :
P(g)” ={f € P(g); [((Adg)X)=[(X) Vg€ GiVX € g},
P(p)" ={f € P(p); f((AdR)X) = f(X) Vk € K iVX €p}.
Za epimorfizam restrikcije Resg, : P(g) — P(p) ocito vrijedi Resg, (P(9)¢) € P(p)*~.
Lema 3.3.7. P(p)X je konacno generiran kao Resg, (P(g)%) —modul.

Dokaz: Neka je a Cartanov potprostor od p. Koristimo sada definiciju pojma realne reduk-
tivne grupe G kao konanog natkrivanja otvorene podgrupe grupe Gg C GL(n,R) realnih tocaka
simetri¢ne afine algebarske grupe Go C GL(n,C). Posebno, tada se Liejeva algebra g identificira
s Liejevom algebrom od Gg, dakle, s Liejevom podalgebrom od GL(n,R). Uz takvu interpretaciju
g definiramo polinomijalne funkcije ¢; na g, j =1,...,n, sa

det(\I, — ZAﬂqJ AMeER, Xeg.

a je komutativna Liejeva algebra dijagonalizabilnih operatora na R™. Oznacimo sa ¥ C a* skup
svih tezina od a na R"™. Tada ¥ razapinje a* pa slijedi da je unitalna algebra P(a) generirana sa
Y. Spektar svakog operatora X € a jednak je {5(X); § € £}. Dakle, vrijedi

Y B(X)Yg(X)=0 VAeL i VXeu
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No to znaci da u algebri P(a) vrijedi
ZﬁjResg/a(qj) =0 VG e X
=0

Kako je g, = 1, slijedi da je

n—1

g =— Z ¥ Resg/alq;). (3.10)
=0
Buduéi da su polinomi ¢; G—invarijantni, tj. ¢; € P(g), iz (3.10) slijedi da konac¢an skup
{88 ...}

Bex

generira P(a) kao Resy/s (P(g)¢) —modul. Neka su fi,..., fn, € P(a) generatori od P(a) kao
Resga (P(9)%) —modula, tj. takvi da je

P(a) = ZResg/a (P(g)%) fi. (3.11)

Neka je W = W(g,a) Weylova grupa sistema korijena R(g,a). Neka je Py : P(a) — P(a)V
projektor definiran kao usrednjenje po konacnoj grupi W :

Puf = |_é/| Ssof 4 (Ref)() = \_vlm S fsw),  feP), zea

seWw seWw

Tada je Py epimorfizam unitalnih algebri. Buduéi da se djelovanje svakog elementa Weylove
grupe W na a moze realizirati kao Adk za neki k € Nk(a), ocito je Resg/a (P(g)%) C P(a)".
Prema tome, primjenom Py na jednakost (3.11) dobivamo

Pa)" = Z Resgra (P(9)°) g

gdje su g; = Py (f;) € P(a)"V zai=1,...,m. Kako je Resg/q = Resy/q 0 Resg)p, to mozemo pisati
1 ovako: .
P(a)" = " Resyja (Resyy (P(9)7)) gi
i=1
Prema Chevalleyevom teoremu 3.1.1. restrikcija Res, /a|73(p)K je izomorfizam unitalnih algebri

sa P(p)X na P(a)". Oznacimo sa ¥ : P(a)V — P(p)X inverzni izomorfizam. Tada uz oznake
h; =V(g;) € P(p)X,i=1,...,m, iz gornje jednakosti primjenom izomorfizma ¥ slijedi

Pp)k = ZResg/p (P(9)“) hi.

Time je lema dokazana.

Neka je kao i prije sa o oznacen operator simetrizacije sa S(g) u U(g). Tada je o izomorfizam
vektorskih prostora, dakle, o|S(p) je injektivan linearan operator. Prema ve¢ spomenutom koro-
laru 1.4.4. jedinstven linearan operator S(p) ® U(¢) — U(g), takav da p@ u — o(p)u za p € S(p)
iu e U(t), je izomorfizam vektorskih prostora sa S(p) ® U(€) na U(g). Odatle slijedi da je

U(g) = a(S(p)) + EU(g)-
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Komponiranjem projektora sa U(g) na o(S(p)) u skladu s gornjom direktnom sumom i inverznog
preslikavanja izomorfizma o|S(p) : S(p) — o(S(p)) dolazimo do linearne surjekcije sa U(g) na
S(p), koju ¢emo oznaciti sa 0. Dakle, za svaki p € S(p) i svaki u € U(®) vrijedi

d(o(p)u) =e(w)p, peSp), uel(E);

pri tome je € linearan funkcional na U(#) definiran kao projektor sa U (%) na C u odnosu na rastav
U(e) = C + ¢U(¢).

Kao i obi¢no sa (Sj(p))jeZ+ oznac¢imo graduaciju algebre S(p). Dakle,
Sp)=>_ +5).

Neka je 7; projektor S(p) na S7(p) u skladu s gornjim rastavom. Nadalje, stavimo §; = 7; o 4.
Tada je ¢; linearna surjekcija sa U(g) na S?(p). Ocito vrijedi d;(u) = 0 ako je u € U, (g) i m < j,
odnosno,

S(u)=> &;(u) za u€Ug(g) i meZ,.

J=0

Lema 3.3.8. Za Zy,...,Z; € p neka je w = Zy - -+ Z; njihov umnozak uw U(g), a s = Zy--- Z;
njihov umnozak u S(p). Tada je u — o(s) € tU(g).

Zadatak 3.3.5. DokaZite lemu 3.3.8.
Uputa: Koristite [p,p] C €1 [¢,p] C p.
Lema 3.3.9. Uz oznake iz leme 3.3.8. vrijedi 6(u) = d;(u) = s.

Dokaz: Neka je P projektor U(g) na potprostor o(S(p)) duz potprostora eU(g), tj. pridruzen
rastavu U(g) = o(S(p)) + tU(g). Prema lemi 3.3.8. vrijedi P(u) = P(o(s)). Po definiciji preslika-
vanja 0 odatle je d(u) = s, a kako je s € S7(p), to je d(u) = d;(u).

Lema 3.3.10. Za j,k € Z,, u € Uj(g) i £ € Vy vrijedi
Prj(u - &) = 6;(u) - pr(8). (3.12)
Dokaz: Neka je {Xy,...,X,} baza od pi{Y1,...,Y,} bazaod . Zar = (r,...,r,) € Z5 i
s=(s1,...,8,) € Z stavimo
u(r,s) = X7t XppYPr - Y0 r=ri 4y, s =s1+ sy
Po PBW —teoremu tada je
{u(r,s); reZt, seZi, |r|+|s| <j}

baza od U;(g). Bududi da su za svako fiksno £ € V) obje strane jednakosti (3.12) linearne u odnosu
na u € U;(g), dovoljno je tu jednakost provjeriti za svaki element u = u(r,s) za |r| + [s| < j.
No ako je |r| < j, tada je u(r, s)§ € Viyjr| € Vigj—1, pa je pje(u(r, s)§) = 0. Nadalje, tada je
d;(u(r,s)) = 0. Dakle, ako je |r| < j, obje strane u (3.12) jednake su 0. Ako je |r| = j, tada je
zbog pretpostavke |r| 4+ |s| < j nuzno |s| = 0, dakle, radi se o elementu baze od Uj(g) oblika
u(r,0) za r € Z~, |r| = j. Time smo dokaz jednakosti (3.12) sveli na slucaj u = Z; - - - Z; za neke
Zi,...,Z; € p. Indukcijom po j dokazuje se da vrijedi

pjsk(ZyZj &) =21 Zy-pe(§) za §€Vy i Zy,...,ZjEP.
Odatle i iz leme 3.3.9. slijedi tvrdnja.
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Polazni (g, K')—modul V je unija rastuceg niza kona¢nodimenzionalnih K —podmodula (Vi )xez, -
Za svaki k € Z, izaberimo K —invarijantan potprostor Wy od V,, takav da je Vi, = Wi, + Vi_1;
podsjetimo se da dogovora V_; = {0}, dakle, W, = Vy. Tada je prostor V algebarska direktna
suma potprostora W :

V=> +W (3.13)

k‘eZ+

Zasvaki k € Z, neka je kao i prije py : Vi — Gr(V)r = Vi/Vi_1 kvocijentno preslikavanje. Buduéi
da su V1 C Vi, K—podmosuli, py je epimorfizam K —modula, a restrikcija py|Wy je izomorfizam
K—modula Wy, na K—modul G7r(V). Definiramo sada linearan operator ® : V — Gr(V) sa

PWr = pi|Wh, keZy.
Tada je ® izomorfizam K —modula sa V na Gr(}V). Posebno,
V(7)) =Gr(V)(7) Yy eK, (3.14)
Ako je £ € V, neka je m € Z, takav da je £ € V,, \ Vi_1. Tada je
E=6+E4E 4+ En za jedinstvene & € Wy, & € Wh, ..., &n € Wi

Odatle je
(&) = po(&o) +p1(&1) + -+ + PimlEm)-

Neka je sada Py projektor prostora V na potprostor Wy u skladu s rastavom (3.13), tj. duz
potprostora » itk +W;. Gornja jednakost moze se tada ovako zapisati:

m

&) = pe(Pef)  VEE V.

k=0

Ako je k > m, onda je P{ = 0 za svaki £ € V,,,. Prema tome, iz gornje jednakosti slijedi

OE) =D p(Pg)  VEEV. (3.15)

keZy

Neka je sada @y projektor prostora V na potprostor V, duz njegovog direktnog komplementa
Zj>k +W;. Tada je
Qe=PF+P+- -+ F.
Nadalje, za j < k je pi(P;§) = 0. Dakle, za svaki £ € V i svaki k € Z, vrijedi py(Pré) = pr(Qr§).
Stoga iz (3.15) slijedi
&) = > p(@Qr)  VEEV.

k‘eZ+

Dakle, za proizvoljan potprostor WW od V vrijedi

POWV) = Y Hpr(@r(W)). (3.16)

k‘eZ+

Dokaz teorema 3.3.3. Izaberimo Aut(g)—invarijantnu nedegeneriranu simetri¢nu bilinearnu
formu B na g. Tada je B invarijantna u odnosu na Cartanovu involuciju, pa je i restrikcija B|p X p
nedegenerirana. Pomocu tih nedegeneriranih bilinearnih formi dualni prostor g* identificira se sa
g, a takoder i p* sa p. To povlaci identifikaciju P(g) sa S(g) i P(p) sa S(p). Uz te identifikacije
preslikavanje Resg/, postaje projektor S(g) na S(p) duz ideala u S(g) generiranog sa €. Nadalje,
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buduéi da je simetrizacija o : S(g) — U(g) preplitanje djelovanja grupe G, restrikcija o|S(g)“ je
izomorfizam vektorskih prostora sa S(g)¢ na Zg(g) i vrijedi

d(o(u)) = Resgp(u) vu € S(g)¢ = P(g)°. (3.17)

Za v € K prema lemi 3.3.6. Gr(V)(7) je konatno generirani S(p)* —modul, a prema lemi 3.3.7.
S(p)® = P(p)¥ je konatno generiran kao Resgy, (P(g)¢) —modul. Odatle slijedi da je Gr(V)(7)
konaéno generiran kao Resg, (P(g)¢) —modul. Neka su vi,...,v4 € Gr(V)(y) generatori
Resg), (P(g)¢) —modula Gr(V)(v). Mozemo pretpostaviti da su wvi,...,v; homogeni, tj.
v; € Gr(V)g, = Vi, /Vi,—1 za neke ki, ..., kg € Z,. Dakle,

GrV)() = Y Resy (P(@)%) v,

Za svaki j € {1,...,d} neka je §; € V, predstavnik elementa v;. Neka je

Sada iz leme 3.3.10., iz (3.16) i iz (3.17) slijedi
d d
QW) = >t (Qk <Z ZG(G)§j>> =Y Resgp (P(9)9) v; = Gr(V)(7).
ke j=1 j=1

Kako je @ izomorfizam vektorskih prostora sa V na Gr(V), odatle i iz (3.14) slijedi

V) =W =3 Za(8)s

Time je teorem 3.3.3. dokazan.

[zvest ¢emo sada neke posljedice teorema 3.3.3. Prva je neposredna:

Korolar 3.3.11. Neka je V konacno generiran (g, K)—modul takav da je za svaki & € V potprostor
Za(g) - € konacnodimenzionalan. Tada je V dopustiv (g, K)—modul.

Prema propoziciji 3.3.1. na svakom ireducibilnom (g, K)—modulu svaki element u € Z;(g)
djeluje kao mnozenje skalarom. Stoga iz korolara 3.3.11. slijedi:

Korolar 3.3.12. Svaki ireducibilan (g, K')—modul je dopustiv.

Neka je sada (g, K)—modul V kona¢ne duzine i neka je (Vo, Vi, ..., V,) njegov kompozicioni
niz. Kao K—modul V je potpuno reducibilan, dakle, ekvivalentan direktnoj sumi ireducibilnih
(g, K)—modula V;/V;_1. Stoga iz korolara 3.3.12. slijedi:

Korolar 3.3.13. Svaki (g, K)—modul konacéne duljine je dopustiv.

Neka je {X1,..., X, } baza od g i neka je {Y1,...,Y,} njoj biortogonalna baza u odnosu na
formu B, tj. takva da je B(X;,Y;) = §;;. Stavimo tada
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Zadatak 3.3.6. Dokazite da element ¢ ne ovisi o izboru baze {X1,..., X, } i da je c € Z5(g).

Element ¢ definiran sa (3.18) zove se Casimirov element od U(g) (u odnosu na formu B).
Neka je cx Casimirov element od U(%) u odnosu na formu B|¢ x &.

Zadatak 3.3.7. Neka je {Xi,...,X,} baza od g koja je ortonormirana u odnosu na skalarni
produkt (X|Y )y = —B(X,9(Y)). Dokazite da je tada

c—2cg = in
i=1

Teorem 3.3.14. Neka je m reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H takva da je za svaki
£ € HY potprostor
C[C] f: 3pan{£,c~§,02 ga}

konacnodimenzionalan. Tada je HE C H®.
Skica dokaza: Iz pretpostavke slijedi da je za svaki & € H% potprostor
Cle,cx] - € = span{dcy - & j k€ Ly}
konacnodimenzionalan. Stavimo A = ¢ — 2ck. Tada slijedi da je za svaki £ € H¥ potprostor
C(A) - & =span{&,A- &, A% ¢,. .}

konacnodimenzionalan. Stoga za svaki § € H¥ postoji nekonstantan normiran polinom Fr s
kompleksnim koeficijentima takav da je Pe(A)§ = 0.
Za proizvoljne £, n € H neka je m¢ , pripadni matri¢ni koeficijent:

Ten(9) = (7(9)€ln), g€ G.

Tada za £ € H™ vrijedi 7, € C*°(G). Svaki X € g moze se promatrati kao lijevoinvarijantno
vektorsko polje na G i tada je

, felC®(G), ged.

t=0

(X)9) = T F(olesp 1X)

Posebno, ako je £ € H>* in € 'H, imamo

d

=5 = (m(g)X - &[n).

t=0

(m(g)m(exp tX)Eln)

(X7 ) (9)

Dakle,
XT('&UZTFX@W, Xeg, E€H™ neH.

Elementi X € g generiraju unitalnu algebru U(g). Stoga se U(g) moze shvacati kao algebra lijevoin-
varijantnih diferencijalnih operatora na G. Iz gornje jednakosti slijedi za proizvoljne X1, ..., X) €

g:
Xioo X ey = X XpaTxeen = 00 = Tx Xyt

Prema tome, vrijedi

u- 7T§=77 = ﬂ-u'fﬂ? u E U(Q)? é 6 HOO’ 77 6 H’
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Neka su sada & € H® i n € H proizvoljni. Tada je P:(A)¢{ = 0, pa slijedi P¢(A)me, = 0. Oko
svake tocke g € G mozemo izabrati analiticku kartu s koordinatnim sustavom

(1, ..., 2,) — glexp x1X7)(exp 22 X3) - - - (exp 7, X,).

U toj karti vektorsko polje X; predstavljeno je operatorom %, dakle, ako je k = deg P, vodeci
J
¢lan diferencijalnog operatora Pg(A) je

92 92 92 \F
(Gatam* o)

Kako je (€2 + &4 -+ )" £ 0 V(&1 &, ..., &) € R™\{(0,0,...,0)}, operator P¢(A) je u takvoj
karti elipticki. Sada teorem regularnosti za elipticke operatore povlaci da je u takvoj karti ¢,
analiticka funkcija. No to upravo znaci da je £ € H“.

Teorem 3.3.15. Ireducibilna unitarna reprezentacija od G je dopustiva.

Dokaz: Neka je H prostor promatrane ireducibilne unitarne reprezentacije od G. Prema
propoziciji 1.7.6. svaki z € Z5(g) djeluje na H* kao mnozenje skalarom. Sada iz teorema
3.3.14. slijedi da je HP C HY. Neka je £ € H® \ {0} i stavimo

V=span{u-k-& uwelU(g), ke K}.

Tada je prema korolaru 3.3.11. V dopustiv (g, K)—podmodul od HY = HY.. Prema propoziciji
1.7.7. zatvara¢ C1(V) od V je zatvoren G’—invarijantan potprostor od H; pri tome je G° kom-
ponenta povezanosti jedinice grupe G. Taj je potprostor i K—invarijantan, a kako je G = KG°,
on je G—invarijantan. Iz ireducibilnosti slijedi C1(V) = H. Buduéi da je CI(V)(y) = Cl(H(Y))
Vv e K, slijedi H® = V. Dakle, reprezentacija od G na ‘H je dopustiva.

Teorem 3.3.16. (a) Unitarna reprezentacija od G je ireducibilna ako i samo ako je ona in-
finitezimalno ireducibilna.

(b) Ireducibilne unitarne reprezentacije od G su ekvivalentne ako i samo ako su one infinitezi-
malno ekvivalentne.

Dokaz: (a) Neka je m unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H. Pret-
postavimo da je reprezentacija 7 ireducibilna. Neka je W # {0} (g, K)—podmodul od H3. U
dokazu teorema 3.3.16. dokazali smo da je tada W = H%. Dakle, (g, K)—modul H% je ireducibi-
lan, odnosno, reprezentacija 7 je infinitezimalno ireducibilna.

Obratno, pretpostavimo da je reprezentacija 7 infinitezimalno ireducibilna, odnosno, da je
(g, K)—modul H$ ireducibilan. Pretpostavimo da je suprotno tvrdnji reprezentacija 7 reducibilna.
Kako je m unitarna, to znac¢i da postoji rastav H = K & L Hilbertovog prostora H u ortogo-
nalnu sumu dvaju zatvorenih m—invarijantnih potprostora razli¢itih od {0}. Tada su ¥ i £
(g, K)—podmoduli od HY koji su gusti u K i L, dakle, razliciti su od {0}, a razli¢iti su i od H%,
jer je K3 N LY = {0}. To je u suprotnosti s pretpostavkom ireducibilnosti (g, K)—modula H3.
Ova kontradikcija pokazuje da je reprezentacija 7 ireducibilna.

(b) Neka su sada 7 i p ireducibilne unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima H
i IC. Pretpostavimo najprije da su 7 i p ekvivalentne i neka je T': ' H — K je izometricki izomor-
fizam sa H na K takav da je Tw(g) = p(9)T Vg € G. Tada odmah slijedi da je TH = K@ 1T
ostvaruje ekvivalenciju (g, K)—modula HY i K. Dakle, reprezentacije 7 i p su infinitezimalno
ekvivalentne.
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Pretpostavimo sada da su 7 i p infinitezimalno ekvivalentne i neka je A : H® — K% izomor-
fizam vektorskih prostora koji ostvaruje ekvivalenciju tih (g, K')—modula, tj. takav da je

AX &) =X-A¢ 1 Ak-&)=k-A¢  VEeHE, VXeg, VkeK.

Tada je ocito A|H32(y) izomorfizam prostora H32(y) na prostor K32(v) ¥y € K. Kako su ti
potprostori kona¢nodimenzionalni prema teoremu 3.3.15. i vrijedi

=Y MR 1 KR=) +KR().

7613 'yef(

mozemo definirati linearan operator A* : K¥ — HY ovako:

(Agln) = (E]A™n)  VEEHR(), WneKR(y), VyeK.

Tada vrijedi

(Aln) = (€]A™)  VEeHE 1 VneKyg.
Odatle slijedi da je A* homomorfizam (g, K)—modula. Kako su A € Homg(H,K¥) i
A* € Homg (K%, HE) slijedi da je A*A € Endg(HY) i ocito je A*A # 0. Kako je HY
ireducibilan (g, K')—modul, prema propoziciji 3.3.1. je A*A = Ay za neki skalar A # 0. Sada za
¢ € HE \ {0} imamo

AIEN* = (Aglg) = (A" Ag[E) = || Ag|P*.

Odatle slijedi da je A > 0. Stavimo sada T = A2 A. Tada je T izometricki izomorfizam unitarnog
prostora H$ na unitarni prostor K%, pa se on jedinstveno prosiruje do izometrickog izomorfizma
Hilbertovog prostora ‘H na Hilbertov prostor K. Prema teoremu 3.3.14. je H® = H% 1 K = K.
Dakle, za X € g i & € HY imamo

1 1
Tr(exp X)é=T ) HX’“ E=) HX’“ - T¢ = plexp X)TE.
kEZy kEZy
Kako je potprostor H% gust u H, slijedi T'm(exp X) = p(exp X)T VX € g. Skup {exp X; X € g}
generira komponentu povezanosti jedinice GY grupe G, pa dobivamo da je T'r(g) = p(g9)T Vg € G°.
Nadalje, T|HY je preplitanje (g, K)—modula pa je posebno

T(k-&)=k-T¢ VkeK, V¢&eH?

Zbog gustote HY u H, odatle slijedi Tw(k) = p(k)T Vk € K. Napokon, kako je G = KG°,

zakljuéujemo da vrijedi T'r(g) = p(g9)T Vg € G, odnosno, reprezentacije 7 i p su ekvivalentne.

Dopustiva reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H zove se kvazi—prosta ako je djelo-
vanje svakog z € Z5(g) na H$ skalarni multipl jedini¢nog operatora Iy, tj. ako postoji infini-
tezimalni karakter x € Hom(Zs(g), C) takav da je

2 E=x(2)§ VzeZa(g) 1 VEEHE.

Teorem 3.3.17. Dopustiva kvazi—prosta reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru je ire-
ducibilna ako i samo ako je ona infinitezimalno ireducibilna.

Dokaz: Neka je m dopustiva kvazi—prosta reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru
H. Pretpostavimo najprije da je reprezentacija m reducibilna i neka je I # {0} zatvoren pravi
m—invarijantan potprostor od H. Tada je K% (g, K)—podmodul od HY gust u I, dakle, razlicit
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od {0}. Nadalje, (g, K)—modul H3 je dopustiv pa su svi potprostori H32(7), v € K, konaénodi-
menzionalni, pa je H2 () = H(v) Vv € K. Analogno je K2(v) = K(v) Vy € K. Kako je K # H,
za neki v € K je K2(v) # H2 (7). Odatle slijedi da je K32 # H32. Prema tome, (g, K)—modul
HP je reducibilan.

Pretpostavimo sada da je reprezentacija 7 ireducibilna ali da je (g, K')—modul H reducibi-
lan i neka je V njegov (g, K)—podmodul koji je netrivijalan, tj. V # {0} i V # H®. Zbog
kvazi—prostote iz teorema 3.3.14. slijedi H¥ = HY.. Stogaza £ € Vi X € g vrijedi

mlexp X)E= ) %X’“ 3

kEZy

Svi su ¢lanovi gornje sume u V, pa iz konvergencije tog reda slijedi w(exp X)¢ € CI(V). Iz
neprekidnosti operatora m(exp X) slijedi da je w(exp X)CI(V) C CI(V) za svaki X € g. Kao u
dokazu tvrdnje (b) teorema 3.3.16. dobivamo da je 7(g)Cl(V) C CI(V) za svaki g € G°, a kako
to ocito vrijedi i za svaki g € K, zaklju¢ujemo da je zatvoren potprostor Cl()) m—invarijantan.
Napokon, kako je V # H, postoji v € K takav da H32(vy) € V. Kako je potprostor H32(v) kona-
¢nodimenzionalan, slijedi da HP(y) € CU(V). Prema tome, CI(V) # H. No to je u suprotnosti
s pretpostavkom da je reprezentacija 7 ireducibilna. Ova kontradikcija pokazuje da je nuzno
(g, K)—modul ‘H% ireducibilan.
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3.4 Teorem o subkvocijentu

U ovom odjeljku zadrzavamo oznake i pretpostavke iz prethodnog: G je realna reduktivna
grupa s Liejevom algebrom g, Cartanovom involucijom ¢, pripadnom maksimalnom kompaktnom
podgrupom K od G i pripadnom Cartanovom dekompozicijom g = € + p. Nadalje, izaberimo
Cartanov potprostor a od p i neka je 3 = R(g, a) pripadni sistem korijena u a*. Neka je 3, neki
izbor skupa pozitivnih korijena u ¥. Stavimo kao u odjeljku 2.6. :

n= Z + ¢, n=19(n) = Z +g77, m = Zy(a).

AEX 4 pYSINE

Tada imamo dekompozicije
g=t+atn i g=nt+tmtatn

Restrikcija exp |a je analiticki izomorfizam aditivne grupe a na zatvorenu podgrupu A oa G.
Nadalje, restrikcija exp |n je bianaliticka bijekcija sa n na zatvorenu podgrupu N od G, ¢ija je
n Liejeva algebra. Imamo tada Cartanovu i Iwasawinu dekompoziciju grupe G : preslikavanje
(k,X) — k(exp X) je bianaliticka bijekcija sa K X p na G i (a,n,k) — ank je bianaliticka
bijekcija sa A x N x K na G. Nadalje, kao i prije stavimo

M =Zg(a)={ke K; (Adk)la=1,} i M = Ng(a)={keK; (Adk)a = a}.

Tada su M i M’ zatvorene podgrupe od K i kvocijentna grupa M’/M identificira se s Weylovom
grupom W sistema korijena Y. Nadalje, preslikavanje mnozenja (m,a,n) — man je bianaliticka
bijekcija sa M x A x N na zatvorenu podgrupu P = MAN od G — to je tzv. minimalna
parabolicka podgrupa od G (pridruzena izboru Cartanovog potprostora a i skupa pozitivnih
korijena 3, u ¥ = R(g,a)). Iz Iwasawine dekomporzicije slijedi da je G = PK, pa smo u situaciji
iz odjeljka 1.5. gdje smo definirali i proucili jednu klasu induciranih representacija.

Neka je o unitarna ireducibilna (kona¢nodimenzionalna) reprezentacija kompaktne grupe M
na unitarnom prostoru K. Za p € (a(c)* = (a*)c, tj. za R—linearnu formu u : @ — C, definiramo
reprezentaciju o, grupe P = M AN na prostoru K :

ou(man) = ao(m), meM, ac€A neN.
Pri tome je a — a* homomorfizam grupe A u multiplikativhu grupu C* definiran sa
(exp H)* = ) H € a.

Zadatak 3.4.1. Dokazite da je tako definirano preslikavanje o, : P — L(K) reprezentacija grupe
P.

Definiramo sada induciranu reprezentaciju 7°* = Ind%o,. To je reprezentacija grupe G na
Hilbertovom prostoru H?* svih klasa izmjerivih funkcija f : G — K takvih da vrijedi

f(px) =/ Ap(p)o.(p)f(z) Vpe P iVx e G, (3.18)

i da je funkcija k — || f(k)||, k € K, kvadratno integrabilna u odnosu na normiranu Haarovu mjeru
k na kompaktnoj grupi K. Pri tome je Ap oznaka za modularnu funkciju grupe P. Reprezentacija
77" djeluje desnim pomacima:

(m7" () f)(y) = flyz),  feH™, z,yed.
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Kako je grupa M kompaktna, vrijedi Ap(m) = 1 ¥m € M. Nadalje, koristenjem propozicije

1.5.1. moze se dokazati da jei Ap(n) =1 Vn € N,azaa=exp H € A je
Ap(a) = det((Ada)|n) = det (e“dH|n) — lrladH)ln — o20(H) — 20

pri ¢cemu je
1

_ S A
=5 Z(dlmg JA.
)\EE+
Prema tome, uvjet (3.18) postaje
f(manz) = a**Po(m) f(z), Vme M, Yae€ A neN, Vzed. (3.19)

Restrikcija reprezentacije 7%* na grupu K je upravo reprezentacija IndL o. Stoga iz korolara
1.5.7. Frobeniusovog teorema reciprociteta slijedi da je dim H”*(y) = d(y)m(o,v) za svaku
v e K, gdje je m(o,~) multiplicitet reprezentacije o u restrikciji v na podgrupu M. Posebno,
svaki je potprostor H7* (), v € K, konacnodimenzionalan i neovisan o p € (a*)(c. Dakle,

Teorem 3.4.1. Za svaku ireducibilnu reprezentaciju o od M i svaki pn € (a*)% (g, K)—modul
(H*)% je dopustiv, dakle, jednak je (H7"), i sastavljen je od analitickih vektora.

Uobicajen naziv za {7?"’“; o< M, e (a*)c} je osnovna serija reprezentacija. Cilj je
ovog odjeljka da dokazemo slavni Harish—Chandrin teorem o subkvocijentu:

Teorem 3.4.2. Za svaki ireducibilan (g, K)—modul V postoji o € M i p € (a*) takvi da je V
ekvivalentan nekom subkvocijentu (g, K)—modula (H7"),.

Mi ¢emo dokaz provesti u nizu koraka uz dodatnu pretpostavku da je grupa G, dakle, i K,
povezana. Na kraju ¢emo naznaciti koje modifikacije vode na dokaz opceg slucaja. No to nam i
nece biti potrebno, jer ¢emo u jednom od sljedec¢ih odjeljaka dokazati jaci Casselmanov teorem
o subreprezentaciji bez pretpostavke povezanosti grupe G.

U daljnjem pretpostavljamo da je grupa G povezana, dakle i maksimalna kompaktna podgrupa
K je povezana. Sa G ¢emo oznacavati univerzalnu omotacku algebru U(g®) kompleksifikacije g©
od g, a sa K univerzalnu omotacku algebru U(€C) kompleksifikacije € od €. Uocimo da zbog
povezanosti od K vrijedi

G ={uecg, (Adk)u=u Vke K} ={u€G; ru=ur Yz €t}
Propozicija 3.4.3. Unitalna algebra G¥ je slijeva i zdesna Noetherina.

Dokaz: Neka je J lijevi ideal u algebri G¥. Tada je GJ lijevi ideal u G. Kako je algebra G

slijeva Noetherina, taj je ideal kona¢no generiran, tj. postoje uy,...,uq € J takvi da je
d
GJ => Guj.
j=1

Posebno, za u € J postoje vy, ...,v5 € G takvi da je
U= ViU + -+ vgug.
Zasvaki k € K je (Adk)u=ui (Adk)u; =u; za j =1,...,d. Prema tome, vrijedi
u=(Adk)vyu; +--- + (Ad k)vqug  Vk € K.
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Odatle integracijom po normiranoj Haarovoj mjeri » na K dobivamo
_ 0 0 : 0_ K
u=vjup + -+ vyug, gdje su v = / (Adk)v;dv(k) € G*.
K

Prema tome, vrijedi
d
T=2 G"u.
j=1

To pokazuje da je proizvoljan lijevi ideal J u algebri G¥ konaéno generiran, odnosno, algebra G¥
je slijeva Noetherina. Antiautomorfizam transpozicije, zadan sa

t

(«Tlxn> :<—1)n$n'--x1, TiyesXn €8,

ostavlja algebru G¥ invarijantnom, a prevodi lijeve (desne) ideale u desne (lijeve) ideale. Dakle,
algebra G¥ je i zdesna Noetherina.

Buduéi da je grupa K povezana, skup K identificira se s podskupmo skupa ¢ svih klasa
ekvivalencije kona¢nodimenzionalnih ireducibilnih ¢—modula. Za svaku klasu v € ¢ izaberimo
predstavnika E7. Neka je J7 jezgra reprezentacije K na E7 (tj. anihilator od E7 u K.

Prema Jacobsonovom teoremu gustoce za linearno nezavisne ey, ...,ex € E7 i za proizvoljan
A € End(E") postoji u € K takav da je Ae; =u-ej za j =1,..., k. Posebno, izaberemo li bazu
{e1,...,e,} od E7 zakljuéujemo da je u — wu- epimorfizam sa IC na End(E"). Dakle, kvocijentna
algebra K/ J7 izomorfna je algebri End(E7).

Za kona¢nodimenzionalan vektorski prostor £ svaka je reprezentacija unitalne algebre End(FE)
je potpuno reducibilna. Nadalje, svaka ireducibilna reprezentacija od End(FE) ekvivalentna je
identi¢noj reprezentaciji na prostoru E. Odatle izvodimo:

Propozicija 3.4.4. Za svaki G—modul V i svaki v € ; vrijedi
Viy)={veV; Jv={0}}.

Dokaz: Stavimo V' = {v € V; J7v = {0} }. Ako je W ireducibilan £—podmodul od V" iz klase
7, onda je J'W = {0}. Time smo dokazali inkluziju V(y) C V'. S druge strane, prijelazom na
kvocijent V' postaje K/ J?—modul. Kako je unitalna algebra K/J7 izomorfna algebri End(E7),
V' je poluprost K/J7—modul i kao takav je suma svojih prostih podmodula. Nadalje, ako je W
prost K/ J7—podmodul od V', on je ekvivalentan E7. Dakle, svaki prost K/J7—podmodul W od
V' je prost £—modul iz klase v, $to znaci da je W C V(). Time smo dokazali i obrnutu inkluziju

Vie V().
Za y,0 € ¢ definiramo sljedec¢i potprostor od G :
G ={ueg; JucgJ’}.
Propozicija 3.4.5. Uz uvedene oznake za proizvoljne 7,9 € ¢ vrijeds
(a) GT° C g9,
(b) 67°/GT° =(G/GT°)();
(¢) za svaki G—modul V je G¥°V (§) C V(7).
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Dokaz: (a) Kako je GJ° lijevi ideal u G, to je J'GJT° C GJ°. Dakle, za svaki u € GJ? je
J'u C GJ?, a to upravo znaéi da je GJ° C G0,
(b) Prema propoziciji 3.4.4. i prema tvrdnji (¢) imamo redom

(G/6T°) () ={u+GT% ue g, T (u+GJ’) ={0}} =

={u+GJ% ueG, JuC It ={u+GJ% ue G’} =6"/GT".

(c)Zau € G izax € J jeau € GT®, pa za svaki v € V(§) vrijedi zuv = 0. Zbog
proizvoljnosti z € J7 zbog propozicije 3.4.4. to znaéi da je uv € V(v), a kako su u € G7° i
v € V(4) bili proizvoljni, dokazali smo trazenu inkluziju G*°V (§) C V(7).

Zadckt pisemo kraée G° = G99,
Propozicija 3.4.6. Za svaki § € t vrijedi:
(a) G° je unitalna podalgebra od G koja sadrzi K.
(b) GJ? je dvostrani ideal u algebri G°.
(¢) Za G—modul V je GV (8) C V() i GT°V(8) = {0}; dakle, V (3) je (G°/GT°)—modul.

Dokaz: (a) Akosuu,v € G°, onda je J%uv C GJ% C GJ°. Dakle, uv € G° i time je dokazano
da je G° podalgebra od G. Ta je podalgebra unitalna, jer je ocito J°1 = J° C GJ°. Napokon,
kako je J° dvostrani ideal u K, za v € K je J°u C J° C GJ?, §to znaci da je u € G°. Time je
dokazano da je IC C .

(b) Buduéi da je GJ° lijevi ideal u G, to je lijevi ideal u svakoj podalgebri od G koja ga sadrzi.
Posebno, GJ° je lijevi ideal u Go. Nadalje, iz definicije Gd = goo slijedi J°G C GJ°. Odatle je
GJ°G° C GGT? = GJ?. Dakle, GJ° je i desni ideal u algebri G°.

(¢) Neka je V' G—modul. Tada je prema tvrdnji (c) propozicije 3.4.5. G°V(§) C V(). Nadalje,
ako je W ireducibilan E—podmodul od V iz klase 6, onda je J°W = {0}, dakle, i GT°W = {0}.
Kako je V(0) definirano kao suma takvih E—podmodula W, slijedi da je G7°V (§) = {0}.

Bududi da je € Liejeva podalgebra reduktivna u g, za svaki g—modul V' direktna suma
> FV()
ek
je g—podmodul od V. Kazemo da je V' (g, %)—modul ako je ta direktna suma jednaka citavom V.
Propozicija 3.4.7. G/GJ° je (g,€)—modul za svaki § € t i vrijedi

G/GT =) +G7°/6T°.
et

Dokaz: Stavimo
V= Z + (g/gjé)(v).
ek
To je G—podmodul od g/gﬂ i prema tvrdnji (b) propozicije 3.4.5. je (g/gj‘s)(v) = Q””‘s/gj‘s.
Dakle,
V=> +6"/67°
et

Napokon, G/GJ? je ciklicki G—modul s ciklickim vektorom 1 + GJ°. Kako je 1 € G*9, vrijedi
1+GJ°€G*/GT% CV. Dakle, G—podmodul V jednak je cijelom modulu G/GJ°.
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Proporzicija 3.4.8. Neka je V ireducibilan G—modul takav da je V(8) # {0} za neki § € t. Tada
je V (g, €)—modul i V() je ireducibilan G°—modul.

Dokaz: G—podmodul }_;+V(v) od V razlicit je od {0}, jer je po pretpostavci V(d) # {0}.
Kako je V' ireducibilan G—modul, slijedi da je V- =3___; + V(7). Dakle, V' je (g, £)—modul.

Neka je v € V(§) \ {0}. Zbog ireducibilnosti je tada V = Gv. Buduéi da je GT%v = {0}, iz
propozicije 3.4.7. slijedi

V =Gv= Z G,
ek

Prema tvrdnji (c) propozicije 3.4.5. vrijedi G¥%v C V(v), a kako je V = 276@ +V(v), slijedi da
je Gy = V(5) Vv € & Posebno je G = V(8), a kako je v € V() \ {0} bio proizvoljan, V (4) je

ireducibilan G°—modul.

Propozicija 3.4.9. Neka je V (g,8)—modul i § € t. Oznacimo sa P projektor prostora V na
potprostor V(8) u skladu s rastavom V =Y+ V(7). Za G°—podmodul W od V (§) stavimo

et
wrmir=gw i W™ ={veV; V()NGvC W}
Tada vrijedi:
(a) W™ ={v e V; P(Gv) C W}

)
(b) Wmin AV (6) = WmxNV(5) = W.
(¢) Ako je X G—podmodul od V takav da je W C X NV (§), onda je W™ C X.
)

(d) Ako je X G—podmodul od V takav da je X NV (§) C W, onda je X C Wmax,

Dokaz: (a) Za svaki v € V je Gv podmodul od V pa vrijedi

Gu = Z—FV(’y) N Gu.

et

Odatle je P(Gv) = V() N Gu.
(b) Kako je GJ°W = {0}, iz propozicije 3.4.7. slijedi

Wmin — gW — Z gw,(SW
yet
Nadalje, prema tvrdnji (¢) propozicije 3.4.5. je G¥*W C V(v) za svaki v € €, pa je gornja suma

direktna i slijedi .
W™ AV(6) = GOW = W.

Odatle je W™in C WW™max pa slijedi
WAV (§) D Wm0V (§) = W.

S druge strane, oc¢ito je W™ NV (§) C W, pa imamo jednakost W™>* NV (§) = W.

() IzW C XNV(0)slijedi X =GX DG(XNV(4) DGW = Wwmin,

(d) Za svaki v € X je Gv C X. Dakle, ako je X NV (0) C W, onda je GuNV(6) C W za svaki
v € X, dakle, vrijedi X C WWmax,
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Primijenimo sada propoziciju 3.4.9. na (g, €)—modul V = G/GJ°. Tada je prema tvrdnji (b)
propozicije 3.4.5. V(§) = G°/GJ°. Preslikavanje M +— M/GJ° je bijekcija sa skupa svih lijevih
ideala u G koji sadrze G7° na skup svih G—podmodula od V. Analogno, N — N/GJ° je bijekcija
sa skupa svih lijevih ideala u G koji sadrze GJ° na skup svih G°—podmodula od V(§). Napokon,
ako je M pravi lijevi ideal u G, tada 1 ¢ M, pa je M NG? pravi lijevi ideal u G°. Stoga iz propozicije
3.4.9. neposredno slijedi:

Korolar 3.4.10. Neka je 6 € t. Oznacimo sa M, skup svih maksimalnih lijevih ideala w G koji
sadrie GJ° i sa N, skup svih maksimalnih lijevih ideala u G° koji sadrie GJ°.

(a) Preslikavanje ¢ - M — M N G° je bijekcija sa Ms na Nj.
(b) Ako je N € N, onda ¢~'(N) sadrzi svaki lijevi ideal M od G takav da je M NG° C N.

(¢) Neka jew:G — G/GT® kvocijentno preslikavanje i neka je P projektor prostora G/GJ° na
potprostor Q‘S/QJ‘S u skladu s rastavom iz propozicije 3.4.7. Za N € Ns je

¢ '(N)={ueG; Gung’ C N} ={ueg; P(Gr(u))C n(N)}.

Propozicija 3.4.11. Neka je 0 € t. Tada V — V(9) inducira bijekciju sa skupa svih klasa
ekvivalencije ireducibilnih G—modula V' takvih da je V(§) # {0} na skup svih klasa ekvivalencije
ireducibilnih (G°/GJ°) —modula.

Dokaz: Ako je V ireducibilan G—modul takav da je V'(§) # {0}, prema propoziciji 3.4.8. V()
je ireducibilan G°—modul, a kako je J°V (6) = {0}, V/(8) je ireducibilan (G°/GJ°) —modul.

Neka su V' i W ireducibilni G—moduli takvi da su V() # {0} i W(0) # {0} i pretpostavimo
da postoji izomorfizam G°—modula f : V(§) — W(4). Neka je v € V(d) \ {0}. Stavimo

N={ueg u-v=0}
Tada je N maksimalni lijevi ideal u G°, a kako je f : V(§) — W (0) izomorfizam G°—modula, to je
N={uecg u- flv)=0}
Stavimo sada
M={ueg; u-v=0} i M={ueg; u-f(v)=0}

Kako su G—moduli V' i W ireducibilni, M i M’ su maksimalni lijevi ideali u G, V' ~ G/M i
W ~ G/M'. Sada je MNG° = N = M' N G° pa iz tvrdnje (a) korolara 3.4.10. slijedi da je
M = M’. Prema tome, G—moduli V i W su ekvivalentni. Time je dokazano da V — V(J)
inducira injekciju sa skupa svih klasa ekvivalencije svih G—modula V' takvih da je V' (6) # {0} u
skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih (G°/G.7°) —modula.

Dokazimo surjektivnost. Neka je Z ireducibilan (95 /GT 5) —modul, tj. ireducibilan G%—modul
takav da je J°Z = {0}. Neka je z € Z\ {0} i N = {u € G°; u-z = 0}. Tada je N maksimalni
lijevi ideal u G? koji sadrzi GJ° i (g5/gj5) —moduli G°/N i Z su ekvivalentni. Prema tvrdnji (a)
korolara 3.4.10. postoji maksimalni lijevi ideal M u G takav da je M NG® = N. Neka je V = G/M
pripadni ireducibilan G—modul. Prema propozicijama 3.4.5. i 3.4.7. vrijedi

G/GT° = 24— (G/GT°) (v), (G/GT°) (v) =G /GT°, posebno (G/GT°) () =G°/GT".

yet



158 POGLAVLJE 3. HARISH—CHANDRINI MODULI

Budud da ideal M sadrzi GJ°, odatle slijedi

V=g/M=) +V(y) i V(@©)=6¢/(Mng’) =G /N.

yet

Prema tome, (95/gj5) —modul V(0) ekvivalentan je (Q‘S/QJ‘S) —modulu Z. Time je dokazana
surjektivnost.

Propozicija 3.4.12. Za svaku klasu & € ¢ vrijedi:
(a) GTI°NK = J° dakle, algebra IC/]‘S identificira se s podalgebrom od gJ/gj‘s.

(b) GK C G°; dakle, algebra G¥/ (QK N QJ‘S) identificira se s podalgebrom od G°/GJ°; nadalje,
vrijedi GXK N GT° = GE N J°G.

(¢) Komutant od K/J° w algebri G°/GT° jednak je G¥/ (GK NGT?).

(d) Jedinstven linearan operator sa (K/J°)®(G%/ (G¥ NGT?%)) wG°/GT° induciran mnoZenjem
u algebri G2 /GT? je izomorfizam algebri.

() G° = KGX +GJ°.

Dokaz: (a) Prema PBW—teoremu algebra G je slobodan desni —modul. Izaberimo bazu
{ug; k € Z,} desnog K—modula G i neka je {v;; j € Z;} baza od K takva da je {v;; j > N}
baza od J° (napominjemo da je J° kona¢ne kodimenzije u K.) Tada je {uyv;; k,j € Zy, j > N}
baza u GJ°. Odatle neposredno slijedi tvrdnja (QJ‘S) NK=J°.

(b) Inkluzija G¥ C G? je ocita. Neka je V (g, €)—modul. Tada je

V=>4V

et

Taj rastav iskoristimo za identifikaciju dualnog prostora V(vy)* s potprostorom od V* : linearan
funkcional f € V(v)* prosirujemo do linearnog funkcionala na V' tako da stavimo f|V(§) = 0
Vo # . Tada je
V= Z +V(y)*
yet

t—podmodul kontragredijentnog g—modula V*.

Ozna¢imo sa u — u! transponiranje na algebri G, tj. jedinstven antiautomorfizam od G takav
da je

(xl...xn)t:(—]_)nl'n"'xl’ :L‘l,,IL‘nEgC

Tada je (gK)t = GX i lako se vidi da za svaki § € & vrijedi (jé)t = J%, gdje je 6* € t klasa

kontragredijentna klasi § € . Neka je sada v € GKX N J°G. Tada je u* € GE N GJT?, dakle,
ut - V(§)* = {0}. Stoga je za svaki v € V(0) i svaki f € V(0)*

flu-v)= (- f)(v) =0. (3.20)

Buduéi da je u € G¥, vrijedi u - V(§) C V(§). Stoga iz (3.20) slijedi da je u - v = 0 za svaki
v € V(6), odnosno, u - V(§) = {0}. Primijenimo to na (g,&)—modul V = G/GJ°. Prema tvrdnji
(b) propozicije 3.4.5. tada je V(§) = G°/GJ°. Dakle, za u € G N J°G je u- (G°/GT°) = {0},
a to znaci da je uG® C GJ°. Posebno, kako je G’ unitalna algebra, imamo u € GJ?. Time smo
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dokazali da je G N J’G C GJ°, dakle, GENJ°G C GENGT®. Takva inkluzija vrijedi i za klasu

0* umjesto d, pa dobivamo i obrnutu inkluziju:
GENgT’ = (65 nIg”g) c (6¥ngJg™) =¢¥nais.
Time je tvrdnja (b) dokazana.
(¢) Adjungirana reprezentacija od € na G je poluprosta. Uocimo da su G° i G7° su (ad €)—pod-

moduli od G (tj. £—podmoduli u odnosu na adjungiranu reprezentaciju). Doista, ako je u € G° i
x €t tada je

T’ (ad x)u = JT°(vu — ux) € Jau+ Jur € JTou+ JTouxr C GI° +GT°x = GT°,

a to pokazuje da je (adx)u € G°. Dakle, G° je (ad€)—podmodul od G. Nadalje, ako su u € G,
ve J%ix et ondaje vr € J°, dakle,

(ad x)uv = zuv — uvr € GJ°,

a to pokazuje da je i GJ° (ad¥€)—podmodul od G. Posebno, postoji (ad €)—podmodul V od G°
takav da je G° = V 4+ GJ°. Neka je sada u € V takav da je u + GJ° u komutantu podalgebre
IC/j‘S. Tada je wu — uw € GJ° za svaki w € K. Posebno, tada je (adx)u = zu — uzr € GJ? za
svaki z € £ Kako je V (adt)—podmodul od G° vrijedi i 2u — uz = (adz)u € V. Bududi da je
GT’ NV = {0}, slijedi 2u — uxr = 0 Vz € ¥, odnosno, u € GX. Time je dokazano da je komutant
podalgebre K/7° u algebri G°/G7° sadrzan u G/ (G¥ N GJ°) . Bududi da je GX komutant od
K u algebri G, slijedi i obrnuta inkluzija: podalgebra G/ (QK N QJ‘S) algebre G°/GJ° sadrzana
je u komutantu podalgebre K/ 7°. Time je tvrdnja (c) dokazana.

Tvrdnja (d) neposredna je posljedica tvrdnje (c), ¢injenice da je algebra K/J? izomorfna
algebri End(E°) ~ My (C) i Jacobsonovog teorema iz opée algebre ¢ija jednostavna verzija
glasi: Ako je A kompleksna unitalna algebra, B unitalna podalgebra izomorfna algebri M, (C) i
C komutant od B u A onda mnozenge (b,c) — be, b € B, ¢ € C, inducira izomorfizam unitalnih
algebri sa B® C na A.

Napokon, tvrdnja (e) slijedi neposredno iz tvrdnje (d). Naime, prema tvrdnji (d) za svaki
u € G° postoje ui,...,u, € GX iwq,...,w, € K takvi da u algebri g5/gj5 vrijedi

U+QJ6ZU1W1++Unwn+QJ6

Odatle je u € wqwy + -+ - + upw, + GJ° C GEK + GJ°. Buduéi da to vrijedi za svaki v € G° i
buduéi da je G¥,IC,GT° C GO, slijedi jednakost G = GKKC + GT°.

Teorem 3.4.13. Za § € t neka je Ss skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih G—modula V
takvih da je V(8) # {0} i T5 skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih (G¥ /G* N GT°) —modula.
Tada V +— Hom(E°, V(8)) inducira bijekciju sa S; na Ts. Pri tome se Homy(E®, V(§)) promatra
kao G® —modul, dakle, i (QK/QK N QJ‘S) —modul, u odnosu na djelovanje
(u-p)(e) =u-pe), uweGE, e Home(E°,V(5)), ec€E°.
Dokaz: Treba dokazati sljedece tvrdnje:

(1) Ako je V ireducibilan G—modul takav da je V(§) # {0}, tada je GXK —modul Home(E°,V (4))
ireducibilan.

(2) Za svaki ireducibilan (G%/G% N gj‘s)—modul X postoji ireducibilan G—modul V' takav da je
V(6) # {0} i da je GK—modul X ekvivalentan GX —modulu Home(E°,V (5)).

(3) Ako su'V i V' ireducibilni G—moduli takvi da je V (0) # {0} # V'(9), oni su ekvivalentni ako
i samo ako su GX—moduli Home(E°,V (8)) i Home(E°,V'(3)) ekvivalentni.
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(1) Neka je V ireducibilan G—modul takav da je V(0) # {0}. Primijetimo da za svaki
© € Home(E°, V) vrijedi p(E°) C V(). Prema tome, GX —modul Hom(E?,V(§)) moze se iden-
tificirati sa Homg(E°, V).

Promatrajmo sada preslikavanje I : E° x Hom(E°, V) — V definirano sa

Fle,p) =ple), e€E’, ¢e Homy(EV).

Buduéi da je ¢ : E° — V preplitanje £—modula, vrijedi ¢(E°) C V(). Prema tome, F' mozemo
promatrati kao preslikavanje sa E° x Home(E?, V) u V(4). To je preslikavanje ocito bilinearno pa
postoji jedinstven linearan operator ® : E° @ Homg(E°, V) — V(§) takav da vrijedi

dle® @) = ple) Ve€ E° i Vo & Home(E°,V).

Dokazimo da je tada ® izomorfizam vektorskih prostora. Kako je V' (d) suma ireducibilnih ¢—pod-
modula iz klase 6 mozemo izabrati familiju (W;);e ireducibilnih £—podmodula od V'(§) (naravno,
svi su iz klase §), takvu da je

=2 W

jeJ
Za svaki j € J izaberimo neki izomorfizam t—modula sa ¢; : E° — W;. Tada su preslikavanja
©; € Homg(E?, V) linearno nezavisna jer njihove slike ¢ine direktnu sumu. Nadalje, za svaki j € J
neka je P; projektor prostora V(&) na potprostor W; u skladu s gornjim rastavom u direktnu sumu.
Za p € Home(E°, V) kompozicija Pj o ¢ je E—homomorfizam sa E° u W;. Kako je po Schurovoj
lemi dim Home(E°, W;) = 1, postoji \; € C takav da je Pjo ¢ = \;¢;. Primijetimo da ima samo
kona¢no mnogo indeksa j € J takvih da je P; o # 0, tj. A; # 0. Sada imamo za svaki e € E° :

e) =Y _Pi(ple)) =) Npsle)

jed jed

o= Xp;.

jedJ

To pokazuje da je

Time smo dokazali da je {p;; j € J} baza prostora Hom(E°, V). Definiramo sada linearno
preslikavanje ¥ : V(§) — E° @ Homg(E®, V) ovako:

= Z (pj_l(P]U) X ©j, v E V(5)
jeJ
Definicija ima smisla jer za v € V() vrijedi Pjv # 0 za samo kona¢no mnogo indeksa j € J. Sada
za svaki v € V(J) imamo

(Do) (v) =P(¥(v) Z@(p] (Pjv) ® ;) = Z% o5 ( Y(Pv)) :ZPjvzv.
jeJ jeJ jeJ

Dakle, ®oW = Iy ). S druge strane, neka je ¢ € Homg(E°, V) iprikazimo ga pomoéu konstruirane

baze kao
= Z Ajp;-
jed
Tada za proizvoljan e € E° imamo
(Tod)(e@yp) = W(p(e)) = Y @i '(Piple)@p; = > ¢i (Npi(e) @p; = ey Np; = ex0.
jeJ jeJ jeJ

Buduéi da elementi oblika e ® ¢ razapinju tenzorski produkt E° ®@ Home(E°®, V), zakljucujemo da
je o ® = Ipsgpom,(ms,v). Time je dokazano da je & : E° ® Homy(E°,V) — V(§) izomorfizam
vektorskih prostora.
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Prostor Homg(E°, V) = Hom(E°, V(§)) je GK¥—modul preko djelovanja GX na V (odnosno,
na V(9)):
(u-p)(e) =u-(p(e)), ueGX, o Home(E®V), ecE°
Na prostor E° ® Homg(E?, V) uvedimo sada strukturu G°—modula prenesenu sa V (§) pomocu
izomorfizma ¥ = &1 : V(§) — E° @ Hom(E?, V). Tvrdimo da je tada

u-(e®p)=e® (u-y), ue G, ecE’, ¢e HomE V), (3.21)

w-(e®y)=(w-e)® p, weK, ecE @& Hom(EV). (3.22)
Doista, za u € GE e € E° i o € Home(E?, V) imamo redom

u-(e@¢)=V(u-0le®p)) =V(u-(p(e))) = V((u-p)e)) =e@ (u-v),

odnosno, vrijedi (3.21). Nadalje, za w € K, e € E° i o € Home(E°, V) je w - p(e) = @(w - €), jer
je ¢ homomorfizam K—modula, dakle,

w-(e@yp)=V(w-ble@p)) =V(w-ple)) = V(pw-e)) = (w-e) @,

odnosno, vrijedi (3.22).

Iz ireducibilnosti G—modula V prema propoziciji 3.4.8. slijedi da je V(§) ireducibilan G —modul,
dakle, ireducibilan G°/GJ°—modul. Prema tvrdnji (d) propozicije 3.4.12. mnozenje inducira
izomorfizam algebre (K/7°) ® (G¥/ (6% N GJ?)) na algebru G°/GJ°. Sada se iz formula (3.21) i
(3.22) vidi izomorfizam ® : E°® Home(E?, V) — V() upravo postuje strukture tih dvaju modula.
Prema tome, iz ireducibilnosti V/(§) kao G°/GJ°—modula slijedi ireducibilnost E°® Home(E°, V)
kao (IC/\TS) ® (QK/ (QK N QJ‘S)) —modula. To posebno znaci da je Homg(E‘s, V') ireducibilan
GX¥ —modul, odnosno, dokazana je tvrdnja (1).

(2) Neka je sada X ireducibilan G¥/ (G% N GJ7°) —modul, tj. ireducibilan GX —modul takav
da je G N GJ? sadrzano u njegovu anihilatoru. Uvest éemo sada na prostor £° ® X strukturu
G°—modula. Prije svega, za w € K i u € GK definiramo preslikavanje F,, : E° x X — E° ® X
ovako:

Foule,z) = (w-e) ® (u-x), e€ B’ zeX.

To je preslikavanje bilinearno pa postoji jedinstven linearan operator ®,,, : F° ® X — E° @ X
takav da je
Oy ule@x)=(w-e) R (u-x) Vec E° i VoreX.

Uocimo sada da je F,,,, = 0 ako jew € J° ili ako je u € GENGJT°. Prema tome, moZemo definirati
preslikavanje €2 : IC/]‘S x GK/ (QK N QJ‘S) — EndC(E5 ® X) ovako:

Qw+ T u+ (G5NGT°%)) = Oy, wek, ueghk.
To je preslikavanje bilinearno, pa dobivamo linearan operator
w: (K)T°) @ (65/ (6% nGT°)) — Endc(E° @ X)
takav da je
w((w+T) ® (u+ (65NGT%))) = uu,  wek, uegh.
Dakle, imamo

w((w+T°)@ (u+(6"NGT%))(e®@z)=(w-e)®@(u-z), weK, uegt, e E’ v € X.
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Preslikavanje w je reprezentacija unitalne algebre A = (IC/j5) ® (QK/ (QK N gﬁ)) na prostoru
E° ® X. Da to provjerimo treba vidjeti da se jedinica u algebri preslikava u jedini¢ni operator i
da se produkt u algebri preslikava u produkt operatora na prostoru £° ® X. Ovo prvo je o¢ito jer
jedinica u algebri A je

1g= (1K+j6) ® (1gK + (gngj6))-

Stoga za svaki e € E? i svaki z € X vrijedi
w(lg) (e @) = e,

a odatle slijedi w (14) = Ipsgy, jer vektori oblika e ® x razapinju prostor E° ® X. Nadalje, zbog
linearnosti preslikavanja w formulu za produkt je dovoljno ustanoviti za elemente algebre A oblika
(w + \75) ® (u + (QK N QJ‘S)) , jer takvi razapinju cijelu algebru A. Neka su, dakle, w,w’ € K i
u, v’ € GX. Tada za proizvoljne e € E° i € X imamo

w([(w+T°) @ (u+ (G5NGT))]  [(w'+T°) & (u'+ (65X NGT))]) (e®x) =

=w ((ww'+TJ°) @ (ud' + (G¥NGT%))) (e®@z) = (W' - €) ® (uv - ) =
=(w-w-e)®u v r)=w((w+IT°) @ u+(G"NGT%))) (W -e)® W ) =
—w((w+ I @ (w+ (G5NGT%))) w((w +T°) @ (' + (6K NGT%))) (e ® ).

Dakle, w je reprezentacija, odnosno, E° ® X postaje A—modul. Taj je modul ireducibilan jer
ireducibilni su —modul E° i G¥—modul X. Prema tvrdnji (d) mnoZenje inducira izomorfizam
algebre A s algebrom G°/G 77, dakle, E° ® X postaje ireducibilan G°—modul &iji anihilator sadrzi
GJ°. No tada prema propoziciji 3.4.11. postoji ireducibilan G—modul V takav da je V(§) # {0}
i da je G°—modul V(§) ekvivalentan G°—modulu E° ® X. No tada je prema dokazu tvrdnje
(1) G°—modul V(§) ekvivalentan G°—modulu E° @ Hom(E°, V). Napokon, iz ekvivalentnosti
(K/T°) @ (65/ (65 NGT°)) —modula E° @ X i E° @ Hom(E°,V) i iz Einjenice da je algebra
K/J° izomorfna sa Endc(E?) slijedi da su GEX—moduli X i Home(E°, V) = Hom(E?,V(9))
ekvivalentni.

(3) Pretpostavimo sada da su V' i V' ireducibilni G—moduli takvi da je V() # {0} # V'(9).
Naravno, ako su G—moduli V i V' ekvivalentni, onda su o¢ito GX —moduli Home(E?, V(§)) i
Hom(E°,V'(5)) ekvivalentni.

Pretpostavimo sada da su GX —moduli Hom(E°,V(8)) = Home(E°,V'(8)) = Home(E°, V")
ekvivalentni i neka je ¢ : Homg(E°, V) — Homg(E°, V') izomorfizam GK—modula. Tada je

Ips @@ E° @ Home(E°, V) — E° @ Home(E°, V")

izomorfizam K ® G¥ —modula. Kao u dokazu tvrdnje (2) zakljuéujemo da su E° @ Hom(E°, V)
i E° ® Hom(E°, V') ekvivalentni kao G°—moduli. No prema dokazu tvrdnje (1) G°—modul
E° @ Homg(E°, V) ekvivalentan je G°—modulu V(§), a G°—modul E° @ Hom(E°’, V') ekviva-
lentan je G°—modulu V'(4). Prema tome, G°—moduli V(§) i V'(§) su ekvivalentni, a odatle po
propoziciji 3.4.11. slijedi da su G—moduli V' i V' ekvivalentni.

Time je teorem 3.4.13. u potpunosti dokazan.

Propozicija 3.4.14. Neka je V ireducibilan G—modul takav da je V(§) # {0} i neka je V'
G—modul. Pretpostavimo da je G¥—modul Homg(E°, V) ekvivalentan nekom subkvocijentnom
modulu GX —modula Homy(E°,V'). Tada je G—modul V ekvivalentan nekom subkvocijentnom
modulu od V.
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Dokaz: Buduéi da je nuzno Hom(E°, V') # {0}, vrijedi V'(§) # {0}. Nadalje, kako je
Homy(E?, V') = Home(E°,V'(§)), G—modul V' mozemo zamijeniti s njegovim podmodulom

Z+V'(’Y)-

Drugim rije¢ima, u dokazu mozemo pretpostavljati da je V' (g, €)—modul.
Prema dokazu teorema 3.4.13. (dio (1)) imamo sljedeée ekvivalencije G°—modula:

V(0) ~ E° @ Homy(E°,V) i V'(0) ~ E°® Home(E°, V).

Neka su Y] C Yy GE—podmoduli od Home(E?, V') takvi da je GX —modul Homy(E?, V) ekvivalen-
tan kvocijentnom modulu Y5/Y7. Tada su E°®Y; C E°®Y, G°—podmoduli od E°® Homy(E°, V).
Bududéi da je G¥—modul Home(E° V) ekvivalentan kvocijentnom modulu Y5/Y7, G°—modul
E° @ Home(E°, V) ekvivalentan je kvocijentnom modulu (E° ® Y5)/(E° ® Y;). Oznacimo sada
sa Z1 i Zy G°—podmodule od V'(§) koji pri ekvivalenciji G°—modula V'(4) i E° @ Home(E°, V")
odgovaraju podmodulima E° ® Y] i E° ® Y,. Tada je G°—modul V (4) ekvivalentan kvocijentnom
modulu Z,/Z;. Stavimo Z, = GZ5. Prema propoziciji 3.4.9. postoji najveéi G—podmodul Z] od Z},
takav da je Z1NV'(0) = Z;. Tada je (Z4/Z)(5) ~ Z3/Z, pa je prema propoziciji 3.4.11. G—modul
Z4/ 7] ireducibilan i ekvivalentan G—modulu V.

Neka je sada a Cartanov potprostor od g sadrzan u p. Stavimo kao i prije u odjeljku 2.6.
m= Zy(a)={x €& [z,h] =0Vh € a},

M = Zg(a) ={k € K; (Adk)|la=1}, M =Ng(a)={keK; (Adk)a=al.

Tada znamo da je m podalgebra reduktivna u g i to je Liejeva algebra kompaktnih podgrupa M
i M’ od K. Nadalje, restrikcije Killingove forme B|m x m i Bla X a su nedegenerirane. Neka je t
Cartanova podalgebra od m. Tada je

h=t+a

Cartanova podalgebra od g. Neka je R = R(g®, h*) sistem korijena od g u odnosu na hC,
Y = R(g,a) sistem korijena od g u odnosu na a i R = R(m® t%) sistem korijena od m® u
odnosu na t©. Tada je

Y ={ala; a € R, ala# 0} i R® = {a|t*; a € R, ala=0}.
Nadalje, mozemo izabrati skupove pozitivnih korijena Ry u R, ¥, u X i R} u R° tako da bude
Sy ={ala; a € Ry, ala#0} i Ry ={a|t a€ Ry, ala=0}.
Neka je kao i u odjeljku 2.6.
nzz+gA i ﬁzZ#—g’A
AET 4 AEZ4
tako da imamo Iwasawinu dekompoziciju
g=t+aitn

1 rastav u direktnu sumu
g=nt+m+tatn



164 POGLAVLJE 3. HARISH—CHANDRINI MODULI

Neka su u daljnjem redom G, K, M, A, T, H, N i N univerzalne omotacke algebre kompleksi-
fikacija gC, €€, mC, aC, €, hC, nC i n®. Tada se T, A i H identificiraju sa simetri¢cnim algebrama
S(t9), 5 (a©) 1S (hC) prostora t©, a®ih®, a takoder sa algebrama P (t*), P (a*) i P (h*) komplek-
snih polinomijalnih funkcija na dualima t*, a* i h*. Nadalje, algebra H se identificira s tenzorskim
produktom algebri 7 ® A. Upotrebljavat ¢emo i sljedeée oznake

Go=U, (g%, A"=85"(a%), A, =U,(a")=> 44" nez,
k=0

te oznake za komutante (ili centralizatore)
G={ucG ru=urvVerct} =G5 ={uc@; (Adk)u=uVk € K},

K™ ={w e K; rw=wzVrem} 2K ={weK; (Addm)w=w V¥m € M},
G"={uecG ru=urVzeem} DG" ={uec G, (Adm)u=uV¥m e M}.

Zbog PBW —teorema iz Iwasawine dekompozicije g = n + a + ¢ slijedi da mnozenje inducira
izomorfizam vektorskih prostora sa N'® A® K na G. Nadalje, vrijedi N' = C1 +nN, pa dobivamo
rastav u direktnu sumu

G = AK 4 ng.

Neka je @ projektor prostora G na potprostor AK u skladu s gornjim rastavom. Identificirat
¢emo vektorski potprostor AK od G s tenzorskim produktom A ® K. Tako shvaceno preslikavanje
©:G — A® K zove se kanonsko preslikavanje G na A ® K (pridruzeno izabranoj Iwasawinoj
dekompoziciji). Napomenimo da é¢emo A® K promatrati i kao tenzorski produkt unitalnih algebri.
Isticemo da je tada AKX = A ® K samo potprostor, ali ne i podalgebra od G.

Propozicija 3.4.15. (a) Zau € G iv € GX vrijedi O(uv) = @(v)0(u).
b) ©(G™) CARK™ iw (GM) C AR KM,
(

)
¢) Restrikcija ©|GX je antihomomorfizam unitalnih algebri sa GX v A @ KM.
d) ZauveGiweK jew(uw) =a(u)(ls®@w).

)

(
(e) Zan€Zi,ueG, iwekK jew(uw) € A, @ K.
Dokaz: (a) Neka suu € G iv e GF. Tada je

P q

/ " : / "

u:E wUU; + U 1 vzg vjU; + U,
i=1 j=1

gdje suug, ..., up, v1,..., 0, € A, Uy, up, v, v, € K", 0" € nG. Kako je [a,n] € nimamo

an C na +n C nA, dakle, An C nA. Odatle je
uv"u; € AngK C nAGK = ng.

Nadalje, imamo
u"v € nGGX =ngG.

Sada je

p P P q P
/ " / 2 1, I "
uv = E UV UV = E U VU; + U V+ = E g UV VU E WU U; + UV
i=1 =1 =1 j=1 1=1
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Kako je u;v; = vju; (algebra A je komutativna), dobivamo:
P4 a p q p

O(uv) = Z Z(uzvj)@)('z};u;) = Z Z(U]ul)@)(v;u;) = (Z v; ® Ué) (Z u; & U;) = w(v)@(u).
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 '

(b) Ako je u € G™, prikazimo ga kao u dokazu tvrdnje (a) u obliku

P

/ "

U= E U;U; + U,
i=1

gdje su uy,...,u, € A, koje izabiremo linearno nezavisne, u},...,u; € K iu” € nG. Tada je za

svaki z € m
p

0=[z,u] = Z[x,ulu;] + [z, u"] = Zul[x,u;] + [z, u"].

i=1

Imamo [z,n] C n, jer je [z, g*] C g* za svaki A € 2. Dakle,
[z, u"] € [2,0nG] C [z,n]G +n[z,G] C ng,

pa iz prethodne jednakosti zbog direktnosti sume G = AK + nG zakljucujemo da je

P
Z wilx,w;] = 0.
i—1

Odatle je
p
Zui@) [, u;] =0
i=1
Zbog linearne nezavisnosti uy, ..., u, slijedi [z, u] = 0 za svaki i = 1,...,p. Kako je x € m bio
proizvoljan, zakljucujemo da su u},...,u; € K™. Prema tome,

P
J)(u):Zul(@u; c AR K™

i=1

Time je dokazana prva tvrdnja u (b).
Dokaz druge tvrdnje u (b) sasvim je analogan. Neka je u € GM prikazan kao u prvom dokazu
prve tvrdnje. Tada je za svaki k € M

p p p
0=u—(Adk)u =Y wul+u"=Y (Adk)(uuf)—(Adk)u" = "u; (u — (Ad k)yu))+u”—(Ad k)u".

=1 =1 =1

Sada imamo

(Adk)u" € (Adk)nG = ((Adk)n)(Adk)G) = ng,
pa iz prethodne jednakosti slijedi (zbog direktnosti sume G = AK + nG)

p
S (u] — (Ad k) = 0,
i=1

odnosno,

p
D i @ (uf — (Ad k)uj) = 0.
=1
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Odatle zbog linearne nezavisnosti u, ..., u, dobivamo (Adk)u; = u}; za svaki ¢ = 1,...,p, a kako
je k € M bio proizvoljan, to znaci da su uj, . .. ,u;, € KM, Dakle,

p
Ou) =) w@u; e Av KM,
i=1
Time je i druga tvrdnja u (b) dokazana.
Bududi da je GX C GM | tvrdnja (c) slijedi neposredno iz tvrdnji (a) i (b).
(d) Neka su v € G iw € K. Pisemo kao prije

P
u= E w4+ u'
i=1

gdje suuy,...,up € A vy, u, € Kiu” €ngG. Tada je

p
/ "
uw = E U W + U W
i=1

i vrijedi vyw, ..., uw € K iu"w € nGK = nG. Dakle, imamo

o(uw) = Zul R ufw = (Z u; @ ué) (1g®w) =o(u)o(w).

Za dokaz tvrdnje (e) mozemo zbog tvrdnje (d) pretpostaviti da je w = 1. Ako je u € G,,
onda je u € NA,K, dakle,
o(u) € 0(AK) =A, ® K.

Time je i posljednja tvrdnja (e) dokazana.

Neka je sada J dvostrani ideal u K i neka je 7 : K — K/J kanonski epimorfizam unitalnih
algebri. Definiramo sada preslikavanje

Wrg=I4@mMow:G— AR (K/T).
Zelimo prouciti presjek G¥ N (Ker @) i u tu svrhu éemo definirati pomoc¢na linearna preslikavanja
w:G—oARKiws:G— AR (K/T).

Neka je o : S (g‘c) — G simetrizacija; to je izomorfizam vektorskih prostora. Sada preko
bilinearnog preslikavanja (u, w) — o(u)w sa S (p(c) x K u G dolazimo do izomorfizma vektorskih
prostora sa S(p%) ® K na G. Oznacimo sa ® inverzni izomorfizam. Neka je b ortogonalni komple-
ment od a u p u odnosu na Blp x p. Tada iz p = a4 b slijedi S (p®) = A+ bS5 (p©) i taj rastav
definira projektor r : S (p‘c) — A. Sada definiramo

w=rIl)od:Gg— ARK,
wg=Is@mMow:G— AR (K/T).

Lema 3.4.16. Neka jeu € G i
p

u= Z o (u;)us,

i=1
gdje suuy,...,u, € S(p‘c) iuy, .. u, € Ko Tada je

p

w(u) = Zr(ul) ® u;.

i=1
Zadatak 3.4.2. Dokazite lemu 3.4.16.
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Lema 3.4.17. Zau € o (5" (p©)) K vrijeds
w(u) e A"@K i w(u) —w(u) e A, @ K.

Dokaz: Neka su {ay,...,a,} baza od ai {by,...,b,} baza od b. Ortogonalni komplement od
augjebdt S druge strane, za A € X, 2 € g* i h € a je B(h,r) = 0, dakle, n je sdrzano u
ortogonalnom komplementu od a u g. Sada po Iwasawinoj dekompoziciji g = a+n+¢€ zakljucujemo
da je n+ € ortogonalni komplement od a u g. Dakle, b &€ =n -+ ¢ i, posebno, b C n+ ¢ Stoga za
svaki i € {1,...,q} postoje jedinstveni n; € nik; € € takvi da je b; = n; + k;. Kako su by, ..., b,
linearno nezavisni, jasno je da su nq,...,n, linearno nezavisni, dakle, {ny,...,n,} je baza od n.

Sada je

{ai" a0 - b me ZY, p e ZL, |m|+ |p| = n}

baza od S™ (p*) . Stoga postoje jedinstveni ky,, € K, m € Z, p € Z%, |m| + |p| = n, takvi da je
U= Z a(@™ @B B K.
meZl , peLy , |m|+|pl=n

Stoga imamo

P(u) = Z A B @ K,
meZy , peLL, |m|+|p|=n
dakle,
w(u) = (re Ix) Z a’lnl'-'aznfb’l’1~-~b§’q®km,p =
meZ , peLL, |m|+|p|=n
— Z r(@ @B B0 @ K
mEZﬁ,pEZi,|m|+\p\:n
Kako je
ai™---a; akoje|p| =0
f,"(a{n’l PR a;nlbzfl PP bZQ) —
0 ako je |p| > 0,
dobivamo
wu)= Y @M a) @k € ANDK.

mEZﬁ_, |m|=n

Time je prva tvrdnja leme dokazana.

S druge strane, o(af™ - - a;"b" - - - by?) je kongruentno modulo G,_; sa

yai b - _
E ( R ni“--nj%?“--a?‘kﬁ” 51...k5q 8q_
sEZi,p—sEZi 51 5q

Zbog tvrdnje (e) u propoziciji 3.4.15. imamo redom (gdje = oznacava kongruentnost modulo

Anfl ® IC)

w(u) =w > o(af™ - -a W' U kmy | =

meZl ,peZf , |m|+|p|=n

E G/Tl...aznekzl)l "'kqum,p

meZ ,peZ , |m|+|p|=n

Il
&
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— E aT1~-~aZW®kIf1'-'k§qkm7pE

meZ’ ,peZl , |m|+|pl=n

= > a0 @ ko = wl(u).

mezZt, |m|=n
Propozicija 3.4.18. Neka je J obostrani ideal u IC. Tada je
GEN(Keray) =G65NGT =G% N (Kerwy).
Dokaz ¢emo provesti u tri koraka u kojima ¢emo dokazati tri inkluzije:

(1) GENGJ C GE¥n(Kerwy),

(2) GE N (Kerwy) CGENGT,
(3) GE N (Kerwy) C GE N (Kerwy).
(1) Imamo

GJ = (ALK +1G)J C AT +ng.

Prema tome, @(GJ) C A® J, pa slijedi ©7(GJ) = {0}, odnosno, GJ C Kerwz. Odatle slijedi
inkluzija G NGJ C X N (Kerwy).

(2) Pri definiciji preslikavanja w i w; koristili smo izomorfizam vektorskog prostora S(p®) ® K
na vektorski prostor G dobiven preko bilinearnog preslikavanja (u, w) +— o(u)w sa S(p€) x K u G;
pri tome je o : S(g®) — G simetrizacija. Sa ® : G — %(p®) ® K smo oznacili inverzni izomorfizam.
Tada je
=(r®lg)o®:Gg—-ARK,
wy=la®@m)ow:G&(K/T),
pri cemu je 7 : K — K/J kanonski epimorfizam, a 7 je projektor S(p®) na A u skladu s rastavom
S(p%) = A+ bS(p©), gdje je b ortogonalni komplement od a u p u odnosu na Blp X p, tako da je
p=a+b.
Sada identificiramo prostor G s prostorom S (pc) ® K, dakle, preslikavanje ® postaje identiteta.
Tada w postaje preslikavanje r ® I sa S(p®) ® K na A® K, a ws je kompozicija tog preslikavanja
sa (14 ® m, dakle,

wy=I4@m)o(r@lx)=ron:SEHOK - A (K/J).

Uocimo da uvedena identifikacija postuje strukture K—modula na prostorima G i S(p®) ® K.
Posebno, GX se identificira s K —invarijantama u S(p®) @ K.

Neka je u € G N (Kerw.). To znaéi da je slika od u u prostoru A® (K/J) = S(a®) @ (K/J)
pri preslikavanju r ® 7 jednaka 0. Izaberimo sada bazu (z;);c; prostora I/ J. Tada je

(Is(pc ® m)( sz®$z

el

za jedinstveno odredene w; € S(p®). Kako su restrikcije Killingove forme Blp X p i Bla x a nede-
generirane, algebre S(p®) i S(a®) identificiraju se s algebrama kompleksnoznaénih polinomijalnih
funkcija P(p) i P(a). Uz te identifikacije preslikavanje r postaje epimorfizam restrikcije sa p na a.
Stoga imamo

0=wgs(u) = (r®lIx/7)o (Ipg) @ m)(u) = Zr(wi) ®x; = Z(wi\ﬂ) @ @4,

el el
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Sto znaci da je
Zwi(a)xi =0 Va € a.
iel

Bududi da je u K—invarijanta imamo za svaki k € K

> (Adkyw;) @ (Adk)z;) =Y w; @ ;.

el el

Primjenom operatora (r ® I, z) dobivamo

> wi((Adk'a)(Adk)z; =0  Vaca i VkeK.

i€l
Bududi da je ((Ad k)x;)ier baza od K/J za svaki k € K, zakljucujemo da je
wi((Adk™")a)=0 Viel, Vaca i VkeK.

Medutim, prema propoziciji 2.6.12. {(Adk™")a; k € K, a € a} = p. Prema tome, w; = 0 za svaki
i € I. To ima za posljedicu (Igpe) ® 7)(u) = 0, odnosno, u € Ker (Igpe)y @ m) = S(p®) @ J. Zbog
identifikacije G sa S(p€) @K to znaci da je u € GJ. Prema tome je GX N (Kerw;) € GJ, odnosno,
dobivamo trazenu inkluziju G¥ N (Kerwy;) C G NGJT.

(3) Neka je sada u € G¥ N (Ker@ys). MoZemo pisati u = ug + uy + -+ + u,, gdje su
u; € o(SH(p®))K. Svaki potprostor o(S'(p®))K je K—invarijantan, pa slijedi u; € GX za svaki
i. Pretpostavimo sada da nisu svi wz(u;) jednaki 0. Neka je p € {0, 1,...,n} najvedi indeks takav
da je wy(u,) # 0; dakle, wy(u;) =0zai=p+1,...,n Sada iz (1) i (2) slijedi da je @7 (u;) =0
za i =p+1,...,n. Nadalje, iz tvrdnje (e) propozicije 3.4.15. slijedi da je @7 (u;) € A,-1 @ (K/T)
za 1 < p. Stoga prema lemi 3.4.17. vrijedi

wy(u) € wy(up) + Apr @ (K/T).

Odatle slijedi @7(u) # 0 suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da su svi wz(u;)
jednaki nuli, dakle, w7 (u) = 0, odnosno, u € Kerwy. To znaci da je G& N (Kerw;) C (Kerw), pa
slijedi trazena inkluzija G¥ N (Kerwy) C & N (Kerwy).

Za ideal J = {0} imamo &gy = @ i wyoy = w. Dakle, iz propozicije 3.4.18. neposredno slijedi:

Korolar 3.4.19. Vrijedi g% N (Ker@) = g N (Kerw) = {0}. Posebno, antihomomorfizam &|GX
sa GE u A® KM iz turdnje (c) propozicije 3.4.15. je injektivan.

U sljedecoj propoziciji ¢emo koristiti ranije uveden antiautomorfizam transpozicije u — u'
unitalne algebre G definiran sa

(xl...xk)t:(—l)ka’jk--'l’l’ l‘l,...,l‘kegc.

Nadalje, neka je kao i prije t Cartanova podalgebra od m, tako da je h = t+a Cartanova podalgebra
od g, i neka su R = R(g% h%), ¥ = R(g,a) i R® = R(m", *) pripadni sistemi korijena. Tada
imamo

Y={ala; « €R, ala#0} i R°={a|t’ ac R ala=0}

i mozemo izabrati skupove pozitivnih korijena Ry, ¥4 i R} tako da bude

Y, ={ala; a € Ry, ala#£0} i R ={a|t*; a € Ry,ala=0}.
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Kao i prije stavimo

n=> +g°  dakle, n®= > g
PYSIINE a€Ry, ala#0
Oznac¢imo sa ¢ Harish—Chandrin homomorfizam sa G u H = A ® 7 priduzen izboru pozitivnih

korijena R, a sa v Harish—Chandrin homomorfizam sa M' u 7 pridruzen izboru pozitivnih
korijena RY. Definiramo preslikavanja ¢ i ¢’ sa

¢'2) = (p(z)), 2€6"  Y'(w) =), weM"
Propozicija 3.4.20. Uz uvedene oznake vrijedi:
(a) @(Z(g)) € A® Zy(m).
(b) Za z € Z(g) je p(2) = (La @ ¥)(@0(z")") i ¢'(2) = (La @ Y')(@(2)).

Pri tome je Z(g) centar algebre G = U(g®), Z(m) je centar algebre M = U(m®) i Zy(m) je
podalgebra M —invarijanata v Z(m) (naime, iako su po pretpostavci grupe G i K povezane, grupa
M ne mora biti povezana, pa se Z(m) i Zy(m) ne moraju podudarati). Nadalje, operacija® na
A ® K je antiautomorfizam te algebre definiran kao tenzorski produkt antiautomorfizama ' na

algebrama A i IC.

Dokaz: Za svaki a € R = R(g%, h°) izaberimo x, € g%\ {0}. Neka je R, = {ay,...,q,},
gdje su korijeni numerirani tako da je ayla = 0za 1l <i < /{1 a # 0zal < i <n. Tada je
RS = {a|t, ..., au|t®}. Nadalje, {za,, ..., Za,} je baza od 0 i 4y, ..., 21q, € m©. Izaberimo
bazu {hi,...,h,} od tibazu {h,41,...,h} od a. Za q,p € ZT} i m € Z7, stavimo

— 0t pIn mi o [hMs Pl L P
U(q, map) - "L‘fal "L‘fanhl hs sxal "L‘o:«b’

Tada je {u(q,m,p); q¢,p € Zy, m € 7, } baza vektorskog prostora G. Napomenimo da h,;1, . .., hq
komutiraju sa z,,, ..., Za,, Pa MmozZemo pisati

=1 I ML R pPL L pPe L L s Pt L P
u(q,m,p) = a®, ---x? hY hyrabl - bt b hgteabiet - afr. (3.23)

Neka je
Z = Z Aq,m,pu(qa map)

q’m’p
element centra Z(g) od G. Buduéi da je [h, z] = {0}, vidimo da je A\; ., # 0 mogucée samo za one
p,q € Z1 za koje je
P10+ - PpQpy = QO+ GOl
Odatle slijedi
(Pes10ve1 + -+ -+ poom ) |6 = (Grr Qe + -+ -+ guan) 0.

Ako pyi1,...,p, nisu svi jednaki 0, onda je u(q, m,p) € Gn. Ako su svi jednaki 0 onda su i svi
Qos1, - - -5 qn jednaki 0. Prema tome, (©(z%))" je suma ¢lanova

)‘fbm,phﬁﬁrl o h;ns ® xq—lozl T x%azhanl U hinrxgll e ngz
zam € 45 iza q,p € Z takve da je g1 = -+ = ¢y = pey1 = -+ = p, = 0. Odatle se vidi

da je (w(z"))" € A® M. Kako sui Z(g) i A® M invarijantni na antiautomorfizam *, vidimo
da je i w(z) € A® M. S druge strane, prema tvrdnji (b) (ili tvrdnji (¢)) propozicije 3.4.15. je
0(z) € A® KM, Dakle, ©(2) € A® (M NKM) = A® Zy(m) i time je tvrdnja (a) dokazana.



3.4. TEOREM O SUBKVOCIJENTU 171

Po definiciji preslikavanja ¢ vrijedi

0 akoje ¢t +---+q@+pi+---+p >0

a2 ML M Pl L ePE ) —
w(l‘—al x—ozghl hr Txal xag) -

R - bR akoje g1+ q+pr+-+pe=0.

Prema tome,

(La @) (@()) = D Aomohy i - hT @ B - B = (2).

meZi’r

Odatle dobivamo i
¢'(2) = (Ta @) (0(2)) = (Ta@ ) (@(2)),

pa je dokazana i tvrdnja (b)

Neka je sada v € t. Kao i prije sa E7 oznac¢imo neki ireducibilni £—modul iz klase v i neka
je sa 7 oznacena i pripadna reprezentacija od € (i od K) na E7. Sa J7 smo oznacili antihilator
K—modula E7, tj. jezgru reprezentacije v :

T’ ={weK; y(w) =0}

Kvocijentna algebra K/J7 identificira sa y(K) = End(E"). Promatramo injektivni antihomo-
morfizam @|G* sa GX u A ® K. Definiramo sada antihomomorfizam @, : G¥ — A® (K/J") =
A ® End(E") ovako:

Oy =U4®7) 0.
Propozicija 3.4.21. (a) Ker@, = GENgT"=G5nJg.
(b) Ima, € A (KM/(KMnJ").
Zadatak 3.4.3. Dokazite propoziciju 3.4.21.

Uputa: Za tvrdnju (a) koristite tvrdnju (b) propozicije 3.4.12. i propoziciju 3.4.18., a tvrdnja
(b) slijedi iz tvrdnje (b) propozicije 3.4.15.

Neka je sada p € mineka je F” ireducibilan m—modul iz klase p. Stavimo H, ., = Homn(F?, E7).
Naravno, ako medu ireducibilnim subreprezentacijama restrikcije v|m nema nijedne iz klase p,
onda je H,, = {0}. U protivhom oznacimo sa mitp(p,y) multiplicitet klase p u reprezentaciji y|m.
Naravno, tada je mtp(p,y) = dim H,,. Prostor H,, je K™—modul u odnosu na djelovanje:

w-f=yw)of, tj. (w-[)§)=~w)fE), E€F’ [eH, wek™
Potpuno analogno koraku (1) dokaza teorema 3.4.13. dokazuje se:
Propozicija 3.4.22. Ako je mtp(p,v) >0, H,., je ireducibilan K™—modul dimenzije mtp(p,y).

Neka je 7?7 anihilator K™—modula H,,. Argumentima iz dokaza tvrdnje (d) propozicije
3.4.12. dobiva se:

Propozicija 3.4.23. Kvocijentna algebra K™ /ZP7 identificira se sa End(H,.,).
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Za v € ¢ kao u koraku (1) dokaza teorema 3.4.13. pokazuje se da se E° identificira sa

[1#,, o F).

pEM

Naravno, ta direktna suma je zapravo direktni produkt, jer za samo konatno mnogo p € m je
H,., # {0}. U skladu s tom identifikacijom i uz identifikaciju K/J? = End(E") kvocijentna
algebra M /(M N J7) se identificira sa

[, ® End(F?)).

pEM

a prema propoziciji 3.4.23. kvocijentna algebra K™/(K™ N J7) identificira se s komutantom od
MM N TT), dakle, sa

H (End(Hpy) © Ipe).

pEM

Ocito je K™ N J7 presjek ideala ZP7, p € m. Stoga dobivamo:

Propozicija 3.4.24. Uz navedene identifikacije vrijedi

K /(kmn gy = [[(k™/z07) = [ End(H,,)

pEM pEM

Dakle, (:)7|gK se identificira s antihomomorfizmom

&y :G° > [[A® End(H,,) = [[ A (K™/2°7).

pEM pEM

Oznag¢imo sada sa @, , antihomomorfizam sa G w A® End(H,,) = A® (K™/Z7) dobiven iz &.,
projekcijom na faktor u gornjem direktnom produktu s indeksom p. Tada imamo

GENGIT" =Kerw, = ﬂ Kera, . (3.24)

pEM

Ako je p linearan funkcional na prostoru t© oznacimo sa y, jedinstveno prosirenje od g do
unitalnog homomorfizma sa 7 u C. Dakle,

Xt te) = p(t) - -p(te),  keEN, ...t €tt

Propozicija 3.4.25. Neka su v € : i p € m i neka je p nagmanja teZina reprezentacije p u odnosu
na RY. Tada za svaki z € Z(g) vrijedi

Bpal2) = (L@ x) (2 (1))

Dokaz: Koristimo oznake iz propozicije 3.4.20.: v je Harish—Chandrin homomorfizam sa M' u
T pridruzen RY i/ (w) = (¢ (w'))’ zaw € M". Nadalje, neka je 7, : K™ — K™/ZP7 = End(H,.,)
kanonski epimorfizam promatran kao ireducibilna reprezentacija K™ na H, . Elementi od H,, su
m—homomorfizmi sa F¥ u E7. Neka je f € H, -, tj. f je linearan operator sa F'* u E7 takav da je
v(m)f = fp(m) za svakim € m, dakle, i za svaki m € M. Nadalje, zaw € K™i f € H, ., [7,,(w)]f
je linearan operator sa F? u E° definiran kao produkt v(w)f. Posebno, za y € Z(m) = M NK™ i
za [ € H,., imamo

[Torn(WLf =7W)f = foly).
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Medutim, kako je p ireducibilna reprezentacija od m i y € Z(m), vrijedi p(y) = x(y)Irr za
x(y) € C. Tada je x : Z(m) — C infinitezimalni karakter reprezentacije p. Kontragredijentna
reprezentacija p* je takoder ireducibilna i vrijedi p*(y) = x*(y)Ipo+, y € Z(m). Buduéi da je za
x € m p*(z) definiran kao dualni operator od —p(x), za x1, ...,z je p*(x1 - - - ) dualni operator
od (=p(ag)) - (=p(x1)) = (=1)Fplxx -+ 21) = p((21- - x3)") . Odatle slijedi da je x(y) = x*(y")
za svaki y € Z(m). No infinitezimalni karakter ireducibilne reprezentacije s najve¢om tezinom v
u odnosu na RY dobiva se kompozicijom x, o ¢ Harish—Chandrinog homomorfizma ) u odnosu
na R} s homomorfizmom ¥, : 7 — C. Ako je p najmanja tezina od p u odnosu na RY, onda je
—u najveca tezina kontragredijentne reprezentacije. Dakle, za svaki y € Z(m) je

X() =x" (') = x-u (¥ (¥)) -

Uoc¢imo sada da vrijedi
Xop(w) =x, (W) VweT.

Tu je jednakost dovoljno provjeriti na produktima oblika ¢y - - -, za ty,...,t; € t, a tada imamo
Xoa(trti) = (=) (t) - (=) (t) = (1) p(tr) - plte) = xu (D - 11) = X (B 1)) -

Stoga imamo za svaki y € Z(m)

¥ =X (0 (1)) = (0 (5)") = @),

To znaci da je
[T W = Foly) = xW)f = xu(¥' (W) 1,

odnosno,
Ton(¥) = Xu(WW' W) H,,, vy € Z(m).

Za z € Z(g) imamo @(z) € A® Z(m) prema tvrdnji (a) propozicije 3.4.20. Dakle, pomocu tvrdnje
(b) iste propozicije dobivamo za svaki z € Z(g) :

Wy (2) = (T4 ® Tps ) (@0(2) = (T4 ® X 0 P)(@(2)) =

= (e XU ®V)@() = (L4 @) (F12) = (La @) (¢ ()
Propozicija 3.4.26. (a) Vrijedi G = A + (G€+ nQ).

(b) Neka je p : G — A projektor definiran direktnom sumom iz (a). Tada je restrikcija p|GE
homomorfizam algebre GX u algebru A i jezgra tog homomorfizma je GX N Gt = GX N €G.

Dokaz: (a) Iz Iwasawine dekompozicije g = n+ a + £ imamo zbog PBW—teorema:
G=AK + nG = A + (AKE + ng).

Nadalje,
gt C (AK + nG)t C AKE + ng,

pa kako je AKt C Gt, imamo Gt + nG = AK¥ + nG, pa slijedi tvrdnja.
Zadatak 3.4.4. Dokazite turdnju (b) propozicije 3.4.26.

Uputa: Primijenite tvrdnju (b) propozicije 3.4.12., tvrdnju (c) propozicije 3.4.15. i jednakost
u propoziciji 3.4.18. za dvostrani ideal J = Kt = €K u algebri K.
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U teoremu 1.4.26. uveli smo i dokazali osnovna svojstva tzv. induciranih reprezentacija
unitalnih algebri. Ako je A unitalna algebra, B njena unitalna podalgebra i W lijevi unitalni
B—modul, onda je A ®z W lijevi unitalni A—modul za koji kazemo da je induciran B—modulom
W i oznacavamo sa Indg W. Ako je p reprezentacija od B na prostoru W onda sa Indg p
oznacavamo njome induciranu reprezentaciju od A, tj. reprezentaciju od A na induciranom mo-
dulu Indg W = A ®p W. Prema tvrdnji (b) teorema 1.4.26. vrijedi tzv. Frobeniusov teorem
reciprociteta: Ako je U unitalni .A—modul, postoji jedinstveno linearno preslikavanje T +— T
sa Homp(W,U) u Homy (Indg W,U) takvo da je T(14 ®p w) = Tw za svaki w € W i za
svaki T" € Hompg(W,U); nadalje, preslikavanje T + T je izomorfizam vektorskih prostora sa
Homg(W,U) na Hom 4 (Indg W,U) .

Prostor W mozemo identificirati s potprostorom 14 ®g W prostora IndéW Tada je W
B—podmodul od Inds W i njegova struktura B—modula je upravo ona od koje smo krenuli.
Drugim rijecima, ako je p reprezentacija od B na W i ® = Indgp, onda je potprostor
W =14 ®pg W invarijantan u odnosu na reprezentaciju 7|B i pripadna subreprezentacija (7|B)w
od B se podudara sa p. Uz takvu identifikaciju Frobeniusov teorem reciprociteta poprima ob-
lik: za svaki A—modul U svaki se B—homomorfizam T : W — U jedinstveno prosSiruje do
A—homomorfizma T : Indf W — U.

Tvrdnja (d) teorema 1.4.26. je tzv. teorem o induciranju u etapama: Ako je C unitalna
podalgebra od B i U je unitalni lijevi C—modul, onda je Indz U ~ Indg (Ind? U) .

Promatrat ¢emo sada inducirane reprezentacije realnih Liejevih algebri definirane preko uni-
verzalnih omotackih algebri njihovih kompleksifikacija. Dakle, ako je q podalgebra realne Liejeve
algebre g i p reprezentacija Liejeve algebre g na kompleksnom prostoru W, odnosno, ako je W
g—modul, a time i unitalni lijevi Q—modul (pri tome je @ = U(q®)) onda sa Indg p oznacavamo
pripadnu induciranu reprezentaciju Liejeve algebre g. Ona je dobivena restrikcijom induci-
rane reprezentacije [ ndgg pna g C G. Prostor te reprezentacije je G @g W =: Ind} W. Tada se na
opisan nacin W identificira s potprostorom od Ind} W i vrijedi Indi W = GW. Nadalje, za svaki
g—modul U restrikcija na W je izomorfizam prostora preplitanja Homy ([ ndg W, U ) na prostor
preplitanja Homq (W, U).

Neka je {ei, ..., e,} baza direktnog komplementa od q u g. Zam = (my, ..., my,) € Z7 stavimo
e™ = el ---e. Pomoéu PBW—teorema lako se vidi da je G slobodan desni Q—modul i da je
{e™; m € Z } baza desnog Q—modula G. Ako je W g—modul s reprezentacijom p tada je vek-
torski prostor Indg W direktna suma potprostora e™ @ W, m € Z'. Ako sa 7 oznacimo induciranu
reprezentaciju Indg p, onda uz identifikaciju W s potprostorom 1g ® W = 1g ®g W prostora
Indg W =G ®o W imamo

m(e™w =7(e™)(lg ®g w) = ™ (1g Rg w) = ™ ®go w, meZ;, weWw.

m

Za u € G djelovanje operatora m(u) moze se opisati na sljede¢i nacin. Za svaki m € Z} mozemo

pisati
m
ue™ = E e U,
peZi

pri cemu su Uy, € Q jedinstveno odredeni (i samo ih je kona¢no mnogo razli¢ito od nule). Sada
za w € W imamo

m(u)(m(e™w) = m(ue™)w = Z ePupm | (1g ®o w) =

pEZi

= Z e’ @g Upmw = Z m(eP) (upmw).

peZi peZi
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Propozicija 3.4.27. Neka je p reprezentacija podalgebre q Liejeve algebre g na prostoru W i neka
je m = Indg p pripadna inducirana reprezentacija od g na prostoru V.= Ind§ W = G&oW. Prostor
W identificiramo s potprostorom 1¢®oW. Nadalje, neka je J jezgra od p u Q (tj. anihilator lijevog
Q—modula W).

(a) Anihilator od W u G je lijevi ideal GJ .

(b) Jezgra reprezentacije m u G (tj. anihilator lijevog G—modula V') je najveéi dvostrani ideal u
G sadrzan u lijevom idealu GJ .

Dokaz: (a) Koristimo malo prije uvedenu notaciju. Neka je u € G i

U= Z " Uy, Uy € Q.

Buduéi da je suma potprostora €™ ®go W od V direktna, imamo sljedeci niz ekvivalencija:
w-W={0 = d M @oum W ={0} =
mezLy
= U, - W = {0} Vm e Z — Um € J Vm € Z,.

Sada tvrdnja (a) slijedi iz ¢injenice da je zbog PBW—teorema GJ direktna suma potprostora
e"J, me LY.
(b) Za u € G imamo zbog (a) sljededi niz ekvivalencija:

ueKerr <= uwGW ={0} <<= uGCGJ <= GugcCgJg.

To posebno znaci da Ker 7w sadrzi svaki dvostrani ideal u G sadrzan u G.7.

Za nase potrebe, a to je proucavanje reprezentacija Indg p, gdje je p € i g =m +a+nje
minimalna parabolicka podalgebra od g, trebat ¢e nam sljedeca jednostavna propozicija:

Propozicija 3.4.28. Neka su q i € podalgebre Liejeve algebre g takve da jeg=q+€im=qnN¢.
Ako je p reprezentacija od q 1 m = Indg p pripadna inducirana reprezentacija onda je restrikcija
7€ ekvivalentna induciranoj reprezentaciji Indt, p|m.

Dokaz: Iz PBW—teorema lako se vidi da mnozenje u G inducira izomorfizam prostora K& QO
na prostor G. S druge strane, prema tvrdnji (c¢) teorema 1.4.26. preslikavanje w +— 1g ®g w je
izomorfizam vektorskih prostora sa W na Q ®g W. Prema tome, imamo sljede¢e izomorfizme
vektorskih prostora

o KouW —-Koau Qo W,

o(u@pw) =u®pm lg ®g w, uelkl, weWw,

V:KOMmLRW — G W,
V(U @pm v Rgw) =uv R w=1uRg v -w, uek, veQ, weW

Njihova kompozicija ® = 1 o ¢ je izomorfizam vektorskih prostora sa K @, W = IndS, W na
GRoW = IndiW. Zau € Kiw e W imamo

P(u@pmw) =Y(p(u@mw)) =th(u®pm lg ®o w) = u g w.

Izomorfizam ® je homomorfizam €—modula, odnosno, K—modula. Doista, za u,u' € Kiw € W
imamo

O(u- (v @pmw)) = P(ut pw) =uu' Row=1u- (' Rgw)=u-0u Qpw).
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Uz pretpostavke i oznake iz propozicije 3.4.28. neka je sada p € g takva da je p|m € m. Nadalje,
neka je v € t. Oznacimo sa mitp(plm, ) multiplicitet ireducibilne reprezentacije p|m u restrikciji
v|m, a sa mtp(+y, ) multiplicitet ireducibilne reprezentacije -y u restrikciji 7 |¢. Zbog Frobeniusovog
teorema reciprociteta propozicija 3.4.28. ima sljede¢u neposrednu posljedicu:

Korolar 3.4.29. Uz uvedene oznake vrijedi mtp(y, ) = mtp(p|lm, ).

Promatrat ¢emo sada tzv. producirane reprezentacije dobivene slicno induciranima ali pomocu
funktora Homg(G, - ) umjesto funktora G ®¢ -. Dakle, neka je i dalje, g podalgebra realne Liejeve
algebre g i neka je W kompleksni q—modul (ili unitalni lijevi @—modul). Sada se pomocu
mnozenja s lijeva G moze shvacati kao unitalni lijevi @—modul. Stavimo

V = Homg(G,W).
Prostor V' postaje unitalni lijevi G—modul uz djelovanje
(u- f)(v) = flou),  f€ Homo(G, W), u,veQg.

Kazemo da je modul V produciran modulom IV i pisemo V' = Pro§ W. Ako je p reprezentacija
od g (i od Q) na prostoru W, za pripadnu reprezentaciju 7 od g (i od G) na prostoru V' kazemo
da je producirana reprezentacijom p i pisemo ™ = Prof p.

Za producirane reprezentacije imamo sljede¢i analogon Frobeniusovog teorema reciprociteta:

Propozicija 3.4.30. Neka je q podalgebra Liejeve algebre g, neka je W q—modul 1 V- = Prof W.
(a) Preslikavange € : f — f(1g) je epimorfizam q—modula sa V na W.

(b) Ako je X kompleksni g—modul, onda za svaki ¢ € Homy(X,W) postoji jedinstven
w € Homy(X,V) takav da je ¢ = € o p. Preslikavanje 1) +— ¢ je izomorfizam vektorskih
prostora sa Homg(X, V) na Homg(X,V).

Dokaz: (a) Za f € V = Homqy(G,W) i u € Q imamo
e(u-f) = (u-f)(lg) = f(lgu) = f(ulg) = u- f(lg) = u-e(f).

To pokazuje da je € homomorfizam gq—modula sa V u W.

Treba jos dokazati da je homomorfizam e surjektivan, tj. da za svaki w € W postoji
f € Homg(G,W) takav da je e(f) = w. Neka je p potprostor od g koji je direktni komple-
ment od g, tj. takav da je g = q + p. Tada iz PBW—teorema slijedi da je G = Q + Gp. Neka
je P projektor prostora G na potprostor Q duz potprostora Gp. Za fiksirani w € W definiramo
preslikavanje f : G — W ovako:

f(u) = P(u) - w, ueqg.

Tada za v € Q1w € G imamo u = P(u) +u' za v € Gp, dakle, vu = vP(u) + vu'. Kako je
vP(u) € Qiwvu € Gp, slijedi da je P(vu) = vP(u). Stoga je

flou) = P(vu) -w =vP(u)-w=wv-Plu) -w=muv-f(u).
Prema tome, f € Homq(G,W). Sada je

e(f)=flg) = f(lg) = lg - w = w.
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(b) Neka je X G—modul i ¢ € Homg(X, W). Definiramo ¢ : X — L(G, W) ovako:
[o(@)](w) =¢(u-2), 2€X, uegd.

Za svaki z € X tada je ¢(x) € Homg(G, W). Doista, za v € Q i u € G imamo

[o(@)](vu) = Plou-2) = (v -u-z) = v-P(u-z) = v-[p(r)](w).

Dakle, tako definiran ¢ je linearan operator sa X u V. = Homy(G,W). Neka su sada u € G i
x € X. Tada za svaki v/ € G imamo

[o(u-2)](u) = Pp(u' - u-2) = p(w'u-z) = [p(@)](u'v) = [u- e()](u).
Kako je u' € G proizvoljan, to pokazuje da je vrijedi
o(u-x)=u-p(x), uedg, zelX.

Drugim rije¢ima, ¢ : X — V je homomorfizam G—modula, ¢ € Homy(X,V). Sada je za svaki
reX

(o p)(z) = e(p(x) = [p(2)](1g) = ¥(lg - 2) = ¥(x).
Time je dokazano da za svaki ¢ € Homq(X, W) postoji ¢ € Homy(X, V) takav da je ¢ =€ o .
Dokazimo jedinstvenost. Neka su ¢, ¢’ € Homg(X, V) takvi da je eop = e0¢’, odnosno, takvi
da je
[p(2)](1g) = [¢'(2)](1g) V€ X.

Buduéi da su ¢ i ¢’ G—homomorfizmi sa X u V' = Homy(X,W), za proizvoljne z € X iu € G
imamo redom

[o(@)](w) = [p(2)](1gu) = [u- ¢(2)](1g) = [p(u - 2)l(1g) =
= [¢'(u-2)](1g) = [u-¢'(2)](1g) = [¢'(z))(1gu) = [¢' ()] (w).

Odatle je p = ¢’ i time je dokazana jedinstvenost.
Ozna¢imo sada sa ® definirano preslikavanje ¢ — ¢ sa Homg(X, W) u Homg(X, V) :

{e() Hz)](v) = ¥(u - z), ueqg, xelX.

P je linearno preslikavanje: za 1y, ¥y € Homq(X, W), oy, a0 € C, z € X i u € G imamo
{ (1t + astha) Hz)(w) = (anths + anthe)(u - x) = anthr(u - ) + astho(u - x) =

= a1 [{®(¥1) }(2)](u) + ax[{®(¢2) } ()] (1) = [ {P(¢1) } (%) + ax{ P(v2) }(x)](uw) =
= [{a1®(¥1) + a®(¢2) }(z)](u).

Dakle, ®(a191 + apths) = a1 @(1)1) + aa®(e)2).
Konstruirat ¢emo ¥ : Homy(X, V) — Homq(X, W). Za ¢ € Homy(X, V) neka je preslikavanje
U(p): X — W definirano sa

W(p)](x) = [p()l(lg),  zeX.

Zav € Qix € X imamo redom koristedi ¢injenice da je ¢ G—preplitanje i da je ¢(x) Q—preplitanje:

[W(p)](v-x) = [p(v-2)](1g) = [v-p(2)](1g) = [p()](1gv) = [p(x)](vlg) = v-[o(2)](1g) = v-[¥(p)](x).
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Dakle, ¥(¢) € Homg(X, W), odnosno, ¥ je preslikavanje sa Homg(X, V) u Homg(X, W). Sada
imamo za ¢ € Homy(X, V) i za proizvoljne x € X iu € G :

{(@oW)(p)}(@)](u) = {R(¥ ()} (2)l(u) = (¥(p))(wr) = [p(u-r)](1g) = [u-p(2)](1g) = [p()](u).

Zbog proizvoljnosti v € G iz € X to pokazuje da je (¢ o ¥)(p) = ¢ za svaki ¢ € Homy(X, V),
odnosno, da je ® o W = Ipym,(x,v). Ako je sada ¢ € Homqa(X, W), onda za proizvoljan x € X
imamo

(o ®)()](x) = [W(2(¢))](z) = {2(¥)}x)](1g) = ¢¥(lg - ) = ¥(x).
Dakle, (W o®)(v)) = 9 za svaki i) € Homq(X, W), odnosno, ¥o® = Ioy, x,w)- Time je dokazano
da je linearno preslikavanje ® : Homg(X, W) — Homy(X, V) bijekcija, odnosno, izomorfizam.

Korolar 3.4.31. Neka je m podalgebra realne Liejeve algebre € koja je reduktivna u €. Neka su
pem, yetiw=Pro p Tadaje mtp(y,w)=mtp(p,7).

Dokaz: Neka je E7 ireducibilan £—modul iz klase v i F* ireducibilan m—modul iz klase
p. Primijenimo sada tvrdnju (b) propozicije 3.4.30. na ¢, m, F” i E7 umjesto g, q, W i X.
Zakljucujemo da su prostori Homy,(E7, F*) 1 Homg (E”Y,Profn Fp) izomorfni. Posebno, oba su
konacnodimenzionalni i imaju istu dimenziju. Imamo

mtp(y,w) = dim Homy (E7, Proj, F*).
Nadalje, kako je m reduktivna u €, m—modul E” je potpuno reducibilan, pa vrijedi
mip(p,v) = dim Homy(F?, E7) = dim Homy(E", F?).
Dakle, mtp(y,w) = mtp(p, ).

Propozicija 3.4.32. Neka su q @ € podalgebre Liejeve algebre g takve da je g = q + € ¢ neka je
m = qN¢E. Nadalje, neka je p reprezentacija od q i ™ = Prof p. Tada je restrikcija m|¢ ekvivalentna
reprezentaciji Prot, (p|m).

Dokaz: Neka je W prostor reprezentacije p i neka je ¢ : Homq(G, W) — Homy(IC, W) linearno
preslikavanje definirano restrikcijom sa G na K. Tada je ¢ homomorfizam £—modula. Doista, za
v, € Kif e Homg(G,W) imamo

[0 e(NIW) = [p(N](v'v) = f(0'v) = (v- ) = [p(v- HI),

odnosno, vrijedi v - ¢(f) = ¢(v - f) za svaki v € K isvaki f € Homg(G, W).

Dokazimo sada injektivnost preslikavanja ¢ : Homy(G, W) — Homn(IC,W). Neka je f €
Homq(G, W) takav da je ¢(f) = 0. To znaci da je f|K = 0. Kako je f homomorfizam g—modula,
zau € Q1iwv e K nalazimo

Fluv) = u- f(v) =0.
Ali zbog g = q + & vrijedi G = QK, odnosno, prostor G je razapet produktima oblika uv, u € O,
v € K. Zakljucujemo da je f = 0 i time je dokazana injektivnost preslikavanja .

Dokazimo surjektivnost. Neka je g € Homn, (K, W). Neka je G : Q x K — W bilinearno

preslikavanje definirano sa

G(u,v) =u-g(v), ue @, veK.
Zame M, ue Qive K tada imamo

G(um,v) =um-g(v) =u-m-g) =u-g(mv) = G(u, mv).
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To pokazuje da postoji (jedinstven) linearan operator ¥ : Q @, K — W takav da je
U(u@pmv)=1u-g(v) YVue Q i Yvelk.

Taj operator ¥ je homomorfizam lijevih @—modula. Doista, za proizvoljne u,u’ € Qi v € K
imamo

U - (u@pmv) =" Wuedyv)=uu-gv)=u -u-gv)=u-¥(udyv).

Promatrajmo sada bilinearno preslikavanje F': Q x K — G definirano mnozenjem: F'(u,v) = uv,
ue QuekK Tadazau € Q,ve KLime M= QnNK ocito vrijedi F(um,v) = F(u, mv).
Prema tome, postoji jedinstven linearan operator ® : Q ® £ — G takav da je

O (u@p v) = uv, ue Q, veK.

Tada je & homomorfizam lijevih @—modula. Nadalje, ako izaberemo bazu {ey, ..., e,} od g takvu
da je {e1, ..., e/} baza direktnog komplementa od m u q, {es1, ..., e} bazaod mi {epy1,...,€,}
baza direktnog komplementa od m u &, onda je

{el eyt @nmepyt - merms (ma,...,my) € Z}

n

baza vektorskog prostora Q ®aq K i tu bazu operator ¢ prevodi u bazu

{ef™ - epery en™s (ma,. .. my) € 21}

vektorskog prostora G. Prema tome, ® : Q ® L — G je izomorfizam lijevih @—modula. Sada
je kompozicija f = Vo &' : G — W homomorfizam Q—modula, tj. f € Homy(G,W). Za svaki
v € K imamo

[e(N](v) = f(v) = [T o @ (v) =T (27'(v)) =¥ (1o ®mv) = 1o g(v) = g(v).

To pokazuje da je ¢(f) = g i time je dokazana surjektivnost preslikavanja . Dakle, ¢ je izomor-
fizam t—modula sa Homq(G, W) = Prof W na Homu (K, W) = Pro§, W. Time je dokazano da je
reprezentacija 7|€ ekvivalentna reprezentaciji Prof, (p|m).

Propozicija 3.4.33. Neka je W q—modul « W* njemu kontragredijentni q—modul. Nadalje, neka

~

jeV=1IndiW = GRg W i V' = ProyW* = Homg(G,W?*). Za ) € V* iu € G neka je 1(u)
linearan funkcional na prostoru W definiran sa

Du)(w) =2 (' ®qw),  weW.
Tada je 1& eViiy— 1& je izomorfizam kontragredijentnog g—modula V* na g—modul V'.

Dokaz: Neka je ¢ € V*. Za proizvoljne u € G, v € Q i w € W imamo

~

[ ()] (w) = ¥ ((vu)’ @ w) = ¢ (u'v' @g w) = ¢ (u' ®g v’ - w) = [P(u)](v' - w).
Kontragredijentno djelovanje g na W* zadano je sa
-o)w)=—ply-w), yeaq, eeW, weW

Odatle dobivamo da je

t

(v-@)(w)=p -w), veQ, peW* weW.
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Prema tome,

dakle, zbog proizvoljnosti w € W,
Y(ow) = v - (u), veEQ, uegqg.

Time je dokazano da je Q@ : G — W* homomorfizam Q—modula, odnosno, @/A) eV
Dokazimo sada da je 1 — 1 homomorfizam g—modula sa V* u V'. Za u,u’ € Giw € W
imamo

[(u- ) ()] (w) = [(ww)](w) = ¢ («'0) ©o w) =
= (u' @g w) = (u- ) (v Bow) = [(u- )| (w).

Zbog proizvoljnosti w € W i v/ € G to pokazuje da je u - ) = (u- ) za svaki u € G, odnosno,
preslikavanje 1) — Q@ je homomorfizam G—modula.

Pretpostavimo da je ¢ € V* takav da je ¢ = 0, odnosno, ﬁ(u) = 0 za svaki u € G. Po definiciji
1& to znaci da je

V(' @ow)=0 Vueg i VweW.

Bududéi da vektori oblika u'®gw, u € G, w € W, razapinju cijeli prostor GRoW = V, zakljucujemo
da je ¢ = 0. Time je dokazano da je preslikavanje 1) — z/A; injekcija.

Neka je sada f € V' = Homgq(G,W*). Neka je F' : G x W — C bilinearno preslikavanje
definirano sa

Flu,w) = [f (u")] (w), ueg, weWw

Tadazauw e G, ve Qiwe W imamo redom

Fluv,w) = [f ((w))] (w) = [f (v'")] (w) = 0" f (u')] () = [f (u')] (v w) = Fu,v-w).

Prema univerzalnom svojstvu postoji jedinstven linearan funkcional ¥ : G&oW — C, tj. ¢ € V¥,
takav da je
Y(u®ow) = F(u,w) = [f (u")] (w) YVueG i YweW.

Tada je )
W())(w) = ¢ (u' @qw) = [f(W)](w) YuegG i YweW,

odnosno, 1/3 = f. Time je dokazano da je preslikavanje ¢ — 1& i surjekcija.
Dakle, ¥ — 1 je izomorfizam G—modula sa V* na V".

Primijenit ¢emo sada rezultate o induciranim i produciranim reprezentacijama na situaciju iz
pocetnog dijela ovog odjeljka; upotrebljavamo u daljnjem tada uvedene oznake. Nadalje, stavimo
g =m -+ a+n — ta se podalgebra reduktivne Liejeve algebre g zove minimalna paraboli¢ka.
Za p € m neka je F” ireducibilan (kompleksan) m—modul iz klase p. Sa p oznac¢avamo i konkretnu
reprezentaciju od m na F”. Skup a svih klasa ekvivalencije ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih
reprezentacija od a identificira se s a*®¢ = (ac)*. Za p € a ozna¢imo sa p ® p ireducibilnu
reprezentaciju Liejeve algebre q na prostoru F#* = F? definiranu sa

(p@u)(m+a+n)=pm)+ u(a)lps, mem, a€a, neEN
Drugim rije¢ima, F** je q—modul koji se kao vektorski prostor podudara sa F”, a djelovanje je

(m+a+n)-&=m-&+ pla)k, mem, a€a, nen
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Stavimo
M, ,. = Indg F"*, Ny = Prog F™".

Ako je p* kontragredijentna reprezentacija reprezentacije p Liejeve algebre m, onda je p* ® (—pu)
kontragredijentna reprezentacija reprezentacije p ® u Liejeve algebre q. Prema propoziciji 3.4.33.
G—modul N, , identificira se s kontragredijentnim modulom G—modula M,- _,. Stavimo

Vo = Z + Npu(7)-
yek
Bududi da je £ Liejeva podalgebra reduktivna u g, V, , je G—podmodul od N, .
Propozicija 3.4.34. Neka su p € m i pu € a i neka je A € (IJC)* definirano tako da je Ma = p i
da je Mt© najveéa tezina reprezentacije p u odnosu na RY. Nadalje, neka je X € (IJC)* definirano

tako da je Na = —p i da je \t€ = —wy (A[t%) , gdje je wo € W(R") jedinstven element takav da
je woRY = —RY.

(a) g—modul M, , izomorfan je kvocijentnom modulu Vermaovog modula M(X) konstruiranom
u odnosu na b 1 R,.

(b) M,, je g—modul s infinitezimalnim karakterom x.
(¢) N, 1V, sug—moduli s infinitezimalnim karakterom z — x;5(2").

Dokaz: (a) Neka je &€ € F?\ {0} tezinski vektor reprezentacije p u odnosu na t* tezine A[tC.
Tada je
M- E=F?
1 vrijedi
h-€=Xh)E  Vhett
Prema definiciji djelovanja a na F”* = F* imamo i
h-&=puh)é=Xh)¢  Vhea.
Prema tome,
h-€=Xh)E  Yhebh® =t +d"

Nadalje, kako je A[t® najveéa tezina m®—modula F* u odnosu na RY., vrijedi
x-£E=0 Vz € ng,

gdje je
o I
a€RY, a€Ry,ala=0

Liejeva algebra n trivijalno djeluje na F* = F? pa je takoder
x-£=0 Vr € n.

Prema tome,
r-£&=0 Vx6n+zz+g§:no+n‘c.
a€ERy

Stavimo sada
U:1g®Q§€g®QFp’M:ITLdng’M.
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Prema prethodnim razmatranjima tada imamo za svaki h € h© C ¢© :
h-v="h(lg®g&) =h®g&{=1g®@gh-&=Ah)(lg ®g &) = A(h)v.
Nadalje, za svaki z € n* C q° je
r-v=20(lgRg) =r®o€=1g®gx-£{=0.

Prema tome, Cv je b—podmodul od M, , za Borelovu podalgebru b = h* + n* koji je prema
oznaci iz odjeljka 2.4. izomorfan modulu Cy. Neka je ¢ : C, — Cv izomorfizam b—modula zadan
sa ¢(c) = cv, ¢ € C. Dakle, ¢ € Homy(Cy, M, ). Prema Frobeniusovom teoremu reciprociteta
za inducirane reprezentacije Liejevih algebri (tvrdnja (b) teorema 1.4.26.) postoji jedinstven ¢ €
Homgy(Ind} Cy, M, ) = Homg(M(X), M, ,) takav da je $(1g ® 1) = (1) = v. Bududi da je

» Mo
G- 1v=0®a{=0GQ¢ M -{=G®Qg F'"=M,,,

tj. bududi da je v ciklicki vektor G—modula M, ,,
Time je dokazana tvrdnja (a).

(b) Vermaov modul M () ima infinitezimalni karakter y,, pa tvrdnja (b) slijedi neposredno iz
tvrdnje (a).

Napokon, tvrdnja (c) slijedi iz ¢injenice da je modul N, , izomorfan kontragredijentnom modulu
modula M- _,, iz ¢injenice da je —AJt® najmanja tezina reprezentacije p*, dakle, —wy ()\\t‘c) je
najveca tezina te reprezentacije i iz sljedece leme:

homomorfizam ¢ : M(\) — M, , je surjektivni.

Lema 3.4.35. Ako G—modul V' ima infinitezimalni karakter x onda njemu kontragredijentni
modul V* ima infinitezimalni karakter z — x (2").

Dokaz: Vrijedi z - v = x(2)v Vz € Z(g) i Vv € V. Stoga za proizvoljne z € Z(g), v € V i
f € V* imamo
dakle,
z~fzx(zt)f VzeZ(g) 1 VfeV

To zna¢i da G—modul V* ima infinitezimalni karakter z — x (2%).
Propozicija 3.4.36. Neka sup € th, € a i y € €. Stavimo
HP" = Home(E",V,,.) i  H,. = Homn(F" E).

Nadalje, neka ¢ restrikcija na 'V, kanonske surjekcije T — T(1g) sa Homg(G, F*") = Pro§ F*"
na F'PH = FP.

(a) Za h € HP*Y i W € H,., postoji p(h,h') € C takav da je eohoh' = @(h,h')Ips.

(b) Bilinearna forma ¢ : HP*Y x H,, — C je nedegenerirana i u prvoj i drugoj varijabli, pa
uspostavlja izomorfizam prostora H”*7 na dual od H,., i prostora H,~ na dual od H""".

Dokaz: Za h € H"*7ih' € H,, o¢ito je eohoh’ € End,(F*). Bududi da je reprezentacija p
od m ireducibilna, po Schurovoj lemi slijedi tvrdnja (a). Neka je sada h € H”*7\ {0}. Tada zbog
¢injenica da je ¢ Q—homomorfizam i da je h —homomorfizam imamo

NAEoh)(E") = NAe(h(KEY)) = e(NAKh(EY)) = £(Gh(E)).
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Ovo posljednje je razlicito od {0} zbog tvrdnje (b) propozicije 3.4.30. primijenjene na X = Gh(E7).
To pokazuje da je € o h # 0. Kako je EY potpuno reducibilan kao m—modul i kako je € o h
m—homomorfizam, postoji /' € HP? takav da je (¢ o h) o h' # 0. No tada je ¢(h,h') # 0. To
pokazuje da je forma ¢ nedegenerirana u prvoj varijabli. Medutim, po korolaru 3.4.31. i propoziciji
3.4.32. vrijedi

dim H”*" = mitp(v, Prof F**) = mtp(y, Prog, F*) = mtp(p,~) = dim H,,.

Prema tome, forma ¢ je nedegenerirana i u drugoj varijabli.

Podsjetimo se definicije preslikavanja @, @, i @, (v € £, p € m). @ je projektor prostora G na
potprostor AK u skladu s rastavom G = AK +ngG. Vektorski potprostor AK od G identificira se s
tenzorskim produktom A ® K, pa dobivamo @ : § — A ® K. Ako A ® K snabdijemo strukturom
tenzorskog produkta unitalnih algebri, onda je prema tvrdnji (¢) propozicije 3.4.15. i prema koro-
laru 3.4.19. restrikcija @|GX injektivni antihomomorfizam algebri sa GX u A ® KM C A @ L™,

Za v € t kvocijentna algebra K/J7 identificira se sa v(K) = End(E"). Sada je &, antihomo-
morfizam sa G¥ u A® (K/J7) = A® End(E") definiran sa

= (Ia@7) 0w

Bududi da je ©(G*) C A ® K™, preslikavanje @, mozemo shvacati kao antihomomorfizam sa G¥
uA® (K™/(K™"NJ")). Prema propoziciji 3.4.24. imamo identifikaciju

K" /(Km0 g7) =[] End(H,.,)
pEM

gdje je H,, = Homy(F?, E7). Sada je @, ., antihomomorfizam sa G¥ u A® End(H,.) dobiven iz
w, projekcijom na faktor u gornjem direktnom produktu s indeksom p.

Definiramo sada za p € a = a*C = (a‘c)* izay € ki p € m antihomomorfizme @,,, @, i ©p .4,
koji se dobivaju iz antihomomorfizama &|g¥, @, 1 @, komponiranjem s evaluacijom x, : A — C
u tocki p :

B = (xu ® Ikm) 03 : GK — K™,
b= (X @ Igmjmngmy) 0 @y 1 G — K /(K™ N T7) = H (K"/177) = H End(H,,)

pEM pEM

Wy = (Xu ® IIC"‘/IM) O Wyt gK - ICm/Ip’7 = E”d(Hpﬁ)-

Propozicija 3.4.37. Uz oznake iz propozicije 3.4.36. i u skladu s tvrdnjom (b) te propozicije
identificirajmo svaki od prostora HP*" i H,. s dualom onog drugoga. Promatrajmo HP"7 kao
lijevi G —modul preko djelovanja G* na'V,, i H,. kao lijevi K™—modul preko djelovanja K™ na
F7.

(a) Za svaki uw € GX djelovanje uw na HP*7 i djelovanje &,(u) € K™ na H,. su medusobno
dualna.

(b) Anihilator GX —modula HP*7 jednak je Ker @, ..

Dokaz: (a) Neka je u € GX Pigemo

S
!/ " / !/ 1
u:E wiuy 4+ u”, Up,...,us €A, uy,...,u, €K, u" €ng.
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Oznacimo sa 7 reprezentaciju od G na V, ,. Za h € H”*7 i h' € H, ., imamo redom zbog toga sto
je € @—homomorfizam i zbog toga sto je h —homomorfizam:

o(u-h,h) g =com(u)ohoh' = Zuz com(u;)ohoh’ = Zuz Jeohoy(u)oh' =

—cohoxy (Z%(M)%) oh' =cohoy(@,(u)oh'=coho (0, (u) h)=p(hw,(u) h)Ilr.

Time je dokazana tvrdnja (a).
Tvrdnja (b) slijedi iz tvrdnje (a) :

u-HP ={0} <<= &, u)-H,,={0} <= wueKe,,,.

Zasvakiu € GX jew,,(v) € AQEnd(H,.). A9 H,., je slobodan A—modul s konaénom bazom
(to je bilo koja baza vektorskog prostora H,.) i A® End(H, ) se identificira sa End4(A® H, ).
Dakle, za v € &, p € i u € G mozemo shvacati @,~(u) kao element od Ends(A ® H,.).
Promatrajmo svojstveni polinom tog endomorfizma

det(T" — @y (u))
kao element od A[T]. Taj je polinom jednak 1 ako je mtp(p,~) = 0. Definiramo

Fra(T) =[] det(T - @,,(u)) € A[T].

pEM

Tada vrijedi

Jrau(@pr(uw) =0 za svaki p € m takav da je mtp(p,v) > 0. (3.25)
Neka je W = W(R) = W(g% h%) i neka su ¢ i ¢’ definirani kao prije: ¢ : G" — H je
Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na R, tj. projektor sa G" na H u odnosu na ras-
tavG=H+ L, gdjeje L=6"NGnt =G"Nn=G, a ¢ je homomorfizam sa G" u H dobiven iz ¢
dvostrukim transponiranjem:

o) = ()", uweg
Teorem 3.2.3. o Harish—Chandrinom izomorfizmu mozemo ovako interpretirati: Postoji izomor-
fizam w +— w grupe W na podgrupu W grupe automorfizama algebre H takav da je ¢'|Z(g) izomor-
fizam Z(g) na algebru HW W—mvamanata u ‘H. Izomorfizam w — @ dobiva se kombinacijom
pomaka za polusumu pozitivnih korijena i transponiranja, ali precizna formula ne¢e nam trebati.
Oznadit éemo istim znakom @ bijekciju h*® — §*€ koja je pridruzena automorfizmu @ od H, tj.
takvu da je
Xan(@(z)) = xalz) Ve eH i VAep™.

Pri tome je za A € §*C sa y, oznacen jedinstven unitalni homomorfizam sa H u C koji prosiruje
preslikavanje A : h — C. Kao sto znamo, uz identifikaciju H s algebrom P (U*C) polinomijalnih
funkcija na h*C, homomorfizam Y, je evaluacija u tocki A. Bududéi da je A[T] € H[T], mozemo

definirati ~
= [ @) € HY[T].
weWw

Neka je ¢ stupanj od f%u. Tada postoje 21, ..., 2, € Z(g) takvi da je

Foa(T) =TT+ @ ()T 4 4 9 (2g-1) T + ¢'(29)- (3.26)

Stavimo
v=ul+ zut b 2 qu oz, € GF.
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Lema 3.4.38. Uz uvedene oznake vrijedi v € GE NGJ7.

Dokaz: Neka je p € m takva da je mip(p,~y) > 0. Stavimo
v = @p,v(u)q"‘@/(zl)@p,v(u)qil"" 0 (2g-1)@p (W) +¢'(29) € HRENA(H, ) = AQT ®End(H,,, ).

Sada iz (3.25) i (3.26) imamo B
UI = f’y,u((DPv’Y(u» =0.

S druge strane, neka je x4 € € najmanja tezina od p. Kao i prije oznaéimo sa Xu: T =Pt)—C
homomorfizam evaluacije u tocki y, odnosno, jedinstveno prosirenje preslikavanja p : t¢ — C do
homomorfizma sa 7 = S(t¢) u C. Tada je

Ia® Xy ® Ignau,.) - A®T @ End(H,,) - A® End(H,,)

unitalni homomorfizam algebri i imamo

0 = (Ia ® Xpu ® Lina(it, ) (V) = Dpy ()" + (L4 @ X (@' (20)) B () + -+ + (La @ x) (¢ (29)).

Medutim, prema propoziciji 3.4.25. imamo za svaki j =1,...,¢:

(Le® X)) = (1@ x) ((#(z)") = Bpa(29).
Stoga imamo
Do ()T + @Dpy (21)Dp (W) + -+ + @y (24) = 0.

Medutim, @, , je antihomomorfizam sa algebre G¥ i Z(g) je sadrzan u centru te algebre. Stoga iz
gornje jednakosti zaklju¢ujemo da je @, (v) = 0. Dakle, v € Kerw,, , za svaki p € m takav da je
mitp(p,7y) > 0, tj. takav da je H,, # {0}. Prema (3.24) slijedi

Ve ﬂ Ker &, , = Ker w, = GEngg.

pem, mtp(p,y)>0

Propozicija 3.4.39. Neka je v € t i neka je 7 ireducibilna reprezentacija od GX takva da vrijedi
Ker D GEXNGJT". Oznacimo sa Y™ pripadni GX —modul.

(a) Prostor Y7 je konacnodimenzionalan.

(b) Postoje p € m i pu € a takvi da je GEX—modul Y™ izomorfan nekom subkvocijentu modula
Homg(EV, ‘/p,,u>~

Dokaz: Bududi da je reprezentacija 7 ireducibilna, po Dixmierovoj varijanti Schurove leme
7(Z(g)) se sastoji od skalarnih multipla jedini¢nog operatora. Odatle slijedi da postoji A € h*©
takav da je

7(2) = xa(¢'(2)) [y~ Vz € Z(g). (3.27)

Pri tome je kao i u drugim sli¢nim slucajevima sa y : H — C oznac¢en homomorfizam evaluacije
u tocki A, odnosno, jedinstven unitalni homomorfizam koji prosiruje A : h — C. Stavimo sada

R ={ueG"; &, mmpalu)=0Vpem(y)ivwe W} (3.28)
Pri tome smo koristili oznaku @, 5, za antihomorfizam definiran prije propozicije 3.4.37. Nadalje,

m(y) = {p € m; mtp(p,v) > 0}.
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Ocito je R dvostrani ideal u G¥. Za u € R koeficijenti polinoma X)\(T%U(T)) uz potencije T7 za
J < q dobivaju se kao produkti brojeva @, . sra(u), a ti su svi brojevi jednaki 0. Prema tome,
vrijedi x,(¢'(2;)) =0za j =1,...,q. Sada za element v definiran prije leme 3.4.38. po toj lemi
vrijedi
0=r7(v) =7(u)
To pokazuje da je svaki element dvostranog ideala 7(R) u 7(G¥) nilpotentan. Prema opéem
teoremu iz algebre takav ideal u Noetherinoj algebri je nilpotentan, tj. postoji n € N takav da je
7(R)" = {0}, odnosno, da je R" C Ker .
Upotrijebit ¢emo sada sljedecu ¢injenicu:

Lema 3.4.40. Neka je T ireducibilna reprezentacija unitalne algebre A na prostoru Y i neka su
R i S dvostrani ideali v A koji zadovoljavaju jedan od sljedeéa dva uvjeta:

(a) RS C Ker 7.
(b) RNS C Ker 7.
Tada je ili R C Kert ili S C Ker 7.

Dokaz: Pretpostavimo da je § € Ker 7. Tada je 7(S)Y # {0} potprostor od Y koji je
T—invarijantan, pa zbog ireducibilnosti slijedi 7(S)Y =Y. No tada u sluéaju (a) imamo

T(R)YY = 7(RS)Y = {0},

a u slucaju (b) je
T(R)YY =7(RS)Y C7(RNS)Y = {0}.

Dakle, u oba slucaja je R C Ker 7.

Posebno, u nasem slucaju je R™ C Ker 7, pa slijedi R C Ker 7. Uoc¢imo sada da je R pres-
jek konacno mnogo dvostranih ideala Ker @, ara, p € (), w € W. Prema prethodnoj lemi
zakljuéujemo da postoje p € m(y) i w € W takvi da vrijedi

Ker @, ,.ara € Ker 7.

Stavimo pu = wA|a. Prema tvrdnji (b) propozicije 3.4.37. Ker 7 sadrzi anihilator J G¥ —modula
H~#Y = Home(E",V,,). Prema korolaru 3.4.31. prostor H**7 je kona¢nodimenzionalan. To
znaci da je ideal J, a time i ideal Ker 7, kona¢ne kodimenzije u G¥. Odatle slijedi tvrdnja (a).
Neka je sada
HPY = Ho 2 Hy 2 -+ 2 Hy = {0}

kompozicioni niz G¥ —modula H”*7. Neka je J; anihilator ireducibilnog G —modula H; ,/H;,

t=1,...,p. Tada imamo
p p
Kert 2 J 2 <ﬂ$> ,

i=1

pa prema lemi 3.4.40. slijedi da je Ker 7 O J; za neki ¢ € {1,...,p}. Tada je Y7 izomorfan
GX —modulu H,_,/H;. To slijedi iz sljedece leme:

Lema 3.4.41. Neka je A unitalna algebra i neka su X i Y ireducibilni konacnodimenzionalni
A—moduli takvi da anihilator jednoga sadrzi anihilator drugoga. Tada su ti anihilatori jednaki i
moduli X 1Y su izomorfni.
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Dokaz: Neka su J = Anna X 1 Z = AnnyY 1 pretpostavimo da je J C Z. Tada imamo
prirodni epimorfizam ¢ : A/J — A/Z. Medutim, A/J ~ End(X) i A/T ~ End(Y), pa ¢ in-
ducira epimorfizam sa End(X) na End(Y). Kako je algebra End(X) prosta (nema netrivijalnih
dvostranih ideala) taj epimorfizam je injektivan, dakle, izomorfizam. To znaci da je ¢ izomor-
fizam, pa slijedi da je J = Z. Buduéi da su sve ireducibilne reprezentacije algebre End(X) ~ A/J
medusobno ekvivalentne, A—moduli X i Y su izomorfni.

Time je propozicija 3.4.39. u potpunosti dokazana.

Teorem 3.4.42. Neka je V' ireducibilan (g, K)—modul. Postoje p € m i p € a takvi da je V
izomorfan nekom subkvocijentu modula V, ,.

Dokaz: Izaberimo v € ¢ tako da je V(y) # {0}. Prema teoremu 3.4.13. tada je
Y = Home(E",V) ireducibilan GK —modul ¢&iji anihilator sadrzi GX N GJ7. Prema propozi-
ciji 3.4.39. postoje p € m i pu € a takvi da je G¥—modul Y izomorfan subkvocijentu modula
Hom(E",V, ). Sada je prema propoziciji 3.4.14. (g, K')—modul V izomorfan subkvocijentu od
Vi

Kao neposrednu posljedicu teorema 3.4.42. i korolara 3.4.31. dobivamo sljedecu tvrdnju koja
izmedu ostalog daje drugi dokaz Harish—Chandrinog teorema 3.3.3.:

Korolar 3.4.43. Neka je V ireducibilan (g, K)—modul i v € t. Tada je potprostor V() konacno-
dimenzionalan v vrijedi

dim V() < (dim E7) - max {mtp(p,7); p € m}.

Zay € ¢ imamo

2(2(8)) € 5,(GF) C A& (K/T7).
Lema 3.4.44. Za svaki vy € ¢ vrijedi:
() A® (K/T7) je konacno generiran kao @, (Z(g))—modul.

(b) GE/(GENGT) je konacno generiran kao Z(g)/(Z(g) N GT")—modul.

Dokaz: (a) Prema formulaciji teorema o Harish—Chandrinom izomorfizmu na str. 184,
¢'| Z(g) je izomorfizam algebre Z(g) na algebru K" W —invarijanata u algebri H. Kako je grupa W
konacna, H je konacno generiran kao modul nad H" = ¢’(Z(g)). Nadalje, prema Chevalleyevom
teoremu Z(g) je Noetherin prsten, dakle i ¢'(Z(g)) je Noetherin prsten. Modul nad Noetherinim
prstenom je kona¢no generiran ako i samo ako je Noetherin. Slijedi da je svaki podmodul konac¢no
generiranog modula i sam konac¢no generiran. Kako je prema propoziciji 3.4.20.

H2 A (Z(m) 2 ¢'(2(9)),
zakljucujemo da je A ® ¢/ (Z(m)) = (14 ® ¢')(A ® Z(m)) konacno generiran kao modul nad
¢'(Z2(g)) = (La®@ ¥ )(@(Z(g))-

Medutim, prema teoremu o Harish—Chandrinom izomorfizmu za Liejevu algebru m, preslikavanje
Y| Z(m) je injektivno. Prema tome, A ® Z(m) je kona¢no generiran kao modul nad ©(Z(g)).
Bududi da je J7 ideal kona¢ne kodimenzije u K, jasno je da je A ® (K/J7) konaéno gene-
riran kao modul nad A, dakle, tim vise, kao modul nad A ® (Z(m)/(Z(m)N J7)). Slijedi da je
A® (K/J") konac¢no generiran kao modul nad @, (Z(g)).
(b) Iz tvrdnje (a) slijedi da je i @,(G*) kona¢no generiran kao @.(Z(g))—modul. Odatle slijedi
tvrdnja (b), buduéi da je po propoziciji 3.4.18. GK NGJ" jezgra antihomomorfizma @7+ |GF = @.,.
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Teorem 3.4.45. Neka je v € t i neka je x : Z(g) — C unitalni homomorfizam. Postoji do na
izomorfizam samo konacno mnogo ireducibilnih (g, K)—modula V' s infinitezimalnim karakterom

X takvih da je V(v) # {0}.

Dokaz: (1) Stavimo J = (Ker x)G; to je dvostrani ideal u G. Iz tvrdnje (b) leme 3.4.44. slijedi
da je algebra G / (QK NGI" +J )) kona¢nodimenzionalna. Dakle, ta algebra ima samo kona¢no
mnogo klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija.

(2) Za ireducibilan (g, K)—modul V' s infinitezimalnim karakterom y takav da je V() # {0}
stavimo Hy = Home(E", V). Prema teoremu 3.4.13. svaki takav Hy je ireducibilan GX —modul i
njegov anihilator sadrzi GEN(GJ7+J). Dakle, Hy je ireducibilan G / (QK NGJI" + j)) —modul.
Sada tvrdnja slijedi iz (1), buduéi da prema teoremu 3.4.13. ako su Hy i Hy~ izomorfni G&¥ —moduli
onda su V' i V' izomorfni (g, K')—moduli.

Neka je sada v € t klasa trivijalnog jednodimenzionalnog £—modula. Za G—modul V tada je
Vi) =Vi={veV,z-v=0Vrectl=VE={veV; k-v=uvq Vk € K}.

Kazemo da je V sferiéki G—modul ako je dim VE = 1. Iz korolara 3.4.43. slijedi da je ireducibilan
(g, K)—modul sfericki ako i samo ako je VE # {0}.

Neka su sada p € m i p € a. Prema korolaru 3.4.31. ako klasa p nije trivijalna onda je
(V,2)" = {0}, a ako je klasa p trivijalna, onda je modul V,, , sfericki.

U daljnjem je p : G¥ — A kanonski homomorfizam iz tvrdnje (b) propozicije 3.4.26. To je
restrikcija na G& projektora G — A definiranog direktnim rastavom G = A + (Gt + nG).

Propozicija 3.4.46. Neka je V' sfericki (g, K)—modul. Postoji pu € a takav da vrijedi
u-€=(pu)(we  VeeVh i Vuegh (3.29)

Dokaz: Buduéi da je VE jednodimenzionalan i G¥ —invarijantan, postoji unitalni homomor-
fizam ¢ : G — C takav da vrijedi

uw-&=Cué VeEeVE i vue gk

Ocito vrijedi Ker ¢ 2 G¥ N Gt. Prema tvrdnji (b) propozicije 3.4.26. GX N Ge = GX N EG je jezgra
homomorfizma p : G¥ — A. Prema tome, postoji unitalni homomorfizam ¢’ : p(G¥) — C takav
da je ¢ = (' op. Iz tvrdnje (a) slijedi da je A konacno generiran kao p(G¥)—modul. Stoga je svaki
unitalni homomorfizam p(GX) — C restrikcija unitalnog homomorfizma A — C. Svaki takav je
oblika a +— a(y) za neki p € a*C = a. To znaci da za svaki u € G& vrijedi

Sada iz teorema 3.4.13. neposredno slijedi:

Propozicija 3.4.47. Za svaki p € a postoji do na izomorfizam jedinstven ireducibilan sfericki
(g, K)—modul V takav da vrijedi (3.29).
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