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SADRZAJ



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi teorije reprezentacija

1.1 Reprezentacije, reducibilnost, ekvivalencija

Ako je V vektorski prostor nad poljem K sa L(V') ¢emo oznacavati skup svih linearnih opera-
tora AV — V. L(V) je asocijativna algebra s operacijama

(A+ B)v = Av + Bu, (AA)v = MAw, (AB)v = A(Bv), A BeL(V), Ne K, veV.

Jedini¢éni operator I = Iy, (Iv = v Yv € V) je jedinica u algebri L(V'). Grupu svih invertibilnih
elemenata algebre L(V'), tj. grupu svih izomorfizama sa V' na V| oznacavat ¢emo sa GL(V).

Kao i svaka asocijativna algebra L(V') ima i strukturu Liejeve algebre. Liejeva algebra nad
poljem K je vektorski prostor g na kome je zadana bilinearna binarna operacija (z,y) — [z, y] sa
sljedeca dva svojstva:

(LAT) [z, 2] =0 Vz € g (antikomutativnost);
(LA2) oy ol) + [ (=2 + [= [ 4) = 0 Vi, = € g (Jacobije identitet).
Naravno, iz (LA1) slijedi [z,y] = —[y, 2| Vx,y € g.

Zadatak 1.1. Neka je A asocijativna algebra. Stavimo
[z,y] =2y —yx, wyeA
Dokazite da A uz tako definiranu operaciju (z,y) — [x,y] postaje Liejeva algebra.

Zbog definicije u zadatku 1.1. operacija (z,y) — [z, y] u bilo kojoj Liejevoj algebri g obi¢no se
zove komutator.

Ako je G grupa, grupovnu operaciju najceSée Cemo oznacavati bez ikakvoga znaka
(a,b) — ab, a,b € G a jedinicu grupe G oznacavat ¢emo sa e (ili sa eg).

Asocijativnu algebru s jedinicom zvat ¢emo unitalna algebra. Neka su A i B unitalne alge-
bre i neka su ey4 i eg jedinice u tim algebrama. Homomorfizam algebri ¢ : A — B sa svojstvom

p(eq) = eg zvat ¢emo unitalni homomorfizam.

Definirat ¢emo sada pojam reprezentacije za bilo koju od te ¢etiri algebarske strukture (grupa,
asocijativna algebra, unitalna algebra i Liejeva algebra):

bt
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(1) Reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V' je homomorfizam grupe G u grupu
GL(V). Drugim rijecima, reprezentacija G' na V' je preslikavanje 7: G — L(V') takvo da
vrijedi

m(ab) = w(a)m(b) Va,be G, m(e) = 1.

(2) Reprezentacija asocijativne algebre A nad poljem K na vektorskom prostoru V' nad
istim poljem K je homomorfizam algebri 7 : A — L(V'). Dakle, reprezentacija A na V je
preslikavanje 7: A — L(V) takvo da vrijedi

m(ax + By) = an(x) + fr(y), m(xy) = w(z)m(y), Ve,y € A, Vo, € K.

(3) Reprezentacija unitalne algebre A s jedinicom e4 na vektorskom prostoru V' je repre-
zentacija 7 asocijativne algebre A na V' za koju je

m(ey) = 1.

(4) Reprezentacija Liejeve algebre g nad poljem K na vektorskom prostoru V' nad poljem K
je homomorfizam Liejevih algebri : g — L(V'). Dakle, reprezentacija g na V' je preslikavanje
m: g — L(V) takvo da vrijedi

m(axr+By) = ar(z)+0n(y),  w(z,y]) =x(@)n(y) =7(y)n(z),  VYr,ycg, Vo,0€ K.

U svakom od ta cetiri slucaja vektorski prostor V' tada zovemo prostorom reprezentacije 7.
Ako je prostor V kona¢nodimenzionalan, reprezentacija 7 zove se konaénodimenzionalna i
tada se prirodan broj (ili nula) d(w) = dim V' zove dimenzija reprezentacije 7.

U slucajevima (2), (3) i (4) definicija se prosiruje i na situaciju kad je A (odnosno, g) algebra
(odnosno, Liejeva algebra) nad poljem K, a V' je vektorski prostor nad nekim prosirenjem L polja
K. Tada se trazi da su svi operatori 7(z) linearni nad poljem L, a preslikavanje x +— w(z) je
homomorfizam nad poljem K.

Ako je reprezentacija 7 injektivni homomorfizam, kazemo da je m vjerna reprezentacija.
Ako se radi o reprezentaciji grupe G, onda je jezgra
H=kermr={a€G,; n(a) =1}

reprezentacije m normalna podgrupa grupe G i prijelazom na kvocijent dobivamo vjernu reprezen-
taciju 7 kvocijentne grupe G/H :

7(aH) = 7(a), aH € G/H.
Sli¢no, ako se radi o reprezentaciji asocijativne, unitalne ili Liejeve algebre A, onda je jezgra
Z=kerm ={a € A; n(a) =0}

reprezentacije m ideal u toj algebri A i prijelazom na kvocijent dobivamo vjernu reprezentaciju
asocijativne, unitalne ili Liejeve kvocijentne algebre A /7 :

7la+7) =mn(z), r+7ZeA/L.

Zadatak 1.2. Neka je S,, simetricna grupa reda n tj. grupa svih permutacija skupa {1,2,...,n}
i neka je V- n—dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K s bazom {e1,es,...,e,}. Za o € S,
neka je m(o) € L(V) definiran sa

m(0)e; = s, 1=1,2,...,n.

Dokazite da je m vjerna reprezentacija grupe S, na prostoru V.
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Zadatak 1.3. Neka je V realan ili kompleksan konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je
m neprekidna reprezentacija aditivne grupe R na prostoru V :

w(t+s)=n(t)n(s), t,selR; ©(0) = I.
(a) Dokazite da je preslikavanje m: R — L(V') diferencijabilno.
(b) Dokazite da za

-1
A= iw(t) = lim ®)
dt =0 t—0 t
vrigedi
m(t) = et

Pri tome je za B € L(V') operator eP definiran konvergentnim redom

Uputa za (a) Uocite da iz neprekidnosti preslikavanja 7 slijedi da je
.1
lim— [ 7w(t)dt =7(0) = 1.
t—0 t 0

Odatle zakljucite da postoji a > 0 takav da je operator

B:iAaw@Mt

st+a
ﬂ@:B*/ m(t)dt  VseR.

regularan. Zatim dokazite da vrijedi

U daljnjem je stalno A oznaka za bilo koju od ¢etiri algebarske strukture. Neka su 7 i p
reprezentacije od A na vektorskim prostorima V i W nad poljem K. Za linearan operator A :
V — W kazemo da je A—ekvivarijantan ako vrijedi

Am(a) = pla)A  Va € A.

Drugi naziv za takav operator A je operator preplitanja reprezentacija 7 i p. Skup svih takvih
oznacavat ¢emo sa Hom4(V,W). To je potprostor prostora L(V, W) svih linearnih operatora sa
V u W. Kazemo da je reprezentacija m ekvivalentna reprezentaciji p i piSemo 7 =~ p ako postoji
A € Hom(V,W) koji je izomorfizam prostora V' na prostor W. O¢cito je ~ relacija ekvivalencije.

Neka je m reprezentacija od A na vektorskom prostoru V. Potprostor W prostora V' zove se
m—invarijantan ako je invarijantan u odnosu na svaki operator 7(a), a € A :

weW, acA = m(a)w € W.

Ocito su suma i presjek bilo koje familije m—invarijantnih potprostora takoder mw—invarijantni
potprostori.

Ako je W mw—invarijantan potprostor onda restrikcijom i prijelazom na kvocijent mozemo
definirati reprezentaciju 7y na prostoru W i reprezentaciju 7y y na prostoru V/W :

mw(a) = m(a)|W € L(W); myyw(a)(v+W)=m@v+W, acA veV.
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Ty se zove subreprezentacija a my, kvocijentna reprezentacija reprezentacije 7. Kombi-
nacijom ove dvije konstrukcije reprezentacija dolazimo do tzv. subkvocijentne reprezentacije:
ako su U 1 W m—invarijantni potprostori od V i ako je U C W onda je my,y kvocijentna
reprezentacija subreprezentacije my (ili subreprezentacija kvocijentne reprezentacije my ).

Neka je 7 reprezentacija od A na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' i neka je W
m—invarijantan potprostor. Izaberimo bazu €’ = {ey, ..., e;} potprostora W i dopunimo je do baze
e={e1,...,€k Exi1,-..,6n} prostora V. Tada je ¢’ = {ep1 + W, ..., e, + W} baza kvocijentnog
prostora V/W. Ako za a € A sa w(a)le], mw(a)[e'] i mvyw(a)[e”] oznacimo redom matrice operatora
7(a), mw(a) i Tyw(a) u bazama e, € i €” onda je

pri cemu je A(a) neka matrica sa k redaka i n — k stupaca.

Reprezentacija m od A na vektorskom prostoru V' zove se ireducibilna ako postoje to¢no
dva m—invarijantna potprostora od V. To znaci da je V' # {0} i da su trivijalni potprostori {0}
i V jedini m—invarijantni potprostori od V, odnosno da V nema netrivijalnih 7—invarijantnih
potprostora. Reprezentacija je reducibilna ako nije ireducibilna.

Zadatak 1.4. Pretpostavimo da je u zadatku 1.2. K polje karakteristike 0. DokaZite da su tada

n

W:{;@ei; &1,8,...,&, € K, Zlfi:()} 1 U= Ku, gdje je U:Z%

i=1

T—invarijantni potprostori i da je V.= W + U. Nadalje, dokaZite da je reprezentacija my ire-
ducibilna.

Uputa za drugu tvrdnju: Neka je {0} # X < W my —invarijantan potprostor. Ako je
x=¢&e +&ey+ -+ &, € X ia#0tada x € U pa postoje ¢ # j takvi da je & # ;. Sada
izracunajte m(0;;)x — x, gdje je 0;; € S, transpozicija 0,;(i) = j, 0,5(j) =14, 0i;(k) =k za k # i i
k # j. Zakljucite da je e; — e; € X, a zatim djelovanjem 7 (o), o € S, dasue, — e, € X za sve
p,q € {1,2,...,n}. Odatle zakljucite da je X = W.

Zadatak 1.5. Neka je P wektorski prostor svih polinomijalnih funkcija f : R — C. DokaZite da
je sa

[T f1(s) = f(s=1), t,seR, [feP,

zadana reducibilna reprezentacija ™ aditivne grupe R na prostoru P. Odredite sve m—invarijantne
potprostore od P. Za konacnodimenzionalan m—invarijantan potprostor V dokaZite da je sub-
reprezentacija my neprekidna i izracunagjte

d
p7iAd ()

t=0

Neka je 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V. Stavimo

Ve ={veV; nla)v=v Va € G}.
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Vektori iz V¢ zovu se G—invarijante reprezentacije 7. Potprostor G —invarijanata V& je oéito
m—invarijantan. Stovise, svaki potprostor od V¢ je m—invarijantan.

Neka su 7 i p reprezentacije grupe G na vektorskim prostorima V' i W nad istim poljem K.
Na prostoru L(V, W) tada mozemo definirati reprezentaciju 7 grupe G na sljedeéi naéin:

7(a)(A) = p(a)Ar(a™1), Ae L(V,W), a€qG.

Tada je ocito Homg(V, W) upravo T—invarijantan potprostor L(V,W)¢ svih G—invarijanata
reprezentacije 7.

Neka je sada 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Tada se g—invari-
jantama zovu vektori m—invarijantnog potprostora

Vi={veV; n(x)v=0 V€ g}

Slicno kao kod grupa, ako su 7 i p reprezentacije Liejeve algebre g na vektorskim prostorima V' i
W na prostoru L(V, W) mozemo definirati reprezentaciju 7 od g na sljede¢i nacin:

7(z)(A) = p(x)A — An(z), Ae L(V,W), xzeg.

Tada je Homgy(V, W) upravo T—invarijantan potprostor L(V,W)¢ svih g—invarijanata reprezen-
tacije 7.

Neka je m reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V nad poljem K. Na dualnom
prostoru V' = L(V, K) definiramo tzv. kontragredijentnu reprezentaciju 7' reprezentacije 7 :

ta)f = fora), t. (@@f)w)=fxa ), acG, veV, feV.

Analogno, ako je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' tada se na
dualnom prostoru V’ kontragredijentna reprezentacija ' reprezentacije 7 definira ovako:

m'(x)f = —f om(x), tj. (7' (x) f)(v) = —f(m(z)v), reg, veV, feV.

Ovdje se u stvari radi o prethodnim konstrukcijama za trivijalnu reprezentaciju p grupe G na
jednodimenzionalnom prostoru W = K (p(a) = 1 Va € G), odnosno, za trivijalnu reprezentaciju
p Liejeve algebre g na jednodimenzionalnom prostoru W = K (p(x) = 0 Vx € g).

Neka je sada zadana familija reprezentacija m;, i € I, od A na vektorskim prostorima V; nad
istim poljem K. Tada na direktnoj sumi

HVi: {f:[—>UVZ-; f(i)eV; Viel, skup {i € I; f(z');«é()}jekonaéan}

el icl

definiramo reprezentaciju = od A na sljedeéi nacin:

(m(x) f) (i) = ms(x) f(4), reA i€l

7 se zove direktna suma reprezentacija m;. Naravno, ako je m neka reprezentacija od A na
vektorskom prostoru V' i ako su V;, © € I, m—invarijantni potprostori od V takvi da je V njihova
direktna suma, onda je reprezentacija 7 ekvivalentna direktnoj sumi njenih subreprezentacija my;.

Reprezentacija m od A na vektorskom prostoru V' zove se potpuno reducibilna, ako za svaki
m—invarijantan potprostor W postoji njegov m—invarijantan direktni komplement, tj. postoji
m—invarijantan potprostor U takav da je V = W +U. Naravno, svaka je ireducibilna reprezentacija
potpuno reducibilna.
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Zadatak 1.6. Neka je m reprezentacija od A na vektorskom prostoru V.

(a) Neka suW iU w—invarijantni potprostori od V takvi da je V.= W 4+ U. Dokazite da je tada
7TV/W >~ Ty.

(b) Neka su R, S i T w—invarijantni potprostori takvi da je V.= R+ S = R+ T. DokaZite da
je tada wg =~ .

Teorem 1.1.1. Neka je ® potpuno reducibilna reprezentacija od A na vektorskom prostoru V.
Tada je svaka njena subkvocijentna reprezentacija potpuno reducibilna.

Dokaz: Neka je W m—invarijantan potprostor od V' i neka je U 7y —invarijantan potprostor od
W. Tada je U m—invarijantan potprostor od V' pa zbog potpune reducibilnosti reprezentacije 7 pos-
toji m—invarijantan potprostor S od V takav daje V = U+S. Tada je T = SNW my —invarijantan
potprostor od W i vrijedi W = U + T. Time je dokazano da je svaka subreprezentacija potpuno
reducibilne reprezentacije i sama potpuno reducibilna.

Neka je sada U myw —invarijantan potprostor od V/W. Neka je ¢ : V' — V/W kvocijentno
preslikavanje, ¢(v) = v+ W. Tada je S = ¢~} (U) = {v € V; v+ W € U} m—invarijantan potpros-
tor od V' pa zbog potpune reducibilnosti reprezentacije m postoji potprostor 17" od V takav da je
V =S +T. Lako se vidi da je tada R = ¢(T) my,w —invarijantan potprostor od V/W i da vrijedi
V/W = U 4 R. Time je dokazano da je svaka kvocijentna reprezentacija potpuno reducibilne
reprezentacije i sama potpuno reducibilna.

Teorem 1.1.2. Neka je w reprezentacija od A na vektorskom prostoru V. Pretpostavimo da postoje
m—invarijantni potprostori Vi, i € I, takvi da je

vy
iel
i da su sve subreprezentacije Ty, ireducibilne.

(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.

(b) Ako je W m—invarijantan potprostor od V' onda postoji J C I takav da je suma potprostora
N
jeJ
direktna i da je V =W + U.

(¢) Postoji K C I takav da je

V:ZVk

keK
pri cemu je ta suma potprostora direktna.

Dokaz: Ocito i (a) i (c) slijede iz (b). Dokazimo (b) Neka je S skup svih podskupova J C [
takvih da je suma potprostora
ey

jeJ
direktna. Skup § je s relacijom inkluzije parcijalno ureden. Dokazimo da taj parcijalno ureden
skup zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je 7 lanac u §. Stavimo

K=|]JJ

JeT
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Dokazimo da je tada suma potprostora

W+ Vi (1.1)

keK

direktna. Neka su ki, ko, ..., k, € K medusobno razliciti i neka su w € W, v; € Vi, v € Vi, ...,
v, € Vi, takvi da je w +v; +v9 + - + v, = 0. Buduéi da je 7 lanac, postoji J € T takav da je
ki, ko, ..., k, € J Kako je J € S, suma potprostora

W+ V;

jedJ

je direktna, pa iz jednakosti w + vy +vo + -4+ v, =0slijjedida jew =vy =vy =--- =v, = 0.
Time je dokazano da je suma potprostora (1.1) direktna. To znaci da je K € S, a ocito je K
gornja ograda lanca 7. Dakle, parcijalno ureden skup S zadovoljava uvjet Zornove leme. Stoga u
skupu S postoji neki maksimalni element J. Stavimo

U=V, X=W+U=W+U.

jedJ

Treba dokazati da je X = V. O¢ito je X m—invarijantan potprostor od V. Stoga je za bilo kojii €
X N'V; my,—invarijatni potprostor od V;. Kako je po pretpostavci reprezentacija my, ireducibilna,
to je ili X NV; =V, odnosno, V; C X, ili je X N'V; = {0}. Pretpostavimo da je X N'V; = {0}. To
znaci da je suma X + V; direktna, pa slijedi da je suma potprostora

W+ >
jeJu{i}

direktna. To znadi da je JU{i} € S. No to se protivi maksimalnosti J u S jer je ocito J C JU{i}.
Dakle, X N'V; = {0} je nemoguce, pa slijedi da je V; C X za svaki i € I. No kako je V' suma
potprostora V;, i € I, slijedi X = V. Time je tvrdnja (b) u potpunosti dokazana.

U kona¢nodimenzionalnom slu¢aju situacija je znatno jednostavnija. Naime, ako je 7 repre-
zentacija od A na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' # {0}, onda iz kona¢nodi-
menzionalnosti lako slijedi da svaki m—invarijantan potprostor W # {0} sadrzi m—invarijantan
potprostor U takav da je reprezentacija my ireducibilna. Stoga iz teorema 1.1.2. neposredno slijedi:

Teorem 1.1.3. Neka je m reprezentacija od A na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru
V #{0}. Sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.

(b) Postoje m—invarijantni potprostori Vi, i € I, takvi da su sve reprezentacije my, ireducibilne i

da je
V=>"V.
iel
(¢) Postoje m—invarijantni potprostori Vi, Vs, ..., V, takvi da su reprezentacije wy,, Ty, ..., Ty,

ireducibilne i da je

V=Vi+ Vot itV
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U situaciji iz tvrdnje (¢) teorema 1.1.3. neka je e(j) = {egj), egj), . e%} baza potprostora V;
i neka je e baza prostora V' dobivena iz tih baza:

e ={elV el e o) 6(22), ., e? e, e(2n), e

y o B By

Nadalje, neka je za a € G 7(a)[e] matrica operatora m(a) u bazi e i 7y, (a)[e(j)] matrica operatora

my,(a) u bazi e(j), j = 1,2,...,n. Lako se vidi da je tada 7(a)[e] blok—dijagonalna matrica:
v (a)[e(1)] 0 a 0
r(@)]e] = 0 T (a)le(2)] - 0
0 0 mala)leln)

Teorem 1.1.4. (Schurova lema) Neka su 7 i p ireducibilne reprezentacije od A na vektorskim
prostorima V' i W nad poljem K.

(a) Ako reprezentacije w i p nisu ekvivalentne onda je Hom(V, W) = {0}.
(b) Enda(V) = Homu(V,V) je tijelo.

(¢) Ako je prostor V' konacnodimenzionalan i ako je polje K algebarski zatvoreno, onda je
Enda (V) =A{\; A€ K}.

Dokaz: (a) Neka je A € Hom(V,W). Tada je jezgra N(A) = {v € V; Av = 0} operatora A
m—invarijantan potprostor:

veN(A), aeG = Am(a)v = p(a)Av =0 = m(a)v € N(A).

Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi N(A) = {0} ili N(A) = V. Pretpostavimo da je
N(A) = {0}, tj. da je A injekcija. Tada je podrucje vrijednosti R(A) = {Av; v € V'} potprostor
od W razlicit od {0}. No taj je potprostor p—invarijantan. Doista, neka je w € R(A) i a € G.
Neka je v € V takav da je w = Av. Tada je

pla)w = p(a)Av = Arn(a)v € R(A).

Kako je reprezentacija p ireducibilna i R(A) # {0}, slijedi R(A) = W. No tada je A izomorfizam
pa slijedi m ~ p suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da N(A) = {0} nije mogude.
Zakljuéujemo da je N(A) =V, odnosno, A = 0. Dakle, dokazali smo da je Hom4(V, W) = {0}.

(b) Dokaz tvrdnje (a) pokazuje da je svaki A € End4(V) \ {0} invertibilan. Dakle, End4 (V)
je tijelo.

(c) Neka je A € End4(V). Kako je prostor V kona¢nodimenzionalan i polje K je algebarski
zatvoreno, spektar o(A) operatora A je neprazan. Neka je A € o(A). Tada je operator A — A
iz. End (V') singularan, a kako je prema tvrdnji (b) End4 (V) tijelo, slijedi A — A\l = 0, odnosno,
A= M.

Teorem 1.1.5. Neka je 7 ireducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija grupe G ili Liejeve
algebre g. Tada je njoj kontragredijentna reprezentacija wt takoder ireducibilna.

Dokaz: Pretpostavimo da se radi o reprezentaciji grupe G. Neka je U C V' ©'—invarijantan
potprostor. Tada je njegov anihilator

U={zeV; f(x)y=0 VfeU}
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potprostor od V' koji je m—invarijantan:
xeU’ acG, feU = f(r(a)z) = (7' (a1 f)(z) = 0,
jer je wt(at) f € U. Dakle,
relU’ aeG = m(a)r € U°.
Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi da je ili U° = {0} ili U° = V. Znamo da je
dimV’' =dimV i dimU°® =dimV — dim U.

Dakle, ili je dimU = dim V', tj. U = V', ili je dimU = 0, tj. U = {0}. Time je dokazano da je
reprezentacija 7' ireducibilna.

Zadatak 1.7. Dokazite teorem 1.1.5. u slucaju reprezentacije Liejeve algebre.

Zadatak 1.8. Neka su 7 i p reprezentacije od A na vektorskim prostorima Vi W. Ako je X
p—invarijantan potprostor od W tada prostor Hom 4(V, X) moZemo na prirodan nacin identifici-
ratt s potprostorom

{A € Homu(V,WW); AV C X'}
prostora Hom4(V,W). Ukoliko je W = X1 + Xo + -+ + X,,, pri éemu su X; p—invarijantni
potprostori od W dokazite da uz spomenutu identifikaciju prostora Hom4(V, X;) s potprostorima
od Hom4(V, W) wvrijedi
Homa(V,W) = Homa(V, X1) + Homa(V, X3) + - - -+ Hom4(V, X,,).

Zadatak 1.9. Neka su m i p reprezentacije od A na vektorskim prostorima V' i W.

(a) Ako je X m—invarijantan potprostor prostora V., konstruirajte izomorfizam prostora
Homy(V/X, W) s potprostorom

{A € Homu(V,W); AlX =0}
prostora Hom4(V, W).
(b) AkojeV = X1+ Xo+---+ X, gdje su X;, 1 < i < n, m—invarijantni potprostori prostora V,

konstruirajte izomorfizme prostora Hom 4(X;, W) s potprostorima X; prostora Hom 4(V, W)
i to tako da bude

Teorem 1.1.6. Neka je m potpuno reducibilna reprezentacija od A na konacnodimenzionalnom
prostoru V' nad algebarski zatvorenim poljem K i neka je p ireducibilna reprezentacija od A na
prostoru W nad poljem K. Neka je V.=V + Vo + -+ V,,, pri cemu je svaki od potprostora V;
T—invariantan 1 takav da je pripadna subreprezentacija my, ireducibilna. Tada je

H{ie{1,2,...,n}; my. ~ p} =dim Homa(W,V) = dim Hom4(V,W).

(Pri tome |S| oznacava broj elemenata konacnog skupa S).
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Dokaz: Prema zadatku 1.8. vrijedi
Homa(W,V) = Homa(W, V1) + Homa(W, V2) + - - + Homa(W, V). (1.2)
Nadalje, prema Schurovoj lemi (teorem 1.1.4.) vrijedi

1 ako je my, >~ p
dim Homy (W, V;) =
0 ako je my, % p.

Odatle iz (1.1) slijedi jednakost

dim Hom (W, V) = |{i € {1,2,...,n}; my, ~ p}|.
Sasvim analogno, pomoc¢u zadatka 1.9. dobivamo jednakost

dim Hom(V,W) = |{i € {1,2,...,n}; my, ~ p}|.

U najvecem dijelu ovog kolegija bavit ¢emo se iskljucivo s reprezentacijama na kompleksnim
i na realnim vektorskim prostorima. Ako je k tome prostor unitaran, uz odredene uvjete imamo
potpunu reducibilnost:

Teorem 1.1.7. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od A na realnom ili kompleksnom
unitarnom prostoru V. Pretpostavimo da vrijedi m(A)* = 7(A), tj. da je adjungiranje operatora
A — A* permutacija skupa operatora reprezentacije m(A) = {m(a); a € A}. Tada je reprezentacija
m potpuno reducibilna.

Dokaz: Neka je X m—invarijantan potprostor od V. Prema teoremu o ortogonalnoj projekciji
tada je
V=X+X+ gdieje Xt={veV; (vlt)=0Vrec X}.

Neka je v € X+ i neka je a € A. Po pretpostavci postoji b € A takav da je w(a) = 7(b)*. Sada za
proizvoljan z € X imamo 7(b)z € X, dakle, (w(a)v|z) = (v|w(b)x) = 0. Dakle,

ve Xt = mla)v € Xt Va € A,
i time je dokazano da je reprezentacija m potpuno reducibilna.

Vazna primjena teorema 1.1.7. je na unitarnu reprezentaciju 7 grupe G, tj. takvu da je svaki
operator reprezentacije m(g), g € G, unitaran:

m(g) =m (g_l) Vg € G.

Druga vazna primjena je na antihermitsku reprezentaciju m realne Liejeve algebre g na realnom
ili kompleksnom unitarnom prostoru V, tj. takvu da je svaki operator reprezentacije 7(x), = € g,
antihermitski:

m(x)" = —m(x) Vx € g.
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1.2 Grupovna algebra

Neka je G grupa i K polje. Sa K[G] ¢emo oznacavati vektorski prostor svih funkcija p : G — K
za koje je nosac

Supp ¢ = {a € G; ¢(a) # 0}
konacan skup. Za a € G definiramo 9§, € K[G] sa

1 ako je b=a
da(b) = :
0 akoje b#a

Tada je ocito {0,; a € G} baza vektorskog prostora K[G] nad poljem K; za svaku funkciju
p € K[G] je
=Y p(a) (1.3)

aeG

Za @, € K|G| definiramo njihovu konvoluciju ¢ * ¢ : G — K na sljedeéi naéin:

(pxv)(a) = wb)(b'a), acG.

bed
Gornja suma je dobro definirana jer je samo konacno mnogo njenih ¢lanova razli¢ito od nule.
Propozicija 1.2.1. (a) Za p,v € K|[G] je p x ¢ € K[G].

(b) Konvolucija (p, 1) — ¢ x ¢ definira na K[G] strukturu unitalne algebre. Jedinica u algebri
K[G] je 6.

(¢) Za a,b € G vrigedi §g * 0p = dgp-
Zadatak 1.10. DokaZite propoziciju 1.2.1.

Unitalna algebra K [G] zove se grupovna algebra grupe G nad poljem K. Primijetimo da se za
konac¢nu grupu G prostor K [G] sastoji od svih funkcija sa G u K. U tom slucaju je dim K|[G] = |G]|.
Ako je grupa G beskonaé¢na, prostor K |G| je beskona¢nodimenzionalan.

Teorem 1.2.2. (a) Neka je w reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V' nad poljem K.
Za p € K[G] definiramo () : V. — V relacijom

() = Y _pla)m(a).

a€G

Tada je @ — 7(p) reprezentacija unitalne algebre K[G] na vektorskom prostoru V.

(b) Neka je p reprezentacija unitalne algebre K[G] na vektorskom prostoru V' nad poljem K. Za
a € G definiramo p(a) : V — V relacijom

pla) = p(6.).
Tada je a — p(a) reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V.

(c) Preslikavanja m v 7 iz (a) i p = p iz (b) su medusobno inverzna. Tj. ako je w reprezentacija
od G onda je 7 = 7, a ako je p reprezentacija od K[G] onda je p = p.
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(d) Uz oznaku iz (a) potprostor X prostora V' je m—invarijantan ako i samo ako je on T—inva-
rijantan.

(e) Neka su m i p reprezentacije grupe G na vektorskim prostorima V' i W nad poljem K i 7 1
p pripadne reprezentacije unitalne algebre K|G| kao u (a). Tada je

Homg(V,W) = Homg e (V,W).

Posebno, reprezentacije ™ i p grupe G su ekvivalentne ako i samo ako su ekvivalentne pri-
padne reprezentacije T i p unitalne algebre K[G].

Dokaz: (a) Ocito je preslikavanje ¢ — 7(y) linearno. Nadalje, za ¢, 9 € K[G] imamo

Toxd) =) (pxy)(@m(a) =) <Z (b ) m(a) =) ¢(b) <Z @D(b_la)ﬁ(a)) :

acG aeG \beG beG acG

Za svako fiksno b € G u unutarnjoj sumi s desne strane izvrsimo zamjenu sumacije po a € G
sumacijom po ¢ = b~ 'a (dakle, a = bc):

S0 () = 3 ele)nbe) = 3 p(An(br(e) = 7(0) Y wle)a(e) = m(b)(h).

a€G ceG ceG ceG
Dakle,
Aloxv)=> pb)m = 7()7 (V).
beG

Time je dokazano da je ¢ — 7(p) reprezentacija asicijativne algebre K[G] na prostoru V. Nadalje,

za svaki a € G vrijedi
= Sa(b)(b) = 7(a).
beG

Posebno je 7(d.) = m(e) = Iy. Dakle, ¢ — 7(p) je reprezentacija unitalne algebre K|[G| na
prostoru V.
(b) Prema tvrdnji (¢) propozicije 1.2.1. imamo

plab) = p(0as) = p(da * 0) = p(da)p(de) = p(a)p(b),  ple) = p(de) = Iy.

Dakle, a — p(a) je reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V.
(¢) Za reprezentaciju m grupe G i za a € G imamo

) =7(6) = > _ da(b) 7(a).

beG

:}2>

Dakle, vrijedi # = 7. Nadalje, ako je p reprezentacija unitalne algebre K[G] i ¢ € K[G], onda
zbog (1.3) imamo

ple) =D pla)p(a) = p(a)p(da) = p (Z w(a)fia) = p().

acG aeG aeG

Dakle, vrijedi 5 = p.

(d) Pretpostavimo da je potprostor X prostora V w—invarijantan, tj. invarijantan s obzirom
na sve operatore 7(a), a € G. Kako je prema definiciji reprezentacije 7 operator 7(y), ¢ € K[G],
linearna kombinacija operatora m(a), a € G, slijedi da je potprostor X invarijantan s obzirom na
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sve operatore 7(p), ¢ € K[G], tj. potprostor X je 7—invarijantan.

Obratno, pretpostavimo da je potprostor X prostora V m—invarijantan, tj. invarijantan s
obzirom na sve operatore 7(y¢), ¢ € K[G]. Kako je prema (¢) m(a) = 7(d,), neposredno slijedi
da je potprostor X invarijantan s obzirom na sve operatore mw(a), a € G, tj. potprostor X je
m—invarijantan.

(e) Neka je A € Homg(V,W), tj. An(a) = p(a)A Va € G. Tada za ¢ € K[G] imamo

Ait(p) = A pla)m(a) =Y pla)An(a) =Y p(a)pla)A = p(p)A.

aeG aeG aeG

Dakle, A € Homgg(V,W) i time je dokazana inkluzija Homg(V,W) € Homgg(V,W). Da
dokazemo obrnutu inkluziju pretpostavimo da je A € Homgq(V,W) i neka je a € G. Tada je
prema (c) m(a) = 7(d,) i p(a) = p(d,) pa imamo

Ar(a) = AR(5,) = p(0.)A = pla)A.

Dakle, A € Homg(V, W) i time je dokazana obrnuta inkluzija Homgq(V,W) C Homg(V,W).

Zbog tvrdnji prethodnog teorema u daljnjem ¢emo izostavljati oznake =~ i ~ . Dakle, ako je
7 reprezentacija grupe GG onda ¢emo s istim znakom 7 oznacavati reprezentaciju unitalne algebre
K|[G] definiranu sa

w(p) =Y pla)r(a), ¢ € K[G].

aeG

Analogno, ako je m reprezentacija unitalne algebre K[G] onda ¢emo s istim znakom 7 oznacavati
reprezentaciju grupe G definiranu sa

m(a) = m(d,), aeG.

Za a € G definiramo linearne operatore A(a), p(a) : K|G] — K[G] na sljedeéi nacin:

Ma)p)(0) = ¢ (a7'b),  (pla)p) (D) = ¢(ba), ¢ € K[G], beG. (1.4)
Propozicija 1.2.3. (a) A i p definirane sa (1.4) su reprezentacije grupe G na vektorskom pros-
toru K[G].

(b) Za p, € K[G] vrijedi () = @x1 i p(@)) = 1 x @, gdje je funkcija ¢ € K[G] definirana
sa pla) =¢(a™'),aeq.

(¢) Potprostor X # K|G| je A—invarijantan ako i samo ako je X lijevi ideal u algebri K[G].
(d) Potprostor X # K[G] je p—invarijantan ako i samo ako je X desni ideal u algebri K[G].
Zadatak 1.11. DokaZite propoziciju 1.2.3.
Uputa: Za tvrdnju (b) pomocu definicija izracunajte (A(¢)y)(a), (¢ * ¥)(a), (p(e)¥)(a) i
(¥ * @) (a) za bilo koji a € G. Za tvrdnje (c¢) i (d) koristite tvrdnju (b).
Reprezentacija A zove se lijeva regularna reprezentacija grupe G nad poljem K. p je desna
regularna reprezentacija grupe G nad poljem K.

Zadatak 1.12. Dokazite da je X ~ p.

Uputa: Uz oznaku iz tvrdnje (b) propozicije 1.2.3. izomorfizam T prostora K[G| na samog
sebe koji daje ekvivalenciju tih dviju reprezentacija dan je sa T'p = ¢.
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1.3 Tenzorski produkt

Razmotrit ¢emo sada jednu vaznu konstrukciju u teoriji reprezentacija, a to je tenzorski pro-
dukt.

Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem K. Tenzorski produkt prostora V i W je
ureden par (7', ), gdje je T vektorski prostor nad K, ¢ je bilinearno preslikavanje sa V- x W u T
i vrijedi tzv. univerzalno svojstvo:

Ako je S vektorski prostor nad K i1 : V x W — S je bilinearno preslikavanje, onda postoji
jedinstven linearan operator x : T — S takav da je 1» = x o .

Teorem 1.3.1. Neka su 'V @ W wvektorski prostori nad poljem K.
(a) Postoji tenzorski produkt prostora Vi W.

(b) Ako su (T, p) 1 (S,1)) tenzorski produkti prostora Vi W, onda postoji jedinstven izomorfizam
X : T — S takav da je 1 = x o .

Dokaz: (a) Neka je 7 skup svih funkcija f: V' x W — K za koje je skup
Supp f = {(v,w) € V x W; f(v,w) # 0}
konacan. 7 je vektorski prostor s operacijama definiranim po tockama:
(f+9)(v,w) = fv,w)+gv,w), Af)(v,w)=Af(v,w), NeK, fgeT, (v,w)eVxXW.
Za (x,y) € V x W definiramo f(,,) € T ovako:

1 akojev=xiw=y

f(z,y)(vaw> - { 0 ako jew 7§ z ili w 7é Yy

Tada je {f,y); (2,y) € V x W} baza vektorskog prostora 7. Neka je J potprostor od 7 razapet
skupom

{f(ozx1+x2,ﬁy1+y2) - aﬁf(m,yl) - af(m,y2) - Bf(m,yl) - f(a:2,y2); oz,ﬁ S K, T1,Ty € ‘/a Y1, Y2 € W}

Neka je T'=7T/J ineka je ¢ : V. x W — T definirano sa

pv,w) = fow +J-

Iz definicije potprostora J slijedi da je preslikavanje ¢ bilinearno. Dokazat ¢emo da je par (T, ¢)
tenzorski produkt prostora V i W. Neka je S vektorski prostor i ¢ : V x W — § bilinearno
preslikavanje. Definiramo tada linearan operator X : 7 — S njegovim djelovanjem na bazi

{f(a:,y); MRS V, (VRS W} :
X fay) = ¥(2,y), (z,y) € V x W.

Iz bilinearnosti preslikavanja v slijedi da je potprostor J sadrzan u jezgri operatora X, pa prije-
lazom na kvocijent dolazimo do linearnog operatora x : T — S :

x(f+J) =X/, fetT.

Tada za (z,y) € V x W nalazimo:

(xow)(x,y) = x((®,y) = X(faw) + T) = X fay) = ¥(z,9).
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Dakle, vrijedi x o ¢ = 1. Treba jos dokazati da je takav x jedinstven. No to je ocigledno, jer je
{f@y; v € V., y € W} baza prostora 7T, dakle, skup {f,) + J; « € V, y € W} razapinje citav
kvocijentni prostor T'=7 /7.
(b) Bududi da su (T, ¢) i (S, v) tenzorski produkti prostora V' i W postoje jedinstveni linearni
operatori x : T'— Siw:S — T takvidajey = xopip=wo. Tada je
(wox)op=wo(xop)=woyp=p=Irop.

Zbog jedinstvenosti u univerzalnom svojstvu para (7', ) slijedi wo y = Ir. Sasvim analogno nala-
zimo da je y ow = Ig. Dakle, x : T'— S je izomorfizam.
Time je teorem u potpunosti dokazan.

U daljnjem (T, ¢) je tenzorski produkt vektorskih prostora V' i W. Pisat ¢emo tada
T=VeW i vew=¢ypvw), veV,weW
Uz takve oznake bilinearnost ¢ ima za posljedicu:
(Z ozivi> 0% <Z ﬁjw]) = Z Z a; 3;0; @ w;
i=1 j=1 i=1 j=1
za Qp, g,y ..., O, B1, Boy ooy B € K U1, 09, .. 0, €V wy, wa, .. wy € W

Teorem 1.3.2. Neka je {v;; i € I} baza vektorskog prostora V i {w;; j € J} baza vektorskog
prostora W. Tada je {v; @ w;; i € I, j € J} baza njihovog tenzorskog produkta V @ W.

Dokaz: Zbog jedinstvenosti izomorfizma izmedu bilo koja dva tenzorska produkta prostora
Vi W (tvrdnja (b) teorema 1.3.1.) mozemo pretpostaviti da su 7=V ® W i ¢ upravo oni koji
su konstruirani u dokazu tvrdnje (a) teorema 1.3.1. Neka je t € T i neka je f € 7T takva da je
t = f+J. Tada za neke (z1,vy1), (T2, Y2), - - -, (T, yn) € VXW izaneke oy, as, ..., a, € K vrijedi:

F=> fiam
k=1

Nadalje, kako su {v;; i € I} i {w;; j € J} baze vektorskih prostora V' i W, imamo
me=) Bavi 1 = vwy,
iel jeJ

gdje je u svakoj od tih suma samo kona¢no mnogo ¢lanova razlicito do nule. Tada je

- Z Z Z Ak BikVik S wiwy) € T -

k=1 i€l jeJ
Stoga je
n
E=>"3 aBuiev: @ wy
k=1 i€l jeJ

i time smo dokazali da skup {v; ® w;; i € I, j € J} razapinje prostor T'=V @ W.
Treba jos dokazati da je taj skup linearno nezavisan. U tu svrhu za par (p, ¢) € I xJ definiramo
bilinearno preslikavanje 1, : V- x W — K formulom:

wpq (Z a,;;, Z ﬁjﬂ]j) = O[pﬁq.

il jed
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Neka je xpq 1 V @ W — K jedinstven linearan funkcional takav da je 1p, = Xpq © ¢, tj.
wpr(an) = qu(v ® w), veV, weW.

Tada vrijedi:
Xpg(Vi @ W) = pq(vi, wj) = pidy;.

Odatle neposredno slijedi da su vektori v; ® w; linearno nezavisni.

Posebno, ako su vektorski prostori V' i W kona¢nodimenzionalni onda je
dimV @W = (dim V) - (dim W).
Zadatak 1.13. Neka su V' 1 W wektorski prostori nad istim poljem K.

(a) Neka su vy,vg,...,v, €V linearno nezavisni i neka su wy, wy, ..., w, € W linearno neza-
visni. DokazZite da suv; @ w; € VW (1<i<mn,1<j<m)linearno nezavisni.

(b) Neka jea € V@ W, a # 0. DokaZite da postoje n € N, linearno nezavisni vy, vy, ..., v, € V
1 linearno nezavisni wy, wa, ..., w, € W takvi da je

A= QW +Va®wWy+ -+ v, @ Wy.

Potpuno analogno tenzorskom produktu V @ W definira se tenzorski produkt V; @ Vo ®---®@V,,
vise od dva vektorska prostora. Jedina je razlika sto se umjesto bilinearnih preslikavanja defini-
ranih na V' x W promatraju preslikavanja definirana na V; x V5, x --- x V,, koja su multilinearna,
tj. linearna u svakoj varijabli kad se ostalih n — 1 varijabli fiksiraju.

Tenzorski produkt je do na izomorfizam asocijativan i u skladu s visestrukim tenzorskim pro-
duktima:

Zadatak 1.14. Neka su V, W i U wvektorski prostori nad istim poljem K. Dokazite da postoje
jedinstveni linearni operatori

A:(VeoW)eU - Ve WeU) i B:(VaW)oU —-VaWeU
takvi da je
Allvew)®@ul =1v® (v u) i Blv@w)®ul=vw®u VoeV,weW, ueU.
Nadalje, dokazite da su A i B izomorfizmi vektorskih prostora.

Neka su sada Vi, Vo, Wy 1 W, vektorski prostori nad istim poljem K i neka su A; € L(Vy, W)
i Ay € L(V,, W3). Tada je

(v1,v2) — Aju; @ Agvs, v € Vi, vy € V5,

bilinearno preslikavanje s Kartezijevog produkta Vi x V5 u vektorski prostor W; & Ws. Zbog
univerzalnog svojstva postoji jedinstven linearan operator B : V} ® Vo — Wy ® W, takav da je
B(v; ® v9) = Ajv; ® Agvg za svaki vy € Vi 1 svaki vy € V. Taj ¢emo operator oznacavati znakom
A1®A,. Dakle,

(A1®A) (11 ® v2) = Ay @ Agvs, vy € Vi, vg € Vs,
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Teorem 1.3.3. Neka su Vi, Vo, Wy @ Wy wvektorski prostori nad poljem K. Postoji jedinstveno
linearno preslikavanje ® : L(Vy, W) @ L(Va, W) — L(Vi @ Vo, W1 @ Ws) takvo da je

(I)(Al ® AQ) — Al@AQ VAl c L(‘/l, Wl) 7, VAQ € L(‘/Q, WQ)
Ako su vektorski prostori Vi, Vo, Wy i Wy konacnodimenzionalni onda je ® izomorfizam.
Dokaz: Postojanje i jedinstvenost takvog linearnog preslikavanja @ slijede iz univerzalnog
svojstva tenzorskog produkta, jer je preslikavanje (Aj, As) — A1®As sa L(Vy, W) x L(V,, Wa) u
L(V} ® Vo, W1 @ Wy) ocigledno bilinearno.

Pretpostavimo sada da su vektorski prostori Vi, V5, Wi i Wy konac¢nodimenzionalni. Tada
imamo jednakost dimenzija:

dim L(Vi, W) @ L(Va, Wa) = (dim L(Vi, W) - (dim L(Va, W) =

= (dim V})-(dim W1)-(dim V) - (dim W3) = (dim V1@ V5)- (dim W @Ws,) = dim L(V1 @ Vs, W1 @Ws).
Stoga je za dokaz da je ® izomorfizam dovoljno dokazati da je ® injekcija.

Neka je C' € L(Vi,W;) ® L(Va, W) takav da je ®(C') = 0. Neka su redom {ey,...,e,},
{fi,-- s fm}s {g1,- -, 9} 1 {h1,..., hy} baze vektorskih prostora Vi, Vi, Wy i Ws. Definiramo
operatore Ey, € L(Vi,W1)zal <i<p, 1 <k<niFj,eL(Vo,W)zal<j<qg 1<l<m
ovako:

Eier = 61rgi (1 <1 <), Fiofs =6sh; (1 < s <m).
Znamo da je tada {Ey; 1 < i < p,1 < k < n} baza vektorskog prostora L(Vi,W7) i da je
{Fji; 1 <j<gq,1<{<m} baza vektorskog prostora L(V3,W5). Stoga je prema teoremu 1.3.2.
{Ezk ®@Fi; 1 <i < pl< k< nl1l<j<gq 1 <0< m} baza vektorskog prostora
L(Vi, W) ® L(Va, W3). Stoga postoje ayje € K takvi da je

P mn q m
C= ZZZ ZOMWEM ® Fjy.

i=1 k=1 j=1 (=1

Sadazar € {1,2,...,n}is € {1,2,...,m} imamo redom

0:(@( er®fs Zzzzazkjf Zk®Fj€))(eT®fé‘):

i=1 k=1 j=1 (=1

P mn ¢ m
- Z Z azkjﬁ zk® E 67“ & fs Z Z Z Z azk]f zker ® P}ffs) -
i=1 k=1 j=1 /=1 i=1 k=1 j=1 (=1
p q
= Z Z Z Z ikjeOhrOesgi @ hy = D D injogi @ hy.

i=1 k=1 j=1 (=1 i=1 j=1
Medutim, vektori g; ® h; tvore bazu u vektorskom prostoru W; ® W5 pa su linearno nezavisni. Sli-
jedida je cpjs =0zai=1,2,...,pij=1,2,...,q. Kakosur € {1,2,...,n}ise{1,2,...,m}
bili proizvoljni, slijedi da su svi koeficijenti a;,;s jednaki nuli. Dakle, C'= 0 i time je injektivnost
preslikavanja & dokazana.

Zbog teorema 1.3.3. u slucaju konaé¢nodimenzionalnih prostora ¢emo pomocu preslikavanja ¢

identificirati vektorske prostore L(Vi, Wy) ® L(Va, Wa) i L(V; @ Vo, Wi @ Ws). Dakle,
(A1 ® Ag)(v1 ® 1) = Ajv1 ® Aga, Ay e L(Vi,Wy), Ay e L(Vo,Ws), wvieVi, vy € Vo

Unatoc¢ opasnosti od pogresnog tumacenja pisat ¢emo A; ® Ay umjesto A;®A, 1 onda kad neki
od promatranih vektorskih prostora nije konacnodimenzionalan.
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Zadatak 1.15. Neka su Vi, Vo, Wi, Wy, Uy i Uy vektorski prostori nad poljem K i A € L(Vy, Wq),
B e L(Wy,Uy), C € L(Va,Wy) i D € L(W5,Us). Dokazite da je tada

(B®D)(A® C) = BA® DC.

Neka su sada 7 i p reprezentacije grupa GG i H na vektorskim prostorima V' i W nad poljem K.
Formiramo Kartezijev (tj. direktan) produkt grupa G x H i tenzorski produkt vektorskih prostora
VW iza (g,h) € G x H definiramo operator (7 x p)(g,h) = w(g) @ p(h), tj.

(mx p)(g, W)(v@w)=7(g)v@p(h)w, geEG heH veEV,weW.

Kako je ocito Iy ® Iy = Iyew, iz zadatka 1.15. slijedi da je m X p reprezentacija grupe G X H na
prostoru V ® W. Ta se reprezentacija zove vanjski produkt reprezentacija 7 i p.

Ako je H = G, tj. ako su 7 i p reprezentacije grupe G onda mozemo promatrati restrikciju
reprezentacije m X p na podgrupu

A(G) ={(9,9); g € G}

grupe G x G. Ocito je g — (g,g) izomorfizam grupe G na grupu A(G). Stoga restrikciju
(m x p)|A(G) mozemo shvadati kao reprezentaciju grupe G. Ta reprezentacija grupe G zove se
tenzorski produkt reprezentacija 7 i p i oznacava m ® p. Dakle:

(T@p)(g) =7n(g)®plg), geG.

Provest ¢emo sada slicnu konstrukciju za reprezentacije Liejevih algebri. Neka su 7 i p
reprezentacije Liejevih algebri g i h na vektorskim prostorima V' i W (g, h, V i W su svi definirani
nad istim poljem K). Kartezijev produkt g x b je Liejeva algebra nad K uz komutator definiran
sa

(1, 91), (w2, 92)] = ([21, 23], [31, 32]), T1,52 €08, Y,Yy2€h.
Za (z,y) € g X b definiramo linearan operator (m X p)(x,y) na tenzorskom produktu V @ W na
sljedeé¢i nacin:
(7 x p)(x,y) = 7(x) @ Iw + Iv @ p(y),
tj.
(rx p)(z,y)(v@w) =7()v@w+vp(y)w, zeg yehveV, weW

Zadatak 1.16. Dokazite da je na opisani nacin definirana reprezentacija ™ X p Liejeve algebre
g X b na vektorskom prostoru V& W.

Reprezentacija m x p zove se vanjski produkt reprezentacija 7 i p Liejevih algebri g i b.

Neka je sada g = b, tj. 7 i p su reprezentacije Liejeve algebre g. Analogno kao kod grupa
mozemo promatrati restrikciju reprezentacije m x p na Liejevu podalgebru

A(g) = {(z,2); = € g}.

Sada je x — (z, z) izomorfizam Liejeve algebre g na Liejevu algebru A(g) pa restrikciju (7 x p)|A(g)
mozemo shvacati kao reprezentaciju Liejeve algebre g. Ta se reprezentacija od g zove tenzorski
produkt reprezentacija 7 i p Liejeve algebre g i oznacava sa m ® p. Dakle,

(r@p)(z) =n(2)®Iw+ 1y ®p(x), xE€g
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Zadatak 1.17. Neka su w i p reprezentacije grupa G i H (odnosno, Liejevih algebri g i b nad
poljem K) na vektorskim prostorima Vi W nad poljem K.

(a) Dokazite da postoji jedinstven linearan operator ¥ : V' @ W — L(V,W) takav da je

(U (f @w)(v) = f(v)w, veV, feV), weW.

(b) Dokazite da je V iz (a) izomorfizam vektorskog prostora V'@W na vektorski prostor L(V, W).

(¢) Dokazite da izomorfizam W iz (a) reprezentaciju X p grupe Gx H (odnosno, Liejeve algebre
g X b) prevodi u reprezentaciju T na prostoru L(V, W) zadanu sa:

(9. W)(A) = pWAn(g™)),  A€LV.W), geG. hel,
(odnosno

(2, y)(A) = p(y)A — An(x), AeL(V,W), ze€g, yebh).

Zadatak 1.18. Neka su i p konacnodimenzionalne reprezentacije grupa G i H (odnosno, Lieje-
vih algebri g i by) takve da je reprezentacija m X p grupe G x H (odnosno, Liejeve algebre g X b)
wreducibilna. DokazZite da su tada reprezentacije m i p ireducibilne.

Tvrdnja zadatka 1.18. ima obrat ako je polje algebarski zatvoreno. Dokazimo najprije lemu:

Lema 1.3.4. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe G (odnosno, Liejeve algebre g) na ko-
nacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V' nad algebarski zatvorenim poljem K i neka je W
konacnodimenzionalan vektorski prostor nad K. Definiramo reprezentaciju 7 grupe G (odnosno,
Liejeve algebre g) na prostoru V@ W sa w(g) = n(g) ® Iw. Neka je U T—invarijantan potprostor
od V@ W takav da je reprezentacija 7y ireducibilna. Tada postoji w € W takav da je

U=Vew={vew, veV}

Dokaz: Pretpostavljat ¢emo da se radi o reprezentaciji grupe; dokaz za reprezentaciju Liejeve
algebre je sasvim analogan.
Neka je {wy,ws, ..., wy,} baza vektorskog prostora W. Tada je ocito

VoW=Veou +Veouw,+ --+Veouw,

1 za svaki j subreprezentacija Tyg., je ireducibilna i ekvivalentna reprezentaciji w. Neka je U
7T—invarijantan potprostor od V@W. Prema tvrdnji (b) teorema 1.3.1. postoji podskup {j1, jo, - - -, Jx }
skupa {1,2,...,m} takav da je

VeoW=U4+Veow,+Veow,+ -+Vew,.
Neka je {1,2,...,m}\ {j1,72, -, Jx} = {t1,2, ..., im_r}. Tada prema zadatku 1.6.(b) imamo:

TU = TV @i, +V @iy +-+Vew;,, _, -

Prema tome, ako je 7y ireducibilna, onda je nuzno k = m — 1 tj. postoji j € {1,2,...,m} takav
da je Ty =~ Tygw; = 7. Neka je ¢ : U — V izomorfizam koji ostvaruje ekvivalenciju reprezentacije
Ty s reprezentacijom m, tj. takav da je

m(g) o p = o (m(g) ® Iw)|U.
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Bududi da je {wq,ws, ..., w,} baza vektorskog prostora W iz teorema 1.3.2. lako slijedi da za
svaki vektor z iz V ® W postoje jedinstveni vektori vy, vy, ..., v, € V takvi da je

T=0 QW+ Vs @Wy+ -+ Uy, @ Wy, (1.5)
Posebno, postoje linearni operatori 1, ¢, ..., @, : U — V takvi da je

u=@1(u) ®w; + pa(u) Wy + -+ Py (u) @ wy, Yu € U.
Za svaki g € G i u € U imamo:
e1(T(g)u) ® wi + 2(7(g)u) @ w2 + -+ + Pu(F(9)u) @ W = T(g)u =

= 7(g)[pr(u) @ w1 + pa(u) @wa + -+ + o (u) @ W] =
= m(g)e1(u) ® wy +m(g)ea(u) @ wy + -+ + m(g)om(u) @ w.
Odatle zbog jedinstvenosti prikaza (1.5) slijedi
;i (7(g)u) = m(g)p;(u) YuelU, Vged, j=1,2,...,m,

tj.
p;om(g) =7(g) 0o p; Vge G, j=1,2,....,m.

Prema tome, ©1, s, ..., 0m € Homg(U, V). Stogasu o topy, o oy, ...,0o oy, € Endg(U).
Prema tvrdnji (¢) Schurove leme (teorem 1.1.4.) postoje A1, Ag, ..., Ay, € K takvi da je

<p*1og0j:)\j]U za j=12...,m.

Dakle,
e =N za j=12,...,m.

Slijedi za svaki v € U :
u=Mp(u) @w + dap(u) @ws + -+ -+ App(u) @ wy, = p(u) @ (Mwy + Aows + + -+ + Apwy,).
Kako je ¢ izomorfizam prostora U na prostor V, slijedi
U=V®w za w=A\Nw;+ ws+ -+ A\, Wy
i time je lema dokazana.

Teorem 1.3.5. Neka su 7w i p konacnodimenzionalne ireducibilne reprezentacije grupa G i H
(odnosno, Liejevih algebri g i b) na vektorskim prostorima V' i W nad algebarski zatvorenim
poljem K. Tada je reprezentacija m X p grupe G X H (odnosno, Liejeve algebre g X by) ireducibilna.

Dokaz: Pretpostavljamo da se radi o reprezentacijama grupa. Neka je U # {0} potprostor od
V @ W koji je m X p—invarijantan. Potprostor U ocito je m—invarijantan, gdje je 7 reprezentacija
grupe G na prostoru V' ® W zadana kao u lemi 1.3.4:

7(g9) =m(g) ® Iw = (7 x p)(g.en), g€G.

Prema lemi 1.3.4. postoji wg € W, wy # 0, takav da U O V ® wy. Za svaki v € V definiramo
potprostor W (v) prostora W ovako:

Ww)={weW; veweU}.



1.3. TENZORSKI PRODUKT 25

Taj je potprostor p—invarijantan. Doista, kako je potprostor U m X p—invarijantan, za h € H i
w € W(v) imamo

v p(h)w = (7 x p)(eg,h)(v@w) e U = p(h)w € W(v).

Nadalje, wy € W(v), pa slijedi W(v) # {0} za svaki v € V. Buduéi da je reprezentacija p
ireducibilna, slijedi W (v) = W za svaki v € V. Dakle, {v @ w; v € V, w € W} C U, a odatle i iz
teorema 1.3.2. slijedi U =V @ W.

Zadatak 1.19. DokaZite teorem 1.3.5. u slucaju reprezentacija Liejevih algebri.
Pretpostavka o algebarskoj zatvorenosti polja K je bitna, kao sto pokazuje:

Zadatak 1.20. Neka je H tijelo kvaterniona, G multiplikativna grupa H\ {0} i H multiplikativna
grupa C\ {0}. Neka je m reprezentacija grupe G na cetverodimenzionalnom realnom vektorskom
prostoru H definirana pomocu mnoZenja

m(a)p = af, aeG, peH

1 neka je p analogno definirana reprezentacija grupe H na dvodimenzionalnom realnom vektorskom

prostoru C. Dokazite da su reprezentacije w 1 p ireducibilne, ali da je reprezentacija ™ X p grupe
G x H reducibilna.
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Poglavlje 2

Reprezentacije konacnih grupa

2.1 Relacije ortogonalnosti

U cijelom ovom poglavlju G oznacava konac¢nu grupu s jedinicom e. Broj elemenata grupe G,
tj. red grupe G, oznacavat ¢emo sa |G|. Opcenitije, za svaki konac¢an skup S sa |S| oznacavamo
broj elemenata skupa S.

Neka je m reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V. Neka je v € V, v # 0. Tada
je potprostor razapet skupom {m(a)v; a € G} o¢ito m—invarijantan. Odatle slijedi da je svaka
ireducibilna reprezentacija grupe G kona¢nodimenzionalna i dimenzija joj nije veéa od |G|.

Svi vektorski prostori koje ¢emo promatrati u ovom poglavlju su konac¢nodimen-
zionalni i kompleksni.

Teorem 2.1.1. Neka je w reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V.
(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.

(b) Na vektorskom prostoru V' postoji skalarni produkt u odnosu na koji je ™ unitarna reprezen-
tacija.

Dokaz: (b) Neka je (-|-) bilo koji skalarni produkt na prostoru V. Definiramo preslikavanje
(x,y) — (z]y) sa V x V u C na sljededi nacin:

(2ly) = Y (r(@)aln(a)y),  zyeV.

acG

Tada je ocito x +— (x|y) linearan funkcional na V' za svaki y € V. Takoder je ocito da vrijedi
(y|x) = (x|y) za bilo koje x,y € V. Nadalje, za x € V vrijedi

(alz) =) _(m(a)alm(a)r) = 0

acG

jer je (|-) skalarni produkt na V. Nadalje, iz (z|z) = 0 slijedi (7(a)z|m(a)x) = 0 za svaki a € G.
Posebno za jedinicu e grupe G nalazimo 0 = (w(e)z|m(e)x) = (x|z), pa slijedi x = 0. Time je
dokazano da je (+|-) skalarni produkt na vektorskom prostoru V.

Neka je b € GG. Tada je a — ab bijekcija sa G na G pa za proizvoljne vektore x,y € V' imamo

(n(0)alm(B)y) = Y _(m(a)r(B)zln(a)m(b)y) = Y (m(ab)z|n(ably) = Y (m(a)alm(a)y) = (zly).

acG aeG aeG

27
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Prema tome, reprezentacija 7 je unitarna s obzirom na skalarni produkt (-|-).
Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz tvrdnje (b) zbog teorema 1.1.7.

Propozicija 2.1.2. Neka su 7 i p reprezentacije od G na prostorima V i W. Za A € L(V,W)

stavimo
Sl ana

aEG
Tada je A — AY projektor prostora L(V, W) na potprostor Homg(V, W).

Dokaz: Ocito je A — A° linearan operator sa L(V,W) u L(V,W). Za A€ L(V,W)ibe G

nalazimo
ZP Z,o (ba™") Ar(a |G\Z ( b ) )Aﬂ(a).

aEG

U ovoj zadnjoj sumi promijenimo varijablu sumacije i stavimo ¢ = ab™!, dakle, a = cb. Kako je
a — ab~! bijekcija sa G na G, slijedi

e Zp ) A (cb) o Zp ) Ar(c)m(b) = A% (b).
‘ |c€G | ‘CEG

Dakle, A° € Homg(V, W), tj. dokazali smo da je podru¢je vrijednosti linearnog operatora A — A°
sadrzano u Homg(V, W) Napokon, za A € Homg(V W) je An(a) = ( )A za svaki a € G, dakle,

e Cy TGy A=A

aEG aEG aGG

Dakle, A — A° je projektor prostora L(V, W) na potprostor Homg(V, W).
Ako su u propoziciji 2.1.2. reprezentacije 7 i p ireducibilne, mozemo primijeniti Schurovu lemu
(teorem 1.1.4.) pa dobivamo
Teorem 2.1.3. Neka su 7 i p ireducibilne reprezentacije grupe G na prostorima Vi W.
(a) Ako 7 i p nisu ekvivalentne, onda je za svaki A € L(V, W)

> (o) Ax(a) =0

acG

(b) Za svaki A € L(V') vrijedi

S r(a!) Anla) = -9 (e ayny

= dimV

Zadatak 2.1. Pomocu Schurove leme i propozicije 2.1.2. dokaZite teorem 2.1.3.

Teorem 2.1.4. Uz pretpostavke teorema 2.1.3. neka je e = {e1, ea, ..., e,} baza vektorskog pros-
tora Vi f ={f1, fo,..., fm} baza vektorskog prostora W i neka su m;j(a) elementi matrice oper-
atora m(a) u bazi e z'pkg(a) elementi matrice operatora p(a) u bazi f. Tada vrijedi

> mila)pre (a') =0, Vije{l,2,....n} i Vk(e{1,2,... m}
aeG

G
E mij(@)Trs (a’l) = | |5 sOjr, Vi, j,r,s € {1,2,...,n}.
aceG
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Dokaz: Neka su f € {1,2,...,m}ii € {1,2,...,n} proizvoljni i neka je A € L(V, W) zadan
na bazi e sa

Ae, = 0; fo, r=12,...,n
Tada je prema tvrdnji (a) teorema 2.1.3. za svaki j € {1,2,...,n}

0= Zp (a™") Am(a)e; = Z ij(a) a ') Ae, = Z Zﬂm oiwp (™) fo =

acG acG r=1 acG r=1
DI WATIEDS (z @) <al>) o
acG k=1 \a€G
Bududi da su f1, fo, ..., fn hnearno nezavisni slijedi prva tvrdnja teorema.

Za dokaz druge tvrdnje na analogan nacin primijenimo tvrdnju (b) teorema 2.1.3. Neka su
i,s € {1,2,...,n} proizvoljni i neka je A € L(V) zadan na bazi e sa

Ae, = djpes, p=12,...,n

Tada je Tr A = §;5 pa zbog tvrdnje (b) teorema 2.1.3. za svaki j € {1,2,...,n} imamo redom

G G _ _
|—n‘5i56] = | |(T rA)lye; = Zﬂ' (a 1) ZZWPJ 1 Aep

acG aceG p=1
n n n
= Z Z(Sz’pﬂ'pj(a)ﬂ' (G,il) €s = ij(a) Zﬂ'rs (CLil) er = Z (Z Wij(a)ﬂ'm (a1)> €r.
acG p=1 acG r=1 r=1 \a€G
Dakle,
n
_ G G
<Z 7Tl'j(OJ>7Trs (a 1)) er = %(5@'36] Z ‘n|5zs(s]r€r7
r=1 \a€G r=1
a odatle zbog linearne nezavisnosti vektora ey, es, ..., e, dobivamo drugu tvrdnju teorema.

Promatrajmo sada prostor C[G] svih kompleksnoznaénih funkcija na grupi G. To je unitaran
prostor uz skalarni produkt definiran sa

(ele) = Zs@ ), ¢ eC[q).

aEG

Kao posljedicu teorema 2.1.4. dobivamo tzv. relacije ortogonalnosti:

Teorem 2.1.5. Neka su 7w i p neekvivalentne ireducibilne unitarne reprezentacije grupe G na
prostorima Vi W. Neka su e = {ey,ea,....en} i f = {f1,f2..., fm} ortonormirane baze u
prostorima Vi W. Neka su m;j(a) matricni elementi operatora m(a) u bazi e i pge(a) matricni
elementi operatora p(a) u bazi f. Tada vrijedi

(mijloe) =0 Vi, je{1,2,...,n} i VEkLe{l,2,...,m}

1
(Wij|7T8T) = _5i55j7’ Viaja r,s € {1, 2, e ,TL}.
n

Dokaz: Tvrdnje slijede neposredno iz dviju tvrdnji teorema 2.1.4., buduc¢i da su matrice
unitarnih operatora m(a) i p(a) u ortonormiranim bazama unitarne, tj. vrijedi

777“5(@_1) = - (a) i pkf(a_l)pfk(a)'
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2.2 Karakter reprezentacije

Neka je 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V. Definiramo funkciju x, : G — C
ovako:
Xr(a) = Trr(a), acd.

Funkcija x, zove se karakter reprezentacije 7.

Propozicija 2.2.1. Karakter x, reprezentacije m grupe G na vektorskom prostoru V ima svojstva:
(@) xx(e) =dimV.
(b) xx(a™") = Xx(a),

(€) Xx(ab) = xx(ba), a,b € G.
(a

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz ¢injenice da je w(e) = Iy.

(b) Prema tvrdnji (b) teorema 2.1.1. mozemo pretpostaviti da je prostor V' unitaran i da je
reprezentacija 7 unitarna. Neka je {ej,es,...,e,} ortonormirana baza u V. Operator 7(a) je
unitaran i pa je njegov inverzni operator 7(a~!) njemu adjungiran. Stoga su i matrice tih operatora
u bazi e medusobno adjungirane. Posebno, dijagonalni elementi matrice operatora m(a™!) su
kompleksno konjugirani dijagonalnim elementima matrice operatora m(a). Kako je trag operatora
suma dijagonalnih elemenata matrice tog operatora u bilo kojoj bazi, slijedi tvrdnja.

Tvrdnja (¢) je neposredna posljedica jednakosti Tr AB =Tr BA za bilo koje A, B € L(V), jer
je m(ab) = w(a)w(b) i w(ba) = w(b)7(a).

a€d.

Propozicija 2.2.2. Neka je m reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V' i neka suVy, Vs, ...,V
T—invariyjantni potprostori takvi da je

V=iVt
Tada vrijeds

Xﬂ' e Xﬂ'Vl +X7TV2 _|_ e _'_XWVS'
Zadatak 2.2. Dokazite propoziciju 2.2.2.

Propozicija 2.2.3. Neka su w i p reprezentacije grupe G. Tada je

Xr@p = X7 Xp-
Zadatak 2.3. Dokazite propoziciju 2.2.35.

Teorem 2.2.4. Neka su 7 i p ireducibilne reprezentacije grupe G. Tada vrijedi

| 1 akoje m~p
(X’T‘Xp)_{O ako je w¥p

Dokaz: Zbog tvrdnje (b) teorema 2.1.1. mozemo pretpostavljati da su reprezentacije 7 i p
unitarne. Pretpostavimo najprije da reprezentacije 7 i p nisu ekvivalentne. Buduéi da je karakter
reprezentacije suma (dijagonalnih) matriénih elemenata operatora reprezentacije u bilo kojoj bazi,
iz prve tvrdnje teorema 2.1.5. slijedi

m

(X [xp) = Z Z il pij) =

=1 j=1
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Pretpostavimo sada da su reprezentacije 7 i p ekvivalentne. Tada je o¢ito x, = Xx, jer su u
nekim bazama matrice operatora m(a) i p(a) jednake. Dakle, treba dokazati da je (x,|x.) = 1.
Uz primjenu druge tvrdnje teorema 2.1.5. imamo

n

(Xr|Xr) = Z 7Tzz‘7T]J Z 0ij = Zl =1.

ij=1 ij=1 i
Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 2.2.5. Neka je 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru 'V i neka su Vy, Vo, ...,V
T—invarijantni potprostori takvi da je

V=Vi+Vht+V

i da su sve subreprezentacije my, ireducibilne. Neka je p ireducibilna reprezentacija od G. Tada je
skalarni produkt (X=|x,) jednak broju indeksa j € {1,2,..., s} takvih da je my, ~ p.
Dokaz: Prema propoziciji 2.2.2. vrijedi

S

(Xa ) = D (X, 1X0)-

J=1

Tvrdnja slijedi neposredno iz te jednakosti, jer je prema teoremu 2.2.4.

(X, [Xp) = {

1 akoje my, ~p
0 akoje my, 2%£p

Korolar 2.2.6. Neka su 7 i o reprezentacije grupe G. Tada je ™ ~ o ako i samo ako je Xr = Xo-
Zadatak 2.4. Dokazite korolar 2.2.6.

U daljnjem ¢emo sa G oznacavati skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija
grupe G (na kompleksnim vektorskim prostorima). Iz teorema 2.2.5. slijedi da broj potprostora
Vi u rastavu prostora reprezentacije m na kojima se subreprezentacija 7y, nalazi u danoj klasi
o € G ne ovisi o izboru takvog rastava. Taj se broj zove multiplicitet ili kratnost ireducibilne
klase o € G u reprezentaciji m. Taj ¢emo broj oznacavati sa m(w, ).

Nadalje, za o € G oznacimo sa Xao karakter bilo koje reprezentacije iz klase a. Prema teoremu
2.2.4. karakteri Yo, @ € G, &ne ortonormiran skup u vektorskom prostoru C[G], a kako je taj
prostor kona¢nodimenzionalan zakljucujemo da je skup G konacan. Stovise, kako je dim C[G| =
|G|, vrijedi |G| < |G].

Teorem 2.2.7. Neka je m reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V- # {0}. Tada je
(Xx|Xx) € N i reprezentacija w je ireducibilna ako i samo ako je (Xx|xx) = 1.

Dokaz: Uz uvedene oznake imamo
Xm = Z m(m, @) Xa
aed
a odatle zbog ortonormiranosti karaktera y, slijedi

XTI"XTI’ szﬂ'a Wﬁ Xa‘Xﬁ Zmﬂa

ael ﬂEG acld

Dakle, (xx|xx) € N i taj je broj jednak 1 ako i samo ako je x» = Xa za neki o € G.
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2.3 Dekompozicija regularne reprezentacije
U daljnjem ¢emo za o € G sa d(«) oznacavati dimenziju reprezentacija u klasi .

Lijevu i desnu regularnu reprezentaciju grupe G na prostoru C[G], definirane u prvom poglavlju,
oznacavat ¢emo u daljnjem sa A\g i pg. Podsjetimo se da je

(Aa(@)p) () = p(a™b),  (pa(a)p)(b) = p(ba),  a,beG.

Nadalje, prema zadatku 1.12. reprezentacije A\g i pe su ekvivalentne, a ekvivalenciju ostvaruje
izomorfizam T : C[G] — C[G] dan sa

Te=¢, @la)=¢(a"), ¢eClG], acd.

Zadatak 2.5. DokaZite da su reprezentacije A\g 1 pg u odnosu na uvedeni skalarni produkt na
prostoru C|G| unitarne i da je gore definirani operator T unitaran.

Teorem 2.3.1. (a) Karakter reqularne reprezentacije dan je sa

(a) = |G| ako je a=e
el =9 0 ako je a # e.

(b) Za svaku klasu o € G je m(Ag, @) = d(a).

(¢) Vrijedi
> d(a)? =G
ael

Dokaz: (a) Upotrijebit ¢emo prije uvedenu bazu {é.; ¢ € G} prostora C[G] :

1 za b=c

0c(b) = C’b:{ 0 za b+ c.

Za a,b,c € G imamo
(Ag(a)éc)(b) = 5c(a_1b) = 5c,a*1b = 5ac,b = 5ac(b)-
Dakle,
Aa(a)de = bae, a,c € G.

Odavde se vidi da ako je a # e onda su u matrici operatora Ag(a) u toj bazi svi dijagonalni elementi
jednaki nuli. Dakle, trag tog operatora jednak je 0, tj. xx,(a) = 0. Naravno, Ag(e) = I¢iq) pa je
X (e) = dim C[G] = |G|

(b) Prema teoremu 2.2.5., prema tvrdnji (a) propozicije 2.2.1 i prema dokazanoj tvrdnji (a)
imamo

M3 ) = (i) = 17 3 Va0 (@) = 757lCINale) = d).

a€eG

(¢) Prema dokazanoj tvrdnji (b) imamo
= d(a)xa
el
pa zbog tvrdnje (a) slijedi

Gl =xe(e) = Y d(@)xale) = ) d(a)’

ael aclG
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Tvrdnja (c) teorema 2.3.1. moze nam posluziti da ustanovimo da li odredene pronadene medu-
sobno neekvivalentne ireducibilne reprezentacije grupe GG predstavljaju predstavnike svih klasa
aed:to jest tako ako i samo ako je suma kvadrata njihovih dimenzija jednaka |G|. Kasnije
¢emo ustanoviti jo§ jednu ¢injenicu o odnosu dimenzija d(«) ireducibilnih reprezentacija i reda
|G| grupe G : broj |G| djeljiv s d(a) za svaku a € G.

Prema tvrdnji (b) teorema 2.3.1. u dekompoziciji regularne reprezentacije konacne grupe GG
u direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija za svaku klasu a € G totno d(a) reprezentacija iz
te dekompozicije nalazi se u klasi . To ¢e biti i posljedica preciznog opisa strukture grupovne
algebre C[G] koji ¢emo dobiti u odjeljku 2.5.

2.4 Centralne funkcije

Sljede¢i nam je cilj odrediti broj elemenata skupa G. U tu svrhu trebamo definirati nekoliko
pojmova u vezi s grupom G.

Funkcija ¢ € C[G] zove se centralna ako vrijedi ¢(ab) = ¢(ba) Ya,b € G. Prema tvrdnji (c)
propozicije 2.2.1. karakter bilo koje reprezentacije grupe G je centralna funkcija na G. Skup svih
centralnih funkcija na grupi G' oznacavat ¢emo sa C.[G]. Ocito je C.[G] potprostor vektorskog
prostora C[G].

Podsjetimo se da smo odjeljku 1.2. uspostavili bijektivhu vezu izmedu reprezentacija grupe
G (u ovom slucaju na kompleksnim vektorskim prostorima) i reprezentacija unitalne algebre
C|[G]. Dogovorili smo se da ¢emo odgovarajuée reprezentacije tih dvaju objekata oznacavati is-
tim znakom. Veze izmedu reprezentacije m od G i pripadne reprezentacije od C[G] su sljedece:

() =Y pla)n(a), € C[G); m(a) =7(d.), a€G.
acG
Propozicija 2.4.1. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe G na prostoru V dimenzije n i
neka je ¢ € C.|G]. Tada je
MO =M adicje  A=-3 plaela) = Hilp)
|4 n e s n s .
Dokaz: Za b € G imamo redom
w(p)m(b) = > playm(ab) = > plab " )m(a) = Y p(b " a)m(a) = Y pla)m(ba) = m(b)7 ().
acG acG acG acG
Sada iz tvrdnje (b) Schurove leme (teorem 1.1.4.) slijedi da je w(¢) = Ay za neki A € C. Slijedi
nh=Tra(p) = Y wla) Trm(a) = Y w(a)xx(a)
acG acG
i time je propozicija dokazana.
Teorem 2.4.2. {xa; a € G} je ortonormirana baza prostora C.[G].

Dokaz: Znamo da su y, ortonormirani i da leze u potprostoru C.[G]. Neka je ¢ € C.[G],
¢ L xo Va € G. Za bilo koju ireducibilnu reprezentaciju m grupe G na prostoru V dimenzije n
definiramo operator 7() na prostoru V ovako:

m(®) =) ela)r(a).

acG
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Prema propoziciji 2.4.1. tada je 7(®) = My, gdje je

1G]

A= (xﬂlso)

a to je jednako 0 jer je x» = X ako je m € a1 jer smo pretpostavili da je ¢ L x, za svaki a € G.
Dakle, () = 0 za svaku ireducibilnu reprezentaciju 7. Kako je svaka reprezentacija direktna
suma ireducibilnih reprezentacija, slijedi da je za svaku reprezentaciju m

=Y _wla)r(a) =

acG

Posebno, Ag(®) = 0. Upotrijebit ¢emo sada bazu {d,; a € G} prostora C[G] iz dokaza teorema
2.3.1. Primijenimo operator 0 = A\g(®) na funkciju 9 :

0=Xa(@)de = > pla)Aa(a)d. = Y @(a)d

a€G aeG

Bududi da su d,, a € G, linearno nezavisni, slijedi ¢(a) =0 Va € G tj. ¢ = 0. A
Na taj nac¢in dokazali smo da je ortogonalni komplement potprostora razapetog sa {xa; « € G}
u prostoru C.[G] jednak {0}. Time je teorem dokazan.

Zadatak 2.6. Neka su G i H konacne grupe. Pomoéu teorema 2.2.7., 2.3.1. 1 2.4.2. dokaZite da je
(7, p) — 7 X p bijekcija sa skupa G x H na skup svih klasa ekvwalenczye ireducibilnih reprezentacija
grupe G x H.

Posljedica teorema 2.4.2. je da je broj |C¥ | klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija grupe
G jednak dimenziji vektorskog prostora C.[G] svih centralnih funkcija na grupi G. Sada ¢emo na
drugi nac¢in odrediti dimenziju vektorskog prostora C.[G].

Za element a € G kazemo da je konjugiran elementu b € G ako postoji ¢ € G takav da je
a = ¢ 'be. Lako se vidi da je konjugiranost relacija ekvivalencije na grupi G pa je G disjunktna
unija svojih klasa konjugiranosti.

Propozicija 2.4.3. (a) Funkcija ¢ € C[G] je centralna ako i samo ako je ona konstantna na
svakoj klasi konjugiranosti u grupi G.

(b) Neka su Cy,Cy,...,Cy sve klase konjugiranosti u grupi G. Za svaki j € {1,2,...,s} defini-
ramo funkciju p; na grupi G ovako:

(a) = 1 ako a € C;
PYZ 00 ako aeG\Cj

(drugim rijecima p; je karakteristicna funkcija podskupa C; C G). Tada je
{QOJ, j: 1,2,,8}
baza vektorskog prostora C.[G]. Posebno, dim C.[G] =

Zadatak 2.7. Dokazite propoziciju 2.4.5.
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Napomenimo da je baza u tvrdnji (b) propozicije 2.4.3. o¢ito ortogonalna, jer su klase konju-
giranosti medusobno disjunktne. Nadalje, kvadrat norme funkcije ¢; jednak je kvocijentu broja
|C;| elemenata u klasi konjugiranosti C; i reda |G| grupe G. Dakle,

|G| .
—()0';]:1727"'78
{ G5 ™

Iz propozicije 2.4.3. i iz teorema 2.4.2. neposredno slijedi:

je ortonormirana baza od C.[G].

Teorem 2.4.4. Broj |G’| klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija konacne grupe G jednak
je broju klasa konjugiranosti u grupi G.

Teorem 2.4.5. Neka je G konacna grupa. Slhedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Grupa G je komutativna.
(b) Svaka ireducibilna kompleksna reprezentacija grupe G je jednodimenzionalna.
() 1G] = |G-

Dokaz: Neka je za svaku klasu o € G d(«) dimenzija reprezentacija u klasi o. Prema tvrdnji

(c) teorema 2.3.1. tada je
Gl=) d(a)*.

ael

Odatle neposredno slijedi da je |G| = |G| ako i samo ako je d(a) = 1 Va € G. Dakle, (b) <= (c).

Grupa G je komutativna ako i samo ako je b='ab = a Va,b € G, tj. ako i samo ako je svaka
klasa konjugiranosti u grupi GG jednoclan skup. Kako je broj klasa konjugiranosti u grupi G’ prema
teoremu 2.4.4. jednak |G|, slijedi ekvivalencija (a) <= (c).

Neka je 7 reprezentacija grupe G na prostoru V i neka je e = {e1, es,...,€,} baza prostora
V. Za a € G oznacimo sa m;;(a) elemente matrice operatora 7(a) u bazi e. Tada su m;; € C[G].
Oznac¢imo sa C,[G] potprostor od C[G] razapet funkcijama m;;, 1 <4, j < n. Taj potprostor ocito
ne ovisi o izboru baze e prostora V. Nadalje, ako su 7 i p ekvivalentne reprezentacije, onda je
C.[G] = C,[G]. Ako je a € G i ako je w € a pisat ¢emo Cy[G] = C,[G].

Teorem 2.4.6. Neka je G konacna grupa.

(a) Vrijedi
cl6) = 3 ¢l
ael

1 ta suma vektorskih potprostora je direktna.

(b) Nekar* € « djeluje na vektorskom prostoru V., neka je e® = {ef, €5, ..., eg(a)} baza prostora
Vo i neka su wfi(a) elementi matrice operatora 7®(a) u bazi e* (a € G, 1 <i,j < d(a)).
Tada je {mf; 1 < i,j < d(a)} baza potprostora C,[G] i {mf; o € G, 1<i,j<d)} je
baza prostora C[G].
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(¢) Ako su reprezentacije ® u (b) unitarne i ako su baze e* ortonormirane, onda je

{(Vd(e)rs; o€ G, 1<i,j <d(a)}
ortonormirana baza u unitarnom prostoru C[G].

Dokaz: Tvrdnje (a) i (b) slijede iz tvrdnje (c¢) jer za a € G 1 za bilo koji izbor reprezentacije
7 1 baze e* funkcije 7f; razapinju potprostor C,|[G].

Dokazimo tvrdnju (c). Operatori 7%(a) su unitarni, dakle operatori 7%(a) i 7 (a~!) su medu-
sobno adjungirani. Kako je baza e“ ortonormirana, matrice tih operatora u toj bazi su medusobno
adjungirane. To znaci da vrijedi:

T (a) = 75(a), 1<i,j<d(a), acqG, acG.

Sada iz teorema 2.1.4 neposredno slijedi:

G L
3 78 (a)in(a) = J(_Oj)aaﬁ(sisajm @ Bel ije{l2. . da)} rse{l2.. .da)}
aeG

Prema definiciji skalarnog produkta u prostoru C[G] to znaci da je

1 A
(W?j‘ﬁfr> - d(a)(saﬁéiséjra O‘aﬁ € G7 Za] € {1727- : ~7d(04>}7 r,s € {1’2" ’ ’d(ﬁ>}

Iz gornjih relacija vidimo da je

{Vd(a)Ti; a € G, 1<i,j<d(a)}

ortonormiran skup. Broj elemenata tog skupa je

> _d(a)’,

ael

a to je prema tvrdnji (¢) teorema 2.3.1. jednako |G| = dim C|G]. Dakle, radi se o ortonormiranoj
bazi unitarnog prostora C[G].

Zadatak 2.8. Za simetricnu grupu Ss (grupu permutacija skupa {1,2,3}) pronadite sve klase
konjugiranosti, konstruirajte za svaku o € Sy unitarnu reprezentaciju ™ € « 1 konstruira-
jgte ortonormiranu bazu prostora C.[S3] iz teorema 2.5.1. i prostora C[Ss3] iz turdnje (c) teorema
2.4.6. Napokon, izracunajte matricu unitarnog operatora na prostoru C.[S3] koji prevodi bazu iz
teorema 2.3.1. u bazu koja se dobije normiranjem ortogonalne baze iz tvrdnje (b) propozicije 2.4.3.
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2.5 Struktura grupovne algebre C[G]

Propozicija 2.5.1. Potprostor C.[G] = {p € C[G]; p(ab) = ¢(ba) Ya € G} svih centralnih
funkcija je centar algebre C[G], tj.

Ci[G] = {p € C[G]; ¢xv =vxp Vi € CIG]}
Dokaz: Neka je ¢ € C.[G] i ¢ € C[G]. Tada imamo redom

(exv)(a) =Y p®v (b7'a) => o (") (ba) =) ¢ ((ba’l)ﬂ) b(b) =

beG beG beG
= ) (ab™h) = W(b)g = (¢ * 9)(a).
beG beG

Dakle, za svaku centralnu funkciju ¢ vrijedi ¢ x ¢ = 1) x ¢ Vi C|[G].
Pretpostavimo sada da je funkcija ¢ iz centra algebre C[G], tj. takva da je p x 1) = ¥ x ¢
VY C[G]. Tada posebno za svaki a € G vrijedi ¢ x 6, = I, x p. Medutim,

(0*02)(0) = @(c)da (c7'b) = @(€)buc1p = ¢ (ba™") |

ceCG ceG
(04 *)( Z da ’1b) = Z Oa.cp (c’lb) = (a’lb) .
ceG ceG

Dakle, ¢ (ba™') = ¢ (a™'b) Va,b € G a to znadi da je p € C.[G].

Prouéit ¢emo sada poblize strukturu algebre C[G] i to tako da ustanovimo pravila konvolucije
elemenata pogodno izabrane baze od C[G]. Prema teoremu 2.4.6. znamo da bazu od C|G] ¢ine
matriéni elementi ireducibilnih reprezentacija grupe G. Kao i prije za svaku klasu o € G izaberimo
iz te klase jednu ireducibilnu reprezentaciju 7 grupe G na vektorskom prostoru V,. Neka je
d(a) = dim V, iizaberimo za svaku klasu a € G bazu e = {e}, €5, ..., eg(a)} prostora V,,. Nadalje,
oznacimo sa 7f;(a) elemente matrice operatora m*(a) u bazi e®. Prema tvrdnji (b) teorema 2.4.6.

(7% ae @, i,je{1,2,...,da)}}

i
je baza vektorskog prostora C[G|. Nadalje, za « € G Xao je karakter reprezentacije m¢

d(a)

Zﬂ'm aed.

Propozicija 2.5.2. Vried:
s _ 1G]

W%*ﬂ'kgz m

Zadatak 2.9. Pomocu teorema 2.1.4. dokaZite propoziciju 2.5.2.

5a,,85jk;77-§2~

Teorem 2.5.3. (a) Potprostori Co[G), o € G, su obostrani ideali u algebri C[G.
(b) Za funkcije
d(e) -
Xa = 7 X o€ Ga
|G
vrijedi
a* . * o 90 akoje SOECQ[G]
XN FPZPEX T 0 akoje peCyG), BeG, B+#a.

Posebno, funkcija x* je jedinica u algebri C,[G] i vrijedi X* * X = Sasx®.
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Dokaz: Prema teoremu 2.4.6.
{mi 1<4,j <d(a)}

je baza potprostora C,[G], a A
(nl; BeG, 1<k (<d()}

je baza ¢itave algebre C[G]. Dakle, ako su ¢ € C,[G] i ¢ € C|[G]| mozemo pisati

d(a) ()
¥ = Z A1]71-1] 1 w Z Z luk;ﬁﬂ-kf
i,j=1 Bel kl=1

za neke A;j, /lgz € C. Stoga je prema propoziciji 2.5.2.

d() d(B)

p*x w Z Z Z )‘Zjlu’k@ﬂ-zy * Wké

ﬁeGZj 1k4=1

|G| d(a) d(B) d()
Z Z Z )‘ZJ:“M 0,305k = Z Nij 5Ty € C.[G]
ﬂEGZ] 1k(=1 2]6 1
i sasvim analogno
d(e) d(B)

Yxp= Z Z Z Aw#kﬂké*”

ﬁeGZj 1k4=1

d(a) d(a)
IGI
Z Z Z )\Ulukﬁ aﬁ(s Zﬂ-k] Z AZ]/’LIW k] [G]
ﬂegz] 1k=1 Z]k‘ 1

Time je dokazano da je C,[G] obostrani ideal u algebri C[G].
(b) Funkcije x* su centralne, pa prema propoziciji 2.5.1. vrijedi x* x ¢ = p x x*. Nadalje, iz
propozicije 2.5.2. slijedi da za o, € G izai,j € {1,2,...,d(3)} imamo

d(a)
X 7TZ']' |G‘ Zﬂ-kk*ﬂ- - aﬁzékzﬂ-k;j = Oéﬁﬂ-zy
k=1

Kako je {n: 1 <1,j < d(f)} baza potprostora Cs[G], tvrdnja slijedi.

Zj7
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2.6 Osnovna redukcija reprezentacije

Neka su u daljnjem x¢, o € G, centralne funkcije definirane u tvrdnji (b) teorema 2.5.3:
o _ dla)
X = 74 Xa-
|G|

Prema tom teoremu vrijedi:
X*xx" =0, a,fel, a#p; X*xx=x" a€G;
X*ﬂ' =0, a,ﬁe@,a#ﬁ,lgi,jgd(ﬁ); X* x T =, (16@,1§i,j§d(a).
Nadalje, kako je x* jedinica algebre C,[G], zbog tvrdnje (a) teorema 2.4.6. slijedi da je suma tih
funkcija jedinica algebre C[G]. Dakle,

Z X“ = lcig) = Y.
acl
Neka je sada 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V. Promatrajmo operatore
T (x%), o € G. Tada je
_ 2 _ _ _ _ S — _
m(x?)" =7 ()7 (X*) =7 (X xx?) =7 (X*Fx*) =7 (X)-
Dakle, operatori 7 (x®) su projektori. Oznacimo sa V,, sliku projektora m (x¢) :
Vo={veV; m(x%)v=uv}

Bududi da vrijedi

Z (x*) =m ZX ™ (lee) = Iv

aed acG

ﬂ(?)w(?) :w<><a*xﬂ) =0 akoje a0,
zakljucujemo da je
V= Z Va (direktna suma).
el

Buduéi da su x® centralne funkcije, potprostori V,, su m—invarijantni. Gornji rastav prostora V
zove osnovna redukcija reprezentacije 7.

Razmotrimo sada sto predstavljaju potprostori V,,, o € G , u osnovnoj redukciji reperezentacije
7. Neka je W m—invarijantan potprostor od V' takav da je subreprezentacija 7y ireducibilna. Neka
je a € G klasa ekvivalencije te ireducibilne reprezentacije. Tada je X, = Xo. Bududi da je x°
centralna funkcija, prema propoziciji 2.4.1. vrijedi

m™(X*) W = mw (x*) = AMw,

gdje je
|G

A= e )(xwwlx) (XalXa) =1

Dakle, 7 (x®) |W = Iw, $to znaci da je W C V.
Na taj nacin dokazali smo:
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Teorem 2.6.1. Neka je m reprezentacija grupe G na prostoru V.

(a) Za a € G operator
__ d« —
7 () = D S e @n(a)
‘ | acG
je projektor.

(b) Vrijedi

Z m™(x*) =Iv.

acl

Drugim rijec¢ima, ako je V, podrucje vrijednosti projektora m (x%) , onda je

V= Z Va (direktna suma).

acC

(¢) Ako je W < V' m—invarijantan potprostor takav da je subreprezentacija myw ireducibilna i
ako je a € G klasa ekvivalencije reprezentacije my, onda je W C V.

(d) Neka je
VitttV

rastav prostora V- u direktnu sumu m—invarijantnih potprostora takvih da su sve subreprezentacije

my, wreducibilne. Suma svih potprostora V; takvih da je subreprezentacija my, u klasi o € G
ne ovisi o gornjem rastavu i jednaka je podrucju vrijednosti V,, projektora w(x®).

Teorem 2.6.2. Neka su n° : G — GL(V;), 1 < i < s, medusobno neekvivalentne ireducibilne
reprezentacije grupe G. Pomodéu pripadnih reprezentacija grupovne algebre w : C[G] — L(V;)
definiramo homomorfizam algebri

m: ClG] — L(V1) x L(Va) x -+ x L(Vs),  7(p) = (M), m2(p), ..., ms(p)), ¢ € C[G].
Homomorfizam © je surjektivan.

Dokaz: Pretpostavimo da homomorfizam 7 nije surjektivan. Tada je slika 7(C[G]) tog homo-
morfizma pravi potprostor prostora [[. L(V;), pa slijedi da postoji netrivijalni linearni funkcional
[ na prostoru ], L(V;) koji se ponistava na 7(C[G]). Za svaki a € G je n'(a) = 7'(d,), gdje je
. € C[G] definirana sa 6,(b) = d,,. Dakle, vrijedi

f(m'(a), 7*(a),...,7%(a)) =0 Va € G.
Zasvakii € {1,2,...,s} izaberimo bazu ¢’ = {e{, b, ..., e}, } prostora V; i neka su 7/, (a) elementi

matrice operatora 7' (a) u bazi e’. Neka je za svaki i {E;k, 1 < 7,k < n;} pridruzena baza prostora
L(Vi)

Elyel = duee, 1<jkl<n; 1<i<s.
Stavimo A .
Ny = £(0,..,0,Ei,0,...,0),  1<jk<n, 1<i<s.

Tada imamo

w'a) =Y i (a)E), a€G, 1<i<s,
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pa iz jednakosti f(7!(a),7*(a),..., Ws(a)) = 0 Va € G slijedi

Z kﬂ-jk — O va c G

Medutim, prema tvrdnji (b) teorema 2.4.6. funkcije W}k (1 <j,k<n; 1 <i<s)sulinearno
nezavisne, pa slijedi )\;'-k = 0 Vi,7, k. Dakle, f = 0 suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija
dokazuje da je pretpostavka da homomorfizam 7 nije surjektivan bila pogresna. Time je teorem
dokazan.

Iz prethodnog teorema neposredno slijedi:

Korolar 2.6.3. Neka je m ireducibilna reprezentacija grupe G na prostoru V. Tada je

L(V) = n(C[G]) = {r(¢); ¢ € C[G]}.
Nadalje, vrijedi:

Korolar 2.6.4. Pretpostavimo da su reprezentacije 7t u teoremu 1.8.5. predstavnici svih klasa
ekvivalencije G. Tada je homomorfizam m u tvrdnji tog teorema izomorfizam algebre C|G| na

algebru L(Vy) x L(Va) x -+ x L(Vj).
Zadatak 2.10. Dokazite korolar 2.6.4.

Zadatak 2.11. Uz oznake i pretpostavke teorema 2.0.2. za svaki i € {1,2,...,s} neka je a; € G
klasa ekvivalencije reprezentacije w'. Nadalje, neka je G\ {ay,..., a5} = {B1,...,B.}. DokaZite
da je tada

Kerm = Z(ng G]
j=1
i da je restrikcija homomorfizma © na podalgebru

Z Cui[G]

unitalni izomorfizam te unitalne algebre na algebru L(Vy) x L(Va) x -+ x L(Vj).

Teorem 2.6.5. Neka su 7 i p reprezentacije grupe G na prostorima V i W. Tada je

dim Homg(V,W) = dim Homac(W,V) = (x= |X,) Zm T, a)m(p, a).
acl

Dokaz: Neka je V = X;+ X+ - -+ X, pri cemu su X1, Xs, -+, X,, 7—invarijantni potprostori
od V' takvi da su subreprezentacije 7x,, 7x,, . .., Tx, ireducibilne. Prema zadatku 1.9. tada vrijedi

dim Home(V,W) = dim Homa(X;, W)

i=1

Nadalje, neka je W =Y, + Yy, + --- + Y, pri cemu su Y;,Ys,...,Y,, p—invarijantni potprostori
od W takvi da su subreprezentacije py,, py,, - . ., py,, ireducibilne. Prema zadatku 1.8. tada je za
svaki i € {1,2,...,n}

dim Home(X;, W) =Y _dim Homa(X;,Y)).

iy 1g
J=1
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Iz prethodne dvije jednakosti slijedi

n m

dim Homg(V, W) Z Zdlm Home(X,,Y;).

=1 j=1
Primjenom Schurove leme (teorem 1.1.4.) i teorema 2.2.4. slijedi

1 ako je mx, ~ py,
dim Homg(X,;,Y;) = = <Xﬂ'x
0 ako je Tx, % py;

Buduéi da prema propoziciji 2.2.2. vrijedi

n

Xe =D Xex, L Xe =D Xy,
j=1

i=1
iz gornjih jednakosti nalazimo

n

dim Homg(V, W) Zi (an

i=1 j=1

Xov, ) = (Z Xrx,

Z Xpy; ) (X [Xp)-
Napokon, kao u dokazu teorema 2.2.7. imamo

Xr = Z m(ﬂ-a CV)XO: 1 Xp = Zm(paﬁ X

aed Bed

pa zbog ortonormiranosti karaktera x,, a € G, slijedi

(Ol = Y Y mlm a)ym(p, B)(xalxs) = Y _ m(m, a)m(p, ).

ac@ Bed ac@

Time smo dokazali da je

dim Homg(V.W) = (xx|x,) = Z m(m, a)m(p, ).

acl
No odatle je (xr|x,) = (Xp|Xx), Pa slijedi i

dim Homg(V, W) = dim Homg(W,V).
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2.7 Svojstva djeljivosti

Cilj je ovog odjeljka da dokazemo da je red |G| grupe G djeljiv s dimenzijom d(«) svake ire-
ducibilne reprezentacije od G. U tu svrhu trebaju nam neki pojmovi i ¢injenice iz opce algebre.

Neka je R proizvoljan unitalan prsten. Jedinicu prstena R oznacavat ¢emo sa 1. Nadalje, za
m € N istim znakom m oznacavamo element prstena R koji se dobije zbrajanjem m primjeraka
jedinice prstena R, a sa —m njemu suprotan element prstena R. Na taj nac¢in definiran je unitalni
homomorfizam prstenova Z — R. Ujedno, na taj nacin svaki unitalan prsten mozemo shvacati kao
Z—modul i lijevi i desni buduéi da je slika homomorfizma Z — R sadrzana u centru prstena R.

Neka je sada R komutativan unitalan prsten. Za element x € R kazemo da je cio (nad Z) ako
postoji n € Nimq,me,...,m, € Z takvi da je

2+ me 4+ my,_x+m, =0.
Zadatak 2.12. Dokazite da je element x € Q cio nad Z ako i samo ako je x € Z.
Uputa: Napisite x kao razlomak j:g s relativno prostim p,q € N, a zatim pomocu svojstava
djeljivosti dokazite da je ¢ = 1.
Za x € R oznac¢imo sa Z[z| unitalan potprsten od R generiran elementom x. Drugim rijec¢ima,
Z|x] je Z—podmodul od R generiran sa {1,z,z?,...}.

Propozicija 2.7.1. Neka je R komutativan unitalan prsten i x € R. Sljedeéa su tri svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a) Element x je cio nad Z.

(b) Z|x] je konacéno generiran kao Z—modul, tj. postoje y1,ya2,...,y, € Zlx] takvi da je
Zlx]) = Zyy + Zys + - - - + Zy,.

(¢) Zx] je sadrian u nekom potprstenu S C R koji je konacno generiran kao Z—modul.
Dokaz: 1z (a) slijedi
2" =—mz" t—- - —mu_1x—m, zaneki n €N 1izaneke my,ms,...,m, €7,
a odatle mnozenjem sa z*~" dobivamo
o= —mpat Tt — o =T — Vk € N.
Odatle indukcijom nalazimo da je 2% € Z1 + Zx + Za?* + - - - + Zz"~! Vk € N. Dakle, vrijedi
Zlx) = 71 + Zw + Za® + -+ + Za" ™,

sto pokazuje da je Z[x] kona¢no generiran kao Z—modul. Time je dokazano da iz (a) slijedi (b).
Ocito iz (b) slijedi (c).

Pretpostavimo sada da vrijedi (¢) i neka su y;,ya,...,y, € S takvi da je
S=7Zy+Zyz + -+ Lyn.

Tada posebno postoje a;; € Z takvi da je

n

90%22%'%‘7 I<i<n.
j=1
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Zadatak 2.13. Dokazite da odatle slijedi (det A)y; = 0 Vi, gdje je A matrica iz M,(R) s elemen-
tima (5Z‘jZL‘ — Q5.
Kako je 1 € Z[x] C S postoje by, b, ..., b, € Z takvi da je 1 = byy; + boys + - - - + bpy,. Slijedi
det A = (det A)1 = by(det A)y; + bo(det A)ys + - - - + b,(det A)y, = 0.

Medutim, det A = 0 je upravo jednakost oblika ™ + m;2" ! 4+ - + m,_12 + m, = 0 za neke
my, Ma, ..., my, € Z, dakle x je cio nad Z. Time je dokazano da iz (c) slijedi (a).

Propozicija 2.7.2. Cijeli elementi komutativnog unitalnog prstena R tvore potprsten.

Dokaz: Neka su x i y cijeli elementi prstena R. Treba dokazati da su tada z — y i xy cijeli
elementi prstena R. Neka je Z[x,y] unitalan potprsten od R generiran skupom {z,y}. Prema
dokazu implikacije () = (b) u propoziciji 2.7.1.za neke n,m € N vrijedi

Zx) =7+ Zx+Za* +---Za" i Lyl =Z+Zy+Zy* -+ Zy™ (2.1)

Dokazimo da vrijedi
—1m-1

:

.

i=0 j=0

Ocito vrijedi

3
L
3
L

Zx'y' C Zz,y).

i

Il
=)
<.

Il
=)

Da dokazemo obrnutu inkluziju neka je a € Z[z,y]. Tada postoje k,{ € Nia; € Z, 0 < i < k,

0 <j </, takvi da je
k¢
i=0 j=0

Medutim, prema (2.1) vrijedi
e Za’ iy ed Tyt Vi j>0,

pa mozemo pretpostaviti da je k =n—11¢=m — 1. Kako je a € Z[z, y| bio proizvoljan, dokazali
smo obrnutu inkluziju

Dokazana jednakost pokazuje da je Z[x, y] kona¢no generiran Z—podmodul od R. Kako su Z[z—y] i
Z[zy] sadrzani u Z[x, y], prema propoziciji 2.7.1. slijedi da su z—y i zy cijeli, pa je time propozicija
dokazana.

Propozicija 2.7.3. Neka je x karakter reprezentacije w grupe G. Tada je za svaki a € G broj
x(a) € C cio nad Z.

Dokaz: x(a) je suma svojstvenih vrijednosti operatora 7(a). Ako je |G| = n onda je a™ = e,
dakle, m(a)™ = w(a™) = I. Slijedi da su sve svojstvene vrijednosti operatora 7(a) n—ti korijeni iz
jedinice, dakle ti su kompleksni brojevi cijeli nad Z. Prema propoziciji 2.7.2. slijedi da je i x(a)
cio nad Z.
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Propozicija 2.7.4. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe G dimenzije d. Neka je x karakter
reprezentacije m 1 neka je K neka klasa konjugiranosti w grupi G. Tada je broj

é;(x(a)

cio nad Z.

Dokaz: Neka je ¢ karakteristicna funkcija skupa K. Tada znamo da je ¢ € C.[G]. No zapravo
je v € Z.|G], pri ¢emu je Z[G] potprsten od C[G] svih funkcija ¢ : G — Z i Z.[G] je centar tog
prstena. Prsten Z.[G] je komutativan i o¢ito je konaéno generiran kao Z—modul. Prema propoziciji
2.7.1. slijedi da su svi elementi tog prstena cijeli nad Z. Posebno, ¢ je cio nad Z. Operator 7(p)
komutira sa svim operatorima 7(a), a € G, pa po tvrdnji (¢) Schurove leme (teorem 1.1.4.) slijedi
da je m(p) = AI za neki A € C. Buduéi da je ¢ — 7(1¢)) homomorfizam algebri, slijedi da je broj
A cio nad Z. Sada racunanjem traga nalazimo:

1 1 1
A= ETI‘ﬂ' (Z o(a ) dTr (Z 7r(a)> =3 Z x(a)
acG acK acK
Time je propozicija dokazana.

Teorem 2.7.5. Neka je G grupa reda |G| = n i neka je m njena ireducibilna reprezentacija
dimenzije d. Tada je n djeljiv sa d.

Dokaz: Neka je x karakter reprezentacije 7. Prema teoremu 2.2.4. tada je (x|x) = 1. Prema
definiciji skalarnog produkta i prema tvrdnji (b) propozicije 2.2.1. nalazimo

1 _
1=(xlx) = Zx ) == x(a")x(a)
aGG acG
Neka su Cf, Cs, .. ., C sve klase konjugiranosti u grupi G. Slijedi
_1Ig -1
=322 x(a
=1 QECZ'

Funkcija y je centralna, dakle konstantna na svakoj klasi konjugiranosti. Stoga jeix (a~') neovisan
o izboru elementa a € Cj; oznacimo taj broj sa x;. Slijedi

sz 2 X

Prema propoziciji 2.7.3. brojevi x1, X2, - - ., Xs su cijeli nad Z. Nadalje, prema propoziciji 2.7.4. i
brojevi
y Z 1<i<s,

su cijeli nad Z. Stoga pomocu propozicije 2.7.2. zaklju¢ujemo da je n/d cio nad Z, a odatle i iz
zadatka 2.12. slijedi da je n djeljiv sa d.

Teorem 2.7.6. Neka je C centar grupe G. Tada je red kvocijentne grupe |G/C| djeljiv s dimen-
zijom svake ireducibilne reprezentacije grupe G.
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Dokaz: Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe G dimenzije d. Stavimo |G| = n i
|C| = m. Za bilo koji k € N je tada m x m x .-+ x w (k faktora) ireducibilna reprezentacija
grupe G x G x --- x G (k faktora). Prema Schurovoj lemi za svaki x € C operator 7(x) djeluje
kao mnozenje nekim kompleksnim brojem A(z). Centar grupe G X G X ---x Gje Cx C x---x C
i za svaki (x1,29,...,2) € C x C x -+ x C operator

(mx X xXm)ay, T2, ..., x) =7(r1) @7 (22) ® -+ - @ (1))

djeluje kao mnozenje kompleksnim brojem A(zq)A(z2) - - - A(xg) = AM(z122 - - - 21 ). Neka je H sljedeca
podgrupa grupe C' x C' x --- x C':

H={(x1,29,...,26) € C X C X+ XC; x129- -1} = €}.

Tada je |H| = mF~! i ta grupa je sadrzana u jezgri reprezentacije m x m x - - - x 7. Prijelazom na
kvocijent dobivamo reprezentaciju p grupe (G x G X --- x G)/H :

p(gH) = (m x 7 x ---x7)(9), geGxGEx---xQG.

O¢ito je reprezentacija p ireducibilna. Njena je dimenzija jednaka d*. Prema teoremu 2.7.5. taj
broj dijeli red grupe (G x G x --- x G)/H, a red te grupe jednak je n*/m"*~!. Dakle, za svaki
k € N postoji p, € N takav da je

nk;

mk—1 d*p.
Uz oznaku
_n
R
imamo

ot = ]E, pr € N.
m
1
Bududéi da to vrijedi za svaki k € N, zakljuc¢ujemo da je Z[a] C Z—. Odatle je mZ[a] C Z.
m

Zadatak 2.14. Neka je A # {0} aditivna podgrupa grupe Z. Tada vrijedi A = pZ = {pq; q € Z}
za jedinstven p € N.

Kako je mZ|a] aditivna podgrupa grupe Z, iz prethodnog zadatka slijedi da je mZ[a] = pZ za
neki p € N. Dakle, vrijedi
Zla] =22,
m
To pokazuje da je Z[a] konacno generiran Z—modul. Prema propoziciji 2.7.1. slijedi da je broj a
cio nad Z, a kako je a € Q, prema zadatku 2.12. to znaci da je o € Z. Dakle, red > grupe G/C

djeljiv je sa d.
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2.8 Broj jednodimenzionalnih reprezentacija

U svakoj grupi G sa [G, G] oznacavamo podgrupu generiranu svim elementima oblika aba='b71,
a,b € G. Ta se podgrupa zove komutatorska podgrupa grupe G.

Zadatak 2.15. Dokazite da je komutatorska podgrupa |G, G| normalna podgrupa grupe G i da je
kvocijentna grupa G/|G, G| komutativna.

Zadatak 2.16. Dokazite da je |G, G| sadrzana u jezgri svakog homomorfizma grupe G' u komuta-
tivnu grupu.

Teorem 2.8.1. Broj jednodimenzionalnih reprezentacija konacne grupe G na kompleksnom vek-
torskom prostoru jednak je indeksu podgrupe [G,G| u grupi G, odnosno redu kvocijentne grupe
G/|G, G| :

G|
GGl

Dokaz: Neka je A = G/[G,G] i neka je k : G — A kvocijentni epimorfizam. Buduéi da
je grupa A komutativna, prema teoremu 2.4.5. svaka [ € A je jednodimenzionalna. Stoga je i
reprezentacija 3 o k grupe G jednodimenzionalna, dakle, ireducibilna. Na taj na¢in imamo ocito
injektivno preslikavanje sa A u {o € G; d(a) = 1}. To je preslikavanje i surjektivno. Doista,
ako je a jednodimenzionalna reprezentacija grupe GG, onda je njena slika Im o komutativna grupa.
Iz zadatka 2.16. slijedi da je [G,G] C Ker a. Prijelazom na kvocijent dolazimo do reprezentacije
ﬁefltakvedajea:ﬁom.

Odatle i iz teorema 2.4.5. primijenjenog na grupu A dobivamo:

{a €@ da) =1} =G/[G.G]| =

{a € G d(a) =1} = |A] = |A].
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Poglavlje 3

Inducirane reprezentacije

Neka je G grupa i H podgrupa grupe G. Za svaku reprezentaciju m grupe G na vektorskom
prostoru V restrikcija 7| H je reprezentacija grupe H na istom prostoru V. U odredenim situacijama
moze biti vazno prikazati tu reprezentaciju od H kao direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija
te grupe, tj. pronaéi multiplicitete m(w|H, 3) za 3 € H. Preciznije, moze se postaviti problem
pronalazenja | H—invarijantnih potprostora Vi, Vs, ..., V; takvih da je V.=V, + Vo 4+ -+ V; i
da su sve subreprezentacije (7|H)y,, 1 < j < s, ireducibilne reprezentacije grupe H.

Zadatak 3.1. Neka je G = S,,, n > 4, i H = S3 shvacena kao podgrupa od G :
H={oeG; o(j)=j, 4<j<n}

Neka je w ireducibilna (n — 1)—dimenzionalna reprezentacija grupe G iz zadatka 1.4. Rastavite
prostor reprezentacije w u direktnu sumu w|H—invarijantnih potprostora tako da su odgovarajuée
subreprezentacije grupe H ireducibilne u slucajevimas:

(¢) za proizvoljno n € N, n > 4.

U ovom ¢emo se poglavlju baviti jednom obrnutom konstrukcijom: polazeci od reprezentacije p
podgrupe H definirat é¢emo tzv. induciranu reprezentaciju m = IndS; p grupe G. Nadalje, poblize
¢emo prouciti vezu izmedu reprezentacija p i m, a takoder i odnos izmedu dviju konstrukcija:
induciranja s podgrupe i restrikcije na podgrupu.

3.1 Definicija inducirane reprezentacije

Neka je G kona¢na grupa i H njena podgrupa. Neka je p reprezentacija grupe H na (konac-
nodimenzionalnom kompleksnom) vektorskom prostoru W. Neka je

V=A{f:G—=W,; f(hg) =p(h)f(g) YVh € H iVg € G}.

Tada je o¢ito V vektorski prostor — to je potprostor prostora W& svih funkcija sa G u W. Za
a€ Giza f eV nekaje m(a)f funkcija sa G u W definirana pomoé¢u desnog pomaka g — ga :

[7(a)f](g) = f(ga) ge€G.

49
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Tada je w(a)f € V; doista, za svaki g € G i svaki h € H imamo

[w(a)f1(hg) = f(hga) = p(h)f(ga) = p(h)[r(a) f](g).

Nadalje, tako definiran operator 7(a) : V' — V ocito je linearan. Napokon, a +— 7(a) je reprezen-
tacija grupe G na prostoru V' :

[7(e) f1(g) = f(ge) = [(g) = m(e) = Iv;
[m(ab) f1(g) = f(gab) = [x(b) fl(ga) = [7(a)7 (D) f](g) = 7(ab) = 7w(a)m(b).

Za tako definiranu reprezentaciju m grupe G kazemo da je inducirana reprezentacijom p
podgrupe H i pisemo
T = Ind$ p i V = Ind$ W.
Prouc¢imo prije svega prostor V = Ind$ W. Ako je poznata vrijednost wy = f(a) funkcije

f € V unekoj tocki a € G onda su poznate vrijednosti te funkcije u svim toc¢kama pripadne lijeve
H—klase Ha = {ha; h€ H} :

f(ha) = p(h)wo, ~ h € H.
Dakle, ako su {aq, as, ..., as} predstavnici svih lijevih H—klasa u G tako da imamo
G=Ha UHayU---UHa, (disjunktna unija),

tada je f € V potpuno odredena ako su zadane vrijednosti f(ay), f(as),..., f(as) € W, a te se
vrijednosti mogu zadati proizvoljno. Dakle, za svaku s—torku (wy, ws, ..., ws) € W* postoji jedna
i samo jedna funkcija f € V takva da je f(a;) = w; za j =1,2,...,s. Ona je zadana formulom

f(ha;) = p(h)wy, he H j=1,2,...,s.

Doista, ako je f € Vi f(a;) = w; onda za svaki h € H imamo f(ha;) = p(h)f(a;) = p(h)w;, dakle,
takva je funkcija jedinstvena jer je G unija H—klasa Hay, Has, ..., Ha,. Nadalje, ako definiramo
funkciju f : G — W gornjom formulom, onda je ta funkcija element prostora V. Doista, neka su
g € G1h € H proizvoljni. Tada postoji jedinstven j € {1,2,...,s} takav da je g € Haj, pa
postoji jedinstven b’ € H takav da je g = h'a;. Tada je

f(hg) = f(hl'a;) = p(hh)w; = p(h)p(h")w; = p(h)f(I'a;) = p(h)f(g).

Stoga je stvarno f & V. Napokon, prema definiciji funkcija f zadovoljava f(a;) = w; za
j=1,2,...,s.
Zadatak 3.2. Dokazite da je opisano preslikavanje (wy,ws, ..., ws) — f izomorfizam vektorskog

prostora W* na vektorski prostor V.= Ind% W.

Zadatak 3.3. Neka je {eq,es,...,en} baza vektorskog prostora W. Za 1l <i<sil<j<m
definiramo funkciju f;; : G — W na sljedeci nacin:

3 | w(h)e; ako je k=1
fw(hak)_{ 0 ahoje ki [’ he H ke{l,2,...,s}.

DokaZite da je tada {f;;; 1 <i<s, 1<j<m} baza vektorskog prostora V = Ind$ W.
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Napomenimo da se broj lijevih H—klasa u grupi G, koji je jednak broju desnih H—klasa
aH = {ah; h € H} u grupi G, obi¢no oznacava sa (G: H) i zove indeks podgrupe H u grupi
G. Iz zadatka 3.2. ili iz zadatka 3.3. neposredno slijedi:

Propozicija 3.1.1. Neka je p reprezentacija podgrupe H grupe G na prostoru W. Tada je dimen-
zija inducirane reprezentacije = Ind$, p jednaka umnosku dimenzije reprezentacije p s indeksom
(G:H) podgrupe H u grupi G :

dim I'nd$% W = (dim W)(G: H).
Zadatak 3.4. Neka je m reprezentacija grupe G. DokaZite da je IndZm ~ .

Zadatak 3.5. Neka je py jednodimenzionalna reprezentacija trivijalne podgrupe H = {e} grupe G.
Dokazite da je tada inducirana reprezentacija Ind$, py ekvivalentna desnoj regularnoj reprezentaciji

pa grupe G.

3.2 Teorem imprimitiviteta

Prouc¢imo sada poblize strukturu inducirane reprezentacije. Neka je H podgrupa grupe G i
neka je p reprezentacija grupe H na prostoru W. Neka je

V=IndGW ={f:G—W; f(hg) = p(h)f(g) Vh € H i Vg € G}
prostor inducirane reprezentacije m = [ nd% p:

[m(a)f1(g9) = f(ga), fev, aygedG.

Za w € W definiramo funkciju f,, : G — W na sljede¢i naéin:

| plg)w akoje g€ H
fw(g)—{ 0 ako je g€ G\ H.

Tada je f,, € V. Doista, za h € H i g € G vrijedi g € H ako i samo ako je hg € GG, dakle,

Fulhg) = p(hg)w  akoje g€ H _J p(h)p(g)w  akoje g€ H _
witg 0 akoje g€ G\ H 0 akoje g€ G\ H

B p(g)w akoje g€ H B
o { A el 9E R =
Ocito je w +— f, linearan operator prostora W u prostor V. Oznac¢imo taj linearan operator sa A.
Dakle,
| plg)w akoje g€ H
(Aw)(g)—{ 0 ako je g€ G\ H.

Primijetimo da je operator A injektivan, jer iz Aw = 0 slijedi 0 = (Aw)(e) = p(e)w = w.
Za g€ Gihe Himamo g € H ako i samo ako je gh € H, dakle, imamo redom

(Ap(h)w)(g) ={ A oo 3:2 iig\ﬂ }:

- { p(gg . Zlﬁg jg i 2 ZI\ H } = (Aw)(gh) = (w(h)Aw)(g).

Dakle, vrijedi Ap(h) = w(h)A VYh € H. Drugim rije¢ima, vrijedi A € Homg(W,V), pri ¢emu

na prostoru W imamo reprezentaciju p grupe H a na prostoru V restrikciju 7|H inducirane

reprezentacije T = Ind% p. Oznacimo li sa X podruéje vrijednosti operatora A onda je X 7| H —inva-

rijantan potprostor od V' i pripadna subreprezentacija (7|H)x je ekvivalentna reprezentaciji p.
Na taj nacin dokazali smo:
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Lema 3.2.1. Neka je p reprezentacija podgrupe H grupe G na prostoru W i neka je # = Ind$ p
iV = Ind$ W. Tada je sa

| plo)w ako je g€ H
(Aw)(g)—{ 0 dhoje geG\H [+ 9EG weW

definiran injektivan linearan operator A : W — V i vrijedi A € Homy(W,V). Ako je
X C V podrucje vrijednosti operatora A, onda je X w|H—invarijantan potprostor od V i pri-
padna subreprezentacija (7|H)x grupe H ekvivalentna je reprezentaciji p.

Lema 3.2.2. Neka su ay,aq,...,as € G predstavnici svih lijevih H—klasa Ha = {ha; h € H} u
grupt G tako da imamo disjunkinu uniju

G=HaUHayU---U Has.
Uz wvedene oznake tada vrijeds
V=m(a1) ' X +7(ap) ' X + -+ 7(as) T X.

Dokaz: Za svaki j € {1,2,...,s} neka f; # 0 funkcija iz 7(a;) ' X. Kako je X = AW, postoje
vektori wy, wa, ..., ws € W\ {0} takvi da je f; = w(a;) ' Aw; za j =1,2,...,s. Imamo za g € G
izaje{1,2,...,s}

fi(g) = (m(a;)~" Aw;)(9) = (Aw;)(ga; "),
a to je razli¢ito od nule ako i samo ako je gaj’1 € H, tj. ako i samo ako je g € Ha;. To znaci
da su skupovi S; = {g € G; f;(g) # 0} medusobno disjunktni, odakle slijedi linearna nezavisnost
funkcija fi, f2,. .., fm. Time je dokazano da potprostori m(ay) ' X, 7(as) X, ..., 7(as) 1 X ¢ine
direktnu sumu. No dimenzija direktne sume je suma dimenzija, pa je

dim (m(a) 7' X + 7(a2) ' X 4+ -+ 7(a,) ' X) = Z dim 7(a;) ' X = s-dim X = (G: H)-dim W,
j=1

a to je prema propoziciji 3.1.1. jednako dimenziji prostora V. Dakle, direktna suma potprostora

m(a;)"'X jednaka je ¢itavom vektorskom prostoru V. Time je lema 3.2.2. dokazana.

Lema 3.2.3. Uz uvedene oznake stavimo
X; =7(a;) ' X, 1=1,2,...,s.

Svaki operator mw(a), za a € G, permutira medu sobom potprostore X;, 1 < j < s. Preciznije, ako
sua € Gije{l,2,...,s} tada postoji jedinstven k € {1,2,...,s} takav da je akaaj’l € Hiz
takav k vrijedi

m(a)X; = Xg.

Nadalje, ovo permutiranje potprostora X;, 1 < j < s, je tranzitivno, odnosno, za 1 < j < s 1
1 <k < s postoji a € G takav da je m(a)X; = Xj.

Dokaz: Nekasua € Gije€{l,2,...,s}. Tada se element a;a™! nalazi u jedinstvenoj lijevoj
H—Klasi u grupi G, odnosno, postoji jedinstven k € {1,2,...,s} takav da je aja™' € Hag. To
znaci da postoji jedinstven k takav da je ajaflalzl € H, odnosno, ekvivalentno, jedinstven k takav
da je apaa; ' = (aja_lagl)_l c H.

Bududi da je potprostor X m|H —invarijantan, za takav k& imamo

X =7 (agaa;') X = w(ap)m(a)m(a;) "' X = m(a)m(a;) ' X = m(ap) ' X,
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tj. vrijedi w(a)X; = Xj.
Napokon, neka su j, k € {1,2,..., s} proizvoljni. Tada za a = a,;laj vrijedi aaj_l = a,;l. Odatle
je m(a)m(a;)~t = w(ag) ™", pa slijedi

m(a)X; = m(a)m(a;) ' X = w(ar) ' X = X,
1 time je lema 3.2.3. dokazana.

Ovakva struktura prostora reprezentacije 7 karakteristicna je za inducirane reprezentacije.
Naime, vrijedi tzv. teorem imprimitiviteta:

Teorem 3.2.4. Neka je m reprezentacija grupe G na prostoru V' i neka postoji rastav prostora V
u direktnu sumu potprostora

V=X +XoF X,

sa sljedeca dva svojstva:

(a) Operatorim(a), a € G, permutiraju potprostore X, tj. ako sua € Gij e {1,2,...,s}, onda
je m(a)X; = Xy za neki k € {1,2,...,s}.

(b) Permutiranje u (a) je tranzitivno, tj. za bilo koje j,k € {1,2,...,s} postoji a € G takav da
je m(a)X; = Xy.

Neka je

H={heG;, n(h)X: =X} iza heH mnekaje ph)=m(h)Xi.
Tada je H podgrupa od G, p je reprezentacija grupe H na prostoru X, i vrijedi = ~ Ind$ p.
Zadatak 3.6. Dokazite teorem 3.2.4.

Uputa: (1) Dokazite da je H podgrupa od G i da je p reprezentacija grupe H na prostoru Xj.

(2) Neka je a; = e i neka su ag,...,as, € G izabrani tako da je m(a;)X; = X; za svaki j.
Dokazite da su tada ay,as, ..., as predstavnici svih lijevih H—klasa u grupi G, tj. da je
G=HaUHayU---UHa, (disjunktna unija).

(3) Neka je X = Ind% X; i w = Ind$ p. Definiramo za x; € X; funkciju A;z; : G — X; na
sljedeé¢i nacin:
. [ w(g)x; akoje g€ Ha,
(A]xj)(g)_{ 0 akoje g€ G\ Ha;

Nadalje, definiramo operator A : V — X{ kao direktnu sumu operatora A; :
A(ZE1+$2+"'+1’5):A11'1+A21E2+"'+ASZL‘S, 171€X1, I'QGXQ, ZL‘SGXS.

Dokazite da je A linearan operator sa V' u X, da je A injektivan, a racunom dimenzija da je A i

surjektivan.
(4) Dokazite da je w(g)A = An(g) za svaki g € G.
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3.3 Karakter inducirane reprezentacije

Izracunat ¢emo sada karakter y, reprezentacije m = Ind$ p inducirane reprezentacijom p
podgrupe H i to u terminima karaktera x, reprezentacije p.
Upotrijebit ¢emo prije uvedene oznake

w ako je eEH
Ac€ HOTTLH(W7 V)7 (Aw)(g> - { p(%) ako ;e g S G\H

} , geG, weW;
X = AW = {Aw; w e W};
G=HayUHayU---U Hag (disjunktna unija);
X; =7(a;) X, j=1,2,...,s.
Treba izrac¢unati karakter reprezentacije 7 tj. trag operatora 7(a), a € G. Prema lemi 3.2.2. je
V=X +Xo+ -+ X,
a prema lemi 3.2.3. je

m(a)X; = Xg akosu a € G i j,k€{1,2,...,s} takvi da je a; 'aa; € H.

Trag operatora je suma dijagonalnih elemenata matrice tog operatora u bilo kojoj bazi vektorskog
prostora. Sastavimo li bazu prostora V' od baza u potprostorima Xj, vidimo da dijagonalni
matri¢ni element operatora m(a) koji odgovara elementu te baze iz potprostora X; moze biti

razlicit od nule samo ako je 7(a)X; = Xj, tj. samo ako je ajaa; !¢ H. Dakle, imamo

Xx(a) = Trm(a) = > Tr (7(a)|X;) .
1<j<s
ajaaj_l cH

Treba jo$ izracunati trag restrikcije operatora 7(a) na potprostor X, za svaki j takav da je
ajaa;1 € H. Definiramo operator A; : W — X, kao kompoziciju izomorfizama A : W — X i
mla) ™ X — X

Aj =7(a;) A, je{1,2,...,s}.

Prema definiciji operatora A tada za w € W iza g € G imamo
(Ajw)(g) = (n(a;)~" Aw)(g) = (Aw) (ga;") .

Prema lemi 3.2.1. znamo da je A € Homy (W, V), tj. da je Ap(h) = n(h)A Vh € H. Stoga imamo
zaa € Gizaje{l,2,...,s} takve dajeh:ajaaj’1 € H:

(m(a)Ajw)(g) = (Ajw)(ga) = (Aw)(gaa;") = (Aw)(ga;'h) = (7 (h)Aw)(ga;") =
= (Ap(h)w)(ga;") = (m(a;)~" Ap(R)w)(g) = (A;p(h)w)(g)-
Na taj nacin dokazali smo da je m(a)A; = A;p(h), gdje je h = ajaaj’l. Odatle je
m(a)|X; = Ajp (ajaaj*l) A;l, ako je ajaa;1 € H.

Tada je
Tr (w(a)|X;) = Tr (Ajp (ajaa;') A7) = Trp (ajaa; ') = x, (ajaa;") .

Na taj nacin dokazali smo:
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Teorem 3.3.1. Neka je p reprezentacija podgrupe H grupe G i neka je m = IndS, p. Tada za
karaktere x, i X tih reprezentacija vrijedi:

Xr(a) = Z X, (ajaaj_l) , acd.
1<j<s
ajaaj_l cH

3.4 Frobeniusov teorem reciprociteta

Dokazat ¢emo sada tzv. Frobeniusov teorem reciprociteta koji daje mogucénost analize
inducirane reprezentacije.

Teorem 3.4.1. Neka je w reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V' i p reprezentacija
njene podgrupe H na vektorskom prostoru W.

(a) Postoji izomorfizam vektorskog prostora Hompy (V, W) na vektorski prostor Homg(V, Ind$ W).

(b) Ako su reprezentacije 7 i p ireducibilne, onda je multiplicitet reprezentacije ™ u induciranog
reprezentaciji Ind$; p jednak multiplicitetu reprezentacije p u restrikciji reprezentacije ™ na
podgrupu H :

m(Ind$ p, ) = m(r|H, p).

Dokaz: Neka je w = Ind$, p reprezentacija grupe G inducirana reprezentacijom p na prostoru
X = IndG W :
X ={f:G—=W; f(hg) =p(h)f(9) Yh € H iVg € G},

w(a)fl(g) = f(ga), a,geG, [eX.
Neka je A € Hompg(V,W), tj. A:V — W je linearan operator takav da je

p(h)A = An(h) Vh € H.
Za v € V definiramo funkciju Fy, : G — W ovako:
Fau(g) = An(g)v, g€ G,
Tada je F4, funkcija iz prostora X, jer za bilo koje h € H i g € G imamo redom
Faw(hg) = Ar(hg)v = Am(h)m(g)v = p(h)Am(g)v = p(h) Fa.(9)-

Ocito je preslikavanje v — Fjy, linearan operator sa V u X. Taj operator oznac¢imo sa ®(A).
Dakle, ®(A) : V — X je linearan operator definiran na sljede¢i nacin:

[@(A)v](g) = Am(g)v,  veV, geG.
Za svaki A € Homg(V, W) vrijedi ®(A) € Homg(V, X). Doista, za v € V ia,g € G imamo
w(a)@(A)v](g) = [®(A)v](ga) = An(ga)v = Am(g)m(a)v = [®(A)m(a)v](g).
Kako to vrijedi za svaki element g € G i svaki vektor v € V| zaklju¢ujemo da je

w(a)®(A) = ®(A)m(a) Va € G,
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tj. dokazano je da je ®(A) € Homg(V, X).

Ocito je A — ®(A) linearno preslikavanje sa Homy(V, W) u Homg(V, X). Da dokazemo da
je to izomorfizam vektorskih prostora, konstruirat ¢emo inverzno preslikavanje sa Homg(V, X) u
Homyg(V,W). Za B € Homg(V, X) definiramo linearan operator ¥(B) : V. — W ovako:

U (B)v = (Bv)(e), vel.
Dokazimo da je W(B) € Homyg(V,W). Zav € V i h € H imamo
V(B)r(h)v = (Br(h)v)(e) = (w(h)Bv)(e) = (Bv)(h) = (Bv)(he) = p(h)(Bv)(e) = p(h)¥(B)v.

Pri tome je druga jednakost posljedica Cinjenice da je B € Homg(V, X), trea jednakost slijedi
iz definicije reprezentacije w = Ind$ p, a peta jednakost slijedi iz ¢injenice da je Bv € X. Dakle,
vrijedi
U (B)w(h) = p(h)¥(B) Vh € H,
sto znadci da je W(B) € Homy(V,W).
Za B € Homg(V,X), v €V ige G imamo redom

[@(V(B))v](g) = W (B)m(g)v = (Br(g)v)(e) = (w(g)Buv)(e) = (Bv)(9)-

Kako to vrijedi za svaki g € G i svaki v € V, vidimo da je ®(V(B)) = B VB € Homg(V, X),
dakle, ® o U je identiteta na prostoru Homg(V, X).
Za A€ Homy(V,W)iv €V imamo

sto pokazuje da je W(P(A)) = A za svaki A € Hompy(V,W), odnosno, ¥ o & je identiteta na
prostoru Homg)V, W).

Time smo dokazali dasu ® : Homy(V,W) — Homg(V, X)iV : Homg(V, X) — Homg(V, W)
i time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Prema dokazanoj tvrdnji (a) imamo

dim Hompy(V,W) = dim Homg(V, X).

Medutim, ako je reprezentacija m grupe G ireducibilna, iz teorema 2.6.5. primijenjenog na reprezentacije
Ind$ p na prostoru X = Ind% W i m na prostoru V slijedi

dim Home(V, X) = m(Ind$, p, 7).

Nadalje, ako je reprezentacija p grupe H ireducibilna, iz istog teorema 2.6.5. primijenjenog na
reprezentacije 7| H na prostoru V' i p na prostoru W slijedi

dim Homy(V,W) = m(n|H, p).

Ako su i 7 i p ireducibilne, gornje tri jednakosti daju m(Ind$ p, 7) = m(w|H, p) i time je tvrdnja
(b) dokazana.
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3.5 Teorem o induciranju u etapama

Dokazat ¢emo sada tzv. teorem o induciranju u etapama, ¢ija tvrdnja se moze tumaciti
kao tranzitivnost operacije induciranja:

Teorem 3.5.1. Neka su K C H podgrupe grupe G i neka je o reprezentacija grupe K. Tada je
IndS Indi o ~ Ind% o.
Dokaz: Neka je U prostor reprezentacije 0. Oznac¢imo sa W prostor reprezentacije p = Indi o :
W={f:H—U; f(khy=0(k)f(h) Yk € K iVh € H},
[o(x)f](h) = f(hx), h,xeH, [feW.
Sa V' oznaéimo prostor reprezentacije m = Ind$ p = Ind$ Ind o -
V={F:G—W; F(hg) =p(h)F(g) Yh € H i Vg € G},
[r(a)F](g) = F(g9a), a,g€G, FeV.
Napokon, neka je X prostor reprezentacije w = Ind% o :

X ={p:G—=U; plkg) = o(k)p(g) Vk € K iVg € G},

w(a)el(g) = ¢(ga), a,g€ G, ¢eX.
Neka je ¢ € X. Definiramo funkciju T¢ : G — U formulom

[(Tp)(9)](h) = p(hg), ge€G, heH.

Tadaza k€ K, h € Hig e G imamo

[(T'e)(9)l(kh) = o(khg) = o(k)p(hg) = o(k)[(Te)(9)](h).

To pokazuje da je (T'p)(g) € W za svaki g € G. Dakle, T¢ je funkcija sa G u W. Nadalje, za
h,x € H iza g € G imamo zbog definicije reprezentacije p :

[(Te)(hg)l(x) = p(zhg) = [(Te)(9l(xh) = [po(M)(Te)(9)l(x), . (Te)(gh) = p(h)(Te)(9)-

To pokazuje da je T'p € V. Dakle, T' je preslikavanje prostora X u prostor V. O¢ito je T' linearan
operator.
Zape X, a,g€ Gihe H imamo:

[(Tw(a)p)(9)l(h) = (w(a)@)(hg) = p(hga) = [(Ty)(ga)l(h).

Buduéi da to vrijedi za svaki h € H, za svaki g € G i za svaku funkciju ¢ € X imamo redom

(Tw(a)p)(g) = (Te)(ga) = [r(a)Tel(g) = Twla)p=m(a)Ty = Tw()=rmr(a)T.

Treba jos samo dokazati da je T' : X — V izomorfizam vektorskih prostora. U tu svrhu
definirat ¢emo linearan operator S : V' — X i dokazati da je S invers od T. Za F' € V definiramo
preslikavanje SF' : G — U na sljedeci nacin:

(SF)(g9) = [F(9)l(e),  ge€C.
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Treba dokazati da je SF € X. Prije svega, F je funkcija iz V pa vrijedi F(hg) = p(h)F(g)
za svaki h € H isvaki g € G. Kako je K C H, vrijedi F(kg) = p(k)F(g) za svaki k € K i
svaki ¢ € G. Nadalje, za svaki ¢ € G je F(g) € W pa za svaki k € K i svaki h € H vrijedi
[F(9)](kh) = o(k)[F(g)](h), a odatle za h = e slijedi [F(g)](k) = o(k)[F(g)](e). Dakle, za k € K
i g € G imamo redom

(SF)(kg) = [F(kg)l(e) = [p(k)F(9)l(e) = [F(g)I(k) = a(K)[F(g)](e) = a(k)(SF)(9)-

Time je dokazano da je SF € X za svaku funkciju F' € V, dakle, S je linearan operator sa V u
X.Sadaza FFeV,geGihe H imamo

[(T'SF)(g)I(h) = (SF)(hg) = [F(hg)](e) = [p(h)F(g)](e) = [F(9)I(h).

Bududi da to vrijedi za svaki h € H isvaki g € G, zakljucujemo da je T'SF = F VF € V, tj.
TS = Iy. Napokon, za ¢ € X i svaki g € G imamo

(STe)(9) = [(Te)(9)l(e) = ¢(g).

Dakle, STy = o Vp € X, tj. ST = Ix. Prema tome, S je invers operatora 7', sto dokazuje da je
T izomorfizam prostora X na prostor V.
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3.6 Restrikcija inducirane reprezentacije

Neka je H podgrupa grupe G. Za svaki g € G tada je g~ Hg takoder podgrupa grupe G. Za tu
podgrupu kazemo da je konjugirana podgrupi H. Ako je p reprezentacija grupe H na prostoru
W onda na istom prostoru imamo reprezentaciju p? konjugirane podgrupe g 1Hg :

p’(k)=p(gkg™"), keg 'Hg.

Propozicija 3.6.1. Uz gornje oznake je Ind% p ~ [ndgG_ng 0.

Dokaz: Neka su7w = Ind§ pind =1 nalgG,1 g P? 1neka su Vi V9 prostori tih dviju induciranih
reprezentacija:

V=A{f:G—W; f(ha) = p(h)f(a) Vh € H i Va € G},
VI={F:G—W; F(ka) = p?(k)F(a) Vk € g 'Hg i Va € G},
(m(a)f)(b) = f(ba), (m9(a)F)(b) = F(ba), feV, FeVI abeg.
Za funkciju f € V definiramo funkciju Af : G — W na sljedeéi nacin:

(Af)(a) = f(9a), a€G.
Tada je Af € V9. Doista, akosu k € g7'Hgia € G, onda je gkg~—! € H, pa imamo

(Af)(ka) = f(gka) = [ ((9kg™") (9a)) = p (gkg™") f(ga) = p?(k)(Af)(a).

Ocito je A : V — V9 linearan operator. Sasvim analogno imamo linearan operator B : V9 — V

definiran sa
(BF)(a) = F (9" "a) , acG.

Tada je
(ABF)(a) = (BF)(ga) = F (g 'ga) = F(a), FeVi aed,

(BAf)(a) = (Af) (g7'a) = f (997 'a) = f(a),  feV. a€d.
Dakle, A i B su medusobno inverzni izomorfizmi vektorskih prostora. Napokon, izomorfizam
AV — V9 ostvaruje ekvivalenciju reprezentacija w i w9, jer za a,b € G i za f € V vrijedi:

(Am(a) f)(b) = (7(a)f)(gb) = f(gba) = (Af)(ba) = (x7(a) Af)(D).

Neka su H i K podgrupe grupe G i p reprezentacija grupe H na vektorskom prostoru W. Neka
je ™ = Ind$% p inducirana reprezentacija grupe G na prostoru

V=IndsW ={f:G—W; f(hg) = p(h)f(g) Vh € HiVg € G}.

Analizirat ¢emo sada restrikciju inducirane reprezentacije  na podgrupu K. Oznacimo sa H\G/K
skup svih duplih (H : K)—klasa u grupi G, tj. skup svih podskupova oblika

HgK ={hgk; he€ H, k € K}.
Duple (H : K)—klase su klase ekvivalencije za relaciju ekvivalencije na grupi G definiranu na
sljedec¢i nacin:
a~b — b=hak zaneke he H i keK.

Nadalje, za g € G oznacimo sa K, podgrupu K Ng~'Hg grupe K i sa p, reprezentaciju grupe K,
definiranu pomocu reprezentacije p na sljede¢i nacin:

pg(k)=p (gkg’l) , ke K=K Ng 'Hy.
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Lema 3.6.2. Ako g,¢ € G pripadaju istoj duploj (H : K)—klasi, tj. ako je HJK = Hg'K, onda
su inducirane reprezentacije Indfq pg @ Ind%  py grupe K ekvivalentne.
E g

Zadatak 3.7. Dokazite lemu 3.6.2.

Uputa: Ako je ¢’ = hgk zaneke h € H i k € K, dokazite da je Ky = k'K ki dazaxz € Ky
vrijedi py(x) = p(h)p,(kxk=)p(h)~!, tj. da uz oznaku upotrijebljenu u propoziciji 3.6.1. vrijedi
pg(x) = p(h)(py)*(x)p(h)~t. Zakljucite da su reprezentacije py i (py)* grupe K, = k7 'K,k

ekvivalentne. Zatim primijenite propoziciju 3.6.1.

Teorem 3.6.3. Neka su K i H podgrupe grupe G i neka je p reprezentacija grupe H. Neka su
ay, ag, . . ., as predstavnici svih duplih (H: K)—Fklasa u grupi G tako da je

G=HuKUHaKU---UHa,K (disjunktna unija).
Za j€{1,2,...,s} neka je p; reprezentacija grupe K; = K N aj_lHaj definirana sa

pi(k) =p (ajk:aj_l) : ke K;

1 neka je
szlnd;_pj, 1<j<s.
Tada je restrikcija (Indg ,0) |K ekvivalentna direktnoj sumi reprezentacija mi, To, . .., Ts.
Dokaz: Neka je W prostor reprezentacije p i neka je V. = Ind$ W prostor inducirane

reprezentacije ™ = Ind% p. U ovom nas teoremu zanima samo restrikcija 7| K.

Ozna¢imo sa V; potprostor prostora V svih funkcija f € V takvih da je f(g) = 0 za svaki
g€ G\ Ha;K. Zak € KigeGje|n(k)f](g) = f(gk) i ocito je g € Ha; K ako i samo ako je
gk € Ha;K. To pokazuje da su potprostori Vi, Vs, ..., V, (r|K)—invarijantni. Nadalje, ocito je

V=iV Ee
Treba jos dokazati da je subreprezentacija (7K )y, ekvivalentna induciranoj reprezentaciji
mp =1 nd%j p;-

Za f € V; definiramo funkciju A;f : K — W na sljedeci nacin:

(A f)(k) = fla;k), ke K.

Dokazimo da je tada A;f € X; = Indﬁj W, gdje se uzima da je p; reprezentacija od K; na WW.
Doista, za k € K iza x € Kj je aj:mj_l € H, pa zbog &injenice da je f € V; CV = IndG W
imamo

(A ) (k) = flazak) = [ (ajza] ak) = p (aza;t) flak) = pj(x) (A f)(K).

Dakle, A; je preslikavanje sa V; u X; i ocito je taj operator linearan. Dokazimo da operator A;
prepli¢e reprezentacije (7|K)y, i m; = Indﬁj pj. Doista, za z,k € K iza f € V; imamo

(A (x| K)v; (2) f) (k) = (Ajm (@) [) (k) = (m(2) f)(ak) = flazke) = (A; ) (kx) = (m;(x) A; f) (k).

Dakle,
AJ(TF|K)V](1’) = Wj(ZE)Aj, Ve € K.
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Treba jos samo dokazati da su A; : V; — X izomorfizmi vektorskih prostora.
Prije svega dokazimo da su svi operatori A; injekcije. Doista, ako je f € V; takva da je
A;f =0, onda prema definiciji operatora A; imamo

flajk) =0 Vk € K.
Kako je f € V; CV = Ind§ W, odatle za svaki h € H i svaki k € K imamo
f(hajk) = p(h)f(a;k) = 0.

Dakle, funkcija f jednaka je nuli u svakoj tocki duple (H : K')—klase Ha;K. Prema definiciji V;
slijedi da je funkcija f jednaka nuli svuda na G. Time je dokazano da je A; : V; — X injekcija za
svaki j.

Dokazimo sada surjektivnost. Neka je ¢ € X; = Indfj W. Dakle, ¢ je funkcija sa K u W sa
svojstvom ‘

o(xk) = pj(x)p(k) =p (aj:mj_l) o(k), Vee K;=KnN aj_lHaj, Vk € K.

Definiramo sada funkciju f : G — W na sljedeéi naécin:

) = p(h)p(k)  akoje ¢g=nhajk zaneke he Hike K
9= 0 ako je g€ G\ Ha;K.

Treba prije svega vidjeti da je definicija smislena, tj. da ne ovisi o prikazu elementa g € Ha; K u
obliku hajk, h € H, k € K. Doista, neka su h,h' € H i k, k" € K takvi da je hajk = h'a;k’. Tada
je

r=kKk"'=a;'"""ha; € KNa;'Ha; = K;,

pa zbog svojstva funkcije ¢ imamo

p(R)p(K') = p(R)p(k) = p(l)p (azza;™) (k) = p(')p (W0 (k) = p(h)o(h).

Time je dokazana neovisnost definicije funkcije f o prikazu elementa g € Ha;K u obliku ha;k,
h € H, k € K. Iz definicije je odmah jasno da je f € V a bududi da je jednaka nuli izvan duple
(H:K)—klase Ha;K slijedi da je f € V;. Napokon,

(A N)(k) = flak) = o(k) Vke K =  Af=e.

Time je dokazano da je A; i surjekcija sa V; na X, odnosno, teorem 3.6.3. je u potpunosti dokazan.
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3.7 Tenzorski produkt induciranih reprezentacija

Teorem 3.7.1. Neka su Hy i@ Hy podgrupe konacnih grupa Gy i Gs i neka su py i ps njihove

reprezentacije. Tada je Ind%i% (p1 X p2) ~ ([ndgl1 p1) X ([nd% 02)-

Dokaz: Neka su W; i W, prostori reprezentacija p; i ps. Oznac¢imo sa Vi, Vo i V' prostore

induciranih reprezentacija w; = I ndgl1 p1, T =1 nd% ppim=1 nd%i% (p1 X p2) :

Vi= {<P 1 Gy — Wh; @(hlgl) = Pl(h1)¢(91) Vhy € Hy1Vg, € Gl}a

Vo = {11 Ga — Wa; ¥(haga) = pa(h2)¥(g2) Vhe € Hy i Vgs € Ga},
V=A{F:G1x Gy = W1 @Wa; F(higi, hag2) = [p1(h1) ® p2(h2)]F (g1, g2)
Vhy € Hy, Yhy € Hy, Vg1 € G11Vge € Go}.
Za ¢ € V1 11 € Vy definiramo funkciju A(p, ) : G; x Gy — W ® Wj na sljedeéi nacin:

A(p,¥) (91, 92) = ¢(g1) @ P(g2)-

Tada se lako provjeri da je A(p,1) € V i da je preslikavanje A : V; x Vo — V bilinearno. Stoga
postoji jedinstven linearan operator B : V; ® Vo — V takav da je

Blo®y) = Alp, ), tj. Ble@vY)(g1,92) = ¢(g1) @¢Y(g2), ¢ € Vi, ¥ € Vo, g1 € Gy, g2 € Go.

Zadatak 3.8. (a) Zgodnim izborom baza u Vi i Vs, a time i u Vi, ® Va, dokaZite da je B injekcija,
a zatim racunom dimenzija dokaZite da je B 1 surjekcija, dakle, izomorfizam vektorskog prostora
Vi ® Vy na vektorski prostor V.

(b) Dokazite da je

B(m x m3)(91,92) = 7(91,92)B V(g1,92) € G1 x Go.

Time je teorem 3.7.1. dokazan.

Ako grupu G identificiramo s podgrupom {(a,a); a € G} grupe G x G, i ako su 7 i w
reprezentacije grupe G onda je njihov tenzorski produkt m ® w restrikcija vanjskog produkta
7 X w na tu podgrupu od G x G. Odgovaraju¢om primjenom teorema 3.7.1.; leme 3.6.2. i teorema
3.6.3. dobivamo sljedeéi teorem koji navodimo bez dokaza i koji daje analizu tenzorskog produkta
induciranih reprezentacija (Ind$ p)®(Ind% o) = [(Ind$ p) x (Ind% 0)] |G ~ (Ind% S p x o) |G :

Teorem 3.7.2. Neka su H i K podgrupe konacne grupe G i neka su p i o reprezentacije grupa H
i K. Za a,b € G neka su podgrupa G,y @ njene reprezentacije pap @ 0qyp 2adane na sljedeci nacin:

Gap = a'Hanb Kb, Pap(T) =p (a:pa_l) , Oap(z) =0 (b:pb_l) )
(a) Ako su a,b,c,d € G takvi da je Hab™'K = Hed 'K tada vrijedi

I ndccj,b (Pap @ 0ap) =1 ”dc(id (Ped @ 0c.d).

(b) Neka su ay,as,...,as predstavnici svih duplih (H : K)—klasa u grupi G. Tada je tenzorski
produkt ™ ® w induciranih reprezentacija ™ = IndS, p i w = Ind% o ekvivalentan direktnoj
sumi reprezentacija T; = IndG(j  (Paje®04;e), §=1,2,...,5.

”
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3.8 Ireducibilnost inducirane reprezentacije

Dokazat ¢emo sada kriterij ireducibilnosti inducirane reprezentacije Ind% p. U tu svrhu ko-
ristit ¢emo se teoremom 3.6.3. u situaciji H = K, dakle za restrikciju (Ind p) |H. Za iskaz
Mackeyevog teorema o kriteriju ireducibilnosti inducirane reprezentacije treba nam pojam dis-
junktnosti reprezentacija. Za reprezentacije 7 i w grupe G kazemo da su disjunktne ako one
nemaju ekvivalentnih ireducibilnih subreprezentacija.

Zadatak 3.9. Neka su 7w i w reprezentacije grupe G na prostorima V i W i neka su xr & Xw
njihovi karakteri. DokaZite da su sljedeca svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacije 7 i w su disjunktne.
(0) Homa(V,W) = {0}.
(¢) Homa(W,V) = {0}.
(d) m(r,@)m(w,a) = 0 Ya € G.
(e) (Xrlxw) =

Teorem 3.8.1. Neka je p reprezentacija podgrupe H grupe G i neka je m = Ind$; p. Za a € G\ H
neka su H, podgrupa od H i p, njena reprezentacija definirane sa:

H,=HnNaHa™!, pa() =p (a’lxa) , T € H,
Reprezentacija m grupe G je ireducibilna ako i samo ako su ispunjena sljedeca dva uwvjeta:
(a) Reprezentacija p grupe H je ireducibilna.
(b) Za svaki element a € G\ H reprezentacije p|H, i p, grupe H, su disjunktne.

Dokaz: Prema teoremu 2.2.7. reprezentacija 7 je ireducibilna ako i samo ako je (xx|xx)c = 1,
gdje je x» karakter reprezentacije w a (\)G je prije uvedeni skalarni produkt na prostoru C[G] :

(pl¥)a Zso ), ¢,¢eClG.

aEG

Sada imamo redom zbog teorema 2.6.5. i zbog tvrdnje (a) teorema 3.4.1:
(Xxlxx)e = dim Homg(V, V) = dim Homy(V,W) = (Xxiu|X,)n-

Neka su aq, as, . .., as predstavnici svih duplih (H : H)—klasa u grupi G tako da imamo disjunktnu
uniju

G = HalHUHagHU "'UHGSH.
Prema teoremu 3.6.3. restrikcija w|H je ekvivalentna direktnoj sumi reprezentacija [ ndfi Pars
Indlf};2 Pags - - s Indlis Pa.- Stoga imamo dalje

(XelXr)e =Y dim Homy(Indf Wi, W),

=1

pri ¢emu smo sa IW; oznacili prostor W na kome djeluje reprezentacija p,, grupe H,,. Za svaki i
ponovnom primjenom teorema 3.4.1. i teorema 2.6.5. nalazimo

dim Hompg(Indj Wi, W) = dim Homg(W, IndH W;) = dim Homgy, (W, W;),
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Dakle,

S

(Xx|Xx)a = Zdim Hompg, (W, W;).

i=1
Pri izboru predstavnika duplih (H : H)—klasa mozemo uzeti da je a; = eidasuas,...,as € G\ H.
Tada je H,, = H. = H i p,, = p. = p. Dakle,

(Xx|Xx)e = dim Homy (W, W) + Zdim Hompg, (W, W;).

1=2

Odatle se vidi da je (xx|Xx)c = 1 ako isamo ako je dim Homy (W, W) =11 Hompy, (W;, W) = {0}
zai=2,...,s. Kako je G\ H=HayHU---U HasH zbog sljede¢eg zadatka vidimo da to upravo
znaci da je reprezentacija 7 ireducibilna ako i samo ako vrijedi (a) i (b).

Zadatak 3.10. Uz oznake teorema 3.8.1. dokaZite da su za a,b € G takve da je HaH = HVH
reprezentacije p|H, i p, grupe H, disjunktne ako i samo ako su reprezentacije p|Hy i py, grupe Hy
disjunktne.

Uputa: Primijenite lemu 3.6.2. i tvrdnju (a) teorema 3.4.1. ili dokazite da ako je a = hbh/,
tada je H, = hHyh™' i p,(x) = p(W' )"t py (h~'zh) p(R'), a zatim direktno konstruirajte izomorfizam
prostora Hompy, (W, W,) na prostor Hompy, (W, W,), pri ¢emu je W, (odnosno, W;) prostor W na
kome djeluje reprezentacija p, grupe H, (odnosno, reprezentacija p, grupe Hy).

Korolar 3.8.2. Neka je H normalna podgrupa grupe G i p reprezentacija grupe H. Reprezentacija
Ind$ p je ireducibilna ako i samo ako je p ireducibilna i za svaki a € G\ H wrijedi p % pa, pri
cemu je p, reprezentacija od H definirana konjugiranjem reprezentacije p :

pa(h) = p (¢~ ha) , h e H.

Dokaz: Doista, tada je H, = H za svaki a.
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3.9 Induciranje za grupovne algebre

U ovoj tocki opisat ¢emo konstrukciju inducirane reprezentacije u terminima grupovnih al-
gebri. Naime, prema teoremu 1.2.2. reprezentacija 7w grupe G na vektorskom prostoru V daje
reprezentaciju unitalne grupovne algebre C[G] na istom prostoru za koju smo se dogovorili da
¢emo je oznacavati istim znakom 7 :

=) vlar(a), ¢eCl]

a€G

Takoder, reprezentacija p podgrupe H grupe GG na prostoru W je ujedno reprezentacija unitalne
grupovne algebre C[H] :

=S w®)p). e ClH]

beH

Opisat ¢emo sada na koji se nacin reprezentacija m = Ind$ p promatrana kao reprezentacija
unitalne algebre C[G] dobiva iz reprezentacije p promatrane kao reprezentaciju unitalne algebre
C[H].

Prije svega, uo¢imo da se C[H| moze promatrati kao unitalna podalgebra od C[G].

Propozicija 3.9.1. Za ¢ € C[H] definiramo funkciju ®(v) € C[G] na sljedeci nacin:

P(a) ako jea € H

[@()](a) = a€G.
0 ako je a € G\ H,

Preslikavanje ® je unitalni monomorfizam unitalne algebre C[H] u unitalnu algebru C|G].

Dokaz: Ocito je preslikavanje ® : C[H| — C|G] linearno. Nadalje, za 11,19 € C[H] konvolu-
cija funkcija ® (1) i ®(1)2) na grupi G dana je za a € G sa

[@(41) * D(v2)](a) = D [(w)](B)[@(¢2)] (b'a).

beG

Kako je [®(¢1)](b) =0zabe G\ Hi[P(¢)](b) =1(b) za b€ H, nalazimo za a € G

[D(3h1) * P(th)]( 21/11 (b"a).

beH

Akojebe Hia € G\ H onda je b~'a € G\ H paje [®(¢)9)] (b~ ta) = 0. Stoga je

[®(1)1) * ®(19)](a) =0 Va € G\ H.

S druge strane, ako je b € H i a € H onda je b~'a € H pa je [®(¢)] (b~'a) = 1y (b~ta) . Stoga je

[D(1h1) * P(1h2)]( 21/11 1/12 b a = (11 *1b2)(a) Va € H,

beH

pri cemu je 11 * 1y oznaka za konvoluciju na grupi H. Iz prethodne dvije jednakosti slijedi

(11 * h9)(a) ako jea € H

[ (1) * (¢2)](a) = = [®(thy % )](a)  Va € G.
0 akojea e G\ H
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Time je dokazano da je ®(1)1 x1)e) = P(1h1) * P(1hg) Vb1, 1 € C[H], tj. P je homomorfizam algebre
C[H] u algebru C[G]. Taj je homomorfizam o¢ito injektivan, tj. to je monomorfizam. Napokon,
monomorfizam & je unitalan jer je ocito ® ((55) =6, gdje su 6 i §¢ jedinice u algebrama C[H]

i ClG] -

Hoy ) 1 ako je b=¢e a/ )1 ako jea =-e
5e(b)_{0 ako jeb#£e ’ 0:(a) = 0 akojea#e’ beH, acC.

Zadatak 3.11. Dokazite da je preslikavanje V¥ : C[G] — C[H| definirano kao restrikcija sa G na
H,

U(p)=olH,  ¢eC[G],
lijevi invers homomorfizma ® : C[H] — C[G] iz propozicije 3.9.1. Da li je ¥ homomorfizam
algebri?

Monomorfizam @ iz propozicije 3.9.1. shvacat ¢emo kao identifikaciju. Na taj nacin C[H]
postaje unitalna podalgebra od C[G]. Funkcija ¢ € C[H] identificira se s funkcijom na G koja se
na H podudara sa 1 a na G\ H je jednaka nuli.

Neka je sada ¢ € C[G] i neka je ¢ € C[H] identificirana na opisani nac¢in s funkcijom iz C[G].
Kako je |G\ H =0, vrijedi za a € G

(¥ * @) (a) =D b(b)p (b7'a) =Y w(b)e((b™"

beG beH

Nadalje, zamjenom varijable sumacije b — ab, a zatim b — b~!, nalazimo za a € G

(pxv)@) = o) (b7'a) =Y plab)y (b

= o (ab ) () =Y o (ab ) v(b)

Dakle, imamo sljedece formule za konvoluciju funkcija iz C[G] zdesna, odnosno slijeva, s funkcijama

iz C[H] :

(W p)(a) = v(b)y =S "0 () p(ba), ¢eC[H], ¢eClGl, acG; (3.1)
(p*xv)(a ng (ab! (b)ngp(ab)w(b’l), v eC[G], Y eC[H], a€G. (3.2)

U daljnjem ¢emo se koristiti s pojmom modula nad prstenom. Ako je R prsten (ne nuzno
komutativan), lijevi modul nad prstenom R ili lijevi R—modul je aditivna Abelova grupa V'
za koju je zadano lijevo mnozenje elementima prstena R, tj. zadano je preslikavanje R x V' — V|
(p,v) — v, sa svojstvima:

(1) (14 @2)v = @10+ v V1,00 € RiVv €V,
(17) @(v1 +v2) = Y1 + vy Y € R i Vv, vy € V;
(122) (p1p2)v = @1(p2v) Vo1, 00 € RiVU EV.

Ako je prsten R unitalan s jedinicom 1g, lijevi R—modul V se zove unitalan, ako vrijedi i

(w) lgv=v Yo eV.
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Ako su V' i W lijevi R—moduli, preslikavanje A : V' — W zove se homomorfizam R—modula
ili R—homomorfizam ako je preslikavanje A aditivno

A(Ul -+ ’UQ) = A(’Ul) —+ A(’Ug) Vvl, Vg € \%
i ako vrijedi
A(pv) = pA(v) Voe R 1 YveW

Skup svih R—homomorfizama modula V' u modul W oznacavat ¢emo sa Hompg(V, W). Taj je skup
aditivna grupa uz zbrajanje definirano po tockama:

(A+ B)(v) = A(v) + B(v), A, Be Homg(V,W), velV.
Reprezentacije unitalne algebre A u uskoj su vezi s unitalnim lijevim A—modulima:
Propozicija 3.9.2. Neka je A unitalna algebra nad poljem K s jedinicom 1 4.

(a) Neka je m reprezentacija unitalne algebre A na vektorskom prostoru V- nad poljem K. Za
p e Aiv eV stavimo pv = w(p)v. Tada je V unitalan lijevi modul nad unitalnim prstenom

A.

(b) Neka je V' unitalan lijevi modul nad unitalnim prstenom A. Za A € K i v € V definiramo
M = (Al y)v. Tada V' postaje vektorski prostor nad poljem K. Nadalje, ako za ¢ € A
definiramo ww(p) : V. — V sa w(p)v = pv, v € V, tada je svaki w(yp) linearan operator na
vektorskom prostoru V i m: A — L(V) je reprezentacija unitalne algebre A.

(¢) Ako su 7 i p reprezentacije unitalne algebre A na vektorskim prostorima V i W onda je
preslikavanje A : V. — W preplitanje reprezentacija m i p ako i samo ako je to homomorfizam
lijevih A—modula V- u W. Posebno, svaki A—homomorfizam je linearan operator s vektorskog
prostora V' u vektorski prostor W.

Zadatak 3.12. Dokazite propoziciju 3.9.2.

Sasvim analogno lijevim modulima definira se i pojam desnog modula nad prstenom S
ili desnog S—modula. To je aditivna Abelova grupa V na kojoj je definirano desno mnozenje
elemntima iz S, tj. zadano je preslikavanje V' x S — V| (v,1) — v, sa svojstvima.

(") v(1 + ) = vy + Viby V1,19 € S1 VU €V
(7@") (v1 + o) = 1 + v Vb € S 1V, 09 €V
(73i") v(P11ha) = (VP1)1h V01,900 € S iV € V.
Ako je prsten S unitalan s jedinicom 1lg, desni S—modul V se zove unitalan, ako vrijedi i
(i) vlg=v Yo eV

Ako su R i S prstenovi, (R, S)—bimodul je aditivna Abelova grupa na kojoj je zadano lijevo
mnozenje elementima iz R i desno mnozenje elementima iz S, tj. zadana su preslikavanja (¢, v) —
pvsa RxV uVi(v,¢)—vypsaV xSuV takva da vrijede (7), (i1), (iii), ('), (i7) i (¢43d") i dva

mnozenja medusobno komutiraju, tj. vrijedi

(v) () = (V) Vo € R, V) € SiVveV.
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Ako su prsteni R i .S unitalni i ako vrijede (iv) i (i0'), tj. ako je V unitalan kao lijevi R—modul i
kao desni S—modul, V' se zove unitalan (R, S)—bimodul.

U daljnjem ¢emo promatrati samo unitalne prstenove. Umjesto unitalan lijevi (odnosno, desni)
modul govorit ¢emo krace lijevi (odnosno, desni) modul. Takoder, bimodul ¢e znagiti unitalni bi-
modul.

Generalizirat ¢emo sada pojam tenzorskog produkta za module nad prstenovima. Neka su R
prsten, V' desni R—modul i W lijevi R—modul. Ako je Z aditivna Abelova grupa, preslikavanje
x:V xW — Z zove se R—bimorfizam ako je to preslikavanje biaditivno

X(v1 4 v, w) = x (v, w) + x(v2, w) Vo,vo €V 1 Ywe W,

X(v, w1 +we) = x(v,w1) + x(v, ws) YoeV 1 VYw,wyeW
i ako vrijedi
X (v, w) = x(v, pw) YoeV, YweW 1 VpeR.

Tenzorski produkt V' i W je ureden par (T, x), gdje T aditivna Abelova grupaiy: VxW — T
R—bimorfizam, koji ima univerzalno svojstvo:

Ako je Z aditivna Abelova grupa i ¢ : V x W — Z R—bimorfizam, postoji jedinstven
homomorfizam grupa ¥ : T' — Z takav da je ©» = ¥ o x, tj. ¥ (v,w) = ¥(x(v,w)) Vo € V i
Yw € W.

Sasvim analogno kao i za tenzorski produkt vektorskih prostora dokazuje se teorem o egzistenciji
i jedinstvenosti (do na izomorfizam) tenzorskog produkta modula:

Teorem 3.9.3. Neka su R (unitalan) prsten, V (unitalan) desni R—modul i W (unitalan) lijevi
R—modul.

(a) Postoji tenzorski produkt (T, x) modula V' i W.

(b) Ako su (T, x) 1 (T",x') tenzorski produkti modula V' 1 W, onda postoji jedinstven izomorfizam
grupa @ : T — T" takav da je ' = ® o x.

Uobicajeno je da se tenzorski produkt modula V' i W oznacava sa V ®r W podrazumijevajuci
da je pripadni R—bimorfizam dan sa (v,w) — v @ w. U sluéaju modula nemamo analogon s
teoremom 1.3.2. jer u modulima opc¢enito ne postoji analogon baze. No moze se dokazati:

Teorem 3.9.4. Ako su R prsten, V' desni R—modul i W lijevi R—modul, Abelova grupa V Qr W
generirana je skupom {v@pw; v €V, w € W}. Stovise, ako skup T C 'V generira desni R—modul
V i ako skup S C W generira lijevi R—modul W onda skup {v ®g w; v € T, w € S} generira
grupu V Qg W.

Ako desni R—modul V' i/ili lijevi R—modul W imaju dodatnu strukturu, ona se prenosi na
tenzorski produkt V @z W :

Teorem 3.9.5. Neka su R, S T prstenovi.

(a) Neka je V (R, S)—bimodul i W lijevi S—modul. Tada na Abelovoj grupi V &g W postoji
jedinstvena struktura lijevog R—modula takva da vrijeds

o(v ®sw) = (pv) Vs w V(v,w) eV xW i Ve €R.
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(b) Neka je V desni R—modul i1 W (R, S)—bimodul. Tada na Abelovoj grupi V&g W postoji
jedinstvena struktura desnog S—modula takva da vrijeds

(v @pw)Y =v Qg (WY) Viv,w) eV xW i Yes.

(¢) Neka je V (R, S)—bimodul i W (S, T)—bimodul. Tada na Abelovoj grupi V &g W postoji
jedinstvena struktura (R, T)—bimodula takva da vrijedi

w(v ®sw)x = (pv) Vs (wx) Viv,w) eV xW, VYoeR i VxeT.

Nadalje, do na izomorfizam vrijedi i svojstvo asocijativnosti:
Teorem 3.9.6. Neka su R, S i T prstenovi i neka su'V desni R—modul, W (R, S)—bimodul i U
lijevi S—modul. Tada postoji jedinstven homomorfizam aditivnih grupa
O:(VearW)osU —V ar (W osU)
takav da vrijedi
O((v®rw) Vs u) =v Qg (W u) V(v,w,u) e V.x W x U.

O je izomorfizam grupa. Ako je V ne samo desni R—modul nego (T, R)—bimodul onda je ®
izomorfizam lijevih T—modula, a ako je U ne samo lijevi S—modul nego (S,T)—bimodul onda je
® izomorfizam desnih T —modula.

Sljedeéa dva teorema daju i izomorfizme grupa (odnosno, modula) homomorfizama.
Teorem 3.9.7. Neka su R, S i T prstenovi i neka su'V' desni R—modul, W (R, S)—bimodul i U
desni S—modul. Postoji jedinstven homomorfizam aditivnih grupa
®: Homg(V @ W,U) — Homg(V, Homg(W,U))
takav da vrijeds
{[®(F)](v)Hw) = F(v®g w) VF € Homg(V @ W,U), YveV i YweW.

Pri tome je Homg(X,Y') oznaka za aditivnu grupu homomorfizama desnih S—modula X 1Y,
Homg(X,Y) je oznaka za aditivnu grupu homomorfizme desnih R—modula X 1Y, a aditivna
grupa Homg(W, U) ima strukturu desnog R—modula preko sljedeceg desnog mnoZenja elementima
12 R :
(Gy)(w) = G(pw), G e Homs(W,U), peR, weW

O je izomorfizam grupe Homg(V @gr W, U) na grupu Homg(V, Homg(W,U)).

Ako je U ne samo desni S—modul nego (T, S)—bimodul, onda se mogu definirati strukture lije-
vih T—modula na aditivnim grupama Homg(V @g W, U) i Homg(V, Homg(W,U)) preko sljedeéih
lijevih mnoZenja elementima 1z T :

(xF)(x) = xF(z), xeT, FeHomsg(VorWU), xeVgW,
(XG)(v)](w) = x{[G(v)](w)}, xX€T, GeHomg(V,Homg(W,U)), veV, weW.
U tom slucaju je ® izomorfizam lijevih T —modula.

Ako je V ne samo desni R—modul nego (T, R)—bimodul, onda se mogu definirati strukture
desnih T—modula na aditivnim grupama Homg(V @ g W, U) i Homg(V, Homg(W,U)) preko slje-
decih desnih mnoZenja elementima it T :

(Fx)(x) = F(xz), x€T, FeHomg(VerWU), eV @rW,

(Gx)(v) = G(xv), xeT, GeHomg(V,Homs(W,U)), velV.

U tom slucaju je ® 1zomorfizam desnih T'—modula.
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Teorem 3.9.8. Neka su R, S i T prstenovi i neka su 'V lijevi R—modul, W (S, R)—bimodul i U
lijevi S—modul. Postoji jedinstven homomorfizam aditivnih grupa

®: Homg(W @r V,U) — Homg(V, Homg(W,U))
takav da vrijedi
{[®(F)](v)Hw) = F(w Qg v) VF € Homsg(W @z V,U), YveV i YweW.

Pri tome je Homg(X,Y) oznaka za aditivnu grupu homomorfizama lijevih S—modula X 1Y,
Hompg(X,Y) je oznaka za aditivnu grupu homomorfizama lijevih R—modula X Y, a aditivna
grupa Homg(W, U) ima strukturu lijevog R—modula preko sljedeéeq lijevog mnoZenja elementima
1z R
(pG)(w) = G(wyp), peR, GeHomsgWU), weW.

O je izomorfizam grupe Homg(W ®@g V,U) na grupu Homg(V, Homg(W,U)).

Ako je U ne samo lijevi S—modul nego (S, T)—bimodul, onda se mogu definirati strukture lijevih
T—modula na aditivnim grupama Homgs(W @g V,U) i Homg(V, Homg(W,U)) preko sljedeéih
lijevih mnoZenja elementima 1z T :

(xF)(z) = F(z)x, x€T, FeHomg(WrV,U), 2€W®grV,

{{(x@W)}Hw) =A{[GW)(w)}x,  x €T, Ge Homp(V,Homs(W,U)), veV, wel

U tom slucaju je ® izomorfizam lijevih T'—modula.

Ako je V' ne samo lijevi R—modul nego (R, T")—bimodul, onda se mogu definirati strukture lije-
vih T—modula na aditivnim grupama Homg(W @ V,U) i Homg(V, Homg(W,U)) preko sljedeéih
lijevih mnozZenja elementima 1z T :

(XF)(z) = F(zx), x€T, FeHomsW®orV.U), zeW®&grV,

(xG)(v) = G(vy), xeT, GeHomg(V,Homs(W,U)), velV.

U tom slucaju je ® 1zomorfizam lijevih T'—modula.

Neka je sada R prsten i .S potprsten. Ako je V' lijevi (odnosno, desni) R—modul onda mozemo
suziti operaciju mnozenja elementima prstena na potprsten S. Na taj nacin iz lijevog (odnosno,
desnog) R—modula V' dolazimo do lijevog (odnosno, desnog) S—modula koji se kao aditivna grupa
podudara sa V. Ta se konstrukcija zove suzenje prstena skalara.

S druge strane, neka je V' lijevi S—modul. Prsten R mozemo shvaéati kao (R, S)—bimodul,
pa mozemo formirati tenzorski produkt R ®g V. Prema tvrdnji (a) teorema 3.9.5. R®g V je lijevi
R—modul i vrijedi

(P ®sv) = (p¥)®sv Vo, eR 1 Yvel.

Analogno, ako je V desni S—modul, R mozemo shvacati kao (S, R)—bimodul pa prema tvrdnji
(b) teorema 3.9.5. V ®g R ima strukturu desnog R—modula i vrijedi

(Vs =v®s (p¥) Vo, eR 1 YvelV.

Ove konstrukcije zovu se proSirenja prstena skalara.

Zadatak 3.13. Neka je R unitalni prsten i neka je V' lijevi (odnosno, desni) unitalni R—modul.
Promatramo R kao (R, R)—bimodul i definiramo lijevi (odnosno, desni) R—modul RQgV (odnosno,
V ®gr R). Dokazite da je taj modul izomorfan modulu V.
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Uputa: Promatrajte preslikavanje ® : V' — R ®g V' definirano sa
O(v) =1 ®gr v, vevV,
i dokazite da je ® homomorfizam lijevih R—modula. Zatim promatrajte preslikavanje
Y:RxV =V definirano sa ¢ (a,v) =av, a € R, wveEV,

i dokazite da je v (R, R)—bimorfizam. Napokon, dokazite da je pripadni homomorfizam lijevih
R—modula

UV:RRrV —V, takav da je VY(a®grv)=av, a€R, veV,

inverzno preslikavanje od ®.

Neka je sada GG konacna grupa i H njena podgrupa i neka je p reprezentacija grupe H na
(kona¢nodimenzionalnom kompleksnom) vektorskom prostoru W. Neka je m = Ind$ p inducirana
reprezentacija grupe G na prostoru V = Ind§ W :

V={f:G—W; f(hg) =p(h)f(g) Yh € HiVg € G}, (m(a)fl(g), feV, agecG.

Cilj nam je ustanoviti da je induciranje zapravo prosirenje prstena skalara, tj. da je V kao lijevi
C[G]—modul izomorfan lijevom C[G]—modulu C[G]| ®cia) V :

Teorem 3.9.9. Uz uvedene oznake lijevi C[G]—modul V' je izomorfan modulu C|G] @cia W.

Dokaz: Definiramo bilinearno preslikavanje y sa C[G] x W u prostor W¢ svih funkcija sa G
uWw:

[x(p,w |Zso (a'0) pbyw, 9 eC[G], weW, a€ed,

beH

gdje kao i obiéno |H| oznacava broj elemenata grupe H. Za ¢ € C[G], w e W, a € Gih € H

imamo
[x(sp, w ‘Zw a”'h7'b) p ‘Zw =

|Z<p (a™'b) p(h)p(b)w |Z<p (a™'b) p(b)yw = p(h)[x (¢, w)](a).

Pri tome, druga jednakost posljedica je zamjene varijable sumacije b — hb. Time je dokazano da
je x(p,w) € V, tj. x je preslikavanje sa C[G] x W u V. Dokazimo da je y C[H]—bimorfizam, t;.
da vrijedi

X(p x P, w) = x(p,Yw) = x(p, p(Y)w) Ve € C[G], VY € C[H], VweW,
pri cemu je

pWyw =" vb)pb)w, Y eCH], weW.

Doista, neka su ¢ € C[G], ¢ € C[H], w € W ia € G. Tada prema formuli (3.2), zatim zamjenom
varijable sumacije ¢ — b~ !¢, pa zamjenom redoslijeda dviju sumacija, pa zamjenom druge varijable
sumacije b — c¢b, imamo redom

[x(p = b, w |Zw*w |H|Z

beH beH

[Zw “the) ¢ )] plbyw =

ceH
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> W (e

[nga ¢ 16)] byw = uﬂzgoa ¢

TS

IHIZQI"” ) [ o] = o [Z‘” ]:
|;{<p a”'c) ;jw(b)p(b)w |;{¢ a”'¢) ple)p()w = [x(¢, p(1)w)](a).

Time je dokazano da je x : C[G] x W — V (C[H |—bimorfizam. Po definiciji tenzorskog produkta
nad prstenom postoji jedinstven homomorfizam aditivnih grupa X : C[G] ®@cimy W — V takav da
vrijedi
X (¢ ®cim w) = x(p, w) Vo e ClG] i YweW,
t.
(X (¢ ®cpm w => (@) plbw VYo eC[G], YweW i VacG.
beH

Buduéi da je preslikavanje x bilinearno (nad C) odmah se vidi da je X linearan operator sa
vektorskog prostora C(G) ®@cpg) W u vektorski prostor V.
Dokazimo da je X homomorfizam lijevih C[G]—modula, tj. da vrijedi

X (¢ * p @cr w) = 7(") X (¢ @cra w) Vo', € CIG] 1 Ywe W, (3.3)

pri cemu je m = Ind$, p, tj.

=> @r)fla) =) _¢(9flag), ¢ €CG, feV, acd.

geG geG

Doista, za ¢', p € C[G], w € W ia € G imamo

1
(X (¢ * ¢ ®cim w)] (a) = ‘—Z ¢ ) (a7'b) p(b)w =
cH

e

bGH

geG be H

:Zw’[ (¢ ®cym w => ¢(9)

geG geG

> ] -3 0 i e o) )
X (v @cimw)] (a) = [1(¢")X (¢ ®cim w)] (a),

a kako je a € G bio proizvoljan, slijedi (3.3).

Treba jos dokazati da je linearan operator X izomorfizam vektorskih prostora. U tu svrhu
konstruirat ¢emo inverzno preslikavanje Y : V' — C[G] ®@cig) W. Neka je {wq, ws, ..., wy} baza
vektorskog prostora W. Za f € V definiramo funkcije fi, fo,..., fmn € C[G] kao koordinatne
funkcije od f u izabranoj bazi:

fla)=>_filaw;, acG.
=1
Neka su py;(b) matricni elementi operatora p(b) u bazi {wq, ws, ..., wpy} :

B)we =Y plbyw;,  beH, ke{l,2,... m}
=1
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Budué¢i da je f € V,zaa € Gibe H vrijedi f(ba) = p(b) f(a), pa imamo redom:

Z fiba)w; =" fula)pb)wr =Y fr(a) [Z ij(b)wj] = Z [Z ij:(b)fk(a)] w;.
Odatle slijedi
fiba) =Y " pi(b)fula),  fEV. a€G, beH, je{l,2,... m} (3.4)
k=1

Za f € V definiramo Y f € C[G] ®cig) W ovako:
Yi=) fiocmuw,  fila)=f("), acd
=1

Ocito je Y : V — C[G] ®cgy W linearan operator. Zbog (3.4) imamo za f € Viae€ G :

(XY (@) = D [X (fs @cimwy)] (@) = 3 ﬁ D> Fi(a70) plb)w; =
= Z ﬁ fi (b "a) Zpk](b)wk = ﬁ ZZ [Z pii(0)f; (b 1a)] Wk =
N ‘—flﬂ Z ka(a)wk = ka(a)wk = [f(a)

Bududi da to vrijedi za svaki a € G, zakljucujemo da je XY f = f, a kako je funkcija f € V bila
proizvoljna, nalazimo

XY = Iy. (3.5)

Promatrajmo sada kompoziciju operatora Y'X : C[G] ®cia W — C[G] @iy W. Za proizvoljno
izabrane ¢ € C[G] i k € {1,2,...,m} stavimo

=X (¢ ®cm wr) € V.

Tada za a € G imamo

Dakle, koordinatne funkcije od f dane su sa

fila) = ‘—;H Z(p (a_lb) pik(b), aeG, je{l,2,...,m}.

beH
Slijedi
YX (@i w) =Y =) f; @cimw
=1

Fila)=f(a!) = |_;1| S eab)ol),  a€G, jefl,2,...,m}.

beH
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Nadalje, funkcije pj, a i pjx, su elementi algebre C[H], pa pomocu formule (3.2) nalazimo
1 3y
fi( |ZSO (ab)p W(@*Pﬂc) (a),

t.
1 .
f]_| |(10*pjl€7 jE{l,Q,...,m}.

U tenzorskom produktu C[G] ®cigy W vrijedi ¢ * pjr @cp) w; = ¢ @cpa) p (Psk) w5, pa nalazimo

Y X (¢ ®cpu w) Z ‘H|<p*pjk®uﬂ1 wj = ¢ ®cia) Ty P ZP

Nadalje,

wj = Z Pik(b)p(b)w; = Z pix (071) Z pei(b)w, = [Z pe; (D) pik (b_l)] w

beH beH beH

Primijenimo 1i drugu formulu u teoremu 2.1.4. na reprezentaciju p grupe H, dobivamo

H
Zpﬁj(b):ojk (b7') = |m‘5€k, te{1,2,...,m},

beH
pa slijedi

H]| H
p (Pire) w ZW oy = uwk vie{1,2,...,m}.

Stoga nalazimo

H
YX (ﬁp Qc[H] wk) = ¢ Qc[H] Z uwk = ¢ Qc[H] W

[H| <

Bududi da skup
{ ®cum wi; ¢ € CG], ke {1,2,...,m}}
razapinje vektorski prostor C[G] ®cpg) W, slijedi da je

YX = IC[G]@@[H]W' (36)

(3.5) 1 (3.6) pokazuju da je Y inverzan operator operatora X. Dakle, X je izomorfizam prostora
C[G] ¢y W na prostor V' i time je teorem 3.9.9. u potpunosti dokazan.

Interpretacija inducirane reprezentacije kao tenzorskog produkta nad grupovnom algebrom
podgrupe omogucuje da na jednostavniji nac¢in dokazemo neke teoreme o induciranim reprezentaci-
jama.

Prije svega, tu je teorem 3.5.1. o induciranju u etapama koji se svodi na asocijativnost ten-
zorskog produkta iskazan u teoremu 3.9.6. Naime, ako su K C H podgrupe grupe G i ako je o
reprezentacija grupe K na prostoru W, onda uz shvac¢anje prostora reprezentacije grupe kao lijevi
modul nad grupovnom algebrom te grupe i koristenjem zadatka 3.13. nalazimo

Ind$; (Indit W) = C[G] ®cim (C[H] @cpry W) =

~ (C[G] ®@cim ClH]) ®ci) W = C[G] @cpr) W = Ind$ W.
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Drugi je primjer jednostavniji dokaz Frobeniusovog teorema reciprociteta (teorem 3.4.1.). U
tom slucaju radi se o neposrednoj primjeni teorema 3.9.8. Naime, ako je p reprezentacija podgrupe
H grupe G na prostoru W i ako je 7 reprezentacija grupe G na prostoru V, onda nalazimo

Homg (Indg W, V) = Homgg ((C[G] Qcia W, V) ~

~ Homgm) (W, Homec)(C[G), V) =~ Homem (W, V) = Homy (W, V).

Tvrdnja (a) Frobeniusovog teorema reciprociteta odavde neposredno slijedi, jer prema prvoj jed-
nakosti u teoremu 2.6.5. imamo

Homg (V, Ind§; W) ~ Homg (Ind§; W, V) i Homy(V,W) ~ Homy (W, V).
Pri gornjem izvodu koristili smo jednostavnu ¢injenicu sadrzanu sljede¢em zadatku:

Zadatak 3.14. Neka je R unitalni prsten i V wunitalni lijevi R—modul. DokaZite da je tada
Hompg(R,V)~V.

Uputa: Dokazite da je ® : ¢ — 1(1g) homomorfizam lijevih R—modula sa Homg(R,V) u V.
Zatim konstruirajte njemu inverzni homomorfizam V' — Hompg(R, V).
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Poglavlje 4

Reprezentacije kompaktnih grupa

4.1 Kompaktne grupe i invarijantni integral

Topoloska grupa je grupa G koja je ujedno Hausdorffov topoloski prostor i za koju su
preslikavanja mnozenja

(a,b) — ab sa. GxG u G

1 invertiranja
ar at sa G u G

neprekidna. Ekvivalentno se moze zahtijevati neprekidnost samo jednog preslikavanja
(a,b) — ab™! sa GxG u G.

Ako je topoloski prostor G kompaktan, takva se topoloska grupa zove kompaktna grupa.

Ako je G topoloska grupa s jedinicom e, za svaki a € G definiramo lijevi i desni pomak

A G—Gip,:G— G sa
Ao(T) = ax, pa(x) = za™ ", z €.
Ta su preslikavanja neprekidne bijekcije. Nadalje, oc¢ito vrijedi
Aa©XNy=Aap 1 Pa©Py= Pab
Bududi da je A = p. = 1dg, slijedi da su i inverzna preslikavanja pomaci:

(Aa)_l = Aa-1, (pa)_l = Pa-1-

Prema tome, pomaci \, i p, su homeomorfizmi sa G na G. Posljedica je da je topoloska struktura
topoloske grupe uniformnog tipa: okoline svake tocke jednako ”izgledaju”. Naime, ako je V skup
svih otvorenih okolina jedinice e onda pomoéu A, dobivamo sve okoline tocke A,(e) = a, odnosno,

aV ={aV; V eV}
je skup svih otvorenih okolina tocke a € GG. Sasvim analogno, i
Va={Va; V eV}

je skup svih otvorenih okolina tocke a € G. Kako je i invertiranje a + a~! homeomorfizam sa G
na G, slijedi da je V™! =V, tj. V je otvorena okolina od e ako i samo ako je V! = {a™'; a € V}

7
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otvorena okolina od e. Okolina jedinice V' zove se simetri¢na ako je V = V1. Ocito svaka okolina
U jedinice sadrzi simetriénu okolinu jedinice: takva je okolina U N U~!. Buduéi da je mnoZenje
(a,b) — ab neprekidno sa G x G u G i posebno u tocki (e, e), za svaku okolinu U od e postoje
okoline V; i V; od e takve da je V1V, = {ab; a € Vi, b € Vo} C U. Tada okolina jedinice V- = V1NV,
zadovoljava V2 = V'V C U. Analogno, za svaki prirodan broj n i svaku okolinu U od e postoji
okolina V' od e takva da je

Vn:w:{alaQ...an; ai,ag,...,a, €V} CU.

n

Nadalje, iz neprekidnosti preslikavanja (a,b) +— ab™! slijedi da za svaku okolinu U od e postoji
okolina V' od e takva da je
Vvt ={ab7' a,beV} CU.

U daljnjem promatramo samo kompaktne grupe. Ako je G kompaktna grupa tada je
skup C(G) svih neprekidnih funkcija f : G — C komutativna asocijativna algebra u odnosu na
operacije po tockama:

(f+9)a) = fla)+g(a), (Af)(a) =Af(a), (fg)(a)=fla)g(a), fg€C(G), AeC, acd.

To je unitalna algebra: jedinica je konstantna funkcija 1(a) = 1 Va € G. C(G) je Banachova
algebra u odnosu na maksimum normu

[fllec = max{|f(a)]; a € G}.

Uniformna struktura topologije na G omogucuje definiciju uniformne neprekidnosti: kazemo
da je funkcija f : G — C uniformno neprekidna ako za svaki € > 0 postoji otvorena okolina V'
jedinice e takva da vrijedi

ry€G, alyeV = |fla)-fly)l<e
U stvari, takve su sve funkcije u C(G) :

Propozicija 4.1.1. Neka je G kompaktna grupa i f € C(G). Tada je funkcija f uniformno
neprekidna.

Dokaz: Neka je ¢ > 0. Iz neprekidnosti funkcije f u tocki a € G slijedi da postoji otvorena
okolina W, od e takva da vrijedi
€

bealW, = |f0)- @<=

Za svaki a € G mozemo izabrati okolinu V, od e takvu da je VaVa_l C W,. Tada je {aV,; a € G}
otvoren pokrivac od G, pa zbog kompaktnosti slijedi da postoji konacan skup A C G takav da je

G = U aVy,.
acA
Definiramo sada okolinu V' od e kao presjek V,, a € A :
V=)V
acA

Neka su sada z,y € G takvi da je x7 'y € V. Izaberimo a € A tako da jey € aV,. Tada jey € aW,,
pa vrijedi

1) - @)l < 5. (4.1
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Nadalje, imamo
rlyeV = wxeyV!icCaV, ! Cal,

pa vrijedi i -
|[f(@) = fla)l < 5. (4.2)
Iz (4.1) 1 (4.2) slijedi | f(z) — f(y)| < e.

Zadatak 4.1. Neka je f € C(G) 1€ > 0. Dokazite da postoji otvorena okolina V' jedinice e takva
da vrijeds
ryeG, yleV = |[fl@)-fly)l<e

Vazne zakljucke o konacnim grupama i njihovim reprezentacijama dobili smo koristenjem
"usrednjenja” po grupi, odnosno, sumacijom vrijednosti funkcije po svim elementima grupe i
dijeljenjem s brojem elemenata. To ne mozemo provoditi na beskona¢nim grupama, ali u slucaju
kompaktnih grupa imamo vrlo korisnu zamjenu za usrednjenje, a to je tzv. wnvariyjatni integral.
Naziv integral na kompaktnoj grupi G upotrebljava se za svaki pozitivan linearan funkcional
M : C(G) — C. Pozitivnost znaci

fec(@, flx)>0 VeeG =  M(f)>0.

Propozicija 4.1.2. Svaki integral M na G je neprekidan linearan funkcional na Banachovom
prostoru C(G) s normom || M| = M(1). Stovise, vrijedi

(M)l < M(f) < M flle Ve C(G).

Dokaz: Naravno, iz pozitivnosti od M slijedi da za realne neprekidne funkcije f,g: G — R
iz. f < gslijedi M(f) < M(g). Neka je f € C(G). Mozemo pisati

M(f)=re", r>0, p€R.

Oznacimo sa ¢ i h realni i imaginarni dio funkcije e™* f. Dakle, g,h : G — R su neprekidne
funkcije i e f = g + ih. Sada imamo redom

[M(f)] =r=M(e ") = M(g) +iM(h) = M(g) < M(lgl) < M(|[])-

Dakle, drugu nejednakost [M(f)] < M(1)||f|leo dovoljno je dokazati za nenegativne funkcije f.
Medutim, ako je f € C(G) i f(z) > 0 Vz € G, onda je funkcija f svuda manja ili jednaka od
konstantne funkcije || f||oo, pa slijedi

M(f) < M([[fllee) = M([[flloc1) = M (D) oc-

Time je dokazano da je funkcional M neprekidan, odnosno, ogranic¢en i da je |[|[M| < M(1).
Medutim, konstantna funkcija 1 ima normu jednaku 1 pa dobivamo i obrnutu nejednakost

M(1) < [MI|- oo = [1M]].

Lijevi i desni pomaci na grupi G prenose se na funkcije na grupi G : ako je f € C(G)ia € G
definiramo funkcije A\, f = foA,-1 1 pof = f 0 pa-1, tj.

Aaf) (@) = fa '), (paf)(z) = f(za), r €.

Integral M na grupi G zove se lijevoinvarijantan ako vrijedi M(\,f) = M(f) Va € G i
Vf € C(G) i, analogno, desnoinvarijantan ako je M(p,f) = M(f) Ya € G i Vf € C(G). Cilj
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nam je da dokazemo da netrivijalni takvi integrali postoje, a dobit ¢emo i rezultat o jedinstvenosti
(do na konstantni faktor > 0). Stovise, jedinstvenost do na faktor prodiruje se na proizvoljne
neprekidne lijevo ili desnoinvarijantne linearne funkcionale na C'(G). U svrhu dokaza tih ¢injenica,
potrebna su nam neka razmatranja o konveksnim kompaktnim podskupovima Banachovog pros-
tora i jedan teorem o fiksnoj tocki na takvim skupovima.

Ako je V vektorski prostor, podskup K od V zove se konveksan ako vrijedi
vwwe K, 0<t<l1 — (I—tv+twe K.

Dakle, zajedno sa svake svoje dvije tocke K sadrzi ravni segment izmedu te dvije tocke. Ocito
je presjek konveksnih skupova ponovo konveksan skup. Stoga za proizvoljan skup S C V postoji
najmanji konveksan skup koji ga sadrzi: to je presjek svih konveksnih podskupova od V' koji
sadrze S. Taj se skup oznacava sa Co(S) i zove konveksna ljuska skupa S.

Zadatak 4.2. Dokazite da za konveksan skup K C V, vy, vs,...,0, € K 1t aq,9,...,0, € Ry
takve da je aq + an + - - - + oy, = 1 vrijedi v + Qgvs + - - - + av, € K.

Opcenito, ako su aq, s, ..., a, € R, takvi da je oy + as + -+ + «a,, = 1, vektor
n
S e
k=1
se zove konveksna kombinacija vektora vy, vs,...,v,. Dakle, prema zadatku 4.2. konveksna

kombinacija vektora iz nekog konveksnog skupa K je vektor iz K. Stovise, formiranjem konveksnih
kombinacija dobiva se konveksna ljuska bilo kojeg nepraznog skupa:

Zadatak 4.3. Neka je S neprazan podskup vektorskog prostora V. Dokazite da je Co(S) skup svih
konveksnih kombinacija vektora iz S :

n n
CO(S):{UEV; IneN, v,vg,...,0, €S, a1, 0, ..., 0, € Ry, Z&kzl, U:Zakvk}.
k=1 k=1

Promatrajmo sada konveksne skupove u normiranom prostoru.
Zadatak 4.4. Neka X normairan prostor. DokaZite:
(a) Ako je K C X konveksan i njegov zatvarac je konveksan.
(b) Za svaki skup S C X postoji najmangi zatvoren konveksan skup koji ga sadrzi.

Najmanji zatvoren konveksan skup koji sadrzi zadani podskup S normiranog prostora X zove
se zatvorena konveksna ljuska skupa S i oznacava Co(S).

Teorem 4.1.3. (Kakutani) Neka je X normiran prostor, K C X neprazan konveksan kompaktan
podskup © G podgrupa grupe izometrija prostora X. Pretpostavimo da je AK C K za svaki A € G.
Tada postoji x € K takav da je Ax =x VA € G.

Dokaz ¢emo provesti koristenjem sljede¢eg Hausdorffovog teorema koji je varijanta Zornove
leme:

Teorem 4.1.4. Svaki neprazan parcijalno ureden skup sadrzi maksimalan lanac.
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Dokaz teorema 4.1.4. Neka je S skup svih lanaca u parcijalno uredenom skupu S. Skup S je
neprazan, jer za svaki € S je {{x}} lanac u S. Nadalje, skup S je parcijalno ureden inkluzijom.
Dokazimo da S zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je £ lanac u S, tj. lanac lanaca u S.
Formiramo podskup M od S kao uniju svih lanaca L € L. Tada je M lanac u S. Doista, ako su
x,y € M, onda postoje L, L € L takvi da je x € L iy € L'. Bududi da je £ lanac u odnosu na
inkluziju, vrijedi ili L' C L ili L C L'. Pretpostavimo npr. da je L' C L. Tada su z,y € L, a kako
je L lanac u odnosu na uredaj < u .S, vrijedi ili z < y ili y < x. Time je dokazano da je M lanac
u S, tj. daje M € §. Kako je oc¢ito L C M VL € L, zaklju¢ujemo da je M gornja ograda lanca
L. Time je dokazano da S zadovoljava uvjet Zornove leme, pa slijedi da parcijalno ureden skup S
ima barem jedan maksimalan element, a to je onda o¢ito maksimalan lanac u S.

Dokaz teorema 4.1.3. Neka je €2 skup svih nepraznih kompaktnih konveksnih podskupova
H C K takvih da je AH C H VA € G. Tada je Q # 0, jer je K € Q. Nadalje, Q je parcijalno
ureden inkluzijom. Prema Hausdorffovom teoremu €2 sadrzi neki maksimalan lanac €2y. Definiramo

tada
Hy= () H.
HeQo

Dokazimo najprije da je skup H, neprazan. Dosta, pretpostavimo suprotno, tj. da je Hy = (). Za
svaki H € Qq, skup K \ H je otvoren podskup od K i vrijedi

U (K\H):K\(ﬂ H) — K\ Hy=K.

HeQyp HeQo

Dakle, { K\ H; H € Qq} je otvoren pokriva¢ od K. Kako je K kompaktan, postoji konaéno mnogo
clanova Hy, Hy, ..., H, € Qq takvih da je {K \ Hy, K \ Hy,..., K \ H,} pokriva¢ od K. Dakle,

K=J(K\H)=K\(HinH,n---NH,) =  HNHN---NH, =0

i=1

Kako je Qq lanac, za neki j € {1,2,...,n} je H; O H; za svaki i, pa slijedi da je H; = (). No to je
nemoguce jer je H; € )y C €2, a Q) se po definiciji sastoji od nepraznih skupova. Ova kontradikcija
pokazuje da je pretpostavka Hy = () nemoguca, pa zakljucujemo da je Hy # (). Naravno, kako su
svi operatori A € GG izometrije, iz AH = H YH € Q) slijedi AHy = Hy. Dakle, Hy € .

Sljede¢i nam je cilj dokazati da je skup Hy jednoclan. To ¢e slijediti iz tvrdnje:

Ako skup H € Q nije jednoclan, onda postoji Hy € § takav da je Hy C H.

Dokazimo tu tvrdnju. Stavimo

H-H={x—y; z,y€ H}.
Buduéi da skup H nije jednoclan, to je H — H # {0}, pa postoji r > 0 takav da
H-HZKQO,r)={zeX; |z|| <r}.

S druge strane, skup H — H je kompaktan, dakle, ogranic¢en, pa postoji s > 0, dakle, nuzno s > r,
takav da je H — H C K(0, s). Stavimo

t=inf{seR,; H—H C K(0,s)}.
Tada je, naravno, t > r i o¢ito vrijede sljedece relacije:

AK(0,s) = K(0,s) V¥s>0 i VA€G, (4.3)
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H—-H CK(0,s) Vs > t, (4.4)
H—-HZK(@0,s)={zeX; |z|] <s} Vs < t. (4.5)
Bududi da je skup H kompaktan, postoje x1,xs,...,x, € H takvi da je

HC QK (x %) | (4.6)

(- 4))

yeH

Stavimo tada

H, je kao presjek konveksnih skupova i sam konveksan. Nadalje, H; je zatvoren podskup kom-
paktnog skupa H, dakle, H; je kompaktan. Dokazimo da je H; neprazan. Neka je

1
IEQZE($1+ZE2+"'+$”).

Kako je H konveksan, vrijedi g € H. Nadalje, neka je y € H proizvoljan. Tada zbog (4.6) postoji
j€{1,2,...,n} takav da je y € K (z;,%), tj.

t
ly =]l < 5. (4.7)

1
Nadalje, za i # j zbog y,z; € H imamo y — x; € H — H, a bududi da je (1 + 4—) t > t, zbog
n

1
(44)jey—x; € K (0, (1 + 4—> t), odnosno
n

1
—x; 14—t Vi # 7. 4.8
=l < (145 )¢ vid (45)

n

Sada iz (4.8) i (4.9) nalazimo
Dy =)

)= m < Zuy—xku<
k=1 k=1

. 1+( 1) 1+1 t 4712_n_1t<4nz_"t -1y
— — n — = = _— .
n |2 4dn 4n? 4n? 4dn

1
Drugim rije¢ima, vrijedi xg € K (y, (1 — 4—) t> za svaki y € H, odnosno, o € H;. Time je
n

1

Iy — oll =

dokazano da je Hy # (). Dakle, H; je neprazan zatvoren konveksan podskup od H.
Nadalje, svaki A € G je izometrija, pa za svaki y € H vrijedi

(o)) w (o (- 2))

a kako je AH = H zakljucujemo da je AH; = H;. Time je dokazano da je H; € (2.
Ocito je Hy C H. Zbog (4.5) postoje x,y € H takvi da

x—y%?(o,(l—i)t) = x%?(y,(l—i)t) — x ¢ H;.
4dn 4dn
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To pokazuje da vrijedi H; C H. Time je iskazana tvrdnja dokazana.

Sada zbog maksimalnosti lanca €y zakljucujemo da je skup Hy jednoclan, Hy = {x}. Kako je
AHy = Hy, imamo Ar =z VA € G. Time je Kakutanijev teorem dokazan.

Napomenimo da se Kakutanijev teorem moze dokazati i pod znatno opc¢entijim pretpostavkama:
X ne mora biti normiran, nego je dovoljno da bude lokalno konveksan topoloski vektorski prostor;
u tom sluc¢aju, naravno, besmislen je zahtjev da su elementi grupe G izometrije; zakljucak Kaku-
tanijevog teorema vrijedi uz pretpostavku da je grupa linearnih operatora G ekvikontinuirana.

Vratimo se sada na kompaktnu grupu G. Prostor C(G) je Banachov i oc¢ito su svi operatori
A, Pas, @ € G, na tom prostoru izometrije:

Aaflloo = llpaflloc = fllc  Vae G i Vfel(G) (4.9)
Za f € C(G) stavimo
Ki(f)=Co{\f; a€ G}, Kif)=ClUKf)) =Co{laf; a € G},
K.(f)=Co{paf; a€ G},  K.(f)=CUK.(f)) = Co{paf; a€G}.
Teorem 4.1.5. Za svaku funkciju f € C(G) skupovi K,(f) i K,.(f) su kompaktni.

Taj ¢emo teorem dokazati koriStenjem poznatog kriterija kompaktnosti za skupove neprekidnih
funkcija na kompaktnom topoloskom prostoru:

Teorem 4.1.6. (Arzela—Ascoli) Neka je K kompaktan topoloski prostor i S podskup Banachovog
prostora C(K). Skup S je relativno kompaktan ako i samo ako je on ogranicen, tj. za neki M >0
vrijedi

[flle<M  VfeES,

1 ekvikontinuiran u svakoj tocki x € K, tj. za svaki e > 0 postoji okolina V' tocke x takva da vrijeds

f(x) = fy)l<e VyeV i Vfes

Dokaz teorema 4.1.5. Ako su ay,as,...,a, € Giag, e, ..., qa, € Ry takvi da je Z a; =1,
i=1
onda zbog (4.9) imamo

Yoadaf|| <D ailhaf
i=1 00 i=1

Dakle, ||g|lc < [|flle Vg € Ko(f), odnosno, skup K,(f) je ogranicen. Nadalje, neka je ¢ > 0.

Bududéi da je prema propoziciji 4.1.1. funkcija f uniformno neprekidna, postoji otvorena okolina
V jedinice e u grupi G takva da vrijedi

oo = Z%Hflloo = [[fllse-

ry€G, alyeV = |f(x)- fly)l<e.
Za bilo koji a € G i takve z,y imamo (a'z)" (a'y) = 2"y € V, pa je

(Aaf)(@) = M)W = |f (™M) = f (a7'y)| <. (4.10)

Neka je g € Ki(f). Neka sun € N, ay,as,...,a, € Giag,as,...,a, € Ry takvi da je

i%‘zl, g:iai/\aif.
i=1 i=1



84 POGLAVLJE 4. REPREZENTACIJE KOMPAKTNIH GRUPA

Zbog (4.10) iz 2~y € V slijedi

l9( y)| = ZO‘z (Aai ) ( <Z@z |(Aai ) () = (Na f) ( |<5204z—5

Time je dokazano da je skup K,(f) ekvikontinuiran. Prema Arzela—Ascolijevom teoremu, skup
K,(f) je relativno kompaktan, pa slijedi da je njegov zatvara¢ K,(f) kompaktan. Dokaz za K .(f)
sasvim je analogan, jedino Sto se umjesto propozicije 4.1.1. koristi analogna tvrdnja iz zadatka
4.1.

Teorem 4.1.7. Na svakoj kompaktnoj grupi G postoji integral I : C(G) — C sa sljedeéim svo-
jstvima:

(a) lijeva invarijantnost: I(A.f) = I(f) Ya € G i Vf € C(G).
desna invarijantnost: I(p.f) =1(f) Ya € G i Vf € C(G).

(b)
(¢) inwarijantnost na invertiranje: I1(f) = I(f) YVf € C(Q), gdje je f(a) = f(a™"), a € G.
) normiranost: I1(1) = 1.

)

reqularnost: Ako je f € C(G), f(a) >0 Ya € G i f £ 0 onda je I(f) > 0.

Integral sa svojstvima (a) i (d) je jedinstven, a takoder i integral sa svojstvima (b) 4 (d). Stovise,
ako je @ : C(G) — C neprekidni linearni funkcional takav da vrijedi ili (N, f) = ®(f) Va € G i
Ve C(G) ili (p.f) =P(f) Yae G i Vf e C(G) tada je & = NI za neki X € C.

Dokaz: Uocimo da je {\;; a € G} podgrupa grupe izometrija Banachovog prostora C'(G).
Neka je f € C(G)ig € Ki(f). Zaneke n € N, ay,as,...,a, € Giag,ag,...,a, € R, je tada

iaizl i g:i(xi)\aif.
i=1 =1

Sada za svaki ¢ € GG imamo
)\ag = Zai)\a)\aif = Zai)\aaif S K@(f)
i=1 i=1

Dakle vrijedi \,K,(f) C K,(f) Va € G, a iz neprekidnosti operatora A, slijedi A, K¢(f) C K,(f)
Ya € G. Prema teoremu 4.1.5. skup K,(f) je kompaktan, pa prema Kakutanijevom teoremu
4.1.3. postoji g € K,(f) takva da je \ug = ¢ Va € G. No to znaci da za svaki a € G imamo
g(a) = (M\g)(a) = gle), tj. funkcija g je konstantna. Time je dokazano da je K,(f) N C # 0.
Sasvim analogno, koristenjem grupe izometrija {p,; a € G} i kompaktnost skupa K ,.(f) dobivamo
dajei K.(f)NnC #0.

Dokazat ¢emo sada da je K,(f)NC = K,(f)NC i da je to jednoclan skup. Neka su o € K,(f),
B €K, (f)ie>0. Tada postoje g € K,(f) i h € K,.(f) takvi da je

€ ) €

=gl <5 1 l8-hle <3 (4.11)
2 2

Neka sun,m € N, aj,as,...,a,,b1,b9,...,0,, € Giag,aa,... 0,01, 0,...,0, € Ry takvi da je

Yo=Y Bi=1  g=> @A i  h=> Bl
=1 7=1 =1 7=1
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Tada iz (4.11) slijedi

a— ;aif(aix) < g Ve e G (4.12)
i
'5 "8, f(aby)| < g Yz € G. (4.13)
=1

Sada u (4.12) uvrstimo « = b; za j € {1,2,...,m}, pa dobivamo

< Vjie{1,2,...,m}. (4.14)

o — i aif(aibj)
=1

DO M

Imamo

n

Q= Z%‘f(aibj)
i=1

n

o — Z > il flaiby)

i=1 j=1

)

Z ﬁj (Oé - Z Oéif(az‘bj)>

a kako je 7" B; = 1, zbog (4.14) dobivamo

o — Z Z oziﬁjf(aibj)

i=1 j=1

< Zﬁj
j=1

9
—. 4.15
<% (415)

Sasvim analogno, uvrstavanjem = = a;, 1 <1i < n, iz (4.13) dobivamo

‘5 =D aiBif(aiby)

i=1 j=1

< (4.16)

3
5

Iz (4.15) i (4.16) slijedi | — (| < €, a kako je € > 0 bio proizvoljan, zakljucujemo da je o = f3.

Time je dokazano da za svaku funkciju f € C(G) vrijedi K,(f) NC = K,(f) N C i da je to
jednoclan skup. Taj jedini ¢lan oznacimo sa I(f). Dakle, I(f) € C je jedina konstanta koja se moze
uniformno aproksimirati funkcijama iz K,(f) i ujedno jedina konstanta koja se moze uniformno
aproksimirati funkcijama iz K, (f).

Dokazimo sada svojstva preslikavanja [ : C(G) — C.

Prije svega, ako je f € C(G) 1 f(z) > 0 Vz € G onda za svaki a € G vrijedi (Af)(z) > 0
Vo € G, pa isto vrijedi i za svaku konveksnu kombinaciju g € K,(f) : g(x) > 0 Vz € G. Funkcija
koja se moze uniformno aproksimirati nenegativnim funkcijama i sama je nenegativna, pa slijedi
g(z) > 0 Vo € G za svaku funkciju g € K,(G). Odatle slijedi I(f) > 0. Time je dokazana
pozitivnost preslikavanja [ : C(G) — C:

fecG), f(xr)>0 Vexedq = I(f) > 0. (4.17)
Neka je f € C(G)ia € C. Zaa € G je A\(af) = a\,f, a odatle je
Ki(af) = aK(f) ={ag; g € Ki([)} = Ki(af) = aK(f) = {ag; g € K«(f)}-

Slijedi
I(af) =al(f), [feC(G), acC. (4.18)
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Dokazimo sada aditivnost preslikavanja I : C(G) — C. Neka su f,g € C(G) i neka je e > 0
proizvoljno izabran. Konstanta I(f) se moze uniformno aproksimirati funkcijama iz K,(f), pa
postoje n € N, ay,as,...,a, € Giay,as,...,a, € R, takvi da je

n ' n 6‘
Z%‘:l i —Zaif(aix) < =
i=1 i=1

; VreG. (4.19)

Stavimo

h = Zai)\aflg, tj. h(z) = Zaig(aix), r e .
i=1 i=1
Tada je h € K,(g), pa slijedi K,(h) C K,(g), daklei K,(h) C K,(g), a odatle je I(g) = I(h). Ta se
konstanta moze uniformno aproksimirati funkcijama iz Ky(h), pa postoje m € N, by, by, ..., b, € G
i1, 02, ..., 08m € Ry takvi da je

m ' m c
Zﬁj =1 i |lg)— Z@jh(bjx) <y VWeG,
7=1 7=1
odnosno, zbog definicije funkcije h,
— Z Z&Zﬁjg (abjz) % Vo € G. (4.20)
i=1 j=1

U (4.19) umjesto x uvrstimo b;z, j € {1,2,...,m}. Dobivamo

— Zalf(albjx) < % Vo € G,
a odatle
I(f) =Y aiBiflabz)| = > (I(f) -y mf(aibja:))
i=1 j=1 j=1 i=1
< i Za f(a;x) iﬁf .
7=1 7=1
Dakle,
- ZZ&Z@ flaibjx)| < % Vo € G. (4.21)
i=1 j=1
Iz (4.20) i (4.21) nejednakost trokuta daje
= 0 aiBi(f + g)aibjx)| < 5 Vred (4.22)
i=1 j=1

Konstanta I(f + g) moze se uniformno aproksimirati funkcijama iz K,(f + g), pa postoje p € N,
C1,C2, ..., € G17y1,72,...,7% € Ry takvi da je

I(f+9) - Z% (f + 9)(wek) vz € G.

k=1

<&
3
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Uvrstimo li # = a;b;, 7 € {1,2,...,n}, 7 € {1,2,...,m}, dobivamo

I(f +g) Z% f+g)abe)| <z 1<i<n 1<j<m,
k=1
a odatle zbog > ;" > 7L, i = 1
n m P c
I(f+9) =Y D aBimlf + g)(abjer)| < 3 (4.23)
i=1 j=1 k=1
Nadalje, kako je > 7_ & = 1, iz nejednakosti (4.22) za x = ¢, k= 1,2,...,p, slijedi
n m p
— Z Z Z (xiﬁj’ykf(aibjck) < (424)
i=1 j=1 k=1

Iz (4.23) i (4.24) nejednakost trokuta daje |I(f) + I(g) — I(f + g)| < e, a kako je ¢ > 0 bio
proizvoljan, dobivamo aditivnost:

I(f+9)=1(/)+1(9),  [.g€C(G) (4.25)

Prema (4.17), (4.18) i (4.25) preslikavanje I : C'(G) — C je integral na G.

Dokazimo sada iskazana svojstva (a) — (e) integrala I.

Za a,b € Gife C(G) je M(Aaf) = Moaf, pa zakljucujemo da je Ky(\,f) = K,(f). Odatle
slijedi (a).

Sasvim analogno imamo K, (p,f) = K,(f), pa vrijedi i (b).

Za konstantnu funkciju 1 je oc¢ito K,(1) = {1}, dakle vrijedi i (d).

Neka je f € C(G), f(x) >0 Yz € G i f #0. Tada je za neki r > 0 skup

V=A{zeqG,; f(zx)>r}

neprazan i otvoren, pa je {aV; a € G} otvoren pokriva¢ od G. Zbog kompaktnosti od G postoje
ai,as, . ..,a, € G takvi da je
G=q/VWuUaVUu---Ua,V.

Stavimo .
9=> Aaf.
i=1

Za x € G postoji i € {1,2,...,n} takav da je x € ;V, tj. © = a;y za neki y € V. Tada je
Ao, f)(x) = f(a;'z) = f(y) > r, a odatle i g(x) > r. Prema tome, g(x) > r Vo € G, pa
slijedi 1(g) > r. Medutim, zbog lijeve invarijantnosti integrala [ iz definicije funkcije g slijedi
I(g9) = nl(f). Zakljutujemo da je I(f) = £I(G) > £ > 0 i time je dokazano svojstvo (e).

Pretpostavimo sada da je ® : C'(G) — C neprekidni linearni funkcional koji je lijevoinvarijan-
tan, tj. takav da vrijedi

d(\f)=D(f) VfeC(G) i Vaed.

Za f € C(G) postoji niz (fn)nen u K¢(f) koji uniformno konvergira prema konstanti I(f). Zbog
lijeve invarijatnosti funkcionala ® vrijedi ®(f,) = ®(f) za svaki n € N. Sada zbog neprekidnosti
od ® dobivamo

o(f) = lim @(f,) = @ (lim f,) = ®(I(f)) = D(I()1) = I(£)®(1).

n—oo
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Time je dokazano da je & = ®(1)I. Sasvim analogno dokazuje se tvrdnja i za desnoinvarijantan
neprekidan linearan funkcional ®.

Ostaje jos da dokazemo svojstvo (c). Stavimo ®(f) = I(f), f € C(G). Tada je ® neprekidan
linearan funkcional na C'(G). Nadalje, imamo za a,z € G i f € C(G)

(paf)(@) = fza) = fla™'a™") = (Maf)(=7") = (Naf) (),

dakle, ) .
O(Aaf) = L((Aaf)) = L(paf) = I(f) = ©(]).
Prema dokazanom je ®(f) = ®(1)I(f). Medutim, (1) = I(1) = 1. Time je dokazano i (c).

U teoriji integracije pokazuje se da je svaki pozitivni funkcional na prostoru C(G) oblika
f = [, f(z)du(z) za neku pozitivnu Borelovu mjeru . Dakle, integral I iz prethodnog teorema
se moze tako pisati:

- /G f@)dp(z),  feC(G).

1 se zove Haarova mjera na grupi G. U integralnom zapisu svojstva integrala [ izgledaju ovako

/G ax)dp(z /f:cadu /f 1) du(z /f Ydu(x VfeC(G), Vaed,

feC@, f)>0 Veed, jz0 = / f()dn(z) > 0
G
Haarova mjera p ima sljedeca svojstva invarijantnosti:
p(aA) = p(Aa) = p (A7) = p(A), ACG izmjeriv, ac€G.

Nadalje, iz svojstva (d) u teoremu 4.1.7. slijedi da je mjera pu normirana, tj. u(G) =1, a iz (e)
slijedi da je u(A) > 0 za svaki izmjeriv skup A C G s nepraznom nutrinom i, posebno, za svaki
neprazan otvoren skup A C G.
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4.2 Reprezentacije na Hilbertovim prostorima

Neka je H Hilbertov prostor. Sa B(H) ¢emo oznacavati unitalnu C*—algebru svih ogranicenih
linearnih operatora A : H — H. Za grupu svih invertibilnih elemenata algebre B(H) upotrebljavat
¢emo oznaku G/('H), a za njenu podgrupu svih unitarnih operatora oznaku U(H) :

Gl(H)={A € B(H); 3B € B(H) takavdaje AB= BA= Iy},
UH) = {U € B(H); UU* = UU = Iy},

Reprezentacija kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H je homomorfizam 7
grupe G u grupu Gl(H) takav da je preslikavanje (z,£) — m(z)¢ sa G x ‘H u ‘H neprekidno.
Reprezentacija 7 zove se unitarna ako je 7m(z) € U(H) Vx € G. Invarijatni integral na grupi
G omogucuje dokaz analogona tvrdnje (b) teorema 2.1.1.:

Teorem 4.2.1. Neka je m reprezentacija kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H. Tada
na ‘H postojgi skalarni produkt, ekvivalentan originalnom skalarnom produktu, u odnosu na koji je
reprezentacija ™ unitarna.

Dokaz: Neka je I invarijantni integral na grupi G i neka je (-|-) skalarni produkt na Hilber-
tovom prostoru H. Za &, n € H funkcija ¢¢, : G — C, zadana sa ¢¢ () = (7(x)¢|m(x)n), € G,
je neprekidna. Stavimo

(€ln) = I(en)-

Zapisano pomoc¢u Haarove mjere p pridruzene integralu I definicija preslikavanja (- |- ) sa cH x H
u C je sljedeca:

(€ln) = /G (r(@Elm(@))du(z),  EneH.

Ocito je to preslikavanje seskvilinearno. Nadalje, ono ima hermitsku simetriju. Doista, za £, n € 'H
funkcija ¢, ¢ je kompleksno konjugirana funkciji ¢¢ ,, a integral I poprima realne vrijednosti na

realnim funkcijama, pa vrijedi I(®) = I(p); dakle,

Ml&) = I(pne) = 1(@ey) = L(pey) = (€ln)-

Za & € 'H funkcija ¢¢ ¢ je nenegativna, pa vrijedi

<€7€> = [(906,§> 2 0.

Nadalje, ako je & # 0 vrijedi @e¢(e) = (£]€) > 0, dakle, funkcija ¢¢ ¢ nije identicki jednaka nuli,
pa iz svojstva (e) teorema 4.1.7. slijedi (£]|€) = I(pee) > 0. Time je dokazano da je (-|-) skalarni
produkt na vektorskom prostoru H.

Zadatak 4.5. Dokazite da su operatori w(x), x € G, po normi uniformno ograniceni, tj. da
postoji C > 0 takav da je ||7(z)|| < C Vz € G. PokaZite da tada vrijedi i ||7(z)&]] > C1|€]|
Ve e G iVE € H.

Uputa: Za svako £ € H funkcija x — 7(x)€ sa G u H je neprekidna, dakle, zbog kompak-
tnosti od G, ogranicena. Sada koristite teorem uniformne ogranicenosti za familije operatora na
Banachovom prostoru.

Zadatak 4.6. Dokazite da je gore definirani skalarni produkt {-|-) na prostoru H ekvivalentan
originalnom skalarnom produktu (-|-), tj. da postoje m >0 1 M > 0 takvi da je

m(&l§) < (€l§) < M(gl§)  VEeH.
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Uputa: Koristite zadatak 4.5.

Zadatak 4.7. Dokazite da su u odnosu na novi skalarni produkt {-|-) svi operatori w(x), x € G,
unitarni, tj. da je

(r(@)¢|m(z)n) = (Eln)  VeeG i VEneH.

Zbog toga ¢emo u daljnjem promatrati isklju¢ivo unitarne reprezentacije kompaktne grupe G.

Da bi homomorfizam 7 : G — U(H) bio unitarna reprezentacija kompaktne grupe G na
Hilbertovom prostoru ‘H dovoljan je znatno slabiji uvjet neprekidnosti:

Propozicija 4.2.2. Neka je G kompaktna grupa i H Hilbertov prostor i neka je m : G — U(H)
homomorfizam grupa. Sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) m je unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H.
(b) Za svaki & € H realna funkcija x — Re(m(x)E|€) je neprekidna u jedinici e grupe G.

(¢) Postoji skup S C H koji razapinje gust potprostor u H takav da je za bilo koje vektore
&,n €S kompleksna funkcija x — (m(x)&|n) neprekidna u jedinici e grupe G.

Dokaz: Ocito iz (a) slijedi (c).
Pretpostavimo sada da vrijedi (¢). Neka je

H, = {£ € H; funkcija x — (7(z)&|n) je neprekidna u tocki e ¥Vn € S}.

Ocito je ‘H; potprostor od ‘H. Buduéi da H; sadrzi S, zakljuéujemo da je H; gust potprostor od
H.
Za&éeH, (eHy,neSix e G vrijedi

|(w(@)&ln) — (ln)| < [(w(2)(€ = Q)| + [(w(x)Cn) — (Cln)| + (¢ — &[],
pa zakljucujemo da je
|(m(z)&ln) = (€l < 20 =Cl-Inll+|(r(2)CIm) = (<], §€H, neS, (€ H, veG. (4.26)

Neka su sada £ € H,n € S, n # 0,1e > 0. Izaberimo { € H; tako da bude || — (|| < ﬁ
U]
Nadalje, neka je U okolina od e u G takva da vrijedi

zeU — [(m(z)¢In) — (¢In)| <

Wl M™

Odatle i iz (4.28) slijedi

€ €
reU = (@) = €l <20 llnll+ 3 =e.

Dakle, preslikavanje x +— (7(z)&|n) je neprekidno u tocki e. Buduéi da je vektor n € S\ {0}
bio proizvoljan, zakljuc¢ujemo da je & € H;. Time je dokazano da je H; = H, odnosno da je
preslikavanje = — (7(z)&|n) neprekidno u tocki e za svaki £ € H i svakin € S.

Stavimo sada

Ho = {n € H; funkcija z — (mw(x)&|n) je neprekidna u tocki e V¢ € H}.
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Sasvim analogno nalazimo da je ‘Hy = H.

Prema tome, preslikavanje x +— (m(x)&|n) je neprekidno u tocki e za svaka dva vektora £, € H.
Odatle slijedi (b).

Napokon, pretpostavimo da vrijedi (b). Neka su & € H, xo € G i e > 0. Vrijednost funkcije
x — Re (m(z)7(20)&0|m(70)&0) u tocki e jednaka je ||&o||>. Po pretpostavci ta je funkcija neprekidna
u tocki e pa postoji okolina U od e takva da vrijedi

yeU = 1€0l1* — Re (m(y)m (o) ol m(0)&0) <

oo | M,

Zax € Uzg (tj. mxy' € U) iza £ € H takav da je ||€ — & < % imamo redom

17 ()& — m(w0)Soll < [[7(2)€ = ()&l + [[7(2)€0 — 7(w0)Soll =
= [|€ = &ll + v/ (m(2)éolm (2)é0) + (m(wo)éo|m(20)é0) — 2Re (7(2)o|m(20)é0) =

= 1€ — &oll + /2 [Iol> — Re (w(exy (o) olm(x0)0)] < -+ 2% =

Time je dokazano da je preslikavanje (z,€) +— m(x)§ neprekidno u svakoj tocki (zg,&) € G x H,
odnosno, vrijedi (a).

Neka je m unitarna reprezentacija kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H. Nadalje,
neka je [ invarijantni integral na grupi G iz teorema 4.1.7.1 p pripadna (normirana) Haarova
mjera. Za f € C(G) i&,n € H kompleksna funkcija ¢re, : a — f(a)(m(a)é|n) na grupi G je
neprekidna. Stoga na nju mozemo primijeniti integral /. Primijetimo da je preslikavanje

(&m) = I(¢rem) /f (@)¢|n)du(a)
sa ‘H x 'H u C seskvilinearno. Nadalje, vrijedi

[oren(@)] < flloe - lEN-NInll,  feC(G), &neH.

Prema propoziciji 4.1.2. nalazimo

[(pren)| < max{[f(a)(m(a)é[n)]; a € G} < [|flloc - lEll - [Inll,  f€C(G), &neH. (4.27)

Prema tome, postoji ogranicen linearan operator na prostoru H, koji ¢emo oznaciti sa 7(f), takav
da je

(r(1)el) = Igsea) = [ fla)(m@shidua),  &net (4.29

Ocito je tako definirano preslikavanje f +— 7(f) sa C(G) u B(H) linearno. Nadalje, iz (4.27) slijedi
da je
(I <flle Vf € CG),
dakle, preslikavanje f +— 7(f) je neprekidno.
Za f,g € G definiramo funkciju f *¢g : G — C tako da njena vrijednost u tocki a bude
vrijednost integrala I na neprekidnoj funkciji b — f(ab™')g(b), tj. pisano pomocu integrala po
Haarovoj mjeri p :

(f * 9)(a /fab apu(b).
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Zadatak 4.8. Dokazite da je fxg € C(G) i ||f * gllooc < ||f|loollglloo-

Binarna operacija (f, g) — f*gsa C(G) x C(G) u C(G) zove se konvolucija na kompaknoj
grupi G.

Zadatak 4.9. Neka je ® neprekidni linearni funkcional na Banachovom prostoru C(G). Dokazite
da vrigedi Fubinijev teorem za neprekidne funkcije dvije varijable: ako je F' : GXG — C neprekidna
funkcija i a € G definiramo funkcije F,, F* € C(G) sa F,(b) = F(a,b), F*(b) = F(b,a), b € G;
tada su funkcije op i @ definirane sa pp(a) = ®(F,) i ¢¥(a) = ®(F®) neprekidne i vrijedi
D(pr) = ().

Uputa: Dokaz neprekidnosti funkcija ¢ i ¢ moze se provesti koristenjem uniformne neprekid-
nosti funkcije F. Dokaz jednakosti provedite najprije za funkcije oblika F(a,b) = f(a)g(b),
f,g € C(G), a zatim iskoristite Stone—Weierstrassov teorem da dokazete da takve funkcije raza-
pinju gust potprostor od C'(G x G).

Posebno, za invarijatni integral I pisan pomo¢u Haarove mjere p tvrdnja zadatka 4.9. znaci:

/G [ /G F(a,b)dﬂ(a)] () = /G l /G F(a,b)du(b)] du(a), FeC(@xq).

Zadatak 4.10. DokaZite da je s konvolucijom C(G) Banachova algebra. DokaZite da je ta algebra
unitalna ako i samo je grupa G konacna.

Uputa: Za dokaz asocijativnosti konvolucije iskoristite zadatak 4.9.

Zadatak 4.11. Neka je m unitarna reprezentacija kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru
H i neka je za f € C(G) pomocu (4.28) definiran operator w(f).

(a) Dokazite da je f v+ w(f) homomorfizam algebre C(G) u algebru B(H), tj. da je
m(fxg)=7(f)m(g),  f.g€C(G).
(b) Dokazite da je w(f)* =n(f*), f € C(G), pri cemu je f*(a) = f(a™!), a € G.

(¢) Dokazite da je zatvoren potprostor K od H invarijantan s obzitom na sve operatore m(a),
a € G, ako i samo ako je KC invarijantan s obzirom na sve operatore w(f), f € C(G).

Uputa: U (b) i (¢) koristite sljedeéu ¢injenicu:

Zadatak 4.12. Neka je V skup svih otvorenih okolina jedinice e u kompaktnoj grupi G. Skup V je
usmgjeren u odnosu na uredaj obrnut od inkluzije. Za svaku V€V moguce je izabrati nenegativnu
funkciju gy € C(G) éiji je nosac

Supp gv = Cl({a € G; gv(a) # 0})

sadrzan u V' i koja ima svojstvo da je I(gy) = 1. DokaZite da za svaku f € C(G) hipernizovi
(f *gv)vey i (gv * f)vey konvergiraju prema f uw Banachovom prostoru C(G), tj. da za svaku
f € C(Q) i za svaki e > 0 postoji Vo € V takva da vrijedi:

VeV, Vel  (If—gvsflle<e @ If =fxgvlle <e

Zadatak 4.13. Neka je (gv)vey hiperniz iz prethodnog zadatka i neka je m unitarna reprezentacija
od G na Hilbertovom prostoru H. Dokazite da tada za svaki & € H hiperniz (m(gyv)€)vey u Hilber-
tovom prostoru ‘H konvergira prema &, tj. da za svaki € € H 1 svaki € > 0 postogi Vo € V takva da
vrijeds

Vev,vew = rlgv)s—¢ll <e
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Zadatak 4.14. Koristenjem c¢injenice da je C(G) gust potprostor Banachovog prostora L1(G) svih
klasa integrabilnih funkcija u odnosu na Haarovu mjeru p ili koristenjem nekog od topoloskih teo-
rema egzistencije neprekidnih funkcija na Hausdorffovom kompatnom topoloskom prostoru dokaZite
konstataciju 1z zadatka 4.12.: ako je V otvorena okolina jedinice e u grupi G onda postoji nene-
gativna funkcija g € C(Q) takva da je

Suppg =Cl({a € G; g(a) #0}) CV 1 I(g) =1

Uputa: Karakteristicna funkcija xy nepraznog otvorenog skupa U je integrabilna funkcija na
G il(xv) = p(U) > 0 zbog regularnosti mjere u. Nadalje, koristite svojstva okolina jedinice e u
G s pocetka odjeljka 4.1.

Za f,g € C(G) stavimo

<ﬂmznﬁnzﬂijGMM@

Lako se vidi da je na taj nacin definiran skalarni produkt na vektorskom prostoru C'(G). Hilbertov
prostor koji je upotpunjenje tog unitarnog prostora oznac¢avamo sa Ls(G).
Za a € G ponovo promatramo lijevi i desni pomak A, i p, na C(G) :

Maf)(@) = fla™'2),  (paf)(2) = f(za),  fg€C(G) a,x€GC.

Zmamo da su a — A, i a — p, homomorfizmi grupe G u grupu izometrija Banachovog prostora
C(G) na samoga sebe.

Zadatak 4.15. (a) Dokazite da su preslikavanja (a, f) — XNof @ (a, f) — pof sa G x C(G) u
C(G) neprekidna.

(b) Dokazite da se operatori N\, i p, jedinstveno prosiruju sa C(G) do neprekidnih operatora A(a)
i p(a) na Hilbertovom prostoru Ls(G) i da su A i p unitarne reprezentacije kompaktne grupe
G na Hilbertovom prostoru Ls(G).

(¢) Dokazite da postogi unitaran operator U na Ly(G) takav da je (Uf)(a) = f(a™!) za f € C(G)
ia€ G idaovriedi UNa) = p(a)U i Up(a) = ANa)U za svaki a € G.

Za unitarne reprezentacije A i p i za f € C(G) tada su definirani ogranic¢eni operatori A(f) i
p(f) na Hilbertovom prostoru Ls(G) i znamo da su f +— A(f) i f — p(f) neprekidni homomorfizmi
Banachove algebre C'(G) u Banachovu algebru B(Ly(G)) 1 vrijedi A(f)* = A(f*) 1 p(f)* = p(f*),

gdje je f*(a) = fa™!).
Zadatak 4.16. DokazZite da vrijedi
MNg="T*9.  p(Ng=gxf,  VfgeCq).

Pri tome je kao i prije f(a) = f(a™b).

Promatrajuéi realizaciju prostora Ly (G) kao prostora klasa ekvivalencije p—izmjerivih funkcija
¢ : G — C takvih da je funkcija a — |p(a)|? integrabilna, pri ¢emu za dvije p—izmjerive funkcije
©,% : G — C kazemo da su ekvivalentne ako u({a € G; ¢(a) # ¥(a)}) = 0, moze se dokazati da
ne samo za neprekidnu funkciju g nego i za predstavnika ¢ bilo koje klase u Lo(G) vrijede formule
iz zadatka 4.16.:

Ae)@) = (f *¢)(a (/f o5 a)dpu(b).
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DR = (o ) = [ cOF 0 @) = [ olab) )t
i da su konvolucije f % ¢ i ¢ * f neprekidne funkcije. Stovise, pokazuje se da se konvolucija ¢ * 1
moze definirati i ako su obje funkcije ¢ i 1 predstavnici klasa iz Ly (G) i da je to ponovo neprekidna
funkcija na G. Posebno vrijedi:

Propozicija 4.2.3. Neka sué € Ly(G) i f € C(G). Tada su \(f)E € C(G) i p(f)€ € C(G).

Odatle dobivamo sljede¢u ¢injenicu koja ¢e biti kljuéna u dokazu Peter—Weylovog teorema u
sljedecem odjeljku.

Propozicija 4.2.4. Neka je X # {0} zatvoren potprostor Hilbertovog prostora Lo(G) koji je inva-
rijantan s obzirom na sve operatore A(a) ili s obzirom na sve operatore p(a), a € G. Tada je

X NC(G) # {0}

Dokaz: Pretpostavimo da je zatvoren potprostor X # {0} Hilbertovog prostora Lo(G) invari-
jantan s obzirom na sve operatore A(a), a € G. Tada je prema tvrdnji (c¢) zadatka 4.11. A(f)§ € X
za svaki £ € X i svaku funkciju f € C(G). Prema zadatku 4.13. postoje £ € X i f € C(G) takvi
da je A\(f)¢ # 0. Tada je A(f)¢ € X, a prema propoziciji 4.2.3. je A(f)¢ € C(G). Time je tvrd-
nja propozicije dokazana u slucaju A—invarijantnosti potprostora X. U slucaju p—invarijantnosti
dokaz je potpuno analogan.
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4.3 Peter—Weylov teorem

O ovom odjeljku je G kompaktna grupa. Primijetimo da je karakter y, kona¢nodimenzionalne
neprekidne reprezentacije kompaktne grupe G na prostoru V neprekidna funkcija na G za koju
vrijede tvrdnje propozicija 2.2.1., 2.2.2. 1 2.2.3.:

Xale) =dim V. xz(a7') =xx(a) a€G,  xx(ab) =xx(ba) abeG;
V:‘/Yl+‘/v2++‘/;7 ‘/17‘/27"°7‘/; ﬂ-_inva’rija’tni — XW:XWV1+XFV2+"'+XFVS;
Xr®p = XnXp-

Nadalje, potpuno analogno kao u poglavlju 2. dokazuje se sljedec¢i analogon propozicije 2.1.2.:

Propozicija 4.3.1. Neka su 7 @ p neprekidne reprezentacije kompaktne grupe G na konacnodi-
menzionalnim prostorima Vi W. Za A € L(V,W) stavimo

AY = /G,o (a™") Am(a)dp(a)

(integral operatorske funkcije definiran je pomocéu bilo kojih baza w V i W i pomoéu integrala
skalarnih funkcija). Tada je A — A° projektor prostora L(V, W) na potprostor Homg(V,W).

Odatle pomoc¢u Schurove leme neposredno slijedi analogon teorema 2.1.3.1 2.1.4.:

Teorem 4.3.2. Neka su 7 i p neekvivalentne ireducibilne neprekidne reprezentacije kompaktne
grupe G' na konacnodimenzionalnim prostorima Vi W.

(a) Za svaki A € L(V,W)

/G p () An(a) = 0.

(b) Za svaki A € L(V') vrijedi

Tr A
1) Ar(a)dp(a) = Iy.
/Gﬂ' (a™') An(a)dp(a) Tm v
Korolar 4.3.3. Uz pretpostavke teorema 4.3.2. neka je e = {eq,ea,...,e,} baza vektorskog pros-

tora Vi f ={f1, fa, ..., fm} baza vektorskog prostora W. Nadalje, neka su m;;(a) elementi matrice
operatora w(a) u bazi e i pye(a) elementi matrice operatora p(a) u bazi f. Tada vrijedi

/ 75 (Q) pre (a_l) du(a) =0, Vi,je{1,2,....,n} 1 Vk,£e{l,2,...,m},
G

1
/Gwij(a)ﬁrs (a_l) du(a) = ﬁ@séﬁ, Vi, j,r,s € {1,2,...,n}.

Na prostoru C(G) definiran je skalarni produkt pomocu invarijatnog funkcionala i upotpunjenje
tog unitarnog prostora oznacili smo sa Lo(G). Iz korolara 4.3.3. neposredno slijedi

Teorem 4.3.4. Neka su 7 i p neprekidne ireducibilne konacnodimenzionalne reprezentacije kom-
paktne grupe G. Tada je
] 1 ako je m~p
(¢elxo) = { 0 ako je ™% p.
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Sada se sasvim analogno dokazu teorema 2.2.5. dokazuje

Teorem 4.3.5. Neka je m neprekidna reprezentacija grupe G na konacnodimenzionalnom vek-
torskom prostoru V' i neka su Vi, Vs, ..., Vs m—invarijantni potprostori takvi da je

V=Vi+Vt--4V,

i da su sve subreprezentacije my, ireducibilne. Neka je p neprekidna konacnodimenzionalna ire-
ducibilna reprezentacija od G. Tada je skalarni produkt (x=|x,) jednak broju indeksa j € {1,...,s}
takvih da je my, =~ p.

Korolar 4.3.6. Neka su w 1 0 neprekidne konacnodimenzionalne reprezentacije grupe G. Tada je
m~ o ako 1 samo ako je Xr = Xo-

U daljnjem ¢emo za kompaktnu grupu G sa G oznacavati skup svih klasa ekvivalencije neprekid-
nih ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih reprezentacija grupe G. Kao i u poglavlju 4. definiramo
multiplicitet m(7, o) ireducibilne klase o € G u neprekidnoj konacnodimenzionalnoj reprezentaciji
7 1 sasvim analogno dokazima teorema 2.2.7. 1 2.6.5. dokazuje se

Teorem 4.3.7. Neka su 7 1 p neprekidne reprezentacije na konacnodimenzionalnim prostorima

V i W. Tada je

(X=Ixp) = dim Home(V, W) = dim Homg(W,V) =Y m(r, a)m(p, ).

acG
Reprezentacija w je ireducibilna ako i samo ako je (xx|xr) = 1.

Neka je m neprekidna reprezentacija kompaktne grupe G na kona¢nodimenzionalnom prostoru
V ineka je e = {e1,ea,...,€,} baza prostora V. Za a € G oznac¢imo sa m;;(a) elemente matrice
operatora m(a) u bazi e. Tada su m;; € C(G) i sa Cr(G) oznacimo potprostor od C(G) razapet
funkcijama m;;, 1 < 4,5 < n. Taj potprostor ne ovisi o izboru baze e prostora V. Ako su 7 i p
ekvivalentne neprekidne kona¢nodimenzionalne reprezentacije od G, onda je C(G) = C,(G). Za
aeGireapiiemo Co(G) = Cr(G).

Sada za svaku klasu o € G izaberimo neku unitarnu reprezentaciju 7 na V' i neku ortonormi-
ranu bazu e® = {ef,€3,..., g} (d(a) = dim V) i neka su 7f;(a) elementi matrice operatora
7%(a) u bazi e*. Analogno kao teorem 2.4.6. dokazuje se

Teorem 4.3.8. Skup {\/d(a)7fy; o € G, 1<i,j <d(a)} je ortonormiran u unitarnom prostoru
C(G) i{mgy; 1<, <d(a)} je baza potprostora Co(G). Posebno,

dim Cy(G) = d(a)? i Co(G) L C3(G) ako je o # p.

U stvari, vrijedi sljedeci teorem:

~

a € G, 1< i, <d)} je ortonormirana baza

a.
e =

Teorem 4.3.9. (Peter—Weyl) {\/d(a)m
Hilbertovog prostora Lo(G).

Dokaz ovog teorema relativno je jednostavna posljedica Stone—Weierstrassovog teorema uko-
liko je grupa GG matricna, odnosno, ukoliko ima vjernu kona¢nodimenzionalnu neprekidnu repre-
zentaciju. Oznacimo sa C(G) potprostor od C(G) razapet matricnim elementima neprekidnih
kona¢nodimenzionalnih reprezentacija od G. Naravno, C(G) je direktna suma potprostora C,(G),
o € G. Ako su f 1 g matricni elementi neprekidnih konacnodimenzionalnih reprezentacija 7 i p od
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GG, onda je njihov produkt fg matri¢ni element reprezentacije m® p, koja je takoder konacnodimen-
zionalna i neprekidna. Stoga je fg € C(G) pa slijedi da je C(G) podalgebra Banachove algebre
C(G). Nadalje, kompleksno konjugirane reprezentacije imaju kompleksno konjugirane matri¢ne
elementi, pa slijedi da je algebra C(G) zatvorena u odnosu na kompleksno konjugiranje. Napokon,
buduéi da postoji vjerna kona¢nodimenzionalna neprekidna reprezentacija od G, za a,b € G,
a # b, postoji f € C(G) takva da je f(a) # f(b). Drugim rije¢ima, algebra C(G) razlikuje tocke.
Sada iz Stone—Weierstrassovog teorema slijedi da je C(G) gusta u C'(G) u odnosu na normu || - || .
Kako je

Iflle < lfllee ¥f € C(G)

slijedi da je C(G) gusto u C(G) i u odnosu na normu || - ||3, a kako je C(G) gusto u Ls(G) u
odnosu na || - |2, slijedi da je C(G) gust potprostor Hilbertovog prostora Ls(G). Ortonormiran
skup {/d(a)rf; o € G, 1<1i,j < d(a)} je baza vektorskog prostora C(G), pa zakljuéujemo da
je to ortonormirana baza od La(G).

Dokazimo sada Peter—Weylov teorem i u slucaju kad ne znamo ima li kompaktna grupa G ima
vjernu kona¢nodimenzionalnu neprekidnu reprezentaciju. Ponovo je C(G) podalgebra Banachove
algebre C'(G) zatvorena u odnosu na kompleksno konjugiranje, samo sada ne znamo da li C(G)
razlikuje tocke od G. Oznacimo sa Y zatvarac¢ potprostora C(G) u Hilbertovom prostoru Lo(G).
Svaki od potprostora C,(G) invarijantan je u odnosu na sve operatore A(a) i p(a), pa slijedi da je
i C(G), dakle i njegov zatvara¢ Y invarijantan u odnosu na sve te operatore. Pretpostavimo da
je Y # Ly(G). Tada je njegov ortogonalni komplement X = Y+ = C(G)* razlicit od {0}. Kako
je Ma)* = Ma™1) 1 p(a)* = p(a™!), zatvoren potprostor X od Lo(G) takoder je invarijantan s
obzirom na sve operatore \(a) i p(a), a € G. Prema propoziciji 4.2.4. tada je X N C(G) # {0}.
Neka je F} € X N C(G), F; # 0. Invarijantnost prostora X N C(G) u odnosu na lijeve (i desne)
pomake pokazuje da mozemo pretpostaviti da je Fi(e) # 0, a mnozenjem skalarom mozemo postiéi
da je Fi(e) = 1. Stavimo sada

Fg(a):/GFl(babl)du(b).

To je neprekidna funkcija na grupi G i vrijedi Fy(cac™!) = Fy(a) Va,c € G. Nadalje,
Fy(e) = Fi(e) = 1. Za f € C(G) zbog Fubinijevog teorema za neprekidne funkcije (zadatak
4.9.) i zbog invarijantnosti integrala u odnosu na pomake imamo

71 = [ F@f@an = [ | [ Ava @) a -

= [ [ ATt | au) = [ | [ T Tanaut)| an)
¢ lJa ¢ l/a
Medutim, imamo f(b~'ab) = (A(b)p(b)f)(a) i funkcija g, = A(b)p(b)f je takoder u C(G) za svaki
b € G. Stoga je (Fi|gy) = 0 za svaki b € G, pa slijedi

(Flf) = /G (Frlan)du(®) = 0.

Buduéi da je f € C(G) bila proizvoljna, slijedi da je F; € X N C(G).
Za matricne elemente unitarne reprezentacije vrijedi m;;(a) = m;;(a=1), pa zaklju¢ujemo da iz
f € C(Q) slijedi f* € C(G). Stoga jei Fy € X NC(G), daklei F = F, + Fy € X NC(G). Tada

vrijedi

F(e)=2>0, F(cac™')=F(a), tj. F(ca)=F(ac), i F(a')=F(a), a,ceQq.
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Definiramo operator 7' : C(G) — C(G) sa

Th@) = [ Faminaue. 1<),
Tada iz teorije integralnih operatora slijedi da je T' kompaktan operator koji se prosiruje do
kompkatnog operatora T : Lo(G) — Lo(G). Nadalje, kako je F'(e) # 0, vrijedi T # 0, a iz F = F*

slijedi da je operator T" hermitski. No tada operator 7' ima neku svojstvenu vrijednost 7 € R,
7 # 0 1 pripadni svojstveni potprostor

V ={¢ € L(G); TE =7E}

je konaénodimenzionalan. Nadalje, pomo¢u propozicije 4.2.3. pokazuje se da je T'Ly(G) C C(G),
dakle, V C C(G). Za f € V ia,b € G imamo

(TA@)f)(b) = /G P~ e)(Ma)f)(@)du(c) = /G F(b™o) f(a ' )dulc) =

- /G F(b™ac) f(0)dpu(c) = (TF)(a™'8) = mf(a~'b) = 7(A(a) /(D).

Dakle, T'(A(a)f) = 7(A(a) f), pa zakljucujemo da je A(a)f € V. Time je dokazano da je potprostor
V invarijantan s obzirom na sve operatore A(a), a € G. No tada V sadrzi neki potprostor W # {0}
koji je A—invarijantan i takav da je subreprezentacija m = Ay ireducibilna. Neka je {fi,..., fn}
ortonormirana baza od W. Matri¢ni elementi operatora 7(a) = Ay (a) u toj bazi su

r(a) = (Aa)fylfy) = /G £ (@™ D) FrB)dp(b).

Po definiciji imamo 7;; € C(G), dakle 7;; L X. Posebno, imamo redom

0= (#lm) = [ Flmadua = [ | [ F@RG@IAO@0] du) -

- [ [ ror@mnman]| s = [ | [ FocFase] ae -

— /G [ /G F(a™'b) fi(b)du(b)} fi(a)du(a) = /G (Tfi)(a) fila)du(a) = 7| f:]1?,

Sto je u suprotnosti sa 7 # 01 f; # 0. Ova kontradikcija dokazuje da je X = {0}, tj. da je C(G)
gusto u Hilbertovom prostoru Ly(G).



Poglavlje 5

Reprezentacije nekih matri¢cnih grupa

5.1 Reprezentacije grupa SO(2) i O(2)

U ovom odjeljku proucit éemo konaénodimenzionalne reprezentacije grupe O(2) svih realnih
ortogonalnih matrica drugog reda

O12)={A € My(R); AA" = A'A =1}
i njene podgrupe
SO(2) ={A € 0O(2); det A =1}.

Promatrano geometrijski, grupa SO(2) predstavlja grupu svih rotacija ravnine oko neke fiksne
tocke (ishodiste) a O(2) je grupa svih rotacija ravnine oko ishodista i svih refleksija s obzirom na
pravce kroz ishodiste. Lako se vidi da je

o cosp —sin
S0(2) = {ulp); » €R},  gdjeje u(p) = [ Smg Cosf } ,

L cos sin
0(2) = SOR2)U{v(p); ¢ €R},  gdjeje v(p) = [ Smg _Cofgp } :

Matrica u(y) predstavlja rotaciju ravnine oko ishodista za kut ¢, a v(y) refleksiju s obzirom na
pravac kroz ishodiste koji zatvara s pozitivnim dijelom abscise kut ¢/2. Imamo

u(p)u(y) = u(p + )

dakle, grupa SO(2) je komutativna. U stvari, preslikavanje ¢ +— u(p) je epimorfizam aditivne
grupe R s jezgrom 277, dakle, grupa SO(2) je izomorfna kvocijentnoj grupi R/27Z. Nadalje, lako
se izracuna da je

u(p)v(v) =v(p—v),  v)ulp) =v —¢),  v(pv)=uly—1).

Odatle se vidi da grupa O(2) nije komutativna, da je SO(2) normalna podgrupa od O(2) i da
je kvocijentna grupa O(2)/S0(2) izomorfna dvoclanoj multiplikativnoj grupi {1, —1}. Ako sa T
ozna¢imo refleksiju u odnosu na abscisu, tj.

onda se lako provjerava da je

v(p) = u@)T =Tu(~¢),  peR,
dakle, I i T' su predstavnici dvije SO(2)—klase u grupi O(2).

99
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Dakle, €? — u(y) je bijekcija jedini¢ne kruznice S = {\ € C; |A\| = 1} u kompleksnoj ravnini
na grupu SO(2) i pomoc¢u te bijekcije uvodimo topologiju na grupu SO(2). Na taj nac¢in SO(2)
postaje kompaktna grupa. Nadalje, i grupa O(2) je kompaktna preko bijekcije sa S x {I,T}
na O(2). Prostor C(SO(2)) moze se identificirati s prostorom C(S) svih neprekidnih funkcija
f S — C, odnosno s prostorom svih neprekidnih funkcija F' : R — C koje su periodicke s
periodom 27. Nadalje, prostor C(O(2)) se moze identificirati s prostorom svih uredenih parova

(f1, f2) (odnosno, (F, Fy)) takvih funkcija.

Zadatak 5.1. Dokazite da su uz te identifikacije invarijantni integrali na grupama SO(2) i O(2)
dani sa

1) =5 [ fode secis)

10 =3 [ 8@de+ 1= [ oo, F=(hh) e Cls) i)

Prouéit ¢emo sada neprekidne konaénodimenzionalne reprezentacije grupe SO(2), tj. preslika-
vanja 7 : SO(2) — L(V) takva da je

m(u(p))m(u(y)) = m(u(p)u(®)) = m(u(e +9)), ¢, PR,

i takva da je ¢ — m(u(yp)) neprekidno sa R u L(V'). Tada je ¢ — m(u(p)) neprekidna kona¢nodi-
menzionalna reprezentacija aditivne grupe R, pa prema zadatku 1.3. vrijedi:

(a) Preslikavanje ¢ — 7m(u(y)) sa R u L(V') je diferencijabilno.

(b) Ako stavimo
A

= %W(U(W)
onda je

ok
m(ulg) = et =y Al
k=0
pri ¢cemu red konvergira u odnosu na bilo koju normu prostora L(V) i to uniformno na
svakom ogranicenom podskupu od R.

Pretpostavimo sada da je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i da je A € L(V'). Tada
je sa
m(p) = peR,

zadana neprekidna reprezentacija aditivne grupe R na prostoru V. Da bi 7 predstavljala repre-
zentaciju grupe SO(2) na vektorskom prostoru V' nuzno je i dovoljno da linearni operator A bude
takav da je u(p + 27) = u(p) Vo € R, tj. da je e*™ = I.

Svaka je neprekidna konacnodimenzionalna reprezentacija grupe SO(2) direktna suma ire-
ducibilnih subreprezentacija. Nadalje, kako je grupa SO(2) komutativna, prema Schurovoj lemi
svaka je njena konac¢nodimenzionalna ireducibilna reprezentacija m jednodimenzionalna. Dakle,
postoji A € C takav da je

r(u(@) =¥, peR.

Periodi¢nost povlaéi da mora biti e2™ = 1 a to je ispunjeno ako i samo ako je A\ = in za neki
n € Z. Obratno, ako je n € Z onda je sa

ma(u(p)) =€, p€ER,
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zadana jednodimenzionalna (dakle, ireducibilna) neprekidna reprezentacija grupe SO(2). Prema
tome, ako identificiramo reprezentaciju m, s njenom klasom ekvivalencije, imamo

Teorem 5.1.1. Za G = SO(2) je G = {m,; n € Z}.

Naravno, za jednodimenzionalnu reprezentaciju karakter je jednak samoj reprezentaciji i teo-

rem 4.3.4. u ovom slu¢aju daje dobro poznate relacije ortogonalnosti za funkcije e :
1 2 ] ]
Tn|Tm) = — e " dp = dpm.
(mal) = 3= [ 0

Nadalje, u ovom je slucaju Peter—Weylov teorem upravo osnovni teorem teorije Fourierovih re-
dova: funkcije 7, tvore ortonormiranu bazu Hilbertovog prostora Lo(S) sa skalarnim produktom

Flo) =5 [ S@aMe. L€ L)

Odredimo sada neprekidne kona¢nodimenzionalne ireducibilne reprezentacije grupe O(2). Ako
je m takva reprezentacija na prostoru V tada je njena restrikcija 7|SO(2) potpuno reducibilna.
Neka je W neki 7|SO(2)—invarijantni jednodimenzionalni potprostor od V' i neka je n € Z takav
da je (7|SO2))w ~ m, :

m(u(p))w = e™w, welW, el
Zaw e W iypeR imamo u(p)T = Tu(—yp), dakle,
m(u(@))m(T)w = (T)m(u(—¢))w = e (T)w.

Prema tome, potprostor 7(T)W je takoder m|SO(2)—invarijantan i (7[SO(2))rryw ~ 7. Ako je
n # 0, tada su m, i m_, neekvivalentne ireducibilne reprezentacije grupe SO(2), pa je tada suma
potprostora W i «w(T)W direktna. Ta je suma oc¢ito m—invarijantna, dakle

V=W4n(T)W.
Pretpostavimo sada da je n = 0. Tada je takoder suma W + n(T)W m—invarijantna, dakle jed-
naka V. Medutim, tada je m(a) = Iy za svaki a € SO(2), tj. podgrupa SO(2) je sadrzana
u jezgri reprezentacije m. Prijelazom na kvocijent O(2)/SO(2) ~ {e, T} dobivamo ireducibilnu

reprezentaciju komutativne dvoclane grupe {e,T'}. Slijedi da je tada dim V' = 1 i vrijedi ili
m(T)=1ili n(T) = —1.

Teorem 5.1.2. Za G = O(2) je
G = {po. pg } U{pn; n € N}.
Pri tome je py trivijalna jednodimenzionalna reprezentacija
pola) =1 Va € G,
po Jje jednodimenzionalna reprezentacija zadana sa
pola)=1 i py(Ta)=—1 za a € SO(2),

a zan € N je p, reprezentacija od G na dvodimenzionalnom prostoru V- s bazom {e1,es} u kojoj
operatori reprezentacije imaju matrice

miute = 0" ] =] 5]

Tvrdnje ovoga teorema sve su dokazane su ¢injenice da su gornjim formulama stvarno definirane
neprekidne ireducibilne reprezentacije grupe O(2).

Zadatak 5.2. Dokazite da su gornjim formulama definirane neprekidne ireducibilne reprezentacije
Pos Pny 1 €N, grupe O(2).
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5.2 Reprezentacije grupa SO(3) i SU(2)
Za svaki prirodan broj n definiramo grupe
O(n) = {A € M,(R); AA'=A'A=T1,},  SO(n)={A € O(n); det A=1},
U(n) = {A € M,(C): AA* = A*A=1,},  SU(n) = {A € Un); det A= 1}.

U odnosu na bilo koju normu na prostoru kvadratnih matrica to su ocito zatvoreni podskupovi
od M,(R), odnosno od M, (C). Nadalje, ti su podskupovi ograniceni, dakle, to su kompaktni
topoloski prostori. Matri¢ni elementi umnoska AB su polinomi matri¢nih elemenata matrica A i
B. Oznacimo li sa G bilo koju od definiranih grupa, zaklju¢ujemo da je preslikavanje mnozenja
(A, B) — AB neprekidno sa G x G u G. Nadalje, za A € G je A™! = A*, pa vidimo da je pres-
likavanje invertiranja A + A~! neprekidno sa G u G. Na taj nac¢in smo ustanovili da je svaka od
gore definiranih grupa kompaktna topoloska grupa.

Zadatak 5.3. Matricu A € SO(3) identificiramo s linearnim operatorom R® — R? koji u stan-
dardnoj bazi e = {e1, 3, e3}, e1= (1,0,0), ea= (0,1,0),e3= (0,0, 1), ima matricu A. Uz standardnu
geometrijsku interpretaciju prostora R® s trodimenzionalnim Euklidovim prostorom dokaZite da je
SO(3) skup svih rotacija oko osi kroz ishodiste.

Uputa: Iz det A = 1 dokazite da je 1 svojstvena vrijednost od A.

Cilj nam je sada doé¢i do neke parametrizacije grupe G = SO(3). Neka je A € G. Tada je sa

1

eJ—Ae], j=1,2,3,
definirana desna ortonormirana baza ¢ = {a/, e;/, %/} od R®. Neka su koordinate vektora = u
bazi e oznacene sa (£,71,() a u bazi ¢ sa (&,n',(’). Pretpostavimo najprije da se ravnine &7 i
¢'n’ ne podudaraju i neka je p pravac kroz ishodiste koji je presjek tih ravnina (taj se pravac
zove cvorna linija rotacije A). Neka je ¢ € (0,7) kut izmedu vektora es i e?,/ . Orijentaciju
¢vorne linije p izaberemo tako da rotacija oko pravca p za kut ¢ u smjeru suprotnom od smjera

kazaljke na satu ako gledamo s pozitivne strane pravca p prevodi os ( u os (’. Neka je f; pozitivno
orijentirani jedini¢ni vektor pravca p. Neka je ¢1 € [O 27) kut izmedu vektora e1 i vektora f1 i
neka je o € [0, 27) kut izmedu vektora f1 i Vektora 61 Oznacimo sa A(p1) rotaciju oko e3 za kut

1. Ta rotacija prevodi vektor e1 u vektor fl, vektor e, o vektor fg koji lezi u {n—ravnini (tj. u

—_ = —

ravnini odredenoj vektorima e; i 62), i vektor e3 u vektor f3:€3 . Tada je f = (f1, f2, f3) pozitivno

orijentirana (tj. desna) ortonormirana baza od R®. Sada oznac¢imo sa B(d)) rotaciju oko f; za kut

9. Ta rotacija prevodi bazu f u desnu ortonormiranu bazu g = (ch,;g,%), gdje je ch:j_’;, g2 je
vektor koji lezi u &'n'—ravnini (tj ravnini odredenoj vektorima 6_)1/ i e_é/) i g3=e3 . Napokon, sa
C(p2) oznammo rotacuu oko gg 63/ za kut cpg Ta rotacua prevodi bazu g u ¢ desnu ortonormiranu
bazu h = (hl, hz, hg) Kako je hl— C(gog) g1—61 i h3— C(2) 63,—66 tojei h2—€2 Dakle, h = ¢/,

tj. C(p2) prevodi bazu g u bazu €'. To znadi da je

1

Aej=e; = Cp2) BW)A(p1) €; Jj=12,3,

pa slijedi
A = C(p2) B(9)A(g1)- (5.1)
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Ta je jednakost izvedena uz pretpostavku da se £'n—ravnina ne podudara sa {n—ravninom, tj.
da potprostor razapet vektorima e; i e; nije inverijantan s obzirom na rotaciju A. Medutim, ista

—

formula vrijedi i ako je taj potprostor invarijantan s obzirom na A. U tom slucaju je ili e3 = Aes=e3

ili eg,: Aes= — e3 . U prvom slucaju je A rotacija oko e3 pa mozemo uzeti ¥ = 01 ¢y = 0, a sa
¢1 oznacimo kut rotacije A oko ez . U drugom sluc¢aju oznacimo sa B(m) rotaciju oko e; za kut
7. Tada je B(w)ez= — ey, dakle, B(w)Aes=e; . To znaci da je B(m)A rotacija oko e3 za neki kut

¢1, tj. B(m)A = A(p1), a kako je B(m)~! = B(r), opet imamo
A= C(p2)B(V)A(p1) za =0 1 J=m.

Na taj nac¢in dokazali smo da svaka rotacija A € SO(3) ima oblik (5.1) uz ¢y, € [0,27) i
¥ € [0,7]. Pri tome je ¢ jedinstveno odreden s rotacijom A, a ako je ¥ € (0,7) onda su i ¢
i @9 jedinstveno odredeni. Ako je ¥ = 0 onda (1 i o nisu jedinstveno odredeni ali je ¢ + @9
jedinstveno odreden. Napokon, ako je ¥ = 7 onda takoder (1 i po nisu jedinstveno odredeni, ali
je njihova razlika ¢ — @9 jedinstveno odredena.

—_ = —

Za linearan operator 71" i za bilo koju bazu h = <h1, ho, hg) oznac¢imo sa T'[h| matricu operatora
T u bazi h. Matricni elementi 7;; te matrice dani su sa

3
Thj: ZTZ‘th‘, j:1,2,3
i=1

o

Nadalje, ako je h' = (h1 yha s hs > druga baza onda sa T'[h/, h] oznac¢imo matricu operatora T u

paru baza (h, h'); matricni elementi o;; te matrice dani su sa
— 3 —/
Thj: Zaijhia j:1,2,3
i=1

Naravno, T'[h] = T'[h, h]. Nadalje, ako su (h,h’) i (k,k’) dva para baza i ako su U i V operatori
prijelaza iz baze h u bazu k, odnosno, iz baze h’ u bazu k', tj.

— — —E—

Uhj=kj, — Vhj=k;,  7=1,23,

onda je
Tk k] = VIW]7'T[R, hU[R).

Prikazimo sada matricu Ale] pomoc¢u parametara ¢1, oo, 9. Naravno, vrijedi
Ale] = C(@2)[e] B(9)[e] A1) e].

Nadalje, iz definicije rotacija A(y1), B(9) i C(y2) imamo

cosp; —sing; 0 1 0 0
A(pr)le] = | sing;  cosgr O |, BW)|[fl=1] 0 cos? —sind
0 0 1 0 sind cosv

cospy —sinpy 0

i Cp2)[g] = | singps cospy 0
0 0 1



104 POGLAVLJE 5. REPREZENTACIJE NEKIH MATRICNIH GRUPA

Operator prijelaza iz baze e u bazu f je A(y;), a operator prijelaza iz baze f u bazu g je B(?).
Stoga je

B)[f] = Ale)le] ' BW)[e]A(pr)le] = B()e] = A(w1)[e] BW)[f1A(p1)[e]

Sli¢no, za rotaciju C(ps) imamo

Cle2)lgl = BOI'Cl) /1B = Clea)lfl = BO)fIC(e2) gl BW)IS]

Clp2)[f] = Alr)[e] ' C02)[e] A1) €] = Clp2)le] = A(e1)[e]C(02)[f1A(e1)[e] !

pa slijedi
C(p2)[e] = A1) [e] BW)[fIC (2) 9] B(I)[f] " Alwpr)[e] .

Iz tih formula nalazimo

A= A1) [e] BW)Lf1C(02) 9] BWO)f] " Alor ) [e] " Al ) [e] BO)[F]A(01) [e] " Al o) [e],

a odatle je
A = A1) [e] BW)[f]C(2)[g].

Mnozenjem jednostavnih matrica A(pq)le], B(9)[f] i C(p2)]g] nalazimo eksplicitni prikaz proizvoljne
rotacije A € SO(3) pomoc¢u parametara ¢q,ps i 0 :

COS (P71 COS (g — cOS U Sin 1 8in Py — €OS 1 8in Py — cos V¥ sin w1 cos s sin ¥ sin g
Ale] = | singy cos ps + cost cos g sin s — sin g Sin @y + cos Y cos p1 cos s — sin ¥ cos ¢y
sin ¥ sin o sin ¥ cos o cos ¥

Ovako definirani parametri @1, @9 1 9 zovu se Eulerovi kutovi rotacije A € SO(3). Oni potpuno
odreduju rotaciju A. U daljnjem identificiramo rotaciju A s matricom Ale] i ako su @1, ¢, ¥ njeni
Eulerovi kutovi, pisemo A = A(¢1, 2, 7). Matricni elementi rotacije su trigonometrijske, dakle,
analiticke, funkcije njenih Eulerovih parametara.

Zadatak 5.4. Koriste¢i A= = At za A € SO(3) dokaZite da je
A(Qpla $2; 19)_1 = A(ﬂ- - P2, T — P, 19)

Na taj nac¢in grupa SO(3) parametrizirana je s tri realna parametra @1, @9 € [0, 27] 19 € [0, 7,
dakle, elementi grupe SO(3) dovedeni su u vezu s kvadrom [0, 27| x [0, 27] x [0, 7] u R3; pri tome
je 1 = 0 ekvivalentno sa @1 = 27 1 gy = 0 je ekvivalentno sa o = 27. Stoga je govoriti o funkciji
na grupi SO(3) isto kao govoriti o funkciji Eulerovih kuteva:

f(A> :f(A((plagpbﬂ)) :f(9017(p2719)7 P15 P2 ERa U e [Oaﬂ-]a

s tim da je
f(‘Pl + 271—7(:02719) = f((pla P2 + 271—719) = f((ph(p?’ﬁ)’

Neprekidna funkcija na grupi SO(3) je neprekidna funkcija Eulerovih kutova. U tom smislu
mozemo govoriti i o diferencijabilnim i analitickim funkcijama na grupi SO(3) misleéi pri tome
na diferencijabilne i analiticke funkcije Eulerovih kutova.
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Neka je C(SO(3)) vektorski prostor svih kompleksnih neprekidnih funkcija na grupi SO(3).
Za f € C(SO(3)) definiramo I(f) € C sa

gﬁz/ / / f (@1, 02,9) sin ¥ did dp; dpg =
1
=33 {/ (/ f (o1, p2, 1) 51n19d19) d(pl] dey.
0

Teorem 5.2.1. Ovako definirano preslikavanje I : C(SO(3)) — C je invarijantni integral na
grupi SO(3).

Zadatak 5.5. Dokazite teorem 5.2.1.

Uputa: Dovoljno je dokazati npr. lijevu invarijantnost. Buduéi da je svaka matrica iz SO(3)
produkt matrica oblika

cosa —sina 0 1 0 0
A= | sina cosa 0 i B=|0 cosf —sinpg
0 0 1 0 sinf8 cosf

Dovoljno je dokazati lijevu invarijantnost u odnosu na mnozenje takvim matricama. Za matricu
A radi se samo o pomaku varijable ¢, za «, a u slu¢aju matrice B treba ra¢unati Jacobijan trans-
formacije varijabli integracije ¢1, @2, ¥.

Uspostavit ¢emo sada vezu izmedu grupa SU(2) i SO(3).
Zadatak 5.6. Dokazite da je

SU(2):{A: [ _(% g]; a, B € C, |a|2+|5|2:1}

i, posebno, da je SU(2) kao topoloski prostor homeomorfna s jedini¢nom sferom
S = {(x0, 71, T2, x3) € R*; 23 + 22 + 23 + 23 = 1}
u éetverodimenzionalnom euklidskom prostoru R*.

Uputa: Iskoristite jednakosti AA* = I, i det A =1 da dokazete da za matricu

A:[‘;‘ ?} € My(C)

vrijedi A € SU(2) ako i samo ako je
aF+p0=0, P +[pP=1 QhIP+lP=1 = ad-By=1,
te da su te jednakosti ekvivalentne sa
v=-B. b=  |aP+[sr=1

Neka je H, realan vektorski prostor svih hermitskih matrica u M5(C) s tragom 0. Neka je
P : R* — M,(C) definirano sa

-2z T+
T — 1y z

O(z,y,2) = { ] , (z,y,2) € R®.
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Ocito je tada ® izomorfizam realnih vektorskih prostora sa R* na H,. Nadalje vrijedi
—det ®(z,y,2) =2" +y* +2°,  (z,y,2) € R®. (5.2)

Za A € SU(2)i H € Hy je (AHA*)* = AHA* i Tt AHA* =Tr A*AH =Tr H = 0, dakle,
AHA* € H,. Ocito je H — AH A* linearan operator na realnom vektorskom prostoru Hs. Pomoc¢u
izomorfizma ® : R® — H, dolazimo do linearnog operatora na prostoru R? koji ¢emo oznaéiti sa
o(A). Dakle, ako R? identificiramo sa prostorom jednostupc¢anih matrica Ms;(R), a time prostor
linearnih operatora L(R?) sa prostorom matrica M3(R), onda imamo:

—z T+ -2 2+ x v
A|:l'—i :|A*:|: I ' :| = oAy =1V
Y z x—y z . z’

Propozicija 5.2.2. A+ o(A) je epimorfizam grupe SU(2) na grupu SO(3) s jezgrom

Kero = {[2,—[2}, [2 = |: é ? :| .

Dokaz: Prije svega, ako je A € SU(2), onda je det AHA* = |det A|?(det H) = det H,
pa iz (5.2) slijedi da je o(A) ortogonalan operator, tj. uz gornju identifikaciju je o(A) € O(3).
Preslikavanje A — o(A) je neprekidno, pa je i preslikavanje A — det o(A) neprekidno. No kako je
o(A) € O(3) to je det o(A) € {1,—1}. Dakle, A — det o(A) je neprekidno preslikavanje sa SU(2)
u {1, —1}, paslijedi da je to konstantno preslikavanje. Kako je o(I3) = I3idet I3 = 1 zaklju¢ujemo
da je det 0(A) = 1 VA € SU(2). Dakle, o je preslikavanje sa SU(2) u SO(3). Za A, B € SU(2)
iza H € Hy imamo A(BHB*)A* = (AB)H(AB)*, a odatle slijedi da je 0(AB) = o(A)o(B).
Dakle, o : SU(2) — SO(3) je homomorfizam grupa.

Neka je A € SU(2) i H € H,. Tada je

_ﬁ a
Nadalje, neka su (z,y,2) = @ 1(H) e R*i (¢/,¢,2') = 1 (AHA*) € R®. Imamo

Az{q—ﬁ}, 0,BEC, |af+|52=1

dakle )
-2 D+ | | a B —z x4y a -0
' — iy Z | -5 a xT—iy oz g a |

Odatle direktnim ra¢unom slijedi

z a2 +a@ - —F) j(* -+ -F) ab+af |[a
v = i@ — 2+ P -5 NP+ @+ +F) i@B—ap) | | Y|
z —af —af i(@p — ap) lal* =g | L~?

a to znaci da je
o 8 La?+a* - —F) Y-+ P —F) af+ap
a([ 3 @D =| (@ -2+ -F H+@+F+0) i@B-ap) |- (53)
—ag —af i(ap — ap) laf* — 187

= N
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Odatle, ponovo direktnim ra¢unom nalazimo

TR B cos ¢ —sing 8
o 0 e-i% = | sinp cosyp

0 0 1
1
1 0 0
s _iain ¥
0([ C.OS.% an1192 ]) =10 cos?¥ —sinv
TSy 0083 0 sind cosd

Kako je svaki element grupe SO(3) produkt triju matrica takvog tipa, zakljucujemo da je o
epimorfizam.
Treba jos samo izracunati jezgru tog epimorfizma:

Zadatak 5.7. Pomocu eksplicitne formule (5.3) dokazite da je jezgra od o jednaka {Iz, —I5}.

Eksplicitne formule iz dokaza propozicije 5.2.2. omogucuju nam da i grupu SU(2) parame-
triziramo pomoc¢u Eulerovih parametara. Uz prijasnje oznake imali smo u grupi SO(3)

cosp; —sing; 0 1 0 0 cospy —singps 0
A(p1,2,9) = | singp; cosp; 0 0 cosv —sind singy cospy 0
0 0 1 0 sinv cos? 0 0 1

Prema dokazu proporzicije 5.2.2. imamo A(p1, @9, 0) = o(B(p1, g2, 1)), gdje je

;P1 9 ] i P2
el 0 CoS = —78in = e 0
_ ’ 2 2 '

Zadatak 5.8. Dokazite da je

Z-<P1+<P2 9 . P1=¥2 9

B 9) = € 2 COS D) —1€ 2 S 5
(o1, 02,7) = . _elmea oy _jP1tes 9
—1e 2 S1n D) € 2 COS D)

1 da vrijeds
B(1 + 47, 92,9) = B(p1, 02 + 4m,09) = B(p1 + 27, v + 2m,0) = B(p1, g2, V).
Zadatak 5.9. Dokazite da je
SU(2) = {B(p1,92,9); @1,92 € [0,4m), ¥ € [0, 7]}.
Nadalje, dokazite da u prikazu elementa A € SU(2) u obliku A = B(p1, p2, V) vrijedi:
(a) Parametar 9 € [0, 7] jedinstveno je odreden.

(b) Ako je 0 < ¥ < m onda postoje toéno dva para (p1,p2), (@}, ©5) € [0,4m) x [0,47) takva da
je A= B(e1,02,0) = B¢, 95, 9).

(¢) Vrijedi B(p1,p2,0) = B(¢], ¢5,0) ako i samo ako je o1 + po = @] + ¢4 (mod 4).

(d) Vrijedi B(gr, 02, ) = B(gh, o, ) ako i samo ako je 1 — ¢y = ¢} — @) (mod 4m).
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Iz propozicije 5.2.2. neposredno slijedi:

Propozicija 5.2.3. Ako je  reprezentacija grupe SO(3) onda je moo reprezentacija grupe SU(2).
Za reprezentaciju p grupe SU(2) postoji reprezentacija m grupe SO(3) takva da je p = mwo o ako i
samo ako je p(—1Is) jediniéni operator.

Prema zadacima 5.8.1 5.9.grupa SU(2) parametrizirana je s tri realna parametra
1,99 € [0,47] 1 ¥ € [0, 7]. Pri tome je ¢; = 0 ekvivalentno sa p; = 47, vy = 0 je ekvivalentno sa
w9 = 411 (p1, o) je ekvivalentno sa (@1 + 2, s +27), sa (1 + 27, o —27m), sa (1 — 27, o+ 27),
odnosno sa (¢ — 27, s — 27). Govoriti o funkeiji na SU(2) je isto kao govoriti o funkciji varijabli
@1, P2,V :

f(B(p1, 2,9)) = f(e1,2,7), e1,02€R, V€07,

s tim da je
flor +4m,02,9) = flp1, 2 +4m,0) = f(o1 + 21,02 4 2m,9) = f(1, 02,7).

Neka je C(SU(2)) vektorski prostor svih kompleksnih neprekidnih funkcija na grupi SU(2).
Za f € C(SU(2)) definiramo I(f) € C sa

1 47 47 T .
I(f) = 3%2/ / / (o1, 09, 9) sin 9 dgr dipy A,
0 0 0

Analogno teoremu 5.2.1. vrijedi

Teorem 5.2.4. Ovako definirano preslikavanje I : C(SU(2)) — C je invarijantni integral na
grupi SU(2).

Prouéit ¢emo sada neprekidne konaénodimenzionalne reprezentacije grupe SU(2). Cilj nam je
konstruirati predstavnike svih klasa ekvivalencije neprekidnih konac¢nodimenzionalnih reprezen-
tacija te grupe jer je svaka neprekidna kona¢nodimenzionalna reprezentacija od SU(2) potpuno
reducibilna, dakle, prostor takve reprezentacije je direktna suma invarijantnih potprostora takvih
da su pripadne subreprezentacije ireducibilne.

Analiza neprekidnih kona¢nodimenzionalnih reprezentacija grupe SU(2) najjednostavnije se
provodi pomoc¢u pripadnih reprezentacija njene Liejeve algebre. Pri tome se Liejeva algebra
su(2) grupe SU(2) definira na sljede¢i nacin:

su(2) = {4 € My(C); ' € SU(2) Vt € R}.
Zadatak 5.10. Dokazite da za svaku matricu A € M, (C) vrijedi
det (eA) =elr4,
Uputa: Iskoristite ¢injenicu da je svaka kvadratna matrica slicna gornjetrokutastoj matrici.

Zadatak 5.11. Pomocu zadatka 5.10. dokaZite da je su(2) skup svih antihermitskih matrica u
M5 (C) s tragom 0.

Prema zadatku 5.11. su(2) je trodimenzionalan realan vektorski prostor i vrijedi
A, B € su(2) = [A, Bl = AB — BA € su(2).

Dakle, su(2) je doista Liejeva algebra — trodimenzionalna realna Liejeva algebra.
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Neka je p neprekidna konacnodimenzionalna reprezentacija grupe SU(2) na prostoru V. Za
A € su(2) je tada t — p (etA) neprekidna reprezentacija aditivne grupe R na prostoru V, pa
prema zadatku 1.3. mozemo definirati linearan operator p(A) na prostoru V' sa

pA) = S ()

t=0
i tada je
0 (etA) _ otA(A).

Na taj nacin svakoj neprekidnoj konacnodimenzionalnoj reprezentaciji p grupe SU(2) na prostoru
V' pridruzeno je preslikavanje p : su(2) — L(V).

Teorem 5.2.5. Neka su p i w neprekidne konacnodimenzionalne reprezentacije grupe SU(2) na
prostorima V' 1 U.

(a) p je reprezentacija Liejeve algebre su(2) tj. R—Ilinearno preslikavange sa su(2) u L(V') takvo
da je
p([A, B]) = [6(A),p(B)] VA, B € su(2).

(b) Potprostor W prostora V' je p—invarijantan ako i samo ako je p—invarijantan.

(¢) Reprezentacija p grupe SU(2) je ireducibilna ako i samo ako je reprezentacija p Liejeve
algebre su(2) ireducibilna.

(d) HOmSU(g) (V, U) = Homsu(Q) (‘/7 U)

(e) Reprezentacije p i w grupe SU(2) su ekvivalentne ako i samo ako su reprezentacije p i @
Liejeve algebre su(2) ekvivalentne.

Za dokaz tvrdnje (a) treba nam sljedec¢a propozicija:

Propozicija 5.2.6. (a) Postoji otvorena okolina U nule u realnom vektorskom prostoru su(2) i
otvorena okolina V jedinice u grupi SU(2) takve da je eksponencijalno preslikavange exp : A — e
difeomorfizam sa U na V (tj. homeomorfizam takav da su preslikavanja exp|lU i (exp|lU)™" klase
).

(b) Postoji otvorena okolina U' tocke (0,0,0) u prostoru R?® i otvorena okolina V' jedinice u
grupi SU(2) takve da je za bazu

i 0 0 1 0 i
velo B as[ho) a0

realnog prostora su(2) preslikavanje (y1,yo, y3) — eV14rev242e¥34s difeomorfizam sa U’ na V'.
Dokaz: (a) Identificirat ¢emo grupu SU(2) s jedini¢nom sferom
S? = {(wg, 71,72, 73) € RY; 23 + 27 + 25 + 23 = 1}

euklidskog prostora R* kao u zadatku 5.6. tako da tocku (g, z1, 72, 23) € S® identificiramo s
matricom
To + 1T T + il‘g
—To + ilL‘g o — ilL‘l

€ SU(2).
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Tada se jedinica I u grupi SU(2) identificira s tockom (1,0, 0,0) € S. Nadalje, otvorena okolina
W jedinice u grupi SU(2) definirana sa

W:H—aﬁ g} e SU(2); Rea>0}

identificira se sa sljede¢om otvorenom okolinom tocke (1,0, 0,0) na sferi S® :
{(!Eo,$1,$2,:p3) € 53; Ty > 0}.

Ta se okolina identificira s otvorenom jedinicnom kuglom K = {(z, 2, 23) € R?; 22+ 23+22 < 1}
u euklidskom prostoru R? pomoéu difeomorfizma

2 2 2
(1'1,.172,1‘3) — (\/]— - l'l - .1'2 - .1'3 axlax27$3) )

odnosno,

V1—2? — a3 — 2%+ iz Ty + T3
(21, w2, 23) ~ 2 2 2
—To + 173 \/1—x1—:p2—x3—m1

sa K na W. Pri tom difeomorfizmu jedinica u grupi SU(2) identificira se s tockom 0 = (0,0, 0).
Inverzna identifikacija je

— ﬁ a
S druge strane, realan trodimenzionalan vektorski prostor su(2) identificira se s euklidskim

prostorom R? pomocu baze {A;, Ay, A3} u su(2). Dakle, toctka y = (y1,ys,y3) € R? identificira se
s matricom

l @ B} — (Ima, Re 8, Im f3).

11 Yo + 1y3
Aly) = ) ) € su(2).
(v) { —yp +iys  —iyn } 2)

Zadatak 5.12. Uz gornju oznaku dokazite indukcijom po n da je

Ay = (=1)" [yl L, A@)* = (=D)"lul*™Aly), v eR’, lyll =/ vi+ 3+ 93

Izvedite odatle da za y € R?\ {0} vrijeds

Y2 +1y3 .
COSHZ/HJFZH H sin [|y|| T sin [|y||

sin [|y |
= (cos [ly[l) 12 + T AW = iy
i “sinlyl  cosly]l - Ty ”SIHH!/H

eAW)

Definiramo sada otvorenu okolinu L nule u R?
L={yeR? ¥ cw}

Zbog zadatka 5.12. i uz uvedenu identifikaciju okoline W s otvorenom jedini¢nom kuglom K u R3
imamo

-1 dn+1
<yl <

4
L= {y R’ cos|y| >0} = {y e R |yl < g ili — 7 za neki n € N} :
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Neka je M komponenta povezanosti skupa L koja sadrzi nulu, tj. otvorena kugla u R? oko nule
radijusa /2 :

v
M= {y eR% |yl < 5}

Prema zadatku 5.12. uz ove identifikacije preslikavanje exp : A +— e
kuglu M je C*°—preslikavanje sa M u K zadano sa 0 +— 0 i

4 restringirano na otvorenu

Yy .
yszMMH(MmeL

i
1]l

. . sin
smmwﬁﬁmww)z @W% s y£0.

Prema teoremu o inverznoj funkciji iz teorije funkcija vise realnih varijabli tvrdnja (a) ¢e biti
dokazana ako pokazemo da je Jacobijeva matrica tog preslikavanja u nuli regularna. To slijedi iz
sljedeceg zadatka:

sin [|y||

lyll

Zadatak 5.13. DokazZite da je Jacobijeva matrica preslikavanja 0 — 0, 1 y —

u tockiy € M\ {(0,0,0)} jednaka

ay #0

sin [|y || : (COSIIyH _ sin|y||

y% Y2 Nys
[yl Iyl Iyl )

Y1Y2 y% Y293 | ,
YViYs Yoys  Ys

te da je Jacobijeva matrica tog preslikavanja u tocki y = (0,0,0) jednaka jediniénoj matrici I3.

Time je tvrdnja (a) propozicije 5.2.6. dokazana.
Tvrdnja (b) dokazuje se sasvim analogno. Prije svega, imamo

1A A s A _ ewt 0 CcoSYy  Sinys cosys 1sinys _
0 e —sinys cosys 1sinys COs Y3

B €1 (cos Yo COS Y3 + i Sin g sin y3) e (sin 5 cOS Y3 + 1 COS Yo Sin y3)
| e7Wi(—sinyycosyz +icosyssinys) e Y (cosyscosys — isinypsinyz) |

Ta se matrica za male vrijednosti parametara y;, y2, y3 kao u (a) identificira s tockom

(z1(y1, Y2, Y3), T2(Y1, Y2, Y3), T3(y1, Y2, ¥3)) € R?,
gdje je
x1(y1, Y2, Y3) = cosyy sin Y, sin y + sin y; cos ys Cos ys,
xo(Y1, Y2, Y3) = COS Yy SiN Y3 COS Y3 — Sin Yy COS Y Sin Y3,
x3(Y1, Y2, Y3) = sin y sin ys cos Y3 + oS Y1 COS Yo SIN Y3.

Jednostavan racun pokazuje da je Jacobijeva matrica preslikavanja

(yla Y2, 93) = (:El(yla Y2, 93)7 $2(y17 Y2, y3)a x3(y1’ Ya, y3))

u tocki (0,0,0) jednaka jedini¢noj matrici I3. Odatle slijedi tvrdnja (b) i time je propozicija
5.2.6. dokazana.

Dokaz teorema 5.2.5: (a) Za A € su(2) i za A € R imamo

FOA) = Zp ()

_ 4w

= \j(A).

t=0

t=0
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Dakle, vrijedi
p(ANA) = Ap(A) VAesu(2) i YAeR. (5.4)

Neka su U’ otvorena okolina nule u su(2) i V' otvorena okolina jedinice u grupi SU(2) iz propozicije
5.2.6., pri cemu je prostor su(2) identificiran s prostorom R? pomocu baze { A, Az, A3}. Zbog (5.4)
za dokaz linearnosti preslikavanja p dovoljno je dokazati da vrijedi

A(A+B) = p(A) + 4(B)

zasve A, B € U’ takve dasu A+B € U'. Izaberimo takve A i B. Tada prema tvrdnji (b) propozicije
5.2.6. postoje £ > 0 1 C*°—funkcije wy,wy, w3 : (—¢,¢) — R takve da je

etAetBe—t(A+B) — ewl(t)Al eUJQ(t)A2€W3(t)A3’ t c <—€, 5>.
Imamo
d
EetAetBeft(AJrB) 0 _ (AetAetBeft(AJrB) 1 etABetBet(A+B) | A tB (A+ B)eft(AJrB)) }t:O _
t=
S druge strane, zbog w;(0) = w(0) = w3(0) = 0 imamo
d . . .
Eewl(t)Alewz(t)fbews(lt)z‘ls =w; (0)A14 wa (0)Ag+ ws (0)As,
t=0
gdje smo stavili
: d
w; (0) = —w,(t) ) j=1,23.
! de 77,2,
Prema tome je
(,L)l (O)A1+ U.JQ (O)A2+ C(.Jg (O)Ag = 0,
a kako su Ay, As i A3 linearno nezavisni, slijedi da je
wy (0) =wy (0) =w3 (0) = 0. (5.5)

S druge strane, kako je p reprezentacija grupe SU(2) i kako vrijedi
p (e39) = e VO esu(2) i VseR,

dobivamo
p (etAetBe—t(A—f—B)) = (etA) p (etB) p (e—t(A+B)) — otP(A) pth(B) ptp(A+B)

p (eLU1 (t)Al ewg (t)AQ ewg(t)Ag) — p (ewl (t)Al) p (ewg(t)Ag) p (ewg(t)Ag) — eLU1 (t)ﬁ(Al)ewg(t)ﬁ(Ag)ewg(t)ﬁ(Ag).

Dakle, vrijedi
tp(A) th(B) ptp(A+B) _

. (1 DR 2052 s OPAS) e (g g,

Deriviramo sada obje strane ove jednakosti po varijabli ¢ i zatim uvrstimo ¢ = 0. Analogni racun
kao malo prije daje uzevsi u obzir (5.5),

FA) + p(B) = A+ B) = (0)5(A1)+ 0 (0)5(As)+ s (0)p(As) = 0.
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Time je dokazano da vrijedi p(A + B) = p(A) + p(B) ako su A, B € U’ takve da je A+ B e U'.
Dakle, dokazana je R—linearnost preslikavanja p : su(2) — L(V).
Treba jos dokazati da vrijedi

p([A, Bl) = [p(A), p(B)], A, B € su(2).

Zbog (5.4) dovoljno je tu jednakost dokazati u situaciji kad su A, B € U’ takvi da je [A, B] € U'.
Slicno kao prije zakljuéujemo da postoje € > 0 1 C*°—funkcije wy,wq,ws : [0,€) — R takve da je

e\/er\/ZBef\/erfx/ZBeft[A,B] — eLU1 (t)Ax e(.UQ(t)AQ ewg(t)Ag’ t e [O, 8>. (56)
Kako je lijeva strana jednaka Iy za t = 0 i u ovom slucaju je wy(0) = wa(0) = w3(0) = 0.

Neka su sada T'i S proizvoljni linearni operatori na kona¢nodimenzionalnom vektorskom pros-

toru. Tada je zat > 0
VT ViS = VIT o =VES

t t t t
= ([+VIT+ T2 4 )T+ VIS + 58 ) = VAT + 5T 4 ) (I = VIS + 587 +000) =

1 1 1 1
I+VRT+S—01—$+¢(aT?+5¢+7fﬂ+§SW+TS—TQ—TS—ST—5Q+TS)+
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
t3/2 _T3 - 3__T3__ 3 _T2 __T3__T2 -T 2 - QT__ 3
+ (6 +59° - TS — 5125+ TS =55 55°+
1

1 1 1 1 1
+?ﬁ+§$ﬁ—§T%+§T§+§§—5T§—JST—T¢+T%+Sﬂ0+» ------ =

:1+ﬂﬂﬂ+%wagwnﬂu{&wﬁm+ ------ |

Odatle slijedi
d
eﬁTeﬁSe—ﬁTe—ﬁs

= = [T, . (5.7)

t=0

Stoga imamo

%e\/iAe\/iBe—\/iAe—\/iBe—t[A,B]

Nadalje, isti racun kao i prije daje

— [A,B] - [A,B] =0.

t=0

d : . .
Eem(t)Alewz(t)Azews(t)As =wy (0)A;+ wy (0) A+ ws (0)As,

t=0

dakle,
wy (0) =w, (0) =wy (0) =o0. (5.8)

Primjenimo sada p na obje strane jednakosti (5.6). Kao i prije dobivamo jednakost

VIH(A) V(B — V() ,—VEA(B) ,—tH([AB]) _ pen(D3(A1) g (0)5(A2) s (D)7(As)

Sada zbog (5.7) i (5.8) dobivamo redom

[5(A), 3(B)] — 5 (|A, B]) = %ex/iﬁ(f‘l)e\/iﬁ(B)e—\/iﬁ(A)e—\/iﬁ(B)e—tﬁ([A:BD —
t=0

d - - - ) ) .
_ aeu.)l(t)p(x‘h)eu-)Q(t)P(f‘b)e‘-"S(t)P(AS) =w (O)ﬁ(A1>+ Wo (O)ﬁ(A2)+ W3 (0)15(143) =0.
t=0
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Time je dokazano da vrijedi i
p([A, B]) = [p(A), p(B)], A B € su(2),

odnosno, tvrdnja (a) je u potpunosti dokazana.
(b) Pretpostavimo da je potprostor W p—invarijantan. Za A € su(2) je tada et € SU(2) za
svaki t € R, dakle vrijedi

p(etA)wEW VieR 1 YweW.

Medutim, imamo
0 (etA) _ A

dakle, vrijedi ~
PNy eW  WVteR i YweW.

Odatle je za svaki w € W

d ,; 1, .-
pAw = —e?Dw|  =lim - (" Dw —w) e W,

dt o 0t

jer je svaki potprostor kona¢nodimenzionalnog prostora zatvoren. Time je dokazano da je pot-
prostor W invarijantan s obzirom na sve operatore p(A), A € su(2).

Pretpostavimo sada da je potprostor W invarijantan s obzirom na sve operatore p(A),
A € su(2). Tada opet zbog zatvorenosti potprostora W imamo za svaki w € W i za svaki

A€ su(2):

p(eA)w: w_hmzk'p Yew e W.

n—oo

Dakle, potprostor W je invarijantan s obzirom na sve operatore p (eA) , A € su(2). Medutim,
vidjeli smo da se svaki element grupe SU(2) moze pisati kao

o1 . S
Blgr, 09, 0) = e’z Ow cosg —1 smg e’z Ow — oA B A iR AL
= o1 .. S92 =
P 0 etz —1 smg cosg 0 etz

Dakle, svaki element B grupe SU(2) moZze se napisati kao produkt elemenata oblika e, A € su(2).
Prema tome, potprostor W je invarijantan s obzirom na sve operatore p(B), B € SU(2).
Tvrdnja (c¢) neposredna je posljedica tvrdnje (b).
(d) Neka je T' € Homgyy(V,U), tj. T € L(V,W) je takav da vrijedi Tp(B) = w(B)T za svaki
B € SU(2). Tada za svaki A € su(2) i za svaki t € R vrijedi

Te?™ =Tp (e'd) =w (M) T = AT,

Deriviranjem po varijabli ¢ u tocki t = 0 slijedi Tp(A) = @(A)T, dakle, T € Homgy2)(V,W).
Pretpostavimo sada da je T' € Homey)(V,U), tj. T € L(V,U) je takav da je Tp(A) = ©(A)T,
VA € s5u(2). Tada za svaki k vrijedi Tp(A)* = &(A)*T, dakle,

n

Tp (eA) Te’™ = lim Z k'Tp = lim ! (AT = T = (eA) T.

n—00 k—00 kl
k=

Kako je svaki B € SU(2) produkt elemenata oblika e, A € su(2), slijedi Tp(B) = w(B)T,
VB € SU(2). Dakle, T' € Homgy2)(V,U) i time je tvrdnja (d) dokazana.
Napokon, tvrdnja (e) neposredna je posljedica tvrdnje (d).
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Proucit ¢emo sada kona¢nodimenzionalne reprezentacije Liejeve algebre su(2), tj. R—linearna
preslikavanja 7 : su(2) — L(V'), za kona¢nodimenzionalan kompleksan vektorski prostor V, takva
da je 7([A, B]) = [r(A), 7(B)] YA, B € su(2). U daljnjem upotrebljavamo prije uvedene oznake

i 0 0 1 0 i
Sl I B W TR P

{A;, Ay, A3} je baza realnog vektorskog prostora su(2) i vrijedi
[Ab AQ] = 2A37 [A27 A3] = 2A17 [A37 Al] = 2A2

Zadatak 5.14. Dokazite da operacija komutiranja [A, Bl = AB — BA u L(V) ili u M,(C) ima
svojstva

4, BC| = [A,BIC+ BIA,C] i [A[B,C]|=[[AB,C+[B,AC] VAB,C.
Zadatak 5.15. Ako je m reprezentacija Liejeve algebre su(2), dokazite da linearni operatori
. 1 1 . 1 7
H = —in(Ay), X = §7T(A2) — §7T(A3) i Y = _571-(142) — 57?(/13)
zadovoljavaju

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=AH.

Nadalje, dokaZite da za operator
C=H?-2H+4XY = H*+2H +4Y X

vrijeds

[7(A),C] =0 VA € su(2)
Teorem 5.2.7. Za svakin € N postoji tocno jedna klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija
Liejeve algebre su(2) dimenzije n. Ako je w takva, postoji baza {eg,e1,...,e,_1} prostora reprezen-
tacije m na koju operatori H = —in(Ay), X = 3m(As) — im(A3) i Y = —3m(Ay) — im(A3) djeluju
na sljedect nacin:

He; = (2j —n+ 1)e; za 7=0,1,...,n—1,;
Xejzej-‘rl Za4 j:())la"'an_Q? Xen_lz();
Ye; =j(n—j)ej1 za j=1,2,...,n—1, Yey = 0.

Dokaz: Pretpostavimo da je 7 ireducibilna reprezentacija Liejeve algebre su(2) na konaéno-
dimenzionalnom prostoru V' i neka su H, X,Y,C € L(V) operatori iz zadatka 5.15. Neka je «
svojstvena vrijednost operatora H i x # 0 pripadni svojstveni vektor, Hx = ax. Tada nalazimo

HYx=(HY - YH+YH)x=[H,Y|lx+YHzr = -2Yx+ oYz =(a—2)Yx.

Odatle indukcijom po & slijedi
HY*r = (a0 — 2k)Y* 2.

Doista, ako pretpostavimo da je HY* 1z = (a—2k+2)Y* 12, onda pomoéu zadatka 5.14. imamo
HY*r = HYY" o = ((H,) Y]+ YH)Y" o = 2YY* 2 4+ Y(a — 2k + 2)Y* o = (a — 2k)Y 2.

Odatle zakljuéujemo da postoji & € N takav da je Y*z = 0. Doista, kad bi bilo Y*z # 0 V& onda
bi o — 2k bila svojstvena vrijednost od H za svaki k € N, a to je nemoguce zbog toga sto je prostor



116 POGLAVLJE 5. REPREZENTACIJE NEKIH MATRICNIH GRUPA

V kona¢nodimenzionalan. Neka je, dakle, k € N takav da je e = Y* 12 £ 0i Y*z = 0. Tada je e
svojstveni vektor operatora H i vrijedi Ye = 0.
Na taj nacin dokazali smo da postoje A € Cie eV, e # 0, takvi da je

He = )e i Ye=0.
Sada slicno kao malo prije slijedi da je
HX’e=(A+2j)X’e  VjeEN.
Stoga postoji k > 0 takav da je X¥e # 0 i X¥Tle = 0. Stavimo tada
e; = Xe, j=0,1,... .k

Tada je
Xej =ejq za 0<j<k-1 i Xe, = 0.

Nadalje
He; = (A4 2j)e; za 0<j<k.

Po zadatku 5.15. operator C' komutira sa svim operatorima reprezentacije m. Sada iz tvrdnje (c)
Schurove leme (teorem 1.1.4.) slijedi C' = 1y za neki § € C. Sada je

Be=Ce= (H?—2H +4XY)e = (A\* = 2\)e.
Dakle, 3 = A2 — 2\, tj. Cx = (A2 —2\)z Vo € V. Sada za j € {1,2,...,k} imamo
(N —2X\ej_1 =Cejy = (H*+2H +4Y X)ej_1 = H?e;_1 + 2He; 1 +4Y Xejq =
=(A+2j—2)%; 1 +2(A+2j — 2)ej_1 +4Ye;,

odakle je

Yej=— (M=2 = (A +2j -2 =2(A+2j = 2)) ¢j-1 = —j(A +j — L)ej1.

o |

Iz dobivenih jednakosti nalazimo
()\+2k)ek = Hek = [X, Y]ek = XYek —YXek = XYek = —]{7()\4—/{ — 1)X€k,1 = —]{7()\4—/{ — 1>€k

pa slijedi
A+2%k=—k\N— K>+ k — A= —k.

Sve u svemu, imamo formule djelovanja operatora H, X i Y na vektore e; :

Hej:(2j—k)ej zZa j:O,l,,]{],

Xej:€j+1 za j:O,l,...,]{]—l, X@kIO,

Yejzj(]{]—jﬁ—l)@],l zZa j:1,2,...,]€, YGOIO.
Vektori eg, ey, . . ., e, su linearno nezavisni, jer su to svojstveni vektori operatora H za medusobno
razlicite svojstvene vrijednosti. Gornje formule pokazuju da je potprostor W razapet vektorima
€o, €1, - - -, € invarijantan s obzirom na operatore H, X i Y. Kako je

7T(A1) = ZH, 7T(A2) =X - K 7T(A3) =X+ ZY,
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slijedi da je potprostor W invarijantan s obzirom na operatore m(A;), m(As) i m(Aj3), a kako je
{41, Az, A3} baza od su(2), zaklju¢ujemo da je potprostor W invarijantan s obzirom na m(A) za sve
A € su(2), tj. W je m—invarijantan. Kako je po pretpostavci reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi
W = V. Dakle, {eg,e1,..., e} je baza prostora V. Dakle, ako je dim V' = n, onda je k = n — 1 pa
dobivamo upravo formule iz iskaza teorema.

Na taj nacin dokazali smo da ako je m n—dimenzionalna ireducibilna reprezentacija Liejeve
algebre su(2), onda postoji baza {eq, e1, ..., e, 1} prostora reprezentacije na koju operatori

H=—ir(4), X-= %W(Az) _ %W(Ag), y — —%W(Az) _ %W(Ag)

djeluju po formulama iz iskaza teorema.

Neka je sada V' n—dimenzionalni vektorski prostor s bazom {eg, e1, . . ., e,_1} i neka su operatori
H,X,Y € L(V) zadani formulama iz iskaza teorema. Tada se direktnim ra¢unom provjerava da
vrijedi

[H, X] =2X, [H,Y] = -2Y, [(X,Y]=H.

Definiramo sada operatore By, By, By € L(V) sljede¢im formulama:
B, =1H, By =X -, By =1X +1Y.
Tada se provjerava da vrijedi
(B, Bs] = 2Bs, (B, B3] = 2By, [Bs, B1] = 2Bs,
a odatle slijedi da je sa
(o Ay + agAg + a3A3) = a1 By + e By + a3 Bs, aq, a0, a3 € R,

zadana reprezentacija 7 Liejeve algebre su(2) na vektorskom prostoru V. Treba jos dokazati da
je tako definirana reprezentacija 7 ireducibilna. Neka je W # {0} m—invarijantni potprostor
prostora V. Tada je W invarijantan s obzirom na operator H, pa slijedi da u potprostoru W
postoji svojstven vektor operatora H. Slijedi da je e; € W za neki j € {0,1,...,n — 1}. Sada
iz formula djelovanja operatora X i iz ¢injenice da je potprostor W invarijantan s obzirom na X
slijedi da su ejy1,...,e,—1 € W. Analogno, iz formula djelovanja operatora Y i iz ¢injenice da
je potprostor W invarijantan s obzirom na operator Y slijedi da su i ej_i,...,eq € W. Dakle,
{eo, €1,...,en_1} C W, pa zakljuéujemo da je W = V. Dakle, reprezentacija 7 je ireducibilna.
Napokon, ako su 7 i o ireducibilne reprezentacije Liejeve algebre su(2) na prostorima V i W i

ako je dim V = dim W = n — 1, onda prema prvom dijelu dokaza postoji baza {eg, e1,..., e, 1}
prostora V takva da za operatore H = —im(A;), X = im(Ay) — im(A3) 1Y = —Im(Ay) — L7m(A3)
vrijede formule iz iskaza teorema. Iz istog razloga postoji baza {fo, fi1,..., fn_1} prostora W na
koju operatori H' = —io(Ay), X' = 20(As) — $0(A43) 1Y = —30(As) — 20(A;3) djeluju na isti
nacin:

Hfi=02j—-n+1)f; za j=0,1,....,n—1;

X'fi = fin za j=0,1,...,n—2, X' fn1 =0;

Y'fi=jn—173)fiza za j=1,2,...,n—1, Y'fo=0.
Neka je T': V. — W izomorfizam vektorskih prostora zadan sa T'e; = f;, j =0,1,...,n— 1. Tada
oCito vrijedi

TH =H'T, TX = X'T, TY =Y'T.

Imamo

7T(A1) = ZH, 7T(A2) =X - K 7T(A3) =1X + ZK
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o(A) =iH', o(Ay) =X =Y o(43)=iX"+iY’
pa iz gornjih jednakosti slijedi

Tr(A;) =0o(Aj)T za j=1,2,3.

Kako je {A1, A, A3} baza realnog vektorskog prostora su(2) i kako su 7 i 0 R—linearna preslika-
vanja, zakljucujemo da je
Tr(A) =0c(A)T VA € su(2).

Time je dokazano da su ireducibilne reprezentacije 7 i o ekvivalentne ¢im imaju istu dimenziju.
Dakle, teorem 5.2.7. u potpunosti je dokazan.

A priori nije jasno da je svaka ireducibilna kona¢nodimenzionalna reprezentacija Liejeve alge-
bre su(2) oblika p za neku neprekidnu ireducibilnu reprezentaciju p grupe SU(2). Sada ¢emo za
svaki prirodan broj n konstruirati n—dimenzionalnu neprekidnu ireducibilnu reprezentaciju grupe

SU(2).

Neka je P vektorski prostor svih polinoma dvije varijable s kompleksnim koeficijentima. Za
svaku matricu A € GL(2,C) definiramo linearan operator m(A) na prostoru P na sljedeci nacin:

(m(A)P)(x,y) = P(az + vy, Br + dy), A= { ?; g } € GL(2,C).

Lako se provjeri da je tada m(AB) = n(A)n(B), A, B € GL(2,C), i da je n(I3) = Ip. Dakle, 7 je

reprezentacija grupe GL(2,C) na vektorskom prostoru P. Ozna¢imo sa P,, potprostor od P svih

homogenih polinoma stupnja n. Tada je dim P,, = n+ 1 jer ako stavimo P, ;(x,y) = x*y"* onda

je ocito { P, o, Pp1, ..., Pon} baza od P,. Nadalje, jasno je da je P, m—invarijantan potprostor od
P i da je subreprezentacija mp, neprekidna. Oznacimo sa 7, restrikciju te subreprezentacije na
podgrupu SU(2) grupe GL(2,C). Dakle,

(7 (A)P)(z,y) = P(ax — By, Bx +ay), A= { _o% g } € SU(2).

Izracunajmo sada operatore 7, (A1), T,(Az2) i T,(A3z). Imamo

oA it 0' s _ cost sint ; oA _ cost isint
0 e | —sint cost isint cost |’

Stoga je za P € P,
(p (e") P) (z,y) = P (e"z,e"y),
(p (") P) (x,y) = P(xcost — ysint, xsint + ycost),
(p (e"%) P) (x,y) = P(xcost + iysint,izsint + ycost).
Odatle dobivamo

(A P)wy) = TP (e, e7)

0 0
=1wx—P(z,y) —wy—P(x,y),
. o (z,9) Yoy (z,y)

d
(Tn(A2)P)(x,y) = —P(xcost —ysint, xsint + ycost)

) )
— _y—P —_p
p” o (z,y) +z (z,y),

dy

t=0
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d 0 0
(Tn(A3)P)(x,y) = — P(xcost +iysint,ixsint +ycost)| =iy—P(x,y)+iz—P(z,y).
dt -0 Ox dy

Stavimo kao i prije

H=—iftn(A), X= %ﬁn(@) _ %frn(Ag) i Y= —%frn(Ag) _ %frn(Ag).

Prema gornjem racunu tada imamo na prostoru P, :

0 0 0 ) 0

~
Il
<
|

Ti operatori na bazu {P,x; k=0,1,...,n} prostora P, (P,i(x,y) = 2Fy"*) djeluju na sljededi
nacin:

HPn,k = (2]{] — n)ank, XPn,k = (77, — k>Pn,k+1 1 YPn,k = kPnJg,l.

Posebno, vidimo da su vektori baze svojstveni vektori operatora H za medusobno razlicite svo-
jstvene vrijednosti.

Pretpostavimo sada da je W # {0} m,—invarijantan potprostor od P,. Tada je prema tvrdnji
(b) teorema 5.2.5. potprostor W 7, —invarijantan, dakle, W je invarijantan s obzirom na oper-
atore H, X i Y. Slijedi da W sadrzi neki od svojstvenih vektora P, ; operatora H. Kako je W
invarijantan i s obzirom na operator X, slijedi da W sadrzi i vektore P, g1, Pykt2,-- s Pan, @
zbog invarijantnosti s obzirom na operator Y sadrzi i vektore P, y_1, Py k-2, - .., Pno. To znaci da
W sadrzi sve vektore baze, odnosno, vrijedi W = P,. Time je dokazana tvrdnja (a) sljedeceg
teorema:

Teorem 5.2.8. (a) Reprezentacije m,, n € NU{0}, grupe SU(2) su ireducibilne.
(b) Ako je m konacnodimenzionalna neprekidna ireducibilna reprezentacija grupe SU(2) na
prostoru V i dim V =n onda je m ~ m,_;.

Dokaz tvrdnje (b). Prema tvrdnji (¢) teorema 5.2.5. 7 i 7,_; su ireducibilne reprezentacije
Liejeve algebre su(2) na prostorima V' i P,_;. Nadalje, dim V" = n = dim P,_;. Iz teorema
5.2.7. slijedi da je T ~ 7,,_1. Sada pomoc¢u tvrdnje (e) teorema 5.2.5. zaklju¢ujemo da je m ~ m,_;.

Zadatak 5.16. Konstruirajte bazu {eg, e, ..., e,} prostora P, takvu da operatori
" 1. i 1. i
H = —Z’]Tn(Al), X = §7Tn(A2) — 577'”(143), Y = —577'”(142) — §7Tn(A3)

djeluju kao u teoremu 5.2.7:

He; = (2j —n)e; za §=0,1,...,n;
XejzejJrl za j:O,l,...,n—l, Xe":O’
Ye;=jn—j+1)ej za j=1,2,...,n, Yey=0.

Teorem 5.2.9. Svaka neprekidna konacnodimenzionalna ireducibilna reprezentacija grupe SO(3)
je neparne dimenzije. Za svaki neparan prirodan broj m postoji tocno jedna klasa ekvivalencije
neprekidnih ireducibilnih konacnodimenzionalnih reprezentacija grupe SO(3) dimenzije n.

Dokaz: Izracunajmo m,(—1I3) za reprezentacije m, grupe SU(2) konstruirane prije iskaza teo-
rema 5.2.8. Za P € P imamo po definiciji reprezentacije m, :

[mn(=12) Pl(z,y) = P(—2,—y) = (=1)"P(z,y).
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Dakle,

Tn(—12) = (=1)"Ip,.
Prema propoziciji 5.2.3. reprezentacija m, grupe SU(2) nastaje iz reprezentacije kvocijentne grupe
SU(2) /{12, — I} ~ SO(3) ako i samo ako je m,(—1I2) = Ip,, dakle ako i samo ako je (—1)" = 1, tj.
ako i samo ako je n paran broj, a to znaci ako i samo ako je dimenzija reprezentacije 7, neparna.

Zadatak 5.17. Neka su m i o neprekidne reprezentacije grupe SU(2) na konacénodimenzionalnim
prostorima Vi W. DokaZite da za svaki A € su(2) vrijedi

(r®0)(A) = #(A) ® Iy + Iy ® 6(A).

Zadatak 5.18. Neka su m © 0 konacnodimenzionalne neprekidne ireducibilne reprezentacije grupe
SU(2) na vektorskim prostorima Vi W i neka je dim V =n+ 1> k+ 1 = dim W. DokaZite da
postoje m @ o—invariyjatni potprostori U, j =n—k,n—k+2,n—k+4,....n+k—2,n+k, takvi
da je dim U; = j + 1 i da su sve subreprezentacije (m ® o)y, ireducibilne. Dakle,

Tn @ T X Mp—g + T2 T Tn—kya + 0000 Tntk—2 + Tntk-

Uputa: Prema teoremu 5.2.7. postoji baza {eg,e1,...,e,} prostora V' i baza {fo, f1,---, fx}
prostora W koje su sastavljene od svojstvenih vektora operatora

H' = —in(Ay), odnosno  H" = —io(A),
i da vrijedi
He;=(2j—n)e; za j=0,1,...,n;
H”fi = (27, — k)fz za 1 1
Iz zadatka 5.17. slijedi da za operator
H=—i(r®0)(A4)
vrijedi
H=HIlLy+I, H".
Odatle izvedite da je
H(e;® fi)=(2j+2i—n—k)(e;®fi), 0<j<n, 0<i<k

Buduéi da je {e; ® fi; 0 <j <n, 0 <i <k} baza prostora U =V ® W, zakljucite da je spektar
operatora H jednak

Sp(H)y={-n—k,—n—k+2,....,n+k—-2n+k}
idajezale Sp(H)
{e;©f 0<j<n 0<i<k (=2j+2—n—Fk}

baza svojstvenog potprostora

Zy={ueU; Hu=(lu}

operatora H za svojstvenu vrijednost ¢. Odredite dimenzije potprostora Z,, a odatle pomoc¢u pot-
pune reducibilnosti izvedite tvrdnju.

U daljnjim zadacima o, je neprekidna ireducibilna reprezentacija grupe SU(2) dimenzije n i
Xn je njen karakter. Napomenimo da je o, >~ m,_1 uz oznake iz teorema 5.2.8. Nadalje, ako je w
kona¢nodimenzionalna neprekidna reprezentacija grupe SU(2) sa x,, oznacavamo njen karakter.



5.3. SFERNI HARMONICI 121

Zadatak 5.19. Neka je B € SU(2) takva da je o(B) rotacija oko osi kroz ishodiste u R® za kut
p €10,27) (0 : SU(2) — SO(3) je epimorfizam iz propozicije 5.2.2.). Dokazite da je tada

sm( 5

nz)

Xn(B) =
Uputa: Dokazite da je tada element B u grupi SU(2) konjugiran sa C' = e?4 ili sa
D = e¥2M41  Zatim izracunajte trag operatora m,(C) i m,(D) koriste¢i bazu iz teorema 5.2.7.
Zadatak 5.20. Dokazite tvrdnju zadatka 5.18. koristeéi zadatak 5.19. 1 jednakost Xr,om, = Xn*Xk-
Zadatak 5.21. Dokazite da je
Xos@os@os = X7 T 2X5 + 3X3 + X1,

Xos@os00s003 = X9 T 3X7 + 6x5 + 6x3 + 3X1,
Xos@os@os@os00s = X11 T 4Xo + 10x7 + 15x5 + 15x3 + Gx1.

Zadatak 5.22. Neka je V prostor reprezentacije o,. DokaZite da postoje linearni operatori
SSA: VRV = VRV takvi da vrijedi

Seey)=ry+ty®zr i AQy)=1r0y—-yeur, r,yeV.

Neka su R(S) i R(A) podrucja vrijednosti tih operatora. DokazZite da su potprostori R(S) i R(A)
0 @0, —invarijantni i da je V@V = R(S)+R(A). Pronadite rastav subreprezentacija (0, ®0,)r(s)
i (0n ® 0n)R(ay u direktnu sumu ireducibilnih subreprezentacija.

5.3 Sferni harmonici
Promatrat ¢emo sada funkcije na jedini¢noj sferi S? u R3 :
S? = {(w1, 19, 73) € R, 22 + 235 + 25 = 1}.
Polarne koordinate (r,9, ), r > 0, ¥ € [0, 7], ¢ € [0,27), na prostoru R? zadane su sa
x1 = rsind cos @, To = rsindsin g, T3 = 1 Ccos .

Ako iz R? izuzmemo npr. pozitivni dio treée osi, prijelaz s Kartezijevih na polarne koordinate je
klase C*°. Standardni integral na R?® u polarnim koordinatama postaje

+o0 +o0 +o0 +o0 T 2
/ / / Fdzidzedzs = / / / Fr?sin ddrdide.
—00 —00 —00 0 0 0

Odatle dobivamo koordinate (9, ¢), ¥ € [0,7], ¢ € [0,27), na sferi S?, i integral na S? koji
normiramo tako da povrsina sfere S? bude jednaka 1 :

1 m 2
fr —/ / f(0, @) sin dddde.
AT Jo Jo

Neka je Ly(S?) Hilbertov prostor (klasa) kvadratno integrabilnih kompleksnoznaé¢nih funkcija na
sferi S? sa skalarnim produktom

g 2m
A= 1= [ [ 10000 s ianag.
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Laplaceov operator ili Laplasijan A je diferencijalni operator na R? definiran sa

o o o

A= .
ox? * 0x3 * x?

Prijelazom na polarne koordinate dobivamo

? 20 1

gdje je Ag2 tzv. sferni Laplasijan:

2 1 2
As2:a—+cotﬁg+ 0

BNE 0 " (sin¥)? dp?’ (5.10)

Svaka matrica A € SO(3) djeluje kao rotacija prostora R®. Za funkciju f : R® — C i za
A € SO(3) definiramo funkciju p(A)f : R* — C sa

(p(A) f)(z) = f(A'z), zeR’.

Tada ocito vrijedi
p(A)p(B)f = p(AB)f VA, B € SO(3) i zasvaku funkciju f:R* — C.

Restrikcije operatora p(A) na invarijantne potprostore funkcija oznacavat ¢emo takoder sa p(A);
npr. na prostoru Ly(R?) ili na njegovim gustim potprostorima Cp(R?) i C5°(R3).

Uvest ¢emo sada pojam harmonijskih polinoma i vidjeti da se restrikcijama operatora p(A),
A € SO(3), na prostore homogenih harmonijskih polinoma dobivaju sve ireducibilne kona¢nodi-
menzionalne reprezentacije grupe SO(3).

Harmonijska funkcija je funkcija f : R® — C koja je klase C? i vrijedi

Af =0.

Za svaki ¢ € Z, oznacimo sa P’ kompleksan vektorski prostor svih homogenih kompleksnoznaénih
polinoma na R? stupnja ¢. Nadalje, neka je H* potprostor od P* svih harmonijskih polinoma
tj. svih P € P’ takvih da je AP = 0.

Zadatak 5.23. DokazZite da je

di pf — CEDEE2)
—

Zadatak 5.24. Dokazite da je za svaki { € Z, AP’ surjekcija sa P na P2, Pri tome podrazu-
mijevamo da je P~ = P2 = {0}.

Uputa: Dokazite direktnim racunom da su polinomi oblika = — 2%, © — z12% i © — 292P,
g3 € Z, u slici operatora A|P. Zatim pomocéu formule

A@afafef) = aa — Daf afaf + ez — Daf'ad"af + a3(gs — Daf'afaf ™

dokazite da iz surjektivnosti A|P? : P* — P2 slijedi surjektivnost A|PH2 . P42 — P’ Napokon,
uocite da je tvrdnja trivijalna za £ =01 ¢ = 1.

Zadatak 5.25. Dokazite da je dim H' =20 +1 V{ € Z,.
Uputa: Iskoristite zadatke 5.23. 1 5.24.
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Akoje P € Pi A€ SO(3) ocito je i p(A)P € P. Stovise, ako je P € P'1 A € SO(3), onda je i
p(A)P € P*. 1z definicije p jasno je da je za svaki P € P preslikavanje A — p(A)P sa SO(3) u P*
neprekidno. Prema tome, A — p(A)|P* je reprezentacija grupe SO(3) na kona¢nodimenzionalnom
prostoru P*.

Propozicija 5.3.1. Potprostor H® od P’ je p—invarijantan.

Dokaz: Neka je A € SO(3) i neka su «;; matriéni elementi matrice A. Za tocku
x = (11,72, 73) € R oznacimo sa y = (y1,ys,y3) tocku A1z, dakle,

3
Y = E Oéjkl'j.
Jj=1

Za funkciju f : R® — C klase C? i za 1 < i < 3 imamo

9 9 3 3 3 3 9
f(A ) = — ( Qj1Tj, ) Qjaly, @'390‘) = i —f (Y1, ¥2,y3)-
or; ErS ]21 3143 ]21 3243 ]21 33L3 ; E

Odavde je

3
82
B zzl 8—xff Z Oé”alka a f(y17y27y3>-

i,5,k=1

Medutim, A je ortogonalna matrica pa je

3
Z QO = 5kj-
i=1
Slijedi
(A Az
Z ay] (AN)(A ).

Prema tome, ako je P harmonijski polinom, onda je za svaku A € SO(3) polinom p(A)P = PoA™!
takoder harmonijski.

Subreprezentaciju A — p(A)|H* oznacavat éemo sa p’.

Propozicija 5.3.2. Reprezentacija p’ grupe SO(3) je ireducibilna za svaki { € 7. Ta je repre-
zentacija ekvivalentna reprezentaciji mop 12 odjeljka 5.2.

Dokaz: Lako se vidi da je homoheni polinom Py(z1, 72, 23) = (1 +iz2)* stupnja ¢ harmonijski.
Neka je o : SU(2) — SO(3) epimorfizam iz odjeljka 5.2. Promatrajmo reprezentaciju p‘o o grupe
SU(2) na prostoru H*. Tada je

ot 0 cos2t —sin2t 0
a([ ; ]): sin2t cos2t 0 |,
0 0 1

pa nalazimo
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Odatle slijedi da je P, svojstveni vektor operatora

oo (s 4])- ([ L)

sa svojstvenom vrijednoscéu 2:¢¢, dakle, svojstveni vektor operatora

r--asen (5 %)

sa svojstvenom vrijednoséu 2¢. Prema teoremu 5.2.7. u rastavu reprezentacije p’ o o u direktnu
sumu ireducibilnih reprezentacija pojavljuje se jedinstvena (2¢+ 1)—dimenzionalna reprezentacija
mae. No kako je dim H, = 2¢ + 1, slijedi tvrdnja propozicije.

t=0

Na taj nacin realizirali smo sve ireducibilne reprezentacije grupe SO(3) na prostorima ho-
mogenih harmonijskih polinoma na R3.

Propozicija 5.3.3. Za svaki £ > 2 je
Pr=H, + r2pt=2,
Pri tome za polinom P r*P oznacava polinom (xq,x2, x3) — (23 + 23 + 23) P(x1, 29, 73).

Dokaz: Ocito je preslikavanje P — 2P injektivno. Prema tome je dim 72P‘2 = dim P*. Iz
zadataka 5.23. i 5.25. znamo da je

dim P* = dim H’ + dim P2
Prema tome, treba samo dokazati da je H* N r?P* = {0}.
Zadatak 5.26. Dokazite da za svaki P € P* vrijedi Eulerov identitet:

9] 9]
(1 oxq Ox Oxs )P =tP

Zadatak 5.27. Pomocu zadatka 5.26. dokaZite da za svaki P € P’ i svaki k € N wvrijedi

+ 29 + x3
2

A(r®*P) = 2k(20 + 2k + 1)r* 2P + r?*AP.

Pretpostavimo da postoji P € H® N r?P* 2 razli¢it od nule. Neka je k € N najveéi takav da
postoji Q € P~?¥ takav da je P = r?*Q. Tada po zadatku 5.27. imamo

0= AP = A(r™Q) = 2k(20 + 2k + 1)r**2Q + 1 AQ.

Odatle je

1 2
= i)

To znaéi da je polinom @ u prstenu polinoma P djeljiv sa 72, a to je nemoguée po izboru k. Ova

kontradikcija pokazuje da je H’ N r2P~2 = {0}.

AQ.

Odatle neposredno slijedi:
Korolar 5.3.4. Vrijedi
HE+ r?PHE2 O ako je { paran
Pt =
HEF+ R Y ako je £  neparan.
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Uocimo sada da je homogeni polinom na R3 potpuno odreden svojom restrikcijom na jedini¢nu
sferu S?. Sferni harmonici su funkcije na sferi S? koje su restrikcije harmonijskih polinoma. Za
svaki ¢ € Z stavimo

H' = {P|S?* PeH'Y).
Tada je H* (204 1)—dimenzionalan vektorski prostor. Njegove elemente zovemo homogeni sferni
harmonici stupnja ¢. Naravno, sferni harmonici su neprekidne funkcije na sferi S2. Dakle, H’ su
potprostori od C'(S?), a time i od Ly(S?). Nadalje, oznacimo sa P’ potprostor od C'(S?) C Ly(S?)
koji se sastoji od restrikcija homogenih polinoma P € P*. Prema korolaru 5.3.4. imamo

oL VIR R VI (5.11)
pri ¢emu je posljednji élan HC ako je ¢ paran, a H! ako je ¢ neparan.
Preko izomorfizma restrikcije na prostor H’ s prostora H! prenosimo reprezentaciju p¢ koju

¢emo i dalje oznacavati sa p. Te su reprezentacije unitarne u odnosu na sklarni produkt iz Hilber-
tovog prostora Lo(S?) jer je mjera u invarijantna u odnosu na rotacije.

Zadatak 5.28. Neka je

00 0 0 01 0 -1 0
Bi=|00 —-1|, Bo=| 0 00|, By=|1 0 0
01 0 ~10 0 0 0 0

standardna baza Liejeve algebre s0(3). DokaZite da za svaku f € C*°(R?) vrijedi

% (,0 (etB1) f) (z) = (xgaim — xgaixg) f(z),

d . 5 0 4
pm (p(€72) f) (z) = (xla—xg - x38—x1) f (),

t=0

d B 0 0
o (p (¢72) 1) () = (Zha—xl _$18—x2) f(z).

t=0

Zadatak 5.29. Iz zadatka 5.28. izvedite da za reprezentaciju p* na prostoru H w polarnim koor-
dinatama na S* vrijedi

p'(By) = sin cpa% + cos p cot 19%,

p'(By) = — cos cpa% + sin ¢ cot 19%,

Buduéi da su reprezentacije p’ unitarne, gornji operatori su antihermitski. Definiramo her-
mitske operatore mnozenjem sa .

Jy=ip'(By) =i (sin cp% —I—cosgocotﬁ%) ,

0 0
.y e .
Jo=ip"(By) =i ( COs P -+ sin ¢ cot ﬂ_ﬁgo) ,

0
Jx = it (Ba) = —i—. 5.12
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Nadalje, kao i u odjeljku 5.2. definiramo operatore

Jy=J +iJy = e:l:iSO (i% +Z'COtl9%) . (513)

Nadalje, definiramo Casimirov operator (takoder hermitski)
C=J+Ji+Ji=JJ +J5— Js
Zadatak 5.30. Dokazite da za £ € Z.. na prostoru H’ vrijedi C' = —Age, tj.
Ag: = p'(B1)* + p(Ba)* + p'(Bs)*.
Za P € P’ mozemo u polarnim koordinatama pisati
P(r,9,0) =r'Y (¥, 9), gdjeje Y € P
Pomocu formule (5.9) nalazimo da je
AP =0 = AgY = —(l(l+1)Y.

To pokazuje da je )
Age[H" = —0(0 4+ 1) Iz

Drugim rije¢ima, da je prostor H’ sadrzan u svojstvenom potprostoru operatora Agz za svojstvenu
vrijednost —¢(¢ + 1). Primijetimo da je ¢(¢ + 1) # ¢'(¢' + 1) ako su ¢,¢' € Z, i { # . Prema
tome, prostori H! sadrzani su u svojstvenim potprostorima operatora Age za razlicite svojstvene
vrijednosti.

Zadatak 5.31. DokaZite da za svake dvije funkcije f, g iz sume prostora HY, { € Z.., vrijedi

(As2flg) = (f]As29)
Uputa: Koristite zadatak 5.30.

Zadatak 5.32. Pomocu zadatka 5.31. dokaZite da su potprostori H¢ medusobno ortogonalni u
Hilbertovom prostoru La(S?).

Teorem 5.3.5. Vrijed:

Ly(S*) = P H".

£€Z+

Dokaz: Veé znamo da su potprostori H! medusobno ortogonalni. Buduéi da je prostor
neprekidnih funkcija C'(S?) gust u L?(S?), da dokazemo tvrdnju dovoljno je dokazati da je svaka
neprekidna funkcija na S? uniformni limes suma funkcija iz H¢, ¢ € Z... Prema Weierstrassovom
teoremu svaka je neprekidna funkcija na S? uniformni limes niza restrikcija polinoma. No svaka
restrikcija homogenog polinoma na S? je prema (5.11) suma funkcija iz HE (e Z. . Odatle slijedi
tvrdnja.

Iz teorema 5.3.5. neposredno slijedi

Korolar 5.3.6. H’ je svojstveni potprostor operatora Ag: za svojstvenu vrijednost —((¢ + 1).
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Konstruirat ¢emo sada jednu ortonormiranu bazu {Yt, m € Z, —¢ <m < (} prostora sfernih
harmonika H’. Stavimo za ¢{,m € Z, im </

Y9, ) =75 ZE (9)e™,
gdje je

] d€+m
an(ﬁ) = (sin ﬁ)men(cos ), an = m(l — %),

(=20 + 1
Tm = 2‘%'

Vi = (-1)"Y¢,.

a 7%, je realan broj

Za —{ < m < 0 stavimo

Neka su u daljnjem J3, J., J_ diferencijalni operatori na C°°(S?) zadani tako da se podudaraju s
operatorima (5.12) i (5.13) na pojedinim prostorima H?, tj.

0

J3 — _2%7 J:I: — e:l:i<P (i% —f-ZCOtﬁg) s

i neka je
C - JJFJ, + J32 - J3.

Tada znamo da se na prostoru restrikcija polinoma operator C' podudara sa —Ag2.

Zadatak 5.33. Dokazite formule

J Y=/ (—m)l+m+1)YE (5.14)
JYE = U+m)(l —m+ 1Y, |, (5.15)
J3Y =mY?:, (5.16)

CY! =10+ 1YY, (5.17)

Zadatak 5.34. Dokazite da su funkcije Y, —¢ < m < £, elementi potprostora HE
Uputa: Iskoristite formulu (5.17) i korolar 5.3.6.
Zadatak 5.35. DokaZite da su funkcije Y i Y, za m #m’ medusobno ortogonalne.

Uputa: Iskoristite formulu (5.16) i hermitiénost operatora Js na prostoru H’.

Budu¢i da je dimenzija prostora H’ jednaka 2¢ + 1, zakljuéujemo da je Yl —0 <m < ¢}
baza ortogonalna prostora H?. Dokazat ¢emo sada da su svi ti vektori Y jediniéni. Prije svega,
operatori J; i J_ su na prostoru H¢ su adjungirani. Sada iz formula (5.14) i (5.15) nalazimo za
A <m</:

VM) —m+ 1)(YlYy) = (J1Y alY5) = (Vo [J-Y5) = V(E+m) (€ —m+ 1)(Y,, [V,

Odatle se vidi da su svi vektori Y} iste norme. Stoga je dovoljno dokazati da je jedan od njih
jedini¢ni, npr. Y/. Polinom QY je konstanta (—1)(2¢)!, pa je

VAW, p) = (—1)A(20))(sin 0) e ™.
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Stoga je
(YY) = v,
gdje je
e =2m (v§(20)1)

T, = / (sin9)**1dy.
0

Imamo Zy = 2 i vy = 3, dakle, (YP[Yy) = 1. Supstitucijom = = cos? integral Z, poprima oblik

1
I = / (1 — 2% dx.

1
Zadatak 5.36. Parcijalnom integracijom dokazite da je
1
Tyi1 =Ty — ——1,
0+1 YDA

Odatle je (20 4 3)Zp11 = (20 + 2)Z,. Lako se vidi da je (20 + 2)vy,1 = (20 + 3)~,. Slijedi
(YA IYER) = venZe = vZe = (YY)

Odatle indukcijom po ¢ zakljucujemo da su svi vektori Y,/ jediniéni. Prema tome, svi vektori Yt
su jedini¢ni. Dakle, {Y; —¢ < m <} je ortonormirana baza prostora H’. Iz teorema 5.3.5. sada
neposredno slijedi:

Teorem 5.3.7. Sferni harmonici Y, { € Z,, —¢ < m < {, tvroe ortonormiranu bazu Hilbertovog
prostora Ly(S?).

Napomena: Legendreovi polinomi definirani su sa
(-1 d 93¢
g )

a Legendreove funkcije Py, ¢,m € Z., su funkcije na segmentu [—1, 1] definirane sa

Pg(.’L’) =

ey,

m _ 1\+m {4+m
Pon() = (-1 T~ S py () = T

Direktnim racunom nalazimo da za ¢ € Z, i 0 < m < £ vrijedi
Yfl(ﬁ, ©) = Ye,mPrm(cos ﬁ)eimﬁ.
Zadatak 5.37. DokazZite da vrijedi

dx”m(l —x )g.

1
/ Pyn(2) Py p(x)dz = 0 za C#0.

1

Izracunagte integral za £ = {'.
Zadatak 5.38. Dokazite da postoje a(¢,m), 3(£,m) € C takvi da je
(cos D)Y,,, (9, ¢) = a(l,m)Y,; (9, 0) + B(E,m)Y, 71 (9, 0).

Napomena: Moze se dokazati da vrijedi tzv. adicioni teorem za sferne harmonike:

¢
Y9, 0)YE(D, p) = Pycos(¥ — ).
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