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Poglavlje 1
LIEJEVE ALGEBRE

1.1 Osnovni pojmovi

Algebra nad poljem K je vektorski prostor A nad poljem K na kome je zadana K —bilinearna
operacija A x A — A koja se zove mnozenje i obi¢no oznacava sa (a,b) — ab. Za algebru A
kazemo da je asocijativna, ukoliko je mnozenje asocijativno:

(ab)c = a(be), Va,b e A.
Unitalna algebra je asocijativna algebra A u kojoj postoji jedinica, tj. element 1 € A takav

da je
la=al =a Va € A.

Potprostor B algebre A zove se podalgebra od A ako vrijedi
a,be B — ab € B.
Lijevi ideal u algebri A je potprostor £ od A takav da vrijedi
aeA, beL = ab € L.
Desni ideal u algebri A je potprostor R od A takav da vrijedi
aceA beER — ba € R.
Potprostor Z algebre A zove se ideal, ako je on i lijevi i desni ideal, tj. ako vrijedi
ac A, bel — ab,ba € T.

Ako je T ideal u algebri A onda na kvocijentnom vektorskom prostoru \A/Z mozemo definirati

mnozenje sa
(a+Z)b+7TI)=ab+1T, a,be A

Tako dobivena algebra zove se kvocijentna algebra. Ako je A asocijativna algebra, onda je i
kvocijentna algebra A/Z asocijativna. Ako je k tome A unitalna algebra s jedinicom 1 onda je i
A/Z unitalna algebra s jedinicom 1+ Z.

Neka su A i B algebre nad istim poljem K. Preslikavanje ¢ : A — B zove se homomorfizam
algebri ako je ¢ K —linearan operator sa svojstvom

w(ab) = p(a)p(b) Va,b € A.

bt
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Skup svih homomorfizama A u B oznacavat ¢emo sa Hom(A,B). To je potprostor vektorskog
prostora L(A, B) svih K —linearnih operatora A — B. Homomorfizam koji je bijekcija zove se
izomorfizam. Izomorfizmi definiraju relaciju ekvivalencije, koja se zove izomorfnost algebri:
kazemo da je algebra A izomorfna algebri B, i piSemo A ~ B, ako postoji izomorfizam ¢ : A — B.

Homorfizam algebre A u samu sebe zove se endomorfizam algebre A. Umjesto Hom(A, A)
pisemo End(A). Za svaku algebru A uz kompoziciju kao operaciju mnozenja End(.A) je asocija-
tivna algebra; stovise, End(.A) je unitalna algebra i jedinica joj je identiteta [ 4. Endomorfizam
algebre A koji je ujedno bijekcija, tj. izomorfizam, zove se automorfizam algebre A. Skup svih
automorfizama od A oznacavamo Aut(.A); to je upravo grupa svih invertibilnih elemenata unitalne
algebre End(A).

Ako je ¢ : A — B homomorfizam algebri, onda je njegova jezgra Ker ¢ = {a € A; ¢(a) =0}
ideal u algebri A, a njegova slika Im ¢ = ¢(A) = {p(a); a € A} je podalgebra od B. Nadalje,
preslikavanje ® : A/Ker¢o — Imy = ¢(A), definirano sa ®(a + Ker ) = p(a), a € A, je
izomorfizam kvocijentne algebre A/Ker ¢ na podalgebru Im ¢ algebre B.

Derivacija algebre A je linearan operator D : A — A sa svojstvom
D(ab) = D(a)b+ aD(b) Va,b e A.

Skup svih derivacija algebre A oznacavat ¢emo sa Der(A). To je potprostor vektorskog prostora
L(A) = L(A, A) svih linearnih operatora A — A. Prostor L(A) je unitalna algebra, ali Der(.A)
opcenito nije podalgebra, buduéi da kompozicija derivacija ne mora biti (i obi¢no nije) derivacija.
Medutim, lako se vidi da vrijedi:

Propozicija 1.1.1. Ako je A algebra i D, E € Der(A) onda je DE — ED € Der(A).

Liejeva algebra nad poljem K je algebra g, u kojoj se mnozenje obi¢no oznacava sa
(z,y) — [z,y] i zove komutator, ukoliko su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

(L1) [z,2] =0 Vz €g.
(L2) [z, [y, 2] + [y, [z, 2] + [z, [z, 9]] = 0 Vz,y,2 € A
Svojstvo (L2) zove se Jacobijev identitet. 1z svojstva (L1) slijedi svojstvo
(LY) [z, y] = =[y,2] Yo,y €g.
Svojstvo (L1) povlaéi svojstvo (L1) ukoliko je karakteristika polja K razlicita od 2.
U cijelom ovom kolegiju promatrat ¢emo iskljucivo realne i kompleksne Liejeve al-
gebre, tj. samo K = R ili K = C. Naravno, tada su uvjeti (L1) i (L1’) medusobno ekvivalentni.

Nadalje, kad god kazemo ”"neka je g Liejeva algebra” uvijek ¢emo podrazumijevati da
je g konaé¢nodimenzionalna.

Kompleksan vektorski prostor V' promatran kao realan vektorski prostor oznacavat ¢emo sa
Vk. Ako je B baza od V, onda je disjunktna unija B UiB baza od Vg. S druge strane, ako je V'
realan vektorski prostor, sa V¢ éemo oznacavati njegovu kompleksifikaciju. Dakle, VC =V x V
i mnozenje s kompleksnim brojevima definirano je sa

(a+if)(v,w) = (av — fw, fv + aw), a,BeR, v,welV.

Naravno, tada se V identificira s podskupom V x {0} od VC (v = (v,0) za v € V). Uz tu
identifikaciju kompleksifikacija W© potprostora W realnog prostora V je kompleksan potprostor
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od V€ razapet sa W. Nadalje, svaka baza realnog prostora V ujedno je baza kompleksnog prostora
Ve,

Neka je V' kompleksan vektorski prostor. Realna forma prostora V je potprostor W od Vg
takav da je Vg = W4iW. Naravno, tada je (w,w’) — w+iw’ izomorfizam kompleksnih vektorskih
prostora W& — V.

Ako je A kompleksna algebra, onda je Ag realna algebra iste vrste (asocijativna, unitalna,
Liejeva). Nadalje, ako je A realna algebra, onda na A® postoji jedinstvena struktura kompleksne
algebre takve da je A podalgebra realne algebre (AC)R. Mnozenje u A® dano je sa

(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc) ili (a+ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be), a,b,c,d e A.

Kompleksna algebra A" iste je vrste (asocijativna, unitalna, Liejeva) kao i realna algebra A.
Neka je A kompleksna algebra. Realna forma algebre A je podalgebra B realne algebre Ar
koja je realna forma vektorskog prostora A, tj. takva da je Agp = B + iB.

Ako je A asocijativna algebra i ako definiramo
[x,y]zxy—y:c, xayEAa

onda se lako provjeri da je s operacijom |-, -| A Liejeva algebra. Tu Liejevu algebru oznacavat
¢emo sa Lie(A). Ako je g algebra i A asocijativna algebra onda ¢emo preslikavanje ¢ : g — A,
koje je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru Lie(.A), zvati Liejev homomorfizam
Liejeve algebre g u asocijativnu algebru A.

Ako je V vektorski prostor, pisat ¢emo gl(V') = Lie(L(V)). Dakle, gl(V) je Liejeva algebra svih
linearnih operatora A : V' — V' s komutatorom [A, B] = AB — BA. Prema propoziciji 1.1.1. za
svaku algebru A skup svih derivacija Der(.A) je Liejeva podalgebra Liejeve algebre Lie(L(.A)).

Neka je g Liejeva algebra. Za x € g definiramo linearan operator adx : g — g ovako:

(adz)y = [r,y], ye€g

Iz Jacobijevog identiteta slijedi da je ad z derivacija, adx € Der(g) i da je preslikavanje ad : g —
Der(g) homomorfizam Liejevih algebri, tj. to je preslikavanje linearno i vrijedi

ad [z,y] = (ad x)(ady) — (ady)(ad ), Va,y € g.

Derivacije Liejeve algebre g oblika ad x za neki x € g zovu se unutarnje derivacije Liejeve
algebre g.

Zadatak 1.1.1. Dokazite da za D € Der(g) i x € g vrijedi [D,adx] = ad Dz i da je skup adg
svih unutarnjih derivacija Liejeve algebre g ideal u Liejevoj algebri Der(g) svih derivacija od g.

Uvedimo jos neke uobicajene oznake i nazive vezane uz bilo koju Liejevu algebru g.

Ako su a i b potprostori od g, sa [a, b] oznacavamo potprostor od g razapet svim elementima
oblika [a,b], a € a, b € b. Liejeva algebra g zove se komutativna ili Abelova ako je [g,g] = {0},
tj. [x,y] =0Vz,y €g.

Ako je S podskup od g i b Liejeva podalgebra od g, definiramo

Cy(S) ={z €b; [z,y] =0y € S}.
Cy(S) se zove centralizator skupa S u Liejevoj podalgebri b.

Zadatak 1.1.2. Dokazite da je Cy(S) Liejeva podalgebra od b.
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Skup Z(g) = Cy(g) = {z € g; [r,y] = 0 Vy € g} zove se centar Liejeve algebre g. To je ne
samo Liejeva podalgebra od g nego ideal u g.
Ako je b Liejeva podalgebra od g, definiramo normalizator od h u g :

Ny(h) ={z € g; [z,y] € b Vy € b}.
Zadatak 1.1.3. Dokazite:
(a) Ny(b) je Liejeva podalgebra od g koja sadrzi b.
(b) b je ideal u Ngy(h).
(c) Ako je ® Liejeva podalgebra od g koja sadrzi by i ako je by ideal u € onda je € C Ny(h).

Primijetimo da ako su i i j ideali u Liejevoj algebri g, onda su i +j, iNji [i,j] takoder ideali
u g; ovo posljednje slijedi pomoc¢u Jacobijevog identiteta. Definiramo dva opadajuca niza ideala
(6")kez, (tzv. izvedeni niz u g) i (g*)rez, (tzv. centralni silazni niz u g) :

¢V =g"=g "V =[g" ", ¢ =ad] keZ.

Liejeva algebra g zove se rjesiva ako je g*) = {0} za neki k € Z,, a nilpotentna ako je g* = {0}
zaneki k € Z,. Svaka je nilpotentna Liejeva algebra rjesiva. Svaka je komutativna Liejeva algebra
nilpotentna.

Neka je g realna Liejeva algebra uz identifikaciju g = g x {0} C g%, tJ. (gC)R = g-+ig. Tada je

ocito (gc)k = (g’“)(C i (gc)(k) = (g(k))c. Prema tome, realna Liejeva algebra g je rjesiva (odnosno,
nilpotentna) ako i samo ako je kompleksna Liejeva algebra g® rjesiva (odnosno, nilpotentna).
Nadalje, ako je g kompleksna rjesiva (odnosno, nilpotentna) Liejeva algebra, svaka je njena realna
forma rjesiva (odnosno, nilpotentna).

Propozicija 1.1.2. Neka je g Liejeva algebra, b njena Liejeva podalgebra i i v j ideali u g.
(a) Ako je Liejeva algebra g rjesiva, onda su i Liejeve algebre by i g/i rjesive.
(b) Ako su Liejeve algebre i i g/i rjesive, onda je i Liejeva algebra g rjesiva.
(¢) Ako su idealii ij rjesive Liejeve algebre onda je i ideal i + ) rjesiva Liejeva algebra.

Iz tvrdnje (c) slijedi da u svakoj Liejevoj algebri g postoji najveéi rjesiv ideal, tj. rjesivi ideal
koji sadrzi svaki drugi rjesivi ideal u g. Taj se ideal zove radikal od g i oznacava R(g). Liejeva
algebra g zove se poluprosta ako je R(g) = {0}.

Propozicija 1.1.3. Za svaku Liejevu algebru g kvocijentna algebra g/R(g) je poluprosta.
Propozicija 1.1.4. Neka je g Liejeva algebra, ) njena Liejeva podalgebra i i ideal u g.
(a) Ako je g nilpotentna, onda su by i g/i nilpotentne.
(b) Ako je g/Z(g) nilpotentna, onda je i g nilpotentna.
(¢) Ako je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra, onda je Z(g) # {0}.
Liejeva algebra g je nilpotentna ako i samo ako postoji prirodan broj n takav da je
(adzy)(adzsy) - - - (adxy) =0 Vay, Ta, ..., T, € 6.

Posebno, tada je (adz)™ = 0 Vx € g, tj. svi operatori adx, x € g, su nilpotentni. Opcenito,
element x Liejeve algebre g zove se ad—nilpotentan ako je linearan operator ad x nilpotentan.
Vrlo netrivijalan je sljedeci tzv. Engelov teorem:
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Teorem 1.1.5. Ako je svaki element Liejeve algebre g ad—mnilpotentan, onda je Liejeva algebra g
nilpotentna.

U dokazu se koristi sljedeci teorem koji je i sam za sebe vrlo vazan:

Teorem 1.1.6. Neka je V # {0} konacénodimenzionalan vektorski prostor i g Liejeva podalgebra
od gl(V') ¢iji je svaki element nilpotentan operator na V. Tada postoji v € V, v # 0, takav da je
Av = 0 VA € g. Nadalje, postoji baza vV u odnosu na koju svaki operator A € g ima strikino
gornje trokutastu matricu.

U slucéaju K = C teorem 1.1.6. generalizira se na rjesive Liejeve podalgebre od gl(V) :

Teorem 1.1.7. Neka je V # {0} konacnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor i g rjesiva
Liejeva podalgebra od gl(V'). Tada postoji vektor v € V, v # 0, koji je svojstven za svaki operator
A € g. Nadalje, postoji baza vV u odnosu na koju svaki operator A € g ima gornje trokutastu
matricu.

Korolar 1.1.8. Neka je g kompleksna rjesiva Liejeva algebra. U g postoje ideali ji, 0 < k < n,
takvi da je
{0}=jpCjhC---Cin=9g i dimjz=k Vk

Skup n(n, K) svih striktno gornje trokutastih kvadratnih matrica nad K = R ili K = C je
nilpotentna Liejeva algebra. Nadalje, lako se vidi da za Liejevu algebru t(n, K) vrijedi

[t(n, K),t(n, K)] = n(n, K).

Odatle i iz sljedeceg teorema, koji vrijedi i za realne i za kompleksne Liejeve algebre, slijedi da je
t(n, K) rjesiva Liejeva algebra.

Teorem 1.1.9. Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je svaki element x € [g, g ad—nilpotentan,
a to je ispunjeno ako i samo ako je prvi izvedeni ideal g = [g, g] nilpotentna Liejeva algebra.

Killingova forma na Liejevoj algebri g je simetri¢na bilinearna forma B = By : g x g — K
definirana sa
B(z,y) =Tr (adz)(ady),  z,y€g.

Iz jednakosti ad Dx = [D,ad z|, D € Der(g), x € g, lako slijedi da je
B(Dzx,y) + B(z,Dy) =0 Ve,y € g, VD € Der(g).
To posebno vrijedi za unutarnje derivacije, a to se svojstvo moze ovako zapisati:
B([z,yl,z) = B(x,[y,2])  Vz,y,z €9
Pomocu Killingove forme formulira se sljedeci tzv. Cartanov kriterij rjesivosti:
Teorem 1.1.10. Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je
B(z,[y,z]) =0 Vr,y,z € g.

Posebno, ako je Killingova forma trivijalna, B(z,y) = 0 Vx,y € g, onda je Liejeva algebra g
rjesa.
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Liejevu algebru g nazvali smo poluprostom, ako joj je radikal R(g) = {0}. To znaci da u g ne
postoji rjesiv ideal razlicit od {0}. Pretpostavimo da je j # {0} rjesiv ideal u Liejevoj algebri g.
Tada je i j*®) ideal u g. Nadalje, ako je i # {0} i j*+D = {0}, tada je [j®,j*] = {0}, dakle, j*
je Abelov ideal razlicit od {0}. Prema tome, Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako ona
ne sadrzi nijedan Abelov ideal razlicit od {0}.

Vazan je sljedeéi kriterij poluprostote:

Teorem 1.1.11. Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je njena Killingova forma B
nedegenerirana, tj.
reg, B(r,y)=0 VYyecg = x =0.

Zadatak 1.1.4. Neka je j ideal u poluprostoj Liejevoj algebri g. DokaZite:
(a) By = Bylj X .
(b) j je poluprosta Liejeva algebra.
(c) it ={x €g; B(x,y)=0Vy €j} je ideal u g.
(d) Vrijedi g =3 +i*.
Promatramo li [g, g]*, iz prethodnog zadatka lako zakljucujemo da je to {0}, dakle:
Propozicija 1.1.12. Ako je g poluprosta Liejeva algebra, onda je [g, g] = g.

Ako su gi1,99,...,0r Liejeve algebre onda je oc¢ito da se na sljedeé¢i nac¢in u Kartezijev
produkt g = g1 X go X - - X gx uvodi struktura Liejeve algebre:

[(:El)'r%al‘k)a(ylay%ayk)]:([$1ay1]a[$27y2]7a['rk)yk])a x])iyjeg]) j:1a277k

Ta se Liejeva algebra zove direktni produkt Liejevih algebri gq, go, ..., gr. Primijetimo da je
tada za svaki j

iO}x---><{O}J><gjxiO}x---x{0}::{(O,...,O,x,O,...,O); T €g;}

~
7—1 k—j J—1 k—j

ideal u Liejevoj algebri g koji je kao Liejeva algebra izomorfan g;. Nadalje, kao vektorski prostor
g je direktna suma tih ideala.
Pretpostavimo sada da je g Liejeva algebra i da su jq,js, ...,k ideali u g takvi da je

g=ji+i2+- 4k
Tada za i # j imamo [j;,j;] € j; Nj; = {0}. Stoga za x;,y; €j;, j =1,2,...,k, vrijedi
[T+ @2+ X Y2+ @] = [y [, y0] o+ [k, Uk,

a to pokazuje da je Liejeva algebra g izomorfna direktnom produktu j; X jo X -+ X jp.

Liejeva algebra g zove se prosta, ako je dim g > 2 i ako g ne sadrzi nijedan netrivijalan ideal,
tj. nijedan osim {0} i g. Primijetimo da je svaka prosta Liejeva algebra poluprosta. Obrat ne
vrijedi, ali iz tvrdnji zadatka 1.1.4. nije tesko dokazati:

Teorem 1.1.13. Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je ona izomorfna direktnom
produktu prostih Liejevih algebri, odnosno, direktnoj sumi prostih ideala. Ako su g1, ..., g, prosti
ideali takvi da je g = g1+ -+ gk, © ako jej # {0} ideal u g onda postoje 1 < jy < -+ j, < k takvi
da jej = g; +---+ @i, Posebno, g1, ..., su jedini prosti ideali u g.
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Zadatak 1.1.5. Dokazite:
(a) Realna Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je njena kompleksifikacija g© poluprosta.
(b) Svaka realna forma proste kompleksne Liejeve algebre je prosta.
Ovaj odjeljak zavrsavamo s jo§ jednom vaznom ¢injenicom o poluprostim Liejevim algebrama:

Teorem 1.1.14. Svaka je derivacija poluproste Liejeve algebre g unutarnja: za svaku D € Der(g)
postoji x € g takav da je D = ad x.
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1.2 Reprezentacije

1.2.1 Osnovni pojmovi

Pojam reprezentacije definiramo za bilo koju od tri algebarske strukture — grupa, unitalna
algebra i Liejeva algebra:

(1) Reprezentacija grupe G s jedinicom eg na vektorskom prostoru V' je homomorfizam grupe
G u grupu GL(V) svih invertibilnih elemenata unitalne algebre L(V'). Drugim rije¢ima,
reprezentacija G na V' je preslikavanje 7: G — L(V') takvo da vrijedi

m(ab) = w(a)m(b) Va,be G, 7 (eq) = Iy.

(2) Reprezentacija unitalne algebre A s jedinicom 14 na vektorskom prostoru V' je unitalni
homomorfizam algebri 7 : A — L(V'). Drugim rije¢ima reprezentacija A na V' je preslikavanje
m: A— L(V) takvo da vrijedi

m(la) = Iv, w(ax+ By) = an(z) + Br(y), 7(zy) =n(e)w(y), Yr,yeA, Vo,0¢c K.

(3) Reprezentacija Liejeve algebre g nad poljem K na vektorskom prostoru V' nad poljem K
je homomorfizam Liejevih algebri 7: g — gl(V'). Dakle, reprezentacija g na V' je preslikavanje
m: g — L(V) takvo da vrijedi

m(ax + By) = an(z) + fr(y),  7(lz,y]) = n(2)7(y) = n(y)n(x), Vr,yeg, Ya,f e K.

U svakom od ta tri slucaja vektorski prostor V' zovemo prostorom reprezentacije m. Ako je
prostor V' kona¢nodimenzionalan, reprezentacija m zove se konaénodimenzionalna i tada se
prirodan broj (ili nula) d(7) = dim V' zove dimenzija reprezentacije .

U slucajevima (2) i (3) definicija se prosiruje i na situaciju kad je A (odnosno, g) realna
(Liejeva) algebra, a V' kompleksan vektorski prostor. Tada se trazi da su svi operatori m(z)
C—linearni, a preslikavanje = +— 7(x) je homomorfizam nad poljem R.

Ako je reprezentacija m injektivni homomorfizam, kazemo da je m vjerna reprezentacija.
Ako se radi o reprezentaciji grupe G, onda je jezgra

H=Kerm={aeG; n(a) =1}

reprezentacije m normalna podgrupa grupe G i prijelazom na kvocijent dobivamo vjernu reprezen-
taciju 7 kvocijentne grupe G/H :

7(aH) = 7(a), aH € G/H.
Sliéno, ako se radi o reprezentaciji unitalne ili Liejeve algebre A, onda je jezgra
I =Kerm={ac A n(a) =0}

reprezentacije m ideal u toj algebri A i prijelazom na kvocijent dobivamo vjernu reprezentaciju
unitalne ili Liejeve kvocijentne algebre A /7 :

7la+7) =mn(z), r+7ZeA/L.
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U daljnjem je stalno A oznaka za bilo koju od spomenute tri algebarske strukture. Neka su 7
i p reprezentacije od A na vektorskim prostorima V' i W nad istim poljem. Za linearan operator
AV — W kazemo da je A—ekvivarijantan ako vrijedi

Ar(a) = p(a)A Va € A.

Drugi naziv za takav operator A je operator preplitanja reprezentacija 7 i p. Skup svih takvih
oznacavat ¢emo sa Hom(V,W). To je potprostor prostora L(V, W) svih linearnih operatora sa
V u W. Kazemo da je reprezentacija m ekvivalentna reprezentaciji p i piSemo 7 ~ p ako postoji
A € Hom(V,W) koji je izomorfizam prostora V' na prostor W. O¢cito je ~ relacija ekvivalencije.

Neka je m reprezentacija od A na vektorskom prostoru V. Potprostor W prostora V' zove se
m—invarijantan ako je invarijantan u odnosu na svaki operator 7(a), a € A :

weW, acA = m(a)w € W.

Suma i presjek bilo koje familije m—invarijantnih potprostora takoder su m—invarijantni potpros-
tori.

Ako je W mw—invarijantan potprostor onda restrikcijom i prijelazom na kvocijent mozemo
definirati reprezentaciju 7y na prostoru W i reprezentaciju my na prostoru V/W :

mw(a) = m(a)|W e L(W); myw(a)(v+W)=mla)v+W, acA veV.

Ty se zove subreprezentacija a my kvocijentna reprezentacija reprezentacije 7. Kombi-
nacijom ove dvije konstrukcije reprezentacija dolazimo do tzv. subkvocijentne reprezentacije:
ako su U 1 W m—invarijantni potprostori od V i ako je U C W onda je my,y kvocijentna
reprezentacija subreprezentacije my (ili subreprezentacija kvocijentne reprezentacije my ;).

Reprezentacija m od A na vektorskom prostoru V' zove se ireducibilna ako postoje tocno dva
m—invarijantna potprostora od V. To znaéi da je V' # {0} i da su trivijalni potprostori {0} i V'
jedini m—invarijantni potprostori od V, odnosno da V' nema netrivijalnih m—invarijantnih potpros-
tora. Reprezentacija je reducibilna ako nije ireducibilna.

Neka je 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V. Stavimo
Ve ={veV; nla)v=v VYa € G}.

Vektori iz V¢ zovu se G—invarijante reprezentacije m. Potprostor G—invarijanata V¢ je ocito
m—invarijantan. Stovise, svaki potprostor od V& je m—invarijantan.

Neka su 7 i p reprezentacije grupe G na vektorskim prostorima V' i W nad istim poljem K.
Na prostoru L(V, W) tada mozemo definirati reprezentaciju 7 grupe G na sljede¢i nacin:

7(a)(A) = pla)Ar(a™1), Ae L(V,W), a€qG.

Tada je ocito Homg(V,W) upravo 7—invarijantan potprostor L(V, W)Y svih G—invarijanata
reprezentacije .

Neka je sada 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Tada se g—invari-
jantama zovu vektori m—invarijantnog potprostora

Vei={veV; m(x)v=0 Vz € g}
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Slicno kao kod grupa, ako su 7 i p reprezentacije Liejeve algebre g na vektorskim prostorima V' i
W na prostoru L(V, W) mozemo definirati reprezentaciju 7 od g na sljede¢i nacin:

7(z)(A) = p(x)A — Am(x), Ae L(V,W), zeg.

Tada je Homgy(V, W) upravo T—invarijantan potprostor L(V,W)¢ svih g—invarijanata reprezen-
tacije .

Neka je 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V nad poljem K. Na dualnom
prostoru V' = L(V, K) definiramo tzv. kontragredijentnu reprezentaciju 7" reprezentacije 7 :

fa)f = (fom)a™), t. (@@f)=fxa ), acG veV, feV.

Analogno, ako je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' tada se na
dualnom prostoru V’ kontragredijentna reprezentacija ' reprezentacije 7 definira ovako:

f(@)f = (for)(~2), 4 (T@f))=—f(xlap), ze€g veV, feV.

Ovdje se u stvari radi o prethodnim konstrukcijama za trivijalnu reprezentaciju p grupe G na
jednodimenzionalnom prostoru W = K (p(a) = 1 VYa € G), odnosno, za trivijalnu reprezentaciju
p Liejeve algebre g na jednodimenzionalnom prostoru W = K (p(z) =0 Vx € g).

Neka je sada zadana familija reprezentacija ;, i € I, od A na vektorskim prostorima V; nad
istim poljem. Tada na direktnoj sumi

HVi: {f:[—>UVZ-; f(i)eV; Yiel, skup {i € I; f(i) # 0} je konaéan}

i€l el

definiramo reprezentaciju m od A na sljedeéi nacin:

(m(x)f)(@) = m(x) f(i), €A, i€l

7 se zove direktna suma reprezentacija ;. Naravno, ako je m neka reprezentacija od A na
vektorskom prostoru V' i ako su V;, ¢ € I, m—invarijantni potprostori od V takvi da je V' njihova
direktna suma, onda je reprezentacija 7 ekvivalentna direktnoj sumi njenih subreprezentacija ;.

1.2.2 Potpuno reducibilne reprezentacije

Reprezentacija m od A na vektorskom prostoru V' zove se potpuno reducibilna, ako za svaki
m—invarijantan potprostor W postoji njegov m—invarijantan direktni komplement, tj. postoji
m—invarijantan potprostor U takav da je V = W +U. Naravno, svaka je ireducibilna reprezentacija
potpuno reducibilna. Lako se vidi da vrijedi:

Propozicija 1.2.1. Neka je m potpuno reducibilna reprezentacija od A na vektorskom prostoru
V. Tada je svaka njena subkvocijentna reprezentacija potpuno reducibilna.

Nadalje:

Teorem 1.2.2. Neka je w reprezentacija od A na vektorskom prostoru V. Pretpostavimo da postoje
T—invarijantni potprostori Vi, i € I, takvi da je

V=>V
el

i da su sve subreprezentacije Ty, ireducibilne.
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(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.

(b) Ako je W m—invarijantan potprostor od V' onda postoji J C I takav da je suma potprostora
V-3
jeJ
direktna i da je V =W + U.

(¢) Postoji K C I takav da je

V=> Vi

keK

pri ¢emu je ta suma potprostora direktna.

Tvrdnje (a) i (¢) tog teorema ocito slijede iz tvrdnje (b). Tvrdnja (b) dokazuje se primjenom
Zornove leme na inkluzijom parcijalno ureden skup § svih podskupova J C I takvih da je suma
potprostora

W+ V;
jeJ
direktna.
U konaénodimenzionalnom slucaju iz teorema 1.2.2. neposredno slijedi:

Teorem 1.2.3. Neka je m reprezentacija od A na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru
V #{0}. Sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.

(b) Postoje m—invarijantni potprostori Vi, i € I, takvi da su sve reprezentacije my, ireducibilne i

da je
V=> V.
iel
(¢) Postoje m—invarijantni potprostori Vi, Va, ... 'V, takvi da su reprezentacije mwy,, Ty, . .., Ty,

ireducibilne i da je

VWitttV

Teorem 1.2.4. (Schurova lema) Neka su 7 i p ireducibilne reprezentacije od A na vektorskim
prostorima V' i W nad istim poljem K.

(a) Ako reprezentacije m i p nisu ekvivalentne onda je Hom4(V, W) = {0}.

(b) EndA(V) = Homu(V,V) je tijelo, tj. svaki0# A € End4 je invertibilan.

(¢) Ako je prostor V' konacnodimenzionalan i kompleksan, onda je End (V) = {\; X € K}.
Zadatak 1.2.1. Dokazite teorem 1.2.4.

Uputa: (a) Za A € Homu(V,W) uocite da je Ker A m—invarijantan potprostor od V' i da
je Im A p—invarijantan potprostor od W. (b) izvedite iz (a), a (c¢) iz (b) i iz Cinjenice da svaki
A € L(V) ima bar jednu svojstvenu vrijednost A € C, pa A — Al nije invertibilan.

Bez dokaza navodimo jos sljede¢i vazan teorem u teoriji poluprostih Liejevih algebri:

Teorem 1.2.5. (H. Weyl) Svaka konacnodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve algebre
je potpuno reducibilna.
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1.2.3 Moduli kona¢ne duljine

Promatrat ¢emo sada proizvoljne reprezentacije od A. Dakle, ne ¢emo pretpostavljati da je
promatrana reprezentacija potpuno reducibilna niti da je vektorski prostor na kome operatori
reprezentacije djeluju konac¢nodimenzionalan. Bit ¢e nam spretnije koristiti tzv. modulsku a ne
reprezentacijsku terminologiju. Prostor V' na kome je zadana reprezentacija m od A zvat ¢emo
A—modul. Potprostor W od V koji je m—invarijantan i na kome djeluje subreprezentacija my,
zove se A—podmodul od V. Kvocijentni prostor V/WW na kome djeluje kvocijentna reprezenta-
cija myw zove se kvocijentni modul modula V' po podmodulu W. Naravno, ako su U C W
podmoduli od V, onda se W/U zove subkvocijentni modul ili kra¢e subkvocijent od V. Ako
je reprezentacija 7 na prostoru V ireducibilna, za V' kazemo da je ireducibilan modul ili prost
modul. Ako je reprezentacija m potpuno reducibilna, kazemo da je V' potpuno reducibilan
modul ili poluprost modul. Dakle, modul V' je poluprost ako za svaki njegov podmodul W
postoji podmodul U od V takav da je V =W + U.

U daljnjem ¢emo uglavnom izostavljati prefiks A i govoriti samo modul, podmodul, ... a ne
A—modul, A—podmodul. Nadalje, u oznaci operatora pripadne reprezentacije 7 izostavljamo
mak mizav eV iz e ApiSemo zv umjesto m(z)v.

Operatore preplitanja dviju reprezentacija zovemo i operatorima preplitanja pripadnih dvaju
modula, a takoder i homorfizmima jednog modula u drugi. Ako su reprezentacije 7 i p na vek-
torskim prostorima V' i W ekvivalentne, kazemo da su moduli V' i W ekvivalentni ili izomorfni
i pisemo V ~ W.

Modul V' zove se Noetherin ako je zadovoljen tzv. ”ascending chain condition”:

(ACC) Za svaki rastuci niz podmodula (V,)nen od V' postoji m takav da je V,, = V,, ¥n > m.
Modul V zove se Artinov ako je zadovoljen tzv. ”descending chain condition”:

(DCC) Za svaki padajuéi niz podmodula (Vy)nen 0d V' postoji m takav da je V,, = V,, ¥n > m.

Za modul V' kazemo da zadovoljava uvjet maksimuma ako svaki neprazan skup V podmodula
od V ima bar jedan maksimalan element W, tj. takav da ne postoji U € V sa svojstvom W C U.
Modul V' zadovoljava uvjet minimuma ako svaki neprazan skup V podmodula od V' ima bar
jedan minimalan element W, tj. takav da ne postoji U € V sa svojstvom U C W.

Za podskup S modula V sa [S] ozna¢avamo presjek svih podmodula od V' koji sadrze skup
S. To je najmanji podmodul od V' koji sadrzi S i zove se podmodul od V' generiran skupom
S. Kazemo da je V konaéno generiran modul ako postoji konac¢an skup S C V takav da je
vV =1[9].

Teorem 1.2.6. (a) Modul V' je Noetherin ako i samo ako V' zadovoljava uvjet maksimuma.
(b) Modul V' je Artinov ako i samo ako V' zadovoljava uvjet minimuma.
(¢) Modul V' je Noetherin ako i samo ako je svaki njegov podmodul konacno generiran.
Dokaz: (a) Pretpostavimo da modul V' zadovoljava uvjet maksimuma i neka je
ViCVaCVaCee

rastudi niz podmodula. Neka jen € N takav da je V,, maksimalni element skupa V = {V,,,; m € N}.
Za m > n vrijedi V,, C V,,,, pa iz maksimalnosti V,, slijedi V,,, = V,,.
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Obratno, pretpostavimo sada da je modul V' Noetherin i neka je V # () skup njegovih podmod-
ula. Pretpostavimo da V nema nijedan maksimalni element. To znaci da za svaki W € V postoji
U €V takav da vrijedi W C U. No tada induktivno mozemo formirati niz (V,,),en elemenata od V
takav da je V,, C V41 Vn € N, pa nije zadovoljen uvjet (ACC) suprotno pretpostavei da je modul
V' Noetherin. Ova kontradikcija pokazuje V ima bar jedan maksimalni element. Dakle, modul V'
zadovoljava uvjet maksimuma.

Tvrdnja (b) dokazuje se potpuno analogno.

(¢) Pretpostavimo najprije da je modul V' Noetherin i neka je W proizvoljan podmodul od V.
Neka je W skup svih kona¢no generiranih podmodula od W. Skup W je neprazan jer je {0} € W.
Prema dokazanoj tvrdnji (a) modul V' zadovoljava uvjet maksimuma pa u skupu W postoji bar
jedan maksimalan element Wj. Pretpostavimo da je Wy # W. Neka je S konacan skup takav da
je Wy = [S]. Nadalje, neka je w € W\ Wy. Tada je Wy = [S U {w}] € W, vrijedi W, C W7,
a kako w ¢ Wy imamo Wy # Wj. To je u suprotnosti s maksimalnosti od Wy u skupu W. Ova
kontradikcija pokazuje da je Wy = W i time je dokazano da je W € W, tj. modul W je konacno
generiran.

Pretpostavimo sada da je svaki podmodul od V' konaé¢no generiran i neka je

VicV, cVz3C .-

rastuci niz podmodula od V. Tada je njihova unija W' = (J, oy Vo podmodul od V' i kao takav
je konacno generiran. Neka je S konacan podskup od W takav da je W = [S]. Buduéi da je niz
(Vi )nen rastuéi, postoji m € N takav da je S C V,,,. No tada je W = [S] C V,,, dakle, W = V,,,
a odatle slijedi V,, = V,;, Vn > m. Prema tome, modul V' zadovoljava uvjet (ACC), odnosno, V je
Noetherin modul.

Zadatak 1.2.2. Neka je V' modul i W podmodul. Dokazite da je modul V' Noetherin ako i samo
ako su W i V/W Noetherini moduli.

Zadatak 1.2.3. Neka je V modul i W podmodul. DokazZite da je modul V Artinov ako i samo
ako su W i V/W Artinovi moduli.

Uputa: Neka je ¢ : V — V/W kvocijentni epimorfizam. Uocite da je
U N U)={veV; o) eU}

bijekcija sa skupa svih podmodula od V/W na skup svih podmodula od V' koji sadrze W.

Konacna filtracija modula V' je konacan niz podmodula V = (Vg, V4, ..., V,) takav da je
(0} =V CVCCVu=V.

Subkvocijenti V;/V;_1, j = 1,...,n, zovu se faktori filtracije V. Filtracija V je striktna ako
je striktno rastuca, tj. su joj svi faktori razli¢iti od {0}. Duljina filtracije V je broj njenih
faktora razlicitih od {0}. To je upravo broj n, ako se radi o striktnoj filtraciji. Za dvije filtracije
V= Vo,Vi,..., Vo) i W = (Wy,Wq,...,W,,) kazemo da su ekvivalentne ako su im duljine
jednake i postoji bijekcija izmedu dvaju nizova faktora razlicitih od {0} takva da su odgovarajuéi
faktori izomorfni moduli. Kazemo da je filtracija W = (Wy, W1,...,W,,) profinjenje filtracije
V = (Vo,W1,...,V,) ako postoji striktno rastuée preslikavanje o : {0,1,...,n} — {0,1,...,m}
takvo da je V; = W, ;) Vj. Kazemo da je VW pravo profinjenje od V ako je duljina od W striktno
ve¢a od duljine od V. Kompozicioni niz modula V je konaé¢na filtracija od V' ¢&iji su svi faktori
prosti moduli. Dakle, kompozicioni niz je striktna filtracija koja nema pravih profinjenja, odnosno,
ekvivalentna je svakom svom profinjenju. Kazemo da je V' modul konaéne duljine ako on ima
bar jedan kompozicioni niz.
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Teorem 1.2.7. (Jordan—Holder) Svake dvije konacne filtracije modula V' imaju medusobno
ekvivalentna profinjenja. Posebno, svaka dva kompoziciona niza od V' su medusobno ekvivalentna.

Ovaj ¢emo teorem dokazati pomocu sljedece leme:

Lema 1.2.8. (Zassenhaus) Neka su Ay, As, By, By podmoduli modula V' takvi da je By C Ay i
By C A,. Tada je

(AN Az) + B1)/((A1N Bz) + B1) = ((A1 N Az) + Bp)/((B1 N Az) + Ba).

Dokaz ¢emo provesti pomocu tzv. Drugog teorema o izomorfizmu: Ako su U i W pod-
moduli modula V' onda je preslikavanje u+UNW +— u+W, u € U, dobro definirano sa U/(UNW)
u (U + W)/W, i to je izomorfizam modula U/(U N W) na modul (U + W)/W. Primjenom tog
teorema na U = A N Ay i W = (A1 N Bs) + By nalazimo

(A1 N Ag) /(A1 N By) + By) N (A1 N Ay)) >~ ((Ay N A) + (A1 N Bs) + By)/((A1 N By) + By),
a kako je By C Ay, imamo A; N By C A; N A,, pa dobivamo
(A1 N A)(((A1 N By) + By) N (A1 N Ag)) = ((Ay N Ag) + By)/((A1 N Bs) + By).
Nadalje, imamo
(AN By)+ B1) N (A1 NAy) = ((A1N By) + By) N Ay = (A1 N By) + (A2 N By),
pa gornji izomorfizam poprima oblik
(A1 N A2)/((AiNBy)+ (AyN By)) ~ ((A1 N As) + B1)/((A1 N By) + By).

No lijeva strana je simetri¢na u odnosu na zamjenu indeksa 1 i 2. To znac¢i da je modul s desne
strane izomorfan modulu koji se iz njega dobije zamjenom indeksa 11 2, a to je upravo tvrdnja leme.

Dokaz teorema 1.2.7. Neka su V = (Vp, Vq,...,V,) i W = (W, Wy, ..., W,,) dvije kona¢ne
filtracije modula V. Definirajmo sada sljede¢e podmodule modula V' :

Vii=WVinW;)+Viey za 1<i<n, 0<j<m,

Wji:(%ﬂWj)—f-VVj_l zZa OSZSTL, 1§j§m

Tada je
vl = (‘/107 ‘/117 cee %ma ‘/207 ‘/217 cee ‘/2m7 """ 7Vn07 ana tety Vnm)

konacna filtracija od V' koja je profinjenje filtracije V; naime,
Vio = (VinWo)+Vo = {0} = Vo; Vi = (VinWj)+Vier € (VinWj1)+Viea = Vij, za j<my
Vin=VinWy) +Via=Vi+Via=Vi=Visx N Wo) + Vi =Vig1o za i <m
Vim = Vo NWy)+Vuy =V =1V,

Sasvim analogno je

W/ - (W107 Wlla B W1n> W20> ng, ) WZna ''''' ) WmOa Wmla ) Wmn)
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profinjenje filtracije W. Dokazimo da su filtracije V' i W medusobno ekvivalentne. Prije svega, za
filtraciju V' treba samo promatrati subkvocijente V;;/V; ;1 za 1 <i <nizal <j <m. Naime,
za bilo koji i € {1,...,n — 1} imamo

Viero= Vit NWo) + Vi = (Vi n {0 + V; = V;

pa su faktori Vii10/Vip trivijalni (jednaki {0}). Analogno su za drugu filtraciju W' faktori
Wii1,0/ Wiy, trivijalni, pa treba promatrati samo faktore W;;/W;;_1zal <i<nizal <j<m.
Medutim, po Zassenhausovoj lemi 1.2.8. primijenjenoj na podmodule A; = V;, Ay = W;, By =V,
i By = W;_; nalazimo da je

(VW) + Vie) (Vi AN W) + Viy) = (Vi A W) + W) (Vi V) + W),

No to znaci da je Vi;/V; jo1 >~ W;/Wjio1za 1l <i<nil<j<m,odnosno, filtracije V'i W' su
ekvivalentne. Time je Jordan—Holderov teorem 1.2.7. dokazan.

Korolar 1.2.9. Ako je V' modul konacne duljine, svaka dva njegova kompoziciona niza su ekvi-
valentna. Nadalje, svaka strikina filtracija od V ima profinjenje koje je kompozicioni niz.

Dokaz: Prva tvrdnja slijedi neposredno iz Jordan—Holderovog teorema, buduéi da je kom-
pozicioni niz ekvivalentan sa svakim svojim profinjenjem. Neka je W striktna filtracija i V kom-
pozicioni niz modula V. Prema Jordan—Hoélderovom teoremu postoji profinjenje W’ od W koje je
ckvivalentno kompozicionom nizu V. No to znaéi da je svaki faktor od W' ili prost ili jednak {0}.
Isklju¢imo li neke ¢lanove filtracije YW dolazimo do striktne filtracije YW koja je profinjenje od W
i koja je ekvivalentna kompozicionom nizu V. Tada je W’ kompozicioni niz modula V. Time je
dokazana i druga tvrdnja korolara.

Prema tom korolaru svaka dva kompoziciona niza modula V' konacne duljine imaju istu duljinu.
Taj se broj zove duljina modula V' i oznacava (V). Iz prethodnog korolara neposredno slijedi:

Korolar 1.2.10. Ako je V bilo koja filtracija od V' onda je njena duljina < (V). Striktna filtracija
je kompozicioni niz ako i samo ako joj je duljina jednaka ((V).

Teorem 1.2.11. Modul V' je konacne duljine ako i samo ako je V i Noetherin modul i Artinov
modul.

Dokaz: Pretpostavimo da je V modul kona¢ne duljine i neka je n = ¢(V'). Ako modul V' nije
bilo Noetherin bilo Artinov, ocito postoji striktna konacna filtracija duljine n 4+ 1 : nju mozemo
izabrati od ¢lanova beskonacnog striktno rastucéeg ili striktno padajuceg niza podmodula (dodajudi
im {0} i/ili V'). No to je nemoguée zbog korolara 1.2.9. Ova kontradikcija pokazuje da je modul
V nuzno i Noetherin i Artinov.

Pretpostavimo sada da je modul V' i Noetherin i Artinov. Stavimo Vy = {0}. Ako je V =V,
jednoclan niz (V5) je kompozicioni niz modula V. Ako je Vy # V, neka je S skup svih podmodula
W od V razlicitih od Vi = {0}. Po pretpostavci V' je Artinov modul pa neprazan skup S sadrzi bar
jedan minimalan element V;. Zbog minimalnosti je tada V;/Vy ~ V; prost modul. Pretpostavimo
da je za neko k£ > 1 konstruiran striktno rastué¢i niz podmodula

WeWh GGV

takav da su u slucaju svi subkvocijenti V;/V;_1, 1 < j < k, prosti moduli. Ako je V;, =V, onda
je (Vo, V1, ..., Vi) kompozicioni niz modula V. Pretpostavimo da je Vi # V. Neka je sada S skup
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svih podmodula od V' kojima je Vj pravi podmodul. Neprazan skup & ima bar jedan minimalni
element Vi.1. Tada je subkvocijent Vj.1/Vy prost modul. Na taj nacin induktivno dolazimo do
konac¢nog ili beskonacnog striktno rastuceg niza podmodula

= CcVicVaC- - -

takvih da su svi uzastopni subkvocijenti V;/V;_1, 7 > 0, prosti moduli. Buduéi da je modul
V' Noetherin, taj niz mora biti konacan, odnosno, V,, = V' za neki n. Tada je (Vo, Vi,..., V)
kompozicioni niz modula V, dakle, V' je modul konac¢ne duljine.

Zadatak 1.2.4. Neka je V modul i« W podmodul. DokaZite da je V' modul konacne duljine ako 1
samo ako su W i V/W moduli konacne duljine i da je tada ((V) = L(W) 4+ £(V/W).

Zadatak 1.2.5. Neka je V' poluprost modul. Dokazite da je V' modul konacne duljine ako i samo
ako je V' direktna suma konacno mnogo svojih prostih podmodula.

Ako je V modul konac¢ne duljine i W prost modul, broj faktora u kompozicionom nizu od V' koji
su izomorfni modulu W neovisan je o izboru kompozicionog niza — naime, po Jordan—Hdélderovom
teoremu svaka dva kompoziciona niza su medusobno ekvivalentni. Taj se broj zove multiplicitet
modula W u modulu V. Oznac¢imo taj broj sa m(V, W).

Zadatak 1.2.6. Neka je V. modul konacne duljine 1 U njegov podmodul. DokaZite da za svaki
prost modul W vrijedi m(V, W) = m(U, W) +m(V/U, W).
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1.3 Kompleksne poluproste Liejeve algebre

U ovom ¢emo odjeljku navesti velikom veé¢inom bez dokaza niz ¢injenica o kompleksnim
poluprostim Liejevim algebrama.

1.3.1 Cartanove podalgebre i korijenski rastav

Za proizvoljnu Liejevu algebru g (nad bilo kojim poljem) Cartanova podalgebra je nilpo-
tentna Liejeva podalgebra b od g takva da je Ny(h) = h. Za kompleksnu Liejevu algebru g Liejeva
podalgebra h od g zove se toralna podalgebra ako je operator ad z dijagonalizabilan za svaki
x € bh. Maksimalni elementi u skupu svih toralnih podalgebri od g zovu se maksimalne toralne
podalgebre od g.

Propozicija 1.3.1. Svaka toralna podalgebra poluproste kompleksne Liejeve algebre g je komuta-
tivna.

Teorem 1.3.2. Neka je b Liejeva podalgebra kompleksne poluproste Liejeve algebre g. Sljedeca su
dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) b je Cartanova podalgebra od g.
(b) b je maksimalna toralna podalgebra od g.

Neka je u daljnjem h Cartanova podalgebra kompleksne Liejeve algebre g. Za linearan funkcional
a € h* stavimo

go ={x €g; (adh)x = a(h)x Vh € b}.

Element a € h* razlicit od 0 i takav da je g, # {0} zove se korijen poluproste Liejeve algebre g
u odnosu na Cartanovu podalgebru h. Skup svih korijena ozna¢imo sa R(g, bh) :

R(g,h) ={aebh™; a#0, g. # {0}}.

Ocito je R(g,b) konacan skup. Bududi da je adbh = {ad h; h € h} skup dijagonalizabilnih opera-
tora na vektorskom prostoru g koji medusobno komutiraju, oni se svi mogu istovremeno dijago-
nalizirati, a kako je h — ad h linearno preslikavanje, zaklju¢ujemo da je

g=00+ > F0a
acR(g,h)
Preciznije

Teorem 1.3.3. Neka je b Cartanova podalgebra kompleksne poluproste Liejeve algebre g i neka
je B Killingova forma od g.

(a) go =N, dakle,
g= b + Z +ga'

a€R(g,h)
(b) dim g, =1 Va € R(g,b).
(¢) [8a;85] = Bat+s ako sua, B € R(g,h) takvi da je B # —a, j. o+ # 0.

(d) [8a,8-a] # {0} Yo € R(g,b). Za svaki o € R(g, ) postoji jedinstven element h, u potpros-
toru [ga, §_o) od b takav da je o (hy) = 2.
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) Skup {ha; o € R(g,h)} razapinge b.
) Za o € R(g,h) i za svaki x, € go \ {0} postoji jedinstven y, € g_, takav da je [Tq, Yo] = ha-
) Ako je o € R(g,bh) i c € C onda je ca € R(g,b) ako i samo ako je c = +1.
h) Za a, € R(g,Y) takve da je B # —a je B(ga,85) = {0}.
) Restrikcija Blh x b je nedegenerirana.
)

Neka je X\ — ty izomorfizam dualnog prostora b* na prostor h pridruzen nedegeneriranoj
bilinearnoj formi Blh X b, tj. za X € b* je
A(h) = B(h,ty) Vh € b.
Tada je
2

hoe = =1 .
« B(tomta) a Q E R(g’ b)

(k) Za a € R(g,8), © € ga iy € g_o vrijedi [x,y] = B(z,y)ha. Posebno, ako su z, i yo kao u
(f) onda je B(xa,ys) = 1.

1.3.2 Sistemi korijena

Neka je V' vektorski prostor (nad poljem K gdje je K = R ili K = C). Pseudorefleksija na
prostoru V' je linearan operator o : V' — V takav da je rang operatora Iy, — o jednak 1. Izaberemo
li bilo koji vektor v # 0 iz podrucja vrijednosti operatora Iy, — o zbog linearnosti vidimo da za neki
(jedinstven) linearan funkcional f € V* vrijedi (Iyy —o)x = f(x)v Vo € V. Dakle, pseudorefleksije
su tocno linearni operatori oblika o, 5, v € V, f € V*, v # 0, f # 0. Pri tome o, y operator zadan
sa

op 5 =x — f(z)v, eV

Dualni operator linearnog operatora A € L(V') oznacavamo sa A’, tj.
(A'f)v) = f(Av), wveV, feVn

Zadatak 1.3.1. DokaZite da je dualni operator pseudorefieksije o, 5 takoder pseudorefleksija i da
uz uobicajenu identifikaciju prostora V- s njegovim bidualom V** vrijedi (o, )" = 0,

orug=9—9W)f, geV.
Refleksija na prostoru V je pseudorefleksija o takva da je 0% = I,.
Zadatak 1.3.2. Dokazite da je o, refleksija ako i samo ako je f(v) = 2.

Propozicija 1.3.4. Neka je R konacan podskup od V' koji razapinge V' i koji ne sadrzi 0. Za svaki
a € R postoji naguise jedna refleksija o prostora V' takva da je cR = R 1 oo = —a.

Sistem korijena u prostoru V je konacan podskup R od V takav da vrijedi
(RS1) 0¢ RiV = span R.

(RS2) Za svaki a € R postoji & € V* sa svojstvom a(a) = 2 (tj. 044 je refleksija) takav da je
Ua7dR = R.

(RS3) Za «, [ € R vrijedi a(f) € Z.
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Primijetimo da je prema propoziciji 1.3.4. refleksija 0, 4, a time i linearni funkcional &, sa
svojstvom (RS2) potpuno odredena sa «, pa (RS3) ima smisla. Nadalje, mozemo krace pisati o,
umjesto 0,,5. Elementi skupa R zovu se korijeni, a dimenzija prostora V' zove se rang sistema
korijena R. Grupa automorfizama sistema korijena R je Aut(R) = {w € GL(V); wR = R}.
Njena podgrupa W(R) generirana refleksijama o,, a € R, zove se Weylova grupa sistema
korijena R. Bududi da skup R razapinje prostor V, restrikcija w — w|R je injektivni homomorfizam
grupe Aut(R) u grupu permutacija skupa R, a kako je skup R konacan, Aut(R) je konacna
podgrupa grupe GL(V).

Propozicija 1.3.5. Neka je R sistem korijena u prostoru V nad poljem K =R ili C. Za o € R
vrijeds
11
{ce K; cav € R} C {—2,—1,—5,5,1,2}.

Sistem korijena R zove se reduciran ako vrijedi
a€R = 2a ¢ R.

Dakle, tada je za svaki korijen a i za ¢ € K multipl ca korijen ako i samo ako je ¢ = 1. Sistem
korijena R koji nije reduciran zove se nereduciran.

Propozicija 1.3.6. Neka je R sistem korijena u vektorskom prostoru V.
(a
(b

W(R) je normalna podgrupa grupe Aut(R).
Zaa€Riwe Aut(R) je 0o = woaw i (wa) = (W) a.
¢) R={a; a € R} je sistem korijena u prostoru V*.

e

Za o, 3 € R je ogf = (0,0)"

(f) Preslikavanje o — (q'f)_1 = (07" je izomorfizam grupe Aut(R) na grupu Aut(R) i grupe
W(R) na grupu W (R).

)

)
(c) R
(d) Za svaki o € R je & = av.
©

)

Zadatak 1.3.3. Dokazite tvrdngje (b) i (¢) propozicije 1.5.6.

Za sistem korijena R kazemo da je dualan sistemu korijena R. Nadalje, ¢ se zove dualan
korijen korijena o € R.

Propozicija 1.3.7. Neka je R sistem korijena u kompleksnom vektorskom prostoru V. Tada vrijedi
spang R = {v € V; a(v) € R Va € R}.

Taj realan vektorski prostor V(R) je realna forma prostora V (' tj. Vg = V(R) +iV(R) ). Nadalje,
dualni prostor V(R)* identificira se sa spang R. Napokon, R je sistem korijena u realnom vek-
torskom prostoru V(R).

Propozicija 1.3.8. Neka je R sistem korijena u realnom vektorskom prostoru V. Tada je sa
(xly) =) d@)aly), wyeV
acR

zadan skalarni produkt na prostoru Vi Aut(R) je podgrupa grupe O(V') ortogonalnih operatora na
prostoru V.
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Zadatak 1.3.4. Dokazite propoziciju 1.3.8.

Uputa: Za dokaz c¢injenice da je gornjom formulom definiran skalarni produkt iskoristite
tvrdnju (c¢) propozicije 1.3.6. (posebno, da R razapinje dualni prostor V*), a za drugu tvrdnju
koristite tvrdnju (b) iste propozicije.

Propozicija 1.3.9. Neka je R sistem korijena u prostoru V 1 X C R. Stavimo
X ={a; a € X}, Vx = span X, Vi = span X,
(Vo) '={veV; flu)=0YfeVi}={veV; a)=0Vaec X},
(Vx)'={feV" fo)=0Yv e Vx}={feV* fla)=0Va e X}.
Tada vrijedi:
(a) V=Vx+ VL) iV =V 4+ (Vx)°.
(b) Restrikcija f — f|Vx identificira prostor Vi s dualnim prostorom (Vx)* prostora V.

(¢) RNVx je sistem korijena u prostoru Vx i restrikcija na RN Vx kanonske bijekcije o — & sa
R na R uz identifikaciju iz (b) je upravo bijekcija sistema korijena RN Vyx na njemu dualan
sistem korijena.

Pretpostavimo sada da je kona¢nodimenzionalan vektorski prostor V' direktna suma potpros-
tora Vi, ..., Viidajezasvakoi € {1,...,s} zadan sistem korijena R; u prostoru V;. Tada se dualni
prostor V* identificira s direktnom sumom dualnih prostora Vi*, ..., V7. O¢ito je R = RyU---UR;
sistem korijena u prostoru V i vrijedi R = R;U- - -UR,. Tada se R zove direktna suma sistema
korijena R,,...,Rs. Neka je a € R;. Ako je j # 14, jezgra od & sadrzi potprostor Vj, dakle,
04|Vj = Iy,. S druge strane, spana C V;, prema tome, vrijedi 0,V; = V;. Te primjedbe pokazuju
da se grupa W (R) moze identificirati s Kartezijevim produktom W (R;) x --- x W(Ry).

Za sistem korijena R kazemo da je ireducibilan ako je R # () i ako R nije direktna suma
dvaju nepraznih sistema korijena.

Propozicija 1.3.10. Sistem korijena R # O u prostoru V je ireducibilan ako i samo ako je
identicna reprezentacija o — o grupe W (R) na prostoru V ireducibilna.

Propozicija 1.3.11. Neka je R sistem korijena u prostoru V. Tada je R direktna suma ireducibil-
nih sistema koriyena Ry, ..., Rs © oni su jedinstveni do na poredak.

Jedinstveno odredeni ireducibilni sistemi korijena Ry, ..., Ry iz propozicije 1.3.10. zovu se ire-
ducibilne komponente sistema korijena R.

Propozicija 1.3.12. Neka je R sistem korijena u realnom vektorskom prostoru V, neka su Ry, . ..
..., Rg ireducibilne komponente od R i V; = span R;, i = 1,...,s. Nadalje, neka je (-|-) skalarni
produkt na V' u odnosu na koji su svi elementi grupe W (R) ortogonalni operatori. Tada su pot-
prostori V; medusobno ortogonalni.

Zadatak 1.3.5. DokaZite propoziciju 1.3.12.
Teorem 1.3.13. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i ) njena Cartanova podalgebra.

(a) R(g,b) je reduciran sistem korijena u vektorskom prostoru b*.
(b) Za o € R(g,b) vrijedi & = hy,.

(¢) Liejeva algebra g je prosta ako i samo ako je sistem korijena R(g,b) ireducibilan. Opcenitije,
ako je g = g1+ - -+gs rastav poluproste Liejeve algebre g u direktnu sumu prostih ideala i ako
je za svakii € {1,...,s} b; Cartanova podalgebra od g;, onda je h = by +-- -+ b, Cartanova
podalgebra od g i R(g;, 0:), 1 =1,...,s, suireducibilne komponente sistema korijena R(g,h).
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1.3.3 Klasi¢ne kompleksne Liejeve algebre

U sva Cetiri sljedeca primjera V' # {0} je kompleksan kona¢nodimenzionalan vektorski prostor
in=dm V.

1. Pretpostavljamo da jen > 2. Tada je s{(V) = {z € gl(V'); Trax = 0} prosta Liejeva algebra.
Ona je naravno izomorfna Liejevoj algebri matrica g = sl(n,C) = {x € gl(n,C); Trx = 0}. Neka
je b skup svih dijagonalnih matrica u g. Tada je h Cartanova podalgebra od g i

gdje je
aij(diag(ty, ... t,)) =t — t;.

Nadalje, go,; je potprostor svih matrica x = [x,,] € g takvih da je x,, = 0 ako je p # i ili
q # j. Dakle, g,,, = span {e;;}. Pri tome je u ovom i daljnjim primjerima e;; oznaka za kvadratnu
matricu n—tog reda koja ima 1 na presjecistu i—tog retka i j—tog stupca, a svi ostali su joj
celementi jednaki 0. Tada je hq,, = e;; — €;; = [ei;, ¢;;]. Nadalje, korijenski potprostor g,,, razapet
je matricom e;;.

sl(V) ~ sl(n, C) zove se specijalna linearna Liejeva algebra.

2. Neka je sada ) nedegenerirana bilinearna antisimetri¢na forma na prostoru V. Pokazuje se
da je tada nuzno dimenzija prostora V' paran broj, n = 2¢. Tada je

spo(V) ={z € gl(V); Q(zv,w)+ Q(v,zw) =0 Yo,w € V}

prosta Liejeva algebra koja je sadrzana u s[(V). Nadalje, nije tesko pokazati da postoji baza
{e1,..., e} od V takva da vrijedi:

20 L

20
v = Zciei, w = Z d;e; - Q(v,w) = Z(Cid“_l — Copidy).
i=1

i=1 =1

Pridruzivanje linearnim operatorima matrica u toj bazi je izomorfizam Liejeve algebre slg (V) na
Liejevu algebru
¢ . 0 I
sp(20,C) = {z € gl(2(,C); sz = —a's}, gdjeje s= .ol
—1y

Pri tome je I, oznaka za jedini¢nu matricu ¢—tog reda. spg (V') ~ sp(2¢, C) zove se simplekticka
Liejeva algebra.

Ako proizvoljnu matricu = € gl(2¢,C) pisemo pomoc¢u kvadratnih blokova ¢—tog reda kao
r = { Z Z } , onda se lako vidi da je z € sp(2¢,C) ako i samo ako je d = —a’, b' =bic = c.
Dakle,

sp(2¢,C) = {[Z —alt)]; a,b,c € gl(¢,C), b=1V, c:ct}.

Primijetimo da je sp(2,C) = sl(2,C), dakle, nove primjere dobivamo samo za ¢ > 2.
Neka je b skup svih dijagonalnih matrica iz sp(2¢, C), tj.

h= {diag(tl, coy by, =1, ..., —tg); t1,...,tp € (C}
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Tada je h Cartanova podalgebra od g = sp(2¢, C). Nadalje,

R(g,h) ={xa;; 1 <i<l}U{Bij; 1 <i,7<{, i#7tU{tvy;; 1<i<j <[t}

uz oznake
ai(diag(tl,...,tg,—tl,...,—tg)) :2751‘, 1 SZ Sf,
ﬁij(diag(tl,...,tg,—tl,...,—tg)):ti—t]’, 1 SZ,] Sﬁ, Z#],
%j(diag(tl, coy by, =1, —tg)) =t + tj, 1 <1< j < /.
Nadalje, tada je
hai = _hfai = €ii — €l4il+is 1<i< f,
hg,; = €ii — €j; — €rtipti + ovjets 1<6,5<4t, ©#j, —PBij=0Bj
by = —h_y,; = €ii + €55 — Corivvi — Corjery) 1<i<j<{

Korijenski potprostori su g, = span {e.}, @ € R(g,h), gdje su bazni vektori korijenskih potpros-
tora e, dani sa

€a; = €1 €—a; = Cotiis 1 <7<,
€8;; = Cij — Cotjl+is 1< Za] < 67 { # j7 _ﬁij = ﬁjia
Cyij = Citj T Cjetis oy = Cotig terga, 1 Si<F<L

3. Neka je n = dim V neparan broj veéi od 1, n = 2¢ + 1, £ € N, i neka je () nedegenerirana
simetricna bilinearna forma na V. Tada je

0g(V) ={z e gl(V); Qzv,w)+ Q(v,zw) =0 Vv,w e V}

prosta Liejeva algebra koja je sadrzana u sl(V'). Lako se vidi da postoji baza {eg,e1, ..., e} od
V takva da vrijedi

20 20 l
V= Z Ci€;, w = Z diei — Q(U, w) = Codo + Z(Cidf-i-i + Cg_H‘di).
=0 =0 =1

Preko te baze 0g(V') identificira se s Liejevom algebrom matrica

1
0(20+1,C) = {z € gl(2(+1,C); sz = —a's}, gdjeje s=10
0

S o o
o~ o

0g(V) ~ 0(2¢ + 1,C) zove se ortogonalna Liejeva algebra.
Proizvoljnu matricu z € gl(2¢ 4+ 1,C) zapisimo u blok—formi u skladu s blokovima u gornjoj
matrici s :

o
x=| ht , ac€C, fghkecC abecdecglC),
kt

f
a
c

QU T

pri ¢emu smo C* identificirali s prostorom jednorednih matrica duljine £. Tada je x € 0(2(+1,C)
ako i samo ako je a =0,d = —a', b' = —b, ¢! = —¢c, h = —g i k = —f. Dakle,

0 f g
0(20+1,C) = —gt a b |; f,geC’ abcegl(t,C), bt =—-b, ¢t =—c

—ft ¢ —d
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Neka je b skup svih dijagonalnih matrica iz 0(2¢ + 1, C), tj.
h = {diag(0,ty,...,ts,—t1,...,—ts); t1,...,t, € C}.
Tada je h Cartanova podalgebra od g = 0(2¢ + 1, C). Nadalje,
R(g,h) = {£ay; 1 <i <G U{B; 1<i,j <L i U{Ey; 1<i<j< (),

uz oznake
(xi(diag((),tl, c. ,tg, —tl, ey —tg)) = ti, 1 < 1 < f,
ﬁij(diag(ovtla"'7t€a_t17"'7_t€>> =1 _tja 1<i4,5< f, 27&.7’
’Yij(dia’g(oatla cote =, _t€>> =1 +tj7 1<q <J< l.

Koristimo uobicajenu oznaku e;; za matricu s jedinicom na presjecistu ¢—tog retka i j—tog stupca
i na svim ostalim mjestima 0, s tim da se sada indeksi 4, j kre¢u skupom {0,1,...,2¢}. Tada je

ha, = —h_o, = 2€4 — 2€044 044, 1<i </,

hg,; = €ii — €j; — €rtipti + €otjot) 1<4,j <t i#j, —Bj=0,
h%j = —h,%j =e; + €jj — €ltil+i — Cotj 0+, 1<i< j < /.

Korijenski potprostori su g, = span {e.}, « € R(g,h), gdje su bazni vektori korijenskih potpros-
tora e, dani sa

€a; = €i,0 — €0,0+i €—a; = €0,i — €0+i0; 1<i <Y,
€3, = €ij — Citjltis 1<i,5<¢t, i#37, —Bij= 0B,
€y = Cjbri ~ Cithjy  Comy = Copig — Cepji, 1 SI<j <L

Napomenimo jos da se moze dokazati da je Liejeva algebra o(3,C) izomorfna Liejevoj algebri
s[(2,C), te da je Liejeva algebra o(5,C) izomorfna Liejevoj algebri sp(4, C).

4. Neka je n = dim V paran broj veéi od 4, n = 2¢, ¢ € N, £ > 3, i neka je ) nedegenerirana
simetricna bilinearna forma na V. Tada je ponovo

0g(V) ={z € gl(V); Q(zv,w)+ Q(v,zw) =0 Yv,w € V}

prosta Liejeva algebra koja je sadrzana u s[(V'). Napomenimo da je u sluéaju 2—dimenzionalnog
prostora V' Liejeva algebra oo (V') komutativna, a u sluccaju 4—dimenzionalnog prostora V' Liejeva
algebra 0g(V') doduse jest poluprosta, ali nije prosta nego je direktna suma dvaju prostih ideala
koji su oba kao Liejeve algebre izomorfni sa s((2, C).

Sada postoji baza {e,..., ey} prostora V takva da vrijedi
2 20 ‘
v = Z ci€i, w = Zdiei - Qv,w) = Z(Cid”i + copidy).
i=1 i=1 i=1

Preko te baze 0g(V) identificira se s Liejevom algebrom matrica

Iy 0
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0g(V) >~ 0(2¢,C) zove se ortogonalna Liejeva algebra, ovaj puta parnog formata.
Proizvoljnu matricu x € gl(2¢, C) zapisimo u blok—formi:

a b
x—{c d}’ a,b,c,d e gl(¢,C).

Tada je x € 0(2¢,C) ako i samo ako je d = —a’, b' = —b i ¢! = —c. Dakle,

0(2¢,C) = {[ Z _bat } a,b,ceglt,C), b =—b, ¢ = —c} .
Neka je ponovo b skup svih dijagonalnih matrica iz o(2¢, C), tj.

h= {diag(tl, R e 3 T —tg); t1,...,t € C}
Tada je h Cartanova podalgebra od g = 0(2¢, C). Nadalje,

uz oznake
Blj(dlag(thatfa_tha_tﬁ)):tl_tja 1§27.]§€7 27&])
’yl-j(diag(tl, R 2t 5 PN —tg)) =1;+ tj, 1< < 71 < l.
Tada je
hg,; = €ii — €55 — €rvipvi + €orjiary 1<id,j </t i#j, B =B,
h"{ij = —h,%j =€ + €55 — €otipti — €otjitis 1<i< g <UL

Korijenski potprostori su g, = span {e.}, « € R(g,b), gdje su bazni vektori korijenskih potpros-
tora e, dani sa
€3,; = €ij — €4tjitis 1<i,j </t i#7, By =0,
€ri; = Ciltj — €5 l4is € = Cltji — Cltig 1<i<j<dl

Pokazuje se da je Liejeva algebra o(6,C) izomorfna Liejevoj algebri s[(3,C). Nadalje, nema
drugih medusobnih izomorfizama osim ovih koje smo naveli: proste Liejeve algebre iz cetiriju
serija sl(n,C), n > 2, 0(20 4+ 1,C), ¢ > 2, sp(2¢,C), £ > 3, 0(2¢,C), ¢ > 4, sve su medusobno
neizomorfne.

Cetiri vrste prostih Liejevih algebri iz ovih primjera zovu se klasiéne kompleksne Liejeve
algebre.

1.3.4 Weylove komore i baze sistema korijena. Klasifikacija

U ovom pododjeljku promatrat ¢emo sistem korijena R u realnom vektorskom prostoru V.
Mozemo pretpostavljati da je na V' zadan skalarni produkt takav da su svi operatori iz Aut(R)
ortogonalni. Posebno, sve o, a € R, su ortogonalne refleksije.

Za svaki o € R skup H, = {v € V; o,v = v} = Ker & se zove hiperravnina odredena s
korijenom «. To je potprostor od V' kodimenzije 1 i to je upravo ortogonalni komplement od « :
V = H, & Ra. Komponente povezanosti otvorenog skupa

VA | Ha
aER

zovu se Weylove komore sistema korijena R. Hiperravnina H, zove se zid Weylove komore
C ako je H, N C # (), pri cemu je sa C' oznacen zatvarac Weylove komore C.
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Baza sistema korijena R je podskup B od R koji ima sljede¢a dva svojstva:
(B1) B je baza vektorskog prostora V.

(B2) Za svaki § € R i oznacimo sa ¢, € R, a € B, koeficijente u prikazu g u bazi B :

6= ana.

a€B
Tada vrijedi ili ¢, € Zy Va € Bili —c, € Z, VYa € B.

Ako je B baza sistema korijena R onda ¢emo korijene koji su sume korijena iz baze zvati
pozitivnim korijenima u odnosu na bazu B. Skup svih pozitivnih korijena ozna¢imo sa R, (B).
Preostali korijeni zovu se negativni korijeni u odnosu na bazu B; to su upravo elementi skupa
—R.(B).

Neka je C' Weylova komora. Tada za bilo koji x € C' vrijedi * ¢ H,, odnosno, (a|x) # 0,
Va € R. Stavimo R, (C) = {a € R; (a|x) > 0} (napomenimo da se lako vidi da to ne ovisi o
izboru vektora z € C'). Kazemo da su elementi skupa R, (C) pozitivni korijeni u odnosu na
Weylovu komoru C.

Teorem 1.3.14. Neka je R sistem korijena u realnom vektorskom prostoru V.

(a) Ako je C' Weylova komora od R postoji jedinstvena baza B od R takva da je Ry (C) = Ry (B).
Oznacimo tu bazu sa B(C').

(b) C — B(C) je bijekcija sa skupa svih Weylovih komora od R na skup svih baza od R.

(¢) Ako je C Weylova komora od R i w € Aut(R), onda je i w(C) Weylova komora od R.

(d) Weylova grupa W (R) djeluje prosto tranzitivno na skupu svih Weylovih komora od R. Drugim
rije¢ima, za proizvoljne Weylove komore Cy i Cy postoji jedinstven o € W (R) takav da je

02 :O'(Cl).

(e) Ako je B baza od R i w € Aut(R), onda je 1 w(B) baza od R. Weylova grupa djeluje prosto
tranzitivno na skupu svih baza sistema korijena R.

(f) Zatvarac C bilo koje Weylove komore od R je fundamentalna domena za djelovanje Weylove
grupe na prostoru V., tj. za svaki v € V postoji jedinstven x € C takav da je v = ox za nek:
o € W(R); drugim rije¢ima, presjek svake W (R)—orbite {ov; o € W(R)} u prostoru V' sa

skupom C' je jednoclan skup.

(9) Neka je B baza sistema korijena R. Weylova grupa W(R) generirana je refleksijama o,
a € B.

(h) Neka je B baza sistema korijena R i Autp(R) = {w € Aut(R); w(B) = B}. Grupa Aut(R)
je semidirektan produkt (normalne podgrupe) W(R) i podgrupe Autp(R).

U daljnjem fiksiramo neki skalarni produkt (-|-) na prostoru V takav da su svi operatori
o € W(R) ortogonalni operatori na V.

Propozicija 1.3.15. Pretpostavimo da je sistem korijena R ireducibilan i reduciran. Tada je skup
{(a|a); a € R} ili jednoclan ili dvoclan. Ako je dvoclan, oblika je ili {r,2r} ili {r,3r} za neki
r e R% = (0, +00).
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Ireducibilni nereducirani sistemi korijena u potpunosti se opisuju pomoc¢u reduciranih. Ako je
R sistem korijena, a € R se zove nedjeljivi korijen ako %oz ¢ R. Naravno, sistem korijena je
reduciran ako i samo ako su svi njegovi korijeni nedjeljivi. U nereduciranom sistemu ima korijena
koji nisu nedjeljivi. Ali i kod takvog sistema svi su korijeni u njegovoj bazi nedjeljivi. Naime,
ako je B baza od R i ako pretpostavimo da o € B nije nedjeljiv, tj. da je %a € R, onda
dolazimo u kontradikciju s definicijom baze sistema korijena: korijen %oz ne moze se napisati u
obliku 35,7, gdje su svi ¢, € Z.

Teorem 1.3.16. (1) Neka je R ireducibilan nereducirani sistem korijena u realnom prostoru V
ranga > 2.

(a) Skup Ry svih nedjeljivih korijena je ireducibilan reducirani sistem korijena u V' i vrijedi
W(Ry) = W(R).

(b) Neka je r = min{(a|a); a € R} i A = {a € R; (a]a) = r}. Svaka dva nepropor-
cionalna korijena iz A su medusobno okomita.

(¢) Neka je B={p € R; (B|8)=2r}. Tada je B# 0, Ry=AUBiR=AUBU2A.

(2) Neka je sada R ireducibilan reducirani sistem korijena u realnom prostoru V takav da je za
nekir € RY :
{(a|a); o € R} = {r,2r}.

Neka je A = {a € R; (a|a) =1} i pretpostavimo da su svaka dva neproporcionalna korijena
iz A medusobno okomita. Tada je Ry = RU 2A ireducibilan nereducirani sistem korijena u
V' 1 R je skup svih nedjeljivih korijena sistema R;.

Uvedimo sada oznake

(«5)
(818)°

Nije tesko vidjeti da taj broj ne ovisi o izboru skalarnog produkta (-|-) u odnosu na koji su svi
elementi o € W (R) ortogonalni operatori. Naime, prema propoziciji 1.3.12. ireducibilnbe kompo-
nente sistema korijena R medusobno su ortogonalne u odnosu na svaki takav skalarni produkt;
nadalje, moze se pokazati da je takav skalarni produkt jedinstven do na pozitivni multipl ako je
sistem korijena R ireducibilan.

n(a, 5) =2 a, B € R.

Propozicija 1.3.17. Neka je R reducirani sistem korijena i o, 3 € R. Tada je

n(a, B)n(B,a) € {0, 1,2, 3}.

Na temelju prethodne propozicije mozemo definirati tzv. Coxeterov graf reduciranog sistema
korijena R. Skup vrhova tog grafa je neka baza B sistema korijena R. Dva razli¢ita vrha o, 3 € B
tog grafa su spojena sa n(«, f)n(f, ) spojnica.

Teorem 1.3.18. Reducirani sistem korijena je ireducibilan ako i samo mu je Coxeterov graf
povezan. Stovise, vrhovi komponenata povezanosti Coxeterovog grafa su baze ireducibilnih kompo-
nenata od R.

Ukoliko je reducirani sistem korijena R ireducibilan i svi su mu korijeni iste duljine, onda je
n(a, B) = n(fB, ) za sve «a, 5 € B, pa Coxeterov graf u potpunosti odreduje sve brojeve n(a, [3).
Medutim, kad u R (a tada i u B) postoje korijeni razli¢itih duljina onda Coxeterov graf ne daje
informaciju koji njegovi vrhovi pripadaju duljim a koji kra¢im korijenima. Da bismo i to fiksirali,
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kod svakog ¢emo para vrhova koji su spojeni s dvije ili s tri spojnice dodati i strelicu koja je usm-
jerena prema kra¢em od dvaju korijena. Ono sto dobijemo zove se Dynkinov dijagram sistema
korijena R.

Preciznom analizom moguénosti moze se do¢i do potpune klasifikacije ireducibilnih reduciranih
sistema korijena do na izomorfizam. Pri tome, je izomorfizam sistema korijena R u prostoru
V' na sistem korijena R’ u prostor V' izomorfizam A : V — V' vektorskih prostora takav da je

AR) =R

Teorem 1.3.19. Neka su R i R' sistemi korijena u realnim vektorskim prostorima i neka su B i
B’ njihove baze. Tada je sistem korijena R izomorfan sistemu korijena R’ ako i samo ako postoji
bijekcija o — o' sa B na B’ takva da je n(a, 5) = n(d/,3') Ya,5 € B. To je ispunjeno ako i
samo ako sistemi korijena R i R imaju iste Dynkinove dijagrame.

Teorem 1.3.20. Ako je R ireducibilan reduciran sistem korijena ranga £, onda je njegov Dynkinov
dijagram jedan od sljedecih, v svaki od tih dijagrama je Dynkinov dijagram nekog ireducibilnog
reduciranog sistema korijena:

AE (621): (e} O  eeee e o——— 5
1 2 3 l—1 l
BZ (622) O—————0 s o————ac——>—0o
1 2 {—2 {—1 12
Co(t>3): o . e

Dy, (¢ > 4)
E6 : T °
1 3 4 5 6
T
E7 o
1 3 4 5 6 7
r
Ey: o o
1 3 4 5 6 7 8
F4 : o0———oc————0———0
1 2 3 4
Gy : ———=—
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Razmotrimo sada u kakvoj su vezi Coxeterovi grafovi i Dynkinovi dijagrami sistema korijena i
njemu dualnog sistema korijena. Neka je R sistem korijena u realnom vektorskom prostoru V. Neka
je (-]+) skalarni produkt na prostoru V' takav da se Weylova grupa W (R) sastoji od ortogonalnih
operatora. Skalarni produkt definiran izomorfizam prostora V na dualni prostor V*. Oznac¢imo
taj izomorfizam sa ®. Dakle,

(@(w))(v) = (vlw),  v,weV.
Oznacimo sa ¥ : V* — V njemu inverzan izomorfizam:
(T(f)lv) = flv), feV" wveW

Propozicija 1.3.21. Uz uvedene oznake za dualni korijen & korijena o € R vrijeds

2 , R
(Oé|O[)a t (\II(O[”\IJ(O()) -

Dokaz: Refleksija 0, € W(R) pridruzena korijenu o € R je ortogonalna simetrija u odnosu
na hiperravninu {a}+ = {v € V; (a|v) = 0}. Dakle,

U(d) =

(efa)’

2
OV =0V — Ma, velV.
(aa)
S druge strane je
0,0 = v — a(v)a, vel.

Prema tome, imamo za svaki v € V

@) = a) = 25— (Za

(ala) ala)

U) |
Odatle slijedi jednakost
2
a.
(ale)
Tvrdnja o kvadratu duljine vektora W(d&) odatle slijedi direktnim ra¢unom:
2 2 4 4
(T ()| W(d) = (—a a) - <O‘|O‘2) - .
(ala) | (ala) (ala)?  (ala)

Zadatak 1.3.6. Dokazite da uz uvedene oznake za o, 3 € R vrijedi
n(o, §) = n(3, @)

Nadalje, ako sa (-|-) oznac¢imo i skalarni produkt na prostoru V* dobiven iz skalarnog produkta
na prostoru V- pomocu izomorfizma ® : V. — V* onda vrijedi

(@la) _ (B19)

T(d) =

B18)  (ala)
Preslikavanje W : V* — V je izomorfizam vektorskog prostora V* na vektorski prostor V. Stoga
restrikcija na R definira izomorfizam sistema korijena R u prostoru V* na sistem korijena W(R) u
prostoru V. Prema zadatku 1.3.6. za o, § € R vrijedi

(e, B)n(B, ) = n(@, B)n(B,a)  Va,5 € R.

Nadalje, prema drugoj tvrdnji u tom zadatku ako korijeni «, 6 € R nisu iste duljine i ako je korijen
a dulji od korijena (3, onda je dualni korijen 3 dulji od dualnog korijena &. Dakle, vrijedi

Teorem 1.3.22. Neka je R sistem korijena u realnom vektorskom prostoru V i R pripadni dualni
sistem korijena u prostoru V*. Cozeterov graf sistema korijena R podudara se s Cozeterovim
grafom sistema korijena R. Nadalje, Dynkinov dijagram od R dobiva se iz Dynkinovog dijagrama
sistema koryjena R tako da se sve strelice u njemu usmjere suprotno.
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1.3.5 Klasifikacija prostih kompleksnih Liejevih algebri

Neka je sada g kompleksna poluprosta Liejeva algebra, h Cartanova podalgebra i R = R(g, )
pripadni sistem korijena u kompleksnom vektorskom prostoru V' = h*. Znamo da je tada R
reducirani sistem korijena u realnom vektorskom prostoru V(R) = spang R i V(R) je realna
forma prostora h*. Nadalje, dualni sistem korijena u prostoru V* = h* = § je R = {ha; @ € R}.
Realnu formu V*(R) = spang{h.; o € R} oznacavat ¢emo sa h(R) i ona se prema propoziciji
1.3.7. identificira s dualnim prostorom realnog prostora V(R) = h*(R).

Killingovu formu na Liejevoj algebri g oznacimo sa B :

B(z,y) =Tr(adz)(ady),  z,y€g.

Ta je bilinearna forma nedegenerirana, a prema tvrdnji (i) teorema 1.3.3. njena restrikcija na h x b,
dakle i na h(R) x h(R), je takoder nedegenerirana.

Propozicija 1.3.23. Bilinearna forma B|h(R) x h(R) je skalarni produkt na realnom vektorskom
prostoru h(R). Taj se skalarni produkt podudara sa skalarnim produktom iz propozicije 1.3.8. za
dualni sistem korijena R = {h,; o € R}. Tj.

(hlk) =Y a(h)a(k),  h.k€h(R).

aER

Dokaz: Za svaki a € R izaberimo z,, € g, \{0}. Nadalje, neka je {hi, ..., hs} baza od h. Tada
je {zo; @ € R}y U{hy,...,hs} baza od g i u toj bazi svi operatori ad h, h € b, imaju dijagonalne
matrice:

(adh)zy = a(h)z,, o€ R, (adh)h; =0, j=1,... L

Stoga za h, k € h(R) operator (ad h)(ad k) ima dijagonalnu matricu koja na dijagonali ima ¢ nula
i brojeve a(h)a(k), a € R. Odatle slijedi tvrdnja.

Razmotrimo sada primjere tzv. klasi¢nih kompleksnih Liejevih algebri iz odjeljka 1.3.3. Za
svaku od tih prostih Liejevih algebri identificirat ¢emo jednu bazu i zapisati prikaz svih korijena
pomocu te baze. Nadalje, utvrdit ¢emo Dynkinov dijagram za svaki od pripadnih sistema korijena.
U tu svrhu mogli bismo koristiti skalarni produkt u prostoru h*(R) iz propozicije 1.3.8. za sistem
korijena R i njemu dualni sistem R = {h,; a € R}, tj.

M) =D A(ha) p(ha), A p € b*(R) = spang(R). (1.1)

aER

Medutim, mnogo je jednostavnije koristiti jedan drugi skalarni produkt, tj. onaj koji se dobije
iz simetricne bilinearne forme na g definirane pomoc¢u traga matrica, a ne traga na prostoru
linearnih operatora gl(g). Naime, ako je g Liejeva podalgebra od gl(n,C), simetri¢na bilinearna
forma A : g x g — C definirana sa

Alr,y) =Trzy, z,y€0. (1.2)

invarijantna je s obzirom na adjungiranu reprezentaciju z +— ad z, z € g. Doista, za bilo koje
x,Yy, 2z € g imamo redom

A((adx)y, 2) + Ay, (adx)z) = Tr ([x,y]z + ylz, 2]) =

=Tr(xyz —yzrz +yrz —yzx) = Trayz — Tryze = 0.
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Propozicija 1.3.24. Neka je g prosta kompleksna Liejeva algebra i neka je A - g x g — C
bilinearna forma invarijantna s obzirom na adjungiranu reprezentaciju z — adz, z € g. Tada
postoji ¢ € C takav da je A(x,y) = cBy(z,y) Yo,y € g.

Dokaz: Bududi da je bilinearna forma B = By nedegenerirana, postoji jedinstven linearan
operator T : g — g takav da je

A(z,y) = B(Tz,y)  Vz,y €g.
Za z,y,z € g imamo redom
B(T(ad )z, y) = Al(ad =), y) = —A(x, (ad 2)y) = —B(Tw, (ad 2)y) = B((ad 2)Tz,y).

Sada iz nedegeneriranosti Killingove forme B slijedi T'(ad z) = (ad z)T Vz € g. Dakle, T je prepli-
tanje reprezentacije ad sa samom sobom. Medutim, kako je Liejeva algebra g prosta, reprezentacija
ad je ireducibilna. Prema tvrdnji (¢) Schurove leme (teorem 1.2.4.) postoji ¢ € C takav da je
T = cly. Dakle, A(z,y) = B(T'z,y) = B(cz,y) = cB(x,y).

Korolar 1.3.25. Neka je g klasicna prosta kompleksna Liejeva algebra, tj. g = sl(n,C), n > 2,
g =5p(n,C), n € 2N, ilig=o0(nC),n=23ilin >5. Tada je bilinearna forma A :gx g — C
definirana sa (1.2) proporcionalna Killingovoj formi B = By. Faktori proporcionalnosti su w tri

(niz) za sp(n,C) i =5 za o(n,C), .

1
slucaja o 20 sl(n,C),
(a) Bamo)(x,y) =2nTrzy, Va,y € sl(n,C).
(b) Bsp(n,(C) (.’L’, y) = (n + 2>T7n zy, Vx, Yy € 5p(n7 C)
(C> Bo(n,(C) (l‘, y) = (n - 1>T7n zy, Vx, Yy e 0(7”&, (C)

Dokaz: Prva tvrdnja neposredna je posljedica propozicije 1.3.24. Dakle, u svakom od tri
slucaja vrijedi A(z,y) = c¢B(z,y), Yz,y € g, gdje je ¢ € C. Da bismo izrac¢unali ¢, dovoljno je
izracunati A(x,z) i B(x,x) za zgodno izabrani € g. Provedimo to za svaki od slucajeva. U
njima ¢emo upotrebljavati oznake iz cetiri primjera u tocki 1.3.3.

1. g = sl(£+ 1), £ € N. Izaberimo = = h,, = €11 — e99. Tada je A(z,z) = Tra? = 2.
Nadalje, svi elementi baze

{eii —€ir1i41; 1 <i<LyU{ej; 1<i,j<Ll+1, i#j}

Liejeve algebre g su svojstveni vektori operatora ad x :

(adx)(eii — ei+1,i+1) = O, za 1 S /) S 6,
(adx)e1s = 2e19; (ad x)ey = —2ea;
(adx)ey; = ey,  (adz)e; = —ey, za 3<i</l+1;

(adx)ey; = —e9;, (adx)e; = €59 za 3<i</l+1;
(adz)e;; =0  za i#j 1 {i,j}nN{1,2} =0.
Prema tome,
B(z,z) =Tr(adz)* =2-4+4(L —1) = 4(¢ + 1).

Dakle, u ovom je slucaju
2 1

CTAlrn 20+
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2. g = sp(2¢,C), £ € N. U ovom slucaju biramo x = h,, = €11 — €p41,+1. Ponovo je
A(z,z) = Trz* = 2. Operator ad z ima u bazi

{ha; 1< i< U eq; 1 <0<l {epy; 1<4,5 <UL, i# jiU{er,;; 1<i<j<(t}
Liejeve algebre g dijagonalnu matricu:
(adz)ha, =0, za 1<1i</Y;
(adz)eq, = 2€4,; (adx)e_o, = —2e_4,;
(adz)eq, = (adz)e_n, =0 za 2<i</{;
(adx)eg, =ep,, (adx)es, =—esz, za 2<1i</,
(adz)eg, =0 za 2<i,j<{, 1i#yj;
(adz)e,,, = ey, (adz)e_,, =—e_,, za 2<i</;
(adx)ey,, = (adw)e_,,, =0 za 2<i<j</

Prema tome,
B(z,x)=2-444({—-1)=4({+1).

Dakle,

o2 1
CA4(0+1) 200+1) 2042

3. g=0(2¢+1,C), £ € N. Biramo = = %hal = ey —epp1041. Ponovo je A(x,z) = Tra? = 2.
Sada operator ad x djeluje na vektore baze
{hai; 1<i <Ly U{eq,;; 1<i <} U{epy; 1<4,5 < i#j U {ew,; 1<i<j<[(}
Liejeve algebre g ovako:
(adz)ha, =0, za 1<i</{;
(adx)eq, = €ay; (adzx)e_o, = —€_qy;
(adz)eq, = (adz)e_n, =0 za 2<i</{;
(adx)eﬁli = €61i» (ad$)€ﬁ“ = —eg, za 2<1i< t;
(adx)eg, =0 za 2<14,j<{ i#j;
(adz)ey, = ey, (adz)e_, =—e_y,, za 2< i</
(adz)e,, = (adr)e_,,;, =0 za 2<i<j</L

Prema tome,
B(z,x)=24+4(({—-1)=2(20—-1).
Dakle,
2 1 1

T2020-1) 2—-1 (2+1) -2

C

4. g = 0(24,C), £ € N, £ > 3. Biramo © = hg,, = €11 — €22 — €r11,04+1 + €rr2042. Sada je
A(z,z) = Tr x? = 4. Nadalje, operator ad x djeluje na vektore baze

{hﬁi,u-i; l<: SE}U{eﬁZj; 1<4,5<¢, i%j}u{ei'ﬁj; 1<i<y SE}

Liejeve algebre g ovako:
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(adx)hg,, , =0 za 1<i</;

(adx)es,, = 2egs,,, (adx)es,, = —2es,,;
(adx)es,, =ep,, (adx)es, = —es,, za 3 <i</;
(adx)es, = —ep,, (adx)es, =es,, za 3<i</;

(adz)eg, =0 za 3<i,j<{ 1i#yj;
(adx)e,,, = (adx)e_.,, = 0;
(adx)e,,, = ey, (adz)e,,, = —ey,, za 3 <1</
(adx)e_,, = —e_y,, (adx)e_,,, =e_,, za 3<i<{
(adx)ey, = (adw)e_,,, =0 za 3<i<j</

Prema tome,

B(z,x) =2-4+8((—2)=8({—1).

Dakle,
4 1 1

CTRU—1) 200—1) 2w—2

Time je korolar 1.3.25. u potpunosti dokazan.

Napomena. Direktnim ra¢unom lako se vidi da (¢) vrijedi i ako je n = 2 i ako je n = 4 iako
pripadne Liejeve algebre nisu proste: 0(2,C) je komutativna, a 0(4,C) je direktna suma dvaju
prostih ideala (izomorfnih sa s[(2, C)).

Posljedica je korolara 1.3.25. da se u slucaju kad je g klasi¢na prosta kompleksna Liejeva alge-
bra umjesto skalarnog produkta induciran na h(R) i na njegovu dualu h*(R) Killingovom formom
B mozemo koristiti skalarnim produktima induciranim bilinearnom formom A : A(z,y) = Tr xy,
x,y € g. Racunanje s tim skalarnim produktom znatno je jednostavnije za dualni sistem korijena
R = {ha; a € R}, a time zbog zadatka 1.3.6. i za sistem korijena R u prostoru h*.

Sada ¢emo identificirati Dynkinove dijagrame klasi¢nih prostih kompleksnih Liejevih algebri.
I dalje upotrebljavamo oznake iz Cetiri primjera u tocki 1.3.3. Kao sto smo istaknuli slozenija
racunanja nuzna za utvrdivanje Dynkinovog dijagrama provodit ¢emo za dualne sisteme korijena,
jer tada imamo na raspolaganju jednostavniji skalarni produkt.

Specijalna linearna Liejeva algebra sl({ +1,C), ¢/ > 1
Stavimo «; = a; 41, 1 <@ < . Lako se vidi da je tada
Qi = o + -+ ay, 1<i<y<[Il+1,

Qi = —Qj; = —Q5 — - — 041, 1§j<l§€+1

To pokazuje da je B = {ay, ..., a;} baza sistema korijena R = R(g, h). Pripadni skup pozitivnih
korijena je Ry = {a;;1 <i<j </{+1}.
Odredimo sada Dynkinov dijagram sistema korijena R i dualnog sistema korijena R = {hy }acr-
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Koristimo li skalarni produkt (h|k) = Tr hk, h, k € h(R), dobivamo sljedece rezultate za skalarne
produkte (hg,|ha;), 1 <id,5 < 0

(P

haiﬂ) =Tr (en' - €i+1,i+1)(ei+l,i+l - €i+2,i+2) =1Tr (_€i+1,i+1) =—-1 za 1<i</(—1;
(hai|haj) =Tr (e; — €ir1i+1)(€j; —€jq141) =0 akoje 1<i,j <Y, li — 7] > 2.

Odatle i iz zadataka 1.3.6. nalazimo

ha,) =Tr (€ — €i+1,i+1)2 =Tr (s + €iy1,i41) = 2

(ke

n(i, aiz1) = n(hag, s ha;) = QW =2—=—1=n(ai,@)qul <i<l—1,

n(a;, a;) =0 ako je |t — j| > 2.
To pokazuje da je Dynkinov dijagram sistema korijena R(g,h) tipa A,.

Ortogonalna Liejeva algebra o(2( +1,C), £ > 2
Stavimo d; = ;41 za 1 <i < ¢ —11 9, = ay. Tada nalazimo
a; = 0; + -+ g, 1< <Y,
Bij =0+ -+ 01, 1<i<j <4,
Vij =0+ o401 +20; + - + 20y, 1<i< g <V

Dakle, {01,---,0;} je baza sistema korijena R = R(g, ) i skup pozitivnih korijena u odnosu na

tu bazu je
Ry ={ay; 1<i <LpU{Biy; 1<i<j <L} U{yy; 1<i<j< ()

Odredimo sada Coxeterov graf i Dynkinov dijagram od R. Imamo

hs, = €ii — €it1,i+1 — Coqijpri + Coqivipriqr za 1 <o <Ll—1 1 hs, = 2ep — 2ex20

a je
o (hs;1hs;) = Tr (eii — €101 — Coripri + Copiieriv) =4 zal<i</l—1,
(hs,|hs,) = Tr (2e0 — 2e9020)* = 8,
(thi hzsiﬂ) =Tr (eii_eiJrl,iJrl_€Z+i,2+i+€Z+i+1,2+i+1)(ei+1,i+l_ei+2,i+2_€£+i+1,£+i+l +€€+i+2,€+i+2) =
=Tr(—€ir1ir1 — Coyitreriv1) = =2 za 1<i<(0—2,
(hs, 1 1hs,) = Tr (ee—1,-1 — € — €20-120-1 + €20,20) (2600 — 2€2090) = Tr (—2e00 — 2e902¢) = —4.

Svi ostali medusobni skalarni produkti vektora baze hs, jednaki su nuli, jer su produkti tih matrica
jednaki nuli. Odatle imamo prema zadatku 1.3.6.

77/((5“ 5i+1) - n(h5i+1a héz) = 2W = 2? =—-1= n((SH_l, 61) za 1 <1< 0 — 2,
(hé |, ) —4
n(0¢_1,00) = n(hs,, hs, ) = 22— =2— = —2,
(0r-1,0¢) = n(hs,, hs,_,) (o 1oy ) 1
h h —4
n(5£,5£—1) = n(hag_l, hgé) = QM =2— = —1.

(h5e |h5z) 8
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Nadalje, n(d;,d;) = 0 ako je |i — j| > 2. Dakle,
n(&, 5”1)72((5”1, 51) =1 za 1 S /) S 0 — 2, n((Sg,l, 5@)%(5@, 5571) = 2.

Prema tome, u Coxeterovom grafu spojeni su samo vrhovi ; i §;31 za 1 <7 </ —11to s jednom
linijjom za 1 <4 — 2 i s dvije linije za ¢ = ¢ — 1. Nadalje, omjeri kvadrata duljina korijena d,_; i

Oy su

(5871‘5671) _ (h5z|h5z) _ § —9

() (hs, \hs, ) 4
Dakle, korijen d,_1 dulji je od korijena d,, pa u Dynkinovom dijagramu strelica je usmjerena od
vrha §,_; prema vrhu d,. To znaéi da je Dynkinov dijagram sistema korijena R(g, ) tipa B,.

Simplekticka Liejeva algebra sp(2¢,C), ¢ > 2
Stavimo kao i u prethodnom primjeru ¢; = 3;;11 za 1 <i<{¢—11i6, = ay. Tada je

a; = 20; + -+ 20p_1 + 0y, 1 <4<,

Bij = 0; + -+ 01, 1<i<y<{,
’yij:5i+"'+5j—1+25j+"'+25€—1+5€7 1§Z<]§£
Dakle, {d1,---,0,} je baza sistema korijena R = R(g, ) i skup pozitivnih korijena u odnosu na

tu bazu je

Racunamo ponovo skalarne produkte (h(;i |h5j) vektora baze dualnog sistema korijena. Imamo
hs, = ey — Citlitl — Coyipti T Copivleriv1 za 1 <@ < C—1; hal = €p — €20,2¢-

Prema tome, za 1 <i </ —1 je

(hs,

a

2
hs,) = T (€ — €ir1,i41 — €opiori + Coqiteiv1)” = 17 (€5 +€ip1i01+ Cogiopi +€oviv1erivr) = 4,

(hs,|hs,) = Tr (€ — eapn0)® = T (egr + €202¢) = 2.

Dakle, kvadrati duljina vektora baze hs,,...,hs,_, su medusobno jednaki kao i u prethodnom
primjeru, ali sada je kvadrat duljine vektora hs, upola manji. Odredimo medu kojim vrhovima
postoje spojnice. Imamo

(héi h5¢+1) = T (€ii—€it1,i+1—CrtiptitCorit1,eit1) (Cit1,it1 —€it2,i42 —Coit1rit1 TEoti42,04it2) =
=Tr(—€ir1it1 — Coyitreriv) = =2 za 1<i<0-2,
(ho, y|hs,) = Tr (ee—1,-1 — €er — €20-1,20-1 + €2020) (€0r — €20,20) = T (—eps — €2020) = —2.

Svi ostali medusobni skalarni produkti vektora baze hs, jednaki su nuli, jer su produkti tih matrica
jednaki nuli. Prema zadatku 1.3.6. imamo

n(dia(si-i-l) = n(h5i+17 héz) = QW = QT =—-1= n(5i+1,5i) za 1 <1< {—2
(hes,|hs,_,) —2
n(de-1,0¢) = n(hs,, hs, |) = 27—~ =2— = —1,
oo (h5471|h5z71) 4
h h -2
n(d¢, 0¢—1) = n(hs,_,, hs,) = QM =2—-=_9

(h5e |h5e) 2
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Dakle,
n(él, (51'4_1)”(51‘_,_1, 51) =1 za 1 S 1 S 0 — 2; n(ég_l, 5@)”(5@, 55_1) = 2.

Prema tome, Coxeterov graf je isti kao i u prethodnom slucaju. Medutim, sada je korijen 9, dulji
od korijena d,_1, pa je strelica u Dynkinovom dijagramu okrenuta suprotno: od d, prema d,_;.
Dakle, Dynkinov dijagram sistema korijena R(g,h) je tipa Cj.

Ortogonalna Liejeva algebra 0(2¢,C), ¢ > 3
Sada stavimo o; = ;41 za ¢ <1 <l —11ap =1, Tada je
Bij = o + -+ ajq 1<i<j </,

’Yij :Ozz‘—f—"'—f-Oéj_l—f-ZOéj—f-"'—f-QO[g_g—f-Oél_l+O[g, 1 §Z<j Sf
Dakle, {a,...,as} je baza sistema korijena R = R(g, h) i pripadni skup pozitivnih korijena je

Ry ={0ij; 1<1<j<pU{y; 1<i<j<(}
Sada imamo
ha; = hg, oy = €ii — €iv1i41 — Coqipri + €ovivrerivr za 1 <i<L—1,

hay =Ty, |, = €101+ €u— €2 1201 — €220

Prema tome, za 1 <i </ —1 je
(ha,

(haylha,) = T (€r—1,0-1 + €00 — €20-1,20-1 — 62@,2@)2 =Tr (er—10-1+ € + e2—120-1 + €2020) = 4.

2
ha,) = T7 (€5 —€it1,i41 — €otipritCopivterivr)” = T (€i+€iv1ip1+erpipriterpivrerivt) =4,

Dakle, u ovom su slucaju duljine svih vektora baze od R iste duljine, pa su i duljine svih vektora
baze od R iste duljine. Odredimo sada koje spojnice medu vrhovima postoje. Imamo za 1 <17 <
{—2

(ha

ham) =Tr (€ii—€it1,it1—CopieriTCrritterit1)(Civ1it1 —Cit2it2—Crpit1 trit1Herrivarits) =
=Tr (—€ir1it1 = Coyitieriv1) = —2.
Nadalje,
(hag,Q ‘hag) =T7r (er—24-2 — €r—10-1 — €20-220—2 + €20—120—1)(€0—1,0-1 + €10 — €20—120-1 — €202¢) =
=Tr (_6671,271 - 62671,2871) = -2
ali
(Pay_11hay) = Tr (e—10-1 — €00 — €20—120-1 + €2090) (€0—1,-1 + €00 — €20—120-1 — €2020) =

=Tr (ep—1,40-1 — €0+ €20-190-1 — €2020)) = 0.
Svi ostali medusobni skalarni produkti vrhova h,, jednaki su nuli jer su svi medusobni produkti
tih matrica jednaki nuli. Sada pomocu zadatka 1.3.6. slijedi
(hai+1 |h04i) -2

TL(O(Z',(IZ‘+1) = n(haiﬂ, hai) = QW = 2? = —]_ = 7’L(OZZ‘+1,OZZ‘), 7Za ]_ S Z S f — 2,
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Peay | P, -2

M =2— = —1 = n(ag, ass).
(hae—2|h0615—2) 4

To znaci da je Coxeterov graf sistema korijena R(g,h), a time i Dynkinov dijagram jer su svi
korijeni iste duljine, tipa D,.

n(a€*27 CW) = n(hazv haz&) =

Na taj nacin ustanovili smo da za svaki ireducibilan reduciran sistem korijena R iz beskonac¢nih
serija Ay, By, Cy 1 D, postoji prosta kompleksna Liejeva algebra g i postoji njena Cartanova
podalgebra h takve da je sistem korijena R izomorfan sistemu korijena R(g, §) u realnom prostoru
h(R). I za preostalih pet Dynkinovih dijagrama Fjs, E7, Es, Fy i G2 postoji pripadna prosta
kompleksna Liejeva algebra. To slijedi iz sljede¢eg opceg teorema:

Teorem 1.3.26. (Serre—ov teorem egzistencije) Neka je R reduciran sistem korijena u re-
alnom vektorskom prostoru V. Tada postoji poluprosta kompleksna Liejeva algebra g i njena Car-
tanova podalgebra § takva da je sistem korijena R izomorfan sistemu korijena R(g,h) u realnom
prostoru h(R) = spang R(g,b). Ako izaberemo bazu B = {ay, ..., a,} sistema korijena R i stavimo
cij = n(w, a;), ta se Liejeva algebra g moZe realizirati kao Liejeva algebra generirana sa 3¢ gen-
eratora {h;, x;,y;; 1 <i </} i s relacijama:

S1) [hi,hi] =0 za svei,j=1,...,0
[l‘zayl] :hia [$Z7yj] =0 Zai’jzla"'aga Z#]

S3) [hi, ;] = cjizy, [hiy;) = —cjiyy za sve i, j=1,... L.

(adx;)~ " (z;)=0zai,j=1,...,0

Drugim rijecima, ako je [ bilo koja Liejeva algebra i ako je f : {hj,xiy; 1 < i < £} — [
preslikavangje sa svojstvom da slike H; = f(h;), X; = f(x;), Yi = f(y;) zadovoljavaju gornje
relacije u Liejevoj algebri [, onda se f jedinstveno prosiruje do homomorfizma F : g — L.

1.3.6 Automorfizmi

Grupu automorfizama Liejeve algebre g oznacavamo sa Aut(g) :
Aut(g) = {A € GL(g); [Az, Ay] = [z,y] Vz,y € g}.

Ako je b Cartanova podalgebra od g i A € Aut(g), onda je ocito Ah takoder Cartanova podal-
gebra od g. Kazemo da je ta Cartanova podalgebra Aut(g)—konjugirana Cartanovoj podalgebri
h. Za kompleksne Liejeve algebre vrijedi i obratno i to ¢ak s obzirom na podgrupu Int(g) tzv.
unutarnjih automorfizama od g. Pri tome je Int(g) podgrupa od Aut(g) generirana sa svim
automorfizmima oblika e x € g.

Teorem 1.3.27. Neka je g kompleksna Liejeva algebra i by i bs njene Cartanove podalgebre. Tada
postoji A € Int(g) takav da je by = Aby. Ako je Liejeva algebra g poluprosta, prijelazom na dual
automorfizam A inducira izomorfizam sistema korijena R(g,b1) na sistem korijena R(g, b2).

Napomenimo da vrijedi i vise: automorfizam A u teoremu 1.3.27. mozemo izabrati iz podgrupe
E(g) generirane automorfizmima oblika e®®, pri ¢emu je z € g tzv. striktno ad—nilpotentan
element od g tj. takav da postoje y € g, c € C\ {0} i k € N takvi da je (cI; — ady)*z = 0. Nije
tesko vidjeti da je tada ad x nilpotentan operator, dakle, e*®® nije beskona¢an red nego polinom
od operatora ad x. Medutim, za poluprostu kompleksnu Liejevu algebru g vrijedi £(g) = Int(g).
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Bit ¢e nam joS vazno da se svaki automorfizam sistema korijena R(g,h) (tocnije, svaki auto-
morfizam dualnog sistema korijena {h,; « € R(g,h)} u b) moze prosiriti do automorfizma od g.
Stovise vrijedi:

Teorem 1.3.28. Neka su g i g kompleksne poluproste Liejeve algebre, b i b’ njihove Cartanove
podalgebre i R = R(g,h) i« R = R(¢g',b') pripadni sistemi korijena. Neka je ¢ izomorfizam
sistema korijena R na sistem korijena R'. Neka je B baza sistema korijena R; tada je B' = ¢(B)
baza sistema korijena R'. Za svaki o € B izaberimo x, € go \ {0} @ za svaki § € B’ izaberimo
vy € g3 \ {0}. Postoji jedinstven izomorfizam Liejevih algebri ® : g — ¢’ takav da vrijedi

Pri tome je za « € R sa h, oznacen jedinstveni element od [ga, 8o C b takav da je a(hy) = 2,
te analogno za 3 € R’ hjy je jedinstveni element od [gjs, §' 5] C b’ takav da je B(hj) = 2.

Korolar 1.3.29. Neka je g poluprosta kompleksna Liejeva algebra, b njena Cartanova podalgebra,
R = R(g,b) pripadni sistem korijena i B baza sistema korijena R. Neka je w € Aut(R). Za svaki
o € B izaberimo x4 € ga \ {0} i 2,y € gu(a) \ {0}. Tada postoji jedinstven Q2 € Aut(g) takav da
je Q(h) = b i da vrijeds

Qzy) = 2

w(a)

i Qha) =hy@  VYa€B.

Zadatak 1.3.7. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra, b njena Cartanova podalgebra,
R = R(g,Y) pripadni sistem korijena i za o € R neka su xo € go 1 Yo € §_qo 1zabrani tako da je
[Ta, Ya| = ha, gdje je kao i obicno h, jedinstveni element iz [ga, 9-o] C b takav da je a(hy) = 2.
Neka je 7o, € Int(g) definiran sa 7, = e*®eae~Vaetd®a 4 nekq je o, € W(R) refleksija u odnosu
na korijen o, o,A = X — A hqo)a, A € b*. Oznacéimo sa o, takoder refleksiju na b u odnosu na
dualni korijen & = hy, @ 0oh = h — a(h)h,. DokaZite da je tada 7,|h = 0.

Uputa: Eksplicitno izracunajte djelovanje operatora adx,, adys, (adzs)? i (ady.)? na
h = Che + 8% 8% = {h € b; a(h) = 0}. Provjerite i da je (adz,)?|h = (ady,)?|h = 0. Oda-
tle eksplicitno odredite djelovanje 7, na b.

Zadatak 1.3.8. Uz oznake iz zadatka 1.3.7. neka je w, € Int(g) definiran sa
We = e% ad(:vafya).

Dokazite da i za taj unutarngi automorfizam vrijedi wy|h = o4.

Uputa: Sada treba induktivno po k izracunati djelovanje svih parnih i svih neparnih potencija
(ad (ro — ya))?* i (ad (24 — ya))?* ! na hy i na h° (oznaka iz prethodne upute), pa izvesti da je
we|h? identiteta kao i 04|h° i da je

Woho = (—sin m) (24 + Yo) + (c0S T) by = —ho = 0o ha.
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1.4 Univerzalna omotacka algebra

1.4.1 Tenzorski produkt

Neka su Vi, ..., V, vektorski prostori nad poljem K = R ili K = C. Tenzorski produkt
prostora Vi, ..., V, je ureden par (W, ) koji ima sljedeéa svojstva:

(T'1) W je vektorski prostor nad poljem K.
(T2) 7 je n—linearno preslikavanje sa V; x - -+ x V,, u W.

(T'3) Za svaki vektorski prostor U nad poljem K 1 za svako n—linearno preslikavanje
o:Vix--xV, — U postoji jedinstven linearan operator S : W — U takav da je
oc=SorT.

Aksiom (7'3) zove se univerzalno svojstvo u odnosu na n—linearna preslikavanja.
Tenzorski produkt postoji i jedinstven je do na izomorfizam:

Teorem 1.4.1. Neka su Vi, ..., V, vektorski prostori nad poljem K.
(a) Postoji tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ..., V,.

(b) Ako su (W,T) i (U,o) tenzorski produkti prostora Vi,...,V,, jedinstven linearan operator
S W — U sa svojstvom o = S o1 je izomorfizam vektorskih prostora.

(¢) Ureden par (W, T) sa svojstvima (T'1) i (T2) je tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ..., V,
ako 1 samo ako vrijede sljedeca dva svojstva:

(1) Ako za svakij =1,...,n izaberemo podskup S; vektorskog prostora V; koji ga razapinge,
onda skup
T(Sl,...,sn) = {T(Ul,...,’ljn); V1 € Sl, o,y € Sn} (13)

razapinge prostor W.
(2) Ako za svaki j =1,...,n izaberemo linearno nezavisan podskup S; vektorskog prostora
Vj, onda je (1.3) linearno nezavisan podskup prostora W.
Zadatak 1.4.1. Dokazite turdnju (c) teorema 1.4.1.

Neposredna je posljedica tvrdnje (c) teorema 1.4.1.:

Korolar 1.4.2. Ako je (W, 1) tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ..., V, i ako je B; baza od
Vi zaj=1,...,n, onda je 7(By,...,B,) baza vektorskog prostora W.

Propozicija 1.4.3. Neka je (W, T) tenzorski produkt prostora Vi, ..., V, i (W', 1') tenzorski pro-
dukt prostora V|, ..., V. Nadalje, neka su A; : V; = V! za i = 1,...,n linearni operatori. Tada
postoji jedinstven linearan operator A : W — W' takav da je AoT =7"0(A; X --- X Ay,), 4.

A(T(vi, ..y 0p)) = T (Ao, ..., Apoy) Vo, € Vi, ... Yo, € V,.

Propozicija 1.4.4. Neka sum,nq,...,n, € N ineka su VjZ zaj=1,...,n;1za1=1,...,m vek-
torski prostori nad poljem K. Nadalje, neka je zai = 1,...,m (W' 1%) tenzorski produkt vektorskih
prostora Vi, ..., V! i neka je (W, ) tenzorski produkt vektorskih prostora W', ... .W™. Tada je
(W, To (7! x -+ x ™)) tenzorski produkt vektorskih prostora Vi*,..., V! | Z L VA

nyycc ottt 9
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Ako je (W, 1) tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ...,V uobic¢ajeno je pisati
W=Ve- -V, i T(U1, .oy Up) =01 Q- ® Uy, v €Vi, ... v, €V,
Dakle, uz takve oznake imamo:
(1) (v1,...,0,) — V1 ® -+ @ v, je n—linearno preslikavanje sa V; x --- x V, u Vi ® --- ® V..

(2) Za svako n—linearno preslikavanje o : V; x - - - x V,, — U postoji jedinstven linearan operator
S:Vi®---®V, — U takav da je

S @ - ®vy) =0(vy,...,0,) V(vi,...,vp) € VI X oo X V.

(3) Vektorski prostor V; ®- - -®V,, razapet je vektorima oblika v; ® - - - ®@v,,, v1 € Vi, ..., v, € V,.
Stovise, ako je za j = 1,...,n S§; podskup prostora V; koji ga razapinje, onda je prostor
Vi ®---®V, razapet vektorima v; ® - - ® v, za v1 € S1,...,v, € Sp.

(4) Ako je S; linearno nezavisan podskup od V; za svaki i = 1,...,n, onda je
{U1®"’®’Un; V; ESZ', Z:L,n}
linearno nezavisan podskup od Vi ® --- ® V,,.

(5) Ako je {ey); J € J;} baza prostora V; za svaki i = 1,...,n, onda je

{eﬁ)@---@egz); (J1y- ey gn) € J1 X oo X Jp}
baza prostora V; ® --- ® V.

(6) Ako su A; : V; — V! linearni operatori za i = 1,...,n, postoji jedinstven linearan operator
A Vi@V —=V/® @V, takav da je

A ® - Quy) = A ® - - ® Ay, Yo, € Vi, ... Y, € V,.
Pisat éemo tada A=A, ® ---® A,,.
(7) Moguca je identifikacija
(V11®"'®anl)®"'®(v1m®"'®vnrfn):V11®"'®anl®"'®V1m®"'®vn77n

i to tako da bude
(U%@)...®U71“)®...®(U?1®...®UT’Z”):U%@...@)U}“®...®U?®...®UTTW VU} EV;Z

Zadatak 1.4.2. Neka je V' realan vektorski prostor. DokazZite da na realnom prostoru C @ V
postogi jedinstvena struktura kompleksnog vektorskog prostora takva da vrijedi

a(fRv)=af®v Va,3 € C, YveV.

Nadalje, dokazite da je 1V = {1 ®wv; v € V} realna forma kompleksnog prostora CQV i da je
v — 1®uv izomorfizam realnih prostora sa'V na 1®V. Odatle izvedite da je (vi,vs) — 1®v; +i®vq
izomorfizam kompleksifikacije VC realnog prostora V. na kompleksan prostor C ® V.
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1.4.2 Tenzorska, simetri¢na i polinomijalna algebra

Tenzorska algebra prostora V' je ureden par (7, 7) sa sljedeéim svojstvima:
(TA1) T je unitalna algebra (dakle, asocijativna algebra s jedinicom).
(T'A2) 7 je linearan operator sa V u 7.

(T'A3) Za svaku unitalnu algebru A i svaki linearan operator o : V' — A postoji jedinstven unitalan
homomorfizam ¢ : 7 — A takav da je 0 = g o 7.

Teorem 1.4.5. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem K.
(a) Postoji tenzorska algebra prostora V.

(b) Ako su (T ,71) i (S,0) tenzorske algebre od 'V, jedinstveni unitalni homomorfizam ¢ : T — S
sa svojstvom o = p o T je izomorfizam unitalnih algebri.

(¢) Ako je S podskup od V' koji razapinje V, onda 7(S) generira unitalnu algebru T .
(d) Ako je {e;; j € J} baza vektorskog prostora V' onda je
{17} u{r(ej)---7(ej.); n €N, j1,...,0n € J}
baza vektorskog prostora T .

Uobicajena je sljedeca realizacija tenzorske algebre vektorskog prostora V. Stavimo

°V)=K, T'(V)=V, T"(V)=V®---®V zaneN n>2  TV)= ][] T"V).

n TZEZ+
Koristenjem identifikacije

V)eT"V)=Ve - eV)a(Ve V)=V -V =T"(V)

NV
n m n+m

dobivamo da postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje p : T(V) x T(V) — T(V) takvo da
vrijedi

(@) (1 @+ U, WL R+ QW) =V R+ QU QUL Q-+ + @ Wy, VUL, oy Uy WH, .o, Wy € V.
(b) S mnozenjem uv = p(u,v), u,v € T(V), vektorski prostor T'(V') postaje unitalna algebra.

(¢) Ako je T:V — T(V) identifikacija prostora V' s potprostorom T (V') od T'(V), (T(V),7) je
tenzorska algebra prostora V.

Simetri¢na algebra prostora V je ureden par (S, o) sa sljede¢im svojstvima:
(SA1) S je komutativna unitalna algebra.
(SA2) 0 :V — § je linearan operator.

(SA3) Za svaku komutativnu unitalnu algebru A i za svaki linearan operator o : V' — A postoji
jedinstven unitalan homomorfizam ¢ : § — A takav da je o = p o 0.
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Teorem 1.4.6. Neka je V' wektorski prostor.
(a) Postoji simetricna algebra prostora V.

(b) Ako su (S,0) i (O,w) simetricne algebre od V, jedinstveni unitalni homomorfizam ¢ : S — O
sa svojstvom w = @ o o je izomorfizam unitalnih algebri.

(¢) Ako je (S,0) simetricna algebra prostora V i ako skup S C V' razapinje prostor V onda
o(S) generira unitalnu algebru S.

(d) Ako je (S,0) simetricna algebra prostora V' i ako je (e;);cr uredena baza od V, onda je
{1} U{o(e;) --o(e); n €N, dy, .. yip €1, 43 < -+ <}
baza vektorskog prostora V.

Uobicajena realizacija simetri¢ne algebre vektorskog prostora V. a tako se ujedno dokazuje
teorem 1.4.6., je S(V) =T(V)/Z, gdje je T dvostrani ideal u algebri T'(V') generiran skupom

freow-weuv v,weV}

a linearno ulaganje V' — S(V') dobiva se kompozicijom ulaganja V' — T'(V') i kvocijentnog epi-

morfizma T'(V) — S(V).

Neka je A unitalna algebra. Graduacija na algebri A je niz (A"),ecz, potprostora od A takav
da vrijedi
A=A, A =K1y  AATC AT
ISy
Graduirana algebra je algebra na kojoj je zadana graduacija. Tada se elementi od A" zovu
homogeni elementi stupnja n. Nadalje, za svaki x € A postoje jedinstveni z,, € A", n € Z,,
takvi da je skup {n € Z,; z, # 0} konacan i da je

Tada se x,, zove homogena komponenta elementa x stupnja n.
Uocimo sada da je (T™(V))nez, graduacija tenzorske algebre T'(V') vektorskog prostora V,
dakle, T'(V) je graduirana algebra.

Neka je A graduirana algebra s graduacijom (Ay)ncz, . Za dvostrani ideal 7 u A kazemo da
je graduiran ako je

7= ZIﬂAn.

nEZy

U tom slucaju kvocijentna algebra A/T je graduirana s graduacijom (A, /(Z N Ay)),cq, -
Lako se vidi da je dvostrani ideal Z generiran nekim skupom S sastavljenim od homogenih
elemenata graduirane algebre A,

T = span{asb; a,be A, s€ S}

graduiran.
Malo prije definiran dvostrani ideal Z u graduiranoj algebri T'(V') generiran je skupom ho-
mogenih elemenata
fvew—-weuv; v,w eV} CTV).
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Prema tome, kvocijentna algebra S(V') graduirana je s graduacijom (S™(V))nez,, gdje je
STVY=T"(V)/(ZnT™(V)).

Nadalje, kako je ocito
INT°(V)y={0} i InTYV)={0},
vrijedi
SOV)y=T%V) i SHV)=T"(V).

Prema tome, vektorski prostor V identificira se s homogenim potprostorom S'(V') od S(V') stup-
nja 1.

Neka je 7 : T(V) — S(V) = T(V)/T kvocijentni epimorfizam. Uobicajeno je da se operacija
mnozenja u S(V') oznacava s tockom - a jo§ CeSée bez ikakvog znaka, tj. (a,b) — ab. Prostor
S*(V) = n(T™(V)) razapet je elementima oblika vy - - - vy, v1,...,v, € V. Stovige, ako je (e;)ies
uredena baza prostora V' onda je

{e’il"'ein; ila"'7in€Ia il ngn}
baza prostora S™ (V).

Zadatak 1.4.3. Dokazite da u slucaju dim V =N € N za n € N vrijed:

dim §™(V) = (”;Zizl) _ <n+J§—1)

Definiramo n—linearan operator ¢, : V" — S™(V) sa
On(V1, .., 0n) = U1 Uy, Viyeo .,y €V
Uoc¢imo da je taj operator simetrican, tj. invarijantan s obzirom na bilo koju permutaciju varijabli:
On(Vo(1)s -1 Vo)) = @nl(V15- ., Vp) Yor,...,v, €V, VoeS,;
pri tome je S,, oznaka za simetricnu grupu n—tog reda, tj. za grupu permutacija skupa {1,...,n}.

Propozicija 1.4.7. Za svaki n € N, n > 2, ureden par (S™(V),¢,) ima sljedece univerzalno
svojstvo: ako je W wektorski prostor v ako je v : V™ — W n—linearan simetrican operator, onda
postoji jedinstven linearan operator W : S™(V') — W takav da je v = Vo @, tj. da vrijedi

Y(v1,. .., 0n) = V(vg - vy) Yoi,...,v, € V.
Ovo mozemo i malo drugacije formulirati:
Zadatak 1.4.4. Neka su V i W wektorski prostori it n € N, n > 2. Za linearan operator

A:SM(V) — W definiramo A : V" — W relacijom

Avy, ..y 0,) = Avy - up), U1y, U €V

Pomodu propozicije 1.4.7. dokaZite da je A — A izomorfizam vektorskog prostora L(S™(V),W)
svih linearnih operatora sa S™(V') u W na vektorski prostor Ls(V"™, W) svih n—linearnih simetric¢nih
operatora sa V"™ uW. Posebno, dualni prostor prostora S™(V') izomorfan je prostoru svih simetri¢nih
n—Ulinearnih formi V" — K.
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Konstruirat ¢emo sada jedan direktni komplement jezgre Ker m kvocijentnog epimorfizma sa
T(V) na S(V), preciznije, za svaki n ¢emo identificirati jedan direktni komplement S™(V) od
Ker n|T™(V) u prostoru T"(V). Restrikcija 7|S™(V) tada ¢e biti izomorfizam prostora S™(V) na
prostor S™(V').

Definiramo n—linearno preslikavanje sa V" u 7™(V') na sljedeéi naéin:

1
(Ula"'avn) = m ZUT(l)®"'®UT(n)-

’ TESn

Prema univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta tada postoji jedinstven linearan operator
on: T™(V) — T™(V) takav da vrijedi

1
Un(vl®"'®vn):EZUT(l)(@"'@UT(n) VUl,...,UTLGV

CTES,
Teorem 1.4.8. Operator o, je projektor, tj. 02 = o,. Njegova jezgra je
Kero, ={ueT"(V); o,(u) =0} =T"(V)NZ.
Prema tome, ako sa S™(V) oznacimo sliku o,(T™(V)) tog operatora, onda je
™V)=S"(V)+T"(V)NZT.

Preslikavanje o, : T"(V)) — T"(V) zove se simetrizacija, a takoder i slozeno preslikavanje
o:T(V)—-T(V), o|T"(V) = 0,. Elementi od S"(V) zovu se simetri¢ni n—tenzori. Vrijedi

Imo=5(V)=>Y_ +S"(V).

Za vektorski prostor V' ozna¢imo kao i obi¢no sa V* njemu dualan prostor svih linearnih
funkcionala sa V u K. Tada je V* potprostor unitalne komutativne algebre K" svih funkcija sa V'
u K s operacijama definiranim po tockama. Unitalna podalgebra P(V) od K" generirana sa V*
zove se polinomijalna algebra nad prostorom V, a njeni elementi polinomijalne funkcije
na prostoru V. To je graduirana algebra s graduacijom (P™(V))sez,, gdje je P°(V) potprostor
konstantnih funkcija, P} (V) = V* a za n > 2 je P"(V) potprostor od P(V) razapet svim
produktima fy--- f,, fi,..., fn € V"

Zadatak 1.4.5. (a) Dokazite da je potprostor P"(V') razapet svim potencijama f", f € V*; pri
tome je, naravno, f"(v) = f(v)", v e V.

(b) Dokazite da za svaki n > 2 postoji jedinstven linearan operator 11, sa S™(V*) u P"(V),
koji svaki umnozak fy--- fu, f1,.-., fu € V*, w algebri S(V*) preslikava u umnozak funkcija
fi-+ fu u algebri P(V'). Nadalje, dokazite da je I, izomorfizam vektorskog prostora S™(V*)
na vektorski prostor P™(V').

(¢) Dokazite da je preslikavanje 11 : S(V*) — P(V), definirano pomocu svojih restrikcija
)S™(V*) = I, (s tim da su Iy : SO(V*) — PO(V) i I, : SY(V*) — PYV) identitete)
izomorfizam unitalnih algebri.

Izomorfizam IT iz prethodnog zadatka upotrebljavat ¢emo kao identifikaciju P(V) = S(V*).
Sljedeca dva teorema daju dva nacina prosirenja djelovanja linearnog operatora sa vektorskog

prostora na tenzorsku i na simetricnu algebru tog prostora; napominjemo da kao i obi¢no svaki
vektorski prostor V' identificiramo s potprostorima T (V') 1 S*(V) algebri T'(V) i S(V).
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Teorem 1.4.9. Neka su V' i W wvektorski prostori i A : V. — W linearan operator. Tada se A
jedinstveno prosiruje do unitalnih homomorfizama

T(A):T(V) = T(W) i S(A):S(V)— S(W).

Ako je operator A surjektivan (injektivan, bijektivan) onda su i homomorfizmi T'(A) i S(A) takvi.
Ako je U wvektorski prostor i B : W — U linearan operator, onda je

T(BA)=T(B)oT(A) i S(BA)=S(B)oS(A).

Posebno, A— T(A) i A— S(A) su homomorfizmi grupe GL(V') u grupe automorfizama unitalnih
algebri Aut(T(V')) i Aut(S(V)).

Teorem 1.4.10. Neka je V wektorski prostor. Svaki linearan operator A € L(V) = gl(V)
jedinstveno se prosiruje do derivacija D(A) € Der(T(V)) i d(A) € Der(S(V)). Preslikavanja
D :gl(V) — Der(T(V)) i d: gi(V) — Der(S(V)) su homomorfizmi Liejevih algebri. Nadalje,
kvocijentni epimorfizam w : T(V) — S(V) je preplitanje reprezentacija D i d :

d(A)om =mo D(A).

Razmotrimo sada tenzorsku algebru 7'(g) i simetricnu algebru S(g) Liejeve algebre g. Tada
imamo adjungiranu reprezentaciju ady koja je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru
Der(g) derivacija od g. Kombiniramo li to s teoremom 1.4.10. dobivamo:

Teorem 1.4.11. Neka je g Liejeva algebra. Postoje jedinstvent homomorfizmi
adp) : 9 — Der(T(g)) 1 adgs) : 9 — Der(S(g))

takvi da je
(adp@y z)lg=adgr 1 (adsg x)|lg=adgx V€ g.

Zadatak 1.4.6. Dokazite da za x,x1,...,T, € g vrijedi

(adT(g)17)(fE1®"'®17n):Z$1®"'®[$,xz‘]®"‘®xn
i=1

n

(adsq) ) (x1 - - x,) = le ] .
i=1
1.4.3 Univerzalna omotacka algebra. PBW teorem
Neke je g Liejeva algebra nad poljem K = R ili K = C. Ako je A asocijativna algebra, Liejev
morfizam sa g u A je linearno preslikavanje ¢ : g — A takvo da je
oz, y]) = e(@)ey) —e(y)ex) Y,y eg.

Drugim rije¢ima, ¢ je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru koja se iz A dobiva
definicijom komutatora [a,b] = ab — ba, a,b € A. Univerzalna omotacka algebra Liejeve
algebre g je ureden par (U, ¢) sa svojstvima:

(U1) U je unitalna algebra nad poljem K.
(U2) ¢ je Liejev morfizam sa g u U.

(U3) Ako je A unitalna algebra nad poljem K i ako je ¢ Liejev morfizam sa g u A, onda postoji
jedinstven unitalan homomorfizam ¥ : U4 — A takav da je v = W o .
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Teorem 1.4.12. Neka je g Liejeva algebra nad poljem K.
(a) Postoji univerzalna omotacka algebra (U, ¢) od g.

(b) Ako su (U,p) i (V,1) univerzalne omotacke algebre Liejeve algebre g, jedinstven unitalni
homomorfizam ¥ : U — V sa svojstvom b = W o ¢ je izomorfizam unitalnih algebri.

(¢) Ako je (U, ) univerzalna omotacka algebra od g onda potprostor ¢(g) generira unitalnu
algebru U.

Uobicajena konstrukcija univerzalne omotacke algebre dobiva se analogno konstrukciji sime-
tricne algebre. Definiramo U(g) = T'(g)/J, gdje je J dvostrani ideal u T'(g) generiran skupom

{roy—yoz—[r,y}; v,y g}
Ako sa ¢ : g — U(g) oznacimo restrikciju na g = T (g) kvocijentnog epimorfizma 7 : T(g) — U(g),
) =2+ 7, rEg

onda je (U(g),¢) univerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g.

Ako je m reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V, onda je 7 Liejev mor-
fizam g u unitalnu algebru L(V) svih linearnih operatora na prostoru V. Prema univerzalnom
svojstvu (U3) postoji jedinstvena reprezentacija 7 unitalne algebre U(g) na prostoru V' takva da je
n(z) = 7(u(z)) Vo € g. Nadalje, vrijedi

Teorem 1.4.13. (a) 7 — 7 je bijekcija sa skupa svih reprezentacija Liejeve algebre g na pros-
toru V' na skup svih reprezentacija unitalne algebre U(g) na prostoru V.

(b) Potprostor W od V' je m—invarijantan ako i samo ako je on T—invarijantan.

(¢) Nagmanji m—invarijantan potprostor od V' koji sadrzi vektor v € V je
m(U(g))v = A{w(a)v; a € U(g)}

(d) Reprezentacija w je ireducibilna ako i samo ako je reprezentacija 7 ireducibilna.

(e) Reprezentacija m je ireducibilna ako i samo ako za svaki vektor v € V'\ {0} vrijedi

m(U(g))v = A{w(a)v; a € U(g)} = V.

(f) Ako su m i p reprezentacije od g na prostorima Vi W, onda je

Homg(V,W) = Homyg) (V,W).

(9) Reprezentacije w i p Liejeve algebre g su ekvivalentne ako i samo ako su 7 i p ekvivalentne
reprezentacije unitalne algebre U(g).

Primijetimo da se skup koji generira ideal J u graduiranoj algebri T'(g) ne sastoji od homogenih
elemenata (osim ako je Liejeva algebra g komutativna). Stoga ne mozemo zakljuciti da je ideal
J graduiran; ustvari, pokazuje se da je taj ideal graduiran ako i samo ako je Liejeva algebra g
komutativna, a tada je U(g) = S(g). Stoga ne mozemo prenijeti graduaciju s algebre T'(g) na
algebru U(g). Medutim, moguce je uvesti tzv. filtraciju.
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Neka je A unitalna algebra. Filtracija na algebri A je niz (A,),ecz, potprostora od A takvih
da je

Ao = K14, Ay CAnpr V€ Zyg, AAn C Apsy Yn,m e Zy, A= U A,.

neEZy

Filtrirana algebra je unitalna algebra sa zadanom filtracijom. Ukoliko je A graduirana algebra
s graduacijom (A"),ez, onda mozemo definirati filtraciju na A ovako:

An=Y A, nez,
k=0

Neka je sada A filtrirana algebra s filtracijom (A, )nez, . Definiramo vektorske prostore Gr™(.A)
ovako:

Gr'(A) = Ay, Gr*'(A) = A,/ A,-1, neN.
Nadalje, neka je Gr(A) direktna suma vektorskih prostora Gr"(A) :

Gr(A) = [] ¢ (A).

nEZy

Za n,m € Z, definiramo sada bilinearno preslikavanje v, ., : Gr"*(A) x Gr"(A) — Gr"t™(A)
ovako:
P)/n,m(a_'_Anflab_FAmfl) = ab—'_Anerfla (S Ana be Am;

pri tome podrazumijevamo da je A_; = {0}. Definicija je smislena, tj. ne ovisi o izboru pred-
stavnika a i b klasa a + A,,_1 1 b+ A,,_1. Doista, ako su a,a’ € A, 1b,0 € A,, takvi da je

a'+-’4n—1 - a,+An—1 1 b+-’4m—1 = b,+Am—1a
ondajea—a € A, 1ib—"Vb € A,,_1, pa imamo
ab-V)e AAn 1 CAvimr 1 (a—d)b e A, 1A, C A,

odakle slijedi
ab—a't' =ab—0b)+ (a—ad)b € Ay,

dakle,
ab + An+m—1 =adt + An+m—1~

Definiramo sada bilinearno preslikavanje v : Gr(A) x Gr(A) — Gr(A) ovako:
v|Gr*(A) x Gr™(A) = Yom n,m e 7Z,.

Nije tesko dokazati da je Gr(A) s operacijom mnozenja danom sa a8 = y(«, ), a, 5 € Gr(A),
unitalna algebra i da je (Gr™(A))nez, graduacija na Gr(A).

Vratimo se sada na univerzalnu omotacku algebru (U(g), ¢) Liejeve algebre g konstruiranu kao
prije:
Ulg) =T(9)/T, ¢l)=z+T, zcg,

J=span{a® (zQ@y—y®@x—[z,y]) ®b; a,beT(g), z,y € g}.
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Neka je m : T(g) — U(g) kvocijentni epimorfizam. Iz graduacije (7"(g))ncz, tenzorske algebre
T(g) definiramo filtraciju (7,,(g))nez, te algebre:

T.e)=)> T'(g), neZ.

Tada je sa
Un(g) = m(Tn(g)),  n€Zy,

definirana filtracija (U,,(g))nez, na algebri U(g). Pripadnu graduiranu algebru Gr(U(g)) oznacavat
¢emo krace sa Gr(g). Dakle,

Gr(s)= [] 6@,  G(a) =Un(g), Gr'(a) = Un(9)/Un-1(g), neN.

nEZy

Mnozenje na Gr(g) zadano je svojim restrikcijama na Gr"(g) x Gr™(g)

(@ + Un1(9))(0+ Un-1(9)) = ab + Unym-1(g),  a€Ulg), b€ Upu(g)

s tim da podrazumijevamo da je U_;(g) = {0}.

U vezi s ovim pojmovima najvazniji je rezultat da je za svaku Liejevu algebru g graduirana
algebra Gr(g) prirodno izomorfna simetriénoj algebri S(g) vektorskog prostora g. To je jedna od
posljedica vaznog i netrivijalnog Poincare—Birkhoff—-Witt—ovog teorema:

Teorem 1.4.14. (PBW—teorem) Neka je (xj);e; uredena baza Liejeve algebre g i neka je
(U(g),t) univerzalna omotacka algebra od g. Tada je skup monoma

{1} U {L(le) o L(ZL'jn), ne Na jla cee >.jn S Ja .jl <...< .]n}
baza vektorskog prostora U(g). Posebno, Liejev morfizam ¢ : g — U(g) je injektivan.

Naravno, ako je skup J konacan, npr. J = {1,..., N}, tj. ako je Liejeva algebra g kona¢nodi-
menzionalna i {x1,...,xy} je njena uredena baza, onda se pripadna baza iz PBW —teorema moze
ovako pisati:

{o(z)f - u(ay)™; Ky, ky € 2 ).

Buduéi da temeljem PBW—teorema znamo da je Liejev morfizam ¢ : g — U(g) injektivan,
mozemo ga upotrijebiti kao identifikaciju g s potprostorom od U(g). Tada imamo

Uo(g) = Kly(g 1 Ui(g) = Klyg + 9.

Nadalje, potprostor U, (g) je razapet sa 1 i svim produktima oblika z - - - z; gdje su z1, ..., 2, € g i
k < n. Univerzalno svojstvo od U(g) sada znaci da se svaki Liejev morfizam sa g u unitalnu algebru
A jedinstveno prosiruje do unitalnog homomorfizma sa U(g) u .A. To prosirenje obi¢no oznacavamo
istim znakom kao i polazni Liejev morfizam. Posebno, ako je m reprezentacija Liejeve algebre g,
njeno prosirenje do reprezentacije unitalne algebre U(g) takoder ozna¢avamo sa 7 (umjesto oznake
7 iz teorema 1.4.13.)
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Analogno teoremima 1.4.9.; 1.4.10. i 1.4.11. dobivamo:

Teorem 1.4.15. Neka je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri. Tada se ¢ jedinstveno
prosiruje do unitalnog homomorfizma U(p) : U(g) — U(h). Ako je ¢ surjektivan (injektivan,
bijektivan) onda je i U(p) takav. Ako je 1 : b — ¥ takoder homomorfizam Liejevih algebri, onda je
U(oyp)=U(p)oU(p). Posebno, ¢ — U(yp) je homomorfizam grupe Aut(g) u grupu Aut(U(g))
automorfizama unitalne algebre U(g).

Teorem 1.4.16. Neka je g Liejeva algebra. Svaka derivacija 6 € Der(g) Liejeve algebre g jedin-
stveno se prosiruje do derivacije U(6) € Der(U(g)) unitalne algebre U(g). Preslikavanje 6 — U(0)
je homomorfizam Liejeve algebre Der(g) u Liejevu algebru Der(U(g)). Nadalje, kvocijentni epi-
morfizam w : T(g) — U(g) je preplitanje dviju reprezentacija:

U(6)om =moD(0) Vo € Der(g).

Adjungirana reprezentaciju ady je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru Der(g)
derivacija od g. Kombiniramo li to s teoremom 1.4.16. dobivamo:

Teorem 1.4.17. Neka je g Liejeva algebra. Postoji jedinstveni homomorfizam
ady(g) : 9 — Der(U(g))

takav da je
(ady(g) v)|g = adg x Vx € g.

Zadatak 1.4.7. (a) Nekaje ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri. DokaZite da za bilo koje
X1,..., %y € @ vrijeds
Ulp)(@r- - an) = (1) - - - ().

(b) Neka je 6 € Der(g) derivacija Liejeve algebre g. DokaZite da za xq,...,x, € g vrijedi
i=1

(¢) Dokazite da za Liejevu algebru g, za x € g i za u € U(g) vrijedi
(adyg) x)u = ru — uzx.
Iz teorema 1.4.15. slijedi

Korolar 1.4.18. Neka je b Liejeva podalgebra Liejeve algebre g. Tada se inkluzija x — x sa b
u g jedinstveno prosiruje do izomorfizma unitalne algebre U(h) na unitalnu podalgebru od U(g)
generiranuy sa f.

Korolar 1.4.19. Neka su a i b Liejeve podalgebre Liejeve algebre g, takve da je g = a 4+ b. Uz
identifikacije U(a) C U(g) i U(b) C U(g) iz korolara 1.4.18., postoji jedinstven lineran operator
O :U(a)®U(b) — Ul(g) takav da vrijedi

Pla®b)=ab VaecU(a) i VbeU(b).

d je izomorfizam vektorskih prostora.
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Neka je ponovo 7 : T'(g) — U(g) = T'(g)/J kvocijentni epimorfizam. Filtracija algebre U(g)
definirana je kao m—slika filtracije od T'(g) :

Un(g) = 7(Tn(g)),  Tule) =>_THa).

Promatrajmo sada kompoziciju

T.(g) — (Tnu(g) + J)/T = Un(g) — Gr"(g) = Un(8)/Un-1(9).

Ta je kompozicija surjektivna, jer su oba preslikavanja surjektivna. Nadalje, potprostor 7, _1(g)
sadrzan je u jezgri te kompozicije. Bududi da je T,,(g) = T,,_1(g) + T"(g), dolazimo do linearnog
preslikavanja

Pn = T"(g) = Gr(g) = Un(g)/Un-1(g)-

Definiramo sada linearno preslikavanje ¢ : T'(g) — Gr(g) pomocu njegovih restrikcija:

95|Tn(g) = ©n, ne L.
Kao posljedicu PBW—teorema dobivamo

Teorem 1.4.20. Definirano preslikavanje ¢ : T(g) — Gr(g) je unitalni homomorfizam. Jezgra
Ker ¢ jednaka je dvostranom idealu T u T(g) generiranom skupom {xr @ y —y ® z; x,y € g}.
Prijelazom na kvocijent T'(g)/Z = S(g) dobivamo izomorfizam ¢ : S(g) — Gr(g). Za svakin € Z,
restrikcija o|S™(g) je izomorfizam prostora S™(g) na prostor Gr™(g).

Korolar 1.4.21. Neka je zan € N, n > 2, W potprostor od T"(g) takav da je
T"(g) = W+ T"(g) NT.

tj. da je restrikcija kvocijentnog epimorfizma T'(g) — S(g) = T'(g)/Z na potprostor W izomorfizam
sa W na S"™(g). Neka jem :T(g) — U(g) =T(g)/T kvocijentni epimorfizam. Tada je restrikcija
7|W injektivna i vrijedi

Un(g) = 7(W) + Un-1(g).

Primijenimo sada korolar 1.4.21. na potprostor S™(g) simetricnih n—tenzora. To je potprostor
od T"(g) razapet elementima oblika

1
O'n(.%'1®®l'n):— x7(1)®"'®x7(n)7 T1,...,Tn € 9.
n!

’ TGSn

Prema teoremu 1.4.8. je .
T"(g) = 5"(e) + T"(g) N T,

pa je korolar 1.4.21. primjenjiv. Na taj nacin prijelazom na kvocijent T'(g) — S(g) = T(g)/Z
dolazimo do izomorfizma prostora S™(g) na direktni komplement potprostora U,_1(g) u prostoru
Un(g). I to ¢emo preslikavanje oznaciti sa o,,; dakle,

Un(g) = 0,(5™(9)) + Un-1(g),
gdje je

O-n(xl"'xn>:_ Tr(1) * Tr(n), Ti,...,Tn € 8.
n!
TESH
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Primijetimo da ovdje s lijeve strane x; - - - z,, predstavlja umnozak u algebri S(g) a s desne strane
Tr(1) - Tr(n) Predstavlja umnozak u algebri U(g). Ta preslikavanja o, po linearnosti prosirimo
do linearnog operatora o : S(g) — U(g), tj. o|S™(g) = on, n € Z,. 1 taj se operator zove
simetrizacija.

Prema tome, kao posljedicu PBW—teorema imamo i prvu tvrdnju sljede¢eg teorema. Druga
se tvrdnja direktno provjerava.

Teorem 1.4.22. (a) Simetrizacija o : S(g) — U(g) je izomorfizam vektorskih prostora i za
svaki n € N vrijeds

Un(g) = 0(5™(g)) + Un-1(9).

(b) Izomorfizam ¢ : S(g) — Gr(g) iz teorema 1.4.20. dobiva se iz simetrizacije o : S(g) — U(g)
prijelazom na uzastopne kvocijente:

pla) =0(a) +Un-1(g),  acS"(g).
Nadalje, imamo sljedece korisne posljedice:

Propozicija 1.4.23. Neka su a i b potprostori Liejeve algebre g takvi da je g = a+ b. Postoji
jedinstven linearan operator ¥ : S(a) ® S(b) — U(g) takav da je

V(a®b) =0o(a)o(b) Va € S(a) 1 Vbe S(b).
U je izomorfizam vektorskih prostora.

Propozicija 1.4.24. Neka je g = ¢+ p, gdje je € Liejeva podalgebra i p potprostor Liejeve algebre
g. Tada postoji jedinstven linearan operator W : U(t) @ S(p) — U(g) takav da je

V(a®b) =ao(b) VacU(E) i Vbe S(b).

U je izomorfizam vektorskih prostora.

1.4.4 Centar univerzalne omotacke algebre

U daljnjem je g kompleksna je poluprosta Liejeva algebra, f njena Cartanova podalgebra,
R = R(g,h) pripadni sisten korijena, W = W/(R) Weylova grupa sistema korijena R, B baza
sistema korijena R. Elemente skupa () = spanz R zovemo korijenske tezine sistema korijena R,
Q)+ = spang, B su pozitivne korijenske tezine u odnosu na B. Tada su R; = RN Q4 pozitivni
korijeni u odnosu na bazu B.

Stavimo

nzz+ga, ﬁzz+g_a.

acER L acER L

To su nilpotentne Liejeve podalgebre od g i vrijedi
g=nt+bhin

Za korijen o € R sa h, € b oznacavamo njemu dualni korijen: to je jedinstven element iz
[Ga, 8_a] sa svojstvom a(h,) = 2. Sa P i P, oznacavamo integralne tezine i dominantne
integralne tezine sistema korijena R u prostoru h* :

P={\ebh"; ANhy) € ZVa € R} ={)\ € bh"; ANh,) € Z Va € B},

P.={ ebh"; ANho) €Z, VYae R, } ={Xe€b”; ANhy) € Zy Ya € B},
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Elementi A, dualne baze u h* u odnosu na bazu {h,; o € B} zovu se fundamentalne tezine
sistema korijena R u odnosu na bazu B. Dakle, funkcionali A\, € h*, o € B, definirani su sa

)\a(hﬁ) = 5ag, oz,ﬁ € B.

Fundamentalne tezine su dominantne integralne tezine i vrijedi

P = spang {\,; o € B} = {an)\a; Co €7 7a a0 € B},
a€EB

Py = spang, {\o; a € B} = {Z Cala; Co €Ly 7a o € B}.

a€B

Sa p = pp ¢emo oznacavati polusumu pozitivnih korijena u odnosu na bazu B :
1
P=Prs=5 Z o.
acER

Pokazuje se da je p suma fundamentalnih tezina:
=3

Posebno, p je dominantna integralna tezina.

Neka je |Ry| = s i numerirajmo elemente od R, indeksima od 1 do s: Ry = {ay,...,as}. Za
svaki j € {1,...,s} izaberimo elemente z; € go, \ {0} i y; € g_o,. Napomenimo da do daljnjeg
nije bitno da je izbor x; i y; uskladen tako da bude [z}, y;] = hq,. Neka je {hy, ..., hs} baza od b.
Sada je

{y1,-- ys, b1y ooy hoy oo 2}
baza od g. Za ¢ = (q1,...,qs) € Z°, m = (mq,...,my) € Z ip = (p1,...,ps) € Z. definiramo
elemente u(q, m,p) € U(g) kao monome u elementima te baze od g :

— 11 qs ™M1 myg D1 Ds
u(q’m7p)_yl ...y85h1 ...hz xl ...l‘85'

S

Po PBW—teoremu skup svih tih monoma {u(g,m,p); ¢,p € Z%, m € ZL} je baza od U(g).
Promatramo sada reprezentaciju ady ) Licjeve algebre g na prostoru U(g) iz teorema 1.4.17. Ta
je reprezentacija dobivena jedinstvenim prosirenjem operatora adjungirane reprezentacije adg x,
x € g, do derivacija algebre U(g). Prema zadatku 1.4.7. imamo

n
(adyg) x) (@1 -+ - 2p) :xx1~-~xn—xq---:cnx:le---[x,xi]~-~xn, T, L1, .., Ty € Q.
i=1

Buduéi da za h € b vrijedi
[hayj] = _Oéj(h)yj, [ha hz] :Oa [hv‘rj] :Olj(h)l'j, .] - ]-7"'737 1= ]-7"-a€>
nalazimo da su u(q, m,p) svojstveni vektori svih operatora adyg) h, h € b :

(ady(g) h)ulg, m,p) = ((pr — @)ax + -+ + (s = gs)s) (R)ulg, m, p).
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Prema tome,

Ulg) =Y +Ulg)r,  Ulgr={ucUlg); (ady@ h)u=A(h)uVh € b}.
AEQ

Za svaki A € @ tezinski potprostor U(g), je beskona¢nodimenzionalan i baza mu je

{u(g,m,p); q,p €Z5, m€ZL, (; —q)ar + -+ (s — gs)ovs = A}

Buduéi da je za svaki h € h operator ady g h derivacija algebre U(g), nalazimo da vrijedi nesto
analogno graduaciji algebre U(g), ali sada u odnosu na aditivnu grupu @ a ne u odnosu na monoid
Z ili u odnosu na grupu Z :

U(g)/\U(g)u g U(g>x\+u7 )‘7 % S Q

Posebno, potprostor U(g)o, koji je komutant od h u U(g), je unitalna podalgebra od U(g).
Pokazuje se da vrijedi

Propozicija 1.4.25. Neka je L =U(g)nNU(g)o.
(a) Vrijedi L =0aU(g) NU(g)o @ to je dvostrani ideal u algebri U(g)o.
(b) Vrijedi U(g)o = U(h) + L.

Prema propoziciji 1.4.25. projektor ¢ algebre U(g)o na podalgebru U(h) duz ideala L je unitalni
epimorfizam algebri. Taj se epimorfizam zove Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na
bazu B sistema korijena R = R(g, ). Homomorfizam ¢ nije neovisan o izboru baze B od R.

Kako je Cartanova podalgebra h komutativna Liejeva algebra, njena univerzalna omotacka
algebra U(h) identificira se sa simetricnom algebrom S(h) prostora h a to je prema zadatku
1.4.4. ujedno polinomijalna algebra P(h*) nad dualnim prostorom h*.

Neka je Z(g) centar univerzalne omotacke algebre U(g) :
Z(g) ={ueU(g); ww=vuVveU(g)} ={ueU(g); (adyy r)u=0Vrec g}

Ocito je Z(g) € U(g)o, pa se na svaki element z € Z(g) moze primijeniti Harish—Chandrin
homomorfizam ¢. Tada je ¢(2) element od U(h), dakle, to je polinomijalna funkcija na dualnom
prostoru h*. Evaluacija ta funkcije u bilo kojoj tocki A € h* definira unitalni homomorfizam
i Z(g) — C:
xa(z) = (e(2))(A)  VzeZ(g) 1 VAehn
Unitalni homomorfizmi Z(g) — C zovu se infinitezimalni karakteri.
Ovisnost Harish—Chandrinog homomorfizma ¢ o izboru baze B sistema korijena R popravlja
se pomocu vrlo jednostavnog automorfizma algebre U(h) = S(h) = P(h*). Radi se o automorfizmu
~v =g od P(h*) koji polinomijalnu funkciju u na bh* transformira u funkciju A — u(\ — p). Dakle,

(Y(w)(A) =u(A=p),  Aebh’, uelUh) =S5(b)=PO). (1.4)

Teorem 1.4.26. Neka je v automorfizam algebre U(h) = S(bh) polinomijalnih funkcija na b*
definiran sa (1.4) i neka je v : U(g)o — U(h) Harish— Chandrin homomorfizam u odnosu na bazu
B. Tada je restrikcija (v o ¢)|Z(g) neovisna o izboru baze B od R i to je izomorfizam centra Z(g)
od U(g) na algebru S(H)Y = PH*)W polinomijalnih funkcija na §* invarijantnih u odnosu na
Weylovu grupu W = W(R).
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Izomorfizam (yo)|Z(g) zove se Harish—Chandrin izomorfizam sa Z(g) na S(h)". Ozna-
¢imo ga sa w. Za infinitezimalni karakter y, i za svaki z € Z(g) vrijedi

xa(2) = (p(2))(A) = (v o ) (2)) (A + p) = (w(2))(A+ p).

Teorem 1.4.27. X\ — )\ je surjekcija sa b* na skup svih infinitezimalnih karaktera. Nadalje, za
AN € b vrijedi x = xn ako i samo ako postoji o € W takav da je N+ p = o(A + p).

Struktura algebre S(g)" mozZe se vrlo precizno opisati zahvaljujuéi ¢injenici da je W konacna
grupa generirana refleksijama:

Teorem 1.4.28. Neka je R sistem korijena u realnom ili kompleksnom prostoru V, W = W(R)
Weylova grupa od R i { = dim V rang od R. Postoje homogeni elementi f1,..., for € S(V)V koji
su algebarski nezavisni i generiraju algebru S(V)W. Posebno, unitalna algebra S(V)W izomorfna
je algebri polinoma u { varijabli. Stupnjevi v; = deg f;, j =1,...,¢, neovisni su (do na poredak)
o 1zboru takvih elemenata fi, ..., fo 1 vrijedi

| B

V1+"'+VZ:€+—

ey, = WL
5 V1 vy = |W|

Uz oznake iz teorema 1.4.28. brojevi v; —1, 1 < j < £ se zovu eksponenti sistema korijena R
ili grupe W. Za ireducibilne reducirane sisteme korijena eksponenti su:

Ay 1,2,....,¢ Es: 1,4,5,7,8,11;
By: 1,3,...,20 -1, E;: 1,5,7,9,11,13,17,;
Cy: 1,3,...,20 — 1, Eg : 1,7,11,13,17,19, 23, 29;
Dy : 1,3,...,20 =3, —1; Fy: 1,5,7,11;
GQI 1,5
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1.5 Nilradikal i najveéi nilpotentni ideal

Lema 1.5.1. Neka je g Liejeva algebra, b ideal u g i 7 ireducibilna reprezentacija od g. Ako je
operator m(y) nilpotentan za svaki y € b, onda je h C Kerm, tj. w(y) =0 za svakiy € b.

Dokaz: Neka je W = {v € V; w(y)v = 0 Yy € h}. Prema teoremu 1.1.6. vrijedi W # {0}.
Nadalje, potprostor W je m—invarijantan. Doista, neka jev € Wix € g. Zay € hjeily,z] € b
pa je m(y)v = 7([y, z])v = 0. Slijedi

w(y)m(e)o = 7([y, a])o + (a)m(y)v = 0.

Kako je y € b proizvoljan, zaklju¢ujemo da je m(x)v € W. Buduéi da je reprezentacija m ire-
ducibilna, slijedi W = V, odnosno, 7(y) =0 Yy € b.

Lema 1.5.2. Neka je g Liejeva algebra, b ideal u g, m reprezentacija od g na konacnodimen-
zionalnom vektorskom prostoru V' i neka je (Vo, Vi, ..., Vyn) kompozicioni niz od V' u odnosu na
reprezentaciju m; .

{0y=wcwnc...cV,=V
su w—1invarijantni potprostori i subkvocijentne reprezentacije my, v, , na Vi/Vi_1 su ireducibilne za
1=1,...,n. Tada su sljedeca dva svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Za svakiy € b operator w(y) je nilpotentan.
(b) Za svakiy € b i za svakii € {1,...,n} vrijedi w(y)V; C V.

U tom slucaju ideal § sadrZan je u radikalu simetricne forme B, pridruZene reprezentaciji T,
Br(w,y) =Trr(x)n(y), v,y € 9, tj. Br(z,y) =0 Ve €gi Vy€Dh.

Dokaz: (b) = (a). Ako vrijedi (b) onda je ocito w(y)" =0 Vy € b.

(a) = (b). Ako je operator m(y) nilpotentan za svaki y € b, onda je za svaki i € {1,...,n},
operator my; v, ,(y) nilpotentan za svaki y € bh. Tada prema lemi 1.5.1. nalazimo da vrijedi
Ty, v, (y) =0 Vy € b, dakle, 7(y)V; CVioy Vyebhzai=1,...,n

Napokon, pretpostavimo da su ispunjena svojstva (a) i (b). Zaz € giy € b je n(y)V; C Vi1,
dakle, m(x)7(y)Vi C m(x)Vi—1 € V;_1. To pokazuje da je operator m(x)m(y) nilpotentan za svaki
x € g isvaki y € h. Posebno, B.(z,y) = Trn(z)r(y) = 0.

Propozicija 1.5.3. Neka je g Liejeva algebra, m reprezentacija od g na konacnodimenzionalnom
vektorskom prostoru Vi (Vo, Vi, ..., V,) kompozicioni niz od V' u odnosu na reprezentaciju .

(a) U skupu svih ideala by u g takvih da je operator w(y) nilpotentan za svakiy € b postoji najveci
element n,.

(b) ne={yeg n(y)V; CVis Vie{l,....,n}}.
(¢) Vrijedi By(x,y) =Trn(x)r(y) =0 Yz € g i Yy € n,.

Dokaz: Stavimo
n.={yecg 1(y)ViCViizai=1,...,n}
Ocito je n, potprostor od g. Nadalje, za x € g je w(x)V; C V; za svaki i € {1,...,n}. Dakle, za
rTEPgly Eng je

m(e)m(y)Vi C m(@)Viea S Vir 1 w(y)m(@)V; C w(y)Vi € Vi
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Slijedi

w([e, y)Vi € 7(@)w(y)Vi + m(y)n(2)Vi € Vis,
a kako to vrijedi za svaki i € {1,...,n} zakljutujemo da je [z, y] € n,. To pokazuje da je n, ideal
u Liejevoj algebri g. Sada iz leme 1.5.2. slijedi da je operator 7(y) nilpotentan za svaki y € n,.
Takoder, iz iste leme slijedi da n, sadrzi svaki ideal h u g sa svojstvom da je operator m(y) nilpo-
tentan za svaki y € hida je By(z,y) =0 Vzr € gi Vy € n,.

Ideal n, iz propozicije 1.5.3. zove se najveci ideal nilpotencije reprezentacije w. Uoc¢imo
da jednakost (b) vrijedi za svaki kompozicioni niz reprezentacije 7. Ideal n, sadrzi jezgru Kerm
reprezentacije 7, i jednak joj je ako je reprezentacija m potpuno reducibilna, ali ne i opcéenito.
Nadalje, vazno je uociti da se n, sastoji od elemenata y € g sa svojstvom da je operator 7(y)
nilpotentan, ali ne moraju svi takvi elementi biti sadrzani u n,. n; je samo najveci ideal u skupu

N = {y € g; operator m(y) je nilpotentan}.

Lema 1.5.4. Neka je g Liejeva algebra i b ideal u g. Tada je Liejeva algebra b nilpotentna ako 1
samo ako je operator adgy nilpotentan za svakiy € .

Dokaz: Pretpostavimo da je Liejeva algebra b nilpotentna. Za y € h tada je operator adyy
nilpotentan; bududi da je (adgy)g C b, slijedi da je i operator adyy nilpotentan za svaki y € b.

Obratno, pretpostavimo da je operator adyy nilpotentan za svaki y € h. Tada je i njegova
restrikcija ady y nilpotentan operator za svaki y € h. Sada iz Engelovog teorema 1.1.5, slijedi da
je Liejeva algebra h nilpotentna.

Zbog leme 1.5.4. primjena propozicije 1.5.3. na adjungiranu reprezentaciju ady Liejeve algebre
g ima za posljedicu:

Propozicija 1.5.5. Neka je g Liejeva algebra i neka je (go, @1, - - -, 8n) bilo koji kompozicioni niz
prostora g u odnosu na adjungiranu reprezentaciju ady.

(a) U skupu svih nilpotentnih ideala u Liejevoj algebri g postoji najveéi element n.
(b) n= {y € g, [yagz] g gi—1 Za 1= 1a"'7n}'
(¢) Za Killingovu formu By od g vrijedi Bg(z,y) =0 Vx € g i Yy € n.
Ideal n iz propozicije 1.5.5. zove se najveci nilpotentni ideal u Liejevoj algebri g. Uocite da

u kvocijentnoj Liejevoj algebri g/n mogu postojati nilpotentni ideali razliciti od {0}.

Nilradikal Liejeve algebre g je presjek s jezgara svih ireducibilnih kona¢nodimenzionalnih
reprezentacija od g. Naravno, tada postoji kona¢no mnogo ireducibilnih reprezentacija 7, ..., T,
takvih da je s = Kerm N---N Kerm,. Ako je m direktna suma reprezentacija 7y, ..., m,, slijedi
da je s = Kerm. To znac¢i da skup jezgara svih konac¢nodimenzionalnih potpuno reducibilnih
reprezentacija od g ima najmanji element i to je upravo nilradikal s. Prema propoziciji 1.5.3. slijedi:

Propozicija 1.5.6. Neka je g Liejeva algebra i s njen nilradikal.

(a) Ideal s sadrzan je u najvecem idealu nilpotencije svake konacnodimenzionalne reprezentacije
od g.

(b) Ideal s sadrzan je u najveéem nilpotentnom idealu n od g.

(¢) Ideal s je nilpotentan.
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Lema 1.5.7. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, g Liejeva podalgebra od gl(V')
1 a komutativni ideal u g. Pretpostavimo da je identicna reprezentacija od g na V ireducibilna.
Tada je aN[g,g] = {0}.

Dokaz: Neka je S unitalna podalgebra od L(V') generirana sa a. Algebra S je komutativna.
Pretpostavimo da je b ideal u g sadrzan u a takav da je Trbs = 0 Vb € bi Vs € S. Tada je
posebno Trd" = 0 za svaki n € N i Vb € b. No to znaci da je svaki b € b nilpotentan operator.
Sada iz leme 1.5.1. slijedi da je b = {0}.

Promatrajmo sada ideal [a,g] u g sadrzan u a. Zax € g, a € ai s € S imamo

Trlz,als = Tr (zas — axs) = Trx(as — sa) =0

jer je as = sa. Iz dokazanog slijedi da je [g,a] = {0}. Prema tome, vrijedi i ys = sy Vy € g i
Vs € S. Sada za x,y € gi s € S dobivamo

Trlz,yls =Tr (xys — yxs) = Tra(ys — sy) = 0.
Primijenimo sada prvi dio dokaza na ideal b = a N [g, g]. Slijedi a N [g, g] = {0}.
Teorem 1.5.8. Neka je g Liejeva algebra. Tada je nilradikal od g jednak [g, g] N R(g).

Dokaz: Neka je s nilradikal Liejeve algebre g. Neka je A € g* linearan funkcional takav da je
[g,9] C Ker . Tada je X ireducibilna reprezentacija od g, pa slijedi s C Ker A. Bududéi da je ocito

g.g] = |{KerX Aeg’, Ker A2 g, g},

slijedi s C [g, g]. Nadalje, s je prema tvrdnji (¢) propozicije 1.5.6. nilpotentan ideal u g, dakle i
rjesivi ideal u g. Prema tome je s C R(g). Time je dokazana inkluzija s C [g, g] N R(g).

Neka je sada 7 kona¢nodimenzionalna ireducibilna reprezentacija od g na prostoru V. Oznac¢imo
R(g) =t ineka je k € Z; najmanji takav da je 7 (x**1) = {0}. Stavimo

g=mn(g i o=r(W)=£{0}
a’ je ideal u Liejevoj algebri g jer je t®) ideal u Liejevoj algebri g. Taj je ideal komutativan jer je
(o 0= [x (%), 7 ()] = 7 ([, «®]) = 7 (1) = {0},

Sada je g’ Liejeva podalgebra od gl(V') i identi¢na reprezentacija od g’ na prostoru V' je ireducibilna.
Prema lemi 1.5.7. vrijedi {0} = o/N[g’,¢'] 2 7 (¥ N[g, g]) . Kad bi bilo k > 0, onda bismo imali
t® C g, g], pa bi slijedilo 7 (+®)) = {0}, a to je suprotno definiciji broja k. Zaklju¢ujemo da je
k=0, dakle, 7([g,g] Nt) = 7 ([g, 0] N (@) = {0}.

Time smo dokazali da je [g,g] N R(g) C Kerm za svaku kona¢nodimenzionalnu ireducibilnu
reprezentaciju m od g, a odatle slijedi i obrnuta inkluzija [g,g] N R(g) C s.

Zadatak 1.5.1. Iz teorema 1.5.8. dokaZite Liejev teorem 1.1.7. 1 teorem 1.1.9.
Propozicija 1.5.9. Neka je g Liejeva algebra, By njena Killingova forma i v = R(g) njen radikal.

(a) Za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju m i pridruzenu simetricnu bilinearnu formu
B, vrijedi B(x,y) =0 Yz €t i Vy € [g, g].

(b)) v={y € g; By(w,y) =0 Vr € [g,g]}.
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Dokaz: (a) Prema teoremu 1.5.8. [g,g] Nt je nilradikal od g, pa iz tvrdnje (a) propozicije
1.5.6. slijedi da je [g, g] Nt sadrzan u najveéem idealu nilpotencije reprezentacije . Ako su y, z € g
ix € rtada je [z,y] € [g,g] Nt. Stoga prema tvrdnji (¢) propozicije 1.5.3. nalazimo

Br(x, [y, 2]) = Bx([z,y],2) = 0.

(b) Stavimo v = {y € g; By(x,y) =0 Vx € [g,g]}. Iz invarijantnosti forme By slijedi da je ¢/
ideal u g. Prema tvrdnji (a) vrijedi v C v'. Neka je s = adgv'. Prema Cartanovom kriteriju (teorem
1.1.10.) Liejeva algebra s je rjesiva. Kako je Liejeva algebra s izomorfna kvocijentnoj algebri od ¢/
po Ker (adg|t') = Z(g) N1, a to je komutativni, dakle, rjesivi ideal u v/, iz tvrdnje (b) propozicije
1.1.4. slijedi da je Liejeva algebra t’ rjesiva. No radikal v = R(g) je najvedi rjesivi ideal u g, pa
dobivamo i obrnutu inkluziju ¢’ C .

Zadatak 1.5.2. Dokazite da je Liejeva algebra g rjesiva ako i samo ako je By([g, 9], 9) = {0}.
Zadatak 1.5.3. Neka je g Liejeva algebra i by ideal u g. Dokazite da je R(h) = R(g) N b.

Propozicija 1.5.10. Neka je g Liejeva algebra, v = R(g) njen radikal i n njen najveci nilpoteni
ideal. Tada je Dv Cn za svaku D € Der(g). Posebno, Dn Cn ¢ Dt C v VD € Der(g).

Dokaz: Neka je D € Der(g). Neka je g’ vektorski prostor koji sadrzi g kao potprostor kodi-
menzije 1, i neka je zp € g’ \ g. Tada na g’ postoji jedinstvena struktura Liejeve algebre takva
da joj je g podalgebra i da je [xg,z] = Dx Vx € g. Tada je g ideal u g’, pa je prema zadatku
1.5.3. t C R(g'). Dakle, Dt = [zo,t] C [¢/,g'| "R(g') = &'. Za svaki z € §' operator ady = je prema
teoremu 1.5.8. nilpotentan. Slijedi da je za svaki x € §' N g operator ady x nilpotentan. Prema
tome, Dt je sadrzano u nilpotentnom idealu s’ N g od g, pa slijedi da je i da je Dt sadrzano u
najvecem nilpotentnom idealu n u g.

Sljeded¢i zadatak nabraja nekoliko ve¢ dokazanih ¢injenica:

Zadatak 1.5.4. Neka je g Liejeva algebra, By njena Killingova forma, v = R(g) radikal od g, n
nagveci nilpotentan ideal u g, s nilradikal od g i p = {x € g; By(z,y) = 0 Vx € g}. DokaZite da
vrijedi

sCnCpCr
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1.6 Reduktivne Liejeve algebre

Neka je g Liejeva algebra. Za Liejevu podalgebru s od g kazemo da je reduktivna u g ako je
reprezentacija « — adgy x Liejeve algebre s na vektorskom prostoru g (tj. restrikcija adg|s) potpuno
reducibilna. Liejeva algebra g zove se reduktivnom ako je ona reduktivna u samoj sebi, tj. ako
je njena adjungirana reprezentacija potpuno reducibilna. Naravno, ako je s Liejeva podalgebra
od g reduktivna u g, onda je s reduktivna Liejeva algebra, jer je ads subreprezentacija restrikcije
adg|s. Prema teoremima 1.1.13. 1 1.2.3. svaka je poluprosta Liejeva algebra reduktivna. Nadalje,
po Weylovom teoremu poluprosta Liejeva podalgebra Liejeve algebre g je reduktivna u g.

Zadatak 1.6.1. (a) Neka je g realna Liejeva algebra i s njena Liejeva podalgebra. Dokazite da
je s reduktivna u g ako i samo ako je njena kompleksifikacija s© reduktivna u kompleksifikaciji
C
g odg.

(b) Neka je g kompleksna Liejeva algebra i s njena Liejeva podalgebra. DokazZite da je s reduk-
tivna u g ako i samo ako je realna Liejeva algebra sg reduktivna u gg.

Teorem 1.6.1. Neka je g Liejeva algebra. Sljedecih je sedam svojstava medusobno ekvivalentno:

(a) Liejeva algebra g je reduktivna.

(b) Liejeva algebra g izomorfna je direktnom produktu poluproste Liejeve algebre i komutativne
Liejeve algebre.

Prvi izvedeni ideal g") = [g, g] je poluprosta Liejeva algebra.
g NR(g) = {0}.

()
)
) R(g) = Z(a).
)
)

(d
(e
(f) Postoji vjerna konacénodimenzionalna potpuno reducibilna reprezentacija od g.

(g) Postoji konacnodimenzionalna reprezentacija ™ od g takva da je pridruzena simetriéna bi-

linearna forma B, na g X @, zadana sa B (z,y) = Trn(z)n(y), nedegenerirana.
U tom slucaju je g = [g, 9] + Z(g).

Dokaz: (a) = (b). Ako je reprezentacija ad potpuno reducibilna, Liejeva algebra g je prema
teoremu 1.2.3. direktna suma potprostora g1, ..., g koji su ad—invarijantni i takvi da su pripadne
subreprezentacije od ad ireducibilne. No to znaci da su g, ..., gx minimalni ideali u g. Tada za
svaki ¢ Liejeva algebra g; nema netrivijalnih ideala. To znaci da je ili g; prosta Liejeva algebra,
ili je dim g; = 1, a tada je g; komutativnha. Mozemo pretpostaviti da je numeracija takva da su
g1,-..,8; prostei g;i1,..., 8k jednodimenzionalne. Tada je ocito

ggl=o+ +g 1 Z@=gn+ +o
Odatle vidimo da vrijedi implikacija (a) = (b) a takoder i posljednja tvrdnja teorema.
Implikacija (b) = (c) je ocita, a takoder i implikacija (¢) = (d), jer je g™ NR(g) rjesivi ideal

1)
u g,
(d) = (e). Ocito u svakoj Liejevoj algebri g vrijedi Z(g) C R(g), jer je Z(g) komutativan,
dakle, rjesivi, ideal u g. S druge strane, iz pretpostavke (d) slijedi

[9,R(9)] € [g,9] N R(g) = {0},

dakle, imamo i obrnutu inkluziju R(g) C Z(g).
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(e) = (a). Pretpostavimo da je R(g) = Z(g). Centar Z(g) je jezgra adjungirane reprezentacije
ady od g na g. Prijelazom na kvocijent po jezgri dobivamo (vjernu) reprezentaciju kvocijentne
algebre g/R(g) na prostoru g. Prema propoziciji 1.1.3. kvocijentna algebra g/R(g) je poluprosta,
pa je po Weylovom teoremu 1.2.5. ta reprezentacija potpuno reducibilna. No to znaci da je
reprezentacija ady od g potpuno reducibilna, odnosno, Liejeva algebra g je reduktivna.

(b) = (g). Pretpostavimo da je g = h x €, gdje je h poluprosta, a ¢ komutativna Liejeva
algebra. Tada je Killingova forma By Liejeve algebre h nedegenerirana. Neka je {x1,...,z,} baza
od &. Neka je V' n—dimenzionalan vektorski prostor s bazom e = {ey, ..., e,}. Za linearan operator
A € gl(V) oznacimo sa A(e) matricu tog operatora u bazi e. Neka je p : € — gl(V') preslikavanje
definirano sa

a; 0 - 0

0 ay -+ 0

[plaazy + cory + -+ +anan)l(e) = | .
0 0 - a

Tada je p reprezentacija Liejeve algebre £. Nadalje, za pridruzenu simetricnu bilinearnu formu
B, vrijedi B,(x;,x;) = 6;;. To pokazuje da je forma B, nedegenerirana. Sada na Kartezijevom
produktu X = bh x V definiramo reprezentaciju m = ady x pod g=8 x £:

m(z,2)(y,v) = ((ady )y, p(2)v) = ([x,9], p(2)v),  xyeh, z€t wveV
Za simetricnu bilinearnu formu B, pridruzenu toj reprezentaciji 7 vrijedi

Bhxbh=By,, Bitxt=DB, B.|hxEt=0.

P

Kako su forme By i B, nedegenerirane, slijedi da je i forma B, nedegenerirana.

(9) = (f). Neka je m kona¢nodimenzionalna reprezentacija od g takva da je pridruzena forma
B nedegenerirana. Neka je (V, Vi, ..., V,) kompozicioni niz reprezentacije 7 i neka je o direktna
suma ireducibilnih subkvocijentnih reprezentacija 7y, v, , zai = 1,...,n. Reprezentacija o je pot-
puno reducibilna. Prema propoziciji 1.5.3. najveci ideal nilpotencije n, reprezentacije 7 je upravo
jezgra Ker o reprezentacije 0. Nadalje, vrijedi B,(n,,g) = {0}, a kako je po pretpostavci forma
B, nedegenerirana, slijedi da je Kero =n, = {0}. No to zna¢i da je reprezentacija o vjerna.

(f) = (d). Jezgra svake potpuno reducibilne kona¢nodimenzionalne reprezentacije od g sadrzi
nilradikal od g. Dakle, ako postoji vjerna potpuno reducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija
od g jednak je {0}. Po teoremu 1.5.8. nilradikal od g jednak je g N[g, g]. Dakle, g™ N[g, g] = {0}.

Zadatak 1.6.2. DokaZite da je direktni produkt reduktivnih Liejevih algebri reduktivna Liejeva
algebra.

Zadatak 1.6.3. Neka je g reduktivna Liejeva algebra i j ideal u g. Dokazite da je
j=lg.8lNj+Z(g)Nj

i da je Liejeva algebraj reduktivna u g i, posebno, reduktivna. Nadalje, dokaZite da je 1 kvocijentna
algebra g/j reduktivna.

Propozicija 1.6.2. Neka je g Liejeva algebra, v = R(g) njen radikal i s njen nilradikal.
(a) s =[g,¢] =[g, 9] Nt

(b) Za konacnodimenzionalnu reprezentaciju m od g neka je By pridruZena simetricna bilinearna
forma na g x g, Bx(v,y) =Trr(x)n(y), v,y € g, i Rad B, = {y € g; Bx(v,y) =0 Vz € g}
radikal forme B,. Tada je

§ = ﬂ {Rad B,; ™ konacnodimenzionalna reprezentacija od g}.
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Dokaz: (a) Prema teoremu 1.5.8. vrijedi s = [g, g] N t. Nadalje, ocito je [g,t] C [g,g] N,
odnosno, [g,t] C s. Neka je ¢ = g/[g,t] 1 neka je ¢ : g — ¢ kanonski epimorfizam. Tada
je ' = p(v) radikal od g¢'. Slijedi [g/, '] = ©([g,t]) = {0}, odnosno, radikal ' Liejeve algebre ¢’
jednak je njenom centru. Sada iz teorema 1.6.1. slijedi da je Liejeva algebra g’ reduktivna i da ima
vjernu potpuno reducibilnu kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju n’. Neka je m = 7’ o ¢ pripadna
podignuta reprezentacija od g. Tada je reprezentacija m potpuno reducibilna i Kerm = Ker ¢ =
= [g,t]. Kako je s presjek jezgara kona¢nodimenzionalnih potpuno reducibilnih reprezentacija od
g, slijedi da je s C Kerm = [g,t]. Time smo dokazali i obrnutu inkluziju s C [g, t].

(b) Neka je

t= ﬂ {Rad B,; m kona¢nodimenzionalna reprezentacija od g}.

Prema tvrdnji (¢) propozicije 1.5.3. tada je s C t. S druge strane, g/s ima vjernu konacnodi-
menzionalnu potpuno reducibilnu reprezentaciju, pa po teoremu 1.6.1. ta Liejeva algebra ima
kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju p takvu da je pripadna forma B, nedegenerirana. Neka je
7 reprezentacija od g dobivena podizanjem od p : w(x) = p(z + ), © € g. Tada je Rad B, = s.
Odatle slijedi obrnuta inkluzija t C s.

Korolar 1.6.3. Neka je ¢ : g — @' epimorfizam Liejevih algebri i s nilradikal od g. Tada je ¢(s)
nilradikal od ¢'. Nadalje, Liejeva algebra ¢’ je reduktivna ako i samo ako jezgra Ker ¢ sadrzi s.

Dokaz: Neka su vt = R(g) i v = R(¢') radikali Liejevih algebri g i ¢’. Tada je v’ = p(¢).
Iz propozicije 1.6.2. slijedi da je nilradikal od ¢’ jednak [g'.t'] = [¢(g), ¢(v)] = ©([g,t]) = ¢(s).
Napokon, po teoremu 1.6.1. Liejeva algebra je reduktivna ako i samo ako joj je nilradikal jednak
{0}. Prema tome, Liejeva algebra g’ je reduktivna ako i samo ako je ¢(s) = {0}, odnosno, ako i
samo ako s C Ker ¢.
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1.7 Kriteriji potpune reducibilnosti
Prije svega, uocimo da se kod razmatranja pitanja potpune reducibilnosti dovoljno ograniciti
na kompleksne Liejeve algebre:

Propozicija 1.7.1. Neka je g realna Liejeva algebra i m njena reprezentacija na konacnodimenzio-
nalnom realnom vektorskom prostoru V i neka je 7€ njena kompleksifikacija, koja je reprezentacija
kompleksifikacije g© Liejeve algebre g na kompleksifikaciji VC prostora V -

7%z 4+ iy) (v + iw) = 7(2)v — 7(y)w + in(x)w + ir(y)o, r,yeg, v,well

a) Reprezentacija 7 je potpuno reducibilna ako i samo je njena kompleksifikacija ©¢ potpuno
] J Je nj ]
reducibilna reprezentacija kompleksne Liejeve algebre g© na prostoru V°.

(b) Ako je reprezentacija 7 ireducibilna onda je i reprezentacija T ireducibilna.

(c) Ako je reprezentacija w ireducibilna, onda je reprezentacija 7 ili ireducibilna ili je direktna
suma dvije medusobno ekvivalentne ireducibilne reprezentacije.

Dokaz: Oznacimo sa u — @ konjugaciju prostora V¢ u odnosu na realnu formu V :

vHiw =v —w, v,w e V.
Za potprostor U kompleksnog vektorskog prostora VC vrijedi
U=U — U=UnV+i(UnV).

(¢) Pretpostavimo da je reprezentacija 7 ireducibilna. Neka je W # {0} 7C—invarijantan pot-
prostor kompleksnog prostora VC takav da je subreprezentacija (ﬂ'C)W ireducibilna. Tada je W
potprostor od VC koji je takoder 7€—invarijantan, pa jei U = W +W nC—invarijantan potprostor
od VC. Sada imamo U = U, dakle, vrijedi U = U NV +i (U NV). Iz 7°—invarijantnosti potpros-
tora U od VC slijedi m—invarijantnost potprostora U NV od V. Nadalje, kako je po pretpostavci
W # {0}, vrijedi U # {0}, dakle i U NV # {0}. Sada iz ireducibilnosti reprezentacije 7 slijedi
UNV =V, odnosno, V C U. No to znaéi da je U = VC. Time smo dokazali da je W + W = V.

Imamo dvije moguénosti:

(1) X = W N W # {0}. Tada je X 7°—invarijantan potprostor od V* sa svojstvom X = X.
Kao i malo prije zakljué¢ujemo da je tada X = VC, a to znaci da je W = VC, dakle, reprezentacija
7€ je ireducibilna.

(2) WNW = {0}. Tada je V€ = W 4+ W, pa je reprezentacija 7* direktna suma svojih sub-
reprezentacija (WC)W i (WC)W. Subreprezentacija (WC)W je po pretpostavci ireducibilna. Nadalje,

w — w, w € W, je ekvivalencija reprezentacije (WC) s reprezentacijom (ﬂ'C)—. To znaci da je i

W W
subreprezentacija (ﬂ'C)— ireducibilna i ona je ekvivalentna subreprezentaciji (WC)W .

(b) Pretpostavimo slgb/da da je reprezentacija 7 ireducibilna i neka je W # {0} m—invarijantan
potprostor od V. Tada je W& = W + i W nC—invarijantan potprostor od VC koji je razli¢it od
{0}. Zbog ireducibilnosti od 7€ zakljuéujemo da je W = VC, a odatle je W = V. Prema tome,
reprezentacija 7 je ireducibilna.

(a) Pretpostavimo da je reprezentacija m potpuno reducibilna. Tada po teoremu 1.2.3. postoje
m—invarijantni potprostori Vi, ..., V, od V takvi da su subreprezentacije 7y, ..., my, ireducibilne
idajeV =V, +.--+V, Tada su (B)%, ..., (V,)® 7C—invarijatni potprostori od VC i vri-
jedi V€ = ()€ + ... + (V,)C. Nadalje, za i € {1,...,n} subreprezentacija (WC)(%)C je up-
ravo kompleksifikacija (my;) ireducibilne reprezentacije my,. Prema dokazanoj tvrdnji (c) sub-
reprezentacija (WC) Wie je ili ireducibilna ili je direktna suma dvije (medusobno ekvivalentne) ire-

ducibilne reprezentacije. Prema tome, kompleksifikacija 7© reprezentacije 7 je direktna suma svo-
jih ireducibilnih subreprezentacija; naravno, ako k oznaCava broj tih sumanada, onda je
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n < k < 2n. Prema teoremu 1.2.3. reprezentacija 7€ je potpuno reducibilna.

Pretpostavimo sada da je reprezentacija 7€ potpuno reducibilna. Tada je 7¢|g reprezentacija
Liejeve algebre g na realnom vektorskom prostoru (VC)R. Dokazat ¢emo da je ta reprezentacija
potpuno reducibilna. Tada ¢e iz propozicije 1.2.1. slijediti da je i njena subreprezentacija
T = (7T(C| g)v potpuno reducibilna. Zbog teorema 1.2.3. za dokaz potpune reducibilnosti repre-
zentacije 7¢|g dovoljno je dokazati da je za svaku ireducibilnu reprezentaciju p Liejeve algebre
g% na kompleksnom prostoru W njena restrikcija p|g potpuno reducibilna reprezentacija realne
Liejeve algebre g na realnom prostoru Wg.

Doista, neka je p ireducibilna reprezentacija kompleksne Liejeve algebre g€ na kompleksnom
vektorskom prostoru W. Pretpostavimo da restrikcija p|g nije ireducibilna reprezentacija realne
Liejeve algebre g na realnom prostoru Wx. Tada postoji p|g—invarijantan potprostor U realnog
prostora Wg razli¢it od {0} i od Wg. Tada je X = U + iU p—invarijantan potprostor komplek-
snog prostora W razlicit od {0}, pa zbog ireducibilnosti od p slijedi da je X = W. Promatramo
li U iU kao potprostore realnog vektorskog prostora Wyx zakljuc¢ujemo da je Wr = U + i U.
Nadalje, Y = U N iU je potprostor kompleksnog prostora W koji je p|g—invarijantan, dakle i
p—invarijantan. Buduéi da je U # Wx pogotovo je Y # W. Sada iz ireducibilnosti reprezentacije
p slijedi da je Y = {0}. Na taj nac¢in dokazali smo da je Wg = U + iU. Prema tome, svaki
plg—invarijantan potprostor realnog prostora Wgr ima p|g—invarijantan direktni komplement.
Dakle, restrikcija p|g je potpuno reducibilna reprezentacija realne Liejeve algebre g.

Napomena: Dokazi tvrdnji (b) i (¢) u propoziciji 1.7.1. nisu koristili konaénodimenzional-
nost. Medutim, za obje implikacije u dokazu tvrdnje (a) kljuéno je koristena pretpostavka da je
reprezentacija m konacnodimenzionalna. Naime, beskonac¢nodimenzionalna potpuno reducibilna
reprezentacija nije nuzno direktna suma svojih ireducibilnih subreprezentacija.

Zadatak 1.7.1. Neka je ™ potpuno reducibilna reprezentacija realne Liejeve algebre na beskona-
¢nodimenzionalnom realnom vektorskom prostoru V. Dokazite da je njena kompleksifikacija m°
potpuno reducibilna reprezentacija kompleksne Liejeve algebre g na kompleksnom vektorskom
prostoru VC.

Uputa: Ako je W nC—invarijantan potprostor od V® promatrajte 7°—invarijantne potpros-
toreU =W +WiZ=WnNW sasvojstvom U =UiZ =27 dakle, g =UNV +i(UNV)
1 Zg =ZNV+i(ZNV). Tadasu ZNV C U NV m—invarijantni potprostori od V, pa postoje
m—invarijantan direktni komplement X od ZNV u U NV i r—invarijantan direktni komplement

YodUNVuV.

Teorem 1.7.2. Neka je g Liejeva algebra, v = R(g) njen radikal, m konacnodimenzionalna repre-
zentacija od g, g = w(g) i v = 7w(x). Sljedecéa su cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

a) Reprezentacija 7 je potpuno reducibilna.
P ] Je poip
(b) Liejeva algebra g’ je reduktivna i centar joj se sastoji od poluprostih operatora.
(c) ¢ se sastoji od poluprostih operatora.
d) Restrikcija |t je potpuno reducibilna reprezentacija.
5 Je poip p 5

Dokaz: Prije svega, uocimo da u dokazu mozemo pretpostavljati da je Liejeva algebra g
kompleksna i da je m njena reprezentacija na kompleksnom kona¢nodimenzionalnom vektorskom
prostoru V. To slijedi iz propozicije 1.7.1., iz zadatka 1.6.1. i iz ocigledne ¢injenice da je linearan
operator A na kona¢nodimenzionalnom realnom vektorskom prostoru V' poluprost ako i samo ako
je njegovo C—linearno prosirenje A® poluprost (tj. dijagonalizabilan) operator na kompleksnom
prostoru VC.
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(a) = (b). Pretpostavimo da je reprezentacija m potpuno reducibilna. Tada je identi¢na
reprezentacija x — x, x € ¢, vjerna potpuno reducibilna reprezentacija Liejeve algebre g’ na
prostoru V. Po teoremu 1.6.1. Liejeva algebra g’ je reduktivna. Neka je 3’ centar Liejeve algebre
g'. Za \ € 3" stavimo

Vin={veV; zv=XNz)v Vz €3}

Bududi da operatori x € 3’ komutiraju sa svim operatorima iz g’, lako se vidi da je svaki potprostor
Vi, A € 3", ¢g’—invarijantan, odnosno, m—invarijantan. Nadalje, ti potprostori tvore direktnu
sumu. Neka je

Buduéi da je reprezentacija m potpuno reducibilna, postoji m—invarijantan potprostor U od V
takav da je V. = W 4+ U. Pretpostavimo da je U # {0}. Operatori iz skupa {z|U; = € 3}
medusobno komutiraju, pa imaju simultani svojstven vektor v # 0. To znaci da postoji A € 3"
takav da je

Uy ={ueU; zu= \Nz)u Yz € 3'} # {0}.

Medutim, ocito je Uy = V), N U, pa slijedi Uy € W. No to je u suprotnosti sa W NU = {0}. Ova
kontradikcija pokazuje da je U = {0}, odnosno, W = V. Stoga je svaki operator = € 3’ poluprost:

z|Vy = Ax) Iy, VA e

(b) = (c). Ako je Liejeva algebra g’ reduktivna, po teoremu 1.6.1. njen je centar jednak
njenom radikalu, Z (g') = R (¢’) . Medutim, R((g') = 7(R(g)) = m(r) = /. Po pretpostavci (b) ¢/
se sastoji od poluprostih operatora.

(¢) = (d). Prepostavimo sada da se v = m(r) sastoji od poluprostih operatora. Imamo
[¢/,¢] C [¢/,¢'] Nt'. Prema teoremu 1.5.8. [¢/, g'] Nt/ je nilradikal Liejeve algebre g, pa se sastoji
od nilpotentnih operatora. Dakle, operatori iz [¢/, g'| Nt/ su istovremeno poluprosti i nilpotentni,
pa slijedi [¢/, '] Nt/ = {0}. Odatle je i [¢/, /] = {0}, tj. operatori iz ¢ medusobno komutiraju. No
tada se oni mogu simultano dijagonalizirati. Slijedi da je restrikcija 7|t potpuno reducibilna.

(d) = (a). Pretpostavimo sada da je restrikcija 7’ = 7|t potpuno reducibilna reprezentacija.
Neka je s nilradikal od g. Operatori iz w(s) = 7'(s) su nilpotentni pa slijedi da je ideal s sadrzan u
najveéem idealu nilpotencije reprezentacije 7’. Buduéi da je reprezentacija «’ po pretpostavei pot-
puno reducibilna, slijedi da je 7'(s) = {0}. Prema korolaru 1.6.3. Liejeva algebra g’ je reduktivna.
No tada je po teoremu 1.6.1. radikal ¢’ Liejeve algebre g’ jednak njenom centru. To znaéi da je
Liejeva algebra ¢’ komutativna. Nadalje, g’ = [¢/, ¢] + ¢/ i Liejeva algebra [¢’, g'] je poluprosta.
Tada imamo kao i u dokazu (a) = (b)

V = Z + VA, Vw={veV; zv=Ax)v Vo e}

Aer’*

Svaki potprostor V) je g’ —invarijantan, dakle [¢, g'] —invarijantan, a kako je Liejeva algebra [g’, ¢]
poluprosta, iz Weylovog teorema potpune reducibilnosti slijedi da je identicna reprezentacija od
[¢', ¢] na svakom potprostoru V) potpuno reducibilna. Odatle ocito slijedi da je reprezentacija 7
potpuno reducibilna.

Korolar 1.7.3. Ako su m i p potpuno reducibilne konacnodimenzionalne reprezentacije Liejeve
algebre g onda je 1 njihov tenzorski produkt m @ p potpuno reducibilna reprezentacija od g.

Dokaz: Mozemo pretpostavljati da je Liejeva algebra g kompleksna i da su 7 i p potpuno
reducibilne reprezentacije od g na komleksnim kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima V'
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i W. Neka je v = R(g). Po teoremu 1.7.2. za svaki x € v operatori m(z) i p(z) su poluprosti,
dakle, dijagonalizabilni. No tada je za svaki x € v operator (7 ® p)(z) = m(z) ® Iy + Iy ® p(z)
dijagonalizabilan. Doista, ako je

V=Vi+--+V, m(x)|V; = NIy, za j=1,...,n, gdjesu X,...,\, €C,

W=W;+-+Wp,, p(2)|W; = pilw, za i=1,....,m, gdjesu p,...,pun € C,
onda je V' ® W direktna suma potprostora V; @ W;, 1 < j <n, 1 <7 <m, i vrijedi

(@ p)(@)|V; @ Wi = (N + i) Iv,ew, 1<j<n, 1<i<m
Ponovna primjena teorema 1.7.2. povlaci potpunu reducibilnost reprezentacije ™ ® p.

Korolar 1.7.4. Neka je m potpuno reducibilna reprezentacija Liejeve algebre g na konacnodimen-
zionalnom vektorskom prostoru V' i neka su mp 1 mg reprezentacije od g dobivene iz w prosirenjem
operatora m(z), x € g, do derivacija tenzorske algebre T'(V') i simetricne algebre S(V) u skladu s
teoremom 1.4.10. Dakle,
n )
R B ) =3 0@ v @ () B v @ D
i=1
V1, ..., 0, € V.

7TS(1' Z V1 + "V 1 l')Uz)'Uerl * Un,
J

Reprezentacije mp 1 g su potpuno reducibilne. Preciznije, obje su reprezentacije direkine sume
konacnodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija od g.

Dokaz: Ocito je svaki homogeni potprostor 7" (V') mp—invarijantan. Pripadna subreprezentacija
je upravo tenzorski produkt n primjeraka reprezentacije 7 :

(ﬂ-T>Tn(V) :7T® "'®7T.
Prema korolaru 1.7.3. svaka od tih subreprezentacija je potpuno reducibilna, dakle, direktna suma
kona¢nodimenzionalnih ireducibilnih subreprezentacija. Odatle slijedi tvrdnja za reprezentaciju

mr. Kako je mg prema teoremu 1.4.10. ekvivalentna kvocijentnoj reprezentaciji od 7, pomocu
propozicije 1.2.1. dobivamo tvrdnju i za reprezentaciju mg.

Korolar 1.7.5. Neka je g Liejeva algebra i by Liejeva podalgebra reduktivna v g. Tada je reprezen-
tacija o od b na U(g) dobivena prosirenjem operatora adgy, y € b, do derivacija unitalne algebre

Ulg), 4.
o(y)(x Z Ty T Y, T Ty - T, Ti,..., T, €4,

potpuno reducibilna i ona je dzrektna suma konacnodimenzionalnih ireducibilnih subreprezentacija.

Dokaz: Tvrdnja slijedi neposredno iz korolara 1.7.4. primjenom propozicije 1.2.1. buduéi da
je reprezentacija o Liejeve algebre b upravo kvocijentna reprezentacija reprezentacije (ady|h)r na
tenzorskoj algebri T'(g).

Korolar 1.7.6. Neka su 7 i p potpuno reducibilne reprezentacije Liejeve algebre g na konacnodi-
menzionalnim vektorskim prostorima V i W. Tada je potpuno reducibilna i pripadna reprezentacija
w na prostoru linearnih operatora L(V, W) :

[w(z)](A) = p(x)A — An(x), reg, AeL(V.W).
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Dokaz: Iz potpune reducibilnosti reprezentacije 7 slijedi potpuna reducibilnost kontragredi-
jentne reprezentacije 7' na dualnom prostoru V* prostora V :

{[T'@)(NH}w) = —f(x(x)v), xeg, feV, veV

Naime, ako je reprezentacija 7 ireducibilna, onda je i njoj kontragredijentna reprezentacija 7* ire-
ducibilna: potprostor U od V je w—invarijjantan ako i samo ako je njegov anihilator
U = {f e V" flu) =0 VYu € U} w'—invarijantan potprostor od V*. Nadalje, ako je repre-
zentacija m ekvivalentna direktnoj sumi ireducibilnih reprezentacija =, ..., m,, onda je njoj kon-
tragredijentna reprezentacija ekvivalentna direktnoj sumi ireducibilnih reprezentacija !, ..., x

) n-*
Preciznije, ako su Vi, ..., V, m—invarijantni potprostori od V takvidajeV =V, +---+V, ida
su subreprezentacije 7y, , ..., Ty, ireducibilne, onda je

Vi=Wi4 e W, gdje je Wj:(‘/l‘i_‘/jfl‘i_v}Jrl_i’""i’Vn)o;
nadalje, lako se vidi da je subreprezentacija (Wt)Wj ekvivalentna kontragredijentnoj reprezentaciji

(W‘(j)t subreprezentacije my,, dakle, ireducibilna je.

Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je kanonski izomorfizam prostora T : V* @ W — L(V,W)
ekvivalencija reprezentacije 7 ® p s reprezentacijom w. Doista, izomorfizam T odreden je svojim
djelovanjem na elemente oblika f ® w, f € V*, w € W, a na njima je zadan sa

T(f@w)v=fv)w, veV.
Nadalje, za f e V*, we W, v e V iz € g imamo redom:
[T((7" @ p)(@)(f @ w)]v = [T((7"(x)f) ® w + f @ (p(z)w))](v) =
= [T((7"(z)f) @ w)](v) + [T(f ® (p(x)w))}(v) = (7" (x) ) (V)w + f(v)p(z)w =
= —f(x(@)v)w + f()p(x)w = —f(x(z)v)w + p(z) f(v)w =
= —[T(f @ w)n(z)]v + [p(z)T(f ©@ w)lv = {w(2)[T(f @ w)]}v.
Zbog proizvoljnosti v € V slijedi
[T o (' @ p)(@)](f ® w) = [w(z) o T|(f ® w),

a kako vektori oblika f ® w, f € V*, w € W, razapinju tenzorski produkt V* @ W, slijedi da
je izomorfizam T preplitanje reprezentacije 7 ® p s reprezentacijom w. Sada tvrdnja slijedi iz
korolara 1.7.3.

Korolar 1.7.7. Neka je m potpuno reducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija Liejeve al-
gebre g i neka je by ideal u g.

(a) Restrikcija w|h je potpuno reducibilna.

(b) Ako je reprezentacija 7 ireducibilna, restrikcija | je direktna suma svojih medusobno ekvi-
valentnih ireducibilnih subreprezentacija.

Dokaz: (a) Prijelazom na kvocijent po jezgri od m dokaz se svodi na slucaj kad je reprezentacija
7 vjerna. Tada je po teoremu 1.6.1. Liejeva algebra g reduktivna i mozemo uzeti da je g = g1 +go,
gdje je gq centar od g i g = [g, g] je poluprost ideal. Tada je h = b1 + b2, h; = h N gy je centar
od hiby = 1[h,h] = hN gy Prema teoremu 1.7.2. operatori m(x), x € g;, su poluprosti, pa su
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posebno svi operatori w(z), = € by, poluprosti. Sada ponovna primjena teorema 1.7.2. povlaci da
je restrikcija w|h potpuno reducibilna reprezentacija od b.

(b) Pretpostavimo sada da je reprezentacija 7 ireducibilna. Neka je W 7|h—invarijantan pot-
prostor od V' takav da je subreprezentacija (7|h)w ireducibilna. Neka je U suma svih 7|h—inva-
rijantnih potprostora X od V takvih da je subreprezentacija (mw|h)x ekvivalentna reprezentaciji
(w|h)w. Tada je U maksimalni 7|h—invarijantni potprostor od V' takav da je pripadna subrepre-
zentacija (m|h)y direktna suma njenih ireducibilnih subreprezentacija koje su sve ekvivalentne s
reprezentacijom (7|h)y . Primijetimo da je W C U, dakle, U # {0}. Dokazat ¢emo da je potpros-
tor U m—invarijantan. Buduéi da je reprezentacija m od g ireducibilna, slijedit ¢e da je U =V,
odnosno, tvrdnja (b) bit ¢e dokazana.

Neka je ¢ : V' — V/U kvocijentno preslikavanje. Dovoljno je dokazati da za svaki = € g i
svaki u € U vrijedi ¢(m(x)u) = 0. Buduéi da je potprostor U 7|h—invarijantan, preslikavanje ¢ je
preplitanje reprezentacije 7|h s kvocijentnom reprezentacijom (m|h)y,y. Fiksirajmo = € g i neka
je F': U — V/U linearno preslikavanje definirano sa F(u) = ¢(m(z)u), u € U. Neka je y € b i
u € U. Tada je

(@ 0) vy (W) F () = (7[b)vu(y)e(n(z)u) = e(r(y)m(z)u) = e(r(@)m(y)u) + ¢(x([y, 2])u).
Bududi da je [y, z] € b, vrijedi 7([y, z])u € U, dakle, o(7([y, z])u) = 0. Dakle,
(T0)vyw (W) F(u) = e(r(2)r(y)u) = F(x(y)u),  wel, yeb.

Dakle, F' je preplitanje reprezentacije (|h)y s reprezentacijom (7|h)y,y. Medutim, reprezentacije
(7|b)v i (7|h)v/o Liejeve algebre b su potpuno reducibilne i nijedna ireducibilna subreprezentacija
prve nije ekvivalentna nijednoj ireducibilnoj subreprezentaciji druge. To je moguce samo ako je
F =0, odnosno, F(U) = {0}. Prema tome

o(r(z)u) =0 Yu € U, = m(x)u e U Yu e U.

Bududi da je element x € g bio proizvoljan, slijedi da je potprostor U stvarno m—invarijantan.



Poglavlje 2

REALNE FORME LIEJEVIH
ALGEBRI

2.1 Realne forme i konjugacije

Neka je V' kompleksan vektorski prostor. Podsje¢amo da je realna forma prostora V' potpros-
tor Vj realnog vektorskog prostora Vi takav da je Vg = Vy + i V4. Tada je kompleksan prostor V'
prirodno izomorfan kompleksifikaciji (VO)(C realnog prostora Vj; izomorfizam V' — (VO)(C =C®r Vo
dan jesau+iv— 1Qru+1iQrv, u,v € V).

Ako je V kompleksan vektorski prostor, svako antilinearno involutivno preslikavanje o : V- — V
zove se konjugacija prostora V. Dakle, konjugacija je preslikavanje o sa svojstvima:

o(av + pw) = ac(v) + Bo(w), Yv,w €V, Va,B € C; olo(v))=v YveW
Za konjugaciju o prostora V definiramo V7 = {v € V; o(v) = v}.

Zadatak 2.1.1. Dokazite da je 0 — V7 bijekcija sa skupa svih konjugacija kompleksnog vektorskog
prostora V' na skup svih realnih formi od V.

Neka je sada W realan vektorski prostor. Kompleksna struktura na prostoru W je
J € GL(W) takav da vrijedi J> = —Iy. U tom slucaju definiramo mnoZenje vektora iz W
kompleksnim brojevima na sljede¢i nacin:

(a+if)w = aw + fJw, a,BeR, weW.

Lako se vidi da uz tako definirano mnozenje C x W — W postaje W kompleksan vektorski pros-
tor. Posebno, ako je V' kompleksan vektorski prostor, na realnom prostoru Vi je sa Jov = v,
v € V, zadana kompleksna struktura .Jy i kompleksan vektorski prostor koji se dobije pomocu te
kompleksne strukture je upravo V.

Za kompleksan vektorski prostor V' definiramo tzv. kompleksno konjugiran vektorski
prostor V; taj se prostor kao skup i kao aditivna grupa podudara sa V, ali mnozenje * s kom-
pleksnim skalarima je zadano drugacije: axv = av, a € C, v € V = V. Ako je i W kompleksan
vektorski prostor, onda je svaki linearan operator A : V' — W ujedno linearan operator sa V u W.
Nadalje, operator A : V — W je antilinearan ako i samo je on kao operator sa V u W linearan, i
ujedno ako i samo ako je on kao operator sa V u W linearan.

Promatrajmo sada odgovaraju¢e pojmove u kategoriji Liejevih algebri. Realna forma kom-

pleksne Liejeve algebre g je realna forma gy vektorskog prostora g takva da vrijedi [z,y] € go
Vx,y € go. Tada je, naravno, gy realna Liejeva algebra. Neka je o : g — g pripadna konjugacija
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vektorskog prostora g. Dakle, o : g — g je jedinstvena konjugacija vektorskog prostora g takva da
jego=g"° ={r €g; o(x) =z} Tada za z,y € go vrijedi o(z +iy) = x — iy. Prema tome, ako su
Z,w e giz=x+1y, w=u+1v, gdje su x,y,u,v € gy, tada imamo

o(lz,w]) = o[z + iy, u+w]) = o (([z, u] = [y, v]) +ilz, o] + [y, u])) =
= ([z, u] = [y, v]) —ifz, o] + [y, u]) = [v — iy, u —iv] = [0(2), o (w)].
(2

Dakle, konjugacija o ima svojstvo o([z, w]) = [0(2),0(w)] Vz,w € g. Obratno, pretpostavimo da
je o konjugacija vektorskog prostora g s takvim svojstvom. Za x,y € g7 tada vrijedi

o([z,y]) = [o(2),0(y)] = [z, 9],

odnosno, [z,y] € g7. Drugim rijecima, g je realna forma Liejeve algebre g. Kazemo da je
o :g — g konjugacija Liejeve algebre g ako je o konjugacija vektorskog prostora g takva
da je g° realna forma Liejeve algebre g. Upravo smo vidjeli da je to ispunjeno ako i samo ako
vrijedi o([z, w]) = [0(2),0(w)] Vz,w € g. Naravno, o — g7 je bijekcija sa skupa svih konjugacija
Liejeve algebre g na skup svih realnih formi Liejeve algebre g.

Primijetimo da neke vrlo jednostavne kompleksne Liejeve algebre ne postoji nijedna realna
forma:

Zadatak 2.1.2. Neka je g trodimenzionalan kompleksan vektorski prostor s bazom {z,y, z}.
(a) Dokazite da na g postoji struktura Liejeve algebre takva da je [z,y] = vy, [z, 2] =iz i [y, z] = 0.
(b) Dokazite da kompleksna Liejeva algebra g iz (a) nema nijednu realnu formu.

Neka su sada g i b dvije kompleksne Liejeve algebre i neka su gq i by njihove realne forme. Svaki
homomorfizam ¢ : go — ho realnih Liejevih algebri o¢ito se jedinstveno prosiruje do homomorfizma
® : g — b kompleksnih Liejevih algebri. Naravno, ®(z + iy) = ¢(z) + ip(y), =,y € go. Ako je
¢ izomorfizam, onda je i ® izomorfizam. Posebno, svaki ¢ € Aut(go) jedinstveno se prosiruje
do ® € Aut(g). Tada je ¢ — P injektivni homomorfizam grupa, koji mozemo upotrijebiti kao
identifikaciju grupe Aut(go) s podgrupom {® € Aut(g); P(go) = go} grupe Aut(g).

Propozicija 2.1.1. Neka su go @ g1 realne forme kompleksne Liejeve algebre g i neka su o i 7
pripadne konjugacije. Tada je gy =~ g1 ako i samo ako postoji ® € Aut(g) takav da je 7 = Pod~!.

Dokaz: Pretpostavimo da su realne Liejeve algebre gy i g1 izomorfne i neka je ¢ : go — g1
izomorfizam. Prema prethodnom razmatranju ¢ se produljuje do izomorfizma ® : g — g, tj. do
® € Aut(g). Promatrajmo sada antilinearna prealikavanja ®o,7® : g — g. Za = € go je o(x) = x

i7(p(x)) = p(x). Dakle,
(Po)(2) = D(o(z)) = P(z) =p(x) 1  (7®)(z) = 7(2(x)) = 7(p(x)) = p(x).
To pokazuje da je (o )|go = (7®)|go, a kako je g = spanc go, slijedi da je Do = 7@, tj. 7= Pod .
Pretpostavimo sada da za neki ® € Aut(g) vrijedi 7 = ®o®~!. Definiramo sada preslikavanje

¢ : g0 — @ kao restrikciju preslikavanja ®. Tada je preslikavanje ¢ linearno nad R i vrijedi
o([z,y]) = [e(x), p(y)] za x,y € go. Nadalje, kako je 7® = Po, za svaki x € gy imamo

T(p(2) = 7(®(2)) = (7®)(2) = (Po)(x) = P(o(z)) = P(z) = @(x).
To znaci da je ©(go) C g7 = g1. Ako definiramo ¢ : g; — g kao restrikciju od ®~!, analogno se
vidi da je ¥(g1) C go. Nadalje, ptp = 14, 1 9y = 14,. To pokazuje da je ¢ izomorfizam realnih
Liejevih algebri sa go na g;.

Neka je sada g realna Liejeva algebra i neka je J kompleksna struktura na realnom vektorskom
prostoru go, tj. J € GL(go) 1 J* = —I,;,. Tada znamo da go postaje kompleksan vektorski prostor
uz mnozenje kompleksnim brojevima zadanim sa (o + if)x = az + fJzx, o, f € R, = € go.
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Zadatak 2.1.3. Uz uvedene oznake dokaZite da su sljedeca svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) go je kompleksna Liejeva algebra uz definirano mnoZenje skalarima C X gy — go.
(b) Vrigedi J[x,y] = [Jx,y] Yo,y € go.
(¢) Vrigedi J[x,y] = [z, Jy] Va,y € go.

Ako je g kompleksna Liejeva algebra, kompleksno konjugiran prostor g je uz jednako definiran
komutator takoder kompleksna Liejeva algebra. U odnosu na g je zovemo kompleksno konju-
girana Liejeva algebra. Identiteta I; : g — @ je antilinearan izomorfizam Liejevih algebri.
Preslikavanje ¢ : g — @ je izomorfizam Liejevih algebri ako i samo ako je ¢ antilinearni automor-
fizam Liejeve algebre g. Posebno, ako kompleksna Liejeva algebra g ima realnu formu gy, onda je
pripadna konjugacija x 41y +— x — iy antilinearni automorfizam od g, dakle, u tom slucaju vrijedi

g~
Propozicija 2.1.2. Za kompleksnu Liejevu algebru g vrijedi (gR)(C ~gxg.

Dokaz: Stavimo & = g x g. Tada je & kompleksna Liejeva algebra. Definiramo preslikavanje
¥ :® — 6 saX(r,y) = (y,x). Preslikavanje 3 je ocito aditivno. Nadalje, za o € C'i (z,y) € &
je a(z,y) = (az,ay), dakle,

Y(a(z,y)) = B(az, ay) = (ay, ax) = a(y, z) = a¥(z,y).

Prema tome, preslikavanje ¥ je antilinearno. O¢ito je 2 = Ig, dakle, ¥ je konjugacija na
kompleksnoj Liejevoj algebri &. Pripadna realna forma je

&% = {(z,2); = € g}.

Preslikavanje z — (z, z) je izomorfizam realnih Liejevih algebri sa gg na &*. C—linearno prosirenje
je izomorfizam kompleksnih Liejevih algebri sa (gg)© na &.

Katkada je koristan sljede¢i pojam: kvaternionska struktura na kompleksnom vektorskom
prostoru V je antilinearna bijekcija J : V' — V takva da je J? = —1Iy.. Dakle, J je kompleksna
struktura na realnom vektorskom prostoru Vg koja antikomutira s kompleksnom strukturom .Jy
koja Vg ¢ini kompleksnim prostorom V, tj. zadanom sa Jyv = v, v € Vg = V. Promatrajmo sada
tijelo kvaterniona H = spang {1, 1, j, k} kao desni vektorski prostor nad C s bazom {1, j}. Dakle,
kvaternion je element oblika ¢ = z + jw, z,w € C, uz relacije j> = —1i jw = wj za w € C. Ako
je J kvaternionska struktura na kompleksnom vektorskom prostoru V, onda u V' mozemo uvesti
strukturu desnog vektorskog prostora nad tijelom H na sljede¢i nacin:

v(z+ jw) = zv + wJv, veV, zweC.

Naravno, svaki desni kvaternionski vektorski prostor V' je ujedno kompleksan vektorski prostor i
sa Ju = ju, v € V, je na kompleksnom vektorskom prostoru V' zadana kvaternionska struktura .J.
Operator A : V — V je H—linearan ako i samo ako je C—linearan i vrijedi AJ = JA.

Propozicija 2.1.3. Neka je g kompleksna Liejeva algebra i'g njoj kompleksno konjugirana Liejeva
algebra.

(a) Killingove forme Liejevih algebri g i g su kompleksno konjugirane:

Bg(z,y) = By(z,y)  Vz,y €g.
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(b) Ako je o antilinearni automorfizam Liejeve algebre g (tj. o je izomorfizam g na g) onda je
Bg(d(l'),o‘(y)) = Bg($7y) \V/IL',y € g.

Dokaz: (a) Ako je {ey,...,e,} baza od g, to je ujedno baza od g. Linearan operator A: g — g
je ujedno linearan operator sa g u g, a matrice tih dvaju linearnih operatora u istoj bazi su
medusobno kompleksno konjugirane. To posebno vrijedi za linearan operator (ad z)(ady), z,y € g,
pa tvrdnja slijedi.

(b) Bududéi da je 0 : g — g izomorfizam Liejevih algebri, pomo¢u (a) za z,y € g nalazimo

By(x,y) = Bglo(x),0(y)) = By(o(x),0(y)) = Bylo(x),0(y)) = By(z,y).

Promatrajmo sada kompleksnu Liejevu algebru g koja ima bar jednu realnu formu i fiksirajmo
jednu konjugaciju 7 od g. Ako je i o konjugacija od g, onda je produkt o7 C—linearan operator
na g, dakle, o7 € Aut(g). Na taj nacin dolazimo do injekcije o — o7 sa skupa svih konjugacija
Liejeve algebre g u grupu automorfizama Aut(g) od g. Odredimo sliku te bijekcije.

Ako je ¥ = o1, onda je 79T = T07?> = 70 = (07)"! = 971, Obratno, pretpostavimo da je
¥ € Aut(g) takav da je 797 = 91 Stavimo o = 9¥7. Tada je o antilinearna bijekcija sa g na g i za
z,y € g vrijedi o([z,y]) = [o(x), o(y)]. Nadalje, 0* = 9797 = 99~ = [,. Dakle, o je konjugacija
Liejeve algebre g i vrijedi ¥ = 972 = J77 = oT.

Time smo dokazali da je o — o7 bijekcija sa skupa svih konjugacija Liejeve algebre g na skup
{9 € Aut(g); 791 =971},

Za konjugaciju o stavimo ¥ = o7. Tada je 9~ = 70, dakle, automorfizam ¥ involutivan ako i
samo ako je o = 70. To je ispunjeno ako i samo ako je 7(g%) = g°. U tom slucaju i Jo = o1,
pa vrijedi i ¥ (g7) = g°. No ocito vrijedi i obrat: ako je 9 (g?) = g7, onda je 7(g%) = 7(0 (g7)) =
=9(g7) =g

Neka je sada o konjugacija od g i neka je ¢ € Aut(g). Tada je i pop~! konjugacija od g.
Stavimo ¥ = o7 i ¥ = pop 7. Tada je 0 = 97, pa imamo

¥ = pop it = i T = pd(TeT) 7t

Time smo dokazali:

Propozicija 2.1.4. Neka je 7 konjugacija kompleksne Liejeve algebre g. Za konjugaciju o od g
stavimo ©(o) = oT.

(a) © je bijekcija sa skupa svih konjugacija Liejeve algebre g na skup {9 € Aut(g); 797 =9~}
(b) Za konjugaciju o od g izad = O(c) = or sljedeca su cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:
(1) =1,
(2)
(3) 7 (g “)
(4) J(g7) =
Neka je o konjugacija Liejeve algebre g i ¢ € Aut(g). Tada je
O (pop™") = ¢O(a)(1e7) 7.

Q

T =

()

Ako je go realna forma kompleksne Liejeve algebre g tada je ocito Killingova forma od g
jednaka restrikciji Killingove forme od g : By, = By|go % go. Posebno, kao §to smo veé istaknuli,
Liejeva algebra gg je poluprosta ako i samo ako je g poluprosta. Razmotrimo sada proste Liejeve
algebre.



2.1. REALNE FORME I KONJUGACIJE 75

Teorem 2.1.5. (a) Neka je g kompleksna prosta Liejeva algebra. Tada je realna Liejeva algebra
gr prosta i svaka realna forma od g je realna prosta Liejeva algebra.

(b) Neka je go realna prosta Liejeva algebra. Tada je go ~ gr za neku kompleksnu prostu Liejevu
algebru ili je go izomorfna realnoj formi neke kompleksne proste Liejeve algebre.

Dokaz: (a) Neka je gy realna forma kompleksne proste Liejeve algebre g. Pretpostavimo da
je ¢ # {0} ideal u go. Tada je ¢ + ic ideal u g razlicit od {0}, a kako je g prosta, dobivamo da
je nuzno ¢ + ic = g. Odatle slijedi da je ¢ = gg. Dakle, realna forma kompleksne proste Liejeve
algebre je prosta.

Neka je sada ¢ # {0} ideal u realnoj Liejevoj algebri gr. Tada je i ic ideal u gg, pa sui ¢+ ic i
c¢Nic ideali u gg. Medutim, ¢+ic i cNic su potprostori kompleksnog prostora g, dakle, to su ideali
u Liejevoj algebri g. Stoga je ¢ 4+ ic = g. Promatrajmo sada ideal ¢ N ic. Pretpostavimo najprije
da je cNic = {0}. Tada je i [c,ic] = {0}, dakle, [c,c] = {0}. Prema tome, ideal ¢ je komutativan.
Odatle slijedi da je Liejeva algebra g = ¢ 4 ¢ komutativna, suprotno pretpostavci da je g prosta.
Ova kontradikcija pokazuje da nije moguée da bude ¢ Nic = {0}. Prema tome, vrijedi ¢ Nic = g.
Odatle je ¢ = g = gr. Tako smo dokazali da je realna Liejeva algebra gg prosta.

(b) Neka je sada go realna prosta Liejeva algebra i h = (go)° = go +igo njena kompleksifikacija.
Ako je kompleksna Liejeva algebra § prosta, onda je gy realna forma kompleksne proste Liejeve
algebre. Pretpostavimo sada da kompleksna Liejeva algebra f nije prosta. Neka je ¢ ideal u
kompleksnoj Liejevoj algebri b razlicit od {0} i od h. Oznac¢imo sa z — Z konjugaciju od b
pridruzenu realnoj formi gy : x +iy = x — iy, x,y € go. Tada je cideal u h, pasuia=c+7ci
b = cN¢ideali u h. Buduéi da vrijedi a =@ i b = b, imamo

a=spanc(aNgy) = (aNgo) +i(ango) i b= spanc(bNgy) = (bNgo) +i(bNgo).

Bududi da je po pretpostavci realna Liejeva algebra gg prosta, slijedi da je anNgy = go i bNgo = {0}.
Odatle slijedi da je gg C a, dakle, h = a i b = {0}. Prema tome, h = ¢ + ¢. Definiramo sada
preslikavanje A : h — b sa

Az +7) =iz — iy = iz + 1y, x,y € c.

Za z,y € ¢ tada imamo iz, iy € ¢ pa je

A(z +7) = Aliz + iy) = i(iz) — i(iy) = —x — 7.

Dakle, vrijedi A% = —1Ij.
Dokazat ¢emo sada da je A(go) C go. Doista, neka je z € go. To znaci da je z € hi z = Z.
Pisemo li z u obliku z = z + ¥, gdje su z,y € ¢, imamo

T+Y=2=2Z=T+Y,

pa slijedi
r—y=T—y=x—y € cnc={0},
dakle, x = y. Prema tome svaki z € gg ima oblik z = x + 7 za jedinstven x € ¢. No tada je
A(z) =iz + iz € go.
Neka je sada preslikavanje J : go — go definirano kao restrikcija Algy. Dakle,

J(x +T) = iz + ix = ix — i, T €.

Tada je J? = —I,,, dakle, J je kompleksna struktura na realnom vektorskom prostoru go. Dokazimo
da je J kompleksna struktura na realnoj Liejevoj algebri gq. Doista, ako su z,w € gy i ako su
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x,y € ¢ jedinstveni takvi daje z = x+ T iw =y + 7, tada je [x,7] € [¢,¢] C cNt = {0}, dakle,
[z,7] = 0. Analogno je i [,y] = {0}. Prema tome,

[z, w] =[x+ Ty + 7] = o, y] + [7.9] = [z, 9] + [2,9].

Stoga je

Jz,w] = ilx,y] +ilz,y] = [iz,y] + [iz, y] = [iz,y] + [iz, 7] = [iz +izv,y + 7] = [Jz,w)].

Prema zadatku 2.1.3. J je kompleksna struktura na realnoj Liejevoj algebri go. Oznacimo li pri-
padnu kompleksnu Liejevu algebru sa g, imamo gy = gg.

Realna poluprosta Liejeva algebra gg zove se rascjepiva (ili split) ako za neku njenu Cartanovu
podalgebru by vrijedi

go=bo+ Y+ (80, (80), = {7 € go; [k 2] = a(h)z Vh € bo}.
a€(ho)"\{0}

Naravno, tada je
R (go,ho) = {a € (ho)"; @ #0, (go), # {0}}

sistem korijena u realnom prostoru (ho)*. Ako je g kompleksifikacija od go, onda je kompleksi-
fikacija b od by Cartanova podalgebra od g i za sistem korijena R = R(g, b) vrijedi

R (g0, bo) = {a|bo; o € R} i b(R)={hebh; ah)€RVae R} =h.
Primjer rascjepive realne proste Liejeve algebre je sl(n, R).
Teorem 2.1.6. Svaka kompleksna poluprosta Liejeva algebra ima rascjepivu realnu formu.

Dokaz: Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i h njena Cartanova podalgebra.
Tada je b, ili preciznije b, ujedno Cartanova podalgebra kompleksno konjugirane algebre g. Neka
je R = R(g,}) sistem korijena od g u odnosuna hi R = R (ﬁ, 6) sistem korijena od g u odnosu
na bh. Imamo korijenske rastave

g=b+> +g. i F=b+) +5s

a€R BER

Pri tome je
go={z€g [hz]=ah)zrVhebh} za a€R

gs=1{rcg; [h,z] =B(h)x Vh € b} za f3 € R;
u posljednjem izrazu imamo znak kompleksnog konjugiranja u skladu s definicijom mnozenja
skalarima na Liejevoj algebri g, odnosno, na h. Odatle se vidi da je R = {@; a € R} iza a € R je
Oz = 8o Pri tome je @ : h — C funkcional definiran sa @(h) = «(h); naravno, to je antilinearan
funkcional na b, dakle, linearan funkcional na h. Dakle, sistem korijena R odreduje istu realnu
formu h(R) od h = b kao i sistem korijena R :

h(R)={h e bh; a(h) eRVa e R} ={heh; B(h) e RVS € R}.

Nadalje, vrijedi a|h(R) = @|h(R) Ya € R. Identificiramo li korijene iz R i iz R s njihovim restrik-

cijama na h(R), dobivamo R = Ria = o Va € R. Prema tvrdnji (a) propozicije 2.1.3. Killingove
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forme By i By induciraju isti skalarni produkt na realnom prostoru h(R), dakle i na h*(R) = h(R)*.

Neka je sada B = {ay,...,a} baza sistema korijena R = R i izaberimo e; € g, Ga;>
fi €9 = gfaia hz € [gaﬂg*ai] = [ﬁaiaﬁ—ai] tako da bude [eiafi] = hl 1 al(hl) = al(hJ =2 za
t=1,...,¢. Prema teoremu 1.3.28. postoji jedinstven izomorfizam o : g — g takav da je

O'(hz) :hu a(ei):ei, O'(fl):f“ Zzl,,g

Tada je o? automorfizam od g koji ostavlja fiksnim generatore h;,e;, f; Liejeve algebre g, pa
slijedi da je o = I,. Prema tome, o je konjugacija Liejeve algebre g. Tada su e, f;, h; sadrzani u
pripadnoj realnoj formi g?. Nadalje, za svaki a € R je (ga)g = 8o N 97 +7(ga N g7), pa imamo

o7 =bR)+> + ("), edicje (), =08.Ng" ={z € [ha] =alh) Vh € h(R)}.

aER

Primjer 1. gl(n,R) je realna forma kompleksne Liejeve algebre gl(n, C). Pripadna konjugacija
je

o A= laglin = A= (ol

Restrikcija o|sl(n, C) je konjugacija od sl(n, C) i pripadna realna forma je sl(n,R).

Primjer 2. Neka su p,q € Z, takvi da je p 4+ ¢ = n i neka je H,, hermitska nedegenerirana
forma na M, ;(C) zadana sa

Hy, (z,w) = 2101 + - - + 2,Wp — 2p1Wpy1 — * ** — 2 W, z,w € M,(C).
Tada je
u(p,q) ={A € gl(n,C); H,,(Az,w)+ H,,(2,Aw) =0 Vz,w € M, ,(C)}

realna Liejeva algebra. Vrijedi

. I, 0O
u(p,q) ={A € gl(n,C); Al ,+1,,A" =0}, Ipg = [ 6) -1 ] ’
q

gdje A* oznacava adjungiranu matricu od A, tj. kompleksno konjugiranu od transponirane. Na-
ravno, u(0,n) = u(n,0) = u(n) je Liejeva algebra svih kvadratnih antihermitskih matrica n—tog
reda. Realna Liejeva algebra u(p, ¢) je realna forma kompleksne Liejeve algebre gl(n, C) i pripadna
konjugacija o je

o(A)=—-1,,A"1,,, A € gl(n,C).

Nadalje, restrikcija o|sl(n, C) je konjugacija kompleksne Liejeve algebre sl(n, C) i pripadna realna
forma je su(p, q) = u(p, ¢) Nsl(n, C).

Primjer 3. Pretpostavimo sada da je n = 2m paran prirodan broj. Preslikavanje

21
¢ 21+ Jws :
Zm
Mp H)>g=1| | = : = | € Maal©)
G Zm + JWm :
L Wm -
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je izomorfizam desnih vektorskih prostora nad C. Pomoc¢u tog izomorfizma identificirat ¢emo
M,,1(H) sa M, 1(C). To je ujedno desni vektorski prostor nad tijelom kvaterniona H i pri-
padna kvaternionska struktura J na kompleksnom vektorskom prostoru M, ;(C) je dana desnim
mnozenjem q — ¢j na My, ;(H). Tada je

21 —wy
J Zm _ _mm
w1 Z1
L Wm | L Zm

ili

J(v) = S,v, ve M, (C), gdje je S, = [ 0 —Im } )

I, 0

Skup kvaternionskih m x m matrica glim,H) je realna Liejeva algebra i ona se moze identifi-
cirati sa realnom Liejevom podalgebrom {A € gl(n,C); AJ = JA} od gl(n,C). Definiramo li
o:gl(n,C) — gl(n,C) sa

o(A)=JXJ ' =—-S,AS,, A € gl(n,C),

lako se vidi da je ¢ konjugacija kompleksne Liejeve algebre gl(n,C) i pripadna realna forma je
upravo gl(m, H) :

al(m, H) = gi(n,C)" = { [ 2 < } . B,C € gi(m, C)} |

Restrikcija o|sl(n, C) je konjugacija proste Liejeve algebre sl(n, C) i pripadna realna forma je

sl(m, H) = sl(n,C)" H 2 %}; B.C € gi(m,C), ReTrB:O}.
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2.2 Kompaktne Liejeve algebre

Kompaktna Liejeva algebra je realna Liejeva algebra g na kojoj postoji skalarni produkt
(-]-) u odnosu na koji su svi operatori ady x, € g, antihermitski:

((adz)y|z) + (yl(adx)z) =0 Vr,y,z €g.
Teorem 2.2.1. Neka je g realna Liejeva algebra.

(a) Liejeva algebra g je kompaktna ako i samo ako je g reduktivna i njena Killingova forma By
je negativno semidefinitna.

(b) Ako je g poluprosta, ona je kompaktna ako i samo ako je Aut(g) kompaktna podgrupa od
GL(g)-

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je Liejeva algebra g kompaktna i neka je (- |-) skalarni produkt
na g u odnosu na koji su svi operatori ad x, x € g, antihermitski. Neka je f ad—invarijantan pot-
prostor od g. Tada je i njegov ortogonalni komplement h* u unitarnom potprostoru ad—invarijantan.
To pokazuje da je reprezentacija ad potpuno reducibilna, odnosno, Liejeva algebra g je reduktivna.

Neka je z € g. Operator ad z je antihermitski pa je njegov kvadrat (ad z)? hermitski. Nadalje,
taj je operator na unitarnom prostoru g negativno semidefinitan. Naime, za y € g imamo

((ad2)?yly) = — ((ad 2)y|(ad x)y) < 0.

To znaci da postoji ortonormirana baza {es, ..., e,} sastavljena od svojstvenih vektora operatora
(ad z)?* sa svojstvenim vrijednostima ay, ..., a, € (—o00,0]. Stoga je

By(z,2) =Tr(adx)* = a1+ -+ + a,, < 0.

Obratno, pretpostavimo da je Liejeva algebra g reduktivna i da je njena Killingova forma B,
negativno semidefinitna. Tada je g = Z(g) + [g, g] 1 Liejeva algebra [g, g] je poluprosta. Nadalje,
Biq g je restrikcija od By na [g, g] X [g, g, pa je i Big g negativno semidefinitna. Medutim, kako je
lg, g] poluprosta, njena je Killingova forma nedegenerirana. Prema tome, simetricna forma Bg g
je negativno definitna. Tada je sa (z|y) = —By(z,y), 2,y € [g, g], zadan skalarni produkt na [g, g].
Operatori (ad x)|[g, g], © € g, su svi antihermitski, jer je Killingova forma invarijantna:

((adw)ylz) = =By([z, 4], 2) = By(ly, 7], 2) = By(y, [, 2]) = = (yl(ad 2)2).

Sada mozemo prosiriti skalarni produkt sa [g,g] na g = Z(g) + [g, g] tako da bude Z(g) L [g, g].
Bududi da su za svaki x € g potprostori Z(g) i [g, g] invarijantni s obzirom na operator adz i
(adx)|Z(g) = 0, slijedi da je operator ad x antihermistki Vz € g.

(b) Pretpostavimo da je g kompaktna poluprosta Liejeva algebra. Tada je prema (a) njena
Killingova forma By negativno definitna, pa je sa

(.’L’|y) = _Bg(x7y>7 z,y € g,

zadan skalarni produkt na g. Taj je skalarni produkt invarijantan u odnosu na sve automorfizme
od g. To znadi da su svi automorfizmi od g ortogonalni operatori na g. Prema tome, zatvorena
podgrupa Aut(g) od GL(g) sadrzana je u ortogonalnoj grupi O(g). Kako je ortogonalna grupa
O(g) kompaktna i njena zatvorena podgrupa Aut(g) je kompaktna grupa.

Pretpostavimo sada da je grupa Aut(g) kompaktna. Tada na g postoji Aut(g)—invarijantan
skalarni produkt (-|-). Ta ¢injenica slijedi koristenjem Haarove mjere p na kompaktnoj grupi
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Aut(g). Naime, ako je (-|-) bilo koji skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru g onda je
sa

(aly) = / (Ac|Ag)du(A),  ayeg,
Aut(g)

zadan skalarni produkt na g koji je Aut(g)—invarijantan: za B € Aut(g) i za z,y € g zbog
invarijantnosti mjere p imamo

(BalBy) = [

Aut(g)

(ABz| ABy)dyu(A) = / (| Ay)dpu(A) = (2]y).

Aut(g)
Za x € g je %% € Aut(g) za svaki t € R. Stoga za y, z € g vrijedi

(etada:y|etadxz) — (y|2) vVt € R.

d
Buduéi da je —e'” = (ad z)e' 7, slijedi

dt

d
0= E (etada:y|etadzz) — ((adl,)etadzmetadxz) + (etadzy|(adl,)etadxz) Vvt € R.
Uvrstimo i t = 0 dobivamo ((ad x)y|z) + (y|(ad x)z) = 0 Vz,y, z € g, odnosno, svi operatori ad z,

x € g, su antihermitski. Dakle, Liejeva algebra g je kompaktna.

Ako je o bilo koja konjugacija Liejeve algebre g, definiramo preslikavanje H, : g x g — C
ovako:
Ho(x7y> = —Bg(.’L',O'(y)), T,y €g. (21)

To je seskvilinearna forma na g x g.

Propozicija 2.2.2. Neka je g kompleksna Liejeva algebra, o konjugacija od g © H, seskuvilinearna
forma na g x g definirana formulom (2.1).

(a) H, je hermitska forma na g X g i H,|g” X g7 = —B,|g” X g = —Bys.
(b
(

C

)
) Ako je w € Aut(g) takav da je wo = ow, onda je H,(w(z),w(y)) = H,(x,y) Yo,y € g.
) Vrigedi Hy([z,u],v) + Hy(u, [z,v]) Yz € g7 i Vu,v € g.

)

(d) Ako je Liejeva algebra g poluprosta, realna forma g° je kompaktna ako i samo ako je her-
mitska forma H, pozitivno definitna: Hy(x,z) > 0 Vz € g\ {0}.

Zadatak 2.2.1. Dokazite propoziciju 2.2.2.
Uputa: Tvrdnju (d) dokazite pomoc¢u tvrdnje (a) i pomoc¢u tvrdnje (a) teorema 2.2.1.
Teorem 2.2.3. Svaka kompleksna poluprosta Liejeva algebra ima kompaktnu realnu formu.

Dokaz: Upotrijebimo oznake iz konstrukcije rascjepive realne forme g” u dokazu teorema
2.1.6. Neka je C' Weylova komora u h(R)* pridruzena izabranoj bazi {a,...,a,} sistema ko-
rijena R. Tada je i —C' Weylova komora i pridruzena baza od R je {—ay,...,—ay}. Ocito je
a — —a automorfizam sistema korijena R i taj automorfizam prevodi bazu {a,...,a,} u bazu
{—ai,...,—ay}. Izaberimo kanonske generatore k;, z;,y; od g u odnosu na bazu {—ay,..., —ay}
ovako:

kfi = _hi> €T; = —fi, Y, = —€;, 1= ]_, L
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Prema teoremu 1.3.28. postoji jedinstven w € Aut(g) takav da je
whi) =k, wle)=z, w(fi)=y,  i=1...1
odnosno, takav da je
w(hi) =—hi,  wle)=—fi, w(fi)=-e, i=1,...,L

Ocito je w? = I,. Taj se automorfizam zove Weylova involucija pridruzena bazi {c;, ..., a} 1
sistemu generatora {h;, e;, fi; i=1,...,(}.

Ako je o konjugacija iz konstrukcije na koncu prethodnog odjeljka, vrijedi wo = ow bududci
da su obje strane konjugacije od g koje se podudaraju na generatorima h;, ¢;, f;. Tu konjugaciju
oznacimo sa 7. Dokazat ¢emo sada da je pripadna realna forma g” kompaktna. Prije svega, uoc¢imo
dajer(h;) =—h;zai=1,...,¢. Bududidaje {hy, ..., hy} baza realnog vektorskog prostora h(R),
slijedi da je

TIb(R) = —Iym)- (2.2)
Nadalje, neka je a € R = R(g,h) i € g,. Primijenimo 7 na obje strane jednakosti
[h,z] = a(h)z, h € h(R).
Bududi da je a(h) € Ri7(h) = —h za h € h(R), slijedi
[r(h),7(x)] = a(h)r(z) = [h7(@)]=—alh)r(z)  VhehR).

To pokazuje da vrijedi
T (8a) = 9-a Va € R. (2.3)

Promatrajmo sada Weylovu grupu W(R) i njeno djelovanje na h(R) dobiveno pomocu identi-
fikacije W (R) sa W(R) gdje je R dualni sistem korijena u h(R) :

R={hs; a € R}  gdieje ha € [ga,0-a] i a(ha)=2.

Neka je w € W(R). Tada se w moze napisati kao produkt refleksija o; za neke korijene «; iz
izabrane baze od R. Prema zadatku 1.3.8. vrijedi o; = ¢;|h(R), gdje je ; € Int(g) zadan sa

()DZ — e%a’d (eiifi).

Ocito je tada ¢;(h) = h. Nadalje, buduéi da je 7 € Aut(gr), iz gornje definicije ¢; kao reda
potencija operatora ad (e; — f;) s realnim koeficijentima slijedi

Medutim, 7(ad (e; — f;))7! = ad (7(e; — f;)) = ad (e; — f;). Prema tome,

Tt = e2 @) = o, == TYi = YiT.

Ako je w = oy, - - - 0;,, stavimo ¢ = @;, - - - ;.. Tada je ¢ € Int(g) i vrijedi
p)=b  wr=7p,  ¢bR)=w. (24)

Da dokazemo da je realna forma g” kompaktna, prema tvrdnji (d) propozicije 2.2.2. treba
dokazati da je hermitska forma H, na gx g pozitivno definitna. Iz formule (2.3) iiz By (9, go) = {0}
Va € R nalazimo

H, (baga) = _Bg (baT (ga)) =—-B (bag—a) = {0} Va € R.
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Nadalje, vrijedi By (ga,8p) = {0} ako su o, 3 € Ri o # —f. Prema tome, za o, € R, a # [3,

H; (8, 88) = —Bg (80, 7 (85)) = — By (80, 8-5) = {0}

Dakle, svi potprostori u korijenskom rastavu Liejeve algebre g su medusobno ortogonalni u odnosu
na hermitsku formu H,. Prema tome, treba jos samo dokazati da su restrikcije H-|hxh i H;|go X ga
za o € R pozitivno definitne.

Za h € h(R) \ {0} imamo prema (2.2)

H.(h,h) = —By(h, 7(h)) = By(h,h) > 0

bududi da je Bylh(R) x h(R) skalarni produkt na realnom prostoru h(R). Dakle, restrikcija her-
mitske forme H, na h(R) x h(R) je pozitivno definitna. No odatle slijedi da je i restrikcija H,|h x b
pozitivno definitna.

Zaie {1,...,(} imamo

H: (ei,e;) = =By (ei, 7 (€:)) = By (€5, fi) = 1

prema tvrdnji (k) teorema 1.3.3. Kako je dim g,, = 1, zaklju¢ujemo da je restrikcija H:|ga, X ga,
pozitivno definitna.

Proizvoljan @ € R sadrzan je u nekoj bazi sistema korijena R. Budu¢i da po teoremu 1.3.14.
Weylova grupa djeluje tranzitivno na skupu svih baza od R, postoji w € W(R) takav da je
(w™) o = oy zamneki i € {1,...,¢}. Neka je ¢ € Int(g) takav da vrijedi (2.4). Za h € h(R) i
T € g, Imamo

by o)) = ol (), ) = (! (), 2]) = pla(w (1)2) = ()" @) p(2) = ax()e(z).

To pokazuje da je ©(ga) = @a,- Ali prema tvrdnji (c¢) propozicije 2.2.2. automorfizam ¢ ostavlja
invarijantnom formu H.,. Slijedi da je i restrikcija H.|go X go pozitivno definitna.
Time je teorem 2.2.3. u potpunosti dokazan.

Podsjetimo se sada nekih ¢injenica o operatorima na konac¢nodimenzionalnim unitarnim pros-
torima. Neka je u daljnjem V' konacnodimenzionalan realan ili kompleksan unitaran prostor sa
skalarnim produktom (- |-). Za A € gl(V) sa A* ozna¢avamo njemu adjungiran operator:

(Azly) = (z[Ay),  Va,yeV.
Neka H (V') oznacava skup svih hermitskih operatora na V' :
H(V) ={A e gl(V); (Azly) = (¢]Ay) Yo,y e Vi ={Aegl(V); A= A"}

H(V) je realan vektorski prostor; ako je prostor V' kompleksan, H(V') je realna forma prostora
gl(V). Svaki A € H(V) ima realan spektar Sp(A) i ako za A € Sp(A) sa Vi (A) oznacimo pripadni
svojstveni potprostor, onda je prostor V' ortogonalna suma potprostora Vy(A) :

V= WM.

AESP(A)
Sa P(V) oznacavamo skup svih pozitivno definitnih operatora na V' :
P(V)={Aec H(V); (Az|r) >0 Ve € V\ {0} } ={A € H(V); Sp(A) CR, = (0,+00)}.

Ocito je P(V') otvoren podskup realnog vektorskog prostora H(V'). Nadalje, svi operatori u P(V)
su regularni, P(V) C GL(V).
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Ako je A € H(V), onda je
Sp (e?) = {e*; X € Sp(4)} — et e P(V).

Dakle, A — e” je preslikavanje sa H(V) u P(V). Primijetimo da je to preslikavanje bijektivno.
Doista, mozemo definirati njemu inverzno preslikavanje log ovako: ako je B € P(V) definiramo
A = log B kao linearan operator u odnosu na koji su svi svojstveni potprostori operatora B
invarijantni i A[V)(B) = (log A\)Iy, () YA € Sp(B). Pri tome je, naravno, za A > 0log A jedinstven
realan broj takav da je e * = \. Napokon, o¢ito su oba preslikavanja A — e? i B — log B
neprekidna, dakle, to su homeomorfizmi sa H (V') na P(V'), odnosno, sa P(V) na H(V).

Za B € P(V) it € R definiramo B’ = e''°¢ 5. Tada je

B'eP(V) WVteR, B"=B'B° VtseR, B"=I,.

Ako su B,C € P(V)izaneki D € GL(V) vrijedi C = DBD™!, onda je log C = D(log B)D~!
i ' = DB'D!' vt € R. U slucaju da je prostor V kompleksan, iste relacije vrijede i za svaku
antilinearnu bijekciju D sa V' na V| tj. za svaki izomorfizam D : V — V.

Lema 2.2.4. Neka je g realna ili kompleksna Liejeva algebra na kojoj je zadan skalarni produkt
i neka je ¥ € Aut(g) N P(g). Tada je ¥' € Aut(g) Vt € R. Skup Aut(g) N P(g) sadrian je u
komponenti povezanosti jedinice Aut(g)o grupe Aut(g).

Dokaz: Neka je gy = g\(9) za A € Sp(¥9). Tada imamo rastav u ortogonalnu sumu

@9)\

AESP(V
Zaw € gyiy € g, imamo
Va,y] = [z, 0y] = Az, pyl = Mulz,y] = [2,9] € g
Prema tome, za t € R je
Vo, yl = ), y] = [N, ply] = [0z, 9"y).

To znadi da je ¥ € Aut(g) Vt € R. Primijetimo sada da je t — ', ¢ € [0, 1], neprekidna funkcija i
da je ¥° = I, i ¥* = ¥. Dakle, 9 se nalazi u istoj komponenti povezanosti grupe Aut(g) u kojoj je
i jedinica .

Neka je u daljnjem g kompleksna poluprosta Liejeva algebra. Fiksirajmo jednu kompak-
tnu realnu formu od g i neka je 7 pripadna konjugacija. Proucit ¢emo sada poblize preslika-
vanje © : o — o7 iz propozicije 2.1.4. sa skupa svih konjugacija Liejeve algebre g na skup
{V € Aut(g); 797 = 9~'}. Prema tvrdnji (d) propozicije 2.2.2. znamo da je g unitaran prostor sa
skalarnim produktom (z|y) = H,(z,y) = —By(x, 7Yy).

Lema 2.2.5. (a) Za svaku konjugaciju o je 9 = O(c) = ot € H(g) i 9> € P(g).
(b) Za svaku involuciju 9 € Aut(g) je v = (V1) € P(g) N Aut(g).
Dokaz: (a) Za x,y € g imamo
(Vzly) = =By, 7y) = —By(w,97'7y) = —By(z, 7o7y) = (2[dy) = I € H(g).

Slijedi 92 € P(g).
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(b) Za x,y € g imamo
(a,y) = —By(Yz, 7y) = —By(x,9" ' 7y) = —By(x, 7iriiry) = —By(x, moy) = (),
dakle, v € H(g). Nadalje, za z € g\ {0} je
(Yz|x) = —By(Yx, 7x) = —By(VrV72, 70) = —By(mV72, I7T1) =
= —By(V7z, T12) = (Y12|dT2) > 0.

Propozicija 2.2.6. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra. Ako dvije kompaktne ko-
njugacije od g komutiraju one se podudaraju.

Dokaz: Neka su 7 i o dvije konjugacije od g koje su kompaktne i koje komutiraju. Tada je
automorfizam ¢ = o7 involucija. Prema tvrdnji (b) propozicije 2.1.4. vrijedi ¥(g”) = g“. Slijedi

g’ =97 ®g7, gdjesu g% ={z € g’ Jr = +x}.

Pretpostavimo da je x € g7 i © # 0. Tada znamo da je H.(z,z) > 01 Hy(z,z) > 0. Medutim,
¥ = 70, dakle, 7 = 9o, a kako je ox = x i Y = —x, to je Tx = —zx. Odatle nalazimo

H,(z,z) = —By(z,00) = —By(x,x) = By(x, 70) = —H, (2, x),

a to je u suprotnosti sa H,(z,x) > 01 H,(x,z) > 0. Ova kontradikcija pokazuje da je g = {0}.
No to znaci da je g7 = g7, odnosno, J|g” = I4-. Kako je ¥ linearan operator, slijedi ) = I;. Dakle,
o1 = Iy, paslijedi 0 = 7.

Propozicija 2.2.7. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra, T njena kompaktna konju-

gacija i o bilo koja konjugacija od g. Postoji p € Aut(g)y takav da konjugacija pop™" komutira s

konjugacijom 7. Moze se odabrati ¢ = ™4 za 1 = (o7)2.

Dokaz: Promatramo automorfizam ¢ = o7 € Aut(g). Po lemi 2.2.5. ¢ = 9? € P(g) N Aut(g),
dakle, po lemi 2.2.4. je ©» € Aut(g)o i (¢¥")er je jednoparametarska podgrupa od Aut(g)e. Zbog
tvrdnje (a) propozicije 2.1.4. vrijedi 797 = 97!, a odatle je

Y1 = 791 = (TI97)(197) =92 =
Sada iz razmatranja prije iskaza leme 2.2.4. slijedi da je
it =7t vVt € R.
Analogno, iz 919! = 9 slijedi da je
iyt =yt VteR.
Stavimo sada ¢ = 1 za neki ¢ € R. Imamo

(pop™) 7 = Vo't = plory! = oy’ = Y

P ((,00'4,0_1) — tho_w—t _ ¢—t70¢—t — w—t,ﬁ—l¢—t — w—2t19—1.
Ti se operatori podudaraju ako i samo ako je ¥* = 972, a kako je ¥? = v, vidimo da se gornji
operatori podudaraju, odnosno da konjugacije 7 i oyt komutiraju ako i samo ako je 1 = 1)~1L.
1
Sada vidimo da automorfizam ¢ = ¥ ~1 € Aut(g)y zadovoljava tvrdnju propozicije.

Odatle i iz propozicije 2.2.6. neposredno slijedi:
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Teorem 2.2.8. Neka su 7 1 o dvije kompaktne konjugacije kompleksne poluproste Liejeve alge-
bre g. Postoji ¢ € Aut(g)o takav da je T = pop~t, odnosno, p(g°) = g7. MozZe se odabrati
1

p=((o7)*) *.

Zadatak 2.2.2. Neka je 7 kompaktna konjugacija kompleksne poluproste Liejeve algebre g i neka
je w € Aut(g). Dokazite da postoji p € Aut(g)o takav da je wtw™' = pTp L.

Propozicija 2.2.9. Neka 7 kompaktna konjugacija kompleksne Liejeve algebre g i neka je
Y € Aut(g) involucija. Postoji ¢ € Aut(g)o takav da 9o~ komutira s 7. MoZe se izabrati
o =11 za ) = (I7)% € P(g) N Aut(g) C Aut(g)o.

Zadatak 2.2.3. Dokazite propoziciju 2.2.9.

Uputa: Oponasajte dokaz propozicije 2.2.7.

Neka je i dalje g kompleksna poluprosta Liejeva algebra i neka je 7 kompaktna konjugacija od
g. Ako je o bilo koja konjugacija od g, tada prema propoziciji 2.2.7. znamo da za ¢ = (07)% i za
p=1"1€ Aut(g)o konjugacije pop~! i 7 komutiraju. Definiramo tada ®,(0) = pop~'7. Zbog
komutiranja pop~! i 7 automorfizam ®, (o) je involucija. Dakle, @, je preslikavanje sa skupa svih
konjugacija na g u skup svih involucija u Aut(g).

Teorem 2.2.10. (a) Preslikavanje O, inducira bijekciju sa skupa svih klasa Aut(g)o—konjugi-
ranosti konjugacija od g na skup svih klasa Aut(g)o—konjugiranosti involucija v Aut(g).

(b) Preslikavanje ®, inducira bijekciju sa skupa svih klasa Aut(g)—konjugiranosti konjugacija
od g na skup svih klasa Aut(g)—konjugiranosti involucija u Aut(g).

Dokaz: (a) Dokazimo najprije da preslikavanje @, inducira preslikavanje medu klasama
Aut(g)o—konjugiranosti. Neka su o i o7 konjugacije od g i neka je y € Aut(g)y takav da je
o, = xox ! Stavimo

1 _1
b = (o7)%, p=971, g =pop, = (ow7)?, pr=1", ol =popr
Tada konjugacije o’ 1 o] komutiraju s 7. Vrijedi

1

oy =gio1pr = eixox ler = eixe lolex e = wolw” za w=pixp ' € Aut(g)o.

Konjugacija o} komutira ne samo s kompaktnom konjugacijom 7 nego i s kompaktnom konjugaci-

jom wrw!:

1 1 1 1 -1 _ 1 /

ol (wrw™) =wo'w lwrw™ = wo'tw™ = wro'w ™! = wrwlolww ™! = (wTw )0’

Prema teoremu 2.2.8. postoji p € Aut(g)o takav da je prp~! = wrw™!. Pri tome se moZe odabrati
p=n"1, gdje je m = (tTwrw™1)% Tako odabran p komutira sa ¢}. Doista, o} komutira i sa 7 i sa
wrw™!, dakle i sa m = (Twrw™!)?, paisa p=n 1. To znadi da v = p~'w € Aut(g), komutira s
1 vrijedi

oy =plop=pludulp =~y
Slijedi da su pripadne involucije ¥ = ®,(0) = o'7 i ¥y = ®,.(01) = 017 Aut(g)o—konjugirane:

V) = o7 = yo'y it = yolty T = 9y
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Dokazimo da je inducirano preslikavanje bijekcija sa skupa svih klasa Aut(g)o—konjugirano-
sti konjugacija od g na skup svih klasa Aut(g)o—konjugiranosti involucija u Aut(g). Dokazu-
jemo najprije surjektivnost. Neka je zadana involucija ¥ € Aut(g). Po propoziciji 2.2.9. postoji
¢ € Aut(g)o takav da involucija ¢ = @p~! komutira s 7. Tada je 0 = ¥'7 konjugacija od g.
Bududi da je o7 = 70 vrijedi ®,(0) = o7 = ¢¥'. Dakle, preslikavanje inducirano sa @, preslikava
klasu Aut(g)o—konjugiranosti konjugacije o u klasu Aut(g)o—konjugiranosti involucije v.

Dokazimo sada injektivnost. Pretpostavimo da su dane dvije konjugacije o; i 09 od g takve
da su involucije 1 = ®,(01) i 99 = P,(02) u istoj klasi Aut(g)o—konjugiranosti, tj. da postoji
w € Aut(g) takav da je ¥y = wiyw™t. Pri tome za i = 1,2 imamo 9; = o/7 gdje je o} konjugacija
koja komutira s 7 1 Aut(g)o—konjugirana je sa ;. Tada Yo komutira s kompaktnim konjugaci-
jama T i sa wTw™'. Prema teoremu 2.2.8. postoji p € Aut(g)y koji komutira s ¥y takav da je
wtw !t = prpt. Tada v = wtp € Aut(g)o komutira s 7 i vrijedi 95 = y9;7 1. Nadalje,

0y = VoT = 40y T = 4Ty = oy
Buduéi da je konjugacija o; Aut(g)o—konjugirana s konjugacijom o, i = 1,2, odatle slijedi da su
konjugacije oy i 09 Aut(g)o—konjugirane.
Time je tvrdnja (a) dokazana.

Zadatak 2.2.4. Dokazite tvrdnju (b).

Zadatak 2.2.5. DokaZite da bijekcija u turdnji (a) teoremu 2.2.10. ne ovisi o izboru kompakine
konjugacije T Liejeve algebre g.

Uputa: Ako je 7 druga kompaktna konjugacija od g, prema teoremu 2.2.8. postoji
¢ € Aut(g)o takav da je 71 = @719l Za konjugaciju o od g stavimo ¥ = ®,.(0) i ¥; = P, (o).
Tada je
V=01 i v =o"m,
gdje konjugacije o’ i ¢’ komutiraju s 7 i definirane su sa

o' =aoa™, a=~"1, v = (o7)?, o = poB, B=61, §=(om)>

N

Koristedi te relacije treba dokazati da su involucije 9 i ¢, Aut(g)o—konjugirane.

Prema teoremu 2.2.8. skup svih kompaktnih konjugacija od g tvori jednu klasu Aut(g)o—ko-
njugiranosti. Kako je ®.(7) = I; vidimo da je pridruzena klasa Aut(g)o—konjugiranosti involucija
u Aut(g) upravo trivijalna klasa {I,}.

U primjerima 1., 2. i 3. u prethodnom odjeljku definirali smo realne forme sl(n, R), su(p, q),
(zap+q =n)isl(m,H) (uslucaju kad je n = 2m paran broj). Lako je provjeriti da pripadne
konjugacije sve komutiraju s kompaktnom konjugacijom 7 zadanom sa 7(A) = —A*, koja definira
kompaktnu formu su(n) = su(n,0) = su(0,n). Prema tome, pripadne involucije dobiju se kao
umnosci pojedine konjugacije s 7. Imamo redom:

1. Za rascjepivu realnu formu sl(n,R) i konjugaciju o(A) = A, A € sl(n,C), pripadna in-

volucija je dana sa 9(A) = —AT (gornji indeks "T” oznacava transponiranje, kako ne bi doslo do
mijesanja s potencijom ¢ € R.)
2. Za realnu formu su(p, ¢) i konjugaciju o(A) = —1,,A*1,, pripadna involucija je dana sa

WA) = I ALy, —
3. Za n = 2m i realnu formu sl(m, H) i konjugaciju o(A) = S,,AS.! pripadna involucija dana
jesa ¥(A) = =S, ATS L.
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U propoziciji 2.1.2. za kompleksnu Liejevu algebru g promatrali smo kompleksnu Liejevu alge-
bru ® = g x g i u dokazu smo uocili konjugaciju ¥ od & zadanu sa X(x,y) = (y,x) s pripadnom
realnom formom &* = {(z,z); = € g} koja je izomorfna s realnom Liejevom algebrom gg. Pret-
postavimo sada da je g poluprosta kompleksna Liejeva algebra i neka je 7 njena kompaktna
konjugacija. Tada je 7 x 7 kompaktna konjugacija od & i pripadna kompaktna forma od & je
g” x g". Uoc¢imo da konjugacija ¥ komutira s kompaktnom konjugacijom 7 x 7. Prema tome,
O, (2) = O, gdje je involucija © € Aut(®) dana sa © = X(7 x 7), tj. O(z,y) = (7(y), 7(x)).
Posebno, za x,y € g7 je O(x,y) = (y, x).
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Poglavlje 3
LIEJEVE GRUPE

3.1 Diferencijalne i analiticke mnogostrukosti

Neka je M Hausdorffov topoloski prostor i neka je n € N. n—dimenzionalna karta na M je
ureden par (U, ) gdje je U C M otvoren skup i ¢ je homeomorfizam sa U na otvoren podskup
od R™. Skup U zovemo domena karte (U,1)). n—dimenzionalni C*—atlas na M je skup A
n—dimenzionalnih karata na M sa sljede¢im svojstvima:

(i) Domene karata u skupu A pokrivaju M :

U v=m

(Upp)eA

2 0 su e A takve karte da je U N onda je
(i) Ak (U, ), (V,¢) € A takve karte da je U NV # (), onda j
1/10<pfl:g0(UﬂV)—>w(UﬂV)

C>°—preslikavanje.

n—dimenzionalna C*°—struktura na M je n—dimenzionalni C*°—atlas A na M koji pored (7)
i (i7) zadovoljava i svojstvo maksimalnosti:

(7i7) Ako je (W, x) n—dimenzionalna karta na M i ako su za svaku kartu (U, ) € A takvu da je
UNW # ( preslikavanja

Yvox Lix(UNW) — p(UnW) i xoy i p(UNW) — x(UNW)

klase C*°; onda je (W, x) € A.

Ocito je svaki n—dimenzionalni C'*°—atlas sadrzan u jedinstvenoj n—dimenzionalnoj C'*°—strukturi.
Diferencijabilna mnogostrukost ili C*°—mnogostrukost je ureden par (M, A), gdje je M
Hausdorffov topologki prostor s prebrojivom bazom topologije, a A je n—dimenzionalna C'*°—struk-
tura na M za neki n € N. PiSemo tada n = dim M.
Zamijenimo li svuda u prethodnim definicijama izraz C*°—preslikavangje s izrazom analiticko
preslikavangje, dobivamo definicije pojmova n—dimenzionalni analiticki atlas, n—dimenzionalna
analiticka struktura i analiticka mnogostrukost. Svaka analiticka mnogostrukost je ujedno

diferencijabilna mnogostrukost.

89
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Neka su M i N C*°*—mnogostrukosti, dim M = m, dim N = n. Za preslikavanje f : M — N
kazemo da je klase C'* ili da je f C>°—preslikavanje ako za svaku tocku p € M postoje karte
(U,) na M i (V,p) na N takve dajep e U, f(U) CVidaje

po fo™ 1ih(U) — ¢(V)

C°—preslikavanje iz R™ u R™. Ako je f : M — N bijekcija i ako su f i f~! C°—preslikavanja,
onda se f zove difeomorfizam. Ukoliko su M i N analiticke mnogostrukosti i ako je difeo-
morfizam f : M — N analiticko preslikavanje, pomoc¢u teorema o inverznom preslikavanju za
analiticke funkcije n realnih varijabli lako se vidi da je inverzno preslikavanje f~! : N — M
takoder analiticko.

Primjeri:

(1) M = R"; tada je {(R",idgn)} C*—atlas. Jedinstvena C*°—struktura koja sadrzi taj atlas
zove se standardna C'°—struktura na R", a jedinstvena analiticka struktura koja sadrzi
taj atlas zove se standardna analiticka struktura na R".

(2) Neka je (M, A) C*°—mnogostrukost (odn. analiticka mnogostrukost) i neka je VC M
otvoren skup. Tada je

{(UNV,UNV); (Ug) €A UNV #0)

C*>°—atlas (odn. analiticki atlas) na V. V se s pripadnom C'*°—strukturom (odn. analitickom
strukturom) zove otvorena podmnogostrukost od M.

(3) Nekasu (M, A)i(N,B)C>®—mnogostrukosti (odn. analiticke mnogostrukosti), dim M = m,
dim N = n. Neka je

C={UxVidxp) (Uy)eA (Vip) € B},

pri ¢emu je (¢ x ¢)(z,y) = (Y(x),¢(y)), z € U, y € V. Tada je C (m + n)—dimenzionalni
C*>—atlas (odn. analiticki atlas) na M x N. S pripadnom C'*—strukturom (odn. analitickom
strukturom) M x N se zove produkt mnogostrukosti M i N.

Za C*°—mnogostrukost M sa C°°(M) oznacavamo skup svih C*°—funkcija f : M — R. Uz
operacije po tockama C*°(M) je komutativna unitalna algebra.

Neka je M C°°—mnogostrukost i U otvoren pokriva¢ od M. Particija jedinice podredena
pokrivacu U je niz (¢, )neny u C°(M) takav da vrijedi:

(1) Za svaki n € N nosac
Supp ¢, = Cl({p € M; ¢u(p) # 0})
je kompaktan skup sadrzan u nekom U € U.

(1) Za svaku tocku p € M postoji otvorena okolina V' tocke p takva da je Suppp, NV # 0 za
samo kona¢no mnogo n € N.

(13i) Za svaku tocku p € M vrijedi

on(p) >0 VneN i ngn(p) =1.

neN
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Bez dokaza navodimo:

Teorem 3.1.1. Za svaki otvoren pokrivac U C°°—mnogostrukosti M postoji particija jedinice
podredena pokrivacu U.

Neka je M C'*°—mnogostrukost. Tangencijalni vektor na mnogostrukost M u tocki p € M
je linearan funkcional X : C*°(M) — R sa svojstvom

X(fg)=X(flglp) + f(p)X(g)  Vf,geCT(M).

Skup svih tangencijalnih vektora na mnogostrukost M u tocki p oznacavamo sa T,(M). To je
o¢ito potprostor realnog prostora C*°(M)*. Zove se tangencijalni prostor na mnogostrukost M
u tocki p.

Zadatak 3.1.1. Dokazite da je X(f) = 0 za svaki X € T,(M) i za svaku konstantnu funkciju f
na mnogostrukosti M.

Lema 3.1.2. Ako se funkcije f,g € C°(M) podudaraju na nekoj okolini tocke p € M onda je
X(f)=X(g) VX € T,(M). Posebno, ako je funkcija f konstantna na nekoj okolini tocke p € M,
onda je X(f) =0VX € T,(M).

Dokaz: Dovoljno je dokazati da ako je funkcija f € C°°(M) jednaka nuli na nekoj okolini
U tocke p onda je X(f) = 0. U tu svrhu izaberimo ¢ € C*°(M) kojoj je nosa¢ sadrzan u U i
©(p) = 1. Tada je funkcija ¥(q) = ¢(q) + 1, ¢ € M, jednaka 1 svuda na M \ U, pa vrijedi f = f1.
Stoga je
X(f) = X(fv) = X(f)(p) + f(p) X (¥) = 2X(f),

jer je ¥(p) =21 f(p) = 0. Dakle, X(f) = 0.

Ovo svojstvo lokalnosti tangencijalnih vektora omoguéuje nam da identificiramo tangencijalne
prostore na M i na otvorenu podmnogostrukost U u svakoj tocki p € U :

Propozicija 3.1.3. Neka je U otvorena podmnogostrukost mnogostrukosti M i neka je p € U. Za
X € T,(U) definiramo X : C*(M) — R ovako:

X(f)=X(flU),  feC%=(M).
Tada je X — X izomorfizam prostora T,(U) na prostor T,(M).

Dokaz: Ocito je X € T,(M) VX € T,(U). Nadalje, preslikavanje X — X je ocito linearno.

Pretpostavimo da je X € T,(U) i da je X = 0. Za danu funkciju f € C°°(U) mozemo izabrati
g € C®°(M) s kompaktnim nosac¢em sadrzanim u U koja se podudara s funkcijom f na nekoj
okolini tocke p. Stoga je po lemi 3.1.2.

X(f) = X(g|U) = X(g) = 0.

Dakle, X = 0 i time je dokazana injektivnost preslikavanja X — X.

Neka je Y € T,(M). Izaberimo kompaktnu okolinu K tocke p sadrzanu u U i funkciju
p € C*(U) s kompaktnim nosac¢em takvu da je ¢(q) = 1 Vq € K. Za f € C*°(U) definiramo
F: M — R ovako:

Fi(g) = { fl@elg) akojeqelU

0 ako je g € M \ U.
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Tada je Fy € C°(M) i F — F} je linearno preslikavanje sa C*(U) u C*°(M). Definiramo sada
linearni funkcional X : C*°(U) — R kao kompoziciju tog preslikavanja sa Y :

X(f)=Y(Fy), feC=(U).
Za f,g € C=(U) funkcije Fy, i FyF, podudaraju se na okolini K tocke p. Zbog leme 3.1.2. nalazimo:
X(f9) =Y (Fyg) = Y (FyFy) = Y(F)Fy(p) + Fr(p)Y (Fy) = X(f)g(p) + f(p) X (9).

Prema tome je X € T,(U). Napokon, svaka funkcija g € C*°(M) podudara se s funkcijom Fy na
okolini K tocke p pa ponovna primjena leme 3.1.2. daje

X(g9) = X(g|U) =Y (Fyu) =Y (9).
Dakle, X =Y i time je dokazana i surjektivnost preslikavanja X — X.

Neka je ¢ > 0 i neka je 0 : (—g,e) — M C*—preslikavanje takvo da je o(0) = p. Tada se o
zove glatka krivulja kroz tocku p. Definiramo tada V, : C*°(M) — R sa

Vor= Sfem)| . feo)

t=0

Tada je V, € T,,(M) i zove se tangencijalni vektor na krivulju o u tocki p. Pomocu teorema
egzistencije za sisteme obicnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda nije tesko dokazati da vrijedi:

Teorem 3.1.4. Neka je M C*°—mnogostrukost i p € M. Tada vrijedi:
T,(M) = {V,; o je glatka krivulja kroz tocku p}.
Neka je sada (U, 1) karta na n—dimenzionalnoj mnogostrukosti M i p € M. Neka su
T1,To, ..., Ty U — R
koordinatne funkcije preslikavanja 1) :

Y(q) = (21(q), v2(q), . . ., 2n(q)), qeU.

Neka je {e1,e9,...,¢e,} standardna baza od R"™. Za neki € > 0 mozemo definirati glatke krivulje
01,02, ...,0, : (—e,&) — M kroz tocku p :

oi(t) = ™ (W(p) + tey).

Za pripadne tangencijalne vektore upotrebljavamo oznake

(aa) e
€X; p

Zadatak 3.1.2. Uz uvedene oznake dokazite da za proizvolynu glatku krivulju o kroz tocku p vrijeds

V,f = Z W(m : (ai)f f € C=(M).

Odatle i iz teorema 3.1.4. neposredno slijedi:
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Teorem 3.1.5. Neka je M n—dimenzionalna mnogostrukost, (U,1) karta na M, x1,2s, ..., x,
koordinatne funkcije prelikavanja ¢ i p € U. Tada je

(5, 62), ()}

baza realnog vektorskog prostora T,(M). Posebno, dim T,(M) = dim M.

Neka je V realan konaénodimenzionalan vektorski prostor i neka je {e;,...,e,} baza od V.
Neka je ¢ : V. — R" preslikavanje koje svakom vektoru v € V pridruzuje n—torku njegovih
koordinata u odabranoj bazi:

U:sz‘ei = Y(v) = (21,...,Tn).
i=1

Tada je v izomorfizam, dakle i homeomorfizam sa V' na R™. Prema tome, (V) je karta na V' i
{(V,%)} je atlas na V. C*°—struktura na V koja sadrzi taj atlas (tj. kartu (V1)) ne ovisi o izboru
baze, budué¢i da su koordinate vektora u jednoj bazi linearne funkcije koordinata tog vektora u
drugoj bazi.

Vidjet ¢emo sada da se tangencijalni prostor T,(V') za svaki v € V prirodno identificira sa
samim prostorom V. Naime, za w € V definiramo o, : R — V ovako:

ow(t) = v+ tw, teR.

Tada je o, glatka krivulja u mnogostrukosti V' kroz tocku wv. Pripadni tangencijalni vektor
Vi € T,(V) oznacimo sa A(w) :

d
Aw)f = Spwrtw)| , fec=().
dt t=0
Tada je A : V. — T,(V) linearno preslikavanje. Za izabranu bazu {ey,...,e,} i pripadnu kartu
(V,4) oznac¢imo sa x1, ..., z, koordinatne funkcije:
@Z)(U) = ([L‘l(U),...,l'n(U)), ueV.
Drugim rije¢ima, {x1, ..., z,} je dualna baza u dualnom prostoru V* u odnosu na bazu {es, ..., e,}

u prostoru V. Jednostavan racun pokazuje da vrijedi

A(ei):(ai‘) , 1=1,...,n.

Dakle, operator A prevodi bazu {ey,...,e,} prostora V u bazu {( 0 ) R, ( 0 ) } tan-

8—201 ox,
gencijalnog prostora T,(V). To pokazuje da je A : V — T,(V) izomorfizam vektorskih prostora.
Pomocu tog izomorfizma mozemo identificirati prostor V' s tangencijalnim prostorom 7,(V"). Dakle,
vektor w € V identificira se s tangencijalnim vektorom

d o0
fr v+ tw) R fec=(v).

Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti i & : M — N C*°—preslikavanje. Za p € M
definiramo T),(®) : T,(M) — To@)(N) sa

[T, (®)X](f) = X(fe®),  feC¥(N), XeT,(M).
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Tada je T,(P) linearan operator i zove se diferencijal preslikavanja ® u tocki p. Ako su
x1, T, ..., Ty koordinatne funkcije za neku kartu (U, 1) od M oko tocke p i y1,ys, .. ., y, koordi-
natne funkcije za neku kartu (V,¢) od N oko tocke ®(p), takvu da je ®(U) C V, onda operator
T,(®) djeluje na sljedeci nacin:

Tp(cb)zm: (axz) Zza( ) of)(ai)(), ap, ;... 0 €R.

=1 i=1 j=1

Drugim rije¢ima, matrica operatora 7,(®) u paru baza

0 0 0
{(a—>(a—) (m)} prostors
i) (), (30)
o N R prostora  Tg) (V)
{ (ayl @(p) ayQ @(p) ayn @(p) @(p)

je upravo Jacobijeva matrica preslikavanja ¢ o ® o )~1,

Zadatak 3.1.3. Neka su L, M + N C*—mnogostrukosti i neka su ¥V : L — M 1 ®: M — N
C>®—preslikavanja. Dokazite da je tada ® oW : L — N C®—preslikavanje i da za svaku tocku
p € L vrijedi T,(® o V) = Ty ()T, (V).

Zadatak 3.1.4. Neka je ® : M — N difeomorfizam C*—mnogostrukosti. DokaZite da je tada
dim M = dim N.

Podmnogostrukost mnogostrukosti M je podskup N C M koji ima svoju diferencijabilnu
strukturu koja je takva da inkluzija ¢ : N — M zadovoljava:

(1) i je C*°—preslikavanje;
(17) Tp(i) : T,(N) — T,(M) je injekcija Vp € N.

Posebno, svaka otvorena podmnogostrukost je podmnogostrukost.

Za mnogostrukost M definiramo

— U T,(M) (disjunktna unija)

peEM

i neka je 7 : T(M) — M preslikavanje definirano sa 7(7,(M)) = {p}. Neka je A C*—struktura

mnogostrukosti M. Za £ € A pisemo £ = (Ug, 1)) i neka su a5, ... at xs

koordinatne funkcije: e (p) = (23(p),...,25(p)), p € Ue. Za & € A deﬁmramo preslikavanje

: Us — R pripadne

U, - 7r71(U5) — R*™

na sljedeci nacin:

. . - 0
\Ifg('u):(aﬁ(p),...,xfl(p),vl,...,'un) akoje pelU: i U:Z’Ui (axi)peTp(M).

i=1

Za & € A neka je ¢ skup svih podskupova od 7= (U;) C T'(M) oblika \I/gl(W), gdje je W otvoren
podskup od 9¢(Ug) x R™. Neka je 7 unija svih skupova 7¢, £ € A. Pokazuje se da je 7 baza
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topologije s kojom T'(M) postaje Hausdorffov topoloski prostor s prebrojivom bazom topologije i
preslikavanje m : T (M) — M je neprekidno. Nadalje, direktno se provjerava da je

{(m 1 (Ug), ¥e); € € A}

C>—atlas na T'(M). Na taj nac¢in T(M) postaje 2n—dimenzionalna C'*°—mnogostrukost. Tada
je preslikavanje 7 : T (M) — M klase C*°.

Vektorsko polje na mnogostrukosti M je svako C*°—preslikavanje X : M — T (M), p — X,
takvo da je X, € T,(M) Vp € M. Skup svih vektorskih polja oznacavamo sa X'(M); to je realan
vektorski prostor uz operacije po tockama:

(aX),=aX,  (X+Y),=X,+Y,, acR, XYecX(M), peM.

Stovise, X' (M) je unitalni C*°(M)—modul uz mnozenje elemenata iz X' (M) funkcijama iz C*°(M)
definirano takoder po tockama:

(fX)p =) Xp,  feCFM), XeX(M).

Liejeva algebra Der(C>(M)) svih derivacija algebre C*°(M) je unitalni C*°(M)—modul uz
operaciju mnozenja definiranu sa

(fD)g=fDg,  f,geC*(M), D e Der(C™(M)).
Teorem 3.1.6. Za X € X(M) definiramo X : C°(M) — C=(M) sa
[X(NIp) = X,(f),  feC™(M), peM.
Tada je X — X izomorfizam C®(M)—modula X (M) na C>(M)—modul Der(C*>(M)).
Zadatak 3.1.5. DokaZite teorem 3.1.6.

Preslikavanje X ~— X iz teorema 3.1.6. upotrebljavamo kao identifikaciju. Dakle, vektorska
polja na mnogostrukosti M su derivacije algebre C'°(M). Za tako shvaceno vektorsko polje X i
za p € M, pripadni tangencijalni vektor X, € T,(M) definiran je sa X, f = (X f)(p), f € C°(M).
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3.2 Liejeve grupe
Liejeva grupa je skup G sa svojstvima:
(1) G je grupa.
(77) G je diferencijabilna mnogostrukost.

(ii1) (z,y) — 2y~ ! je C>®°—preslikavanje sa G x G u G.

Naravno, tada je mnoZenje (z,y) — xy C™—preslikavanje sa G x G u G, a invertiranje x +— !
je difeomorfizam sa G na (. Vazna je ¢injenica, koju navodimo bez dokaza, da na svakoj Liejevoj
grupi postoji prirodna struktura analiticke mnogostrukosti:

Teorem 3.2.1. Neka je G Liejeva grupa. C°°—struktura mnogostrukosti G sadrzi jedinstvenu
analiticku strukturu takvu da je preslikavange (x,y) — zy~! sa G x G u G analiticko.

Neka je A kona¢nodimenzionalna realna unitalna algebra i neka je G = A* grupa njenih
invertibilnih elemenata. Element x € A je invertibilan ako i samo ako je regularan operator A,
lijevog mnozenja sa x : A,y = xy, y € A. Dakle,

G ={z € A; det()\,) #0}.

To pokazuje da je G otvoren podskup od A. Kao vektorski prostor A je diferencijabilna mno-
gostrukost. Dakle i G je diferencijabilna mnogostrukost (otvorena podmnogostrukost od A).

Prema razmatranjima u prethodnom odjeljku 3.1. za bilo koju tocku = € G tangencijalni pros-
tor T, (@) identificira se s tangencijalnim prostorom 7). (A), a ovaj se opet s vektorskim prostorom
A. Identifikacija A sa T, (G) identificira element y € A s tangencijalnim vektorom iz 7, (G) danim
sa

fro Stavm)| . FeC¥@)
=0

Posebno je vazan slucaj algebre L(V') svih linearnih operatora na kona¢nodimenzionalnom real-
nom vektorskom prostoru V. Dakle, GL(V) je Liejeva grupa i za x € GL(V') tangencijalni prostor
T, (GL(V)) identificira se s prostorom L(V'). Izomorfna je Liejeva grupa GL(n,R) svih regularnih
kvadratnih matrica n—tog reda. Njen tangencijalni prostor u tocki x € GL(n,R) identificira se s
prostorom M, (R) svih kvadratnih matrica n—tog reda.

Neka je u daljnjem G Liejeva grupa. Za x € GG definiramo preslikavanja \,, p, : G — G ovako:

)‘I(y> = XY, px(y) = ylﬁl, (VRS G.

Az 1 py su analiticki difeomorfizmi sa G na G. Nadalje, ocito vrijedi Ay 0 Ay = Ayyy 1 pz © py = Pay-
Vektorsko polje X € X(G) zove se lijevoinvarijantno ako vrijedi

T,( )Xy = Xy Va,y € G.
Neka je g potprostor od X'(G) svih lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G.

Propozicija 3.2.2. g je Liejeva podalgebra Liejeve algebre Der(C®(G)) = X (G) svih vektorskih
polja na G.
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Dokaz: Ocito je g potprostor. Neka su X, Y € g. Zaz,y € Giza f € C*(G) imamo

(T, (M) X, YT)(f) = [X, Y]y (fods) = ([X, Y](foro) (y) = (X (Y (fora)))(y) — (Y (X (fora))) (y)-

Iz lijevoinvarijantnosti vektorskog polja Y slijedi

Y (foXe))(y) =Yy (f 0 Xe) = (T,(Xa)Yy) f = Yau f = (V) (zy) = (Y]) 0 Xa) ().

Prema tome,

Y(fod)=(Yf)oX,, Yeg [feCG), zeG.

Odatle, uzevsi u obzir da je i vektorsko polje X lijevoinvarijantno, dobivamo
XY(fod)=X((Y[f)od) = (X(Yf))oA 1 Y(X(for))=Y((X[f)ol)=(Y(Xf))oA,.

Dakle,
(Ty(A)[X, Y1) (f) = (XY f)) 0 Aa)(y) = (Y(X[)) 0 Aa)(y) =

= (XY ) (zy) — V(X)) (y) = (X, Y])(zy) = [X, YV]ey(f)-

Kako je f € C°°(G) bila proizvoljna, to pokazuje da je T,(\,)[X,Y], = [X,Y], Yo,y € G,
odnosno, [X,Y] € g.

Liejeva algebra g se zove Liejeva algebra Liejeve grupe G.

Propozicija 3.2.3. Neka je e jedinica u Liejevoj grupi G. Preslikavanje X — X, je izomorfizam
vektorskih prostora sa g na T.(G).

Skica dokaza: Ocito je preslikavanje X — X, linearno. Neka su X,Y € g takvidaje X, =Y..
Tada za svaki z € G imamo

Xw - Xa:e - Te()\a:)Xe - Te()\ac)Y; - Ywe - Y;c

To znaci da je X =Y. Time je dokazano da je preslikavanje X — X, injektivno.

Skicirat ¢emo sada dokaz surjektivnosti. Neka je v € T,(G). Zanekie > O nekaje o : (—e,e) —
G glatka krivulja takva da je 0(0) = e 1 V,, = v. Za proizvoljan y € G definiramo o, : (—¢,&) - G
sa 0,(t) =yo(t), —e <t < e. Tada je o, glatka krivulja u G kroz tocku y. Definiramo preslikavanje
X:y— X, =V, €T,(G), y € G. Pokazuje se da je tada X vektorsko polje, X € X(G), i da je
T,(\s) Xy = Xy Vz,y € G. Dakle, X € g. Sada imamo X, =V, =V, =v.

[zomorfizam iz propozicije 3.2.3. upotrebljava se kao identifikacija. Dakle, Liejeva algebra g
Liejeve grupe G identificira se s tangencijalnim prostorom 7,(G) na G u jedinici e. Komutator
[X, Y] elemenata Liejeve algebre T,.(G) definiran je zaobilazno: dobiva se tako da najprije X i Y
shvatimo kao lijevoinvarijantna vektorska polja, zatim izracunamo komutator tih dviju derivacija
algebre C'°(G) i rezultat ponovo shva¢amo kao element od 7,(G). Daljnje definicije i konstrukcije
dovest ¢e nas do direktne formule za komutator [X,Y] € T.(G) elemenata X, Y € T.(G).

Razmotrimo opet primjer kona¢nodimenzionalne realne unitalne algebre A. Grupa G svih
njenih invertibilnih elemenata je Liejeva grupa. Njena Liejeva algebra g identificira se s tangenci-
jalnim prostorom 7,(G) na G u jedinici e, a ovaj se identificira s prostorom A.

Zadatak 3.2.1. DokaZite da je pri opisanoj identifikaciji g sa A komutator [x,y] u Liejevoj algebri
g jednak xy — yx u algebri A.
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Rezultat prethodnog zadatka pokazuje da se Liejeva algebra Liejeve grupe GL(V) (odnosno,
Liejeve grupe GL(n,R)) identificira s Liejevom algebrom gl(V') (odnosno, s Liejevom algebrom

gl(n,R)).

Neka su sada GG i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g i h. Preslikavanje ¢ : G — G zove
se Liejev homomorfizam ako je to homomorfizam grupa i analiticko preslikavanje.

Zadatak 3.2.2. Neka je ¢ : G — H Liejev homomorfizam. DokaZite da je tada T.(¢) homomor-
fizam Liejeve algebre T,(G) = g u Liejevu algebru T.(H) = b.

Za element z Liejeve grupe G definiramo preslikavanje Int(z) : G — G sa (Int(x))(y) = zyz '
Ocito je Int(x) Liejev homomorfizam sa G'u G. Homomorfizam Int(x~!) je inverzno preslikavanje
od Int(x). Dakle, svaki Int(x) je automorfizam grupe G i analiticki difeomorfizam mnogostrukosti
G. Dakle, preslikavanje Ad(z) = T.(Int(x)) je regularan operator na Liejevoj algebri T,(G) = g,
tj. Ad(z) € GL(g).

Propozicija 3.2.4. Preslikavanje Ad : G — GL(g) je Liejev homomorfizam.

Dokaz: Za x,y € G imamo Int(zy) = Int(x) o Int(y), pa slijedi
Ad(xy) = Tu(Tnt(xy)) = Tu(Int(x) o Tnt(y)) = Tu(Int(x)) Tu(Tnt(y)) = Ad(x) Ad(y).

Prema tome, Ad : G — GL(g) je homomorfizam grupa. Stoga je za dokaz analiti¢nosti dovoljno
dokazati analiticnost na nekoj okolini jedinice. Neka je (U, ) analiticka karta na G takva da je
e € Uig(e) =0. Neka je V' C U otvoren skup takav da je e € V i da za z,y € V vrijedi
ryz~! € U. Analiti¢nost preslikavanja (z,y) — zyz~! sa G x G u G znaci posebno da su koordi-
nate tocke xyz~! analiticke funkcije koordinata tocaka x,y € V. Odatle slijedi da je preslikavanje
Ad analiticko sa V' u L(g), buduéi da se koordinate tog preslikavanja u tocki y € V dobivaju
parcijalnim deriviranjem koordinata tocke xyx~! po koordinatama tocke z € V u tocki z = e.

Neka je sada ¢ : G — H Liejev homomorfizam Liejevih grupa G i H s Liejevim algebrama
g =T.(G)ibh =T.(H). Radi preciznosti preslikavanja Int i Ad za grupe G i H oznatavamo sa
Intg i Adg, te sa Inty 1 Ady. Za x,y € G je

o((Intg(x))(y) = elzyz™t) = p(x)e(y)e(x) ™" = (Intg(e(x)))(e(y)).
Dakle,
polntg(x) = Inty(p(z)) o v,

pa slijedi
Te(p)Te(Inta(x)) = Te(Intn (o(2)))Te(p)-

Time smo dokazali:

Propozicija 3.2.5. Neka je ¢ : G — H Liejev homomorfizam. Tada za svaku tocku x € G vrijedi

To(p)Ada(r) = Adg(p(x))Te(p).

Jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G je Liejev homomorfizam ¢ : R — G.
Posebno, ¢ je glatka krivulja kroz e, pa je V,, € T.(G) = g. Bez dokaza navodimo sljede¢i funda-
mentalni teorem iz teorije Liejevih grupa; dokaz se temelji na teoremu egzistencije i jedinstvenosti
za sisteme obi¢nih linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda.



3.2. LIEJEVE GRUPE 99

Teorem 3.2.6. Za svaki X € g postoji jedinstvena jednoparametarska podgrupa ¢x Liejeve grupe
G takva da je X =V, . Preslikavanje (X,t) — ¢x(t) sa g x R v G je analiticko.

Uz oznake iz teorema 3.2.6. definiramo eksponencijalno preslikavanje exp : g — G sa
exp X = px(1), X eg="T.(G).
Zadatak 3.2.3. Dokazite da je px(t) =exp tX, t € R, X € g.

Razmotrimo posebno Liejevu grupu G = A* za kona¢nodimenzionalnu realnu unitalnu algebru
A. Njenu smo Liejevu algebru identificirali s Liejevom algebrom A dobivenom iz asocijetivne
algebre A zadavanjem komutatora [x,y] = xy — yx, z,y € A. Element = € A identificira se s
tangencijalnim vektorom na G u jedinici e = 14 zadanim sa

d
f = —=fle+tx) f e (q).
dt t=0
Neka je x € A. Tada je ocito
t? 3
@it - etw:e+t:v+§x2+§x3+---, t € R,

jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G.

Zadatak 3.2.4. Uz gornje oznake dokaZite da je V, = x, tj. da za svaku funkciju f € C*(G)
vrijeds

d
= Ef(e—ktx)

d tterbg
! \ T Ty

Prema tome, u slucaju G = A* eksponencijalno preslikavanje dano je sa

t=0 t=0

o0
1
exp:p:ex:E —'x”, r e A
n!
n=0

Posebno to vrijedi za Liejevu grupu G = GL(V) i njenu Liejevu algebru gli(V'), gdje je V' kona-
¢nodimenzionalan realan vektorski prostor, a takoder i za Liejevu grupu GL(n,R) i njenu Liejevu
algebru gl(n,R).

Vazno svojstvo eksponencijalnog preslikavanja, koje navodimo bez dokaza, je analiticnost i
lokalna difeomorfnost:

Teorem 3.2.7. Neka je G Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Postoje otvorena okolina U
nule u g i otvorena okolina V' jedinice u G takve da je restrikcija exp |U analiticki difeomorfizam

sa U naV.
Jednostavna posljedica je:

Korolar 3.2.8. Neka je G Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Tada je komponenta povezanosti
jedinice Gy u grupi G generirana skupom exp g = {exp X; X € g}. Stovise, za svaku otvorenu
okolinu U nule u g podgrupa Gy generirana je sa exp U :

Go = {(exp X1)(exp Xa)---(exp X,,); n €N, Xy, Xy,..., X, € U}.
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Dokaz: Prije svega, kako je preslikavanje exp neprekidno, vrijedi exp g C Gy. Neka je U
otvorena okolina nule u g. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je U povezana i da
je U = —U. Tada je exp U otvorena okolina jedinice u G sadrzana u Gy i vrijedi (exp U)™! = exp U.
Neka je G4 podgrupa od G generirana skupom exp U. Tada je G; unija skupova (exp U)", n € N,
koji su svi otvoreni i povezani. Dakle, (G; je otvorena i povezana podgrupa od G. Grupa G je
unija disjunknih skupova oblika *G;, x € G, koji su svi otvoreni. Dakle, komplement G \ G je
takoder otvoren skup. Prema tome, povezan podskup G; je i otvoren i zatvoren, pa slijedi da je
on komponenta povezanosti od G, tj. da je G; = Gy.

[z teorema 3.2.7. izvodi se i sljede¢i netrivijalni rezultat:

Teorem 3.2.9. Neka su G 1 H Liejeve grupe i ¢ : G — H neprekidni homomorfizam grupa. Tada
je ¢ Liejev homomorfizam.

Neka je sada ¥ : G — H Liejev homomorfizam i neka su g i h Liejeve algebre Liejevih
grupa G i H. Eksponencijalna preslikavanja g — G i h — H oznacimo sa expq i expy . Za
X € g preslikavanje t — exp tX je jedinstvena jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G s
tangencijalnim vektorom u jedinici e = eg jednakim X. Kompozicijom tog preslikavanja s Liejevim
homomorfizmom v dobivamo jednoparametarsku podgrupu ¢ — 1 (exp,tX) u Liejevoj grupi H.
Pripadni tangencijalni vektor u jedinici e = ey grupe H na bilo koju funkciju g € C*°(H) djeluje
ovako:

g = d g(Y(expg tX))

v gou)(expatX)| = X(gow) = [T.(4)X](9)

t=0

d
=5
L, dt

t

Zbog jedinstvenosti u teoremu 3.2.6. i zbog zadatka 3.2.4. dobivamo da je
expy tT. ()X = ¢(exps tX), teR, X eg="T.(G).
Dakle,

Propozicija 3.2.10. Ako je v : G — H Liejev homomorfizam onda je

U(expg X) = expy Te (1) X
za svaki X iz Liejeve algebre g Liejeve grupe G.
Zadatak 3.2.5. Neka je G Liejeva grupa, g = T.(G) njena Liejeva algebra. Za X € g oznacimo
sa X jedinstveno lijevoinvarijantno vektorsko polje na G takvo da je X. = X. DokaZite da vrijed:

. d
(X"f)(wexp tX) = - "f(zexp tX), X €g neEN, z€G.

~ d
Uputa: Treba samo dokazati da je (X f)(exp tX) = af(exp tX). Odatle pomocu lijevoin-

. - d
varijantnosti od X slijedi da je (X f)(z(exp tX)) = Ef(x(exp tX)), a opéa formula dobiva se

jednostavnom indukcijom po n.

H C G zove se Liejeva podgrupa Liejeve grupe G ako je to podgrupa koja je ujedno podmno-
gostrukost; dakle, H ima svoju strukturu mnogostrukosti takvu da je to Liejeva grupa, inkluzija
t : H — G je Liejev homomorfizam i pripadni homomorfizam Liejevih algebri T.(¢) : h — ¢
injektivan. Tada se pomoc¢u T,(¢) Liejeva algebra b identificira s Liejevom podalgebrom Liejeve
algebre g.
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Teorem 3.2.11. Neka je G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je b Liejeva podalgebra
od g. Postoji jedinstvena povezana Liejeva podgrupa H od G ¢ija je Liejeva algebra jednaka b.

Ovaj se teorem dokazuje tako da se promatra skup exp h C G i za H se uzme podgrupa
generirana tim skupom. C*°—strukturu u H uvedemo najprije na okolinu jedinice pomocu exp [b,
a zatim pomacima i na cijelu grupu H.

Teorem 3.2.12. Neka je G Liejeva grupa © H zatvorena podgrupa. Tada je H Liejeva podgrupa
od G.

Za dokaz ovog teorema najprije se pokaze da je
h={X e€g; exptX € HVteR}

Liejeva podalgebra od g, a zatim da je exp h okolina jedinice u grupi H.

Neka je i dalje G Liejeva grupa i g = T.(G) njena Liejeva algebra. 1z Liejevog homomorfizma
Ad : G — GL(g) dobivamo homomorfizam Liejevih algebri T,(Ad) : g — gl(g). Najavljena
formula, koja daje komutator elemenata X,Y € g = T,(G) bez koristenja njihova prosirenja do
lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G, je

(Te(Ad)X)(Y) = [X,Y], XY eg=T.(G).
Drugim rijec¢ima:
Teorem 3.2.13. Za Liejevu grupu G i njenu Liejevu algebru g = T.(G) vrijedi T.(Ad) = ad.

Dokaz ove propozicije ¢emo samo skicirati u posebnom sluc¢aju G = GL(n,R). Tada je dokaz
je znatno jednostavniji buduéi da ve¢ znamo da je komutator u Liejevoj algebri gl(n, R) Liejeve
grupe GL(n,R) upravo komutator matrica. Takoder, diferencijali preslikavanja u tom se sluc¢aju
mogu racunati jednostavnim deriviranjem matri¢nih funkcija.

Za bilo koju matricu T € gl(n,R) postoji € > 0 takav da je t +— [ +tT, —e < t < ¢, glatka
krivulja u Liejevoj grupi GL(n,R) u jedinici I. Pripadni tangencijalni vektor je upravo 7. Nadalje,
za A € GL(n,R) je

(Int(A)(I +tT) = A(I + tT)A™" = I + tATA™",

pa slijedi
(Ad(A))(T) = ATA™, T € gl(n,R), A€ GL(n,R).

Za S € gl(n,R) i za male vrijednosti ¢ imamo konvergentan red potencija u prostoru matrica

(T+18)" = (1S =T —tS+17(-+-- ).

j=0
Odatle slijedi
(Ad(I +tS))(T) = (I +tS)T(I +tS) ' =T +t(ST —=TS) +t*(--+--- )
za male vrijednosti ¢. Odatle deriviranjem po ¢ u nuli slijedi
(T1(Ad)(S)(T) = ST —TS =[S, T].

Ako je G topoloska grupa i H njena zatvorena podgrupa, tada je skup desnih H—klasa M =
G/H = {gH; g € G} s kvocijentnom topologijom Hausdorffov topolosgki prostor, koji je lokalno
kompaktan ako je grupa G lokalno kompaktna. Bez dokaza navodimo:
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Teorem 3.2.14. Neka je G Liejeva grupa i H njena zatvorena podgrupa. Nadalje, neka je g
Liejeva algebra od G i b njena Liejeva podalgebra koja odgovara zatvorenoj podgrupi H :

h={X eg; exptX € H Vt € R}.

Na kvocijentnom prostoru M = G/H postoji jedinstvena struktura C'°—mnogostrukosti (odnosno,
analiticke mnogostrukosti) takva da je (g,m) — gm, g € G, m € M, C*°—preslikavanje (odnosno,
analiticko preslikavange) sa G x M w M. Ako je podgrupa H normalna, kvocijentna grupa G/H s
tom strukturom je Liejeva grupa. Nadalje, tada je by ideal u Liejevoy algebri g i kvocijentna Liejeva
algebra g/b prirodno se identificira s Liejevom algebrom Liejeve grupe G/H.

Analiticka struktura (a time i C°°—struktura) na kvocijentnom prostoru M = G/H u prethod-
nom teoremu dobiva se pomocu eksponencijalnog preslikavanja. Pokazuje se da je preslikavanje
eXpgsp : X + b — (exp X)H sa g/h u M dobro definirano i njegova restrikcija na neku otvorenu
okolinu V' nule u g/h je homeomorfizam sa V' na otvorenu okolinu U totke H = eH prostora M.
Tada inverzno preslikavanje (exp, /b |V)~! komponirano s koordinatizacijom vektorskog prostora
g/b definira kartu na M. Iz te karte pomakom na M dobivamo kartu oko svake tocke gH € M.
Pokazuje se da je na taj nacin dobiven analiticki atlas na M, i za pripadnu analiticku strukturu
(g, m) — gm je analiticko preslikavanje sa G x M u M.
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3.3 Natkrivajuce grupe

Neka su X 1Y povezani topoloski prostori. Preslikavanje f:Y — X zove se lokalni homeo-
morfizam ako svaka tocka y € Y ima otvorenu okolinu V' takvu da je f(V') otvoren podskup od
X i f|V je homeomorfizam sa V na f(V'). Za povezan otvoren podskup U od X kazemo da je
pravilno natkriven s lokalnim homeomorfizmom f : Y — X ako je restrikcija preslikavanja f|V
na svaku komponentu povezanosti V' skupa f~!(U) homeomorfizam sa V na U. Buduéi da je f
lokalni homeomorfizam, dovoljno je zahtijevati da je svaka restrikcija f|V bijekcija sa V na U. Za
preslikavanje f kazemo da je natkrivanje ako svaka tocka x € X ima povezanu otvorenu okolinu
koja je pravilno natkrivena sa f. Naravno, svako natkrivanje je surjekcija. Natkrivajuéi prostor
ili natkriva¢ topoloskog prostora X je ureden par (Y, f), gdje je Y povezan topoloski prostor i
f Y — X je natkrivanje. Ako je jasno o kojem preslikavanju f se radi, obi¢no se sam prostor Y
zove natkriva¢ od X ili natkrivajuéi prostor prostora X. Ako je f: Y — X natkrivanje, za svaku
tocku r € X skup f~'(z) ={y €Y; f(y) =z} zove se vlat nad tockom z.

Zadatak 3.3.1. Dokazite da sve vlati natkrivanja f:Y — X imaju isti kardinalni broj.

Uputa: Dokazite da je za svaki (konacan ili beskonacan) kardinalni broj n skup
X, ={r € X; Card f'(z) =n}
otvoren u X.
Kardinalni broj iz zadatka 3.3.1. zove se broj listova natkrivanja f (ili natkrivaca Y).

Za Hausdorffov topoloski prostor T' kazemo da je lokalno povezan ako za svaku tocku tg € T'
svaka okolina od ¢y sadrzi otvorenu povezanu okolinu od ¢y3. U tom slucaju lako se vidi da je svaka
komponenta povezanosti otvorenog podskupa od T otvoren podskup od 7. Naravno, svaka mno-
gostrukost je lokalno povezan prostor. Nadalje, ako je X povezan i lokalno povezan Hausdorffov
topoloski prostor i ako je (Y, f) natkriva¢ od X, onda je i prostor Y lokalno povezan.

Neka su (Y7, f1) 1 (Y, f2) natkrivaci od X. Za neprekidno preslikavanje ¢ : Y} — Y; kazemo da
cuva vlati ako je f> 0 ¢ = f1. To znadi da vrijedi ¢ (f{'(2)) C f5'(z) Vz € X.

Propozicija 3.3.1. Neka su (Y7, f1) i (Ys, fo) natkrivaci povezanog i lokalno povezanog Hausdorf-
fovog topoloskog prostora X.

(a) Ako neprekidno preslikavanje ¢ : Y1 — Yo ¢uva vlati onda je ¢ natkrivange.

(b) Ako su @, : Y1 — Yy dva medusobno razlicita neprekidna preslikavanja koja c¢uvaju vlati
onda je o(y) # (y) Vy € Y1.

Dokaz: (a) Neka je y € Y, i neka je U povezana otvorena okolina tocke fa(y) € X koja je
pravilno natkrivena i sa fi i sa fo. Neka je {V,; o € A} skup svih komponenata povezanosti
skupa f; '(U). Neka je V komponenta povezanosti skupa f, '(U) koja sadrzi tocku y. Za svako
a € A skup o(V,) je povezan podskup od Y sadrzan u f, '(U), dakle je ili o(V,) C V ili je
©(Va) NV = 0. Neka je

B(y,U)={a € A; p(V,) CV}.

Imamo

PtV (f2' ) = ) = U Va

acA
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pa zakljucujemo da je

etvy= U v

a€B(y,U)

To znaci da je {V,; a € B(y,U)} skup svih komponenata povezanosti skupa ¢~ !(V).

Oznacimo sa A skup svih tocaka y € Y, takvih da postoji povezana otvorena okolina U tocke
f2(y) € X koja je pravilno natkrivena i sa fi isa fy i takva da je definirani skup B(y, U) neprazan,
a sa B komplement od A u Wj, dakle, skup svih tocaka y € Y5 takvih da za svaku povezanu
otvorenu okolinu U tocke f>(y) € X koja je pravilno natkrivena i sa f; isa fo vrijedi B(y,U) = 0.
Primijetimo da su A i B otvoreni podskupovi od Y5. Doista, ako je y € A (odnosno, ako je
y € B) onda je uz prije uvedene oznake V' C A (odnosno, V C B), dakle, zajedno sa svakom
svojom tockom skup A (odnosno, skup B) sadrzi i okolinu te tocke. Buduéi da je ocito A # 0,
iz povezanosti prostora Y5 slijedi da je A = Y5 1 B = (). Dakle, za svaku tocku y € Y5 i za svaku
povezanu otvorenu okolinu U tocke fo(y) € X, koja je pravilno natkrivena i sa f i sa fo, vrijedi
B(y,U) # 0. To prije svega pokazuje da je preslikavanje ¢ : Y1 — Y5 surjektivno.

Nadalje, uz uvedene oznake znamo da je za « € B(y, U) restrikcija f1|V, homeomorfizam sa V,
na U. Takoder, restrikcija f|V je homeomorfizam sa V na U. Buduéi da je p(V,) C Vi fi = faop
zakljuéujemo da je restrikcija ¢|V, homeomorfizam sa V, na V za svaki a € B(y,U). Dakle,
povezana otvorena okolina V' tocke y € Y, je pravilno natkrivena sa . Kako je tocka y € Y, bila
proizvoljna, zaklju¢ujemo da je preslikavanje ¢ natkrivanje.

(b) Pretpostavimo da je

S={y eV oly) =v(y)} #0.

Skup S je zatvoren, jer su preslikavanja ¢ i ¢/ neprekidna. Neka je yo € S. Neka je U otvorena
okolina tocke ¢(yo) = ¥(yo) takva da je restrikcija fo|U injektivna. Neka je V' otvorena okolina
tocke yo u Y; takva da je (V) C U iy(V) CU. Zay € V imamo fa(p(y)) = fily) = f2(¥(y)).
Kako su ¢(y) i ¥(y) tocke iz U i kako je restrikcija fo|U injektivna, zakljucujemo da je p(y) = 1(y).
Time je dokazano da je V' C S. Dakle, S je otvoren piodskup od Y;. Iz povezanosti prostora Y;
slijedi da je S = Y7, tj. ¢ = .

Neka je f : Y — X natkrivanje. Neprekidna bijekcija ¢ : Y — Y koja ¢uva vlati, tj. za koju
je fow = f, zove se f—transformacija prostora Y. Svaka f—transformacija je po tvrdnji (a)
propozicije 3.3.1. homeomorfizam; naime, bijektivno natkrivanje je o¢ito homeomorfizam. Skup
svih f—transformacija tvori grupu s obzirom na kompoziciju; to je podgrupa grupe Homeo(Y)
svih homeomorfizama sa Y na Y. Tu ¢emo grupu oznacavati sa 7 (f). Dakle,

T(f) ={p € Homeo(Y); fop=f}.

Iz tvrdnje (b) propozicije 3.3.1. neposredno slijedi:

Teorem 3.3.2. Neka je f:Y — X natkrivanje i o, € T(f). Ako je p(y) = ¥(y) za neku tocku
y €Y, onda je ¢ = 1. Posebno, ako ¢ nije identiteta onda je p(y) #y Yy € Y.

Stovige vrijedi i jace svojstvo grupe 7 (f) od onoga u drugoj tvrdnji prethodnog teorema:

Teorem 3.3.3. Ako je f : Y — X natkrivanje, grupa T (f) djeluje diskontinuirano na Y :
svaka tockay €'Y ima okolinu V' takvu da je VN (V) = 0 za svako preslikavanje ¢ € T(f) osim
identitete.

Dokaz: Neka je V' okolina tocke y takva da je restrikcija f|V injektivna. Neka je ¢ € T(f) i
pretpostavimo da je V N (V) # 0. Stoga postoje tocke y1,y2 € V takve da je y; = p(y2). Tada

je f(y1) = fle(y2)) = (f o p)(y2) = f(y2). Medutim, f|V je po pretpostavci injekcija, pa slijedi
y1 = yo. To znaci da je p(y1) = y1, a tada iz teorema 3.3.2. slijedi da je ¢ identiteta.
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Put u topoloskom prostoru X je neprekidno preslikavanje v : [0,1] — X. Tocka 2 = v(0) zove
se pocetak a tocka 2’ = y(1) svrSetak puta . Tada kazemo da je v put u X od tocke x do tocke
«’. Skup svih puteva u X od z do 2’ oznacimo sa P(X, z,z’). Za puteve 7,6 € P(X, z,2") kazemo
da su homotopni ako postoji familija puteva (vs)scpo,1) u P(X,x,2’) takva da je preslikavanje
(s,t) +— 75(t) sa [0,1] x [0,1] u X neprekidno i ako je 79 = v i 71 = 0. Lako se vidi da je
homotopnost relacija ekvivalencije na skupu P(X,z,z’). Relaciju homotopnosti oznacavat
¢emo u daljnjem sa =~ .

Ako suy € P(X,z,2')i6 € P(X,2',2") definiramo tzv. slozeni put v € P(X, z,z"),

(2t) 0<t<3
(vO)(t) = { 5(375— 1) l<i<i

i inverzni put v~ € P(X, 2/, z) puta 7,
v () =v(1—-1) 0<t<1.

Topoloski prostor X je putevima povezan ako je P(X,x,2') # () Vx, 2’ € X. Lako se vidi da
povezanost putevima povlaci povezanost. Prostor X je lokalno putevima povezan ako svaka
okolina svake tocke x € X sadrzi otvorenu okolinu od x koja je putevima povezana. U daljnjem
kad god kazemo topoloski prostor to ¢e znaciti Hausdorffov lokalno putevima povezan
topoloski prostor. Topologija svake mnogostrukosti ima to svojstvo: za C°°—mnogostrukost
X povezanost je ekvivalentna povezanosti putevima. Stovise, ako je X mnogostrukost i z € X,
komponenta povezanosti od X koja sadrzi tocku z (tj. najveéi povezan podskup od X koji sadrzi
tocku z) je skup {y € X; P(X,z,y) # 0} i taj je skup otvoren u X.

Za x € X elementi skupa P(X,z) := P(X,z,z) zovu se petlje u prostoru X (s pocetkom
u tocki x). Za 7,6 € P(X,z) definiran je slozen put v i to je petlja iz P(X,x). Naravno,
homotopnost petlji je relacija ekvivalencije na skupu P(X,z). Skup svih klasa homotopnosti u
P(X,x) oznacavat ¢emo sa I1(X, z). Klasu homotopnosti petlje v € P(X, x) oznacavamo sa [7].

Teorem 3.3.4. Neka je X putevima povezan topoloski prostor. Preslikavanje
(X, 2) x II(X,z) — (X, z), (7], [0]) — [rd],

je dobro definirano, tj. klasa homotopnosti sloZene petlje vd ne ovisi o izboru predstavnika klasa
homotopnosti [y] i [d]. S tako definiranom operacijom skup 11(X, x) postaje grupa. Inverzni element
od [v] je klasa suprotne petlje [y~].

Dokaz: Neka su 71, 792,73 € P(X, z). Tada je

71 (21) 0<t<1 71 (4t) 0<t<1
(1)) () = @t —=2)  <t<i i ()t =9 nMAt-1) ;<t<;
34t —3)  3<t<1 (2t —1) 3<t<1

Stavimo
Ys(t) = v((1 — s)t + s7(1)), 0<s<1, 0<t<1,

gdje je v = (7172)v3 1 7 : [0, 1] — [0, 1] je homeomorfizam zadan sa

t 1

3 0<t<3

()= t—1 3<t<?
201  3<t<1
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Tada je ocito (s,t) — ~s(t) neprekidno preslikavanje sa [0, 1] x [0,1] u X i vrijedi 7o = (7172)73
i v = 7(727y3). To znadi da su putevi (7172)7vs 1 71(727y3) homotopni, pa slijedi asocijativnost
operacije u II(X, z) :

(Il [va]l = [(ny2)rsl = [ (v21s)] = [nl(hells))-

Jos jednostavnije se dokazuje da je klasa [i,| konstantne funkcije ¢, (t) = z, t € [0, 1], neutralni
element s obzirom na operaciju u II(X, z) i da je [y~ inverzni element klase [y] € I1(X, z). Stovise,
nije tesko vidjeti da vrijedi

Lema 3.3.5. Neka je X putevima povezan topoloski prostor @ neka je v put u prostoru X od tocke
x do tocke y. Neka su ¢, i1, konstantni putevi (tj. petlje) u tockama x iy :

L(t) = x i L(t) =y vt € [0, 1].

Tada vrijedi
Lz A, Yy R, VYR Ly VYR Ly

Grupa II(X, z) iz teorema 3.3.4. zove se fundamentalna grupa prostora X. Definicija grupe
II(X, x) ovisi o izboru tocke x € X. Medutim, ta ovisnost je nebitna:

Propozicija 3.3.6. Neka je X putevima povezan topoloski prostor i neka je & put u X od tocke
x do tocke y. Tada je [y] — [0~ izomorfizam grupe II(X,y) na grupu TI(X, x).

Dokaz: Lako se vidi da za 7,7 € P(X,y) iz v =~ 7' slijedi 70~ ~ 07'0~. Prema tome,
® : [y] — [6707] je dobro definirano preslikavanje grupe II(X,y) u grupu II(X, z). To je ho-
momorfizam grupa jer primjenom leme 3.3.5. nalazimo da za bilo koje petlje 71,72 € P(X,y)
vrijedi

0716 6720 = 071y Y20 A 671720,

pa dobivamo

O([n][re]) = ([n172]) = [071726 ] = [67167 6726 | = [67167][6726 | = @([11])P([r2])-

Sasvim analogno, ¥ : [¢] — [0~ &d] je homomorfizam grupe II(X, z) u grupu II(X, y). Medutim,
prema lemi 3.3.5. oV je identiteta na grupi II(X, ) 1 W o ® je identiteta na grupi I1(X, y). Slijedi
daje @ : II(X,y) — II(X, x) izomorfizam grupa.

Neka je f : Y — X natkrivanje, T" topoloski prostor i ¢ : T' — X neprekidno preslikavanje.
Lift preslikavanja ¢ (u odnosu na natkrivanje f) je neprekidno preslikavanje @ : T — Y takvo
da vrijedi ¢ = fo Q.

Propozicija 3.3.7. Neka je f : Y — X natkrivanje, T povezan topoloski prostor, p : T  — X
neprekidno preslikavanje © @1, @ : T — Y liftovi preslikavanja @. Ako za neku tocku ty € T vrijedi

@1(to) = P2(to), onda je o1 = @3.

Dokaz: Neka je A = {t € T; ¢1(t) = @2(t)}. Zbog neprekidnosti preslikavanja @; 1 @ skup
A je zatvoren podskup od 7. Neka je t € A i neka je slicno kao u dokazu tvrdnje (b) propozicije
3.3.1. U otvorena okolina tocke ¢1(t) = @o(t) u'Y takva da je restrikcija f|U injektivna. Neka je
V' otvorena okolina tocke ¢ u prostoru 7' takva da je @1(V) C U idaje po(V) CU. Zat € V
imamo

F@(t) = (fod)(t') = o(t') = (f e p2)(t') = [ (22(1)) -
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Bududi da su ¢1(t'), 92(t') € U, iz injektivnosti restrikcije f|U slijedi da je @1 (t') = @2(t'), odnosno,
t' € A. Time je dokazano da svaka tocka t € A ima okolinu V' u prostoru 7" sadrzanu u A. Dakle,
skup A je ne samo zatvoren u T nego i otvoren u 7. Kako je ty € A, dakle, A # (), i kako je prostor
T povezan, slijedi A =T, odnosno, ¢ = @s.

Uz odredene uvjete na prostor 7' ili na preslikavanje ¢ : T'— X moze se dokazati i egzistencija
lifta ¢ : T'— Y u odnosu na natkrivanje f : Y — X. Nama e zasada trebati egzistencija samo u
odnosu na sljede¢e dvije jednostavne situacije:

Propozicija 3.3.8. Neka je f: Y — X natkrivange.

(a) Neka je v :[0,1] — X neprekidno preslikavange i neka je y € f~1(v(0)). Postoji jedinstveni
lift 4 :[0,1] =Y od~ takav da je 5(0) = y.

(b) Neka je H :[0,1] x

0,1] — X neprekidno preslikavange i neka je y € F7Y(H(0,0)). Postoji
jedinstvensd lift H : [0, 1]

x [0,1] =Y od H takav da je H(0,0) = y.

Dokaz: Prije svega, jedinstvenost i u (a) i u (b) slijedi iz propozicije 3.3.7.

(a) Oznac¢imo sa A skup svih t € [0, 1] takvih da postoji lift 4, : [0,t] — Y restrikcije ([0, ¢]
takav da je 4;(0) = y. Ocito je 0 € A, dakle, skup A je neprazan. Nadalje, ako je t € A, onda je
ocito [0,¢] C A. Neka je t € A, t < 1, i neka je U povezana otvorena okolina tocke v(t) u X koja
je pravilno natkrivena sa f. Zbog neprekidnosti preslikavanja v postoji ¢ > 0 takav da jet+¢ <1
idaje y([t,t +¢]) C U. Neka je y = 3;(t) (ta se tocka nalazi u vlati iznad tocke y(t)) i neka je V'
komponenta povezanosti od f~1(U) koja sadrzi tocku y. Buduéi da je f|V homeomorfizam sa V
na U postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje ¢ : [t,t +¢] — V takvo da je f(d(s)) = v(s) za
svaki s € [t,t + ¢]. Tada je sa

F(s) akoje0<s<t

it-l—a(s) =
0(s) akojet<s<t+e

zadano neprekidno preslikavanje 4. : [0, 4+ ¢] — Y koje je lift restrikcije v|[0,¢ + £] 1 vrijedi
Yi+e(0) = y. To pokazuje da je t + ¢ € A, dakle, [0,t 4 €] C A. Time je dokazano da je A otvoren
podskup od [0, 1]; stovise, slijedi da je ili A = [0, 1] ili postoji t < 1 takav da je A =[0,1).

Pretpostavimo da vrijedi ovo drugo, tj. da je A =[0,t) za neki ¢t € (0, 1]. Dakle, ne postoji lift
7 restrikcije ][0, t] takav da je 4;(0) = y, ali za svaki s € [0,t) postoji lift 7, restrikcije ([0, s]
takav da je 95(0) = y. Neka je U povezana otvorena okolina tocke v(t) u X koja je pravilno
natkrivena sa f. Neka je e > 0 takav da je t —e > 0 i da je y([t — ¢,t]) C U. Sli¢no kao malo prije
neka je V komponenta povezanosti od f~(U) koja sadrzi tocku ;. (t —¢). Buduéi da je restrikcija
fIV homeomorfizam sa V' na U, postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje 0 : [t —e,t] — V
takvo da je f(d(s)) = v(s) za svaki s € [t — ¢, t]. Tada je sa

Fi—e(s) akoje 0 <s<t—¢

Yi(s) =
i(s) akojet—e<s<t

zadano neprekidno preslikavanje 4, : [0,¢] — Y koje je lift restrikcije v|[0,¢] i vrijedi 4:(0) = y.
To je suprotno pretpostavei da ¢t € A. Ova kontradikcija pokazuje da je nuzno A = [0, 1] i time je
tvrdnja (a) dokazana.

(b) s — H(s,0) je neprekidno preslikavanje sa [0, 1] u X, pa prema tvrdnji (a) postoji njegov
lift 0 : [0,1] — Y takav da je §(0) = y. Tada je d(s) € f ( (s,0)) za svaki s € [0, 1]. Nadalje,
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za svaki s € [0,1] je t — H(s,t) neprekidno preslikavanje sa [0,1] u X, pa ponovna primjena
tvrdnje (a) pokazuje da postoji njegov lift d, : [0,1] — Y takav da je 6,(0) = &(s). Definiramo
sada preslikavanje H : [0,1] x [0,1] — Y sa

H(s,t) =06,(t),  (s,t)€[0,1] x [0, 1].

Tada je H(0,0) = 6,(0) = 6(0) = y. Nadalje, kako je 0, lift preslikavanja ¢ + H(s,t) za svaki
s € [0,1], za svaki (s,t) € [0,1] x [0,1] vrijedi f(H(s,t)) = f(ds(t)) = H(s,t). Tvrdnja (b) bit

¢e dokazana ako pokazemo da je preslikavanje H : [0,1] x [0,1] — Y neprekidno. Ta se ¢injenica
dokazuje analogno tvrdnji (a) : definiramo

B = {s € [0,1]; restrikcija H|[0,s] x [0,1] — Y je neprekidno}.

Ocito je 0 € B, dakle, skup B je neprazan. Nadalje, iz s € B slijedi [0, s] C B. Sli¢no kao u (a)
dokazuje se da je skup B otvoren u [0, 1], dakle, da je ili B = [0, 1] ili B = [0, s] za neki s < 1. Ova
druga moguénost vodi na kontradikciju slicno kao u dokazu tvrdnje (a). Prema tome, B = [0, 1]
sto znaci da je preslikavanje H : [0,1] x [0,1] — Y neprekidno.

Neka je sada X povezana C'>°—mnogostrukost (odnosno, analiticka mnogostrukost) i neka je
f Y — X natkrivanje. Pomocu karata na X koje su pravilno natkrivene sa f dolazimo do
(> —atlasa (odnosno, analitickog atlasa) na Y i za pripadnu strukturu mnogostrukosti na Y pre-
slikavanje f je klase C'*° (odnosno, analiticko). Nije tesko vidjeti da je to jedinstvena struktura
C>°—mnogostrukosti (odnosno, analiticke mnogostrukosti) na Y za koju je natkrivanje f presli-
kavanje klase C* (odnosno, analiticko preslikavanje).

Neka je u daljnjem X povezana C°°—mnogostrukost i f : ¥ — X natkrivanje. Fiksirajmo
tocke x € X iy € f~!(x). Prema tvrdnji (a) propozicije 3.3.8. za svaki put v u X koji po¢inje u
tocki x postoji jedinstven put ¥ u Y koji pocinje u tocki y koji je lift puta v, tj. foy =1.

Propozicija 3.3.9. Uz uvedene oznake ako suy 10 pulevi u X koji poc¢inju u tocki x i koji su
homotopni onda su putevi iy i § w'Y homotopni. Posebno, tada je (1) = (1).

Dokaz: Stavimo z = v(0) = §(0) i 2’ = (1) = (1), tj. 7,6 € P(X,z,2"). Sada v ~ § znadi
da postoji familija puteva (7vs)scp,1) 1 P(X, z,2") takva da je preslikavanje (s,t) — H(s,t) = 7,(t)
sa [0,1] x [0,1] u X neprekidno i da je v = v i 73 = 0. Dakle, vrijedi

H(s,0)==x, H(s,1)=2a', H(0,t)=~(t), H(1,t)=46(t) Vs, te][0,1].
Prema tvrdnji (b) propozicije 3.3.8. postoji jedinstven lift H :[0,1] x [0,1] — Y preslikavanja H
takav da je H(0,0) = y. Stavimo

01(t) = H(0,1), 0a(t) = H(L,t), 9s(s) = H(s,0), Va(s)=H(s,1), t,s€0,1].

Tada su 91, 9, Y3, 94 putevi u Y. Vrijedi

fWit) = fF(H(0, 1)) = H(0,t) =~(t) 1 ¢1(0) = H(0,0) = y.

Dakle, 9, je lift puta v koji poc¢inje u tocki y. Zbog propozicije 3.3.7. odnosno, zbog jedinstvenosti
u tvrdnji (a) propozicije 3.3.8., slijedi da je 91 = 4. Dakle,

HO0,t)=4(t)  vteo,1]. (3.1)
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Vrijedi
f(W3(s)) = f(H(s,0)) = H(s,0) =z 1 93(0) = H(0,0) = 5.
Dakle, ¥ i konstantan put ¢, su liftovi konstantnog puta ¢, i oba ta lifta pocinju u tocki y. Ponovo
zbog jedinstvenosti lifta sa zadanim pocetkom slijedi da se ta dva lifta podudaraju, odnosno, 3
je konstantan put ¢, : To znaci da je

H(s,0)=y Vse0,1] iposebno H(1,0)=y. (3.2)

Promatrajmo sada put 5. Prema (3.2) taj put pocinje u tocki 95(0) = H(1,0) = y. Nadalje,
imamo

f(Wa(t) = f(H(1,1)) = H(L,t) = 5().
Dakle, ¥, i 6 su liftovi puta & koji oba pocinju u tocki y. Zbog jedinstvenosti liftova za zadanim
pocetkom zakljucujemo da je ¥, = §. Dakle,
6(t) = H(1,t) Vte[0,1] iposebno H(1,1)=5(1). (3.3)
Napokon promatrajmo put ¥4 u Y. Taj put zavrsava u tocki

V4(1) = H(1,1) = 6(1).

Stavimo y' = 5(1). Tada je 3/ € Y tocka koja lezi u vlati iznad tocke 2/ = v(1) = §(1). Nadalje,
kako je H lift od H, imamo

[(04(s) = f(H(s,1)) = H(s, 1) =2’ Vs €[0,1].

Prema tome, put 4 i konstantan put ¢,/ su liftovi konstantnog puta ¢/, koji oba zavrsavaju u istoj
tocki. Zbog jedinstvenosti liftova sa zadanom jednom vrijednosti slijedi da se ti lftovi podudaraju,
tj. da je ¥4 konstantan put ¢,,. Dakle,

H(s,1)=vy" Vsel0,1]. (3.4)
Napokon, jednakosti (3.1), (3.3), (3.2) i (3.4) uz oznaku w,(t) = H(s,t) izgledaju ovako
wolt) =A(1), wi(t) =6(t), ws(0) =y, wi(l)=y  Vste[01]
To znaci da familija (w;)sep,1] uspostavlja homotopiju puteva 7 i 5.
Iz propozicije 3.3.9. neposredno slijedi

Korolar 3.3.10. Uz pretpostavke propozicije 3.3.9. 1 uz oznaku uvedenu prije te propozicije neka
je v € P(X,z) i pretpostavimo da je klasa [y] € II(X,z) trivijalna, tj. da je petlja v homo-
topna konstantnoj petlji. Tada je i klasa [3] € TI(Y,y) trivijalna, tj. petlia ¥ w'Y homotopna je
konstantnoj petlji.

Propozicija 3.3.11. Uz pretpostavke propozicije 3.3.9. i uz oznaku uvedenu prije te propozicije
stavimo

D ={[y] € I(X, z); put ¥ je petlja}.

Tada je D podgrupa grupe 11(X, x) i preslikavanje v — 7 inducira izomorfizam grupe D na grupu
(Y, y). Inverzni izomorfizam induciran je preslikavanjem § — f o 0.
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Dokaz: Ako su 7 i petlje tada je ocito (70) =30 i (y7) = (§)” . To znaci da je D podgrupa
grupe I1( X, z).

Neka je sada 6 € P(Y,y). Tada je v = fod € P(X,x) i ocito je 4 = 0. Posebno, vrijedi
[v] € D. Ako su petlje 1,2 € P(Y,y) homotopne, o¢ito su i petlje f o0y, f 0 do € P(X, ) homo-
topne. Dakle, § — f o inducira preslikavanje sa II(Y,y) u D. Lako se vidi da je to preslikavanje
homomorfizam grupa. Kako je f o5 =, po definiciji grupe D taj je homomorfizam surjektivan.
Dokazimo njegovu injektivnost. Neka su 1,05 € P(Y,y) takve da je [f o 01] = [f o d2]. Stavimo
1= fod iy = fody Tada je § = 41 1 do = Fo. Petlje 1,72 € P(X, z) su homotopne pa
su po propoziciji 3.3.9. 1 petlje 01,0 € P(Y,y) homotopne, tj. [§;] = [d2]. Time je dokazana i
injektivnost. Prema tome, preslikavanje § — f o § inducira izomorfizam grupe II(Y,y) na grupu
D. Kako je f o =~ za svaku petlju v € D, propozicija je u potpunosti dokazana.

Oznaka: Za podgrupu D iz propozicije 3.3.11. pisat ¢emo D = D(f,y).

U teoriji natkrivanja mnogostrukosti kljucan je sljedeci teorem:

Teorem 3.3.12. Neka je X povezana C*°—mnogostrukost i x € X. Za svaku podgrupu D grupe
(X, x) postoji natkrivanje f:Y — X i tockay € f~'(x) takva da je D(f,y) = D.

Dokaz se sastoji od niza koraka u kojima eksplicitno konstruiramo Y i f. Neka je S skup
svih puteva u X s pocetkom u tocki x. Na tom ¢emo skupu sada definirati jednu relaciju ek-
vivalencije. Zatim ¢emo na skupu Y svih klasa ekvivalencije definirati topologiju, strukturu
C*°—mnogostrukosti i natkrivanje f : ¥ — X.

(a) Za 01,09 € S stavimo oy ~p 0y, ako putevi o7 i 09 zavrSavaju u istoj tocki, tj.
01(1) = 09(1), i ako je [o105| € D. Kako je D grupa, lako se provjeri da je ~p relacija ekvi-
valencije na skupu S. Za o € S sa (o) ¢emo oznaciti klasu ekvivalencije elementa o u odnosu na
tu relaciju. Neka je Y skup svih klasa ekvivalencije:

Y = {{o); 0 € S}.
Definiramo preslikavanje f : Y — X sa

f({o)) =o(1), oe€SsS.

To je preslikavanje dobro definirano, jer ako je (o1) = (09), tada je o1 ~p 09, dakle, o1(1) = 09(1).

(b) Ako su 0,09 € S takvi da je o1(1) = 02(1) i ako su ti putevi homotopni, onda se lako
vidi da je o105 petlja homotopna konstantnoj petlji ¢,. Drugim rije¢ima, klasa [o105 ] je jedini¢ni
element grupe I1(X, z) i, posebno, [0105] € D. To pokazuje da iz homotopnosti puteva oy, 09 € S
slijedi oy ~p 09, odnosno (o1) = (09) :

01,02 € S, 01 = 02 —— <O'1> = <O’2>. (35)

(c) Neka je A atlas C*°—mnogostrukosti X. Kao i obi¢no za a € A stavimo a = (U, ¢q)-
Atlas A izaberimo tako da je ¢, (U,) = K(0,1) (otvorena jedini¢na kugla u R") Vo € A. Za
a € A stavimo z, = ¢, (0) i P, = f}(z.). Neka je yo = (00) € P,. Za 2’ € U, neka je o
put u U, od tocke z, do tocke a’. Tada slozen put ogo odreduje tocku (ogo) € Y. Ona ovisi o
Yo 1 0 2’ ali ne i o izboru puta o. Doista, neka je ¢’ drugi put u U, od tocke x, do tocke z’.
Kako je ¢o(Uy) = K(0,1), putevi ¢ i ¢’ su homotopni, pa slijedi da su i slozeni putevi ogo i ggo’
homotopni. Prema (3.5) odatle slijedi (ogo) = (0p0’). Napokon, oznacimo sa V,(y,) skup svih
tako dobivenih tocaka (opo) € Y.
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(d) Dokazat ¢emo sada da je restrikcija f|V,(y.) bijekcija sa V,(y.) na U,. Po konstrukciji to
je surjekcija. Dokazimo jos da je f|V,(y.) injekcija. Neka su (oq01), (0002) € Vu(ya) takve da je
f({ogo1)) = f({o002)). To znadi da je (ogo1)(1) = (0002)(1), tj. o1(1) = 02(1). Kao malo prije,
buduéi da su oy i g9 putevi u U, s istim pocetkom x,, i s istim zavrsetkom, zbog homeomorfnosti
U, sa K(0,1) zakljué¢ujemo da su putevi oy i 0o homotopni, pa prema (3.5) imamo redom

01 =~ 09 — 0001 = 0009 — <O'00'1> = <O'QO'2>.

Time je dokazano da je f|V,(ys) injekcija.

(e) Dokazat ¢emo sada da je {Va(ya); o € A, yo € P,} pokrivac od Y. U tu svrhu uzmimo
proizvoljnu tocku 3’ = (o) € Y. Stavimo 2/ = f(y') = o(1). Neka je a € A takav da je 2’ € U,.
Neka je oy put u U, od tocke z, do tocke z’. Tada je op = ooy put u X od tocke = do tocke x,,
pa je y, = (00) € P,. Nadalje, prema (3.5)

0001 = 00,01 R0 = (opo1) = (o) =¢".

Zakljucujemo da je ¢y € V,(y.). Kako je 3 bila proizvoljna tocka iz Y, time je dokazano da je
{Valya); a € A, yo € Py} pokrivac od Y.

(f) Dokazimo sada da je f~1(U,) disjunktna unija skupova V,(y.), ¥a € P.. Neka je
v € f7HU,), tj. v = (o) € Y, gdje je o put u U, od tocke z, do tocke 2’ € U,. Dokaz
tvrdnje (e) pokazuje da je tada v’ € V,(y,) za neko y, € P,. Dakle,

fﬁl(Ua): U Vo (Ya)-

yaePa

Treba jos dokazati da je ta unija disjunktna. Neka su y1,ys € P,, y1 # 3. Neka je y; = (o7) i
y2 = (09). Tada su o1 i 09 putevi u X od tocke x do tocke z,, ali [o10,] € D. Pretpostavimo
da skupovi V,(y1) i Vo (y2) nisu disjunktni i neka je y' € V,(y1) N V,(y2). Tada ¢y’ ima prikaze
y' = (o10) 1y = (020'), gdje su o i ¢’ bilo koji putevi u U, od tocke x, do tocke ' = f(y/).
Mozemo uzeti da je ¢’ = 0. Kako je (010) = (090), imamo

[0105] = [o1007 03] = [(010)(020)7] € D,

suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da je doista Vi, (y1) N Vi (y2) = 0.

(9) Uvodimo sada topologiju na Y zahtjevima da je svaki skup V,(y.), @ € A, yo € Pa,
otvoren u Y i da je svaka restrikcija f|V,(ya), @ € A, yo € P,, (za koju znamo da je injekcija)
homeomorfizam sa V,(y,) na U,. Jasno je da je tada f lokalni homeomorfizam sa ¥ na X.

Dokazimo da je s uvedenom topologijom Y Hausdorffov topologki prostor. Neka su y; # s
tocke iz Y.

Pretpostavimo prvo da je x1 = f(y1) # o = f(y2). Neka su «, 5 € A takvi da je x; € U,,
x9 € Ug. Neka su y, € P, 1y € Ps takvi da je y1 € Vo(ya) 1 y2 € V3(yp). Neka je U otvorena
okolina tocke 1 u U, i V otvorena okolina tocke 25 u Up takve da je U NV = (). Stavimo

U ={z€Valva); f(z) €U} 1 V' ={ze€Vsys); f(2) €V}

Po definiciji topologije na Y tada je U* otvorena okolina tocke y;, V* je otvorena okolina tocke s
i vrijedi f(U*NV*) CUNV =, dakle, U*NV* = 0.

Pretpostavimo sada da je f(y1) = f(y2) = 2’. Neka je a € A takav da je 2/ € U, i neka je o
put u U, od tocke z, do tocke x’. Stavimo y; = (01) i y2 = (02). Tada su 010~ 1 090~ putevi u
X od tocke x do tocke z,, pa su z; = (6107) i 25 = (090~ ) elementi skupa P,. Imamo

[(010*) (0207)7} = [010*005} = [0105] Z D



112 POGLAVLJE 3. LIEJEVE GRUPE

jer je y1 # yo. Slijedi da je 21 # z3. Odatle je zbog (f)
Va(z1) N Vo(22) = 0,

a po definiciji topologije na Y V,(z1) je otvorena okolina tocke y; i V,(22) je otvorena kolina tocke

Yo.

Time je dokazano da je topoloski prostor Y Hausdorffov.

(h) Dokazimo sada da je topoloski prostor Y povezan. Stovise, dokazat ¢emo da je prostor Y
putevima povezan. Oznacimo sa y € Y klasu konstantne petlje s pocetkom u tocki x :

Y= (La), L(t) =z Vtelo,1].

Neka je y’ proizvoljna tocka u Y i neka je o put u X s pocetkom u tocki = takav da je v/ = (o).
Za 1 € [0,1] neka je o, : [0,1] — X put s pocetkom u tocki x definiran sa

o-(t) = o(tr), t€0,1].
Primijetimo da je tada og = ., dakle, (og) = y. Definiramo sada preslikavanje v : [0,1] — Y sa

y(1) = {o,), T € [0,1].

Tada je
Y0)=(oo) =y 1 (1)={0)=y"
Treba jos dokazati da je preslikavanje «y : [0, 1] — Y neprekidno, tj. da je v put u Y. Neka je
to € [0,1]. Neka su v € A iy, € P, takvi da je y(ty) € Va(ya). Tada je o(ty) € U,. Neka je J
otvorena okolina od ¢ u [0, 1] takva da je o(J) C U,. Tada je

V() CValya) 1 (fo)|J =0l

Bududéi da je f|V,(ya) homeomorfizam sa V,,(y,) na U,, vidimo da je restrikcija y|J neprekidna.
Time je dokazano da je preslikavanje v neprekidno u svakoj tocki to € [0, 1].
(7) Prema (g) i (h) Y je povezan Hausdorffov topolosgki prostor. Nadalje,

{Val¥a); (Pa© IValya)); @ € Aya € Pu}

je atlas na Y. Primijetimo jos da svaka tocka iz Y ima otvorenu okolinu koja je homeomorfna kugli
K(0,1) u R™. Odatle odmah slijedi da je prostor Y lokalno povezan (Stovise, lokalno putevima
povezan). Zbog (f) preslikavanje f:Y — X je natkrivanje.

(7) Dokazat ¢emo sada da je D = D(f,y), gdje je kao prije y = (0¢) i 09 = ¢, je konstantan put
u X s pocetkom u tocki z. Neka je [o] € D. Prema tvrdnji (a) propozicije 3.3.8. postoji jedinstven
lift & od o s pocetkom u tocki y. U (h) smo ustanovili da je sa

(1) = (0,), o, (t) = o(tr), t,7€[0,1],

zadan put v u Y od tocke y do tocke (o). Imamo

(fon)(r) =f(y(n) = f((o7)) = 0-(1) = o(7),  tj.  foy=o0

Dakle, i v je lift puta o s pocetkom u tocki y, pa zbog jedinstvenosti liftova s istim pocetkom
slijedi v = &. Dakle,
o(1) = {o,) vr e [0,1].
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No tada je posebno

(1) = (1) = (0).
Po pretpostavci je [o] € D. Sada iz oo, ~ o slijedi [0 | = [0], pa zakljucujemo da je [oo; ] € D.
Po definiciji relacije ekvivalencije ~p u skupu S iz (a) to znaéi da je

(0) =(o0), ti.  a()=y

Time smo dokazali da je & petlja u Y s pocetkom u tocki y, a to znaci da je [o] € D(f,y). Na taj
nac¢in dokazana je inkluzija D C D(f,y).

Treba jos dokazati obrnutu inkluziju. Neka je [o] € D(f,y), tj. o je petlja u X s pocetkom u
tocki x takva da je njezin jedinstven lift ¢ s pocetkom u tocki y petlja u Y. Tada je

(o) =a(1) =y = {o0),

pa slijedi [0] = [o0,] € D. Time je dokazana i obrnuta inkluzija D(f,y) C D, dakle, imamo
D(f,y)=D.

Teorem 3.3.13. Neka su f1: Yy — X i fo: Yy — X natkrivanja povezane C°°—mmnogostrukosti i
neka sux € X, y1 € f; () iy2 € f5 ' (2).

(a) Ako je D(f1,y1) € D(fs,y2) postoji jedinstveno preslikavanje ¢ : Yy — Y3 koje ¢uva vlati
(tj. f1 = faop) i za koje je p(y1) = yo. Preslikavangje ¢ je natkrivange.

(b) Ako je ¢ : Y1 — Yo neprekidno preslikavanje koje ¢uva vlati i vrijedi (y1) = yo, onda je
D(flayl) - D(f27y2)‘

Dokaz: Za put v u X s pocetkom u tocki z u cijelom ¢emo dokazu sa 7, (odnosno, sa ;)
oznacavati jedinstven lift od v u Y] (odnosno, u Y3) s pocetkom u tocki y; (odnosno, u tocki ys).

Dokazimo najprije sljede¢u tvrdnju:

(A) Ako jey € Y1 i ako su -y, € P(Y1,v1,9), tada je (f1o7)2(1) = (f106)2(1).

Doista, imamo (f; o)y =1 (f100)1 = d. Nadalje, ((fi oy)(fi0d)"); =0~ je petljau Y; s
pocetkom u tocki y;. Stoga je [(fioy)(fiod)"] € D(fi,y1). Prema pretpostavci je
D(f1,y1) € D(f2,12), pa slijedi [(fi07)(f100)7] € D(f2,42). Po definiciji grupe D(f2,y2) sli-
jedi da je ((f1 o ¥)(fi 0d)7), petlja u Yy s pocetkom u tocki yo. No ta je petlja jednaka (fy 07)a,
gdje je 7 lift od (f10d)™ u Y s pocetkom u tocki y' = (f1 0)2(1). Bududi da se radi o petlji, put 7
zavrsava tamo gdje pocinje put (f; 0y)q, dakle u tocki y,. Kako je 7 lift od (f; 0d)~, zakljucujemo
da je put 7~ upravo onaj lift puta f; o koji poc¢inje u tocki y,, odnosno, 7= = (f; 0d)s. Odatle je

(f100)2(1) =77 (1) = 7(0) = ¢ = (f1 0 7)2(1),

odnosno, tvrdnja (A) je dokazana.
Tvrdnja (A) pokazuje da mozemo definirati preslikavanje ¢ : Y7 — Y5 na sljedeéi nacin:

o(y) = (frovy)a2(l), gdjeje vy put uY; od tocke y; do tocke y.

Za y = y; mozemo uzeti konstantan put y(¢) = y;, pa vidimo da definirano preslikavanje ima
trazeno svojstvo ¢(y;) = ys.
Neka je y € Y7 i neka v put u Y; od tocke y; do tocke y. Tada imamo

f2(o(y) = fa ((fro)2(1) = (fao (fio)2) (1) = (fioy)(1) = fi(y).

Bududi da je tocka y € Y bila proizvoljna, na taj je nac¢in dokazano da preslikavanje ¢ ima i drugo
trazeno svojstvo fy o = fi.
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Treba jos dokazati da je preslikavanje ¢ neprekidno. Neka je y € Y; i neka je U C X otvorena
povezana okolina tocke fi(y) = fa(v(y)) koja je pravilno natkrivena i sa f; i sa fo. Neka je Vj
ona komponenta povezanosti skupa f; '(U) koja sadrzi tocku y i neka je V, ona komponenta
povezanosti skupa f, '(U) koja sadrzi tocku o(y). Neka je v put u Y7 od tocke y; do tocke y. Sada
za bilo koju tocku z € Vj izaberemo put v, u V; od tocke y do tocke z. Tada je vy, put u Y; od
tocke y; do tocke z. Imamo

fio(yy:) = (fioy)(fio:)

i f1 o7, je put u U. Dakle, mozemo pisati

(fio (’Y'Yz))Q = (fio7)2T,

gdje je 7, lift u Y3 puta fi o v, koji pocinje u tocki ¢(y). Kako je f|Va homeomorfizam sa V5, na
U, 7, je put u V5. Prema tome je

p(2) = (fro(1:)), (1) = 7=(1) € Va.

Time je dokazano da je ¢(V;) C V,. Kako je fi|Vi homeomorfizam sa Vi na U i kako je fo|V3
homeomorfizam sa Vo na U, iz jednakosti f; = f; o ¢ zakljucujemo da je ¢|V; homeomorfizam
sa V1 na V5. Kako je tocka y € Y; bila proizvoljna, odatle posebno slijedi da je preslikavanje ¢
neprekidno.

Jedinstvenost preslikavanja ¢ slijedi iz tvrdnje (b) propozicije 3.3.1., a tvrdnja (a) iste propozi-
cije pokazuje da je ¢ : Y7 — Y5 natkrivanje.

(b) Neka je ¢ : Y7 — Y5 neprekidno preslikavanje takvo da je fi = fo 00 1 ¢(y1) = y2. Neka je
[0] € D(f1,y1). To znaéi da je petlja 0 € P(X, z) takva da je njezin lift oy petlja. Tada je ¢ o oy
petlja u Y5 s pocetkom u tocki ¢(01(0)) = ¢(y1) = yo. Nadalje,

faopooy=fioor=0 = Yoo = 09.
Dakle, o9 je petlja, pa slijedi [o] € D(fs,y2). Time je dokazana inkluzija D(f1,11) C D(f2, y2).

Propozicija 3.3.14. Neka je X povezana mmnogostrukost, f 'Y — X natkrivanje, v € X 1
y € f ). Za o € P(X,z) neka je kao i prije ¢ : [0,1] — Y jedinstven lift od o koji pocinje u
tocki y. Tada vrijeds

D(f,5(1)) = [o]D(f,y)lo] ™"

Dokaz: Stavimo (1) = z. Za put v u X s pocetkom u tocki z neka je 7 lift od v s pocetkom
u tocki y, a 7 lift od v s pocetkom u tocki z. Neka je [y] € D(f, z). To znaci da je v petljau X s
pocetkom u tocki x takva da je lift 7 petlja. Tada je o0~ yo takoder petlja u X s poc¢etkom u tocki
x. Nadalje, vrijedi
(r770) = (&) 70,
dakle, to je petlja. To znaci da vrijedi

(o] o] = [0~ y0] € D(f.y).

Time je dokazana inkluzija [o| ™' D(f, z)[c] C D(f,y). Sasvim analogno dokazuje se da vrijedi
[0]D(f,y)[o]™* C D(f, z) odakle slijedi obrnuta inkluzija D(f,y) C [¢]"'D(f, 2)[z].

Za natkrivanja f; : Y] — X i f; : Yo — X povezane mnogostrukosti X kazemo da su
ekvivalentna ako postoji neprekidna bijekcija ¢ : Y] — Y; koja ¢uva vlati, tj. f; = foop. Prema
tvrdnji (a) propozicije 3.3.1. tada je ¢ natkrivanje, dakle, lokalni homeomorfizam. No kako je ¢
bijekcija, to je homeomorfizam; Stovise, nije tesko vidjeti da je ¢ difeomorfizam. To pokazuje da
je ekvivalentnost natkrivanja relacija ekvivalencije. Propozicija 3.3.14. i teorem 3.3.13. imaju za
posljedicu:
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Propozicija 3.3.15. Neka su f,: Y1 — X i fo : Yo — X natkrivanja povezane mnogostrukosti X
i neka sux € X, y1 € f{H(x) i yo € f5 (x). Natkrivanja f, i fo su ekvivalentna ako samo ako su
D(f1,y1) i D(f2,y2) konjugirane podgrupe fundamentalne grupe 11(X, x), tj. vrijedi

[0]D(f1,y1)[c] " = D(f2,12) za neki element [o] € TI(X, x).

Dokaz: Pretpostavimo najprije da su podgrupe D(f1,y1) i D(f2,y2) fundamentalne grupe
II(X, z) konjugirane i neka je o € P(X,z) takva da je

o] D(f1,91)[0] ™" = D(f2, 1)

Neka je o lift od o u Y; s pocetkom u tocki y; i stavimo y; = o1(1). Tada je y; € f; *(z) i prema
propoziciji 3.3.14. vrijedi

D(flayi) = [U]D(fla yl)[a]_17 OdHOSHO, D(flayi) = D(f27 yQ)

To pokazuje da u dokazu ekvivalentnosti natkrivanja f; i f, mozemo pretpostavljati da je
D(f1,y1) = D(f2,y2). Prema tvrdnji (a) teorema 3.3.13. tada postoje neprekidna preslikavanja
p: Y1 = Yoi¢: Yy =Y takvadaje fi = faop, 0(y1) = yo, fo = fro b i ¥(y2) = y1. Tada je
p o1 : Yy — Y5 neprekidno preslikavanje takvo da je fo o (p o)) = fo i (po¥)(y2) = yo. Prema
tvrdnji (b) propozicije 3.3.1. tada je v 01 identiteta na Wy Sasvim analogno nalazimo da je 1o ¢
identiteta na Y;. Posebno, ¢ je neprekidna bijekcija, pa zaklju¢ujemo da su natkrivanja f; i fo
ekvivalentna.

Pretpostavimo sada da su f; i fy ekvivalentna natkrivanja i neka je ¢ : Y7 — Y5 homeomor-
fizam takav da je fi = fo 0 ¢. Stavimo y, = ¢(y1) i neka je g9 put u Y3 od tocke y, do tocke
yy. Tada je 0 = fy 0 09 petlja u X s pocetkom u tocki x = fo(y2) = f2(y5). Prema propoziciji
3.3.14. tada je

D(fa,45) = 0] D(fa, y2)[0] ™" (3.6)

It tvrdnje (b) teorema 3.3.13. primijenjene na preslikavanja ¢ i ¢! slijedi

D(flayl)gD(anyé) 1 D(f27yé)gD(f1ay1)
Odatle je D(f1,y1) = D(fa,5), pa iz (3.6) slijedi D(f1,y1) = [U]D(fzayz)[a]_l-

Sada se teorem 3.3.12. i propozicija 3.3.15. mogu spojiti u teorem:

Teorem 3.3.16. Neka je X povezana mnogostrukost i x € X. Preslikavanje f — D(f,y), gdje
je f Y — X natkrivanje i y € f~Y(x), inducira bijekciju sa skupa svih klasa ekvivalencije
natkrivanja mnogostrukosti X na skup svih klasa konjugiranosti podgrupa fundamentalne grupe.

Za povezanu mnogostrukost X ¢ija je fundamentalna grupa I1(X, z) trivijalna, tj. svaka petlja
u X homotopna je konstantnoj petlji, kazemo da je jednostavno povezana.

Teorem 3.3.17. Neka je X povezana mnogostrukost.

(a) Postoji do na ekvivalenciju jedinstveno natkrivanje f: X — X takvo da je mnogostrukost
X jednostavno povezana.

(b) Neka je f:X — X kao u (a) i neka je f : Y — X natkrivanje. Izaberimo x € X i
T € fNx). Za svaku tocku y € f~'(x) postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje
p: X =Y takvo da je f = fo ip(ZT)=1y. Preslikavanje ¢ je natkrivanje.

Zadatak 3.3.2. DokaZite teorem 3.3.17.
Uputa: Koristite propozicije 3.3.11. i 3.3.15. i teoreme 3.3.12. 1 3.3.13.
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Natkrivanje f : X — X takvo da je mnogostrukost X jednostavno povezana zove se zbog
univerzalnog svojstva iskazanog u tvrdnji (b) teorema 3.3.17. univerzalno natkrivanje. Naime,
tvrdnja (b) teorema 3.3.17. kaze da univerzalno natkrivanje povezane mnogostrukosti X natkriva
svako natkrivanje od X.

Ako je H podgrupa grupe G onda sa Ng(H) oznatavamo tzv. normalizator podgrupe H
u grupi G :

No(H)={g9€G; gHg™" = H}.

Nq(H) je podgrupa grupe G, H je normalna podgrupa od Ng(H) i Ng(H) sadrzi svaku podgrupu
K od G koja sadrzi H kao normalnu podgrupu.

Teorem 3.3.18. Neka je X povezana mnogostrukost, f Y — X natkrivanje, v € X iy € f~!(x).
Stavimo D = D(f,y) i N = Nu(x,2)(D). Grupa T (f) izomorfna je kvocijentnoj grupi N/D.

Dokaz: Definirat ¢emo preslikavanje ® : N — 7 (f). Neka je [0] € N. Neka je 7 jedinstven
lift puta o koji poc¢inje u tocki y. Stavimo z = &(1). Prema propoziciji 3.3.14. tada je

D(f,z) = [o]D(f,y)lo] " = D(f.y).

Sada prema tvrdnji (a) teorema 3.3.13. postoji jedinstveno preslikavanje ¢ € 7 (f) takvo da je
©(y) = z. Stavljamo ®([o]) = ¢.
Dokazimo sada da je ® : N — 7 (f) homomorfizam grupa. Neka su

olloTeN, o=2(]), ¢ =2, ¢=2(o]]).

Tada je ¥(y) = (0’0(1). S druge strane je ¢(y) = z. Prema dokazu tvrdnje (a) u teoremu
3.3.13. imamo

¢ = (fov)(1), gdjejevyputuY od tocke y do tocke z.
Pri tome za bilo koji put § u X s pocetkom u toc¢ki = sa 6 ozna¢avamo njegov jedinstven lift u
Y koji poéinje u tocki (¢"(1). U gornjoj formuli kao put v mozemo izabrati upravo 6. Kako je
f oo = nalazimo

Prema tome, vrijedi

VeT(f), dopeT(f) i ¢y = (¥ op)(y).

Sada iz teorema 3.3.2. slijedi ¥ = ¢’ o p. Time je dokazano da je & homomorfizam grupa.

Slika bilo koje homomorfizma grupa izomorfna je kvocijentnoj grupi njegove domene po nje-
govoj jezgri. Dakle, teorem Ce biti dokazan ako pokazemo da je ® : N — 7 (f) epimorfizam i da
mi je jezgra jednaka D.

Prije svega, ¢ = ®([o]) je identiteta ako i samo ako je 6(1) =y, tj. ako i samo ako je & petlja.
To upravo znadi da je [o] € D. Dakle, D = Ker ®.

Neka je ¢ € T(f). Neka je v put u Y od tocke y do tocke ¢(y). Tada je 0 = f oy petljau X
s pocetkom u tocki x. Naravno, tada je & = 7. Tvrdimo da je tada [o] € N. Doista, neka je ¢ bilo
koja petlja u X s pocetkom u tocki x takva da je [§] € D, tj. da je ) petlja. Tada je 0o~ petlja u
X s pocetkom u tocki z i (060~ ) = 6(008)(6)~ je petlja. To znaci da je [0][0][0] ! = [0do~] € D.
Kako je element [§] € D bio proizvoljan, to pokazuje da je [¢]D[o]™! C D. Sasvim analogno na-
lazimo da je i [¢]7'D[o] C D, odnosno, vrijedi i obrnuta inkluzija D C [o]D[c]"!. Prema tome,
imamo jednakost [0]D[c]™* = D, odnosno, dokazano je da je [o] € N.

Stavimo sada 1 = ®([o]). Tada su ¢,¢ € T(f) i vrijedi ¢(y) = (y). Sada iz teorema
3.3.2. slijedi da je ¢ = 1. Prema tome, imamo ¢ = ®([0]), i time je dokazano da je & : N — T (f)
epimorfizam.
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Zadatak 3.3.3. Neka je f : X — X univerzalno natkrivanje povezane mnogostrukosti X iz € X.
Dokazite da je tada fundamentalna grupa II(X, x) izomorfna je grupi T (f).

Posljedica univerzalnog svojstva iz tvrdnje (b) teorema 3.3.17. je sljedeéa vazna Cinjenica:

Propozicija 3.3.19. Neka je X povezana i jednostavno povezana C'°°—mnogostrukost i neka je
f Y — X natkrivanje. Tada je f difeomorfizam.

Dokaz: Identiteta idyx : X — X je natkrivanje. Fiksirajmo tocku z € X iy € f~'(z). Prema
tvrdnji (b) teorema 3.3.17. postoji jedinstveno natkrivanje ¢ : X — Y takvo da je idxy = fop i
o(z) = y. Preslikavanje ¢ o f : Y — Y ¢uva vlakna u odnosu na f :

folpof)=(fop)of=1T

Naravno, i identiteta idy : Y — Y ¢uva vlakna u odnosu na f. Ta se dva preslikavanja podudaraju
u tocki y :

(o N)y) = o(f(y)) = p(r) =y = idy(y).
Prema tvrdnji (b) propozicije 3.3.1. ta se dva preslikavanje podudaraju svuda na Y. Dakle, pronasli
smo C'*°—preslikavanje ¢ : X — Y takvo daje fop =idx i po f =idy. Time je dokazano da je
f Y — X difeomorfizam.

U mnogim situacijama pojavljuje se pitanje egzistencije i problem definicije funkcije na mno-
gostrukosti s odredenim svojstvom, a to je svojstvo takve vrste da se vrlo lako vidi da svaka
tocka ima okolinu na kojoj je egzistencija takve funkcije trivijalna. Bez dokaza navodimo teorem
koji ima za posljedicu potvrdan odgovor na pitanje egzistencije ako je mnogostrukost povezana i
jednostavno povezana.

Teorem 3.3.20. (Teorem monodromije) Neka je X povezana i jednostavno povezana C*—mno-
gostrukost i neka je D otvoren povezan podskup od X x X koji sadrzi A = {(x,x); © € X}. Nadalje,
pretpostavimo da je zadana familija nepraznih skupova (S;).ex parametriziranih tockama iz X i
familija preslikavanja (Ygy)yep parametrizirana tockama iz D sa sljedecim svojstvima:

(@) Y@y je injekcija sa S, u Sy za svaku tocku (x,y) € D.
(b) Qw) = ids, za svaku tocku x € X.
(c) Ako sux,y,z € X takvi da su (z,y), (y,2), (x,2) € D, onda je P2 = Qy,2) © Play)-

Tada postoji preslikavanje F' : X — |J,cyS: takvo da je F(x) € S, Vo € X i da je
F(y) = @y (F(x)) Y(z,y) € D. Ako su F i F' dva takva preslikavanja onda je ili ' = F' ili je
F(z) # F'(x) Vo € X.

Razmotrimo sada natkrivanja povezanih Liejevih grupa.

Teorem 3.3.21. Neka je G povezana Liejeva grupa i neka je f G — G univerzalno natkrivange.
Tada na mnogostrukosti G postoji struktura grupe takva da je f homomorfizam i da je G Liejeva
grupa.

Skica dokaza: Znamo da na G postoji jedinstvena struktura analiticke mnogostrukosti
takva da je natkrivanje f analiticko preslikavanje. Razmotrimo sada konstrukciju univerzalnog
natkrivaca G iz dokaza teorema 3.3.12. U ovom slucaju D je trivijalna podgrupa grupe (G, e).
Neka je S skup svih puteva u G s pocetkom u jedinici e grupe G. Relacija ekvivalencije ~p =~
iz koraka (a) u tom dokazu sada je definirana ovako: za 1,09 € S je 01 ~ 09 ako i samo ako
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putevi o7 i 0y zavrSavaju u istoj tocki i petlja o705, homotopna konstantnoj petlji. Lako se vidi
da to upravo znaci da su putevi oy i o2 homotopni. Dakle, skup G svih klasa ekvivalencije u S je
upravo skup svih klasa homotopnosti puteva u S, a za klasu (o) € G je f({0)) = o(1).

Definirat ¢emo sada operaciju mnozenja G' x G — G. Neka su (o), (0’) € G. Tada je o' put
u G od tocke e do tocke ¢’(1). Prema tome, o/ : ¢t +— o(1)o'(t), t € [0,1] je put u G od tocke
o(1) do tocke o(1)o’(1), pa mozemo formirati slozeni put oo, od tocke e do tocke o(1)o’(1). Sada
definiramo umnozak (o) (o’) kao klasu homotopnosti tog puta:

(o)(0") = (o0g).

Pokazuje se da ova definicija ima smisla, tj. da desna strana ne ovisi o izboru predstavnika o i
o' klasa homotopnosti (o) i (¢/). Nadalje, elementarne homotopske konstrukcije pokazuju da je
tako definirana operacija G x G — G asocijativna, da je klasa € = = (1) neutralni element za tu
operaciju i da je (o (1)*1~0*> inverz elemeta (o) € G'u odnosu na tu operaciju. Prema tome, G je

grupa. Natkrivanje f: G — G je homomorfizam grupa:

fo) (")) = f((o0;)) = 05 (1) = o(1)a’(1) = f({0)) f((c")).

Neka je U povezana otvorena okolina jedinice e u grupi G koja je pravilno natkrivena sa f.
Nadalje, neka je V' C U povezana otvorena okolina od e takva da je VV ! C U. Tada jei V pravilno
natkrivena sa f, a odatle slijedi da je okolina V' x V tocke (e,e) u G x G pravilno natkrivena sa
fxf:GxG— GxG. Ako je W komponenta povezanosti od f~!(V) koja sadrzi tocku € onda je
W x W komponenta povezanosti od (f x f)~(V x V) koja sadrzi tocku (¢, €). Nadalje, oznacimo
sa T komponentu povezanosti od f~1(U) koja sadrzi tocku é. Tada je f|T analiticki difeomorfizam
saTnaUi/(fx f)(WxW) jeanaliticki difeomorfizam sa W x W na V x V. Sada analiti¢nost
preslikavanja z,y — xy ' sa V x V u U povlaci analiticnost preslikavanja (z, ) — Ty~ 'sa W x W
u T. Grupovnim pomacima dobivamo da je (Z,9) — 7' sa G x G u G analiticko preslikavanje.
Dakle, G je s uvedenom operacijom Liejeva grupa.

Uocimo da je Ker f = f ~!(e) diskretan podskup od G, dakle, to je diskretna normalna pod-
grupa od G. Vrijedi opéenitije:

Propozicija 3.3.22. Neka je I' diskretna podgrupa povezane Liejeve grupe G. Tada je preslika-
vanje m : G — G /I koje svakoj tocki g € G pridruzuje njenu desnu I'—klasu gU', natkrivanje.

Dokaz: Kvocijentna topologija na G /I definirana je tako da je skup S C G/T" otvoren u G/T
ako i samo ako je 71(S) otvoren podskup od G. Tada je kvocijentno preslikavanje 7 : G — G /T’
ne samo neprekidno nego i otvoreno, tj. za svaki otvoren podskup U od G njegova slika 7(U) je
otvoren podskup od G/T. Doista, za x € G vrijedi redom

rer (r(U)) <+—= n(z)en(U) <= Tyl takavdaje n(x)=n(y), tj =€ yl.

To znaci da je
7 (x(U))=UT = JUR
her
a taj je skup kao unija otvorenih skupova Uh, h € ', otvoren u G. Po definiciji topologije na G /T
to znaci da je skup 7(U) otvoren u G/T.

Neka je U otvorena povezana okolina jedinice e u G takva da je U NT = {e}; takva U postoji
jer je podgrupa I' od G diskretna. Neka je V' povezana otvorena okolina jedinice e u G takva da
je V71V C U. Tada je V7'V NT = {e}. Promatrajmo sada skupove oblika Vh za h € T'. Ti su
skupovi medusobno disjunktni. Doista, ako su vy,vy € V i hy, he € T' takvi da je vihy = voho,
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tada je vy 'v; = hohy' € V-IW NT = {e}, dakle, v; = vy i hy = hy. Nadalje, slicno se vidi da je
restrikcija 7|V h injektivna za svaki h € T', §tovise to je bijekcija sa V'h na 7(V'). Imamo

(@ (V) =V

hel

i skupovi Vh su povezani. To pokazuje da je povezana otvorena okolina 7(V') tocke m(e) = I' u
G /T pravilno natkrivena sa 7. Odatle pomacima na G/I" dobivamo pravilno natkrivenu okolinu
w(gV) = {gvl'; v € V} proizvoljne tocke gI' € G/T', g € G, a to znacéi da je preslikavanje
7 : G — G/T natkrivanje.

U prethodnoj propoziciji m nije opéenito homomorfizam grupa, jer nismo pretpostavili da je
podgrupa I' normalna.

Propozicija 3.3.23. Neka je G povezana topoloska grupa i I' diskretna normalna podgrupa. Tada
je I sadrzana u centru Z(G) grupe G.

Zadatak 3.3.4. Dokazite propoziciju 3.3.23.

Uputa: Uocite da je Vh € T' sa g — ghg~! definirano neprekidno preslikavanje sa G u T'.

Za topoloske grupe G i H preslikavanje f : G — H zove se lokalni izomorfizam, ako je f
homomorfizam grupa i postoje otvorene okoline U i V' jedinica eg iey u G i H takve da je restrikcija
f|U homeomorfizam sa U na V. Naravno, tada je homomorfizam f : G — H neprekidan. Obratno,
ako pretpostavimo da je f : G — H neprekidan homomorfizam, da bi f bio lokalni izomorfizam
dovoljno je pretpostaviti da postoje otvorene okoline U i V od ez i ey u G i H takve da je
restrikcija f|U bijekcija sa U na V.

Neka je f : G — H lokalni izomorfizam topoloskih grupa. Ako je grupa H povezana, slika
Im f = K sadrzi okolinu jedinice V' u grupi H. No tada za svaku tocku z € K vrijedi 2V C K.
To pokazuje da je K otvorena podgrupa od H. Komplement H \ K je unija desnih K —klasa hK,
h € H\ K, a one su sve otvoreni podskupovi od H. To pokazuje da je podgrupa K ne samo
otvorena nego i zatvorena u H. Kako je po pretpostavci grupa H povezana, slijedi H = K, tj. f
je epimorfizam.

Neka je sada I' = Ker f. To je zatvorena normalna podgrupa od G i f inducira izomorfizam
topoloskih grupa G/T' — H. Ako je U otvorena okolina jedinice eg u G takva da je restrikcija f|U
injektivna, tada je UNT = {eq}, sto pokazuje da je podgrupa I' diskretna. Posebno, u slu¢aju da
su G i H povezane Liejeve grupe, zbog propozicija 3.3.22. i 3.3.23. dobivamo prvu tvrdnju sljedece
propozicije:

Propozicija 3.3.24. Neka su G © H povezane Liejeve grupe i f : G — H lokalni izomorfizam.
Tada je f natkrivanje i I' = Ker f je diskretna centralna podgrupa od G. Ako je G jednostavno
povezana, onda je fundamentalna grupa I1(H, ey) izomorfna grupi T.

Dokaz druge tvrdnje: Ako je G jednostavo povezana, f : G — H je univerzalno natkrivanje.
Prema teoremu 3.3.18. grupa 7 (f) izomorfna je kvocijentnoj grupi N/D, gdje je D = D(f,eq) i
N = Nu(g,e,) (D). Medutim,

D = D(f,ec) ={[7] € I(H,ey); put 7 je petlja}.

Pri tome je 4 jedinstven lift od v u G takav da je 4(0) = eg. Neka je v € P(H, ey) takva da je ¥
petlja u G. Bududi da je G jednostavno povezana, petlja ¥ je homotopna konstantnoj petlji ¢., u
G. No tada je i petlja v = f o4 homotopna konstantnoj petlji f o ¢, = t.,, u H, odnosno [v] je
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jedinica u grupi II(H, ey ). To pokazuje da je D trivijalna podgrupa od II(H, ey ). No tada slijedi
da je N = Niu,e,)(D) = II(H, ep). Zakljucujemo da je fundamentalna grupa II(H, eqy) = N/D
izomorfna grupi 7 (f).

Napokon, 7(f) = {¢ € Homeo(G); fop = f}. To znaci da je ¢ € Homeo(G) element grupe
T(f) ako i samo ako je f(¢(z)) = f(z) Vo € G, tj. ako i samo ako je 7 '¢(z) € T Vo € G.
Preslikavanje z — 271 (z) je neprekidno preslikavanje sa G u I" za svaki ¢ € 7(f). Buduéi da je
grupa I diskretna, a grupa G je povezana, zakljucujemo da je to preslikavanje konstanta. Prema
tome, za svaki ¢ € T(f) postoji h € T takav da je 27 'p(z) = h za svaki z € G, odnosno,
o(x) = xh za svaki x € G. Ako za h € I" oznacimo sa ¢, : G — G homeomorfizam definiran sa
on(z) = zh, © € G, onda vidimo da je

T(f)={en; heTl}.
Za h,h €lizaxeGje
(n 0 on) () = @n(pw () = n(W'x) = hh'e = ppw ().

To pokazuje da je h +— ¢, epimorfizam grupe I" na grupu 7 (f). To je ujedno monomorfizam, jer
je ocito pp, # @ za h, b € ', h # K. Dakle, grupa 7 (f), a time i fundamentalna grupa I1(H, ey)
je izomorfna grupi I'.
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3.4 Homomorfizmi i reprezentacije Liejevih grupa

Neka su G'i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g = T.(G) i h = T.(H) i neka je f neprekidni
homomorfizam sa G u H. Prema teoremu 3.2.9. f je Liejev homomorfizam (tj. analiticko preslika-
vanje). Nadalje, prema zadatku 3.2.2. njegov diferencijal T,(f) : g — b je homomorfizam Liejevih
algebri.

Teorem 3.4.1. Neka su G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g = T.(G) i h = T.(H) i s
eksponencijalnim preslikavanjima exps : g — G i expy : b — H. Neka je f : G — H neprekidni
homomorfizam.

(a) foexpg = expyoTe(f).
(b) Ako je ¢ : g — b homomorfizam Liejevih algebri i ako je f o exps = expy op, onda je
o =T.(f)

(¢) Ako je g : H — K neprekidni homomorfizam Liejevih grupa i ¢ = T.(K), onda vrijedi
Te(go f) =Tu(g) o Te(f).

Dokaz: (a) Neka je X € g. Tada je t — exp,(tX) 1—parametarska podgrupa od G, pa
je t — f(expgs(tX)) 1—parametarska podgrupa od H. Sada iz zadatka 3.2.3. slijedi da za njen
tangencijalni vektor T.(f)X € b vrijedi f(expq(tX)) = expy (tT.(X)), t € R. Tvrdnja slijedi za
t=1.

(b) Za X € g vrijedi

expy (p(X)) = (expy op)(X) = (f 0 expg) (X) = (expy oTe())(X) = expyy (Te(f) X).

Neka je U otvorena okolina nule u h takva da je restrikcija expy |U injektivna. Nadalje, kako su
¢ 1 T.(f) linearni operatori sa g u b, postoji otvorena okolina nule u g takva da je (V) C U i
T.(f)(V) C U. Tada iz gornje jednakosti slijedi da je ¢|V = T.(f)|V. No svaka otvorena okolina
nule u kona¢nodimenzionalnom realnom vektorskom prostoru sadrzi bazu tog prostora, pa iz
linearnosti operatora ¢ i T.(f) slijedi ¢ = T.(f).

Tvrdnja (c) je neposredna posljedica lancanog pravila za diferencijal kompozicije diferencija-
bilnih preslikavanja.

Korolar 3.4.2. Uz oznake 1z teorema 3.4.1. vrijedi:

samo ako postoji okolina U jedinice e u G takva da je restrikcija f|U injektivna.

Dokaz: (c¢) Iz neprekidnosti f je jasno da je Ker f zatvorena, dakle, Liejeva, podgrupa od G.
Nadalje, prema komentaru iza iskaza teorema 3.2.12. znamo da je njena Liejeva algebra

{X €g; expe(tX)eKer fVt e R} ={X € g; f(exps(tX)) =e Vt € R}.
Prema tvrdnji (a) teorema 3.4.1. to je jednako

{X €9 expy(Te(f)(tX)) =eVt e R} ={X € g; T.(f)X = 0} = Ker To(f).
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(a) Homomorfizam f inducira izomorfizam grupa G/(Ker f) i Im f. Kvocijentna grupa
G/(Ker f) je Liejeva grupa, pa spomenutim izomorfizmom mozemo na Im f definirati strukturu
Liejeve grupe. Buducdi da je preslikavanje f analiticko, moze se pokazati da je inkluzija Im f — H
analiticko preslikavanje, a zbog (c) diferencijal tog preslikavanja u jedinici grupe G/(Ker f) je
injektivan. Prema tome, Im f = f(G) je Liejeva podgrupa od H. Njena je Liejeva algebra

t={Y €b; expy(tY) € f(G) Vt € R}.

Iz tvrdnje (a) teorema 3.4.1. slijedi da je ImT.(f) C € Medutim, iz tvrdnje (c¢) i iz teorema o
rangu i defektu za linearan operator 7T,(f) nalazimo

dimIm7,(f) = dimg — dimKer 7, (f) = dim G — dim Ker f = dim G/(Ker f) = dimIm f = dim ¢

Odatle je ¢ = ImT,(f).

(b) 1z surjektivnosti f ocito slijedi surjektivnost diferencijala T.(f). Pretpostavimo da je difer-
encijal T,(f) surjektivan. Iz tvrdnje (a) slijedi da Im f sadrzi expy(h), dakle, sadrzi neku okolinu
jedinice grupe H. Kao u dokazu korolara 3.2.8. vidimo da je zbog povezanosti grupe H podgrupa
generirana s otvorenom okolinom jedinice u H jednaka ¢itavoj grupi H. Dakle, f(G) =Im f = H.

(d) Ako je f|U injektivno za neku otvorenu okolinu jedinice e u G, onda je diferencijal T,(f)
preslikavanja f injektivan po teoremu o inverznom preslikavanju. Obratno, pretpostavimo da je
T.(f) injektivan operator. Neka je U otvorena okolina jedinice u H takva da je expy |U injekcija
i neka je V otvorena okolina jedinice u G, takva da je f(V) C U i da je exps |V injekcija. Sada
iz (a) slijedi da je f|V injekcija.

Zadatak 3.4.1. Neka su f,g : G — H neprekidni homomorfizmi Liejevih grupa takvi da je
T.(f) = T.(g) i neka je Gy komponenta povezanosti grupe G koja sadrzi jedinicu. DokaZite da je
tada f|Go = g|Go.

Uputa: Koristite tvrdnju (a) teorema 3.4.1.1 ¢injenicu da za svaku povezanu okolinu U
jedinice u G vrijedi Go = J,,cn U™

Teorem 3.4.3. Neka su G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g @ by, i neka je ¢ : g — b ho-
momorfizam Liejevih algebri. Ako je grupa G povezana i jednostavno povezana, postoji jedinstven
Liejev homomorfizam f: G — H takav da je o = T.(f).

Ovaj ¢emo teorem dokazati pomocu sljedece posljedice teorema monodromije 3.3.20.; pri tome
za proizvoljne topoloske grupe GG i H lokalni homomorfizam iz G u H je neprekidno preslikavanje
f U — H, gdje je U otvorena okolina jedinice e u G i f ima svojstvo da ako su z,y € U takvi

da je zy € U, onda je f(xy) = f(z)f(y).

Lema 3.4.4. Neka je G povezana i jednostavno povezana Liejeva grupa i neka je f lokalni homo-
morfizam iz G u Liejevu grupu H. Tada postoji jedinstveno prosirenje F : G — H preslikavanja
f koje je Liejev morfizam.

Dokaz: Jedinstvenost je neposredna posljedica c¢injenice da je zbog povezanosti grupa G
generirana svakom okolinom jedinice e. Neka je U otvorena okolina od e u G koja je domena od
f. Mozemo pretpostaviti da je okolina U simetri¢na, tj. da je U~! = U. Doista, ako nije tako,
mozemo zamijeniti U sa UNU ™, a fsa f| (U N U™ . Nadalje, moZemo pretpostaviti da je skup U
povezan: ako nije mozemo ga zamijeniti s onom njegovom komponentom povezanosti koja sadrzi
jedinicu e. Neka je

D={(r,y) € G xG; yrt €U}
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Skup D sadrzi dijagonalu A = {(z,z); z € G}. Zbog neprekidnosti preslikavanja (z,y) +— yz =
sa G x G u G, jasno je da je skup D otvoren u G x GG. Napokon, skup D je i povezan. Doista,
neka je (z,y) € D. Tada su e,yz~! € U pa zbog povezanosti od U postoji put 7 : [0,1] — U takav
da je v(0) = e i (1) = yz~!. Definiramo sada put I' : [0,1] — G x G sa

L'(t) = (z,v(t)x), t €[0,1].

Za svako t € [0,1] je v(t)zz~! = v(t) € U, dakle, T'(t) € D. Nadalje, I'(0) = (z,z) i ['(1) = (z,y).
Kako je grupa G povezana, njena dijagonala A je povezana. Dakle, ako su (x,y), (¢/,y') € D
postoji put I'" u D od tocke (z,y) do tocke (z,z), zatim, postoji put Q@ u A C D od tocke (z,x)
do tocke (2, 2"), i, napokon, postoji put IV u D od tocke (2/,z") do tocke (z/,y’). Slaganjem tih
triju puteva dobivamo put u D od tocke (z,y) do tocke (2/,y').

Sada za svaki x € G stavimo S, = H. Nadalje, za (z,y) € D definiramo ¢(,,) : H — H sa
Oy () = flyz~)h, h € H. Provjerimo da familija preslikavanja (¢ y))(y)ep ima svojstva (a),
(b) i (¢) iz iskaza teorema monodromije 3.3.20.

(a) Kako je H grupa, svako je preslikavanje ¢(, ) injekcija sa H u H (Stovise, bijekcija sa H
na H).

(b) Q@) (h) =h="idy(h), tj. Qe =idy Vo € G.
(c) Neka su (z,y), (y,2), (x,2) € D. Tadasu yz ', zy ™t € Ui (zy Y (yz™!) = z27! € U, pa je
fzy™Y) f(yz™') = f(z2™'). Dakle, za svaki h € H imamo redom

(P(,2)° @) (M) = (4.2 (L) (h) = @) (f(yzHR) = f(zy™") fya™h = f(za~)h = @, (h).

Prema teoremu monodromije postoji jedinstveno preslikavanje F' : G — H takvo daje F'(e) = e
i F(y) = @@y (F(x)) V(z,y) € D. Ovo posljednje znaci da vrijedi

r,y€G, yxrteU — F(y) = f(yz " )F(x). (3.7)

Ako u (3.7) uvrstimo x = e, nalazimo da za svaku tocku y € U vrijedi F(y) = f(y)F(e) = f(y).
Dakle, F|U = f. Dokazimo sada da je F' : G — H homomorfizam grupa. Za x € U iy € G imamo
y(zy) ' =27 € U, pa iz (3.7) slijedi

F(y) = f (y(zy)™") Flzy) = f (27") Flay),
a kako je f (z71) = f(x)"!, dobivamo
F(zy) = f(x)F(y), =z€U, yeG.
Odatle indukcijom po n nalazimo
Flay--an) = f(@1) - f(xn),  @1rerrin € UL (3.8)

Kako je grupa GG povezana, vrijedi G = |,y U". Prema tome, ako su z,y € G, postoje n,m € N
121, Ty Y1y Ym €U takvidajex = a1+ 2, 1y = y1 -+ Y- Sada pomocu (3.8) nalazimo

Fay) = F(oy- - anyr-ym) = f(21) - f(@n) f1) - fym) =

=F(z1--2)F(yr - ym) = F(2)F(y).

Time je dokazano da je F' homomorfizam grupa. Jedinstvenost slijedi iz (3.8) i iz ¢injenice da je
G unija podskupova U™, n € N.
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Skica dokaza teorema 3.4.3.: Neka su U i V otvorene okoline nule u g i h takve da su
U=exps(U) iV =expy(V) otvorene okoline jedinica u grupama G' i H, da su expg |U : U — U
iexpy |V : V — V difeomorfizmi i da je ¢(U) C V. Definiramo sada preslikavanje f : U — H sa

flexpg X) =expyp(X), X eU.

Iz svojstava eksponencijalnih preslikavanja moze se dokazati da je tada f lokalni homomorfizam,
a ocito je T.(f) = ¢. Prema lemi 3.4.4. f se produljuje do homomorfizma sa G u H. Jedinstvenost
slijedi iz zadatka 3.4.1.

It teorema 3.4.3 i iz tvrdnje (c¢) teorema 3.4.1. neposredno slijedi:

Korolar 3.4.5. Neka je G povezana i jednostavno povezana Liejeva grupa. Tada je f — T.(f)
izomorfizam sa grupe Aut(G) svih Liejevih automorfizama od G na grupu Aut(g) svih automor-
fizama Liejeve algebre g.

Dobivene rezultate iskoristit ¢emo sada za reprezentacije Liejevih grupa i Liejevih algebri. Pri
tome, reprezentacija Liejeve grupe G na kona¢nodimenzionalnom realnom ili kompleksnom
prostoru V' je neprekidni homomorfizam 7 : G — GL(V'). GL(V) je Liejeva grupa ¢ija se Liejeva
algebra identificira sa gl(V'), a eksponencijalno preslikavanje sa A — e4, A € gl(V). Tada je
T.(7) : g — gl(V) reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V.

Teorem 3.4.6. Neka je G povezana Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. Nadalje, neka su m
i p reprezentacije Liejeve grupe G na realnim ili kompleksnim konacénodimenzionalnim vektorskim
prostorima V 1 W.

(a) Potprostor Vi od V' je m—invarijantan ako i samo ako je Vi T.(m)—invarijantan.
(b) Reprezentacija 7 je ireducibilna ako i samo ako je reprezentacija To(m) ireducibilna.

(¢) Reprezentacija 7 je potpuno reducibilna ako i samo ako je reprezentacija T.(m) potpuno
reducibilna.

(d) Homg(V,W) = Homg(V,W).

(e) Ako je G jednostavno povezana, za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju o Liejeve
algebre g postoji jedinstvena reprezentacija m Liejeve grupe G na istom prostoru takva da je
T.(m) =o.

Zadatak 3.4.2. Neka je V konacnodimenzionalan realan ili kompleksan wvektorski prostor,
A e L(V), W potprostor od V i v € V. Dokazite da je tada

AW CW — AW CW VieR

Av =0 = ey =0 VteR.
Zadatak 3.4.3. Dokazite teorem 3.4.6.

Ako je 7 reprezentacija Liejeve grupe G na kona¢nodimenzionalnom realnom ili kompleksnom
vektorskom prostoru V, uobicajeno je da se pripadna reprezentacija T, (7) njene Liejeve algebre g
takoder oznacava sa w. Tada je

d
m(X) = &W(exp tX) i w(exp X) =e™X), X eg.
t=0
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Za potprostor W od V' stavimo
Stabg(W) = {z € G; n(x)WW =W}, Stabs(W) ={X € g; n(X)W C W}.
Nadalje, za v € V stavimo
Fizg(v) = {z € G; n(z)v = v}, Fizg(v) ={X € g; n(X)v=0}.

Tada su Stabg(W) i Fizg(v) zatvorene podgrupe od G i iz zadatka 3.4.2. slijedi da je Stabg(WV)
Liejeva algebra od Stabg (W) i da je Fizy(v) Liejeva algebra od Fizg(v).
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3.5 Grupa automorfizama Liejeve algebre

Neka je g realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je Aut(g) zatvorena podgrupa Liejeve
grupe GL(g), dakle, Aut(g) je Liejeva grupa. Uz identifikaciju gl(g) s Liejevom algebrom od
GL(g), Liejeva algebra od Aut(g) je

h={Acgl(g); e € Aut(g) Vt € R}.
Sada imamo redom
Ach = e z,y] = [z, ey VteRi VL, y € g.
Deriviranjem po ¢t u nuli odatle dobivamo
Aclh = Ar,y|=[Az,y]+[z,Ay] = A€ Der(g).

Time je dokazano da je h C Der(g). Obratno, ako je A € Der(g), onda indukcijom nalazimo da
za svakin € Niza x,y € g vrijedi

ol =Y (1) atn 4

Prema tome,

o] mn oo n mnIn -
etA[$7y] = —'An[l’,y] = Z _'(k?> [AkxaAn ky] -
n=0 n=0 k=0
e 1T k tAL tA
_ ZEAQE’Z( k)‘A y| = [e"x,e"y],
k=0 n=~k

Sto pokazuje da je et € Aut(g) Vt € R, odnosno, da je A € h. Na taj nacin dokazali smo:

Propozicija 3.5.1. Neka je g realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je Der(g) Liejeva
algebra Liejeve grupe Aut(g).

Grupa Int(g) unutarnjih automorfizama Liejeve algebre g generirana je svim automorfizmima
oblika e z € g. Tada je Int(g) Liejeva podgrupa Liejeve grupe Aut(g) i njena je Liejeva algebra
adg = {adz; x € g}. Buduéi da je ad : g — Der(g) homomorfizam Liejevih algebri ¢ija je jezgra

Kerad={z €g; [v,y] =0Vy € g} = Z(g)
centar Liejeve algebre g, vidimo da vrijedi:

Propozicija 3.5.2. Adjungirana reprezentacija ad : ¢ — Der(g) inducira izomorfizam kvocijentne
Liejeve algebre g/Z(g) na Liejevu algebru Liejeve grupe Int(g).

Posebno, ako je Liejeva algebra g poluprosta, onda je Z(g) = {0}, odnosno, adjungirana
reprezentacija ad je injektivna. Nadalje, u tom je slucaju svaka derivacija unutarnja, dakle, ad je
izomorfizam g na Der(g). Odatle i iz korolara 3.2.8. neposredno slijedi:

Propozicija 3.5.3. Neka je g poluprosta realna ili kompleksna Liejeva algebra. Tada je ad izomor-
fizam Liejeve algebre g na Liejevu algebru Liejeve grupe Aut(g). Nadalje, grupa Int(g) unutarnjih
automorfizama od g je komponenta povezanosti jedinice grupe Aut(g).



Poglavlje 4
POLUPROSTE LIEJEVE GRUPE

4.1 Grupa automorfizama kompleksne poluproste Liejeve
algebre

U ovom ¢emo odjeljku zbog kasnijih primjena detaljno prouciti grupu Aut(g) automorfizama
kompleksne poluproste Liejeve algebre g i neke njene podgrupe.

Podgrupa Int(g) od Aut(g) svih unutarnjih automorfizama od g, tj. grupa generirana svim
automorfizmima oblika ¢®? z € g, je prema propoziciji 3.5.3. komponenta povezanosti jedinice
Liejeve grupe Aut(g).

Neka je h Cartanova podalgebra od g i R = R(g,h) pripadni sistem korijena. Podsjetimo se
da za o € R postoji jedinstven element h, € [ga, §-o] C b takav da je « (h,) = 2. Tada je

R ={ha; a € R}

sistem korijena u b i to je upravo dualni sistem korijena od R. R i R razapinju nad R realne forme
h*(R) i h(R) kompleksnih prostora h* i h. Vrijedi

H(R) = spang {ha; a € R} ={h € b; a(h) € R Va € R}, h=hH[R)+ih(R),

b*(R) = spang R = {\ € b*; Mho) e RV € R},  b* =h*(R) + ih*(R).

Restrikcija A — A[h(R), A € h*(R), je izomorfizam realnog prostora h*(R) na dualni prostor h(R)*
realnog prostora h(R).

Neka su W(R) i W(R) Weylove grupe sistema korijena R i R. Nadalje, neka su Aut(R) i

Aut(R) grupe automorfizama tih sistema korijena:

Aut(R) = {w € GL(b"); w(R) = R},  Aut(R) = {w € GL(h); w(R) = R}.

Tada je w — (u)T)f1 = (ufl)T izomorfizam grupe Aut(R) na grupu Aut(R); pri tome je AT
oznaka za dualan operator operatora A : h — b, tj. (ATA)(h) = M(Ah) za A € h* i h € h. Taj

izomorfizam prevodi podgrupu W (R) grupe Aut(R) na podgrupu W (R) grupe Aut(R). Mi ¢emo

taj izomorfizam upotrebljavati kao identifikaciju grupa Aut(R) i Aut(R), a time i kao identifikaciju

grupa W(R) i W(R). Dakle, grupu W (R) ¢emo shvacati kao podgrupu od GL(h*) generiranu
refleksijama o, o € R, prostora b*, gdje je

Tar = X — A ho)a, AED', a€R,
a ujedno i kao podgrupu od GL(h) generiranu refleksijama o, o € R, gdje je

ouh =h—a(h)he, heb, a€R.

127
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Uz opisanu identifikaciju W(R) i W(R) imamo
(cA)(ch) = A(h), Aeb*, hebh, oeW(R).
Bududi da je 62 identiteta, imamo i
(6aX)(h) = Aoah), Aeb, hebh, acR

Za Cartanovu podalgebru b sa Aut(g, h) ¢emo oznacavati podgrupu od Aut(g) svih automor-
fizama koji ostavljaju b invarijantnom:

Aut(g, ) = {0 € Aut(g); V() = b}.
Kao i obi¢no sa Aut(R) ozna¢avamo grupu automorfizama sistema korijena R :
Aut(R) = {w € GL(h"); w(R) = R}.
Naravno, Aut(R) je kona¢na grupa koja sadrzi Weylovu grupu W (R).
Zadatak 4.1.1. Neka je ¥ € Aut(g,b). DokazZite da vrijedi:
(a) (9[9)"(R) = R.
(b) Y(ga) = F(|p)Ta 20 svaki a € R.
(c) 9(h(R)) = h(R).

(d) Preslikavanje ® : 9 — ((9|p)~1)" = ((19|[))T)71 je homomorfizam grupe Aut(g,h) v grupu
Aut(R).

Napomenimo da u skladu s identifikacijom grupa Aut(R) i Aut(R) preslikavanje ® iz tvrdnje
(d) zadatka 4.1.1. postaje 9 — 9|b.

Neka je B baza sistema korijena R. Definiramo sada podgrupu od Aut(g,b) :
Aut(g, b, B) = {0 € Aut(g.h); (9|h)"(B) = B}.
Nadalje, definiramo podgrupu od Aut(R) :
Aut(R, B) = {w € Aut(R); w(B) = B}.

Teorem 4.1.1. (a) Preslikavanje ® iz (d) u zadatku 4.1.1 je epimorfizam grupe Aut(g, b, B) na
grupu Aut(R, B).

(b) Postoji monomorfizam V : Aut(R, B) — Aut(g, b, B) takav da je ®V = id gy (r,B)-
(¢) Ker ® = exp(adh) = {e™"; h e b}.
(d) Ako je W monomorfizam iz (d), onda je Aut(g,bh, B) = exp(adb) x V(Aut(R, B)).

Napomenimo da za grupu G i njene podgrupe A i B pisemo G = A x Bili G = B x A ako
je A normalna podgrupa od G i ako za svaki g € G postoje jedinstveni a € Aib € B takvi da je
g = ab; ovo posljednje znaci da je G = AB = {ab; a € A, be B} i ANB = {eg}. Akosu A i
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B grupe i ako je zadan homomorfizam b — ¢, grupe B u grupu Aut(A) automorfizama grupe A,
tada mozemo na Kartezijevom produktu skupova G = A x B definirati strukturu grupe ovako:

(a,b)(a’, V) = (app(a’),bl), (a,b),(d,V) € Ax B.

U tom slucaju je a — (a,ep) izomorfizam grupe A na podgrupu A x {eg} grupe G i b — (ey,b)
je izomorfizam grupe B na podgrupu {e4} x B grupe G i ako te izomorfizme upotrijebimo kao

identifikacije onda je G = A x B.

Dokaz: (a) i ( ) Ocito je ®(Aut(g,bh,B)) C Aut(R, B). Izaberimo neki sistem generatora
{hi,ei, fi; i=1,...,0} od g pridruzen bazi B = {ay,...,a.}. Dakle,

€; € gaia fl S gfaia hl = [ei7 fl]7 Oél(hl) = 2.

Svaki w € Aut(R, B) odreduje permutaciju s € Sy skupa {1,...,¢} : w(a;) = (). Prema teoremu
1.3.28. postoji jedinstven ¥(w) € Aut(g) takav da je

U(w)(e) = es@y, Y(w)(fi) = fsiy,  Y(w)(hi) = hs, i=1,...,0

Tada je ocito ¥ (w) € Aut(g,b B). Nadalje, ¥ : Aut(R B) — Aut(g, b, B) je homomorfizam grupa.
Doista, neka su w,w’ € Aut(R, B) i neka su s,s" € S; pripadne permutacije, tj. w(o;) = oy i
W'(a;) = gy, i =1,..., . Tada imamo

(wouw) () = w(w () = wlag@)) = Qs(s(i)) = Asos)(i)-

Dakle,
V(wow')(ei) = esos)i) = essri)) = V(W) (es(p)) = V(w)(T(w)(e)) = (¥(w) o ¥(w))(ei)

i, analogno, ¥(w o w')(f;) = (V(w) o U(w))(f;). Buduéi da skup {eq,..., e fi1,..., fe} generira
Liejevu algebru g, zakljucujemo da je ¥(wow') = ¥U(w) o ¥(w') Vw,w" € Aut(R, B), odnosno, ¥
je doista homomorfizam grupe Aut(R, B) u grupu Aut(g, b, B).

Neka je s € S, permutacija pridruzena automorfizmu w € Aut(R, B). Buduéi da je w auto-
morfizam sistema korijena, vrijedi (w(a))(hw(s)) = a(hg) Vo, € R. Posebno, za a = a; 1 3 = ay,
i,7 € {1,..., ¢}, imamo w(o;) = a,() i w(a;) = o). Prema tome, vrijedi

Ozs(i)(hs(j)) = Olz‘(hj), dakle 1 Ozi(hsfl(j)) = Ozs(i)(hj), 1<, <.

Stoga dobivamo redom
(@(W()) () (hy) = (W)I) ™) (00)) () = o (V) () =

= ai(hs-1(j)) = s (hy) = (o)) (hy).
Buduéi da su {hy,...,he} 1 {a1,...,a,} baze prostora h i h*, odatle slijedi da je (¥ (w)) = w.
Dakle, @V = id y¢(r,). Odatle Slljedl i injektivnost homomorfizma V.

(c¢) Buduéi da je b komutatlvna Liejeva algebra, exp(adh) je podgrupa od Int(g) i restrikcija
svakog njenog elementa na h je identiteta. Prema tome, vrijedi exp(adh) C Ker ®. Neka je
V€ Ker®, tj. v € Aut(g, b, B) i J|h = I. Tada vrijedi J(g,) = go za svaki a € R. Prema tome,
postoje c1,...,¢pdy, ..., dg € C\ {0} takvi da je

U(e;) = ciei,  V(fi) = difs, V(i) = hi, i=1,...,0.
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Iz [e;, fi] = hy; slijedi da je d; = ¢; ', i = 1,...,L. Izaberimo h € b tako da za neke vrijednosti

7 )

logaritama od ¢; bude a;(h) =log ¢;, i = 1,...,¢. Tada je

(adh)e; = (log ¢;)e; i (adh)f; = —(log ) fi,

dakle
e, = elB e, = cie; = (e;) 1 e"Ifi=eT 0 =i fi = dif; = 9(f).

To znaéi da se automorfizmi ¢ i e®" podudaraju na generatorima e;, f;, i = 1,...,¢, pa se

podudaraju svuda na g, odnosno, ¥ = e*" € exp(adb).
Tvrdnja (d) slijedi iz tvrdnji (b) i (¢) zbog sljedece jednostavne ¢injenice iz teorije grupa:

Zadatak 4.1.2. Neka su ® : G — H +V : H — G homomorfizmi grupa takvi da je VU = idy.
Dokazite da je tada G = Ker & x Im .

Uoc¢imo sada da uz fiksirane g, h i B monomorfizam ¥ : Aut(R, B) — Aut(g, b, B) iz tvrdnje
(b) teorema 4.1.1. nije jedinstveno odreden. Za izabranu bazu B = {ay, ..., .} sistema korijena
R u dokazu tvrdnje (b) monomorfizam ¥ bio je zadan nakon $to smo izabrali kanonske generatore
{ei, hi, fi; 1 < i < {} Liejeve algebre g pridruzene bazi B; no ti kanonski generatori nisu jedin-
stveno odredeni sa B.

Definiramo sada podgrupu

Int(g,b) = Int(g) N Aut(g,b) = {¢ € Int(g); »(h) =b}.
Teorem 4.1.2. (a) Za svaki ¢ € Int(g,h) vrijedi plh € W(R).
(b) Preslikavangje ¢ — @|b je epimorfizam grupe Int(g,h) na Weylovu grupu W(R).
(¢) Jezgra epimorfizma iz (b) je exp(adb). Posebno, W(R) ~ Int(g,h)/ exp(adb).
(d) Grupa exp(adb) je komponenta povezanosti jedinice grupe Int(g,b).

Dokaz: Za dokaz tvrdnje (a) trebamo se prije svega podsjetiti pojma Engelovih podalgebri i
njihove veze s Cartanovim podalgebrama.

Za kompleksan konac¢nodimenzionalan vektorski prostor V| linearan operator A : V. — V i
A € Csa V)(A) éemo oznacavati pripadni svojstveni potprostor operatora A,

Vi(A) =Ker(A— M) ={v e V; Av = v},
a sa V() (A) pripadni korijenski potprostor

Viy(4) = | J Ker (A= AD)*) = {v € V; (A= AI)* > =0 za neki k € N}.
keN

Opcenito je tada prostor V' direktna suma korijenskih potprostora V(y)(A), A € C. Naravno,
VA(A) € V(5 (A) za svaki A € C. Nadalje, V(5)(A) # {0} ako i samo ako je A € Sp(A). Operator
A je poluprost ako i samo ako je V(5)(A4) = VA(A) VA € Sp(A).

Zadatak 4.1.3. Dokazite da vrijed:

Vi (4) € Vi (). (4.1)
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Podalgebra [ Liejeve algebre g zove se Engelova podalgebra postoji x € g takav da je

[ = g()(adx). Prema teoremu 4.2.4. u "PLA” Cartanove podalgebre su upravo minimalne En-

gelove podalgebre. Posebno, za nasu kompleksnu poluprostu Liejevu algebru g ranga [ = dim b
zakljucujemo da vrijedi

dim gy(adz) >4  Vwcg. (4.2)

Dokazat ¢emo sada da vrijedi
dim g)(p) > ¢ Vo € Int(g). (4.3)

Prije svega, neka su U okolina jedinice u Liejevoj grupi Int(g) i V okolina nule u Liejevoj algebri
g takve da je x — €% bijekcija sa V na U. Za ¢ € U tada imamo ¢ = ¢®? za neki x € V, pa iz
(4.1) i (4.2) slijedi
dim g(1)() = dim gy (adz) > L.
Prema tome, nejednakost (4.3) vrijedi za svaki ¢ € U.
Uocimo sada da su koeficijenti svojstvenog polinoma P,(\) = det(A — ¢), ¢ € Int(g), kao
restrikcije polinomijalnih funkcija na L(g), analiticke funkcije na Liejevoj grupi Int(g). Prema

tome, mozemo pisati
n

Py(N) =Y (A=1fi(¢)  (n=dim g),

k=0
pri ¢emu su fo, ..., f, analiticke funkcije na Int(g). Primijetimo sada da je dim g(1)(y) kratnost
od 1 kao nultocke polinoma P,, tj.

dim g () = min {k; fi(p) # 0}.

Prema dokazanom vrijedi

folp) == foalp)=0 Veoel

Kako su fo, ..., fi—1 analiticke funkcije na povezanoj grupi Int(g), slijedi da su te funkcije identicki
jednake nuli na cijeloj grupi Int(g). Odatle slijedi (4.3).

Ako je ¢ € Aut(g,bh), onda restrikcija ¢|h(R) permutira Weylove komore u h(R). Dokazat
¢emo sada tvrdnju:

(A) Ako je ¢ € Int(g,b) takav da restrikcija p|h(R) fiksira neku Weylovu komoru C' u h(R),
onda je p|h identiteta.

Neka je R, skup pozitivnih korijena u odnosu na Weylovu komoru C':
R, ={a€R; a(h) >0zahe C}.
Nadalje, neka je o permutacija od R pridruzena automorfizmu ¢|h € Aut(R), tj.
¢ (ha) = hoa, a € R.

Tada je, naravno,
2 (ga) = Goa> a € R.

Nadalje, iz p(C) = C slijedi o(Ry) = Ry. Oznacimo sada sa G ciklicku podgrupu grupe per-
mutacija S(R) od R generiranu permutacijom o. Neka je €2 skup svih G—orbita u R. Za O € ()

stavimo
go=> +ga 1 a0=) a

acO ac0
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Tada je
g=b+)> +go. (4.4)
0eN
Nadalje, iz 0 (Ry) = R, slijedi da je svaka G—orbita O € Q) sadrzana iliu Ry iliu R = —R,.

To ima za posljedicu da je ap # 0 VO € (.
Ako je O € Qi |O| = ¢, onda za a € O vrijedi O = {a, 00, -+ ,097 a} i 0% = a. Dakle,

go = Ba + Joa + + Yoa—1q-

Nadalje, ¢|gsiq je izomorfizam g,i, na geitia 28 j = 0,...,¢ — 2, & p|gs-14 je izomorfizam
0sa-1q Na go. Prema tome, ako je x € g, \ {0}, onda je {z,p(x), ..., (z)} je baza vektorskog
prostora go. Vektor x je svojstven vektor operatora ¢?. Oznac¢imo pripadnu svojstvenu vrijednost
sa (—1)%up. Tada je

p(x) = p(x), plp(@) = @*(x), -, 9(¢"(2) = 9" (2), (" (2)) = (-1) pox.
Prema tome, matrica operatora ¢|geo u bazi {z, p(x),..., 07 (z)} je
(00 0 --- 0 (=10
100 --- 0 0
010 -+ 0 0
000 --- 0 0
(000 - 1 0 |

Prema tome, svojstveni polinom restrikcije ¢|go je
P,lgo(X) = det (Mg, — ©lgo) = AT — po.

Neka je sada h € h i P = @e®h. Tada je p € Int(g,h) i p|h(R) = ¢|h(R). Buduéi da za 3 € R i
y € gg vrijedi (ad h)y = [(h)y, dobivamo

ety =My BER, yc€gs

Prema tome, , . ,
eadh(pj(x> :e(aﬂa)(h)go](x) Za j = O,...,q— 1.

Dakle,

— j ol j . L _ o1 1q
B (¢ (2) =MW @) za j=0,...,¢=2 i B(p"H(x)) =" P (~1)po,

pa slijedi da restrikcija P|go ima matricu

[0 0 0 --- 0 (=1)2e@* ")) 1y ]
ah) 0 --- 0 0
0 elea)(r) o ... 0
0 0 0O -~ 0 0
0 0 0 ... @)

Kako je a +oa+ -+ 0% ta = ap, zaljuéujemo da je svojstveni polinom restrikcije p|go jednak

Paige, (A) = N — e ™).

Plgo
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Buduéi da je ap # 0 YO € , mozemo izabrati h € b tako da bude e*® i, £ 1 YO € Q. No
tada je 1 € Sp (¥lgo) YO € Q, a odatle

(g0)) (Plgo) = {0} VO €.

Buduéi da je rastav (4.4) invarijantan s obzirom na @, slijedi

g (®) = b @lh) + D+ (80)0) (@lao) = b (@lh) € b.

0eQ

S druge strane, prema (4.3) vrijedi nejednakost dim gq) () > ¢ = dim b, pa slijedi gn) () = b.
Posebno, Sp (@) = {1}. Medutim, operator p|h je poluprost. Naime, znamo da postoji skalarni
produkt na realnoj formi h(R) od h u odnosu na koji su svi operatori iz Aut(R) ortogonalni,
dakle, poluprosti. Kako je p|h € Aut(R), operator p|h(R) je poluprost, pa slijedi da je i njegova
kompleksifikacija | poluprost operator. To znaci da je by (B|h) = by (@|h) = b, pa zakljucujemo
da je p|h =lh = Iy.

Time je tvrdnja (A) u potpunosti dokazana.

Za proizvoljan ¢ € Int(g,h) i Weylovu komoru C' u h(R) je i ¢(C) Weylova komora u h(R).
Prema tvrdnji (d) teorema 1.3.14. postoji o € W(R) takav da je o(C) = w(C). 1z zadatka 1.3.7.
(ili iz zadatka 1.3.8.) slijedi da za svaki @ € R postoji w, € Int(g,h) takav da je w,|h = o,.
Kako je grupa W (R) generirana refleksijama o,, a € R, slijedi da postoji ¢ € Int(g,bh) takav da
je ¥|h = 0. Tada je p(C) = ¥(C), odnosno, (¢¥~1p) (C) = C. No sada iz dokazane tvrdnje (A)
slijedi ¥~ '|h = I, dakle, plh = ¥|h =0 € W(R).

(b) Prema tvrdnji (a) plh € W(R) Yo € Int(g,h). Nadalje, prema razmatranju u posljednjem
odlomku dokaza tvrdnje (a) zaklju¢ujemo da je homomorfizam ¢ +— ¢|h grupe Int(g,h) u grupu
W (R) surjektivan.

(c) Neka je G jezgra epimorfizma iz (b), tj.

G ={yp € Int(g,h); wlb = Iy}.

Ocito je exp(adh) C G. S druge strane vrijedi G C Aut(g,h, B) pa iz tvrdnje (¢) teorema
4.1.1. slijedi obrnuta inkluzija G C exp(adb).

(d) Normalna podgrupa exp(adb) grupe Int(g,h) je povezana. Nadalje, kako je kvocijentna
grupa Int(g,bh)/exp(adbh) prema (c) konacna, exp(adb) je otvorena podgrupa grupe Int(g,h).
Odatle slijedi tvrdnja.

Teorem 4.1.3. Ako je ¥ : Aut(R, B) — Aut(g, b, B) monomorfizam iz turdnje (b) teorema 4.1.1.,
onda je Aut(g) = Int(g) x V(Aut(R, B)).

Dokaz: Neka je ¢ € Aut(g). Tada je ¥(h) Cartanova podalgebra od g, pa prema teoremu
1.3.27, postoji ¢ € Int(g) takav da je ¥ (¥(h)) = bh. Tada je ¢ € Aut(g,h). Buduéi da je
(9)(R) = R, vrijedi (19)(h(R)) = h(R) i restrikcija (10 |h(R) permutira Weylove komore sistema
korijena R u prostoru h(R). Neka je C' Weylova komora u h(R) pridruzena bazi

{ho; a € B} ={hy,..., h}

sistema korijena R. Tada je i (¢9)(C) Weylova komora u h(R). Uz spomenutu identifikaciju
W(R) = W(R) prema tvrdnji (d) teorema 1.3.14. postoji w € W (R) takav da je w((v9)(C)) = C.
Prema tvrdnji (b) teorema 4.1.2. postoji ¢ € Int(g,h) takav da je ¢lh = w. Sada je
e € Aut(g,h) i vrijedi (py)(C) = C. Odatle slijedi da je ¥y = @y € Aut(g,b, B). Kako
je ¥ = (pv) 'y, time je dokazano da je Aut(g) = Int(g)Aut(g, b, B). Buduéi da je ocito
exp(adbh) C Int(g), iz tvrdnje (d) teorema 4.1.1. slijedi rastav Aut(g) = Int(g)V(Aut(R, B)).
Napokon, Int(g) je normalna podgrupa grupe Aut(g), pa treba jos samo dokazati da je
Int(g) N V(Aut(R, B)) = {I,}.
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Iz V(Aut(R, B)) C Aut(g, b) slijedi
Int(g) NV (Aut(R, B)) C Int(g) N Aut(g,h) = Int(g,h).

Stoga je
- Int(g) NV (Aut(R, B)) C Int(g,h) NV (Aut(R, B)).

Napokon, ako je w € Aut(R, B) takav da je V(w) € Int(g,h), tada je prema tvrdnji (a) teorema
4.12. ¥(w)|h € W(R). Medutim, ¥(w)|h = (¥ (w)) = w. Weylova grupa djeluje prosto tranzi-
tivno na skupu svih baza sistema korijena, a buduéi da je w(B) = B, slijedi da je w identiteta.
Tada je i ¥(w) identiteta I, 1 time je dokazano da je Int(g) N V(Aut(R, B)) = {I,}.

Neposredna posljedica teorema 4.1.3. je
Korolar 4.1.4. Vrijedi Aut(g)/Int(g) ~ Aut(R, B).

Drugim rije¢ima, kvocijentna grupa Aut(g)/Int(g) izomorfna je grupi simetrija Dynkinovog
dijagrama za g. Za proste Liejeve algebre tipa Ay, By, Cy, Go, Fy, E7 1 Eg ta je grupa trivijalna. Za
Ap, 0> 2, Dy, £ > 51 Eg ta je grupa dvoclana, Napokon, za D, ta je grupa izomorfna grupi per-
mutacija S3. Za poluproste Liejeve algebre koje nisu proste, ali su njihovi prosti ideali medusobno
neizomorfni, grupa simetrija Dynkinovog dijagrama je direktni produkt grupa simetrija Dynki-
novih dijagrama prostih ideala. Ako su neki od prostih ideala medusobno izomorfni, onda postoje
i simetrije koje permutiraju pripadne komponente povezanosti Dynkinovih dijagrama.

Druga je posljedica teorema 4.1.3.
Korolar 4.1.5. Vrijedi Aut(g,b) = Int(g,h) x V(Aut(R, B)) © Aut(g,b)/Int(g,h) ~ Aut(R, B).

Dokaz: Kako je Int(g) normalna podgrupa grupe Aut(g), Int(g,h) = Int(g) N Aut(g,h) je
normalna podgrupa grupe Aut(g, h). Nadalje, po teoremu 4.1.3. je Int(g) NV (Aut(R, B)) = {1},
pa je i Int(g,h) N W (Aut(R, B)) = {I,}. Napokon, neka je ¢ € Aut(g,bh). Tada je ¢ € Aut(g),
pa prema teoremu 4.1.3. postoje ¢ € Int(g) i w € Aut(R, B) takvi da je ¢ = 1) o U(w). Kako je
U(Aut(R, B)) C Aut(g, b, B) C Aut(g,b), slijedi da je

Y =poWU(w)! € Aut(g,h) N Int(g) = Int(g,b).

Time je dokazano da je Aut(g,bh) = Int(g, h)V(Aut(R, B)), pa slijedi tvrdnja korolara.

U odjeljku 2.2. ustanovili smo vezu izmedu konjugacija kompleksne Liejeve algebre g i involu-
tivnih automorfizama od g. Ta je veza sljedeca. Fiksirajmo kompaktnu konjugaciju 7 od g. Ako
je o bilo koja konjugacija od g, tada je prema propoziciji 2.2.7. ¢ = ((07)2)_% € Int(g) i konju-
gacije oo~ i 7 komutiraju. Prema tome, ®.(c) = pop~7 € Aut(g) je involucija. Ta involucija
komutira sa 7, odnosno, nalazi se u podgrupi Aut,(g) = {V € Aut(g); I = 70} grupe Aut(g).
Na taj nacin dosli smo do preslikavanja @, sa skupa svih konjugacija u g u skup svih involucija u
grupi Aut ,(g). Prema tvrdnji (a) teorema 2.2.10. preslikavanje @, inducira bijekciju sa skupa svih
klasa Int(g)—konjugiranosti konjugacija od g na skup svih klasa Int(g)—konjugiranosti involucija
u Aut(g). Dopuna teoremu 2.2.10. je

Propozicija 4.1.6. Preslikavanje @, je surjekcija sa skupa svih konjugacija od g na skup svih
involucija u Aut,(g).

Dokaz: Neka je ¥ € Aut,(g) involucija. Stavimo ¢ = Y7 = 7. Tada je o konjugacija od g
koja komutira sa 7. Stoga je (07)? = 0?72 = I, pa je ®,(0) = o7 = 0.
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Neka je o konjugacija od g i g° = {x € g; o(x) = z} pripadna realna forma. Ako je by
Cartanova podalgebra od g7, tada je h = b5 = spanchy = ho + ihy komutativna podalgebra
od g ¢iji su svi elementi poluprosti. Uoc¢imo da je to maksimalna komutativna podalgebra od
g, dakle, to je Cartanova podalgebra od g. Doista, ako je x € g takav da je [z,h] = 0, onda iz
o(h) = b slijedi i [o(z),h] = {0}, prema tome, za x; = (z + o(z)) 1 2 = 5-(x — o(2)) vrijedi
[x1,b] = [z2,b] = {0}. Medutim, z1,x5 € g7, a kako je ho maksimalna komutativna podalgebra
od g7, zaklju¢ujemo da su x1, x5 € g, dakle, z = zy + ixy € b.

Neka je sada 7 kompaktna konjugacija od g. Tada su svi operatori ady- x, x € g" antihermitski
na prostoru g7 u odnosu na neki skalarni produkt na g7, jer g” je kompaktna Liejeva algebra. To
znaci da su svi operatori adg- o, x € g7, poluprosti. Prema tome, svaka komutativna podalgebra od
g7 je toralna. Slijedi da je svaka maksimalna komutativna podalgebra od g™ Cartanova podalgebra
od g”. Ako je ty Cartanova podalgebra od g7, tada su sve svojstvene vrijednosti svih operatora
ady x x € ty, Cisto imaginarni brojevi. To znaéi da za t = t§ = ty+ ity i za svaki a € R(g, t) vrijedi
aty) CiR i a(ity) € R. Prema tome,

t(R) ={h et a(h) e RVa e R(g,t)} = itp.

Razmotrimo sada poblize involutivne automorfizme kompleksne poluproste Liejeve algebre g.
Ako je ¥ € Aut(g) involucija, prema propoziciji 2.2.9. postoji kompaktna konjugacija 7 od g koja
komutira sa 9, tj. ¥ € Aut.(g). Neka je u =g" = {z € g; 7(x) = 2} pripadna kompaktna forma
od g. Sada iz 97 = 79 slijedi da je ¥(u) = u. Nadalje, kako je ¥ involucija, imamo

u=u; +u_, gdieje uy={zeu; dz)=2} 1 u_={zecu J¥z)=—z}
Nadalje, iz cinjenice da je v automorfizam od g slijedi
[u+7u+] - Uy, [U+,u_] - u_, [u—au—] - Uy,

Teorem 4.1.7. Neka je 7 kompakina konjugacija od g, uw = g™ pripadna kompaktna forma od g,
v € Aut(g) it ur = {x € u; ¥(x) = £x}. Neka je b maksimalna komutativna podalgebra od u.

(a) Centralizator od b u g
b= Zy(b) ={y € g [y.b] ={0}}
je Cartanova podalgebra od g.

(b) Vrijedi 9(h) = b, tj. 9 € Aut(g,h).
(¢) Postogi baza B sistema korijena R = R(g,h) takva da je 9 € Aut(g, b, B).

Dokaz: (b) Kako je b Cu, = {z € u; ¥(z) = x}, i kako je ¥ involucija, za y € b i za svaki
x € b imamo [J(y), z] = [y, ¥(z)]) = ¥(|y, z]) = 0, dakle, J(y) € h. Time je dokazano J(h) C b,
a kako je ¥ automorfizam, to znaci da je J(h) = b.

(a) Stavimo

ho = hNu= Z,(b).

Zax € hiyebjer(y) =y, paimamo [1(z),y] = 7([z,7(y)]) = 7([z,y]) = 0. Prema tome, za
z € bhjeir(x)eh Notadasuixz = 3(z+7(x)) iz, =5(x—7(z)) clementi od b. Sada iz
x1, T € uslijedi xq, 29 € by. Time smo dokazali da je b = b + iby.

ho je Liejeva podalgebra kompaktne Liejeve algebre u, pa je i sama kompaktna. Prema teoremu
2.2.1. Liejeva algebra b je reduktivna. Dakle, by = Z(ho) + [ho, ho] 1 Liejeva algebra [ho, ho] je
poluprosta.
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Prema (b) je 9(h) = b, a kako je 1 ¥(u) = u, slijedi i ¥(ho) = ho. Stoga je
bo=bg +ho,  gdieje by = {z € ho; V(z) = £a} =boNux = Zu, (b).

Medutim, b je maksimalna komutativna podalgebra od u,, pa zakljuc¢ujemo da je Z,, (b) = b,
odnosno, h = b. Stoga je

[bOabO] = [b>b]+[baba]+[b0_’ba] = [b57b0_] C bOm[u—>u—] C hoNuy :bBL =b.

Kako je b komutativna, a [ho, ho] poluprosta, slijedi [hg, ho] = {0}, odnosno, Liejeva algebra by je
komutativna. Bududéi da je hy = Z,(b), zakljuéujemo da je by maksimalna komutativna podalgebra
od u. Ali Liejeva algebra u je kompaktna, pa to znac¢i da je hy Cartanova podalgebra od u. Dakle,
h = bho + iho je Cartanova podalgebra kompleksifikacije g od .

(c) Prema razmatranju prije iskaza teorema znamo da je h(R) = ihy, dakle, 9(h(R)) = h(R).
Dokazat ¢emo sada da postoji € ib takav da je a(z) # 0 Yo € R = R(g, h). Doista, u suprotnom
bi potprostor ¢b bio sadrzan u uniji potprostora Ker o, @ € R, a odatle bi slijedilo da je ib C Ker «
za neki o € R. No tada bi bilo go, g_o C Z4(b) = b, a to je nemoguce. Ova kontradikcija pokazuje
da postoji = € ib takav da je a(x) # 0 Va € R. To znaci da postoji Weylova komora C' u h(R)
takva da je C'Nib # (. Medutim, b C u,, pa su elementi od b fiksni u odnosu na 1. Posebno,
¥(x) = x. To pokazuje da je 9(C)NC # 0, a buduéi da ¥|h(R) permutira Weylove komore u h(R),
zakljuéujemo da je 9(C') = C. Neka je B baza sistema korijena R takva da je {h,; a € B} baza
dualnog sistema korijena R koja je pridruzena Weylovoj komori C. Drugim rije¢ima, B je baza od
R takva da je pripadni skup pozitivnih korijena R, = R, (B) dan sa

Ry ={a€R; a(C) CR"}.
Tada je ocito baza B invarijantna u odnosu na (9|h)7, odnosno, vrijedi ¥ € Aut(g, b, B).

Zadatak 4.1.4. Uz oznake iz teorema 4.1.7. dokazite da je involucija ¥ exp(adb)—Fkonjugirana
involucigi ¥, takvoj da je ¥ = YV (w) = W(w)Y, pri éemu je ¥ : Aut(R,B) — Aut(g,bh, B)
monomorfizam iz teorema 4.1.1., w € Aut(R, B) je involucija, tj. w? = Iy, a ¢ = e 3 gdje je
h € b takav da je a(h) € 2Z Yo € R.

Uputa: Prema tvrdnji (d) teorema 4.1.1. imamo 9 = e®*¥(w), gdje je x € hiw € Aut(R, B).
Iz 9% = I, izvedite da je w? = Iy.. Nadalje, 9|h = ¥(w)|h, pa je

h* = {z € b; I(z) = +a} = {z € h; V(w)(x) = £z}

ivrijedi 2 =2 0 zaxy = x4+ V(w)z) €hT iz = (z— ¥(w)(z)) €h~. Sadazau =z, € h*

iv=—3z€bimamo z = u+ ¥(w)(v) — v. Odatle izvedite da je

eadw — eaduq/(w)eadvqj(w) (eadv)_l )
Sada dokazite da 1 = €% i U(w) komutiraju. Stavite ¢¥; = ¥¥(w) i provjerite jednakost
VY = ey, (e“d”)fl. Stoga je ¥ involucija, pa je i 1? = I,. Sada stavite h = 2u i iz ¢¥?e, = €4
zaa € Rie, € g, izvedite da je a(h) € 27 za svaki a € R.
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4.2 Cartanove dekompozicije

Neka je g kompleksna Liejeva algebra i 7 kompaktna konjugacija od g. Kao u prethodnom
odjeljku oznac¢imo sa u = g7 = {x € g; 7(x) = x} pripadnu kompaktnu formu od g. Ako je
Y € Aut . (g) involucija koja komutira sa 7, onda je ¢ = 97 = 79 konjugacija od g i znamo da je
svaka konjugacija Int(g)—konjugirana takvoj. Neka je go = g° = {x € g; o(x) = z} pripadna
realna forma od g. Razmotrimo sada kako mozemo opisati gy direktno iz u i 9.

Involucija ¥ odreduje rastav g = g, + g_, gdje je g+ = {z € g; d(x) = £x}. Involucija ¢
komutira i sa o i sa 7, pa vrijedi ¥(go) = go i ¥(u) = u i imamo rastave

g0=00 T8, 8 =0 Ng+={rea; Iz) ==z}, (4.5)
u=u; fu_, ur =ungs = {z €u; ¥z)=+tz}. (4.6)
Stavimo
t=gy, PpP=9g;-
Bududi da je ¥ = 7o, vrijedi ¥|go = T|go, a odatle je € = u, ip =iu_. Prema tome, dekompozicije
(4.5) i (4.6) poprimaju oblik
u==t+ip. (4.8)
Bududi da je ¢ involutivni automorfizam, te su dekompozicije ortogonalne u odnosu na Killingovu

formu. Doista, ako je z € €1y € p, onda je ¥(z) = = 1 ¥(y) = —y, a kako je Killingova forma B,
invarijantna u odnosu na ¢, imamo

Bg(xay) :Bg(ﬁ(x)aﬁ(y)) = —Bg(l’,y) = Bg(l’,y) :O
Nadalje, iz cinjenice da je ¥ automorfizam dobivamo i
BEgcE  [eplSp  pplCE (4.9)

Prema tvrdnji (d) propozicije 2.2.2. hermitska forma H,(x,y) = —By(x, 7(x)), =,y € g, je skalarni
produkt na g. Restrikcija H,|go X go je skalarni produkt na realnom prostoru go. Medutim,
T|go = V|go, pa imamo H,(z,y) = —By(z,0(y)) za x,y € go. Kako je Bylgo X go = By,, oda-
tle slijedi

By (x,2) <0 za xz€t)\{0}; By (y,y) >0 za yep)\ {0} (4.10)

Cartanova dekompozicija realne poluproste Liejeve algebre go je ureden par (¢, p) potpros-
tora od gy takav da vrijedi (4.7), (4.9) i (4.10).

Teorem 4.2.1. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra, o konjugacija od g © go = g°
pripadna realna forma od g.

(a) (&p) je Cartanova dekompozicija od gy ako i samo ako postoji kompaktna forma u od g
takva da pripadna konjugacija T komutira sa o i takva da je € = uy i p = u_; pri tome je
up = {z eu; o(r) =+z}.

(b) Ako su (& p) i (¥,p") Cartanove dekompozicije od go, postoji ¢y € Int(gy) takav da je
¥ =(8) i p" = po(p).

(¢) Ako je (&,p) Cartanova dekompozicija od go, € je kompaktna Liejeva podalgebra od go i ona
je reduktivna u go.
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Dokaz: (a) Dovoljnost uvjeta dokazali smo prije definicije pojma Cartanove dekompozi-
cije. Pretpostavimo sada da je (¢, p) Cartanova dekompozicija od go. Definiramo preslikavanje
9 : gg — go ovako:

He+y)=xz—y, x€E yeEnp.
Sada iz (4.9) slijedi da je ¥ automorfizam od gy, a iz definicije se vidi da je involutivan. Prosirimo
ga po C—linearnosti do involutivnog automorfizma od g. Kako je 9(go) = go i go = g7, slijedi
Yo = o9, pa je sa T = Yo definirana konjugacija od g koja komutira sa o (i sa ¥). Dokazimo da
je ta konjugacija kompaktna. Doista, kako je 7|go = ¥|go, za z € €1y € p imamo

H(x+y,x+y)=—By(x+y,7(x+y)) = —By(z +y, 9z +y)) =
= _Bgo(x +Y,r — y) = _Bgo(xax) + Bgo(yay)>

a to je prema (4.10) vece od nule ako je x + y # 0. To pokazuje da je restrikcija hermitske forme
H, na realnu formu gy od g realna i pozitivno definitna. No tada za z € g\ {0} i 2,y € go takve
da je z = x + 7y imamo

H.(z,2z) = H(x+iy, v+iy) = Hy (v, 2)+iH (v, y)—iH (y, )+ H(y,y) = H.(v,2)+H.(y,y) > 0.

Dakle, hermitska forma H, na g je pozitivno definitna, pa iz tvrdnje (d) propozicije 2.2.2. slijedi
da je realna forma g™ = u kompaktna, odnosno, 7 je kompaktna konjugacija od g.
Iz definicije ¥ i 7 vidi se da je 9J|go = T|go, pa nalazimo:

t={regy 7(x) =2} =goNu={r €y o(z) =2} =uy;
p={re€go 7(x) =—x}=goNiu=i(igoNu) =i{z €u; o(z) =—x} =iu_.
(b) Neka su (¢,p) i (¢,p") Cartanove dekompozicije od go. Prema (a) postoje kompaktne kon-

jugacije 71 7" od g koje komutiraju sa o i takve da za pripadne kompaktne forme u = g"iw' = g”
vrijedi

E=u, p=iu_, v=u, p =,
pri cemu su
up ={zecu; o(r) =z} =un go, u_={zecu; o(r)=—x}=unigo,
v, ={z e o(z) =z} =u'Ngo, v ={xev; o(x) = -z} =u Nigo.

Prema teoremu 2.2.8. postoji ¢ € Int(g) takav da je 7 = @7~ !. Nadalje, moze se odabrati
1

o = ((r7)%)"7 . Tada ¢ komutira sa o, pa je ¢(go) = go. Nadalje, iz 7/ = o7 ! slijedi ¢(u) = W

doista, za x € g imamo

/

zEu = 1@)=1 <= ¢(7@2)=¢@) = 7)) =9¢) <= ).
Prema tome,
¥ =u"Ngo=p(u)Ne(g) =pung) = p(t),
p' =i Ngo = p(iu) Ne(go) = @(iuNgo) = p(p).
Napokon, ¢ je element 1—parametarske podgrupe (((TT’)2)t> . Liejeve grupe Int(g). Svaka je

takva 1—parametarska podgrupa oblika (e“‘dz)te]R za neki z € g. Prema tome, postoji z € g takav
da je ((77')2)" = €'%* za svaki t € R. Kako 7 i 7/ komutiraju sa o, slijedi da svi elementi te
1—parametarske podgrupe komutiraju sa o, dakle,

etadz — O_etadzo_ Vt e R — etadz — etJ(adz)J Vt e R —

— o(adz)o =adz = ado(z)=adz = o(z)=2 = 2z€g.

!/

Odatle slijedi da je ¢g = @|go € Int(go) i vrijedi po(¥) =€ i po(p) =p’.
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(c) Prva relacija u (4.9) pokazuje da je ¢ Liejeva podalgebra od go. Nadalje, zbog (4.10) je
— DBy, |¢ x € skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru £, a iz svojstava Killingove forme
slijedi da su svi operatori adg 2, 2 € €, antihermitski u odnosu na taj skalarni produkt. Prema tome,
£ je kompaktna Liejeva algebra. Stovise, svi operatori adg, z, z € €, su antihermitski na prostoru
go snabdjevenim skalarnim produktom (z|y)y = —Bjy,(x,¥(y)). Doista, za z € £ je ¥(z) = z, pa
imamo

((ad z)xly)s = — By, ([2, 2], 9(y) = By, [z, 2], I(y)) =
= By, (@, [2,9(y)]) = By (, 9([2,9])) = —(z|(ad 2)y)s.
Prema tome, ako je V' potprostor od g koji je adg,(¥)—invarijantan, onda je njegov ortogonalni

komplement u go u odnosu na skalarni produkt (- |-)y. To znaci da je reprezentacija adg,|¢ pot-
puno reducibilna, odnosno, Liejeva podalgebra € je reduktivna u gg.

Neka je (€ p) Cartanova dekompozicija realne poluproste Liejeve algebre gy 1 9 € Aut(go)
pripadna involucija. Neka je B = B, Killingova forma od gy. Tada je na realnom vektorskom
prostoru gg formulom

(Z|w)19:_B(2719(w))7 ZaMGQOa ili (IL‘+y|U+U)19:—B({L‘,U)—f—B(y,U), fL’,UEE, yavepa

zadan skalarni produkt. U sljede¢em zadatku promatramo go kao realan unitaran prostor snab-
djeven s tim skalarnim produktom. Nadalje, za linearan operator A € L(go) sa A* oznacavamo
njemu adjungiran operator u odnosu na taj skalarni produkt.

Zadatak 4.2.1. DokazZite da vrijeds
(a) V™) = 7! Y € Aut(go).
(b) v* =9.
(¢) add(z) = —(adz)* Yx € go.

Zadatak 4.2.2. Neka je g kompleksna Liejeva algebra. Realnu Liejevu algebru ggr moZemo pro-
matrati kao realnu formu &= kompleksne Liejeve algebre & = g x g kao u posljednjem odlomku
odjeljka 2.2. pomocu izomorfizma x — (x,z). Pri tome je X(x,y) = (y,x). Ako je T kompakina
konjugacija od g znamo da je T X T kompaktna konjugacija od & koja komutira sa 3. Pripadnu
Cartanovu dekompoziciju od &> prenesite inverznim izomorfizmom sa > na gg.

Zadatak 4.2.3. Neka je
t=s0(n) = {z €sl(n,R); 27 = —x}, p={zcsl(nR); 27 =z},

pri ¢emu je x' oznaka za transponiranu matricu matrice x. DokaZite da je ureden par (€ p)
Cartanova dekompozicija od sl(n,R).

Zadatak 4.2.4. Neka sup,q € N 1

b= {[g 2}; z €u(p), y € u(q), Tm+Try=0} = s(u(p) x u(q)),

p={| 2§ | semao}.

pri éemu je z =z € M, ,(C) adjungirana matrica matrice z € M, ,(C). DokaZite da je (& p)
Cartanova dekompozicija realne proste Liejeve algebre su(p, q).

Zadatak 4.2.5. Pronadite neku Cartanovu dekompoziciju realne proste Liejeve algebre sl(m, H).
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4.3 Multiplikativne Cartanove dekompozicije

U ovom ¢emo odjeljku prouciti multiplikativne Cartanove dekompozicije realnih poluprostih
Liejevih grupa. Razmatranja ne ¢emo provoditi u punoj opcenitosti, nego samo za grupe auto-
morfizama Aut(go) i Int(go) za realnu poluprostu Liejevu algebru go. Multiplikativna Cartanova
dekompozicija bazira se na teoremu o polarnoj dekompoziciji za linearne operatore na (realnom)
unitarnom prostoru.

U daljnjem je V realan konacnodimenzionalan unitaran prostor sa skalarnim produktom (- |-).
Sa a* oznacavamo adjungiran operator linearnog operatora a € L(V'). Nadalje, kao u odjeljku 2.2.
sa H(V) i P(V) oznacimo prostor svih hermitskih (odnosno, simetri¢nih) operatora i skup svih
pozitivno definitnih operatora u L(V) :

H(\V)={ae€ L(V); a=a"} ={a € L(V); (azly) = (z|ay) Vz,y € V},

PWV)={ac HYV); (ax|r) >0 Ve € V\{0} } = {a € H(V); Sp(a) C R = (0,+00)}.

U odjeljku 2.2. primijetili smo da je preslikavanje exp : H(V) — P(V), tj. a — €%, homeomorfizam
sa H(V)na P(V). Kako je exp a = e¢* definirano pomo¢u apsolutno konvergentnog reda operatora,
vidimo da je exp : H(V) — P(V) analiticko preslikavanje. Stovige, i inverzno preslikavanje
log: P(V) — H(V) takoder je analiticko:

Propozicija 4.3.1. Preslikavanje exp : H(V) — P(V) je bianaliticko.

Dokaz: Bududi da je exp analiticko preslikavanje, treba jos dokazati da je inverzno preslika-
vanje log : P(V) — H(V) takoder analiticko. Po teoremu o inverznom preslikavanju dovoljno
je dokazati da je za svaki b € H(V) diferencijal Tj(exp) izomorfizam tangencijalnog prostora
Ty(H(V')) na tangencijalni prostor Tes (P(V)). Buduéi da je H(V') realan vektorski prostor, tan-
gencijalni prostor na H (V) u tocki b € H(V) identificira se sa samim prostorom H (V') tako da
a € H(V) identificiramo s tangencijalnim vektorom na krivulju ¢ — b+ ta. Nadalje, kako je P(V)
otvorena podmnogostrukost od H(V'), za bilo koji ¢ € P(V') tangencijalni prostor T..(P (V') takoder
se identificira sa H(V).

Neka je b € H(V). Pretpostavimo da je a € H(V) takav da je Ty(exp)a = 0. Stavimo
B(t) = b+taiy(t) =exp B(t) = e’®. Tada je 7/(0) = Ty(exp)a = 0, y(0) = ¢, i F(0) = q,
pa deriviranjem jednakosti B(t)y(t) = v(t)8(t) u tocki t = 0, dobivamo ae® = e’a. Buduéi da je
b =log (e’), slijedi ab = ba. No tada je v(t) = e’ dakle

0=+'(0) =¢" = a=0.

To pokazuje da je operator Ty(exp) : H(V) — H(V) injekcija, dakle, izomorfizam, za svaki
be HV).

Propozicija 4.3.2. Preslikavanje p : O(V) x P(V) — GL(V), definirano sa p(a,p) = ap, i
preslikavanje pu o (idopy X exp) : O(V) x H(V) — GL(V) (4. (a,b) — ae®) su bianaliticka.

Dokaz: Neka jea € O(V), b € HV)ip = e € P(V). Stavimo ¢ = ap = ae’. Tada je
¢ =pa~!, dakle, e?* = p? = ¢*c. Odatle slijedi

1 1 1
b= 5 log(c*c), p=exp (5 log(c*c)> , @ =cexp (—5 log(c*c)) . (4.11)

To pokazuje da su b, p i a analiticke funkcije od ¢ i propozicija je dokazana.
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Neka je u daljnjem go realna poluprosta Liejeva algebra, B = By, njena Killingova forma, (€, p)
njena Cartanova dekompozicija i ¥ € Aut(gy) pripadna involucija, tj. d(z +vy) = x —y, z € &,
y € p. Promatramo gy kao realan unitaran prostor sa skalarnim produktom (-|-) = (-] )y :

(zlw) = =B(z,9(w)), =z,w€ go, tj. (x+ylu+v)=—-B(x,u)+ By,v), =z, uct yvenp.

Stavimo sada
K = Aut(go) N O(go), P = Aut(go) N P(go)-

Ocito je K kompaktna podgrupa od Aut(go). Prema zadatku 4.2.1. vrijedi

K = {p € Aut(go); Vi = ¢}.

Bududi da je go ~ ad gy Liejeva algebra od Aut(gg), Liejeva algebra od K je skup svih = € gq
takvih da je

etadz cKVteR i ﬁetadzﬁ — etadz vVt e R s etﬁ(ada:)ﬂ — etad:v YVt e R i

— ) — ol gt e R = add(z) =adz = V(z)=z <= =zt

Dakle, Liejeva algebra Liejeve grupe K identificira se s Liejevom podalgebrom € od go.

Mnozenje p iz propozicije 4.3.2. preslikava K x P u Aut(go). Nadalje, ako je z € p, onda je
Y(z) = —z, pa iz zadatka 4.2.1. slijedi da je (ad2)* = ad z, odnosno, adz € H(gp), a odatle je
ez ¢ P,

Teorem 4.3.3. (a) Preslikavanja p: K x P — Aut(gg) i po (idg x exp ad) : K X p — Aut(go)
(ti. (p, 1) — ped®) su bianaliticka.

(b) K° = K N1Int(go) = {p € Int(go); YV = o} je komponenta povezanosti jedinice grupe K.

(¢) Restrikcije dvaju preslikavanja iz (a) su bianaliticka preslikavanja sa K° x P, odnosno, sa
K° x p, na Int(go).

Dokaz: (a) Zbog propozicije 4.3.2. dovoljno je dokazati da za svaki ¢ € Aut(gg) za operatore
a € H(go)ip € P(go) definirane sa (4.11) vrijedi a € adp i p € Aut(go). Prema zadatku 4.2.1. je
c* € Aut(gy), dakle, p> = c*c € Aut(go). No sada je po lemi 2.2.4. p' = '8P € Int(gy) Vt € R.
Posebno je p € Int(gy). Nadalje, iz €' °8? € Int(gy) Vt € R slijedi da je a = log p = ad z za neki
z € go. Tada je (ad2)* = ad z, pa iz zadatka 4.2.1.(c) slijedi da je ¥(z) = —z, odnosno, z € p.
Dakle, a € adp.

(¢) Neka je K° komponenta povezanosti jedinice u grupi K. Tada je K° x p komponenta
povezanosti mnogostrukosti K x p. Buduéi da je po (idg x exp ad) : K xp — Aut(go) homeomor-
fizam, to preslikavanje preslikava komponente povezanosti na komponente povezanosti. Kako je
slika od K° x p sadrzana u komponenti povezanost Int(gy) od Aut(go), ona mu je jednaka. Odatle
slijede obje tvrdnje.

Tvrdnju (b) dobivamo neposredno iz tvrdnje (c), jer jednakost K°P = Int(g) ima za posljedicu
K° C KNInt(go), a kako je KNP = {e}, vrijedi i obrnuta inkluzija K NInt(gy) = KNK°P C K°.

Ureden par (K, P) zovemo Cartanova dekompozicija grupe Aut(gg) pridruzena Cartanovoj
involuciji ¥ od go. Tada je

K = {p € Aut(go); V¢ = v}, P = {p € Aut(go); V) = ¢ '}

Analogno, (K°, P) je Cartanova dekompozicija grupe Int(go).
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4.4 Konjugiranost maksimalnih kompaktnih podgrupa

Neka je i dalje gy realna poluprosta Liejeva algebra, B njena Killingova forma, (¢, p) Cartanova
dekomporzicija od gg, ¥ pripadna Cartanova involucija, (-|-) = (|- )y pripadni skalarni produkt
na go. Nadalje, neka su

K = Aut(go) N O(go) = {p € Aut(gy); vV = ¢}, K°= KnlInt(gy), P = Aut(go)N P(go).
Znamo da je K kompaktna podgrupa od Aut(go) i da je K° njena komponenta povezanosti jedinice.

Teorem 4.4.1. Uz uvedene oznake K je maksimalna kompaktna podgrupa od Aut(gy), a K° je
maksimalna kompaktna podgrupa od Int(go).

Dokaz: Pretpostavimo da je L zatvorena podgrupa od Aut(gg), takva da K C L. Prema teo-
remu 4.3.3. je L = K(LNP), dakle, LN P # {e}. Nekajep e LNP,p#e. Tadajex =logp € p
iz # 0. Prema tome, niz (nz),en tezi u oco. No tada exp —slika tog niza (p"),ey u L N P nema
gomilista. To pokazuje da grupa L nije kompaktna. Dakle, K je maksimalna kompaktna pod-
grupa od Aut(gg). Sasvim analogno pokazuje se da je K° maksimalna kompaktna podgrupa od

Prema tvrdnji (b) teorema 4.2.1. sve su Cartanove dekompozicije Int(go)—konjugirane. Odatle
naravno slijedi da su sve kompaktne prodgrupe od Aut(go), a takoder i sve kompaktne podgrupe
od Int(go), pridruzene Cartanovim dekompozicijama medusobno Int(gy)—konjugirane. Sve te
podgrupe su maksimalne kompaktne podgrupe od Aut(gg), odnosno, od Int(gy). Medutim, nije
jasno da je svaka maksimalna kompaktna podgrupa od Aut(gg), odnosno, od Int(go), pridruzena
na taj nacin nekoj Cartanovoj dekompoziciji od go. Naime, neka je K maksimalna kompaktna
podgrupa od Aut(gg) i € C go njena Liejeva algebra. Identi¢na reprezentacija k — k kompaktne
grupe K na realnom prostoru gy je potpuno reducibilna. Kako je £ K —invarijantan potprostor
od g, postoji K —invarijantan potprostor p od go takav da je go = €+ p. Naravno, tada vrijedi
(¢, 8] C ¢, aiz K—invarijantnosti potprostora p lako slijedi da vrijedi [¢, p] C p. Medutim, nije jasno
da vrijedi i [p,p] C &, pa ne mozemo neposredno zakljuciti da je (¢,p) Cartanova dekompozicija
od go.

Cilj je ovog odjeljka da dokazemo da su doista sve maksimalne kompaktne podgrupe od Aut(go)
(i od Int(go) ) medusobno Int(gy)—konjugirane.

U daljnjem opet promatramo proizvoljan konacnodimenzionalan realan unitaran prostor V.
Kao i prije sa H(V) oznacavamo potprostor svih hermitskih operatora u L(V'). Nadalje, neka je
P(V') otvoren konus u H (V') svih pozitivno definitnih operatora. Definiramo analiticku funkciju

r: P(V) x P(V)— R ovako:
r(b,c) =Tr(bc™t), b,c € P(V). (4.12)

Nadalje, za svaki kompaktan podskup 2 C P(V') definiramo funkciju pg : P(V) — R sa

pa(b) = max {r(b,c); c € Q}, be P(V). (4.13)

Iz kompaktnosti skupa () lako se dokazuje da je funkcija pg neprekidna.
Za proizvoljno fiksiran operator b € P(V') neka je {ey,...,e,} ortonormirana baza od V sas-
tavljena od svojstvenih vektora operatora b ineka su {\1,..., A\, } pripadne svojstvene vrijednosti:

be; = e, 1=1,...,n.
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Zace P(V)jeict e P(V); neka je [Cij]?jzl matrica operatora ¢! u odabranoj bazi. Tada su
Ai>0ic; >0zai=1,...,nivrijedi

r(b,e) =D Aici. (4.14)
=1

Pomocu ove formule ustanovit ¢emo neka korisna svojstva funkcija r i pg. U daljnjem sa || - ||
oznacavamo normu na unitarnom prostoru V' i pripadnu operatorsku normu na L(V'). Za hermitski
operator a € H(V) je

lall = max {[A[; A € Sp(a)}.

Posebno, uz malo prije uvedene oznake je ||b]| = max{\;; i =1,...,n}.
Lema 4.4.2. Neka je Q2 kompaktan podskup od P(V'). Postoji m > 0 takav da je
pald) > mlb|l  Wbe P(V) (4.15)

Dokaz: Fiksirajmo ortonormiranu bazu e = {ey,...,e,} od V. Tada je {ae; a € O(V)} skup

svih ortonormiranih baza u V. Za ¢ € P(V) i a € O(V) oznacimo sa [my;(c,a)],_, matricu
operatora ¢! u bazi ae. Tada su my;(c,a) > 0za i =1,...,n. Funkcije m;; : @ x O(V) — R% su

neprekidne, pa zbog kompaktnosti 21 O(V) postoji m > 0 takav da je
mii(c,a) >m V(c,a) € QxO(V) za i=1,...,n.

Za b € P(V) neka je kao malo prije Sp(b) = {1, ..., A\, }. Tada iz (4.14) slijedi
r(be) >mY N >mlb|  Veeq.
i=1

Kako je b € P(V) proizvoljan, slijedi (4.15).

Lema 4.4.3. Neka je Q kompaktan podskup od P(V') i neka je F' podskup od P(V') koji je zatvoren
uw H(V). Tada funkcija pq dostize svoj infimum na skupu F, tj. postoji by € F takav da je
pa(b) > palby) za svaki b € F.

Dokaz: Neka je b; € F' proizvoljno izabran. Stavimo
B={be F; pa(b) < pa(b1)}-

Skup B je kompaktan. Doista, taj je skup zatvoren u H(V) zbog neprekidnosti funkcije pgq.
Nadalje, iz leme 4.4.2. slijedi da je taj skup i ogranien (sadrzan je u kugli [|b]| < +pq(b1) ). Neka
je by € B tocka takva da je po(b) > pa(by) Vb € B. Tada je by trazena tocka iz F, jer je by € B,
paza b€ '\ B imamo

pa(b) > pa(br) > palbo).

Lema 4.4.4. Neka je ) kompaktan topoloski prostor i F': R x 2 — R neprekidna funkcija takva
da je za svaki ¢ € Q funkcija t — F(t,c) striktno konveksna na R. Tada je funkcija f : R — R,
definirana sa

f(t) =max{F(t,c); c € Q}, teR,

striktno konveksna na R.
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Dokaz: Za fiksno t € R realna funkcija ¢ — F(t,c) je neprekidna na kompaktnom prostoru
(2, pa postoji tocka c(t) € Q takva da je F(t,c) < F(t,c(t)) Ve € . Sada za proizvoljne realne
brojeve a < t < b imamo

t—a b—t bt—a

g S fla)y— + ) —.

A

f(t) = F(t,e(t)) < Fla, c(t))z_;; + F(b,e(t))

Lema 4.4.5. Neka je b € P(V) i neka je ) kompaktan podskup od P(V'). Funkcija f : R — R,
definirana sa

f(t) = pa (b'), t € R,

je striktno konveksna na R.

Dokaz: Izaberimo opet ortonormiranu bazu {ei,...,e,} od V sastavljenu od svojstvenih
vektora operatora sa svojstvenim vrijednostima Aq, ..., A\, i za ¢ € €2 neka je opet [Cij]?jzl matrica
od ¢! u toj bazi. Tada je b'e; = Ae;, pa imamo

n n
T (bt,c) = E cii)\f = E et 108 i
i—1 i=1

Kako su svi ¢; > 0 funkcija ¢ — r (b, ¢) je striktno konveksna na R. No prema lemi 4.4.4. tada je
i funkcija
f(t) = max {T(bt,c); CEQ}, teR,

striktno konveksna na R.

Teorem 4.4.6. Neka je (K, P) Cartanova dekompozicija od G = Aut(go) i neka je L kompaktna
podgrupa od G (odnosno, od G° = Int(go).) Tada postoji ¢ € P takav da je g~ ' Lq C K (odnosno,
¢ 'Lq C K°).

Dokaz: Neka je ¥ Cartanova involucija pridruzena Cartanovoj dekompoziciji (K, P) od G.
Neka je B = By, Killingova forma od go i (-|-) = (-|-)s skalarni produkt na gy pridruzen ¥ :

(zly) = —=B(z,9(y)), 7,y € go-

Tada je K =GNO(gy) i P=GNP(go). Za p € G ip € P prema zadatku 4.2.1. je ppp* € G.
Ocito je ppyp* € P(go). Prema tome, ako stavimo 7T,(p) = ¢pp*, preslikavanje ¢ +— T, definira
analiticko djelovanje Liejeve grupe G na analitickoj mnogostrukosti P. To djelovanje je tranzitivno,
jerzap € P je ip% € P i vrijedi Tp% (e) =p. Stovise, djelovanje komponente povezanosti jedinice
G° = Int(go) od G takoder je tranzitivno na P jer je P C G°. Stabilizator jedinice e pri tom
djelovanju prema zadatku 4.2.1. je

{peG; pp"=ct={peG; plp " V=c}={peq; pt="¢p} =K.

Nadalje, stabilizator u G° je G N K = K°. Prema tome, preslikavanje oK — T,(e) = @p*
(odnosno, pK° — ¢p*) je analiticki difeomorfizam sa G/K (odnosno, sa G°/K°) na P. Cilj nam
je da dokazemo da postoji tocka ¢ mnogostrukosti P koja je fiksna za djelovanje grupe L. To znaci
da je tocka ¢ K mnogostrukosti G/K fiksna za lijevo djelovanje grupe L, odnosno

pqK =qK VYo €L = ¢ logK =K VYpelL — ¢ 'L¢ C K.

Ako je L C G°, dobivamo ¢ 'Lg C K NG° = K°.
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Dakle, treba dokazati da na mnogostrukosti P postoji L—fiksna tocka. Zbog teorema 4.3.3.
skup P = exp(adp) je zatvoren u G° = Int(gy). Buduéi da se gy ~ ad gy podudara sa svojom
komutatorskom podalgebrom [gg, go], vrijedi Tradx = 0 za svaki x € go. To pokazuje da je
ad gy C sl(go), a odatle je G® = Int(gg) C SL(go). Kako je G N SL(gy) zatvorena podgrupa od
SL(go), a G° je zatvorena podgrupa od G, slijedi da je G° zatvorena podgrupa od SL(go). No
SL(go) je zatvoren podskup od L(gg), pa zakljuéujemo da je Int(gy) zatvoren podskup prostora
linearnih operatora L(gy). Prema tome, P = {p € G Jp? = ¢~ '} je zatvoren podskup od
H(go)-

Neka je r : P x P — R restrikcija funkcije definirane sa (4.12) za V = go, a za kompaktan
podskup © od P neka je pq restrikcija na P funkcije definirane sa (4.13). Primijenimo li lemu
4.4.3. na podskup F' = P, zakljutujemo da postoji tocka ¢y € P takva da je pa(po) < palp)
V¢ € P. Dokazat ¢emo sada da je takva tocka ¢, jedinstvena. Prije svega, uocimo da je funkcija
r invarijantna u odnosu na djelovanje grupe G na P. Doista, za o € G i ¢, 1 € P imamo

r(Ta(p), Ta(¥)) = r(apa”, aa’®) = Tr (apa’(apa®) ™) =Tr (ava*(a*) '~ la™") =

=Tr (ompw_lofl) =Tr (smﬁ_l) =1(p, 7).
Odatle slijedi da je
pa (To(p)) = pr_@(¥), a€G, peP (4.16)

Kako je djelovanje grupe G tranzitivno, mozemo pretpostaviti da je ¢y = e jedinica u grupi G.
Pretpostavimo da je i ¢ € P tocka minimuma za funkciju pg. Promatrajmo realnu funkciju f
realne varijable ¢t definiranu sa

f)=pal(¢'), teR

Tada su 0 i 1 dvije tocke minimuma za funkciju f. Prema lemi 4.4.5. funkcija f je striktno kon-
veksna na R, pa dobivamo kontradikciju f(¢) < f(0) = f(1) za 0 <t < 1.

Prema tome, za svaki kompaktan podskup {2 od P funkcija pq ima jedinstvenu tocku minimuma
na P. Sada za Q uzmimo L—orbitu jedinice na P, tj. Q = {aa*; o € L}. To je L—invarijantan
kompaktan podskup od P. Prema (4.16) funkcija pq je L—invarijantna. Odatle slijedi da je jedin-
stvena tocka minimuma funkcije pq fiksna u odnosu na djelovanje grupe L.

Teorem 4.4.7. Neka su K i L maksimalne kompaktne podgrupe grupe G = Aut(go) (odnosno,
grupe G° = Int(go) ). Tada postoji v € G° takav da je L = vKx™!.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je K prvi ¢lan Cartanove dekompozicije (K, P) od G
(odnosno, od G°). Prema teoremu 4.4.6. postoji z € P takav da je x 'Lz C K. Buduéi da
su z7' Lz i K maksimalne kompaktne podgrupe od G (odnosno, od G°), slijedi z7 'Lz = K, tj.
L=aKz !

Korolar 4.4.8. Svaka maksimalna kompaktna podgrupa grupe G = Aut(go) (odnosno, grupe G°)
je prvi ¢lan neke Cartanove dekompozicije od G (odnosno, od G°).
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4.5 Cartanovi potprostori

Neka je (¢, p) Cartanova dekompozicija realne poluproste Liejeve algebre g i neka je ¢ pripadna
Cartanova involucija. Nadalje, neka su kao i prije

K = {k € Aut(go); Ok = kv}, K® = K N Int(gy) = komponenta povezanosti od K,

P = exp p = Aut(go) N P(go) = {g € Aut(go); Vg9 =g7'}.
Podsjetimo se da tada iz [€, p] C p slijedi kp = p Vk € K. Nadalje, Aut(go) = KPiInt(gy) = K°P.
Ako je Liejeva podalgebra a od gy sadrzana u p, ona je komutativna, jer je

[aaf Canfp,p]CanteCpnt={0}.

Maksimalni elementi u skupu Liejevih podalgebri od gy sadrzanih u p zovu se Cartanovi pot-
prostori od p. Ako je a Cartanov potprostor od p i k € K, tada je oc¢ito i ka Cartanov potprostor
od p.

Teorem 4.5.1. Ako su a i a' Cartanovi potprostori od p, postoji k € K° takav da je o' = ka.

Dokaz: Neka je B Killingova forma od go. Znamo da je restrikcija B|¢ x € negativno definitna,
a restrikcija B|p X p je pozitivno definitna. Nadalje, Killingova forma B je Aut(go)—invarijantna.
Fiksirajmo sada y € aiy’ € @’ i definiramo analiticku funkciju f : K° — R sa

f(k)=B(ky,y'), teR.

Zbog kompaktnosti K° funkcija f dostize svoj infimum na K°, tj. postoji element k € K° takav
da je f(k) < f(K') VK € K°. Za z € ¢ definiramo analiticku funkciju ¢, : R — R sa

gpx(t) =f (etadzk) - B (etadzk,y’y/) .
Tada funkcija ¢, ima minimum u nuli, pa joj je derivacija u nuli jednaka nuli:

d
0= B (““kyy)| = B((ada)ky.y) = B(lx kyl,y) =
t=0

= _B(k:% [:L‘> y/]) = B(k:% [y,> 17]) = B([kya yl]> ZL’)
Prema tome, B([ky,y'],z) = 0 Vx € . Kako je [ky,y'] € [p,p] C ¢, a restrikcija B[ X ¢ je nega-
tivno definitna, slijedi [ky,y'] = 0. Kako je ¢y € a' bio proizvoljno odabran, slijedi [ky, a’] = {0}.
Medutim, a’ je Cartanov potprostor od p, pa slijedi da je ky € a'. Ali i element y € a je bio
proizvoljno odabran, pa zaklju¢ujemo da je ka C a’. Kako su i ka i @’ maksimalne podalgebre od
go sadrzane u p, dobivamo jednakost ka = a'.

Cartanov potprostor Liejeve algebre g, je (komutativna) Liejeva podalgebra a od go takva
da je a Cartanov potprostor od p za neku Cartanovu dekompoziciju (¢, p) od go. Ako je a Cartanov
potprostor od gg, onda je i ga Cartanov potprostor od go za svaki g € Aut(go).

Korolar 4.5.2. Neka sua ia’ Cartanovi potprostori od go. Postoji g € Int(go) takav da je a’ = ga.
Posebno, dim a = dim «o’.

Dimenzija Cartanovog potprostora od gy zove se realni rang poluproste Liejeve algebre gg.
Zadatak 4.5.1. Dokazite korolar 4.5.2.

Uputa: Koristite tvrdnju (b) teorema 4.2.1.
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Korolar 4.5.3. Neka je a Cartanov potprostor od p. Tada za svaki x € p postojey € a i k € K°
takvi da je x = ky. Drugim rijecima, vrijeds

p= U ka.

keK?O

Zadatak 4.5.2. Dokazite korolar 4.5.3.

Uputa: Uocite da je Rz Liejeva podalgebra od gy sadrzana u p, dakle, = je sadrzan u nekom
Cartanovom potprostoru od p.

U daljnjem za Cartanov potprostor a od p sa A oznacavamo povezanu Liejevu podgrupu od
Int(go) s Liejevom algebrom a. Buduéi da je po teoremu 4.3.3. exp |p bianaliticko preslikavanje sa
p na P, vrijedi A = exp a i restrikcija exp |a je bianaliticko preslikavanje sa a na A. Stovise, kako
je exp(x +y) = (exp z)(exp y) za z,y € a, restrikcija exp |a je izomorfizam aditivne grupe a na
grupu A.

Korolar 4.5.4. Uz uvedene oznake vrijeds
P=|J kAk™".
keKO

Dokaz: 1z kp = p Vk € K eksponenciranjem slijedi kPk~! = P Vk € K. Posebno, imamo
inkluziju
| kA C P
keK?O

Neka je p € P i neka je z jedinstven element p takav da je p = exp z = e?*. Prema korolaru

4.5.3. postoje k € K°iy € a takvi da je 2 = ky. Tada za a = exp y = e*¥ imamo

_ _ -1
kak™! = ke®yf—1 — kladyk™" _ qadky _ jadz _ .
Prema tome, vrijedi i obrnuta inkluzija

Pc | kAk™
keKO
Korolar 4.5.5. Vrijedi Aut(gy) = KAK = KAK® = K°AK i Int(go) = K°AK®.
Zadatak 4.5.3. Dokazite korolar 4.5.5.

Zadatak 4.5.4. Neka je g kompleksna poluprosta Liejeva algebra. DokaZite da je svaki Cartanov
potprostor od gr oblika ity, gdje je ty Cartanova podalgebra neke kompaktne forme od g. Posebno,
realni rang od gr jednak je rangu kompleksne Liejeve algebre g.

Za X\ € a* definiramo pripadni tzv. restringirani korijenski potprostor od g :
gy = {z € go; [h, 7] = A\(h)x Vh € a}.

Stavimo
R(go,a) ={A € a”; g # {0} i A #0}.
Elementi od R(go, a) zovu se restringirani korijeni od gy u odnosu na Cartanov potprostor a.
Nadalje, definiramo Liejevu podalgebru m od ¢ kao centralizator od a u € :

m=Za)={x et [z,h] =0Vhe a).
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Teorem 4.5.6. (a) Vrijedi

go=m+a g=mtat > +g
AER(go,a)

Za X p€a je gy, a6] C gy

)
C) ZaAEa je 19(96\) = ga/\) posebn07 _R(g()a a) = R(g()a a)'
) Liejeva podalgebra m je reduktivna u go.

)

Svaka maksimalna komutativna podalgebra by, od m je Cartanova podalgebra od m, a suma
Ho = bm + a je Cartanova podalgebra od gy.

(f) Uz oznake iz (e) neka je h = b5 = ho + iho pripadna Cartanova podalgebra kompleksifikacije
g=g5 i R=R(g,h). Tada je

R(go,a) ={ala; a € R, afa# 0}

i za svaki A € R(go,a) je

=01 D +o

a€R, ala=A

(9) Uz oznake iz (e) stavimo Ry = {a € R; ala=0}. Za o € Ry, vrijedi g, C m®. Stovise,

m(C = (bm)c + Z "i_goc-

a€Rm
Zadatak 4.5.5. Dokazite turdngje (b) i (c) teorema 4.5.6.

Dokaz teorema 4.5.6.: (a) Bududéi da su svi operatori adh, h € a, hermitski (u odnosu
na skalarni produkt (-|-)y) i medusobno komutiraju, prostor gy je direktna suma simultanih
svojstvenih potprostora gg‘ :

go=00+ Y Fao
AER(go,a)
Nadalje, ocito je m + a C gj. Uocimo sada da je Jg) = gj. Doista, d|p = —1I,, pa je ¥(h) = —h
Vh € a, a odatle za x € g imamo

[¥(z), h] = —[¥(x),¥(h)] = —¥([z,h]) =0 Vh€Ea — () € g).

To znaci da je g) = goNe€ + g Np. Medutim, g§ N € = m, a kako je a C g) Np, zbog maksimalnosti
od a slijedi gi Np = a.

(d) Svi operatori ad x za x € € su antihermitski u odnosu na skalarni produkt ( - | - )y na prostoru
go. Posebno, vrijedi (ad m)* = ad m. Dakle, ako je ¢ potprostor od gy koji je (ad m)—invarijantan,
onda je njegov ortogonalni komplement ¢t takoder (adm)—invarijantan. To pokazuje da je
reprezentacija ad|m Liejeve algebre m na prostoru gy potpuno redeucibilna, odnosno, da je m
reduktivna u go.

(e) Iz kompaktnosti Liejeve algebre m slijedi da je svaka maksimalna komutativna podalgebra
hm 0od m Cartanova podalgebra od m. Nadalje, suma by = b, + a je komutativna podalgebra od
go jer su i by, i a komutativne i jer je by, € m = Zg(a). Svi elementi od by, i od a su poluprosti, pa
zbog komutativnosti zakljucujemo da se by sastoji od poluprostih elemenata, odnosno, da je b
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toralna podalgebra od go. Neka je z € Zy (o). Tada je 1 ¥(x) € Zg, (ho), jer je ¥(ho) = ho. Prema
tome, z £ V(x) € Zy, (ho). Sada je

z+3J(z) € €N Zg(ho) = Ze(h0) € Zn(hw) = Him

7= 0(x) € p N Zyy(b0) = Zy(bo) € Zp(a) = .
Prema tome,

1 1
x = 5(95 + ¥(x)) + 5(:1: —9(z)) € b + a = by.

To pokazuje da je Zg,(ho) = ho, odnosno, b, je maksimalna komutativna podalgebra od go, a time
i maksimalna toralna podalgebra od gy, dakle, Cartanova podalgebra od g.
(f) Za A € a* \ {0} stavimo

Neka je {a € R; aja = A} = {a1,...,a;}. Neka je x € g*. Tada postoje jedinstveni z; € gq,,
1=1,...,k, takvida je v = 1 + - - - + z. Bududi da je a C b, za svaki h € a nalazimo

k k

(hyx] = [h,a) = Zai(h)xi = A(h) Zx = \h)z.

i=1
To pokazuje da je
g Ng* C g (4.17)

Zax € g), h €aih €hypomotu Jacobijevog identiteta dobivamo
[h, [h/7 z]] = [[h, h/]v ] + [h/7 [h, x]] = [h/7 A(h)z] = a(h) [h/7 z].

Dakle, [ho, g3] C g7, a odatle

C C .

b, (a) ] < ()" = 0 + i,

Operatori adg h, h € b, su poluprosti i medusobno komutiraju. Pripadni svojstveni rastav prostora
gje

g="bh+ Z + 8o

acR
pa za adg h—invarijantan potprostor (gé)(C dobivamo

(@) =bn(@)" +> + <ga a (gé)c) . (4.18)

a€ER

Ocito je h N (gf)‘)(c = {0}. Kako su svi g,, a € R, jednodimenzionalni, vrijedi ili g, C (gg‘)(C ili
gaN (ga\)(C = {0}. Pretpostavimo da je g, C (ga\)c. Zaw € go 171,179 € g) takve da je z = x +ix,
imamo za svaki h € a

A(h)x = A(h)xy + iA(h)xs = [h, 1] + i[h, x5] = [h, 2] = a(h)x.
Dakle, iz g, C (gé‘)(C slijedi da je ala = A. Prema tome, (4.18) poprima oblik
C ,
(@) = > Fo=g" (4.19)
a€R, aja=\

Sada iz (4.17) i (4.19) slijedi g} = goNg”. To pokazuje da je A € R(go, a) ako i samo ako je A = ala
za neki @ € R. Time je (f) u potpunosti dokazano.
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(9) Za a € Ry i h € aje a(h) =0. Dakle, [a, g.] = {0}, odnosno,
8o C Zy(a) = Zy(a) + Ze(a) = a® + m".

Neka je z € g,. Tada je x = 2+ za jedinstvene x; € a® iz, € mC. Za h € by, je tada [h, 1] = 0,
pa nalazimo
a(h)ry + a(h)xe = a(h)x = [h,x] = [h, 1] + [h, x2] = [h, x2].
Kako je [h,z5] € m®, slijedi 71 = 0, odnosno, z = 2, € m®. Time je dokazano da je g, C m® za
svaki o € Ry,.
m® je ocito adgh—invarijantan potprostor od g, pa imamo svojstveni rastav

mC:mCﬂb+Z+mCﬂga.

aER

Ocito je m€ N = (hy)®. Nadalje, za a € Ry smo vidjeli da je g, € m€, pa je mC N gy = ga.
Napokon, za o € R\ Ry je ala # 0, pa je m“ N g, = {0}. Prema tome, gornji rastav poprima

oblik
m(C = (bm)c + Z "i_goz-

a€Rm
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4.6 Iwasawine dekompozicije

Zadrzimo oznake iz prethodnog odjeljka: gg je realna poluprosta Liejeva algebra s kompleksi-
fikacijom g, (8,p) je Cartanova dekompozicija od gy s Cartanovom involucijom ¥, a je Cartanov
potprostor od p, m = Zg(a), b, Cartanova podalgebra od m, by = b, + a pripadna Cartanova po-
dalgebra od gy s kompleksifikacijom h. Nadalje, za A € a* je gy = {z € go; [h, ] = A(h)x Vh € a}
i R(go,a) = {\ € a*; g} # {0}, a # 0}. Izaberimo u a* neku uredenu bazu (), ..., \,) i neka je
< leksikografski uredaj na realnom vektorskom prostoru a* u odnosu na tu bazu. To znaci da za
AN € a* vrijedi

A< N = X—)\:Zci)\i icy>0zaneki ke {l,...,r}.
i—k

Drugim rijec¢ima, ako je A = a1\ +---+a, A\, i N =b; +---+b, za neke aq,...,a,,by,...,b. €R,
onda je A < X ako i samo ako postoji k € {1,...,r} takavdajea; = by, ... ,ap_1 = by_1, ag < bg.
Umjesto A < X pisat ¢emo i X' > X. Ocito za bilo koje medusobno razlicite A\, \" € a* vrijedi ili
A< X ili A > N. Posebno, za svaki A € a* \ {0} jeili A > 01ili A < 0 (ali ne oboje). Nadalje, ako
je A< NiceR: ondaje ch <c).

Stavimo sada

Y = R(go, a), Yy ={ e A>0}, Y_o={AeX; A<0}.
Tada je X =X, UX_iX, NYE_ = (. Prema tvrdnji (¢) teorema 4.5.6. vrijedi —X = X, a odatle

je ¥_ = —>,. Stavimo sada
R N T |

AET P
Propozicija 4.6.1. (a) n i 0 su nilpotentne Liejeve podalgebre od gy i m = J(n).
(b) s = a + n je rjesiva Liejeva podalgebra od gy i [s,s] = n.
(¢) Vrijedigo=n + m 4+ a 4+ n.
Zadatak 4.6.1. Dokazite propoziciju 4.6.1.
Uputa: Koristite tvrdnje (a), (b) i (c) teorema 4.5.6., jednakost [a, g3] = gy i teorem 1.1.9.

Teorem 4.6.2. (Iwasawina dekompozicija Liejeve algebre) Uz uvedene oznake vrijedi
go=¢+4a+ n
Dokaz: Prije svega, prema tvrdnji (c¢) propozicije 4.6.1. suma a, n i n je direktna. Pret-
postavimo da je z € €N (a 4 n). Tada je x = J(x) € a + 7, paslijedi z € (a + n)N (a + 1) = a.
No tada je z € ¢Np = {0}, tj. © = 0. Time je dokazano da je suma potprostora ¢, a i n direktna.
Prema tvrdnji (a) teorema 4.5.6. za bilo koji x € gy postoje h € a, xg Emixy € gy za A€ X
takvi da je
r=h + Ty + Zl’)\.
AEX
Tada je x =y + h + 2z uz oznake

y=x+ Y (ra+9@_y) i z= ) (zx—D(z_n)).

Imamo zy € m C & nadalje, ¥ (z_\ +9(x_))) = z_x+(z_)) za svaki A\. To pokazuje da je y € &.
Nadalje, za A € ¥, je ) € nid(x_y) € ¥ () = n, pa slijedi da je z € n. Time je dokazano da je
direktna suma ¢ + a + n jednaka citavoj Liejevoj algebri gq.
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Sljedeéi nam je cilj dokazati multiplikativne Iwasawine dekompozicije za grupe Aut(go) i
Int(go). U tu svrhu promatrajmo najprije situaciju u op¢oj linearnoj grupi GL(k,R). Neka je
N(k,R) skup svih gornje trokutastih realnih & x k matrica s jedinicama na dijagonali. To je o¢ito
zatvorena podgrupa od GL(k,R). Neka je n(k,R) njena Liejeva algebra; ocito je n(k,R) Liejeva
algebra svih striktno gornje trokutastih matrica u gl(k,R) = My(R). Nadalje, neka je A(k,R)
skup svih realnih dijagonalnih £ x k& matrica ¢iji su svi dijagonalni elementi veé¢i od nule. I to
je zatvorena podgrupa od GL(k,R) i njena Liejeva algebra a(k, R) je skup svih dijagonalnih ma-
trica u M (R). Napokon, kao i obi¢no sa O(k,R) oznacavamo kompaktnu grupu svih ortogonalnih
matrica u GL(k, R).

Lema 4.6.3. exp : z — €” je bianaliticko preslikavanje sa n(k,R) na N(k,R).

Dokaz: Prije svega, jasno je da je exp : x +— e” analiticko preslikavanje sa n(k,R) u N(k,R).
Ako jen € N(k,R) onda je n — I € n(k,R), dakle, n — I je nilpotentna matrica. Definiramo sada
preslikavanje log : N(k,R) — My(R) sa

j—1 ookl gy ,
log(n)zZ&(n—[)J: (1) (n—1).

jen Y j=1 J

Kako je n — I € n(k,R) i sve potencije (n — I)? su elementi od n(k,R), dakle, log je analiticko
preslikavanje sa N(k,R) u n(k,R). Za z € n(k,R) i t € R stavimo z(t) = ¢ — I. Tada je

log (em) = Z (_1.)]7 2(t),

jen

pa slijedi -
%log (etx) = Z %jz'(t)z(t)jl = 2'(t) Z(_Z(t))];l'

Za svaku nilpotentnu matricu y vrijedi

Yoy =U-y "

JEL
Posebno,
D (==Y =3 (=) = (I +2(t) 7 = () =
jeN JEZ 4
Nadalje,
d X d X €T
2 (t) = a(t —I) = aet = et

Prema tome,

d
T log (etx) = xefe ™ = 7.
Odatle slijedi da je log (e'*) = tz+y za neku matricu y € n(k,R). Za t = 0 nalazimo y = log(I) = 0.
Dakle, za t = 1 dobivamo

log (¢°) = x za svaku matricu z € n(k,R).

Prema tome, preslikavanje log : N(k,R) — n(k,R) je lijevi invers od exp : n(k,R) — N(k,R).
S druge strane, analiticko preslikavanje exp : n(k,R) — N(k,R) je regularno u nuli. Doista,
za x € To(n(k,R)) = n(k,R) je

To(exp)r = ¢ . =z,
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dakle, diferencijal Ty(exp) je identiteta na n(k,R). Prema tome, (a to znamo i za proizvoljnu
Liejevu grupu) postoje okolina V nule u n(k, R) i okolina U jedinice I u N(k,R) takve da je exp |V
bianaliticko preslikavanje sa V na U. Vidjeli smo da je preslikavanje log : N(k,R) — n(k, R) lijevi
invers preslikavanja exp : n(k,R) — N(k,R), pa slijedi da je log|U lijevi invers preslikavanja
exp |V. No kako je exp |V bijekcija sa V na U, zaklju¢ujemo da je log|U i desni invers od exp |V.
Prema tome,

g — p Vn e U.

Kako su matriéni elementi matrice e°6(™) polinomijalne funkcije matri¢nih elemenata matrice n,
slijedi da gornja jednakost vrijedi svuda na N(k,R) :

e —pn  Vn e N(E,R).

Prema tome, preslikavanje log : N(k,R) — n(k,R) je i desni invers eksponencijalnog preslikavanja
exp : n(k,R) — N(k,R).

Lema 4.6.4. MnozZenje (k,a,n) — kan je bianaliticko preslikavanje sa O(k,R)x A(k,R)x N (k, R)
na GL(k,R).

Dokaz: Preslikavanje (k, a,n) — kan je analiticko sa O(k,R) x A(k,R) x N(k,R) u GL(k,R).

To je preslikavanje injektivno. Doista, pretpostavimo da je kan = k'a’n’ zaneke k, k' € O(k,R),
a,a € A(k,R) i n,n’ € N(k,R). Tada je (K) "k = a'n'n"'a~" ortogonalna matrica, a ujedno
gornje trokutasta matrica sa strogo pozitivnim elementima na dijagonali. Slijedi da je to jedini¢na
matrica I. Dakle, ' = kian = a/n’. Tada je (a’)_1 a = n/n~! dijagonalna matrica, a ujedno gornje
trokutasta matrica s jedinicama na dijagonali. Dakle, i to je jedini¢na matrica, pa nalazimo ¢’ = a
i n’ = n. Time je dokazana injektivnost mnozenja (k,a,n) — kan sa O(k,R) x A(k,R) x N(k,R)
u GL(k,R).

Lema ¢e biti dokazana ako konstruiramo analiticko preslikavanje g — (k(g),a(g),n(g)) sa
GL(k,R) u O(k,R) x A(k,R) x N(k,R) koje je desni invers mnozenja (k,a,n) — kan, tj. takvo da
je k(g)a(g)n(g) = g Vg € GL(k,R). Neka je {ey,...,exr} kanonska baza prostora jednostupcastih
matrica My 1(R). My 1(k,R) je unitaran prostor sa standardnim skalarnim produktom koji ¢ini
bazu {ei,...,e,} ortonormiranom. Za g € GL(k,R) stavimo v; = g te;, i = 1,..., k. Na bazu
{v1,..., v} prostora M ;(R) primijenimo Gram—Schmidtov postupak ortonormiranja i dobivenu
ortonormiranu bazu od Mj, ;(R) oznacimo sa {uy,...,ux}. Tada su vektori u; induktivno zadani
sa

j—1
up = [Jvy ]| Mo, uj = (vj - Z(%Wz)%) za 2<j<k.

j—1
Vj — E (vj]ui)u;

i=1 i=1
Dakle, matri¢ni elementi stupaca uq,...,u; su analiticke funkcije matricnih elemenata stupaca
vy, ..., Uk, @ ovi su opet analiticke funkcije matricnih elemenata matrice g. Veza vektora u, ..., uy

s vektorima vy, ..., v, je gornje trokutasta

i
w; = E a;jiv; ivrijedi a; >0 Vi
J=1

Kao sto smo zakljucili, matricni elementi aj; te veze su analiticke funkcije matri¢nih elemenata
matrice g.
Stavimo sada

11 0 a1 o Ak

alg) = i n(g)=a(g)™
0 Qe ke 0 Ak
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Tada je g — a(g) analiticko preslikavanje sa GL(k,R) u A(k,R), a g — n(g) je analiticko pres-
likavanje sa GL(k,R) u N(k,R). Nadalje, vrijedi a(g)n(g)vi =u;, i =1,... k.

Napokon, ortogonalna grupa O(k,R) djeluje prosto tranzitivno na skupu uredenih ortonormi-
ranih baza od M 1(R), pa postoji jedinstvena k(g) € O(k,R) takva da je k(g)u; = e; za
i =1,...,k Slijedi k(g)a(g)n(g)g'e; = e; zai = 1,... k, dakle, g = k(g)a(g)n(g). Napokon,
k(g) = gn(g) ta(g)™, pa je i preslikavanje g — k(g) sa GL(k,R) u O(k,R) analiticko.

Sljede¢a lema trebat ¢e nam u ovom odjeljku samo za matri¢ne grupe (tj. za zatvorene pod-
grupe od GL(k,R)) ali zbog kasnijih primjena iskazat ¢emo je i dokazati za proizvoljne Liejeve
grupe.

Lema 4.6.5. Neka je G realna Liejeva grupa, go njena Liejeva algebra i a i b Liejeve podalgebre
od go takve da je go = a + b i neka su A i B povezane Liejeve podgrupe od G s Liejevim algebrama
a i b. Mnozenje 1 : (a,b) — ab analiticko preslikavanje sa A x B u G koje je svuda regularno, tj.
Tiap) (V) je izomorfizam sa Tiap)(A X B) = a x b na T, (G) = go V(a,b) € A x B.

Dokaz: Naravno, da je mnozenje ¢ : A x B — G analiticko preslikavanje. Nadalje, budu¢i da
je go direktna suma a i b, prostori gy i a X b imaju istu dimenziju. Dakle, za dokaz regularnosti
dovoljno je dokazati injektivnost diferencijala T, za svaku tocku (a,b) € A x B.

Prije svega, primijetimo da smo ve¢ u iskazu leme iskoristili identifikaciju Liejeve algebre [ bilo
koje Liejeve grupe L s Liejevom algebrom lijevoinvarijantnih vektorskih polja na L u skladu s
propozicijom 3.2.3. Ako za x € [ oznacimo sa (z4)4er, pripadno lijevoinvarijantno vektorsko polje
onda je

z,f = %f(g exp tr)| feCxL), gelL, zel (4.20)
=0
Nadalje, podsjetimo se da je za bilo koje diferencijabilno preslikavanje mnogostrukosti v : L — M
njegov diferencijal T, (1)) : Ty(L) — Tyg)(M) u tocki g € L linearan operator definiran sa

(Ty()X) [ =X(foy),  XeT,(L), feC*M). (4.21)

Posebno, ako su L i M Liejeve grupe s Liejevim algebrama [ i m i ¢ : L — M je analiticko
preslikavanje (ili samo C*—preslikavanje) onda iz (4.20) i (4.21) imamo za =z € [, g € L i

fec=(M):

(T(0)ry) f = 2y(T o) = S(fov)gesp i) = (g exp i)

T

t=0 t=0

Primijenimo to sada na nas slucaj: L = Ax B, l =axb M = G, m = go, ¥(a,b) = ab
zaa € A, b € B. Tada za (a,b) € A X B, (x,y) € axbi f e C®°G), uzevsi u obzir da je
€XPaxp = €XP, X €XPy, nalazimo redom:

= —f(¥((a,b)(exp tx,exp ty)))

t=0

[Tan (6)(e,)] £ = 706 ((a, ) exp 1z, )

t=0

= %f(a(exp tz)b(exp ty))

Bududi da je Ti,4)(¢) linearan operator i (z,y) = (x,0) + (0,y), mozemo djelovanje od T, (v)
racunati odvojeno na (z,0) i na (0,y) i zatim rezultate zbrojiti. Imamo

_ % F((alexp tz), blexp ty)))

t=0 t=0

(Tap) () (,0)] f = gf(a(exp tz)b)

d -1
" =5 f (abb™" (exp tx)b)

t=0 t=0
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Preslikavanje ¢ — b~1gb je unutarnji automorfizam Int (b=!) Liejeve grupe G i njegov smo dife-
rencijal oznacili sa Adb~!. Prema tome, b~!(exp tz)b = exp t(Adb 1)z, dakle,

Ty (8)(@,0)] § = -1 (ab exp H(Adb)a)

= = [(Adb~Y)a] , .

t=0

Drugi rac¢un je jednostavniji

= yabf'
t=0

(Tiay(¥)(0,9)] f = %f (ab(exp ty))

Odatle je
Tl (W) (x,y) = [(Adb™ ")z + y] ab”

Ako pretpostavimo da je T4 (¢)(z,y) = 0, dobivamo (Adb~")z + y = 0, a odatle djelovanjem
operatora Adb slijedi « + (Adb)y = 0. Medutim, = € a i (Adb)y € b, pa kako je suma potprostora
a i n direktna, zakljuéujemo da je z = 01 (Adb)y = 0, dakle, i y = 0. Time je dokazana trazena
injektivnost.

—_— =

Promatrat ¢emo sada grupu automorfizama Aut(go) realne poluproste Liejeve algebre gq i
njenu komponentu povezanosti Int(gg) — grupu unutarnjih automorfizama od go. Neka je (€ p)
Cartanova dekompozicija od gg, ¥ pripadna Cartanova involucija, tj. d(x +y) =x —yzaz € £i
yep,i(-]-)=(-|)s skalarni produkt na gy odreden sa ¥ :

(zly) = —=B(z,9(y)), 2,y € go;

pri tome je B = By, Killingova forma od go. Nadalje, oznac¢imo kao i prije sa K maksimalnu
kompaktnu podgrupu od Aut(go) s Liejevom algebrom &, odnosno,

K = {k € Aut(go); vkV = k}.

Komponenta povezanosti K od K je maksimalna kompaktna podgrupa od Int(gy) i vrijedi
K°= K N Int(go).
Neka je a Cartanov potprostor od p i X = R(gy, a) skup restringiranih korijena od gy u odnosu
na aigy, A\ € X, pripadni korijenski potprostori. Stavimo m = Zi(a). Neka je kao prije na a*
zadan leksikografski uredaj u odnosu na neku bazu, neka je ¥, skup pozitivnih restringiranih
korijena u odnosu na taj uredaj i
n= > Fg.

PYSIINE

Stavimo
A={e""; 1z €a} i N={e"" yen}.

Teorem 4.6.6. Uz uvedene oznake vrijedi:

d

(a) A je zatvorena podgrupa od Int(gy) i exp, : x — €, x € a, je izomorfizam aditivne Liejeve

grupe a na Liejevu grupu A.

(b) N je zatvorena podgrupa od Int(go) i exp, : y — e, y € n, je bianaliticko preslikavanje sa
n na N.

(¢) AN = {an; a € A, b € B} je zatvorena podgrupa od Int(gy) i mnoZenje (a,n) — an je
bianaliticko preslikavanje sa A X N na AN.
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(d) MnozZenje (k,a,n) — kan je bianaliticko preslikavanje sa K° x A x N na Int(go).
(e) Mnozenje (k,a,n) — kan je bianaliticko preslikavanje sa K x A x N na Aut(go).

Dokaz: (a) Prema teoremu 4.3.3. P = {e“dx; x € p} je zatvorena podmnogostrukost od
Int(go) i exp, : © e®? je bianaliticko preslikavanje sa p na P. Slijedi da je slika A od a pri
tom preslikavanju zatvoren podskup od Int(go). Nadalje, kako je a komutativna Liejeva algebra,
A je podgrupa od Int(go) i x — ¢™® x € a, je homomorfizam aditivne grupe a na grupu A. Iz
bianaliticnosti preslikavanja exp, : p — P slijedi bianaliticnost exp, : a — A.

(b) Numerirajmo sve restringirane korijene u X po veli¢ini u odnosu na izabrani leksikografski

uredaj tako da je X = {A1,..., A} i A, < \jza i < j. Neka je
pj:dimg())‘j i q=p1+-+p =dimn.

. . . . A
Izaberimo ortonormiranu bazu {z1,...,z,} od n numeriranu tako da je {x1,...,z,.} baza od gy,

a {Tp, 4otpp1+1s - - s Tppgotp, 1 +p; ;. DAZA 0Od ga\j za 1 < j < r. Izaberimo zatim ortonormiranu
bazu {zg41,...,Term} od m 4+ a (m = dim m + dim a). Napokon, stavimo @gym4; = 9(24—j11)
za 1 < j < ginekaje k =2¢+m = dim go. Tada je {z1,..., 2} je ortonormirana baza od go. U
odnosu na tu bazu mozemo identificirati gl(go) sa gl(k,R), GL(go) sa GL(k,R) i O(go) sa O(k,R).
Tako Aut(go) i Int(go) postaju zatvorene podgrupe matricne grupe GL(k,R).

Prema izboru baze i iz [g), gi] C gy ™" slijedi da je adn Liejeva podalgebra od n(k,R). Prema
lemi 4.6.3. © +— " je bianaliticko preslikavanje sa n(k,R) na N(k,R), a N(k,R) je zatvorena
podgrupa od GL(k,R). Kako je ad n potprostor, dakle, zatvoren podskup od n(k,R), slika N od n
pri preslikavanju x +— e%? je zatvoren podskup od N(k,R), dakle, zatvoren podskup od GL(k, R).
Kako je Int(go) zatvorena podgrupa od GL(k,R) i kako je N C Int(go), zakljucujemo da je N
zatvoren podskup od I'nt(gy). Napokon, buduéi da je z — e2?® bianaliticko preslikavanje sa n(k, R)
na N(k,R), za svaku Liejevu podalgebru [ od n(k,R) pripadna povezana Liejeva podgrupa L od
N(k,R) je jednaka {e®®; x € [}. Posebno, N je zatvorena podgrupa od Int(gg). Napokon, iz leme
4.6.3. slijedi da je exp, : y — €Y y € n, bianaliticko preslikavanje sa n na N.

(c) Prije svega, uo¢imo da je stvarno AN podgrupa od Int(gg). Naime, za a € Ain € N
vrijedi ana™t € N. Doista, neka su z € aiy € n takvi da je a = ¢*% i n = ¥, Tada je

ana_l =a (eady) a—l _ ea(ady)a_l.
Nadalje,
alady)a™ = " (ady) (eadz)*l = ad (e"vy) .

Kako je (adz)n = [x,n] C n, tojei (adz)’n C n Vj, dakle, e*n = n. Prema tome, z = %y € n,
pa slijedi
ana”! =% € N.

Posebno, za a,a’ € Ain,n’ € N imamo (a’) ' na’ € N, dakle,
ana'n’ = ad' (a')" na'n’ € AN.
Nadalje, vrijedi i an™*a™! € N, pa slijedi

1

(an)™' =n"ta ' =atan"ta"! € AN.

Time je dokazano da je AN podgrupa od Int(go). Sada iz leme 4.6.4. slijedi da je AN zatvoren
podskup od GL(k,R), dakle i od Int(go), $to znaci da je AN zatvorena podgrupa od Int(go).
Preslikavanje mnozenja (a,n) — an je analiticka surjekcija sa Ax N na AN. Zbog leme 4.6.4. to
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je preslikavanje injektivno. Dakle, (a,n) +— an je analiticka bijekcija sa A x N na AN. Napokon,
prema lemi 4.6.5. to je preslikavanje regularno u svakoj tocki, dakle, ono je bianaliticko.

(d) Uz izabranu identifikaciju GL(go) sa GL(k,R) je
K =O(k,R) N Aut(go) iK%= KnlInt(gy) = O(k,R) N Int(g).

Iz leme 4.6.4. slijedi da je mnozenje (k, a,n) — kan sa K x A x N u Aut(go) injektivno. Nadalje,
prema tvrdnji (¢) AN je zatvorena podgrupa od Int(gy) i mnozenje (a,n) — an je bianaliticko
sa A x N na AN. Buduéi da je grupa K° kompaktna, slijedi da je K°AN zatvoren podskup od
Int(go). Preslikavanje mnozenja v : (k,a,n) — kan je analiticka bijekcija sa K x A x N na
zatvoren podskup K°AN od Int(gy). Sada je 1 = p o (idgo X x), gdje je p : KO x AN — Int(go)
mnozenje (k,s) — ks, k € K° s € AN, a x je takoder mnozenje (a,n) — an ali sa A x N
na AN. Prema lemi 4.6.5. preslikavanja ¢ i x su regularna u svakoj tocki, pa slijedi da je i
preslikavanje 1) regularno u svakoj tocki. No tada je njegova slika K°AN otvoren podskup od
Int(go). Kako ve¢ znamo da je taj podskup i zatvoren u Int(gg), zbog povezanosti Int(gy) slijedi
da je KYAN = Int(go).

Dakle, mnozenje 1) : K x A x N — Int(go) je analiticka bijekcija, a kako je to preslikavanje
u svakoj tocki regularno, slijedi da je ono bianaliticko.

Time je dokazana tvrdnja (d). Iz nje slijedi i tvrdnja (e) jer je

Aut(go) = K Int(go) = KK°AN = K AN,

a kao §to smo ve¢ spomenuli preslikavanje mnozenja sa K x A x N na KAN = Aut(go) je ne samo
surjekcija, nego i injekcija, dakle, bijekcija. Napokon, iz bianaliticnosti mnozenja u (d) slijedi i
bianaliticnost mnozenja K x A x N — Aut(gy).
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4.7 Mala Weylova grupa

U ovom odjeljku cilj nam je da dokazemo da su sve Iwasawine dekompozicije Liejeve algebre g,
a time i Liejevih grupa Aut(go) i Int(go), medusobno Int(gy)—konjugirane. Prema tvrdnji (b) teo-
rema 4.2.1. znamo da je podalgebra ¢ jedinstvena do na Int(gy)—konjugiranost. Nadalje, ako smo
izabrali £, a time i potprostor p, svi Cartanovi potprostori od p su po teoremu 4.5.1. medusobno
K°—konjugirani. Napokon, pokazat ¢emo da nakon §to fiksiramo € i a, razne moguénosti za n su
takoder konjugirane. Usput ¢emo dobiti da je skup restringiranih korijena ¥ = R(gg, a) stvarno
sistem korijena u prostoru a*, i to ne nuzno reducirani, a djelovanje njegove Weylove grupe
W (), koju ¢emo zvati mala Weylova grupa, opisat ¢emo pomocu izvjesne podgrupe od K°.

U daljnjem éemo oznacavati G = Int(gg). Kao i prije ozna¢imo sa m centralizator od a u ¢,
m= Zy(a)={x €t [z,h] =0 Vh € a}.
Nadalje, neka su M i M’ centralizator i normalizator od a u K :
M = Zgo(a) = {k € K°; kla=1,}, M' = Ngo(a) = {k € K°; ka = a}.

Treéi ¢lan n Iwasawine dekompozicije bio je odreden izborom leksikografskog uredaja na a*,

odnosno, rastava skupa X restringiranih korijena na pozitivne >, i negativne ¥ = —> :
LA
=Y e
PYSIINE

Nadalje, prema propoziciji 4.6.1. vrijedi

go=n+mtatn gdieje ni=vn) =Y +g.
AEX

Skalarni produkt (-|-) = (-|-)y inducira skalarni produkt na a. Preko tog skalarnog produkta
dobivamo izomorfizam prostora a* s prostorom a koji ¢emo oznaciti sa A +— t) :

A(h) = (tA|h), A€ea’, hea,
a zbog J]a = —I, imamo
Ah) = =B (tx,9(h)) = B (ta, h), A€ea’, hea.
Nadalje, skalarni produkt (- |-) se pomoc¢u tog izomorfizma prenosi na dualni prostor a* :
) = (b)) Apea

Za restringirani korijen A € ¥ definiramo

2
hy = ——1x.
(A[A)

Propozicija 4.7.1. Neka je A € ¥ i zy € gy \ {0}. Tada vrijedi

(a) [2x, 9 (2A)] = — (2a| 22) ta = B (22,0 (22)) LA



4.7. MALA WEYLOVA GRUPA 159

(b) s = spang {xx, 9 (xy),tx} je Liejeva podalgebra od g i postoji izomorfizam ¢ : s — s[(2,R)

takav da je
cle= o] wlen=[10] we=|g ]

2 _ ot
e\ = Wl‘)\ 1 €E_)\ = 19(,\)

gdje su

(c) Uz oznake iz (b) je k = ez9ex=e-2) ¢ M’ i restrikcija k|a je ortogonalna refleksija prostora
a u odnosu na hiperravninu Hy = Ker \; posebno, khy = —h,.

Dokaz: (a) Vrijedi

19(.%')\)619(93\) Igak, — [.’L’,\,ﬁ(l’,\)] 698:m+ a.
Nadalje,
O ([zx, 0 (22)]) = [0 (22) , 2a] = — [22, 0 (2]
pa slijedi da je [zy, ¥ (z))] € (m + a)Np = a. Za proizvoljan h € a je ¥(h) = —h, pa zbog svojstva
invarijantnosti Killingove forme B = By, i zbog [h, 9 (z))] = —A(h)Y (x)) , imamo redom

([zx, 0 (@)l h) = =B ([ex, 0 (22)], 9(h)) = B ([za, 0 (2a)] , h) =
= B (z [0 (x2) , h]) = AMh)B (zx,9 (22)) = B (tr, h) B (x5, 0 (1)) =
=B (B (l‘)\, 9 (.’L’,\)) t)\, h) =-B (B (l‘)\, 9 (.’L’,\)) t)\, 19(]1)) = (B (.’L’,\, 9 (.’L’,\)) t)\‘ h) .
Kako je (-|-) skalarni produkt na a, tvrdnja je dokazana.

Zadatak 4.7.1. Dokazite tvrdngje (b) i (c) propozicije 4.7.1.

Uputa: Za (b) koristite tvrdnju (a) i A (ty) = (tx]ty) = (A|A), dakle, A (hy) = 2. Za (c) sli¢éno
kao u zadatku 1.3.8. racunajte djelovanje reda potencija

eiad(e)\fef)\) e Z E (ga/d (6)\ - e*/\))

kEZy

na h € Hy = Ker \, a zatim na ortogonalan vektor hy; naime, a = H) & Rh,, jer za h € H) je
(tx|h) = A(h) =0, dakle, i (hy|h) =0.

Teorem 4.7.2. X = R(go, a) je sistem korijena u a*.

Dokaz: Pretpostavimo da je A(h) = 0 VA € ¥. Tada je [h,gy] = {0} VA € S, pa slijedi
[h, go] = {0}, dakle, h € Z(go) = {0}. to pokazuje da konacan skup ¥ razapinje a*.

Dokazimo sada da je 2% € Z Y\, u € X. Za izabrani A promatrajmo Liejevu podalgebru
s iz tvrdnje (b) propozicije 4.7.1. Tada je ad|s reprezentacija realne Liejeve algebre s na realnom
prostoru go. Kompleksifikacijom i algebre i prostora dolazimo do reprezentacije kompleksne Liejeve
algebre s© ~ s[(2,C) na kompleksnom prostoru g = (go)c. Prema teoremu 1.6.4. iz PLA sve
svojstvene vrijednosti operatora ad hy su cijeli brojevi. Za p € ¥ svaki x € gfj je svojstven vektor

operatora ad hy sa svojstvenom vrijednosti p (hy) . Ali

_ 2 _ ol (u[A)
p =Gt =20y 0 o © 8
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Neka je o) ortogonalna refleksija unitarnog prostora a* u odnosu na hiperravninu okomitu na
A. Treba dokazati da je oy(u) € X Vu € ¥. Neka je k € M’ element iz tvrdnje (¢) propozicije
4.7.1. Prema toj tvrdnji k|a je ortogonalna refleksija prostora a u odnosu na hiperravninu Ker \.
No tada je o) = a;l upravo dualan operator od k|a, tj. vrijedi

(oap)(h) = p(kh) Vi e a®ivh € a.
Stogaza u € Xix € gy \{0}izasvaki h € a imamo
[h, ka] = klk™"h, 2] = p (k'h) ka = (03 ') (R)ka = (oap) (h)ka.
Prema tome

kx € g\ {0} - ao™ # {0} — o\ E X.

Time je teorem dokazan.

Dokaz prethodnog teorema daje nam i nesto vise. Naime, dokazali smo da se svaka refleksija
oy, A € X, moze realizirati kao dualni operator (k|a)” za neki k € M’ = Ngo(a) i da za taj
element k vrijedi kg = gg*" za svaki p € ¥. Bududi da je svaki element male Weylove grupe

W (%) produkt refleksija oy, A € ¥, zakljuéujemo da vrijedi:

Korolar 4.7.3. Za svaki o € W(X) postoji k € M’ takav da je o = (k~*|a)" i tada je kg = g
VA e .

Neka su n in' dva izbora treceg clana Iwasawine dekompozicije, tj.

n= +g i W= ) +g

AeDy AE(D4)

gdje su X, i (X,)" skupovi pozitivnih korijena za dva (leksikografska) uredaja na a*. Neka su B
i B’ baze sistema korijena ¥ pridruzena pozitivnim skupovima korijena ¥, i (X,)". Buduéi da
Weylova grupa W (X)) djeluje tranzitivno na skupu baza sistema korijena X, postoji ¢ € W ()
takav da je o(B) = B, dakle i o (S,) = (£,)". Neka je k € M’ kao u prethodnom korolaru takav
da je o0 = (k:*1|a)T. Tada iz kgy = g§*, A € X4, slijedi kn = n’. Dakle, vrijedi:

Korolar 4.7.4. Za svaka dva izbora n i w treceg clana ITwasawine dekompozicije od go postoji
k€ M' = Ngo(a) takav da je kn = n'.

U daljnjem éemo (sliéno kao u odjeljku 4.1.) pomocu skalarnog produkta identificirati djelovanje
automorfizama sistema korijena ¥ i dualnog sistema korijena ¥ = {hx; A € ¥}. Na taj nacin
k — k|a postaje homomorfizam sa M’ u Aut(¥). Tada korolar 4.7.3. znaci da je mala Weylova
grupa W (X) sadrzana u slici tog homomorfizma. Naravno, jezgra tog homomorfizma je

M = Zgo(a) = {k € K° kla=I.}.
Definiramo kvocijentnu grupu
W(G,A) = M,/M = NKO(G)/ZKO(G).

Homomorfizam k — k|a inducira izomorfizam te grupe s podgrupom grupe Aut(3). Taj é¢emo
izomorfizam upotrijebiti kao identifikaciju. Na taj nac¢in mala Weylova grupa postaje podgrupa
grupe W(G, A). Slijedeéi nam je cilj dokazati da vrijedi jednakost W (G, A) = W(X). U tu svrhu
najprije dokazujemo nekoliko lema.
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Lema 4.7.5. m je Liejeva algebra i od M i od M'. W(G, A) = M'/M je konacna grupa.

Dokaz: 1z prve tvrdnje slijedi da je grupa W (G, A) = M'/M diskretna. No ona je i kompaktna,
jer je M' C K, pa zaklju¢ujemo da je konacna.
Liejeva algebra od Zgo(a) je

{x €t " c Zyo(a) Vt € R} = {x €& (adx)|a =0} = Z(a) = m.
Slicno se vidi da je Liejeva algebra od Ngo(a) jednaka normalizatoru od a u ¢ :
Ne(a) ={z €t [z,a] C a}.
Neka je x € Ne(a). Rastavimo x u skladu s korijenskim rastavom od g :

l':ho—f-l‘o—l—Zl')\, ho € a, x9 € m, ZL‘AEQS,/\EE.
AeX

Bududi da su x,z € €1 hy € p, vrijedi ¥(z) = x, ¥(ho) = —ho 1 ¥(x0) = 0, pa dobivamo

AEX

Kako je ¥ (gé‘) = gy, odatle slijedi za svaki h € a :

Z)\ (zx — U (x))) €n + 7.

)\GE

Medutim, x € Ne(a), pa vrijedi i [h, 2] € a. Po tvrdnji (¢) propozicije 4.6.1. je an (n + 1) = {0},
pa slijedi [h, x] = 0, a kako je h € a bio proizvoljan, zakljuéujemo da je x € Z(a) = m.
Time je lema dokazana.

Lema 4.7.6. Ako je h € a takav da je A(h) # 0 VA € ¥, onda je Zyg(h) =m + a, Z,(h) = a i
Zy(h) =m® + ot

Dokaz: Element x € Z;,(h) napisimo u skladu s korijenskim rastavom od gy :

x:x0+h0+2m, To €m, hg € a, xAEQ(A]za)\EZ.
AeX

Slijedi

0=[ha] = Z)\

AEX

Kako je korijenski rastav od go direktna suma, slijedi A(h)xy = 0 YA € X, a kako je A(h) # 0
VA € X, zakljucujemo da je zy = 0 VA € X. Dakle, x = 29 + hg € m + a. Time je dokazana
jednakost Zy,(h) =m + a. Odatle slijedi

Zy(h) =p N Zg(h) =pN(m + a) =a.

Napokon, ako su z,y € go, onda je [h, x—I—zy] [h, z] +i]h, y], pa vidimo da je x + iy € Z,(h) ako
i samo ako su z,y € Zy,(h). Dakle, Z4(h) = Zy,(h) + i Zg,(h) = m® 4 aF,

Teorem 4.7.7. W (G, A) =W (%).
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Dokaz: Neka je A skup svih nedjeljivih korijena iz . Tada je prema teoremu 1.3.16. A
reducirani sistem korijena, W (A) = W(X) i Aut(A) = Aut(X). Uz prije opisanu identifikaciju
W (G, A) je podgrupa od Aut(¥) = Aut(A). Posebno, svaki element grupe W(G, A) inducira
permutaciju sistema korijena A. Ta grupa sadrzi Weylovu grupu W (3) = W(A). Sve baze sistema
korijena ¥ su sadrzane u A i to su sve baze sistema korijena A. Nadalje, ako je B baza sistema
korijena A, dakle, i ¥, oznac¢imo sa A, i ¥, pripadne skupove pozitivnih korijena. Tada je
Ay =¥, NA. Nadalje, B je jedinstveno odredena sa A, : A € A je element baze B ako i samo
ako ne postoje «, 3 € A, takvi da je A = a + 5. Weylova grupa djeluje prosto tranzitivno na
skupu svih baza od A, pa prema tome djeluje prosto tranzitivno na skupu svih skupova pozitivnih
korijena u A. Dakle, za dokaz teorema dovoljno je dokazati da iz kA, = A, k € M’ slijedi da je
k|a identiteta, tj. da je k € M.

Dakle, pretpostavimo da je k € M’ takav da je kA, = A,. Tada djelovanje k|a inducira
permutaciju od A, . Stavimo sada .

0= >

/\€A+

Tada je ko = 0. Prema lemi 3.5.6. u PLA za svaki A € B je 0,0 = J — A, Sto znadi da je 2% =1.
Odatle slijedi da je (6|]\) > 0 VA € A,, dakle i VA € 3. Posebno, vrijedi

04 (BN =A(t;)  VYAeD

Nadalje, za svaki h € a u skladu s identifikacijom djelovanja na a i na a* imamo redom
(ktsl 1) = (ts] K7'h) = 8 (k™) = ((k7)"6) (k) = (k3)(h) = 3(k) = (ts] ).

Odatle slijedi kts = t;.

Time smo dokazali da postoji h € a takav da je kh = h i A(h) # 0 YA € X. Znamo da je
u = £ 4 ip kompaktna forma od g = (go)(C . Neka je U pripadna maksimalna kompaktna podgrupa
od Int(g). C—linearnim prosirenjem djelovanja sa go na g, grupa Int(gy) postaje podgrupa od
Int(g). Stoga je K° C U, dakle, k € U. Stavimo sada S zatvara¢ podgrupe {e"tadh; t e R} od U.
Tada je S kompaktna povezana podgrupa od U. Dokazat é¢emo sada da je Zy(S) € Zy(a). U tu
svrhu koristit ¢emo sljede¢u ¢injenicu iz teorije kompaktnih Liejevih grupa, koju navodimo bez
dokaza:

Teorem 4.7.8. Neka je G kompaktna povezana Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je
S njena komutativna povezana zatvorena podgrupa s Liejevom algebrom s. Tada je centralizator
Zg(S) od S u G povezana podgrupa od G. Posebno, njena je Liejeva algebra Zy(s).

Prema tome, za dokaz inkluzije Z(S) C Zy(a) dovoljno je dokazati inkluziju Z,(s) C Z,(a).
Nadalje, kako je {eit adh. ¢ ¢ ]R} gusta podgrupa od S, centralizator od s jednak je centralizatoru
elementa h. Dakle, koriste¢i lemu 4.7.6. nalazimo

Zu(s) =unZy(s) =un Zy(h) = (¢ + ip) N (m© + a%) =m + ia C Z,(a).

Napokon, buduéi da je kh = h imamo k € Zy(S) N K° C Zy(a) N K° = Zgo(a) = M.
Time je teorem 4.7.7. u potpunosti dokazan.
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4.8 Struktura povezanih poluprostih Liejevih grupa

U ovom ¢emo odjeljku generalizirati strukturne rezultate o grupi Int(go) na proizvoljne povezane
poluproste Liejeve grupe.

Neka je G povezana poluprosta Liejeva grupa i go njena Liejeva algebra. Za x € G automor-
fizam Adx Liejeve algebre go definiran je kao diferencijal konjugiranja Int(z) : g — xgz~' grupe

G.

Propozicija 4.8.1. Ad je epimorfizam povezane poluproste Liejeve grupe G na grupu Int(go)
unutarngih automorfizama Liejeve algebre gy od G. Njegova je jezgra centar Z grupe G. Nadalje,
centar grupe G/Z ~ Int(go) je trivijalan.

Dokaz: Znamo da je Ad : G — Aut(gp) homomorfizam Liejevih grupa, a kako je grupa
G povezana, to je Ad(G) C Int(go). Nadalje, za x € gy je Ad exp(r) = e*?. Prema tome,
Ad(G) sadrzi okolinu jedinice u grupi Int(go), pa je Ad(G) otvorena podgrupa od Int(gy). No
svaka otvorena podgrupa je i zatvorena, pa zbog povezanosti grupe Int(go) zaklju¢ujemo da je
Ad(G) = Int(go)-

Ocito je Z C Ker Ad. Da dokazemo obrnutu inkluziju, pretpostavimo da je x € Ker Ad, tj.
Ad(x) = I,,. Tada za svaki y € gy imamo

z(exp y)r ' = exp (Adz)y = exp y — x(exp y) = (exp y)x.

Prema tome, x komutira sa svakim elementom skupa exp go. No taj skup sadrzi okolinu jedinice
u grupi G, dakle, zbog povezanosti generira ¢itavu grupu G. Odatle slijedi da je x € Z.
Napokon, neka je g element centra grupe Int(gy). Tada za svaki x € gg imamo redom

d d
getada: :etadzg — _getada: — _etada:g — g(adx) — (adz)g
dt o dt o0
Primijenimo li posljednju jednakost na proizvoljan y € go, dobivamo gz, y] = [z, gy]. Zamijenimo
li y sa g~y dobivamo redom
[z, 9] = glz, 97 "y] = gz, y] = —[y. g2] = —gly. 2] = g[z,y].

Buduéi da komutatori [z,y] razapinju cijelu Liejevu algebru go, slijedi da je g = I,. Time je
dokazano da je centar grupe Int(gy) ~ G/Z trivijalan.

Teorem 4.8.2. Neka je G povezana poluprosta Liejeva grupa, go njena Liejeva algebra, ¥ Car-
tanova involucija od go, (€, p) pripadna Cartanova dekompozicija i K povezana Liejeva podgrupa
od G s Liejevom algebrom €.

(a) Postoji © € Aut(G) takav da mu je diferencijal 9. Vrijedi ©? =idg.
(b)) K ={g€G; O(g9) =g}
(c
(

)

) (k,z) — k(exp z) je bianaliticko preslikavanje sa K X p na G.
d) Podgrupa K je zatvorena.
)

)

e) Centar Z grupe G sadrZan je u K.

(
(f) Grupa K je kompakina ako i samo ako je centar Z grupe G konacan. U tom slucaju je K
maksimalna kompakina podgrupa od G.

(9) Ako je centar Z konacan i ako je L kompaktna podgrupa od G, postoji g € G takav da je

L C gKgt. Posebno, sve su maksimalne kompaktne podgrupe od G medusobno konjugirane
u G.
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Dokaz: Prema propoziciji 4.8.1. preslikavanje Ad : G — Int(go) je epimorfizam kome je
jezgra centar Z grupe G. Liejeva algebra od Z je centar Liejeve algebre go, dakle, {0}. Prema
tome Z je diskretna podgrupa grupe G. To znaéi da je Ad : G — Int (go) natkrivanje.

Neka je KY maksimalna kompaktna podgrupa grupe Int (go) s Liejevom algebrom €. Definiramo

K=Ad" (K% = {k e G; Adke K°} = {k € G; 9(Adk) = (Ad k)v}.

Tada je K zatvorena podgrupa od G koja sadrzi Z i Liejeva algebra joj je £. Za sada jos ne znamo
da je K upravo ona podgrupa od G koja je definirana u iskazu teorema, jer jo§ ne znamo da je
grupa K povezana. Ocito je Ad|K : K — K° epimorfizam s jezgrom Z.

Definiramo sada preslikavanje ¢ : G/K — Int (go) /K° ovako:

V(gK) = (Adg)K°,  geG.

Preslikavanje v je dobro definirano. Doista, pretpostavimo da su g, ¢’ € G takvi da je gK = ¢'K.
To znaci da je g = ¢’k za neki k € K. Tada imamo

Adg = (Adg')(Adk) € (Adg)K" = (Ad g)K® = (Ad ¢') K°.

Preslikavanje je v je bijekcija. Dokazimo najprije injektivnost. Neka su ¢, ¢ € G takvi da je
P(gK) = Y(¢'K). To znaci da je (Adg)K° = (Ad ¢')K°, odnosno, postoji ky € K° takav da je
Ad g = (Ad ¢')ko. Neka je k € K takav da je Adk = ko. Tada je Adg = (Adg')(Adk) = Ad (¢'k),
pa postoji z € Z takav da je g = ¢'kz. Ali kz € K, pa slijedi g € ¢'K, odnosno, gK = ¢'K.
Dokazimo sada surjektivnost. Neka je h € Int(gg). Izaberimo g € G tako da bude Ad g = h. Tada
je (gK) = (Adg)K® = hK°.

Preslikavanje ¢ je homeomorfizam. Dokazimo najprije neprekidnost. Definiramo neprekidno
preslikavanje ¥ : G — Int (go) /K° ovako:

U(g) = (Adg)K®,  g€G.
Preslikavanje ¥ je konstantno na K —klasama, jer za ¢’ = gk, k € K, imamo
U(g') = U(gk) = (Ad gk)K°® = (Ad g)(Ad k) K°® = (Ad g) K* = W(g).

Po definiciji kvocijentne topologije prostora G/K preslikavanje ¥(gK) = ¥(g) sa G/K u
Int (go) /K° je neprekidno. Dokazimo sada neprekidnost inverznog preslikavanja =1, Znamo
da je Ad : G — Int(go) epimorfizam s jezgrom Z, pa on inducira izomorfizam Liejevih grupa
G/Z — Int (go) . Neka je ¢ : Int (go) — G/Z inverzni izomorfizam; dakle,

o(h) =gZ za h € Int(go) iza bilo koji g € G takav da je Adg = h,

odnosno,

p(Adg) =9Z  g€G.

Bududéi da je Z C K, preslikavanje 7 : G/Z — G/K, zadano sa w(gZ) = gK, g € G, je dobro
definirano i neprekidno. Oznac¢imo sa ® : Int (go) — G/K kompoziciju 7 o ¢. To je neprekidno
preslikavanje koje je konstantno na K°—klasama. Doista, neka su h, h' € Int (go) i ko € K takvi
da je ' = hky. Izaberimo g,¢9' € G i k € K tako da bude Adg = h, Adg' = h' i Adk = kq. Tada
imamo redom

®(h') = ®(hko) = m(p(hko)) = T(p(Ad gk)) = n(gkZ) =
= gkK = gK = n(gZ) = n(p(Ad g)) = n(p(h)) = ®(h).
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Prema tome, preslikavanje & prijelazom na kvocijent definira neprekidno preslikavanje
X : Int(go) /K° — G/K :
X ((Adg)KO) =gK, geqG.

Po definiciji preslikavanja 1 vidimo da je y = ¥ ~!. Dakle, i inverzno preslikavanje ¢! je neprekidno.

Prema dokazanom, topologki prostor G/ K homeomorfan je prostoru Int (go) /K°. Prema tvrd-
nji (c) teorema 4.3.3. preslikavanje (k, ) — ke®?® je bianaliticko preslikavanje (dakle, homeomor-
fizam) sa K° x p na Int (go) . Odatle slijedi da je prostor Int (go) /K° homeomorfan vektorskom
prostoru p : preslikavanje x +— e*?K° je homeomorfizam sa p na Int(go) /K°. Dakle, mno-
gostrukost Int (go) /K°, a time i mnogostrukost G/K, je jednostavo povezana. Povezanost grupe
K slijedi iz sljedece leme:

Lema 4.8.3. Neka je G povezana Liejeva grupa i K zatvorena podgrupa takva da je mnogostrukost
G/K jednostavno povezana. Tada je grupa K povezana.

Dokaz: Neka je Ky komponenta povezanosti jedinice u grupi K. Tada je sa
p(gKo) = gK,  ge€G,

dobro definirano surjektivno preslikavanje ¢ : G/Ky — G/K. To je prelikavanje neprekidno.
Doista, neka su m : G — G/Kyim: G — G/K kvocijentna preslikavanja. Tada je m = ¢ o, pa
je za svaki otvoren podskup V prostora G/K skup ¢ 1(V) = my (7= 1(U)) otvoren u G/Kj.

Preslikavanje ¢ je otvoreno. Doista, ako je U otvoren podskup od G/Kjy, onda jednakost
eU) =m (7T0_1(U)) zbog otvorenosti preslikavanja m pokazuje da je ¢(U) otvoren podskup od
G/K.

Dokazat ¢emo sada da je preslikavanje ¢ natkrivanje. Komponenta povezanosti K je otvorena
podgrupa od K, pa postoji otvorena okolina jedinice e u G takva da je Ky = U N H. Neka je V'
otvorena povezana okolina od e u G takva da je V="'V C U. Tada je V"'V N H C H,. Skup
(V) = VK je otvoren povezan podskup od G/K i on je okolina tocke K = eK u G/K. Skupovi
mo(Vk) = VKK, za k € K su otvoreni povezani podskupovi od G/ Kj i njihova je unija ¢ (7 (V)).
Ako je za neke ki, ky € K skup Vki Ky N VkyK, neprazan onda je i VKok; NV Koky # 0, jer je
Ko normalna podgrupa od K. Slijedi V'V Ky N Kohohy' # 0, a odatle je V=1V N Kokoky ' # (.
Ali V7'V N K C Ky, pa zakljucujemo da je kok;' € Kj, odnosno, ki Ky = kyKj. To pokazuje
da su razliciti skupovi VEKy medusobno disjunktni. Dakle, to su komponente povezanosti skupa
P G)

Budué¢i da znamo da je preslikavanje ¢ neprekidno i otvoreno, treba jo§ samo pokazati da
je restrikcija ¢ na svaku komponentu povezanosti VkKj bijekcija na (V) = VK. Naime, to e
znaciti da je okolina w(V') tocke K = eK u G/ K pravilno natkrivena sa ¢, a kako grupa G djeluje
tranzitivno na G/ K, odatle ¢e slijediti da svaka tocka ima okolinu koja je pravilno natkrivena sa
¢. Restrikcija ¢|VEkK, je ocito surjekcija:

o(VEEK,) = VKK = VK.

Pretpostavimo da su vy, vy € V' takvi da je p(v1kKy) = p(v2kKy). To znadi da je vikK = vkK,
odnosno, postoji k' € K takav da je vik = vokk’. Odatle je vy 'v; = kk'k™ € VIV N K C Ky,
dakle, v; = vokg za neki kg € Ky, a to znaci da je vy Ky = v K.

Dakle, preslikavanje ¢ : G/Ky — G/K je natkrivanje. No kako je mnogostrukost G/K jed-
nostavno povezana, prema propoziciji 3.3.19. to je preslikavanje bijekcija. To znaéi da je K = K,
odnosno, grupa K je povezana.

Nastavljamo sada dokaz teorema 4.8.2. Do sada su dokazane tvrdnje (d) i (e). Nadalje, nepo-
sredno slijedi prva tvrdnja u (f). Dokazimo i drugu tvrdnju u (f). Neka je L kompaktna podgrupa
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od G koja sadrzi K. Tada je Ad L kompaktna podgrupa od Int (go) koja sadrzi Ad K = K°, a
kako je po teoremu 4.4.1. K° maksimalna kompaktna podgrupa od Int (go) , slijedi Ad L = Ad K.
Buduéi da je Ker Ad = Z C K, zakljucujemo da je L = K.

Da bismo dokazali tvrdnju (c¢), odnosno, da je preslikavanje

@G:pr_)Ga (pG(k?,Jf):kf(QprL’), I{JGK, rep,

bianaliticko sa K X p na G, iskoristit ¢emo dokazanu takvu tvrdnju za grupu Int (go) : po tvrdnji
(c) teorema 4.3.3. preslikavanje

PInt(go) - KO Xp— Int (90)7 Qplnt(go)(ha 33') = headz’ h € Koa T cp,

je bianaliticko sa K° x p na Int (go) . Sada imamo komutativan dijagram:

K xp LS G
Ad|K x I, Ad
K%xp Int (go)
PInt(go)

Uspravne strelice su natkrivanja a donja strelica je bianaliticko preslikavanje. Prema tome, treba
jos samo dokazati da je gornja strelica bijekcija. Akosu k, k' € K ix,2' € p takvi daje k(exp x) =
= k'(exp 2'), primjenom preslikavanja Ad slijedi (Ad k)e®® = (Ad k')e** | a odatle je x = 2’ zbog
injektivnosti preslikavanja ¢yne(g). Tada je, k(exp ) = k'(exp x), pa dobivamo i k = k'. Dakle,
preslikavanje ¢ je injektivno. Neka je sada g € G. Tada zbog surjektivnosti preslikavanja ¢ rp(go)
postoje kg € K° iz € p takvi da je Adg = koe®?. Neka je k € K takav da je Adk = ko. Tada
imamo

Adg = (Adk)(Ad (exp z)) = Ad (k(exp )) = g = zk(exp ) zanekiz € Z.

Kako je Z C K, to je zk € K, dakle, g = pg(zk, z). Time je dokazana i surjektivnost preslikavanja
©g, odnosno, dokazana je tvrdnja (c).

Dokazimo sada tvrdnju (a). Neka je ¢ : G — G univerzalno natkrivanje. Tada komutira
sljedec¢i dijagram:

G 14 G

ACN /dG

Int (go)

Buduc¢i da je Liejeva grupa G jednostavno povezana, postoji Jedlnstven automorfizam © : G — G
s diferencijalom 4. O je involucija. Neka j je K=y (K ) = (Adg)~ " (K9 i neka je Z = Ker Adg
centar grupe G. Sada iz 19|E = [ slijedi @|K idg, tj. K C Ker ©. S druge strane, prema tVl"dIlJl
(e) za grupu G vrijedi Z C K, pa slijedi Kergp C Z C K C Ker ©. Dakle, involucija © se spusta
do involucije © € Aut(G) s dlferencgalom ¥. Time je dokazana tvrdnja (a).
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Iz O|K = id slijedi ©(k) = k Vk € K. Neka je g € G takav da je O(g) = ¢g. Mozemo pisati
g = k(exp z) za neke k € K iz € p. Kako je J(x) = —z, imamo redom

k(exp x) = O(k(exp z)) = ©(k)O(exp z) = k(exp ¥(z)) = k(exp (—z)).

Odatle je exp & = exp (—z), odnosno, exp (2z) = eq. Sada iz tvrdnje (c) slijedi = 0, a to znaci
da je g = k € K. Prema tome, K = {g € G; ©(g) = g}, odnosno, dokazana je tvrdnja (b).

Ostaje nam jo§ da dokazemo tvrdnju (g). Pretpostavimo da je centar Z grupe G konacan i
neka je L kompaktna podgrupa od G. Tada je Ad L kompaktna podgrupa od Int (gog) pa postoji
go € Int (go) takav da je AdL C goK°g,". Neka je g € G takav da je Ad g = go. Tada imamo

AdL C (Adg)(AdK)(Adg)™' = Ad (¢9Kg™").
Dakle, za h € L postoji k € K takav da je Adh = Ad gkg™!, pa slijedi

2=hgk gt € KerAd=7 = h=zgkg '=gqgzkg ' cgKg"

1

Time je dokazano da je L C gK g~ ', odnosno, dokazana je tvrdnja (g).

Teorem 4.8.4. Neka je G povezana poluprosta Liejeva grupa s Liejevom algebrom go i (€, a,n)
Twasawina dekompozicija od go. Neka su K, A © N povezane Liejeve podgrupe od G s Lieje-
vim algebrama €, a i n. Tada su grupe A i N zatvorene u G i jednostavno povezane. MnoZenje
(k,a,n) — kan je bianaliticko preslikavanje sa K x A x N na G.

Dokaz: Nekasu kg € K, a9 € A, ng € N i gy = koaong € G. Preslikavanje Ad : G — Int (go) je
natkrivanje. Prema tome, tocka gy ima otvorenu okolinu U takvu da je Ad|U bianaliticka bijekcija
sa U na otvorenu okolinu V' = AdU tocke Adgo u Int(go). Sada mnozenje (k,a,n) — kan
mozemo na okolini tocke (ko, ap,ng) € K x A x N faktorizirati na sljede¢i nacin:

(k,a,n) — (Adk, Ada, Adn) — (Adk)(Ada)(Adn) = Ad (kan) — kan;

pri tome je posljednje preslikavanje inverzno od Ad|U. Svako od tih preslikavanja je analiticko i
svuda regularno. Kako je tocka (ko,ap,n9) € K X A x N bila proizvoljna, zaklju¢ujemo da je
mnozenje (k,a,n) — kan analiticko i svuda regularno sa K x A x N u G.

Neka su sada K9, A° i N° povezane Liejeve podgrupe od Int (go) s Liejevim algebrama &, a i
n. Buduéi da su grupe A i N povezane Ad|A i Ad|N su natkrivanja od A% i N°. No kako su prema
tvrdnjama (b) i (c) teorema 4.6.6. grupe A% i N jednostavno povezane, Ad|A i Ad|N su biejkcije,
tj. bianaliticka preslikavanja sa A na A% i sa N na N°. Prema tome, i grupe A i N su jednostavno
povezane.

Dokazimo sada surjektivnost preslikavanja mnozenja sa K X A x N u GG. Neka je g € G. Tada
prema tvrdnji (d) teorema 4.6.6. postoje ko € K°, ag € A i ny € N takvi da je Adg = koagny.
Stavimo a = (Ad|A) '(ap) € Ain = (Ad|N)"'(ng) € N i neka je k € K bilo koji element
od Ad (ko). Tada je Ad(kan) = koapng = Adg, dakle, Ad(g(kan)™') = I,,. No tada je z =
g(kan)™! element centra Z grupe G. Kako je prema tvrdnji (e) teorema 4.8.2. Z C K, slijedi da
je g = zkan € KAN.

Ostaje nam jos da dokazemo injektivnost mnozenja K x A x N — (. Buduéi da je prema
tvrdnji (c) teorema 4.6.6. mnozenje A% x N° — A°N? bijekcija, to je i mnozenje A x N — AN
bijekcija. Kao i u slucaju Int (go) lako se vidi da je AN podgrupa od G. Stoga za injektivnost
mnozenja K x A x N — G treba jos samo dokazati da je K N AN = {e}. Neka je g € K N AN.
Tada je Adg € K°NA°N® = {I,,}, dakle, Adg = I,,. Nekasua € Ain € N takvi da je g = an.
Tada je Iy, = Adg = (Ada)(Adn), pa iz injektivnosti mnozenja A° x N° — Int (go) slijedi da
je Ada = Adn = I,,. Bududi da su Ad|A i Ad|N bijekcije sa A na A i sa N na N dobivamo

a=mn =e. Dakle, g = an = e.
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U odjeljku 4.7. definirali smo podgrupe M i M’ od K° kao centralizator i normalizator od a
u K a prema teoremu 4.7.7. kvocijentna grupa M’/M identificira se s Weylovom grupom W (X)
sistema korijena ¥ = R(go, a). Oznac¢imo sada te podgrupe od K° sa M° i M"°,

M" = Zygo(a) = {k € K% kl|a =1}, M"” = Ngo(a) = {k € K% ka=al,

1 stavimo

M = Ad~" (M°) = Zk(a) = {g € K; (Adg)|a =1},
M = Ad~ <M’O> — Ng(a) = {g € K; (Adg)a = a}.

Tada je M° ~ M/Z i M"° ~ M'/Z, dakle, M'/M =~ M"/M°. To pokazuje da se teorem
4.7.7. generalizira sa grupe Int (gy) na proizvoljnu povezanu poluprostu Liejevu grupu G s Liejevom
algebrom gy, odnosno, pomocu reprezentacije Ad grupe G na gg uz identifikaciju a sa a* opisanu u
odjeljku 4.7. dobivamo W (X) = M’/M. Napokon, primijetimo da su centralizator i normalizator
od a u K upravo centralizator i normalizator grupe A = exps a u grupi K :

M = Zg(a) = Zg(A) = {k € K; ka = ak Va € A},
M' = Ni(a) = Ng(A) = {k € K; kAk™! = A}

Zadatak 4.8.1. Neka je G = SL(n,R) i go = sl(n,R). Za Cartanovu dekompoziciju (8,p) iz
zadatka 4.2.3. i pripadnu maksimalnu kompaktnu podgrupu K = SO(n) od G izaberite neki Car-
tanov potprostor a od y i odredite ¥ = R(go,a), m = Zy(a), M = Zk(a) : M' = Nk(a). Nadalje,
izracunajte dim g} za X € X.

Zadatak 4.8.2. Neka sup,q € N, G = SU(p,q) i go = su(p,q). Za Cartanovu dekompoziciju iz
zadatka 4.2.4. i pripadnu maksimalnu kompaktnu podgrupu K = S(U(p) x U(q)) od G izaberite
neki Cartanov potprostor a od p i odredite ¥ = R(go,a), m = Zy(a), M = Zk(a) i M' = Ng(a).
Nadalje, izracunajte dim gy za A\ € ¥. Da li je sistem korijena 3 reduciran?

Zadatak 4.8.3. Neka sup,q € N i neka je go = 0(p, q) realna forma od g = o(p+ q,C) zadana sa

. I, O
o(p,q) = {x € Mp4y(R); ol = _[p,qxlpﬂ} gdje je  Ipq = l éj _J ] .
q
Neka je G = SOqy(p, q) komponenta povezanosti jedinice grupe

SO(p,q) = {9 € GL(p+q.R); ¢" = 1,9 'L, }.
Neka su

{5 4| ecowveof—ow o p={| 7 ;] semm].

Dokazite da je (& p) Cartanova dekompozicija od o(p,q) i da je pripadna maksimalna kompaktna
podgrupa od G jednaka

K =500 x50 ={| 5 7| v € 500 v e 500}

Izaberite neki Cartanov potprostor a od p i odredite ¥ = R(go,a), m = Zy(a), M = Zk(a) i
M’ = Nk(a). Nadalje, izracunajte dim gy za A € . Koje su posebnosti slucajevap = qip = q+17
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4.9 Komutativne Liejeve grupe

Neka je V' konacnodimenzionalan realan vektorski prostor. U odnosu na zbrajanje V je
povezana Liejeva grupa. Njena je Liejeva algebra tangencijalni prostor na V' u jedinici aditivne
grupe V, odnosno, u nuli. Identifikacija je dana sa

vf = if(tv) : veV, feC™V).
dt t=0
Zadatak 4.9.1. Neka je V' konacnodimenzionalan realan vektorski prostor promatran kao Liejeva
grupa u odnosu na zbrajanje. DokaZite da je expy : V — V identiteta i da je W C V' povezana
Liejeva podgrupa ako i samo ako je W potprostor prostora V. Posebno, svaka povezana Liejeva
podgrupa od V' je zatvorena.

Propozicija 4.9.1. Neka je G povezana komutativna Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra.
Tada je expg : g — G univerzalno natkrivanje od G.

Dokaz: Preslikavanje exp. je svuda regularno, dakle, njegova slika exp, g je otvoren podskup
od GG. Nadalje, kako je Liejeva grupa G komutativna, njena Liejeva algebra g je komutativna. To
znaci da vrijedi expg (¢ +y) = (expe ) (expg ¥), @,y € @, odnosno, exp,; je homomorfizam adi-
tivne Liejeve grupe g u Liejevu grupu G. To znaci da je slika exp; g podgrupa od G. To znaci da je
exp. g otvorena, dakle, i zatvorena podgrupa od G. Ali po pretpostavci je G povezana grupa, pa
slijedi da je exps g = G. Bududi da je preslikavanje exp. svuda regularno, jezgra I' = Ker expq
homomorfizma exp. je diskretna podgrupa aditivne grupe g. No to znaci da je exps : g — G
natkrivanje. To je univerzalno natkrivanje jer je g vektorski prostor, dakle, jednostavno povezana
mnogostrukost.

Proucit ¢emo sada diskretne podgrupe konacnodimenzionalnog realnog vektorskog prostora V.
Ako je I' diskretna podgrupa od V, broj dim spang I' zove se rang od I'.

Teorem 4.9.2. Neka je I' diskretna podgrupa od V' ranga r. Tada postoje linearno nezavisni vektori
V1, ...,0 'V takvi da je

I'={mv +---+muu; my,...,m, € Z},
tj. takvi da je (mq,...,m;) — myvy + - -+ + myv, izomorfizam sa Z" na T.

Dokaz: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je r = n = dim V| tj. da I’
razapinje V. Tada T" sadrzi neku bazu {ey,...,e,} od V. Dokazat é¢emo sada sljedeéu lemu:
Lema 4.9.3. Neka je T' diskretna podgrupa od V i {ey,...,e,} baza od V sadriana u T. Tada
postoji d € N takav da je

1 1

Dokaz: Neka je
K={veV|jv=XMNer+ 4+ \en, A\1,...,\, €10,1]}.

K je kompaktan skup pa je presjek I' N K konacan. Uoc¢imo da su eq,...,e, € ' N K.

U daljnjem za A € R sa [\] oznacavamo najvedi cijeli broj manji ili jednak A, tj. jedinstven
cijeli broj takav da je [\] < A < [\] + 1. Neka je v € T'. Tada je v = aye; + - - - + e, za neke
aq, ..., € R Stavimo u = [aq] ey + -+ + [, ] €, € T'. Tada je

v—u=(a; —[a])er + -+ (o, — [an]) e, e TN K.

To pokazuje da je grupa I' generirana sa ' N K.
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Pretpostavimo sada da je v € I' N K. Primijenimo li gornje razmatranje na vektor muv za

m € N, dobivamo
n

Z (ma; — [may])e; e TN K.

Buduéi da je skup I' N K konac¢an, postoje medusobno razliciti m, m’ € N takvi da je

may; — [may] = m'a; — [m' o] Vie{l,...,n}.
Tada je
(m—m")oy = [may] — Moy €2 za i=1,...,n.
Prema tome, aq, ..., a, su racionalni brojevi. To pokazuje da su koordinate svih vektora u I'N K
u bazi {ej, ..., e,} racionalni brojevi. No tih vektora ima kona¢no mnogo, pa postoji d € N takav

da sve te koordinate leze u éZ. Tada je

1 1
Pngdel‘f“FZg@n,

a kako I' N K generira grupu I'; slijedi tvrdnja leme.

Nastavimo sada dokaz teorema 4.9.2. Neka je {e1,...,e,} baza od V sadrzana u I' i neka je
d € N kao u lemi 4.9.3. tj. takav da je

1
I'CA=%a+- -+ Za,, gdje su ai:aei za i=1,...,n.

Dakle, svaki se element v € I' moze napisati u obliku mia; + - -+ + mya,, gdje su mq,...,m,
jedinstveno odredeni cijeli brojevi. Za bilo koju uredenu bazu {vy, vs,...,v,} od V sadrzanu u T’
definiramo
mip Mz - Mip
n
Mmo1 Moy -+ Moy .
D(vy,va,...,v,) = det . . ) ) , v = E mgaj, 1<14,57<n.
: : . : o
Mp1 Mpz -0 Mgy

Tada je D funkcija sa skupa svih uredenih baza od V sadrzanih u T' u Z* = Z \ {0}, pa postoji
baza {v1,...,v,} takva da je apsolutna vrijednost |D(v1,...,v,)| najmanja moguca. Oznac¢imo
sa Q aditivnu podgrupu od V generiranu sa {vq,...,v,} :

Q={mv + -+ muu,; mq,...,m, € ZL}.

Ocito je Q2 C I'. Dokazat ¢emo sada vrijedi i obrnuta inkluzija, odnosno, jednakost I' = €2, i time
¢e teorem 4.9.2. biti dokazan.

Neka je v € T'. Tada je v = M\vy + -+ - + \u, za neke A, ..., \, € R. Tada je u = [M]v; +
<A o) v, € Q C T Dakle, w =v —u € I' i vrijedi

w:Zaivi, gdjesu ;=X\ —[\]€[0,1) za i=1,...,n.
i=1

Pretpostavimo da je w # 0. Uz eventualnu promjenu numeracije mozemo pretpostaviti da je
ap > 0. Tada je {w,vq,...,v,} baza od V sadrzana u I'. Ako su

n
V; = E mi;a; uz . my; € Z,
j=1
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onda imamo

n n n
w = E ;0 = E E a;my; | aj,
=1

j=1 \i=1
pa slijedi
Doy QML D QMg e Y Qi
D(w, vy, ..., v,) = det m:21 m:22 m:% =
mMn1 Mnp2 T Mpn
aymi; apmyz - My
= det Tn’:21 777122 .. .' . m:2n = OélD(Ul, Vo, ... ,Un).
Mnp1 Mp2 Tt Mpn

No kako je 0 < a1 < 1, to je u suprotnosti s minimalnoséu |D(vy, va, ..., v,)|. Ova kontradikcija

pokazuje da je w = 0, odnosno, da je v = u € €.

Neka je sada G povezana komutativna Liejeva grupa. Prema propoziciji 4.9.1. preslikavanje
exps; @ g — G je univerzalno natkrivanje. Tada je I' = Ker exp, diskretna podgrupa adi-
tivne grupe g, pa prema teoremu 4.9.2. postoje linearno nezavisni e,...,e, € g takvi da je
(my,...,m.) — mye; + --- + mye, izomorfizam sa Z" na I'. Dopunimo vektore ey,... e, do
baze {e1,... e, €r41,...,6,} od g. Tada je (A, ..., \,) — Aeg + - - + \pe, izomorfizam Liejeve
grupe R™ na Liejevu grupu g. Odatle dolazimo do izomorfizma Liejeve grupe (R/Z)" x R"™" na
g/I' ~ G. Kvocijentna grupa R/Z identificira se s multiplikativnom grupom jedini¢ne kruznice
S ={\ € C; |\ = 1} u kompleksnoj ravnini pomoéu izomorfizma A + Z — e*™* X\ € R. Iz ovog
razmatranja dobivamo potpunu klasifikaciju povezanih komutativnih Liejevih grupa:

Teorem 4.9.4. Ako je G povezana n—dimenzionalna komutativna Liejeva grupa, postoji
r€40,1,...,n} takav da je G izomorfna Liejevoj grupi S™ x R™~".

Posebno:
Korolar 4.9.5. Jednodimenzionalna povezana Liejeva grupa izomorfna je ili sa R ili sa S.

Nadalje:

Korolar 4.9.6. Povezana kompaktna komutativna n—dimenzionalna Liejeva grupa izomorfna je
grupi S™.

Upravo zbog tog korolara kompaktna povezana komutativna Liejeva grupa zove se torus.

Iz dobivenih rezultata jednostavno slijedi potpun opis zatvorenih podgrupa aditivne grupe
vektorskog prostora:

Teorem 4.9.7. Neka je V' realan konacnodimenzionalan vektorski prostor promatran kao komu-
tativna Liejeva grupa u odnosu na zbrajanje i neka je G zatvorena podgrupa od V. Tada postoje
linearno nezavisni vektori ey, ... e, € V ik € {0,...,r} takvi da je

(Als ooy Ay M1, -2, My) = Ajer + - 4 Aper + Mpgr€pp1 + - - + myey

izomorfizam sa RF x Z'* na G.
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Dokaz: Prema zadatku 4.9.1. Liejeva algebra od V podudara se s V' i to tako da je ekspo-
nencijalno preslikavanje identiteta na V' i skup povezanih Liejevih podgrupa od V podudara se
sa skupom potprostora od V. Prema tome, komponenta povezanosti G zatvorene podgrupe G
od V je potprostor od V. Neka je k = dim Gy i neka je {ey,..., e} baza potprostora Gy. Tada
je kvocijentna grupa V/Gg upravo aditivna grupa kvocijentnog prostora V/Gg. Nadalje, G/Gy je
diskretna podgrupa aditivne grupe V/Gg. Neka je r > k takav da je r —k rang grupe G/Gy. Prema

teoremu 4.9.2. postoje vektori ejyq, ..., e, koji su linearno nezavisni modulo Gy (tj. takvi da su
vektori eg 1+ Go, . . ., v, + Gy linearno nezavisni u kvocijentnom vektorskom prostoru V/Gy) takvi
da je

(Mpg1, ..., my) = Z m; (e; + Go)
i=k+1

izomorfizam Z"* na G/Gj.
Promatramo sada preslikavanje

k r
(Al,...,)\k,mkﬂ,...,mT) — E )\Zez—l— E m;e;
i=1 i=k+1

sa R¥ x Z"*¥ u V. To je injektivni homomorfizam aditivnih grupa. Ozna¢imo njegovu sliku sa G.
Tada je G’ zatvorena podgrupa od V sadrzana u G. Nadalje, grupa G’ sadrzi grupu G. Kvocijentna
grupa G'/Gy je diskretna podgrupa od V/Gy koja sadrzi vektore eyy1 + Gy, ..., e, + Go. Stoga je
G' /Gy 2 G/Gy, paslijedi G' 2O G. Kako veé znamo obrnutu inkluziju G' C G, zakljucujemo da je
G' = (. Time je teorem dokazan.
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4.10 Torusi u kompaktnim Liejevim grupama

Kao sto smo definirali u prethodnom odjeljku povezana komutativna kompaktna Liejeva grupa
T zove se torus. Prema korolaru 4.9.6. n—dimenzionalan torus 7" izomorfan je Liejevoj grupi S™.

Promatrat ¢emo sada jednoparametarske podgrupe proizvoljne Liejeve grupe G i njihove zat-
varace u G.

Propozicija 4.10.1. Neka je G Liejeva grupa, g njena Liejeva algebra, x € g\{0} i H jednopara-
metarska podgrupa {exp tx; te R}. Tada je ili H zatvorena podgrupa od G izomorfna aditivnoj
grupi R, ili je njen zatvarac¢ H torus, tj. podgrupa izomorfna Liejevoj grupi S™ za nekin € N.

Dokaz: Naravno, ili je t — exp tx izomorfizam aditivne grupe R na grupu H, ili je grupa
H izomorfna grupi S. U drugom slucaju H je kompaktna, dakle, zatvorena u G. Pretpostavimo
sada da grupa H nije zatvorena u G. Tada je njen zatvara¢ H povezana komutativha podgrupa
od G. Prema teoremu 4.9.4. grupa H izomorfna je Licjevoj grupi S? x R? za neke p,q € Z.,.
Univerzalni natkriva¢ od H je tada aditivna grupa RP*?, pa se Liejeva algebra od H moze iden-
tificirati s RP*? tako da je expg : RP*Y — H univerzalno nakrivanje. Mozemo pretpostaviti da je
Ker expzr = ZP x {0}. Izabrani element = € g nalazi se u Liejevoj algebri od H, dakle i od H, prema
tome on odreduje pravac L = {tz; t € R} u RP™9. Neka je {ey,...,e,4,} kanonska baza od RP*?,
Neka je K aditivna podgrupa od RP™? generirana sa LU {ey, ..., e,}. Neka je U neprazan otvoren
podskup od RP*?, Natkrivanje expy; : RP*? — H je otvoreno preslikavanje, dakle, V = expz(U) je
neprazan otvoren podskup od H. Kako je grupa H gusta u svom zatvaracu H, vrijedi V N H # ().
Odatle slijedi U N K # (). Prema tome, podgrupa K je gusta u grupi RP*?. Odatle prije svega
slijedi da vektori x, ey, ..., e, razapinju ¢itav prostor RP*?. Prema tome, vrijedi ¢ < 1.

Pretpostavimo da je ¢ = 1. Tada je vektor x linearno nezavisan od vektora ey, ..., e,, pa slijedi
da je K zatvorena podgrupa od RP*!. No ta je podgrupa prema dokazanom gusta u RP*!, prema
tome, K = RPT!. To je moguée samo ako je p = 0. Tada je Liejeva grupa H jednodimenzionalna,
a kako je i H jednodimenzionalna, slijedi da je H = H, odnosno, H je zatvorena podgrupa od G.
Prema korolaru 4.9.5. grupa H je izomorfna ili grupi R ili grupi S = S*.

Ako je pak ¢ = 0, onda je H ~ RP/Ker expg = RP/ZP = SP.

Dokazat ¢emo sada da se svaki torus moze dobiti na taj nacin:

Propozicija 4.10.2. Neka je T torus s Liejevom algebrom t. Postoji x € t takav da je jednopa-
rametarska podgrupa {exp tx; t € R} gusta u T.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je T'= 5™, t =R" i

exp (&1,...,&) = (62”51, . ,ez’”f") , (&1,...,&,) € R™

Neka je {ey, ..., e,} standardna baza od R"™. Prema dokazu propozicije 4.10.1. dovoljno je dokazati
da postoji jednodimenzionalan potprostor L u R"™ takav da je aditivna podgrupa od R"™ generirana
sa LU{ey,...,e,} gusta u R™.

Neka je L jednodimenzionalan potprostor od R™ i neka je H aditivna podgrupa od R™ generi-
rana sa L U {ei,...,e,}. Oznacimo sa H zatvara¢ od H. Tada je H zatvorena podgrupa Liejeve
grupe R™. Prema teoremu 4.9.7. postoji baza vy, ..., v, prostora R" i k € {0,...,n} takvi da je

H = {Mvi+ 4 MU + M1Vt + -+ MU Aiyee, A € R, mya, ... ,my, € ZY.

Pretpostavimo da H nije gusta u R™, tj. da je H # R". Tada je k < n. Neka je f linearni funkcional
na prostoru R” definiran sa f(v;) =0zai=1,...,n—11 f(v,) =1. Tadaje f #01i f (H) CZ.
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Prema tome, ako podgrupa H nije gusta u R", postoji netrivijalan linearan funkcional f na pros-
toru R™ takav da je f(H) C Z. Stavimo «; = f(e;), ¢ = 1,...,n. Buduéi da su ey, ... e, € H,
vrijedi v, ..., a, € Z. Neka je x = (£&,...,&,) € L\ {0}. Kako je f(L) C F(H) C 7Z, nuzno
je f(L) = {0}. Prema tome, vrijedi an&; + -+ - + @&, = 0. To pokazuje da su &, ..., &, linearno
nezavisni nad poljem Q. Kako je R beskona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad Q, postoje
&1, .,& € R koji su linearno nezavisni nad Q. Ako stavimo z = (£,...,&,) i L = {tz; t € R},
prema dokazanom aditivna podgrupa H generirana sa LU {ey, ..., e,} je gusta u R™. To znaci da
je jednoparametarska podgrupa {exp tz; t € R} gusta u S™.

U ostatku ovog odjeljka G oznac¢ava povezanu kompaktnu Liejevu grupu i g njenu
Liejevu algebru.

Propozicija 4.10.3. Postoji skalarni produkt (-|-) na g takav da je AdG zatvorena podgrupa or-
togonalne grupe O(g). U odnosu na taj skalarni produkt svi operatori adx, x € g, su antihermitski.
Posebno, Liejeva algebra g je reduktivna.

Dokaz: Budué¢i da je G kompaktna, njena slika AdG je kompaktna, pa je to zatvorena
podgrupa od GL(g). Neka je p normirana Haarova mjera na G i neka je (-|-) bilo koji skalarni
produkt na prostoru g. Tada je sa

(aly) = /G (Adg)e|(Adg)y)dulg), =y e,

zadan skalarni produkt na g i zbog desne invarijantnosti Haarove mjere vrijedi AdG C O(g).
Napokon, ako su z,y, z € g onda imamo

(e" Ty le" ™ 2) = (y|z) vVt € R,
a odatle deriviranjem po t u nuli dobivamo

((ad z)y|z) + (y|(adx)z) = O,

odnosno, operator ad x je antihermitski.

Propozicija 4.10.4. (a) Svaka komutativna Liejeva podalgebra od g sadrzana je u maksimalnoj
komutativnoj Liejevoj podalgebri od g.

(b) Svaki torus u G sadrzan je u maksimalnom torusu u G.

(¢) Povezana Liejeva podgrupa T od G je maksimalni torus u G ako i samo ako je njena Liejeva
algebra t maksimalna komutativna Liejeva podalgebra od g.

(d) t — exp t je bijekcija sa skupa svih maksimalnih komutativnih Liejevih podalgebri od g na
skup svih maksimalnih torusa u G.

Dokaz: Tvrdnja (a) je trivijalna, jer je Liejeva algebra g konacnodimenzionalna.

Pretpostavimo sada da je h komutativna Liejeva podalgebra od g. Tada je H = exps(h) komu-
tativna povezana Liejeva podgrupa od G, pa je i njen zatvara¢ H komutativna povezana podgrupa
od G, dakle, torus. Tada je Liejeva algebra b’ od H komutativna podalgebra od g koja sadrzi b.

Ako smo u prethodnom razmatranju za h odabrali maksimalnu komutativnu Liejevu podal-
gebru od g, slijedi da je b’ = h. No tada povezane Liejeve podgrupe H i H imaju istu Liejevu

algebru, pa se podudaraju, H = H, odnosno, H je torus. Neka je K torus u G koji sadrzi H.
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Njegova je Liejeva algebra € komutativna i sadrzi §. Zbog maksimalnosti od b, vrijedi € = . To
znaci da je K = H. Time je dokazano da je torus H maksimalan u G.

Prema dokazanom, bijekcija sa skupa svih Liejevih podalgebri od g na skup svih povezanih
Liejevih podgrupa od G preslikava skup svih maksimalnih komutativnih Liejevih podalgebri od
g u skup svih maksimalnih torusa u G. Za dokaz tvrdnji (¢) i (d) treba jos samo dokazati da je
to preslikavanje surjektivno. No ako je 7" maksimalni torus u GG, onda je njegova Liejeva algebra
t komutativna podalgebra od g. Prema (a) ona je sadrzana u nekoj maksimalnoj komutativnoj
Liejevoj podalgebri h od g. Tada znamo da je H = exp h maksimalan torus, a kako on sadrzi T,
zbog maksimalnosti 7" je H =T. No tada je t = b, Sto pokazuje da je t maksimalna komutativna
Liejeva podalgebra od g.

Napokon, dokazimo tvrdnju (b). Neka je T torus u G. Prema (a) njegova Liejeva algebra t
sadrzana je u maksimalnoj komutativnoj Liejevoj podalgebri h od g. Prema tvrdnji (¢) H = exp b
je maksimalan torus u G, a kako je t C b, vrijedi T'C H.

Ako je g € G i T (maksimalni) torus u G, onda je gT'g' = (Int(g))(T) takoder (maksimalni)
torus u G. Posebno, grupa GG pomocu unutarnjih automorfizama djeluje na skupu svih maksimalnih
torusa u G. Nadalje, ako je t (maksimalna) komutativna Liejeva podalgebra od g, onda je i
(Ad g)(t) (maksimalna) komutativna Liejeva podalgebra od g. Dakle, grupa G preko adjungirane
reprezentacije Ad djeluje na skupu svih maksimalnih komutativnih Liejevih podalgebri od g. Cilj
nam je dokazati da su oba ta djelovanja tranzitivna. U tu svrhu najprije dokazujemo lemu:

Lema 4.10.5. Neka su x,y € g. Postoji g € G takav da je [(Ad g)z,y] = 0.

Dokaz: Prema propoziciji 4.10.3. postoji skalarni produkt (-|-) na g koji je Ad(G)—invari-
jantan. Promatrajmo funkciju F' : G — R definiranu sa F'(g) = ((Adg)x|y), g € G. Bududi da
je grupa G kompaktna, funkcija F' poprima minimalnu vrijednost u nekoj tocki gy € G. Neka je
z € g. Tada diferencijabilna funkcija ¢t — F' ((exp t2)go) ima minimum u tocki ¢ = 0. Medutim,

F ((exp tz)go) = ((Ad((exp t2)go)x] y) = ((Ad(exp t2))(Ad go)z|y) = (e"***(Ad go)x|y) .

Bududi da su prema propoziciji 4.10.3. operatori ad z i ad y antihermitski, imamo redom

0= TP ((exp 2)) = (ad=)(Adgo)oly) = — (Adgo)a] (ad 2)y) =

= ((Ad go)z| (ady)z) = — ((ady)(Ad go)z| z) = ([(Ad go),y]| 2) -
Kako je element z € g bio proizvoljan, slijedi [(Ad go)z,y] = 0.

Teorem 4.10.6. (a) Kompakina Liejeva grupa G djeluje pomocu unutarngjih automorfizama
tranzitivno na skupu svih maksimalnih torusa u G.

(b) Grupa AdG djeluje tranzitivno na skupu svih maksimalnih komutativnih Liejevih podalgebri
od g.

Dokaz: Primijetimo da su zbog propozicije 4.10.4. tvrdnje (a) i (b) medusobno ekvivalentne.
Dokazat ¢emo tvrdnju (a).

Neka su 7' i 7" maksimalni torusi u G i neka su t i ' njihove Liejeve algebre. Prema propoziciji
4.10.2. postoje x € tiy € t takvi da su pripadne jednoparametarske podgrupe guste u 7" i u 7".
Prema lemi 4.10.5. postoji g € G takav da je [(Ad g)z,y] = 0. Tada vektori (Ad g)x i y razapinju
komutativnu Liejevu podalgebru b od g. Pripadna povezana Liejeva podgrupa H = exp h od G
je komutativna. Prema tome, vrijedi

(exp t (Ad g)x)(exp sy) = (exp sy)(exp t (Ad g)x) Vt,s € R.
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Tu jednakost mozemo zapisati i ovako:

g(exp tx)g~*(exp sy) = (exp sy)g(exp tx)g™* Vt, s € R.

Buduéi da su jednoparametarske podgrupe {exp tx; t € R} i {exp sy; s € R} guste u T'i T”,
slijedi
gtg ' =t'gtgt  VteT i WeT.

Ocito je T, = gT¢g~" maksimalni torus u G. Prema dokazanom njegovi elementi komutiraju sa
svim elementima torusa 7”. Prema tome, preslikavanje mnozenja ¢ : 7" x T, — G, ¢(t,s) = ts,
te T’ s eT,, je homomorfizam kompaktne Liejeve grupe 7" x T, u Liejevu grupu G. Slika S tog
homomorfizma je povezana kompaktna komutativna podgrupa od G koja sadrzi 7" i T,. Tada je
S torus u G, pa zbog maksimalnosti torusa 7" i T, slijedi 7" = S =T, = ¢Tg™".
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4.11 Cartanove podalgebre realnih poluprostih Liejevih
algebri

U ovom odjeljku gy oznacava realnu poluprostu Liejevu algebru i g = (go)(C njenu komplek-
sifikaciju. Liejeve podalgebre (i potprostore) od gy oznacavat ¢emo malim gotskim slovima s
indeksom 70", a isto slovo bez indeksa oznacavat ¢e komplesifikaciju. Nadalje, konjugaciju od g
koja je pridruzena realnoj formi gy oznacavat ¢emo sa 0. Dakle, o(x + iy) = x — iy za x,y € go i
go=9"={2€g o(z) = 2}

Neka je ¢ Cartanova involucija od g i (£, po) pripadna Cartanova dekompozicija od go. Tada
je &= (EO)C Liejeva podalgebra i p = (po)(C je potprostor kompleksne Liejeve algebre g. Naravno,
g = £+ pitaj je rastav ortogonalan u odnosu na Killingovu formu B = B,. Kao i prije, (|- )y ¢e
oznacavati skalarni produkt na realnom prostoru go definiran Cartanovom involucijom 4 :

(x[y)s = =B(x,9(y)), .,y € go,
ili
(21 + y1]z2 + y2)o = —B(z1, 22) + B(y1, ¥2), Ty, %2 € to, Y1, Y2 € Po.
[stim znakom ¢ oznacavat ¢emo C—linearno prosirenje involutivnog automorfizma 1 sa gg na g.
Tada je ¥ involutivni automorfizam kompleksne Liejeve algebre g. Nadalje, jedinstvenu konjugaciju

od g koja prosiruje v oznacavat ¢emo sa 7y. Dakle, 7y je antilinearno prosirenje involucije ¥ :
To(x + 1y) = d(x) — ¥ (y) = ¥(x — iy), odnosno, 79 = Yo = o).

Zadatak 4.11.1. Dokazite da je ¥ — Ty bijekcija sa skupa svih Cartanovih involucija od gy na
skup svih kompaktnih konjugacija od g koje komutiraju sa o i da je T — O, = T|go inverzna
bijekcija.

Uputa: Da biste dokazali da je konjugacija 7y kompaktna, promatrajte jedinstveni skalarni
produkt na kompleksnom prostoru g koji prosiruje (- |- )y i ustanovite da je taj skalarni produkt
upravo hermitska forma H,, iz odjeljka 2.2.

Znamo da je by Cartanova podalgebra od go ako i samo ako je njena kompleksifikacija b
Cartanova podalgebra od g. Odatle i iz Int(g)—konjugiranosti svih Cartanovih podalgebri od g
(teorem 1.3.27.) slijedi da su dimenzije svih Cartanovih podalgebri od gy jednake. Medutim,
opcenito nisu sve Cartanove podalgebre od gy konjugirane unutarnjim automorfizmima, pa ¢ak ni
proizvoljnim automorfizmima od gy. Vidjet ¢emo, medutim, da ima svega kona¢no mnogo klasa
Int (go) —konjugiranosti Cartanovih podalgebri od go.

Zadatak 4.11.2. Neka je G = SL(2,R) i go = sl(2,R). Dokazite da u gy postoje dvije klase
G—kongugiranosti Cartanovih podalgebri i to su

{Rz; z € go, det x < 0} i {Rz; x € gy, det x > 0}.

Predstavnik prve klase G—konjugiranosti je R [ (1) _(1) } ; a druge R [ (1) _(1) } :

U ovom zadatku vidimo da u svakoj klasi konjugiranosti postoji ?¥—invarijantna Cartanova
podalgebra, gdje je ¥ Cartanova involucija od sl(2, R) zadana sa 9¥(z) = —a?. To vrijedi i opéenito:
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Propozicija 4.11.1. (a) Svaka je Cartanova podalgebra od gy invarijantna u odnosu na neku
Cartanovu involuciju od gp.

(b) Neka je v Cartanova involucija od go. Svaka Cartanova podalgebra od go je Int (go) —konju-
girana Y—invaryantnoj Cartanovoj podalgebri.

Dokaz: (a) Neka je hy Cartanova podalgebra od go i h njena kompleksifikacija. Neka je kao i
malo prije o konjugacija od g pridruzena realnoj formi go. Nadalje, neka je 7 kompaktna konju-
gacija od g konstruirana pomoé¢u Cartanove podalgebre h kao u dokazu teorema 2.2.3. Tada je
() = b 1

Prema propoziciji 2.2.7. za ¢ = ((07)%)* € Int(g) kompaktna konjugacija n = 7o ! od g
komutira sa 0. Kako je o(h) = b i 7(h) = b, vrijedi p(h) = b, dakle i n(h) = h. Buduéi danio
komutiraju, vrijedi i n(go) = go. Kako je ho = h N go, slijedi 1 (ho) = ho. Napokon, buduéi da je
n kompaktna konjugacija od g koja komutira sa o, prema zadatku 4.11.1. restrikcija 9 = n|go je
Cartanova involucija od go. Za tu Cartanovu involuciju vrijedi 9 (ho) = ho.

(b) Neka su sada ¥ Cartanova involucija od gy i hp Cartanova podalgebra od gq. Prema (a)
postoji Cartanova involucija 9" od gy takva da je 9" (ho) = ho. Neka su (€y,po) i (&, p;) Car-
tanove dekompozicije od gy odredene Cartanovim involucijama 9 i ¥’. Prema tvrdnji (b) teorema
4.2.1. postoji ¢ € Int (go) takva da je &) = ¢ (&) i pf = ¢ (po) , ili, ekvivalentno, da je ¥ = pp1.
Sada je by = ¢~ '(ho) Cartanova podalgebra od go i ona je ¥J—invarijantna:

0 (b) = dp " (ho) = ¢ ' (ho) = ¢~ (ho) = b

Dakle, u proucavanju klasa Int (go) —konjugiranosti Cartanovih podalgebri od go bit ¢e do-
voljno promatrati J—invarijantne Cartanove podalgebre.

Neka je sada by proizvoljna Cartanova podalgebra od gq i h njena kompleksifikacija. Neka
je R = R(g,b) pripadni sistem korijena kompleksne poluproste Liejeve algebre g i kao i obi¢no
stavimo

h(R) ={h € b; a(h) € R Va € R}.

Tada je a(h(R)) = h(R), dakle,
h(R) =h"(R) + b (R),

gdje su
h*(R) = {h € h(R); o(h) =h} =H(R) N go = H(R) N ho

b~ (R) = {h € h(R); o(h) = —h} = b(R) Nigy = h(R) N iho.

Nadalje, tada je ho = hT(R) +ih~(R). Potprostor h*(R) = h(R) Nhy od hy zove se nekompaktni
dio ili vektorski dio, a potprostor ih~(R) = ih(R) N hy kompaktni dio Cartanove podalgebre
ho od go. Nadalje, dimg h*(R) zove se nekompaktna dimenzija ili vektorska dimenzija od
ho, a dimg h~(R) se zove kompaktna dimenzija od hy. Neka je ¢ € Int(go) i by = ¢ (ho).
Tada je C—linearno prosirenje od ¢, koje ¢emo takoder oznaciti sa ¢, automorfizam komplek-
sne Liejeve algebre g i vrijedi ' = ([)6)(C = @(h). Slijedi da je H'(R) = ¢(h(R)), a odatle i iz
¢ (go) = go dobivamo h'T(R) = ¢ (h™(R)) i H (R) = ¢ (h~(R)). Posebno, sve Cartanove
podalgebre u jednoj klasi Int (go) —konjugiranosti imaju istu kompaktnu dimenziju, a takoder
sve te Cartanove podalgebre imaju istu nekompaktnu dimenziju. Za Cartanovu podalgebru b, od
go kazemo da je maksimalno kompaktna ako je njena kompaktna dimenzija najve¢a moguca,
odnosno, kazemo da je maksimalno nekompaktna ili maksimalno vektorska ako je njena
vektorska dimenzija najve¢a moguca.
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Zadatak 4.11.3. Neka je v Cartanova involucija od go, (%o, po) pripadna Cartanova dekompozicija
1 ho Cartanova podalgebra od gy koja je V—invarijantna. Stavimo

to=bho Nty = {h € ho; J(h) = h} i ap = ho N po = {h € ho; V(h) = —h}.
Dokazite da je tada
ho=to+ a0, BR)=ity+ap, H(R)=uay, h (R)=it.

Uputa: Uocite da su operatori adg z, x € €, na unitarnom prostoru g antihermitski, dakle,
imaju ¢isto imaginarne svojstvene vrijednosti, i da su operatori adyy, y € po, hermitski, dakle,
imaju realne svojstvene vrijednosti.

Neka je u daljnjem fiksirana Cartanova involucija ¥ i pripadna Cartanova dekompozicija (¥, po)
od go. Nadalje, sa K oznac¢imo maksimalnu kompaktnu podgrupu od Int (go) s Liejevom algebrom
£y. Znamo da je tada podgrupa K povezana i da je

K ={p e Int(go); pv = o}

Neka je ap Cartanov potprostor od po. Stavimo mg = Zg, (ag) i neka je ty maksimalna ko-
mutativna podalgebra od mg. Prema tvrdnji (e) teorema 4.5.6. tada je hy = to + ao Cartanova
podalgebra od gy i ona je J—invarijantna, jer je ¥(h) = h za h € ty i ¥(h) = —h za h € ay. Bududi
da je ap = ho N pp maksimalna u skupu svih komutativnih Liejevih podalgebri od gg sadrzanih u
po, Cartanova podalgebra b je maksimalno nekompaktna.

Propozicija 4.11.2. (a) Sve maksimalno nekompaktne ¥—invarijantne Cartanove podalgebre
od gy su medusobno K—konjugirane.

(b) Sve maksimalno nekompaktne Cartanove podalgebre od gy su medusobno Int (go) —konjugirane.

Dokaz: (a) Neka su by i b maksimalno nekompaktne ¥—invarijantne Cartanove podalgebre od
go- Tada su ag = hoNpo i aj = hiNpe Cartanovi potprostori od pg, pa prema teoremu 4.5.1. postoji
k € K takav da je aj = kag. Nadalje, to = ho N € je maksimalna komutativna podalgebra od
my = Zy, (a), a t) = by N & je maksimalna komutativna podalgebra od mj = Zg, (a;) . Tada je
k~1t) maksimalna komutativna podalgebra od k™'m{ = k' Zy, (af) = Zy, (k™ ap) = Zs, (a9) = my.
Dakle, to i k't su maksimalne komutativne podalgebre Liejeve algebre my = Zg, (ao) . Nadalje,
M = Zk (ag) je zatvorena podgrupa kompaktne grupe K, dakle, M je kompaktna grupa, i
njena je Liejeva algebra mgy. Prema tvrdnji (b) teorema 4.10.6. Liejeve podalgebre t; i k7't su
M —konjugirane, tj. postoji m € M takav da je k~'t) = mty. Tada je km € K i vrijedi kmay = aj,
i kmty = t, dakle, kmby = bj. Time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Neka su sada b i b proizvoljne maksimalno nekompaktne Cartanove podalgebre od
go- Prema tvrdnji (a) propozicije 4.11.1. postoje Cartanove involucije 9 1 ¥ od gy takve da je
Y (ho) = ho 1 ¥ (h,) = b Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je Cartanova in-
volucija ¥ upravo ona koja je fiksirana prije iskaza ove propozicije. Prema tvrdnji (b) teorema
4.2.1. postoji ¢ € Int (go) takav da je ¥ = pdp~!. Stavimo b = o' (b)) . Tada je i b maksi-
malno nekompaktna Cartanova podalgebra od gy. Nadalje, vrijedi

9 (hg) = 9" (by) = ="' (hy) = " (hy) = bg.
Dakle, ho i b su J—invarijantne maksimalno nekompaktne Cartanove podalgebre od go. Prema

tvrdnji (a) postoji ¢ € K takav da je hj = 1 (ho) . Slijedi by = ¢ (hg) = w1 (ho) . Napokon, kako
je K podgrupa od Int (go), vrijedi @i € Int (go). Time je i tvrdnja (b) dokazana.

Mala modifikacija dijela dokaza tvrdnje (a) propozicije 4.11.2. daje sljedeéu generalizaciju:
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Propozicija 4.11.3. Neka su by i by d—invarijantne Cartanove podalgebre od gy takve da je
ho N po = by Npo. Tada su by i by K—konjugirane.

Dokaz: Bududi da su Cartanove podalgebre komutativne, presjeci ho N €y i hy N € su sadrzani
u centralizatoru my = Z, (ho N po) . Nadalje, Cartanove podalgebre od gy su maksimalne komu-
tativne podalgebre od go pa slijedi da su by N €y i by N ¢y maksimalne komutativne podalgebre od
fy. Neka je M = Zg (ho N'po) . To je kompaktna Liejeva grupa s Liejevom algebrom mg. Prema
tvrdnji (b) teorema 4.10.6. postoji ¢ € M C K takav da je b Ny = ¢ (ho N &) . Tada je restrikcija
©[bo N po identiteta, dakle, ¢ (ho N Ppo) = ho N Ppo = b N po. Bududi da su Cartanove podalgebre by
i hj Y—invarijantne, vrijedi

ho = ho N €+ ho N po i ho = bo N & + by N po,

pa slijedi da je b = ¢ (o)

Propozicija 4.11.4. (a) Neka je ty maksimalna komutativna podalgebra od €. Tada je
ho = Zg, (to) maksimalno kompaktna Cartanova podalgebra od go koja je ¥—invarijantna.
meedz [)0 N EO = t().

(b) Sve maksimalno kompaktne 9—invarijantne Cartanove podalgebre od gy su K —konjugirane.

(¢) Sve maksimalno kompakine Cartanove podalgebre od gy su Int (go) —konjugirane.

Dokaz: (a) Liejeva podalgebra by je ocito ¥—invarijantna, pa vrijedi

o = ho N & + ho N po.

Nadalje, ho Nty = Z, (to) , a kako je ty po pretpostavei maksimalna komutativna podalgebra od
£y, zakljucujemo da je ho N €x = .

Uoc¢imo sada da je hy Liejeva podalgebra od go koja je reduktivna u go. Doista, zbog ¥—in-
varijantnosti od hy pomocu tvrdnje (c) zadatka 4.2.1. zakljucujemo da je Liejeva algebra opera-
tora ad by na unitarnom prostoru g, invarijantna u odnosu na adjungiranje, pa slijedi da je za
svaki ad hy—invarijantan potprostor od g i njegov ortogonalni komplement je ad ho—invarijantan.
Posebno, Liejeva algebra b je reduktivna. No tada je njen izvedeni ideal [hg, ho] poluprosta Liejeva
algebra. Medutim, kako je [ho, to] = {0}, imamo redom

[ho, ho] = [Ho NP0, bo Npo] € ho N €& = to.

Kako je ty komutativna, zaklju¢ujemo da je [ho, ho] = {0}, odnosno, by je komutativna Liejeva
podalgebra od go. Nadalje, vrijedi

Zgo (bO) - Zgo (tO) = b0>

dakle, hy je maksimalna komutativna podalgebra od gy. Stoga je njena kompleksifikacija h mak-
simalna komutativna podalgebra od g. Kako je hy reduktivna u gg, njena je kompleksifikacija b
reduktivna u g. Zbog komutativnosti b je toralna podalgebra od g. Dakle, § je maksimalna toralna
podalgebra od g, odnosno, h je Cartanova podalgebra od g.

Napokon, kako je hy N &y = t; maksimalna komutativna podalgebra od &y, zakljucujemo da je
ho maksimalno kompaktna Cartanova podalgebra od gy.

(b) Neka su hg i b maksimalno kompaktne J—invarijantne Cartanove podalgebre od gy. Tada
suty = hoNe ity = hNE maksimalne komutativne podalgebre od €y, pa zbog tvrdnje (a)
vrijedi hy = Zg, (to) 1 by = Zg, (&) . Prema tvrdnji (b) teorema 4.10.6. postoji ¢ € K takav da je
t, = ¢ (to) . No tada je

v (ho) = ¢ (Zy, (o)) = Zg, (¢ (to)) = Zy, () = bo.



4.11. CARTANOVE PODALGEBRE REALNIH POLUPROSTIH LIEJEVIH ALGEBRI 181

Zadatak 4.11.4. Dokazite turdnju (c) propozicije 4.11.4.
Uputa: Oponasajte dokaz tvrdnje (b) propozicije 4.11.2.

Lema 4.11.5. Neka je ag Cartanov potprostor od po i neka je ho v—invarijantna Cartanova
podalgebra od gy takva da je ho Npo C ayg. Nadalje, neka je

X = R (go, a0) i Y={reX A(hoNpo) ={0}}.

Tada je
boNpo = [ Ker A ={h € ap; A(h) =0 VA€ X'},

rex’

Dokaz: Neka je
ay = (] Ker A ={h € ap; A(h) =0 VA e X'}
Aexy
Tada je ho Npo C a;, a treba dokazati da vrijedi jednakost.
U tu svrhu ¢emo najprije opisati podalgebru Zg, (ho N po) . Proizvoljan element x € Zy, (ho N po)
prikazimo u skladu s rastavom go = ag + mg + >, x4+ 07 :

ZL’:hQ—I—ZIZO—f-ZZL’)\, ho € ag, Ty € My, IL‘AGQS za \EX.
AeX

Za h € hoNpgje [h,x] =0, [h,ho] =0, [h,z0] =01 A(h) =0 ¥\ € ¥/, pa nalazimo

O=[hal= > Ahzx =  ARW)azya=0 Vhebhnp i VAeT\Y.

AED\E

Bududi da za A € ¥\ ¥ vrijedi A (ho Npg) # {0}, zakljucujemo da je xy =0 VA € ¥\ 3. Time
smo dokazali da je
ZQO ([’]0 ﬂpo) = (o ‘|‘ myp + Z +ga\
ey’

Prema tome, svaki h € aj komutira sa svakim elementom z € Zy (ho Npo). Kako je hy komu-
tativna algebra, ocito vrijedi hy C Zg, (ho NPo) . Prema tome, svaki h € aj komutira sa svakim
x € bho. Time je dokazano da je podalgebra hy + aj komutativna. No kako je ho maksimalna ko-
mutativna podalgebra od go, slijedi aj C b, dakle, imamo trazenu obrnutu inkluziju aj C ho N po.

Teorem 4.11.6. Broj klasa Int (go) —konjugiranosti Cartanovih podalgebri u poluprostoj Liejevoj
algebri gy je konacan.

Dokaz: Fiksirajmo Cartanov potprostor ag od po. Neka je o Cartanova podalgebra. Prema
tvrdnji (b) mozemo pretpostaviti da je hy Y—invarijantna. Nadalje, prema teoremu 4.5.1. mozemo
pretpostaviti da je hoNpy C ag. Prema lemi 4.11.5. postoji ukupno kona¢no mnogo mogucnosti za
potprostor hyMNpy. Napokon, prema propoziciji 4.11.3. potprostor hoMNpg odreduje ¥—invarijantnu
Cartanovu podalgebru by do na K —konjugiranost.
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Poglavlje 5

Klasifikacija realnih prostih Liejevih
algebri

5.1 Cayleyeve transformacije

Klasifikacija realnih prostih Liejevih algebri bit ¢e bazirana na maksimalno kompaktnim Car-
tanovim podalgebrama. Medutim, mnogo korisnih informacija o poluprostoj Liejevoj algebri gg
dobiva se promatranjem maksimalno nekompaktne Cartanove podalgebre i pripadnog sistema
restringiranih korijena. Da bismo mogli povezati dvije vrste informacija, posluzit ¢emo se konju-
giranosc¢u kompleksifikacija tih dviju vrsta Cartanovih podalgebri u kompleksifikaciji g od go. Ust-
vari, konstruirat ¢emo eksplicitno odgovarajuéi element grupe Int(g) kao produkt tzv. Cayleyevih
transformacija. Jedna od dviju vrsta Cayleyevih transformacija povecava za 1 kompaktnu di-
menziju, dakle, smanjuje za 1 nekompaktnu dimenziju, a druga vrsta smanjuje za 1 kompaktnu
dimenziju, a povec¢ava za 1 nekompaktnu dimenziju.

Razmotrimo najprije slucaj sl(2, R). Upravo na temelju tog posebnog sluc¢aja modelirane su
dvije vrste Cayleyevih transformacija u opéem slucaju. Neka je {h,e, f} standardna baza od

sl(2,R) :
=[5 8] [0 o [08]

[h,e] = 2e, [h, f] = —2f, le, f] = h.
Tada je hy = Rh maksimalno nekompaktna Cartanova podalgebra od s[(2, R). Njena je nekompak-
tna dimenzija 1, a kompaktna joj je dimenzija 0. Maksimalno kompaktna Cartanova podalgebra

je by = RA/, gdje je W = (1) _(1)

dimenzija 1. Neka su b i b’ kompleksifikacije tih dviju Cartanovih podalgebri. Tada je h(R) = by
i h'(R) = ib;. Stavimo

[0 11— 11

[h1, e1] = 2ey, [ha, fi] = —=2f1, le1, f1] = Pu.

Cayleyeva transformacija prve vrste u sl(2, C) je preslikavanje

e=u(F[}1])

tako da je

. Nekompaktna dimenzija od hj je 0, a kompaktna joj je

tako da je

Il
I
ISH
VR
D
>
ko)
N
—~
=
|
9]
ik
S~—
N——
Il
e}
el
IS
Y
=
o

183



184 POGLAVLJE 5. KLASIFIKACIJA REALNIH PROSTIH LIEJEVIH ALGEBRI

Direktna provjera pokazuje da je
Chl = h, 061 = —'ie, Cfl = ’lf

Cayleyeva transformacija druge vrste je
= —_— = —(—f — — olu® (7f7€)
D Ad( 5 [—2’ 1} Ad(expz4( f e)) e’ :

Tada je upravo D = C~!, pa imamo
Dh = hy, De = iey, Df =—ify.

Opce Cayleyeve transformacije konstruirat ¢emo sada analogno polazeci od izabranog korijena
i njemu pridruzene Liejeve algebre s[(2, C) uronjene u kompleksifikaciju g i to tako da ostaje po
tockama fiksan onaj dio Cartanove podalgebre koji je ortogonalan na uronjenu sl(2, C).

U daljnjem fiksiramo Cartanovu involuciju ¢ od gg, a time i pripadnu Cartanovu dekompozi-
ciju (8, po) i maksimalnu kompaktnu podgrupu K od Int(go). Cartanova involucija i Killingova
forma definiraju skalarni produkt (- |-)y na go koji se po seskvilinearnosti prosiruje do skalarnog
produkta na kompleksifikaciji g koji ¢emo oznacavati istim znakom. Taj je skalarni produkt up-
ravo onaj koji je pridruzen kompaktnoj konjugaciji 79 od g koja je antilinearno prosirenje od 9,
odnosno, 7y = Yo = ov). Kao i prije sa o oznacavamo kojugaciju od g pridruzenu realnoj formi g,.

Neka je g proizvoljna J—invarijantna Cartanova podalgebra. Stavimo ty = hoN€y i ag = hoNpo.
Neka su b i g kompleksifikacije od hy i go i R = R(g,h). Tada prema zadatku 4.11.3. vrijedi
h(R) = ity + ag. Drugim rijecima, za svaki a € R je a(ty) C iR i a (ap) € R. Korijen « € R zove
se realan ako je a (ho) C R ili, ekvivalentno, ako je a|ty = 0. Korijen « zove se imaginaran ako
je a(hp) C iR ili, ekvivalentno, ako je aag = 0. Korijen koji nije ni realan ni imaginaran zove se
kompleksan. Dakle, korijen o € R je kompleksan ako i samo ako je alty # 0 1 «|ag # 0.

Razlikovat ¢emo dvije vrste imaginarnih korijena koje ¢emo sada definirati. Prije svega, primi-
jetimo da je linearno prosirenje od ¥ na g involutivni automorfizam od g koji ostavlja invarijantnom
Cartanovu podalgebru . Prema tome, restrikcija 9|h je automorfizam dualnog sistema korijena
R. Dualni operator (9]6)7 je involutivni automorfizam od R, koji ¢éemo u skladu s identifikacijom
grupa Aut (R) i Aut(R) iz odjeljka 4.1. oznacavati takoder sa 9. Dakle, za a € R je Ja € R i
prema tvrdnji (b) u zadatku 4.1.1. ¥ (go) = gva- Ako je korijen a imaginaran, onda je a|ag = 0,
pa zbog |ty = I, slijedi da je o = a.. Prema tome, korijenski potprostor g, je ¥—invarijantan,
¥ (ga) = ga, dakle, g, = (9o N €) + (9o N p) . Bududi da je dim g, = 1, imamo dvije moguénosti:
ili je g, C &, i tada se imaginaran korijen o zove kompaktan, ili je g, C p, i tada se a zove
nekompaktan korijen.

Sada ¢emo polazeci od ¥—invarijantne Cartanove podalgebre by konstruirati dvije vrste Cayleye-
vih transformacija:

(1) Ako je  imaginaran nekompaktan korijen iz R(g, h) konstruirat ¢emo novu ¥—invarijantnu
Cartanovu podalgebru hj koja ima za 1 ve¢u nekompaktnu dimenziju nego hy. Ova konstrukcija
nece biti moguca samo ako je hy maksimalna nekompaktna Cartanova podalgebra, odnosno, ako je
hoNpe Cartanov potprostor od pg. U tom slucaju uopée nema imaginarnih nekompaktnih korijena:
u skladu s tvrdnjom (g) teorema 4.5.6. svi imaginarni korijeni su kompaktni.

(2) Ako je a realan korijen iz R(g,h) konstruirat ¢emo novu J—invarijantnu Cartanovu po-
dalgebru koja ima za 1 manju nekompaktnu dimenziju od polazne. Ova konstrukcija nece biti
moguca samo ako je polazna Cartanova podalgebra maksimalno kompaktna, odnosno ako je njen
presjek s £y maksimalna komutativna podalgebra od €. To je slucaj onda i samo onda ako nema
realnih korijena.
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(1) Neka je by ¥—invarijantna Cartanova podalgebra i # € R = R(g,b) imaginaran nekom-
paktan korijen. Neka je eg € gg \ {0}. Buduéi da je § imaginaran, vrijedi o (eg) € g_g. Doista,
ako je h € ho onda je B(h) € iR, pa je

[h,0 (e5)] = o ([hes]) = o (B(h)eg) = B(h)o (e5) = —B(h)o (e5) -

Neka je A — t, izomorfizam sa h* na b induciran nedegeneriranom bilinearnom formom Blh x b.
Dakle, za A € h* oznacimo s t) € h jedinstven element takav da je B (h,t)) = A(h) Yh € h. Tada
vrijedi

[z,y] = B(z,y)ts za T E gz YEJg. (5.1)
Doista, za proizvoljan h € h imamo redom

B([z,yl,h) = B(z, [y, b)) = =B(x, [h, y]) = B(h)B(z,y) =

= B(B(z,y)h) = B(B(z,y)h,ts) = B (B(z,y)ts, h),

pa zbog nedegeneriranosti bilinearne forme Bl x b slijedi (5.1). Primijenimo li (5.1) na korijenske
vektore eg € gg i 0 (eg) € g_p, dobivamo

les, 0 (e5)] = B (ep, 0 (e5)) ts-

Kako je korijen 8 po pretpostavci nekompaktan, vrijedi gg C p, dakle, ¥ (eg) = —egs, pa nalazimo

B(eg,0(ep)) = =B (ep, 00 (eg)) = —B (e, 7o (eg)) = (esleg)y > 0.

To pokazuje da korijenski vektor eg € gg \ {0} mozemo izabrati tako da je B (es, 0 (e)) jednak

2
(815)

skalarni produkt na h* prenesen sa ) pomocu izomorfizma A — ty, tj. definiran sa (A|p) = (tx]t,), -
Tada iz (5.1) slijedi

bilo kojem zadanom pozitivnom broju. Izaberimo ga tako da bude jednak . Pri tome je (- |-)

g, ()] = by, sdjeje hy = ﬁtﬁ.
Imamo
=, = O o) = ot = PP fotepesl = 15,
Nadalje, 9(e) = —es i 9(0(es)) = —o(es), pa je
9(t5) = P2 o) 0o ea)] = DD ey, o)) = 15

To znaci da je 7y9(tg) = ¥(o(ts)) = —ts. Prema tome,

B(tg,ts) = =B (ts, 7 (tp)) = (tslts)y = (BIB),

pa slijedi ,
B(hg) = =B (tg) = 2= B (ts, tg) = 2.

2
(818) (818)

To znaci da je

les, o (eg)] = hg,  [hp,epl =2e5,  [hp,0(e5)] = —20 (e5).
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Primijetimo da su elementi eg + o (e3) 1 i (eg — o (eg)) fiksni za djelovanje konjugacije o, dakle,
leze u go. U vezi s nasim razmatranjem primjera sl(2, R) korespondencija je sljedeca:

L1 - (0 PR

€s —> 61—2 i —1 s 0 (€ A— 1—2 i =1 )
0 4 0 i
hg «— hl:[—i é], o(eg) —eg — fl—elzlz. é]

Definiramo sada Cayleyevu transformaciju prve vrste kao unutarnji automorfizam C3 kompleksne
Liejeve algebre g analogan prije definiranom automorfizmu C' od s((2,C) :

i stavimo b, = go N Cp(h). Eksplicitni racun s operatorskim redom potencija koji definira auto-
morfizam Cp daje

Cp(hg) =es+oles), Cples—oles)) =es—oles), Cples+oales)) = —hg.

Nadalje, C je identiteta na Ker (3[ho) . Prema tome, dobivamo

bo = g0 N Cs(h) = Ker (Blho) & R (es+o(ep)).
Napomenimo da vektor eg nije jedinstveno odreden postavljenim zahtjevom da bude

2
B (eg,o(ep)) = m
Tim je zahtjevom vektor eg odreden samo do na kompleksan multipl modula 1. Stoga ni Cartanova
podalgebra b nije jedinstveno odredena.

(2) Neka je sada hf, Y—invarijantna Cartanova podalgebra od go i @« € R’ = R(g,b’) realan
korijen. Neka je e, € g, \ {0}. Iz realnosti korijena « slijedi 0 (g,) = ga, dakle, o (e,) € go. Stoga
mozemo izabrati da bude e, € g, odnosno, o (e,) = e,. Nadalje, iz realnosti korijena « slijedi
Y (en) € g_q. 1z formule (5.1) primijenjene na par (g, ') slijedi

[ea, V(eq)] = B (eq, I(eq)) ta-

Imamo

B (eq,V(eq)) = — (eal€a)y < 0.

Stoga mozemo korijenski vektor e, normirati tako da bude

B (eq,V(eq)) = — .
(aa)
Primijetimo da tim zahtjevom e, ponovno nije jedinstveno odreden, nego samo do na multipl
modula 1. No sada je zahtjev da bude e, € go, dakle, taj multipl moze biti samo 41, odnosno,
sada se nejedinstvenost svodi samo na predznak.

Stavimo

Sada imamo
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U vezi s nasim razmatranjem primjera s[(2, R) sada je korespondencija sljedeca:

o — e=lp o] v — —r=| 3 0]

1 0 . : : 0 —i
he «— h—[o _1], i(V(eq) —€q) —zf—ze—[_z. 0}.
Cayleyevu transformaciju druge vrste definiramo ovako

Da _ ei% ad (¥(ea)—ea)

i stavljamo
ho = g0 N Dy (') = Ker (a]hy) @ R (eq + 9 (ea)) -

Druga jednakost za b slijedi slicno kao u slucaju Cayleyeve transformacije prve vrste eksplicit-
nim izracunavanjem djelovanja operatorskog reda potencija kojim je definiran automorfizam D,,.
Naime, taj racun daje

D, (ha) =i(ea+V(€a)), Dolea—V(eq)) =ea—V(ea), Dalea+7(en)) =ihg.

Propozicija 5.1.1. Duvije vrste Cayleyevih transformacija se mogu definirati tako da budu jedna
drugoj inverzne. Precizno:

(a) Ako je 3 nekompaktan imaginaran korijen iz R = R(g,b), korijenski vektor ec,(s) potreban
za definiciju Cayleyeve transformacije D¢, gy moZe se odabrati tako da bude jednak iCys (ep) .
Uz takav izbor Cayleyeve transformacije Cg i Dcys) su medusobno inverzne.

(b) Ako je o realan korijen iz R' = R(g,b’), korijenski vektor ep, () potreban za definiciju
Cayleyeve transformacije Cp, ) moZe se odabrati tako da bude jednak —iD, (en) . Uz takav
izbor Cayleyeve transformacije D, i Cp, () su medusobno inverzne.

Dokaz: Prema gornjim formulama za djelovanje automorfizma Cjz imamo

1

QN%):%QN%+U@@%+%%G%—U@@%=—;w+§@%—0@@%

Oba sumanda u posljednjem izrazu su u igo, pa slijedi da je iCg (eg) € go. S druge strane, hg € £
ieg,0(ez) € p, pa imamo

9(C(es)) = ~ghs — 3 (65 — 7 (¢5)
Stavimo ec,(g) = iCp (e) . Sada iz B (e, 0 (eg)) = ﬁ’ .
B o) = Gy 1) = 35 = oy

iiz B (b, 8a) = B (ga, ) = {0} slijedi

B (e, 9 (¢0,)) = ~B (Co (e5) 9 (Co (e5))) =~ B (hg, hg) 4B (e — 0 e5) 5 — 0 (¢3)) =

1 1 1 1 1 2 1 2 2
= —-B(

@5 a2 emo(ea)) = gBloles) . ) =~ = TmEE T 1) - GIe)
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To pokazuje da je izabrani korijenski vektor ec,) pravilno normaliziran. Sada racunamo auto-
morfizam D¢, gy uz takav izbor korijenskog vektora:

Doy = ol ad (ﬁ(ecmﬂ))*ecﬁ(ﬂ))

_ egad(cg(eg)—w(cﬁ(eﬁ))) _ ot ad (es—oles))

Vidimo da je to upravo invers od
Cﬁ _ e% ad (0’(65)—€5>.

(b) U ovom sluéaju prema formulama za djelovanje automorfizma D,, imamo

Dy (e0) = %Da (ca+ 1 (ea)) + % (60 =0 (€)) = pha+ % (co — 1 (ca).

Bududi da su hg, eq, 9 (e4) € go, imamo
1 1

0 (D, (eq)) = —éha + 5 (o — U (eq)).

Sada stavljamo ep, ) = —iDq (€4) . Kako je B (eq, 7 (€q)) = ———, nalazimo

()

B (eDa(Oé)’ g (eDa(a))) = B(=iDq4 (€a),0(=iDq (€a))) = B (Da (€a),0 (Da (€a))) =

- B (%ha + % (€a — ¥ (ea)), —%ha - % (6o — 0 (ea))) = iB (has ha) = %B (€as ¥ (€a)) -
Kao i prije imamo
2 2 4
Flhorfto) = oy o) = Tajay ) = )
Prema tome,
1 1 2 2
B (eDa(a)7U (eDa(a))) ~ (a]a) + (ala) — (ala)  (Du(a)|Do(a))’

a to pokazuje da je izabrani korijenski vektor ep,(,) pravilno normaliziran. Sada za Cayleyevu
transformaciju Cp, () dobivamo

Cpoe) = 7% (0(eDa(@)—€Da(a))

i1 ad(Da(ea)to(Dalea)) _ i ad (ea—ﬂ(ea))’

a to je upravo invers od
Da — ei% ad (¥(ea)—ea)

Propozicija 5.1.2. Neka je by 9—invarijantna Cartanova podalgebra. Tada v R = R(g,b) nema
imaginarnih nekompaktnih korijena ako i samo ako je by maksimalno nekompakina, © nema realnih
korijena ako i samo ako je ho maksimalno kompaktna Cartanova podalgebra.
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Dokaz: Pretpostavimo da je § € R(g,bh) imaginaran nekompaktan korijen. Tada mozemo
definirati Cayleyevu transformaciju prve vrste Cs i Cartanova podalgebra

bo = 80 N Cp(h) = Ker (8]ho) © R(eg +o(es))

ima nekompaktnu dimenziju za 1 vec¢u od hy. Prema tome, Cartanova podalgebra hy nije maksi-
malno nekompaktna.
Analogno, ako je o € R(g, h) realan korijen, onda Cartanova podalgebra

bo = 80 N Da(h) = Ker (alhy) & R(eq + V(ea))

ima kompaktnu dimenziju za 1 veéu nego hy. Prema tome, Cartanova podalgebra by nije maksi-
malno kompaktna.

Pretpostavimo sada da u R = R(g,h) nema imaginarnbih nekompaktnih korijena. Imamo
ho = to + ag, gdje je je to = ho Ny 1 ag = ho N po. Sada imamo korijenski rastav

g=b+> +0a (5.2)

a€ER

Buduéi da su svi imaginarni korijeni kompaktni, nalazimo

Zg(a0>:h+ Z +ga:b+ Z ‘i‘gaa

a€R, o imaginaran a€R, o imaginaran kompaktan

pa slijedi
Po N Zg (a0) = go N (p N Zg (a)) = go N (PN b) = ao.
To pokazuje da je ag Cartanov potprostor od pg, odnosno, Cartanova podalgebra by je maksimalno
nekompaktna.
Napokon, pretpostavimo da u R nema realnih korijena. Tada iz korijenskog rastava (5.2)
dobivamo
Zy()=b+ D  Fe.=b,

a€R,«a realan
dakle,
Zy, (to) =8N Zy (to) =8 Nh =t

To pokazuje da je ty maksimalna komutativna podalgebra od €y, pa slijedi da je Cartanova podal-
gebra hy maksimalno kompaktna.

Kada prelazimo iz hy na by, pomocéu Cayleyeve transformacije druge vrste D, za realan
a € R(g,h’), moguce je predvidjeti koji ¢e biti realni korijeni za hy. Da bismo proveli sukce-
sivno vise Cayleyevih transformacija druge vrste potreban nam je konacan niz realnih korijena
od kojih ¢e jedan po jedan postajati imaginarni. Dakle, lako mozemo provesti sukcesivno vise
Cayleyevih transformacija druge vrste ako imamo niz medusobno ortogonalnih realnih korijena.

Slicno, kada pomocéu Cayleyeve transformacije prve vrste Cg prelazimo iz by na b, mozemo
predvidjeti koji ¢e biti imaginarni korijeni za hj,. Medutim, na korijen o imamo dodatni zahtjev
da bismo mogli konstruirati Cayleyevu transformaciju prve vrste C, : osim §to trazimo da je «
imaginaran, on mora biti nekompaktnan. Sljede¢a nam propozicija kaze kako predvidjeti koji
imaginarni korijeni su nekompaktni nakon Cayleyeve transformacije.

Propozicija 5.1.3. Neka je a € R = R(g,h) nekompaktan imaginaran korijen. Neka je korijen
B okomit na « i takav da je a—lanac kroz B simetrican oko (3. Neka je e, € go \ {0} pravilno
normaliziran za konstrukciju Cayleyeve transformacije C,, i neka je eg € gg \ {0}.
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(a) Ako Bt a ¢ R, tada je C, (eg) = eg. Dakle, ako je B imaginaran, tada je 3 kompaktan ako
i samo ako je Co(5) kompaktan.
(b) Ako su f £+« € R, onda je

Culeg) = 5 (17 (ea) €8] = [e, ).

Dakle, ako je B imaginaran, tada je 3 kompaktan ako i samo ako je Co(3) nekompaktan.

Dokaz: Imamo
Ca = e% ad (o(ea)—€a) i [eOm o (€a>] = ho"

(a) Sada eg komutira i sa e, isa o (e,) pa je ocito C,, (eg) = eg. Ako je korijen # imaginaran,
vektori eg i C,, (eg) su ili oba u £ ili su oba u p, jer su jednaki.
(b) Imamo

Tad (0/(ea) = ca) e = 7 ([0 (ea) 5] = [eares]).

™

() (0 (0 e0) =) e = = () (s o (ea) sl 1o () e o)

Koristenjem rezultata o a—lancima korijena moze se pokazati da su i prvi i drugi sumand u
posljednjoj zagradi jednaki 2e. Dakle

™

<Z>2 ad (0 (eq) —eq)eg = — <§>2eg.

Odatle dobivamo

n

+n§% ey ol e = ea) ((5) (0 (0 ea) —ea))?) e -

T ™\ 2"

=3 G (5) e X (5) e~ e =

= (con 3) a5 (sin 3) lo (ea) sl = leasesl) = 5 (10 ea) 5] = feasca).

Ako je B imaginaran, vrijedi C, (eg) € &, ako i samo ako je eg € p, jer su ey, 0 (e,) € Pp.

Prisjetimo se da se dva ortogonalna korijena zovu jako ortogonalni ako 3 4+ « nisu korijeni.
Propozicija 5.1.3. pokazuje da se niz Cayleyevih transformacija prve vrste Cz moze vrlo lako
provesti ako imamo niz medusobno jako ortogonalnih imaginarnih nekompaktnih korijena.

Ako su « i 3 ortogonalni ali ne jako ortogonalni, tada je

18 £ al* = 181" + lle,

dakle, postoje barem dvije duljine korijena. U stvari, mora biti ||3]|> = ||«||?, inace bismo prema
gornjoj jednakosti imali tri razlicite duljine korijena, a to nije moguce unutar ireducibilne kompo-
nente reduciranog sistema korijena. Sada gornja jednakost postaje

18 £ ol = 2[la]?,

dakle, ireducibilna komponenta sistema korijena koja sadrzi korijene a i § ima dvostruku liniju u
Dynkinovom dijagramu. Dakle, kad god Dynkinov dijagram nema dvostrukih linija, ortogonalni
korijeni su nuzno jako ortogonalni.
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5.2 Voganovi dijagrami

Neka je gy realna poluprosta Liejeva algebra, g njena kompleksifikacija, ¢ Cartanova involu-
cija od go C—linearno prosirena na g, (¥, po) Cartanova dekompozicija od gy definirana sa 9,
(€, p) njena kompleksifikacija i B Killingova forma od g. Neka je (-|-)y skalarni produkt na gg
definiran sa (z]y)y = —B(z,9(y)) i neka je istim znakom oznacen skalarni produkt na g dobiven
seskvilinearnim proSirenjem. Tada znamo da je

(x|y)19 = —B(l‘,ﬂg(y)), T,y €9,

gdje je 7y kompaktna konjugacija od g dobivena antilinearnim prosirenjem ¢, odnosno, uz linearno
prosirenje v je 7y = Yo = o1, gdje je o konjugacija od g pridruzena realnoj formi g.

Neka je bhp maksimalno kompaktna v—invarijantna Cartanova podalgebra, t5 = by N &,
ap = ho N po, dakle hy = tg & ag. Neka su b, t i a kompleksifikacije od bhg, ty i ag. Tada je
h =t @ a. Neka je R = R(g,h). Znamo da je tada h(R) = ity @ ao. Bududi da je Cartanova
podalgebra by maksimalno kompaktna, u R nema realnih korijena, $to znaéi da je a|t # 0 Va € R.

Izaberimo sada uredenu bazu od h(R) sastavljenu od uredene baze od ity, a zatim od uredene
baze od ag. Pomocu te baze uvedimo leksikografski uredaj na h*(R) i neka je R, pripadni skup
pozitivnih korijena. Buduéi da je 9|ty = Iy, i ¥|ag = —I,, i buduéi da nema realnih korijena, vrijedi
V¥ (R;) = R,. Posebno, ¥ permutira korijene u bazi od R odredenoj sa R, . Preciznije, iz V|t = I,
slijedi da o fiksira korijene iz baze koji su imaginarni. Nadalje, kako je ¥|ag = —1,,, automorfizam
¥ permutira kompleksne korijene u bazi u 2—ciklusima. Voganov dijagram trojke (go, ho, R)
je Dynkinov dijagram od R, u kome su dvostranim strelicama oznacene dvoclane J—orbite, a svi
vrhovi su bijeli osim imaginarnih nekompaktnih 9—fiksnih vrhova koji su crni.

Npr. za go = su(3,3) uzmimo J(x) = —z* i neka je hy = ty podalgebra svih dijagonalnih ma-
trica u go. Tada je R = {ayj; 1 <14,57 <6, i # j}, gdje su «; linearni funkcionali na § definirani
sa j(diag(ay, ..., ag)) = a; —a;, i # j. Dynkinov dijagram je tipa As i svi su korijeni imaginarni,

jer je ag = {0}. Nadalje, o;; je kompaktan korijen ako su i,j € {1,2,3} ili 4,5 € {4,5,6}, a
nekompaktan ako je jedan od indeksa 7,5 u {1,2,3} a drugi u {4,5,6}. Neka je sada R, izabran
tako da je pripadna baza {12, ang, aus, as3, ase} . U toj bazi su aqs 1 ays kompaktni korijeni, a
Qag, Q53 1 aizg su nekompaktni korijeni. Prema tome, Voganov dijagram je

O ® O ® o

Navodimo jos dvije beskonaé¢ne serije primjera:

(1) go = su(p,q), ¥(x) = —z*, by = t, podalgebra svih dijagonalnih matrica. Uzmimo
sada standardan uredaj tako da je Ry = {a;; 1 <i<j<p+gq}. Pripadna baza od R je
{2, a3, ..., 0pyq—1ptq) - Tada je a;; kompaktan akosu i, j € {1,...,p}ilid,j € {p+1,...,p+q}.
Ostali su korijeni nekompaktni. Prema tome, medu korijenima u bazi samo je o, ,+1 nekompaktan,
a svi su ostali kompaktni. Dakle, Voganov dijagram je

O—— eees O ® O— e —0

12 Qp,p+1 Qp+q—1,p+q

Primijetimo da za p = ¢ = 3, tj. za su(3,3), dobivamo drugaciji Voganov dijagram nego malo
prije. To pokazuje da je moguce da vise razlicitih Voganovih dijagrama bude pridruzeno istoj
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realnoj poluprostoj Liejevoj algebri. Razli¢iti izbori za R, mogu voditi na razli¢ite Voganove
dijagrame.

(2) go = 5l(2n, R), d(z) = —2T i

¢ T T 3
1 0 . 0
—h5 N
UOZ —Y2 T2 ; l’j,yj ER, ZZ'J:O
: : - : j=1
O O - 1771 yn
\ L —Yn Tn i )
Tada potprostor ty = ho N € ¢ine sve matrice iz hy kod kojih su z; = --- =z, = 0, a potprostor
ag Cine sve matrice iz by kod kojih su y; = --- =y, = 0. Stoga je
(T T _Z. 7 )
1 Y1 0 . 0
Y1 1
h(R) = ity + ap = Wy T Ly €ERY ;=0
) ) ) ) =
0 0 L. Tn T
L L Yn In | )

Definiramo funkcionale e;, f; € h*(R) koji djeluju samo na j—ti dijagonalni blok gornje matrice
i to ovako

ej(z) = yj, fi(z) = ;.

Pokazuje se da je
R=R(g,h) ={xe; Ter = (fi — fu); 1<jk<n, j#k}U{£2e,; 1 << n}.

Imaginarni korijeni su oni koji ukljucuju samo funkcionale e;, a realni su oni koji ukljucuju
samo funkcionale f;. Preostali su korijeni kompleksni. Prema tome, nema realnih korijena,
pa zakljucujemo da je Cartanova podalgebra b, maksimalno nekompaktna. Vrijedi ¥ (e;) =
e; 1 9(f;) = —f;. Definiramo leksikografski uredaj pomocu sljedeceg redoslijeda funkcionala:
€1y---yen, f1,.-., fn. Tada je

Ry ={ejt+e=(fi—fu); 1<ik<n, j#k}U{ej—epx £(fj — fu); 1 <j <k <npU{2e; 1<{<n}.
Pripadna baza je {av, ..., 01,7, Bn-1,. .-, 01} gdje su

v=2en, aj=¢;—eip+(fi—fix1), Bi=e—e—(fi—fir), 1<j<n

Samo je srednji korijen v imaginaran i taj je nekompaktan. Ostali korijeni u bazi su kompleksni i
¥ (a;) = ;. Dakle, Voganov dijagram je

Qp—1 aq
O— e 0O
' | |
O—— e e 0O
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Znamo da ista realna poluprosta Liejeva algebra moze imati vise razli¢itih Voganovih dija-
grama. Medutim, Voganov dijagram do na izomorfizam odreduje realnu poluprostu Liejevu alge-
bru:

Teorem 5.2.1. Neka su go i@ g, realne poluproste Liejeve algebre, by i by njihove maksimalno
kompaktne Cartanove podalgebre i Ry i R', neki skupovi pozitivnih korijena v R = R(g,h) i u
R = R(¢',4'). Pretpostavimo da trojke (go, bo, R+) @ (g’o, ho, R’Jr) imagju iste Voganove dijagrame.
Tada su Liejeve algebre gq i g;, izomorfne.

Skica dokaza: Budué¢i da su Dynkinovi dijagrami kompleksifikacija g i g’ isti, mozemo bez
smanjenja opcenitosti pretpostavljati da je g = ¢, tj. da je g kompleksifikacija i od go i od g.

Prema tvrdnji (b) propozicije 4.11.1. postoje Cartanove involucije ¥ od go 1 ¥ od g takve da
je U (ho) = ho 19" (hg) = by Neka su (8, po) 1 (¥, pp) pripadne Cartanove dekompozicije od go i od
go- Tada suuy = & & ipy i uy = € & ip;, kompaktne forme od g. Prema zadatku 4.2.2. kompaktna
forma od g je maksimalna kompaktna podalgebra od g®. Sada primjenom teorema 4.4.7. slijedi
da postoji ¢ € Int (g%) = Int(g) takav da je ¢ (1)) = up. Realna forma ¢ (gj) od g izomorfna je
sa g 1 ima Cartanovu dekompoziciju (¢ (£,), ¢ (pf)) . Kako je

i (E) + it (po) = ¢ (B +ipp) = (1) = o,
vidimo da mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostavljati da je uy = uy. Sada je
0 (uo) = Uy = W (uo) .

Neka su
to="hoNt, ag=hoNpo, t="byNe, ay=Dh;Np.

Tada je ho =ty ® ap i by = ), ® aj. Nadalje, ty @ iap i tj & iaj su maksimalne komutativne
podalgebre od uy. Prema teoremu 4.10.6. postoji ¢ € Int (uy) takav da je ¢ (&, @ iap) = to @ ia.
Dakle, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavljati da je t; & iaj =ty @ iag. To znaci da
ho 1 b imaju istu kompleksifikaciju, tj. da je b’ = h. Nadalje, up Nh =ty & iay =t & iqy je
maksimalna komutativna podalgebra od uy.

Kako je ¢ = g i b’ = b, imamo R’ = R. Dva izbora pozitivnih korijena u R i oznacavat
¢emo i dalje sa Ry i R/,. Slicno dokazima tvrdnji (a) i (b) teorema 4.1.2. pokazuje se da postoji
X € Int (u) takav da je x (4o N'h) = upNh i da je (uz preneseno djelovanje na dualu) x (R/.) = R;.
Zamijenimo li sada g{, sa x (g;), vidimo da mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostavljati da
je Rl = R,.

Sada jednakost Voganovih dijagrama pokazuje da 9 i ¢ definiraju isti automorfizam baze od
R odredene sa R, . To znac¢i da 9 1 ¥ djeluju jednako na h*, dakle i na b : 9(h) = ¥'(h) Vh € b.
Sada se pokazuje da je korijenske vektore x, € g, moguce izabrati tako da bude:

V(1) =20 =0 (x4) ako je « 1imaginaran "bijeli” korijen iz baze,
D (24) = —x4 =0 (x4) ako je « imaginaran "crni” korijen iz baze,
9 (10) = aloa 1 V' (Ta) = baTya ako je o kompleksan korijen iz baze,

a Uy, b, € C su brojevi modula 1 takvi da je ana9o = babya = 1. Izaberimo korijene \/a., /Gya,

Vba i Vbya tako da bude /Ga+/Gga = vVbavVbya = 1. Sada je moguée izabrati h, b’ € uy Nk tako
da bude a(h) = o (k') = 0 za sve imaginarne korijene « iz baze, a da za komplesne korijene « iz

baze bude

e%a(h) _ \/a’ e%(ﬂa)(h) _ \/@’ e%a(h/) _ /_ba’ e%(ﬂa)(h/) _ bﬁa.
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Racun pokazuje da za svaki korijen « iz baze vrijedi
<19/ . e%ad(h—ﬁ)) vy = (eé ad (h—1') 19) ..

Buduéi da dva gornja automorfizma jednako djeluju i na b, slijedi da jednako djeluju svuda:

1 1
9 oez ad(h—h'") _ o2 ad (h—h') 0.

Odatle slijedi ) / ) /
ez ad(h—h)(g) C ¥ i ez ad(h—h)(p) C p/.

Nokakojeg=¢ @& p=*¥ @ p/, slijede jednakosti

erad (=) (g) — ¢ | ehad(h-h)(p) = p/.

Buduéi da je podalgebra uy invarijantna s obzirom na automorfizam ez d (h=h") " zakljuéujemo da
je
La _n . 1, _
e2 07 (k) =t i 27 (pg) = pp,
a odatle je )
ez 11 (go) = g,

odnosno, teorem je dokazan.

Definiramo sada apstraktni Voganov dijagram. To je Dynkinov dijagram sa sljede¢om
dodatnom strukturom: zadan je automorfizam tog Dynkinovog dijagrama koji je ili identiteta ili
je reda 2. Dvoclane orbite oznacene su dvostranim strelicama, a medu fiksnim vrhovima neki su
bijeli a neki crni. Naravno, svaki Voganov dijagram je ujedno apstraktni Voganov dijagram. Bez
dokaza navodimo teorem egzistencije realne poluproste Liejeve algebre sa zadanim Voganovim
dijagramom:

Teorem 5.2.2. Svaki apstraktni Voganov dijagram je Voganov dijagram neke trojke (go, bo, R+) ,
gdje je go realna poluprosta Liejeva algebra, by je njena Cartanova podalgebra @ Ry je neki skup
pozitivnih korijena v R = R(g,h).

Prema tome, ako ustanovimo koji Voganovi dijagrami odgovaraju izomorfnim algebrama, dobit
¢emo potpunu klasifikaciju.
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5.3 Klasifikacija

Prema teoremu 2.1.5. realne proste Liejeve algebre dijele se u dvije skupine. Prvu ¢ine algebre
oblika ggr za neku kompleksnu prostu Liejevu algebru g. Drugu ¢ine realne proste Liejeve algebre
na kojima ne postoji kompleksna struktura i takve su upravo sve realne forme svih kompleksnih
prostih Liejevih algebri. Neka je go takva Liejeva algebra. Kako je kompleksifikacija g = (go)(C
prosta, ona ima povezan Dynkinov dijagram. To znaci da je za svaki Voganov dijagram od gy pri-
padni Dynkinov dijagram povezan. Iz teorema 5.2.1. znamo da neizomorfne realne proste Liejeve
algebre ne mogu imati iste Voganove dijagrame. Nadalje, prema teoremu 5.2.2. svaki apstrak-
tni Voganov dijagram s povezanim Dynkinovim dijagramom je Voganov dijagram neke trojke
(g0, bo, R+), gdje je go nekompleksna realna prosta Liejeva algebra, hy njena Cartanova podal-
gebra i R, neki skup pozitivnih korijena u R = R(g, ), pri cemu je g = (go)(C ih= (bo)c. Za
potpunu klasifikaciju trebamo pronaci sve apstraktne Voganove dijagrame i utvrditi koji od njih
su suvisni, tj. koji su pridruzeni izomorfnim realnim prostim Liejevim algebrama.

Prije svega, nema dvojbe sto se tice automorfizma Dynkinovog dijagrama. Jedini povezani
Dynkinovi dijagrami koji imaju netrivijalni automorfizam reda 2 su A,, D, i Eg. U tim je
slucajevima netrivijalni automorfizam reda 2 jedinstven do na automorfizam Dynkinovog dija-
grama; zapravo, on je apsolutno jedinstven osim u slucaju Dy, kad postoje tri takva koji su
medusobno konjugirani automorfizmima Dynkinovog dijagrama. Voganov dijagram za go ukljucuje
takav automorfizam ako i samo ako postoje kompleksni korijeni, a to ovisi iskljucivo o go. Dakle,
neodredenost Voganovog dijagrama za g, nastaje iskljuc¢ivo zbog moguénosti razlicitih izbora R .
U velikoj mjeri ta se neodredenost smanjuje (ali ne uklanja potpuno) pomoéu sljedeceg teorema,
koji navodimo bez dokaza, prema kojemu uvijek mozemo izabrati R, tako da najvise jedan vrh u
Voganovom dijagramu bude crn, tj. da je najviSe jedan imaginaran korijen u bazi sistema korijena
nekompaktan.

Teorem 5.3.1. (Borel—de Siebenthal) Neka je go nekompleksna prosta realna Liejeva algebra,
¥ ngena Cartanova involucija i by maksimalno kompaktna J—invarijantna Cartanova podalgebra
od go. Tada postoji skup pozitivnih korijena R, sistema korijena R = R(g,bh) takav da Voganov
dijagram pridruzen trojki (go, ho, Ry) ima najvise jedan crni vrh. Nadalje, pretpostavimo da nema
kompleksnih korijena (tj. automorfizam Dynkinovog dijagrama ukljucen u Voganov dijagram je
identiteta) i da postoje imaginarni nekompakini korijeni (tj. Liejeva algebra go nije ni rascjepiva
ni kompaktna). Oznacimo sa {aq,...,qp} bazu od R koja odgovara izabranom pozitivnom skupu
korijena R i neka je {wy,...,we} njoj biortogonalna baza (tj. skup fundamentalnih tezina). Izbor
R se moze provesti tako da ako je o jedini crni vrh, onda vrijedi (w; — wj |w;) < 0 za svaki j # .

Sada ¢emo iskoristiti Borel—de Siebenthalov teorem kako bismo dobili potpunu klasifikaciju
nekompleksnih prostih realnih Liejevih algebri. Postupak ¢e biti sljedec¢i: Svakom apstraktnom
Voganovom dijagramu s povezanim Dynkinovim dijagramom koji nije odbacen eliminacijskim uvje-
tima u Borel—de Siebenthalovom teoremu mozemo prema teoremu 5.2.2. pridruziti nekompleksnu
prostu realnu Liejevu algebru. Ukoliko je Dynkinov dijagram pridruzen klasi¢noj kompleksnoj
prostoj Liejevoj algebri (tj. ako je tipa Ay, By, Cy ili Dy) konstruirat ¢emo konkretnu realnu prostu
Liejevu algebru matrica koja ima upravo taj Voganov dijagram i zatim ustanoviti sve izomorfizme
medu tako dobivenim algebrama. Ako je Dynkinov dijagram pridruzen izuzetnoj kompleksnoj
prostoj Liejevoj algebri (tj. ako je tipa Fg, Er, Eg, Fy ili G5) nakon primjene elimininacijskih
uvjeta svaku dobivenu realnu prostu Liejevu algebru ¢emo imenovati i provjeriti neizomorfnost
usporedbom podalgebri £y, a u jednom slucaju utvrditi izmorfnost unato¢ elimininacije putem
Borel—de Siebenthalovog teorema.
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Bududi da je po pretpostavci hy maksimalno kompaktna Cartanova podalgebra, nema realnih
korijena. Pretpostavimo najprije da nema kompleksnih korijena, tj. da je automorfizam Dynki-
novog dijagrama trivijalan. Tada su svi korijeni imaginarni. Ako nijedan vrh nije crn, tj. ako su
svi korijeni kompaktni, radi se o kompaktnoj formi. U slucaju klasicnog Dynkinovog dijagrama,
kompaktne realne forme su Liejeve algebre matrica su(¢ + 1) (tip Ay), so(2¢ + 1) (tip Be), sp(2()
(tip Cy) 1 s50(20) (tip Dy).

Pretpostavimo sada da ima nekompaktnih imaginarnih korijena. U skladu s Borel—de Sieben-
thalovim eliminacijskim pravilom, mozemo pretpostaviti da je R, izabran tako da je to¢no jedan
korijen u pripadnoj bazi nekompaktan, tj. da je jedan vrh u Voganovom dijagramu crn.

Promatrat ¢emo najprije klasicne Dynkinove dijagrame. U tom slu¢aju ne ¢e nam biti potrebno
drugo eliminacijsko pravilo, nego ¢emo direktnom provjerom ustanoviti da konkretne matriéne re-
alne proste Liejeve algebre odgovaraju svakom izboru crnog vrha:

Ay S o
su(l,f)  su(2,£—1) su(f—1,2) su(l,1)
BZ O——— 00— s s e e ﬂo
s0(2,2¢ —1) so0(4,2¢—3) s0(20—2,3) s0(24,1)
Cg O—————————————————O0——————— s e e e —c¢o
5p(1a£71> 5)3(2,6*2) 5p(£7]_,]_) 5p(£aR)
50%(20)
Dy — 4 0000 ...
50(2,2¢0 —2) so(4,2¢—4) s0(20 —4,4)
50%(20)

Pri tome koristimo uobicajene oznake za realne matricne Liejeve algebre:

sl(n,C) ={X € gl(n,C); Tr X =0} zan > 2,
sl(n,R) ={X € gl(n,R); Tr X =0} zamn > 2,
sl(n,H) = {X € gl(n,H); Re(Tr X) =0} zan > 1,
s0(n,C) = {X € gl(n,C); X + XT =0} zan >3,
sp(n,C) = {X € gl(n,C); XTJ,+ J,X =0} zan>1,

su(p,q) ={X esl(p+¢,C); X*I,,+I,,X =0} zap+q> 2,
so(p,q) ={X €gllp+q,R); XTI+ [, X =0} zap+q=>3,
sp(p,q) ={X €gllp+ ¢ H); XL+, X =0} zap+q=>1,
sp(n,R) = {X € gl(2n,R); X*J, + J,X =0} zan > 1,

50*(2n) = {X € su(n,n); X'K, + K,X =0} zan > 2,
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gdje su I, 4, J,, 1 K, sljedece matrice:

[p,q = ) Jn = ) Kn = [n,an =
0 -1, I, 0 L, 0

Provjera za sve slucajeve je neposredna. Za sluc¢aj A, radi se upravo o slucajevima iz primjera
(1) u odjeljku 5.2. na str. 191 uz p+q=/¢+ 1.

U slucaju By neka je p+¢q = 20 + 1 i neka je p paran. Liejeva algebra gy = s0(p, q) sastoji se
od svih realnih matrica oblika

a b
, acgl(p,R), gllq,R), ceM,,(R), al = —a, '=—¢,
' ¢

a kompleksifikacija joj je s0(2¢ + 1,C). Za by izaberimo skup svih blokdijagonalnih matrica ¢ijih

je prvih ¢ blokova formata 2 x 2 oblika l _OC 8 ] , ¢ € R, a posljednji je blok 0 formata 1 x 1.
Definiramo sada linearne funkcionale €;,...,e, na h = (l‘)o)(C ovako

) 0 ¢ 0 ¢
o (i ([ 5, 5 ]| 5 5] 0)) =

Tada je

Izaberimo
R+:{€Z‘+€j; 1§i<j§f}U{€i—€j; 1§Z<]§f}U{€Z, 1§Z§f}

Tada se pokazuje da je pripadni Voganov dijagram upravo Dynkinov dijagram B, u kome je jedan
vrh crn i to onaj na mjestu £.

U slucaju Cy provjera za prvih £ —1 vrhova je potpuno analogna onoj za A,. Voganov dijagram
u kome je posljednji vrh crn (taj odgovara duljem korijenu) dobiva se ovako. Promatrajmo Liejevu
algebru go = su(?,¢) Nsp(¢,C). To je realna forma od sp(¢,C) koja je konjugirana realnoj formi

sp(¢,R). Doista, lako se vidi da je sp(n,R) = ggog ™, gdje je g = % ZI; ZIIE . Sada izabiremo
¢ 1y
ho = {diag(icy, ..., ice, —icy, ..., —icy); C1,...,¢c0 € R},
Definiramo linearne funkcionale 7, ...,7m, na h = (bo)c ovako
nj(diag(icy, . .. icy, —icy, ..., —icy)) = ¢;.
Tada je

R=R(g,h) ={xn £n;; i #j}U{£2n}.
Izaberimo
Riy={ni+n; 1<i<i<lyu{m—mn; 1<i<j<pu{2n; 1<i<(

Pripadna baza je {m — 2, ..., m—1—"n¢, 21¢}. Svi su korijeni u R imaginarni. Kompaktni su n; —n;,
a nekompaktni £(n; + 7;) 1 £2n;. Prema tome, prvih £ — 1 vrhova u Voganovom dijagramu (t;j.
M — M2, ... ,Me—1 — M¢) je bijelo, a posljednji (tj. 27,) je crn.



198 POGLAVLJE 5. KLASIFIKACIJA REALNIH PROSTIH LIEJEVIH ALGEBRI

Za D, analiza za prvih ¢ — 2 vrhova koristi realnu formu go = so(p, q) od g = so0(2¢,C), gdje
su piqparniip+q = 2¢, i potpuno je analogna kao i u slucaju By. Za bilo koji od posljednja dva
vrha uzmimo go = s0*(2¢). Tada je ponovo g = s0(2¢,C). Sada za b izabiremo istu podalgebru
kao i u slucaju Cp :

ho = {diag(icy,. .., icy, —icy,..., —icy); ¢1,y...,c0 € R}
Definiramo linearne funkcionale 7y, ..., 7, na b = (ho)© kao i u slucaju Cj :
nj(diag(icy, ... icy, —icy, ..., —icy)) = ¢;.
Sada je
R=R(g,h) = {xm £n; i #j}
[zaberimo

Ri={ni+n; 1<i<j<u{m—mn; 1<i<j</}

Pripadna baza sistema korijena R je sada {n — n2, ..., Me—2 — Ne—1,Me—1 — N, Ne—1 + Me}. Ponovo
su svi korijeni u R imaginarni, kompaktni su 7; — 7;, a nekompaktni £(n; + n;. Dakle, u bazi je
prvih ¢ — 1 korijena 7; — 7,41 kompaktno, a posljednji 7,1 + 7, je nekompaktan. Dakle, Voganov
dijagram je upravo bilo koji od ona dva preostala.

Promatrajmo sada izuzetne povezane Dynkinove dijagrame. Sada ¢e nam trebati i drugo
eliminacijsko pravilo iz Borel—de Siebenthalovog teorema: mozemo odbaciti one slucajeve kod
kojih je ¢ indeks jedinog nekompaktnog korijena u bazi, a postoji indeks j takav da je (w; —wj|w;) >
0. Opisat ¢emo sada nacin koristenja tog kriterija u slucaju kad svi korijeni imaju istu duljinu, dakle
u slucajevima FEg, E7 i Fg.. Tada mozemo pretpostaviti da je skalarni produkt tako normiran da su
svi korijeni duljine v/2. Neka je {ay, ..., oy} baza pridruzena odabranom skupu pozitivnih korijena
R, sistema korijena R = R(g,h) odabrana tako da je toéno jedan korijen iz baze nekompaktan,
tj. samo jedan od vrhova u Voganovom dijagramu je crn. Neka je {wi,...,wy} pripadni skup
fundamentalnih tezina, tj. biortogonalna baza realnog unitarnog prostora h*(R) u odnosu na
bazu {aq,...,a,}. Tada mozemo pisati

¢
ai:Zdikwk, 1<i<{t, gdjesu dip = (a4 ag).
k=1

Nadalje, ako je [cp;] inverzna matrica matrice [d;;] , onda je

4

wj:Zcpjozp, 1<5<0.
p=1

Brojevi koji nas zanimaju su (w;|w,) = ¢, 1 <1, j < L.

Kako svi korijeni imaju duljinu v/2, tj. |og||> = 2 Vi, [dix] je upravo Cartanova matrica,
dakle, koeficijenti c,; dobivaju se invertiranjem Cartanove matrice. Ukoliko postoje dvije duljine
korijena, tj. u slucajevima Fy mi Gy, matrica [d;z] je jednostavna modifikacija Cartanove matrice,
no mi ¢emo u ta dva slucaja direktno izracunati medusobne skalarne produkte fundamentalnih
tezina.

Razmotrimo najprije slucajeve E,, ¢ = 6,7, 8. Korijene u bazi sistema korijena numerirat ¢emo
ovako:
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E62 S 0
Qg (673 Qg a3 oy
|
E7I o o)
(674 (673 (6713 (a7} Q3 aq
[
FEyg : o o
ag (o4 [T a5 Q4 a3 aq
Cartanova matrica [d;;;] 1 njoj inverzna matrica [c,;| za Eg su:
2 0 -1 0 0 0] (31 2 2 3 2]
0o 2 0 -1 0 0 12 2 3 2 1
-1 0 2 -1 0 0 52 b4 8 2
2] = 1= [(w: — | 3 3 3 3
die] 0 -1 -1 2 -1 ol Gel=lelkedl=15 5 3 6 15
o 0 0 -1 2 -1 % 2 % 4 13_0 %
P 1 5
0 0 0 0 -1 2] 31 3 2 5 3]
Dakle, skalarni produkti fundamentalnih tezina su
5 4 2
(wilwr) = 3 (wilwz) =1, (wilws) = 3’ (wilws) =2, (wi]ws) = 3’ (wilws) = g,(w2|w2) =2,
10 8
Wa|Ws) = 2, (W2|Wy) = 9, (W2|Ws5) = 4, (W2|We) = 1, (W3|w3) = —, (W3|wy) = =, (W3|W5) = 3,
(wolws) = 2, (walws) =3, (walws) =2, (walwe) =1, (wslws) = =, (wslwa) = 4, (wslws) = 3
10 5 4
W3lWe) = 5, (Wa|Wq) = U, (WqjWs) = &, (Wy|We) = 4, \W5|Ws5) = =, (Ws|We) = 5, (We|We) = 3-
(wslos) = 5, (walon) =6, (walws) =4, (waluws) =2, (wslws) = 3, (slur) = 2, (wolwe) = 5

Analogno, za E; imamo:

2 0 -1 0 0 0 0 2 23 4 3 21

0 2 0 -1 0 0 0 2146 % 33

-1 0 2 -1 0 0 0 346 8 6 4 2

[da]=| 0 -1 =1 2 -1 0 0], [e]=[wjlw)]=1]46 8 12 9 6 3

0o 0 0 -1 2 -1 0 3369§53

0O 0 0 0 -1 2 -1 2 34 6 5 4 2

0 0 0 0 0 -1 2] 132 3 %2 23
dakle,
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Rezultati za Eg su:

2 0 -1 0 0 0 0 O [ 4 5 7 10 8 6 4 2

o 2 0 -1 0 0 0 O 5 8 10 15 12 9 6 3

-1 0 2 -1 0 0 0 O 7 10 14 20 16 12 8 4

(dy] = o -1 -1 2 -1 0 0 0 (w; |y )] = 10 15 20 30 24 18 12 6

’ o 0 o0 -1 2 -1 0 0] S 8 12 16 24 20 15 10 5 |’
o 0 0o 0 -1 2 -1 0 6 9 12 18 15 12 8 4
o o0 o o 0 -1 2 -1 4 6 8 12 10 8 6 3
. 0 0 0 0 0 0 -1 2] | 2 3 4 6 5 4 3 2

odnosno,

(wilwr) =4, (wi|w2) =5, (wi|lws) =7, (wi|ws) = 10, (wi|ws) = 8, (wi|ws) = 6, (w1|wr) =4, (wWi|ws) = 2,
(walws) = 8, (walws) = 10, (walwy) = 15, (wolws) =12, (wa|wg) =9, (wa|wr) =6, (we|ws) = 3,
(wslws) = 14, (wslwy) = 20, (ws|ws) = 16, (wslwg) = 12, (ws|wr) =8, (ws|ws) =4, (ws]ws) = 30,
=1 =12, (wy|wg) =6, (wsws) =20, (ws|lwe) = 15, (ws|wr) = 10,

(wslws) =5, (we|we) = 12, (welwr) =8, (welws) =4, (wrlwr) =6, (wrlws) =3, (ws|ws) = 2.

(walws) = 24, (wslws) = 18, (walwr)

Sada ¢emo temeljem drugog eliminacijskog pravila u Borel—de Siebenthalovom teoremu iskljuciti
pojedine vrhove kao kandidate za crni vrh u Voganovom dijagramu.
U slucaju Eg to su svi unutarnji vrhovi as, a4 i as. Razlozi za isklju¢ivanje su sljedeci:

asg: (w3 —wilwr) = (wslwr) = (wifwr) = % — % = % > 0,
ag: (Wi —wiwr) = (Wawr) = (@iwn) =2~ 5 =3 >0,
a5 (ws — welws) = (wslws) — (wlws) =3 — 5 =3 >0,

U slucaju E7 iskljuc¢ujemo takoder sve unutarnje vrhove ag, ay, as i ag :

az 1 (w3 —wifwr) = (wslwr) — (wilw1) =3 -2=1>0,

ag: (wyg —wilwr) = (wa]wr) — (wi|wy) =4—-2=2>0,

as : (w5 —wilwr) = (wslwr) — (Wr|w1) =3—-2=1> 0,

a6 : (wg — wrlwr) = (welwr) — (wrlwr) =2 -3 =1 >0.

U slucaju Eg pored svih unutarnjih vrhova as, ay, as, ag i o iskljucuje se i gornji rubni vrh a; :
az : (w2 —wifwr) = (wolwr) — (wilwy) =5 —-4=1>0,

as : ) = (wslwr) — (wifwr)

gt (wg —wi|wr) = (wylwr) — (wi]wi) =10 —4 =6 > 0,
as : ) = (ws|wi) — (wilwr)

ag : ) = (welwr) — (wilwn)

ar: (wr —wslws) = (wrlws) — (wglws) =3 —2=1>0.

Napokon, u slucaju Eg dva Voganova dijagrama kod kojih su jedini crni vrhovi a; i ag su
medusobno simetri¢na, dakle, pripadaju izomorfnim Liejevim algebrama. Sve u svemu, od tipova
E, ostaju sljede¢i moguci Voganovi dijagrami, uz koje navodimo i pripadne Liejeve podalgebre &,
koje pokazuju da su te proste realne Liejeve algebre medusobno neizomorfne:
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En: o { ° by = su(6) @ su(2)
Epr: ﬁ[ ° by =s50(10) @ R
Ey: [ o £ = su(8)

Evr: o T . o = 50(12) @ su(2)
Evir: I o bh=¢ PR

Evir: o S[ . & =50(16)

Eix: . I o B =er Dsu(2)

Razmotrimo sada Dynkinov dijagram F}. Korijene u bazi numeriramo ovako:

o0———«c——=——©0———0
a1 a2 a3 Qy

Tada su fundamentalne tezine
w1 = 207 + 3as + 2a3 + ay, wo = 3aq + 6an + das + 20y,

w3 = 4aq 4 8an + 6asg + 3ay, wy = 201 + dag + 3a3 + 20.

Ako skalarni produkt na prostoru h*(R) normiramo tako da vrijedi ||oy]]? = |lael/? = 1 i
|las]|? = [|as]|? = 2, medusobni skalarni produkti fundamentalnih teZina su:
3

(Wilw1) =1, (wifws) = 5, (Wilws) =2, (Wilws) =1, (Wolws) = 3,

=
(walws) =4, (wolws) =2, (wslws) =6, (wslws) =3, (wa|ws) = 2.
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Odatle slijedi da u Voganovom dijagramu kao kandidate za jedini crni vrh mozemo iskljuciti
unutarnje vrhove as i ag :

g : (wy —wilwy) = (Walwy) — (wr|wy) = % —1=
az: (wg —wilwr) = (ws]wy) — (wi|wr)) =2—-1=1>0.

Ostaju sljedec¢e dvije medusobno neizomorfne moguénosti:

FI . o—a———==——o . %0 = 5p(3) @511(2)

FII : — o ——==—"—"0—— E0:50(9)

Napokon, razmotrimo G :

———0
(€3] Q2

Sada su fundamentalne tezine w; = 2a; + as i we = 3a; + 25 1 ako skalarni produkt na
prostoru h*(R) normiramo tako da vrijedi [|az]|* = 2 1 ||aa]|* = 6, onda su medusobni skalarni
produkti fundamentalnih tezina

(wr|wr) = 2, (w1|we) = 3, (wa|ws) = 6.
Odatle nalazimo da as mozemo iskljuciti kao crni vrh u Voganovom dijagramu:
(wo —wilwy) = (walwy) — (Wr|wy) =3—-2=1>0
i u ovom sluc¢aju dobivamo samo jednu mogucnost za Voganov dijagram:

G: — £ = su(2) © su(2)

Razmotrimo sada slucajeve kad postoje kompleksni korijeni, tj. kad je automorfizam Dyn-
kinovog dijagrama netrivijalan, dakle, reda 2. Ve¢ smo napomenuli da je to moguce samo za
Dynkinove dijagrame Ay, Dy i Fy.

Za tip Ay razlikujemo parne vrijednosti ¢ od neparnih. Ako je ¢ paran, postoji samo jedan
apstraktni Voganov dijagram:

...... o)

Ukoliko je ¢ neparan, za Dynkinov dijagram A, postoje dva apstraktna Voganova dijagrama
sa strelicama:
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- e o
o— e o
1
- e o
OO0 e e e °

Prvi od njih u skladu s razmatranjima u primjeru (2) u odjeljku 5.2. (str. 192) je Voganov
dijagram realne proste Liejeve algebre s[(¢+1,R). Drugi je Voganov dijagram realne proste Liejeve
algebre sl (%(6 +1), H) . Da se u to uvjerimo, izaberimo

ho = {diag <£E1 + Wy, ... T1(e41) —I—zy1(€+1)> s o,y ER v+ 4w Ti(41) = 0}
Definiramo sada linearne funkcionale e;, f;, 1 < j < 1(£ 4 1), na by ovako:
€ <diag (:El + 1wy, ... T1(e41) + zy1(€+1)>> =1y,

fi <diag <£E1 + Y1, ... T1(r11) —|—zy1(€+1))) = x;.

Tada je formalno kao i u primjeru (2) u odjeljku 8.2.

R=R(g,h) ={tejLer £ (fi — fi; 1 <4,k < (f+1) J#RPU{£2e; 1<) < (€+1)}

U prvoj skupini su kompleksni korijeni, a u drugoj imaginarni i svi su imaginarni korijeni kom-
paktni.

Za tip D, analizirat ¢emo Liejeve algebre so(p, ¢), pri ¢emu su p i ¢ neparni i p+¢ = 2¢. Imamo

a b
so(p, q) = H i } ; a € gl(p,R), c€gl(q,R), b€ My(R), a" =—a, " = —c}-

Za b izabiremo algebru svih blokdijagonalnih matrica s blokovima formata 2 x 2. Prvih 1(p — 1)
i posljednjih (q — 1) blokova su RJ, a preostali izmedu tih dvaju nizova je blok RK. Pri tome je

01 . 01
J_[_l O} : K_[l O].
Blokovi RJ razapinju t, = ho N £, a blok RK daje ag = hy N pg. Definirajmo sada linearne
funkcionale €; na b na sljedeci nacin: ako je blokdijagonalna matrica X € hy dana sa

X = diag (xlj, e ,x%(pfl)J, 2K, ... ,y%(qfl)J>



204 POGLAVLJE 5. KLASIFIKACIJA REALNIH PROSTIH LIEJEVIH ALGEBRI

(p+1)(X) =z 5j+§(p+1)(X) =y; zal<j<_(¢g—1).

1
2

R=R(g,h) ={£ei +¢e;; i #j}.
Ako je jedan od indeksa 7 i j jednak %(p—k 1), korijen +e; £¢; je kompleksan, a svi su ostali korijeni
imaginarni.

Pretpostavimo da je ¢ = 1. Izabiremo leksikografski uredaj na h*(R) u odnosu na uredenu
bazu u h(R) = ity @ ay sastavljenu od baze u ity, a zatim od baze u ay. Pripadna baza sistema
korijena je tada

{e1 — €2, . €00 — €01, 601 — €0, €0-1 + &4}

Posljednja dva su korijena kompleksna, a ostali su kompaktni imaginarni. Sli¢na je situacija i za
p = 1, samo treba obrnuti uredaj. To pokazuje da Voganov dijagram, u kome su svi vrhovi bijeli
odgovara realnoj prostoj Liejevoj algebri so(1,2¢ — 1) & s0(2¢ — 1, q).

Pretpostavimo sada da su p > 3 i ¢ > 3. Sada izabiremo uredaj kojem odgovara sljedeca baza
sistema korijena:

{e1—€2,- -, Em—2 — Em—1,Em—1 — Emt1, Emt1 — Emt2y - - -, E0—1 — E0,E0 — Em, ¢ + Em ),

gdje smo stavili m = %(p + 1). Sada su posljednja dva korijena kompleksna, ostali su imaginarni,
medu kojima je samo €,,_1 — £,,11 nekompaktan. To pokazuje da Liejeve algebre so(p, q) daju
sve moguc¢nosti za Voganov dijagram koji ima najvise jedan crni vrh i automorfizam Dynkinovog
dijagrama reda 2:

o— @ D e

50(3,2¢ — 3) so(5,2¢ —5)

Razmotrimo napokon mogucnosti za Voganov dijagram s Dynkinovim dijagramom tipa Fg i s
netrivijalnim automorfizmom:

Qs a1 Q3 (65] Q3 a1

o——— 0 o————0 o———0
Q2 (o7 a2 Qy Q2 (o7

o———0 o——0 o———0

Qs Q6 Qs Qe Qs Qe

Primijetimo sada da drugi od gornjih Voganovih dijagrama daje prostu realnu Liejevu algebru
koja je izomorfna onoj od prvog Voganovog dijagrama; doista, element Weylove grupe o = 0,,04,
zamjenjuje upravo korijene as i ay4, a kako o komutira s djelovanjem Cartanove involucije na
korijenima, o ne mijenja vrstu korijena (kompleksan, kompaktan imaginaran, nekompaktan ima-
ginaran). Prema tome, ostaju nam kao kandidati samo prvi, koji éemo nazvati Ey, i treéi, koji
oznacavamo sa Epy. Struktura pripadnih algebri £, dobiva se razmatranjem sistema korijena R(g, t)
koji je jednak skupu svih ne—nul restrikcija na t korijena iz R = R(g, b). Na taj nacin dopunjava
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se tablica izuzetnih realnih prostih Liejevih algebri. Osim kompaktnih eg, €7, es, f4 1 g2, 1 onih na
str. 201 dobivamo jos sljedece dvije:

ag ]

(&%) Oy

Qs o7
ag g

EIV : EO - f4

Oo——O0
Qs (&73]

Uzmemo li jos u obzir sve moguce izomorfizme medu klasi¢cnim realnim Liejevim algebrama, a
to su

s((2,C) = s0(3,1), s50(2,1) = su(l,1) = sl(2,R) = sp(1,R), sp(l,1) = so0(4,1),
s0"(4) = su(2) ®su(l,1), 50"(6) = su(3,1), 50" (8) = 50(6,2), sl(2,H) = so(5, 1),
dobivamo potpunu klasifikaciju realnih prostih Liejevih algebri:

Teorem 5.3.2. Do na izomorfizam svaka se realna prosta Liejeva algabra nalazi u sljedecoj listi,
svaka Liejeva algebra u toj listi je realna prosta Liejeva algebra i nijedne dvije Liejeve algebre u
tog listi nisu medusobno izomorfne:

(a) Liejeva algebra ggr, gdje je g kompleksna prosta Liejeva algebra tipa Ay, € > 1, By, £ > 2, Cy,
14 Z 37 Dﬁa 14 Z 47 E67 E7a ES, F4 il GQ)

(b) kompaktna forma jedne od kompleksnih prostih Liejevih algebri iz (a);

(¢) klasicne matricne Liejeve algebre

su(p,q), p=>q>0, p+q=>2,

s0(p, q), p>q>0, p+q>5 neparno,
s0(p,q), p>q>0, p+qg=>8 parno,
sp(p,q),  p=2q>0, p+tqg=3,

sp(t,R), €23,

50 * (20), ¢>5,
sl(¢,R), >3
s((¢,H), 0>2;

(d) 12 izuzetnih nekompleksnih nekompaktnih prostih Liejevih algebri E;, Err, Err, Erv, By,
Evr, Evir, Evig, Erx, Fr, Fir @ G s Voganovim dijagramima na str. 201, 202 i 200.
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Primjenom Cayleyevih transformacija za prijelaz od maksimalno kompaktne do maksimalno
nekompaktne Cartanove podalgebre mozemo utvrditi tip sistema restringiranih korijena za svaku
nekompaktnu od tih Liejevih algebri. Rezultate tih razmatranja dajemo bez izvoda u sljedecoj
tablici. Podsje¢amo da se dimenzija Cartanovog potprostora poluproste realne Liejeve algebre gg
zove realni rang od gy. Radi potpunosti navodimo u posljednjem stupcu podalgebre €.

‘ o ‘ realni rang ‘ restringirani korijeni ‘ 1 ‘
‘ gr, ¢ kompleksna ranga ¢ ‘ 14 ‘ korijeni od g ‘ kompaktna forma od g ‘
su(p, p) p Cp s(u(p) ® u(p))
su(p,q), p>q q (BC), s(u(p) ® u(q))
s0(p,p) P D, s0(p) ® so(p)
s0(p,q), p>q q B, s0(p) @ so0(q)
sp(p, p) p Cp sp(p) @ sp(p)
sp(p,q), p>q q (BC), sp(p) @ sp(q)
sp(l,R) 14 Cy u(l)
50%(2(0), ¢ parno g Cé u(l)
$0%(2(), ¢ neparno =l (BC)% u(l)
sl({ +1,R) / Ay so({+1)
sl({ + 1, H) 14 Ay sp(l+1)
E; 6 Eg 5p(4)
Err 4 Fy su 6) S5 5U(2)
E]][ 2 (BC)Q 50(10)@R
Erv 2 Ay fa
Ey 7 E; su(8)
Eyr 4 F, 50(12) S¥) 5u(2)
EVII 3 03 eg D R
EVIII 8 Eg 50(16)
EIX 4 F4 er D R
Fy 4 F, 5P (4)
Frr 1 (BC), fa
G 2 Go su(2) @ su(2)
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