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SADRZAJ



Poglavlje 1

Konacécnodimenzionalni
prostori

Polje je skup K s barem dva elementa na kome su zadane dvije komutativne
i asocijativne binarne operacije, zbrajanje

+:KxK— K, (a, B) = a+0)
i mnozenje
K xK— K, (o, B) — af),
tako da vrijedi:
(a) (K,+) je grupa s neutralnim elementom 0;
(b) (K \{0},-) je grupa s neutralnim elementom 1;
(¢) mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje: a(8 + ) = af + ar.

Glavni primjeri polja su polje realnih brojeva R, polje kompleksnih brojeva
C 1 polje racionalnih brojeva Q.

Vektorski prostor nad poljem K je neprazan skup V koji je komutativna
grupa s obzirom na operaciju zbrajanja (+ : V x V — V| (v,w) — v + w) i na
kojem je definirana operacija mnozenja elementima polja K (tj. preslikavanje
K xV — V,(\v) — M) koja je distributivna s obzirom na obje operacije
zbrajanja:

Av 4 w) = Ao+ Aw i A+ p)v = Av+ o Vi pe K, YowelV,
ima svojstvo kvaziasocijativnosti:
(A)v = A(uv) Vipe K, YoeV,

i jedinica 1 ima svojstvo:
lv=w Yv e V.
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Potprostor vektorskog prostora V' je podskup W C V koji je i sam vektorski
prostor nad istim poljem s obzirom na iste operacije. To zapravo znaci da je W
neprazan podskup od V' i da vrijedi:

v,weW =v4+weW, veEW i e K= weW.

Kada zelimo iskazati da je W potprostor vektorskog prostora V pisat ¢emo
W<V

Propozicija 1.1 Neka je V wvektorski prostor nad poljem K i neka je ¥ bilo
koji skup potprostora od V. Tada je i presjek [Ny cx, W svih potprostora iz %
takoder potprostor od V.

Dokaz: Oznacimo sa U presjek svih potprostora iz skupa . Neka su v i w
bilo koji vektori iz U. Kako je U presjek svih potprostora W € ¥, tosuv,w € W
za svaki W € X. Kako je svaki W potprostor, odatle slijedi v +w € W za svaki
W € X. Buduéi da je U presjek svih W € ¥ slijedi v + w € U. Sasvim analogno
dokazuje se da za svaki v € U i za svaki A € K vrijedi Av € U.

Potprostor U iz prethodne propozicije je najveci potprostor koji je sadrzan
u svakom potprostoru iz skupa ¥ ; dakle, ako je X < W za svaki W € ¥ onda
vrijedi U O X.

Neka je sada S bilo kakav podskup vektorskog prostora V. Oznac¢imo sa X
skup svih potprostora od V' koji sadrze skup S :

L={X<V;X DS}

Stavimo:

[S1= () W-

wex

Ocito je [S] najmanji potprostor od V koji sadrzi skup S : ako je W potprostor
od Viako W D S, onda W D [S].

Propozicija 1.2 [S] je skup svih linearnih kombinacija vektora iz S.

Dokaz: Dokazimo prvo da je svaka linearna kombinacija vektora iz .S u [5],
a nakon toga da je svaki vektor v € S linearna kombinacija vektora iz S. Neka
je X skup svih linearnih kombinacija vektora iz S. [S] sadrzi skup S, pa sadrzi
i sve linearne kombinacije vektora iz S, jer je [S] potprostor po propoziciji 1.1.
Zakljuéujemo da vrijedi [S] D X.

Dokazimo i obrnutu inkluziju, a time i skupovnu jednakost. U tu svrhu naj-
prije uo¢imo da je X potprostor. Doista neka su z i y vektori iz X. Svaki od njih
je tada linearna kombinacija vektora iz S. Stoga postoje vektori z1,xa, ..., Ty,
Y1, Y2, - - - Ym 12 S 1 skalari A1, Ao, ..., A, 1, fho, - - -, i 1z K, takvi da je

T = MT1+ AT+ ...+ A\Tp i Y= p1y1 + pey2 + ... + UmYm.



Tada je
T4y =AMx1+ Aoxo + ... + A2y + p1y1 + oy + ..o+ UmYm,

dakle x + y je linearna kombinacija vektora iz S, odnosno x + y € X. Nadalje,
za bilo koji skalar A € K je

AL = Az + Maxe + ...+ AN\ 2,

linearna kombinacija vektora iz S, dakle Ax € X. To pokazuje da je X potpros-
tor. Svaki vektor v € S ja linearna kombinacija vektora iz S (v = 1v) pa slijedi
da potprostor X sadrzi skup S. Buduéi da je [S] najmanji potprostor koji sadrzi
skup S, zakljuéujemo da vrijedi i obrnuta inkluzija [S] C X.

[S] se zove potprostor generiran skupom S ili potprostor razapet
skupom S. Ako je W = [S] kazemo da skup S razapinje potprostor W.

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K i neka je S podskup od V. Skup
S je linearno nezavisan ako vrijedi:

z ¢S\ {z}] Vo e S.

Obratno, S je linearno zavisan ako je neki x € S linearna kombinacija pre-
ostalih vektora iz S. Lako se vidi da je S linearno nezavisan ako i samo ako za
bilo koje medusobno razlicite vektore x1, xs, ..., x, € S vrijedi:

AL A2, o, A E K, AMzit+dexe+. .+ x, =0 = A =X =...= ), =0.

Skup je linearno zavisan ako i samo ako postoji n € N i postoje medusobno
razliciti vektori z1,xs2,...,2, € S 1 postoje skalari A1, Ao,..., A\, € K \ {0}
takvi da je

A1x1 + Ao + ...+ Az, = 0.

Lema 1.1 Neka je S podskup vektorskog prostora V' i neka je x € S. Pret-
postavimo da je x € [S\ {z}]. Tada je [S\ {z}] = [5].

Dokaz: Kako je S\ {z} C S ocito je [S\ {z}] C [S]. Nadalje, iz x € [S\ {z}]
slijedi S C [S'\ {z}], a odatle [S] C [S\ {z}]. Iz dvije inkluzije slijedi jednakost
[S\ {z}] = [5].

Baza vektorskog prostora V' je podskup B od V sa sljedeca dva svojstva:

(a) skup B je linearno nezavisan,
(b) [B] = V.

Ako je B baza od V, svaki vektor iz V' moze se na jedinstven nacin prikazati kao
linearna kombinacija vektora iz B. Precizno, za svaki x € V postoji jedinstvena
funkcija ¢ : B — K koja ima sljedeta dva svojstva:
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(a) za samo konatno mnogo vektora v € B je ¢(v) # 0;

() = =2 cpp(v)v.

Vektorski prostor V' zove se konaénodimenzionalan ako postoji konac¢an
skup S takav da je [S] = V. U daljnjem éemo sa |A| oznacavati broj elemenata
bilo kojeg konac¢nog skupa A.

Teorem 1.1 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K.
(a) Postoji konacna baza prostora V.
(b) Svaka baza prostora V' je konacéna.

(¢) Ako su By i By dvije baze od V' onda je |B1| = |Bz|. Broj elemenata bilo
koje baze od V zove se dimenzija od V i oznacava dim 'V, ili preciznije
dimK V.

(d) Ako je S linearno nezavisan podskup od V, S je sadrzan u nekoj bazi od V.
(e) Ako je S podskup koji razapinje V, onda S sadrzi neku bazu od V.

(f) Ako je S linearno nezavisan podskup od V koji iman = dim' V' elemenata,
onda je S baza od V.

(g9) Ako je W potprostor od V, onda je prostor W konacnodimenzionalan i
dim W < dim V. Nadalje, znak jednakosti (dim W = dim V') vrijedi ako i
samo ako je W =V.

Dokaz: Dokazujemo najprije tvrdnju:
(') Ako je S konacan podskup od V koji razapinje V, onda S sadrzi bazu od V.

Dokaz tvrdnje (¢’). Imamo dvije moguénosti: skup S je ili linearno neza-
visan ili linearno zavisan. Ako je S linearno nezavisan onda je S baza od V.
Ako je S linearno zavisan, onda postoji x € S takav da je x € [S'\ {z}]. Prema
lemi 1.1 tada za skup Sy = S\ {z} vrijedi [S1] = [S] = V. Sada ponovimo isti
postupak sa skupom S;. Kako je skup S konacan, nakon izuzimanja kona¢no
mnogo vektora iz S dobit ¢emo linearno nezavisan podskup od S koji razapinje
prostor V, tj. do¢i ¢emo do baze od V sadrzane u S.

Iz dokazane tvrdnje (e’) odmah slijedi tvrdnja (a).

Dokazimo sada sljede¢u pomoénu tvrdnju:

Lema 1.2 Ako je S konacan podskup vektorskog prostora V' i ako je T linearno
nezavisan podskup od [S] onda je skup T konacan i |T| < |S|.

Dokaz leme 1.2. Tu ¢emo tvrdnju dokazati matematickom indukcijom u
odnosu na broj |S| elemenata skupa S.

Baza indukcije: Pretpostavimo da je |S| = 1, tj. S = {z}. Neka je T
linearno nezavisan podskup od [S]. Treba dokazati da skup 7" nema vise od



jednog elementa. Pretpostavimo suprotno (|T'] > 2) i neka su y i z medusobno
razli¢iti elementi od T'. Kako je skup T sadrzan u potprostoru

[5] = [{z}] = {Az; A € K},

postoje medusobno razliciti A\, y € K takvi da je y = Az i z = pux. Kako su A
i u medusobno razliciti, bar jedan od njih je razlicit od nule. No tada imamo
netrivijalnu linearnu kombinaciju vektora y i z koja je jednaka nuli: Az —puy = 0.
Dakle, skup {y, z} C T je linearno zavisan, pa je i T linearno zavisan, suprotno
pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da nije mogucée da T ima vise od
jednog elementa.

Korak indukcije: Pretpostavimo da je tvrdnja dokazana ako je |S| =n — 1.
Neka je |S| = n (S = {z1,x2,...,2,}) i neka je T linearno nezavisan podskup od
[S]. Treba dokazati da T nema vise od n elemenata. Pretpostavimo suprotno i
neka su y1, Y2, - - -, Yn, Ynt+1 Mmedusobno razliciti elementi od T'. Kako je T' sadrzan
u [S] = [{#1,22,...,2,}] svaki od tih n + 1 vektora je linearna kombinacija
vektora x1,xo,...,Ty, :

Y1 = Q1,11 + @12T2 + ... + Q1 nTn

Y2 = Q2,171 + Q22T2 + ... + Q2 nTp

Yn = Qp 101 + Qp 222 + ... + Qp nTn
Yn+1l = Qpt1,101 + Qpp12T2 + ...+ Qi1 nTn

Kako je skup T linearno nezavisan, svi su njegovi elementi razli¢iti od nule.
Posebno je yn+1 # 0. No tada je barem jedan od koeficijenata 41,1, ... 0nyin
razli¢it od nule. Uz eventualnu novu numeraciju elemenata od S mozemo pret-
postaviti da je ay,41,, # 0. No tada iz posljednje od gornjih jednakosti slijedi:

1 Q1,1 Olny1,2 Qnyln—1
Ynt1 — —x1 — =Xy —...— —————Tp_1
On41,n On41,n On41,n Ont1,n

In =

Uvrstimo ovo u prvih n gornjih jednakosti. Uz oznake

Qk.n
2k =Yg — Ynt1 za k=1,2,....n
anJrl,n
i e P!
ﬁm:ai,j—w za 1=1,2,...,nij7=1,2,....n—1
anJrl,n

nakon sredivanja dobivamo:

z1 =0z + frexe + ..o+ Bin—1Tn—1
2o = Po1%1 + o2+ ...+ Bon—1Tn—1

Zn = ﬂn,lml + 6n,2x2 +...+ ﬂn,nflxnfl

Iz gornjih jednakosti slijedi da je {z1, 22, . .., 2, } podskup potprostora razapetog
skupom S* = {x1,x2,...,2,-1} pa je po pretpostavci indukcije taj n—clani
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skup linearno zavisan. Dakle, postoje A1, A2,..., A, € K, koji nisu svi jednaki
nuli, takvi da je
A121 + Xozo + ...+ Az = 0.

Ak, n
Qn4l,n

Uvrstimo li 2, = yi — Yn+1 za k = 1,2,...,n nakon sredivanja dobivamo:

Ay1 + A2y2 + o+ Ayn + Aynt1 = 0,

uz oznaku
p )\lal,n )\2042,71 )\nan,n
An41,n On41,n On41,n
Buduéi da A1, Ag, ..., A, nisu svi jednaki nuli, radi se o netrivijalnoj linearnoj
kombinaciji. Prema tome, skup {y1,¥2,...,yn+1} je linearno zavisan, sto je u

suprotnosti s pretpostavkom da je skup 7" linearno nezavisan. Ova kontradikcija
pokazuje da nije mogucée da skup T ima vise od n elemenata, odnosno dokazali
smo da je |T| < n.

Time je lema 1.2 u potpunosti dokazana.

Dokazimo sada tvrdnju (b). Ako je By konaéna baza od V i Bs bilo koja
baza od V, tada je Bs linearno nezavisan podskup od V = [Bi], pa prema lemi
1.2 slijedi da je skup Bs konacan i |Ba| < |Bi|. Time je tvrdnja (b) dokazana,
a slijedi i tvrdnja (c) jer se analogno zamjenivsi uloge Bz 1 By dobiva da je
|B1| < |Bsl.

Da bismo dokazali tvrdnju (d) dokazimo najprije sljedeéu lemu:

Lema 1.3 Neka je S linearno nezavisan podskup vektorskog prostora V. Pret-
postavimo da je x € V' \ [S]. Tada je skup S U{z} linearno nezavisan.

Dokaz leme 1.3. Neka su x1, o, ..., x, medusobno razli¢iti elementi od S
i pretpostavimo da su skalari A\, A1, Ao, ..., A\, € K takvi da je

)\I+)\11‘1+)\2Z2++>\nl‘n:0

Treba dokazati da su svi koeficijenti A\, A1, A2, ..., A, jednaki nuli. Kada bi A
bilo razli¢ito od nule iz gornje bi jednakosti slijedilo da se  moze napisati kao
linearna kombinacija vektora xi,za,...,x, a odatle da je z € [S], suprotno
pretpostavci ¢ € V' \ [S]. Prema tome je A = 0. Sada iz gornje jednakosti izlazi
daje A\iz1+Xoxo+. ..+ Az, = 0. Bududi da je po pretpostavci skup S linearno
nezavisan, slijedi Ay = Ao = ... = A\, = 0. Time je lema 1.3 dokazana.

Prijedimo sada na dokaz tvrdnje (d). Oznac¢imo sa n dimenziju vektorskog
prostora V. Neka je S linearno nezavisan podskup od V. Prema lemi 1.2 imamo
|S| = k < n. Sada imamo dvije moguénosti: ili je [S] = V ili je [S] # V. Ako
je [S] =V, onda je S baza od V. Uzmimo da je [S] # V. Neka je z € V' \ [9].
Prema lemi 1.3 skup S* = S U {z} je linearno nezavisan, pa je prema lemi 1.2
|S*| = k 4+ 1 < n. Isto razmatranje sada mozemo ponoviti za skup S* umjesto
skupa S. Razmatranje se ponavlja sve dok ne dodemo do baze od V, a to ¢e
se sigurno dogoditi jer svakim korakom dolazimo do linearno nezavisnog skupa
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Ciji se broj elemenata povecao za jedan. Prema lemi 1.2 tih koraka moze biti
najvise n — k.

Dokazimo sada tvrdnju (e). Neka S podskup od V koji ga razapinje: [S] = V.
Neka je x1 vektor iz S razlicit od nule. Tada je skup S7; = {z1} linearno neza-
visan. Ako je [S1] = V, onda je S; baza od V. Ako je [S1] # V, onda skup
S nije sadrzan u [S1], pa mozemo izabrati x5 € S\ [S1]. Prema lemi 1.3 skup
Sa = {x1,22} je linearno nezavisan. Razmatranje ponavljamo sa skupom S
umjesto skupa S7. Buduéi da linearno nezavisan skup prema lemi 1.2 ne moze
imati vise od n = dim V' elemenata, nakon kona¢no mnogo koraka do¢i ¢emo do
baze od V koja je sadrzana u S.

Dokazimo sada tvrdnju (f). Neka je S linearno nezavisan skup koji ima
n = dimV elemenata. Treba dokazati da je S baza od V, tj. da je [S] = V.
Pretpostavimo suprotno, tj. [S] # V. No tada je za € V' \ [S] prema lemi
1.3 skup S U {z} linearno nezavisan i ima n + 1 > dimV elemenata, a to je
nemoguée zbog leme 1.2. Stoga je pretpostavka [S] # V pogresna, tj vrijedi
[S]=V.

Napokon, dokazimo jo$ tvrdnju (g). Neka je W potprostor od V' i neka je
n = dim V. Ako je W = {0}, onda je dim W = 0. Pretpostavimo da je W # 0.
Neka je 1 € W,z # 0. Tada je skup S; = {z1} linearno nezavisan. Ako je
[S1] = W, S; je baza od W. Ako je [S1] # W, uzmimo xo € W \ [S;]. Prema
lemi 1.3 Sy = {x1, 22} je linearno nezavisan. Ako je [S2] = W, Ss je baza do
W. Ako je Sy # W, uzmimo z3 € W \ [S2]. Prema lemi 1.3 S = {z1, 2223} je
linearno nezavisan. Ovaj postupak nastavljamo sve dok ne dodemo do konacne
baze od W. To ¢e se sigurno dogoditi jer u svakom koraku dobivamo linearno
nezavisan podskup od W C V| koji po lemi 1.2 ne moze imati vise od dim V'
elemenata. Odavde slijedi da je potprostor W kona¢nodimenzionalan i da je
dim W < dim V. Ako je dim W = dim V, onda baza od W ima dim V' elemenata,
pa je po tvrdnji (e) to ujedno baza od V. No tada je o¢ito W = V.

Prema propoziciji 1.1 presjek bilo koliko potprostora je opet potprostor. S
unijom je drugacija situacija. Lako se moze vidjeti da je veé za dva potprostora
U i W njihova unija U U W potprostor ako i samo ako je ili U C W (i tada je
UUW =W)ili W C U (i tada je UUW = U). Medutim, za dva potprostora U
i W mozemo promatrati najmanji potprostor X koji sadrzi oba ta potprostora,
tj. koji sadrzi U UW, X = [U UW].

Propozicija 1.3 [UUW] ={u+w;u € U,w € W}.

Dokaz: Akosuwu € Uiw € W onda su oba vektora sadrzana u uniji U UW
dakle i u [U U W]. Kako je [U U W] potprostor slijedi u+ w € [U U W]. Time je
dokazana inkluzija

[UUW] 2 {u+w;ueclUwe W}

Dokazimo i obratnu inkluziju. Neka je x € [U U W]. Tada je prema propoziciji
1.2 z linearna kombinacija vektora iz U U W. To znaci da mozemo naci vektore
T1,..yTy €U, y1,...,ym € W iskalare A\y,..., A\p, p1,..., um € K, takve da
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je
T=MT1+ ATo + .+ ATy Y1 + p2y2 + ot i Yme

Stavimo li u = Az + Aoxa+. ..+ Ay 1w = pry1 + poy2 + - - . + Y, imamo
ueUweWizx=u+ w. Prema tome vrijedi i obrnuta inkluzija

[UUW] C{u+w;ueUwe W},
odnosno vrijedi jednakost [U U W] = {u+ w;u € U,w € W}.

Zbog toga se [U U W] zove suma potprostora U i W i oznacava U + W.
Konstrukciju mozemo napraviti i za vise potprostora Wy, Wo, ... . W, :

Wi +We+...+ W, :[W1UW2U...UWn]:

={wi +wa+ ...+ wy; w €Wy, wy € Wa,...,w, € Wy},

pa i za bilo koji skup X potprostora od V :
dwes W = [UWEEW} ={veV;3Ine N, IV, Wa,..., W, € %,

Jw; € Wh,we € Wa, ... ,w, € Wy tdov = w1 +wa + ... + wy ).

Propozicija 1.4 Ako su U 1 W konacénodimenzionalni potprostori vektorskog
prostora V, onda je i potprostor U + W konacénodimenzionalan i vrijedi:

dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).

Dokaz: Neka je dimU = p, dimW = ¢ i dimU NW = k. Zbog tvrdnje (g)
teorema 1.1 je k < p ik < ¢q. Konstruirat ¢emo sada bazu od U + W koja ima
p 4+ g — k elemenata i time ¢e propozicija biti dokazana, jer je dimenzija broj
elemenata baze.

Neka je {x1,x2,...,zr} baza od U N W. Kako je U N W potprostor od U,
prema tvrdnji (d) teorema 1.1 ta je baza od U N W sadrzana u nekoj bazi
od U, tj. mozemo naéi bazu od U oblika {x1,z2,..., Tk, Yk+1, Yk+2s - - - Yp -
Analogno mozemo naéi bazu od W oblika {x1,%2,..., %k, 2k+1, Zk+2,- - - Zq}-
Dokazat ¢emo sada da je

B = {xtha s Ty Y1, Yk425 - - -5 Ypy Zh415 Zk425 - - - ﬂzq}
baza od U + W.
Dokazimo najprije da je skup B linearno nezavisan. Neka su «y,...,az,

Bit1s -+ Bps Yet1, - - - Vq skalari iz K takvi da je

o121+ .o+ T+ Brt Va1 + o F BpYp + Vet12k+1 + -+ g2 = 0.

Treba dokazati da su svi skalari ai,..., o, Bkt1s-- -5 Bps Vht1s---,7Yq jednaki
nuli. Gornja jednakost se moze zapisati ovako:

11 + .o 0Tk + Bep1Yhr1 oo Bplp = Ykt 1Zk41 — - — VqZq-
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Oznac¢imo li taj vektor sa x, lijeva strana pokazuje da je z € U, a desna da je
x € W. Stoga je x € UNW, a kako je {x1,22,...,zx} baza od U N W, mozemo
naci skalare A1, Ao, ..., \p € K takve da je

T=Mx1+ ...+ ATk

Kako je vektor x jednak desnoj strani prethodne jednakosti, imamo

AMT1F o AT = Ve 12k41 — - - - — VaZq)

odnosno

MT1F o AT Y1 Zh41 F - F Vg2 = 0.
Buduéi da je {z1, 2, ..., Tk, Zkt+1, Zk+2, - - - » 2} Daza od W, taj je skup linearno
nezavisan, pa iz gornje jednakosti slijedi da su svi koeficijenti jednaki nuli, a
posebno Y41 = ... = 74 = 0. Tada je x = 0, pa slijedi i

a1xry] + ...+ apxr + 5k+1yk+1 + ...+ ﬁpyp = 0.
Buduéi da je {x1, %2, ..., Tk, Yk+1, Yk+2, - - - » Yp} baza od U, taj je skup linearno
nezavisan, pa iz gornje jednakosti slijedi oy = ... =ar =Br41 =... =6 =0.
Dakle, svi koeficijenti ar, ..., ok, Bkt1s- -5 Bps V415 -- -, Vg jednaki su nuli, pa

smo time dokazali da je skup B linearno nezavisan.
Treba jos dokazati da skup B razapinje potprostor U + W. Neka je x bilo
koji vektor iz U + W. Tada je prema propoziciji 1.3 z = u + w za neke u € U

iweW {z1,..., %% Yk+1,---,Yp} je baza od U i {z1,..., Tk, Zkt1,---,2¢} j€
baza od W, pa mozemo nadi skalare a1, g, ..., ap, 81, B2,. .., B¢ iz K takve da
je

u=ao21 + ...+ T+ Qpp1Ye+1 + .- -+ QpYp

w=1w1+ ...+ Bk + Brr12k41 + -+ Byg-
Slijedi
r=u+w= (a1 + f1)r1+ ... + (o + Br)rp+
+akt1Yk+1 -+ QpYp + Bet12k41 + oo+ Byzge

Posljednja jednakost pokazuje da je bilo bilo koji vektor x € U + W linearna
kombinacija vektora iz B, dakle B razapinje potprostor U + W.

Napomenimo da za dimenziju sume vise potprostora nemamo tako jednos-
tavnu formulu. Ako su X, Y i Z potprostori od V onda je moguée samo dokazati
nejednakost

dm(X+Y +27) <dimX +dimY + dim Z—
—dim(X NY) —dim(X NZ) —dim(Y N Z) +dim(X NY N Z).

Sli¢ne nejednakosti vrijede i u sluc¢aju vise kona¢nodimenzionalnih potprostora.
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Prema propoziciji 1.4 dimenzija sume dvaju kona¢nodimenzionalnih pot-
prostora je najvecéa i jednaka dim U + dim W ako i samo ako je U N W = {0}.
U opéem slucaju (a ne samo ako su potprostori kona¢nodimenzionalni), ako je
UNnW = {0} kazemo da je suma U + W direktna i umjesto U + W piSemo
U +W. Suma je direktna ako i samo ako za svaki v € U + W postoje jedinstveni
ueUiweW takvi da je v = u + w, ili ekvivalentno, akozau e Uiw e W
vrijedi v +w = 0 ako i samo ako jeu =01iw = 0.

Opcenitije, za potprostore Wi, W, ... W, kazemo da tvore direktnu sumu,
koju onda oznacavamo sa Wi +Ws+. . .+W,,, ako za svaki vektor v iz potprostora
W1+ Wa+...+W, postoje jedinstveni vektori wi; € Wy, ws € Wa, ... w, € Wy,
takvi da je v = w1 + wa + ... + wy, ili ekvivalentno, ako za bilo koje vektore
wy € Wi,wy € Wa, ... yw, € W, vrijedi w1 + w2 + ... +w, = 0 ako i
samo ako je w; = wp = ... = w, = 0. Ako su By, B, ..., B, baze redom od
Wi, Wy, ..., W,, onda je njihova unija B; U Ba U ... U B,, baza direktne sume
W1+ Ws +...4+ W,. Prema tome je

Ako je V vektorski prostor i X njegov potprostor, direktni komplement
od X u V je svaki potprostor Y takav da je V=X +Y.

Propozicija 1.5 Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor i X njegov
potprostor. Postoji direktni komplement od X u V.

Dokaz: Neka je {x1,22,...,2;} baza od X. Prema tvrdnji (d) teorema 1.1
postoje vektori zyy1,..., 2z, takvi da je {x1,29,..., 2Tk, Tht1,...,2n} baza od
V. Stavimo Y = [{xk41,...,2,}]. Tada je Y potprostor od V i {xxy1,...,2,}
je njegova baza. Svaki vektor v prostora V moze se prikazati kao linearna
kombinacija vektora baze od V :

V=011 + ...+ apTy,.
Stavimo sada
=121+ ...+ opTk i Y= Qpt1Tht1 + ... + anyp.

Tada je x € X,y € Y i v = 2+ y. Prema tome je V = X + Y. Nadalje, za
v € X NY postoje A\, ..., \p € K1 Agy1,..., A, € K takvi da je

V=MT1+ ...+ ATk i V= Agp1Zht1 + - - + AnTn.

Odatle je
AT+ .+ Apxk — >\k+11'k+1 — ... — Apxy = 0.

Zbog linearne nezavisnosti baze {x1,za,..., Tk, Trt1, ..., Ty} slijedi

M= == =Nt = ... =\ = 0.



15

Zakljuéujemo da je v = 0, a to pokazuje da je XNY = {0}, odnosno V= X +Y.
Prema tome, Y je direktni komplement od X u V.

Razmatrat ¢emo sada jo$ jednu vaznu konstrukciju u teoriji vektorskih pros-
tora, a to je kvocijentni prostor. Neka je V' vektorski prostor i W potprostor.
U skupu V definiramo relaciju ~ na sljede¢i nacin:

r~ysr—ye W

Dokazimo najprije da je ~ relacija ekvivalencije. Za bilo koji z € V vrijedi
x —x =0 € W, jer nulvektor je sadrzan u svakom potprostoru. Prema tome je
x ~ z. Nadalje, ako je z ~ y, tj. t —y € W,ondajey —ax = —(x —y) € W,
dakle vrijedi i y ~ x. Nadalje, iz x ~yiy~ zslijediz —yeWiy—z¢eW,
dakleiz — 2z = (r —y) + (y — 2) € W. Prema tome je z ~ z. Time je dokazano
da je ~ relacija ekvivalencije.

Skup svih klasa ekvivalencije u skupu V' u odnosu na tu relaciju ekvivalencije
oznacavat ¢emo sa V/W. Opisat ¢emo sada poblize svaku pojedinu klasu ekvi-
valencije, tj. svaki element skupa V/W. Neka je € V i neka je [z] njegova klasa
ekvivalencije, tj. [z] ={y € V;y ~x}. Akojey € [z] tadajew =y—xz € W i
y = x + w. Dakle imamo inkluziju

(2] € {o +wiw € W}

Dokazimo i obrnutu inkluziju. Akojew € Wiy =z+4w,tadajey—z =w € W,
dakle y ~ z ili y € [z]. Time je dokazana i obrnuta inkluzija

[z] 2 {z +w;w e W},

tj. imamo jednakost [z] = {z + w;w € W}. Stoga ¢emo klasu ekvivalencije [z]
koja sadrzi vektor x oznacavati sa z + W :

[Zl=2x+W ={z+w,we W}

U skup V/W uvest ¢emo sada operaciju zbrajanja i mnozenja skalarima iz
K:
(+W)+@+W)=(x+y)+W, Mz +W) = (A\z) +W.

Dokazimo da su ove operacije dobro definirane, tj. da rezultati ne ovise o izboru
predstavnika klasa. Nekasuz ~z' iy ~ 3/, tj. a+W =2/ +Wiy+W =y +W.
To znaci da vrijedi z — 2’ € Wiy —y' € W. Tada je

(+y) —@+y)=@-2)+y—y)ew,

dakle je (z +y) ~ (2’ +¥'), odnosno (z +y) + W = (' +y') + W. Time smo
dokazali da je zbrajanje u V/W dobro definirano. Sasvim analogno dokazuje se
da je i mnozenje skalarom dobro definirano, tj. da je (Az) + W = (A\a’) + W.

S tako definiranim operacijama skup V/W postaje vektorski prostor nad
poljem K. Doista, iz komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja vektora u V'
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neposredno slijedi komutativnost i asocijativnost zbrajanja elemenata skupa
V/W .

(x+W)+y+W)=(z+y)+W=H+z)+W=(qy+W)+(z+W),

(2+M)+G+W)N+E+W)=(z+y)+2)+ W=
=@+ y+2)+W=(+W)+ ((y+ W)+ (z + W)).

Nadalje, element 0 + W = W je neutralan u V/W u odnosu na zbrajanje, a
element (—x) + W je suprotan elementu « + W u odnosu na zbrajanje u V/W :

O+W)+(x+W)=0+2)+W=z+W,

(+W)+(—2)+W)=(z—2)+W=0+W.

Prema tome, V/W je u odnosu na definirano zbrajanje komutativna grupa.
Neposredno se provjerava i odnos mnozenja skalarom prema zbrajanju u V/W :

MaE+W)+y+W) =Xz +y)+ W)=z +y)+ W =

=M+ A +W=Qz+W)+ My +W)=Xaz+ W)+ Ay +W);
A+p)x+W)=QA+pz+W=_Qz+pz)+ W=
=N+ W)+ (pz+W)=XNa+ W)+ u(x+ W),
A)(x +W) = Az + W = Muz + W) = AMu(z + W)).
Time je dokazano da je V/W s definiranim operacijama vektorski prostor nad

poljem K. V/W se zove kvocijentni prostor prostora V po potprostoru
W.

Propozicija 1.6 Ako je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i W njegov
potprostor, tada je i kvocijentni prostor V/W konacnodimenzionalan i vrijedi:

dimV/W =dimV — dim W.

Dokaz: Neka je k = dimW i n = dimV (naravno, k < n). Izaberi-
mo bazu {x1,z2,...,z5} od W. Prema tvrdnji (d) teorema 1.1 ona se moze
dopuniti do baze {x1,x2,..., &k, Tkt1,.-.,2n} od V. Dokazat ¢emo sada da je
{Zk41 + W,..., 2, + W} baza od V/W i time ¢e propozicija biti dokazana jer
je broj tih vektora u V/W jednak n — k.

Dokazimo najprije da je taj skup vektora u V/W linearno nezavisan. Neka
SU Agt1,--.,An € K takvi da je

0=Mgt1(@pr1 + W)+ ...+ N (20 + W) = Mp1Zhg1 + - .-+ Anzp) + WL

Dakle (Agt1Zk41 + .. + Anpn) ~ 0 ili (Mpp1Zkg1 + ... + Apzpn) € W. Taj se
vektor moze prikazati kao linearna kombinacija vektora baze {1, x2,..., s}
potprostora W, tj. postoje A1,..., Ay € K takvi da je

>\k+1xk+1 + o F ATy = M+ AT



17

Odatle slijedi
—ANZ1 — ... — A\pTk + >\k+11'k+1 + ...+ Az, =0.

Medutim, skup vektora {z1, z2, ..., Tk, Trt1,...,Zn} je baza od V, dakle taj je
skup linearno nezavisan. Iz gornje jednakosti slijedi da su nuzno svi koeficijenti
jednaki nuli. Posebno, A\py1 = Agy2 = ... = A, = 0. To pokazuje da je skup
vektora {xg41+W, ..., 2, +W} u vektorskom prostoru V/W linearno nezavisan.

Treba jos dokazati da skup vektora {zr+1 + W, ..., x, + W} razapinje cijeli
prostor V/W. Neka je € V proizvoljan (tj. « + W € V/W je proizvoljan).
Tada je x linearna kombinacija vektora baze {x1, ..., z,} prostora V, tj. postoje
AL, .-, Ay € K takvi da je

xz)\lxl+...+)\kxk+)\k+1xk+1+...+)\nxn.
Stavimo w = A1x1 + ...+ Agzk. Tada je w € W, pa je
24+W=(z—w)+W = Aet1Zk41 + ... + Apnxpn) + W =

= Net1 (@1 F W)+ .o+ A (2 + W)

Time je propozicija u potpunosti dokazana.

Za vektorski prostor V' i njegov potprostor W preslikavanje 7 : V. — V/W,
koje svakom vektoru x € V' pridruzuje njegovu klasu ekvivalencije [z] = x + W,
zove se kvocijentno preslikavanje:

m(z)=lz]=x+w, z€V.
Primijetimo da vrijedi:

m(x+y) =n(z)+n(y), z,y€V; w(Az) = Mr(x), A€ K, z€V.
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POGLAVLJE 1. KONACNODIMENZIONALNI PROSTORI



Poglavlje 2

Linearni operatori

Ako su V i W vektorski prostori, svako preslikavanje A : V. — W zove se
operator. Operator A je aditivan ako vrijedi:

Az +y) = A(z) + A(y), Vo, y € V.

Ako su V' i W vektorski prostori nad istim poljem K, operator A je homogen
ako vrijedi:
A(Az) = MA(2), VAe K, VzeV.

Operator A je linearan, ako je aditivan i homogen, tj. ako vrijedi:
Az + py) = MNA(z) + pA(y), Y\pue K, Vo,ye V.
Ako je A linearan operator, obi¢no se umjesto A(z) pise Ax.

Za vektorske prostore V' 1 W nad istim poljem K sa L(V, W) éemo oznacavati
skup svih linearnih operatora A : V' — W. U taj skup uvodimo operaciju zbra-
janja: akosu A, B € L(V,W) sa A+ B oznaavamo operator sa V u W definiran
relacijom

(A+ B)(v) = Av + Bo, veV

Nadalje, uvodimo i operaciju mnozenja elemenata od L(V, W) skalarima iz polja
K:akoje Ae L(V,W)i\ € K sa AA oznacavamo operator sa V u W definiran
relacijom

(M) (v) = AMAv), veV.

Lako se vidi da su tako definirani operatori A+ B i AA linearni, dakle elementi
od L(V,W). Takoder, jednostavno se dokazuje da uz tako definirane operacije
skup L(V, W) svih linearnih operatora sa V u W postaje vektorski prostor nad
poljem K.

Ako su V,W i U tri vektorska prostora i ako su A € L(V,W) i B € L(W,U)
onda definiramo BA : V. — U kao kompoziciju funkcija: (BA)(V) = B(Av),

19
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v € V. Tako definiran operator je linearan, BA € L(V,U), i zove se produkt
operatora B i A. Tako definiran produkt ima svojstvo asocijativnosti: ako su
Ae L(V,W),Be LW,U)iC € L(U, X) onda je (CB)A = C(BA).

Pri svako]j definiciji postavlja se pitanje smislenosti te definicije, a prije svega
nije li skup definiranih objekata prazan. Egzistenciju mnostva linearnih opera-
tora u slucaju kona¢nodimenzionalne domene garantira sljede¢a propozicija:

Propozicija 2.1 Neka suV i W vektorski prostori nad poljem K i pretpostavimo
da je V' konacnodimenzionalan. Neka je {ei1,ea,...,en} baza od V i neka su
w1, Wa, ..., Wy proizvolini vektori iz W. Tada postoji jedinstven A € L(V,W)
takav da vrijedi

Aej=wj za j=1,2,...,n.

Dokaz: Egzistencija: Svaki vektor x € V na jedinstven nacin moze se
prikazati kao linearna kombinacija vektora baze:

r = a1e1 +agey + ...+ apén.
Za taj vektor x stavimo
A(x) = cqwy + agwa + . .. + apwy.

Tako smo definirali operator A : V. — W za kojeg ocito vrijedi A(e;) = w; za
j=1,2,... n. Dokazimo da je taj operator linearan. Neka su A\, u € K i neka
je pored x zadan jos jedan vektor y € V s prikazom u bauzi:

y:ﬁlel + Baea + ...+ Bren.

Tada je
A(y) = ﬁlwl + ﬁg’wg + ...+ ﬁnwn

Nadalje,
(Az + py) = (A + pbi)er + (Aag + pf2)es + ... + (Aan + p1fn)en,
pa slijedi
Az + py) = (Aax + pb)wr + (Aag + pf2)wz + ... + (Ao, + pfn)wn =
= Majwi +aews +. . .+ apwy) +p(frwr + Bowa +. . .+ Brwy) = AA(x) + pA(y).

Time je dokazana egzistencija.

Jedinstvenost: Pretpostavimo da su A, B € L(V, W) takvi da je Ae; = w; i
Be; = w; za j = 1,2,...,n. Za proizvoljan vektor x = a1e1 + ez + ...+ ane,
iz prostora V' zbog linearnosti operatora A i B imamo:

Ax = a1 Ae; + agdes + ... + a,Ae, = aqwy + aswa + ...+ apw, =

= a1Be; + asBes + ...+ a,Be, = Bzx.

Dakle, Az = Bx za svaki vektor z € V| a to zna¢i A = B i jedinstvenost je
dokazana.
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Propozicija 2.2 Ako su vektorski prostori V i W konacnodimenzionalni, tada
je i prostor L(V, W) konacénodimenzionalan i dim L(V,W) = (dim V') - (dim W').

Dokaz: Neka je {ej,es,...,e,} baza prostora V i f = {f1, fo, .., fm}
baza prostora W. Zbog propozicije 2.1 za svaki par indeksa (i,7) (1 < i < m,
1 < j < n) postoji jedinstven linearan operator E;; : V — W takav da vrijedi:

Eijek:(%-kfi, 1§k§n, ].Slgm, 1§j§n

Dokazat ¢emo da je {E;;;1 < i < m,1 < j < n} baza od L(V,W). Dokazimo
prvo linearnu nezavisnost. Neka su A\;; € K takvi da je Zij)\ijEij = 0.
Primjenom te linearne kombinacije operatora na vektor e; dobivamo za svaki
k=1,...,n):

0= ZAijEijek = Z)\ij5jkfi = Z)\ikfi~
,J %,J i

Kako je skup vektora {fi, fa,..., fm} linearno nezavisan zaklju¢ujemo da je
Mk = Ak = ... = = Ak = 01 to vrijedi za svaki k € {1,2,...,n}. Dakle,
svi koeficijenti );; su jednaki nuli. Dokazimo sada da operatori F;; razapinju
prostor L(V,W). Neka je A € L(V,W). Za svaki j € {1,2,...,n} Ae; je vektor
iz W pa se moze prikazati kao linearna kombinacija vektora iz baze od W :

Aej = anjfi + azjfot .o+ amjfm = Y @ijfic
i

Imamo:

(ZaikEik>ej = aidiifi =Y aijfi = Ae;.
i,k ik i

Dakle, linearni operatori A i Zi,k ;i Fi poprimaju iste vrijednosti na svim
vektorima baze od V. Zbog jedinstvenosti u propoziciji 2.1 imamo jednakost
A =3, o Ey,. Time je dokazano da operatori Ej; razapinju prostor L(V, W),
pa je prbpozicija u potpunosti dokazana.

Konstrukeija u dokazu da operatori F;; razapinju prostor L(V, W) zapravo
znac¢i pridruzivanje matrica operatorima. Neka su vektorski prostori V i W
kona¢nodimenzionalni i neka je A : V. — W linearan operator. Neka je
e = {e1,ea,...,e,} uredena baza prostora V i f = {f1, fa,..., fm} uredena
baza prostora W. Aeq, Aes, ..., Ae, su vektori prostora W pa se svaki od njih
moze napisati kao linearna kombinacija vektora iz baze f. Drugim rije¢ima,
postoje skalari a;; € K (1 <i<m, 1< j<n) takvi da vrijedi:

Aei = annfi+ oo fo+ ... 4 i fns
Aey = oo fi1 +agafo+ ...+ ama fm,

Aep = aipfi +oonfo+ ...+ mn fn-
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Matrica s m redaka i n stupaca, koja se dobije tako da koeficijente u prikazu
vektora Ae; stavimo kao j—ti stupac, zove se matrica operatora A u paru
baza (f,e) i oznacava A(f,e):

11 a2 Q13 A1n
Q21 Q22 Qg3 - Q2n
. a: a: a b ... a
A(f, e) — 31 32 33 3n
Am1 Om2 Qm3 - Omp

Dokazi tvrdnji sljedeée propozicije, koje izostavljamo, sastoje se u neposred-
noj primjeni definicije matrice operatora u zadanom paru baza i definicija op-
eracija u prostorima linearnih operatora.

Propozicija 2.3 Neka su V, W i U konacnodimenzionalni vektorski prostori
nad istim poljem K i neka su redom e = {e1,e2,...,en}, f ={f1,fo,- s fm} @
9=1{91.92,...,9p} uredene baze tih prostora.

(a) Ako su A,Be€ L(V,W) i A\, u € K, onda je
(AA + uB)(f, €) = MA(f,e) + uB(f,e).
(b) Ako su Ae L(V,W) i B e L(W,U), onda je

(BA)(g,e) = B(g, [)A(f,e)-

Za vektorske prostore V' i W nad istim poljem linearan operator A : V — W
zove se izomorfizam ako je A bijekcija sa V na W. Ako takav A postoji, kazemo
da je vektorski prostor V izomorfan vektorskom prostoru W i pisemo V ~ W.
Operator identitete I = Iy : V — V je ocCito izomorfizam, pa vrijedi V ~ V
za svaki vektorski prostor V. Nadalje, ako je A : V — W izomorfizam, onda je
i inverzno preslikavanje A~! : W — V izomorfizam. Dakle, iz V ~ W slijedi
W ~ V. Napokon, akosu A : V — W i B: W — U izomorfizmi, onda je i
njihov produkt BA : V — U izomorfizam. Dakle, iz V ~ W i W ~ U slijedi
V' ~ U. Ova razmatranja pokazuju da je biti izomorfan relacija ekvivalencije
medu vektorskim prostorima.

Teorem 2.1 Neka su'V i W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad istim
poljem K.

(1) Neka je A e L(V,W). Tada su sljedeéa cetiri svojstva medusobno ekviva-
lentna:
(a) A je izomorfizam.

(b) Za neku bazu e = {e1,ea,...,en} od V, Ae = {Aey, Aes, ..., Ae,}
je baza od W.

(¢) Za svaku bazu e od 'V je Ae baza od W.
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(d) Postoje baze e od V i f od W takve da je A(f,e) jediniéna matrica.

(2) Vektorski prostori V. i W su izomorfni ako i samo ako je dim V = dim W.
Posebno, svaki n—dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K izomor-
fan je vektorskom prostoru K™.

Dokaz: (1) Evidentno je da (¢) = (b).

Dokazimo da (b) = (a). Pretpostavljamo, dakle, da je Ae baza od W za
neku bazu e od V. Treba dokazati da odatle slijedi da je A : V — W bijekcija.
Neka su z,y vektori iz V' takvi da je Ax = Ay. Zbog linearnosti operatora A
tada je A(z —y) = 0. Vektor  — y prikazemo kao linearnu kombinaciju vektora
baze e prostora V :

T —y=Aer+ des+ ...+ \en.
Tada imamo:
0=A(x —y) = MAes + AoAes + ...+ A\, Aey,.
Po pretpostavci je Ae = {Aeq, Aes, ..., Ae,} baza prostora W pa slijedi
AM=X=...=),=0.

Odatle je x —y = 0, odnosno = = y. Dakle, A je injekcija. Treba jo$ dokazati da
je A:V — W surjekcija. Neka je w € W. Vektor w prikazemo pomocéu vektora
baze Ae prostora W :

w = A\ Aey + XgAes + ...+ N\, Ae,.

Stavimo x = Aje1 + ...+ A,xy,. Tada je ocito Ax = w. Dakle je R(A) = W, tj.
A je surjekcija. Time je dokazano da iz (b) slijedi (a).

Dokazimo sada da iz (a) slijedi (c). Pretpostavljamo da je A : V. — W
izomorfizam i neka je e = {ey,eq,...,e,} bilo koja baza od V. Treba dokazati
daje Ae = {Aeq, Aes, ..., Ae, } baza od W. Dokazimo prvo linearnu nezavisnost
od Ae. Neka su A1, Ao, ..., A\, € K takvi da je

AAer + Aodes + ...+ N, Ae,, = 0.

Zbog linearnosti operatora A slijedi A(Aje; +Azea+...+Aze,) = 0. Takoder je i
A(0) = 0. Kako je po pretpostavci A izomorfizam, dakle i injekcija, iz jednakosti

A()\lel + )\262 + ...+ )\nen) =0= A(O)

slijedi

)\161 +)\2€2 + ... +)\nen = 0.
Medutim, e = {e1, e, ..., e,} je baza, dakle linearno nezavisan podskup od V,
pa slijedi Ay = A2 = ... = A\, = 0. To pokazuje da je Ae linearno nezavisan

podskup od W. Treba jos dokazati da skup Ae razapinje ¢itav prostor W. Neka je
w € W. Kako je po pretpostavci A izomorfizam, dakle i surjekcija, postoji z € V'
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takav da je Az = w. Vektor x prikazemo kao linearnu kombinaciju vektora baze
e: x=Me;+ ez + ...+ \ye,. Tada zbog linearnosti operatora A imamo:

w=Ax = A(\e1 + dzea+ ...+ A\pepn) = A Aer + Aades + ...+ Ay Aep,.

Time je dokazano da je proizvoljan vektor w € W linearna kombinacija vektora
iz Ae. Dakle, Ae je baza od W, pa vrijedi (c).

Dokazali smo da su svojstva (a), (b) i (¢) medusobno ekvivalentna. Dokazat
¢emo sada da je svojstvo (b) ekvivalentno svojstvu (d) i time ¢e tvrdnja (1)
biti u potpunosti dokazana. Pretpostavimo da vrijedi (b) i neka je e baza od V
takva da je f = Ae baza od W. Tada je

A61 = fl,AGQ = f2,...,A€n = fn;

pa vidimo da je A(f, e) jedini¢na matrica. Dakle, iz (b) slijedi (d). Pretpostavimo
sada da vrijedi (d) i neka su e i f baze od V i W takve da je A(f,e) jedini¢na
matrica. To znaci da je

A61 = fl,AGQ = f2,...,A€n = fn;

tj. Ae = f. Dakle, e je baza od V takva da je Ae baza od W, tj. vrijedi (b).

(2) Pretpostavimo da je dimV = dimW = n i neka su e = {e1,e2,...,¢e,}
baza od V i f = {f1, f2,..., fn} baza od W. Prema propoziciji 2.1 postoji
jedinstven A € L(V, W) takav da je

A61 = fl,AGQ = f2,...,A€n = fn;

tj. Ae = f. Prema dokazanoj tvrdnji (1) (konkretno iz ekvivalentnosti svojstava
(a) i (b)) slijedi da je A izomorfizam, tj. prostori V i W su izomorfni. Vrijedi
i obrnuta implikacija, jer ako su prostori V' i W izomorfni onda iz dokazane
tvrdnje (1) evidentno slijedi da su im dimenzije jednake. Napokon, kako ocito
je dim K™ = n. Doista, vektori

(1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ... ,(0,...,0,1)

tvore bazu prostora K™ i ima ih n. Dakle, svaki je n—dimenzionalan vektorski
prostor nad poljem K izomorfan prostoru K".
Time je teorem 2.1 u potpunosti dokazan.

Teorem 2.2 Neka suV i W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad pol-
jem K i neka su e = {e1,ea,...,en} baza od V i f = {f1, fo,..., fm} baza od
W. Tada je A — A(f,e) izomorfizam vektorskog prostora L(V, W) na vektorski
prostor My, n(K) svih matrica sa m redaka i n stupaca.

Dokaz: Prema tvrdnji (a) propozicije 2.3 to je preslikavanje linearno.

Dokazimo da je to preslikavanje injekcija. Neka su A i B operatoriiz L(V, W)
takvi da je A(f,e) = B(f,e). Iz definicije matrice operatora u odredenom paru
baza odatle slijedi da je Ae; = Bej, Aes = Besy, ..., Ae, = Be,. Iz jedin-
stvenosti u propoziciji 2.1 odatle slijedi A = B. Time je dokazano da je pres-
likavanje A — A(f, e) injektivno.
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Treba jos dokazati da je preslikavanje A — A(f,e) surjekcija sa L(V, W) na
My, n(K). Neka je C bilo koja matrica iz M, ,(K) i neka je sa a;; oznacen
element te matrice na presjecistu i—tog retka i j—tog stupca (i = 1,2,...,m,
j=1,2,...,n). Stavimo

wy = a1 f1 +ae1fo+ ..+ i fm,
wy = a12f1 + e fo+ ...+ 2 fm,

Wy = a1p f1 + onfo+ ..o 4 Qnn fm-
Po propoziciji 2.1 postoji operator A € L(V, W) takav da vrijedi
Aey = wy, Aeg = wa, ..., Ae, = wy.

Tada je A(f,e) = C. Dakle, A — A(f,e) je surjekcija sa L(V, W) na M,, »(K).
Time je teorem 2.2 dokazan.

Neka je A € L(V,W). Definiramo potprostore:
R(A) =ImA = {Av;o e V} < W; N(A)=KerA={veV;Av=0} <V.

R(A) se zove slika ili podruéje vrijednosti operatora A, a N(A) jezgra
ili nulprostor operatora A. Ako je potprostor R(A) konatnodimenzionalan,
broj r(A) = dim R(A) zove se rang operatora A. Ako je potprostor N(A)
kona¢nodimenzionalan, broj d(A) = dim N(A) zove se defekt operatora A.
Operator A je injekcija ako i samo ako je N(A) = {0}, tj. d(A) = 0. Operator
A je surjekcija ako i samo ako je R(A) = W, odnosno, u slu¢aju kona¢nodimen-
zionalnog prostora W, ako i samo ako je r(A4) = dim W.

Teorem 2.3 (teorem o rangu i defektu) Neka je A € L(V,W) pri éemu je
prostor V' konacénodimenzionalan. Tada je dimV = r(A) + d(A).

Dokazimo najprije sljede¢u pomoénu tvrdnju:

Lema 2.1 Neka je A € L(V,W) i neka je Y direktni komplement od N(A) u
prostoru V : V.= N(A) + Y. Definiramo preslikavanje ¢ : Y — R(A) relacijom
o(y) = Ay, y € Y. Tada je ¢ izomorfizam vektorskog prostora Y na vektorski
prostor R(A).

Dokaz leme 2.1: Iz linearnosti operatora A slijedi da je preslikavanje ¢
linearno. Dokazimo sada da je preslikavanje ¢ injektivno. Neka su y’ i 3" vektori
iz Y takvi da je ¢(y') = o(y"). Tada za vektor y = y' — y” iz potprostora Y
vrijedi:

Ay = Ay’ — Ay" = o(y') — ¢(y") = 0.
Prema tome je y € N(A)NY. Medutim, suma potprostora N(A) i Y je direktna
§to znaci da je njihov presjek jednak {0}. Slijedi y = 0, tj. ¥’ = y”. Time je
dokazano da je ¢ injekcija. Treba jos dokazati da je ¢ surjekcija sa Y na R(A).
Neka je w € R(A). Prema definiciji potprostora R(A) postoji v € V takav da je
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w = Av. Kakoje V.= N(A)+Y postoje z € N(A)iy € Y takvidajev = z+y.
Sada je w = Av = Az + Ay = Ay = ¢(y). Time je dokazano da je ¢ surjekcija i
lema je u potpunosti dokazana.

Dokaz teorema 2.3: Prema propoziciji 1.5 postoji potprostor Y prostora
V takav da je V=Y 4 N(A). Kako se radi o direktnoj sumi, to je

dimV =dimY + dim N(A) = dimY + d(A).

Prema upravo dokazanoj lemi 2.1 prostor Y izomorfan je prostoru R(A), pa su
im po tvrdnji (2) teorema 2.1 dimenzije iste: dimY = dim R(A) = r(A4). Time
je teorem 2.3 dokazan.

Promatrajmo sada situaciju V' = W. Pisemo krace L(V,V) = L(V), te ako
jeebazaod ViA e L(V) pisemo A(e) umjesto A(e, e). Ako je dim V' = n onda
je dimenzija prostora L(V) jednaka n? a A(e) je kvadratna matrica n—tog
reda. Primijetimo da je u vektorskom prostoru L(V') osim operacija zbrajanja
i mnoZenja skalarom definirana i operacija mnozenja: za A, B € L(V) je i
AB e L(V).

Za izomorfizam A : V — V upotrebljavamo i naziv regularan operator.
Primjetimo da iz teorema o rangu i defektu za operator A € L(V) slijedi:

A injekcija <= d(A) =0 < r(A)=n <= A surjekcija.

Dakle, A € L(V) je injekcija ako i samo ako je A surjekcija, dakle, regularan
operator.

Skup svih regularnih operatora na prostoru V' je grupa s obzirom na mnozenje
operatora. Tu grupu oznacavamo sa GL(V). Ona je izomorfna grupi GL,,(K)
regularnih kvadratnih matrica n—tog reda (izomorfizam je A — A(e) za bilo
koju bazu e od V). Ako je n > 1 ta je grupa nekomutativna.

Neka su e = {e1,ea,...,e,} 1€ = {e],¢éh,...,el,} dvije baze od V. Prema
propoziciji 2.1 postoji jedinstven linearan operator 7' : V. — V takav da je
Te =¢' (tj. Te; =€ zaj =1,...,n). Prema tvrdnji (1) teorema 2.1 T' je
izomorfizam tj. T € GL(V). T se zove operator prijelaza iz baze e u bazu
e’. Ako sa 7;; ozna¢imo elemente kvadratne matrice T'(e), uo¢imo da za jediniéni
operator I = Iy na prostoru V vrijedi:

/ !
Ie]- = ej = T@j = T1j€1 +T2j€2 + ... +Tnjen-

To pokazuje da je matrica operatora T u bazi e jednaka matrici jedini¢nog
operatora I u paru baza (e, e’) :

T(e) = I(e,e€).

Ta ¢injenica omogucuje vrlo jednostavan dokaz veze izmedu matrica istog ope-
ratora u raznim parovima baza:
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Propozicija 2.4 Neka su V i W konacnodimenzionalni vektorski prostori i
A € L(V,W). Neka sue i e baze od V, f i f' baze od W ¢ T € GL(V) i
S € GL(W) pripadni operatori prijelaza: Te =€, Sf = f'. Tada je

A(f' €)= ST A(Sf, e)T(e).

Dokaz: Prema tvrdnji (b) propozicije 2.3 i zbog jednakosti T'(e) = Iy (e, €’)
iS(f)=Iw(f, f") imamo:

A(f,e)T(e) = A(f.e)Iv (e, e) = (Alv)(f.€') = A(f,€') =
= (IwA)(f,€') = Iw (£, ) A(f',€') = S(HA(f',€)

a mnozenjem slijeva s inverznom matricom od regularne matrice S(f) dobivamo

upravo jednakost koju dokazujemo: A(f’,e") = S(f)"LA(f,e)T(e).

Teorem 2.4 Neka su'V i W konacénodimenzionalni vektorski prostori i neka su
A,Be L(V,W).

(1) Sljedeca su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Postoje T € GL(V) i S € GL(W) takvi da je A= SBT.
(b) r(A) = r(B).

(2) Vrijedi r(A) = r ako i samo ako postoje baze e od V i f od W takve da je
A(f,e) = Epynr. Pritome jen=dimV, m =dimW i E,, ,, , je matrica
s m redaka i n stupaca koja ima sve elemente 0 osim jediniéne matrice
formata r X r u gornjem lijevom kvadrantu.

Dokaz: Dokazimo najprije tvrdnju (2). Neka je A € L(V,W), dimV = n,
dimW = m i pretpostavimo da je r(A) = r. Prema teoremu o rangu i de-
fektu tada je d(A) = dim N(A) = n — r. Prema propoziciji 1.5 postoji pot-
prostor Y prostora V takav da je V =Y + N(A) i tada je dimY = r. Iza-
berimo bazu {ey,es,...,e,} od Y i bazu {e,41,€r42,...,en} od N(A). Tada
je e = {e1,ea,...,er,€r41,...,6,} baza od V. Nadalje, stavimo f; = Ae; za
j=12,...,r. Polemi 2.1 {f1,..., f+} je baza od R(A). Dopunimo tu bazu do
baze f = {f1,..., fry fr+1s-- -, fm} od W. Tada imamo:

Aer = f1, Aea = fa, ..., Ae, = fr, Aery1 =0, ..., Ae, =0.

To pokazuje da je A(f,e) = Emn.r-
Dokazimo sada obrat. Neka je A€ L(V, W) i neka su

e={e1,...,erri1,.-ven}t 1 f={f1, - o, fr; fra1s s fn}
baza prostora V' i W takve da vrijedi A(f,e) = Ey, pn,r. To znaéi da je
Aey = f1, ..., Ae, = fr, Aepy1 =0, ..., Ae, =0.

Buduéi da Aey, ..., Ae, razapinju R(A), prema gornjim jednakostima je jasno
daje {f1,..., fr} baza od R(A). Stoga je r(A) = dim R(A) = r. Time je tvrdnja
(2) dokazana.
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Dokazimo sada tvrdnju (1). Pretpostavimo da vrijedi r(4) = r(B) = r.
Prema dokazanoj tvrdnji (2) postoje baze e i e’ od V i baze f i f' od W takve
da vrijedi A(f,e) = Epnr = B(f',€'). Neka je T € GL(V') operator prijelaza
iz baze e u bazu ¢’ i neka je S € GL(W) operator prijelaza iz baze f’ u bazu
f. Primjenom propozicije 2.4 i tvrdnje (b) propozicije 2.3 (uz napomenu da
je inverzni operator S~' od S operator prijelaza iz baze f u bazu f’ i da je

(S~H(f)~t = S(f)) dobivamo:

A(f,e) = B(f',¢) = S(f)B(f,e)T(e) = (SBT)(f.e)-

Kako je prema teoremu 2.2 preslikavanje C +— C(f, e) izomorfizam sa L(V, W)
na My, »(K), odatle slijedi A = SBT. Time smo dokazali da (b) = (a).
Obrnutu implikaciju dokazat ¢emo pomocu sljedece leme:

Lema 2.2 Neka su V,W i U konacnodimenzionalni vektorski prostori i neka
su Ae L(V,W) i Be L(W,U). Tada je r(BA) < r(A) i r(BA) < r(B).

Dokaz: Imamo R(BA) = {BAx;xz € V} C {By;y € W} = R(B) pa slijedi
r(BA) < r(B). Nadalje, kako je R(A) = {Az;z € V} imamo

R(BA) = {B(Ax);z € V} = {By;y € R(A)}.

Stoga, ako je {y1,¥2,...,yx} baza od R(A), onda skup {Byi, Bys,..., By}
razapinje R(BA), pa je r(BA) = dim R(BA) < k =dim R(A) = r(A).

Dokazimo sada da u tvrdnji (1) teorema 2.4 iz (a) slijedi (b). Pretpostavimo,
dakle, da su A,B € L(V,W) i pretpostavimo da postoje S € GL(W) i
T € GL(V) takvi da je A = SBT. Tada iz leme 2.2 slijedi redom:

r(A) = r(S(BT)) < r(BT) < r(B).

Kako je i B = S7YAT !, analogno se dobiva i r(B) < r(A). Iz dvije nejed-
nakosti slijedi jednakost r(A) = r(B). Dakle iz (a) slijedi (b) i time je tvrdnja
(1) u teoremu 2.4 dokazana.

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Samo polje K je takoder vektorski
prostor nad K i dimenzija mu je 1 (doista, ako je o € K razli¢it od nule, onda je
jednoclan skup {a} ocito linearno nezavisan i razapinje prostor K : svaki 8 € K
moze se pisati 8 = A za A = 8/a € K; dakle, {a} je baza vektorskog prostora
K nad poljem K). Vektorski prostor V' = L(V, K) zove se dualni prostor
vektorskog prostora V. Njegovi se elementi zovu linearni funkcionali (ili line-
arne forme) na vektorskom prostoru V. Ako je V' kona¢nodimenzionalan, onda
je prema propoziciji 2.2 i dualan prostor V' konatnodimenzionalan i vrijedi
dim V' =dim L(V,K) = (dim V)(dim K) = dim V.

Prisjetimo se dokaza propozicije 2.2. Uzeli smo bazu e = {e1,ea,...,€,}
prostora V' i bazu f = {f1, f2,..., fm} prostora W i onda smo pokazali da
operatori E;; € L(V,W), definirani sa

Eijekzdjkfi, 1§z§m, 1§j§n, 1§k§n
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tvore bazu prostora L(V,W). Ako je e = {ej,ea,...,e,} baza prostora V, a
za bazu jednodimenzionalnog prostora K uzmemo {1}, onda tim postupkom

dolazimo do baze ¢’ = {e], €5, ..., e, } prostora V'. Funkcionali €} definirani su
sa ei(ex) = djx (j,k € {1,2,...,n}). Za bazu e’ kazemo da je dualna bazi e.
Neja je e = {e1,e2,...,¢e,} baza prostora V, i ¢/ = {e},eh,... e} njoj

dualna baza prostora V’. Za x € V mozemo pisati

Primijenimo li na tu jednakost linearan funkcional e} dobivamo

n n
ei(x) = Z axe(er) = Z apdjx = a.
k=1 k=1

Dakle, za svaki x € V vrijedi:

Analogno, za f € V' mozemo pisati
f= 2. B
1<j<n

Primijenimo li taj linearan funkcional na vektor e dobivamo
n n
flex) = Zﬁjeé(ek) = Zﬁj(sjk = B
j=1 j=1

Dakle, za svaki f € V' vrijedi:

n

f=Y flej)e].

j=1

Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem K ineka je A € L(V,W). Za
g € W' definiramo preslikavanje A’(g) : V — K relacijom

[A(g)](v) = g(Av), v e V.

Iz linearnosti g i A odmah slijedi da je to preslikavanje linearno, tj. A’(g) € V'.
Na taj nacin definirali smo operator A’ : W' — V', Taj je operator linearan, jer
za o, € Kiza g,h € W imamo za svakiv e V :

[A'(ag + Bh)](v) = (ag + Bh)(Av) = ag(Av) + Bh(Av) =
= a[A'(g)l(v) + BlA(W)](v) = [@A(g) + BA'(R)](v).

Za linearan operator A’ € L(W', V') kazemo da je dualan linearnom operatoru
Ae L(V,W).



30 POGLAVLJE 2. LINEARNI OPERATORI

Teorem 2.5 (a) A— A’ je linearno preslikavangje s prostora L(V, W) u pros-
tor L(W',V").

(b) Ako su Ae L(V,W) i Be L(W,U) onda je (BA) = A'B’.

(¢) Ako su vektorski prostori Vi W konacnodimenzionalni onda je A — A’
izomorfizam vektorskog prostora L(V, W) na vektorski prostor L(W', V).

Dokaz: (a) Za o, € Ki A,B € L(V,W) i za bilo koji g € W’ i bilo koji
v € V imamo:

[(aA + BB)'g](v) = g((aA + BB)v) = g(adv + BBv) = ag(Av) + Bg(Bv) =

= a[A'g](v) + B[B'g](v) = [@d’g + BB'g](v) = [(a A" + BB)g](v).

Buduéi da to vrijedi za svaki vektor v € V slijedi (wA + 8B) g = (aA' + 5B’)g.
Kako ta jednakost vrijedi za svaki funkcional g € W’ zakljuéujemo da vrijedi
(0¢A+ BB) = aA’ + pB’. Dakle, preslikavanje pridruzivanja dualnog operatora
A+ A’ je linearno.

(b) Za h € U' i za v € V nalazimo:

[(BAY'R)(v) = h(BAv) = [B'h](Av) = [A'B'h](v).

Buduéi da to vrijedi za svaki vektor v € V slijedi (BA)'h = A’B’h. Kako ta
jednakost vrijedi za svaki funkcional h € U’ slijedi (BA) = A'B’.

(c) Neka su e = {e1,ea,...,ent i f = {f1,f2,-.., fm} baze od V i W.
Oznacimo sa €' = {e},eh,...,el, } i f' = {f1, f%, ..., f],} njima dualne baze od
V' i W'. Neka su operatori E;; € L(V,W) definirani kao u dokazu propozicije
2.2: Ejjer, = ;i fi. Znamo da je tada {E;; : 1 < i < m,1 < j < n} baza
vektorskog prostora L(V, W). Prou¢imo sada kako dualni operatori (E;;)" djeluju
na vektore baze [’ :

(Ei) f)(eq) = fp(Eijeq) = 0o fp(fi) = 0q0ip = dipej(eq)-

Buduéi da to vrijedi za svaki ¢ = 1,...,n, zakljucujemo da je (Ey;)’f,, = dipe].
Prema dokazu propozicije 2.2 (primijenjenom na baze f' od W’ i e od V')
nalazimo da operatori (E;;) za 1 < j < n,1 < i < m, tvore bazu prostora
L(W',V"). Dakle, A — A’ preslikava neku bazu prostora L(V, W) u bazu pros-
tora L(W',V'). Prema tvrdnji (1) teorema 2.1 to je preslikavanje izomorfizam
vektorskih prostora.

Neka su e, f,e’ i f’ baze iz dokaza tvrdnje (c) prethodnog teorema. Neka
je A linearan operator sa V u W. Oznacimo sa «;; elemente matrice A(f,e) i
sa (3,4 elemente matrice A’(e’, f'). Tada je Ae; = >, ,,, ij fi- Primijenimo li
funkcional f; na lijevu i desnu stranu te jednakosti, dobivamo

folAes) = i fi(fi) = Y ijbiq = ag;.
=1 =1
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S druge strane je A'f; =37, <, Bpg€), 1 primijenimo li funkcionale s obje strane
te jednakosti na vektor e; dobivamo

n n
[A/f;](ej) = Zﬁpqe;(ej) = Zﬁpqépj = Bjq-
p=1 p=1
Prema definiciji dualnog operatora zaklju¢ujemo:
Big = [A' f)(e;) = fo(Aej) = ag;.

Time smo dokazali:

Propozicija 2.5 Neka su V i W konacénodimenzionalni vektorski prostori, A
linearan operator sa’ V- u W, e i f baze prostora V i W,e' i ' njima dualne baze
od V' i W'. Tada su matrice A(f,e) i A'(¢/, f') medusobno transponirane.

Za podskup S vektorskog prostora V' definiramo
SO={feV'f(x)=0Vxec S}

Ocito je SY potprostor dualnog prostora V' za bilo koji podskup S vektorskog
prostora V. Potprostor S° zove se anihilator skupa S C V. Analogno, za pod-
skup T dualnog prostora V' njegov anihilator je potprostor od V :

T’ ={zcV;f(z)=0VfecT}.

Uz ove oznake moguca je dvojba: da li je anihilator 7° od 7" C V' potpros-
tor od V ili mislimo na potprostor dualnog prostora V' = (V') od V'? U
kona¢nodimenzionalnom sluc¢aju ta dvojba nestaje, jer se tzv. bidual V" pros-
tora V moze identificirati s prostorom V :

Teorem 2.6 Neka je V' wvektorski prostor nad poljem K. Za svakiv € V defini-
ramo preslikavange o(v) : V! — K relacijom [p(v)](f) = f(v), f € V'. Tada je
preslikavanje p(v) linearno, tj. o(v) € V". Nadalje, preslikavanje ¢ : V. — V"
je linearno. Napokon, ako je prostor V konacnodimenzionalan, ¢ je izomorfizam
prostora V' na njegov bidual V" .

Dokaz: Za a,8€ K i f,g € V' imamo:

lp(0)[(ef + Bg) = (af + Bg)(v) = af(v) + Bg(v) = alp(v)](f) + Ble(v)l(g)-
Dakle, preslikavanje ¢(v) : V' — K je linearno, tj. ¢(v) € V.

Dokazimo sada da je preslikavanje ¢ : V' — V" linearno. Za o, € K i
v,w € V imamo za svaki f € V':

[p(av + Bw)](f) = flav + fw) = af (v) + Bf(w) =
= afp)I(f) + Ble()](f) = lapv) + Be(w)l(f)-
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Kako to vrijedi za svaki funkcional f € V| slijedi p(av+ fw) = ap(v) + Beo(w),
tj. preslikavanje ¢ : V — V" je linearno.

Napokon, pretpostavimo da je prostor V konac¢nodimenzionalan. Tada je
dimV = dim V'’ = dim V”. Dakle, po teoremu o rangu i defektu (teorem 2.3)
primijenjenom na preslikavanje ¢ (r(¢) + d(¢) = dim V') vidimo da je za dokaz
bijektivnosti preslikavanja ¢ dovoljno dokazati njegovu injektivnost, odnosno,
da mu je jezgra jednaka {0}. Neka je v € V takav da je ¢(v) = 0. Neka je
{e1,€2,...,en} baza od V i{e,eh, ... e} dualna baza od V'. Tada je

n
v = Z e (v)e;.
j=1
Medutim, za svaki indeks j imamo

ej(v) = [p(v)l(ef) = 0,

pa slijedi v = 0. To pokazuje da je ¢ injekcija, dakle bijekcija, dakle izomorfizam
sa V na V",

Zbog teorema 2.6 u slucaju konac¢nodimenzionalnog prostora V' pomocéu
izomorfizma ¢ mozemo identificirati prostor V' s njegovim bidualom V”. Dakle,
vektor v € V identificira se s linearnim funkcionalom f — f(v) na prostoru V’.
Uz takvu identifikaciju za konac¢nodimenzionalne vektorske prostore V i W za
A € L(V,W) nalazimo da je A” = A.

Propozicija 2.6 Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor, S pod-
skup od V ili od V' ¢« W potprostor od V ili od V.

(a) S°=1[9]°.
(b) [S] =S, W% =Ww.
(¢) dim W% = dimV — dim W.

(Pri tome podrazumijevamo da je bidual V" identificiran s prostorom V pomocu
preslikavanja ¢ iz prethodnog teorema,).

Dokaz: (a) Neka je S podskup od V. Iz S C [S] slijedi obrnuta inkluzija
za anihilatore: S D [S]°. Neka je f € SY i neka je x € [S]. Tada je x linearna
kombinacija vektora iz S pa zbog linearnosti funkcionala f slijedi f(z) = 0.
Dakle, f € [9]°, pa zaklju¢ujemo da vrijedi i obrnuta inkluzija S° C [S]°.

(c) Neka je W < V. Izaberimo bazu {ej,ea,...,er} od W i nadopunimo je
do baze {e1,e2,...,e,} od V. Neka je {€},¢€5,..., e, } dualna baza od V'. Tada

funkcionali e} ,...,e;, poniStavaju vektore ey, ..., ey, dakle:
B%Jrl,...,e; S {61,62,...,6k}0 = [{61,62,...,6k}]0 = WO.
Neka je f € WO. Tada je f(e1) = f(e2) = ... = f(ex) = 0 pa slijedi
n n
f= f(ej)e;» = Z f(ej)e;.

j=1 j=k+1
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To pokazuje da funkcionali e, TR e/, razapinju potprostor W° dualnog pros-
tora V', dakle {e},,...,¢},} je baza od W°. Odatle slijedi

dimW° =n — k = dimV — dim W.
(b) Za potprostor W od V imamo o¢ito W C W, a iz (c) slijedi
dim W = dim V' — dim W = dim V — (dim V — dim W) = dim W.

Dakle je W = W%. Odatle za S C V vrijedi [S] = [S]%, pa zbog (a) imamo
18] = [5]00 = ([S])° = = (5)° = 5.

Propozicija 2.7 Neka suV ¢ W konacénodimenzionalni vektorski prostori nad
istim poljem i A € L(V,W).

(a) N(A") = R(A)°, N(A) = R(A")°, R(A") = N(A)°, R(A) = N(4")°.
(b) r(A) = r(A").

Dokaz: (a) Identificiramo 1i V sa V" i W sa W na temelju teorema 2.6
vidi se da je prva jednakost ekvivalentna s drugom i da je tre¢a jednakost ek-
vivalentna s ¢etvrtom. Nadalje, iz tvrdnje (b) propozicije 2.6 slijedi da je prva
jednakost ekvivalentna s ¢etvrtom (i druga s treéom). Dakle, sve Cetiri jed-
nakosti su medusobno ekvivalentne, pa je dovoljno dokazati jednu od njih, npr.
prvu.

Za f € W’ imamo redom:

feENA) = Af=0 <= ANH)=0 YweV <

= f(Av)=0 WeV <= f(w)=0 YweR(A) <= fecRA".

Dakle, N(A’) = R(A)°.
(b) Iz (a), iz tvrdnje (¢) propozicije 2.6 i iz teorema o rangu i defektu (teorem
2.3) imamo redom:

r(A) = dim R(A) = dim N(A")° = dim W —dim N(4) = dim W' —d(4") = r(4").
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Poglavlje 3

Minimalni polinom i
spektar

Funkcija P:K — K zove se polinom ako je P()) linearna kombinacija
potencija varijable A:

P\ =ap+ a1 A+ ax)? 4 -+ ap A

Ako je ayy, # 0 broj m € NU {0} zove se stupanj polinoma P()\) i oznacava
deg P(\). Dakle, stupanj je najveéa potencija u polinomu P(\). Ako je o, = 1
kazemo da je polinom P()\) normiran.

Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K i neka je
A € L(V) = L(V,V). Definiramo potencije operatora A: A = I (jedini¢ni
operator), A' = A, A2 = A- A, A3 = A- A% = A% . A, i tako dalje, opéenito
AF = A . A*=1. Potenciranje operatora ima sljedeéa oéigledna svojstva:

AT AR = AITE (47)" = ar*, Vj,k € NU{0}.
Linearna kombinacija potencija operatora A je polinom operatora A. Ako je
P\ =ag+ a1+ )+ -+ ap \™

bilo koji polinom u varijabli A € K, onda ¢emo sa P(A) oznagciti polinom ope-
ratora A s istim koeficijentima ag, a1, ..., am € K :

P(A) =agl + a1 A+ OéQAQ 4+ o4 OémAm.

Bududi da je mnozenje operatora distributivno u odnosu na zbrajanje i buduéi
da vrijedi A7A* = AJtF | vyrijede sljedeéa pravila za raéunanje s polinomima
danog operatora A :

I

R(A) =PV +Q(0) R(A) = P(A) + Q(A),

S(A) = P(A) - Q(A).

g
=
I
~
=
S
X
I

35



36 POGLAVLJE 3. MINIMALNI POLINOM I SPEKTAR

Sa L(A) oznacavat ¢emo potprostor od L(V') razapet svim potencijama opera-
tora A. To znaci da je £(A) skup svih linearnih kombinacija potencija I, A, A2, . ..
Buduéi da su linearne kombinacije potencija upravo polinomi operatora A,
imamo

L(A)=[{I,A,A% A3, .. }] = [{A*F; ke NU{0}}] = {P(A); P()\) polinom}.

Ako je dimenzija prostora V jednaka n, onda je dimenzija od L(V') jednaka n?.
Prema tome je dim £(A) < n?. U stvari, ako je n > 2 onda je dim £(A) < n?.
Doista, dim £(A) = n? bi znacilo da je £(A) = L(V). No to nije moguce,
jer za bilo koje B,C € L(A) vrijedi BC = CB, a to nije istina za bilo koje
B,C e L(V).

Posebno, operatori I, A, A%, ... ne mogu biti linearno nezavisni. Neka je m
najmanji prirodan broj takav da je A™ € [{I, 4,..., A™~1}]. Drugim rije¢ima,
m je takav dasu I, A,..., A"~ ! su linearno nezavisni, a I, 4, ..., A™~1, A™ su
linearno zavisni. Naravno, m < dim £(A), dakle m < n?. Neka su pi1, pi2, - - - , fim
skalari iz polja K takvi da je

A™ = g AT AR i 1 A (3.1)
Oznacimo sa p14(A) polinom
pa(A) = A" = AT — = i A —

Tada je pa(A) = 0. Polinom p4(A) zove se minimalni polinom operatora
A. Minimalni polinom svakog operatora je normiran, tj. koeficijent uz najveéu
potenciju jednak je 1.

Teorem 3.1 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V) 1
neka je m stupanj minimalnog polinoma pa(\) operatora A.

(a) pa(X) je polinom najnizeg stupnja medu svim netrivijalnim polinomima
P(\) takvima da je P(A) = 0.

(b) dim L(A) =m i L(A) = [{I,A, A%, ..., A" }]. Drugim rije¢ima,
{I,A, A%, ... A"}
je baza vektorskog prostora L(A).

(¢) Za polinom P(X) vrijedi P(A) = 0 ako i samo ako je polinom P(\) djeljiv
s polinomom pa(N), tj. ako i samo ako je P(\) = Q(MN)pa(N\) za neki
polinom Q(N).

Dokaz: Tvrdunja (a) slijedi neposredno iz ¢injenice da su operatori
I,A A% .. .  A™1

linearno nezavisni, $to znaci da je P(A) # 0 za svaki netrivijalan polinom P())
stupnja < m.
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(b) Jasno je da je [{I,A, A% ..., A™"1}] C L(A). Dokazimo da vrijedi i
obrnuta inkluzija, dakle jednakost. Prije svega, iz (3.1) slijedi da je

A™ e [{I,A, A% ... A1)
Pomnozimo li (3.1) sa A dobivamo
AT = g A™ 4 AT 1 AR g A
Buduéi da su A, A%,..., Am~L A™ € [{I, A, A% ..., A"~ 1}] odatle slijedi
A e {1, A, A% AT
Pomnozimo li sada jednakost (3.1) sa A%, dobivamo
A2 AT AT AR 4 A2
Buduéi da su A2, A3,...  A™ AL e [{I, A, A% ..., A~ 1}] odatle slijedi
AT {1,A, A% A™1YL

Nastavimo li na taj na¢in korak po korak nalazimo da su sve potencije operatora
A sadrzane u potprostoru [{I, A, A% ..., A™~1}]. Odatle slijedi trazena obrnuta
inkluzija

L(A) C[{I,A A2, ... A" 1))

Time smo dokazali da je L(A) = [{I, A, A%,..., A™~1}], a buduéi da su ope-
ratori I, A, A2, ..., A™~! linearno nezavisni, nalazimo da je {I, 4, A, ..., A™~1}
baza od L(A) i da je dim L(A) = m.

(c) Pretpostavimo da je polinom P(\) djeljiv s polinomom pa(A), tj. da
je PO = QUpa()). Tada je P(A) = Q(A)ua(A), pa iz pa(A) = 0 slijedi
P(A) =0.

Pretpostavimo sada da je P()) polinom takav da je P(A) = 0. Dijeljenjem
polinoma P(A) s polinomom g4 () dolazimo do jednakosti oblika

PA) = QMpa(A) + R(),

pri cemu su Q(A) i R(\) polinomi i ostatak pri dijeljenju R(A) je polinom stupnja
manjeg od m, tj. vrijedi deg R(\) < deg pa(N). Uvrstimo li u gornju jednakost
operator A umjesto varijable A\ dolazimo do operatorske jednakosti

P(A) = Q(A)pa(A) + R(A).

Kako je P(A) = pa(A) = 0, odatle slijedi da je R(A) = 0. No kako je stupanj
polinoma R(\) manji od m, iz (a) zakljucujemo da mora biti R(A) = 0. To znaci
da je P(A) = Q(\)pna(X), tj. polinom P(X) je djeljiv s polinomom g4 (N).

Prisjetimo se da se operator A € L(V') zove se invertibilan ili regularan,
ako postoji B € L(V) takav da je AB = BA = I. U tom slucaju takav operator
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B je jedinstven; doista, ako i za C € L(V) vrijedi AC = CA = I, onda je
B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. Taj jedinstveni operator B zove
se invers operatora A i oznacava sa A~!. Poznavanje minimalnog polinoma
operatora A omogucuje da odmah ustanovimo da li je operator A invertibilan
ili nije i ako jest, da izraéunamo invers A=! :

Teorem 3.2 Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V) i
neka je

pa(A) = A" = AT = — A = i
njegov minimalni polinom. Operator A je invertibilan ako i samo ako je

1a(0) # 0, tj. ako i samo ako je py # 0. U tom slucaju je

1 _ _
T S o e R i I R oL (3.2)

Mm Hm Hm, Hm

ATt =

Dakle, A=t je polinom od A, tj. A=t € L(A).

Dokaz: Pretpostavimo da je operator A invertibilan. Treba dokazati da je
tada pm, # 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da je p,, = 0. Tada iz (3.1) nalazimo
da je

A™ — MlAm_l - Mm—2A2 - ,um—lA =0.

Buduéi da je A*¥ - A=1 = A*~! Vk € N, iz gornje jednakosti mnozenjem sa A
dobivamo:

Am_l — /_LlAm_2 — = /_Lm_QA - Mm—ll =0.
No to je nemoguée, jer su operatori I, A, ..., A™~! linearno nezavisni. Ova kon-
tradikcija pokazuje da je pretpostavka da je p,,, = 0 nemoguca, pa zakljucujemo

da je pm, # 0.
Dokazimo sada obrnutu implikaciju. Pretpostavimo da je u,, # 0. Tada iz
(3.1) slijedi

gL om M ymer L Bme2 g0 Bmed
Stavimo li
B = LAmil—ﬂAm727...7Mm72A7 MmflI

iz gornje jednakosti slijedi da je AB = BA = I. Dakle, A je invertibilan i
A=t = B, tj. vrijedi (3.2).
Time je teorem u potpunosti dokazan.

Primijetimo da je operator A € L(V') invertibilan ako i samo ako je A bi-
jekcija, tj. ako i samo ako je A izomorfizam prostora V na samoga sebe. Zbog
teorema 2.3 o rangu i defektu (r(A) + d(A) = dim V) znamo da je A bijekcija
ako i samo ako je A injekcija, tj. ako i samo ako je N(A) = {0}.

Za konacnodimenzionalan vektorski prostor V' i za A € L(V) definiramo
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spektar o(A) operatora A kao skup svih skalara A\g € K takvih da operator
A — X\o! nije invertibilan:

o(A) ={Xo € K; A— NI nije invertibilan }.

Nadalje, skalar A\g € K zove se svojstvena vrijednost operatora A ako postoji
vektor v # 0 takav da je Av = Agv. Svaki se takav vektor v zove svojstveni
vektor operatora A za svojstvenu vrijednost Ag.

Propozicija 3.1 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A €
L(V). Spektar o(A) operatora A je skup svih svojstvenih vrijednosti tog op-
eratora.

Dokaz: Doista, imamo redom:
Xo € 0(A) <= A — Aol nije invertibilan <~ N(A=XI) #{0} =
<= Jv #£0takav daje (A—Xl)v =0 <= Jv #0 takav da je Av = A\gv.

Teorem 3.3 Neka je V  konacnodimenzionalan  vektorski prostor i
A € L(V). Tada je spektar operatora A skup svih nultocaka njegovog minimalnog
polinoma.

Dokaz: Spektar o(A) operatora A je skup svih Ag € K takvih da operator
A — Xo! nije invertibilan. U teoremu 3.2 ustanovili smo kriterij invertibilnosti
linearnog operatora, pa nalazimo

U(A) = {)\0 € K; MA—)\OI(O) = 0}.

Cilj nam je ustanoviti vezu minimalnog polinoma g4 x,7(\) operatora A — Aol
s minimalnim polinomom g 4 () operatora A.
Po binomnoj formuli imamo za svaku potenciju k :

(A= XDk = zk: (?)AJ zk: < >>\§ TAT =

Jj=0 Jj=

— kX AR 4 (’;) A2 — o (1R

Prema tome je (A — \gI)* € L(A) Vk > 0, pa zaklju¢ujemo da vrijedi inkluzija
L(A — XoI) C L(A). Ako stavimo B = A — A\oI, onda je A = B + Aol pa
sasvim analogno imamo i obrnutu inkluziju £(A4) C L(B) = L(A — M\I). Iz
dvije inkluzije slijedi jednakost £L(A — AoI) = L(A). Prema tvrdnji (b) teorema
3.1 zaklju¢ujemo da je deg pp(A) = deg pa(A). Oznaéimo taj stupanj sa m i
neka je

pa(A) = A" = AT = — A =

Definiramo polinom P()\) sa

P(A) = paA+20) = A+ X20)" — 1A+ 20)" " = — ptm—1 (A + Xo) —
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Tada je P()\) polinom stupnja m i ako u njega uvrstimo operator B = A — A\oI,
nalazimo

P(B) = pa(B+ XI) = pa(A) =0.

Prema tvrdnji (¢) teorema 3.1 polinom P(X) djeljiv je s polinomom pp(A).
Medutim, oba polinoma su stupnja m i normirani su, tj. koeficijent uz najvisu
potenciju A jednak je 1. Odatle slijedi da je pa—_x,7(A) = us(A) = P(N).
Posebno, pa—x,7(0) = P(0) = pa(Ao). Dakle, slijedi tvrdnja teorema:

o(A) ={Ao € K; 1a—x,1(0) = 0} = {Xo € K; ppa(No) = 0}.

Prije smo uocili da za svaki A € L(V) stupanj njegovog minimalnog poli-
noma /14(A) nije veéi od (dim V)2, stovise da u sluéaju dim V' > 2 vrijedi ¢ak i
deg (M) < (dim V)2, U stvari, vrijedi znatno to¢nija nejednakost:

Teorem 3.4 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V).
Tada je
deg pa(A) < dimV.

Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom u odnosu na dim V.

Baza indukcije: Ako je dimV = 1, onda je (dim V)? = dim V, pa je tvrdnja
teorema trivijalna jer slijedi iz poznate nam nejednakosti stpa()\) < (dim V)2

Korak indukcije: Neka je n > 2 i pretpostavimo da je teorem dokazan ako je
dimV < n—1.NekajedimV = ninekajev € V,v # 0. Promatramo niz vektora

v, Av, A%v, A3v, ... Buduéi da je dimenzija prostora jednaka n, u tom nizu ne
moze biti vise od n linearno nezavisnih vektora. Prema tome, za neki m < n
vektori v, Av, ..., A™ 1y su linearno nezavisni, a vektori v, Av, ..., A™ ty, A™y

su linearno zavisni. To znaci da je m najmanji broj takav da je vektor A™wv
linearna kombinacija prethodnih vektora u promatranom nizu:

A" = a1 A" 4+ ag A 20+ -+ a1 AV + . (3.3)
Stavimo
W = [{v, Av,..., A" 1v}].
Buduéi da su vektori v, Av, ..., A" 1y linearno nezavisni, oni tvore bazu pot-

prostora W, dakle dim W = m. Bilo koji vektor w € W je linearna kombinacija
vektora baze:

w= LA™ 0+ LA™ 20+ -+ Bn1 AV + B,
Djelujemo li operatorom A na vektor w, dobivamo
Aw = B1A™0 + oA™Y+ -+ Br_14%0 + B Av.
Pomocu jednakosti (3.3) odatle vidimo da je Aw € W. Na taj nac¢in smo dokazali:

weW = Aw e W. (3.4)
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Definiramo sada polinom P()\) pomocu koeficijenata iz (3.3) :
P(A) =" — A AN — a1\ — .

Prema (3.3) vidimo da je P(A)v = 0. Djelujemo li na tu jednakost bilo kojom
potencijom A* operatora A, zbog ¢injenice da operatori A¥ i P(A) komuti-
raju nalazimo P(A)A*v = 0. Kako vektori oblika A*v razapinju potprostor W,
zaklju¢ujemo da vrijedi

P(A)w =0 Yw € W. (3.5)

Razmatrat ¢emo sada odvojeno dvije moguénosti.
(@) m = n. Tada je W =V pa slijedi P(A) = 0. Iz teorema 3.1 sada slijedi
da je
deg pa(A) < deg P(\) =m =n,
pa je u tom slucaju dokazana tvrdnja teorema.
(b) m < n. Promatramo tada kvocijentni prostor U = V/W i definiramo
linearan operator B : U — U relacijom

Bz +W)=Ax+ W, zeV.

Ova definicija ima smisla, jer desna strana ne ovisi o izboru predstavnika x klase
x+W € U. Doista, akosu z,y € V takvida jex+W =y+W,ondajex—y € W,
pa iz (3.4) slijedi Ax — Ay = A(z —y) € W, dakle Ax + W = Ay + W.

Budué¢idajedimU = dim V—dim W = n—m < n, po pretpostavci indukcije
teorem vrijedi za prostor U i operator B. Dakle,

deg pup(A) <n-—m. (3.6)
Iz definicije operatora B slijedi da je B?(x + W) = B(Az + W) = A2z + W. U
stvari, indukcijom po k nalazimo da je B¥(z +W) = A*z+W Vk € NiVx € V.
Kako je polinom operatora linearna kombinacija potencija tog operatora, odatle
slijedi da za svaki polinom Q(X) vrijedi

QB)(z+W)=Q(A)z+W, zeV.
Kako je pp(B) = 0, odatle zaklju¢ujemo
up(A)x+W =0uprostoruU =V/W = pug(A)zeW VeeV.

Odatle i iz (3.5) slijedi P(A)up(A)x = 0 Vz € V, odnosno P(A)up(A) = 0.
Sada iz teorema 3.1 i iz (3.6) zaklju¢ujemo da je

dog pa(N) < deg [P(Nus(N)] = deg P(A) + deg pp(X) < m+ (n—m) = n.

Time je proveden korak indukcije, pa je teorem u potpunosti dokazan.
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Na potpuno isti na¢in kao za linearan operator definiramo minimalni polinom
kvadratne matrice A € M,,(K) : promatramo niz matrica I, A, A%, ... i uo¢imo
najmanji m takav da je A™ linearna kombinacija nizih potencija matrice A :

A™ = g A" 4 o AT b 1 A I
Minimalni polinom matrice A tada je
paA) = A = AT = = g A = i

Podsjetimo se definicije i svojstava determinante. Determinanta je funkcija
det : M,,(K) — K definirana na skupu M, (K) svih kvadratnih matrica n—tog
reda. Determinanta svakoj matrici A, s elementima a;;, 1 < ¢,j < n, pridruzuje
skalar det A definiran formulom:

det A = Z £(0)1,0(1)¥2,02) *** Mn,o(n) = Z £(0) (1) 100(2),2 "~ Ao (n) -
oeS(n) oeS(n)

Pri tome je S(n) grupa permutacija skupa {1,2,...,n}, a (o) je jednako 1 za

parnu a —1 za neparnu permutaciju o. Determinanta ima sljede¢a svojstva:

(1) Ako je neki stupac (ili redak) matrice A sastavljen od samih nula, onda je
det A = 0.

(2) Ako je matrica B dobivena iz matrice A zamjenom dvaju stupaca (ili dvaju
redaka), onda je det B = — det A.

(3) Ako je A gornjetrokutasta (ili donjetrokutasta) matrica kojoj su dijago-
nalni elementi ay, g, ..., a,, onda je det A = a1ag - - - .

(4) Ako je matrica B dobivena iz matrice A tako da su svi elementi nekog
stupca (ili retka) pomnozeni istim skalarom «, onda je det B = ardet A.

(5) Ako je matrica B dobivena iz matrice A tako da je nekom stupcu dodan
drugi stupac pomnozen bilo kojim skalarom « (ili je nekom retku dodan
drugi redak pomnozen s «), onda je det B = det A.

(6) Za transponiranu matricu A* matrice A vrijedi det A = det A.

Za kvadratnu matricu A € M,,(K) s elementima a;; (4,5 = 1,2,...,n) njena

adjunkta je kvadratna matrica Ae M, (K) ¢iji je element na presjecistu k—tog
retka i i—tog stupca jednak Bx; = (—1)"T* det Ay, a A;x je matrica iz M,,_1(K)
koja se iz matrice A dobiva brisanjem i—tog retka i k—tog stupca.

(7) Vrijedi AA = AA = (det A)I, odnosno

(—1)"**ay, det Ay = 6;; det A, i,5€{1,2,...,n},

(71)i+k04k]’ det Ag; :(Sij det A, 1,] € {1,2,...,n}.

1+ T4

E
Il
—
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Prva od gornjih jednakosti predstavlja tzv. razvoj determinante po j—tom retku
matrice A, a druga razvoj po j—tom stupcu te matrice.

Pored svojstava (1) — (7) vrijedi i tzv. Binnet-Cauchyjev teorem:
Teorem 3.5 Za matrice A, B € M, (K) je det(AB) = (det A)(det B).

Iz tog teorema i iz svojstva (7) slijedi:
Korolar 3.1 Matrica A je regularna ako i samo ako je det A # 0. U tom slucaju

oa-1 1
je A7 = o= A

Dokaz: Ako je A regularna, iz AA~! = I zbog teorema 3.5 slijedi
(det A)(det A1) = det I = 1.

Prema tome je det A # 0.
Pretpostavimo sada da je det A # 0 i stavimo
1 ~
B = A.
det A
Tada iz svojstva (7) slijedi BA = AB = I, dakle A je regularnai A~! = B.

Za kvadratnu matricu A = [a;;] € M,,(K) definiramo polinom

A — Q11 —Q12 s —Qqn
—Q21 A—ax - —Q2n
ka(\) = det(\ — A) =
—Qipl —Qip2 e A— Onn

ka(X\) se zove svojstveni (ili karakteristiéni) polinom matrice A. Ako je
A € M, (K), njen svojstveni polinom x4 (\) je normiran i deg k4 (A) =n :

kAN = A" — o AN — om0, oA — 0 A — o

Teorem 3.6 (Hamilton-Cayley) Svaka matrica A € M, (K) ponistava svoj
svojstveni polinom: ka(A) = 0.

Dokaz: Oznac¢imo sa B(\) adjunktu matrice AI — A. Po definiciji adjunkte
je
Bii(A)  Biz(A) - Bia(N)
B21(A)  Baz(A) -+ Ban(N)
By =| A
pri ¢emu je B;;(\) = (1) det(A — A);i, a (M — A);; je kvadratna matrica
reda n—1 koja se iz matrice A\ — A dobije brisanjem j—tog retka i i—tog stupca.
Stoga je svaki matri¢ni element §;;(\) polinom stupnja <n —1:

61']' (A) = aij;nfl)\nil + Oéij;n72)\n72 —+ -+ aij;Q)\Q + aij;1>\ + OZij;O-
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Prema tome, mozemo pisati

BA) = A" A, 1+ AT Ao 44 AP Ag + AL+ Ay,

uz oznaku
11k a12:k e Ain;k
21k Q22:k e Qonk
Ay = _ o , . k=0,1,...,n—1.
Qnl:k On2;k " Ann;k

Prema svojstvu (7) primijenjenom na matricu Al — A nalazimo da vrijedi
(M —A)-B(A\) =det(\[—A) -1,
tj.
A= A) - (A"TA, A2 A, o+ + N2 Ay + AA + Ap) =
=(A" = A"~ 0, A — o A —0y) - I

Ako su dva polinoma jednaka onda su im jednaki odgovarajuéi koeficijenti pa iz
gornje jednakosti dobivamo sljedeé¢ih n + 1 jednakosti koeficijenata uz potencije
A7 )\nfl )\n72 )\j )\1 )\O .

, , see s Mo AT AY

A1 = I,
—AA, 1+ A2 = —oi,
*AAn72 + An73 = 70—2]’7
—AAn_j + An—j—l = —O'jI,
—AA1+ Ay = —opad,
—AAO = —O'nI.

Iz prvih n gornjih jednakosti dobivamo redom:

Ay = I,
An2 = A—oil,
An_g = AQ—O'lA—O'QI,
An,j,1 = AjfglAjilf...fo'jflA*O'jI,
Ay = Arn—1 70.1An727 oo —Op—9A —0op_11.

Posljednja od prethodnih n + 1 jednakosti moze se napisati AAg — o, = 01
uvrstimo li u nju gornji izraz za Ay dobivamo upravo tvrdnju teorema:

A" — g AV — L — o1 A— ol = 0.
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Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V'), i neka su e i
e’ dvije baze od V. Oznac¢imo sa .S € GL(V') operator prijelaza iz baze e u bazu e’
(dakle, Se; = e;-, 1 < j < n). Tada po propoziciji 2.4 za matrice operatora A u
te dvije baze vrijedi A(e’) = S(e)~1A(e)S(e). Po Binnet-Cauchyjevom teoremu
3.5 slijedi
det A(e') = (det(S(e)™1)) - (det A(e)) - (det S(e)).

Zbog S(e)~1S(e) = I imamo (det(S(e)™1))- (det S(e)) = det I = 1, pa iz gornje
jednakosti dobivamo
det A(e") = det Ae).

Drugim rije¢ima, determinanta matrice operatora ne ovisi o izboru baze. Stoga
pojam determinante mozemo prosiriti i na operatore i definirati determinantu
operatora:

det A = det A(e), AeL(V), e bilo koja baza prostora V.
Iz teorema 3.5 i njegovoga korolara 3.1 neposredno slijedi:
Teorem 3.7 Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i A, B € L(V).
(a) Vrijedi det(AB) = (det A)(det B).
(b) Operator A je regularan, tj. A € GL(V'), ako i samo ako je det A # 0.
Uz oznake prije teorema 3.7 imamo:
M — A(e/) = M — S(e) P A(e)S(e) = S(e) (M — A(e))S(e).

Odavde slijedi £ 4¢¢)(A) = K a(er)(A), dakle svojstveni polinom matrice operatora
ne ovisi o tome koju smo bazu odabrali. Stoga mozemo definirati svojstveni
(ili karakteristi¢ni) polinom operatora:

Ka(A) = Kae)(N), Ae L(V), e bilo koja baza prostora V.
Teorem 3.8 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V).
(a) ka(A4) =0.
(b) Swvogstveni polinom k4(N) djeljiv je s minimalnim polinomom ().
(&) () = {A € K;ma(\) =0},

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz teorema 3.6, a tvrdnja (b) je neposredna
posljedica te tvrdnje (a) i tvrdnje (¢) teorema 3.1. Napokon, zbog tvrdnje
(b) teorema 3.7 imamo redom:

ANeo(Ad) «= M —AEGL(V) «= det(\ —A)=0 <= ra(\)=0.

Time je i tvrdnja (¢) dokazana.
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Poglavlje 4

Invarijantni potprostori

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K i A € L(V). Potprostor W <V
zove se A—invarijantan (ili potprostor invarijantan s obzirom na oper-
ator A) ako vrijedi

wewWw = Aw e W,

odnosno ako je AW C W.

Pretpostavimo da je W jednodimenzionalan A—invarijantan potprostor od
V. Za bilo koji w € W,w # 0, je tada W = [{w}] = {\w; X € K}. Aw € [{w}]
znali da postoji A € K takav da je Aw = Aw. Dakle, tada su svi wektori iz W
svojstveni vektori operatora A.

Za A € 0(A) upotrebljavat ¢emo oznaku:

W(A) =N —A) ={veV;Av = \v}.

Dakle, V) (A) je potprostor koji se sastoji od svih svojstvenih vektora operatora
A za svojstvenu vrijednost .

Ako je W A—invarijantni potprostor od V, onda je restrikcija A|W € L(W).
Ocito je W (A|W) =W NVy(A)io(A|W) C o(A). Precizno:

o(A|W) ={X e a(A); WNVi(A) # {0}}.

Pretpostavimo da je V' = V; + Vs, pri ¢emu su Vi i Vo A—invarijantni pot-
prostori od V. Ako je e’ = {ej,ea,...,ex} bazaod Vi ie’ = {epi1,€p12,...,€n}
baza od Va, onda je e = {e1, ea,..., e, } baza od V. Nadalje, matrica A(e) ima u
u gornjem lijevom dijelu matricu (A|V7)(e’), u donjem desnom dijelu matricu
(A|V2)(e"), a ostali elementi su svi jednaki nuli:
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Op¢enitije, ako je V.= Vi + Vo + ... 4+ V;, pri ¢emu su svi potprostori V;
(j=1,2,...,5) A—invarijantni, neka je za svako j € {1,2,...,s} e\ baza od
V;. Neka je e baza sloZzena redom od tih baza eW e el Tada matrica
A(e) ima redom na dijagonali od gornjeg lijevog do donjeg desnog kuta matrice
(A | VD) (eM), (A | Va)(e®), ..., (A] Vi)(e®), a sve ostalo su nule. Posebno,
matrica operatora A je tim jednostavnija i tim je lakSe s njom rac¢unati ¢im je
finiji rastav prostora V u direktnu sumu A—invarijantnih potprostora. Najjed-
nostavnije je ako su svi potprostori jednodimenzionalni. Tada se odgovarajuéa
baza e sastoji od svojstvenih vektora operatora A i A(e) je dijagonalna matrica
sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali.

Neka je V = X + Y. Tada se svaki vektor v € V moze na jedinstven nacin
napisati u obliku v =x +y, z € X, y € Y. Stoga mozemo definirati P: V — V
relacijom P(v) = x. Ocito je

PeL(V), R(P)=X, N(P)=Y.
Nadalje,
X =R(P)={veV; Pv=u}

Tako definiran linearan operator P zove se projektor prostora V' na potprostor
X duz potprostora Y.
Propozicija 4.1 Operator P € L(V) je projektor ako i samo ako je P? = P.
Tada je V = R(P) + N(P) i P je projektor na R(P) duZ N(P).

Dokaz: Pretpostavimo da je P projektor na X duz Y. Tadaje V =X +Y

ivrijedi X = R(P)1Y = N(P). Za x € X je Pr = z. Prema tome, za
v=z+y,x € X, yeY, imamo

P?y = Pz =z = Pv.

To pokazuje da je P2v = PvVv € V, dakle P2 = P.

Obratno, pretpostavimo sada da je P2 = P i dokazimo da je P projektor na
R(P) duz N(P). Neka je v € R(P)N N(P). Tada je Pv =01 v = Pw za neki
w € V. Slijedi

0= Pv = P?>w= Pw=no.

Dakle, R(P) N N(P) = {0} pa je suma potprostora R(P) i N(P) direktna. Za
svaki v € V mozemo pisati v = Pv + (v — Pv); imamo Pv € R(P) i

P(v— Pv) = Pv — P?>v = Pv— Pv =0,
dakle v — Pv € N(P). Time je dokazano V = R(P) + N(P). Za x € R(P)
jex = Pzzaneki z € V, pa je Pr = P22 = Pz = z. Stoga za v € V,

v=x+y,z € R(P),y € N(P), imamo Pv= Pz + Py = x. Time je dokazano
da je P projektor na R(P) duz N(P).

Ako je P projektor onda je (I — P)? =1 —-2P +P?>=1— P, dakle I — P
je projektor. O¢ito je R(I — P) = N(P) i N(I — P) = R(P). Dakle, ako je P
projektor na X duz Y, onda je I — P projektor na Y duz X.
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Propozicija 4.2 Nekaje A € L(V) i W <V ineka je P € L(V) neki projektor
prostora V' na potprostor W. Potprostor W je A—invarijantan ako i samo ako
je AP = PAP.

Dokaz: Pretpostavimo da je potprostor W A—invarijantan. Neka je P
projektor na W duz nekog potprostora U (naravno, takvog daje V=W +U) i
neka je v € V. Neka su w € W iu € U takvi da je v = w + u. Tada je Pv = w,
pa je APv = Aw. Medutim, po pretpostavci potprostor W je A—invarijantan
pa je Aw € W. Dakle, za svaki v € V je APv € W. Kako je

W =R(P)={zxeV; Px=u}

zaklju¢ujemo da je PAPv = APv. To vrijedi za svaki v € V, dakle, PAP = AP.
Pretpostavimo sada da je AP = PAP. Zaw € W = R(P) je Pw = w, pa
zbog jednakosti AP = PAP zaklju¢ujemo

Aw = APw = PAPw € R(P) =W.

Dakle, potprostor W je A—invarijantan.

Propozicija 4.3 Neka je A € L(V), V. =W + U, i neka je P projektor na W
duz U. Tada vrijedi AP = PA ako i samo ako su i W i U A—invarijantni.

Dokaz: Ako su W i U A—invarijantni, onda iz propozicije 4.2 slijedi
AP = PAP i A(I - P)=(I—-P)A(I-P).
Iz druge jednakosti slijedi
A—AP=A—- AP — PA+ PAP, dakle PA=PAP.

Odatle i iz AP = PAP zakljutujemo da vrijedi AP = PA.

Pretpostavimo da je AP = PA. Tada je PAP = AP? = AP, pa po propozi-
ciji 4.2 zaklju¢ujemo da je potprostor W A—invarijantan. I — P je projektor na
U duz W. Imamo redom

(I-P)AI-P)=A—-PA— AP+ PAP=A—-PA=A—-AP=A(I - P).
Stoga je i potprostor U A—invarijantan.

Neka je
V=Wvi+...+V,
i neka je P; projektor na V; duz potprostora

Ui=Vi+...+Vioei+Viga +... 4+ Vs

Dakle, akojev e Viv=vi +... +vs, v1 € V1,...,v5 € V,, onda je Pv = v;,
pa slijedi
v=Pv+...+ Psv=(P1+...+ Ps)v.
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Kako to vrijedi za svaki v € V| zakljutujemo da je I = P; + ... Ps. Nadalje, za
v eV izai# jimamo Pjv € V; C N(F;), dakle P;Pjv = 0. To pokazuje da je
P,P; =0 za i # j. Zajedno sa P? = P; to moZemo pisati ovako:

Pin=5ijPi, i,jE{l,Q,...,S}.
Konacan niz operatora (P, ..., Ps) sa svojstvima
I:P1+...+PS, RPJZCS”P,L Vi,j€{1,2,...,5}

zove se dekompozicija jedinice. U tom sluc¢aju imamo rastav prostora V u
direktnu sumu potprostora:

V =R(P)+...+ R(P,).

Nadalje, svi potprostori R(P;) su A—invarijantni ako i samo ako operator A
komutira sa svim projektorima Py, ..., Ps.

Propozicija 4.4 Ako operatori A, B € L(V) komutiraju, AB = BA, onda su
potprostori R(B) i N(B) invarijantni s obzirom na operator A.

Dokaz: Ako je v € N(B) onda imamo BAv = ABv = 0, dakle, vrijedi
Av € N(B). Prema tome, potprostor N(B) je A—invarijantan.
Neka je v € R(B) i neka je w € V takav da je v = Bw. Tada je

Av = ABw = BAw € R(B).

Dakle, i potprostor R(B) je A—invarijantan.



Poglavlje 5

Nilpotentni operatori

Neka je V vektorski prostor i A € L(V') linearan operator. A se zove nilpo-
tentan operator ako za neki prirodan broj k vrijedi A¥ = 0. Naravno, tada
je A™ = 0 VYm > k. Najmanji prirodan broj p takav da je AP = 0 zove se
indeks nilpotentnosti operatora A; kazemo jo$ da je operator A nilpotentan
indeksa p. Naravno, vrijedi AP~! # 0. Indeks nilpotentnosti ne moze biti veéi
od dimenzije prostora V. To je neposredna posljedica sljedeée propozicije:

Propozicija 5.1 Neka je A € L(V) nilpotentan operator indeksa p i neka
je v € V takav da je AP~1v # 0 (tj. v € V\ N(AP71)). Tada su vektori
v, Av, A%, ... AP~y linearno nezavisni.

Dokaz: Neka je
apv + a1 Av + s A%v + ...+ ap_lAp_lv =0.
Ako na tu jednakost djelujemo s operatorom AP~!, dobivamo
AP o + a1 APv + ap AP o 4+ ap,lAQP*QU =0.

Medutim, A7 =0za j = p,p+1,...,2p — 2, pa slijedi apAP~ v = 0. Kako je
AP~1y £ 0, zakljucujemo da je ag = 0. Sada slijedi

a1 Av + apA?v + ..+ ap,lApflv =0.

Na tu jednakost djelujemo s operatorom AP~2. Slijedi oy AP~'v = 0, a odatle
a; = 0. Korak po korak primjenom operatora AP~3, AP=4 ... A, dobivamo da
suap =0,a3 =0, ..., ap—1 = 01i time je propozicija dokazana.

Na svakom kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru postoji nilpoten-
tan operator indeksa n = dim V. Doista, neka je e = {ej1, ea,...,e,} baza od V

i neka je A linearan operator na prostoru V zadan sa:

Ae1 =0, Aej =ej_1zaj=2,...,n.

o1
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Tada je A" =01 A" le; = e, # 0, dakle A”~! # 0. Prema tome A je operator
indeksa n. Matrica operatora A u bazi e, A(e) = [a;;] ima sve elementa jednake
nuli osim n — 1 elemenata na prvoj gornjoj paraleli uz glavnu dijagonalu gdje
su jedinice: a;; =0zaj# i+ 1, aji41 =1zai=1,2,...,n— 1. Ta se matrica
zove elementarna Jordanova klijetka n—tog reda i oznacava J,, :

0100 - 0

0010 - 0

000 1 - 0
Jn =

0000 -~ 1

(000 0 |

Ako je A € L(V) bilo koji nilpotentan operator indeksa n = dimV, izaber-
imo vektor v € V takav da je A" v # 0. Tada su po propoziciji 5.1 vektori
v, Av, A%v,..., A" v linearno nezavisni. Buduéi da ih ima n oni tvore bazu
od V. Numerirajmo ih u obrnutom redoslijedu: e; = A" Jv, 1 < j < n. Tada
je ocito Ae; =01 Ae; = ej_1 za j = 2,...,n. Stoga je matrica operatora A
u bazi e = {e1,ea,...,e,} upravo elementarna Jordanova klijetka n—tog reda:
Ale) = J,.

Teorem 5.1 Neka je A € L(V) nilpotentan operator indeksa n = dim V.

(a) Postoji baza e od 'V takva da je A(e) = Jp.

(b) Ako je B € L(V) takav da je AB = BA, onda postoji polinom P takav da
je B = P(A).

Dokaz: Tvrdnja (a) dokazana je prije iskaza teorema. Dokazimo tvrdnju
(b). Neka je e baza iz tvrdnje (a) i B(e) = [3;;]. Izracunavanjem elemenata
lijeve i desne strane matri¢ne jednakosti J, B(e) = B(e)J,, dobivamo:

Bit1,j = Bij—1, 1<i<n—-1, 2<j<m
Bi+11 =0, 1<i<n-—1; 0=/0n-1, 2<j<n.
Odavde slijedi:
ﬁij =0zaz1 >j; ﬁLj = ﬁQ,j-{-l =...= ﬁn—j—i—l,n zaj = 1,2,...,n.

Dakle, B(e) je gornjetrokutasta matrica koja na glavnoj dijagonali ima sve
elemente medusobno jednake, a isto vrijedi i za svaku paralelu iznad glavne
dijagonale. Stavimo 8; = (1, za j = 1,2,...,n. Uotimo da je (J,)? = A(e)!
matrica koja ima sve nule osim n — j elemenata na j—toj paraleli iznad glavne
dijagonale gdje su jedinice. Slijedi

B(e) = Bil(e) + B2A(e) + B3 A(e)” + ...+ FnA(e)" .

Dakle, ako definiramo polinom P()) s tim koeficijentima,

P =61+ B+ 8302 + ..+ B A"
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onda je B(e) = P(A(e)), dakle B(e) = P(A)(e), dakle B = P(A).

Ako je indeks nilpotentnosti operatora A € L(V) manji od dimV, onda
se prostor rastavlja u direktnu sumu A—invarijantnih potprostora na nacin da
su restrikcije operatora A na te potprostore nilpotentni operatori maksimal-
nih indeksa nilpotentnosti, tj. svaki je indeks nilpotentnosti jednak dimenziji
odgovarajuéeg invarijantnog potprostora. Precizno:

Teorem 5.2 Neka je A € L(V) nilpotentan operator indeksa p < dim V.

(a) Postoje A—invarijantni potprostori Vi, Va, ..., Vs prostora V takvi da je
V=WV+Va+...4+V; idaje za svako j operator A; = A|V; nilpotentan
indeksa p; = dim Vj.

(b) (Jedinstvenost) Broj potprostora u tom rastavu koji su dimenzije k jednak
je
r(AMY) 4 (AR — 2r(AF) (A° =1).

Dokaz: (a) Dokaz ¢emo provesti indukcijom po dim V. Situacija dim V = 1
je nemoguca, jer bi indeks nilpotentnosti morao biti 0, a za svaki operator A je
po dogovoru A = I # 0.

Neka je dim V' = 2 = indeks nilpotentnosti je 1 = A = 0. Tada svaki ras-
tav prostora u direktnu sumu dva jednodimenzionalna potprostora zadovoljava
tvrdnju. Time je baza indukcije dokazana.

Provedimo sada korak indukcije. Neka je n > 3 i pretpostavimo da je tvrdnja
(a) dokazana za sve vektorske prostore dimenzije manje od n. Neka je dim V' = n.
Izaberimo v € V takav da je AP~ v # 0. Tada je p—dimenzionalan prostor raza-
pet vektorima A7v, Vi = [{v, Av, A%v, ..., AP71y}], A—invarijantan i restrikcija
A; = A|V; je nilpotentan operator indeksa p; = p = dim V;.

Promatrajmo sada dualni prostor V' i dualni operator A’. Imamo

()" = (4¥y,

pa vidimo da je A’ nilpotentan operator istog indeksa p. Izaberimo f € V' takav
da je f(AP~1v) # 0. Tada je

(AP~ f)(v) = (AP o) £0,

dakle je (A")P~1f # 0. Primjena propozicije 5.1 na operator A’ € L(V’) i na
f € V' pokazuje da je potprostor

Y = [{fv Alfa (Al)Qfa SRR (Al)p_lf}]a

prostora V’ p—dimenzionalan. Nadalje, o¢ito je taj potprostor A’ —invarijantan.
Stavimo

X=Y'={weV;glw)=0VgeY}=
={weV;fw)=(Af)w) = ((4)f)w)=...= (A)P"f)(w) =0} =

= {we Vi f(w) = f(Aw) = f(A%w) = ... = f(AP~'w) = 0},
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Prema tvrdnji (¢) propozicije 2.6 nalazimo da je dimenzija potprostora X jed-
naka dim V—dimY = = n—p. Nadalje, potprostor X je A—invarijantan. Doista,
neka je w € X. Neka je g € Y. Tada je A’g € Y jer je Y A’—invarijantan, pa
slijedi g(Aw) = (A’g)(w) = 0. Dakle, g(Aw) = 0 Vg € Y, sto pokazuje da je
Aw € X, a kako je vektor w € X bio proizvoljan, dokazano je da je potprostor
X A—invarijantan. Neka je w € X N V;. Kako je w € V1, to je

w= oV +aAv+ ...+ ap_lA”_lv,

za neke skalare ag,o1,...,0p-1. Pretpostavimo da je w # 0 i neka je
j€{0,1,...,p— 1} najmanji indeks takav da je o; # 0. Dakle,

w = oszjv + ozj+1Aj+1v +...+ ap_lA”_lv.

Djelujemo li na lijevu i desnu stranu te jednakosti s operatorom AP~7~! dobi-
vamo _
APTIT 1y = ajApflv.

Kako je w € X, to vrijedi i AP~7~1w € X, jer je potprostor X A—invarijantan.
Buduéi da je a; # 0, iz gornje jednakosti slijedi AP~ 'v € X. Kako je X = Y?°
i f €V slijedi f(AP~'v) = 0, a to je u suprotnosti s izborom funkcionala
f- Ova kontradikcija pokazuje da je naSa pretpostavka w # 0 bila pogresna.
Zakljuéujemo da mora biti w = 0. Time je dokazano da je X NV; = {0}. Dakle,
suma potprostora X i V; je direktna. Sada je

dim(Vi14+ X) =dimV;+dimX =p+(n—p)=n=dimV, = WV{+X =V

Stavimo sada B = A | X. Tada je operator B € L(X) nilpotentan, jer je
BP = AP | X = 0. Neka je p2 < p indeks nilpotentnosti operatora B. Ako je
p2 = dim X, dokaz je gotov uz s = 2, Vo = X. Ako je p2 < dim X, primijenimo
pretpostavku indukcije na operator B, $to mozemo jer je dim X < n. Slijedi
da postoje B—invarijantni potprostori Va,..., Vs od X (dakle, A—invarijantni
potprostori od V) takvi da je X = Vo + ... + V5 i da je svaka restrikcija
B|V; = A|V; (2 <j < s) nilpotentan operator indeksa p; = dim V. No
tada je

V=Wi+V+.. +V,

i time je tvrdnja (a) dokazana.
Dokazimo sada tvrdnju (b). Ocito je

r(A) =r(A1) +r(A2) + ...+ r(As)
i za svaku potenciju k > 0 vrijedi
r(A%) = (A7) +r(A5) + ...+ (A7),
Dakle je:

T(AkJrl) + T(Akfl) N 27”(Ak) _ i[r(A§+1) + T(A;?_l) _ 27”(14?)]

j=1
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Izra¢unajmo r(Af ). Operator A; je nilpotentan maksimalnog indeksa
p; = dimVj, pa on u nekoj bazi za matricu ima elementarnu Jordanovu kli-
jetku p;—tog reda. Stoga treba izracunati rang bilo koje potencije elementarne
Jordanove klijetke J, r—tog reda. Matrica J* ima sve elemente jednake nuli
osim 7 — k jedinica na paraleli s glavnom dijagonalom. Dakle, r(J*) = r — k za
k=0,1,...,7 i, naravno, r(J¥) = 0 za k > r. Dakle, za k < p; je

r(AMEY) (AN —2r(AR) = pj — k — 14+ p; — k+1— 2p; + 2k = 0;
za k =p; je
r(APTY 4 (AP T —2r(AP) =0+ 1-2.0=1;
za k > p; je
r(AB) (AN —2r(Af)y =0+0-2-0=0.

Odatle je

A (A =20(4Y) = SIS (A —2r(A)] = [4G: by = B

j=1
a to je upravo tvrdnja (b).

Dokazani teorem pokazuje da za svaki nilpotentan operator A na kona¢nodi-
menzionalnom vektorskom prostoru V postoji baza e od V takva da je matrica
A(e) blok—dijagonalna i na dijagonali su joj blokovi koji su elementarne Jor-
danove klijetke, s tim da je format najveée od njih p x p, gdje je p indeks nilpo-
tentnosti operatora A. Drugim rije¢ima, matrica A(e) ima sve elemente jednake
nuli osim na prvoj gornjoj paraleli uz glavnu dijagonalu gdje su rasporedene
jedinice i nule (najprije p; — 1 jedinica, p; = p, zatim jedna nula, zatim ps — 1
jedinica, p» < p1, zatim jedna nula, zatim ps — 1 jedinica, ps < po, itd. i na
koncu ps; — 1 jedinica).
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Poglavlje 6

Fittingova dekompozicija

Neka je V' vektorski prostor i A € L(V'). Tada jezgre potencija operatora A
¢ine rastudi niz potprostora:

N(A) C N(A®) T N(A3C .- :
a njihove slike padajuéi niz:
R(A) D R(A>) D R(A*) D -+ :
Ako na nekom mjestu u jednom od tih nizova potprostora vrijedi znak jed-
nakosti, onda se taj niz stabilizira na tom mjestu:
Propozicija 6.1 Neka je V wvektorski prostor i A € L(V).
(a) Ako je k >0 takav da je N(A*) = N(AkTY), onda je N(A™) = N(A*) za
svaki m > k.
(b) Ako je k > 0 takav da je R(AF) = R(A**), onda je R(A™) = R(AF) za
svaki m > k.

Dokaz: (a) Dovoljno je dokazati da je N(A¥T2) = N(A*+1) jer tada tvrdnja
slijedi indukcijom u odnosu na m > k. O¢ito je N(A¥+2) D N(A**1). Dokazimo
i obrnutu inkluziju. Neka je v € N(A¥*2). Tada imamo

0= A2y =AM (Ay) = Ave NA)=N4AY) =
— 0= AF(Av) = Ay —  ve N4,

Dakle, vrijedi i N(A**2) C N(AF+1).

(b) Analogno, dovoljno je dokazati R(A**1) C R(A**+2). Neka je ve R(AF*1)
i neka je w € V takav da je v = A*lw = A(AFw). Imamo A*w € R(AY), pa
zbog pretpostavke da je R(AF) = R(A*1) zakljucujemo da je A¥w € R(AFTY).
Dakle, postoji u € V takav da je A*w = AF*+1y. Slijedi

v =AM (w) = A(ARw) = A(AM ) = AFF2u e R(AFT2).

Time je dokazana i obrnuta inkluzija, dakle, R(A*T1) = R(A**+2).

o7
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Ako je prostor V kona¢nodimenzionalan, niz jezgara (odnosno, slika) poten-
cija operatora A ne moze biti striktno rastuéi (odnosno, striktno padajuéi), jer
svaki sljedeéi striktno veéi (odnosno, striktno manji) ¢lan ima dimenziju veéu
(odnosno, manju) barem za 1. Stoga postoje £ < dimV ir < dimV takvi da
vrijedi N(A™) = N(A*) Ym > ki R(A™) = R(A") Ym > r.

Teorem 6.1 Neka je V # {0} vektorski prostor i A € L(V). Pretpostavimo da
postoje k i r takvi da je N(A¥) = N(AF*1) § R(A™) = R(A™) i neka su k ir
najmangi takvi. Tada vrijedi k =r i V = N(A*) + R(AF).

Dokaz: Razmatrat ¢emo posebno sluc¢aj konaé¢nodimenzionalnog prostora V,

jer nas taj sluc¢aj najvise zanima i jer je dokaz u tom slucaju znatno jednostavniji.
Po teoremu o rangu i defektu (teorem 2.3) vrijedi jednakost

dim N (A7) + dim R(A7) = dimV V5,
dakle vrijedi:
N(A7) = N(A7H) — R(A7) = R(ATTH).

Stoga je ocito k = r (i taj je broj < dim V). Neka je v € N(A¥F) N R(A¥). Tada
je v = A*Fw za neki w € V. Medutim,

0=AF =A%y = weNA*)=NAU4U") = v=4Aaw=0

Dakle, N(A*) N R(A*) = {0}. Stoga je suma potprostora N(A¥) i R(A*) direk-
tna, a odatle i iz teorema o rangu i defektu slijedi

dim(N (A%) + R(A¥)) = dim N (4%) 4 dim R(A*) = dim V.

Dakle, V = N(A*) + R(A*).

Dokazimo sada teorem i u opéem slucaju, tj. bez pretpostavke da je prostor
V' konac¢nodimenzionalan.

Ako je k = 0 ocito je r > k. Pretpostavimo da je k > 1. Neka je
v € N(AF)\ N(AF1), dakle A¥v = 01 A¥~1v # 0. Pretpostavimo da je r < k,
tj. R(AF=1) = R(A¥). Tada postoji w € V takav da je A¥~1v = AFw. Slijedi

0=Af=A"1y — weNATH=NU") = A=A =0

suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka r < k
bila neto¢na, pa zakljucujemo da mora biti r > k.
Ako je r = 0 ocito je k > r. Pretpostavimo da je r > 1. Neka je
v € R(A"™1) \ R(A"). Tada je v = A" 'w za neki w € V. Stavimo u = Av.
Tada je
u=A"w € R(A") = R(A™1),

pa postoji x € V takav da je u = A" "1z, Stavimo y = Az — w. Tada je

Ay=A""y —A"w=u—-u=0 i A ly=A"2 — A" lw=A"z—0v #0,
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jer v € R(A™). Prema tome je y € N(A") \ N(A""1). To pokazuje da je
N(A™1Y) C N(A"), dakle k > r.

Dvije dokazane nejednakosti 7 > k i k > r daju jednakost k = 7.

Dokaz da je N(A¥) N R(A*) = {0} nije koristio pretpostavku kona¢nodi-
menzionalnosti, pa vrijedi i u opéem sluéaju. Dakle, suma potprostora N(A¥)
i R(AF) je direktna. Neka je v € V. Tada je

Ak’l) c R(Ak) _ R(AQk) _ AkR(Ak),

pa postoji w € R(AF) takav da je A¥v = A*w. Stavimo v = v — w. Tada je
Aky = ARy — APw = 0, dakle, u € N(A*). Prema tome, vrijedi

v=u+w, wecR(A"), uecN(A").
Time je dokazano da je V = N(A*) + R(A¥).

Neka je V' # {0} konac¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V).
Broj k iz teorema 6.1 zove se nilindeks operatora A i oznatava sa v(A).
Imamo v(A) < dimV. Ako je v(4) > 0, tj. ako A nije regularan, onda vri-
jedi N(A*A=1) ¢ N(A¥A); stovise, vrijedi N(A7~1) € N(A7) Vj < v(A);
takoder, R(A7) C R(A771) Vj < v(A).

Za konac¢nodimenzionalan vektorski prostor V, za A € L(V) i za k = v(A),
potprostor VO(A) = N(A*) zove se Fittingova 0—komponenta prostora V,
a V(A) = R(A¥) zove se Fittingova 1—komponenta prostora V (u odnosu
na operator A). Rastav

V=V4)+Vi4)

zove se Fittingova dekompozicija prostora V' u odnosu na operator A.
Operator A|V?(A) je Fittingova 0—komponenta operatora A, a A|V1(A)
je Fittingova 1—komponenta operatora A.

Teorem 6.2 Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V) i
neka je k = v(A).

(a) Restrikcija A|V°(A) je nilpotentan operator indeksa k. Ako je W potpros-
tor od V koji je A—invarijantan i takav da je restrikcija A|W nilpotentan
operator, onda je W C VO(A).

(b) Restrikcija A|V(A) € L(V1(A)) je regularan operator. Ako je W pot-
prostor od V' koji je A—invarijantan i takav da je A|W € GL(W), onda
je W C VI(A).

Dokaz: (a) Za C = A| V°(A) ocito vrijedi C¥ = 0 i C*~! # 0. Dakle,
operator C' je nilpotentan indeksa k = v(A). Pretpostavimo sada da je W
A—invarijantan potprostor od V takav da je operator D = A|W nilpotentan,
D7 =0. Tada je AJw = 0 Yw € W, pa slijedi da je W C N(A7) C VO(A).

(b) Imamo

AVY(A) = AR(A*) = R(AM) = R(AF) = V1(A).
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Dakle, A|V1(A) je surjektivan operator, a kako se radi o konaénodimenzional-
nom prostoru slijedi da je E € GL(V!(A)). Pretpostavimo sada da je potprostor
W A—invarijantan i takav da je operator A|W regularan, A|W € GL(W). Tada
imamo redom

AW =W = AW=WVY] = WCRA)Y] = W CVHA).

Time je teorem u potpunosti dokazan.



Poglavlje 7

Jordanova forma matrice
operatora

Neka su P(A) i Q(XA) polinomi. Ako je polinom P(A) djeljiv s polinomom
Q(N), tj. ako postoji polinom R(\) takav da je P(A) = R(A)Q(N), redi éemo jos
da polinom Q()) dijeli polinom P()) i pisati Q(\)| P()\).

Reéi ¢emo da su polinomi P(A) i Q(X) relativno prosti, ako ne postoji
polinom stupnja > 1 koji dijeli i P(\) i Q(N).

Opisat ¢emo sada tzv. Euklidov algoritam koji se temelji na postupku dije-
ljenja polinoma s ostatkom. Ako polinom P()) nije djeljiv s polinomom Q()),
onda postoje polinomi S1(\) i Ri()\) takvi da je

P(A) = S1(N)Q(A) + Ri(N), deg R1 () < deg Q(N).
Ako Q(X) nije djeljiv s Ri(A), onda postoje polinomi S3(A) i Ra(A) takvi da je
Q(A) = S2(A)R1(N) + Ra(N), deg Ra2(\) < deg R1(N).
Ako R;()) nije djeljiv s R2()\), onda postoje polinomi S3(\) 1 R3(\) takvi da je
Rl()\) = Sg()\)RQ()\) + Rg()\), deg Rg()\) < deg Rg()\)
U svakom ovakvom koraku stupanj ostatka je striktno manji nego stupanj pret-
hodnog ostatka. Prema tome, opisani postupak ne mozemo nastavljati u ne-
dogled, nego ¢e se nakon kona¢no mnogo koraka dogoditi da ostatak dijeli
prethodni ostatak. Drugim rije¢ima, za neki k£ postoje netrivijalni polinomi

S1(A), S2(A), ..., Sg41 1 netrivijalni polinomi Ry(\), R2(N), ..., Rp(A\) takvi da
je

deg R1(\) > deg Ra(A) > -+ > deg Ri—1 > deg Ri(N\) >0

61
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i da vrijedi sljededi sustav jednakosti
PN = Si(ANQM) + Ra(X)

QM) = Sa(NRi( (
Ri(A) = S3(M)R2(A) + Rs(})

Rii(A) = Si(MR;A) + Rjpa(A)
Rip—2(A) = Sk(MRp—1(N\) + Rr(N)
Rei(N) = Sipi(\NBRe(N).

Racunski postupak opisan gornjim sustavom zove se Euklidov algoritam. Ako
vrijedi Q(A)| P()), algoritam zavrsava ve¢ u prvom koraku, tj. Rq(A) = 0.

Primijetimo sada da, krenu$i u gornjem sustavu od posljednje jednakosti
prema prvoj, redom zakljucujemo:

Ri(N)|Re-1(A) = Re(N)[Rp—2(V) =

— R(N)|R()) = RN[QM) = Re(N)[P(A).
Dakle, polinom Ry (A) dijeli i polinom P(A) i polinom Q(A).
Pretpostavimo sada da polinom R(A) dijeli i P(A) i Q(A). Krenusi od prve
jednakosti u gornjem sustavu prema pretposljednjoj sada redom zaklju¢ujemo:
RA)R1()) = RA)|R()) = RQA)|R:(N) =
Na taj nacin smo dokazali:

Propozicija 7.1 Neka su P()\) i Q(X) polinomi. Postoji polinom M(X) sa
sljedeéim svojstvima:
(@) M(A)[P(X) i M(A)[Q(N).
(b) Ako je R(\) polinom takav da R(N)|P(A) i R(\)|Q(X) tada R(X)| M(A).
Polinom M () sa svojstvima (a) i (b) iz propozicije 7.1 zove se najveéa za-
jednicka mjera polinoma P(\) i Q(\). Euklidov algoritam je efikasan ra¢unski
postupak za pronalazenje najvete zajednicke mjere bilo koja dva polinoma.
Ocito su sve najvedée zajednicke mjere zadanih polinoma P(\) i Q(A\) medusobno

proporcionalne i toéno jedna medu njima je normirana. Jedinstvenu normiranu
zajednicku mjeru polinoma P()A) i Q(\) oznacavat ¢emo sa (P(X), Q(N)).

Teorem 7.1 Neka su P(\) i Q(\) polinomi.
(1) Postoje polinomi A(X\) i B(\) takvi da je
(P(A), Q) = AN PN + BAQN).
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(2) Slhjedeéa su tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Polinomi P(X\) i Q(\) su relativno prosti.

(b) (P(A),Q(N) =1.
(c) Postoje polinomi A(N) i B(X\) takvi da je A(N)P(A\)+B(MN)Q(N) = 1.

Dokaz: (1) Krenuvsi od prve prema pretposljednjoj jednakosti u sustavu
koji opisuje Euklidov algoritam korak po korak nalazimo da za svaki j postoje
polinomi A;(A) i B;(A) takvi da vrijedi Rj(A) = A;(A)P(X) +A4;(M)Q(A). Time
je tvrdnja (1) dokazana, jer je Ri(A) najveca zajednicka mjera, dakle polinom
proporcionalan polinomu (P (M), Q()\)).

(2) Pretpostavimo da su polinomi P(A) i Q(\) relativno prosti. To znaci da
su samo polinomi stupnja nula, tj. konstante, istovremeni djelitelji polinoma
P(A) i Q(N). Dakle, (P(X),Q(N\)) = 1. Time je dokazano da iz (a) slijedi (b).
Nadalje, iz tvrdnje (1) vidimo da iz (b) slijedi (¢). Napokon, pretpostavimo da
vrijedi (¢). Neka je R(\) polinom koji dijeli i P(A) i Q(X). Tada iz (c) slijedi
da R(X) dijeli A(A)P(X) + B(A)Q(A) = 1. Odatle slijedi da je stupanj polinoma
R()) jednak nuli, tj. R()) je konstanta. To znaci da ne postoji polinom stupnja
> 1 koji dijeli i P(\) i Q(\), dakle P()\) i Q(A) su relativno prosti. Time je
dokazano da iz (c) slijedi (a).

Ako je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V') onda za svaki
polinom P(\) operator A komutira s P(A), dakle prema propoziciji 4.4 potpros-
tori N(P(A)) i R(P(A)) su A—invarijantni. Sljede¢a propozicija pokazuje da
time nista ne dobivamo ako su polinomi P(\) i pa(A) relativno prosti.

Propozicija 7.2 Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor nad po-
liem K, A € L(V) i neka je P(\) polinom. Tada su sljede¢a dva svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a) Polinomi P(X) i pa(\) su relativno prosti, tj. (P(A),pa(A)) = 1.
(b) Operator P(A) je regularan, tj. N(P(A)) ={0} i R(P(A)) =V.

Dokaz: Pretpostavimo da su polinomi P(\) i pa(A) relativno prosti. Tada
prema tvrdnji (2) teorema 7.1 postoje polinomi Q(A) i R(\) takvi da je

QNP + R(N)pa(A) = 1.
Uvrstavanjem operatora A slijedi

Q(A)P(A) + R(A)pa(A) = 1.
Kako je 114(A) = 0 dobivamo

Q(A)P(A) = P(A)Q(A) = I.

Dakle, operator P(A) je regularan. Time je dokazana implikacija (a) = (b).
Pretpostavimo sada da je operator P(A) regularan. Treba dokazati da su
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tada polinomi P(A) i pa(A) relativno prosti. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji polinom Q(A) stupnja veéeg od nule koji dijeli i P(A\) i pa(A). Neka su
R(N\) i S(A) polinomi takvi da je P(A) = Q(A)R(A) i ua = Q(A)S(A). Tada
je P(A) = Q(A)R(A), pa iz regularnosti operatora P(A) slijedi da je i opera-
tor Q(A) regularan. Kako je 0 = pa(A) = Q(A)S(A), regularnost operatora
Q(A) ima za posljedicu da je S(A4) = 0. No to je nemoguce zbog tvrdnje (a)
teorema 3.1 1 zbog deg S(A) < deg p14(A). Ova kontradikcija pokazuje da je pret-
postavka da P(\) i pa(\) nisu relativno prosti bila pogresna, pa zaklju¢ujemo
da je (P(A),a(A)) = 1. Time je dokazana i obrnuta implikacija (b) = (a).

Ukoliko se polinom P moze rastaviti u produkt relativno prostih polinoma,
potprostor N(P(A)) rastavlja se u odgovarajuéu direktnu sumu potprostora:

Propozicija 7.3 Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V),
i neka su P(N\), Q(N\) i R(\) polinomi takvi da je P(X\) = Q(A\)R(N) i da su Q(N)
i R(X\) relativno prosti. Tada je
N(P(A)) = N(Q(A)) + N(R(A)).
Dokaz: Buduéi da su Q(A) i R()) relativno prosti, prema tvrdnji (2) teo-
rema 7.1 postoje polinomi S(A) i T(A) takvi da je
1=5SM)QMN)+TNR(N) = I=SAQA)+TAR4A) =

= v=5A)QAv+T(A)R(A)w, YveV.
Posebno, ako je v € N(P(A)), stavimo y = S(A)Q(A)v i x = T(A)R(A)v.
Slijedi v = x + y i pri tome imamo

QA = QUAT(AR(A) = T(AP(A =0 = o N(Q(4)),

R(A)y = R(A)S(A)Q(A)w = S(A)P(Ajw =0 = ye N(R(A)).
Time je dokazano da je N(P(A)) C N(Q(A)) + N(R(A)), a kako su N(Q(A)) i
N(R(A)) otito sadrzani u N(P(A)), zaklju¢ujemo da je

N(P(A)) = N(Q(A)) + N(R(A)).

Treba jos dokazati da je ta suma direktna. Neka je v € N(Q(A))NN(R(A)).
Tada je Q(A)v = R(A)v = 0, pa slijedi v = S(A)Q(A)v + T(A)R(A)v = 0.
Dakle, N(Q(A)) N N(R(A)) = {0}, odnosno,

N(P(A)) = N(Q(A)) + N(R(A)).

Za dokaz osnovnog teorema 7.2 o redukciji linearnih operatora treba nam
jos jedna ¢injenica o polinomima:

Lema 7.1 Neka su P(\), Q(\) i R(\) polinomi takvi da su P(X\) i Q(X\) re-
lativno prosti i da su P(\) i R(\) relativno prosti. Tada su polinomi P(X) i
Q(N)R(A) relativno prosti.
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Dokaz: Prema tvrdnji (2) teorema 7.1 iz pretpostavke slijedi da postoje
polinomi A(X), B(A), C(A\) i D(X) takvi da je

ANPON) +BNQN) =1 i CAPA) +DNR(N) = 1.
Definiramo sada polinome E(\) i F()\) na sljedeéi nacin:
E(\) = AN)CNPA)+ANDNRMN+BNCNQMN),  F(\) =B\D(N).
Izostavljajuéi oznaku A za varijablu polinoma tada imamo redom

EP + F(QR) = ACP? + ADRP + BCQP + BDQR =

— (AP)(CP)+(AP)(DR)+(BQ)(CP)+(BQ)(DR) = (AP+BQ)(CP+DR) = 1

Ponovnom primjenom tvrdnje (2) teorema 7.1 zakljuéujemo da su polinomi P(\)
i Q(A)R(A) relativno prosti.

Teorem 7.2 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V).
Pretpostavimo da je

HaN) = (V) - () - (V) (5> 2)

pri cemu su 1 (X), p2(X), ..., us(X) normirant polinomi takvi da su pu;(X) 4 g5 (N)
relativno prosti za i # j. Stavimo V; = N(p;(A)) za j=1,2,...,s.

(a) Swaki od potprostora V; je A—invarijantan.
(0) V=VitVat itV

(¢) Za svaki j vrijedi juj(N) = pajv;, tj. p;(A) je minimalni polinom restrikcije
A|V;.

Dokaz: Tvrdnja (a) je neposredna posljedica propozicije 4.4.

Dokaz tvrdnji (b) i (¢) provest éemo matemati¢ckom indukcijom u odnosu na
s> 2.

Baza indukcije: Pretpostavljamo da je s = 2, tj. da je pa(A) = u1(A) -
p2(N) idasu pg(A) 1 pe(A) normirani polinomi koji su relativno prosti. Sada iz
propozicije 7.2 slijedi

N(ua(A)) = N(pu(A)) + N(p2(4)),

a to je upravo tvrdnja (b) jer je pa(A) =0, dakle N(ua(A)) = V.

Dokazimo da vrijedi i tvrdnja (¢) u slu¢aju s = 2. Stavimo 4; = A | V].
Za bilo koji v € Vi vrijedi p1(A)v = 0. Medutim, u1(A4) | Vi = pi(41), pa
zaklju¢ujemo da je u1(Aq)v =0 Vo € Vq, dakle p1 (A1) = 0. Primjenom tvrdnje
(c) teorema 3.1 na operator A; zakljucujemo da je polinom gy (A) djeljiv s mi-
nimalnim polinomom g4, (A) operatora Ay, tj. vrijedi pa, (A) | u1(N). Nadalje,
stavimo P(A) = pa, (Mp2(XN). Za v € V4 sada imamo

P(A)v = P(A1)v = pa, (A1)p2(41)v =0, jer je a, (A1) =0.
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Takoder, za v € V5 imamo
P(A)v = pa, (A)p2(A)v =0, jerje v € Vo= N(u2(A4)).

Dakle, vrijedi P(A)|V1 =01 P(A)|Va =0, a kako je V = Vi + V2 zaklju¢ujemo
da je P(A) = 0. Ponovnom primjenom tvrdnje (¢) teorema 3.1, sada na operator
A, nalazimo da polinom g4 () dijeli polinom P(\). Dakle, postoji polinom Q(X)
takav da je P(A) = pa(NQ(N). To zmaci da je jua, (Mp2(\) = o (N2 (NQ(N),
pa slijedi pa, (A) = p1(A)Q(N). Time smo dokazali da vrijedi p1(A) | pa, (N) i
ta, (A) ] p1(N). Buduéi da su polinomi g4, (M) 1 g1 (A\) normirani, zaklju¢ujemo da
je p1(N) = pa, (A) = pajv, (A). Sasvim analogno nalazimo i p2(X) = pajv, (A).

Time smo dokazali da tvrdnje (b) i (¢) vrijede ako je s = 2, odnosno, u
potpunosti je proveden dokaz baze indukcije.

Korak indukcije: Pretpostavimo sada da je s > 3 i da su tvrdnje (b) i (c)
dokazane u slucaju rastava minimalnog polinoma u produkt s — 1 normiranih
relativno prostih polinoma. Stavimo sada p' = pa(A)---us(A), V! = N(u/'(A))
i A= A|V'. Iz leme 7.1 slijedi da su polinomi u1(X) i p/(X) relativno prosti.
Prema dokazanoj bazi indukcije slijedi da je

V=iV, ) = pap(N) 1 @) = par ().
Sada iz pretpostavke indukcije slijedi da je
Vi=Vad- 4V, dakle V=V, +Vat--- 4V,
idaje
1 (A) = parpv;(A) = pap;(A) za j=2,...,s,
dakle,
M](A) - ,LLA\V,(A) za j=1,2,...,s.

Time je korak indukcije proveden, pa je teorem u potpunosti dokazan.

Napomena. Fittingova dekompozicija moze se provesti i pomocu teorema
7.2. Doista, ako 0 nije u o(A), tj. 0 nije nultocka od p4(\), onda je po teoremu
3.2 operator A regularan, dakle V°(A) = {0} i V1(A) = V. Ako je 0 k—struka
nultocka polinoma jz4(\), onda je a4 = A*v/(X) i v(0) # 0. Tada su polinomi N i
v relativno prosti, pa zbog tvrdnje (b) teorema 7.2 vrijedi V = N(A*)+ N (v(A)).
Operator A | N(A¥) je ocito nilpotentan. Nadalje, po tvrdnji (c) teorema 7.2
je taNway(A) = v(A) i v(0) # 0, pa po teoremu 3.2 slijedi da je operator
A| N(v(A)) regularan. Dakle, VO(A4) = N(A*) i V! = N(v(A)). Kako su
polinomi A i v()\) relativno prosti, postoje polinomi P()\) i Q()\) takvi da je
MNeP(A) + v(A\)Q(A) = 1. Dakle, A*P(A) + Q(A)v(A) = I. Iz te jednakosti
zakljuéujemo

vENW(A) = v=A"P(Aw+ Q(Aw(Aw = A*P(A)w = v € R(A"),

dakle, N(v(A)) C R(AF). Medutim, kako je V = N(A¥)4N(v(A)), po teoremu
2.3 o rangu i defektu primijenjenom na operator A* slijedi

dim N(v(A)) = dim V — dim N(A*) = dim R(A").



67

Odavde i iz N(v(A)) C R(A*) zakljuéujemo da je N(v(A)) = R(A¥). Dakle,
V1(A) = R(AF).

Razmotrimo sada posebno slucaj kada je polje K algebarski zatvoreno, npr.
K = C. Tada svaki nekonstantan polinom ima nultocku. Ako je a; nultocka
polinoma P (), tj. ako je P(«1) = 0, onda je polinom P()) djeljiv s polinomom
A — a3. Doista, ako provedemo postupak dijeljenja polinoma P(\) s polinomom
A — a stupnja 1 dolazimo do jednakosti oblika P(A\) = (A — a1)Q(X\) + R(A),
pri ¢emu je deg R(A) < 1, dakle, R()\) je konstanta, R(\) = o € C. Ako u
jednakost

PO = (- a1)Q() +a

uvrstimo A = ag, slijedi @ = 0. Dakle, P(A) = (A — a1)Q(A). Ukoliko je
deg Q(A) > 1, onda i polinom Q(A) ima neku nultocku ae, pa slijedi
P(A\) =\ —a1)(A—a2)R(N),

za neki polinom R()) stupnja deg P(\) — 2. Nastavimo li taj postupak dolaz-
imo do n = deg P(\) nultocaka {a1,as,...,a,} polinoma P(A) i do konstante
a € C, a#0, takvih da je

PN =a-(A—a1)- (A—aa) - (A= an).

Medu nultockama aq, as, .. ., a, moze biti i medusobno jednakih, odnosno neke
nultocke polinoma P(\) mogu biti visestruke. MoZemo pretpostaviti da smo
numeraciju nultoc¢aka proveli tako da su aq,...,as medusobno razli¢ite i da su
Qptly .- 0 € {ai,...,as}. Ako je jo§ k tome polinom P(\) normiran, onda
za neke prirodne brojeve p1, ..., ps vrijedi

PN =\ —a1)” (A —az)?? - (A — a,)P, Qi A oy za i .
Naravno, tada je deg P(\) =p1 +p2+ -+ + ps.

Neka su sada «, 8 € C, a # 3. Tada za polinome

1 B+1 . 1 a+1
afﬂ)\_afﬂ i B(A)_——ailAjLaiﬂ

AN =

nalazimo

A=fF-1)A—-a)—-A—a-1)(A-¢
AN~ 0) + B~ ) = ¢ Jrza) e UB-A
M —(a+B+DA+aB+1) =N+ (a+B+ 1A= Ba+1)
a—p
Iz tvrdnje (2) teorema 7.1 slijedi da su polinomi A — « i A — (3 relativno prosti
ako su a1 § medusobno razli¢iti. Prema lemi 7.1 i bilo koje potencije (A — a)?
i (A — )7 su relativno prosti polinomi.

=1.
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Neka je sada V kompleksan kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i
A € L(V). Neka je 0(A) = {a1,a9,...,as} pri ¢emu je a; # o za i # J.
Tada su ag, s, ..., as sve medusobno razlic¢ite nultocke minimalnog polinoma
a(X) operatora A i prema pretodnom razmatranju imamo

pa(A) = (A=) (A —ag)? - (A — ay)™

za neke prirodne brojeve pi,po,...,ps. Nadalje, vidjeli smo da su za ¢ # j
polinomi (A — a;)P¢ i (A — ;)P7 relativno prosti. Stavimo V; = N ((A — «;)P7).
Po teoremu 7.2 tada su Vi, Vs, ..., Vi A—invarijantni potprostori i vrijedi:

V=wn+V+- -4V, pa;(N) = (A=a;)P za A;=A|V;, j=1,2,... 5.

Kako je (A — ;)P minimalni polinom operatora A; = A|Vj, zakljuéujemo da je
operator A; —a; Iy, nilpotentan (Iy, je oznaka za jedini¢ni operator na prostoru
V;) i da mu je indeks nilpotentnosti jednak p;. Prema teoremima 5.1 i 5.2 slijedi
da u nekoj bazi e() potprostora Vj operator A; — a;ly, ima matricu koja je
blok—dijagonalna, a svaki blok na dijagonali je elementarna Jordanova klijetka,
s tim da najveca od tih klijetki ima format p; x p;. Tada i operator A; ima u
toj bazi blok—dijagonalnu matricu, a blokovi na dijagonali su oblika:

aj 1 0 0 0

0 a; 1 0 0

0 0 o 0 0

0 0 0 a; 1
L0 0 0 0 a |

Na taj nacin dokazali smo teorem o Jordanovoj formi matrice linearnog opera-
tora:

Teorem 7.3 Neka je V konacénodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski
zatvorenim poljem K (npr. K = C) i neka je A € L(V'). Neka je

o(A) ={ai,a9,...,as}, a; #ap za §F k.
Dakle,
pa(A) = A =—a)PP(A—az)P? - (A — ag)Ps, P1,D2s -+ -,k € N.
Stavimo
Vi=N(A-alj)7),  A;=AlV;,  Bj=4;-a;l;

(I; je jediniéni operator na prostoru V;). Bj je nilpotentan operator indeksa
pj. Postoji baza e prostora V' (sastavljena redom od baza e @ el) pot-
prostora Vi, Va, ..., Vi) u kojoj operator A ima blok—dijagonalnu matricu (tzv.
Jordanova forma matrice operatora A) ¢iji su blokovi a;I;(e9)) + B;(eW)),
1 < j < s. Nadalje, svaka matrica Bj(e(j)) je blok—dijagonalna i blokovi su joj
elementarne Jordanove klijetke od kojih najveéa ima format p; X p;.



Poglavlje 8

Unitarni prostori

U ovoj tocki polje K nad kojim promatramo vektorske prostore ¢e stalno
biti ili polje R realnih brojeva ili polje C kompleksnih brojeva. Vektorski pros-
tor nad poljem R obi¢no se zove realan vektorski prostor, a nad poljem C
kompleksan vektorski prostor.

Skalarni produkt na vektorskom prostoru X je preslikavanje
() XxX—-K

(svakom uredenom paru vektora (z,y) € X x X pridruzen je skalar (z|y) € K)
sa sljede¢im svojstvima:
linearnost u prvoj varijabli:

(Az + pylz) = A(z|2) + pylz), A\p€ K, x,y,2 € X;

hermitska simetrija:

(aly) = (o), @y eX;

(u slucaju K = R svojstvo je (z|y) = (y|x) i kracde se zove simetrija)

pozitivnost:

(zlz) >0, € X;
definitnost:
(zlx) =0 — x=0.

Vektorski prostor na kome je zadan skalarni produkt zove se unitaran prostor.
Skalarni produkt je zbog li-nearnosti u prvoj varijabli i zbog hermitske simetrije
antilinearan u drugoj varijabi: (z|\y + py) = Mz|y) + (z|2); u slucaju K = R
imamo linearnost i u drugoj varijabli: (z|\y + uz) = A(zly) + p(x|z). Preslika-
vanje V xV — K zove se bilinearno ako je linearno i u prvoj varijabli i u drugoj
varijabli; ako je V kompleksan vektorski prostor, preslikavanje V x V — C zove
se seskvilinearno ako je linearno u prvoj varijabli i antilinearno u drugoj var-
ijabli. Dakle, skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru je bilinearan, a
na kompleksnom vektorskom prostoru seskvilinearan.
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U unitarnom prostoru skalarni produkt dviju linearnih kombinacija moze se
racunati ¢lan po ¢lan:

n
( > aja;
=1

> ﬁkyk) SO aiB(lyr)-
=1

j=1k=1

Teorem 8.1 Neka je X wunitaran prostor. Za x € X stavimo ||z|| = +/(z|x)
(nenegativan drugi korijen). Tada funkcija x — ||z|| s vektorskog prostora X u
skup Ry = {\ € R; A > 0} ima sljedeca svojstva:

(a) za x € X vrijedi ||z|| =0 ako i samo ako je x = 0;
(b) zax € X i A€ K wvrigedi || Ax|| = |\ - ||z[;
(¢) za x,y € X vrijedi tzv. nejednakost trokuta: ||z|| + ||y|| < ||z + |

Nadalje, za bilo koje x,y € X vrijedi tzv. nejednakost Cauchy—Schwarz—Bu-
nyakowskog:

|(ly)l < ll2[ - lyll;

pri cemu vrijedi znak jednakosti ako i samo ako su x iy proporcionalni.

Dokaz: Svojstvo (a) neposredna je posljedica definitnosti skalarnog pro-
dukta. Svojstvo (b) posljedica je li-nearnosti i hermitske simetrije:

IA2l* = (Az[Az) = M(alw) = APl

Dokazimo sada nejednakost Cauchy—Schwarz—Bunyakowskog. Za vektore
x,y € X zbog pozitivnosti norme, linearnosti skalarnog produkta u prvoj vari-
jabli i hermitske simetrije imamo redom:

0 < [[(z]x)y — (ylz)z|?* = ((z]x)y — (ylo)z|(z|z)y — (y|z)z) =

= lllI*ll® = ll=l?I(yl)* =l (yla) (@ly) + | (yl2)* =
= llI*lyl* = l=1?I(zly)* = =Nl [lyl* = [@ly)]*)

Ako je x = 0, ocito je |(z|y)| = ||l=| - ||ly]| (obje strane su nula); nadalje, tada
su z i y proporcionalni (x = 0-y). Ako je z # 0 tada je ||z|| # 01 iz
gornje nejednakosti dijeljenjem sa ||z]|? dobivamo 0 < ||z||?||y||* — |(=|y)|?, a
to je upravo nejednakost Cauchy—Schwarz—Bunyakowskog. Nadalje, iz definit-
nosti norme primijenjene na normu vektora (z|z)y — (y|z)z slijedi da u nejed-
nakosti Cauchy —Schwarz—Bunyakowskog vrijedi znak jednakosti ako i samo ako
je (z]x)y = (y|x)z, tj. ako i samo ako su x i y proporcionalni.

Ostaje nam da jos dokazemo svojstvo (¢). Za z,y € X primjenom svojstava
skalarnog produkta i nejednakosti Cauchy—Schwarz—Bunyakowskog nalazimo
redom:
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lz+yl* = (z+ylz+y) = (zl2)+(zly) +yle)+(yly) = lz]>+2-Re (zly)+]yl* <

<=l + 2+ Cly)l + Nyll* < 2l + 2 =] - iyl + lyl® = (2l + [ly])*

Time je dokazana i nejednakost trokuta.

Funkcija « — ||z|| definirana na vektorskom prostoru X i s vrijednostima
u skupu Ry koja ima svojstva (a), (b) i (¢) iz teorema 8.1 zove se norma na
vektorskom prostoru X. Vektorski prostor na kome je zadana norma zove se
normiran prostor.

Ako je X normiran prostor s normom || - || postavlja se pitanje da li je
mozda ta norma dobivena iz nekog skalarnog produkta na prostoru X. Vrlo
jednostavan odgovor na to pitanje, kojeg navodimo bez dokaza, vezan je uz
jednu geometrijsku jednakost, koja vrijedi za bilo koji paralelogram u ravnini:
zbroj kvadrata duljina stranica paralelograma jednak je zbroju kvadrata duljina
njegovih dviju dijagonala.

Teorem 8.2 (P. Jordan — J. von Neumann) Neka je X normiran prostor
s normom x +— ||z||. Tada su sljedec¢a dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Postoji skalarni produkt (x,y) — (zly) na X takav da je ||z|| = /(z|x).
(b) Za bilo koje x,y € X wvrijedi tzv. jednakost paralelograma:

lz+yl1? + llz = ylI* = 2]|z]* + 2]ly|>

U tom je sluéaju skalarni produkt sa svojstvom |z| = /(x|z) jedinstven i u
sluc¢aju polja K =R zadan je sa:

1
(@ly) = Z(lz+yll* = |l = l*),

a u slucaju K = C sa:
1 . . . .
(@ly) = (e +yll* = o = yll* +illz + iy[* = illz - iy[*).

Za vektore x,y iz unitarnog prostora X kazemo da su ortogonalni (ili
okomiti) jedan na drugoga i pisemo z L y ako je (x|y) = 0. Za vektor z € X
kazemo da je ortogonalan na podskup S C X i pisemo xz L S akojex 1 y
za svaki y € S. Za podskupove S i T unitarnog prostora X kazemo da su
medusobno ortogonalni i pisemo S L T ako je x L T za svaki z € S. Za
svaki podskup S unitarnog prostora X lako se vidi da je S* = {z € X;2 L S}
potprostor od X. Nadalje, St = [S]+ i St N [S] = {0}.

Podskup S C X zove se ortogonalan ako su bilo koja dva njegova ele-
menta medusobno ortogonalna: x,y € S, x # y = (z|y) = 0. Skup S zove se
ortonormiran, ako je on ortogonalan i svaki x € S je jedini¢ni, tj. ||z| = 1.
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Propozicija 8.1 Ako je S ortogonalan podskup unitarnog prostora X i 0 & S,
onda je skup S linearno nezavisan.

Dokaz: Neka su x1,xo,...,x, € S medusobno razli¢iti vektori i neka su
AL, A2, ..., A, € K takvi da je AMix1 + Aoxo + ... + Az, = 0. Tada zbog
medusobne ortogonalnosti vektora x1, xs, ..., 2, za svaki j € {1,...,n} imamo:

0= ()\1I1++)\JIJ++)\nIn|IJ)=
= M(@rfeg) + .+ A(glag) A An(@alzg) = Aj(z5]z;).
Kako je (zj]x;) # 0 slijedi A; = 0 Vj. Dakle, skup S je linearno nezavisan.

Posebno, svaki ortonormiran skup je linearno nezavisan. Ortonormiran skup
koji je baza od V zove se ortonormirana baza od V.

Teorem 8.3 Neka je {e1,...,er} ortonormiran podskup unitarnog prostora X
i neka je x € X.

(a) Vrijedi tzv. Besselova nejednakost

> lley) P < el

j=1
Pri tome vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je x € [{e1,...,ex}]. U
tom slucaju je
k
=) (zlej)e;.

Jj=1

(b) Stavimo
k
o = Z(:c|ej)ej.

j=1
Za svakiy € [{e1,...,er}], y # xo, vrijedi strikina nejednakost
2 = zoll <z -yl

Dakle, xq je jedinstvena najbolja aproksimacija vektora x vektorom iz pot-
prostora razapetog vektorima ey, . .., eg.

Dokaz: Dokazimo najprije tvrdnju (b). Neka je y € [{e1, ..., ex}], dakle za
neke skalare aq, ..., o je
k
Yy = Z Oéj@j.
j=1

Primijetimo da je (e;|e;) = d;;. Stoga imamo redom:
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lz = yl* = Il — wo||* =

k

k k k
= (:L'f g ajej‘mf g ajej) — ( E (zlej) ej‘ g (xlej) ej) =
i=1 i=1

j=1 j=1

k k
= (z|z) — Z a;(zlej) Za] (zlej) +Z|aj|2
J=1

Jj=1

ko

Mx-

k
i) (zle;) +Z zle;)(zlej) — |(z]e;)[?
j=1

j:1 J=1
U posljednjem se izrazu skra¢uju prvi i peti ¢lan, te sedmi i osmi ¢lan, pa ostaje

lz = yl* = llz = @o|* =

E k k k
=Dl =Y d@(aley) = Y aylale;) + Y |(xles)|*.
=1 =1 j=1 =1
Odatle je
k
lz = yl1* = llz —aol® = Y laj — (ale;)|*.
j=1

Prema tome, ako je ao; # (z]e;) za bilo koji j € {1,2,...,k}, tj. ako je
y # 29, onda je ||z — y||* — ||x — z0||* > 0, odnosno, imamo striktnu nejednakost
|z — 20| < ||z — y||. Time je dokazana tvrdnja (b).

Dokazimo sada tvrdnju (a). Kao u dokazu tvrdnje (b) nalazimo:

k 2 k
0< [lo =D (@leses|| = llzl2 = 3 Ile;)?
j=1

j=1

Odatle slijedi Besselova nejednakost. Nadalje, vrijedi znak jednakosti ako i samo
ako je

(zlej)e;

Mw

Jj=1
No, koristeéi tvrdnju (b) vidimo da je to ispunjeno ako i samo ako je
HASS [{61,...,6k}].

Sljededi teorem rjesava pitanje egzistencije (pa ¢ak i konstrukcije) ortonormi-
rane baze u kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru.
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Teorem 8.4 (Gram—Schmidt) Neka je x1, 22,3, ... konacéan ili beskonacan
linearno nezavisan niz vektora u unitarnom prostoru X.

(a) Postoji ortonormiran niz ey, e, €3, ... u X sa svojstvom da je
{z1,22,..., 2} = [{e1,e2...,er}] Vk. (8.1)

(b) Uz dodatni uwvjet

(ek|$k) >0 Vk (8.2)

ortonormiran niz e, ea, es, ... iz turdnje (a) je jedinstven.
Dokaz: [{e1}] = [{z1}] znaci da je e; = ax1 za neki skalar a. Iz zahtjeva
ller]l = 1 slijedi da mora biti |a| = m Nadalje, (e1|z1) = af|z1]|?, pa dodatni
zahtjev (e1]|r1) > 0 znaci da mora biti « > 0. Dakle, o = m, tj ep = mxl

je jedini jedini¢ni vektor takav da je [{e1}] = [{z1}] i (e1]x1) > 0.

Pretpostavimo da smo nasli ortonormirane vektore eq,...,e, takve da vri-
jede (8.1) 1 (8.2) za k = 1,2,...,n. Dokazat ¢emo sada da postoji jedinstven
jedini¢ni vektor e,41 takav da vrijede (8.1) i (8.2) za k = n + 1. Na taj nacin
¢e teorem 8.4 matematickom indukcijom biti u potpunosti dokazan.

Zahtjev (8.1) za k = n+1 znaci da mora biti e, 41 € [{z1,22, ..., Tn, Tnt1}],
a kako je po pretpostavci [{z1,x2,...,2,}] = [{e1,...,en}], to znaéi da mora
biti e,+1 € [{e1, ..., en, Tnt1}]. Trazimo dakle vektor e, 11 u obliku

En+l = QTp41 + 161 + ages + ... + apép.

Za 1 < k < n mora biti 0 = (ept1ler) = a(xniilex) + ok, a to znaci
ar = —a(zpi1ler) za k =1,2,...,n. Prema tome,

ent1 = oy, gdje je y = zni1 — (Tny1ler)er — (Tniilea)es — ... — (Tniilen)en.
Vektor e,,4+1 je jedini¢éni ako i samo ako je |a| = ”—;‘J” Nadalje, imamo

n

n
(entlonsn) = a (2= @nsrle)ep|onir ) = alllznsal* = [@asalen) ).
k=1 k=1

Prema tvrdnji (a) teorema 8.3 izraz u uglato] zagradi je striktno pozitivan jer
zbog linearne nezavisnosti vektor z,41 nije u potprostoru [{z1,22,...,2,}] =
= [{e1,e2,...,en}]. Dakle (ept1]|Tnt1) > 0 ako i samo ako je a > 0. To znaci
da mora biti a = ”—;” Dakle, postoji jedan i samo jedan jedini¢ni vektor e, 41
takav da vrijede (8.1) i (8.2) za k = n + 1. To je vektor e, = ﬁy pri cemu

jey=xn41 — Zlgkgn(xn+1|ek)ek-

Za jedinstveni niz ey, ea, €3, . . . iz tvrdnje (b) teorema 8.4 kazemo da je iz niza
1, T3, T3, ... dobiven Gram—Schmidtovim postupkom ortonormiranja.
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Korolar 8.1 Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor. Tada postoji
ortonormirana baza od X. Stovise, svaki ortonormiran podskup od X sadrian je
u nekoj ortonormiranoj bazi od X.

Dokaz: Neka je {1, ...,z } ortonormiran podskup od X. Tada je taj skup
linearno nezavisan, pa je sadrzan u nekoj bazi {z1,...,2k, Tkt1,...,2Tn} od
X. Gram—Schmidtovim postupkom ortonormiranja dolazimo do ortonormirane
baze {e1,..., €k, €kt1,--.,€n} 0d X. Iz dokaza teorema 8.4 i iz ortonormiranosti
skupa {z1,...,z;} je jasnodaje e; = x1,..., e, = . Dakle, ortonormiran skup
{z1,...,z} sadrzan je u ortonormiranoj bazi {1, ..., Tk, €kr1,...,€nt.

Za vektore x1,xa,..., T, unitarnog prostora X stavimo:

(z1]z1)  (1lz2) -+ (21|zn)

(z2|z1)  (w2|T2) -+ (22|TH)
G(Il,IQ,...,xn =

(@alt1) (@nlza) - (@nla)

Dakle, G(x1,x2,...,2,) je kvadratna matrica n—tog reda ¢iji je element u
i—tom retku i j—tom stupcu jednak (x;|z;). Ta se matrica zove Gramova ma-
trica vektora x1,xa,...,x,. Njena se determinanta oznacava I'(x1, za, ..., Ty)
i zove Gramova determinanta vektora x1, s, ..., T, :

(x1]z1)  (1lz2) -+ (21|zn)

(z2|z1)  (w2|T2) -+ (22|TH)
F(xl,xg,...,acn) = det . "

(@alt1) (Ealza) - (@nlza)

Teorem 8.5 Neka je X unitaran prostor. Vektori xi,xo,..., T, € X su line-
arno nezavisni ako i samo ako je njihova Gramova matrica G(x1,xa,...,Ty)
reqularna, odnosno, ako i samo ako je I'(x1,x9,...,2,) # 0. U tom slucaju je
[(z1,22,...,25,) > 0.

Dokaz: Pretpostavimo da su vektori x1,xs,...,x, linearno zavisni i neka
su A1,..., A, skalari (od kojih je barem jedan razlicit od nule) takvi da je
Y i<ken i = 0. Tada za svaki j € {1,...,n} vrijedi

0= (Z)\kxk xj> = Z)\k(fkle)'
k=1 k=1

To znaci da sljede¢i homogen sustav od n linearnih jednadzbi sa n nepoznanica
A1, ..., Ay ima netrivijalno rjesenje:

(z1]z1) A1 + (z2|z1) A2 + - .. + (TR]21) A =0
($1|$2))\1 + ($2|$2))\2 + ...+ (Inlfg))\n =0

(x1]|zp) A1 + (z2|zn) A2 + ..o + (Tp]zn) A =0
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To znaci da je matrica tog sustava singularna. No, matrica sustava (8.3) je upra-
vo transponirana matrica matrice G(x1,xa,...,2,). Time smo dokazali da iz
linearne zavisnosti vektora x1, za, ..., z, slijedi da je matrica G(z1,2,...,zp)
singularna.

Pretpostavimo sada da je matrica G(x1,9,...,2,) singularna. Tada je
i transponirana matrica singularna, $to znac¢i da sustav jednadzbi (8.3) ima
netrivijalno rjesenje A1, Az, ..., A, (dakle, \; # 0 za barem jedan indeks j).
Stavimo y = > | <<, AkZk. Sustav jednadzbi (8.3) moze se krace zapisati ovako

(ylz;) =0, i=12,...,n.

To znaci da je y L [{z1,22,...,2n}]. Medutim, y € [{z1,22,...,z,}], pa sli-
jedi y L gy, odnosno (y|ly) = 0. No to je moguée samo ako je y = 0, tj.

Y 1<p<n Axr = 0. To pokazuje da su vektori 1, x2,. .., z, linearno zavisni.

Dokazali smo da su vektori x1,zs,...,2, linearno zavisni ako i samo ako
je singularna njihova Gramova matrica G(z1, e, ..., z,). Ekvivalentno, vektori
Z1,%2,...,Zy su linearno nezavisni ako i samo ako je njihova Gramova matrica
G(z1,x2,...,2,) regularna.

Dokazimo jos pozitivnost Gramove determinante. Pretpostavimo da su vek-
tori x1, x3,...,x, linearno nezavisni. Stavimo

n
x = Z(—l)””ﬁakxk,
k=1

pri ¢emu je ay determinanta matrice reda n — 1, koja se iz Gramove matrice
G(z1,x2,...,2,) dobije tako da se izbrise k—ti redak i n—ti stupac. Vektor
x mozemo shvatiti kao razvoj po n—tom stupcu determinante matrice koja se

iz G(x1,22,...,2,) dobije tako da se zadnji stupac zamijeni stupcem vektora
L1, L2y yLp -
(w1]z1)  (@1]w2) -+ (@1]on-1) =
(w2|z1)  (w2]w2) -+ (2|En-1) @2
x = det .
(@nlz1)  (plz2) - (@nl|Tp-1) Tn
Posebno, primijetimo da je a, = T'(21, 22, .. ., Tp_1)-

Uz uvedene oznake imamo

n

(l‘|l’j) = Z(il)n+kak(mk|xj) = Fj(mla X2y ... 7xn);
k=1

pri ¢emu je I';(z1, x2, . . ., ) 0znaka za determinantu matrice koja se iz Gramove
matrice dobije tako da se zadnji stupac zamijeni j—tim stupcem iste matrice:

(z1]@1)  (zilz2) - (T]En-1)  (21]25)

(z2]z1)  (22|22) - (2|TN1)  (W2]T5)
Lj(z1,22,...,2,) = det .

(@alt1) (@alza) -+ (Enltn1  (zalz)
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Zal < j<n-—1ulj(x,xs,...,2,) su j—ti i n—ti stupac jednaki, pa je
Tj(z1,x2,...,2,) = 0. Nadalje, Ty (21,22, ...,2,) = (21, 22,...,2,). Dakle,
vrijedi

(zlz;) =0 za j=1,...,n—1 i (x|zn) =T (21, T2, .., Tn).

Odatle je
0 < (z]z) = (:c‘ Z(—l)"““ak:ck) = @r(z|zn) =

k=1

=T(z1,29,...,Tn-1)T(x1,22,...,2Tn).

Isto zakljuc¢ivanje mogli smo provesti za vektore x1, ..., xx za bilo koji k. Dakle,
vrijedi:

D(z1,22,...,25—1) (21, 20,...,2,) >0 za k=2,...,n.
Ali vektori x1, xa, ..., 2, su linearno nezavisni, pa su sve determinante
D(z1), T'(z1,22), ..., T(z1,29,...,2,)
razlicite od nule. Buduéi da vrijedi I'(z1) = ||21]|*> > 0, iz gornje nejednakosti

za k = 2 slijedi T'(x1,22) > 0, odatle i iz gornje nejednakosti za k = 3 slijedi
(21, z2,23) > 0, 1 tako redom korak po korak sve do I'(xy, za,...,2,) > 0.

Napomena: Nejednakost I'(x1,za,...,2,) > 0, s tim da vrijedi znak jed-

nakosti ako i samo ako su vektori x1, x2, . . ., x, linearno zavisni, je generalizacija
nejednakosti Cauchy—Schwarz—Bunyakowskog, jer je

o) =det | 017 00| — a2 - el

(Wly)
Teorem 8.6 Neka je x1,xa,... linearno nezavisan niz u unitarnom prostoru
X. Jedinstveni ortonormiran niz ey, eq, ... iz tvrdnje (b) teorema 8.4 dan je
formulama
(w1]z1)  (zalw2) - (wa]oe-1) o
(w2l21)  (w2]22) -+ (B2lzpo1) T2
det . . .
1 Tk|T Tk|T Tk |Th— T
o — 1. o= (rle1)  (zkla2) (@klor—1) @k ko
[l ]| VI, @0, . we—1)T (1, 22, . ak)
> . _ 1 . .
Dakle, za k > 2 je eg \/F(xl,m,...,;ck,l)r(xl,x2,...,xk)yk pri cemu je vektor yi
zadan kao determinanta matrice koja se iz Gramove matrice G(x1, 22, ..., T))
dobije tako da se zadnji (k—ti) stupac zamijeni stupcem vektora T1,xa,..., Tk

(preciznije, yy, je razvoj te determinante po zadnjem stupcu).
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Dokaz: Neka su vektori y; definirani kao u iskazu teorema:

(z1]z1)  (21]w2) -+ (wilre-1) o1
(z2]z1)  (w2]w2) -+ (W2|TRo1) 22

y1 =21, yr = det . . . . za k> 2.
(zrlrr)  (zrlze) - (Tglop—1) o

U dokazu teorema 8.5 vidjeli smo da je tada:

(yklzj) =0 za 1<j<k-1;  (yxlzr) = D@1, 22, .., 28);
lysl® = (21, 2, . ap—1)T (@1, 29, -, k).
Vektor y; je linearna kombinacija vektora x1,xa, ..., x;. Stoga je

[{ylw"aykﬂ < HZ17~~7xk}L

Nadalje, za j < k vektor y; je linearna kombinacija vektora xi,x2,...,z;, pa
zbog (yk|zi) = 0 za i < k slijedi (yx|y;) = 0. To pokazuje da su vektori niza
Y1, Y2, Y3, . . . medusobno ortogonalni. Kako je

(yk,xr) =D(z1, 22, ..., 2n) > 0,

to je yx # 0 Vk. Iz propozicije 8.1 zakljutujemo da su vektori y1, yo2,y3, . .. lin-
earno nezavisni, pa slijedi dim[{y1, ..., yx}] = k. Zbog inkluzije [{y1,...,yx}] C
C [{z1,...,xx}] slijedi jednakost [{y1,...,yx}] = [{z1,...,zr}]. Napokon, neka
su e, es,es, ... vektori iz iskaza teorema: e = Hy—lkllyk' Tada je e1,es,€3,...
ortonormiran niz, [{e1,...,ex}] = {z1,...,2x}] Vk i

> 0.

(k|yr) \/ D(x1,za,...,2k)

F(£17£27"'7xk71)

(zxlex) = 7 -

D(x1,xa,. .., x5)T (21,22, ..., Tk—1)
Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 8.7 (teorem o ortogonalnoj projekciji) Neka je X unitaran pros-
tor i Y konacnodimenzionalan potprostor. Tada je X = Y + Y*. Drugim
rijecima, za svaki vektor x € X postoje jedinstveni vektoriy € Y iz € Y+ takvi
da je x = y + z. Nadalje, ako je X konacnodimenzionalan, vrijedi Y+ =Y.

Dokaz: Neka je {e1,...,e,} ortonormirana baza od Y. Za dani vektor x € X
stavimo

y= Z (xler)er 1 z=xz—y, dakle xz=y+z.
1<k<n

Tada je y € Y. Nadalje, za bilo koji j € {1,...,n} je

n

(z]e;) = (zle;) — (i(fﬂ@k)@k‘@j) = (zlej) = D _(xler)dr; =0,

k=1 k=1
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dakle z L [{e1,e2,...,en}] = Y. Treba jos dokazati jedinstvenost takvih vek-
tora. Ako pretpostavimodasuiy’ € Yiz' LY takvidajex =19 + 2/, onda je
y+z =y +2', dakle y —y’ = 2z’ — 2. Oznacimo taj vektor sa u. Tada u =y —1v/’
pokazuje da je u € Y, a u = 2’ — z pokazuje da je u L. Y. No tada je u L wu,
dakle (u|u) = 0, odakle slijedi v = 0. Dakle, ¢y =y i 2’ = 2.

Dokazimo jo§ posljednju tvrdnju. Prema dokazanom znamo da vrijedi
dimY+ =dim X — dimY, a odatle

dimY*+ = dim X — dimY* = dim X — (dim X — dimY) = dim Y.
Kako je o¢ito Y C Y1+, slijedi Y-+ =Y.

Ako je e = {e1,eq,...,e,} ortonormirana baza od X onda je (ejlex) = k.
Proizvoljan vektor x € X moze se napisati kao linearna kombinacija vektora

baze:
n
xr = E ozjej.
j=1

Skalarni produkt obje strane te jednakosti s vektorom ej daje

n n
(elew) = | D ajes|en | =D o = o
j=1 j=1

Dakle, za svaki vektor x € X vrijedi:

n

x = Z(:L’|€j)€j.

j=1

Ako je f ={f1, f2,-.., fm} ortonormirana baza drugog unitarnog prostora Y i
A € L(X,Y) slican ra¢un pokazuje da je element matrice A(f, e) na presjecistu
i—tog retka i j—tog stupca jednak a;; = (Ae;|fi) :

b}t 7
A= | L T T
(Aerlen) (Aeslen) -+ (Aenlen)

Za konac¢nodimenzionalan unitaran prostor X svi linearni funkcionali na X
mogu se opisati pomoc¢u vektora prostora X :

Teorem 8.8 Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor. Za svaki
f € X' postoji jedinstven y € X takav da vrijedi f(x) = (z|y) za svaki x € X.
Oznacimo Ui taj y sa ¢(f), dobivamo preslikavanje ¢ : X' — X sa svojstvimas:

(a) @ je bijekcija sa X' na X.

(b) Za f,g€ X" i\ peK vrijedi o(Af + pg) = Mo(f) + Tp(g).-
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Dokaz: Neka je f € X'. Ako je f = 0 ocito za y = 0 vrijedi
f@)=(ly) veex.

Neka je f # 0. Jezgra N(f) = {« € X; f(x) = 0} funkcionala f je potprostor od
X. Prema teoremu 8.7 imamo X = N(f)+ N(f)*. Rang funkcionala f jednak je
1, jer zbog f # 0 imamo R(f) = K. Po teoremu o rangu i defektu (teorem 2.3)
slijedi da je defekt d(f) = dim N(f) = dim X — 1. Kako je X = N(f)+ N(f)*,
zakljuéujemo da je potprostor N(f)+ jednodimenzionalan. Neka je e jedini¢ni

vektor u N(f)*. Stavimo y = f(e)e. Neka je z bilo koji vektor iz X. Kako
je X = N(f) 4+ N(f)*, postoje skalari A € C i vektor z € N(f) takvi da je
x = de + z. Sada je

() = f(he+2) = Af(e) + f(2) = Af(e),

jer je z € N(f). Nadalje,

(zly) = (he + z[f(e)e) = Af(e)(ele) + fle)(z]e) = Af(e).

jer je vektor e jedini¢ni i okomit na N(f). Dakle, vektor y zadovoljava

flx) = (z|y) Vo e X.

Dokazimo sada da je takav vektor y jedinstven. Pretpostavimo da iy’ ima
svojstvo f(z) = (z|y’) V& € X. Tada je (zly —y') = 0 Vo € X, pa slijedi
y—y' =0,t. y=y"

Dakle, preslikavanje ¢ : X’ — X iz iskaza teorema je dobro definirano. Iz
definicije je jasno da je ¢ injekcija. To je i surjekcija, jer je za bilo koji y € X
sa f(x) = (z|y) zadan linearan funkcional f na prostoru X i o(f) = y.

Napokon, ako su \,p € Ki f,g € X’, za svaki z € X imamo

(@[Xe(f) +Tie(9)) = Azl (f)) + u(zle(g)) =
=AM (@) + pg(z) = (A + pg)(x) = (zlp(\f + ng)).
Dakle je o(Af + ug) = Ap(f) + Tip(g) i time je teorem 8.8 dokazan.

Teorem 8.9 Neka su X 1Y konacénodimenzionalni unitarni prostori. Za svaki
A € L(X,Y) postoji jedinstven A* € L(Y, X) takav da je (Az|y) = (x|A*y) za
svaki x € X i svakiy € Y. Vrijedi:

(a) A = A za svaki A € L(X,Y).
(b) A A* je antilinearna bijekcija sa L(X,Y) na L(Y, X).
(¢) Za A€ L(X,Y) i B€L(Y,Z) je (BA)* = A*B*.

Dokaz: Neka je A € L(X,Y) iy € Y. Tada je sa @ — (Az|y) definiran
linearan funkcional na prostoru X. Prema teoremu 8.8 postoji jedinstven vektor
iz X, oznacit ¢emo ga sa A*(y), takav da vrijedi (Az|y) = (z]4A*(y)) Vz € X.
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Na taj nacin dosli smo do dobro definiranog preslikavanja A* : Y — X.
Dokazimo da je operator A* linearan. Za dane \,u € K iy,z € Y i za bilo
koji z € X imamo

(2| A"(\y + pz) = AA™(y) — pA*(2)) =

= (@A + 2)) — Mzl A* () — Tla] A" (=) =
= (Aw|Xy + pz) — X(Azly) — F(Ax]z) =0,

jer je skalarni produkt antilinearan u drugom argumentu. Kako to vrijedi za
svaki vektor z € X zaklju¢ujemo da je A*(A\y + pz) = AA*(y) + pA*(2).

Ocito je A** = A, a odatle odmabh slijedi da je preslikavanje A — A* bijek-
tivno. Doista, ako za B € L(Y, X) stavimo A = B*, onda je A* = B** = B.
Dakle, preslikavanje A — A* je surjektivno. Nadalje, ako su A,C € L(X,Y)
takvi da je A* = C*, onda imamo A = A** = C"* = C. Dakle, to preslikavanje
je i injektivno.

Dokazimo sada da je preslikavanje A — A* antilinearno. Za A\, p € K i
A, B e L(X,Y) imamo za svaki x € X isvakiy € Y :

(z[(AA + uB)"y) = (A + uB)zly) = AM(Azly) + p(Bzly) =

= A=|A%y) + w(x|B*2) = (z|]AA*y +B*y) = (x|(\A* + TB*)y).

Dakle je (AA + puB)* = AA* + [iB*, odnosno preslikavanje A — A* je antiline-
arno.

Napokon, za unitarne prostore X, Y i Z, iza A € B(X,Y), B € B(Y, Z),
x € X iz € Z imamo (z|A*B*z) = (Az|B*z) = (BAx|z) = (z|(BA)*z). Dakle
je (BA)* = A*B*.

Za, operator A* kazemo da je adjungiran operatoru A.

Propozicija 8.2 Neka su X i Y konacnodimenzionalni unitarni prostori i
A e L(X,Y). Tada vrijedi

N(A) = R(A*)*, R(A) = N(A*)*, N(4%) = R(A)*, R(A*) = N(A)™*.

Dokaz: Zbog cinjenice A** = A zamjenom uloga A i A* vidimo da su
medusobno ekvivalentne prva i tre¢a jednakost, a isto tako i druga i Cetvrta
jednakost. Nadalje, kako je po teoremu 8.7 R(A)*+ = R(A), druga i treca
jednakost su medusobno ekvivalentne. Dakle, sve cetiri jednakosti su medusobno
ekvivalentne pa je dovoljno dokazati jednu od njih, npr. prvu. Za z € X imamo
redom:

xe€N(A) <= Az=0 < (Azly)=0VyeY <+

— (z|A"y)=0VyeY <= z L R(A").
Dakle je N(A) = R(A*)L.
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Za kona¢nodimenzionalan unitaran prostor X operator A € L(X) zove se:
— hermitski, ako vrijedi A* = A;
— antihermitski, ako vrijedi A* = —A;
— unitaran, ako je AA* = A*A = I; tj. A je invertibilan u L(X) i A=t = A%;
— normalan, ako je AA* = A*A.

Primijetimo da su i hermitski i antihermitski i unitarni operatori normalni
operatori.

Propozicija 8.3 Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor i neka je

A€ L(X).

(a) Ako je operator A hermitski i (Az|z) =0 Vz € X onda je A =0.

(b) Operator A je normalan ako i samo ako je || Az| = ||A*z| Vz € X.

(¢) Ako je operator A normalan onda je N(A) = N(A*).

(d) Ako je operator A normalan i Ax = ax zax € X i« € C, onda je A*x)ax.

Dokaz: (a) Za bilo koje z,y € X imamo:
0= (A(z +y)lr +y) = (Azfz) + (Azly) + (Aylz) + (Ayly) =
= (Azly) + (y|Az) = 2Re(Azly).
Dakle je Re(Az|y) = 0 Va,y € X. Tada slijedi i
0 = Re(Aaliy) = Rel(~i)(Az]y)] = Im(Aaly).

Stoga je (Az|y) =0 Vz,y € X. Odatle slijedi Az =0 Vz € X, dakle A = 0.
(b) Pretpostavimo da je operator A normalan. Za z € X tada imamo:

|Az||? = (Az|Az) = (A*Az|z) = (AA*z|z) = (A*z|A*z) = || A* 2|2
Obratno, ako pretpostavimo da vrijedi ||Az| = ||A*z|| Vz € X, onda dobivamo:
0= [|Az||* — | A*2|* = (Aw|Az) — (A"2|A"z) =

= (A" Az|x) — (AA™z|z) = ((A*A — AA™)z|x).
Dakle, za hermitski operator B = A* A— AA* vrijedi (Bz|z) = 0Vz € X. Prema
(a) slijedi B =0, tj. A*A = AA*.
Tvrdnja (c) slijedi neposredno iz tvrdnje (b) (Ax =0 <= A*zx =0).
(d) Stavimo B = A — al. Tada je operator B normalan i B* = A* — al.
Zbog (c) nalazimo:

Av=ar = x€N(B) = zeN(B") = A'z=au.
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Teorem 8.10 Neka je X konacnodimenzionalan kompleksan unitaran prostor
i neka je A € L(X). Sljedeéa su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Operator A je normalan.
(b) Postoji ortonormirana baza e takva da je matrica A(e) dijagonalna.

Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi (b) i neka je e = {ej, ea,. .., e, } ortonormi-
rana baza od X takva da je matrica A(e) dijagonalna. Neka su ay,aq,...,ap
dijagonalni elementi matrice A(e). To znaci da je Ae; = ajej zaj=1,2,...,n.
Prema tvrdnji (d) propozicije 8.3 tada je A*e; = @je; za j = 1,2,...,n, §to
znaci da je i matrica A*(e) dijagonalna. Dijagonalne matrice medusobno komu-
tiraju pa imamo

(A" A)(e) = A"(e)Ale) = A(e)A™(€) = (AA")(e).

Odatle slijedi da je AA* = A*A, odnosno operator A je normalan. Time je
dokazano da iz (b) slijedi (a).

Dokazimo sada da iz (a) slijedi (b). Tu ¢emo implikaciju dokazati matemati-
¢kom indukcijom u odnosu na dim X. Baza indukcije dim X = 1 je trivijalna,
jer je svaka matrica operatora na jednodimenzionalnom prostoru dijagonalna.
Da provedemo korak indukcije, pretpostavimo da je n > 2 i da je implikacija
(a) = (b) dokazana ako je dim X < n. Neka je dim X = n i neka je operator
A € L(X) normalan. Neka « neka svojstvena vrijednost od A i e; neki pripadni
jedini¢éni svojstveni vektor: Ae; = aej. Prema tvrdnji (d) propozicije 8.3 tada
je A*e = @e;. Stavimo Y = [{e;}]* = {z € X; (z]e1) = 0}. Ako je x € Y,
imamo (Ax|er) = (z|A%e1) = (z|aer) = azler) =0, tj. Az € X. Dakle vrijedi
x €Y = Az €Y, tj. potprostor Y je A—invarijantan. Analogno se dokazuje
da je Y i A*—invarijantan. Restrikcija A|Y je normalan operator na unitarnom
prostoru Y. Kako je dim Y = dim X —1 =n —1 < n, po pretpostavci indukcije
postoji ortonormirana baza {es,...,e,} od Y u kojoj operator A|Y ima dijago-
nalnu matricu. No tada je e = {e1, ea,...,e,} ortonormirana baza od X takva
da je matrica A(e) dijagonalna.

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Moze se dokazati da vrijedi i vige od implikacije (a) = (b): Ako je X
konacnodimenzionalan kompleksan unitaran prostor i ako je 2 podskup od L(X)
koji se sastoji od normalnih operatora koji medusobno komutiraju, onda pos-
toji ortonormirana baza e od X, takva da je matrica A(e) dijagonalna za svaki
operator A € .

Za konaénodimenzionalan unitaran prostor X oznacimo sa U(X) skup svih
unitarnih operatora A € L(X).

Propozicija 8.4 U(X) je podgrupa grupe GL(X).

Dokaz: Po definiciji je svaki unitaran operator regularan, dakle vrijedi
U(X) C GL(X). Ocito je I* =1 = [, dakle, I € U(X). Za A,B € U(X)
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imamo (AB)* = B*A* = B~'A~! = (AB ) 1 dakle AB € U(X). Napokon, za

AcU(X)je (A H* = (A*)"t = (A7), paslijedi A~ € U(X).

Propozicija 8.5 Operator A € L(X) je unitaran ako i samo ako vrijedi
(Az|Ay) = (zly) ~ Vz,y e X.

Dokaz: Akoje A € U(X) onda je A*A = I, pa za bilo koje vektore z,y € X
imamo

(Az|Ay) = (2| A" Ay) = (z|1y) = (z]y).
Pretpostavimo da vrijedi (Az|Ay) = (z|y) Vz,y € X. Tada je
(¢]A"Ay) = (Av|Ay) = (aly) = (alIy)  Vo.ye€ X,
pa slijedi A*A = I. Odatle je A* = A~1, dakle, A € U(X).
Grupa U(X) ima u odnosu na ortonormirane baze istu ulogu kao i grupa
GL(X) u odnosu na proizvoljne baze:
Teorem 8.11 Neka je X konacénodimenzionalan unitaran prostor.

(a) Ako je A € L(X) i ako je za neku ortonormiranu bazu e = {ey,...,e,} od
X i Ae = {Aeq, ..., Ae,} ortonormirana baza od X, onda je A € U(X).

(b) Ako je A € U(X) i ako je e ortonormirana baza od X onda je i Ae
ortonormirana baza od X.

Dokaz: (a) Neka su z,y € X i@ = >/, arer, y = > p_; Brer. Tada
imamo redom:

(Ax|Ay) = (Z akAek‘ Z@Ae]) = Z Zakﬂ_j(Aek|Aej) =

k=1 j=1

= ZZakﬂ_jék] ZZO%@ (exlej) = (Zakek‘ Zﬂje]) (z]y).

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1

(b) Neka je A € U(X) i neka je e = {e1,ea,...,e,} ortonormirana baza od
X. Tada je
(Aex|Aej) = (ex| A" Aej) = (exlej) = Ok;-

Dakle, Ae je ortonormirana baza od X.

Za hermitske operatore teorem 8.10 o dijagonalizaciji vrijedi ne samo za
kompleksne nego i za realne unitarne prostore.

Teorem 8.12 Neka je X konacénodimenzionalan realan ili kompleksan vektorski
prostor i A € L(X) hermitski operator.

(a) Svi koeficijenti i sve nultocke polinoma pa(X) su realni.
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(b) Postoji ortonormirana baza e prostora X sastavljena od svojstvenih vektora
operatora A, tj. takva da je matrica A(e) dijagonalna.

Dokaz: (a) Pretpostavimo prvo da je K = C. Neka je a € o(A) i neka je
e € X pripadni jediniéni svojstveni vektor. Tada je

A= Aele) = (Aele) = (Aele) = (e|Ae) = (e|he) = Aele) =X = a€cR.

Dakle, 0(A) C R, pa slijedi da su sve nultocke polinoma i, () realne. Nadalje,
tada je

paN) =A—a)(A—az) - (A= am) za neke aq,a9, -+, q, € R,

odakle slijedi da su svi koeficijenti polinoma p4(\) realni.

Neka je sada K = R. Tada su o¢ito svi koeficijenti polinoma g4 (\) realni.
Dakazimo jos da su i u ovom slu¢aju sve nultocke polinoma 14 (A) realne. Pret-
postavimo suprotno, tj. da postoji Ao € C\R takav da je pa(Ao) = 0. Bududi da
su koeficijenti polinoma j4()) realni, slijedi da je i g nultocka polinoma gi(A).
Tada je polinom p4(A) djeljiv s realnim polinomom (A — Ag)(A — Ag). Stavimo
A =0+ip, gdjesuo,peRipz#0. Tada je

(A= 2)(A =) = (A — 0 —ip)(A— 0 +ip) = (A= 0)? + p*.
Dakle, za neki realni polinom v(\) vrijedi
pa(A) = [(A = 0)* + p*Jr (V).
Odatle je
0= pa(A) = [(A — oI + p*TI(A).
Imamo deg v(A) = deg pa(A) —2 < deg pa(A), dakle v(A) # 0. To znaci da
postoji vektor x € X takav da je y = v(A)x # 0. Tada je [(A—al)?+p?I]y = 0.

Kako je operator A hermitski i o € R, slijedi da je i operator A — oI hermitski.
Stoga imamo

0=([(A=al)*+p*Ilyly) = (A—oI)?yly) + p*(yly) =

= ((A=aDyl(A—al)y) + p*(yly) = (A = aDy|* + p*|lyl|>.
No to je nemogudée, jer je |[(A — oD)y||?> > 0 i p?||(y[|> > 0. Ova kontradikcija
pokazuje da je pogresna bila pretpostavka o postojanju nultocke od p (M) koja
nije realna. Time je dokazano da je i u slucaju K = R svaka nultocka polinoma
(M) realna.

(b) Zbog (a) se dokaz implikacije (a) = (b) u teoremu 8.10 moze bez izmje-
ne provesti i ako je A hermitski operator na konacnodimenzionalnom realnom
unitarnom prostoru X. Naime, uzmemo li bilo koju nultocku a; € R minimalnog
polinoma 4 (A) operatora A, onda je ay € o(A), pa postoji jediniéni vektor
e1 € X takavdaje Ae; = aje;. Tadaje Y = [{e1}]* A—invarijantan potprostor:

yler = (Ayler) = (y|der) = (ylarer) = ar(z|er) =0 = Ay Les.

Operator A]Y je hermitski, pa koriste¢i matematicku indukciju dolazimo do
ortonormirane baze {eq,...,e,} od Y sastavljene od svojstvenih vektora ope-
ratora A|Y. No tada je {e1,ea,...,e,} ortonormirana baza od X sastavljena od
svojstvenih vektora operatora A.
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Poglavlje 9

Funkcije operatora

U cijelom ovom poglavlju V predstavlja kona¢nodimenzionalan vektorski
prostor nad poljem C kompleksnih brojeva. Za svaki polinom P()) i svaki
A € L(V) dobro je definiran operator P(A) i pridruzivanje P(\) — P(A) pre-
vodi racunske operacije s polinomima u racunske operacije s operatorima:

1) Ako je P(A) =1, onda je P(A) = I.
2) Ako je Q(\) = aP()\), onda je Q(A) = aP(A) (a € C).

) = P()\) + Q()\), onda je R(A) = P(A) + Q(A).
4) Ako je S(\) = P(A\)Q()), onda je S(A) = P(A)Q(A).

(
(2)

(3) Ako je R(A
(4)

Oznacimo sa P skup svih polinoma. To je podskup skupa svih funkcija C® sa C
u C. Cilj je ovog poglavlja da za svaki linearan operator A € L(V) preslikavanje
P(\) — P(A) sa P u L(V) prosirimo do preslikavanja sa ¢im veéeg podskupa

od C¢ u L(V), ali tako da i dalje vrijede pravila (1) — (4).

Funkcije najsli¢nije polinomima su redovi potencija
o0
FO) =) art,  aecC.
k=0

Ako gornji red potencija konvergira za svaki A € C, funkcija f : C — C koju
taj red definira zove se cijela funkcija. U tom slucaju prirodno je pokusSati
definirati f(A) kao odgovarajuéi red potencija operatora A :

f(A) = i arAf, A cL(V).
k=0

Medutim, da bismo mogli promatrati redove potencija linearnog operatora,
treba nam pojam konvergencije u prostoru operatora. Neka su V' i W konacno-
dimenzionalni vektorski prostori nad poljem C. Za niz (Ag)gen u L(V, W) 1 za
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A € L(V,W) kazemo da niz operatora (Aj) konvergira prema operatoru A
i piSemo
A= lim Ak
k—o0
ako postoje baza e = {e1,ea,...,e,} prostora V i baza f = {f1, fo,..., fm}
prostora W takve da za matrice

(k) (k) (k)

a%%) a%]%) . a%g) o o - o
Ak(f, e) _ Oé2.1 042.2 o O‘Q.n 7 A(f, o) = Q91 Qoy o Qop
agﬁ g@g T 04@1 Omil  Qm2  “*  Omn
vrijedi
Qij = khi{.lo 041('?) Vie{1,2,...,m}, Vje{1,2,...,n}. (9.1)

Primijetimo da ta definicija konvergencije u prostoru L(V, W) samo prividno
ovisi o tome koje smo baze e i f izabrali. Doista, neka su ¢’ = {e},e5,..., e}
druga baza od Vi ' = {f{, f},..., f],} druga baza od W. Neka su S € GL(V)
i T € GL(W) operatori prijelaza:

/
Se; = €,

1<i<n, Tfi=f;, 1<j<m.

Prema propoziciji 2.4 tada vrijedi

Au(f',¢) = S(HT AR(f,e)T(e), kEN, A(f'e') = S(f)" A(f,e)T(e).

(9.2)
Izaberimo oznake za elemente matrica:
k k k)
%i; %2; o %;3 Buii Bz o P
e Ba1 P22 o Pon
21 22 2n
Ak(fl7el) = . . . Y A(fl7el) = : : .
011 012 - O1m ] Ti1 Ti12 * Tin
1 021 022 ¢ 02m 721 T22  T2n
S(f)y~t = , T(e)=
Oml Om2 " Omm | Tl Tn2 *°° Tnn

Pisane pomoc¢u elemenata matri¢ne jednakosti (9.2) izgledaju ovako:
m n m n
k .
B =33 opiai) iy (KEN) i fhg= SO opiciiTig.
i=1 j=1 i=1 j=1
Iz tih jednakosti i iz (9.1) neposredno slijedi

pq:klggoﬁé’;) Vpe {1,2,...,m}, Vg€ {1,2,...,n}.
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Dakle, konvergencija matri¢nih elemenata iz definicije konvergencije operatora
ispunjena je u svim parovima baza u dva vektorska prostora.

Za red operatora Z;O:O Ax kazemo da konvergira, ako konvergira niz
(Sk) parcijalnih suma, gdje je

k
Sy = Z Ay
j=0

Limes niza parcijalnih sume zove se tada suma toga reda.

Propozicija 9.1 Neka je f : C — C cijela funkcija:
(o)
FO) =D apAt,  XeC,
k=0
i neka je A € L(V). Tada red operatora
oo
S ot
k=0

konvergira.

Dokaz: Iz teorije analitickih funkcija kompleksne varijable znamo da ako

red potencija
o0
S ot
k=0

konvergira za svaki A € C, onda taj red apsolutno konvergira za svaki A € C, tj.
konvergira red apsolutnih vrijednosti

oo
> L] - A",
k=0

Neka je e = {e1, €2,...,e,} baza od V i neka su a;; elementi matrice operatora
A u toj bazi: )
@11 Qi2 - Olp
Q21 Qg2 - O2p
Afe) =
L Gn1 Qp2 - Onpp
Nadalje, za bilo koji k£ > 0 oznacimo sa agf) elemente matrice A¥(e) = A(e)* :
[ (k) (k) (k)
NI I
a a DY a
Afey=| S

o) oy - alf
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Neka je M > 0 takav da je |a;;| < M Vi, j. Tada za svako k > 0 vrijedi

o] < (nM)*, Vi, ;. (9.3)

ij

Dokazat ¢emo nejednakost (9.3) indukcijom u odnosu na k > 0. Sto se tice
baze indukcije tj. za k = 0, nejednakost (9.3) je ocito istinita, jer je A° = I,
dakle, a = 0;;. Pretpostavimo sada da (9.3) vrijedi za neki k > 0. Tada zbog
Jednakostl Akt = A . AF imamo redom

n

"“*”v\Zawa D1 lasel o) < 37 M@AD* = (nAn)*+.
{=1 =1

Time je proveden korak indukcije i time je dokazana nejednakost (9.3) za sve
k > 0. Odatle slijedi da je |aka§f)| < (nM)¥, dakle red apsolutnih vrijed-
nosti Y pey |aka£f)| majoriziran je konvergentnim redom Y-, |a;|(nM)*. Za-

klju¢ujemo da svi redovi Zk 0 ozkoz( )i ,7 € {1,...,n}, konvergiraju apsolutno.

’L] )
No to znaci da red operatora Zk:o a, AF konverglra.

Za cijelu funkciju f iz propozicije 9.1 i za operator A € L(V) stavljamo

oo
A) =" ap A,
k=0

Operator f(A) zove se cijela funkcija operatora A.

Propozicija 9.2 Neka su f,g: C — C cijele funkcije, « € Ci A € L(V). Tada
je
(af)(A) =af(4),  (f+9)(A4) =[f(A)+9(4),  (f 9)(4) = [f(A)g(A).
Dokaz: Neka je
=D apAt i g =) B
k=0 k=0
Tada je

)\):Zaak)\’“ i (f+g9Q Zak—Fﬁk )
= k=0

pa imamo redom

(af)(A ZaakAk = hm ZaakAk = mlgnooaz:akAk

k=0 =0 k=0

=« lim ZakAk = aZakAk =af(A)
k=0
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m

(f +9)(A) = (an + Br) A" = Jim > (o + Br) AF =
k=0 k=0

m

= i (D ondt 3 00%) = i St s i 3 g =
k=0 k=0

S o dE £ 3 B = f(A) 1 g(A).
k=0 k=0

Dokazimo jos i tre¢u jednakost. Neka je e baza prostora. Za bilo koji operator
B € L(V) sa B(e);; ¢emo oznatiti element matrice B(e) na presjecistu i—tog
retka i j—tog stupca. Prema dokazu propozicije 9.1 redovi matri¢nih elemenata
apsolutno su konvergentni, pa u njihovom produktu mozemo po volji mijenjati
redoslijed ¢lanova i po volji ih grupirati. Stoga imamo

n

() ilf (A ey =3 [i @1, [Z 5208 =

(=1

DR TSSETTES 3 TS S O ST I
k=0 s=0

ell=1 k=0 s=0 m=0 r=0

(e}

S druge strane imamo

= i ( é arﬂmfr> A,

m=0
pa slijedi
(- 9) > (Z B ).
Dakle, vrijedi [f(A)g(A)](e)i; = [(f - 9)(A)](e)i; Vi,j € {1,...,n}, a to znadi
daje (f-g9)(A) = = f(A)g(A). Time je proporzicija u potpunosti dokazana.

Primjeri operatorskih jednakosti vezanih uz identitete koje zadovoljavaju
neke poznate cijele funkcije:

sin A 4+ icos A = e, (cos A)? + (sin A)? =

sin2A = 2sin A cos A, cos 24 = (cos A)? — (sin A)%.

Prema teoremu 7.3 za operator A € L(V') postoji baza e prostora V u kojoj
je
ML+ 4 0 e 0

0 Mlo+Jy -+ 0
A(e) = . . . . )

0 0 o Al + Jg
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gdje je I; jedini¢na matrica formata n; x n;, J; je elementarna Jordanova kli-
jetka formata n; x n; i 0(A) = {1, A2, ..., As} (pri tome svojstvene vrijednosti
A1, Az, ..., As ne moraju biti medusobno razlicite). Primijetimo sada da je k—ta
potencija blok—dijagonalne matrice ponovo blok—dijagonalna matrica ¢iji su
blokovi k—te potencije odgovarajuéih blokova matrice koju potenciramo:

(A1 + Jp)F 0 0

0 Nolp + Jo)k - 0

AR (e) , o , .
0 0 A ()\sIs + Js)k

Odatle slijedi da za cijelu funkciju

FO) =) oA
k=0

vrijedi
fOaL + Jh) 0 0
0 foly+ J3) -+ 0
F(A)](e) = : : ’ :
0 0 oo fGIs+ Js)

Ovo nam je polaziste za definiciju funkcije f(A) operatora A za opcenitije
funkcije f. Stoga ¢emo u daljnjem promatrati problem definicije f(AoI + J),
gdje je I jedini¢na matrica formata n xn, a J je elementarna Jordanova klijetka
istog formata.

Lema 9.1 Neka je f: K(A1,7) — C funkcija koja je definirana i analiticka na
krugu
KM\,r)={XeC; | N=X\]|<r}

i neka je
F) =) ek =)
k=0

njen Taylorov red oko tocke A1 (koji konvergira apsolutno za svaki A € K(A1,1)).
Za svaku tocku Ao € K(A1,r) red matrica

Z(Jék((}\o — )\1)] + J)k
k=0

konvergira i suma mu je
f(n7 1) ()\O

o "o
TR AR (n—1)!

o) + JnL
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Dokaz: Stavimo za bilo koji p € N :
P P
Sp =Y (Mo —A)T+J)* i Z (A= Ap)F

Primjenom binomnog poucka nalazimo za svaki k :

(Ao = A+ J)* =

= (Ao — M)* + (llf) (Ao = A T+ 4 (k ﬁ 1) (Ao — A1) JF 1+ Tk

S druge strane, imamo

k R N N
(500 =3 = g on =t = G-

pa nalazimo:

1d 1 d*

No=ADTH+T)" = [(A=A)* T+ (A=At = (A=A ’“Jk” .
(( 0 1) + ) ( 1) +1'd)\( 1) + +k" d)\k( 1) A:AO
(9.4)
Za k > n imamo J" = J"t! = ... = J¥ = 0, pa u izrazu (9.4) ne treba pisati
sve ¢lanove, nego samo do ¢lana
1 dn—l
— (A=) J L
(n—1)! d)\"*l( ) A=Xo
S druge strane, za k < n — 1 imamo
1 &/ . .
F@()\*)\l) :0 za j:k+1,,n*1,
pa u izrazu (9.4) s desne strane mozemo dopisati sumande
1 dk:Jrl 1 dn71
= S - e —— S (o k‘ gL,
(k:—i—l)!d)\k“( 1) A=Xo toee (n—l)!d)\"—l( ) A=Xo
Dakle, za svaki k£ > 0 je
(Mo — AT+ J)F =
S P A KOG R e .yt SIS |
11dA (n—1)ldan—1 A=A

Pomnozimo li gornju jednakost sa oy i zbrojimo po k od 0 do p, s lijeve strane
jednakosti dobivamo upravo prije definiranu matricu S,. Dakle,

p
1d
;}Oxk[A )\1 I+Fa(>\ )\1) J +
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1 dnil k n—1
'*annmthA_h)J }hﬂo_
1

(n—1)!

1 1
:ﬁ@ﬂ+?ﬂww+§ﬂQwﬂ+“+ ﬁwwMyWP

Odatle slijedi tvrdnja leme, jer je
lim f,(\o) = f(Xo) i lim f9 (X)) = f9(No) za j=1,...,n—1.
p—00 p—00

Iz leme 9.1 i iz razmatranja prije te leme namece nam se kako da opcenitije
definiramo funkciju f(A) operatora A i za koje sve funkcije f je takva definicija
moguca.

Definicija 9.1 Neka je A € L(V) i pa(A) = (A= A)Pr (A= Ag)P2 -+ (A — AP
pri cemu su A1, Ag,..., A\ € C medusobno razliciti. Sa F(A) oznadimo skup
svih funkcija f iz C u C sa sljedeéim svojstvima:

(1) Domena D(f) funkcije f sadrzi o(A).
(2) Ako je p; > 0, D(f) sadrzi neki krug K(\;,r.) oko tocke \; i na tom
krugu je funkcija f analiticka.

Neka je sada e baza prostora V wu kojoj matrica operatora A ima Jordanovu
formu kao u teoremu 7.3. Pri tome, ako je s > t onda se podrazumijeva da
SU Atg1y-e oy As € 0(A) = {1, ..., M} Za f € F(A) za svaki j € {1,2,...,s}
stavljamo

I FMCY) N CY)) fPi7P00 PV ]
fa) 7 e T T
20 R L e 1V R bl W)
0 JOy) T )
VoL Y0y 0y
FOGIL + J5) = 0 0 F) (pj—4)! (p;—3)!
0 00 - fOy) L0
L O 0 0 - 0 ACY)

Tada funkciju f(A) operatora A definiramo pomodu matrice operatora f(A) u
bazi e :

f()\lll-i-Jl) 0 0

0 f()\g[g + JQ) s 0

s =] A
0 0 oo fGIs+ Js)

Teorem 9.1 Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor nad C,
A€ L(V), 0(A) = {1, N\, ..., \e}, pri cemu su A1, Aa, ..., \r medusobno ra-
zliciti, © neka je

pa(N) = = A)PH (A= Aa)P? - (A= AP,
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(a) Ako je f(\) =1 VYA€ C onda je f € F(A) i f(A):
(b) Ako je f(\) =X YA € C onda je f € F(A) i f(A) =

(c) Neka su f,g € .7:( ) i a,8 € C. Definiramo funkciju h tako da je
D(h) = D(f) N D(g) i h(A) = af(A) + Bf(A). Tada je

heF(A) i h(A)=af(A)+ Bg(A).

(d) Neka su f,g € F(A). Definiramo funkciju h = g tako da je
D(h) = D(f) " D(g) i h(A) = f(\)g(A). Tada je
heF(A) i h(A)=f(A)g(A).
(e) Pretpostavimo da su f,g € F(A) takve da je fF(N\;) = g™ (\;) za
0<k<pj—1lizal<j<t. Tadaje f(A)=g(A).
(f) Neka je f € F(A) i neka je (fr) niz u F(A). Pretpostavimo da vrijedi
FO0) = tim f7() za k=0,1,....pj —1 iza j=1,2....¢

Tada je
f(A) = lim fi(A).

k—o0

(9) Za f € F(A) vrijedi o(f(A)) = f(0(A)) = {f (M), f(A2), -, F(Ae)}-

Dokaz: Tvrdnje (a), (b), (¢), (e) 1 (f) su ocigledne.
(d) Stavimo V; = N((A — A\;I)Pi), 1 < j < t. Tada znamo da su svi
potprostori V; A—invarijantni i da je V = V; 4+ V2 4 V4. Imamo redom

FA)g(A)|V; = (F(A Vi) - (9(A)|V;) = F(A[V;)g(A[V;) =

OIS VL T} Piml L oik(y o (B) ().
(z; IO z) . ( kz:% gkk(!Ag)Jk) _ ez:; (kzzof(;k(li‘)]!) , gkk(!Ag)>Je:

/4

- Oy
-3 Z( )10 00) = 3 B2 = A1) = ).
£=0

=0
Kako to vrijedi za sve j = 1,2,...,t i kako je V = Vi + Vo + --- + V;, slijedi
f(A)g(A) = h(A).

(¢9) Imamo redom ekvivalencije:
X €0(f(A) <= det(Mol(e) —[f(A)](e) =0 <=
= (o= f(A)")A—f(A2))™ - (Ao = f(A)" =0 (n; =dimVj) <
= X €{f(A), f(A2),..., f(A)}
Na koncu éemo dokazati jos jednu vaznu ¢injenicu, a to je da je f(A) € L(A)

za svaku funkciju f € F(A). U tu svrhu treba nam jedan vazan interpolacioni
teorem o polinomima, kojeg navodimo bez dokaza:
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Teorem 9.2 (Lagrange—Sylvester) Neka su A1, Aa,..., A\ € C medusobno
razliciti i neka su p1,p2,...,pr € N. Nadalje, neka su zadani B;; € C za
i=0,1,....,p; —lizaj=1,2,...,t. Postoji jedinstven polinom P(X) stupnja
mangeg od p1 + p2 + -+ - + p; takav da vrijedi

PON) =8, 0<i<p;—1,  1<j<t.

Polinom P()\) iz teorema 9.2 zove se Lagrange—Sylvesterov interpo-
lacioni polinom, a ako je p; = po = --- = p; = 1 naziv je Lagrangeov
interpolacioni polinom.

Teorem 9.3 Neka je A € L(V), deg pa(A) =m i f € F(A). Postoji jedinstven
polinom P(X) stupnja < m takav da je P(A) = f(A).

Dokaz: Prema Lagrange—Sylvesterovom teoremu 9.2 postoji polinom P(\)
stupnja < m takav da je

PO =fD0), 0<i<p,—1, 1<j<t

Prema tvrdnji (e) teorema 9.1 tada je f(A) = P(A). Time je dokazana egzis-
tencija.

Dokazimo jo$ jedinstvenost. Neka su P(A) i Q(\) polinomi stupnja < m
takvi da je f(A) = P(A) 1 f(A) = Q(A). Tada za polinom S(A\) = P(A\) — Q()\)
vrijedi deg S(A\) < miS(A) = 0. Prema tvrdnji (a) teorema 3.1 slijedi S(\) = 0,
dakle P()) = Q(\).

Lagrange—Sylvesterov teorem 9.2 omogucuje efikasno izra¢unavanje funkcija
operatora. Naime, za svaki par indeksa k € {0,1,...,pp —1}i¢ € {1,2,...,t}
prema tom teoremu postoji jedinstven polinom Gie(A) stupnja < m takav da
vrijedi

ke(Aj) = dirdje.
Stavimo tada Pyy = Gre(A). Tada se iz formule za funkciju operatora lako vidi
da je za svaku funkciju f € F(A)

pr—1

zt:(Zf )\kpu)

k=1

Da bismo odredili operatore Pyy, ¢ije poznavanje znaci vrlo lako izra¢unavanje
operatora f(A) za svaku funkciju f € F(A), nije nam nuzno pronalaziti poli-
nome Gpe(A). Dovoljno je gornju jednakost napisati za funkcije fs(A) = A\* za
s=0,1,...,m. Tada dobivamo sustav od m jednadzbi s p1 +p2+---+p; =
nepoznanica Py :

t pr—1
AS:Z(Z (837!6)!@%@) 0<s<m—1.
k=1 £=0

Eksplicitnim rjesavanjem tih jednadzbi dolazimo do operatora Pyy.



Primijetimo jo§ da nije tesko dokazati da je
{Pee; 0<€<pp—1,1<k<t}

baza vektorskog prostora L(A).

97



98

POGLAVLIJE 9. FUNKCIJE OPERATORA



Bibliografija

[1]

[11]

[12]

N. Bakié¢, A. Milas, Zbirka zadataka iz linearne algebre, PMF —Matematicki
odjel, Zagreb, 1996.

L. Caklovi¢, Zbirka zadataka iz linearne algebre, Skolska knjiga, Zagreb,
1979.

I. M. Gelfand, Lectures on linear algebra, Interscience Publ. Inc., New York,
1961.

J. S. Gollan, The linear algebra a beginning graduate student ought to know,
Kluwer Texts in the Mathematical Sciences, vol. 27, Kluwer Academic,
2004.

W. H. Greub, Linear algebra, Springer— Verlag, Berlin—Heidelberg—New
York, 1967.

P. R. Halmos, Finite dimensional vector spaces, Van Nostrand, New York,
1958.

K. Horvati¢, Linearna algebra, Golden marketing — Tehnicka knjiga, Za-
greb, 2004.

S. Kurepa, Konacéno dimenzionalni vektorski prostori i primjene, Tehnicka
knjiga, Zagreb, 1967.

S. Kurepa, Uvod u linearnu algebru, Skolska knjiga, Zagreb, 1987.

S. Lang, Introduction to linear algebra, Springer—Verlag, Berlin — Heidel-
berg — New York, 1986.

S. Lang, Linear algebra, Springer—Verlag, Berlin—Heidelberg—New York,
2004.

G. Strang, Introduction to linear algebra, Wellesley — Cambridge Press,
1998.

99



