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Poglavlje 1

Op¢éi teoremi funkcionalne analize

1.1 Vektorski prostori

Vektorski prostor (u ovom kolegiju iskljucivo nad poljem kompleksnih brojeva C): neprazan
skup V' koji je komutativna grupa s obzirom na operaciju zbrajanja

+:VxV =V, (v,w) — v+ w,
i na kojem je definirana operacija mnozenja skalarima
CxV =V, (A, v) = Ao,
koja je distributivna s obzirom na obje operacije zbrajanja:
Av+w) = v+ dw i A+ p)v = v+ po Y\ ueC, YoweV,
ima svojstvo kvaziasocijativnosti:
(A)v = A(pv) V\pueC, YoeV,

i jedinica 1 € C je neutralna:
lv=w Vv e V.

Potprostor vektorskog prostora V je podskup W C V koji je i sam vektorski prostor nad
istim poljem s obzirom na iste operacije. To zapravo znaci da je W neprazan podskup od V' i da
vrijedi:

v,weW = v+weW, veWileC = el
Cinjenicu da je W potprostor vektorskog prostora V biljezimo ovako: W < V.

Iz definicije potprostora neposredno izlazi da je presjek bilo kojeg skupa potprostora prostora
V' ponovo potprostor od V.

Ako je S bilo koji podskup vektorskog prostora V, sa [S] ozna¢avamo presjek svih potprostora
od V koji sadrze skup S :

sl= N w

SCW<V
To je najmanji potprostor koji sadrzi skup S. [S] se zove potprostor generiran (ili razapet)
skupom S. Kazemo jos da skup S razapinje potprostor W, ako je [S] = W.
Linearna kombinacija vektora x1,z,,...,z, € V je vektor v € V koji se moze zapisati u
obliku:
U:)\ll'l—f-)\gl'g‘l"‘"l‘/\nfﬁn, )\1,/\2,...,)\nec.
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Teorem 1.1. Ako je V' vektorski prostor i S neprazan podskup od V' onda je [S] skup svih linearnih
kombinacija vektora iz skupa S, odnosno

S]={veV; IneN, 3I\,....\, €C, Fzy,...,2, €S, takvi da je v =Mz + ...+ N\ }.

Dokaz: Oznacimo sa X skup svih linearnih kombinacija vektora iz S. Lako se vidi da je X
potprostor od V' koji sadrzi S. Stoga je [S] C X. Dokazimo da vrijedi i obrnuta inkluzija. Neka
je W bilo koji potprostor koji sadrzi S. Tada W sadrzi i svaku linearnu kombinaciju vektora iz S.
Drugim rije¢ima, vrijedi X C W. Odatle slijedi

xXc () w=Isl
SCW<V

Iz dvije inkluzije slijedi jednakost [S] = X.

Podskup S vektorskog prostora V' zove se linearno nezavisan ako vrijedi:
reSs = x &[S\ {z}]

U suprotnom skup S zove se linearno zavisan; dakle, S je linearno zavisan ukoliko postoji
x € S koji je linearna kombinacija preostalih vektora iz S, tj. za neko n € N postoje vektori
1, %9, ..., T, € S\ {x} 1skalari A\, Ag,..., A, € C takvi da je z = A\jxq + Aoxo + -+ + N\
Skup S je linearno zavisan ako i samo ako postoji prirodan broj n, postoje medusobno razliciti
vektori 1, xa, ..., x, € S1postoje A1, Aa, ..., A\, € C\{0} takvi da je \yz1+Asxa+. ..+ Az, = 0.

Baza vektorskog prostora V' je podskup B od V koji je linearno nezavisan i koji razapinje Citav
prostor V. Tada se svaki vektor x € V' moze na jedinstven nacin zapisati kao linearna kombinacija
vektora iz B, tj. postoji jedinstvena funkcija ¢ : B — C koja ima samo kona¢no mnogo vrijednosti
razli¢itih od nule i za koju je:

T = Z p(e)e.

eeB

Za vektorski prostor V kazemo da je konaénodimenzionalan, ako je razapet nekim svojim
kona¢nim podskupom.

Uz napomenu da ¢emo za bilo koji konac¢an skup S sa |S| oznacavati broj elemenata skupa S,
bez dokaza navodimo:
Teorem 1.2. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor. Vrijedi:
(a) UV postoji konacna baza.

(b) Svaka je baza prostora V' konaéna.

(¢) Ako su B i B' baze od V onda je |B| = |B'|. Taj se broj zove dimenzija vektorskog prostora
V i oznacava dim V.

(d) Ako je S linearno nezavisan podskup od 'V onda je skup S konacan i sadrZan u nekoj bazi
prostora V. Dakle, za svaki linearno nezavisan podskup S od V' vrijedi | S| < dim V. Posebno,
ako je |S| = dimV, onda je S baza od V.

(e) Ako skup S razapinje prostor V onda S sadrzi neku bazu od V.

(f) Ako je W potprostor od V, onda je W konacénodimenzionalan ¢ dimW < dim V' s tim da
vrigedi znak jednakosti ako 1 samo ako je W = V.
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U stvari, analogan teorem vrijedi i za beskonacnodimenzionalne vektorske prostore:
Teorem 1.3. Neka je V' wvektorski prostor.
(a) Postoji baza od V.

(b) Svaki linearno nezavisan podskup od V' sadrzan je u nekoj bazi od V.

)
c) Svaki podskup od V' koji razapinje ¢itav prostor V- sadrzi neku bazu od V.
) Ako su B i B' baze od V' postoji bijekcija p : B — B'.

)

(
(d
(e) Ako je B baza vektorskog prostora V i S linearno nezavisan podskup od V. postoji injekcija
.S — B.

Za dokaz teorema 1.3. treba koristiti Zermelov aksiom izbora, odnosno njemu ekvivalentnu
Zornovu lemu, koje ¢emo sada objasniti.

Neka je I neprazan skup i neka je (X;);e; familija nepraznih skupova. Definiramo direktni
produkt tih skupova kao skup svih funkcija izbora koje iz svakog skupa X; biraju po jedan

element:
[[x = {f:[—>UXi; fi) € X; Vi e[}.

el i€l

ZERMELOV AKSIOM IZBORA: Ako je I neprazan skup i ako je (X;)ier familija nepraznih

skupova, onda je
[]x: #0.

icl

e

Pokazuje se da je Zermelov aksiom izbora ekvivalentan Zornovoj lemi, koja se obi¢no koristi u
dokazima u funkcionalnoj analizi:

ZORNOVA LEMA: Neka je 8 # 0 parcijalno ureden skup u kome svaki lanac ima gornju
ogradu. Tada u skupu S postoji bar jedan maksimalan element.

Definirajmo sve pojmove koji se koriste u iskazu Zornove leme. Prije svega, parcijalno ureden
skup je skup § na kome je zadana relacija uredaja. Relacija uredaja na skupu S je binarna
relacija < koja je antisimetri¢na i tranzitivna, tj. koja ima sljedec¢a dva svojstva:

Ve,y € S, r<y i y<czx = xr =1y,
Vr,y,z € S, r<y i y<z = x < z.

Ako je § parcijalno ureden skup, lanac u S je podskup £ C S u kome su svaka dva elementa
usporediva, tj. koji ima sljedec¢e svojstvo:

Ve,y € L vrijediili z <y ili y <.

Gornja ograda podskupa 7 C § je svaki element x € S takav da je y < x Vy € 7. Element
x € § zove se maksimalan ako vrijedi:

Vy €S, r<vy = T =1y;

drugim rije¢ima, ne postoji y € S\ {z} takav da je x < y.

Nama ¢e u daljnjem trebati tvrdnje (a), (b) i (¢) teorema 1.3., pa ¢emo samo njih dokazati. One

¢e biti jednostavne posljedice sljedece leme, ¢iji ¢e dokaz biti dobra ilustracija primjene Zornove
leme:
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Lema 1.1. Neka je V' vektorski prostor i neka su C' i D podskupovi od V' sa sljedeéim svojstvima:
(1) Skup C je linearno nezavisan.
(17) [D] = V.

(1ii) C C D.

Tada postoji baza B prostora V' takva da je C' C B C D.

Dokaz: Oznacimo sa S skup svih linearno nezavisnih podskupova S prostora V' takvih da je
C C S C D. Na skupu § inkluzija C je relacija uredaja i s tom relacijom S je parcijalno ureden
skup. Dokazimo da taj parcijalno ureden skup zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je £ lanac

u S. Stavimo
M= U L.

LeL
Tada ocito vrijedi C' C M C D. Nadalje, skup M je linearno nezavisan. Doista, pretpostavimo da
su vy, Vg, . . ., v, medusobno razli¢iti vektori iz M i da su Ay, Ag, ..., A\, € C takvi da je

/\1?}1 —f-)\gvg + +Anvn = 0.

Budu¢i da je M definiran kao unija skupova L € L, postoje Ly, Lo,..., L, € L takvi da je
v, € Li,vg € Lg,...,v, € Ly Kako je £ lanac, za neki j € {1,2,...,n} vrijedi L, C L,
Vi. Tada je vi,v9,...,v, € L;, a kako je L; linearno nezavisan, iz gornje jednakosti slijedi
Al =Xy =--- =\, = 0. Time je dokazano da je skup M linearno nezavisan. Dakle, M € S. Kako
ocito vrijedi L C M VL € L, zakljucujemo da je M gornja ograda od £ u §. Time je dokazano
da parcijalno ureden skup S zadovoljava uvjet Zornove leme: svaki lanac u § ima gornju ogradu
us.

Po Zornovoj lemi postoji bar jedan maksimalni element B u S. Tada je B linearno nezavisan
podskup od V' i vrijedi C' C B C D. Da bismo utvrdili da je B baza prostora V, treba jos dokazati
da skup B razapinje ¢itav prostor V. Pretpostavimo suprotno, tj. [B] # V. Kako je po pretpostavci
[D] =V, vrijedi D € [B]. Stoga postoji x € D takav da = ¢ [B]. Stavimo B’ = BU{x}. Iz linearne
nezavisnosti od B iiz x ¢ [B] lako se dokazuje da je skup B’ linearno nezavisan. Kako je ocito
C C B'"C D, toje B €S8. Medutim, iz konstrukcije je o¢ito da je B C B'1 B # B’ a to je u
kontradikciji s maksimalnosti od B u §. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka [B] # V
nemoguca i time je dokazano da je [B] = V. Dakle lema 1.1. je dokazana.

Dokaz tvrdnji (a), (b) i (¢) teorema 1.3:

(a) Ako u lemi 1.1. uzmemo C' = () i D =V, ta lema postaje upravo tvrdnja (a).
(b) Ako u lemi 1.1. uzmemo D =V, dobivamo tvrdnju (b).

(¢) Ako u lemi 1.1. uzmemo C = (), dobivamo tvrdnju (c).

Napomenimo da se i tvrdnja (e) teorema 1.3. moze dokazati primjenom Zornove leme. U tu je
svrhu potrebno na odgovarajuc¢i nacin uvesti relaciju uredaja u skup injekcija ¢ije su domene pod-
skupovi od S, a kodomena im je B. Napokon, tvrdnja (d) slijedi iz tvrdnje (e). Naime, posljedica
tvrdnje (e) je da postoje injekcije » : B' — B i1’ : B — B’ a u teoriji skupova (preciznije, u
teoriji kardinalnih brojeva) dokazuje se da tada postoji bijekcija ¢ : B — B'.

Neka su X i Y potprostori vektorskog prostora V'; za razliku od presjeka, unija X UY u pravilu
nije potprostor. Precizno, to je potprostor ako i samo ako je ili X C Y (i tadaje XUY =Y ili
X DY (itadaje X UY = X). Definiramo sumu potprostora:

X+Y=[XUY|={e+y, vz X, yeY}
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Zadatak 1.1. Neka su X @Y potprostori vektorskog prostora V i neka je A baza potprostora
X NY. Dokazite da tada postogi baza B potprostora Y koja sadrzi A i baza C' potprostora Z koja
sadrzi A. Dokazite da je tada B U C baza potprostora X + Y. U sluc¢aju da su potprostori X 1Y
konacnodimenzionalni, dokazite odatle da je

dim(X +Y)=dimX +dimY —dim(X NY).

Opcenitije, za vise potprostora Xi, Xs,..., X, od V definiramo njihovu sumu kao najmanji
potprostor koji ih sve sadrzi:

={z1+z+... 4z, 11 € X1,00€ Xo,...,x, € X, }.

Ako su svi ti potprostori konaénodimenzionalni i njihova je suma kona¢nodimenzionalna, ali za
njihovu dimenziju formula nije tako jednostavna kao u sluc¢aju dvaju potprostora.

Zadatak 1.2. Neka su X, Y i Z konacnodimenzionalni potprostor: vektorskog prostora V. DokaZite
da je tada
dm(X +Y +27) <dimX +dimY + dim Z—

—dim(XNY)—-dim(XNZ)—dim(Y NZ)+dim(X NY NZ).

Sumu potprostora definiramo i za bilo koji skup > potprostora od V :
- |yl -
Xex Xesx

={veV; IneN3IXy,.... X, eX I € Xq,...,2, € X, takvidajev =21+ -+, }.

Dimenzija sume dvaju konacnodimenzionalnih potprostora X i Y je najvec¢a moguca i jednaka
dim X 4+ dim Y ako i samo ako je X NY = {0}. U opéem slucaju (a ne samo ako su potprostori X
i Y kona¢nodimenzionalni), ako je X NY = {0} kazemo da je suma X + Y direktna i umjesto
X +Y pisemo X + Y. Suma je direktna ako i samo ako za svaki v € X + Y postoje jedinstveni
r € X iyeY takvi da je v = x + v, ili, ekvivalentno, ako za x € X iy € Y vrijedi z 4+ y = 0 ako
i samo ako jex =01y =0.

Opcenitije, za potprostore Xy, X, ..., X, vektorskog prostora V' kazemo da tvore direktnu
sumu, koju onda oznacavamo sa X; + X, + ...+ X,,, ako za svaki vektor v € X; + Xo +... + X,
postoje jedinstveni vektori x; € X1, 20 € Xo,..., 2, € X, takvida jev =21 + 22 + ... + z,, ili,
ekvivalentno, ako za x1 € Xi,29 € Xo,..., 2, € X,, vrijedi 1 + 22 + ...+ z, = 0 ako i samo ako
jex; =9 =...=ux, =0. Ako su tada By, B, ..., B, redom baze potprostora X, Xs,..., X,
onda je njihova (disjunktna) unija By U By U ... U B,, baza direktne sume X; + X5 + ... + X,,.
Posebno, ako su svi ti potprostori kona¢nodimenzionalni, slijedi

Ako je V' vektorski prostor i X njegov potprostor, direktni komplement od X u V je svaki
potprostor Y prostora V takav da je V direktna suma potprostora X iY : V = X +Y.

Teorem 1.4. Ako je V' wvektorski prostor i W njegov potprostor, onda postoji direktni komplement
od W u'V.
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Dokaz: Neka je C' baza prostora W. Tada je C' linearno nezavisan podskup od V' pa prema
tvrdnji (b) teorema 1.3. postoji baza B od V koja sadrzi C. Stavimo sada U = [B'\ C].
Neka je v € V proizvoljan. Tada postoje vy, vs, ..., v, € B1i A, Ag, ..., A, € C takvi da je

V= )\11)1 +/\2v2—|—---—|—)\nvn.

Uz eventualnu promjenu numeracije mozemo pretpostaviti da za neki broj k& € N U {0} vrijedi
ViU € Civggy, ..., v, € B\ C. Stavimo tada

w = )\11)1 + -+ )\kvk i U = /\k—l—lvk—I—l + -4 /\n?}n.

Ocito je tadaw € W, uw € U i v = w 4 u. Time je dokazano da je V =W + U.
Treba jos dokazati da je ta suma direktna. Neka je v € W N U. Tada postoje medusobno
razliciti x1,...,2, € C, y1,...,ym € B\ Ciay,...,an,01,...,0n € C takvi da je

V=01T1 + Ty, 1 Uzﬁlyl—f_—’_ﬁmym

Iz te dvije jednakosti slijedi:

1+ 0@y — b1yt — - = Bl = 0,
a bududi da su zy, ..., 2, Y1, ..., ym medusobno razli¢iti vektori iz linearno nezavisnog skupa B,
odatle slijedi da svi koeficijenti moraju biti jednaki nuli: oy =---=a, =0, =---= 3, =0. No

tada je v = 0. Time smo dokazali da je W NU = {0}, odnosno suma je direktna: V =W + U.
Dakle, U je direktni komplement potprostora W u prostoru V.

Za skup S i za vektorski prostor V sa V* éemo oznacavati skup svih funkcija ¢ : S — V. U
taj skup uvodimo strukturu vektorskog prostora ovako:

(o +9)(s) = ¢(s) +¥(s), Ae)(s) = Xp(s), eV AeC, ses.

Zadatak 1.3. Neka je V # {0} vektorski prostor i S neprazan skup. DokaZite da je vektorski pros-
tor V° konacnodimenzionalan ako i samo ako je skup S konacan i prostor V konacnodimenzionalan

i da tada vrijedi
dim V® = |S| - dim V.

Preslikavanje s jednog vektorskog prostora u drugi zove se operator. Operator A : V — W
zove se linearan, ako se on pravilno ponasa prema operacijama:

Az +y) = A(z) + A(y), A(Ax) = MA(x), r,yeV, e C.

Skup svih linearnih operatora A : V. — W je potprostor vektorskog prostora WV. Taj ¢emo
potprostor oznacavati sa L(V, W).
Za A € L(V,W) stavimo:

R(A)=imA={Ar; eV} <W NA)=kerA={z eV, Az =0} <V

Potprostor R(A) prostora W zove se slika operatora A ili podruéje vrijednosti operatora A;
potprostor N(A) prostora V' zove se jezgra operatora A ili nulprostor operatora A.

Ako je potprostor R(A) konacnodimenzionalan, A se zove operator kona¢nog ranga a broj
r(A) = dim R(A) se zove rang operatora A. Ako je potprostor N(A) kona¢nodimenzionalan, broj
n(A) = dim N(A) se zove nulitet operatora A. Bez dokaza navodimo:
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Teorem 1.5. (teorem o rangu i nulitetu) Ako je A € L(V, W) i ako je prostorV konacnodimen-
zionalan onda je dimV = r(A) + n(A).

Razmotrimo jos jednu konstrukciju koja se vrlo ¢esto koristi kad zelimo iskljuciti neke vektore
kao nebitne. To je kvocijentni prostor. Neka je V' vektorski prostor i W njegov potprostor. U
skupu V' definiramo binarnu relaciju ~ ovako:

za x,y € V stavljamo x ~ y ako i samo ako je y —x € W.

Lako se vidi da je to relacija ekvivalencije (zove se jednakost modulo W). Za = € V klasa
ekvivalencije koja sadrzi = je skup =z + W = {x + w; w € W}. Skup svih klasa ekvivalencije
oznacavamo sa V/W i u njega uvodimo strukturu vektorskog prostora:

(4+W)+y+W)=(x4+y)+W, MNe+W)=Nz)+W, ayeV, \eC.

Teorem 1.6. Ako je vektorski prostor V' konacnodimenzionalan i ako je W <V, onda je i kvoci-
jentni prostor V/W konacnodimenzionalan i vrijedi

dim V/W =dim V — dim W.

Primijetimo da teorem 1.6. slijedi neposrednom primjenom teorema 1.5. na tzv. kvocijentno
preslikavanje © : V' — V/W, koje svakom vektoru iz V' pridruzuje njegovu klasu u V/W :
m(x) = x + W. Naime, operator 7 je linearan i o¢ito je N(w) = W i R(w) = V/W. Teorem se
jednostavno dokazuje i direktno: ako je {ej,es,...,er} baza od W i ako je dopunimo do baze
{e1, ..., er eri1,...,e,} od V onda se lako vidi da je {exi1 + W, epio + W, ... e, + W} baza od
V/W.

Izomorfizam vektorskog prostora V' na vektorski prostor W je linearan operator A : V — W
koji je bijekcija. Primijetimo da je linearan operator A : V. — W injekcija ako i samo ako
je N(A) = {0}. Naravno, A je surjekcija ako i samo ako je R(A) = W. Za vektorski prostor
V kazemo da je izomorfan prostoru W ako postoji izomorfizam A : V. — W. Ocito je "biti
izomorfan” relacija ekvivalencije:

(a) Svaki je vektorski prostor V' izomorfan samome sebi; izomorfizam sa V' na V' je npr. iden-
titeta I = Iy,

(b) Ako je A : V — W izomorfizam, onda je inverzno preslikavanje A~! : W — V takoder
izomorfizam.

(¢) Akosu A:V — Wi B: W — U izomorfizmi, onda je i njihova kompozicija BA: V — U
((BA)(v) = B(A(v)), v € V) takoder izomorfizam.

Neka je V' vektorski prostor. Linearan operator P € L(V') = L(V, V') zove se projektor ako
je P2 = P.
Propozicija 1.1. Neka je V' wvektorski prostor.
(a) Ako je P € L(V) projektor, onda je V = R(P)-+ N(P). Nadalje, R(P) = {v € V; Pv=uv}.

(b) Ako su X i Y potprostori od V takvi da je V=X +Y, i ako je operator P:V — V definiran
sa
Pla+y)=z 2z X, yey,

onda je P projektor, R(P) = X i N(P) =Y. Nadalje, tada je I — P projektor, R(I —P) =Y
i N(I - P) = X.
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Operator P iz tvrdnje (b) zove se projektor prostora V na potprostor X duz potpros-
tora Y. Tada je I — P projektor na Y duz X.

Dokaz: (a) Neka je v € R(P) N N(P). Kako je v € R(P), to postoji w € V takav da je
v = Pw. Bududi da je v € N(P) i jer je P? = P nalazimo redom: 0 = Pv = P?*w = Pw = v.
Dakle, R(P) N N(P) = {0}, odnosno potprostori R(P) i N(P) tvore direktnu sumu.

Neka je v € V. Stavimo z = Pv € R(P) iy =v — z. Tada je

Py = Pv— Px = Pv— P> = Pv— Pv=0,
dakle, y € N(P). Iz definicije vektora y slijedi v = x + y Sto pokazuje da je V. = R(P) + N(P).
Dakle, vrijedi V' = R(P) + N(P).
Napokon, ocito iz Pv = v slijedi v € R(P). Obratno, ako je v € R(P) i ako je w € V takav da

je v = Pw, tada je Pv = P?>w = Pw = v.
(b) Neka je v € V proizvoljan i neka su z € X iy € Y takvi da je v = x + y. Tada je

P*y = P(P(x+y)) = Pr=Px+0)=1=P(x+y) = Pv.
Kako je v € V bio proizvoljan, zakljutujemo da je P?> = P, tj. P je projektor. Jednakosti
R(P) =X i N(P) =Y slijede odmah iz definicije operatora P.
Napokon, ako je P projektor, tada je
(I-P?=I1-2P+P*=]1-2P+P=1-P,
dakle i I — P je projektor. Jezgra i slika tog projektora su
NI-P)={veV,;[I—-Pv=0}={veV; Pv=v}=R(P)=X,

RI-P)={veV,;[I—-Plv=vt={veV; Pv=0}=N(P)=Y.
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1.2 Normirani i Banachovi prostori
Norma na vektorskom prostoru X je preslikavanje
[ X =Ry =[0,+00>  (z+— [z])
sa sljedeca tri svojstva:
[zl =0 = z=0; |zl = [A[-[lzll; Nz +yll <zl + lyll.

Posljednje se svojstvo obi¢no zove nejednakost trokuta. Vektorski prostor na kome je zadana
norma zove se normiran prostor.

U svaki konacnodimenzionalan vektorski prostor X mozemo na razli¢ite nac¢ine uvesti strukturu
normiranog prostora. Npr. ako je {e1, e, ..., e,} neka baza prostora X i ako za bilo koji vektor
r € Xsaty,&,..., & oznacimo redom njegove koordinate u toj bazi (x = &1e1+&xea+. .. +E&p€,),
onda svaka od sljede¢ih definicija daje normu na prostoru X :

2]l = max {|&1], |&l, - -, [€nl},

2zl = 1&a] + & + - - 4 [&nl,

lzllz = VIE? + 6l + .+ [€a]2,

ili, op¢enitije, za bilo koji realan broj p > 1:

Q=

[2llp = (1&a)” +1&l” + ... + [&al") 7.

U normiranom prostoru X za svaki vektor xy € X i za svaki r > 0 definiramo tzv. otvorenu
kuglu sa sredistem z( i radijusom 7 :

K(z0,7) = {o € X [z — x|l <7},

Pomoc¢u otvorenih kugala definiramo osnovne topoloske pojmove u X — otvorene i zatvorene
skupove. Podskup S normiranog prostora X zove se otvoren, ako za svaki xg € S postoji r > 0
takav da je K(xg,r) C S. Podskup T od X zove se zatvoren ako je njegov komplement X \ T
otvoren. O¢ito su prazan skup () i ¢itav prostor X istovremeno otvoreni i zatvoreni. Nije tesko
dokazati da su to jedini podskupovi od X koji su i otvoreni i zatvoreni. Svaka je otvorena kugla
otvoren podskup od X; doista, iz nejednakosti trokuta neposredno slijedi da za svaki x € K (zq, )
vrijedi K(x,r — || — xo||) € K(xo,7). Svaka tocka {z} je zatvoren podskup od X.

Lako se vidi da je unija bilo kojeg skupa otvorenih podskupova od X ponovo otvoren podskup
od X. Kako je komplement presjeka unija komplemenata, odatle slijedi da je presjek bilo kojeg
skupa zatvorenih podskupova od X ponovo zatvoren podskup od X. Zbog toga za svaki podskup S
normiranog prostora X postoji najmanji zatvoren skup koji sadrzi S — to je presjek svih zatvorenih
podskupova od X koji sadrze skup S. Taj se skup zove zatvorenje ili zatvara¢ od S i oznacava
sa CI(S) (po engl. closure). Takoder, postoji najveéi otvoren skup koji je sadrzan u skupu S — to
je unija svih otvorenih podskupova od X koji su sadrzani u skupu S. Taj se skup zove nutrina
od S i oznacava sa Int(S) (po engl. interior).

Zadatak 1.4. Neka je X normiran prostor, ry € X ir > 0. Dokazite da je Cl(K(zo,7)) =
= K(xg,7) ={z € X; ||z — 0| <1} i da je Int (K(zo,7)) = K(x0,1).
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Zaniz (z,; n € N) u normiranom prostoru X kazemo da je konvergentan, ako postoji g € X
takav da niz brojeva (||, —zol|; n € N) konvergira prema nuli. Takav je vektor z, tada jedinstven,
zovemo ga limes niza (z,) i ozna¢avamo

ro = lim z, = limx,.

n—oo
Vektor z( je limes niza (x,) ako i samo ako
Ve >0 3dng € N takav da vrijedi implikacija ~ n>ng = ||z, — x| <e.

Pomoc¢u konvergencije nizova u normiranom se prostoru mogu u potpunosti karakterizirati
zatvorenost 1 zatvara¢ (pa, dakle, i otvorenost i nutrina):

Teorem 1.7. Neka je S podskup normiranog prostora X.

(a) Skup S je zatvoren ako i samo ako je za svaki konvergentan niz (z,)nen v X, ¢iji su clanovi
elementi skupa S, i limes tog niza element od S.

(b) Cl(S)={z € X; x =limx, za neki niz (x,) v S}.
Zadatak 1.5. Dokazite teorem 1.7.

Za podskup S normiranog prostora X kazemo da je gust u prostoru X, ako je Cl(S) = X.
Normiran prostor X zove se separabilan, ako postoji prebrojiv podskup od X koji je gust u X.
Lako se vidi da je svaki kona¢nodimenzionalan normiran prostor separabilan: dovoljno je odabrati
neku bazu i uociti prebrojiv skup svih vektora za koje su i realni i imaginarni dijelovi koordinata
u toj bazi racionalni brojevi.

Neka su X 1Y normirani prostori i neka je ¢ funkcija s domenom D(p) C X is vrijednostima
u Y. Kazemo da je funkcija ¢ neprekidna u tocki xzy € D(p) ako vrijedi:

Ve >0 30 > 0 takav da za = € D(yp) |z —xo]| <0 = lp(z) —@(xo)] <e.
Za funkciju ¢ kazemo kratko da je neprekidna ako je ona neprekidna u svakoj tocki svoje domene.

Teorem 1.8. Neka su X @Y normirani prostori i neka je ¢ funkcija s domenom D(¢) € X i s
vrigednostima u Y.

(a) Funkcija ¢ je meprekidna u tocki xo € D(p) ako i samo ako za svaki otvoren skup
U CY, koji sadrzi tocku o(zq), postoji otvoren skup V- C X, koji sadrzi tocku xg, takav
da je p(V 0 D()) C U.

(b) Funkcija ¢ je neprekidna ako i samo ako za svaki otvoren skup U C'Y postoji otvoren skup
V C X takav da je

e '(U) ={z € D(¢); ¢(x) €U} =VnND(y).

Posebno, ako je D(p) = X, funkcija ¢ je neprekidna ako i samo ako je skup o~ (U) otvoren
u X za svaki otvoren podskup U od Y.

(¢) Funkcija ¢ je neprekidna u tocki xy € D(p) ako i samo ako za svaki niz (x,) v D(p), koji
konvergira prema xy, je i niz (p(x,)) konvergentan i lim ¢(x,) = p(zo).
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Neka su X 1Y normirani prostori. Za linearan operator A:X — Y kazemo da je ogranicen
ako postoji M > 0 takav da je

JAall < Mljzll, Ve X.

U tom slu¢aju najmanji takav M zove se norma operatora A. Normu operatora A oznacavamo
sa [|A]l.

Teorem 1.9. Neka su X 1Y normirani prostori i A € L(X,Y). Sljedeca su tri svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) Operator A je ogranicen.
(b) Postoji tocka o € X u kojoj je operator A:X — Y neprekidan.
(¢) Operator A je neprekidan.

Skup svih ograni¢enih linearnih operatora A:X — Y oznacavat ¢emo sa B(X,Y). Iz definicije
norme ograni¢enog operatora jasno je da vrijedi

|Az|| < || A]| - |||, VA e B(X,Y), Vz e X.
Teorem 1.10. (a) B(X,Y) je potprostor vektorskog prostora L(X,Y).
(b) Preslikavanje A — || Al| je norma na prostoru B(X,Y).
(¢) Ako je A€ B(X,Y) i Be B(Y,Z) onda je BA € B(X,Z) i vrijedi:
|BA| < IB] - 1 A].

(d) Za A € B(X,Y) vrijedi ||A|| = sup {||Az||; z € X, [|z]| < 1}.
Zadatak 1.6. Dokazite teorem 1.10.

Ako su X 1Y normirani prostori, linearan operator A:X — Y zove se izometrija ako vrijedi
|Az|| = ||| za svaki vektor € X. O¢ito je tada operator A ogranicen i || A|| = 1. Svaka izometrija
je injekcija, jer za x,y € X imamo redom

Az =Ay = |z—yl[|=[Alx—y)[|=[Ar-Ay|=0 = 2z2-y=0 = z=y.

Ako je izometrija A i surjekcija (dakle bijekcija sa X na Y') A se zove izometricki izomorfizam
normiranog prostora X na normiran prostor Y. Ako postoji izometricki izomorfizam sa X na
Y, normirani prostori X i Y zovu se izometricki izomorfni. Ocito je izometricka izomorfnost
relacija ekvivalencije medu normiranim prostorima. Izometricki izomorfni prostori ni u ¢cemu bit-
nom se ne razlikuju: tvrdnja dokazana za neki normiran prostor vrijedi i za sve normirane prostore

koji su s njim izometricki izomorfni.

Neka je X normiran prostor i Y njegov potprostor. Tada je i Y normiran prostor s obzirom na
istu normu (preciznije, s obzirom na restrikciju norme sa X na Y). Primijetimo da je i zatvarac
C1(Y) potprostora Y i sam potprostor.

Ako je Y zatvoren potprostor normiranog prostora X, na kvocijentnom prostoru X/Y defini-
ramo nenegativnu funkciju x +Y — ||z + Y| ovako:

|z + Y| = inf {||z +y[; y € Y}
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Definicija ima smisla, tj. desna strana ne ovisi o izboru pretstavnika klase x + Y'; doista, ako je
r+Y =0'4Y ondajez=x—2' €Y, paje{y—=z y €Y} =Y inalazimo

{let+yl; yeYi={llz+W—2); yeY}={llz"+yl; ye Y},

dakle vrijedi
inf{||lz +yll; y € Y} = inf {[l2" + y[l; y € Y'}.

Teorem 1.11. Neka je X normiran prostor i Y njegov zatvoren potprostor. Funkcija
r+Y —|lz+Y]|

je norma na kvocijentnom prostoru X/Y. Nadalje, kvocijentno preslikavanje m:X — X/Y, defini-
rano sa w(x) = x +Y, je neprekidno. Podskup V prostora X/Y je otvoren ako i samo ako je skup
7 (V) ={z € X; n(x) € V} otvoren u X. Preslikavanje 7 je i otvoreno, tj. za svaki otvoren
podskup U prostora X je m(U) = {m(x); x € U} otvoren podskup od X/Y.

Zadatak 1.7. Dokazite teorem 1.11.

Niz (x,) u normiranom prostoru X zove se Cauchyjev niz, ako vrijedi:
Ve >0 dng € N takavda n,m >ny = ||z, — x| <e.

Ocito je svaki konvergentan niz Cauchyjev. U jednodimenzionalnom normiranom prostoru C vri-
jedi i obratno: niz (A,) u C je konvergentan ako i samo ako je on Cauchyjev — to je poznati
Cauchyjev kriterij konvergencije. U opéem slu¢aju ne mora svaki Cauchyjev niz u normiranom
prostoru X biti konvergentan. Normiran prostor X zovemo potpunim ako je u njemu svaki
Cauchyjev niz konvergentan. Potpun normiran prostor zove se jos Banachov prostor.

Istinitost sljedec¢eg teorema mozemo odmah naslutiti kad se sjetimo da za jednodimenzionalan
prostor C vrijedi Cauchyjev kriterij konvergencije.

Teorem 1.12. Svaki konacnodimenzionalan normiran prostor je potpun.
Taj teorem slijedi neposredno iz tvrdnji (a) i (b) sljedece jednostavne leme:

Lema 1.2. Neka je X konacnodimenzionalan normiran prostor i neka je {e1,ea, ..., en} neka
baza od X. Za bilo koji x € X sa x(k) oznacimo njegovu k—tu koordinatu:

r=z(l)ey + x(2)eg + - -+ z(k)ex + - - - + z(m)ey,.

(a) Niz (z,; n € N) u X je Cauchyjev ako i samo ako je svaki od nizova brojeva (z,(k); n € N)
(1 <k <m) Cauchyjev.

(b) Niz (z,; n € N) uX je konvergentan ako i samo ako je svaki od nizova brojeva (z,,(k); n € N)
(1 <k <m) konvergentan. U tom slucaju je

<lim xn> (k) = lim x,(k) za kE=1,2,...,m.

n—oo n—oo

(¢) Skup S C X je ogranicen (tj. za neki M > 0 vrijedi ||z|| < M za svaki x € S) ako i samo
ako je svaki od skupova brojeva {z(k); x € S} (1 <k <m) ogranicen.

Zadatak 1.8. Dokazite lemu 1.2.
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Niz (x,) u normiranom prostoru X je zapravo funkcija n — =z, sa N u X. Dakle, skup svih
nizova u X je vektorski prostor X. Sa C'(X) ozna¢imo skup svih Cauchyjevih nizova u X. Nadalje,
sa ¢(X) oznacavamo skup svih konvergentnih nizova u X, a sa c¢o(X) skup svih nul—nizova u X
(nizova koji konvergiraju prema nuli). Lako se provjeri da su to sve potprostori od X :

co(X) <c(X) < CO(X) < XN
Neka je x = (z,) € C(X). Iz nejednakosti trokuta slijedi |||z,| — [|zm]l| < [|[£n — Zm]|- To

pokazuje da niz brojeva (||x,||) zadovoljava Cauchyjev kriterij konvergencije, pa je on konvergentan
u R, =[0,4+00). Njegov limes oznacimo sa ||z :
el = lim [ .

Lako se provjerava da je |[Az|| = |A|-]|z]| (A € C)ida vrijedi |[|z+y|| < ||z]|+|ly]|. Nadalje, ||z|| =0
ako i samo ako je z € co(X). Zbog Einjenice da u prostoru C(X) ima vektora z razlicitih od nule
za koje je ||z|| = 0 ne mozemo reéi da je na prostoru C'(X) definirana norma. ” Smetnja” za to su
nul—nizovi koji tvore potprostor co(X ). Da tu smetnju uklonimo prirodno je promatrati kvocijentni
prostor C(X)/co(X). Akosuz,y € C(X)iakojexz—y € ¢o(X), tj. ako je u kvocijentnom prostoru
x4 co(X) = y+co(X), onda je lim(z, —y,) = 0, dakle je ||z|| = limz,, = limy, = ||y||. Stoga ima
smisla definirati funkciju || - | na kvocijentnom prostoru C'(X)/co(X) na sljedeéi nacin:

lz+co(X)I = zll, z€CX).
Iz navedenih svojstava funkcije z — ||z|| neposredno slijedi:
Lema 1.3. Tako definirana funkcija || - || je norma na kvocijentnom prostoru C(X)/co(X).
Dokazat ¢emo sada jos nekoliko ¢injenica o normiranom prostoru C(X)/co(X).

Lema 1.4. Neka je ¢ : X — C(X)/co(X) preslikavanje definirano tako da za x € X stavimo
o(z) = (z,) + co(X), gdje je (z,) konstantan niz: x, = x ¥Yn € N. Tada je ¢ linearna izometrija
s normiranog prostora X u normiran prostor C(X)/co(X).

Dokaz: Ocito je definirano preslikavanje ¢ : X — C(X)/co(X) linearan operator. Za z € X
oznac¢imo sa z pripadni konstantan niz u X : z = (z,,), z, = = za svaki n € N. Tada imamo:

p@)ll = llz +co(X)[| = T [lz, ]| = [l]].
Dakle, linearan operator ¢ je izometrija.

Lema 1.5. Za svaki x = (x,) € C(X) niz (p(xn); n € N) u C(X)/co(X) je konvergentan i limes
mu je klasa od z u kvocijentnom prostoru C(X)/co(X) :
lim (2,) = 2+ co(X).

Posebno, slika R(p) = Im(p) = ¢(X) izometrije ¢ je gust potprostor prostora C(X)/co(X).

Dokaz: Neka je z = (z,,) € C(X) i neka je ¢ > 0. Kako je niz (z,) u normiranom prostoru X
Cauchyjev, postoji prirodan broj ng takav da vrijedi:

n,m > ng = |z — 2] <e.
Za bilo koji n > ng sada imamo:
lo(wn) = (@ + () = [[plwn) = lim (e =|

= lim |[p(z, — zn)|| = lim ||z, — zn] <e.
m—00 m—00

lim o(x, — xm)H =

m—00

To pokazuje da je niz (¢(x,); n € N) u normiranom prostoru C(X)/co(X) konvergentan i limes
mu je z + ¢o(X).
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Lema 1.6. Normiran prostor C(X)/co(X) je potpun.

Dokaz: Neka je (z(n); n € N) niz u C(X) takav da je niz klasa (z(n)+co(X))nen U normiranom
prostoru C(X)/co(X) Cauchyjev. Bududéi da je prema lemi 1.5. slika izometrije ¢ gusta u prostoru
C(X)/co(X), za svaki n € N postoji vektor z,, € X takav da vrijedi

W@m—@+mxm<%.

Tako dobiven niz (z,) oznacimo sa y. Koriste¢i nejednakost trokuta u normiranom prostoru
C(X)/co(X) i ¢injenicu da je ¢ linearna izometrija sa X u C'(X)/co(X), za bilo koje n,m € N
dobivamo:

[0 = 2ml = llp(@n — zm)ll = llp(2n) = p(zm)]| <
< llp(an) = (z(n) + (X)) + [[(z(n) + co(X)) = (z(m) + co(X))[| + [[(z(m) + co(X)) = p(am)]| <

1 1

<~ ) + eofX) — (2lm) + ()| + =
Zbog ¢injenice da je (z(n) + co(X))neny Cauchyjev niz u normiranom prostoru C(X)/co(X), to
pokazuje da je niz y = (z,) u normiranom prostoru X Cauchyjev, tj. y € C(X). Napokon, za
n € N imamo:

[(z(n) + co(X)) = (¥ + co(X)I < [[(z(n) + co(X)) — @)l + o(2n) = (y + ¢ X))

Prema izboru vektora x,, € X prvi ¢lan s desne strane gornje nejednakosti je manji od %, dakle tezi
k nuli kada n tezi k co. Drugi ¢lan s desne strane takoder tezi k nuli zbog leme 1.5. Prema tome,
i lijeva strana gornje nejednakosti tezi k nuli kada n tezi k oo. Time smo dokazali da je y + ¢o(X)
limes niza (2(n) + co(X))nen 1 normiranom prostoru C(X)/co(X). Dakle, svaki Cauchyjev niz u
prostoru C'(X)/co(X) je konvergentan, sto znaci da je normiran prostor C'(X)/co(X) potpun.

Neka je X normiran prostor. Upotpunjenje od X (ili popunjenje od X) je ureden par
(X, ) gdje je X Banachov prostor, a ¢ je linearna izometrija sa X u X ¢ija je slika gusta u X.

Teorem 1.13. Neka je X normiran prostor.
(a) Postoji popunjenje (X, p) prostora X.

(b) Ako su (X, ) i (Y, 1) popunjenja od X, onda postoji jedinstven neprekidan linearan operator
7 : X =Y takav da za svaki x € X vrijedi w(o(x)) = (x). w je izometricki izomorfizam
Banachovog prostora X na Banachov prostor Y .

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz dokazanih lema 1.4., 1.5. i 1.6. Stovise, pomoéu tih lema dobi-
vamo i sasvim konkretnu konstrukciju popunjenja od X: to je upravo kvocijentni prostor prostora
svih Cauchyjevih nizova u X po potprostoru svih nul—nizova u X.

Dokazimo sada tvrdnju (b), prema kojoj je popunjenje u biti jedinstveno. Neka je z € X i
neka je (z,) niz u X takav da je z = lim p(x,). Kako su ¢ i ¥ linearne izometrije, za bilo koje
n,m € N imamo:

[(zn) = b(@m)|| = [[P(2n = 2m) | = 20 = 2| = [[o(2n = 2m) || = [0(2n) = @(2m)]]-

Kako je niz (¢(x,)) u prostoru X konvergentan, on je Cauchyjev, pa zaklju¢ujemo da je i niz
(¥(x,)) u prostoru Y Cauchyjev. No prostor Y je potpun pa je niz (¢(z,)) konvergentan. Njegov
limes u prostoru Y oznacit ¢emo sa w(z) :

m(z) = lim ¢¥(z,) gdje je (x,) niz u X takav daje z = lim @(z,).

Da bi ova definicija preslikavanja 7 : X — Y uopce imala smisla, treba dokazati da ona ne ovisi
o izboru niza (z,). Neka je stoga i (y,) niz u X takav da vrijedi z = lim ¢(y,). Tada imamo:
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[9(2n) = V(yn) | = 1o (20 = yu) | = llzn = ynll = lle(@n —yn)ll =
= lle(@n) = e(ya)ll < llo(an) =zl + [lz — o (yn) I
Odavde se vidi da je lim ||¢)(x,) — ¥ (yn)]| = 0, pa zakljué¢ujemo da nizovi (¥ (z,)) 1 (¢¥(yn)) u
prostoru Y imaju isti limes. Do znaci da je preslikavanje 7 : X — Y dobro definirano.
Dokazimo da je preslikavanje 7 linearno. Neka su x i 2’ vektori iz X i neka su A\, u € C. Neka
su (z,) 1 () nizovi u X takvi da je z = lim¢(x,,) i 2’ = lim p(2),). Tada je (A\x,, + px)) niz u X
takav da je A\x 4+ pz’ = lim p(A\z,, + pzl,). Sada je

m(Az + pz') = Hm (A, + pay,) = Um(A(z,) + ph(a7,)) = Ar(z) + pr(2’),

dakle dokazana je linearnost operatora .

Dokazimo da je 7 izometrija. Neka je z € X i neka je (z,; n € N) niz u X takav da vrijedi
z = lim ¢(x,,). Tada po definiciji preslikavanja 7 imamo 7(z) = lim ¢ (z,,). Kako su ¢ i ¢ izometrije,
imamo |[¢(x,,)| = ||¢(x,)]| za svaki n, pa slijedi

I (@) = Tin [|p () || = T [|o(zn) || = [lzl]-

Dakle, 7 : X — Y je izometrija.

Posebno, 7 je injekcija. Dokazimo jos da je 7 i surjekcija, dakle izometricki izomorfizam sa
X na Y. Neka je y € Y. Bududi da je po pretpostavci slika od ¢ gusta u Y, postoji niz (x,) u
X takav da je y = lim ¥ (x,). Analogno kao prije kod definicije preslikavanja m dokazujemo da je
tada niz ¢(x,) konvergentan u prostoru X. Stavimo x = lim ¢(z,). Po definiciji preslikavanja 7
tada je m(z) = y. Time je dokazana surjektivnost preslikavanja .

Preslikavanje 7 ima trazeno svojstvo m(p(z)) = (x) za svaki x € X. Doista, za z € X
stavimo x = ¢(x). Tada za konstantan niz (x,,) (z, = = ¥n) imamo z = lim ¢(z,,), pa po definiciji
preslikavanja 7 imamo w(z) = lim¢(x,) = ¥(z). Dakle je m(¢(x)) = ¥(x).

Napokon, dokazimo jos jedinstvenost neprekidnog linearnog operatora m sa X u Y takvog da
je m(¢(x)) = Y(x) za svaki x € X. To slijedi iz neprekidnosti i iz ¢injenice da je slika p(X) od ¢
gusta u X. Doista, neka je i p neprekidan linearni operator sa X u Y takav da je p(p(z)) = ¢ (x)
za svaki z € X. Tada je m(p(z)) = p(p(z)) Vo € X. Neka je z € X. Zbog gustoée p(X) u X
postoji niz (z,) u X takav da je z = lim ¢(x,). Stoga zbog neprekidnosti 7 i p i zbog tvrdnje (c)
teorema 1.8. imamo redom

m(z) = w(lim @(z,)) = lim7(p(2,)) = lim p(p(2n)) = plim (z,)) = p(z).
Kako je x € X bio proizvoljan, slijedi 7 = p.

Time je teorem 1.13. u potpunosti dokazan.

Upravo zbog jedinstvenosti iz tvrdnje (b) teorema 1.13. mozemo si dozvoliti nepreciznost i za
popunjenje (X, ) normiranog prostora X identificirati prostor X s njegovom slikom ¢(X) u X
(tj. zaz € X podrazumijevamo da je z = p(z) € X). Tada ¢emo reéi da je X popunjenje prostora
X, asam X postaje gust potprostor od X.

Navedimo neke primjere beskona¢nodimenzionalnih Banachovih prostora.

1. Neka su a,b € R, a < b, i neka je C([a,b]) vektorski prostor svih neprekidnih funkcija
x : [a,b] — C. Tada je sa

2] = max {|z(t)[; a <t < b},  x € C([a,b]),

zadana norma na prostoru C([a,b]). U odnosu na tu normu prostor C([a,b]) je potpun,
odnosno Banachov. Primijetimo da je konvergencija u odnosu na tu normu uniformna kon-
vergencija neprekidnih funkcija na segmentu [a, b], a ¢injenica da je prostor C([a, b] potpun
znaci tocno da je limes uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija i sam neprekidna
funkcija.
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2. Neka je /., skup svih ogranicenih nizova (§,) u C. {4, je ocito vektorski prostor i lako se vidi

da je sa

[2]|oo = sup {[&a]; n € N}, = (&) € loo

zadana norma na prostoru /.. Pokazuje se da je s tom normom prostor /., Banachov.

. Neka je p > 1. Oznacimo sa £, skup svih nizova (§,) u C takvih da je red ) [&|?

konvergentan. Pokazuje se da je tada ¢, vektorski prostor i da je sa

||x||p = [Z |£n|p] ) xr = (gn) € Ep;
n=1

zadana norma na prostoru ¢, s obzirom na koju je ¢, Banachov prostor.

. Neka je ponovo p > 1, a,b € R, a < b. Oznacimo sa L,([a, b]) skup svih izmjerivih funkcija

x : [a,b] — C takvih da je funkcija ¢t — |z(t)|P integrabilna. To je vektorski prostor i ako za

x € L,([a,b]) stavimo .
ety = [ [ tetoat]

onda funkcija z — ||z||, sa L,([a,b]) u Ry ima svojstva

[Azllp = (Al ll=llp, =€ Ly([a,b]), A€ C;
Iz +yllp < llzllp +1ylle, 2,y € Lo(la, 0]);

Za v € L,([a,b]) vrijedi ||z||, = 0 ako i samo ako je {t € [a,b]; z(t) # 0} skup mjere
nula.

Skup N svih z € £,([a, b]), takvih da je {t € [a,b]; z(t) # 0} skup mjere nula, je o¢ito
potprostor. N je ”smetnja” da bi || - ||, bila norma. Stoga prelazimo na kvocijentni prostor
L,([a,b]) = L,([a,b])/N. Na tom je prostoru sa

lz+Nllp = llzllp, = € Ly([a,b]),

definirana norma. Pokazuje se da je s tom normom L, ([a,b]) Banachov prostor. Elementi
od L,([a, b]) su klase funkcija, pri ¢emu su dvije funkcije x 1 y u istoj klasi (tj. definiraju isti
vektor u prostoru L,([a,b])) ako i samo ako je {t € [a,b]; z(t) # y(t)} skup mjere nula.
Napomenimo da za svaki p > 1 vektorski prostor C([a, b]) mozemo shvatiti kao potprostor od
L,([a,b]). Doista, C([a,b]) C L,([a,b]) i C([a,b]) NN = {0}, pa je x — x+ N linearna injek-
cija sa C'([a,b]) u L,([a,b]) koju mozemo upotrijebiti kao identifikaciju neprekidne funkcije
s njenom klasom. Pokazuje se da je potprostor C([a,b]) gust u prostoru L,([a,b]) za svaki
p=1

Teorem 1.14. (a) Neka je X normiran prostor i Y potprostor od X. Ako je normiran prostor

Y potpun, onda je Y zatvoren potprostor od X.

(b) Neka je X Banachov prostor i Y zatvoren potprostor od X. Tada je normiran prostor Y

potpun.

(¢) Neka je X normiran, a 'Y Banachov prostor. Tada je normiran prostor B(X,Y') potpun.

Zadatak 1.9. Dokazite teorem 1.14.
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1.3 Dualni prostor

Ako je Y konaénodimenzionalan normiran prostor, po tvrdnji (¢) teorema 1.14. i po teoremu
1.12. prostor B(X,Y') je Banachov za svaki normiran prostor X. Posebno, za svaki normiran
prostor X prostor B(X,C) svih ogranicenih (tj. neprekidnih) linearnih funkcionala na X je
Banachov. Taj se Banachov prostor zove dual normiranog prostora X i oznacava X' (za razliku
od prostora svih linearnih funkcionala L(X, C) kojeg ¢emo oznacavati X* i zvati algebarski dual
od X). Prema tvrdnji (d) teorema 1.10. imamo ovu formulu za normu ograni¢enog linearnog
funkcionala:

Il =sup{|f(z)]; v € X [z <1},  feX"

Sljededi teorem predstavlja jedan od najvaznijih teorema funkcionalne analize.

Teorem 1.15. (Hahn—Banach) Neka je X normiran prostor i Y potprostor od X. Za svaki
f €Y postoji F € X' takav da vrigedi ||F|| = || f|l ¢ F(y) = f(y) za svakiy €Y.

Drugim rije¢ima, svaki se ograniceni linearan funkcional na potprostoru normiranog prostora
moze prosiriti do ograni¢enog linearnog funkcionala na cijelom prostoru i to bez povecanja norme.

Originalni Banachov dokaz proveden je za normirane prostore nad R; zapravo, Hahn—Banachov
teorem i jest u svojoj biti realan teorem. Stoga ¢emo privremeno odstupiti od promatranja
iskljucivo kompleksnih vektorskih prostora i Hahn—Banachov teorem dokazati najprije za realne
normirane prostore.

Naravno, svaki kompleksan vektorski prostor X ujedno je realan vektorski prostor. Nadalje,
ako je f : X — C C—linearan funkcional, onda je sa u(z) =Re f(z), = € X, definiran R—linearan
funkcional na X; taj se funkcional zove realni dio funkcionala f. U stvari, funkcional u potpuno
odreduje funkcional f :

Lema 1.7. Neka je X kompleksan vektorski prostor.
(a) Neka je f: X — C C—linearan funkcional i v : X — R njegov realni dio. Tada je

f(x) =u(z) — iu(ix), xr e X. (1.1)

(b) Ako jeu: X — R R—linearan funkcional na X i ako je preslikavanje f : X — C definirano
sa (1.1), onda je f C—linearan funkcional na X.

(¢) Ako je prostor X normiran i ako su funkcionali f : X — C iu: X — R vezani sa (1.1),
funkcional f je ogranicen ako i samo ako je funkcional u ogranicen. U tom slucaju vrijedi

LFIF= Tl
Dokaz: (a) Za svaki A € C vrijedi A =Re\ — iRe(i\). Odatle slijedi (1.1) jer je
Re (if(z)) =Re f(iz) = u(ix).
(b) Ocito je f(x+y) = f(x)+ f(y) i flax) = af(z) Ve € X i Va € R. Nadalje, za z € X
vrijedi
fliz) = u(iz) —iu(—z) = u(iz) + w(x) = ifu(z) —iu(iz)] = if(z).
Stoga za A = a+i8, o, € R, iza x € X imamo redom

fQx) = flax +ifx) = flax) + [(ifz) = af () +if (Br) = af(x) +i6f(z) = Af ().

(c) Kako je u =Re f(x), iz ogranic¢enosti funkcionala f o¢ito slijedi ograni¢enost funkcionala
u. Obratno, ako je funkcional u ogranic¢en, onda ograni¢enost funkcionala f slijedi iz (1.1).
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Uzmimo da su funkcionali f i u ograni¢eni. Buduéi da je ocito |u(x)| < |f(x)|, Vo € X, slijedi
llull < || f]]- Neka je x € X proizvoljan i neka je A € C takav da je |[A\| =11 |f(z)] = Af(z). Tada
imamo

[f ()] = Af(z) = f(Ax) = w(Ae) < |lu] - [[Az]] = [lull - [|l[],

a odatle slijedi i obrnuta nejednakost || f|| < ||u]|.

Dokaz Hahn—Banachovog teorema za realan normiran prostor: Neka je X realan
normiran prostor, Y potprostor i f : Y — R ograni¢en R—linearan funkcional. Ako je f = 0 o¢ito
tvrdnje teorema vrijede za F' = 0. Pretpostavimo da je f # 0. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je ||f|| =11Y # X.

Pretpostavimo najprije da je dim X/Y = 1. Neka je xy € X \ 'Y, tako da je X =Y + Ruy.
Ocigledno, preslikavanje f; : X — R je linearan funkcional takav da vrijedi fi|Y = f ako i samo
ako za neki a € R vrijedi

filz + Axg) = f(y) + A, VreY, VIeR.

Dokazat ¢emo da se a € R moze odabrati tako da bude ||f1]] = 1. Buduéi da je sigurno
Il f1ll = |If]] = 1, treba pokazati da se a € R moze odabrati tako da vrijedi

|f(x) + Aa| < ||z 4+ Axo| VeeY, VieR.

Zamijenimo u toj zeljenoj nejednakosti x sa —Az i podijelimo obje strane sa |A|. Dobivamo da je
nuzan i dovoljan uvjet za || f1|| = 1 sljedeéa nejednakost:

[f(x) —a] <z —xof|  VzeY.
Bududi da se radi o realnim brojevima, ta je nejednakost ekvivalentna sa
f@)=llz =zl <a < flx) + lo -zl Vel
No takav a € R postoji ako i samo ako je

f(@) =z = woll < f(y) +[ly =zl Va,y €Y.

To je ispunjeno, jer za proizvoljne z,y € Y imamo

f@) = fy) = flz —y) <z =yl = [[(z = 20) = (y = @o)|| < [l = ol + lly — ol

Time je realni Hahn—Banachov teorem dokazan u slucaju kad je Y potprostor od X kodi-
menzije 1. Op¢i slucaj dokazat ¢emo pomocu Zornove leme. Neka je S skup svih uredenih parova
(Z,9) gdje je Z potprostor od X takav da je Y C Z i g je ogranicen linearan funkcional na Z
takav da je g|Y = f i |lg|]| = 1. Skup S neprazan jer je (Y, f) € S. Za (Z,g), (U, h) € S stavimo
(Z,9) < (U, h) ako i samo ako je Z C U i h|Z = g. Uz tako definiranu relaciju S postaje parcijalno
ureden skup.

Dokazimo da & zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je 7 lanac u S. To znaci da za
(Z,9),(Uh) € T vrijediili Z C Ui h|Z =g iliU C Z1ig|U = h. Ozna¢imo sa U uniju
svih potprostora Z C X takvih da za neki ogranicen linearan funkcional g : Z — R vrijedi
(Z,g) € T. Iz ¢injenice da je T lanac tada lako slijedi da je U potprostor od X. Nadalje, defini-
ramo preslikavanje h : U — R na sljededi nacin: za x € U odaberimo (Z,¢g) € 7 tako daje x € Z
i tada stavimo h(z) = g(x). Ova definicija ima smisla jer vrijednost g(x) ne ovisi o tome koji smo
(Z,g) € T izabrali. Doista, ako je i (V, k) € T takav da je x € V, onda je ili (Z,¢g) < (V,k) ili je
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(V. k) < (Z,g). U prvom slucaju je k|Z = g, pa je k(z) = g(x), a u drugom slucaju je g|V = k,
pa je opet k(x) = g(z). Nadalje, preslikavanje h : U — R je linearan funkcional. Doista, ako su
x,y € U iz Cinjenice da je 7 lanac slijedi da mozemo izabrati (Z,g) € T takav da je z,y € Z.
Tada za bilo koje a, f € R imamo

h(az + By) = glax + By) = ag(x) + Bg(y) = ah(z) + Bh(y).

Iz definicije U je jasno da je Y C U, a iz definicije h da je h|Y = f. Napokon, neka je z € U
takav da je [|z|| < 1. Izaberimo (Z,g) € T tako da je z € Z. Kako je ||g|| = 1, vrijedi
|h(z)| = |g(x)| < ||z|| < 1. To pokazuje da je |h(x)] < 1 za svaki z € U takav da je ||z] < 1.
Dakle, funkcional h je ogranicen i vrijedi ||h|| < 1. No kako je h|Y = f vrijedi i obrnuta nejed-
nakost ||h|| > || f|| = 1. Prema tome je ||h|| = 1 i time je dokazano da je (U /h) € S. Ako je
(Z,g9) € T onda je Z C U ih|Z = g, dakle, (Z,g) < (U, h). To znaci da je (U, h) gornja ograda
lanca 7. Time je dokazano da parcijalno ureden skup S zadovoljava uvjet Zornove leme.

Prema Zornovoj lemi § ima bar jedan maksimalan element (V) F'). Pretpostavimo da je V' # X.
Neka je xg € X \ V i stavimo W =V + Rzg. Tada prema prvom dijelu dokaza primijenjenom na
(V, F') umjesto (Y, f) postoji ogranicen linearan funkcional G : W — R takav da je G|V = F'i
|G|l = 1. No tada je (W,G) € S i vrijedi (V, F) < (W,G) i (V,F) # (W,G) a to je u suprotnosti
s maksimalnoscu od (V, F'). To pokazuje da je V = X i time je teorem dokazan.

Dokaz Hahn—Banachovog teorema za kompleksan normiran prostor: Neka je sada
X kompleksan normiran prostor, Y potprostor i f : ¥ — C ogranicen C—linearan funkcional.

Neka je u realni dio od f. Prema realnom Hahn—Banachovom teoremu tada postoji R—linearan
funkcional U : X — R takav da je U|Y = u i ||U|| = ||u||. Definiramo sada F' : X — C sa

F(z) =U(z) —iU(iz), r e X.
Prema tvrdnji (b) leme 1.7. funkcional F' C—linearan. Za y € Y vrijedi
Fly) = Uly) —iU(iy) = uly) — wu(iy) = f(y)-
Dakle je F|Y = f. Napokon, prema tvrdnji (¢) leme 1.7. vrijedi
IEN = 1T = llull = [I£1]-
Time je Hahn—Banachov teorem u potpunosti dokazan.

Korolar 1.1. Ako je X normiran prostor i x € X postoji neprekidan linearni funkcional f € X'
takav da je [|f|| =11 f(z) = ||=]].

Dokaz korolara: Primijenimo teorem 1.15. na jednodimenzionalan potprostor Y razapet sa
x i na funkcional F' € Y definiran sa F'(\x) = A||z||.
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1.4 Baireov teorem i njegove posljedice

U ovom ¢emo odjeljku dokazati nekoliko fundamentalnih teorema funkcionalne analize kod
kojih je kljuéna potpunost prostora za razliku od Hahn—Banachovog teorema, kod kojeg nismo
trebali pretpostaviti potpunost. Ti se teoremi baziraju na sljede¢em teoremu (koji zapravo vrijedi
ne samo za Banachove prostore nego za proizvoljne potpune metricke prostore):

Teorem 1.16. (Baire) Neka je X Banachov prostor i neka su U, n € N, otvoreni gusti podskupouvi
od X. Tada je 1 njihov presjek
U=()U.

neN
qust podskup od X.

Dokaz: Neka je W # () proizvoljan otvoren podskup od X. Treba dokazati da je tada presjek
U N'W neprazan.

Kako je skup U; otvoren i gust u X to je presjek U; N W neprazan otvoren podskup od X.
Stoga postoje 1 € X i p; € R takvi da je

K(l‘l,pl) cuUunNnw i O<p1 < 1. (12)

Sada induktivno izabiremo parove (x,,p,) € X X R za sve n € N i to na sljede¢i nacin. Pret-
postavimo da jen > 2idasux, 1 € X ip, 1 € R izabrani. Tada zbog gustoce i otvorenosti
skupa U, zakljucujemo da je skup U, N K(x,_1, p,—1) neprazan i otvoren, pa postoje z,, € X i
pn € R takvi da je

1
K(zp, pn) CU, NK(xp—1, pn-1) i 0<pn<—. (1.3)
n

Promotrimo sada tako dobiveni niz (x,),eny u X. Neka je € > 0 proizvoljan. Izaberimo ng € N
tako da je nge > 2. Ako sun,m € N, vedi od ng, konstrukcija pokazuje da su x,,, T, € K(Zpn,, Pny)-
No tada je

1 1 2
|20 = Tl = |20 — Tng + Tng — T || < N2n — T || + |7 — T | < —+ —=— <e.
o Mo TNo

To pokazuje da je (z,)nen Cauchyjev niz u X. Zbog potpunosti taj je niz konvergentan. Stavimo

r= lim =z,

n—oo

Za m > n vrijedi x,, € K(, pn). Zbog zatvorenosti skupova K (z,, pn), n € N, zakljuéujemo da
je x sadrzan svim tim skupovima. No tada (1.3) pokazuje da je x € U, Vn € N, dakle, z € U.
Nadalje, iz (1.2) se vidi da je x € W. Dakle, U N W # () i time je Baireov teorem dokazan.

Teorem 1.17. (Teorem o otvorenom preslikavanju) Neka su X i Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X,Y') surjekcija.

(a) Neka suU iV otvorene jedinicne kugle u prostorima X i Y :
U= Kx(0,) = {zeX; Jall <1}, V=FKv(01)={yeV; gl <1}
Tada postogi 6 > 0 takav da je §V C A(U).
(b) A je otvoreno preslikavange, tj. za svaki otvoren skup Q0 C X je A(Q)) otvoren podskup od'Y.
(c) Ako je A bijekcija, onda je A~* € B(Y, X).
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Dokaz: (a) Kako je A surjekcija, za svaki y € Y postoji x € X takav da je Az = y. Ako je
|z|| <n zan €N, tada je y € A(kU). Prema tome, vrijedi

Y = An0).

neN

Stavimo sada V,, =Y \ Cl(A(nU)). Tada su V,, otvoreni podskupovi od Y i

M Ve = NI\ CUARU)] =Y\ | CUARD)) = 0.

neN neN neN

Prema Baireovom teoremu ne mogu svi skupovi V,, biti gusti u Y. Prema tome, postoji n € N i
neprazan otvoren podskup W od Y takvi da je W NV, = 0. No to znaci da je W C Cl(A(nU)).

Neka je yo € W i izaberimo p > 0 takav da je K(yo,p) € W. Za svaki y € Y takav da je
llyll < p tada su yo,yo +y € W C CI(A(nU)), pa postoje nizovi (ug)ren 1 (vk)reny u nU takvi da
vrijedi

Yo = klim Auy, i Yo+ y= klim Avy,.
Stavimo xp = v — ug. Tada vrijedi
ekl < llvell + |Jukl] < 2n i y = lim Axy.

k—o00

Prethodna konstrukcija provedena je za bilo koji y € Y takav da je ||y|| < p. Zbog linearnosti

operatora A zakljuc¢ujemo da je time dokazano da za § = o vrijedi
n

VyeY, Ve>0 dreX takav da je d||z|| < |ly|| i ||y — Az| <e. (1.4)

Time gotovo da je dokazana tvrdnja: ona bi bila dokazana kad bismo u (1.4) na koncu umjesto
< ¢ mogli pisati = 0.
Fiksirajmo sada y € V' i e > 0. Prema (1.4) postoji z; € X takav da je

|z1]] < 1 i |y — Az, || < 27" e.
Pretpostavimo sada da je k € N i da su izabrani zy, ..., 2, € X takvi da je
ly — Azy — -+ — Azg|| < 27%0e, ol <1, |z <277 e za j=2,.... k.  (1.5)
Primijenimo sada (1.4) na vektor y — Ax; — -+ - — Az, umjesto vektora y i na 27%"1de umjesto e.

Slijedi da postoji xp,1 € X takav da je
Sllarnall < lly — Avy — - — Aagl| <2750, dakle, [zper]] < 27"

ida je
ly — Az — -+ — Azy, — Azpq || < 275166
No to znadi da vrijedi (1.5) za k+ 1 umjesto k. Time je dokazano da je moguée induktivno izabrati
niz (xy)gen U X takav da vrijedi (1.5) za svaki k € N,
Stavimo sada
2k =21+ T2+ + Tp.

Sada iz ||z 1] < 27" lako slijedi da je (2x)reny Cauchyjev niz u X. Kako je X potpun, taj je niz
konvergentan. Stavimo

z = lim z.
k—o0
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Imamo

k k

leall = lls + 2+ -l < ol + Y Ml < llaall + 277 e < flaul| +e.
j=2 j=2

Stoga je
2| < [zl +e<1+e,  tj. z€(14e)U

Operator A je ogranicen, pa slijedi
Az = lim Az,.

k—oo

Prema (1.5) vidimo da je ||y — Az|| < 27%de, pa zakljucujemo da je Az = y.
Na taj nac¢in smo dokazali da je 6V C A((1 + ¢)U), odnosno, da vrijedi

)
CA .
1+€V— (U) Ve >0

Odatle je

5
v =_J oV S A).

e>0

(b) Neka je Q2 C X otvoren skup i neka je y € A(Q2). Neka je z € Q takav da je y = Azx. Kako
je © otvoren, postoji e > 0 takav da je Kx(x,e) C Q. Neka je § > 0 kao u (a). Za z € Ky (y,€d)
tada je

z—y € Ky(0,e6) =6V CcA(U) = A(eU) = A(Kx(0,¢)),

a kako je y = Az imamo

z € Ax + A(Kx(0,¢e)) = A(Kx(z,¢)) C A(Q).

Time je dokazano da je Ky (y,£d) C A(€2), a kako je tocka y € A(2) bila proizvoljna, zakljucujemo
da je A(Q2) otvoren podskup od Y. Time je tvrdnja (b) dokazana.

Tvrdnja (c) slijedi neposredno iz tvrdnje (a), jer za bijekciju A € B(X,Y') inkluzija §V C A(U)
znaci da je ||[A7'y|| < 67! za svaki y € Y, ||y|| < 1; dakle, A™! je ogranicen (i ||A]| <d71).

Posljedica ovog teorema je jos jedan vrlo netrivijalan i fundamentalan teorem linearne funkcionalne
analize, teorem o zatvorenom grafu.
Napomenimo da se za svaki linearan operator A € L(X,Y) definira njegov graf kao skup

I'(A) ={(z, Ax); z € X}.
Iz linearnosti operatora A lako slijedi da je I'(A) potprostor vektorskog prostora X x Y.

Zadatak 1.10. Neka su X 1Y normirani prostori. DokaZite da je sa

Iz o)l =llzl +llyll,  (z,y) € X XY,

zadana norma na vektorskom prostoru X XY ¢ da je s tom normom prostor X XY potpun ako i
samo ako su prostori X 1Y potpuni.

Teorem 1.18. (teorem o zatvorenom grafu) Neka su X i Y Banachovi prostorii A € L(X,Y).
Operator A je ogranicen ako i samo ako mu je graf I'(A) zatvoren potprostor od X x Y.

Zadatak 1.11. Dokazite teorem 1.18.
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Uputa: Uocite da je (z, Az) — =z linearna bijekcija sa ['(A) na X. Ako je I'(A) zatvoren
potprostor od X x Y, onda je to Banachov prostor pa se moze primijeniti tvrdnja (¢) teorema
1.17. o otvorenom preslikavanju.

Jos jedna posljedica Baireovog teorema je sljedeéi tzv. teorem o uniformnoj ogranicenosti:

Teorem 1.19. (Banach—Steinhaus) Neka je X Banachov i Y normiran prostor i neka je S
podskup od B(X,Y). Tada ili postoji M > 0 takav da je

Al < M VAeS
ilt postogi gust podskup W od X takav da je
sup {||Az|l; Ae S} =400  VzeW.

Dokaz: Stavimo
o(r) =sup {[|Az||; AeS}, 2k,

i neka je
U, =1z € X; ¢(z) >n}, n € N.

Buduéi da je svaki A € S neprekidan na X i buduéi da je norma na Y neprekidna funkcija sa Y
u R, svaka od funkcija x — ||Az|| je neprekidna na X. Odatle slijedi da je svaki od skupova U,
otvoren.

Pretpostavimo da postoji n € N takav da U, nije gusto u X. To znaci da postoji o € X i
p > 0 takvi da vrijedi

|lz]| < p — o+ & Vi, tj. oz +1z) <n.
No to znaci da vrijedi
|zl < p = |A(zg + )| <n  VAEeS.
Kako je x = (z¢ + x) — x¢, zakljucujemo da vrijedi
2| <p  [JAz]] < [|A(zo + 2)[| + [|Azol]| <20 VAES

Dakle, vrijedi
2n
|A]| < — VAeS.
p
Druga je mogucnost da je svaki od otvorenih skupova U, gust u X. Tada je prema Baireovom

teoremu i njihov presjek W gust u X. Jos samo treba primijetiti da je u tom slucéaju p(z) = +oo
Ve e W.
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1.5 Unitarni i Hilbertovi prostori

Skalarni produkt na vektorskom prostoru X je preslikavanje sa X x X u C ((z,y) — (zl|y),
tj. svakom uredenom paru vektora (x,y) € X x X pridruzen je skalar (z|y) € C) sa sljede¢im
svojstvima:

— linearnost u prvoj varijabli: (Ax + py|z) = Az|z) + u(ylz), YA, ne C, Vo,y,z € X,
— hermitska simetrija: (z|y) = (y|x), Vr,y € X;
— pozitivnost: (z|x) >0, Vr € X;

— definitnost: (z|z) =0 & x =0.

Vektorski prostor na kome je zadan skalarni produkt zove se unitaran prostor. Za skalarni
produkt zbog linearnosti u prvoj varijabli i zbog hermitske simetrije vrijedi:

— antilinearnost u drugoj varijabli: (x| \y + pz) = Mz|y) +1(z|2), YA\, u € C, Va,y,z € X.

Teorem 1.20. Neka je X unitaran prostor. Za x € X stavimo ||z|| = /(z|z). Tada je funkcija
x +— ||z|| norma na vektorskom prostoru X. Nadalje, vrijedi tzv. CSB—nejednakost (nejednakost
Cauchy— Schwartz— Buniakowskog)

[l < =l [yl Ve,yeX
pri cemu vrijedi znak jednakosti ako i samo ako su vektori x 1y proporcionalni.
Zadatak 1.12. Dokazite teorem 1.20.

Uputa: Za dokaz CSB—nejednakosti, kao i nuznosti proporcionalnosti vektora x i y da bi
vrijedila jednakost, u nejednakosti

0 < |[(zly)y — (yly)z|®

upotrijebite definiciju funkcije || - ||, a zatim koristite svojstva skalarnog produkta. Nejednakost
trokuta za funkciju z +— ||z|| dokazite pomoéu CSB—nejednakosti.

Topoloske pojmove (otvorenost, zatvorenost, konvergenciju, neprekidnost, potpunost i sl.) u
unitarnom prostoru definiramo u odnosu na normu iz teorema 1.20. Potpun unitaran prostor zove
se Hilbertov prostor.

Posebnu vaznost u Hilbertovim prostorima ima geometrijski pojam konveksnosti. Opcenito
se podskup S bilo kojeg (realnog ili kompleksnog) vektorskog prostora X zove konveksan, ako
vrijedi

x,y €S [z,y] C S,

pri ¢emu je [z, y] oznaka za segment u prostoru X s vrhovima z iy :
[z,y] = {tr + (1 —t)y; 0 <t <1}

Teorem 1.21. Neka je X Hilbertov prostor i neka je S neprazan konveksan zatvoren podskup od
X. Postoji jedinstven vektor o € S takav da je ||zo|| < x| Vz € S.
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Dokaz: Jednostavan racun pokazuje da iz svojstava skalarnog produkta u bilo kojem uni-
tarnom prostoru X vrijedi tzv. jednakost paralelograma:

Iz +yll* + llz — yllI* = 2[l«]* + 2lly|*  Vz,y € X.

Stavimo

0 = inf {||z||;x € S}.
Za bilo koje x,y € S primjena jednakosti paralelograma na vektore %x i %y daje

1 2

z — ull?
LT P

1 2 1 2
- = Slall® + Sl

2 2

odnosno,
2

1
o= oI = 2helP + 2yl ~ 4 3o+

Kako su z,y € S, iz konveksnosti skupa S slijedi da je %(x +y) € S. Stoga gornja jednakost ima
za posljedicu sljede¢u nejednakost:

lz =yl < 2ll|® + 2lly||* — 46*  Va,y € S. (1.6)

Ako pretpostavimo da je ||z|| = ||y|| = 9, iz te nejednakosti slijedi ||z —y| = 0, dakle, z = y. Time
je dokazana jedinstvenost u tvrdnji teorema.
Dokazimo jos egzistenciju. Prema definiciji § postoji niz (z,).eny u S takav da je

o= lim ||z,].
n—oo

Dokazat ¢emo sada da je (r,),eny Cauchyjev niz. Neka je € > 0 proizvoljan. §2 je limes niza
(|7 ||*) nen, pa postoji ng € N takav da vrijedi

2
3
neN, n>ng = Han2<(52+Z.
Primijenimo sada nejednakost (1.6) na vektore x,, i x,, za n,m € N takve da je n > ngim > ny.
Dobivamo

52

— 4% = 2.
5 19

2
[0 = 2l < 22 + 2z |2 - 467 < 26° + S + 262+
Dakle, vrijedi
n,m > ng = |Zn — Tl <e,

odnosno, dokazali smo da je (z,)nen Cauchyjev niz. Prostor X je potpun pa zaklju¢ujemo da je
taj niz konvergentan. Stavimo
ro = lim z,.

n—oo

Bududi da je skup S zatvoren i z,, € S slijedi da je i zy € S. Napokon, norma je neprekidna
funkcija sa X u R pa dobivamo
o]l = Tim Jla, | =

Time je dokazana i egzistencija u teoremu 1.21.

U Banachovom prostoru ne vrijedi teorem 1.21:
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Zadatak 1.13. Neka je C([0,1]) Banachov prostor svih neprekidnih funkcija f : [0,1] — C s
maksimum normom

/]l = max {[f()]; ¢t €[0,1]},  f € C([0,1]).

S— {f e C([0,1]): /0 F(t)dt— /:f(t)dt _ 1}.

Dokazite da je S neprazan konveksan zatvoren podskup od C([0,1]) i da ne postoji fo € S takva
da je || foll < IfIl Vf € 5.

Neka je

Zadatak 1.14. Neka je L1([0,1]) Banachov prostor svih (klasa ekvivalencije) izmgerivih funkcija
f:[0,1] — C takvih da je funkcija t — |f(t)| integrabilna u Lebesgueovom smislu s normom

1
I = [ 1r@ld £ e Lio. 1),
0
(L1([0,1]) se moze promatrati i kao popunjenje normiranog prostora C([0,1]) u odnosu na normu
|- []1.) Neka je :
S = {f € Ly([0,1]); / f(t)dt = 1} :
0

Dokazite da je S neprazan zatvoren konveksan podskup od Li([0,1]) ¢ da je skup

{£e5S;|Iflh < gl Vg € S}

beskonacan. (U slucaju da se Ly([0,1]) promatra kao popunjenje od C([0,1]) u odnosu na normu
| - [|1, onda se skup S definira kao zatvaraé skupa

{recqouy [ 1f(t)dt=1}

u prostoru L1([0,1]).)

Za vektore x,y iz unitarnog prostora X kazemo da su ortogonalni ili okomiti jedan na
drugoga i pisemo x L y ako je (z|y) = 0. Za vektor x € X kazemo da je ortogonalan na skup
S C X ipisemo x L S ako je x 1 y za svaki y € Y. Za podskupove S i T unitarnog prostora
X kazemo da su ortogonalni i pisemo S L T ako je x 1 T za svaki x € S. Za svaki podskup S
unitarnog prostora X lako se vidi da je

St={zrecX; 2 1S}
zatvoren potprostor od X. Nadalje,
St =19+ = (C1[S])* i StncCl[s] = {o0}.

Teorem 1.22. (Teorem o ortogonalnoj projekciji) Neka je X Hilbertov prostor i Y njegov
zatvoren potprostor. Tada je X =Y + Y+, Nadalje, za bilo koji podskup S prostora X vrijedi

CI[S] = S+ = (54)*.

Dokaz: Prije svega, ocito je Y N'Y+ = {0}. Doista, proizvoljan vektor x € Y N'Y+ okomit je
na samog sebe, tj. (z|xr) = 0, dakle, z = 0. To pokazuje da je suma potprostora Y i Y+ direktna.
Dokazimo sada da je Y +Y+ = X. Neka je € X proizvoljan. Treba dokazati da postojey € YV
i z € Y takvi da je x = y+ 2. Buduéi da je Y zatvoren potprostor, skup x +Y = {z+y; y € Y}
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je zatvoren i konveksan. Prema teoremu 1.21. u skupu z+Y postoji jedinstven vektor z najmanje
norme. Dakle, vrijedi
Izl <llz =yl VyeY. (1.7)
Neka je u proizvoljan jedini¢ni vektor iz Y. Tada je (z|u)u € Y pa prema (1.7) vrijedi
121 < Nz = (zlu)ull® = (= = (zlw)ulz — (z|u)u) =
= [[2lI* = (zlw) (ulz) = (z]u)(z]u) + |([)* = 2]* = |(z|u) .
Odatle slijedi (z|u) = 0. Kako je u bio proizvoljan jedini¢ni vektor iz Y, zaklju¢ujemo da je z € Y'+.

Stavimo sada y = x — z. Tada je naravno x = y + 2, a kako je z € x+Y, vidimo da je y € Y. Time
je dokazano da je X =Y + Y+ dakle, X =Y + Y.

Zadatak 1.15. DokaZite drugu tvrdnju teorema 1.22: CI[S] = S++.

Ako su potprostori unitarnog prostora medusobno ortogonalni oni tvore direktnu sumu. Tada
je uobicajeno da se umjesto znaka + upotrebljava znak @. Dakle, u prethodnom teoremu imamo
X =Y @ Y™+, Potprostor Y+ zove se ortogonalni komplement potprostora Y u unitarnom
prostoru. Za potprostor Y+ upotrebljava se i oznaka X ©Y. Opéenitije, ako su Y < Z < X i ako
je potprostor Y zatvoren u X tadaje Y+ NZ =ZaY.

Ako su x1, w9, ...,7, € X medusobno ortogonalni vektori razli¢iti od nule, lako se vidi da su
oni linearno nezavisni. Skup vektora S zove se ortonormiran ako su svi vektori x € S jedini¢ni
(tj. ||z]] = 1) i medusobno ortogonalni.

Teorem 1.23. (Gram—Schmidtov postupak ortonormiranja) Neka je X unitaran prostor i
neka je x1,Tq, X3, ... konacan ili beskonacan linearno nezavisan niz vektora prostora X.

(a) Postoji ortonormiran niz ey, es,es, ... u X sa svojstvom da je
{x1, 29, ...,x}] = [{e1, €0, ..., €1} VEk.

(b) Uz dodatni uvjet (ex|xr) > 0 Yk ortonormiran niz ey, ea, €3, . .. iz turdnje (a) je jedinstven.

[z teorema 1.23. odmabh slijedi da svaki konaénodimenzionalan unitaran prostor X ima ortonormi-
ranu bazu. Stovise, svaki ortonormiran skup u X moze se dopuniti do ortonormirane baze od X.

Ako je e = {ej, e2,...,€,} ortonormirana baza od X onda je (e;|e;) = d;;, pa za svaki v € X
imamo:
n
r = Z(x|ej)ej.
j=1

Ako je f = {f1, f2,--., fm} ortonormirana baza drugog unitarnog prostora Y i A € L(X,Y)
onda je element matrice A(f,e) tog operatora na presjecistu i—tog retka i j—tog stupca jednak

(Aejlfi) -

Q11 Q12 o Oqp
m
Qo1 Qg2 -+ Qo
Aej = Z@ijfia A(f,e) = . : . . g iy = (Aejl fi).
i1 : : . :
Oyl Oyt 0 [07%%7)

U slu¢aju beskona¢nodimenzionalnih unitarnih prostora pojam ortonormirane baze definira se
drugacije, tako da se dozvoli prikaz vektora ne samo kao linearne kombinacije nego i kao sume
konvergentnog reda. Za beskonac¢nodimenzionalan unitaran prostor X ortonormiran podskup B
zove se ortonormirana baza ako B razapinje gust potprostor od X : Cl([B]) = X. Primijetimo
da opcenito ortonormirana baza B unitarnog prostora X ne mora biti baza vektorskog prostora
X; naime, ne mora biti [B] = X, nego samo Cl([B]) = X.
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Teorem 1.24. Neka je S ortonormiran podskup unitarnog prostora X.
(a) Za svaki xz € X skup {e € S; (z|e) # 0} je konacan ili prebrojiv.

(b) Za svaki x € X wrijedi Besselova nejednakost:

> lzle)® < =)

e€eS

(¢) Vektor x € X je u zatvaracu CI([S]) potprostora razapetog skupom S ako i samo ako vrijedi
Parsevalova jednakost:
> lle)f = fall.

eeS

(d) Za svaki x €CI([S]) vrijedi

x = Z(x|e)e.

(e) Za x,y €CU[S]) vrijedi
(ly) =D _(ale)(ely);

eeS

pri tome je red s desne strane apsolutno konvergentan (a jednakost se takoder zove Parsevalova).

Dokaz: Dokazat ¢emo najprije sljede¢u lemu:

Lema 1.8. Neka je F' konacan ortonormiran podskup unitarnog prostora X i neka je v € X.

Stavimo
y = Z(x|e)e.

ecF
(a) Vrijedi
lz =yl <llz =2 Vze[F]\{y}.

Drugim rijecima, vektor y je jedinstvena najbolja aproksimacija vektora x vektorima iz pot-
prostora [F).

(b) Vrijedi
> lzle)l® < =)

ecF

pri éemu vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je x € [F].

Dokaz leme 1.8: Stavimo F' = {ey, es,...,e,}. To je ortonormirana baza prostora [F]. Imamo
y=> (zlex)ex.
k=1

Svaki vektor z € [F] moze se napisati u obliku

n
VAR E ALCL.
k=1
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Koristedi linearnost skalarnog produkta u prvom i antilinearnost u drugom argumentu dobivamo:

n n
0< ||5L' - Z”2 = (IL‘ — Z&k@k T — Zakek> =
k=1 k=1

= (z]z) Zak ex|r) — Za_k(x|ek)+2|ak|2 =
k=1 k=1
= [z - Z [(ler)] + D o — (afex)
k=1 k=1

Ta je vrijednost striktno najmanja toéno onda kad je posljednja suma jednaka nuli, a to znaci
ar, = (x|ex) za svaki k, odnosno z = y. Time je dokazana tvrdnja (a). No slijedi i nejednakost u
tvrdnji (b), jer za z = y imamo:

0 < flo—yl* = lll* = ) (zlex) ]
k=1

Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je x = y, odnosno, ako i samo ako je x € [F]. Time je lema
1.8. u potpunosti dokazana.

Dokazimo sada tvrdnju (a) teorema 1.24. Za svaki prirodan broj n definiramo podskup S,, od

S : .
p— . >_ .
S, {GES, |(x|e)|_n}

Neka je F' konacan podskup od S,,. Prema tvrdnji (b) leme 1.8. imamo:

7|
ol 2 3 I(ale)? = =5

ecF

Dakle, broj elemenata |F| bilo kojeg kona¢nog podskupa F skupa S,, ne moze biti veéi od n?||z||?.
Slijedi da je svaki od skupova S, konacan. Sada tvrdnja (a) slijedi iz evidentne skupovne jed-
nakosti:

{e €5; (xle) # 0} = | Sn.

neN

Iz leme 1.8. 1 iz tvrdnje (a) slijedi tvrdnja (b). Doista, neka je Sy = {e € S; (z]e) # 0}. Ako Sy
nije kona¢an skup, prema tvrdnji (a) skup Sy je prebrojivo beskonacan, pa mu elemente mozemo
numerirati prirodnim brojevima: Sy = {e,; n € N}. Tada je

D I(ale) Z (alea)P
ecS
Kad bi to bilo vece od ||z||?, onda bismo imali

Z |(z|ex)]* > ||z||*>  za neki prirodan broj n.

No to je nemoguce zbog tvrdnje (b) leme 1.8. Time je dokazana tvrdnja (b).
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Pretpostavimo sada da je x € CI([S]). Neka je ¢ > 0. Tada postoji z € [S] takav da je
|x — z|| < e. Vektor z je linearna kombinacija vektora iz S, dakle postoji konac¢an skup F C S
takav da je z € [F|. Prema tvrdnji (a) leme 1.8. slijedi:

2

xr — Z(x|e)e <’
ecF
Prema dokazu leme 1.8. lijeva strana ove nejednakosti jednaka je ||z[|* — 3. x [(z]€)]?. Prema
tome,
Ve > 0 postoji konacan skup F' C S takav da je |z||* — Z |(z]e)]* < 2.
ecF
Kako je ocito
Izl = (o) < flz)* = Y (=le),
ecS ecF
zakljucujemo da vrijedi
0< ||zl =) l(zle))* < Ve>0,
ecsS
pa slijedi Parsevalova jednakost. Dakle, dokazali smo da Parsevalova jednakost vrijedi za svaki

z € CI([S)).
Pretpostavimo sada da za neki x € X vrijedi Parsevalova jednakost. Prema dokazanoj tvrdnji
(a) mozemo pisati

So={e € S; (zle) #0} ={e,; n € N}. (1.8)
Za n € N stavimo .
T, = Z(:ﬂek)ek.
k=1

Tada imamo prema dokazu leme 1.8.

n
lz = 2all? = all* = ) I(xlen) .
k=1

Iz Parsevalove jednakosti slijedi da desna strana tezi k nuli kada n tezi u co. To pokazuje da je
x = limz, i posebno = € CI([S]). Time je dokazana tvrdnja (c), a slijedi i tvrdnja (d) jer za
z € CI([S]) imamo redom:

n [e.e]
xr = lim z, = lim Z(:c\ek)ek = Z(:c\en)en = Z(m\e)e.
n—oo n—oo
k=1 n=1 ecS

Dokazimo jos tvrdnju (e). Neka su x,y € CI([S]). Imamo

2|(zle)(ely)] < I(=le)]” + [ (yle) I,

pa zbog konvergencije redova u Besselovim nejednakostima za vektore x i y zakljuc¢ujemo da
red > (z|e)(ely) apsolutno konvergira. Nadalje, uz oznaku (1.8) imamo zbog tvrdnje (d) i zbog
neprekidnosti skalarnog produkta:

(ely) = ( Tim S (alen)en]y) = Tim S (len)erly) = 3 (alea) ealy) = D (ale)ely).

Time je teorem 1.24. u potpunosti dokazan.
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Teorem 1.25. U svakom Hilbertovom prostoru postoji ortonormirana baza. Svaki maksimalan
ortonormiran podskup Hilbertovog prostora X je ortonormirana baza od X.

Dokaz: Neka je O skup svih ortonormiranih skupova u Hilbertovom prostoru X. Skup O je
parcijalno ureden s inkluzijom kao relacijom uredaja. Dokazimo da O zadovoljava uvjet Zornove
leme. Neka je £ lanac u O. Stavimo

A=JB

BeLl
Skup A je ortonormiran. Naime, oc¢ito je svaki vektor iz A jedini¢ni. Osim toga, ako su z i y
medusobno razlic¢iti vektori iz A, onda zbog ¢injenice da je L lanac postoji B € L takav da su
x,y € B; kako je skup B ortonormiran, slijedi (z|y) = 0. Dakle, A € O. O¢ito je BC AVB € L,
sto znaci da je A gornja ograda lanca L.

Sada po Zornovoj lemi slijedi da postoji bar jedan maksimalan ortonormiran podskup od X.
Neka je sada B bilo koji maksimalan ortonormiran podskup od X. Pretpostavimo da B nije
ortonormirana baza od X, tj. da je Cl([B]) # X. Kako je po teoremu 1.22. C1([B]) = B+,
slijedi B+ # {0}. Izaberimo jedini¢ni vektor e € B+. Tada je skup B U {e} ortonormiran i sadrzi
B kao pravi podskup, Sto je nemoguce jer smo pretpostavili da je B maksimalan u skupu O
svih ortonormiranih podskupova od X. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da B nije
ortonormirana baza od X bila pogresna, pa zakljucujemo da je B ortonormirana baza od X.

U separabilnom beskona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru svaka je ortonormirana baza
prebrojiva. To slijedi iz sljedece propozicije:

Propozicija 1.2. Svaki ortonormiran skup u separabilnom unitarnom prostoru X je konacan ili
prebrojiv.
Dokaz: Neka je K ortonormiran skup u X i neka je S = {z,; n € N} prebrojiv gust podskup
od X. Za e € K neka je K, = K (e, g) Definiramo prelikavanje ¢ : K — N ovako:
o(e) =min{n € N; z,, € K.}
Za medusobno razlicite e, f € K imamo (e|f) = (fle) =01 |le|]| = ||f|| = 1 pa slijedi

le=fI?=(e=fle=H)=lel> = (elf) = (fle)+IfIP=2 = Je=fll=V2
Zbog toga je K. N Ky = (. Dakle, preslikavanje ¢ : K — N je injekcija pa zakljucujemo da je skup

K konacan ili prebrojiv.

Ako je X unitaran prostor i y € X onda je sa x — (x|y) zadan linearan funkcional na prostoru
X koji je zbog CSB—nejednakosti neprekidan, tj. element od X'. Sljedeéi teorem tvrdi da se
u slucaju Hilbertovog prostora X na taj nacin dobiju svi neprekidni linearni funkcionali na X.
Precizno, vrijedi sljedeé¢i tzv. teorem o reprezentaciji neprekidnog linearnog funkcionala:

Teorem 1.26. (F. Riesz) Neka je X Hilbertov prostor. Za svaki f € X' postoji jedinstven y € X
takav da je f(x) = (x|y) za svaki x € X. Oznacimo li taj vektory sa o(f), dobivamo preslikavanje
v X' — X koje ima sljedeca svojstva:

(a) ¢ je bijekcija sa X' na X.
(b) Za svaki f € X' je [lo(f)Il = I fI
(¢) Za f,g € X" i\ peCurigedi p(\f + pg) = Mp(f) + Tip(g).

Drugim rijecima, o je antilinearna izometrija sa X' na X.



36 POGLAVLJE 1. OPCI TEOREMI FUNKCIONALNE ANALIZE

Dokaz: Neka je f € X'. Ako je f = 0 ocito za y = 0 vrijedi f(x) = (z|y) Vo € X. Pret-
postavimo da je f # 0. Jezgra N(f) = {z € X; f(x) = 0} je zbog neprekidnosti funkcionala f
zatvoren potprostor od X. Prema teoremu 1.22. imamo X = N(f)® N(f)*. Potprostor N(f)* je
jednodimenzionalan. Doista, ako su x i y vektori iz N(f)* razliciti od 0, onda imamo redom:

FU@ae = fl@)y) =0 = [fyz—fla)ye N(HNN)T={0} = [fy)z=[f(2)y.
Nadalje, iz N(f) N N(f)* = {0} slijedi f(z) # 01 f(y) # 0. To pokazuje da su vektori = i y

proporcionalni.
Neka je e jediniéni vektor u N(f)*. Neka je  bilo koji vektor iz X. Stavimo y = f(e)e. Kako
je
X=N(+NH 1 N ={e;reCl
vrijedi * = 2z 4+ Ae za neke z € N(f) i A € C. Sada je

flx) = f(z+Ae) = f(2) + Af(e) = Af(e),
jer je z € N(f). Nadalje,

(zly) = (= + Aelf(e)e) = fe)(z[e) + Af(e)(ele) = Af(e),

jer je vektor e jedinicni i okomit na N(f). Dakle, dokazali smo da vektor y ima trazeno svojstvo
7(z) = (aly) Vi € X.

Dokazimo sada da je takav vektor y jedinstven. Pretpostavimo da i vektor y’ ima svojstvo
f(z) = (z]y) Vx € X. Tada je (zly —y') =0 Ve € X, paslijediy —y' =0, tj. v =y.

Dakle, preslikavanje ¢ : X' — X iz iskaza teorema je dobro definirano. Iz definicije je jasno
da je ¢ injekcija. To je i surjekcija, jer je za bilo koji y € X sa f(x) = (z]y) zadan neprekidan
linearan funkcional f na prostoru X i vrijedi ¢(f) = y.

Za f € X'izay = ¢(f) zbog CSB—nejednakosti imamo |f(z)| = [(z|y)| < ||z| - ||y|| pa slijedi
If1l < |ly||- Nadalje, imamo

LI Myl = 1 @)l = [wly)l = llyll?,

pa slijedi i obrnuta nejednakost || f]| > ||y||. Dakle, || f|l = llv]| = |l¢(f)]l, odnosno, ¢ je izometrija.
Napokon, ako su f,g € X'i A\, u € C, za svaki x € X je

(| Xp(f) +1e(g)) = Male(f)) + ulzle(g) = Af(x) + pg(z) = (Af + pg)(x) = (z|o(Af + ng)).

Bududi da je vektor z € X bio proizvoljan, slijedi @(Af 4+ pg) = Xo(f) + fip(g) i time je teorem
1.26. dokazan.

Koriste¢i tvrdnju (d) teorema 1.10. i korolar Hahn—Banachovog teorema 1.15., iz teorema 1.26.
neposredno slijedi:

Korolar 1.2. Ako su X 1Y Hilbertovi prostori i A € B(X,Y) onda je
Al = sup{[(Az[y)|: z € X,y €Y, [lz]| <1, [[y]| < 1}.

Teorem 1.27. Neka su X 1 Y Hilbertovi prostori. Za svaki A € B(X,Y) postoji jedinstven
A* € B(Y, X) takav da vrijedi

(Azly) = (x| A™y) Vee X, VyeY.

Preslikavanje A — A* ima sljedeéa svojstva:
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(a) A*™ = A za svaki A € B(X,Y).

(b) A A* je antilinearna izometrija sa B(X,Y) na B(Y, X).

(¢) Za A€ B(X,Y) iB € B(Y,Z) je (BA)* = A*B".
Zadatak 1.16. DokaZite teorem 1.27.

Za operator A* kazemo da je adjungiran operatoru A. Jezgre i slike dvaju operatora A i A*
su u uskoj vezi:

Propozicija 1.3. Neka su X i Y Hilbertovi prostori i A € B(X,Y). Tada vrijedi:
N(A) = R(A*)*,  CUR(A)) = N(A")*,  N(A)=R(A)*,  CUR(A")) = N(A)"
Zadatak 1.17. Dokazite propoziciju 1.5.

Uputa: Pomocu druge tvrdnje u teoremu 1.22. i pomoc¢u zamjene uloga operatora A i A*
dokazite najprije da su sve cetiri jednakosti medusobno ekvivalentne, a zatim dokazite prvu od
njih.

Za Hilbertov prostor X operator A € B(X) = B(X, X) zove se:

— hermitski, ako vrijedi A* = A;
— antihermitski, ako vrijedi A* = —A4;

— unitaran, ako vrijedi A*A = AA* = I; tj. A je invertibilan u B(X) i A1 = A*;

— normalan, ako vrijedi A*A = AA*; sve tri prethodne vrste (i hermitski i antihermitski i
unitarni operatori) su normalni operatori.

Propozicija 1.4. Neka je X Hilbertov prostor i A € B(X).
(a) Ako je operator A hermitski i (Azxz|z) =0 Vo € X onda je A = 0.
(b) Operator A je normalan ako i samo ako je ||Ax| = ||A*z| Vz € X.
(¢) Ako je operator A normalan, onda je N(A*) = N(A).
(d) Ako je operator A normalan i ako sux € X i« € C takvi da je Ax = ax, onda je A*x = ax.

Zadatak 1.18. DokaZite propoziciju 1.4.

Uputa: (a) Iz (A(z + y)|z + y) = 0 izvedite da je Re (Az|y) = 0 za bilo koje z,y € X. Zatim
zamjenom y sa 1y zakljucite da je i Im (Ax|y) = 0 za bilo koje z,y € X.

(b) Operator AA* — A*A je hermitski.

Tvrdnju (c) izvedite iz (b).

(d) Uocite da je A — al normalan operator.
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Poglavlje 2

Kompaktni operatori

2.1 Kompaktni operatori na normiranim prostorima

Neka je X normiran prostor. Primijetimo da je tada X i metricki prostor uz metriku zadanu sa
d(z,y) = ||xr—y||. Neka je S podskup prostora X. Otvoren pokriva¢ od S je familija {U,; o € A}
otvorenih podskupova U, C X, takvih da je

SgUUa.

acA

Skup S zove se kompaktan, ako za svaki otvoren pokriva¢ {U,; a € A} od S postoji konacno
mnogo indeksa oy, as, ..., a, € A takvih da je {U,,, Uy, - .., Us, } pokrivac od S :

S C U UUny U+ UU,,.

Drugim rije¢ima, skup S je kompaktan ako svaki njegov otvoren pokrivac¢ ima konacan potpokrivac.
Iz teorije metrickih prostora znamo da je S kompaktan ako i samo ako svaki niz u .S ima konver-

Skup S C X zove se relativno kompaktan ako svaki niz u S ima konvergentan podniz (bez
zahtjeva da je limes tog podniza u S). Dakle, skup S je relativno kompaktan ako i samo ako je
njegov zatvara¢ Cl(S) kompaktan.

Zadatak 2.1. Dokazite da je podskup S Banachovog prostora X relativno kompaktan ako i samo
ako za svaki € > 0 postoji konacna e—mreza skupa S. Pri tome je konacna e—mreza skup
{x1,29,...,2,} C S takav da je

S C K(z1,e) UK (x9,6)U-+-UK(x,,¢).

Iz zadatka 2.1. slijedi da je svaki relativno kompaktan skup ogranicen.

Ako je normiran prostor X kona¢nodimenzionalan, njegov je podskup S relativno kompaktan
ako i samo ako je ogranicen, a kompaktan ako i samo ako je ogranicen i zatvoren. Posebno svaka
zatvorena kugla

R(w0,7) = {z € X; Iz — 20| < 1}

je kompaktan podskup od X. Isto vrijedi i za svaku sferu
S(zo,r) ={x € X; ||l — x| =7}

Otvorene kugle u konacnodimenzionalnom normiranom prostoru su relativno kompaktni skupovi.
Sljededi teorem govori da to ne vrijedi u beskonacnodimenzionalnim prostorima.
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Teorem 2.1. Neka je X beskonacnodimenzionalan normiran prostor © neka su xg € X ir > 0.
Tada niti zatvorena kugla K (xqg,r) niti otvorena kugla K(xo,r) niti sfera S(xo,r) nisu relativno
kompaktni skupour.

Za dokaz teorema 2.1. treba nam sljedec¢a lema:

Lema 2.1. (F. Riesz) Neka je X normiran prostor, Y # X mnjegov zatvoren potprostor i
e > 0. Postoji vektor x(e) € X takav da je ||z(e)|| =1 i d(z(e),Y) > 1—e. Ako je potprostor Y
konacnodimenzionalan, postoji vektor xo € X takav da je ||zol| =1 i d(zo,Y) = 1.

Pri tome, za podskup S normiranog prostora X i za vektor x € X sa d(x,S) oznacavamo
udaljenost vektora x od skupa S :

d(z,5) = inf{||lz —y|; y € S}.

Lako se vidi da je d(x,S) = 0 ako i samo ako je z € CI(S). Ako je prostor X unitaran, Y njegov
potprostor i xy jedini¢ni vektor okomit na potprostor Y, onda za svaki y € Y imamo:

lzo = ylI* = lloll* + llylI* = 1+ llyl* = 1,

pa zbog 0 € Y slijedi d(xo,Y) = 1. Zbog toga, iako u normiranom prostoru nije definiran pojam
okomitosti, vektor z(e) iz leme 2.1. mozemo shvacati kao vektor koji je "priblizno okomit” na
potprostor Y.

Dokaz leme 2.1: Neka je € > 0. Mozemo pretpostavljati da je € < 1. Ozna¢imo sa § pozitivan
broj %. Neka je z bilo koji vektor iz X koji nije u potprostoru Y. Stavimo d = d(z,Y).
—€

Primijetimo da je d > 0 jer je potprostor Y zatvoren i z ¢ Y. Kako je d + dd > d, postoji yp € YV
takav da je d < ||z — yo|| < d + dd. Neka je z(e) jedinicni vektor u smjeru z — yp :

1

S -

(z — o).

Tada za svaki y € Y imamo redom:

: Iz = (yo + | )l = 4 5 _d :
. z — z — g g
Yo PN = =yl = a+ds 149

Kako to vrijedi za svaki vektor y € YV slijedi d(z(¢),Y) > 1 —e.

Pretpostavimo sada da je potprostor Y konaénodimenzionalan. Za izabrani vektor z € X \ Y
i potprostor Z = [Y U{z}] =Y 4 [{z}] je konacnodimenzionalan. Primijenimo sada dokazano
na prostor Z, njegov potprostor Y i ¢ = % (n € N). Zakljucujemo da za svaki prirodan broj n
postoji jedini¢ni vektor x, u konatnodimenzionalnom prostoru Z takav da je d(z,,Y) > 1— % No
zatvorena jedinicna kugla u kona¢nodimenzionalnom prostoru Z je kompaktan skup, pa postoji
konvergentan podniz (x,,) niza (z,). Neka je xy = limy . x,,. Tada je vektor z, jedini¢ni.
Nadalje, za svaki k € N i za svaki vektor y € Y imamo

1—c.

l2(e) = yll = 7———
Iz = oll

I 21—
Tp, — Y| > 1 ——.
r Y -

Pustisi da k tezi u oo odatle dobivamo ||zg — y|| > 1. Stoga vrijedi d(zY") > 1. S druge strane,
kako je vektor xy jedini¢ni i 0 € Y dobivamo i obrnutu nejednakost:

d(wo,Y) < |[zo — O[] = [lzol| = 1.
Dakle, d(zo,Y) = 1.
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Dokaz teorema 2.1: Izaberimo jedini¢ni vektor e; € X i stavimo Y; = [{e;}]. Prema lemi
2.1. postoji jedini¢éni vektor ey € X takav da je d(es, Y1) = 1. Kako je e; € Y5, imamo |les—eq|| > 1.
Primijenimo li sada lemu 2.1. na potprostor Y, = [{e1, e2}] zaklju¢ujemo da postoji jedini¢ni vek-
tor e3 € X takav da je d(es, Y2) = 1. Kako su e; i es vektori u potprostoru Y, slijedi ||eg —eq|| > 1
i|les —ea]| > 1. Nastavimo na isti nacin i stavimo Y3 = [{ey, €2, €3}]. Primjenom leme 2.1. na pot-
prostor Y3 dolazimo do jedini¢nog vektora es € X takvog da je d(ey,Y3) = 1, dakle |leg — ey > 1,
lles —ea]| > 11 |leg—es]| > 1. Korak po korak na taj nacin dolazimo do niza (e,,) jedini¢nih vektora
takvih da je ||e;, —e,|| > 1 za m # n. Taj niz o¢ito nema konvergentan podniz, pa zaklju¢ujemo da
jedini¢na sfera S(0, 1) sa sredistem u nuli nije relativno kompaktan skup. Odatle evidentno slijedi
da ni sfera S(0,r) = rS(0,1) = {rx; x € S(0,1)} za bilo koji » > 0 nije relativno kompaktan
skup, pa niti sfera s nekim drugim sredistem S(xg,r) = zo + S(0,7) = {zo + z; z € S(0,7)}.
Kako svaka kugla (otvorena ili zatvorena) sadrzi sfere kao podskupove, ni kugle nisu relativno
kompaktni skupovi.

Iz teorema 2.1. slijedi da je dobro poznata karakterizacija kompaktnosti za podskupove euklid-
skog prostora (kompaktnost = ograni¢enost + zatvorenost) zapravo karakterizacija kona¢nodimen-
zionalnosti:

Korolar 2.1. (F. Riesz) Normiran prostor je konacénodimenzionalan ako i samo ako je svaki
njegov ogranicen i zatvoren podskup kompaktan.

Dokaz: Neka normiran prostor X ima svojstvo da je svaki njegov ogranicen i zatvoren podskup
kompaktan. Tada X ne moze biti beskonacnodimenzionalan, jer bi u protivhom zatvorena kugla

K(0,1) bila zatvoren i ograni¢en podskup koji nije relativno kompaktan, dakle ni kompaktan.

Neka su X i Y normirani prostori i A : X — Y linearan operator. A se zove kompaktan
operator ako je AK(0,1) = {Ax; v € X, ||z|| < 1} relativno kompaktan podskup od Y. Zbog
nizovne karakterizacije relativne kompaktnosti slijedi da je operator A kompaktan ako i samo ako
za svaki ogranicen niz (x,) u X niz (Az,) u 'Y ima konvergentan podniz, odnosno, ako i samo ako
svaki ogranicen niz (x,) u X ima podniz (z,,) takav da je niz (Az,,) u Y konvergentan.

Skup svih kompaktnih operatora sa X u Y oznacavat ¢emo sa K(X,Y).

Propozicija 2.1. Svaki kompaktan operator je ogranicen.

Dokaz: Neka je A : X — Y kompaktan operator. Tada je skup {Az; z € X, ||z]| < 1}
relativno kompaktan, dakle i ogranicen. Stoga postoji broj M > 0 takav da je ||Ax|| < M za svaki
r € X takav da je ||z| < 1. Ako je sada z bilo koji vektor iz X razli¢it od nule, onda je vektor
”71”95 jedini¢ni, pa slijedi

=l <or
] ]

Dakle, ||Az|| < M|z|| Yx € X, odnosno operator A je ograni¢en. Prema tome, vrijedi

K(X,Y)C B(X,Y).

Teorem 2.2. Neka su X, Y @ Z normirani prostori.
(a) K(X,Y) je potprostor od B(X,Y).
(b) Za Ae K(X,Y) 1B e B(Y,Z) vrijedi BA € K(X, Z).
(¢c) Za Ae B(X,Y) iBe K(Y,Z) vrijedi BA € K(X, Z).
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Dokaz: (a) Neka su A,B € K(X,Y) ia,3 € C. Neka je (x,) ogranicen niz u X. Kako je
operator A kompaktan, postoji podniz (u,) niza (z,) takav da je niz (Au,) konvergentan. Kako
je operator B kompaktan, postoji podniz (z,) niza (u,) takav da je niz (Bz,) konvergentan.
Niz (Az,) je takoder konvergentan, jer je to podniz konvergentanog niza (Au,). Stoga je i niz
((0A + BB)z,) konvergentan. To pokazuje da je operator «A 4+ B kompaktan, dakle K(X,Y)
je potprostor od B(X,Y).

(b) Neka je (z,,) ograni¢en niz u X. Kako je operator A kompaktan, postoji podniz (u,) niza
(x,) takav da je niz (Au,) konvergentan u prostoru Y. Operator B je ograni¢en, dakle nepreki-
dan, pa on preslikava svaki konvergentan niz u Y u konvergentan niz u Z. Dakle, niz (BAu,) je
konvergentan u prostoru Z. To pokazuje da je BA € K(X, Z).

(¢) Neka je ponovo (x,,) ogranicen niz u X. Kako je operator A ogranicen, (Ax,) je ogranicen
niz u Y. Kako je operator B kompaktan, niz (BAx,) u prostoru Z ima konvergentan podniz.
Dakle, dokazali smo da je i u tom slucaju BA € K(X, Z).

Time smo u potpunosti dokazali teorem 2.2.

Za normiran prostor X krace pisemo K(X) = K(X,X). Prostori L(X) = L(X,X) i
B(X) = B(X, X) su uz mnozenje operatora asocijativne algebre.
Za bilo koju asocijativnu algebru A njen potprostor Z zove se:

(a) lijevi ideal, ako je AZ C 7, tj. a€ A, x € T = ax € T;
(b) desni ideal, ako je ZAC T, tj. a€ A,z € T = xa € T;
(c) obostrani ideal (ili samo ideal), ako je Z i lijevi i desni ideal.

Ako je A asocijativna algebra s jedinicom i Z ideal u .4, onda se na kvocijentnom prostoru .4/7Z
moze uvesti struktura asocijativne algebre s jedinicom tako da umnozak klasa definiramo kao
klasu umnoska njihovih predstavnika: (a + Z)(b+ Z) = ab + Z. Upravo Cinjenica da je Z ideal
ima za posljedicu da ta definicija ima smisla, tj. daiza+Z =d +Zi1b+7Z = b + T slijedi
ab+7Z = a'b +Z. Doista, tada je a —a’ € Zib—1U € I pa iz ¢injenice da je Z i lijevi i desni
ideal slijedi ab—a't' = a(b—V) + (a —a' )b/ € 7, dakle ab+Z = o'’ +Z. Jedinica u kvocijentnoj
algebri A/7 je klasa e + T jedinice e u algebri A.

Teorem 2.2. ima sljede¢u neposrednu posljedicu:
Korolar 2.2. Ako je X normiran prostor, K(X) je ideal u algebri B(X).
Teorem 2.3. Neka su X 1Y normirani prostori.
(a) Ako jeili X ili Y konacnodimenzionalan prostor, onda je K(X,Y) = B(X,Y).
(b) Jedinicni operator I = Ix je kompaktan ako i samo ako je prostor X konacnodimenzionalan.

(c¢) Ako je prostor X beskonacnodimenzionalan i A € K(X), onda A nije invertibilan u algebri
B(X), tj. ne postoji B € B(X) takav da je AB = BA = 1.

Dokaz: (a) Pretpostavimo prvo da je prostor Y kona¢nodimenzionalan. Neka je A € B(X,Y)
i neka je K zatvorena jedini¢na kugla u X. Kako je operator A ogranicen to je AK ogranicen
podskup od Y. U kona¢nodimenzionalnom normiranom prostoru svaki je ogranic¢en skup relativno
kompaktan. Dakle skup AK je relativno kompaktan, sto pokazuje da je operator A kompaktan.
Kako je A € B(X,Y) bio proizvoljan, slijedi B(X,Y) = K(X,Y).

Pretpostavimo sada da je prostor X kona¢nodimenzionalan. Neka je A € B(X,Y) i neka je
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(z,) ogranic¢en niz u X. Tada zbog kona¢nodimenzionalnosti prostora X niz (z,) ima konvergentan
podniz (x,, ). No tada je zbog neprekidnosti operatora A i niz (Ax,, ) konvergentan u prostoru Y.
Dakle, i u ovom slucaju je operator A kompaktan, pa je opet B(X,Y) = K(X,Y).

(b) Ako je prostor X beskonacnodimenzionalan, po teoremu 2.1. zatvorena jedini¢na kugla
K = K(0,1) u prostoru X nije relativio kompaktan skup. Kako je K = IK zakljuéujemo da
jedini¢ni operator I nije kompaktan. S druge strane, ako je prostor X konacnodimenzionalan,
onda je prema dokazanoj tvrdnji (a) B(X) = K(X) i posebno I € K(X).

Tvrdnja (c) slijedi iz tvrdnje (b) i korolara 2.2. Doista, pretpostavimo suprotno da je neki
kompaktan operator A invertibilan i neka je B € B(X) njegov invers. Tada je AB = I pa iz
korolara 2.2. slijedi I € K(X) a to nije tako zbog tvrdnje (b).

Teorem 2.4. Neka je X normiran i Y Banachov prostor. Tada je K(X,Y') zatvoren potprostor
prostora B(X,Y).

Dokaz: Neka je (A,) niz u K(X,Y) koji je konvergentan u B(X,Y) i neka je A = lim A4,,.
Treba dokazati da je A € K(X,Y). Neka je K zatvorena jedini¢na kugla u prostoru X :

K=K(0,1)={r € X; ||z]| < 1}.

Treba dokazati da je AK relativno kompaktan podskup od Y. Kako je prostor Y potpun relativna
kompaktnost je prema zadatku 2.1. ekvivalentna s postojanjem konacne e—mreze Ve > 0. Dakle,
treba dokazati da za svaki € > 0 skup AK ima kona¢nu e—mrezu.

Neka je € > 0. Zbog A = lim A, postoji n € N takav da je [|[A — A,|| < §. Operator A, je
kompaktan, dakle skup A,K je relativno kompaktan, dakle taj skup ima kona¢nu $—mrezu. To

znaci da postoje zy, xo, ..., T, € K takvi da je

A K C K(Anxl, %) U K(Anxg, %) U---U K(Anxm, %)

Tvrdimo da je tada { Az, Axs, ..., Az, } e—mreza skupa AK, tj.
AK C K(Axy,e) U K(Azg,e)U---U K(Axy,, ). (2.1)

Doista, neka je z € K. Tada je A,z € A, K pa postoji j € {1,2,...,m} takav da je

3

Awe K(Aus ).t [Awr = Al < <

3
Slijedi
Az — Azjl| < ||Az — Apz|| + [[Anz — Apzj]| + [|Anz; — Azj| <

9 9 €
<A = Aall - 2l 4+ 4n = Au|+ 140 = Al logll < 514 S+ 5 1=,

To pokazuje da je Az € K(Az;,¢€), a kako je x € K bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da vrijedi (2.1).
Time je teorem dokazan.

Neka su X i Y normirani prostori. Za A € B(X,Y) kazemo da je operator konacnog
ranga ako mu je slika R(A) konacnodimenzionalan potprostor od Y. U tom slucaju se broj
r(A) = dim R(A) zove rang operatora A. Sa F(X,Y) ¢emo oznacavati skup svih operatora
konac¢nog ranga u B(X,Y).
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Propozicija 2.2. Neka su X, Y 1 Z normirani prostori.

(a) F(X,Y) je potprostor od B(X,Y) sadrzan v K(X,Y).

(b) Za Aec F(X,Y) i B e B(Y,Z) vrijedi BA € F(X,Z) ir(BA)
(¢) Zo Ae B(X,Y) iBe F(Y,Z) vrijedi BA € F(X,Z) ir(BA)
(d

A A
= =
5 =

) F(X)=F(X,X) je ideal u algebri B(X).

Dokaz: (a) Akosu A,B € F(X,Y)1ia,8 € C, onda je R(caA+ 3B) C R(A) + R(B), dakle
slika operatora a A+ 3B je konacnodimenzionalna, odnosno A+ B € F(X,Y). Dakle, FI(X,Y)
je potprostor prostora B(X,Y).

Neka je A € F(X,Y). Tada je A € B(X,R(A)), pa iz tvrdnje (a) teorema 2.3. slijedi
Ae K(X,R(A)), dakle i A € K(X,Y). Time smo dokazali da je F(X,Y) C K(X,Y).

(b) Neka je A € F(X,Y) 1 B € B(Y,Z). Imamo R(BA) = BR(A), pa ako izaberemo bazu
{e1,...,e,} prostora R(A) slijedi da vektori Bey, ..., Be, razapinju prostor R(BA). Dakle, taj
je prostor kona¢nodimenzionalan i dimenzija mu je < n = dim R(A). Dakle, BA € F(X,Z) i
r(BA) <r(A).

(¢c)Nekaje Ae B(X,Y)iB e F(Y,Z). Tada je R(BA) C R(B) pa ocito vrijedi BA € F (X, Z)

r(BA) <r(B).

Tvrdnja (d) neposredna je posljedica tvrdnji (a), (b) i (c).

Propozicija 2.3. Neka su X i Y normirani prostori. Operator A € B(X,Y) je konacnog ranga
ako 1 samo ako postoje linearno nezavisni vektori ey, es, ..., e, u prostoru Y 1 linearno nezavisni
funkcionali f{, f5, ..., fl w dualu X' prostora X takvi da je

Ax = Z fi(x)e;, r e X. (2.2)
i=1
Tada je {e1, ey, ..., e,} baza prostora R(A), {f1, fs, ..., f.} je baza prostora R(A’) i vrijedi
Alg = Zg’(ei)fi’, gey'. (2.3)

Posebno, dualni operator A" je operator konacnog ranga i r(A") = r(A).

Dokaz: Pretpostavimo da su eq,es, ..., e, linearno nezavisni vektori u prostoru Y i da su
f1s fay ooy fh € Y/ takvi da vrijedi (2.2). Tada je potprostor R(A) oc¢ito sadrzan u [{ey, ea, ..., e,}],
pa slijedi da je A operator kona¢nog ranga.

Pretpostavimo sada da je A € B(X,Y') operator kona¢nog ranga i da je dim R(A) = n. Neka
je {e1,ea,...,e,} baza od R(A). Tada vrijedi (2.2) pri ¢emu su f], f3, ..., f} neka preslikavanja sa
X u C. Lako se vidi da su funkcionali fi, f5,..., f/ linearni, a iz neprekidnosti operatora A slijedi
i njihova neprekidnost. Dakle, f, f5,..., f, € X’. Definiramo sada linearan operator B : Y' — X’
relacijom

By =) gle)f, 4JeY.
i=1

Kako su preslikavanja ¢’ — ¢'(e;) sa Y’ u C neprekidna to je i operator B neprekidan. Nadalje,
za proizvoljan vektor x € X i proizvoljan funkcional ¢’ € Y’ imamo:

(5)) = o (1) = /(32 ) = Y- ) = (Do) o) = (B

Dakle, B = A’, odnosno vrijedi (2.3).
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Dokazimo sada da su funkcionali fi, f3,..., f/ linearno nezavisni. Neka su 1, x9,...,2, € X
takvi da je Ax; =e; za j =1,2,...,n; takvi vektori z; postoje jer su e; vektori iz R(A). Iz

ej = Aw; =Y fi(z))e;
=1

neposredno slijedi f/(x;) = d;;. Dakle, ako je

i=1

za neke A\, \g, ..., A, € C, onda za svaki j € {1,2,...,n} nalazimo:

0= (;Nﬂ) (z) = ZZl/\lle(:pj) = izl,\igij =\

Dakle, funkcionali f{, f5, ..., f, su linearno nezavisni.

Da bismo dokazali da je {fi, fs,...,f.} baza od R(A’) treba jos samo ustanoviti da su
funkcionali f{, f},..., f! sadrzani u R(A’), jer tada je iz (2.3) jasno da ti funkcionali razapinju
R(A’). Neka je j € {1,2,...,n}. Definiramo linearan funkcional G, na konacnodimenzionalnom
potprostoru R(A) = [{ey, ea,...,e,}] prostora Y sa

G;(ei) = 0ij, odnosno G, < i )\iei) =\
i=1

Tada je G; € R(A)' pa prema Hahn—Banachovom teoremu 1.15. postoji gj € Y ¢ija je restrikcija
na R(A) jednaka G;. Sada je zbog (2.2) za svaki z € X

(Ag))(@) = gj(Aw) = G5 (I filw)e:) = fi(w)

pa slijedi f; = A’g; € R(A’).

Time je propozicija u potpunosti dokazana.

Propozicija 2.4. Neka su X 1Y Hilbertovi prostori. Operator A € B(X,Y) je konacnog ranga
ako i samo ako postoje linearno nezavisni vektori e, es,...,e, € Y 1 linearno nezavisni vektori

fi, fay ooy fn € X takuvi da je

n

Ax = Z(:c\fi)ei Vo e X.

i=1

Tada je

n

Ay => (le)fi  WyeY.

i=1
Nadalje, {e1,ea,...,e,} je baza potprostora R(A) i {fi, fa,..., fnu} je baza potprostora R(A*).
Posebno, A je konacnog ranga ako i samo ako je A* konacnog ranga i tada je r(A) = r(A*).

Zadatak 2.2. Dokazite propoziciju 2.4.

Uputa: Koristite propoziciju 2.3. i Rieszov teorem 1.26. o reprezentaciji neprekidnih linearnih
funkcionala na Hilbertovom prostoru.
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Teorem 2.5. Neka je X normiran i Y Hilbertov prostor. Operator A € B(X,Y) je kompaktan
ako i samo ako je A limes niza operatora konacnog ranga. Drugim rijecima,

K(X,Y) = CI(F(X,Y)).

Dokaz: Neka je (A,) niz u F(X,Y) koji konvergira u B(X,Y') i neka je A = lim A,,. Po tvrdnji
a) propozicije 2.2. operatori A,, su kompaktni pa iz zatvorenosti od K (X,Y) u B(X,Y) (teorem
2.4.) slijedi A € K(X,Y). Time je dokazana inkluzija C1(F(X,Y)) C K(X,Y).

Dokazimo sada obrnutu inkluziju K (X,Y) C CI(F(X,Y)) i pretpostavimo daje A € K(X,Y).
Treba dokazati da za svaki € > 0 postoji B € F(X,Y) takav da je |A — B <e.

Neka je K = K(0,1) = {x € X; ||z|| < 1} zatvorena jedini¢na kugla u prostoru X i neka je
e > 0. AK je relativno kompaktan podskup potpunog prostora Y pa on ima kona¢nu e—mrezu,
tj. postoje vektori x1, 2o, ..., x, € K takvi da je

AK C K(Axy,e) U K(Azg,e)U--- U K(Ax,,¢).

Neka je Z = [{Axy, Axg, ..., Ax,}] 1 neka je P € B(Y) ortogonalni projektor prostora Y na
potprostor Z. To znaci da je P operator definiran sa

Py==z ako je y=z+u, 2€Z uez*

(v. teorem 1.22. o ortogonalnoj projekeiji). Stavimo B = PA. Tada je R(B) C R(P) = Z, dakle
B je operator kona¢nog ranga: B € F(X,Y). Neka je x € K. Tada je Ax € K(Ax;,¢) za neki
i€{1,2,...,n}, tj. vrijedi ||Az — Az;|| < e. Rastavimo sada vektor Ax prostora ¥ u skladu s
ortogonalnim rastavom Y = Z ® Z+: Av =2+ u, z € Z, u € Z+. Kako je Ax; € Z, nalazimo:

e > [|[Ax — Azi||* = u+ (2 — Az I = [ul® + ||z — Az|* = [ul <e.

Medutim, z = PAx = Bz, paje u = Az —z = Az — Bx = (A— B)z. Tako smo dokazali da vrijedi
I(A— B)x| <e, Vz € K, a to povlaci da je ||[A — Bl <e.

Zadatak 2.3. Neka su X i Y Hilbertovi prostori i A € B(X,Y). Dokazite da su sljedeéa tri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Ae K(X,Y);
(b) A* € K(Y, X)
(c) A*A e K(X).
Uputa: Za implikaciju (¢) = (a) dokazite i koristite nejednakost

|Az — A2 |)* < ||z — 2'|| - || A* Az — A*Ax||, z, 2 € X.
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2.2 Spektar u Banachovim algebrama
Normirana algebra je asocijativna algebra A na kojoj je zadana norma || - || koja zadovoljava
eyl < =l - [yl Vz,y € A

Ako k tome algebra A ima jedinicu e i ako vrijedi ||e|]| = 1, A se zove normirana algebra s
jedinicom. A je Banachova algebra ako je A normirana algebra koja je potpuna. Primijetimo
da je operacija mnozenja neprekidna kao preslikavanje sa A x A u A ((z,y) — zy). Dokaz je
sljedeci:

[y —abll = || (z = a)(y = b) + aly = b) + (x — a)b|| < [lz—all - [ly =0l + llal| - [ly — bl + ||z —al| - [[b]]
Neka je A normirana algebra. Broj
v(z) = inf{||z"||»; n € N}
nazivamo spektralni radijus elementa = € A. Dakle, spektralni radijus je funkcija v sa A u R,.

Teorem 2.6. Neka je A normirana algebra. Za svaki x € A niz (||2"]|% )nen je konvergentan i
limes mu je spektralni radijus od x :

lim ||2"]|" = v(z).
n—oo

Nadalje, vrijedi:
(a) 0 <wv(x) <|z|, Vze A.
(b) v(A\x) = [N - v(z), Vz e A, VA eC.
(¢) v(zy) =v(yzx), Vx,y € A.
(d) v(2*) = [v(z)]*, Vo e A, Vk eN.
Dokaz: Za izabrani z € A stavimo v = v(z). Neka je € > 0. Neka je m € N takav da vrijedi
la™l» <ve G "< (o™

Za svaki prirodan broj n oznac¢imo s p, € NU{0} kvocijent, a s ¢, € {0,1,...,m — 1} ostatak pri
dijeljenju n sa m : n = p,m + ¢q,. Tada je

1:p”m+q—”, neN

n n

pa zbog ogranicenosti funkcije n — ¢, slijedi

Gn pun

lim — =0 1 lim = 1.
n—oo M, n—oo 1
Imamo redom
[z"[] = [[(@™)Prat|| < [[z™ [P - [|zf|"™ < (v + )P ™ - [|z]|™,

pa slijedi )
1 Pnm an
lz"]» < (v+e) = -zl
Pustimo li u toj nejednakosti da n tezi u oo, nalazimo da vrijedi:

pPnm

limsup ||z"||* < lim [(v + &)™ - ||z]| %] = v +e.
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Bududi da je € > 0 bio proizvoljan, iz ove nejednakosti slijedi

lim sup ||:E”||% <v=inf ||x”||% < lim inf ||x”||%

Dakle,
v(z) = limsup ||:E"||% = lim inf ||:E"||%,

Sto ima za posljedicu da je niz brojeva (||z"||=; n € N) konvergentan i da mu je limes jednak v(z).
Tvrdnje (a) i (b) slijede neposredno iz definicije spektralnog radijusa.
Dokazimo tvrdnju (c). Za bilo koji prirodan broj n imamo (zy)"™ = x(yx)"y, pa slijedi

1Cy)™ M < el - Nyl 11 (yx)" -

Odatle je
1 1 ni Ly 2
[Gey)™ T < (el - Nyl ™ - ()™ || =) 7,

pa kad pustimo da n tezi u oo zakljuéujemo da je v(zy) < v(yz). Zamjenom uloga z i y imamo i
obrnutu nejednakost v(yz) < v(zy), dakle vrijedi jednakost v(zy) = v(yx).
Napokon, za bilo koji prirodan broj k£ imamo redom:

1 1 1 k
p(ah) = Tim (@) = Tim (2550 = | Tim (25| = @)

n—oo

Time je i tvrdnja (d) dokazana.

Neka je A asocijativna algebra s jedinicom e. Element a € A zove se invertibilan, ako postoji
b € A takav da je ba = ab = e. Ako postoji, takav b je jedinstven, zove se invers elementa a i
oznacava b = a~!. Skup svih invertibilnih elemenata algebre A oznacavat éemo sa A*. Ocito je A*
grupa s obzirom na mnozenje.

Propozicija 2.5. Neka je A normirana algebra s jedinicom. Tada je preslikavanje invertiranja
x +— x ! neprekidno sa A* u A*.

Zadatak 2.4. Dokazite propoziciju 2.5.
Uputa: Dokazite da za a € A*, za r = m izax e AN K(a,r) vrijedi
lz= —at <2+ [la™ * - fla — =]
Teorem 2.7. Neka je A Banachova algebra s jedinicom e.

(a) Ako jea € Aiv(a) <1, onda je e —a € A* i vrijedi

(e—a)*l:Za":e+a—|—a2+a3—|—---,

n=0
pri cemu taj red konvergira apsolutno.
(b) Ako jea € A illal]| <1, onda je e —a € A*.

(¢) Grupa A* je otvoren podskup od A.
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Dokaz: Prema Hadamardovom teoremu radijus konvergencije reda potencija Y [|a™||A" u C

jednak je
1 1

 limsup l|am|| = — v(a)

Odavde slijedi da red > ||a™||\" konvergira za A = 1. Drugim rije¢ima, red »_ ||a™|| konvergira,
odnosno red > a™ konvergira apsolutno. Bududi da je po pretpostavci prostor A potpun, red
>~ a™ konvergira. Ozna¢imo njegovu sumu sa x, a parcijalne sume sa x,, :

o0
ZL‘:E a”, Tp,=e+a+a’+---+a"!, r = lim x,.

n—00
n=0

Imamo
(e —a)x, =z,(e —a) =e—a".

Bududéi da red > ||a™|| konvergira, imamo lim ||a"|| = 0, dakle i lima™ = 0. Pustimo li u gornjoj
jednakosti da n tezi u co, dobivamo

(e—a)r=xz(e—a)=c¢

Sto pokazuje da je element e — a invertibilan i (e — a) ™' = z.
Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a), jer je v(a) < |la]|.
(c) Neka je a € A*. Neka je

1
xGK(a,—), t]. re A i lla — z|| <

la=] la=t]|

Stavimo y = ¢ — a~'z. Tada je
lyll = lle —a~ 2|l = la™ (a = 2)[| < [la™"[| - la — 2 < 1.

Stoga je prema dokazanoj tvrdnji (b) a 'z = e—y € A*. Kako jea € A* tojeix = ala"'z) € A*.
Tako smo dokazali da je
K(a, ) C A", Va € A*.

la=]

Dakle, A* je otvoren podskup od A.

Neka je A asocijativna algebra s jedinicon e i neka je a € A. Spektar elementa a je skup
ola)={A e C; de—a g A"}.

Teorem 2.8. Neka je A Banachova algebra s jedinicom ia € A. Tada je o(a) neprazan kompaktan
podskup od C. Preciznije, vrijedi:

o(a) CK(0,v(a)) i  o(a)NS(0,v(a)) #0,
odnosno,
v(a) = max{|A|; A € o(a)}.

Dokaz: Ako je A € C i |\ > v(a), onda je v(A~'a) < 1. Stoga je po tvrdnji (a) teorema
2.7.¢ — X la € A*, paslijedi da je i e —a = Ae — A ta) € A*. Dakle, A € o(a). Time smo
dokazali da je o(a) C K(0,v(a)). Posebno, o(a) je ograni¢en podskup od C.

Dokazimo sada da je skup o(a) zatvoren, dakle kompaktan. Neka je A\g € C\ o(a). Tada je
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Xoe — a € A*, a kako je prema tvrdnji (¢) teorema 2.7. skup A* otvoren, postoji broj r > 0 takav
da je K(Xoe — a,r) C A*, tj.
r€A |z—(Ne—a)|<r — re A"
Neka je A € Ci |\ — Ag| < r. Tada imamo redom
|(Ae —a) — (Age —a)|| = | A= Xo| < == e—ae A - A o(a).

Time je dokazano da je K(Ag,r) € C\ o(a), dakle skup C \ o(a) je otvoren, odnosno, o(a) je
zatvoren.

Za dokaz teorema 2.8. dovoljno je jos dokazati da je o(a) N S(0,v(a)) # 0. Pretpostavimo
suprotno, tj. o(a)NS(0,v(a)) = (. Oznacimo sa V' zatvoren kruzni vijenac u kompleksnoj ravnini
sa sredistem u 0, unutarnjim radijusom v = v(a) i vanjskim radijusom v + 1 :

V={MeCrv<|\<v+1}
Tada je VC C\ o(a) pa mozemo definirati funkciju f: V — A sa
FO) = (= Aty

Kako je prema propoziciji 2.5. invertiranje na A* neprekidno, funkcija f je neprekidna. Bududci
da je skup V kompaktan, funkcija f je uniformno neprekidna na V.

Neka su e > 01 n € N proizvoljni. Kako je f : V — A uniformno neprekidna, postoji 6 > 0
(mozemo uzeti da je § < 1) takav da vrijedi:

ANEV, AN <6 = [fO) - JN)] <. (2.4)
Nadalje, oznac¢imo sa wy, wo, . .., w, redom sve n—te korijene iz jedinice:
wk:e%T”, k=1,2,... n.

Tada je za svaki k € {1,2,...,n}
1= XN =1— (w,'N)" = (1 —w, "ML+ w, "N+ w, A2 + -+ w, A"

U tu jednakost polinoma uvrstimo sada umjesto kompleksne varijable A element A\~'a algebre A
(A € V). Dobivamo jednakost

e—A"a" = (e —wy, N a)e +w, AN Ta+w PN + -+ w AN T,
a odatle slijedi
e+w, ' N la+w PN 2a + -+ wp PAT AT = (e — AT f(wi). (2.5)

Za n—te korijene iz jedinice vrijedi
dwl=0  Vje{-1,-2,...,1-n}
k=1
Stoga, ako uzmemo jednakosti (2.5) za k =1,2,...,n i sve ih zbrojimo, dobivamo:

n-e=(e—A"a") Z f(wgA).

k=1
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Odavde se vidi da je e — A™"a" € A* i

3

(e—A"a") ! = fwgA). (2.6)

k=1

S

Neka je sada p € R takav da je 0 < p — v < 4. Za svako k je vw, € V. Nadalje, kako je
v<p<v+0<v+1)imamo i pw, € V. Bududi da je |pwy — vwg| = p—v < 6, zbog (2.4) imamo
| f(pwr) — f(rwy)|| < €, pa koristenjem (2.6) dobivamo:

n

o= ) e~ v a) = | o) - fw]| <
k=1

3

1 1
< . — Tne=
<3 (o) — S < omee =
k=1
Dakle, vrijedi:
0<p—v<d = (e —p™a™) ' — (e —v ™a") || <e Vn€N.
Odatle slijedi:
O<p—v<d — le—(e—v ") <|le—(e—p"a™) ||+ YneN. (2.7)

Radijus konvergencije reda Y. |[a”]|A\" jednak je v~!, dakle taj red konvergira ako uvrstimo
A = p~! (naime, p > v, dakle, p~ < v7!). Slijedi

lim ||a"||p™™ =0, dakle i lim p™"a" = 0.

n—oo

Odatle je
lim (e — p™"a") =e,

a kako je invertiranje na A* neprekidno, slijedi da je i

lim (e — p "a") =t =e.

Odatle i iz (2.7) zakljucujemo:
limsup |le — (e — v "a") | < e.
Kako je € > 0 bio proizvoljan, lim sup je zapravo lim. Stoga redom dobivamo:

lim |le—(e—v™"a") | =0 = lim(e—(e—v"a") ') =0 =

n—oo n—oo

— lim(e—v™"a") '=e = lim(e—v "ad")=e = lim v "a" =0.
n—oo n—oo n—oo
No to je nemoguce jer je v = [v(a)]" = v(a™) < ||a”]||, dakle ||[v™"a"|| = v "||a"|| > 1 Vn. Ova

kontradikcija pokazuje da je pretpostavka o(a) N S(0,v(a)) = @ bila pogresna. Dakle, vrijedi
o(a) N S(0,v(a)) # 0 i time je teorem u potpunosti dokazan.
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2.3 Spektar operatora

Ako je X normiran prostor, tada je prema tvrdnjama (b) i (d) teorema 1.10. prostor B(X)
ogranicenih linearnih operatora sa X u X normiran prostor s normom

A [[All = sup{[|Az]); z € X, [lz]| < 1}.

Nadalje, prema tvrdnji (c) istoga teorema B(X) je normirana algebra s jedinicom (jedinica je
jedini¢ni operator I = Iy ). Stoga je za A € B(X) definiran spektar o(A) : to je skup svih A € C
takvih da operator AI — A nije invertibilan u B(X), tj. da ne postoji B € B(X) takav da je
BAM —-A)=W\—-A)B=1.

Da bi bilo A € C\ 0(A) nuzno je da operator AT — A bude bijekcija sa X na X. To opéenito nije
i dovoljno: treba jos linearan operator (A — A)~! biti ograni¢en. Ako je A svojstvena vrijednost
operatora A (tj. ako je Ax = Az za neki vektor z # 0), onda A\ — A nije injekcija, dakle ni bijek-
cija. Prema tome, svaka svojstvena vrijednost operatora A je tocka spektra o(A). Ako je prostor
X kona¢nodimenzionalan, svi linearni operatori sa X u X su ogranic¢eni. Nadalje, po teoremu o
rangu i nulitetu (koji se zove i teorem o rangu i defektu) linearan operator B : X — X je injekcija
ako i samo ako je on surjekcija, dakle bijekcija. Prema tome, za kona¢nodimenzionalan prostor
X iza A € B(X) = L(X) spektar (A) operatora A je to¢no skup svih svojstvenih vrijednosti
toga operatora. Dakle, u tom slucaju o(A) je neprazan konacan skup s najvise dim X eleme-
nata. Ako je prostor X beskonacnodimenzionalan, situacija je znatno slozenija. No dokazat ¢emo
da postoji velika slicnost s konacnodimenzionalnim sluc¢ajem ako se radi o kompaktnom operatoru.

Prema tvrdnji (¢) teorema 1.14. ako je prostor X Banachov onda je B(X) Banachova algebra
s jedinicom. U tom slucaju za A € B(X) definiramo sljede¢e medusobno disjunktne podskupove
spektra o(A) :

— tockovni spektarod A : 0,(A) ={A € C; N(\I — A) # {0} } = skup svih
svojstvenih vrijednosti operatora A;

— kontinuirani spektarod A: o.(4) ={\ € o(A); N\ — A) = {0}, Cl(R((\] — A)) = X};

—rezidualni spektarod A : 0.(A)={A e C; NN\ — A) = {0}, CI(R(A\] — A)) # X}.

Ocito je o(A) = 0,(A) Uo.(A) U o, (A) (disjunktna unija). Ima operatora kojima su sva ta
tri spektralna podskupa neprazna. Medutim, za normalan operator na Hilbertovom prostoru
rezidualni je spektar prazan:

Propozicija 2.6. Neka je X Hilbertov prostor i A € B(X) normalan operator. Tada je o,.(A) = (.
Zadatak 2.5. Dokazite propoziciju 2.6.
Uputa: Koristite propozicije 1.3. 1 1.4.

Propozicija 2.7. Neka je {e,; n € N} ortonormirana baza beskonacnodimenzionalnog separa-
bilnog Hilbertovog prostora X i neka je (A,; n € N) ogranicen niz u C. Postoji jedinstven A € B(X)
takav da je Ae, = e, VYn. Operator A je normalan i vrijedi:

o(A) = CL({An; n € N}), 0p(A) = {An; n € N},

Az = Z An(z|en)en, A'r = Z)\_n(x\en)en, Ve e X.
n=1 n=1
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Dokaz: Neka je M > 0 takav da je |A\,| < M Vn. Za z € X imamo

o0 o
= (eleer 1 lz]P =) I(alen)?
k=1

k=1

Stavimo i
n

Yn = Z Ak (x|ex)ex, n €N,
k=1

mamo zan < m::

m 2 m m
lym = wall? = | 32 Aetalener| = 32 NP lwlen)F < M2 DT ((alen)

k=n+1 k=n+1 k=n+1

pa iz konvergencije reda Y [(z|ex)|? slijedi da je niz (y,) Cauchyjev, dakle konvergentan. Njegov

limes oznac¢imo sa Ax. Dakle;
Az = Z Ai(x|ex)eg, xr e X.

Lako se vidi da je operator A linearan. Nadalje,

lAz]® =) Il - I(alen)? < M- ) [(alen)? = M2 - ||z
k=1 k=1

pokazuje da je operator A ogranicen i ocito vrijedi Ae,, = \,e, Vn. Time je dokazana egzistencija.
Jedinstvenost neprekidnog linearnog operatora A sa svojstvom Ae,, = e, Vn slijedi neposredno

iz ¢injenice da je {e,} ortonormirana baza, sto znaci da je Cl([{e,; n € N}|) = X. Naime, uvjet

na operator A ima za posljedicu da je A potpuno odreden na potprostoru [{e,; n € N}]. Zbog

zahtjeva neprekidnosti slijedi da je A potpuno odreden i na zatvaracu Cl([{e,; n € N}]) = X.
[zracunajmo sada djelovanje adjungiranog operatora od A :

A'r = i(A*x\en)en = i(.ﬂAen)en = i (x| Anen)en i (x]en)e
n=1 n=1 n=1 n=1

Odavde je A*e, = A\pen, pa slijedi (AA* — A*A)e,, = 0 Vn, dakle AA* — A*A = 0, tj. operator A
je normalan.

Svi skalari A, su svojstvene vrijednosti operatora A. Dokazimo da operator A nema drugih
svojstvenih vrijednosti. Pretpostavimo suprotno i neka je A # \,, Vn takoder svojstvena vrijednost
operatora A. Neka je e pripadni jediniéni svojstveni vektor: [le|]| =1, Ae = Ae. Tada je

(A = An)(elen) = (Aelen) — (e|/\_n€n) = (Aele,) — (e|A%e,) = 0.

Kako je A\—\, # 0 Vn, slijedi e L e, Vn, a to je nemoguce jer je {e,; n € N} ortonormirana baza
od X. Ova kontradikcija pokazuje da je 0,(A) = {\,; n € N}.

Stavimo o = Cl[o,(A)]. Kako je po teoremu 2.8. spektar o(A) od A zatvoren skup, ocito je
o Co(A).

Treba jos dokazati i obrnutu inkluziju ¢ O o(A). Neka je A € C\ 0. Tada za neko € > 0 vrijedi
K(\ ) CC\ o. Stoga imamo redom:

K\ e)no,(A) =0 — A=A >e Vn — vn.

—_

>

|

e
AN
M |
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Prema ve¢ dokazanom, formulom

Be=Y" A(:”_‘e;) en, 1z EX,
n=1 n

je zadan ogranicen linearan operator B na X. Za svako n € N je

M — Ae, =\ —Men i Bey, =

Stoga imamo:
B(A — A)e, = (M — A)Be,, =e, Vn = BAM —A)=(M—-A)B=1.

To pokazuje da je operator AI — A invertibilan u B(X) pa zaklju¢ujemo da je A € C\ o(A). Dakle,
dokazali smo da C\ o C C\ 0(A), a to znaci da vrijedi obrnuta inkluzija o 2 o(A).
Dakle, dokazana je jednakost o(A) = o i time je teorem u potpunosti dokazan.

Korolar 2.3. Neka K C C neprazan kompaktan skup. Postoji separabilan Hilbertov prostor X i
normalan operator A € B(X) takav da je 0(A) = K.

Dokaz: Dovoljno je uzeti niz (\,)nen koji je gust u K, tj. takav da je K = Cl({\,; n € N}),
1 primijeniti propoziciju 2.7.

Zadatak 2.6. Neka je {e,; n € N} ortonormirana baza Hilbertovog prostora X. DokaZite da
postoji jedinstven ogranicen linearan operator A : X — X takav da je Ae, = e,,1 za svakin € N.
Kako adjungirani operator A* djeluje na vektore e, ? Odredite o0(A), 0,(A), 0.(A), 0,.(A), o(A"),
op(A%), 0.(A*) i 0, (A").

Zadatak 2.7. Neka je {e,; n € Z} ortonormirana baza Hilbertovog prostora X. DokaZite da

postoji jedinstven ogranicen linearan operator A : X — X takav da je Ae, = e 1 za svakin € Z.
Odredite 0(A), 0,(A), 0.(A) i 0,.(A).
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2.4 Spektar kompaktnog operatora

Teorem 2.9. Neka je X normiran prostor, A € K(X), A € C, A # 0. Za svaki prirodan broj n
stavimo N, (A) = N((ALl — A)") i R,(A\) = R((A\] — A)™).

(a) Za svaki n je potprostor N,(\) konacnodimenzionalan.  Postoji n takav da je
No(A) = N1 (N).

(b) Za svakin je potprostor R,(X\) zatvoren. Postoji n takav da je R,(\) = Ryi1(A).

Dokaz: Imamo M — A = A\(I — A1 A) i operator A™'A je kompaktan. Nadalje, za svako n
vrijedi

N(AL = A)") = N((I = XA i R((M — A)") = R((I — X\~ A)™).

Prema tome, bez smanjenja opcenitosti u dokazu mozemo pretpostavljati da je A = 1. U tom
slucaju pisat ¢emo kraée N,(1) = N, i R,(1) = R,. Nadalje, stavimo 7" = I — A.
(a) Operator

Uy=T"—1=-nA+ (Z)/ﬁ - (’;)A3+---+ (—1)"A"

je kompaktan. Potprostor N,, invarijantan je s obzirom na operator A, dakle i s obzirom na opera-
tor U,. N,, je jezgra operatora T™, dakle restrikcija operatora 7™ na potprostor N, je nul—operator
na tom potprostoru. Kako je —U, = I —T", vidimo da je restrikcija operatora —U,, na potprostor
N, jedini¢ni operator na tom potprostoru. Buduéi da je operator U, kompaktan, i kako je ocito
restrikcija kompaktnog operatora na zatvoren invarijantan potprostor takoder kompaktan oper-
ator, zaklju¢ujemo da je jedini¢ni operator na potprostoru N, kompaktan. Sada iz tvrdnje (b)
teorema 2.3. slijedi da je potprostor NNV,, konacnodimenzionalan.

Dokazimo sada da postoji prirodan broj n takav da je N,, = N,.1. Pretpostavimo suprotno:
N, # N, 1 Vn. Tada imamo striktno rastuéi niz konaé¢nodimenzionalnih potprostora:

NCNCNsC---C Ny, C N1 &

Prema Rieszovoj lemi 2.1. za svaki n € N postoji jedini¢ni vektor e, € N,,; takav da je
d(en, N,) = 1. Za bilo koji n je T"Te, = T" e, = 0, dakle Te, € N,. Nadalje, za bilo koje
m < n imamo e,, € Ny,+1 C N, iTe,, € N,, C N,. Dakle je z =Te, —Te,, + e, € N,, pa slijedi:

|Ae, — Aen|| = |len — 2|| > d(en, Ny) = 1.

To pokazuje da niz (Ae,,) nema konvergentan podniz, a to je nemoguce jer je A kompaktan i svi
vektori e, su jedini¢ni. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka N, # N, .1 Vn pogresna.
Dakle, postoji n takav da je N, = Np11.

(b) Dokazimo sada da je potprostor R, zatvoren za svaki n € N. Neka je y € Cl(R,). Tada
postoji niz (zy) u X, takav da je

o= i T

Tvrdimo da je tada skup {d(zg, N,); k € N} ograni¢en. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji
podniz (uy) niza (zy) takav da je d(ug, N,,) > k Vk. Stavimo

b
d(uk, Nn)

2l = U -
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Tada je d(z, N,,) = 1 pa za svaki k mozemo izabrati vektor y, € N, takav da je ||zx — yx| < 2.
Stavimo v, = z—y. Niz (vg) je ogranicen, pa kako je operator —U,, = I —T™ kompaktan, slijedi da
niz (—U, v )ken ima konvergentan podniz. Zbog jednostavnijeg oznac¢avanja mozemo pretpostaviti
da smo podniz (uy) niza (z) odabrali tako da je niz (—U,vy) konvergentan. Stavimo

v=— ]}Lrgo U,vug.
Kako je yx, € N,, = N(T"), imamo
v = Tv, =T "0, — Upvp =Tz, — Ty, — Uy, = T2, — Uy vy, (2.8)
Iz definicije vektora z; slijedi .
T"z, = mT"uk.

Niz (uy) je podniz niza (), pa dobivamo:

y = lim T"x, = lim T"uy.

k—o0 k—o0
Nadalje, d(ug, N,,) > k Vk, pa slijedi

li ! 0

im — = 0.

k—o0 d(uk, Nn)
Stoga je

. 0o 1 —_— B
T K
Odatle i iz (2.8) zaklju¢ujemo da je
Jim v = = Jim Ui = v

pa slijedi
d(v, N,,) = klim d(vg, Ny).

Medutim, zx = vk + yx 1 yx € N,, pa je d(vg, N,) = d(zx, N,) = 1, odakle zakljuéujemo da
je d(v,N,) = 1. S druge strane, kako je operator T™ ogranicen, dakle neprekidan, i kako je
T"z, = Ty + Ty, = T"vy (naime, y € N, = N(T™)), imamo

Ty = l}l_)rglo T"v, = /}1—{20 T"z, =0,
tj. v € N,. To je u kontradikciji s upravo dokazanim d(v, NV,,) = 1. Ova kontradikcija pokazuje da
je pretpostavka o neogranicenosti skupa {d(zx, N,); k € N} bila pogresna.

Dakle, postoji M > 0 takav da je d(xg, N,) < M Vk. No tada za svaki k postoji vektor
ar € N, takav da je ||z — ai|| < M + 1. Stavimo by, = xy — ax. Tada je niz (by) ogranic¢en pa zbog
kompaktnosti operatora U, = T™ — [ zakljucujemo da niz (U,by)reny ima konvergentan podniz.
Zbog jednostavnijeg pisanja mozemo pretpostaviti da smo na pocetku niz (zy) izabrali tako da je
niz (U,by)ren konvergentan. Stavimo

b= kh_)rglo U,.by.
Niz (z) bio je izabran tako da je

Yy = klim T"xy.
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Kako je ap € N, i by, = ), — ai, imamo

k— 00
Odatle slijedi
b= Jim T Jim Uy = Jm (1" = Un)b = Jm T = Ji b
Zbog neprekidnosti operatora T™ odavde slijedi
Y= l}i_)IEOT”bk =T"(y—0).

To pokazuje da je y € R, a kako je y € Cl(R,,) bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je potprostor
R,, zatvoren.

Treba jos dokazati da je R,,1 = R, za neko n. Pretpostavimo suprotno, tj. da je
R, 1 # R, Vn. Tada imamo striktno padajuéi niz zatvorenih potprostora:

Ri2R2R32-- 2R, 2 Rpy1 2+

Prema Rieszovoj lemi 2.1. tada za svaki n € N postoji jedini¢ni vektor e, € R, takav da je
d(en, Rpi1) > % Zasvakin je Te, € TR, = R,.1. Nadalje, za bilo koje m > njee,, € R,, C R,1
iTe, € Ryi1 C R, 1. Dakle, stavimo li z = Te,, — T'e,,, + €,,, vrijedi z € R, 11, pa slijedi:

1
|Aem — Aey|| = HZ —ep|| > d(en, Rpy1) > b% Vm # n.

To pokazuje da niz (Ae,) nema konvergentan podniz, a to je nemoguce jer je operator A kom-
paktan i svi vektori e, su jedini¢ni. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka R, # R, .1 Vn
pogresna. Dakle, postoji n takav da je R, = R,11.

Sljedec¢ih nekoliko tvrdnji (propozicija 2.8. i teorem 2.10.) su ¢isto algebarske i vrijede za bilo
koji linearan operator na bilo kojem vektorskom prostoru (a ne samo za ogranicen operator na
normiranom prostoru).

Propozicija 2.8. Neka je X vektorski prostor i T € L(X).
(a) Ako je N(T™) = N(T"') za neko n, onda je N(T™) = N(T™) Vm > n.
(b) Ako je R(T") = R(T™") za neko n, onda je R(T™) = R(T™) Vm > n.

Dokaz: (a) Dovoljno je dokazati da je N(T™+2) = N(T™!), jer tada tvrdnja slijedi indukcijom
u odnosu na m > n. Ocito je N(T"?) D N(T™*!). Dokazimo i obrnutu inkluziju. Doista, imamo
redom:

€ N(T™?) = 0=T"2 =T"'Te — Tze NT")=NT") —
= 0=T"Tz)=T""2 = =z N(T"™).

Dakle, vrijedi i N(T""2) C N(T™*).

(b) Analogno, ocito je R(T™') D R(T""?), pa treba jos dokazati da vrijedi i obrnuta inkluzija
R(T™) C R(T™?). Neka je z € R(T"™) i neka je y € X takav da je x = T™"'y. Imamo
Ty € R(T™) = R(T™™), pa postoji u € X takav da je T"y = T™ . Slijedi:

T = TnJrly — T(Tny) — T(TnJrlu) — Tn+2u c R(Tn+2)
Time je dokazano R(T""') C R(T™*?).
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Teorem 2.10. Neka je X # {0} wvektorski prostor i T € L(X). Pretpostavimo da postoje k > 0
ir >0 takvi da je N(T*) = N(T*™) i R(T") = R(T™*') i neka su k i r nagmangi takvi. [Kao
obicno stavljamo T° = I, dakle N(T°) = {0} i R(T°) = X.]

(a) k=

(b
(

)

) X = N(T*) + R(T*).

c¢) Potprostori N(T*) i R(T*) su invarijantni s obzirom na operator T.
)

(d) Restrikcija T|N(T*) je nilpotentan operator. Ako je Y potprostor od X invarijantan s
obzirom na operator T i ako je restrikcija T|Y nilpotentan operator, onda je Y C N(T*).

(€) Restrikcija T|R(T*) je izomorfizam sa R(T*) na R(T*). Ako je Z potprostor od X takav da
je TZ = Z, onda je Z C R(T*).

Rastav prostora iz tvrdnje (b) zove se Fittingova dekompozicija s obzirom na operator 7T,
a broj k zove se nilindeks operatora 7. Istaknimo da teorem 2.10. nije primjenjiv na svaki lin-
earan operator 7T, nego samo na onaj za kojeg su ispunjene dvije pretpostavke: postoji k£ takav
da je N(T*) = N(T**1) i postoji r takav da je R(T") = R(T"*!). Samo takav operator ima
nilindeks. Prema teoremu 2.9. takav je svaki operator oblika A\l — A, gdje je A # 01 A je kom-
paktan operator na normiranom prostoru. Nadalje, jasno je da je takav svaki linearan operator
na kona¢nodimenzionalnom prostoru.

Dokaz teorema 2.10: (a) Ako je k = 0 ocito je r > k. Pretpostavimo da je k > 1. Izaberimo
vektor z € N(T*)\ N(T* 1), tj. TFz = 01 T" 2 # 0. Pretpostavimo da je r < k, dakle
R(T*') = R(T*). Tada postoji vektor y € X takav da je T% 'z = T*y. Odatle slijedi:

0= Tkl' — TkJrly — yc N(TkJrl) — N(Tk) — kalx — Tky — O,

a to je suprotno izboru vektora x. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka r < k bila
pogresna, pa zalklju¢ujemo da mora biti r > k.

Ako je r = 0 ocito je k > r. Pretpostavimo da je r > 1. Neka je x € R(T"') \ R(T"). Tada
je = T" 'y za neki vektor y € X. Stavimo v = Tx. Tada je u = T"y € R(T") = R(T™!), pa
postoji v € X takav da je u = T 'v. Stavimo z = Tv — y. Tada iz u = T"y = T" v slijedi:

T2=T (Tvo—y)=T"v-Ty=u—u=0
S druge strane, kako je x ¢ R(T"), imamo
T =T Tv—y)=Tv-T 'y=Tv—x#0.
Prema tome vrijedi z € N(T") \ N(T"'). To pokazuje da je N(T"~') C N(T"), dakle je k > r.
Dvije dokazane nejednakosti » > ki k > r daju jednakost k = r.
(b) Neka je z € N(T*) N R(T*). Tada vrijedi # = T*y za neki y € X. Imamo
0=TFe =Ty = y € N(T?*) = N(T*) = r=Try =0.

Dakle, N(T*%) N R(T*) = {0}. Stoga je suma potprostora N(T*) i R(T*) direktna. Treba jos
dokazati da je ta direktna suma jednaka cijelom prostoru X. Neka je z € X. Tada je

Tkz € R(T*) = R(T*) = T*R(T"),



2.4. SPEKTAR KOMPAKTNOG OPERATORA 59
pa postoji y € R(T*) takav da je T*x = T*y. Stavimo sada u = x — y. Tada je
r=u-+vy, u € N(TF), y € R(TH).

Kako je z € X bio proizvoljan, zakljué¢ujemo da je N(T*) + R(T*) = X

Tvrdnja (c) je evidentna.

(d) O¢ito je (T|N(T*))* = 0, dakle restrikcija T|N(T*) je nilpotentan operator. Neka je
Y potprostor od X invarijantan s obzirom na operator T i pretpostavimo da je operator T|Y
nilpotentan, npr. (T|Y)" = 0. Tada je T"y = 0 Vy € Y, pa slijedi Y C N(T™) C N(T*).

(€) Imamo TR(T*) = R(T*') = R(T*). Dakle, restrikcija T|R(T*) je surjekcija sa R(T*) na
R(T*). Dokazimo da je ta restrikcija i injekcija. Treba dokazati da za x € R(T*) iz Tx = 0 slijedi
x = 0. To je posljedica tvrdnje (b), jer tada je x € N(T') C N(T*), pa nalazimo da je

r € N(T*)n R(T*) = {0}.
Napokon, ako je Z < X takav da je TZ = Z, onda je i T*Z = Z, a odatle slijedi Z C R(T*).
Vratimo se sada opet na kompaktne operatore na normiranim prostorima.
Teorem 2.11. Neka je X normiran prostor i A € K(X).

(a) Ako X\ # 0 nije svojstvena vrijednost operatora A, onda je operator \I — A invertibilan u
B(X).

(b) Operator A ima najvise prebrojivo mnogo svojstvenih vrijednosti. Skup svih svojstvenih vri-
jednosti operatora A nema gomilista razlicitog od 0.

(¢) Neka je A # 0 svojstvena vrijednost operatora A i neka je k nilindeks operatora \I — A.
Tada je X = N((M — A)¥) + R((M — A)¥). Restrikcija operatora \I — A na potprostor
R((\ — A)¥) je invertibilan operator na normiranom prostoru R(A\ — A)¥) (tj. (A — A)
je invertibilan element algebre B(R((M — A)¥))).

Dokaz: (a) Ako A # 0 nije svojstvena vrijednost od A, onda je N(A[ — A) = {0}, dakle
nilindeks operatora T" = A — A jednak je 0. Tada je prema teoremu 2.10. R(T) = X i T je
bijekcija sa X na X. Treba jos dokazati da je operator T invertibilan u algebri B(X), tj. da je
invers T~! od T ogranic¢en, odnosno neprekidan. Prema tvrdnji (b) teorema 1.8. u tu je svrhu
dovoljno dokazati da je za svaki otvoren skup U C X i skup (T7!)"}(U) = T(U) otvoren, ili,
ekvivalentno, da je za svaki zatvoren skup F° C X i skup T'(F) zatvoren. U daljnjem ¢emo
pretpostavljati da je A = 1. Time opé¢enitost dokaza nije smanjena, jer je A\l — A = \(I — A\71A) i
operator A1 A je kompaktan.

Neka je F' zatvoren podskup od X iy € Cl(T(F)). Treba dokazati da je y € T'(F'). Neka je
(z,) niz u F takav da je y = lim T'xz,,. Tvrdimo da je tada niz (x,) ograni¢en. Tu ¢emo ¢injenicu
dokazati metodom suprotnog, pa pretpostavimo da je niz (z,) neograni¢en. Tada postoji podniz
(up) niza (z,) takav da je ||u,|| > n Vn € N. Stavimo z,, = mun Vektori z, su jedini¢ni, pa zbog
kompaktnosti operatora A niz (Az,) ima konvergentan podniz. Zbog jednostavnijeg oznacavanja
mozemo pretpostaviti da smo podniz (u,) niza (z,) izabrali tako da je niz (Az,) konvergentan.
Stavimo z = lim Az,. Imamo

1
2n =Tz, + Az, = WTun + Az,.
Un,
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Kako je (u,) podniz niza (z,), to je (T'u,) odniz niza (Tz,) pa vrijedi y = lim T'u,,. Nadalje, iz
|wn|| > n slijedi lim m = 0, pa dobivamo:

1
lim Tu,=0 — lim z, = lim ——Tu,, + lim Az, = lim Az, = z.

Kako su svi vektori z, jedinicni, to je i vektor z jediniéni. Operator T' je neprekidan pa imamo

Tz= lim Tz, = lim ——Tu, = 0.
No T je bijekcija, pa slijedi z = 0, a to je nemogude jer je ||z|| = 1.

Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka neograni¢enosti niza (z,) bila pogresna, pa je
time dokazano da je niz (z,) ograni¢en. Zbog kompaktnosti operatora A niz (Ax,) ima konver-
gentan podniz. Dakle, postoji podniz (v,,) niza (z,) takav da je niz (Av,) konvergentan. Stavimo
x = lim Av,. Kako je (T'v,) podniz niza (T'z,) imamo y = lim Tv,. Nadalje, T+ A = I, dakle
vy, = T, + Av,. Zakljutujemo da je niz (v,) konvergentan i

lim v, = lim Twv, + lim Av, =y + x.

n—oo n—oo n—oo

Bududi da su svi vektori v, u skupu F'i buduéi da je skup F' zatvoren, slijedi y 4+ x € F. Napokon,

y = nlingoTvn = T(nlirgovn) =T(y+x) e T(F).
Time je dokazano da je skup T'(F') zatvoren. Dakle, operator 7! je ogranicen.

Tvrdnja (b) bit ¢e dokazana ako pokazemo da je za svaki € > 0 skup svih svojstvenih vrijednosti
A od A, takvih da je |A| > ¢, konacan. Pretpostavimo suprotno, dakle da za neki e > 0 postoji niz
(An; n € N) medusobno razlicitih svojstvenih vrijednosti od A takvih da je |A,| > ¢ Vn. Za svaki
n izaberimo vektor x,, # 0 takav da je Ax, = \,x,. Stavimo X,, = [{z1, 2z, ..., x,}]. Primijetimo
da su vektori niza (z,) linearno nezavisni. Doista, ako je

Q11 + Qs + - -+ 4+ apx, = 0,

primijenimo na tu jednakost operator (A1 — A) -+ (Ag_1l — A) - (A1l — A) -+ - (AL — A) za bilo
koji k € {1,2,...,n}. Taj operator ponistava vektore 1, ..., T 1, Tpyi1,- - -, T, pa dobivamo

()\1 - )\k) cee ()\k,1 - )\k) . ()\k+1 — )\k) s ()\n — )\k)Oék.’L'k =0.

Odavde slijedi da je ap = 0, a kako je k € {1,2,...,n} bio proizvoljan, time smo dokazali da su
vektori {x1, za,...,x,} linearno nezavisni. Dakle, dim X,, = n V¥n, pa imamo striktno rastuéi niz
kona¢nodimenzionalnih potprostora

X1 CX,CX3C - CXp 1 CXaC---
Prema Rieszovoj lemi 2.1. tada za svaki n € N postoji jedini¢ni vektor e, € X, takav da je

d(enaanl) =1.
Neka je x € X,,. Tada je x = a1 + asxo + - - - + i, x,, za neke skalare aq, ao, . . ., ay,, pa slijedi

n—1
()\n[ — A)l‘ = Z Oéj()\n — )\j)xj € anl-
j=1
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Kako je x bio proizvoljan vektor potprostora X,, zakljucujemo da je (A, I — A)X,, C X,,_; Posebno
je (A — A)e, € X,,_1, pa slijedi da je
Ae, = Men — (A — A)e, € X,.
Neka je m < n. Tada je Ae,, € X,, C X,,_1, pa za vektor ¢ = A\ 1(\,e, — Ae, + Ae,,) vrijedi
e € X,_1. Slijedi
[Aen — Aen | = [[Anen — (Anen — Aen + Aey) || = [[An(en —€)|| =
= Al - llen —ell = [Anl - d(en, Xn-1) = [An] > €.

To pokazuje da niz (Ae,) nema konvergentan podniz. No to je u suprotnosti s kompaktnosti
operatora A, jer su svi vektori e, jedini¢ni. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka o
beskonacnosti skupa {\; A je svojstvena vrijednost operatora A i |A| > ¢} bila pogresna.

(¢) Iz teorema 2.9. 1 2.10. slijedi da je

X = N((M — A)¥) + R((AT — A)F)

i da je restrikcija operatora A — A na potprostor Y = R((A — A)¥) bijekcija sa Y na Y. Treba jos
dokazati da je ta restrikcija invertibilan operator u normiranoj algebri B(Y). Neka je B = AlY.
Tada je A\Iy — B = (A — A)|Y bijekcija sa Y na Y. Nadalje, potprostor Y je prema tvrdnji
(b) teorema 2.9. zatvoren, pa je operator B = A|Y kompaktan. To znac¢i da A nije svojstvena
vrijednost operatora B. Iz tvrdnje (a) sada slijedi da je restrikcija (A — A)|Y invertibilan operator
u algebri B(Y).

Zadatak 2.8. Neka A : V(5 — Uy definiran sa

& & &

A(£1>£2,£3, .. ) = (0, 5, ?, ?,. . ) .

Dokazite da je operator A kompaktan. Odredite o(A) i o,(A).

Teorem 2.12. (Weylov teorem) Neka je X Banachov prostor, S € B(X) i A € K(X). Tada je
o(S+A) Co(S)Uo,(S+A).

Dokaz: Neka je A € (S + A) i A € o(S). Tada je operator A\l — S invertibilan, a operator
A — (S + A) nije invertibilan. Uz oznaku B = (Al — S)~! € B(X) imamo

M—-(S+A)=N-8)-A=B'-A=B"'-B"'BA=B"'(I - BA).

Slijedi da operator I — BA nije invertibilan, dakle 1 € o(BA). No operator BA je kompaktan, pa
prema tvrdnji (a) teorema 2.11. zakljucujemo da je 1 svojstvena vrijednost operatora BA. Stoga
postoji vektor z # 0 takav da je BAx = z. Sada dobivamo redom

Ax = (M — S)x = (S+ Az =\ = A€ g,(S+A).

Neka je X Banachov prostor i A € B(X). A se zove Rieszov operator ako ima sljedeca tri
svojstva:

1. Zasvaki A # 0 potprostor N((A] —A)") je konacnodimenzionalan i postoji n takav da vrijedi
N((AI — A)") = N((AI — A)™1.

2. Za svaki A # 0 potprostor R((A] — A)™) je zatvoren i postoji n takav da vrijedi
R((A — A)™) = R((\ — A)"t1).

3. Tockovni spektar o,(A) operatora A nema gomilista u skupu C\ {0}.
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Zadatak 2.9. Neka je A Rieszov operator na Banachovom prostoru X i neka je A € C\ 0,(A) ¢
A # 0. Dokazite da je operator \I — A invertibilan u algebri B(X).

Zadatak 2.10. Neka je A Rieszov operator na Banachovom prostoru X. DokaZite da je skup
o,(A) konacan ili prebrojiv.

Zadatak 2.11. Neka je A Rieszov operator na Banachovom prostoru X i neka je A € o,(A)\ {0}.
Dokazite da postoji zatvoren potprostor Y i konacnodimenzionalan potprostor Z prostora X takuvi
da vrijedi:

(a) X =Y + Z i potprostori Y i Z su A—invarijantni.
(b) Operator (Al — A) | Y je invertibilan u algebri B(Y').

(¢) Ako je V' zatvoren A—invarijantan potprostor od X takav da je operator (\[ — A) | V
invertibilan u algebri B(V') onda je V CY.

(d) Operator (A — A) | Z je nilpotentan.

(e) Ako je W A—invarijantan potprostor od X takav da je operator (A — A) | W nilpotentan
onda je W C Z.



2.5. HIPERINVARIJANTNI POTPROSTORI 63

2.5 Hiperinvarijantni potprostori

Neka je X Banachov prostori A € B(X). Za potprostor Y prostora X kazemo da je hiperin-
varijantan s obzirom na operator A ako je Y invarijantan s obzirom na svaki operator B € B(X)
koji komutira sa A.

Teorem 2.13. (Lomonosov, 1973.) Neka je A # 0 kompaktan operator na beskonacnodimen-
zionalnom Banachovom prostoru X. Tada u X postoji netrivijalan (tj. razlicit od {0} i od X)
zatvoren potprostor koji je hiperinvarijantan s obzirom na A.

Dokaz: Neka je
T ={B € B(X); AB= BA}.

Ocito je 7 podalgebra algebre B(X). Treba dokazati da postoji zatvoren potprostor {0} # Y # X
koji je invarijantan s obzirom na sve operatore B € 7.

Ako operator A ima svojstvenu vrijednost A\g # 0 tada je prema teoremu 2.9. pripadni svo-
jstveni potprostor

Y=NXMI—-A) ={xeX; Av =X \z} #0

kona¢nodimenzionalan, dakle je razlicit od X. Y je invarijantan s obzirom na svaki B € 7 :
r€Y = ABx=BAz=B(M\z)=MNBx = BzeY.

U daljnjem pretpostavljamo da A nema svojstvenih vrijednosti razlicitih od nule. Prema
teoremu 2.11. to znaci da je o(A) = {0}, dakle, spektralni radijus v(A) jednak je nuli. Zamjenom
operatora A s operatorom ——A vidimo da bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavljati da

Al
je [[Afl = 1.
Dokaz provodimo metodom suprotnog: pretpostavljamo da je A kompaktan, da je v(A) = 0,
da je ||A|| = 11 da ne postoji netrivijalan zatvoren potprostor od X koji je invarijantan s obzirom

na sve operatore B € 7. Kako je za svaki vektor x # 0 potprostor
CY{Bz; BeT} #{0}

oCito invarijantan s obzirom na svaki operator B € 7, zakljucujemo da je za svaki x # 0 potprostor
{Bx; B€ T} gust u X.
Buduéi da je ||A|| = 1, postoji vektor zq takav da je ||Az|| > 1. Tada je

lzoll = 1Al - [lzoll = | Azol| > 1, (2.9)

pa slijedi da zatvorena kugla
K={reX; llo—mll <1}

ne sadrzi nulvektor. Sada za B € 7 stavimo
UB)={y € X; ||By — ol <1}.

Tada je U(B) otvoren neprazan podskup od X, pa buduéi da je za svaki x # 0 potprostor
{Bzx; B € T} gust u X, zaklju¢ujemo da vrijedi

Ve e X\ {0} dB €7  takav daje |Bx — x| < 1, tj. xz € U(B).
Drugim rije¢ima,

x\{o}y=J U (2.10)

BeT
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Imamo
B | Azl — 1
a = -

>0
2 b

pa za svaki x € K vrijedi
1+ o < [[Azo|| < [[Azo — 2)[| + [|Az|| < [|A]l - lzo — [ + [[Az]| < 1+ [|Az]].
Dakle,
|Az|| > Vze K = lyl| > a >0 Vye CI(AK).
Dakle, 0 € CI(AK), odnosno CI(AK) C X \ {0}. Zbog (2.10) imamo
CIAK) c | U(B).
BeT

Buduéi da je operator A kompaktan, skup Cl(AK) je kompaktan. Stoga postoji konacan podskup
{By,Bs,...,B,} C T takav da je

CI(AK) CU(B)UU(By)U---UU(By).
Stavimo

¢ = max{[| B, [ Bell,. - -, [| Bull}-

Kako je zp € K imamo Az, € CI(AK) pa je Axy € U(B;,) za neki i1 € {1,2,...,n}. Tada je
| B, Ao — xo|| < 1, tj. B;,Axg € K. No tada je AB;, Axy € CI(AK), pa postoji iz € {1,2,...,n}
takav da je
AB; Axy € U(By,), odnosno, B;,AB; Axy € K.

Nastavimo li na isti nacin, dolazimo do niza (i )ren u skupu {1, 2, ..., n} takvog da za svaki p € N
vrijedi
B;,AB

Buduéi da operator A komutira sa svim operatorima B;, slijedi

A AB;, Azg € K. (2.11)

ip—1

v, =By B; |- BjA’rg € K Vp € N.

Kako je ||B;|| < ¢ Vi, odatle slijedi
lzpll < UBi Il - 11Biy il I Baall - (AP - llwoll < [ APN - [lcoll = [[(A)P]l - ol (2.12)

Bududi da je
lim ||(cA)P||'? = clim ||AP||Y? = cv(A) =0,

p—00

red potencija )y [|(cA)P|[[A\? konvergira za svaki A € C i, posebno, za A = 1. Iz konvergencije

reda Yy [[(cA)P| slijedi

lim ||(cA)?|| = 0. (2.13)
p—oo
Iz (2.12) i (2.13) nalazimo da je
lim ||z,| =0 = lim z, = 0.
pP—00 pP—00

Kako je z, € K to je ||z, — 20| < 1, pa prijelazom na limes dobivamo

[zo]| = lim ||z, — zo < 1.
p—00

No to je u kontradikciji s (2.9). Ova kontradikcija dokazuje istinitost tvrdnje u teoremu.
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Zadatak 2.12. Neka je X Banachov prostor i A € B(X). Dokazite da je
Y ={x € X; niz (|A"z||)nen je ogranicen }
potprostor od X koji je hiperinvarijantan s obzirom na operator A.
Zadatak 2.13. Neka je X Hilbertov prostor i A € B(X) normalan operator. Dokazite da je
V={veX; ||A"[ <|[zf] VneN}

zatvoren potprostor od X koji je hiperinvarijantan s obzirom na operator A.
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Poglavlje 3

Kompaktni operatori na unitarnim
prostorima

3.1 Kompaktni simetri¢ni operatori
Neka je X unitaran prostor. Linearan operator A : X — X zove se simetrican ako vrijedi
(Azly) = (z|Ay)  Vz,y € X.
Naravno, ako je prostor X Hilbertov i operator A ogranicen, A je simetri¢can ako i samo ako je on
hermitski, tj. A* = A.
Propozicija 3.1. Neka je A ogranicen simetri¢an operator na unitarnom prostoru X. Tada je
[All = sup{|(Az|z)[; = € X, [lzf| <1}

Dokaz: Desnu stranu gornje jednakosti koju trebamo dokazati oznacimo sa M. Zbog korolara
1.2. primijenjenog na upotpunjenje prostora X nalazimo da je M < ||A||. Dokazimo i obrnutu
nejednakost. Neka su z,y € X, ||z|| <1, ||y|| < 1. Tada je

(A(z +y)|r +y) — (A(z — y)|lz — y) = 4Re(Azly).

Kako za svaki z € X ocito vrijedi |(Az|z)|] < M||z||?, iz gornje jednakosti i iz jednakosti paralelo-
grama izvodimo:

4|Re(Azly)| < |(A(z+y)la+y) [+ (Alz—y)lz—y)| < M(||lz+y|P+z—yl*) = 2M ([|=]*+]|y[|*) < 4M.

Dakle, vrijedi
Re(Azly)| <M,  zye X[z <1,[yl <1

Za bilo koje x,y € X, takve da je ||z|| < 11 |jy|| < 1, neka je A € C takav da je |A\|] = 1 i
|(Az|y)| = AM(Az]y). Tada imamo

|(Azly)| = MAzly) = (A(Az)[y) = [Re(A(Az)|y)| < M.
Primjenom korolara 1.2. slijedi ||A|| < M. Iz dvije nejednakosti zakljucujemo da je |A|| = M i

time je propozicija dokazana.
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Ako je unitaran prostor X beskona¢nodimenzionalan onda jedini¢na sfera
S={zeX; o =1}
nije kompaktan, ¢ak ni relativno kompaktan skup. Ipak, dokazat ¢emo da se u formuli
|All = sup{|(Az|z)[; = € S}
za kompaktan simetrican operator A supremum dostize, tj. radi se o maksimumu. Precizno:

Teorem 3.1. Neka je X realan ili kompleksan unitaran prostor i neka je A kompaktan simetrican
operator na X. Tada je ili ||A| ili —| Al svojstvena vrijednost operatora A. Ako je e jediniéni
svojstvent vektor za tu svojstvenu vrijednost, onda je

IA]l = [(Aele)| = sup{|(Az|z)[; = € S}.

Dokaz: Ako je A = 0, tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da je A # 0. Iz propozicije
3.1. slijedi da postoji niz jedini¢nih vektora (z,) takav da je

Al = lim |(Az2,)].

Bududi da je ||A|| # 0 mozemo pretpostaviti da je (Az,|z,) # 0 Vn. Nadalje, zbog simetri¢nosti
operatora A svi brojevi (Az,|z,) su realni. Stoga postoji podniz (y,) niza (z,) takav da su svi
brojevi (Ayn|y,) istog predznaka. Tada vrijedi

lim (Ay,|yn) = A,
gdje je A = ||A]| ako je (Aynlyn) > 0 Vn, a A = —||A]| ako je (Aynly,) < 0 ¥n. Bududi da je
operator A kompaktan i svi su vektori y,, jedini¢ni, postoji podniz (z,) niza (y,) takav da je niz
(Az,) konvergentan u X. Neka je x limes tog niza i stavimo v, = Az, — Az,,. Tada imamo

Hfunﬂz = (Ax, — \x,|Ax, — \x,) = HAan2 — 22X Az, |z,) + A2 <2\ — 2N (Axy|zy),

jer je ||Az,||* < ||A]]? = A%, Medutim, A = lim(Az,|z,) pa slijedi da desna strana gornje nejed-
nakosti tezi k nuli. Dakle, (v,) je nul—niz. Kako je

1 1

Tpn = XAxn - Xvna
zakljucujemo da je

1 1

T = 3 fim A = 5l v, = S
Kako su svi vektori z,, jedini¢ni, slijedi ||z|| = |A| i, posebno, x # 0. Imamo
. . . . . 1 1
0= lim v, = lim Az, — lim Az, :A<hm xn) —A(hm xn> =A (X:c> - A (X:c> ,

a odatle je Az = Az. Dakle, \ je svojstvena vrijednost operatora A.
Neka je sada e € X jedini¢ni vektor takav da je Ae = Ae. Tada je

(Aele) = (Aele) = Aele) = A=%[Al = |(Aefe)] = [|A].
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Teorem 3.2. Neka je X realan ili kompleksan unitaran prostor i A # 0 simetrican operator na
X konacnog ranga. Postoje A, g, ..., A\, € R @ ortonormirant vektori ey, es, . .., e, takvi da je

M=ol =2\ >0 0 Az =) N(ale)e; Vo e X
=1

Tada je R(A) = [{e1,€9,...,¢e,}], N(A) = R(A)* i X = R(A) + N(A).
Dokaz: Prema teoremu 3.1. postoje jedini¢ni vektor e; € X 1 Ay € R takvi da je |A\;| = ||A]] i
Ae; = Ae;. Stavimo X; = X i
Xy ={ei} = {z € X; (z]e) = 0}.
Potprostor X5 je A—invarijantan:
(z]er) =0 = (Azler) = (z|Aer) = (z|Ae1) = Ai(z|er) = 0.

Neka je Ay € L(X3) restrikcija operatora A; = A na potprostor X, : Asx = Az, z € X. Tada
je As kompaktan simetrican operator na unitarnom prostoru X, pa ako je Ay # 0 po teoremu
3.1. postoje jedinicni vektor eo € X5 1 Ay € R takvi da je |[Ao| = ||Az|| 1 Azes = Agey. Ocito je
|As]| < ||AJ], dakle je [A1| > |A\2|. Prema tome,

leil = lleall =1, (er]e2) =0, A, e € R, | A| > | Aaf, Aep = Mer,  Aey = Aaen.
Stavimo sada
X3 = {e,ex} = {x € X; (]ey) = (z|ey) = 0}.
Tada je potprostor X3 A—invarijantan i neka je Az = A|X3 = A|X3 € L(X3). Operator Aj

na unitarnom prostoru X3 je kompaktan i simetrican, pa ako je A3z # 0 po teoremu 3.1. postoji
jedinicni vektor e3 € X3 1 A3 € R takvi da je [A\3| = || A3]] < [|Az|| = [X2] 1 Ases = Azes. Dakle,

lex]l = [le=]l = [les]l =1, (ex]e2) = (exles) = (e2]es) =0,
|)\1| > |/\2| > |/\3| > O, A€1 = /\161, Aeg = /\262, A@g = )\363.
Nastavimo li taj postupak dolazimo do ortonormiranih vektora ej,es,..., e, i realnih brojeva

A1, A2, o, A takvih daje |Aq| > (Ao = > [ \g| > 01 Ae; = Ney, i = 1,2, ..., k. Potprostor
Xppi={en,e0,.. e}t ={r e X; (zle)) =0 za i=1,2,...,k}

je A—invarijantan i Ay, = A| X1 = Ag|Xks1 je kompaktan i simetrican operator na unitarnom
prostoru Xjyq1. Ako je A1 # 0 postupak se moze nastaviti. O¢ito su e; € R(A), pa kako je
R(A) konacnodimenzionalan, postoji n € N takav da je A, # 01i A,,1 = 0. Neka je sada x € X

proizvoljan. Njegova ortogonalna projekcija na potprostor [{e, e, ..., e,}] je
> (zlen)es,
i=1

pa vrijedi

y=1x— i(:ﬂei)ei € Xna1 = {e1,e9,... 0"
Slijedi Ay = A,, 1y = 0, dakle, -
Az = i(ﬂei)Aei = i i(z|e;)es,
i=1 i=1
a to je upravo formula koju smo trebali dokazati. 1z te formule slijedi R(A) = [{e1,€2,...,e,}] 1
N(A) = X,..1 = R(A)*L. Time je teorem u potpunosti dokazan.
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Teorem 3.3. Neka je X unitaran prostor i A kompaktan simetrican operator na X beskonacnog
ranga. Tada postoji ortonormiran niz (ep)neny 4 X 1 niz (A\y)nen v R\ {0} takvi da je

|An] > |Ang1] Vn €N, lim A, =0,

Az = Z An(z|en)en Vo e X.
n=1

Posebno, Ae, = \pen, dakle, N, su svojstvene vrijednosti operatora A. Stovise, {\,; n € N} je
skup svih svogstvenih vrijednosti od A razli¢itih od nule. Ako je X\ # 0 svojstvena vrijednost od A
onda je

Xa(A) =N —A)={r e X; Az =Xz} = [{e,; n €N, A\, = A}

Ortonormiran skup {e,; n € N} w unitarnom prostoru X je maksimalan ako © samo ako 0 nije
svojstvena vrijednost od A. Opéenito je N(A) = {e,; n € N}+.

Dokaz: Koristimo teorem 3.1. na isti nacin kao u dokazu teorema 3.2. Medutim, sada je
potprostor R(A) beskonaénodimenzionalan, pa je X, .1 # {0} za svaki n € N. Dakle, postupkom
iz dokaza teorema 3.2. dolazimo do beskonacnog ortonormiranog niza (e, ),en 1 beskona¢énog niza
(An)nen realnih brojeva razlicitih od nule, takvih da je

Ae, = e, i IAn| > (Al Vn € N.
Niz pozitivnih brojeva (|A\,|)nen je monotono padajuéi pa postoji
a= lim |A,| > 0.

Pretpostavimo da je a > 0. Stavimo

T, = )\inen, n €N
Tada je niz (2, )neny u X ogranicen:
1 1 1
fonll = llenll = 77 < -

Kako je Ax, = e,, iz kompaktnosti operatora A slijedi da niz (e, ),en ima konvergentan podniz.
No to je nemoguce jer je niz (e,)nen ortonormiran. Ova kontradikcija dokazuje da je nuzno a = 0.

Dakle,
lim |A,| =0 — lim A, =0.

Neka je sada = € X proizvoljan. Za n € N stavimo

n

Yn =T — Z(x|ez~)ez~.

i=1
Tada je uz oznake iz dokaza teorema 3.2. y, € X, 1, dakle
1Ayl = [[Ans1ynll < [ Ancallllynll = Aasalllynll < [Angalll2]]-

Slijedi
lim || Ay,|| =0,
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a kako je
Ay, = Az — Z(yc|eZ JAe; = Ax — Z Ai(x|e;)es,
i=1
slijedi
lim Ax—Z)\ (x]e;)e;|| = 0.

=1

Ax—r}irgoZA (x]e;)e; Z)\ (x]en)e

Neka je A svojstvena vrijednost operatora A i neka je x # 0 takav da je Ax = Az. Slijedi

A\r = Z An(zlen)e
n=1

Time je dokazano

Skalarni produkt s e, daje
Azleg) = Mi(x|ex), tj. (A= Xg)(zlex) = 0.

Ako je A # M\ VEk € N, tada je (z]ex) = 0 Vk € N, pa slijedi Az = 0. Kako je  # 0 zaklju¢ujemo
da je A = 0. Time je dokazano da je {\,; n € N} skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A
razlic¢itih od nule.

Neka je sada A # 0 svojstvena vrijednost od A. O¢ito je [{e,; A\, = A} € N(A —A). Dokazimo
i obrnutu inkluziju. Neka je x € N(A — A), tj. Az = Az. Tada kao i malo prije nalazimo da je
(A= An)(z|en) = 0 za svaki n € N. Odatle slijedi

Z A(z|en)en — T = Z (x]en)en € [{en; A = A}

nEN,A\p=\ nEN,An=\

Dakle, dokazali smo i obrnutu inkluziju N(AI — A) C [{en; Ay = A}
Napokon, imamo

r€N(A) = Ar=0 <= (v)e,)=0¥neN <= x¢c{e,; neN}

Dakle, N(A) = {e,; n € N}*. Odatle se vidi da je N(A) = {0}, tj. 0 nije svojstvena vrijednost
operatora A, ako i samo ako je (e, ),eny maksimalan ortonormiran niz u prostoru X. Time je teorem
u potpunosti dokazan.

Primijetimo da dokaz teorema 3.2. 1 3.3. daje algoritam za izracunavanje svojstvenih vrijed-
nosti i svojstvenih vektora simetricnog kompaktnog operatora na unitarnom prostoru. Nadalje,
svaki vektor iz R(A) se moze napisati kao red svojstvenih vektora operatora A za svojstvene
vrijednosti razli¢ite od nule.

Teorem 3.4. Neka je X Hilbertov prostor i A kompaktan hermitski operator na X beskonacénog
ranga. Neka su A\, 1 e, kao u teoremu 3.3. Tada za svaki x € X wvrijeds

[e.o]

T — Z(:c\en)en € N(A).

n=1
Drugim rijecima, N(A) = R(A)* i CI(R(A)) = N(A)*. Nadalje,
o(A)={0} U{\,; n e N}.
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Dokaz: Prije svega primijetimo da konvergencija reda Y (x|e,)e, slijedi iz potpunosti pros-
tora X 1 iz Besselove nejednakosti > |(z]e,)[* < ||=]|?. Stavimo li g = z — > (z|e,)en, zbog
neprekidnosti operatora A iz teorema 3.3. slijedi

Axg = Az — Z(x|en)Aen = Azx — Z An(xlen)e, = 0.
n=1 n=1

Odatle i iz teorema 2.11. slijede sve tvrdnje teorema.

Korolar 3.1. Neka je X Hilbertov prostor A kompaktan hermitski operator na X. Tada je skup
vektora {e,; n € N} iz teorema 3.3. ortonormirana baza u X ako i samo ako 0 nije svojstvena
vrijednost operatora A.

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz teorema 3.3. i iz teorema 1.25.

Zadatak 3.1. Neka X Hilbertov prostor, A kompaktan hermitski operator na X i (Ay)nen @ (€n)nen
nizovi 1z teorema 3.5.

(a) Neka je p € C takav da 1/p nije svojstvena vrijednost operatora A i neka je b € X. Tada
jednadzba x = b+ pAx ima jedinstveno rjesenje x € X i ono je dano sa

(b) Ako je p = 1/, za neki k € N onda jednadzba x = b+ pAx ima rjesenje ako i samo ako
jeb L N(I — pA). U tom je slucaju ortogonalna projekcija xo rjeSenja x te jednadzbe na
potprostor N(I — pA)* jedinstveno odredena i dana redom

An
To=b+p Y (blen)en.

neN, ,u/\n;él - 'u)\
Skup svih rjesenja je {xo+ z; z € N(I — pA)}.

An
—

Uputa: Uocite da je niz (1 ) ogranicen.

Teorem 3.4. ima sljede¢u generalizaciju na proizvoljne kompaktne operatore na Hilbertovim
prostorima, Sto je ujedno i generalizacija propozicije 2.4:

Teorem 3.5. Neka su X i'Y Hilbertovi prostori i B : X — Y kompaktan operator beskonacnog
ranga. Tada postoje ortonormirani nizovi (€,)pneny U X 1 (fu)nen © Y @ niz pozitivnih brojeva
(tin)nen takvi da vrijeds

= g1 >0 Vn e N, lim p, =0,

n—oo

1 takvi da ako za proizvoljan x € X sa xg oznacimo ortogonalnu projekciju vektora x na potprostor
{en; n € N}, onda je

r =20+ Z(x|en)en, Bx = Z An(zlen) fr, Bzxy = 0.
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Dokaz: Operator A = B*B je kompaktan hermitski operator na Hilbertovom prostoru X i

neka su (Ay)nen 1 (€5)nen nizovi iz teorema 3.4. Tada je za svako n € N
An = (Aeplen) = (B*Beyle,) = || Bey||* > 0.

Neka je i, > 0 takav da je p2 = \, i stavimo

1
fn = —Be,, n € N.

Hn

Tada je
(Ben|Ben)  (Aenlem)  Anbnm
(fulfm) = = =
Hon o fm o fm
Dakle, (f,)nen je ortonormiran niz u Y.

Za x € X imamo

= dpm-

r =19+ Z(w|en)en
n=1

pa primjenom neprekidnog operatora B dobivamo

Bx = Bxg + Z(x|en)Ben = Bz + Zun(x|en)fn.

n=1 n=1

Napokon,
||B?L’0||2 = (B.170|Bl’0) = (B*BZL'Q|.I'0) = (AZL‘Q|?L'0) = 0,

dakle, Bzy = 0. Time je teorem 3.5. u potpunosti dokazan.

Formula dana u teoremu 3.5. zove se Schmidtov prikaz operatora B.
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3.2 Integralni operatori

Neka je K kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Kao i obi¢no sa C'(K) oznacavamo
Banachov prostor svih neprekidnih funkcija f : K — C s normom

[ flloe = max{[f(£)[; t€ K}.

Za podskup S C C(K) definiramo dijametar §(5) skupa S sa

6(S) =sup{|lf — gll: f.9 €S}

Skup S zove se ogranicen ako je 6(S) < +o0.
Skup S C C(K) zove se ekvikontinuiran u tocki ¢ty € K ako za svako € > 0 postoji otvoren
skup U C K takav da je ty € U i da za svaku funkciju f € S vrijedi

telU = |f(t)— f(to) <e. (3.1)

Skup S C C(K) zove se ekvikontinuiran ako je S ekvikontinuiran u svakoj tocki ty € K.

Svaki je konacan podskup S = {fi, f2,..., fu} od C(K) ekvikontinuiran. Doista, neka je
to € Kie > 0.Zasvakii € {1,...,n} funkcija f; je neprekidna u tocki ¢y $to znaci da postoji
otvoren skup U; C K takav da vrijedi

tel; — | fi(t) — fi(to)] < e.
Tada ocito za otvoren skup U = Uy NUsN---NU, izasvaku f € S = {f1, fa,..., fu} vrijedi (3.1).

Sljede¢i teorem daje jednostavnu karakterizaciju relativno kompaktnih podskupova Bana-
chovog prostora C'(K), koja podsjeca na situaciju u R” : skup S C R" je relativno kompaktan ako
1 samo ako je ogranicen.

Teorem 3.6. (Arzela-Ascoli) Neka je K kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i S C C(K).
Skup S je relativno kompaktan u Banachovom prostoru C(K) ako i samo ako je S ogranicen i
ekvikontinuiran.

Za dokaz Arzela-Ascolijevog teorema treba nam:

Zadatak 3.2. Neka je (fn)nen niz u C(K) takav da je skup {fn.; n € N} ogranicen i ekvikon-
tinuiran 1 neka je € > 0. Dokazite da tada niz (fn)nen ima podniz (g,)nen takav da je

19y — Gallee <€ Vp,q €N.

Uputa: Koriste¢i kompaktnost prostora K dokazite da postoje otvoreni skupovi Uy, ..., U,
koji pokrivaju K i tocke t; € U; tako da za svaki j € {1,...,m} vrijedi:

neN, tells) = L) -flt)l <.

Sada koriste¢i Bolzano—Weierstrassov teorem u C i promatrajué¢i redom u m koraka vrijednosti
konstruiranih podnizova u tockama ti,...,t,, pokazite da postoji podniz (hy)neny niza (f,)nen
takav da je za svaki j € {1,...,m} niz (h,(t;))nen u C konvergentan. Napokon, za neko ng € N
podniz g, = hpy4n, n € N, ima trazeno svojstvo.
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Dokaz teorema 3.6: Neka je S ogranicen i ekvikontinuiran podskup od C(K). Neka je (f,)
niz u S. Za e = 27! zadatak 3.2. daje podniz (f1,)nen niza (fn)nen takav da je

1
||f1,p_f1,q||oo< 5 VP,QEN

Primijenimo li sada zadatak 3.2. na niz (f,)nen 1 na e = 272 dolazimo do podniza (fam)nen niza
(fin)nen takvog da je

1
”fQ,p_fQ,quo < 52 VP,QEN
2

Polaze¢i od niza (fa,)nen i € = 273 dolazimo do podniza (f3,)nen niza (fon)nen takvog da je

1
| fap — faqllee < = Vp,q € N.
53

Na taj korak po korak dolazimo do beskonacnog niza nizova (fx )nen, & € N, takvih da je (f1,)nen
podniz niza (f,)nen, da je za svaki & > 2 (fgn)nen podniz niza (fr—1.m,)nen 1 da vrijedi

1
[ frp = frallo < oF Vk,p,q € N.
Stavimo 1i Sy = {frn; n € N} imamo padajuéi niz skupova
S2851 282852

takav da je §(Sy) < 27*.

Stavimo sada hy = frx, k € N. Tada je (hg)ren podniz niza (f,,)nen. Neka je € > 0 proizvoljan.
Neka je ng € N takav da je e > 27", Za p,q > ny su tada h, € S, C S, 1 hy € S; C Sy, pa vrijedi

1
[hp = hlloo < 0(Sn,) < om0 <Eé&.

Dakle, niz (hy)ken je Cauchyjev, a kako je prostor C'(K) potpun, taj je niz konvergentan u C'(K).

Time je dokazano da svaki niz u S ima podniz koji je konvergentan u C(K), a to upravo znaci
da je skup S relativno kompaktan u C'(K).

Pretpostavimo sada da je S relativnho kompaktan podskup Banachovog prostora C'(K). Neka
suty € K ie > 0. Tada prema zadatku 2.1. skup S ima konacnu §—mrezu {f1, fo, ..., f}. Dakle

VfeS Fje{l,2,....m} takavdaje Hf—fjHOO<§.

Sve funkcije f; su neprekidne u izabranoj tocki ¢, i ima ih konaé¢no mnogo pa postoji otvoren skup
U C K takav da je ty € U i da vrijedi

|fj(t)_fj(t0)|<§ VieU, Vjef{l,2,. .. m)

Sada iz gornje dvije nejednakosti nalazimo da za proizvoljno izabranu funkciju f € Sizat e U
vrijedi
€ €

_|__

|f(to)—f ()| < [f(to)— £ (o) I+ f; (ko) = Fi O+ ;() = F (O] < 20 f = fillot ] f5(t0) = f3(1)] < 2oty =

Dakle, skup S je ekvikontinuiran u tocki ¢y, a kako je tq bila proizvoljno odabrana tocka iz K,
skup S je ekvikontinuiran. Zbog zadatka 2.1. skup S je i ogranicen.

E.
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U daljnjem sa A oznac¢avamo proizvoljan n—kvadar u R™ tj. skup oblika
A:{t: (tl,tg,,tn) GRn, a; Stz sz za 1 = ]_,2,,TL},

gdje su —oo0 < a; < b; < +o0,i=1,2,...,n. Prostor C(A) je Banachov u odnosu na maksimum
normu

|2]| o = max{|x(t)|; t € A}, xz € C(A).

Taj prostor zvat ¢emo Banachov prostor C'(A). Termin unitaran prostor C(A) upotrebljavat ¢emo
za isti vektorski prostor C'(A) snabdjeven skalarnim produktom

- bl b2 bn
(xly)z/a:(t)y(t)dt:/ / / 2ty to, .. ta)y(ts, Yo, . . ., t,)dtydty - - - dt,
A a1 Jaz an

Normu u unitarnom prostoru C'(A) oznacavat ¢emo sa || - |2

el = ( /. \x(t)\?dt)%

Analogna znacenja imaju termini Banachov prostor C(A x A) i unitaran prostor C'(A x A).

Teorem 3.7. Neka je k € C(A x A) i neka je za x € C(A) funkcija Az na A definirana pomocu
integrala

(Ax)(s) = /Ak:(s,t)x(t)dt, s € A.
Tada je A kompaktan operator
(a) s unitarnog prostora C(A) u Banachov prostor C(A),
(b) s Banachovog prostora C(A) u Banachov prostor C(A),
(¢) s unitarnog prostora C(A) u unitaran prostor C'(A) 1
(d) s Banachovog prostora C(A) u unitaran prostor C(A).

Dokaz: (a) Stavimo y = Az. Tada primjenom nejednakosti Cauchy—Schwarz—Buniakowskog
na unitarnom prostoru C'(A) za proizvoljne s, so € A dobivamo

fn-ssmon] o st ([ o)

Kako je skup A x A kompaktan, funkcija k je uniformno neprekidna na A x A. Stoga za dano
e > 0 postoji 6 > 0 takav da za (sq,t1), (s2,t2) € A X A vrijed:

[y(s1) —y(s2)| =

|s1— 8|+ [t1 — 2| <0 — |k(s1,t1) — Kk(s2,12)| < e.

Iz gornje nejednakosti stoga za s1, s, € A, takve da je |s; — so| < 4, slijedi

ly(s1) = y(s2)| < ev/ (D)2,

gdje je p(A) mjera (ili volumen) n—kvadra A :

p(A) = (br — a1)(by — az) - - - (b — an).
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To pokazuje da je funkcija y = Az neprekidna na A. Dakle, A je linearan operator sa C' (A)
u C(A). Stovise, vidi se da operator A jedini¢nu kuglu u unitarnom prostoru C'(A) prevodi u
ekvikontinuiran skup funkcija u C'(A). Nadalje, neka je M > 0 takav da je

/ k(s,t)|?dt <M Vs €A,
A

Tada za x € X, takav da je ||z||2 < 1,1 za svaku tocku s € A nalazimo ponovo pomoéu CSB—nejed-

nakosti: 1
966l = | [ ks patona] < ([ s epar) el < VAT

Odatle slijedi da je A ogranicen operator s unitarnog prostora C'(A) u Banachov prostor C(A).
Nadalje, ako je K jedini¢na kugla u unitarnom prostoru C'(A) skup funkcija AK, je ekvikon-
tinuiran i ogranic¢en, dakle po Arzela—Ascolijevom teoremu taj je skup relativno kompaktan u
Banachovom prostoru C(A). Time je dokazano da je A kompaktan kao operator s unitarnog pros-
tora C'(A) u Banachov prostor C'(A).

Tvrdnje (b), (¢) i (d) slijede neposredno iz tvrdnje (a) zbog nejednakosti medu normama || - [|o

e floo -

2 = /Alx(t)lzdtﬁ V(A [z

Doista, neka su Ky i K, zatvorene jedini¢ne kugle u C'(A) u odnosu na || - |21 || - ||eo- Iz gornje

nejednakosti slijedi
1

w(A)

dakle, ako je AK) relativno kompaktan u odnosu na neku normu od C'(A), onda je i AK relativno
kompaktan u odnosu na tu istu normu. Nadalje, iz gornje nejednakosti slijedi

oy = yll2 < V(D) Y = Yllsos

dakle, ako je neki niz (y,) u C'(A) konvergentan u odnosu na normu || - ||, onda je on konvergentan
i u odnosu na normu || - ||

Koo g K27

Operator A iz teorema 3.7. zove se integralni operator a funkcija k je jezgra integralnog
operatora A.

Upotpunjenje unitarnog prostora C'(A) je Hilbertov prostor Ly (A) svih klasa izmjerivih funkcija
r : A — C takvih da je funkcija ¢t — |2(t)|? integrabilna. Budué¢i da je operator A iz teorema
3.7. neprekidan s unitarnog prostora C'(A) u Banachov prostor C'(A) on se jedinstveno prosiruje
do neprekidnog operatora A s Hilbertovog prostora Ly(A) u Banachov prostor C(A). Iz kompak-
tnosti operatora A slijedi kompaktnost operatora A. Nadalje, kako za svaku funkciju = € C (A)
vrijedi ||z]ls < v/p(A)||%]| s, neposredno dobivamo:

Korolar 3.2. Neprekidno prosirenje A operatora A iz teorema 3.7. na Hilbertov prostor Ly(A) je
kompaktan operator

(a) s Hilbertovog prostora Ly(A) uw Banachov prostor C(A),
(b) s Hilbertovog prostora Lo(A) w unitaran prostor C(A) i

(¢) s Hilbertovog prostora Lo(A) u Hilbertov prostor La(A).
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Napomenimo da se bez bitnih izmjena teorem 3.7. 1 korolar 3.2. mogu dokazati i uz slabije
pretpostavke o funkciji k£ : A x A — C. Nije nuzno da je ta funkcija neprekidna. Dovoljno je npr.
da je funkcija k izmjeriva i da postoji M > 0 takav da vrijedi

/ (|k(s,t)] + |k(t,s)])dt < M Vs € A,
A

pa cak i ako ta nejednakost vrijedi za sve s € A\ S, gdje je S C A skup mjere nula.

Zadatak 3.3. Za f € C([0,1]) definiramo funkciju V f : [0,1] — C sa

V)(s) = /Osf(t)dt, s€0,1).
Dokazite da je V' kompaktan operator
(a) s unitarnog prostora C([0,1]) v Banachov prostor C(|0,1]),
(b) s Banachovog prostora C([0,1]) v Banachov prostor C([0,1]),
(¢) s unitarnog prostora C([0,1]) u unitaran prostor C([0,1]) i
(d) s Banachovog prostora C([0,1]) u unitaran prostor C([0,1]).
Integralni operator V' iz prethodnog zadatka zove se Volterrin operator.

Zadatak 3.4. Neka je V neprekidno prosirenge Volterrinog operatora V' iz zadatka 3.5. na Hilber-
tov prostor Ly([0,1]). Dokazite da je V' kompaktan operator

(a) s Hilbertovog prostora Ly([0,1]) u Banachov prostor C([0,1]),
(b) s Hilbertovog prostora Ly([0,1]) u unitaran prostor C([0,1]) i
(¢) s Hilbertovog prostora Ly([0,1]) u Hilbertov prostor Lo(]0,1]).

Zadatak 3.5. Dokazite da za operatore V- € B(C([0,1]), || ||co) iz 2adatka 3.3. i V € B(Ly([0,1]))
iz zadatka 3.4. vrijedi o(V)) = o(V) = {0}.

Posljedica teorema 2.11. je sljedeca analogija Cramerovog teorema o sustavima linearnih alge-

barskih jednadzbi:

Teorem 3.8. (Fredholmova alternativa) Neka je k € C(A x A) i A € C, X\ # 0. Integralna
jednadzba

Az(s) — / k(s,t)z(t)dt = y(s), s €A,
A
ima jedinstveno rjesenje za svaku funkcijuy € C(A) ako i samo ako pripadna homogena jednadzba

Az(s) — /Ak:(s,t)x(t)dt =0, s €A,

ima samo trivijalno rjesenje.
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Dokaz: Neka je A integralni operator na Banachovom prostoru C(A) s jezgrom k :
(Az)(s) = / ks Det)dt,  seA, xeC(A).
A

Prema teoremu 3.7. operator A je kompaktan. Gornja nehomogena jednadzba ima oblik
A\ — Ax =y, tj. (M —A)x=y.

Homogena jednadzba
Ax = Mz

ima netrivijalno rjesenje ako i samo ako je A svojstvena vrijednost operatora. Razmotrimo dvije
mogucénosti:

Homogena jednadzba ima samo trivijalno rjesenje. U tom slucaju A # 0 nije svojstvena vri-
jednost operatora A, pa je prema tvrdnji (a) teorema 2.11. operator AI — A invertibilan u algebri
B(C(A)). Odatle slijedi da nehomogena jednadzba ima jedinstveno rjesenje i ono je jednako

r= (N —A)"y.

Homogena jednadzba ima netrivijalno rjesenje. Tada je A svojstvena vrijednost operatora A.
Oznacimo sa X, pripadni svojstveni potprostor

X\ ={x € C(A); Az = Iz} # {0}.
Ako je zg rjesenje nehomogene jednadzbe, onda to rjeSenje nije jedinstveno. Doista, tada je
ro+ X\ = {.’L’O—i—l'; x EX,\}

skup svih rjesenja nehomogene jednadzbe. Zakljucujemo da ili nehomogena jednadzba uopée nema
rjeSenja, ili je skup svih njenih rjesenja beskonacan.

Propozicija 3.2. Neka je k € C(A x A) i neka je A operator iz teorema 3.7. promatran kao
operator s unitarnog prostora C(A) w unitaran prostor C(A). Operator A je simetrican ako i
samo ako je k(s,t) = k(t,s) Vs, t € A.

Dokaz: Lako se vidi da za x,y € C(A) vrijedi

(Asly) = (oldy) = [ [K(s,1) = Kol dsdt.

AXA

Odatle neposredno slijedi tvrdnja propozicije.

Pretpostavimo da funkcija k € C(A x A) ima svojstvo hermitske simetrije k(s,t) = k(t,s) i
da je pripadni operator A kona¢nog ranga (i razli¢it od nule). Prema teoremu 3.2. postoje realni
brojevi Ay, Ag, ..., A\, razli¢iti od nule i ortonormirani vektori ey, es, ..., e, € C(A) takvi da je

Az = Z)\i(ﬂei)ei. (3.2)

Tada je
Aei = )\iei, tJ / k?(S,t)@Z(t)dt = /\iei(s), Vs € A, Vi. (33)
A
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Tvrdimo da tada vrijedi:
E(s,t) =Y Neis)ei(t),  s,te A (3.4)

Doista, stavimo

Tada za svaku funkciju z € C'(A) i svaki s € A nalazimo:

/Af(s,t)x(t)dt:/Ak:(s,t)x(t)dt—izl)\iei(s)/Ax(t)ei(t)dt:

= (Az)(s) = Y _ Nil[es)ei(s) = 0
i=1
zbog (3.2). Odatle slijedi £(s,t) = 0 za sve s,t € A. Time smo dokazali (3.4).

Pretpostavimo sada da simetrican operator A nije kona¢nog ranga. Tada prema teoremu
3.3. postoji niz (A, )nen realnih brojeva razlicitih od nule i ortonormiran niz (e, ),ey U unitarnom
prostoru C'(A) takvi da je lim, o, A, = 0, da vrijedi (3.3) za svaki i € N i da je

Ax = Z Ni(zle)es,  xe C(A). (3.5)

Red u (3.5) konvergira u unitarnom prostoru C'(A) i iz dosadasnjih teorema ne slijedi neposredno i
konvergencija reda funkcija po tockama. Medutim, to jest istina, Stovise taj red funkcija konvergira
uniformno na A, tj. konvergira u Banachovom prostoru C'(A) :

Teorem 3.9. (Hilbert—Schmidt) Pretpostavimo da funkcija k € C(A x A) imo svojstvo her-
mitske simetrije i da pripadni simetrican operator A nije konacnog ranga. Tada za svaku funkciju
x € C(A) red funkcija u (3.5) konvergira uniformno prema funkciji Ax. Drugim rije¢ima, red u
(3.5) konvergira u Banachovom prostoru C(A).

Dokaz: Za s € A iz (3.3) slijedi

/\iei(s):/Ak(s,t) e;(t) dt.

Ozna¢imo li funkciju t — k(s,t) sa ks, gornja jednakost moze se zapisati ovako:

Aiei(s) = (kgle).

Neka je M > 0 takav da je
/ |k(s, )’ dt < M tj. ||k <M  VscA.
A
Sada Besselova nejednakost za funkciju kg povlaci

d )P <M VseA, (3.6)
=1
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Neka je € > 0 proizvoljan. Besselova nejednakost za funkciju x povlaci da postoji n € N takav da
je

> e <& (3.7)

i=n-+1

Za p € N CSB—nejednakost u unitarnom prostoru CP daje

n+p n+p % n+p
Z|)\ (x|ei)e;(s) (Zp\el ) (Z\.ﬂez )

i=n-+1 i=n-+1 i=n-+1

l

Buduéi da to vrijedi za svaki p € N, pomoc¢u (3.6) i (3.7) dobivamo

Z |Ai(z|e))ei(s)| <evM Vs € A.

i=n-+1
Time je dokazano da red u (3.5) konverira uniformno na A.

Teorem 3.10. Pretpostavimo da k € C(AxA) definira simetrican operator A beskonacnog ranga.
Tada je

[e.o]

k(s,t) =) Aeils)ei(t)

i=1

pri éemu red konvergira u unitarnom prostoru C(A x A). Nadalje,

k(s,t)|*dsdt = A2
/Mu ) S

i=1

Dokaz: Pomoc¢u (3.6) nalazimo

SN2 =3 e = /A S ea(s)2ds < Mp(A),
=1 =1 =1

a kako to vrijedi za svaki n € N zaklju¢ujemo da red Y A\? konvergira.

Funkcije ¢;(s,t) = ei(s)e;(t) su ortonormirane u unitarnom prostoru C(A x A), dakle i u
Hilbertovom prostoru Ly(A x A). Stoga iz konvergencije reda > A? slijedi da red > \;j¢; konvergira
prema nekom elementu kg € Lo(A x A). Dokazat ¢emo da je kg = k. Za x,y € C(A) i za funkciju
f(s,t) = y(s)x(t) iz C(A x A) imamo:

(k| f) :/AXA k(s,t)@x(t)dsdt:/W(/A k:(s,t)x(t)dt) ds:/A@(Ax)(s)ds:

A

<
~—
Il
8

Ai(zle)(ey) = <Z i

) =asn

i=1
Dakle, vrijedi
(k= kolf) =0 (3.8)

za svaku funkciju f € C'(A x A) oblika f(s,t) = y(s)z(t). Prema Weierstrassovom teoremu takve
funkcije razapinju gust potprostor Banachovog prostora C'(A x A), pa slijedi da (3.8) vrijedi za
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svaku funkciju f € C'(A x A). Kako je C(A x A) gust potprostor Hilbertovog prostora Lo(A X A),
vrijedi C(A x A)+ = {0}, dakle, iz (7) slijedi k — ko = 0, tj. ko = k kao $to smo tvrdili. Napokon,

I%]lz = (klk) = (Z Aipi ZM%) => X
i=1 j=1 i=1

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Moze se dokazati da je uz pretpostavku pozitivnosti operatora A konvergencija u teoremu
3.10. uniformna:

Teorem 3.11. (Mercer) Neka funkcija k zadovoljava uvjete teorema 3.10. i pretpostavimo da je
(Az|x) > 0 Vo € C(A). Tada red u teoremu 3.10. konvergira prema funkciji k(s,t) uniformno na
A x A.

Korolar 3.3. Neka su k, A, \; i e; kao u teoremu 3.10. Tada je

(A%z)(s) = / h(s,t)x(t)dt, xz e C(A),
A
pri cemu je
h(s,t) = Nei(s)ei(t)
i=1
i konvergencija je uniformna na A x A.

Zadatak 3.6. Koristeéi teorem 3.11. dokazZite korolar 3.35.



Poglavlje 4

Fredholmovi operatori 1 indeks

4.1 Pseudoinversi

Neka su X 1Y Banachovi prostorii T € B(X,Y). Operator S € B(Y, X) zove se pseudoinvers
operatora T ako vrijedi T'ST = T. Ako je T neprekidna linearna bijekcija sa X na Y onda je po
teoremu 3.2. o otvorenom preslikavanju inverzni operator 7! ograni¢en. U tom je slucaju ocito
T~! pseudoinvers od T i to je jedini pseudoinvers od 7. Doista, mnozenjem jednakosti T'ST = T
s lijeve i s desne strane s T~ ! nalazimo S = T~ .

Cilj je ovog poglavlja da dokazemo sljedeéi teorem:

Teorem 4.1. Neka su X 1Y Banachovi prostoriiT € B(X,Y'). Sljedeca su tri svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) Postoje ograniceni projektori P € B(X) i Q € B(Y) takvi da je

(b) R(T) je zatvoren potprostor od 'Y i postoje zatvoreni potprostori W od X i Z od 'Y takvi da
vrijeds
X=NT)+W i Y=2Z+RT)

(¢) T ima pseudoinvers.

Ako su ti wvjeti ispunjeni i ako je S pseudoinvers od T onda su ST i T'S ograniceni projektori i
vrijeds:
N(ST)=R(I — ST)= N(T) i R(TS)=N(I —-TS)=R(T).

Da bismo taj teorem dokazali, moramo najprije prouciti pitanje egzistencije zatvorenog direk-
tnog komplementa zatvorenog potprostora Banachovog prostora.

Svaki potprostor Y bilo kojeg vektorskog prostora X ima direktni komplement u X, tj. postoji
potprostor Z vektorskog prostora X takav da je X = Y 4 Z. Proucit ¢éemo sada pitanje egzistencije
zatvorenog direktnog komplementa u slucaju kad je Y zatvoren potprostor normiranog prostora
X. Odgovor na to pitanje je jednostavan, ako je potprostor ¥ kona¢nodimenzionalan:

Propozicija 4.1. Neka je Y konacnodimenzionalan potprostor normiranog prostora X. Postoji
zatvoren potprostor Z koji je direktni komplement od Y u X.

Zadatak 4.1. Dokazite propoziciju 4.1.

83
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Uputa: Vektore dualne baze od neke baze konacnodimenzionalnog prostora Y prosirite po
Hahn—Banachovom teoremu do neprekidnih funkcionala na X, a zatim promatrajte presjek jezgara
tih funkcionala.

Propozicija 4.2. Neka su'Y @ Z potprostori normiranog prostora X takvi da je Y zatvoren, Z
konacnodimenzionalan i Y N Z = {0}. Tada za projektor P na Z duz Y wvrijedi P € B(Y + Z).
Nadalje, Y + Z je zatvoren potprostor od X.

Dokaz: Stavimo W =Y 4 Z. Pretpostavimo da P ¢ B(W), tj. da ne postoji M > 0 takav
da je [|[Pz| < M||z|| Vo € W. Tada postoji niz (x,) u W takav da je

Ji_)rgoxn:() i |Px,|| =1 ¥neN.
Bududi da je Z kona¢nodimenzionalan, jedini¢na sfera {z € Z; ||z|| = 1} u Z je kompaktan skup.
Kako su svi Pz, jedini¢tni vektori u Z, zakljucujemo da niz (Px,) ima konvergentan podniz.
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da smo niz (z,) izabrali tako da je niz (Px,)
konvergentan. Stavimo
z = lim Px,.

Tada je z € Z; naime, potprostor Z je zatvoren jer je konacnodimenzionalan. Kako je limx,, = 0,
imamo:
z = lim Pz, — lim z, = — lim (I — P)z,.

I — P je projektor na Y duz Z, dakle (I — P)x, € Y Vn. Kako je po pretpostavci potprostor YV
zatvoren, zakljucujemo da je z € Y. Dakle, z € Y N Z = {0} pa slijedi z = 0. No to je nemoguce
jer je
2l = i [P, = 1.

Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da o neogranicenosti operatora P bila pogresna.
Time je dokazano da je projektor P ogranicen operator.

Dokazimo sada da je W =Y 4+ Z zatvoren potprostor od X. Neka je (z,) konvergentan niz u
X ¢iji su svi elementi z,, u potprostoru W i neka je x limes tog niza. Treba dokazati da je z € W.
Kako su P i I — P ograniceni operatori, oni su i neprekidni pa vrijedi

y={U—P)r= lim (I - P)z, i z = Pr = lim Px,.

Nadalje, imamo (I — P)x, € Y i Px, € Z VYn. Kako su potprostori Y i Z zatvoreni, slijedi da je
y €Y ize Z Prema tome, imamo

r=({I—-Plx+Pr=y+z€Y+Z=W.

Time je propozicija u potpunosti dokazana.

U dokazima prethodne dvije propozicije klju¢nu je ulogu imala konacnodimenzionalnost jednog
potprostora. U proucavanju opéenite situacije trebat ¢e nam vrlo netrivijalni teoremi 1.17. (o
otvorenom preslikavanju) i 1.18. (o zatvorenom grafu).

Propozicija 4.3. Neka je X normiran prostor.
(a) Ako je P ogranicen projektor na prostoru X, onda su potprostori N(P) i R(P) zatvoreni.

o0 je prostor anachov, ako su'Y @ Z zatvoreni potprostori o akvi da je X =Y + 7,
b) Akoj tor X B h k Y i Z zat , potprostori od X takvi daje X =Y + 7
1 ako je P projektor na'Y duZ Z, onda je operator P ogranicen.
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Dokaz: (a) Zatvorenost potprostora N(P) slijedi iz ograni¢enosti, odnosno, neprekidnosti
operatora P. Kako je i I — P ogranicen projektor i N(I — P) = R(P), slijedi da je i potprostor
R(P) zatvoren.

(b) Prema teoremu 1.18. o zatvorenom grafu za dokaz tvrdnje (b) dovoljno je dokazati da
operator P € L(X) ima zatvoren graf. Neka je ((z,, Px,); n € N) niz u I'(P) koji je konvergentan
u X x Y. To znaci da je (z,) konvergentan niz u X, takav da je niz (Px,) konvergentan u Y.
Stavimo

r = lim z, i y = lim Pz, dakle lim (z,, Px,) = (z,y).
Treba dokazati da je (x,y) € I'(P), tj. da je y = Px. P je projektor na potprostor Y, dakle
Pz, € Y Vn. Kako je po pretpostavci potprostor Y zatvoren, slijedi da je y = lim Pz, € Y.
Nadalje, iz x = lim z,, i y = lim Px,, slijedi:
r—y= lim z, — lim Pz, = lim (I — P)x,.
I — P je projektor na potprostor Z, pa vrijedi (I — P)z,, € Z ¥n. Po pretpostavci je i Z zatvoren,
pa slijedi x —y € Z. Dakle, imamo

r=y+(x—y), yey, r—y € Z.
Odatle je y = Px, a to je i trebalo dokazati.

Za potprostor Y vektorskog prostora X kazemo da je kona¢ne kodimenzije, ako je kvo-
cijentni prostor X/Y kona¢nodimenzionalan. U tom sluc¢aju njegov je direktni komplement
kona¢nodimenzionalan. Primijetimo da potprostor Y normiranog prostora X, koji je konacne
kodimenzije, nije nuzno zatvoren, c¢ak ni ako je prostor X potpun. Primjer za to je jezgra linear-
nog funkcionala koji nije ograni¢en. Naime, za f € X* \ X’ potprostor Y = N(f) je kodimenzije
1, ali taj potprostor nije zatvoren. Medutim, vrijedi:

Propozicija 4.4. Neka su X i Y Banachovi prostori i A € B(X,Y). Ako je R(A) potprostor od
Y konaéne kodimenzije, onda je R(A) zatvoren potprostor od Y.

Dokaz: Neka je Z direktni komplement potprostora R(A) u prostoru Y; dakle, Y = R(A)+ Z.
Tada je Z kona¢nodimenzionalan potprostor od Y. Definiramo operator B : (X/N(A)) x Z =Y

relacijom
B(x+ N(A),z) =Ax+z2, ze€X, z€ 7.

Lako se vidi da je operator B dobro definiran (tj. da ne ovisi o izboru predstavnika z klase
x + N(A)) i da je linearan. Dokazimo da je operator B ogranicen. Neka je x € X. Tada je

2+ N(A)|| = inf{{|lz +yll; y € N(A)}.
Stoga za bilo kako izabrani € > 0 postoji y € N(A) takav da je
lz+ NA = llz+yll—e,  t. ety <lz+NA)|+e
Tada je Ay = 0, pa imamo redom:
|B(z + N(A), 2)|| = [Az + z[| = [[A(z + y) + 2| < [|A] - lz + yll + |[2]] <

< [JAL- iz + N+ ) + 2l < ([AF+1) - ([ + N(A) + & + [|2[])-
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Kako je ||z + N(A)|| + ||zl = [(x + N(A), 2)||, dobivamo nejednakost
I1B(z + N(A), 2)[| < (Al +1) - ([[(z + N(A), 2)|[ +¢).
Medutim, € > 0 je bio proizvoljan, pa odatle slijedi
I(B(z + N(A), 2)[| < (IA[l + 1) - [[(z + N(A), 2)]|

Dakle, linearan operator B : (X/N(A)) x Z — Y je ogranicen.

Ocito je B surjekcija, jer smo pretpostavili da je Y = R(A)+ Z. Dokazimo jos da je B injekcija.
Neka je (z+ N(A), z) € (X/N(A)) x Z takav da je B(x+ N(A), z) = 0. To znadi da je Az+2z = 0.
Imamo Az € R(A) iz € Z. Kako potprostori R(A) i Z tvore direktnu sumu, slijedi Az = 0 i
z=0. No Az = 0 znadi da je x € N(A), dakle, x + N(A) je nul—vektor u kvocijentnom prostoru
X/N(A). Zaklju¢ujemo da je (z+ N(A), z) nulvektor u prostoru (X/N(A)) x Z. Time je dokazano
da je N(B) = {0}, odnosno, B je injekcija.

Dakle, B je neprekidna linearna bijekcija sa (X/N(A)) x Z na Y. Prema teoremu 1.17. slijedi
da je inverzni operator B~! ogranicen. To znaci da je za svaki zatvoren skup F C (X/N(A)) x Z
skup B(F') C Y takoder zatvoren. Napokon, (X/N(A)) x {0} je ocito zatvoren potprostor od
(X/N(A)) x Z pa zakljucujemo da je B((X/N(A)) x {0}) = R(A) zatvoren potprostor od Y.

Dokaz teorema 4.1: Pretpostavimo dasu P € B(X) i@ € B(Y) projektori takvi da vrijedi
N(P)= N(T) i R(Q) = R(T).
(

Tada je W = R(P) zatvoren potprostor od X i Z = N(Q) je zatvoren potprostor od Y. Nadalje,
vrijedi
X=NP)+RP)=NT)+W i Y =N(Q)+ R(Q)=Z+ R(T).
Time smo dokazali da iz (a) slijedi (b).
Pretpostavimo sada da je R(T') zatvoren i da postoje zatvoreni potprostori W od X i Z od Y

takvi da vrijedi
X=NT)+W i Y =27+R(T).

Neka je A € B(W,R(T)) restrikcija operatora 7" na potprostor W. Tada je A ograni¢ena
linearna bijekcija Banachovog prostora W na Banachov prostor R(7T). Oznacimo sa B invers
od A, promatran kao operator sa R(T') u X. Prema teoremu 1.17. operator B je ograni¢en. Neka
je @ projektor prostora Y na potprostor R(T) duz potprostora Z. Prema tvrdnji (b) propozicije
4.3. @ je ogranicen operator. Stavimo sada S = BQ € B(Y, X). Neka je = proizvoljan vektor u
prostoru X. Neka su w € N(T) i w € W takvi da je z = u + w. Tada je

TSTx =TBQTw =TBTw=TBAw =Tw =Tx.
Dakle, vrijedi T'ST = T, $to pokazuje da je S pseudoinvers od 7. Time smo dokazali da iz (b)
slijedi (c).
Pretpostavimo napokon da je S € B(Y, X) pseudoinvers operatora T, tj. da je T'ST = T.

Stavimo

P=ST e B(X) i Q=TS e B(Y).

Tada je
P?=8TST =ST =P i Q*=TSTS =TS =Q.
Dakle, P i ) su ograniceni projektori. Nadalje, o¢ito vrijedi N(T') C N(ST) = N(P). S druge

strane vrijedi

x € N(P) — Te=TSTx=TPx=0 — x e N(T).
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Dakle, vrijedi i obrnuta inkluzija N(P) C N(T') pa slijedi jednakost N(7') = N(P). Nadalje, ocito
vrijedi R(Q) = R(T'S) C R(T). Da dokazemo obrnutu inkluziju uzmimo proizvoljan y € R(T).
Neka je x € X takav da je y = T'z. Nalazimo

y=Tr=TSTr=QTx € R(T).

Time je dokazana i obrnuta inkluzija R(7T) C R(Q) pa slijedi jednakost R(T) = R(Q). Time je
dokazano da iz (c) slijedi (a), a ujedno je dokazana i posljednja tvrdnja teorema.
Time je teorem u potpunosti dokazan.

Zadatak 4.2. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka suT € B(X,Y) 1S € B(X,Y) takvi da
operator T'ST — T ima pseudoinvers. DokaZite da tada T ima pseudoinvers.

Uputa: Ako je R pseudoinvers od T'ST — T, izmnozite i drugacije sortirajte clanove u jed-

nakosti
(TST —T)R(TST —T)=TST —T.
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4.2 Fredholmovi operatori. Indeks

Neka su X 1Y Banachovi prostori. 7' € B(X,Y") zove se Fredholmov operator ako je N(T')
kona¢nodimenzionalan potprostor od X i ako je R(T') potprostor kona¢ne kodimenzije u Y. Skup
svih takvih oznacavat ¢emo sa (X, YY), a ako je Y = X pisemo ®(X, X) = ®(X). Primijetimo da
je prema propoziciji 4.4. za svaki Fredholmov operator T' s Banachovog prostora X u Banachov
prostor Y potprostor R(7T) zatvoren u Y. Ocito je svaka bijekcija iz B(X,Y’) Fredholmov operator.

Ako je T € B(X,Y) takav da je potprostor N(T') kona¢nodimenzionalan, nenegativan cijeli
broj dim N(T') oznacavat ¢emo sa n(T') i zvati nulitet operatora 7. Ako je R(T) potprostor
konacne kodimenzije u Y, nenegativan cijeli broj dim Y (R(7") oznacavat ¢emo sa d(T') i zvati
defekt operatora 7. Za Fredholmov operator T definiramo indeks operatora 7T kao razliku
nuliteta i defekta:

ind(T) =n(T) —d(T), T € ®X,Y).
Cilj je ovoga odjeljka da u ¢im veéoj mjeri opisemo skup ®(X,Y") i da proucimo svojstva funkcije

ind: ®(X,Y) — Z.

Napomena: Ako su prostori X i Y kona¢nodimenzionalni, ocito je svaki linearan operator T’
sa X uY Fredholmov: L(X,Y) = B(X,Y) = ®(X,Y). Nadalje, tada vrijedi teorem o rangu i
nulitetu:
n(T) + dim R(T) = dim X.

Stoga je
d(T) =dim(Y/R(T)) =dimY —dim R(T) = dimY — dim X + n(7).

Prema tome je

ind(T) =dim X —dimY VT e L(X,Y).
Posebno, ako je X =Y, svi linearni operatori imaju indeks nula:
ind(T)=0 VT e L(X).
Dokazat ¢emo sada izuzetno znacajan i netrivijalan teorem o aditivnosti indeksa:

Teorem 4.2. Neka su X, Y @ Z Banachovi prostori.

(a) Ako suT € ®(X,Y) 1S € ®(Y,Z) onda je ST € ®(X, Z) i vrijedi:

ind (ST) = ind (S) +ind (T).
(b) Neka suT € B(X,Y) i S € B(Y,Z) takvi da je ST € ®(X, 7). Tada je T € ®(X,Y) ako i
samo ako je S € ®(Y, 7).

Za dokaz tog teorema trebaju nam neke jednostavne geometrijske Cinjenice sakupljene u
sljede¢em zadatku:

Zadatak 4.3. Neka su X, Y i Z vektorski prostoriiT € L(X,Y), S € L(Y, Z) linearni operatori.
Neka su Yy, Ys @ Y3 potprostori vektorskog prostora Y i neka je Zy potprostor vektorskog prostora
Z takvi da je:

R(T)=Y1+R(T)NN(S),  N(S)=R(T)NN(S)+Ys,  Z=7Z1+ R(5),

Y=Y+ R(T)NN(S)+ Yo+ Ys=R(T)+ Y + Y3 =Y, + N(5) + V.
Dokazite da tada vrigedi sljedeéih sest tvrdnji:
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(1) Restrikcija T|N(ST) je surjekcija sa N(ST) na R(T) N N(S), koja inducira izomorfizam
kvocijentnog prostora N(ST)/N(T) na prostor R(T) N N(S).
(i1) Restrikcija S|(Y1+Y3) je izomorfizam vektorskog prostora Yy +Ys na vektorski prostor R(.S).
(1ii) Restrikcija S|Y1 je izomorfizam vektorskog prostora Y1 na vektorski prostor R(ST).

(v

)
)
(1v) Restrikcija S|Y3 je injekcija, dakle ona je izomorfizam sa Y3 na SYs.
) R(S) = R(ST) + 5Y5.

i)

(vi) Z = Z; + R(ST) + 5Y;.

Dokaz teorema 4.2. (a) Budué¢i da su potprostori N(S) i N(T) konatnodimenzionalni,
iz tvrdnje (i) slijedi da je i potprostor N(ST) kona¢nodimenzionalan. Iz tvrdnje (i) zadatka
4.3. nalazimo takoder da vrijedi:

n(ST) = n(T) + dim[R(T) N N(S)]. (4.1)

Kako je T € ®(X,Y), potprostor R(T) je kona¢ne kodimenzije u Y, pa zakljuéujemo da su
potprostori Y5 i Y3 kona¢nodimenzionalni i da je

d(T) = dim Y, + dim Y3. (4.2)

Kako je S € ®(Y, Z) potprostor R(S) je kona¢ne kodimenzije u Z, pa zakljucujemo da je pot-
prostor Z; kona¢nodimenzionalan i dimenzija mu je jednaka d(S). Po tvrdnji (iv) zadatka 4.3. je i
potprostor SY3 kona¢nodimenzionalan i dimenzija mu je jednaka dim Y3. Nadalje, po tvrdnji (vi)
je R(ST) potprostor od Z kona¢ne kodimenzije i

d(ST) = dim Z; + dim SY3 = d(S) + dim Y5. (4.3)
Napokon, iz N(S) = R(T) N N(S) 4 Yz dobivamo
n(S) = dim[R(T) N N(S)] + dim Y. (4.4)

Dokazali smo da je N(ST') konacnodimenzionalan potprostor od X i da je R(ST') potprostor
konacne kodimenzije u prostoru Z. Dakle, ST € ®(X,Y), a koristenjem jednakosti (4.1), (4.2),
(4.3) i (4.4) imamo redom

n(ST) 4+ d(T) + d(S) = n(T) + dim[R(T) N N(S)] + dim Y5 + dim Y3 + d(S) =
=n(T) +dim[R(T) N N(S)] + dim Y, + d(ST) = n(T) + n(S) + d(ST).
Odavde je
ind (ST) =n(ST) — d(ST) =n(T) +n(S) — d(T) — d(S) = ind (S) + ind (T).

Time je tvrdnja (a) dokazana.
Dokazimo sada tvrdnju (b). Pretpostavka je da je potprostor N(ST') od X kona¢nodimenziona~
lan i da je potprostor R(ST') konacne kodimenzije u Z. Kako je

N(T)C N(ST) i  R(S)2 R(ST),

slijedi da je N(T') kona¢nodimenzionalan potprostor prostora X i da je R(S) potprostor konaéne
kodimenzije u Z. Iz tvrdnji (iv) i (v) zadatka 4.3. sada slijedi da je Y3 kona¢nodimenzionalan
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potprostor od Y.
Pretpostavimo najprije da je S € ®(Y, Z). Tada je N(S) konaénodimenzionalan potprostor od
Y, pa je i Y, kao potprostor od N(S) kona¢nodimenzionalan. Odavde i iz jednakosti

Y = R(T)+Ys + s

slijedi da je R(T') potprostor kona¢ne kodimenzije u Y. Dakle, T' € ®(X,Y) i dokazali smo da iz
S € &Y, Z) slijedi T € ®(X,Y).

Pretpostavimo sada da je T' € ®(X,Y). Tada je potprostor R(7") konacne kodimenzije u Y,
paiz Y = R(T) + Ys + Y; slijedi da je potprostor Y3 kona¢nodimenzionalan. Prema tvrdnji (i) iz
ST € (X, Z) slijedi da je R(T') N N(S) kona¢nodimenzionalan potprostor, pa iz

N(S) = R(T)N N(S) + Vs

zakljucujemo da je N(S) konacnodimenzionalan potprostor od Y. Dakle, S € ®(Y, Z) i dokazali
smo da iz T € ®(X,Y) slijedi S € ®(Y, 2).
Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 4.3. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je T € ®(X,Y).
(a) Postoji pseudoinvers operatora T.
(b) Ako je S € B(Y, X) pseudoinvers operatora T, onda je S € ®(Y, X) i ind (S) = —ind (T).
(¢) ind (T) =0 ako i samo ako T' ima pseudoinvers koji je bijekcija sa 'Y na X.

Dokaz: (a) Bududi da je potprostor R(T') konacne kodimenzije u Y, postoji kona¢nodimenzio-
nalan (dakle, zatvoren) potprostor Z od Y takav da je Y = Z + R(T'). Nadalje, prema propoziciji
4.1. postoji zatvoren potprostor W od X, takav da je X = N(T') + W. Sada iz teorema 4.1. slijedi
da operator 1" ima pseudoinvers.

(b) Neka je S € B(Y,X) pseudoinvers operatora 7. Prema tvrdnji (b) teorema 4.2. iz
T(ST)=TiizT € &(X,Y) slijedi da je ST € ®(X). Odavde, prema istoj tvrdnji slijedi da je
S € &(Y, X). Sada iz tvrdnje (a) teorema 4.2. slijedi da je

ind(T) = ind (T'ST) = ind (T) + ind (S) + ind (T) — ind (S) = —ind (T).

(c) Pretpostavimo da je S € B(Y, X) pseudoinvers od T" koji je bijekcija sa Y na X. Prema
(b) je S € ®(Y, X), a kako je S bijekcija, to je ind (S) = 0. Sada iz (D) slijedi ind (T") = 0.

Treba jos dokazati i obrnutu implikaciju. Pretpostavimo da je ind (T') = 0. Prema propoziciji
4.1. postoji zatvoren potprostor W od X, takav da je X = N(T') + W. Prema tvrdnji (b) teorema
1.14. prostor W je Banachov. Kako je W direktni komplement jezgre N(7T') u domeni X, lako se
vidi da je restrikcija T'|WW bijekcija sa W na R(T). Po propoziciji 4.4. R(T') je zatvoren potprostor
od Y, dakle i R(T) je Banachov prostor. Sada iz teorema 1.17. o otvorenom preslikavanju slijedi
da je inverzni operator A : R(T) — W restrikcije T'|W ogranicen.

Nadalje, neka je Z konacnodimenzionalan potprostor od Y takav da je Y = Z + R(T). Kako
je ind (T') = 0, nalazimo da je n(T") = d(T), tj.

dim N(7T') = dim(X/R(T)) = dim Z.

Prema tome, postoji izomorfizam B : Z — N(T') tih dvaju kona¢nodimenzionalnih potprostora.
Oznacimo sada sa S € B(Y, X) direktnu sumu tih dvaju operatora B i A u skladu s rastavima

Y =Z+R(T)iX=NT) +W,Ht.

S(z+u) = Bz + Au, zeZ, ue R(T).
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Tada je S bijekcija sa Y na X. Nadalje, uzmimo proizvoljan = € X i napisimo ga u obliku
r=v+w, pri cemusuv € N(T)iw e W. Tada je Tx = Tw € R(T), pa slijedi STz = ATw.
Medutim, A je invers restrikcije T'|W, pa dobivamo STz = w, a odavde T'STx = Tw = Txz. Zbog
proizvoljnosti vektora x € X zakljucujemo da je T'ST = T. Dakle, S je pseudoinvers od T.

Time je teorem 4.3. u potpunosti dokazan.

Ostatak ovog poglavlja bavi se proucavanjem veze izmedu kompaktnih i Fredholmovih oper-
atora i dokazivanjem nekoliko vrlo netrivijalnih i dalekoseznih svojstava funkcije ind. Zamrseniji
dijelovi dokaza svrstani su u sljedece dvije leme:

Lema 4.1. Neka su X 1Y Banachovi prostori, T € ®(X,Y) i A€ F(X,Y). Ako je ind (T) = 0,
onda je T+ A€ ®(X,Y) iind(T+ A)=0.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je X =Y, dakle A € F(X),idajeT =1 = Ix. Neka su
X1, X1 X3 potprostori od X takvi da je
N(A)=X;+ N(A) N R(A), R(A)=N(A)NR(A) + Xy,

Kvocijentni prostor X/N(A) izomorfan je sa R(A) i sa Xy + X3. Dakle, potprostori X, i X3 su
kona¢nodimenzionalni i

Nadalje, i potprostor
Xy =R(A)+ X3

je konacnodimenzionalan. Potprostor X, je oc¢ito invarijantan s obzirom na operator [ + A.
Oznacimo sa B € L(X,) = B(X,) restrikciju operatora I + A na potprostor X3. Bududi da se radi
o kona¢nodimenzionalnom prostoru, za operator B vrijedi teorem o rangu i nulitetu, pa slijedi

n(B) =d(B). Ako je x € N(I + A), onda je x = —Ax € R(A). Stoga imamo
N(I+A)CR(A) C X,y == n(I + A) = n(B).

Imamo

X=X1+RA)+X3=X, +X;.
Operator I + A je identiteta na X; i (I + A)X,; = R(B) C Xj3. Dakle,
RI+A)=(I+A)X1+{I+A)Xs=X,+R(B).
Neka je X5 potprostor od X, takav da je Xy = R(B) + X;5. Tada je d(B) = dim X5. Nadalje,
X=X1+RA)+X3=X;+X4,=X;+R(B)+Xs=R(I+A)+ X;.
Dakle, X5 je ujedno direktni komplement od R(I + A) u X, pa slijedi
d(I + A) = dim X5 = d(B) — ind(I+A)=n(I+A)—d(I+ A) =n(B)—d(B)=0.

Dokazimo sada lemu u opéem slucaju, tj. T € ®(X,Y), A € F(X,Y) iind(T) = 0. Prema
tvrdnji (c) teorema 4.3. operator T ima pseudoinvers S € (Y, X) kQ]l je bijekcija. Stavimo
P =1— ST. Prema teoremu 4.1. P je projektor prostora X na N(T), a kako je potprostor N(T')
kona¢nodimenzionalan, to je P € F(X). Sada je i SA — P € F(X), pa je prema dokazanom
posebnom slucaju

I+SA—Ped(X) i vrijedi ind(I +SA—P)=0.
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Medutim,
T+A=8ST+SA)=SYI+SA-P).

Kako je S™1 bijekcija to je S™1 € ®(X,Y) iind (S~!) = 0. Sada iz gornje jednakosti i iz tvrdnje
(a) teorema 4.2. slijedi

T+Ac®X,)Y) i ind(T+A) =ind(S™")+ind(I+SA—P)=0.

Lema 4.2. Neka su X ¢ Y Banachovi prostori, T € ®(X,Y) i S bilo koji pseudoinvers od T.
Pretpostavimo da je B € B(X,Y) takav da je I + SB € ®(X) ¢ ind(I + SB) = 0. Tada je
T+BedX,)Y) i ind(T+ B) =1ind(T). Ako je k tome I + SB bijekcija sa X na X, onda
vrijedi jos in(T + B) < n(T) i d(T + B) <d(T).

Dokaz: Neka je S pseudoinvers od T' € ®(X,Y) i neka je B € B(X,Y) takav da je
I+ SB e ¢(X) i ind(I+SB)=0.

Stavimo P = I — ST. Tada je P projektor prostora X na kona¢nodimenzionalan potprostor N(T)
ivrijedi S(T'+ B) = I + SB — P. Kako je

I+ SB e o(X), ind(I +SB)=0 i P e F(X),
iz leme 4.1. slijedi da je
SI'+B)=1+SB—-PecdX) i ind (S(T + B)) = 0.

Medutim S € ®(Y, X), pa iz tvrdnje (b) teorema 4.2. slijedi da je T+ B € ®(X,Y’). Prema tvrdnji
(a) teorema 4.2. i tvrdnji (b) teorema 4.3. nalazimo

0=1ind(S(T+ B)) =ind(S) +ind (T + B) = —ind (T) +ind (T + B).

Odatle je ind (T + B) = ind (T).
Pretpostavimo sada da je B € B(X,Y) takav da je I + SB bijekcija sa X na X. Neka je z
vektor iz presjeka N(T'+ B) N N(P). Tada je (T'+ B)x =01 Pz = 0, pa imamo

0=ST+B)x=(I+SB—-P)x=(I+S5B)x — x =0.

Dakle, N(T' + B) N N(P) = {0}, pa zakljucujemo da je potprostor N(T' + B) sadrzan u nekom
direktnom komplementu od N(P) u X. Medutim, P je projektor prostora X na potprostor N(T'),
tj. R(P) = N(T), dakle je X = N(P)+ N(T). Odatle je

n(T+ B) =dim N(T + B) < dim N(T') = n(T).
Odavde i iz jednakosti
n(T'+B)—d(T+ B) =ind(T+ B) =ind (T) = n(T) — d(T)
slijedi 1 nejednakost d(T + B) < d(T).

Teorem 4.4. Neka su X 1Y Banachovi prostori. Skup ®(X,Y") je otvoren podskup od B(X,Y) i
preslikavanje ind : ®(X,Y) — Z je neprekidno (dakle, lokalno konstantno). Drugim rijec¢ima, za
svaki T € ®(X,Y) postoji e > 0 takav da vrijedi:

AeB(X)Y) @ |[T—-Al<e — Aec®(X)Y) i ind(A) =ind(T).

Stovise, € > 0 se moZe tako odabrati da bude jos i n(A) < n(T) i d(A) <d(T).
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Dokaz: Neka je T € ®(X,Y). Prema tvrdnji (a) teorema 4.3. postoji pseudoinvers S
operatora T, a prema tvrdnji (b) istoga teorema je S € @(Y,X). Neka je A € B(X,Y)
takav da je

1
A-T| < —.
I I is]

Sada za operator B=A —T € B(X,Y) imamo

1
IBl<pgr = IsBl<1

Prema tvrdnji (b) teorema 2.7. operator I + SB je invertibilan u algebri B(X), dakle I + SB je
bijekcija sa X na X. Iz leme 4.2. sada slijedi

A=T+Bed(X,Y), ind (A) =ind (T), n(A) <n(T), d(A) <d(T).

Teorem 4.5. Neka je X Banachov prostor, A€ K(X) iAe€ C, A\#0. Tada je N\ — A € &(X) i
ind(AM — A) = 0.

Dokaz: Prema tvrdnji (a) teorema 2.9. potprostor N(AI — A) je konaénodimenzionalan.
Nadalje, ako sa k oznacimo nilindeks operatora AI — A, onda je prema teoremu 2.11:

X = N((M — A" + R((M — A)P).

Po tvrdnji (a) teorema 2.9. potprostor N((A — A)*) je kona¢nodimenzionalan, pa zakljuc¢ujemo
da je potprostor R((Al — A)¥) konaéne kodimenzije u X. Kako je R((A\ — A)*) C R(A\I — A), to
je i potprostor R(Al — A) konaé¢ne kodimenzije u X. Dakle, dokazali smo da je A\l — A € &(X).

Potprostori Y = N((Al — A)¥) i Z = R((Al — A)¥) su invarijantni s obzirom na operator
A — Aivrijedi X =Y 4+ Z. Ako su B i C restrikcije, B = (M — A)|Y, C = (M — A)|Z,
ocito je ind (A — A) = ind (B) + ind (C). Medutim, potprostor Y je kona¢nodimenzionalan, pa
je po napomeni odmah iza definicije Fredholmovog operatora ind (B) = 0. Nadalje, po teoremu
2.11. operator C je bijekcija sa Z na Z, pa je i ind (C') = 0. Dakle, ind (A\I — A) = 0.

Teorem 4.6. Za T € (X,Y) i A e K(X,Y) vrijedi
T+Aecd(X,)Y) i ind(T+A) =ind(T).

Dokaz: Neka je S € ®(Y, X) bilo koji pseudoinvers operatora 7. Prema tvrdnji (b) teorema
2.2. tada je SA € K(X). Iz teorema 4.5. sada slijedi da je [ + SA € &(X) iind (I +SA)=0.Po
lemi 4.2. sada slijedi da je T+ A € ®(X,Y) i ind (T + A) = ind (T).

Za Banachov prostor X B(X) je Banachova algebra s jedinicom [ = I'x. Invertibilni elementi
algebre B(X) obi¢no se zovu regularni operatori na Banachovom prostoru X. Prema teoremu
1.17. o otvorenom preslikavanju operator T' € B(X) je regularan ako i samo ako je T bijekcija sa
X na X. Prema tvrdnji (c¢) teorema 2.7. grupa B(X)* svih regularnih operatora na X je otvoren
podskup Banachove algebre B(X).

Skup K(X) svih kompaktnih operatora sa X u X je prema korolaru 2.2. i teoremu 2.4. je
zatvoren obostrani ideal u Banachovoj algebri B(X). Kvocijentnu algebru Cal(X) = B(X)/K(X)
zvat ¢emo Calkinova algebra prostora X; napominjemo da se u literaturi najcesée to ime upotre-
bljava samo u slu¢aju kad je X Hilbertov prostor. Grupa Cal(X)* svih invertibilnih elemenata
algebre Cal(X) je otvoren podskup od Cal(X).
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Teorem 4.7. Neka je X Banachov prostor i m : B(X) — Cal(X) kvocijentni homomorfizam.
Tada je

O(X)=7YCal(X)") ={T € B(X); n(T) € Cal(X)*}.
Drugim rije¢ima, operator T € B(X) je Fredholmov ako i samo ako postoji S € B(X) takav da

su operatori I — ST i I — TS kompaktni. Stovide, tada postoji R € B(X) takav da su I — RT i
I —T'R operatori konacnog ranga.

Dokaz: Pretpostavimo da je n(T) € Cal(X)* i neka je S € B(X) takav da je m(T)~! = 7 (S).
Tadaza A=1—-STi1B=1-TS5 vrijedi 7(A) =n(B) =0, tj. A,B € K(X). Po teoremu 4.5. je
ST=1-Aec®dX)iTS =1-B e &X). Kako je N(T') C N(ST), to je potprostor N(T')
kona¢nodimenzionalan. Nadalje, R(T') O R(TS), pa zaklju¢ujemo da je potprostor R(7") konacne
kodimenzije u X. Dakle, T' € &(X).

Pretpostavimo sada da je T' € ®(X). Neka je S € ®(X) pseudoinvers od 7. Tada su po teo-
remu 4.1. ST i T'S ograniceni projektori i vrijedi R(I —ST) = N(T) i R(I —TS) = N(S). Dakle,
[—ST,I-TS e F(X) C K(X).

Sasvim analogan dokaz daje sljede¢i opéenitiji teorem:

Teorem 4.8. Neka su X 1Y Banachovi prostoriiT € B(X,Y). Sljedeéa su tri svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) T € ®(X,Y).

(b) Postoji S € B(Y,X) takav da je Iy — TS € K(Y) i Ix — ST € K(X).

(¢) Postoji R € B(Y,X) takav da je Iy — TR € F(Y) i Ix — RT € F(X).
Zadatak 4.4. Dokazite teorem 4.8.

Teorem 4.9. Neka su X 1Y Banachovi prostoriiT € B(X,Y). Sljedeca su tri svojstva medusobno
ekvivalentna:

(@) Te®(X,Y) iind(T)=0.
(b) Postoje bijekcija A € B(X,Y) i K € K(X,Y) takvi da je T = A+ K.
(¢) Postoje bijekcija B € B(X,Y) i F € F(X,Y) takvi da je T = B+ F.

Dokaz: Ocigledno iz (c) slijedi (b), jer je FI(X,Y) C K(X,Y). Nadalje, svaka ogranic¢ena
linearna bijekcija je Fredholmov operator indeksa nula (i nulitet i defekt su mu nula). Stoga po
teoremu 4.6. vidimo da iz (b) slijedi (a).

Treba jos dokazati da iz (a) slijedi (c). Pretpostavimo, dakle, da je T' € ®(X,Y) i da je
ind (T) = 0. Prema tvrdnji (c) teorema 4.3. operator 7" ima pseudoinvers S koji je bijekcija sa Y
na X. Prema teoremu 1.17. o otvorenom preslikavanju inverzni operator B = S~! je ogranicen i
to je bijekcija sa X na Y. Stavimo F' = T — B. Prema teoremu 4.1. P = Ix — ST je projektor
prostora X na kona¢nodimenzionalni potprostor N (7). Posebno, P € F(X). Slijedi

F=B(ST—Iy)=-BPeF(X,Y) i T=B+F

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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Zadatak 4.5. Neka su X @Y Banachovi prostori i neka je T' € B(Y', X') dualni operator
operatora T € B(X,Y) :

(T"f)(x) = f(Tz), [feY, zeX
Dokazite da je T € ®(X,Y) ako i samo ako je T' € ®(Y', X'). Da li je tada ind(T') = ind(T")?
Lema 4.2. ima i svojevrstan obrat:

Zadatak 4.6. Neka su X @Y Banachovi prostori i neka suT € ®(X,Y) i A € B(X,Y) takvi
dajeT+Ac®X,Y) iind(T+ A) =ind(T). Dokazite da za svaki pseudoinvers S operatora T
vrijedi Ix + SA € ®(X) iind(Ix + SA) = 0.
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Poglavlje 5

Spektralni teorem za ogranicen
hermitski operator

5.1 Pozitivni operatori

Neka je X Hilbertov prostor. Operator A € B(X) zove se pozitivan ako je
A=A i (Az|z) >0 Vo e X.

Skup svih hermitskih operatora u B(X) oznacavat ¢emo sa By (X), a skup svih pozitivnih sa
B (X).Za A € B{(X) pisemo A > 0. Nadalje, za A, B € B,,(X) pisemo A < B (ili B > A) ako
je B—A >0, tj. ako je (Az|z) < (Bz|z) Vx € X. Ocito je B4(X) konveksan konus u realnom
vektorskom prostoru Bp,(X), tj. vrijedi:

A BeB(X) i NeR, A>0 = A+BeBi(X) i MeBy(X).

Nadalje, By(X) je s relacijom < parcijalno ureden skup.

Zadatak 5.1. Dokazite da je svaki ortogonalni projektor P, tj. operator P € B(X) takav da je
P? = P = P*, pozitivan i da vrijedi P < I. Nadalje, ako su P i QQ ortogonalni projektori na
Hilbertovom prostoru X, dokaZite da su sljedeca cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) P<Q.
(b) PQ =QP =P.
(c) R(P) C R(Q).
(d) N(Q) S N(P).
Ako je A € B(X) onda je A*A € B,(X) i za svaki x € X vrijedi
(A" Axz) = (Az|Az) = || Aa|]” > 0,

dakle, A*A € B, (X). Posebno, ako je A € B,(X) onda je A> € B, (X).
Zasvaki A € B, (X) preslikavanje (x,y) — (Ax|y) je pozitivno semidefinitna hermitska forma,
pa za nju vrijedi nejednakost Cauchy—Schwarz—Buniakowskog:

[(Azly)|? < (Az|z)(Ayly)  Va,y e X. (5.1)

Dokazat ¢emo sada analogon teorema o konvergentnosti ograni¢enih monotonih nizova u R.
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Teorem 5.1. Neka je (A,)nen niz u Bp(X) koji je rastuci, tj. A, < A,11 VYn € N i ogranicen, tj.
M = sup{[|4,[|; n € N} < +o0.
Tada postoji A € By(X) takav da je
Az = lim A,x Ve e X (5.2)

n—oo

i vrijedi A,, < A Vn € N.

Dokaz: Za svaki x € X niz realnih brojeva ((A,z|x)),en je rastudi i ogranicen. Dakle, taj je
niz konvergentan u R. Za m > n je A,, — A, > 0 pa nejednakost (5.1) primijenjena na operator
A,, — A, daje za proizvoljne vektore x,y € X :

(A — An)z[y)* < (A — An)z]2) (Am — An)yly) < 2M[(Apz|z) — (Anz|2)]|ly])*.
Uvrstimo li y = (A, — An)z, slijedi
|Apr — Apz||* < 2M[(Anz)z) — (Apx|2)].

Bududi da je niz ((Apz|r))nen konvergentan u R iz gornje nejednakosti slijedi da je (A,%)nen
Cauchyjev niz u X. Kako je prostor X Hilbertov, dakle potpun, sa (5.2) je definiran linearan
operator A : X — X. Nadalje, vrijedi

[Anzl| < Mllz]] VeeX 1 (Awzly) = (z[Any) Va,y € X,
a odatle, kada pustimo da n tezi u oo, dobivamo
|Az|| < M||z| Vre X i (Azly) = (z|Ay) Vz,y € X.
Dakle, A € By (X). Napokon, kada u nejednakosti
(Apz|x) < (Anx|z) za n<m
pustimo da m tezi u oo, dobivamo
(Apz|x) < (Azx|z) Vee X VYneN  tj. A, <A VneN.
Time je teorem dokazan.
Naravno, zamjenom A, sa —A, vidimo da analogna tvrdnja vrijedi i za padajuce ogranicene

nizove hermitskih operatora. Nadalje, naglasimo da se u teoremu 5.1. ne tvrdi da je operator A
limes niza (A, )neny u odnosu na normu || - || prostora B(X), nego samo da vrijedi (5.2).

Korolar 5.1. Neka je (P,),en monotoni niz ortogonalnih projektora na Hilbertovom prostoru X.
Tada je sa
Pz = lim P.x reX (5.3)

n—oo

definiran ortogonalan projektor na prostoru X. Nadalje, ako je niz (P,)nen padajuéi, onda je

R(P)=(\R(P) i N(P)=ClI (U N(Pn)>

neN neN

a ako je taj niz rastuci, onda je

N(P)=(\N(PR) i R(P)=Cl (U R(Pn)> :

neN neN
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Dokaz: Pretpostavimo najprije da je niz (P,),en rastuéi. Za svaki ortogonalni projektor
P # 0 je ||P|| = 1. Dakle, niz (P,)nen zadovoljava uvjete teorema 5.1. Prema tome, sa (5.3)
definiran je operator P € Bj,(X). Sada iz P? = P, Vn slijedi P? = P. Dakle, P je ortogonalni
projektor. Nadalje, prema teoremu 5.1. je P, < P Vn € N, a to prema zadatku 5.1. znaci da je
N(P) C N(FP,) Vn € N. Odatle

N(P)C () N(P).

neN

Obrnuta inkluzija slijedi neposredno iz (5.3).

Iz jednakosti za jezgre slijedi i jednakost za podrucja vrijednosti. Naime, za svaki ortogonalni
projektor @ vrijedi N(Q) = R(Q)* i R(Q) = N(Q)*. Nadalje, za vektorski potprostor Y Hilber-
tovog prostora X vrijedi CI(Y) = Y. Posebno, za zatvoren potprostor Z je Z = Z1+. Stoga
imamo redom

R(P)*=N(P)= (| N(P) = (ﬂ N(Pn)> = (U N(Pn)l> :

pa slijedi

R(P) = (U N(Pn)L> = Cl (U R(Pn)> .

neN neN

Iz jednakosti dokazanih za rastuce nizove ortogonalnih projektora odmah slijede analogne
jednakosti za padajucée nizove, jer za svaki ortogonalan projektor @) je i I —() ortogonalan projektor

i viijedi R(I — Q) = N(Q) i N(I — Q) = R(Q).

Zadatak 5.2. Neka je (P;)ier rastuca familija ortogonalnih projektora na Hilbertovom prostoru
X, ty. P, < Ps zat <s. Dokazite da tada za svaki x € X 1 za svaki t € R postoje limes:

P,_or =lim P, ) P = lim P,x.
ot =lm P tro = lim Poy

Nadalje, dokazite da su P;_o 1 Piyo ortogonalni projektori i da je P;_g < P, < Piyy.

Teorem 5.2. Za A € B (X) postoji jedinstven B € B, (X) takav da je B> = A. Ako je C € B(X)
takav da je CA = AC, onda je CB = BC.

Dokaz: Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je ||A]| < 1. Tada je
0 < (Azx|z) < (z|z) Ve € X,

dakle, vrijedi 0 < A < I. Stavimo D = [ — A € B (X) i induktivno definiramo niz operatora
(En)neN : ]
E, =0, B = 5(D +E?), neN. (5.4)

Tada su svi E,, € B, (X). Nadalje, svaki F,, je polinom operatora D, pa mozemo pisati
E, = pu(D), Eni1 — By = qu(D),

gdje su p, i g, polinomi definirani induktivno sa

pl()‘) = 07 anrl()‘) = %()‘ _'_pn()‘)z)? qn()‘) = anrl()‘) - pn()‘>
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Iz te se definicije vidi da su svi koeficijenti polinoma p,, n € N, nenegativni brojevi. Dokazat
¢emo sada da su i koeficijenti polinoma ¢,, n € N, nenegativni brojevi. Tu ¢injenicu dokazujemo
indukcijom po n € N. Tvrdnja je ocita zan = 1 jer je ¢1(\) = 5)\. Provedimo sada korak indukcije.
Pretpostavimo da su za neki n > 2 svi koeficijenti polinoma ¢,_; nenegativni. Imamo

1
R +pn—1()‘)2] = i[pn()‘y - pn—l()‘)2] =

4n(A) = Pua(A) = pu(A) = %[/\ + (V)] — %

1

= 5[Pa(X) + pu-1N][Pa(A) = paa(N)] = %[ n(A) + 21 (M)]gn-1(A)-

Odatle slijedi da i polinom g, ima sve koeficijente nenegativne.
Uocimo sada da za polinom p, kome su svi koeficijenti nenegativni, i za svaki B € B, (X),
vrijedi p(B) € B, (X). Stoga iz dokazanog slijedi

E,>0 i E,<E,, VYneN.

Iz0< A< TIslijedi0 < D <1I,paje|D| <1.0Odatleiiz (5.4) indukcijom jednostavno slijedi
da je [|[E,|| <1 Vn € N. Sada teorem 5.1. povlaci da postoji E € B, (X) takav da vrijedi

Er = lim E,x Vze X, |E|| <1 i E,<FE VneN.

Imamo
Ex = lim p,(D)x

n—oo
pa slijedi da operator E komutira sa svakim operatorom s kojim komutira D, dakle i sa svakim
operatorom s kojim komutira A. Posebno, E komutira sa svim operatorima F,,, pa nalazimo za
reX:

1B — Enz|| = (B + E.)(E — Ep)a|| < |E+ Bl - || Bz — Ena|| < 2[|Bx — Eyzl|.
Pustimo li da n tezi k oo, nalazimo da je

E*r = lim E’x Vo € X.

n—oo

Pustimo sada da u jednakosti
1
E,x= Q(Dx + E2x) Ve e X
n tezi u oo. Dobivamo 1
Ex:Q(D:E—FE%) Ve € X.

Odatle je
FE?-2E=-D = (I-E¥=I-2E+E*=1—-D=A.

Dakle, operator B = I — E ima svojstvo B% = A. Nadalje, za svaki € X vrijedi
(Bzlr) = (z]z) — (Bxlz) = |2* = |E] - |z > 0, jer je [|E|| < 1.

Prema tome, B € B, (X). Time je dokazana egzistencija, a dokazano je i da konstruirani operator
B = I — E komutira sa svakim operatorom C' koji komutira sa A.

Dokazimo sada jedinstvenost. Neka je i B; € B, (X) takav da je B = A. Operator B
komutira sa B} = A, dakle komutira i sa B. Neka je # € X. Tada za y = (B; — B)x imamo

(Buyly) + (Byly) = ((Bi + B)(B1 — B)aly) = (B — B)zly) = (A — A)zly) = 0.
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Kako su (Byyly) > 01 (Byly) > 0, odatle slijedi da je
(Biyly) = (Byly) = 0.
Prema dokazanom postoje operatori Fi, F' € B, (X) takvi da je F2 = B, i F> = B. Stoga je
1Pyl = (FiylFy) = (Fiyly) = (Buyly) =0 i |Fyl* = (Fy|Fy) = (F*yly) = (Byly) = 0.
Zakljucujemo da je F1y = Fy = 0, pa slijedi
By =Fly=0 i By = F?y=0.

Odatle je
lylI* = (y|(B: — B)z) = ((B1 — B)ylz) =0,

odnosno, 0 = y = Byx — Bx. Drugim rijecima, vrijedi Byx = Bx, a kako je x € X bio proizvoljan,
zakljucujemo da je By = B. Time je i jedinstvenost dokazana.

Jedinstveni operator B € B (X) takav da je B> = A zove se drugi korijen iz operatora
A € B.(X). Pisat ¢emo
B= VA,

Zadatak 5.3. Neka su A, B € B, (X) takvi da je A> = B2. DokaZite da je tada A = B.
Zadatak 5.4. Neka su A, B € By(X). Dokazite da je AB € B (X) ako i samo ako je AB = BA.

Zadatak 5.5. Neka operatori A, B,C € By(X) medusobno komutiraju i pretpostavimo da je
A< B 1 C >0. Dokazite da je tada AC < BC.

Proucit ¢emo sada vezu izmedu dvaju operatora Aj, Ay € Bj(X) takvih da je A7 = A2 i
A1 Ay = Ay Aq, bez pretpostavke da su Ay i Ay pozitivni.

Propozicija 5.1. Neka su Ay, Ay € B(X) takvi da je A = A3 i AjAy = AyA,. Neka je P
ortogonalni projektor prostora X na potprostor

N(A; — A) ={zx e X; Ajx = Asz}.
Tada vrijedi:
(a) Ako C € B(X) komutira s Ay — Ay onda C' komutira s P.
(b) N(A1) CR(P), tj. Ajr =0 = Pxr=ux.
(¢c) Ay = (2P —1)Ay i Ay = (2P — 1)A;.

Dokaz: (a) NekajeY = R(P) = N(A;—A,). Neka operator C' € B(X) komutira s operatorom
Ay — Ay. Za y € Y tada imamo

Dakle, vrijedi CPx € Y Vx € X, pa slijedi PCPx = CPx Vx € X, odnosno, PCP = CP. Kako
je operator A; — Ay hermitski, to i operator C* komutira sa A; — As, pa vrijedi i PC*P = C*P.
Odatle adjungiranjem zbog P* = P slijedi PCP = PC. Prema tome je PC'= PCP = CP.
(b) Iz Ajx = 0 slijedi
| Aoz ||? = (Agw|Agz) = (Asx|z) = (Alz|z) =0 = Az =0 =
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(¢) Zbog (b) imamo za svaki z € X :
(A — A) (A1 + Az = (A3 — Az =0 (A — Ay)z € N(A, — Ay) = R(P),
pa slijedi P(A; + Ay)x = (A1 + As)x Vo € X. Dakle,
P(A; + Ay) = A + As. (5.5)

Nadalje, za x € X je Px € R(P) = N(A; — Ay), pa kako prema (a) P komutira sa A; — A, slijedi
P(Al - AQ)ZL' = (Al - AQ)P.T =0. Dakle,

P(A; — Ay) = 0. (5.6)
Zbrajanjem i oduzimanjem jednakosti (5.5) i (5.6) dobivamo
Ay = (2P -1)A i A =(2P—-1)A,.
Teorem 5.3. Za A € B,(X) stavimo
A+:%<\/E+A) i A:%(@—A).

Neka je P ortogonalni projektor prostora X na potprostor N(A_). Tada vrijedi:

(a) Ay, A_e By (X) 1 A=A, — A_.

(b) Vrijedi PA=PVA?=A,, (P—1)A=—(P—1)VA2=A_ i N(A) C R(P).

(¢) Operator C' € B(X) komutira s operatorom A ako i samo ako C komutira sa Ay, A_ i P.

Dokaz: (c¢) Ako operator C' komutira sa A, onda C' komutira i sa A%, dakle, prema teoremu
5.2. i sa VA2, Odatle slijedi da C komutira sa A, isa A_. No tada je potprostor R(P) = N(A_)
invarijantan s obzirom na operator C. Kako je A hermitski, i C* komutira sa A, dakle, potprostor
R(P) je invarijantan i s obzirom na C*. Odatle, kao u dokazu tvrdnje (a) teorema 5.1. slijedi
CP=PCP=PC.

Obratno, ako C' komutira sa A,, A_ i P, onda C komutiraisa A=A, — A_.

(b) Operator A komutira sa A2, dakle i sa v/A2. Odatle slijedi da operatori A, i A_ komutiraju.
Nadalje, iz tvrdnje (c¢) propozicije 5.1. primijenjene na operatore A; = A1 Ay = VA2, nalazimo
daje VA2 = (2P —I)A=2PA— Ai A= (2P — )V A% = 2P/ A2 — \/A2, dakle,

PA:%(\/EHQ — A, i P@:%(@+A) — A,
Odatle je
(P-NA=PA-A=A,—A=A_ i (P-I)WWA2=PVA2_VAZ=A, —VA2=—A_.
Napokon, ako je Ax = 0, onda je A%z = 0, pa slijedi
H@x )2 = (\/ﬁx @x) = (A%z]z) = 0,

dakle i V A2z = 0. Odatle je z € N(A_) = R(P).
(a) Jasno jedaje A = A, — A_. Treba jos dokazati dasu A, A_ € B, (X). Medutim, P, [ — P
i VvV A2 su pozitivni operatori koji medusobno komutiraju, pa pomo¢u zadatka 5.4. zakljucujemo

dasui Ay = PVA2i A = (I — P)V A? pozitivni.

Operatori A, i A_ iz teorema 5.3. zovu se pozitivni i negativni dio operatora A € By (X).
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Zadatak 5.6. Dokazite da za A, B € Bp(X) vrijedi
A<B i B<A — A=B.

Zadatak 5.7. Neka su A,B € B,(X) takvi da je A < B 1 AB = BA. DokaZite da je tada
VA< VB iA"<B"VneN.

Zadatak 5.8. Dokazite da za svaki A € Bj,(X) postoji jedinstven B € By,(X) takav da je B® = A.



104 POGLAVLJE 5. SPEKTRALNI TEOREM ZA OGRANICEN HERMITSKI OPERATOR

5.2 Parcijalne izometrije i polarna forma

Teorem 5.4. Neka su X @Y Hilbertovi prostori iV € B(X,Y). Sljedeéa su svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) V*V € B(X) je projektor.
(b) VV* € B(Y) je projektor.
(¢) Postoji zatvoren potprostor X, od X takav da vrijedi

Vel =z VYeeX, @ V=0 VrelXj.

(d) Postoji zatvoren potprostor Y1 od Y takav da vrijedi

Vyll=lyll  VyeYr i Vy=0 VyeY

U tom sluéaju, R(V') je zatvoren potprostor od Y, R(V*) je zatvoren potprostor od X, V*V
je (ortogonalan) projektor prostora X na potprostor R(V*) duz potprostora N(V'), i VV* je
(ortogonalan) projektor prostora’Y na potprostor R(V') duz potprostora N(V*). Nadalje, restrikcija
VIR(V*) je izometricki izomorfizam Hilbertovog prostora R(V*) na Hilbertov prostor R(V).

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je P = V*V projektor. Tada je P* = P, dakle, P je
ortogonalni projektor i vrijedi X = R(P) & N(P). Stavimo X; = R(P). Tada imamo

reXy, = Pr=2x — VVe=ax =—

= |[Va|* = (Va|Va) = (V'Valr) = (zlz) = |z]F = [Va] =]l

r1X, =— z2z€RP)=NP) = Pr=0 —
—  ||Vz|* = (V*Vz|z) = (Pz]z) =0 = Vz=0.

Time je dokazano da iz (a) slijedi (c).
Pretpostavimo sada da je X; zatvoren potprostor od X takav da vrijedi

\Vz|=|z|| VreXy i Va=0 VreXi

Neka je P ortogonalni projektor na X;. Za proizvoljan x € X pisemo x =y + 2z, y € X1, z € Xi-.
Tada imamo

(V*Vale) = (Va[Va) = (Vy[Vy) = (yly) = (ylz) = (Pzlx).

Dakle, (V*V — P)z|z) = 0 Vo € X, a kako je operator V*V — P hermitski, iz tvrdnje (a)
propozicije 1.4. slijedi V*V — P = 0. Dakle, V*V = P je projektor. Time je dokazano da iz (c)
slijedi (a).

Dakle, vrijedi (a) <= (c), a zamjenom V sa V* odatle dobivamo i (b) <= (d).

Iz dokaza (a) = (c) vidi se da je N(P) = N(V), pa iz propozicije 1.3. nalazimo

R(P) = N(P)* = N(V)* = CI(R(V™)).

Nadalje, za € R(P) jex = Px = V*Vz € R(V*), pa zakljuc¢ujemo da je zapravo R(P) = R(V™*).
Dakle, ako vrijede (a) i (¢) onda je R(V*) zatvoren potprostor od X. Sasvim analogno, ako vrijede
(b) i (d) onda je R(V') zatvoren potprostor.

Pretpostavimo ponovo da vrijedi (a), dakle i (¢) za X; = R(P) = R(V*) i P = V*V. Tada
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je ocito R(V) = VX i restrikcija V| X je izometrija sa X; = R(V*) na VX; = R(V). Time je
dokazano da iz (a) slijedi zadnja tvrdnja teorema. Nadalje, odatle slijedi da je i R(V) zatvoren
potprostor od Y. Napokon, stavimo @) = VV*. Tada je oc¢ito N(V*) C N(Q). Nadalje,

yeNQ) = Qy=0 = VVy=0 —

= VY= (Vy[Vy) = (VVyly) =0 = Vy=0 = yeNV).
Time je dokazana obrnuta inkluzija N(Q) C N(V*), dakle, vrijedi N(V*) = N(Q). Kako je R(V)
zatvoren potprostor od Y, pomoc¢u propozicije 1.3. nalazimo
R(V)=N{V**=N@Q* i N{V*)=R(V)".
Dakle,
Y =NUV")® R(V).

Neka su saday € R(V) iz € N(V*) = N(Q). Tada je y € VR(V*), tj. postoji z € R(V*) takav
da je y = Vz. Ozna¢imo ponovo P = V*V. Vidjeli smo da je to ortogonalan projektor i da je
R(P) = R(V*). Dakle, Px = x, pa imamo

Qu=VVy=VVVe=VPr=Vzr=y i Qz=0.

Time je dokazano da je Q = VV™ projektor. Dakle, dokazali smo da iz (a) slijedi (b). Sasvim
analogno, iz (b) slijedi (a).
Time su sve tvrdnje teorema dokazane.

Ako su X i Y Hilbertovi prostori, operator V' € B(X,Y') koji ima svojstva (a) — (d) iz teorema
5.4. zove se parcijalna izometrija sa X u Y. Jasno je da je tada V* parcijalna izometrija sa Y

u X.

Teorem 5.5. Neka su X i Y Hilbertovi prostori i A € B(X,Y). Neka je H = VA*A i
K = vV AA*. Tada postoje parcijalne izometrije Vi W sa X u'Y takve da vrijedi

A=VH=KW.

Ako je X =Y 1 ako je A normalan operator, mozZemo uzeti da je V.= W unitaran operator na X
kojgi komutira sa svakim operatorom B € B(X), takvim da je BA = AB i BA* = A*B.

Dokaz: Prema propoziciji 1.3. je
X =N(H)®CIR(H)).

Neka je P ortogonalni projektor prostora X na potprostor CIl(R(H)) (dakle, duz potprostora
N(H)). Imamo N(H) = N(A), dakle, za bilo koje x,y € X vrijedi

Hx=Hy = Ax = Ay. (5.7)

Definirat ¢emo sada operator

Vi R(H) — R(A)

na sljedeéi nac¢in. Za y € R(H) izaberemo x € X takav da je y = Hx. Tada stavljamo Vjy = Az.
Zbog (5.7) Vi je dobro definiran linearan operator i o¢ito vrijedi R(V;) = R(A). Neka su sada
v,y € R(H) ineka su z,2’ € X takvi da jey = Hx iy’ = Hz'. Tada imamo

(ViylViy') = (Az]Ax') = (A" Azla’) = (H?a|2') = (Hz|Ha') = (yly).
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Dakle, V1 je izometricki izomorfizam sa R(H) na R(A). Prosirenjem po neprekidnosti dolazimo do
izometrickog izomorfizma V, sa CI(R(H)) na CI(R(A)). Napokon, stavimo V' = V,P € B(X,Y).
Tada je V izometrija na zatvorenom potprostoru CI(R(H)), a na njegovom ortogonalnom komple-
mentu N(H) = N(P) je restrikcija operatora V' jednaka nuli. Prema teoremu 5.4. zaklju¢ujemo
da je V parcijalna izometrija sa X u Y. Nadalje, jasno je da je R(V) = CI(R(A)) i prema dokazu
teorema 5.4. je V*V = P.

Sada za proizvoljan x € X imamo PHx = Hz, dakle,

VHx =VoPHx = VoHx = ViHx = Ax.

Time je dokazano da je A = V H. Primijenimo li dokazano na operator A* € B(Y, X), zakljucujemo
da postoji parcijalna izometrija U sa Y u X, takvada je A* =UK. Notadaje A= KU iU* =W
je prema teoremu 5.4. parcijalna izometrija sa X u Y.

Pretpostavimo napokon da je X =Y i da je operator A € B(X) normalan. Naravno, tada
je H = K. Nadalje, iz tvrdnje (c) propozicije 1.4. vrijedi N(A*) = N(A) = N(H), a odatle i iz
propozicije 1.3. je CI(R(A)) = CI(R(A*)) = CI(R(H)). Dakle, V, je izometricki izomorfizam sa
CI(R(H)) na CI(R(H)), a to znaci da je V5 unitaran operator na Hilbertovom prostoru CI(R(H)).
Kako je

X =CIlR(H))® N(H),

linearan operator U : X — X definiran sa U(y + 2) = Vay + zzay € CI(R(H)) iz € N(H) je
unitaran. Ocito je A = UH.

Neka je sada B € B(X) operator koji komutira sa A isa A*. Tada B komutira i sa A*A, dakle,
isa H. Za proizvoljan x € X imamo

BU(Hz) = BAr = ABx =UHBx = UB(Hzx).

Dakle,
BUy =UBy Yy € R(H). (5.8)

S druge strane, za y € N(H) je Uy = y. Nadalje, kako B komutira sa H to je potprostor N(H)
invarijantan s obzirom na operator B, dakle vrijedi By € N(H) za svaki y € N(H). Dakle,

BUy=By=UBy VyeN(H). (5.9)

Kako je X = N(H) @ Cl(R(H)), iz (5.8) 1 (5.9) slijedi UB = BU. Napokon, operatori B i H

komutiraju, jer imamo
H?=A*"A=AA*=UHHU" — UH*=HU = UH = HU.

Prikazi operatora A € B(X,Y) uobliku A=VHi1A=KW, gdjesu H=VA*A, K = VAA*
i V' i W su parcijalne izometrije sa X u Y, zovu se polarne forme operatora A.
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5.3 Spektralni teorem

U daljnjem je A hermitski operator na Hilbertovom prostoru X. Za A € R tada je i opera-
tor A\I — A hermitski. Sa F), ¢emo oznacavati ortogonalni projektor prostora X na potprostor

N((A — A)_). Prema tvrdnji (b) teorema 5.3. tada je N(AI — A) C R(E)), dakle, vrijedi
Ar = \x = Eyx =x.
Funkcija A — FE, zove se spektralna funkcija hermitskog operatora A.

Teorem 5.6. (Spektralni teorem) Neka je A hermitski operator na Hilbertovom prostoru X 1
neka je A — E\ njegova spektralna funkcija.

(a) Za C € B(X) wvrijedi AC = CA ako i samo ako vrijedi ExC = CEy Y\ € R.
(b) Za X\ < p vrijedi E\ < E,, tj. E\E, = E,E) = E,.
(¢) Za svaki vektor x € X funkcija A — Exz sa R u X je zdesna neprekidna, tj. za svaki A € R
vrijeds
lim B,z = E\x.
LONA
(d) Stavimo
m = inf {(Az|z); z € X, ||z|| =1} i M =sup {(Az|x); z € X, ||z|]| = 1}.

Tada vrijed:
A<m — FE,=0 ) A>M — FE,=1.

(e) Neka sum, M kao u (d), neka sua <m ib> M i neka je P particija segmenta [a,b] :
a:)\0<)\1 < Apm1 < A, =0

Tada vrijeds
> Mi(By, — By ) SASDY M(Ey, — By, (5.10)

k=1 k=1
Nadalje, ako su & € [A—1, \g] 1 0(P) = max {\y — M\—1; 1 < k < n}, onda vrijedi

< o(P). (5.11)

A— Z £k3(E)\k - E>\k—1)
k=1

Dokaz: (a) Neka je C € B(X) takav da je CA = AC i neka je A € R. Tada je
C(A —A)= (N — A)C,
pa iz tvrdnje (c) teorema 5.3. slijedi CE) = E,\C. Na taj nac¢in dokazali smo da vrijedi
CA=AC = CE,=EC VXeR
Obrnuta implikacija u (a) bit ¢e neposredna posljedica tvrdnje (e). No ve¢ iz dokazanog slijedi da

Jje
E)\EM = EME)\ ‘v’)\,,u € R.
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(b) Neka je A < p. Stavimo P = E\(I — E,). Buduéi da operatori E) i E, medusobno
komutiraju, iz definicije slijedi

E\P=PE\=P - P < FE,

(I-E)P=PI-E,)=P = P<I-E,.
Prema prvom dijelu tvrdnje (b) u teoremu 5.3., primijenjenom na operator Al — A, nalazimo da
vrijedi
ExAM —A) =N —-A)FE,=(N—-A), >0, (5.12)
a prema drugom dijelu iste tvrdnje, primijenjenom na operator ul — A, dobivamo
(I = B)(ul = A) = (ul — A)(I = E,) = —(ul = A)_ <0, (5.13)
Zay € R(P) je Py=y,daklei Exy =y i ({ — E,)y =y, pa nalazimo

(M = Ayly) =((M - A)Exyly) 20 i ((u] = Ayly) = ((ul — A)(I — E)yly) < 0.

Oduzmemo li prvu od tih dviju nejednakosti od druge, slijedi (u — A)(y|y) < 0, a kako je p > A
slijedi (y|y) < 0, dakle, (y|y) = 0, odnosno, y = 0. Time je dokazano da je R(P) = {0}, tj. P =0.
Dakle, vrijedi F\ = E\E,, = E,E\, odnosno, Ey < E,,.

(¢) Za A < i za poluotvoren interval A = (), u| stavimo E(A) = E,, — E,. Tada je

E,E(A)=E, - E,E\=E, — E\=E(A)

(I — E\)E(A) = E, — Ey — E,Ex + E2 = E, — Ey — By + By = E(A).
Dakle, zbog nejednakosti (5.12) i (5.13) i zbog zadatka 5.6. vrijedi

(ul — A)B(A) = (Wl — A)E, - E(A)>0 i (A —A)E(A) = (M - A)I - Ey) - E(A) <0,

a odatle slijedi
AE(A) < AE(A) < pE(A). (5.14)

Funkcija A — FE) je rastuca i svi operatori E) su ortogonalni projektori. Prema zadatku 5.2. za
svaki A € R i za svaki vektor z € X postoji limes zdesna

E = lim F
A0 MI{I}\ AT

i F)\,o je ortogonalni projektor takav da je Ey,o > FE,. Dakle, operator ) = FE\.o — E) je
ortogonalni projektor. Zbog (5.14) za svaki z € X imamo

ME(A)z]z) < (E(A)Azlz) < p(B(A)a]a),
pa ako pustimo da p \, A, dobivamo
AMQz|x) < (QAx|z) < M(Qx|x) Vr e X.

Odavde je
(QA —XQ)x|z) =0 Vo € X. (5.15)
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Hermitski operatori A i @ komutiraju, pa imamo (QA — A\Q)* = AQ — A\Q = QA — \Q. Stoga iz
(5.15) i iz propozicije 3.1. slijedi

AQ = QA = )\Q. (5.16)
Neka je z € X iy = Qz. Tada zbog (5.16) imamo Ay = Ay, tj. y € N(A — A) C R(E,). Time je
dokazano E\,y = y, odnosno, F\Qx = Qx, a kako je vektor x € X bio proizvoljan, slijedi

E\Q = Q. (5.17)
S druge strane je
E\(E,—E\) =0 za > A,
pa slijedi
E\Q =0. (5.18)

Iz (5.17) 1 (5.18) dobivamo @ = 0, tj. Fy;o = E\. Time je dokazano da je za svaki vektor z € X
funkcija A — E)\x zdesna neprekidna u svakoj tocki iz R.

(d) Neka je p > M iza x € X stavimo y = (I — E,)z. Tada je (I — E,)y = y, pa pomocu
(5.13) nalazimo

w(yly) — (Ayly) = ((ul — A)yly) = ((ud — A)(I — E,)yly) < 0.

Odatle je
uyly) < (Ayly) < M(yly).
Kako je > M, slijedi y = 0, odnosno, E,x = x. Medutim, vektor x € X je bio proizvoljan, pa
zakljuéujemo da je £, = I. Odavde i iz (c¢) zakljucujemo da Ey = I vrijedi za A > M.
Neka je sada A < mizaz € X stavimo y = Fyz. Tada je E\y = y, pa pomocu (5.12) nalazimo

Ayly) — (Ayly) = (M = A)yly) = (M — A)Exyly) > 0.

Odatle je
AMyly) = (Ayly) > m(yly).

Kako je A < m, slijedi y = 0, odnosno, Fyz = 0. Zbog proizvoljnosti vektora z € X zakljucujemo
daje Ey =02za A <m.

(e) Za zadanu particiju P segmenta [a,b] (a < m, M < b) stavimo Ay = (A\p_1, A\g] 1, kao u
dokazu tvrdnje (¢), E(Ag) = E\, — E\,_,. Sada iz (5.14) dobivamo

A1 E(Ag) < AE(Ag) < ME(Ay). (5.19)

Nadalje, zbog tvrdnje (d) imamo
Y E(Ay)=E,—E, =1, (5.20)
k=1

pa iz (5.19) sumiranjem po k od 1 do n dobivamo

Zn: Mot E(A) < A< Y ME(A), (5.21)

k=1 k=1

odnosno, vrijedi (5.10).
Neka su sada &, € [A\x_1, Ax] proizvoljni. Tada je o¢ito

Z)\k—lE(Ak) < kaE(Ak) < Z)\kE(Ak)>
=1 =1 =1
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dakle, i
—ZAk (Ap) < Z&Em ZAk 1E(Ay).

Zbrajanjem tih nejednakosti sa (5.21) dobivamo

n

— Z e — N1V E(AR) < A — ngE (AR) <Y (A — M) E(AR). (5.22)

k=1

Zadatak 5.9. Neka su B € B.(X) i C € By(X) takvi da je —B < C < B. DokaZite da je tada
I < 11BII

Uputa: Koristite propoziciju 3.1.

Pomocu tog zadatka iz (5.22) slijedi

A= GE(A) > (O = Mo) E(A) (5.23)
k=1 k=1
Zasvaki k € {1,2...,n} vrijedi 0 < A\, — A\g—1 < 0(P), pa zbog (5.20) imamo
0<> (= M1) E(Ar) < 6(P ZEAk ) =46(P
Odatle i iz (5.23) pomocu zadatka 5.9. slijedi
A= "GE(A)|| <6(P), (5.24)
k=1

odnosno, vrijedi (5.11).
Preostaje nam jos da dokazemo drugu implikaciju u tvrdnji (a). Pretpostavimo da je C' € B(X)
takav da je CE, = E\C VX € R. Tada uz oznake iz dokaza tvrdnje (e) vrijedi CE(Ag) = E(Ag)C

za svaki k. Stavimo .
B=> GE(A).
k=1

Tada je BC' = CB iprema (5.24) je |A — B|| < §(P). Stoga je
[AC=CA| = [[(AC=BC)+(CB-CA)|| < [[((A=B)C||+[|C(B-A)|| < 2[|C||-[|A=B|| < 25(P)||C]-

Bududi da to vrijedi za svaku particiju P segmenta [a,b] (a < m i M < b), zakljucujemo da je

AC = CA.

Zbog nejednakosti (5.11) obi¢no se pise

b
A:/ A E).

Lako se vidi da tada za svaki m € N vrijedi

b
A™ = / AT,
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dakle, za svaki polinom p s kompleksnim koeficijentima vrijedi

p(4) = / P(VAE;.

Lako se vidi da je o(A) C [m, M]. Ako je f : [a,b] — C neprekidna funkcija i ako je (pn)nen
bilo koji niz polinoma ¢ije restrikcije na [a, b] uniformno konvergiraju prema funkciji f onda se
pokazuje da niz operatora

b
A, =pa(A) = / Pn(N)AE], neN,

konvergira po normi u B(X) prema operatoru

[ rvam,
/ FN)AE).

Moze se dokazati da pridruzivanje f — f(A) ima svojstva:

Teorem 5.7. (a) Ako je flo(A) = glo(A), onda je f(A) = g(A).
(b) Ako je f =1 onda je f(A) = 1.
c) Ako je f(A) = A VA onda je f(A) =

Stoga se definira

(©)
(d) Pridruzivange je linearno, tj. (af + Bg)(A) = af(A) + Bg(A).
(e) Pridruzivange je multiplikativno, tj. ako je f(X) = g(A)h(N) YA onda je f(A) = g(A)h(A).
(f) Ako je g(A) = f(X) VA onda je g(A) = f(A)".
(9) Pridruzivanje je monotono, tj. ako je f(A) < g(\) VA onda je f(A) < g(A).
(h) Pridruzivange je izometrija, tj. || f(A)|| = max{|f(N)|; A € c(A)}.
(i) Vrijedi teorem o preslikavanju spektra, tj. o(f(A)) = f(o(A)) ={f(N\); A€ a(A)}.
() Ako je C € B(X) i CA= AC onda je Cf(A) = f(A)C.
Nadalje, moze se dokazati:
Teorem 5.8. Neka je A € By(X) i neka je A — E)\ njegova spektralna funkcija.

(a) Za N\ € R vrijedi Ao & 0(A) ako i samo ako je funkcija A — E\ konstantna na nekoj okolini
od Ao, tj. ako postoji e > 0 takav da je E\ = E,, za sve A\, ju € [A\g — €, Ao + €.

(b) Tockouni spektar o,(A) sastoji se od svih tocaka A € o(A) u kojima funkcija X — E\ ima
prekid, tg.
op(A) ={A € 0(A); Ex# Ex-o}-
Tada je E) — Ex_o ortogonalni projektor na svojstveni potprostor {x € X; Ax = \z}.
(¢) Kontinuirani spektar o.(A) sastoji se od svih tocaka X € o(A) u kojima je funkcija A — E)

neprekidna, tj.
0.(A)={Ne€o(A); Ex=E\_}.

Naravno, zbog propozicije 2.6. je 0,.(A) = 0, dakle, 0.(A) = o(A)\ 0,(A), pa tvrdnja (c) slijedi
neposredno iz tvrdnje (b).
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Poglavlje 6

Kompaktni operatori na Hilbertovom
prostoru

6.1 Algebre kompaktnih operatora

U ovom poglavlju X je Hilbertov prostor. Tada je prema teoremima 2.2. i 2.4. K(X) zatvoren
obostrani ideal u Banachovoj algebri B(X). Promatrat ¢emo sada podalgebre algebre K (X).
Podalgebru A algebre B(X) zovemo x—podalgebrom ako je A* = A, tj. ako vrijedi

Aec A — A e A.

Za x—podalgebru A od K(X) sa P(A) ¢emo oznacavati skup svih ortogonalnih projektora u A,
t.
P(A)={E € A, E*=FE = E*}.

Svaki je operator £ € P(A) kompaktan i ocito je E|R(E) = Ip), pa iz tvrdnje (b) teorema
2.3. slijedi da je slika R(FE) konaénodimenzionalna. Drugim rije¢ima, svaki £ € P(.A) je projektor
kona¢nog ranga.

Skup P(A) je parcijalno ureden relacijom

E,FeP(A), E<F <+ EF=FE=E.
Iz zadatka 5.1. slijedi da za E, F € P(A) vrijedi
E<F = R(E) C R(F) = (Ex|z) < (Fzx|z) VYre X.

Za projektore E, F' € P(A) kazemo da su medusobno ortogonalni ako vrijedi FF = 0. Tada
pisemo E | F. Naravno, iz A* = A slijedi da je tada i FE = 0.

Zadatak 6.1. Dokazite da za E, F € P(A) vrijedi E L F ako i samo ako je R(E) L R(F).

Projektor £ € P(A) zove se minimalan u A, ako je on minimalan element parcijalno
uredenog skupa P(A) \ {0}, tj. ako je E # 0 i ako vrijedi:

FePA), F<E = F=F ili F=0.
Propozicija 6.1. (a) E € P(A)\ {0} je minimalan ako i samo ako vrijedi
EAFE =CE, tj. {EAE; Aec A} = {\E; A€ C}.

(b) Svaki E € P(A)\{0} je konacna suma medusobno ortogonalnih minimalnih projektora u A.

113
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Dokaz: (a) Pretpostavimo najprije da je EAE = CE. Neka je F € P(A) i F < E. Tada je
F = FEFFE, papostoji A € C takav da je F' = AE. Kako su F'i E projektori, imamo

AE = F = F* = \*E? = \’E.

Kako je E # 0, slijedi A> = ), a to je moguce samo ako je A = 1ili A = 0. Dakle, ' = E'ili F' =0,
i time je dokazano da je F minimalan projektor u algebri A.

Pretpostavimo sada da je E € P(A) \ {0} minimalan projektor u algebri A. Neka je T € A
hermitski, tj. 7" = T. Tada je ETE hermitski operator konacnog ranga. Po teoremu o dijago-
nalizaciji hermitskog operatora na konacnodimenzionalnom prostoru primijenjenom na restrikciju
ETE|R(E), potprostor R(E) je ortogonalna suma svojstvenih potprostora tog operatora. Dakle,
ako je ETE # 0, o(ETE|R(E)) \ {0} = {A\1, Ao, ..., A\n} 1 AN # Aj za @ # j, onda vrijedi

R(E) = Xo®X,®---®X,, Xo=N(ETE)R(E), X;={w€X: ETEx=X\az}, 1<j<n.

Oznacimo sada sa Fj, 1 < j < n, ortogonalni projektor prostora X na potprostor X;, dakle,
projektor duz potprostora

X;=NE)oXedX10 - 0X; 10X, X,

Zadatak 6.2. Dokazite da uz gornje oznake vrijedi

Nadalje, dokaZite da je F; = P;(ETE), j =1,2,...,n, gdje je svaki P; polinom bez konstantnog
¢lana.

Uputa: Za drugu tvrdnju promatrajte sustav jednadzbi
(ETEY = NP+ By + -+ MF,, 1<k <,
koji neposredno slijedi iz jednakosti za k = 1, i rijeSite taj sustav po Fi, Fs, ..., F,.

Prema drugoj tvrdnji u prethodnom zadatku vrijedi Fy, Fy,...,F, € P(A). Imamo
R(F;) = X; C R(FE), dakle, prema zadatku 5.1. vrijedi F; < E za svaki j. Po pretpostavci je
E minimalan, pa slijedi da je za svako j ili F; = F ili F; = 0. Kako su projektori F; medusobno
ortogonalni, slijedi da je nuzno n =11 F} = E. Dakle, vrijedi ETE = M\ E.

Napokon, svaki operator T € A je oblika T} + ¢T3, gdje su Ty, Ty € A hermitski, dakle, vrijedi
ETE = EFT'E +iETyFE = \E za neki A € C. Time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Ako E € P(A) \ {0} nije minimalan u A onda postoji F; € P(A) takav da je F} # E,
Fy #01i Fy < E. Tada isto vrijedi i za F, = E — Fy. Sada je F} L Fy i E = F} 4+ F5. Bududi da je
dim R(E) = dim R(F}) + dim R(F3), tvrdnja slijedi indukcijom po dim R(E).

Podalgebra A od B(X) zove se ireducibilna ako ne postoji zatvoren A—invarijantan potpros-
tor Y koji je netrivijalan, tj. Y # X 1Y # {0}.

Teorem 6.1. Neka je X Hilbertov prostor i neka je A zatvorena ireducibilna x—podalgebra od

K(X). Tada je A= K(X).

Dokaz: Dokazimo najprije da postoji E € P(A) takav da je dim R(E) = 1. Prema tvrdnji (b)
propozicije 6.1. dovoljno je dokazati da je dim R(E) = 1 za svaki minimalan projektor F u algebri
A. Doista, neka je E' € P(A)\ {0} minimalan u A. Neka je x € R(FE), z # 0. Neka je Y zatvarac¢



6.1. ALGEBRE KOMPAKTNIH OPERATORA 115

potprostora Ax = {Tz; T € A}. Kako je x = Ez, to je x € Y, dakle, Y # {0}. Nadalje, ocito je
potprostor Y A—invarijantan. Kako je po pretpostavci algebra A ireducibilna, zaklju¢ujemo da je
Y = X. Drugim rije¢ima, potprostor Az je gust u X. To je ekvivalentno jednakosti (Az)* = {0}.

Neka je sada y € R(F) iy L x. Neka je T € A. Prema tvrdnji (a) propozicije 6.1. tada je
ETE = \E za neki A € C. Dakle,

(y|Tx) = (By|TEx) = (y|ETEx) = (y|Az) = A(ylz) = 0.

Kako to vrijedi za svaki T € A, dobivamo da je y L Az, dakle, y = 0. Time je dokazano da je
R(E) = Cuz, tj. dim R(F) = 1.

Dokazimo sada da A sadrzi svaki ortogonalan projektor na prostoru X ranga 1. Doista, neka
je F' ortogonalan projektor na prostoru X ranga 1 ineka je f € R(F), || f|| = 1. Tada se lako vidi
da vrijedi Fz = (z|f)f za svaki z € X. Neka je E € P(A) projektor ranga 1 ie € R(E), |le|| =1,
dakle, EFz = (zle)e Vz € X. Prema prethodnom odlomku tada je potprostor Ae gust u X, pa
postoji niz (T,,)nen u A takav da niz (T,€),en konvergira prema f, a bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je ||T,e|| = 1 Vn; doista, mozemo uzeti da su svi T,e # 0, a zatim T,

zamijeniti sa T,. Tada je T, ET; € A1iza svaki z € X nalazimo

[Tnell
T ET, 2 — Fzl| = | Tu(T,2[e)e — (2] /) f]| = [[(2|Tne)Tue — (2[)f1| =

= (z|Tne)(The— f) + (2| Tae = £) FI| < llzll-[|Tuell - 1 Toe = I+ N2l 1 Te = £1 - LA IF = 20120 Te = £
Kako to vrijedi za svaki z € X, slijedi

|\T.ET; — F| <2||Tme— |l = F = lim T,ET,
a kako je po pretpostavci algebra A zatvorena, slijedi F' € A kao sto smo i tvrdili.
Iz dokazanog slijedi da A sadrzi sve ortogonalne projektore na X kona¢nog ranga, a iz teo-
rema o dijagonalizaciji hermitskih operatora na konac¢nodimenzionalnom prostoru slijedi da A

sadrzi sve operatore na X kona¢nog ranga. Dakle, FI(X) C A, a kako je prema teoremu 2.5.
K(X)=Cl(F(X)), toje K(X)C A, tj. A=K(X).

Teorem 6.2. Neka je X Hilbertov prostor. Algebra K(X) ne sadrzi nijedan zatvoren obostrani
ideal osim K(X) i {0}.

Dokaz: Neka je A # {0} zatvoren obostrani ideal u algebri K(X). Za svaki x € X, x # 0,
tada je Y = Cl(Ax) zatvoren potprostor od X koji je razlicit od {0} i koji je K (X )—invarijantan;
doista, za T € K(X) je TA C A, dakle, T Az C Az, pa zbog neprekidnosti operatora T slijedi
TY C Y. Posebno, Y je invarijantan s obzirom na svaki projektor ranga 1, a to je moguce samo ako
je Y = X. Time je dokazano da je potprostor Ax gust u X za svaki vektor x # 0. Odatle slijedi da u
X nema netrivijalnih zatvorenih 4 —invarijantnih potprostora. Prema teoremu 6.1. zaklju¢ujemo
da je nuzno A = K(X).

Teorem 6.3. Neka je X Hilbertov prostor i neka je A zatvorena ireducibilna x—podalgebra od
B(X). Tada je ili AN K(X) = {0} ili je K(X) C A.

Dokaz: Pretpostavimo da je B = AN K(X) # {0}. Tada je B zatvoren ideal u algebri A.
Odatle sliéno kao u dokazu teorema 6.2. nalazimo da je za svaki vektor x # 0 potprostor Bz gust u
X. Doista, za T € A je TB C B, dakle, TBx C Bz, pa po neprekidnosti slijedi da je Cl(Bx) # {0}
zatvoren A—invarijantan potprostor od X, dakle, Cl(Bz) = X. Odatle slijedi da u X ne postoji
netrivijalan B—invarijantan potprostor, pa pomocu teorema 6.2. zakljuéujemo da je B = K(X).
Time je dokazano da je K(X) C A.
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Zadatak 6.3. Neka je A zatvorena x—podalgebra od K(X).

(a) Neka je E € P(A)\ {0} minimalni projektor uw A i neka je x € R(E) jedini¢ni vektor.
Stavimo Y = Cl(Azx). Dokazite da je A|Y ={T|Y; T € A} = K(Y).

(b) Dokazite da postoje medusobno ortogonalni zatvoreni A—invarijantni potprostori X;, i € I,
takvi da je

AX;=K(X;) Yiel i Cl (ZX) = X.

el
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6.2 Hilbert—Schmidtovi operatori

Neka su X i Y Hilbertovi prostori. A € B(X,Y') se zove Hilbert—Schmidtov operator ako
postoji ortonormirana baza (e,)a.ca takva da je skup {a € A; Ae, # 0} konacan ili prebrojiv i
da vrijedi

D |l Aeq|? < +o0. (6.1)
acA

Skup svih Hilbert—Schmidtovih operatora sa X u Y oznacavat ¢emo sa HS(X,Y'). Pisat ¢emo
HS(X, X) =HS(X).
Teorem 6.4. Neka je A € HS(X,Y).

(a) Za svaku ortonormiranu bazu (eq)aca je skup {o € A; Ae, # 0} konacan ili prebrojiv i
vrijedi (6.1).

(b) Za bilo koje dvije ortonormirane baze (€q)aca i (€L/)arca prostora X vrijedi

D lHAeal® = [l A€,|

acA a’'e A’

(¢) Vrijedi A* € HS(Y, X) i za bilo koje ortonormirane baze (€,)aca 0d X i (f3)pep 0od Y vrijedi

D lHAeal® = 1Al (6.2)

acA BeB

Dokaz: Neka je (e,)aca Ortonormirana baza prostora X za koju je A" = {a € A; Ae, # 0}
konacan ili prebrojiv skup i za koju vrijedi (6.1). Nadalje, neka je (fs)gen bilo koja ortonormirana
baza prostora Y. Dokazat ¢emo da je tada skup {8 € B; A*fz # 0} konacan ili prebrojiv i da
vrijedi (6.2). Odatle uz zamjenu uloga A i A* slijede sve tri tvrdnje teorema.

Prema tvrdnji (a) teorema 1.24. za svaki a € A skup B, = { € B; (Ae,|fs) # 0} je konacan
ili prebrojiv, a prema tvrdnji (d) istog teorema vrijedi

Aeq ::jgz(fiea‘fb>fﬁ

BeB

Naravno, za o € A\ A’ je Ae, = 0, pa vrijedi B, = . Stavimo

Buduéi da je skup A’ po pretpostavci konacan ili prebrojiv, zaklju¢ujemo da je skup B’ konac¢an
ili prebrojiv.
Neka je 8 € B\ B'. Tada vrijedi § & B, Ya € A, pa slijedi

(eal A% f3) = (Aea|f3) =0 Vae A - A" fz = 0.

Prema tome, skup {# € B; A*fz # 0} sadrzan je u kona¢nom ili prebrojivom skupu B', pa je i
sam konacan ili prebrojiv.

Prema tvrdnjama (c¢) i (d) teorema 1.24., primijenjenim na ortonormirane baze (fs)gep 1
(€a)aca 1 na vektore Ae, 1 A* fz, nalazimo da vrijedi

Aca =Y (Acalfs)fs N Acall® =D |(Acalfs)I?

BeB BeB
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Afs= (A fslea)ea, 1A S6lP =D 1A fslea) P = Y [(Acalfs).

acA acA acA

Bududi da svi redovi s kojima baratamo imaju sve ¢lanove > 0, pa je zamjena u redoslijedu
dvostrukih suma dozvoljena, nalazimo

DA =YD A folea) P =D D I(Aeal f5)IP = D | Aeall*.

peB BeB acA acA BeB acA

Time su dokazane sve tri tvrdnje teorema.

Za Hilbertove prostore X i Y iza A € HS(X,Y) stavljamo

[All7s = (Z |!A€a|!2>

acA

za bilo koju ortonormiranu bazu (e, )aeca prostora X. Prema tvrdnji (¢) teorema 6.4. vrijedi
[Allss = [[A"[|ns-
Teorem 6.5. Neka su X, Y @ Z Hilbertovi prostori.

(a) HS(X,Y) je potprostor prostora B(X,Y) i |- ||ns je norma na HS(X,Y) u odnosu na koju
je prostor HS(X,Y') potpun.

(b) Za A€ HS(X,Y) vrijedi || Al < ||Allns-
(¢) F(X,Y) je potprostor od HS(X,Y'), koji je gust u odnosu na normu || - ||3s.
(d) Ako su Ae HS(X,Y) i Be€ B(Y,Z) onda je BA € HS(X, Z) i vrijedi

[BAl[xs < [IBl - [ Alls-

(e) Ako su A€ B(X,Y) i1 Be HS(Y,Z) onda je BA € HS(X, Z) i vrijedi
[1BA[lns < [|Bllns - [|Al-
(f) HS(X) je obostrani ideal u algebri B(X) i to je Banachova algebra u odnosu na normu

|- ll2es-

(9) Norma || - ||ns na prostoru HS(X,Y') pridruzena je skalarnom produktu

(AlB)us = Y (Aea|Bea), A, B€HS(X,Y),
acA

za bilo koju ortonormiranu bazu (€4)aea prostora X. Gornji red konvergira apsolutno i suma
mu ne ovisi o izboru ortonormirane baze (€4)acA-

Dokaz: (b) Neka je A € HS(X,Y) i neka je ¢ > 0. Po definicije norme || - || na prostoru
B(X,Y) postoji jedini¢ni vektor e € X takav da je

IAII* < + || Ae]*.
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Neka je (e4)aca Oortonormirana baza prostora X koja sadrzi vektor e. Sada nalazimo

1A < e+ [ Ael® < e + Y [l Acall® = & + | All5,s-
acA

Buduéi da je € > 0 bio proizvoljan, slijedi [|A| < [|A||xs-

(a) Pretpostavljat ¢emo da su prostori X i Y beskona¢nodimenzionalni; ako je neki od njih
kona¢nodimenzionalan, dokaz se samo neznatno razlikuje u notaciji: umjesto nekih beskonaé¢nih
suma pojavljuju se konac¢ne sume. Neka su A, B € HS(X,Y), neka je (€4)aca Ortonormirana
baza od X ineka je (f3)pes ortonormirana baza od Y. Tada postoji prebrojiv skup A’ C A takav
da je Ae, = Be, = 0za € A\ A, daklei (A+ B)e, =0zaa € A\ A. Prema tome, skup
{a € A; (A+ B)e, # 0} je konacan ili prebrojiv.

Buduéi da je unija prebrojivo mnogo prebrojivih skupova prebrojiv skup, prema tvrdnji (a)
teorema 1.24. vidi se da postoji prebrojiv skup B' C B takav da je (Ae,|fs) = (Bea|fs) = 0 za
svaki a € A" i za svaki § € B\ B'. Oznake sada mozemo promijeniti tako da je A" = B’ = N.
Dakle, imamo Ae, = Be, = 0 Va € A\ A'. Nadalje,

Aei = Z(A€Z|fj)fj’ Bei = Z(B€Z|f])fj, Vi € N,

jeN jEN
dakle,
[Aeill> =D [(Aeil (P 1Bl =Y I(Beil )P [(A+B)eil* = Y |(Aeil f)+(Bes| ;).
jeN jeN jeN
Stoga je
! !
IAlls = | > [(Aelf)P) o IBllws= | > 1(Balf)l* |
(i,7) ENXN (i,j)ENXN

pa primjenom nejednakosti trokuta u Hilbertovom prostoru ¢5(N x N) dobivamo
1

1
2

<Z||<A+B>ei||2> = D (elfy)+ Belf)?] <

ieN (4,5)ENxN

[SIES
[SIES

<| X elfp)lP) +| X 1Bealfi)F ] =lAllus + | Blns.

(4,7)ENXN (4,7)ENXN

Prema tome je A+ B € HS(X,Y) i vrijedi
A+ Bllus < [|Allns + || Bllns-
Bududi da ocito vrijedi
AeHS(X,Y) = M e HS(X,Y),

zakljuéujemo da je HS(X,Y') potprostor prostora B(X,Y) i da || - ||ns zadovoljava nejednakost
trokuta. Ostala svojstva norme su ocigledna:

| Allns > 0;
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[Al#s =0 — Ae, =0 Vae A = A =0

1

A Al[s = <Z HMeaHZ> = (Al [ Alls-

acA

Dakle, || - ||xs je norma na vektorskom prostoru HS(X,Y).

Treba jos dokazati da je prostor HS(X,Y) u odnosu na normu ||-||s potpun. Neka je (A,,)nen
niz u HS(X,Y') koji je Cauchyjev u odnosu na normu || - ||xs. Zbog tvrdnje (b) vidimo da je ta]
niz Cauchyjev i u odnosu na normu || - ||. Buduéi da je prostor B(X,Y) potpun u odnosu na normu
|| - ||, postoji A € B(X,Y) takav da vrijedi

lim |4, — A| = 0. (6.3)

Buduéi da je niz (A4,)neny Cauchyjev u odnosu na normu || - ||xs, za svaki € > 0 postoji n(e) € N
takav da vrijedi

n,m > n(e) — | AR — Amllns < e. (6.4)

Cauchyjev niz je uvijek ogranicen, pa postoji M > 0 takav da je
|Anllns < M Vn € N. (6.5)

Neka je (€4)aca ortonormirana baza od X. Buduéi da je unija prebrojivo mnogo prebrojivih
skupova prebrojiv skup, postoji prebrojiv skup A’ C A takav da vrijedi

A,e, =0 Vaoe A\ A i VneN.
Sada za a € A\ A’ zbog (6.3) nalazimo

Ae, = lim A,e, = 0.

n—oo

Dakle, skup {a € A; Ae, # 0} je sadrzan u prebrojivom skupu A’ pa slijedi da je taj skup
konacan ili prebrojiv.
U daljnjem pretpostavljamo da je A" = N. Zbog (6.5) za n, k € N vrijedi

k
S el < 3 1 Aneil? = (| AnliZes < M2
=1 €N

Sada zbog (6.3) nalazimo da za k € N vrijedi

k k
D Aei]? = lim > | Ane|* < M2
i=1 A
Bududi da to vrijedi za svaki k € N, slijedi

S lAeal? = 37 el < M? < +oc.

acA €N

Time smo dokazali da je A € HS(X,Y).
Napokon, zbog (6.4) za svako k € N vrijedi

n,m > n(e) — Z (A, — Ap)eil|* < €%
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Pustimo li da n tezi u 400, odatle nalazimo
mzal) = YA Al <

pa zbog proizvoljnosti k£ € N zakljucujemo

menE) = SlA-AgelP < = A-Aufks<e
ieN
Time je potpunost prostora HS(X,Y) u odnosu na normu || - ||s dokazana.

(c¢) Ocito je F(X,Y) potprostor od HS(X,Y). Neka je A € HS(X,Y) i neka je (€4)aca
ortonormirana baza prostora X. Mozemo pretpostaviti da je N C A i da je Ae, =0 Va € A\ N.

Tada je
1AIGs = D llAe”
ieN
Iz konvergencije gornjeg reda slijedi da za svaki n € N postoji p(n) € N takav da vrijedi

(e 9]

1
> lAelP < . (6.6)

i=p(n)+1
Sada za n € N definiramo A, € F(X,Y) sa
p(n)

Apr = Z(w|ei)Aei, r e X,

odnosno, sa

Tada je
0 za 1 <i<p(n)
Ae;  zai>p(n).

Prema tome, zbog (6.6) nalazimo

1 3
2 o 1
HA—AnHHsz(ZH(A—An)eA!Q) = > el ] <

ieN i=p(n)+1

To znadi da je
lim [|A = Aylns =0

i time je dokazano da je potprostor F'(X,Y") gust u prostoru HS(X,Y') u odnosu na normu ||+ ||s.

Zadatak 6.4. Dokazite turdnge (d), (e), (f) i (g) teorema 6.5.
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Uputa: Apsolutna konvergencija reda

Z(Aea|Bea)

acA

u tvrdnji (g) neposredno slijedi iz ocite nejednakosti

|(A€a|Beoz)| < (HAeaH2 + ||Beoz||2) .

| —

Iz tvrdnji (b) i (¢) teorema 6.5. 1 iz teorema 2.5. neposredno slijedi

Korolar 6.1. Za Hilbertove prostore X i Y HS(X,Y) je potprostor od K(X,Y') koji je u njemu
gust u odnosu na normu || - ||.

Zadatak 6.5. Neka je (e,)nen ortonormirana baza Hilbertovog prostora X i neka je (ou,)nen niz
u C takav da vrijeds

lim o, =0 i Z |, |2 = +o00.

n—oo
neN

Dokazite da je sa
Az = Zai(ﬂei)ei, x € X,
ieN
odnosno, sa
Ae; = qe;, 1 €N,

zadan operator A € K(X) \ HS(X).

Uputa: Dokazite da za operatore A, € F(X), definirane sa
An:c:Z(xi(ﬂei)ei, re€X, neN,
i=1

i za brojeve
M, = sup{|ax|; k> n}, n €N,

vrijedi
I(A = Apz|)? < Mpl|lz* Ve e X.
Odatle zakljucite da je A € K(X).
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6.3 Nuklearni operatori

Neka su X i Y Hilbertovi prostori i neka je A € K(X,Y). Prema teoremu 3.5. postoje
ortonormirani nizovi (e, )ney U X 1 (fu)nen u Y i niz pozitivnih brojeva (p,)nen takvi da vri-
jedi

1 < f, Vn €N i lim p, =0,

ida je
Az = Zun(ﬂen)fn Vo e X. (6.7)

neN

Formula (6.7) zove se Schmidtov prikaz operatora A. Nadalje, iz dokaza teorema 3.5. znamo
da su p,, pozitivni drugi korijeni iz svojstvenih vrijednosti kompaktnog pozitivnog operatora A*A.
Brojevi p, > 0 zovu se singularne vrijednosti operatora A. Schmidtov prikaz (6.7) mozemo
tumaciti kao da je kompaktan operator A "izgraden” od operatora x — pu,(x|e,)f, ranga 1.

Propozicija 6.2. Neka su X 1Y Hilbertovi prostori i neka su (ap)neny iz w X i (by)neny niz u'Y
takvi da vrijedi

neN
Tada je formulom
Az =) (zla)b, z€X (6.9)
neN

zadan operator A € B(X,Y), red u (6.9) apsolutno konvergira i vrijeds

1AL <> llaall - (1Bl (6.10)

neN

Dokaz: Iz (6.8) pomoéu CSB—nejednakosti slijedi

D l@lan)ball = > Izlan)] - 1all < Y Nzl - llanll - [1ba]l = (Z [lan]] ||an|) ]l < +o0.

neN neN neN neN

Odatle se vidi da red u (6.9) apsolutno konvergira, dakle i konvergira u Y, da je sa (6.9) zadan
operator A € B(X,Y) i da vrijedi (6.10).

Neka su X i Y Hilbertovi prostori i neka je A : X — Y linearan operator. A se zove nuklearan
operator ako postoje nizovi vektora (a,)neny U X 1 (by)nen u 'Y takvi da vrijede (6.8) i (6.9). Skup
svih nuklearnih operatora sa X u 'Y oznacavat ¢emo sa N (X,Y'). Naravno, ako je A € N(X,Y),
mogucée je da postoji vise parova nizova (a,) i (b,) takvih da vrijede (6.8) 1 (6.9). Za A € N(X,Y)
stavljamo

1Al = inf Y flanll - [ball,

neN

gdje se infimum uzima po svim parovima nizova (a,) i (b,) takvih da vrijede (6.8) i (6.9).
Teorem 6.6. Neka su X, Y 1 Z Hilbertovi prostori.
(a) Vrijedi N(X,Y) CHS(X,Y) i

[Allns < lAlly - VA € N(X,Y). (6.11)
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(b) Ako je A e N(X,Y), tada je A* € N(Y, X) i ||A*||x = [|A]|n-
(¢) Ako su A€ HS(X,Y) i B € HS(Y,Z) onda je BA € N(X,Z) i||BA|x < ||Bllns - ||Al|ns-
(
(

)
)
d) Ako su A€ B(X,Y)iBeN(Y,Z) onda je BAe N(X,Z) i |BA|xy < ||Bllx - |A]l.
e) Ako su Ae N(X,Y) i B e B(Y,Z) onda je BAe N(X,Z) i |BA|x < ||B] - ||Alln-
)

(f

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je A € N(X,Y’). Prema propoziciji 6.2. ako su (a,)nen 1 (bn)nen
nizovi u X i u Y takvi da vrijede (6.8) i (6.9), onda je A € B(X,Y) i vrijedi (6.10).
Neka je sada (€4)aca Ortonormirana baza prostora X. Za svaki o € A je

Ae, = Z(ea|an)bn. (6.12)

neN

N(X,Y) je potprostor od B(X,Y) i || - ||» je norma na prostoru N (X,Y).

Nadalje, stavimo za n € N

A, ={a e A; (e.|a,) # 0}.
Prema tvrdnji (a) teorema 1.24. svaki od skupova A,,, n € N, je konacan ili prebrojiv. Dakle, i
njihova unija A’ je konacan ili prebrojiv skup. Sada se iz (6.12) vidi da je Ae, =0 Va € A\ A'.
Dakle, mozemo pretpostaviti da je N C A i da vrijedi

Ae, =0 Vae A\N i Ae,, = Z(em|an)bn VYm € N.

neN

Odatle slijedi

S sl = 3 et = 3 (z@mmn

Aem> > (emlan) <n

Z(€m|ak)bk> =

acA meN meN \ neN meN neN keN
= Z (arlem)(emlan)(bn|by) = Z <Z(ak|€m)(€m|an)> (bn|br) = Z (ak]an)(bn|by) <
m,n,keN n,keN \meN n,keN
< aklan)|1(0albr)] <> llakll-lan |- [1bn]l-16x]| = (ZHGkH : ||ka|>-<2 lan]| - ||an|> =
n,keN n,keN keN neN

Citamo li gornje jednakosti i nejednakosti obrnutim redom vidimo da su sve zamjene redoslijeda
sumacije dozvoljene. Zakljucujemo da je A € HS(X,Y) i da vrijedi

1Alms <D lanll - 11bal]

neN

za bilo koje nizove (a,)nen u X 1 (by)neny uY takve da vrijede (6.8) 1 (6.9). Dakle, ||Al|xs je manje
ili jednako infimumu po svim takvim parovima nizova, tj. vrijedi (6.11).
(b) Pretpostavimo da je A € N(X,Y) i neka su (a,) i (b,) nizovi u X i u Y takvi da vrijede

(6.8) 1 (6.9). Stavimo ponovo
M= llal - [1ba]l

neN

Tada je za svaki y € Y

D llba)anll < > Nyl - 10all - llan ] = My

neN neN
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Prema tome, mozemo definirati B € B(Y, X) sa

By = Z(y‘bnmn'

neN

Naravno, tada je B € N(Y, X). Nadalje, za z € X i y € Y imamo

(Azly) = (Z(xlan)bn y) = > (zlan)(baly)

neN neN

Z(ylbn)an> = (ba)(xlan) = Y (lan) (baly).

neN neN neN

(z[By) = (90

Dakle, (Az|y) = (x|By) i time je dokazano B = A*. Nadalje, iz dokaza je jasno da je

| Al =10 Y llan] - [1ball = [ Ally-

neN

(c) Neka su A € HS(X,Y) 1 B € HS(Y, Z). Neka su (eq)aca 1 (f3)gen ortonormirane baze u
Hilbertovim prostorima X i Y. Kao i u vise sli¢nih situacija do sada mozemo pretpostavljati da je

NCAiNCBidaje

Aea =0 VYae A\N, Bfs=0 VBeB\N i Az=)> (Az|f,)fn VzeX.

neN

Stavimo a, = A*f, € X ib, = Bf, € Z zan € N. Tada je za svaki x € X

BAz =Y (Ax|fa)Bfn =Y (2|A"f)Bfo = (x|an)by.

neN neN neN

Nadalje, vrijedi
Do llanl® =D Al = 1A 5 = [ Alljs < +o0

neN neN

D lIball? =D IIBLll* = I Bllfs < +oo.

neN neN

Prema tome, nizovi brojeva (||a,||)nen 1 (||n]])nen su elementi Hilbertovog prostora ¢o i vrijedi

[UanlDnerlly, = 14ls 1 ([oalDnenlly, = 1Bllrs.

Odatle, primjenom CSB—nejednakosti u prostoru ¢y nalazimo

> anll- 1ol = ((lanlDex| Boal)nere) < | UanlDnenll,, [ UalDnenll,, = IAllzs - Bllxs < +oo.

neN

Dakle, BA € N(X, Z) i buduéi da se norma || - ||»~ dobiva kao infimum po parovima nizova u X i
u Z viijedi | BAlly < |Bllns - | Allns.

(d) Neka je A e N(X,Y) i B e B(Y,Z). Neka su (a,) i (b,) nizovi u X i u'Y takvi da vrijedi
(6.8) i (6.9). Tada imamo za svaki x € X

BAzx = Z(:p|an)an

neN
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D Manll - 1Boll < B laall - 1ba]l < oo

neN neN
Time je dokazano da je BA € N(X, Z). Nadalje, iz gornje nejednakosti slijedi

IBAlx < 1Bl Y llaall - l1ball,

neN

za bilo koje nizove (a,) u X i (b,) uY takve da vrijede (6.8) i (6.9). Buduéi da je norma ||A||x
infimum po svim takvim parovima nizova, zakljucujemo da je | BA||x < ||B|| - || A||a-
(e) Neka susada A € B(X,Y) i B e N(Y,Z). Prema () je tada

B eN(ZY) i |Bnx=IBl-
Dakle, prema (d) je
A'B e N(Z,X) i [JAB |y <A - I1B*lx = I Bllx- Al
Zbog (b) odatle slijedi da je
BA=(A"B") e N(X,Z) i |[|BA|n =||A"B"|x < By [|Al-

Neka su sada A, B € N(X,Y) i neka su A\, u € C. Neka su (a,)nen 1 (¢n)nen nizovi u X i
(bn)nen 1 (dn)nen nizovi u 'Y takvi da za svaki x € X vrijedi

Az = (zlan)bn, D llan] - [|ba]l < +o00, (6.13)

neN neN
Bz =Y (zlen)dn, Y lleall - ldnll < +o0. (6.14)
neN neN
Tada je
(A + uB)w = > (alan) by + D (alea)ud
neN neN
i
D lanll - 110l + > llenll - ledall = A lanll - 1ball + 111 D lleall - ldall < +oc.
neN neN neN neN

Dakle, A\A + uB € N(X,Y) i time je dokazano da je N'(X,Y") potprostor prostora B(X,Y).

Nadalje, za A € N(X,Y) je ocito || Allxr > 01 ||A||x = 0 ako i samo ako je A = 0. Takoder,
ocito za A € C vrijedi ||AA||x = |A| - [|A||a- Napokon, dokazimo i nejednakost trokuta. Neka su
A, B e N(X,Y). Imamo

1A+ Bllx <Y llanll - 16all + > lleall - Il
neN neN

za sve nizove (a,) u X i (b,) u'Y takve da vrijedi (6.13) i sve nizove (¢,) u X i (d,) u'Y takve da
vrijedi (6.14). Uzmemo li ovdje infimum po svim takvim parovima nizova (a,) i (b,), dobivamo

1A+ Bllx < 1Allv + ) lleall - 1dall;

neN

a odatle, uzimajuéi infimum po svim takvim parovima nizova (c,) i (d,) slijedi

A+ Bllx < [|Ally + [ Blly-
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Teorem 6.7. Neka su X 'Y Hilbertovi prostori.

(a)

Neka je A € B(X,Y). Tada je A € N(X,Y) ako i samo ako za svaki par ortonormiranih
nizova (€p)neny U X 1 (fn)nen w Y vrijedi

> l(Aenl fa)| < +o0. (6.15)
neN
U tom slucaju je
1Al = sup > [(Aen| fu)], (6.16)
neN

gdje se supremum uzima preko svih parova ortonormiranih nizova (e,) @ (f,) u X i u Y.

Ako je A € N(X,Y) onda je za svaki par ortonormiranih familija (€a)aca t X i (fo)aca U
Y skup

{a € A; (Aea|fa) # 0}
konacan ili prebrojiv i vrijedi

Z |(Aeq|fa)| < +o0.

acA

Neka je A € K(X,Y) i neka su (ey)nen ortonormiran niz u X, (fn)nen ortonormiran niz u
Y i (pn)nen niz brojeva > 0 takvi da vrijedi (6.7). Tada je A € N(X,Y) ako i samo ako je

Z,un < 400 (6.17)

neN

Nadalje, tada vrijeds
Al = pin- (6.18)

neN

Dokaz: Pretpostavimo da je A € N(X,Y) i neka su (a,)nen 1 (bn)nen nizovi u X i u'Y takvi
da vrijedi (6.8) i (6.9). Nadalje, neka su (e, )nen 1 (fn)nen ortonormirani nizovi u X i u Y. Tada
imamo redom

< 33 laulen)] - (bl f)] <

neN keN

Do (Aealf)l =

neN neN

D (enlar) (Bl f2)

keN

<> (Zuak\en)\?) ~(Z\<bk\fn>\2> <3 llaal - ol

keN neN neN keN

Dakle, vrijedi

D o1 Aeal f)l < llanll - [1be]

neN keN

za svaki par nizova (ax)reny U X 1 (bg)ren takav da vrijede (6.8) i (6.9). Uzmemo li infimum po
svim takvim parovima nizova, nalazimo da je

D [(Aeal f)l < ALy (6.19)

neN
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Time je dokazana implikacija A € N(X,Y) = (6.15).
Dokazimo sada tvrdnju (b). Neka je A € N(X,Y) i neka je (€4)aca ortonormirana familija u
X 1 (fa)aeca ortonormirana familija u Y. Pretpostavimo suprotno da je skup

{a € A; (Aealfa) # 0}

neprebrojiv. Tada postoji k£ € N takav da je skup

{acaitaliz )}

beskonacan. No to znaé¢i da postoje ortonormirani nizovi (e, )neny U X 1 (fn)neny u'Y takvi da je

Vn € N.

el e

|(Aen[fn)] =

No to je u suprotnosti sa (6.15). Ova kontradikcija pokazuje da vrijedi (b).

Vratimo se na dokaz tvrdnje (a). Pretpostavimo sada da je A € B(X,Y) takav da za svaki par
ortonormiranih nizova (e, )neny U X i (fn)nen uY vrijedi (6.15). Prema teoremu 5.5. mozemo pisati
A =VH, gdje je V parcijalna izometrija sa X uY i H = v/ A*A. Nadalje, prema dokazu teorema
5.5. mozemo uzeti da je restrikcija V|CI(R(H)) izometrija, a znamo i da je P = V*V ortogonalni
projektor prostora X na potprostor CI(R(H)). Neka je (e4)aca ortonormirana baza Hilbertovog
prostora CI(R(H)). Stavimo f, = Ve,, a € A. Kako je V|CI(R(H)) izometrija, slijedi da je
(fa)aea ortonormirana familija u prostoru Y. Zbog (b) imamo

+00 > Z |[(Aealfa)| = Z [(VHeq|Vea)| = Z [(PHealeq)| = Z [(Healea)l.

acA acA acA acA

Neka je sada K = v/ H. Tada je N(K) = N(H) dakle i CI(R(K)) = CI(R(H)). Izaberimo sada
ortonormiranu bazu (eg)gep potprostora N(K), s tim da je ANB = 0. Za C = AU B je tada
(éy)~ec ortonormirana baza od X i vrijedi

Yo IEe | =Y [1Keal” =Y [(Healea)| < +o0.

~eC acA acA

Dakle, K € HS(X). Prema tvrdnji (¢) teorema 6.6. tada je H = K? € N(X), a tada iz tvrdnje
(d) istog teorema slijedi da je A=VH € N(X,Y).

Time je dokazana i obrnuta implikacija u tvrdnji (a). Dakle, operator A € B(X,Y") je nuklearan
ako i samo ako za svaki par ortonormiranih nizova (€,)ney U X 1 (fu)nen u Y vrijedi (6.15).
Nadalje, u prvom dijelu dokaza pokazali smo da za svaki takav par ortonormiranih nizova vrijedi
nejednakost (6.19).

Pretpostavimo sada da je A € N(X,Y) i neka su (e,)nen ortonormiran niz u X, (f,)nen
ortonormiran niz u Y i (4, )nen niz nenegativnih brojeva izabrani tako da vrijedi Schmidtov prikaz

(6.7). Tada je zbog (6.19)

1Al > 3 [(Aealf) = 3

neN neN

(Z tim(€nlem) fm

meN

fn) ‘ = Zﬂn(fn|fn) = ZM”’

neN neN

dakle, vrijedi
>t < || Al (6.20)

neN
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Stavimo sada a, = p,e, i b, = f,. Tada je
Z [an]| - [|bn]| = ZMnHenH Al fall = Zﬂn < +o00.
neN neN neN
Nadalje, iz Schmidtovog prikaza (6.7) dobivamo da vrijedi
Az = Z(:c\an)bn Vo e X.
neN
Sada iz definicije norme || - ||» slijedi da je
D tta= llanll - ball = [|Allw-
neN neN

Odatle i iz (6.20) izlazi da vrijedi (6.18). Nadalje, zbog (Ae,|fn) = pn, 1 zbog (6.19) nalazimo da
vrijedi i (6.16). Time je tvrdnja (a) u potpunosti dokazana.

Napokon, pretpostavimo da je A € K(X,Y) i da je (6.7) Schmidtov prikaz operatora A, gdje
je (€n)nen ortonormiran niz u X, (f,,)nen ortonormiran niz u Y i (i, )nen niz nenegativnih brojeva.
Pretpostavimo da vrijedi (6.17). Ostaje nam jo$ da dokazemo da je tada A € N (X,Y). Stavimo
kao malo prije a,, = e, 1 b, = f,. Tada vrijedi (6.9) i

Z lan]| - [|bn]| = Zﬂn < too.
neN neN

Po definiciji nuklearnih operatora slijedi da je A € N (X,Y). Time je i tvrdnja (b) dokazana.

Zadatak 6.6. Neka su X i Y Hilbertovi prostori. DokaZite da je F(X,Y) gust potprostor od
N(X,Y) u odnosu na normu || - ||n-

Zadatak 6.7. Neka su X i Y Hilbertovi prostori. DokaZite da je prostor N(X,Y) potpun u
odnosu na nuklearnu normu || - ||

Zadatak 6.8. Neka je X Hilbertov prostor.

(a) Dokazite da je operator A € B(X) nuklearan ako samo ako je za svaku ortonormiranu bazu
(€a)aca skup {a € A; (Aeyles) # 0} konacan ili prebrojiv i red

Z(Aea|eoz) (6.21)

acA
konvergira. Dokazite da u tom slucaju red (6.21) apsolutno konvergira.

(b) Dokazite da za A € N (X) suma reda u (6.21) ne ovisi o izboru ortonormirane baze (€q)aca
prostora X.

Za A € N(X) i za bilo koju ortonormiranu bazu (e,)aesa 0d X sumu reda (6.21) zovemo trag
nuklearnog operatora A i oznacavamo tr A :

tr A= Z(Aea|ea), (éa)aca ortonormirana baza od X.
acA
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Zadatak 6.9. Neka je X Hilbertov prostor. DokaZite:
(a) tr: A—tr A je neprekidan linearan funkcional na Banachovom prostoru (N (X), | - ||ln)-

(b) Norma funkcionala tr jednaka je 1, tj. vrijedi
tr Al < [[Aly VA e N(X)
i dostiZe se jednakost za neki A # 0.
(¢) Vrijedi

tr A* = tr VA e N(X).

Zadatak 6.10. Neka je X Hilbertov prostor i neka su A, B € B(X) takvi da su AB, BA € N(X).
Dokazite da je tada
tr AB = tr BA.

Zadatak 6.11. Neka je X Hilbertov prostor i A € H(X). Dokazite da je tada

tr A| < tr VA*A.

Nadalje, ako je A = A* i ako je (\,) niz (konacan ili beskonacan) svih svojstvenih vrijednosti
razlicitih od nule operatora A, pri cemu se svaka svojstvena vrijednost u tom nizu pojavijuje toliko
puta kolika je dimenzija svojstvenog potprostora, dokazite da vrijeds

tr A = Z)\n.

Zadatak 6.12. Neka je X Hilbertov prostor i za A € B(X) definiramo fa: N — C sa
fa(B) =tr AB, B e N(X).

Dokazite da je A — f4 izometricki izomorfizam sa Banachovog prostora (B(X),|| -||) na dualni
prostor Banachovog prostora (N'(X), || - ||x). Drugim rijecima dokaZite da je

[fa(B) < [IA]l - [ Blly, A€ B(X), BeN(X),

da je
|Al = sup {|fa(B)]; B € N(X), |Bllx <1},

i da za svaki neprekidan linearan funkcional f na Banachovom prostoru (N (X),| - ||x) postoji
jedinstven A € B(X) takav da je f = fa.
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