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SADRZAJ



Poglavlje 1

Uvodna razmatranja

1.1 Djeljivost i faktorizacija cijelih brojeva

U cijelom ovom kolegiju ¢emo sa Z oznacavati skup svih cijelih brojeva, sa N skup svih prirodnih
brojeva i sa Z. skup svih cijelih brojeva > 0. Dakle,

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,.. .}, N={1,2,3,..}={ne€Z; n>0},

Z,=1{0,1,2,3,..} ={ne€Z; n>0} =NU{0}.

Za n,k € 7Z kazemo da je k djelitelj, divizor, faktor ili mjera od n, a da je n multipl ili
visekratnik od k, ako postoji ¢ € Z takav da je n = k¢. Takoder kazemo da k dijeli n, odnosno,
da je n djeljiv sa k. Cinjenicu da je n djeljiv sa k zapisujemo ovako: k|n. Ta tzv. relacija
djeljivosti ocigledno ima sljedeca svojstva:

— n|n Vn € Z.

— Ako su k,n € Z tada vrijedi k|n i n|k ako i samo ako je k = n ili Kk = —n, tj. ako i samo
ako je |k| = |n|.

— Ako su k,n,m € Z i ako k|n i n|m onda k|m.
Ukoliko broj n nije djeljiv sa k, to zapisujemo ovako: k1t n.

Propozicija 1.1. Neka sua,b € Z i b # 0. Tada postoje jedinstveni q,r € Z takvi da je a = bg+r
i0<r<lbl.

Dokaz: Egzistenciju je dovoljno dokazati za b > 0, budud¢i da je a = bq + r ekvivalentno sa
a = (—b)(—q) + r. Skup
A={neZ;, in<a}

je neprazan, jer je —|a| € A. Taj je skup odozgo ogranicen, jer vrijedi n < % Vn € A. Stavimo
q = max A ir = a — bg. Naravno, tada vrijedi a = bg + r. Imamo ¢ € A, dakle, bg < a. Prema
tome, vrijedi r = a — bg > 0. Kad bi bilo » > b, imali bismo

a=bg+r=>0(qg+1)+(r—>) >blg+1),
pa bi slijedilo ¢ + 1 € A, sto je nemoguce jer je ¢ = max A. Zaklju¢ujemo da je r < b. Dakle,

a=bqg+r i 0<r<hb.
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Time je egzistencija dokazana.
Dokazimo sada jedinstvenost. Pretpostavimo da su ¢y, g2, 71,72 € Z takvi da je

a:bq1+7“1:bq2+7"2, O§T1<|b‘, O§T2<‘b|

Tada je

blqr — q2) =12 — 11
Iz0<r <|bi0<ry<|b]slijedi |ry — 71| < |b]. No, zbog prethodne jednakosti je |ry — 11| =
bl - | — q2|, pa je |ra — 1| < |b| moguée samo ako je |y — ry| = 0, tj. 1 = 7. Slijedi
bqy = a —ry = a —ry = bgy, dakle, ¢y = ¢». Time je dokazana i jedinstvenost.

Broj r iz iskaza propozicije 1.1. zove se ostatak pri dijeljenju broja a s brojem b. Naravno,
broj a djeljiv je s brojem b ako i samo je taj ostatak pri dijeljenju jednak nuli.

Neka su a, b € Z cijeli brojevi koji nisu oba jednaki 0. Najveca zajednicka mjera brojeva a
i b je najvedi broj d € N takav da d|a i d|b. Dakle,

d = max M, gdjeje M ={keN; kl|a, k|b}.

Najveca zajednicka mjera postoji zato §to je M # (), buduéi da je 1 € M, i zato §to je skup M
odozgo ogranicen; doista, ako je npr. b # 0, Tada je k < |b] Vk € M. Najvecu zajednicku mjeru
oznacavamo kraticom GCD (iz engleskog the greatest common divisor). Dakle, ako je d najveca
zajednicka mjera brojeva a i b, pisat ¢emo d = GCD(a, b).

Opisat ¢emo sada tzv. Euklidov algoritam pomoc¢u kojega mozemo izracunati najvecu
zajednicku mjeru bilo koja dva cijela broja. Neka su a,b € Z i b # 0. Euklidov algoritam sastoji
se od uzastopne primjene propozicije 1.1. sve dok ostatak pri dijeljenju ne is¢ezne:

a = b(]1+7“1, 0<T1<|b|,

b = r1Q2 + T2, 0<T2<T1,

Ty = T2Qq3 + T3, 0 <rz <ry,
Tpn—2 = Tp_1Qn + Tp, 0< Tn < Tn-1,
n—1 = TnQn+1-

Primijetimo da je pri svakom dijeljenju ostatak striktno manji od ostatka pri prethodnom dijel-
jenju. Stoga Euklidov algoritam sigurno zavrsava: nakon konaéno mnogo dijeljenja s ostatkom
doé¢i éemo do djeljivosti, tj. do dijeljenja bez ostatka. Naravno, ako bla, Euklidov algoritam
zavrsava ve¢ u prvom koraku, tj. n =0:

a = bq.
Ako je n =1, tj. ako b1 a, ali m|b, onda Euklidov algoritam zavrsava u drugom koraku:

a = bq+r1, O<7"1<|b‘,
b = T14g2.

Propozicija 1.2. Neka sua,b € Z,b# 0 id= GCD(a,b).
(a) Broj r, iz Euklidovog algoritma je upravo najveéa zajednicka mjera brojeva a i b : r, = d.
(b) Ako cla i c|b onda c|d.

(¢) Postoje x,y € Z takvi da je d = ax + by.
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Dokaz: (1) Najprije ¢emo dokazati da r,|a i r,|b. Stavimo ro = b i r_; = a. Tada prvih n
jednakosti u Euklidovom algoritmu poprimaju oblik:

Tk—2 = T'k—1qK + Tk 1<k<n. (1.1)

Iz posljednje jednakosti u Euklidovom algoritmu, r,_1 = r,¢n41, vidi se da r,|r,_1. Sada iz n—te
jednakosti, r,_o = r,_1q, + 74, slijedi da r,|r,_o. Neka je k < n i pretpostavimo da smo dokazali
da r,|ri 1 r|ri—1. Tada iz k—te jednakosti, rr_o = rr_1qx + %, slijedi da r,|ry_». Na taj nacin
silaznom matematickom indukcijom zakljucujemo da r,|ry Yk > —1. Posebno, r,|r_1 i r,|ro, Tj.
rnlairy,lb.

(2) Dokazat ¢emo da postoje x,y € Z takvi da je r, = ax + by. Sada ¢emo upotrijebiti uzlaznu
matematicku indukciju i uz oznake iz (1) dokazat éemo da Vk > —1 postoje x,y € Z takvi da je
ry = ax + by. To je trivijalnoza k = —-1ik=0:

roy=a=1-a+0-b, ro=b=0-a+1-b.

Provedimo sada korak indukcije: pretpostavimo da je 1 < k£ < n i da je dokazano da postoje
X1, T2, Y1, Yo € Z takvi da je

Th—2 = ATy + by 1 Tk—1 = axy + by;.
Tada iz (1.1) dobivamo

Tk = Tk—2 — Tp—1Qk = a2 + bys — (ax1 + by1)qx = a(xe — qrr1) + b(y2 — qn),

dakle, uz oznake xr = x5 — qxx1 i ¥y = y1 — qxy1 imamo r, = ax + by. Time je korak indukcije
proveden.

(3) Prema (1) vrijedi r,|a i r,|b. Ako je ¢ € Z takav da c|a i ¢|b, tada pomoéu (2) dobivamo
da c|r,. Posebno, ¢ < r,, pa zaklju¢ujemo da je r, najveéa zajednicka mjera, r, = d. Time je
dokazano (a) i (b), a kako je r, = d, tvrdnja (c) je upravo ono $to smo dokazali u (2).

Za brojeve a,b € Z kazemo da su relativno prosti ako je GC'D(a,b) = 1. To znaci da ne
postoji n € N, n > 1, takav da n|a i nlb.

Korolar 1.1. Brojevi a,b € Z su relativno prosti ako i samo ako postoje x,y € 7Z takvi da je
ar + by = 1.

Dokaz: Ako su a i b relativno prosti, tada je GCD(a,b) = 1, pa iz tvrdnje (c) propozicije
1.2. slijedi da postoje x,y € Z takvi da je ax+by = 1. Obratno, pretpostavimo da je ax+by = 1 za
neke x,y € Z. Tada svaki zajednicki djelitelj od a i b dijeli 1. Slijedi da su 11 —1 jedini zajednicki
djelitelji od a i b. Dakle, GCD(a,b) = 1.

Korolar 1.2. Neka su brojevi a,b,c € Z takvi da su a i b relativno prosti © da su a i ¢ relativno
prosti. Tada su a 1 umnozZak be relativno prosti.

Dokaz: Prema tvrdnji (¢) propozicije 1.2. postoje z,y,u,v € Z takvi da je
ar +by =1 i au+cv = 1.
Tada za e = azu + cxv + byu i f = yv nalazimo
ae + (be) f = a®ru + acxv + abyu + beyv = (ax + by)(au + cv) = 1.

Prema korolaru 1.1. slijedi GCD(a, bc) = 1.
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Korolar 1.3. Neka su a,b,c € Z i pretpostavimo da su a i b relativno prosti i da albe. Tada alc.

Dokaz: Prema korolaru 1.1. postoje x,y € Z takvi da je ax 4+ by = 1. Odatle je ¢ = cax + cby,
pa ako albe, tj. be = al za neki ¢ € Z, tada je

¢ = cax + cby = cax + aly = a(cx + Ly).
Dakle, alc.
Korolar 1.4. Neka su a,b,c € Z takvi da je GCD(a,b) =1 i da alc i ble. Tada (ab)|c.

Dokaz: Prema korolaru 1.1. postoje x,y € Z takvi da je ax + by = 1. Neka su k, ¢ € Z takvi
da je ¢ = ak i ¢ = bl. Tada nalazimo

¢ = cax + cby = blax + akby = ab({x + ky).
Dakle, (ab)|c.

Sada smo u moguc¢nosti dokazati tzv. fundamentalni teorem aritmetike o faktorizaciji u
proste faktore. Opcenito se prikaz broja n € Z kao produkta od dva ili viSe brojeva iz Z zove se
faktorizacija od n. Faktorizacija n = kf zove se trivijalna ako je k = +1 ili £ = +1. Ako su
k # +11 ¢ # +1 ta se faktorizacija zove netrivijalna. Prost broj ili primbroj je prirodan broj
p > 1 koji nema nijednu netrivijalnu faktorizaciju p = k¢, odnosno koji nije djeljiv ni s jednim
prirodnim brojem osim sa 1 i sa p.

Teorem 1.1. Neka je n € N, n > 2. Postoje r € N i prosti brojevi py,...,p, takvi da je
n=mp---p.. Ako su i qq,...,qs prosti brojevi takvi da je n = qq - - - q5, onda je s = r i numeracija
se moZe izabrati tako da bude g =pj zaj=1,... 7.

Glavni korak u dokazu sadrzan je u sljedec¢oj lemi:

Lema 1.1. Ako su ay,...,as € Z, s > 2, i ako prost broj p dijeli umnoZak a; - - - as, onda pla; za
neki .

Dokaz provodimo matematickom indukcijom u odnosu na s > 2.

(1) Pretpostavimo najprije da je s = 2, dakle p|(ajaz), i da p{ a;. Bududi da su +1 i +p jedini
djelitelji od p, slijedi GCD(aq,p) = 1. Sada iz korolara 1.3. (za m = a1, n = ay i ¢ = p) slijedi
plas.

(2) Provedimo sada i korak indukcije. Neka je s > 3 i pretpostavimo da je lema dokazana za
slucaj umnoska od s — 1 faktora. Ako p dijeli umnozak a; ---as = aj(as - - -as), onda prema (1)
vrijedi p|ay ili p|(ay---as). U ovom drugom slucaju iz pretpostavke indukcije slijedi p|a; za neki
ie{2,...,s}

Dokaz egzistencije u teoremu 1.1. provodimo metodom matematicke indukcije u odnosu
na n > 2. Ako je n = 2, tvrdnja je trivijalna: r = 1 1 p; = 2. Pretpostavimo da je n > 3 i da
je egzistencija faktorizacije dokazana za prirodne brojeve manje od n. Ako je broj n prost, opet
imamo faktorizaciju je jednim faktorom: r = 1 i p; = n. Ako n nije prost broj, onda mozemo
pisati n = ab, a,b € N, a > 1, b > 1. Tada su a < n i b < n, pa po pretpostavci indukcije brojevi
a i b imaju faktorizacije u proste faktore. Skupimo li te dvije faktorizacije zajedno, dobivamo
faktorizaciju broja n.

Dokaz jedinstvenosti u teoremu 1.1. Pretpostavimo da je

n=pipe =g
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pri ¢emu su pi,...,Prq1,--.,qs prosti brojevi. Mozemo pretpostaviti da je r < s (ako nije,
zamijenimo uloge p; 1 ¢;). Imamo py|n, tj. p1|(¢1 - - ¢s). Sada iz leme 1.1. slijedi da p; dijeli jedan
od faktora, tj. postoji j € {1,...,s} takav da p;|g;. Numeraciju mozemo promijeniti tako da bude

Jj =1,tj. p1|qa. Bududi da je ¢; prost broj, slijedi p; = ¢;. Sada gornju jednakost mozemo skratiti
sa p1, pa dobivamo

P2 DPr =¢q2""(s.

Jednako rezoniranje pokazuje da mozemo numeraciju ¢;, 2 < j < s, promijeniti tako da bude
p2 = ¢2. Korak po korak zakljucujemo da je (uz eventualnu izmjenu numeracije) p; = ¢; za

j=1,...,r. Kad bi bilo s > r, imali bismo

pl...pr:pl...prqurl...qs :> 1:qT+1...qs

a to je nemoguce. Dakle, s = r.

U faktorizaciji broja n mozemo zajedno grupirati iste faktore. Dakle, prirodan broj n se
zapisuje u obliku
n = plfl .. plzé
pri cemu su prosti brojevi py, ..., p, medusobno razliciti i kq, ..., ky € Z,. Takva je faktorizacija

jedinstvena do na poredak ako je k; > 0 za svaki j. Takav zapis broja n zovemo prim—faktorizacija
ili prosta faktorizacija od n.

Korolar 1.5. Ako jen = plfl o -p];‘ prim— faktorizacija prirodnog broja n, onda su svi pozitivni
djelitelji broja n toc¢no svi produkti oblika m = pi' ---p)’, gdje je 0 < j; < k; zai=1,... L.

Dokaz: Ocito je svaki takav produkt djelitelj od n :

_ _ kit ke—Je
n—mq zZa q_pl "'pz .

Obratno, neka je m € N djelitelj od n, tj. n = max za neki x € N. Primijenimo sada teorem
1.1. na brojeve m i x. Pomnozimo li te dvije faktorizacije dobivamo faktorizaciju od n, pa zbog
jedinstvenosti u teoremu 1.1. vidimo da se u obje faktorizacije mogu pojavljivati samo prosti
brojevi py, ..., pe. Dakle,

m=pi'-opt b w=piteepf
pri ¢emu su Ji, ..., 76, q1,- - -, Qe € Zy. Slijedi

Jitaq
1

_ ok kg : _ _ Jot+qe
n=mp"---p i n=mx=mp .

-.pe

Zbog jedinstvenosti u teoremu 1.1. zakljucujemo da je k; = j;+¢;, dakle, 0 < j; < k;zai=1,... L.

Ako zelimo usporediti prim—faktorizacije za dva prirodna broja, obje mozemo dopuniti s
nultim potencija nekih primbrojeva tako da se u obje faktorizacije pojavljuju isti primbrojevi.
Tada je lako napisati najveéu zajednicku mjeru dvaju promatranih brojeva:

Korolar 1.6. Neka su
a=pi'-pyt i a=plp)

pri cemu Su Py, . . ., pp medusobno razliciti primbrojevi i ki, ..., k¢, J1, ..., 50 € Z. Tada je

GCD(a,b) = pllnin(kl,jl) .. ,p?lin(ke,jz)'
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Dokaz: Neka je d = GCD(a,b) i ozna¢imo sa ¢ desnu stranu gornje jednakosti koju treba
dokazati. Tada je ¢ € N i prema korolaru 1.5. ¢ dijeli i @ i b. Drugim rijeCima, c je zajednicka
mjera od a i b pa zaklju¢ujemo da je ¢ < d. S druge strane, kako d|a i d|b, dvostruka primjena
korolara 1.5. pokazuje da je

d:p;nlp?ua mlgkza ngju za Z:]_,,f

Slijedi da je m; < min(k;, j;) zai = 1,..., ¢, pa zakljucujemo da je d < c¢. Dvije nejednakosti daju
c=d.

Iz korolara 1.6. neposredno slijedi:

Korolar 1.7. Cijeli brojevi a i b su relativno prosti ako i samo ako ne postoji primbroj p koji ih
oba dijels.

Sada mozemo dokazati poznati Kineski teorem o ostacima (engl. Chinese Remainder
Theorem):

Teorem 1.2. Neka su a i b relativno prosti prirodni brojevi. Tada za svaki par (r,s) € Zy X Zy
takav da jer < a i s < b postoji jedinstvenn € Z, takav da jen < ab i da vrijedi a|(n—r) i b|(n—s).
Stovise, tako definirano preslikavanje (r,s) — n je bijekcija sa {0,1,...,a —1} x {0,1,...,b— 1}
na{0,1,...,ab—1}.

Dokaz: (1) Dokazimo najprije egzistenciju takvog broja n. Bududi da su a i b relativno prosti,
prema korolaru 1.1. postoje u,v € Z takvi da je au+bv = 1. Stavimo i z = u(s—r) iy = v(r—s),
slijedi

ar —by=s—r.
Stavimo m = ax + r = by + s. Pomoc¢u propozicije 1.1. zakljucujemo da postoje ¢q,n € Z takvi da
je
m =abqg+n i 0<n<ab.
Slijedi
n—r=m—abg—1r = ar — abq = a(x — bq) i n—s=m—abqg—s=by—abg = b(y — aq),

dakle, a|(n —7) i b|(n — s).
(2) Dokazimo sada jedinstvenost. Neka su n,n’ € {0,1,...,ab— 1} takvi da vrijedi

al(n —r), al(n' —r), bl(n—s), b|(n' — s).
Kako je
n—n'=Mn-r)—Mn—-r)=Mn-s)—(n—9),

vidimo da a i b dijele n—n'. Brojevi a i b su relativno prosti, pa iz korolara 1.4. slijedi da i umnozak
ab dijeli n — n'/. Medutim, |n — n’| < ab, pa slijedi n —n’ = 0, odnosno, n = n'.

(3) Dokazimo sada injektivnost preslikavanja (r,s) — n. Neka su r,7’ € {0,1,...,a — 1} i
s, €{0,1,...,b— 1} i pretpostavimo da za n € {0,1,...,ab— 1} vrijedi

al(n —r), al(n —1'), b|(n — s), b|(n —§).

Tada vrijedi i
ar—7) i b(s—s),
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a kako je |[r —r'| < ails—s| <b, zakljucujemo da je r — ' =s— 5 =0, tj. (r,s) = (r',5).

(4) Napokon, skupovi {0,1,...,a — 1} x {0,1,...,6— 1} 1 {0,1,...,ab — 1} imaju isti broj
elemenata: taj broj je umnozak ab. Stoga iz injektivnosti preslikavanja (r, s) — n slijedi njegova
surjektivnost, odnosno, bijektivnost.

U cijelom ovom kolegiju éemo za svaki konacan skup A sa |A| oznacavati broj njegovih ele-
menata.

Definiramo sada tzv. Eulerovu funkciju ¢ : N — Z, na sljedec¢i nacin:
on)=keZ;, 0<k<niGCD(n,k)=1}|.
Dakle, ¢(n) je broj cijelih brojeva k € {0,1,...,n — 1} koji su relativno prosti sa n.

Teorem 1.3. Neka je n € N, n > 2, i neka jen = plfl -« pkr prim—faktorizacija broja n (dakle,
k; > 0Vj). Tada je

p(n) = prj_l(pj —1).

Dokaz: Najprije ¢emo dokazati da vrijedi:
a,be N, GCD(a,b)=1 — (ab) = ¢(a)p(b).

Zbog Kineskog teorema o ostacima (teorem 1.2.) dovoljno je dokazati da preslikavanje (r, s) — n
u tom teoremu ima svojstvo

GCD(r,a) = GCD(s,b) =1 = GCD(n,ab) = 1. (1.2)

Da to dokazemo, pretpostavimo da je 0 < n < ab i GCD(n,ab) > 1. Neka je p prost broj koji
dijeli i n i ab. Prema lemi 1.1. tada p|a ili p|b. Pretpostavimo npr. da pla. Ako je (r,s) par koji
po teoremu 1.2. odgovara broju n tada vrijedi a|(n — r). Sada iz pla i a|(n — r) slijedi p|(n — 7).
Medutim, p|n pa vrijedi i p|r. Dakle, GCD(r,a) > 1. Time je u ekvivalenciji (1.2) dokazana
implikacija slijeva nadesno.

Dokazimo sada i implikaciju zdesna nalijevo. Pretpostavimo da za neke a,b € N i za neki
n < ab i za pripadni par (r,s) ne vrijedi GCD(r,a) = GCD(s,b) = 1. Mozemo uzeti npr. da je
GCD(r,a) > 1. Tada neki primbroj p dijeli i r i a. U skladu s teoremom 1.2. vrijedi a|(n — r),
pa slijedi p|(n — r), dakle i p|n. Prema tome, vrijedi p|(ab) i p|n, pa zakljucujemo da n i ab nisu
relativno prosti, GC'D(n,ab) > 1. Time je ekvivalencija (1.2) u potpunosti dokazana.

Preostaje da dokazemo da za svaki primbroj p i za svaki k € N vrijedi

e () =p"p-1). (1.3)

Jedini primbroj koji dijeli p* je p. Stoga, prema korolaru 1.7.za n € {0,1,...,p" — 1} vrijedi
GCD(n,p*) > 1 ako i samo je n multipl od p. To su brojevi

Oapa 2pa7pk - D,

a kako je p* —p = (p*~* — 1) p, tih brojeva ima p*~'. Slijedi
e (") = {0,1,2,....p" =1} = {0,p,2p, ..., 0" = p}[ = p* =" =" - 1),

Time je (1.3) dokazano.
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1.2 Definicije osnovnih algebarskih struktura

Grupoid je neprazan skup G sa zadanom binarnom operacijom, tj. sa zadanim preslikavanjem
G x G — (. Ta se operacija oznacava na razli¢ite nacine, npr. s tockom (a,b) — a - b, ili s plus
(a,b) — a+b, ili sa zvjezdicom (a, b) — axb, ili s kruzi¢em (a,b) — aob, a najéesée bez ikakvoga
znaka (a, b) — ab.

Polugrupa je grupoid G u kome je operacija asocijativna, tj. u kome vrijedi
(ab)c = a(be) Va,b,c € G.
Lijeva jedinica u grupoidu G je svaki element a € G koji ima svojstvo ac = ¢ Ve € G. Sliéno,
desna jedinica u grupoidu G je svaki b € GG takav da je cb = ¢ Vc € G.

Propozicija 1.3. Neka je G grupoid, neka je £(G) skup svih lijevih jedinica v G i neka je
R(G) skup svih desnih jedinica u G. Pretpostavimo da je £(G) # 0 i da je R(G) # (0. Tada je
£(G) = R(G) i to je jednoclan skup.

Dokaz: Za bilo koje a € £(G) i b € R(G) imamo ab = a (jer je b desna jedinica) i ab = b (jer
je a lijeva jedinica). Dakle, vrijedia = b Va € £(G)iVb € R(G), a to je upravo tvrdnja propozicije.

Jedini element skupa £(G) = R(G) iz propozicije 1.3. zove se jedinica, ili jedini¢ni ele-
ment, ili neutralni element grupoida G. Jedinica se obi¢no oznacava sa e ili sa 1 ili sa I, a
ako se istovremeno promatraju i drugi grupoidi zbog odredenosti pisSemo katkada eq ili 14 ili Ig.
Ukoliko je oznaka za operaciju + onda se obi¢no neutralni element zove nula i oznacava sa 0 ili
sa Og.

Polugrupa s jedinicom zove se monoid. Neka je G monoid s jedinicom e i neka je a € G.
Lijevi invers od a je svaki element b € G takav da vrijedi ba = e. Desni invers od a je svaki
element ¢ € G takav da vrijedi ac = e.

Propozicija 1.4. Neka je G monoid, a € G, £(a) skup svih lijevih inversa od a i R(a) skup
svih desnih inversa od a. Pretpostavimo da je £(a) # 0 i R(a) # 0. Tada je £(a) = R(a) i to je
jednoclan skup.

Dokaz: Za proizvoljne b € £(a) i ¢ € R(a) nalazimo redom b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c.

Time je propozicija dokazana.

Jedini element u £(a) = M(a) iz propozicije 1.4. zove se invers elementa a i oznacava sa
a~!. Ako je binarna operacija u G oznacena sa +, onda se invers od a oznacava sa —a, a umjesto
¢+ —a pisemo ¢ — a. Element a € G zove se invertibilan ako a ima invers, tj. ako je £(a) # 0 i
R(a) # 0. Skup svih invertibilnih elemenata monoida G' oznacavat ¢emo sa G*.

Grupa je monoid G u kome je svaki element invertibilan, tj. G* = G. Ocito vrijedi:
Propozicija 1.5. Neka je G monoid s jedinicom e.

(a) Za svakia € G* jeia™t € G* i vrigedi (o)™ = a.
(b) Ako su a,b € G* onda je i ab € G* i vrijedi (ab)™! =b"'a™!.
(c) ee G iel =e.

Posebno, G* je grupa.
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Grupoid, polugrupa, monoid ili grupa G se zove komutativna (komutativan) ako je
operacija u G komutativna, tj. ako vrijedi ab = ba Va,b € G. Komutativna grupa zove se i
Abelova grupa.

Razmotrimo sada neke primjere. Skup N svih prirodnih brojeva s operacijom zbrajanja je
komutativna polugrupa, ali nije monoid. Skup N s operacijom mnozenja je komutativni monoid;
jedinica je broj 1. Imamo N* = {1}, tj. multiplikativna grupa prirodnih brojeva je trivijalna.
Skup Z svih cijelih brojeva s operacijom zbrajanja je komutativna grupa u kojoj je neutralni
element broj 0; ta se grupa zove aditivna grupa cijelih brojeva Skup 7Z s operacijom mnozenja je
komutativni monoid u kome je jedinica broj 1. U tom monoidu je Z* = {1,—1}. Skup Q svih
racionalnih brojeva je u odnosu na zbrajanje komutativna grupa s jedinicom 0 (aditivna grupa
racionalnih brojeva), a u odnosu na mnozenje Q je komutativni monoid s jedinicom 1; nadalje,
Q* = Q\ {0} (multiplikativna grupa racionalnih brojeva). Slicna je situacija i sa skupom R svih
realnih brojeva i sa skupom C svih kompleksnih brojeva.

U svim ovim primjerima operacije su bile komutativne. Razmotrimo i neke nekomutativne.

Skup M, (R) svih realnih kvadratnih matrica n—tog reda s operacijom mnozenja je nekomuta-
tivni monoid u kome je jedinica jedini¢na matrica I, koja na glavnoj dijagonali ima jedinice, a svi
su joj ostali elementi jednaki nuli. M, (R)* je grupa regularnih matrica, koja se obi¢no oznacava
sa GL,(R) i zove opéa linearna grupa; ona je nekomutativna ako je n > 2.

Stavimo SL,(R) = {A € M,(R); det A = 1}. To je grupa u odnosu na mnozenje matrica
jer iz A, B € SL,(R) slijedi det(AB) = (det A)(det B) = 1, dakle AB € SL,(R), a takoder i
det(A™!) = (det A)~! =1, dakle A~ € SL,(R). SL,(R) se zove specijalna linearna grupa. 1 ta je
grupa nekomutativna ako je n > 2.

Neka je O,(R) = {A € M,(R); AA™ = ATA = I}, pri tome je AT oznaka za transponiranu
matricu matrice A. O,(R) je grupa i zove se ortogonalna grupa. 1 ona je nekomutativna, ako je
n > 3.

Neka su sada T i S neprazni skupovi. Sa ST oznacavamo skup svih preslikavanja (funkcija)
0 :S — T. Akosu f € ST ig € TY, definiramo njihovu kompoziciju fog : U — T sa
(fog)(u) = f(g(u)), u € U. Komporzicija funkcija je asocijativna u sljede¢em smislu: ako su
fesST geTViheU ondaje (fog)oh= fo(goh). Doista, za bilo koji element v € V
imamo:

[(f og) o hl(v) = (f o g)(h(v)) = fg(h(v))) = f((g 0 h)(v)) = [f o (g oh)l(v).

Odatle se vidi da je za svaki neprazan skup T skup T s operacijom o polugrupa. To je monoid
jer identiteta idy : T'— T, idy(t) =t ¥t € T, je neutralni element u odnosu na operaciju o. Grupa
(TT)>k se sastoji od svih bijekcija sa T na T. Takve se funkcije zovu permutacije skupa T, a (TT)>k

je tzv. grupa permutacija skupa T. Inverzni element permutacije f € (TT)* je upravo inverzna

funkcija funkcije f. Ako skup 7' ima barem 3 elementa, grupa (TT)>k je nekomutativna. Ako je
skup T konacan i ima n ¢lanova, npr. T = {1,2,...,n}, grupa permutacija skupa T zove se
simetricna grupa n—tog reda i oznacava sa S,.

Neka je G grupa i H C G. H se zove podgrupa grupe G, ako je H grupa s obzirom na istu
operaciju. Za to je nuzno i dovoljno da su ispunjena sljedeca tri uvjeta:

(1) a,be H = abe H.
(2) ae H = a'€H.

(3) e€ H.
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Ukoliko je podskup H neprazan, trima uvjetima (1), (2) i (3) ekvivalentan je jedan jedini
sljedec¢i uvijet:
(4) a,b€e H = ab™' € H.

Doista, ocito iz (1) i (2) slijedi (4). Pretpostavimo da vrijedi (4). Za neki a € H tada imamo
e = aa~' € H, dakle vrijedi (3). Nadalje, za a € H imamo zbog (4) i (3) a™! = ea™! € H,
dakle vrijedi i (2). Napokon, ako su a,b € H, tada je zbog (2) b=' € H, pa zbog (4) dobivamo
ab=a(b~)" € H, dakle vrijedi i (1).

Aditivna grupa cijelih brojeva je podgupa aditivne grupe racionalnih brojeva, a ova je opet
podgrupa aditivne grupe realnih brojeva. Skup 7},(R) svih gornjetrokutastih matrica u GL,(R) je
podgrupa grupe GL, (R). Ortogonalna grupa O, (R) je podgrupa od GL,(R). Specijalna linearna
grupa SL,(R) je takoder podgrupa od GL,(R).

Promatrat ¢emo sada preslikavanja s jedne grupe u drugu koja su u skladu s operacijama.
Neka su (G i G5 grupe. Preslikavanje ¢ : Gy — G5 zove se homomorfizam grupa, ako vrijedi:

o(ab) = p(a)p(b) Va,beG.
Propozicija 1.6. Neka je ¢ : Gi — G2 homomorfizam grupa. Tada vrijedi:
(a) o(a™!) = [p(a)] ™" Va € G1.
(0) wlec,) = eq,-
Dokaz: (b) Imamo ¢(eq,) = p(eg,eq,) = vleq,)p(eq,), a odatle je
ec, = [p(ec)]  lea) = [p(ea)]  plea )plea) = eap(ea,) = vlea,)-

(a) Za a € G1 imamo zbog (b)

pla e(a) = p(a™"a) = p(eq,) = eq,

i analogno
pla)p(a™) = plaa™) = p(ea,) = eq,-
Te dvije jednakosti pokazuju da je p(a™!) invers od ¢(a).

Ako je ¢ : G — G5 homomorfizam koji je injekcija, onda se ¢ zove monomorfizam. Homo-
morfizam ¢ koji je surjekcija zove se epimorfizam.

Ako su ¢ : G; — Gy i ¢ : G — Gz homomorfizmi grupa, onda je i njihova kompozicija
1 o ¢ : G; — G35 homomorfizam grupa. Doista, za a,b € Gy imamo:

(¥ o p)(ab) = ¢ (p(ab)) = P (p(a)p(b)) = ¥(p(a))(p (b)) = (¢ o @)(a) (¥ o p)(b).

Ako su ¢ i ¥ monomorfizmi (odnosno, epimorfizmi) onda je i njihova kompozicija 1 o ¢
monomorfizam (odnosno, epimorfizam).

Izomorfizam grupa je homomorfizam koji je bijekcija, dakle i monomorfizam i epimorfizam.
Kazemo da je grupa GGy izomorfna grupi Gs, ako postoji izomorfizam ¢ : G; — Gs. U tom slucaju
piSemo G =~ G,. Svojstvo biti izomorfan, odnosno relacija ~, je relacija ekvivalencije medu gru-
pama. Doista, identiteta idg : G — G je izomorfizam, dakle G ~ G. Nadalje, ako je G; ~ G5 i
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ako je ¢ : Gy — G izomorfizam, onda je i inverzno preslikavanje ¢! : G5 — G izomorfizam,
dakle vrijedi Gy >~ G;. Napokon, ako su Gy ~ Gy 1 Gy ~ G3ip: Gy — Gy iv : Gy — G3su
izomorfizmi, onda je i njihova kompozicija ¥ o ¢ : G — izomorfizam, dakle vrijedi G} ~ Gs.

Ako je ¢ : Gy — G5 homomorfizam grupa, skup
Imy = {p(a); a € G1} C G
zove se slika (ili podrucje vrijednosti) homomorfizma ¢, a skup
Kerp = {a € Gy; p(a) =eq,} C Gy

jezgra homomorfizma ¢.

Homomorfizam ¢ : G; — G5 je monomorfizam ako i samo ako mu je jezgra trivijalna Ker ¢ =
{eg, }. Doista, pretpostavimo da je ¢ monomorfizam. Za bilo koji a € Kery je p(a) = eg,.
Takoder je i p(eq,) = eq,, pa kako je ¢ injekcija slijedi a = eg,. To pokazuje da je Ker ¢ = {eg, }
Dokazimo i obrnutu implikaciju, pa pretpostavimo da je Kerp = {eg, }. Neka su a,b € G; takvi
da je p(a) = (b). Tada je p(ab™!) = p(a)((b))™t = eg,, dakle ab™! € Ker p = {eg, }, pa slijedi
ab™! = eg,, tj. a = b. Dakle, ¢ je injekcija, odnosno monomorfizam.

Ocito je ¢ epimorfizam ako i samo ako je Im ¢ = Gbs.

Propozicija 1.7. Neka je ¢ : G; — Go homomorfizam grupa. Tada je Imy podgrupa od Gsy, a
Kery je podgrupa od G.

Dokaz: Neka su a,b € Im ¢. Tada postoje ¢,d € Gy takvi da je a = ¢(c) i b = ¢(d), pa slijedi

ab™ = () p(d)] ™" = p(c)p(d™) = p(cd™) € Tmp.

To pokazuje da je Im ¢ podgrupa od Gs.
Neka su sada a,b € Ker p. Tada je

cp(ab_l) = <p(a) [cp(b)]_l = €G, [eGQ]_l = €Gy;

Sto pokazuje da je ab~! € Ker ¢. Dakle, Ker ¢ je podgrupa od G;. Time je propozicija dokazana.

Netrivijalni primjeri homomorfizama su eksponencijalne funkcije: ako je r > 017 # 1 onda
je sa p(t) = r' definiran homomorfizam aditivne grupe R realnih brojeva u multiplikativnu grupu
R* = R\ {0}. Njegova je jezgra trivijalna Ker ¢ = {0}, dakle ¢ je monomorfizam. Njegova je
slika Im ¢ podgrupa R’ svih pozitivnih realnih brojeva. Eksponencijalna funkcija definirana je i
za kompleksnu varijablu, ¢(z) = r*, z € C. Tada je ¢ homomorfizam aditivne grupe C u multip-
likativnu grupu C* = C\ {0}. Sada je Im ¢ = C*, dakle ¢ je epimorfizam, ali nije monomorfizam
jer je Ker ¢ = {217:17;1, n € Z}, gdje je Inr oznaka za prirodni logaritam od r.

Drugi netrivijalni primjer homomorfizma je determinanta. Po Binnet—Cauchyjevom teoremu
determinanta je homomorfizam grupe GL,(R) u multiplikativhu grupu R*. To je epimorfizam, a

njegova je jezgra podgrupa SL,(R).

Definirat ¢emo sada jos neke algebarske strukture. Prsten je neprazan skup A na kome su
zadane dvije binarne operacije, zbrajanje (a,b) — a + b i mnoZenje (a,b) — ab, sa sljedeéim
svojstvima:

(a) U odnosu na zbrajanje A je komutativna grupa; neutralni element se oznacava sa 0 i zove
nula.
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(b)
(c)
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U odnosu na mnozenje A je polugrupa (odnosno, mnozenje je asocijativno).
Mnozenje je i slijeva i zdesna distributivno u odnosu na zbrajanje, tj. vrijedi:

a(b+c) =ab+ ac i (a+b)c=ac+bc  Va,bce A

Prsten A je komutativan ako je operacija mnozenja komutativna, tj. ab = ba Va,b € A.
A je unitalni prsten, ako je A u odnosu na mnozenje monoid, tj. postoji 1 € A takav da je
al = la = a Va € A. Takav element 1 tada je jedinstven i zove se jedinica prstena A.

U prstenu A za svaki element a vrijedi Oa = a0 = 0. To slijedi iz jednakosti 0 = 0 + 0, dakle
0a = (0 + 0)a = 0a + Oa. Primijetimo da je 1 = 0 ako i samo ako je A = {0}; doista, ako je 1 =0
onda za svaki a € A vrijedi a = 1la = 0a = 0. To je tzv. trivijalan prsten. U netrivijalnom prstenu
unitalnom prstenu A # {0} je 1 # 0.

Razmotrimo sada nekoliko primjera prstenova.

(a)

(b)

(c)

Skup Z svih cijelih brojeva s obi¢nim operacijama zbrajanja i mnozenja je komutativni
unitalni prsten.

Ako u ciklickoj grupi Z,,, = {0, 1,...,m — 1} uz zbrajanje modulo m definiramo i mnozenje
modulo m dobivamo komutativni unitalni prsten. Umnozak brojeva j, k € Z,, modulo m je
jedinstven n € Z,, takav da je jk — n djeljiv sa m.

Neka je S neprazan skup. U skupu Z° svih funkcija f : S — Z definiramo zbrajanje i
mnozenje po tockama:

(f+9)(s)=[(s)+g(s),  (fo)ls)=[f(s)g(s),  f.g€Z® s€S.

S tako definiranim operacijama Z° postaje komutativni unitalni prsten. Jedinica je kon-
stantna funkcija e(s) =1 Vs € S.

Prethodna konstrukcija primjenjiva je i za proizvoljan prsten A i neprazan skup S. U skupu
A% svih funkcija f : S — A zbrajanje i mnozenje definiramo po tockama:

(f+9)(s) = f(s) +a(s),  (fo)(s)=f(s)g(s),  fig€ A’ s€S.

Tada je A° prsten, koji je komutativan ako i samo ako je prsten A komutativan i unitalan
je ako i samo ako je prsten A unitalan.

Za beskonacan skup S i prsten A stavimo:
AS = {f € A%; f(s) # 0 za samo kona¢no mnogo tocaka s € S}.

S operacijama po tockama Aj je prsten koji je komutativan ako i samo ako je A komutativan.
Primijetimo da prsten Aj nije unitalan ¢ak ni kad je A unitalan (osim ako je A trivijalan
ali tada je i A3 trivijalan).

Polja racionalnih brojeva @Q, realnih brojeva R i kompleksnih brojeva C su komutativni
prsteni s jedinicom.

Skup M,,(R) svih realnih kvadratnih matrica n—tog reda uz zbrajanje i mnozenje matrica je
unitalan prsten. Jedinica u tom prstenu je jedini¢na matrica I. Taj je prsten nekomutativan
ako jen > 2.
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(h) Neka je T,,(R) skup svih gornje trokutastih matrica, tj. matrica oblika:

Q11 Q12 Q13 - a1n—1 A1
0 Qg9 Qg3 -+ - a9 n—1 Q2
0 0 a3z -+ azp-1 agp
0 0 0 Tt Qp_in—1 Qp_1n
0 0 o --- 0 Qp.p

S operacijama zbrajanja i mnozenja matrica T,,(R) je unitalan prsten, koji je nekomutativan
ako je n > 2.

(i) Neka je G grupa i A prsten. Definiramo skup A[G] isto kao i AS :
A[G] = {f € A% f(x) # 0 za samo konacno mnogo x € G}.

U skupu A[G] zbrajanje definiramo po tockama:

(f +9)(@) = f(x) +9(z),  figeAlG] zeq,

a mnozenje koje oznacavamo sa * i zovemo konvolucija definiramo formulom:

(fxg)(@) =) fley gly),  f.9€AlG] z€G.

yelG

S tako definiranim operacijama A[G] je prsten. On je komutativan ako su komutativni i
grupa G i prsten A. Ako je A unitalan prsten s jedinicom 1 onda je i A[G] unitalan prsten;
ulogu jedinice ima funkcija e definirana sa:

1 ako je T =e,

€(x) =
0 ako je T #e.

Pri tome je sa e oznacena jedinica u grupi G.

Neka je A unitalan prsten. U odnosu na mnozenje tada je A monoid. Prema propoziciji
1.5. skup A* svih invertibilnih elemenata tog monoida je grupa. Ona se zove multiplikativna
grupa prstena A. Naravno, ako je prsten A netrivijalan, tj. ako je A # {0}, onda 0 € A*; stovise,
0 nije ni lijevoinvertibilan ni desnoinvertibilan element od A.

Imamo Z* = {1,—1}, Q* = Q\ {0}, R* = R\ {0} i C* = C\{0}. (A%)" je skup svih onih f € A%
za koje je f(s) € A* Vs € S. Ako je p prost broj onda je (Z,)" = {1,2,...,p— 1} = Z,\ {0}. Ako

broj m nije prost, onda je
(Z,)" ={ke{1,2,....,m—1}; GCD(k,m) = 1}.

Neka je A prsten. Potprsten je neprazan podskup B C A koji je i sam prsten s obzirom
na iste operacije. Za to je nuzno i dovoljno da je B podgrupa od A u odnosu na zbrajanje i
potpolugrupa u odnosu na mnozenje. Neprazan podskup B C A je potprsten ako i samo ako
vrijedi:

a,be B = a—beBiabeB.
Ako je A unitalan prsten s jedinicom 1, potprsten B zove se unitalan potprsten ako je 1 € B.

Moguce je da potprsten neunitalnog prstena bude unitalan prsten. Npr. uzmimo da je A
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prsten, S beskonacan skup i T C S neki njegov konacan podskup. Tada je A5 neunitalan prsten,
aB={feA5; f(s)=0Vse S\T} je njegov potprsten koji je unitalan prsten.

Nadalje, moguce je da potprsten B unitalnog prstena A s jedinicom 1,4 bude unitalan prsten s
jedinicom 1g, ali da B nije unitalan potprsten od A, tj. da je 1z # 14. Npr. neka je A = M, (R)
i neka je k < n. Uoc¢imo skup B svih kvadratnih matrica n—tog reda u kojima se zadnjih n — k
redaka i zadnjih n — k stupaca sastoji od samih nula. Tj. B je skup svih matrica oblika:

-ﬁll ﬁlQ ﬁlk 0 - 07
621 622 62]9 0O - 0

Ba B - O

0 --- 0
o 0 --- 0 0 --- 0
o 0 --- 0 0 --- 0

Tada je A unitalan prsten (jedinica je jedini¢na matrica I), a B je neunitalan potprsten od A s
jedinicom jer I ¢ B. Medutim, B je unitalan prsten: jedinica u prstenu B je matrica

10 - 00 --- 07
01 00 --- 0
00 10 0
00 00 0
(00 -~ 00 --- 0]

Tijelo je unitalan prsten A takav da je A* = A\ {0}, tj. svaki element razli¢it od nule je
invertibilan. Komutativno tijelo zove se polje. Primjeri polja su polje racionalnih brojeva Q, polje
realnih brojeva R i polje kompleksnih brojeva C. Jos jedan primjer je polje algebarskih brojeva
A. To je skup svih A € C takvih da postoji prirodan broj n i cijeli brojevi aqg, aq, . .., a, takvi da
vrijedi

A"+ A" o =01 a, #0.

Kao sto ¢emo kasnije vidjeti moze se dokazati da za «, 8 € A vrijedi a + 3, — 3, a3 € A, a ako
o)
je B # 0, onda je i B € A. Dakle, A je stvarno polje.

Ako je p primbroj, onda je (Z,)* = Z, \ {0}, dakle, prsten Z, je polje.

Navedimo jo$ i jedan primjer tijela koje nije komutativno, tj. koje nije polje. To je tijelo
kvaterniona H. To je skup svih uredenih ¢etvorki realnih brojeva

H= {(Oé,ﬁ,")/,é); CY’ﬁ’PY’éER}’

u kome je zbrajanje definirano sa
(Oé, ﬁa e 5) + (O/a 6/7 ’}/7 5,> = (Oé + O/a B + Bla 9 + ’7/7 ) -+ 5,>7

a mnozenje sa

(aa ﬁ) e 5) ' (O/a ﬁ/’ 7,7 5,) =
= (a0'—3F—'—08', af 45085y, ar a0 F—BY ad+oa 45y )
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Neposrednim racunom provjerava se da je H unitalan prsten s nulom Oy = (0,0,0,0) i jedinicom
lg = (1,0,0,0). Za a € H definiramo tzv. konjugirani kvaternion

a=(a,—f,—vy,—9) ako je a = (a,3,7,9).
Primjenom definicije mnozenja slijedi
aa = aa = (a® + % + 92 +6%,0,0,0).

Ako je a # 0, tj. bar jedan od brojeva «, 3,7, 0 je razli¢it od nule, onda stavimo:

a

I N

B ! 1o y )

- (0424—52—}-’}/24—52’ O[2+52+’}/2+52’ O[2+52+’}/2+52’ 0124‘52‘}"72‘}‘52) :
Tada iz gornje jednakosti slijedi ab = ba = (1,0,0,0) = 1y, dakle a je invertibilan i a=* = b.
To pokazuje da je svaki element razli¢it od nule invertibilan, dakle H je tijelo. To tijelo nije
komutativno, dakle to nije polje. H mozemo shvacati kao ¢etverodimenzionalan vektorski prostor
nad poljem R realnih brojeva s bazom {1,1, j, k}, gdje su

1=1g = (1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=(0,0,1,0), k= (0,0,0,1).

Tada je
P=2=k=-1, ij=—ji=k, jk=—kj=1, ki=—ik=].
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1.3 Permutacije

U ovom odjeljku promatrat ¢emo simetri¢cnu grupu S, tj. grupu svih permutacija konacnog
skupa {1,...,n}. Ako su 0,7 € S,,, njihovu kompoziciju o o 7 ¢emo oznacavati krace sa o7 i zvati
je produkt permutacija o i 7. Dakle, (07)(j) = o(7(j)) za svaki j € {1,...,n}. Jedini¢ni element
grupe S, je identiteta na skupu {1,...,n}; oznacavat ¢emo je sa 1, dakle, 1(j) = j Vj. Invers
permutacije o € S,, je inverzna funkcija o=t : {1,...,n} — {1,...,n}, jer co! lg =1 znaci
daje o Yo(j)) =jio(c7(j)) =jzasvaki j € {1,...,n}.

Jedan nacin za oznacavanje permutacije o jest da napisemo dva retka od n brojeva: u gornji
redak napisemo redom brojeve od 1 do n a u donji redak redom slike tih brojeva o(1),...,0(n).

1 2 3 45 6
Dakle,a:(253641

:O’i

) je sljedeéa permutacija skupa {1,2,3,4,5,6} :

o(1)=2, o(2)=5, 0(3)=3, o(4)=6, ob)=4, o(6)=1.

Inverzna permutacija dobije se tako da dva retka zamijene mjesta, a zatim poredamo stupce tako
da u prvom retku ponovo budu redom brojevi 1,...,n; npr.

(123 456 . 4 (12
“\2536 41 7 ~\61
k—ciklus, 2 < k < n, je permutacija o € S, koja ostavlja fiksnima n — &k elemenata skupa
{1,...,n}, a preostalih k£ elemenata poredanih u nekom redoslijedu ¢y, ..., ¢; ciklicki permutira,
tj.
o(c1) =ca, 0(c2) =350y, 0(Cho1) =k, (k) = 1.
Taj ¢emo ciklus oznaciti sa (¢; ¢o -+ ¢x_1 ¢x). Npr. 0 = (245 3) € Sg je 4—ciklus u prethodno

1 2 3 456
1425 36

definiranoj oznaci dan sa (

oc(l)=1, o0(2)=4, 0(3)=2, o(4)=5 o(b)=3, o(6)=6.

Ocito oznake (453 2), (5324) 1 (3245) predstavljaju isti taj ciklus. Katkada je zgodno o
identiteti 1 govoriti kao o jedinstvenom 1—ciklusu.

Za cikluse kazemo da su disjunktni, ako su podskupovi od {1,...,n}, koje oni ciklicki per-
mutiraju, medusobno disjuntni. Npr. (24 5 3) i (1 6) su disjunktni, ali (24 5 3) 1 (2 6) nisu. Ako
su o 1 7 disjunktni ciklusi oni o¢ito komutiraju: o = 70.

Propozicija 1.8. Svaka permutacija o € S, je ili ciklus ili je produkt medusobno disjunktnih
ciklusa. Ciklusi koji se pojavljuju u tom prikazu jedinstveno su odredeni sa o.

Dokaz: Za permutaciju o € S,, oznac¢imo sa Fixz(o) skup svih j € {1,...,n} koje permutacija

o ostavlja fiksnim:
Fiz(o) ={j; 1<j<n,o(j) =3}

Dokaz prve tvrdnje, tj. da je svaka permutacija ili ciklus ili je produkt medusobno disjunktnih
ciklusa, provest ¢emo silaznom indukcijom u odnosu na m(o) = |Fiz(o)| < n.

Baza indukcije: Ako je m(o) = n, onda je o(j) = j Vj, dakle, 0 = 1, a to je jedinstveni
1—ciklus.

Korak indukcije: Pretpostavimo da je & < n — 1 i da je tvrdnja dokazana za permutacije o
takve da je m(o) > k. Neka je m(o) = k. Neka je j € {1,...,n} \ Fiz(c). Tada je o(j) # j.
Promatrajmo niz

s o(4), UQ(j) =0(0(4), - 0" (j) = U(O-T_l(j))’ """"
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Svaki ¢lan toga niza nalazi se u skupu {1,...,n} \ Fiz(o). Doista, pretpostavka o(c'(j)) = o'(5)
bi znacila o™t1(j) = o'(j), a odatle bi primjenom permutacije (o71)* slijedilo o(j) = 7, tj.
j € Fiz(o), suprotno pretpostavci. Kako je skup {1,...,n} \ Fiz(o) konacan, postoji r € N
takav da je o"(j) € {j,0(4),...,0"71(4)}. Neka je r najmanji takav. Tada je 0"(j) = o‘(j) za
neki 0 < ¢ < r, pri ¢emu podrazumijevamo da je 6 = 1 i o' = o. Kad bi bilo ¢ > 0, primjenom
permutacije (01)¢ na tu jednakost dobili bismo o"*(j) = j, a to je u suprotnosti s minimal-
nosti r. Zakljutujemo da je ¢ = 0, tj. o"(j) = j. Nadalje, kako je 7 ¢ Fiz(o), vrijedi r > 2.
Brojevi j,0(j),...,0"1(j) € {1,...,n} \ Fiz(c) medusobno su razliciti. Formirajmo r—ciklus
v=(jo(j) - 0"1(j)) i neka je 7 = y 0. Za i € Fizx(o) vrijedi i ¢ {j,0(j),...,0"771(4)}, pa
je (i) = i, dakle i v7!(i) = i. Prema tome je 7(i) = i, odnosno, i € Fiz(7). Nadalje, ako je
i€{5,0(4),...,0"71(4)}, npr. i = o(j), onda imamo

7(i) =77 (a(0"(j))) = 7 (o""(5)) = 0"(j) = i,

dakle, i € Fiz(7). Time je dokazano da je Fiz(a) U {j,o(j),...,0" 1(j)} C Fiz(r); ustvari, nije
tesko vidjeti da su zapravo ti skupovi jednaki. No i bez toga vidimo da je

m(r) = |Fie(7)| 2 |Fia(0)| + |{j,0(j), ....a" "G} =k +7 > k.

Po pretpostavci indukcije 7 je ili ciklus ili produkt medusobno disjunktnih ciklusa i u tim ciklusima
pojavljuju se iskljucivo indeksi iz skupa

{1,...,n}\ Fiz(r) C{1,...,n}\ (Fiz(o) U {j,0(4),...,0"1(H)}).

Posebno, svaki od tih ciklusa disjunktan je s ciklusom v = (5 o(j) - -+ 0" (j)). Dakle, 0 = 7
je produkt medusobno disjunktnih ciklusa. Time je proveden korak indukcije, dakle, dokazana je
prva tvrdnja.

Dokazimo sada drugu tvrdnju, tj. jedinstvenost. Iz dokaza prve tvrdnje vidimo da svaki
j € {1,...,n} generira sasvim odredeni r—ciklus v; = (j o(j) -+ 0" *(j)) za neki r € N.
Broj r u potpunosti je odreden sa ¢ i sa j : to je najmanji prirodan broj takav da vrijedi
a"(7) € {j,0(4),...,0"1(j)}. Ako imamo dva prikaza permutacije o kao produkta medusobno
disjunktnih ciklusa, onda onaj ciklus u svakom od tih dvaju prikaza koji sadrzi j mora biti ;.
Dakle, svi ciklusi u dva prikaza podudaraju se.

2—ciklus obi¢no se zove transpozicija.
Propozicija 1.9. Svaka permutacija o € S, s # 1, je ili transpozicija ili je produkt transpozicija.

Dokaz: Zbog propozicije 1.8. tvrdnja je neposredna posljedica sljedece leme:
Lema 1.2. Svaki k—ciklus v, k > 2, produkt je k — 1 transpozicija.

Dokaz: Direktna provjera pokazuje da je

(crex)(erca - cpr) = (c1 o cpor k)
Odatle indukcijom po k slijedi
(cr e - cp1 ) = (ar cx)er 1) (a1 c2).

Sada ¢emo sve permutacije podijeliti u dvije vrste: parne i neparne. Ekvivalentno, svakoj
permutaciji o pridruzit ¢emo njen predznak sgn o.
Za permutaciju o € S, skupa {1,...,n} promatrajmo produkte

No)= [ (k) -oG) i [Me)l= ][] lok) —aG).

1<j<k<n 1<j<k<n
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Ako je (r,s) bilo koji par prirodnih brojeva, takav da je 1 < r < s < n, onda se faktor s — r
pojavljuje toéno jedamput u produktu |II(¢)|. Prema tome, |II(o)| ne ovisi o permutaciji o :

(o) = [] (k—j)=121---(n—1).

1<j<k<n

S druge strane, u produktu II(o) pojavljuje se ili faktor s — r ili faktor r — s = —(s — r) ovisno o
tome da li je o(r) < o(s) ili je o(r) > o(s). Naravno, produkt II(c) moze se od svoje apsolutne
vrijednosti razlikovati samo u predznaku i taj predznak oznacimo sa sgno : stavljamo sgno = 1
ako je [I(c) > 0, a sgno = —1 ako je II(¢) < 0. Dakle,

[I(c) =sgno H

1<j<k<n

Broj sgno = +1 zove se predznak permutacije 0. Ako je sgno=1, kazemo da je ¢ parna
permutacija, a ako je sgno = —1, ¢ je neparna permutacija. Prema prethodnom razmatranju
predznak permutacije jednak je umnosku onoliko faktora —1 koliko ima parova (r, s) takvih da je
1 <r<s<mn,alio(r)>o(s). Dakle, vrijedi

Propozicija 1.10. Za svaku permutaciju o € S, vrijedi
sqno = (—1)1), gdje je i(o) =1|I(o)] i I(o)={(r,s); 1<r<s<n, o(r)>o(s)}.

Elementi (r, s) skupa (o) zovu se inverzije u permutaciji o, a i(o) = |I(0)| je broj inverzija
u permutaciji o.

Lema 1.3. Neka je 0 € S, i neka je (a b) € S, transpozicija. Tada je sgn(o(a b)) = —sgno.

Dokaz: Za sve parove (r,s) takve da je 1 < r < s < n treba usporediti brojeve o(s) — o(r) i
(o(a b))(s) — (o(a b))(r). Naravno, mozemo pretpostavljati da je a < b. Podijelit ¢emo sve parove
(r,s) u pet skupina:

Skupina 1. U tu skupinu svrstavamo sve parove (1,s), 1 < r < s < n za koje su skupovi
{r,s} i {a,b} disjunktni. Za svaki takav par (r,s) je (a b)(r) = r i (a b)(s) = s, pa imamo
(o(a b))(s) — (o(a b))(r) = o(s) — o(r). Dakle, isti je doprinos svakog para (r,s) iz te skupine
predznaku sgn o i predznaku sgn (o(a b)).

Skupina 2. U drugu skupinu svrstavamo sve parove (r,s), 1 <r < s <n, za koje jeilir=ai
s<bilijer >ais=>.Ta je skupina unija dvaju disjunktnih skupova

{(a,t); a <t <b} i {(t,b); a <t <b}.

Promotrimo sada za bilo koji ¢, a < t < b, doprinos dvaju parova (a,t) i (¢, b) produktima II(o) i
[I(o(a b)). Ta dva para doprinose produktu Il(o) faktorom (o (t) — o(a))(o(b) — o(t)), a produktu
[I(o(a b)) faktorom (o(t) — o(b))(o(a) — o(t)). Bududi da je

(0(t) = a(a))(o(b) = a(t)) = (o(t) — o (b))(a(a) = a(t)),

ta dva para daju isti doprinos produktu II(o) kao i produktu II(c(a b)).
Skupina 3. U tu skupinu svrstavamo sve parove (r,s), 1 <r < s < n, za koje jeili r = a i
s>bilijer =5bis > b. Ta je skupina unija dvaju disjunktnih skupova

{(a,t); b<t<n} i {(b,t); b<t<mn}.
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Promatramo sada za bilo koji t, b < t < n, doprinos dvaju parova (a,t) i (b,t) produktima za
dvije permutacije. Oni doprinose produktu II(o) faktorom (o(t) — o(a))(o(t) — (b)), a produktu
[I(o(a b)) faktorom (o(t) — o(b))(o(t) — o(a)). Kako je

(0(t) = a(a))(a(t) = a (b)) = (a(t) = a(b))(o(t) — a(a))

ta dva para daju isti ukupni doprinos dvama produktima II(c) i II(o(a b)).
Skupina 4. U ovu skupinu svrstavamo sve parove (r,s), ¢ < r < s < n, za koje je ili r < a i
s=uailijer <ais=2». Ta je skupina unija dvaju disjunktnih skupova

{(t,a); 1 <t<a} i {(t,b); 1 <t <a}l.

Promatramo sada za bilo koji ¢, 1 < ¢ < a, doprinos dvaju parova (t,a) i (t,b) produktima za
dvije permutacije. Oni doprinose produktu II(o) faktorom (o(a) — o(t))(o(b) — o(t)), a produktu
za o(a b) faktorom (o(b) — a(t))(o(a) — o(t)). Kako je

(o(a) =a(®))(a(b) = a(t)) = (a(b) — a(t))(o(a) = a(t))

ta dva para daju isti ukupni doprinos dvama produktima II(o) i II(o(a b)).
Skupina 5. Ostaje nam jos samo slucaj {r,s} = {a,b}, dakle, par (r,s) = (a,b). Taj par
produktu II(o) doprinosi faktorom o(b) — o(a) a produktu II(c(a b)) faktorom o(a) — o (b).
Zakljuéujemo da je II(o) = —II(o(a b)) i time je lema dokazana.

Propozicija 1.11. Predznaci permutacija imaju sljedeca svojstva:
(a) sgnl=1.
(b) Ako je o produkt k transpozicija, onda je sgno = (—1)*.
(¢) Za o,7 €S, je sgnoT = (sgno)(sgnT).
(d) sgn(o™') =sgno.

Dokaz: Svojstvo (a) je ocito iz definicije. Za dokaz (b) neka je ¢ = 71 -7, pri ¢emu su
T1,..., Tk transpozicije. Rekurzivnom primjenom leme 1.3. a na koncu i svojstva (a) imamo redom

sgno =sgn(m 7)) = (=1)sgn(m - 1) = (—1)25gn (11 Tp2) =

— e = (21 sgnry = (—1)fsgn 1 = (1),

Za dokaz (c) koristimo propoziciju 1.9. Ako se o moze zapisati kao produkt k transpozicija, a 7
kao produkt ¢ transpozicija, onda se o¢ito o7 moze zapisati kao produkt k + ¢ transpozicija. Sada
prema svojstvu (b) imamo

sgnoT = (—1)“"Z = (—1)]“(—1)‘/Z = (sgno)(sgnr).

Napokon, (d) slijedi iz (c) i (a) ako u (¢) uzmemo 7 = o~ .

Napomenimo, da svojstvo (¢) u propoziciji 1.11. znaci da je o +—sgn o homomorfizam grupe
S, u multiplikativnu grupu {1, —1}. Taj je homomorfizam surjektivan, a njegovu jezgru ¢ine sve
parne permutacije. Posebno, prema propoziciji 1.7. parne permutacije tvore podgrupu od S,. Ta
se podgrupa obi¢no oznacava sa A,.
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Predznak permutacije definirali smo samo ako se radi o permutacijama skupa {1,...,n}.
Prosirit ¢emo sada definiciju i na permutacije proizvoljnog kona¢nog skupa 7. Oznacimo sa

S(T) = (TT)>k grupu permutacija skupa 7. Ako je |T'| = n, postoji bijekcija ¢ : {1,...,n} — T.
Za svaku permutaciju o € S(T) tada je ¢ ~'op € S,. Definiramo

sgn, o = sgn (o o), oeS(T).
Naravno, odmah se postavlja pitanje da li ova definicija ovisi o izboru bijekcije ¢ : {1,...,n} — T.
Na sre¢u, ne ovisi. Doista, neka je ¢ : {1,...,n} — T takoder bijekcija. Tada je 7= p ¢ € S, i

771 =971y, pa pomocu svojstava (c) i (d) iz propozicije 1.11. dobivamo za o € S(T) :

sgn,, o =sgn (v o) = sgn (v ' lopp W) =sgn (7o lopr) =

(sgn (771)) (sgn (¢ 'op)) (sgn7) = (sgn)(sgn, o)(sgn 1) = sgn,, 0.
Prema tome, pojam predznaka prenosi se na permutacije bilo kojeg nepraznog konac¢nog skupa T'

i definicija ne ovisi o tome na koji nacin smo numerirali elemente od 7.
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1.4 Faktorizacija polinoma

U ovom ¢emo odjeljku ustanoviti vjernu analogiju za pojam djeljivosti izmedu cijelih brojeva
i polinoma. Promatrat ¢emo polinome s koeficijentima iz polja K; mozemo stalno zamisljati da
je K=Cili K =R ili K =Q. Pod pojmom polinom podrazumijevamo izraze oblika

P=ag+a; X+ F+ap 1 X"+ a, X" gdje su  «agp,aq,...,q, € K.

Cesto se polinom P shvaéa kao funkcija nezavisne varijable X. Medutim, bolje je polinom P
identificirati s nizom (ag, v, ..., ay,,0,0,...) njegovih koeficijenata. Izraz P = ag + ... + o, X"
koristimo da se podsjetimo na motivaciju za definiranje raznih racunskih operacija s polinomima.

Precizna definicija je sljede¢a: polinom u jednoj varijabli s koeficijentima iz polja K
je beskonacan niz elemenata iz K u kome je samo kona¢no mnogo ¢lanova razli¢ito od nule; u
tom nizu koeficijente indeksiramo pocevsi od 0 a ne kao Sto je s nizovima uobic¢ajeno od 1. Dakle,
polinom je niz (o )kez, takav da za neki m vrijedi ap = 0 Yk > m. Zbrajanje polinoma i mnozenje
polinoma brojem A € K definiramo po koordinatama:

(ak)keZJr + (ﬁk)keZJr = (o + Bk)kez.p )‘(ak)keZJr = ()\Oék)kez+-

Uz te definicije skup svih polinoma postaje vektorski prostor nad poljem K. Napomenimo da
taj vektorski prostor nije konacnodimenzionalan. Doista, lako se vidi da je beskonacan niz poli-

noma (1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,0,...),... linearno nezavisan. Stovise, taj niz tvori bazu
vektorskog prostora svih polinoma.
Pored tih dviju operacija definiramo i umnozak dvaju polinoma: ako je P = (ag)kez, i

Q@ = (Bk)kez, , onda je njihov umnozak PQ polinom (yj)kez, €iji su koeficijenti dani sa

k
Vi = bk + o1 Bi—1+ -+ ap_1 1 + apfo = Z ;B
=0

Uz tako definirane operacije skup svih polinoma u jednoj varijabli s koeficijentima iz K oznacavamo
sa K[X]. Lako se vidi da je operacija mnozenja komutativna, asocijativna i distributivna u odnosu
na zbrajanje, tj. ako su P, @, R € K[X], onda vrijedi

PQ=QP, P(QR)=(PQ)R, P(Q+R)=PQ+PR.

Dakle, K[X] je komutativan prsten. Taj je prsten unitalan: jedinica je polinom 1 = (1,0,0,...).
Nula u prstenu K[X] je tzv. nul—polinom 0 = (0,0,0,...), ¢iji su svi koeficijenti jednaki nuli.
Ako je P = (ou)kez, € K[X]1ako je oy = 0 Vk > n onda pisemo

P=ag+u X +a X+ +a, 1 X" +a,X"
Takav zapis dobiva precizni smisao, ako svaki element A € K identificiramo s polinomom (), 0,0, .. .)
i stavimo X = (0,1,0,0,...). Doista, tada za svaki prirodan broj k imamo
k

——
Xk =1(0,...,0,1,0,0,...).

Dakle,
Qg + OélX -+ OZQXQ + e+ Oénlenil -+ Oéan =

n—1 n
——
= (,0,0,...)+(0,1,0,...)4(0,0, 2,0, .. .)+---+(0,...,0,00,_1,0,.. )+ (0,...,0,n,0,...) =

= (g, 1,9, ..., y_1,0,,0,0,...) = P.
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Ako P = (ag)kez, € K[X] nije nul—polinom, definiramo stupanj polinoma P, u oznaci
deg P; to je m € Z, takav da je o, # 01 i, = 0 Vn > m. Konstantni polinomi su po definiciji
nul—polinom i polinomi stupnja 0. Uz prije spomenutu identifikaciju A = (A,0,0,...) za A € K
konstantni polinomi su upravo elementi polja K. Formalno stavljamo deg 0 = —oo. Uz dogovor

m+ (—o0) = (—00) + m = (—0) 4+ (—o0) = —o0, m € Zy,
za P, () € K[X] ocito vrijedi:
deg (P + Q) < max {deg P, deg Q};
deg (AP) = deg P akoje Ae K, X#Q0;
deg (PQ) = deg P + deg Q.

U prvoj od tih formula vrijedi znak jednakosti ako je deg P # deg . U trec¢oj od gornjih formula
implicitno je sadrzano da za P,Q € K[X] vrijedi PQ) = 0 ako i samo ako je ili P = 0ili Q = 0.
Neposredna posljedica te ¢injenice je moguénost skraéivanja: ako su P,Q,R € K[X], R # 0 i

PR = QR onda je P = Q. Doista, iz PR = QR slijedi (P — Q)R = 0, pa iz R # 0 slijedi
P—-Q=0,tj. P=Q.

Svaki polinom P = (ag)rez, = oo + o1 X + -+ + 0, X™ definira funkciju sa K u K, koju
oznacavamo istim znakom P. Ona je definirana tako da formalnu varijablu X zamijenimo s vari-
jablom iz K :

P\ =ap+aA+a >+ +a,\", AEK.

Aritmeticke operacije s polinomima definirane su upravo tako da pridruzivanje P +— P(-) postuje
te operacije, tj. za P,Q € K[X]iza a, A € K vrijedi

(P+Q)A) =P +Q0),  (P=Q)A)=PA)—-QW),

(@P)(A) = aP(}),  (PQ)(A) = P(A)Q).
Element Ay € K zove se nultocka ili korijen polinoma P € K[X] ako je P(\g) = 0.

U analogiji s cijelim brojevima definirat ¢emo sada pojmove vezane uz djeljivost polinoma.
Djelitelj, divizor, faktor ili mjera polinoma A je svaki polinom B takav da vrijedi A = BQ
za neki Q € K[X]. Tada kazemo i da je A djeljiv sa B, a takoder da B dijeli A. Tu relaciju
zapisujemo kao i kod cijelih brojeva: B|A. Djeljivost polinoma ima potpuno analogna svojstva
kao i djeljivost cijelih brojeva. Prije svega imamo tzv. dijeljenje s ostatkom:

Propozicija 1.12. Neka su A, B € K[X] i B # 0. Tada postoje jedinstveni Q, R € K[X] takvi
da je A= BQ+ R 1 deg R < deg B.

Dokaz: Dokazimo najprije egzistenciju takvih polinoma @ i R. U sluc¢aju da je deg A < deg B
egzistencija je evidentna: Q =0, R = P.

Ako je deg A > deg B egzistenciju () i R dokazujemo matematickom indukcijom u odnosu na
deg A > deg B.

Baza indukcije: Neka je deg A = deg B = m, tj.

A:Oé()—l—Ole—f-—f-Oéme, B:ﬁo—f-ﬁlX—f-—f-ﬁme, Oémﬁm#o

Stavimo ) = (;—m i R=A— BQ. Tada vrijedi A = BQ + R, a koeficijent od R uz X™ je 0, dakle
degRgm—1m<m:deg B.
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Korak indukcije: Neka je n > deg B = m > 0 i pretpostavimo da je egzistencija dokazana u
slucaju da je deg A < n — 1. Neka je deg A = n. Dakle,

B:ﬁo—f-ﬁlX—f-—Fﬁme, A:O[0+(I1X++OZan, O[nﬁm%o

Stavimo A’ = A — 22 X""mB Tada je deg A’ < n —1 < n, pa po pretpostavci indukcije postoje

Q', R € K[X] takvi da je A’ = BQ'+ R ida je deg R < m. Stavimo li Q) = g_anm + @', slijedi
A=BQ+ Rideg R<m. "

Time je dokazana egzistencija polinoma () i R takvih da je A = BQ + R i deg R < deg B.
Dokazimo jo$ jedinstvenost takvih polinoma () i R. Neka su @' i R’ polinomi takvi da je
A=BQ@Q 4+ R ideg R <deg B.Sadaiz BQ+ R == BQ' + R slijedi (Q —Q')B =R — R, paje
deg (R'—R) = deg (Q—Q')+deg B. Kada bi bilo deg (S—S") > 0, slijedilo bi deg (R'—R) > deg B,
a to je nemoguce zbog deg R < deg B i deg R’ < deg B. Stoga mora biti deg (Q) — Q') = —o0, tj.
Q—-Q =0iliQ=¢q" Slijedi R —R=(Q —Q')B=0,tj. R= R Posebno, ako su polinomi P i
@ razliciti od nule onda je i polinom P() razli¢it od nule.

Propozicija 1.13. Neka je Ay € K nultocka polinoma P € K[X]. Tada je polinom P djeljiv s
polinomom X — Xo, tj. postoji Q € K[X] takav da je P = (X — X\g)Q. Ako je P # 0, vrijedi
deg Q = deg P — 1.

Dokaz: Prema propoziciji 1.12. postoje polinomi @, R € K[X] takvi da je
P=(X-)X)Q+R i deg R < deg (X — X\g) = 1.

Dakle, stupanj polinoma R je ili 0 ili —oo, Sto znac¢i da je R konstantni polinom, odnosno,
R =a € K. Sada imamo P = (X — \)@ + a, a kako je A\g nultocka polinoma P, nalazimo:

OZP()\Q):(/\O—A())Q()\Q)—FO[:O( — a=0 — P:(T—/\())Q
Napokon, kako je stupanj produkta polinoma jednak sumi stupnjeva tih polinoma, imamo
deg P =deg ((X — Xg)Q) =deg (X — X\g) +deg Q@ =1+ deg Q,

dakle, deg ) = deg P — 1.

Propozicija 1.13. ima sljede¢u dalekoseznu posljedicu:

Teorem 1.4. Neka je P € K[X] i neka su A\, Ao, ..., N, € K medusobno razlicite nultocke
polinoma P. Tada je polinom P djeljiv s polinomom (X — A\1)(X — Xg) -+ - (X — \,). Posebno, ako
je P #0 i ako je m = deg P, polinom P ima u polju K najvise m nultocaka.

Dokaz: Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom u odnosu na n. Baza indukcije
n = 1 je upravo tvrdnja propozicije 1.13. Provedimo sada korak indukcije i pretpostavimo da je
n > 21 da je ve¢ dokazano da je polinom P djeljiv s polinomom (X — Ap)(X — Ag) -+ (X — A\p_1).
Neka je S € K[X] takav da je

P=(X-=-M)X—=X) (X —=X\._1)S. (1.4)
Uvrstimo sada u tu jednakost dvaju polinoma A, umjesto formalne varijable X. Kako je A\, nultocka

polinoma P, slijedi:
A=A A= A2) - (A — A1) S (M) = 0.
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Po pretpostavci su nultocke Aq, s, ..., A\,_1, A, medusobno razlicite, pa imamo A, — Ay # 0,
A — A #0, ..., ANy — A1 # 0. Stoga iz gornje jednakosti slijedi da je S(\,) = 0, tj. A, je
nultocka polinoma S. Sada iz propozicije 1.13. slijedi da je polinom S djeljiv s polinomom X — A,
tj. postoji polinom @ € K[X] takav da je S = (X — \,)Q. Odatle i iz (1.4) slijedi

P=(X-X)X—=X) (X =XN_1)(X =\)Q.
Ako je m = deg P, odavde je m = n + deg @), dakle n < m. Time je teorem 1.4. dokazan.

Sada mozemo poblize razmotriti vezu izmedu polinoma i polinomijalnih funkcija. Svakom
polinomu P € K[X] je uvrstavanjem varijable A € K umjesto formalne varijable X pridruzena
polinomijalna funkcija A — P()). Postavlja se pitanje: Da li polinomijalna funkcija A\ — P(\)
u potpunosti odreduje polinom P? Drugim rijecima, postoje li medusobno razliciti polinomi P i
P, takvi da je Pi(\) = Py(\) YA € K7 Stavimo li P = P, — P, vidimo da se isto pitanje moze
postaviti na sljedeé¢i nacin: Postoji li polinom P € K[X], P # 0, takav da je P(\) =0 VA € K?

Isto pitanje mozemo formulirati i kao pitanje da li je odredeni homomorfizam prstenova injek-
tivan ili nije. Naime, polinomi u jednoj varijabli s koeficijentima iz polja K ¢ine prsten K[X], a
skup svih funkcija K¥ sa K u K je takoder prsten u odnosu na operacije zbrajanja i mnozenja
definirane po tockama:

(f+a)N) =T +9(N),  (f9N)=FNg(N),  fige K NeK.

Pridruzivanje polnomijalnih funkcija polinomima je zapravo preslikavanje ® : K[X]| — KX :
(P(P)(N) =g+ A+ -+ a, A7, za P=og+a X+ +a, X" e K[X], NeK.

Poznate jednakosti (P + Q)(\) = P(\) + Q(\) i (PQ)(\) = P(N)Q(N) znace da je ®(P + Q) =
O(P)+ P(Q) i P(PQ) = (P)P(Q), dakle ® je homomorfizam prstenova. Prema tome postavl-
jeno pitanje moZe se i ovako formulirati: Da li je homomorfizam ® prstena K[X] u prsten K%
injektivan?

Teorem 1.5. Neka je K polje. Homomorfizam ® prstena polinoma K[X] u prsten funkcija K%,
koji polinomu P pridruzuje polinomijalnu funkciju X\ — P(X), je injektivan ako i samo ako je polje
K beskonacno. Ako je polje K konacno i ima m elemenata, K = {1, Aa, ..., An}, onda je jezgra
homomorfizma ® skup svih polinoma koji su djeljivi s polinomom (X — A )(X — o) -+ (X — A\p) :

ker & = {(X — A\ )(X —Xg) - (X — \)@; Q€ K[X]}.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je polje K beskona¢no i neka je P € ker ®. Tada je P(A\) =0
VA € K, dakle, polinom P ima beskonacno mnogo nultocaka. Prema teoremu 1.4. zakljuc¢ujemo
da mora biti P = 0. Time je dokazano da je ker ® = {0}, tj. homomorfizam ® je injektivan.

Pretpostavimo sada da je polje K konacno i da ima m elemenata: K = {\,\o,..., A\ }.
Stavimo

P=(T—=X)T=X) (T = Ap).

Tada je svaka tocka iz K nultocka polinoma P, a to znac¢i da je P € ker ®. Odatle slijedi da je
{PQ; Q € K[X]} C ker ®. Obrnuta inkluzija je posljedica teorema 1.4. Doista, neka je R € ker ®.
Tada je R(A\j) =0zaj=1,2,....,m, tj. A, Aa,..., A\, su nultocke polinoma R. Sada po teoremu
1.4. slijedi da je polinom R djeljiv s polinomom P, tj. R = PQ za neki Q € K[X]. Dakle, vrijedi
i inkluzija ker ® C {PQ; @ € K[X]}. Time je dokazana jednakost ker & = {PQ; @ € K[X]}.
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Analogno kao za cijele brojeve definiramo najvecu zajednicku mjeru i za polinome. U ovom ¢e
se slucaju rije¢ najvedi odnositi na stupanj polinoma. Definicija je sljede¢a: Neka su P, Q € K[X]
polinomi koji nisu oba jednaki nuli. Najveéa zajednicka mjera polinoma P i () je polinom M
koji je mjera polinoma P i @, tj. M|P i M|Q, koja medu svim zajednickim mjerama tih dvaju
polinoma ima najvedéi stupanj. Dakle, M ima svojstvo da iz N|P i N|Q@ slijedi deg N < deg M.

Sasvim analogno kao sto u slucaju cijelih brojeva iz propozicije 1.1. o dijeljenju s ostatkom
dobivamo Euklidov algoritam, tako i u slu¢aju polinoma iz propozicije 1.12. o dijeljenju polinoma
s ostatkom dobivamo Euklidov algoritam za polinoma. Taj se algoritam ponovo sastoji od
uzastopne primjene dijeljenja s ostatkom sve dok ostatak ne is¢ezne. Dakle, ako su A, B € K[X]
i B#0 (tj. deg B > 0) onda imamo

A = BQ1+ R 0<deg Ry <deg B

B = RlQQ + RQ, 0< deg Ry < deg Rl,

Ry = RyQs+ Rs, 0 < deg R3 < deg Ry,
Rn72 = Rnlen + Rna 0< deg Rn < deg Rnfla

Rn—l - RnQn+1~

Pri svakom dijeljenju ostatak ima stupanj striktno manji od ostatka pri prethodnom dijeljenju.
Stoga i u ovom slucaju Euklidov algoritam sigurno zavrsava: nakon kona¢no mnogo dijeljenja s
ostatkom doci éemo do djeljivosti tj. do dijeljenja bez ostatka. Naravno, opet u sluéaju B|A
Euklidov algoritam zavrsava u prvom koraku, tj. n =0

A= BQ,.
Ako je n =1, tj. ako Bt A, ali R;|B, onda Euklidov algoritam zavrsava u drugom koraku:

A = BQl—I—Rl, Ogdeg R1<deg B,
B = RiQ».

Kao i kod cijelih brojeva imamo
Propozicija 1.14. Neka su A, B € K[X] i B # 0.
(a) R, je najveca zajednicka mjera polinoma A i B.
(b) Ako je D € K[X] zajednicka mjera od A i B, tj. D|A i D|B, onda vrijedi D|R,,.

(¢) Najveca zajednicka mjera polinoma A i B jedinstvena je do na umnoZak elementom iz
K razlicitim od nule; preciznije, ako je M najveéa zajednicka mjera od A © B onda je 1
D € K[X] najveéa zajednicka mjera od A i B ako i samo ako vrijedi D = AM za neki
A e K\ {0}

(d) Za svaku najveéu zajednicku mjeru D od A i B postoje polinomi P,Q € K[X] takvi da je
AP+ BQ = D.

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu propozicije 1.2.:

(1) Najprije se potpuno analogno koraku (1) u dokazu propozicije 1.2. dokazuje da iz Eukli-
dovog algoritma slijedi R,|A i R,|B, dakle, R, je zajednicka mjera od A i B.

(2) Zatim se potpuno analogno koraku (2) u dokazu propozicije 1.2. dokazuje da postoje
P,Q € K[X] takvi da je R, = AP + BQ.
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(3) Ako je D € K[X] zajednicka mjera mjera od A i B, tj. D|A i D|B, onda pomo¢u (2)
nalazimo da D|R,,. Time je dokazano (b). Nadalje, tada je deg D < deg R,, pa zaklju¢ujemo da
je R, najveca zajednicka mjera od A i B, tj. dokazano je (a).

(4) Tvrdnja (c) slijedi iz oc¢igledne ¢injenice da za polinome R, S € K[X] jednakog stupnja
vrijedi R|S ako i samo ako je S = AR za neki A € K \ {0}. Odatle i iz (2) slijedi i tvrdnja (d).

Moze nas smetati da kod polinoma najveca zajednicka mjera nije jedinstvena kao sto je to bilo
kod cijelih brojeva. Radi se o tome $to smo kod cijelih brojeva najve¢u zajednicku mjeru definirali
kao prirodan broj a ne samo kao cijeli broj. Skup prirodnih brojeva N ima svojstvo da za m,n € N
vrijedi m|n i n|m ako i samo ako je n = m, dok za cijele brojeve imamo samo jedinstvenost do na
predznak: za n,m € Z\ {0} vrijedi n|m i m|n ako i samo ako je m = +n. U pozadini tog svojstva
je ¢injenica da je multiplikativna grupa Z* = {1, —1} i da za svaki m € Z\ {0} postoji jedinstven
n € N1igq € Z* takvi da je m = gn; naravno, n = |m|,a ¢ =1 akojem > 0iq = —1 ako je m < 0.

Potpuno analognu ulogu koju prirodni brojevi N igraju u prstenu Z u slucaju polinoma
igraju tzv. normirani polinomi. Polinom P = (a,),>0 zove se normiran, ako je P # 0, tj.
m = deg P > 0, i ako je a,,, = 1. Dakle,

P=X"4a, X" 4+ ... +0X+ao.

Skup svih normiranih polinoma oznacavat ¢emo sa K;[X].

Multiplikativna grupa u prstenu polinoma je K[X]* = K* = K \ {0} pa stvarno imamo
analogiju s cijelim brojevima: za svaki polinom P # 0 postoje jedinstven N € K;[X] i jedinstven
A€ K[X]* = K\ {0} takvi da je P = AN. Naime, ako je n = deg P i

P=ag+ a1 X+ +a X" '+, X", a,#0,

tada je
A=a, i N:X”_F%X"*l_F..._i_ﬂX_i_@.
Oy, (077 (07%

Naravno, i za polinome vrijedi kao i za cijele brojeve:
P,Q € K[X]\ {0}, P|Q 1 Q|P — Q=MP zaneki \e K[X|"=K)\{0},

PQeK[X], PIQ i QP < P=Q

Stoga je i za polinome najveca zajednicka mjera jedinstvena, ako zahtijevamo da se radi o normira-
nom polinomu. Jedinstvenu najvecu zajednicku mjeru polinoma A i B koja je normirana oznacavat

¢emo sa GCD(A, B).

Analogon prostih brojeva u prstenu polinoma K[X] igraju tzv. ireducibilni polinomi. Pri tome
se P € K[X] zove ireducibilan polinom, ako je je deg P > 0 i ako ne postoje nekonstantni
polinomi A i B takvi da je P = AB. Skup svih ireducibilnih normiranih polinoma oznacavat ¢emo
sa K;[X]. Nadalje, za polinome A i B kazemo da su relativno prosti ako je GCD(A, B) = 1.
Sasvim analogno kao i za cijele brojeve dokazuju se sljedece Cetiri posljedice propozicije 1.14.:

Korolar 1.8. Polinomi A, B € K[X] su relativno prosti ako i samo ako postoje P,Q € K[X]
takvi da je AP + BQ = 1.

Dokaz: Ako su A i B relativno prosti, tj. ako je GCD(A, B) = 1, onda prema tvrdnji (d)
propozicije 1.14. postoje polinomi P, Q) € K[X] takvi da je AP+ B(@Q = 1. Obratno, pretpostavimo
da je AP + BQ = 1 za neke polinome P, Q € K[X]. Tada svaka zajednicka mjera od A i B dijeli
1. To znaéi da je 1 jedina normirana zajednicka mjera od A i B, tj. GCD(A, B) = 1.
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Korolar 1.9. Neka su polinomi A, B,C € K[X] takvi da su A i B relativno prosti i da su A i C
relativno prosti. Tada su A i umnozak BC' relativno prosti.

Dokaz: Prema tvrdnji (d) propozicije 1.14. postoje P,Q, R, S € K[X] takvi da je
AP+ BQR =1 i AR+ CS =1
Tada za U = APR+ CPS+ BQR iV = @S nalazimo
AU + (BC)V = A’PR+ ACPS + ABQR + BCOQS = (AP + BQ)(AR+CS) = 1.
Prema korolaru 1.8. slijedi GCD(A, BC) =1, tj. Ai BC su relativno prosti.

Korolar 1.10. Neka su A, B € K[X] relativno prosti i neka je C' € K[X]| takav da A|BC. Tada
AlC.

Dokaz: Prema korolaru 1.8. postoje P,Q € K[X] takvi da je AP + BQ = 1. Odatle je
C = CAP + CBQ, pa ako A|(BC), tj. BC' = AS za neki S € K[X], tada je

C=CAP+ CBQ =CAP+ ASQ = A(CP + 5Q).
Dakle, A|C.

Korolar 1.11. Neka su A, B € K[X] relativno prosti i neka je C € K[X] takav da A|C i B|C.
Tada (AB)|C.

Dokaz: Prema korolaru 1.8. postoje P,Q € K[X] takvi da je AP+ BQ = 1. Nekasu R, S €
K[X] takvi da je C = AR = BS. Tada nalazimo

C=CAP+ CBQ = BSAP + ARBQ = AB(SP + RQ).
Dakle, (AB)|C.

Nadalje, za polinome pomocu korolara 1.10. dobivamo sljede¢i analogon leme 1.1.:

Lema 1.4. Ako su Ay,...,As € K[X], s > 2, i ako za P € K;[X] vrijedi P|(A;y---As), onda
P|A; za neki .

Dokaz provodimo matematickom indukcijom u odnosu na s > 2.

(1) Pretpostavimo najprije da je s = 2, dakle, P|(A;A43) i Pt A;. Buduéi da su P i 1 jedini
normirani djelitelji od P, slijedi GCD(A;, P) = 1. Sada iz korolara 1.10. (za A = P, B = A; i
C = Ay) slijedi P|A,.

(2) Provedimo sada i korak indukcije. Neka je s > 3 1 pretpostavimo da je lema dokazana za
slucaj umnoska od s —1 faktora. Ako P dijeli umnozak A;Ay--- Ag) = Ay(Ay - -+ Ay), onda prema
(1) vrijedi P|A; ili P|(Az---As). U ovom drugom slucaju iz pretpostavke indukcije slijedi P|A;
zaneki i € {2,...,s}.

Vrlo slicno kao sto se iz leme 1.1. dokazuje teorem 1.1. iz leme 1.4. se dokazuje teorem o
jedinstvenoj faktorizaciji u prstenu polinoma:

Teorem 1.6. Neka je P € K[X], deg P > 1. Tada postoje r € N, A € K* ¢ Py,..., P. € K;[X]
takvi da je

P=A\P,---P.
Ako suis €N, pe K* i Q,...,Qs € K;[X]| takvi da je
P=puQ:---Qs,

tada je s = r, p = X @ postogi permutacija o € S, takva da je Py = Qsuy 2ai=1,...,71.
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Dokaz: Prije svega, za svaki P € K|[X] stupnja > 1 postoji jedinstven A € K* i jedinstven
P’ € Ki[X] takvi da je P = AP’. Stoga u daljnjem mozemo pretpostavljati da je polinom P
normiran.

Dokaz egzistencije faktorizacije tada dokazujemo indukcijom po deg P > 1. Ako je deg P =1,
tada je polinom P ireducibilan, pa mozemo uzeti r = 11 P; = P. Pretpostavimo sada da je n > 2
i da je egzistencija faktorizacije dokazana za polinome stupnja manjeg od n. Neka je deg P = n.
Ako je polinom P ireducibilan, opet imamo faktorizaciju sa samo jednim faktorom: r =11 P, = P.
Ako polinom P nije ireducibilan, onda postoje A, B € K;[X] takvi da je P = AB, deg A > 1
ideg B > 1. Tada sudeg A < nideg B < n, pa po pretpostavci indukcije polinomi A i B
imaju faktorizacije u ireducibilne faktore. Skupimo li te dvije faktorizacije zajedno, dobivamo
faktorizaciju umnoska AB = P.

Dokazimo sada jedinstvenost. Pretpostavimo da je

P=P P =Q--Q,

pri cemu su P, ..., P, Q1,...,Qs € K;[X]|. MoZemo pretpostaviti da je r < s (ako nije, zamijen-
imo uloge P; i );). Imamo P;|P, tj. Pi|(Q1---Qs). Sada iz leme 1.4. slijedi da P; dijeli jedan od
faktora, tj. postoji j € {1,...,s} takav da P|Q;. Bududi da su P i @); ireducibilni i normirani,
slijedi P, = @;. Stavimo tada j = o(1). Gornju jednakost mozemo skratiti sa P, pa dobivamo

pern- I e

1<i<s, i#j

Jednako rezoniranje pokazuje da postoji i € {1,...,s}\ {j} takav da je P, = Q;. Tada stavljamo
5(2) = 4. Korak po korak dolazimo do injekcije {1,...,7} — {1,..., s} takve da vrijedi P, = Qo)
za k=1,...,r. Kad bi bilo s > r, imali bismo

Pl"'Pr:Pl"'PrQ — 1:Q’

gdje je @ umnozak svih polinoma @Q; za j € {1,...,s} \ {o(1),...,0(r)}. No to je nemoguce jer
je deg Q; > 1 Vj, dakle, deg @@ > s —r > 0. Ova kontradikcija pokazuje da je s = r, dakle,

ocesS, i Pi:Qg(i) V’iE{l,...,T}
i time je dokazana tvrdnja o jedinstvenosti.

Skup ireducibilnih normiranih polinoma vrlo je jednostavno opisati ako je polje K algebarski
zatvoreno. Pri tome kazemo da je polje K algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom
P € K[X] ima u polju K nultocku:

Pe K[X], degP>1 — Jo € K takavdaje P(a)=0.

Primjer algebarski zatvorenog polja je polje C kompleksnih brojeva; to je tvrdnja tzv. Fundamen-
talnog teorema algebre koji je tema sljede¢eg odjeljka.

Propozicija 1.15. Ako je polje K algebarski zatvoreno onda je
K X]={X —a; a€ K}.

Dokaz: Primijetimo najprije da je za svako polje K i za svaki a € K polinom X — « ire-
ducibilan:
{X —a; a€e K} C K;[X].
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Doista, svaki takav polinom je stupnja 1, pa ne moze biti prikazan kao umnozak nekonstantnih
polinoma.

Neka je P € K;[X]. Neka je a € K takav da je P(a) = 0. Po propoziciji 1.13. polinom
P djeljiv je s polinomom X — «, tj. postoji @ € K[X] takav da je P = (X — a)Q. Kako je
polinom P ireducibilan slijedi ¢) = 1, odnosno P = X — «. Time je dokazana i obrnuta inkluzija
K[ X] C{X — a; a € K}, dakle vrijedi jednakost:

K[ X]|={X—-a; a€ K}.
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1.5 Fundamentalni teorem algebre

Polinom P = X? + 1 € R[X] nema nultocki u polju R realnih brojeva. Medutim, ako polje R
prosirimo do polja C kompleksnih brojeva, dolazimo do dvije nultocke ¢ i —i. U stvari, korak po
korak postupno smo prosirenjem brojevnih sustava

NczZcQcRcC

omogucavali rjesivost sve opéenitijih i opcenitijih jednadzbi. Vaznost polja C kompleksnih brojeva
jest u tome da nam nisu potrebna daljnja prosirenja: u polju C svaka polinomijalna jednadzba
ima rjeSenje. Upravo to se zove Fundamentalni teorem algebre:

Teorem 1.7. Neka je P polinom jedne varijable s koeficijentima iz polja C koji je nekonstantan,
tj. deg P > 1. Tada postoji o € C takav da je P(a) = 0.

Prvi potpun dokaz ovog teorema sadrzan je u Gaussovoj doktorskoj disertaciji 1799. godine.
Kasnije je Gauss pronasao jos tri dokaza tog teorema, svaki baziran na razli¢itim idejama i argu-
mentima. Mi ¢emo prikazati vjerojatno najjednostavniji dokaz Fundamentalnog teorema algebra,
koji se bazira na teoriji analitickih funkcija kompleksne varijable. Iskoristit ¢emo tzv. Liouvilleov
teorem:

Teorem 1.8. Neka je f : C — C funkcija koja je analiticka na cijeloj kompleksnoj ravnini C i
koja je ogranicena, tj. takva da postoji M > 0 takav da je |f(N)| < M VA € C. Tada je funkcija
f konstantna.

Dokaz teorema 1.7.: Dokazujemo metodom suprotnpog. Dakle, pretpostavimo da je
P € C[X] nekonstantni polinom i da je P(a) # 0 Ya € C. Mozemo pretpostaviti da je poli-
nom P normiran:
P=X"4+u X" '+ +a, 1 X+ an.

Bududi da se analiticka funkcija A — P()\) nigdje ne poniStava, to je i njena reciproéna vrijednost

funkcija koja je analiticka na cijeloj kompleksnoj ravnini.
Dokazat ¢emo da je funkcija f ogranicena. Prije svega, neka je

N:max{\j/|ozj|; jzl,Q,...,m}.

Ako je A € Ci |A\| > 2mN, onda za svaki j € {1,...,m} vrijedi

_ . . || 1 1
J . J J . =i I
pa slijedi
ﬂ+%+...+Q_m‘ <M+@+...+M <ﬁ:l
A A2 P DY IA2| A~ 2m
Stoga za svaki takav A vrijedi
Oy, 1 1

o Oy, o o
’1_|_ 1_|__2_|_..._|__ 21_ _1_|__2_|_..._|__ >1__:2’

ek
AN Xz AN Al =2
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a odatle nalazimo

1 1

1 & @nN)™ 2
FO) A f A ] [T+ S+ B G| TS (2mN)m
Dakle, vrijedi
2
A > 2mN — N < ———. 1.5
Al > 2m fV] < 2mN)™ (1.5)

S druge strane, neprekidna funkcija f na zatvorenom krugu {\ € C; |\| < 2mN} je ogranicena,
tj.
R=sup{|f(N)]; A€ C, |\ <2mN} < +o0
Stoga vrijedi
A <2mN = f(N] < R. (1.6)
2

Ako stavimo M = max {W,R}, iz (1.5) i (1.6) vidimo da vrijedi

IfOA <M  VieC.

Sada iz Liouvilleovog teorema 1.7. slijedi da je funkcija f konstantna. No to nije moguce, jer
je P po pretpostavci nekonstantan polinom. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka bila
pogresna: nije moguée da nekonstantan polinom P € C[X] nema nijednu nultocku u polju C.
Time je Fundamentalni teorem algebre dokazan.

Prema propoziciji 1.15. skup svih normiranih ireducibilnih polinoma s kompleksnim koeficijen-
tima je
Ci[X]={X -\ XeC}.
Odatle mozemo odrediti i skup svih normiranih ireducibilnih polinoma s realnim koeficijentima:

Propozicija 1.16. Za polje R realnih brojeva je
Ri[X]={X -\ NeR}U{X?*+aX +0; a,BE€R, o® <43}

Dokaz: Prema pocetku dokaza propozicije 1.15. imamo X — X\ € R;[X] za svaki A € R. Neka

je
PeR[X]\{X — X\ X eR}

Tada P nema realne nultocke; doista, inac¢e bismo kao u dokazu propozicije 1.15. mogli zakljuciti
daje P = X—Azaneki A € R. Zbog Fundamentalnog teorema algebre tada postoji A € C\R takav
da je P(A) = 0. Buduéi da polinom P ima realne koeficijente odatle slijedi da je P (X) = P(\) = 0.
Bududi da je A # ), iz teorema 1.4. slijedi da je u prstenu C[X] polinom P djeljiv s polinomom
(X — A\ (X — A). Medutim,

(X = N)(X =) = X2 —2(ReN) X + |\]* € RIX],

dakle (X — A)(X — )) dijeli polinom P i u prstenu R[X]. Zbog ireducibilnosti polinoma P u
R[X] zakljuéujemo da je P = (X — X\)(X — A). Stavimo li @ = —2Re\ i § = |A[?, dobivamo
P=X?+aX + 3, akako je A # A, to je |Re\| < ||, dakle a? = 4(Re \)? < 4|A]* = 43. Time

je dokazano da vrijedi

RIXI\{X - X AeR}C{X?*+aX +83; a,B€R, o? <45},
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odnosno,
RiX]C{X -\ NeR}U{X?*+aX +3; a,f R, o <48}

Vrijedi i obrnuta inkluzija. Doista, ve¢ znamo da je {X — A; A € R} C R;[X]. Nadalje, ako su
a, € R takvi da je o < 443, onda se polinom X? + o X + 3 ne moze napisati kao produkt dvaju
nekonstantnih polinoma iz K;[X]. Doista, pretpostavimo suprotno da je

X’ +aX+8=PQ, PQcK|[X], degP>1, deg Q> 1.

Tada je deg P + deg Q = 2 pa slijedi da su normirani polinomi P i () nuzno stupnja 1. Drugim
rijeCima, postoje A\, € R takvidaje P=X — A1 @Q = X — pu. Slijedi

X4 aX+8=(X-NX—p)=X>—N+p)X + e

No tada je
a odatle nalazimo

o — 4B =N+ 20+ p® — A = N =20+ pt = (A — p)? > 0.

To je u suprotnosti s pretpostavkom a? < 43. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka o
reducibilnosti polinoma X2 4+ o X + 3 bila pogresna. Time je dokazana inkluzija

{X*+aX +6; a,f €R, o® <48} CRy[X],

tj.
{X - X AeRIU{X’+aX +8; a,B€R, o <48} CR[X].

Iz dvije suprotne inkluzije slijedi jednakost u tvrdnji propozicije.



Poglavlje 2

Grupe

2.1 Normalne podgrupe. Kvocijentne grupe

Neka je G grupa i H podgrupa od G. Za a,b € G pisemo a ~" b ako je b~'a € H. Na taj nacin
definirana je relacija ekvivalencije na skupu G, odnosno, vrijedi:

(a) refleksivnost: a ~" a Va € G

(b) simetricnost: za a,b € G iz a ~f b slijedi b ~* a;

c) tranzitivnost: za a,b,c € G iz a ~" bi b~ cslijedi a ~ c.
J

Doista, za svaki a € G je a 'a = e € H, dakle vrijedi a ~ a. Nadalje, pretpostavimo da je
a ~ b. Tada je b='a € H, pa slijedi da jei a™'b = (lfla)f1 € H, dakle vrijedi b ~" a. Napokon,
neka vrijedi a ~® b1 b~ ¢ tj. b'a,c7'b € H. Tada nalazimo da je i ¢c™'a = (¢7'0)(b~'a) € H,
dakle vrijedi a ~* c.

Kao sto je uvijek kad je zadana relacija ekvivalencije, grupa G je disjunktna unija svih svojih
klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju ~ . Za a € G oznacit ¢emo sa [a] klasu ekvivalencije u
odnosu na relaciju ~ u kojoj se nalazi element a :

a]={becG; b~"a}={becG; a'bec H}.
Lema 2.1. Neka je G grupa, H njena podgrupa i a € G. Tada je
la| = aH = {ah; h € H}.

Dokaz: Neka je b € [a]. Tada je h = a~'b € H. Odatle mnoZenjem slijeva sa a dobivamo
b = ah. Time je dokazana inkuzija [a] C aH. Za dokaz obrnute inkluzije uzmimo da je b € aH. Po
definiciji skupa aH to znaéi da je b = ah za neki h € H. No tada je a='b = h € H, dakle b ~* q,
odnosno b € [a]. Time je dokazana i obrnuta inkluzija [a] D aH, dakle jednakost.

Klase ekvivalencije [a] = aH, a € G, zovu se desne klase u grupi G u odnosu na podgrupu
H, ili krace desne H—klase u G.

Sasvim analogno relaciji ~ definira se relacija ~:
H

a i~ b — ab™' € H.

37
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Naravno, “~ je takoder relacija ekvivalencije u grupi G, a klasa ekvivalencije koja sadrzi element
a € G jednaka je
Ha={ha; he¢ H} ={bc G; b~ a}.

Ha se zove lijeva klasa u grupi G u odnosu na podgrupu H, ili krace lijeva H—klasa u G.

Izmedu bilo kojih dviju H—klasa u grupi G postoji bijekcija. Doista, za element ¢ grupe G
definiramo preslikavanja ., ¥, x.: G — G :

¢(a) = cac™!, (a) = ac, Xc(a) = ca, aeG.
Propozicija 2.1. Neka je G grupa, H podgrupa i c € G. Tada vrijedi:

(a) @ je izomorfizam grupe G na samu sebe; restrikcija p.|Hc je bijekcija lijeve H—klase Hc
na desnu H—Fklasu cH.

(b) 1. je bijekcija sa G na G; za a,b € G restrikcija V,—1,|Ha je bijekcija sa Ha na Hb.
(¢) xe je bijekcija sa G na G; za a,b € G restrikcija xpo-1|aH je bijekcija sa aH na bH.

Dokaz: (a) . je homomorfizam jer
we(ab) = cabc™ = cac™ebe™! = po(a)p.(b).

©. je injekcija. Doista, pretpostavimo da su a,b € G takvi da je p.(a) = @.(b). To znaéi da je
cac™! = cbe™!, a mnozenjem te jednakosti slijeva sa ¢! i zdesna sa c slijedi a = b. ¢, je i surjekcija
sa G na G. Doista, za bilo koji a € G imamo ¢.(c"tac) = cc lacc™’ = a. Prema tome, ¢, je
izomorfizam grupe G na samu sebe.

Napokon, o¢ito je ¢.(Hc) = cHee™ = cH.

(b) ¥, je injekcija:

Ye(a) = e (b) = ac="bc /-c! = a=>b.

1

. je i surjekcija, jer je 1.(ac™t) = ac™'c = a. Napokon,

Ve-1p(Ha) = Haa b = Hb.
Sasvim analogno dokazuje se i (¢).

Prema tome, sve H—klase u grupi G (i lijeve i desne) medusobno su bijektivne. Posebno,
u konaé¢noj grupi G sve one imaju isti broj elemenata i to je upravo broj elemenata podgrupe
H = He=¢eH.

Za kona¢nu grupu G sa |G|éemo oznacavati njezin broj elemenata. |G| se obitno zove red
grupe G. Opcenitije, sa |S| ¢emo oznacavati broj elemenata bilo kojeg konacnog skupa S.

Teorem 2.1 (Lagrangeov teorem). Neka je G konacna grupa i@ H njena podgrupa. Tada je
red |G| grupe G djeljiv s redom |H| grupe H. Preciznije, ako je |G| = n, |H| =k i ako je p broj
desnih H—Fklasa v G, onda je n = pk; p je ujedno broj lijevih H—klasa u grupi G.

Dokaz: Neka su ay, as, ..., a, predstavnici svih desnih H—klasa u G. Tada imamo disjunktnu
uniju
G=aHUaHU...Ua,H.
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Prema propoziciji 2.1. broj elemenata u svakoj od klasa a;H jednak je |H| = k. Iz gornjeg rastava
u disjunktnu uniju slijedi n = pk.

Za podgrupu H grupe G kazemo da je konaénog indeksa u grupi G' ako ima samo konacno
mnogo razli¢itih desnih H —klasa u grupi G. Taj se broj oznacava sa (G: H) i zove indeks podgrupe
H u grupi G. Ocito je (G: H) ujedno i broj razlicitih lijevih H—klasa u G. Prema Lagrangeovom
teoremu za konacnu grupu G i za bilo koju njenu podgrupu H vrijedi:

|G|

(G:H) = ik

Podgrupa H grupe G zove se normalna podgrupa ako je He = cH Ve € G. Cinjenicu da je
H normalna podgrupa od G zapisujemo ovako: H < GG. Pomnozimo li jednakost Hc = cH zdesna
sa ¢ ! dobivamo H = cHc™!. Dakle, podgrupa H je normalna u grupi G ako i samo ako vrijedi

cHc'=H Ve e G,
odnosno, uz prije uvedenu oznaku ¢, ako i samo ako je p.(H) = H Vc € G.

Neka je H normalna podgrupa grupe G. Sa G/H ¢emo oznacavati skup svih H—klasa u G. U
taj skup uvodimo binarnu operaciju sa:

(aH)(bH) = abH,  aH,bH € G/H, tj. a,beG.

Cinjenica da je podgrupa H normalna osigurava smislenost ove definicije, tj. da rezultat abH ne
ovisi o izboru predstavnika a i b dviju H—klasa. Doista, neka su o’ i b’ druga dva predstavnika istih
H—XKlasa, tj. aH = a'H i bH = V'H. To znaéi da je a ~ o' i b ~7 ¥, tj. vrijedi h =a 'a’ € H i
k=010 € H. Dakle, a’ = ah i b/ = bk pa imamo

a'b' = ahbk = abb™ ' hbk.

Dakle, vrijedi a'b/ = abg, uz oznaku g = b~ hbk. Imamo b~'hb = py-1(h) € -1 (H) = H, jer je
H normalna podgrupa. Stoga je g = b~'hbk € H, dakle o't/ = abg € abH, odnosno, a'b' ~* ab ili
a'b'H = abH.

S tako definiranom operacijom skup H—klasa G/H postaje grupa. Doista, operacija je asoci-
jativna:

((aH)(bH))(cH) = (abH)(cH) = abcH = (aH)(bcH) = (aH((bH)(cH)).

Klasa H = eH je neutralna (jedini¢ni element iz G/H) u odnosu na tu operaciju:
(eH)(aH) = (aH)(eH) = aH aH € G/H.
Napokon, za aH € G/H imamo
(a'H)(aH) = (aH)(a "H) = eH,

dakle e 'H € G/H je invers od aH. G/H se zove kvocijentna grupa grupe G' po normalnoj
podgrupi H.

Sada mozemo poboljsati tvrdnje propozicije 1.7.:
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Teorem 2.2. Neka je p : Gy — Gy homomorfizam grupa.
(a) H = Ker ¢ je normalna podgrupa od G1.

(b) Preslikavanje ® : G1/H — Im ¢ definirano sa ®(aH) = ¢(a), a € Gy, je izomorfizam
kvocijentne grupe G1/H na grupu Im .

Dokaz: (a) Neka je h € H. Tada je h € Ker ¢, dakle ¢(h) = eq,. Stoga za svaki a € G4

imamo

plaha™) = p(a)p(h)p(a) ™ = pla)p(a) ™ = e,
dakle, aha™t € Ker ¢ = H. Time smo dokazali inkluziju aHa™' C H, Va € G,. Zamjenom a sa
a~! dobivamo i a™'Ha C H Va € G;. MnoZenjem te inkluzije slijeva sa a i zdesna sa a™! slijedi
aHa™' D H Va € Gy. Iz dvije inkluzije zakljucujemo da je aHa ! = H Va € Gy, dakle, H je
normalna podgrupa grupe Gi.

(b) Prije svega dokazimo da je definicija preslikavanja ® smislena, tj. da ne ovisi o izboru
predstavnika H —klase. Neka su a,a’ € G; takvi da vrijedi aH = @’ H, odnosno a ~* a’, $to znaci
da je d~'a € H = Ker ¢. Dakle, imamo ¢p(a'ta) = eg,, a odatle p(a’) " p(a) = eg,. Mnozenjem
ove jednakosti slijeva sa p(a’) dobivamo ¢(a) = ¢(a’), a to smo i zeljeli dokazati.

® je homomorfizam, jer

((aH)(bH)) = P(abH) = p(ab) = p(a)p(b) = P(aH)P(bH ).
® je injekcija, jer
®(al) =0(bH) = pla)=9p0b) = @b a)=¢0b) pla) =, =

== blac Kerp=H — a~fb = aH = bH.

Napokon, treba jos dokazati da je ® surjekcija na Im . Neka je ¢ € Im ¢. Tada postoji a € G
takav da je ¢ = p(a). No tada po definiciji preslikavanja ® vrijedi ¢ = ®(aH).

Neka je G grupa. Podskup Z(G) = {z € G; xa = ar Ya € G} zove se centar grupe
G. To je normalna komutativna podgrupa od G. Doista, oc¢ito je e € Z(G). Nadalje, ako je
r € Z(G), mnoZenjem jednakosti ar = wa slijeva i zdesna sa z7! slijedi x7'a = az™! Va € G,
dakle 7! € Z(G). Napokon, ako su z,y € Z(G), za bilo koji a € G imamo rya = zay = axy, §to
pokazuje da je xy € Z(G). Time smo dokazali da je Z(G) podgrupa od G. Ona je o¢ito komuta-
tivna. Ta je podgrupa normalna, jer za x € Z(G) i a € G imamo axa™' = x, §to pokazuje da je

aZ(G)a ' = Z(G) Va € G.

Primijetimo da ako je K podgrupa od G, koja je sadrzana u Z(G), onda Va € G vrijedi
aKa ' = K. Dakle, svaka je takva podgrupa normalna. Takva se podgrupa zove centralna.

Imamo Z(GL,(R)) = {\[; A € R*}, gdje je I oznaka za jedini¢nu matricu. Za parni n € N
je Z(SL,(R)) = {I,—I}, a za neparni n je Z(SL,(R)) = {I}. Za simetri¢nu grupu S,, imamo
Z(S2) = 521 Z(5,) ={e} zan > 3.
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2.2 C(Ciklicke grupe

0 n—1

Neka je G grupaia € G. Stavimo a® = e, a' = a, azan > 2 definiramo induktivno a" = a-a
Dakle, " = a-a---a (n faktora). Nadalje, za n € N stavljamo ™™ = (a~!)". Na taj nacin za
svaki a € G 1 za svaki n € Z definirali smo a™. Dakle, za svaki a € G imamo preslikavanje

®,:Z — G, ®,(n) =a", neZ.

Lako se vidi da za bilo koje n,m € Z vrijedi a"t™ = a"a™. Drugim rije¢ima, ®, je homomorphizam
aditivne grupe Z u grupu G. Njegovu sliku oznac¢imo sa

(a) =Im ®, = {a"; n € Z}.

(a) je najmanja podgrupa od G koja sadrzi element a. Opéenito, za bilo koji podskup S grupe
G za najmanju podgrupu koja sadrzi skup S kazemo da je generirana sa S i oznacavamo je sa
(S). Grupa generirana jednim elementom zove se ciklicka. Prema teoremu 2.2. ciklicka podgrupa
(a) generirana nekim elementom a € G izomorfna je kvocijentnoj grupi Z/Ker ¢, aditivne grupe
cijelih brojeva po jezgri Ker ®, homomorfizma ®, : n +— a™ :

Ker &, ={n € Z; a" =e}.

Lema 2.2. Neka je K podgrupa aditivne grupe Z. Tada je ili K = {0} ili postoji m € N takav da

je
K =mZ = {km; k € Z} = {n € Z; n je djeljiv sa m}.

Dokaz: Pretpostavimo da je K # {0}. Tada je K NN # (). Neka je m najmanji broj iz skupa
K NN. Tada je km € K za svaki prirodan broj k, jer je km = m +m+ ...+ m (k sumanada). I
suprotan element —km je sadrzan u K. Time smo dokazali inkluziju K O mZ. Dokazimo i obrnutu
inkluziju. Neka je n € K. Mozemo pisati n = km + p, pri cemu je k € Zip € {0,1,...,m — 1}.
Tada je km € K, daklei p =n — km € K. Kako je p < m, zbog izbora broja m slijedi da mora
biti p = 0. Dakle, n = km i time je dokazana obrnuta inkluzija K C mZ. Stoga imamo jednakost
K =mZ.

Za prirodan broj m kvocijentnu grupu Z/mZ oznac¢avamo sa Z,,. To je ciklicka grupa m—tog
reda. Kao skup ona se moze identificirati sa skupom {0,1,...,m — 1}, a operacija je zbrajanje
modulo m : zbroj brojeva j i k modulo m je jedinstven broj n € {0,1,...m — 1} takav da je
J+k —ndjeljivsam. Ustvari,n =7+ k,akojej+k<m,an=j+k—m,akojej+k>m.
Ova razmatranja pokazuju da vrijedi:

Propozicija 2.2. Neka je G grupa i a € G. Za ciklicku grupu (a) generiranu elementom a ispu-
njena je jedna od sljedece dvije mogucénosti:

(a) (a) je beskonacna grupa. To je ispunjeno tocéno onda kad je ®, monomorfizam, tj. kad je
a #a™ zan #m. Tada je n — a"™ izomorfizam aditivne grupe Z na grupu {(a).

(b) (a) je konacna grupa. Tada je {a) = {e,a,a?, ..., a™ '} za neki prirodan broj m i preslika-
vanje n — a" je izomorfizam grupe Z,, ={0,1,...,m — 1} na grupu {(a).

Neka je G konacna grupa reda |G| = n s jedinicnim elementom e i neka je a € G. Prema
propoziciji 2.2. tada je podgrupa (a) generirana elementom a izomorfna ciklickoj grupi Z,, za
neki prirodan broj m. Red m = |(a)| grupe (a) zove se period elementa a i to je najmanji
prirodan broj k za kojeg je a* = e. Tada je a™ = e i za medusobno razlicite 4, j € {0,1,...,m—1}
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je a' # a’. Prema Lagrangeovom teoremu (teorem 2.1.) period svakog elementa a € G je djelitel;
reda n grupe G. Jedinica e je jedini element grupe G reda 1. Ako je red n grupe G prost broj
onda je period svakog elementa a # e grupe G jednak n. To znaéi da (a) podgrupa reda n dakle
jednaka je ¢itavoj grupi G. Tim razmatranjem dokazali smo:

Propozicija 2.3. Neka je G konacéna grupa reda n. Period svakog elementa a € G je djelitelj od
n. Ako je n prost broj i a # e onda je {(a) = G, tj. element a je generator grupe G.

Neka je G' kona¢na grupa reda n i neka je m period elementa a € G, dakle a™ = e. Prema
prethodnoj propoziciji je n = mgq za neki prirodan broj ¢. Imamo a" = @™ = (a™)? = e = e.
Dakle, vrijedi a® = e Va € G. Najmanji prirodan broj k takav da je a* = e Va € G zove se
eksponent grupe G.

Propozicija 2.4. Neka je G konacna grupa reda n i eksponenta k. Brojn djeljiv je s brojem k.

Dokaz: Neka su aq,as,...,a, svi elementi grupe G i neka su redom mq, mo, ..., m, periodi
tih elemenata. Za ¢ € Nij € {1,2,...,n} vrijedi a] = e ako i samo ako je ¢ visekratnik broja m;.
To znaci da je eksponent k grupe G visekratnik svakog od brojeva mq, ms, ..., m,. Prema tome,
k je najmanji zajednicki visekratnik brojeva mi, ms,..., m,. Prema propoziciji 2.3. red n grupe
G je visekratnik svakog od brojeva mi,ms, ..., m,. No, svaki zajednicki visekratnik djeljiv je s
najmanjim zajednickim visekratnikom. Dakle, n je djeljiv s k.

Razmotrimo sada posebno Abelove konacne grupe. Sjetimo se da je svaka podgrupa Abelove
grupe normalna, dakle po svakoj se podgrupi moze formirati kvocijentna grupa.

Propozicija 2.5. Neka je G Abelova grupa reda n i eksponenta k. Tada je neka potencija broja
k djeljiva sa n. Drugim rijecima, ako je n djeljiv s prostim brojem p onda je i k djeljiv s p.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom u odnosu na red grupe G. Baza indukcije |G| = 1, tj.
G = {e}, je trivijalna. Provedimo korak indukcije. Neka je |G| = n > 2 i pretpostavimo da
je tvrdnja dokazana za Abelove grupe reda manjeg od n. Neka je a € G, a # e. Oznac¢imo sa ¢
period elementa a. Tada je k djeljiv sa ¢, tj. k = ¢qj za neki j € N. Neka je H = (a). Tada je
|H| = q. Oznacimo sa r eksponent kvocijentne grupe G/H. Ocito za svaki element a € G vrijedi
(aH)* = a*H = e¢H, a to je jedinica u kvocijentnoj grupi G/H. Prema tome, k je djeljiv sa r tj.
k =rs, zaneki s € N. Neka je m red kvocijentne grupe G/H. Naravno, po Lagrangeovom teoremu
je n = mgq. Kako je m < n, po pretpostavci indukcije neka potencija od r djeljiva je sa m. Dakle,
postoje 4, p € N takvi da je r* = mp. Prema tome, imamo sljedeée jednakosti:

n = mq, k= qy, k=rs, rt = mp.
Odatle slijedi:
El =k k' = kr's' = gjmps’ = njps’.

Dakle, potencija k! je djeljiva sa n.

Posebnu ulogu medu Abelovim grupama igraju ciklicke grupe, tj. grupe generirane jednim
elementom.

Propozicija 2.6. Neka je G ciklicka grupa.
(a) Svaka podgrupa od G je ciklicka.

(b) Za svaku podgrupu H od G kvocijentna grupa G/H je ciklicka.
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Dokaz: Ako je grupa G beskonacna onda je G izomorfna aditivnoj grupi Z. Prema lemi 2.2.
svaka netrivijalna podgrupa od Z je oblika

mZ = {km; k € Z} = {0,m, —m,2m, —2m, ...}

za neki prirodan broj m. Ta je podgrupa ciklicka: generator joj je m. Nadalje, i kvocijentna grupa
Ly, = 7/mZ je ciklicka. Dakle, propozicija je dokazana ako je grupa G beskonacna.
Pretpostavimo sada da je grupa G konac¢na reda n i neka je a generator grupe G :

G = (a) ={e,a,a® ...,a" '}
Neka je H # {e} podgrupa od G. Stavimo
m=min{k €N; a" € H}.

Tvrdimo da je tada a™ generator grupe H. Doista, neka je b € H proizvoljan. Tada je b = a* za
neki k € {0,1,...,n— 1}. Mozemo pisati k = ms + j za jedinstvene cijele brojeve s i j takve da
jes>010<j<m. Tadaje b= a™" = (a™)"a’. Imamo a™ € H, pa slijedi @/ =b(a™)"* € H.
Kako je 0 < j < m iz definicije broja m slijedi j = 0. Dakle, kK = ms pa slijedi b = (a™)® € (a™).
Time je dokazana inkuzija H C (a™). Kako je a™ € H, obrnuta inkluzija (a™) C H je ocigledna.
Dakle, vrijedi jednakost H = (a™) i time je dokazano da je grupa H ciklicka.

Napokon, ako a € G generira grupu G, onda njegova H—klasa aH generira kvocijentnu grupu
G/H, dakle i kvocijentna grupa G/H je ciklicka.
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2.3 Grupe transformacija

I u matematici i u primjenama grupe koje se prirodno pojavljuju najcesée djeluju na nekom
skupu. Neka je G grupa i S neprazan skup. Kazemo da grupa G djeluje na skupu S ako je
zadan homomorfizam grupe G u grupu permutacija skupa S. To znaéi da je za svaki a € GG zadana
bijekcija ¢, : S — S'i da vrijedi ¢, o ¢, = @a. Vrlo ¢esto se zadano djelovanje grupe G na skupu
S zapisuje bez posebnih oznaka za permutacije ¢, skupa S. Naime, definiramo li ax = @,(x),
a € G, r € S, vidimo da se djelovanje grupe G na skupu S moze opisati zadavanjem preslikavanja
G xS — S, (a,x) — ax, sa sljede¢im svojstvima:

(a) = — az je bijekcija sa S na S Va € G;
(b) a(bx) = (ab)x Va,be G i Vx € 8.

Djelovanje grupe G na skupu S zadaje na prirodan nacin relaciju ekvivalencije na S : za
x,y € S stavljamo x ~ y ako i samo ako postoji a € G takav da je y = ax. To je doista relacija
ekvivalencije na S :

za svaki s € S je s = es, dakle s ~ s;

ako su z,y € S takvi da je x ~ y, tj. ako vrijedi y = ax za neki a € G, onda je v = a1y,
dakle, vrijedi i y ~ x;

napokon, ako za z,y,z € S vrijedi x ~ y iy ~ 2, tj. ako za neke a,b € G vrijedi y = ax i
z = by, onda je (ab)r = a(bx) = ay = z, dakle vrijedi i x ~ z.

Klase ekvivalencije u skupu S zovu se G—orbite. G—orbita elementa = € S je skup

Oz)={yeS; v ~y}=Gzr ={azr; a € G}.

Za tocku x € S definiramo
G ={a € G; ax = x}.

G, je podgrupa od G koja se zove stabilizator tocke x u grupi G.

Propozicija 2.7. Neka je zadano djelovanje grupe G na skupu S i neka je x € S. Tada je
aG, — ax bijekcija sa skupa G /G, svih desnih G,—klasa u grupi G na G—orbitu O(x) elementa
x u skupu S. Posebno, ako je grupa G konaéna onda je broj elemenata G—orbite O(z) jednak
indeksu (G:Gy) stabilizatora G, tocke x u grupi G.

Dokaz: Prije svega, uo¢imo da je defnicija preslikavanja aG, +— ax sa skupa G /G, svih desnih
G,—klasa u skup S smislena, tj. da ne ovisi o izboru predstavnika G,—klase. Doista, neka su
a,b € G takvi da je aG, = bG,. Tada je b~'a € G, dakle vrijedi b~ 'ax = x, a odatle je ax = bu,
sto dokazuje smislenost definicije preslikavanja iz tvrdnje propozicije. Po samoj definiciji G—orbite
ocito je aG, +— ax surjekcija sa G/G, na O(z). Treba jos dokazati da je to i injekcija. Neka su
aG,,bG, € G/G, takvi da je ax = bx. Tada je b~'axr = x, dakle b~'a € G,, a to pokazuje da je
a ~% b, odnosno aG, = bG,. Time je dokazana i injektivnost preslikavanja aG, — ax.

Promatrat ¢emo sada djelovanje grupe GG na samoj sebi koje se zove konjugiranje. Za svaki
a € G bijekcija ¢, : G — G zadana je sa

vq(z) = aza™', zeG.
To je doista djelovanje grupe G na skupu G, jer je

©a (op(T)) = @q (bxb‘l) =a (b:pb_l) a” ' = (ab)x(ab) ™! = pu(z).
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Elementi x,y € G koji su ekvivalentni u odnosu na to djelovanje zovu se G—konjugirani ili
konjugirani u grupi G :

postoji a € G takav daje y=ara '

G—orbita elementa = € GG zove se klasa konjugiranosti tog elementa:
O(x) = {aza™"; a € G}.
Stabilizator elementa © € G oznacava se sa C(x) i zove centralizator elementa x u grupi G :
Co(z)={a€G; ava ' =2} = {a € G; ax = za}.

Dakle, centralizator Cg(x) elementa x je podgrupa koja se sastoji od svih elemenata grupe G koji
komutiraju sa x.

Presjek svih centralizatora Cg(z), * € G, je upravo centar grupe G :

Z(G) = ﬂ Ce(z) ={a € G; ax = xa Yz € G}.

zeG

Veé¢ smo spomenuli da je Z(G) je komutativna normalna podgrupa od G. Stovise, svaka podgrupa
od Z(@G) je normalna podgrupa od G.

Razmotrimo jos jedno djelovanje grupe G To je opet konjugiranje, ali ovaj puta na skupu G
svih podgrupa od G. Za a € Gi H € G stavimo

®,(H)=aHa™ ' = {aha™'; h € H}.

Tada je ®,(H) € G i na taj nac¢in definirano je djelovanje grupe G na skupu G, tj. ¢, 0 &, = O
i ®, =idg. Za podgrupe H, K € G grupe G kazemo da su konjugirane u grupi G ako postoji
a € G takav da je K = ®,(H) = aHa™!. Stabilizator podgrupe H € G u odnosu na to djelovanje
je podgrupa
Ng(H) ={a € G; aHa ' = H}

grupe G koja se zove normalizator podgupe H u grupi G. To je najveca medu svim podgrupama
grupe G koje sadrze H iu kojima je H normalna podgrupa. Drugim rije¢ima, vrijedi H < Ng(H)
i ako je K € G takva da je H < K, onda je K C Ng(H). G—orbite u skupu G zovu se klase
konjugiranosti podgrupa grupe G. Naravno, vrijedi Ng(H) = G ako i samo ako je H < G.
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2.4 Rjesive i proste grupe
Neka je G grupa. Definiramo tada
C(G) = (aba™'b™'; a,b € G).

Ako su a,b € G, onda se element aba'b~! zove komutator elemenata a i b. Primijetimo da je
aba™'b™! = e ako i samo ako je ab = ba, tj. ako i samo ako a i b komutiraju. Dakle, C'(G) je pod-
grupa od G generirana svim komutatorima elemenata. C'(G) se zove komutatorska podgrupa
grupe G. Ocito je C(G) = {e} ako i samo ako je grupa G komutativna.

Propozicija 2.8. Neka je G grupa. Tada je C(G) < G i kvocijentna grupa G/C(G) je ko-
mutativna. Nadalje, ako je H < G takva da je kvocijentna grupa G/H komutativna, onda je
C(G)C H.

Dokaz: Oznacimo sa S skup svih komutatora u grupi G :
S = {aba"'b""; a,b € G}.
Za bilo koje a, b, c € G imamo
c(aba b1t = (cac ) (ebe™h) (cac’l)_1 (cbc’l)_1 :

Odatle se vidi da je ¢Sc™t C S, a iz ¢1Sc C S slijedi i S C ¢Sc™!. Dakle, vrijedi jednakost
cSc™t = S za svaki ¢ € G. Kako S generira podgrupu C(G) i ¢Sc™! generira podgrupu cC(G)c ™!,
slijedi da je cC'(G)c™! = C(G) za svaki ¢ € G. Dakle, C(G) < G.

Ozna¢imo sada sa 7 epimorfizam grupe G na kvocijentnu grupu G /C(G) koji svakom elemenu
pridruzuje njegovu klasu:

m(a) = aC(G), aedG.
Tada je Kerm = C(G), pa za bilo koje a,b € G nalazimo

m(a)w(b)m(a) ' (b) " =7 (aba” b ") = e (jedinica u kvocijentnoj grupi G/C(G))

jer je aba™'b™! € S C C(G). Slijedi m(a)w(b) = w(b)w(a) Va,b € G, dakle, kvocijentna grupa
G/C(G) je komutativna.

Napokon, pretpostavimo da je H < G takva da je G/H komutativna. Za bilo koje a,b € H
je tada abH = (aH)(bH) = (bH)(aH) = baH. Bududi da se lijeve i desne H—klase u grupi G
podudaraju, ta se jednakost moZe pisati i ovako: Hab = Hba. Odatle je Haba 'b™! = H, pa
slijedi aba='b~' € H. Dakle, S C H, a kako je C(G) najmanja podgrupa od G koja sadrzi skup S,
zaklju¢ujemo da je C(G) C H.

Naravno, za svaku podgrupu H < G mozemo definirati C'(H): to je podgrupa generirana
skupom {hkh™'k™'; h, k € H} svih komutatora elemenata iz H. Posebno, induktivno definiramo
podgrupe C*(G), k € N :

CHG)=0(G), CHG)=0(C* (@) k=2
Kazemo da je G rjesiva grupa, ako postoji prirodan broj n takav da je C™"(G) = {e}. Naravno,

ako je grupa G komutativna onda je C'(G) = C(G) = {e}. Dakle, svaka komutativna grupa je
rjesiva.
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Teorem 2.3. Grupa G je rjesiva ako i samo ako postoji konacan rastuci niz podgrupa
{6}:G0§G1ngg"'anflan:G
takvih da vrijedi
(a) G;<Giyq 2a1=0,1,2,....,n— 1.
(b) Kvocijentna grupa Giy1/G; je komutativna za i =0,1,2,...,n— 1.
Dokaz: Pretpostavimo da je grupa G rjesiva i neka je n € N takav da je C"(G) = {e}. Stavimo
tada G; = C""(G) zai=0,1,2,...,n—11G, = G. Kako je
G, =C"7(G) = 0(C"7HG)) = C(Gi),
imamo rastuéi niz podgrupa
{e}=GyCG I CG,C---CG1 CG, =G

Prema propoziciji 2.8 tada za i € {0,1,...,n — 1} vrijedi G; = C(G,41) < Gi41. Nadalje, grupa
Giv1/Gi = Gi11/C(Giyq) je komutativna. Dakle, uvjet iz teorema je nuzan da bi grupa G bila
rjesiva.

Dokazimo sada dovoljnost tog uvjeta i pretpostavimo da imamo rastuéi konac¢an niz podgrupa
kao u iskazu teorema. Kako je tada grupa G,;1/G; komutativna, prema posljednjoj tvrdnji u
propoziciji 2.8 slijedi da je C(G;41) € G;. Indukcijom po k dokazat ¢emo sada da za svaki k
vrijedi C*(G) C G,,_i. Doista, baza indukcije je trivijalna, jer je C*(G) = C(G) = C(G,) C G,_1.
Za dokaz koraka indukcije, pretpostavimo da je k > 2 i da je dokazano da je C*"*(G) C G _pi1.
Slijedi

CH(G) = C(C*H(G)) € C(Groitr) € G
i time je dokaz koraka indukcije proveden. Posebno, za k = n dobivamo C™"(G) C Gy = {e},
dakle, grupa G je rjesiva.

Teorem 2.4. Neka je G grupa, H podgrupa od G © N normalna podgrupa od G.
(a) Ako je grupa G rjesiva, tada je i grupa H rjesiva.
(b) Ako je grupa G rjesiva, tada je i grupa G/N rjesiva.
(¢) Ako su grupe G/N i N rjesive, tada je i grupa G rjesiva.
Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz evidentne ¢injenice da je C¥(H) C C*(G) za svaki k.
(b) Oznacimo sa 7 : G — G /N epimorfizam koji svakom elementu grupe G pridruzuje njegovu

N —klasu:
m(a) = aN, acd.

Tada je 7 (aba™101) = 7(a)m(b)w(a) " tx(b)~1, pa slijedi da je
{r (aba~"b7"); a,b € G}

skup svih komutatora u kvocijentnoj grupi G/N. Odatle slijedi C(G/N) = 7(C(G)), a odatle
indukcijom po k nalazimo da je C*(G/N) = n(C*(Q)). Ako je n € N takav da je C"(G) = {e},
tada slijedi C"(G/N) = 7({e}) = {eq/n}. Dakle, grupa G/N je rjesiva.

(c) Pretpostavimo da su n,m € N takvi da je C"(G/N) = {eg/n} 1 C™(N) = {e}. Oznacimo
ponovo sa 7 epimorfizam G — G/N. U dokazu tvrdnje (b) vidjeli smo da je C*(G/N) = m(C*(G))
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za svaki k. Posebno je 7(C™(G)) = C*(G/N) = {eq/n}, dakle je C™(G) C Kerm = N. Sada slijedi
C"™M(G) C C™(N) = {e}, dakle, grupa G je rjesiva.

Grupa G zove se prosta ako su jedine njene normalne podgrupe {e} i G. To se drugim rije¢ima
kaze da grupa G nema netrivijalnih normalnih podgrupa.

Teorem 2.5. Rjesiva grupa je prosta ako i samo ako je ciklicka i red |G| joj je prost broj.

Dokaz: Neka je grupa G rjesiva i prosta. Tada je za neki n € N C*(G) = {e}, pa slijedi da
je O(G) # G; doista, iz C(G) = G slijedi da je C*(G) = G za svaki k. No prema propoziciji 2.8
je C(G) <4 G. Kako je grupa G prosta, slijedi C(G) = {e}, a to znaci da je grupa G komuta-
tivna. U komutativnoj grupi svaka je podgrupa normalna. Dakle, ako je a # e, onda mora biti
(a) = G. Dakle, grupa G je ciklicka. Kad bi G bila beskonac¢na, ona bi bila izomorfna aditivnoj
grupi Z, a ta grupa ima mnostvo podgrupa. Dakle, |G| = n € Niza a € G, a # e, imamo
G = {e,a,a?, ...,a" }. Kad bi bilo n = mk za neke m,k € N, m > 2, k > 2, onda bi H = <ak>
bila netrivijalna podgrupa od G, sto je nemoguce, jer je grupa G prosta. Dakle, n je prost broj.

Obratno, ako je p prost broj i |G| = p, onda je grupa G ciklicka, dakle, komutativna, dakle,
rjesiva, a takoder zbog Lagrangeovog teorema 2.1 grupa G nema nikakvih a ne samo normalnih
netrivijalnih podgrupa, dakle je prosta.

Kao obiéno sa S,, éemo oznaciti grupu permutacija skupa {1,2,...,n}, a sa A, podgrupu svih
parnih permutacija. Grupa A, zove se alternirajuéa grupa. Ako je 0 € A, onda je Toog o7 !
parna permutacija za svaku permutaciju 7 € S,,. Prema tome, A, je normalna podgrupa od S,
A, <85,.

Propozicija 2.9. Grupa A, generirana je svim 3—ciklusima, odnosno svim permutacijama
T=1(ijk), pri cemu su i, j, k medusobno razliciti brojevi iz {1,2,...,n}, i T preslikava na sljedeéi
nacin:

7(i) = J, 7(j) = k, 7(k) =1, T(m)=m Vme{1,2,...,n}\ {44, k}.

Dokaz: Ozna¢imo sa H podgrupu od S, generiranu svim 3—ciklusima. Kako je svaki 3—ciklus
parna permutacija, vrijedi H C A,.

Prema propoziciji 1.9. i prema tvrdnji (b) propozicije 1.11. svaka parna permutacija produkt
je parnog broja transpozicija. Pokazat ¢emo sada da je produkt dviju transpozicija ili jedini¢ni
element e ili 3—ciklus ili produkt dvaju 3—ciklusa. Promatrajmo najprije produkt disjunktnih
transpozicija (1 j)(k0), {i,7} N {k, ¢} = 0. Vrijedi

(@) (kOIGE) = (@5)@) =5, [EHEOIG) = (5)0) =14,

(@) (R OI(R) = (@h)(0) =€, [(5)(kOI(C) = (15)(k) = k.
S druge strane je
(GG R)GRONG) = (ijk)(@) =5, [GFR)(GEOIG) = (i7k)(k) =1,

(G k)G EONK) = (g k)(€) =€ [(iGk)([GROIE) = (i7k)(F) = k.
Dakle,
(0g)(k€) = (ijk)(jkL).

Nadalje, produkt dviju jednakih transpozicija je jedini¢ni element e grupe S, :

(i4)(ij) = e.
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Napokon, promotrimo produkt dvije transpozicije koje nisu niti jednake niti disjunktne. To je
produkt (i j)(j k) za neke medusobno razlicite brojeve i, 7,k € {1,2,...,n}. Tada imamo

GR)@) =i, (GRE) =k  (GE)E) =],
dakle,
(@GR = 7)) =5, [GHGRIG) =)&) =k [(05)0RIE) = (7)) =1,

sto pokazuje da je

(tg)(Gk) = (] k).
Zakljucujemo da je produkt parnog broja transpozicija ili jedinica e ili 3—ciklus ili produkt
3—ciklusa. Odatle slijedi i obrnuta inkluzija A, C H.

Ocito je Ay = {e}, a A3 = {e, (123), (132)} je komutativna grupa izomorfna sa Z;. Pokazuje se
da je Ay = {e,(123),(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23) } i da
je H ={e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} komutativna normalna podgrupa od A4. Red kvocijentne
grupe A,/ H jednak je 12/4 = 3, dakle, ta je kvocijentna grupa izomorfna sa Z3. Posebno, kvoci-
jentna grupa A,/H je komutativna. Dakle, ako stavimo Go = {e}, G; = H i Gy = A4, vidimo da
vrijedi:

GO < G1 < GQ, GO = {6}, G2 = A4, i grupe Gl/GO >~ G1 i GQ/Gl su komutativne.
To pokazuje da je grupa Ay rjesiva.
Teorem 2.6. Ako je n > 5, alternirajuca grupa A, je prosta.

Dokaz: Pretpostavimo da je N # {e} normalna podgrupa od A,. Treba dokazati da je tada

N =A,.
(1) Prvo ¢emo dokazati da grupa N sadrzi neki 3—ciklus. Proucit éemo nekoliko moguénosti.
(a) Pretpostavimo da N sadrzi neki element oblika x = abc- - - |, gdje su a, b, ¢, ... medusobno

disjunktni ciklusi i gdje je a m—ciklus za neki m > 4 :
a=(a1ay...ay), m > 4.

Stavimo t = (ajasas) € A,. Tada je z =t tat € N. Bududi da je m—ciklus a disjunktan s ostalim
ciklusima b, c, ... u prikazu elementa z, to 3—ciklus ¢ komutira s tim ostalim ciklusima. Stoga,
ako sa y oznacimo umnozak tih ostalih ciklusa, imamo

z=t"tot = (t’lat) bc--- = (t’lat) Y.
Kako je z = ay, to je 271 = y~ta™!, pa slijedi

227t = t_latyy_la_l =t ata™".

Medutim, ¢t 7' = (azasa;), a™' = (am@m_1 - . . aza1), pa direktno izracunavanje djelovanja elementa
zz! =t tata™! na skup {1,2,...,n} pokazuje da taj element djeluje ovako:

zx_l(al) = as, zx_l(a3) = Qy4, fo_l(a4) = an,

zx ta;)=a; za j=2 iza 5<j<m.
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Buduéi da ocito ta permutacija ostavlja fiksnima sve p € {1,2,...,n}\ {a1,as,...,ay}, vidimo
da je
zo~ ! = (ayasan,)

3—ciklus. No kako su 2,2 € N to jei zz~! € N. Dakle, u ovom slu¢aju podgrupa N < A,, sadrzi
bar jedan 3—ciklus.

(b) Pretpostavimo sada da N sadrzi element koji u rastavu u produkt medusobno disjunktnih
ciklusa ima barem dva 3—ciklusa. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da podgrupa
N sadrzi element

x = (123)(456)y

pri ¢emu je y permutacija koja ostavlja fiksnima 1,2,3,4,51 6. Neka je t = (234) € A,,. Tada N
sadrzi element
(t'wt) 271 = (12436).

Prema razmotrenom slucaju (a) tada N sadrzi neki 3—ciklus.

(c) Pretpostavimo sada da N sadrzi element x oblika (ijk)p, gdje je p produkt 2—ciklusa, koji
su disjuntni medusobno i svi su disjunktni sa (ijk). Tada N sadrzi 2 = (ikj), a to je 3—ciklus.

(d) Preostaje jos samo slucaj kad je svaki element od N \ {e} umnozak medusobno disjunktnih
2—ciklusa. Kao $to smo vidjeli prije ovoga teorema, to se stvarno moze dogoditi ako je n = 4;
naime takva je upravo podgrupa koju smo oznacili sa H. Medutim, kako je n > 5, mozemo
pretpostaviti da N sadrzi element

v = (12)(34)p

pri ¢cemu je p permutacija koja ostavlja fiksnima 1,2,3 i 4. Stavimo ¢t = (234). Tada N sadrzi
element

(¢t 'wt) 2" = (14)(23).
Nadalje, za u = (145), normalna podgrupa N sadrzi element
ut (T ate ) u = (45)(23).
Slijedi da N sadrzi i element
(45)(23)(14)(23) = (154)

suprotno pretpostavci da je svaki element od N \ {e} umnozak medusobno disjuntnih 2—ciklusa.
Dakle, slucaj (d) nije mogué, ako je n > 5.

Time je dokazano da normalna podgrupa N sadrzi neki 3—ciklus.

(2) Pretpostavimo da je (ijk) € Nidajem € {1,2,...,n}\ {i,7,k}. Tada je

(mk)(ijk)(mk)~" = (mk)(ijk)(mk) = (ijm).

Odatle ocito slijedi da N sadrzi sve 3—cikluse. No kako je prema propoziciji 2.9. grupa A,, gener-
irana 3—ciklusima, slijedi N = A,,.
Time je teorem dokazan.

Buduéi da je prema tvrdnji (a) teorema 2.4 svaka podgrupa rjesive grupe rjesiva, iz teorema
2.6 neposredno slijedi:

Korolar 2.1. Ako je n > 5, grupa permutacija S, nije rjesiva.
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2.5 Sylowljevi teoremi

Prema Lagrangeovom teoremu 2.1. ako je H podgrupa konaéne grupe G onda je red grupe G
djeljiv s redom grupe G. U ovom odjeljku dokazat ¢emo da za svaki djelitelj od |G| oblika p*, gdje
je p prost broj, postoji podgrupa od G reda p*. Najprije dokazujemo tu tvrdnju za k = 1 :

Teorem 2.7. (Cauchyjev teorem) Neka je G konacna grupa i neka je p prost broj koji dijeli
red grupe G. Tada grupa G sadrZi podgrupu reda p. Drugim rijecima, grupa G sadrzi element a
ciji je pertod p.

Dokaz: (a) Dokazimo najprije taj teorem u slu¢aju da je grupa G komutativna. Dokaz
provodimo indukcijom u odnosu na red |G| grupe G. Baza indukcije je trivijalna, jer ako je |G| prost
broj, onda je |G| = p, dakle, sama G je svoja podgrupa reda p. Provedimo sada korak indukcije
i pretpostavimo da je tvrdnja dokazana za grupe reda manjeg od |G|. Neka je M podgrupa od
G koja je razlicita od G i koja medu svim podgrupama od G razli¢itim od G ima najvedi red.
Stavimo |M| = m.

Ako p | m, po pretpostavci indukcije grupa M ima podgrupu H koja je reda p. Kako je tada
H podgrupa od G, tvrdnja je u tom slucaju dokazana.

Pretpostavimo sada da p t m. Neka je b € G\ M i ozna¢imo sa B ciklicku podgrupu (b)
generiranu s elementom b. Tada je MB = {zy; x € M, y € B} podgrupa od G koja sadrzi M i
MB # M, jer b e MB, ali b ¢ M. Prema izboru podgrupe M slijedi da je MB = G.

Promatrajmo sada Kartezijev produkt

M x B={(x,y); x € M, y € B}.
Ako operaciju mnozenja definiramo po komponentama
(21, y1) (22, Y2) = (T1Y1, T2Y2), r1,23 € M, y1,y2 € B,
onda M x B postaje grupa. Definiramo sada preslikavanje ¢ : M x B — G na sljede¢i nacin:
o((z,y)) = zy, re M, yeB.

Tada je zbog jednakosti M B = G preslikavanje ¢ surjekcija. Nadalje, zbog komutativnosti grupe
G preslikavanje ¢ je homomorfizam grupa:

o((z1,y1) (22, ¥2)) = p((T172, 11Y2)) = T10291Y2 = T1y1T2Y2 = P((01, Y1) (T2, Y2)).

Dakle, ¢ je epimorfizam grupe M x B na grupu G. Prema teoremu 2.2 grupa G izomorfna je
kvocijentnoj grupi (M x B)/(Ker ). Posebno je

G| = 7%55‘.
Medutim, oc¢ito je |M x B| = |M| - |B|. Nadalje,

Kerp ={(x,y); x€ M,y € B, zy = e} = {(x,x_l); x € MﬂB}.
Dakle, |Ker ¢| = |M N BJ. Prema tome je

|M]-|B]

Gl="—=
1G] |M N B
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Stavimo |B| = r. Tada je B = {e,b,b?,...,b""'}. Nadalje, buduéi da je p prost broj, iz gornje
formule za red |G| grupe G i iz pretpostavke da p t m slijedi da p|r. Stavimo li ¢ = r/p, nalazimo
da je A = (b?) = {e,b%, 0%, ... bP~D7} podgrupa od G reda p. Time je proveden korak indukcije,
dakle, teorem je dokazan u slucaju da je grupa G komutativna.

(b) Dokazimo sada teorem u opé¢em slucaju, tj. bez pretpostavke da je grupa G komutativna. I
taj dokaz provodimo indukcijom u odnosu na red |G| grupe G. Baza indukcije je ponovo trivijalna,
jer je trivijalna tvrdnja teorema ako je red |G| grupe G prost broj. Provedimo sada korak indukcije
i pretpostavimo da je teorem dokazan za grupe manjeg reda od |G|. Neka su sada Cy, Cs, ..., C,
sve klase konjugiranosti u grupi G. Uzmimo da je C; klasa konjugiranosti jedinice, C; = {e}. Tada
je |C1] = 1, pa imamo

|G| =1+ |Cs| +---+|Cyl.

Buduéi da prost broj p dijeli red |G| grupe G, iz ove jednakosti slijedi da za neko j > 2 broj
|C;| nije djeljiv sa p. Neka je z € C;. Tada je |G| = |C}| - |Ca(x)], pa slijedi da je red |Ce(z)|
centralizatora C(x) elementa x djeljiv sa p.

Ako je Cg(x) # G, iz pretpostavke indukcije slijedi da grupa Cg(x) ima podgrupu H reda p.
No H je tada podgrupa od G, pa je teorem u tom slucaju dokazan.

Pretpostavimo sada da je Cg(z) = G. To znadi da je x € Z(G). Po pretpostavci je z # e,
dakle, mozemo zakljuciti da je u tom slucaju Z(G) # {e}. Razmotrimo sada dvije moguénosti:

(1) Pretpostavimo da je red |Z(G)| centra Z(G) grupe G djeljiv sa p. Kako je grupa Z(G)
komutativna, iz dokazanog u (a) slijedi da Z(G) ima podgrupu H reda p. Tada je H podgrupa od
G, pa je i u tom slucaju teorem dokazan.

(2) Pretpostavimo sada da |Z(G)| nije djeljiv sa p. Bududi da je |G| = |Z(G)| - |G/Z(G)],
zakljucéujemo da je red kvocijentne grupe G/Z(G) djeljiv sa p. Kako je Z(G) # {e}, to je
|G/Z(G)| < |G|, pa po pretpostavci indukcije kvocijentna grupa G/Z(G) ima podgrupu reda
p, odnosno, u postoji element n € G/Z(G) ¢iji je period jednak p. Neka je 7 : G — G/Z(G) epi-
morfizam koji elementu iz G' pridruzuje njegovu Z(G)—Xklasu i neka je y € G takav da je n = w(y).
Sada iz 0 # eq/z@) 1 1P = eqze) slijedi da je y € Z(G) i y? € Z(G). Neka je Y = (y) podgrupa
od G generirana sa y. Tada je YZ(G) = {ab; a € Y, b € Z(G)} komutativna podgrupa od G i
imamo sljede¢u disjunktnu uniju

YZ(G)=Z(G)UyZ(G)Uy*Z(G)U--- Uy Z(Q).

Odatle je |YZ(G)| = p- |Z(G)|. Dakle, red komutativne grupe Y Z(G) djeljiv je sa p pa opet iz
dokazanog u (a) slijedi da grupa Y Z(G) sadrzi podgrupu H reda p. Kako je tada H podgrupa od
G, i u ovom je slucaju teorem dokazan.

Neka je p prost broj. p—grupa je konacna grupa G reda |G| = p™ za neki prirodan broj
n. Podgrupa H konac¢ne grupe G zove se p—podgrupa ako je H p—grupa. Naravno, da bi
kona¢na grupa G uopée imala netrivijalnu p—podgrupu nuzno je da je njen red |G| djeljiv sa p.
Iz Cauchyjevog teorema 2.7 slijedi da je to i dovoljno. Podgrupa H konacne grupe G zove se

Sylowljeva p—podgrupa od G ako je H p—podgrupa i ako indeks (G : H) podgrupe H u grupi
G nije djeljiv s p. Kako je prema Lagrangeovom teoremu (G : H) = % to znaci da je |H| = p™ i
|G| = p™m, pri ¢emu m nije djeljiv sa p.

Iz ove definicije nije jasno da li za neki prost broj p konacna grupa ¢iji je red djeljiva sa p uopce
ima Sylowljevih p—podgrupa. Cilj je ovog poglavlja da dokazemo izuzetno znacajne strukturne
teoreme o konacnim grupama, tzv. Sylowljeve teoreme, koji govore o egzistenciji i opisu Sylowljevih

podgrupa.

Teorem 2.8. (Prvi Sylowljev teorem) Neka je G konacna grupa reda n i neka je p prost broj
koji digeli n. Tada postoji Sylowljeva p—podgrupa grupe G.
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Dokaz ¢emo provesti indukcijom u odnosu na red grupe. Pretpostavka teorema moze biti
ispunjena samo ako je |G| > p, dakle baza indukcije je |G| = p. U tom slucaju tvrdnja je trivijalna,
jer je tada sama grupa G svoja Sylowljeva p—podgrupa.

Provedimo sada korak indukcije i pretpostavimo da je n > p djeljiv sa pida je tvrdnja dokazana
za sve grupe ¢iji je red manji od n i djeljiv sa p. Neka je |G| = n. Imamo dvije moguénosti:

(a) Postoji podgrupa H < G ¢&ji indeks (G : H) u grupi G nije djeljiv sa p. Tada za neki
prirodan broj s vrijedi

|G| =p'm i |H| = p’q, m,q €N, pfm, p fq.

Imamo |H| < n pa po pretpostavci indukcije grupa H ima barem jednu Sylowljevu p—podgrupu.
Ta je podgrupa reda p®, dakle to je ujedno Sylowljeva p—podgrupa od G.

(b) Druga je moguénost da takva podgrupa H ne postoji. To znaci da je za svaku podgrupu
H < G njen indeks (G : H) djeljiv sa p. Neka je Z = Z(G) centar grupe G. Definiramo djelovanje
grupe G na samoj sebi konjugiranjem: elementu a € G pridruzujemo bijekciju ¢, : G — G
definiranu sa @,(z) = aza™, © € G. Orbita i stabilizator elementa z € G s obzirom na to

djelovanje su

O(z) = {aza™; a € G}, Ce(z) ={a € G; ax = za}.

Imamo Z C C¢(x) Vo € G. Nadalje, orbita O(x) je jednoclan skup ako i samo ako je Cu(z) = G,
odnosno, ako i samo ako je z € Z. Neka je S C G skup predstavnika svih vise¢lanih G—orbita u
G. Tada imamo
G=zulJOo®@)
z€S

i to je disjunktna unija. Dakle, vrijedi

n=|Z+> |0().

TE€S

Prema propoziciji 2.7 broj |O(z)| elemenata orbite O(x) jednak je indeksu (G : Cg(x)) central-
izatora Cg(z) elementa x u grupi G, pa imamo

n=|Z+> (G:Cq(x)).

€S

Za svaki z € S je Cg(r) < G, pa je po pretpostavci (b) indeks (G : Cg(x)) djeljiv sa p. Po
pretpostavci je i n djeljiv sa p, dakle, prema gornjoj jednakosti red |Z| centra Z grupe G djeljiv
je sa p. Prema Cauchyjevom teoremu 2.7 Z ima ciklicku podgrupu H reda p. Kako je H cen-
tralna podgrupa od G, ona je normalna podgrupa od GG, pa mozemo formirati kvocijentnu grupu
G/H. Neka je p™ mnajveca potencija od p koja dijeli n = |G|. Bududi da je |G/H| = 5 to
je p™! najveéa potencija koja dijeli |G/H| = (G : H). Po pretpostavci indukcije grupa G/H
ima Sylowljevu p—podgrupu, dakle postoji podgrupa X grupe G/H kojoj je red p™ . Neka je
7 : G — G/H kanonski epimorfizam koji svakom elementu grupe G pridruzuje njegovu H—klasu:
m(a) = aH, a € G. Stavimo

Y =71X)={a€qG; n(a) € X}.

Uoc¢imo da je Y podgrupa od G. Doista, ako su a,b € Y, tada je w(a),n(b) € X, dakle i
m(ab™') = 7w(a)m(b)™! € X, jer je X podgrupa od G/H. To pokazuje da je ab~! € Y, dakle
Y je stvarno podgrupa od G. Napokon, Y je unija svih H—klasa koje ¢ine grupu X. Buduéi da
svaka H—klasa u G ima p elemenata, to je red od Y jednak p- |X| = p-p™ ! = p™. Dakle, Y je



54 POGLAVLJE 2. GRUPE

podgrupa od G reda p™, sto znaci da je Y Sylowljeva p—podgrupa od G.
Time je teorem u potpunosti dokazan.

I dalje promatramo konjugiranje u grupi G, tj. djelovanje izomorfizama ¢, : G — G, a € G.
Ako je H podgrupa od G i a € G, onda je i ¢,(H) = aHa ' podgrupa od G. Podgrupe H i K
zovu se konjugirane ako postoji a € G takav da je K = aHa'. Konjugirane podgrupe imaju
isti broj elemenata, dakle ako je H Sylowljeva p—podgrupa od G onda je i aHa™! Sylowljeva
p—podgrupa od G Va € G.

U daljnjem za grupu G reda n koji je djeljiv s prostim brojem p ozna¢imo sa S skup svih
Sylowljevih p—podgrupa od G. Grupa G djeluje konjugacijama na skupu §. Orbita i stabilizator
Sylowljeve podgrupe P su:

O(P) ={aPa™"; a € G}, Gp={a€G; aPa' = P}.

Teorem 2.9. (Drugi Sylowljev teorem) Neka je G konacna grupa i neka je njen red n djeljiv
s prostim brojem p.

(a) Svaka p—podgrupa grupe G sadrzana je u nekoj Sylowljevoj p—podgrupi grupe G.

(b) Sve Sylowljeve p—podgrupe od G medusobno su konjugirane. Dakle, ako su P i Q Sylowljeve
p—podgrupe od G onda postoji a € G takav da je Q = aPa™".

Dokaz: Dokazat ¢emo najprije sljede¢u tvrdnju:

Neka je H p—podgrupa grupe G i neka je P Sylowljeva p—podgrupa grupe G. Postoji a € G
takav da je H C aPa™!.

Kao prije iskaza teorema sa S oznacavamo skup svih Sylowljevih p—podgrupa od G. Na skupu
S grupa G djeluje konjugacijama. Neka je O(P) C S G—orbita od P :

O(P) = {aPa™'; a € G}.

Promatrajmo sada djelovanje grupe H. Za Q € O(P) i z € H ocito je i xQz~' € O(P),
dakle grupa H djeluje konjugacijama na skupu O(P). U odnosu na to djelovanje G—orbita O(P)
raspada se u disjunktnu uniju H—orbita. Neka je 7 skup predstavnika svih H—orbita u O(P).
Za () € T stavimo

Op(Q) ={2Qz™'; z € H}, Ho={z € H; 2Qx"' = Q}, QeT.

Imamo disjunktnu uniju

QeT

dakle broj elemenata u G—orbiti O(P) jednak je zbroju broja elemenata u H—orbitama:

O(P)| =) 10u(Q)].

QeT

H je p—podgrupa od G dakle njen red je neka potencija p® prostog broja p. Budu¢i da je red
podgrupe djelitelj reda grupe, red bilo koje podgrupe K od H je neka potencija p" prostog broja
p; indeks (H:K) od K u H je kvocijent %, dakle (H : K) = p™ za neki nenegativan cijeli broj
m. Posebno, to vrijedi za svaki stabilizator Hg tocke ) € 7 u grupi H. Prema propoziciji 2.7

broj elemenata H—orbite Oy (Q) jednak je indeksu (H : Hg) stabilizatora Hgy u grupi H. Za
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svaki Q € 7 oznaéimo sa m((Q)) nenegativan cijeli broj takav da je (H : Hg) = p™®. Iz gornje

jednakosti stoga slijedi:
0(P)| = 5@,
QeT

Imamo |O(P)| = (G : Gp) pri ¢emu je Gp = {a € G; aPa™!' = P}. O¢ito je P C Gp, to je indeks
(G : Gp) djelitelj indeksa (G : P). No po definiciji Sylowljeve p—podgrupe indeks (G : P) nije
djeljiv sa p. Slijedi da ni (G : Gp) nije djeljiv sa p. Dakle, broj |O(P)| elemenata G—orbite od P
nije djeljiv sa p. Sada iz gornje jednakosti slijedi da mora biti m(@Q) = 0 za barem jednu @ € 7.

Neka je @ € T takva podgrupa, tj. m(Q) = 0. Tada je (H : Hg) = 1, dakle Hy = H. To znadci
da je 2Qx~' = QQ Va € H. Stavimo

HQ =A{za; z € H, a € Q}.
Iz utvrdene ¢injenice zQx~! = Q Va € H slijedi da je HQ podgrupa grupe G i da je Q normalna
podgrupa od HQ. Dakle, mozemo formirati kvocijentnu grupu HQ/Q.
Ocito je H N Q podgrupa od H. Nadalje, za x € H imamo vHz™ ! = H i 2Qz~! = Q, dakle
r(HNQ)z~!' € HNQ. Bududi da konaéni skupovi z(HNQ)z~' i HNQ imaju isti broj elemenata,
iz dokazane inkluzije slijedi jednakost:

s(HNQz '=HNQ, Ve e H.

Dakle, H N @ je normalna podgrupa od H.
Definiramo sada preslikavanje ® : H/(H N Q) — (HQ)/Q s kvocijentne grupe H/(H N Q) u
kvocijentnu grupu (HQ)/Q :

O(z(HNQ)) =20, x € H.

Definicija ima smisla, jer ako za neke z,y € H vrijedi z(H N Q) = y(H N Q), onda je y~ 'z €
HnNQ@ C Q, dakle, xQ) = y@Q. Dokazimo da je ® izomorfizam grupa. Budué¢i da je mnozenje
u kvocijentnoj grupi definirano preko mnozenja predstavnika, ocito je & homomorfizam grupa.
Pretpostavimo da su z,y € H takvi da je ®(z(HNQ)) = ®(y(H N Q)). To znaci da je xQ = yQ.
Odatle slijedi ¥y~ 'z € Q, a kako su x,y € H to jeiy ‘oz € H. Dakle je y~'x € H N Q, §to znaci
daje z(H N Q) =y(HNQ). Time smo dokazali da je ® injekcija. ® je i surjekcija. Doista, neka
je y@Q, y € HQ, proizvoljan element kvocijentne grupe (HQ)/Q. Tada je y = za za neke x € H
iae€ Q. Slijedi 7'y = a € Q, dakle yQ = 2Q = ®(x(H N Q)). Prema tome, ® je i surjekcija.
Time je dokazano da je ® : H/(H N Q) — (HQ)/Q izomorfizam grupa.

Red kvocijentne grupe H/(HNQ) je djelitelj reda grupe H, dakle to je potencija broja p. Prema
tome, red njoj izomorfne kvocijentne grupe (HQ)/Q je potencija od p, a kako je () p—grupa, to je
prema Lagrangeovom teoremu (teorem 2.1) i H(Q) p—grupa. Dakle, HQ je p—podgrupa koja sadrzi
Q. Ali @ je maksimalna p—podgrupa, pa slijedi HQ = @, odnosno, H C (. Time je iskazana
tvrdnja u potpunosti dokazana.

Iz dokazane tvrdnje odmah slijedi tvrdnja (a) teorema, jer podgrupa konjugirana Sylowljevo]
p—podgrupi i sama je Sylowljeva p—podgrupa. Nadalje, ako su @) i P Sylowljeve p—podgrupe
od G, prema dokazanoj tvrdnji postoji a € G takav da je Q C aPa~!. Medutim, Q i aPa™' su
podgrupe istoga reda, jer su obje te podgrupe Sylowljeve p—podgrupe. Dakle, iz inkluzije slijedi
jednakost @Q = aPa™ ", pa je time dokazana i tvrdnja (b) teorema.

Time je drugi Sylowljev teorem u potpunosti dokazan.
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Teorem 2.10. (Treéi Sylowljev teorem) Neka je G konacna grupa i neka je njen red n djeljiv
s prostim brojem p. Broj Sylowljevih p—podgrupa od G umanjen za 1 djeljiv je sa p. Preciznije,
ako je k broj Sylowljevih p—podgrupa od G onda je za neki s € N i za neke ky, ..., ks € N :

k= 1—|—ipkj.
j=1

Dokaz: Neka je S skup svih Sylowljevih p—podgrupa grupe G i neka je P € §. Prema tvrdnji
(b) teorema 2.9 S = {aPa'; a € G}. Promatrajmo sada djelovanje grupe P na skupu S pomocu
konjugacija. Za ) € S ozna¢imo sa Op(Q) njenu P—orbitu i sa Py njen stabilizator u P :

Op(Q) = {xQz™ € P},  Py={reP; Qe = Q).

Ocito je Pp = P, odnosno Op(P) = {P}. Posebno, |Op(P)| = 1. Pretpostavimo da je za neku
podgrupu @ € S njena P—orbita jednoclan skup: |Op(Q)| = 1. To znaci daje xQx~' = Q Vx € P.
Odatle kao u dokazu teorema 2.9 slijedi PQ) = @), dakle P C @, a odatle je P = (). Prema tome,
ako je Q € S1Q # P onda je |Op(Q)| > 1. Medutim, |Op(Q)| = (P : Py), a to je neka potencija
p™% broja p. Dakle, ako sa R oznac¢imo skup predstavnika svih P—orbita u S osim {P}, onda je

S| =1+ me(Q).

QER

Time je teorem dokazan.



Poglavlje 3

Komutativni prsteni

3.1 Prsteni i moduli

Podsjetimo se osnovnih definicija iz teorije prstenova. Prsten je neprazan skup R na kome
su zadane dvije binarne operacije, zbrajanje (a,b) — a + b i mnoZenje (a,b) — ab, sa sljedeéim
svojstvima:

(a) U odnosu na zbrajanje R je komutativna grupa; neutralni element se oznacava sa 0 i zove
nula.

(b) U odnosu na mnozenje R je polugrupa (odnosno, mnozenje je asocijativno).
(c) Mnozenje je i slijeva i zdesna distributivno u odnosu na zbrajanje, tj. vrijedi:

alb+c¢)=ab+ac i (a+b)c=ac+bc  Va,bceR.

Znamo da u prstenu R za svaki element a vrijedi Oa = a0 = 0. R se zove unitalni prsten, ako
je R u odnosu na mnozenje monoid, tj. postoji (nuzno jedinstven) element 1 € R takav da je
al = la = aVa € R; taj se element 1 zove jedinica prstena R. U unitalnom prstenu R je
1 = 0 ako i samo ako je R = {0}; to je tzv. trivijalan prsten. U netrivijalnom unitalnom prstenu
R # {0} je 1 £ 0.

Potprsten prstena R je podskup S koji je i sam prsten u odnosu na zadane operacije. To znaci
dajeS # (0 idaiz a,be S vrijedia—0be€ Siabe S Ako je prsten R unitalan s jedinicom 1
potprsten S se zove unitalan ako je 1 € S.

Neka su R i S prstenovi. Preslikavanje ¢ : R — S se zove homomorfizam prstenova ako
vrijedi

pla+b) =pla)+¢0) 1 @) =p(a)pb)  Va,beR.
Iz propozicije 1.6. slijedi da je tada ¢(0) = 01 ¢(—a) = —p(a), a € R. Ako su R i S unitalni
prstenovi s jedinicama 1r i 1g, homomorfizam prstenova ¢ : R — S zove se unitalan ako
je v(1g) = 1g. Injektivni homomorfizam zove se monomorfizam prstenova, surjektivni homo-
morfizam je epimorfizam prstenova, a bijektivni homomorfizam je izomorfizam prstenova.
Inverzno preslikavanje izomorfizma prstenova ocito je takoder izomorfizam prstenova. Nadalje,
kompozicija ¢ o ¢ : R — T izomorfizama prstenova ¢ : R — S i : S — T je izomorfizam
prstenova. Stoga je izomorfnost prstenova relacija ekvivalencije. Pri tome kazemo da je prsten
R izomorfan prstenu S i piSemo R = S ako postoji izomorfizam prstenova ¢ : R — S.
Ocito je slika homomorfizma prstenova ¢ : R — .S

Imy = p(R) = {p(a); a € R}

27
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potprsten prstena S. Doista, za ¢,d € Im ¢ postoje a,b € R takvi da je ¢ = p(a) i d = ¢(b), pa
imamo

c—d=p(a) —pb) =pla—b) € Imp 1  cd=p(a)p(b) =p(ad) € Imep.

Jezgra homomorfizma ¢
Kerp = {a € R; p(a) =0}

je potprsten od R, jer za a,b € Ker ¢ vrijedi

¢ = pla—b)=pla)—pb)=0—-0=0 — a—be Kerp

w(ab) = p(a)p(d) =0-0=0 = ab € Ker .
Taj potprsten ima jos i svojstvo da za svaki a € Ker ¢ i svaki b € R vrijedi ab, ba € Ker ¢ :
p(ab) = p(a)p(b) = 0p(b) =0, @(ba) = p(b)p(a) = (b)0 = 0.

U vezi s tim imamo sljede¢e definicije: aditivna podgrupa J prstena R zove se lijevi ideal u
prstenu R ako vrijedi
acd, beR — ba € J,

a desni ideal u prstenu R ako vrijedi
acJ, beR == ab € J.

Ako je J i lijevi i desni ideal u prstenu R onda se J zove obostrani ili dvostrani ideal u R.
Neka je R prsten i J dvostrani ideal u R. Tada je J podgrupa aditivne komutativne grupe
prstena R, pa mozemo formirati kvocijentnu grupu R/J. Elementi od R/J su skupovi oblika

a+J={a+0b; be J}, a € R,
a grupovna operacija (zbrajanje) je zadana sa
(a+J)+(b+J)=(a+b)+J a+J,b+J€R/J tj. abeR.
Zbog svojstava dvostranog ideala ima smisla definirati i operaciju mnozenja na R/.J :
(a+ J)b+J)=ab+ J, a+J,b+J e R/J

Doista, dokazimo smislenost ovakve definicije, tj. njenu neovisnost o izboru predstavnika klasa
a+ J,b+J € R/J Nekasuc € a+Jide b+ J bilo koji predstavnici tih dviju klasa; tj.
a+J=c+Jib+J=d+J Tadasua—cb—de J dakle, ia(b—d),(a—c)d € J, pa imamo

ab—cd=ab—d)+ (a—c)deJ = ab+J =cd+ J.

Time je dokazana smislenost definicije mnozenja na aditivnoj grupi R/J. To mnozenje je asoci-
jativno i s obje strane distributivno u odnosu na operaciju zbrajanja. Doista, ako su a,b,c € R,
imamo zbog svojstava mnozenja u R :

[(a+J)(b+)](c+JT) = (ab+JT)(c+J) = (ab)c+J = a(be)+J = (a+J)(be+J) = (a+J)[(b+T)(c+JT)],

(a+ N[O+ I)+(c+ )] =(a+T)(b+c)+J]=alb+c)+J=
=(ab+ac)+J=(ab+J)+ (ac+J)=(a+ )b+ J)+ (a+ J)(c+ J),
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((a+ )+ b+ Dc+J)=[(a+b) +J](c+J)=(a+bc+J=
=(ac+bc)+J=(ac+J)+ (bc+J)=(a+J)(c+J)+ (b+ J)(c+ J).

Prema tome, s tako definiranim operacijama R/J je prsten i on se zove kvocijentni prsten
prstena R po (dvostranom) idealu J. Ukoliko je prsten R unitalan i jedinica mu je 1 onda je i
kvocijentni prsten R/J unitalan i jedinica mu je 1+ J :

1+J)a+J)=1la+J =a+J, (a+JJ)(1+J)=al+J=a+J.

Napokon, preslikavanje 7 : R — R/J koje svakom elementu a € R pridruzuje njegovu klasu
a+J € R/J,
m(a) =a+ J, ac R,

je homomorfizam prstenova:

m(a+b) = (a+b)+J = (a+J)+(b+J) = w(a)+m(b), w(ab) = ab+J = (a+J)(b+J) = 7w(a)m(D);

7 se zove kvocijentni homomorfizam. Ako je prsten R unitalan, taj je homomorfizam unitalan:
7(1)=1+R.

Nadalje, kako je
R/J={a+J; a€ R} ={n(a); a € R} = Imm,

vidimo da je kvocijentni homomorfizam 7 : R — R/.J surjektivan, tj. 7 je epimorfizam.
Neka je ¢ : R — S homomorfizam prstenova. Kao sto smo ve¢ konstatirali njegova slika

T =1Imyp={p(a); a € R}
je potprsten prstena S, a njegova jezgra
J=Kerp={a€R; p(a) =0}

je dvostrani ideal u prstenu R. Prema teoremu 2.2. dobro je definirano preslikavanje ® : R/J — T
relacijom

O(a+J) =¢(a), a+J€R/J,
i to je izomorfizam aditivnih grupa prstenova R/.J i T. Nadalje, to je i homomorfizam prstenova:
O((a+ J)b+J)) =D(ab+ J) = p(ab) = p(a)p(b) = ®(a+ J)P(b+ J), a+ J,b+J e R/J.
Dakle, ® je izomorfizam kvocijentnog prstena R/.J na prsten 7. Time je dokazan
Teorem 3.1. Neka je ¢ : R — S homomorfizam prstenova.
(a) T = Imy je potprsten prstena S.
(b) J = Kery je dvostrani ideal u prstenu R.

(¢) Preslikavanje ® : R/J — T definirano sa ®(a + J) = p(a), a € R, je izomorfizam kvoci-
jentnog prstena R/J na prsten T.

Ako je homomorfizam ¢ unitalni, T je unitalni potprsten prstena S i izomorfizam ® : R/J — T
je unitalns.
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Moduli nad prstenima definiraju se analogno vektorskim prostorima nad poljima. Neka je R
prsten; lijevi modul nad prstenom R ili lijevi R—modul je komutativna aditivna grupa V na
kojoj je definirana operacija R x V' — V| (a,m) — am, mnozenja elemenata iz V' s elementima iz
R i ako ta operacija ima sljede¢a svojstva:

(a) distributivnost u odnosu na zbrajanje u R

(a+b)v =av+ by, Va,b e R, Yv eV,

(b) distributivnost u odnosu na zbrajanje u V'

a(v+ w) = av + aw, Ya € R, Yv,weV;

(¢) kvaziasocijativnost

(ab)v = a(bv), Va,be R, YveV.

Desni modul nad prstenom R ili desni R—modul definira se analogno: sada se operacija
mnozenja V' x R — V oznacava sa (v,a) — va i svojstva su

(') v(a+b) =va+vb, Yo €V, Va,be R,
(') (v+w)a=rva+wa, Yo,w eV, Ya € R;
(') v(ab) = (va)b, Yv € V, Va,b € R.
Ako je prsten R unitalan, lijevi R—modul V je unitalan ako vrijedi
(d) lv=v YveV.
Analogno, unitalan desni R—modul je onaj za koji vrijedi
(d) vl=v Yv e V.

U daljnjem ¢emo se baviti iskljucivo s lijevim R—modulima; naravno, za sve tvrdnje vrijede i
analogne tvrdnje za desne R—module.

Neka su V i W lijevi R—moduli. Preslikavanje ¢ : V — W se zove homomorfizam
R—modula ili R—homomorfizam vrijedi

(v +v") =P(v) + ('), P(av) = ap(v), VYo, o' €V, Vae€R.

Ako je V lijevi R—modul, W C V se zove podmodul ako je W modul s obzirom na iste operacije,
tj. W je podgrupa
v,weW = v—weW
i vrijedi
a€eR, veW = av € W.
U tom slucaju na kvocijentnoj grupi V/W = {v + W; v € V} mozemo definirati mnozenje

elementima iz R :

alv+W)=av+ W, aceR, v+WeV/W

Definicija je smislena, jer ako je v’ drugi predstavnik klase v + W, tj. v+ W = o' + W, tada je
v—1" €W, dakle i a(v — v') € W, pa imamo

av—av' =a(lv—2")eW — av+ W =av' + W.
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S tako definiranom operacijom mnozenja kvocijentna grupa V/W postaje lijevi R—modul, jer za

sve a,b € Risve v+ W,v +W e V/W vrijedi:
(a+b)(v+W)=[(a+bv]+ W = (av+bv)+ W = (av+ W)+ (bv+ W) = a(v+ W)+ b(v+W);
allv+ W)+ @ +W)] =a[(v+0")+W]=lalv+ )]+ W =
=(av+av)+W = (av+W) (av'+ W) =alv+W)+a( +W);
(ab)(v + W) = [(ab)v] + W = [a(bv)] + W = a(bv + W) = a[b(v + W)].

R—modul V/W zovemo kvocijentni modul lijevog R—modula V' po podmodulu W. Ako je prsten
R unitalan i V' je unitalan lijevi R—modul, onda je ocito svaki podmodul W od V' unitalan; u
tom slucaju je i kvocijentni modul V/W unitalan:

lo+W)=1lv+W=v+W Yo+ WeV/W.

Iz teorema 2.2. neposredno slijedi
Teorem 3.2. Neka je o : V. — W homomorfizam lijevih modula nad prstenom R.

() U= Kerp={veV; pw)=0} je R—podmodul od V.

(b) T = Imp = {¢(v); veV} je R—podmodul od W.

(¢) Preslikavanje ® : V/U — T je sa

v+ U) = p(v), vev,
dobro definirano i to je izomorfizam kvocijentnog modula V/U na modul T.
Stovise, vrijede sljedeéi vazni teoremi:

Teorem 3.3. (Prvi teorem o izomorfizmu) Neka je R prsten, ¢ : V. — W epimorfizam lijevih
R—modula i U = {v € V; ¢(v) =0} njegova jezgra. Tada je

T o(T) ={p(t); teT}

bijekcija sa skupa svih podmodula od V' koji sadrie U na skup svih podmodula od W. Nadalje, za
svaki podmodul T od V' koji sadrzi U sa

v+ T — o)+ o(T), velV,
je definiran izomorfizam kvocijentnog modula V /T na kvocijentni modul W/o(T).

Dokaz: Prije svega, za svaki podmodul 7" od V' njegova slika ¢(T") je podmodul od W. Doista,
ako su w,w’ € ¢(T') onda postoje ¢, € T takvi da je w = p(t) i w' = ¢(t', tako da imamo

w—w' = pt)— ') =t —t) e p(T),

a takoder za a € R je
aw = ap(t) = p(at) € o(T).

t) €
Dokazimo sada injektivnost preslikavanja T — (7T sa skupa svih podmodula 7" od V' koji
sadrze U u skup svih podmodula od W. Neka su T,7T" podmoduli od V koji sadrze U i pret-
postavimo da je (T) = ¢(T"). Za t € T je tada p(t) € p(T"), pa postoji t' € T" takav da je
o(t) = (t'). No tada je p(t —t') =0,tj. u=t—t' € U CT', paslijedi t =t 4+ u € T". Time je
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dokazano da je T' C T". Sasvim analogno dokazujemo da vrijedi i obrnuta inkluzija 7" C T, dakle
jednakost T'=T".
Dokazimo surjektivnost. Neka je S podmodul od W. Stavimo

T=¢(S)={veV; pv) €S}
Tada je T" podmodul od V' koji sadrzi U :
tteT = ot—t)=plt)—pt)eS = t—t T,

teT, ac R = ylat)=ap(t)ecsS = ateT;
vel = pu)=0esS = ueTl.

Treba jos dokazati da je o(T') = S. Ako je t € T onda je po definiciji ¢(t) € S. Dakle, vrijedi
©(T) C S. Neka je s € S. Kako je ¢ : V. — W surjekcija, postoji v € V takav da je s = ¢(v). No
tada po definiciji od T vrijedi v € T, pa zaklju¢ujemo da je s = ¢(v) € p(T'). Time je dokazana i
obrnuta inkluzija S C ¢(7T'), dakle, jednakost S = (7).

Dokazimo drugu tvrdnju. Neka je T' podmodul od V' koji sadrzi U = Ker ¢. Prije svega treba
dokazati da je sa

S(v+T) =)+ p(T), vev,

dobro definirano preslikavanje sa V/T u W/p(T). Doista, ako suv,v’ € V takvida je v+T = v'+T,
tada je v —v' € T, pa je

) —p() =pv—-0v)ep(T) = o) +eT) =)+ o).
® je homomorfizam modula, jer za v,v" € Vi a € R imamo
Q((v+T)+ (' + 1) =2((v+0) +T) = p(v+0) +o(T) = (p(v) + ¢(v) + (T) =

= (p(v) + o(T)) + (p(v') + (1)) = &(v + T) + (" + T),
Ola(v+T)) =P(av+T) = plav) + o(T) = ap(v) + o(T) = alp(v) + (T)) = aP(v + T).

Dokazimo da je homomorfizam ® : V/T — W /@(T) injektivan. Neka su v,v" € V takvi da je
O(v+T) = (v'+T). To znaci da je p(v)+p(T) = (V) +p(T), tj. p(v—20") = p(v)—p') € p(T).
Bududéi da je S — ¢(S) bijekcija sa skupa svih podmodula S od V' koji sadrze U na skup svih
podmodula od W, odatle slijedi da je v—1v'" € T. Dakle, vrijedi v+T = v'+T i time je injektivnost
od ® dokazana.

Treba jos dokazati surjektivnost od ®. Neka je w + ¢(T') proizvoljan element od W/p(T).
Kako je ¢ : V. — W surjekcija, postoji v € V takav da je w = ¢(v). No tada je w + ¢(T) =
=)+ ¢(T) = P(v+T). Time je dokazana i surjektivnost homomorfizma & : V/T' — W/p(T).

Teorem 3.4. (Drugi teorem o izomorfizmu) Neka je V' lijevi modul nad prstenom R i neka
su W i U podmoduli od V. Tada je njihov presjek W NU podmodul od V' a i suma

W+U={w+u; weW,ueU}

je podmodul od V. Sa
w+ (WnNU)—w+T, weWw,

je dobro definirano preslikavanje kvocijentnog modula W /(W NU) u kvocijentni modul (W +U) /U
1 to je izomorfizam R—modula.
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Dokaz: Jednostavna su posljedice definicija podmodula da su W NU i W + U podmoduli
od V. Dokazimo da je definirano preslikavanje smisleno. Doista, ako su wy,ws € W takvi da je
wi+(WNU) =w+(WnNU), onda je w; —wy € (WNU) CU, paslijedi da je wy +U = wqy + U.
Oznac¢imo to preslikavanje sa . Dakle, ¢ je preslikavanje sa W/ (W NU) u (W +U)/U zadano sa

olw+WnU))=w+U, we W.
To je homomorfizam modula jer za a € R i w,w;, ws € W imamo
o((w+WNU))+ (we+ (WnNU))) =e((wy +wy) +(WNU)) = (wy +wy) +U =

= (w1 +U) + (w2 +U) = p(w + (W NU)) + p(ws + (W NU)),
ola(w+ WnNU))) =plaw+(WNU))=aw+U =alw+U) =ap(w+ (WNU)).

Dokazimo da je homomorfizam ¢ injektivan. Neka su wy, wy € W takvi da je p(wi+(WNU)) =
= p(wy + (W NU)). To znaci da je wy + U = wy + U, tj. w3 —wy € U. No kako su wy,wy € W,
vrijedi i w; — wy € W. Dakle, w; —we € W N U, pa slijedi w; + (W NU) = ws + (W NU). Time
je dokazana injektivnost homomorfizma ¢ : W/ (W NU) — (W +U)/U.

Napokon, dokazimo surjektivnost od ¢. Proizvoljan element od (W + U)/U ima oblik v + U,
gdje je v € W 4+ U. No tada postoje w € W iwu € U takvi da je v = w + u. Slijedi v —w =u € U,
dakle, v + U =w+ U = p(w + (W NU)). Time je dokazana i surjektivnost od ¢.
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3.2 Integralne domene i polja razlomaka

Neka je R komutativni unitalni prsten. Element a # 0 prstena R zove se djelitelj nule ako
postoji b € R, b # 0, takav da je ab = 0. Na primjer, element 2 u prstenu Zg je djelitelj nule jer u
tom prstenu su 2 # 013 # 0 ali 2-3 = 0. Integralna domena je naziv za komutativni unitalni
prsten R # {0} u kome nema djelitelja nule. Dakle, to je prsten u kome vrijedi ab = 0 ako i samo
ako jeili a = 0 ili b = 0. U takvom prstenu mozemo skraéivati: ako su a,b,c € R, a # 01 ab = ac,
onda je b = c. Doista, jednakost ab = ac moze se zapisati kao a(b — ¢) = 0, a kako je a # 0 mora
biti b — ¢ = 0, odnosno, b = c.

Najjednostavniji primjer integralne domene je prsten Z cijelih brojeva. Naravno, svako polje
je integralna domena. Nadalje, ako je K polje, onda je prsten polinoma K[X] u jednoj varijabli
s koeficijentima iz K integralna domena. Doista, ako su P,Q € K[X], P # 01 Q # 0, tada su
deg P>01ideg Q >0, pajeideg PQ=deg P+ deg Q >0, dakle, PQ # 0.

Naravno, ako je R unitalni potprsten integralne domene, onda je i R integralna domena.
Posebno, unitalan potprsten svakog polja je integralna domena. U stvari, to je karakterizacija
integralnih domena: svaka integralna domena izomorfna je unitalnom potprstenu nekog polja.
Glavni cilj ovog odjeljka je da uvidimo kako se na kanonski na¢in svaka integralna domena moze
uroniti u polje. Prototip za konstrukciju polja koje sadrzi zadanu integralnu domenu je konstruk-
cija polja racionalnih brojeva Q iz prstena cijelih brojeva Z. Naime, razlomak ¢ € Q, a,b € Z,
b # 0, mozemo shvacati kao ureden par (a,b), s tim da identificiramo razlomke § i § ako i samo
ako je ad = bc.

Neka je sada R # {0} integralna domena. Jedinicu prstena R kao i obi¢no oznacavamo sa 1.
Formirajmo skup

[SaIS]

SlIS]

K =R x (R\{0}) = {(a,b); a,b€ R, b#0}.
Uvodimo sada relaciju ~ na skupu K na sljedeéi naéin:
(a,b) ~ (c,d) = ad = bc.

Dokazimo da je ~ relacija ekvivalencije. Doista, (a,b) ~ (a,b) za svaki (a,b) € K, jer vrijedi
ab = ba, tj. relacija ~ je refleksivna. Nadalje, relacija ~ je simetricna jer imamo redom

(a,b) ~ (c,d) = ad = bc = cb = da = (¢,d) ~ (a,b).
Napokon, tranzitivnost relacije ~ dokazuje se koristenjem definicionog svojstva integralne domene:
(a,b) ~ (e,d) i (e,d)~ (e f) = ad="0bc i cf =de =

= d(af) = f(ad) = f(bc) = b(cf) = b(de) = d(be).
Buduéi da je d # 0, iz d(af) = d(be) slijedi af = be, odnosno, (a,b) ~ (e, f).

Oznacimo sa K skup svih klasa ekvivalencije u skupu K u odnosu na relaciju ~ . Klasu

~ a
ekvivalencije para (a,b) € K oznacavat ¢emo sa 7 Dakle,

K:{%; abeR, b;é()},
pri cemu je
= {(c.d; c.de R d#£0, ad = e}
Nadalje, za %,2 € K vrijedi

a_c — ad = be.
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a

Posebno, to znaci da se klasa § ne mijenja ako i brojnik i nazivnik pomnozimo istim elementom
¢ € R, ¢ # 0. Doista, imamo

a ac
bc) = b = —=—
a(be) = (ac) 0 &
Definirat ¢emo sada operacije zbrajanja i mnozenja u skupu K. Prije svega, za %,2 e K
stavljamo
a . ¢ _ad+cb
b d  bd
Dokazimo da je definicija smislena, tj. da ne ovisi o predstavnicima dviju klasa % i 2 Dakle, treba
dokazati implikaciju
_a’ ) c_c’ . ad+cb_a’d’+c’b’
bV d d bd  vd
. : R N : : .
Doista, jednakosti klasa 5 =3 | g = g znace da je abl = a’b i ¢d’ = /d. Odatle nalazimo
(ad + cb)(V'd') = (ab')(dd') + (cd')(bV) = (a'b)(dd") + (' d)(bY') = (a'd + 'V)(bd),

a to znaci jednakost klasa
ad+cb  ad'd + v
bd — bd
Dokazimo sada da s tako definiranom operacijom + skup K postaje komutativna grupa. Prije
svega, operacija + je komutativna:

E+E_ad+cb_cb+ad_g+g
b d bd  db d b
Operacija + je i asocijativna:
<g+£) e _ad+cb e  (ad+ch)f+e(bd)
b d f b f (bd) f
d d)b d
_adf) +(cf+edd a cfted a fc e}
b(df) b af b d f
Ulogu neutralnog elementa za operaciju + ima klasa
0
jer je
a 0 al+0b a
b 1 bl b
Napokon, za svaki element % € K postoji suprotni element; to je _T :

a —_a_ab—ab_O_O

b b 2R 1
Time je dokazano da je skup K s operacijom + komutativna grupa.
Definirat ¢emo sada operaciju mnozenja u skupu klasa K ovako:

ac ac

bd  bd
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I ta je definicija smislena, tj. ne ovisi o izboru predstavnika dviju klasa iz K. Doista, ako je % = %
/
i 2 = %, onda je abl = ba’ i cd’ = dc’, pa imamo
(ac)('d") = (ab')(cd') = (ba')(d') = (bd)(d'c),
ac !
a to znaci da je v vd Asocijativnost operacije mnozenja u K slijedi iz asocijativnosti mnozenja

u prstenu R :

C&)EI%fzﬁﬁkzzgizzz:a(ﬁﬁ
bd) fbdf  (bd)f  b(df) bdf b\df)’

Komutativnost mnozenja u K slijedi iz komutativnosti mnozenja u R :

ac ac ca ca

bd bd db  db

Dokazimo distributivnost mnozenja u odnosu na zbrajanje u K :

afc e\ acft+ed alcf+ed) acf+aed
3(8+?)‘5 aF e b

Kako je b # 0, mnozenje brojnika i nazivnika posljednjeg izraza ne mijenja tu klasu, pa je to dalje
jednako:
abcf + abed  (ac)(bf) + (ae)(bd) ac ae ac ae
b2df B (bd)(bf) Cbd  bf bd+bf'
Komutativna polugrupa K u odnosu na mnozenje je monoid: svojstvo neutralnog elementa u
odnosu na mnozenje ima klasa

L= {(c. ce B c#0),

a
jer oCito za svaki 7 € K vrijedi

al al a
b1 bl b
Na taj smo nacin dokazali da je K komutativan unitalan prsten. Napokon, dokazimo da je K
polje, tj. da je svaki njegov element razlicit od nule invertibilan u odnosu na mnozenje. Ulogu

nule u prstenu K igra klasa

)

I:{(O,c); ce K, ¢c#0}.

0 b
Neka je % € K. Pretpostavka % #* 1 znaci da je al # 0b, odnosno, a # 0. Tada je — € K i to je
a
invers od % u odnosu na mnozenje:
b b 1
%EZZ_QZI jer je ab=ba # 0.
Ovako konstruirano polje K zove se polje razlomaka integralne domene R. Definiramo sada
preslikavanje ¢ : R — K na sljedeé¢i nacin:

ola) = %, a € R.
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Preslikavanje ¢ je homorfizam prstenova, jer za a,b € R imamo

a+b a
pla+b) = =1t

% = p(a) + ¢(a) i p(ab) = aTb = %% = p(a)p(b).

1
Taj je homomorfizam prstenova unitalan, jer je (1) = —, a to je jedinica u K. Napokon, unitalni

homomorfizam ¢ je injektivan. Doista, za a,b € R imamo redom
a
pla)=plt) = =7 = ad=bi = a=b
Dakle, ¢ je unitalni izomorfizam prstena R s unitalnim potprstenom

o(R) = {e(a); a € R}y = {$; a e R}

polja K. Stoga ¢ mozemo upotrijebiti kao identifikaciju: element a € R identificiramo s klasom %

u K : a
(I:I, CLGR

Ako je b € R, b # 0, onda u polju K imamo

p1 = 9_1_1
S\l b

Stoga za bilo koji element % polja K imamo uz identifikaciju R C K :

a al al
_ = — = —— = b_l.
b1 1b ¢

Ako se R moze pomoc¢u unitalnog monomorfizma smjestiti u bilo koje drugo polje L to se
smjestenje jedinstveno prosiruje do smjestenja polja razlomaka od R u polje L :

Teorem 3.5. Neka R integralna domena i K O R njeno polje razlomaka. Neka je 1 unitalni
monomorfizam R u polje L. Tada postoji jedinstveni unitalni homomorfizam ¥ : K — L koji
prosiruje 1 : VIR = 1. Homomorfizam V je takoder injektivan.

Dokaz: Definiramo preslikavanje ¥ : K — L sa

v () =vlapm) ™, Tek

b b
Dokazimo da je definicija preslikavanja ¥ je smislena. Prije svega, ako je % € K, onda je b # 0, pa
je zbog injektivnosti preslikavanja 1) element ¢ (b) polja L razli¢it od nule, dakle, invertibilan; stoga
ima smisla pisati 1 (b)~!. Za smislenost definicije preslikavanja ¥ treba jos provjeriti neovisnost
o izboru predstavnika klase a € K. Doista, ako su g,g e Ki a_ 2, onda je ad = bc, odakle

primjenom homomorfizma 1 slijedi ¢(a)1(d) = 1 (b)1(c). Pomnozimo li obje strane ove jednakosti
s inversima ¢(b) ! i ¢(d)~! dobivamo trazenu neovisnost o izboru predstavnika klase u K :

Preslikavanje ¥ : K — L je homomorfizam:
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v (% + g) — (adb; Cb) = P(ad + cb)p(bd) " = [P(a)i(d) + ()Y D) [ (b)e(d)] ™ =
= (@)P(d)p(6) (D) + U (UOVO) V() = v(app) " + ) = v (3) + v (2);
nadalje,
W (35) =¥ (1) = vlachpibd) ™ = vla)p(e) (@] " =
— [ty @] v (2w (5).

Homomorfizam ¥ prosiruje v, jer je ¢)(1) = 1(1)~! jedinica u polju L, pa za a € R imamo
a —
() =W (T) = @)™ = v(a).
Posebno, ¥ je kao i ¢/ unitalan homomorfizam. Napokon, homomorfizam W je injektivan. Doista,
ako je

% € K takavdaje W <%> =0,

onda je 1(a)y(b)~t = 0, a odatle mnoZenjem sa 1(b) slijedi 1/(a) = 0. No kako je po pretpostavci
homomorfizam 1 injektivan, slijedi a = 0, pa imamo

Treba jos dokazati jedinstvenost prosirenja monomorfizma . Pretpostavimo da je Q : K — L
homomorfizam polja takav da je QR = v, donosno, Q(a) = ¥(a) Va € R. Tada za proizvoljne
a,b € R, b+# 0, imamo

v)2(3) = b9 (7) =2 (b7) = 2a) = ¥,
a odatle mnozenjem sa 1 (b)~! slijedi
o(3) -t -+ (2)

Ako je K bilo koje polje, prsten polinoma K[X] je integralna domena. Njeno polje razlomaka
obi¢no se oznacava sa K (X) i zove polje racionalnih funkcija u jednoj varijabli s koeficijentima
iz polja K. Elementi su razlomci oblika

P
éa PaQEK[XL Q#O
Nadalje, za P,Q, R, S € K[X]|, Q # 0, S # 0, vrijedi
P
@ = g ako i samo ako je PS = RQ.

P
Racionalna funkcija — definira funkciju na skupu K \ N, gdje je N = {\ € K; Q()\) = 0} skup
nultocaka polinoma () u polju K :

Py =2
N=535y A @W#o

P
Najveée podrucje definicije dobivamo ako skratimo razlomak — koliko god mozemo, odnosno,

podijelimo brojnik i nazivnik s njihovom najve¢om zajednickom mjerom, tako da dobijemo ra-
zlomak u kome su brojnik i nazivnik relativno prosti. U tom sluc¢aju brojnik i nazivnik nemaju
zajednickih nultocaka.



3.3. PROSTI I MAKSIMALNI IDEALI 69

3.3 Prosti 1 maksimalni ideali

U ovom odjeljku R ¢e oznacavati komutativan unitalan prsten razlicit od {0}. Definirat ¢emo
pojmove prost ideal i maksimalan ideal 1 istraziti veze izmedu ta dva pojma.
Ideal I u prstenu R zove se prost ako je I # R i ako iz ab € [ slijedi da jeilia € I'ilib € I.

Propozicija 3.1. Ideal I u prstenu R je prost ako i samo ako je kvocijentni prsten R/I integralna
domena.

Dokaz: Pretpostavimo da je I ideal razlicit od R koji nije prost. Tada postoje a,b € R\ [
takvi da je ab € I. Tada su elementi a + I i b+ I kvocijentnog prstena R/I razlic¢iti od nule, a
njihov produkt ab + I je nula u prstenu R/I jer je ab € I. Dakle, R/I nije integralna domena.

Pretpostavimo sada da je I # R ida R/I nije integralna domena. Tada postoje elementi a + [
i b+ I kvocijentnog prstena razlic¢iti od nule, dakle, a € I i b ¢ I, takvi da je njihov produkt ab+ I
nula u prstenu R/I, dakle, ab € I. To pokazuje da ideal I nije prost.

Ideal I # R se zove maksimalan ako u R ne postoji ideal J takav da je I C J C R.
Primijetimo da za ideal I u R vrijedi I # R ako i samo ako 1 ¢ I. Doista, ako je 1 € I, onda za
svaki a € R vrijedi a = al € I, dakle je [ = R.

Propozicija 3.2. Neka je I # R ideal. Tada postoji maksimalan ideal v R koji sadrzi I.

Da bismo ovu propoziciju dokazali, potrebna nam je tzv. Zornova lema iz teorije skupova, koju
¢emo sada izrec¢i. U tu svrhu trebamo definirati jos neke pojmove. Parcijalno ureden skup je
neprazan skup S na kome je zadana relacija uredaja, tj. relacija < sa sljedec¢a dva svojstva:

a) Antisimetricnost: Ako su z,y € S, onda vrijedi x <y iy < x ako i samo ako je x = y.
Y J yly J Yy

(b) Tranzitivnost: Ako su z,y,z € S takvida jex <y iy < z, ondaje z < z.

Podskup 7 parcijalno uredenog skupa S zove se lanac ako za bilo koje z,y € 7 vrijedi ili z < y
ili y < z. Za podskup 7 parcijalno uredenog skupa S kazemo da je odozgo omeden (u S) ako
postoji x € S takav da je y < x Vy € 7. Napokon, za element x parcijalno uredenog skupa S
kazemo da je maksimalan (u S) ako ne postoji y € S takav da je x <y ix #y.

Teorem 3.6. (Zornova lema) Neka je S parcijalno ureden skup u kome je svaki lanac odozgo
omeden. Tada u S postoji barem jedan maksimalan element.

Dokaz propozicije 3.2. Neka je S skup svih ideala J # R koji sadrze ideal I. To je neprazan
skup jer je I € §. U skup & uvodimo relaciju uredaja pomocu inkluzije. Naravno, maksimalni
ideal koji sadrzi I je upravo maksimalni element parcijalno uredenog skupa S. Da bismo dokazali
da takav postoji, prema Zornovoj lemi dovoljno je provjeriti da je zadovoljen uvjet Zornove leme,
tj. da je svaki lanac u & odozgo omeden. Neka je, dakle, 7 lanac u §. To znaédi da je 7 skup
ideala J # R koji sadrze I takav da za J, K € T vrijedi ili J C K ili K C J. Stavimo tada

L={]JJ
JeT

Dokazimo da je L ideal u R. Doista, ako su a,b € L, onda postoje J, K € T takvida jea € J i
b € K. Kako je 7 lanac, vrijedi ili J C K ili K C J. Pretpostavimo npr. da je K C J. Tada su
a,b € J, akako je J ideal, to jeia—b € J, dakleia — b € L. Time je dokazano da je L aditivna
podgrupa od R. Nadalje, ako jea € Ribe€ L, tadajeb e J zaneki J € T, pajeiab € J, dakle
iab € L. Time je dokazano da je L ideal u R. Kako je J # R VJ € T, tojel1 ¢ J VJ € T. No
tada slijedi 1 ¢€ L, dakle, L # R. Jasno je da L sadrzi ideal I. Prema tome je L € S§. Napokon,
oc¢ito vrijedi J C L VJ € 7T i time je dokazano da je lanac 7 odozgo omeden. Kako je 7 bio
proizvoljan lanac u § zadovoljen je uvjet Zornove leme.
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Propozicija 3.3. R je polje ako i samo ako je {0} jedini ideal u R razlicit od R.

Dokaz: Neka je R polje i neka je I # {0} ideal u R. Izaberimo a € I, a # 0. Tada je a
invertibilan, pa slijedi 1 = a~'a € I, a odatle je I = R.
Obratno, pretpostavimo da su {0} i R jedini ideali u R. Neka je a € R, a # 0. Neka je

I = Ra ={ba; b€ R}.

Tada je I ideal u R. Doista, ako su z,y € I, onda je x = ba i y = ca za neke b,c € R, pa
slijedi x — y = ba — ca = (b — ¢)a € I, sto pokazuje da je I aditivna podgrupa od R. Nadalje, za
r€liy € Rjex =bazanekib e R, paje yr = (yb)a € I. Ideal I je razlicit od {0}, jer je
0 # a = la € I. Po pretpostavci je tada I = R. No to znaci da je 1 € I, dakle, postoji b € R
takav da je ba = 1. Time je dokazano da je element a invertibilan u R, a kako je a bio proizvoljan
element iz R\ {0}, zaklju¢ujemo da je R polje.

Propozicija 3.4. Ideal I u R je maksimalan ako i samo ako je kvocijentni prsten R/I polje.

Dokaz: Prstene R i R/I mozemo promatrati kao module nad prstenom R. Tada su ideali u R
upravo podmoduli R—modula R, a takoder ideali u prstenu R/I su podmoduli R—modula R/I.
Kvocijentno preslikavanje 7 : R — R/I, definirano sa w(a) = a + I, a € R, je homomorfizam
R—modula. Doista, za a,b € R je

m(a+b)=(a+b)+1=(a+1)+(b+1)=m(a)+ (D).
Takoder,
ar(b) =a(b+1)=ab+ I = n(ab).

Prema prvom teoremu o izomorfizmu (teorem 3.3.) J — m(J) je bijekcija sa skupa svih podmodula
J od R koji sadrze I na skup svih podmodula od R/I. Drugim rije¢ima, J +— w(J) je bijekcija
sa skupa svih ideala u R koji sadrze I na skup svih ideala u prstenu R/I. Prema propoziciji
3.3. prsten R/I je polje ako i samo ako je R/I jedini ideal razli¢it od nule. No to znaci da je R
jedini ideal u R koji sadrzi I i koji je razli¢it od I, odnosno, to znaci da je ideal I u prstenu R
maksimalan.

Korolar 3.1. Svaki maksimalan ideal u R je prost.

Dokaz: Ako je I maksimalan ideal u R prema propoziciji 3.4. kvocijentni prsten R/I je polje.
No polje je i integralna domena, pa iz propozicije 3.1. slijedi da je ideal I prost.

Obrat ne vrijedi. U prstenu R ne mora svaki prost ideal biti maksimalan. Da to uvidimo,
razmotrimo sljedeéi primjer. Neka je R = Z[X]| prsten polinoma jedne varijable s cjelobrojnim
koeficijentima. Promatrajmo ideal

I = XZ[X] = {XQ; Q € Z[X]} = {P € ZIX]; P(0) =0}
Ideal I je prost. Doista, ako su A, B € Z[X] takvi da je AB € I, tada je 0 = (AB)(0) = A(0)B(0),
dakle, ili je A(0) = 01ili je B(0) = 0. No to znaci da je ili A € I ili B € I. Medutim, ideal I nije
maksimalan u prstenu Z[X]. Doista, neka je

J ={P e Z[X]; 2|P(0)}.

Tada je J ideal u Z[X], i ocito je I C J C Z[X].
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U jednoj klasi prstenova svaki je prost ideal razlicit od {0} maksimalan. To su integralne
domene koje su ujedno tzv. prsteni glavnih ideala. U prstenu R glavni ideal je svaki ideal oblika

Ra = {ba; b € R}

za neki a € R. Za R kazemo da je prsten glavnih ideala ako je svaki ideal u R glavni ideal.
Integralna domena koja je prsten glavnih ideala zove se domena glavnih ideala.

Propozicija 3.5. Neka je R domena glavnih ideala. Tada je svaki prost ideal I # {0} u R
maksimalan ideal u R.

Dokaz: Neka je I # {0} prost ideal u R. Kako je R prsten glavnih ideala, postoji a € I takav
da je I = Ra. Buduéi da je I # {0}, to je a # 0. Nadalje, I # R, pa element a nije invertibilan
u R : inace bi bilo 1 = a~'a € I, dakle, I = R. Neka je sada J ideal u R koji sadrzi I. Tada je
J = Rb za neki b € J. Imamo

I1CJ — Ra C Rb — a € Rb — a=cb zaneki ce R.

Kako je I prost ideal i @ € I, nuzno jeilib € I'ilic € I. Akojeb € I, onda je J = Rb C I,
dakle, J = I. Pretpostavimo da je J # I. Tada je ¢ € I, dakle, ¢ = da za neki d € R. No tada je
a = cb = dab = abd. Buduéi da je R integralna domena, u jednakostima je dozvoljeno ”kracenje”
elementima razli¢itim od nule, pa slijedi 1 = bd € J, dakle, J = R.

Ova propozicija pokazuje da prsten Z[X] iz prethodnog primjera, koji ocigledno jest integralna
domena, nije prsten glavnih ideala. U stvari, lako se vidi da promatrani ideal

J = {P e ZIX]; 2|P(0)}
nije glavni ideal.
Propozicija 3.6. Prsteni Z i K[X], gdje je K polje, su domene glavnih ideala.

Dokaz: Prema lemi 2.2. cak je svaka podgrupa aditivne grupe Z oblika mZ za neki m € Z.
Prema tome, svaki je ideal u Z glavni ideal.
Ako je I # {0} ideal u K[X]. Neka je P medu svim polinomima u [ razli¢itim od 0 najmanjeg
stupnja. Dakle,
Rel, Q#0 — deg P < deg Q.

Tada je naravno K[X]P C I. Neka je @) € I. Prema propoziciji 1.12. postoje A, B € K[X] takvi
daje Q@ =AP+Bideg B <deg P. Tada je B= @ — AP € I, pa prema izboru polinoma P slijedi
B = 0. Dakle, @ = AP € K[X]|P. Time je dokazana i obrnuta inkluzija I C K[X]P, odnosno,
imamo jednakost [ = K[X]P.
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3.4 Faktorijalni prsteni

Vidjeli smo da se svaki cijeli broj m € Z razli¢it od 0 i £1 moze faktorizirati u £ produkt
prostih brojeva i taj je zapis jedinstven do na poredak. Sliéno vrijedi i u prstenu polinoma K[X]
s koeficijentima iz polja K : svaki neinvertibilan polinom razli¢it od 0 moze napisati kao produkt
ireducibilnih polinoma i ako se ograni¢imo na normirane polinome ($to postizemo izlu¢ivanjem
faktora o € K \ {0}) faktorizacija je ponovo jedinstvena do na poredak. U ovom ¢éemo odjeljku
detaljnije istraziti svojstvo takve jedinstvene faktorizacije. Buduéi da su pri faktorizaciji djelitelji
nule velika smetnja, ogranicit ¢emo se na promatranje integralnih domena.

Prije svega, na jednom ¢emo primjeru vidjeti da jedinstvena faktorizacija nije istinita u svakoj
integralnoj domeni. Promatrat ¢emo sljedeé¢i potprsten polja kompleksnih brojeva:

R:{a+bz'\/5; a,b € Z}.

R je najmanji unitalni potprsten od C koji sadrzi broj iv/5. Za a € R oznaéimo sa N(a) kvadrat
njegove apsolutne vrijednosti. Dakle,

N <a + bz'\/S) = a? + 5b%.

Naravno, za svaki a € R razli¢it od nule je N(«) prirodan broj. Nadalje, iz svojstava apsolutne
vrijednosti kompleksnih brojeva slijedi da je

N(aB) = N(a)N(B),  Va,3€R. (3.1)

Odredimo sada grupu R* svih invertibilnih elemenata u prstenu R. Ako je o € R, onda je oo™t = 1,
pa slijedi N(a)N(a™') = N(1) = 1. To pokazuje da je N(a) = 1 za svaki a € R*. Pisemo li
o = a + bi/5 slijedi da mora biti a4+ 5b* = 1, a to je moguée samo ako je b= 01ia = £1. Na taj
nacin dokazali smo da je R* = {1, —1}.

Produktna formula (3.1) pokazuje da ukoliko pokusavamo neki element prstena R rastavljati
u produkt, taj pokusaj faktorizacije ¢e nakon kona¢no mnogo koraka zavrsiti. Dakle, moguca je
faktorizacija u produkt nekakvih ” elementarnih” elemenata, koje bismo mogli zvati ireducibilnima
— to su oni koji nisu invertibilni i koji se ne mogu pisati kao umnozak dvaju neinvertibilnih. Uo¢imo
sada jednakost u prstenu R :

6= (1+iv5) (1-v5) =2:3. (3.2)

Imamo

N(1+iv5) =N (1-iV5) =6, N2 =4, N(3)=9,

Buduéi da je N (a + biv/5) = a4 5b%, vidimo da je N(a) # 2 i N(a) # 3 za svaki o € R. To nam
pokazuje da elementi 14 iv/5, 1 —i+v/5, 21 3 prstena R nemaju netrivijalne faktorizacije, odnosno,
da su u gornjem smislu ireducibilni. Taj primjer pokazuje da iako u prstenu R mozemo govoriti o
faktorizaciji ta faktorizacija nije jedinstvena.

U prstenima Z i K[X]| pojmovi prostog elementa i ireducibilnog elementa se podudaraju, ali
opcenito nije tako. Prijedimo na formalne defincije u proizvoljnoj integralnoj domeni R. Ako su
a,b € Ria#0, kazemo da a dijeli b ako postoji ¢ € R takav da je b = ac. Kazemo jos da je a
djelitelj, divizor ili faktor od b. Tu ¢injenicu biljezimo kao i kod brojeva i polinoma s uspravnom
crtom: alb. Element r € R se zove ireducibilan ako je r neinvertibilan element razli¢it od 0 koji
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se ne moze napisati kao produkt dvaju neinvertibilnih elemenata. Neinvertibilni elementi razliciti
od 0 koji nisu ireducibilni zovu se reducibilni. Za neinvertibilan element p € R razlicit od 0
kazemo da je prost ako ima sljedece svojstvo:

a,be R, p|(ab) — pla ili  plb.
Propozicija 3.7. Svaki je prost element ireducibilan.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji prost element p koji je reducibilan. Tada ga
mozemo zapisati u obliku p = ab, gdje su a,b € R neinvertibilni. No tada ocito p|p, dakle p|(ab),
pa slijedi da ili p|a ili p|b. Uzmimo jedno od toga, npr. pla. Tada je a = pc za neki ¢ € R, pa slijedi
p = ab = pcb, a odatle je cb = 1 suprotno pretpostavci da je b neinvertibilan. Ova kontradikcija
dokazuje tvrdnju.

Obratno, ireducibilan element ne mora biti prost. Npr. u prethodnom primjeru element 1+i+v/5
je ireducibilan. On dijeli 6 = 2 - 3, ali o¢ito ne dijeli ni 2 ni 3, dakle, 1 + iv/5 nije prost.

Integralna domena R zove se faktorijalan prsten (ili domena jedinstvene faktorizacije,
engl. terminologija je unique factorization domain) ako ima sljede¢a dva svojstva:

(1) svaki neinvertibilan element razli¢it od 0 je ili ireducibilan ili je produkt kona¢no mnogo
ireducibilnih elemenata;

(2) faktorizacija iz (1) jedinstvena je do na poredak i do na mnozenje pojedinih faktora inver-
tibilnim elementima.

Uocava se da je svojstvo (2) (jedinstvenost faktorizacije) iskazano u odredenoj mjeri nespretnije
nego $to je to bio slucaj u prstenima Z i K[X]. Tamo smo stvarno imali jedinstvenost do na
poredak. Razlog je u tome Sto se mogli ograniciti u slu¢aju prstena Z na prirodne brojeve, a
u sluéaju prstena K[X] na normirane polinome. U opéim integralnim prstenima takav izbor
predstavnika nije tako jednostavan. Ipak, moguce je postic¢i odredeniji iskaz jedinstvenosti.

Postupamo na sljedeé¢i nacin. Neka je R integralna domena i R* njena multiplikativna grupa
invertibilnih elemenata. Grupa R* djeluje na R pomoc¢u mnozenja. To djelovanje definira na
R relaciju ekvivalencije koja se zove asociranost. Konkretno, kazemo da su elementi a i b iz R
asocirani ako postoji @ € R* takav da je a = ab. Naravno, {0} je jedna od klasa ekvivalencije
u odnosu na tu relaciju, odnosno, jedna klasa asociranosti. Takoder, ¢itava grupa R* je jedna
klasa asociranosti. Ono §to nas zanima u problemima faktorizacije je ostatak prstena R, odnosno
skup R\ (R*U{0}) svih neinvertibilnih elemenata razlicitih od nule. Taj je skup disjunktna unija
klasa asociranosti. Ako iz svake takve klase izaberemo po jednog predstavnika dobivamo skup
koji ¢emo oznagciti sa R’ i koji moze igrati slicnu ulogu kao i N\ {1} u slucaju Z, odnosno, kao
skup normiranih nekonstantnih polinoma u slu¢aju prstena K[X]. Nadalje, neka je R} skup svih
ireducibilnih elemenata u R'. Svaki ireducibilan element tada je asociran jedinstvenom elementu
iz R,. Svojstva faktorijalnog prstena mogu se sada odredenije iskazati:

(1) za svaki neinvertibilan element a # 0 postoje a € R*; n € Nipy,...,p, € R} takvi da je
a=apy po.
(2) akosu a, € R*, nym € Nipy,....,pn,q1,...,qm € R, takvi da je

apl-.-pn:ﬁql.-.qm

Tada je « = i n =m i postoji permutacija o € 5, takva da je

4 = Po(y) za j=1,...,m.
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Sljedeca propozicija pokazuje vaznost razlikovanja pojmova prost i ireducibilan:

Propozicija 3.8. Neka je R integralna domena sa svojstvom (1). Tada R ima i svojstvo (2) ako
1 samo ako je svaki ireducibilan element u R prost.

Dokaz: Pretpostavimo da (2) vrijedi i neka je p ireducibilan element koji dijeli umnozak ab.
Mozemo pretpostaviti da je ab # 0. Neka su ¢ € R, i ¢ € R* takvi da je p = eq. Tada i ¢ dijeli
umnozak ab. Dakle, ab = qc za neki c. Neka su

a/:apl.-.pn’ b:ﬁql...qm’ C:"}/’r‘l...rk

faktorizacije u skladu sa (1), odnosno, o, 3,7 € R* 1 p1, ...y Pns Qs - s Gy T15 - - -, Tx- Slijedi

alBpi- - PuGr Gm = VG Tk

Prema (2) jedan od faktora pi,...,pn, q1,- -, qmn s lijeve strane jednak je g. Dakle, ili je ¢ = p; za
neki ¢ i tada gla, ili je ¢ = ¢; za neki j i tada q|b. Kako je ¢ = e 'p, slijedi da ili p|a ili p|b. Time
je dokazano da je element p prost.

Pretpostavimo sada da je svaki ireducibilan element od R prost. Sada se sasvim analogno
dokazima teorema 1.1. i 1.6. dokazuje da vrijedi (2). Provedimo taj dokaz detaljno. Pretpostavimo,
dakle, da je

Ozplpn:ﬁ(hqm, OZ,ﬁGR*, n,mGN, pla"'apna(_h)"'aQWGR;' (33)

Mozemo pretpostaviti da je m < n. Dokaz provodimo indukcijom u odnosu na m.

Baza indukcije: m = 1. Pretpostavljamo da je fq¢1 = apy - pn, o, 8 € R*, ¢1,p1,...,pn € R..
Zbog ireducibilnosti od ¢; slijedi n = 1 i ¢; = S 'ap;. Dakle, ¢; i p; su asocirani. No kako su
p1,¢1 € R, a R! je formiran od po totno jednog predstavnika svake klase asociranosti u skupu
R\ (R*U{0}), zakljucujemo da je q; = p;. Tada je 3~ 'a =1, tj. a = 3. Time je proveden dokaz
baze indukcije.

Korak indukcije: m > 2 i pretpostavljamo da je tvrdnja dokazana za manje od m faktora. Iz
(3.3) slijedi da gy, dijeli umnozak p; - - - p,. g je ireducibilan, pa je po pretpostavci prost. Stoga
¢m dijeli jedan od faktora, npr. p,. No kako je i p; ireducibilan, slijedi da su ¢, i px asocirani, a
bududi da su oba iz skupa R, u kome se iz svake klase asociranosti nalazi totno jedan element,
zaklju¢ujemo da je ¢, = pg. No tada dvije strane jednakosti (3.3) mozemo skratiti sa pg, pa
dobivamo:

apy - Ph—1Dk+1" " Pn = B Gm—1-

Po pretpostavci indukcije slijedi da je m — 1 = n — 1, dakle, m = n, da je « = [ i da postoji
bijekcija
o:{l,....m—=1}—={1,.... k=1, k+1,...,m}
takva da je
4 = Po(y) za j=1,...,m—1.
Stavimo li jos o(m) = k, dobivamo da je o € S, i da vrijedi
4j = Po(j) za jJ=1,...,m.
Time je i korak indukcije proveden.

Propozicija 3.9. Neka je R integralna domena i p € R, p # 0. Tada je element p prost ako i
samo ako je glavni ideal Rp prost.
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Dokaz: Pretpostavimo da je element p prost. Tada je Rp # R, jer p nije invertibilan. Pret-
postavimo da su a,b € Riab € Rp. Tada je ab = rp za neki r € R, pa slijedi da p|ab. No tada p|a
ili p|b. U prvom sluéaju je a € Rp, u drugom je b € Rp. Dakle, ideal Rp je prost.

Pretpostavimo sada da je ideal Rp prost i da je p # 0. Bududi da je Rp # R, element p nije
invertibilan. Pretpostavimo da plab. Tada je ab = ¢p za neki p, dakle, ab € Rp. Buduéi da je ideal
Rp prost, slijedi da je ili @ € Rp ili b € Rp. U prvom sluc¢aju pla a u drugom p|b. Dakle, element
p je prost.

Teorem 3.7. Neka je R domena glavnih ideala. Tada je R faktorijalan prsten.

Dokaz: Neka je a; € R\ (R*U{0}). Ako a; nije ireducibilan, tada je a; = asbs, pri ¢emu as i by
nisu invertibilan. Ako as i by nisu oba ireducibilni, mozemo pretpostaviti da as nije ireducibilan.
Tada je as = agbs, pri cemu a3 i by nisu invertibilni. Nastavimo na taj na¢in dok god mozemo.
Trebamo dokazati da se taj proces ne moze nastavljati u nedogled, nego ¢emo nakon konacno ko-
raka doci do faktorizacije elementa a; u produkt ireducibilnih elemenata. Pretpostavimo suprotno.
Jednakost a; = asbs, pri ¢emu by nije invertibilan, znaci da je a; € Ras, ali as € Raq, odnosno, da
je Ra; © Ras. Sada iz as = asbs slijedi Ray C Ras. Dakle, dobivamo beskonacan striktno rastudi
niz glavnih ideala

Ra; € Ray € Rag C -+ - C Ra, € Rapyy C -+ -

Stavimo

Tada je I ideal u R. Bududi da je R prsten glavnih ideala, vrijedi I = Ra za neki a € R. Tada je
a € I, dakle, a € Ray za neki k € N. No to znaci da je i Ray C Ra i Ra C Rayg, dakle, Ra, = Ra.
No odatle slijedi da je Ra,, = Ra ¥Ym > k suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da
je nemoguce nastavljati opisani proces u nedogled, nego nakon konacno mnogo koraka dolazimo
do prikaza elementa a; kao produkta ireducibilnih elemenata. Time je dokazano da prsten r ima
svojstvo (1).

Prema propoziciji 3.8. teorem ¢e biti dokazan, ako pokazemo da je svaki ireducibilan element
u R prost. Neka je p ireducibilan element od R. Tada p nije invertibilan, pa je Rp # R. Pret-
postavimo da je I D Rp ideal. Buduéi da je R prsten glavnih ideala, vrijedi / = Rc za neki ¢ € R.
Tada je p = rc za neki r € R. Kako je I # Rp, r ne moze biti invertibilan. Sada ireducibilnost
elementa p povlaci da je c invertibilan. No tada je I = R. Na taj nac¢in dokazali smo da je ideal Rp
maksimalan. Prema korolaru 3.1. ideal Rp je prost, a prema propoziciji 3.9. element p je prost.

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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3.5 Gaussova lema

Vidjeli smo da je svaka domena glavnih ideala faktorijalan prsten. Posebno, za svako polje
K prsten polinoma K[X] je faktorijalan prsten. Cilj je ovog odjeljka da dokazemo znatno vise,
naime, da je za svaki faktorijalan prsten R prsten polinoma R[X] s koeficijentima iz R takoder
faktorijalan prsten. Glavni prototip je Z[X]; to jest faktorijalan prsten iako nije prsten glavnih
ideala kao Sto smo vidjeli. Drugi primjer, vrlo vazan u algebarskoj geometriji je prsten polinoma
K[Xy, Xs, ..., X,] u vise varijabli. Naime, na taj ¢e sluc¢aj biti induktivno primjenjiv najavljeni
rezultat zbog izomorfizma K[Xy, ..., X,| ~ K[Xy,..., Xu_1][X,].

Da bismo dokazali da je R[X] faktorijalan prsten za svaki faktorijalan prsten R, kljuéna je
tzv. Gaussova lema, a ta ¢e lema imati i druge vazne posljedice. Ta lema usporeduje pojam
ireducibilnosti u prstenima R[X] i K[X], gdje je R faktorijalan prsten, a K je polje razlomaka
prstena R.

Prijedimo na potrebne definicije. Neka je R faktorijalan prsten shvacen kao potprsten njegovog
polja razlomaka K. Za a,b € R koji nisu oba jednaki 0 definira se najveéa zajednicka mjera
od a i b kao bilo koji element ¢ € R koji dijelii aib i za koji vrijedi:

de R, dla i dlb = d|c.
Akosuia#0ib#0iakosu
a:apzll..p;" 1 b:ﬁpjll..pzl"

njihove faktorizacije, pri ¢emu su « i 3 invertibilni i py,...,p, su ireducibilni elementi od R, i
i1y ins g1,y Jn € Zy, onda se lako vidi da je umnozak pi'---pfe. gdje je k; = min {ig, j,},
1 < ¢ < n, jedna najveca zajednicka mjera elemenata a i b. Nadalje, ako je ¢ bilo koja najveca
zajednicka mjera elemenata a i b onda je {yc; v € R*} skup svih najveéih zajednickih mjera od
aib.

Definicija najvec¢e zajednicke mjere neposredno se generalizira na slucaj vise elemenata iz R.
Ako su aq,as,...,a, € R, od kojih nisu svi jednaki 0, njihova najveéa zajednicka mjera je
element ¢ € R sa sljedec¢a dva svojstva:

clay, clag, ... cla,

de R, da, dlay, ... day, — d|e.

Najveca zajednicka mjera postoji i jedinstvena je do na mnozenje s invertibilnim elementom iz
R. Drugim rijecima, skup svih najvec¢ih zajednickih mjera elemenata aq,as,...,a, je jedna klasa
asociranosti u R\ {0}.

Radi odredenijeg oznacavanja mozemo postupiti slicno kao u prethodnom odjeljku. Izaberemo
skup R’ koji se sastoji od po toéno jednog predstavnika svake klase asociranosti u R\ {0}, s tim
da je 1 € R'; dakle, R* N R’ = {1}. Nadalje, mozemo pretpostavljati da je R’ multiplikativni
monoid, tj. da iz a,b € R’ slijedi ab € R'. To mozemo postiéi tako da najprije izaberemo skup
P predstavnika svih ireducibilnih klasa asociranosti u R, a zatim definiramo R’ kao najmanji
multiplikativni monoid u R koji sadrzi P. Dakle, R’ = {1} UPU Q, gdje je Q skup svih produkata
elemenata iz P. Tada ¢emo za ai,as,...,a, € R, od kojih nisu svi jednaki 0, jedinstvenu u R’
najveéu zajednicku mjeru tih elemenata oznacavati sa GC'D(ay, aq, ..., a,).

Neka je sada P € R[X]\ {0}. Tada definiramo sadrzaj polinoma P kao najvecu zajednicku
mjeru koeficijenata polinoma P. Sadrzaj polinoma P oznacavat ¢emo sa c¢(P). Dakle,

P=ay+a X +ayX*+--+a,X" € RIX]\ {0} — c(P) = GCD(ag, a1, az, ..., a,).
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Polinom P zove se primitivan ako je ¢(P) = 1, tj. ako ne postoji neinvertibilan element iz R koji
dijeli sve koeficijente polinoma P.

Propozicija 3.10. Uz wvedene oznake neka su S € R[X] i P,Q € K[X] takvi da je S = PQ.
Tada postoji A € K \ {0} takav da su AP € R[X] i \'Q € R[X]. Posebno, ako je S ireducibilan
u R[X], onda je S ireducibilan i v K[X].

Dokaz: Koeficijenti polinoma P i @ su kvocijenti elemenata iz R. Ako je a najmanji zajednicki
nazivnik svih koeficijenata od P tada je P* = aP € R[X]. Sli¢no, ako je b najmanji zajednicki
nazivnik razlomaka koji predstavljaju koeficijente polinoma @, onda je Q* = bQ € R[X]. Dakle,
abS = P*Q*, gdje su P*,Q* € R[X]ic=ab€ R.

Neka je sada p bilo koji ireducibilni djelitelj od ¢, odnosno, bilo koji prosti faktor od ¢. Dokazat
¢emo da tada ili p dijeli sve koeficijente od P* ili dijeli sve koeficijente od *. Doista, neka je

P =by+ b0 X +---+b,X? i Q" =co+ X+ +c X7

Buduéi da je p prosti djelitelj od ¢ = ab i bududi da je abS = P*Q*, zaklju¢ujemo da p dijeli sve
koeficijente od P*Q*. Pretpostavimo da p ne dijeli sve b; i da p ne dijeli sve ¢;. Neka su v i v
najmanji indeksi takvi da p ne dijeli b, i da p ne dijeli ¢,. Koeficijent od X“*¥ u polinomu P*Q*
je

bOCu—H) + blcu—i—v—l + T+ bucv +o T+ bu—f—v—lcl + bu—f—UCO'

Zbog izbora indeksa u i v element p dijeli svaki sumand osim b,c,. No odatle slijedi da p ne dijeli
gornju sumu. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka bila pogresna, odnosno, dokazano je
da p dijeli sve koeficijente od P* ili p dijeli sve koeficijente od Q*.

Dakle, za svaki prosti faktor p od ¢ = ab mozemo s njim podijeliti c i sve koeficijente jednog
od polinoma P* i Q*. Korak po korak na taj nacin dolazimo do izraza oblika S = Fy(Qy, gdje
je Py € R[X] dobiven iz P* dijeljenjem svih koeficijenata od P* s nekim njihovim zajednickim
djeliteljem iz R, a takoder, Qg € R[X] je dobiven iz Q* dijeljenjem svih koeficijenata od Q* s nekim
njihovim zajednickim djeliteljem. Budud¢i da je P* dobiven iz P mnozenjem s nekim elementom
iz R, a Py je dobiven iz P* dijeljenjem s nekim elementom iz R, zakljucujemo da je Py = AP za
neki A € K. No tada imamo

PQ =5= FQo=APQo = Q = AQo = Qo=X1"'Q.
Mala modifikacija gornjeg dokaza daje nam tzv. Gaussovu lemu:

Teorem 3.8. Uz uvedene oznake neka su P i Q nekonstantni polinomi v R[X]. Tada vrijedi
c¢(PQ) = ¢(P)c(Q). Posebno, ako su polinomi P i Q primitivni, tada je i njihov umnoZak PQ
primitivan polinom.

Dokaz: Po definiciji sadrzaja je P = ¢(P)P* i Q = ¢(Q)Q*, gdje su P* i Q* primitivni
polinomi. Tada imamo PQ = ¢(P)c(Q)P*Q*. Slijedi da ¢(P)c(Q) dijeli svaki koeficijent od PQ),
pa slijedi da ¢(P)c(Q) dijeli ¢(PQ). Neka je sada p € P bilo koji prosti faktor od ¢(PQ). Tada
p dijeli ¢(P)c(Q)P*Q* = PQ, a dokaz propozicije 3.10. pokazuje da p dijeli sve koeficijente od
P ili p dijeli sve koeficijente od Q. No to znaci da p dijeli ¢(P) ili p dijeli ¢(@). U oba slucaja p
dijeli umnozak ¢(P)c(Q). Odatle korak po korak slijedi da ¢(PQ) dijeli ¢(P)c(Q). Dakle, ¢(PQ)
i ¢(P)c(Q) su asocirani, a kako se R sastoji od tocno jednog elementa svake klase asociranosti,

slijedi ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Korolar 3.2. Neka je P € R[X] nekonstantni polinom i P = aP*, gdje je a € R i polinom P* je
primitivan. Tada je a asociran sa c(P).
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Dokaz: Buducdi da a dijeli svaki koeficijent od P slijedi da a dijeli ¢(P). S druge strane, ako je
p bilo koji prosti faktor od ¢(P), tada p dijeli svaki koeficijent od P = aP*, pa slijedi da p dijeli a
ili p dijeli svaki koeficijent od P*. No kako je polinom P* primitivan, njegovi koeficijenti nemaju
zajednickih prostih faktora. Prema tome p dijeli a. Podijelimo li s p i nastavimo na isti na¢in kao
i u prethodnom dokazu, zaklju¢ujemo da ¢(P) dijeli a. Time je dokazano da su a i ¢(P) asocirani.

Korolar 3.3. Ako je P € R[X] primitivan polinom i ako P dijeli polinom Q € R[X] u prstenu
K[X], onda P dijeli Q u prstenu R[X].

Dokaz: Pretpostavimo da je Q = PS za neki S € K[X]. Mozemo pisati S = «S*, gdje je
a € K i S* je primitivan polinom u R[X]. Slijedi ) = aPS*. S druge strane je Q = ¢(Q)Q*,
gdje je @* primitivan, pa imamo ¢(Q)Q* = aPS*. Ako je a € R takav da je b = aa € R, slijedi
ac(@Q)Q* = bPS*. Polinomi Q* i PS* su primitivni, pa zaklju¢jemo da su ac(Q) i b asocirani, tj.
ac(@Q)) = bd za neki invertibilan element d € R. Dobivamo bd@) = ac(Q)Q* = bPS*, pa slijedi
d@ = PS*. Dakle, Q = d"'PS*, a kako je d~1S* € R[X], vidimo da P dijeli Q u R[X].

Iz propozicije 3.10. slijedi precizna usporedba ireducibilnih elemenata u R[X] 1 K[X] :

Propozicija 3.11. Ako je P nekonstantni polinom u R[X], onda je P ireducibilan v R[X]| ako i
samo ako je primitivan i ireducibilan v K[X].

Dokaz: Pretpostavimo da je P ireducibilan element prstena R[X]. Prema propoziciji 3.10. tada
je P ireducibilan u prstenu K[X]|. Kad P ne bi bio primitivan, imali bismo P = ¢(P)P*, gdje
je P* primitivan i ¢(P) € R je neinvertibilan. No to je u suprotnosti s ireducibilnoséu od P u
prstenu R[X]. Prema tome, P je primitivan.

Pretpostavimo sada da je P primitivan i ireducibilan u prstenu K[X]. Nadalje, pretpostavimo
da suprotno tvrdnji P nije ireducibilan u R[X]. Tada postoje neinvertibilni elementi @, Q' € R[X]
takvi da je P = QQ'. Bududi da je P primitivan, niti Q) niti @)’ ne mogu biti konstantni polinomi,
odnosno, ne moze biti Q) € R niti Q' € R. Dakle, deg @ > 11 deg @)’ > 1. No to je nemoguce, jer
je R C K i P je po pretpostavci ireducibilan u K[X].

Gaussova lema ima za posljedicu najavljeni rezultat:
Teorem 3.9. Ako je R faktorijalan prsten, tada je i R[X] faktorijalan prsten.

Dokaz: Pretpostavimo da je P € R[X], P # 0. Tada je P = ¢(P)P*, gdje je polinom P* pri-
mitivan. No tada su prema teoremu 3.8. svi djelitelji od P* u R[X]| primitivni. Posebno, oni medu
njima koji su stupnja 0 su invertibilni elementi od R. Dakle, u svakoj netrivijalnoj faktorizaciji
P* = QQ' polinomi @ i @’ su primitivni i stupnja manjeg od deg P* = deg P. Zaklju¢ujemo da
je proces faktorizacije u primitivne faktore moguée ponoviti samo konacno mnogo puta, dakle,
po propoziciji 3.11. dolazimo do rastava P* u produkt ireducibilnih polinoma u R[X]. Sada jo$
rastavimo ¢(P) u produkt ireducibilnih elemenata prstena R, pa vidimo da je zadovoljen uvjet (1)
iz definicije faktorijalnog prstena.

Prema propoziciji 3.8. treba jos dokazati da je svaki polinom P € R[X] koji je ireducibilan u
prstenu R[X] ujedno prost u tom prstenu. Neka je, dakle, P € R[X] ireducibilan element prstena
R[X]. Razmotrit ¢emo sada dvije mogucénosti: deg P > 11ideg P = 0.

Neka je najprije deg P > 1. Tada je po propoziciji 3.11. polinom P primitivan i ireducibilan u
K[X]. Pretpostavimo da P dijeli umnozak AB, gdje su A, B € R[X]. Kako je K[X] faktorijalan
prsten, slijedi da je P prost u K[X], dakle, P dijeli A u K[X] ili P dijeli B u K[X]. Prema
korolaru 3.3. P dijeli A u R[X]ili P dijeli B u R[X]. Dakle, P je prost element prstena R[X].

Pretpostavimo sada da je deg P =0, tj. P € R. Tada je P ireducibilan element prstena R, a



3.5. GAUSSOVA LEMA 79

kako je prsten R faktorijalan, P je prost element prstena R. Treba dokazati da odatle slijedi da
je P prost u prstenu R[X]. Pretpostavimo da P dijeli umnozak AB, gdje su A, B € R[X], dakle,
AB = PQ, za neki @ € R[X]. Tada imamo

A=c(A)A*, B=c¢(B)B", Q=cQ)Q", gdjesu A*, B*,Q* primitivni.

Slijedi ¢(A)c(B)A*B* = Pc(Q)Q*. Polinom Q* je primitivan, a po teoremu 3.8. i umnozak A*B*
je primitivan polinom. Slijedi da su ¢(A)c(B) = Pc(Q) asocirani u R, tj. postoji invertibilan
element d prstena R takav da je ¢(A)c(B) = Pc(Q)d. Dakle, P dijeli umnozak ¢(A)c(B) u prstenu
R, a kako je P prost u prstenu R, zakljucujemo da P dijeli ¢(A) ili P dijeli ¢(B). Ako P dijeli
¢(A) u prstenu R, onda P dijeli A = ¢(A)A* u R[X], a ako P dijeli ¢(B) u prstenu R, onda P
dijeli B = ¢(B)B* u R[X].

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Sljededi tzv. Eisensteinov kriterij ireducibilnosti cesto se koristi da bi se dokazalo da je
neki polinom ireducibilan.

Teorem 3.10. Neka je P € R[X] nekonstantni polinom:
P=c+ca X+ - +c, X" €0, Cly---yCn €R, ¢y 0, n>1.
Pretpostavimo da postoji prosti element p prstena R sa sljedeéim svojstvima:
(a) p digeli co,cq,. .., Cn1;
(b) p ne dijeli c,.
(c) p* ne digeli cy.
Tada je polinom P ireducibilan u prstenu K[X].

Dokaz: Podijelimo li P s njegovim sadrzajem ¢(P) dolazimo do primitivnog polinoma s istim
svojstvima, buduéi da zbog (b) p ne dijeli ¢(P). Dakle, u dokazu mozemo pretpostavljati da
je polinom P primitivan. Sada je prema propoziciji 3.11. dovoljno dokazati da je polinom P
ireducibilan u R[X]. Dakle, pretpostavimo da je P = AB, gdje su

A:CL0+CL1X—|—"'+(ITXT, B:b0+b1X++bSXS, ao,al,...,a,«,bo,bl,...,bs S R, arbs 7é0

Ako je r =0, onda A = qq dijeli sve koeficijente od P, dakle, ag dijeli ¢(P) = 1, pa slijedi da je ag
invertibilni element od R, dakle, i od R[X]. Stoga mozemo pretpostaviti da je » > 1 i analogno
s > 1. Po pretpostavci p dijeli ¢ = agby, ali p* ne dijeli ¢o. Dakle, p ne dijeli i ag i by nego
samo jednog od njih. Mozemo pretpostaviti da p dijeli ag i ne dijeli by. Nadalje, ¢, = a,.bs, a po
pretpostavci (b) p ne dijeli ¢,,. Prema tome, p ne dijeli niti a, niti bs. Neka je ¢ najmanji indeks iz
{0,1,...,7} takav da p ne dijeli ¢;. Tada je 1 <i<r <mn,jerjer+s=n1is> 1. Imamo

¢i = apb; + arbi—1 + -+ - 4+ a;—101 + a;bo.

Prema izboru indeksa ¢ znamo da p dijeli ay, . .., a;_1, a kako p dijeli ¢;, iz gornje jednakosti slijedi
da p dijeli umnozak a;by. No kako p ne dijeli a;, zakljucujemo da p dijeli by. To je u suprotnosti s
prijasnjim zakljuckom da p ne dijeli by. Ova kontradikcija pokazuje da ne postoji takva faktorizacija
P = AB, sto znaci da je P ireducibilan u prstenu R[X].
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Poglavlje 4

Osnovni pojmovi teorije prosirenja polja

4.1 Prosirenja polja

Ako je K polje, tada znamo da je prsten polinoma K[X]| faktorijalan; Stovise, to je domena
glavnih ideala. Prema tome, svaki se nekonstantan polinom P moze u biti na jedinstven nacin
faktorizirati u produkt ireducibilnih polinoma. Svaka nultocka o od P je nultocka nekog od tih ire-
ducibilnih faktora, pa je taj ireducibilni faktor oblika 5(X — ), 5 # 0. Medutim, moze se naravno
dogoditi da P uopée nema nultoc¢aka u polju K. Npr. polinom X2 + 1 nema realnih nultocaka, ali
ako promatramo Sire polje kompleksnih brojeva, onda taj polinom ima dvije nultocke, 7 i —1.

Ako su K i L poljai K C L, tada kazemo da je L prosirenje polja K. U tom slucaju L
mozemo promatrati i kao vektorski prostor nad poljem K. Ukoliko je taj vektorski prostor kona-
¢nodimenzionalan, kazemo da je L konaéno prosSirenje polja K, a prirodan broj dimg L zovemo
stupanj prosirenja i oznacavamo [L : K]. Ukoliko prosirenje L polja K nije konacno, pisemo
[L: K] = 0.

Ako je P nekonstantni polinom iz K[X], uvijek mozemo pronadi prosirenje L polja K u kome
P ima nultocku. Da to dokazemo, uoc¢imo najprije jednostavnu ¢injenicu:

Lema 4.1. Neka su K @ L polja i neka je ¢ : K — L netrivijalni homomorfizam prstenova, .
preslikavanje # 0 takvo da je p(a+ ) = o(a) + ¢(B) i p(af) = e(a)p(B) za sve «, f € K. Tada
je o(1x) = 1 i ¢ je monomorfizam.

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je prema tvrdnji (b) teorema 3.1. Ker ¢ ideal u K, a
prema propoziciji 3.3. {0} 1 K su jedini ideali u K. Buduéi da je ¢ # 0, to je Ker ¢ # K, pa slijedi
Ker ¢ = {0}, $to znaci da je ¢ monomorfizam.

Teorem 4.1. Neka je K polje i P € K[X] nekonstantni polinom. Tada postoji prosirenje L polja
K i element a € L takav da je P(a) = 0.

Dokaz: Budud¢i da se P moze faktorizirati u produkt ireducibilnih polinoma, bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je polinom P ireducibilan. Buduéi da je K|[X] faktorijalan
prsten, prema propoziciji 3.8. P je prost element prstena K[X]. Iz propozicije 3.9. zaklju¢ujemo
da je J = K[X]P prost ideal, a kako je K[X]| domena glavnih ideala, prema propoziciji 3.5. J
je maksimalan ideal u prstenu K[X]. Sada iz propozicije 3.4. slijedi da je kvocijentni prsten
L = K[X]/J polje. Definiramo preslikavanje ¢ : K — L kao restrikciju kvocijentnog homo-
morfizma K[X] — K[X]/J, tj. ¢(A) = X+ T, A € K. Tada je ¢ homomorfizam prstenova
koji jedinicu 1 € K prslikava u jedinicu 1 4+ J polja L. Prema tome je ¢ # 0, pa je po lemi
4.1. ¢ monomorfizam. Pomocéu monomorfizma ¢ mozemo polje K identificirati s potpoljem od
L : element A\ € K identificira se s klasom A\ + 7 € L. Neka je sada a = X + J € L. Ako je

81
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P=aoy+ X+ -+ a,X" onda imamo
P(a):(0404‘\.7)"‘Oél(X‘Fj)—'—"'—l-Oén(X—l—j)n:(a0+@1X+...+aan)_|_j:P_'_j.

Medutim, P € K[X]|P = J, dakle, P + J je nula u polju L = K[X]/J. Time je dokazano da je
P(a) =0.

Korolar 4.1. Polinomi P, Q) € K|[X| su relativno prosti ako i samo ako oni ni u jednom prosirenju
polja K nemaju zajednicku nultocku.

Dokaz: Pretpostavimo da su polinomi P i () relativno prosti. Tada im je najvec¢a zajednicka
mjera 1, pa postoje A, B € K[X] takvi da je AP + BQ = 1. Kad bi za neko prosirenje L od K
i za neki a € L bilo P(a) = Q(a) = 0, slijedilo bi 0 = 1. Ova kontradikcija pokazuje da P i @
nemaju zajednicku nultocku ni u jednom prosirenju L polja K.

Pretpostavimo sada da P i () nisu relativno prosti. Tada je njihova najveca zajednicka mjera
M nekonstantni polinom. Prema teoremu 4.1. postoje prosirenje L polja K i element o € L takvi

da je M(«a) = 0. Buduéi da M dijeli i P i @, slijedi da je P(a) = Q(a) = 0.

Korolar 4.2. Neka su P i QQ medusobno razli¢iti normirani ireducibilni polinomi v K[X]. Tada
P 1 Q nemaju zajednicku nultocku ni u jednom prosirenju polja K.

Dokaz: Tvrdnja je neposredna posljedica korolara 4.1. buduéi da su razli¢iti normirani ire-
ducibilni polinomi relativno prosti.

Neka je L prosirenje polja K. Za « € L éemo sa K|a] oznacavati najmanji potprsten od L koji
sadrzi K i a.. Svaki potprsten od L koji sadrzi K i a mora sadrzavati i sve potencije o™, n > 0,
dakle i sve K —linearne kombinacije tih potencija. No K —linearna kombinacija potencija od « je
u stvari element od L oblika P(«) za neki P € K[X]. Dakle,

K[a] = {P(a); P € K[X]}.

Primijetimo jos da je preslikavanje P — P(«) epimorfizam prstena K[X] na prsten KJa].

Uz iste pretpostavke sa K («) oznacavamo najmanje potpolje od L koje sadrzi K i a. Naravno,
K[a] € K(«). Prsten Kla] je integralna domena sadrzana u polju L. Identi¢no preslikavanje
B B, f € K[a], mozemo shvatiti kao unitalni monomorfizam prstena K[a] u polje L. Stoga po
teoremu 3.5. postoji njegovo jedinstveno prosirenje sa polja razlomaka od K[a] u polje L. Bududi
da je K(«) najmanje potpolje od L koje sadrzi K [a], to prosirenje je izomorfizam polja razlomaka
prstena K [a] na polje K(«). To znaci da je

K(a)={P(a)Q(a)™; P,Q € K[X], Q(a) # 0}.
U stvari, uskoro ¢emo vidjeti da postoji mnogo jednostavniji opis polja K(«).
Neka je L prosirenje polja K. Za element o € L kazemo da je algebarski nad K ako postoji
nekonstantni polinom P € K[X]| takav da je P(a) = 0. Ako « nije algebarski nad K kazemo
da je transcendentan nad K. Ako je svaki element a € L algebarski nad K, kazemo da je L

algebarsko prosirenje polja K.
Neka je a € L algebarski nad K. Stavimo

J ={P e K[X]; P(a)=0}.

Ocito je J ideal u prstenu K [X]. Kako je K[X] domena glavnih ideala, postoji jedinstven normiran
polinom p, € K[X] takav da je

J ={P € K[X]; P(a) =0} = K[X]ua = {Qpua; @ € K[X]}.
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Polinom i, zove se minimalni polinom elementa o € L algebarskog nad K. Taj polinom ima
sljedeca svojstva:
(1) Ako je P € K[X], onda vrijedi P(«) = 0 ako i samo ako je polinom P djeljiv s polinomom
Hao-

(2) Polinom g, ima najmanji stupanj medu svim nekonstantnim polinomima iz K[X| kojima je
a nultocka.

(3) Polinom p, je ireducibilan u prstenu K[X].
(4) pe je jedini normiran ireducibilan polinom u K[X]| kome je o nultocka.

Doista, svojstvo (1) izlazi neposredno iz definicije, a svojstvo (2) je direktna posljedica svojstva
(1). Dokazimo svojstvo (3). Pretpostavimo da je p, = PQ, gdje su P,Q € K[X] nekonstantni
polinomi. Tada je P(a)Q(«a) = pa(a) = 0, dakle je P(a) = 0 ili Q(a) = 0. Medutim, kako su
i P i@ po pretpostavci nekonstantni, dakle, deg P > 1 i deg @ > 1, vrijedi deg P < deg p, i
deg @ < deg p,. Stoga su P(a) = 01 Q(«) = 0 u suprotnosti sa svojstvom (2). Ova kontradikcija
pokazuje da je nemoguca faktorizacija polinoma p, u produkt dvaju nakonstantnih polinoma,
dakle, polinom i, je ireducibilan. Odatle slijedi i svojstvo (4).

Razmotrimo promatranu problematiku na jos jedan nacin. Za element « prosirenja L polja K
definiramo preslikavanje ®,, : K[X] — L ovako:

o, (P) = Pla), PeK[X].

Znamo da vrijedi (P+Q)(a) = P(a)+ Qo) i (PQ)(a) = P(a)Q(«) za sve P, Q € K[X]; nadalje,
ako je P konstanta 1, onda je, naravno, P(a) = 1. To znaci da je ®, unitalni homomorfizam
prstena K[X] u polje L. Ocito je prije promatrani ideal J = {P € K[X]; P(a) = 0} upravo
jezgra homomorfizma ®,. Dakle, element o € L je algebarski nad K ako i samo ako homomorfizam
®, nije injektivan. S druge strane, element « je transcendentan nad K ako i samo ako je @,
monomorfizam.

Teorem 4.2. Neka je L prosirenje polja K i neka je element o € L algebarski nad K. Neka je jiq
manimalni polinom od o nad K ¢ m = deg uo. Tada je

K(a) = Kla] ={P(a); P € K[X], deg P <m —1}.

2 ..., a™ Y je baza vektorskog prostora K («) nad poljem K. Posebno,

Preciznije, {1, o,
[K(a) : K] =m = deg pq.
Dokaz: Stavimo

K, 1la] ={P(a); P € K[X], deg P <m — 1}.

Ocito je K,,—1[la] C K[a]. Dokazimo da vrijedi i obrnuta inkluzija, dakle, jednakost. Neka je
Q) € K[X]. Tada po propoziciji 1.12. postoje R, P € K|[X] takvi da je

Q = Ryo + P i deg P < deg pq.
No to znaci da je deg P < m — 1 i imamo

Q@) = R(@)pala) + Pa) = P(a),
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jer je po(a) = 0. Dakle, za svaki @ € K[X] postoji P € K[X] takav da je Q(a) = P(a) i
deg P < m — 1. Time je dokazana obrnuta inkluzija, odnosno jednakost K[a] = K,,_1[a].

Vrijedi K|o] C K(«), a da bismo dokazali da se radi o jednakosti, dovoljno je dokazati da je
prsten K[a] polje, tj. da sadrzi invers svakog svog elementa razlicitog od nule. Doista, neka je
B € Klal, B # 0. Prema dokazanom postoji P € K[X] takav da je f = P(a) ideg P <m — 1.
Bududi da je polinom p, ireducibilan i deg P < deg p4, polinomi p, i P su relativno prosti. No
tada po korolaru 1.8. postoje polinomi A, B € K[X] takvi da je AP+ Bu, = 1. Kako je pq(a) =0,
slijedi A(a)P(a)) = 1. Prema tome, 8! = A(a) € K[a]. Time je dokazano da je K|a] potpolje od
L, tj. vrijedi K|o] = K(a).

Napokon, ako je P € K[X] stupnja < m—1, onda je P(a) K—linearna kombinacija elemenata

La,a?,...,a™ 1. To znaci da skup {1,a,a?, ..., a™ '} razapinje vektorski prostor K(a) nad
poljem K. Taj je skup linearno nezavisan. Doista, ako pretpostavimo da su ag, aq,...,a0,-1 € K
takvi da je

2 —1
ag + aro + asa” + - - -+ a1 =0,

onda je P = ag + a1 X + as X? + -+ + a1 X™ ! polinom stupnja < m — 1 i vrijedi P(a) = 0.
Sada iz svojstva (2) minimalnog polinoma slijedi da je P konstantan polinom, a kako je P(«) = 0,
nuzno je ta konstanta nula, tj. P = 0. No to znaci da su svi koeficijenti ag, aq, ..., a,_1 jednaki
nuli. Time je dokazana linearna nezavisnost elemenata 1,a,a?,...,a™ ! nad poljem K. Dakle,
{1,a,0?,...,a™ 1} je baza vektorskog prostora K (a) nad poljem K.

U slucaju transcendentnog elementa prosirenja situacija je bitno drugacija:

Teorem 4.3. Neka je L prosirenje polja K i neka je element o € L transcendentan nad K. Tada
se monomorfizam ®,, : K[X] — L jedinstveno prosiruje do monomorfizma polja K(X) racionalnih
fukcija, tj. polja razlomaka integralne domene K[X], u polje L i to je izomorfizam polja K(X) na
potpolje K(«) polja L.

Dokaz: Iz teorema 3.5. neposredno slijedi da se monomorfizam ¢, jedinstveno prosiruje do
monomorfizma ¥, : K(X) — L. Buduéi da je polje K(X) generirano prstenom K[X], slijedi da je
slika tog monomorfizma najmanje potpolje od L koje sadrzi K[a], odnosno, slika od ¥, je upravo
potpolje K(«).

Vratimo se na opc¢u teoriju prosirenja polja. Dokazat ¢emo sada pomoénu tvrdnju koja ¢e
imati za posljedicu multiplikativnu formulu za uzastopna prosirenja polja.

Lema 4.2. Neka su K C L C M polja, dakle, L je prosirenje polja K i M je prosirenje polja L.
Neka je {; i € I} baza vektorskog prostora L nad poljem K i neka je {B;; j € J} baza vektorskog
prostora M nad poljem L. Tada je skup produkata {c,;(;; i € I, j € J} baza vektorskog prostora
M nad poljem K.

Dokaz: Svaki v € M je linearna kombinacija elemenata 3; s koeficijentima iz L.
v = Z(Sjﬁj, d;eL, skup Jo={jeJ; §; #0} jekonacan.
jeJ
Svaki od tih koeficijenata d; je linearna kombinacija elemenata «; s koeficijentima iz K :
0, = Zeijozi, j€Jo, e €K, skupovi [; ={i€l; ¢; #0} sukonacni.
el
Slijedi

Y= Z Z €ijaiﬁj.

jeJ el
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Time je dokazano da je vektorski prostor M nad poljem K razapet skupom produkata
{aif;; 1 € I, 5 € J}. Treba jos dokazati da su ti produkti linearno nezavisni nad poljem K.
U tu svrhu pretpostavimo da su \;; € K takvi da je skup {(4,7) € I x J; \;; # 0} konacan i da je

Z Aijaiﬁj = 0
(4,5)EIxJ

Stavimo tada

5J’ = Z)\ijaiv j e J

el

Zajﬁj =0.

jed

Tada su 6; € L i vrijedi

Kako su elementi 3;, j € J, linearno nezavisni nad poljem L, slijedi da je 6; =0 Vj € J. Dakle,
Z /\ijai =0 \V/j e J
iel

Medutim, koeficijenti \;; su iz K i elementi oy, @ € I, su linearno nezavisni nad K, pa slijedi
Xij =0 VieliVje J Time je dokazano da su produkti o;3;, i € I, j € J, linearno nezavisni
nad poljem K.

Teorem 4.4. Neka su K C L C M polja. Tada je
M:K|=[M:L]-[L:K].
Pri tome je operacija mnoZenja prosirena sa skupa prirodnih brojeva N na skup N U {oco} ovako:
0N =n-00=00" 00 = 00, n € N.

Drugim rijecima, prosirenje M polja K je konacno ako i samo ako su prosirenja M od L i L od
K konaéna i tada je stupanj [M : K| umnoZak stupnjeva [M : L] i [L : K].

Dokaz: Uz oznake iz leme 4.2., ako za svaki beskonacan skup S stavimo |S| = oo, onda je

[L:K]|=|I|i[M:L]=|J|,apotojlemije [M:K|=I|IxJ =|I-]J|=[L:K]-[M:L].

Ako je L prosirenje polja K i S bilo koji podskup od L, onda ¢emo sa K (S) oznaciti najmanje
potpolje od L koje sadrzi K i S. Dakle, K(S) je presjek svih potpolja od L koja sadrze K US. Ako
je S konacan skup, S = {aq,...,a,}, aq,...,a, € L, onda éemo pisati K(S) = K(ay,..., ).
Ocito je K(aq,...,an) = K(ai,...,0n-1)(ow). Za polje L kazemo da je kona¢no generirano
prosirenje polja K, ako postoji n € N i elementi ay,...,q, € L takvida je L = K(aq,...,q,).

Teorem 4.5. Prosirenje L polja K je konacno ako i samo ako je to prosirenje algebarsko i konacno
JENErirano.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je prosirenje L polja K konac¢no. Neka je a € L. Kako je
L kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K, beskonacan niz 1, o, o2, o, ... ne moZe
biti linearno nezavisan nad poljem K. Stoga postoji prirodan broj m i ag, aq, as, ..., a,, € K koji
nisu svi jednaki nuli i takvi da je

ap + a1a + axa® + -+ - + aa™ = 0.
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No tada za polinom P = ag+a; X + as X?+ -+ a, X™ € K[X] vrijedi P # 01 P(a) = 0. Dakle,
svaki element o € L je algebarski nad K i time je dokazano da je L algebarsko prosirenje polja K.
Neka je sada {a, o, ..., a,} baza vektorskog prostora L nad poljem K. Tada je ocito

K(ay,ag,...,a,) C L.
S druge strane,
L=A{aia1 +afs + -+ anay; ar,a9,...,a, € K} C K(ag,qo,...,0,).
Iz dvije inkluzije slijedi jednakost
L=K(a,as,...,qp).

Time je dokazana jedna implikacija iz tvrdnje teorema.

Pretpostavimo sada da je prosirenje L polja K algebarsko i kona¢no generirano, tj. da postoje
aq, 0, ..., 0 € L takvi da je L = K(ay, a,...,0,). Stavimo Ky = K, K; = K(oq, s, ..., ;)
za j =1,2,...,n. Tada je

K=K CKiCK,C---CK,1CK,=1L,
pa iz teorema 4.4. indukcijom po n izvodimo
[L . K] = [Kn . Kn—l] : [Kn—l . Kn_g] cee [K2 . Kl] : [Kl . KQ] (41)

Za svaki j je K; = K;_1(a;), a kako je a; algebarski nad K, on je algebarski i nad K;_;. Stoga iz
teorema 4.2. slijedi
(K K] < o0 zasvaki j=1,2,...,n,

a odatle i iz (4.1) slijedi [L : K] < co. Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 4.6. Neka je L prosirenje polja K. Tada je skup M svih elemenata o € L algebarskih
nad K polje.

Dokaz: Neka su z,y € M, tj. x i y su algebarski nad K. Tada je K C K(x) C K(z,y), pa je
[K(z,y) : K] = [K(z,y) : K(z)] - [K(z) : K.

Kako je element z algebarski nad K, to je [K(x) : K] < oo. Nadalje, element y je algebarski

nad K dakle i nad K(x), pa slijedi i [K(z,y) : K(z)] < co. Zakljucujemo da je [K(x,y) : K| <

00, odnosno, K(z,y) je kona¢no prosirenje polja K. Prema teoremu 4.5. K(z,y) je algebarsko

prosirenje od K, odnosno, svi elementi polja K (x,y) su algebarski nad K. Posebno, x £y i zy su
algebarski nad K, a takoder i 27! ako je x # 0. Dakle,

r,y e M r4+y,x—yayeM i x'eM akoje x#0.
Time je dokazano da je M potpolje od L; naravno, K C M.
Polje M iz teorema 4.6. zove se algebarsko zatvorenje polja K u proSirenju L.

Dokazat ¢emo sada da je prosirenje polja K nultockom ireducibilnog polinoma P € K[X], ¢ija
je egzistencija dokazana u teoremu 4.1., u biti jedinstveno:
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Teorem 4.7. Neka je P € K[X] ireducibilan polinom i neka su L i L' prosirenja polja K i« € L i
B € L' takvi da je P(a) = P(8) =0, L = K(«), L' = K(B). Tada postoji jedinstven homomorfizam
polja ¢ : L — L' takav da je p(a) = B i p(a) = a Ya € K. Nadalje, ¢ je izomorfizam polja L na
polje L.

Dokaz: Prije svega, neka su ¢, : L — L' homomorfizmi polja takvi da je ¢(a) = ¢¥(a) = a
Va € K i p(a) = ¢(a) = p. Stavimo M = {v € L; p(y) = ¥(y)}. Tada je M potpolje od L
koje sadrzi K U {a}, a kako je po pretpostavci L = K(«), slijedi M = L. Dakle, ¢ = 1 i time
je dokazana jedinstvenost. Nadalje, ako takav homomorfizam ¢ postoji on je surjektivan jer je
L' = K(f3), a takoder i injektivan, jer svaki homomorfizam polja je injektivan prema lemi 4.1.

Ostaje da dokazemo egzistenciju homomorfizma . Pri tome mozemo pretpostaviti da je poli-
nom P normiran. Nadalje, prema dokazu teorema 4.1. mozemo pretpostaviti da je L = K[X]/J,
gdje je J = K[X]|P,i o = X + J. Definiramo sada ¢ : K[X] — L’ ovako:

®(Q) =Q(B), Qe KI[X].

Tada je ® unitalni homomorfizam prstenova. Njegova je jezgra

Ker® = {Q € K[X]; Q(3) = 0}.

Kako je P(#) = 01 P je normiran ireducibilni polinom u K[X] zakljucujemo da je P minimalni
polinom od # nad K. No tada znamo da je Q(3) = 0 ako i samo ako je polinom @ € K[X] djeljiv
s polinomom P. Dakle,

Kerd = {Q € K[X]; P|Q} = K[X]P =J.
Stoga mozemo definirati homomorfizam ¢ : K[X|/J — L' sa

p(@+J)=2(@Q), QeK[X]

Dakle, ¢ je homomorfizam polja L = K[X]/J u polje L' i vrijedi p(Q + J) = Q(B), Q € K[X].
Polje K identificirano je s potpoljem od L na nacin da je a € K identificiran s a + J € L, gdje se
a shvaca kao konstantni polinom iz K[X]|. Dakle, p(a) = p(a + J) = a za svaki a € K. Nadalje,
ola) = p(X + J) = B. Time je dokazana egzistencija homomorfizma .
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4.2 Polja razlaganja

Neka je K polje i P € K[X] nekonstantni polinom. Kazemo da se polinom P razlaze nad
prosirenjem L polja K ako postoje a € K i ay,...,qa, € L takvi da je

P=a(X —a1) (X —ay).

Ako je k tome L = K(ay,...,q,), kazemo da je prosirenje L polje razlaganja za polinom P
nad poljem K.

Teorem 4.8. (Egzistencija polja razlaganja) Neka je K polje i P € K[X]| nekonstantni polinom.
Tada postoji polje razlaganja za P nad K.

Dokaz: Dokazat ¢emo najprije da postoji prosirenje M polja K nad kojim se polinom P ra-
zlaze. U tom dokazu mozemo pretpostavljati da je polinom P normiran. Taj ¢emo dokaz provesti
metodom matematicke indukcije u odnosu na stupanj deg P polinoma P.

Baza indukcije: Ako je deg P = 1, onda je tvrdnja trivijalna, jer je P = X —a za a € K, pa
za M mozemo uzeti samo polje K.

Korak indukcije: Neka je deg P = n > 2 i pretpostavimo da je egzistencija prosirenja nad
kojim se polinom razlaze dokazana za normirane polinome stupnja manjeg od n. Prema teoremu
4.1. postoje prosirenje K; polja K i ay € K; takvi da je P(ay) = 0. Tada je P = (X — a1)@,
gdje je @Q € K1[X] normiran polinom i deg Q = n— 1. Po pretpostavci indukcije postoji prosirenje
M polja K; nad kojim se polinom () razlaze, tj. postoje aso,...,a, € M takvi da je
Q=(X—-ay) (X —a,). Notadaje P= (X —a)(X —ag) - (X —a,) i ,9,...,0, € M.
Time je korak indukcije proveden.

Ako je M prosirenje od K i ay,...,a, € M su takvi da je P = a(X — ay) -+ (X — ), gdje
je a € K, onda je potpolje L = K(ay, ..., a,) polje razlaganja polinoma P nad poljem K.

Teorem 4.9. (Jedinstvenost polja razlaganja) Neka je P € K[X] nekonstantni polinom i neka
su L 1 L' progirenja polja K koja su polja razlaganja polinoma P nad poljem K. Tada postoji
izomorfizam polja ¢ : L — L' takav da je p(a) = a Va € K.

Ideja dokaza ovog teorema prilicno je jednostavna, ali kad ga pokusamo provesti nailazimo na
tehnicke poteskoce. Ideja je da se dokaz provodi indukcijom koriste¢i jedinstvenost iz teorema
4.7. za prosirenja s jednom nultockom prostog faktora od P, i to ponavljamo dok god ne iscrpimo
sve nultocke. Teskoca je sto nakon prvog koraka koeficijenti dvaju polinoma koji se dobiju kao
kvocijenti polinoma P viSe nisu u istom polju nego samo znamo da su u medusobno izomorfnim
poljima. Stoga se ve¢ drugi korak primjene teorema 4.7. ne moze direktno provesti. Ono $to nam
treba je malo reformulirana verzija teorema 4.7. — to ¢e biti nas teorem 4.10. No tada ¢emo moci
dokazati i generalniji oblik teorema 4.9. — to ée biti nas teorem 4.11.

Neka su K i K’ ineka je 0 : K — K’ izomorfizam polja. Tada naravno primjenom izomorfizma
o na koeficijente polinoma P € K[X] dolazimo do izomorfizma prstenova K[X| — K'[X], koji
¢emo oznaciti sa P — P7:

P=a+uX+ - +aX"eKX] = P =o(a)+o(a)X+- - +o0(a,)X" € K'[X].

Teorem 4.10. Neka je o : K — K’ izomorfizam polja. Pretpostavimo da je P normiran ire-
ducibilni polinom u K[X] i neka su L = K(a) 1 L' = K'(8) prosirenja od K i K' takva da je
P(a) = 0 i P?(B) = 0. Tada postoji jedinstven homomorfizam polja ¢ : L — L' takav da je
o|K =0 i p(a) = B. Nadalje, ¢ je izomorfizam polja L na polje L.
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Dokaz u potpunosti slijedi dokaz teorema 4.7. Za egzistenciju polazimo od epimorfizma prsten-
ova K[X] na L’ definiranog sa @ — Q?(/3). Ponovo se nalazi da je jezgra J = K[X]P i prijelazom
na kvocijent K[X]/J ~ L dolazimo do trazenog izomorfizma L — L.

Teorem 4.11. Neka je 0 : K — K' izomorfizam polja i neka je P € K[X| nekonstatni polinom.
Nadalje, neka je L polje razlaganja za polinom P nad poljem K i L' polje razlaganja za polinom
P? nad poljem K'. Tada postoji izomorfizam polja ¢ : L — L' takav da je p|K = o i da je « € L
nultocka od P ako i samo ako je p(a) nultocka od P?.

Dokaz: Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije u odnosu na deg P > 1.

Baza indukcije: Slucaj deg P je trivijalan jer tada je L = K i L' = K’ pa tvrdnja vrijedi za
Y =o0.

Korak indukcije: Pretpostavimo da je n > 21 da je tvrdnja dokazana za nekonstantne polinome
stupnja manjeg od n. Neka je deg P = n. Neka je () normiran prosti faktor od P. Naravno, tada
je Q7 normiran prosti faktor od P?. Polinom () ima nultocku a; € L a polinom @7 ima nultocku
f1 € L'. Prema teoremu 4.10. postoji izomorfizam oy : K(ay) — K'(f;) takav da je 01| K = o i
o1(a1) = fy. Tada je P = (X — aq)R za neki polinom R € K(a;)[X]. Primijenimo li oy na sve
koeficijente u toj jednakosti, dobivamo jednakost P = (X — 1)R’* u prstenu K'(3;)[X]. Tada
je L polje razlaganja za polinom R nad poljem K(ay) i L’ je polje razlaganja za polinom R’' nad
poljem K'(3;). Po pretpostavci indukcije o se moze prosiriti do trazenog izomorfizma ¢ : L — L',
a kako je 01|K = o, to je i p|K = 0.
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4.3 Konacna polja

U ovom ¢emo odjeljku iskoristiti rezultate o poljima razlaganja kako bismo klasificirali sva
konac¢na polja. Od takvih do sada znamo za polja Z, = Z/pZ, gdje je p € N prost broj.

Neka je K bilo koje polje. Jedinicu u polju K oznac¢imo sa 1lg, a nulu sa Ox. Promatramo
sada preslikavanje ¢ : Z — K definirano na sljede¢i naéin:

©(0) = Ok, (1) = 1g, on)=1x+---+1x akoje neN, n>2,
—_—

o(n) = —p(—n) akoje neZ, n<O.

Lako se vidi da je ¢ homomorfizam prstena Z u polje K. Njegova jezgra je ideal u prstenu Z.
Ako je ta jezgra {0}, tj. ako je ¢ monomorfizam, tada Z mozemo identificirati sa potprstenom
©(7Z) tako na 1 identificiramo sa 1x. U tom sluc¢aju se i polje razlomaka Q integralne domene 7
identificira s potpoljem od K. U tom slucaju kazemo da je K polje karakteristike 0, a QQ je
najmanje potpolje od K i zove se prosto potpolje polja K.

Ako je jezgra homomorfizma ¢ razlicita od {0}, tj. ako ¢ nije monomorfizam, $to je nuzno u
slucaju da je polje K konacno, onda znamo da je jezgra oblika

Kerp = pZ = {m € Z; p\m} = {kp; k € Z}

za neki p € N. Naravno, mora biti n > 2 jer je ¢(1) = 1x # Ok, dakle, ¢ # 0. Prema teoremu
3.1. tada je sa
&(m + pZ) = ¢(m), m € Z,

definiran izomorfizam kvocijentnog prstena Z, = Z/pZ na sliku K, = ¢(Z) homomorfizma ¢.
Kako je prsten Z, izomorfan potprstenu polja, slijedi da je Z, integralna domena, a tada znamo
da je nuzno p prost broj. No za prost broj p je Z, ne samo integralna domena, nego polje. Ono
je izomorfno s najmanjim potpoljem K, polja K, pa se s njim moze identificirati. U tom slucaju
kazemo da je K polje karakteristike p, a K, = Z, je najmanje potpolje od K i zove se prosto
potpolje polja K.

Ako je K konacno polje, njegova je karakteristika neki prost broj p. Tada K sadrzi kao prosto
potpolje polje Z, sa p elemenata. Naravno, K je konacno prosirenje polja Z,. Oznacimo sa
n = [K : Z,] stupanj tog prosirenja. To zna¢i da je K n—dimenzionalni vektorski prostor nad
kona¢nim poljem Z, sa p elemenata. Izaberemi li neku bazu {ey,...,e,} od K nad Z,, onda je

K ={aie1 + -+ anen; a,...,a, € Zy}.

Odatle se vidi da polje K ima p" elemenata. Zakljucujemo da je za svako kona¢no polje K broj
elemenata |K| jednak p™ za neki prost broj p (to je upravo karakteristika polja K') i neki prirodan
broj n.

Teorem 4.12. Za svaki prost broj p i svaki prirodan brojn postoji do na izomorfizam jedinstveno
polje sa p" elemenata. To je polje razlaganja za polinom XP" — X € Z,|X] nad njegovim prostim
potpoljem Z,.

Ako je ¢ = p", uobicajeno je da se polje iz teorema 4.12. oznacava sa ;. Teorem tvrdi da polje
[F, postoji i da je jedinstveno do na izomorfizam. Ta se polja katkada zovu Galoisova polja po
francuskom matematicaru Evariste Galois (1811.—1832.)
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Prije dokaza teorema 4.12. treba nam odredena priprema. Prije svega, za bilo koji polinom
P € K[X] nad nekim poljem K definiramo njegovu derivaciju P’ € K[X], na nac¢in da preslika-
vanje P +— P’, koje se zove deriviranje polinoma, bude K —linearno i da X" — nX""!. Dakle,

ako je

P=ay+a X +aX?+ - +a,X" =) X" € K[X],

k=0
onda je
n n—1
P'=ay 420X + -+ na, X" =) ke XEN =) (k4 Daga X
k=1 k=0

Propozicija 4.1. Ako su P,Q,R € K[X] i P =QR, onda je P"= Q'R+ QR'.

Dokaz: Bududéi da je deriviranje P — P’ K —linearno, dovoljno je jednakost dokazati u slucaju
Q=X",R=X"1P=QR=X"" No tada je

P =n+m)X" ! =nX" X" 4+ mX"X" ' = Q' R+ QR.

Korolar 4.3. AkojeneN,a€ K i P= (X —a)", onda je P' =n(X —a)" .

Dokaz: Tvrdnja slijedi neposredno iz propozicije 4.1. indukcijom u odnosu na n, jer je
(X —a) =1.
Korolar 4.4. Neka je a € K. Ako je polinom P € K[X| djeljiv s polinomom (X — a)?, onda je
P(a) = P'(a) = 0.

Dokaz: Mozemo pisati P = (X — a)?Q, za neki Q € K[X]. Ocito je P(a) = 0. Deriviramo li
tu jednakost, zbog propozicije 4.1. i korolara 4.3. nalazimo

P =2(X-a)Q+ (X —a)’Q = P'(a) = 0.

Teorem 4.13. Neka je p prost broj © K polje karakteristike p. Tada je preslikavanje ¢ : K — K,
definirano sa o(x) = 2P, © € K, monomorfizam polja K u samoga sebe. Ako je K konacno polje,
@ je automorfizam od K, odnosno, izomorfizama polja K na samoga sebe.

Dokaz: Ocito je
ply) = (zy)" = 2"y = p(z)e(y).
Nadalje, primijetimo da je binomni koeficijent (f) za 1 < 7 < p—1 djeljiv sa p. To zna¢i da u

polju K mnozenje sa (IJ’) daje nulu. Prema tome,

plx+y) = (x+y)= Z (f) TPt = 2P + P = p(x) + ().

Time je dokazano da je ¢ homomorfizam K u K, dakle, monomorfizam jer se radi o polju. No
ukoliko je polje K konacno, svaka injekcija K u K je i surjekcija. Dakle, u tom je slucaju ¢
automorfizam od K.

Preslikavanje z +— 2P iz teorema 4.13. obi¢no se zove Frobeniusovo preslikavanje.

Dokaz jedinstvenosti u teoremu 4.12. Neka je K konacno polje karakteristike p i neka je
K, ~ Z, njegovo prosto potpolje. Znamo da je tada broj elemenata polja K jednak g = p" za neki
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n € N. Multiplikativna grupa K* = K \ {0} je reda ¢ — 1, pa svaki element = € K* zadovoljava
27! = 1. Odatle slijedi da je 27 = x Va € K. Formiramo li polinom P = X?— X € K,[X], vidimo
da je svaki element polja K nultocka tog polinoma. Dakle, ako je K = {ay,as,...,a,}, imamo

P=X"—X=(X—-a)(X—a) (X —a,).

Prema tome, K je polje razlaganja za polinom P = X% — X nad poljem K,. Sada iz teorema
4.11. slijedi jedinstvenost polja K do na izomorfizam.

Dokaz egzistencije u teoremu 4.12. Neka je zadan ¢ = p". Definiramo K kao polje
razlaganja polinoma P = X? — X nad prostim poljem Z,. Naravno, budu¢i da je K prosirenje
polja Z,, ono ima karakteristiku p. Po definiciji polja razlaganja slijedi da za neke aq, aq, ...,a, € K
vrijedi

P=X1-X=(X—-a)(X —ag) (X —a,), K =Zy(a1,a9,...,a,).
Promatrajmo sada preslikavanje ¢ : K — K definirano sa p(z) = 2%, z € K. Bududi da je ¢ = p",
to je preslikavanje kompozicija n Frobeniusovih preslikavanja, dakle, ) je monomorfizam polja K
u samoga sebe. No tada je

L={z€K; ¢(x) =}

potpolje od K. Element z € K se nalazi u potpolju L ako i samo ako je x? = x, odnosno, ako
i samo ako je x nultocka polinoma P = X7 — X. Slijedi da je L = {ay,as,...,a,}. No kako je
K =Zy(a1,as,...,a,), slijedi da je L = K. Dokaz egzistencije ¢e biti potpun ako pokazemo da su
su svi elementi a; medusobno razliciti, tj. ako polje K stvarno ima ¢ elemenata. Pretpostavimo
da nije tako. To znaci da polinom P koji je stupnja ¢ ima u svom polju razlaganja manje od
q nultocaka. To onda povlaci da je za neki a € K polinom P = X7 — X djeljiva sa (X — a)?.
Prema korolaru 4.4. tada je a nultocka derivacije P'. Medutim, P’ = ¢X9 ! — 1, a kako je polje
K karakteristike p, mnozenje sa p, dakle, i sa ¢ = p", daje nulu. To znaci da je P’ = —1, a to
je konstantni polinom # 0, pa on uopé¢e nema nultocaka. Ova kontradikcija pokazuje da su sve
nultocke polinoma P = X9 — X jednostruke, tj. da ih stvarno ima ukupno g¢.

Korolar 4.5. Neka su q,r € N, 2 < g < r. Polje F, izomorfno je potpolju polja F, ako i samo
ako je r = q" za neki prirodan broj n.

Dokaz: Ako je polje F, izomorfno potpolju polja F,, onda je I, vektorski prostor nad poljem
F,. Ako je njegova dimenzija jednaka n, onda je r = ¢".

Pretpostavimo sada da je 7 = ¢" za neki n € N. Tada je F, polje razlaganja polinoma X" — X
nad prostim potpoljem Z,. Promatrajmo sada polinom P = X9 — X ineka je L skup svih njegovih
nultocaka u polju K :

L={reK; 2=z}
Bududi da je x — x? kompozicija Frobeniusovih preslikavanja, to je L potpolje od K.

Stavimo

k=qg—1 i (= =¢" ' " g+ L
Tada je k¢ = ¢" — 1, pa imamo
XU 1= XM= (XF) 1= (X ) (X X2k ),

Pomnozimo li tu jednakost sa X vidimo da je polinom X" — X djeljiv s polinomom X**! — X =
= X?— X. Buduéi da se polinom X7 — X razlaze nad poljem FF, i ima sve nultocke jednostruke,
isto vrijedi i za polinom X9 — X. To znaci da polinom X7 — X ima u polju K to¢no ¢ nultocaka.
To pokazuje da potpolje L polja K ima ¢ elemenata. Stoga je po teoremu 4.12. polje F, izomorfno
potpolju L polja F,.
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4.4 Geometrijske konstrukcije pomoc¢u ravnala i Sestara

Konstrukcija pomoc¢u ravnala je konstrukcija pravca kroz zadane dvije tocke u ravnini. Kon-
strukcija pomocu Sestara je konstrukcija kruznice u ravnini sa sredistem u nekoj zadanoj tocki i s
radijusom jednakim udaljenosti izmedu neke dvije zadane tocke. Definiciju mozemo formalizirati
na sljedeéi nacin. Neka je S neki skup toc¢aka u ravnini M i |S| > 2. Kazemo da je neka tocka P
ravnine M neposredno konstruktibilna iz skupa S, ako je ona sjeciste dvaju razli¢itih pravaca
od kojih svaki prolazi dvjema tockama iz S, ili je P jedno od sjecista pravca koji prolazi dvjema
tockama iz S i kruznice ¢ije je srediste neka tocka iz S a radijus je udaljenost nekih dviju tocaka
iz S, ili je P jedno od sjecista dviju razlicitih kruznica ¢ija su sredista tocke iz S a radijusi su
udaljenosti nekih tocaka iz S. Za tocku P ravnine M kazemo da je konstruktibilna iz skupa S,
ako postoje tocke Py, ..., P, takve da je P, = Pidajezasvakij € {1,...,n} toctka P; neposredno
konstruktibilna iz skupa SU{P; 1 <i < j}.

Poznata su tri problema koji su od antickog doba bili slavni i ostali nerijeseni sve do XIX.
stoljeca:

(1) Duplikacija kocke. Moze li se duplicirati kocka, tj. moze i se konstruirati stranica kocke

¢iji ¢e volumen biti dva puta veéi nego volumen zadane kocke?

(2) Trisekcija kuta. Mogu li se konstruirati dva pravca koji ¢e podijeliti zadani kut u ravnini
u tri jednaka dijela?

(3) Kvadratura kruga. Moze li se konstruirati kvadrat koji ¢e imati povrsinu jednaku povrsini
zadanog kruga?

Prvi korak u rjesavanju problema geometrijske konstruktibilnosti jest da se problem algebraizira.
Ako su nam zadane neke dvije tocke u ravnini, mozemo izabrati Kartezijev koordinatni sus-
tav u ravnini u odnosu na koji te dvije tocke imaju koordinate (0,0) i (1,0). Sve tocke ravnine
tada su zadane s po dvije Kartezijeve koordinate, a time su odredene i sve udaljenosti. S druge
strane, svaku udaljenost mozemo nanijeti kao tocku na pozitivnom ili negativnom dijelu x—osi i
r—koordinata je upravo tudaljenost od tocke (0,0). Postavlja se pitanje koje su sve tocke x—osi
konstruktibilne iz tocaka (0,0) i (1,0).

Neka je C skup svih konstruktibilnih x—koordinata. Ocito skup C sadrzi 0 i 1. Nadalje, ako
suxz,y€C,ondasuix+yeCizx—yeC;datouvidimo ¢ak i ne trebamo ravnalo, nego samo
Sestar. Neka su a, b, c € C brojevi veci od nule. Konstruirajmo sada bilo koji §iljasti kut u ravnini
— tj. dvije zrake p i ¢ koje imaju isti vrh P i kut medu njima je siljast. Neka je A tocka na zraci
p ¢ija je udaljenost od P jednaka a. Neka je B tocka na zraci ¢ Cija je udaljenost od P jednaka b.
Napokon, neka je C' tocka na zraci p ¢ija je udaljenost od tocke P jednaka a + ¢; dakle, udaljenost
od C do A je jednaka je c. Sada konstruiramo pravac kroz tocku C koji je paralelan s pravcem
kroz tocke A i B. Neka je D sjeciSte tog pravca sa zrakom ¢ i d udaljenost izmedu tocaka B i D.
Dakle, d € C. Medutim, iz poucka o sli¢nosti trokutova slijedi da je

a c be

o_c d
b d a

Uzmemo li @ = 1, vidimo da je bc € C. Ako umjesto toga uzmemo ¢ = 1, vidimo da je kvocijent
b/a € C. Buduéi da je —C = C, vidimo da je C potpolje polja R realnih brojeva. Naravno, ono
sadrzi polje Q racionalnih brojeva. Nadalje, konstrukcija pomoc¢u pravokutnog trokuta pokazuje
da vrijedi

acC, a>0 — VaeC.

Naime, ako je jedna od kateta pravokutnog trokuta duljine c i ako su a i b duljine dvaju dijelova
hipotenuze dobivenih spustanjem okomice iz suprotnog vrha, onda je ¢ = ab, dakle, ¢ = v ab. Ako
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izaberemo b = 1, vidimo da vrijedi gornja implikacija. Time je dokazana prva tvrdnja u sljede¢em
teoremu:

Teorem 4.14. Skup C xz—koordinata koje su konstruktibilne iz x = 1 1 x = 0 je potpolje polja
R realnih brojeva takvo da je \/a € C Ya € C NR,. Obratno, elementi od C su toéno oni realni
brojevi koji leZe u nekom od potpolja K, polja R oblika

KO = Q7 Kl = Q(\/a_0)7 KQ = Kl(\/a)a """ > Kn = anl(\/ anfl)a
pri cemu je a; € K; MRy za svakt j =0,1,...,n— 1.

Dokaz druge tvrdnje: Pretpostavimo da imamo polje K = K,, opisanog tipa. Mogu¢nosti
za dobivanje nove konstruktibilne tocke polaze¢i od K dolaze od tri situacije: presjeciste dvaju
pravaca od koji svaki prolazi nekim tockama s koordinatama iz K; presjeciste pravca i kruz nice
od kojih su oboje odredeni pomoc¢u podataka iz K; presjeciste dviju kruznica, od kojih su obje
odredene pomocu podataka iz K.

U slucaju prsjecista dvaju pravaca, svaki od njih ima jednadzbu oblika az + by = ¢ za neke
a,b, c € K. Presjeciste je tada tocka (z,y) € K x K. Dakle, u tom slu¢aju uopée ne treba povecavati
polje K.

U slucaju presjecista pravca i kruznice, pravac ima jednadzbu ax + by = ¢ za neke a,b,c € K,
a kruznica jednadzbu oblika (z — h)? + (y — k)> = r?, h,k,r € K. Uvrstimo jednadzbu pravca u
jednadzbu kruznice, jednu od varijabli x ili y mozemo eliminirati, a za drugu dobivamo kvadratnu
jednadzbu koja ima realne nultocke, jer se po pretpostavci pravac i kruznica sijeku. To znaci da
je diskriminanta te kvadratne jednadzbe > 0. Slijedi da su z,y € K (v/¢) za neli £ € K "R,

U slucaju presjecista dviju kruznica, mozemo uzeti da su njihove jednadzbe

:E2+y2:7“2 1 ($—h)2+(y_k)2:52a rhok,s e K.

Oduzimanjem dobivamo
2hx 4+ 2ky = B2 + k% — s* + 12

No to je jednadzba pravca, pa sa kruznicom z? + y? = r? opet dolazimo na prethodni slucaj.
Zakljucak je da svaka nova neposredna konstrukcija ravnalom i Sestarom vodi od polja K na
polje oblika K (v/¢) za neki £ € K NR,. Time je teorem dokazan.

Da bismo primijenili teorem da dokazemo nemoguénost konstrukcija u tri navedena anticka
problema, primijetimo da je stupanj prosirenja [K; : K;_4] za polja iz teorema 4.14. ili 1 ili 2.
Prema tome, svaki element od C lezi u nekom kona¢nom progirenju pod Q stupnja 2* za neki
ke N.

Problem duplikacije kocke svodi se na pitanje konstruktibilnosti broja /2. Kad bi broj /2
bio sadrzan u nekom K, iz teorema 4.14. onda bi bilo Q(v/2) C K,,. Ako je [K, : Q] = 2*, onda
imamo

2¥ = [K, : Q] = [K, : Q(V2)] - [Q(V2) : Q] = 3[K, : Q(V2)].

To bi znacilo da je broj 2% djeljiv s 3 i dosli smo do kontradikcije.

Za problem trisekcije kuta, ona jest moguca za neke kutove, npr. za ispruzeni ili pravi kut, ali
nije moguca npr. za kut od 60°. Trisekcija tog kuta znaci konstrukciju kuta od 20°, a to se svodi
na konstrukciju broja cos 20°. Tada je sin 20° = v/1 — cos? 20°. Izvest ¢emo jednu jednadzbu koju
zadovoljava broj x = cos 20°, polaze¢i od Moivreove formule

1 3
(cos 20° + i sin 20°)® = cos 60° + i sin 60° = 5 + zg
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Izjednacimo realne dijelove lijeve i desne strane i uvrstimo cos 20° = x, dakle, sin® 20° = 1 — 22,
Dolazimo do

1
x3—3x(1—x2):§ = 8% —6x —1=0.

Pokazuje se da je polinom 8X? —6X — 1 ireducibilan nad Q. To znaci da je to minimalni polinom
nad Q za svaku svoju nultocku, pa slijedi da je [Q(z) : Q] = 3. Stoga iz pretpostavke konstruk-
tibilnosti broja x dolazimo do iste kontradikcije kao i kod duplikacije kocke.

Napokon, problem kvadrature kruga svodi se na pitanje konstruktibilnosti broja /. Medutim,
dokazano je da broj m uopée nije algebarski nego transcendentan, pa slijedi da je i /7 transcen-
dentan, dakle, sigurno nije konstruktibilan.

Cetvrti vazan problem, koji se dugo proucavao je pitanje za koje je prirodne brojeve n kon-
struktibilan tzv. regularan poligon sa n stranica ili reqularan n—gon. To je poligon sa n stranica
jednake duljine koji ima opisanu kruznicu i ona je radijusa 1. Ta je konstrukcija jednostavna ako
jen = 2Fili n = 3- 2% za neki k. Nadalje, Euklid je pronasao konstrukciju za n = 5. Medutim,
konstrukcija je nemoguca npr. za n = 9. Doista, u slu¢aju konstruktibilnosti za n = 9, sredisnji
kut bilo koje stranice ima mjeru 40°, a tada bi i 20° bilo konstruktibilno, sto nije istina.

Zanimljivo i neocekivano rjeSenje ovog problema dao je Gauss i to ¢emo sada opisati. Prije
svega Fermatov broj je svaki prirodan broj oblika 22" +1. Ako je Fematov broj ujedno prost broj,
zovemo ga Fermatov prost broj. Fermatovi brojevizan = 0,1,2,3,4su 3,5,17,257,65537 i svi
su oni prosti. Do danas nije poznat nijedan ve¢i Fermatov prost broj, iako se za mnoge Fermatove
brojeve zna da nisu prosti. Npr. zan =5 je

2% 4+ 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.

Teorem 4.15. (Gauss) Regularan n—gon je konstruktibilan ako i samo ako je produkt razlicitih
Fermatovih prostih brojeva i neke potencije broja 2.

U stvari, u objavi tog rezultata 1801. godine Gauss je ustvrdio nuznost i dovoljnost gor-
njeg uvjeta, ali napisao je samo dokaz dovoljnosti. Dokaz nuznosti pojavio se prvi put u clanku
matematicara Pierre—Laurent Wantzela 1837. godine.



96 POGLAVLJE 4. OSNOVNI POJMOVI TEORLJE PROSIRENJA POLJA

4.5 Algebarski zatvarac

Prosirenje L polja K zove se algebarski zatvara¢ polja K ili algebarsko zatvorenje polja
K ako je to prosirenje algebarsko nad K i ako je polje L algebarski zatvoreno. Npr. C je algebarski
zatvarac polja R.

Uoc¢imo prije svega jednu jednostavnu ali vrlo korisnu ¢injenicu o algebarskim prosirenjima:

Teorem 4.16. Neka je L prosirenje polja K 1 M prosirenje polja L. Tada je M algebarsko
prosirenje polja K ako i samo ako je M algebarsko prosirenje polja L 1 L je algebarsko prosirenje
polja K.

Dokaz: Pretpostavimo da je M algebarsko prosirenje polja K. Buduéi da je L C M, ocito je
svaki element polja L algebarski nad K. Dakle, polje L je algebarsko prosirenje polja K. Nadalje,
ako je a € M, onda je element « algebarski nad K, sto zna¢i da postoji netrivijalni polinom
P € K[X] takav da je P(a) = 0. No kako je K C L, vrijedi K[X] C L[X], dakle je P € L[X].
Zakljucujemo da je element « algebarski nad L. Kako je element o« € M bio proizvoljan, slijedi
da je M algebarsko prosirenje polja L.

Pretpostavimo sada da je L algebarsko prosirenje polja K i da je M algebarsko prosirenje
polja L. Neka je a € M. Tada postoji netrivijalni polinom P € L[X] takav da je P(a) = 0.
Neka su (o, ...,0, € L koeficijenti polinoma P i neka je N = K (0o, ...,[,). Prema teoremu
4.5. N je kona¢no prosirenje polja K. Nadalje, vrijedi P € N[X], dakle, element « je algebarski
nad N. Prema teoremu 4.2. N(a) je kona¢no prosirenje polja N. Sada iz teorema 4.4. slijedi
da je N(«) konacno prosirenje polja K. Ponovnom primjenom teorema 4.5. zakljucujemo da je
N(a) algebarsko prosirenje polja K, dakle, element « je algebarski nad K. Kako je « € M bio
proizvoljan, zaklju¢ujemo da je M algebarsko prosirenje polja K.

Teorem 4.17. Polje K je algebarski zatvoreno ako © samo ako ne postoji algebarsko prosirenje L
polja K koje je netrivijalno, tj. razlicito od K.

Dokaz: Neka je L algebarsko proSirenje algebarski zatvorenog polja K i neka je a € L. Tada
je element « algebarski nad K, tj. postoji netrivijalan polinom P € K[X] takav da je P(a) = 0.
Neka je n = deg P. Bududi da je polje K algebarski zatvoreno, polinom P se razlaze nad K, tj.
postoje b, ay,...,a, € K takvidaje P =b(X —ay)--- (X —a,). Kako je b # 0, iz P(a) = 0 slijedi
a € {ay,...,a,}, dakle, a € K. Kako je a bio proizvoljan element polja L, slijedi L = K.

Pretpostavimo sada da ne postoji algebarsko prosirenje L # K polja K. Neka je P € K|[X]
nekonstantni polinom. Tada prema teoremu 4.1. postoje prosirenje L polja K i element o € L
takvi da je P(a) = 0. Tada je element « algebarski nad K, pa slijedi da je K(a) kona¢no, dakle i
algebarsko, prosirenje od K. Po pretpostavci je tada K(a) = K, dakle, a € K. Time je dokazano
da svaki nekonstantni polinom P € K[X] ima nultocku u polju K, odnosno, polje K je algebarski
zatvoreno.

Sljede¢i teorem, ¢iji je dokaz u jednom dijelu slican prethodnom, daje nam vazan kriterij
algebarske zatvorenosti algebarskog prosirenja nekog polja.

Teorem 4.18. Neka je L algebarsko prosirenje polja K. Ako se svaki nekonstantni polinom iz
K[X] razlaze nad L, polje L je algebarski zatvoreno.

Dokaz: Neka je M algebarsko prosirenje polja L i neka je o € M. Prema teoremu 4.16. polje
M je algebarsko progirenje polja K, dakle, postoji netrivijalan P € K[X] takav da je P(a) = 0.
Po pretpostavci se polinom P razlaze nad L, dakle, ako je n = deg P, postoje 0 # a € K i
ag,...,an € Ltakvidaje P=a(X —aq) - (X —ay). Slijedi 0 = P(a) = ala—aq) -+ - (0 — ).
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Kako je a # 0, vidimo da je @ = a; zaneki j € {1,...,n}, dakle, a € L. Kako je o bio proizvoljan
element polja M, zakljuc¢ujemo da je M = L. Sada iz teorema 4.17. slijedi da je polje L algebarski
zatvoreno.

Neka je sada p prost broj i promatrajmo polje F, = Z, = Z/pZ. Tada je skup F,[X] prebrojivo
beskonacan, tj. bijektivan sa N. To znac¢i da njegove elemente mozemo numerirati prirodnim
brojevima:

Fp[X]:{an nEN}:{Pl,PQ,Pg,...}.

Stavimo K, = F, i konstruirajmo induktivno polja K,,, n € N. Za n > 1 definiramo K,, kao polje
razlaganja za polinom P, nad poljem K,,_;. Tada je

KoCK CKyC---CK, 1CK,C------

rastuéi niz polja; naravno, mozda ne striktno rastuéi jer se moze dogoditi da se neki P, razlaze
nad poljem K, _;, a u tom je slucaju K,, = K,_;. Neka je K, unija svih tih polja K, n > 0.
Ako su z,y € K, onda postoji n € N takav da su z,y € K,,. No tada su z £y, 2y € K,, C K,.
Dakle, K, je unitalan prsten. Nadalje, ako je z € K, i z # 0, tada je z € K,, za neki n, pa postoji
y € K,, C K, takav da je zy = 1. Dakle, K, je polje.

Neka je z € K,. Izaberimo n € N tako da je 2 € K,,. Polje K, je algebarsko prosirenje polja
K,,_1, aodatle indukcijom po n pomoc¢u teorema 4.16. zakljucujemo da je K,, algebarsko prosirenje
polja Ky = F,[X]. Dakle, element z je algebarski nad F,. Kako je x bio proizvoljan element polja
K,, zakljucujemo da je polje K,, algebarsko prosirenje polja I,.

Neka je sada P € F,[X]. Tada je P = P, za neki n € N. Po konstrukciji polinom P se
razlaze nad poljem K,, a kako je K, C K, polinom P se razlaze nad poljem K,. Sada teorem
4.18. povlaci da je polje K, algebarski zatvoreno. Na taj nacin konstruirali smo algebarski zatvarac
K, konacnog polja I,. Polje K, mozemo shvacati kao algebarski zatvarac svakog polja F,n, n € N,
zbog sljedeceg teorema:

Teorem 4.19. Neka je M algebarski zatvoreno polje i neka je L algebarsko prosirenje nekog polja
K. Tada se svaki monomorfizam ¢ : K — M prosiruje do monomorfizma ¢ : L — M.

Dokaz: U ovom ¢emo se dokazu posluziti Zornovom lemom. Neka je S skup svih uredenih
parova (N, ), gdje je N C L polje koje sadrzi K, a ¢ je monomorfizam polja N u polje M takav
da je |K = ¢. U skup S uvodimo relaciju < na sljede¢i nacin: za (N,v), (N',¢') € S pisemo
(N,¢) < (N',¢') ako i samo ako je N C N’ i ¢/|N = 4. Lako se vidi da je < relacija uredaja,
dakle, S postaje parcijalno ureden skup. Vrijedi S # 0, jer je (K, ) € S.

Dokazimo da S zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je 7 neprazan lanac u S. Neka je R
unija svih polja N takvih da je (N, ) € T za neki ¢. Dokazimo da je N potpolje polja L. Neka su
z,y € R. Kako je 7 lanac, postoji (N,¢) € T takav da su z,y € N. Tadasu x + y, 2y € N C R.
Nadalje, ako je x # 0, on je invertibilan u N, dakle i u R. Time je dokazano da je R potpolje od
L. Naravno, vrijedi K C R, jer je K C N za svaki (N,1) € 7. Definirajmo sada preslikavanje
X : R — M na sljedeéi nacin: ako je x € R, po definiciji R mozemo izabrati (N,) € 7 tako da
je © € N; tada stavimo y(z) = ¥(z). Ta definicija ne ovisi o izboru para (N,v¢) € T takvog da je
x € N. Doista, neka jei (N',¢') € T takav da je x € N’'. Kako je 7 lanac, vrijedi (N, 1) < (N',¢')
ili (N';¢") < (N,%). Uzmimo npr. da je (N,¢) < (N',¢'); druga moguénost tretira se na isti
nacin. Tada je N C N' i ¢/|N = 4. No tada je ¥(z) = ¢'(z), a to je i trebalo dokazati. Neka su
sada z,y € R. Kako je T lanac, postoji (N,¢) € 7 takav dasuz,y € N. Tadasux+y,xy,1 € N,
pa slijedi

X(@+y) =v(@+y) =v(@) +(y) = x(@) + x(v);

x(zy) = Y(zy) = v(2)(y) = x(@)x(y);  x(1) =¢(1) =1,
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Dakle, x : R — M je unitalni homomorfizam polja, tj. monomorfizam po lemi 4.1. Iz definicije
x slijedi i x|K = ¢. Dakle, (R, x) € S i iz konstrukcije slijedi da je (R, x) gornja meda lanca 7.
Time smo dokazali da je svaki lanac u S odozgo omeden, odnosno, ispunjen je uvjet Zornove leme.

Sada iz Zornove leme (teorem 3.6.) slijedi da u skupu S postoji barem jedan maksimalni
element (V,v). Dokazat ¢emo sada da je N = L i time ¢e teorem biti dokazan. Neka je z € L
i neka je P € N[X] minimalni polinom od x nad N. Tada je polinom P ireducibilan u prstenu
N[X]. Buduéi da je v izomorfizam polja N na potpolje ¥»(N) polja M, slijedi da je polinom P¥
ireducibilan u prstenu ¢ (NV)[X]. Kako je polje M algebarski zatvoreno, postoji a € M takav
da je PY(a) = 0. Sada iz teorema 4.10. slijedi da postoji (¢ak jedinstven) izomorfizam y polja
N(z) na polje ¥(N)(«) takav da je x|N = ¢ i x(x) = a. Tada vrijedi x|K = ¢|K = ¢, dakle, je
(N(x),x) € S.Slijedi (N, 1) < (N(x), x), a kako je (N, ¢) maksimalni element od S, zaklju¢ujemo
da je (N(x),x) = (N,). Dakle, N(z) = N, odnosno, z € N. Kako je x bio proizvoljan element
polja L, slijedi N = L.

Na taj nac¢in vidimo da svako konacno polje ima algebarski zatvarac. U stvari, to vrijedi
ne samo za konacno nego i za svako polje. Stovise, algebarski zatvara¢ je do na izomorfizam
jedinstven:

Teorem 4.20. (Steinitz) Svako polje K ima algebarski zatvarac. Nadalje, ako su L i L' algebarski
zatvaraci od K, postoji izomorfizam polja : L' — L takav da je Y| K = idk, tj. ¥(x) =z Vx € K.

Dokaz jedinstvenosti algebarskog zatvaraca: Neka su L i L’ algebarski zatvaraci polja
K. Po teoremu 4.19. postoji monomorfizam ¢ : L — L’ takav da je ¢|K = idg. Tada je (L)
potpolje od L' koje sadrzi polje K i koje je algebarski zatvoreno jer je ¢ izomorfizam polja L na
polje ¥(L). Nadalje, L’ je algebarsko prosirenje polja K, dakle, L’ je algebarsko prosirenje polja
Y(L). Prema teoremu 4.17. slijedi da je (L) = L. Prema tome, 1 je izomorfizam polja L na polje
L’ takav da je Y| K = idg.

Egzistencija se dokazuje potpuno analogno konstrukeiji algebarskog zatvaraca konac¢nog polja,
jedino §to se sada umjesto obic¢ne indukcije koristi tzv. transfinitna indukcija. Mogucnost
koristenja transfinitne indukcije izlazi iz tzv Zermelovog aksioma dobrog uredenja koji je
ekvivalentan Zermelovom aksiomu izbora, dakle i Zornovoj lemi. Taj aksiom glasi:

Na svakom skupu postoji relacija uredaja u odnosu na koju je taj skup dobro ureden.

Pri tome kazemo da je parcijalno ureden skup & dobro ureden ako su ispunjena sljede¢a dva
uvjeta:

(a) S jelanac, tj. ako suz,y € S, ondaje z <y iliy < z.

(b) Svaki neprazan podskup 7 C § ima najmanji element, tj. postoji z € 7 takav da je z <y
VyeT.

Primijetimo da za svaki dobro ureden skup § vrijedi tzv. princip transfinitne indukcije:
Neka je T neprazan podskup od S koji ima sljedece svojstvo:
zeS8, {yeS,y<z}CT = reT.

Tada je T = S.
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Pri tome oznaka y < x znaci y < x i y # x. Doista, pretpostavimo suprotno da je 7 # S. Tada je
S8\ 7 neprazan podskup od S pa on ima najmanji element z. Sada {y € S; y <z}N(S\7) =10
znaci da je {y € S; y < 2} C 7. Iz prepostavljenog svojstva skupa 7 slijedi da je x € 7, §to je,
naravno, u kontradikciji s pretpostavkom z € S\ 7.

Neka je § dobro ureden skup. Neka je x € S element koji nije najveé¢i. Tada je skup
{y € §; = < y} neprazan; njegov najmanji element zove se sljedbenik elementa = i oznacava 7.
Ukoliko je y € S takav da je y* = z, onda se y zove prethodnik od z i tada pisemo y = z~.
Najmanji element skupa S oc¢ito nema prethodnika, ali moguce je da postoje i drugi elementi
skupa S koji nemaju svog prethodnika.

Skica dokaza egzistencije algebarskog zatvaraca: Pomocu Zermelovog aksioma dobrog
uredenja mozemo pretpostaviti da je na skupu K[X] definirana relacija uredaja u odnosu na koju
je K[X] dobro ureden. Neka je P, najmanji element od K|[X]. Stavimo Kp, = K, a pomocu
transfinitne indukcije éemo za svaki P € K|[X]| definirati algebarsko prosirenje Kp polja K i to
tako da je Kp C Kg akosu P,Q € K[X]1 P <@ :

(1) ako P ima prethodnika P~ € K[X] i ako pretpostavimo da je prosirenje K p- ve¢ definirano,
onda definiramo Kp kao polje razlaganja polinoma P nad poljem Kp-;

(2) ako P # P, nema svog prethodnika u K[X] i ako pretpostavimo da su prosirenja K¢
definirana V@) < P, idaza Q < R < P vrijedi Ko C Kp, onda se Kp definira kao polje
razlaganja polinoma P nad poljem Ug.pKg.

Tada se slicno dokazu za konac¢no polje, samo koristenjem transfinitne umjesto obi¢ne matematicke
indukcije, dokazuje da je unija
U Kr
]

PeK[X

algebarski zatvarac polja K.
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Poglavlje 5

Galoisova teorija

5.1 (Galoisova grupa prosirenja

Ako su K i L polja, prema lemi 4.1. svaki netrivijalni homomorfizam prstenova ¢ : K — L je
unitalni monomorfizam. U daljnjem ¢e vaznu ¢e ulogu imati sljedeé¢i netrivijalni teorem:

Teorem 5.1. (Dedekindova lema) Neka su K i L polja i neka su ¢©1,¢09,...,05 : K — L
medusobno razli¢iti monomorfizmi polja. Tada su @1, s, . .., e, linearno nezavisni nad poljem L.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje ay,as, ..., a, € L, koji nisu svi jednaki nuli,
takvi da je ayp1 + asps + - - - + i, = 0, tj. da vrijedi

a1p1(x) + agpa(x) + - -+ appn(z) =0 Vo e K.
Pretpostavimo sada da smo izbor koeficijenata a; napravili tako je broj indeksa i € {1,2,...,n},
za koje je a; # 0, najmanji moguci. Ozna¢imo taj broj sa r. Naravno, r > 2. Promijenimo li sada
na odgovarajuéi nacin numeraciju, mozemo pretpostavljati da su oy 1 = -+ =, = 01 da je

a11(2) + azpa(x) + - + arpp(x) = 0 Vr € K, ar #0, a2 #0, ..., #0. (5.1)

Kako su @1, ..., @, po pretpostavci medusobno razliciti, posebno je ¢ # ¢,.. Prema tome, postoji
y € K takav da je ¢1(y) # ¢.(y). Jednakost (5.1) vrijedi za svaki x € K, pa vrijedi i ako u nju
umjesto z uvrstimo yx :

a11(yr) + aape(yr) + - - - + arpr(yr) =0 Vr € K.
Uvazimo li ¢injenicu da su svi ¢; homomorfizmi, iz gornje jednakosti dobivamo:

a1p1(y)p1(x) + aapa(y)pa(z) + - + arpr(y)pr(z) =0 Vo € K. (5.2)

Pomozimo sada jednakost (5.1) sa ¢,(y) i od tako dobivene jednakosti oduzmemo jednakost (5.2).
Tada uz oznaku §; = a;[¢r(y) — ¢;(y)] dobivamo

Brp1(x) + Popa(x) + -+ Brmrp—1(z) =0 Vr € K.
Imamo ) = aq[e,(y)—p1(y)] # 0, jer je iy # 0 ay € K je bio izabran tako da bude ¢1(y) # . (y).

Na taj nacin dosli smo do kontradikcije sa svojstvom broja r. Ova kontradikcija pokazuje da je
pretpostavka o linearnoj zavisnosti ¢1, ¢o, . .., @, nad L pogresna. Time je teorem dokazan.

101
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Neka je K polje. Automorfizam polja K je izomorfizam polja K na samog sebe, dakle,
bijekcija 0: K — K takva da je o(a+ () = o(a) + o(8) i o(af) = o(a)o(B) Vo, 5 € K. Skup
svih automorfizama polja K oznacavat ¢emo sa Aut(K).

Medu primjerima grupa u odjeljku 1.2. naveli smo i tzv. grupu permutacija proizvoljnog
nepraznog skupa 7. To je skup (TT)* svih bijekcija f:T — T, a operacija u toj grupi je kompozi-
cija. Kompozicija dvaju automorfizama polja K ponovo je automorfizam:

o, 7 € Aut(K) = oot € Aut(K).

Nadalje, ako je 0: K — K automorfizam, onda je i inverzno preslikavanje c~!: K — K automor-
fizam:

o € Aut(K) = o' € Aut(K).
Zakljucujemo da je Aut(K) podgrupa grupe permutacija (KK)* skupa K. Prema tome, skup
Aut(K) svih automorfizama polja K je grupa s obzirom na kompoziciju.

Neka su L i M prosirenja polja K. Homomorfizam ¢ : L — M, za koji vrijedi (o) = «,
Va € K, tj. Cija je restrikcija 7| K identiteta na K, zove se K—homomorfizam. To to¢no znaéi
da je ¢ linearan operator ako L i M promatramo kao vektorske prostore nad poljem K :

(a1 + ao)a) = @(a1)p(A1) + p(az)p(X2) = a1p(A1) + azp(A2), ap, a0 € K, A, A\ € L.

Neka je sada L prosirenje polja K. K—automorfizam polja L je automorfizam o € Aut(L)
koji je K—homomorfrizam. Oznac¢imo sa Auty (L) skup svih K—automorfizama polja L. O¢ito
vrijedi:

o,7 € Autg(L) = oot € Autg(L);
Takoder,
o€ Autg(L) = o '€ Autg(L).

Dakle, Auty (L) je podgrupa grupe Aut(L). Autx(L) zove se Galoisova grupa prosirenja L
polja K. Za tu su grupu uobicajene i oznake Gal(L: K), Gal(L/K), G(L:K) i G(L/K).

Neka je sada L polje i neka je G bilo koja podgrupa grupe Aut(L). Stavimo
LY={\ecL; o(\) =\ VYocG}l
Lako se vidi da vrijedi:
Mpeld = Xtp el i AelY N£0 = \'lelLC
Prema tome, LY je potpolje polja L.
Teorem 5.2. Neka je L polje i G konacna podgrupa grupe Aut(L). Tada je [L:L¢] = |G|,
odnosno prosirenje L polja LE je konacno i stupanj mu je jednak redu konacne grupe G.

Dokaz: Stavimo |G| = n i neka je G = {0y,09,...,0,} pri cemu je o identiteta, odnosno,
jedinica u grupi G.
(1) Pretpostavimo da je
[L : LG} =m <n.
Neka je {\1, Ao, ..., A} baza vektorskog prostora L nad poljem L¢. Promatrajmo sada homogeni
sustav od m jednadzbi s n nepoznanica py, fo, ..., t, € L :

or(A)p + o2(A)pe + -+ 4 on (M) pn =0
0'1()\2)/“ + (72()\2)#2 + -+ Un()\z),un =0
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To kra¢e mozemo zapisati ovako:
Z/LJO'J()\Z):O 221,2,,777, (53)
j=1

Bududi da je m < n iz linearne algebre znamo da taj sustav ima netrivijalno rjeSenje, tj. postoje
[y f2y - - - fin € L, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da je sustav jednadzbi (5.3) zadovoljen.

Neka je sada A € L proizvoljan. Buduéi da je {A1, g, ..., Ay} baza vektorskog prostora L nad
poliem LY, to za neke aq, o, . .., € LC vrijedi

Sada zbog (5.3) nalazimo
> uioi(N) = njo; (Z az‘/\z) =YD wiaioi(N) =D ( Mj%‘(M) =0.
j=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Bududi da to vrijedi za svaki A € L, zakljucujemo da je
p101 + p0g + - + oy, = 0.

To znaci da su o0y, 09,...,0, linearno zavisni nad poljem L. No to je nemoguce zbog teorema
5.1. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka [L : LG] < n nemoguca, odnosno dokazano je
da mora biti

[L: L] >n.
(2) Pretpostavimo sada da je
[L : LG] > n.
Tada postoje Ai, Ao, ..., A\s1 € L koji su linearno nezavisni nad poljem L%. Homogeni sustav
od n + 1 linearnih jednadzbi s n nepoznanica uvijek ima netrivijalno rjesenje. Dakle, postoje
W1, oy - - - fpe1 € L, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da vrijedi
n+1
D pwioi(M) =0, j=12...,n (5.4)
i=1
Pretpostavimo sada da smo py, ito, .. ., tyy1 izabrali tako da medu svim rjeSenjima sustava jed-

nadzbi (5.4) ima najmanje ¢lanova razlicitih od nule i neka je taj broj r. Zatim promijenimo
numeraciju g; (naravno, i A;) tako da bude

Ml%()) ,u27é0’ a/‘LT#Oa MT+1:"':Mn+1:0-
Dobivamo .
> wioi(A) =0, j=12...n (5.5)
i=1

Primijenimo sada na taj sustav bilo koji element ¢ € G. Kako je o automorfizam polja L, dobi-

vamao:
T

D o(u)ooa)(X) =0,  j=12...,n (5.6)

i=1



104 POGLAVLJE 5. GALOISOVA TEORIJA

Kako je G grupa, preslikavanje 7 — o o 7 je bijekcija sa G na G, tj. vrijedi
{o0o001,0009,...,000,} =G ={01,09,...,0,}.

Stoga se jednakosti (5.6) mogu i ovako zapisati:

r

> o(m)oi(\) =0,  j=12... .n (5.7)

=1

Pomnozimo sada jednakosti u (5.5) sa o(u1) i od tako dobivenih jednakosti oduzmemo odgo-
varajuce jednakosti u (5.7) pomnozeme sa p;. Na taj nacin dobivamo sljedeéi sustav jednakosti:

T

Z[:U’Zg(lu’l) - Mlg(lu’l)]o-](/\z) =0, J=L2,...n (58)

=2

Bududi da je r najmanji moguéi broj clanova razlic¢itih od nule u netrivijalnom rjesenju homogenog
sustava jednadzbi (5.4), zakljuc¢ujemo da mora biti

,ul-a(,ul)—ula(,ui)zo, ’iIQ,...,T,
tj.
pip = o(wipy '), i=2,...,m
Medutim, ¢ € G je bio proizvoljan. Dakle, gornja jednakost vrijedi za svaki o € GG, a to znaci da

je pipyt € LY za svaki i. Stavimo i oy = pipy b, tada su oy, a, ..., € LY (o = 1) i p; = aipis
za svaki i. Uvrstimo 1i to u jednakosti (5.5) i skratimo sa p;, dobivamo

D (M) =0,  j=12,...,n.
=1

Bududi da je o identiteta, za j = 1 imamo
Oél)\l + 062)\2 + -+ Oér)\r =0.

No to je suprotno pretpostavci da su A, Ao, ..., A\ys1 linearno nezavisni nad polje LC.
Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka [L : LG] > n nemoguca. Time je dokazano da
mora biti [L : LG] = n, odnosno, teorem je dokazan.

Korolar 5.1. Neka je L konacno prosirenje polja K i neka je G konacna podgrupa Galoisove
grupe Auti(L). Tada je
IL: K]

|G|

[L¢: K] =

Dokaz: Iz teorema 4.4. i teorema 5.2. slijedi [L : K] = [L: L¢] - [LY : K] = |G| - [LY : K].
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5.2 Separabilna i normalna proSirenja

Neka je K polje i neka je P € K[X] nekonstantni polinom. Oznac¢imo sa L polje razlaganja
polinoma P nad poljem K. Kazemo da je P separabilan polinom ako su sve nultocke od P u
L jednostruke, odnosno ako je

P=a(X —a1) (X —ay), ac€K, o,...,00€L, o #a; akoje i#j.

Jednostavan kriterij separabilnosti polinoma P dobivamo pomoc¢u pojma derivacije P’ tog poli-
noma definiranog u odjeljku 4.3.

Propozicija 5.1. Nekonstantni polinom P € K[X] je separabilan ako i samo ako su polinomi P
i P" relativno prosti.

Dokaz: Neka je L polje razlaganja polinoma P nad poljem K.

Pretpostavimo da su polinomi P i P’ relativno prosti u prstenu K[X]. To zna¢i da postoje
A, B € K[X] takvi da je AP + BP’ = 1. Pretpostavimo da polinom P nije separabilan. Tada
postoji @ € L takav da je P djeljiv sa (X — a)? u prstenu L[X]. Prema korolaru 4.4. tada je
P(a) = P'(a) = 0. No to je u suprotnosti s jednakoséu AP + BP' = 1. Ova kontradikcija
pokazuje da je pretpostavka da P nije separabilan nemoguca. Dakle, polinom P je separabilan.

Pretpostavimo sada da je polinom P separabilan. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pret-
postaviti da je polinom P normiran. Ako je n = deg P, postoje medusobno razli¢iti aq, ..., a, € L
takvida je P = (X —ay) -+ (X — ay). Polinomi X — a4, ..., X — a,, su svi normirani ireducibilni
djelitelji od P u prstenu L[X]. Nijedan od njih ne dijeli P’. Doista, za j € {1,...,n} neka je
Q; € L[X] kvocijent polinoma P i1 X — q; :

Qj =X —a) (X = )(X —ajn) - (X —an).

Tada je P = (X —«;)Q i Q(«;) # 0. Prema propoziciji 4.1. imamo P’ = Q+ (X —«;)Q’, pa slijedi
P'(aj) = Q(a;) # 0. To dokazuje da polinom P’ nije djeljiv sa (X — ;) ni za jedno j € {1,...,n}.
Zakljuéujemo da su polinomi P i P’ relativno prosti u prstenu L[ X]. No relativna prostota utvrduje
se Euklidovim algoritmom tijekom kojeg stalno ostajemo u prstenu K[X]. Dakle, polinomi P i P’
su relativno prosti u prstenu K[X].

Za ireducibilne polinome pitanje separabilnosti posebno je jednostavno:
Propozicija 5.2. Ireducibilan polinom P € K[X] je separabilan ako i samo ako je P' # 0.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da polinom P normiran. Bududi da je polinom P’ ireducibilan
najveca zajednicka mjera GCD(P, P') jeili P ili 1. Ako je P’ = 0, tada je GCD(P, P") = P, dakle,
P i P’ nisu relativno prosti, pa po propoziciji 5.1. polinom P nije separabilan. Ako je P’ # 0,
tada je 0 < deg P’ < deg P, pa P nije djelitelj od P’. To znaci da je GCD(P,P') =1, tj. Pi P’
su relativno prosti. Prema propoziciji 5.1. polinom P je separabilan.

Neka je L prosirenje polja K. Kazemo da je element o € L separabilan nad K ako je
a algebarski nad K i njegov minimalni polinom p, € K[X] je separabilan. Kazemo da je L
separabilno prosirenje polja K ako je svaki element a € L separabilan nad K.

Korolar 5.2. Neka je K polje karakteristike 0. Tada je svako algebarsko prosirenje polja K sepa-
rabilno.
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Dokaz: Ako je P € K[X] ireducibilan polinom, onda je deg P = n > 1. Kako je K polje
karakteristike 0, ocito je deg P" = n — 1 > 0, dakle, P’ # 0. Prema propoziciji 5.2. slijedi da
je polinom P separabilan. Dakle, svaki ireducibilan polinom u K[X] je separabilan. Posebno,
minimalni polinom nad K svakog elementa algebarskog prosirenja polja K je separabilan.

Prema tome, samo polja karakteristike > 0 mogu eventualno imati algebarska prosirenja koja
nisu separabilna. To ipak nije tako za kona¢na polja:

Korolar 5.3. Svako algebarsko prosirenje L konacnog polja K je separabilno.

Dokaz: Neka je L algebarsko prosirenje konac¢nog polja K i neka je a € L. Za dokaz da
je element a separabilan nad K mozemo pretpostavljati da je L = K(«). Tada je L konacno
prosirenje polja K, pa slijedi da je L konac¢no polje. Prema rezultatima odjeljka 4.3. tada je
|L| = q¢ = p" za neki prost broj p i neki prirodan broj n. Nadalje, prema dokazu egzistencije u
teoremu 4.12. svaki element polja L je nultocka polinoma X?— X stovise, ako je L = {a1, ..., a,},
onda je

X=X =(X—a1) (X —a).

Posebno, polinom X?— X djeljiv je s minimalnim polinomom g, € K[X] elementa a nad K. Kako
polinom X9 — X ima sve nultocke jednostruke, to i u, ima sve nultocke jednostruke, odnosno,
polinom y, je separabilan. Dakle, element a je separabilan nad K. Kako je o bio proizvoljan
element algebarskog prosirenja L polja K, zakljucujemo da je proSirenje L separabilno.

Prema tome, jedini kandidati koji mogu imati neseparabilna algebarska prosirenja su besko-
nacna polja karakteristike p > 0. Primjer takvog polja je K = Z,(x), gdje je element v € K
transcendentan nad K. Doista, iz transcendentnosti elementa € K nad poljem Z, slijedi da je
polinom X? — z € K[X] ireducibilan u K[X]. Dakle, ideal J = K[X](X? — x) je maksimalan,
pa je kvocijentni prsten L = K[X]/J polje. L mozemo shvacati, kao u dokazu teorema 4.1. kao
prosirenje polja K. Neka je a € L klasa polinoma X, tj. « = X+ 7. Tada je o = x, pa slijedi da je
fto = XP — 2 minimalni polinom od a nad K. Buduéi da je karakteristika jednaka p, derivacija tog
polinoma u prstenu K[X] jednaka je 0. Po propoziciji 5.2. polinom p, nije separabilan, odnosno,
element o € L nije separabilan nad K.

Pitanje separabilnosti prosirenja povezano je s Galoisovom grupom zbog sljedeceg teorema:

Teorem 5.3. Neka su K C L C M polja i pretpostavimo da je M = L(«) za neki element o € M
algebarski nad L. Neka je N algebarski zatvarac polja M i neka p, minimalni polinom od o nad
L. Broj K—monomorfizama polja M u polje N jednak je umnosku broja nultocaka polinoma p, u
polju N i broja K—monomorfizama polja L u polje N.

Dokaz: Zbog jednostavnijeg pisanja stavimo pu, = P. Neka je m broj nulto¢aka polinoma
P u polju N. Kako je M = L(«), bilo koji monomorfizam ¢ : M — N jedinstveno je odreden
sa @(a) i s restrikcijom @|L. Stavimo o = ¢|L. Tada jednakost P(a) = 0 povlaci da vrijedi
P?(p(a)) = 0, dakle, ¢(«) je nuzno nultoc¢ka polinoma P?. Broj nulto¢aka polinoma P? u polju
N jednak je broju nultocaka polinoma P u polju N, dakle m. Prema tome, broj moguénosti za
o(a) je < m. Zakljucujemo da je broj K —monomorfizama M — N manji ili jednak od umnoska
broja K —monomorfizama L — N sa m.

Da bismo dokazali i obrnutu nejednakost, neka je ¢ : L — N bilo koji K —monomorfizam.
Stavimo L' = o(L) i neka je § € N bilo koja nultocka polinoma P?. Formirajmo potpolje L'((3)
od N. Prema teoremu 4.10. postoji izomorfizam (¢ak jedinstven) ¢ : L(a) — L'(() takav da je
o|L =01 ¢(a) = (. Kako je M = L(«), to je ¢ monomorfizam polja M u polje N, a kako je
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¢|L = 0 K—monomorfizam, to je i ¢ K—monomorfizam. Prema tome, broj K —monomorfizama
M — N je vedi ili jednak od umnoska broja K —monomorfizama L — N sa m.

Korolar 5.4. Neka je L = K(aq,...,a,) konaéno algebarsko prosirenje polja K i neka je N
algebarski zatvaraé polja L. Tada je broj K—monomorfizama L — N manji ili jednak [L : K].
Nadalje, sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Broj K—monomorfizama L — N jednak je [L : K].
(b) Element a; je separabilan nad K (ay,...,aj_1) za svaki j € {1,...,n}.
(¢) Elementi oy, ..., o, su separabilni nad K.

Dokaz: Stavimo Ky = K iza svaki j € {1,...,n} neka je K; = K(a,...,a;); posebno je
K, = L. Nadalje, neka je P; minimalni polinom od «; nad poljem K;_; i d; = deg P;. Prema
teoremu 4.2. je [K; : K;_1] = d;, pa pomocu teorema 4.4. zaklju¢ujemo da je [L : K| = d; - --d,.
Neka je s; broj nultocaka polinoma P; u polju N. Tada je s; < d; i vrijedi s; = d; ako i samo
ako je polinom P; separabilan, odnosno, ako i samo ako je element «; separabilan nad poljem
K;_1. Ponovljenom primjenom teorema 5.3. nalazimo da je broj K—monomorfizama L — N
jednak umnosku s; - - - s,. Odatle slijedi prva tvrdnja korolara, a slijedi i da su svojstva (a) i (b)
medusobno ekvivalentna.

Svojstvo (a) neovisno je o tome kojim smo redom numerirali elemente ay, ..., a,. Bududéi da
numeraciju mozemo izabrati tako da bilo koji izabrani element «; bude prvi, slijedi da je svojstvo
(a) ekvivalentno i svojstvu (c).

Korolar 5.5. Neka je L = K(ay,...,a,) konacno algebarsko prosirenje polja K. Ako je svaki o
separabilan nad K, onda je L separabilno prosirenje polja K.

Dokaz: Neka je § € L. Primijenimo najprije implikaciju (¢) = (a) iz korolara 5.4. u situaciji
L = K(ay,...,q,); zakljuéujemo da je broj K—monomorfizama L — N jednak [L : K]|. Sada
primijenimo implikaciju (a) = (¢) u situaciji L = K(3, a4, ..., a,); zaklju¢ujemo da je element
[ separabilan nad K.

Korolar 5.6. Neka je M algebarsko prosirenje polja K. Tada je skup
L ={a € M; « je separabilan nad poljem K}
potpolje od M.

Dokaz: Neka su a, # € L. Tada korolar 5.5. pokazuje da L sadrzi potpolje K («, 3) generirano
sa {a, 8} nad K; posebno, L sadrzi elemente o &+ 3 i af3, a takoder i a™! ako je o # 0. Dakle, L
je potpolje od M.

Propozicija 5.3. Neka je M separabilno prosirenje polja K i neka je L medupolje, K C L C M.
Tada je M separabilno prosirenje od L i L je separabilno prosirenje od K.

Dokaz: Ocito je L separabilno prosirenje polja K. Razmotrimo sada prosirenje M polja L.
Neka je a € M i neka je P minimalni polinom od a nad K i () minimalni polinom od « nad
L. Kako je P € K[X]| C L[X] iz P(a) = 0 slijedi da je P djeljiv sa @ u prstenu L[X]. Kako je
prosirenje M polja K separabilno, element « je separabilan nad K, sto znaci da je polinom P
separabilan. No tada P nema viSestrukih nultocaka ni u jednom prosirenju od K. Kao djelitel]
od P niti polinom ) ne moze imati visestrukih nulto¢aka ni u jednom prosirenju polja L O K.
Stoga je i polinom () separabilan, sto znac¢i da je « separabilan nad L. Kako je « bio proizvoljan
element od M, zakljucujemo da je M separabilno prosirenje polja L.



108 POGLAVLJE 5. GALOISOVA TEORIJA

Propozicija 5.4. Neka je L algebarsko prosirenje polja K takvo da je L = K(«) za neki o € L.
Neka je P minimalni polinom od o nad K. Tada je |Auti(L)| < [L : K|. Nadalje, vrijedi znak
jednakosti |Auty(L)| = [L : K] ako i samo ako je polinom P separabilan i L je polje razlaganja
polinoma P nad K.

Dokaz: Svaki element ¢ € Auty(L) preslikava o u neku nultocku o’ polinoma P i ¢ je u
potpunosti odreden sa o' jer je L = K(«). Prema tome, broj |Autx(L)| je manji ili jednak broju
nultoc¢aka polinoma P u polju L. Neka je sada o/ € L bilo koja nultocka polinoma P u polju L. Kako
je L = K(a), toje K(a') € K(a). Medutim, P je kao minimalni polinom ireducibilan nad K, pa je
to ujedno minimalni polinom od «’. Prema teoremu 4.2. slijedi [K (') : K| = deg P = [K(«a) : K],
dakle je K(o/) = K(«) = L. Sada iz teorema 4.7. slijedi da postoji K—izomorfizam ¢ : L — L,
tj. postoji ¢ € Autg (L), takav da je p(a) = /. Zakljucujemo da je broj |Autx(L)| elemenata
Galoisove grupe toc¢no jednak broju nultocaka polinoma P u polju L. Odatle slijede obje tvrdnje
propozicije.

Primijetimo da je u slucaju K = Q i L = Q(+v/2) polinom P = X?* — 2 minimalni polinom
elementa {/2. Taj se polinom ne razlaze nad L jer je L C R, a preostale dvije nultocke polinoma P
nisu realni brojevi. Prethodna propozicija pokazuje da je u ovom slucaju |Autx(L)| < [L : K] = 3.
Stoga je |Autx(L)| = 1, tj. identiteta je jedini element Galoisove grupe Auty(L).

Pomoc¢u propozicije 5.4. moguée je induktivno istrazivati slucaj L = K(ay,...,a,), tj. slucaj
bilo kojeg konacnog algebarskog prosirenja od K. Medutim, svako se takvo separabilno prosirenje
svodi direktno na slucaj iz propozicije 5.4. zbog sljede¢eg vaznog i netrivijalnog teorema:

Teorem 5.4. (Teorem o primitivnom elementu) Neka je L konacno separabilno prosirenje
polja K. Tada postoji o € L takav da je L = K ().

Dokaz: Mozemo pisati L = K(ay,...,q,) za neke aq,...,a, € L. Dokaz provodimo induk-
cijom u odnosu na n. Baza indukcije n = 1 je trivijalna. Pretpostavimo da je n > 2 i da je
teorem dokazan u svakom slucaju kad je prosirenje L generirano sa n — 1 elemenata nad K. Pos-
toji @ € K(aq,...,a,_1) takav da je K(aq,...,a,-1) = K(«), pa slijedi L = K(«, «,,). Dakle,
korak indukcije svodi se na dokaz tvrdnje:

Neka je L separabilno prosirenje polja K takvo da je L = K(«, ) za neke a, 3 € L. Tada
postoji v € L takav da je L = K (7).

U dokazu mozemo pretpostavljati da je polje K beskonac¢no. Doista, ako je polje K konaé¢no,
onda je i polje L kona¢no. No tada za neki prost broj p, za neki n € N i za ¢ = p" vrijedi L = F,,.
Tada je L = F,(a) za bilo koji generator « ciklicke multiplikativne grupe L* = L\ {0}.

Dokazat ¢emo da u slu¢aju beskonacnog polja K postoji trazeni v oblika 5+ ca za neki ¢ € K.

Neka su P = ji, 1 () = g minimalni polinomi elemenata « i 8 nad K. Neka je M O L polje
razlaganja polinoma P(@). Tada se oba polinoma P i () razlazu nad K. Neka su a; = a, s, ..., ayy,
sve nultocke od P u polju M i 6, = (3, 3s,..., 3, sve nultocke polinoma ) u polju M. Sve su
te nultocke jednostruke jer su polinomi P i @) separabilni. Za ¢ € K stavimo L. = K (8 + ca).
Dokazat ¢emo da postoji ¢ € K takav da je a € L.; tada ¢e bitii § =  + ca — ca € L, pa Ce
slijediti L = K (o, 8) € L. C L, dakle, L = L. = K(§ + ca).

Izra¢unajmo minimalni polinom od o nad L.. Definiramo R € M[X]sa R(X) = Q(f+ca—cX).
Tada je R(a) = Q() = 0, pa slijedi da je polinom R djeljiv sa X —a u M[X]. Vrijedii P(«) =0,
pa je i P djeljiv sa X — o u M[X]. Odredimo GCD(P,R) u M[X]. Bududi da je polinom P
separabilan, to P nije djeljiv sa (X — «)?. Bududi da se P razlaze nad M, svaki drugi normiran
prosti faktor od GC'D(P, R) mora biti oblika X — a; za j > 2. Po definiciji polinoma R imamo
R(oj) = Q(B + ca — cayj). Ako je Q(B + ca — caj) = 0, onda je § + ca — ca; = (; za neki 4, pa
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slijedi ¢ = (8; — B)(a — a;) . Skup
{(Bi =) (=) 1<i<n, 2<j<m}

je konacan, a kako je polje K beskonacno, postoji ¢ € K koji nije u tom konacnom skupu.
To znaci da za takav ¢ vrijedi R(c;) # 0 za j = 2,...,m. U tom slucaju zaklju¢ujemo da je
GCD(P,R) = X —a u M[X]. No kako su P, R € L.[X], slijedi da je i njihova normirana najveca
zajednicka mjera X — o € L [X], §to znadi da je a € L.

Konaé¢no separabilno prosirenje L polja K zove se normalno prosirenje polja K, ako je L
polje razlaganja nekog polinoma P € K[X] nad K.

Propozicija 5.5. Neka je L konacno separabilno prosirenje polja K. Tada su sljedeca cetiri svoj-
stva medusobno ekvivalentna:

(a) L je normalno prosirenje polja K.

(b) Ako je F € K[X] ireducibilni polinom koji ima nultocku u polju L, onda se F razlaZe nad L.
(¢) [Autk(L)| = [L: K.

(d) Vrijedi K = LA = I\ € L; a(\) = A\ Vo € Autg(L)}.

Dokaz: 1z teorema 5.4. slijedi da mozemo pretpostavljati da je L = K () za neki v € L. Neka
[t 0znacava minimalni polinom od v nad K.

(1) Pretpostavimo da vrijedi (a). Dokazat ¢emo da odatle slijedi (¢). Zbog propozicije 5.4. do-
voljno je dokazati da se polinom p., razlaze nad L.

Kako je prosirenje L = K(v) polja K normalno, postoji P € K[X] koji se razlaze nad L
i vrijedi L = K(aq,...,ay,), gdje su aq,...,q, sve nultocke polinoma P u polju L. Mozemo
pretpostaviti da polinom P nije djeljiv s kvadratom nekog ireducibilnog polinoma iz K[X]. Kako
je prosirenje L separabilno, slijedi da su svi prosti faktori od P separabilni, pa zaklju¢ujemo da
je polinom P separabilan, tj. sve su njegove nultocke aq,...,q, jednostruke. Imamo v € L i
L = K(a,...,qa,), dakle, postoji polinom @ € K[Xy,...,X,] takav da je v = Q(a,...,q,).
Neka je L' konacno prosirenje od L nad kojim se polinom s, razlaze. Neka je 4" € L' bilo koja
nultocka polinoma .. Treba dokazati da je 7/ € L, jer ¢e to znaciti da se polinom p., razlaze
nad L. Prema teoremu 4.10. postoji K —izomorfizam ¢ : K(v) — K(v'), takav da je o(y) = 7.
Bududi da je za svaki i € {1,...,n} ¢(a;) nultocka polinoma P¥ = P, slijedi da je ¢(o) = a;q
za jedinstven j(i) € {1,...,n}. Prema tome, ¢ permutira skup {a,...,a,}. Stoga je

fy/ = ('p(fy) = (p(Q(O[l, . ,Oén)) = Ql(ala .. .,O[n)

za neki @1 € K[Xy,...,X,]. Dakle, v/ € K(a,...,qa,) = L. Time je dokazano da vrijedi (c).

(2) Pretpostavimo sada da vrijedi (¢) i dokazimo (a). Propozicija 5.4. zbog separabilnosti
prosirenja L od K povlaci da je L polje razlaganja za polinom s, nad poljem K. No to znaci da
vrijedi (a).

(3) Pretpostavimo ponovo da vrijedi (a). Dokazat ¢emo da tada vrijedi (d). Neka je
K' = L&) Tada je svaki element od Autx(L) ne samo K—automorfizam, nego i K’'—auto-
morfizam. Dakle je Autx (L) C Autg:(L). Nadalje, svojstvo (a) za prosirenje L polja K povlaci
da L ima isto svojstvo i kao prosirenje polja K’. Prema propoziciji 5.3. L je separabilno prosirenje
polja K’. Buduéi da prema (1) svojstvo (a) povlaci svojstvo (c), zaklju¢ujemo da svojstvo (c)
vrijedi i za L nad K iza L nad K’. Dakle,

[L: K] =|Autg(L)| < |Auty/(L)| = [L : K'].
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Buduéi da je o¢ito K C K’, gornja nejednakost dimenzija povlac¢i jednakost i K’ = K. Time je
dokazano (d).

(4) Pretpostavimo sada da vrijedi (d) i dokazimo (b). Neka je F' € K[X] normiran ireducibilni
polinom koji ima nultocku « € L. Tada je F' minimalni polinom od aw nad K. Neka je G = Aut (L),
IGl=ni1G={¢1,...,0n}. Stavimo a; = ¢;(«). Tada je

{p(a); o € G} ={ay,...,a,}

i pri tome moze biti i ponavljanja. Stavimo

J = ﬁ(x — ;) € LIX].

=1

Tada imamo

J = X6l _ (Z ozi> XIGl=1 4 (Z ozl-ozj> xlGl=2 _ ... ... + gy,

i<j

Bududéi da svaki element ¢ € G permutira element «; vidimo da za svaki koeficijent 3 polinoma
J vrijedi p(8) = (8 faf € G. Prema (d) to znaéi da je § € K. Prema tome je J € K[X]. Buduéi
da je J(a) = 0, minimalni polinom F elementa a nad K dijeli polinom J u K[X]. No kako se J
po definciji razlaze nad L, zaklju¢ujemo da se i F' razlaze nad L. Dakle, vrijedi (b).

(5) Napokon, pretpostavimo da vrijedi (b). Polinom 4., je ireducibilan u K[X] i ima nultocku
v € L. Prema (b) polinom s, se razlaze nad L. No kako je L = K(v), L je polje razlaganja
polinoma 4, nad K. Dakle, vrijedi (a).

Time je propozicija 5.5. u potpunosti dokazana.

Korolar 5.7. Neka je L normalno prosirenje polja K i neka je M medupolje, K C M C L. Tada
je L normalno prosirenje polja M 1 vrijedi

|Autys (L) - [M : K] = |Autg(L)).

Dokaz: Prema propoziciji 5.3. L je separabilno prosirenje polja M. Nadalje, L je polje razla-
ganja nekog polinoma P € K[X] C M[X], pa je L polje razlaganja od P nad M. Dakle, L je
normalno prosirenje polja M. No tada iz propozicije 5.5. nalazimo da vrijedi |Auty (L)| = [L : M].
Dakle,

|Autp(L)| - [M : K] =[L: M]-[M: K|]=[L: K] =|Autg(L)|.

Korolar 5.8. Neka je L separabilno prosirenje polja K @ neka je H konacna podgrupa grupe
Autg(L). Tada je L normalno prosirenge polja LY i vrijedi H = Autu (L) i [L : L] = |H|.

Dokaz: Prema propoziciji 5.3. L je separabilno prosirenje polja L. Neka je x € L. Formirajmo
polinom P € L[X] ovako:

P =T X - o).

peH

Za 1 € H je ¢ — 1 o ¢ bijekcija sa H na H. Dakle,

P =T[(X - (@op)@) = [[(X —p) =P

peH peH

Bududéi da to vrijedi za svaki ¢ € H, slijedi da je P € L[X]. Polinom P ima nultocku z i razlaze
se nad L. Neka je u, € LY[X] minimalni polinom od x nad L¥. Tada pu, dijeli P u prstenu
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LH[X], pa slijedi da se i polinom p, razlaze nad L. Time je dokazano da prosirenje L polja L7
ima svojstvo (b). Nadalje, prema teoremu 5.2. vidimo da je L konac¢no prosirenje od L7 i vrijedi
[L : L¥] = |H|. Prema propoziciji 5.3. L je normalno prosirenje polja L.

Treba jos samo dokazati da je H = Autpu(L). No iz definicije polja L je ocito da je
H C Aut;u(L). Jednakost slijedi iz jednakosti |[H| = [L : L¥], jer prema propoziciji 5.3. je i
|Autpu(L)| = [L: LY.
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5.3 Fundamentalni teorem Galoisove teorije

Neka je L konac¢no prosirenje polja K. Ozna¢imo sa F = F(L: K) skup svih medupolja M,
K C M C L. Nadalje, oznacimo sa G = G(L: K) skup svih podgrupa Galoisove grupe Auty(L).
Za svaku H € G stavimo

V(H)=L"={ e L; o(\)=\VYoc H}.
Tada je ocito W(H) € F, dakle, ¥ je preslikavanje sa G u F. Nadalje, ako je M € G, definiramo
(M) = Autp (L) = {o € Autg(L); o(a) = a Va € M}.
Tada je ®(M) € G, dakle, ® je preslikavanje sa F u G.

Teorem 5.5. (Fundamentalni teorem Galoisove teorije) Neka je L normalno prosirenje polja
K. Uz uvedene oznake ® i U su medusobno inverzne bijekcije. Nadalje za M, M’ € F je M C M’
ako i samo ako je ®(M) D ®(M') i za H H' € G je H C H' ako i samo ako je W(H) 2 V(H’).

Dokaz: Za svako medupolje M € F prema korolaru 5.7. L je normalno prosirenje polja M i
prema propoziciji je M = LAm(E) To pokazuje da je preslikavanje ® injekcija sa F u G. Nadalje,
ako je H € G, prema korolaru 5.8. je H = Autyu(L), dakle je ® i surjekcija sa F na G. Sasvim
analogno se vidi i da je W bijekcija sa G na F. Nadalje, relacija H = Auty = (L) pokazuje da su te
bijekcije medusobno inverzne.

Napokon, iz M C M’ o¢ito slijedi ®(M) D &(M’) a takoder iz H C H' slijedi V(H) 2 W(H').
Bududi da su preslikavanja ® i ¥ medusobno inverzna, slijede i obrnute implikacije.

Teorem 5.6. Neka je L normalno prosirenje polja K i neka je M € F medupolje, K C M C L.
Tada je M normalno prosirenje polja K ako i samo ako je Auty (L) normalna podgrupa grupe
Autg(L). U tom je slucaju grupa Autx (M) izomorfna kvocijentnoj grupi Auty (L)/Auty(L).

Dokaz: Stavimo H = ®(M) = Auty/(L). Prema teoremu 5.5. je M = W(H) = L7, Ako je
¢ € Autg (L) onda je
1

LM = {h e L p((p' (V) = AV € HY = {p(X) € L; p(v(N)) = p(N) Yy € H} =

={p(N) € Li y(XN) =N Vo € H} = ¢ (L") = ¢(M).
Bududéi da u teoremu 5.5. imamo bijekcije, vidimo da je pHp ™! = H ako i samo ako je o(M) = M.
Prema tome, H je normalna podgrupa od Aut (L) ako i samo ako je o(M) = M Vo € Autg(L).
Pretpostavimo da je H normalna podgrupa od Autg(L). Upravo smo vidjeli da je tada
(M) = M Yo € Autg(L). Stoga je za svaki ¢ € Auty(L) restrikcija ¢|M element grupe
Aut(M). Ocito je ¢ — | M homomorfizam grupa. Jezgra tog homomorfizma je

{p € Autie(L); ¢|M = idy} = Autp(L).

Stoga prijelazom na kvocijent dobivamo monomorfizam grupe Aut i (L)/Autp (L) u grupu Aut g (M).

Posebno, vrijedi
| Aut g (L)]

| Aut (L)
Kako je |Auty(L)| = [L : K] i |Auty/(L)| = [L : M], primjenom propozicije 5.4. i teorema 5.4. na
prosirenje M od K nalazimo

= |Autw(L)/Autr (L) < |Aut(M))].

LK) |Autg(L) '
M K] = (3 = T S Atk (V] < (M- K]
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s jednakos¢u umjesto prvog znaka < ako i samo ako je gore definirani monomorfizam grupa
Autg (L) /Auty (L) — Autg (M) izomorfizam i s jednakoséu umjesto drugog znaka < ako i samo
ako je M normalno prosirenje polja K. No budu¢i da su krajnji brojevi jednaki, na oba mjesta
mora vrijediti znak jednakosti. Zakljuc¢ujemo da je prosirenje M polja K normalno i da je grupa
Aut (M) izomorfna kvocijentnoj grupi Autg(L)/Autp(L).

Treba jos dokazati da iz normalnosti prosirenja M polja K slijedi da je H = Aut (L) normalna
podgrupa od Autk(L). Dakle, neka je M € F normalno prosirenje polja K. Prema prvom odlomku
u dokazu dovoljno je dokazati da je tada p(M) = M Ve € Autg(L). Po definiciji normalnog
prosirenja M je polje razlaganja nekog polinoma P € K[X]. Mozemo pretpostaviti da je polinom
P normiran. Tada je

P=(X—-o) (X —ay), ap, ..., o € M.
Ako je ¢ € Autg (L), onda je P¥ = P, pa imamo

P=(X—p(a)) (X —pla))

s tim da samo znamo da su ¢(ay),...,¢(a,) € L. Medutim, zbog jedinstvenosti faktorizacije u
L[X] zakljucujemo da je (¢(a), . . ., p(ay)) neka permutacija od (o, . . ., a,). Posebno, p(a;) € M
za svako i, a kako je polje M generirano sa ay,...,a, nad K, zaklju¢ujemo da je ¢(M) C M.
Bududi da je i o~ '(M) C M, slijedi jednakost (M) = M Vo € Autg(L).
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5.4 Rjesivost u radikalima

Za prosirenje L polja K kazemo da je radikalno ako postoje oy, as, ..., a,, € L i prirodni
brojevi ny, ns, ..., n, takvi da vrijedi
L=K(a,a,...,0n) i ot € K, @?'761((041,...,04]-,1) za j=2,...,m.
Tada za takav niz aq,as,...,q, kazemo da je radikalni niz prosirenja L polja K, a za niz
ni, N, ..., Ny, zazemo da je odgovarajuéi niz radikalnih stupnjeva.

Neka je K C C polje, P € K[X] polinom s koeficijentima iz polja K i neka je L polje razla-
ganja polinoma P. Kazemo da je polinom P rjeSiv u radikalima nad poljem K, ako postoji
radikalno prosirenje M polja K koje sadrzi L. Dakle, polinom P rjesiv je u radikalima, ako postoji
radikalno prosirenje polja K nad kojim se polinom P razlaze.

Glavni rezultat u vezi s pitanjem rjeSivosti polinoma u radikalima je sljedeé¢i teorem koji
navodimo bez dokaza:

Teorem 5.7. Neka su K C L C M C C polja i pretpostavimo da je M radikalno prosirenje polja
K. Tada je Galoisova grupa Autyk (L) prosirenja L polja K rjesSiva.

Neka je K C C polje i neka je L polje razlaganja polinoma P € K[X]. Tada se Autk (L) zove
Galoisova grupa polinoma P nad poljem K i oznacava Gal(P : K). Neka je tada o € L
nultocka polinoma P i neka o € Autx(L). Tada je

Dakle, ako je N(P) = {ay,ay, ..., a,} skup svih nultocaka polinoma P, onda je
{o(a1),0(a2),...,0(an)} ={a1,a9,...,a,} za svaki o € Autg(L).

To znaci da svaki o € Auty (L) odreduje neku permutaciju skupa N (P) svih nultocaka polinoma
P. Buduéi da je polje L generirano skupom N (P) nad K, L = K(N(P)), jasno je da je svaki
o € Autg(L) u potpunosti odreden tom permutacijom. Dakle, Galoisova grupa polinoma P
izomorfna je nekoj podgrupi grupe permutacija skupa N (P), odnosno, podgrupi grupe S,, per-
mutacija skupa {1,2,...,n}, gdje je n = |N(P)| < deg P. Galois je 0o onome $to danas zovemo
Galoisovom grupom razmisljao upravo na taj nacin, kao o nekoj grupi permutacija nultocaka
polinoma P. Tek kasnije se upravo na poticaj Galoisovih rezultata razvila teorija grupa i teorija
prosirenja polja.

Primijenimo sada teorem 5.7. na Galoisovu grupu nekog polinoma. Tada se moze dokazati da
vrijedi i obrat, tj. imamo:

Teorem 5.8. Neka je K C C polje i neka je P € K[X]. Polinom P rjesiv je u radikalima nad
poljem K ako i samo ako je njegova Galoisova grupa Gal(P: K) rjesiva.

Sljedeca lema omogucéit ¢e nam da napiSemo polinom petog stupnja koji nije rjesiv u radikalima.
Lema 5.1. Neka je p prost broj i neka je P € Q[T] ireducibilan polinom stupnja p koji ima

to¢no dvije nerealne nultocke u C. Tada je njegova Galoisova grupa Gal(P : Q) izomorfna grupi
permutacija Sp.
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Dokaz: Neka je L polje razlaganja polinoma P i neka je
G = Gal(P:Q) = Autg(L)

Galoisova grupa polinoma P nad poljem Q. Tu grupu mozemo identificirati s nekom podgrupu
grupe permutacija S, skupa nultocaka polinoma P. Neka je a bilo koja nultocka polinoma P.
Prema teoremu 4.2. imamo [Q(«):Q] = p. Prema teoremu 4.4. imamo

Dakle, stupanj prosirenja [L: Q] djeljiv je s p. Prema tvrdnji (¢) propozicije 5.5. vrijedi [L: Q] =
|G|. Dakle, red grupe G djeljiv je s p. Prema Cauchyjevom teoremu 2.7. grupa G sadrzi neku
eksponent p. Dakle, grupa G sadrzi neki p—ciklus.

Kompleksno konjugiranje je Q—automorfizam polja C, a njegova restrikcija na L definira el-
ement grupe Autg(L) = G. Taj element grupe G ostavlja fiksnim sve nultocke od P osim dvije
koje zamjenjuje. Dakle, kompleksno konjugiranje definira 2—ciklus koji je element grupe G.

Nultocke polinoma P mozemo tako numerirati da su prve dvije upravo nerealne nultocke od
P. Dakle, 2—ciklus 7 = (12) je element grupe G. Nadalje, za p—ciklusw € Gizal <j<p-—1
jeiw! € G p—ciklus. Odatle se vidi da preostale nultocke od P moZemo tako numerirati da je
p—ciklus o = (1,2,...,p) element grupe G.

Dokazat ¢emo sada da te permutacije 7 i o generiraju cijelu grupu G. Lako se vidi da za svaki
je{1,2,...,p—2} vrijedi 071(j, i+ 1)o = (j+1,j+2). Dakle, (12), (23),(34),...,(p—1,p) € G.
Nadalje, imamo

(12)(23)(12) = (13), (13)(34)(13) = (14), ...... L )G+ D)) =1, 1), ...

Dakle, G sadrzi sve transpozicije oblika (17), j = 2,...,p. Napokon, (15)(1i)(1j) = (ij), dakle,
grupa G sadrzi sve transpozicije. Kako se svaka permutacija moze napisati kao produkt trans-
pozicija, zaklju¢ujemo da je G = S,,.

Teorem 5.9. Polinom P = T° — 6T + 3 nije rjesiv u radikalima nad poljem Q.

Dokaz: Po Eisensteinovom kriteriju (teorem 3.10.) polinom P je ireducibilan. Dokazat ¢emo
da polinom P ima to¢no tri realne nultocke koje su sve jednostruke jer je polinom P ireducibilan.
Dakle, mo¢i ¢emo zakljuciti da polinom P ima toc¢no dvije nerealne nultocke, dakle, prema lemi
5.1. Galoisova grupa Gal(P : Q) polinoma P nad poljem Q izomorfna je simetricnoj grupi Ss.
Prema korolaru 2.1. Gal(P:Q) nije rjesiva, a tada iz teorema 5.8. slijedi da polinom P nije rjesiv
u radikalima nad poljem Q.

Dokazimo da polinom P ima to¢no tri realne nultocke, uoc¢imo da je

P(=2)=—-17, P(-1)=8, P(0)=3, P(1)=-2 i P(2)=23.

To pokazuje da P ima barem tri realne nultocke. Kako su nultocke od P jednostruke i stupanj
od P je neparan, broj realnih nultocaka je neparan, pa zakljucujemo da P ima ili tri ili pet
realnih nultocaka. Drugu moguénost odbacit ¢emo na temelju Rolleovog teorema iz matematicke
analize, prema kojem se izmedu svakih dviju susjednih realnih nulto¢aka polinoma P nalazi jedna
nultocka njegove derivacije P’. Kako je P’ = 5T* — 6, vidimo da P’ ima dvije realne nultocke
j:{‘/%. Zakljucujemo da P ima tocno tri realne nultocke.
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