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Poglavlje 1
LIEJEVE ALGEBRE

1.1 Osnovni pojmovi

Algebra nad poljem K je vektorski prostor A nad poljem K na kome je zadana K —bilinearna
operacija A x A — A, (a,b) — ab, a,b € A, koju ¢esto zovemo mnozenje. Bilinearnost naravno
znaci biaditivnost ili obostranu distributivnost i K —bihomogenost:

a(b+ c¢) = ab + ac, (a4 b)c = ac + be, Va,b,c € A
A(ab) = (Aa)b = a(Ab), Va,be A, Vie K.
Za algebru A kazemo da je asocijativna, ukoliko vrijedi zakon asocijativnosti:
(ab)c = a(be), a,be A
Unitalna algebra je asocijativna algebra A u kojoj postoji jedinica, tj. element 1 € A takav

da je
la=al =a Va € A.

[sticemo da ¢emo se drzati dogovora da naziv unitalna algebra podrazumijeva da se radi o asoci-
jativnoj algebri, iako to nije standardno pravilo u literaturi.
Potprostor B algebre A zove se podalgebra od A ako vrijedi

a,be B = ab € B.
Ideal u algebri A je potprostor Z od A takav da vrijedi
aceA, beTl = ab,ba € T.

Naravno, svaki ideal je i podalgebra. Napominjemo da ukoliko je samo jedan od gornjih dvaju
zahtjeva ispunjen, kazemo da je Z lijevi ideal (a € A,b € T = ab € Z), odnosno, desni ideal
(ae A,beZ = baeT). Ako je 7 ideal u algebri A onda na kvocijentnom vektorskom prostoru
A/T mozemo definirati mnozenje sa

(a+Z)b+7T)=ab+1T, a,be A
Tako dobivena algebra zove se kvocijentna algebra. Naravno, ako je A asocijativna algebra,

onda je i kvocijentna algebra A/Z asocijativna. Ako je k tome A unitalna algebra s jedinicom 1
onda je i A/Z unitalna algebra s jedinicom 1 + Z.

bt
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Neka su A i B algebre nad istim poljem K. Preslikavanje ¢ : A — B zove se homomorfizam
algebri ako je ¢ K —linearan operator sa svojstvom

w(ab) = p(a)p(b) Va,b € A.

Skup svih homomorfizama A u B oznacavat ¢emo sa Hom(A, B); ako postoji dvojba oko polja
K nad kojim su algebre definirane, pisat ¢emo Homg (A, B) umjesto Hom(A, B). Primijetimo
da je Hom(A, B) potprostor vektorskog prostora L(A,B) svih K —linearnih operatora A — B.
Primijetimo da je kompozicija homomorfizama algebri ponovo homomorfizam algebri; tj. ako su
A, B i C algebre nad poljen K onda vrijedi

p e Hom(A,B), v € Hom(B,C) — Yope Hom(A,C).

Homomorfizam ¢ : A — B zove se epimorfizam ako je surjekcija, monomorfizam ako je injek-
cija, izomorfizam ako je i jedno i drugo, tj. bijekcija. Kompozicija epimorfizama je epimorfizam,
kompozicija monomorfizama je monomorfizam, pa je i kompozicija izomorfizama izomorfizam.
Nadalje, inverzno preslikavanje ¢! : B — A izomorfizma ¢ : A — B je takoder izomorfizam.
Nadalje, identiteta I4 na algebri A (I4(a) = a Ya € A) je izomorfizam A na A. Prema tome,
izomorfizmi definiraju relaciju ekvivalencije, koja se zove izomorfnost algebri: kazemo da je
algebra A izomorfna algebri B, i tada pisemo A ~ B, ako postoji izomorfizam ¢ : A — B.

Homorfizam algebre A u samu sebe zove se endomorfizam algebre A. Umjesto Hom(A, A)
pisemo End(A). Ocito je za svaku algebru A4 uz kompoziciju kao operaciju mnozenja End(A)
asocijativna algebra; stovise, End(.A) je unitalna algebra i jedinica joj je 4. Endomorfizam algere
A koji je ujedno bijekcija, tj. izomorfizam, zove se automorfizam algebre A. Skup svih auto-
morfizama od A oznacavamo Aut(A); to je upravo grupa svih invertibilnih elemenata unitalne
algebre End(A).

Ako je ¢ : A — B homomorfizam algebri, onda je njegova jezgra Ker ¢ = {a € A; ¢(a) =0}
ideal u algebri A i njegova slika Imp = p(A) = {p(a); a € A} je podalgebra od B. Nadalje,
preslikavanje ® : A/Ker¢o — Imy = ¢(A), definirano sa ®(a + Kery) = ¢p(a), a € A, je
izomorfizam kvocijentne algebre A/ Ker ¢ na podalgebru Im ¢ algebre B.

Neka je A algebra nad poljem K. Linearan operator D : A — A zove se derivacija algebre
A ako vrijedi
D(ab) = D(a)b+ aD(b) Va,b e A.
Skup svih derivacija algebre A oznacavat ¢emo sa Der(A). Primijetimo da je Der(A) potprostor
vektorskog prostora L(A) = L(A,.A) svih linearnih operatora A — A. Prostor L(.A) je unitalna
algebra, ali Der(A) opéenito nije podalgebra, buduéi da kompizicija derivacija ne mora biti (i
obi¢no nije) derivacija. Medutim, neposredno se provjerava da vrijedi:

Propozicija 1.1.1. Ako je A algebra i D, E € Der(A) onda je DE — ED € Der(A).

Liejeva algebra nad poljem K je algebra g, u kojoj se mnozenje obi¢no oznacava sa
(x,y) — [z,y] i zove komutator, ukoliko su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

(L1) [z,2] =0 Vz €g.

(£2) [z, [y, 21l + [y, [z, 2]] + [, [2,9]] = 0 Va,y,2 € A

Svojstvo (L2) zove se Jacobijev identitet. 1z svojstva (L1) slijedi
0=[z+y,x+yl=lea]+zyl+y 2]+ vyl = [z,9] + [y, 2],

dakle,

(L1/> [xay] = _[yax] Vx,y c€g
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Napomenimo da i (L1") povlaci (L1) ukoliko je karakteristika polja K razlicita od 2 :
[z, z] = —[x, 2] = 2[z,2] =0 = [z, z] = 0.

Vazan primjer Liejevih algebri dobiva se iz asocijativnih algebri. Naime, ako je A asocijativna
algebra i ako definiramo
[x,y]zxy—y:c, xayEAa

onda se lako provjeri da je s operacijom |-, -| A Liejeva algebra. Tu Liejevu algebru oznacavat
¢emo sa Lie(A). Ako je g algebra i A asocijativna algebra onda ¢emo preslikavanje ¢ : g — A,
koje je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru Lie(A), zvati Liejev homorfizam
Liejeve algebre g u asocijativnu algebru A. Posebni slucaj je kad je A zapravo asocijativna alge-
bra L(V') svih linearnih operatora na vektorskom prostoru V. U tom slucaju Liejev homomorfizam
m : g — L(V) zove se reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Dakle,
reprezentacija Liejeve algebre g (nad polje K) na vektorskom prostoru V' (nad poljem K) je
preslikavanje 7 koje svakom elementu x € g pridruzuje linearan operator 7(x) : V' — V ukoliko
su zadovoljeni uvjeti:

m(z+y) =w(x)+7(y), 7wAr)=Ar(z), 7(lr,y]) =7n(e)n(y) —7(y)n(z), Vr,yeg VAekK.

Istaknimo, da prema propoziciji 1.1.1. za svaku (ne nuzno asocijativnu) algebru A skup svih
derivacija Der(A) je Liejeva podalgebra Liejeve algebre Lie(L(.A)).

Mi ¢emo se isklju¢ivo baviti kona¢nodimenzionalnim Liejevim algebrama. Medutim, vektorski
prostori koje ¢emo promatrati (pa ni asocijativne algebre) ne ¢e uvijek biti kona¢nodimenzionalni.

Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K in = dim V. Liejevu algebru
Lie(L(V')) oznacavat ¢emo sa gl(V). Naravno, dim gl(V) = n?. Izaberemo li bazu prostoru V'
dobivam izomorfizam Liejeve algebre gl(V) s Liejevom algebrom Lie(M, (K)) svih kvadratnih
matrica n X n; ova posljednja se obi¢no oznacava gl(n, K). Linearna Liejeva algebra je bilo
koja Liejeva podalgebra od gl(V') za konactnodimenzionalan vektorski prostor V. Dakle, linearna
Liejeva algebra izomorfna je Liejevoj podalgebri od gl(n, K'). Napomenimo, da se linearna algebra
gl(V), pa i gl(n, K), cesto zove opéa linearna Liejeva algebra.

Lako je zapisati tablicu mnozenja Liejeve algebre gl(n, K'). Naime, ako sa e;; ozna¢imo n x n
matricu kojoj su svi elementi 0 osim broja 1 na presjecistu i—tog retka i j—tog stupca, onda je
€ijere = 0jxCi¢, Pa imamo

[%s €k;£] = 5jk:ez‘€ - 5z‘€€kj-

Razmotrimo sada neke serije linearnih Liejevih algebri, koje se zovu klasiéne Liejeve algebre.

1. Za konac¢nodimenzionalan prostor V' sa sl(V') oznacavamo skup svih liearnih operatora
kojima je trag jednak nuli; analogno, sa sl(n, K') ozna¢avamo skup svih matrica n x n traga 0.
Buduéi da je trag komutatora dvaju operatora, odnosno, dviju matrica, uvijek jednak nuli sl(V)
je Liejeva podalgebra od gl(V) i sl(n, K) je Liejeva podalgebra od gl(n, K). Ta se Liejeva algebra
zove se specijalna linearna Liejeva algebra. Ako je dim V' = ¢ + 1 kaze se da je Liejeva
algebra sl(V') (odnosno, sl(¢ + 1, K)) tipa A,. Trag je netrivijalni linearni funkcional na prostoru
gl(V') (odnosno, na prostoru gl(¢{+1, K) ) i s[(V) (odnosno, sl({+1, K) ) je njegova jezgra. Dakle,
dim sl(V) = dim sl(¢, K) = (¢ + 1)*> — 1 = % + 2(. Lako je napisati bazu od sl({ + 1, K) : to je
npr.

{61‘]‘; 1,] € {]_,,E—f- ]_}Z #]}U{hl = €j; — €Cit+1,i+1; 1€ {1,,6}}

Tu ¢emo bazu zvati standardna baza od sl(¢ + 1, K).
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2. Neka je V vektorski prostor nad poljem K i neka je F' : V x V — K nedegenerirana
bilinearna forma na V' koja je antisimetricna, tj.

Fv,w)=—F(w,v) Yo, w e V.
Nedegeneriranost znaci da vrijedi
veV, Fw)=0 YweV = v =0.

Zadatak 1.1. Neka je F' nedegenerirana antisimetriéna bilinearna forma na vektorskom prostoru
V. DokaZite da je tada dimenzija prostora V' paran broj 20 i da postoji baza {ey, ... ey} od V
takva da vrijedi:

2 2 ‘ ¢
v = Z%ez’, w= Zﬁiei = F(v,w) = Z%ﬁeﬂ' - Zaeﬂﬂi-
i=1 i=1 i=1 i=1
Stavimo
sp(V) ={zx € gl(V); F(z(v),w)+ F(v,z(w)) =0 Yo,w e V}
Zadatak 1.2. Dokazite da je sp(V') Liejeva podalgebra od gl(V') sadrzana u sl(V).

sp(V) zove se simplekticka Liejeva algebra. Ako je dim V' = 2/ kazemo da je Liejeva
algebra sp(V) tipa C,.
Naravno, pomo¢u baze iz zadatka 1.1. lako se vidi da je sp(V') izomorfna Liejevoj algebri
matrica
0 [g]

sp(20, K) = {x € gl(2(, K); sz = —x's}, gdjeje s= [ I 0
—1y

pri cemu je I, oznaka za jedinicnu matricu ¢ x £.

Zadatak 1.3. DokaZite da je dim sp(2(, K) = 20* + (.

Uputa: Matricu = € gl(2¢, K) pisite u obliku b } , gdje su a,b,¢,d € gl(¢, K), i zatim

d
napisite uvjet sx = —x's pomocu matrica a, b, c,d. Pomo¢u toga pokaZite da je jedna baza od
sp(2¢, K) dana sa

{eii = eopipris 1 <i <L} U{ey; —erpjorss 1<0,5 < L0 # 5} Ui 1 <i < U
U{ei,f-f-j + € 0445 1<i<y< f} U {eg_H-,i; 1< < f} U {eum + €014; 1<i<5< f}

Baza iz gornje upute zove se standardna baza od sp(2¢, K).

Neka je sada V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K inekaje F': VXV — K
nedegenerirana bilinearna forma na V' koja je simetri¢na, tj.

F(v,w) = F(w,v) Yo, w e V.

Stavimo

op(V) ={z €gl(V); F(zv,w)+ F(v,zw) =0 VYo,we V}.
Zadatak 1.4. Dokazite da je op(V') Liejeva podalgebra od gl(V') sadrzana u s{(V).

n(n—l).

Zadatak 1.5. Ako je n = dim V| dokazite da je dim op(V) = 5
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0r(V) zove se ortogonalna Liejeva algebra na prostoru V' u odnosu na formu F. Kao
Sto ¢e se vidjeti u sljede¢ih nekoliko zadataka, ako je polje K algebarski zatvoreno, gubi se razlika
medu Liejevim algebrama op (V') za razli¢ite nedegenerirane simetri¢ne bilinearne forme F. Stoga
¢emo tada izostavljati oznaku F' i pisati samo o(V'). Razmatrat ¢emo odvojeno prostore neparne
i prostore parne dimenzije.

3. Pretpostavljamo da je V' neparnodimenzionalan vektorski prostor (dim V = 2¢ + 1) nad
algebarski zatvorenim poljem K i da je F' nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma na V.

Zadatak 1.6. Dokazite da u V' postoji baza {eg,e1, ..., e} takva da je

20 20 ¢ ¢
v = Z Qi€ W= Z Bie; - F(v,w) = apgf + Z o Beyi + Z aptif3;.
i=0 i=0 i=1 i=1

Kao i malo prije, pomoéu baze iz zadatka 1.6. lako se vidi da je op(V) izomorfna Liejevoj
algebri matrica

1
020+ 1,K)={xegl2l+1,K); sv = —2's}, gdjeje s= |0
0

S oo
o~ o

Zadatak 1.7. DokaZite da je dim 0(2(+ 1, K) = 2% + ( i da je jedna baza od o(2¢ + 1, K) dana
sa
{eis — erripri; 1 < i <P U{egpqs —eip; 1 < i <L} U{eg; —eppip; 1 < i < LU

Ufeij—errjori; 1 <4, <€ i# U {erj—ejri; 1 <1 <j < U{emji—emij; 1 <i<j <UL}

Baza iz prethodnog zadatka zove se standardna baza od 0(20+ 1, K'). Za Liejevu algebru o(V),
odnosno, 0(2¢ + 1, K), kazemo da je tipa By.

4. Neka je sada V' vektorski prostor parne dimenzije 2¢ i neka je F' simetricna nedegenerirana
bilinearna forma na V.

Zadatak 1.8. Dokazite da u prostoru V' postoji baza {ey, ..., ey} takva da je

20 20 ¢ ¢
V=Y e, w=Y B == F(o,w) =Y aiBi+ > i
— P i=1 i=1

Pomoc¢u baze iz zadatka 1.8. nalazimo da je u ovom slucaju op (V') izomorfna Liejevoj algebri
matrica

020, K) ={z € gl(2(,K); sz = —a's}, gdjeje s= [ 1(.) g } :
¢
Zadatak 1.9. DokaZite da je dim o(2(, K) = 20> — { i da je jedna baza od o(2(, K) dana sa
{ei — eoyiori; 1 <i <L} U{eij — erpjors; 1 <4,5 <L, 0# jHU
U{eiers — i 1 <0< <Ly U{eji — ey 1 <0< j <At}

I u ovom se slucaju baza iz zadatka 1.9. zove standardna baza od 0(2¢, K). U ovom slucaju za
ortogonalnu Liejevu algebru o(V'), odnosno, 0(2¢, K), kazemo da je Liejeva algebra tipa D,.
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Navedimo jos nekoliko Liejevih algebri matrica s kojima ¢emo se susretati. Sa t(n, K') oznacavamo
Liejevu algebru svih gornje trokutastih matrica n x n :

t(n, K) = {a = [ayj] € gl(n, K); oj; =0 akoje i>j}.

Nadalje, n(n, K) je Liejeva algebra svih striktno gornje trokutastih matrica n x n :
n(n, K) = {a = [a;] € gl(n, K); o;; =0 akoje i>j}.

Napokon, 0(n, K) oznacava Liejevu algebru svih dijagonalnih matrica n x n :
o(n, K) ={a=[ay] € gl(n,K); a;; =0 akoje i j}.

Lako se vidi da je

n(n+ 1)
2 b

n(n—1)

dim t(n, K) = g

dim n(n, K) = dim o(n, K) = n.

Nadalje, vrijedi
tin, K) =0(n,K) +n(n,K), [P(n,K),0(n,K)={0}, [P, K),n(n K)]=n(n,K),

dakle,
[t(n, K),t(n, K)] = n(n, K).

Pri tome, za bilo koju Liejevu algebru g i za bilo koje podskupove A, B C g sa [A, B] ozna¢avamo
potprostor od g razapet svim elementima oblika [a,b], a € A, b € B :

[A, B] = spank {[a,b]; a € A, b € B}.

Kao sto smo ve¢ spomenuli, za svaku algebru A njene derivacije tvore Liejevu podalgebru
Der(A) od Lie(L(.A)). Posebno je tako u slucaju Liejeve algebre g. Tada je

Der(g) = {D € gl(g); D([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)] Y,y € g}.
Za bilo koji element x € g definiramo preslikavanje adz : g — g na sljede¢i naécin:
(adz)(y) =[z,yl, yeg

Iz bilinearnosti preslikavanja (x,y) — [z, y] neposredno slijedi da su svi operatori ad x linearni i
da je ad: g — L(g), x — adx, linearno preslikavanje. Stovise, vrijedi:

Propozicija 1.1.2. Za svaku Liejevu algebru g preslikavangje ad je homomorfizam Liejeve algebre
g u Liejevu algebru Der(g). Posebno, ad je reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru

g.

Dokaz: Iz Jacobijevog identiteta (L2) i iz antikomutativnosti (L1’) imamo redom za bilo koje
x? y? z 6 g

(adz)([y, 2]) = [, [y, 2]] = =z, [z, 9]l =y, [z, 2]] = [[z, ], 2]+, [, 2]] = [(ad 2)(y), z]+1y, (ad 2)(2)],
sto pokazuje da je adx € Der(g). Nadalje, koristec¢i ista pravila izvodimo i

(ad[z,y])(2) = [z, y], 2] = =z, [z, 9]] = [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] =

= [z, [y, 2]] = [y, [z, 2l] = (ad x)((ad y)(2)) — (ad y)((ad x)(z)),
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dakle,
ad [x,y] = (adx)(ady) — (ady)(ad z) = [ad x, ad y],

sto pokazuje da je ad : g — Der(g) homomorfizam Liejevih algebri, i, posebno, ad je reprezentacija
Liejeve algebre g na vektorskom prostoru g.

Derivacije Liejeve algebre g oblika ad x za neki x € g zovu se unutarnje derivacije Liejeve
algebre. Svi ostali elementi od Der(g) zovu se vanjske derivacije Liejeve algebre g.

Propozicija 1.1.3. Skup adg svih unutarnjih derivacija Liejeve algebre g je ideal u Liejevos
algebri Der(g).

Dokaz: Za z,y € gi D € Der(g) imamo

(D, adz](y) = D([z,y]) — [z, D(y)] = [D(x),y] + [, D(y)] = [z, D(y)] = [D(x), y] = (ad D(x))(y)-

Dakle, [D,adz] = ad D(z) € ad g.

Primjetimo da je jezgra homomorfizma ad : g — Der(g), koja je naravno ideal u Liejevo]
algebri g, jednaka

Z(g)={r€g adz =0} ={r g [r,y] =0Vy € g}.

Taj se ideal u g zove centar Liejeve algebre g. Liejeva algebra Z(g) ima svojstvo da je u njoj
komutator trivijalan: [z,y] = 0 Va,y € Z(g). Opéenito, za Liejevu algebru g kazemo da je ko-
mutativna ili Abelova ako je [g,g] = {0}, tj. [z,y] =0 Vz,y € g. Naravno, Liejeva algebra g je
komutativna ako i samo ako je Z(g) = g.

Uocimo da je definicija komutativnosti za Liejeve algebre malo razlicita od uobicajene definicije
komutativnosti. Naime, ako je A bilo koja algebra, ona se obitno zove komutativna ili Abelova
ako je ry = yx Vx,y € A. U slucaju Liejeve algebre g zbog antikomutativnosti to je ekvivalentno
uvjetu 2[z,y] = 0 Va,y € g, a to je ekvivalentno nasoj definiciji komutativnosti Liejeve algebre
ukoliko je char K # 2. Medutim, ako je char K = 2, onda je svaka algebra s antikomutativnim
mnozenjem ujedno i komutativna, jer je —1 = 1. Ipak, kod Liejeve algebre postavljamo jaci zaht-
jev (inace bi svaka Liejeva algebra nad poljem karakteristike 2 bila komutativna).

Naravno, ako je V' bilo koji vektorski prostor, onda uz definiciju [z,y] = 0 Vz,y € V to postaje
Abelova Liejeva algebra.

Opéenito, neka je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra i neka je {ej,...,e,} baza vek-
torskog prostora. Tada mozemo pisati

n
[ei, ej] = Zci’j’kek’ Cijk € K, 1<4,5,kE<n.
k=1
Skalari ¢; j zovu se strukturne konstante Liejeve algebre g u odnosu na bazu {es,...,e,}. Iz

svojstava (L1) i (L2) jednostavno se izvodi koji su nuzni i dovoljni uvjeti da bi zadanih n? skalara
mogli biti strukturne konstante:

Zadatak 1.10. Neka je V wvektorski prostor nad poljem K, {ei,...,e,} baza od 'V i c;;r € K,
i,5,k € {1,...,n}. DokaZite da na V' postoji struktura Liejeve algebre takva da vrijedi

n

i, e;] = Zci,j,kek Vi,je{l,...,n}

k=1
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ako i samo ako skalari c; j , zadovoljavaju

Ciﬂ',k:O Vi,kE{l,...,?’L}

n

E (€i,j kChotsm + Cj o kChyiom + CoikChjm) =0 Vi, j,0,m e {1,...,n}.
k=1

Neka je g Liejeva algebra i S C g bilo koji podskup. Tada stavljamo
Co(S)={z€g [x,y]=0 VyeS}

Iz Jacobijevog identiteta lako slijedi da je Cy(S) Liejeva podalgebra od g; ona se zove centrali-
zator skupa S u Liejevoj algebri g. Naravno, Z(g) = Cy(g).
Neka je sada h Liejeva podalgebra od g. Tada definiramo

Ny(h) ={z € g; [z,h] Cb}.

N,(h) je Liejeva podalgebra od g koja sadrzi b i b je ideal u Ny(h). Stovise, Ny(h) je najveéa takva
Liejeva podalgebra: ako je € Liejeva podalgebra od g koja sadrzi h i ako je b ideal u €, onda je
£ C Ny(bh). Liejeva algebra Ny(h) zove se normalizator od h u Liejevoj algebri g.
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1.2 RjeSive i nilpotentne Liejeve algebre

Ako su i1ij ideali u Liejevoj algebri g, suma i+ j i presjek i Nj tih potprostora od g su oc¢ito
takoder ideali u g. Nadalje, iz Jacobijevog identiteta lako slijedi da je i

[i,j] = spank {[z,y]; x €, y € j}

ideal u g.
Primijetimo da je ideal u Liejevoj algebri g zapravo potprostor i koji je invarijantan s obzirom
na sve unutarnje derivacije:
(adx)iCi  Vreg.

Potprostor j od g zove se karakteristi¢ni ideal u Liejevoj algebri g ako je invarijantan s obzirom
na sve derivacije Liejeve algebre g :

DjCj VD € Der(g).
Malo prije spomenuta svojstva ideala vrijede i za karakteristicne ideale: ako su i1 j karakteristi¢ni

ideali u Liejevoj algebri g onda su i+j, iNj i [i,j] karakteristicni ideali u g.
Naravno, citava Liejeva algebra g je karakteristicni ideal u g. Stoga mozemo induktivno defini-

rati opadajuce nizove (g(k))keZ+ i (g’“)keZ+ karakteristicnih ideala:
gV =g¢"=9, "V =["g"], '=[gd] keiZ.
Niz (g(k))k>0 zove se izvedeni niz u Liejevoj algebri g; niz (gk)k>0 zove se silazni centralni niz

ug.

Liejeva algebra g zove se rjeSiva ako je g®¥) = {0} za neki k¥ € Z,, a nilpotentna ako je
g" = {0} za neki k € Z,. Buduéi da je ocito g C g*, jasno je da je svaka nilpotentna Licjeva
algebra ujedno i rjesiva Liejeva algebra. Naravno, svaka Abelova Liejeva algebra je nilpotentna,
dakle i rjesiva.

Zadatak 1.11. Dokazite da je Liejeva algebra t(n, K) rjesiva i da je Liejeva algebra n(n, K)
nilpotentna.

Uputa: Dokazite da je
n(n, K)* = {a = [ay] € gl(n, K); ay; =0 akoje i+k>j}
i iskoristite jednakost t(n, K) = [t(n, K), t(n, K)] = n(n, K).
Propozicija 1.2.1. Neka je g Liejeva algebra, ) njena Liejeva podalgebra i i 1) ideali u g.
(a) Ako je Liejeva algebra g rjesiva onda su i Liejeve algebre b i g/i rjesive.
(b) Ako su Liejeve algebre i i g/i rjesive, onda je i Liejeva algebra g rjesiva.
(¢) Ako su ideali i i) rjesive Liejeve algebre, onda je i ideal i +j rjesiva Liejeva algebra.
Dokaz: (a) Ocito je h® C g*)| pa iz rjesivosti g slijedi rjesivost . Nadalje, neka je ¢ : g — g/i
kvocijentni epimorfizam, ¢(z) = z+i, x € g. Indukcijom lako slijedi da je tada (g/h)*® = ((g®)

VEk > 0, pa ponovo iz rjesivosti g slijedi rjesivost g/b.
(b) Pretpostavimo da su m,n > 0 takvi da je (g/i)™ = {0} i i™ = {0}. Uz oznaku
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¢ : g — g/i kao u (a) imamo tada ¢ (g™) = (g/i)" = {0}. Dakle, g™ C Kery = i. Kako
je ocito (g0) " = gl*h vj & > 0, slijedi

gt = (g) ™ Citm = {o};

Dakle, Liejeva algebra g je rjeSiva.

(c) Standardni algebarski teorem daje izomorfizam = + 1+ x +iNj, = € j, Liejeve algebre
(i+j)/i na Liejevu algebru j/(iNj). Kako je Liejeva algebra j po pretpostavci rjesiva, iz (a) slijedi
da je i kvocijentna algebra j/(i N j) rjesiva. Dakle i (i+j)/i je rjesiva Liejeva algebra, a kako je i
Liejeva algebra i rjesiva, iz (b) zakljucujemo da je i + j rjesiva Liejeva algebra.

Pomo¢u tvrdnje (¢) propozicije 1.2.1. zakljucujemo da u svakoj Liejevoj algebri g postoji na-
jveci rjesivi ideal, tj. rjesivi ideal koji sadrzi svaki drugi rjesivi ideal u g. Taj ideal oznacavat ¢emo
sa R(g) i zvati radikal Liejeve algebre g.

Propozicija 1.2.2. Za svaku Liejevu algebru g vrijedi R (g/R(g)) = {0}.

Dokaz: Neka je p : g — g/R(g) kvocijentni epimorfizam i neka je j = ¢! (R (g/R(g))).
To je ideal u Liejevoj algebri g. Tada je j/R(g) = ¢(j) = R(g/R(g)) rjesiva Liejeva algebra, a
takoder je R(g) rjesiva Liejeva algebra. Prema tvrdnji (¢) propozicije 1.2.1. ideal j je rjesiva Liejeva
algebra. No tada po definiciji radikala vrijedi j C R(g). Kako je R(g) = Ker ¢, zaklju¢ujemo da
je R(g/R(g)) = ¢(i) = {0}.

Propozicija 1.2.3. Neka je g Liejeva algebra, ) njena Liejeva podalgebra i i ideal u g.
(a) Ako je Lijeva algebra g nilpotentna, onda su i Liejeve algebre by i g/i nilpotentne.
(b) Ako je g/Z(g) nilpotentna Liejeva algebra, onda je i g nilpotentna Liejeva algebra.
(¢) Ako je g # {0} nilpotentna Liejeva algebra, onda je Z(g) # {0}.

Dokaz: (a) dobivamo potpuno analogno tvrdnji (a) propozicije 1.2.1.

(b) Neka je ¢ : g — g/Z(g) kvocijentni epimorfizam. Analogno kao u dokazu tvrdnje (a)
propozicije 1.2.1. nalazimo da je ¢(g¥) = (g/Z(g))" . Dakle, ako je (g/Z(g))" = {0}, slijedi da je
g" C Kerp = Z(g), a odatle je g"*' = [g,¢"] C [g, Z(g)] = {0}

(¢) Treba samo uociti da posljednji ¢lan silaznog centralnog niza koji je # {0} sadrzan u Z(g).

Uvjet da je Liejeva algebra g nilpotentna moze se ovako formulirati: postoji n € N takav da
je (adxy)(ad z3) - - (ad x,) = 0 Va1, 29,...,2, € g. Posebno, tada vrijedi (adz)” =0 Vz € g, tj.
svi operatori adxz, x € g, su nilpotentni. Opcenito, za Liejevu algebru g element x € g zove se
ad—nilpotentan ako je linearan operator ad z na prostoru g nilpotentan. Dakle, svaki element
nilpotentne Liejeve algebre je ad—nilpotentan. Vazna je i netrivijalna ¢injenica da vrijedi i obrat:

Teorem 1.2.4. (Engel) Ako je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra u kojoj je svaki element
ad—mnilpotentan, onda je Liejeva algebra g nilpotentna.

Dokaz Engelovog teorema provest ¢emo nakon odredenih priprema.

Lema 1.2.5. Neka je linearan operator x € gl(V') na vektorskom prostoru V' nilpotentan. Tada
je x ad—nilpotentan element Liejeve algebre gl(V').



1.2. RJESIVE I NILPOTENTNE LIEJEVE ALGEBRE 15

Dokaz: Definirajmo linearne operatore A\, i p, na vektorskom prostoru gl(V') kao mnozenje
sa x slijeva, odnosno, zdesna:

Ae(y) =y,  po(y) =yz,  yegl(V).

Tada za svaki prirodan broj n vrijedi (A;)" = Aun 1 (pz)" = pun, pa zakljuéujemo da su operatori
Az 1 p; na prostoru gl(V') nilpotentni. Nadalje, operatori A, i p, komutiraju i adz = A\, — p,, pa
vrijedi binomna formula

(ady™ = 3 (-1 (™) 0 o

=0 J
Posebno, ako je n takav da je 2 = 0, iz gornje formule za m = 2n slijedi (ad z)** = 0.

Primijetimo da je lako pronadi linearan operator z € gl(V') koji jest ad—nilpotentan, ali nije
nilpotentan: takav je npr. operator identitete Iy, = Iy .

Teorem 1.2.6. Neka je V- # {0} konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je g Liejeva
podalgebra od gl(V') koja se sastoji od nilpotentnih operatora. Tada postojiv € V, v # 0 takav da
je x(v) =0 Vz € g.

Dokaz provodimo indukcijom u odnosu na dim g > 0. Baza indukcije je slucaj dim g = 0 kad
je tvrdnja teorema trivijalna. Napomenimo da je trivijalna i tvrdnja teorema u slucaju dim g = 1.
Neka je sada n > 2 i pretpostavimo da je tvrdnja teorema dokazana za sve Liejeve podalgebre
od gl(V) ¢ija je dimenzija manja od n. Pretpostavimo da je dim g = n i neka je h C g Liejeva
podalgebra od g koja je netrivijalna: {0} # bh # g. Svaki linearan operator adyz za = € b je
nilpotentan na vektorskom prostoru g. Kako je h potprostor koji je invarijantan s obzirom na
svaki operator adyz, x € b, ti operatori induciraju nilpotentne operatore ¢(x) na kvocijentnom

prostoru g/b :
V(@) (y+bh) = (adgz)(y) +h=[z,y], z€bh, yeuq

Tada je 9 (h) Liejeva podalgebra od gl(g/h) koja se sastoji od nilpotentnih operatora na prostoru
g/b. Bududi da je g/h # {0} i buduéi da je dim ¢(h) < dim h < dim g = n, po pretpostavci
indukcije postoji vektor y + b # b (Sto znaci da je y € g\ ) takav da je ¥(z)(y+bh) =0 Vx € b.
No to znaéi da je [z,y] € h Vo € b, §to znaci da je y € Ny(h), a kako y & b, slijedi h T N,y(h).
Pretpostavimo sada da smo Liejevu podalgebru h od g izabrali tako da je ona maksimalna, tj. da
za svaku Liejevu podalgebru € od g iz h C € slijedi ili € = b ili € = g. Tada zaklju¢ujemo da je
Ny(h) = g, dakle, b je ideal u g. Dokazimo da je tada dim g/h = 1. Doista, pretpostavimo suprotno
da je dim g/bh > 2. Neka je ¢ : g — g/b kvocijentni epimorfizam. Neka je X jednodimenzionalni
potprostor vektorskog prostora g/h. Tada je X Liejeva podalgebra od g/h (naravno, komutativna)
pa je njen totalni invers &€ = ¢~ !(X) Liejeva podalgebra od g. No tada je ocito h C € C g, a to je u
suprotnosti s pretpostavkom o maksimalnosti od . Ova kontradikcija pokazuje da je dim g/h = 1.
Prema tome, vrijedi g = h + Kz za bilo koji z € g\ b.
Po pretpostavci indukcije znamo da je potprostor

W={veV; yw) =0Vyebh}

razlicit od {0}. Bududi da je b ideal u Liejevoj algebri g, potprostor W invarijantan je s obzirom
na sve operatore z € g. Naime, neka je x € giv € W. Tada za svaki y € h imamo [z, y| € b, dakle,

y(a()) = x(y(v)) = [z, yl(v) = 0.
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To pokazuje da je doista x(v) € W za svaki v € W i svaki x € g. Uzmimo sada bilo koji z € g\ b.
Restrikcija operatora z na potprostor W je nilpotentna, pa postoji v € W, v # 0, takav da je
z(v) = 0. Svaki « € g ima oblik x = y + Az za neke y € h i A € K, pa slijedi

z(v) = y(v) + Az(v) = 0.
Time je proveden korak indukcije, odnosno, teorem 1.2.6. je u potpunosti dokazan.

Dokaz Engelovog teorema 1.2.4. Zadana je Liejeva algebra g # {0} ¢iji su svi ele-
menti ad—nilpotentni. Tada Liejeva podalgebra ad g od gl(g) zadovoljava pretpostavke teorema
1.2.6. Prema tome, postoji x € g, x # 0, takav da je [g,z] = {0}. To znaci da je z € Z(g), pa
zakljucujemo da je Z(g) # {0}. Uoc¢imo sada da se kvocijentna Liejeva algebra g/Z(g) sastoji od
ad—nilpotentnih elemenata i da je dim g/Z(g) < dim g. Korak indukcije po dim g pokazuje da
je Liejeva algebra g/Z(g) nilpotentna. Prema tvrdnji (b) propozcije 1.2.3. slijedi da je i Liejeva
algebra g nilpotentna.

Neka je V n—dimenzionalni vektorski prostor. Svaka (n + 1)—torka Z = (Vo, V4,..., V)
potprostora od V' takva da je

WwCWViC---CV, 1 dim V; =17 Vi

zove se zastava u prostoru V. Naravno, tada je Vo = {0} i V,, = V. Za operator = € gl(V') kazemo
da stabilizira zastavu Z ako su svi ¢lanovi od Z invarijatni s obzirom na operator z : zV; CV;

V.

Korolar 1.2.7. Uz pretpostavke teorema 1.2.6. postoji zastava Z = (Vo, Vi, ..., V,) u prostoru V
koju stabiliziraju svi operatori x € g 1 da vrijedi, Stovise, xV; C V;_1 za svaki x € g za svaki i > 1.
Drugim rijecima, postoji baza u prostoru V- u odnosu na koju matrice operatora iz g tvore Liejevu
podalgebru od n(n, K).

Dokaz: Prema teoremu 1.2.6. postoji v € V, v # 0, takav da je x(v) = 0 za svaki
r € g. Stavimo Vy = {0} i Vi = Kwv i neka je W = V/Vj. Operatori 1(z) koje elementi
x € g induciraju na kvocijentnom prostoru W su svi nilpotentni. Rezoniramo li induktivno po
dim V, zaklju¢ujemo da postoji zastava Z" = (Wy, Wy, ..., W, _1) u prostoru W koju stabiliziraju
svi operatori ¢(z), = € g, takva da je stovise ¢ (x)W; C W;_; za svaki = € g i svaki i > 1. Neka
je sada 7 : V — W kvocijentno preslikavanje. Ako stavimo 7~ *(W;) = V;4, dobivamo zastavu
Z =Wy, Vi,...,V,) uV s trazenim svojstvima.

Korolar 1.2.8. Neka je g nilpotentna Liejeva algebra i i # {0} ideal u g. Tada jeinN Z(g) # {0}.

Dokaz: Za = € g neka je ad; x restrikcija od ad x na (invarijantan) potprostor i. Kako su svi
operatori ad x, ,x € g, nilpotentni, to su i njihove restrikcije ad; x nilpotentni operatori. Prema
teoremu 1.2.6. postoji y € i, y # 0, takav da je (ad; x) = 0, odnosno, [z,y] = 0 Vz € g. No tada

je0#yeinZ(g).

Primijetimo da tvrdnja korolara primijenjena na i = g pokazuje da je za svaku nilpotentnu
Liejevu algebru g centar Z(g) # {0}; to je ve¢ dokazano kao tvrdnja (¢) propozicije 1.2.3.

U daljnjem pretpostavljamo da je polje K algebarski zatvoreno, i da je char K = 0.
U tom slucaju teorem 1.2.6. generalizira se na rjesive Liejeve algebre operatora:
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Teorem 1.2.9. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim
poljem karakteristike 0 i neka je g rjesiva podalgebra Liejeve algebre gl(V'). Tada postoji vektor
veV,v#0, koji je svojstven za svaki operator x € g.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom u odnosu na dim g. Baza indukcije dim g = 0 je trivijalna.
Pretpostavimo sada da je dim g > 1 i da je teorem dokazan za sve kona¢nodimenzionalne vek-
torske prostore W i sve rjesive Liejeve podalgebre od gl(W) ¢ija je dimenzija manja od dim g.
Dokaz ¢emo provesti u nekoliko koraka.

(1) Buduéi da je Liejeva algebra g rjesiva, vrijedi [g, g] # g. Neka je h potprostor od g kodimen-
zije 1 koji sadrzi [g, g]. Tada je [g,h] C [g,g] C b, dakle, b je ideal. Kako je dim h =dim g—1 <
< dim g, po pretpostavci indukcije postoji v € V, v # 0, koji je svojstven vektor svih operatora
y € h. Za y € h oznacimo sa A\(y) € K pripadnu svojstvenu vrijednost:

yo=Ay)v, yeb.
Ocito je A : h — K linearan funkcional. Stavimo sada
W =A{weV; yw=Ay)w Vy € h}.

Tada je W # {0} potprostor od V.

(2) Dokazimo sada da je potprostor W invarijantan s obzirom na sve operatore = € g. Neka
jex € gi0#weW. Neka je n najmanji prirodan broj takav da su vektori w, zw, ..., x"w line-
arno nezavisni. To naravno znaé¢i da su vektori w, zw, ..., 2" 'w linearno nezavisni. Definiramo
potprostore

Wy = {0}, W; = spang {w,zw, ...,z 'w}, j€N.

Tada ocito vrijedi
dim W; =7 za 0<j<n i aW,.1 CW; VjeN.

Nadalje, kako je 2™w linearna kombinacija vektora w, zw, ..., z" 'w, lako se vidi da je W,, = W,
Vm > n. Posebno, potprostor W,, je invarijantan s obzirom na operator x.
Dokazat ¢emo sada da vrijedi

yrlw — Ay)zr'w € W, Yyebh 1 VjeZ,. (1.1)

Dokaz provodimo indukcijom u odnosu na j € Z, . Prije svega, za 7 = 0 po definiciji potprostora
W imamo yw = A(y)w, dakle, yw — A(y)w = 0 € Wy, odnosno, baza indukcije je dokazana.
Provedimo sada korak indukcije. Neka je j > 1 i pretpostavimo da je dokazano da vrijedi

yz! "t — Ay)2' Tlw € Wy Vy e bh.
Fiksirajmo sada bilo koji y € h. Tada je i [y, z] € b, pa imamo
yr'lw = ANy)r w4 w1 [y, 2] w = My, o)) e + v za neke u,v € Wy,
Odatle je
yriw = yra’ tw = zyz? "t + [y, 2] w = AMy) 2w + zu + My, )2 e + v,

dakle,
yrlw — My)r'w = zu + [y, z])2? o +v € W,
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buduéi da je W,y € W; i 2W;_; C W;. Time je korak indukcije proveden i (1.1) je dokazano.

Iz (1.1) slijedi da je svaki od potprostora W; invarijantan s obzirom na svaki operator y € b.
Nadalje, (1.1) pokazuje da za y € b restrikcija y|W,, ima u bazi {w,z(w),..., 2" *(w)} gornje
trokutastu matricu u kojoj su svi dijagonalni elementi jednaki A(y). Prema tome je

Tr (y|W,) =n\y)  Vyeb.

Posebno, vrijedi
Tr ([z,y][Wn) = nA([z,y])  Vye€b.

Medutim, potprostor W,, je invarijantan s obzirom na x i s obzirom na svaki y € b; stoga je
[z, y]|W,, = [x|W,, y|W,], pa slijedi da je gornji trag jednak nuli. Buduéi da je po pretpostavci K
polje karakteristike 0, slijedi A([x,y]) =0 Vy € h. Stoga imamo

yrw = zyw — [z, ylw = z(A(y)w) — X[z, y]))w = My)zw = rw e W.

Kako su w € W i z € g bili proizvoljno odabrani, zaklju¢ujemo da je potprostor W invarijantan
s obzirom na svaki operator x € g.

(3) Za z € g\ hje g ="b+ Kz Bududi da je potprostor W # {0} invarijatan s obzirom na
operator z, postoje v € W, v #£ 0,1 a € K takvi da je zv = av. Sada za bilo koji x € g imamo
r=y+ Pz zaneke y € hi B € K pa slijedi

zv = yv + fzv = ANy)v + fav = (A(y) + Ba)v.
Dakle, vektor v je svojstven za sve operatore x € g. Time je teorem 1.2.9. u potpunosti dokazan.

Teorem 1.2.10. (Lie) Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvo-
renim poljem K karakteristike 0 i neka je g neka rjesiva Liejeva podalgebra od gl(V'). Tada g sta-
bilizira neku zastavu u prostoru V. Drugim rijecima, postoji baza prostora V u kojoj svi operatori
x € g imaju gornje trokutaste matrice.

Dokaz: Ovaj teorem slijedi neposredno iz teorema 1.2.9. indukcijom po dim V. U koraku
indukcije, uz oznake iz dokaza prethodnog teorema, s vektorskog prostora V' prelazimo na kvo-
cijentni prostor V/Kwv. Kako je dim (V/Kv) = dim V — 1 < dim V| po pretpostavci indukcije
postoji zastava (Wy, W, ..., W,) u prostoru V/Kv (W; = {0}, W,, = V/Kwv) koju stabiliziraju
svi operatori koje na kvocijentu V/Kv induciraju operatori x € g. Neka je 7 : V' — V/Kwv kvo-
cijentno preslikavanje. Stavimo Vo = {0} 1 V; = 7 }(W;) za j = 1,...,n. Tada se lako vidi da g
stabilizira zastavu (Vg, Vi, ..., V,) u prostoru V.

Korolar 1.2.11. Neka je g rjesiva Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem K karakteri-
stike 0 i neka je ™ njena reprezentacija na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V. Tada
u V' postoji zastava invarijantna s obzirom na sve operatore m(x), T € g.

Dokaz: Treba samo primijetiti da je Liejeva podalgebra Imm = 7(g) od gl(V) izomorfna
kvocijentnoj Liejevoj algebri g/(Ker ), a ova je prema tvrdnji (a) propozicije 1.2.1. rjesiva.

Potprostor Liejeve algebre g koji je invarijantan s obzirom na sve operatore adz, x € g, je
ideal u g. Dakle, iz korolara 1.2.11. primijenjenog na reprezentaciju ad neposredno slijedi

Korolar 1.2.12. Neka je g konacnodimenzionalna rjesiva Liejeva algebra nad algebarski zatvore-
nim poljem karakteristike 0. Tada u g postoje ideali ji, k =0,1,...,n =dim g, takvi da je

{0}=)Ci1 C---Cj,=g i dim j, =k Vk.
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Korolar 1.2.13. Neka je g rjesiva konacnodimenzionalna Liejeva algebra nad algebarski zatvore-
nim poljem K karakteristike 0. Svakiy € [g, 9] je ad—nilpotentan. Prvi izvedeni ideal g™V = [g, g]
je milpotentna Liejeva algebra.

Dokaz: Izaberimo zastavu ideala (jo,j1,--.,in) kao u tvrdnji korolara 1.2.12. Uzmimo sada
xr € jk \ k-1 za k = 1,...,n. Tada je {z1,...,2,} baza od g. Matrice operatora adz, = € g,
pripadaju Liejevoj algebri t(n, K). Slijedi da matrice operatora ady, y € [g, g], pripadaju Liejevoj
algebri n(n, K). To pokazuje da je ady = adg y nilpotentan operator za svaki y € [g, g].

Napokon, tada slijedi da je i operator adjg g y nilpotentan za svaki y € [g, g]. Sada iz Engelovog
teorema 1.2.4. slijedi da je Liejeva algebra [g, g] nilpotentna.

Napomenimo da tvrdnja prethodnog korolara vrijedi i u sluc¢aju proizvoljnog polja K karak-
teristike 0 a ne samo algebarski zatvorenog. Ta se ¢injenica izvodi pomocu prosirenja polja skalara
o kojem ¢emo govoriti kasnije.

Sljede¢i nam je cilj dokazati tzv. Cartanov kriteriyy rjesivosti. U vezi s tim trebamo se pod-
sjetiti pojma Jordan— Chevalleyevog rastava linearnog operatora. Pri tome nam ne treba pret-
postavka da je K polje karakteristike 0, ali i dalje pretpostavljamo da je K algebarski
zatvoreno polje (iako se tvrdnje mogu dokazati i u znatno opcenitijem slucaju tzv. savrsenog
polja).

Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor nad K. Operator = € L(V') zove se polu-
prost ako je njegov minimalni polinom separabilan, tj. bez visestrukih nultocaka. To je ispunjeno
ako i samo ako za svaki z—invarijantan potprostor W od V postoji z—invarijantan potprostor
U od V takav da je V = W + U. Takoder, = je poluprost ako je dijagonalizabilan, odnosno, ako
postoji baza u V sastavljena od svojstvenih vektora operatora x. Ako su dva linearna operatora
x 1y poluprosti i ako komutiraju, onda se oni mogu istovremeno dijagonalizirati, pa su x + y i
xy takoder poluprosti. Nadalje, ako je potprostor W od V' invarijantan s obzirom na poluprost
operator z, onda je i restrikcija x|W poluprost operator.

Teorem 1.2.14. (Jordan—Chevalleyev rastav) Neka je V konacnodimenzionalan vektorski
prostor nad algebarski zatvorenim poljem K i neka je x € L(V).

(a) Postoje jedinstveni xs,x, € L(V) takvi da je xs poluprost, x, nilpotentan, xsx, = T,xs i
r=2xs+ x,.

(b) Postoje polinomi P,Q € KI[T) takvi da je P(0) = Q(0) =0, x5 = P(x) i z, = Q(z).
(¢) Ako su U C W potprostori od V' sa svojstvom xW C U onda vrijedi x, W C U i x,W C U.

Operator z, zove se poluprosti dio operatora z, a z,, nilpotentni dio operatora z.

Dokaz: Neka je k, = (T — aq)™ -+ (T — o)™ svojstveni polinom operatora x, pri cemu su
ay, ..., o, € K medusobno razliciti i my, ..., my € N. Tada su potprostori V; = Ker (x — «a;1y)™
r—invarijantni, svojstveni polinom restrikcije z|V; je (T —a;)™ i vrijedi V' = Vi 4 - -+V},. Pomoc¢u
Kineskog teorema o ostacima zaklju¢ujemo da u prstenu K[7T'] postoji polinom P takav da je

P—a;€(T—o)%K[T], j=1,....k, PeTK[T).

(Posljednja kongruencija je suvisna ako je 0 € {a1,...,ax},aako 0 & {a1,...,ax} onda je stvarno
polinom T relativno prost sa svakim od polinoma (7" — «;)™). Stavimo @ = T — P. Naravno,
tada je P(0) = Q(0) = 0.
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Stavimo z; = P(z) i x, = Q(x). Tada x; i =, komutiraju i vrijedi x = x5 4+ z,,. Nadalje, kako
su x i z,, polinomi od z, oni ostavljaju invarijantnim svaki od potprostora V;. Nadalje, budu¢i da
je (x — ;)™ | V; =01 bududi da je polinom P — a; kongruentan nuli modulo (7" — a;)™, vidi se
da je x| V; = a;ly,. Prema tome, operator z je poluprost. Nadalje, kako je z, = x — x,, slijedi
da je (z,|V;)™ = 0. Prema tome, operator z, je nilpotentan. Time je dokazana egzistencija u
(a) a dobiveni operatori x; i z,, zadovoljavaju (b). Nadalje, zbog (b) vrijedi i (¢).

Treba jos dokazati jedinstvenost u (a). Neka su, dakle, s poluprost i n nilpotentan operator
na V takvi da je sn = ns iz = s+ n. Zbog (b) sva Cetiri operatora z, x,, s i n medusobno
komutiraju. Stoga je operator xs — s poluprost i operator n — x,, je nilpotentan. No kako je
r =I5+ x, = S+ n, ta su dva operatora jednaka: xy — s = n — x,,. Medutim, nul—operator je
jedini operator koji je i poluprost i nilpotentan. Dakle, s = x, i n = x,.

Lema 1.2.15. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim po-
liem K i neka je operator x € gl(V') poluprost. Tada je i operator ad x na prostoru gl(V') poluprost.

Dokaz: Neka je {ej,...,e,} baza od V sastavljena od svojstvenih vektora operatora z i neka
su ag,...,a, € K pripadne svojstvene vrijednosti:
xre; = aje;, j=1...,n.

Neka je {e;r; j, k € {1,...,n} } pripadna baza od gl(V) :
ejxer = Oxee;, L kl=1, ... n.
Sada se lako provjerava da vrijedi
(ad x)ej = [z, 1] = (j — ag) €k, Jk=1,...,n.

Prema tome, baza {e;;} od gl(V') sastavljena je od svojstvenih vektora operatora adz i time je
lema dokazana.

Propozicija 1.2.16. Neka je V' konacnodimenzionalan vektoraki prostor nad algebarski zatvorenim
poljem i neka je x € gl(V'). Tada vrijedi (adx)s = ad x4 i (ad ), = ad xy,.

Dokaz: Imamo adz = adzs + adx, i [adxs,adz,| = ad|zs,z,] = 0. Nadalje, prema lemi
1.2.15. operator ad zs je poluprost, a prema lemi 1.2.5. operator ad x,, je nilpotentan. Tvrdnje
propozicije sada slijede iz jedinstvenosti u tvrdnji (a) teorema 1.2.14.

Propozicija 1.2.17. Neka je A konacnodimenzionalna algebra nad algebarski zatvorenim poljem

K i neka je 6 € Der(A). Tada su ds,9, € Der(A).

Dokaz: Kako je Der(A) vektorski prostor i d,, = d—d,, dovoljno je dokazati da je d; € Der(A).
Neka je o(9) spektar operatora . Tada je

A= +A,, gdieje Aa={rcA; FJkeN td (§—aly)’z=0}.

aco(d)
Nadalje, vrijedi o(d5) = () 1 05| Aq = al g, .
Zadatak 1.12. Dokazite indukcijom po n € N da za bilo koje o, B € K i x,y € A vrijedi

(5~ (ot LY (1) = 3 (%) (6= aro=a) (6 512 s).

J=0
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Zax € A, 1y € Ag iz jednakosti u zadatku 1.12. slijedi da je zy € A,ip. Stoga je tada

ds(zy) = (a + B)zy = (ax)y + 2(By) = (d:s7)y + 2(dsy).

Kako je A direktna suma potprostora A,, a € o(d), gornja jednakost vrijedi za sve x,y € A, tj.
ds € Der(A).

Lema 1.2.18. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim po-
liem K karakteristike 0, neka su X CY potprostori od gl(V') i neka je

a={zegl(V) [5Y]C X}
Ako za x € a vrijedi Trxy = 0 Yy € a, onda je operator x nilpotentan.

Dokaz: Treba dokazati da za takav x € a vrijedi sy = 0. Neka je {e1,...,e,} baza od V

sastavljena od svojstvenih vektora operatora x, i neka su «q,...,q, € K pripadne svojstvene
vrijednosti: zgse; = aye;. Neka je L vektorski potprostor od K nad poljem Q racionalnih brojeva
razapet sa {aq,...,a,}. Cilj nam je dokazati da je L = {0}, jer ¢e to znaciti da je x5 = 0. Kako

je L konacnodimenzionalan vektorski prostor, dovoljno je dokazati da je njegov dualni prostor L*
jednak {0}, tj. da je nul—funkcional jedini linearni funkcional f : L — Q.
Neka je f: L — Q linearni funkcional. Neka je y € gl(V') zadan sa

ye; = flay)e, 1=1,...,n.
Neka je kao 1 prije {e;r; 1 < j,k < n} baza od gl(V') dobivena iz baze {es,...,e,} prostora V :
ejker = Oree;, jkl=1,... n.
Kao sto smo vidjeli u dokazu leme 1.2.15. tada je
(adzs)eju = (o —on) e 1 (ady)eje = (f (a;) — f (o)) eji (1.2)
Neka je sada R € K|[T] Lagrangeov interpolacioni polinom definiran podacima
O}Ufoy—aw 1<ik<nt 1 {0FU{f(ay) — flaw) 1<)k <n},

tj. polinom najnizeg stupnja za koji je

R(0)=0,  Rlaj—ax)=floy) = flaw), 1<jk<n

Pri tome nema dvojbe ili kontradikcije u definiciji od R buduéi da iz a; — o = o — ay zbog
Q-—linearnosti od f slijedi f(a;)— f(ouw) = f(a;) — f(ow). Naravno, iz gornjih jednakosti (1.2) vidi
se da vrijedi R(ad x;s) = ady.

Prema propoziciji 1.2.16. znamo da je ad x, poluprosti dio operatora ad x. Prema tome, ad x,
je polinom u adx bez konstantnog clana, pa slijedi da je i ady polinom u ad x bez konstantnog
clana. Po pretpostavci operator adx preslikava potprostor Y u potprostor X. Slijedi da i ady
preslikava Y u X. Dakle, vrijedi y € a. Po pretpostavci leme stoga imamo T'r (zy) = 0, pa slijedi

Z%‘f(%’) = 0.

Lijeva strana je Q—linearna kombinacija elemenata od L. Primijenimo li Q—linearan funkcional

f, slijedi
> fl) =0
=1

Kako su brojevi f(«;) svi racionalni, slijedi da su svi jednaki nuli. Dakle, f = 0, buduéi da
Qaq, ..., Qpy, razapinju L nad Q.
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Teorem 1.2.19. (Cartanov kriterij rjesivosti) Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski
prostor nad algebarski zatvorenim poljem karakteristike 0 1 neka je g Liejeva podalgebra od gl(V)
takva da vrijeds

Traxzy =0 Ve € [g,g] 1 Yye€Eg.

Tada je Liejeva algebra g rjesiva.

Dokaz: Primijenimo lemu 1.2.18. na prostor V' i na sljedeée potprostore X i Y od gl(V') :

Tada uz oznaku iz leme 1.2.18. imamo

a={zecgl(V); [x,9] C[g, 0]}

Ocito je g C a. Pretpostavka je da je Tray = 0 Vx € [g,g] i Vy € g. Zelimo ustanoviti da je
svaki operator x € [g, g] nilpotentan. Ta ¢e ¢injenica slijediti iz leme 1.2.18. ako dokazemo da je
Trzy=0 Vz € [g,g9] 1 Yy € a ane samo da je Traxy =0 Vr € [g,g] i Vy € g.
Svaki x € [g, g] je suma elemenata oblika [z1, 5], gdje su x1, 25 € g. S druge strane, za y € a
imamo
Tr[zy, xely = Trxy[xe, y] = Tr[22, y|x1,

a to je jednako nuli jer po definiciji od a je [xq,y] € [g, g]. Time je dokazano da je svaki x € [g, g]
nilpotentan. Sada iz teorema 1.2.6. slijedi da je Liejeva algebra [g, g] nilpotentna. Odatle slijedi
da je Liejeva algebra g rjesiva:

Zadatak 1.13. Neka je g Liejeva algebra, takva da je njen prvi izvedeni ideal [g, g] nilpotentna
Liejeva algebra. DokaZite da je tada Liejeva algebra g rjesiva.

Korolar 1.2.20. Neka je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim po-
ljem karakteristike O za koju vrijedi

Tr(adx)(ady) =0 Veelg,g] i Yyeag.
Tada je Liejeva algebra g rjesiva.

Dokaz: Primijenimo li teorem 1.2.19. na Liejevu podalgebru ad g Liejeve algebre gl(g), za-
kljuéujemo da je Liejeva algebra ad g rjesiva. Medutim, kako je Kerad = Z(g), Liejeva algebra
ad g izomorfna je kvocijentnoj Liejevoj algebri g/Z(g), dakle, ta je kvocijentna Liejeva algebra
rjesiva. Buduéi da je Liejeva algebra Z(g) komutativna, ona je i rjesiva, pa po tvrdnji (b) propozi-
cije 1.2.1. slijedi da je i Liejeva algebra g rjesiva.
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1.3 Proste i poluproste Liejeve algebre

U daljnjem promatramo iskljuc¢ivo konaénodimenzionalne Liejeve algebre.

Liejeva algebra g zove se poluprosta ako je R(g) = {0}. To znaci da g ne sadrzi nijedan rjesivi
ideal # {0}. Prema propoziciji 1.2.2. za svaku Liejevu algebru g kvocijentna algebra g/R(g) je
poluprosta.

Zadatak 1.14. Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako ona ne sadrzi komutativni ideal
£ {0},
Uputa: U izvedenom nizu rjesive Liejeve algebre posljednji ¢lan koji je razlicit od {0} je

komutativni karakteristi¢ni ideal.

Liejeva algebra g # {0} zove se prosta ako nije komutativna i ako ne sadrzi nijedan netri-
vijalan ideal (tj. nijedan ideal razlicit od {0} i od g). Zahtjev nekomutativnosti znacéi samo da
jednodimenzionalnu (komutativnu) Liejevu algebru, koja, naravno, ne sadrzi netrivijalne ideale,
ne smatramo prostom.

Neka je g Liejeva algebra nad poljem K. Killingova forma je simetri¢na bilinearna forma
Kg : g X g — K definirana sa

lig(:c,y):Tr(adx)(ady), xayEQ'
Zadatak 1.15. Dokazite da za svaku Liejevu algebru g vrijedi
kg(Dz,y) + kg(z, Dy) =0 Ve,yeg i VD € Der(g).

Odatle izvedite da je
ﬁg([x,y],z>:ﬁg(l‘, [y,Z]) vxayazEQ-

Uputa: Koristite jednakost ad Dz = [D, ad x| iz dokaza propozicije 1.1.3.
Zadatak 1.16. Neka je j ideal u Liejevoj algebri g. DokaZite da je kj = Kglj X j.

Uputa: Koristite jednostavnu cinjenicu iz linearne algebre: Ako je W potprostor kona-
¢nodimenzionalnog vektorskog prostora V i ako x € L(V) ima sliku sadrzanu u W, onda je
Traz="Tr(z|W).

U daljnjem stalno pretpostavljamo da je polje K nad kojim radimo algebarski

zatvoreno 1 karakteristike 0.

Teorem 1.3.1. Liejeva algebra g # {0} je poluprosta ako i samo ako je njena Killingova forma
kg nedegenerirana.

Dokaz: Pretpostavimo da je g poluprosta Liejeva algebra, tj. da je R(g) = {0}. Stavimo
v={z €g; Kg(z,y) =0 Vye€ g}

Treba dokazati da je v = {0}.
Prije svega uoc¢imo da iz zadatka 1.15. slijedi da je v ideal u g. Nadalje, po definiciji v vrijedi

kg(z,y) =0 Yoz € vi Vy € g, dakle, i Vy € [t,t]. Iz zadatka 1.16. slijedi da je

Tr(ad.z)(adey) = ke(x,y) = kg(z,y) =0  Vrer i Vy¢€ el
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Sada iz korolara 1.2.20. slijedi da je v rjesiv ideal u g, dakle, t C R(g). No kako je po pretpostavci
R(g) = {0} slijedi vt = {0}.
Pretpostavimo sada da je

v={z€g ryg(z,y) =0 Vyeg}={0}

Neka je j komutativni ideal u g. Da bismo pokazali da je Liejeva algebra g poluprosta, dovoljno
je dokazati da je j C t. Neka je « € j. Za bilo koji y € g operator (ad x)(ady) ima sliku sadrzanu
u j, pa slijedi da njegov kvadrat ((adz)(ady))? ima sliku sadrzanu u [j,j] = {0}. Dakle, operator
(ad x)(ady) je nilpotentan, pa mu je trag jednak 0. To znaéi da je x € t, odnosno, dokazali smo
da jej Cr.

Zadatak 1.17. Uocite da drugi dio dokaza vrijedi © bez pretpostavke da je K polje karakteristike
0. Razmatranjem primjera s\(3, K)/Z(sl(3, K)) za char K = 3 pokaZite da opclenito ne vrijedi
obrnuta implikacija u teoremu 1.3.1.

Ako su g1, g0, ..., g, Liejeve algebre nad poljem K onda je o¢ito da se na sljede¢i nac¢inu u
Kartezijev produkt g = g; X g2 X - -+ X g uvodi struktura Liejeve algebre:

[(:El)'r%al‘k)a(ylay%ayk)]:([$1ay1]a[$27y2]7a['rk)yk])a x])iyjeg]) j:1a277k

Ta se Liejeva algebra zove direktni produkt Licjevih algebri gy, go, ..., gr. Primijetimo da je
tada za svaki j

iO}x---><{O}J><gjxiO}x---x{0};:{(O,...,O,x,O,...,O); T €g;}

~~

7—1 k—j Jj—1 k—j

ideal u Liejevoj algebri g koji je kao Liejeva algebra izomorfan g;. Nadalje, kao vektorski prostor
g je direktna suma tih ideala.
Pretpostavimo sada da je g Liejeva algebra i da su jq,js,...,jr ideali u g takvi da je

g=ji+i2+- -+
Tada za i # j imamo [j;,j;] € j; Nj; = {0}. Stoga za x;,y; €j;, j =1,2,...,k, vrijedi
(21 + o+ F X,y F Yo+ x] = [T, 0]+ [, 0]+ [, Ul

a to pokazuje da je Liejeva algebra g izomorfna direktnom produktu j; X jo X -+ X jp.
Propozicija 1.3.2. Neka je g poluprosta Liejeva algebra i neka jej ideal u g. Tada vrijeds

(a) j je poluprosta Liejeva algebra.

(b) 7t ={z € g; Kelw,y) =0 Yy € i} je ideal u g.

(c) Vrijedi g =3 +i*.

Dokaz: (b) Za x €jt,y € giz€jvrijedi [y, 2] €, dakle,

’%Q([xay]?z) = Hg(xa v, 2]) = 0.

To pokazuje da je [z,y] € j* Vx € j* i Vy € g. Dakle, potprostor j* je ideal u Liejevoj algebri g.

(¢) Zbog nedegeneriranosti forme r, vrijedi dim j + dim j* = dim g. Nadalje, ako Cartanov
kriterij primijenimo na Liejevu algebru j Njt, zakljuéujemo da je ona rjesiva. Medutim, j Njt je
ideal u g, a kako je g poluprosta, slijedi j Nj+ = {0}. Zbog jednakosti dimenzija zakljué¢ujemo da
jejFit =g

(a) Iz (c) i iz nedegeneriranosti forme kg slijedi da je i njena restrikcija r4|j % j nedegenerirana.
Medutim, prema zadatku 1.16. vrijedi rg4]j X j = k;, pa pomocu teorema 1.3.1. zakljucujemo da je
Liejeva algebra j poluprosta.
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Propozicija 1.3.3. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Tada je [g, g] = g.

Dokaz: Neka je

j=1lg.0]" ={zeg ry(z,[y,2]) =0 Vy,zeg}

j je prema tvrdnji (a) propozicije 1.3.2. ideal u g. Nadalje, prema zadatku 1.16. Killingova forma
od j je restrikcija na j x j Killingove forme od g, paza x €jiy € [j,j] C [g, g] vrijedi

Tr(ad;x)(adyy) = ky(2,y) = kg(2,y) = 0.

Sada po Cartanovom kriteriju rjesivosti, tocnije po njegovu korolaru 1.2.20., slijedi da je ideal j
rjesiv. Buduéi da je Liejeva algebra g poluprosta, slijedi j = {0}, pa po tvrdnji (¢) propozicije
1.3.2. slijedi g = [g, 9] +j = [g, g].

Teorem 1.3.4. Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je ona izomorfna direktnom pro-
duktu prostih Liejevih algebri. Ako je g # {0} poluprosta Liejeva algebra i g = g1+go2+---+gx, pri
cemu su g1, @2, - - -, 9k prosti ideali u g i ako je j # {0} ideal u g onda postoje 1 < iy < -+ <iy <k
takvi da je j = @i, + -+ -+ gi,. Posebno, g1,92,...,0k su jedini prosti ideali u g.

Dokaz: Pretpostavimo da je g = g1 + go + - - + g&, pri ¢emu su g;, go, . .., g prosti ideali u
g. Neka je z € g takav da je r4(y,z) =0 Vy € g. Imamo

r=x1+To+ -+, zaneke =z € @g1,T2 € Go,...,Tk € Gi-

Za je{l,2,....k} iy € g; imamo [y, g;] = {0} za i # j, tj. (ady)|g; = 0. Slijedi k4(y, z;) = 0 za
1 # j, dakle, vrijedi

k
ligj(yaxj) - ﬁg(y,$j) = Zﬁg(yaxi) - ﬁg(y,$) = O Vy € gj’
i=1

Kako je Liejeva algebra g; prosta, dakle i poluprosta, pomocu teorema 1.3.1. zakljucujemo da je
z; = 0. Kako je j € {1,2,...,k} bio proizvoljan, slijedi = 0. Time je dokazano da je Killingova
forma kg nedegenerirana, odnosno, po teoremu 1.3.1. Liejeva algebra g je poluprosta.

Pretpostavimo sada da je u toj situaciji j # {0} ideal u g. Za bilo koji j € {1,2,...,k} tada
je [, g;] ideal u g;, a kako je g; prosta Liejeva algebra, mora biti ili [j, g;] = g; ili [j,g;] = {0}.
S druge strane, prema tvrdnji (a) propozicije 1.3.2. j je poluprosta Liejeva algebra. Stoga je po
propoziciji 1.3.3. j = [j,j]. S druge strane, o¢ito je [j,j*] = {0}. Stoga je po tvrdnji (c) propozicije
1.3.2. fj,g] = [i,i +*] = [i,j] = j. Dakle,

j=D0.0l=00+gt+ - +al=0a]l+0 e+ +10 o
Kako je za svaki j ili [j, g;] = g, ili [j, g;] = {0}, slijedi da je za neke 1 <y < --- < iy <k
Pretpostavimo sada da je g # {0} proizvoljna poluprosta Liejeva algebra. Ako g nije prosta,
u g postoji ideal j razlicit i od {0} i od g. Tada je po propoziciji 1.3.2. g = j +j* i ideali j i j*
su poluproste Liejeve algebre. Indukcijom po dim g slijedi da postoje prosti ideali g1, go, .. ., gk

takvida jeg=g1 +go+ -+ g
Time je teorem u potpunosti dokazan.
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Teorem 1.3.5. Neka je g poluprosta Liejeva algebra. Tada je svaka njena derivacija unutarnja,
tj. adg = Der(g).

Dokaz: Kako je g poluprosta, ona nema komutativnih ideala # {0}. Posebno, Z(g) = {0}. To
znaci da je homomorfizam Liejevih algebri ad : g — Der(g) injektivan. Drugim rije¢ima, Liejeva
algebra g izomorfna je s Liejevom podalgebrom adg od Der(g). Prema propoziciji 1.1.3. ad g je
ideal u Liejevoj algebri Der(g). Stoga je po zadatku 1.16. Killingova forma k,q4 Liejeve algebre
ad g restrikcija Killingove forme kp.,(q) Liejeve algebre Der(g). Stavimo

A= (adg)" = {6 € Der(g); kper(g)(d,adz) =0 Vz € g}.

Iz nedegeneriranosti od Kper(g)|(adg) X (adg) = Kaaq slijedi da je AN (adg) = {0}. Medutim,
i A1iadg suideali u Der(g), pa slijedi da je [A,adg] = 0. Dakle, za § € Aiza x € g vrijedi
addx = [0,ad x] = 0, a kako je ad injekcija, slijedi dx = 0 Va € g. No to znac¢i daje § =0 Vi € A.
Dakle, A = {0}. Sada iz opce teorije bilinearnih formi slijedi

0 =dim A > dim Der(g) —dim (adg) = dim(adg)> dim Der(g) = adg = Der(g).
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1.4 Reprezentacije, reducibilnost, ekvivalencija
Pojam reprezentacije definiramo ne samo za Liejeve algebre nego za bilo koju od cetiri alge-

barske strukture — grupa, asocijativna algebra, unitalna algebra i Liejeva algebra:

(1) Reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V' je homomorfizam grupe G u grupu
GL(V) svih invertibilnih elemenata unitalne algebre L(V'). Drugim rije¢ima, reprezentacija
G na V je preslikavanje 7: G — L(V') takvo da vrijedi

m(ab) = w(a)w(b) Va,be G, m(e) = 1.

(2) Reprezentacija asocijativne algebre A nad poljem K na vektorskom prostoru V' nad
istim poljem K je homomorfizam algebri 7 : A — L(V'). Dakle, reprezentacija A na V je
preslikavanje 7: A — L(V') takvo da vrijedi

m(ax + By) = an(x) + fr(y), m(zy) = m(x)7(y), Ve,ye A, Vo, B € K.

(3) Reprezentacija unitalne algebre A s jedinicom 14 na vektorskom prostoru V' je repre-
zentacija 7 asocijativne algebre A na V' za koju je

7T(1_A) = [V-

(4) Reprezentacija Liejeve algebre g nad poljem K na vektorskom prostoru V' nad poljem K
je homomorfizam Liejevih algebri w: g — gl(V). Dakle, reprezentacija g na V' je preslikavanje
w: g — L(V) takvo da vrijedi

mlaz+0y) = an(z)+0n(y),  w(zy]) =n(@)n(y) —7(y)n(z),  VYr,yco, Vo,0€ K.

U svakom od ta cetiri slucaja vektorski prostor V' tada zovemo prostorom reprezentacije 7.
Ako je prostor V' kona¢nodimenzionalan, reprezentacija m zove se kona¢nodimenzionalna i
tada se prirodan broj (ili nula) d(7) = dim V' zove dimenzija reprezentacije .

U slucajevima (2), (3) i (4) definicija se prosiruje i na situaciju kad je A (odnosno, g) algebra
(odnosno, Liejeva algebra) nad poljem K, a V' je vektorski prostor nad nekim prosirenjem L polja
K. Tada se trazi da su svi operatori 7(z) linearni nad poljem L, a preslikavanje x — w(z) je
homomorfizam nad poljem K.

Ako je reprezentacija 7 injektivni homomorfizam, kazemo da je m vjerna reprezentacija.
Ako se radi o reprezentaciji grupe G, onda je jezgra

H=%kerm={a€cG; n(a) =1}

reprezentacije m normalna podgrupa grupe G i prijelazom na kvocijent dobivamo vjernu reprezen-
taciju 7 kvocijentne grupe G/H :

7(aH) = 7(a), aH € G/H.
Sliéno, ako se radi o reprezentaciji asocijativne, unitalne ili Liejeve algebre A, onda je jezgra
T =kerm ={a € A; n(a) =0}

reprezentacije 7w ideal u toj algebri A i prijelazom na kvocijent dobivamo vjernu reprezentaciju
asocijativne, unitalne ili Liejeve kvocijentne algebre A /7 :

Tla+7) =m(x), r+7eA/L
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U daljnjem je stalno A oznaka za bilo koju od spomenute ¢etiri algebarske strukture. Neka su
7 1 p reprezentacije od A na vektorskim prostorima V' i W nad poljem K. Za linearan operator
AV — W kazemo da je A—ekvivarijantan ako vrijedi

Am(a) = p(a)A  Va € A.

Drugi naziv za takav operator A je operator preplitanja reprezentacija w i p. Skup svih takvih
oznacavat ¢emo sa Hom,(V, W). To je potprostor prostora L(V, W) svih linearnih operatora sa
V u W. Kazemo da je reprezentacija m ekvivalentna reprezentaciji p i piSemo 7 ~ p ako postoji
A € Homy(V, W) koji je izomorfizam prostora V' na prostor W. O¢cito je ~ relacija ekvivalencije.

Neka je m reprezentacija od A na vektorskom prostoru V. Potprostor W prostora V' zove se
m—invarijantan ako je invarijantan u odnosu na svaki operator 7(a), a € A :

weW, acA — m(a)w € W.

Ocito su suma i presjek bilo koje familije m—invarijantnih potprostora takoder m—invarijantni
potprostori.

Ako je W mw—invarijantan potprostor onda restrikcijom i prijelazom na kvocijent mozemo
definirati reprezentaciju 7y na prostoru W i reprezentaciju my,y na prostoru V/W :

mw(a) = m(a)|W € L(W); myw(a)(v+W)=m(a)v+W, acA veV.

T se zove subreprezentacija a my, kvocijentna reprezentacija reprezentacije 7. Kombi-
nacijom ove dvije konstrukcije reprezentacija dolazimo do tzv. subkvocijentne reprezentacije:
ako su U 1 W m—invarijantni potprostori od V i ako je U C W onda je my,y kvocijentna
reprezentacija subreprezentacije my (ili subreprezentacija kvocijentne reprezentacije my ).

Neka je 7 reprezentacija od A na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' i neka je W
m—invarijantan potprostor. Izaberimo bazu €’ = {ey, ..., e;} potprostora W i dopunimo je do baze
e={e1,...,€k Exi1,--.,6n} prostora V. Tada je ¢’ = {ep1 + W, ..., e, + W} baza kvocijentnog
prostora V/W. Ako za a € A sa w(a)le], mw(a)[e'] i mvyw(a)[e”] oznacimo redom matrice operatora
7(a), mw(a) i myw(a) u bazama e, € i €” onda je

0 myyw (a)le”]

pri ¢emu je A(a) neka matrica sa k redaka i n — k stupaca, a 0 je nul—matrica sa n — k redaka i
k stupaca.

Reprezentacija m od A na vektorskom prostoru V' zove se ireducibilna ako postoje to¢no
dva m—invarijantna potprostora od V. To znaéi da je V' # {0} i da su trivijalni potprostori {0}
i V jedini m—invarijantni potprostori od V, odnosno da V nema netrivijalnih 7—invarijantnih
potprostora. Reprezentacija je reducibilna ako nije ireducibilna.

Neka je 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V. Stavimo

Ve={veV; nla)v=v Ya € G}.

Vektori iz V¢ zovu se G—invarijante reprezentacije m. Potprostor G —invarijanata V¢ je ocito
m—invarijantan. Stovise, svaki potprostor od V¢ je m—invarijantan.
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Neka su 7 i p reprezentacije grupe G na vektorskim prostorima V' i W nad istim poljem K.
Na prostoru L(V, W) tada mozemo definirati reprezentaciju 7 grupe G na sljede¢i nacin:

7(a)(A) = pla)Ar(a™"), Ae L(V,W), a€gG.

Tada je ocito Homg(V, W) upravo T—invarijantan potprostor L(V,W)¢ svih G—invarijanata
reprezentacije 7.

Neka je sada 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Tada se g—invari-
jantama zovu vektori m—invarijantnog potprostora

Vei={veV; m(x)v=0 Vz € g}

Sliécno kao kod grupa, ako su 7 i p reprezentacije Liejeve algebre g na vektorskim prostorima V' i
W na prostoru L(V, W) mozemo definirati reprezentaciju 7 od g na sljede¢i nacin:

T(2)(A) = p(x)A — An(z), Ae L(V,W), =xze€g.

Tada je Homgy(V, W) upravo T—invarijantan potprostor L(V,W)? svih g—invarijanata reprezen-
tacije 7.

Neka je 7 reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V nad poljem K. Na dualnom
prostoru V' = L(V, K) definiramo tzv. kontragredijentnu reprezentaciju 7' reprezentacije 7 :

@) f=for(a™), t. (t(a)f)(v)=f(r(a ")), a€G, veV, feV.

Analogno, ako je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V tada se na
dualnom prostoru V’ kontragredijentna reprezentacija 7' reprezentacije m definira ovako:

m'(x)f = —f om(x), tj. (7' (x) f)(v) = —f(m(z)v), reg, veV, feV.

Ovdje se u stvari radi o prethodnim konstrukcijama za trivijalnu reprezentaciju p grupe G na
jednodimenzionalnom prostoru W = K (p(a) = 1 Va € G), odnosno, za trivijalnu reprezentaciju
p Liejeve algebre g na jednodimenzionalnom prostoru W = K (p(z) =0 Vx € g).

Neka je sada zadana familija reprezentacija m;, i € I, od A na vektorskim prostorima V; nad
istim poljem K. Tada na direktnoj sumi

HVi: {f:[—>UVZ-; f(i)eV; Viel, skup {i € I; f(i);é()}jekonaéan}

el i€l

definiramo reprezentaciju = od A na sljedeéi nacin:

(@) )(i) = m(2)f(), wed, i€l

7 se zove direktna suma reprezentacija m;. Naravno, ako je m neka reprezentacija od A na
vektorskom prostoru V' i ako su V;, © € I, m—invarijantni potprostori od V takvi da je V njihova
direktna suma, onda je reprezentacija 7 ekvivalentna direktnoj sumi njenih subreprezentacija my;.

Reprezentacija m od A na vektorskom prostoru V' zove se potpuno reducibilna, ako za svaki
m—invarijantan potprostor W postoji njegov m—invarijantan direktni komplement, tj. postoji
m—invarijantan potprostor U takav da je V = W +U. Naravno, svaka je ireducibilna reprezentacija
potpuno reducibilna.
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Zadatak 1.18. Neka je m reprezentacija od A na vektorskom prostoru V.
(a) Neka suW iU w—invarijantni potprostori od V takvi da je V.= W 4+ U. Dokazite da je tada

7TV/W >~ Ty.
(b) Neka su R, S i T w—invarijantni potprostori takvi da je V.= R+ S = R+ T. DokaZite da
je tada wg =~ .

Teorem 1.4.1. Neka je ® potpuno reducibilna reprezentacija od A na vektorskom prostoru V.
Tada je svaka njena subkvocijentna reprezentacija potpuno reducibilna.

Dokaz: Neka je W m—invarijantan potprostor od V' i neka je U 7y —invarijantan potprostor od
W. Tada je U m—invarijantan potprostor od V' pa zbog potpune reducibilnosti reprezentacije 7 pos-
toji m—invarijantan potprostor S od V takav daje V = U+S. Tada je T = SNW my —invarijantan
potprostor od W i vrijedi W = U + T. Time je dokazano da je svaka subreprezentacija potpuno
reducibilne reprezentacije i sama potpuno reducibilna.

Neka je sada U myw —invarijantan potprostor od V/W. Neka je ¢ : V' — V/W kvocijentno
preslikavanje, ¢(v) = v+ W. Tada je S = ¢~} (U) = {v € V; v+ W € U} m—invarijantan potpros-
tor od V' pa zbog potpune reducibilnosti reprezentacije m postoji potprostor 17" od V takav da je
V =S +T. Lako se vidi da je tada R = ¢(T) my,w —invarijantan potprostor od V/W i da vrijedi
V/W = U 4 R. Time je dokazano da je svaka kvocijentna reprezentacija potpuno reducibilne
reprezentacije i sama potpuno reducibilna.

Teorem 1.4.2. Neka je w reprezentacija od A na vektorskom prostoru V. Pretpostavimo da postoje
m—invarijantni potprostori Vi, i € I, takvi da je

vy
iel
i da su sve subreprezentacije Ty, ireducibilne.

(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.

(b) Ako je W m—invarijantan potprostor od V' onda postoji J C I takav da je suma potprostora
N
jeJ
direktna i da je V =W + U.

(¢) Postoji K C I takav da je

V:ZVk

keK
pri cemu je ta suma potprostora direktna.

Dokaz: Ocito i (a) i (c) slijede iz (b). Dokazimo (b) Neka je S skup svih podskupova J C [
takvih da je suma potprostora
ey

jeJ
direktna. Skup § je s relacijom inkluzije parcijalno ureden. Dokazimo da taj parcijalno ureden
skup zadovoljava uvjet Zornove leme. Neka je 7 lanac u §. Stavimo

K=|]JJ

JeT
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Dokazimo da je tada suma potprostora

W+ Vi (1.3)

keK

direktna. Neka su ki, ko, ..., k, € K medusobno razliciti i neka su w € W, v; € Vi, v € Vi, ...,
v, € Vi, takvi da je w +v; +v9 + - + v, = 0. Buduéi da je 7 lanac, postoji J € T takav da je
ki, ko, ..., k, € J Kako je J € S, suma potprostora

W+ V;

jedJ

je direktna, pa iz jednakosti w + vy +vo + -4+ v, =0slijjedida jew =vy =vy =--- =v, = 0.
Time je dokazano da je suma potprostora (1.3) direktna. To znaci da je K € S, a ocito je K
gornja ograda lanca 7. Dakle, parcijalno ureden skup S zadovoljava uvjet Zornove leme. Stoga u
skupu S postoji neki maksimalni element J. Stavimo

U=V, X=W+U=W+U.

jedJ

Treba dokazati da je X = V. O¢ito je X m—invarijantan potprostor od V. Stoga je za bilo kojii €
X N'V; my,—invarijatni potprostor od V;. Kako je po pretpostavci reprezentacija my, ireducibilna,
to je ili X NV; =V, odnosno, V; C X, ili je X N'V; = {0}. Pretpostavimo da je X N'V; = {0}. To
znaci da je suma X + V; direktna, pa slijedi da je suma potprostora

W+ >
jeJu{i}

direktna. To znadi da je JU{i} € S. No to se protivi maksimalnosti J u S jer je ocito J C JU{i}.
Dakle, X N'V; = {0} je nemoguce, pa slijedi da je V; C X za svaki i € I. No kako je V' suma
potprostora V;, i € I, slijedi X = V. Time je tvrdnja (b) u potpunosti dokazana.

U kona¢nodimenzionalnom slu¢aju situacija je znatno jednostavnija. Naime, ako je 7 repre-
zentacija od A na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' # {0}, onda iz kona¢nodi-
menzionalnosti lako slijedi da svaki m—invarijantan potprostor W # {0} sadrzi m—invarijantan
potprostor U takav da je reprezentacija my ireducibilna. Stoga iz teorema 1.4.2. neposredno slijedi:

Teorem 1.4.3. Neka je m reprezentacija od A na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru
V #{0}. Sljedeca su svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija m je potpuno reducibilna.

(b) Postoje m—invarijantni potprostori Vi, i € I, takvi da su sve reprezentacije my, ireducibilne i

da je
V=>"V.
iel
(¢) Postoje m—invarijantni potprostori Vi, Vs, ..., V, takvi da su reprezentacije wy,, Ty, ..., Ty,

ireducibilne i da je

V=Vi+ Vot itV
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U situaciji iz tvrdnje (¢) teorema 1.4.3. neka je e(j) = {egj), ed, ..., e%} baza potprostora V;
i neka je e baza prostora V' dobivena iz tih baza:

e ={elV el e o) 6(22), ., e? e, e(2n), e

y o B By

Nadalje, za a € A neka je 7(a)[e] matrica operatora 7(a) u bazi e i 7y, (a)[e(j)] matrica operatora

my,(a) u bazi e(j), j = 1,2,...,n. Lako se vidi da je tada 7(a)[e] blok—dijagonalna matrica:
v (a)[e(1)] 0 a 0
r(@)]e] = 0 T (a)le(2)] - 0
0 0 mala)leln)

Teorem 1.4.4. (Schurova lema) Neka su 7 i p ireducibilne reprezentacije od A na vektorskim
prostorima V' i W nad poljem K.

(a) Ako reprezentacije w i p nisu ekvivalentne onda je Hom(V, W) = {0}.
(b) Enda(V) = Homu(V,V) je tijelo.

(¢) Ako je prostor V' konacnodimenzionalan i ako je polje K algebarski zatvoreno, onda je
Enda (V) =A{\; A€ K}.

Dokaz: (a) Neka je A € Hom(V,W). Tada je jezgra N(A) = {v € V; Av = 0} operatora A
m—invarijantan potprostor:

veN(A), aeG = Am(a)v = p(a)Av =0 = m(a)v € N(A).

Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi N(A) = {0} ili N(A) = V. Pretpostavimo da je
N(A) = {0}, tj. da je A injekcija. Tada je podrucje vrijednosti R(A) = {Av; v € V'} potprostor
od W razlicit od {0}. No taj je potprostor p—invarijantan. Doista, neka je w € R(A) i a € G.
Neka je v € V takav da je w = Av. Tada je

pla)w = p(a)Av = Arn(a)v € R(A).

Kako je reprezentacija p ireducibilna i R(A) # {0}, slijedi R(A) = W. No tada je A izomorfizam
pa slijedi m ~ p suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da N(A) = {0} nije mogude.
Zakljuéujemo da je N(A) =V, odnosno, A = 0. Dakle, dokazali smo da je Hom4(V, W) = {0}.

(b) Dokaz tvrdnje (a) pokazuje da je svaki A € End4(V) \ {0} invertibilan. Dakle, End4 (V)
je tijelo.

(c) Neka je A € End4(V). Kako je prostor V kona¢nodimenzionalan i polje K je algebarski
zatvoreno, spektar o(A) operatora A je neprazan. Neka je A € o(A). Tada je operator A — A
iz. End (V') singularan, a kako je prema tvrdnji (b) End4 (V) tijelo, slijedi A — A\l = 0, odnosno,
A= M.

Teorem 1.4.5. Neka je 7 ireducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija grupe G ili Liejeve
algebre g. Tada je njoj kontragredijentna reprezentacija wt takoder ireducibilna.

Dokaz: Dokazi za grupu i za Liejevu algebru su sasvim analogni. Provest ¢emo dokaz za
Liejevu algebru. Neka je U C V' w!—invarijantan potprostor. Tada je njegov anihilator

Ur={veV; flv)=0 VfeU}



1.4. REPREZENTACIJE, REDUCIBILNOST, EKVIVALENCIJA 33

potprostor od V' koji je m—invarijantan:
velU’, zeg, feU = f(r(a)v)=—(r'(x)f)(v) =0,
jer je '(x) f € U. Dakle,
velU® xeg = m(z)v e U°.
Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi da je ili U° = {0} ili U° = V. Znamo da je
dimV’' =dimV i dimU°® =dimV — dim U.

Dakle, ili je dimU = dim V', tj. U = V', ili je dimU = 0, tj. U = {0}. Time je dokazano da je
reprezentacija 7' ireducibilna.

Zadatak 1.19. Neka su 7 1 p reprezentacije od A na vektorskim prostorima V i W. Ako je X
p—invarijantan potprostor od W tada prostor Hom4(V, X)) moZemo na prirodan nacin identifici-
rati s potprostorom

{A € Homu(V,WW); AV C X'}

prostora Hom4(V,W). Ukoliko je W = X1 + Xo + -+ + X,,, pri éemu su X; p—invarijantni
potprostori od W dokazite da uz spomenutu identifikaciju prostora Hom4(V, X;) s potprostorima
od Hom4(V, W) wvrijedi

Homa(V,W) = Homa(V, X1) + Homa(V, Xz) + -+ + Homa(V, X,,).
Zadatak 1.20. Neka su w 1 p reprezentacije od A na vektorskim prostorima V i W.

(a) Ako je X m—invarijantan potprostor prostora V., konstruirajte izomorfizam prostora
Homy(V/X, W) s potprostorom

{A € Hom,(V,WW); AlX =0}
prostora Hom4(V, W).
(b) AkojeV = X1+ Xo+- -+ Xy, gdje su X;, 1 < i < n, m—invarijantni potprostori prostora V,
konstruirajte izomorfizme prostora Hom 4(X;, W) s potprostorima X; prostora Hom 4(V, W)

1 to tako da bude
Homs (VW) =X+ X 4 -+ -+ A,

Teorem 1.4.6. Neka je m potpuno reducibilna reprezentacija od A na konacnodimenzionalnom
prostoru V' nad algebarski zatvorenim poljem K i neka je p ireducibilna reprezentacija od A na
prostoru W nad poljem K. Neka je V.=V + Vo + -+ V,,, pri cemu je svaki od potprostora V;
T—invarijantan i takav da je pripadna subreprezentacija my, ireducibilna. Tada je

i e {1,2,...,n}; my, = p} = dim Homa(W,V) = dim Hom(V,W).
(Pri tome |S| oznacava broj elemenata konacnog skupa S).
Dokaz: Prema zadatku 1.19. vrijedi

Hom (W, V) = Hom (W, V1) + Hom4(W,V3) + - - - + Hom 4(W, V). (1.4)
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Nadalje, prema Schurovoj lemi (teorem 1.4.4.) vrijedi
1 ako je my, >~ p
dim Homy (W, V;) =
0 ako je my, % p.
Odatle i iz (1.4) slijedi jednakost
dim Hom (W, V) = |{i € {1,2,...,n}; my =~ p}|.

Sasvim analogno, pomoc¢u zadatka 1.20. dobivamo jednakost

dim Homa(V,W) = |{i € {1,2,...,n}; my, =~ p}|.
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1.5 Weylov teorem o potpunoj reducibilnosti

Ponovo promatramo iskljué¢ivo konacnodimenzionalne Liejeve algebre nad alge-
barski zatvorenim poljem karakteristike 0.

Teorem 1.5.1. Neka je g poluprosta Liejeva algebra i neka je m vjerna reprezentacija od g na
konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V.

(a) Simetricna bilinearna forma Kk, na g X g, definirana sa

liﬂ(‘r’y) :TTﬂ'(l’)ﬂ'(y), xayEga

je medegenerirana i ima svojstvo invarijantnosti:
fa([r,9],2) = ka2, [y, 2])  Va,y,z €9

(b) Neka je{x1,...,x,} baza od g i neka je{y1,...,yn} njoj dualna baza od g u odnosu na formu
Kr, tj. jedinstvena baza od g sa svojstvom kr(x;,yx) = 0;5. Definiramo operator C. € L(V') :

n

Cr= Z W(ij)?'('(yj)

J=1

Operator Cr ne ovisi o izboru baze {x1,...,x,} od g i vrijedi Cr € Endy(V), odnosno,

Cam(z) = m(x)Cr VY € g.
(¢) Vrijedi Tr Cr = dim g.

Dokaz: (a) Za x,y, z € g imamo

kr([2,y],2) — Kx(2, [y, 2]) = Tro([z,y))7m(2) — Tra(z)n([y, 2]) =
=Tra(x)r(y)r(z) — Tra(y)n(z)n(z) — Tra(z)n(y)r(2) + Tro(x)n(z)n(y) =0,

jer se drugi i c¢etvrti ¢lan dokidaju zbog invarijatnosti traga produkta operatora u odnosu na
ciklicke permutacije.
Stavimo sada
v={z€g; rrlz,y) =0 Vyeg}

Iz dokazane invarijatnosti forme , vidi se da je v ideal u g. Nadalje, potpuno analogno dokazu u
teoremu 1.3.1. s jedinom razlikom da se sada koristi teorem 1.2.19. a ne njegov korolar 1.2.20. slijedi
da je 7(t) rjesiva Liejeva algebra. Kako je po pretpostavci reprezentacija m vjerna, zakljucujemo
da je v rjesiv ideal u g, a kako je g poluprosta, slijedi da je v = {0}. Time je dokazana nedegener-
iranost forme k.

(b) Neka je {z},..., 2/} druga baza od g i neka je {y1,...,y,} njoj dualna baza u odnosu na
formu k.. Neka su A = [a;]i;-; 1 B = [3;]},=, matrice takve da je

i=1 i=1
Tada za bilo koje j, k € {1,...,n} imamo

Ok = K2}, ) = Z o Bonkir (25, ye) = Z i Berdie = Z%Jﬂik-
=1

i0=1 if=1
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To pokazuje da je B transponirana matrica inverzne matrice od A. Stoga vrijedi i

Z@jiﬁki = Ojk, jak € {17 .. '7n}'
=1

Slijedi
Z ﬂ-(l‘; Z a]zﬁkz 17] Z kT xj yk) = Zﬂ-(x]‘)ﬂ-(yj) = C7r'
i=1 i,5,k=1 grk=1 J=1
Neka je sada z € g. Neka su A;;, p1;; € K matriéni elementi operatora ad x u bazama {1, ..., z,}
1 {yla"'7yn} :

l' 'Z‘j Z/\Z]‘rl’ :L‘ yj Z/'Lwyz

Sada imamo redom zbog invarijantnosti forme & :

)\kz = Z/\jiﬁw(xjayk) = HW([xaxi]ayk) = _Hw(xza X yk; Z/*’,’jk‘l{’ﬂ' sz,y] = —Hik-
=1

Pomoc¢u identiteta [A, BC| = [A, B]C + B[A, C] u L(V') nalazimo

n n

[m(2), Ol = Y _([m(@), w(@)lm(ye) + (@) [m(z), 7(y:)]) = Y (w(lw, @) (y) + m(za)m(fw, yi) =

i=1 i=1

= Z (Njim () (y;) + pjim () Z N (@) (yi) — Z i (x;)7(y,) = 0.

1,j=1 4,j=1 1,j=1

(¢) Imamo

n n
TrC, = ZT'I“ m(z;)m(y;) = Z kr(z;,y;) =n =dim g.
J=1 Jj=1
Operator C; iz prethodnog teorema zove se Casimirov operator reprezentacije 7. On je
definiran uz pretpostavku da je reprezentacija m vjerna. No ako reprezentacija m nije vjerna, ona
postaje vjerna prijelazom na kvocijentnu Liejevu algebru g/Kerm, koja je takoder poluprosta.
Stoga je i u tom slucaju moguce definirati Casimirov operator — i njega ¢emo oznacavati sa C,.

Zadatak 1.21. Dokazite da su Liejeve algebre sl(2, K) i sl(3, K) proste i izracunagte Casimirove
operatore za

(a) adjungiranu reprezentaciju ad Liejeve algebre g = sl(2, K);
(b) standardnu reprezentaciju Liejeve algebre g = sl(3, K) na prostoru Mz, (K) ~ K3,

Propozicija 1.5.2. Neka je m reprezentacija poluproste Liejeve algebre na konacnodimenzional-
nom vektorskom prostoru V. Tada je w(g) C sl(V).

Dokaz: Prema propoziciji 1.3.3. vrijedi g = [g, g]. Stoga je
m(g) = [v(g),7(g)] C [gl(V), gl(V)] < sl(V).

Odatle ocito slijedi:
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Korolar 1.5.3. Neka je m jednodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve algebre g. Tada

je m(g) = {0}.

Teorem 1.5.4. (H. Weyl) Svaka konacnodimenzionalna reprezentacija poluproste Liejeve algebre
je potpuno reducibilna.

Dokaz: Neka je m reprezentacija poluproste Liejeve algebre g na prostoru V. Mozemo pret-
postaviti da je V' # {0} i 7 # 0. Neka je W w—invarijantan potprostor od V. Dokaz egzisten-
cije m—invarijantnog direktnog komplementa od W u V' provest ¢emo najprije uz dodatnu pret-
postavku da je W potprostor od V' kodimenzije 1. Pretpostavimo, nadalje, da je subreprezentacija
mw ireducibilna. Neka je C Casimirov operator reprezentacije w. Tada je C;W C W i Ker C} je
m—invarijantan potprostor od V. Prema korolaru 1.5.3. kvocijentna reprezentacija my,w je trivi-
jalna, myw(g) = {0}. To znaci da vrijedi 7(g)V C W, a odatle po definiciji Casimirovog opera-
tora slijedi C,V C W. Kako je subreprezentacija my ireducibilna, iz tvrdnje (b) teorema 1.5.1. i
iz tvrdnje (c¢) Schurove leme (teorem 1.4.4.) slijedi da je Cx|W = Al za neki A € K. Slijedi
TrCr = X\-dim W. Medutim, prema tvrdnji (¢) teorema 1.5.1. je Tr C, = dim (g/Ker m) # 0, pa
slijedi da je A # 0. Stoga je Ker C, "W = {0}, pa je Ker C, direktni komplement od W u V koji
je m—invarijantan.

I dalje pretpostavljamo da je W mw—invarijantan potprostor od V' kodimenzije 1, ali ne vise
nuzno takav da je subreprezentacija my ireducibilna. Dokaz sada provodimo indukcijom u odnosu
na dim W. Ako 7y nije ireducibilna, postoji m—invarijantan potprostor U od W takav da je
{0} # U # W. Tada je W/U 7y y—invarijantan potprostor od V/U kodimenzije 1, pa po indukciji
postoji jednodimenzionalan 7y —invarijantan potprostor X od V/U takav daje V/U = W/U+X.
Mozemo pisati X = Y/U za neki m—invarijantan potprostor Y od V koji sadrzi U. Kako je
dim X = 1, slijedi da je U potprostor od Y kodimenzije 1, pa ponovnom primjenom pretpostavke
indukcije slijedi da postoji jednodimenzionalan w—invarijantan potprostor Z od Y takav da je
Y =U + Z. Uocimo sada da je V.= W + Z. Doista, neka je v € V. Kako je V/U = W/U +Y/U,
postoje w € Wiy e Y takvidajev+U = (w+U)+ (y+ U), odnosno, u = v —w —y € U.
Nadalje, kako je Y = U + Z, vrijedi y = v’ + 2 za neke v’ € U i z € Z. Odatle je

v=wt+ytu=wt+v +z+u=w+2 gdieje W =w+u+u €W
Time je dokazano da je V =W + Z, a kako je
dim Z =1=dim V/W =dim V — dim W,
slijedi V=W + Z.
Razmotrimo sada op¢i slucaj. Neka je W bilo koji m—invarijantan potprostor od V. Proma-

trajmo sada prostor linearnih operatora L(V, W) i na njemu reprezentaciju 7 od g definiranu kao
u odjeljku 1.4. sa

T(z)(A) = mw(x)A — Am(z) = w(x)A — Am(z), Ae L(V,W), xzeg.
Neka su V i W potprostori od L(V, W) definirani na sljedeéi nacin:
V={Ae L(V,IW); AlIW =Xl zaneki A€ K}, W={Ae L(V,IV); A]W = 0}.

Ocito je W potprostor od V kodimenzije 1. Nadalje, ti su potprostori od L(V, W) T—invarijantni,
stovise vrijedi T(x)Y C W Vz € g. Doista, neka je A € V i neka je A € K takav da je Aw = \w
YVw e W. Zaz €giwe W imamo

T7(2)(A)w = 7(r)Aw — Ar(z)w = w(x) \w — Ar(z)w = 0.
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Kako je w € W bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je 7(x)(A)|W = 0, odnosno, 7(x)(A) € W. Kako
je A € V bio proizvoljan, dokazali smo da je 7(z)V C W.

Prema prvom dijelu dokaza znamo da postoji 7—invarijantan jednodimenzionalan potprostor
U od V takav da je V = W +U. Neka je 0 # A € U. Tada je A|W = A # 0. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A|W = Iy,. Prema korolaru 1.5.3. vrijedi 7(z)(A) = 0
Vr € g. Stoga za svaki v € V imamo

0=7(z)(A)v =m(x)Av — An(z)v = w(x)A=An(z)Veeg = Ac Endy (V).

Stoga je jezgra U = N(A) operatora A potprostor od V koji je m—invarijantan. Buduéi da A
preslikava V u W i A|W = Iy, vrijedi W N U = {0}. Nadalje, iz A|WW = Iy slijedi da je operator
AV — W surjekcija, R(A) = W. Sada po teoremu o rangu i defektu zaklju¢ujemo

dim (W 4+ U) = dim W + dim U = r(A) + d(A) = dim V,

Prema tome je W +U = V.

Za linearan operator x na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' znamo da postoje
jedinstveni poluprost x5 € L(V') i jedinstveni nilpotentan z,, € L(V') takvi da vrijedi zsx, = x,z;
iz = x5+ z, (teorem 1.2.14.). Teorem 1.3.5., prema kojem je za poluprostu Liejevu algebru g
vrijedi ad g = Der(g), i propozicija 1.2.17., prema kojoj su poluprost i nilpotentan dio derivacije
ponovo derivacije, omogucuje da se Jordan—Chevalleyev rastav s linearnih operatora prenese
na elemente bilo koje kona¢nodimenzionalne poluproste Liejeve algebre g. Naime, za x € g su
(adx)s, (adz), € Der(g) = adg, a kako je ad vjerna reprezentacija od g postoje jedinstveni
T(s), T(n) € g takvi da je adx(s) = (ad )5 1 ad ) = (ad x),. Tada je

ad [x(s), Tmy| = [ad x(5), ad x(n)] = [(ad x)s, (ad x),] =0

ad (x(s) + 2m)) = adx ) + adxyy = (adz)s + (adx), = adx,

pa zbog vjernosti reprezentacije slijedi
[:L'(s), x(n)] =0 i T =XT(s) + T(n)-

To se zove apstraktni Jordan—Chevalleyev rastav elementa poluproste Liejeve algebre.

Weylov teorem o potpunoj reducibilnosti ima vaznu posljedicu da se apstraktni Jordan—Cheva-
lleyev rastav podudara s obi¢nim Jordan—Chevalleyevim rastavom ukoliko je z element poluproste
Liejeve podalgebre g od gl(V') :

Teorem 1.5.5. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i neka je g poluprosta Liejeva
podalgebra od gl(V'). Neka je x € g i neka su x i x, poluprost i nilpotentan dio linearnog operatora
r. Tada su xg,z, € g. Nadalje, ako je v = x(y) + z(n) apstraktni Jordan— Chevalleyev rastav
elementa x u poluprostoj Liejevoj algebri g onda je x(y) = Xs 1 T(n) = Tp.

Dokaz: Kako je (adgvyr)g = [z, g] C g, iz tvrdnje (c) teorema 1.2.14. slijedi (adgv)z)sg C g1
(adgv))ng C g. Medutim, prema propoziciji 1.2.16. vrijedi (adgv) )s = adgv) s i (adgv) T)n =
= adgv) Tn. Zakljucujemo da vrijedi (adgvyzs)g C g1 (adgv) z,)g C g, odnosno, [z, g] C g i
[zn, 8] € g. Drugim rijecima, operatori x; i z,, su elementi normalizatora n = Ngivy(g) Liejeve
podalgebre g u Liejevoj algebri gl(V'). Tada je g ideal u n. Dokaz prve tvrdnje bio bi gotov kad
bismo znali da je g = n. Nazalost, to nikada nije istina: po propoziciji 1.3.3. vrijedi

g=lg,9] € [gl(V), gl(V)] = sl(V),
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a oCito je jedinicni operator [y element od n, ali ne i od sl(V).
Za bilo koji potprostor W od V' definiramo

aw ={y€gl(V); yW CW 1 Tr(y|W)=0}.

Ocito je ay Liejeva podalgebra od gl(V), a kako je g = [g, g] vrijedi g C ayy za svaki g—invarijatan
potprostor W od V. Neka je

g =nn ﬂ {aw; W g — invarijantan potprostor od V'}.

Tada je g* Liejeva podalgebra od n koja sadrzi g. Nadalje, ako je W g—invarijantan potprostor
od V, onda po ve¢ spomenutoj tvrdnji (c) teorema 1.2.14. vrijedi z,W C W i 2, W C W. Nadalje,
operator z, je nilpotentan, pa je Tr(z,|/W) = 0; kako je Tr(z|W) = 01i 2z, = x — x,, slijedi
da je i Tr(xs|]W) = 0. Dakle, za svaki g—invarijatan potprostor W od V vrijedi z4,z, € ap.
Zakljucujemo da su zg, x, € g*.

Dokaz prve tvrdnje bit ¢e potpun ako dokazemo da je g* = g, a u tu svrhu posluzit ¢e nam
Weylov teorem 1.5.4. o potpunoj reducibilnosti koji ¢emo primijeniti na reprezentaciju ady-|g
poluproste Liejeve algebre g na prostoru g* i na identi¢nu reprezentaciju  — x od g na prostoru
V. Prije svega, postoji potprostor b od g* takav da je g* = g+ b i [g,b6] C b. S druge strane,
vrijedi [g, b] C [g,g*] C [g,n] C g. Kako je g N b = {0}, zakljucujemo da je [g, b] = {0}, odnosno,
subreprezentacija od adg+|g na potprostoru b je trivijalna. Neka je W bilo koji g—invarijatan
potprostor od V' na kome je reprezentacija x — z|W od g ireducibilna. Neka je y € b. Kako je
y € g, to je y € aw, pa je posebno potprostor W invarijantan s obzirom na operator y. Buduéi
da je [y, g] = {0}, prema tvrdnji (¢) Schurove leme (teorem 1.4.4.) iz ireducibilnosti reprezentacije
x — z|W slijedi da je y|W = Ay za neki A € K. Medutim, y € ay znadi i da je Tr(y|W) = 0.
Prema tome, A - dim W = 0, a kako je K polje karakteristike 0, slijedi A = 0. Time smo dokazali
da je y|W = 0 za svaki g—invarijantan potprostor W od V takav da je reprezentacija x +— x|W
od g ireducibilna. Po Weylovom teoremu 1.5.4. prostor V' je direktna suma takvih potprostora.
Zakljuéujemo da je y = 0. Kako je y € b bio proizvoljan, slijedi b = {0}, odnosno, g* = g. Time
je dokazana prva tvrdnja teorema 1.5.5.:

reg - Ts, Tn € @
Imamo
adg v = adg x5 + adg x, i ladg x5, adg x,] = adg [x5, 2, = 0.

Kako je po lemi 1.2.15. operator adgy) xs poluprost, to je i njegova restrikcija ady x, na potprostor
g poluprost. Na isti nacin pomocu leme 1.2.5. zakljucujemo da je operator adyx, nilpotentan.
Zbog jedinstvenosti Jordan—Chevalleyevog rastava linearnog operatora adg x slijedi

adg vy = (adyg x)s = adg x(s) i adgz, = (adygx)s = adg x4y).
Iz injektivnosti preslikavanja adg slijedi xy = x(5) 1 T, = Z(p).

Teorem 1.5.6. Neka je m reprezentacija poluproste Liejeve algebre g na prostoru V. Ako je element
x € g poluprost (odnosno, nilpotentan) onda je i operator m(x) poluprost (odnosno, nilpotentan).
Nadalje, za svaki x € g vrijedi m(x)s = 7(xs) @ w(x), = 7(Ty).

Zadatak 1.22. Dokazite teorem 1.5.6.

Uputa: Uocite da je Liejeva podalgebra 7(g) od gl(V') izomorfna kvocijentnoj Liejevoj algebri
g/(Kerm), dakle, poluprosta. Sada primijenite teorem 1.5.5. na tu poluprostu Liejevu podalgebru
od gl(V) za dokaz druge tvrdnje, a zatim iz te tvrdnje dokazite prvu tvrdnju.
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Zadatak 1.23. Provedite drugaciji dokaz teorema 1.3.5. koristeci Weylov teorem o potpunoj re-
ducibilnosti.

Uputa: Za § € Der(g) pokazite da je sa 7(z)(\,y) = (0, \d(x) + [z,y]), A € K, x,y € g,
definirana reprezentacija m od g na prostoru K x g i da je g = {0} x g m—invarijantan potprostor
od K x g. Zatim promatrajte njegov m—invarijantan direktni komplement u K x g koji postoji po
Weylovom teoremu.
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1.6 Reprezentacije Liejeve algebre sl((2, K)

U Liejevoj algebri sl(2, K') uo¢imo standardnu bazu {z,y, h} definiranu sa
o1 Joo L1 0
Tloolr YTl1o] —lo -1

[h, x] = 2z, [h,y] = =2y, [z, y] = h. (1.5)

Prema zadatku 1.21. sl(2, K) je prosta Liejeva algebra. Nadalje, iz gornjih relacija se vidi da je
baza {x,y,h} od sl(2, K) sastavljena od svojstvenih vektora operatora adh. Dakle, element h
Liejeve algebre sl(2, K) je poluprost. Nadalje, (adz)?® = (ady)® = 0, dakle, elementi x i y su
nilpotentni. Prema teoremu 1.5.6. za svaku kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju 7 od sl((2, K)
operator 7(h) je poluprost, a operatori m(z) i 7(y) su nilpotentni.

U daljnjem je 7 reprezentacija Liejeve algebre s[(2, K') na kona¢nodimenzionalnom vektorskom
prostoru V nad poljem K podsjetimo se da pretpostavljamo da je K algebarski zatvoreno polje
karakteristike 0. Kako je operator m(h) poluprost, on je dijagonalizabilan, tj. prostor V' je direktna
suma njegovih svojstvenih potprostora. Za A € K oznac¢imo sa V) pripadni svojstveni potprostor

od w(h) :

Tada vrijedi

Vi={veV; n(h)v = Av}.
Svojstvene vrijednosti operatora m(h) zvat ¢emo tezinama elementa h u reprezentaciji 7. Ako je
A tezina, V) se zove tezinski potprostor a njegovi elementi tezinski vektori.
Lema 1.6.1. Ako je v € V) onda je n(x)v € Viia i m(y)v € Vi_a.
Zadatak 1.24. Pomodu relacija (1.5) dokazite lemu 1.6.1.

Bududi da je V direktna suma potprostora V), iz leme 1.6.1. se vidi da su operatori 7(x) i 7(y)
nilpotentni, kao $to smo vec¢ zakljucili iz opéeg teorema 1.5.6. Ako je A tezina takva da A\ + 2 nije
tezina, onda za v € V), vrijedi 7(z)v = 0. Opéenito, tezinski vektor v # 0 sa svojstvom 7(z)v =0
zove se primitivni vektor reprezentacije 7.

Propozicija 1.6.2. Neka je v primitivni vektor tezine A, tj. 0 # v € V) i w(x)v = 0. Stavimo

1 .
vo1=0, wvww=v, v;= ﬁ”(y)]va JjeN.

Tada vrijed:
m(h)v; = (A =2j)vj, 7w(@)v; = A—j+ v, 7(yvy =G+ Doy, je€Zi (L6

Dokaz: Prva jednakost slijedi neposredno iz leme 1.6.1. a treca iz definicije vektora v;, j > —1.
Drugu jednakost dokazujemo indukcijom po 5 > 0. Za j = 0 tvrdnja vrijedi prema izboru vektora
v: m(x)vy = m(x)v = 0 = v_;. Za korak indukcije pretpostavimo da je j > 0 i da je dokazano
m(z)v; = (A — j + 1)v;—1. Kako je prema trecoj relaciji (j + 1)vj1 = w(y)v; i 7(y)vj_1 = juy,
imamo redom

(G + Dr(x)vjpr = m(@)m(y)v; = [7(x), 7(y)]v; + m(y)m(x)v; = 7([z, y])v; + (A= J + Dr(y)vj—1 =
=ah)y;+ A=+ 1)jv;=A=21+(A—j+1jlv; =[AG+1) =7+ Dvy = G+ 1A= 5)v;.
Dakle,

T(@)vje1 = A= J)v; = [A = (G + 1) + Yugir-1,

i time je proveden korak indukcije za dokaz druge jednakosti.
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Prema prvoj relaciji u (1.6) vektori v; su svojstveni vektori operatora 7(h) s medusobno ra-
zlicitim svojstvenim vrijednostima, dakle, svi oni koji su # 0 su linearno nezavisni. Buduéi da je
prostor V' kona¢nodimenzionalan, postoji m € Z, takav da je v,, # 01 v,,+1 = 0. Sada formule
(1.6) pokazuju da je potprostor od V razapet vektorima wvg,vs, ..., v, m—invarijantan. Pret-
postavimo li da je reprezentacija 7 ireducibilna, zakljuéujemo da je {vg, vy, ..., v, } baza prostora
V. Nadalje, kako je v,,41 = 0, druga jednakost u (1.6) za j = m + 1 daje

0 =7m(2)vmi1 = (A — M)y,

Bududi da je v, # 0, zakljucujemo da je A — m = 0, odnosno, A = m.
Primijetimo jos da pomocu jednakosti (1.6) za A = m € Z,; mozemo definirati (m + 1)—di-
menzionalnu reprezentaciju Liejeve algebre sl(2, K) :

Zadatak 1.25. Neka je V' (m + 1)—dimenzionalan vektorski prostor (m € Z,.) nad poljem K i
neka je {vo,v1,...,vm} baza prostora V. DokaZite da je formulama

T‘-m(h)vj = (m - 2])”]7 0 S] S m,
ﬂ-m(l’)vo = 07 ﬂ-m(l‘)vj = (m _.] + 1)Uj—1a 1 S.] S m, (17)

71'm(y)vj = (] + 1>Uj+17 0 < j <m— 17 7Tm(y>/0m = 07

zadana reprezentacija m Liejeve algebre sl(2, K) na prostoru V, koja je ireducibilna ako je K polje
karakteristike O, ili je karakteristika od K veca od m.

Uputa: Za dokaz prve tvrdnje treba pomoc¢u djelovanja na bazi provjeriti da vrijede sljedece
jednakosti operatora na V' :

T (P) T (2) — T (2) 70 (B) = 27, (), T ()T (Y) = T () T () = =27 (y),

T ()T (Y) = T (Y) T () = 70 (R).

Za dokaz ireducibilnosti uocite da m,,—invarijantan potprostor W # {0} mora sadrzavati neki
od vektora v; (jer je invarijantan s obzirom na operator m,,(h)), a zatim da mora sadrzavati sve
vektore baze (jer je invarijantan s obzirom na operatore m, () i 7, (y)).

Na taj nacin, dokazali smo:
Teorem 1.6.3. Neka je K algebarski zatvoreno polje karakteristike 0.

(a) Za svakim € Z, postoji do na ekvivalenciju jedinstvena ireducibilna (m+1)—dimenzionalna
reprezentacija m,, Liejeve algebre s1(2, K).

(b) Sve tezine elementa h u reprezentaciji wy, su {m,m —2,m—4,...,—m + 2, —m}. Svaki je
tezinski potprostor V; jednodimenzionalan.

(¢) Postoji do na skalarni multipl # 0 jedinstven primitivni vektor reprezentacije m,, i njegova
tezina je m.

(d) Postoji baza {vo,v1, ..., vy} prostora reprezentacije m,, takva da vrijede formule (1.7).

Teorem 1.6.4. Neka je K algebarski zatvoreno polje karakteristike O i neka je m konacnodimen-
zionalna reprezentacija Liejeve algebre s1(2, K') na prostoru V.

(a) Sve su tezine elementa h u reprezentaciji w cijeli brojevi.
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(b) Za svaki j € Z vrijedi dim V; = dim V_;.

() Ako je V.= Xy + -+ X, rastav prostora V' u direktnu sumu w—invarijantnih potprostora
takvih da je svaka subreprezentacija wx, ireducibilna, onda je s = dim Vy+dim V;. Preciznije,
dim Vg je broj indeksa i € {1, ..., s} takvih da je dim X; neparna, a dim V; je broj indeksa
i€{l,...,s} takvih da je dim X; parna.

Dokaz: Prema Weylovom teoremu o potpunoj reducibilnosti postoji rastav
V:X1++Xs>

gdje su svi potprostori X; m—invarijantni i sve su subreprezentacije 7y, ireducibilne. Svaka od tih
subreprezentacija je prema teoremu 1.6.3. ekvivalentna nekoj od reprezentacija 7, u kojima su sve
tezine elementa h cijeli brojevi. Odatle neposredno slijedi tvrdnja (a), a i tvrdnja (b). Napokon,
u svakoj neparnodimenzionalnoj ireducibilnoj reprezentaciji tezinski potprostor za tezinu 0 je
jednodimenzionalan, a 1 nije tezina, dok je s druge strane u svakoj parnodimenzionalnoj ire-
ducibilnoj reprezentaciji tezinski potprostor za tezinu 1 jednodimenzionalan, a 0 nije tezina. Oda-
tle slijedi tvrdnja (c).

Cinjenica da vrijedi dim V; = dim V_; za prostor V' bilo koje konacnodimenzionalne reprezen-
tacije 7 slijedi i kao posljedica lako provjerljive ¢injenice da je sa
7:ax+ By +vh— —ay — Bxr —vh

zadan automorfizam Liejeve algebre s[(2, K), tj. njen izomorfizam na samu sebe, i pri tom au-
tomorfizmu element h prelazi u —h. Napomenimo da se taj automorfizam 7 moze eksplicitno
konstruirati pomoc¢u adjungirane reprezentacije. U sluc¢aju proizvoljne kona¢nodimenzionalne
reprezentacije ista konstrukcija vodi na izomorfizam svakog tezinskog potprostora V; na tezinski
potprostor V_;. U tu svrhu uo¢imo da su za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju 7 na
prostoru V' operatori 7(x) i 7(y) nilpotentni, pa su dobro definirani operatori

T\T 1 : s 1
@ = Z Eﬂ(x)k i "W = Z Eﬁ(y)k
keZy keZy
Nadalje, to su elementi grupe GL(V') jer su dobro definirani i operatori
—m(x 1 : - 1
e = S (D @t 1 e = 3 (-1l
keZy keZy
i lako se provjeri da vrijedi

@ =1y, i W) = ¢ Wem® — [,

Moze se dokazati da vrijedi:

Propozicija 1.6.5. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija Liejeve algebre sl(2, K) na
vektorskom prostoru V, pri ¢emu je K algebarski zatvoreno polje karakteristike 0. Za operator

A, € GL(V) definiran sa
A = 7@ g=1) gr(o)

1 za svaku teZinu j elementa h u reprezentaciji m vrijeds

AV =V,
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Nadalje, ako je
F= Aad — eadme—adyeadax

onda je T automorfizam Liejeve algebre sl(2, K) i vrijedi T(ax + By + vh) = —ay — Bz — ~h.
Napokon, za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju m vrijeds

Am(2) AN = n(7(2)) Vz € sl(2, K).

Zadatak 1.26. Neka je K[X,Y] algebra polinoma u dvije varijable nad poljem K. DokaZite da
postoji jedinstvena reprezentacija p Liejeve algebre s1(2, K) na vektorskom prostoru K[X,Y| takva
da je 5 5

pla)=Yow i ply)=Xos
Dokazite da je potprostor K,,[X,Y| homogenih polinoma stupnja m p—invarijantan i da je sub-
reprezentacija pg,,(x,y] ireducibilna. Pronadite u njoj bazu kao u tvrdngi (d) teorema 1.6.3.

Uputa: Promatrajte djelovanje operatora reprezentacije na homogene monome X/Y*.

Zadatak 1.27. Neka je V wektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem karakteristike 0 s
prebrojivom bazom {v;; j € Zi} i neka je X € K.

(a) Dokazite da je formulama (1.6) zadana reprezentacija m Liejeve algebre sl(2, K) na vek-
torskom prostoru V, koju oznacimo sa my, i da svaki m\—invarijantni potprostor ima bar
jedan primitivni vektor.

(b) Uz pretpostavku da je X € Z dokazite da je vyyy primitivni vektor za reprezentaciju my. Ako
sa W oznacimo najmangi my—invarijantni potprostor koji sadrzi vektor vyy1, dokaZite da su
subreprezentacija (my)w 4 kvocijentna reprezentacija (7y)yv w ireducibilne, ali da 7y nije pot-
puno reducibilna. Nadalje, dokaZite da je subreprezentacija (my)w ekvivalentna reprezentaciji

T_)\—2-

(¢) Dokazite da je reprezentacija wy ireducibilna ako je N\ € K\ Z.



Poglavlje 2

STRUKTURA POLUPROSTIH
LIEJEVIH ALGEBRI

2.1 Korijenski rastav poluproste Liejeve algebre

U ovom odjeljku g oznacava poluprostu Liejevu algebru nad algebarski zatvorenim poljem K
karakteristike 0. Detaljno ¢emo prouciti strukturu od g promatrajuéi njenu adjungiranu reprezen-
taciju ad = adg. Pri tome ¢e kljuénu ulogu igrati Killingova forma x = kg4 i teoremi 1.6.3. 1 1.6.4. o
reprezentacijama Liejeve algebre s[(2, K'), buduéi da u sluéaju g 7 sl(2, K') postoje brojne Liejeve
podalgebre od g izomorfne Liejevoj algebri s((2, K).

Liejeva podalgebra t od g zove se toralna ako su joj svi elementi poluprosti. Budu¢i da nisu svi
elementi od g nilpotentni (jer bi inace po Engelovom teoremu Liejeva algebra g bila nilpotentna),
postoji nenilpotentan = € g. Tada je z, # 0. Dakle, u g postoje poluprosti elementi # 0. Ako je
h € g poluprost element i h # 0 onda je Kh = spank {h} toralna podalgebra od g. Prema tome
postoje toralne podalgebre # {0}.

Lema 2.1.1. Svaka je toralna podalgebra poluproste Liejeve algebre Abelova.

Dokaz: Neka je t toralna podalgebra od g. Treba dokazati da je adixz = 0 Vo € t. Neka je
x € t proizvoljan. Buduéi da je adx poluprost i njegova restrikcija ad z|t = adyz je poluprost
operator, dakle, dijagonalizabilan. Prema tome, treba dokazati da operator ad; x nema svojstvenih
vrijednosti # 0. Pretpostavimo suprotnoinekasuy € t,y # 0, A € K, A # 0, takvi da je (ady x)y =
= Ay, tj. [z,y] = Ay. Tada je (adiy)x = [y, x] = — Ay svojstveni vektor operatora ady y sa svojstve-
nom vrijednoséu 0. S druge strane, operator adyy je dijagonalizabilan, pa se x moze napisati kao
suma njegovih svojstvenih vektora, a kako je (ad;y)x # 0 medu tim svojstvenim vektorima postoje
neki sa svojstvenom vrijednoséu # 0. Drugim rije¢ima, postojin € N, aq, ..., o, € K\ {0}, 20 € t
121,...,2, € t\ {0} takvi da je

r=z0+ 21+ + 2y, [y, z0] = 0, ly, 2] = oz, j=1,...,n.
Slijedi
Ay = (adiy)r = o121 + -+ + a2y — a1z1 + - rapz, + Ay =0,
a to je nemoguce jer su zq, ..., 2,, Yy svojstveni vektori operatora ad; y za medusobno razlicite svoj-

stvene vrijednosti i kao takvi su linearno nezavisni. Ova kontradikcija dokazuje tvrdnju.
Neka je u daljnjem h maksimalna toralna podalgebra od g, tj. toralna podalgebra koja nije

pravi podskup nijedne toralne podalgebre. Sa h* oznacimo dualni prostor od b, tj. prostor svih
linearnih funkcionala o : h — K. Kako je h Abelova podalgebra, ad b je skup dijagonalizabilnih

45
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operatora na prostoru g koji medusobno komutiraju. Stoga se oni mogu simultano dijagonalizirati.
Drugim rije¢ima, ako za a € h* stavimo

go ={z €@ [ha] = a(h)x Vhe b}
onda imamo rastav prostora g u direktnu sumu:
g= Z —i_ga'
ach*

Primijetimo da je go centralizator od h u g :

go = Cy(h) ={zr €g; [r,h] =0 Vh € b},
a kako je podalgebra f Abelova, vrijedi f C go. Stavimo

R=R(g,h) ={aeh’ a#0, ga # {0}}.

R se zove sistem korijena od g u odnosu na b, a elementi o € R su korijeni od g u odnosu na
h. Rastav u direktnu sumu

g=go+ ) +ga (2.1)
acER
zove se korijenski rastav poluproste Liejeve algebre g u odnosu na maksimalnu toralnu podal-
gebru b.
Propozicija 2.1.2. (a) Za o, € b* je [ga; 85 C Gatp-
(b) Ako je x € go 1 a # 0, onda je operator ad x nilpotentan.

(¢) Ako su o, B € b* takvi da je o+ 3 # 0, onda su g, i gz ortogonalni u odnosu na Killingovu
formu k = Kkq. T7.

TE€EGa, YEGs a+pPF#0 = k(z,y) = 0.

(d) Restrikcija Killingove forme k|gy X go je nedegenerirana.

Dokaz: (a) Neka su x € g, y € gg i h € h. Tada je [h,z] = a(h)z i [h,y] = S(h)y, pa prema
Jacobijevom identitetu dobivamo

[, [, y]] = [0y 2], y] =+ [, [hs yl] = alh) [z, y] + B(R) [z, y] = (a + B)(R)[z, y].

Kako je h € h bio prozvoljan, zakljuéujemo da je [z,y] € goip, a kako su z € g, 1y € gg bili
prozvoljni, tvrdnja slijedi.

(b) Ta tvrdnja slijedi iz tvrdnje (a) bududi da je skup RU{0} konacan. Doista, ako je 5 € RU{0}
iy € gg, onda za svaki prirodan broj n prema (a) vrijedi (ad )"y € gg4na, & kako je o # 0, postoji
n takav da B4+na € RU{0}, dakle, ggino = {0}, pa slijedi (ad x)"y = 0. Prema tome, za dovoljno
veliki ng € N vrijedi (ad z)"#|gg = 0. Stavimo li sada n = max {ng; § € RU{0}}, zbog korijenskog
rastava (2.1) slijedi (adz)™ = 0.

(¢c)Zahebh, xeg,iy€ gpzbog invarijatnosti Killingove forme s nalazimo

(a+ B)(h)k(z,y) = sla(h)z,y) + r(z, B(h)y) =

= Ii([h,l‘],y) + li(l‘a [hay]) = —I{([ZL‘, h]ay) + li(l‘a [hay]) =0.

Kako je o + 3 # 0, mozemo izabrati h € b tako da bude (o + )(h) # 0, pa slijedi k(z,y) = 0.

(d) Neka je u € go takav da je k(u,v) = 0 Yo € go. Prema (c) vrijedi s(u,v) =0 Vv € g, i
Va € R. Sada iz korijenskog rastava (2.1) slijedi x(u,v) = 0 Vo € g. Kako je Killingova forma s
na g nedegenerirana, slijedi u = 0.
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Propozicija 2.1.3. Ako je h maksimalna toralna podalgebra od g, onda je go = Cy(h) = b.
Posebno, korijenski rastav od g u odnosu na b je

g:b‘i_Z"i_gaa

a€ER
gdje je R = R(g,h).

Dokaz: Stavimo
3=Cy(h) ={r € g [ha]=0 Vheh}

Dokaz da je 3 = b provest ¢emo u nizu koraka.

(A) Za x € 3 vrijedi x4, x,, € 3. Element x nalazi se u 3 ako i samo ako operator ad = preslikava
potprostor h u potprostor {0}. Sada iz tvrdnje (¢) Jordan—Chevalleyevog teorema slijedi da i
operatori (adx)s i (adx), preslikavaju h u {0}. Kako je prema teoremu 1.5.6. (adx)s = adx; i
(ad ), = ad x,, zaklju¢ujemo da su zg, z,, € 3.

(B) Svi poluprosti elementi iz 3 leZe u . Doista, neka je x € 3 poluprost. Suma poluprostih
operatora koji komutiraju je takoder poluprost operator. Prema tome, h + Kx je toralna podal-
gebra. Sada zbog maksimalnosti toralne podalgebre b slijedi x € b.

(C) Restrikcija Killingove forme klb x b je nedegenerirana. Pretpostavimo da je h € h takav
da je k(h,k) =0 Vk € h. Ako je = € 3 nilpotentan, onda je operator (ad h)(ad z) nilpotentan, jer
operatori ad h i ad = komutiraju. No tada je njegov trag jednak nuli, a to znaci da je x(h,z) = 0 za
svaki nilpotentan element x € 3. Za proizvoljan x € 3 znamo prema (A) da su z,, x,, € 3. Nadalje,
prema (B) je tada zs € h. Dakle,

k(h,z) = k(h,xs) + k(z,2,) =0  Va €3.

Iz tvrdnje (d) propozicije 2.1.2. slijedi da je h = 0.

(D) Liejeva algebra 3 je nilpotentna. Ako je element x € 3 poluprost, onda je z € h prema
(B). Stoga je ad; x = 0, pa je to nilpotentan operator. S druge strane, ako je x € 3 nilpotentan,
onda je operator ad x nilpotentan, pa je i njegova restrikcija (ad z)|3 = ad, = nilpotentan operator.
Neka je sada = € 3 proizvoljan. Tada je © = x4 + x,, Ts, 2, € 3 1 [z, 2,] = 0. Dakle, operatori
ady xs 1 ad; x, su nilpotentni i komutiraju, pa je i njihova suma ad; x5 + ad; x,, = ad; x nilpotentan
operator. Sada iz Engelovog teorema 1.2.4. slijedi da je Liejeva algebra 3 nilpotentna.

(E) Vrigedihnlz, 3] = {0}. Bududi da je [h, 3] = {0} iz invarijatnosti Killingove forme dobivamo

k(h, [3,3)) = (lh,3],3) = w({0},3) = {0}.

Odatle je (b, b N [3,3]) = {0}, pa iz (C) slijedi da je h N [3,3] = {0}.

(F) Liejeva algebra 3 je Abelova. Pretpostavimo suprotno da je [3,3] # {0}. Bududi da je
Liejeva algebra 3 nilpotentna, po korolaru 1.2.8. vrijedi Z(3) N [3,3] # {0}; pri tome je Z(3) oznaka
za centar od 3. Neka je z € Z(3)N[3,3], 2 # 0. Prema (B) i (E) element z ne moze biti poluprost.
Stoga je 0 # z, € 3. Kako je z € Z(3), iz tvrdnje (c¢) teorema 1.2.14. o Jordan—Chevalleyevom
rastavu slijedi da je i z, € Z(3). No tada nilpotentan operator ad z, komutira sa svim operatorima
adz, = € 3, pa su i produkti (ad z,)(ad z) nilpotentni i kao takvi imaju trag jednak 0. To znaéi
da je k(zn,3) = {0}, a to je suprotno tvrdnji (d) propozicije 2.1.2. Ova kontradikcija pokazuje da
je [3,3] = {0}, odnosno, Liejeva algebra 3 je Abelova.

(G) Napokon, pretpostavimo da je 3 # h. Prema (A) i (B) tada 3 sadrzi neki nilpotentan
element = # 0. Prema (F') tada su svi operatori (ad x)(ady), y € 3, nilpotentni, dakle trag im je
0, pa imamo

k(z,y) =Tr(adzx)(ady) =0 Yy € 3.
To je nemoguée zbog tvrdnje (d) propozicije 2.1.2. Ova kontradikcija pokazuje da je 3 = b.
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Zbog tvrdnje (d) propozicije 2.1.2. iz propozicije 2.1.3. slijedi

Korolar 2.1.4. Ako je b maksimalna toralna podalgebra od g onda je restrikcija Killingove forme
k| x b nedegenerirana.

Prema ovom korolaru za svaki a € h* postoji jedinstven t, € b takav da vrijedi
k(h,ty) = a(h) Vh € b.

Sada ¢emo izvesti preciznije informacije o korijenskom rastavu poluproste Liejeve algebre g u
odnosu na maksimalnu toralnu podalgebru h. Neka je R = R(g, h).

Propozicija 2.1.5. (a) b* = spank R.
"R=R, lj a€R = —a€R.
Ako jea« € R, x € go 1Y € §_a, onda je [x,y] = K(z,y)tq.

)

)

(d) Zaa € R je dim[ga, g-o) = 1 i [ga, §-a] = Kt

(€) a(ta) = K(tasta) #0 Yo € R.
)

Za svaki « € R postoji jedinstven hy, € [ga, 8_o) takav da je a(hy) = 2. Vrijedi

2
hy = to = —h_,.
K(ta,ta)

(9) Ako je a € R i ako je x4 € go \{0} onda postoji y, € g_a takav da je (x4, yo] = ho. Tada x4,
Yo 1 ho Tazapingu prostu trodimenzionalnu Liejevu podalgebru s, od g i postoji izomorfizam
¢ Liejeve algebre s, na Liejevu algebru sl(2, K) takav da je

=g o] ww=|] 0] =y 3] e

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je h* # spank R. Tada postoji h € h\ {0} takav da je a(h) =0
Va € R. To znaci da je [h, g.] = {0} Va € R. Kako je i [h, h] = {0}, iz korijenskog rastava slijedi
(2.1) slijedi [h, g] = {0}, tj. h € Z(g) = {0} suprotno pretpostavci da je h # 0. Ova kontradikcija
dokazuje da je h* = spang R.

(b) Neka je @ € R. Pretpostavimo da —a ¢ R. Prema tvrdnji (¢) propozicije 2.1.2. tada je
k(gas 83) = {0}, pa iz korijenskog rastava (2.1) slijedi x(g.,8) = {0}. No to je nemoguce jer je
go # {0} i Killingova forma « je nedegenerirana. Ova kontradikcija pokazuje da je —a € R.

(¢c) Neka su o € R, € go, Yy € 9o 1 h € . Zbog invarijantnosti i simetri¢nosti Killingove
forme x imamo redom

k(b [z, 4]) = w([h, 2], y) = a(h)k(z, y) = K(ta, h)r(2,y) =

= k(k(z,y)ta, h) = k(h, k(z,y)ts).

Kako je k(x,y)t, € b 1 kako je restrikcija k|h X b nedegenerirana, zbog proizvoljnosti elementa
h € b zakljuéujemo da vrijedi [z, y] = k(z,y)tq.

(d) Tvrdnja (c¢) pokazuje da je ili [ga, §—a) = {0} ili je [ga, 9—a] = Kto. Neka je x € g4, © # 0.
Iz pretpostavke k(z, go) = {0} kao u dokazu tvrdnje (b) slijedi da je x(z, g) = {0}, $to je nemoguce
jer je Killingova forma x nedegenerirana. Prema tome, postoji y € g_, takav da je k(z,y) # 0.
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Prema (c) tada je [z,y] # 0. To dokazuje da je [g,g_o] # {0}, dakle, [ga, 9-0] = Kt,.
(e) Pretpostavimo da je a(t,) = 0. To znaci da je

ta; 2] = [ta,y] =0 Ve €gs 1 Vy€g .,

Kao u dokazu tvrdnje (d) mozemo izabrati x € g, iy € g_, tako da bude x(z,y) # 0. Pomnozimo
li jednog od njih pogodnim skalarom, vidimo da mozemo pretpostaviti da je x(z,y) = 1. Tada je
prema tvrdnji (¢) imamo [z,y] = t,. Slijedi da je s = spang {x,y,t,} trodimenzionalna rjesiva
Liejeva podalgebra od g. Budu¢i da je adg vjerna reprezentacija, s je izomorfna Liejevoj podalgebri
ady s od gl(g). Iz Liejevog teorema 1.2.10. slijedi da je operator ady s nilpotentan za svaki s € [s, s].
Kako je t, € [s, 5], zakljucujemo da je operator adyt, 1 nilpotentan i poluprost, a to je nemoguce
jer je t, # 0. Ova kontradikcija pokazuje da je «(t,) # 0.

(f) Tvrdnja slijedi neposredno iz tvrdnji (d) i (e).

(9) Za x4 € ga \ {0} je K(Ta,8-0) # {0}, pa zbog (e) mozemo izabrati y, € g_, tako da bude

2
F(Za, Ya) = )

Prema (c¢) i uz oznaku h,, iz (f) tada je

[l‘a, ya] = hq. (23)
Nadalje, kako je a(hy) = 2 imamo

(M, Ta] = 24 (2.4)
1

[Pas Yol = —2Ya- (2.5)

Sada (2.3), (2.4) i (2.5) pokazuju da je s, = spank {Za, Ya, ha} trodimenzionalna Liejeva podal-
gebra od g i da postoji izomorfizam ¢ : s, — s[(2, K) takav da vrijedi (2.2).
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2.2 Svojstva sistema korijena

Propozicija 2.2.1. (a) Vrijedi dim g, = 1 VYa € R. Posebno, za Liejevu podalgebru s, iz
turdnge (g) propozicije 2.1.5. vrijedi o, = go+ 9o+ [ga, o). Nadalje, za svaki x, € g, \ {0}
postoji jedinstven y, € g_o takav da je [Xq,Yo] = ha-

Za svaki a € R je Ko N R = {a, —a}.

)
¢) Ako su o, 3 € R onda je B(hy) € Z i B — B(ha)a € R.
(d) Ako su o, B,a+ € R onda je [ga, 85) = Gats-
(e) Neka sua,B € R i # t+a. Neka su q,r € Z najveéi takvi da su f—ra € Ri[+qa € R.

Tada vrijedi
B+ ja€eR = je{-r,—r+1,...,9—1,q}.

Nadalje, B(hy) =1 —q.
(f) Liejeva algebra g generirana je sa |J,cp 8a-

Dokaz: Neka je « € Rineka su Ty € g, Yo € §-as Pa € [Ba, 0-a) 1 50 = spank {Ta, Yo, ha}
kao u propoziciji 2.1.5. Dakle, vrijedi a(hy) = 2, i time je h, kao element od [g,, §_o] jedinstveno
odreden, jer znamo da je dim [g,, §—o] = 1. Nadalje, vrijedi

[l’a, yo‘] = hO“ [haa :L‘oz] = 2z,, [hou ya] = —2Yq,

pa imamo izomorfizam ¢ : 5, — s[(2, K') uz

w81 wn[21] oo [d 2]

Iskoristit ¢emo sada dokazano u odjeljku 1.6. o reprezentacijama Liejeve algebre s((2, K) ~ s,
i primijeniti te rezultate na neke subreprezentacije reprezentacije p = ad|s, Liejeve algebre s,,.
Prije svega, stavimo

K,={ce K; ca € R}, dakle, KanNR={ca; c€ K,},

i neka je
X=5+ Y 4o
cEKq
Tada iz leme 1.6.1. slijedi da je X p—invarijantan potprostor od g. Promatrat ¢emo sada pripadnu
subreprezentaciju px Liejeve algebre s,. Iz tvrdnje (b) teorema 1.6.4. znamo da su sve tezine od
he u reprezentaciji px cijeli brojevi. S druge strane, te tezine su 0 i ca(h,) = 2¢ za ¢ € K,. Odatle
slijedi da je 2¢c € Z Ve € K,, odnosno, K, C iZ.

Kao i prije, sa X,, oznac¢imo tezinski potprostor za h, u reprezentaciji px s tezinom n € Z.
Prema tvrdnji (¢) teorema 1.6.4. znamo da je broj ireducibilnih konstituenata reprezentacije px
jednak dim Xy+dim X;. Stovise, iz tvrdnje (b) teorema 1.6.3. znamo da su tezine neke ireducibilne
reprezentacije ili sve parne ili sve neparne, da je broj ireducibilnih konstituenata s parnim tezinama
jednak dim X, te da je broj ireducibilnih konstituenata s neparnim tezinama jednak dim Xj;.

Primijetimo sada da je Xy = h. Prema tome, broj ireducibilnih konstituenata s parnim
tezinama jednak je ¢ = dim h. No te ireducibilne konstituente je vrlo lako eksplicitno naéi. Prije
svega, (¢ — 1)—dimenzionalni potprostor Ker o = {h € h; a(h) = 0} je o¢ito px—invarijantan i
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na njemu je subreprezentacija trivijalna, dakle, u njoj je sadrzano ¢ — 1 ireducibilnih konstitue-
nata. Jos jedan px—invarijantan potprostor od X s ireducibilnom subreprezentacijom i s parnim
tezinama je s, : tezine su 0,2, —2. Time smo dosli do ukupno ¢ ireducibilnih konstituenata s
parnim tezinama, $to znaci da takvih vise nema. Odatle slijedi da naw ¢ R zan € N, n > 1,
odnosno, K, NZ = {1, —1}. Posebno, 2« ¢ R. Odatle mozemo zakljuciti da s« ¢ R; doista, kad
bi g = %oz bio korijen, to bi prema dokazanom znacilo da o = 23 nije korijen. No %oz ¢ K, znadida
je X1 = {0}. Prema tome, u reprezentaciji px uopée nema ireducibilnih konstituenata s neparnim
tezinama. Dakle, X = bh + s,. To ima za posljedicu da je g, = Kz, odnosno, dim g, = 1.
Nadalje, slijedi da je K, C Z, odnosno, vrijedi K, = {1, —1} ili KaN R = {«a, —a}. Prema tome,
dokazane su tvrdnje (a) i (b).

Neka su sada «, 3 € R. Tada je B(h,) jedna od tezina elementa h, € s, u reprezentaciji
p = adgy|s,, pa iz tvrdnje (a) teorema 1.6.4. slijedi da je 5(h,) € Z, a to je prva tvrdnja u (c).

Pretpostavimo sada da je § # £« i stavimo

Y = Z —i_gﬁ'f'jow

JEZ

Ocito je Y p—invarijantan potprostor od g. Tezine od h, u pripadnoj subreprezentaciji su sve
oblika 3(hy) + 2j za j € Z (jer je a(h,) = 2). Nadalje, svaki je tezinski potprostor jednodimen-
zionalan i tezine su ili sve parne ili su sve neparne. Posebno, ili je dim Yy = 11 dim Y; = 0 ili je
dim Yy = 0 i dim Y; = 1. U oba slucaju je dim Yy + dim Y; = 1, pa prema tvrdnji (c¢) teorema
1.6.4. zakljucujemo da je reprezentacija py Liejeve algebre s, ireducibilna. Najveéa tezina je
B(ha)+2q, a najmanja 3(h,)—2r. Prema tvrdnji (b) teorema 1.6.3. vrijedi 5(hq) —2r = —(B(ha)+
2q), a odatle je 26(h,) = 2r — 2q, odnosno, (3(h,) = r — q. Nadalje, iz iste tvrdnje vidimo da su
tezine od h, u reprezentaciji py upravo svi brojevi oblika G(h,)+2jza j = —r,—r—+1,...,¢—1,q.
To znaéi da je ggija # {0}, odnosno, §+ ja € R, ako i samo ako je j € Z i —r < j < gq. Time je
dokazana tvrdnja (e).
Odatle slijedi i druga tvrdnja u (c) za § # +a, jer je —r < —(r — q) < g, dakle,

B —B(he)a=p—(r—qaecR.
Ako je f = a, onda je B(h,) = 2, pa je

B —pBhy)a=a—2a0=—«a€ R.
Napokon, ako je f = —a, onda je B(h,) = —2, pa je opet

B—B(ha)a=-a+2a=a€cR.

Ako su o, B,a+ [ € R, tada je ¢ > 1. Iz teorije reprezentacija Liejeve algebre sl(2, K) ~ s,
znamo da je py(z,) = adgx,|Y za svaku tezinu n manju od najvete surjekcija sa Y, na Y, o.
Posebno, ad .95 = ga+g, dakle, [ga, 85] = ga+p- Time je i tvrdnja (e) dokazana.

Napokon, buduéi da je A — ty izomorfizam sa h* na b, iz tvrdnje (a) propozicije 2.1.5. slijedi
da {ts; a € R} razapinje h. No tada i {h,; o € R} razapinje b, $to znaci da je

b= 00,9

aER

(naravno, ovo nije direktna suma). Odatle neposredno slijedi tvrdnja (f).
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Promatrajmo i dalje poluprostu Liejevu algebru g nad algebarski zatvorenim poljem K karak-
teristike 0, neka je h maksimalna toralna podalgebra od g i pripadni sistem korijena R(g,b)
ozna¢imo sa R :

R:{aEb*; a#0, ga#{o}}’ ga:{xEQQ [h,?[f]:a(h)l‘Vth)}

Tada imamo korijenski rastav od g :

g=b+> + ga-

aER

Restrikcija Killingove forme rglh % b je nedegenerirana. Stoga smo mogli definirati izomorfizam
A — ty prostora h* na prostor h pomocu relacije

A(h) = kg(h,ty)  Vh €.

Prenesimo sada pomocu izomorfizma A — ¢, formu rg4|h % h sa h na h*. Tu formu oznacimo sa
(1)
(Alp) = rg(tr ty) = Tr (adg tx)(adgt,), A pebn
Prema tvrdnji (a) propozicije 2.1.5. sistem korijena R razapinje vektorski prostor h*. Prema
tome, postoji baza B prostora h* sastavljena od korijena, odnosno B C R. Primijetimo sada da

je za svaku takvu bazu B sistem korijena R sadrzan u prostoru razapetom sa B nad poljem Q
racionalnih brojeva:

Propozicija 2.2.2. Neka je B = {a,...,a;} C R baza prostora h*. Za svaki 5 € R je

‘
B=> o, ¢ EQ
i=1
Drugim rijecima, R C spang B, odnosno, spang R = spang B. Nadalje, restrikcija forme (-|-)
na spang R X spang R je simetricna i pozitivno definitna.

Dokaz: Za (8 € R naravno vrijedi

l
B:ZCZ'O[Z', CiEK.
=1

Odatle slijedi
¢

(ﬁ‘&j> = Z(Oéi|04j)ci, 7= 1,...,6.

i=1

Za svako j € {1,...,¢} pomnozimo gornju jednakost sa (o) pa dobivamo
RURY
(Bloy) _ N~ (ailay)
2 L 2 e, jg=1,...,¢. (2.6)
(ajlay) = (oyley)
To mozemo promatrati kao sustav od ¢ linearnih algebarskih jednadzbi sa ¢ nepoznanica cq, ..., ¢,.

Primijetimo sada da su svi koeficijenti tog sustava cijeli brojevi. Doista, za svaki o € R, pa posebno
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za o = «j, prema tvrdnji (c) propozicije 2.2.1. vrijedi B(h,) € Z. Medutim, prema tvrdnji (f)
propozicije 2.1.5. vrijedi

2
hOé - 7t0¢’
Kg(ta,ta)

dakle,

Glo) ., Bt (2 N\
lala) = Zrgltarta) " (ng@mta)ta) Blha) € Z.

Time je dokazano da su svi koeficijkenti sustava (2.6), tj.

(Bloy)

(aj]erj)

(@iloy)

. (ajlary)

za j=1,...¢ i 2 za 1,7 =1,...,¢,
cijeli brojevi.

Bududi da je forma ( - | - ) na h* xh* nedegenerirana, njena je matrica u bilo kojoj bazi regularna.
Posebno, to znaci da je matrica s elementima (a;|a;) regularna, pa je regularna i matrica koja se
iz nje dobije mnozenjem svakog retka nekim skalarom razli¢itim od nule. Prema tome, matrica s

;|

E Z|| J ; je regularna, pa njena inverzna ima sve elemente iz Q. Odatle
Q|

slijedi da su svi skalari ¢; racionalni brojevi. Time je dokazano da je R C spang B, odnosno,
spang R = spang B za svaku bazu B C R prostora h*.

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Naravno, kako je Killingova forma 4 simetri¢na, to je i forma
(-]-) na b x b, pa i njena restrikcija na spang R X spang R, simetricna. Treba jos dokazati
pozitivnu definitnost. Imamo

(A1) = hglta,t) = Tr (adg ) (ady £,).

Neka je {hq,...,hs} baza od b i za svaki @ € R izaberimo z,, € g, Zo # 0. Tada je

cjelobrojnim elementima 2

{hlw"ahﬁ}u{xa; QER}

baza vektorskog prostora g. Za svaki h € b operator adg h u toj bazi ima dijagonalnu matricu koja
na dijagonali ima ¢ nula i brojeve a(h), a € R. Prema tome, za h, k € b je

kg(h, k) =Y a(h)a(k).
a€R
Posebno, za A € spang R imamo

(AN = alta)? = (alN)?.

a€ER aER

Bududi da su svi (a|)\) € Q, zaklju¢ujemo da je gornja suma > 0, a jednaka je 0 samo ako je
(a]A) = 0 Yo € R. Medutim, R razapinje h* i forma (-|-) je nedegenerirana, pa vidimo da
iz (A\|]A) = 0 slijedi A = 0. Time je dokazano da je forma (-|-) na prostoru spang R pozitivno
definitna.

Neka je sada V' realan unitaran prostor koji se iz vektorskog prostora spang R s formom (- |-)
dobiva prosirenjem polja skalara sa Q do R : V = (spang R) ®g R. Ako je {e;; i € I} baza
vektorskog prostora R nad poljem Q, onda za svaki v € V postoje jedinstveni v; € spang R, @ € 1,
takvi da je skup {i € I; v; # 0} konacan i da je

v = E €;V;.

el
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Tada za v,w € V vrijedi
(vw) =) eie;(vilw;).
1,5€l
Konacan skup R razapinje prostor V. Nadalje, ako je &« € R onda je Ra N R = {a,—a}.
Napokon, prema tvrdnji (¢) propozicije 2.2.1. za «, 5 € R vrijedi $(hy) € Z i § — B(ha)a € R.
Broj ((hs) moze se napisati pomocu forme ( -|-). Naime, prema tvrdnji (f) propozicije 2.1.5. je

he =

—————ta, pal
oot pa imamo

Prema tome, vrijedi

) N IO .
Q(Q‘&)EZ i [ Q(Q‘&) €ER Va, 5 € R.

U sljede¢em poglavlju proucit ¢emo i u potpunosti klasificirati i opisati konacne podskupove
kona¢nodimenzionalnih realnih vektorskih prostora s navedenim svojstvima.




Poglavlje 3

SISTEMI KORIJENA. WEYLOVA
GRUPA

3.1 Refleksije

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Linearan operator o € L(V') zove se pseudorefle-
ksija, ako je Iy, — o operator ranga 1, tj. ako postoji vektor v € V, v # 0, i linearan funkcional

fev s f#£0,takvi da je
(Iy — o)z = f(x)v i ox=x— f(x)v reV. (3.1)

Pseudorefleksiju o definiranu kao u (3.1) pomoc¢u vektora v i linearnog funkcionala f oznacavat
¢emo sa 0, ¢. Slika operatora Iy — o, razapeta je vektorom v, a jezgra tog operatora je jez-
gra linearnog funkcionala f. Primijetimo da je dualni operator pseudorefleksije o, s prostora V'
pseudorefleksija oy, prostora V* :

g =9 —9(v)f, geV™.

Ako je o pseudorefleksija vektorskog prostora V' i v # 0 bilo koji vektor iz slike operatora
Iy — o0, onda kazemo da je ¢ pseudorefleksija u odnosu na vektor v. Nadalje, hiperploha
pseudorefleksije o je naziv za jezgru operatora Iy — o, tj. za potprostor {z € V; ox = z}
prostora V' kodimenzije 1.

Ukoliko je neki od operatora ireducibilne reprezentacije grupe pseudorefleksija, zakljucak Schu-
rove leme vrijedi i bez pretpostavke algebarske zatvorenosti polja i bez pretpostavke konacnodi-
menzionalnosti prostora:

Propozicija 3.1.1. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V nad
poljem K i pretpostavimo da je za neki g € G operator w(g) pseudorefleksija. Tada samo skalarni
multipli jedinicnog operatora komutiraju sa svim operatorima w(a) : Endg(V) = {\ly; X € K}.

Zadatak 3.1. Dokazite propoziciju 3.1.1.

Uputa: Uocite da je jednodimenzionalni potprostor I'm (Iy —m(g)) invarijantan s obzirom na
A € Endg(V), pa A ima netrivijalni svojstveni vektor.

Zmacajniju ¢injenicu imamo u sluc¢aju kona¢nodimenzionalne reprezentacije:

Propozicija 3.1.2. Neka je © ireducibilna reprezentacija grupe G na konacnodimenzionalnom
vektorskom prostoru V' takva da je w(g) pseudorefleksija za neki g € G i neka je B # 0 bilinearna
forma na prostoru V' koja je m—invarijantna:

B(w(a)v,m(a)w) = B(v,w) Yo,weV i Vaed.

25
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Tada je B nedegenerirana 1 ili simetricna ili antisimetricna. Svaka bilinearna m—invarijantna
forma na V' proporcionalna je formi B.

Dokaz: Stavimo
X={veV; Blvw)=0 YweV} i Y={veV; Blwv)=0 YweV}.
Bududi da je forma B w—invarijantna, ti su potprostori m—invarijantni; npr.
veEX == B(r(a)v,w)=B,7(a)'w)=0YVweVivacG = m(a)ve€ X VacqG.

Kako je B # 0,tosu X # V iY # V. Iz ireducibilnosti repreezentacije 7 slijedi dasu X =Y = {0}.
Dakle, forma B je nedegenerirana.
Kako je prostor V kona¢nodimenzionalan, za svaku bilinearnu formu C' postoji jedinstven
A € L(V) takav da je
C(v,w) = B(Av,w), v,we V.

Ako je C' m—invarijantna, onda je taj operator A € Endg(V). Doista, za a € G, v,w € V imamo
redom

B(Ar(a)v,w) = O(n(a)v,w) = C(v,7(a) 'w) = B(Av, n(a) 'w) = B(n(a)Av,w),

pa iz nedegeneriranosti forme B zakljucujemo da je Aw(a) = w(a)A Va € G, tj. doista je
A € Endg(V). Prema propoziciji 3.1.1. slijedi da je A = Ay za neki A € V. Dakle, za svaku
m—invarijantnu bilinearnu formu C postoji A € K takav da je C' = AB.

Posebno, to vrijedi za formu C'(v, w) = B(w,v). Dakle, postoji o € K takav da je

B(w,v) = aB(v,w) Yo, w e V.

No tada imamo
B(v,w) = aB(w,v) = &*B(v,w), v,w eV,

a kako je B # 0, slijedi o® = 1. Dakle, ili je o = 1, §to znaci da je forma B simetricna, ili je
a = —1, §to znadi da je forma B antisimetricna.

U ostatku ovog odjeljka pretpostavljamo da je K polje karakteristike # 2.

Refleksija na vektorskom prostoru V nad poljem K je pseudorefleksija o takva da je 0% = I,.
Ako je o refleksija, stavljamo

VIi=Ker(ly —o)={veV; ov=u} i V. =Ker(ly +o0)={veV; ov=—v}.
Propozicija 3.1.3. Neka je o € L(V).
(a) Ako je o refleksija, onda je dim V.- =14V =V + V.

(b) Neka su X,Y potprostori od V takvi da je V.= X +Y i dim X = 1. Pretpostavimo da
vrijedi ox = —x za svaki v € X 1oy = y za svaki y € Y. Tada je o refleksija i vrijeds
X=V-=Im(ly—o0) 1Y =V

Zadatak 3.2. Dokazite propoziciju 3.1.3.

Korolar 3.1.4. Ako je o refleksija na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V, onda je
det 0 = —1.
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Dokaz: Iz propozicije 3.1.3. slijedi da u V' postoji baza u kojoj operator ¢ ima matricu

10 - 0 O
00 -1 0
00 - 0 -1

Propozicija 3.1.5. Neka je o refleksija na vektorskom prostoru V' i neka su W potprostor od V'
i Ae L(V).

(a) Vrijedi oW C W ako i samo ako je ili V., C W ili je W C V.
(b) Vrijedi Ao = oA ako i samo su potprostori V¥ i V.~ invarijantni s obzirom na operator A.

Dokaz: (a) Ako je W C V.t onda je ov = v Vv € W, dakle, W je o—invarijantan. Pret-

postavimo sada da je V., C W. Za v € W imamo
o(ov—v) = o?v—0ov = v—0ov = —(ov—v) = ov—veEV, CW = ov=(0v—0v)+tveEW.

Dakle, ponovo je W o—invarijantan potprostor.

Pretpostavimo sada da je W potprostor od V koji je s—invarijantan. Ako W nije sadrzan u
V¥, postoji v € W takav da je ov # v. Tada za vektor w = ov — v # 0 vrijedi w € V., a kako je
potprostor V= jednodimenzionalan, vrijedi V- = Kw. S druge strane, kako je W C W, vrijedi
ov € W, dakle i w =0v—v € W. Odatle je V. = Kw C W.

(b) Pretpostavimo da vrijedi Ao = 0 A. Tada su svojstveni potprostori V. i V.= operatora o
invarijantni s obzirom na operator A.

Obratno, pretpostavimo sada da su potprostori V. i V.~ invarijantni s obzirom na operator

A. Zav € VE je tada Av € V| dakle, ov = +v i 0 Av = £ Av. Odatle je
(Ao —cA)v = Aov — cAv = £Av F Av = 0.

Dakle, operator Ao —c A se ponistavaina V" ina V. Kakoje V =V +V " slijedi Aco—cA =0,
odnosno, Ao = g A.

Posljedica ove propozicije je sljedeca ¢injenica koja ¢e imati vazne primjene:

Propozicija 3.1.6. Neka su o i 7 dvije medusobno razlicite refleksije vektorskog prostora V. Tada
o i T komutiraju ako i samo ako vrijedi V.. C V. iV C V.

Dokaz: Pretpostavimo da je V. C V.7 i V.- C VI, Prema tvrdnji (a) propozicije 3.1.5. tada
su potprostori V. i V.7 invarijantni s obzirom na operator o. Sada iz tvrdnje (b) iste propozicije
slijedi da ¢ i 7 komutiraju.

Pretpostavimo sada da refleksije o i 7 komutiraju. Prema tvrdnji (b) prethodne propozicije
potprostor V.~ je invarijantan s obzirom na operator 7. Prema tvrdnji (a) iste propozicije imamo
sljede¢e dvije moguénosti:

(1) Vrijedi V.7 C V. Kako je dim V7 = 1 = dim V7, slijedi V. = V. Prema tome,
V.- ¢ V. No kako je potprostor V. invarijantan s obzirom na operator o, prema tvrdnji (a)
prethodne propozicije vrijedi V. C V. Kako su oba potprostora kodimenzije 1 u prostoru V,
slijedi V.F = V. No tada je o = 7, suprotno pretpostavci.

(2) Prema tome, vrijedi V- C V.*. To znaci da je Im(Iy — o) C Ker(Iy — 7). Odatle je
(Iyv — 7)(Iy — o) = 0. Kako ¢ i 7 komutiraju, slijedi da je i (Iy — o)(ly — 7) = 0, a odatle je
Vo =Im(Iy —7) C Ker(Iy —o) =V .
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Zadatak 3.3. Neka suv € V\ {0} i f € V*\ {0}. DokaZite da je o, ¢ refleksija ako i samo ako
je f(v) =2, odnosno, o, jv = —v.

Propozicija 3.1.7. Neka je V' vektorski prostor nad poljem K karakteristike O i neka je R konacan
podskup od V' koji razapinge V' i koji ne sadrzi 0. Za svaki o € R postoji najvise jedna refleksija o
prostora V' takva da je cR = R i oav = —av.

Dokaz: Neka je
G={AeGL(V); AR = R}.

Buduéi da R razapinje V, operator A € L(V') potpuno je odreden svojom restrikcijom A|R. Prema
tome, grupa G izomorfna je podgrupi grupe permutacija skupa R. Dakle, grupa G je konacna.
Pretpostavimo sada da su o i 7 refleksije od V takve da je cR = R, TR = Rioca =1a = —a.
Tada je w = o7 € G, pa postoji m € N takav da je w™ = Iy. S druge strane, vrijedi

wa = a. (3.2)

Nadalje, o i 7 su refleksije u odnosu na vektor «, pa je V. = Ka =V, dakle, prema tvrdnji (b)
propozicije 3.1.3. imamo Im(ly — o) = Ka = Im(ly — 7). Sada za svaki v € V' imamo

vV—wv =v—0T0 =v—T0+T0—0(TV) = (Iy —T)v+ Iy —o)tv € Im(ly —7)+Im(ly —0o) = Ka.

Dakle, vrijedi
wv—v € Ka YveV. (3.3)

Iz (3.2) i (3.3) slijedi da postoji f € V* takav da je
wo=v+ f(v)a YveV i fla) =0.
Indukcijom po n nalazimo
W' =v+nf(v)a YoeV 1 VnelN
Posebno, za n = m imamo
v=w"v=v+mf(v)a YveV = flv)=0 YvelV.

Prema tome je o7 = w = Iy, a kako je 0% = Iy, slijedi o = 7.

Neka je sada V' konacnodimenzionalan realan unitaran prostor sa skalarnim produktom (- |-).
Refleksija o prostora V' zove se ortogonalna, ako je VF 1 V.

Zadatak 3.4. Neka je s refleksija konacnodimenzionalnog realnog unitarnog prostora V. DokaZite
da su sljedeca tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) o je ortogonalna projekcija.

b) o je ortogonalan operator, odnosno, co* = o*c = I, (0* je oznaka za adjungiran operator
J g J jung
operatora o).

(¢) o je hermitski operator, odnosno, o* = o.

Propozicija 3.1.8. Neka je o ortogonalna refleksija na konacnodimenzionalnom realnom uni-
tarnom prostoru V' i neka je W potprostor prostora V. Sljedeca su tri svojstva medusobno ekviva-
lentna:
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(a) Potprostor W je o—invarijantan.
(b) Ortogonalni komplement W+ potprostora W je o—invarijantan.
(¢) Vrijedi W CVFili W C VF.

Dokaz: Ekvivalencije (a) < (c) i (b) & (c) slijede iz V- = (V.), odnosno, V.5 = (V,7)* i
iz tvrdnje (a) propozicije 3.1.5. jer imamo

WHCcVv)y «— V,CW i WcV) — VvV, Ccwh
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3.2 Sistemi korijena: definicija i osnovna svojstva

Neka je V' realan kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. Za podskup R C V kazemo da je
sistem korijena u vektorskom prostoru V' ako su ispunjena sljedeca tri svojstva:

(RS1) Skup R je konacan, 0 ¢ R, span R =V.
(RS2) Za svaki o € R postoji & € V* takav je a(a) = 2 1 da za refleksiju 0, 5 vrijedi 0, 4R = R.
(RS3) Za «, 5 € R vrijedi a(f) € Z.

Primijetimo da je prema propoziciji 3.1.7. refleksija 0,4, a time i linearni funkcional ¢, sa svo-
jstvom (RS2) potpuno odredena sa «, pa (RS3) ima smisla. Pisat ¢emo krace 0,4 = 0,. Dakle,

oo =v — a(v)a, veV.

Elementi od R zovu se korijeni, a dimenzija prostora V' zove se rang sistema korijena R.
Definiramo grupu automorfizama sistema korijena R :

Aut(R) = {w € GL(V); wR = R}.

Njena podgrupa generirana refleksijama o, zove se Weylova grupa sistema korijena R i oznacava
sa W(R) :
W(R) = (04; @ € R).

Primijetimo da je svaki element w € Aut(R) potpuno odreden svojom restrikcijom w|R, bududi
da skup R razapinje vektorski prostor V. Prema tome je preslikavanje w — w|R monomorfizam
grupe Aut(R) u grupu permutacija skupa R. Kako je skup R konacan, njegova grupa permutacija
je konacéna. Prema tome, Aut(R) je konacna podgrupa od GL(V).

Propozicija 3.2.1. W(R) je normalna podgrupa grupe Aut(R). Za o € R i w € Aut(R) vrijedi
Owa = woaw ™ i (wa) = (W) & pri tome je za A € L(V) sa A® € L(V*) oznacen dualni

operator: (A'f)(v) = f(Av), veV, feV*~

Dokaz: Neka je « € R i w € Aut(R). Stavimo 0 = wo,w™!. Vrijedi 0% = wolw™ = Iy.
Nadalje, Iy — 0 = w([y — 04)w ™! je operator ranga 1. Zakljucujemo da je o refleksija prostora V.
Imamo za v € V :

veV <= ov = —v <~ Woaw v = —v <~

— oow v =—w — w eV, — vewV, .
Dakle, V7 = wV_~. Medutim, V= Ra, pa slijedi da je V” = Rwa. Prema tome, o je refleksija
u odnosu na vektor wa € R. Uocimo sada da je R = R. Doista, za 3 € Rivy = w™ ! € R vrijedi
o =wo,y € wR=R.

Dakle, cR C R, a kako je 0? = Iy, dobivamo o R = R. Sada iz propozicije 3.1.7. slijedi 0 = 0.
Sadazav eV, a € Ri w e Aut(R) imamo redom

v—(wa) (V) wa = 0,40 = wow v = ww v—d(w )a] = v—d(w v)wa = v— <(w’1)t d) (v)war.

Odatle je (wa) = (w1 & = (W) " a
Bududéi da refleksije 0,, a € R, generiraju podgrupu W (R) grupe Aut(R), iz dokazane jed-
nakosti wo,w™ = 0, slijedi da je W (R) normalna podgrupa grupe Aut(R).



3.2. SISTEMI KORIJENA: DEFINICIJA I OSNOVNA SVOJSTVA 61

Ako je G konacna podgrupa od GL(V'), onda na prostoru V' postoji skalarni produkt (-|-) u
odnosu na koji su svi operatori g € G ortogonalni, tj. gg* = g*g = Iy ili (gv|gw) = (v|w) za sve
v,w € V. Doista, ako je (-|-) bilo koji skalarni produkt na prostoru V, onda se lako vidi da je sa

(vlw) = (gvlgw), wvweV,

geG
zadan skalarni produkt s trazenim svojstvom.

Lema 3.2.2. Neka je R sistem korijena u realnom unitarnom prostoru V takav da je W (R)
podgrupa ortogonalne grupe O(V'). Ako identificiramo V' i V* pomoéu skalarnog produkta (-|-)
unitarnog prostora V, onda je

« Yo € R.

o =

(ala)

Dokaz: Za o € R definiramo linearan operator s, : V' — V na sljedeé¢i nacin:

sav:v—Q(a‘wa, veV.
(aa)
Tada vrijedi
sex=—a i s,u=v W€ {a}t

Prema tome, s, je ortogonalna refleksija u odnosu na vektor «, odnosno, vrijedi s, = o,. Za svaki
v € V stoga imamo
; (av)

v — (V) = 0,0 = S0 =V — 2 :
()

Odatle, uz identifikaciju V* sa V' pomocu skalarnog produkta (- |- ), imamo

g! =a(v) = (a\v): 2 alv v
) =) =200 = (gelr) e
dakle, )
&= ((x|a)a Yo € R.

Propozicija 3.2.3. Neka je R sistem korijena u V.

(a) R={a&; a € R} je sistem korijena u V*.

(b) Uz kanonsku identifikaciju V** sa'V za svaki o € R vrijedi 05 = 04,4, 0dnosno, & = a.
¢) Za o, € R je osf3 = (0,3)-
)

(
(d) Preslikavanje o — (08)"1 = (oY) je izomorfizam grupe Aut(R) na grupu Aut(R) i grupe

W(R) na grupu W (R).

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je V' realan unitaran prostor takav da je W(R) podgrupa
ortogonalne grupe O(V). Tada se pomoc¢u skalarnog produkta u prostoru V' dualni prostor V*
moze identificirati s prostorom V. no kako bismo izbjegli nejasnoce razlikovat ¢emo te prostore, a
sa @ : V — V* ¢emo oznaciti izomorfizam definiran skalarnim produktom:

o(v)(w) = (vjw), v,we V.
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Formula u lemi 3.2.2. poprima oblik

2
a=-——p(a), a€R.
(aa)
Kako je ¢ izomorfizam, iz svojstva (RS1) sistema korijena R u prostoru V slijedi da isto svojstvo
ima skup R u prostoru V*. Skalarni produkt ( -|-) na prostoru V' pomoéu izomorfizma ¢ prenosi
se u skalarni produkt na prostoru V* koji ¢emo takoder oznaciti sa (-|-):

(p)lp(w)) = (vjw),  v,weV.
Za o € R oznacimo sa o4 ortogonalnu refleksiju prostora V* u odnosu na & :

(@lf) .

(afa)

oaf =f—2

fevn

Za svaki a € R vrijedi

(@lf) . _ f_Q((ja)im)]f)

(afa)

a=f—(e(@))f)a=f—fla)d=oaaf

Kako je f € V* bio proizvoljan, slijedi 04 = 04,0
Za o, € R, odnosno, za &, 3 € R imamo

a2 2 g [ (g
0'045—5 ( ) (ﬁ|ﬁ)(p(ﬁ) (ﬁ|ﬁ)(p(ﬁ)( )(oz|oz)('0( ) (ﬁ|ﬁ) (p(ﬁ) 2(a|a)

_ 2 _ ((XW)a _ 2 ” _ 2 U
‘W)*p(ﬁ 2<a\a>) @157 = oo 77

Bududi da je v = 0,0 € R, slijedi

p(a)

adﬁv =7 € R.

Time je dokazano i svojstvo (RS2) za skup R u prostoru V*.

Napokon, skup R u prostoru V* ima i svojstvo (RS3). Naime, uz kanonsku identifikaciju V**
sa V, prema dokazanom je & = a za svaki o € R, pa za &, § € R vrijedi &(8) = 8(a) € Z.

Time je dokazana tvrdnja (a), a ujedno i tvrdnje (b) i (¢).

Dokazimo jo§ tvrdnju (d). Ocito je ® : A — (A1) = (A1) izomorfizam grupe GL(V) na
grupu GL(V*). Treba dokazati da je ®(W (R)) = W(R) i ®(Aut(R)) = Aut(R).

Kao sto smo ve¢ prije primijetili za bilo koje f € V* i v € V dualni operator pseudorefleksije
0,5 prostora V,

oy pw =w — f(w)v, w eV,

je upravo pseudorefleksija oy, prostora V*,
oy =9—9@)f, geV
Doista, za g € V* i w € V imamo redom

[(00,)" 9] (w) = g (00, w) = glw — f(w)v) = g(w) — f(w)g(v) = [g — g(v) fl(w) = [o4.9] (w).
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Posebno, za « € R i pripadni & € R vrijedi prema (b) :

O = Og,a = (Ua,d)t = (0a>t'

Kako je 02 = Iy, to je 0, = 0, ', pa dobivamo

O(o,) = (0;1)t = (0,)" = 04

Buduéi da refleksije 0,, a € R, generiraju grupu W(R), slijedi da je ®(W(R)) podgrupa od
GL(V*) generirana refleksijama o4, & € R, a to je upravo grupa W (R).

Prema propoziciji 3.2.1. za w € Aut(R) i za a € R je (wa) = (w') '@ = ®(w)d. Prema
tome, za w € Aut(R) vrijedi ®(w)R = R, odnosno, ®(w) € Aut(R). Time je dokazana inkluzija

(Aut(R)) C Aut(R). Zamijenimo sada uloge V' i V* kao i uloge R i R, 8to mozemo uz prirodnu

identifikaciju V sa V** jer je tada R = R. Izomorfizam ® treba zamijeniti s inverznim izomor-

fizmom ®~', pa dobivamo inkluziju ®'(Aut(R)) C Aut(R), dakle, ®(Aut(R)) D Aut(R). Dvije

inkluzije daju jednakost ®(Aut(R)) = Aut(R).
Za sistem korijena R kazemo da je dualan sistemu korijena R.

Neka je i dalje R sistem korijena u prostoru V. Tada na prostoru V' postoji jedan istaknuti
skalarni produkt sa svojstvom da je grupa Aut(R) podgrupa pripadne ortogonalne grupe O(V')
realnog unitarnog prostora V' :

Propozicija 3.2.4. Neka je R sistem korijena u prostoru V. Tada je sa
(vjw) =Y a(v)a(w),  wv,weV,
aER

zadan skalarni produkt na prostoru Vi vrijedi Aut(R) C O(V), tj.
(wo|ww) = (v|w) Yo,w eV, Vw e Aut(R).
Dokaz: Ocito je preslikavanje (v,w) +— (v|w) simetri¢na bilinearna forma na prostoru V.
Nadalje,
(vlo) = (@(v))* 2 0

aER

i (v|v) = 0 ako i samo ako je &(v) = 0 Va € R. Bududi da funkcionali &, o € R, prema tvrdnji (a)
propozicije 3.2.3. razapinju ¢itav prostor V*, zakljucujemo da vrijedi (v|v) =0 < v = 0. Time je
dokazano da je (-|-) skalarni produkt na prostoru V.

Za w € Aut(R) iz propozicije 3.2.3. znamo da je w' € Aut(R), dakle, w'R = R. Prema tome,
zav,w eV je

(wolww) =Y~ a(wv)a(ww) =Y (w'a)(v) (@) (w) = aw)i(w) = (v]w).

aER aER aER

Propozicija 3.2.5. Neka je R sistem korijena u prostoru V i neka je X C R. Stavimo
Vy = span X i Vi =span{d; a € X}.
Nadalje, neka su
(Vx)’={veV; flu)y=0vfeVy} i (Vx)"={feV* flv)=0Vve Vyx}.

Tada vrijedi:
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(a) V=Vx+ (V) i V=V + (V).
(b) Pomocu restrikcije f +— f|Vx prostor Vi identificira se s dualnim prostorom prostora V.

(¢) RN Vx je sistem korijena u prostoru Vx i kanonska bijekcija sa RN Vx na njemu dualan
sistem korijena uz identifikaciju iz (b) postaje restrikcija na RNVx kanonske bijekcije a — &

sa R na R.
Zadatak 3.5. Dokazite propoziciju 3.2.5.
Uputa: Pomocu skalarnog produkta iz propozicije 3.2.4. identificirajte dualni prostor V* s

2
prostorom V. Tada je (V¥)? = (Vi) i (Vx)° = (Vx)*. Nadalje, prema lemi 3.2.2. je & = alo)
ala

za svaki a € R.

Pretpostavimo sada da je kona¢nodimenzionalan realan vektorski prostor V' direktna suma
potprostora Vi,...,V; i da je za svako i € {1,...,s} zadan sistem korijena R; u prostoru V.
Tada se dualni prostor V* identificira s direktnom sumom dualnih prostora Vi, ..., V. Ocito je
R = RyU- - -UR, sistem korijena u prostoru V i vrijedi R = R;U- - -UR,. Tada se R zove direktna
suma sistema korijena Ry,..., R;. Neka je a € R;. Ako je j # i, jezgra od & sadrzi potprostor
Vj, dakle, 0,|V; = Iy,. S druge strane, Ka C Vj, prema tome, vrijedi 0,V; = V;. Te primjedbe
pokazuju da se grupa W (R) moze identificirati s Kartezijevim produktom W (Ry) x --- x W (R;).

Za sistem korijena R kazemo da je ireducibilan ako je R # () i ako R nije direktna suma
dva neprazna sistema korijena.

Propozicija 3.2.6. Neka je konacnodimenzionalan vektorski prostor V- direktna suma potprostora
Ve=Vidotv,

Nadalje, neka je R sistem korigena u prostoru V i stavimo R; = RNV, 1 =1,...,s. Sljedeca su
tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Potprostori V; su W (R)—invarijatni.
b)) RCViU---UV,.

(¢) Za svakii € {1,...,s} skup R; je sistem korijena u prostoru V; i R je direktna suma sistema
korijena Ry, ..., Rs.

Dokaz: Implikacija (¢) = (a) slijedi neposredno iz razmatranja prije iskaza propozicije.

Pretpostavimo da vrijedi (a). Neka je « € R i H = Ker&. Prema tvrdnji (a) propozicije
3.1.5. svaki od potprostora V; je direktna suma potprostora od H i potprostora od K«a. Prema
tome, postoji i € {1,...,s} takav da je Ka C V;. To pokazuje da je a« € V; U--- UV za svaki
a € R. Time smo dokazali implikaciju (a) = (b).

Pretpostavimo da vrijedi (b). Tada je ocito V; = span R; za svaki i € {1,...,s}. Prema
propoziciji 3.2.5., R; je sistem korijena u prostoru V; za svaki i. Iz (b) je jasno da je R = RyU- - -URy,
dakle, R je direktna suma sistema korijena R;, ¢+ = 1,...,s. Time je dokazana i implikacija
(b) = (c).

Korolar 3.2.7. Sistem korijena R # () u prostoru V je ireducibilan ako i samo ako je identiéna
reprezentacija o — o grupe W(R) na prostoru V ireducibilna.
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Dokaz: Prema propoziciji 3.2.6. ako je sistem korijena R reducibilan, onda je i identi¢na
reprezentacija grupe W (R) reducibilna. Pretpostavimo sada da je identi¢na reprezentacija grupe
W (R) reducibilna. Tada postoje W (R)—invarijantni potprostori X # {0} 1Y # {0} od V takvi
daje V=X +4Y. Stavimo li Ry = RN X i Ry = RNY, iz implikacije (a) = (¢) u propoziciji
3.2.6. slijedi da je R; sistem korijena u X, da je R, sistem korijena u Y i da je sistem korijena R
direktna suma R; i Ry. Dakle, sistem korijena R je reducibilan.

Propozicija 3.2.8. Neka je R sistem korijena u prostoru V. Tada je R direktna suma ireducibilnih
sistema korygena Ry, ..., Ry i oni su jedinstveni do na poredak.

Dokaz: Egzistencija rastava R u direktnu sumu ireducibilnih sistema korijena dokazuje se
indukcijom u odnosu na broj |R| elemenata od R : ako je R neprazan i reducibilan, onda je R
direktna suma dva neprazna sistema korijena R’ i R”. Tada je |R/| < |R| i |R"| < |R|, pa se
pretpostavka indukcije moze primijeniti na R’ i na R”.

Treba jos dokazati jedinstvenost do na poredak. Neka je R direktna suma ireducibilnih sis-
tema korijena Rq,..., R,. Neka je, nadalje, R direktna suma sistema korijena R’ i R”. Za dokaz
jedinstvenosti do na poredak dovoljno je dokazati da za svaki i € {1,..., s} vrijedi ili R; C R’ ili
R; C R”. Neka su

V' = span R/, V" = span R", V! = span R' N R;, V! = span R" N R;.

Kako je suma V' 1 V" direktna, to je i suma ViV direktna. Medutim, vrijedi R; C R = R'UR",
pa slijedi da je sistem korijena R; direktna suma sistema korijena R’ N R; i R” N R;. Kako je sistem
korijena R; ireducibilan, slijedi da je ili R’ N R; = 0, i tada je R; € R”,ili je R" N R; = 0, i tada
je Rz Q R.

Jedinstveno odredeni ireducibilni sistemi korijena Ry, ..., Ry iz propozicije 3.2.8. zovu se ire-
ducibilne komponente sistema korijena R. Primijetimo, da je za bilo kako izabrane realne
brojeve \; # 0 unija skupova \;R; sistem korijena u prostoru V' i njemu dualan sistem je unija
skupova A\, 'R;, a Weylova grupa se podudara sa W (R).

Propozicija 3.2.9. Neka je R sistem korijena w prostoru V, neka su Ry, ..., Rs ireducibilne
komponente od R i V; = span R;, i = 1,...,s. Nadalje, neka su (-|-) i (-|-) skalarni produkti
na V u odnosu na koje su svi elementi grupe W(R) ortogonalni operatori. Tada su potprostori V;
medusobno ortogonalni v odnosu na oba skalarna produkta. Nadalje, restrikcije dvaju skalarnih
produkata na V; x V; su proporcionalne Vi.

Zadatak 3.6. Dokazite propoziciju 3.2.9.

Uputa: Ako suwv; € V;, v; € V}, i # j, uocite da za 0 € W(R;) vrijedi ov; = v;, dakle,
(vilov;) = (ov;lov;) = (vi|v;), dakle, (v;lov; —vj) = 0. Sada iskoristite ireducibilnost sistema
korijena R;, dakle, ireducibilnost identicne reprezentacije grupe W (R;), da dokazete da je pot-
prostor V; razapet vektorima oblika ov; —v;, v; € V;, 0 € W(R;). Napokon, za proporcionalnost
restrikcija skalarnih produkata na svakom od potprostora V; iskoristite propoziciju 3.1.2.
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3.3 Odnos izmedu dvaju korijena

Neka je R sistem korijena u prostoru V' i neka je (- |-) skalarni produkt na prostoru V' izabran
tako da su svi elementi Weylove grupe W (R) ortogonalni operatori i neka je || - || pripadna norma.
Tada mozemo govoriti o duljini pojedinog korijena, kao i o kutu izmedu dvaju korijena. Prema
propoziciji 3.2.9. kut izmedu dvaju korijena neovisan je o izboru skalarnog produkta. Takoder,
ako korijeni v i 3 pripadaju istoj ireducibilnoj komponenti, onda je kvocijent njihovih duljina
takoder neovisan o izboru skalarnog produkta.

Kut izmedu vektora z,y € V' \ {0} oznacit ¢emo sa <(z,y). Dakle, <(z,y) je jedinstveni broj
iz segmenta [0, 7] takav da je

. Ty
() =Nl ol cos <o)t cos o) = i
U daljnjem ¢emo za korijene «, 3 € R koristiti oznaku
5 NCIE)
n(a, ) = fla) = :
Mk
Dakle,
oga = a —n(a, B)5. (3.4)
Prema aksiomu (RS3) je
n(a,B) €Z, o,B € R. (3.5)
Nadalje, ocito je
n(la,a) =2, «a€R, (3.6)
i
n(—a, ) =n(e, =f) = —n(a,3), o,f€R. (3.7)
Nadalje, prema propoziciji 3.2.3. vrijedi
n(@, 8) = n(8, a). (3.8)

Zadatak 3.7. Neka su a, B € R neproporcionalni korijeni. DokaZite da su sljedeca cetiri svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a) n(a,B) =0,
(b) n(B, ) =0,
(¢) (a,]6) =0,

(d) refleksije o, i 0g komutiraju: 0,08 = 050,.

b

Zadatak 3.8. Neka su o, 8 € R. Dokazite da je tada

n(a, B)n(B, a) = 4cos® <t(a, ), (3.9)

a ako je (a|B) # 0, onda vrijedi i
n(a.8) _ ol
n(@,a) [IBI

Iz formula (3.9) i (3.10) i iz definicije cijelih brojeva n(«, ) i n(f, @) elementarni rac¢un daje
nam potpuni popis moguénosti za geometrijski odnos dvaju korijena ai 3 :

(3.10)
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Propozicija 3.3.1. Neka su «, 3 € R. Pretpostavimo da je |n(a, B)] < |n(8,a)| (ako nije tako,
zamijenimo uloge o i [3). Postoje sljedece moguénosti za vrijednosti n(c, 3) i n(f3, a) :

(1) n(a,B) = n(B,a) = 0; tada je <(a, B) = = i produkt 5,04 je reda 2.

(2) n(a,B) =n(B,a) = 1; tada je <(o, B) = %, ||3]| = ||| i produkt 504 je reda 3.

(3) n(a,B) =n(B,a) = —1; tada je <(a, B) = Z, ||B|| = ||a|| i produkt o,04 je reda 3.

(4) n(a, B) =1, n(3,a) = 2; tada je <(a, B) = Z, ||8]| = V2||a|| i produkt o054 je reda 4.

(5) n(a, B) = —1, n(B,@) = —2; tada je <(a, B) = 2%, ||3]| = V2|l i produkt oo je reda 4.
(6) n(a,B) =1, n(B,a) = 3; tada je <(a, B) = Z, ||B]| = V3|l i produkt o045 je reda 6.

(7) n(a, B) = =1, n(B,a) = =3; tada je <(c, B) = 5, ||8]] = V3| i produkt oo04 je reda 6.
(8) n(a, ) = nla, B) = 2; tada je § = o

(9) n(a,B) =n(e, B) = =2; tada je § = —a.

(10) n(e, B) =1, n(B, ) = 4; tada je § = 2.

(11) n(a,B) = =1, n(8, o) = —4; tada je } = —2c

Dokaz: Prije svega, iz formule (3.9) vidi se da su n(a, 8) i n(8, ) istog predznaka i umnozak
im je 0, 1, 2, 3 ili 4. Odatle je jasno da su jedine njihove moguce vrijednosti upravo one popisane
u (1) — (11). Ostatak u (1) je upravo zadatak 3.7. Razmotrimo sada (2) — (7). Tvrdnje o kutu
izmedu a i [ slijedi neposredno iz formule (3.10). Nadalje, uoé¢imo da je u svim tim slucajevima
potprostor X = span {a, 3} od V dvodimenzionalan, da je Y = (Kera) N (Ker () = X+, da
su prema tvrdnji (a) propozicije 3.1.5. potprostori X i Y invarijantni s obzirom na o, i og, i
da vrijedi 0,|Y = 03|Y = Iy. Prema tome, tvrdnje o redu umnoska o,05 € W(R) dokazuju se
promatranjem restrikcije na dvodimenzionalan potprostor X, odnosno, promatranjem djelovanja
tog umnoska na korijene a i f; u daljnjem sa oznac¢imo A € L(X) restrikciju umnoska 0,05 na
dvodimenzionalan potprostor X.

U slucaju (2) imamo o,a = —, 0,8 = f — o, ogae = o — B 1 038 = —f3, dakle, za operator
A = 0,04|X vrijedi

a=—03, AB=a— 0, Azozzﬁ—(x, Azﬁz—a, ABa:(x, A36:6.

Prema tome, A, a time i umnozak o,03 je reda 3.
(3) Sada je opa = —, 0,0 = B+ «, oga = o+ 1 050 = —f3, dakle,

Aa =3, Af=—a—p, A%a=—-a—0, A2B=qa, Aa=a, AB=7.
(4) Sada je opa = —, 0,0 =3 —«a, opa = o — 20 1 0303 = —[3, dakle,
Aa=a—28, AB=a-f, A’a=—a, A’B=-0,
Ala=—-a+28, AB=—-a+p, Ala=a, A'B=0.
(5) Sada je o, = —a, 0,08 =B+ a, opa = a+ 20 1 030 = —f3, dakle,
Ao =a+26, AB=—a—-p, A%a=—a, A’=—p,
Aa=—a—-28, B33=a+p, Ala=a, A'B=27.
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(6) Sada je opa = —, 0,0 =03 — «a, opa = a — 30 i 0303 = — 3, dakle,

Aa=2a-38, AB=a—f, Aa=a—-383, A2B=a-283, A’a=—a, AB=-p,
Ata = —2a +38, A'B=—a+ B, Aa=—a+33, A°B=—a+28, Aa=a, A°3=23.
(7) Sada je o, = —, 0,08 = B+ «, opar = a+ 35 1 058 = —f3, dakle,

Aa =2a+38, AB=—a— 3, A2a=a+33, AB=—a—28, A%a=—a, A’=—p,
Ala=—-20-33, A'=a+p, Aa=—-a—-30, A°F=a+28, A’a=qa, A°3=2.

Time su dokazane sve tvrdnje u (1) — (7).

(8) Prema definiciji n(a, 3) i n(f,«) imamo da vrijedi («|3) = (a|a) = (B|08). Odatle je
(. — Bla— B) =0, dakle, a — f=01ili g =

(9) Sada imamo («|f) = —(a, ) = —(5]), pa slijedi (a + fla+ () =0, dakle, § = —a.

(10) Sada je (818) = 2(al8) = 4(ala), pa shijedi (20— 520~ B) = d{ala) — 4(al) + (3]3) = 0,
dakle, 5 = 2a.

(11) Sada e (3]8) = ~2(al8) = 4(ala), paslijedi (20-+ 8|20+ 5) = 4(ala)+4(al8)+(8]5) = 0.
dakle, § = —2a.

Time je propozicija u potpunosti dokazana.

Iz propozicije 3.3.1. neposredno slijedi:

Propozicija 3.3.2. (a) Akosua,f € R i =ca zac € R onda je c € {il, il, j:2} )

(b) Ako a, B € R nisu proporcionalni i ako je ||| < || 5|, onda je n(«, 5) € {1,0, —1}.
Ako je korijen o € R takav da 1 ;o & R, onda se o zove nedjeljivi korijen.
Teorem 3.3.3. Neka su o, 3 € R.
(a) Ako jen(a, ) >0 i« # 3, onda je« — 3 € R.
(b) Ako jen(a, ) <0 ia# —f, onda je a+ 3 € R.

Dokaz: (a) Ako je n(a,3) > 0, onda postoje sljede¢e moguénosti prema listi iz propozicije
3.3.1.:

(I) n(e, B) = 1; tada je a — f = opa € 03R = R.

(II) n(B,a) =1; tada je f — a = 0,8 € R, dakle, a — = —(f —a) € —R = R.

Tvrdnja (b) slijedi iz tvrdnje (a) zamjenom [ sa —f, jer je n(a, —() = —n(a, ).

Korolar 3.3.4. Neka su o, 5 € R.
(a) Ako je («|B) >0 i« # 3, onda je a« — 3 € R.
(b) Ako je (o) <0 i a# —f, onda je a + 3 € R.
(¢) Akoao— 3¢ RU{0} ia+ (¢ RU{0}, onda je («|3) = 0.
Dokaz: Tvrdnje (a) i (b) slijede neposredno iz teorema 3.3.3. i iz definicije n(a, 3). Tvrdnja
(c) slijedi iz (a) 1 (b).
Mogucée je da bude a + 3 € R iako je (a|3) = 0. Primjer za to je sistem korijena R u R? tipa

B, :
R ={(1,0),(=1,0),(0,1), (0, =1), (1, 1), (1, =1), (=1, 1), (=1, = 1)},
Naime, za o = (1,0) i = (0,1) jea,f € Ria+ = (1,1) € R, ali (a|F) = 0.
Ukoliko su «, € R takvida a— 3 ¢ RU{0} i a4+ ¢ RU{0}, onda za korijene « i  kazemo
da su jako ortogonalni.
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Propozicija 3.3.5. Neka su o, 3 € R neproporcionalni korijen:.
(a) Neka je I ={j € Z; 5+ ja € R}. Tada postoje p,q € Z, takvi da je
I'=[-qpNZ={jeZ; —q<j<p}
(b) Neka je S ={0+ ja; j € I}. Tada je

0,5 =8 i a8+ pa) = 6 — qa.

(€) ¢ —p=n(B, ).
Dokaz: (a) Ocito je 0 € I (jer je € R). Stavimo
p=max [ >0, —q = min [.

Naravno, I C [—q,p] N Z. Pretpostavimo da se radi o striktnoj inkluziji, tj da [—q,p]| NZ € I.
Tada postoje 7, s € [—q, p] N Z sa sljede¢im svojstvima:

s>r+1, sel, rel, r+ké¢l za 1<k<s—r—1, tj. r+1,...,s—1¢1.

Tada vrijedi (|3 4 sa) < 0. Doista, kad bi bilo («|f + sa) > 0, onda bi po tvrdnji (a) korolara
3.3.4. bilo B+ (s — 1)a = B+ sa —«a € R, a to nije jer s — 1 ¢ I. Analogno, (|5 +ra) > 0, jer bi
(o] B+ ra) < 0 po tvrdnji (b) korolara 3.3.4. imalo za posljedicu S+ (r+ 1)a = f+ra+ o € R,
a to nije tako jer r + 1 ¢ I. Slijedi

(a|8+sa) <0< (a|f+ra) = (a|B) +sllal* < () +r|a? = s<r

a to je u suprotnosti sa s > r + 1. Ova kontradikcija pokazuje da je I = [—q, p] N Z.
(b) i (¢) Za j € I imamo

da(B +ja) = f —n(f,a)a —joa =3+ (=] —n(,a))a.

To pokazuje da je 0,5 C S, a kako je S konacan skup i operator o, je regularan, slijedi 0,5 = S.
Prema tome, j — —j—n((, «) je bijekcija sa I na I, a kako je to monotono padajuée preslikavanje,
slijedi da je —q = —p — n(B, ). Dakle, 0,(5 + pa) = 5 —qaiqg—p=n(8,a).

Skup S iz prethodne propozicije zove se a—lanac korijena odreden sa (3. Korijen 3 — qa zove
se pocetak tog lanca, 3 + pa je njegov svrsSetak, a p + ¢ je njegova duljina. Primijetimo da
duljina od S nije jednaka broju |S| korijena u lancu S nego je za jedan manja: p+ q = |S| — 1.

Korolar 3.3.6. Neka je S a—lanac korijena s pocetkom ~y. Tada je duljina od S jednaka —n(7y, a)
1 taj je broj jednak 0, 1, 2 ili 3.

Zadatak 3.9. Dokazite korolar 3.3.6. Nadalje, dokaZite da za medusobni odnos korijena o i vy
postoje sljedece moguénosti:

(1) Ako je duljina od S jednaka 0, onda je n(y,a) =0, (aly) =01i < (a,7) = 5.

(2) Ako je duljina od S jednaka 1, onda je n(y, ) = —1 i vrijedi jedna od sljedeée tri mogucénosti
za n(a, ) :

(a) n(a,y) = —=1; tada je (ala) = (v]y), (aly) = —3(ala) i < (a,y) = 2.
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(b) n(a,vy) = —2; tada je (a|a) = 2(v]y), (aly) = —
(¢) n(a,vy) = =3; tada je (a|a) = 3(v|y), (aly) = —

Y 7ta Y vt

e
e

(¢)

(3) Ako je duljina od S jednaka 2, onda je n(y,a) = =2, n(a,v) = -1, (a|la) = 3(7|v),
(a]7) = —(afa) i <(e,y) = F.
gl Y+ a Y+ 20
A
K
I
. (V

(4) Ako je duljina od S jednaka 3, onda je n(y,a) = =3, n(a,y) = —1, (o]a) = 3(7]7),

— 57

(aly) = =5(ala) i <(a,y) = F

v v+« v+ 2« v+ 3a

Uputa: Koristite propoziciju 3.3.1.
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Iz primjera sistema korijena u ravnini tipova A; X A, Ag, By, BCy 1 G5 vidi se da su svi
slucajevi iz zadatka 3.9. stvarno moguci:

Y

Go

Propozicija 3.3.7. Neka su « i 3 neproporcionalni korijeni takvi da je 5+ « korijen, tj. duljina
a—lanca S odredenog s 3 je { > 1. Neka sup € N i q € Z; kao u propoziciji 3.5.5. Tada je

(B+alf+a) q+1
ol

Dokaz: Neka je v pocetak a—lanca S. Prema zadatku 3.9. imamo sljede¢ih Sest mogucénosti:
(1) =1 tadaje f=7,¢g=0,p=1i(B+a|f+a)=(3]0).
(2) (=2if=ntadajeq=0,p=21(F+alf+a)=3(80).

(3.11)
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(3) l=2if=7+a;tadajeq=1,p=11i(8+al8+a)=2(8]5).
(4) t=3if=ntadajeqg=0,p=31i(F+alf+a)=1(56).

(5) {=3if=y+a;tadajeq=1,p=21(8+alf+a)=(5|3)
6) f=3iB3=7+2a;tadajeq=2,p=11(6+a|3+a)=3(0|0).

U svakom od tih slucajeva formula (3.11) se direktno provjerava.

Propozicija 3.3.8. Pretpostavimo da je sistem korijena R ireducibilan i da su o, 3 € R takvi da
je |la|l = [|8]|. Tada postoji o € W(R) takav da je oo = [3.

Dokaz: Prema korolaru 3.2.7. identi¢na reprezentacija ¢ — o grupe W (R) je ireducibilna.
Kako je o # 0, potprostor od V razapet sa {ra; 7 € W(R)} nije {0}, dakle, jednak je V. Prema
tome, postoji 7 € W(R) takav da je (ta|) # 0. Stavimo v = 7. Tada je [|v]| = ||| = [|5]|, pa je
po formuli (3.10) n(v, 5) = n(5,y). Zamijenimo li 3 ako treba sa —3 = 033, mozemo pretpostaviti
da je n(v,5) > 0. Prema propoziciji 3.3.1. tada je ili v = 3, u kojem slucaju je 5 = ta, ili je
n(vy,8) =n(B,7) = 1, a u tom sluc¢aju nalazimo

0,030,0 = 0,08(8 —7) =0,(—B—~v+ ) = -0,y =7 =Ta.

Odatle je 8 = o,030,7a (ili 038 = 0,050,Ta, dakle, § = ogo 050, 7).
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3.4 Reducirani i nereducirani sistemi korijena

Sistem korijena R u prostoru V' zove se reduciran ako je svaki korijen o € R nedjeljiv, dakle
sa ¢ R. Ekvivalentno, reduciran je onaj sistem korijena za koji vrijedi RaNR = {a, —a} Vo € R.
U protivnom se sistem korijena zove nereduciran. Dakle, sistem korijena R je nereduciran ako
postoji o € R takav da je 2a € R.

Propozicija 3.4.1. Neka je R ireducibilan reduciran sistem korijena.
(818) 1,1
€<1,2,-.3,=¢.
(o)) 27773

(b) Skup {(B|5); B € R} je ili jednoclan ili dvoclan.

(a) Vrijedi

Dokaz: (a) Buduéi da je sistem korijena R ireducibilan, prema korolaru 3.2.7. identi¢na repre-
zentacija o — o Weylove grupe W (R) na prostoru V je ireducibilna. Prema tome, za svaki o € R
skup W(R)a = {oa; 0 € W(R)} razapinje prostor V. Odatle slijedi da za bilo koje o, € R
postoji v € R takav da je (a|y) # 01 (v]y) = (8|F). Buduéi da je po pretpostavei sistem korijena
R reduciran, u propoziciji 3.3.1. ne dolaze u obzir moguénosti (10) i (11). Prema tome, ako korijeni
nisu medusobno okomiti, dolaze u obzir samo moguénosti (2) — (9). Stoga je

B18) _ (vlv) 1.1
(ala) ~ (ala) © {1’2’ 2 3}

(b) Pomnozimo li skalarni produkt (- |- ) s nekim brojem > 0, mozemo pretpostaviti da najkraéi
korijen ima duljinu 1. Dakle, postoji @ € R takav da je (a]a) = 11 {(5]5); B € R} C {1,2,3}.
No kad bi postojali 3, € R takvi da je (8|8) =21 (v|y) = 3, onda bi bilo

(818)

(ly) 3

a to nije moguce prema (a). Prema tome,

{(BlF); e Ry < {12} ili  {(B]F); B e R} C{L,3}.

Propozicija 3.4.2. Neka je R ireducibilan nereduciran sistem korijena w prostoru V ¢ pret-
postavimo da je rang od R barem 2, tj. dim V > 2.

(a) Skup Ry svih nedjeljivih korijena je ireducibilan reduciran sistem korijena uw V' i vrijeds
W(Ry) = W(R).

(b) Neka je r = min{(a|a); « € R} i A ={«a € R; (a|a) = r}. Svaka dva neproporcionalna
korijena iz A su medusobno okomiti.

(¢) Neka je B={p € R; (B|8) =2r}. Tada je B#0), Ry=AUB i R=AUBU2A.

Dokaz: (a) Ako je o € R\ Ry, tada je o € R, ali 3(2a) ¢ R, dakle, o € Ry. Odatle sllijedi
da je span Ry = span R =V, dakle, skup R, zadovoljava aksiom (RS1). Ocito je da za sve o € R
vrijedi 0,Ry = Ry, a odatle slijedi da vrijede i aksiomi (RS2) i (RS3), dakle, Ry je sistem korijena
u V, naravno, reduciran. Nadalje, iz o € R\ Ry slijedi %04 € Ry, a tada je ocito o, = Ol To
pokazuje da je W(Ry) = W(R). No tada je prema korolaru 3.2.7. sistem korijena Ry ireducibilan.
(b) 1 (¢) Buduéi da je R nereduciran, postoji @ € Ry takav da je 2a € R. Bududi da je
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Ry ireducibilan i dim V' > 2, @ ne moze biti okomit na svaki njemu neproporcionalan korijen.
Pretpostavimo da (5 € Ry nije proporcionalan korijenu « i da je n(8, «) # 0. Zamijenimo li 3 sa
—( ako je potrebno, mozemo pretpostaviti da je n(f,«) > 0. Imamo %n(ﬁ,&) = n(f,2a) € Z,
pa slijedi da je n(8, «) € 2Z. Prema propoziciji 3.3.1. imamo tada n(5,«) = 21 (5|5) = 2(a|a).
Bududi da je sistem korijena Ry ireducibilan i reduciran, prema propoziciji 3.4.1. za svaki v € Ry
vrijedi ili (v]y) = (ala) ili (v]y) = 2(a|@). Nadalje, za svaki v € R\ Ry korijen 37 € Ry je
takav da je (27]37) = (ala). Prema tome, r = (a|a), B # 0, Ry = AUBi R C AUBU?2A.
Medutim, ako je v € A, prema propoziciji 3.3.8. postoji o € W(R) takav da je v = oa, a odatle
je 2y = 0(2a) € R. Dakle, 24 C R, pa zaklju¢ujemo da je R = AU B U 2A.
Napokon, neka su v, € A neproporcionalni. Tada je

n(2v,9) = 2n(y,9) = 4n(v,26) € 4Z — n(v,d) € 2Z.

S druge strane, korijeni 7 i § imaju istu duljinu, pa prema propoziciji 3.3.1. vrijedi |n(~,d)| < 1.
Odatle slijedi n(v,d) = 0, dakle, (y]d) = 0.

Propozicija 3.4.3. Pretpostavimo da je R ireducibilan reduciran sistem korijena i da je
{(a]e); a € R} = {r,2r}

zanekir € R:. Nekaje A = {a € R; (a|a) =1} i pretpostavimo da su svaka dva neproporcionalna
korijena iz A medusobno okomita. Tada je Ry = R U 2A ireducibilan nereduciran sistem korijena
1 R je skup svih nedjeljivih korijena u R;.

Dokaz: Skup R; ocito zadovoljava aksiome (RS1) i (RS3). Dokazimo da za «, § € Ry vrijedi
a(B) € Z. To je jasno ako je € R. Bududi da je (2a)"= %d za a € A, jasno je i u sluc¢aju da su
a, 3 € 2A. Napokon, pretpostavimo da je f € Ridaje o =2y zay € A.

(1) Ako je v = +/3, onda je &(8) = £15(y) = £1.

(2) Ako korijen 7 nije proporcionalan korijenu 3 i ako je f € A, pretpostavljeno svojstvo od
A povlaci da je ¥(3) = 0, dakle i &(3) = 0.

(3) Ako je B € R\ A, tada je (B|5) = 2r = 2(v|y), pa je prema propoziciji 3.3.1.
¥(B) € {0,2, —2}. Dakle, &(8) = 3¥(8) € Z.

Time je dokazano da skup R; zadovoljava i aksiom (RS2), dakle, R; je sistem korijena u V.
Ocito je sistem korijena R; nereduciran, a kako je R ireducibilan, to je i R; ireducibilan. Po

konstrukciji je jasno da je R skup svih nedjeljivih korijena u R;.
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3.5 Weylove komore. Baze

I dalje je R sistem korijena u realnom konac¢nodimenzionalnom prostoru V. Pretpostavljamo
da je prostor V unitaran i da su svi operatori iz grupe Aut(R) ortogonalni. Posebno, za svaki
korijen o € R refleksija o, je ortogonalna.

Podskup B od R zove se baza sistema korijena R ako vrijedi
(B1) B je baza vektorskog prostora V.
(B2) Zasvaki f € Rizac, € R, a € B, takve da je

ﬁ:an(x

vrijedi ili ¢, € Z; Va € Bili —c, € Zy Ya € B.
Ako su (1 ¢, kao u (B2), definiramo visinu korijena [ u odnosu na bazu B kao cijeli broj
htB ﬁ = Z Cq-
a€B

Ako su svi ¢, > 0, kazemo da je § pozitivan korijen u odnosu na bazu B, a ako su svi
¢o <0, kazemo da je  negativan korijen u odnosu na bazu B. Skup svih pozitivnih (odnosno,
negativnih) korijena u odnosu na B oznacavat ¢emo sa R, (B) (odnosno, R_(B)). Ocito je

R.(B)=—R(B), R=R.B)UR.(B), R.(B)NR(B)=0.
Nadalje,
B ={p € R; htg(B) = 1}.
Napokon, ako su 3,7 € R, (B) i ako je f+v € R, onda je §+v € R.(B).
Lema 3.5.1. Neka je B baza sistema korijena R. Za o, € B, a # (3, vrijedi « — 3 ¢ R i
(a]B) <0.

Dokaz: Doista, &« — € R bi bilo u suprotnosti sa (B2). Sada iz tvrdnje (a) korolara
3.3.4. slijedi (a|3) < 0.

Za svaki v € R ozna¢imo
H, =V ={veV; oov=0v}=Kera.

H, se zove hiperravnina odredena s korijenom «. To je potprostor od V' kodimenzije 1 i to je
upravo ortogonalni komplement od a.
Komponente povezanosti otvorenog skupa

VA Ha

a€ER

zovu se Weylove komore sistema korijena R. Izomorfizam V' — V* definiran pomoc¢u skalarnog

2
produkta (-|-) preslikava korijen o € R u multipl md dualnog korijena ¢, dakle, preslikava
oo
hiperplohu H, na hiperplohu H;. Prema tome, taj izomorfizam preslikava Weylove komore od R
na Weylove komore od R. Ako je C' Weylova komora od R, odgovaraju¢u Weylovu komoru od R
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oznacavat ¢emo sa C. Prema propoziciji 3.2.9. C' ovisi samo o C' a ne i o tome koji smo skalarni
produkt u V' izabrali (takav da je Aut(R) podgrupa odgovarajuée ortogonalne grupe).

Ako je C' Weylova komora, sa C' éemo oznacavati njen zatvarac u V. Zid Weylove komore je
hiperploha H,, a € R, takva da je C N H, # 0.

Za vektor x € V koji nije sadrzan ni u jednoj hiperplohi H,, a € R, kazemo da je regularan.
Svaki regularan vektor x € V' sadrzan je u jedinstvenoj Weylovoj komori.
Za regularan vektor x € V' i za svaki o € R vrijedi x ¢ H,, dakle, (a|z) # 0. Definiramo

R (z) ={a € R; (a]z) > 0}, R_(z) ={a € R; (a]z) < 0}.

Primijetimo da su R, (z) i R_(z) presjeci R s dvama poluprostorima u V' odredenih s hiperravni-
nom H, = {y € V; (z|y) = 0; ti poluprostori su komponente povezanosti skupa V' \ H,. Ry (x)
je skup svih korijena koji leze u istom poluprostoru kao i vektor x, tj. koji su s iste strane hiper-
ravnine H, kao i z, a R_(x) su svi oni korijeni koji leze u onom drugom poluprostoru. O¢ito za
svaki regularan vektor x € V vrijedi

R= R (z) UR_(z), R_(z) = —R,(x), Ry (z)NR_(z) = 0.

Za korijen o € R (x) kazemo da je rastavljiv (u odnosu na regularan vektor ), ako postoje
B,v € Ry(x) takvi da je @« = § + ~. U protivhom kazemo da je korijen o € R, (z) nerastavljiv
(u odnosu na z). Oznacimo sa B(x) skup svih nerastavljivih korijena o € R ().

Egzistencija baze sistema korijena nije a priori jasna. To osigurava sljede¢i teorem:

Teorem 3.5.2. (a) Neka je vektor x € V' regularan. Tada je B(x) baza sistema korijena R.

(b) Ako je C Weylova komora od R i z,y € C onda je Ri(x) = Ri(y), R_(z) = R_(y) 1
B(x) = B(y).

(¢) Ako je B baza sistema korijena R onda postoji reqularan vektor x € V takav da je B = B(x).

Dokaz: Dokaz tvrdnje (a) ¢emo provesti u 4 koraka:
(1) Ako je B € Ry(x) onda postoje b, € Z, o € B(x), takvi da je

6= Z ba .

a€B(x)

Pretpostavimo da to nije istina za neki 5 € R, (x). Medu svim takvima neka je [ izabran tako
da je broj (8]x) najmanji. Tada 5 ¢ B(z), pa postoje v,d € R, () takvi da je § = v+ §. Tada
je (Blz) = (v|x) + (d]z), a kako je (y|z) > 01 (d]z) > 0, vrijedi (y]z) < (B]z) i (§]x) < 0. Prema
izboru 3 slijedi da je

v = Z Cal, 0= Z dy, Corydo € Zy Vo € B(x).

a€eB(x) a€B(z)

No tada je b, = ¢ + do € Zy Va € B(x) i ocito je

B= > baa

a€B(x)

suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija dokazuje tvrdnju (1).
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(2) Ako su o, B € B(z) i a # [ onda je (a|3) < 0.

U protivnom je prema tvrdnji (a) korolara 3.3.4. « — § € R. Tada je ili o — § € Ry (x) ili
f—a € Ry(z). Uprvom slucaju je « = f+ (o — ) i B, — f € Ry(x), §to je nemoguce, jer je
korijen @ € R, (x) nerastavljiv. U drugom slucaju je f =a+ (6 —a)ia, —a € Ri(x) §to je
opet nemoguce, jer je i korijen 5 € Ry (x) nerastavljiv. Ove kontradikcije dokazuju tvrdnju (2).

(3) Skup vektora B(x) je linearno nezavisan.
Pretpostavimo da je

Z S = 0, so € R. (3.12)
a€B(x)
Stavimo

S ={a € B(x); s, >0} i T ={BeB(x); sp <0}
Za [ € T stavimo tg = —sg > 0. Tada je SNT = 0 i vrijedi

Z SO = Z tgl.

aesS BeET

Oznacimo taj vektor sa y. Tada je prema (2)

(yly) =YD sats(al8) <0,

aeS BeT

pa slijedi y = 0. No tada je

0= (zly) =D salzla) =) ts(z0).

a€cs peT

No kako je (z|y) > 0 za svaki v € B(z), dakle, za svaki v € S i za svaki v € T, gornje jednakosti
pokazuju da je nuzno S = 0 i T = (). Prema tome, iz (3.12) slijedi r, = 0 Va € B(z). Time je
dokazano da je skup vektora B(z) linearno nezavisan.

(4) Skup korijena B(x) je baza sistema korijena R.

Kako je R disjunktna unija R, (z) i R_(x) = —R,(x), iz (1) slijedi da skup B(zx) zadovoljava
uvjet (B2). Nadalje, iz (B2) slijedi da je span B(x) =V, pa zbog (4) zakljué¢ujemo da B(x) zado-
voljava i B(1).

Time je tvrdnja (a) dokazana.

(b) Pretpostavimo da vektori x i y leze u istoj Weylovoj komori C' ali da R (z) # R4 (y). To
zna¢i da postoji € Ry (z) N R_(y). Tada je (ajz) > 01 (a]y) < 0. Weylova komora C' je ocito
konveksan podskup od V| pa vrijedi tz + (1 — t)y € C za svaki t € [0,1] : Funkcija f:[0,1] = R
definirana sa f(t) = (aftz + (1 — t)y) = t(ajz) + (1 — t)(a|y) je neprekidna i vrijedi f(0) < 0
i f(1) > 0. Stoga postoji ty € (0,1) takav da je f(ty) = 0. (Naravno, ¢, je jedinstven i jednak
%) Tada za z = tox + (1 — tg)y € C vrijedi (a]z) = 0, dakle, z € H,, a to je nemoguce,
jer je CN H, =0 Va € R. Ova kontradikcija dokazuje tvrdnju (b).

(c) Neka je B = {ay, ..., au} baza sistema korijena R. Oznacimo sa P; onaj poluprostor odreden
hiperravninom H,, u kojem lezi korijen «; :

P={z€V; (aa) > 0},
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Tada je presjek
PNn---nNnB={xeV; (qlz) >0Vie{l,...0}}.

neprazan:

Zadatak 3.10. Neka je 6; ortogonalna projekcija vektora c; na jednodimenzionalan potprostor
(span{oy; j #i})*. Neka je x = 161 + -+ - + ¢ody, gdje su cq, ..., ¢, € R = (0,00). Dokazite da
je tada x € P; Vi€ {1,...,(}.

Usput uoc¢imo da je tada zbog svojstva (B2)
PNn---NP={xeV; (az) >0Va e R, (B)},

pa je u stvari taj presjek jedna Weylova komora.

Neka jex € PN ---N Py, tj. (z|loy) >0zai=1,... ¢ Zbog (B2) tada je vektor x regularan
i vrijedi Ry (B) C Ry(x) i R_-(B) € R_(z). No kako je R disjunktna unija R, (B)i R_(B) i dis-
junktna unija R, (z) i R_(z), slijede jednakosti R\ (B) = Ry(x) i R_(B) = R_(x). Iz jednakosti
R.(B) = R.(x) slijedi da se B sastoji od nerastavljivih korijena u odnosu na z. To znaci da je
B C B(z). Kako su i B i B(x) baze vektorskog prostora V, zaklju¢ujemo da je B = B(x).

Prema tome, svakoj je Weylovoj komori C' pridruzena sasvim odredena baza od R koju ¢emo
oznacavati sa B(C); imamo B(C) = B(x) za bilo koji € C. Pisat ¢emo tada R, (C) = R, (B(C))
i R_(C) = R_(B(C)). Nadalje, C' — B(C') je bijekcija sa skupa svih Weylovih komora na skup
svih baza od R. Inverznu bijekciju oznacavat ¢emo sa B — C(B). Iz gornjeg dokaza vidi se da je

C(B) = ({z € V; (z]a) > 0} ={x € V; (z[a) >0 Vo € B}.

aeB

Dokazat ¢emo sada nekoliko korisnih lema o svojstvima baze sistema korijena.

U daljnjem pretpostavljamo da je sistem korijena R reduciran tj. da je svaki
korijen iz R nedjeljiv. Nadalje, fiksirajmo neku (bilo koju) bazu B sistema korijena
R . Neka je C' = C(B) je pripadna Weylova komora. Pisat ¢emo R, = R, (B) = R, (C)
i R = R_(B) = R_(C). Napokon, Weylovu grupu W(R) sistema korijena R oznacavat
¢emo krace sa W.

Lema 3.5.3. Ako je « € R, \ B, onda postoji § € B takav da je « — 3 € R. Tada je o — 3 € R..

Dokaz: Kad bi bilo (a|f) < 0 V8 € B, tada bismo kao u koraku (3) dokaza tvrdnje (a)
teorema 3.5.2. mogli zakljuciti da je skup B U {«a} linearno nezavisan, $to je nemogude, jer je
B baza od V. Prema tome, postoji § € B takav da je («|3) > 0. Prema tvrdnji (a) korolara
3.3.4. tada je « — B € R.

Tada « nije proporcionalan (3, jer je i 3 nedjeljiv. Prema tome je

a:ZCV”y, cy >0 VvyeB, 36 € B\ {8}, ¢ >0.
YeEB
Stoga za korijen a — [ vrijedi
a=B=(cs—1)B+ Y e
vE€B\{8}

svi koeficijenti su cjelobrojni i bar jedan je striktno pozitivan. Prema (B2) slijedi da su svi
koeficijenti iz Z ., dakle, « — § € R,.
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Lema 3.5.4. Svaki o € R, se moZe napisati u obliku oy + - - - + ay pri cemu su aq,...,a € B
(ne nuzno razliciti) izabrani tako da je svaka parcijalna suma aq + -+ oy, i = 1,..., k, korijen.

Zadatak 3.11. Dokazite lemu 3.5.4.
Uputa: Dokaz provedite indukcijom u odnosu na htga pomocu leme 3.5.3.
Lema 3.5.5. Neka je a € B. Tada refleksija o, permutira skup Ry \ {a}.

Dokaz: Neka je § € R, \ {a}. Ocito je 0,8 # «a (jer je o,(—a) = a i f # —a). Treba jos
dokazati da je korijen o, pozitivan (u odnosu na B). Mozemo pisati

ﬁ:ZCV’}/, ¢y €Zy VvyEBDB.

YeEB

Bududi da korijen [ nije proporcionalan korijenu c, vrijedi ¢, # 0 za neki v # o. Tada je koefici-
jent od 0,8 = B —n(B, a)a uz taj element v € B i dalje ¢,. Zbog (B2) slijedi da je doista korijen
0, pozitivan.

Definiramo

1
R (3.13)

Lema 3.5.6. Za svaki o € B je o,p = p — av.

Dokaz: Tvrdnja slijedi neposredno iz leme 3.5.5.:

aap:% Z aaﬁ+%aa(x:% Z ﬁ—%(x:%Zﬁ—(x:p—(x.

peR\{a} BeR\{a} BERY
Lema 3.5.7. Neka su ay,...,as € B (ne nuzno razliciti) i neka su o; = o0,,. Ako je korijen
o1+ 0s 10 negativan, onda za neki indeks t € {1,...,s — 1} vrijedi

010y :Ul"'gt—lgt+1"'gs—1-
Dokaz: Stavimo
Bizo-i-‘rl"'o-s—las za 220,1,...78—2, ﬁs—lzas-

Vrijedi By € R_ 1351 € R,. Neka jet € {1,...,s—1} najmanji indeks takav da je §; € R, . Tada
je 0By = Bi_1 € R_, pa iz leme 3.5.5. slijedi da je §; = oy, odnosno,

Oty1 " 0510 = Oy

Sjetimo se sada da po propoziciji 3.2.1. za svaki 7 € W (Stovise, za svaki 7 € Aut(R)) i za svaki
korijen o € R vrijedi

TOLT L = 0ra.

Primijenimo li to na 7 = 0y,1---05_1 1 ha @ = @, iImamo 7o = Tag = 4, Oy = 05 1 Orq = Oy, PA
dobivamo da je

1
Ot =TO0sT =~ = 0¢41°°05-10505-1" " Ot41-

Odatle je

0041 " 05-10g = O¢41 " 05-1,
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pa slijedi
01705 =01"""0¢-10t0¢41 " 05105 = 01" 0410441 " ** Os_1.

Time je lema dokazana.

U daljnjem sa W' ozna¢avamo podgrupu Weylove grupe W = W(R) generiranu refleksijama
04 7za o € B. Za sada to jo§ ne znamo, ali pokazat ¢e se da je zapravo W’ = W. Svaki element
o € W’ moze se napisati u obliku ¢ = g, - - - 04,. Ako je pri tome s € Z, najmanji moguéi, pisat
¢emo s = ((o). Svaki prikaz elementa o € W’ u obliku produkta s = ¢(o) refleksija u odnosu na
korijene iz B zove se reducirani prikaz od o (u odnosu na bazu B.) Naravno, podrazumijevamo
da je £(1) = 0, stovise, vrijedi (o) = 0 ako i samo ako je o = 1.

Lema 3.5.8. Neka je 0 € W' i neka je 0 = 0, -+ 04, reducirani prikaz od o u odnosu na bazu
B; dakle, v, ..., a5 € B is=1{(0). Tada je cas € R_.

Zadatak 3.12. Dokazite lemu 3.5.8.

Uputa: Primijetite da je cas = —04, - 0a,_, 5. Zatim koristite lemu 3.5.7. i minimalnost s
u prikazu elementa o u obliku produkta s refleksija u odnosu na korijene iz B.

Lema 3.5.9. Ako je vektor x € V' regularan, onda postoji o € W' takav da je ox € C, odnosno,
(cx|a) >0 VYo € B.

Dokaz: Neka je p definiran sa (3.13). Izaberimo o € W’ tako da skalarni produkt (oz|p) bude
najveéi moguéi. Za a € B je tada 0,0 € W’ pa po izboru o i po lemi 3.5.6. imamo

(0]p) > (000|p) = (02l0ap) = (oxlp — @) = (0|p) — (o2]a).

Odatle je (ox|a) > 0 Ya € B. Pretpostavimo da je (ox|a) = 0 za neki o € B. Tada je (z|o™a) =
0, a to znaci da je x € H,-1,, a to je nemoguce jer je po pretpostavci vektor x regularan. Prema
tome, vrijedi (oz|a) > 0 Va € B.

Lema 3.5.10. Svaki korijen a € R pripada nekoj bazi od R.

Dokaz: Sve hiperravnine Hg za § € R\ {«o, —a} su razlicite od H,. Stoga postoji y € H,
takav da y ¢ Hg VB € R\ {«a, —a}, odnosno, (y|5) #0 VG € R\ {«a, —a}. Neka je

e =min{|(y|3)]; B € R\ {a,—a}}>0.

Izaberimo = € V' dovoljno blizu y tako da bude 0 < (z|o) < ¢ i |(z]8)| > 3¢ VB € R\ {a, —a}.
Tada je vektor = regularan, vrijedi o € Ry (x) i korijen « je nerastavljiv u odnosu na z. Doista,
kad bi bilo &« = 8 + 7 za neke 5,7 € Ry (z), onda bismo imali (z|3) > 01 (z|y) > 0, a kako su
8,7 € R\ {a, —a}, slijedilo bi (z|8) > 1ci (z]y) > 3z, dakle,

e > (zla) = (z]8) + (z7) > &.

Ova kontradikcija dokazuje nerastavljivost korijena o u odnosu na . Dakle, o € B(x).

Weylova grupa W djeluje na prostoru V. Nadalje, grupa W djeluje i na skupu C svih Weylovih
komora sistema korijena R u prostoru V, a takoder na skupu B svih baza sistema korijena R :

Zadatak 3.13. DokaZite:
(a) Akoje C € Cioe W, onda jeioC ={ox; x € C} e€C.
(b) Ako je Be B io €W, onda jeioB ={oa; a € B} € B.
(¢) Ako je C € C io € W, onda je s B(C) = B(cC).
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Lema 3.5.11. Ako je a € R, postoji o € W' takav da je o € B.

Dokaz: Prema lemi 3.5.10. o € B’ za neku bazu B’ sistema korijena R. Neka je C' = C(B')
pripadna Weylova komora. Bilo koji vektor € C’ je regularan, pa po lemi 3.5.9. postoji o € W'
takav da je oz € C. To znaci da je (cC") N C # (), a kako je prema tvrdnji (a) zadatka 3.13. cC”
Weylova komora, slijedi cC’ = C. No tada je po tvrdnji (¢) zadatka 3.13. ¢ B’ = B, pa slijedi
oa € B.

Podsjetimo se sada nekih pojmova vezanih uz djelovanje neke grupe G na nekom skupu S.
Kaze se da grupa G djeluje tranzitivno na S, ako za bilo koje x,y € S postoji 0 € G takav da
je ox = y. To znadi da je za svaki x € S preslikavanje o — ox surjekcija sa G na S. Ako je to
preslikavanje bijekcija, kazemo da grupa G djeluje na S prosto tranzitivno.

Teorem 3.5.12. Neka je R reduciran sistem korijena uw prostoru V.

(a) Weylova grupa W djeluje prosto tranzitivno na skupu C svih Weylovih komora sistema kori-
jena R.

(b) Weylova grupa W djeluje prosto tranzitivno na skupu B svih baza sistema korijena R.

(¢) Ako je B baza sistema korijena R, Weylova grupa W generirana je refleksijama o, o € B,
(tj. uz prethodne oznake vrijedi W' = W).

Dokaz: Oznacimo kao i prije sa W’ podgrupu Weylove grupe W generiranu refleksijama o,
«a € B. Da bismo dokazali W' = W dovoljno je dokazati da je o, € W’ Va € R. Ako je a € R,
prema lemi 3.5.11. postoji o € W’ takav da je § = oca € B. Prema propoziciji 3.2.1. tada je
o3 = 00,01, dakle, 0, = 0 'ogo € W'. Time je tvrdnja (¢) dokazana.

Primijetimo sada da su tvrdnje (a) i (b) medusobno ekvivalentne zbog tvrdnje (c¢) zadatka
3.13. Neka su C, C" € C. Svaki vektor x € C’ je regularan pa po lemi 3.5.9. postoji o € W takav
da je ox € C. Tada kao u dokazu leme 3.5.11. slijedi da je cC’ = C. Prema tome, Weylova grupa
W djeluje tranzitivno na skupu C svih Weylovih komora, dakle i na skupu B svih baza od R. Da
bismo dokazali prostu tranzitivnost, dovoljno je dokazati da ako za neku bazu B od R i za neki
o € W vrijedi 0B = B, onda je nuzno o = 1.

Neka je, dakle, B baza sistema korijena R i neka je 0 € W takav da je o B = B. Pretpostavimo
da je 0 # 1. Tada se o prema tvrdnji (¢) moze napisati kao produkt refleksija u odnosu na
korijene iz B. Izaberemo li takav zapis s minimalnim brojem refleksija, lema 3.5.8. pokazuje da
je tada oo € R_ za neki a € B. No to je u suprotnosti s pretpostavkom ¢B = B C R,. Ova
kontradikcija pokazuje da je nuzno o = 1.

Lema 3.5.13. Neka je B baza od R, Ry = R, (B), R- = R_(B) i {(-) = {p(-). Za svakioc € W
je
(o) ={a € Ry; cax € R_}|.

Dokaz: Oznac¢imo

n(o) = {a € Ry; o€ R_}|, oeW.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom u odnosu na ¢(o). Baza indukcije ¢(0) = 0 je trivijalna: ako je
¢(0) =0, onda je 0 = 1, pa je oc¢ito i n(o) = 0. Pretpostavimo sada da je 0 € W, l(0) = s > 1,1
da je za sve 7 € W za koje je (1) < s dokazano da je (1) = n(7). Neka je

0 =04 """0Oa,, ay,...,0s € B,
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reducirani prikaz od ¢ u odnosu na B. Prema lemi 3.5.8. tada je ooy, € R_. No tada lema
3.5.5. povlaci da je n(oo,,) = n(o) — 1. S druge strane, 00,, = 04, - - 04, , je OCito reducirani
prikaz, pa je {(00,,) = s — 1 < s. Po pretpostavci indukcije je {(00,,) = n(oo,,), a odatle je

n(o) =n(oo,,) +1=4»0(00,,)+1=s5s—1+1=s=/((0).

Promatrat ¢emo sada djelovanje Weylove grupe na prostoru V.

Ako grupa G djeluje na skupu S, skup Gx = {ox; o € G} zove se G—orbita elementa x € S.
Podskup T' C S zove se fundamentalna domena za djelovanje grupe G, ako je presjek T' sa
svakom G—orbitom jednoclan skup. To znadi da za svaki x € S postoji jedinstven ¢t € T takav da
je x € Gt, tj. takav da za neki o € G vrijedi x = ot. Drugim rije¢ima, Gt, t € T, su sve G—orbite
u S i one su medusobno disjunktne. Dakle,

S=JGt iz tHheT iz tiF#ty sljedi Gl NGty =0

teT

Cilj nam je dokazati da je zatvaraé C bilo koje Weylove komore C' fundamentalna domena za
djelovanje Weylove grupe W na prostoru V, tj. da za svaki x € V postoji jedinstven y € C' takav
da je x € Wy, odnosno, takav da je * = oy za neki 0 € W.

Lema 3.5.14. Neka je C € C Weylova komora, B = B(C) € B pripadna baza od R, x € C i
o € W. Tada postoje c, € Ry, a € B, takvi da je

r—ox = E Co 1.

aEB

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je 0 # 1. Neka je s = (o) i neka je 0 = 0, - - - 0a,, gdje su
ai,...,as € B, reducirani prikaz od o u odnosu na B. Tada je 07! = o, - - - 04, reducirani prikaz
od 071, pa je i svaki parcijalni produkt oq, - - - 04, 1 <t < s, reducirani prikaz. Stoga je po lemi
3.5.8. 0q, - 0a, 00 € Ry zasvakit € {1,...,s}. Bududi da je

C={yeV; (yla)>0Vae B} ={yeV; (yla) >0Va € R},
to je ocito _

C={yeV; (ylo) >0Vae B} ={yeV; (yla) >0Va e R, }.
Kako je po pretpostavci z € C, slijedi da za svaki t € {1,..., s} vrijedi

(UOét+1 o '0a3$|0zt) - (:E|Uas o 'Uat+1at) > 0.

Dakle, vrijedi
(UOét+1 U O-Otsx|at)
(ae|a)

Refleksija o, djeluje na prostoru V' po formuli

(v]e)

(a]a)

> 0.

dt:2

OV =10 —2 aQ, velV.

Odatle je
OT = Opy """ On, L = 0qy 0, T — diog =

=04y 00, T —diog —dogag =+ -+ =z —dyoy — doavg — - - - — dsa,
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dakle,
Tr—ox = Zdi% = ana,
i=1 acB
gdje je za svaki a € B

Zd>0 Ia)={ie{l,...,s}; a; =a}.

i€l(a)

Teorem 3.5.15. Zatvarac C bilo koje Weylove komore C sistema korijena R je fundamentalna
domena za djelovanje Weylove grupe W = W (R) na vektorskom prostoru V.

Dokaz: Neka je y € V proizvoljan. Tada postoji Weylova komora C' takva da je y € C".
Prema tvrdnji (a) teorema 3.5.12. postoji ¢ € W takav da je cC = C". No tada je ocito cC = C".
To znaéi da je y € oC, odnosno, postoji € C takav da je y = oz. To dokazuje da unija svih
W —orbita elemenata x € C' jednaka ¢itavom prostoru V.

Treba jos dokazati da su te orbite medusobno disjunktne. Pretpostavimo da su z,y € C i da
se njihove W —orbite podudaraju, odnosno, da se y nalazi u W —orbiti od x, tj. y = ox za neki
o € W. Prema lemi 3.5.14. tada postoje ¢, € R, a € B(C), takvi da je

T—yY = Z CaV.

a€B(C)

S druge strane vrijedi # = 0~y i y € C, pa po istoj lemi postoje d, € Ry, a € B(C), takvi da je
- Y do
aeB(C)

Zbrajanjem posljednje dvije jednakosti slijedi

Z (Co +do)ax = 0.

a€B(C)

Kako je B(C') baza vektorskog prostora V| slijedi da je ¢, + do = 0 Yo € B(C), pa iz nenega-
tivnosti ¢, 1 d, slijedi ¢, = d, = 0 Ya € B(C). Odatle je z —y = 0, odnosno, = = y.

Primijetimo da u dokazu prethodnog teorema nismo dobili da iz o2 = y za neke z,y € C' i
o € W nuzno slijedi 0 = 1 (nego samo da je nuzno = = y). No to je istina ako je z € C. Doista,
to slijedi iz proste tranzitivnosti djelovanja grupe W na skupu C svih Weylovih komora: za z € C
ioceW, o1, vrijedi ox ¢ C. Medutim, ako je # € C'\ C, odnosno, ako je  u nekom zidu Hpg
Weylove komore C, onda je npr. ogx = x iako je og # 1.

Zadatak 3.14. Neka je B baza sistema korijena R # 0 i £(c) = {g(0), o € W. Stavimo
sign(o) = (—1)%), ocW.

Dokazite da je sign epimorfizam grupe W na dvoclanu multiplikativnu grupu {1, —1} koji ne ovisi
o 1zboru baze B.

Zadatak 3.15. DokaZite da je sign(og) = —1 za svaki korijen 3 € R.
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Zadatak 3.16. Neka je R, = R (B) i R- = R_(B) za bazu B sistema korijena R. DokaZite da
postoji jedinstven oy € W = W(R) takav da je ooRy = R_. Nadalje, dokaZite da svaki reducirani
prikaz elementa og u odnosu na bazu B mora sadrZavati sve refleksije 0., a € B. Sto se moZe reci

0 l(og) = lp(0g)?

Zadatak 3.17. Neka je B baza sistema korijena R @ neka je

)\:ana, Co € Ly.

a€B
Dokazite da tada vrijedi jedna od sljedece dvije mogucnosti koje se medsobno iskljucuju:

(1) A je multipl nekog korijena.

(2) Postoji o € W takav da je

oA= daa
pri cemu je dg >0 za neki B € B i dy, <0 za neki vy € B.
Uputa: Uocite da ako A nije multipl korijena, onda hiperravnina
Hy={zeV; (#])) =0}

nije sadrzana u uniji hiperravnina H,, a € R. Zatim izaberite © € H), takav da x ¢ H, Ya € R.
Zatim koristite teorem 3.5.12. da izaberete o € W takav da je ox u Weylovoj komori odredenoj sa

B. Napokon, iskoristite da je 0 = (A|z) = (o0 \|ox) i prikaz oA kao linearne kombinacije elemenata
baze B.

Zadatak 3.18. Neka je B baza sistema korijena R i definirajmo podgrupu grupe Aut(R) ovako:
Autp(R) = {w € Aut(R); w(B) = B}.

Tada je grupa Aut(R) semidirektni produkt normalne podgrupe W (R) i podgrupe Autp(R), tj.

Aut(R) = W(R)Autp(R) = {ow; 0 € W(R), w € Autg(R)} i Autg(R)NW(R) ={1}.

Uputa: Dokazite da je w(B) baza sistema korijena R za svaki w € Aut(R). Zatim primijenite
tvrdnju (b) teorema 3.5.12.
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3.6 Coxeterovi grafovi. Dynkinovi dijagrami. Klasifikacija

Neka je R reducirani sistem korijena ranga ¢ i neka je B baza sistema korijena R. Izaberimo
neki uredaj na B, tj. numerirajmo elemente prirodnim brojevima od 1 do ¢ : B = {ay, ..., as}.
Kvadratna matrica {—tog reda [n(«, Oéj)]f,j:1 zove se Cartanova matrica sistema korijena R.
Na primjer, reducirani sistemi korijena ranga 2 imaju Cartanove matrice:

2 0 2 -1 2 =2 2 —1
A1XA1[02], AQ[—]_ 2:|, BQ[—]_ 2:|, GQ[_B 2:|
Naravno, Cartanova matrica ovisi o izabranom uredaju baze, medutim, ta ovisnost nije ozbiljna
— radi se samo o permutaciji redaka i stupaca. U stvari, Cartanova matrica je do na permutaciju

redaka i stupaca neovisna ¢ak i o izboru baze, buduéi da prema tvrdnji (b) teorema 3.5.12. Weylova
grupa W = W(R) djeluje (prosto) tranzitivno na skupu svih baza od R. Nadalje, iz formule

;|0
(o) = 21 21%)
(ajley)
se vidi da se Cartanova matrica dobiva iz Grammove matrice G(ay, . .., ay), koja je regularna zbog
linearne nezavisnosti vektora aq, ..., ay, mnozenjem s dijagonalnom matricom

¢iji su svi elementi na dijagonali razliciti od nule. Prema tome, Cartanova matrica sistema korijena
je regularna. Sljedeé¢i teorem pokazuje da Cartanova matrica odreduje sistem korijena do na
izomorfizam:

Teorem 3.6.1. Neka su R i R sistemi korijena u realnim unitarnim prostorima V i V' dimenzije
0 ineka su B ={ay,...,ou} i B = {a},...,a,} uredene baze od R i R'. Pretpostavimo da je
n(ag, ;) = nlag,aj) Vi, j € {1,...,4}. Jedinstveni izomorfizam vektorskih prostora A .V — V'

definiran sa Aa; = of, i =1,...,¢, ima svojstva AR = R" i n(Aa, AB) = n(a, B) Vo, € R.
Dokaz: Akosui,j € {1,...,¢}, imamo
Oaa; Ay = ooy = o — n(a), op)a; = Ay — n(ay, ;) Aa; = Ay — n(ay, ai)ei) = Aoy, a;.
Buduéi da je {oy; j =1,...,¢} = B baza vektorskog prostora R, odatle slijedi
Opa, A= Aoy, tj. ou = Ao, A7 1=1,..., 0

Bududi da je prema tvrdnji (¢) teorema 3.5.12. Weylova grupa W = W (R) generirana refleksijama
Oa;, = 1,...,0, a Weylova grupa W' = W(R') generirana je refleksijama oo, i = 1,...,¢,
zakljucujemo da je o — AgA~! izomorfizam grupe W na grupu W’ koji preslikava refleksiju o,
u refleksiju o,/ za svaki i € {1,...,¢}. Medutim, prema lemi 3.5.11. svaki a € R je u W —orbiti
nekog korijena iz baze B. Dakle, postoji o € W takav da je ca; = azanekii € {1,..., ¢}. Stavimo
li o/ = Ac A=t € W, slijedi
Ao = (AcA™ Y Aa; = d'd e R

Prema tome, vrijedi AR C R'. Zamjenom uloga R < R', B < B’, A « A~! dobivamo i
A7'R' C R, odnosno, R’ C AR. Dakle, vrijedi AR = R'.

Uzmimo sada proizvoljni o € R. Neka su o € Wi e {1,...,¢} takvi da je o = 0a;. Znamo
da je

Oha, = Aoy, A7



86 POGLAVLJE 3. SISTEMI KORIJENA. WEYLOVA GRUPA

Prema propoziciji 3.2.1. vrijedi
7'067'_1 =03 1 wag/w_l = O,
za bilo koje € R, 7 € W, ' € R'iw € W'. Stoga imamo redom
OAa = Odoa; = O(AcA~1)Aa; = (AO’A_l) 0 Aa, (AUA_l)fl =

= (A0A™Y) Ao, A7 (A A™) ' = A004,0 TA™ = Agpn, A = Ao, A7

Dakle, vrijedi
Opa = Ao, A1 Vo € R.

Stoga za bilo koje a, f € R imamo

oapAa = Aa —n(Aa, AB)AB = A(a — n(Aa, AB)f),
pa slijedi

a—n(Aa, AB)B = A oasAa = o5 = a — n(a, 3)5.

Odatle je
n(Aa, AB) = n(a, ) Vo, € R.

Time je teorem 3.6.1. dokazan.

Neka je i dalje R sistem korijena ranga ¢ i neka je B = {a,...,a;} baza od R. Znamo da je
tada svaki od brojeva n(o, a;)n(w;, ;) za i # j jednak 0, 1, 2 ili 3. Definiramo Coxeterov graf
od R kao graf s vrhovima {1,...,¢} pri ¢emu je za i,j € {1,...,£}, i # j, vrh ¢ spojen s vrhom j
sa n(o, aj)n(ay, o;) spojnica. Na primjer:

A1><A1: o o
1 2

A2: oO——0
1 2

BQZ c———0»o
1 2

Gy : ——
1 2

Ukoliko su svi korijeni u R iste duljine, onda je n(w, ;) = n(aj, a;) za svaki i, j, pa stoga
Coxeterov graf u potpunosti odreduje brojeve n(w;, o), 4, j = 1,..., . Medutim, kad se pojavljuju
dvije duzine (npr. Bs ili Gy), Coxeterov graf nam nece dati informaciju koji verteksi odgovaraju
kra¢im a koji duljim korijenima. Da bismo i to fiksirali, mi ¢emo kod svakog para verteksa koji
su spojeni s dvije ili s tri spojnice dodati i strelicu koja je usmjerena prema kracem od dvaju
korijena. Ono sto dobijemo zove se Dynkinov dijagram sistema korijena R. Npr.

BQ: a———>—0o
1 2
Gy : o——=———o

1 2
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Sjetimo se da je sistem korijena R ireducibilan ako i samo ako se R (ili, ekvivalentno, njegova
baza B) ne moze rastaviti u disjunktnu uniju dvaju pravih podskupova, takvih da je svaki element
prvog podskupa ortogonalan na svaki element drugog podskupa. Prema tome, sistem korijena R
je ireducibilan, ako i samo ako je njegov Cozeterov graf povezan. U opéem slucaju Coxeterov Ce
se graf sastojati od odredenog broja komponenata povezanosti. Ako su By, ..., By odgovarajuci
podskupovi baze B i ako je V; = span Bj, onda imamo rastav u ortogonalnu sumu V' = V,@- - -®Vj
izasvaki j € {1,...,s} skup R; = V; N R je ireducibilan sistem korijena u V; s bazom B;.

Prema tome, da bismo klasificirali sve moguce ireducibilne reducirane sisteme korijena, treba
pronaci sve moguce povezane Dynkinove dijagrame.

Teorem 3.6.2. Ako je R ireducibilan reduciran sistem korijena ranga £, onda je njegov Dynkinov
dijagram jedan od sljedecih:

AE (621): (e O e e o—— 5
1 2 3 l—1 1
Bﬁ (€22) O————0 s Lo ————— )
1 2 {—2 {—1 12
C[ (€23) e e ——

Dy, (¢ > 4)
E6 : o I 0o
1 3 4 5 6
T
E, o
1 3 4 5 6 7
T
Eg . e, ]
1 3 4 ) 6 7 8
F4 o—oio—o
1 2 3 4
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Dokaz ovog teorema provest ¢emo tako da najprije promatramo koje su sve mogucénosti za
povezane Coxeterove grafove, a zatim da ustanovimo koji su svi mogué¢i Dynkinovi dijagrami. Kod
Coxeterog grafa nikakvu ulogu ne igraju duljine korijena iz baze. Stoga mozemo pretpostaviti da
su svi oni iste duljine, Stovise da su svi jedini¢ni. Dakle, mi ¢emo promatrati konacne skupove
jedini¢nih vektora s tim da su kutovi medu njima oni koje propisuje Coxeterov graf.

Sluzit ¢emo se ovom privremenom definicijom: u realnom unitarnom prostoru V' za konacan
skup linearno nezavisnih jediniénih vektora A = {e1,...,,} éemo reéi da je dopustiv ako vrijedi
(gigj) < 0zai# jid(gle;)? € {0,1,2,3} za i # j. Primjer za takav skup vektora dobiva se iz
baze sistema korijena ako svaki ¢lan baze normiramo, tj. pomnozimo ga s reciprocnom vrijednoséu
njegove duljine. Svakom dopustivom skupu A = {eq,...,¢,} pridruzit ¢emo graf I' = I'(A) sa
skupom vrhova A s tim da su vrhovi ¢; i &, za i # j spojeni sa 4(g;]¢;)? spojnica — dakle, ili nisu
spojeni ili su spojeni sa jednom, dvije ili tri spojnice. Mi ¢emo sada dokazati niz tvrdnji koje ¢e
na koncu dati sve moguce takve povezane grafove I'. U prvih nekoliko tvrdnji ne pretpostavljamo
da je graf I' dopustivog sistema vektora A povezan.

Prva je tvrdnja evidentna:

Tvrdnja 1. Podskup B C A i sam je dopustiv skup vektora. Njegov graf I'(B) dobiva se iz
grafa T tako da izostavimo vrhove A\ B i sve spojnice koje su incidentne nekom od vrhova iz A\ B.

Tvrdnja 2. Broj parova vrhova u I' koji su povezani s barem jednom spojnicom je < n.
Dokaz: Stavimo .
g = Z [
i=1

Kako su ¢; linearno nezavisni, to je € # 0. Dakle,
0<(ele) =) (eilea) +2 ) (ailey),
i=1 i<j

a kako je (g;]e;) = 1 Vi, slijedi

n>-2Y (ge). (3.14)

i<j

Neka su i < j takvi da su vrhovi ¢; i €; spojeni s barem jednom spojnicom, tj. da je (ge;) # 0.
Tada je 4(g;]¢;)? € {1,2,3} 1 (gilg;) < 0, dakle, —2(eile;) € {1,v/2,v/3}, pa vrijedi —2(eile;) > 1.
Odatle i iz (3.14) slijedi tvrdnja 2.

Tvrdnja 3. Graf I" je aciklicki, tj. ne sadrzi nijedan ciklus.
Dokaz: Doista, ciklus u grafu I' bi bio podgraf grafa nekog podskupa B C A, koji je prema
tvrdnji 1. takoder dopustiv. No tada taj graf I'(B) ne bi zadovoljavao tvrdnju 2.

Tvrdnja 4. Svakom vrhu u grafu I' incidentne su najvise tri spojnice.

Dokaz: Pretpostavimo da je « € A idasu (,..., 0k € A meddusobno razliciti vrhovi koji
su povezani sa «, svaki od njih jednom, s dvije ili s tri spojnice. Drugim rije¢ima, (a|3;) < 0 za
j=1,...,k. Zbog tvrdnje 3. za i # j vrhovi §; i §; nisu povezani, tj. (5;|5;) = 0. Buduéi da je

skup A linearno nezavisan, u potprostoru span{«, f, ..., Ok} postoji jediniéni vektor Gy okomit
na vektore i, ..., By Buduéida o ¢ span {1, ..., Bk}, ocito je (a|fBy) # 0. Sada je {5y, B1, - - -, Br }
ortonormirana baza potprostora span{«, f1,. .., Bk }. Stoga imamo

k k k

a=> (alf)s = l=(aa)=) (alf)? = D (alf)’=1-(al6) <L
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Odatle je
k

> 4(alB)? < 4.

i=1
Odatle slijedi tvrdnja, jer je 4(c|3;)? broj spojnica izmedu « i f3;.
Tvrdnja 5. Jedini povezan graf dopustivog skupa vektora koji sadrzi trostruku spojnicu je
Cozxeterov graf G.
Dokaz: To odmabh slijedi iz tvrdnje 4.

Tvrdnja 6. Neka je B podskup od A i pretpostavimo da mu je graf:

I'(B) :

Stavimo

Tada je C = (A\ B) U {a} dopustiv skup vektora i graf mu se dobiva iz grafa T tako da lanac B
zamijenimo jednim vrhom a a svaku spojnicu s nekim vrhom iz B zamijenimo spojnicom s novim

vrhom .
Dokaz: Linearna nezavisnost skupa C je ocigledna. Po pretpostavci je B = {f1,..., 0k} i
4(B]Bi+1)* = 1, odnosno, 2(3;|Bi41) = =1 zai=1,...,k — 1. Odatle je

k

(ao) =D (BB +2) (BB =k — (k—1) =1,

i=1 i<j

odnosno, « je jedini¢éni vektor. Zbog tvrdnje 3. svaki v € A\ B moze biti povezan najvise s jednim
vrhom iz B. Dakle, ili je (y|a) = 0 ili je (y|a) = (7|5:) za neki (to¢no jedan) i € {1,...,k}. U
svakom od tih slucajeva je (y|a) < 01 4(y]a)? € {0,1,2, 3}.

Tvrdnja 7. Graf I' ne sadrzi nijedan podgraf oblika:

Dokaz: Pretpostavimo da se neki od tih grafova pojavljuje kao podgraf od I'. To bi prema
tvrdnji 1. bio graf nekog dopustivog skupa vektora. Medutim, tvrdnja 6. omogucuje da jednos-
tavan lanac u srednjem dijelu tog grafa zamijenimo s jednim vrhom i dobiveni graf bi morao biti
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graf nekog dopustivog skupa vektora. No ta operacija vodi na jedan od sljedeé¢ih grafova, a oni
svi narusuju tvrdnju 4. jer iz srednjeg vrha svakoga od njih izlaze ¢etiri spojnice:

Tvrdnja 8. Svaki povezani graf I' nekog dopustivog skupa vektora ima jedan od sljedecih
oblika:

— . -
— - e -—
aq o) ap_1 ayp By By—1 B2 B
G———>0
71
T
V-1, a
0
— o i
a g Qp-1 Byt

Dokaz: Prije svega, prema tvrdnji 5. samo graf s dva vrha moze sadrzavati trostruku spojnicu.
Nadalje, povezan graf koji sadrzi vise od jedne dvostruke spojnice, sadrzavao bi kao podgraf prvi
od grafova u tvrdnji 7. a prema toj tvrdnji to nije moguce. Graf koji sadrzi i dvostruku spojnicu i
rac¢vanje, morao bi sadrzavati kao podgraf drugi od grafova u tvrdnji 7. sto je takoder nemoguce.
Napokon, povezan graf koji sadrzi samo jednostruke spojnice moze prema tvrdnji 7. sadrzavati
najvise jedno racvanje.
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Tvrdnja 9. Jedini povezani grafovi drugog tipa iz turdnje 8. su sljedeéi Coxeterovi grafovi:

Bg:Cgi o— 0 e ——  o——5

F4: —Cc—————————————O0—————0

Dokaz: Stavimo ) .
a=> ia,  B=) ijb
i=1 j=1
Po pretpostavci je
2(aip1) =—1 za i=1,...,p—1 i (aj|laj) akoje |i—j| > 2.
Analogno, vrijedi
2(6ilojy1)=—1 za j=1,...,q—1 i (Bi|B;) akoje |i—j|>2.

Odatle slijedi

P p—1 P p—1
(a]ar) :Zi2(ai|ai)+22 (7 4 1) (ag|ag) 222 (4% +1).
=1 =1 =1 =1
Dakle,
p—1
o .2 pp=1) plpt1)
(ala) =p ;Z—p =
Sasvim analogno nalazimo da je
(g +1)

(318 = £

Bududi da je 4(,|6,)? =21 (a;]8;) = 0 ako je i < pili j < ¢, imamo

(@lB)? = oyl = L

Kako su «a i 3 ocito linearno nezavisni, nejednakost Cauchy—Schwartz—Bunyakowskog nam daje
(@19 < (ala)(3]3), dakle, N
p¢" _plp+1alg+1)
2 < 4 '

Odatle imamo redom

2pg<(p+1)(¢+1) = pe<p+q+l = (p-Dg-1)<2
Dakle, lijeva strana posljednje jednakosti moze biti jednaka ili 0 ili 1. U prvom slucaju je ili p =1
ili ¢ =1 (ili oboje), a to nam daje prvi graf iz tvrdnje 9., tj. By = Cy. U drugom slu¢aju je nuzno

p =q =2, a to nam daje drugi graf iz tvrdnje 9., tj. Fj.

Tvrdnja 10. Jedini povezani grafovi cetvrtog tipa iz turdnje 8. su sljedeci Cozeterovi grafovi:
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E%I o T

|

Dokaz: Stavimo

p—1 q—1 r—1
a=Y ia,  B=Y0f =) kwe
i=1 j=1 k=1

Tada su «, (i v medusobno ortogonalni vektori i § ¢ span {«, 3,7}. Neka je ¢ jedini¢ni vektor
u potprostoru span {«, 3,7,d} koji je okomit na potprostor span {c, 3,7} 1 neka su ag, o i Yo
vektori dobiveni normiranjem vektora «; 31 v :

1 1 1

oy = 7@, Bo = —==15, Yo = 777
o 18] iedl

Tada je {e, ap, Bo, Y0} ortonormirana baza u potprostoru span {«, 3,v,d} pa imamo
1 = (8]6) = (d]e)* + (3]awo)? + (8] 60)* + (8]70)?,
a kako je 6 ¢ {«a, 5,7}, to je (d]e) # 0, pa dobivamo

(O]e)? | (d]B)* | (6]0)?

el) " @B A <t (349)
Kao u dokazu tvrdnje 9. mozemo izracunati
—1 —1 —1
(ol = P21 g = W)y T2, (3.16)

Nadalje, ocito je (dla) = (p — 1)(d, ). Kako je 4(d|a,,)? = 11 (§|ay,) < 0, imamo 2(d|ey,) = —1.
Analogno zakljucivanje vrijedi i za § i 7. Stoga je
1

Gloy=-2%  @p=-1-  ehm=-"- (317)
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Pomocu jednakosti (3.16) i (3.17) nejednakost (3.15) poprima oblik

(p=1)>  (¢=1)*>  (r=1)?
1 4 4
plp—1) * a(g—1) * r(r—1) <1
2 2 2
odnosno,
-1 -1 -1
u + g L <2
p q r
Odatle slijedi da mora biti
1 1 1
e} (3.18)
p q T

Mozemo pretpostavljati da su sva tri broja p, ¢ i r ve¢i od 1. Doista, kad bi neki od njih bio
jednak 1, imali bismo prvi graf iz tvrdnje 8. Nadalje, zamijenimo li oznake ako treba mozemo
pretpostaviti da je p > ¢ > r > 2. Sada iz (3.18) slijedi

1 1 1 3
Y% q T T

a to znaci da je nuzno r = 2. Sada (3.18) poprima oblik

1 1 1
-+ -> 5, (319)

a kako je p > ¢, dobivamo

dakle, 2 < g < 4. Ako je ¢ = 3, onda iz (3.19) slijedi p < 6. Prema tome, moguénosti za trojku
(p,q,7) su (p,2,2), p > 2, sto daje Coxeterov graf D,.,, ili (3,3,2), sto daje Eg, ili (4,3,2), Sto
daje E7 ili (5,3,2), sto daje Es.

Iz dokazanog slijedi da je svaki of povezanih grafova dopustivog skupa vektora nuzno jedan
od Coxeterovih grafova tipova od A do G. Posebno, Coxeterov graf ireducibilnog reduciranog sis-
tema korijena je nuzno jedan od tih. U slucaju prvog Coxeterovog grafa iz tvrdnje 9. imamo dvije
mogucénosti za Dynkinov dijagram, By i Cy. U svim ostalim slucajevima Coxeterov graf jedinstveno
odreduje pripadni Dynkinov dijagram.

Time je teorem 3.6.2. dokazan.

Sada ¢emo ustanoviti da svaki od Dynkinovih dijagrama iz teorema 3.6.2. stvarno pripada
nekom ireducibilnom reduciranom sistemu korijena. To ¢emo provesti eksplicitnim konstrukci-
jama. U daljnjem je R™ realan unitaran prostor svih uredenih n—torki realnih brojeva sa stan-
dardnim skalarnim produktom

(:L‘|y) = 517]1 +§2n2 4 +§n77na €T = (§15§25 .. 'agn)ay = (n17772a s 777n) S R™.

Nadalje, {e1, e, ..., e, } oznacava standardnu ortonormiranu bazu u R” : e; ima j—tu koordinatu
1, a ostale 0. Aditivna podgrupa od R™ generirana s tom bazom je Z".

Sada ¢emo redom za svaki Dynkinov dijagram sa ¢ vrhova definirati realan unitaran prostor
V dimenzije /; to ¢e uvijek biti ili R? ili odredeni potprostor od R™ za neki n > £. Zatim ¢emo
zadati konacan skup R C V, za koji se direktno moze provjeriti da je sistem korijena u prostoru V,
te njegova baza B = {aq,...,a,} 1 pripadni skup pozitivnih vektora R, = R, (B). Navest ¢emo
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i pripadnu Cartanovu matricu [n(q;, ozj)]f’j:l, kao i polusumu pozitivnih korijena p. Takoder, u

slucajevima Ay, By, Cy i D, potpuno ¢emo opisati Weylovu grupu W = W(R). U svim sluc¢ajevima
navest ¢emo broj korijena |R| i red Weylove grupe |W/|.

Tip A, (¢ > 1): V je ortogonalni komplement vektora e; + - - - + eg41 u prostoru R :
V={xeR™; (zles+--+er) =0} ={z = (&, .. 6nn) €RTY & 4+ & = 0},
Nadalje,
R={acZ'nV; (ala) =2} ={aj=ei—e;; i,j=1,....0+1, i #j};

B ={a1,..., 0}, Q= Qjip1 = € — €i41; Ry ={ay; 1<i<j< 41}

Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:

Ozz‘j:Oéz“f‘"“f‘Oéj—l; ]-§Z<j§€+]‘

Cartanova matrica je: ) i
2 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
0 -1 2 -1 0 0
0 0 -1 2 0 0

0O 0 0 0 2 -
. 0 0 0 0 -1 |

Polusuma pozitivnih korijena je

1 l 1Z+1
522 —i+1)a QZ(E—Qj—f-l)ej
i=1 j=1

Refleksija o, zamjenjuje indekse ¢ i 7 + 1 a ostale ostavlja na miru:

O-ai(fla o 7§i7§i+17 o 7§€+1> = (gla cee 7€i+17§i7 cee 7€€+1)'

Prema tome, o,, odgovara transpoziciji (7,7 + 1) u simetri¢noj grupi Sgy1. Buduéi da te transpozi-
cije generiraju ¢itavu grupu Sy 1, zakljucujemo da je Weylova grupa izomorfna grupi Spyq.

Napokon, |R| =0((+ 1)1 |W]| = (£+ 1)

Tip By (¢ > 2): Sada stavljamo
V=R R={acZ (ala)c{1,2}}={Fe; 1 <i<OU{Feite;; i,5=1,....0, i#j};
B=A{ay,..., a4}, aj=e;—ei1 za 1<i</l-—1, oy = ey;
Ry={e;i=1,....00U{e;te;; 1 <i<yj<[(}
Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:
e =o;+---+a za 1<i<Y

€i—€j:ai+"‘+04j71 zZa 1§’L<]§€,
€Z'+€j:Cyi—i‘...—'—Oéjfl—i‘QOéj"—"'QOég zZa 1§’L<]§£
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Cartanova matrica je:

2 -1 0 0 0 O

-1 2 -1 0 0 O
0o -1 2 0 0 O
0 0 O 2 -1 0
0 0 O -1 2 =2

| 0 0 0 0 -1 2]
Polusuma pozitivnih korijena je
1 ¢
p=75 ;i(% — i)y = ;(26 —2i + 1)e;.
Weylova grupa W djeluje na bazu (eq, ..., e,) od V permutacijama uz mnozenje nekih ¢lanova

sa —1. Dakle, W je izomorfna semidirektnom produktu grupe (Z/27)* i grupe permutacija Sy, pri
¢emu je (Z/27)" normalna podgrupa, a na njoj djeluje grupa permutacija S,.
Napokon, |R| = 20 i [W| = 24!

Tip Cy (¢ > 3): Uzimamo sada sistem korijena koji je dualan sistemu tipa B,. Eksplicitno
V =R’ R={42e; 1 <i<l}U{ke, te;; i,j=1....0, i j},
B={ay,...,a}, aj=e;—e1 za 1<i</l-—1, oy = 2ey;
Ry ={2e; 1 <i<{l}U{e;—ej;; 1 <i<j<{l}U{ei+e; 1<i<U(}.
Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:
2e; =20 + -+ 2041 + ay;

ei—e=a;+ +a za 1<i<j<4;
€i+€jIOéi—|—"'+Oéj71‘|‘20éj+"‘+204271_'_OCZ za 1§Z<]§£

Cartanova matrica je transponirana Cartanovoj matrici sistema tipa By :

2 -1 0 - 0 0 O
-1 2 -1 -- 0 0 O
o -1 2 - 0 0 O
0O 0 0 --- 2 -1 0
o o o0 - -1 2 -1
0O 0 0 --- 0 -2 2

Polusuma pozitivnih korijena je

-1

or ((+1 o
(20 —i+ 1)y + %ae = Z(f — i+ 1e;.

1 i=1

p:

Do | =

%

Naravno, Weylova grupa za ovaj tip podudara se s Weylovom grupom za tip By, i isti su brojevi
|R| = 2021 |W| = 2%..
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Tip D, (¢ > 4): Sada je
V =R, R={aeZ (ala)=2} ={*e;te;; i,j=1,....0, i # j}
Jedna baza B = {a,...,a,} od R je dana sa
;=€ —e11 za 1<i</l—1, ap = €p_1+ €.

Tada je
Ri={e;te; 1<i<yj</(}

Prikazi pozitivnih korijena pomocu korijena iz baze B su:
ei—ej=0;+---+oj_1 za 1<i<j <Y
eitej=a;+ a1 F205+ - F 2ot +ap, za 1<i>75< (-2
eiter1=a;+-+a, za 1<i</l-2

ete=a;+ - +apot+a za 1<1<0-—2; er—1+ e = ay.

Cartanova matrica je ) )
2 -1 0 --- 0O 0 0 0
-1 2 -1 .- 0O 0 0 0
0 -1 2 0O 0 0 0
0O 0 O 2 -1 0 O
0 0 O -1 2 -1 -1
0 0 O 0O -1 2 0

0 0 0 0 -1 0 2]

Polusuma pozitivnih korijena je
-2 -1

p= Z (z’é = @) o; + @((121 + ay) = Z(f —1i)e;

i=1 i=1
Weylova grupa je grupa permutacija vektora ey, ..., e, uz paran broj promjena predznaka. Dakle,
W je izomorfna semidirektnom produktu (Z/22)11i S,.

Napokon, |R| = 20(¢ — 1) i W] = 2141,

Tip E;, ({ =6,7,8): Napisat ¢emo samo V, Ri B = {«y,...,as} za Fg. Sistemi korijena Fg
i B dobivaju se tako da se uzmu potprostori V' i V" od V razapeti s prvih 6, odnosno, s prvih 7
vektora baze B; trazeni sistemi korijena su tada RNV’ i RNV”.

Za Eg uzimamo V = R®. Zatim stavimo

1 ..
[:Z8+Z§€, gdjeje e=-e;+ey+e3+eq4+e5+ e+ er+ es,

i neka je J aditivna podgrupa od I dana sa

8 8
J = {ch-el-—i- ge; ¢, c €7, c—l—Zci € QZ} )
i=1 i=1

Sada je
R={acJ; (ala)=2}=

8 8
- S, 1 .
={te,tej; 1,5 €{1,...,8}, i #j}U {5 Z(—l)klei; k; € {0,1}, Zkl € QZ} :

i=1 i1
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Jedna baza B = {a, ..., as} sistema korijena R dana je sa

1
Oé1=€1+68—§€=5(61—62—63—64—65—66—€7+€8), Qy = €1+ €3, «Q3z3=ey— e,

Qg = €3 — €2, Q5 =€ —€3, OQg==E€5—€4, Q7 =~€5— €5 Qg =E7— ECg.

Cartanove matrice za Eg, E7 i Fg, njihove polusume pozitivnih korijena p i njihovi brojevi korijena
|R| i redovi |[W| pripadnih Weylovih grupa su:

2 0 -1 0 0 0
0 2 0-1 0 0
Eg : _(1) _(1) _f _; _(1) 8 . |R|=72, |W|=2"-3"-5=544.320,
0 0 0 -1 2 -1
| 0 0 0 0 -1 2]

p =81 + 1lag + 15a3 + 21ay + 15as + S8ag = €9 + 2e3 + 3eq + des — deg — der + 4des.

2 0 -1 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0
-1 0 2 -1 0 0 0
Er . 0 -1 -1 2 -1 0 0|,
0 0 0 -1 2 -1 0
0 0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 0 -1 2]
IRl =126,  |W|=2".3".5.7=30.481.920,
P = 17&1 + 4_29()@ +330[3 +48044 + ?0% +26OZ6 + %7&7 = €9 +263 + 364 +465 + 566 — 1?767 + 1?768.
[ 2 0 -1 0 0 0 0 0]
0 2 0 -1 0 0 0 0
-1 0 2 -1 0 0 0 0
o 0 -1 -1 2 -1 0 0 0
5 0O 0 0 -1 2 -1 0 o0}
0O 0 0 0 -1 2 -1 0
O 0 0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 0 0 -1 2]

|R| = 240, |W| =2".3%.5%.7=7.315.660.800
p = 46a1+68as+91as+135a4+110a5 +84as+ 577 +29ag = ey +2e3+3e,+4es+beg+6er+23es.

Tip Fy: Sada je V = R*. Nadalje, promatramo diskretnu aditivhu podgrupu I = Z* + %Ze od
R%, gdje je e = €1 + eg + €3 + €4 i stavimo

R={ael; (a|la) e {1,2}}.

Tada je

1
R:{iel, 1= 1727374}U{i(€i_€j); 1 §Z<j §4}U{§(:|:€1:|:€2:l:€3:|:€4)}.
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Jedna je baza B = {a1, as, a3, au }, gdje je
O = €3 — €3, Qg = €3 — €4, Q3 = €4, 04425(61—62—63—64)-

Cartanova matrica, brojevi |R| i |W| i polusuma pozitivnih korijena p su:

2 -1 0 0
-1 2 =2 0 B ot e
o 0 -1 2

1
P = 8041 + 150[2 + 21043 + ]_1044 = 5(1161 + 562 + 363 + 64).

Tip Gs: Za V uzimamo ortogonalni komplement od e = e; + €5 + e3 u R3, tj.
V={6,6,8) eRY & + &+ 6 =0}
Sistem korijena je R = {a € Z*NV; (a]a) € {2,6} }, tj.
R ={£(e; —e2),x(ea —e3), £(e1 —e3), £(2e1 — €2 — e3), =(2e5 — €1 — e3), £(2e3 — e1 — €2) }.
Jedna je baza B = {1, as}, gdje su ap = e; — ea 1 g = —2e1 + €5 + e3. Tada je
R, = {1, s, 1 + g, 2001 + g, 31 + v, 31 + 2000} =

= {e1 — e, —€1 + €3, —ey + €3, —2e1 + €3 + €3, 61 — 2e3 + €3, —e1 — €2 + 2e3}.

Cartanova matrica, brojevi |R| i |W| i polusuma pozitivnih korijena p su:

[ _g _; } : |IR| = |W| =12, p =bag + 3ay = —e; — 2e5 + 3es.

Napokon, pretpostavimo sada da je R ireducibilan nereduciran sistem korijena. Ako je rang
od R jednak 1, jasno je da je R = {2a, o, —ar, —2a} za neki a # 0. Ako je rang od R veéi od
1, onda je prema propoziciji 3.4.2. skup Ry svih nedjeljivih korijena ireducibilan reduciran sistem
korijena s dvije duljine korijena ¢iji je omjer v/2; skup A kraéih korijena iz Ry ima svojstvo da
su svaka dva neproporcionalna elementa iz A medusobno okomita; napokon, ako je B skup duljih
korijena iz Ry, onda je Ry = AU B i R = Ry U 2A. Iz popisa reduciranih ireducibilnih sistema
korijena vidi se da je nuzno R, sistem korijena tipa By, a tada je R unija B, i Cy, pa se za sistem

korijena R kaze da je tipa BC,. Imamo
R={%e; 1 <i<(l}U{fe;tej;; 1 <i<j<l}U{£2e; 1<i</(}

Ukupan broj korijena je |R| = 2¢(£41). Kao bazu tog sistema korijena mozemo uzeti prije izabranu
bazu B = {aq,...,as} od Ry. Tada je

Ri={e; 1<i<t}U{eite;; 1<i<yj<l}U{2e,; 1<i<U1},
a polusuma pozitivnih korijena je
1~ . 0 +5) ‘ .
p:§Zz(2€—z+2)ai—|— 1 &522(26—214—2)6@-.

1=1 =1
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3.7 Tezine

Neka je R sistem korijena u prostoru V. Definiramo
P(R)={X€V; a(\) € ZVa € R}.

Ocito je P(R) aditivna podgrupa od V koja sadrzi R. Elementi od P(R) zovu se tezine u odnosu
na sistem korijena R. Aditivnu podgrupu generiranu sa R oznacavat ¢emo sa QQ(R). Elementi od
Q(R) zovu se korijenske tezine.

Neka je sada B baza sistema korijena R 1 C' = {z € V; a(x) > 0 Va € B} pripadna Weylova
komora i C = {z € V; a(x) > 0 Va € B} njen zatvara¢. Elementi skupa P,(R) = P(R)NC
zovu se dominantne tezine u odnosu na bazu B ili u odnosu na Weylovu komoru C'. Strogo
dominantne tezine (u onosu na B ili u odnosu na C) su elementi skupa P?(R) = P(R) N C.

Znamo da je B = {&; a € B} baza dualnog sistema korijena R. Posebno B je baza dualnog
prostora V*. Neka je {\o; a € B} baza od V koja je dualna bazi B od V* :

B()‘oc) = 5&,@ Oé,ﬁ € B.

Ocito su A, tezine. One se zovu fundamentalne tezine u odnosu na bazu B ili u odnosu na
Weylovu komoru C'

Zadatak 3.19. DokazZite da vrijedi

C= {Z Cada; Ca € R =)0, +00) Ya € B}, C = {Z Cala; Co € Ry =[0,400) Va € B},

a€eB aeB

P.(R) = {ZCQAQ; Ca €L, Va € B}, P2(R) = {ZCQAQ; co € NVa e B}.

aEB a€EB

Pretpostavimo sada da je prostor V unitaran i da su sve refleksije o,, a € R, ortogonalne.
Ukoliko pomocu skalarnog produkta identificiramo dualni prostor VV* s prostorom V, znamo da je

& = —2~q, a € R. Prema tome, vrijedi
(afa)

(AalB) = (04\04) oy BER
Dakle, A, je vektor okomit na sve 3 € B\ {a}, a ortogonalna projekcija A, na pravac Ra je o
Propozicija 3.7.1. Neka je B baza sistema korijena R. Tada je

3 X A=Y
ﬁ€R+ B) aEB
Nadalje, p je strogo dominantna tezina u odnosu na B.
Dokaz: Prema lemi 3.5.6. za svaki a € B je 0,p = p — @, pa imamo
(p—ala) = (oapla) = (ploaa) = =(ple) = 20pla) =(ala) = alp)=1

Kako je {&; o € B} baza od V* koja je dualna bazi {\,; « € B} prostora V, to je

p= Z@(P))\a = Z Ao

aeB a€EB

Posljednja tvrdnja slijedi iz zadatka 3.19.

Direktnim rac¢unom nalazimo:
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Propozicija 3.7.2. Neka je B = {ay, ..., s} baza ireducibilnog sistema korijena iz eksplicitnog
opisa v prethodnom odjeljku. Stavimo N\, = Ay, @ =1,...,¢. Tada vrijedi:
Tip A
/+1 1 i—1 V4
Z € =711 (C—i+1) Zja]—l—ZZ(ﬁ—j—Fl)aj , 1<i<U.
j=1 j:1 7=1 j=t
Tip Bg:

j=1 7j=1 Jj=t
1 L L
IR S
7j=1 7=1
Tip Cg:
% 1—1 {—1
i = = o+ 1 1<i</
7j=1 7j=1 7=
Tip Dg:
)\—Ze] Z]C(J"—ZZO[] 04@ 1+ ag), 1<e<l-2
-1 -2
1 1 1 , 14 -2
)\671_5263_2 52]0@—1—4(1@ 1+ 1 Qy,
j=1 j=1
L £—2
1 1 ‘ l— 14
A¢ QZeJ:QZjaj—f- 1 Qy 1—|—4ozg
j=1 j=1
Tip E6:
2 1
/\1 = g(—66 —e7 + 68) = 5(4041 + 3042 + 5043 + 60[4 + 40[5 + 2046),
1
)\22 §(€1+€2+€3+€4+€5—66—€7+€8)041+20(2+20(3+3O[4+20[5+O&6,

1 1
A3 = 6(—361 + 3es + 3e3 + 3eq + 3e5 — Heg — Her + Heg) = 5(5041 + 6cg + 10ar3 + 12014 + 8avs + 4ag),

)\4I€3+€4+€5—€6—€7+€822061+3062—|—4043—|—6044+4Oé5+2066,

1
—(4ay + 6cg + 8ag + 120 + 10a5 + Havg),

1
)\5 = 5(364 + 365 — 266 — 267 + 268) = 3(

1 1
Ag = §(3€5 —eg— €7+ eg) = 5(2041 + 3ag + daz + 6ay + bas + dag).
Tip E;:
A = —er+es =207 + 200 + 3z + 4oy + 35 + 206 + a,

1 1
Ay = 5(61 +eg+eg+eq+es+ eg — 2er + 2eg) = 5(4041 + Tag + 8as + 12ay + 9as + 8ag + 3ary),

1
)\3 = 5(—61 —|—€2+€3—|—€4—|—€5+€6 —3€7+3€8) = 30&1—|—40é2—|—60é3+80(4+60(5—|—4046—|—2047,
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A4:€3+64+65+66—267+268:40[1+60[2+8043+120[4+90[5+6046+30é7,

1 1
A5 = 5(264 + 2e5 + 266 — —3e7 + 3eg) = 5(6041 + 9as + 12a3 + 18ay + 15a5 + 10ag + bary),

)\6:€5+€6—€7+€8:20(1+30(2—|—4043—|—6Oé4—|—5065+4066+20(7,

1 1
Ay = 5(266 —erteg) = 5(204 + 3ay + 4dag + 6oy + Sas + 4o + 3ar).

Tip Egt
/\1 = 268 = 40[1 + 50[2 + 70[3 + 100[4 + 80[5 + 60[6 + 4047 + 2048,

1
)\2 = 5(61 +62+63+64+65+66+67+568) = 50[1 +8042—f-100[3+150[4+120[5+90[6+60é7+3048,

1
)\3 = 5(—61 +62+63+64+65+66+67+768) = 70[1—|—100[2+140(3+200(4+160&5+120&6+8047+40[8,

A =e3+es+e5+eg+ er+ Heg = 10y + 15as + 203 + 30y + 24as + 18a + 12ai7 + barg,
As = e4 + e5+ eg + er + deg = 8ay + 12ai + 163 + 24y + 20a5 + 156 + 107 + dag,
Ag = €5+ €6 + e7r + 3es = 6aq + 9an + 12a3 + 18ay + 15a5 + 120 + 8y + 4ag,
A7 = eg + e7 + 2eg = da + 6as + 8az + 12a4 + 105 4+ 8avg + 6y + 3a,
Mg = er + es = Hag + 8as + 10a3 + 15ay + 12a5 + 9 + 67 + 3ag,

Tip Fj:
A = e+ e3 =201 + 3an + dag + 20y,
Ay = 2e1 + e5 + e3 = 3ag + 6as + 8as + 4ay,
A3 = %(361 + ey + e3 + e4) = 201 + dag + 63 + 3ay,
A =€ = a1+ 209 + 3as + 20y4.
Tip Gs:

A= —ep +e3 = 201 + g,

/\2 = —e] — ey + 263 = 30[1 + 20[2.
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Poglavlje 4

CARTANOVE I BORELOVE
PODALGEBRE. KONJUGIRANOST

4.1 Klasifikacija poluprostih Liejevih algebri

U ovom je odjeljku g poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim po-
ljem K karakteristike 0. Neka je h maksimalna toralna podalgebra od gi R = R(g,h) C b*
sistem korijena od g u odnosu na h. Prema propoziciji 2.2.2. Q—potprostor spang R od h* razapet
sa R nad poljem Q je dimenzije { = dimg h*. Prosirenjem polja skalara sa Q na R dobivamo
realan {—dimenzionalan vektorski prostor V' i skup R je sistem korijena u prostoru V. Simetri¢na
bilinearna forma na bh* x h* dobivena po dualnosti iz restrikcije Killingove forme od g na h x b
je nedegenerirana, njena restrikcija na spang R X spang R je pozitivno definitna i jedinstveno se
prosiruje do skalarnog produkta na prostoru V. U odnosu na taj skalarni produkt sve refleksije o,
a € R, su ortogonalne, pa su i svi operatori iz Weylove grupe W (R) ortogonalni (Stovise, moze se
pokazati da su i svi operatori iz grupe Aut(R) ortogonalni).

Ako su Ri R’ sistemi korijena u realnim kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima Vi V’,
izomorfizam sistema korijena R na sistem korijena R’ je bijekcija ¢ : R — R’ koja je restrikcija
izomorfizma vektorskih prostora ® : V' — V’. Buduéi da skup R razapinje vektorski prostor V,
takav izomorfizam @ je jedinstven ukoliko postoji. Podsjecamo da je jedan kriterij izomorfnosti
sistema korijena dan u teoremu 3.6.1. Prema tom teoremu sistemi korijena su izomorfni ako i samo
ako imaju iste Cartanove matrice, odnosno, iste (ili to¢nije izomorfne) Dynkinove dijagrame.

Pretpostavimo sada da je 7 : g — g’ izomorfizam poluprostih Liejevih algebri nad K. Ako je
h maksimalna toralna podalgebra od g, onda je h’ = 7(h) maksimalna toralna podalgebra od g'.
Neka su R = R(g,h) 1 R = R(¢', ') pripadni sistemi korijena u h* i u h"*. Tada je 7|h izomorfizam
b na b/, a dualni operator ¥ : h* — b inverznog izomorfizma (7|h)~" : ' — b je izomorfizam
prostora h* na prostor h"*. Kako je m izomorfizam Liejevih algebri, lako se vidi da je 7(g,) = 9(1;((1)
za svaki a € R. Odatle je ¥(R) = R, pa je restrikcija W¥|spang R izomorfizam racionalnog
vektorskog prostora spang R na racionalni vektorski prostor spang R'. Taj se izomorfizam prosiruje
do izomorfizma ® realnog prostora V = (spang R) ®g R na realni prostor V' = (spang R') ®¢ R
takav da je ®(R) = V(R) = R'. Drugim rijec¢ima, dobivamo izomorfizam sistema korijena R i R’

Cilj je ovog odjeljka da dokazemo da vrijedi i obrat, tj. da su dvije poluproste Liejeve algebre,
koje imaju izomorfne sisteme korijena, izomorfne. Prije svega ¢emo taj problem reducirati na
slucaj prostih Liejevih algebri i ireducibilnih sistema korijena.

Teorem 4.1.1. Neka je b maksimalna toralna podalgebra od g i R = R(g,h). Tada je Liejeva alge-
bra g prosta ako i samo ako je sistem korijena R u realnom unitarnom prostoru V = (spang R) ®q
R ireducibilan. Stovise, ako je g = g1+---+gs rastav od g u direktnu sumu prostih ideala, onda je
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za svaki j € {1, ..., s} potprostor h; = g;Nh maksimalna toralna podalgebra od g; i pripadni sistem
korijena R; = R(g;,b;) se prirodno moZe identificirati s podskupom od R. Tada je R = R1U- - -UR;
i to je dekompozicija od R u ireducibilne komponente.

Dokaz: Pretpostavimo da je Liejeva algebra g prosta i dokazimo da je tada sistem korijena
R ireducibilan. Pretpostavimo suprotno, tj. da je sistem korijena R reducibilan: R = R; U Ry
pri cemu su R; i Ry neprazni i medusobno ortogonalni. Ako su a« € Ry i f € Rs, tada je
(a+ Bla) = (a|a) # 0, dakle, o+ 5 ¢ Ry, i analogno (a + 3|3) = (B|F) # 0, dakle, « + 5 ¢ R;.
To znaci da o + [ nije korijen, pa slijedi [ga, gs5] = {0}. Oznacimo sa ¢ Liejevu podalgebru od g
generiranu s unijom svih g,, « € R;. Prema dokazanom je gg C Cy(£), a kako je centar Cy(g) od
g jednak {0}, zakljucujemo da je ¥ # g. Nadalje, vrijedi [g.,¥] C € Va € Ry, dakle, i Va € R.
Time je dokazano da je € ideal u g razlicit i od {0} i od g, a to je u suprotnosti s pretpostavkom
da je g porosta Liejeva algebra. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka o reducibilnosti
od R pogresna, odnosno, dokazano je da je sistem korijena R ireducibilan.

Pretpostavimo sada da je poluprosta Liejeva algebra g nije prosta i neka je g = g; + -+ + g
njen rastav u direktnu sumu prostih ideala. Neka je h maksimalna toralna podalgebra od g i za
je{l,...,s} stavimo h; =hNg;. Nekajex e hiz =o1+ - -+, gdjesuz; € g1,..., 25 € gs.
Tada iz [g;, g;) = {0} za i # j slijedi da je ady, x; = (ady x)|g;, dakle, z; je poluprost element
Liejeve algebre g;, a time i poluprost element Liejeve algebre g, jer za i # j su g, i g; medusobno
razliciti prosti ideali, pa je [g;, g:] = {0}, dakle, (adyx;)|g; = 0. Za proizvoljan y € h piSemo
takoder y = y1 + -+ + y,, gdje su y1 € g1,...,ys € gs. Kako je [g;, g;] = {0} za i # j, imamo

S

0=[z,9] = [z, = [25,y] =0 Vje{l,....s}

j=1
jer je suma ideala g; direktna. Odatle slijedi da je za svaki j € {1,...,s}isvakiy € b

s

[25,y] = Zhj,%] =0.

i=1

To pokazuje da je x; € Cy(h), a kako je z; poluprost i h je maksimalna toralna podalgebra, slijedi
z; € h. Dakle, z; € h; Vj € {1,...,s}, odnosno, h = b; + --- + h,. Nadalje, ako je z € g,
poluprost element od g; koji komutira sa svim elementima od b;, onda je x poluprost element
od g koji komutira sa svim elementima od b, dakle, z € h N g; = bh;. Time je dokazano da je b;
maksimalna toralna podalgebra od g; za svaki j € {1,...,s}.

Neka je R; = R(g;,bh;). Svaki @ € R; mozemo promatrati kao element od h* tako da stavimo
alh; = 0 za i # j. Tada je ocito « € R1i g, C g;. Prema tome, Ry U--- U Ry C R. Neka
je sada o € R. Kako je [h,g9.] = 9o # {0}, postoji j € {1,...,s} takav da je [h;, g.] # {0}.
Kako je potprostor g, jednodimenzionalan, slijedi da je go = [0;,80] C [9;,8o] C g;. No tada je
alh; € Rjialh; =0 za i # j. Uz prethodnu prirodnu identifikaciju R; kao podskupa od R to
znaci da je o € R;. Prema tome, vrijedi i obrnuta inkluzija R € Ry U --- U R,, dakle, jednakost
R = RyU---UR,. Prema prvom dijelu dokaza sistemi korijena Ry, ..., R, su ireducibilni, odnosno,
to su ireducibilne komponente sistema korijena R.

Propozicija 4.1.2. Neka je b maksimalna toralna podalgebra poluproste Liejeve algebre g, neka
je R = R(g,b) sistem korijena od g u odnosu na by i neka je B baza sistema korijena R. Tada je
Liejeva algebra g generirana s unijom

U(saUg-0).

aeB
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Dokaz: Neka je g’ Liejeva podalgebra od g generirana s gornjom unijom. Nadalje, neka je

a € Ry (B). Prema lemi 3.5.4. mozemo pisati « = a3 + -+ + a4 pri ¢emu su ay,...,qp € B
izabrani tako da je svaka parcijalna suma oy + -+ -+ «y, i = 1,..., k korijen (naravno, pozitivan u
odnosu na B). Nadalje, prema tvrdnji (d) propozicije 2.2.1. vrijedi [ga,,,s Gai+-t+a;) = Gar 4t

za i < k, pa indukcijom po k = htg(«) zakljucujemo da je g, C g za svaki a € Ry (B). Sasvim
analogno je g, C ¢ za svaki « € R_(B). Sada iz tvrdnje (f) propozicije 2.2.1. slijedi da je g’ = g.

Teorem 4.1.3. Neka su g i g’ poluproste Liejeve algebre nad K, b i b’ njihove maksimalne toralne
podalgebre i R = R(g,h) i R = R(g',H’) odgovarajuéi sistemi korijena. Neka je ¢ izomorfizam
sistema korijena R na sistem korijena R'. Neka je B baza sistema korijena R; tada je B' = ¢(B)
baza sistema korijena R'. Za svaki o € B izaberimo x, € go \ {0} @ za svaki § € B’ izaberimo
25 € gi3 \ {0}. Postoji jedinstven izomorfizam Liejevih algebri w: g — ¢’ takav da vrijedi

T(ha) = o) i w(ry) =2 Va € B.

e(@)

Pri tome je kao i u poglavlju 2. za bilo koji korijen o« € R sa h, oznacen jedinstven element
jednodimenzionalnog potprostora [ga,9-o] od b takav da je a(h,) = 2; analogno, za bilo koji
B € R jehj € [gs 0 5 Cb jedinstven takav da je B(hj) = 2.

Dokaz: Dokazimo najprije jedinstvenost izomorfizma 7. Pretpostavimo da su 7 i p izomorfizmi
g na g’ takvi da vrijedi

T(ha) = My = plha) i T(Ta) = Ty = P(Ta) Va € B. (4.1)

Kako su g, i g_, jednodimenzionalni i [g,, §_o] = Khq, za svaki o € B postoji jedinstven y, € g_
takav da je [q,Ya] = ha- Sasvim analogno, za svaki 3 € B’ postoji jedinstven yj; € g’ 5 takav da
je [z, y5] = hj. Kako su 7 i p izomorfizmi Liejevih algebri, iz (4.1) slijedi da vrijedi i

T(Ya) = y;(a) = p(Ya) Va € B.

Prema tome, 7 i p se podudaraju na uniji

U (o Ug-),

aEeB

a ona prema propoziciji 4.1.2. generira Liejevu algebru g. Dakle, m = p.

Zbog teorema 4.1.1. u dokazu egzistencije mozemo pretpostavljati da su g i g’ proste Liejeve
algebre. Formirajmo direktni produkt g x g’; to je poluprosta Liejeva algebra ¢iji su jedini prosti
ideali gx {0} i {0} xg', 1 to su sviideali u g x g’ osim {0} x {0} i ¢itave g x g’. Kao i malo prije neka
SUYs €Egazaa € Biyseg ;za ﬁ € B’ jedinstveni takvi da je [Za,Ya] = ha 1 [17,y5] = R
Neka je d Liejeva podalgebra od g x g’ generirana elementima Ty = (Za,2),(4)), Yo = (Yas Yip(a)) 1
he = (ha, W) za @ € B. Cilj nam je dokazati da su restrikcije projekcija @ na prvi i na drugi
faktor u g x g’ izomorfizmi sa 0 na g i na g’. Glavni problem pri tome je dokaz da je 0 # g x ¢/, i
to ¢emo dokazati zaobilazno.

Prije svega, u odjeljku 3.3. za a, 8 € R smo uveli oznaku n(a, 3) = §(a). No uz identifikaciju
duala od h* sa b imamo [ = hg. Prema tome je n(a, ) = a(hg) za «, € R. Analogno je
n(a, ') = o' (k) za o/, € R'. No kako je ¢ izomorfizam sistema korijena R na R', vrijedi
n(e(a), o(B)) = n( ,B) Va, B € R. Prema tome, vrijedi

(e(@))(hyg) = alhg) Vo, € R. (4.2)

Treba nam jos jedna lema o ireducibilnim sistemima korijena, koju ¢emo dokazati kasnije:
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Lema 4.1.4. Neka je R ireducibilan sistem korijena u realnom prostoru 'V i B baza od R. Postoji
korijen B € R (B) takav da je f — a € Z R (B) = Z+B za svaki o € R (B). Vrijedi

(a) Ako je a € R.(B) i a # 3 onda je htga < htpf3.

(b) Ako je (-|-) skalarni produkt uwV u odnosu na koji su sve refleksije o,, a € R, ortogonalne,
onda je (Bla) > 0 Yo € B.

(¢) U zapisu
B=>" ko, ko € 7.,

a€EB
vrijedi ko, > 0 Ya € B.

Korijen 3 iz leme 4.1.4. zove se maksimalan korijen u R u onosu na bazu B. Budu¢i da su
g i g proste Liejeve algebre, sistemi korijena R i R’ su prema teoremu 4.1.1. ireducibilni. Neka je
£ maksimalan korijen u R u odnosu na bazu B. Bududi da je ¢ : R — R’ izomorfizam sistema
korijena, () je maksimalan korijen u R’ u odnosu na bazu ¢(B) = B’. Izaberimo proizvoljne
z € g5\ {0} 12" € g5 \ {0} i stavimo Z = (z,2"). Neka je m potprostor od g x g’ razapet sa T i
sa svim elementima oblika

(ad¥y,,) - - (ad7, )T, meN, a,...,qa, €B (nenuzno razliciti). (4.3)
Kako je [0, 8] C 81a 1[0 o, 8] € @, oCito vrijedi

(@dTq,) + (adYo, )T € 8557 i X Fip(8)-5 | (ars):

Odatle slijedi da je m N (g % g;(ﬂ)) = K7Z. Prema tome, m je pravi potprostor od g x g’.

Tvrdimo sada da je potprostor m invarijantan s obzirom na sve operatore iz add. Prije svega,
po definiciji je m invarijantan s obzirom na sve ad¥y,, o € B. Sada ¢emo indukcijom u odnosu na
m € Z, dokazati da je za svaki « € B

(ad ho)(ad7,,) - (ady, )T EM  Vou,...,am € B.

Prije svega, za m = 0 imamo zbog (4.2)
(ad ha)T = [(ha, Wp(ay): (2, 2")] = ([has 2], [Py, 2]) =
= (B(ha), (90(5))(h:p(a))x) = (B(ha)7, B(ha)7") = B(ha)T € m.

Time je dokazana baza indukcije Za korak indukcije primijetimo da je [hq, Ya,] = CYa,, & zbog

(4.2) 1 (M0, Yo(an)) = Wir(an)» &dje je ¢ = —ai(hq). Odatle je

ey Uay] = [(ha, Ropoy)s Wars Yp(an))] = ([has Yau s [Plaays Yotan)]) = (CYars Ytar)) = Uy s
pa slijedi B
(ad ha)(ad¥,, )(ad¥,,) - - (ad
= ad [ha, §o,)(adF,,) - - (ad T, )T + (ad T, ) (ad
= c(ady,,) - (ady, )T+ (ad¥,,)(adh,)

a to je po pretpostavci indukcije element od m.
Promatrajmo sada djelovanje operatora ad T,, « € B, na element oblika (4.3). Ponovo dokazu-
jemo da je rezultat element od m indukcijom u donosu na m > 0. Prije svega, za m = 0 imamo

2T =
a)(adT,,) - - - (ad Y, )T =
(ad¥,,) - - (ady,,, )T,

Ya
h

/

(adTa)T = ([Ta, 2], [Ty(0), ¥']) € Bpra X Be(B)+e) = {0} x {0}
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jer f+a ¢ Rip(B)+¢(a) ¢ R'. Time je baza indukcije dokazana. Prijedimo na kortak indukcije.
Ako je ay # a onda o — oy nije korijen pa vrijedi [Tq, Ya,] = 0, a takoder i [xfp(a), y;(al)] = 0, dakle
i [Ta,¥a,] = 0. Prema tome, u tom slucaju operatori ad @, i ad¥y,, komutiraju i korak indukcije
je trivijalan. Pretpostavimo sada da je a; = . Imamo [z, Yo] = heo 1 [xfp(a),yfp(a)] = hi, 4. dakle,

— (o
[Tas Uo] = ha. Odatle je
(adTo)(adY,,) - - (adY,,, )T = (adTa)(ad,)(adT,,) - - (ad T, )T =

= ad hy(ad7,,) - (ad7y,, )T+ (adT,)(adT,)(adY,,) - - (adT, )T.

Zbog dokazane invarijantnosti m u odnosu na operator ad h, iz gornje jednakosti slijedi korak
indukcije.
Bududi da je Liejeva podalgebra d generirana sa skupom

{To; a € B} U{¥,; o € BYU{ha; o € B}

zakljucujemo da je stvarno potprostor m invarijantan s obzirom na sve operatore iz add. Odatle
slijedi da je @ # g x ¢'. Doista, 0 = g x g’ bi znacilo da je m ideal u g x g’ koji je razlicit od {0},
od g x {0}, 0d {0} x g'iod g x ¢, ato je nemoguce.

Tvrdimo sada da su restrikcije na 0 projekcija g x g’ na prvi faktor g i na drugi faktor g
izomorfizmi Liejevih algebri. Oznacimo te restrikciju sa o i 7. Dakle, o(y,¢') =y i 7(y,vy') = ¢’ za
(y,y') € 0. O¢ito su o i 7 homomorfizmi Liejevih algebri. Nadalje, slika homomorfizma o sadrzi
T, Yo 1 he za svaki a € B, pa je po propoziciji 4.1.2. ¢ epimorfizam. Sasvim analogno, 7 je
epimorfizam 0 na g'. Uo¢imo sada da je

Kero =N ({0} x g') i Kert=20n(g x {0}).

Pretpostavimo da je Kert # {0} x {0}. To znaci da 0 sadrzi neki element oblika (y,0), gdje je
y€giyF#0. No tada 0 sadrzi sve elemente oblika

((ad za,) - - - (ad 24,)y, 0), ag,...,a5s € BU(—B),

pricemu je z, = T 1 2_o = Yo za @ € B. Iz propozicije 4.1.2. slijedi da svi takvi elementi razapinju
ideal u g x {0} razlicit od {0} x {0}, a kako je Liejeva algebra g x {0} prosta taj je ideal nuzno
jednak citavoj algebri g x {0}. Slijedi da je g x {0} C 0. Medutim, u definiciji podalgebre d Liejeve
algebre g i g’ sudjeluju sasvim simetriéno, pa zaklju¢ujemo da je nuzno i {0} x g’ C 9. No to nije
moguce, jer bi to znacilo da je 9 = g x g’. Ova kontradikcija pokazuje da je 7 monomorfizam,
dakle, izomorfizam. Sasvim analogno i ¢ je izomorfizam.
Sada je m = 7 o 07! izomorfizam g na g¢'. Za svaki a € B vrijedi
0(he) = ha, 0(To) = Ta, 7(ha) = R/ (a); T(Ta) = Ty

© ()"
Prema tome,
7(he) = 7(07 (hy)) = 7(he) = hfp(a) i (1) = T(07H(1a)) = 7(Ta) = x;(a).

Dokaz leme 4.1.4.: Mozemo pretpostavljati da je u V' zadan skalarni produkt (- |-) u odnosu
na koji su sve refleksije o0,, a € R, ortogonalne. U skup Q(R) = ZR = spang R svih korijenskih
tezina uvodimo parcijalni uredaj > na sljede¢i nacin:

T =y — y—x €L B.
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Neka je 3 bilo koji maksimalan element od R u odnosu na taj uredaj. Ocito je § € R,. Stavimo

B=> kaa, Ko€Zj.

aEeB

Stavimo By = {a € B; ky > 0} i By ={a € B; k, =0}. Tada je BN By =01 B = B; U By.
Pretpostavimo da je By # (). Po lemi 3.5.1. vrijedi (a|8) < 0 Va € B,. Nadalje, kako je sistem
korijena R ireducibilan, barem jedan a € B nije ortogonalan na Bj. Dakle, (a]|a’) < 0 za neki
o/ € B;. No tada je («|8) < 0. Po korolaru 3.3.4. slijedi o + € R. Medutim, f = a + (i
0 # a + (3, $to je u suprotnosti s izborom korijena (3. Ova kontradikcija pokazuje da je nuzno
By = (), odnosno da je k, > 0 Va € B. Ovaj dokaz pokazuje i da je (a|3) > 0 Va € B, a kako je
B baza vektorskog prostora V, postoji a € B takav da je (8|a) > 0.

Neka je sada (3 € R takoder maksimalan u odnosu na relaciju > . Prethodna razmatranja
primjenjiva su i na 3, pa zaklju¢ujemo da je

3 = Z Na Y, Ne € N,

aeB

Buduéi da je («|f) > 0 Va € B i bududi da postoji a € B takav da je («|3) > 0 zakljuéujemo da
je (0, ) > 0. Po korolaru 3.3.4. slijedi da je § — (# € R. No tada je ili g = ' ili /' = (. Buduéi
da su (i / maksimalni u odnosu na uredaj > u oba sluc¢aja dobivamo da je § = .

Time su dokazane sve tvrdnje leme 4.1.4.

Teorem 4.1.3 ima kao neposrednu posljedicu sljede¢u vezu izmedu automorfizama sistema
korijena i automorfizama poluproste Liejeve algebre:

Teorem 4.1.5. Neka je g poluprosta Liejeva algebra, ) njena maksimalna toralna podalgebra,
R = R(g,b) pripadni sistem korijena i B baza sistema korijena R. Neka je w € Aut(R). Za svaki
a € B izaberimo x4 € go \ {0} @ 2/, € Gu) \ {0}. Tada postoji jedinstven automorfizam

w(a)

Liejeve algebre g takav da je QU(h) = b i da vrijedi

Qz,) = 2!

w(a)

) Q(ha) = hw(a) Va € B.



4.2. ENGELOVE PODALGEBRE 109

4.2 Engelove podalgebre

Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor nad poljem K. Za operator A € L(V') neka
je V. =V,(A)+V.(A) Fittingova dekompozicija prostora V u odnosu na operator A. Dakle, vrijedi:

(a) Vo(A) je unija monotonog niza potprostora Ker A C Ker A2 C Ker A3 C -+
(b) V.(A) je presjek monotonog niza potprostora Im A D ImA? D ImA3 D ---- ..

(¢) Neka je pys € K[T] minimalni polinom operatora A i neka je p € Z, kratnost 0 kao nultocke
od pia, tj. pa = TPy, gdje je v € K[T] i v(0) # 0. Tada je Vo(A) = Ker A? = Imv(A) i
Vi(A) = Im AP = Kerv(A).

(d) Potprostori Vo(A) i Vi(A) su A—invarijantni, restrikcija A|V;(A) je nilpotentan operator
(indeksa p), a restrikcija A|Vi(A) € GL(V.(A)).

(e) Ako je W A—invarijantan potprostor od V takav da je restrikcija A|W nilpotentan operator,
onda je W C V5(A).

(f) Ako je W potprostor od V takav da je AW = W, dakle, ako je W A—invarijantan i
AW € GL(W), onda je W C V,(A).

Pretpostavimo sada da je polje K algebarski zatvoreno, neka je o(A) spektar od A € L(V) i
neka je 0,(A) = o(A) \ {0}. Neka je za A € o(A) pripadni korijenski potprostor za operator A
oznacen sa V) (A). Dakle,

Vi(A) = {v € V; 3k € N takav da je (A — A)*v =0} = Vy(A — \I).

Nadalje, vrijedi

V.(A) = > HA(4).

A€o« (A)

Sve ovo primjenjivo je na kona¢nodimenzionalnu Liejevu algebru g nad K i na operator ad x
za x € g. Dakle, imamo

g = go(adr) + g.(ad x),

a ako je polje K algebarski zatvoreno, onda je i

g«(adz) = Z +ax(ad ).
Ao (adx)

Takoder, ako je b Liejeva podalgebra od g koja je ad z—invarijantna, tj. [z,H] C b, onda je
h =bho(adz) + b.(ad z).

Propozicija 4.2.1. Neka je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra nad poljem K, neka je x € g
i neka su o, f € K. Tada vrijedi

[9a(ad ), gp(ad 2)] C garp(ad ),

Posebno, go(adx) je Liejeva podalgebra od g. Nadalje, ako je o € K, o # 0, svaki element od
go(ad x) je ad—nilpotentan.

Zadatak 4.1. Dokazite propoziciju 4.2.1.
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Uputa: Primijenite formulu iz zadatka 1.12. na algebru A = g i na derivaciju D = ad x.

Liejeva podalgebra od g oblika go(ad x) zove se Engelova podalgebra od g.

Lema 4.2.2. Neka je g Liejeva algebra nad poljem K i pretpostavimo da polje K ima vise od
dim g elemenata. Neka je b Liejeva podalgebra od g i neka je z € b takav da je podalgebra
go(ad z) minimalna u skupu podalgebri {go(ady); y € h}. Pretpostavimo da je h C go(ad z). Tada
je go(adz) C go(adx) Vo €h.

Dokaz: Neka je € h proizvoljno izabran. Kako je go(ad z) podalgebra od g koja sadrzi b,
ona je invarijantna s obzirom na svaki operator oblika

AN) =ad(z+ Mz —2)) = (1 = Nad z + Aad z, AeE K.

Stavimo B(A) = A(M)|go(ad z) i neka je C'(\) linearan operator koji A(A) inducira na kvocijentnom
prostoru g/go(ad z). Neka su Py, Q) € K[T] svojstveni polinomi operatora B()),C()\). Naravno,
tada je produkt P\Q, svojstveni polinom operatora A(\). Stavimo n = dim g i r = dim go(ad 2).
Tada je

Py=T"+iNT 4+ NTHLQ), Q=T+ (N tgnr 1 (VT g0 (N),

gdje su fi(A), ..., fr(A),1(N), ..., gn—r(N) € K. Izaberimo sada bazu u g ¢ijih je prvih r vektora
baza u go(ad z). Promatranjem matrica operatora A(\), B(A) 1 C()\), lako se vidi da su f;(A) i
gj(A) polinomi u varijabli A sa stupnjevima deg f; <iideg g; < j.

Buduéi da je g = go(adz) + g«(adz) i A(0) = adz vidimo da je @y svojstveni polinom
restrikcije (ad z)|g«(ad z). No ta je restrikcija regularan operator pa je g,_.(0) # 0. Posebno,
vidimo da g¢,_, nije nul—polinom. Buduéi da polje K ima vise od n elemenata, i buduci da je
deg g,—» < n—r, mozemo izabrati medusobno razlicite Ay, ..., A\,11 € K takve da je g,_.(Ax) # 0
za k = 1,...,7 + 1. No tada su operatori C(\;), k = 1,...,r + 1, regularni. To su operatori
koje na kvocijentnom prostoru g/go(ad z) induciraju operatori ad (z + Ag(z — z)), pa slijedi da je
go(ad (z+M(z—2))) Cgoladz) zak =1,...,r+1. Zbog pretpostavke da je go(ad z) minimalna u
skupu podalgebri {go(ady); v € h} slijedi da vrijedi jednakost go(ad z) = go(ad (z+ Ap(x — 2))) za
k=1,...,r+ 1. To znaci da su operatori B(\x) = (ad (z + M\p(x — 2)))|go(ad z), k =1,...,r+1,
nilpotentni. Prema tome je P\, = T" za k = 1,...,r + 1. Dakle, fi(A\y) = 0zal < ¢ < ri
1 <k <r+1. No kako je deg f; < i < r, zakljucujemo da su fi,..., f. nul—polinomi. Dakle,
P, =1T" Y\ € K, a to zna¢i da je operator B(\) nilpotentan za svaki A € K. Prema tome, vrijedi
go(adz) C golad (z+ Az —2))) YA € Ki Vz € bh. Sada za A = 1 dobivamo go(ad z) C go(ad z)
Vr €bh.

Propozicija 4.2.3. Neka je g Liejeva algebra i by Liejeva podalgebra koja sadrzi neku Engelovu
podalgebru od g. Tada je Ny(h) = bh. Posebno, za svaku Engelovu podalgebru by vrijedi Ng(h) = b.

Dokaz: Neka je h D go(adx) i pretpostavimo da je h C Ny(h). Operator ad x inducira regu-
laran operator na kvocijentnom prostoru g/go(ad x), dakle, i na kvocijentnom prostoru Ny(h)/b.
Medutim, vrijedi € go(adx) C b, dakle, (adx)Ny(h) = [z, Ng(h)] C b, pa slijedi da operator
ad x inducira nul—operator na kvocijentnom prostoru Ny(h)/h. Ova kontradikcija pokazuje da nije
moguce da bude h C Ny(h), nego mora biti Ny(h) = b.

Cartanova podalgebra Liejeve algebre g je nilpotentna Liejeva podalgebra h od g takva da
je Ny(h) = bh. Primijetimo da nije a priori jasno da postoje Cartanove podalgebre. Medutim, ako
je g poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem karakteristike 0, onda je svaka
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maksimalna toralna podalgebra f Cartanova podalgebra od g. Naime, tada imamo korijenski
rastav
g=>5 + Z 4’9&
a€R(g,h)

i znamo da vrijedi [h, go] = g0 Vo € R(g,h), a odatle slijedi da je Ng(h) = b.

Sljedec¢i teorem pokazuje da Cartanove podalgebre postoje uvijek kad polje K ima vise od
dim g elemenata.

Teorem 4.2.4. Neka je g konacnodimenzionalna Liejeva algebra nad poljem K koje ima vise od
dim g elemenata. Liejeva podalgebra by od g je Cartanova ako i samo ako je b minimalna u skupu
{go(adx); = € g} svih Engelovih podalgebri od g.

Dokaz: Pretpostavimo da je h minimalna u skupu svih Engelovih podalgebri od g. Dakle,
h = go(adz) za neki z € g i ne postoji x € g takav da je go(adz) C h. Prema propoziciji
4.2.3. vrijedi Ny(h) = h. Nadalje, ocito su pretpostavke leme 4.2.2. ispunjene: h = go(ad 2) i b je
minimalna u skupu {go(adz); x € h}. Prema toj lemi vrijedi h C go(adz) Yz € h. Kako je za
svaki x € b restrikcija (ad x)|go(ad x) nilpotentan operator, to je i operator ady x = (ad z)|h nilpo-
tentan za svaki x € h. Sada iz Engelovog teorema 1.2.4. slijedi da je Liejeva algebra b nilpotentna.
Dakle, b je Cartanova podalgebra od g.

Pretpostavimo sada da je h Cartanova podalgebra od g. Buduéi da je Liejeva algebra b nilpo-
tentna, vrijedi h C go(adz) Vx € h. Tvrdimo da postoji z € b takav da je h = go(ad 2).
Pretpostavimo da nije tako, nego da je h C go(adz) Va € h. Neka je z € h takav da je pod-
algebra go(ad z) minimalna u skupu podalgebri {go(adz); * € bh}. Prema lemi 4.2.2. tada je
go(ad z) C go(adx) Va € . To znadi da je za svaki x € b restrikcija (ad z)|go(ad z) nilpotentan
operator. Slijedi da je i operator m(x) induciran sa adx na kvocijentnom prostoru go(ad z)/b
nilpotentan za svaki x € h. Preslikavanje x — m(z) je reprezentacija Liejeve algebre b, pa po
teoremu 1.2.6. postoji vektor u prostoru go(ad z) /b razlicit od nule koji ponistavaju svi operatori
n(z), z € h. Dakle, postoji y € go(ad z) \ h takav da je [h,y] C h. To znaci da je y € Ny(h) i dobili
smo kontradikciju s pretpostavkom da je Ny(h) = b.

Dakle, postoji z € b takav da je h = go(ad z). Prema tome, b je Engelova podalgebra. Treba
jos dokazati da je ona minimalna u skupu svih Engelovih podalgebri od g. Ve¢ znamo da je ona ne
samo minimalna u skupu svih podalgebri {go(ad z); = € h}, nego ¢ak vrijedi h C go(ad x) Vo € b.
Pretpostavimo da je y € g takav da je go(ady) C b. Tada je y € go(ady), dakle i y € . Prema
tome vrijedi i obrnuta inkluzija b C go(ady), dakle, jednakost go(ady) = b.

Korolar 4.2.5. Neka je g poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem karakteri-
stike 0. Podalgebra b od g je Cartanova podalgebra od g ako i samo ako je h maksimalna toralna
podalgebra od g.

Dokaz: Ve¢ smo prije iskaza prethodnog teorema dokazali da je svaka maksimalna toralna
podalgebra od g Cartanova podalgebra od g.

Neka je b proizvoljna Cartanova podalgebra od g. Neka je x € g i neka je x = x4 + x,, njegov
Jordanov rastav. Tada je go(adx,) C go(adz). Doista, za y € go(adx,) vrijedi (adx,)*y = 0 za
neki k € N. Neka je p € N takav da je (ad x,,)? = 0. Buduéi da operatori ad z4 i ad x,, komutiraju,
primjena binomne formule nam daje

ktp

k

(ad z)**Py = (ad xy + ad x,) Py = E ( —‘Fp
J

J=0

> (ad z,) (ad x,) P~y = 0,
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dakle, y € go(ad z). Nadalje, ako je x € g poluprost, onda zbog dijagonalizabilnosti operatora ad x
vrijedi go(ad x) = Cy(x). Prema teoremu 4.2.4. b je minimalna Engelova podalgebra od g, dakle,
oblika go(ad x). Prema prethodnim napomenama imamo tada b = go(ad ;) = Cy(x;s). Medutim,
Cy(xs) sigurno sadrzi neku maksimalnu toralnu podalgebru ' od g. Tada je " Cartanova podal-
gebra, dakle minimalna Engelova podalgebra. Imamo §' C b, a kako je prema teoremu 4.2.4. 1 b
minimalna Engelova podalgebra od g, slijedi ' = h. Dakle, b je maksimalna toralna podalgebra
od g.

Iz dokaza prethodnog korolara neposredno slijedi:

Korolar 4.2.6. Svaka Cartanova podalgebra poluproste Liejeve algebre g nad algebarski zatvorenim
poljem karakteristike 0 je oblika Cy(x) za neki poluprost element x € g.

Za poluprost element x poluproste Liejeve algebre g takav da je Cy(x) Cartanova podalgebra
od g kazemo da je regularan poluprost.

Zadatak 4.2. Neka je x poluprost element poluproste Liejeve algebre g nad algebarski zatvorenim
poljem karakteristike 0. Dokazite da je x regularan ako i samo ako je x sadrZan uw tocno jednoj
Cartanovoj podalgebri od g.

Zadatak 4.3. Neka je V n—dimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem K
karakteristike 0.

(a) Dokazite da je poluprost element x Liejeve algebre sl(n, K) regularan ako i samo ako x ima
n medusobno razlicitih svojstvenih vrijednosti.

(b) Neka je n = dim V paran broj. Pronadite jedan regularan poluprost element Liejeve algebre

sp(V).

(¢) Pronadite (i za parnu i za neparnu dimenziju n) jedan regularan poluprost element Liejeve
algebre o(V).

Zadatak 4.4. Neka je g poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem karakteristike
0 i neka je h Engelova podalgebra od g koja je rjesiva. DokaZite da je tada by Cartanova podalgebra
od g.

Uputa: Dokazite da je rjesiva Engelova podalgebra nuzno nilpotentna, a zatim Kkoristite
propoziciju 4.2.3.

Propozicija 4.2.7. Neka je o : g — g’ epimorfizam Liejevih algebri. Ako je b Cartanova podal-
gebra od g onda je p(h) Cartanova podalgebra od g'.

Dokaz: Slika ¢(h) Liejeve algebre h je izomorfna kvocijentnoj algebri od b pa je prema tvrdnji
(a) propozicije 1.2.3. Liejeva algebra ¢(h) nilpotentna. Stavimo a = Ker . Neka je 2’ € Ny(bh') i
neka je x € g takav da je 2’ = ¢(x). Tada imamo

[0S = p(x),eb)] Ceb) = o(z,b]) Seb) [z.b<h+a

Odatle slijedi [z, h+a] C h+ajer je aideal u g, dakle, z € Ny(h+a). Medutim, Liejeva podalgebra
h+a od g sadrzi Cartanovu podalgebru b od g, a ona je prema teoremu 4.2.4. minimalna Engelova
podalgebra od g. Prema propoziciji 4.2.3. vrijedi Ny(h + a) = h + a. Dakle, x € h + a, pa slijedi
' = p(x) € p(h+a) = ¢(h) = . Time je dokazano da je Ny (h') = b'. Dakle, ' je Cartanova
podalgebra od g'.
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Zadatak 4.5. Neka je b Cartanova podalgebra Liejeve algebre g. DokaZite da je b maksimalna
nilpotentna podalgebra od g, tj. da ne postoji nilpotentna podalgebra € 2 b. Protuprimjerom
pokazite da obrat ne vrijedi, tj. da je moguce da maksimalna nilpotentna podalgebra neke Liejeve
algebre g nije Cartanova podalgebra od g.

Uputa: Protuprimjeri postoje ve¢ u Liejevoj algebri s((2, K).

Propozicija 4.2.8. Neka je p : g — ¢ epimorfizam Liejevih algebri i neka je ' Cartanova pod-
algebra od ¢'. Tada je svaka Cartanova podalgebra Liejeve algebre € = p=1(b') ujedno Cartanova
podalgebra od g.

Dokaz: Neka je fh Cartanova podalgebra Liejeve algebre €. Tada je h nilpotentna Liejeva
algebra i Ne(h) = bh. Prema propoziciji 4.2.7. () je Cartanova podalgebra Liejeve algebre
©(€) = b’. Kako je Liejeva algebra b’ nilpotentna, iz zadatka 4.5. slijedi da je ¢(h) = b’. Ako je
x € Ny(h), tada je

p(x) € Ny(p(h)) = Ny(b') =1,
pa slijedi € ¢ 1(§’) = &, dakle, x € N¢(h) = b. Time je dokazano da je Ny(h) = b, odnosno, b je
Cartanova podalgebra od g.
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4.3 Borelove podalgebre

Borelova podalgebra Licjeve algebre g je maksimalna rjesiva Liejeva podalgebra b od g. To
znaci da ne postoji rjesiva podalgebra ¢ od g takva da je b Cci b # c.

Propozicija 4.3.1. Ako je b Borelova podalgebra Liejeve algebre g, onda je Ng(b) = b.

Dokaz: Neka je z € Ny(b). Tada je ¢ = b+ Kz Liejeva podalgebra od g koja sadrzi b. Nadalje,
ocito je [c, ¢] C b, pa slijedi da je ¢ rjesiva. Dakle, ¢ = b, tj. = € b.

Propozicija 4.3.2. Neka je g Liejeva algebra, R(g) njen radikal i 7 : g — g/R(g) kvocijentni
epimorfizam. Tada je ¢ — 7w (c) bijekcija sa skupa svih Borelovih podalgebri od g/R(g) na skup
svih Borelovih podalgebri od g. Inverzno preslikavanje je b — b/R(g).

Dokaz: Pretpostavimo da je ¢ Borelova podalgebra od g/R(g). Stavimo
b=n""c)={z g n(x)€c}

Tada je R(g) C b i kvocijentna algebra b/R(g) je izomorfna sa ¢, dakle, rjesiva je. Kako jei R(g)
rjesiva Liejeva algebra, prema tvrdnji (b) propozicije 1.2.1. Liejeva algebra b je rjesiva. Dokazimo
da je b maksimalna rjesiva podalgebra od g. Pretpostavimo da je ? rjesiva podalgebra od g koja
sadrzi b. Tada 0 sadrzi R(g) i kvocijentna algebra 9/ R(g) je po tvrdnji (a) propoziciji 1.2.1. rjesiva.
Nadalje, 9/R(g) = 7(0) 2 7(b) = ¢, a kako je ¢ Borelova, slijedi 0/R(g) = ¢, dakle,

2 =7110/R(g)) = 7 (c) = b.

Prema tome, b = 77!(¢c) je Borelova podalgebra od g.

Pretpostavimo sada da je b Borelova podalgebra od g. Tada za Liejevu podalgebru @ = b+ R(g)
od g vrijedi 9/R(g) ~ b/(bNR(g)), a to je po tvrdnji (a) propozicije 1.2.1. rjesiva Liejeva algebra.
Kako je i ideal R(g) rjesiva Liejeva algebra, po tvrdnji (b) iste propozicije slijedi da je Liejeva
algebra 0 rjesiva. Kako 9 sadrzi Borelovu podalgebru b, slijedi @ = b, odnosno, R(g) C b. Sada je
b=n"1(b/R(g)), a odatle slijede ostale tvrdnje.

Dakle, Borelove podalgebre bit ¢e u potpunosti opisane, ako znamo opisati Borelove podalgebre
poluproste Liejeve algebre.

Propozicija 4.3.3. Neka je g poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem K
karakteristike 0, neka je b njena Cartanova (dakle, maksimalna toralna) podalgebra, R = R(g,b)
pripadni sistem korijena, B baza sistema korijena R i Ry = R, (B) pripadni skup pozitivnih
korijena. Stavimo

n(B)=> +g. i b(B)=b+n(B)

Tada je n(B) nilpotentna podalgebra od g, vrijedi [6(B), b(B)] = n(B) i b(B) je Borelova podalgebra
od g.

Dokaz: Prema propoziciji 2.1.2. vrijedi [ga, 93] € ga+p za sve a, € R. Nadalje, ako su
a,f€ER ia+ € R, onda je a+ 3 € Ry. To pokazuje da je n(B) Liejeva podalgebra od g.
Prisjetimo se sada pojma wisine korijena u odnosu na bazu B. Svaki o € R, ima ovakav prikaz
u bazi B :
a:ZCW% cy € Ly

yeEB
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Tada je visina htga korijena a u odnosu na bazu B definirana sa

htpa = Z Cy.

YeB

Tada je htp preslikavanje sa R, u N i o¢ito je htg(a+ ) = hpa + htp( ako su o, f,a+ 3 € R..
Neka je k = max {htga; a € R,}. lako nam to u ovom dokazu nije bitno, napominjemo da iz
leme 3.5.4. slijedi da je htg(Ry) = {1,..., k}. Definiramo sada

nj: Z ‘i‘gom ]GN

a€R, htpa>j
Tada su n; ideali u n(B) i vrijedi
nB)=n 2Ony D - 2D, Dngyq = {0}

Nadalje, [n(B),n;] C n;;1. Prema tome, Licjeva podalgebra n(B) je nilpotentna.
Napokon, po definiciji g, vrijedi [, g.] = 8o Ya € R. Stoga je [h,n(B)] = n(B). Kako je
10,5] = {0} 1 [n(B), n(B)] € n(B), nalasimo

[0(B),b(B)] = [b,h] + [b,n(B)] + [n(B), n(B)] = n(B).

Kako je Liejeva algebra n(B) nilpotentna, prema zadatku 1.13. Liejeva algebra b(B) je rjesiva.

Treba jos dokazati da je b(B) Borelova, tj. da je maksimalna u skupu svih rjesivih podalgebri od
g. Neka je ¢ Liejeva podalgebra od g koja sadrzi b(B). Tada je potprostor £ od g ad h—invarijantan.
Stoga, ako pretpostavimo da je € # b(B), podalgebra ¢ sadrzi g, za neki korijen o € R_. Buduci
da € sadrzi g_, C b(B), a takoder i [ga, 9-a] C b C b(B), zaklju¢ujemo da ¢ sadrzi podalgebru
koju smo u tvrdnji (g) propozicije 2.1.5. oznadcili sa s,. Ta je Liejeva algebra izomorfna sa s((2, K),
dakle, prosta. Prema tvrdnji (a) propozicije 1.2.1. Liejeva algebra £ ne moze biti rjesiva. Time je
dokazano da je b(B) Borelova podalgebra od g.

Ako je h Cartanova podalgebra od g, podalgebre oblika b(B) za neku bazu B sistema korijena
R(g,b) zovu se standardne Borelove podalgebre u odnosu na §. Vidjet ¢emo da je svaka
Borelova podalgebra b poluproste Liejeve algebre g nad algebarski zatvorenim poljem karakteris-
tike 0 standardna Borelova podalgebra od g, tj. da postoji Cartanova podalgebra h od g i baza
B sistema korijena R = R(g, h) takvi da je b = b(B).

Trebat ¢e nam sljedeca ¢injenica o Borelovim podalgebrama poluproste Liejeve algebre:

Propozicija 4.3.4. Neka je b Borelova podalgebra poluproste Liejeve algebre g nad algebarski
zatvorenim poljem K karakteristike 0. Za svaki v € b vrijedi xs € b 7z, € b.

Dokaz: Prema teoremu 1.5.5. adzs i adx, su poluprosti i nilpotentni dio operatora ad x.
Prema tvrdnji (c¢) teorema 1.2.14. o Jordan—Chevalleyevom rastavu iz (adx)(b) C b slijedi
(adxs)(b) C b1i (adz,)(b) C b. To znaci da je [zs,b] C b i [z,,b] C b, odnosno, z,x, € Ny(b).
Po propoziciji 4.3.1. to znaci da su x4, z, € b.
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4.4 Teoremi konjugiranosti

U ovom odjeljku g je Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem K karak-
teristike 0. Sa Aut(g) oznacavamo grupu svih automorfizama Liejeve algebre g. Ako je z € g
ad—nilpotentan element, tj. ako je operator adx : g — g nilpotentan, onda je dobro definiran
operator ¢ : g — g na sljedeéi nac¢in

1
T — Z E(adx)k.

kEZy
Naravno, zbog nilpotentnosti je gornja suma konacna.
Zadatak 4.6. Neka je x € g ad—mnilpotentan element. DokaZite:
(a) e € Aut(g).

(b) Ako je i y € g ad—nilpotentan i [x,y] = 0, onda je i x + y ad—nilpotentan i vrijedi
eadzeady — ead(z-‘,—y).

(¢) Inverzni operator od ™% je e=21%,

Podgrupa od Aut(g) generirana skupom
{e"*. x € g ad— nilpotentan}

oznacava se sa Int(g), a elementi od Int(g), dakle, automorfizmi oblika

eadz1 . ead:):k

, Z1,...,2; €@ ad— nilpotentni,
zovu se unutarnji automorfizmi Liejeve algebre g.

U ovom nam je odjeljku cilj da dokazemo da su bilo koje dvije Cartanove podalgebre i b’
Int(g)—konjugirane, tj. da postoji ¢ € Int(g) takav da je p(h) = b’. Dokaz ée u vise navrata
koristiti indukciju po dimenziji, a trebat ¢e usput dokazati i da su svake dvije Borelove podalgebre
Int(g)—konjugirane. Zbog induktivnih dijelova dokaza bit ¢e nam nemoguce koristiti grupu Int(g)
zbog sljede¢e mogucénosti koja se stvarno dogada: ako je g, Liejeva podalgebra od g i ako je element
x € g1 adg, —nilpotentan, pa je e*e1® € Int(g;), on ne mora biti ady—nilpotentan pa ne mora
biti definiran e ®. Stoga je vrlo nejasna veza izmedu Int(g;) i Int(g). Slicno je i u slucaju
kvocijentnih Liejevih algebri. Zbog tih problema lakse ¢e nam biti dokazati jacu tvrdnju da su
svake dvije Cartanove podalgebre (i svake dvije Borelove podalgebre) £(g)—konjugirane, gdje je
E(g) podgrupa od Int(g) definirana tako da je jasnija veza tih grupa u slucaju Liejeve podalgebre
ili kvocijentne Liejeve algebre, pa ¢e biti mogudéi dokazi indukcijom po dimenziji.

Prijedimo sada na definiciju grupe £(g). Za element x € g kazemo da je striktno ad—nil-
potentan, ako postoji y € g i neka svojstvena vrijednost A # 0 operatora ady takvi da je
x € galady), tj. da postoji neki k € N takav da je (M — ady)*z = 0. Prema propoziciji
4.2.1. znamo da je svaki striktno ad—nilpotentan element ujedno i ad—nilpotentan. Ozna¢imo sa
N (g) skup svih striktno ad—nilpotentnih elemenata od g. Sa £(g) oznacavamo podgrupu od Int(g)
generiranu svim automorfizmima oblika e?* z € N (g). Pokazat ¢e se da u sluéaju poluproste
Liejeve algebre g vrijedi £(g) = Int(g), ali to nije tako za opéu Liejevu algebru.

Zadatak 4.7. Dokazite da su Int(g) i £(g) normalne podgrupe od Aut(g).

Zadatak 4.8. Neka je t Liejeva podalgebra od g. Dokazite da je N (€) C N (g).
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Ako je t Liejeva podalgebra od g, onda definiramo &(g; £) kao podgrupu od £(g) generiranu sa
svim automorfizmima oblika e z € N(€).

Zadatak 4.9. Ako je t Liejeva podalgebra od g, dokazite da je E(8) = {w|t; w € E(g;¢)}.

Zadatak 4.10. Neka je ¢ : g — @' epimorfizam Liejevih algebri. DokaZite da tada za svakiy € g
i svaki A € K vrijedi o(gr(adyy)) = gh(ady ©(y)). Lzvedite odatle da je p(N(g)) = N (g').

Propozicija 4.4.1. Neka je ¢ : g — ¢ epimorfizam Liejevih algebri. Tada za svaki ' € E(g')
postoji w € E(g) takav da je w' o = pow, tj. da sljedeéi dijagram komutira:

¥ /
g g
w W'
g g
2
Dokaz: Tvrdnju je dovoljno dokazati u slucaju o’ = e * za 2’ € ¢. Prema zadatku

4.10. tada postoji x € g takav da je 2’ = ¢(x). Za proizvoljan y € g tada imamo za neki k € N :

(poe?) ) = (ol + gyl gl 4yl ool 1) =

1 1

=)+l o)) + 5[ [ o] + -+ 5

/ .o .
adgr @ yrijedi @ ow = w' 0 .

Dakle, za ' = e

Neka je sada b Cartanova podalgebra poluproste Liejeve algebre g i neka je R = R(g,b)
pripadni sistem korijena. Tada svaka refleksija o,, a € R, djeluje na h* a po dualnosti i na b.
Prema teoremu 4.1.5. taj se automorfizam Liejeve algebre fh moze prosiriti do automorfizma od
g. Sada ¢emo jedno takvo prosirenje eksplicitno napisati. Izaberimo x, € g, 1 Yo € g_ tako da
bude [T, Ya] = he. Tada su 24,9, € N(g), pa je

T, = eadzaefadyaeadza c 8(9)

Promatrajmo djelovanje automorfizma 7, na b. Prije svega, imamo rastav h = Ker a+ Kh,. Ako
je h € Kera, tj. a(h) =0, onda je [z4,h] = [ya, h] = 0, dakle, (adx,)h = (adys)h = 0. Prema
tome, vrijedi

To(h) = h = 04(h) Vh € Ker a. (4.4)

Promatrajmo sada djelovanje automorfizma 7, na h,. Imamo
(ad 2o)he = [Ta, ha] = —(ho)Ta = =274 i (ad24)*he = 0.

Prema tome,
e = hy + (ad 24)he = ha — 224.

Nadalje,
(adya)ha - [yom ha] = Qyom (adya)2ha = Oa
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(adya)xa = _haa (adya)2xoc = _ana (adya)?’xoc - 07

pa imamo
e ¥y = o — (ad Ya)ha = ha — 2y
1 1
e*adyaxa =To — (ad ya>l'a + i(ad ya)Qxa =ZTo + ha = Ya-
Dakle,
efadyaeadzaha — e*adyaha —_ Qe*adyaxa = hy — 2ya — 2z, — 2hq + 2ya = —hq — 2%4.

Napokon, kako je (ad x,)r, = 0 imamo e* %z, = x,, dakle,
Talh) = —€™%hy — 2% g = —hy + 204 — 204 = —hy = 04(ha) (4.5)

Jednakosti (4.4) i (4.5) pokazuju da je 7,(h) = h i 7,|h = 04.
Bududi da refleksije o, generiraju Weylovu grupu W (R), iz dokazanog neposredno slijedi:

Teorem 4.4.2. Neka je g poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem K karak-
teristike 0, neka je b njena Cartanova podalgebra, neka je R = R(g,h) pripadni sistem korijena i
W (R) njegova Weylova grupa ¢ije se djelovanje po dualnosti prenosi sa h* naly. Za svakioc € W(R)
postoji T € £(g) takav da je T(h) =bh i T|h = 0.

Korolar 4.4.3. Uz pretpostavke i oznake teorema 4.4.2. neka su B i B’ baze sistema korijena
R. Tada su standardne Borelove podalgebre b(B) i b(B') £(g)—konjugirane. Preciznije, postoji
T € E(g) takav da je T(h) =b i 7(b(B)) = b(B').

4.4.1 Konjugiranost Cartanovih podalgebri rjesive Liejeve algebre

Teorem 4.4.4. Neka je g rjesiva Liejeva algebra i neka su by i by Cartanove podalgebre od g.
Tada postoji w € E(g) takav da je w(hy) = bha.

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po dim g. Tvrdnja je trivijalna ako je Liejeva algebra g
nilpotentna, jer tada je h; = g = ho. Odatle slijedi i baza indukcije, jer ako je dim g = 1, onda je
g komutativna, dakle, nilpotentna.

Pretpostavimo sada da je g rjesiva Liejeva algebra, koja nije nilpotentna i pretpostavimo da
je tvrdnja teorema dokazana za sve rjeSive Liejeve algebre dimenzije manje od dim g. Buduéi da
je Liejeva algebra rjesiva, ona ima komutativne ideale: npr. posljednji ideal g*) u izvedenom nizu
koji je razlicit od {0}, tj. g® # {0}, g1 = [g(®) g®)] = {0}. Neka je a # {0} komutativni ideal
u g najmanje dimenzije. Stavimo g’ = g/a i neka je ¢ : g — ¢’ kvocijentni epimorfizam. Prema
propoziciji 4.2.7. tada su b} = p(h1) i by = p(h2) Cartanove podalgebre od g'. Po pretpostavci
indukcije postoji w' € £(g’) takav da je by, = w’'(h}). Prema lemi 4.4.1. postoji w € £(g) takav da

/

je w' o = pow. Stavimo & = ¢ 1(h]) 1 & = p1(h)).
Zadatak 4.11. Dokazite da je w(t)) = &,.

Stoga su by i w(hy) Cartanove podalgebre Liejeve algebre €. Ako je &5 # g, po pretpostavci
indukcije postoji 7" € £(¢y) takav da je 7'(w(h;)) = ho. Prema zadatku 4.9. postoji 7 € £(g; &)
takav da je 7/ = 7]t;. Tada slijedi (7 o w)(h1) = bo, a kako je E(g;€) C E(g), imamo 7o w € £(g).
Prema tome, u slucaju €, # g dokaz koraka indukcije je proveden.

Pretpostavimo sada da je ¢, = g. Kako je w(¥;) = & = g, tada je i &, = g. To znadi da je
g="b+aig=hy+a Uovom slucaju treba eksplicitno konstruirati automorfizam iz £(g) koji
preslikava by na bs.
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Prema teoremu 4.2.4. Cartanova podalgebra b je oblika go(ad x) za neki = € g. Bududi da je
a ideal u g, on je invarijantan s obzirom na operator ad x. Prema tome, vrijedi

a=ap(adz)+ a.(adx). (4.6)

Medutim, kako je g = h; + a, oba sumanda u rastavu (4.6) su invarijantna u odnosu na ad g, tj.
oba su ideali u g. Zbog minimalnosti dimenzije od a slijedi da je ili a = ap(ad x) i a,(adx) = {0},
ili je a = a.(adx) i ap(adz) = {0}. Prva moguénost otpada, jer bi ona imala za posljedicu da je
a C by, dakle, g = by, a to je nemoguce jer smo pretpostavili da Liejeva algebra g nije nilpotentna.
Dakle, vrijedi a = a.(ad z), a tada je ocito a = g.(ad z).

Kako je g = by + a, mozemo pisati x = y + 2, y € ba, 2z € a = g.(adx). Kako je restrikcija
(adz)|a = (adx)|g.(ad x) regularan operator, postoji w € a takav da je z = (adx)w = [z,w].
Ideal a je komutativan, pa vrijedi (ad w)? = 0. Stavimo w = e** = I; + ad w. Sada imamo

Wy — gt lw,x) =z —2=y.

w(z)=-e
Odatle slijedi da je i h = go(ady) Cartanova podalgebra od g. Kako je y € b, vrijedi h D bs, a
kako su i h i hy Cartanove podalgebre od g, dakle, minimalne Engelove podalgebre od g, imamo
jednakost h = hy. Buduéi da je w(x) = y, nalazimo

w(h1) = wlgo(adz)) = go(adw(z)) = go(ady) = b = hy.

Treba jos samo primijetiti da je w € £(g). Doista, kako je w € a = g.(ad z), postoje svojstvene
vrijednosti A1, ..., Ay operatora ad x razlicite od nule i w; € gy,(adz) za i = 1,...,s takvi da je
w=wy + -+ ws. Tada su svi w; € a, a kako je a komutativan ideal, slijedi

w =¥ = W o... oMW c £(g).

4.4.2 Konjugiranost Borelovih podalgebri

Teorem 4.4.5. Neka su by i by Borelove podalgebre Liejeve algebre g. Tada postojiw € E(g) takav
da je w(by) = bo.

Dokaz ovog teorema je vrlo slozen. Provest ¢emo ga indukcijom po dim g. Baza indukcije
dim g = 1 je trivijalna. Stovise, tvrdnja je trivijalna ako je g rjesiva Liejeva algebra, jer tada je
b; = g = by. Pretpostavimo da je g Liejeva algebra koja nije rjesiva i pretpostavimo da je teorem
dokazan za Liejeve algebre dimenzije manje od dim g.

Pretpostavimo najprije da Liejeva algebra g nije poluprosta, tj. da je njen radikal R(g) # {0}.
Stavimo g’ = g/R(g) i neka je m : g — g’ kvocijentni epimorfizam. Prema propoziciji 4.3.2. tada je
¢ — 7 1(¢) bijekcija sa skupa svih Borelovih podalgebri od g’ na skup svih Borelovih podalgebri od
g, a inverzno preslikavanje je b — m(b) = b/R(g). Prema tome, ¢; = m(b;) i ¢ = 7(bs) su Borelove
podalgebre od g’ i vrijedi by = 771(¢;) i by = 77 !(c2). Kako je R(g) # {0}, to je dim g’ < dim g,
pa po pretpostavci indukceije postoji w’ € £(g') takav da je w’(c;) = co. Prema lemi 4.4.1. postoji
w € E(g) takav da je w' o m = 7 o w. Tada slijedi

m(w(b)) = w'(7(b1)) = w'(c1) = ¢2 = 7(b2).

Imamo R(g) C by i R(g) C by. Kako je R(g) ideal, vrijedi w(R(g)) = R(g), dakle, R(g) C w(by).
Stoga iz jednakosti w(w(by)) = m(bs) slijedi jednakost w(b;) = by. Time je dokaz koraka indukcije
proveden ako Liejeva algebra g nije poluprosta.
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Pretpostavimo sada da je Liejeva algebra g poluprosta. Nadalje, u dokazu koraka indukcije
mozemo pretpostavljati da je jedna od dvije Borelove algebre, npr. by, standardna u odnosu na
neku Cartanovu (=maksimalnu toralnu) podalgebru h od g i u odnosu na neku bazu B sistema
korijena R = R(g, h). Doista, ako su Borelove podalgebre b; i by £(g)—konjugirane istoj standar-
dnoj Borelovoj podalgebri b(B), onda su by i by i medusobno &(g)—konjugirane.

U dokazu &£(g)—konjugiranosti by i by koristit ¢emo silaznu indukciju po dim (b; N by). Baza
indukcije je trivijalna, jer ako je by N by = by ili by N by = by tada je by = by, pa se nema Sto
dokazivati. Za dokaz koraka indukcije pretpostavljamo da je by Nby C by i by N by C bo.

(1) Prvo pretpostavimo da je by N by # {0}. Oznacimo sa n skup svih nilpotentnih elemenata
od g sadrzanih u by N by :

n = {x € by Nby; adyz je nilpotentan operator}.

Po pretpostavci je b; standardna Borelova podalgebra od g, tj. postoje Cartanova podalgebra b
od g i baza B sistema korijena R = R(g,b) takvi da je

bi=b(B)=bh+n(B), nB)= > +ga.
)

aER4 (B

Tada je n(B) skup svih nilpotentnih elemenata od g sadrzanih u b;. Prema tome je n = n(B) N bs.
Time je dokazano da je n potprostor od b; N by. Dokazimo da je n ideal u Liejevoj algebri by N b.
Doista, neka su x € by Nby i y € n. Tada je

ady [x,y] = [ady z, ady y] € [ady(by N b)), adg(by N by)].

Liejeva algebra by N by je rjesiva, pa je i Liejeva podalgebra ady(b; N by) Liejeve algebre gl(g)
rjeSiva. Po Liejevom teoremu 1.2.10. ta Liejeva algebra stabilizira neku zastavu u g, tj. postoji
baza od g u kojoj svi operatori ady z, 2 € by N by, imaju gornje trokutaste matrice. No tada su
svi njihovi komutatori nilpotentni. Prema tome je adg [x,y] nilpotentan operator, tj. [z,y] € n.
Time je dokazano da je n ideal u Liejevoj algebri by N bs.

Imamo dvije moguénosti:

(1a) n # {0}. Stavimo tada & = Ny(n). Bududi da n nije ideal u g, jer po tvrdnji (a) propozicije
1.3.2. svaki je ideal poluproste Liejeve algebre i sam poluprosta Liejeva algebra, vrijedi € # g.

Promatrajmo sada reprezentaciju m od n koju na kvocijentnom prostoru by /(b; N by) inducira
restrikcija adp, |n adjungirane reprezentacije Liejeve algebre by :

m(2)(y + b1 N bz) = [x,y] + by N by, remn, yeb.

Tada je svaki operator m(x), z € n, nilpotentan, pa po teoremu 1.2.6. postoji vektor u prostoru
b1/(b1 Nby) razli¢it od nule koji ponistavaju svi operatori m(x), = € n. Dakle, postoji y € b; takav
day ¢ byNbyidaje[r,y] € by Nby VY € n. No tada je [z,y] € [b1,b1], pa kao i malo prije
zakljuéujemo da je [x, y] nilpotentan element od g za svaki x € n. To znaéi da je [x,y] € n Vo € n.
Prema tome, vrijedi y € Ny, (n) = by N€. Bududi da y ¢ by Nby, dokazali smo da je byNby C by NE.
Sasvim analogno, promatranjem reprezentacije n na kvocijentnom prostoru by /(b; Nby), dokazuje
seidajeb;Nby CbyNEt

b; N€ibyNEsurjesive podalgebre Liejeve algebre €. Neka su ¢; i ¢co Borelove podalgebre od £
koje ih sadrze. Imamo tada

{O}#ngblﬂbggblﬂégclgégg

{0}7&n§blﬂb2§b2ﬂ€§c2gﬁgg.
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Kako je & C g, po pretpostavci indukcije (i po zadatku 4.9.) postoji o € E(g;€) C E(g) takav da
je o(c1) = co. Neka je sada by Borelova podalgebra od g koja sadrzi rjesivu podalgebru ¢ = o(cy).
Tada je

blﬂbggblﬂCQleﬂbg

pa po drugoj indukciji (silaznoj po dim (b; Nby)) postoji 7 € E£(g) takav da je 7(bs) = b;. No tada
je
(Too)(cr) = 7(c2) € 7(b3) = by,

a odatle
byN(to0o)(by) D (toa)(ci)N(To0)(by) = (To0c)(c1Nby) D (Too)(ENby) D (To0)(by Nby).

Dakle, dim by N (7 0 0)(by) > dim by N by. Primijenimo li ponovo pretpostavku druge indukcije,
slijedi da postoji p € £(g) takav da je (poToc)(bs) = by. Time je dokaz koraka indukcije proveden
u slucaju kad je n # {0}.

(1b) n = {0}, tj. presjek by N by ne sadrzi nijedan nilpotentan element od g razli¢it od
nule. Prema propoziciji 4.3.4. ako je x € b; N by onda su i zs, x, € by N by. Po pretpostavci je
x, = 0, dakle, x = z, Vo € by N by. Drugim rijecima, presjek t = b; N by je toralna podalgebra
od g. Iskoristimo sada pretpostavku da je b; standardna Borelova podalgebra od g, tj. da je
by = b(B) = b + n(B) za neku Cartanovu podalgebru h od g i neku bazu B sistema korijena
R = R(g,b). Prema propoziciji 4.3.3. tada je [by,b;] = n(B). Kako je t N n(B) = {0}, slijedi
Np, (t) = Cp, (t). Neka je ¢ Cartanova podalgebra Liejeve algebre Cy, (t). Tada je ¢ nilpotentna i
vrijedi t C Ng, (y(c) = ¢. Tada jei Ne, (¢) = ¢, dakle, ¢ je Cartanova podalgebra od by koja sadrzi
t. Prema teoremu 4.4.4. postoji 0 € £(g; b1) C £(g) takav da je o(c) = h. Kako je o € E(g; b1),
vrijedi o(by) = b;. Stoga je by Na(by) = a(by) No(by) = o(by N by), a vrijedi 1 o(t) C o(c) = b.
Prema tome, zamijenimo li by sa o(bs) vidimo da mozemo pretpostavljati da je t C b.

Pretpostavimo najprije da je t = h. O¢ito je by D b, prema tome, postoji « € R_(B) takav da
je ga C by. Prema teoremu 4.4.2. refleksija o, na b produljuje se do automorfizma 7, € £(g). Tada
je nuzno 7,(g3) = go.p V0 € R. Posebno je 7,(ga) = g—o C b(B). Odatle slijedi da za Borelovu
podalgebru bz = 7,(bs) vrijedi

b1ﬂ632b+g_a2b:blﬂb2.

Primjena pretpostavke silazne indukcije daje da postoji 7 € £(g) takav da je 7(bs) = by. To znaci
da je (1 o7,)(b2) = by, pa je i u ovom slu¢aju proveden dokaz koraka prve indukcije.

Pretpostavimo sada da je t C h. Tada ili by centralizira t ili ne.

Ako je by C Cy(t), moéi ¢emo primijeniti pretpostavku prve indukcije jer je Cy(t) C g; naime,
inace bi bilo t C Cy(g) = Z(g) = {0}, a to nije jer je po pretpostavci t = by N by # {0}. Kako je
h C Cy(t), postoji Borelova podalgebra bs od Cy(t) koja sadrzi h. Primjena spomenute pret-
postavke indukcije daje nam da postoji o € E(g; Cy(t)) C E(g) takav da je o(by) = bs. No tada je
ujedno b3 Borelova podalgebra od g i ona sadrzi h. Stoga je by Nbs O h D t = by N by, pa pret-
postavka druge indukcije daje da postoji 7 € £(g) takav da je 7(b3) = by. Dakle, (Too)(by) = by,
pa je i u ovom slucaju dokazan korak prve indukcije.

Ostaje nam druga mogucnost, tj. da by ne centralizira t, odnosno, by Z Cy(t). Tada postoji
simultani svojstveni vektor z € by, x # 0, za sve operatore iz adt. O¢ito postoje t € ti A € Q
takvi da je A > 01 [¢, 2] = Az. Stavimo

R = {Oé S R; Oé(t) € @7 C“(t) > 0}7 5= b _i_n(RJr)a n(RJr) = Z ‘i‘ga-
a€ERT

Tada je ocito s Liejeva podalgebra od g. Nadalje, vrijedi [h, n(RT)] = n(R"), dakle, [s,s] = n(R™).
Medutim, Liejeva algebra n(R") je nilpotentna. Dokaz te ¢injenice je sasvim analogan dokazu
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tvrdnje iz propozicije 4.3.3. da je Liejeva algebra n(B) nilpotentna, samo se sada umjesto htga
za o € Ry (B) koristi a(t) za « € R*. Prema zadatku 1.13. slijedi da je Liejeva algebra s rjesiva.
Neka je bs Borelova podalgebra od g koja sadrzi s. Sada imamo

bgﬂszt—i—KI‘Qthlﬂbg — dim(bgﬂbz)>dim(blﬂbz).
Slicno imamo
bgﬂblghgt:blﬂbz — dim(bgﬂbl)>dim(blﬂbz).

Stoga po pretpostavei druge (silazne) indukcije slijedi da postoji o € £(g) takav da je o(by) = bs.
No tada je bz standardna Borelova podalgebra od g u odnosu na Cartanovu podalgebru o(h). Sada
je pretpostavka druge (silazne) indukcije primjenjiva i na Borelove podalgebre by i bs, pa postoji
7 € E(g) takav da je 7(b3) = by. Sada je (7 00)(by) = by i time je i u ovom slucaju proveden
dokaz koraka prve indukcije.

(2) Ostaje nam slucaj by Nby = {0}. Tada je dim g > dim by 4+ dim bsy. Buduéi da je Borelova
podalgebra b; standardna, znamo da je

1 1 1 1
ﬁnm:dmb+§m®ﬁN=§@&m6+WQMM>QMmHHﬂM&wbziﬁmg

Slijedi
1
dim by < 7 dim g. (4.7)

Neka je t maksimalna u skupu svih toralnih podalgebri od g sadrzanih u by. Pretpostavimo da
je t = {0}. To znaci da se by sastoji od nilpotentnih elemenata, dakle, po Engelovom teoremu
1.2.4. Liejeva algebra by je nilpotentna. S druge strane, prema propoziciji 4.3.1. je Ny(bs) = bo.
No to znaci da je by Cartanova podalgebra od g, a to je nemoguce jer je po korolaru 4.2.5. svaka
Cartanova podalgebra od g maksimalna toralna. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka
t = {0} pogresna, odnosno, nuzno je t # {0}. Neka je sada h’ Cartanova podalgebra od g koja
sadrzi t. Neka je B’ bilo koja baza sistema korijena R’ = R(g,b’). Tada je bo N b(B’) D t # {0}.
Po prvom dijelu dokaza tada je by £(g)—konjugirana standardnoj Borelovoj podalgebri b(B’), a
odatle je kao i malo prije

1 1
dim by = dim b(B’) = dim b’ + §|R(g, h)| > 3 dim g.

No to je u suprotnosti s nejednakoséu (4.7). Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka
b; N by = {0} nemoguéa. Time je teorem u potpunosti dokazan.

4.4.3 Konjugiranost Cartanovih podalgebri opcée Liejeve algebre

Teorem 4.4.6. Neka su by i by Cartanove podalgebre Liejeve algebre g. Tada postoji w € E(g)
takav da je w(hy) = bo.

Dokaz: Liejeve podalgebre by i by su nilpotentne, dakle, rjesive, pa postoje Borelove podal-
gebre by 1 by takve da je h; C by i ha C by. Po teoremu 4.4.5. postoji o € E(g) takav da je
o(by) = by. Sada su o(h;) i hy Cartanove podalgebre od g koje su sadrzane u by, dakle, one su
Cartanove podalgebre rjesive algebre by. Prema teoremu 4.4.4. postoji 7 € £(g; by) C E(g) takav
da je 7(o(h1)) = bho. Dakle, za w = 7 o0 € E(g) vrijedi w(hy) = bs.



Poglavlje 5

UNIVERZALNA OMOTACKA
ALGEBRA

5.1 Tenzorski produkt vektorskih prostora

Neka su Vi, ..., V, vektorski prostori nad poljem K. Tenzorski produkt prostora Vi,...,V,
je ureden par (W, 7) koji ima sljedeca svojstva:

(T'1) W je vektorski prostor nad poljem K.
(T2) 7 je n—multilinearno preslikavanje sa V; x -+ x V,, u W.

(T'3) Za svaki vektorski prostor U nad poljem K i za svako n—multilinearno preslikavanje
o: Vi x---xV, — U postoji jedinstven linearan operator S : W — U takav da je
oc=SorT.

Aksiom (7'3) zove se univerzalno svojstvo u odnosu na n—multilinearna preslikavanja.
Tenzorski produkt postoji i jedinstven je do na izomorfizam:

Teorem 5.1.1. Neka su Vi, ..., V, vektorski prostori nad poljem K.
(a) Postoji tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ..., V.

(b) Ako su (W,T) i (U,o) tenzorski produkti prostora Vi,...,V,, jedinstven lineran operator
S W — U sa svojstvom o = S o1 je izomorfizam vektorskih prostora.

Dokaz: (a) Zai € {1,...,n} neka je B; = {egi); Ji € J;} baza vektorskog prostora V;. Neka

je W vektorski prostor nad poljem K s bazom {ej,..;.; (Ji,.-.,Jn) € J1 X -+ x J,}. Neka je
7: Vi X+ xV, = W jedinstveno n—multilinearno preslikavanje takvo da je

T(eﬁ), ,65:)) = €j1-jn V(jl,,jn) € Jl X X Jn7
tj.
(1@ (n) (n) | _ (1) (n) (@)
T<Z Qe Z aj;, ejn> = Z ;o e, ol € K.
Ji€di Jn€Jn (J15e-rdin)EJ1 XX I
Pretpostavimo sada da je o n—multilinearno preslikavanje sa Vi x --- x V,, u neki vektorski

prostor U nad poljem K. Definirajmo linearan operator S : W — U njegovim djelovanjem na
bazu {ej,..;.; (J1,-.,jn) € J1 X -+ x J,} prostora W :
S(ejieg) =o€ ™) G ) € T X e X

J1 0 Jn

123
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Tada se n—multilinearna preslikavanja So1iosa Vi x---xV, uU podudaraju na svim n—torkama

(eﬁ), ceey eg-:)), pa slijedi S o 7 = 0. Nadalje, jedinstvenost linearnog operatora S s tim svojstvom
neposredno slijedi iz ¢injenice da je {e;,..;.; (J1,...,7n) € J1 X -+ x J,} baza vektorskog prostora
W.

(b) Prema svojstvu (7'3) za tenzorski produkt (U, o) postoji linearan operator 7' : U — W
takav da je r =T oo. Tada je T o S : W — W linearan operator i vrijedi

(ToS)or=To(Sor)=Too=r.

Za jedini¢éni operator Iy : W — W takoder vrijedi Iy o 7 = 7. Sada iz jedinstvenosti u svojstvu
(T'3) tenzorskog produkta (W, 7) slijedi da je T o .S = Iy,. Sasvim analogno je

(SoT)oo=0=1Iyoo

pa iz jedinstvenosti u svojstvu (7'3) tenzorskog produkta (U, o) slijedi da je SoT = Iy;. To pokazuje
dasuS:W —UiT:U — W medusobno inverzni izomorfizmi vektorskih prostora.

Propozicija 5.1.2. Neka su Vi, ..., V, vektorski prostori nad poljem K i neka je (W, T) njihov
tenzorski produkt.

(a) Za svaki i € {1,...,n} neka je S; C V; podskup koji razapinje vektorski prostor V;. Tada
skup T(S1 X -+ X S,) razapinje vektorski prostor W.

(b) Za svakii € {1,...,n} neka je S; linearno nezavisan podskup vektorskog prostora V;. Tada
je 7(S1 X -+ x S,) linearno nezavisan podskup od W.

(¢) Za svakii € {1,...,n} neka je B; = {62); Ji € Ji} baza vektorskog prostora V;. Tada je
T(Byx - x By) = {r(el) .. &) (uo o rin) € 1% +o e x )
baza vektorskog prostora W.

Dokaz: (a) Neka je V potprostor od W razapet skupom 7(S; X --- x S,). Buduéi da je
preslikavanje 7 n—multilinearno i buduéi da skup S; razapinje prostor V; za ¢+ = 1,...,n, oc¢ito
je 7(V1 x -+ x V,,) sadrzano u potprostoru V. Prema tome, preslikavanje 7 mozemo promatrati i
kao n—multilinearno preslikavanje sa V; x -+ - x V,, u V. Prema svojstvu (7'3) tenzorskog produkta
(W, 7) postoji linearan operator S : W — V takav da je 7 = So7. Operator S mozemo promatrati
i kao linearan operator sa W u W, pa zbog jedinstvenosti u (7'3) slijedi da je S = Iyy. No to znaéi
dajeV =W.

(¢) Kao u dokazu egzistencije tenzorskog produkta neka je V' vektorski prostor nad poljem
K s bazom {ej,..;.; (J1,-.-,Jn) € J1 X ---x J,} i neka je o0 : V§ x --- x V, — V jedinstveno
n—multilinearno preslikavanje takvo da je

0'(6('1)7. .. e(n)) = €j1jn v(jla .- 7.]71) € ‘]1 XX Jn

J1 > in

Neka je S : W — V jedinstveni linearan operator takav da je 0 = S o 7. Tada je

S(T(e(l) . e(n)) =(So 7')(6(1) e(»n)) = a(e(-l), . e(n)) = €, jn-

J107 7 Yin 10 > in J1 ? Zn

Prema tome, linearan operator S preslikava podskup 7(B; X --- x B,) prostora W u linearno
nezavisan podskup {e;j,..;.; (J1,...,7n) € J1 X --- x J,} prostora V. Odatle slijedi da je i skup
7(By X - -+ X By) linearno nezavisan. Kako prema (a) taj skup razapinje prostor W zaklju¢ujemo
da je on baza vektorskog prostora W.

Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz (c) jer svaki S; je podskup neke baze B; od V;.
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Propozicija 5.1.3. Neka je (W, T) tenzorski produkt prostora Vi, ..., V, i (W', 1') tenzorski pro-
dukt prostora V{, ..., V. Nadalje, neka su A; : V; — V! za i = 1,...,n linearni operatori. Tada

postoji jedinstven linearan operator A : W — W' takav da je Ao =170 (A X --- X A,), 1.
A(T(vy, .. 0p)) = 7' (Ao, ... Agoy) Yo, € V4, ... Yo, € V,.
Dokaz: Preslikavanje 0 = 7/ 0 (A; x -+ X A,), tj.
o: (v, 0) = T (A v, Agoy), (V1,...,0,) EVE X oo XV,

je n—multilinearno preslikavanje sa V; x --- x V,, u prostor W’. Stoga postoji jedinstven linearan
operator A: W — W' takav daje o = Ao .

Propozicija 5.1.4. Neka sum,nq,...,n, € N ineka su V]Z zaj=1,....,n;1z2a1=1,...,m vek-
torski prostori nad poljem K. Nadalje, neka je zai = 1,...,m (W' 1%) tenzorski produkt vektorskih
prostora Vi, ...,V i neka je (W, ) tenzorski produkt vektorskih prostora W', ..., W™. Tada je
(W,To (! x -+ x ™)) tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ... V1 .. .. .. Vv

Dokaz: Dokaz ¢emo provesti u slucaju m = 2. Dokaz u opéem slucaju sasvim je analogan,
samo uz kompliciranije pisanje.

Dakle, pretpostavljamo da su zadani vektorski prostori Vi,...,V,,V/,..., V! nad poljem K,
da je (W, 7) tenzorski produkt prostora Vi,...,V,, da je (W', 7') tenzorski produkt prostora
Vi,..., V) idaje (U, o) tenzorski produkt prostora W i W’. Treba dokazati da je (U, oo(7x 7)) ten-
zorski produkt prostora Vi, ..., V,,, V{, ... V' . Toznaci da treba dokazati da (n+m)—multilinearno
preslikavanje

go(rx7):Vix - xV,xV/x- - xV —U,

.
(U1, .« oy Uy U], o0 ) o o (T (0, o), T (0, .y 0l)),
ima univerzalno svojstvo (7°3).

Neka je V' vektorski prostor i neka je w : Vi x---xV, xV{/x---xV/! — V (n+m)—multilinearno
preslikavanje. Za proizvoljno odabrane i fiksirane v| € V/,... v/ € V! promatrajmo preslikavanje

Wet ot (U1, U)o w(Un, U, V0, (U1, ..., 0,) EVE X -+ X V.

To je n—multilinearno preslikavanje sa V; x --- x V,, u V. Kako je (W, 1) tenzorski produkt vek-
torskih prostora Vi, ..., V,, postoji jedinstven linearan operator A(vy,...,v,,): W — V takav da
/

je Wy = A(vy, ..., vp,) o7, tj. da vrijedi

W(V1, ey U, U, vl ) = [AWL 0 ) o Tl (v, . o), v eV, ..o v, €V

r m r m

Ovu konstrukciju mozemo provesti za bilo koju m—torku (vy,...,v),) € V{ x o x V. Iz jedin-
/ !/

stvenosti se lako provjerava da je (vi,...,v. ) +— A(v],...,v,) m—multilinearno preslikavanje sa
Vi x---x V! u vektorski prostor L(W, V') svih linearnih operatora sa W u V. Buduéi da je (W', 7')
tenzorski produkt prostora V/, ...,V postoji (jedinstven) linearan operator B : W’ — L(W, V)
takav da je

Ay, .. v)) = (Bor)(v],...,v,) NuyeV/, ...,V eV!.

rYm

Promatrajmo sada preslikavanje v : W x W’ — V' definirano sa

y(w,w") = B(w)w, weW, weW.
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Tada je preslikavanje v bilinearno, pa kako je (U, o) tenzorski produkt prostora W i W’ postoji
linearan operator C': U — V takav da je v = C oo. Sada za (n 4+ m)—multilinearno preslikavanje

Cologo(rxtN]:Vix - xV,xV/x- - xV -V

i za proizvoljne vy € Vi,... v, € Vy,,v; € V/, ... v/ € V! imamo redom
(Coloo(rxT))(v1,...s0n,0, ... 0,) = (Coa)(T(vr,...,v,), T (V],...,0,,)) =
=y(7T(v1, ... 00), T (v], ..., 0)) = [B(T'(v], ..., vl D](T(v1, - .., vn))
= A}, ..., v ) (T(v1, .. v,)) = [A(vy, .., 0)) o T (V1 - oy Um) = w(Vg, oo U, U, L, L),

Prema tome, linearan operator C': U — V ima svojstvo w = C' o [0 o (T x 7')].

Jedinstvenost takvog linearnog operatora C' slijedi iz njegove potpune odredenosti na skupu
o(t(Vi x - x Vo) x (V] x---xV!)), jer taj skup prema tvrdnji (a) propozicije 5.1.2. razapinje
vektorski prostor U.

Ako je (W, T) tenzorski produkt vektorskih prostora Vi, ...,V uobicajeno je pisati
W=V -V, i T(V1, . V) =01 ® - QUy, v €Vy, .. v, €V,
Uz takve oznake imamo prema dokazanim propozicijama sljedece ¢injenice:
(1) (v1,...,0,) — 11 ®- - ®v, je n—multilinearno preslikavanje sa V; x--- xV, u V1 ®---@V,,.

(2) Za svako n—multilinearno preslikavanje o : V; x --- x V,, — U postoji jedinstven linearan
operator S : Vi ® ---® V,, — U takav da je

S(n® - Qvy,) =0(v1,...,0) V(v1,...,0n) € VI X+ X V.

(3) Vektorski prostor V; ®- - -®V,, razapet je vektorima oblika v; ®- - -®uv,, v; € V4,...,v, € V,,.
(4) Ako je {ey); J € J;} baza prostora V; za svaki i = 1,...,n, onda je

{eﬁ)@---@e;:); (J1y - eydn) € J1 X o X Iy}
baza prostora V; ® --- ®@ V,.
(5) Ako je S; linearno nezavisan podskup od V; za svaki i = 1,...,n, onda je
{1 @ Quy; v, €8, i=1,...,n}

linearno nezavisan podskup od V; ® --- ® V,.

(6) Ako su A; : V; — V! linearni operatori za i = 1,...,n, postoji jedinstven linearan operator
A Vi@V —=V/®---®V, takav da je

Ay @ -+ Qu,) = Ajv; ®@ -+ @ Ay, Vo, e Vi, ... Yo, €V,

Pisat ¢emo tada A=A, ®---® A,.
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(7) Moguca je identifikacija
(\/11®...®an1)®...®(V1m®...®vnrfn) =Vf®---®V7§1®---®V1m®---®VnTn
i pri toj identifikaciji je
(v%®"'®v}u)®'"®(UT®"'®UTTZ”) — vi@---@v}“ @ @U@ QU ‘v’v; c ij
Promatrajmo sada vektorski prostor V' nad poljem K ineka je L proSirenje polja K. Tada polje

L mozemo shvacati kao vektorski prostor nad poljem K, pa mozemo formirati vektorski prostor
L ®V nad poljem K. Za A € L promatrajmo preslikavanje o) : L X V — L ® V' definirano sa

ox(p,v) = Au® v, weL veV.

Tada je ocito preslikvanje o, K —bilinearno. Stoga postoji jedinstven K —linearan operator
Sy:L®V — LV, takav da je

S\(p®@v)=App®uv VuelL, YveV.
Zadatak 5.1. Uz uvedene oznake dokaZite da je sa
Aw = Shw, AeL welL®V

na LRV definirana struktura vektorskog prostora nad poljem L. Nadalje, dokaZite da je v — 1®wv
ingektivan K—linearan operator sa' V- u L&V i da je to izomorfizam vektorskih prostora u slucaju
L=K.

Tako definiran vektorski prostor L ® V nad poljem L oznacavamo sa V. Kazemo da je V'’
dobiven prosSirenjem polja skalara sa K na L. Pomocu injektivnog K —linearnog operatora
v +— 1 ® v mozemo identificirati prostor V' s K—potprostorom 1@V = {1 ®wv; v € V} od VL.

Zadatak 5.2. Neka je B baza vektorskog prostora V- nad poljem K. Uz identifikaciju prostora V' s
K —potprostorom od VE (tj. v=1®v zav € V) dokazite da je B ujedno baza vektorskog prostora
VL nad poljem L.

Neka je i dalje L proSirenje polja K. Ako je A algebra nad poljem K tada se mnozenje
(a,b) — ab na A jedinstveno progiruje do L—bilinearnog preslikavanja sa AL x AL u AL i s
tim preslikavanje A” postaje algebra. Ona je asocijativna ako je A asocijativna, komutativna ako
je A komutativna, unitalna ako je A unitalna, Liejeva ako je A Liejeva.

Zadatak 5.3. Neka je g Liejeva algebra nad poljem K 1 neka je L prosirenje polja K. DokaZite:
(a) Liejeva algebra g je nilpotentna ako i samo ako je Liejeva algebra g* nilpotentna.
(b) Liejeva algebra g je rjesiva ako i samo ako je Liejeva algebra gb rjesiva.
¢) Liejeva algebra g je poluprosta ako i samo ako je Liejeva algebra gt poluprosta.
)

(
(d) Ako je Liejeva algebra g& prosta, onda je i Liejeva algebra g prosta. Primjerom pokaZite da
je moguée da g bude prosta, ali da g* nije prosta (nego samo poluprosta).

(€) Neka su k i k' Killingove forme Liejevih algebri g i g&. DokaZite da je k = k%|g X g.
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5.2 Tenzorska, simetricna i vanjska algebra

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Tenzorska algebra prostora V' je ureden par
(7, 7) sa sljede¢im svojstvima:

(TA1) T je unitalna algebra (dakle, asocijativna algebra s jedinicom).
(T'A2) 7 je linearan operator sa V u 7.

(T'A3) Za svaku unitalnu algebru A i svaki linearan operator o : V' — A postoji jedinstven unitalan
homomorfizam ¢ : 7 — A takav da je 0 = g o 7.

Teorem 5.2.1. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem K.
(a) Postoji tenzorska algebra prostora V.

(b) Ako su (T ,71) i (S,0) tenzorske algebre od V, jedinstveni unitalni homomorfizam ¢ : T — S
sa svojstvom o = p o T je izomorfizam unitalnih algebri.

Dokaz: (a) Stavimo

T(V)=K, TYV)= ™) = > 2 T(V)= (V).
V)=K, T'(V)=V, TW(V)=V® @V zaneN, n>2, (V) {_Z[ (V)
n n +
Iz svojstava tenzorskog produkta i zbog ¢injenice da za bilo koje n i m imamo identifikaciju

}/@...@{C@}/@...@\/;:y@...@\/;

n m n+m

slijedi da postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje ®,,,,, : T"(V) x T™(V) — T"*™(V) takvo
da je

(I)n,m(x1®®xn7y1®®ym):xl®®xn®yl®®ym vxla--wxmyla'“aymew

Zan,m,p € Z, imamo identifikacije

(V8 eV)ele sV Iols eV)-Ve 8V -

Vv Vv
n m P n+m-+p

=@ eV)e(Ve oV)oVe  aV),

J

n m k

odnosno,
[($1®"'®$n)®(yl®'"®ym)]®(21®"'®2k):$1®"'®$n®y1®"‘®ym®21®'"®2k:

=(21® - QR2) Q[ R  QUYnm) (21 R+ 2], Tlyeo s Ty YLy e ooy Yy 21y -+, 25 € V.
Odatle neposredno slijedi da za bilo koje n,m,p € Z, vrijedi

Dy (Prm(a, b),¢) = Cpy ip(a, o (b, €)), acT"(V), beT™V), ceT?(V). (5.1)

Bilo koje elemente a,b € T(V) mozemo pisati kao sume kona¢no mnogo elemenata iz pojedinih
direktnih sumanada 7"(V) :

a=> an, b= by  anb, €T(V).
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Definiramo

ab = Z D, 1 (an, byy)-

Tada je ocito (a, b) — ab bilinearno preslikavanje sa T'(V') x T' (V) u T'(V'). Sada (5.1) pokazuje da
je ta binarna operacija na T'(V') asocijativna i tako T'(V') postaje asocijativna algebra nad poljem
K. Ta je algebra unitalna: jedinica je 1 € K = T(V).

Preslikavanje 7 : V' — T(V) definiramo kao identifikaciju prostora V' s potprostorom 7 (V') od
T(V). Da bismo dokazali da je (T'(V'), T) tenzorska algebra prostora V, treba provjeriti da vijrdi
svojstvo (T'A3). Neka je, dakle, A unitalna algebra nad poljem K i o :V — A linearan operator.
Neka je 14 jedinica u algebri A. Definiramo ¢ : T°(V) — A sa

©0o(\) = A 4, ANeTV) =K.
Nadalje, neka je o : T (V) — A definirano sa
v1(v) = a(v), veTHV)=V.

Definirat ¢emo sada linearne operatore ¢, : T"(V) — A za svaki n > 2. Prije svega, neka je
Yy VX -- xV — A n—multilinearno preslikavanje definirano sa
—_———

Un(V1, ..., 0,) = 0(v1) -+ -0 (Vp), v1,...,0, € V.

Po definiciji tenzorskog produkta 7™ (V') postoji jedinstven linearan operator ¢, : T"(V) — A
takav da je 1, = ¢,07,; pri tome je 7, n—multilinearno preslikavanjesa V' x --- x VulV @ .- @V

N~ N~
n n

definirano sa
Tn(V1y oo 0n) =01 @+ - ® Uy, Viy...,Up € V.

Sada postoji jedinstven linearan operator ¢ : T(V) — A takav da je |T™(V) = ¢, Vn € Z,.
Dakle, ako a € T'(V') napisemo kao sumu elemenata a,, € T"(V') za kona¢no mnogo n € Z,, onda
je

p(a) = Z Pn(an).

Sadazan,m € Zy ixy,..., %0, Y1,-..,Ym € V vrijedi

P11 @ @) (Y1 @ -+ R Ym) = o(x1) - 0(Tn)o (Y1) - 0 (Ym) =

=p(T1® QT @Y @ BYn) = (11 @ @) (Y1 @+ @ Ym))-

Kako elementi oblika 71 ® -+ ® x,, x1,...,2, € V, n € Z,, razapinju vektorski prostor T'(V), i
kako je operator ¢ : T'(V) — A linearan, iz gornje jednakosti slijedi

p(a)p(b) = plab)  Va,b e T(V).

Drugim rije¢ima, ¢ : T(V) — A je homomorfizam asocijativnih algebri. Kako je o|T°(V) = ¢,
taj je homomorfizam unitalan:

p(1)=wo(1)=1-14=14.

Nadalje, taj unitalan homorfizam ima trazeno svojstvo: za svaki v € V' je

(por)(v) = ¢(1(v)) = ¢(v) = g1 (v) = o(v).
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Dakle, vrijedi p o7 = 0.

Napokon, dokazimo jedinstvenost unitalnog homorfizma ¢ : T(V') — A takvog da je po1 = 0.
Bududi da je 7 identifikacija V' s potprostorom T4 (V'), jednakost ¢ o7 = o moZe se zapisati i ovako:
|V = 0. No takav je unitalni homomorfizam jedinstven, buduéi da o¢ito V' generiran unitalnu
algebru T'(V).

(b) Neka su 7,7) i (S,0) tenzorske algebre od V, neka je ¢ : 7 — S jedinstveni unitalni
homomorfizam takav da je 0 = o7 ineka je ) : S — 7 jedinstven unitalan homomorfizam takav
da je 7 =1 oo. Tada je

(op)oT =1o(poT)=tooc=1=tddroT i (porh)oo=po(hoo)=porT =0 =1idsoo,

pa iz jedinstvenosti u (T'A3) za tenzorske algebre (7,7) i (S,0) slijedi da je 1 o ¢ = idr i
pot =ids. Dakle, o : 7 — Si1:S — 7 su medusobno inverzni izomorfizmi unitalnih alhgebri

Ti8S.

Propozicija 5.2.2. Neka je V' vektorski prostor nad poljem K i neka je (T, 1) tenzorska algebra
prostora V.

(a) Ako je S podskup od V' koji razapinje V, onda 7(S) generira unitalnu algebru T .
(b) Ako je {e;; j € J} baza vektorskog prostora V' onda je
{17} U{r(ej)---7(ej.); n €N, j1,...,0n € J}
baza vektorskog prostora T .

Zadatak 5.4. Dokazite propoziciju 5.2.2.

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Simetriéna algebra prostora V' je ureden par
(S, 0) sa sljedeéim svojstvima:

(SA1) S je komutativna unitalna algebra nad poljem K.
(SA2) 0 :V — § je linearan operator.

(SA3) Za svaku komutativnu unitalnu algebru A nad poljem K i za svaki linearan operator « :
V' — A postoji jedinstven unitalan homomorfizam ¢ : S — A takav da je « = p o 0.

Teorem 5.2.3. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem K.
(a) Postoji simetricna algebra prostora V.

(b) Ako su (S,0) i (O,w) simetricne algebre od V, jedinstveni unitalni homomorfizam ¢ : S — O
sa svojstvom w = @ o g je izomorfizam unitalnih algebri.

Dokaz: (a) Neka je (T'(V'),7) tenzorska algebra od V' konstruirana u dokazu teorema 5.2.1.
Neka je Z obostrani ideal u algebri T'(V) generiran skupom {v ® w — w ® v; v,w € V'}. Stavimo
S(V)=T(V)/Z inekajen:T(V)— S(V) kvocijentni epimorfizam. Stavimo ¢ = 7o 7. Tada je
o linearan operator sa V u S(V).

Dokazimo da je unitalna algebra S(V') komutativna. Buduéi da V' generira unitalnu algebru
T(V), i buduéi da je m : T(V) — S(V) unitalni epimorfizam, zaklju¢ujemo da 7(V') generira
unitalnu algebru S(V'). Prema tome, za komutativnost od S(V') dovoljno je dokazati da vrijedi

m(v)m(w) = w(w)m(v) Yo, w e V.
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Medutim, 7(v)m(w) = (v ® w) i 7(w)7(v) = 7(w ® v), pa se ta jednakost moze ekvivalentno
ovako zapisati:
Tv@w—w®ov)=0.

No to je evidentno jer je Z = Ker m i po definiciji ideala Z je v @ w —w ® v € 7.

Dokazimo sada da tako definirani par (S(V'), o) ima svojstvo (SA3). Neka je A komutativna
unitalna algebra i neka je o : V' — A linearan operator. Buduéi da je (T'(V'), T) tenzorska algebra
prostora V| postoji unitalni homomorfizam ¢ : T'(V) — A takav da je a = ¢ o71. Ako suv,w €V,
zbog komutativnosti algebre A imamo

B0 ® w) = Bo)p(w) = b)) =P ev),  t. $ow-wev)=0.

Dakle, vrijedi
vRwWw—w®uve Kery Yo,we V.

Bududi da elementi oblika v®@w—w®uv generiraju obostrani ideal Z, slijedi Z C Ker 1. Prema tome,
Y se faktorizira kroz kvocijent S(V') = T'(V')/Z, tj. postoji unitalni homomorfizam ¢ : S(V) — A
takav da je ¢ = ¢ ow. Tada imamo

a=tYor=(pom)oT=po(mroT)=poo.

Jedinstvenost unitalnog homomorfizma ¢ : S(V) — A, takvog da je @ = ¢ o o, slijedi iz
¢injenice da 7 (V') generira unitalnu algebru S(V').

Tvrdnja (b) dokazuje se iz univerzalnog svojstva (SA3) potpuno analogno kao i tvrdnje (b) u
teoremima 5.1.1. 1 5.2.1.

Neka je A unitalna algebra. Graduacija na algebri A je niz (A"),ecz, potprostora od A takav
da vrijedi
A= FAa", A=K 14,  AATC AT
ISy
Graduirana algebra je algebra na kojoj je zadana graduacija. Tada se elementi od A" zovu
homogeni stupnja n. Nadalje, za svaki z € A postoje jedinstveni x,, € A", n € Z,, takvi da je
skup {n € Z,; z, # 0} konacan i da je

Tada se x,, zove homogena komponenta elementa x stupnja n.
Uocimo sada da je (T™(V))nez, graduacija tenzorske algebre T'(V') vektorskog prostora V,
dakle, T'(V) je graduirana algebra.

Neka je A graduirana algebra s graduacijom (Ay)ncz, . Za dvostrani ideal 7 u A kazemo da
je graduiran ako je

U tom sluc¢aju kvocijentna algebra A/Z je graduirana s graduacijom (A, /(Z N A,))

nely *

Zadatak 5.5. Neka je S neki skup homogenih elemenata graduirane algebre A i neka je T dvostrani
ideal generiran skupom S, 1j.

T = span{asb; a,be A, s€ S}.

Dokazite da je ideal T graduiran.
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Dvostrani ideal Z u graduiranoj algebri T'(V') iz dokaza tvrdnje (a) teorema 5.2.3. generiran je
skupom homogenih elemenata

fvew—-w®uv; v,weV}CT*V).

Prema zadatku 5.5. kvocijentna algebra S(V') graduirana je s graduacijom (S™(V))nez, . gdje je
SY(V)=T™"(V)/(ZNT"(V)). Nadalje, kako je ocito ZNT°(V) = {0} i ZNT" (V) = {0}, vrijedi
SOV)=T%V)iSYV) =T"V). Prema tome, vektorski prostor V identificira se s homogenim
potprostorom S'(V') od S(V) stupnja 1.

Neka je 7 : T(V) — S(V) = T(V)/Z kvocijentni epimorfizam. Uobi¢ajeno je da se operacija
mnozenja u S(V') oznacava s tockom - a jos ¢esCe bez ikakvog znaka, tj. (a,b) — ab. Dakle, za
Vi, ..y € Vienm(n®:--®uy,) = v1 -+ - v,. Bududi da je prostor 7" (V') razapet elementima oblika
V1@ @ Uy, V1,...,0, €V, slijedi da je prostor S"(V) = n(T™(V)) razapet elementima oblika
V1t Up, UL, ..., U, € V. Primijetimo da je n—multilinearan operator ¢,, : V" — S™(V'), definiran
sa ©n(v1,...,0,) = v1---0v,, simetrican, tj. invarijantan s obzirom na bilo koju permutaciju
varijabli:

On(Va(1)s - -3 Vo(n)) = n(V1,- .., Un) Yui,...,v, €V, VYo eS8,;

pri tome je S,, oznaka za simetricnu grupu n—tog reda, tj. za grupu permutacija skupa {1,...,n}.

Zadatak 5.6. DokaZite da za svakin € N, n > 2, ureden par (S™(V'), pn) ima sljedece univerzalno
svojstvo: ako je W wektorski prostor v ako je i : V™ — W n—multilinearan simetrican operator,
onda postoji jedinstven linearan operator W : S™(V) — W takav da je » = WV o p,, tj. da vrijedi

Y(v1,. .., 0n) = V(vg - v,) Yoi,...,v, € V.
Drugacije formulirano:
Zadatak 5.7. Za vektorski prostor W i za linearan operator A : S™(V) — W definiramo

AV = W relacijom

Avy, ..y v,) = Avy -+ y), U1y, U €V

Dokazite da je A — A izomorfizam vektorskog prostora L(S™(V'),W) svih linearnih operatora sa
S™(V) u W na vektorski prostor Ls(V"™, W) svih n—multilinearnih simetriénih operatora sa V™ u
W. Posebno, dualni prostor prostora S™(V') izomorfan je prostoru svih simetriénih n—multilinearnih
formi V" — K.

Prema tvrdnji (¢) propozicije 5.1.2. ako je {e;; j € J} baza vektorskog prostora V' onda je
{6]1®®€]na jla"').jn € J}

baza prostora 7" (V). Kako bismo identificirali neku bazu prostora S™(V) moramo pretpostaviti
da nam je zadana uredena baza {e;; j € J} prostora V, tj. da je skup indeksa J linearno ureden.

Propozicija 5.2.4. Neka je J linearno ureden skup i neka je {e;; j € J} baza vektorskog prostora
V. Zan €N je

{ejl"’ejn; jla"'ajneja jlggjn}:
:{eflleffa €7k17"-ak€€N7 jla"')jfe‘]a .j1<"'<jfa k1++kf:n}

baza vektorskog prostora S™(V').
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Dokaz: Navedeni skup je ocito slika baze prostora 7" (V) pri kvocijentnom preslikavanju
T 2 T"(V) — S™(V). Dakle, taj skup razapinje prostor S™(V). Treba jos dokazati njegovu linearnu
nezavisnost. Uoc¢imo sada da postoji jedinstven linearan operator ¢ sa vektorskog prostora V' u
komutativnu algebru K [{X;},e;] polinoma u varijablama X;, j € J, s koeficijentima u polju
K takav da je p(e;) = X; Vj € J. Prema univerzalnom svojstvu postoji jedinstven unitalan
homomorfizam algebri ® : (V) — K [{X,};es] takav da je ®|V = ¢. Tada je

k]‘ Y ké p— kl DY ke
(e ¢ ) = X5 Xl

J1
Razli¢iti monomi u varijablama X; su linearno nezavisni, odakle slijedi trazena linearna nezavis-
nost.

Odatle neposredno slijedi:

Korolar 5.2.5. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K i neka je
{ej: j=1,...,N} baza od V. Za prirodan broj n je
{ellﬂh"eljﬁ\[N; kla"'akNEZJra ]{]1—|—"'—|—]€N:n}:{€j1"'€jn; I<jp<--- < Jn SN}

baza vektorskog prostora S™(V'). Posebno,
n+N-—-1 n+N-—-1
dim S™(V) = = :
im S™(V) ( N_1 > ( . )

Pretpostavimo u daljnjem da je K polje karakteristike 0. Uz tu pretpostavku konstruirat ¢emo
direktni komplement jezgre Ker m kvocijentnog epimorfizma sa T'(V') na S(V'), preciznije, za svaki
n ¢emo identificirati jedan direktni komplement od Ker 7|T" (V) u prostoru 7"(V'). Restrikcija =
na taj direktni komplement ¢e tada biti izomorfizam na S™(V).

Definiramo n—multilinearno preslikavanje sa V™ u T (V') na sljedeéi nagin:

1
(Ula - '7UTL> = E Z Ur(1) Q- ®U7(n)'
TESn

Prema univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta tada postoji jedinstven linearan operator
on : T™(V) — T™(V) takav da vrijedi

1

o1 ® - Qo) = } Z Vr(1) @+ + @ Ur(n) Yoy, ...,v, € V.
TESK
Oznacimo sa S™(V) sliku operatora o,.
Propozicija 5.2.6. Operator o, je projektor i njegova jezgra je T™ (V)N Z. Posebno,
™V)=S"(V)+T"(V)NT
i restrikcija kvocijentnog epimorfizma T(V) — S(V)) = T(V)/T na potprostor S™(V) je izomor-
fizam prostora S™(V') na prostor S™(V').
Dokaz: Imamo

1
oo ® - @ u,) = )2 Z Vp(r(1)) @+ & Vp(r(n)) =

P, TESH
1
(n!)?

To pokazuje da je o, projektor.

1
DD )@ Bl =— ) (1@ @) = on(01 @ B vy).

PES, WES, " pESH
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Treba jos dokazati da je Kerao, = T"(V)NZ. Potprostor T"(V) N Z razapet je elementima
oblika

210 QT QUIAUVIYI X QUYs —T1 X T, QUVQURY1 Q-+ D Ys,

gdjesuxy, ..., 20 y1,...,Ys, 4,0 € Vir—+s+2=mn. Svaki je takav element u jezgri od o,,. Prema
tome, T"(V)NZ C Kero,. Pretpostavimo da je inkluzija striktna i neka je t € Ker o, takav da
t ¢ T"(V)NZ. Jezgra restrikcije 7|T™ (V') je upravo T"(V)NZ, dakle, m(t) # 0. Prema propoziciji
5.2.4. tenzorski produkti n vektora baze od V' s nepadaju¢im indeksima preslikavaju se na bazu od
S™(V). No kako je S(V') komutativna algebra, i o, —slike tih tenzorskih produkata se preslikavaju
na bazu od S™(V). To pokazuje da je 7(5™(V)) = S™(V). Neka je s € S*(V) = I'm o, takav da je
7(s) = n(t). Tada je s =t € Kern|T™(V) = T*(V)NZ C Kero,. Kako je it € Kero,, slijedi
s € Kers,. Dakle,

s € Kero,NImao, ={0} = s=0 = 7(t) = m(s) =0,

suprotno pretpostavei. Ova kontradikcija pokazuje da je T"(V)NZ = Ker o,.

Preslikavanje o, : T"(V)) — T"(V') zove se simetrizacija, a takoder i slozeno preslikavanje
o:T(V)—=T(V), o|T™(V) = 0, Elementi od S™(V') zovu se simetri¢ni n—tenzori. Vrijedi

Imo=5(V)=>_ +5"(V).

Neka je sada J dvostrani ideal u tenzorskoj algebri T'(V) generiran skupom {v ® v; v € V'}
i neka je A(V) = T(V)/J. Ideal J je prema zadatku 5.5. graduiran, pa je i algebra A(V)
graduirana:

AWV)Y =D A V), A(V)=T"(V)/(T(V)N ).

TLEZ+

Buduéi da je ideal J generiran podskupom od T%(V), vidimo da se K i V identificiraju sa A*(V)
i sa \'(V). Naravno, V generira unitalnu algebru A(V). Ta se algebra zove vanjska algebra
vektorskog prostora V. Produkt u vanjskoj algebri A (V') oznacava se sa A. Kako je

uU+r®u=(ut+v)® (ut+v)—uRu—1vRVEJ,
tojeu ANv=—vAu Yu,v € V. Odatle slijedi
aNb=(=1)"bAa za ac AN"(V) i be A" (V).

Zadatak 5.8. Neka je o : V. — A(V) restrikcija kvocijentnog epimorfizma T(V) — A(V),
(odnosno, identifikacija V sa \' (V) ). Dokazite da ureden par (\(V),¢) ima sliedeée univerzalno
svojstvo: ako je A unitalna algebra i ako je v : V — A linearan operator takav da je 1(v)? = 0
Vv € V onda postoji jedinstven unitalni homomorfizam algebri v : \(V') — A takav da jep = Wop

(odnosno, V|V = 1).
Zadatak 5.9. Neka je 1, : V™" — N" (V) alternirajuéi n—multilinearni operator definiran sa
bn(V1, o 0n) = U1 A AUy, Vi, ..., 0, € V.

Dokazite da par (N"(V),t,) ima sljedeée univerzalno svojstvo: za svaki vektorski prostor W i
za svaki alternirajucéi n—multilinearan operator ¢ : V"™ — W postoji jedinstven linearan operator

L:N\"(V)— W takav da je £ = Lo, tj. da vrijedi

L(vy A~ Awvp) =L(vg, ..., 0p) Yoi,...,v, € V.
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Propozicija 5.2.7. Neka je J linearno ureden skup i neka je {e;; j € J} baza vektorskog prostora
V. Tada je

{ejl/\"'/\ejn; jla"'ajne J7 jl < <.7n}
baza vektorskog prostora N\" (V).

Dokaz: Buduéi da tenzorski monomi vektora baze stupnja n tvore bazu od T"(V'), gornji
skup razapinje vektorski prostor A (V). Treba jos dokazati da je taj skup linearno nezavisan. Za
j € J neka je f; linearan funkcional na prostoru V definiran sa fj(e;) = ;. Fiksirajmo sada
ri,...,Tn € J takve da je ry < --- <, i definirajmo preslikavanje ¢,, . : V" — K ovako:

.....

,,,,, r (V15 ) = det [fr (v))]F 21 Uy, 0, €V

To je n—multilinearna alternirajué¢a forma, pa po zadataku 5.9. postoji jedinstven linearan funkcional

s N(V) — K takav da je

.....

(VLA ANUp) =Ly (1,0, 0y) Yoi,...,v, € V.

.....

Tada za ki, ..., k, € J takve da je ky < --- < k,, vrijedi

n 1 akoje ki =nry,....k, =1,
Lo - hen) = det ey = g el BT

To dokazuje linearnu nezavisnost.

Odatle neposredno slijedi:

Korolar 5.2.8. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K, dim V = N.
Tada je N"(V)={0} zan > N i

dim \"(V) = (ZZ) 2a0<n<N.

Ako je polje K karakteristike 0, mozemo slicno kao za simetri¢nu algebru identificirati direktni
komplement od T™(V) N J u prostoru T"(V). U ovom sluc¢aju promatramo n—multilinearan

operator

1
(V1,0 Uy) ] (sgnT)vr1) ® - -+ @ Vr)
’ TESn

sa V" uT™(V) ineka je o/, : T"(V) — T"(V) pripadni linearan operator. Dakle,
1
o @ - Qu,) = ] Z(sgnT)vT(l) R ® Vr(n) za vi,...,v, € V.
TESH

Operator o], se zove antisimetrizacija, a takoder i slozeno preslikavanje o' : T(V) — T(V),

. ~ an . . .
o'|T"(V) = o),. Sliku operatora o/, oznacavamo sa A (V) a elementi te slike zovu se anti-
simetri¢ni n—tenzori.

Propozicija 5.2.9. Operator o, je projektor i jezgra mu je T™ (V)N J. Posebno,
V)= NV +T(V)NT

i restrikcija kvocijentnog epimorfizma T(V) — AN(V) =T(V)/T na potprostor i\n(V) je izomor-
fizam prostora antisimetricnih n—tenzora /\n(V) na prostor \" (V).

Zadatak 5.10. DokaZite propoziciju 5.2.9.
Uputa: Slijedite dokaz propozicije 5.2.6.
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Sljedeca dva teorema daju dva nacina prosirenja djelovanja linearnog operatora sa vektorskog
prostora na tenzorsku, simetricnu i vanjsku algebru tog prostora; napominjemo da kao i obi¢no
svaki vektorski prostor V identificiramo s potprostorima T"(V), S*(V)) i A'(V) algebri T(V),

S(V) i AV).

Teorem 5.2.10. Neka su V' i W wvektorski prostori 1 A : V. — W linearan operator. Tada se A
jedinstveno prosiruje do unitalnih homomorfizama

TA):T(V)—=TW), S(A): S(V) — S(W), ANA)AV) — A(W).

Ako je operator A surjektivan (injektivan, bijektivan) onda su i homomorfizmi T'(A), S(A) i A(A)
takvi. Ako je U wvektorski prostor i B : W — U linearan operator, onda je

T(BA)=T(B)oT(A), S(BA) =5(B)o S(A), A(BA) = A\(B) o A(A).

Posebno, A — T(A), A — S(A) i A— A(A) su homomorfizmi grupe GL(V') u grupe automor-
fizama unitalnih algebri T(V), S(V) i A(V).

Dokaz: A je linearan operator sa V u W, pa ga zbog spomenute identifikacije mozemo shvacati
kao linearan operator sa V u T'(V), sa V u S(W) isa V u A(W). U ovom posljednjem slucaju
vrijedi A(v)? = A(v)AA(v) = 0 za svaki v € V. Prema univerzalnim svojstvima postoje jedinstvena
prosirenja operatora A do unitalnih homomorfizama T'(A) : T(V) — T (W), S(A) : S(V) — S(W)
FA(A) s AV) — AOW).

Ako je linearan operator A : V' — W surjektivan, onda slike unitalnih homomorfizama T'(A),
S(A) i A(A) sadrze potprostor W. Prema tome, slike tih unitalnih homomorfizama su unitalne
podalgebre, pa kako W generira svaku od unitalnih algebri T(W), S(W) i A(W), zaklju¢ujemo
da su ti unitalni homomorfizmi surjektivni.

Neka je sada i B : W — U linearan operator. Tada unitalni homomorfizam

T(B)oT(A):T(V)—T(U)
oCito prosiruje linearan operator BA : V' — U, pa zbog jedistvenosti prosirenja slijedi
T(B)oT(A)=T(BA).
Analogno je
S(B)o S(A)=S(BA) i NA(B) o A(A) = A(BA).

Pretpostavimo sada da je linearan operator A : V' — W injektivan. Tada postoji linearan
operator B : W — V takav da je AB = Ijy. Prema dokazanom je

T(A)oT(B)=T(Iy),  S(A)oS(B)=SIw) 1  AA)oAB) = Alw).

Kako su ocito T'(Iw), S(Iw) i A\({w) identitete na algebrama T'(W), S(W) i A(W), zaklju¢ujemo
da su homomorfizmi T'(A), S(A) i A(A) injektivni. Odatle slijede i preostale tvrdnje teorema.

Teorem 5.2.11. Neka je V' vektorski prostor. Svaki linearan operator A € L(V') = gl(V') jedin-
stveno se prosiruje do derivacija D(A) € Der(T(V)), d(A) € Der(S(V)) i 6(A) € Der (A(V)).
Preslikavanja D : gl(V) — Der(T'(V)), d : gi(V) — Der(S(V)) i d : gi(V) — Der (A\(V)) su
homomorfizmi Liejevih algebri. Nadalje, kvocijentni epimorfizam w: T(V) — S(V) je preplitanje
reprezentacija D i d a kvocijentni epimorfizam ©' : T(V)) — A(V) je preplitanje reprezentacija D
10

d(A)om =moD(A) i d(A)orm =7"0oD(A) VA € gl(V).
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Dokaz: Neka je za n € N preslikavanje D"(A) : V" — T™(V) definirano ovako:

n

DAY, 0) =Y 01 @ QU @AY BV @ DUy, V...,V €V
i=1

Tada je preslikavanje D”(A) n—multilinearno, pa po univerzalnom svojstvu postoji jedinstven
linearan operator D"(A) : T"(V) — T™(V') takav da vrijedi

D" (A) (v, @ - ®@v,) = D*(A)(vy,...,v,) Vi, ..., Uy
Stavimo jo§ D°(A) = 0. Definiramo sada D(A) : T(V) — T(V) kao jedinstven linearan operator
takav da je D(A)|T™(V) = D"(A) Vn € Z,.

Sada zan,m € Niza vy,...,v,,wy,...,w, €V vrijedi

D(A)((U1®"'®Un)'(w1®"’®wm>):D(A)('Ul®"’®’Un®’w1®"'®wm):

=) 0@ BUaRA QU O QU AW B+ ® Wyt
1=1

Y 0@ ®RU, QW @ QWi ® AW @ Wi @ ® Wy, =
j=1

— DAY (01 @ @ v)] - (w1 @ @ W) + (01 @ -+~ D v,)] - [D(A) (w1 @ -+~ @ ).

Bududi da 1 i elementi oblika u; ® -+ ® ug, k € N, uq,...,ux € V, razapinju vektorski prostor
T(V), slijedi da vrijedi

D(A)(st) = [D(A)s]t + s|[D(A)]  Vs,t € T(V),

odnosno, D(A) € Der(T(V)). Po definiciji D(A) prosiruje linearan operator A, a jedinstvenost
slijedi iz ¢injenice da je derivacija unitalne algebre potpuno odredena s njenim vrijednostima na
nekom skupu generatora te unitalne algebre.

Dokazimo sada da su ideali Z (generiran sa {v @ w — w ® v; v,w € V}) i J (generiran sa
{v®wv; v €V}) invarijatni u odnosu na operator D(A). Doista, za v,w € V imamo

D(A)(v@w—wev) = Av@uw+v@Aw—AwR@u—wAv = [Av@uw—w® Av]+[v@ Aw—Aw®u] € T,
a takoder,
DA (v@v)=Av@v+ov®@ Av=(Av+v)® (Av+v) —Av Av—v®v e J.

Prijelazom na kvocijente po Z i po J dobivamo linearne operatore d(A) : S(V) — S(V) i
o(4) - A(V) = A(V),

d(A)(t+Z)=D(A)t+1T, (At +T)=DAt+J.
Lako se vidi da su d(A) i §(A) derivacije algebri S(V) i A(V'). Nadalje, kako je VNZ = VNJ = {0},
imamo d(A)|V = D(A)|V = Aid(A)|V = D(A)|V = A. Jedinstvenost takvih prosirenja operatora

A slijedi iz ¢injenice da V' generira unitalne algebre S(V') i A(V). Iz definicije d(A) i 6(A) nalazimo
za svakit € T(V):

(d(A)om)(t) =d(A)t+Z)=DA)t+Z =mn(D(A)t) = (mo D(A))(t)
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(0(A)or)(t) =0(A)(t+ T) = DAt +J =r'(D(A)).

Prema tome, vrijedi
d(A)om =moD(A) i d(A)or =" o D(A). (5.2)
Napokon, za bilo koje vy,...,v, € Viza A, B € gl(V) imamo

(D(A)D(B) = D(B)D(A))(11 @+ ®@v,) = » 1@ @A @+ @ Bo; @+ ® v+

1<i<j<n

+ Z Ul®"‘®ij®"'®sz‘®"'®vn+zvl®"‘®Asz‘®"‘®Un—

1<j<i<n i=1

— Z ’111®"’®ij®"'®A’Ui®"'®vn— Z ’Ul®-~®A’Ui®-~-®B’Uj®-~®’un—

1<j<i<n 1<i<j<n
—2’01®"’®BA’Ui®"’®’Un:ZU1®"’®[A,B]’Ui@)"'@)vn:D([AaB])(’Ul@'“@’Un)-
i=1 i=1

Odatle slijedi D([A, B]) = D(A)D(B)— D(B)D(A) tj. D : gl(V) — Der(T(V)) je homomorfizam
Liejevih algebri, posebno, to je reprezentacija Liejeve algebre gl(V') na vektorskom prostoru 7'(V).
Prijelazom na kvocijente nalazimo da su i d : gl(V) — Der(S(V))id : gl(V) — Der (A(V))
homomorfizmi Liejevih algebri, dakle, reprezentacije Liejeve algebre gl(V') na vektorskim pros-
torima S(V') i A(V). Napokon, (5.2) pokazuje da je m preplitanje reprezentacija D i d i da je 7’
preplitanje reprezentacija D i 6.
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5.3 Univerzalna omotacka algebra. PBW teorem

Neke je g Liejeva algebra nad poljem K. Ako je A asocijativna algebra, Liejev morfizam sa
g u A je linearno preslikavanje ¢ : g — A takvo da je

o([r,y]) = e(@)p(y) — wW)p(z)  Vr,y€g.

Drugim rije¢ima, ¢ je homomorfizam Liejeve algebre g u Liejevu algebru koja se iz A dobiva
definicijom komutatora [a,b] = ab — ba, a,b € A. Univerzalna omotacka algebra Liejeve
algebre g je ureden par (U, ) sa svojstvima:

(U1) U je unitalna algebra nad poljem K.
(U2) ¢ je Liejev morfizam sa g u U.

(U3) Ako je A unitalna algebra nad poljem K i ako je ¢ Liejev morfizam sa g u A, onda postoji
jedinstven unitalan morfizam ¥ : U — A takav da je v = ¥ o .

Teorem 5.3.1. Neka je g Liejeva algebra nad poljem K.
(a) Postoji univerzalna omotacka algebra (U, ¢) od g.

(b) Ako je (U, ) univerzalna omotacka algebra od g onda potprostor ¢(g) generira unitalnu
algebru U.

(¢) Ako su (U, ) i (V,v) univerzalne omotacke algebre Liejeve algebre g, jedinstven unitalni
homomorfizam V¥ : U — V sa svojstvom b = ¥ o ¢ je izomorfizam unitalnih algebri.

Dokaz: (a) Neka je T'(g) tenzorska algebra vektorskog prostora g i neka je K dvostrani ideal
u algebri T'(g) generiran skupom

{fz@y—-—y®r—I[z,y]; v,y € g}.

Oznacimo sa U(g) kvocijentnu algebru T(V)/K i neka je ¢ : g — U(g) restrikcija na g = T"(g)
kvocijentnog epimorfizma 7 : T'(g) — U(g) :

z) =x+ K, T EQ.
Tada je ¢ linearno preslikavanje i to je Liejev morfizam:
Wz y]) = [z yl+ =20y —y@r+ KL= (x+K)(y+K) = (y +K)(z +K) = (z)u(y) = (y)e(2).

Pretpostavimo sada da je 1 Liejev morfizam Liejeve algebre g u unitalnu algebru A. Tada je ¥
linearan operator, pa postoji unitalni homomorfizam algebri Q : T'(g) — A takav da je Q|g = 9.
Ako su x,y € g imamo

Qrey—yez—|z,y]) = Uz)Qy) — 2y)Q2z) — Uz, y]) = V(@)Y (y) — (Y)Y (r) —P([z,y]) =0

jer je ¢ Liejev morfizam. To pokazuje da je svaki element oblika * @ y — y @ x — [z, y] u jezgri
Ker Q. Odatle slijedi da je K C Ker Q, pa mozemo prije¢i na kvocijent U(g) = T'(g)/K i definirati
U:U(g) — A

U(t+ K) = Q(t), teT(g).

Tada je ¥ unitalni homomorfizam i za x € g vrijedi

(Wou)(z) = V() = ¥(z+ K) = Qz) = ¥(x).
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Jedinstvenost homomorfizma W slijedi iz ¢injenice da g generira unitalnu algebru T'(g), dakle,
t(g) = 7(g) generira unitalnu algebru U(g) = T'(g)/K = n(T'(g)).

Tvrdnja (¢) dokazuje se potpuno analogno dokazima tvrdnji (b) u teoremima 5.1.1., 5.2.1. 1
5.2.3.

Napokon, kao $to smo naveli na koncu dokaza tvrdnje (a), tvrdnja (c) vrijedi za konstruiranu
univerzalnu omotacku algebru (U(g), ¢). Sada za proizvoljnu univerzalnu omotacku algebru (U, ¢)
tvrdnja (b) slijedi iz tvrdnje (c).

Teorem 5.3.2. Neka je (U(g),t) univerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g. Za svaku re-
prezentaciju m Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' postoji jedinstvena reprezentacija 7
unitalne algebre U(g) na V takva da je w(x) = 7(v(x)) Yo € g. 7 — 7 je bijekcija sa skupa svih
reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V' na skup svih reprezentacija unitalne algebre U(g)
na prostoru V. Vrijedi:

(a) Potprostor W od V' je m—invarijantan ako i samo ako je on T—invarijantan.

(b) Najmanji m—invarijantan potprostor od V' koji sadrzi vektor v € V je
T(U(g))v = {7(a)v; a € U(g)}-

(¢) Reprezentacija 7 je ireducibilna ako i samo ako je reprezentacija 7 ireducibilna.

(d) Reprezentacija m je ireducibilna ako i samo ako za svaki vektor v € V' \ {0} vrijedi

T(U(g)v = {7(a)v; a € U(g)} = V.

(e) Ako su m i p reprezentacije od g na prostorima V i W, onda je

Homg(V,W) = Homy g (V,W).

(f) Reprezentacije w i p Liejeve algebre g su ekvivalentne ako i samo ako su 7 i p ekvivalentne
reprezentacije unitalne algebre U(g).

Dokaz: Reprezentacija m Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' je ustvari Liejev mor-
fizam g u unitalnu algebru L(V') svih linearnih operatora na prostoru V. Stoga po univerzalnom
svojstvu postoji jedinstven unitalni homomorfizam 7 : U(g) — L(V') takav da je m(z) = 7(¢(x))
Vx € g. Tada je 7 reprezentacija unitalne algebre U(g). Time je dokazana prva tvrdnja.

Ako je p reprezentacija unitalne algebre U(g) na vektorskom prostoru V, definiramo preslika-
vanje T : g — L(V) sa w(z) = p(u(x)), © € g. Preslikavanje 7 je linearno, a kako je ¢ Liejev
morfizam, za x,y € g vrijedi

m([z,9]) = p(e([z, y]) = p(e(2)uly) — y)u(z)) =
= p(u(2))p(t(y)) = p(e(y))p(e(2)) = m(2)7(y) — 7 (y)m ().

Dakle, 7 je reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V' i ocito vrijedi 7 = p. Odatle neposredno
slijedi druga tvrdnja, odnosno, bijektivnost preslikavanja 7w — 7.

Zadatak 5.11. Dokazite turdnje (a), (b), (c), (d), (e) i (f) teorema 5.5.2.

Propozicija 5.3.3. Neka je (U(g),t) univerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g. Postogi
jedinstven antiautomorfizam a — a* unitalne algebre U(g) takav da vrijedi o(z)! = —u(x) Vz € g.
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Dokaz: Ako postoji antihomomorfizam a — a' unitalne algebre U(g) u samu sebe takav da
vrijedi «(z)! = —i(z) Vo € g on je jedinstven, jer je prema tvrdnji (b) teorema 5.3.1. unitalna
algebra U(g) generirana potprostorom ¢(g). Dokazimo egzistenciju takvog antihomomorfizma. Za
n € N preslikavanje

("L‘h"’?‘rn)H(_l)nl‘n®'”®x17 Ti,...,Tn €8,

je n—multilinearno sa g™ u 7"(g). Zbog univerzalnog svojstva tenzorske potencije 7" (g) prostora
g postoji linearan operator ¢, : T"(g) — T"(g) takav da vrijedi

on(x1 @ @x,) =(—1)"2, ® - Q11 Vay,...,x, € g.

Neka je jos oo identiteta na T%g) = K. Definiramo sada linearan operator ¢ : T'(g) — T(g) sa
o|T™(g) = pn- Zan,m € Nizaxy,...,Tn,Y1,. ., Ym € g imamo

90n+m(371®~'®xn®y1®~'®ym):(—1)"+mym®'~'®y1®xn®-'~®x1:

Odatle slijedi da je ¢ antihomomorfizam unitalne algebre T'(g) u samu sebe i vrijedi ¢(z) = —x
Vo € g = T'(g). Kompozicija s kvocijentnim epimorfizmom 7 : T(g) — U(g) = T(g)/K daje
antihomomorfizam 7 o ¢ unitalne algebre T'(g) u unitalnu algebru U(g). Za z,y € g imamo
pr@y—y@z—[z,9]) = 2(2@Y) =2 (y®z) =1 ([7,y]) = y@r—2@Y+[2, Y] = YQT—TQY—[y, 7] € K,
dakle,

(mop)e@y—y@r—lry)=rly@r—-—rey—[y,2]) =0

Odatle slijedi da je ideal K sadrzan u jezgri antihomomorfizma 7 o ¢. Prijelazom na kvocijent
dolazimo do antihomomorfizma U(g) u U(g) koji ozna¢imo sa a +— a’ :

(t+K) =m(e(t), teT(g)
Za x € g imamo
(((2))" = (z+ K)' = m(p(x)) = 7(=2) = —7(2) = —(z + K) = ().

Prema tome, postoji (i jedinstven je) antihomomorfizam a — a' unitalne algebre U(g) u samu
sebe takav da je u(z)! = —u(z) Vz € g. Tada je a — (a*)" homomorfizam unitalne algebre U(g) u
samu sebe i za svaki z € g vrijedi

(e@)) = (=u(2))' = —u(2)" = o(x).

Bududi da potprostor ¢(g) generira unitalnu algebru U(g), slijedi da je a — (a*)" identiteta. Prema
tome, antihomomorfizam a — a’ je bijekcija, odnosno, to je antiautomorfizam.

Preslikavanje a — a' zove se transponiranje na algebri U(g).

Primijetimo da se skup koji generira ideal K u graduiranoj algebri T'(g) ne sastoji od homogenih
elemenata (osim ako je Liejeva algebra g komutativna). Stoga ne mozemo zakljuciti da je ideal K
graduiran, pa ni algebra U(g) nije graduirana. Medutim, moguce je uvesti tzv. filtraciju.

Neka je A unitalna algebra. Filtracija na algebri A je niz (A,),ez, potprostora od A takvih
da je

Ay = K1y, A, C A VneZy, AnAp € Anrn Yn,m € Ly, A= U An.

neEZy
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Filtrirana algebra je unitalna algebra sa zadanom filtracijom. Ukoliko je A graduirana algebra
s graduacijom (A"),cz, onda mozemo definirati filtraciju na A ovako:

Ay=> A nezZ.
k=0

Neka je sada A filtrirana algebra s filtracijom (A, )nez, . Definiramo vektorske prostore Gr™(.A)
ovako:

Gr'(A) = Ay, Gr(A)=A,/A,—1, neN.
Nadalje, neka je Gr(A) direktna suma vektorskih prostora Gr"(A) :

Gr(A) = [ ().

TLEZ+

Za n,m € Z, definiramo sada bilinearno preslikavanje v, m, : Gr"*(A) x Gr'™(A) — Gr"™(A)
ovako:
P)/n,m(a_'_Anflab_FAmfl) = ab—'_Anerfla (S Ana be Am;

pri tome podrazumijevamo da je A_; = {0}. Definicija je smislena, tj. ne ovisi o izboru pred-
stavnika a 1 b klasa a + A,,_1 1 b+ A,,_1. Doista, ako su a,a’ € A, 1b,0 € A,, takvi da je

a'+-’4n—1 - a,+An—1 1 b+-’4m—1 = b,+Am—1a
ondajea—a € A, 1ib—Vb € A,,_1, pa imamo
ab-V)e AAn 1 CAvimr 1 (a—d)b e A, 1A, C A,

odakle slijedi
ab—ad't =alb—V)+ (a—ad)b € Ayim_1,

dakle,
ab + An+m—1 =adt + An+m—1~

Definiramo sada bilinearno preslikavanje v : Gr(A) x Gr(A) — Gr(A) ovako:
YNGr"(A) x Gr™(A) = Yom — n,m € Zy.

Zadatak 5.12. Uz gornje oznake dokazite da je Gr(A) s operacijom mnoZenja definiranom sa

af =v(a,B), o, B € Gr(A), unitalna algebra i da je (Gr™(A))nez, graduacija na Gr(A).

Vratimo se sada na univerzalnu omotacku algebru (U(g), ¢) Liejeve algebre g konstruiranu kao
u dokazu teorema 5.3.1.:

Ulg) =T(e)/K,  ¢lx)=z+K,  zeg,

K=span{a®(@z@y—-—yor—|z,y) @b a,beT(g), z,y € g}

Neka je m : T(g) — U(g) kvocijentni epimorfizam. Iz graduacije (7"(g))nez, tenzorske algebre
T'(g) definiramo kao malo prije filtraciju te algebre

T.(g) =) T'(s), neZ.
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Tada je sa
Un(g) = m(Tn(g)),  n€Zy,

definirana filtracija (U,,(g))nez, na algebri U(g). Pripadnu graduiranu algebru Gr(U(g)) oznacavat
¢emo krace sa Gr(g). Dakle,

Gr(g) = [] Gr"(e),  Gr'(9) =Un(9)/Un-s(g), ne€Zy,  U.a(g) ={0},

nel4

a mnozenje na Gr(g) je zadano svojim restrikcijama na Gr"(g) x Gr™(g) :

(a+Un1(9)(b+Upn-1(g)) = ab + Upym-1(g),  a€U,g), beUx(g).

U vezi s ovim pojmovima najvazniji je rezultat da je za svaku Liejevu algebru g graduirana
algebra Gr(g) prirodno izomorfna simetri¢noj algebri S(g) vektorskog prostora g. To ¢e biti jedna
od posljedica Poincare—Birkhoff—Witt—ovog teorema:

Teorem 5.3.4. (PBW—teorem) Neka je J linearno ureden skup i neka je (x;);e; baza Liejeve
algebre g i neka je (U(g),t) univerzalna omotacka algebra od g. Tada je skup monoma

{1} U {L(le)kl o L(:Cjn)kn? n e Na jla' .- 7jn S Ja jl <. < jn7 kla .- '7kn S N}
baza vektorskog prostora U(g). Posebno, Liejev morfizam ¢ : g — U(g) je injektivan.

Napomena: Ako je skup J konacan, npr. J ={1,... N}, tj. ako je Liejeva algebra g kona-
énodimenzionalna i {x1,..., N} je njena (uredena) baza, onda se pripadna baza iz PBW—teorema
moZe ovako pisati:

{e(x)™ - uan)™; by, ky € 243

Za dokaz PBW —teorema ¢emo najprije dokazati dvije leme iz kojih ¢e slijediti da navedeni
skup razapinje vektorski prostor U(g). Glavni je dio dokaza utvrdivanje linearne nezavisnosti. U
tu svrhu konstruirat éemo jednu reprezentaciju Liejeve algebre g, a time i unitalne algebre U(g),
na algebri polinoma u varijablama (X;);e; indeksiranim istim linearno uredenim skupom kao i
izabrana baza od g.

Lema 5.3.5. Ako su 2z1,...,2, € g 1 ako je 0 € S,, onda je
[’(Zl> o L(Zn> - L(Za(l)) e L(Za(n)) € Un,1(9>

Dokaz: Buduéi da se svaka permutacija moze zapisati kao produkt transpozicija susjednih
indeksa, bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je o transpozicija indeksa 715+ 1 :

o(j)=Jj+1, o(j+1) =7, o(i)=1 Vie{l,....,n}\{j,7 +1}.
Kako je ¢ Liejev morfizam, to je
u(2)e(zj1) — Uzip1)u(z) = [z, zinl),
pa imamo
w(21) - tlzn) = Uzo) - UZom) = t(21) -1z -1)[U(25)e(z41) — zj4)(2)]uZ542) -~ - 1lzn) =

= u(z1) -z 0)u([25, Zja ) e(zi42) - 1(20) € Una(9).
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U daljnjem ¢emo sve do zavrsetka dokaza PBW—teorema upotrebljavati sljedec¢e oznake: Za
j € J stavljamo y; = ¢(z;). Za bilo koju uredenu n—torku I = (j1,...,j,) € J" elemenata iz .J
stavljamo y; = yj, - y;,. Akoje j € Jil = (j1,...,7n) € J" oznaka j < I znaci da je j < jy

za svaki k, tj. da je j < min{ji,...,j,}. Podrazumijeva se da je O—torka prazan skup 0 i da
je yp = 1. Za uredenu n—torku I = (jy,...,Jn) € J" kazemo da je rastuéa ako je ji < jpi1 za
k=1,...,n—1.Sa J™ oznacavat ¢emo skup svih rastuéih uredenih n—torki elemenata iz J. Uz

te se oznake skup iz iskaza PBW —teorema moze ovako zapisati:
{yr; TeJ™, nez,}.

Akojeje Jil = (ji,...,Jn) € J", onda pisemo (j,I) = (j,j1,---,jn) € J*T. Naravno, ako je
I€J™ij<I, ondaje (j,I) € J™V. Nadalje, ako jen € Ni I € J™ onda je I = (j,I') za
jed I'e JnDij<I.

Lema 5.3.6. Skup {y;; I € J® k< n} razapinje vektorski prostor U,(g).

Dokaz: Za I = (jy,...,jr) € J¥ imamo

yr = uo(wy,) - olag,) = wl(xg) - ow(zy,) = m(z), ® - @z, ).
Bududi da je {x;, ® --- @ x;,; (j1,...,jr) € J*} baza prostora T*(g) vidi se da skup
{yr; 1€ J" k<n}

razapinje prostor 7(7,,(g)) = Uy,(g).
Zadatak 5.13. Douwrsite dokaz leme 5.3.6.

Uputa: Pomocu leme 5.3.5. indukcijom u odnosu na n € Z, dokazite da je

span{y;; 1€ J* k<n}=span{y;; I € J® k<n}.

Dokaz PBW —teorema: S obzirom na lemu 5.3.6. ostaje da se dokaze linearna nezavisnost
skupa {y;; I € J®, k<n}.

Neka je P algebra polinoma K [(X;);es] 1 zan € Z, neka je P, potprostor od P svih polinoma
totalnog stupnja < n. Tada je ocito (P,)nez, filtracija algebre P. Za I = (j1,...,jn) € J" stavl-

jamo X; = X, ---Xj, € P,. Konstruirat ¢emo reprezentaciju w Liejeve algebre g na vektorskom
prostoru P takvu da vrijedi
CL)(.CL'J')X[ = XjX] zZa j € J, I e Jn, j S 1. (53)

Uz pretpostavku da smo takvu reprezentaciju konstruirali, dovrsimo dokaz teorema. Prema
teoremu 5.3.2. postoji reprezentacija @ unitalne algebre U(g) na prostoru P takva da vrijedi
w(z) = @(u(x)) za svaki x € g. No tada je

O(y;) X1 = @(u(x) X =w(z;) X1 = X; X1 ako je j<1I.
Ukoliko je I = (ji,...,jn) € J™ tj. j1 <--- < j,, tada slijedi korak po korak
w(yn)l =@y, - s, )@(W5,)1 = 05 - Y5, XG, =
=0Wh  Yin-2)O Wi )X = 0 W1+ Yo X Xy = = X - X, = X0
Prema tome, linearan operator a — @(a)1 sa U(g) u P preslikava familiju {y;; I € J™, nec Z,}
u linearno nezavisnu familiju {X;; I € J™, n € Z,} u prostoru P. Odatle slijedi linearna
nezavisnost familije {y;; I € J™, n € Z,} u prostoru U(g).

Ostaje nam da konstruiramo reprezentaciju w od g na P takvu da vrijedi (5.3). Za = € g

operator w(z) : P — P definirat ¢emo tako da induktivno u odnosu na n € Z, definiramo njegove

restrikcije w(z)|P,, tako da bude w(z)(P,) C Pnt1, da je preslikavanje x — w(x)|P, linearno i da
budu ispunjeni sljedeéi uvjeti:
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(An) u)(l'j)X[ = XjX[ zaj S J, I e Jn, j < I,
(Bp) w(zj)X;—X;X;€P,zasvejeJisvel e J
(Cn) w(zj)w(zg) Xy = w(zp)w(x) Xy + w([x), xx]) X za sve j,k € Jisve I' e Jo L

Ako takvu konstrukeiju provedemo, w ¢e zbog (C),) biti reprezentacija, a zbog (A,) ¢e zadovoljavati
(5.3).

Za n = 0 definiramo w(x;)1 = X, j € J, i zatim linearno prosirimo na g. Tada ocito vrijede
(Ao) i (Byo), a uvjet (Cp) je prazan.

Induktivno za n > 1 pretpostavimo da je za svaki x € g definirana restrikcija w(x)|P,_; tako
da je preslikavanje x — w(z)|P,_1 linearno i da su ispunjeni uvjeti (Ag), (B) i (Cy) za k < n—1.
Sada treba za svaki j € J iza svaki I € J™ definirati w(z;) X[ 1 zatim po linearnosti prosiriti na g
i to tako da budu ispunjeni uvjeti (A4,), (B,) i (Cy). Ako je j < I, kao definiciju upotrijebimo samo
svojstvo (A,). Ako nije j < I, uzmimo da je I = (jy,...,7,) i stavimo I' = (jy, ..., jn) € J®7V;
dakle, 7; < j. Tada mora biti

w(z;)Xr = w(e;)X; Xp
= w(wj)w(z; )X
= w(z; )w(z) Xy + w(lz;, z;]) X zbog (Ch)
= w(z;,)(X;Xp +w) +w([z;, z;]) X1 za neki w € P,_1 zbog (B,_1)

X5, X5 X+ w(wg, )w + w([z), v5]) X
= X;X;+w(zy)w +w([z, z5]) Xp.

Posljednji izraz upotrijebimo za definiciju w(z;)X;. Tada vrijede (A4,) i (B,) i treba jos dokazati
da vrijedi (C),).

Nasa je konstrukcija provedena tako da (C,) vrijedi ako je k < j i k < I'. Bududi da je
[k, ;] = —[xj, zg], vidimo da (C,,) vrijedi i ako je j < ki j < I'. Takoder, (C,) je trivijalno
ispunjeno ako je j = k. Dakle, (C,,) vrijedi kadgod je bilo j < I’ bilo k < I’. Uzmimo sada da je
I'=(1"), gdjeje I" € J*" 21l < jil < k. Tada imamo redom

w(zg) Xr = w(xg)YY
= w(ae)m(w) X
— W(ZEE)W(ZEk)X[” + W([xk, xﬁ])XI” zbog (Cn—1)~

Primijenimo sada w(z;) na jednakost prvog i posljednjeg ¢lana u tom slijedu jednakosti. Dobivamo
w(zj)w(zp) X = w(z))w(x)w(zy) X + w(z;)w([zg, x) X

Zbog (C),—1) slijedi
w(zj)w(zg) Xy =
= w(wp)w(z))w(ze) Xpr 4+ w(lzg, zd])w(wr) Xpr + w([zr, wo])w () X + w([z;, [2r, 2]]) Xr. (5.4)
Zamijenimo li indekse 7 i & dobivamo

w(zk)w(z;) Xy =

= w(@)w(wp)w(z)) X + w([zg, 2] )w(w)) Xpr + w2, 2w (28) X17 + w([2h, (25, 2]]) X 1. (5.5)

Sada jednakost (5.5) oduzmemo od jednakosti (5.4). Tada se drugi i tre¢i ¢lanovi desnih strana
krate, pa dobivamo koristenjem (C,,_;) i Jacobijevog identiteta
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w(z;)w(xg) Xy —w(zg)w(z;) Xy =
= w(ze) [w(zj)w (@) X — wlap)w (@) Xir] + [w([zy, [zx, ze]) — w([zk, [25, 2]])] Xpr =
= w(@)w([zj, 2e])) X1 + w({[z), ze], ]) X1v =
= w([zj, w])w (@) Xir = w(lzj, 2]) XeXpr = w([z, 2]) X1

Na taj nacin dobili smo (C),) i u preostalim slu¢ajevima i time je dokaz PBW—teorema potpun.

Buduéi da sada znamo da je Liejev morfizam ¢ : g — U(g) injektivan, mozemo ga upotrijebiti
kao identifikaciju g s potprostorom od U(g). Tada imamo

Uo(g) = KlU(g) 1 Ul(g) = KlU(g) +g

Nadalje, potprostor U,(g) je razapet svim produktima oblika z;---z; gdje su z1,...,2, € g i
k < n. Univerzalno svojstvo od U(g) sada znaé¢i da se svaki Liejev morfizam sa g u unitalnu
algebru A jedinstveno prosiruje do unitalnog homomorfizma sa U(g) u A.

Korolar 5.3.7. Neka je § Liejeva podalgebra Liejeve algebre g. Tada se inkluzija © +— x sa b
u g jedinstveno prosiruje do izomorfizma unitalne algebre U(h) na unitalnu podalgebru od U(g)
generiranu sa b.

Dokaz: Neka je p : h — g ta inkluzija. Kako smo g identificirali s potprostorom od U(g), p
mozemo shvacati kao Liejev morfizam sa b u unitalnu algebru U(g). Prema univerzalnom svojstvu
od U(h) p se jedinstveno prosiruje do unitalnog homomorfizma g : U(h) — U(g). Njegova je slika
oCito unitalna podalgebra od U(g) generirana sa . Ako izaberemo (linearno uredenu) bazu od
g koja sadrzi bazu od b, prema PBW—teoremu linearno preslikavanje p preslikava elemente baze
prostora U(h) u razlicite elemente baze prostora U(g). Prema tome, homomorfizam p je injektivan,
odnosno, to je izomorfizam na sliku.

Korolar 5.3.8. Neka su a i b Liejeve podalgebre Liejeve algebre g, takve da je g = a+ b. Uz
identifikacije U(a) C U(g) @« U(b) C U(g) iz korolara 5.3.7. postoji jedinstven lineran operator
O :U(a)®U(b) — Ul(g) takav da vrijedi

P(a®b) =ab VaeU(a) i VbeU(b).
® je izomorfizam vektorskih prostora.

Dokaz: Takav linearan operator ® postoji zbog univerzalnog svojstva tenzorskog produkta
vektorskih prostora, buduéi da je (a,b) — ab bilinearno preslikavanje sa U(a) x U(b) u U(g).
Izaberimo sada baze (x;);es 1 (Yr)rex od aib, pri ¢emu su J i K linearno uredeni skupovi. Neka
je L disjuntna unija skupova J i K. Linearno uredimo skup L tako da se restrikcije tog uredaj na
J i na K podudaraju s uredajima tih skupova i da vrijedi j < k za svaki j € J isvaki k € K.

Stavimo za ¢ € L
JOR ako je l € J
T w ako je f € K.

Tada je (z¢)eer baza od g. Uz oznake kao u dokazu PBW—teoremu imamo da su redom
A= {le T (jl) cee a]n) € J(TL)’ n e Z’-l—}a
B = {yk1 Yk (kla .- 7km) € K(m)7 me Z+}7
C={z, -2, (l,...,0,) € LW, pez,}
baze vektorskih prostora U(a), U(b) i U(g).
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Nadalje, po tvrdnji (¢) propozicije 5.1.2.
A@B={xj, 25, @Yny - Ytoi G1s--s70) € T, (ki k) € K™, nym € Z,}

je baza vektorskog prostora U(a) ® U(b). Operator ® preslikava tu bazu bijektivno na bazu C
prostora U(g). Dakle, ® je izomorfizam vektorskih prostora.

Neka je 7 : T(g) — U(g) = T(g)/K kvocijentni epimorfizam. Filtracija algebre U(g) definirana
je kao m—slika filtracije od T'(g) :

Un(g) = 7(Tn(g)),  Tule) =>_THa).

Promatrajmo sada kompoziciju

T.(g) — (Tn(g) + K)/K = Un(g) — Gr"(9) = Un(9)/Un-1(9)-

Ta je kompozicija surjektivna, jer su oba preslikavanja surjektivna. Nadalje, potprostor 7),_1(g)
sadrzan je u jezgri te kompozicije. Bududi da je T,,(g) = T,_1(g) + T"(g), dolazimo do linearnog
preslikavanja

P T"(g) = Gr(g) = Un(9)/Un-1(g)-

Definiramo sada linearno preslikavanje @ : T'(g) — Gr(g) pomocu njegovih restrikcija:

95|Tn(g) = @na ne ZJr'

Teorem 5.3.9. Definirano preslikavanje ¢ : T(g) — Gr(g) je unitalni homomorfizam. Jezgra
Ker ¢ sadrzi obostrani ideal T u T(g) generiran skupom {x @y —y @ x; x,y € g}. Prijelazom na
kvocijent T'(g)/Z = S(g) dobivamo izomorfizam ¢ : S(g) — Gr(g) i vrijedi p(S™(g)) = Gr™(g).

Dokaz: Neka sua € T"(g) i b € T™(g), dakle, a® b € T""™(g). Tada je a+ K € U,(g) i ¢(a)
mozemo shvacati kao klasu a+7,_1(g) + K u Gr™(g) = U,(g)/U,-1(g), bududi da iz homogenosti
tenzora a € T"(g) slijedi da su sve komponente od @¢(a) u Gr¥(g) za k # n jednake nuli. Ista
argumentacija primjenjiva je i na elemente b € T™(g) i a ® b € T"™(g). Dakle,

ola) =a+T,1(g) + K, @0)=b+Th(g) +K, da®b)=a®@b+Thim(g)+ K.

Bududéi da je K ideal, slijedi ¢(a)p(b) = ¢(a ® b). Bilinearnim prosirenjem na 7'(g) x T'(g) za-
kljuéujemo da je preslikavanje ¢ : T'(g) — Gr(g) homomorfizam algebri, o¢ito unitalni.

Da dokazemo da je Z C Ker ¢ dovoljno je dokazati da obostrani ideal Ker ¢ sadrzi generatore
ideala Z, tj sve elemente oblika t @ y —y @z, z,y € g. Kakoje z @y —y @ x — [z,y] € K i
[z,y] € g =T"(g) C Ti(g), imamo

PrRy—yr) =2y —yz+Ti(g) +K=|z,y +Ti(g) + £=T(g) + K,

a to je nula u Gr?(g) C Gr(g). Time je dokazano da je Z C Ker ¢. Preslikavanje ¢ : S(g) — Gr(g)
dobiveno iz ¢ prijelazom na kvocijent po Z je tada homomorfizam unitalnih algebri.

Neka je sada J linearno ureden skup i (x;);c; baza od g. Prema propoziciji 5.2.4. monomi
xfllef zal ky, - ke €Ny j1,. .0 € J 51 <+ <Jg, k1 + -+ ke = n, tvore bazu od S"(g).
Razmotrimo djelovanje homomorfizma ¢ : S(g) — Gr(g) na takav monom. Imamo

(p(xfll"'xﬁf)295(%‘1®"‘®$j1®"'®$jg®"'®$j[),
—— ~—_—

k1 k'l
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a to je jednako slici monoma :Efll x xff € U,(g) u kvocijentu U, (g)/U,-1(g). Medutim, prema
PBW —teoremu ti monomi tvore bazu direktnog komplementa od U, _1(g) u U,(g), dakle, njihove
slike tvore bazu kvocijentnog prostora Gr"(g) = U,(g)/U,—_1(g). Time je dokazano da ¢ pres-
likava bazu od S(g) na bazu od Gr(g). Dakle, homomorfizam ¢ je izomorfizam. 1z dokaza slijedi

i posljednja tvrdnja ¢(S™(g)) = Gr"(g).

Prema dokazu teorema 5.2.9. vidimo da za j; < --- < jy i za ky,...,k; € N takve da je
ki+ -+ ky = n vrijedi
ol - afy) =it -2l + Una(0). (5.6)
Dakle
e M@l + Uy (g) =2l (5.7)

Zbog leme 5.3.5. jednakosti (5.6) i (5.7) vrijede i bez pretpostavke j; < - -+ < j.
Korolar 5.3.10. Neka je zan € N, n > 2, W potprostor od T"(g) takav da je
T'(g) =W+ T"(g) N T,

tj. da je restrikcija kvocijentnog epimorfizma T(g) — S(g) = T'(9)/Z na potprostor W izomorfizam
sa W na S™(g). Neka je m:T(g) — U(g) = T(g)/K kvocijentni epimorfizam. Tada je restrikcija
w|W injektivna i vrijedi

Un(g) = 7(W) + Un-1(g)-

Dokaz: Promotrimo dijagram

"(g)

Un(g)

S™(g)

Gr(g)
@

Cinjenica da je taj dijagram komutativan ekvivalentna je tvrdnji teorema 5.3.9. da iz pres-
likavanja ¢ : T"(g) — Gr"(g) prijelazom na kvocijent po T"(g) N Z dobivamo preslikavanje
¢ S™(g) — Gr"(g). Nadalje, po tom teoremu donja je strelica u tom dijagramu izomorfizam vek-
torskih prostora. Pretpostavka je da je lijeva strelica restringirana na potprostor W izomorfizam
sa W na S"(g). Zakljuéujemo da je restrikcija kompozicije gornje i desne strelice na potprostor
W izomorfizam sa W na Gr"(g). Odatle slijedi tvrdnja korolara.

Pretpostavljamo u daljnjem da je K polje karakteristike 0. Primijenimo korolar 5.3.10. na
prostor S™(g) simetri¢nih n—tenzora. To je potprostor od 7" (g) razapet elementima oblika

1
O-n(l‘1®®xn)zﬁ Zx7(1)®®x7(n)a Tiy..,Tn € 9.
.TESn

Prema propoziciji 5.2.6. vrijedi

T"(g) = S"(g) +T"(g) NI,
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pa je korolar 5.3.10. primjenjiv. Na taj nacin prijelazom na kvocijent T'(g) — S(g) = T'(g)/Z kao
u propoziciji 5.2.6. dolazimo do izomorfizma prostora S"(g) na direktni komplement potprostora
Un—1(g) u prostoru Uy,(g). I to ¢emo preslikavanje oznaciti sa o,; dakle,

Un(9) = 0(5"(g)) + Un-1(0), (5.8)
gdje je
1
O'n(xl"'xTL):_'Zx’r(l)"'x’r(n)a Ti,...,Tn € 6.
n TESH
Primijetimo da ovdje s lijeve strane x - - - z,, predstavlja umnozak u algebri S(g) a s desne strane
Tr(1)* Tr(n) Predstavlja umnozak u algebri U (g). Ta preslikavanja o,, po linearnosti prosirimo

do linearnog operatora o : S(g) — U(g), tj. o|S™(g) = on, n € Z,. 1 taj se operator zove
simetrizacija.

Propozicija 5.3.11. lzomorfizam ¢ : S(g) — Gr(g) iz teorema 5.3.9. moZe se dobiti iz simetri-
zacije o : S(g) — U(g) prijelazom na uzastopne kvocijente:

p(a) =o(a) + Un-1(9), a € S"(g).

Dokaz: Neka je (z;);es linearno uredena baza od g. Znamo da tada umnosci xfll X xff za

1< ...<jeiky,... ke €N takve da je ky + --- 4+ ky = n, tvore bazu prostora S"(g). Monom

xfll x -xf; se djelovanjem o preslikava u simetriziranu sumu, ali po lemi 5.3.5. svaki je ¢lan te sume
kongruentan modulo U,,_1(g) elementu #xfll x :Eff € U,(g). Prijelazom na kvocijent Gr™(g) =

Un(9)/Un—1(g) vidimo da se monom xfll -+~ &} preslikava u element

k k k k
Ty g+ Unoa(@) = glag) - )
Linearnim prosirenjem tvrdnja slijedi za svaki a € S™(g).

Propozicija 5.3.12. Simetrizacija o : S(g) — U(g) je izomorfizam vektorskih prostora i za svaki
n € N vrijedi

Un(g) = 0(5"(9)) + Un-1(9)-
Dokaz: Gornja je formula upravo (5.8). Odatle neposredno slijedi tvrdnja o izomorfizmu.

Propozicija 5.3.13. Neka su a i b potprostori Licjeve algebre g takvi da je g = a + b. Postoji
jedinstven linearan operator ¥ : S(a) ® S(b) — U(g) takav da je

V(a®0b) =o(a)o(b) Va € S(a) i Vbe S(b).
U je izomorfizam vektorskih prostora.
Zadatak 5.14. Dokazite propoziciju 5.3.13.

Uputa: Koristite lemu 5.3.5. i propoziciju 5.3.12.

Kombinacijom tog izomorfizma i izomorfizma iz 5.3.12. za Liejevu podalgebru od g neposredno
slijedi:
Korolar 5.3.14. Neka je g = €+ p, gdje je € Liejeva podalgebra i p potprostor Liejeve algebre g.
Tada postoji jedinstven linearan operator ¥ : U(%) ® S(p) — U(g) takav da je

U(a®b)=ac() VaecU®E) i Vbe S(b).

U je izomorfizam vektorskih prostora.
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Zadatak 5.15. Za g = sl(2,C) i kao obicno

L1 0 fo1 oo
“lo 1] "Tlool YT
neka je ¢ element od U(g) dan sa

1 1
c:§h2+xy+yx:§h2+2xy—h.

Dokazite da je element ¢ sadrian u centru algebre U(g), tj. da je ca = ac Ya € U(g). Nadalje,
ako je m, ireducibilna n—dimenzionalna reprezentacija Liejeve algebre g i m, njeno prosirenje do
reprezentacije unitalne algebre U(g) izracunajte djelovange operatora ,(c).

Zadatak 5.16. Dokazite da univerzalna omotacka algebra U(g) Liejeve algebre g nema djelitelja
nule, tj. da za a,b € U(g) \ {0} vrijedi ab # 0.
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5.4 Teorem egzistencije za poluproste Liejeve algebre

U ovom ¢emo odjeljku dokazati da za svaki reducirani sistem korijena R i svako algebarski
zatvoreno polje K karakteristike 0 postoji poluprosta Liejeva algebra nad poljem K takva da je
za svaku njenu Cartanovu podalgebru b sistem korijena R(g,h) izomorfan sistemu korijena R.
Napominjemo da to dosta jednostavno slijedi iz primjera u odjeljku 1.1. ako je R ireducibilan
sistem korijena tipa A,, B,, C, ili D,,. Dosta jednostavna je konstrukcija i proste Liejeve algebre
sa sistemom korijena tipa G, ali za ostale izuzetne tipove Fy, Eg, E7 i Ey direktna je kostrukcija
je takoder moguca, ali je vrlo komplicirana.

Neka je K proizvoljno polje i neka je S skup. Slobodna Liejeva K —algebra nad skupom
S je ureden par (g,t) gdje je g Liejeva algebra nad poljem, ¢ je preslikavanje sa S u g i vrijedi
univerzalno svojstvo: za svaku Liejevu K —algebru f i za svako preslikavanje ¢ : .S — b postoji
jedinstven homomorfizam Liejevih K —algebri ¢ : g — b takav da je ¢p = p o .

Teorem 5.4.1. Neka je S skup i K polje.
(a) Postoji slobodna Liejeva K—algebra nad skupom S.

(b) Ako su (g,¢) i (b, k) slobodne Liejeve K—algebre nad skupom S, jedinstveni homomorfizam
Liejevih K—algebri ¢ : g — b sa svojstvom k = p o1 je izomorfizam.

(¢) Ako je (g,t) slobodna Liejeva K —algebra nad skupom S, preslikavanje v : S — g je injektivno,
skup 1(S) je linearno nezavisan i taj skup generira Liejevu K—algebru g.

Dokaz: (a) Neka je V' vektorski prostor nad poljem K s bazom (es)ses 1 T(V) tenzorska
algebra prostora. T'(V') je unitalna algebra, pa je to i Liejeva ako definiramo komutator sa

[a,bl =a®b—-b®a, a,beT(V).

Neka je g Liejeva podalgebra od T(V) generirana sa {es; s € S}, odnosno, generirana sa V.
Neka je ¢ : S — g definirano sa ((s) = e5, s € S. Neka je h Liejeva K—algebra i neka je
¥ S — b preslikavanje. Buduéi da je (es)ses baza od V' postoji jedinstven linearan operator
UV — b takav da je Ve, = 9(s) Vs € S. Mozemo shvacati da je h C U(h), dakle, U je
linearan operator sa vektorskog prostora V' u univerzalnu omotacku algebru U(h) Liejeve alge-
bre h. Prema univerzalnom svojstvu tenzorske algebre postoji jedinstven unitalni homomorfizam
¢ : T(V) — U(h) koji prosiruje ¥, tj. ®|V = ¥; podsjecamo da je V = T (V) C T(V). Neka
je sada ¢ = ®|g. Tada je ¢ : g — U(h) homomorfizam Liejevih algebri. Nadalje, kako je Liejeva
algebra g generirana skupom {e,; s € S}, njena slika ¢(g) generirana je skupom {p(e,); s € S}.
Medutim, za svaki s € S je

ples) = ®(es) = P(s) € b,

prema tome, slika ¢(g) Liejeve algebre g sadrzana je u h. Dakle, ¢ je homomorfizam Liejeve
algebre g u Liejevu algebru . Taj homomorfizam ima trazeno svojstvo, jer za svako s € S je

(wo)(s) = p(u(s)) = ples) = ¥(s),

dakle, vrijedi ©» = ¢ o . Napokon, takav homomorfizam ¢ : g — b je jedinstven, buduéi da je
Liejeva algebra g generirana sa ¢(S) = {es; s € S}.
Tvrdnja (b) dokazuje se sasvim analogno dokazima tvrdnji (b) u teoremima 5.1.1. 1 5.2.1.
Napokon, tvrdnja (¢) ocito vrijedi za slobodnu Liejevu algebru konstruiranu u dokazu tvrdnje
(a), a zbog tvrdnje (b) ona vrijedi i za svaku drugu slobodnu Liejevu algebru nad skupom S.
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Zadatak 5.17. Neka je (g,t) slobodna Liejeva K—algebra nad skupom S. Uz identifikaciju
g C U(g) dokazite da par (U(g), S) ima sljedece univerzalno svojstvo: ako je A unitalna K—algebra
i@ S — A preslikavange, onda postoji jedinstven unitalni homomorfizam ® : U(g) — A takav
da je p = P oy.

Zbog tvrdnje (¢) u teoremu 5.4.1. preslikavanje ¢ : S — g se moze upotrijebiti kao identifikacija.
Dakle, S identificiramo s njegovom slikom ¢(S). Sada univerzalno svojstvo glasi: svako preslika-
vanje skupa S C g u Liejevu K —algebru b jedinstveno se prosiruje do homomorfizma Liejevih
algebri g — b. Primijetimo da je zbog tvrdnje (c) teorema 5.4.1. skup S linearno nezavisan.

Neka je g slobodna Liejeva K —algebra nad svojim podskupom S. Za svaki vektorski prostor V'
nad poljem K svako preslikavanje 7 : S — gl(V') jedinstveno se prosiruje do reprezentacije Liejeve
algebre g na vektorskom prostoru V.

Neka je i dalje g slobodna Liejeva K —algebra nad poskupom S = {s;; j € J} C g. Neka je
R = {r;; i € I} neki podskup od g i neka je v ideal u g generiran skupom R. Tada za kvocijentnu
Liejevu algebru g/t kazemo da je to Liejeva algebra s generatorima s;+t, j € J, i relacijama
r,=0,1¢€l.

Zadatak 5.18. Opisite slobodnu Liejevu K—algebru nad jednoclanim skupom.

Neka je u daljnjem K algebarski zatvoreno polje karakteristike 0. Neka je g poluprosta Liejeva
algebra nad poljem K, naravno, kona¢nodimenzionalna, i neka je h njena Cartanova podalge-
bra. Neka je B = {ay,...,a;} neka baza sistema korijena R(g,bh). Kao i prije za svaki korijen
a € R(g,h) oznacimo sa g, pripadni korijenski potprostor

go ={x €g; [h,z] = alh)x Vh € b}.

To su jednodimenzionalni potprostori i g je direktna suma b i potprostora g., o € R(g,h).
Nadalje,[ga, 8-a] je za svaki a € R(g,h) jednodimenzionalan potprostor od b koji je direktni
komplement od Kera = {h € h; a(h) =0} :

h=[ga, 90| + Kera.

Sa h, oznacavamo kao i prije jedinstven element potprostora [ga, §_o| za koji vrijedi a(hy) = 2.
Tada je u stvari {h,; a € R(g,h) dualni sistem korijena; preciznije, spang {h.; « € R(g,h)} je
dualan sistemu korijena spang R i uz oznake iz poglavlja 3. je h, = a.

Stavimo kao u odjeljku 3.3. n(a, 5) = (), tj. n(a, f) = a(hg). Krace ¢emo pisati
hz‘ :hai, Cij :n(ozi,ozj) :ai(hj), Z,j S {1,,6}
Nadalje, za svaki i € {1,...,¢} izaberimo z; € g,, i y; € g_q, tako da bude [z;, y;] = h;.

Propozicija 5.4.2. Uz wvedene oznake Liejeva algebra g generirana je skupom {x;, y;, hi; i =
=1,... L} i vrijede sljedece relacije:

[hi,hj] =0 za svei,j=1,...,0

)
)
S3) [hi, ;] = cjizy, [hiy;) = —cjiyj za sve i, j=1,... L.
) (adx;) 9 N a))=02za4,5=1,...,0,i#].

)

(ady:)™*H(y;) =0 zai,j=1,.... 6, i #].
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Dokaz: Prema propoziciji 4.1.2. Liejeva algebra g generirana je veé¢ skupom {x;,y;; i =
=1,...,¢}, dakle, pogotovo sa {z;, y;, hs; i =1,...,£}. (S1) je jasno, jer je h komutativna podal-
gebra. Nadalje, po konstrukeiji vrijedi prva jednakost u (52). Druga jednakost slijedi iz ¢injenice
da je [74,y;] € ay—a; = {0}, jer a; — o nije korijen za i # j. (93) je takoder jasno po definiciji
cji = o(h;). Nadalje, oy —lanac kroz o je {aj, a5 + oy, ..., a5 + qai }, gdje je —q = n(aj, ;) = ¢
prema korolaru 3.3.6. Dakle, +(a; + (¢ 4 1)) nije korijen, pa (S;) i (S;) slijede:

(ad ;)" (25) € Ga;+(g+1)ar = {0}, (ad y:)™ (y;) € 9—a;—(q+1)a; = {0}

Cilj nam je da dokazemo Serreov teorem da je za proizvoljan reducirani sistem korijena R i
njegovu bazu B = {ay, ..., a,} Liejeva algebra s generatorima {x;, y;, h;; i = 1,..., ¢} i relacijama
(S1), (52), (S3), (S;) i (S;;) upravo poluprosta Liejeva algebra sa sistemom korijena R. Taj ¢e
nam teorem biti vazan ne samo zbog toga jer ¢emo tako znati da postoji pet izuzetnih prostih
Liejevih algebri tipova Go, F}, Eg, E7 i Eg, nego posebno zbog moguénosti detaljnog opisa svih ko-
nacnodimenzionalnih ireducibilnih reprezentacija svake poluproste Liejeve algebre nad algebarski
zatvorenim poljem karakteristike 0.

Neka je u daljnjem R reducirani sistem korijena i B = {«,...,a,} njegova baza. Stavimo
opet ¢;; = n(a;, o). Neka je g slobodna Liejeva algebra nad 3¢/—¢lanim podskupom

Promatrat ¢emo najprije relacije (S1), (52) i (S3). Neka je, dakle, ¢ ideal u g generiran relacijama
(S1), (S2) 1 (S3), tj. ideal generiran skupom

~

{[]A% i%’]a [@'aﬁj] - 5ijhz'7 []A%i"j] - Cjz'fﬁj, Vlia@j] + Cjz'!)j; ,j=1,... 75}-

Stavimo gg = @/% i neka su x;, y;, h; slike u go elemenata z;, ¥;, izl Napominjemo da e se
vidjeti da je opcenito Liejeva algebra gy beskonac¢nodimenzionalna. Da bismo proucili Liejevu
algebru konstruirtat ¢emo jednu njenu (beskonacnodimenzionalnu) reprezentaciju. Generalizacija
te konstrukcije u sljede¢em ¢e nam poglavlju koristiti za dokaz egzistencije odredenih ireducibilnih
reprezentacija poluprostih Liejevih algebri.

Da bismo konstruirali reprezentaciju = od go treba samo zadati operatore m(x;), m(y;) i 7w(h;)
tako da budu zadovoljene relacije (S1), (52) i S3). Neka je V' vektorski prostor nad poljem K
s bazom {vy,...,v,}. Nadalje, neka je W = T'(V') tenzorska algebra nad prostorom V. U algebri
W mnozenje ¢emo oznacavati bez znaka ® Promatrat ¢emo W samo kao vektorski prostor, a
zanemarit ¢emo strukturu unitalne algebre. Znamo da je

{1} U{v, - --vi; meN, dy, i, €{1,...,0} }

baza vektorskog prostora W. Definiramo sada preslikavanje v : S - gl(W) ovako:

¥(h;)1 =0,

U(hj)vi, =i, = =(Cing + oo Ciyg) Uiy - Uiy

P(9;)1 = vy,

(g)vi - Vi, = 0505 G,

¥(E;)1 =0,

w(‘%j)vi =0,

w(fj)vil Ce Uin = Uilw(i‘j)vm o 'Uin — 5i1j(ci2j —+ e+ Cinj)vig o 'Uin, n Z 2.

Jedinstveno prosirenje preslikavanja 1) do homomorfizma Liejevih K —algebri g — gl(W) oznacimo
sa @/) Dakle, w je reprezentacija slobodne Liejeve algebre g na vektorskom prostoru W.
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Lema 5.4.3. Vrijed: t C Ker @/3 Prema tome, postoji reprezentacija ™ Liejeve algebre go = g/%
na prostoru W takva da je w(a + €) = ¢ (a) za svaki a € g.

Dokaz: Svi vektori izabrane baze prostora W su Asvojstveni vektori SAVHE operatoraA Qﬂ(ﬁ])
Prema tome, ti operatori komutiraju, pa imamo ¢ ([h;, h;]) = 0, odnosno, [h;, h;] € Ker za sve
ZJ.Za i,7 €{1,...,¢} imamo

D[y 5] + cify)1 = ﬁ(’% Y1 = D(@)0(ha) 1 + it (§5)1 = P(ha)v; + ejiv; = 0.
Nadalje, za n > 2114y, .. e {1,
([ 53] + ¢5id )i -+ v, 1@(5 )%/3(,%)% i, = (GO0, -+ 04, + b (§)0i, -+ vi, =

= P(hi)vjvi, - Vi, + (Ci + -+ ) P(G5) 03, - Vi, + Civgus, vy, =

= (_Cji — Ciyi — " — Cii + Ciii + -t Cini + Cji)Uj’Uil sV, = 0

.., L}, imamo

To pokazuje da je ¥([h;, ;] + ¢;:9;) = 0, odnosno, [hi, U] + ¢;iy; € Ker ) za sve i, j.
Promatrajmo sada djelovanje operatora 1 ([Z;, 9;]) na vektore baze prostora W :

Dl G = D (@)d(0;)1 = D(3)(@)1 = 0= 8,50 (ho)1;
([ 95))vis - v = DE)PG5)vi, - vi, — V@) (@i, -+ -3, =
= &(i'i)'UjUz'l © Ui — ’Uﬂ&(@)vz’l TV, =
= —04(Ciyi T+ Cipi)Viy + Vi, = z‘j@z)(ﬁz‘)vil Vi,
Dakle, vrijedi ¢([&;, ;] — 6;;h;) = 0, odnosno, [&;, y]] 8;;h; € Ker za sve i, j.
Ostaje nam jos prouciti dJelovanJe operatora @Z)([hl, &;] — ;). Za to nam treba:

Zadatak 5.19.

@/A)(ﬁ )Q&( )i v, = —(Cipi e G — Cjz‘)@[)(ij)vil C U,

Razmotrimo sada djelovanje operatora 9([h;, #;] — ¢;id;). ITmamo
G([hi @5)1 = D(ha)d(85)1 = (&) (hi)1 = 0 = ¢;ith(d)1.
Nadalje, pomoc¢u jednakosti u zadatku 5.19. nalazimo
Gl &) vi, - v, = P(R)(@5)vi, - - 03, — D& ) (hi)vi, - - vi, =

= (= (G + -+ Cii = i) + (Coi - F G0 )0(&5)vi, -+ 03, = i (Ri)vi, -+ - i,
Prema tome, zﬂ([ﬁl,aﬁj] — ¢;;Z;) = 0, odnosno, vrijedi i [izz, T, — ;% € Ker za sve i, j.

Teorem 5.4.4. Uz uvedene oznake neka je H Liejeva podalgebra od go generirana sa {hy, ..., hy},
X Liejeva podalgebra od go generirana sa {xy,...,x,} i Y Liejeva podalgebra od gy generirana sa
{y1,...,ye}. Elementi hy, ..., hy su linearno nezavisni i tvore bazu prostora H. Nadalje, vrijedi

g=X+H+Y
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Dokaz: Stavimo
H = spang {ﬁl, e ﬁg}, X = spang {Z1,..., 20}, Y =spang {91,...,Y}-

Pretpostavimo da je h e HNKer. Tada je h = Aihy+ - - -+ Aoy za neke A, . . ;A € K. Kako je
po pretpostavcei @Z)( ) =0, 0 je, naravno, jedina svojstvena vrljednost ~operatora ¥ (h). Primijetimo
sada dajezai,j € {1,...,¢} vektor v; svojstven vektor operatora W (h;) sa svostvenom vrijednosti

—c;;. Prema tome, v; je SVOJStVen vektor operatora 1/1( ) sa svojstvenom vrijednoséu — Z§=1 CijA;.
Dakle, vrijedi

l
ZCU}\]’:O V’LE{L,K}
j=1

Kako je Cartanova matrica [Cij]f,j:1 regularna, zakljucujemo da je A\; = --- = \; = 0. Dakle, h=0
i time smo dokazali da je

HN Keri = {0}. (5.9)
Ozna¢imo sa x : g — go = g/% kvocijentni epimorfizam. Prema lemi 5.4.3. vrijedi
Kerx = tC Kerz/;,

pa iz (5.9) slijedi da je H N Kerx = {0}, odnosno, restrikcija x|H je injektivna. Dakle, ta
je restrikcija izomorfizam potprostora H od g na potprostor spang {hi,...,hs} od go. Kako je
[hi, h;] = 0 V1,7, zakljucujemo da je spang {hi,...,hs} komutativha ¢—dimenzionalna Liejeva
podalgebra od gq. Dakle,

H = span{hy,...,hy} = Khy + -+ Khy.

Sljedeé¢i nam je cilj dokazati da je Stovise restrikcija x|(X + H + )) injektivna. Za svaki
i€ {l,...,0} relacije (S1), (S2) i (S3) pokazuju da vrijedi

[z, yi] = hy, [hi, 5] = 24, [hi, yi) = —2u;. (5.10)

Prema tome, potprostor spang {x;, h;,y;} je Liejeva podalgebra od gq i ona je homomorfna slika
Liejeve algebre s[(2, K). Prema dokazanom je h; # 0. Kako je sl(2, K') prosta Liejeva algebra,
zakljuéujemo da je ona izomorfna Liejevoj podalgebri spang {x;, hi,y;} od go. Posebno, suma
Kz; + Kh; + Ky; je direktna. Uoc¢imo sada da pored (5.10) vrijede i relacije

[hi, h]] = O, [l’i,yj] = O, [hi,.fll'j] = Cjixja [hl,y]] = _Cjiyj7 za 1 7é j (511)
Zadatak 5.20. Dokazite da su vektori xy,...,xp, hi,... he,y1, ..., Ye linearno nezavisni.

Uputa: Jednakosti (5.10) 1 (5.11) pokazuju da su svi ti vektori svojstveni za medusobno komu-
tirajuce operatore ad hy, . . ., ad hy sa svojstvenim vrijednostima 0 i £¢;;. Sada iskoristite ¢injenicu
da je matrica [cj;] regularna.

Kako je x(2;) = @i, x(hs) = hi i x(§i) = ys, iz zadatka 5.20. slijedi da je restrikcija x|(X +H + )
injektivna.
Stavimo sada [z;] = x; 1 [y;] =y; azan >214,...,i, € {1,...,¢} induktivno definiramo

[y s, = [y, [y w1 Wi Y = Wi Y Uil (5.12)

Tada je ocito
X =spang {[ziy, -2, ); n €N, iy, 0, €{1,...,(} } (5.13)

Y = spansc {ly - -yiJs n €N, in,-. . in € {1, 0} ) (5.14)
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Koristenjem Jacobijevog identiteta indukcijom po n € N lako se vidi da za bilo koje indekse
Jyity - yin € {1,..., ¢} vrijede jednakosti

g [y - i, ] = (i + - + i), - -, ], (5.15)
g iy - -yl = = (i + -+ 4 i) lyin -+ i (5.16)
To pokazuje da je
[H, X]C X i [HY]CY. (5.17)
Indukcijom po n > 2 dokazat ¢emo sada da vrijedi
[yja[xhxln]] eX i [x]7[yllyln]] EY? n227 jaila"'aine{la“'g}‘ (518)

Prije svega, imamo po Jacobijevom identitetu

[yj’ [xilxiQ]] = [[yj7 xil]’ xi2] + [:L‘il’ [yj7 1712]]
Mozemo pretpostaviti da je i; # 5. Ako je 7 # i1 1 j # iy oba ¢lana s desne strane gornje jednakosti
jednaka su 0. Ako je j = iy, dakle, j # iy, desna strana gornje jednakosti jednaka je
(s, 25], w3, ] = —[hy, w3,] = —cigjms, € X.
Analogno, u slucaju j = iy # i1 dobivamo
[yja [xilxj]] = [xila [yj7 x]]] = _[xilv h]] = [hJ'?xil] = CiyjTi € X.

Sasvim analogno dokazuje se i druga tvrdnja u (5.20) za n = 2. Time je dokazana baza indukcije
n = 2 za tvrdnju (5.20). Korak indukcije slijedi takoder primjenom Jacobijevog identiteta: za
n > 3 nalazimo redom

Wiy [wir - il = lys [, [0y -2 )] = lygs e, [ -2 ]] + [ [y, [, -]l =
= 5ji1[hj7 ["L‘Zé U 'Z‘Zn]:l + [xilv [yj’ [xiQ o fznm =
= —0jiy (Cigj + - -+ + Cing) [y - - i, ]+ [0y, [y, [y - - 3, ]]],
i analogno za drugu tvrdnju u (5.20). Kako je po pretpostavci [y;, [z, -+ - 2;,]] € X (odnosno,
[z, [Yi, - - Yj.]] € Y) korak indukcije slijedi.
Buduéi da su H, X i Y Liejeve podalgebre od go, (5.19) i (5.20) imaju za posljedicu da

je X + H +Y Liejeva podalgebra od go. Buduéi da ta podalgebra sadrzi generatore h;,z;, y;,
1=1,...,¢, Liejeve algebre gy, zakljucujemo da je

go=X+H+Y
Dokazat ¢emo sada da je ta suma direktna. U tu svrhu za svaki A € H* definiramo potprostor

(go)x od go ovako:
(go)r = {x € go; [h,z] = A(h)x Yh € H}.

Nadalje, svakom elementu «; izabrane baze sistema korijena R pridruzimo linearan funkcional na
H oznacen takoder sa «; 1 definiran ovako:

Ozz‘(hj) :C’ijy Z,j - {1,,6}
Definicija ima smisla jer je {hy, ..., he} baza vektorskog prostora H. Nadalje, kako je matrica [c;;]
regularna, funkcionali «y,...,a, Cine bazu vektorskog prostora H*. Oznac¢imo sa S, skup svih
linearnih funkcionala na H koji se mogu prikazati kao sume funkcionala oy, ..., a1 S_ = —=S5,.
Dakle,
Sy =Hay+-4a,; neN, iy,...,i, €{l,....(}}
S_ :{—Oéil — = Oy nEN, ’il,...,’ine {1,,6}}

Dokazimo sada lemu:
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Lema 5.4.5. (a) Ako je (go)x # 0 onda je A € Sy U{0}US_.

(b) Vrijedi
H = (go)o, X = Z —F(go),\, Y = Z +(90))\

AeS AeS_
(¢) Za X € Sy je
(go)x = spany {[zi, -2, ] n €N, a; + -+ a;, = A}
(g0)-x = spank {[yi, - vi,J; n €N, o, + -+, = A}
(d) Svi potprostori (go)x su konacénodimenzionalni.
(e) Za svakii € {1,...,0} je dim(gp)a, = dim (go)—a, = 1.
(f) Ako suk € Z ii e {1,...,4} i ako je (go)ka; # {0}, onda je k € {0,+1}.
Dokaz: Iz jednakosti (5.17) i (5.18) slijedi da je
[iy - @i, € (80)as, +tai, 1 (Wi ¥in) € (80)-as——ai, -

Odatle i iz (5.15) i iz (5.16) zaklju¢ujemo da vrijedi tvrdnja (a). Nadalje, slijedi i da je

X = Z (g@o)r 1 Y= Z (80)x-

AES, AeS_

Bududi da je H C (gg)o i buduéi da je svaka suma simultanih svojstvenih potprostora za opera-
tore ad h, h € H, direktna, slijedi tvrdnja (b), a odatle i tvrdnja (c¢). Odatle slijedi i da je suma
go = X + H + Y direktna, a time je dokazan teorem 5.4.4. Tvrdnja (d) slijedi iz tvrdnje (c)
buduéi da je oc¢ito na samo konac¢no mnogo nacina moguce funkcional A € Sy zapisati u obliku

+ sume funkcionala aq, ..., ay. Napokon, tvrdnja (e) i (f) slijede takoder iz tvrdnje (c¢). Doista,
pretpostavimo da je k > 2. Bududi da su aq, ..., a, linearno nezavisni, potprostor (go)xa, razapet
je vektorom [x;---x;] = 0, 1 analogno, potprostor (go)_ka, je razapet vektorom [y;---y;] =

k k
Dakle, (go)ka, = {0} za |k| > 2, tj. za k ¢ {0,£1}. S druge strane, potprostor (go)a, razapet je sa
[x;] = x;, a potprostor (go)—a, Sa [¥i] = ¥, pa imamo dim (go)a, = dim (go)—a;, = 1

U dokazu sljede¢e leme trebat ¢e nam c¢injenica koja se primjenom Jacobijevog identiteta
jednostavno dokazuje indukcijom po n :

Zadatak 5.21. Neka je € Liejeva algebra nad poljem K i pretpostavimo da za z,y,z € L 1o, 3 € K
vrijedi (adx)y = ay i (adx)z = (2. Tada je

(adx)(ady)"z = (6 + na)(ady)"z, n e Zy.
Zai,j €{1,...,l}, i # j, definiramo sada sljedece elemente u Liejevoj algebri g :
IL‘Z‘j = (adl‘z‘)_cji—’—ll’j € X, yij = (adyi)_cf"“yj.

Naravno, ti su elementi u vezi s relacijama (Slf)
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Lema 5.4.6. Zai,j,k € {1,...,(}, i # j, vrijede jednakosti

(ad hi)zij = (CjnCik — CjiCik)Tij, (5.19)
(ad hk)yij = (Cjicz'k — Cjk — Cik)yija (5-20)
(ad zy)y; = 0, (5.21)
(adyy)z;; = 0. (5.22)

Dokaz: Prve dvije jednakosti jednostavne su posljedice zadatka 5.21.
Dokazimo (5.21). Pretpostavimo najprije da je k # i. Tada je [z, ;] = 0, pa operatori ad xy, i
ad y; komutiraju. Dakle,

(ad9€k)yij = (adyi)icﬁﬂ(ad%)yj = 5kj(adyi)7cﬂ+lhj'

Imamo dvije moguénosti:
(1) ¢;; = 0. Tada je i ¢;; = 0, pa prema (S3) dobivamo

(ad xk)yi; = Okj(ady;)hj = —0k;[hj, yi] = Oxjcijyi = 0.
(2) ¢j; # 0. Tada je ¢j;; < —1, dakle, m = —¢j; + 1 > 2, pa dobivamo
(ad xy)yij = Ok;(ady:)"h; = —0kj(ad y;)™ [y, yi] = Spjcij(ady)™ 'y, = 0,

jerjem—12>1.
Pretpostavimo sada da je k = 4. Stavimo n = —c¢;;. Tada je n € Z, i vrijedi [h;, y;] = ny;.
Dokazimo sada da vrijedi

(ad z;)(ad y;)Py; = p(n — p + 1)(ad ;)P 'y; Vp € N. (5.23)

Tu jednakost dokazujemo indukcijom u odnosu na p € N. Za p = 1 pomocu Jacobijevog identiteta
nalazimo

(ad z:)(ad yi)y; = [z, [ys ys] = [lza, il yi] + [, [z, 93] = [ho ys) = ny; = 1n — 1+ 1)(ad y;)' 'y,

i time je baza indukcije dokazana. Pretpostavimo sada da je jednakost (5.23) dokazana za neki
p € N. Da bismo proveli korak indukcije, uo¢imo da prema zadatku 5.21. vrijedi

[hi, (ad y)Py;) = (n = 2p)(ady;)Py;  Vp € Zy. (5.24)
Stoga imamo redom
(ad z;)(ad y;)" y; = [, [yi, (ad yo)Py;] = [[zs, w3l (ad ya)Pys] + s, [, (ad yi)Py;]] =

= [hi, (ad y:)Py;] + p(n = p + 1)yi, (ady:)"~ y;] = (n = 2p + p(n — p + 1)) (ad y;)"y; =
=+ D —plady)y; = (p+1)(n—(p+1) +1)(ady)"y;.
Time je proveden korak indukcije i dokazana je jednakost (5.23) za sve p € N. Uvrstimo li u (5.23)
p = —cji+1=n+1, slijedi
(ad z;)(ad y;) = y; = 0, tj. (adz;)y; = 0.

Time je jednakost (5.21) dokazana i u slucaju k = i.
Jednakost (5.22) dokazuje se sasvim analogno.
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Vratimo se na konstrukciju poluproste Liejeve algebre sa zadanim sistemom korijena. Kao sto
je najavljeno to Ce biti Liejeva algebra g s generatorima x1, ..., s hy, ..., he,y1, ..., ye 1 relacijama
(S1), (52), (S3) i S; Bududi da smo veé¢ konstruirali algebru gp s istim generatorima, ali samo
s relacijama (S1), (S2) i (S3), Liejevu algebru g mozemo identificirati s kvocijentnom algebrom
g0/, gdje je € ideal u gy generiran elementima x;; i y;; za 4,5 =1,...,0, i # j.

Oznacimo sa I ideal u Liejevoj algebri X generiran s elementima z;;, ¢ # j, a sa J ideal u
Liejevoj algebri Y generiran s elementima y;;, 7 # J.

Lema 5.4.7. (a) I i J su ideali u Liejevoj algebri go.
(b) Vrijedit =X +Y.
Dokaz: (a) Definiramo induktivno potprostore I,,, n € Z,, od X ovako
Iy = spank {x;j; 1,5 € {1,..., 0}, i # j}, I =1,+[X, 1], nez,.
Tada je I unija rastuceg niza potprostora I,,. Tvrdimo sada da za svaki n € Z, vrijedi
(ad hy)I, C I, k=1,...,¢. (5.25)

Doista, za n = 0 to je posljedica jednakosti (5.19), tj. ¢injenice da je Iy razapet svojstvenim
vektorima x;; operatora ad hy, ..., ad hy. Nadalje, Liejeva podalgebra X takoder je razapeta svoj-
stvenim vektorima [z;, - - - z;,] tih operatora pa vrijedi (ad hy)X C X. Pretpostavimo li da (5.25)
vrijedi za neki n € Z,, primjenom Jacobijevog identiteta slijedi

(ad hg) 11 = (ad hy) L, + (ad hy) [ X, 1] C I, + [(ad hi) X, L] + [ X, (ad hy) 1) C L, +[X, L] = L1
Time je (5.25) dokazano za svaki n € Z,. Odatle slijedi
[hi, 1] C I, E=1,...,0 (5.26)

Prema jednakosti (5.22) vrijedi (adyx)lo = {0} za k = 1,...,¢. Nadalje, iz (5.18) slijedi da je
(adyr)X C X 4+ H. Prema tome, ako pretpostavimo da je za neki n € Z, dokazano da vrijedi

(adyi)I, C I, k=1,...,¢, (5.27)
nalazimo
(adyp) 1 = (adyg) L, + [(ad yp) X, L)) + [X, (ad yx) L) C L, + [ X, 1] + [H, L) + [X, I,,] = L.41.
Time je (5.27) dokazano za svaki n € Z, pa slijedi
[yr, I] C I, E=1,...,¢. (5.28)
Naravno, kako je I ideal u Liejevoj algebri X to je i
[z, I] C I, k=1,...,¢. (5.29)

Buduéi da elementi hy, zx, yr, kK = 1,..., ¢, generiraju Liejevu algebru gy, iz (5.26), (5.28) i (5.29)
slijedi da je I ideal u go.

Sasvim analogno dokazuje se i da je J ideal u Liejevoj algebri gg.

(b) Ocito je X +Y C £. S druge strane, iz (a) slijedi da je X + Y ideal u Liejevoj algebri go.
Taj ideal sadrzi sve elemente x;; i y;;. Kako je € najmanji ideal u gy koji sadrzi sve element z;; i
Yij, vrijedi i obrnuta inkluzija ¢ C X 4 Y. Dakle, ¢ = X Y.
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Neka je ¢ : go — g = go/€ kvocijentni epimorfizam. Buduéi da je go = X + H + Y, iz leme
5.4.7. slijedi da je g = o(X) + ¢(H) +¢(Y); ¢|H je izomorfizam H na sliku koju ¢emo oznaciti sa
b; ¢|X je epimorfizam X na sliku koju ¢emo oznagiti sa n i koja je izomorfna kvocijentnoj Liejevoj
algebri X/I; analogno, ¢|Y je epimorfizam na sliku koju ¢emo oznaciti sa n i koja je izomorfna
kvocijentnoj Liejevoj algebri Y/ .J.

Kao u zadatku 5.20. pokazuje se da su vektori p(z1), ..., 0(ze), (h1), ..., (he), (Y1), ..., ¢(ye)
linearno nezavisni. Slijedi da je restrikcija ¢|spang {x1,...,z¢, b1, ..., he, 1, .., ye} injektivna.
Stoga ¢emo je upotrijebiti kao identifikaciju i pisati z, hg, yx umjesto p(xx), @(h), ¢(yx). Nadalje,
dualni prostor h* moze se identificirati s dualnim prostorom H*. Budud¢i da je Weylova grupa W (R)
generirana refleksijama o; = 0,,, ¢ = 1, ..., ¢, imamo prirodno djelovanje grupe W (R) na prostoru
b*:

Ui/\ =)\— )\(hZ)OZZ, AE b*
Nadalje, mozemo shvacati da su S C bh*. Kako je svaki pozitivni korijen u odnosu na bazu sistema
korijena suma korijena iz te baze, vrijedi Ry C S, 1 R_ C S_. Stavimo sada

gr={zx €g; [h,x] = A(h)x Vh € b}, A€ b.
Iz injektivnosti ¢|H slijedi da je gx = ¢©((go)r). Nadalje, iz lema 5.4.5. 1 5.4.7. neposredno slijedi:
Lema 5.4.8. (a) Ako je g # {0}, onda je A € S, U{0} US_.
(b) Vrijedi
b=go, n=> +a =) +ao
AES, AES_
(c) Svi potprostori gy su konacnodimenzionalni.
(d) Za svakii € {1,... 0} vrijedi dim g,, = dim g_,, = 1.
(e) Ako suk € Z,ie€{l,....0} i gra;, # {0} onda je k € {0,+1}.
Neka je V' vektorski prostor nad proizvoljnim poljem K i A : V — V linearan operator. Za

k € Z, sa Ker A* oznacavamo jezgru potencije A*, tj. Ker A* = {v € V; A*» = 0}. To je
nepadajuéi niz potprostora

{0} =KerA’C Ker AC Ker A>C -----. CKerA" C Ker A" C ... )

Ako je za neki n Ker A" = Ker A", tada se taj niz stabilizira, tj. Ker A™ = Ker A® Ym > n.
Opcenito stavljamo

N(A) = U Ker A" ={v € V; 3n € Z, takav da je A"v = 0}.

nel4

Za svaki v € N(A) \ {0} postoji n € N takav da je A"v = 01 A" 'v # 0. Tada su vektori
v, Av, ..., A" v linearno nezavisni i razapinju n—dimenzionalan potprostor W koji je A—invari-
jantan i restrikcija A|W je nilpotentan operator indeksa n. Prema tome, svaki vektor v € N (A)
sadrzan je u A—invarijatnom konac¢nodimenzionalnom potprostoru W takvom da je restrikcija
A|W nilpotentna.

Za operator A kazemo da je lokalno nilpotentan ako je N'(A) =V, tj. ako za svaki v € V
postoji n € N takav da je A"v = 0. U tom slu¢aju dobro je definiran linearan operator e : V. — V
sa .

ety = Z HA’“U, velV.

k>0
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Ako su A i B lokalno nilpotetni operatori koji komutiraju, tada se lako vidi da je i A+ B lokalno

nilpotentan operator i vrijedi eA*? = e4eB. Posebno, vidi se da za svaki lokalno nilpotentan

operator A vrijedi e’e™ = [,. Dakle, e € GL(V).

Zadatak 5.22. Neka je A algebra nad poljem K i neka je D € Der(A) derivacija od A koja je
lokalno nilpotentan operator na prostoru A. DokaZite da je tada eP € Aut(A).

Element z Liejeve algebre [ zove se lokalno ad—nilpotentan ako je linearan operator
adz : | — [ lokalno nilpotentan. U tom je slu¢aju dobro definiran ¢®?, a prema zadatku 5.22. to
je automorfizam Liejeve algebre [.

Vratimo se sada na Liejevu algebru gy = ﬁ/% = X + H +Y i na njenu kvocijentnu algebru
g=go/t=n+ph+m

Lema 5.4.9. Elementi x;,y;, i = 1,...,{, Liejeve algebre g su lokalno ad—nilpotentns.
Dokaz: Neka je
M = N(adz;) = {z € g; In € N, takav da je (adz;)"z = 0}.

Potprostor M od g je zapravo Liejeva podalgebra. Doista, ako su z,y € M i ako sun, m € N takvi
da je (adx;)"z = 01 (adx;)™y = 0, tada prema zadatku 1.12., primijenjenom na slucaj A = g,
0 =adx; i o= =0 imamo

n+m _”*m ntm adz )" Iz (ad x;)y] =
(ad ;)™ [x,y]—;( j )[(d I (ad z,)iy] = 0,

dakle, vrijedi [x,y] € M. Prema relacijama (52), (S3) i (S;;) imamo
(adz;)" " la; =0, zaj#i; (ad z;)x; = 0; (adx;)y; =0 za j #i;

(ad z;)y; = (ad z;)*h; = —2(ad z;)x; = 0.

Prema tome, vrijedi z;,y; € M za j = 1,...,{. Kako elementi z;,y;, 7 = 1,...,{, generiraju
Liejevu algebru g, zakljucujemo da je M = g. Time je dokazano da su elementi x;, ¢ = 1,...,¢,
lokalno ad—nilpotentni. Dokaz za y;, © = 1,...,¢, potpuno je analogan.

Prema tome, mozemo definirati 7; € Aut(g) ovako
7, = eWlTigadvigad i 1=1,...,0.
Lema 5.4.10. (a) Za A€ bh* i€ {1,...,0} vrijedi T;gx = Go,r-
(b) Ako su A, p € b* i ako postoji 0 € W(R) takav da je jp = oA, onda je dim g, = dim g,.

Dokaz: (a) Neka su x € gy i h € h. Kako je 7; automorfizam Liejeve algebre g, imamo
[h, 7ix] = 73[7; 'h, x]. Izaéunajmo sada 7; 'h. Naravno,

7_;1 — efadzieadyiefadzi.

Imamo redom

(adz;)h = [x;,h] = —ci(h)x;,  (adz;)*x; = 0;
(ad x;)z; = 0;
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(adyi)h = [yi, h] = ci(R)yi,  (adyi)*y; = 0;
(ady:)z; = lys, w1 = —hs,  (ady;)z; = —(ady;)h; = —2y;,  (ady;)’z; = 0.

Dakle,
e il = h — (adx;)h = h+ oy (h)x;;

e—admixi

= Ty

Vil = h+ (ady;)h = h + o (R)y;;

e“Wig, = x; + (ady;)z; + %(ad vi) 2z =z — hy — y;.
Napomenimo jos da zbog «;(h;) = 2 imamo
e~ ¥Tip, = b, + 2.
Sada postupno racunamo djelovanje automorfizma 7, ' na element h € b :
et MviemadTip — 0dvip 4 o (h)e iz, = h 4 oy (h)y; + ai(h) (s — hi — yi) = h + ai(h)z; — o (h)hy;
7 h = e ihtay(h)e iz —ay(h)e i h; = htoy(h)zita(h)zi—ai(h) (hi+23;) = h—a;(h)h;.
Stoga nalazimo
[h, mia] = 7[7 hy @] = 7i([hy 2] = ai(R)[hi, 2]) = (M) — ai(h)A(hi)x) =

= (A= Ahj)a)(h)Tiz = (o:\)(h) T

Dakle, vrijedi 7;z € g5,x. Time je dokazano da je
Tigx € G-

Sasvim analogno dokazuje se da za p € h* vrijedi i Tl-_lgu C o, (naime, o_, = 0, = 0; = o).
Posebno, za p = o;A dobivamo Ti_lggi,\ C g., odnosno,

Tigx 2 Go,\-

Dvije inkluzije daju trazenu jednakost 7,8\ = gs;-
Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a). Naime, svaki se element o Weylove grupe W (R)
moze napisati kao produkt refleksija o; :

o=04"0;, Qyeeeyin € {1,... 0}

Sada iz tvrdnje (a) slijedi da je
9 = BoX = Ty Ti,, O

a kako su 7;,, ..., 7;, automorfizmi, slijedi dim g, = dim g,.
Lema 5.4.11. Ako je « € R onda je dim g, =1 @ gro = {0} za k € Z\ {0, £1}.

Dokaz: Prema lemi 3.5.11. postoji ¢ € W(R) takav da je ca € B. Sada iz leme 5.4.10. i
iz. tvrdnje (d) leme 5.4.8. slijedi dim g, = dim g,, = 1. Nadalje, zbog tvrdnje (e) leme 5.4.8. za
ke Z\{0,+1} je dim g, = dim ggoo = 0, dakle, gro = {0}.

Lema 5.4.12. Ako je g, # {0} onda je A € RU{0}. Nadalje, za o € R je dim g, = 1. Posebno,
g je konacnodimenzionalna Liejeva algebra i dimg = ¢ + | R).
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Dokaz: Neka je g\ # {0} i pretpostavimo da A ¢ RU {0}. Tada je A € S, U S_ i prema
lemi 5.4.11. A nije proporcionalan nijednom korijenu. Sada iz zadatka 3.17. slijedi da postoji
o € W(R) takav da oA ¢ S; U {0} U S_. No tada je gon = {0}, Sto je zbog tvrdnje (b) leme
5.4.10. u suprotnosti s pretpostavkom g, # {0}. Ova kontradikcija pokazuje da je g, # {0} samo
za A € RU{0}.

Lema 5.4.13. Za o € R neka je g* Liejeva podalgebra od g generirana sa go + ¢§_o. Tada je
Liejeva algebra g* izomorfna Liejevoj algebri s1(2, K).

Dokaz: Ako je a € B, tj. « = o; zanekii € {1,...,¢}, imamo g, = Kx;1g_, = Ky;, a kako
je
[l'layz] = hi) [h’u'rz] = 25L‘i7 [hzayz] = _2%7
slijedi da je g* = Kx; + Kh; + Ky; i g¢* =~ s[(2, K). Neka je sada « € R proizvoljan. Tada znamo
da postoji ¢ € W(R) takav da je § = oca € B. Nadalje, Weylova grupa W (R) generirana je

refleksijama oy, ..., 04, pa postoji n € Niiy,...,i, € {1,...,¢} takvi da je 0 = 0y, - - 0;,. Kao
u dokazu tvrdnje (b) leme 5.4.10. tada za automorfizam 7 = 7;, - - -7, Liejeve algebre g vrijedi
Tgo = gp. Kako jeio(—a) = —f, vrijedi takoder 7g_, = g_g. Bududi da je 7 automorfizam Liejeve

algebre g, slijedi 7g% = g”. Dakle, g* =~ g”, a kako je 3 € B, iz dokazanog slijedi g* ~ s[(2, K).

Lema 5.4.14. Liejeva algebra g je poluprosta, b je njena Cartanova podalgebra i uz uvedenu
identifikaciju R C b* vrijedi R = R(g, ).

Dokaz: Pretpostavimo da je a komutativni ideal u Liejevoj algebri g. Tada je (ad h)a C a, pa

vrijedi
a:aﬂbirziraﬂga.
acR

Za svaki a € R prema lemi 5.4.13. Liejeva podalgebra g* generirana sa g, + g_. izomorfna je
Liejevoj algebri sl(2, K), dakle, g* je prosta. Slijedi da je ang* = {0}, a odatlei ang, = {0}
Va € R. Prema tome, vrijedi a = a N b, dakle, a C h. No tada je [ga,a] C g, Na = {0} za svaki
a € R. To znadi da je

¢
aC ﬂ Kera = ﬂKerozi.
acER =1

Medutim, {aq,...,q,} je baza prostora h*, pa slijedi a = {0}. Time je dokazano da je Liejeva
algebra g poluprosta.

Liejeva podalgebra h od g je komutativna, dakle, nilpotentna. Nadalje, vrijedi [h, go] = ga za
svaki a € R, pa iz rastava

g=b+> +ga
acR

slijedi Ng(h) = h. Dakle, h je Cartanova podalgebra od g. Gornji rastav sada pokazuje da je
R(g,h) = R.

Ovim nizom lema dokazali smo Serreov teorem:

Teorem 5.4.15. Neka je R reduciran sistem korijena i B = {aq,...,az} njegova baza. Neka
je g Liejeva algebra generirana nad algebarski zatvorenim poljem K karakteristike 0 elementima
zi hiyyi, @ = 1,..., ¢, i relacijama (S1), (S2), (S3), (S:;) i (S;;)- Tada je g poluprosta Liejeva
algebra, h = spang {hy, ..., he} je njena Cartanova podalgebra i sistem korijena R(g, ) izomorfan
je sistemu korijena R. Preciznije, R je izomorfan sistemu korijena R(g,b) u realnom vektorskom
prostoru (spang R) ®q R.
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Odatle slijedi i teorem o izomorfizmima:

Teorem 5.4.16. Neka su g i g poluproste Liejeve algebre nad algebarski zatvorenim poljem K
karakteristike 0, b i b’ njihove Cartanove podalgebre, R = R(g,h), R’ = R(¢',b’), njihovi sistemi
korijena. Neka je dan izomorfizam R — R' sistema korijena; dakle, R — R’ je bijekcija koja
se dobije kao restrikcija na R nekog izomorfizma vektorskih prostora ¢ : h* — (h')*. Neka je
7 = (o)~ pripadni izomorfizam prostora h na prostor . Neka su B i B’ baze sistema korijena
R i R takve da je B' = ¢(B). Za svaki o € B i svaki o' € B’ izaberimo proizvoljne x, € g, \ {0}
i o € ¢, \ {0}. Tada postoji jedinstven homomorfizam Liejevih algebri I : g — g’ takav da je
Hlh =7 i [l(x4) = Tpa) Ya € B. Homomorfizam 11 je izomorfizam.

Dokaz: Za svaki a € B postoji jedinstven y, € g_, takav da je [z,,ys] = ha; analogno,
za svaki o/ € B’ postoji jedinstven y, € ¢’ takav da je [Zo, Y] = ho. Buduéi da je ¢|R
izomorfizam sistema korijena R na sistem korijena R’, vidimo da elementi hy/, Ty, Yor, o € B,
Liejeve algebre g’ zadovoljavaju iste relacije (S1), (52), (S3), (S;;) i S;;) kao i elementi hq, Ta, Ya,
«a € B, Liejeve algebre g. Prema tome, postoji jedinstven homomorfizam II : g — g’ takav da je
H(ha) = hr), H(Ta) = Tp) 1 H(Ya) = Ypa) za svaki a € B. Sasvim analogno pokazuje se da
postoji homomorfizam Liejevih algebri IT' : g’ — g takav da je II'(h/) = hy-1(ay, II'(Tar) = Tp1ar)
i II'(yYor) = Yy1(a) za svaki o’ € B'. Tada je kompozicija II'Il (odnosno IIII') homomorfizam sa g
u g (odnosno sa g’ u g’) koji ostavlja fiksnima generatore Liejeve algebre g (odnosno g'). Slijedi
da se radi o identitetama: II'Il = idg, IIII' = idy. Dakle, II je izomorfizam Liejeve algebre g na
Liejevu algebru ¢'.

Zadatak 5.23. Dokazite da je X slobodna Liejeva algebra s generatorima xy,...,x, @ da je Y
slobodna Liejeva algebra s generatorima vy, .. ., Ye.

Uputa: Koristite konstruiranu reprezentaciju Liejeve algebre gg na vektorskom prostoru

V= K[X1,....X].

Zadatak 5.24. U slucaju kad je ¢ = 1, tj. R = {a,—a}, nema relacija (Sfjc-), pa je
g0 = g =~ sl(2,K). Dokazite da je u tom slucaju konstruirana reprezentacija na prostoru
V = K[X] ekvivalentna reprezentaciji wy iz zadatka 1.27. za XA = 0.

Uputa: Treba usporediti djelovanja na bazama dvaju vektorskih prostora; ekvivalencija ¢e se
modi konstruirati uskladivanjem numeracija dvaju baza i skalarnim faktorima.

Zadatak 5.25. Dokazite da inkluzija Dynkinovih dijagrama dvaju sistema korijena R i R’ povlaci
da postoji monomorfizam pripadnih poluprostih Liejevih algebri g — g'.

Uputa: Inkluzija Dynkinovih dijagrama znaci da za baze B od R i B’ od R’ postoji injekcija
¢ : B — B’ takva da je n(a, ) = n(e(a),p(B)) Ya,5 € B. Za konstrukciju homomorfizma
postupajte kao u dokazu teorema 5.4.16. Injektivnost ée slijediti iz ¢injenice (koju treba dokazati
pomocu teorema 5.4.16.) da je slika tog homomorfizma Liejeva podalgebra od g’ koja je izomorfna
Liejevoj algebri g.

Zadatak 5.26. Neka je ¢ = X +Y kao i prije ideal v Liejevoj algebri go generiran elementima
Tij, Yij, 4, J = 1,..., 4, © # j. Nadalje, neka je ¥ ideal u go konacne kodimenzije. DokaZite da je
tada € C .

Uputa: Lokalno nilpotentan operator na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru je
nilpotentan.



Poglavlje 6

REPREZENTACIJE POLUPROSTIH
LIEJEVIH ALGEBRI

6.1 Inducirane reprezentacije Liejevih algebri

Neka je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V' nad poljem K. Tada znamo
da se 7 jedinstveno prosiruje do reprezentacije unitalne algebre U(g), koju ¢emo oznacavati istim
znakom 7. Naravno, vrijedi

7T($1"'$k;):7T($1)"'7T($k;)> T1,..., T € 9.

Obratno, ako je zadana reprezentacija m unitalne algebre U(g) na vektorskom prostoru V, onda je
restrikcija 7|g reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V.

Spretno je u nekim situacijama reprezentacije od U(g) shvacati kao strukture unitalnih lijevih
modula nad prstenom U(g). Doista, ako je zadana reprezentacija m unitalne algebre U(g) na
vektorskom prostoru V, onda mozemo definirati preslikavanje U(g) x V' — V ovako:

(u,v) — uv := 7(u)v, ueU(g), velV.
Uz tako definirano preslikavanje V' postaje unitalni lijevi modul nad prstenom U(g) :

(u+v)v=uv+uv, ulv+v)=uv+uv,
(uu)v = u(u'v), lv = v,

Vu,u' € U(g), Yv,v' € V. (6.1)

Obratno, ako je zadan unitalni lijevi modul V' nad prstenom U(g), tj. ako je zadana komutativna
aditivna grupa V' i preslikavanje (u,v) — uv sa U(g) x V u V koje zadovoljava (6.1), onda je
prije svega V' vektorski prostor nad poljem K buduéi da je K C U(g). Nadalje, ako za u € U(g)
definiramo preslikavanje 7(u) : V. — V| sa m(u)v = uv, v € V, onda je mw(u) linearan operator
na prostoru V' i 7 je reprezentacija unitalne algebre U(g), dakle, i Liejeve algebre g, na vek-
torskom prostoru V. O¢ito subreprezentacije odgovaraju podmodulima, kvocijentne reprezentacije
kvocijentnim modulima, preplitanja reprezentacija homomorfizmima modula. U daljnjem ¢emo
za Liejevu algebru g umjesto unitalan lijevi U(g)—modul govoriti kra¢e U(g)—modul. Nadalje,
ako je V U(g)—modul i ako je pripadna reprezentacija od g, odnosno, od U(g), ireducibilna, rec¢i
¢emo da je V ireducibilan U(g)—modul, ili prost U(g)—modul. To znaci da je V' # {0} i
nema U(g)—podmodula W od V razlicitog od V' i od {0}. Ekvivalentno, V' # {0} i U(g)v =V
Vo e V' \ {0}.

Tenzorski produkti mogu se sasvim analogno kao za vektorske prostore definirati i za module
nad prstenima. No ako se radi o nekomutativnom prstenu, situacija je specificna. Neka je, dakle,
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R unitalan prsten, opéenito nekomutativan. Neka su V' unitalni desni R—modul i W unitalni
lijevi R—modul. Za komutativnu aditivhu grupu A preslikavanje ¢ : V. x W — A zove se
R—bimorfizam, ako je to preslikavanje biaditivno, t;j.

v+ v w) =pv,w) + e, w) i ev,w+w)=plw)+ev,w) Yoo eVivVww eW

i ako vrijedi
o(vr,w) = p(v,rw) YoeV, VweW, Vr e R.

Tenzorski produkt modula V' i W zove se ureden par (7,:) takav da je
(1) 7 je komutativna aditivna grupa.
(2) ¢ je R—bimorfizam sa V x W u 7.

(3) Za svaku komutativnu aditivou grupu A i svaki R—bimorfizam ¢ : V' x W — A postoji
jedinstven homomorfizam grupa ® : 7 — A takav da je ¢p = P o .

Analogno kao za vektorske prostore dokazuje se
Teorem 6.1.1. Neka je R unitalan prsten, V' desni unitalnt R—modul « W lijevi unitalni R—modul.
(a) Postoji tenzorski produkt modula V' i W.

(b) Ako su (T ,u) i (T',1) tenzorski produkti R—modula V' i W, jedinstveni homomorfizam ® :
T — T’ sa svojstvom ' = ® o1 je izomorfizam grupa

(¢) Ako je (T ,1) tenzorski produkt modula V i W onda skup «(V x W) generira grupu 7T .

Tenzorski produkt nad prstenom R obi¢no se oznacava znakom ®x, tj. grupa 7 se pise V@xr W,
a bimorfizam ¢ je tada oznacen sa (v, w) = v g w, v € V, w € W.

Nas ¢e zanimati samo situacija kad je prsten R zapravo unitalna algebra nad poljem K, tj. ako
je polje K sadrzano u prstenu R. Tada je svaki (bilo lijevi, bilo desni) R—modul ujedno vektorski
prostor nad poljem K.

Zadatak 6.1. Neka je R unitalna algebra nad poljem K,V desni unitalni R—modul + W lijevt
unitalnt R—modul. Neka je U potprostor vektorskog prostora V Qi W razapet svim elementima
oblika vr Qg w — v Qg rw, v € V, w € W, r € R. DokaZite da je tada kvocijentni prostor
T =V ®xg W/U s preslikavanjem ¢ : V. x W — T zadanim sa ((v,w) = v Qg w + U tenzorski
produkt R—modula V 1 W.

Ukoliko je S takoder unitalna algebra nad poljem K i ako je V ne samo desni R—modul nego
i lijevi S—modul i ako vrijedi

(sv)r = s(vr) Vse S, YveV, VreR,

onda kazemo da je V (S, R)—bimodul. Ako jei dalje W lijevi R—modul, onda se lako vidi da na
tenzorskom produktu V @z W postoji jedinstvena struktura lijevog S—modula takva da vrijedi

s(v g w) = (sv) @r w VseS, YwveV,VweW.

Analogno, za (R,S)—bimodul W na V ®z W postoji prirodna struktura desnog S—modula.
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Neka je sada g Liejeva algebra nad poljem K, neka je b njena Liejeva podalgebra i neka je o
reprezentacija Liejeve algebre b na vektorskom prostoru W. Tada W ima strukturu U(b)—modula.
Nadalje, U(b) mozemo shvacati kao unitalnu podalgebru od U(g) generiranu sa b. Prema tome,
mnozenje (g,b) — gb, g € U(g), b € U(b), definira na U(g) strukturu unitalnog desnog
U(b)—modula. Ujedno je U(g) unitalni lijevi U(g)—modul, a zbog asocijativnosti U(g) je zapravo
(U(g),U(b))—bimodul. Prema tome, mozemo formirati tenzorski produkt U(g) ®u @) W i to je
(lijevi unitalni) U(g)—modul. Na taj nacin dolazimo do reprezentacije 7 Liejeve algebre g na
vektorskom prostoru V' = U(g) ®u) W. Za tu reprezentaciju = Liejeve algebre g kazemo da
je inducirana reprezentacijom o podalgebre b, a takoder za U(g)—modul V kazemo da je
induciran U(b)—modulom W; pisemo

m=Indo, V=IndW.

Iz PBW—teorema slijedi da je U(g) slobodan desni U(b)—modul. Doista, ako je {z1,..., 2}
baza direktnog komplementa od b u g, onda se dopunjavanjem te baze s bazom od b do baze od
g lako vidi da je

{ait - apms (na, ... n) € 2T}
baza desnog U(b)—modula U(g). Odatle slijedi da je w +— 1 @y w linearna injekcija prostora
W u prostor V' = Indy W i to preslikavanje je homomorfizam lijevih U(b)—modula, odnosno,
preplitanje reprezentacije o s reprezentacijom 7|b. Tu injekciju mozemo upotrijebiti kao identi-
fikaciju, pa W postaje potprostor od V koji je o—invarijantan, odnosno, to je U(b)—podmodul od
V. Naravno, U(g)—modul V generiran je sa W. Takvo uranjanje W u V' ima univerzalno svojstvo;
naime, pomocu univerzalnog svojstva tenzorskog produkta nije tesko dokazati da vrijedi:

Propozicija 6.1.2. Neka je b Liejeva podalgebra Liejeve algebre g, W U(b)—modul, V U(g)—modul
induciran sa W. Ako je V' U(g)—modul i ako je ¢ : W — V' preplitanje reprezentacija od b,
tj. homomorfizam U(b)—modula, onda se 1 jedinstveno prosiruje do preplitanja ¥ : V. — V'
reprezentacija od g, odnosno do homomorfizma U(g)—modula. Nadalje, opisano pridruzivanje
Y — ¥ je izomorfizam prostora Homy(W, V') na prostor Homg(V,V'); inverzni izomorfizam je
restrikcija W — W|W.

I dalje je {z1, ..., 2} baza direktnog komplementa od b u g. Zan = (n1,...,n,) € Z7 piSemo
2% = " ---xpm. Opisano uranjanje w +— 1®ye) U(b)—modula W u inducirani U(g)—modul
V = Indy W ima za posljedicu da za proizvoljan v € V postoje jedinstveni w, € W, n € Z7,
medu kojima je samo kona¢no mnogo njih razli¢ito od nule, takvi da je

v= Z ™ QU (p) W- (6.2)

Drugim rije¢ima, vrijedi

Neka je m = Ind o inducirana reprezentacija. Tada uz identifikaciju W = 1 Qu) W imamo
T Quey w = T(2®)w, w € W, pa umjesto (6.2) mozemo pisati

v= (™) w,.

QEZT B
Ako je u € U(g) proizvoljan, operator m(u) se moze izracunati na sljede¢i nacin. Za svaki n € Z1'
mozemo pisati

ur = Z xﬁukﬂ, ugn € U(D).

kezm
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Tada za w € W vrijedi

m(u)(m(@)w) = | Y eFugn | (1 @ue w) = Y o Qe upnw = Y (2" (ugnw).

Propozicija 6.1.3. Neka su g, b, o, W, 7, V kao i do sada, uz identifikaciju W C V. Neka je J
jezgra od o u U(b).

(a) Lijevi ideal U(g)J generiran sa J u U(g) jednak je anihilatoru od W u U(g) :

U(g)J = spang {ua; uw e U(g), a€ J} ={u e U(g); uw=0VYw € W}.

(b) Jezgra od m u U(g) je najveéi dvostrani ideal v U(g) sadrzan u lijevom idealu U(g).J.

Dokaz: (a) Buduéi da je J dvostrani, pa dakle i lijevi ideal u U(b), vrijedi

Ulg)J =) a"J.

Sada za u € U(g) pisemo
u = Zxﬁuﬂ, u, € U(b),

pa imamo sljededi slijed ekvivalencija

uW ={0} = D 1"QuuuV={0} < u,W={0}Vn <

= u,€JVn <<= wuelU(g)l

(b) Neka je u € U(g). Buduéi da W generira U(g)—modul V, tj. V = U(g)W, imamo koristeci
dokazanu tvrdnju (a)

u€ Kerm <= uwU(@W)={0} <= uU(g) CU(g)] <= Ulg)ulU(g) CU(g)/.

Time je i tvrdnja (b) dokazana.

Propozicija 6.1.4. Neka je b Liejeva algebra i neka je 0 : b — K jednodimenzionalna reprezentacija
od b. Oznacimo sa N jezgru te reprezentacije u U(b). Tada je N lijevi ideal u U(b) generiran
skupom {x — o(z); = € b} i ujedno desni ideal u U(b) generiran tim skupom.

Dokaz: Oznacimo sa L lijevi, a sa R desni ideal u algebri U(b) generiran sa {z —o(x); = € b}.
Ocito je L C N. S druge strane, neka je {z1,...,2,} bazaod b takvadaje(z;) =0zaj=2,...,n.
Svaki element x7" - - - 2" baze od U(b) takav da je mg+---+m, > 0 lezi u L. Takoder, za svaki
m; € N je 2™ — o(z)™ € L. To pokazuje da je L potprostor od U(b) kodimenzije < 1, pa
zakljucujemo da je L = N. Sasvim analogno dokazuje se da jei R = .

V.
0}

Propozicija 6.1.5. Neka su g, b, o, W, w, V' kao @ ranije, ponovo uz identifikaciju W
Pretpostavimo da je w € W takav da je W = U(b)w i neka je L = {x € U(b); o(z)w
anthilator vektora w u U(b).

N

(a) Vrijedi V- = U(g)w 1 jezgra surjektivnog preslikavanja ¢ : u — uw sa U(g) na V' je lijevi
ideal U(g)L v U(g) generiran sa L.
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(b) Neka je v : U(g)/U(g)L — V izomorfizam vektorskih prostora dobiven iz ¢ prijelazom na
kvocijent. Ako U(g)/U(g)L snabdijemo strukturom U(g)—modula dobivenom iz mnoZenja
slijeva na U(g), onda je v izomorfizam U(g)—modula.

(¢) Ako je reprezentacija o jednodimenzionalna, dim W = 1, onda je U(g)L lijevi ideal u U(g)
generiran skupom {x — o(x); = € b}.

Dokaz: (a) Imamo U(b)w = W, dakle je U(g)w = U(g)W = V. Da bismo odredili jezgru
surjekcije w — ww izaberimo bazu {zi,...,xs} direktnog komplementa od b u g i koristimo
oznake uvedene iza propozicije 6.1.2. Neka je v € U(g) i neka su u, € U(b), n € Z3, jedinstveni
elementi takvi da je

u = Z T Uy,

Tada imamo slijed ekvivalencija:

w=0 <<= Zxﬁ®u@w:0 = uuuw=0vn <=

— wu,€LVn <= wuelU(g)L.

Dakle, Ker ¢ = U(g)L i time je dokazana tvrdnja (a). O¢ito je ¢ homomomrfizam U(g)—modula
pa slijedi (b). Napokon, tvrdnja (c) slijedi neposredno iz propozicije 6.1.4.
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6.2 Vermaovi moduli

U ostatku ovog poglavlja K je algebarski zatvoreno polje karakteristike 0 i g je poluprosta
Liejeva algebra nad poljem K. Nadalje, h je Cartanova podalgebra od g i R = R(g, ) pripadni
sistem korijena. Neka je B neka baza sistema korijena R i neka su R, i R_ = —R, pripadni
skupovi pozitivnih i negativnih korijena u odnosu na bazu B. Kao i obi¢no stavljamo

go={z€g [ha]=a(h)zVheh},  a€cR.

Tada imamo korijenski rastav

g=b+> +ga
acR
Stavimo kao prije
n=) g B= ) Foa
acER a€ER_

dakle, g = n+ b + n. Nadalje, neka je b = b 4+ n. Tada je b Borelova podalgebra od gi g = b+ n.

Kao i prije stavimo ) = spangz B = spangz R — to je skup tzv. korijenskih tezina — i neka

Q. =7Z.,B {Znaa na€Z+zaa€B}

aEB

je

Naravno, vrijedi

Q. =7Z,R, = Zna(x; ng € Zy za o € Ry

a€ERy

Za X\ € O, oznacimo sa P()\) broj nac¢ina da se A\ napiSe kao Z, —linearna kombinacija pozitivnih
korijena. Dakle, ako je |R,| = s, numerirajmo sve pozitivne korijene: R, = {aq,...,as}. Tada je

77()\):|{(cl,..., )ELL; A= chal} :

Funkcija P : Q, — N se zove Kostantova funkcija sistema korijena R u odnosu na bazu B.

Neka je kao i u odjeljku 3.7. za svaki a € B sa )\, oznacena pripadna fundamentalna tezina:
{A\a; a € B} je dualna baza od h* u odnosu na bazu {h,; a € B} prostora b, tj. Aa(hs) = dap-
Nadalje, polusumu pozitivnih korijena oznacimo sa p. Prema propoziciji 3.7.1. je

PN LN
BER L aEB

Stoga vrijedi
plhe) =1 Va € B. (6.3)

Neka je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru V. Za p € h* stavimo
={veV; n(h)v=ph)v Vh € h}.

Ako je V,, # {0}, i se zove tezina reprezentacije m, a V), se zove tezinski potprostor od V.
Ukoliko je taj potprostor konacnodimenzionalan, broj dim V,, zove se multiplicitet tezine p u
reprezentaciji 7. Ako je V,, = {0}, odnosno ako p nije tezina reprezentacije 7, kazemo da je u
tezina od p multipliciteta 0. Za vektor v € V), kazemo da je teZinski vektor tezine p.
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Propozicija 6.2.1. Neka je m reprezentacija od g na vektorskom prostoru V.
(a) Suma V' potprostora V,,, p € h*, je direktna.
(b) Zaa € R ipeb* vrigedi m(ga)V, C Vita.
(¢) Potprostor V' je m—invarijantan.

Zadatak 6.2. Dokazite propoziciju 6.2.1.

Naravno, moze se dogoditi da reprezentacija od g nema nijednu tezinu. Mi ¢emo u ovom
poglavlju promatrati samo tzv. h—tezinske reprezentacije, tj. samo takve reprezentacije na
prostoru V' da vrijedi

Takve su sve kona¢nodimenzionalne reprezentacije:
Propozicija 6.2.2. Svaka konacnodimenzionalna reprezentacija Liejeve algebre g je h—teZinska.

Dokaz: Neka je 7 reprezentacija od g na konacnodimenzionalnom prostoru V. Zbog Weylovog
teorema 1.5.4. o potpunoj reducibilnosti mozemo pretpostaviti da je reprezentacija 7 ireducibilna.
No tada je zbog tvrdnje (¢) propozicije 6.2.1. dovoljno dokazati da reprezentacija 7 ima bar jednu
tezinu p € h*. Kako je Borelova podalgebra b = h+n rjesiva, na njenu sliku 7(b) C gl(V') mozemo
primijeniti teorem 1.2.9. Slijedi da postoji vektor v # 0 koji je svojstven za sve operatore m(zx),
x € b. Dakle, postoji linearan funkcional A € b* takav da je

m(z)v=XNz)v  Vreb.
Posebno, vidimo da je v € V), za pp = A|h € b*, tj. V,, # {0}.

Neka je A € h*. Definiramo jednodimenzionalnu reprezentaciju 7, od b na prostoru W), = K
ovako:

m(h+n)=Ah), heb, nen

Neka je
oy = Ind} 7y, M) = IndgWx = U(g) @u ) K.

Tako definiran U(g)—modul zove se Vermaov modul pridruzen g, b, B, .

U daljnjem ¢emo pisati ® umjesto @y ). Bududi da je n direktni komplement od b u g, prema
razmatranjima prije i iza propozicije 6.1.2. vidimo da je u — u®1 = o (u)(1®1) izomorfizam vek-
torskog prostora U (w) na vektorski prostor M (). Ocito je to homomorfizam lijevih U(n)—modula.

Propozicija 6.2.3. Neka je A € h*.

(a) Reprezentacija oy je h—tezinska:

M) =D + M),

HED*

(b) 1 € b* je tezina reprezentacije oy ako i samo ako je X — pu € Q4 :

MV, #A{0) e  per-Q.
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(¢) Multiplicitet tezine € X — Q4 reprezentacije oy jednak je P(A — ) :
dim M(X), =P\ —p) Ve N—Q..
(d) Vrijedi
MA)r=1® K,  MQA)=UmM(),  aM),={0}.

Dokaz: Neka je |Ry| = s i numerirajmo pozitivne korijene: R, = {ay,...,as}. Za svaki
je{l,...,s} neka je y; € g_q, \ {0}. Tada je {y1,...,ys} baza od n, dakle,

{y?l ._.y?s; (nla"'anS) € Zi}

je baza vektorskog prostora U(m). Slijedi da je
{y?l o ygs ® 1? (nla' .- 7ns) S Zi}

baza vektorskog prostora M (A). Sada ¢emo izracunati djelovanje proizvoljnog h € h na vektore
te baze. Bududi da je [h,y;] = —a;(h)y;, indukcijom po k = ny + -+ 4+ ns € Z, lako slijedi da u
algebri U(g) vrijedi

[yt -yl = (o — - = ngag) (R)yy™" - - -y

Stoga je
ax(P) (Y -y @ 1) = oa(h)or(y" -y ) (1@ 1) =

= o) ([h Y -y NI @ 1) + oa(R) (Y -y )oa(h) (1 ® 1) =
= (—mog — - —nsa)(h)yt -y @1yt yth @ L
Kako je ® zapravo ®p), i kako je h € h € b, imamo 1-h®1=1®h-1 = A(h)(1® 1), pa slijedi
()" -y @ 1) = (A =may — - = nga) () (Y -y @ 1),

Odatle i iz propozicije 6.2.1. slijede sve tvrdnje ove propozicije.

Vermaov modul ima univerzalno svojstvo u odnosu na ciklicke U(g)—module s ciklickim vek-
torom koji je tezinski i poniSten sa n :

Propozicija 6.2.4. Neka je V U(g)—modul, X € b*, v € V, wvektor takav da je nv = {0} i
V =U(g)v.

(a) Postoji jedinstveno preplitanje ¢ : M(X) — V takvo da je (1 ® 1) = v. ¢ je surjekcija
Vermaovog modula M(\) na modul V.

(b) Modul V' je h—teZinski; za svaku njegovu teZinu p vrijedi A — p € Q4 tezinski potprostor V,
je konacnodimenzionalan i Vy = Kv; dakle, ako je V # {0}, onda je dim V) = 1.

(¢) Vrijedi V = U(n)v.
(d) Ako je T :V — V preplitanje, onda je T = cly za neki c € K.

(e) Postoji unitalni homomorfizam x centra Z(g) algebre U(g) u polje K takav da je zw = x(2)w
za svaki z € Z(g) i svakiw € V.

(f) Preplitanje ¢ je izomorfizam ako i samo ako je V- # {0} i za svakiu € U(w) \ {0} linearan
operator w — uw sa 'V u 'V je injektivan.



6.2. VERMAOVI MODULI 173

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz propozicije 6.1.2. Tvrdnje (b) slijedi iz surjektivnosti
0 iiz p(M(X),) =V, Vi € b*. Tvrdnja (c) je posljedica PBW—teorema:

V = U(g)v = UMU(b)w = U(@)v.

Neka je T': V' — V preplitanje, odnosno, homomorfizam U(g)—modula. Za svaki h €  imamo
hTv = Thv = A(h)Tv, dakle, vrijedi Tv € V), = Kv. Stoga je Tv = cv za neki ¢ € K. No svaki
w € V ima po pretpostavci oblik w = wv za neki u € U(g). Slijedi Tw = Tuv = uTv = ucv = cw,
dakle, T = c¢ly. Time je dokazana tvrdnja (d). Odatle odmah slijedi tvrdnja (e), jer za z € Z(g)
prelikavanje w — zw sa V u V je preplitanje.

Ako je ¢ izomorfizam, injektivnost operatora w +— uw za u € U(n) slijedi iz prije spomenute
¢injenice da je u — u(l ® 1) izomorfizam U(n)—modula U(n) na Vermaov modul M(\) i iz
¢injenice da prsten U(n) nema djelitelja nule (zadatak 5.16.). Napokon, pretpostavimo da ¢ nije
izomorfizam. Tada ¢ nije injekcija, pa postoji u € U(n) \ {0} takav da je ¢(u® 1) = 0. Slijedi

w=up(l®1)=plor\(u)(1®1) =¢puxl)=0.

Prema tome, ako je V' # {0}, dakle, v # 0, linearan operator w — ww nije injekcija.

Svaki unitalni homomorfizam y : Z(g) — K zove se infinitezimalni karakter. x se zove
infinitezimalni karakter reprezentacije m Liejeve algebre g na prostoru V' (ili infinitezimalni karakter
U(g)—modula V') ako je w(z) = x(z)ly za svaki z € V. Iz tvrdnje (e) propozicije 6.2.4. slijedi da
Vermaov modul M (A) ima infinitezimalni karakter. Njega ¢emo oznacCavati sa x .

Propozicija 6.2.5. Neka je A € b*.

(a) Svaki pravi U(g)—podmodul od M(X) sadrZan je u potprostoru

M (X) = Z M)

HFEX

(b) Postoji nagveéi pravi U(g)—podmodul K(X) od M(N). Kvocijentni U(g)—modul
L(X) = M(N)/K(X) je prost, tj. kvocijentna reprezentacija s = (0x)m)/ k() Jje ire-
ducibilna.

Dokaz: (a) Neka je V U(g)—podmodul od M (A) razlicit od M (A). Tada je V' U(h)—podmodul
od M(X) pa vrijedi

V= > 4V, i Vu=VnaM®»),
HEA—Q+)

Bududi da je dim M (M), =11 U(g)M(A\)x = M(N), iz V # M()) slijedi da je VN M(\), = {0}.
Prema tome je
V=> +VAMQ), C M)
HFEX
(b) Neka je K suma svih pravih U(g)—podmodula od M ()). Tada je K(\) U(g)—podmodul od
M () koji sadrzi svaki pravi U(g)—podmodul od M ()). Kako je prema (a) svaki pravi U(g)—pod-
modul od M(A) sadrzan u M, (\), slijedi da je i K(X\) C M, (\), dakle, K(\) # M(A).

Propozicija 6.2.6. Neka je V' ireducibilan U(g)—modul i neka je X € h*. Pretpostavimo da
postogi v € V\ \ {0} takav da je nv = {0}. Tada je modul V izomorfan modulu L()\), odnosno,
reprezentacija od g na V ekvivalentna je reprezentaciji my.
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Dokaz: Kako je U(g)—modul V ireducibilan, vrijedi U(g)v = V. Prema tvrdnji (a) propozicije
6.2.4. postoji surjektivno preplitanje ¢ : M(\) — V. Tada je modul V' izomorfan kvocijentnom
modulu M (X)/(Ker ). Bududi da je ¢ # {0}, to je Ker ¢ # M()), pa je uz oznaku iz propozicije
6.2.5. Kerp C K()\). Sada iz ireducibilnosti kvocijentnog modula M (X)/(Ker ) slijedi da je
Kerp = K(\), dakle, modul V' je izomorfan modulu M (X)/K(X) = L()).

Propozicija 6.2.7. Pretpostavimo da za A € h* i a € B wrijedi m = A h,) € Z,. Neka su
ve MMNN\{0} iy € g_o\ {0} Stavimo v' = y™ v i neka je V U(g)—podmodul od M(N)
generiran sa v', V = U(g)v'. Tada je U(g)—modul V izomorfan modulu M(o,(X+ p) — p).

Za dokaz ¢e nam trebati sljedeca cinjenica, koja se jednostavno dokazuje indukcijom u odnosu
nam € Z; :

Zadatak 6.3. Neka je A unitalna algebra i x,y,h € A takvi da je [h,y] = =2y i [x,y] = h. Tada
je
[z, = (m+ 1)(h+m)y™ = (m+1)y™(h—m) VYm€eZ,.

Dokaz propozicije 6.2.7.: Buduéi da je u — wv izomorfizam vektorskog prostora U(n) na
vektorski prostor M (A), vrijedi v’ # 0. Nadalje, kako je prema (6.3) p(hy) = 1, imamo
oA +p)—p=A+p—A+p)(ha)a—p=XA—(m+1)a,
pa je prema tvrdnji (b) propozicije 6.2.1.
v =y" e e M) —imt1)a = M(N)on (0tp)—p-

Za [ € B\ {a} vrijedi [g_a, 05 = {0} jer 5 —a ¢ R. Odatle i iz ggv = {0} slijedi ggv’ = {0}.
Nadalje, neka je = € g, takav da je [z, y] = h,. Tada zbog jednakosti u zadatku 6.3. i zbog zv = 0
nalazimo

v = 2y = [z,y" o + y" v = (m + 1)y (ha — m)v = m(A(hy) — m)y™v = 0.

Time je dokazano da vrijedi nv’ = {0}. Sada po tvrdnji (a) propozicije 6.2.4. postoji epimorfizam
U(g)—modula ¢ : M(o,(A+ p) — p) — V. No kako je za svaki u € U(n) \ {0} preslikavanje
w +— uw injektivan linearan operator na M (\), njegova restrikcija na potprostor V' je takoder in-
jektivna. Sada tvrdnja (f) propozicije 6.2.4. pokazuje da je ¢ : M (o4 (A+p)—p) — V izomorfizam
U(g)—modula.
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6.3 Konacnodimenzionalne reprezentacije
U daljnjem sa P oznacavamo skup svih tezina sistema korijena R = R(g, b). Dakle,
P={xeb"; ANhy) € ZVa € R} ={Xe€bh*; Ah,) € ZVYa € B}.
Nadalje, neka je P, skup svih dominantnih tezina sistema korijena R u odnosu na bazu B :
P.={\eb"; AMha) €Z, VYae R} ={N€b"; ANha) € Zy Ya € B}.

Ako je m reprezentacija od g na prostoru V, tezinom od 7 i dalje ¢e se nazivati svaki linearni
funkcional p € h* takav da je V, = {v € V; w(h)v = p(h)v Vh € h} # {0}. Da izbjegnemo
nedoumice, tezine sistema korijena R, odnosno elemente od P, nazivat ¢emo integralne tezine,
a elemente od P, dominantne integralne tezine.

Propozicija 6.3.1. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g na prostoru V. Svaka
tezina od m je integralna. Nadalje, za svaki i € b* i za svaki element o Weylove grupe W = W (R)
vrijedi dim 'V, = dim V.

Dokaz: Neka je o € R. Neka su z, € g 1 Yo € g_o takvi da je [z4,Ya] = ha; podsjeéamo da
je he jedinstven element iz [gq, §-o] C b takav da je a(h,) = 2. Tada je s, = span{xq, ha, Yo}
trodimenzionalna Liejeva podalgebra od g i linearno proSirenje preslikavanja

xr_)loﬂ hH{l 0} y}_}{oo}

¢ 0 0]’ “ 0 -1}’ ¢ 10

je izomorfizam Liejeve algebre s, na Liejevu algebru sl(2, K). Restrikcija 7|s,, je kona¢nodimenzio-
nalna reprezentacija od s,, pa su po tvrdnji (a) teorema 1.6.4. sve svojstvene vrijednosti operatora
7(he) cijeli brojevi. Dakle, vrijedi u(hy) € Z za svaku tezinu p reprezentacije 7. Kako je a € R
bio proizvoljan, prva je tvrdnja dokazana.

Za drugu ¢emo tvrdnju takoder koristiti izomorfnost s, sa sl(2, K) i rezultate odjeljka 1.6.
Neka je p € h* tezina reprezentacije 7 i neka je a € R. Stavimo m = u(h,). Neka je

Vv® .. ye

rastav prostora V' u direktnu sumu 7|s,—invarijantnih potprostora na kojima su pripadne sub-
reprezentacije Liejeve algebre s, ireducibilne. Stavimo n; = dim V0U), Neka su Vk(]) tezinski
potprostori:

Vk(j) = {v e VY 1(hy)v = kv}.
Znamo da tada vrijedi Vk(j) # {0} ako i samo ako je —n; < k < n;in; —k € 2Z i u tom je
slucaju dim Vk(j )= 1. Nadalje, iz eksplicitnih formula za djelovanje restrikcija operatora m(x,) i
7(yo) slijedi da je u slucaju k > 0 restrikcija W(ya)k|Vk(] ) izomorfizam sa Vk(] ) na V_(]k), a restrikcija

W(:Ca)k‘V,(Q je izomorfizam sa V,(];'g) na Vk(j)' Primijetimo sada da iz pi(ha) = m slijedi
VoV VO b Y A,

a kako je svaki potprostor V9 il {0} ili je jednodimenzionalan, zakljuéujemo da je tezinski
potprostor V), direktna suma nekih od potprostora 1745 ); preciznije, vidi se da je V,, direktna
suma tocno svih onih V¥ za koje je —n; < m < nj i n; —m € 2Z. Odatle slijedi da je u
slucaju m > 0 restrikcija m(y,)™|V, injektivna, a u slucaju m < 0 restrikcija w(z,)"™"|V, je
injektivna. Prema tvrdnji (b) propozicije 6.2.1. u prvom slucaju vrijedi 7(ya)"V, C Viema, @ 1
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drugom 7(z,)"™V, C V,_ma. Dakle, zbog spomenutih injektivnosti imamo u oba slucaja da je
dim V, < dim V. Medutim, vrijedi y — ma = p — pu(hy)a = o . Dakle, dokazali smo da je

dim V, <dim V,_, Yu e h* 1 Va € R.
Kako je 02 identiteta, vrijede i obrnute nejednakosti
dim V,,, < dim V,2, = dim V, Vueh” i VaeR.
Dakle, dokazali smo da vrijede jednakosti
dim V, = dim V_, Yueh® i VYa € R.
Buduéi da refleksije o, @ € R, generiraju Weylovu grupu W (R), slijedi druga tvrdnja propozicije:
dim V, = dim V,, Vueh® i VoeW(R).

Zadatak 6.4. DokaZite da je za svaki o € R restrikcija operatora e™*e)eTWa)em(@a) ng tezinski
potprostor V,, izomorfizam V,, na V,_,.

Uputa: Indukcijom po k € N izracunajte komutatore operatora m(h), h € b, s potencijama
7(24)F i 7(ya)*, a odatle i komutatore operatora m(h), h € b, s operatorom e™(@a)e=Wa)em(@a),

Neka je kao i u prethodnom odjeljku za A € h* sa M(\) oznacen Vermaov modul pridruzen g,
b, B, A, i neka je o, pripadna reprezentacija od g. Nadalje, neka je L(\) jedinstven ireducibilni
kvocijent modula M (A). Sa 7y ¢emo oznacavati (ireducibilnu) reprezentaciju od g na L(\). Nadalje,
oznac¢imo sa ( - | - ) bilinearnu formu koju na h* x h* po dualnosti definira restrikcija Killingove forme
Kk = kg od g na h x h. Podsjeamo da je tada restrikcija forme (-|-) na Q—potprostor spang R
pozitivno definitna, pa definira skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru (spang R) ®¢gR.
Taj je skalarni produkt invarijantan u odnosu na sve elemente Weylove grupe W = W (R), stovise
i u odnosu na sve elemente grupe Aut(R).

Propozicija 6.3.2. Neka je m konacnodimenzionalna ireducibilna reprezentacija od g na prostoru

V.
(a) Postoji jedinstven A € b* takav da je m ekvivalentna reprezentaciji .
(b) Vrijedi A € Py i dim V) = 1.
(c) Ako je p tezina od m, tj. ako je V,, # {0}, onda je X\ — pn € Q4 @ vrijedi (p|p) < (AN).

Dokaz: Bududi da je prostor V konac¢nodimenzionalan, postoji tezina A od 7 takva da za svaki
pozitivni korijen & € R, A+« nije tezina od 7. To znaci da je m(n)V, = {0}. No tada iz propozicije
6.2.6. slijedi da je reprezentacija m ekvivalentna reprezentaciji wy. Nadalje, iz tvrdnje (b) propozicije
6.2.4. slijedi da je dim V), = 1. Za a € R, izaberimo kao obi¢no x, € g, 1 Yo € g_, tako da bude
[Ta, Yo| = ha- Zav € VA\{0} je tada m(z,)v = 0, pa iz teorije reprezentacija od sl(2, K) ~ s,, slijedi
da je A(hy) € Z, (preciznije, A\(h,) + 1 je jednako dimenziji U(s,)—podmodula generiranog sa v).
Kako je @ € R, proizvoljan, zaklju¢ujemo da je A € P,. Iz tvrdnje (b) propozicije 6.2.4. slijedi da
za svaku tezinu p reprezentacije m ~ my vrijedi A — p € @Q4. Odatle slijedi jedinstvenost u tvrdnji
(a) : ako je my ~ my,ondaje A =N € Q. i N — A€ Qy,paje =N € QN (—Qy) = {0},
odnosno, A = \.

Treba jos dokazati da je (u|pu) < (A|A) za svaku tezinu p reprezentacije m ~ my. Kako je
P, presjek P sa zatvaracem Weylove komore odredene sa B (u realnom vektorskom prostoru
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(spang R)®gR), i kako je prema teoremu 3.5.15. zatvarac bilo koje Weylove komore fundamentalna
domena za djelovanje Weylove grupe W (R), za svaku tezinu p reprezentacije 7 postoji o € W(R)
takav da je opu € P,. Buduéi da je prema propoziciji 6.3.1. pu tezina od 7 ako i samo ako je
o tezina od 7 i buduéi da je (oulop) = (p|p), u dokazu nejednakosti (u|p) < (A|A) mozemo
pretpostavljati da je p € P,. No tada je i A+ p € Py. S druge strane je A — p € @), pa postoje
Co € L., a € B, takvi da je

A— = Z CaCt.

No tada je )
AN = (ulp) = A+ pld = ) = ca(A + pila).

aeB

Uz oznake iz odjeljaka 2.1. i 2.2. imamo za svaki o € B
(ala)
2
Slijedi da je (AJA) — (u]p) > 0, odnosno, (p|p) < (A|A).

A+ pla) = A+ p)(ta) = (A+p)(ha) = 0.

Lema 6.3.3. Neka je V # {0} U(g)—modul s reprezentacijom . Pretpostavimo da za neki A € b*
i neki v € Vy wrigedi m(n)v = {0} i m(U(g))v = V. Nadalje, izaberimo y, € g_o \ {0}, @ € B, i
pretpostavimo da za svaki o € B wvrijedi w(y,)™v = 0 za neki m € N. Tada je reprezentacija
ireducibilna 1 konacnodimenzionalna.

Dokaz: Neka je II skup svih tezina reprezentacije m, p € I, « € B. U vezi s izabranim
Yo € §_q 1zaberimo kao i obic¢no z, € g, tako da bude [z,,ya] = ho 1 neka je

S0 = Spang {Ta, Na, Yo} =~ 81(2, K).

Stavimo v; = 7(ya)'v, j € Z;, 1 neka je m najveéi sa svojstvom v, # 0. Tada znamo da je pot-
prostor span {vo, ..., v, } invarijantan u odnosu na restrikciju 7|s, i pripadna je subreprezentacija
od s, ireducibilna. Prema tome, suma V'’ svih kona¢nodimenzionalnih m|s,—invarijantnih pot-
prostora od V, na kojima je subreprezentacija od wls, ireducibilna, razlicita je od {0} i sadrzi
vektor v.

Zadatak 6.5. DokaZite da je potprostor V' w—invarijantan.
Uputa: Dokazite da je jedinstven lineran operator 7': g ® V' — V| takav da je

T(x®@w)=mr(r)w, reg, wev,

preplitanje reprezentacije (adg|s,) ® (7|s,) s reprezentacijom 7|s,,.

Prema tome, kako je w(U(g))v = V, zakljuéujemo da je V' = V. Odatle slijedi da je V' di-
rektna suma konacnodimenzionalnih 7|s,—invarijantnih potprostora 7}, ¢ € I, na kojima je sub-
reprezentacija od |s, ireducibilna.

Neka je w € V, \ {0}. Tada mozemo pisati w = ). ; w;, gdje su w; € T; za svaki i € [
(i, naravno, samo ih je kona¢no mnogo razlicitih od 0). Tada je 7(hy)w = p(he)w, a kako su
svi potprostori T; m(h,)—invarijantni, slijedi da je 7(hy)w; = p(he)w; za svaki ¢ € I. Stavimo
p(he) = n. Kako je w # 0, to je w; # 0 za barem jedan indeks i € I, pa zakljuéujemo da je n € Z.
Ako je n > 0, onda je kao u dokazu propozicije 6.3.1. 7(y,)"w; # 0 za svaki i € I takav da je
w; # 0. Prema tome je m(y,)"w # 0, a kako je 7(ya)"Vy C Vicna = Voup, slijedi da je o,p € I1. Do
istog zakljucka dolazimo i ako je n < 0; u tom slucaju koristimo se s operatorom 7(z,)~" umjesto
operatora 7(ya)"-
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Na taj smo nacin dokazali da je Il C P ida je o,Il = II Va € B, dakle, oIl =11 Vo € W.
Medutim, svaka W —orbita u P sijece se sa P,. Prema tvrdnji (b) propozicije 6.2.4. slijedi da
je skup II N P, konacan, dakle, i II je konacan skup, a po istoj tvrdnji svaki je tezinski pot-
prostor V,, u € II, konacnodimenzionalan. Prema tome, prostor V je konacnodimenziona-
lan. Prema Weylovom teoremu o potpunoj reducibilnosti vrijedi V' = S; 4 --- + 5, gdje su
S1, ..., S, m—invarijantni potprostori takvi da su subreprezentacije 7g, , ..., 7g, ireducibilne. Kako
je po tvrdnji (b) propozicije 6.2.4. dim V), = 1, slijedi da je V), C S; za neki j. No tada je
V =mn(U(g))Va = S;. Dakle, p = 1, odnosno, reprezentacija 7 je ireducibilna.

Lema 6.3.4. Neka je A € P,. Oznacimo sa K(X) najveéi pravi U(g)—podmodul od M(X) i neka
jev € M(N)x\ {0}. Za svaki o € B neka je my = N hy) i izaberimo y, € g_o \ {0}. Tada je
KX =3 Ulgyg "o =3 Umyrto.
aeB a€eB

Nadalje, potprostor K(\) od M(\) je konacne kodimenzije.

Dokaz: Za a € B ozna¢imo sa Y, U(g)—podmodul od M()) generiran sa y”"'v. Prema
propoziciji 6.2.7. modul Y, je izomorfan Vermaovom modulu M (o, (A + p) — p). Posebno, zbog
tvrdnje (d) propozicije 6.2.3. je Y, = U(R)y™ 1o, Bududi da je A + p sadrzan u Weylovoj komori

«

odredenoj sa B, vrijedi o, (A+p) # A+ p, odnosno, o,(A+p)—p # A. To pokazuje da je Y, # M()).
Dakle, vrijedi Y, € K (X) za svaki o € B. Prema tome je

K =YY, C K.

aeB

Iz leme 6.3.3. slijedi da je prostor M (\)/K' konaénodimenzionalan i reprezentacija na njemu je
ireducibilna. Odatle slijedi da je K(\) = K’ i time je lema dokazana.

Teorem 6.3.5. Preslikavanje X\ — L(\) inducira bijekciju sa Py na skup svih klasa ekvivalencije
wreducibilnih konacnodimenzionalnih reprezentacija od g. Drugim rijecima, vrijedi:

(a) Reprezentacija wy je konacnodimenzionalna ako i samo ako je A € P.
(b) Za medusobno razlicite \, N € Py reprezentacije my i my su neekvivalentne.

(¢) Svaka ireducibilna konacnodimenzionalna reprezentacija od g ekvivalentna je nekoj reprezen-
taciji T\ za N € Py

Dokaz: Ako je A € P, iz leme 6.3.4. slijedi da je reprezentacija m, ireducibilna i konacno-
dimenzionalna. Obratno, ako je 7 kona¢nodimenzionalna ireducibilna reprezentacija onda prema
propoziciji 6.3.2. postoji jedinstven \ € P, takav da je m ~ 7. Time su dokazane sve tri tvrdnje
teorema.

Zadatak 6.6. Neka je V' ciklicki U(g)—modul s ciklickim vektorom v, tj. V = U(g)v. Stavimo
I = Annyg)(v) = {u € U(g); uv = 0}.

Dokazite da je tada I lijevi ideal u U(g), odnosno, da je I podmodul lijevog U(g)—modula U(g), 1
da je modul V' izomorfan kvocijentnom modulu U(g)/I.

Uputa: u — wuv je epimorfizam lijevog U(g)—modula U(g) na V.

U sljedecoj propoziciji izra¢unat ¢emo anihilatore kanonskih ciklickih vektora modula M ()
za A € b* i modula L(\) za A\ € P,.
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Propozicija 6.3.6. Neka je A € h*, v € MM\ \ {0}, v € L(V)x\ {0}, I = Annyg)(v) ¢
I' = Anng ) (V').

(@) Viijedi I = U(g)n + Yy Ulg)(h — A(R)).

(b) I' je najveci lijevi ideal u U(g) razlicit od U(g) koji sadrzi I.

(¢) Ako je X\ € Py, za svaki o € B stavimo my = A hy,) i tzaberimo yo, € g_o \ {0}. Tada je

I'=1+> Ulgyre =1+ Umyrt.

a€eB aeB

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi direktno iz tvrdnje (¢) propozicije 6.1.5.
(b) Za svaki U(g)—podmodul 7" od M () neka je

Ir={ueU(g); weT}.

Zadatak 6.7. Dokazite da je T +— Ir bijekcija sa skupa svih U(g)—podmodula od M(\) na skup
svih lijevih ideala u U(g) koji sadrze I i da je ta bijekcija obostrano monotono rastuéa u smislu
da za podmodule T i T' vrijedi T C T" ako i samo ako je It C Ip.

Ako sa K () ozna¢imo kao i prije najve¢i pravi podmodul od M () onda je L(\) = M(X)/K(N),
dakle, v" je proporcionalan klasi v + K ()), dakle,

I'={ueU(g); w =0} ={ueU(g); ulv+K()\) =0 ukvocijentnom modulu M(\)/K(\)} =

={ueU(g); w e K\)} = Ix(N).

Odatle slijedi tvrdnja (b).
(¢) Prema lemi 6.3.4. imamo za u € U(g) :

vel <+ wekK(\) <= Juce€ Z U(g)ym™  takav da je wuv = uv.
aeB

Kako je tada u — u; € I, slijedi da je posljednje ekvivalentno sa

wel+) Ulgyn*'

a€B

Time je dokazana prva jednakost u (c¢). Druga jednakost slijedi potpuno analogno koristeéi drugu
jednakost u lemi 6.3.4.:

KX\ =) U@yrt'v.

a€B
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6.4 Polinomijalne invarijante

Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K karakteristike 0. Tada
simetricnu algebru S(V*) dualnog prostora V* mozemo identificirati s unitalnom podalgebrom
algebre KV svih funkcija V' — K generiranu sa V*. Takve se funkcije V — K zovu poli-
nomijalne funkcije na vektorskom prostoru V. Napomenimo, da iz propozicije 5.2.6. slijedi da
za svaki homogeni element f € S™(V*) postoji jedinstvena n—multilinearna simetri¢na forma
g:V x.---xV — K takva da je

f()=g(v,...,v), Yov e V.

Ako je na prostoru V zadana reprezentacija w Liejeve algebre g, operatori reprezentacije se
prema teoremu 5.2.11. jedinstveno prosiruju do homomorfizma Liejevih algebri g — Der(S(V)),
koji ¢emo takoder oznaciti sa 7. Analogno, operatori kontragredijentne reprezentacije 7t od g na
dualnom prostoru V* jedinstveno se prosiruju do homomorfizma Liejevih algebri g — Der(S(V*)),
koji ¢éemo takoder oznaciti sa 7.

Analogno, ako je na prostoru V' zadana reprezentacija 7w grupe G, operatori reprezentacije se
prema teoremu 5.2.10. jedinstveno se prosiruju do homomorfizma grupe G u grupu Aut(S(V))
automorfizama unitalne algebre S(V), a isto tako se operatori kontragredijentne reprezentacije 7
na dualnom prostoru V* prosiruju do homomorfizma G — Aut(S(V*)).

U ovom je odjeljku g poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim poljem K karakter-
istike 0, h njena Cartanova podalgebra, R = R(g, h) pripadni sistem korijena, W = W (R) Weylova
grupa sistema korijena R. Tada na prostoru g imamo adjungiranu reprezentaciju ad Liejeve alge-
bre g : (adz)y = [x,y], z,y € g. Kontragredijentna reprezentacija ad’ adjungirane reprezentacije
djeluje na dualnom prostoru g* :

((ad' ) f)(y) = —f((adz)y) = —f([z,y]), =xyeg feg"

U skladu s dogovorom sa ad' oznacavamo i pripadni homomorfizam g — Der(S(g*)). Element
f € S(g*) zovemo g—invarijantnim ako vrijedi (ad'z)f = 0 Vx € g. Skup svih g—invarijantnih
polinomijalnih funkcija f € S(g*) na g oznacavamo sa S(g*)?. Lako se vidi da je to graduirana
unitalna podalgebra od S(g*).

Kao i prije, sa Aut(g) oznacavamo grupu automorfizama Liejeve algebre g, a sa Int(g) njenu
podgrupu unutarnjih automorfizama, tj. podgrupu generiranu svim automorfizmima oblika e** za
ad—nilpotentne elemente = € g. Tada grupe Aut(g) i Int(g) djeluju na dualnom prostoru pomocu
kontragredijentne od identi¢ne reprezentacije, pa tako i automorfizmima na algebri polinomijalnih
funkcija S(g*). Tada element ¥ € Aut(g) preslikava polinomijalnu funkciju f € S(g*) u funkciju
r — f(¥7'z), tj. u funkciju f o ¥~!. Podalgebru Int(g)—invarijanata od S(g*) oznacavamo sa
S(g*>lnt(g) .

S(g")™0) = {f € S(g"); fod = f W € Int(g)}.

Ocito je i to graduirana unitalna podalgebra od S(g*).
Lema 6.4.1. S(g*)¢ = S(g*)"().

Dokaz: Kako su obje podalgebre graduirane, dovoljno je dokazati da je homogeni element
f € S™(g*) g—invarijatan ako i samo ako je on Int(g)—invarijantan. Za takav f neka je g :
g X - x g — K jedinstvena simetricna n—multilinearna forma takva da je f(x) = g(z,...,x)
Vz € g. Razmotrimo sada sljedeca cetiri svojstva forme g :
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(a) Za proizvoljne x,x1,...,x, € g vrijedi
9([z, 1], oy .y y) + -+ g(xr, .o Ty, [, 2]) = 0.
(b) Za svaki ¥ € Int(g) i za proizvoljne z1,...,x, € g vrijedi
gz, ..., 0z,) = g(x1,...,Tp).
(¢) Za svaki ad—nilpotentan element x € g i za proizvoljne x1,...,z, € g vrijedi
g([x,x1], 29, . yxn) + -+ g1, . 01, (2, 2,]) = 0.

(d) Zasvaki A € K, za svaki ad—nilpotentan element x € g i za proizvoljne x1, ..., x, € g vrijedi

g exy, . e r,) = g(a, ..., 1,).

Tada vrijedi f € S™(g*)? ako i samo ako g ima svojstvo (a). Takoder, vrijedi f € S™(g*)/"® ako
i samo ako ¢ ima svojstvo (b). Prema tome, lema ¢e biti dokazana ako pokazemo da su svojstva
(a), (b), (c) i (d) medusobno ekvivalentna.

Implikacije (a) = (¢) i (b)) = (d) su ocigledne. Bududi da je Liejeva algebra g generirana
svojim ad—nilpotentnim elementima, vrijedi obrnuta implikacija (¢) = (a). Obrnuta implikacija
(d) = (b) vrijedi zbog definicije grupe Int(g).

Neka su zy,...,2, € g i neka je x ad—nilpotentan element od g. Promatrajmo funkciju F' :
K — K definiranu pomocu lijeve strane jednakosti u (d) :

F(\) = g(eray, ... erog,), Ae K.
Tada je F' polinom i lako se izra¢una njegova formalna derivacija u tocki A =0 :
F/(O) = g([xaxl]ax% s 7xn) et g(xla s Tp—1, [.I',l'n])

Svojstvo (d) znaci da je polinom F' konstantan. Tada je F'(0) = 0, pa iz gornje jednakosti vidimo
da vrijedi (¢). Prema tome (d) = (c).

Napokon, dokazimo obrnutu implikaciju (¢) = (d). Ozna¢imo sa 7 reprezentaciju Liejeve alge-
bre g na prostoru S”(g*) simetriénih n—multilinearnih formi A : gx---xg — K izvedenu iz kontra-
gredijentne reprezentacije adjungirane reprezentacije od g. Nadalje, neka je o reprezentacija grupe
Int(g) na istom prostoru izvedenu iz kontragredijentne reprezentacije od identi¢ne reprezentacije
te grupe na g. Tada se moze dokazati da je za ad—nilpotentan element x € g operator m(z)
nilpotentan i da vrijedi o(e®®) = ¢™®). Nadalje, svojstvo (c) znaéi da je m(z)g = 0 za svaki
ad—nilpotentan element = € g. No tada je e’M®g = g za svaki A € K i svaki ad—nilpotentan
element x € g. To znaci da je o(e*4%)g = g za svaki A € K i za svaki ad—nilpotentan element
x € g. Ovo posljednje je upravo svojstvo (d).

Funkcije iz S(g*)? = S(g*)!™® zovu se polinomijalne invarijante na g.

Promatrajmo sada algebru S(h*) polinomijalnih funkcija na Cartanovoj podalgebri . Na to]
algebri automorfizmima djeluje Weylova grupa W = W/(R). Oznacimo sa S(h*)" podalgebru
(graduiranu, unitalnu) svih f € S(h*) takvih da je foo = f Vo € W.

Lema 6.4.2. Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g ¢ neka je n € Zy. Funkcija
f iz Tr(m(z)") na g je polinomijalna invarijanta, tj. element od S(g*)e.
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Dokaz: Ocito je f € S™(g*). Jedinstvena simetricna n—multilinearna forma g : gx---xg — K,
takva da je f(z) = g(z,...,x) Vz € g, dana je sa

1
g(xy, ..., xp) = ] Z Tr(m(z-q))s - - T(Trm))), Ti,..., T, € g.

’ TGSn

Bududi da je m([x,y]) = m(x)7(y) — 7(y)7(x), za z,z1,...,2, € g imamo

g([x,m1) w9, o)+ (T, .y, [T, 20)) =

= Z Z Tr(m(zrqy) - (7(2)7(2r0)) — T(@r0))7(2)) - T (To@m))) =

TES, =1

= Z Tr(m(z)n(zr0)) - T(Trm)) — T(Tr1)) - T(2r )7 (2)) = 0.

TESn

Sada iz dokaza leme 6.4.1 slijedi f € S(g*)e.

Lema 6.4.3. Zan € Z, svaki element od S™(h*)W je linearna kombinacija polinomijalnih funkcija
na b oblika x — Tr(m(z)"), gdje je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g.

Dokaz: Funkcije A", A € P, razapinju vektorski prostor S™(h*). Za svaki f € S(h*) stavimo

Wf=Y foo

ceW

Tada je, naravno, S(h*)V = {Wf; f € S(b*)}. Buduéi da svaka W —orbita u P sijece P,, za-
kljucujemo da funkcije WA", A € Py, razapinju vektorski prostor S™(h*)". Lema ¢e biti dokazana
ako pokazemo da je za svaki A € P, funkcija W A" linearna kombinacija funkcija na b oblika kao
u iskazu leme.

Neka je A € P,. Stavimo Ey = P.N(A—Q+)\{\}. Neka je m ireducibilna kona¢nodimenzionalna
reprezentacija od g s najve¢om tezinom A. Prema propoziciji 6.3.1. funkcija g : © +— Trm(x)" na b
je linearna kombinacija funkcija W™ za sve one tezine u reprezentacije 7w koje pripadaju Py i u toj
je linearnoj kombinaciji koeficijent uz WA™ je jednak 1 (jer je tezinski potprostor reprezentacije 7
za tezinu A jednodimenzionalan). Stoga je funkcija W A™ linearna kombinacija funkcije ¢ i funkcija
Wu" za p € Ey. Bududi da za svaki p € E) ocito vrijedi E, C Ey \ {\}, to je |E,| < |E\|, pa
tvrdnja slijedi indukcijom po |E,|.

Teorem 6.4.4. Neka je v : S(g*) — S(b*) homomorfizam definiran restrikcijom.
(a) Restrikcija o|S(g*)® je izomorfizam algebre S(g*)® na algebru S(H*)V.

(b) Za n € Z, vektorski prostor S™(g*)® je skup svih linearnih kombinacija funkcija oblika
x v Tra(z)", gdje je m konacnodimenzionalna reprezentacija od g.

Za dokaz ovog dalekoseznog teorema trebaju nam neke elementarne ¢injenice iz algebarske
geometrije.

Neka je n € N. Neka je K[X]| = K[X},...,X,] algebra polinoma u n varijabli s koeficijentima
iz K. Za ideal T u K[X] stavimo

VI)={\ e K" f(\)=0Vfel}
Na skup K™ uvodimo sada tzv. topologiju Zariskog kao onu za koju je

{V(I); I ideal u K[X]}
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skup svih zatvorenih podskupova od K. Definicija ima smisla jer su o¢ito () i K™ zatvoreni skupovi
i jer su konacne unije i proizvoljni presjeci zatvorenih skupova zatvoreni skupovi:

VI U UV(IL) =V(L -+ 1y), [ V)=V (Z Ia> .

acA acA

Polinomijalne funkcije na K™ su funkcije oblika A — f(\) za f € K[X]. Svaka je takva
funkcija ocito neprekidna u odnosu na topologiju Zariskog. Buduc¢i da je polje K beskonacno,
polinomijalna funkcija koja je definirana polinomom f € K[X]\ {0} nije identicki jednaka nuli.

Podskup S C K™ zove se ireducibilan ako ne postoje zatvoreni podskupovi Vi, Vo C K™ takvi

dajeSCViUV,,ai SZViSZVs.
Lema 6.4.5. Citav prostor K™ je ireducibilan.

Dokaz: Pretpostavimo dasu I i I ideali u K[X] takvi da je K™ = V(I;)UV([) ali V(I;) # K™
i V(Iy) # K™ Tadasu I} # {0} i Iy # {0}. Nekasu f € [, \ {0} ig € I\ {0}. Tada je fg # 0,
ali polinomijalna funkcija A — f(A)g(A) is¢ezava i na V(I;) i na V(I3), dakle, na K™, a to je
nemoguce.

Korolar 6.4.6. Svaki neprazan otvoren podskup od K" je gust u K" w odnosu na topologiju
Zariskog.

Dokaz: Neka je U neprazan otvoren podskup od K. Pretpostavimo da U nije gust u K.
Tada postoji neprazan otvoren podskup V' od K" takav da je UNV = (). Tadasu K"\U i K"\ V
zatvoreni podskupovi razliciti od K™ ¢ija je unija jednaka K™. No to je nemoguce zbog leme 6.4.5.

Ako u g izaberemo bazu {x1, ..., z,} Liejeva algebra g se identificira sa K™, pa na njoj mozemo
promatrati topologiju Zariskog. Lako se vidi da ta topologija ne ovisi o izboru baze u g. Polinomi-
jalne funkcije na g su upravo one dobivene iz elemenata od K[X] = K[Xy,...,X,]. U odnosu
na izabranu bazu operator ad x ima n X n matricu ¢iji su elementi linearne, dakle, polinomijalne
funkcije od = € g. Neka je T formalna varijabla i neka je P.(T) € K[T] svojstveni polinom

operatora ad x. Tada je

P(T) =) ci(x)T*
i=0

i svaki ¢; je polinomijalna funkcija na g. Operator ad x je singularan za svaki x € g, dakle, ¢y = 0.
Definiramo p—rang Liejeve algebre g kao najmanji m € N takav da polinomijalna funkcija c,,
nije identicki jednaka nuli. Element z € g zove se p—regularan ako je c¢,,(z) # 0. Dakle, =
je p—regularan ako i samo ako je nil—indeks operatora adz najmanji mogudi, tj. algebarski
multiplicitet svojstvene vrijednosti 0 operatora ad z je najmanji moguéi. Za x € g oznac¢imo kao
i obi¢no sa xy njegov poluprosti dio. Operatori adx i adxs imaju isti svojstveni poplinom, pa
zakljucujemo da je element z p—regularan ako i samo ako je njegov poluprosti dio z, takav. To
pokazuje da postoje poluprosti p—regularni elementi.

Skup R svih p—regularnih elemenata u g je otvoren u odnosu na topologiju Zariskog. Prema
korolaru 6.4.6. skup R je gust u g.

Neka je x € g poluprost element. Tada z lezi u nekoj maksimalnoj toralnoj podalgebri, dakle, u
nekoj Cartanovoj podalgebri. Prema teoremu konjugiranosti Cartanovih podalgebri 4.4.6. postoji

¥ € Int(g) takav da je h = ¥(x) € h. Za h € b vrijedi b C Cy(h), dakle,

dim Cy(h) > dim h = ¢ = rang od g.
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Znamo da postoje elementi h € b takvi da je Cy(h) = h — takve smo zvali reqularni elementi od
h. Za takav element h algebarski multiplicitet svojstvene vrijednosti 0 operatora adh jednak je
njegovom geometrijskom multiplicitetu — tj. svaki korijenski vektor za adh je ujedno svojstveni
vektor za ad h. Budué¢i da smo vidjeli da postoje p—regularni poluprosti elementi, oni su ujedno
regularni poluprosti elementi, pa vrijedi m = ¢. Nadalje, 0 je jedini nilpotentni element koji se
nalazi u centralizatoru regularnog poluprostog elementa. Prema tome, ako je element x € g
p—regularan, onda je nuzno x = x,. Time smo dokazali da je R skup svih regularnih poluprostih
elemenata od g. Tim vise vrijedi

Propozicija 6.4.7. Skup svih poluprostih elemenata u g je gust u g u odnosu na topologiju
Zariskog.

Dokaz teorema 6.4.4.: (1) Ra¢un nakon iskaza propozicije 4.4.1. pokazuje da za svaki « € R
postoji 7, € Int(g) takav da je 7,h = b i da je restrikcija 7,|h upravo refleksija o, u odnosu na
korijen a. Buduéi da refleksije o, a € R, generiraju Weylovu grupu W, slijedi da za svaki o € W
postoji ¥ € Int(g) takav da je ol = b i ¥|h = 0. Kako je prema lemi 6.4.1. S(g*)¢ = S(g*)™®),
zakljuéujemo da je 1(S(g*)?) C S(h*)V.

(2) Dokazimo sada injektivnost restrikcije ¢|S(g*)?. Neka je polinomijalna funkcija f € S(g*)®
takva da je f|h = 0. Neka je = € g poluprost element. Tada je x sadrzan u nekoj Caranovoj
podalgebri, pa prema teoremu 4.4.6. o konjugiranosti Cartanovih podalgebri postoji ¥ € Int(g)
takav da je J(x) € h. Kako je po lemi 6.4.1. funkcija f Int(g)—invarijantna, slijedi f(x) = 0.
Prema tome, polinomijalna funkcija f ponistava se na svakom poluprostorm elementu z € g.
Prema propoziciji 6.4.7. slijedi f = 0.

(3) Neka je A, skup svih linearnih kombinacija funkcija oblika = — Trm(x)", gdje je m
kona¢nodimenzionalna reprezentacija od g. Prema lemama 6.4.1. 1 6.4.2. vrijedi A, C S™(g*)?
i(A,) 28"(6*)". Zbog (1) i (2) odatle slijede obje tvrdnje (a) i (b).

Killingova forma k4 na poluprostoj algebri g je nedegenerirana, pa definira izomorfizam x — f,
sa g na g*:
fely) = rglz,y),  zy€g
Taj se izomorfizam jedinstveno prosiruje do izomorfizma unitalnih algebri Ky : S(g) — S(g*).
Nadalje, restrikcija Killingove forme x4/ x h na Cartanovu podalgebru h takoder je nedegenerirana

bilinearna forma, pa definira izomorfizam sa h na h* koji se jedinstveno prosiruje do izomorfizma

unitalnih algebri Ky : S(h) — S(h*).
Propozicija 6.4.8. Neka je J ideal u algebri S(g) generiran sa n + m.

(a) Izomorfizam Ky : S(h) — S(b*) je preplitanje reprezentacija Weylove grupe W, pa definira
ekvivalenciju tih reprezentacija.

(b) Izomorfizam Ky : S(g) — S(g*) je preplitanje reprezentacija Liejeve algebre g, dobivenih
jedinstvenim prosirenjima operatora adjungirane reprezentacije i njoj kontragredijentne re-
prezentacije, pa definira ekvivalenciju tih reprezentacija.

(¢) Vrijedi S(g) = S(h) + J. Neka jey: S(g) — S(h) pripadni epimorfizam algebri (tj. projektor
duz potprostora J).

(d) Vrijedi 1o Ky = Ky oJ; pri tome je v : S(g*) — S(b*) epimorfizam definiran restrikcijom sa
g nab.
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Dokaz: Neka su 7 i 7* reprezentacije grupe W pomoc¢u automorfizama unitalnih algebri S(f)
1 S(h*). Nekasuo € W, h € h C Sh)if = Kyh) € bh* C S(h*). Tada za svaki k € bh zbog
invarijantnosti restrikcije s4|h X h na djelovanje Weylove grupe vrijedi

(Kym(o)h)(k) = rig(m(0)h, k) = kig(h, w(0)k) = (Kyh)(w(o~")k) = (7" (o) Kyh) (k).

Dakle, Kym(o)|h = mx(0)Ky|h za svaki o € W. Bududi da b generira unitalnu algebru S(h), odatle
slijedi jednakost Kym(0) = 7*(0) Ky Yo € W. Time je tvrdnja (a) dokazana.

Tvrdnja (b) dokazuje se potpuno analagno koristedi invarijatnost Killingove forme x4 u odnosu
na adjungiranu reprezentaciju:

/{g((adx)y, 2) = _lig(ya (adx)z) \V/IL',y,Z €g

Tvrdnja (c) je ocita.

Preslikavanja ¢, j, Ky i Ky su unitalni homomorfizmi algebri, pa je jednakost u tvrdnji (d)
dovoljno dokazati na nekom skupu koji generira unitalnu algebru S(g), npr. na g. Neka je x € g.
Za bilo koji h € h tada imamo redom

(Lo Kg)(2))(h) = (e(Kg(2)))(h) = (Kq(2))(h) = rg(x, h) =
= rg(1(2), h) = (Ko (3(2)))(h) = ((Ky 09)(@))(R).

Pri tome smo za treéu jednakost koristili ¢injenicu da je potprostor n + @ ortogonalan na § u

odnosu na Killingovu formu. Buduéi da je h € b bio proizvoljan, iz gornje jednakosti slijedi da je
(LKy)(z) = (Kpoj)(x) za svaki x € g. Time je i tvrdnja (d) dokazana.

Iz propozicije 6.4.8. neposredno slijedi:

Teorem 6.4.9. Neka su J 1) kao u propoziciji 6.4.8. Neka je S(g)? podalgebra svih g—invarijanata
u algebri S(g) (v odnosu na prosirenje adjungirane reprezentacije od g). Tada je restrikcija j|S(g)®
izomorfizam algebre S(g)® na algebru S(g)".

Struktura algebre S(g)" =~ S(g*)" moze se vrlo precizno opisati zahvaljujuéi ¢injenici da je
W konacna grupa generirana refleksijama. Bez dokaza navodimo:

Teorem 6.4.10. Neka je R sistem korijena u prostoru V, W = W(R) Weylova grupa od R 1
¢ =dim V rang od R. Postoje homogeni elementi fi, ..., fr € S(V)W koji su algebarski nezavisni
i generiraju algebru S(V)W. Posebno, unitalna algebra S(V)W izomorfna je algebri polinoma u ¢
varijabli. Stupnjeviv; = deg f;, j =1,...,¢, neovisni su (do na poredak) o izboru takvih elemenata

fi,. ..y fo 1 vrigeds
_ o B
n+-ty=L0+ 5
U sljede¢em éemo odjeljku ustanoviti da je centar Z(g) univerzalne omotacke algebre U(g)
poluproste Liejeve algebre g nad algebarski zatvorenim poljem karakteristike 0 izomorfan algebri
invarijanata S(g)? u simetri¢noj algebri Liejeve algebre g, odnosno, algebri polinomijalnih invari-
janata S(g*)?, a time i algebri W —invarijanata S(h*)" ~ S(h)". Dakle, centar Z(g) od U(g) je
izomorfan algebri polinoma u ¢ = dim § varijabli.
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6.5 Harish—Chandrin homomorfizam

Do konca ovog poglavlja g je poluprosta Liejeva algebra nad algebarski zatvorenim
poljem K karakteristike 0, h Cartanova podalgebra od g, R = R(g,h) pripadni sisten
korijena, W = W(R) Weylova grupa sistema korijena R, B baza sistema korijena R,
() = spany R korijenske tezine sistema korijena R, ()4 = spang, B pozitivne korijenske
tezine u odnosu na B, R, = RN (@, pozitivni korijeni u odnosu na B.

Stavimo kao i prije

n:Z‘i—ga, ﬁ:Z—i—g,a, [):[')—|—t1
acR4 acR4

Za korijen o € R sa h, € bh oznacavamo njemu dualni korijen: to je jedinstven element iz
(8o, 8_a] sa svojstvom a(h,) = 2. Sa P i P, oznacavamo integralne tezine i dominantne
integralne tezine sistema korijena R u prostoru h* :

P={xeb"; ANho) € ZVa € R} ={\ €b*; Ah,) € Z Ya € B},

P.o={\ebh" ANho) €Z; Ya e R} ={Xebh™; ANha) € Zy Ya € B},

Elementi A, dualne baze u h* u odnosu na bazu {h,; o € B} zovu se fundamentalne tezine
sistema korijena R u odnosu na bazu B. Dakle, funkcionali A\, € h*, a € B, definirani su sa

/\a(h@) = 043, oz,ﬁ € B.

Ocito su fundamentalne tezine dominantne integralne tezine. Stovise, vrijedi

P = spang {\,; o € B} = {an)\a; Ca GZzaaeB},

aEeB

P, = spang, {\a; o € B} = {Z Cata; Co €Ly 78 0 € B}.

aEB

Sa p = pp ¢emo oznacavati polusumu pozitivnih korijena u odnosu na bazu B :

p je dominantna integralna tezina i jednaka je sumi fundamentalnih tezina:
p=2 ta

P ¢e oznacavati Kostantovu funkciju u odnosu na bazu B. Dakle, ako je s = |Ry| i
R, ={ay,...,as}, P je funkcija sa Q, u N definirana sa

’P()\) = |{(C1,...,CS) EZi’ )\chiai} X
i=1

Kostantovu funkciju nekada je spretnije shvacati kao funkciju sa h* u Z (ili u K) s tim da je

P(A) =0za ) ebh*\ Q.
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Neka jeidalje |[R;| = sinumerirajmo elemente od R, indeksimaod 1dos: Ry = {aq,...,as}.
Nekada je zgodno pretpostaviti da je B = {ayq, ..., ap}. Zasvaki j € {1,..., s} izaberimo elemente
Tj € go; \ 10} 1y € g_q,. Napomenimo da do daljnjeg nije bitno da je izbor x; i y; uskladen tako
da bude [z}, y;] = ha,. Neka je {hy, ..., h;} baza od h. Mozemo npr. uzeti da je B = {ay,...,a}
1hj=ha zaj=1,...,( ali takav izbor u daljnjem nije nuzan. Sada je

{y1,-- ys, b1y ooy hoy oo 2}

baza od g. Za ¢ = (q1,...,qs) € Z°, m = (mq,...,my) € Z5 ip = (p1,...,ps) € Z5. definiramo
elemente u(q, m,p) € U(g) kao monome u elementima te baze od g :

_ 11 qs 1,1 my ,.P1 Ds
u(q,m,p) = yi* - -y hj cchy el

Po PBW—teoremu skup svih tih monoma {u(g,m,p); q,p € Z5, m € Z'} je baza od U(g). Pro-
matramo sada na prostoru U(g) reprezentaciju Liejeve algebre g dobivenu jedinstvenim prosirenjem
operatora adjungirane reprezentacije adgx, x € g, do derivacija algebre U(g). Tu ¢emo reprezen-
taciju oznacavati sa ady ). Ocito je

(ady(g) v)u = ru — u, reg, uelU(g).
Buduéi da za h € b vrijedi
[h,y;] = —a;(h)y;, [h, h;] =0, [h, z;] = aj(h)z;, j=1,...,s, i=1,...,¢,
nalazimo da su u(q, m, p) tezinski vektori reprezentacije ady ) :
(ady(g) h)ulg, m,p) = ((pr — @)aa + -+ + (ps — gs)vs)ul(g, m, p).

Prema tome, reprezentacija adyg) je tezinska i vrijedi

Ulg) =Y +U()

AEQ

Za svaki A € @ tezinski potprostor U(g), je beskona¢nodimenzionalan i baza mu je

{U(Q7map>; q,p € Zj—a me Zﬁ-a (pl - Q1>a1 + -+ (ps - QS)OCS = )\}

Bududi da je za svaki h € b operator adyg) h derivacija algebre U(g), nalazimo da vrijedi nesto
analogno graduaciji, ali sada sa () a ne sa Z, ilisa Z :

UlenU(e)u CU@rin,  Ape@
Posebno, potprostor U(g)o, koji je komutant od h u U(g), je unitalna podalgebra od U(g).
Propozicija 6.5.1. Neka je L =U(g)nNU(g)o.
(a) Vrijedi L=10aU(g) NU(g)o ¢ to je dvostrani ideal u algebri U(g)o.
(b) Vrijedi U(g)o = U(h) + L.

Dokaz: (a) Baza od U(g)n je {u(q,m,p); 4.p € Zy, m € Z4, py+-+-+p, > 0}, a baza od

S

nU(g) je {u(q,m,p); ¢,p € Z%, m € Z', q1 + -+ +qs > 0}. S druge strane, vrijedi

U(Qa map) € U(g)O < P10y + -+ PsCs = 101 + -+ qsOs.
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To pokazuje da je

U(g)nNU(g)o =1U(g) N U(g)o = span {u(q,m,p); ¢,p € Z5, \ {0}, m € Z}.

Prema jednakosti £ = U(g)nNU(g)o to je desni ideal u U(g)o, aiz L =nU(g) NU(g)o se vidi da
je to i lijevi ideal u U(g)o. Dakle, £ je dvostrani ideal u algebri U(g)o.
Tvrdnja (b) slijedi iz sljede¢ih ekvivalencija koje oc¢ito vrijede za svaki u(q, m,p) € U(g)o :

u(g,m,p) eU(h) <= p=-=ps=q1=-=¢=0 = p+--+p,+a+--+q¢g=0

i
u(g,m,p) € L = pr+o+ps+q 4+ +g¢>0.

Time je propozicija 6.5.1. dokazana.

Prema propoziciji 6.5.1. projektor ¢ algebre U(g)o na podalgebru U(h) duz ideala £ je unitalni
epimorfizam algebri. Taj se epimorfizam zove Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na
bazu B sistema korijena R = R(g, h). Primijetimo da ¢ nije neovisan o izboru baze B od R.

Kako je Cartanova podalgebra h komutativna Liejeva algebra, njena univerzalna omotacka
algebra U(h) identificira se sa simetricnom algebrom S(f) prostora b a to je ujedno algebra poli-
nomijalnih funkcija na dualnom prostoru h*.

Za svaki A € b* definirali smo u odjeljku 6.2. infinitezimalni karakter y,. On je definiran kao
unitalni homomorfizam sa centra Z(g) univerzalne omotacke algebre U(g) u polje K takav da
vrijedi oz(2) = xa(2)Iamn. Pri tome je M(A) oznaka za Vermaov modul odreden sa A i oy je
oznaka za pripadnu reprezentaciju od g i od U(g). Prema tvrdnji (e) propozicije 6.2.4. za ciklicki
U(g)—modul V s ciklickim vektorom v € V) takvim da je nv = {0} vrijedi zw = x,(2)w Vz € Z(g).

Ocito je Z(g) C U(g)o, pa se na svaki element z € Z(g) moze primijeniti Harish—Chandrin
homomorfizam ¢. Tada je ¢(z) element od U(h), dakle, to je polinomijalna funkcija na dualnom
prostoru h*. Vazna je ¢injenica da je njena vrijednost u tocki A € h* je upravo x,(2) :

Propozicija 6.5.2. Neka je ¢ : U(g)g — U(h) Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na
bazu B od R = R(g,h). Vrijedi

a(2) = (@(2)(A)  vzeZ(g) @ VAeh®

Dokaz: Neka je V' ciklicki U(g)—modul s ciklickim vektorom v € V) takvim da je nv = {0}.
Za z € Z(g) C U(g)o prema tvrdnji (b) propozicije 6.5.1. vrijedi z € U(h) + U(g)n i ¢(z) je
upravo komponenta od z u U(h) u tom rastavu. Drugim rijeCima, postoje uy,...,u; € U(g) i
t,...,tx € n takvi da je

2z =@(2) + urty + - - - + ugty.

Kako je po pretpostavci t;v = -+ - = tpv = 0, dobivamo
XA(2)v =20 = p(2)v + urtiv + - - - + urtrv = @(2)v. (6.4)

Nadalje, ciklicki vektor v je tezinski i tezina mu je A. To znaci da vrijedi hv = A(h)v Vh € b.
Stoga za bilo koji element hY™ - - - h," baze od U(h) vrijedi hi™ - - - hy" v = A(hy)™ - - - A(he)™v. Uz
identifikaciju U(h) s algebrom polinomijalnih funkcija na h* skalar A(hy)™ --- A(hy)™ je upravo
vrijednost polinomijalne funkcije h}" - - - b, u tocki A. Dakle, za svaki u € U(h) vrijedi uv = u(A)v.
Posebno je p(2)v = (¢(z))(A)v. Odatle i iz (6.4) slijedi tvrdnja propozicije.
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Ovisnost Harish—Chandrinog homomorfizma ¢ o izboru baze B sistema korijena R popravlja
se pomocu vrlo jednostavnog automorfizma algebre U(h) = S(h). Radi se o automorfizmu v = vp
od S(h) koji polinomijalnu funkciju w na h* transformira u funkciju A — u(A — p). Dakle,

(Y(w)(A) =u(A=p),  Aeb”, welUb) =S5(b) (6.5)

Teorem 6.5.3. Neka je v automorfizam algebre U(h) = S(h) polinomijalnih funkcija na b* defini-
ran sa (6.5) i neka je ¢ : U(g)o — U(h) Harish—Chandrin homomorfizam u odnosu na bazu B.
Tada je restrikcija (v o ¢)|Z(g) neovisna o izboru baze B od R i to je izomorfizam centra Z(g) od
U(g) na algebru S(6)W polinomijalnih funkcija na b* invarijantnih u odnosu na Weylovu grupu

W =W(R).

Dokaz: (1) Neka je « € Bi A € P,. Prema propoziciji 6.2.7. Vermaov modul M (o, (A+p)—p)
izomorfan je podmodulu Vermaovog modula M()). Odatle slijedi da je xx = Xou(r1p)—p- Prema
propoziciji 6.5.2. zakljutujemo da za svaki z € Z(g) vrijedi

(0(2)(N) = (p(2))(ga(A+p) = p).

Dakle, polinomijalna funkcija ¢(z) poprima na skupu dominantnih tezina P, iste vrijednosti kao i
polinomijalna funkcija A — (¢(2))(0a(A+p) —p). No tada se te polinomijalne funkcije podudaraju
svuda na h*, odnosno, vrijedi

(0(2)(A) = (e(2))(oa(A+p) —p)  VAED', VzeZ(h), Vaeb.

Zamijenimo li u toj jednakosti A sa A — p, nalazimo

(Yo @)(2)(N) = (p(2))(A = p) = (0(2))(Far — p) = (Yo p)(2))(0ar) = (Yo ©)(2) 0 Ta)(N).

Prema tome, vrijedi (7 o0 ¢)(z) o 0, = (70 ¢)(2) za svaki a € B. Bududi da refleksije o, a € B,
generiraju Weylovu grupu W, zaklju¢ujemo da je polinomijalna funkcija (v o ¢)(z) na dualu h*
Cartanove podalgebre h W —invarijantna za svaki element z centra Z(g) univerzalne omotacke
algebre. Dakle, dokazali smo da je (yo ¢)(Z(g)) C S(h)"

(2) Oznagimo sa 71 izomorfizam algebre S(g)? na algebru S(h)" iz teorema 6.4.9. Dakle,
n = 3|S(g)? gdje je 3 : S(g) — S(h) projektor u skladu s dekompozicijom S(g) = S(h) + J
i J je ideal u algebri S(g) generiran sa n 4 .

Neka je o : S(g) — U(g) simetrizacija iz odjeljka 5.3. To je linearan operator sa svojstvom da
je .

a(:cl---:cn)zmfo(l)---xT(n) Vay,...,x, € g.
TESK

Ovdje xy---x, s lijeve strane oznacava umnozak u simetricnoj algebri S(g), a z-q) - ZTr(n)
s desne strane oznacava umnozak u univerzalnoj omotackoj algebri U(g). Prema propoziciji
5.3.12. simetrizacija ¢ je izomorfizam vektorskih prostora i on je u skladu s graduacijom alge-
bre S(g) i filtracijom algebre U(g) na sljedeéi naéin:

Un(g) = 0(5"(9)) + Una(g)  VYneN (6.6)

Pri tome je U, (g) potprostor od U(g) razapet svim produktima x; - - - z,, elemenata xy, ..., x, € g.
Dakle, ako sa (S, (g))nez, oznacimo filtraciju algebre S(g) pridruzenu graduaciji (S™(g))nez. , tj.

Sn(g) = S°(g) + S'(g) + -+ + S™(9),

onda je restrikcija ]S, (g) izomorfizam prostora S,(g) na prostor U,(g) za svaki n € Z,..



190 POGLAVLJE 6. REPREZENTACIJE POLUPROSTIH LIEJEVIH ALGEBRI

Oznac¢imo sada sa X : U(g) — S(g) izomorfizam inverzan simetrizaciji 0. Tada je za svaki
n € Z, restrikcija X|U,(g) izomorfizam vektorskog prostora U, (g) na vektorski prostor S, (g).
Neka je 0 = X|Z(g) restrikcija izomorfizma ¥ na centar Z(g) od U(g). Buduéi da izomor-
fizam X : U(g) — S(g) ostvaruje ekvivalenciju reprezentacija adyq) i ads(g) Liejeve algebre g
pomocu derivacija algebri U(g) i S(g) dobivenih jedinstvenim prosirenjima operatora adjungi-
rane reprezentacije od g i buduéi da su Z(g) i S(g)? potprostori invarijanata u odnosu na te
reprezentacije, imamo ¥(Z(g)) = £(Z(g)) = S(g)?,
1z izabrane baze {y1, ..., ys, b1, ..., he, 21, ..., x5} Liejeve algebre g formirajmo sada bazu pros-
tora S(g) : za q,p € Z% i m € Z% neka je v(¢g, m,p) monom u S(g) definiran sa
v(g,m,p) =y -y SRy byt
Tada je
{v(q,m,p); ¢,p €Z5, m € Z.}
baza vektorskog prostora S(g). Ocito je zan € Z,
{v(q.m,p); ¢,p € Z3, m € Z, |g| + |m| + |p| = n}
baza od S"(g), a
{v(g,m,p); q,p € 2%, m € Z, |q| + |m| + |p| < n}

je baza od S,(g); ovdje smo upotrijebili oznake
al=a+-+a, |ml=mi+-tme i |pl=pitotp oza qpeZi,meL]
Primijetimo da iz (6.6) i iz definicije simetrizacije o slijedi da je
U(U(Q7map)) - U(Q7m7p) € U\q\+|m|+\p\—1(g)7 q,p € Zj-) m e Zﬁ-
Odatle je
E(U(q, map)) - U(Q7m7p> € S\Q\+|m|+\17\—1(g)a q,p € Zia m e Zi (67)
Neka je sadan € Z; i z € Z(g) NU,(g). Tada za neke skalare ¢(q, m,p) € K vrijedi
2= > clgmpulgm,p).
lg|+|m|+|p|<n
Buduéi da je ¥ : Z(g) — S(g)? definirano kao restrikcija | Z(g), iz (6.7) dobivamo
9(z)— Y elg,m,p)v(q.m.p) € Sui(g),
lg|+|m|+[p|<n

dakle i
¥(z) — Z c(q,m,p)v(q,m,p) € Sp_1(g).

lg|+|m|+|p|=n

Kako je n restrikcija na S(g)? projektora j : S(g) — S(h) u skladu s rastavom S(g) = S(h) + J,
a monom v(q, m,p) je u idealu J ako je bilo |¢| > 0 bilo |p| > 0, vidimo da je

nW(z)— Y e(0,m,0)0(0,m,0) € S, 1(g).
mEZﬁ,\m\:n

S druge strane je

o(z) = Z ¢(0,m,0)u(0,m,0).

mEZﬁ_, |m|<n
Uz identifikaciju U(h) sa S(h) imamo u(0,m,0) = v(0,m,0). Prema tome, vrijedi
(mod)(z) —p(z) € Su-a(g)  VneN, Vze Z(g)NU(g). (6.8)
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(3) Filtracije na algebrama U(g) i S(g) induciraju filtracije na podalgebrama Z(g), S(g)® i
S(h)W, a iz tih filtriranih algebri dobivamo graduirane algebre Gr(Z(g)), Gr(S(g)?) i Gr(S(h)"").
[zomorfizmi ¥ i n, dakle i njihova kompozicija nod, su kompatibilni s filtracijama. Prema tome, iz
izomorfizma vektorskih prostora nod : Z(g) — S(h)" prijelazom na graduirane algebre dobivamo
izomorfizam vektorskih prostora Gr(nod): Gr(Z(g)) — Gr(S(H)").

Iz (6.8) slijedi da je Gr(nod) = Gr(p|Z(g)). Nadalje, iz definicije preslikavanja v : S(h) — S(b)
vidi se da je Gr(y) identiteta. Prema tome, Gr(yo ¢|Z(g)) je izomorfizam vektorskih prostora sa
Gr(Z(g)) na Gr(S(h)"). Odatle slijedi da je

vowlZ(g): Z(g) — S(H)"

izomorfizam vektorskih prostora, a kako znamo da je to homomorfizam algebri, zakljucujemo da
je to izomorfizam algebri.

(4) Neka je A € P, ineka je V prost konacnodimenzionalan U(g)—modul s najveéom tezinom
A. Tada je x, pripadni infinitezimalni karakter. Neka je o € W. Tada je o(B) baza sistema
korijena R. Neka su ¢’ i v/ homomorfizmi u odnosu na bazu ¢(B) analogni homomorfizmima ¢ i
7 u odnosu na bazu B. Tada je oc¢ito o\ najveca tezina modula V' u odnosu na bazu o(B) od R.
Neka je z € Z(g) proizvoljan. Primijenimo li propoziciju 6.5.2. na baze B i o(B), nalazimo

(0(2))(A) = xa(2) = (¢'(2))(0N).

Odatle i pomoc¢u dokazanog u (1) nalazimo

(Yop)(2)) (A +0p)) = (Yo ) (2))(A+p) = (2(2))(N) = (¢'(2))(0A) = (v 0 @) (2)) (oA + 0p).

U posljednjoj jednakosti iskoristili smo ociglednu ¢injenicu da je pypy = opp = op. Dakle, poli-
nomijalne funkcije (7o ¢)(2) i (7' o ¢’)(z) podudaraju se na skupu o(Py) + op. Odatle slijedi da
su one jednake svuda na h*. Time je dokazana neovisnost izomorfizma (v o ¢)|Z(g) o izboru baze
B sistema korijena R.

Izomorfizam (yo)|Z(g) zove se Harish—Chandrin izomorfizam sa Z(g) na S(h)". Ozna-
¢imo ga sa w. Prema propoziciji 6.5.2. za infinitezimalni karakter y, i za svaki z € Z(g) vrijedi

xa(2) = (p(2))(A) = (v o ) (2))(A + p) = (w(2))(A+ p).

Teorem 6.5.4. A — Y, je surjekcija sa b* na skup svih infinitezimalnih karaktera. Nadalje, za
XA € 0 vrijedi x = xn ako i samo ako postoji o € W takav da je N+ p = o(A + p).

Dokaz: Za A\, X' € h* imamo
xa(2) = @E)A+p) i xn(2) =W)X +p)  VzeZ(g)

Buduéi da je w(z) € S(h)V, ako je N + p = o(A + p) za neki o € W, slijedi x» = xo-
Pretpostavimo sada da takav o € W ne postoji, tj. da je

W\ +p) N WA+ p) =0.

Tada postoji polinomijalna funkcija p na h* takva da je p|W (A+p) = 11 p|W (N +p) = 0. Mozemo
pretpostaviti da je polinomijalna funkcija p W —invarijantna. Doista, ako nije tako, mozemo je

zamijeniti sa
1
W Z ap.
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Neka je z € Z(g) takav da je w(z) = p. Tada je
() = W@)A+p)=pA+p)=1 1  xn(2)=(w(2)\+p)=p\+p)=0.

Dakle, xx # X -
Treba jos dokazati da je preslikavanje A +— x, surjekcija sa h* na skup svih infinitezimalnih

karaktera od Z(g). Taj ¢emo dio dokaza samo skicirati. Tvrdnja slijedi iz nekih osnovnih rezul-
tata iz komutativne algebre i iz Galoisove teorije. Iz komutativne algebre nam treba jednostavna
¢injenica da je svaki unitalni homomorfizam algebre polinoma K[Xj, ..., X,| u £ varijabli u polje K
evaluacija P +— P(a) u nekoj tocki a € K*. Prema tome, svaki unitalni homomorfizam S(h) — K
ima oblik p — p(A) za neki A € h*. Galoisova teorija nam treba da bismo zakljucili da se svaki uni-
talni homomorfizam S(h)" — K moze produljiti do homomorfizma S(h) — K. Naime, pokazuje
se da je polje razlomaka prstena S(h) Galoisovo progirenje polja razlomaka prstena S(h)" i da
je W Galoisova grupa tog prosirenja. Odatle i iz tzv. Hilbertovog teorema o bazi izvodi se da je
svaki element prstena S(h) cio nad podprstenom S(h)", a odatle se dokazuje moguénost prosirenja.
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6.6 Karakteri

Neka je Z5 aditivna grupa svih funkcija f : h* — Z. Za f € Z"" definiramo nosaé funkcije f :

Supp f ={X € bh™; f(\) #0}.

Za svaki A € b* neka je e* € ZY definirana sa Suppe* = {\}, e*(\) = 1, tj.

1 ako je u = A
A _ Je
6(“)_{0 ako je pu # \.

Funkcije f € Z% s kona¢nim nosa¢em ¢ine aditivnu podgrupu koju é¢emo oznacavati sa Z[h*].
Ocito je {e*; X\ € h*} baza Z—modula Z[h*] : za [ € Z[h*] je

f= Z f(N)et. (6.9)

Ach*
Formulu (6.9) pisat ¢emo kao formalnu jednakost i u sluéaju proizvoljne funkcije f € Z".
Sa Z(bh*) oznacavat ¢emo aditivnu podgrupu (ili Z—podmodul) od ZY svih funkcija f € Z"

¢iji je nosac¢ sadrzan u uniji kona¢no mnogo skupova oblika v — Q,, v € h*.
Zadatak 6.8. Neka su f,g € Z{h*).
(a) Dokazite da je za svaki \ € b* skup
{peb™ flngh—p) # 0}

konacan, pa je sljedec¢om jednakoséu dobro definirana funkcija fe g :b* — Z

(feg)N) =D f(mg(A—p).

Heh*

(b) Dokazite da je f o g € Z{b*), da s operacijom mnoZenja (f,g) — f ® g aditivna grupa Z(h*)
postaje komutativan unitalan prsten i da je Z[H*] unitalan potprsten od Z{H*).

Primijetimo da uz oznaku (6.9) za f, g € Z(h*) vrijedi
(Z f(A)€A> . (Z g(u)€”> = ( >, f(A)g(u)> ¢”. (6.10)
Aeh* peh* veh* \Apu=v
Posebno, e* o e = M,

Neka je 7 reprezentacija Liejeve algebre g na vektorskom prostoru, odnosno, V' je U(g)—modul.
Kazemo da modul V' ima karakter ako je modul V tezinski i svaki je njegov tezinski potprostor
kona¢nodimenzionalan, tj. ako je

V= +V, i dim V, < +oo Vu € ph*.

Tada je p +— dim V,, p € b*, funkcija iz Z", zove se karakter modula V (ili karakter
reprezentacije ) i oznacava sa chy ili ch,.
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Zadatak 6.9. Neka je V U(g)—modul koji ima karakter i neka je V' podmodul. Dokazite da
moduli V' i V/V' imaju karaktere i da je

Chv = Chvl + Chv/vl.

Zadatak 6.10. Neka su Vi i Vo U(g)—moduli koji imagju karaktere i pretpostavimo da su njihovi
karakteri chy, i chy, funkcije iz Z{b*). DokaZite da tada i modul Vi ® Vy ima karakter, da je
chviov, € Z(b*) i da vrijedi

Chv1®v2 = Chvl ° ChVQ.

Weylova grupa W (R) djeluje na Z" na sljedeéi nacin:
@)V =Ffle'N), oeW(R), feZ", Xep"

Tada je oe* = ¢}, pa vidimo da je 0Z[h*| = Z[h*] za svaki o0 € W(R). Medutim, lako se vidi da
je oZ{b*) # Z(b*) za 0 € W, o # id.

Promatrat ¢emo sada unitalni potprsten
Z[P) ={f € Z[y"]; Supp f C P}
prstena Z[h*]. Ocito je {e*; A\ € P} baza Z—modula Z[P)].
Propozicija 6.6.1. Prsten Z[P] je faktorijalan.

Dokaz: Neka je B = {ai,...,a.}. Nadalje, neka su \; = )\, fundamentalne tezine sistema
korijena R u odnosu na bazu B. Tada je {)q, ..., A\;} baza Z—modula P, pa je

{emMtotnede. o ny € 7}

baza Z—modula Z[P]. Promatrajmo sada prsten Z[X,..., X, X7 ', ..., X, '] koji kao Z—modul
ima bazu {X{" --- X}'; ny,...,ng € Z}. Jedinstveno Z—linearno preslikavanje

O:K[Xy, ..., X, X7 XY — Z[P)

takvo da je

QXL X ) = emMttde oy, g €L
je izomorfizam Z—modula. No to je i multiplikativno preslikavanje; doista, za ni,...,my € Z
imamo

@((le .. X;Z)(Xinl .. Xgnz)) — q)(leerl .. ‘X;Hmz) — €(n1+m1))\1+~~~(n5+mg))\g _

o niA1+ng Ay MIAL+--mpAy __ ny ., ng mi my
=e oc =O(X" - X)) e P(X] X,").

Prema tome, ® je izomorfizam unitalnih prstenova. Kako je Z faktorijalan prsten, prsten polinoma
Z[X1,...,X,] je faktorijalan. Nadalje, prsten Z[X1, ..., Xy, X7 ', ..., X, "] je izomorfan prstenu
razlomaka prstena Z[ X7, ..., X,], prema tome, i taj je prsten faktorijalan. Dakle, i njemu izomor-
fan prsten Z[P] je faktorijalan.

Metodama komutativne algebre moze se dokazati da vrijedi:

Propozicija 6.6.2. Ako \, ;u € P nisu proporcionalni onda su elementi 1 —e* i 1 — e prstena
Z[P] relativno prosti.
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Jedan korak u dokazu propozicije 6.6.2. je:

Zadatak 6.11. Neka su A i p meproporcionalni elementi od P. Dokazite da tada postoji baza
{1, ..., v} Z—modula P i brojevi j,n € N, m € Z, takvi da je A\ = jv1 i u = mvy + nvs.

Kao i u odjeljku 3.5. neka je sign(o) parnost elementa ¢ € W. Prema zadatku 3.14. vrijedi
sign(o) = (—=1)%), gdje je £(c) duljina elementa o u odnosu na bilo koju bazu sistema korijena
R, npr. u odnosu na izabranu bazu B. U zgodno izabranoj bazi refleksija ima dijagonalnu matricu
¢iji je jedan element na dijagonali jednak —1 a svi ostali su jednaki 1. Prema tome, determinanta
svake refleksije jednaka je —1. Odatle slijedi da je sign(o) jednako determinanti linearnog opera-

tora o.

Element f € Z[P] zove se invarijantan ako je of = f Vo € W, a antiinvarijantan ako je
of = sign(o)f VYo € W. Neka je Z[P]" skup svih invarijantnih, a Z[P)y skup svih antiinvari-
jantnih elemenata od Z[P]. Oc¢ito su Z[P]V i Z|Plw Z—podmoduli od Z[P], a Z[P]" je i unitalni
potprsten od Z[P].

Definiramo sada preslikavanje J : Z[P] — Z[P] ovako:

J(f) = Z sign(o)o f, f eZ[P].

oeW

Zadatak 6.12. Dokazite da je
T = |WPlyp i Z[Plw = JZIP] = {f € Z[P]; J(f) = |W|f}.

Drugim rijecima, ﬁ(] je projektor Z—modula Z[P] na podmodul Z[P]y .

Neka je C' Weylova komora u spang R pridruzena bazi B i C njen zatvara¢. Dakle,
C={cth+ +echg c1,...,c0€(0,+00)}, C={ctA+--+cidg c1,...,¢c0 €[0,+00)}.

Tada je _
P.=PnC={a M+ +cr; c1,...,ct €L, }.

Stavimo
P.,=PnC={c A+ +cA; c1,...,¢0 € N}

Dakle, P,y je skup svih strogo dominantnih integralnih tezina sistema korijena R (u odnosu na
bazu B).

Propozicija 6.6.3. {J(e*); A\ € Py} je baza Z—modula Z[Ply .

Dokaz: Za A € P, elementi o\, 0 € W, leze u razlicitim Weylovim komorama, dakle, oni su
svi medusobno razliciti. Odatle slijedi da su J(e*), A\ € P, linearno nezavisni nad Z. Stovise,
taj je skup linearno nezavisan nad bilo kojim poljem K karakteristike 0, naravno, u vektorskom
prostoru K[P] definiranom analogno Z—modulu Z[P].

Neka je f € Z[Plw. Naravno, nosa¢ Supp f je W —invarijantan podskup od P. Promatrat ¢emo
sada P smjesten u realan vektorski prostor V' = spang R = (spang R) ®g R. Za a € R neka je
H, ={) € V; g, = A} fiksna hiperravnina refleksije o, u prostoru V. Pretpostavimo sada da je
(Supp f)NH, # () za neki a € R ineka je \g € (Supp )N H,. Tada je o0,\g = \g. S druge strane
je sign(o,) = —1, dakle je o, f = —f. Odatle je

Yo e =f=—caf == > [fNoact == > fN)e™,

AeSupp f AeSupp f AESupp f
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pa slijedi f(Ao) = —f(Xo), tj- f(Ao) = 0. To je u suprotnosti s pretpostavkom da je A\g € Supp f.
Ova kontradikcija pokazuje da je (Supp f)NH, = 0 Vo € R. Prema tome, nosa¢ Supp f je sadrzan
u komplementu unije hiperravnina H,, a € R, a to je unija svih Weylovih komora u prostoru V.
Weylova grupa djeluje prosto tranzitivno na skupu svih Weylovih komora, dakle, svaki element
nosaca Supp f na jedinstven se nac¢in moze pisati u obliku cA, A€ PNC = P,,, 0 € W. Dakle,

f=2 2 flone™
AePi 4 oeW

Medutim, za svaki o € W i svaki A € P imamo

floX) = (7 ))(A) = sign(o™") f(N) = sign(a) f(N).
Stoga iz prethodne jednakosti nalazimo
F= 3 S sign@)f)e = 30 V().
)\EP++ oceW )\EP++
Dakle, svaka f € Z[P]w je linearna kombinacija funkcija J(e*), A € P,,. Time je propozicija

dokazana.

Kao i prije oznacimo sa p polusumu pozitivnih korijena:
1
13
aERy
Definirajmo sada g € Z[h*] na sljede¢i nacin:
q= H (2 —e"2)=¢c"o H (I1—e ) =e"e H (e* —1);
acR4 aER4 acER4

pri tome se, naravno, znak [] odnosi na produkt u prstenu Z[h*], ili u daljnjem i na produkt u
prstenu Z{h*). Iz drugog (i treceg) prikaza vidi se da je Suppq C P, dakle, ¢ € Z[P].

Propozicija 6.6.4. (a) Vrijedi q € Z[P]w .
(b) Vrijedi
q=J(") = Z sign(o)e’”.

(¢) Za svaki A € P element J(e) je u prstenu Z[P] djeljiv sa q.
(d) fr qe f je bijekcija sa Z|P)" na Z[Ply.

Dokaz: (a) Prema lemi 3.5.5. za a € B refleksija o, permutira skup R, \ {a} i, naravno,
o, = —a. Dakle,

Oaq = H (6(7(5_ﬁ - e’%ﬁ) = (e’% — e%) ° H (ez — e’g) = —q = sign(o,)q.
BERL BeERL\{a}

Buduéi da refleksije o,, a € B, generiraju grupu W, odatle slijedi og = sign(o)q Vo € W,
odnosno, ¢ € Z[P|w.
(b) Prema propoziciji 6.6.3. vrijedi

q= Z cxJ(e?)  za neke ¢y € Z;

AePy 4
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pri tome je, naravno, ¢y # 0 za samo kona¢no mnogo A. S druge strane, iz jednakosti

g=c¢cle H(l—e_a)

aER

vidimo da je Suppq C p— Q4 idaje q(p) = 1. Kako je P, N (p— Q) = {p}, odatle slijedi da je
q(A) = 0zasvaki A € P\ {p}. Prema tome, Suppq = {op; 0 € W}, a kako je ¢ antiinvarijantan
element vrijedi g(op) = sign(o)q(p) = sign(o). Dakle,

a= Y sign(o)e = J(e).

ceW

(c) Neka je &« € R i neka je A skup predstavnika svih lijevih klasa u grupi W u odnosu na
podgrupu {id,c,}. To znaci da je W = AU o,A disjunktna unija. Neka je sada A € P. Tada

Imamo
J(e*) = E sign(o)e’ + E sign(oao)e’?.
o€EA ocA

Za o € A imamo 0,0\ = o\ + n(o)a za neki n(o) € Z. Nadalje, sign(o,0) = —sign(o). Dakle,

Z sign(o (1 —em@oy,

o€A

Ako je n(c) > 0, ocito je element 1 — ™M@ = 1 — (e*)™?) djeljiv sa 1 — e®. On je djeljiv sa
1 —e“iakojen(o) <0 jerje 1 — M@ = o) ¢ (1 — @) Dakle, J(e*) je u prstenu Z[P]
djeljiv sa 1 —e® za svaki a € R. Kako je sistem korijena R = R(g, h) reduciran, svaka dva korijena
a, f € R, su neproporcionalna. Prema propoziciji 6.6.2. za o, 3 € Ry, a # (3, elementi 1 — e i
1 — ¢ prstena Z[P] su relativno prosti. Kako je prema propoziciji 6.6.1. prsten Z[P] faktorijalan,
slijedi da je J(e*) djeljiv s produktom [Tocr, (1 —€%), dakleisag=e"e[] p (1—e€).

(d) Ako je f € Z[P]W, ocito je g e f € Z|P]w. Neka je g € Z[PJw. Prema propoziciji 6.6.3. ¢
je Z—linearna kombinacija elemenata J(e*), A € P,,. Stoga je prema tvrdnji (c) element g u
prstenu Z[P] djeljiv sa ¢q. Neka je f € Z[P] takav da je g = q @ f. Tada za svaki 0 € W imamo

sign(c)(q e f) = sign(o)g = og = (0q) ® (o f) = sign(o)qe (o f).

Prsten Z[P] je integralna domena, pa slijedi of = f Vo € W, tj. f € Z[P]". Prema tome,
[+ qe f je surjekcija sa Z[P]" na Z[P]y. Zbog integralnosti prstena Z[P] to je preslikavanje i
injekcija, dakle, bijekcija.

Definiramo sada sljedeéi element prstena Z(h*) :
K= Z P(y)e
vEQ+

gdje je P : @+ — N kao i prije oznaka za Kostantovu funkciju. Nadalje, za o € R, neka je
fo € Z(b*) funkcija definirana sa

1 ako je A € Z_ .« . ka
fa()‘):{ 0 : vJ - ) t.]' fa: Ze F .

1mace
kEZy
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Propozicija 6.6.5. U prstenu Z{h*) vrijede jednakosti

(a)
K= 1] fo

a€ERy

(b)
KeePeg=1.

Posebno, element q je invertibilan u prstenu Z{h*).

Dokaz: (a) Neka je |R;| = s i numerirajmo pozitivne korijene od 1 do s: Ry = {aq, ..., as}.
Buduéi da je Kostantova fukcija P definirana sa

PN = '{(kzl,...,ks) €L, A= iki%}

i=1

)

iz formule (6.10) slijedi

Hfocj = Z e_kjaj

jil jil k}jEZ+

= Z Z 1]e?= Z P(Ne ™ =

A€Q+ (kl ..... kﬁEZi,*AZ*kﬂh4~n*kﬂh A€Q+

(b) U prstenu Z{h*) za svaki a € R, ocito vrijedi
(l—e e fom(l—eo(lteter ) =1

Odatle i iz (a) nalazimo

Kee " eq= H foee Peocle H 1—e™9) H foo(l—e) =1

aER acR acR

Propozicija 6.6.6. Za A € h* Vermaov modul M(X) ima karakter, on je u Z{§*) i vrijedi

chary = q o e

Dokaz: Prema propoziciji 6.2.3. modul M () je tezinski i njegove tezine ¢ine skup A\ — Q.
Nadalje, svaki je tezinski potprostor konaé¢nodimenzionalan i multiplicitet tezine u € A — Q4
jednak je P(A — p). Dakle, modul M(X) ima karakter chany € Z(b*) i vrijedi

charoy (1) = dim M(A), = P\ —pr).  VueA— Q..

Odatle je
chapy = > Ply)e 7 =K.

YEQ+

Prema tvrdnji (b) propozicije 6.6.5. u prstenu Z{h*) vrijedi K = g 'e”, pa slijedi

charny = e’\q_lep =q LM e,
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Lema 6.6.7. Neka je \g € b* i neka je V U(g)—modul sa sljedeéim svojstvima:

(a) Modul V' ima infinitezimalni karakter x,-

(b) Modul V' ima karakter i chy € Z{h*).
Neka je
Dy ={X € W(Ao+p) — p; (A+ Q) N Suppchy # 0}.

Tada je chy Z—linearna kombinacija karaktera chyryy za A € Dy

Dokaz: Pretpostavimo da je V' # {0}. Neka je u element nosaca Suppchy takav da je
(4 Q) N Suppchy = {p}. Stavimo m = chy (u) = dim V,,. Buduéi da je V1, = {0} za svaki
a € Ry, vrijedinV,, = {0}. Prema tvrdnji (a) propozicije 6.2.4. postoji preplitanje ¢ : M(u)™ — V
takvo da je restrikcija o|(M (1) ,)™ bijekcija sa (M (p),)™ na V). Prema tome, infinitezimalni karak-
ter x, od M(p) jednak je x»,. Prema teoremu 6.5.4. slijedi pn € W (Ao + p) — p, dakle, € Dy. To
pokazuje da je Dy # (.

Ako je Dy = (0, onda je prema dokazanom V = {0} i tvrdnja je trivijalna. Dokaz ¢emo sada

provesti indukcijom u odnosu na |Dy| € Z,. Neka su u, m, ¢ kao malo prije. Neka je U jezgra
preplitanja ¢, W slika od ¢ i T = V/W. Tada imamo egzaktan niz preplitanja

{0} — U — M(p)" -V — T — {0},

Prema propoziciji 6.6.6. i prema zadatku 6.9. moduli U i T" imaju karaktere koji pripadaju Z{h*)
11z gornjeg egzaktnog niza slijedi

ChU — ChM(,u)m + Chv - ChT = O,

odnosno,
chy =m - chyy — chy + chy. (6.11)

Nadalje, moduli U i T" imaju infinitezimalni karakter x,,. Oc¢ito je Dy C Dy. Nadalje,
(k+Qs)NSuppchy ={u} = p¢ Suppchr = p¢ Dr.

To pokazuje da je |Dr| < |Dy|.
Ako je A € Dy, tada je
(A + Q) N Supp chr # 0.

Medutim, U je podmodul od M (u)™, pa je pogotovo
0 # A+ Q)N Suppchury = (A + Q) N (1 — Q).
Odatle je € A 4+ Q, pa zakljucujemo da je

(A + Q) N Supp chy # 0,

odnosno da je A € Dy. Time je dokazano da je i Dy C Dy. Napokon, kako je ¢| (M (n),)™ injekcija
to je UN(M(p),)™ = {0}, dakle, u ¢ Dy. Prema tome je i [Dy| < |Dy|.

Dokazano pokazuje da se pretpostavka indukcije moze primijeniti na module U i T, pa tvrdnja
slijedi i za modul V' zbog jednakosti (6.11).

Teorem 6.6.8. (Weylova formula karaktera) Neka je V' konacnodimenzionalan U(g)—modul
s najvecom tezinom A € Py. Tada u prstenu Z[P) vrijedi jednakost

(Z sz’gn(a)e"p> o chy = Z sign(o)e? ),

ceW oeW
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Dokaz: Modul V' izomorfan je kvocijentnom modulu L(\) Vermaovog modula M (A), pa on
ima infinitezimalni karakter x,. Prema propoziciji 6.6.6. i prema lemi 6.6.7. q ® chy je Z—linearna
kombinacija funkcija e o € W. Za o € W vrijedi 0q = sign(o)q, a prema prema propoziciji
6.3.1. je ochy = chy. Prema tome, element q e chy je antiinvarijantan. Dakle, postoji ¢ € Z takav
da je

gechy =c Z sign(o)e” AP,

oeW
Napokon, za svaku tezinu p # A modula V je A — p € Q4 \ {0}. Kako je

g=c¢cle H(l—e‘o‘),

a€ERy

slijedi da je u prikazu q e chy koeficijent uz e*** jednak 1. To pokazuje da je ¢ = 1 i time je teorem
dokazan.

Korolar 6.6.9. (Kostantova formula) Neka je V' konacnodimenzionalan U(g)—modul s
najvecom tezinom A. Tada je

chy () = dim V, = > sign(o)P(o(A+ p) — (n+ p)).
oeW

Dokaz: Zbog tvrdnje (b) propozicije 6.6.5. imamo

chy = (Kee) o (gochy) = [ 3 P(y)e <Zszgn >>

YEQ+ ceW
Dakle,
chy(p) = Z P(vy)sign(o Z sign(o)P(a(A+ p) — 1 — p).
YEQ+, c€EW, —p—y+o(Ap)=p ceEW
Teorem 6.6.10. Neka je V' konacnodimenzionalan U(g)—modul s najve¢om tezinom A. Tada je

llow. o) _ gy, ()

dim V = =
Mor, ) L\ Gl

Pri tome je (-]-) bilo koji W—invarijantni skalarni produkt na spang R (npr. onaj dobiven iz
Killingove forme ili onaj iz propozicije 3.2.4).

Dokaz: Kako je V' direktna suma svojih tezinskih potprostora, ocito je
dim V = " dim V,.
neb*

Za v € P neka je ¢, jedinstveno Z—linearno preslikavanje prstena Z[P] u prsten formalnih
redova R[[T]] u jednoj varijabli s koeficijentima iz R takvo da vrijedi

k
puler) = et =3 7(1%) T",  ueP
keZy ’
Tada je za proizvoljne \, u € P

o, (e 0 et) = p, (") = eWIHANT _ JwW)T ;WINT o, (eM) o ().
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To pokazuje da je preslikavanje ¢, homomorfizam prstenova za svaki v € P. O¢ito je taj homo-
morfizam unitalan.
Uocimo sada da je za v € P formalni red ¢, (chy) jednak

eu(chv) = @, (Z(dim V,Je“) = Z(dim Vﬂ)e(”‘“)T

p 0
Prema tome, za bilo koji v € P konstantni clan formalnog reda ¢, (chy ) jednak je

Zdim V,=dim V.

I

Za p,v € P imamo

pu(J(e") =Y sign(o)e™ T =3 " sign(o el T = g, (J(e")).

ceW ceW
Posebno, imamo
2o(J(e") = pu(J (")) = pulg) = pu [ 0 [ (1 —e) | =T T (1—e W)
acR acR L

Stavimo li kao i prije |R4| = s, slijedi
ep(J(e)) =T ] (ula)  (mod T**'R[TT). (6.12)
acRy

Weylova formula karaktera moze se pisati J(e**) = J(e”) o chy.. Odatle primjenom ¢, dobivamo

£o(J(€¥7)) = @p(J(e”)) 0, (chy),
pa iz (6.12) slijedi
T 1] (A +pla) = ,(chy) - T [ (plo) (mod T**'R[[T7]).
acRy acRy
To znaci da postoji formalni red P € R[[T]] takav da je
oplchy) - T* T (o) =T° T[ O+ pla) + TP,
acR acR L

Skratimo li sa T, dobivamo

op(chy) T (ola) = T A+ pla) + TP.

acR4 acR

Konstantni ¢lan desne strane je [],cp, (A + pla). Kako je dim V konstantni ¢lan formalnog reda
©,(chy), tvrdnja teorema slijedi.

Teorem 6.6.11. Neka su V' i U prosti U(g)—moduli s najveéim tezinama X\ i p. Multiplicitet
m(A, u; v) prostog U(g)—modula s najve¢om tezinom v u tenzorskom produktu V @ U jednak je

m\piv) = 3 sign(or)P(r(A+p) + o+ p) — v - 20).

o,TeW
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Dokaz: Stavimo

chy = E mye”.

weP

Nadalje, za £ € P} neka je che karakter prostog U(g)—modula s najvecom tezinom €. Tada vrijedi
chy e chy = chygy = Z m(A, p; ) che.
gepy

Pomnozimo li obje strane sa ¢, zbog Weylove formule karaktera primijenjene na che i na chy
dobivamo

Z m(\, ji; €)J(e57°) = chy o J(et?) = (Z mww) . (Z Sign(g)ea(u—f—p)) '
L€P: weP oeW

Odatle je

Z m(\, p; €)J(e577) = Z (Z sign(a)mwrpg(wrp)) erte. (6.13)

EePy yeP \oeW

Akoje& € Py,ondaje+p € Py, pazasvaki o € W, o # id, vrijedi 0(§+p) € P,. Prema tome,
koeficijent uz e”*” w izrazu 3 .. p m(A, ; £)J(e*7°) jednak je m(\, p; v). Sada iz (6.13) dobivamo

m()\, s V) = Z Sign(a)mwrpfa(;ﬂrp)a
oceW

a odatle pomoc¢u Kostantove formule nalazimo

m(\, piv) = Y sign(o)sign(r)P(T(A+p) = (v + p — o+ p) + p)).

o,reW

To je upravo tvrdnja teorema, jer je

TA+p)—Wwtp—alp+p) +p)=7A+p)+to(p+tp)—v—2p i sign(o)sign(r) = sign(oT).
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