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Poglavlje 1

Lokalno kompaktne grupe

1.1 Funkcije i mjere na lokalno kompaktnim prostorima

Neka je T' lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Sa C'(T") éemo oznacavati prostor
svih neprekidnih funkcija f : T — C. Za f € C(T) stavljamo

[fllec =sup{[f(t)]; t € T}.
Za f € C(T) neka je Supp f nosa¢ funkcije f :

Supp f=CIl({t € T; f(t)#0}).

Pri tome CI(S) oznacava zatvara¢ podskupa S C T.

Neka je Co(T") potprostor svih funkcija iz C(T) s kompaktnim nocacem. Mjera na T je svaki
linearni funkcional u : Co(T) — C koji ima sljedeCe svojstvo neprekidnosti: za svaki kompaktan
skup K C T postoji M > 0 tako da vrijedi:

feC(T), SuppfC K = ()] < Mg|| flloo-

Sa 9(T') ¢emo oznacavati skup svih mjera na 7. Ocito je 9(7T) kompleksan vektorski prostor.

Neka je Cj(T') realan vektorski prostor svih realnih funkcija iz Cy(T"). Realna mjera na T
je mjera p € M(T) takva da je u(f) € RVf € Ci(T). Realan vektorski prostor realnih mjera
oznacavat ¢emo sa I (7).

Lema 1.1.1. Linearni funcional p : C{(T) — R prosiruje se do mjere na T ako i samo ako za
svaki kompaktan skup K C T postoji Mk > 0 takav da vrijedi:

feCyT), SuppfCK = |u(f)l < Mgl [l

Dokaz: Uvjet je ocito zadovoljen ako se p prosiruje do mjere na 7.
Pretpostavimo da je uvjet zadovoljen. Definiramo prosirenje p : Cy(7T) — C po linearnosti:

p(fr+ifa) = u(f1) +iu(fe), fi, f2 € Cy(T).

Neka je K C T kompaktan skup i neka je Mk > 0 takav da vrijedi uvjet iz iskaza leme. Neka je
g € Co(T) takva da je Suppg C K. Tada je u(g) = |u(g)|e’ za neki o € R. Stavimo

e g = fitifs, fi: fo € CG(T).
Tada je Supp f1 € K pa imamo redom

lu(g)| = e " ulg) = ple™™g) = p(fr) +ip(f2) = n(fi) < Mi|l fillo < Mx|lglloo-

Dakle, prosirenje u je mjera na 7.
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Neka je C (T') konus svih nenegativnih funkcija iz Cf(T'). Mjera u € 9MM(T') zove se pozitivna
ako je u(f) > 0Vf € Cy (T). Skup svih pozitivnih mjera na T' oznacavat ¢emo sa T (T'). O¢ito
je MH(T) CM"(T) i to je konus.

Sljedeca propozicija pokazuje da veé¢ sama pozitivnost linearnog funkcionala ima za posljedicu
definirano svojstvo neprekidnosti.

Propozicija 1.1.2. Neka je v: Cf (T) — Ry = [0, +00) preslikavange sa sljedeéa dva svojstva:
(@) v(f +9) = U(f) +vlg) ¥f.g € Cg (T).
() v(iaf) =av(f) Va e Ry iVf e Ci(T).

Tada se v jedinstveno prosiruje do mjere p na T. Mjera p je pozitivna.

Dokaz: Za f € Cj(T) definiramo f*, f~ € Cf (T) sa

fr(t) =max{f(t),0},  f(t) =—min{f(t),0}.

Tada je ocito f = f+ — f~. Nadalje, ako su ¢, € Cf (T) takve da je f = ¢ — 1, tada je fT < ¢
ifm <y svudanaT.
Definiramo sada p : CJ(T) — R sa

p(f) =v(fH)—v(f),  feCyT).

Zaa > 01 f e CyT) ocito je (af)t = aft i (af)” = af”. S druge strane, ako je o < 0 i
f e Cy(T), tada je (af)t = —af~ i (af)” = —aft. Odatle koristenjem svojstva (b) iz iskaza
propozicije lako slijedi da vrijedi

plaf) =au(f),  feCy(T), aeR
Neka su sada f,g € C5(T). Tadaje f+g=fT+g" —(f"+g ), paje (f+g) " < fT+gti
(f +9)~ < f~ +g . Slijedi da je
h=f"+g"—(f+o"=f+9 —(f+9)~ €C5(T).
Koristenjem svojstva (a) iz iskaza propozicije imamo redom:
u(f) + ) =v(f") —v(f) +vlg") —vig) =v(fT+g") —v(f +g7) =

=v((f+9)" +h) =v((f+9) +h)=v((f+9)") +vh) —v((f+9)7) —v(h) = ulf +9).
Na taj nacin dokazali smo da je p : Cf(T) — R linearni funkcional.
Dokazimo sada da linearan funkcional p : CJ(T') — R zadovoljava uvjet leme 1.1.1. Neka
je K C T kompaktan skup. Izaberimo f, € Cy (T) takvu da je fo(t) = 1 Vt € K. Stavimo
Mg =v(fy) > 0. Ako je f € C5(T) takva da je Supp f C K, tada je

FHIfllefo e CHT) 1 Ifllcfo = f € CG(T),
pa je
u(f + 1 fllscfo) =v(f +fllcfo) 20 i plllfllecfo = f) = vl fllecfo = f) 2 0,

a odatle je
—[[flleMr < p(f) < [flcMx = |u(f)] < Mkl|flloo-

Prema lemi 1.1.1. i se prosiruje do mjere na T. Kako je ocito u|Cy (T) = v, mjera u je pozitivna.
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Za realne mjere p,v € M"(T) pisemo p < v (ili, ekvivalentno, v > u) ako je v — u € MH(T).
Kako je 9™ (T) konus, ocito je < relacija (parcijalnog) uredaja na 9" (T) i vrijedi:
v, pw €M(T), v<up — v4+w < p+w,
vyp e M(T), v<pu ackRy = av < ap,
v, € M(T), v<up — —u < —v.

Propozicija 1.1.3. Za svaku realnu mjeru p € IM"(T) postoje jedinstvene pozitivne mjere
pt,u= € MH(T) sa sljedeéa dva svojstva:

(a) p=p* —p~.
(b) Ako su vy, ve € M (T) takve da je = vy — vy onda je u™ < vy i pu~ < vy,
Dokaz: Jedinstvenost je neposredna posljedica ocigledne implikacije
a,feM(T), a<a i f<a — a=0.
Dokazimo egzistenciju. Definiramo pu* : Cf (T) — R, sa

ph(f) =sup{ulg); g€ Co(T), g < [}, feCH(D).
Ocito je
p(af)=ap(f),  feCi(T), acR,.
Nadalje, neka su fi, fo € Cf (T). Tada imamo redom

MJr(fl) +H+(f2) =sup {u(g1); o1 € (JJ(T), g1 < fi} +sup {u(ge); g2 € C(T(T), g2 < fo} =

=sup {p(g1 + 92); 91,92 € C5 (1), ;1 < fr, g2 < fo} <
<sup{u(9); g€ Cq (1), g < fi+ Lo} = (fi + fo).

Dakle, dokazali smo nejednakost

pt(f) +ut(fo) < ut(fi + fo), fi, f2 € Cy (T).

Dokazimo sada da vrijedi i obrnuta nejednakost, dakle, jednakost. Neka je g € C (T) takva da je
g < fi+ fa. Stavimo g1 (t) = min{g(t), fi(t)}, g2(t) = g(t) — g:(t), t € T. Tada su gy, g» € Ci(T).
Nadalje, o¢ito je g1 € Cy (T) i g1 < f1. Ako je t € T takav da je g(t) < fi(t), tada je g1(t) = g(t),
pa je g2(t) = 0 < fo(t). Ako je pak t € T takav da je g(t) > fi(t), tada je gi(t) = fi(t), pa je
0 < go(t) = g(t) — f1(t) < fa(t). To pokazuje da je i go € Cf (T) i da vrijedi go < fo. Prema tome
je
1(g) = plgr) + plg2) < ' (fr) + 1" (f2).

Ovo zakljucivanje vrijedi za svaku g € Cif (T') takvu da je g < fi + fo, pa slijedi trazena obrnuta
nejednakost:

pt(fi+ f2) =sup{u(g); g € CF(T), g < fi+ fo} < (f1) + 1" (f2)-

Dakle, vrijedi jednakost

Pt fo) =t (f) 0t (f), fi, o € GI(T).
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Prema propoziciji 1.1.2. u* se jedinstveno prosiruje do mjere p™ na T i u* € MT(T).

Stavimo sada p~ = pu™ — pu € M(T). Za proizvoljnu f € CF(T) je f < f, paje u™(f) > u(f),
dakle, u=(f) > 0. Zakljucujemo da je p= € M*(T). Naravno, = put — ™.

Napokon, pretpostavimo da su vy, vy € IMT(T) takve da je p = vy —vy. Za f € Cf (T) je tada

pt(f) =sup{ulg); g€ Cy(T), g < f} =sup{wi(g) — valg); g € C5(T), g < f} <

<sup{ri(g); g € Cy(T), g < f} = n(f).

Zakljucujemo da je u™ < vy, a odatle jei u= = pt — p < vy — ;= vy. Time je propozicija u
potpunosti dokazana.

Za p € M(T) pt se zove pozitivni a p~ negativni dio mjere p. Nadalje, mjera
|| = ut + p= € MT(T) se zove apsolutna vrijednost mjere p € M (T).

Propozicija 1.1.4. Neka je p € M (T).
(a) Ako jev € M (T) takva da jev < pt iv < p~ ondajev <0 tj. —v € MH(T).

(b) Za svaku f € CF(T) vrijedi
|1l (f) = sup {u(g); g € CG(T), lgl < [}

(¢) Za f € Co(T) vrigedi |u(f)] < [ul(|f]).

Dokaz: (a) Stavimo v; = ut —vivy =pu~ —v. Tada su vy, vy € MT(T) i p = vy — vy Prema
propoziciji 1.1.3. odatle slijedi ut < vy. To znaci da je —v = (ut —v) — pt =vy — pt € MH(T).
(b) Imamo redom

|\l (f) = ™ (f) + = (f) = 20 (f) — u(f) = 2 sup {p(h); h € CF(T), h < f} —p(f) =

=sup {u(h); h € Gy (T), h <2f} — u(f) =sup{u(h - f); h € G (T), h<2f} =
=sup {u(g); g € Cy(T), —f < g < f}=sup{ulg); lgl < f}.

(¢) Za f € Cy(T) ocito vrijedi |f| € Cy (T) i |f] < |f], paiz (b) slijedi |p|(]f]) > u(f). Buduéi
daje | = pl = [ul slijedi i |p|([f]) = —pu(f). Dakle je [u(f)] < |ul([f])-

Za € C(T)ipe M(T) definiramo pu : Co(T) — C sa
(o) (f) = pef), e C(T).
Neka je K C T kompaktan skup i neka je My > 0 takav da vrijedi
feCy(K), SuppfCK = |u(f)| <Mglfle
Ako je Supp f C K tada je i Supp of C K. Stoga vrijedi

(o) ()] = (e N < Mlpflloo < Miclloll ]l f1loo,

uz oznaku
lollx = sup {|p(t)]; t € K}.
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Time je dokazano da je pu € 9(T). Na taj nacin 9M(T") je postao modul nad komutativnim
prstenom C(T"). MM"(T') je modul nad prstenom C"(7T') i vrijedi:

peCUT), peMmH(T) = pueM(T)

Napokon, primijetimo da se kompleksno konjugiranje prenosi s funkcija na mjere:

a(f)=u(f), neMT), feCyT).

Tada su za svaku p € M(T") mjere

1 1
R —
Rep = —Q(M—i—u) i m,u——QZ_(,u—,u)

realne i vrijedi
= Rep+1Impu.
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1.2 Topoloske grupe

Grupa G zove se topoloska grupa, ako je G Hausdorffov topoloski prostor i ako su preslika-
vanja (z,y) — 2y sa G x G u G iz — 27! sa G u G neprekidna. Topoloska grupa G je lokalno
kompaktna, (odnosno kompaktna, odnosno diskretna, odnosno povezana) ako je topoloski
prostor takav (lokalno kompaktan, kompaktan, diskretan, povezan).

Neka je G topoloska grupa i « € GG. Definiramo preslikavanja A., p;, t, : G — G sa

M) =2y,  pe(y)=yx ', wy)=ayz”',  yeG.

Tada su A, p; i ¢, homeomorfizmi sa G na G i vrijedi (e ¢e stalno biti oznaka za jedinicu u grupi):
Ae = pPe=te =tdg, MOy =Apy, PrOPy= Pay, laOly=lay, Lo =NAy0pPz = pPy0 Ny

Kako su A, i p, homeomorfizmi sa G na G, svaka okolina tocke x € G ima oblik zU i Vx gdje
su U i V okoline od e. Posebno, topoloska grupa je lokalno kompaktna ako i samo ako jedinica u
grupi ima kompaktnu okolinu.

Primijetimo jo§ da ¢, ima i svojstvo ¢, (yz) = t.(y)t.(2), dakle, ¢, je ne samo homeomorfizam
sa G na GG nego i automorfizam grupe G.

U viSe navrata trebat ¢e nam sljede¢a topoloska ¢injenica:

Lema 1.2.1. Neka su X, Y 1 Z Hausdorffovi topoloski prostori, ¢ : X xY — Z neprekidno
preslikavanje, K C X kompaktan skup + U C Z otvoren skup. Tada je

W={yeVY; p(x,y) € U Ve € K}
otvoren podskup od Y.

Dokaz: Neka je y € W. Za svaku tocku x € K tada imamo ¢(z,y) € U. Kako je skup U
otvoren i preslikavanje ( neprekidno, postoje otvorena okolina V,, C X tocke x i otvorena okolina
O, CY tocke y takve da je o(V, x O,) C U. (V,)zek je otvoren pokriva¢ kompaktnog skupa K,
pa postoji kona¢no mnogo tocaka i, xs,...,x, € K takvih da je

KCV,, UV,,U---UV,,.

Stavimo

0O=0,N0,NNO,,.

Tada je O otvorena okolina tocke y u prostoru Y. Neka su z € K iy’ € O. Tada je v € V,, za
neki indeks j € {1,2,...,n}, a vrijediiy’ € O,,. Stoga je ¢(x,y') € U. To pokazuje da je O C W,
a kako je tocka y € W bila proizvoljna, zakljucujemo da je W otvoren podskup od Y.

Za podskupove A, B grupe G upotrebljavat ¢emo sljedece oznake:
AB={ab; ac A, be B}, A '={a""'; ac A},
A=A, A" =AA"' ={ay, a5 -ay; a1,ay,...,a, € A}
Propozicija 1.2.2. Neka je G topoloska grupa.
(a) Ako je skup U C G otvoren 1 S C G onda su skupovi US, SU i U™ otvoreni.

(b) Ako je U okolina jedinice e onda postoji okolina V' od e takva da je V. =V"1 C U.
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(¢) Ako je U okolina od e i n € N onda postoji okolina V' od e takva da je V™" C U.
(d) Ako su skupovi A, B C G kompaktni, onda su i skupovi AB i A~' kompaktni.
Zadatak 1.1. Dokazite propoziciju 1.2.2.
Propozicija 1.2.3. Neka je G topoloska grupa
(a) Ako je skup A C G zatvoren i K C G kompaktan onda su skupovi A™', KA i AK zatvoreni.

(b) Ako je skup U C G otvoren i ako je skup K C G kompaktan i sadrian u U, onda postoji
okolina V' od e, takva da je KV CU 1 VK CU.

Dokaz: (a) Kako je z +— x~! homeomorfizam sa G na G, skup A~! je zatvoren. Nadalje, neka
je preslikavanje ¢ : G x G — G definirano sa ¢(z,y) = x~'y. To je preslikavanje neprekidno, pa
je po lemi 1.2.1. skup

W={yecG, v"'ye G\ AVz € K}

otvoren u GG. Medutim, imamo

yeW <= z7'WeG\AVrcK < K'WCG\A <— KYWYnA=0 < y<Z KA.

Dakle, W = G\ KA, pa zakljucujemo da je skup K A zatvoren. Odatle i iz tvrdnje (d) propozicije
1.2.2. slijedi da je i skup AK = (K~'A~)"" zatvoren.

(b) Neka je preslikavanje ¢ : G X G — G definirano sa ¢(z,y) = zy. To je preslikavanje
neprekidno. Stavimo

Vi={yeG; px,y) eUVe e K} ={ye G, zye U Vr € K}.
Tada je e € V7 i po lemi 1.2.1. skup V; je otvoren. Analogno je i skup
Vo={yeG;, yreUVre K}

otvoren i e € V5. Stoga je V =V, NV, okolina od e i vrijedi VK CU i KV C U.
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1.3 Invarijantne mjere na lokalno kompaktnim grupama

U cijeloj ovoj tocki G oznacava lokalno kompaktnu grupu i e njenu jedinica.

Funkcija f € C(G) zove se lijevo uniformno neprekidna ako za svako £ > 0 postoji okolina
V od e takva da vrijedi
yexV = |f(x)-fl)l<e

Analogno, f je desno uniformno neprekidna ako za svako € > 0 postoji okolina V' od e takva
da vrijedi
yeVe = |[fle)-flyl<e

Propozicija 1.3.1. Svaka funkcija f € Co(G) je i lijevo i desno uniformno neprekidna.

Dokaz: Neka je K = Supp f i e > 0. Neka je U = U~! kompaktna okolina od e. Tada je po
tvrdnji (d) propozicije 1.2.2. KU kompaktan podskup od G. Stavimo

W ={yeG; |flzy) — f(x)] <eVz € KU}

Tada je e € W. Neka je ¢ : G x G — R neprekidna funkcija definirana sa o(z,y) = | f(zy) — f(z)|.
Tada je
W ={y € G; p(z,y) € (—o0,¢) Vz € KU}

pa je po lemi 1.2.1. W otvoren podskup od G. Prema tome, W je okolina od e u G.
Stavimo V = W NU. Neka su z,y € G takvi da je y € 2V, tj. 2~y € V. Dokazat éemo da je

tada | f(z) - f(y)| < =.
Pretpostavimo prvo da = ¢ KU. Kako je U okolina jednice, tada = ¢ K, pa je f(x) = 0. Kad

bi bilo y € K, imali bismo
r=y(y 'z)=y (x’ly)_l cKV'CKU'=KU
suprotno pretpostavci. Dakle, vrijedi i y € K, pa je f(y) = 0. Stoga je u tom slucaju

[f(z) = fy)l =0 <e.
Pretpostavimo sada da je z € KU. Tada je 27 'y € V C W, pa vrijedi

[f(@) = fW)l = If (z (z7"y)) = fla)| <e.
Time je dokazano da je funkcija f lijevo uniformno neprekidna. Sasvim analogno dokazuje se

da je f desno uniformno neprekidna (ili se primijeni dokazano na funkciju z — f (z71)).

Za x € G i za funkciju f na grupi G definiramo transformirane funkcije

)‘zf = fo)‘z_la pr = f0,0z—1, sz = fO ly-1,
tj.
Q) = F (7 y) s (o)) = flyx), (f)y)=f(z"yz), yed.

Te se transformacije prenose i na mjere na grupi G : za p € M(G) i za z € G stavljamo

()‘J::U’)(f) =p (/\xflf) ’ (pmlu’)(f) =p (prlf) ) (%M)(f) =p (folf) ) f € CO(G)

Mjera p € M(G) zove se lijevoinvarijantna (odn., desnoinvarijantna) mjera na G ako je
Attt = p (odn., pyp = p) Vo € G. Ako je k tome p pozitivna i # 0, onda se p zove lijeva (odn.,
desna) Haarova mjera na grupi G.
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Prenosenjem invertiranja u grupi na funkcije a zatim na mjere dolazimo do bijekcije medu li-
jevoinvarijantnim i desnoinvarijantnim mjerama na G. Naime, za funkciju f na grupi G definiramo
novu funkciju f relacijom

flx)y=f(1), z €.
Tada imamo redom

(P Hy) = flyz) = f (a7 'y ) =\f) (b)) = f) W),  zy€G.

Prema tome, za svaku funkciju f na grupi G i za svaki x € G vrijedi

pof = (Aef)” i analogno,  Aof = (paf)"

Za mjeru pu € M(G) definiramo 1 € M(G) sa

alf)=n(f),  feG(@).

Iz gornjih relacija za funkcije slijede analogne relacije za mjere:

paft = (Azp) ™ 1 A= (pap),  p€MG), zeG.

Prema tome, p — i je involutivna bijekcija sa skupa svih lijevoinvarijantnih (odnosno, lijevih
Haarovih) na skup svih desnoinvarijantnih (odnosno, desnih Haarovih) mjera na lokalno kom-
paktnoj grupi G. Stoga je dovoljno prouciti samo jednu vrstu — npr. desnoinvarijantne i desne
Haarove mjere.

Prema propoziciji 1.1.3. pozitivha mjera na G potpuno je odredena svojom restrikcijom na
CJ(G). Dakle, desne Haarove mjere na grupi G potpuno su odredene preslikavanjima
p: Cf (G) — Ry sa sljede¢im svojstvima:

(A) p(fi + fo) = p(fr) + u(f2) Vi, f2 € CF (G).
B) plaf) = ap(f) Va e Ry iVf € Gy (G).
(pef) = pu(f) Ve € Givf € Gy (G).

)
)
)
D) 3f € Cf (G) takva da je u(f) > 0.

(
(C
(
Osnovni je cilj ove tocke da se dokaze egzistencija takvog preslikavanja u : Cy (G) — R,. Vidjet
¢emo da tada p ne samo da zadovoljava (D) nego ¢ak ima sljedece jace svojstvo:

(D) p(f) >0 Vf e (G)\ {0}

U daljnjem ¢emo oznacavati L = Cf (G). Za f,g € L pisemo f ~ g ako postoje n € N,
fi,for o s fn€Lixy,xe, ..., x, €G takvi da je

F=Y"6 i g=> pulte
i=1 i=1
Ocito, svako preslikavanje p : L — Ry sa svojstvima (a), (b) i (¢) nuzno ima svojstvo:

fi9eLl, f~yg = p(f) = u(g)-
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Lema 1.3.2. Neka su f,q1,92,...,9, € L i neka je

9= Zgi~
i=1

Tada vrigedi f ~ g ako i samo ako postoje fi, fa, ..., fn € L takve da je
F=3"F i fi~g Vie{L2...n}
i=1

Dokaz: Ocito vrijedi:

n n

firvgi Vi = i~ g

i=1 i=1

Dokazimo obrat. Pretpostavimo da vrijedi

f~g= Zgi-
i=1

To znaci da postoje m € N, hy, ho, ..., hy, € Lixy,29,..., 2, € G takvi da vrijedi

g=> hy i [=) puhy
j=1

Jj=1

Definiramo sada funkcije f;; : G — R sa

M ako je g(x
fi(x) = g(x) ko je g(x) > 0
0 ako je g(z) = 0.

Funkcija f;; ocito je neprekidna u svakoj tocki otvorenog skupa A = {x € G; g(x) > 0}. Takoder,
ona je identicki nula, dakle, takoder neprekidna na otvorenom skupu G\ Cl(A); napominjemo da
je Cl(A) = Suppg. Neka je sada xp € A = CI(A) \ A ineka je e > 0. Tada je g(x¢) = 0, dakle,
i fij(x0) = 0. Zbog neprekidnosti i pozitivnosti funkcije g postoji okolina O tocke z, takva da
vrijedi
reO = 0<g(x)<e.

Bududi da su sve funkcije g1, g2, ..., gn, M1, ho, . .., hy nenegativne, vrijedi g; < g i h; < g. Dakle,
ako je x € ON A, onda je 0 < g(z) < ¢, pa vrijedi

gi(x)h;(z)

fle) = g9()

= gi()
a ako je z € O\ A, onda je fi;(z) = 0 < e. Time je dokazano da je funkcija f;; neprekidna i

u svakoj tocki ry € 0A, dakle, svuda na G. Nadalje, vidi se da za svaku tocku x € G vrijedi
0 < fi;(z) < g(x), pa zakljucujemo da je f;; € L. Iz definicije funkcija f;; neposredno slijedi da je

gi:Zfij 1 hj:Zfz'j-
j=1 i=1
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Stavimo

Tada vrijedi f; ~ g; Vi. Nadalje,
SUED ) SIATED 9781 ) 3121 B AR
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

Lema 1.3.3. ~ je relacija ekvivalencije na skupu L.

Zadatak 1.2. Dokazite lemu 1.5.5.

Uputa: Za dokaz tranzitivnosti f ~ g ~ h = f ~ h primijenite definiciju relacije ~ na
g ~ h, a zatim na f ~ g primijenite lemu 1.3.2.

Lema 1.3.4. Neka je f € L i neka je U C G otvoren neprazan skup. Tada postoji ¢ € L takva
da je Suppp C U 1 f ~ .

Dokaz: Neka je V' # () otvoren podskup od G takav da mu je zatvara¢c CI(V) kompaktan i
sadrzan u U. Tada je (Vx),eq otvoren pokriva¢ od G dakle i od svakog podskupa od G. Stoga za
kompaktan skup Supp f postoje tocke z1, x4, ..., x, € G takve da je

Supp f CVaxyUVea U---UVax,.
Za svako i € {1,2,...,n} neka je h; € L takva da vrijedi
hi(z) =1 Vz eV i Supp h; C Ux;.
Stavimo .
h=Y hi€L.
i=1
Ako je z € Supp f, tada je x € Vx; za neko i pa slijedi h;(x) = 1. Dakle, vrijedi
x € Supp f = h(z) > 1.

Definiramo sada funkcije fi, fo,..., fn : G — Ry sa

J@hi@) ez € Supp f
fi(z) = M) e
0 ako je x & Supp f

Kao u dokazu leme 1.3.2. vidi se da su fi, fa,..., fn € L. Ako je x & Supp f imamo

flz)=0="> filx).
i=1
Ako je pak x € Supp f tada je

i=1
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Dakle, vrijedi
F=>_f
i=1

Nadalje,
Supp fi € Supph; C Uz;.

Napokon, stavimo
i=1

Iz Supp f; C Ux; slijedi da je Supp p.,f;i € U Vi, dakle, Suppp C U. Napokon, po konstrukciji
vidimo da vrijedi f ~ ¢.

Definirajmo sada relaciju > na L na sljede¢i nacin: za f,g € L stavljamo f > g ako postoje
fl9 € Ltakvedaje f'~ f g ~gif >g.

Lema 1.3.5. Relacija > ima sljedeca svojstva:
(a) f = g ako i samo ako postoje fi, fo € L takve da je f = fi+ fa i f1 ~g.

)

(b) f = g ako i samo ako postoji f € L takva da je f' ~ f i f' > g.
(¢) Ako je f =g i g>= h onda je f = h.

(d) Akoje [ =gif =g ondaje f+ [ =g+g.
(e) Ako je f = g ia € Ry onda je af = ag.

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je f = ginekasu f', ¢’ € Ltakvedaje f~ f',g~¢g i1 f >¢.
Stavimo h = f' — ¢'. Kako je f' > ¢, to je h € L. Dakle, imamo

f~f=g+h  ff.d heL
Po lemi 1.3.2. postoje f1, fo € L takve da je

f=fi+fo firgd ~g, fo~h

Time je dokazana nuznost uvjeta, a dovoljnost je ocigledna.

(b) Ponovo je netrivijalna samo nuznost. Neka je, dakle, f = g. Zbog (a) postoje fi, fo € L
takve da je f = fi+ fo 1 fi ~g. Stavimo f' =g+ fo. Tadaje f ~ f'1 f' > g.

(¢) Zbog (a) iz g = h slijedi da postoje g1, g2 € L takve da je g = g1 + g2 1 g1 ~ h. Nadalje,
zbog (b) f = g povlaci da postoji f' € L takva da je f' ~ fi f' > g. Tada jei f' > ¢y, pa slijedi
f' = ¢, daklei f = g;. Sada opet prema (a) postoje fi, fo € L takve da je f = fi + foi f1 ~ g1.
Zbog leme 1.3.3. iz f; ~ g1 1 g1 ~ h slijedi fi ~ h, pa iz (a) slijedi f = h.

(d) Ako je f = gi f' = ¢, onda prema (a) postoje fi, fa, fl, f3 € L takve da je f = fi + fa,
fr'=A+f hi~gifi~g. Tadavrijedi f+ f' = (i+fi)+(o+ )i fi+fi~g+g, pa
prema (a) imamo f+ f' = g+ ¢

(e) Po definiciji iz f > ¢ slijedi da postoje f', ¢ € L takve daje f ~ f', g~ ¢ i f > ¢'. No
tada za a € Ry ocito vrijedi af ~ af’, ag~ ag' i af > ag'. Dakle, af > ag.

Lema 1.3.6. Neka su f,g € L i g# 0. Tada postoji o € R, takav da vrijedi ag = f.
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Dokaz: Stavimo U = {z € G; g(x) > 0}. Po lemi 1.3.4. postoji ¢ € L takva da je Suppp C U
i f~ . Tadaje g(x) > 0 Vz € Supp ¢, a kako je Supp ¢ kompaktan skup imamo

m = min{g(x); z € Suppe} > 0.

Stavimo

M = ||¢||oo = max {p(z); x € G} i a =

Tada imamo za x € Supp ¢

azaxr & Suppy je
ag(r) =0 = p(x).
Dobili smo da je ag > ¢ i ¢ ~ f. Dakle, vrijedi ag > f.
Pretpostavimo da preslikavanje p : L — R, ima svojstva (A), (B), (C) i (D’). Neka je g € L,
g # 0. Tada je u(g) > 0, pa zamjenom funkcije g njenim umnoskom s pozitivnim brojem mozemo
postiéi da je pu(g) = 1. Ako je f € L'i g »= f onda je nuzno u(f) < 1. Nadalje, ako je a € R, i

ag > f onda je u(f) < a, a ako je f = ag onda je pu(f) > a. Slijedi da za takvo preslikavanje p i
za g € L takvu da je p(g) = 1 nuzno vrijedi

sup {o € Ry; [z agh < p(f) <inf{a € Ry ag = f}.
Nas je cilj da dokazemo da za f,g € L, g # 0, vrijedi
sup{a € Ry; f=ag}=inf{aeRy; ag = f}.

Fiksirat ¢emo tada bilo koju funkciju g € L\ {0} i definirati p,(f) kao taj broj, a zatim dokazati
da tako definirano preslikavanje p, : L — Ry ima svojstva (A), (B), (C) i (D’).

Dokaz gornje jednakosti izvest ¢emo iz sljede¢e dvije propozicije, ¢ije dokaze ¢emo provesti
naknadno:

Propozicija 1.3.7. Neka je f € L\ {0} i neka je o € Ry takav da je f = af. Tada je a < 1.

Propozicija 1.3.8. Neka su f,g € L, g # 0 i e > 0. Tada postoji « € R, takav da vrijedi
(I+e)f=ag= [

Korolar 1.3.9. Ako su f,g € L takve da je f > g 1 g = f onda je f ~ g.

Dokaz: Prema tvrdnji (a) leme 1.3.5.1iz g »= f slijedi da postoje g1,9o € L takve da je
g=g1+geigs ~ f. Pretpostavimo da je g» # 0. Prema lemi 1.3.6. tada postoji ¢ > 0 takav da
je go = ef. Slijedi

frg=gn+gpzf+tef=010+e)f
No to je u suprotnosti s propozicijom 1.3.7. Ova kontradikcija pokazuje da je go = 0, dakle,
g=g~Ff
Korolar 1.3.10. Neka su f,g € L © g # 0. Tada vrijedi

sup{a € Ry; f = agl =inf{a € Ry; ag = f}.
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Dokaz: Neka su o,y € R, takvi da je asg = f > ajg. Zbog tvrdnji (c¢) i (e) leme
1.3.5. odatle slijedi da je g > %g, pa je zbog propozicije 1.3.7. M < 1, tj. ap < ay. Time
(%) 6%)
je dokazana nejednakost

sup{a € Ry; f = ag} <inf{a € Ry; ag = f}.

Dokazimo sada da vrijedi i obrnuta nejednakost. Prema propoziciji 1.3.8. za ¢ > 0 postoji
B € R, takav da je (1 +¢)f = Bg = f. Stoga je

inf{a e Ry; ag = f} <pB<sup{aecRy; (1+e)f =ag}=(1+¢)sup{a €Ry; f = ag}.
Kako je € > 0 bio proizvoljan, slijedi trazena obrnuta nejednakost

inf{a e R,; ag = f} <sup{a eRy; f*=ag}

Kao sto smo planirali, za g € L, g # 0, definiramo preslikavanje u, : L — R, sa
pe(f) =sup{a € Ry; f>=ag} =inf{aeRy; ag = f}.

Dokazat ¢emo sada da preslikavanje p, zadovoljava uvjete (A), (B), (C) i (D).
(A) Neka su fi, fo € L. Ako su «, 5 € R, takvi da je ag = f1 i Bg = fo tada prema tvrdnji
(d) leme 1.3.5. vrijedi (a4 5)g = f1 + f2. To pokazuje da je

a+f>inf{y e Ry; vg = fi+ fo} = py(fi + fo).
Uzevsi infimume po takvima « i § nalazimo da vrijedi
tg(f1) + pg(f2) = pg(f1 + fo).
Neka su sada «, § € R, takvi da je fi = agi fo = Bg. Tada je fi + fo = (o + [)g, dakle,
a+ B <sup{y € Ry; fi+ fo = vg} = pe(fi + fo).
Uzevsi sada supremume po takvima « i § dobivamo obrnutu nejednakost
tg(f1) + pg(f2) < pg(f1 + fo).

Dakle, vrijedi jednakost
ﬂg(fl + f2) = Ng(fl) + Ng(fQ)-

(B) Zaa € Ry i f € L imamo
po(af) =sup{B € Ry; af = Bg} = asup{f € Ry; [ = By} = any(f).
(C)ZaxzeGifelLvrijedi p,f ~ f. Prema tome,
pef = ag — [ = ag.

To mati da je py(pef) = 1g(f).
(D) Neka je f € L, f # 0. Prema propoziciji 1.3.8. postoji a € R, takav da je af = g. Tada

jea>01izaec=— >0 vrijedi f > eg. Dakle,
o

pg(f) =sup{B € Ry; f = g} >¢e>0.
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Teorem 1.3.11. (a) Na lokalno kompakinoj grupi G postoji desna Haarova mjera p.
(b) Ako je u desna Haarova mjera na G i f € Cf (G) \ {0}, onda je u(f) > 0.

(¢) Ako je p desna Haarova mjera i v desnoinvarijantna mjera na G postoji A € C takav da je
V= A.

Dokaz: Tvrdnja (a) veé je dokazana: za g € L\ {0} konstruirana mjera p, je desna Haarova
mjera.

Dokazat ¢emo sada sljedecu tvrdnju koja ¢e imati za posljedicu tvrdnje (b) i (c) :

(d) Neka je g € L\ {0} i neka je p desnoinvarijantna mjera na grupi G. Tada postoji A € C
takav da je p = Apug.

Mozemo pisati

= (pn — pio) +ips — pua), o, iz, i3, pa € MH(G),

pri cemu su
p=Rep)", po=Rep)”, py=(Imu)", py=Imp)".
Tada su pq, e, 3 1 pg pozitivne desnoinvarijatne mjere. To pokazuje da je tvrdnju (d) dovoljno
dokazati u slucaju kad je p pozitivna desnoinvarijatna mjera, tj. desna Haarova mjera.
Neka je, dakle, i desna Haarova mjera i g € L\ {0}. Ako su f,h € Li f ~ h iz desnoinvari-
jantnosti mjere p slijedi da je p(f) = wu(h). Nadalje, kako je mjera u pozitivna, iz f > h slijedi
p(f) > p(h). Prema tome vrijedi

fhel, f=h = u(f)=nuh).

Prema tome, ako je a € R, takav da je ag = f onda je au(g) > p(f), a ako je f = ag, onda je
ap(g) < u(f). Stoga imamo

1(gpg(f) = p(g) - inf {a € Ry5 ag = f} > u(f),

#(9ug(f) = p(g) -sup{a € Ry f = ag) < p(f).
Uz oznaku A = u(g) slijedi

n(f) =g (f) VfelL, daklei Vfe Cy(G).

Dakle, u = Ap,y. Time je tvrdnja (d) dokazana.

(b) Neka je p desna Haarova mjera na G'i f € L\ {0}. Prema (d) postoji A € C takav da je
p = Ay Bududéi da su p i py pozitivne mjere i u # 0, ocito je A > 0. Nadalje, prema dokazanom
i zadovoljava (D'), dakle je ps(f) > 0. Odatle je pu(f) = Aup(f) > 0.

(c) Neka je p desna Haarova mjera na G i v desnoinvarijantna mjera na G. Neka je g € L\ {0}.
Prema (d) postoje o i 8 takvi da je pp = ap, i v = Bp,. Kako je p # 0 to je a # 0, paza A = —

a

vrijedi v = By = A\p.

Ostaje nam jos da dokazemo propozicije 1.3.7. 1 1.3.8. Za to nam treba jos nekoliko pomoénih
tvrdnji.

Lema 1.3.12. Neka su J i I neprazni skupovi i neka su P(J) i P(I) njihovi partitivni skupovi
(skupovi svih podskupova). Neka je f : P(J) — P(I) preslikavangje sa sljedeéa dva svojstva:

(@) F(SUT) = f(S)U f(T) VS, T € P(J).
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() [f(S)] =[S VS € P(J]).

(|A| oznacava broj elemenata konacnog skupa A). Tada postoji injekcija o : J — I takva da je
o(j) € f{sH Vi€ J

Dokaz provodimo indukcijom po |J|. Ako je |J| = 1 tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da
je n > 21 da tvrdnja vrijedi ako je |J| < n. Neka je |J| = n.

Pretpostavimo najprije da postoji neprazan J; C J takav da je | f(J;)| = |J1|. Po pretpostavci
indukcije postoji bijekcija o1 @ J; — I} = f(J1) takva da je 01(j) € f({j}) Vj € Ji. Neka je
Jy=J\ J1ily =1\ 1. Definiramo g : P(J3) — P(I,) sa

9(8) = fS)\ f(N), S eP(h)
Tada ocito vrijedi g(SUT) = ¢g(S) Ug(T) VS, T € P(J;). Nadalje, za S € P(.J3) imamo

1S] = 1(SUS)| =] < [f(SUT)|=[f ()] = [(F(S)VF )= f ()| = [(F(D\NF )] = 1g(SF)]-
Ponovna primjena pretpostavke indukcije daje da postoji injekcija oy @ Jo — Iy takva da je
o2(j) € g({s}) Vj € Jo. Kako je g({j}) € f({s}), slijedi da je 02(j) € f({j}) Vj € J2. Napokon,

definiramo o : J — [ slaganjem preslikavanja oy i o5 :
o1(7) ako je 7 € J;
o(j) =
o2(J) ako je j € Js.
Tada je o injekcija i vrijedi o(j) € f({j}) Vj € J.
Pretpostavimo sada da je |f(S)| > |S| VS C J, S # (. Izaberimo j € Jii € f({j}). Stavimo
J =J\{j}iI'=T\{i}. Nadalje, definiramo g : P(J') — P(I') sa
g9(S) = f(\{i},  SeP().
Tada je ocito g(SUT) = g(S)Ug(T) VS, T € P(J'). Nadalje, za S € P(J') je
[F(S) > 1S, dakle  |f(S)] > [S]+1.

Stoga je

lg()| = (NN = [F(9)] =1 = [S].
Po pretpostavei indukeije postoji injekcija o’ @ J' — I’ takva da je o'(k) € g({k}) C f({k})
Vk € J'. Definiramo sada o : J — [ sa o(j) = i i o|J' = ¢'. Tada je o injekcija i vrijedi

o(k) € f({k}) Vk € J.

Neka su U,V C G. U—mreza za skup V je svaki skup S C G takav da je V C SU. Ako
skup V' ima kompaktan zatvarac i ako skup U ima nepraznu nutrinu, onda iz osnovnog svojstva
kompaktnih skupova slijedi da V' ima konaénu U—mrezu. U tom slucaju sa [U, V] oznacavamo
minimum kardinalnih brojeva svih konaénih U—mreza za V. Dakle, [U, V] je najmanji prirodan
broj n takav da postoje x1, xs,...,x, € G takvi da je

VxryUUxUU---Ux,U.

Ako su U,V,W skupovi s nepraznim nutrinama i kompaktnim zatvaracima, onda je
(U, W] < [U,V][V,W]. Doista, ako je {z1,xs,...,2,} U—mreza V i ako je {vy1,y2,...,Um}
V —mreza za W, onda je

j=1li=1

i—1 j=1

dakle, {y;z;; 1 <j<m, 1<i<n}jeU—mreza za W.
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Lema 1.3.13. Neka je K C G neprazan kompaktan skup, N kompaktna okolina jedinice e u G
i U = U1 C N otvorena okolina od e. Neka je n = [U, KN|, {x1,29,...,2,} U—mreza KN i
I ={1,2,....,n}. Za x € G stavimo J = {j € I, zx; € K}. Tada postoji injekcija o : J — 1
takva da vrijedi x,(;) € va;U* Vj € J.

Dokaz: Definirajmo najprije preslikavanje f : P(J) — P(I). Za bilo koji podskup S C J

stavimo
f(S) = {26] (Uxxj )ﬂinsfé@}.
jES

Tada ocito vrijedi f(SUT) = f(S)U f(T), S,T € P(J). Nadalje, za svako j € J imamo

ra;U C KU C KN C | U

i=1
Neka je S € P(J). Tadaza j € Sii e I\ f(S) vrijedi zz;U Nz;U = 0. To znaci da je
U xx;U C U z;U, dakle U z;U C U iU
jes icf(S) JES i€f(S)

Kako je {z1,29,...,2,} U—mreza za skup KN, to pokazuje da je |f(S)| > |S|. Prema lemi
1.3.12. postoji injekcija o : J — I takva da je

o) e f{4) ={iel; zx;UNz,U # 0}, Vje
Dakle, vrijedi ;U Nx,;U # 0 Vj € J. Kako je U = U™, slijedi z,(j) € za;U* Vj € J.
Lema 1.3.14. Neka je A C G kompaktan skup, € > 0, m € N i g1,92,...,9m € L\ {0}. Tada

postoje n € N ¢ x1,x9,...,x, € G takvi da je

M_l' <e  Vred, Vje{l2...m}.
> e 95 (i)

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je e € A = A™! (ako nije tako, zamijenimo A sa skupom
AU AU {e}). Stavimo

Ky=A- U Supp g;.

j=1
Ky je kompaktan skup. Stavimo
n= min max{g;(z); v € G}.

1<j<m

Tada je 0 < n < max{g;(z); v € G} zasvaki j € {1,2,...,m}. Nadalje, za svaki j stavimo

2 1
Vj:{xEGS gj(x)2577}, WJI{«TEG; gj(x)2577}.

Tada su V; i W, kompaktni skupovi s nepraznim nutrinama i V; je sadrzan u nutrini od Wj.
Neka je N kompaktna okolina od e takva da je V;N C Wj za j =1,2,...,m. Neka je 6 > 0
takav da je

ne .
s<—"1 vie{1,2,....mh
= B[VJ’KON] j { ) Y 7m}
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Nadalje, neka je U = U~! C N okolina od e takva da vrijedi
ey eV = gi(2) —gi(y)l <0 Vje{l,2,... m}

egzistenciju takve okoline garantira ¢injenica da funkcije g; imaju kompaktne nosace, dakle, one
su ne samo neprekidne nego uniformno neprekidne.

Ostatak dokaza ove leme podijelit ¢emo u tri koraka.

(1) Neka jen = [U, KoN] i neka je {1, za,...,x,} U—mreza za KoN. Dokazimo da vrijedi
no ‘
<e¢ za j=12....m

>oic 95(i) ~

Doista, za svaki j imamo

Q<
N
=
8
S

KoN C | JaU 1 V; C Suppg; € Ko € KoN =

=1

.
—_

To pokazuje da je

, _ [U, KoN| n
1<i<n VinaU > U, V] > _ .
|{’L, ~t=n, V;llx 7& @}| = [ ]] I:V]’KON:I [‘/j’KON]

Nadalje,
UNV;#0 = 5eVVUCV,NCW, = gj(:vz-)zg.
Dakle, n
n
;gmi) = it
pa slijedi
#;(:Uz) S(S'%'[VjaKoN] <e

(2) Neka jeye A, K =yKy i {vy1,v2,...,yn} U—mreza za KN = yKyN, tj.

KN C | JuU.

i=1
Tada vrijeds

Zgj(:pyi) §Zg(yi)—|—n5 Vie{l,2,....,m}, VzxeQG.
— —

Prije svega primijetimo da iz g;(zy;) # 0 slijedi zy; € Suppg; C K, pa je i € J. Neka je u
toj situaciji o : J — I = {1,2,...,n} injekcija iz leme 1.3.13., tj. y,;) € zy;U? Vi € J. Tada je
(2y;) 'yo() € U?, pa prema izboru skupa U vrijedi |g;(yo@)) — g9j(zy:)] <8 Vj. Odatle slijedi

D9y =D gi(wy) <D (95 We) +8) <D (g5(ws) +8) = D g;(i) + nd.

el e ieJ el iel
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(3) Neka je ponovo {z1,xa,...,x,} U—mreza za KyN. Dokazat éemo da je tada

' > ier 95 (i)

1‘35 Vie{l,2,...,m}, VxeA,
zEIgJ xl)

i time ce lema 1.3.14. biti dokazana.
Prije svega, primijenimo (2) na slucaj y = e € A, dakle, K = Ky. Mozemo uzeti da je y; = z;
Vi € I. Slijedi

Zgj(xxi) SZgj(xi)—I—mS Vie{l,2,...,m}, Vxed.
iel iel
Prema (1) odatle slijedi
4 (xx; ) .
Laerdil@T) g My (1,2,...,m}, Vered.
> icr 95(i) >icr 9i(@i)
Fiksirajmo sada = € A i stavimo K = xKj. Primijenimo (2) na taj slu¢aj. Imamo
KN =zKoN C | JaaU,
el
pa mozemo uzeti y; = xx; Vi € 1. Slijedi
S ilw) < gy +ns Vie{l,2,...m}, VyeGq.
icl el
Izaberemo li y = 2~ dobivamo
Zgj(xi) SZgj(:pxi)—i—né Vie{l,2,...,m}.
iel iel

Sada primjenom (1) slijedi

oz 5
ier9iW0%) Lm0 vje{1,2,...,m}.

dier9i(@i) — > ier 95 (i)
Dakle, za svako © € A iza svako j € {1,2,...,m} vrijedi

Zie] g;(wz;)
Zie[ 9j (l‘z)

1—e< <l+4e.

Time je lema dokazana.

Lema 1.3.15. Neka su f,g € L\ {0} takvi da je f ~ g i neka je e > 0. Tada postoje y1,ya, - -, Yn
iz G takvi da vrijedi
>iz1 9(i) _ 1' <c

Z?:1 f ()

Dokaz: Bududi da je f ~ g, postoje m € N, f1, fo,..., fin € L1 21,29,...,2, € G takvi da
vrijedi

fla) =Y fi@),  glx) =) filxz), =G

j=1 j=1
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Stavimo A = {z ', 2", ...,z i g; = fj za j =1,2,...,m. Prema lemi 1.3.14. postoje n € N i

’m

x1,To, ..., T, € G takvi da je

> e 95(wT)

= -1 <e¢ Vie{l,2,...,m}, VzeA,
> ie1 95(@i)

.
> i1 9i (z,;lxi)
> e 95(i)

—1 SE Vj,kE{l,Q,---,m},
tj.
i fi (27 )
i fi (277
Stavimo y; = z; . Tada za k = j dobivamo

>icr filvizy)
Z?:l fj(yi)

—1|<e  Vjike{l,2... m}.

—qgg vie{l,2,....,m}.

Stavimo sada . .
aj =Y fivz),  Bi=) filw) J=L2..m
i=1 i=1

Tada imamo

ﬁﬁ—qgg Vi e {L,2,...,m},
B;
pa slijedi
D= D B <D lay—pl <e B
j=1 j=1 j=1 j=1
To znaci da je
e ijl Qa5 1l = ijl > e fi(Wizg) 1= > i1 9(wi) _ 1' _

Z;'nzl ey B 2311 > i1 fi(wi) >ier (i)

Dokaz propozicije 1.3.7. Neka su f € L\ {0} i « € R, i pretpostavimo da je f = af.
Prema tvrdnji (b) leme 1.3.5. tada postoji g € L takva da je f ~ g i g(z) > af(x) Vo € G. Neka
je € > 0. Prema lemi 1.3.15. postoje n € N1y, ys,...,y, € G takvi da vrijedi

Z?:1 9(y:)

= 5 s <1+e

Z?:1 f (i)

Zbog g > af lijeva strana gornje nejednakosti je > «a. Dakle, vrijedi a < 1+ ¢, a kako je e > 0
bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je a < 1.

Lema 1.3.16. Neka su f € L ie > 0. Tada postoji okolina U = U~' od e takva da za svaku
funkciju g € L\ {0} sa Suppg C U postoje n € N, ay,as,...,0, € Ry 1 y1,92,...,yn € G sa
svojstvima

'f(x) - Z ;g (y;)

<e Vrxed i Supp (Z al-pyig> C U%. Supp f.

i=1
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Dokaz: Neka je
= [[fllec = max{[f(z)|; v € G}.

Neka su d > 017 > 0 takvi da je Mn + 6(1 +n) < e. Neka je U = U~! kompaktna okolina od e
takva da vrijedi

wy €U = |f(2)-flyl<e

Stavimo A = U? - Supp f; to je kompaktan podskup od G. Neka je ¢ € L\ {0} takva da je
Suppg C U. Po lemi 1.3.14. postoje n € N1i y1,vs,...,y, € G takvi da je

‘ZZ 19(y) —1' <n VreA
z 1g yl
Za x € A je tada
i f@)g(zy)
'f(x) S | il

Ako je x € A takav da je g(zy;) # 0, tada je zy; € U, pa je }f(:c) —f (y;l)’ < 4. Prema tome, za
x € A vrijedi

|zllf glay) _ Tiea S (u) olow)|

z 1 9(yi) - Z:‘L:l 9(y:)
Y |f@) = f i) lo(ay) _ 3L g(zy:)
: ST 600 SO gl U
Stavimo sada
f ()

1< <n.

“ Zj:l 9(y;) ’

Pomoc¢u dobivenih nejednakosti za x € A izvodimo

'f(x) _ Z aig(zy;) Zz 1 f(x)g(zy;) |Zz 1 f(x)g(xy;) 2?21 f (3/; ) g(zy;) <

s’f()

> i1 9(yi) Yo 9(yi) > i1 9(yi)

< fl@m+o(l+n) <Mn+o6(l+n)<e

Time smo dokazali da vrijedi

'f@) - Z ig(zy;)

<e Vo € A.

Ustanovit ¢emo sada da ako uklonimo neke indekse ¢ € {1,2, ..., n} nejednakost i dalje vrijedi
zav € Aaliizaxe G\ A Usput ¢emo dobiti i tvrdnju o nosac¢ima.
Stavimo

I={1,2,...,n}, J={iel; Supp (p,9) C A}.
Neka je i € I'\ J. Tada postoji y € Supp (p,,g) takav da y ¢ A = U? - Supp f. Imamo
Supp (py.9) = (Supp)y; ' C Uy; "

Dakle, imamo redom

yeUy! = yey U = Supp(p,g) Uy CU(y'U) =U%.
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Buduéi da je U = U™, iz y € U? - Supp f i iz dobivene inkluzije slijedi Supp (py;9) N Supp f = 0.
Stoga imamo za = € Supp f

fl) =) ajg(zy;)

jeJ

<€

= |f(95) - Zaig(xyl-)

icl

zax € A\ Supp f je

<e¢g;

'f@) =Y ajg(zy;)

jed

= Zajg(xyj) < Zaig(xyi) = ‘f(ff) - Zaig(xyi)

jeJ el el

napokon, za x € G\ A je f(z) = g(xy;) =0Vj € J pa je opet

<e.

‘f(x) — > ajg(xy))

jed

Time smo dokazali da vrijedi

<eg Vr € G,

‘f(x) — > ajg(xy))

jed

a izbor skupa J je bio takav da vrijedi i Supp (,ong) C U?- Supp fVj € J.

Lema 1.3.17. Neka su f,g € L takve da je f # g i f(z) > g(z) Vo € G. Tada postoji f' € L
takva da je f' ~ f i da vrijedi f'(x) > g(x) Vo € Suppg.

Dokaz: Nekajeh=f—ge€ L\{0} iU = {z € G; h(z) > 0}. U je neprazan otvoren skup (s
kompaktnim zatvara¢em). Neka sun € Ni xq1,zo,..., 2, € G takvi da je

Suppg C Uz ' UUz, ' U---U Uz,

n
Stavimo

1 « ,
hl:ﬁizlpmih 1 f'=g+h.

Buduéi da je f = g+ h i hy ~ h, vrijedi f' ~ f. Nadalje, za v € Suppg je v € Uz; " za neki i pa
imamo redom

zr, €U = h(zz) >0 = h@)>0 = f'(a)=g(x)+ hx)> g(x).

Dokaz propozicije 1.3.8. Neka su f,g € L, g # 01ie > 0. Treba dokazati da postoji o € R
takav da vrijedi (1+4¢)f = ag = f. Ako je f = 0 mozemo uzeti a = 0. Pretpostavimo da je f # 0.

Tada po lemi 1.3.17. postoji h € L takva da je h ~ <1 + g) fidaje h(x) > f(x) Vx € Supp f.

Po istoj lemi postoji k € L takva da je k ~ 5 hidaje k(x) > h(z) Vo € Supp h. Tada je
€

2+ 2¢

k
24¢

<1+5)f:(1+5)f.

Dakle, vrijedi

h ~ <1+%) f, k~(1+4¢e)f, h(x)> f(x) Yo e Suppf, k(x)> h(z) V& Supph.
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Tada je Supp h sadrzan u nutrini Int(Supp k) nosaca od k, pa postoji kompaktan skup K takav
da je
Supph C Int(K) C K C Int(Suppk).

Neka je U = U~ okolina od e takva da je U? - Supp h C K. Odaberimo ¢ € L tako da je p ~ g i
Supp p C U; to mozemo zbog leme 1.3.4. Stavimo

0y = min{h(z)—f(x); © € Supp f} >0, d =min{k(x)—h(z); z€ K} >0, §=min{d;,d}.

Prema lemi 1.3.16. postoje n € N, aq, an,...,a, € Ry 1 y1,¥2,...,9y, € G takvi da vrijedi

<4 Ve e G

h(x) — Z aip(zy;)

Supp (py,) CU*-Supph C K,  i=12,....n.
Za x € Supp [ je tada

flz) <h(z)—0< Zaigo(xyi) = f(z) < Zaicp(:pyi) Ve € G.
i=1 i=1
Nadalje, za x € K je

k(x) > h(z)+6 > Z(xi@(xyi).

i=1

Medutim,
Supp <Z ozz-pym) C K,
i=1
pa slijedi .
k(x) > Z(xi@(xyi) Ve € G.
i=1
Dakle je

[ < Zozl-pyigo < k.

i=1
n

Ali za o = Zai je
i=1

D aipyp~ap~ag.
i=1
Dakle,
(14+e)f =ag=f.
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1.4 Modularna funkcija

Neka je p desna Haarova mjera na lokalno kompaktnoj grupi G. Tada za x,y € G vrijedi
px(Aypt) = Ay(pupt) = Aypt, dakle, i A\ypt je desna Haarova mjera na G. Prema teoremu 1.3.11. postoji
A(y) > 0 takav da je Ayp = A(y)p. Na taj nacin smo dosli do funkcije A : G — R = (0, 4+00)
takve da je

Ap=Ay)p Yy eG. (%)

Kako je svaka desnoinvarijantna mjera proporcionalna desnoj Haarovoj mjeri, (x) vrijedi za svaku
desnoinvarijantnu mjeru g.
Neka je sada p lijevoinvarijantna mjera na G. Tada je mjera ji desnoinvarijantna, pa vrijedi

A=A Wy e
Medutim, Ay = (pyp)~ Zakljucujemo da vrijedi
py=Aly)p Yy e@ ()
za svaku lijevoinvarijatnu mjeru pu.

Funkcija A = Ag zove se modularna funkcija grupe G.

Propozicija 1.4.1. Modularna funkcija lokalno kompaktne grupe G je neprekidni homomorfizam
grupe G u multiplikativnu grupu R

Dokaz: Neka je p desna Haarova mjera na GG. Tada je za z,y € G
Alzy)p = daoyp = Aa(Ayp) = Aly) dopp = Alz) Aly) -

Dakle, A(zy) = A(xz)A(y), odnosno, A : G — R je homomorfizam.
Neka je sada f € L = Cf (G) takva da je u(f) = 1. Imamo tada

A@) = A@)u(f) = Qu) () = p(hrf), 2 € G

Neka je tocka xy € G proizvoljno odabrana. Neka je V' kompaktna okolina od e i neka je
K = Supp f. Neka je M > 0 takav da vrijedi

g€ Co(G), SuppgCa,'VK = l1(9)] < M - ||glso-

Neka je € > 0. Odaberimo okolinu U = U~ C V jedinice e takvu da vrijedi

el = |f@)-JW)l<y;

(naime, funkcija f je uniformno neprekidna jer ima kompaktan nosac). Za x € Uz tada imamo
Supp N1 f) ={y€G; zy € K} =27 'K C (Un) 'K = 2,' UK C ;' VK.
Ocito je xg € Uz, pa je, posebno, Supp ()‘walf) C 25 'V K. Dakle,
x e Ux = Supp ()\m_1f — )‘zalf> C 2, 'VK.
Odavde slijedi

reUn = AW = Ao)| = O f = A D < M- A f = Ay fl
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Zasvakiy € Gix € Uzg je (wy)(woy)~' = zzy" € U, pa vrijedi

(A1 /) (y) = A1 W) = [ fzy) = flaoy)l < o7
Odatle je |Ag-1 f — /\%_1f||OO < % Prema tome, vrijedi

x € Uz = |A(x) — A(zg)| < e.
Time je dokazano da je funkcija A neprekidna u svakoj tocki xg € G.
Propozicija 1.4.2. (a) Za svaku desnoinvarijantnu mjeru p na G vrijedi
L= Ap.

(b) Za svaku lijevoinvarijantnu mjeru p na G vrijedi

H= KM’
Zadatak 1.3. Dokazite propoziciju 1.4.2.

Uputa: Najprije uocite da je dokaz tvrdnje (a) dovoljno provesti za pozitiviu, odnosno, desnu
Haarovu mjeru p. Zatim dokazite da su i i Ap lijeve Haarove mjere. Tvrdnju (b) svedite na tvrd-
nju (a) pomocu preslikavanja p +— fi.

Kad god imamo mjeru p na G i f € Cy(G) uobicajen je integralni zapis

_ /G f(x)du(z)

Uz integralni zapis svojstva desnoinvarijantne mjere p izgledaju ovako

/G:vydﬂ /f )dp(x), /fy:vdu /f )dp(z

[ 7 auto) = [ Atwsia)duta),
G G

Slicno, svojstva lijevoinvarijantne mjere p uz integralni zapis su

[ st = [ f@ante), [ fenant) =567 [ st

|7 an = [ @) faduto)
G G

Ako se radi o desnoj, odnosno lijevoj, Haarovoj mjeri, ove jednakosti vrijede ne samo za
f € Co(G) nego i za sve integrabilne funkcije f. U stvari, u treéim jednakostima funkcija f
treba biti integrabilna, a to u slucaju kad je modularna funkcija A netrivijalna (tj. A # 1) nije
ekvivalentno integrabilnosti funkcije f.
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Lokalno kompaktna grupa G zove se unimodularna ako je Ag = 1, tj. ako je svaka lije-
voinvarijantna mjera ujedno i desnoinvarijantna, odnosno, ako postoji netrivijalna biinvarijantna
mjera.

Propozicija 1.4.3. Ako je grupa G diskretna, komutativna ili kompaktna ona je unimodularna.

Dokaz: Pretpostavimo da je grupa G diskretna. Tada je Co(G) skup svih funkcija f : G — C
s kona¢nim nosacem. Dakle, postoji biinvarijatna Haarova mjera:

p(f)= > fl@), feC(G).

zE€Supp f

Slijedi da je G unimodularna.

Ako je G komutativna, lijevoinvarijantnost i desnoinvarijantnost je jedno te isto, dakle i u tom
slucaju je G unimodularna.

Napokon, neka je G kompaktna grupa. Tada je podrucje vrijednosti neprekidne modularne
funkcije A¢ kompaktna podgrupa multiplikativne grupe R* . No takva je samo {1}, dakle, Ag = 1,
pa je G unimodularna.

Napomenimo jos da je komutatorska podgrupa G’ grupe G, a to je podgrupa generirana
svim elementima oblika zyz~'y~!, z,y € G, sadrzana u jezgri homomorfizma Ag : G — R .
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1.5 Grupovna algebra

Neka je G lokalno kompaktna grupa i neka je na G fiksirana neka desna Haarova mjera . Neka
je A modularna funkcija grupe G. Za f, g € Cy(G) definiramo funkcije fxg: G — Ci f*: G — C

relacijama
Z/f(l’y‘l)g /f g(yz)du(y) =
G

~ [ rtaati) / Tty 2)dply)

r) =A@ ) @), G fr=(Af):

Propozicija 1.5.1. (a) Za f,g € Co(G) funkcije f % g 1 f* su neprekidne i wvrijedi
Supp (f * g) € (Supp f)(Suppg) i Supp f* = (Supp f)~". Dakle, f + g, f* € Co(G).

(b) Co(G) s mnozenjem (f,g) — f * g je asocijativna algebra.

(¢) Preslikavanje f — f* je antilinearno, f** = f i (f x g)* = ¢* = f*. Drugim rijecima, Co(G)
je x—algebra.

(d) Za bilo koje f,g € Co(G) i x € G vrijede jednakosti
Ae(fxg)=af) g, palfrg)=Txpag, Maf) *(Aag) =[xy,

Aef =A@ o f)s pefT = AETHOS)
Dokaz: (a) Tvrdnje f* € Co(G) i Supp f* = (Supp f)~! su ocigledne.

Stavimo

A=1Int(Supp f)={z€G; f(x) #0} 1  B=Int(Suppg) ={z € G; g(x) #0}.

Ako je x € G takav da je (f * g)(z) # 0 onda postoji y € B takav da je zy~' € A. Tada je
= (zy~')y € AB. Slijedi

Supp (f * g) € CI(AB) € CI(A)CU(B) = (Supp f)(Suppg).

Ostaje jos da dokazemo neprekidnost funkcije f * g. Neka je zp € G i € > 0. Stavimo
K = Suppg. Neka je N = N~! kompaktna okolina od ¢ i neka je M > 0 takav da vrijedi

h € Co(G), Supph C KNzy' = l(h)| < M - ||h]]so-
[zaberimo sada okolinu U C N jedinice e takvu da vrijedi

zlyeU = l9(y) — ()|_m

Za x € xoU sada imamo

|(f + 9)(@) = (f * 9)(x0)| =

/G 9(y2) £y duy) — /G 9(yzo) F(y™ ) du(y)| <

/G l9(yz) — g(yzo) - 1f (™ Iduy) < || fllscttllpag — paogl)-
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Kako su z, 79 € 20U C x9N, to je Suppp,g = Kx=' C KNxy' i Suppp,,g € KNxg' pa je i
Supp |peg — paog| € KNzy'. Prema tome je
(P29 = paogl) < M - [pzg = puoglle, @ € @oU.
Dakle, za x € zoU imamo
(f+9)(x) = (F + g)(xo)| < M- |[flloo - |29 = progllco-
Ocijenimo jos normu razlike pomaka funkcije g. Ako je x € xoU, onda za bilo koji y € G vrijedi

(yxo) = (yx) = x5 x € U, dakle,

1(:9)(¥) — (P2o9) )| = l9(yx) — gyzo)| < M-l

Odatle je
e
129 = Prodlloc <
’ M| flloo

Prema tome,

£
rexl = |(f*g)(9€)—(f*g)($o)|SM-||f||oo'W=€,

i time dokazana neprekidnost funkcije f % ¢ u bilo kojoj tocki xy € G.
Zadatak 1.4. Dokazite turdnje (b), (c) i (d) propozicije 1.5.1.

Za f € Cy(G) definiramo

I = [ ldate) = [ 176 lant),
G G
Tada je || - ||; norma na prostoru Co(G).
Propozicija 1.5.2. Za f,g € Co(G) vrijeds
1f gl < WFllgle 1l = L[]

Drugim rijecima, Co(G) je normirana x—algebra.
Zadatak 1.5. Dokazite propoziciju 1.5.2.

Popunjenjem algebre Cy(G) po normi || - ||; dobivamo Banachovu s—algebru. Kao Banachov

prostor to se popunjenje identificira s prostorom L; (G, fi) svih klasa ji—integrabilnih funkcija na
G pri tome se dvije funkcije nalaze u istoj klasi ako i samo ako se podudaraju svuda osim na
skupu mjere nula. Pokazuje se da se mnozenje i involucija mogu za predstavnike elemenata od
Li(G, ) pisati pomocu istih formula kao i za elemente Cy(G) s tim da se jednakosti interpretiraju
kao jednakosti ” gotovo svuda” (odnosno, svuda osim na skupu mjere 0). Algebra Cy(G), pa ni
Ly(G, 1), opéenito nema jedinicu. Moze se pokazati da Cy(G) (odnosno, Li(G, fz)) ima jedinicu
ako 1 samo ako je grupa G diskretna. Tada je Haarova mjera u = ji zadana sa

) =Y @)= > fl=),

zeG rESupp f
a jedinica je
1 akojexr =e
l(z) =
0 ako je x # e.
U mnogim vaznim situacijama nepostojanje jedinice moze nadomjestiti postojanje tzv. aproksi-
mativne jedinice:
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Propozicija 1.5.3. Postoji hiperniz (p;)icr u Cy (G) takav da za svaku funkciju | € Co(G) vrijedi
lim [j; * f — flly = lm [[f * ¢; — f[l1 = 0.
el el

Pri tome je hiperniz naziv za familiju indeksiranu usmjerenim skupom. Nadalje, usmjeren
skup je neprazan parcijalno ureden skup I takav da za bilo koje i, j € I postoji k € I takav da je
i < kij < k. Nadalje, za hiperniz (z;);c; u normiranom prostoru X kazemo da je konvergentan,
ako postoji xg € X takav da vrijedi

Ve >0 3Jipel takavda i€l ig <1 = |z — x| < e.
Ako postoji takav je zg jedinstven, zovemo ga limes hiperniza (z;);c; 1 piSemo:

=li ;.
o = lim z;
Konvergencija hiperniza generalizira se i na proizvoljan Hausdorffov topoloski prostor: hiperniz
(t;)ier u Hausdorffovom topoloskom prostoru 7' je konvergentan ako postoji o € T' takav da za
svaku okolinu V' tocke ty postoji i € I takav da vrijedi

iel ig<i = eV

Iz ¢injenice da je prostor T' Hausdorffov opet slijedi da je takav ¢y jedinstven (ukoliko postoji). I
u tom opéenitijem slucaju ty se zove limes hiperniza (¢;);c; 1 piSemo

icl

Dokaz Propozicije 1.5.3.: Neka je [ usmjeren skup svih kompaktnih okolina jedinice e
ureden inkluzijom:
1>] — 1 CJ.
Za svaki i € I izaberimo ¢; € Cf (G) takvu da je Suppp; C i i fi(p;) = 1. Pokazat ¢emo da taj

hiperniz funkcija ima trazena svojstva.

Neka je f € Co(G) i € I. Tada je

loi# f = fll = /G (oo ) = fa)ldu(z) =

[ et aut) - s [ soi<y1>du<y>' dpu(a) =

).

/Gw(y1)[f(yx1)—f(x1)]du(y)'du(:v)§/(;%(y1)/G|f(yx1)—f(x1)\du(x)du(y)-

).

Neka je e > 0. Stavimo K = Supp f i neka je N = N~! kompaktna okolina jedinice e u grupi G.
Tada je skup K !N kompaktan, pa postoji M > 0 takav da vrijedi:

g€ Co(G), Suppg CK'N = |u(g)] <M - ||glle-
Neka je 1o € I takav da je ig C N i da vrijedi:

abeG, ableiy = \f(b)—f(a)\ﬁ%.
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Neka je sada i € I, 7 > ig (tj. i C ig). Neka je y € G takav da je ¢;(y~') # 0. Tada je
y€it Cig! C N~ C N. Stoga je

Supp (Ay1f) = (Supp Ay /) =y 'K)' =K'y CK'N i Suppf=K 'CK'N.

Dakle, za takav element y je
/G|f(yx1) — flaHldu(@) = p(|Ay-1) = f) < M- |01 /)= flloe.
S druge strane, za takav y i za svaki z € G je o~ (yz™!)" =y~ ! € i C iy, pa vrijedi

(A1 ) (@) = fo)] = [flya™") = fla™h)] <
Slijedi

IO =Fle< 5 = [ 1™ = flaldnte) < M- =

Odatle i iz prve nejednakosti dobivamo

!Wﬁf—fmée/%@lmmwze Vi > o

g

Time je dokazano da vrijedi
lim i f — flly = 0.

Zadatak 1.6. Dokazite da za izabran hiperniz (;)icr 1 za svaku funkciju f € Co(G) vrijedi:
lim || f * ; = fll1 =0.
icl

Male modifikacije dijela dokaza propozicije 1.5.3. daju sljede¢u propoziciju, ¢ije dvije tvrdnje
¢e nam biti od koristi u teoriji reprezentacija lokalno kompaktnih grupa.

Propozicija 1.5.4. Neka je f € Co(G) ie > 0. Neka su || - |1 Li—norma i || - |2 Le—norma na
Co(G) u odnosu na lijevu Haarovu mjeru ji na grupi G :

mm:émmmm, mm:¢émmwmx g€ Co(G).

Postogi okolina V' jedinice e u grupt G takva da vrijeds
reV = Aef — fll1 <e i I Af — fll2 <e.
Iste dvije turdnje vrijede @ za norme definirane pomocéu desne Haarove mjere .

Zadatak 1.7. Dokazite propoziciju 1.5.4.



Poglavlje 2

Unitarne reprezentacije

2.1 Definicije i osnovna svojstva

Unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru H je homo-
morfizam 7 grupe G u grupu U(H) unitarnih operatora na H takav da je preslikavanje
(z,€) — w(z)¢ sa G x H u H neprekidno. Sljedeée dvije leme pokazuju da je ovo svojstvo
neprekidnosti ekvivalentno prividno mnogo slabijim svojstvima.

Lema 2.1.1. Neka 7 : G — U(H) homomorfizam grupa takav da je za svako & € H funkcija
x +— Re(m(x)E|€) neprekidna u jedinici e grupe G. Tada je m unitarna reprezentacija.

Dokaz: Neka je { € H, xg € G ie > 0. Vrijednost funkcije z — Re (m(x)7(x0)&o|m(20)&0) u
tocki e jednaka je ||&o||%. Po pretpostavci ta je funkcija neprekidna u tocki e pa postoji okolina U
od e takva da vrijedi

2
£

aclU = €0l = Re (m(a)m(20)éo|m(x0)&) < R

Zaw € Uz (tj. xxy' € U)iza € € H takav da je [|€ — & < % imamo redom

|7 (2)§ — m(z0)oll < [Im(2)§ — m(@)&ol| + |17 (2)&o — 7(20)éol| =
= [|& =&l + \/(W($)§0|77($)§0) + (7 (w0)&o|m(20)&0) — 2Re (7(2)&o|m(70)60) =

2
- € €

= |€ = &ll + \/2[||§o||2 = Re (m(wzg )7 (x0)olm(wo)0)] < 5 +1/25 ==

Time je dokazano da je preslikavanje (z, &) — 7(x)& neprekidno u svakoj tocki (zo, &) € G x H.

Lema 2.1.2. Neka je m : G — U(H) homomorfizam. Pretpostavimo da je preslikavanje
x — (m(x)¢]n) sa G u C neprekidno u tocki e za svaka dva vektora & i m iz totalnog podskupa
S CH (tj. iz skupa koji razapinje gust potprostor od H). Tada je ™ unitarna reprezentacija.

Dokaz: Stavimo
H, = {£ € H; preslikavanje = — (m(x){|n) je neprekidno u tocki e za svaki n € S}.

Ocito je 'H; potprostor od H i po pretpostavci S C H;. Kako je S totalan, zakljucujemo da je
potprostor H; gust u prostoru ‘H. Za £ € H, &1, € Hy i x € G vrijedi

|(w(@)€ln) = (€] < [(m(2)(€ = &) m)| + |(w(z)€ln) — (Ealn)] + (& = Elm)] <
<2[g =&l - llnll + [(w(2)&ln) = (Ealn)l-

35



36 POGLAVLJE 2. UNITARNE REPREZENTACIJE

Neka je £ € H,n € S, n# 0,1ie > 0. Izaberimo & € H; tako da bude ||§ — &
Nadalje, neka je U okolina od e u G takva da vrijedi

<=
3171

vel = |mw@)&ln) - (&) <

Wl ™

Odatle i iz prethodne nejednakosti slijedi

velU = |m(@)En) - (M) < Il +

3|| I

Dakle, preslikavanje z — (7(z)&|n) je neprekidno u tocki e. Buduéi da je vektor n € S\ {0}
bio proizvoljan, zakljuc¢ujemo da je & € H;. Time je dokazano da je H; = H, odnosno da je
preslikavanje z — (7(x)&|n) neprekidno u tocki e za svaki £ € H i za svakin € S.

Stavimo sada

Hy = {n € H; preslikavanje x — (7(z)&|n) je neprekidno u tocki e za svaki £ € H}.

Sasvim analogno nalazimo da je i Hy = H.
Prema tome, preslikavanje x +— (7 (z)&|n) je neprekidno u tocki e za svaka dva vektora &, n € H.
Sada tvrdnja leme slijedi iz prethodne leme.

Neka je m unitarna reprezentacija od G na H. Zatvoren potprostor K od H zove se m—invari-
jantan potprostor ako je on invarijantan s obzirom na sve operatore m(z), € G. U tom slucaju
je m(z)KK = K Va € G i restrikcija mic(z) = m(x)|K je unitaran operator na Hilbertovom prostoru
KC. Na taj nacin dobivamo unitarnu reprezentaciju 7x grupe G na Hilbertovom prostoru K. Ta
se reprezentacija zove subreprezentacija reprezentacije w. Kako je m(x)* = w(z7!) Vz € G, to
je i ortogonalni komplement £ = K+ m—invarijantan potprostor. Tada je H = K @ L£; pisemo
m = 7 @ 7w 1 kazemo da je 7 ortogonalna suma svojih subreprezentacija m i 7. Opcenitije, ako
je (H;)iesr familija zatvorenih m—invarijantnih potprostora takvih da je

B
el
(tj. potprostori ‘H; su medusobno ortogonalni i suma im je gust potprostor od H) onda pisemo
™ = @ TTH,; -
iel

Uzmimo sada da je (H;):e; familija Hilbertovih prostora i neka je za svako i € I zadana
unitarna reprezentacija m; od G na H;. Formirajmo ortogonalnu sumu tih Hilbertovih prostora:

H= @H {fuel, & eH; Viel, ZH@H2<+OO}

i€l el

To je Hilberov prostor sa skalarnim produktom

(&)ier [(m)ier) = D (&ilm)is

el

gdje je sa (-|-); oznacen skalarni produkt na prostoru H;. Nadalje, za svaki z € G mozemo

)
definirati m(x) € U(H) sa
m()(&)ier = (mi(2)&i)ier-
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Zadatak 2.1. Dokazite da je m unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H.

I tu reprezentaciju zovemo ortogonalnom sumom reprezentacija m; i piSemo
=@

Neka je i dalje 7 unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru
H. Vektor & € 'H zove se ciklicki vektor za reprezentaciju 7 ako je skup 7(G)E totalan u H,
odnosno ako mu je ortogonalni komplement {0} :

neH, (rx)n)=0 Vel = n = 0.

Ekvivalentno: ‘H je jedini w—invarijantan zatvoren potprostor od H koji sadrzi &. Ako postoji
ciklicki vektor, m se zove ciklicka reprezentacija.

Reprezentacija 7 se zove ireducibilna ako je svaki vektor & € H \ {0} ciklicki za 7. Ekviva-
lentno: H i {0} su jedini zatvoreni m—invarijantni potprostori od H. Ako reprezentacija m nije
ireducibilna, ona se zove reducibilna. To znaci da postoji zatvoren m—invarijantan potprostor

od H takav da je K # {0} 1 K # H.
Propozicija 2.1.3. Svaka unitarna reprezentacija je ortogonalna suma ciklickih subreprezentacija.

Za dokaz ove propozicije potrebna nam je:

ZORNOVA LEMA: U svakom nepraznom induktivnom skupu S postoji bar jedan maksi-
malan element.

Definicije pojmova iz iskaza Zornove leme su sljedece:
Neka je S parcijalno ureden skup, tj. skup na kome je zadana binarna relacija < sa sljedeca
dva svojstva:

(a) Antisimetricnost: Za s,t € S vrijedi s <t it < s ako i samo ako je s =t.
(b) Tranzitivnost: Ako sur,s;t € Siakojer <sis<t, ondajer <t.

Podskup 7 parcijalno uredenog skupa S zove se lanac, ako je na njemu uredaj linearan, tj. ako
za bilo koje s,t € T vrijedi ili s <t ili t < s. Za podskup 7 parcijalno uredenog skupa S kazemo
da je odozgo omeden ako postoji s € S (tzv. gornja meda skupa 7) takav dajet < s Vt € 7.
Za parcijalno ureden skup S kazemo da je induktivan ako je svaki lanac u S odozgo omeden.

Za element s parcijalno uredenog skupa S kazemo da je maksimalan u § ako ne postoji
t € S\ {s} takav da je s < t. Drugim rije¢ima, vrijedi:

teS, s<t = t=s.
Napominjemo da je Zornova lema ekvivalentna tzv. Zermelovom aksiomu izbora:

ZERMELOV AKSIOM IZBORA: Neka je I neprazan skup i neka je (T;)ier familija
nepraznih skupova. Tada je njihov Kartezijev produkt meprazan, tj. postoji bar jedna funkcija

[:I — U, T; takva da je f(i) € I Vie Il

Dokaz Propozicije 2.1.3.: Neka je P(H) partitivni skup od H i neka je F skup svih pod-
skupova F' od P(H) sa sljedeca dva svojstva:
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(a) Svaki K € F' je zatvoren m—invarijantan potprostor od H takav da je subreprezentacija mc

ciklicka.
(b) Akosu K, L€ FiK # L ondaje L L L.

Skup F nasljeduje iz P(H) (parcijalni) uredaj inkluzijom. Parcijalno ureden skup F s tim
uredajem je induktivan. Doista, neka je G lanac u F. Dakle, G podskup od F takav da za
F,.G € G vrijedi ili F' C G ili G C F. Stavimo

F=|Ja.

Geg

Dakle, F' je skup svih zatvorenih m—invarijatnih potprostora IC od ‘H takvih da je subreprezentacija
7 ciklicka i da je K € G zaneki G € G. Nekasu K, L e FiK # L. Tadasu K € Gi L € H za
neke G, H € G. Kako je G lanac, vrijedi ili H C G ili G C H. Pretpostavimo ono prvo, H C G.
Tada su K, £ € G, a kako je G € G C F, zakljucujemo da je L L L. Time smo dokazali da je
F € F. Iz same definicije vidi se da je G C F' VG € G, odnosno, da je F' gornja meda skupa G u
parcijalno uredenom skupu F. Time je dokazano da je svaki lanac u F odozgo omeden, odnosno,
parcijalno ureden skup F je induktivan.
Po Zornovoj lemi F ima bar jedan maksimalan element F. Stavimo

H =K.
KeF

Pretpostavimo da je H; # H. Neka je £ € Hi \ {0}. Kako je H; wm—invarijantan, to je i Hi
m—invarijantan. Dakle, 7(G)¢ C Hi. Neka je £ zatvara¢ potprostora razapetog sa 7(G)E. Tada
je L # {0} zatvoren m—invarijantan potprostor od H i subreprezentacija . je ciklicka (£ joj je
ciklicki vektor). Nadalje, £ 1 K VK € F, paje FU{L} € Fi FU{L} 2 F. No to je u suprotnosti
s maksimalnoséu F' u F. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka H; # H bila pogresna.
Zakljucujemo da je H; = H, dakle,

™ = @ Uyt

KeF
Time je propozicija 2.1.3. dokazana.

Neka su m; i mp unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima H; i Hy. Operator
T € B(H;,Hs) se zove operator preplitanja reprezentacije m s reprezentacijom my ako vrijedi

Tm(x) =m(x)T  VreQdG.

Skup svih takvih operatora preplitanja oznacavat ¢emo sa Homg(m,m). To je potprostor vek-
torskog prostora B(Hi, Hs), koji je zatvoren u odnosu na topologiju norme, ali i u odnosu na
jaku topologiju, pa ¢ak i u odnosu na slabu topologiju. Adjungiranje T" — T* je bijekcija sa
Homg(m1, ™) na Homeg(me, ). Nadalje, za tri reprezentacije my, mo 1 3 je

HOmg(ﬂ'Q, 7T3)H0mc;(71'1, 7T2) - Homg(m, 7T3).

Uoc¢imo da je potprostor Homg(m,m) Banachovog prostora B(Hi, Hs) zatvoren i da je Stovise
slabo zatvoren, tj. ako je T' € B(H1,Hz) i ako je (7;)ics hiperniz u Homg(m, o) takav da je

1}61’51 (Ti&1|82) = (T61162) V& eHy 1 V& € Ho

onda je T' € Homg(my,m).
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Za reprezentacije m; i my kazemo da su ekvivalentne ako postoji izometricki izomorfizam
U :"H, — H, takav da je
Ur(2)U ™" = my() Vo e G.

Posebno je tada U € Homg(m,m). PiSemo m ~ my. Ocito je ~ relacija ekvivalencije.

Propozicija 2.1.4. Neka su 7w @ w9 unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima H,
1 Ha 1 pretpostavimo da je my ireducibilna. Sledece su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Homg(m,ms) # {0}.
(b) Homg(my, m) # {0}.

(¢) Reprezentacija m ekvivalentna je nekoj subreprezentaciji reprezentacije ms.

Dokaz: Ekvivalencija (a) <= (b) neposredna je posljedica jednakosti Homg(ms, m) =
= Homg(m, m)*.

Dokazimo sada da iz (b) slijedi (¢). U tu svrhu podsjetimo se vaznog teorema o drugom korijenu
iz pozitivnog operatora na Hilbertovom prostoru. Ako je H Hilbertov prostor pozitivan operator
na H je ogranicen operator A € B(H) koji je hermitski, tj. A = A*ili (A¢|n) = ({|An) V&, n € H,
za koji vrijedi (A£|€) > 0 V€ € 'H. Bez dokaza navodimo:

Teorem 2.1.5. Neka je B pozitivan operator na Hilbertovom prostoru H. Tada postoji jedinstven
pozitivan operator A na H takav da je A2 = B. Ako operator C € B(H) komutira s operatorom B
onda C' komutira i s operatorom A.

Neka je T € Homg(me,m) \ {0}. Tada je T*T € Homg(ms) i to je pozitivan operator na
H,. Stoga postoji jedinstven pozitivan operator A € B(H;) takav da je A? = T*T. Nadalje, A
komutira sa svakim ograni¢enim operatorom s kojim komutira 7*7T. Posebno, A € Homg(ms).

T"Hs je potprostor od H; koji je m —invarijantan:

m(2)TE = Tma(x)E.

Njegov zatvara¢ C1(T"H3) je zatvoren m —invarijantan potprostor od H; koji je razli¢it od {0} jer
je T'# 0. Kako je reprezentacija m; ireducibilna, slijedi C1(T"Hs) = H;. Dakle, potprostor TH; je
gust u Hilbertovom prostoru H;. Definiramo sada linearan operator U : T"Hy — H; sa

UT¢) =A¢, € Ho.
Za svaki £ € Hs imamo

IAE|* = (AEJAS) = (A%¢|€) = (T"TE€) = (T¢€|TE) = ||IT¢|™

To pokazuje da je operator U dobro definiran i da je to izometrija sa T"Hs u Hs. Kako je potprostor
T™H, gust u Hy, U se proSiruje do linearne izometrije sa ‘H; u Hs, koju ¢emo i dalje oznacavati sa
U. Sada za x € G'i¢ € Hy imamo

To(2)UTE = mo(x) Al = Amg(2)€ = UTme(x)€ = Umy ()T,
Odatle je
mo(2)U = Umy () Ve e G = U € Homg(my, m2).

Kako je U izometrija sa ‘H; u Ha, to je U # 0. Stavimo K = UH;. Tada je K zatvoren potprostor
od Hs koji je mo—invarijantan. Tada je U izometricki izomorfizam sa H; na K koji ostvaruje
ekvivalenciju reprezentacije m; sa subreprezentacijom (my)i.

Napokon, implikacija (¢) = (a) je ocigledna.

Korolar 2.1.6. Ireducibilne reprezentacije m @ mo su ekvivalentne onda i samo onda ako je

Homg(m,m) # {0}.
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2.2 Veza reprezentacija grupa i grupovnih algebri

Neka je A normirana sx—algebra. Neka je H Hilbertov prostor. Tada je algebra ogranic¢enih
operatora Banachova x—algebra s jedinicom. Reprezentacija algebre A na prostoru H je
neprekidni *—homomorfizam algebri 7 : A — B(H). Dakle, 7 je neprekidno linearno preslikavanje
za koje vrijedi

m(ab) = w(a)w(b) 1 w(a*) =m7(a)" Va,b € A.
Propozicija 2.2.1. Neka je w reprezentacija od A na 'H. Stavimo
Ho={€eH,; n(a) =0Vaec A}

i neka je Hy zatvaraé potprostora razapetog sa m(A)H = {n(a)¢; a € A, £ € H}. Tada su
potprostori Hy i Hy m—invarijantni, Ho L Hy i H = Ho + Hi; drugim rijecima, Hy = Hi,
odnosno, Hy = Hy-.

Dokaz: Ocito su potprostori Hy i H; m—invarijantni. Imamo sljededéi slijed ekvivalencija:
E€eHy <= 7(a)=0Vae A <= (m(a)¢n)=0Vac A VneH —

— ({n(a)n)=0Vac A, VneH — (£O)=0VeH, = €EcH.

Time je dokazano da je Hy = Hi a to upravo tvrdnja propozicije.

Reprezentacija 7 zove se nedegenerirana ako vrijedi
EeEH, m(a)=0VacA — £=0.

Uz oznake iz propozicije 2.2.1 to znaci da je Hy = {0}, a prema tvrdnji te propozicije to je ekviva-
lentno sa ‘H; = H. Dakle, reprezentacija 7 je nedegenerirana ako i samo ako vektori oblika 7(a)&,
a € A, £ € H, razapinju gusti potprostor od H.

Za reprezentacije normiranih x—algebri imamo sasvim analogne definicije pojmova kao za
unitarne reprezentacije lokalno kompaktnih grupa:

Reprezentacija m normirane x—algebre A na Hilbertovom prostoru H zove se cikli¢ka ako
postoji vektor £ € H takav da je potprostor m(A) = {r(a)§; a € A} gust u H, odnosno, ako za
svaki 7 € ‘H postoji niz (a,)nen u A takav da je

n= lim w(a,)¢.

n—oo

Takav vektor & zove se ciklicki vektor reprezentacije 7.
Zadatak 2.2. Dokazite da je ciklicka reprezentacija nedegenerirana.

Neka je i dalje 7 reprezentacija normirane x—algebre A na Hilbertovom prostoru H. Zatvoren
potprostor K od ‘H zove se m—invarijantan ako je on invarijantan s obzirom na svaki operator
m(a), a € A. Tada se definira subreprezentacija 7 : to je reprezentacija od .4 na Hilbertovom
prostoru K definirana pomoc¢u restrikcije, tj. mc(a) = w(a)|K, a € A. Tada je i ortogonalni
komplement K 7—invarijantan.

Reprezentacija 7 zove se ireducibilna ako je svaki vektor & # 0 ciklicki.

Zadatak 2.3. Dokazite da je reprezentacija ™ na Hilbertovom prostoru 'H ireducibilna ako i samo
ako ne postoji zatvoren w—invarijantan potprostor K razlicit od {0} i od H.



2.2. VEZA REPREZENTACIJA GRUPA I GRUPOVNIH ALGEBRI 41

Za reprezentacije m i my od A na Hilbertovim prostorima H; i Hy definiramo
Homy(my,me) = {T € B(Hi, Hs); Tmi(a) =m(a)T Va € A}.

Elementi T € Hom(m,m) zovu se operatori preplitanja reprezentacije m; s reprezentaci-
jom my. Ponovo je adjungiranje T' — T* bijekcija sa Homy(m, m2) na Hom4(ma, ™), a za tri
reprezentacije 7y, 00g 1 w3 vrijedi Hom g(m, m3) Hom a(my, me) € Hom 4(m, m3). Nadalje, potpros-
tor Hom 4(my, m) Banachovog prostora B(Hi, Hs) je zatvoren u odnosu na normu operatora, a
kao i u slucaju unitarnih reprezentacija on je zatvoren i u odnosu na slabu topologiju.

Za reprezentacije 7w 1 me kazemo da su ekvivalentne ako postoji izometricki izomorfizam
U :"Hy — H, takav da je

Uri(a)U™! = my(a) Va € A.

Tada pisSemo 7 ~ 7y i to je relacija ekvivalencije.
Vrijede analogoni propozicija 2.1.3., 2.1.4. i korolara 2.1.6.:

Propozicija 2.2.2. Svaka nedegenerirana reprezentacija normirane x—algebre A je ortogonalna
suma ciklickih subreprezentacija.

Propozicija 2.2.3. Neka su m i w9 reprezentacije normirane x—algebre A na Hilbertovim pros-
torima Hy © Ha @ pretpostavimo da je m ireducibilna. Sljedeca su tri svojstva medusobno ekviva-
lentna:

(a) Homy(m,m) # {0}.
(b) Homy(ma,m) # {0}.
(¢) Reprezentacija m ekvivalentna je nekoj subreprezentaciji reprezentacije ms.

Korolar 2.2.4. Ako su m; i mo ireducibilne reprezentacije od A one su ekvivalentne ako i samo
ako je Hom a(my,m) # {0}.

Neka je sada 7 unitarna reprezentacija lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru
H. Neka je p desna Haarova mjera na G. Za f € Co(G) (ili f € L1(G, 1)) definiramo preslikavanje
By : HxH— Csa

By(€,n) = /f Dendiz),  Enen.

Tada je By seskvilinearna forma na H. Nadalje,

|Bs(&,m)| = z)&|n)dp(x

/ F@)] - @) - 1€l - Inllda).
Medutim, ||7(x)|| =1 Va € G pa slijedi

[Be(&m < [1f - gl -inll, & ne™H.

Dakle, forma By je ograni¢ena, odnosno, neprekidna. Prema tome postoji jedinstven 7(f) € B(H)
takav da je

((F)Elm) = By(E,n) = / f@)(m(@emda(e), Ve e,

1 vrijedi

[ (O < -
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~ [ f@@)data).
G

Primijetimo da je preslikavanje w : Co(G) — B(H) (ili m : L1 (G, i) — B(H)) linearno. Nadalje,
za f,g € Co(G) (ili f,g € Li(G, j1)) imamo

:/Gf(x)ﬂ(x)dﬂ(x)~Lg( //f m(zy)dp(z)dily) =

/ / F(@)g(ay)m(y)di(a)djily) = /G (f + ) (W) (w)di(y) = 7(f * g).

Pisat éemo krace

Takoder,
w(f*) = /G A )T n()dji(z) = /G Ty () dilz) =

_ /G o@)r(x) di(z) = [ /G f(a:)?r(x)dﬂ(l“)r = 7(f)"

Prema tome f +— m(f) je reprezentacija normirane x—algebre Cy(G) (odnosno, Banachove
x—algebre Li(G, 1)) na Hilbertovom prostoru H.

Dokazimo da je ta reprezentacija nedegenerirana. Neka je £ € H takav da je w(f)§ = 0
Vf € Cy(G). Pretpostavimo da je £ # 0. Buduéi da je funkcija z — (m(x)£|€) neprekidna, postoji
okolina U jedinice e u grupi G takva da je (m(z)£[€) # 0 Vo € U. Neka je ¢ € Cf (G) \ {0} takva
da je Suppp C U. Definiramo sada funkciju f: G — C sa

|(m(2)€]E)] .
o(r)7————+ akojex €U
fla) = (m()§€)
0 ako jex € G\ U.

Tada je f € Cy(G) i dobivamo

= (m = T M m(x 1(x) = z)|(m(x 1(x
= (r(1)¢l6) = | I ETE r @900 = [ el m@elOdate) > .

Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka & # 0 bila pogresna. Dakle, doista se radi o nede-
generiranoj reprezentaciji.

Prema tome, svakoj unitarnoj reprezentaciji m lokalno kompaktne grupe G na Hilbertovom

prostoru H pridruzena je nedegenerirana reprezentacija normirane x—algebre Cy(G) (odnosno,
Banachove x—algebre L;(G, ji)) na istom prostoru:

_ /G f@r@)dialz),  feC(@) (i fe LG Q).
Primijetimo da za y € G vrijedi
/ flz)m(yz)di(x / fly 'o)m(z)di(x) = w(A\, f).

Ta formula nam je vodilja za obrnutu konstrukciju. Naime, neka je sada m nedegenerirana
reprezentacija normirane x—algebre Cy(G) na Hilbertovom prostoru H. Neka je H; potprostor od
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H razapet sa m(Co(G))H, koji je zbog nedegeneriranosti gust u H. Za x € G definiramo linearan
operator w(z) : H; — H; po uzoru na gornju formulu:

n n

W(x)zﬂ(fj)gjzzﬂ()‘zfj>€ja f17f27"'7fn€CO(G)7 flana"'aanH-

J=1 J=1

Prije svega, treba dokazati da ova definicija uopée ima smisla, jer jasno je da gornji zapis vektora
iz H; nije niposto jedinstven. Primjenom formule u tvrdnji (d) propozicije 1.5.1. imamo redom

2 n n

= > (O S)GlTOA)E) = D (m((afi)" * (Aafi))Eil€)) =

i,j=1 B,j=1

n

> w(at))é

Jj=1

n 2

Z (f7* f)616) = D (r(f)&lm(£)€) =

i,7=1 i,7=1

n

> w ()8

Jj=1

Prema tome, vrijedi
>l
j=1

Odatle slijedi da je definicija operatora m(x) : H; — H; smislena. Doista, pretpostavimo da su
fiyeo s fos g1y gm € Co(G) 1 &1, o o &y -+ -, € H takvi da je

VxEG, Vfl,...,anCO(G), Vfl,,anH (21)

=1

n

dow()& =D m(ge)m

j=1 k=1

Primjena jednakosti (2.1) na funkcije fi,..., fu,—9g1,..., —gm 1 na vektore &,.... &, M1,y m
daje za x € G

n

Do f)E = Y Aagi)me

n

S ow(f)& = mlge)m

j=1 j=1 k=1
Sto znaci da je

2 mafi)& = ) magi)m

j=1 k=1

Nadalje, iz (2.1) slijedi da je definirani operator m(z) : Hy — H; izometrija. Kako je H; gust
potprostor prostora H, taj se operator po neprekidnosti jedinstveno produljuje do izometrije sa H
u H, koju ¢emo takoder oznacavati sa 7(z). Za x,y € G imamo za svaku f € Cy(G) isvaki £ € H

m(2)m(y)m(f)E = m(2)T(Ay )€ = T(AeAy )€ = T(Aay [)E = w(2y)m(f)S.

Kako je w(Co(G))H totalan skup u H, zakljucujemo da vrijedi n(z)w(y) = w(zy). Ocito je
7(e) = Iy (jediniéni operator na H). Stoga je m(x)m(z~') = I}, Sto pokazuje da su izometrije 7(x)
bijekcije, dakle, unitarni operatori na Hilbertovom prostoru H. To zna¢i da je 7 homomorfizam
grupe G u unitarnu grupu U(H).

Dokazimo sada neprekidnost. Neka su & € H i f € Cy(G). Tada je

[ (2)m ()€ = m(f)El = Im(haf = FIEN < [waf = DI - €]
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Linearno preslikavanje 7w s normirane algebre Cy(G) u Banachovu algebru B(H) je neprekidno,
dakle, ograniceno. Stoga postoji M > 0 takav da vrijedi

7@l < Mliglly Vg € Co(G).
Slijedi
|m(z)m(f)€ = m( £l < M| Aaf = flLlIEN- (2.2)

Neka je sada ¢ > 0 proizvoljno odabran. Prema propoziciji 1.5.4. postoji okolina V' jedinice e u
grupi G takva da vrijedi

9
Mgl

reV — INef — fllh < (2.3)

Sada iz (2.2) i (2.3) slijedi

reV = Hw(sc)w(f)f—w(f)fuwmusu:a

Time je dokazano da je preslikavanje x — 7(z)7(f)¢ sa G u H neprekidno u jedinici e grupe G
za svaku funkciju f € Cy(G) i svaki vektor ¢ € ‘H. Kako je skup 7(Co(G))H totalan u H, iz leme
2.1.2. slijedi da je homomorfizam 7 : G — U(H) unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom
prostoru H.

Oznacimo sada sa 7 reprezentaciju normirane x—algebre Cy(G) dobivenu iz reprezentacije m
grupe G na prije opisani naé¢in:

#(g) = /G f@)m(@)di(z) g€ Co(G).

Dokazat ¢emo sada da se 7 podudara s polaznom reprezentacijom m od Cy(G). Doista, za
f,9 € Co(G)i&,n e H imamo redom

(#(g)m(F)eln) = /G 9(2) (r (@) (el dii(z) = /G 9(2) (N P)E ) i),
a kako je preslikavanje 7 : Cy(G) — B(H) linearno, slijedi

(#(g)n(f)Eln) = / (r(g ()N f)Elm i), (2.4)

G

Nadalje, za y € GG imamo

@ N = [ a@sadite) = [ o)

G

Buduéi da je linearan operator h — mw(h)¢ sa Cy(G) u 'H neprekidan, slijedi

(n(g * )Eln) = / (n(g() e f)EIm) ().

G
Odatle i iz (2.4) dobivamo

T(g)n(f) =m(g=* f)=m(g)n(f)  Vf g€ Co(G).

Buduéi da skup 7(Co(G))H po pretpostavci razapinje gust potprostor od H zaklju¢ujemo da je
m(g) =7(9) Vg€ Co(G).

Time je dokazana prva tvrdnja teorema:
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Teorem 2.2.5. Postoji bijekcija izmedu unitarnih reprezentacija od G i nedegeneriranih repre-
zentacija normirane x—algebre Co(G). Ako odgovarajuée reprezentacije na Hilbertovom prostoru
H oznacimo istim znakom m onda je veza dana sa

w(f) = /G f@r@)dix),  mr(E=a(0E G, yeG, EeM.

Nadalje, vrijedi:

(a) Zatvoren potprostor Hy od H je m(G)—invarijantan ako i samo ako je on w(Co(G))—invari-
jantan.

(b) m je ireducibilna reprezentacija od G ako i samo ako je 7 ireducibilna reprezentacija od

Co(G).
(¢) Za & € H nagmanji zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor koji sadrzi & je Cl(mw(Co(Q))E).

(d) Za reprezentacije w1 i mo na Hy i Ha vrijedi Homg(m, ) = Homey (1, m2). Tj. ope-
rator T € B(H1, Hs) je preplitanje za reprezentacije od G ako i samo je T preplitanje za
reprezentacije od Cy(G).

(e) m imy su ekvivalentne reprezentacije od G ako i samo ako su m i my ekvivalentne reprezen-
tacije od Co(Q).

Dokaz: (a) Pretpostavimo da je H; zatvoren m(G)—invarijantan potprostor. Neka su & € Hj,
n € HiifeCyG). Tada je

(n()El) = /G F () (el di(z) = 0.

Dakle je 7(f)¢ € Hit = H,. Dakle, H; je m(Cy(G))—invarijantan.

Pretpostavimo sada da je H; zatvoren potprostor koji je m(Cy(G))—invarijantan. Neka je
£ €My, f€CyG)ixe . Tada je m(z)m(f)E = m( Ao f)E € Hy. 1z definicije nedegeneriranosti
slijedi da je subreprezentacija nedegenerirane reprezentacije i sama nedegenerirana. Dakle, skup
m(Co(G))H; je totalan u H;. Slijedi da je potprostor H; invarijantan za operator w(z) Vz € G,
tj. Hiy je m(G)—invarijantan.

Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a).

(¢) Neka je Hy = Cl(n(Co(G)E). Tada je H; zatvoren potprostor od H koji je 7(Co(G))—in-

varijantan, dakle i 7(G)—invarijantan.

Zadatak 2.4. Neka je (p;)icr hiperniz u C (G) iz propozicije 1.5.3. Dokazite da je tada
n = lier? (pi)n vn € H. (2.5)

Uputa: Koristenjem propozicije 1.5.3. dokazite da (2.5) vrijedi za svaki vektor n oblika 7( f)(,
f € Co(G), ¢ € H. Zatim dokazite da je skup svih n € H takvih da vrijedi (2.5) zatvoren potpros-
tor od H. Napokon, iskoristite nedegeneriranost reprezentacije m od Co(G).

Prema zadatku 2.4. vrijedi £ € H;. Neka je Hy C H; zatvoren 7(G)—invarijantan potpros-
tor takav da je £ € Hs. Prema (a) tada je Hy 1 7(Co(G))—invarijantan potprostor, pa slijedi
Hl = CZ(W(C()(G))g) Q Hg, dakle Hg = Hl.



46 POGLAVLJE 2. UNITARNE REPREZENTACIJE

(d) Neka je T' € B(Hi, Hs). Pretpostavimo da je T'm(z) = m(x)T Vo € G. Za f € Co(G),
¢ €Hyin € Hy imamo

(T (f)Eln) = (m(f)EIT™n) = /C;f(x)(ﬂl(x)€lT*77)d/1(:v) =

/ F(2)(Try(@)elm) iz / § () (ma ) TE ) dji(x) = (ma( F)TE]).
)

Odatle je Tmi(f) = mo(f)T Vf € Co(G
Pretpostavimo sada da je Tn(f) = ma(f)T Vf € Co(G). Zax € G, f € Co(G) i & € H, tada

1mamo

Ty (z)mi(f)§ = Tmi (A f)E = ma(Aa f)TE = o) ma(f)TE = o) T (f)E.

Bududi da je m1(Co(G))H; totalan skup u Hy, slijedi T'my(z) = mo(z)T Va € G.
Tvrdnja (e) slijedi neposredno iz (d).

Formulama
(flg)e = / f@g@da@) & (flg) = / f@)a@du(z),  f.g€ Co(G),
G G

definirani su skalarni produkti na vektorskom prostoru Cy(G). Popunjenja su Hilbertovi prostori
koja oznacavamo sa Lo(G, 1) i La(G, p).
Za x € G definiramo linearne operatore my(x), m.(z) : Co(G) — Co(G) sa

m(x)f =X f,  m(@)f =pf, [ € C(G).
Tadajezax € Gi f,g € Co(G) :

(mel) flmo( e—/f:v V@) /f = (flg)e

(mo(2) | (2 / F ()3 (ga)dpa / 1y 2) = (flg)r

Dakle, m,(x) se produljuje do izometrije Lo(G, 1) u Lo(G, 1) i m.(x) se produljuje do izometrije
Ly(G, 1) u Ly(G, ). Te ¢emo operatore takoder oznacavati sa my(x) i m,(z). Kako je A, o\, = Ay
i py0py = pay, x,y € G, vidimo da je z — m,(x) homomorfizam grupe G' u grupu U(Lq(G, 1)) i
x +— m,.(x) je homomorfizam G u U(Ly(G, p)).

Norme na Hilbertovim prostorima Ly (G, i) i La(G, i) oznacavamosa || - || i ]| - || Za f € Co(G)
iz € G imamo

lme(x) f = 17 I/GI(Axf)(y)—f(y)lzdﬁ(y)a 17 (2).f = fII7 Z/G\(pr)(y)—f(yﬂzdﬂ(y) (2.6)

Zadatak 2.5. Dokazite da su mw; i w,. unitarne reprezentacije od G na Hilbertovim prostorima
LQ(G’ /1) i LQ(G> :u)'

Uputa: Iskoristite (2.6) i propoziciju 1.5.4. da dokazete da su za svaku f € Cy(G) funkcije
z— m(z)f ix— m.(x)f sa G u Hilbertove prostore Lo(G, 1) i Lo(G, 1) neprekidne u tocki e.
Zatim koristite lemu 2.1.2.
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Unitarna reprezentacija 7, se zove lijeva regularna reprezentacija grupe G, a 7, je desna
regularna reprezentacija grupe G.
Neka je T': Co(G) — Co(QG) bijekcija zadana sa T'f = f. Tada je

11 = [ 1F@)Pauta) = [ 17@Pdat) = 1712

Dakle, T se produljuje do izometrickog izomorfizma sa Lo(G, i) na Lo(G, pn). Zaz € Gi f € Cy(G)
imamo
T (@) Tf = pof = (Ao f) = Tme(x)f.
Dakle, T" ostvaruje ekvivalenciju reprezentacije 7, s reprezentacijom .
Ustanovimo sada kako djeluju pripadne reprezentacije grupovne algebre. Neka su f, g € Cy(G)
iz e G. Imamo

/f (mely /f oy~ 2)dji(z) = (f * 9)(a),

/f o(ey)dii(z) = /G o(ey) fy)di) = (g ().

Dakle, }
ﬂ-f(f)g:f*ga Wr(f)g:g*fa f,gGC()(G)

Propozicija 2.2.6. 7, i m, su vjerne reprezentacije od Co(G), tj.
m(f) =0 = f=0 i m(f)=0 = [f=0.
Dokaz: Neka je f € Cy(G) takva da je m.(f) = 0. Tada je posebno m,.(f)f = 0, pa imamo

redom
0= (m (NP)e) = (F* Fle) = /G Fu) v daly) = /G F)Pdi(y)
odakle slijedi f = 0.

Zadatak 2.6. Dokazite da su m; @ m. vjerne reprezentacije od G, tj.
m(a) = I, =— a=ce 0 m(a) = Iryan =— a=ece.
Za f € Cy(G) stavimo
| fIl = sup{||=(f)]|; 7 unitarna reprezentacija od G}.

Bududéi da za svaku unitarnu reprezentaciju m od G i za svaku funkciju f € Cy(G) vrijedi nejed-
nakost ||7(f)|| < ||f]1, slijedi da je

IFII<Nfll Vf € Co(G).

Dokazimo da je || - || norma na prostoru Cy(G). Prije svega, o¢ito je || f|| > 0, a zbog propozicije
2.2.6. iz || f|| = 0 slijedi f = 0. Relacije ||af]| = ||| fIl 1 ||f + gll < Il + |lg] slijede neposredno
iz definicije. Stovise, za svaku reprezentaciju m je 7(f * g) = n(f)n(g) i 7(f*) = w(f)*. Slijedi
[ (f o gl < (I - Al (@) 1) = Nl (£l pa dobivamo [ f s+ gl| < [LFI - {lgll i [1F*1 = ILF1-
Dakle, uz normu || - || Co(G) je normirana s—algebra. Norma || - || ima jedno vazno svojstvo, koje
nema norma || - ||y

17+ £l = sup [lw(f)"x(f)]| = sup I (I = IIFII*.

™

Banachova x—algebra A u kojoj vrijedi |la*al| = ||a]|?* Va € A zove se C*—algebra.
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Neka je C*(G) popunjenje od Cy(G) po normi || - ||. Tada je C*(G) C*—algebra; ona se zove
grupovna C*—algebra od G ili C*—algebra grupe G.

Neka je 7 unitarna reprezentacija grupe G i pripadna nedegenerirana reprezentacija od Cy(G).
Tada je ||[7(f)]] < |If]] Vf € Co(G). Dakle, 7w se jedinstveno prosiruje do nedegenerirane re-
prezentacije od C*(G) (nedegenerirana je jer njena slika sadrzi 7(Cy(G))). Obrnuto, neka je 7
nedegenerirana reprezentacija od C*(G). Kako je ||f|| < |If]li Vf € Co(G), restrikcija 7|Co(G) je
reprezentacija normirane x—algebre (Co(G), || - ||1). Ona je nedegenerirana jer je Co(G) gusto u
C*(G). Odatle i iz teorema 2.2.5. neposredno slijedi:

Teorem 2.2.7. Bijekcija izmedu unitarnih reprezentacija lokalno kompaktne grupe G i nedegene-
riranih reprezentacija njene C*—algebre C*(G) ima sljedeéa svojstva:

(a) Zatvoren potprostor Hy od H je m(G)—invarijantan ako i samo ako je Hy w(C*(G))—inva-
rijantan.

(b) m je ireducibilna reprezentacija od G ako i samo ako je 7 ireducibilna reprezentacija od

C*(G).
(¢) Za & € H najmangi zatvoren 7(G)—invarijantan potprostor koji sadrzi £ je Cl(m(C*(G))E).
(d) Homg(m, 7T2) = Homc*(g) (7'('1, 7T2).

(e) w1 i m su ekvivalentne reprezentacije od G ako i samo ako su m i Ty ekvivalentne reprezen-

tacije od C*(Q).



Poglavlje 3

('*—algebre i spektralna teorija

3.1 Spektar elementa Banachove algebre

Normirana algebra je asocijativna algebra A nad poljem C kompleksnih brojeva koja je
ujedno normiran prostor i vrijedi

labll < l[alllloll Va,b e A.

Primijetimo da je u normiranoj algebri mnozenje (a,b) — ab neprekidno preslikavanje sa A x A
u A. Doista, za a,b, c,d € A imamo

lab = ed|| = [la(b = d) + (a = c)d|| < [|a[[[|b = d|| + [la = c||]|d]]
Unitalna normirana algebra je normirana algebra s jedinicom e koja ima normu 1 :
lell = 1.

Ukoliko je normiran prostor A potpun, odnosno, Banachov, (unitalna) normirana algebra zove se
(unitalna) Banachova algebra.

Neka je A asocijativna algebra nad poljem C. Involucija na algebri A je preslikavanje a — a*
sa A u A sa svojstvima:

(a+b)" =a" 410", (Aa)* = \a*, (ab)* = b*a’, a*=a Va,be A, VAeC.

x—algebra je asocijativna algebra na kojoj je zadana involucija. Ako je ta algebra unitalna, njena
jedinica e nuzno zadovoljava e* = e.
Normirana x—algebra je normirana algebra koja je ujedno x—algebra i vrijedi

la*] = llall Va e A

Banachova x—algebra je potpuna normirana x—algebra. C*—algebra je Banachova x—algebra
A u kojoj vrijedi
la*all = llal?  Va e A.

Neka su A i B normirane algebre. Homomorfizam normiranih algebri je preslikavanje
¢ : A — B koji je homomorfizam algebri, tj. vrijedi

pla+b) =pla) +¢b),  ¢Aa)=2Ap(a),  p(ab) = p(a)pb)  Va,be A VAeC,
koji je neprekidan, odnosno, ogranicen, tj. postoji M > 0 takav da je

lp(a)ll < Mllall  Va € A

49
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Ako su A i B unitalne normirane algebre s jedinicama e_4 i eg, unitalni homomorfizam normi-
ranih algebri je homomorfizam normiranih algebri ¢ : A — B takav da je

plea) = es.
Ako su A i B x—algebre, homomorfizam ¢ : A — B zove se x—homomorfizam ako vrijedi
o(a®) = p(a)” Va € A.

Primjeri: 1. Neka je M kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Tada prostor C'(M) svih
neprekidnih funkcija f : M — C postaje komutativna unitalna C*—algebra, ako operacije, normu
i involuciju definiramo ovako:

(f+9)0) =F@) +9(t), AN =Af1),  (Fo)t) = f(t)g(?),

@) =70 Nfleo=max{|f@t)l; te M},  fgeC(M), AeC, teM

2. Neka je sada M lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i neka je Cy(M) prostor
svih neprekidnih funkcija f : M — C s kompaktnim nosacem. Definiramo operacije, involuciju
i normu na isti nac¢in kao u primjeru 1. Tada je Cy(M) normirana komutativna x—algebra koja
nije unitalna ako prostor M nije kompaktan, a nije niti potpun. Njeno upotpunjenje se moze
identificirati sa Co (M). To je prostor svih neprekidnih funkcija f : M — C takvih da je

lim f(t) = 0.

t—o0

Pri tome kazemo da funkcija f : M — C konvergira prema A € C u beskona¢nosti i pisemo

lim f(t) = A,

t—o0

ako za svaki € > 0 postoji kompaktan podskup K C M takav da vrijedi
te M\ K — lf(t) = A <e.

Coo(M) je komutativna C*—algebra koja nije unitalna.
3. Neka je H normiran prostor. Algebra B(H) svih ogranic¢enih (odnosno, neprekidnih) linear-
nih operatora A : ' H — H je unitalna normirana algebra uz normu definiranu sa

[All = sup {[[Ag]l; £ €, €]l < 1}

Ako je prostor ‘H Banachov, B(H) je Banachova unitalna algebra. Ako je prostor H Hilbertov,
onda je adjungiranje A — A*, definirano sa

(A%¢ln) = (§|An), & meH,

involucija na algebri B(H) i s njom je B(H) unitalna C*—algebra. Doista, u slu¢aju Hilbertovog
prostora se pokazuje da norma operatora A € B(H) zadovoljava

[A|l = sup {|(A&[n)[; &meH, [IK <1, (]l < 1}

Odatle odmah slijedi da je [|[A*|| = ||A]] VA € B(H). Nadalje, ||A*A|| < || A*||||A4]| = [|A]|*. S druge

strane, za £ € H, ||£|| = 1, imamo

IA"Ag|| > (A" AgJ€) = (Ag|AE) = [ A¢™.
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Supremum po svim jedini¢nim vektorima ¢ daje obrnutu nejednakost || A*Al| > || A]|?. Prema tome
vrijedi jednakost ||A*A| = ||A||* VA € B(H).

4. Ako je G lokalno kompaktna grupa, vidjeli smo da je grupovna algebra Cy(G) normirana
x—algebra, ako mnozenje, involuciju i normu definiramo ovako:

/f gy ta)dv(y), fi(z) = A7) f(ah), HfIhI/GIf(x)IdV(x)

Pri tome je v lijeva Haarova mjera na G i A je modularna funkcija na grupi G. Ona je unitalna
samo u slucaju kad je grupa G diskretna. Njeno popunjenje je Banachova x—algebra L,(G,v).
Definirali smo i drugu normu na Cy(G) sa

| £l = sup {||=(f)||; = unitarna reprezentacija grupe G}.

Popunjenje u odnosu na tu normu je C*—algebra, oznacava se C*(G) i zove grupovna C*—algebra
grupe G.

Ako je A unitalna algebra, sa A* ¢emo oznacavati multiplikativnu grupu njenih invertibilnih
elemenata. Spektar elementa a unitalne algebre A je skup

ola)={ e C; de—a ¢ A*}.
Zadatak 3.1. Neka je A unitalna x—algebra i a € A. DokaZite:
(a) Ako je a € A* onda je a* € A* i vrijedi (a*)™' = (a™1)*.
(b) Vrijedi o(a*) = o(a) = {X\; X € o(a)}.

Zadatak 3.2. Neka je A unitalna Banachova algebra i neka je a € A takav da je ||a|| < 1.
Dokazite da je tada e —a € A* i da je

e—a E a"

pri ¢emu red apsolutno konvergira, tj. konvergira red normi »_ [|a™||.

Teorem 3.1.1. Neka je A unitalna Banachova algebra.
(a) Za svakia € A je o(a) C K(0, ||lal]), tj. ako je |\ > ||a| onda je Ae —a € A*.
(b) Ako jea e A% i b < la ||~ onda je a — b e A* i vrijedi

(a—b)t=a"' Z (ba’l)n
n=0
pri cemu red konvergira apsolutno.
(¢) Ako je a € AX i ako je ||b]] < Llla=*| ™", onda je
R e T P P L

d) Grupa A* je otvoren podskup od A.

(
(
(f
(g

)
e) Za svaki a € A spektar o(a) je kompaktan podskup od C.

) Invertiranje a — a~' je neprekidno preslikavanje, dakle, homeomorfizam, sa A* na A*.
)

Invertiranje je diferencijabilno preslikavanje sa A* u A.
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Pri tome, ako su ‘H i K Banachovi prostori i U C 'H otvoren skup, funkcija f : U — K se zove
diferencijabilna u tocki x € U ako postoji D, € B(H,K) takav da je

o 17+ 9) = F(@) — Dy
= ol

= 0.

1
Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz zadatka 3.2., jer je (Ae —a) = (e — Xa), a iz

IA| > ||a|| slijedi < 1.

L
A

(b) Ako je [|b]] < |la=!|~" onda je [[ba=t|| < ||b]||lat|| < 1, pa je po zadatku 3.2. clement
e — ba~! invertibilan i njegov je invers

e —bat S ba_1
(
n=0

No tada jei a — b = (e — ba™') a invertibilan i njegov je invers

(a—b)'=a"(e—ba" -1 Z (ba™)"
n=0

(c) Iz (b) slijedi da je

(a—b)*t—at=at Z (ba™")" =a'ba™ Z (ba™)". (3.1)

Kako je [[ba™!|| < %, imamo

L E T EE

Odatle i iz (3.1) slijedi
la =7 — a7 < 2fla”ba]| < 2[|a[" o]

Time je dokazana prva nejednakost u tvrdnji (¢).  Tvrdnja (d) slijedi neposredno iz tvrdnje (b).
Naime, ako je a € A*, tvrdnja (b) pokazuje da A* sadrzi otvorenu kuglu

K (afa7) = {z e 4 o —al <[l '}

(e) Prema tvrdnji (a) spektar o(a) je ogranicen podskup od C. Nadalje, kako je A — Ae —a
neprekidna funkcija sa C u A, iz tvrdnje (d) slijedi da je

C\o(a)={re€C; e—aec A"}

otvoren podskup od C. To znaci da je skup o(a) zatvoren, dakle, kompaktan.
Tvrdnja (f) slijedi iz prve nejednakosti u tvrdnji (¢). Doista, neka je a € A* i neka je € > 0.

Stavimo
ot
= min , - )
2[ja=t|" 2 [[a"]]
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Ako je ||z — al| < 0 onda za b = a — x vrijedi

1
bl <o <
o) <8 < =,
pa zbog prve nejednakosti u (¢) nalazimo
ot =t = o =7t a2 o <2 o | < 2 o

2||a ”H

Time je dokazana neprekidnost preslikavanja x — x~! u bilo kojoj tocki a € A*.

Zadatak 3.3. Dokazite drugu nejednakost u tvrdnji (c), a odatle tvrdnju (g) teorema 3.1.1.

Uputa: Linearan operator D, € B(A) iz definicije diferencijabilnosti funkcije f(a) = a™* u

tocki x € AX bit ¢e Dyy = —x lyz~t

Neka je i dalje A unitalna Banachova algebra s jedinicom e. Rezolventa elementa a € A je
funkcija R, : C\ o(a) — A definirana sa

R,(\) = (Me—a)™!, AeC\o(a).

Prema tvrdnji (f) teorema 3.1.1. funkcija R, : C\ o(a) — A je neprekidna. Stovise, prema
tvrdnji (g) ona je i diferencijabilna u svakoj tocki otvorenog skupa C\ o(a). Prema tome, za svaki
ogranicen linearan funkcional ¢ : A — C funkcija A — (R, (X)) sa C\o(a) u C je diferencijabilna,
dakle, analiticka.

Teorem 3.1.2. Neka je A unitalna Banachova algebra i a € A. Tada je o(a) # 0.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno da je spektar o(a) prazan za neki a # 0. Tada je funkcija
R, : C — C diferencijabilna na cijeloj kompleksnoj ravnini, dakle, za svaki ograni¢en linearan
funkcional ¢ : A — C funkcija A — ¢(R,())) je analiticka na C, odnosno, to je cijela funkcija. Za
IA| > 2]|a|| imamo [|A"'al| < 1, pa iz zadatka 3.2. slijedi

R\ =Me—a) =Xt e—-2""a) Ali

n=0

Kako je zapravo ||[A~'a| < i, nalazimo

1 1
1B (NI < IAtal" < =
A \Z [\l &= Z 2n >\ ~Jlal
Stoga za bilo koji ograni¢eni linearan funkcional ¢ : A — C vrijedi
Al >2]al] = e(Ra)| € 57 <

S druge strane, cijela funkcija A — p(R,(\)) ograni¢ena je na kompaktnom skupu

K(0,2]lall) = {x € C; |A] < 2]all}.
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Stoga je ona ogranic¢ena na cijeloj kompleksnoj ravnini i kao takva je po Liouvilleovom teoremu

2
konstanta. No kako je [p(R,(\)] < :|;0|||

, slijedi

lim o(R,(\)) =0,

A—00

pa je konstanta ¢(R,()\)) jednaka nuli. Dakle, vrijedi ¢(R,(\)) = 0 za svaki A € C i za svaki
ogranicen linearan funkcional ¢ : A — C. Po Hahn—Banachovom teoremu slijedi da je R,(\) = 0,
a to je nemoguce, jer je R,(\) € A*. Ova kontradikcija dokazuje tvrdnju teorema.

Teorem 3.1.3. (Geljfand—Mazur) Neka je A unitalna Banachova algebra s jedinicom e koja
je tigelo, tj. A* = A\ {0}. Tada je A = Ce = {)e; A € C}.

Dokaz: Ako je a ¢ Ce, onda je e —a € A\ {0} = A* za svaki A € C. No to znaéi da je
o(a) =0, a to je nemoguce po teoremu 3.1.2.

Za element @ unitalne Banachove algebre A definiramo njegov spektralni radijus; to je broj
v(a) =max {|A]; A € o(a)}.
Prema tvrdnji (a) teorema 3.1.1. znamo da je v(a) < ||a||. Ustvari vrijedi
Teorem 3.1.4. Za svaki element a unitalne Banachove algebre A vrijedi

. 1
v(a) = lim_[a"]|*.

Dokaz: Vrijedi
n—1
Ae —a" = (e —a) Z Ma" 77t
5=0

Odatle se vidi da iz invertibilnosti A\"e — a™ slijedi invertibilnost Ae — a. Prema tome, vrijedi
Aeola) = MN'eod) = N"<|d"|| = [N ||a”||%.

Odatle slijedi da je )
v(xz) < lim inf ||a"||~. (3.2)

S druge strane, pretpostavimo da je || > lim sup ||a”||#. Tada je
1 1
[Al = lim sup ||a”||
pa iz teorije analitickih funkcija znamo da konvergira red

S~ 1ol
n=0

la
|A["

No tada konvergira red u .A
An '
n=0

Oznac¢imo njegovu sumu sa z, a parcijalne sume sa x,, :

n—1
1 k, ]-.
T, = g —a r = lim =x,.
n e n—oo
k=0
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1 _ IR O
e /\a T, =x,|e€ )\a =e )\na.

Iz konvergencije reda Y |\ 7"||a"|| slijedi

Tada je

_la™ : Lo,
am =0 = memgat=e

pa nalazimo da je

Dakle, element e—A"'a je invertibilan, pa je invertibilan i A\e—a = A(e—A"'a). Dakle, A € C\o(a).
Iz dokazanog slijedi )
lim sup [|a"||» < v(a). (3.3)

Iz (3.2) i (3.3) slijedi tvrdnja teorema.

Napomena. Nije tesko dokazati da vrijedi i
v(a) = inf{||a”||%; n € N}.

Neka je sada A Banachova algebra koja nije nuzno unitalna. Stavimo tada A=AxCiu taj
vektorski prostor uvodimo mnozenje i normu ovako

(a, N)(b, ) = (ab+ b+ pa, \p), (a,N), (b, p) € A,
(@, MIF=llall + AL (a,2) € 4

Ako je A Banachova x—algebra, definiramo i preslikavanje * : 4 — A ovako:

(a, \)* = (a*, \), (a,\) € A.
Zadatak 3.4. Dokazite da uz gornje definicije vrijedi:
(a) Ako je A Banachova algebra, A je unitalna Banachova algebra s jedinicom (0, 1).
(b) Ako je A Banachova x—algebra, A je unitalna Banachova — algebra.

(c) a~ (a,0) je izometricki monomorfizam (*—monomorfizam) sa A u A. Slika je maksimalni
dvostani ideal u A.

(d) Ako je B unitalna Banachova algebra (x—algebra) s jedinicom ep i ¢ : A — B neprekidni
homomorfizam (x—homorfizam), onda je preslikavanje ¢ : A — B, definirano sa

¢((a,N) = ¢(a) + Aep,  (a,A) € A,
neprekidni unitalni homomorfizam (x—homomorfizam).

Ovakvo dodavanje jedinice Banachovoj algebri omogucuje da se pojam spektralnog radijusa
prosiri i na slu¢aj neunitalne Banachove algebre A :

v(a) = max {|A|; A €04((a,0)} = lim [a"]|7 =inf{|a"|*; n€eN}, a€ A
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Teorem 3.1.5. Neka je B unitalna C*—algebra, A Banachova x—algebra i ¢ : A — B x—homo-
morfizam. Tada je ||o(a)|| < |la|| Va € A. Posebno, ako je H Hilbertov prostor i m : A — B(H)
x—homomorfizam, tada je m reprezentacija Banachove x—algebre A i vrijedi ||w(a)|| < |la|| Va € A.

Dokaz: Za b € B takav da je b = b* imamo ||b?|| = ||b*b]| = ||b]|*>. Odatle indukcijom po n
nalazimo da za svaki n € N vrijedi Han H = [|6]|*". Slijedi
. ny L . | or
v(b) = lim [[b"[[» = lim [[o*" ]| =]

Pretpostavimo najprije da je .4 unitalna Banachova x—algebra i da je p(e4) = eg, gdje su ey i
e4 jedinice u algebrama A iB. Akojex € Ai X € C\o(x), tada je Aeyq — x invertibilan, pa slijedi
da je p(Aeq—x) = Aep—(x) invertibilan u algebri B, odnosno, A € C\o(¢(x)). Time je dokazano
da vrijedi o(p(x)) C o(x), a odatle je prema definiciji spektralnog radijusa v(¢(x)) < v(z) < ||z
Za z € A element b = p(z*r) ima svojstvo b* = b, pa prema dokazanom imamo redom

le(@)II* = lle(@) @)l = @)l = (bl = v(b) = v(p(z*z)) < lla"z]| < |l2*| 2] = [|=[|*.

Pretpostavimo sada da je A unitalna ali da je p(ey4) # eg. Tada je Cl(p(A)) C*—podalgebra
od B u kojoj je element p(e4) jedinica. Zamjena C*—algebre B s tom unitalnom C*—algebrom
dovodi nas u ve¢ dokazani slucaj.

Napokon, neka je A neunitalna algebra. Tada kao prije formiramo unitalnu Banachovu
s—algebru A = A x C, a iz *—homomorfizma ¢ kao u zadatku 3.4.(d) definiramo unitalni
x—homomorfizam ¢ : A — B koji preslikava jedinicu u jedinicu, pa je prema dokazanom

le((a, I < [l(a, M = llall + 1A = lle(a)ll = [#((a, 0)I] < [I(a, 0)]| = llall
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3.2 Geljfandova transformacija

Neka je A komutativna unitalna Banachova algebra s jedinicom e. Karakter na A je naziv
za bilo koji netrivijalni homomorfizam algebri y : A — C. Skup svih karaktera na A oznacava
se sa 0(.A) i zove spektar algebre A. Primijetimo da ako je y € o(A), onda zbog x # 0 postoji
a € A takav da je x(a) # 0. Tada je x(a) = x(ae) = x(a)x(e), pa slijedi x(e) = 1. Dakle, svaki je
karakter unitalni homomorfizam.

Teorem 3.2.1. Neka je A # {0} komutativna unitalna Banachova algebra.
(a) Zax e A ix € o(A) je x(x)#D0.
(b) Ako je x € o(A), vrigedi |x(z)| < ||z|| Vx € A.
(¢) o(A) #0 i x— Kerx je bijekcija sa o(A) na skup svih maksimalnih ideala u A.
(d) Za svaki z € A jeo(x) ={x(x); x € o(A)}.
Dokaz: (a) Ocito je x(z)x(z7') = x(e) = 1, dakle, x(x) # 0.

(b) Kad bi bilo |x(x)| > ||=||, onda bi prema tvrdnji (a) teorema 3.1.1. imali x(z)e —z € A*,
pa bi prema (a) slijedilo 0 # x(x(x)e — x) = x(z) — x(x).

(¢) Bududi da je x € o(A) homomorfizam, Kery je ideal u algebri A. No x je linearni
funkcional razli¢it od nule, dakle, Ker x je potprostor od A kodimenzije 1. Odatle slijedi da je
nuzno ideal Kery maksimalan.  Pretpostavimo sada da su x,x € o(A) takvi da je
Kerx =Kerx'. Zax € Aje x(r)e —x € Ker x = Ker x/, dakle,

0=x'(x(z)e — ) = x(z) — X'(v) = x(z) = X' ().

Dakle, x — Ker x je injekcija sa 0(.A) u skup svih maksimalnih ideala u \A.

Neka je sada M maksimalni ideal u A. Tada je A/ M polje, pa prema Geljfand—Mazurovom
teoremu 3.1.3. vrijedi A/M = Ceu/pq, odnosno, A = M 4 Ce. Definiramo sada preslikavanje
X : A — C ovako:

x(a+ Xe) = A, aeM, xeC.

Tada je oCito y netrivijalan linearan funkcional. Nadalje, ako su =,y € A, postoje a,b € M i
A\ € Ctakvidajexr =a+ Aeiy =0+ pe. Tada je x(x) = A i x(y) = p. Nadalje,
xy = ab+ \b+ pa + A\ i ab+ b+ pa € M,

dakle,
X(zy) = A= x(x)x(y)-
Prema tome, x € o(A). Kako je o¢ito M = Ker x, time je dokazano da je y — Ker x i surjekcija,
dakle, to je bijekcija sa 0(A) na skup svih maksimalnih ideala u \A.
(d) Za x € 0(A) kao u (b) imamo x(x(x)e —x) = 0, pa prema (a) slijedi da x(x)e —z ¢ A*,
dakle, x(z) € o(z). Time je dokazano

{x(z); x € o(A)} C ().
S druge strane, ako je A € o(z), onda Xe — x ¢ A*, dakle, ideal Z = A(Xe — z) # A.

Zadatak 3.5. Neka je T # A ideal v komutativnoj unitalnoj algebri A. DokaZite da je T sadrzan
u nekom maksimalnom idealu.

Uputa: Koristite Zornovu lemu promatrajuéi skup {J; J ideal u A, Z C J # A} parcijalno
ureden inkluzijom. Za provjeru uvjeta Zornove leme uocite da je ideal J razlicit od A ako i samo

ako e ¢ J.



58 POGLAVLJE 3. C*—ALGEBRE I SPEKTRALNA TEORIJA

Prema tome, gore definirani ideal Z = A(Xe — z) je sadrzan u nekom maksimalnom idealu
M. Prema (c) postoji x € o(A) takav da je M = Kerx. Tada je de — z € Kery, dakle,
0=x(Ae—1x)=X—x(x), tj. A =x(z). Time je dokazana i obrnuta inkluzija

o(z) € {x(z); x € a(A)},
dakle, jednakost.

Prema tvrdnji (b) teorema 3.2.1. spektar o(A) komutativna unitalne Banachove algebre A
sadrzan je u zatvorenoj jedini¢noj kugli duala A" Banachovog prostora A. Promatrat ¢emo sada
na A’ tzv. slabu*—topologiju, tj. topologiju za koju je baza okolina tocke fo € A’ skup svih
podskupova od A’ oblika

U(fo;z1,. . apie) ={f € A |f(z;) — fola))| <ezaj=1,...,n},

za proizvoljne n € N, xy,...,2, € Aie > 0. To je najslabija topologija na A" za koju su sve
funkcije f — f(z), x € A, sa A" u C neprekidne. Lako se vidi da je u odnosu na tu topologiju A’
Hausdorffov topoloski prostor. Preslikavanje F' : T — A’ sa topoloskog prostora T je u odnosu
na slabu x—topologiju na A’ neprekidno ako i samo ako je za svaki z € A kompleksna funkcija
t — [F(t)](z), t € T, neprekidna.

Navodimo sada bez dokaza sljede¢i teorem koji je za separabilan Banachov prostor dokazao
S. Banach 1932. godine, a opc¢enito L. Alaoglu 1940. godine. U stvari, dokaz tog teorema je
relativno jednostavan, ako se iskoristi Tihonovljev teorem da je Kartezijejev produkt bilo koje
familije kompaktnih Hausdorffovih topoloskih prostora s produktnom topologijom kompaktan
Hausdorffov topoloski prostor.

Teorem 3.2.2. (Banach—Alaoglu) Neka A Banachov prostor. Tada je zatvorena jedinicna
kugla o
Ka(0,1) = {feA’ [Ifll <1}

kompaktan podskup duala A" sa slabom*—topologijom.

Korolar 3.2.3. Neka je A komutativna unitalna Banachova algebra. Tada je njen spektar o(A)
kompaktan v odnosu na slabu*—topologiju duala A’.

Dokaz: Treba dokazati da je podskup o(.A) zatvorene jedini¢ne kugle u A’ zatvoren u odnosu
na slabu*—topologiju. No to je oCito, jer je za svaki z € A funkcija f — f(x) sa A" u C neprekidna
u odnosu na slabu*—topologiju i jer je

o(A) = [ {feA; fle)=1, flxy) = f(x)f(y)}.
z,yeA

Neka je i dalje A komutativna unitalna Banachova algebra. Za x € A definiramo funkciju
z:0(A) — C ovako
() = x(x),  xea(A).
Funkcija & je neprekidna na kompaktnom prostoru o(.A). Preslikavanje 2 — & sa A u C(o(A)) se
zove Geljfandova transformacija. Za z,y € A, o, € Ci x € 0(A) imamo

(ax + By)(x) = x(ax + By) = ax(z) + Bx(y) = (ai + BY)(X),

(zy) (x) = x(zy) = x(@)x(y) = 20)9(x) = (@9 (x),  e(x) = x(e) = 1.
Prema tome, Geljfandova transformacija je unitalni homomorfizam algebre A u Banachovu algebru

C(o(A)).
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Teorem 3.2.4. Neka je A komutativna unitalna Banachova algebra.
(a) Za x € A spektar o(x) je slika funkcije .
(b) Vrijedi A ={z € A; Z(x) #0 Vx € o(A)}.
() Zaw € Aje il = v(2) < |zl

Dokaz: Tvrdnja (a) je malo drugacije formulirana tvrdnja (d) teorema 3.2.1.
(b) Prema tvrdnji (a) teorema 3.2.1. za € A* i x € o(A) vrijedi z(x) # 0. Obratno, ako je
z(x) # 0 Vx € 0(A), onda zbog (a) imamo

0¢{2(x); x € o(A)} =0(x),
a to znaci da je x € A*.

Napokon, tvrdnja (c) slijedi neposredno iz (b) i iz definicije spektralnog radijusa.

Ako je A komutativna unitalna Banachova x—algebra, mozemo se pitati da li Geljfandova
transformacija prevodi involuciju u kompleksno konjugiranje. To opcenito nije tako, a ako jest
onda kazemo da je A simetri¢na algebra.

Teorem 3.2.5. Neka je A komutativna unitalna Banachova x—algebra.

(a) A je simetricna ako i samo ako je za svaki hermitski element x € A (tj. x* = z) funkcija &
realna.

(b) Ako je A C*—algebra, ona je simetricna.
(c) Ako je A simetricna, podalgebra {z; = € A} je gusta u C(o(A)).

Dokaz: (a) Ako je A simetri¢na, za hermitski = je oc¢ito funkcija & realna. Obratno, pret-
postavimo da je funkcija z realna za svaki hermistki element z. Proizvoljan x € A moze se napisati
u obliku z = y + iz gdje su y i z hermitski. Imamo z* =y — iz, dakle, za x € o(.A) imamo

() (x) = x(y —iz) = x(y) —ix(2) = 9(x) —i2(x) = 9(x) +i2(x) = 2(x)-

Dakle, algebra A je simetri¢na.
(b) Pretpostavimo sada da je A unitalna komutativna C*—algebra i neka je x = z* € A i
X € o(A). Pisemo
T(x) = a+ 15, a,f eR.

Za t € R stavimo y = x + ite. Tada je

xX(y) =a+i(B+1)

y*y = (z —ite)(x + ite) = 2° + e,
dakle, zbog tvrdnje (b) teorema 3.2.1. imamo
o+ (B+1)" = xW) < llyl* = llyyll < ll2*] +#*.
Prema tome, vrijedi
o + 3 + 26t < ||27 vVt € R.

Odatle se vidi da mora biti § = 0, dakle, funkcija Z je realna. Prema (a) slijedi da je algebra A
simetricna.

Za dokaz tvrdnje (c) iskoristit ¢emo poznati Stone—Weierstrassov teorem, koji navodimo
bez dokaza:
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Teorem 3.2.6. (M.H.Stone—C.Weierstrass) Neka je M kompaktan Hausdorffov topoloski
prostor i neka je B unitalna *—podalgebra od C(M) koja razlikuje tocke od M, tj. takva da
zat,s € M, t # s, postoji f € B takva da je f(t) # f(s). Tada je B gusta u C(M).

Sada treba samo uociti da je slika 0(A) = {Z; = € A} unitalna podalgebra od C(c(A)), koja
je *—podalgebra jer je A simetri¢na, i razlikuje tocke od o(A) : ako su x,x € o(A) i x # X/,
onda postoji x € A takav da je x(z) # X'(z), $to znaéi da je z(x) # z(x).

Ako je komutativna Banachova algebra (ili simetricna Banachova s—algebra) A generirana
jednim elementom, onda se njen spektar identificira sa spektrom tog elementa:

Teorem 3.2.7. Neka je A komutativna unitalna Banachova algebra i x € A. Tada je T homeo-
morfizam sa 0(A) na o(x) u svakom od sljedeca tri slucaja:

(a) A je generirana sa x i e, tj. A je najmanja zatvorena unitalna podalgebra koja sadrzi x.

(b) z € A* i A je generirana sa x i v .

(c) A je simetricna i generirana sa x, x* i e.
Dokaz: Prema tvrdnji (a) teorema 3.2.4. Z je surjekcija sa o(A) na o(x). Buduéi da su o(.A)
i o(x) kompaktni, dovoljno je dokazati da je funkcija 2 i injektivna u svakom od tri slucaja. No u
svakom od tri slucaja y € o(A) je potpuno odreden sa x(x) jer je u slucaju (a) x(z") = (x(x))"
Vn € Z, u slucaju (b) je k tome y(z71) = (x(z))7!, dakle, x(z") = (x(x))" Vn € Z, a u slucaju

(€) je x(a") = x(x), dakle, x(a"a™") = (x(x))" (x(z))" ¥n.m € Z.

Zadatak 3.6. Neka je M kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Za t € M definiramo
Xt : C(M) — C kao evaluaciju u tockit : x:(f) = f(t), f € C(M). Dokazite da je t — x; homeo-
morfizam sa M na o(C(M)). Ako pomocéu tog homeomorfizma identificiramo t sa x;, dokaZite da
je Geljfandova transformacija identiteta.

Upute: (1) Neprekidnost preslikavanja t +— y; znaci da ako hiperniz (¢;) konvergira prema ¢
onda hiperniz (x;,) konvergira prema x; u slaboj*—topologiji na o(C(M)) C C(M)'.

(2) Kerx, = Cy(M) = {f € C(M); f(t)}, a to je o¢ito maksimalani ideal u C'(M). Treba
dokazati da je svaki maksimalni ideal tog oblika, odnosno, da je za svaki pravi ideal Z # C(M)
sadrzan u nekom takvom. To dokazite metodom suprotnog koriste¢i kompaktnost prostora M :
ako za svaki t € M postoji f; € T takav da je f;(t) # 0, otvoreni skupovi {s € M; f,(s) # 0},
t € M, ¢ine otvoren pokrivac¢ od M, .

(3) Neprekidna bijekcija kompaktnih topoloskih prostora je homeomorfizam.

Zadatak 3.7. Neka je (1(Z) skup svih nizova (T,)nez kompleksnih brojeva takvih da je
Y nez |Tn| < +00. DokaZite da je to unitalna komutativna Banachova algebra uz operacije i normu
zadane sa

(xn)nGZ + (yn)nEZ = (xn + yn>n627 )\(xn)nGZ = ()\xn>n627 ”(xn>n€ZH = Z ‘xn‘v
nel

= (Tn)nez, Y= Unlnez, 2=y <= 2z, = Zxkyn—k-
keZ

Dokazite da se spektar o(01(Z)) moze identificirati s jedinicnom kruznicom u kompleksnoj ravnini
S={\eC; N=1}={ acR}
na takav nacin da Geljfandova transformacija postaje:

& = (Zp)nez € ((Z) = B(d) =D we™

ne”L
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Uputa: Ako je x = (x,)nez definiran sa x, = 1 zan =1, x, = 0 za n # 1, element x je
invertibilan i Banachova algebra £1(Z) generirana je sa z i x71. Sada pokazite da je o(z) = S.

Propozicija 3.2.8. Neka je A komutativna unitalna Banachova algebra. Geljfandova transfor-
macija od A je izometrija ako i samo ako je ||2?|| = ||z||* Vz € A.

Dokaz: Ako je x — 2z izometrija, onda je
2% < ll2l” = 1215 = 12°]l = l2*l = ll2*] = [l=]*.

Obratno, pretpostavimo da je [|z%| = ||z||> Vz € A. Tada slijedi da je ||z2°|| = ||z]|*" za svaki
k € N, a odatle pomoc¢u teorema 3.1.4. i pomocu tvrdnje (c) teorema 3.2.4. imamo

2k

Lk
2
a1 = =l

|lloe = v(w) = Jim |
k—o0

Teorem 3.2.9. (I.M.Geljfand—M.Naimark) Neka je A komutativna unitalna C % —algebra.
Tada je Geljfandova transformacija izometricki x—izomorfizam sa A na C(o(A)).

Dokaz: Neka je z € A i stavimo y = z*z. Tada je y* = y, pa imamo ||¢?| = |lyv*y| = ||y||*
Odatle kao u dokazu propozicije 3.2.8. slijedi ||9]|c = ||y||. Stoga imamo

l]1* = lla"zll = llyll = 19l = 112 [loo = [l 2%

Dakle, ||z|| = [|Z]| za svaki x € A, odnosno, = — Z je izometrija. Dakle, to je preslikavanje injek-
tivno i ima zatvorenu sliku o(A). Prema tvrdnji (¢) teorema 3.2.5. ta je slika ne samo zatvorena
nego i gusta u C(o(.A)), dakle jednaka C'(o(.A)). Treba jo§ samo primijetiti da je prema tvrdnji
(b) teorema 3.2.5. izometricki izomorfizam z +— & 1 x—homomorfizam.

U daljnjem ¢e nam biti vazno da se u nekim sluc¢ajevima spektar elementa u unitalnoj algebri
podudara s njegovim spektrom u unitalnoj podalgebri koja ga sadrzi.

Ako je K kompaktan podskup kompleksne ravnine C, njegov komplement C \ K ima to¢no
jednu neograni¢enu komponentu povezanosti. Ograni¢ene komponente povezanosti od C\ K zovu
se rupe od K.

Teorem 3.2.10. Neka je B zatvorena unitalna podalgebra unitalne Banachove algebre A.
(a) Grupa B* je otvoren i zatvoren podskup od BN A*.

(b) Za svaki x € B je
o(z) C op(x) 0 Jog(z) C Jo4(x).

(c) Ako je x € B i ako o4(x) nema rupa, onda je o4(x) = op(x).

Dokaz: (a) Ocito je B* C A*, a kako je grupa B* prema tvrdnji (d) teorema 3.1.1. otvoren
podskup od B, vidimo da je B* otvoren podskup od BN.A*. Pretpostavimo sada da je (z,)en niz
u B* koji konvergira prema elementu xz € BN.A*. Tada je (z,)nen niz u A* koji konvergira prema
elementu x € A*, a kako je prema tvrdnji (f) teorema 3.1.1. invertiranje neprekidno, slijedi da
niz (x,'),en konvergira prema z~!'. No kako su z,;' € B i kako je B zatvorena podalgebra od A,
slijedi da je =1 € B, dakle, z € B*. To pokazuje da je B* i zatvoren podskup od BN A*.

(b) Ako je x € B, onda inkluzija o4(x) C op(z) slijedi neposredno iz inkluzije B* C A*.
Pretpostavimo da je A € dog(z). Tada postoji niz (A, )nen u C\ og(x) koji konvergira prema .
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To znaci da su \,e —x € B*, ali \e —x ¢ B*. Prema (a) tada Ae —x ¢ A*, odnosno, A € g4(x).
S druge strane je \,e —x € A* (jer je B* C A*), pa slijedi da je A € 0o 4(x). Time je dokazana
inkluzija dog(z) C do4(x).

Neka je z € B takav da o4(x) nema rupa. To znaci da je skup C\ o4(x) povezan. No iz
tvrdnje (a) slijedi da je C\ op(x) otvoren i zatvoren podskup od C \ o4(z), a zbog povezanosti
od C\ o4(z) to znaci jednakost C\ og(z) = C\ o4(x). Dakle, vrijedi op(z) = o.4(x).

Zadatak 3.8. Neka je A unitalna C*—algebra i x € A. DokaZite:
(a) Ako je x unitaran, tj. x*x = xa* = e, onda je o(x) CS ={X € C; |A\ =1}.

(b) Ako je x hermitski, tj. x = x*, onda je o(x) C R.
Upute: (a) Upotrijebite z* = 2™, ||z|| = ||z*|| = 1 i dokazite
oz =o' ={\"" Neo(z)}
(b) Dokazite da je za svaki t € R element €™ unitaran i da za svaki a € A vrijedi o(e®) =
{e A ea(a)}.
Teorem 3.2.11. Neka je A unitalna C*—algebra i neka je B unitalna C*—podalgebra. Tada je
B* =BNA* iza svaki x € B je op(x) = oa(x).

Dokaz: Neka je x € BN A* i stavimo y = z*x. Kako je y hermitski, to je prema zadatku
3.8. o4(y) C R, pa iz tvrdnje (c) teorema 3.2.10. slijedi da je o5(y) = 04(y). Element z je invert-
ibilan u A, dakle i y je invertibilan u A. To znaci da je 0 ¢ o4(y). Dakle, 0 ¢ o5(y), a to znadi
da je y € B*. Tada je 27! = y~la* € B, dakle, x € B*. Time je dokazano da je BN A* C B*,
a kako je obrnuta inkluzija trivijalna, imamo jednakost. Odatle neposredno slijedi i druga tvrdnja.

Neka je sada A unitalna, ne nuzno komutativna, C*—algebra. Element z € A zove se nor-
malan ako je zz* = z*z. U tom slucaju je unitalna C*—podalgebra C*(z) generirana sa = komuta-
tivna. Neka je y — 7, y € C*(x), Geljfandova transformacija, koja je po Geljfand—Naimarkovom
teoremu 3.2.9. izometricki x—izomorfizam sa C*(z) na algebru funkcija C'(o(C*(z))). Prema tvrd-
nji (c) teorema 3.2.7. & je homeomorfizam sa o(C*(x)) na oo« (x). Medutim, prema teoremu
3.2.11. vrijedi o¢+(2)(x) se poduadara sa spektrom o(x) u algebri A. Dakle, uz identifikaciju
o(C*(x)) sa o(x) ponmoéu homeomorfizma &, Geljfandova transformacija postaje izometricki
x—izomorfizam C*(x) na C(o(z)). Ako je f € C(o(x)), jedinstven element y € C*(x), takav da je
y = f oznacit ¢emo sa f(x). Na tajnacin f — f(z) postaje izometricki x—izomorfizam C*—algebre
C(o(x)) neprekidnih funkcija na spektru normalnog elementa = € A na unitalnu C*—podalgebru
C*(z) od A generiranu s elemntom z.

Opisano pridrzivanje f +— f(z) zove se funkcionalni ra¢un za normalni element = C*—algebre
A. Uoc¢imo da to pridruzivanje ima sljedeca svojstva:

(a) Ako je f € C(o(x)) polinom, tj.
FO) = ag+ artd+ aX® + -+ a, A", A€ o(x),

onda je
f(x) = ap+ a1x + agr® + -+ - + a2

(b) Ako je f kompleksno konjugiranje, f(A) = X, A € o(z), onda je f(x) = z*.
(¢) Za funkcije f,g € C(o(x)) iza o, € C vrijedi
(af + Bg)(x) = af(x) + Bg(z),  (fg)(x)= flz)g(x).

(d) Ako niz funkcija (f,,)nen u C'(o(2)) uniformno konvergira prema funkciji f, onda niz (f,,(z))nen
u algebri A (tj. u algebri C*(z)) konvergira prema f(z).
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Zadatak 3.9. (Teorem o preslikavanju spektra) Neka je A unitalna C*—algebra, v € A
normalan element i f € C(o(x)). DokaZite da je tada

o(f(x)) = flo(x)) = {f(N); A eo(x)}.

Funkcionalni racun omogucuje nam da dokazemo vrlo vaznu karakterizaciju ireducibilnosti:

Teorem 3.2.12. Neka je H Hilbertov prostor i neka je S podskup od B(H) takav da je S* = S.
Sljedeéa su dva svojstva ekvivalentna:

(a) S je ireducibilan, tj. ne postoji zatvoren potprostor K od H koji je S—invarijantan, osim

K={0}iK=m"H.
(b) {T € B(H); TS = STVS € §} = CI = {\[; A € C}, pri ¢emu I oznacava jedinicni

operator na H.

Dokaz: (b) = (a) Neka je K zatvoren S—invarijantan potprostor od H. Tada je i K+
S—invarijantan, jer je S* = S. Neka je P projektor H na K duz K+. Tada je PS = SP VS € S,
pa iz (b) slijedi da je P = Al za neki A € C. No P je projektor pa slijedi A\ = P = P? = \*],
dakle, A = A2, a to znaci da je A = 0 ili A = 1. U prvom slucaju je P = 0, dakle, £ = {0}, a u
drugom je P = I, dakle, K = H.

(a) = (b) Sada pretpostavljamo da je skup S ireducibilan. Neka je T € B(H) takav da
je TS = ST VS € S. Pretpostavimo prvo da je T' = T*. Neka je A C*—podalgebra od B(H)
generirana sa {I,T}. Tada je AS = SA VA € Ai VS € S. Nadalje, algebra A je izomorfna
sa C(o(T)). Pretpostavimo da o(7') nije jednoclan skup. Tada postoje ¢, v € C(o(T)), ¢ # 0,
Y # 0, takvi da je p1p = 0. Stavimo A = ¢(T) i B = ¢(T). Tadasu A,Be€ A, A#0, B#0,
AB = 0. Stavimo

K=KerA={{ecH; A{ =0}

Tada je K zatvoren S—invarijantan potprostor od H. Nadalje, B # 0, pa postoji n € ‘H takav
da je £ = Bn # 0. No tada je A& = ABn = 0, dakle, £ € K. To pokazuje da je K # {0}. Zbog
ireducibilnosti je K = H. No to je u suprotnosti sa A # 0. Ova kontradikcija pokazuje da je o(7)
jednoclan skup. No tada je dim A = dim C(o(7T)) = 1, pa slijedi da je A = CI. Dakle, T' = \I
za neki A € C (u stvari, za neki A € R, jer je T hermitski).

Uzmimo sada da je T' € B(H) proizvoljan takav da je T'S = ST VS € S. Stavimo

1 1
1 2( + )a 2 2%

Tada su T7 i T3 hermitski i T'= T} 4+ ¢15. Buduéi da je S = §* slijedi

(T —T%).

T15 - STl 1 TQS - STQ VS S S

Prema dokazanom postoje A\j, Ay € R takvi da je T3 = A1 i Ty = A\ol. Odatle za A = A\; +1iX; € C
dobivamo T = \I.

Neka je sada A neunitalna Banachova algebra. Ponovimo sada malo pazljivije konstrukciju iz
dokaza teorema 3.1.5. Na kompleksnom vektorskom prostoru A = A x C definiramo mnozenje sa

(a, \)(b, ) = (ab+ Ab+ pa, M),  (a,\), (b, p) € A.

Tada A postaje unitalna algebra s jedinicom ez = (0,1). Nadalje, a +— (a,0) je injektivni ho-
momorfizam algebre A u algebru A. Pomoc¢u tog monomorfizma izvrsimo identifikaciju algebre
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A s podalgebrom od A. Uz tu identifikaciju A je u stvari obostrani ideal u A kodimenzije 1 i
./Zl =A + Ce A

Dopustiva norma na A je norma na prostoru A u odnosu na koju je A normirana unitalna
algebra i koja se na A podudara s polaznom normom. Takve norme postoje; primjer je

la+ Xe |l = ||a|| + |Al, ac A, MeC.
Uz svaku dopustivu normu A je Banachova unitalna algebra, jer je A potpuna i kodimenzije 1 :

Zadatak 3.10. Neka je X mnormiran prostor ¢ Y potprostor od X konacne kodimenzije. Uz
pretpostavku da je normiran prostor Y potpun dokaZite da je prostor X potpun.

Neka je sada A komutativna neunitalna Banachova algebra. Karakter od A je linearan
funkcional f : A — C takav da je f # 01 f(ab) = f(a)f(b) Va,b € A. Neka je o(A) topoloski
prostor svih karaktera od 4 snabdjeven s topologijom proste konvergencije, odnosno, konvergencije
po tockama. Podrazumijevamo da je A snabdjevena s nekom dopustivom normom.

Propozicija 3.2.13. Neka je oo € 0(A) definiran sa poo| A =0, 1.
Yoola+ Aeg) = A, ac A, MNeC.

Tada je p — ¢| A homeomorfizam sa o(A)\ {¢a} na o(A). Posebno, o(A) je lokalno kompaktan
Hausdorffov topoloski prostor i o(A) je kompaktifikacija od o(A) s jednom tockom.

Dokaz: Za ¢ € o(A)\ {¢s} je ocito | A € o(A). Nadalje, ako su ¢,1 € o(A)\ {¢o} takvi
daje p]A=1|A, ondajezaace Ai e C

pla+Xe) = pla) + Ap(1) = p(a) + A = ¢(a) + AP(1) = Pla+ Aey),

pa slijedi ¢ = ¢. Dakle, preslikavanje ¢ — ¢[.A je injekcija sa o(A)\ {@se} u a(A).
Neka je f € 0(A). Definiramo ¢ : A — C sa

ola+Xey) = fla)+ A, ac A, MeC.

Tada se provjerava da je ¢ € o(A)\ {pso} i ocito je o|lA=f.
Time je dokazano da je ¢ +— ¢|A bijekcija sa 0(A) \ {¢«} na o(A). Napokon, ako je (¢;)icr
hiperniz u o0(A)\ {ps} i ako je p € 0(A)\{pw} onda imamo ovaj slijed ociglednih ekvivalencija:

cp(a):ljer?goi(a) Vace A go(a)—l—)\:ljer?goi(a)—k)\ Vaec A, VA eC <«—

= gpla+Xey) = ljer? pila+Xez) Vae A, VAeC <= ¢px)= ljer? ¢i(z) Yz e A.

To pokazuje da je ¢ — ©|.A homeomorfizam.

Za z € A na isti nacin kao i u slu¢aju unitalnih algebri definiramo funkciju z : o(A) — C sa
z(f) = f(x), f € d(A).Iuovom slucaju se x — & zove Geljfandova transformacija ili Geljfandov
homomorfizam. To je homomorfizam algebre A u algebru C(c(A)). Za v € A je poo(x) = 0.
Dakle, neprekidna funkcija & na lokalno kompaktnom prostoru o(.A) tezi k nuli u beskonacnosti.
Prema tome, Geljfandova transformacija je homomorfizam A u Banachovu algebru Co (0(A)) svih
neprekidnih funkcija na o(.A) koje teze k nuli u beskonac¢nosti.

Neka je sada A neunitalna Banachova x—algebra. Tada i A postaje x—algebra uz prosirenje
involucije * na sljedec¢i nacin:

(a, \)* = (a*, \) tj. (a+Xeg)* =a* + ey, ac A NeC.
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Propozicija 3.2.14. Neka je A neunitalna C*—algebra. Tada na A postoji jedinstvena norma s
kojom je A C*—algebra s jedinicom. Ta je norma dopustiva.

Dokaz: Prije svega, jedinstvenost slijedi neposredno iz teorema 3.1.5. Dakle, dokaz ce biti
potpun ako konstruiramo neku dopustivu normu na A u odnosu na koju je A C*—algebra.
Za x € A stavimo
Izl = sup {|[zall; a € A, [lal| < 1}.

Tada je ocito © — |z]| polunorma na A i vrijedi ||zy|| < ||lz|| - |y Yz.y € A.
Dokazimo da se to preslikavanje na A podudara s normom od A, tj. da je

lzll = llz|]  Vz e A.

To je ocito ako je x = 0. Uzmimo da je x € A, 2 # 0. Tadaza a € A, ||a|]| < 1, vrijedi ||zal| < ||z]|.
Prema tome je ||z]| < ||z||. Uzmimo a = ||z||'z* € A. Tada je |la|| =11

lzall = i ”Hm = I ”H$ I =l
Stoga vrijedi i obrnuta nejednakost [lz]| > |[z[|. Time je dokazana trazena jednakost ||z| = ||z||.
Dokazimo sada da je || - || definitna, dakle, norma na A. Neka je x = b+ ez € A (b € A,

A € C) takav da je ||z]| = 0. Pretpostavimo da je A # 0. Stavimo e = —\"'b € A. Buduéi da je
llz|l = 0, za svaki a € A vrijedi za = 0, tj. ba + Aa = 0. Odatle je

ea =a Va € A.
Slijedi

Prema tome, vrijedi
ea =a = ae” Va € A.

Posebno, e = ee* = e*, pa zaklju¢ujemo da je e jedinica u algebri A, suprotno pretpostavci da je
A neunitalna algebra. Ova kontradikcija pokazuje da je nuzno A = 0. No tada je z = a € A, pa
prema dokazanom slijedi 0 = ||af| = ||a||, dakle, z = a = 0.
Prema tome, || - || je dopustiva norma na A. S tom je normom A Banachova unitalna algebra.
Dokazimo sada da je B
Iz"2l = I=lF vz € A

U tu svrhu pretpostavimo prvo da je ||z|| = 1. Neka je p < 1 proizvoljan. Iz definicije norme || - ||
slijedi da postoji y € A takav da je |ly|| < 11 ||zy||* > p. Bududi da je zy € A, imamo redom
p < N2l® = 1lGzy)" )l = lly* (" 2)yll = Ny =)yl < Wyl - Myl - D"zl = lyll® - D"zl < 2721

Zbog proizvoljnosti p < 1 zakljucujemo da je ||z*z[ > 1.

Uzmimo sada proizvoljan z € A, z # 0. Za = = ||z]| "'z je tada ||z|| = 1, pa je prema dokazanom
lz*z|| > 1, odakle slijedi trazena nejednakost ||z*z] > ||z

Sada za svaki z € A imamo

=07 < W=zl < =0 -0l = =l < =70

Primijenimo li dobivenu nejednakost na z* umjesto z dobivamo i obrnutu nejednakost ||z|| > [|z*||,
dakle, vrijedi jednakost )
=0 = ll=" vz € A

Napokon,

=02 < l=ell < U=l -l = =0 = Mzl = 0=)® Vze A
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Teorem 3.2.15. Neka je A komutativna C*—algebra bez jedinice. Geljfandova transformacija je
izometricki izomorfizam A na C*—algebru Cy(0(A)) svih neprekidnih funkcija na o(A) koje teze
k nuli u beskonacnosti.

Dokaz: Uz prije uvedene oznake f +— flo(A) je izometricki izomorfizam C*—algebre
{geC(o(A)); g(ps) = 0} na C*—algebru Coo(o(A)); pri tome se podrazumijevaju identifikacije
AC Aio(A) = o(A)\ {ps}. Nadalje, z — & je izometricki izomorfizam C*—algebre A na
algebru C(o(A)). Za = € A imamo ekvivalencije

#(pos) =0 — Poo(r) =0 — r € A

Dakle, pri tom izomorfiznu A se preslikava na C*—algebru {g € C(c(A)); g(¢s) = 0}. Prema
tome, kompozicija dvaju izomorfizama je izometricki izomorfizam C*—algebre A na C*—algebru

Coo(0(A)).

Zadatak 3.11. Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H) hermitski operator, A* = A, koji je
pozitivan tj. (AE|€) > 0 V¢ € H. Dokazite:

(a) Postoji jedinstven pozitivan operator B € B(H) takav da je B? = A.
(b) Operator B iz turdnje (a) komutira sa svakim C € B(H) koji komutira sa A.
(¢) Operator B iz turdnje (a) sadrzan je u C*—podalgebri od B(H) generiranoj sa A.

Uputa: Neka je A C*—podalgebra od B(H) generirana sa A. Ako je operator A invertibilan,
A je izomorfna sa C(c(A)), a ako je A neinvertibilan, iskoristite teorem 3.2.15. da dokazete da je
(neunitalna) C*—algebra A izomorfna s algebrom funkcija {¢ € C(c(A)); ¢(0) = 0}. Dokazite
da pozitivan operator ima spektar sadrzan u R, = [0, 00). Sada koristite funkcionalni rac¢un i
upotrijebite jedinstvenu nenegativnu funkciju ¢ € C(o(A)) takvu da je p(t)? = t, Vt € o(A), tj.
p(t) = Vi.

Za dokaz jedinstvenosti u (a), ako je i C' pozitivan operator takav da je C? = A, koristite
funkcionalni ra¢un za operator C| tj. promatrajte C*—podalgebru od B(H) generiranu sa C.



Poglavlje 4

Abelove lokalno kompaktne grupe

4.1 Dualna grupa

Propozicija 4.1.1. Neka je m unitarna reprezentacija Abelove lokalno kompaktne grupe G na
Hilbertovom prostoru H # {0}. Tada je dim H = 1.

Dokaz: Po teoremu 3.2.12. operator 7(x) proporcionalan je sa jedini¢nim operatorom I na
‘H Vx € G. To znaci da svaki zatvoren potprostor od ‘H m—invarijantan. Kako je reprezentacija
ireducibilna, nuzno je ‘H jednodimenzionalan.

U daljnjem je G Abelova lokalno kompaktna grupa. Nadalje, fiksirajmo neku Haarovu mjeru
p na G. Primijetimo da su algebre Cy(G), L1(G) i C*(G) komutativne.

Karakter od G je neprekidni homomorfizam yx grupe G u multiplikativhu grupu
T = {X € C; |A| = 1}. Dakle, karakter je ireducibilna unitarna reprezentacija od G. Oznacavat
¢emo sa G skup svih karaktera od G. U taj skup uvodimo strukturu Abelove grupe pomocu
mnozenja po tockama:

(X (@) =x(@)X' (@), xxX€q, zed
Nadalje, za x € G definiramo ¢, : L1(G) — C sa

Q) = /G f@x@du(z), e Li(G).

Propozicija 4.1.2. x — (, je bijekcija sa G na o(Ly(G)).

Dokaz: Prema jednostavnom prosirenju teorema 2.2.5. sa algebre Cy(G) na algebru L, (G)
za svaki karakter y € G je (, nedegenerirana reprezentacija Banachove x—algebre L;(G) na
jednodimenzionalnom prostoru. Dakle je ¢, € o(L;(G)).

Pretpostavimo da su y, x’ € G takvi da je ¢, = (. Posebno, tada su ¢, i (v ekvivalentne
reprezentacije od Li(G). Prema tvrdnji (e) teorema 2.2.5. tada su x i x’ ekvivalentne reprezentacije
od G. No to znaci x = x’. Time je dokazano da je preslikavanje x — ¢, injekcija.

Napokon, tvrdnja o surjektivnosti slijedila bi neposredno iz bijektivnosti skupova ireducibilnih
reprezentacija u teoremu 2.2.5. kad bismo znali da je svaki ¢ € o(L1(G)) *—homomorfizam, tj.
da je C(f*) = C(f), Yf € L1(G), ali to nije a priori jasno. Stoga moramo surjektivnost dokazati
neovisno o teoremu 2.2.5. U tu svrhu koristit ¢emo netrivijalnu ¢injenicu iz teorije mjere, a to je
eksplicitni opis dualnog prostora L (G, )’ Banachovog prostora L (G, it). To je prostor Lo (G, )
svih klasa ekvivalencije izmjerivih funkcija ¢ : G — C koje su bitno ogranicene, tj. za koje postoji

67
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zanemariv skup N C G, takav da je restrikcija |(G\ N) ogranic¢ena; spomenute klase ekvivalencije
su klase u odnosu na relaciju ekvivalencije:

PRSK ) — skup {x € G; p(x) # ¥(x)} je zanemariv.

Pri tome za skup kazemo da je zanemariv, ako je njegov presjek sa svakim kompaktnim skupom
mjere 0. Nadalje, podskup S kompaktnog skupa je mjere 0, ako za svaki ¢ > 0 postoji f € C; (G)
takva da je f(z) =1 Vo € Sipu(f) <e. Norma || - || na prostoru L (G, i) zadana je ovako:

|¢lleo = Inf M (i), M(p) ={M € R; skup {z € G; |p(x)| > M} je zanemariv }.

Svaki ¢ € Loo(G, pt) definira element &, € Ly (G, )" ovako:

E(f) = /G o@)f@du(e), | e LG, p).

Tada je ¢ — &, izometricki izomorfizam Banachovog prostora L. (G, 1) na dualni prostor Ly (G, p1)’,
Banachovog prostora L1 (G, p).
Neka je ¢ € o(L1(G)). Tada je ¢ neprekidni linearni funkcional na L;(G) i njegova je norma
<1, .
CHI< Sl Ve Li(G).

Neka je ¢ € Loo(G, p) takva da je ¢ = &, tj.

¢(f) = /G o@) f@)du(e), | e LG, p).

Za svaku funkciju g € Li(G, 1) tada imamo

() /G o(@)g(@)dpu(z) = C(F)C(g) = C(f + g) =

= [ [ etst e@ant@ant) = [ coutateiin),

Buduéi da je g € Li(G, p) proizvoljna, slijedi da funkcije ((f)p 1 x — ((A.f) predstavljaju isti
element od L. (G, p), odnosno, razlikuju se samo na zanemarivom skupu. Funkciju ¢ mozemo
sada redefinirati (tj. promijeniti na tom zanemarivom skupu) tako da bude

COnf)
G

Tada je ¢ neprekidna, buduéi da je ¢ neprekidni linearni funkcional na L;(G, i) i buduéi da je
po propoziciji 1.5.4. preslikavanje x — A, f sa G u L1 (G, 1) neprekidno. Sada imamo za bilo koje
r,y € G

o(xy)C(f) = (e f) = CAALS) = o(2)p(y)C(f) = o(ry) = w(x)p(y).

Napokon, ¢ (z") = p(z)" Vn € Z, a kako je funkcija ¢ ogranicena, zakljuéujemo da je |p(z)| =1
Vr € (G. Prema tome, ¢ je neprekidni homomorfizam grupe G u grupu 7.
Treba jos samo uociti da je ¢ = &, = (.

T e (.

p(z) =
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Propozicija 4.1.3. ( — (|L1(G) je homeomorfizam sa o(C*(G)) na o(Li(G)).

Dokaz: Ocito je ¢ — (|L1(G) preslikavanje sa o(C*(G)) u o(L1(G)). Ono je injektivno, jer je
L,(G) gusta podalgebra od C*(G). Neka je £ € 0(L;1(G)). Prema propoziciji 4.1.2. tada je £ = ¢,
za neki y € G, dakle je & x—homomorfizam algebre L;(G) u C. Prema teoremima 2.2.5. 1 2.2.7. ¢
se jedinstveno prosiruje do x—homomorfizma ¢ : C*(G) — C. Dakle, £ = (|L1(G) i ( € o(C*(Q)),
i time je dokazana surjektivnost preslikavanja ¢ — (|L;(G) sa o(C*(G)) na o(L1(Q)).

Neka je ¢ limes hiperniza ((;)ie; u o(C*(G)). Tada je

() =lm G(f)  YFEC(G) i posebno, Vf € Ly(G).

Slijedi da je ¢|L1(G) limes hiperniza ((;|L1(G)),c; w0 (L1(G)). Time je dokazano da je preslikavanje
¢+ C|L1(G) sa o(C*(G)) u o(L1(G)) neprekidno.
Pretpostavimo sada da je ((;)ic; hiperniz u o(C*(G)) i ¢ € o(C*(G)) i da vrijedi

CILi(G) =lim GIL,(G)  u o(Li(G)),
tj. da je
P =Tm () Vf € ()
Neka je g € C*(G) i e > 0. Izaberimo f € L;(G) tako da u C*(G) vrijedi

lg =Sl <

Wl ™

Nadalje, neka je ig € I takav da vrijedi

i€l izip = )-GOz

Zat1 € 1,1 > 1y, imamo
¢(g) = Gi(9)] < [¢(g) = SN+ [CNGNT +16G(f) = Gilg)l =
= |Clg = DI+ 1) =GN+ G = 9l < 2(f =gl +1C(f) = Gl < e

Time je dokazano da je

¢lg) =lim Gi(g) Vg e C7(G)

tj. da je
C=lmG o o(CH(Q))

Prema tome, ¢ — (|L1(G) je homeomorfizam sa o(C*(G)) na o(L;(G)).

Na osnovu propozicija 4.1.2. i 4.1.3. vrsimo identifikaciju G = 0(L1(@)) = 0(C*(G)). Posebno,
umjesto uvedene oznake ¢, upotrebljavamo x € G i kao oznaku za pripadne karaktere algebri
L,(G) i C*(G). Na taj na¢in G postaje lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor.

Propozicija 4.1.4. Preslikavanje (x,z) — x(x) sa G x G uT je neprekidno.

Dokaz: Neka je (xo,20) € G x G. Izaberimo f € Cy(G) tako da je xo(f) = 1. Sada za
proizvoljan par (x,z) € G x G imamo

|X()\J?f) - XO()‘mof” < |X(/\xf) - X(/\xof)| + |X()‘J30f) - XO()‘Jiof)| =
= |X()‘zf - )‘zof>| + ‘X()‘xof> - XO()‘xof)‘ < ”)‘If - )‘xole + ‘X()‘xof) - XO()‘Iof)‘
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Odatle slijedi da je preslikavanje (x, ) — x(A.f) neprekidno sa G x G u C u tocki (X0, To)-
Nadalje, preslikavanje x — x(f) je neprekidno sa G uC1i xo(f) = 1 # 0. Prema tome, preslikavanje

X(Aef)

bo2) = x(f)

= x(7)

sa G x G u C je neprekidno u tocki (X0, Z0)-

Teorem 4.1.5. (a) Topologija prostora G promatranog kao prostor funkcija na G je topologija
lokalno uniformne konvergencije (tj. uniformne konvergencije na svakom kompakinom pod-
skupu od G).

(b) G je lokalno kompaktna grupa.

Dokaz: (a) Neka je (x;)ie; hiperniz u G'i xo € G.

Pretpostavimo da hiperniz (x;);c; konvergira lokalno uniformno prema xo, tj. da za svaki
kompaktan skup K C G hiperniz restrikcija (x;|K);cx konvergira uniformno prema restrikciji
Xo|K. Neka je f € Cy(G). Tada je Supp f kompaktan skup pa slijedi

/f ) xo(z)dpz —hm/f 2 (e)dp(a) = lim ().

el

Buduéi da je Cy(G) gusto u C*(G), kao u dokazu proporzicije 4.1.3. slijedi da hiperniz (x;)ier
konvergira prema yo u G = o(C*(G)).

Pretpostavimo sada obratno da hiperniz (x;);c; konvergira prema yo u odnosu na topologiju
od G. Neka je K C G kompaktan skup i € > 0. Stavimo

W ={xeG |x(z)—xo(x)] <eVeeK}

Bududi da je prema propoziciji 4.1.4. preslikavanje (x, x) — X () neprekidno na G x G, pomocu
leme 1.2.1. zakljucujemo da je W otvoren skup u G. Bududi da je xo € W, W je okolina tocke xo
u prostoru G. Prema tome postoji ig € I takav da ¢ > iy = x; € W, tj. da vrijedi

i > i = Ixi(z) — xo(z)| <e VzeK.
Dakle, hiperniz restrikcija (x;|K);c; konvergira uniformno prema restrikciji xo| K.

(b) Buduéi da je x1(x) = x(z), ocito je invertiranje y — x ! sa GuG neprekidno. Neka su

Xo0s X0 € G, neka j je K C G kompaktan skup i neka je € > 0. Ako su y, ¥’ € G takvi da j je

IX(z) = xo(z)| < i I (@) = xol@) < Vr € K,

DO ™
DN ™

onda za x € K imamo
|0x) () = (xoxo()] < Ix(2)X (@) = xo(z)X ()] + [xo(2)x'(z) — xoxp(2)| =

= x(@) = xo(@)[ - X' (2)] + [xo(@)] - [X' (%) = x0(@)] = [x(z) = x0(2)] + [X'(2) = xo(2)] < 5 o 5 N

Prema tome, ako y tezi prema Yo i ako X’ tezi prema Xo, onda xx’ tezi prema xoxp. Time je
dokazano da je i mnozenje (x,x’) — xx sa G x G u G neprekidno.

Lokalno kompaktna grupa G zove se dualna grupa grupe G.
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Propozicija 4.1.6. Za x € G definiramo n(x) : G —T sa

Tada je n(z) € Gi n:G— G je neprekidni injektivni homomorfizam.

Dokaz: Buduéi da je svaki jednoclan skup {x} kompaktan, preslikavanje n(x) : x — x(z) je
neprekidno sa G uT. Ocito je to homomorfizam grupa. Dakle, vrijedi n(x) € G, Vz € G. Nadalje,

direktno se provjerava da je n : G — G homomorfizam grupa.
Dokazimo injektivnost. Neka su z,y € G, x # y. Tada postoji [ € Cy(G) takva da je
Mo f # Ay f. Co(G) je podalgebra od C*(G), a algebra C*(G) je izomorfna sa C'(G) ako ima jedinicu,

A ~

odnosno sa C(G) ako nema jedinicu. Stoga postoji x € G takav da je (A f) (x) # (Ayf) (X), tj.
XAef) # XA ), ti- x(@)x(f) # x(y)x(f). No tada je x(f) # 0 i slijedi x(z) # x(y), odnosno,
()] (x) # [n(y)](x). Dakle, je n(z) # n(y) i dokazana je injektivnost preslikavanja 7 : G — G.

Treba jos dokazati da je preslikavanje n : G — G neprekidno. Neka je (z;);e; konvergentan
hiperniz u G i neka je o € G njegov limes. Prema tvrdnji (a) teorema 4.1.5. primijenjenoj na
Abelovu lokano kompaktnu grupu é, treba dokazati da za svaki kompaktan podskup K C G
hiperniz restrikcija (n(x;)| K );er konvergira uniformno prema restrikciji n(xo)| K, odnosno da je

lir? x(x:) = x(z0) uniformno u odnosu na x € K.
1€

Neka je € > 0. Prema propoziciji 4.1.4. za svaki x € K postoje otvorena okolina V) od x u G i
otvorena okolina W, od zy u G takve da vrijedi

(X, 2") € Vi x Wy = X' (") — x(wo)| <

DN ™

Odatle slijedi
(2) (W) EVix Wy = ()~ ") <.
K je kompaktan, pa postoje n € N i x1,x2,...,xn € K takvi da je
KCV,uV,U---uV,, .

Stavimo

W=w, nW,,n---NnWwW,,.
Tada je W okolina od zy u G. Neka je 1y € I takav da vrijedi

1el, 1>1 - x; € W.

Neka je sada x € K proizvoljan. Tada je x € V,, zaneko j € {1,2,...,n}, a vrijedi i 29 € W,,.
Dakle, za i > iy je |x(z;) — x(z0)| < e. Time je dokazano da vrijedi

iel, 1> = IX(2:) — x(20)| Vx € K.

Propozicija 4.1.7. Ako je G kompaktna Abelova grupa i p je normirana Haarova mjera na G,
dualna grupa G je ortonormiran skup u Lo(G, p).
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Dokaz: Ako je y € G, onda je |y(z)] = 1 za svaki 2 € G, pa imamo

IxI2 = /G (@) 2dps = 1.

Neka su sada y, € € G, x # €. Neka je 2 € G takav da je y(20) # &(z). Stavimo
w=x{=x{ed.

Zbog invarijantnosti Haarove mjere p nalazimo

(v]€) = /G (@)E@du(z) = /G w(z)du(z) = /G w(zoz)dp(z) = w(zo) / w(@)du(z) = wlzo)(xE).

el
Kako je w(zo) = x(20)€(w0) ! # 1, slijedi (x]¢) = 0.
Zadatak 4.1. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa. DokaZite da vrijedi:
(a) Ako je grupa G diskretna, onda je grupa G kompaktna.
(b) Ako je grupa G kompaktna, onda je grupa G diskretna.

Uputa: (a) Za diskretnu grupu je Banachova algebra L;(G) unitalna.
(b) Dokazite da je {x € G; |u(x)| > 3} otvoren podskup od G, a zatim koristite propoziciju
4.1.7.

Zadatak 4.2. Promatramo R kao aditivnu grupu. Za § € R definiramo x¢ : R — T sa
xe(w) = ™47, z € R.
Dokazite da je § — x¢ 1zomorfizam © homeomorfizam sa R na R.

Uputa: Za dokaz surjektivnosti uocite da za x € R vrijedi x(0) = 1, pa postoji a > 0 takav
da je A= [ x(t)dt # 0. Sada iz

zakljucite da je funkcija x diferencijabilna, izvedite za nju diferencijalnu jednadzbu prvog reda i
rijesite je.

Zadatak 4.3. Za n € Z definiramo x,, : T — T sa xn(a) = ", a € T. DokaZite da je n — xy
izomorfizam i homeomorfizam sa Z na T.

Zadatak 4.4. Za o € T definiramo xo : Z — T sa xo(n) = o, n € Z. DokaZite da je o — Xq
1zomorfizam © homeomorfizam sa T na Z.

Zadatak 4.5. Neka je Zy = {0,1,....k — 1}(= Z/kZ) aditivna grupa cijelih brojeva modulo
ke N. Zam € Zy, definiramo X, : Zx — T sa

2mimn

Xm(n) =¢ &, n e 7.

Dokazite da je tada m v+ X, izomorfizam grupe Zi na grupu L.
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4.2 Konvolucija na unimodularnoj grupi

Neka je u daljnjem G proizvoljna lokalno kompaktna grupa (ne nuzno Abelova pa cak, za sada,
ne nuzno unimodularna) i neka je p desna Haarova mjerana G. Zax € G i f € Ly(G, 1) definirano
je \of € L1(G, 1) sa

Aef)y) = fa™y),  yeG.

U dokazu propozicije 1.5.3. vidjeli smo da je uslucaju f € Cy(G) preslikavanje z — A, f neprekidno
sa G u Ly(G,1). Bududi da je A\, : L1(G, 1) — Li(G, 1) izometrija i bududi da je Cy(G) gusto
u Ly(G, 1), odatle slijedi da je preslikavanje = +— A, f sa G u Li(G, i) neprekidno i za svaku
f S Ll(G, ﬂ) :

Aaf = Afll < Aaf = Aeglls + [Aeg = Ayglls + 1Ayg = Ay fll = 201 = gll + 1Aeg — Ayl
Neka je sada 7 unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H. Tada je
TAef) =m(@)n(f), wed, [eli(Gp)
Bududéi da je operator m(x) unitaran, slijedi
el = I7(Al,  2€G, feLi(G ).
Sjetimo se da je C*(G) popunjenje algebre Ly (G, fi) po normi || - || zadanoj sa
gl = sup{||7(g)||; = unitarna reprezentacija grupe G}.

Slijedi
N fll=NfIl, ze€G, fe LG p).

Prema tome, A\, se prosiruje do izometrije A, : C*(G) — C*(G). Kako je podalgebra L(G, 1)
gusta u C*(G) i ||fll < fllh, Vf € Li(G, 1), slijedi da je x — A, neprekidno sa G u C*(G)
Vo € C*(G). Nadalje, takoder zbog gustoée nalazimo da je Ay = Ao (A\y), 2,y € G, p € C*(G).

Za p € Co(G) i f € Lo(G, 1) imamo
T(p)f =@ * [ € La(G, 1)
gdje je
¢+ 1)@ = [ o) adida), e,
Za p € C*(G) 1 f € Ly(G, 1) definiramo ¢ * f € Lo(G, 1) sa
@ f=m(p)f.

Tada je
I * fllz = llme() fll2 < llme(@) - Lfll2 < [lll - [ £1]2-

Posebno, (¢, f) — ¢ * f je neprekidno bilinearno preslikavanje sa C*(G) x Lo(G, i) u Lo(G, 1).

Zadatak 4.6. Neka je I skup svih kompaktnih okolina od e uw G promatran kao usmjeren skup
parcijalno ureden obrnutom inkluzijom. Za svaku i € I izaberimo ¢; € Cf (G) takvu da je

Suppe; Ci i /@z‘(x)d/l(17):1'
G
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Dokazite da tada vrijedi

lim [[f s [l =0 Y € Li(G. )

lm [[f i fla=0 Y € Ls(G. ).

Do konca ovog odjeljka pretpostavljamo da je grupa Q unimodularna, dakle ji = pu.
Pisat ¢emo L1(G) = L1(G, n) i Ly(G) = Lo(G, ). Tada je f +— f izometrija sa Li1(G) na L1(G) i
sa Lo(G) na Ly(G).

Neka je 7 unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H. Neka je H konjugiran
prostor od H; kao aditivna grupa H se podudara sa H; mnozenje skalarom o € C definirano
je sa a - & = @ag; skalarni produkt je (¢|n)z = (n|€)n. Za x € G definiramo 7(z) : H — H sa
7(z) = w(r). Tada je T unitarna reprezentacija grupe G na Hilbertovom prostoru H i zove se
konjugirana reprezentacija reprezentacije 7. Za f € L1(G) i £, n € H = 'H imamo

€|77H—/f (@)€ln)dp( /f (Elm(@)myndu(z) =

/ F (@) @@l rdpn(z) = ()l

Odatle je H@(f)” = [[7(f)|, pa slijedi da je za C*—normu ||f|| = ||f|| Vf € Li(G). To pokazuje
da se f +— f prosiruje do linearne izometrije ¢ — ¢ sa C*(G) na C*(G). Ocito je
(pxe) =dxp,  ¢=¢,  pPeli Q)
Analogno kao prije A, sada se i p, prosiruje do izometrije p, : C*(G) — C*(G). Ponovo je
x — pyp neprekidno sa G u C*(G) Vo € C*(G). Takoder, vrijedi pyyp = ps(pyp) za z,y € G i
v € C*(Q).
Za p € Co(G) 1 f € Lao(G) znamo da je

T (o) f = f = .
Stoga za ¢ € C*(G) i f € Ly(G) definiramo
fro=m(Q)f.
Zadatak 4.7. Neka su o, € C*(G) i f € Ly(G). Dokazite da vrijedi
(@) If=ellz < 1fll2- llell-
(0) (@ f)xth = (fx1).

Uputa: Za dokaz tvrdnje (b) iskoristite da je my(x)m.(y) = m.(y)m(z) Vz,y € G i odatle
izvedite da vrijedi my(@)m- (1) = m-(¥)me().

Propozicija 4.2.1. Neka su f,g € Ly(G).

(a) Za svakixz € G je y— f(y)g(y~'x) funkcija (tocnije klasa funkcija) iz Li(G).
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(b) Stavimo
(f-gX@==/ ﬂw9@%ﬁwQD, red.
G
Tada je f o g € Coo(G) i vrijedi
[(feg)@)| < [Ifll2-llgll:  VzeG.

Posebno, (f,g) — feg je neprekidno bilinearno preslikavanje sa Ly(G) X Lo(G) u Banachov
prostor Coo(G).

(¢) Ako je ili f € L1(G)N La(Q) ili g € L1(G) N La(G) onda je fog € La(g) i u prostoru La(G)
vrijedi jednakost

feg=TFfxg

Dokaz: (a) Imamo f(y)g(y'x) = (f-X\2g)(y). Buduéi da je g € Ly(G) i grupa G je unimodu-
larna, to jei g € Lo(G), dakle je i A\.g € Lo(G). No produkt po tockama dvije funkcije iz Ly (G) je
element prostora L;(G), dakle, f - \,g € L1(G), odnosno, y — f(y)g(y~'z) je funkcija iz L;(G).

(b) Kako je prema dokazu (a) f(y)g(y~'z) = (f - A\29)(y), to je

(f o 9)(@)| = [(fIXa)] < I fll2 - IXadllz = 1 fll2 - gl
Neka su sada (fp,)nen 1 (gn)nen nizovi u Cy(G) koji u Lo(G) konvergiraju prema f i g. Dakle,

Tada je f,, ® g, = fn * gn € Co(G). Za bilo koji z € G imamo

<A = falda@) |+ [(fal Al = 9 ) < IF = fullz - llgllz + 1 fall2 - [lg = gall2.
Odatle slijedi da je

(feg)(x)= lim (fn* gn)(x) uniformno po z € G.

Kako su f, * g, € Co(G), zakljué¢ujemo da je f e g € Coo(G).
Napokon, iz dokazanog je

1feglloe < fall-Ngll2s  fr9 € La(G).

Dakle, (f,g) — f g je neprekidno bilinearno preslikavanje sa Ly(G) X Ly (G) u Banachov prostor
Coo(G).
(c) Dokazat ¢emo najprije sljedecu tvrdnju:
Ako je f € L1(G)N La(G), onda postogi niz ( fr)nen u Co(G) kogi konvergira prema f i u L (G)
i u Ly(G)
T [1f = full = L [1f — full =0

Neka su I i (y;)ier kao u zadatku 4.6. Za n € N izaberemo i,, € I tako da je

1 1

o s f=flh< - i len s f=fl<=.

n
Stavimo
gn:¢zn*f:§pzn.f, n € N.
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Kako je f € Ly(G) znamo da je i g, € Lo(G). Nadalje, ¢;,, f € L1(G), pa je takoder g, € Li(G).
Napokon, prema tvrdnji (b) vrijedi i g, € Coo(G). Dakle, (g5 )nen je niz u Coo (G) N L1 (G) N Ly (G).
Sada za svaki n € N izaberimo h,, € Cy(G) tako da bude

1
1 = gnlly < —
n

Neka je K,, C G kompaktan skup takav da je Supph, C K, i da vrijedi

1
reG\K, — |gn(:p)|§ﬁ

Izaberimo sada za svaki n € N funkciju ¢, € Cy(G) takvudaje 0 <, <1ig,(z) =1 Vo € K,.
Napokon, neka je f, = ¥,g, € Co(G).
Provjerit ¢emo sada da niz (f,,),en zadovoljava tvrdnju koju dokazujemo. Za svaki z € G i za
n € N je
(@) = gn(2)| = |gn(2)|(1 = Pn(2)) < [gn(z)],

jer je 0 <1 —1, <1, atakoder i

(@) = gn(2)] = |gn(2)|(1 = tn(x)) <

1
n’
jerzax € K, jel—1,(z) =0,azaz € G\ K,jel—1p(z) <1ilg,(z) <2+ Sadaimamo

rekK, = |ful@) = gu(2)| = 0 < [hn(z) — gn(2)],

reG\K, = [fulx) = gn(@)] < |gn(@)] = gn() = hn()],
jer je Supp h,, C K,,. Odatle je

1 1
_ < = ; _ —
1fal2) =@l =~ 1 lfa = galleo <
Slijedi
1 1
G n n
dakle,
1
an _gn||2 S .
n
Odatle je
2 2
1o = Flls < 1o = gully + llgn = flls < 1o = Fllz < Wl fu = gallz + llgn = fll2 <

i time je tvrdnja dokazana.

Pretpostavimo sada da je f € Li(G) N La(G) i g € Lao(G). Neka je (fn)nen niz u Co(G) koji
tezi prema f i u Li(G) i u Ly(G). Tada je f, * g = f, ® g. Nadalje, prema razmatranjima prije
zadatka 4.6. imamo

1f#9 = Faxglla =0 = fa) x glla < [1F = Full - llgllz < W = fulle - llgll2,

a prema tvrdnji (b) je

1fog—fuxglloe=I(f= ) o gl < IIf = fullz- llgll2-



4.2. KONVOLUCIJA NA UNIMODULARNOJ GRUPI 7

Prema tome je
frg=lim faxg uLy(G) i feg=1lim foxg u Cx(G).
Odatle slijedi f @ g € Lo(G) i u Lo(G) vrijedi jednakost feg= fx*g.
U daljnjem ¢emo sa A(G) oznacavati potprostor od L;(G) razapet sa

{f*g; f.ge€ Li(G)N La(G)}.

Zadatak 4.8. Dokazite da su Li(G) N Lo(G) i A(G) obostrani ideali v algebri Ly (G) i da je
A(G) C Li(G) N Ly(G) N Coo (G).

Lema 4.2.2. Postoji hiperniz (¢;)ic; uw A(G) N Cy (G) takav da vrijedi
1}6%1 [f=wixflli=0  VfeL(G) U 1116%1 If —¢ix flla=0  Vfe L(G).

Posebno, A(G) je gusto i u L1(G) i u Ly(G). Nadalje, A(G) je gusto u C*(G).

Dokaz: Neka je I skup svih kompaktnih okolina od e u G. Za ¢ € I izaberemo okolinu U; od
e takvu da je U7 C i i izaberemo 1; € Cf (G) takvu da je Suppv; C U; idaje [, bs(x)dp(z) = 1.
Stavimo ¢; = 9; * 1;, i € I. Tada je ¢; € A(G) N CS(G), Suppyp; € U? C i i zbog lijeve
invarijantnosti mjere p vrijedi

[ ewanta) = [ | [ ot >]du<>
/wz [/wzyxdu ]du /wz e

Sada iz zadatka 4.6. slijedi
1}6%1 1f=wix flli=0 Vf € Li(G) i 11161? 1f—wi* flla=0 VI € Ly (G).

Napokon, gustota A(G) u C*(G) slijedi iz gusto¢e A(G) u Li(G), iz gustoée Li(G) u C*(G) i iz
1IN < [ flle Vf € Li(G).

Zadatak 4.9. Neka je f € A(G). Tada su o — @ * [ i o — f %@ neprekidni linearni operatori
sa C*(G) u Coo(@Q).

Uputa: Moze se pretpostaviti da je f = f1 x fo gdje su fi, fo € L1(G) N La(G). Sada koristite
tvrdnje (b) i (¢) propozicije 4.2.1.
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4.3 Fourierova transformacija

U cijeloj ovom odjeljku G je Abelova lokalno kompaktna grupa.

Definiramo izometricke izomorfizme C*—algebri F, F : C*(G) — Coo(G) na sljededi nacin:

Ff=Ff  Ff=1 ti. (FH)=Fx"), xed.

Podsje¢amo da smo izvrsili identifikaciju G = o(C*(G))(= Ll(G))Z. Nadalje, f je oznaka za
Geljfandov transformat elementa f € C*(G), a to je funkcija iz Coo(G). Za f € Li(G)ix € G
dobivamo integralne formule:

FNe) = F00) = x() = /G 3 (@) F()dp(z),

(FHOO =T =X‘1(f)Z/Gx‘l(w)f(w)du(l’)Z/Gmf(w)du(w)

Ako postoji moguénost dvojbe, pisat éemo Fg i Fg umjesto F i F. Restrikcija F|Li(G) zove
se Fourierova transformacija a F|L,(G) Fourierova kotransformacija na grupi G. To su
neprekidni injektivni *—homomorfizmi Banachove algebre L;(G) u Banachovu algebru Coo(Q).
Podsje¢amo da je produkt u L;(G) definiran kao konvolucija

/f oy )du(x),  f.geLi(G), z€GC,

au C’oo(é) je produkt definiran kao mnozenje po tockama

()(X) = e()U(X), w0 € Cx(G), x€G.

Involucija je u obje algebre definirana pomo¢u kompleksnog konjugiranja, a u slucaju L;(G) i
invertiranja

@) =f), ) =9¢k), [eL(G), 2€G, pelx(G), yeq.

Napomenimo jos da se moze dogoditi da je grupa G kompaktna i tada je C’OO(G) = C’(é) Pokazat
¢emo kasnije da je to tako ako i samo ako je grupa G diskretna.

Zadatak 4.10. Neka suz € G, x € G i f € Li(G). Dokazite
(@) [FQHI00 =x@)(FH00) i [FOHI00) = x(@)(FF) (0

(0) FOxf) = M(Ff) i Fxf) = 1 (Ffx).

Neka je kao i prije A(G) potprostor razapet sa svim funkcijama oblika f % g gdje su
f,9 € L1(G) N Ly(G). Dokazali smo da je to ideal u L;(G) sadrzan u Li(G) N Ly(G) N Coo(G).
Nadalje, A(G) je gusto u L1(G), u Ly(G) i u C*(G).

Lema 4.3.1. Za x € G i f € A(G) je xf € A(G).

Dokaz: Lemu je dovoljno dokazati za f = g * h, gdje su g,h € L1(G) N Ly(G). Tada je za
red

() (@) = [x(g * W))(x) = /G W@)g(y)h(y2)du(y) =

= [ xwant 2t a)ant) = () * (h)a).
Kako je x : G — C neprekidno i |x(x)| =1 Va, slijedi xg, xh € L1(G) N La2(G), dakle, xf € A(G).
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Propozicija 4.3.2. Za svaku funkciju f € A(G) postoji jedinstvena ogranicena mjera jiy na G
takva da za svaki element o € C*(G) vrijedi

(0% f)(e) = /G (Fio) (x) oy (x)-

Napomena: Mjera v na lokalno kompaktnom Hausdorffovom topoloskom prostoru 1" zove se
ograniCena mjera ako se linearni funkcional v : Cy(T) — C produljuje do ograni¢enog linear-
nog funkcionala na Banachovom prostoru C (7). U tom slucaju se i to (jedinstveno) prosirenje
oznacava sa v. Evidentno je da je za svaki ogranic¢en linearni funkcional v na Banachovom pros-
toru Cu(T) njegova restrikcija v|Co(T") mjera na T. Stoga pojam ogranicena mjera na T mozemo
identificirati s pojmom ograniceni linearni funkcional na Banachovom prostoru Cu(T).

N

Dokaz: F je izometrija sa C*(G) na C(G). Prema zadatku 4.9. preslikavanje
Fo — (px f)(e) je neprekidni linearni funkcional na C(G), tj. ograni¢ena mjera na G.

Teorem 4.3.3. (a) Postoji jedinstvena mjera v na G takva da je
pp = (Ff) v Ve AG)

(b) Za f € Li(G) i g € AG) je
[ EN0ED 0@ = [ f@aa i),

(¢) Za f € A(G) je Ff € Li(G,v) N Lo(G,v) i | Ffll e = I1f o).
(d) v je Haarova mjera na grupi G.
Dokaz ¢emo provesti putem niza pomoc¢nih tvrdnji.
Lema 4.3.4. Ako su f,g € A(G), onda je (Ff) - py = (Fg) - ps.

Dokaz: Za ¢ € C*(G) imamo redom

(FF) - mel(Fep) Z/é(fso)(x)(ff)(x)dug(x) Z/é[(fso)-(ff)](x)dug(x) =

— [ 1P D000 = (e ) +gl(e)

G
Zamjenom uloga f i g dobivamo

[(Fg) - 1us](Fo) = [(w* g) * fl(e).

Medutim, grupa G je komutativna, pa je (¢ % f) x g = (¢ * g) * f. Tvrdnja slijedi jer je

~

Coo(G) = F(C(G)).
Lema 4.3.5. Za f € A(G) stavimo
Qp = Int(Supp Ff) = {x € G; (Ff)(x) # 0}.

Tada je {Qy; f € A(G)} otvoren pokrivaé od G.
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Dokaz: Doista A(G) je gusto u C*(G), pa je F(A(G)) gusto u Cso(@). Slijedi da za svaki
X € G postoji f € A(G) takva da je (Ff)(x) # 0, tj. x € Q. Dakle, unija otvorenih skupova €,
f e A(G), je citav prostor G.

Lema 4.3.6. Za f € A(G) neka je & karakteristicna funkcija skupa Qp. Tada je Ef - puy = piy.
Dokaz: Za g € A(G) imamo redom zbog leme 4.3.4.

(&5 - 1y) (Fg) = / €400 (Fg) 00 duy (x / £ 00AI(F) - () = /G & 00AIFS) - gl (x) =

/ SONFNC 0 = | (FF)dng(x) = /(Fg)( )dps(x) = s (Fg)-
Tvrdnja slijedi, jer je A(G) gusto u C*(G), pa je F(A(G)) gusto u F(C*(G)) = C(G).
Lema 4.3.7. Za f € A(G) definiramo mjeru vy na Qy sa

1
Ve = m *(per[€2y).

Postoji mjera v na G takva da je v|Qp=vp Vf e AG).

Dokaz:Prema lemama 4.3.4. 1 4.3.6. je v/|Q; N Qy = 1,|Qr N Q, Vf g€ A(G). Bududi da je
prema lemi 4.3.5 {Qf; f € A(G)} otvoren pokriva¢ od G tvrdnja slijedi.

Dokaz teorema 4.3.3.: (a) Neka je v mjera na G iz leme 4.3.7. Za f € A(G) je tada

§pp=pp 1 &G(Ff)v=(Ff) v

Nadalje,
(Ff)-vl|Q = [(F)Q] - vy = sl Q.

Odatle slijedi (Ff)-v = pus. Posebno je Ff € Li(G,v) Vf € AG).

Treba jos dokazati jedinstvenost. Neka je v, druga takva mjerana G. Tada je (Ff)-v = (Ff)-n
Vf e A(G), paje v|Qr =1n|Qy Vf e A(G). Sada iz leme 4.3.5. slijedi v = 1.

(b) Za f € Li1(G) i g € A(G) imamo

/@ (FHO)FD )W) = 1g(FF) = (f * g)(e / f(a ().

(c) Neka je f € A(G). Tada znamo da je Ff € Li(G,v). Nadalje, Ff € Cx(Q) pa je
Ff € Ly(G,v). Primijenimo sada (b) za g = f*. Dobivamo

11z /\f )*dp(x /f (z) = /G(ff)(x)(fg)(x)dV(x):

- [FEntoEnw /|ff Pav(x) = 1F 12, .0

(d) 1z (c) slijedi da je v pozitivha mjera na Gidajev #0. Nekasu f,g € A(G)1x € G.
Prema (b), prema lemi 4.3.1 i prema tvrdnji (b) u zadatku 4.10. imamo redom

V(Ff - Fg) = /G F(@)g(a)dpu() = /G () (@) (xg) () dpu() =



4.3. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 81

= v(FS) - F(x9)) = vIN(F ) - M (Fg) = vNF [ - Fg)) = M) (Ff - Fyg).
Prema tome je
pi(Fg) = (Ff)- Aw)I(Ff) Vg e AG).
Bududi da je F(A(G)) gusto u Co(G), odatle slijedi
pp= (FP-Oyw) V€ AG)

1z jedinstvenosti u (a) slijedi A
V= A1V Vx € G.

Dakle, v je Haarova mjera na G.

Za Haarovu mjeru v na dualnoj grupi G iz prethodnog teorema kazemo da je dualna ili
pridruzena Haarovoj mjeri g na G. U daljnjem ¢emo pisati

v =[.

Zadatak 4.11. Zamijenimo i sa j1; = ap gdje je a > 0. Neka je Fy Fourierova transformacija u
odnosu na Haarovu mjeru py @ %1 konvolucija uw odnosu na py. DokaZite da je tada

(a) Fif = aFf za svaku f € Li(G) = Ly(G, ).
(b) f#19=af g za bilo koje f, g € Li(G) = Li(G, y).
¢) () = iy za svaku f € Li(G) = Ly(G, py).

d) (ap) = Lt

Ako su T; i T, lokalno kompaktni prostori, onda je i Kartezijev produkt 77 x 75 lokalno
kompaktan prostor. Za funkcije f; : Ty — C i fo : To — C neka je f; x fo : T x Ty, — C funkcija
definirana sa

(
(

(f1 X f2)(t1, t2) = fi(t1) fa(t2) (t1,t2) € Th x Ts.

Nadalje, ako su 7 i o mjere na 7T i T, onda sa pq X o oznacavamo jedinstvenu mjeru na 77 x 15
takvu da vrijedi

(1 x p2)(fi X fo) = ma(fr)pa(fe)  Vfi € Co(Th) i V2 € Co(T3).

Posebno, G x G je lokalno kompaktna grupa i ocito je u x 1 Haarova mjera na G x G. 1z tvrdnje
(d) u zadatku 4.11. vidimo da ta Haarova mjera ne ovisi o izboru Haarove mjere 1 na grupi G. Ta
se mjera zove kanonska Haarova mjera na grupi G x G.

Teorem 4.3.8. (Plancherel) Za f € Li(G,u) N Ly(G,p) je Ff € Lo(G, ji). Preslikavange
f—= Ff sa Li(G,p) N Lao(G, i) u Lo(G, 1) jednoznacno se prosiruje do izometrickog izomor-
fizma Hilbertovog prostora Lo(G, i) na Hilbertov prostor Lo(G, fi).

Dokaz: Prema tvrdnji (¢) teorema 4.3.3. preslikavanje f — Ff je izometrija sa unitarnog
prostora A(G) C Ly(G, 1) u Hilbertov prostor Ly(G, ). Buduéi da je potprostor A(G) gust
u Hilbertovom prostoru Ls(G, ), ta se izometrija jedinstveno progiruje do linearne izometrije
® : Ly(G, 1) — Lo(G, fi). Pretpostavimo da je ®(Ly(G, 1)) # Lo(G, ). Tada postoji h € Ly(G, f2)
takav da je h # 01 Ff|h) =0 Vf € A(G). Dakle,

| ENeom0die =0 Vi € AG)
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Za f,g € A(G) imamo fxg € A(G) i F(fxg) = (Ff)-(Fg). Prema tome je

/ (FNOOEFEDROIdA) =0 Vi.g € AG).

G
Nadalje, R R
f e AG) — Ffe LG, ) = h-FfeLi(G,p).

Prema tome, h - Ff - i je ograniena mjera na G Vf € A(G). Prema gornjem je
(h-Ff-p)(Fg)=0  Vge AG).
Kako je F(A(G)) gusto u Co(G), slijedi
h-Ffii=0 tj. h-Ff=0 f—lokalno gotovo svuda na G Vf € A(G).

Buduéi da je {Q2; f € A(G)} otvoren pokrivac od G, slijedi da je h = 0 ji—lokalno gotovo svuda
na @, a odatle slijedi da je h = 0 u prostoru Lg(@, ft) suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija
dokazuje da je ®(Lo(G, 1)) = Lo(G, fi). Dakle, ® je izometricki izomorfizam Hilbertovog prostora
Lo(G, 1) na Hilbertov prostor Ly(G, i).

Neka je sada f € Li(G, 1) N Lao(G, ). Prema lemi 4.2.2. postoji hiperniz (f;)ie; u A(G) koji
tezi prema fiu Li(G,p) i u Ly(G, p). Tada je Ff; = @f;, pa slijedi

Of = lm;l Ffa u prostoru Ly(G, f1).
1€

Nadalje, [|f — fill < ||f — filli, pa (fi)ier tezi prema f iu C*(G). Kako je F izometrija sa C*(G)
na Co(G), slijedi A
Ff= llr? Fti u prostoru C(G).
S

Prema tome je Ff = ®f za svaki f € L1(G, ) N La(G, 1), a ne samo za f € A(G).

Dobivenu izometriju sa Ly(G, i) na Ly(G, ji) oznacavat ¢emo takoder sa F ili sa Fg i zvat
¢emo je takoder Fourierova transformacija. Sasvim analogno se F progiruje do izometrickog
izomorfizma sa Ly (G, 1) na Ly(G, ji). Oznacavamo je i dalje sa F ili sa F¢ i zovemo Fourierova
kotransformacija.
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4.4 Teorem dualiteta

I u cijelom ovom odjeljku G oznacava Abelovu lokalno kompaktnu grupu, s izuzetkom
leme 4.4.3., propozicije 4.4.7. 1 korolara 4.4.8. i zadatka 4.13. Nadalje, koristimo i sve oznake uve-
dene u prethodnoj tocki. Fiksirajmo Haarovu mjeru g na G i njoj dualnu mjeru j na G. Pisat

¢emo Ly (G, p) = Li(G), Lo(G, 1) = Lo(G), (G, 1) = Ly(G) i Ly(G, 1) = Ls(G).
Cilj nam je u ovoj tocki dokazati da je preslikavanje n — G, definirano sa

m(@)](x) =x(z), z€G, xeGq,

za koje smo u propoziciji 4.1.6. ustanovili da je neprekidni injektivni homomorfizam, u stvari
izomorfizam topoloskih grupa preko kojega se grupa G moze prirodno identificirati s dualnom
grupom njene dualne grupe.

Propozicija 4.4.1. (a) Ako je f € A(G), tada je Fof € Li(G) N Coo(G) C Ly (G) N Lo(G).
(b) Ako je f € Ly(G) takva da je Fof € Li(Q), onda je FpFaf € Cu (é) i vrijedi
f=FsFaf)on u prostoru Lo(G).

Dokaz: (a) Ako je f € A(G) C C*(G), tada je, naravno, Fof € Coo(G). Nadalje, za
g.h € Li(G) N Ly(G) su Fag, Feh € Lo(Q), pa je Falg x h) = Fag - Foh € Li(G). Kako
funkcije g * h, g,h € Li1(G) N Ly(G), razapinju prostor A(G), zakljucujemo da je Fof € Li(G)
Vf € A(G). Napokon, ako je g € L1(G) N Cx(G), onda je

/@ 900PAA0) < I9lle @ /G 1900100 = 9o @ 1911,

dakle, g € Ly(G). Prema tome, Li(G) N Cs(G) C Li(G) N Lg(@)
(b) Neka je f € Lo(G), takva da je Fof € Li(G). Stavimo F = Fgf. Kako je

Fa(Ly(G)) = Ly(G), zakljucujemo da je F € Ly(G)NLy(G). Nadalje, FuFof = FoF € Co(@),
jer je F' € L1(G) C C*(G). Stavimo

Y= (]_:Gfgf)on: (.TGF)OU.

Tada je ¢ neprekidna ogranic¢ena funkcija na G. Za g € L1(G) N Ly(G) imamo

[ seternte) = [ oo | [ x@F0di0| duto)

Funkeija (z, x) — g(2) F'(x)x () je integrabilna na G'x G u odnosu na mjeru u®ji, jer je g € Ly (G),
FeLi(G)i|x(x)| =1 Y(z,x) € G x G. Primjenom Fubinijevog teorema slijedi

[ st = [ Foo| [ x| dito = [ Fao) oF0dic.
Definiramo linearan funkcional ® : L;(G) N Ly(G) — C sa
®(g) = [ o@e@in@). g€ L(G)NLa(C).

Tada je
()| = |Fe91F) 1y | < 1Tl ey Fll ey = lgllzao |l
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To pokazuje da je funkcional ® ogranicen u odnosu na normu || - ||1,(e). Prema Rieszovom teoremu
postoji ¥ € Ly(G) takva da je

:/Gw(:p)g(x)d,u(x) Vg € Li(G) N Ly(G).

Iz definicije funkcionala ® sada slijedi da je ¢ = v, dakle, p € Lo(G).
Prema teoremu 4.3.8. imamo

/Gg(xﬁp(ff)dﬂ(ff) = (@) 120) = (Fe |F6T) 1) =

_ /G Fa7) 00 (Few) ()ditx) = /G (Feg) () (Fae) (O,

Prema tome, vrijedi

[ Fas) (0 1F00 - (Far) (01400 =0 ¥ € L(6) N 12(6),

Kako je Ly (G) N Ly(G) gusto u Lo(G), po Plancherelovom teoremu 4.3.8. je potprostor
{Fag; g € Li(G) N Ly(G)}

gust u Lg(é). Prema tome, u Lg(@) vrijedi jednakost F' = Fqp, tj. Fof = Fap. Po Plancherelovom
teoremu slijedi f = ¢ u Ly(G), a to je upravo tvrdnja koju dokazujemo.

Zadatak 4.12. Dokazite da za f € A(G) i x € G vrijedi
f(z) = / (@) (Fel) () di0x).
G

Uputa: Koristite tvrdnju (b) propozicije 4.4.1. 1 ¢injenicu da su funkcije f i (?@fgf) o
neprekidne.
Lema 4.4.2. Neka je skup T C G zatvoren i neka je x € G’\T Tada postoji f € L1(G) takva da
je (Faf) (x) =11 (Faf) [T =0.

Dokaz: Imamo

M (Faf)=Falx-f), x€d.
Dakle, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostamtl da je x = ¢ (jedinica u grupi G) Tada
e & T pa postoji kompaktna okolina U = U~! od & u G takva da je U?NT = (). Neka je H € C’*(G)
takva da je Supp H CU i H(e) > 0. Tada je F = Hx H € Cj (G), F|T =0, F(¢) > 0. Zamjenom
funkcije H nekim njenim pozitivnim multiplom, mozemo pretpostaviti da je F'(¢) = 1. Dokazat
¢emo sada da postoji f € L1(G), takva da je F' = Fgf. A

Imamo H,F € Cf(G) C Li(G) N Ly(G). Neka su h, f € Ly(G) takve da u prostoru Ly(G)

vrijede jednakosti

H = Fgh i F=Fqf.
Imamo tada f,h € Ly(G) i Fof, Fgh € Ll(é), pa je po tvrdnji (b) propozicije 4.4.1.

f=(FaF)on i h=(FgH)on u prostoru Ls(G).

Stoga je,
f=(FoF)on=[Fa(HxH)]on=[(FsH) (FsH)] on=
= [(FeH)on] - [(FeH) on] =h-h e Li(G),
jer je h € Ly(G).
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Trebat ¢e nam sljedeca topoloska ¢injenica o podgrupama lokalno kompaktnih grupa:

Lema 4.4.3. Neka je G lokalno kompaktna grupa i+ H podgrupa. Sljedecéa su dva svojstva medusobno
ekvivalentna:

(a) H je zatvorena.

(b) H je s induciranom topologijom lokalno kompaktna grupa.

Dokaz: Ocito iz (a) slijedi (b). Pretpostavimo da vrijedi (b). Tada postoji okolina V = V1
jedinice e u G takva da je skup V N H kompaktan. Posebno, skup V N H je zatvoren u V. Neka je
r tocka iz zatvaraca Cl(H) od H. Tada je xV N H # (), pa postoji y € zV N H. Kako je V =V 1
slijedi = € yV. Skup y(V N H) = (yV) N H je zatvoren u yV, jer je VN H zatvoren u V. Stoga je
(yW)NH = (yV)NCI(H). Sada je x € (yV)NCI(H) = (yV)NH, dakle, x € H. Time je dokazano
da je CI(H) = H, odnosno, podgrupa H je zatvorena.

Teorem 4.4.4. (Pontrjagin) Za Abelovu lokalno kompaktnu grupu G s Haarovom mgjerom p
vrijedi:

(@) n:G— é’ je izomorfizam topoloskih grupa.
(b) n(u) = o

(¢) Ako pomocu n identificiramo G sa G, tada je preslikavanje Fea Ly(G) — Ly(G) inverzno

~

preslikavanju Fe @ Lo(G) — Lo(G).

Dokaz: Ve¢ znamo da jen : G — G neprekidni injektivni homomorfizam. Dokazat ¢emo
najprije da je n homeomorfizam sa G na n(G) snabdjeven s induciranom topologijom iz G. U tu

svrhu treba dokazati da za svaki otvoren skup U C G postoji otvoren skup W C G takav da je
n~'(W) C U. Kako je  homomorfizam grupa, dovoljno je dokazati sljede¢u tvrdnju:

Za svaku okolinu U jedinice e = eq u grupi G postoji okolina W jedinice ¢ = eg U grupi G,
takva da je n~ (W) C U.

Neka je U okolina od e u G. Neka je V = V! kompaktna okolina od ¢ u G takva da je V2 C U.

I[zaberimo f € Cf (G) tako da je Supp f C V i ||f|l2 = 1. Stavimo g = f* * f. Tada je g € A(G),
Suppg C U i

g(e) = /G @) F)duly) = /G Fl ) Pdu(y) = /G F)Pdu(y) = | fI3 =1

Po tvrdnji (a) propozicije 4.4.1. iz g € A(G) slijedi Fag € Li(G). Topologija na G je topologija
proste konvergencije na Ly (G); naime, G se identificira sa spektrom L;(G)” komutativne Bana-

chove algebre Ll(é). Prema tome, postoji okolina W jedinice ¢ u G takva da vrijedi:

scW — s (Fag) — e (Fag)| <

DO | —

Medutim, za s € G je

s (Fag) = [ 300 (Fag) (04 = (FoFao) (o)
Dakle,
seW — }(?G‘fcg) (5) — (?éfgg) (6)} <

| —
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Neka je x € n=1(W). Tada je n(z) € W in(e) = ¢, pa slijedi

[[(FeFag) on] (z) = [(FeFag) on] (e)] <

Medutim, imamo g € A(G), pa po zadatku 4.12. vrijedi (F¢Fgg) on = g. Dakle, za x € n=' (W)
vrijedi [g(z) — g(e)| < 3, dakle, |g(z) — 1] < 1. Slijedi g(x) # 0 Sto znaci da je € Suppg C U.
Time je dokazano da vrijedi n~ (W) C U.

Time smo dokazali da je n homeomorfizam sa G na svoju sliku 7n(G). To znac¢i da je n(G)

l\')ll—

podgrupa od G, koja je s induciranom topologijom lokalno kompaktna. Pomocu leme 4.4.3. za-
klju¢ujemo da je n(G) zatvorena podgrupa od G.

Pretpostavimo da je n(G) # G. Prema lemi 4.4.2. tada postoji f € Ll(@) takva da je
Fefln(G) =01 f #0. Tada je (Fsf) (n(x)) =0 Vz € G, a to znadi

0= /G M@0 C)dA) = /G X@F0daly).

Neka je sada funkcija u € Ly(G) proizvoljna. Tada je funkeija (z,x) — wu(x)x(x)f(x) na G x G
integrabilna u odnosu na mjeru p®ji, pa je na nju primjenjiv Fubinijev teorem o zamjeni redoslijeda
integracije. Dakle,

/f (Feu) (V) di(x /f U <>du<>]dﬂ<x>:
= [ | [ X@o0aa0o | aut) =

Buduéi da je Fo(Li(G)) gusto u COO(G), odatle slijedi da je ogranicena mijera f - i na G jednaka

nuli. No to je u suprotnosti sa f # 0. Ova kontradikcija pokazuje da je n(G) = G, dakle, n:G— G
je izomorfizam topoloskih grupa. )

(b) Fg je izometrija sa Ly(G) na Ly (@,ﬁ) S druge strane, pomocu tvrdnje (b) propozicije
44.1. za f € A(G) imamo

1FeFet ) = | FeFas) onll e = I1f @ = 1FeflL.e)

Lo GT](M)
Bududi da je F(A(G)) gusto u Ly(G), odatle slijedi da je Fp ne samo izometrija sa Ly(G) na
Lo (G, /i) nego i izometrija sa Ly(G) na Ly (G’, n(p)). Kako su (i i 7(;1) Haarove mjere na G, slijedi

da je () = ft. _
(c) Buduéi da po propoziciji 4.4.1. vrijedi F s Fe f = f zasvaku f € A(G) i bududi da je A(G)
gusto u Lo(Q), slijedi da je F5F¢ identiteta na Ly(G).

Temeljem teorema 4.4.4. u daljnjem ¢emo stalno pomocu 7 identificirati G sa é .
Teorem 4.4.5. Neka je B(G) = {f € Li(G); Faf € Li(G)}. Vrijedi:
(a) B(G) ={f € Li(G); Faf € Li(G)}.
(b) Fo (odnosno, Fg) je izomorfizam vektorskog prostora B(G) na vektorski prostor B(G).
Njemu inverzni izomorfizam je Fg (odnosno, Fe).

() B(G) = Li(G) N Fa(Li(G)) = Ly(G) N Fa(Li(G)). Posebno, B(G) C Cue(G).

(d) B(G) je algebra i s obzirom na konvoluciju x i s obzirom na mnoZenje po tockama -. Fg
i?q su izomorfizmi algebre (B(G), *) na algebru (B(G), -) i algebre (B(G), -) na algebru
(B(G),*).
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Dokaz: (a) Imamo (F¢f) (x) = (Faf) (x 7). pa bududi da je mjera /i invarijantna u odnosu
na invertiranje y — x ! slijedi

Fof € L1(G) — Fof € Li(G).

(b) Za f € B(G) je Fof € Li(G). Nadalje, tada je f € L1(G) C C*(G) pa je Faf € Cu(Q).
Dakle,
f € B(G) = Fof € Li(G) N Cx(G) = L1(G) N Ly(G) N O (@),
jer svaka ogranicena integrabilna funkcija je kvadratno integrabilna, pa je L1 (G)NCa(G) j= Lo(@).
Fiksirajmo sada f € B(G) i stavimo h = FsFgf. Tada je h € Ly(G). Za g € Cp(G) imamo
po Plancherelovom teoremu 4.3.8.:

(Faglh) = (9|Fh) = (9|Fah) .
Ali Fof € Li(G) N Ly(G), pa je opet po Plancherelovom teoremu
Fah = fg?éfgf =Faof u prostoru Lz(é).
Odatle je _
(Feglh) = (9|Faf) = (Feal ).
Bududi da je F,(Co(G)) gusto u Ly(G), odatle slijedi f = h. Dakle, f = FeFaf € Li(G).
Dakle, dokazali smo sljedece dvije implikacije
feBG) = Faof € Li(Q) i feBG) = FpFaf € Li(G).
Dakle, vrijedi )
f € B(G) — Faof € B(G).
Takoder smo dokazali B
f € B(G) == FeFaf = f.
Zamijenimo li uloge F i F analogno nalazimo
feBG) = FofeBG) i FsFaf=Ff
Nadalje, zamjenom uloga G i G dobivamo takoder

g€ B(G) — Fag €B(G) 1 FaFoFeg=yg

geBG) =  FegeBG) i FeFcFeg=g
Time je (b) dokazano. B A A

(c) Neka je f € B(G) i stavimo g = Faf € B(G) C Li(G). Tada je f = Fgag, pa je
[ € 1(G) N FalLi(G)). A

Obratno, neka je f € Ll(G) N Fea(Li(G 7). Neka je g € L(G) takva da je f = Feg. Tada je
g € B(G), paje f € Fo(B(G)) = B(G). )

Time je dokazano B(G) = Li(G) N Fu(L1(G)). Sasvim analogno dokazuje se jednakost
B(G) = Li(G) N F (L1 (G)).

(d) Neka su f,g € B(G). Tada su posebno f,g € Li1(G), dakle i f*g € Li(G). Nadalje,
Fof € L1(G) 1 Fgg € Cxo(Q), pa slijedi da je Fa(f *g) = (Faf) - (Feog) € Li(G). Dakle je
f*g € B(G). Time je dokazano da je B(G) algfebra u odnosu na *. Buduéi da je Fg izomor-
fizam B(G) na B(G) i budu¢i da F prevodi operaciju * u operaciju -, zakljucujemo da je B(G)
algebra u odnosu na operaciju -. Zamjenom G 1 G zakljucujemo da je B(G) algebra 1 u odnosu

a - ida je B(G) algebra i u odnosu na . Sve tvrdnje slijede jer je (Fq|B(G))™' = FglB(G) i
(FalB(G)) ™ = FelB(G).
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Korolar 4.4.6. Ako su f,g € Lo(G) onda je Fo(f - g) = (Faf) * (Fag) -

Napominjemo da smo u iskazu ovog korolara upotrijebili oznaku * umjesto oznake e iz propozi-
cije 4.2.1. To ne dovodi do nedoumice zbog tvrdnje (c) te propozicije.

Dokaz: Znamo da tvrdnja vrijedi ako su f,g € B(G) i posebno za f,g € A(G), jer je
A(G) C B(G). Bududi da je A(G) gusto u Ly(G), dovoljno je dokazati da su preslikavanja
(f.9)—= Fa(f-9)i(f,9) — (Faf)* (Fag) sa La(G) x Ly(G) u Cop(G) neprekidna.

(f,g9) = Folf - g) je kompozicija dvaju neprekidnih preslikavanja: (f,g) +— f - g sa
LQ(G) X LQ(G) u Ll(G) i fG . Ll(G) — COO(G)

(f,9) — (Faf) = (Fgg) je takoder kompozicija dvaju neprekidnih preslikavanja:
(f,9) = (Faf, Fag) sa La(G) x La(G) u La(G) X Lo(G) i (¢, ¥) = ¢ x ¥ sa Ly(G) x Ls(G)
u C(G). Neprekidnost ovog posljednjeg preslikavanja slijedi primjenom tvrdnje (b) propozicije

4.2.1. na grupu G.

Treba nam jos nekoliko op¢ih topoloskih rezultata o lokalno kompaktnim grupama. Neka je G
lokalno kompaktna grupa i H zatvorena podgrupa. Oznac¢imo sa H\G (odnosno, sa G/H) skup
svih desnih H—klasa Hx (odnosno, svih lijevih H—klasa H) u G. Promatrat ¢emo samo G/H,
a rezultati za H\G su sasvim analogni. Neka je p : G — G/H kanonska surjekcija p(x) = zH,
x € G. Snabdijmo sada G/H s tzv. kvocijentnom topologijom, tj. s najjacom topologijom
za koju je preslikavanje p neprekidno: skup U C G/H je otvoren ako i samo ako je skup p~'(U)
otvoren u G.

Propozicija 4.4.7. (a) Preslikavange p je otvoreno, tj. za svaki otvoren skup V- C G njegova
slika p(V') je otvorena u G/H.

(b) G/H je Hausdorffov lokalno kompaktan topoloski prostor.
(¢) Ako je K C G/H kompaktan skup, postoji kompaktan skup K1 C G takav da je p(K;) = K.

(d) Ako je T topoloski prostor, preslikavanje f : G/H — T je neprekidno ako i samo ako je
kompozicija fop: G — T neprekidna.

Dokaz: (a) Neka je V' C G otvoren skup. Imamo

p ' (p(V) ={z € G; plx) ep(V)} ={r € G; xH CVH} =VH = | ] Vy.

yeH

Dakle, p~!(p(V)) je kao unija otvorenih skupova otvoren skup. Po definiciji topologije u G/H
skup p(V') je otvoren u G/H.

(b) Neka su z,y € G takvi da je p(z) # p(y). To znaci da je y 'z & H, pa postoji kompaktna
okolina V; od e u G takva da je y~'2Vi N H = (). Skup y'2V; je kompaktan, a H je zatvoren,
dakle po tvrdnji (b) propozicije 1.2.3. postoji okolina V5 od e u G takva da je V, 'y~ 'aViNnH = (.
Tada je xVIHNyVoH = 0, tj. p(2V1)Np(yVa) = 0. Prema (a) p(xV) je okolina od p(x), a p(yVs) je
okolina od p(y). To pokazuje da je topoloski prostor G/H Hausdorffov. Buduéi da je p neprekidna
i otvorena surjekcija, topoloski prostor G/H je lokalno kompaktan.

(c) Za x € p~'(K) neka je V, relativno kompaktna otvorena okolina od z. Tada je

Kc |J »),

zep~1(K)
pa zbog kompaktnosti od K postoje x1, s, ..., z, € p~}(K) takvi da je
KCp(Va)Up(Va)U---Up(Vax,) =p(Vey UV U---UVax,).
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Stavimo
Ko=p Y {K)N(Vo,UVa,U---UVa,), K, = CI(K,).
Tada je K; kompaktan podskup od G. Nadalje, p(K3) = K, a kako je preslikavanje p neprekidno,
slijedi
p(ClU(K3)) C Cl(p(Ksy)) = CI(K) = K.
Bududi da je K = p(K3) C p(K,), slijedi K = p(K}).
(d) Ocito vrijedi implikacija

f  mneprekidno = fop mneprekidno.

Pretpostavimo da je f o p neprekidno preslikavanje i neka je U C T otvoren skup. Tada je skup
p L (fYU)) = (f op) 1 (U) otvoren skup u G, pa je po definiciji topologije u G/H skup f~}(U)
otvoren u G/H. Dakle, preslikavanje f je neprekidno.

Korolar 4.4.8. Neka je G lokalno kompaktna grupa i H zatvorena normalna podgrupa. G/H je
s kvocigentnom topologijom lokalno kompaktna grupa.

Dokaz: Neka su z,y € G i neka je V okolina od p(z)p(y)~! = p(zy™') u G/H. Tada je
p~1(V) okolina od zy~' u G, pa postoje okolina U; od z i okolina Us od y u G takve da je
U Ut C p~Y(V). Prema tvrdnji (a) propozicije 4.4.7. p(U;) je okolina pd p(x) i p(Us) je okolina od
p(y) uG/H. Nadalje, p(U;)p(Uy) ™' = p(U,U; ') C V. To pokazuje da je preslikavanje (£, 1) — &np~!
sa G/H x G/H u G/H neprekidno, tj. G/H je topoloska grupa.

Zadatak 4.13. Neka su G i H lokalno kompakine grupe, f : G — H neprekidni homomorfizam,
p: G — G/(Kerf) kanonski epimorfizam i f . G/(Ker f) — H jedinstveni homomorfizam takav
da je f = f op. Dokazite da je homomorfizam f neprekidan.

Neka su sada G 1 H Abelove lokalno kompaktne grupe i ¢ : G — H neprekidni homomorfizam.
Za & € H je £ o p € G. Definiramo ¢ : H — G sa

) =Cop, ti. [2Oy) =E(ply), £€H, yed.

Tada je ocito ¢ homomorfizam grupa. Neka je (&)ic; hiperniz u H koji konvergira prema & € H.
Prema tvrdnji (a) teorema 4.1.5. to znaci da hiperniz (;);c; konvergira prema £ lokalno uniformno
na H. Tada hiperniz (4(&;))ier = (& © p)ier konvergira prema ¢(§) = & o ¢ lokalno uniformno na
G, dakle, u topologiji prostora G. To znadi da j je homorfizam ¢ : H—G neprekidan.
Ocito vrijedi A
(poy) =1o;
=idqg — ¢= ’idé;
p:G—H, @G)={en} = ¢(H)={ec};

~
~

w =
Dakle, G — G, @ +— ¢ je involutivni kontravarijantni funktor na kategoriji lokalno kompaktnih
Abelovih grupa.

Propozicija 4.4.9. Neka su G © H Abelove lokalno kompaktne grupe. Za x € G i ¢ € H
definiramo preslikavanje ®(x, &) : G x H — T sa

(@06 ON, y) = x(@)E(y),  (z,y) € Gx H.
Tada je ® izomorfizam topoloskih grupa sa G x H na (Gx H).
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Dokaz: Ocito je ® neprekidni homomorfizam. Nekasu:: G - Gx Hij: H— GxH
kanonski monomorfizmi, tj. i(z) = (z,ex), j(y) = (eq,y). Tada su i : (G x H)" — G i
J (G x H) — H neprekidni homomorfizmi. Od njih slozimo neprekidni homomorfizam
F:(GxH)—GxH:

F(p) = (i(p), j(»), @€ (GxH).

a (x,€) € G x H imamo
(Fo®)(x,€) = F(2(x,€)) = (((P(x,€)), 5(P(x, €)))-

Nadalje, za z € G je

[((@(x, €)))(x) = [(x, ©))(i(2)) = [@(x., &)z, enr) = x(2)&(en) = x(2)-
Dakle, 7(®(x, €)) = x. Analogno je j(®(x,£)) = €. Prema tome,

(Fo®)(x.&) = (x.&) V(x.&)eGxH,

a to znaci da je F'o ® =idg, ;. S druge strane, za p € (G x H) iza (z,y) € G x H imamo

(@0 F)(e)](2,y) = [2(F(9))](2,y) = [@(i(¢), J(e))(x,y) = [((@))(2)[1())(y) =

= @(i(2)e(i(y)) = ¢z, en)elea,y) = o((z,en)(ec, y)) = o(z,y).
Prema tome,
(PoF)(p)=¢ Veoe(GxH),
a to znaci da je ® o I' = id(gx ). Time je dokazano da su neprekidni homomorfizmi topoloskih
grupa @ : G x H - (Gx H) i F: (G x H) — G x H medusobno inverzni, dakle, radi se o
izomorfizmima topoloskih grupa.

Neka je ¢ : G — H neprekidni homomorfizam topoloskih grupa. Kazemo da je ¢ striktni
morfizam ako on inducira izomorfizam topoloskih grupa sa G/(Ker ¢) na ¢(G). Tada imamo
egzaktni niz topoloskih grupa:

{e} — Kerp — G 5 H — H/p(G) — {e}.
Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa. Za podskup S C G stavimo
={xeG; x(s)=1Vse St
Ocito je St zatvorena podgrupa grupe G.

Teorem 4.4.10. Neka je H zatvorena podgrupa Abelove lokalno kompaktne grupe G. Stavimo

= G/H i neka je i : H — G inkluzija, a p : G — A kanonski epimorfizam. Tada je p
zzomorﬁzam topoloskih grupa sa A na podgrupu H- od G i i je strikini epimorfizam sa G na H s
jezgrom H*.

Dokaz: (1) Dokazimo najprije da je homomorfizam p : A— @G injektivan. Doista, ako je
o € A takav da je p(a) = eq, onda je 1 = [p(o)](z) = a(p(x)) za svaki © € G. To znadi da je
ala) =1 za svaki a € A, dakle, o = ej.

(2) Dokazimo sada da je p(A) = H*. Doista, za v € Aiy e H je
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dakle, p(a) € H+. Neka je sada x € Ht. Tada je x(y) =1 Vy € H, dakle, x(zy) = x(z) Vo € G
1 Vy € H. Sada iz zadatka 4.13. slijedi da postoji a € A takav da je x = aop, atoznaci da je
x =pla) € p(A). )

Iz (1) i (2) slijedi da je p neprekidni bijektivni homomorfizam sa A na H-*.

(3) Dokazimo sada da je p izomorfizam topoloskih grupa sa A na H*. U tu svrhu treba
jos dokazati da je inverzno preslikavanje H+ — A preslikavanja p neprekldno Buduéi da je to
preslikavanje homomorfizam grupa, dovoljno je dokazati njegovu neprekidnost u jedinici. Dakle,
dovoljno je dokazati da za svaku okolinu U od e 4; u A postoji okolina V' od e u G takva da vrijedi

acd, pla)eV = aecl.

Neka je, dakle, U okolina od e 4 u A. Topologija na A je topologija lokalno uniformne konvergencije
na A, dakle, postoje kompaktan podskup K C A i e > 0 takvi da vrijedi

acA, |ala)—1<e VaeK = aecl.
Po tvrdnji (¢) propozicije 4.4.7. postoji kompaktan skup K; C G takav da je p(K;) = K. Stavimo
V={yedG |yz)—1]<e Vzek}

Tada je V' okolina od ez u G i otito vrijedi

~

€A pla)eV = la(p(z)) — 1] <e Vre K =

= la(a) = 1| <e Vaep(K,) =K — ael.

Time je dokazano da je p: A — H' izomorfizam topoloskih grupa.
(4) Dokazimo sada da je Keri = Ht. Doista, za v € G imamo sljededi slijed ekvivalencija:

v e H* — vy)=1 Ve e H —

— (yoi)(y)=1 VyeH = iy =ey —  yecKeri

(5) Napokon, dokazimo da je surjektivni striktni morfizam sa G na H. Neka je B Abelova
lokalno kompaktna grupa takva da je GA/ H+ = B, tj. u skladu s Pontrjaginovim teoremom B
je dualna grupa od G/H*. Neka je q : G — B pripadni kanonski surjektivni striktni morfizam.
Stavimo Y = G: L — G. Tada je ¢ = ¢ i prema (3) v je injektivni striktni morfizam. Buduéi
da Je Keri =Ker w, prema zadatku 4.13. postoji Jedmstven homomorfizam 7 : B — H takav da
Jez—no@/) Neka je o =n: H — B, tj. n=¢. Tadajez—gpow, pajei=1op.

Imamo

H = i(H) = ¢(p(H)) € ¢(B).
Nadalje, ) R o )
(Y0 p)(A) = (p(A)) = b(HT) = {ep},

pa je (po)(B) = {ea}, odnosno, ¥(B) CKerp = H. Dvije inkluzije pokazuju da je ¢(B) = H.
Buduéi da je v injektivni striktni morfizam sa L u G, slijedi da je v izomorfizam topoloskih
grupa sa B na H. Kako je i = ¢ o ¢, iz Cinjenice dasu ¢ : B — H ii: H — H izomorfizmi
topoloskih grupa slijedi da je ¢ : H — B izomorﬁzam topoloskih grupa, dakle, ¢ : B — H je
izomorfizam topolosklh grupa. Time je dokazano da 7 inducira izomorfizam topoloskih grupa sa
B= G/Hl G/Kerz na H. Dakle, 7 : G — H je surjektivni striktni morfizam.

Korolar 4.4.11. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa i S C G podskup. Tada je (SL)l
zatvorena podgrupa od G generirana sa S (tj. najmangja zatvorena podgrupa koja sadrzi skup S).
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Dokaz: Neka je H zatvorena podgrupa od G generirana skupom S. Upotrijebimo iznake iz
prethodnog teorema i njegova dokaza. Tada je ¢ surjektivni striktni morfizam G na H s jezgrom

H*, pajei =i izomorfizam sa H = H na (Hl)l . Bududi da je 7 oznaka za preslikavanje inkluzije,

zakljucujemo da je H = (Hl)l . Sada imamo:
SCH — S'oH' —  (§Y'C(HY =H

Bududi da je (S L)l zatvorena podgrupa od G koja ocito sadrzi skup S, vrijedi i obrnuta inkluzija
(Si)L DO H. Prema tome je H = (SL)L.

Jednostavna posljedica ovog korolara je:

Korolar 4.4.12. Neka su S;, i € I, podskupovi Abelove lokalno kompaktne grupe G i
H, = (Sf)l zatvorena podgrupa od G generirana skupom S;. Tada je (UieISZ-)L = MierS;,

a (ﬁigl-]i)l je zatvorena podgrupa od G generirana sa U;er Si-.

Korolar 4.4.13. Neka je ¢ : G — H neprekidni homomorfizam Abelovih lokalno kompaktnih
grupa. Sljedeca su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) ¢ je striktni surjektivni morfizam.
(b) ¢ je striktni injektivni morfizam.

Dokaz: Implikacija (a) = (b) je neposredna posljedica teorema 4.4.10.

Dokazimo sada implikaciju (b) = (a). Pretpostavimo da je ¢ striktni injektivni morfizam.
To znaci da je ¢ izomorfizam grupe G na neku lokalno kompaktnu podgrupu, dakle, prema lemi
4.4.3. na zatvorenu podgrupu grupe H. Primjena teorema 4.4.10. pokazuje da je tada ¢ surjektivni
striktni morfizam.

Korolar 4.4.14. Neka je ¢ : G — H neprekidni homomorfizam Abelovih lokalno kompaktnih
grupa. Tada je ¢ strikini morfizam ako i samo ako je ¢ strikini morfizam.

Dokaz: Dovoljno je dokazati jednu implikaciju zbog dualiteta 4,5 = . Pretpostavimo da je
¢ striktni morfizam. Tada je Hy = ¢(H) zatvorena podgrupa od H. Neka je i : Hy — H
monomorfizam inkluzije. Oznacimo sa ¢, : G — H; koji djeluje jednako kao . Kako je ¢ striktni
morfizam, to je ¢q striktni surjektivni morfizam. Prema korolaru 4.4.13. tada je ¢y : H — G
injektivni striktni morfizam. Nadalje, ¢ : H; — H je injektivni striktni morfizam, pa je po istom
korolaru i : H — H, surjektivni striktni morfizam. Imamo © =0y, dakle, ¢ = g o1. Kako je i
surjektivni striktni morfizam i ¢y je injektivni striktni morfizam, dakle, izomorfizam na sliku, to
je ¢ = ¢g o i striktni morfizam.

Korolar 4.4.15. Neka je ¢ : G — H neprekidni homomorfizam Abelovih lokalno kompaktnih
grupa. Tada vrijeds
Ker$ = (Img)™* 0 (Ker$): = Cl(Imy).

Dakle, ¢ je injektivan ako v samo ako je Imy gusto u H.
Dokaz: Za y € H vrijedi sljededi slijed ekvivalencija:
x € Ker¢ = [P()](x) =1 Vel = X(p(x)=1 VeeG =
=  xp(@)=1 = xe(lmp)
Dakle je Ker ¢ = (Im ¢)+. Druga jednakost slijedi primjenom L zbog korolara 4.4.11.
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Za Abelovu lokalno kompaktnu grupu G i za k € Z definiramo
GW = {2k, z € G} i Gu={zeG; 1"=e¢}.
Korolar 4.4.16. Za Abelovu lokalno kompaktnu grupu G i za k € Z vrijedi
(M) =G, (GY) =G (Gu) =CIEW) i (Gu) =c1EW).
Dokaz: Definiramo ¢, : G — G sa
or(z) = 2", RSN E
Tadaza ¢ : G — Gizax € Gize G imamo
[21(0)](2) = x(pr(@)) = x(2") = [x(2)]" = x"(2).
Dakle,
o) =x" xeq.
Sada tvrdnje slijede iz korolara 4.4.15. jer je
Ker ¢, = G, Ker ¢ = G(k), Im ), = el 1 Im ¢y, = G®).
Za Abelovu grupu G kazemo da je bez torzije ako je Gy = {e} Vk € Z\ {0}, tj. ako vrijedi
keZ, zeG, z=e k=0 ili z=e.
Za Abelovu grupu G kazemo da je djeljiva ako je G*¥) = G Vk € Z\ {0}, tj. ako vrijedi
reG, kel — Jy € G takav da je z = y*.
Korolar 4.4.17. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa.
(a) Ako je grupa G djeljiva, onda je njoj dualna grupa G bez torzije.
(b) Ako je dualna grupa G bez torzije, onda je podgrupa G*) qusta u grupi G Vk € Z.

() Pretpostavimo da je grupa G ili diskretna ili kompakina. Tada je G djeljiva ako i samo ako
je G bez torzige.

Dokaz: Tvrdnje (a) i (b) su neposredne posljedice korolara 4.4.16. Ukoliko je grupa G diskretna
ili kompaktna, onda je G*) zatvorena podgrupa od G za svaki k € Z, pa tvrdnja (c) slijedi iz
tvrdnji (a) i ().

Propozicija 4.4.18. Neka je G Abelova lokalno kompakina grupa. Grupa G je kompakina ako i
samo ako je grupa G diskretna. Pretpostavimo da je tako v neka je p normirana Haarova mjera
na G, tj. u(lg) =1, lg(z) =1 Vz € G. Tada je

= > f),  feC(a).

XESupp f
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Dokaz: Pretpostavimo najprije da je grupa G kompaktna. Stavimo
V={xeG; |x(z)=1 <1 VzeqG}.

Buduéi da grupa G kompaktna, primjenom leme 1.2.1. zakljucujemo da je V' okolina jedinice
€ = e u grupi G. Sada je

Ix(z)" —1] = |x(@") = 1| <1 VxeV, VeeG, VkelZ
No za A € T vrijedi |\¥ — 1] <1 Vk € Z ako i samo ako je A = 1. Dakle,
x(z) =1 Vx eV, Vrzed.

Drugim rije¢ima, V' = {c} i time je dokazano da grupa G diskretna.
Pretpostavimo sada da je grupa G diskretna i neka je p Haarova mjera na G takva da je

Yo=Y,  feC(G)

x€Supp f xeG

Neka je f € Co(G) zadana sa f(e) =11 f(x) =0 za x # &. Za svaki z € G je tada

(Fof) (@) = /G X@ i) = 2(@) = 1.

Medutim, Fpf € Coo(G) paslijedi 1¢ € Cx(G), a to je moguce samo ako je grupa G kompaktna.
Treba jos ustanoviti da je Haarova mjeru p = f1 na grupi G' normirana, tj. da je pu(lg) = 1.
Doista, vidjeli smo da je 1¢ = Fxf za gore definiranu funkciju f. Stoga imamo

n(la) = uw(Falf) = n(1Fef 1) = 1Faf e = 11,6 = £ (/1) = D 1F(0)
xEG

Korolar 4.4.19. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa i H mjena zatvorena podgrupa.
Grupa H je kompaktna ako i samo ako je H* otvorena podgrupa od G.

Dokaz: Doista, otvorenost zatvorene podgrupe je nuzna i dovoljna da bi kvocijentna grupa bila
diskretna. Dakle, zbog teorema 4.4.10. i prethodne propozicije imamo sljedeéi slijed ekvivalencija:

H* otvorena <= @/H L diskretna <= H diskretna <= H kompaktna.

Na koncu ove tocke dokazat ¢emo da je u slucaju nediskretnog lokalno kompaktnog tijela
njegova aditivna grupa samodualna.

Teorem 4.4.20. Neka je K lokalno kompakino nediskretno tijelo. Neka je G = (K, +) njegova
aditivna grupa i neka je x € G netriwijalan karakter, x # 1. Za y € G definiramo x, : G — T sa
Xy(z) = x(2y), € G. Tada je y — X, izomorfizam topoloskih grupa sa G na G.

Dokaz ¢emo provesti rjesavanjem niza zadataka.
Zadatak 4.14. DokaZite da je x, € G za svaki yeGqG.
U daljnjem preslikavanje y — x, sa G u G oznacavamo sa V.

Zadatak 4.15. Dokazite da je ¥ : G — G homomorfizam grupa.
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Neka je u daljnjem | - | apsolutna vrijednost na tijelu K koja definira topologiju od K. Tada
vrijedi

lz] >0 Vx € K,
r#0 = |z| >0,
|zy| = || - [y| Va,y € K,
[z +y| <lz[+ [y Yo,y e K.
Baza okolina nule u K (odnosno, baza okolina jedinice u ) tada je sastavljena od skupova
Vi ={z € G; || < M}, M >0,
i sve su te okoline kompaktne. Za e >0, <1,1iza M > 0 stavimo
Ue, M) ={peG; |p(x)—1| <e Ve Vy}
Tada skupovi U(e, M), 0 < e <1, M > 0, tvore bazu okolina jedinice u G.
Zadatak 4.16. Dokazite da je homomorfizam v : G — G neprekidan.

Uputa: Dovoljno je dokazati neprekidnost u jedinici e = 0 grupe G. U tu svrhu za € > 0,
e <1,iza M > 0 izaberite 6 > 0 tako da vrijedi

z € Vs = Ix(z) — 1| <e.

0
Uz oznaku n = i dokazite da je ¥(V;) C U(e, M).
Zadatak 4.17. Dokazite da je ¥ injekcija.

Zadatak 4.18. Dokazite da je V(G) gusta podgrupa od G.

Uputa: Koristite korolar 4.4.11.

Dokazimo sada da je ¥ : G — 9(G) homeomorfizam. Uz prije uvedene oznake treba dokazati
da za svaki e > 0, ¢ < 1, i svaki M > 0 postoji § > 0 takav da je 9~} (U(e, M)) C V5. Neka su,
dakle, zadani 0 < e < 11 M > 0. Podgrupa {x(z); x € G} grupe T razli¢ita je od {1}, pa postoji
Ty € G takav da je |x(zg) — 1| > €. Stavimo § = M~ !|zg| > 0. Neka je y € 9~ (U(e, M)). Ako je
y = 0, ocito je y € V. Pretpostavimo da je y # 0. Tada je

Ixy(z) — 1| <e¢ Vo € Viy.
Sada imamo redom
[X(z0) = 1| > € = IXy(zoy™!) = 1| > € = w0y~ & Vi =
= lzoy ™| > M = ly| < M~ x| =6 = y € V.

Dakle je 9=1(U(e, M)) C V;.

Sada iz zadatka 4.18. i iz leme 4.4.3. slijedi ¥(G) = G, pa je zbog zadataka 4.15., 4.16. i 4.17. ¥
izomorfizam topoloskih grupa.



96 POGLAVLJE 4. ABELOVE LOKALNO KOMPAKTNE GRUPE

4.5 Mjere na kvocijentnim prostorima

Materijal prvog dijela ove tocke nije vezan iskljucivo za Abelove, nego za proizvoljne lokalno
kompaktne grupe i ima vaznu ulogu u teoriji unitarnih reprezentacija op¢ih lokalno kompaktnih
grupa. Neka je G lokalno kompaktna grupa i H njena zatvorena podgrupa. Neka je v desna
Haarova mjera na grupi H. Za f € Cy(G) definiramo neprekidnu funkciju F': G — C sa

F(z) = /H f(yx)dv(y), r€QqG.

Za v € G iz € H iz desne invarijantnosti mjere v slijedi da je F(zz) = F(x). Prema tome
postoji jedinstvena funkcija f, : H\G — C takva da je f,(p(x)) = F(x), = € G. Pri tome smo sa
p: G — H\G oznacili kanonsku surjekciju, p(z) = Hx, = € G. Dakle,

£, (p(x)) = /H f)dvy), TG, feCC)

Funkcija f, o p = F je neprekidna, pa je prema tvrdnji (d) propozicije 4.4.7.1 funkcija f,
neprekidna. Nadalje, ako je f,(p(x)) # 0, onda je nuzno f(yz) # 0 za neku tocku y € H, dakle
jex € H - (Supp f), pa slijedi p(z) € p(Supp f). Time smo dokazali da je Supp f, C p(Supp f).
Posebno je f, € Co(H\G). Ocito je f — f, linearan operator sa Cy(G) u Co(H\G), koji preslikava
Ci (G) v Co(H\G).

Neka je sada ¢ € Cf (H\G) i stavimo K = Supp ¢. Prema tvrdnji (c) propozicije 4.4.7. postoji
kompaktan skup K; C G takav da je p(K;) = K. Neka je g € Cf(GQ) takva da je g(x) > 0
Vo € K;. Neka je v € HK;. Tada je yz € K; za neki y € H, dakle je g(yz) > 0 za neki y € H. No
tada je g,(p(x)) > 0. Dakle, vrijedi.

r€ HK, = g,(p(z)) >0.
S druge strane,
reG\HEK, = plr) e (H\G)\p(Ky) =(H\G)\K = o¢(p(x))=0.
Definirajmo ¢ : G — C sa

e(p(z))
Y(x) = 9.(p())

ako je g,(p(z)) >0

0 ako je g, (p(x)) = 0.

Stavimo

Ui =G\ HK, 1 Uy ={r € G; g,(p(z)) > 0}.

Uy i Uy su otvoreni podskupovi od G i prema dokazanom je G = U; UU,. Bududi da je p(p(x)) =0
za svaki x € Uy, vrijedi ¥|U; = 0. Posebno, restrikcija ¢|U; je neprekidna. Ocito je i restrikcija
1|Us neprekidna. Prema tome, ¢ : G — C je neprekidna funkcija.

Uocimo sada da vrijedi

o(p(x)) = (x)g(p(x))  Vred.

Doista, ako je x € Uy, onda je p(p(z)) = 0 = ¢(x)g,(p(x)), a ako je x € Us,, onda jednakost slijedi
neposredno iz definicije funkcije 1. Nadalje, vrijedi

Y(yx)=v(x) VyeH, Vred.
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Definiramo f = ¢g € Cy (G). Imamo tada

fu(p(z)) = /H g(yz)(yx)dv(y) = ¥()g.(p(z)) = @(p(z)).

Dakle, vrijedi ¢ = f,. Buduéi da je prostor Co( H\G) razapet s konusom Cf (H\G), dokazali smo:

Propozicija 4.5.1. Uz uvedene oznake f — f, je linearna surjekcija sa Co(G) na Co(H\G).
Nadalje, vrijedi

Co (H\G) ={f.; [ € Cy(G)}.
Napokon, za svaku f € Co(G) je Supp f., C p(Supp f).

Neka je sada m € MM(H\G). Definiramo preslikavanje vm : Cy(G) — C sa

(Vm)(f) = m(fu)a f € CO(G)

Tada je vm linearan funkcional na prostoru Cy(G). Ako je m € MY (H\G), tada je

(vm)(f) =m(f,) > 0zasvaki f € Cy (G). Prema tome je vm € 9T (G). Bududi da je preslikava-

nje m — vm ocito linearno i bududi da konus M* (H\G) razapinje prostor M(H\G), zakljucujemo

da je vm € M(G) VYm € M(H\G). Dakle, m — vm je linearan operator sa M(H\G) u M(G).

Kako je f + f, surjekcija sa Cy(G) na Co(H\G), to je m — vm injekcija sa M(H\G) u M(G).
Sa Ay oznacavamo modularnu funkciju grupe H. Zay € H i f € Cy(G) izvodimo

M) (o)) = /H Fy ex)du(z) = A(y™) /H F(ea)du(=) = Auly~)f, (p(a).

Dakle,
NS =Ar(y ™) yeH, feC(G)
Dakle, imamo
Ay (vm)](f) = (vm)(Ay-1 ) = Au(y)(vm)(f),
tj.
J Ay(vm) = Ay (y)(vm), ye H, meMH\G).
Pretpostavimo sada da w € 9(G) ima svojstvo

Ayw = Ap(y)w Vy € H.

Neka je f € Co(G) u jezgri preslikavanja f +— f,, tj. f, = 0. Izaberimo v € Cy (H\G) takvu da
je ¥|p(Supp f) = 1. Neka je ¢ € Cf (G) takva da je p, = 1. Tada vrijedi

veCG, fl@)#0 = @) =1

Stoga imamo redom

Z/Gf(w)%(p /f U (yz)dv(y )} dw(z) =
/Uf plyz)dw( )} /Uf Anl 1)d()\y—1w)(x)} dv(y) =
:/H Ucf(y‘lx)so(a:)AH(y)dw(x)} dl/(y):/Ggo(x) UH f(y_lx)AH(y)dy(y)] dw(z) =
= [ @) || flyz)dv(y)| dw(z)= [ »(z)f,(p(z))dw(z) = 0.
[ ] o] e = |
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Prema tome, linearan funkcional w : Cy(G) — C ponistava se na jezgri linearnog operatora f — f,.
Stoga postoji jedinstven linearan funkcional m : Cy(H\G) — C takav da je

w(f)=m(f,) VfEC(G).

Pretpostavimo sada da je w € MT(G). Za p € Cf (H\G) izaberemo f € Cf(G) tako da bude
f, = ¢. Tada je m(p) = w(f) > 0. dakle, tada je m € M (H\G). Vrijedi i obratno: ako je
m € MT(H\G), onda je w(f) =m(f,) >0 Vf € Cf (@), dakle, w € M (G).

Neka je sada opet w € MM(G) takva da je \yw = Ay (y~"w Vy € H. Stavimo tada

w; = (Rew)t, wy = (Rew)™, wy = (Imw)*, wy = (Imw)™.

Tada je ocito \yw; = Ap(y)w; Yy € H iza j = 1,2,3,4. Neka su m,my, mg, ms, my linearni
funkcionali na prostoru Cy(H\G) takvi da je

m(fy) =w(f),  m(fy) =wi(f),  FeC(G), j=1234

Prema gornjem tada su my, mg, ms, mq € M (H\G). Dakle, m = m; —mao+img—imy € M(H\G).
Napokon, ocito je vm = w. Time smo dokazali:

Propozicija 4.5.2. m +— vm je izomorfizam vektorskog prostora M(H\G) na potprostor
{weM(G); \w=An(y)w Yy e H}

prostora M(G). Taj izomorfizam preslikava konus M (H\G) na skup
{w e M (G); \w=Ap(y)w Vyc H}

Ako je mjera w € IM(G) takva da je \yw = Ay(y)w Vy € H, za jedinstvenu mjeru
m € M(H\G) takvu da je vm = w pisat ¢emo m = d

”
Propozicija 4.5.3. Neka je H normalna zatvorena podgrupa lokalno kompaktne grupe G, neka
je v desna Haarova mjera na H i neka je m desna Haarova mjera na H\G = G/H. Tada je vm
desna Haarova mjera na G.

Dokaz: Za f € Cy(G) i z,y € G imamo
(p=f)u(p(y)) = /H (pef)(zy)dr(z) = /H flzyx)dv(2) = f.(p(yx)) = f.(p(Y)P(7)) = Pp@) fo(P(Y))-

Dakle, (pof)y = ppa)fv, pa slijedi
(px(vm))(f) = (vm)(pz—rf) = m ((pr-1f)v) = Mpp@)-1 i) = (Pp@ym)(f1) = m(fy) = (wm)(f).

Dakle je p,.(vm) =vm Vz € G. Time je propozicija dokazana.
Drugim rije¢ima, u opisanoj situaciji je sa
[ r@ane = [ [ o) anpen,  rec©),
a oG LJH
zadana desna Haarova mjera ;o na G.

Vratimo sa sada na Abelove lokalno kompaktne grupe. Tada je svaka zatvorena podgrupa
normalna. Nadalje, Abelove grupe su unimodularne.
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Teorem 4.5.4. Neka je G Abelova lokalno kompaktna grupa, H njena zatvorena podgrupa,

Haarova mjera na G i v Haarova mjera na H. Tada je m = — Haarova mjera na G/H. Nadalje,
v

~

za dualne mjere fi, U i . uz identifikacije H = G/H* i (G/H) = H* vrijedi v = Ly
m

Dokaz: Neka je f € Co(G), f # 0. Definiramo ¢ : G x G — C sa

o) = [ Fuonde). (@) €Gx G
H
Lako se provjeri da je funkcija ¢ neprekidna. Nadalje, za x € G definiramo F, : H — C sa

F.(y) = flyr), yeH.

Tada je ocito F, € Co(H). Neka je 7 : G — G/HL H kanonska surjekcija. Za v € G imamo

(FuF,) (i(y)) = /H [L(N)](y) Fe(y)dv(y) = /H Y(y) f(yx)dv(y) = o(,7).

Posebno, za fiksno x € G preslikavanje v — o(x, ) je konstantno na svakoj H+—klasi i(y) = vH .
Nadalje, iz Plancherelovog teorema slijedi

/ lo(z, 7)Ao (i(y / |f(yx)|*dv(y AN E (4.1)
G/HL
Zaz € G, ye Hivye G imamo
Yy )eyz, / flzyx)y(z)dv(z) =
) [ fCron () =) [ FeanEdne) = (@)

Dakle, za svako v € G mozemo definirati funkciju ®., € Co(G/H) sa

o, (p(z)) =v(x)p(z,7), T€G.

Pri tome je p : G — G/H kanonski epimorfizam koji daje identifikaciju p : (G/H)" — H™.
Fa/n®, je funkcija na (G/H)" = H*+ dana za bilo koji n € H* sa

(Feyu®,) (1) = /G et am(p) =

- [ e [ )| ane) - [ B [ s e)ivt)| anivio)) -

_ /G () () f(x)du(z) = (Faf) (7).

Po Plancherelovom teoremu dobivamo

[ et ) = [ [Far) oo antn, 5 (1.2
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Sada imamo redom

Je|Fef) O ditr) = [ 1) Pdu() = Plancherel
= Josu L |f () Pdu(y)] dm(p(x)) = jer je p = vm
= Jopu [ Sy 1@ ) PG| dmip(a) = sbog (4.1)
= Joyue L /Hlo(w.7)Pdm(p(x))] di(i(v)) = Fubini
— Joyms (s |Fad) ) din() @i = zbog (42)
= [ |(Faf) [ dii)(7) po definicii M.

~

Bududi da su ji i m Haarove mjere na G, zbog f # 0 slijedi i = mp, tj. 0 = ﬁ
m

Propozicija 4.5.5. Neka je G = (R,+) i p Lebesgueova mjera na R (tj. Haarova mjera na G
takva da je pu([0,1]) = 1). Za a € R definiramo x,: G — T sa

Xa(b) = 270, beR.
Tada je a — X, izomorfizam topoloskih grupa sa G na G, pri kojem p prelazi u fi.

Dokaz: Prva je tvrdnja neposredna posljedica teorema 4.4.20. To je takoder i tvrdnja iz
zadatka 4.2. 9 : a — Y. je izomorfizam topoloskih grupa sa G na G. Identificiramo G sa G
pomocu tog izomorfizma ¥. Imamo identifikaciju 7' = G/7Z, pa je po teoremu 4.4.10.

T=7={aecG; " =1 VYnel}=17

7=G|7t=G)Z=T:;

Napominjemo da su te dvije jednakosti upravo tvrdnje zadataka 4.3. 1 4.4.
Neka je pu Lebesgueova mjera na G (= R). Nadalje, neka je v Haarova mjera na aditivnoj grupi
Z definirana sa v(f) = > ., f(n). Napokon, neka je o normirana Haarova mjera na kompaktnoj

grupi T = G/Z. Tada je ocito o = K po propoziciji 4.4.18. tada je 6 = v i ¥ = 0. Nadalje, po
v

P

teoremu 4.5.4. je U = —, pa je

R =

I

Q

I

>

I
Q=
R I=

Dakle, i1 = p.



Poglavlje 5

Reprezentacije kompaktnih grupa

5.1 Egzistencija ireducibilnih unitarnih reprezentacija

Teorem 5.1.1. (Geljfand—Raikov) Neka je G lokalno kompaktna grupa, © € G, x # e. Postoji
ireducibilna unitarna reprezentacija m od G na Hilbertovom prostoru H takva da je w(x) # I = idy.

Taj fundamentalni teorem ne dokazujemo detaljno nego samo skiciramo korake u dokazu.

(1) Neka je A C*—algebra. Linearni funkcional f : A — C zove se pozitivan ako je f(z*z) > 0
Vr € A. Svaki je takav funkcional neprekidan. Oznac¢imo sa P skup svih pozitivnih funkcionala
na A norme < 1. Tada je oc¢ito P slabo*—zatvoren podskup jedini¢ne kugle u dualnom prostoru
A’, dakle sa slabom*—topologijom je P kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Nadalje, P je
konveksan podskup od A'.

(2) Neka je € skup svih ekstremnih tocaka od & razlicitih od 0. Po Krein—Millmanovom
teoremu (to je zapravo posljedica geometrijskog oblika Hahn—Banachovog teorema) P je naj-
manji slabo*—zatvoren konveksan podskup od A" koji sadrzi £ U {0}. Drugim rije¢ima, P je
slabi*—zatvarac skupa

{Ztifi; NEN, fi, Ja €& bt ER, D4 < 1}.
i=1 =1

(3) Neka je f € P. Za z,y € A stavimo (z|y) = f(y*x). Tada je (- |-) pozitivno semidefinitna
hermitska forma na A x A i

Ny={zxe A (zlz) =0} ={z €A (zly) =0 Vy e A}
je lijevi ideal u A. Stavimo V; = A/N}. Tada je Vy unitaran prostor sa skalarnim produktom
(@ + Nyly + Ny) = (zly).

Neka je H; Hilbertov prostor dobiven popunjenjem unitarnog prostora V.
Za v € A definiramo 7¢(x) : Vi — Vi sa mp(x)(y + Ny) = ay + Ny. Tada je

(mp(z)€ln) = Elmp(z™)m),  &EneVy, z €A

Nadalje, 7 je homomorfizam algebre A u algebru £(Vy) svih linearnih operatora na vektorskom
prostoru Vy. Nadalje, pokazuje se da je za svaki z € A operator m(x) ograni¢en u odnosu na
skalarni produkt na Vy pa se jedinstveno produljuje do ograni¢enog operatora na popunjenju Hy;

101
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to produljenje takoder oznacavamo sa 7y(x). Tada je 7y reprezentacija C*—algebre A na Hilber-
tovom prostoru Hy. Ova se konstrukcija reprezentacije polaze¢i od pozitivnhog funkcionala zove
Gelfand—Naimark—Segalova (ili GNS) konstrukcija.

(4) Kljucna je ¢injenica da je za || f|| = 1 reprezentacija 7 ireducibilna ako i samo ako je f € £.

(5) Neka je sada A = C*(G), © € G, v # e. Tada postoji ¢ € Co(G) C C*(G) takva
da je Ay # @. Lijeva regularna reprezentacija 7, je vjerna (tj. injektivna) na Cy(G) pa postoji
£ € 1,(G), €]l = 1, takav daje (mo(Avip—)E[€) # 0. Defimiramo f : A — Csa f(1) = (m()€[E).
Tada je f € P i f(As — @) # 0. Prema tome, postoji g € £ takav da je g(Azp — ) # 0. Tada je
74 ireducibilna reprezentacija od G.

Postoje nizovi (0)nen 1 (Tn)nen 1 Co(G) takvi da je v = Moo — @ = lim,, o0 0 x Y * 7, 1
L,(G), dakle, pogotovo u C*(G). Sada imamo

0# 9(u) = lim g(of* v m) = i (my (1) (a + Ny (0 + ;).

n—oo

pa imamo

() 0 = m(up) Fmgle) = m(@)me(p) # melp) = me(x) # 1.
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5.2 Ireducibilne reprezentacije kompaktnih grupa

U ostatku ovog poglavlja, G je oznaka za kompaktnu grupu i g za normiranu
Haarovu mjeru na G. Dakle, za konstantnu funkciju lg(x) = 1 Vo € G vrijedi p(lg) = 1.
C(G) je Banachov prostor svih neprekidnih funkcija f : G — C s normom

[flloe = max{|f(z); = € G},

Sa Li(G) i Ly(G) oznacavat ¢emo Banachov i Hilbertov prostor koji su popunjenja prostora C(G)
u odnosu na norme

|mh=LU@MM@ i wm:¢éuwmwm»

L,(G) (odnosno, Ly(G)) identificira se s prostorom klasa ekvivalencije svih p—izmjerivih funkcija
f : G — C takvih da je funkcija = — |f(z)| (odnosno, = — |f(z)|?) integrabilna. Pri tome je
relacije ekvivalencije jednakost p—skoro svuda, tj. f i g su ekvivalentne ako je skup
{z € G; f(x)# g(x)} p—zanemariv:

p{e € G; flz) # g(x)}) = 0.

Uz takvu interpretaciju norme na prostorima Li(G) i Ly(G) zadane su gornjim formulama za bilo
koje predstavnike klasa funkcija. Nadalje, ako su f i g predstavnici klasa iz Lo(G) onda je funkcija
2 +— f(z)g(x) integrabilna i sklarani produkt klasa iz Ly(G) zapisuje se pomo¢u predstavnika kao
integral te funkcije:

(Flo) = [ (f@)la()ana)
U oznacavanju ne¢emo praviti razliku izmedu funkcije i njene klase.

Teorem 5.2.1. (a) Neka su m i ' neekvivalentne ireducibilne unitarne reprezentacije od G na
Hilbertovim prostorima H i H'. Za &,n e H i &', n' € H' wvrijedi

mewMﬂE@ﬁmm:o

(b) Neka je m ireducibilna unitarna reprezentacija od G' na Hilbertovom prostoru H. Tada je
prostor H konacénodimenzionalan i ako je n = dim H, za &,n,&', 0" € H vrijedi

| e @ dute) =~ (€l 1)

Dokaz: (a) Neka sun € H in € H' proizvoljno odabrani. Definiramo seskvilinearnu formu
A:H xH — C formulom

mawzlyummﬂmmmwmx CeH, e
Stavimo M = ||n| - ||7']|. Tada imamo
AEE) < M| -€]. VeeH, Ve eH.

Prema tome, forma A je ograni¢ena, pa po Rieszovom teoremu postoji B € B(H,H') takav da je

A, ) = (BEE) EeH, feH.
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Tada za svakiy € Giza & € Hi¢& € H nalazimo

(Br(y)ele') = / ()€ ) P @ E ) () =

G

= /G(W(l“)ﬁln)(ﬁ’(l“y1)§’|n’)du($) = (BE|r'(y~'¢) = (7' (y) BEIE).

Buduéi da su & € H i & € H bili proizvoljni, slijedi Br(y) = 7n'(y)B Yy € G. Dakle,
B € Homg(m,n'). Jezgra N (B) = {{ € H; B¢ = 0} operatora B, koja je zatvoren potpros-
tor od H, je m—invarijantan potprostor od H. Doista, za y € G imamo

£ e N(B) = Br(y) =n'(y)BE=0 =  7(y)§ e N(B).

Kako je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi da je ili N(B) = {0} ili M(B) = H.

Pretpostavimo da je N(B) = {0}, tj. da je B injekcija. Tada je B* € Homg(m,7'), pa
je B*B € Homg(w, ). Nadalje, kako je ||B¢||*> = (B*BE[€) to je N(B*B) = N(B) = {0} i,
posebno, B*B # 0. Operator B*B € B(H) je ne samo hermitski nego i pozitivan. Stoga prema
zadatku 3.11, postoji jedinstven pozitivan operator C' € B(H) takav da je C? = B*B. Sada za
£ € 'H imamo

ICEI* = (CEICE) = (CHe[€) = (B*BE[g) = (Bg|BE) = || BE|I™

Neka je V = R(B) = {B¢; £ € H} podruéje vrijednosti operatora B. To je potprostor od H’
koji je m'—invarijantan. Doista, za £ € V postoji £ € H takav da je ¢ = BE. Tada za bilo koji
y € G imamo

m'(y)§ = 7'(y) B = Br(y)§ € V.

Prema tome, i zatvara¢ potprostora ¥V u Hilbertovom prostoru H’' je 7’—invarijantan. Kako je
B # 0, to je V # {0}, pa je zbog ireducibilnosti reprezentacije n’ zatvarac¢ od V jednak H'. Dakle,
VY = R(B) je gust potprostor Hilbertovog prostora H'.

Definirajmo sada U : V — H sa

UBE=C¢, €€

Definicija ima smisla jer je B injekcija. Nadalje, U je ocito linearan operator i zbog dokazane
jednakosti ||C¢|| = ||BE|| vidimo da je U izometrija sa V u H. Kako je V gust potprostor od
H', ta se izometrija jedinstveno produljuje do izometrije iz B(H', H). Tu éemo izometriju takoder
oznacavati sa U. Kako je B*B € Homg(m,7) to jei C € Homg(mw, ). Stoga imamo za svaki £ € H
izasvakiy € G:

T(y)UBE = 7(y)CE = Cn(y)§ = UBn(y)¢ = Un'(y) BE.

Time je dokazano da je w(y)UE = Un(y)¢' za svaki £ € V, a bududi da je V gust u H' slijedi
w(y)U = Un'(y), tj. vrijedi U € Homg(n', 7). Stoga je podruéje vrijednosti izometrije U zatvoren
m—invarijantan potprostor od H, pa zbog ireducibilnosti reprezentacije 7w i zbog U # 0 slijedi da
je podrucje vrijednosti od U ¢itav prostor H. Dakle, U je izometricki izomorfizam Hilbertovog
prostora H’ na Hilbertov prostor H. No kako je U € Homg(n', 7), to ima za posljedicu 7’ ~ 7,
suprotno pretpostavei. Ova kontradikeija pokazuje da je pretpostavka N (B) = {0} neostvariva.
Prema tome je N'(B) # {0}, pa zbog ireducibilnosti reprezentacije m slijedi N'(B) = H, tj. B = 0.
Tada slijedi A(&, &) =0 V¢, &, akako su na pocetku dokaza vektori i 7' bili proizvoljno odabrani,
slijedi da vrijedi tvrdnja (a).
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(b) Sasvim analogno dokazu tvrdnje (a) nalazimo da za dane n € H i ' € H' postoji
B € Homg(m, ) takav da je

(BEle) = [ (o)) T@Emidn(e) Ve, € M.
Medutim, kako je 7 ireducibilna, iz teorema 3.2.12. slijedi da postoji A(n,n) € C takav da je

B = X(n,n")I, gdje je I jedini¢ni operator na H. Dakle, dosli smo do preslikavanja A : H x H' — C
takvog da vrijedi

/G (r(@)El) T @ET)du(z) = A ) (EE) Ve m, € f € H.

Fiksirajmo sada & € H, ||&]| = 1, i stavimo ¢ = A\(&p, &). Imamo

A, 1) = A, ') (&oléo) :/G(W(w)foln)(W(x)foln’)du(l") :/G(W(w_l)ﬁo|n)(ﬂ($‘1)§o|n’)du($) =

- / (ol (@) @) du(z) = / () o) (@) i) = Ao €0) (7 ) = (i ).
G G

Dakle je A(n, ') = c(n'|n) ¥n,n € H.
Time smo dokazali da postoji ¢ € C takav da je

/G (e (@)l @) Au(z) = cElE)olly)  VEEmf €H.

Nadalje,
o= [ @&k (o) > 0.
Neka je ponovo & € H, ||&o|| = 1. Neka m € N i neka su ey, ea, ..., €, ortonormirani vektori u
H. Za bilo koji x € G tada su vektori m(x)eq, m(x)e, ..., m(x)e, ortonormirani. Zbog Besselove

nejednakosti tada je

m

1—||£o||2>2| )eil&)? = D (w(@)eil&) (r(@)eil€e) Vo € G

i=1

Dakle,
Z x)eil€o) (m(x)ei|§o)dp(x) = CZ leall*[l€oll* = me.

1 1
Odatle je m < —, Pa slijedi dim H < — < 400. Ako je n = dim H i ako je {e1,es,...,en}
c

c
ortonormirana baza od H, gore umjesto Besselove nejednakosti imamo Parsevalovu jednakost,

) 1
pajec=—.
n

Za kompaktnu grupu gotovo nista novo ne donosi napustanje unitarnosti u definiciji repre-
zentacije. Razmotrimo zasada sluc¢aj kona¢nodimenzionalnih reprezentacija. Ako je G bilo kakva
grupa i ako je V' vektorski prostor (nad poljem C), onda se homomorfizam 7 grupe G u grupu
GL(V') svih linearnih bijekcija sa V' na V' zove reprezentacija grupe G na vektorskom pros-
toru V. U slucaju da je V topoloski vektorski prostor, toj definiciji dodaje i zahtjev neprekidnosti
svakog operatora 7(z), = € G, a ako je k tome grupa G topoloska, moze se dodati i neki za-
htjev neprekidnosti na preslikavanje x +— 7(x) (slaba, jaka, uniformna,...). Ako je prostor V'
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kona¢nodimenzionalan, sve su te vrste neprekidnosti medusobno ekvivalentne. Reprezentacija
topoloske grupe G na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' zove se neprekidna ako je
preslikavanje 7 sa G' u prostor L(V') linearnih operatora na V' neprekidno. Dovoljno je zahtijevati
neprekidnost u jednoj tocki, npr. u jedinici e grupe G.

Teorem 5.2.2. Neka je m neprekidna reprezentacija kompaktne grupe G na konacnodimenzional-
nom vektorskom prostoru V. Tada na V' postoji skalarni produkt u odnosu na koji je reprezentacija
T unitarna. Za svaki m—invarigantan potprostor Vi od V' postoji m—invarijantan potprostor Vs
takav da je V=V, + Vi. Nadalje, postoje m—invarijantni potprostori Vi, Vs, ..., Vi od V takvi da
jeV=Vi+ Vot -+ V, ida su sve subreprezentacije my,, my,, ..., Ty, ireducibilne.

Dokaz: Iz prve tvrdnje slijede ostale tvrdnje, zato jer ako je prostor V unitaran i ako je
svaki operator 7(x), x € (G, unitaran, onda iz m—invarijantnosti potprostora W C V slijedi
7—invarijantnost njegovog ortogonalnog komplementa W+,

Neka je sada (-|-) bilo koji skalarni produkt na V. Tada iz neprekidnosti reprezentacije =
slijedi da je za bilo koje &, n € V funkcija z +— (7(2)&|n) sa G u C neprekidna. Neka je p Haarova
mjera na G. Tada je sa

(€l) = /G (r(@)elndp(z), eV,

zadan novi skalarni produkt i iz invarijantnosti mjere p slijedi da su svi operatori 7(y), y € G,
unitarni u odnosu na skalarni produkt (-|-) :

(m(y)&lm(y)n) =/<7T($)7T(y)§Iﬁ(x)ﬁ(y)mdu(x) =

G

- / ()€l (ey)m) dule) = / (r(2)Elm(2))du(z) = (Eln).
G G
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5.3 Peter—Weylov teorem

U daljnjem je stalno G kompaktna grupa i g normirana Haarova mjera na G. Tada je C(QG)
algebra u odnosu na mnozenje po tockama i u odnosu na konvoluciju. Nadalje, L;(G) je takoder
algebra u odnosu na konvoluciju.

Za konacnodimenzionalnu reprezentaciju m od G na V piSemo dim 7 = dim V i taj se broj
zove dimenzija reprezentacije 7w. Bez posebnog isticanja uvijek ¢emo pretpostavljati da je ko-
nac¢nodimenzionalna reprezentacija neprekidna.

Za funkciju f : G — C stavljamo

L(f) = spanc {\.f; v € G} i R(f)=spanc{p.f; x € T}.

Te definicije imaju smisla i ako je f klasa funkcija u odnosu na mjeru p; naime, ako je x € G i
f, g su funkcije na G onda su A\, f i A\,g (odnosno, p,f i p.g) p—ekvivalentne ako i samo ako su f
i g p—ekvivalentne.

Nadalje, definiramo

L(G) ={f € Ly(G); dim L(f) < 400} i R(G) ={f € Ly(G); dim R(f) < +o0}.

Ocito je L(f+g) € L(f)+L(g) i R(f+g) € R(f)+ R(g), paslijedi da su L(G) i R(G) potprostori
od LQ(G)

Neka je sada 7 konacnodimenzionalna reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V' i neka
je V' dualni prostor od V. Za § € Vi n € V' definiramo funkciju o7, : G — C sa

ot () =7 (w(x)§), xed.

Sve takve funkcije su ocito neprekidne. One se zovu matri¢ni koeficijenti reprezentacije 7. Sa
®(7) oznacavamo potprostor od C'(G) razapet svim matricnim koeficijentima reprezentacije 7 :

®(m) = spanc {¢f,; €V, n e V'}

Ako je {&1,&,...,&,} baza od V i {n},n,...,n.} baza od V' onda je ocito ®(m) razapet sa
{¢f s 1 <14,5 < n}. Dakle, prostor ®(7) je konaénodimenzionalan i vrijedi dim ®(7) < (dim 7).

Ako su reprezentacije 7 i o ekvivalentne (tj. ako u Homg(m, o) postoji izomorfizam) onda je ocito
O(7) = O(0).
Napokon stavimo

= U {®(7); m kona¢nodimenzionalna reprezentacija}.

Teorem 5.3.1. Vrijedi L(G) = R(G) = F(G) i to je podalgebra od (C(G), -). Ona je gusta u
C(G) u odnosu na normu || « ||eo, gusta je u L1(G) u odnosu na || - ||1 i gusta je u Lo(G) u odnosu
na || - ||2. Takoder, F(G) je gusta u C*—algebri C*(Q).

Dokaz: Neka je m konacnodimenzionalna reprezentacija od G na V. Neka je {&1,&, ..., &}
baza od V' i {ny,n,...,n,} njoj dualna baza od V'. Za 1 <i,j <nizax,y € G imamo

(Aol ) (W) = $E oy (77 1Y) = mf(m (@™ )7 (y)&:) =

= 1j; <7T(93‘1)Zm;( ) an )& (m(z ™).
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Dakle je

Aa P,y Z% 0 (T )P
Analogno je

PP Z e, (D)

Prema tome je
Aol € QM) 1 pupf € O(m) Vi
Zakljucujemo da je

L(eg ) C®(m) i R(eg ) € ®(m)  Vi,j.

Kako je ®(7) kona¢nodimenzionalan, slijedi da su svi matri¢ni koeficijenti @¢, . elementi i prostora
1y ]
L(G) i prostora R(G). Dakle, vrijedi

o(m) C L(G) N R(G).
Bududi da to vrijedi za svaku konacnodimenzionalnu reprezentaciju 7, zakljucujemo da je
F(G) C L(G) N R(G).

Neka je sada f € R(G). Tada je R(f) konactnodimenzionalan potprostor od Ls(G) invarijantan
s obzirom na desnu regularnu reprezentaciju m, od G. Neka je V = R(f) i neka je 7 pripadna
subreprezentacija, w(z) = w.(z)|V. Za g € V tada je w(x)g = p,g. Neka je § € V' definiran sa
d(g) = g(e). Tada imamo za z € G :

pis() = 0(m(2)f) = (paf)le) = f(x).
Dakle, f = %5 € ®(7) C F(G). Time je dokazano
R(G) C F(G).

Neka je sada f € L(G). Neka je V' dualni prostor konacnodimenzionalnog vektorskog prostora
L(f), sto mozemo shvacati i kao V' = L(g). Neka je 7 reprezentacija od G na V' definirana sa

(m(@)$)(g9) = E(Xamrg), €V, g€ L(f).
Neka je § € V definirano sa 6(g) = g(e), g € L(f). Sada je
ei.p(x) = (m(2)0)(f) = (A1 f) = (Ae=1 f)(e) = f(2).
Dakle, f = ¢}, € ®(r) C F(G). Time je dokazano da je
L(G) C F(G).
Iz dokazanih inkluzija
F(G)C LG)NR(@G), LG)CFQ), RG)CFG)

slijedi
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Matriéni koeficijenti su neprekidne funkcije, pa slijedi da je to potprostor od C(G). Taj potprostor
sadrzi konstante i invarijantan je s obzirom na kompleksno konjugiranje, jer, npr. ocito je da za
funkciju f vrijedi

feL(G) —  feLQ).

Dokazat ¢emo sada da je FI(G) = L(G) = R(G) podalgebra od (C(G), - ). Nekasu f, g € L(G).
Tada imamo slijed implikacija

Ao f-9) = Aaf) - (Nag) € L(f) - L(g) Ve e G = L(f-g) Cspanc L(f)-L(g) =

= dim L(f-g) < (dim L(f)) - (dim L(g)) < +o00 = f-g € L(G).

Time je dokazano da je L(G) = R(G) = F(G) podalgebra od C(G) u odnosu na mnozenje po
tockama.

Dokazimo sada da ta podalgebra razlikuje tocke od G. Neka su z,y € G, © # y. Po teoremu
5.1.1. postoji unitarna ireducibilna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H takva da je
m(x) # m(y). Prema teoremu 5.2.1. reprezentacija 7 je konaénodimenzionalna, pa je ®(7) C F(G).
Postoje § € H in' € H' takvi da je n/(m(2)§) # n'(7(y)¢). No to znaci da je ¢f, (v) # o, (y).
Dakle, F'(G) razlikuje tocke od G.

Dakle, dokazali smo da je F'(G) podalgebra od C'(G) u odnosu na mnozenje po tockama, da
sadrzi konstante, da je invarijantna na kompleksno konjugiranje i da razlikuje tocke od G. Sada iz
Stone— Weierstrassovog teorema slijedi da je F/(G) gusta u C(G) u odnosu na || - ||e. Buduéi da
je C(G) gusta u L1(G) uodnosuna || - ||y i u Le(G) u odnosu na || - ||2 i buduéi da za f € C(G)

zbog normiranosti mjere p vrijedi

1l = /G F@)ldp() < [ flo i HfHa:\/ /G (@) Pdu(@) < [l

slijedi da je F(G) gusta u Ly(G) s obzirom na || - [|; i u Ly(G) s obzirom na || - ||2. Napokon,
L,(G) je gusta u C*(G) u odnosu na njenu C*—normu || - ||, pa kako za f € Li(G) vrijedi
LI < [1f 1]

slijedi da je F/(G) gusta i u grupovnoj C*—algebri C*(G).

U daljnjem sa G oznacavamo skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih unitarnih reprezenta-
cija od G. Prema teoremima 5.2.1. 1 5.2.2. to je ujedno skup svih klasa ekvivalencije ireducibilnih
kona¢nodimenzionalnih reprezentacija od G. Za o € G izaberimo unitarnu reprezentaciju 7

na prostoru H® iz klase a. Nadalje, stavimo d(a) = dim H®. Izaberimo ortonormiranu bazu
{&8,65 . €} Prostora H® i za x € G neka su mf;(z) matricni elementi operatora 7¢(z) u toj
bazi.

Teorem 5.3.2. (Peter—Weyl) S = {\/d(a)nf; 1<1i,j <d(a), a € G} je ortonormirana baza
Hilbertovog prostora Lo(G) i algebarska baza vektorskog prostora F(G).

Dokaz: Za o, € G, 1<i,j<d(a)il <k, ¢<d(f) vrijedi

(Va(@)7& | /AB)r) = v/A(@)d(B) / 7 ()l (@) dp(z) =

— A(@)d() /G (€260 (2P ()€ |0 ().
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Prema tvrdnji (a) teorema 5.2.1. to je jednako nuli ako je a # (. Nadalje, prema tvrdnji (b) istog
teorema za o = (3 dobivamo

(Vd(o)mj |y d(a)myy) = d(a)

d(a )(f 1€0)(E7160) = Girdije-

(VAd()m2\/d(B)m,) = dagdindse

Dakle, S je ortonormiran skup u LQ(G).

Imamo 78 € ®(7*) C F(G), pa slijedi da je S C F(G). Neka je 7 proizvoljna konacnodimen-
zionalna reprezentacija od G na V. Prema teoremu 5.2.2. tada postoje m—invarijantni potprostori
Vi, Vo, ..., Vs od V takvi da je V.= V3 + Vo + --- + V; i da je svaka od subreprezentacija my;
ireducibilna. Neka je «; € G klasa ekvivalencije ireducibilne reprezentacije my,. U svakom V; iz-
aberemo bazu {ei, e}, ..., eg(ai)} potprostora V; u kojoj operator my, (z) ima matricu (g (37))2(1?1)1 :
Tada je {e}; 1 <j<d(a;), 1 <i<s} baza prostora V. Neka je {f}; 1 <j<d(a;), 1 <i< s} njoj
dualna baza od V’. Tada funkcije

Dakle, vrijedi

ngzﬁca 1§j§d(al)a ]-Sggd(ak)a 1§Zak§8
L
razapinju prostor ®(r). Medutim, lako se vidi da je ¢T; = 0; ]gﬂ'g To znaci da funkcije
3L
ﬁ‘ji, 1</l,j<dey), 1<i<s

razapinju prostor ®(7). Kako je 7 bila proizvoljna kona¢nodimenzionalna reprezentacija, za-
kljuéujemo da skup funkcija S razapinje vektorski prostor F'(G). No taj je skup ortonormiran
u Ls(G), dakle je linearno nezavisan. Time je dokazano da je S baza vektorskog prostora F(G).

Napokon, skup S je ortonormiran u Hilbertovom prostoru Ls(G) i razapinje potprostor F(G)
koji je prema teoremu 5.3.1. gust u Ly (G). Dakle, S je ortonormirana baza Hilbertovog prostora

La(G).
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5.4 Grupovne algebre. Karakteri

Prema propoziciji 4.2.1. za f,g € Ls(G) konvolucija f x g je dobro definirana i to je funkcija
iz Co(G) = C(G) C Ly(G). Prema tome, u slucaju kompaktne grupe G Hilbertov prostor Lo(G)
je algebra u odnosu na konvoluciju i vrijedi Lo(G) * Lo(G) € C(G). Dakle, C(G) je obostrani
ideal u algebri Ly(G). Nadalje, kako je kompaktna grupa unimodularna, Ls(G) je i x—algebra u
odnosu na involuciju f*(z) = f(z~!). Kako je na unimodularnoj grupi Haarova mjera invarijantna
u odnosu na invertiranje, slijedi i || f*||2 = || fll2 Vf € L2(G).

Zadatak 5.1. Dokazite:
(a) Za f,g € La(G) i € G je (f * g)(x) = (f(pz9)*) = (fAeg")-
(0) Za f,g € Lo(G)
(¢) Za f,g € Lo(G) je (flg) = (97| /7).
(G

(d) Za f.g.h € Lo(G) je (f = glh) = (flh*g") = (g|f* * h).
Zadatak 5.2. Neka sua,f€ G, 1<i,j< da), 1 <k, 0 <d(p), z € G. DokaZite:

d(a) d(a)

—1
pz Zj E :ﬂ-k] zk;’ /\ﬂ?ﬂ- E :ﬂ-zk ﬂ-k]

(b) (7?%)* =75

ge llf = glla < Ifllz - llgllz; drugim rije¢ima, Lo(G) je Banachova *—algebra.

1
d(a)

Upute: Za tvrdnju (a) koristite ¢injenicu da je 7® reprezentacija.

(c) m¥ *W]fe ——— 008055

Za tvrdnju (b) koristite ¢injenicu da je [W‘?‘. (x)]j(]a:)l unitarna matrica i njoj inverzna matrica

ij
. ol d(a)
je [mfi(x 1>L‘,j:1'

Tvrdnja (c) slijedi iz (a) i (b) 1 iz tvrdnje (a) zadatka 5.1.

Uvedimo sada oznake
Co(G) = O(77), aedG.
[z Peter—Weylovog teorema znamo da je

=P C.(G).  F(G) =D +Ca(0).

ael ael

Propozicija 5.4.1. (a) F(G) je obostrani ideal u Lo(G).
(b) Zaa # 5 je Co(G) * C3(G) = {0}; Ca(G) * Ca(G) € Ca(G).
(c) Co(G)* = Cu(Q) i to je obostrani ideal u Lo(G).
Dokaz: (a) Prema tvrdnji (d) propozicije 1.5.1. za f € L(G), g € R(G), h € Ly(G) iz € G je
Ao(fxh)=Aaf)xh 1 pa(hxg) =hx*(pag).
Stoga je
L(f*h)=L(f)*h i R(hxg)=hxR(g) =  fxheL(G) i hxgeR(G).
Kako je F(G) = L(G) = R(G), to je obostrani ideal u Ly(G).
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Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (c) zadatka 5.2.
(¢) Iz tvrdnje (c) zadatka 5.2. slijedi C,(G)* = C,(G). Kako je

F(G) =) +Cs(0),
Be@

iz (b) slijedi da je C,(G) obostrani ideal u F(G). Nadalje, dim C,(G) = d(a)* < +o0, pa je
Co(G) zatvoren potprostor od Lo(G). Napokon, F(G) je prema teoremu 5.3.2. gusto u Ly(G) i
konvolucija je prema tvrdnji (b) zadatka 5.1. neprekidno preslikavanje sa Lo(G) X Lo(G) u Lo(G),
pa slijedi da je C,(G) obostrani ideal i u Lqo(G).

Neka je Z5(G) centar algebre (La(G),*) Z(G) centar algebre (C(G), *) i Zp(G) centar algebre

(F(G), ).

Lema 5.4.2. (a) Z(G) = Z»2(G) N C(G).
(b) Zp(G) = Zy(G) N F(G) = Z(G) N F(G).
() Zo(G) = {f € Lo(G); Mrf = puf Vi € G},
(d) Z(G) ={f € C(G); flay) = f(yx) Va,y € G}.

Dokaz: (a) Inkluzija Z5(G)NC(G) C Z(G) je ocigledna. Nekasu f € Z(G)1ig € La(G). Kako
je C(G) gusto u La(G), postoji niz (gn)neny u C(G) takav da vrijedi ¢ = lim,, . g, u prostoru
Ly(G). Po tvrdnji (b) zadatka 5.1. konvolucija je neprekidna na Ly(G), pa imamo

f*ng*(lim gn> = lim fx*xg,= lim g,*f = (hm gn>*f:g*f.

Zakljutujemo da je f € Z3(G). Time je dokazano da je Z(G) C Zy(G), sto zajedno sa
Z(G) CC(G) i Z2(G)NC(G) C Z(G) daje jednakost Z(G) = Z»(G) N C(G).

(b) Buduéi da je i F(G) gusto u Ls(G), analogno kao u (a) dokazuje se jednakost
Zp(G) = Z2(G) N F(G). Napokon, kako je FI(G) C C(G), iz dokazanog i iz (a) slijedi

Z(G)NF(G) = Zy(G)NC(G)NF(G) = Zy(G)N F(G) = Zp(G).
(¢) Po tvrdnji (a) zadatka 5.1. za f,g € L2(G) i x € G imamo
(f*9)(@) = Aerflg) 1 (gx @) = (9l(p2f)") = (pxSflg").

Slijedi
f € Z2(G) = Mo-1f =po.f VreQqG.

(d) Za f,g € C(G) jednakost njihovih klasa u Ls(G) znaéi isto Sto i jednakost tih funkcija po
tockama. Dakle, zbog (a) za f € C(G) nalazimo

fezG) = (A f)y)=(pNy) Vo,yeG <+ flay) = flyzr) Yo,y €q.

Razmotrimo sada lijevu i desnu regularnu reprezentaciju 7, i m, grupe G na Hilbertovom
prostoru Ly(G). Operatori my(z) i 7,.(y) komutiraju Vz,y € G. Stavimo

m(y) = m(y)m(y) = m(y)me(y),  yeG.

Tada je 7 unitarna reprezentacija od G na Ly(G). Imamo

(T (@) = fly"'2y),  wy€G, [E€L(q).



5.4. GRUPOVNE ALGEBRE. KARAKTERI 113

Za konstantnu funkciju 1(z) = 1 imamo 1* = 1 = 1 % 1. Dakle, ako stavimo F = m(1), onda je
E* = E = E?,tj. E je ortogonalni projektor. Imamo

/fyla:ydu Y), feLly@), zed.

Lema 5.4.3. (a) EL:(G) = Z»(G).

(b) Restrikcija E|C(G) je neprekidan operator na Banachovom prostoru (C(G),|| - ||le) ¢
EC(G) = Z(G).

Dokaz: (a) Za f € Z5(G) imamo

7 = =NAAf =T = (BN = [ (i) D@ut) = Fo)
Dakle, Z3(G) C ELs(G). Nadalje, za € G imamo
m(x)E =7(z)r(1) = n(\1) = 7(1) = E.

Prema tome, za f € Ly(G) je Ef = w(x)Ef = M\ep. Ef, paslijedi \,-1Ef = p, Ef Vx € G. Sada
pomoc¢u tvrdnje (c) leme 5.4.2. zaklju¢ujemo da je Ef € Zy(G). Dakle, dokazali smo i obrnutu
inkluziju ELy(G) C Zy(G).

(b) Neka je f € C(G). Dokazimo da je Ef neprekidna funkcija. Neka je ¢ > 0 i neka je U
otvorena okolina od e u G takva da vrijedi

wve@, ulvelU — |f(u) — f(v)| <e.

Stavimo

V={teG; ww!eUVYweG}.

Buduéi da je preslikavanje (w,t) — wtw™! sa G x G u G neprekidno i buduéi da je grupa G
kompaktna, iz leme 1.2.1. slijedi da je V' otvorena okolina od e u G. Ako su z,z € G takvi da je
2~z € V, onda za svaki y € G imamo

(v l'ey) My ey =y Ty e U = |f(yTley) — flyT ') <e
Dakle,
SaeV = |(ENE) - (BN < /G Fyay) — Fly~ " ey)lduty) < e

|
Slijedi Ef € C(G). Time je dokazano da je EC(G) C C(G).
Za f € C(G) je

15w = max

/ f<y1xy>du<y>' < flle

Dakle, restrikcija E|C(G) je neprekidan operator sa C'(G) u C(G).
Napokon, za f € Z(G) C Zy(G) je Ef = f. To znadi da je Z(G) C EC(G). S druge strane,
pomocu tvrdnje (a) leme 5.4.2. dobivamo i obrnutu inkluziju

EC(G) C C(G) N ELy(G) = C(G) N ZG) = Z(G),

pa imamo jednakost EC(G) = Z(G).
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Za svaku kona¢nodimenzionalnu reprezentaciju = od G definiramo x™ € F(G) sa
X" () = Trm(x), r €.
Ocito x™ ovisi samo o klasi ekvivalencije reprezentacije 7. Nadalje,
X" (zy) = Trm(zy) = Trm(z)w(y) = Tra(y)m(z) = Trr(yz) = X" (yz)  Vo,y € G,
Dakle, x™ € Zr(G). Funkcija x™ zove se karakter reprezentacije 7. Ocito je
X"(e) =Trm(e) =Tr I = dim 7.

Za o € G stavimo

Zadatak 5.3. Dokazite:

1 N
(a) B8 = ——0i;x", a€G, 1 <14,j < d(a).

d(a)
B yonmd = L gt G 1<ij<d
(0) x *Wij—maﬁﬂ-ija a,f € G, 1<4,j<d(B).
(c) x* * ﬁ—ié “a,fel
X X _d(Oé) aBX ) .

d) (x*)" =x* a€d.
(€) (X°Ix?) = bag, a,B€G.
Teorem 5.4.4. (a) Potprostor Zp(G) je gust u (Z(G), || - |lso) @ u (Z2(G), || - ||2)-

(b) {x*; a € G} je baza vektorskog prostora Zp(G) i ortonormirana baza Hilbertovog prostora

Z5(G).
() CalG) = X% La(G) = x* * C(G) = x* * F(G).

Dokaz: (a) Neka je f € Z(G) (odnosno, f € Z5(G)). Tada postoji niz (f,)nen u F(G) koji
tezi prema f u odnosu na normu || - ||» (odnosno, u odnosu na normu || - [|3). Po lemi 5.4.3. tada
niz (Ef,)nen tezi prema Ef = f u odnosu na normu || - || (0dnosno, u odnosu na normu || - [|2).
Po tvrdnji (a) zadatka 5.3. vrijedi Ef,, € F(G) Vn, dakle, Ef,, € F(G) N Z2(G) = Zp(G).

(b) Po tvrdnji (b) propozicije 5.4.1. je

Zp(G) = Zp(G) [V | D] +Cal(@) | =D +2r(G) N Cu(G),

aeé ozeé

a iz tvrdnje (a) zadatka 5.3. slijedi da je Zp(G) N Cy(G) = C - x*. Prema tome, {x*; a € G} je
baza vektorskog prostora Zp(G). Kako je prema (a) Zr(G) gusto u Zy(G) iz tvrdnje (e) zadatka
5.3. slijedi da je {x*; a € G} ortonormirana baza od Z,(Q).

(¢) Po tvrdnji (b) zadatka 5.3. vrijedi

X“* C3(G) = {0} akojea#p i X* * Co(G) = Cu(G).
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Kako je
L(G) =P Cu(@) i F(G)=) +Ca(G)
aed ael

i kako je konvolucija sa Ly(G) x Lo(G) u Lo(G) neprekidna, slijedi
X * La(G) = x* x F(G) = Cu(Q).
Bududi da je F(G) C C(G) C Lo(G), imamo i x* * C(G) = Cu(G).

Neka je 7 proizvoljna reprezentacija od G na kona¢nodimenzionalnom prostoru V. Tada postoje
m—invarijantni potprostori Vi, Vs, ...,V od V takvida je V = Vi + Vo + .-+ + V, i da su sve
subreprezentacije my;, 1 < i < s, ireducibilne. Neka je o; € G klasa reprezentacije my,. Tada slijedi
X" = >, x™. Kako su x*, a € G, linearno nezavisni, broj (m : «) koliko puta se u rastavu
reprezentacije m pojavljuje ireducibilna subreprezentacija iz klase « je neovisan o izboru gornjeg
rastava. Naravno, imamo

X" = Z(ﬂ' Do) x“.

acG

Kako su x® ortonormirani, slijedi (7 : o) = (x™ [x®) . Broj (7 : ) zove se multiplicitet od o u
reprezentaciji 7.

Iz gornjeg razmatranja zakljucujemo:

Propozicija 5.4.5. Neka su 7 i 7@ konacnodimenzionalne reprezentacije kompakine grupe G i
neka sux™ i xX™ njihovi karakteri. Nadalje, za o € G neka je x* karakter bilo koje reprezentacije
12 klase .

(a) Za svaki o € G vrijedi (7 a) = (X7 [x*).

7.‘./

(b) Reprezentacije m i ' od G su ekvivalentne ako i samo ako je x™ = x™ .



116 POGLAVLJE 5. REPREZENTACIJE KOMPAKTNIH GRUPA

5.5 Dekompozicija unitarne reprezentacije

U ovom odjeljku 7 je proizvoljna unitarna reprezentacija kompaktne grupe G' na Hilbertovom
prostoru ‘H. Kao i prije istim znakom 7 oznac¢avamo i pripadne reprezentacije grupovnih algebri

C(G) € Ly(G) € Li(G) € C°(G).

Podsje¢amo da je

D = [ F@E@EI@. e @), &net
Definiramo ogranicene operatore na Hilbertovom prostoru H :
d(a)
ES =d(a)r (7)., E*=d Z @ aeG, 1<ij<d).

Zadatak 5.4. Dokazite da operatori Ef; © E“ zadovoljavaju:
(a) BEEY, = 0apdnESG 2a 0, B € G, 1<i,j < d(a), 1 <k, £ <d(p).
(b) EEP =0 zaa,feqG, ap.
(¢) (E*)* = E* = (E*)* za svaki o € G.

Uputa: Koristite zadatak 5.2. i ¢injenicu da je f — m(f) reprezentacija Banachove x—algebre
Li(G).

Prema tvrdnji (¢) zadatka 5.4. za svaki a € G operator £F“ je ortogonalan projektor. U
daljnjem ¢emo sa ‘H, oznacavati njegovo podrucje vrijednosti:

Ha= E“H = {¢ € H; E°¢ = ¢},

Prema tvrdnji (b) zadatka 5.4. zatvoreni potprostori H, su medusobno ortogonalni.

Za § € 'H oznacimo sa ‘H¢ najmanji m—invarijantan potprostor od ‘H koji sadrzi vektor & :
He = spanm(G)E = span{m(x)§; x© € G}.
Nadalje, stavimo
Ho = {¢ € H; potprostor H je kona¢nodimenzionalan}.

Teorem 5.5.1. Neka je m unitarna reprezentacija kompaktne grupe G na Hilbertovom prostoru
H. Uz wvedene oznake vrijedi:

(a) Ho je gust potprostor od H i vrijeds

Ho =Y +Ha

ac@

(b) Ako je V m—invarijantan potprostor od H takav da je subreprezentacija my ireducibilna iz
klase o € G, onda je V C H,.

(¢) Ha je skup svih § € Hy takvih da je myy, direktna suma reprezentacija iz klase .
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Za dokaz ¢ée nam trebati:

Zadatak 5.5. Neka je W wektorski prostor i o homomorfizam grupe G u grupu GL(W) svih
invertibilnih linearnih operatora na W. Neka je a € G' i neka su wy, wo, ..., wqny € W vektori od
kojih je bar jedan razlicit od nule v vrijeds

w; = waj‘(a:)wZ Vee G, Vje{l,2,...,da)}.

Dokazite da su tada vektori wy, ws, ..., W4q) linearno nezavisni i razapingu potprostor U koji je
invarijantan s obzirom na sve operatore o(x), x € G, i da je x — o(x)|U ireducibilna reprezentacija

od G iz klase «.

Uputa: Prvo uocite da iz neprekidnosti funkcija 7} slijedi da je sa 7(z) = o(z)|U definirana
reprezentacija od G na U. Sada dokazite da je linearan operator A : H* — U definiran sa Aef = w;,
i=1,2,...,d(«a), surjektivno preplitanje 7® sa 7. Zatim koristite ireducibilnost reprezentacije 7.

Dokaz teorema 5.5.1.: Bududi da su potprostori H, medusobno ortogonalni, suma Y H,

je direktna. Stavimo
oo 3

ael

Dokazat cemo najprije da je potprostor H; gust u H. Pretpostavimo suprotno i neka je 0 # n L Hj.
Za a € Gii,je{l,2,...,d(a)} vrijedi E*Ef; = Ef. Slijedi da za svaki vektor { € H vrijedi
B¢ € Ho C 'Hy. Dakle,

(E&ln) =0  VEE€H, Yaed, Vi,je{1,2,...,d(a)}.
To znaci da je

/waj‘(x)(w(x)ﬂn)du(x) =0 VYeeH, Yaecd, Vi,je{l,2,...,d)}.

Sada iz teorema 5.3.2. slijedi da je neprekidna funkcija x — (7w(x){|n) svuda jednaka nuli za

svaki £ € H. Posebno za x = e nalazimo ({|n) = 0 V¢ € H, suprotno pretpostavei n # 0. Ova

kontradikcija pokazuje da je potprostor H; gust u Hilbertovom prostoru H.
Nekasué,neH,z€G, aecG, 1<i,j< d(«). Tada imamo redom

(r(2)EEln) = (ELE|m(z7")n) = d(a) /G 7% () (m(y)€|m (@ )n)dp(y) =

— d(a) /G T ) (w(e)Eln)dpty) = d(a) /G T ) (n(y)€lmduly) =

d(a) d(a)
—d(0)Y 7 /G w2 ) (el du(y) Zmﬂ J(Eg€ln) = Zmﬁ DB
k=1

Bududi da to vrijedi za sve £, 1 € 'H zaklju¢ujemo da je

Zwm 2)EY,  r€G, ael, 1<i,j<d(a) (5.1)
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[ako nam u ovom dokazu to ne ¢e trebati, napominjemo da se slicnim racunom ili adjungiranjem
relacije (5.1) dobiva da vrijedi

Efm(x) = Zﬁfk(x)EﬁC, reG, aelG, 1<ij<d(a). (5.2)

Neka je sada a € Gi ¢ € H,. Tada je ¢ = £. Stavimo
W = spanc {Ej;§; 1 <14,5 < d(a)}.

Tada je W konac¢nodimenzionalan potprostor od H i vrijedi

E=E€=) EiteW
=1

Nadalje, prema (5.1) potprostor W je m—invarijantan. Dakle, spanc (7(G)§) C W, pa za-
kljuéujemo da je & € Hy. Time je dokazano da je H, C Hy Va € G pa slijedi H; C Ho.
Prema tome, potprostor Hy je gust u Hilbertovom prostoru H.

Dokazimo sada tvrdnju (b). Neka je V' w—invarijantan potprostor od H takav da je sub-

reprezentacija my ireducibilna iz klase . Tada u V' mozemo izabrati bazu {£1, &, . . ., {a) } takvu
da vrijedi

o)

ZWU . VzeG, Vje{l,2,....d)}.

Koristenjem Peter—Weylovog teorema 5.3.2. nalazimo da za svaki n € H i bilo koje indekse
gk, 0 € {1,2,...,d(a)} vrijedi

(B In) = d(o) /G T @) () In)dpu(x) =

= / e Z% (&ilmdp(r) = d(a) Y (w5 |mi ) (&ln) = Zézkéﬂ &ilm) = Gje(&elm).
Kako je n € 'H bio pr01zvoljan, to znaci da je
E& = 056k, Vi k,te{1,2,...,d(a)}.

Odatle je
d(a «a
B = En& =) k=&
k=1 k=1

Slijedi &1, &2, ..+, a(a) € Ha, dakle, V' C H,.

Neka je sada £ € Hy. Tada je H¢ konacnodimenzionalan m—invarijantan potprostor od H.
Stoga po teoremu 5.2.2. postoje m—invarijantni potprostori Wi, W, ..., W, od H, takvi da je
He = Wi+ Wy +- - -+ W i da su sve subreprezentacije my,, i = 1,2, ..., s, ireducibilne. Oznac¢imo
sa «; klasu ekvivalencije reprezentacije my,. Prema tvrdnji (b) tada je W; C H,,, pa slijedi

£ € He CHay +Hay + -+ Ha, CHy.

Zakljucujemo da je Hy C ‘Hy, pa zbog prije dokazane obrnute inkluzije imamo jednakost Hy = H;.
Time je dokazana tvrdnja (a).
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Dokazimo sada tvrdnju (c). Prije svega, iz tvrdnje (b) slijedi inkluzija
{£€ € Ho; Ty, je direktna suma reprezentacija iz klase a}t C H,.

Za dokaz tvrdnje (c¢) treba jos dokazati obrnutu inkluziju.
Neka je € € H,,. Stavimo kao i prije

W = span {E5¢; 1 <14,j < d(a)}.

Znamo da je He = span (7(G)§) € W. Neka je n € Hg, tj. (n(z)é|n) = 0 Vo € G. Tada je za
1 <i,j <d(a)

(E2E]) = d(a) /G T () ()€ mdu(z) = 0,

pa dobivamo da je n € W+. Iz dokazane inkluzije Hg C W+ slijedi W C He. Time je dokazano
da je
He =W = span{Ej}&§; 1 <14, < d(a)}.

Stavimo sada
Wj = spanc{Ej¢ 1 <i<d(a)},  j=1,2,...,d(«).

Sada iz jednakosti (5.1) i iz zadatka 5.5. slijedi da je za svaki j ili W; = {0} ili je W; m—invarijantan
potprostor i subreprezentacija my, je ireducibilna iz klase a.. Ocito je He = Wi+ Wa+ -+ Wy(q.
Dokazimo jos da postoje indeksi 1 < iy < iy < --- < iy < d(a) takvi da je He = W,;, +--- + W,..
Indekse i) biramo induktivno: i; je prvi u nizu 1,2, ..., d(«) takav da je W;, # {0}; nakon §to su
izabrani iy, ..., i5_1, indeks 7 biramo kao prvi u nizu ix_; + 1,...,d(«) takav da

k—1
Wi, € Upr =Y+ W,
j=1

Tada je W;, NU_ invarijantan potprostor od W, koji je razlicit od W;, , a kako je subreprezentacija
Tw;, ireducibilna, zakljucujemo da je W;, NUj_; = {0}, odnosno, suma Uy, = Uy_1+W;, je direktna.
Ova induktivna konstrukcija vodi do trazenih indeksa 1 < i; < iy < -+ < ig < d(«) takvih da je
He=U, = Wi, + Wiy + -+ Wi,

Time je dokazano da je za svaki { € H, subreprezentacija 7y, direktna suma ireducibilnih
reprezentacija iz klase a, pa je dokazana i obrnuta inkluzija, odnosno, jednakost iz tvrdnje (c).

Korolar 5.5.2. (a) Za desnu reqularnu reprezentaciju m, od G na Ly(G) i za E* = d(a)7w, (x¥)
j@ E,?LQ(G) = Ca(G)

(b) Za lijevu regularnu reprezentaciju mp od G na Lo(G) i za Ef = d(a)m (x) je EfL(G) =

= Ca(G) ={[: feCulG)}.

Dokaz: Prilikom definicije reprezentacija 7, i 7, prije iskaza propozicije 2.2.6. ustanovili smo
da je m(f)g = fxgim(f)g = g= f. Koriste¢i tvrdnju (c¢) teorema 5.4.4. i tvrdnju (d) zadatka
5.3. izvodimo

B Ly (G) = La(G) *? = Ly(G) * (x¥)" = La(G) * x* = Co(G);

E®Ly(G) = X7 * Lo(G) = x° * La(G) = Co(G).
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5.6 Plancherelov teorem za kompaktnu grupu

U ovoj tocki uspostavit ¢emo slicne veze medu funkcijama na G i na G kao u slucaju Abelovih
lokalno kompaktnih grupa. Sjetimo se da je u slucaju Abelove kompaktne grupe G topologija na
G diskretna. Tako ¢emo i u slucaju opée kompaktne grupe G skup G njenih klasa ekvivalencije
ireducibilnih reprezentacija promatrati kao topoloski prostor s diskretnom topologijom, odnosno
na funkcije definirane na G ne ¢emo postavljati nikakve uvjete neprekidnosti.

Za svaku klasu a € G izaberimo kao i prije unitarnu reprezentaciju 7 klase a na kona-
¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru H® dimenzije d(a). U sluéaju Abelovih grupa sve su
ireducibilne unitarne reprezentacije jednodimenzionalne i u tom slucaju promatrali smo skalarne
funkcije na G.U slucaju kompaktne grupe G promatrat ¢emo prostore funkcija ® na G koje nisu
skalarne nego takve da je ®(«) € L(H®) za svaki a € G. Skup svih takvih funkcija, odnosno,
Kartezijev produkt familije algebri operatora (£(H®); a € G), oznacimo sa II(G). To je unitalna
algebra u odnosu na operacije po tockama:

(@ + T)(a) = D(a) + T(a), (AD)(a)=\D(a), (PT)(a)=d(a)l(a), &, T cIl(G), \eC.

Jedinica u toj algebri je funkcija T koja poprima kao vrijednosti u svim tockama jedinicne opera-
tore: Y(a) = Iy Ya € G. Nadalje, uz definiciju involucije po tockama

() = D)™, ael

H(G) postaje x—algebra. Kako je topologija na G diskretna, pa je svaki podskup od G i otvoren
i zatvoren, nosac¢ funkcije ® € II(G) definiramo sa

Supp ® = {a € G; ®(a) #0}.

Uocimo sada neke podalgebre od II(G). Neka je Co(G) skup svih funkcija ® € II(G) s konaénim
(tj. kompaktnim) nosacem. Neka je Co(G) skup svih ® € II(G) koje teze k nuli u beskonacnosti.
Konvergencija k nuli u beskonacnosti za funkciju ¢ € H(@) u ovom slucaju znaci da za svaki e > 0
postoji konacan podskup F' C G takav da vrijedi

aeG\F = &) <e.

Pri tome je sa || - [, oznacena operatorska norma na prostoru L(H®) dobivena iz norme na
unitarnom prostoru ‘H®. Tada je Co(G) *—podalgebra od II(G). Definiramo normu na C(G) sa

19]lo = max {[|@(a)llo; o € G}

Lako se vidi da uz tu normu (.o (G) postaje C*—algebra. CO(ACA?) je x—podalgebra gusta u Cso(G).
Definiramo sada Ly(G) kao prostor svih funkcija ® € II(G) sa svojstvom

> d(a)Tr @(a)®(a)* < +oo.
acd
Nije tesko dokazati da je tada LQ(G) Hilbertov prostor uz skalarni produkt definiran sa
(BIT) = da)Tr ®(a)¥(a)", @, T € Ly(G).
agg

Norma izvedena iz tog skalarnog produkta je

1®ll2 = 1@llpye) = [Dd@)Tr@(@)@(a), € Lu(G).

ael
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L(H*) mozemo identificirati s potprostorom od Ly(G), ako operator S € £(H*) identificiramo s
funkcijom

S ako je f = «

S(8) =
0 ako je B # a.

Skalarni produkt na £(H*) dan je sa (S|T)q = d(a)Tr ST*. Uz takvu identifikaciju imamo

=@y, @9 =Y @@ 9= S le@]E,

Primijetimo da je CO(@) gust potprostor od Lg(@). Stovise, vrijedi

=Y FLMHY.

ael

Uoc¢imo da za @,V € Ly(G) nije nuzno dV € Lg(@) ako grupa G nije Abelova. Dakle, opéenito

] 7)
Ly(G) nije podalgebra od II(G).

Prije iskaza sljedeceg teorema napomenimo da za kompaktnu grupu G vrijedi Lo(G) C Ly (G).
Stoga je za svaku funkciju (tj. klasu funkcija) f € Ly(G) i za svaku unitarnu reprezentaciju = od
G dobro definiran operator m(f).

Teorem 5.6.1. Za f € Ly(G) definiramo Ff € II(G) sa

~

(F)a) ==(f), aed,
(a) F je izometricki izomorfizam Hilbertovog prostora Ly(G) na Hilbertov prostor Ly(G).
(b) Restrikcija F|F(G) je izomorfizam sx—algebre F(G) na s—algebru Co(G).
(¢) F|F(Q) se prosiruje do izometrickog izomorfizma C*—algebri sa C*(G) na Cuo(G).

Dokaz: (b) Za o, € Gizal <i,j < d(«) izracunajmo matricne elemente operatora
(Fr&) (8) = = (7%) . Te matricne elemente oznacimo sa 77 (78 )M, 1 < k,¢ < d(B). Prema
Peter—Weylovom teoremu imamo

_ 1
7 (7T),, = /G @)@ du(e) = (w75 ) = Ta %o OB

Posebno, vidimo da je F|C,(G) izomorfizam prostora C,(G) na prostor L(H®). Bududi da je

F(G) =F(@) =Y +Cal@ Col(@) = 3 +L(H)

aeé aeé

vidimo da je F|F(G) izomorfizam prostora F(G) na prostor Cy(G).

(a) Prema Peter—Weylovom teoremu {\/d(a)7f}; o € G, 1 < i,j < d(a)} je ortonormirana
baza Hilbertovog prostora Ls(G). Njoj kompleksno konjugirana je takoder ortonormirana baza od
Ly(G). Dakle, za f € Ly(G) imamo u smislu Ly —konvergencije

f= ZZd (f [78) e,
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i vrijedi Parsevalova jednakost za kvadrat norme
115 = ZZd (f 7). (5.3)

S druge strane, matri¢ni elementi operatora (F f)(a) = 7*(f) su

(f)y = /G 7 (@) f@)du(a) = (F[78), 1<) < d(a).

Dakle,
d(a)
T () = 3 7w D = 2 |(F[75)[

Odatle slijedi da je Ff € Ly(G i pomoéu (5.3) nalazimo

||ff||2—ZZd )Tr (Ff)(a)(Ff)(a) =

:ZZd( YTen(f sz f’ﬂ] } = |I£1I5-

a  i,j
Dakle, F(Ly(G)) C Ly(G) i F : Ly(G) — Ly(G) je izometrija. Napokon, prema (a) je

~

Co(G) = F(F(G)) C F(L(G)),

a kako je Co(G) gusto u Ly(G), zakljucujemo da je F(Ly(G)) = l;;g(é) Dakle, F je izometricki
izomorfizam Hilbertovog prostora Ly(G) na Hilbertov prostor Ly(G).
(¢) Za f,g € C(G) imamo za o € G

(F(f*x9)(@) =7(f * g) = 7(/)m*(g9) = (F/)(a)(Fg)(a) = (Ff - Fg)(e),
(F) (@) = (FH) =x(f)" ==(f") = (Ff)(a).

Time je dokazano da je F|C(G) homomorfizam x—algebri.
Odredimo sada C*—normu na C(G) u odnosu na koju popunjenjem C'(G) dolazimo do grupovne
C*—algebre. Ta je norma opcenito definirana sa

|1l = sup {||=(f)||; 7 unitarna reprezentacija od G'}.

Neka je 7 unitarna reprezentacija od G na Hilbertovom prostoru H. Tada iz teorema 5.5.1. slijedi
da postoje konacnodimenzionalni m—invarijantni potprostori H;, ¢ € I, od ‘H takvi da je svaka
subreprezentacija 7y, ireducibilna i da je

icl

Ako je reprezentacija my, iz klase a; € G onda je ||m, (f)|| = 17 (f)|lass f € C(G), i € I. Dakle,
kako je za svaku f € C(G) i za svaki ¢ € I potprostor H; invarijantan s obzirom na operator 7( f)

7(f)|Hi; = 7, (f), nalazimo

lx (Al = sup {|lms, (F)ll; ¢ € I} = sup {7 (F)lais i € I} < sup {|7°(f)lla; o € GY.
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Bududi da to vrijedi za svaku unitarnu reprezentaciju m, zakljucujemo da je

LI = sup {7 (f)lla; @ € G}
Oznacimo sa A(G) skup svih ® € II(G) takvih da je
sup {[|®(a)]la; @ € G} < +o0.
Tada je A(G’) x—podalgebra od H(@) i to je C*—algebra u odnosu na normu
9]l = sup {[|P(a)[la; @ € G}, ® € A(G).
Sada za f € C'(G) imamo

sup {[(F)(@)lla; @ € G} = sup {|7°(f)lla; @ € G} = | ]

To pokazuje da je Ff € A(G) za svaku f € C(G) i da je

1Fflloo = IIFII Vf € C(G).

Dakle, restrikcija F|C(G) je izometrija normirane x—algebre C(G) s C*—normom || - || u
C*—algebru A(G). Stoga se F|C(G) produljuje do izometrickog injektivnog homomorfizma
C*—algebri sa C*(G) u A(G). Taj izometricki monomorfizam C*(G) — A(G) oznacimo sa F.
Ostaje jos da dokazemo da je slika F(C*(G)) tog monomorfizma upravo C*—algebra Cso(G).

Stavimo B = F(C*(G)). Tada je B C*—podalgebra od A(G) i F je izometricki izomorfizam
sa C*(G) na B. Ocito je F(F(G)) C F(C(Q)) C B.

Algebra F(G) je prema teoremu 5.3.1. gusta u C'(G) u odnosu na normu || - |l. Nadalje,
budu¢i da je mjera p normirana, vrijedi

[l < 1fllee Vf € C(G).

Kako je C(G) gusta u Li(G) u odnosu na normu || - ||1, slijedi da je F/(G) gusta u L1(G) u odnosu
na normu || - [|1.
Analogno, L;(G) je gusta u C*(G) u odnosu na C*—normu || - || i vrijedi

<l Vf e Li(G).

Odatle i iz ¢injenice da je F'(G) gusta u L1(G) u odnosu na normu || - ||; zakljuéujemo da je algebra
F(G) gusta u C*(G) u odnosu na C*—normu || - ||. No to znaci da je B zatvara¢ od F(F(G)) u
C*— algebri A(G). Kako je prema (b) F(F(G)) = Co(G), slijedi da je B zatvarac od Cy(G) u A(G).
No prema uvodnim napomenama taj je zatvarac jednak Cu(G). Dakle, B = F(C*(G)) = Cso(G).
Time je dokazano da je produljenje F od F|C(G) izometricki izomorfizam C*—algebri sa C*(G)

~

na Coo(G).
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