1 Kona¢nodimenzionalni prostori

Polje je skup K s barem dva elementa na kome su zadane dvije komutativne i asocijativne
binarne operacije, zbrajanje

+: K xK— K, (o, B) — a+ [3)
1 mnozenje
KX K— K, (o, B) — af),
tako da vrijedi:
(a) (K,+) je grupa s neutralnim elementom 0;
(b) (K \{0},-) je grupa s neutralnim elementom 1;
(¢) mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje: a5 + ) = af + an.

Glavni primjeri polja su polje realnih brojeva R, polje kompleksnih brojeva C i polje racional-
nih brojeva Q.

Vektorski prostor nad poljem K je neprazan skup V koji je komutativna grupa s obzirom na
operaciju zbrajanja (+: V x V — V, (v, w) — v+ w) i na kojem je definirana operacija mnozenja
elementima polja K (tj. preslikavanje K x V' — V| (A, v) — Av) koja je distributivna s obzirom
na obje operacije zbrajanja:

Av+w)= v+Iw i A+pv= +pw  VYA\peK, Yo,weV,
ima svojstvo kvaziasocijativnosti:
(A)v = A(pv) V\upe K, YveV,
1 jedinica 1 ima svojstvo:

lv=wv YveV.

Potprostor vektorskog prostora V' je podskup W C V koji je i sam vektorski prostor nad
istim poljem s obzirom na iste operacije. To zapravo znaci da je W neprazan podskup od V' i da
vrijedi:

vyweW=v+weW, veW i e K= XwelW.
Kada zelimo iskazati da je W potprostor vektorskog prostora V pisat ¢emo W < V.

Propozicija 1.1 Neka je V vektorski prostor nad poljem K 1 neka je 3 bilo koji skup potprostora
od V. Tada je i presjek (y,cx, W svih potprostora iz ¥ takoder potprostor od V.

Dokaz: Oznacimo sa U presjek svih potprostora iz skupa . Neka su v i w bilo koji vektori iz
U. Kako je U presjek svih potprostora W € ¥, to su v,w € W za svaki W € X. Kako je svaki W
potprostor, odatle slijedi v +w € W za svaki W € Y. Budu¢i da je U presjek svih W € X slijedi
v 4+ w € U. Sasvim analogno dokazuje se da za svaki v € U i za svaki A € K vrijedi Av € U.

Potprostor U iz prethodne propozicije je najveéi potprostor koji je sadrzan u svakom potpros-
toru iz skupa X ; dakle, ako je X < W za svaki W € ¥ onda vrijedi U O X.
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Neka je sada S bilo kakav podskup vektorskog prostora V. Oznac¢imo sa > skup svih potprostora
od V koji sadrze skup S: ¥ ={X <V;X D S} Stavimo:

s1=w

we¥

Ocito je [S] najmanji potprostor od V koji sadrzi skup S : ako je W potprostor od V' iako W D S,
onda W D [5].

Propozicija 1.2 [S] je skup svih linearnih kombinacija vektora iz S.

Dokaz: Dokazimo prvo da je svaka linearna kombinacija vektora iz S u [S], a nakon toga da je
svaki vektor v € S linearna kombinacija vektora iz S. Neka je X skup svih linearnih kombinacija
vektora iz S. [S] sadrzi skup S, pa sadrzi i sve linearne kombinacije vektora iz S, jer je [S] potprostor
po propoziciji 1.1. Zakljuéujemo da vrijedi [S] D X.

Dokazimo i obrnutu inkluziju, a time i skupovnu jednakost. U tu svrhu najprije uo¢imo da je
X potprostor. Doista neka su x i y vektori iz X. Svaki od njih je tada linearna kombinacija vektora
iz S. Stoga postoje vektori xy, T, ..., Tp, Y1, Y2, -, Ym 1z S 1 skalari Ay, Ao, .o A, i1, fhoy - o oy fhim
iz K, takvi da je

rT=Mr1+ AT+ .o+ N 1 Y=yt ey o Y

Tada je x +y = Ay + doxo + ... + Ay + 1y + poyo + ... + lmYm, dakle z + y je li-
nearna kombinacija vektora iz S, odnosno =z + y € X. Nadalje, za bilo koji skalar A € K je
AT = ANz + Aaexs + ... + A\, z, linearna kombinacija vektora iz S, dakle Az € X. To pokazuje
da je X potprostor. Svaki vektor v € S ja linearna kombinacija vektora iz S (v = 1v) pa slijedi da
potprostor X sadrzi skup S. Buduéi da je [S] najmanji potprostor koji sadrzi skup S, zakljué¢ujemo
da vrijedi i obrnuta inkluzija [S] C X.

[S] se zove potprostor generiran skupom S ili potprostor razapet skupom S. Ako je
W = [S] kazemo da skup S razapinje potprostor W.

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K i neka je S podskup od V. Skup S je linearno
nezavisan ako vrijedi:

x ¢ [S\{r}] Vo € S.

Obratno, S je linearno zavisan ako je neki z € S linearna kombinacija preostalih vektora iz S.
Lako se vidi da je S linearno nezavisan ako i samo ako za bilo koje medusobno razli¢ite vektore
X1, Lo, ..., Ty, €S vrijedi:

Al,/\g,...,)\nEK, )\1$1+)\2$2++)\nl‘n:0 = )\1:)\2::An20

Skup je linearno zavisan ako i samo ako postoji n € N i postoje medusobno razliciti vektori
x1, %o, ..., T, €S 1 postoje skalari A\, Ag,..., \, € K\ {0} takvi da je

)\133'1 —F)\QJZ'Q —+ _'_)\nxn =0.

Lema 1.1 Neka je S podskup vektorskog prostora V i neka je x € S. Pretpostavimo da je
xz €[S\ {z}]. Tada je [S\ {z}] = [5].

Dokaz: Kako je S\ {z} C S ocito je [S\ {z}] C [S]. Nadalje, iz z € [S \ {z}] slijedi
S C[S\ {z}], a odatle [S] C [S\ {z}]. Iz dvije inkluzije slijedi jednakost [S \ {z}] = [5].

Baza vektorskog prostora V' je podskup B od V sa sljedeca dva svojstva:



(a) skup B je linearno nezavisan,
(b) [B] =V.

Ako je B baza od V, svaki vektor iz IV moze se na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombi-
nacija vektora iz B. Precizno, za svaki x € V postoji jedinstvena funkcija ¢ : B — K koja ima
sljedeca dva svojstva:

(a) za samo kona¢no mnogo vektora v € B je ¢(v) # 0;

(0) = =2 epp(v)v.

Vektorski prostor V' zove se konaénodimenzionalan ako postoji konacan skup S takav da je
[S] = V. U daljnjem ¢emo sa |A| oznacavati broj elemenata bilo kojeg konacnog skupa A.

Teorem 1.1 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K.
(a) Postoji konacna baza prostora V.
(b) Svaka baza prostora V' je konacna.

(¢) Ako su By i By dvije baze od V' onda je |By| = |By|. Broj elemenata bilo koje baze od V' zove
se dimenzija od V' i oznacava dim V, il preciznije dimg V.

(d) Ako je S linearno nezavisan podskup od V, S je sadrian u nekoj bazi od V.
(e) Ako je S podskup koji razapinje V, onda S sadrzi neku bazu od V.

(f) Ako je S linearno nezavisan podskup od V' koji ima n = dim V' elemenata, onda je S baza

odV.

(9) Ako je W potprostor od V, onda je prostor W konacénodimenzionalan i dimW < dim V.
Nadalje, znak jednakosti (dim W = dim V') vrijedi ako i samo ako je W =V.

Dokaz: Dokazujemo najprije tvrdnju:
(e') Ako je S konacan podskup od V' koji razapinje V, onda S sadrzi bazu od V.

Dokaz tvrdnje (¢/). Imamo dvije moguc¢nosti: skup S je ili linearno nezavisan ili linearno
zavisan. Ako je S linearno nezavisan onda je S baza od V. Ako je S linearno zavisan, onda postoji
x € S takav da je x € [S'\ {z}]. Prema lemi 1.1 tada za skup S; = S\ {z} vrijedi [S;] = [S] = V.
Sada ponovimo isti postupak sa skupom 5;. Kako je skup S konacan, nakon izuzimanja kona¢no
mnogo vektora iz S dobit ¢emo linearno nezavisan podskup od S koji razapinje prostor V| tj. doci
¢emo do baze od V sadrzane u S.

Iz dokazane tvrdnje (¢’) odmah slijedi tvrdnja (a).

Dokazimo sada sljede¢u pomoc¢nu tvrdnju:

Lema 1.2 Ako je S konacan podskup vektorskog prostora V' i ako je T linearno nezavisan podskup
od [S] onda je skup T konacan i |T| < |S].

Dokaz leme 1.2. Tu ¢emo tvrdnju dokazati matematickom indukcijom u odnosu na broj |S]
elemenata skupa S.

Baza indukcije: Pretpostavimo da je |S| = 1, tj. S = {z}. Neka je T linearno nezavisan
podskup od [S]. Treba dokazati da skup T' nema vise od jednog elementa. Pretpostavimo suprotno
(IT] > 2) i neka su y i z medusobno razli¢iti elementi od T. Kako je skup T sadrzan u potprostoru
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[S] = [{z}] = {A\z; A € K}, postoje medusobno razliciti A\, u € K takvi da je y = Az i z = pux.
Kako su A i p medusobno razli¢iti, bar jedan od njih je razlicit od nule. No tada imamo netrivijalnu
linearnu kombinaciju vektora y i z koja je jednaka nuli: Az — py = 0. Dakle, skup {y,z} C T je
linearno zavisan, pa je i T' linearno zavisan, suprotno pretpostavci. Dakle, nije moguce da T ima
viSe od jednog elementa.

Korak indukcije: Pretpostavimo da je tvrdnja dokazana ako je |S| = n — 1. Neka je |S| = n
(S ={x1,29,...,2,}) i neka je T linearno nezavisan podskup od [S]. Treba dokazati da T nema
vise od n elemenata. Pretpostavimo suprotno i neka su y1,¥s2, ..., Yn, Yn+1 medusobno razliciti
elementi od 7. Kako je T sadrzan u [S] = [{z1, z2, ..., 2, }] svaki od tih n 4 1 vektora je linearna
kombinacija vektora xy,xs, ..., 2, :

Y1 = 01171 + Q1202 + ... + Q10T

Yo = Q2 1T1 + Qo 2X2 + ... + Q2 Ty

Yn = Qp 121 + Qp 22 +...+ Qpnndn
Yntl = Q1101 + Qpp12%T2 + o0+ Qi1 0T

Kako je skup T linearno nezavisan, svi su njegovi elementi razliciti od nule. Posebno je y,11 # 0.
No tada je barem jedan od koeficijenata ay, 41,1, pt12, - - ., Qnt1,p razlicit od nule. Uz eventualnu
novu numeraciju elemenata od S mozemo pretpostaviti da je a,4+1., # 0. No tada iz posljednje od
gornjih jednakosti slijedi:

. 1 On41,1 On41,2 Ont1n—1
Ty = Ynt+1 — Ty ————Ty— ... ————Tp_1
anJrl,n anJrl,n anJrl,n OénJrl,n
. . .. . . - Qg n - .
Uvrstimo ovo u prvih n gornjih jednakosti. Uz oznake z, = y, — g1 Ynt1 7 k=1,2...,ni
Bij = — 2l ga g =1,2,...,n1j=1,2,...,n— 1 nakon sredivanja dobivamo:

An+1,n

21 =Pz + Prata + .o+ Pra—1Tn1
2o = o121 + PopTa + ...+ Popn_1%n_1

Zn = Bn,lxl + Bn,2l‘2 + ...+ ﬁn,n—lxn—l

Iz gornjih jednakosti slijedi da je {z1,29,...,2,} podskup potprostora razapetog skupom
S* ={xy,x9,...,2, 1} pa je po pretpostavci indukcije taj n—clani skup linearno zavisan. Dakle,
postoje Ay, Ag, ..., A, € K, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da je

)\121 +)\222 + ... +/\nzn = 0.

. . - Qg n . . . . X
Uvrstimo li 2z = yi — i Yn1 72 k=1,2,...,n nakon sredivanja dobivamo:
A1+ Aayz + .o+ Anln + Ay =0,
A A A . . .. A .
uz oznaku \ = — 2%k 2@ An@mn Byduéi da Ap, Ag, ..., A, Disu svi jednaki nuli, radi
AUn+4+1,n AUn+4+1,n AUn+4+1,n
se o netrivijalnoj linearnoj kombinaciji. Prema tome, skup {y1,v2,...,¥yn11} je linearno zavisan,

Sto je u suprotnosti s pretpostavkom da je skup 7' linearno nezavisan. Prema tome, nije moguce
da skup T ima vise od n elemenata, odnosno dokazali smo da je |T| < n.
Time je lema 1.2 u potpunosti dokazana.

Dokazimo sada tvrdnju (b). Ako je B; konaéna baza od V' i B, bilo koja baza od V, tada je
By linearno nezavisan podskup od V' = [By], pa prema lemi 1.2 slijedi da je skup By konacan i
|Bs| < |By|. Time je tvrdnja (b) dokazana, a slijedi i tvrdnja (c¢) jer se analogno zamjenivsi uloge
By i By dobiva da je |By| < |Byl.

Da bismo dokazali tvrdnju (d) dokazimo najprije sljede¢u lemu:



Lema 1.3 Neka je S linearno nezavisan podskup vektorskog prostora V. Pretpostavimo da je
x € V\ [S]. Tada je skup SU{x} linearno nezavisan.

Dokaz leme 1.3. Neka su x1, 2o, ..., x, medusobno razli¢iti elementi od S i pretpostavimo
da su skalari A\, A1, Ao, ..., A\, € K takvi da je

/\ZE+)\1{E1+/\2{E2+...+/\nfL’n:0.

Treba dokazati da su svi koeficijenti A\, A, Ao, ..., A\, jednaki nuli. Kada bi X bilo razlicito od nule iz
gornje bi jednakosti slijedilo da se x moze napisati kao linearna kombinacija vektora 1, s, ..., z,
a odatle da je x € [S], suprotno pretpostavci x € V'\ [S]. Prema tome je A = 0. Sada iz gornje
jednakosti izlazi da je A\jxy + Aoxs + ... + Az, = 0. Bududi da je po pretpostavci skup S linearno
nezavisan, slijedi Ay = Ao = ... = A, = 0. Time je lema 1.3 dokazana.

Prijedimo sada na dokaz tvrdnje (d). Oznacimo sa n dimenziju vektorskog prostora V. Neka
je S linearno nezavisan podskup od V. Prema lemi 1.2 imamo |[S| = k < n. Sada imamo dvije
moguénosti: ili je [S] = V ili je [S] # V. Ako je [S] = V, onda je S baza od V. Uzmimo da je
[S] # V. Neka je z € V'\ [S]. Prema lemi 1.3 skup S* = SU{z} je linearno nezavisan, pa je prema
lemi 1.2 |S*| = k + 1 < n. Isto razmatranje sada mozemo ponoviti za skup S* umjesto skupa S.
Razmatranje se ponavlja sve dok ne dodemo do baze od V| a to ¢e se sigurno dogoditi jer svakim
korakom dolazimo do linearno nezavisnog skupa ¢iji se broj elemenata povecao za jedan. Prema
lemi 1.2 tih koraka moze biti najvise n — k.

Dokazimo sada tvrdnju (e). Neka S podskup od V' koji ga razapinje: [S] = V. Neka je x4
vektor iz S razli¢it od nule. Tada je skup S; = {z;} linearno nezavisan. Ako je [S;] =V, onda je
Sy baza od V. Ako je [S1] # V, onda skup S nije sadrzan u [S;], pa mozemo izabrati zo € S\ [S1].
Prema lemi 1.3 skup Sy = {x1, 22} je linearno nezavisan. Razmatranje ponavljamo sa skupom
S5 umjesto skupa S7. Buduéi da linearno nezavisan skup prema lemi 1.2 ne moze imati vise od
n = dim V' elemenata, nakon kona¢no mnogo koraka do¢i ¢emo do baze od V' koja je sadrzana u
S.

Dokazimo sada tvrdnju (f). Neka je S linearno nezavisan skup koji ima n = dim V' elemenata.
Treba dokazati da je S baza od V, tj. da je [S] = V. Pretpostavimo suprotno, tj. [S] # V. No tada
jeza x € V' \ [S] prema lemi 1.3 skup S U {x} linearno nezavisan i ima n+ 1 > dim V' elemenata,
a to je nemoguce zbog leme 1.2. Stoga je pretpostavka [S] # V' pogresna, tj vrijedi [S] = V.

Napokon, dokazimo jos tvrdnju (g). Neka je W potprostor od V i neka je n = dim V. Ako
je W = {0}, onda je dim W = 0. Pretpostavimo da je W # 0. Neka je z; € W, z; # 0. Tada je
skup S; = {z;} linearno nezavisan. Ako je [S;] = W, S je baza od W. Ako je [S;] # W, uzmimo
xo € W\ [S1]. Prema lemi 1.3 Sy = {z1, 25} je linearno nezavisan. Ako je [Ss] = W, S; je baza do
W. Ako je Sy # W, uzmimo x3 € W\ [S;]. Prema lemi 1.3 S3 = {x, 2223} je linearno nezavisan.
Ovaj postupak nastavljamo sve dok ne dodemo do kona¢ne baze od W. To ¢e se sigurno dogoditi
jer u svakom koraku dobivamo linearno nezavisan podskup od W C V| koji po lemi 1.2 ne moze
imati vise od dim V' elemenata. Odavde slijedi da je potprostor W kona¢nodimenzionalan i da je
dimW < dim V. Ako je dim W = dim V, onda baza od W ima dim V' elemenata, pa je po tvrdnji
(e) to ujedno baza od V. No tada je ocito W = V.

Prema propoziciji 1.1 presjek bilo koliko potprostora je opet potprostor. S unijom je drugacija
situacija. Lako se moze vidjeti da je ve¢ za dva potprostora U i W njihova unija U UW potprostor
ako i samo ako jeili U C W (itadaje UUW = W) ili W C U (i tada je UUW = U). Medutim, za
dva potprostora U i W mozemo promatrati najmanji potprostor X koji sadrzi oba ta potprostora,
tj. koji sadrzi UUW, X = [U U W].

Propozicija 1.3 [UUW] ={u+w;u e U,w e W}.
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Dokaz: Akosuu € Uiw € W onda su oba vektora sadrzana u uniji U UW dakle i u [UUW].
Kako je [U U W] potprostor slijedi v +w € [U U W]. Time je dokazana inkluzija

[UUW] D {u+w;uelUweW}.

Dokazimo i obratnu inkluziju. Neka je x € [U U W]. Tada je prema propoziciji 1.2 x linearna
kombinacija vektora iz U U W. To zna¢i da mozemo naci vektore xy,..., 2, € U, yy1,...,ym € Wi
skalare Ay, ..., Ay, ft1, - - ., um € K, takve da je

T = M2+ AaZa + . Ay a1 + poy2 + - Y.

Stavimo li u = A\jxy + Aoxe + ... + Ay 1w = pys + poys + - . - + Y imamo u € U,w € Wi
x = u + w. Prema tome vrijedi i obrnuta inkluzija

UUW] C{u+w;ueUweW},

odnosno vrijedi jednakost [U U W] ={u+w;u € U,w € W}.

Zbog toga se [UUW] zove suma potprostora U i W i oznacava U + W. Konstrukeiju mozemo
napraviti i za vise potprostora Wy, Wy, ..., W, :

Wi+Wo+.. . +W,, = [W1UW2U. . UWn] = {w1+w2+. LWy Wy € Wl,wg S WQ, oWy € Wn},
pa i za bilo koji skup ¥ potprostora od V :
YSwesW = [Upes W] ={veV;In e N 3w, W,,..., W, € %,

Juw, EWl,wgEWz,...,wnEWn,td.U:w1+w2+...+wn}.

Propozicija 1.4 Ako su U i W konacnodimenzionalni potprostori vektorskog prostora V, onda je
i potprostor U + W konacnodimenzionalan v vrijedi:

dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).

Dokaz: Neka je dimU = p, dimW = ¢ i dimU N'W = k. Zbog tvrdnje (g) teorema 1.1 je
k < pik < q. Konstruirat ¢emo sada bazu od U + W koja ima p 4+ ¢ — k elemenata i time ¢e
propozicija biti dokazana, jer je dimenzija broj elemenata baze.

Neka je {xi,29,...,2,} baza od U N W. Kako je U N W potprostor od U, prema tvrdnji
(d) teorema 1.1 ta je baza od U N'W sadrzana u nekoj bazi od U, tj. mozemo naéi bazu od U

oblika {1, z9, ..., Tk, Ykt1, Yt2s - - -, Yp}- Analogno mozemo naéi bazu od W oblika {xy, zo, . . ., ,
Zht1s Zk42s - - -5 2} Dokazat ¢emo sada da je
B = {1'1, Loy o s Tl Ykt 15 Y425 - -+ Ypy Zh4-15 Rh425 - - -5 Zq}
baza od U + W.
Dokazimo najprije da je skup B linearno nezavisan. Neka su a1, ..., o, Brt1s- -+, Bpy Vet1s- -5 Vg

skalari iz K takvi da je

a1y + .o+ QT+ Brp iUkt + o+ Bolp + Ver12ha1 o+ Vg2 = 0.

Treba dokazati da su svi skalari o, . . ., o, Bkt - - -, Bps Ve, - - - Vg jednaki nuli. Gornja jednakost
se moze zapisati ovako:

Q11 + o+ QT+ Bkl T Bplp = —Vet12k41 — -+ - — VoBqr



Oznacimo li taj vektor sa z, lijeva strana pokazuje da je x € U, a desna da je x € W. Stoga je
r € UNW, a kako je {z1,z9,...,2;} baza od U N W, mozemo naéi skalare A, Ag, ..., A\ € K
takve da je

T=Mxy+ ...+ \Tp.

Kako je vektor x jednak desnoj strani prethodne jednakosti, imamo

MT1 A+ F Nl = Ve 121 — - — Va2
odnosno
Mxy 4o A + Ver1Zke1 + -+ YgRq = 0.
Bududi da je {x1, %9, ..., %k, Zkt1, 2k, - - -, 2q} baza od W, taj je skup linearno nezavisan, pa iz
gornje jednakosti slijedi da su svi koeficijenti jednaki nuli, a posebno v;1; = ... =7, = 0. Tada je

x = 0, pa slijedi i
a1y + .o+ Ty + Beg1Yryr + -+ Bpyp = 0.

Buduéi da je {x1,%9,..., %k, Yk+1, Ykt2,---»Yp} baza od U, taj je skup linearno nezavisan, pa
iz gornje jednakosti slijedi oy = ... = ax = [k1 = ... = B, = 0. Dakle, svi koeficijenti
oy Ok, Begty ooy Bpy Yet1, - - -5 Vg jednaki su nuli, pa smo time dokazali da je skup B linearno
nezavisan.

Treba jos dokazati da skup B razapinje potprostor U 4+ W. Neka je x bilo koji vektor iz U + W.
Tada je prema propoziciji 1.3 2 = u+w zaneke u € Uiw € W. {x1,..., Tk, Yet1,-- -, Yp} je baza
odUi{zy,..., Tk Zkt1,-- -, 24} je baza od W, pa mozemo naci skalare ay, as, . .., ap, B1, Ba, - . ., By

iz K takve da je
U=a1T1 + ... ol + QY1 + .oy, 1w =G+ Bk + Brr1Zeg1 + -+ By
Slijedi

r=u+w= (o1 +01)r1+ ...+ (o + Br)Tk + 0kr1Yks1 + - - - + QYp + Brt12k41 + - - - + By2q-

Posljednja jednakost pokazuje da je bilo bilo koji vektor x € U + W linearna kombinacija vektora
iz B, dakle B razapinje potprostor U + W.

Napomenimo da za dimenziju sume vise potprostora nemamo tako jednostavnu formulu. Ako
su X, Y i Z potprostori od V' onda je moguce samo dokazati nejednakost

dim(X+Y+7) < dim X+dim Y +dim Z—dim(XNY)—dim(XNZ)—dim(YNZ)+dim(XNYNZ).
Slicne nejednakosti vrijede i u sluc¢aju vise konaénodimenzionalnih potprostora.

Prema propoziciji 1.4 dimenzija sume dvaju kona¢nodimenzionalnih potprostora je najveca i
jednaka dim U + dim W ako i samo ako je U N W = {0}. U opéem slucaju (a ne samo ako su
potprostori kona¢nodimenzionalni), ako je U N W = {0} kazemo da je suma U + W direktna
i umjesto U + W pisemo U + W. Suma je direktna ako i samo ako za svaki v € U + W postoje
jedinstveni u € U i w € W takvi da je v = u + w, ili ekvivalentno, ako za u € U i w € W vrijedi
u+w =0 ako i samo ako jeu =01 w = 0.

Opcenitije, za potprostore Wy, W, ... W, kazemo da tvore direktnu sumu, koju onda oznacava-
mo sa Wy + Wy + ...+ W, ako za svaki vektor v iz potprostora Wy + Wy + ... + W, postoje
jedinstveni vektori wy; € Wy, wy € Wo, ... ,w, € W,, takvi da je v = wy; +wy + ...+ w,, ili ekvi-

valentno, ako za bilo koje vektore w; € Wi, wy € Wh, ... ,w, € W, vrijedi w; +ws+...+w, =0
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ako i samo ako je w; = wy = ... = w, = 0. Ako su By, Bs, ..., B, baze redom od Wy, Wy, ..., W,
onda je njihova unija B; U By U ... U B,, baza direktne sume W, + W5 + ...+ W,,. Prema tome je

Ako je V vektorski prostor i X njegov potprostor, direktni komplement od X u V je svaki
potprostor Y takav da je V =X + Y.

Propozicija 1.5 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor © X mjegov potprostor. Pos-
togi direktni komplement od X u V.

Dokaz: Neka je {x1,2s,...,2;} baza od X. Prema tvrdnji (d) teorema 1.1 postoje vektori
Ty, - .-, T, takvi da je {x1, 29, ..., 2k, Thy1, ..., p} baza od V. Stavimo Y = [{xpy1, ..., 20}
Tada je Y potprostor od V' i {xg11,...,2,} je njegova baza. Svaki vektor v prostora V moze se
prikazati kao linearna kombinacija vektora baze od V :

UV=0121 + ...+ QpTn.

Stavimo sada
rT=o1T1+ ...+ apry 1 Y = Qp1Tht1 + - - . + QpTp.

Tada jex € X, y € Y iv =2+ y. Prema tome je V = X 4 Y. Nadalje, za v € X NY postoje
Aty ooy Mg € K1 Ay, ..., Ay € K takvi da je

V= Mx1+ ...+ A\ i V= Agt1Tks1 + - - - + AT
Odatle je Aix1 + ... + Mg — Me1Tie1 — ... — A\, = 0. Zbog linearne nezavisnosti baze
{T1,29, . .., Thy Tpy1, - -, T} slijedi Ay = Ao = ... = XN = A1 = ... = A, = 0. Zaklju¢ujemo

da je v = 0, a to pokazuje da je X NY = {0}, odnosno V" = X + Y. Prema tome, Y je direktni
komplement od X u V.

Razmatrat ¢emo sada jos jednu vaznu konstrukciju u teoriji vektorskih prostora, a to je kvo-
cijentni prostor. Neka je V vektorski prostor i W potprostor. U skupu V' definiramo relaciju ~
na sljede¢i nacin:

r~y&sr—ye W

Dokazimo najprije da je ~ relacija ekvivalencije. Za bilo koji x € V vrijedi z —x =0 € W,
jer nulvektor je sadrzan u svakom potprostoru. Prema tome je x ~ x. Nadalje, ako je x ~ y, tj.
r—y €W, ondajey—z=—(x—y)e W, dakle vrijedi i y ~ z. Nadalje, iz x ~ y i y ~ z slijedi
r—yeWiy—zeW,dakleiz — 2z = (z —y)+ (y — z) € W. Prema tome je x ~ z. Time je
dokazano da je ~ relacija ekvivalencije.

Skup svih klasa ekvivalencije u skupu V' u odnosu na tu relaciju ekvivalencije oznacavat ¢emo
sa V/W. Opisat ¢emo sada poblize svaku pojedinu klasu ekvivalencije, tj. svaki element skupa
V/W. Neka je x € V i neka je [z] njegova klasa ekvivalencije, tj. [z] = {y € V;y ~ z}. Ako je
y € [z] tadaje w =y —x € Wiy =x+ w. Dakle imamo inkluziju

[z] C{z+w;we W}.

Dokazimo i obrnutu inkluziju. Ako jew € Wiy =z +w, tada jey —xz =w € W, dakle y ~ z ili
y € [z]. Time je dokazana i obrnuta inkluzija

2] 2 {z + wiw e W},



tj. imamo jednakost [z] = {z + w;w € W}. Stoga ¢emo klasu ekvivalencije [x] koja sadrzi vektor
x oznacavati sa v + W :
[zl =+ W ={z+w,we W}

U skup V/W uvest ¢emo sada operaciju zbrajanja i mnozenja skalarima iz K :
(+W)+(y+W)=(z+y) +W, Mz + W) =(\x)+W.

Dokazimo da su ove operacije dobro definirane, tj. da rezultati ne ovise o izboru predstavnika
klasa. Nekasuz ~ a2’ iy ~9y tj. o+ W =2 +Wiy+ W =9y + W. To znaci da vrijedi
x—a' e Wiy—y €W Tada je

(z+y)—@+y)=@-2)+y—-y)eW,

dakle je (z +y) ~ (' + '), odnosno (x +y) + W = (' +y') + W. Time smo dokazali da je
zbrajanje u V/W dobro definirano. Sasvim analogno dokazuje se da je i mnozenje skalarom dobro
definirano, tj. da je (A\x) + W = (Az’) + W.

S tako definiranim operacijama skup V/W postaje vektorski prostor nad poljem K. Doista, iz
komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja vektora u V neposredno slijedi komutativnost i asoci-
jativnost zbrajanja elemenata skupa V/W :

(x+W)+y+W)=(x+y)+W=(y+x)+W=(qy+W)+ (z+ W),

(x+W)+(y+ W)+ 4+W) = (z+y)+2)+W = (2+(y+2))+W = (z+W)+((y+W)+(z+W)).

Nadalje, element 0 + W = W je neutralan u V/W u odnosu na zbrajanje, a element (—z) + W je
suprotan elementu x + W u odnosu na zbrajanje u V/W :

O+W)+(z+W)=0+2)+W =z+W, (z4+W)+((—2)+W) = (z—2)+W =0+ W.

Prema tome, V/W je u odnosu na definirano zbrajanje komutativna grupa. Neposredno se pro-
vjerava i odnos mnozenja skalarom prema zbrajanju u V/W :

AMx+W)+y+W)=X(z4+y)+W)=XNa+y)+ W =

=M+ +W=A4+W)+ANy+W)=ANz+W)+ Ay + W);
A+ ) (x+W)=A+p)z+W =Ae+px)+W = Az+W)+ (pz+W) = ANz+ W)+ pu(z+W);
M) (z+W) = Az +W = Apzx + W) = ANu(z + W)).

Time je dokazano da je V/W s definiranim operacijama vektorski prostor nad poljem K. V/W se
zove kvocijentni prostor prostora V po potprostoru W.

Propozicija 1.6 Ako je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i W njegov potprostor, tada
je i kvocijentni prostor V/W konacnodimenzionalan i vrijedi:

dim V/W = dimV — dim W.

Dokaz: Neka je k = dimW i n = dimV (naravno, k < n). Izaberimo bazu {z1,zs, ..., 2%}
od W. Prema tvrdnji (d) teorema 1.1 ona se moze dopuniti do baze {x1,za, ..., Tp, Tri1, ..., Tn}
od V. Dokazat ¢emo sada da je {zy; 1+ W,... , x, + W} baza od V/W i time ¢e propozicija biti
dokazana jer je broj tih vektora u V/W jednak n — k.
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Dokazimo najprije da je taj skup vektora u V/W linearno nezavisan. Neka su A\gi1,..., A\, € K
takvi da je

0=XMer1(ppr + W)+ ...+ (@ + W) = (Nep1@psr + - + Apy) + WL

Dakle (Agp1@p41 + -« + Ay) ~ 0 ili (Agp1Zps1 + - .- + Apz) € WL Taj se vektor moze prikazati
kao linearna kombinacija vektora baze {x1, za, ..., x;} potprostora W, tj. postoje A\j,..., \p € K
takvi da je

)\k-i—lxk-i-l + ...+ /\nl'n = )\11’1 + ...+ )\ka‘k

Odatle slijedi

—)\11'1 — ... )\kxk —+ )\k+1xk+1 + ...+ )\n.’L'n =0.
Medutim, skup vektora {z1, za, . .., Tk, Txy1, - .., Ty} je baza od V, dakle taj je skup linearno nezav-
isan. Iz gornje jednakosti slijedi da su nuzno svi koeficijenti jednaki nuli.  Posebno,
Met1 = Apyo = ... = A, = 0. To pokazuje da je skup vektora {xp 1+ W, ..., x,+W} u vektorskom

prostoru V/W linearno nezavisan.

Treba jos dokazati da skup vektora {zy.1 + W, ..., x, + W} razapinje cijeli prostor V/W. Neka
je x € V proizvoljan (tj. x + W € V/W je proizvoljan). Tada je x linearna kombinacija vektora
baze {x1,...,x,} prostora V| tj. postoje A,..., A\, € K takvi da je

=M1+ .o+ Tk + N1 Trar + -+ Ay
Stavimo w = Ay + ... + A\, Tada je w € W, pa je
r4+W=(x—-w)+W=MpZr1+ .- +Xx,) + W = N1 (1 + W) + ...+ Xo( + W)
Time je propozicija u potpunosti dokazana.

Za vektorski prostor V' i njegov potprostor W preslikavanje 7 : V' — V/W, koje svakom vektoru
x € V pridruzuje njegovu klasu ekvivalencije [x] = x + W, zove se kvocijentno preslikavanje:

m(z)=[z]=r+w, zeV.
Primijetimo da vrijedi:

m(x+y)=n(x)+n(y), v,y€V; m(\z) = Ar(z), NEK, z €V
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2 Linearni operatori

Ako su V' i W vektorski prostori, svako preslikavanje A : V' — W zove se operator. Operator
A je aditivan ako vrijedi:

Az +y) = A(z) + Ay), Vo, y € V.
Ako su V' i W vektorski prostori nad istim poljem K, operator A je homogen ako vrijedi:
A(Az) = NA(x), VAe K, Vz e V.
Operator A je linearan, ako je aditivan i homogen, tj. ako vrijedi:
A(Az + py) = MA(x) + pAly), VA ue K, Ve,y e V.

Ako je A linearan operator, obi¢no se umjesto A(x) pise Az.

Za vektorske prostore V i W nad istim poljem K sa L(V,W) éemo oznacavati skup svih
linearnih operatora A : V' — W. U taj skup uvodimo operaciju zbrajanja: ako su A, B € L(V, W)
sa A+ B oznacavamo operator sa V u W definiran relacijom

(A+ B)(v) = Av + Bu, veV.

Nadalje, uvodimo i operaciju mnozenja elemenata od L(V,W) skalarima iz polja K: ako je
Ae L(V,W)i\e K sa A oznacavamo operator sa V' u W definiran relacijom

(AA)(v) = MAv), veE V.

Lako se vidi da su tako definirani operatori A + B i AA linearni, dakle elementi od L(V,W).
Takoder, jednostavno se dokazuje da uz tako definirane operacije skup L(V,W) svih linearnih
operatora sa V u W postaje vektorski prostor nad poljem K.

Ako su V,W i U tri vektorska prostora i ako su A € L(V,W)i B € L(W,U) onda definiramo
BA 'V — U kao kompoziciju funkcija: (BA)(V) = B(Av), v € V. Tako definiran operator je li-
nearan, BA € L(V,U), i zove se produkt operatora B i A. Tako definiran produkt ima svojstvo
asocijativnosti: ako su A € L(V,W), Be€ L(W,U) i C € L(U, X) onda je (CB)A = C(BA).

Pri svakoj definiciji postavlja se pitanje smislenosti te definicije, a prije svega nije li skup defini-
ranih objekata prazan. Egzistenciju mnostva linearnih operatora u slucaju konacnodimenzionalne
domene garantira sljedec¢a propozicija:

Propozicija 2.1 Neka su V i W wektorski prostori nad poljem K i pretpostavimo da je V
konacénodimenzionalan. Neka je {ey,eq,...,e,} baza od V i neka su wy,ws, ..., w, proizvoljni
vektori iz W. Tada postoji jedinstven A € L(V, W) takav da vrijedi

Aej =w; za 7=1,2,...,n.

Dokaz: Egzistencija: Svaki vektor # € V na jedinstven nacin moze se prikazati kao linearna
kombinacija vektora baze:
Tr = 1e; + ages + ...+ aue,.

Za taj vektor x stavimo
A(z) = cqwy + avwy + ... + awy,.
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Tako smo definirali operator A : V' — W za kojeg ocito vrijedi A(e;) = w; za j = 1,2,...,n.
Dokazimo da je taj operator linearan. Neka su A, u € K i neka je pored x zadan jos jedan vektor
y € V s prikazom u bazi:

y = Biey + Paey + ... + Buen.

Tada je
A(y) = frwy + Pows + ... + Bpw,.
Nadalje,
Az + puy) = Aoy + pbr)er + (Aag + pfa)es + ... + (A, + 16 en,
pa slijedi

Az 4 py) = (Mg + pfr)wr + (Aag + pf2)ws + ... + (Aay, + pbp)w, =

= Moqwy + awy + ... + apwy) + p(frwr + Bows + ... + Brw,) = ANA(x) + pA(y).

Time je dokazana egzistencija.

Jedinstvenost: Pretpostavimo da su A, B € L(V,W) takvi da je Ae; = w; i Be; = w; za
J=1,2,...,n. Za proizvoljan vektor x = aye; + ases + ... + ay e, iz prostora V' zbog linearnosti
operatora A i B imamo:

Axr = ayAej+anAes+. . 4o, Ae, = aqw+asws+. . +ayw, = agBei+asBes+. . 4o, Be,, = Bx.
Dakle, Ax = Bx za svaki vektor z € V, a to zna¢i A = B i jedinstvenost je dokazana.

Propozicija 2.2 Ako su vektorski prostori Vi W konacnodimenzionalni, tada je i prostor L(V, W)
konacénodimenzionalan i dim L(V, W) = (dim V') - (dim W).

Dokaz: Neka je {ej,ea,...,e,} baza prostora V' i f = {f1, fa,..., fmm} baza prostora W. Zbog
propozicije 2.1 za svaki par indeksa (i,7) (1 < i < m, 1 < j < n) postoji jedinstven linearan
operator Ej; : V' — W takav da vrijedi:

El-jek: jk;fia 1§k:§n, ]_SZSTI’L, 1§j§n

Dokazat ¢emo da je {E;;;1 < i < m,1 < j < n} baza od L(V,W). Dokazimo prvo linearnu

nezavisnost. Neka su \;; € K takvi da je ). jAijEi; = 0. Primjenom te linearne kombinacije

operatora na vektor e, dobivamo za svaki k=1,...,n):
0= Z NijEijer = Z NijOinfi = Z Aite fi-
irj irj i
Kako je skup vektora {fi, fa, ..., fm} linearno nezavisan zaklju¢ujemo da je A\jy = Ao, = ... =

= Apr = 01 to vrijedi za svaki k € {1,2,...,n}. Dakle, svi koeficijenti \;; su jednaki nuli.
Dokazimo sada da operatori E;; razapinju prostor L(V,W). Neka je A € L(V,W). Za svaki
j€{1,2,...,n} Ae; je vektor iz W pa se moze prikazati kao linearna kombinacija vektora iz baze

od W :
Aej = aijfi+ agifot oot Qugfm = )y fie

Imamo:

(Z aikEik>ej = Z@ik(sk]’fl’ = Z i fi = Ae;.
ik ik i

Dakle, linearni operatori A i ) ., ;B poprimaju iste vrijednosti na svim vektorima baze od
V. Zbog jedinstvenosti u propoziciji 2.1 imamo jednakost A = )., a;;E;,. Time je dokazano da
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operatori E;; razapinju prostor L(V, W), pa je propozicija u potpunosti dokazana.

Konstrukcija u dokazu da operatori E;; razapinju prostor L(V, W) zapravo znaci pridruzivanje
matrica operatorima. Neka su vektorski prostori V' i W kona¢nodimenzionalniinekaje A : V — W
linearan operator. Neka je e = {ej,eq,...,e,} uredena baza prostora V i f = {fi, fo,..., fm}
uredena baza prostora W. Aeq, Aes, ..., Ae, su vektori prostora W pa se svaki od njih moze
napisati kao linearna kombinacija vektora iz baze f. Drugim rije¢ima, postoje skalari a;; € K
(1<i<m, 1<j<mn)takvi da vrijedi:

Aey =anfi+anfo+ ...+ amifm,
Aey = anafi + oo fo + ... 4 o fn,

Aen = alnfl + a2nf2 + ...+ amnfm'

Matrica s m redaka i n stupaca, koja se dobije tako da koeficijente u prikazu vektora Ae; stavimo
kao j—ti stupac, zove se matrica operatora A u paru baza (f,e) i oznacava A(f,e):

Q11 Q12 i3 0 Qg

Qg1 Qg Qi3 -+ Qap

A(f,e)=| Q31 Q32 Qg3 -+ Qsp
L Ompm1 Opy Ggpg -0 (070 i

Dokazi tvrdnji sljedece propozicije, koje izostavljamo, sastoje se u neposrednoj primjeni defini-
cije matrice operatora u zadanom paru baza i definicija operacija u prostorima linearnih operatora.

Propozicija 2.3 Neka suV, W i U konacnodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K

i neka su redom e = {ey,ea,...,ent, f={f1sfo,- s fm} 19 ={91,92,...,9,} uredene baze tih
prostora.

(a) Ako su A,B € L(V,W) i\, u € K, onda je (AN + uB)(f,e) = NA(f,e) + uB(f,e).
(b) Ako su Ae L(V,W) i Be L(W,U), onda je (BA)(g,¢e) = B(g, f)A(f,e).

Za vektorske prostore V i W nad istim poljem linearan operator A : V' — W zove se izomor-
fizam ako je A bijekcija sa V na W. Ako takav A postoji, kazemo da je vektorski prostor V
izomorfan vektorskom prostoru W i pisemo V ~ W. Operator identitete [ = I, : V — V je
oCito izomorfizam, pa vrijedi V' ~ V za svaki vektorski prostor V. Nadalje, ako je A : V — W
izomorfizam, onda je i inverzno preslikavanje A~ : W — V izomorfizam. Dakle, iz V ~ W slijedi
W ~ V. Napokon, ako su A : V. — W i B : W — U izomorfizmi, onda je i njihov produkt
BA :V — U izomorfizam. Dakle, iz V ~ W i W ~ U slijedi V ~ U. Ova razmatranja pokazuju
da je biti izomorfan relacija ekvivalencije medu vektorskim prostorima.

Teorem 2.1 Neka su'V 1 W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K.
(1) Neka je A € L(V,W). Tada su sljedeca cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) A je izomorfizam.

(b) Za neku bazu e = {ey, ea,...,e,} od V, Ae = {Aey, Aes, ..., Ae,} je baza od W.
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(¢) Za svaku bazu e od V' je Ae baza od W.
(d) Postoje baze e od V i f od W takve da je A(f,e) jedinicna matrica.

(2) Vektorski prostori Vi W su izomorfni ako i samo ako je dim'V = dim W. Posebno, svaki
n—dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K izomorfan je vektorskom prostoru K™.

Dokaz: (1) Evidentno je da (¢) = (b).

Dokazimo da (b) = (a). Pretpostavljamo, dakle, da je Ae baza od W za neku bazu e od V.
Treba dokazati da odatle slijedi da je A : V — W bijekcija. Neka su z,y vektori iz V takvi da je
Az = Ay. Zbog linearnosti operatora A tada je A(x —y) = 0. Vektor = — y prikazemo kao linearnu
kombinaciju vektora baze e prostora V :

:c—y:)\161+)\262+...+)\nen.

Tada imamo:

0=A(z —y) = MAe; + Ao Aes + ...+ N\, Ae,,.

Po pretpostavci je Ae = {Aeq, Aey, ..., Ae,} baza prostora W pa slijedi \y = Xy = ... =
= A\, = 0. Odatle je z — y = 0, odnosno x = y. Dakle, A je injekcija. Treba jos dokazati da je
AV — W surjekcija. Neka je w € W. Vektor w prikazemo pomoc¢u vektora baze Ae prostora W:
w = A\ Ae; + \oAes + ...+ N\, Ae,. Stavimo © = A\je; + ... + A\,x,. Tada je ocito Ax = w. Dakle
je R(A) =W, tj. A je surjekcija. Time je dokazano da iz (b) slijedi (a).

Dokazimo sada da iz (a) slijedi (c). Pretpostavljamo da je A : V' — W izomorfizam i neka
je e = {ey,eq,...,e,} bilo koja baza od V. Treba dokazati da je Ae = {Aey, Aes, ..., Ae,}
baza od W. Dokazimo prvo linearnu nezavisnost od Ae. Neka su Aq, Ao, ..., A\, € K takvi da je
AMAey + AoAes + ...+ N\ Ae, = 0. Zbog linearnosti od A slijedi A(Aje; + Ages + ... + \ye,) = 0.
Takoder je i A(0) = 0. Kako je po pretpostavci A izomorfizam, dakle i injekcija, iz jednakosti

A()\lel + /\262 + ...+ /\nen) =0= A(O)

slijedi

)\161 + )\262 + ...+ /\nen = 0.
Medutim, e = {ej,eq,...,e,} je baza, dakle linearno nezavisan podskup od V, pa slijedi
Al = X = ... = )\, = 0. To pokazuje da je Ae linearno nezavisan podskup od W. Treba jos

dokazati da skup Ae razapinje ¢itav prostor W. Neka je w € W. Kako je po pretpostavci A izomor-
fizam, dakle i surjekcija, postoji « € V takav da je Az = w. Vektor = prikazemo kao linearnu
kombinaciju vektora baze e : x = A\je; + Ases + ... + A\ne,. Tada zbog linearnosti operatora A
imamo:

w= Az = A(Me; + Aaea + ...+ A\pen) = MAer + AaAes + ...+ N\ Aey,.

Time je dokazano da je proizvoljan vektor w € W linearna kombinacija vektora iz Ae. Dakle, Ae
je baza od W, pa vrijedi (c).

Dokazali smo da su svojstva (a), (b) i (¢) medusobno ekvivalentna. Dokazat ¢emo sada
da je svojstvo (b) ekvivalentno svojstvu (d) i time ¢e tvrdnja (1) biti u potpunosti dokazana.
Pretpostavimo da vrijedi (b) i neka je e baza od V takva da je f = Ae baza od W. Tada je
Aey = f1,Aes = fo,..., Ae, = fp, pa vidimo da je A(f,e) jedini¢na matrica. Dakle, iz (b) slijedi
(d). Pretpostavimo sada da vrijedi (d) i neka su e i f baze od V' i W takve da je A(f,e) jedini¢na
matrica. To znaci da je Ae; = f1,Aes = fo,..., Ae, = fn, tj. Ae = f. Dakle, e je baza od V
takva da je Ae baza od W, tj. vrijedi (b).

(2) Pretpostavimo da je dimV = dimW = n i neka su e = {ej,ea,...,¢,} baza od V i
f=Af1,f2, -, fu} baza od W. Prema propoziciji 2.1 postoji jedinstven A € L(V, W) takav da je
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Aey = f1,Aes = fo,..., Ae, = fu, tj. Ae = f. Prema dokazanoj tvrdnji (1) (konkretno iz ekviva-
lentnosti svojstava (a) i (b)) slijedi da je A izomorfizam, tj. prostori V' i W su izomorfni. Vrijedi i
obrnuta implikacija, jer ako su prostori V'i W izomorfni onda iz dokazane tvrdnje (1) evidentno sli-
jedi da su im dimenzije jednake. Napokon, kako je oc¢ito dim K™ = n (naime, vektori (1,0,...,0),
(0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1) tvore bazu prostora K™ i ima ih n), svaki n—dimenzionalan vek-
torski prostor nad poljem K izomorfan je prostoru K™.

Time je teorem 2.1 u potpunosti dokazan.

Teorem 2.2 Neka su V i W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad poljem K i neka su
e={ey,ea....en}t baza od V i f ={f1, fo,..., fm} baza od W. Tada je A — A(f,e) izomorfizam
vektorskog prostora L(V, W) na vektorski prostor M, ,(K) svih matrica sa m redaka i n stupaca.

Dokaz: Prema tvrdnji (a) propozicije 2.3 to je preslikavanje linearno.

Dokazimo da je to preslikavanje injekcija. Neka su A i B operatori iz L(V, W) takvi da je
A(f,e) = B(f,e). Iz definicije matrice operatora u odredenom paru baza odatle slijedi da je
Aey = Bey, Aeg = Bes, ..., Ae, = Be,. Iz jedinstvenosti u propoziciji 2.1 odatle slijedi A = B.
Time je dokazano da je preslikavanje A — A(f, e) injektivno.

Treba jos dokazati da je preslikavanje A — A(f, e) surjekcija sa L(V, W) na M,,,,(K). Neka je
C bilo koja matrica iz M,,,(K) i neka je sa «;; oznacen element te matrice na presjecistu i—tog
retka i j—tog stupca (i =1,2,...,m, 5 =1,2,...,n). Stavimo

wy = aq1fi + o fo+ .o A Ot fn,
Wy = anaf1 + s fo+ ... 4 Qe fin,

Wp = alnfl + a2nf2 +.. .+ amnfm'
Po proporziciji 2.1 postoji operator A € L(V, W) takav da vrijedi
Aey = wy, Aey = wo, ..., Ae, = w,.

Tada je A(f,e) = C. Dakle, A — A(f,e) je surjekcija sa L(V, W) na M,, ,(K).

Time je teorem 2.2 dokazan.

Neka je A € L(V,W). Definiramo potprostore:
R(A) =ImA ={Av;v e V} <W; NA) =KerA={veV;Av=0} <V.

R(A) se zove slika ili podrucje vrijednosti operatora A, a N(A) jezgra ili nulprostor ope-
ratora A. Ako je potprostor R(A) kona¢nodimenzionalan, broj r(A) = dim R(A) zove se rang
operatora A. Ako je potprostor N(A) konaénodimenzionalan, broj d(A) = dim N(A) zove se
defekt operatora A. Operator A je injekcija ako i samo ako je N(A) = {0}, tj. d(A) = 0.
Operator A je surjekcija ako i samo ako je R(A) = W, odnosno, u slu¢aju konacnodimenzionalnog
prostora W, ako i samo ako je r(A) = dim W.

Teorem 2.3 (teorem o rangu i defektu) Nekaje A € L(V, W) pri cemu je prostor V konacno-
dimenzionalan. Tada je dimV = r(A) + d(A).

Dokazimo najprije sljede¢u pomoc¢nu tvrdnju:

Lema 2.1 Neka je A € L(V,W) i neka je Y direkini komplement od N(A) u prostoru V :
V = N(A) + Y. Definiramo preslikavanje ¢ : Y — R(A) relacijom p(y) = Ay, y € Y. Tada je ¢
izomorfizam vektorskog prostora Y na vektorski prostor R(A).
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Dokaz leme 2.1: Iz linearnosti operatora A slijedi da je preslikavanje ¢ linearno. Dokazimo
sada da je preslikavanje ¢ injektivno. Neka su y' i " vektori iz Y takvi da je ¢(y') = ¢(y"). Tada
za vektor y =y’ — y” iz potprostora Y vrijedi:

Ay =AYy — Ay" = o(y') — o(y") = 0.

Prema tome je y € N(A) NY. Medutim, suma potprostora N(A) i Y je direktna sto znaci da je
njihov presjek jednak {0}. Slijedi y = 0, tj. ¥’ = ¢”. Time je dokazano da je ¢ injekcija. Treba jos
dokazati da je ¢ surjekcija sa Y na R(A). Neka je w € R(A). Prema definiciji potprostora R(A)
postoji v € V takav da je w = Av. Kako je V.= N(A) +Y postoje z € N(A) i y € Y takvi da je
v=2z+4y. Sada je w = Av = Az + Ay = Ay = p(y). Time je dokazano da je ¢ surjekcija i lema
je u potpunosti dokazana.

Dokaz teorema 2.3: Prema propoziciji 1.5 postoji potprostor Y prostora V takav da je
V =Y 4 N(A). Kako se radi o direktnoj sumi, to je

dimV = dimY + dim N(A4) = dim Y + d(A).

Prema upravo dokazanoj lemi 2.1 prostor Y izomorfan je prostoru R(A), pa su im po tvrdnji (2)
teorema 2.1 dimenzije iste: dimY = dim R(A) = r(A). Time je teorem 2.3 dokazan.

Promatrajmo sada situaciju V' = W. Pisemo krace L(V,V) = L(V), te ako je e baza od V i
A € L(V) pisemo A(e) umjesto A(e,e). Ako je dimV = n onda je dimenzija prostora L(V') jed-
naka n?, a A(e) je kvadratna matrica n—tog reda. Primijetimo da je u vektorskom prostoru L(V)
osim operacija zbrajanja i mnozenja skalarom definirana i operacija mnozenja: za A, B € L(V) je

iAB e L(V).

Za izomorfizam A : V — V upotrebljavamo i naziv regularan operator. Primjetimo da iz
teorema o rangu i defektu za operator A € L(V) slijedi:

A injekcija <= d(A) =0 <= r(A)=n <= A surjekcija.

Dakle, A € L(V) je injekcija ako i samo ako je A surjekcija, dakle, regularan operator.

Skup svih regularnih operatora na prostoru V je grupa s obzirom na mnozenje operatora. Tu
grupu oznacavamo sa GL(V'). Ona je izomorfna grupi GL,(K) regularnih kvadratnih matrica
n—tog reda (izomorfizam je A — A(e) za bilo koju bazu e od V). Ako je n > 1 ta je grupa
nekomutativna.

Nekasue = {eq,eq,...,e,} e ={e], €, ... e} dvije baze od V. Prema propoziciji 2.1 postoji
jedinstven linearan operator T': V' — V takav da je Te = ¢’ (tj. Te; =¢; za j=1,...,n). Prema
tvrdnji (1) teorema 2.1 T je izomorfizam tj. T € GL(V'). T se zove operator prijelaza iz baze ¢
u bazu ¢’. Ako sa 7;; oznac¢imo elemente kvadratne matrice T'(e), uo¢imo da za jedini¢ni operator
I = Iy na prostoru V' vrijedi:

/ /
Iej =e; = Te; = Tije1 + Tajeg + ... + Tpjen.

To pokazuje da je matrica operatora T' u bazi e jednaka matrici jedini¢nog operatora I u paru
baza (e, e’) :
T(e) =I(e,¢€).

Ta ¢injenica omogucuje vrlo jednostavan dokaz veze izmedu matrica istog operatora u raznim
parovima baza:
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Propozicija 2.4 Neka su 'V i W konacénodimenzionalni vektorski prostori i A € L(V,W). Neka
sue e baze od V, f i f' baze od W i T € GL(V) i S € GL(W) pripadni operatori prijelaza:
Te=¢€,Sf=f". Tada je

A(f' ¢) = S(f)T A(f, e)T(e).

Dokaz: Prema tvrdnji (b) propozicije 2.3 i zbog jednakosti T'(e) = Iy (e,e’) i S(f) = Iw(f, f')
| AL OT(e) = A(f )y (e, €) = (AI)(f,€) = A(f, ) =
= (IwA)(f.€") = Iw(f. fHA(Sf, ) = S(NA(f', €)

a mnozenjem slijeva s inverznom matricom od regularne matrice S(f) dobivamo upravo jednakost

koju dokazujemo: A(f’,e') = S(f)"TA(f,e)T(e).
Teorem 2.4 Neka su'V i W konacnodimenzionalni vektorski prostori i neka su A, B € L(V,W).
(1) Sljedeca su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Postoje T € GL(V) 1 S € GL(W) takvi da je A = SBT.
(b) r(A) =r(B).

(2) Vrigedi r(A) =r ako i samo ako postoje baze e od V i f od W takve da je A(f,e) = Ep s
Pri tome jen =dimV, m =dim W ¢ E,, ,,, je matrica s m redaka i n stupaca koja ima sve
elemente 0 osim jedinicne matrice formata r X r u gornjem lijevom kvadrantu.

Dokaz: Dokazimo najprije tvrdnju (2). Neka je A € L(V,W), dimV = n, dimW = m i
pretpostavimo da je r(A) = r. Prema teoremu o rangu i defektu tada je d(A) = dim N(A) = n—r-.
Prema propoziciji 1.5 postoji potprostor Y prostora V takav da je V =Y + N(A) i tada je
dimY = r. Izaberimo bazu {ej,es,...,¢e.} od Y i bazu {e,y1,€,12,...,€,} od N(A). Tada je
e ={e1,e2,...,€,641,...,6,} baza od V. Nadalje, stavimo f; = Ae; za j = 1,2,...,r. Po lemi
21 {f1,..., fr} je baza od R(A). Dopunimo tu bazu do baze f = {f1,..., fo, fra1s- -, fm} od W.

Tada imamo:
Aer = f, Aea=fo, ..., Ae, = [, Ae,1 =0, ..., Ae, = 0.

To pokazuje da je A(f,e) = Epnr-
Dokazimo sada obrat. Neka je A€ L(V,W) i neka sue = {ey,...,€r,€11,...,6,} bazaod V i
f=A{f,fas oo, fr, frs1, .o, fin} baza od W takve da je A(f,e) = Ey, . Tada je

Ael fla A€2 fg, ey AGT = fr7 A€r+1 = O, ey A@n = 0.

Buduéi da Aey, Aes, ..., Ae, razapinju R(A), prema gornjim jednakostima je jasno da je
{f1, f2y ..., fr} baza od R(A). Stoga je r(A) = dim R(A) = r. Time je tvrdnja (2) dokazana.

Dokazimo sada tvrdnju (1). Pretpostavimo da vrijedi r(A) = r(B) = r. Prema dokazanoj tvrd-
nji (2) postoje baze e i e’ od V ibaze f i f' od W takve da vrijedi A(f,e) = E,, ., = B(f',€).
Neka je T € GL(V') operator prijelaza iz baze e u bazu €’ i neka je S € GL(W) operator prijelaza
iz baze f’ u bazu f. Primjenom propozicije 2.4 i tvrdnje (b) propozicije 2.3 (uz napomenu da je
inverzni operator S~ od S operator prijelaza iz baze f u bazu f’ i da je (SN (f)™' = S(f))
dobivamo:

Alf,e) = B, ) = S B, e)T(e) = (SBT)(f, ).

Kako je prema teoremu 2.2 preslikavanje C' +— C/(f, e) izomorfizam sa L(V, W) na M,, ,(K), odatle
slijedi A = SBT. Time smo dokazali da (b) = (a).

Obrnutu implikaciju dokazat ¢emo pomocu sljedece leme:
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Lema 2.2 Neka su V,W i U konacénodimenzionalni vektorski prostori i neka su A € L(V,W) i
B e L(W,U). Tada je r(BA) <r(A) ir(BA) <r(B).

Dokaz: Imamo R(BA) = {BAx;x € V} C {By;y € W} = R(B) pa slijedi r(BA) < r(B).
Nadalje, kako je R(A) = {Az;x € V} imamo

R(BA) = {B(Axz);x € V} = {By;y € R(A)}.

Stoga, ako je {y1, vz, . .., yr} baza od R(A), onda skup { By, Bys, . . ., Byx } razapinje R(BA), pa je
r(BA) =dim R(BA) < k =dim R(A) = r(A).

Dokazimo sada da u tvrdnji (1) teorema 2.4 iz (a) slijedi (b). Pretpostavimo, dakle, da su
A, B € L(V,W) i pretpostavimo da postoje S € GL(W)iT € GL(V) takvi da je A = SBT. Tada
iz leme 2.2 slijedi redom:
r(A) =r(S(BT)) < r(BT) < r(B).
Kako jei B = S7'AT~! analogno se dobiva i r(B) < r(A). Iz dvije nejednakosti slijedi jednakost
r(A) = r(B). Dakle iz (a) slijedi (b) i time je tvrdnja (1) u teoremu 2.4 dokazana.

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K. Samo polje K je takoder vektorski prostor nad K i
dimenzija mu je 1 (doista, ako je a € K razli¢it od nule, onda je jednoclan skup {a} ocito linearno
nezavisan i razapinje prostor K : svaki § € K moze se pisati f = Aaza A = /a € K; dakle, {a} je
baza vektorskog prostora K nad poljem K). Vektorski prostor V' = L(V, K') zove se dualni pros-
tor vektorskog prostora V. Njegovi se elementi zovu linearni funkcionali (ili linearne forme)
na vektorskom prostoru V. Ako je V' konac¢nodimenzionalan, onda je prema propoziciji 2.2 i du-
alan prostor V' kona¢nodimenzionalan i vrijedi dim V’ = dim L(V, K) = (dim V')(dim K) = dim V.

Prisjetimo se dokaza propozicije 2.2. Uzeli smo bazu e = {ej,e,...,e,} prostora V' i bazu
f={fi,fa,-.., [} prostora W i onda smo pokazali da operatori E;; € L(V,W), definirani sa
Eijer, = 0jpfi (1 <7 <m,1 < j <mn, 1<k <n) tvore bazu prostora L(V,W). Ako je

e = {e1,ey,...,e,} baza prostora V, a za bazu jednodimenzionalnog prostora K uzmemo {1},
onda tim postupkom dolazimo do baze €’ = {e}, ey, ..., e, } prostora V'. Funkcionali €, definirani
susa ej(er) = 0 (J,k € {1,2,...,n}). Za bazu ¢ kazemo da je dualna bazi e.

Ako je e = {ey, e, ...,e,} baza prostora V, i ¢ = {e|,€é,,... e, } njoj dualna baza prostora

V', onda za x € V mozemo pisati x = Zlgkgn ager. Primijenimo li na tu jednakost linearan
funkcional €/ dobivamo

e}(x) = Zake;(ek) = Zakéjk = .
k=1 k=1
Dakle, za svaki x € V' vrijedi:

n
T = Z e(x)e;.
=1

Analogno, ako je f € V' mozemo pisati f = >, <j<n Bj€}. Primijenimo li taj linearan funkcional
na vektor e; dobivamo

flew) = Biehler) =) Bidj = Br
P =1

Dakle, za svaki f € V' vrijedi:
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Neka su V' i W vektorski prostori nad poljem K ineka je A € L(V,W). Za g € W’ definiramo
preslikavanje A'(g) : V' — K relacijom

[A'(9)](v) = g(Av), v € V.

Iz linearnosti g i A odmah slijedi da je to preslikavanje linearno, tj. A’(g) € V’. Na taj nacin
definirali smo operator A" : W’ — V’. Taj je operator linearan, jer za o, € K iza g,h € W'
imamo za svaki v € V :

[A'(ag + Bh)](v) = (ag + Bh)(Av) = ag(Av) + Sh(Av) =

= a[A(g)](v) + BIA(W)](v) = [aA'(g) + BA'(R)](v).
Za linearan operator A" € L(W’ V') kazemo da je dualan linearnom operatoru A € L(V,W).

Teorem 2.5 (a) A— A’ je linearno preslikavanje s prostora L(V, W) wu prostor L(W' V).
(b) Ako su Ae L(V,W) i B e L(W,U) onda je (BA) = A'B’.

(¢) Ako su wvektorski prostori V i W konacénodimenzionalni onda je A — A’ izomorfizam vek-
torskog prostora L(V, W) na vektorski prostor L(W', V).

Dokaz: (a) Za o, € Ki A, B € L(V,W) i za bilo koji ¢ € W’ i bilo koji v € V imamo:
[(aA + BB)'gl(v) = g((aA + BB)v) = g(aAv + BBv) = ag(Av) + Bg(Bv) =

= a[A'g|(v) + B[B'g](v) = [aA’g + BB'g](v) = [(a A"+ SB')g](v).

Bududi da to vrijedi za svaki vektor v € V slijedi (¢ A+ B)' g = («A’+ B’)g. Kako ta jednakost
vrijedi za svaki funkcional g € W’ zakljuéujemo da vrijedi («¢A + B)" = aA’ + GB’. Dakle,
preslikavanje pridruzivanja dualnog operatora A — A’ je linearno.

(b) Za h € U' i za v € V nalazimo:

[(BAYh](v) = h(BAv) = [B'h](Av) = [A'B'h](v).

Buduéi da to vrijedi za svaki vektor v € V slijedi (BA)'h = A’B’h. Kako ta jednakost vrijedi za
svaki funkcional h € U’ slijedi (BA)' = A'D’.

(¢c) Neka su e = {ej,eq,...;ent 1 f = {fi,fo,--, fm} baze od V i W. Oznadimo sa
e = e, ey ....e i ff = {f], f5 ..., f.} njima dualne baze od V' i W’. Neka su operatori
E;; € L(V,W) definirani kao u dokazu propozicije 2.2: Ejje; = 0jif;. Znamo da je tada
{Ei; : 1 <1< m,1 <j < n} baza vektorskog prostora L(V,W). Prou¢imo sada kako dualni
operatori (E;;)" djeluju na vektore baze f':

(i) F)(eq) = [ (Eijeq) = 0jaf,(fi) = 0340 = i€ (eg)-

Buduéi da to vrijedi za svaki ¢ = 1,...,n, zakljucujemo da je (Ej;)'f, = dippe}. Prema dokazu
propozicije 2.2 (primijenjenom na baze f’ od W’ i ¢ od V') nalazimo da operatori (E;;)" za
1 <j<mn1<i<m, tvore bazu prostora L(W’ V’). Dakle, A — A’ preslikava neku bazu
prostora L(V,W) u bazu prostora L(W’, V’). Prema tvrdnji (1) teorema 2.1 to je preslikavanje
izomorfizam vektorskih prostora.
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Neka su e, f, €’ i f’ baze iz dokaza tvrdnje (¢) prethodnog teorema. Neka je A linearan operator
sa V u W. Oznacimo sa «;; elemente matrice A(f,e) i sa (3,, elemente matrice A’(¢/, f’). Tada je
Aej =Y 1 cicp, @ij fi- Primijenimo li funkcional f; na lijevu i desnu stranu te jednakosti, dobivamo

FiAey) =Y i fy(fi) =) cijbig = ag;.
i=1 =1

S druge strane je A'f; = Zlgpgn Bpqe;, 1 primijenimo li funkcionale s obje strane te jednakosti na
vektor e; dobivamo

[A/f;](ej) = Z ﬁpqe;(ej) = Zﬁpqépj = Bjq-
p=1 p=1
Prema definiciji dualnog operatora zakljucujemo:
Biq = [A'fgl(e;) = fo(Aej) = ay;.
Time smo dokazali:

Propozicija 2.5 Neka su V' i W konacnodimenzionalni vektorski prostori, A linearan operator
saV-uW,eif baze prostora Vi W e' i f' njima dualne baze od V' i W'. Tada su matrice A(f,e)
i A'(¢, f') medusobno transponirane.

Za podskup S vektorskog prostora V' definiramo
SO={feV'f(x)=0Vr e S}.

Ocito je S° potprostor dualnog prostora V' za bilo koji podskup S vektorskog prostora V. Pot-
prostor S zove se anihilator skupa S C V. Analogno, za podskup T dualnog prostora V' njegov
anihilator je potprostor od V :

T°={zeV;f(x)=0VfeT}.

Uz ove oznake moguéa je dvojba: da li je anihilator T7° od T C V' potprostor od V ili mislimo
na potprostor dualnog prostora V' = (V') od V'? U konatnodimenzionalnom slucaju ta dvojba
nestaje, jer se tzv. bidual V" prostora V moze identificirati s prostorom V' :

Teorem 2.6 Neka je V' wektorski prostor nad poljem K. Za svaki v € V' definiramo preslika-
vanje p(v) : V' — K relacijom [p(v)](f) = f(v), f € V'. Tada je preslikavanje ©(v) linearno,
tj. o(v) € V". Nadalje, preslikavanje ¢ : V. — V" je linearno. Napokon, ako je prostor V
konacnodimenzionalan, ¢ je izomorfizam prostora V na njegov bidual V.

Dokaz: Za o, € K i f,g € V' imamo:

[o()(af + Bg) = (af + Bg)(v) = af(v) + Bg(v) = alp()](f) + Ble(v)](g)-

Dakle, preslikavanje ¢(v) : V! — K je linearno, tj. ¢(v) € V".
Dokazimo sada da je preslikavanje ¢ : V' — V" linearno. Za o, € K i v,w € V imamo za
svaki f e V'

[plav+Bw)](f) = flav+fw) = af (v)+6f (w) = ale()](f)+Ble(w)](f) = lap(v)+Bpw)](f).

Kako to vrijedi za svaki funkcional f € V| slijedi p(av + fw) = ap(v) + Be(w), tj. preslikavanje
¢ :V — V"’ je linearno.
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Napokon, pretpostavimo da je prostor V' konacnodimenzionalan. Tada je dimV = dim V' =
= dim V". Dakle, po teoremu o rangu i defektu (teorem 2.3) primijenjenom na preslikavanje ¢
(r(¢) + d(p) = dim V) vidimo da je za dokaz bijektivnosti preslikavanja ¢ dovoljno dokazati nje-
govu injektivnost, odnosno, da mu je jezgra jednaka {0}. Neka je v € V takav da je p(v) = 0.
Neka je {e1, eq,...,e,} bazaod Vi{e}, ey, ..., €} dualna bazaod V'. Tada jev =}, ., €}(v)e;.
Medutim, za svaki indeks j imamo €}(v) = [p(v)](¢}) = 0, pa slijedi v = 0. To pokazuje da je
injekcija, dakle bijekcija, dakle izomorfizam sa V' na V”.

Zbog teorema 2.6 u sluc¢aju kona¢nodimenzionalnog prostora V' pomoc¢u izomorfizma ¢ mozemo
identificirati prostor V' s njegovim bidualom V”. Dakle, vektor v € V identificira se s linearnim
funkcionalom f — f(v) na prostoru V'. Uz takvu identifikaciju za kona¢nodimenzionalne vektorske

prostore V' i W za A € L(V, W) nalazimo da je A” = A.

Propozicija 2.6 Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor, S podskup od V ili od V' i
W potprostor od V ili od V.

(a) 57 =[ST".
(b) [S] =S W% =1
(¢) dimW?° =dimV — dim W.

(Pri tome podrazumijevamo da je bidual V" identificiran s prostorom V' pomocu preslikavanja ¢
iz prethodnog teorema).

Dokaz: (a) Neka je S podskup od V. Iz S C [9] slijedi obrnuta inkluzija za anihilatore:
SY9 D [S]°. Neka je f € SYineka je # € [S]. Tada je x linearna kombinacija vektora iz S pa zbog
linearnosti funkcionala f slijedi f(z) = 0. Dakle, f € [S]°, pa zaklju¢ujemo da vrijedi i obrnuta
inkluzija S° C [5]°.

(c) Neka je W < V. Izaberimo bazu {ey, s, . . ., ex } od W i nadopunimo je do baze {e, es, ..., €,}

od V. Neka je {e}, €5, ..., e} dualna baza od V'. Tada funkcionali e]_ ,, ..., €], ponistavaju vektore
e, ...,ex, dakle:
Chits---s € € {e1,00,.. et =[Her, e, ... e} = WO
Neka je f € WP Tada je f(e1) = f(e2) = ... = f(ex) = 0 pa slijedi
=Y flee =" fleye
j=1 j=k+1
To pokazuje da funkcionali e)_,..., e, razapinju potprostor WO dualnog prostora V', dakle

{€s1s-- -, €.} je baza od WP. Odatle slijedi
dmW° =n -k =dimV — dim W.
(b) Za potprostor W od V' imamo ocito W C WP a iz (c) slijedi
dim W = dim V' — dim W" = dimV — (dimV — dim W) = dim W.

Dakle je W = W%. Odatle za S C V vrijedi [S] = [S]%, pa zbog (a) imamo [S] = [S]? = ([S]?)° =
— (SO)O = §00
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Propozicija 2.7 Neka su V i@ W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem i
Ae L(V,W).

(a) N(A') = R(A), N(A) = R(A)°, R(A') = N(A)°, R(A) = N(A')°.
(0) r(A) =r(A).

Dokaz: (a) Identificiramo li V' sa V" 1 W sa W” na temelju teorema 2.6 vidi se da je prva
jednakost ekvivalentna s drugom i da je treca jednakost ekvivalentna s cetvrtom. Nadalje, iz
tvrdnje (b) propozicije 2.6 slijedi da je prva jednakost ekvivalentna s ¢etvrtom (i druga s tre¢om).

Dakle, sve cetiri jednakosti su medusobno ekvivalentne, pa je dovoljno dokazati jednu od njih,
npr. prvu.

Za f € W' imamo redom:

feNA) = Af=0 <= (Af)lv)=0 YWweV —

— f(Av)=0 YveV <<= f(w)=0 Ywe R(A)

<~ feRA"
Dakle, N(A") = R(A)°.

(b) Iz (a), iz tvrdnje (c¢) propozicije 2.6 i iz teorema o rangu i defektu (teorem 2.3) imamo
redom:

r(A) = dim R(A) = dim N(A")? = dim W’ — dim N(4') = dim W’ — d(A") = r(A").
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3 Minimalni polinom i spektar

Funkcija P:K — K zove se polinom ako je P(\) linearna kombinacija potencija varijable A:
P(\) = ap+ aq A + a4+ - + ap,, A

Ako je au, # 0 broj m € NU {0} zove se stupanj polinoma P()) i oznacava deg P()\). Dakle,
stupanj je najveca potencija u polinomu P()). Ako je o, = 1 kazemo da je polinom P(\) normi-
ran.
Neka je V konactnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K 1 neka je
A € L(V) = L(V,V). Definiramo potencije operatora A: A° = I (jedini¢ni operator), A' = A,
A2 =A-A A3 = A- A% = A%. A, i tako dalje, opéenito A¥ = A . A*~1. Potenciranje operatora
ima sljedeca ocigledna svojstva:

AT AR = ATTE (A)* = Ak, Vi, k € NU{0}.
Linearna kombinacija potencija operatora A je polinom operatora A. Ako je
P(\) = ap+ oA+ @)X + -+ + ap A

bilo koji polinom u varijabli A € K, onda ¢emo sa P(A) oznaciti polinom operatora A s istim
koeficijentima g, aq, ..., q,, € K :

P(A) = agl + oy A+ apA? + -+ a,, A™.

Budué¢i da je mnozenje operatora distributivno u odnosu na zbrajanje i budué¢i da vrijedi
ATAR = AIFF yrijede sljedeéa pravila za racunanje s polinomima danog operatora A :

RQA)=PAN)+Q0N) = R(A) = P(A)+Q(A),
SN =PN)-QN) = S5(A)=P(4)-QA).

Sa L(A) oznacavat ¢emo potprostor od L(V') razapet svim potencijama operatora A. To znagéi da je
L(A) skup svih linearnih kombinacija potencija I, A, A% ..., a buduéi da su linearne kombinacije
potencija upravo polinomi operatora A, imamo

L(A) =[{I,A A% A3 .. }] = [{A" k e NU{0}}] = {P(A); P()\) polinom}.

Ako je dimenzija prostora V jednaka n, onda je dimenzija od L(V) jednaka n?. Prema tome je
dim L(A) < n? U stvari, ako je n > 2 onda vrijedi dim £(A) < n?%. Doista, dim £(A) = n? bi
znacilo da je L(A) = L(V), a to nije moguce, jer za bilo koje B,C € L(A) vrijedi BC' = CB, a to
nije istina za bilo koje B,C € L(V).

Posebno, operatori I, A, A% ... ne mogu biti linearno nezavisni. Neka je m najmanji prirodan
broj takav da je A™ € [{I,A,..., A" '}]. Drugim rije¢ima, m je takav da su I, A,..., A™™!
su linearno nezavisni, a I, A,..., A" 1 A™ su linearno zavisni. Naravno, m < dim £(A), dakle

m < n% Neka su py, fig, . . ., b € K takvi da je
A™ = g A" b AT A 1 A ] (%)
Oznag¢imo sa 14(\) polinom
pa(A) = X" = g A — e — i X — .

Tada je pa(A) = 0. Polinom p4(\) zove se minimalni polinom operatora A. Minimalni polinom
svakog operatora je normiran, tj. koeficijent uz najveéu potenciju jednak je 1.
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Teorem 3.1 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V') i neka je m stupanj
minimalnog polinoma pa(\) operatora A.

(a) pa(X) je polinom nagnizeg stupnja medu svim netrivijalnim polinomima P(\) takvima da je
P(A) =0.

(b) dim L(A) = m i L(A) = [{I, A, A% ..., A" 1}]. Drugim rijecima, {I, A, A%,..., A™ '} je
baza vektorskog prostora L(A).

(¢) Za polinom P(\) wrijedi P(A) = 0 ako i samo ako je polinom P(X\) djeljiv s polinomom
wa(N), tj. ako i samo ako je P(\) = Q(N)pa(N) za neki polinom Q(N).

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi neposredno iz ¢injenice da su operatori I, A, A%, ... A™! linearno
nezavisni, $to znaci da je P(A) # 0 za svaki netrivijalan polinom P()\) stupnja < m.

(b) Jasno je daje [{I, A, A% ..., A™"1}] C L(A). Dokazimo da vrijedi i obrnuta inkluzija, dakle
jednakost. Prije svega, iz (x) slijedi da je A™ € [{I, A, A% ..., A" '}]. Pomnozimo li (%) sa A
dobivamo

AT = A o AT 1 AR A

Bududi da su A, A%,... A" LA™ € [{I, A, A2, ..., A" 1}], odatle slijedi
A e (1A, A, A1),
Pomnozimo li sada jednakost (x) sa A2, dobivamo
A2 = g AT g AT ey AP, AR
Bududi da su A% A3,... A" A e [{I, A, A% ..., A" 1}] odatle slijedi
AT € (1A A, ... A" 1Y),

Nastavimo li na taj nacin korak po korak nalazimo da su sve potencije operatora A sadrzane u
potprostoru [{I, A, A% ..., A™~1}]. Odatle slijedi trazena obrnuta inkluzija

L(A) C[{I,A, A2, .. A" 1],

Time smo dokazali da je L(A) = [{I, A, A%, ..., A" }], a buduéi da su operatori I, A, A% ... A™!
linearno nezavisni, nalazimo da je {I, A, A%,..., A" '} baza od L(A) i da je dim L(A) = m.

(¢) Pretpostavimo da je polinom P(\) djeljiv s polinomom g4(A), tj. daje P(A) = Q(N)pa(N).
Tada je P(A) = Q(A)ua(A), pa iz pa(A) =0 slijedi P(A) = 0.

Pretpostavimo sada da je P(\) polinom takav da je P(A) = 0. Dijeljenjem polinoma P(\) s
polinomom p4(\) dolazimo do jednakosti oblika

P(A) = Q(M)pa(A) + R(N),

pri ¢emu su Q(A) i R(A\) polinomi i ostatak pri dijeljenju R(\) je polinom stupnja manjeg od m,
tj. vrijedi deg R(A) < deg pa(A). Uvrstimo li u gornju jednakost operator A umjesto varijable A
dolazimo do operatorske jednakosti

P(A) = Q(A)pa(A) + R(A).

Kako je P(A) = pua(A) = 0, odatle slijedi da je R(A) = 0. No kako je stupanj polinoma R(\)
manji od m, iz (a) zaklju¢ujemo da mora biti R(A) = 0. To znaéi da je P(A) = Q(N)ua(X), tj.
polinom P(A) je djeljiv s polinomom g4(A).
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Prisjetimo se da se operator A € L(V) zove se invertibilan ili regularan, ako postoji
B € L(V) takav da je AB = BA = I. U tom slucaju takav operator B je jedinstven; doista,
ako iza C € L(V) vrijedi AC = CA =1, onda je B = Bl = B(AC) = (BA)C = IC = C. Taj
jedinstveni operator B zove se invers operatora A i oznacava sa A~!. Poznavanje minimalnog
polinoma operatora A omoguéuje da odmah ustanovimo da li je operator A invertibilan ili nije i
ako jest, da izracunamo invers A~!:

Teorem 3.2 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V') i neka je

pa(N) = A" = X" = — g X —
njegov minimalni polinom. Operator A je invertibilan ako i samo ako je ua(0) # 0, tj. ako i samo
ako je pi, # 0. U tom slucaju je
LAm—l _ &Am—2 .. /’Lm*2A - /’mel I (**)

Dakle, A™' je polinom od A, tj. A~' € L(A).

AT =

Dokaz: Pretpostavimo da je operator A invertibilan. Treba dokazati da je tada w,, # O.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je p,, = 0. Tada iz () nalazimo da je

A" — ,LtlAm_l — = ,Ltm_gA2 - ,Ltm_lA = 0.
Buduéi da je A* - A=t = AF=1 Vk € N, iz gornje jednakosti mnozenjem sa A dobivamo:
Am_l — ,LtlAm_2 — = ,Ltm_gA - ,Ltm_ll = 0.

No to je nemogucée, jer su operatori I, A, ..., A™! linearno nezavisni. Ova kontradikcija pokazuje
da je pretpostavka da je u,, = 0 nemoguca, pa zaklju¢ujemo da je p,, # 0.
Dokazimo sada obrnutu implikaciju. Pretpostavimo da je p,, # 0. Tada iz (x) slijedi

1 _ _
[=—Am B gm0 Hme2 g Mmoo
Stavimo li 1
B:_Amfl_ﬂAm72_‘”_/‘LW—QA_/'Lm—ll
Hm Hm Hm Hm

iz gornje jednakosti slijedi da je AB = BA = I. Dakle, A je invertibilan i A™! = B, tj. vrijedi

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Primijetimo da je operator A € L(V') invertibilan ako i samo ako je A bijekcija, tj. ako i
samo ako je A izomorfizam prostora V' na samoga sebe. Zbog teorema 2.3 o rangu i defektu
(r(A) + d(A) = dim V) znamo da je A bijekcija ako i samo ako je A injekcija, tj. ako i samo ako
je N(4) = {0}.

Za konacnodimenzionalan vektorski prostor V' i za A € L(V) definiramo spektar o(A) ope-
ratora A kao skup svih skalara Ay € K takvih da operator A — \yI nije invertibilan:

o(A) ={Xo € K; A— X\oI nije invertibilan }.

Nadalje, skalar Ay € K zove se svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor v # 0
takav da je Av = A\gu. Svaki se takav vektor v zove svojstveni vektor operatora A za svojstvenu
vrijednost .
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Propozicija 3.1 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V'). Spektar o(A)
operatora A je skup svih svojstvenih vrijednosti tog operatora.

Dokaz: Doista, imamo redom:
Ao € 0(A) = A — Aol nije invertibilan = N(A = X\I) # {0} =
— Jv # 0 takav daje (A—Xl)v =0 = Jv # 0 takav da je Av = Agv.

Teorem 3.3 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V). Tada je spektar
operatora A skup svih nultocaka njegovog minimalnog polinoma.

Dokaz: Spektar o(A) operatora A je skup svih Ay € K takvih da operator A — Aol nije
invertibilan. U teoremu 3.2 ustanovili smo kriterij invertibilnosti linearnog operatora, pa nalazimo

O'(A) = {)\0 € K; ,UA—)\OI(O) = 0}

Cilj nam je ustanoviti vezu minimalnog polinoma g4 »,;(A) operatora A — Aol s minimalnim
polinomom g4 (\) operatora A.
Po binomnoj formuli imamo za svaku potenciju & :

(4 2a0) i() oy (-

J= 7=0
k

Prema tome je (A — X\I)* € L(A) Vk > 0, pa zakljutujemo da je L£(A — X\I) C L(A). Ako
stavimo B = A — A\oI, onda je A = B + A\gl pa sasvim analogno imamo i obrnutu inkluziju
L(A) C L(B) = L(A—XoI). Iz dvije inkluzije slijedi jednakost L(A—Xg!) = L(A). Prema tvrdnji
(b) teorema 3.1 zaklju¢ujemo da je deg up(A\) = deg pa(N). Oznacimo taj stupanj sa m i neka je

pra(A) = X" = A = = i A = i
Definiramo polinom P()\) sa
P(A) = 4\ + Ao) = O+ A0)™ = (A + A)™ = - = i1 (A+ Ao) —
Tada je P(\) polinom stupnja m i ako u njega uvrstimo operator B = A — A\ol, nalazimo
P(B) = pa(B + XAol) = pa(A) = 0.

Prema tvrdnji (¢) teorema 3.1 polinom P(\) djeljiv je s polinomom pz(\). Medutim, oba polinoma
su stupnja m i normirani su, tj. koeficijent uz najvisu potenciju A jednak je 1. Odatle slijedi
da je pa_xg(A) = pp(A) = P(X). Posebno, pa_x,(0) = P(0) = pa(Ao). Dakle, slijedi tvrdnja
teorema:
O'(A) = {/\0 € K; MA—AOI(O) = O} = {)\0 € K; /,LA()\O) = 0}

Prije smo uocili da za svaki A € L(V') stupanj njegovog minimalnog polinoma g 4(\) nije veéi
od (dim V')?, stovise da u slucaju dim V' > 2 vrijedi deg pa(\) < (dim V)2, U stvari, vrijedi znatno
tocnija nejednakost:

Teorem 3.4 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V'). Tada je

deg pa(N) < dim V.
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Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom u odnosu na dim V.

Baza indukcije: Ako je dimV = 1, onda je (dim V')? = dim V, pa je tvrdnja teorema trivijalna
jer slijedi iz poznate nam nejednakosti stua(A) < (dim V)2

Korak indukcije: Neka je n > 2 i pretpostavimo da je teorem dokazan ako je
dimV < n — 1. Neka je dimV = n i neka je v € V, v # 0. Promatramo niz vektora
v, Av, A%v, A3v, ... Bududi da je dimenzija prostora jednaka m, u tom nizu ne moZe biti vise od
n linearno nezavisnih vektora. Prema tome, za neki m < n vektori v, Av, ..., A v su linearno
nezavisni, a vektori v, Av,..., A" v, A™v su linearno zavisni. To znaéi da je m najmanji broj
takav da je vektor A™wv linearna kombinacija prethodnih vektora u promatranom nizu:

A"y = ;A" + e A" 20+ -+ ap 1 Av + ago. (%)

Stavimo

W = [{v, Av,..., A" v}

Buduéi da su vektori v, Av, ..., A" 1v linearno nezavisni, oni tvore bazu potprostora W, dakle
dim W = m. Bilo koji vektor w € W je linearna kombinacija vektora baze:

w= A" W+ B A" 20 4 -+ B 1 Av + B0,
Djelujemo li operatorom A na vektor w, dobivamo
Aw = 1A 4+ BoA™ o+ -+ B A% + B, Av.
Pomocu jednakosti (x) odatle vidimo da je Aw € W. Na taj nac¢in smo dokazali:
weW - Aw e W. (k)
Definiramo sada polinom P(\) pomo¢u koeficijenata iz (x) :
PA) = A" — oM™ — o — A — .

Prema (x) vidimo da je P(A)v = 0. Djelujemo li na tu jednakost bilo kojom potencijom A*
operatora A, zbog ¢injenice da operatori A¥ i P(A) komutiraju nalazimo P(A)A*v = 0. Kako
vektori oblika A*v razapinju potprostor W, zakljué¢ujemo da vrijedi

P(A)w =0 Yw € W. (1)

Razmatrat ¢emo sada odvojeno dvije mogucénosti.
(a) m =n. Tada je W =V paslijedi P(A) = 0. Iz teorema 3.1 sada slijedi da je

deg pia(A) < deg P(A) =m =n,

pa je u tom slucaju dokazana tvrdnja teorema.

(b) m < n. Promatramo tada kvocijentni prostor U = V/W i definiramo linearan operator
B : U — U relacijom

Bz + W)= Az + W, zeV.

Ova definicija ima smisla, jer desna strana ne ovisi o izboru predstavnika x klase x + W € U.
Doista, ako su x,y € V takvi da je z + W = y + W, onda je z —y € W, pa iz (xx) slijedi
Az — Ay = A(z —y) € W, dakle Az + W = Ay + W.

Bududi da je dimU = dimV — dim W = n — m < n, po pretpostavci indukcije teorem vrijedi
za prostor U i operator B. Dakle,

deg up(A) <n—m. (%)
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Iz definicije operatora B slijedi da je B*(x + W) = B(Ax + W) = A%z + W. U stvari, indukcijom
po k nalazimo da je B¥(x + W) = A*z + W Vk € Ni Vx € V. Kako je polinom operatora linearna
kombinacija potencija tog operatora, odatle slijedi da za svaki polinom Q(\) vrijedi

QB)(z+W)=Q(A)z+ W, reV.
Kako je ug(B) = 0, odatle zaklju¢ujemo
up(A)r +W =0 u kvocijentnom prostoru U=V /W = pp(A)x e W Ve eV.

Odatle i iz (1) slijedi P(A)ug(A)z =0 Vz € V, odnosno P(A)up(A) = 0. Sada iz teorema 3.1 i

iz. (%) zaklju¢ujemo da je
deg p1a(A) < deg [P(M)up(A)] = deg P(A) +deg up(A) <m+ (n—m) =n.

Time je proveden korak indukcije, pa je teorem u potpunosti dokazan.

Na potpuno isti nac¢in kao za linearan operator definiramo minimalni polinom kvadratne ma-
trice A € M, (K) : promatramo niz matrica I, A, A%, ... i uotimo najmanji m takav da je A™
linearna kombinacija nizih potencija matrice A :

A" = ,ulAm_l + ,uzAm_Q + ot 1 A+ I
Minimalni polinom matrice A tada je
pa(X) =X = A" = = N —

Podsjetimo se definicije i svojstava determinante. Determinanta je funkcija det : M, (K) — K
definirana na skupu M, (K) svih kvadratnih matrica n—tog reda. Determinanta svakoj matrici A,
s elementima «;j, 1 <1, j <n, pridruzuje skalar det A definiran formulom:

det A = Z £(0)1,61)¥2,0(2) * ** Uno(n) = Z €(0) (1) 100 2)2 " * * Qo(n)n-
oeS(n) oeS(n)

Pri tome je S(n) grupa permutacija skupa {1,2,...,n}, a €(0) je jednako 1 za parnu a —1 za
neparnu permutaciju o. Determinanta ima sljedeca svojstva:

(1) Ako je neki stupac (ili redak) matrice A sastavljen od samih nula, onda je det A = 0.

(2) Ako je matrica B dobivena iz matrice A zamjenom dvaju stupaca (ili dvaju redaka), onda
je det B = — det A.

(3) Ako je A gornjetrokutasta (ili donjetrokutasta) matrica kojoj su dijagonalni elementi
a1, Qg, ..., 0p, onda je det A = ajan - - - .

(4) Ako je matrica B dobivena iz matrice A tako da su svi elementi nekog stupca (ili retka)
pomnozeni istim skalarom «, onda je det B = a det A.

(5) Ako je matrica B dobivena iz matrice A tako da je nekom stupcu dodan drugi stupac
pomnozen bilo kojim skalarom « (ili je nekom retku dodan drugi redak pomnozen s «),
onda je det B = det A.

(6) Za transponiranu matricu A’ matrice A vrijedi det A’ = det A.
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Za kvadratnu matricu A € M, (K) s elementima «;; (i, = 1,2,...,n) njena adjunkta je

Bri = (—1)"k det Ay, a Ay, je matrica iz M,_(K) koja se iz matrice A dobiva brisanjem i—tog
retka i k—tog stupca.

(7) Vrijedi AA = AA = (det A)I, odnosno

Z(—l)iJrkajkdetAik :5ij det A, 1,] € {1,2,...,71},

k=1

n

D (1) ey det Ay = dydet A, i j € {1,2,...,n}.

k=1

Prva od gornjih jednakosti predstavlja tzv. razvoj determinante po j—tom retku matrice A, a
druga razvoj po j—tom stupcu te matrice.

Pored svojstava (1) — (7) vrijedi i tzv. Binnet-Cauchyjev teorem:
Teorem 3.5 Za matrice A, B € M,,(K) je det(AB) = (det A)(det B).

Iz tog teorema i iz svojstva (7) slijedi:

. . . . . . . —1 1 ~
Korolar 3.1 Matrica A je reqularna ako i samo ako je det A # 0. U tom slucaju je A~ = -5 A.

Dokaz: Ako je A regularna, iz AA™! = [ zbog teorema 3.5 slijedi (det A)(det A™') = det I = 1.
Prema tome je det A # 0.

Pretpostavimo sada da je det A # 0 i stavimo B = ﬁ;{v. Tada iz svojstva (7) slijedi
BA = AB = I, dakle A je regularna i A~! = B.

Za kvadratnu matricu A = [o;;] € M,,(K) definiramo polinom

A — 11 —Q12 T —01p
-« A= o —Oy,
Kka(\) = det(\ — A) = 2 o ’
—Qpl —Qp2 e A= A

ka(\) se zove svojstveni (ili karakteristi¢ni) polinom matrice A. Ako je A € M, (K), njen
svojstveni polinom k4(\) je normiran i deg ka(A\) =n :

KAA) = A" = N — =0, oA — 0y N — O,

Teorem 3.6 (Hamilton-Cayley) Svaka matrica A € M, (K) ponistava svoj svojstveni polinom:
KA(A) =0.

Dokaz: Oznacimo sa B(\) adjunktu matrice AI — A. Po definiciji adjunkte je

Bui(A) Biz(A) - Bia(N)

By | ) A=) Bl

)

Bua(N) V) o Bun()
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pri cemu je 3;;(A) = (—1)" det(A — A)j;, a (M — A);i je kvadratna matrica reda n — 1 koja se
iz matrice A\l — A dobije brisanjem j—tog retka i i—tog stupca. Stoga je svaki matri¢ni element
Bij(A) polinom stupnja <n —1:

Bii(A) = Qijin1 A"+ Qijin 2" -+ a4 auga A+ aigio.

Prema tome, mozemo pisati

B()\) = )‘nilfélnfl)\ni1 + AnizAn—Z +-- )\2142 + )\Al + AO,

uz oznaku
Q11,6 Q16 cc Olngk
Qo1 Qoo - Olansk
A = ) ] ] . , k=0,1,...,n— 1.
Anik On2k - Onpnk

Prema svojstvu (7) primijenjenom na matricu A\l — A nalazimo da vrijedi
(M —A)-B(A\) =det(AM — A) - I,
tj.
(M =A)- N A A 2 A, ot AN Ao+ XA+ Ag) = (V' =0 A = =0, 0 NP~ 1 A —0y,) L.

Ako su dva polinoma jednaka onda su im jednaki odgovarajuéi koeficijenti pa iz gornje jednakosti
dobivamo sljedeé¢ih n + 1 jednakosti koeficijenata uz potencije A™, \* =1, A2 N ... ALY

Ay = [7
—AA, 1+ A = —oil,
—AA, 2+ Aps = —0ol,
—AAn,] + An,]’,1 == —O'j[,
—AAL+ Ay = —onild,
—AAO == —O'n[.

Iz prvih n gornjih jednakosti dobivamo redom:

Al = [7
Ans A—oil,
An,3 = A2—O'1A—O'2[,

An—j—l = Aj—O'lAjil—...—O'j_lA—O'jI,

AO = Ar 1 — 0'114n72 — ... O'n_QA —op_11.

Posljednja od prethodnih n 4 1 jednakosti moze se napisati AAy — 0,/ = 0 i uvrstimo li u nju
gornji izraz za Ay dobivamo upravo tvrdnju teorema:

A" — g AV - — 0, A—0,] =0.
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Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V'), i neka su e i ¢’ dvije baze od
V. Oznacimo sa S € GL(V) operator prijelaza iz baze e u bazu ¢’ (dakle, Se; = ¢}, 1 < j < n).
Tada po propoziciji 2.4 za matrice operatora A u te dvije baze vrijedi A(e') = S(e) ' A(e)S(e).
Po Binnet-Cauchyjevom teoremu 3.5 slijedi

det A(e’) = (det(S(e)™)) - (det A(e)) - (det S(e)).

Zbog S(e)™'S(e) = I imamo (det(S(e)™!)) - (det S(e)) = detI = 1, pa iz gornje jednakosti
dobivamo

det A(e") = det A(e).

Drugim rijecima, determinanta matrice operatora ne ovisi o izboru baze. Stoga pojam determi-
nante mozemo prosiriti i na operatore i definirati determinantu operatora:

det A = det A(e), Ae L(V), e bilo koja baza prostora V.

Iz teorema 3.5 i njegovoga korolara 3.1 neposredno slijedi:
Teorem 3.7 Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor i A, B € L(V').
(a) Vrijedi det(AB) = (det A)(det B).
(b) Operator A je regularan, tj. A € GL(V), ako i samo ako je det A # 0.
Uz oznake prije teorema 3.7 imamo:
M — A(e) = M — S(e) T A(e)S(e) = S(e) 1M — A(e))S(e).

Odavde slijedi rae)(A) = Ka(ey(A), dakle svojstveni polinom matrice operatora ne ovisi o tome
koju smo bazu odabrali. Stoga mozemo definirati svojstveni (ili karakteristi¢ni) polinom
operatora:

Ka(A) = Kae)(N), Ae L(V), e bilo koja baza prostora V.
Teorem 3.8 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V).
(a) kKa(A) =0.
(b) Svojstveni polinom k4(\) djeljiv je s minimalnim polinomom pa(\).
() o(4) = {\ € K; na(N) = 0},

Dokaz: Tvrdnja (a) slijedi iz teorema 3.6, a tvrdnja (b) je neposredna posljedica te tvrdnje
(a) i tvrdnje (c¢) teorema 3.1. Napokon, zbog tvrdnje (b) teorema 3.7 imamo redom:

ANeog(A) <= M -AZGLV) <= det(A\]—A)=0 <= ka(N)=0.

Time je i tvrdnja (c¢) dokazana.
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4 Invarijantni potprostori

Neka je V' vektorski prostor nad poljem K i A € L(V). Potprostor W < V zove se
A—invarijantan (ili potprostor invarijantan s obzirom na operator A) ako vrijedi

weWw — Aw e W,

odnosno ako je AW C W.

Pretpostavimo da je W jednodimenzionalan A—invarijantan potprostor od V. Za bilo koji
w e W,w #0, je tada W = [{w}] = {\w; A € K}. Aw € [{w}] znaci da postoji A € K takav da
je Aw = A\w. Dakle, tada su svi wektori iz W svojstveni vektori operatora A.

Za X\ € o(A) upotrebljavat ¢emo oznaku:

VA(A) =N —A) ={veV;Av = v}

Dakle, V\(A) je potprostor koji se sastoji od svih svojstvenih vektora operatora A za svojstvenu
vrijednost \.

Ako je W A—invarijantni potprostor od V, onda je restrikcija A | W € L(W). Ocito je
Wi(AIW)=WnNVy(A)io(A|W) C o(A). Precizno:

o(A|W) = {A € o(A); W NVA(A) # {0}}.

Pretpostavimo da je V = V; + V5, pri ¢emu su V; i Vo A—invarijantni potprostori od V. Ako je
¢ ={ey,eq, ..., e} baza od V) i€” = {epy1,€r42,...,6n} baza od Vo, onda je e = {e,e9,...,€,}
baza od V. Nadalje, matrica A(e) ima u u gornjem lijevom dijelu matricu (A|V;)(€'), u donjem
desnom dijelu matricu (A|V3)(e”), a ostali elementi su svi jednaki nuli:

Opéenitije, ako je V. = Vi + Vo 4 ... + V;, pri ¢emu su svi potprostori V; (j = 1,2,...,5)
A—invarijantni, neka je za svako j € {1,2,...,s} e¥) baza od V;. Neka je e baza slozena redom
od tih baza e e® ... e®. Tada matrica A(e) ima redom na dijagonali od gornjeg lijevog do
donjeg desnog kuta matrice (A | V1)(eM), (A | Va)(e®),..., (A ] Vi)(e!®), a sve ostalo su nule.
Posebno, matrica operatora A je tim jednostavnija i tim je lakSe s njom racunati ¢im je finiji
rastav prostora V u direktnu sumu A—invarijantnih potprostora. Najjednostavnije je ako su svi
potprostori jednodimenzionalni. Tada se odgovarajuc¢a baza e sastoji od svojstvenih vektora op-
eratora A i A(e) je dijagonalna matrica sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali.

Neka je V = X + Y. Tada se svaki vektor v € V moze na jedinstven nacin napisati u obliku
v==x+y, € X,y € Y. Stoga mozemo definirati P : V — V relacijom P(v) = z. Ocito je
P e L(V), R(P) = X, N(P) = Y. Nadalje, X = R(P) = {v € V;Pv = v}. Tako definiran
linearan operator P zove se projektor prostora V' na potprostor X duz potprostora Y.

Propozicija 4.1 Operator P € L(V) je projektor ako i samo ako je P> = P. Tada je
V = R(P)+ N(P) i P je projektor na R(P) duz N(P).

Dokaz: Pretpostavimo da je P projektor na X duz Y. Tada je V = X +Y i vrijedi X = R(P)
iY = N(P). Zax € X je Pr = x. Prema tome, zav=1x+y, v € X, y € Y, imamo P?*v = Px =
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x = Pv. To pokazuje da je P?>v = Pv Vv € V, dakle P? = P.
Obratno, pretpostavimo sada da je P? = P i dokazimo da je P projektor na R(P) duz N(P).
Neka je v € R(P)N N(P). Tada je Pv=01v = Pw za neki w € V. Slijedi

0 = Pv= P?w= Pw=n.

Dakle, R(P)NN(P) = {0} pa je suma potprostora R(P) i N(P) direktna. Za svaki v € V' mozemo
pisati v = Pv + (v — Pv); imamo Pv € R(P) i

P(v— Pv) = Pv— P*v=Pv— Pv=0,

dakle v — Pv € N(P). Time je dokazano V = R(P) + N(P). Za x € R(P) je x = Pz za neki
z €V, paje Pv = P22 = Pz =x. Stogazav € V,v=ux+y, v € R(P),y € N(P), imamo
Pv = Px 4+ Py = x. Time je dokazano da je P projektor na R(P) duz N(P).

Ako je P projektor onda je (I — P)? =1 —2P + P? =1 — P, dakle I — P je projektor. O¢cito
je R(I — P)= N(P)i N(I — P) = R(P). Dakle, ako je P projektor na X duz Y, onda je [ — P
projektor na Y duz X.

Propozicija 4.2 Neka je A € L(V) i W <V i neka je P € L(V) neki projektor prostora V' na
potprostor W. Potprostor W je A—invarijantan ako i samo ako je AP = PAP.

Dokaz: Pretpostavimo da je potprostor W A—invarijantan. Neka je P projektor na W duz
nekog potprostora U (naravno, takvog da je V.= W 4 U) i neka je v € V. Neka su w € W i
u € U takvi da je v = w 4+ u. Tada je Pv = w, pa je APv = Aw. Medutim, po pretpostavci
je potprostor W A—invarijantan pa je Aw € W. Dakle, za svaki v € V je APv € W. Kako je
W = R(P) = {z € V; Px = x} zaklju¢ujemo da je PAPv = APv. To vrijedi za svaki v € V pa
slijedi PAP = AP.

Pretpostavimo sada da je AP = PAP. Za w € W = R(P) je Pw = w, pa zbog jednakosti
AP = PAP zakljucujemo

Aw = APw = PAPw € R(P) =W.

Dakle, potprostor W je A—invarijantan.

Propozicija 4.3 Neka je A € L(V), V. =W 4+ U, i neka je P projektor na W duz U. Tada vrijedi
AP = PA ako i samo ako su i W i U A—invarygantni.

Dokaz: Ako su W i U A—invarijantni, onda iz propozicije 4.2 slijedi
AP = PAP i A(I—-—P)=(I—-P)A(l - P).
Iz druge jednakosti slijedi
A—AP=A—- AP —- PA+ PAP, dakle PA=PAP.

Odatle i iz AP = PAP zaklju¢ujemo da vrijedi AP = PA.
Pretpostavimo da je AP = PA. Tada je PAP = AP? = AP, pa po propoziciji 4.2 zaklju¢ujemo
da je potprostor W A—invarijantan. I — P je projektor na U duz W. Imamo redom

(I—P)A(I-P)=A—PA—AP+PAP=A—PA=A— AP = A(I - P).

Stoga je i potprostor U A—invarijantan.
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Neka je
V=Wit+...+V,

i neka je P; projektor na V; duz potprostora
U=Vi+... +Via+Vip+... + Vs

Dakle, ako jeveViv=v+...4vs, vy € Vi,...,0s € Vi, onda je Pv = v;, pa slijedi
v=Pv+...+ Pv= (P +...4+ P)v.

Kako to vrijedi za svaki v € V, zakljucujemo da je I = P, + ... P,. Nadalje, zav € Vizai # j
imamo Pjv € V; C N(F,), dakle P,Pju = 0. To pokazuje da je P,P; = 0 za i # j. Zajedno sa
P? = P, to mozemo pisati ovako:

PZP]:5UP“ 1, ] 6{1,2,,8}
Konac¢an niz operatora (P, ..., P;) sa svojstvima
I=P+...+ P, PZ‘PJ‘:@]‘PZ‘ Vi,je{l,Q,...,S}

zove se dekompozicija jedinice. U tom slu¢aju imamo rastav prostora V u direktnu sumu
potprostora:

V =R(P)+...+R(P).

Nadalje, svi potprostori R(P;) su A—invarijantni ako i samo ako operator A komutira sa svim
projektorima P, ..., P;.
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5 Nilpotentni operatori i Fittingova dekompozicija

Jedna od osnovnih metoda za nalazenje B—invarijantnih potprostora za neki B € L(V) je
sljedeca jednostavna ¢injenica:

Lema 5.1 Neka je V wektorski prostor i A, B € L(V) linearni operatori koji komutiraju, tj.
AB = BA. Potprostori N(A) i R(A) su tada B—invarijantni. Posebno, ako je P(X) polinom,
potprostori N(P(A)) ¢ R(P(A)) su B—invarijantni.

Dokaz: Ako je v € N(A) onda imamo ABv = BAv = 0, dakle vrijedi Av € N(B). Prema
tome, potprostor N(A) je B—invarijantan.

Neka je v € R(A) i neka je w € V takav da je v = Aw. Imamo Bv = BAw = = ABw € R(B).
Dakle, potprostor R(A) je B—invarijantan.

Ako je BA = AB, onda je i BA¥ = A*B Vk € N, pa su svi potprostori iz rastuéeg niza

B—invarijantni.

Propozicija 5.1 Neka je V' wvektorski prostor i A € L(V).
(a) Ako je N(A¥) = N(AF*L) za neko k, onda je N(A™) = N(A*) Vm > k.
(b) Ako je R(AF) = R(A*Y) za neko k, onda je R(A™) = R(A*) Ym > k.

Dokaz: (a) Dovoljno je dokazati da je N(A*+2) = N(A*1) jer tada tvrdnja slijedi indukcijom
u odnosu na m > k. Ocito je N(A*?2) DO N(A*). Dokazimo i obrnutu inkluziju. Neka je
v € N(A*"2). Tada imamo

0= A2y = A (Av) = Ave N(AFY) = N(4A%) = 0= A%Av) = Ay = v e N(AM.

Dakle, vrijedi i N(AF+2) C N(Ak+D),

(b) Analogno, dovoljno je dokazati R(A*™') C R(A*?). Neka je v € R(A*!) i neka je
w € V takav da je v = AMlw = A(A*w). Imamo A*w € R(A¥), pa zbog pretpostavke da je
R(AF) = R(AM1) zakljucujemo da je Afw € R(A*™!). Dakle, postoji v € V takav da je
Akw = AM 1y, Slijedi

v = A" (w) = A(A%w) = A(AMu) = ARy € R(AFTR).
Time je dokazana i obrnuta inkluzija R(A*™') C R(A*"2), dakle vrijedi R(A*™) = R(A*2).

Ako je prostor V' kona¢nodimenzionalan, niz jezgara (odnosno, slika) potencija operatora A ne
moze biti striktno rastuéi (odnosno, striktno padajuéi), jer svaki sljedeéi striktno veéi (odnosno,
striktno manji) ¢lan ima dimenziju veéu (odnosno, manju) barem za 1. Stoga postoje k < dim V'

i r <dimV takvi da vrijedi N(A™) = N(A*) Vm > ki R(A™) = R(A") Vm > r.

Teorem 5.1 Neka je V' # {0} vektorski prostor i A € L(V'). Pretpostavimo da postoje k i r takvi
da je N(AF) = N(A*1) i R(A") = R(A™1) i neka su k i r najmangi takvi. Tada vrijedi k = r i
V = N(AF) + R(AF).
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Dokaz: Razmatrat ¢emo posebno slucaj konacnodimenzionalnog prostora V, jer ¢e nam kasnije
samo taj slucaj trebati i jer je dokaz u tom sluc¢aju znatno jednostavniji. Po teoremu o rangu i
defektu (teorem 2.3) vrijedi jednakost dim N (A7) 4+ dim R(A7) = dim V za svaki j, dakle vrijedi:

N(AY) = N(AT) = R(A7) = R(ATTY).

Stoga je ocito k = 7 (i taj je broj < dimV). Neka je v € N(A*) N R(A*). Tada je v = A*w za
neki w € V. Medutim,

0 = Ay = A% = w € N(A%*) = N(AF) = v=A*w = 0.

Dakle, N(A*) N R(A*) = {0}. Stoga je suma potprostora N(A*) i R(A¥) direktna, a odatle i iz
teorema o rangu i defektu slijedi

dim(N(A%) + R(A*)) = dim N(A*) + dim R(A*) = dim V.
Dakle, V = N(A*) + R(A¥).

Dokazimo sada teorem i u opéem slucaju, tj. bez pretpostavke da je prostor V' konac¢nodimen-
zionalan.

Ako je k = 0 ocito je 7 > k. Pretpostavimo da je k > 1. Neka je v € N(A¥)\ N(A*1), dakle
Aky =01 A¥1v # 0. Pretpostavimo da je r < k, tj. R(A*"!) = R(A*). Tada postoji w € V takav
da je A¥ 1y = Akw. Slijedi

0= Ay = A"y = w € N(AFY) = N(AF) = ARy = Afw =0

suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka r < k bila netocna, pa
zaklju¢ujemo da mora biti r > k.

Ako je r = 0 ocito je k > r. Pretpostavimo da je r > 1. Neka je v € R(A"™1) \ R(A"). Tada
je v = A""lw za neki w € V. Stavimo u = Av. Tada je u = A"w € R(A") = R(A™"), pa postoji
xr € V takav da je u = A"z, Stavimo y = Az — w. Tada je

Ay=A"g —Aw=u—-u=01i A" ly=A"s — A" 'w=A"r —v #0,

jer v ¢ R(A"). Prema tome je y € N(A") \ N(A"1). To pokazuje da je N(A""1) C N(A"), dakle
k>

Dvije dokazane nejednakosti » > ki k > r daju jednakost k = r.

Dokaz da je N(A*) N R(A*) = {0} nije koristio pretpostavku kona¢nodimenzionalnosti, pa
vrijedi i u opéem slucaju. Neka je v € V. Tada je A¥v € R(A*) = R(A%) = A*R(AF), pa postoji
w € R(AF) takav da je Akv = A*w. Stavimo u = v —w. Tada je v = u+w,w € R(A*),u € N(AF).
Time je dokazano da vrijedi V = N(A*) + R(A*).

Neka je V' # {0} kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V'). Broj k iz teorema 5.1
zove se nilindeks operatora A i oznacava sa v(A). Imamo v(A) < dimV. Ako je v(A) > 0,
tj. ako A nije regularan, onda vrijedi N(A*~1) € N(A*@); stovige, vrijedi N (A7) C N(A7)
Vj < v(A); takoder, R(A7) C R(AT™Y) Vj < v(A).

Za kona¢nodimenzionalan vektorski prostor V, za A € L(V) i za k = v(A), potprostor
VO(A) = N(A*) zove se Fittingova 0—komponenta prostora V, a V1(A) = R(A*) zove se
Fittingova 1—komponenta prostora V' (u odnosu na operator A). Rastav

V =V0(A) + Vi(A)

zove se Fittingova dekompozicija prostora V u odnosu na operator A. Operator A|V?(A)
je Fittingova 0—komponenta operatora A, a A | V!(A) je Fittingova 1—komponenta
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operatora A.

Operator A € L(V) zove se nilpotentan ako je A*¥ = 0 za neki k. Najmanji takav k zove
se indeks nilpotentnosti operatora A; kazemo da je A nilpotentan indeksa k. Ocito je tada
k=v(A)iV°(A) =V.

Teorem 5.2 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V') i neka je k = v(A).

(a) Restrikcija A|V°(A) € L(V°(A)) je nilpotentan operator indeksa k. Ako je W potprostor
od V' koji je A—invarijantan i takav da je restrikcija A | W nilpotentan operator, onda je

W C VO(A).

(b) Restrikcija A | V(A) € L(VY(A)) je regularan operator na prostoru V*'(A),
A|VI(A) € GL(VY(A)). Ako je W potprostor od V koji je A—invarijantan i takav da je
AW € GL(W), onda je W C V1(A).

Dokaz: (a) Za C' = A|V9(A) ocito vrijedi C* = 0 i C*¥~! # 0. Dakle, operator C' je nilpo-
tentan indeksa k = v(A). Pretpostavimo sada da je W A—invarijantan potprostor od V' takav
da je operator D = A | W nilpotentan, D7 = 0. Tada je A/w = 0 Yw € W, pa slijedi da je
W C N(A7) CVOA).

(b) Imamo AV(A) = AR(A*) = R(AF) = R(A*) = V1(A). Dakle, A | V1(A) je surjekti-
van operator, a kako se radi o konatnodimenzionalnom prostoru slijedi da je £ € GL(V1(A)).
Pretpostavimo sada da je potprostor W A—invarijantan i takav da je operator A|W regularan,

AW € GL(W). Tada imamo redom
AW =W — AW =W Vj — W C R(AY) Vj — W C VI(A).
Time je teorem u potpunosti dokazan.

Poblize ¢emo sada prouciti nilpotentne operatore. Neka je A € L(V') nilpotentan operator
indeksa p, dakle A? = 0 i AP~! £ 0. Tada vrijedi p = v(A), VO(A) = N(AP) =V i V1(A) = {0}.

Iz teorema 5.1 je jasno da je p < dim V. No to slijedi i iz sljedece propozicije:

Propozicija 5.2 Neka je A € L(V) nilpotentan operator indeksa p i neka je v € V' takav da je
AP~y £0 (tj. v e V \ N(AP™Y)). Tada su vektori v, Av, A%v, ... AP"1v linearno nezavisni.

Dokaz: Neka je
oV + a1 Av + agA*v + ..+ a, 1 AP0 = 0.

Ako na tu jednakost djelujemo s operatorom AP~!, dobivamo
ap AP0 4 g APv + o APy + L+ ap_1A2p_2v =0.

Medutim, A7 = 0 za j = p,p+1,...,2p — 2, pa slijedi qpAP"'v = 0. Kako je AP~lv # 0,
zakljucujemo da je ap = 0. Sada slijedi

aAv + ap A% + .+, AP =0,
Na tu jednakost djelujemo s operatorom AP~2. Slijedi a; AP~'v = 0, a odatle a; = 0. Korak po

korak primjenom operatora AP~® AP~ .. A dobivamo da su ag = 0, a3 =0, ..., 1 = 0
time je propozicija dokazana.
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Na svakom kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru postoji nilpotentan operator indeksa
n = dim V. Doista, neka je e = {ej1, es,...,€,} baza od V ineka je A linearan operator na prostoru
V zadan sa:
Ae; =0, Aej =e€j_1zaj=2,...,n.

Tada je A" = 01 A" le; = e, # 0, dakle A""! # 0. Prema tome A je operator indeksa n.
Matrica operatora A u bazi e, A(e) = [a;;| ima sve elementa jednake nuli osim n — 1 elemenata
na prvoj gornjoj paraleli uz glavnu dijagonalu gdje su jedinice: o;; =0za j #i+1, ;41 =1 za

1=1,2,...,n— 1. Ta se matrica zove elementarna Jordanova klijetka n—tog reda i oznacava
I _ .
0100 -0
0010 -0
0001 --0
Jn)=1. . . . :
0000 -+ 1
0000 -+ 0]
Ako je A € L(V) bilo koji nilpotentan operator indeksa n = dim V, izaberimo vektor v € V' takav
da je A" v # 0. Tada su po propoziciji 5.2 vektori v, Av, A%v, ..., A" 1v linearno nezavisni.

Buduéi da ih ima n oni tvore bazu od V. Numerirajmo ih u obrnutom redoslijedu: e; = A" v,
1 < j < n. Tada je ocito Ae; =01 Ae; = e, za j = 2,...,n. Stoga je matrica operatora A u
bazi e = {ej, €9, ..., e,} upravo elementarna Jordanova klijetka n—tog reda: A(e) = J,.

Teorem 5.3 Neka je A € L(V') nilpotentan operator indeksa n = dim V.
(a) Postoji baza e od'V takva da je A(e) = J,.
(b) Ako je B € L(V) takav da je AB = BA, onda postoji polinom P takav da je B = P(A).

Dokaz: Tvrdnja (a) dokazana je prije iskaza teorema. Dokazimo tvrdnju (b). Neka je e baza
iz tvrdnje (a) i B(e) = [B;;]. Izracunavanjem elemenata lijeve i desne strane matricne jednakosti
Jn,B(e) = B(e)J, dobivamo:

Biv1j = Bij-1, 1 <i<n—1, 2<j5<m Bivin =0, 1 <1< n-1; 0=0Bh;-1, 2<7<n.

Odavde slijedi:

Bij =02za1>j; 517]' = BQJJrl =...= ﬁn,]qu,n zaj=1,2,...,n.
Dakle, B(e) je gornjetrokutasta matrica koja na glavnoj dijagonali i na svakoj paraleli iznad
nje ima sve elemente medusobno jednake. Stavimo §; = B, za j = 1,2,...,n. Uoc¢imo da je
(J,) = A(e)’ matrica koja ima sve nule osim n — j elemenata na j—toj paraleli iznad glavne

dijagonale gdje su jedinice. Slijedi
Ble) = fil(e) + BoAle) + B3A(e)* + ... + BaA(e)" ™"
Dakle, ako definiramo polinom P()) s tim koeficijentima,
P =01+ Bad+ 05X+ .+ B A",
onda je B(e) = P(A(e)), dakle B(e) = P(A)(e), dakle B = P(A).
Ako je indeks nilpotentnosti operatora A € L(V') manji od dim V, onda se prostor rastavlja u
direktnu sumu A—invarijantnih potprostora na nacin da su restrikcije operatora A na te potpro-

store nilpotentni operatori maksimalnih indeksa nilpotentnosti, tj. svaki je indeks nilpotentnosti
jednak dimenziji odgovarajuceg invarijantnog potprostora. Precizno:
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Teorem 5.4 Neka je A € L(V) nilpotentan operator indeksa p < dim V.

(a) Postoje A—invarijantni potprostori Vi, Va, ...,V prostora V' takvi da je V- =Vi+Vo+.. .4V,
i da je za svako j operator A; = A|V; nilpotentan indeksa p; = dim V.

(b) (Jedinstvenost) Broj potprostora u tom rastavu koji su dimenzije k jednak je

r(ARY) fr(AFY —2r(A%) (A2 =1).

Dokaz: (a) Dokaz ¢emo provesti indukcijom po dim V. Situacija dim V' = 1 je nemoguca, jer
bi indeks nilpotentnosti morao biti 0, a za svaki operator A je po dogovoru A° = I £ 0.

Neka je dimV = 2 = indeks nilpotentnosti je 1 = A = 0. Tada svaki rastav prostora u
direktnu sumu dva jednodimenzionalna potprostora zadovoljava tvrdnju. Time je baza indukcije
dokazana.

Provedimo sada korak indukcije. Neka je n > 3 i pretpostavimo da je tvrdnja (a) dokazana
za sve vektorske prostore dimenzije manje od n. Neka je dim V' = n. Izaberimo v € V' takav da je
AP~1y #£ 0. Tada je p—dimenzionalan prostor razapet vektorima Afv, Vi = [{v, Av, A%v, ..., AP~ v},
A—invarijantan i restrikcija A; = A|V} je nilpotentan operator indeksa p; = p = dim V4.

Promatrajmo sada dualni prostor V' i dualni operator A’. Imamo

(A/)k — (Ak)/,
pa vidimo da je A’ nilpotentan operator istog indeksa p. Izaberimo f € V' takav da je
f(AP~1v) #£ 0. Tada je
(AP f)(v) = f(AP o) # 0,
dakle je (A")P~1f #£ 0. Slijedi da je potprostor razapet funkcionalima (A’)’ f,
Y= [{f,Af (A2 S, (AP,

p—dimenzionalan i A'—invarijantan. Stavimo

X=Y"={weV;g(w)=0VgeY}=
={weV; f(w) = (Af)(w) = (A)P?f)(w) =...= (AP f)(w) =0} =
={w e V; f(w) = f(Aw) = f(A%w) = ... = f(AP"1w) = 0}.

Prema tvrdnji (c¢) propozicije 2.6 nalazimo da je dimenzija potprostora X jednaka dim V—dimY =
= n — p. Nadalje, potprostor X je A—invarijantan. Doista, neka je w € X. Neka je g € Y. Tada
je Alg €Y jer je Y A'—invarijantan, pa slijedi g(Aw) = (A’g)(w) = 0. Dakle, g(Aw) =0 Vg €Y,
sto pokazuje da je Aw € X, a kako je vektor w € X bio proizvoljan, dokazano je da je potprostor
X A—invarijantan. Neka je w € X NVj. Kako je w € Vi, to je

w= oy + o Av+ ...+ ozp_lAp_lv,

za neke skalare ag, a1, . .., a,_1. Pretpostavimo da je w # 0 ineka je j € {0,1,...,p—1} najmanji
takav da je o # 0. Dakle,

w=o; A0+ ;1 AT+, AP,

Djelujemo 1i na lijevu i desnu stranu te jednakosti s operatorom AP~7~! dobivamo AP~/ ~lw =
= a;AP"1v. Kako je w € X, to vrijedi i AP7"'w € X, jer je potprostor X A—invarijantan.
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Buduéi da je a; # 0, iz jednakosti APV~ lw = a; AP~ slijedi AP"'v € X. Kako je X = Y0 i
f € Y slijedi f(AP~'v) = 0, a to je u suprotnosti s izborom funkcionala f. Ova kontradikcija
pokazuje da je naSa pretpostavka w # 0 bila pogresna. Zaklju¢ujemo da mora biti w = 0. Time
je dokazano da je X N'V; = {0}. Dakle, suma potprostora X i V; je direktna. Sada je

dim(Vi + X) =dimV; +dimX =p+ (n—p) =n=dimV, — Vi+X =V

Stavimo sada B = A | X. Tada je operator B € L(X) nilpotentan, jer je B? = AP | X = (.
Neka je po < p indeks nilpotentnosti operatora B. Ako je ps = dim X, dokaz je gotov uz s = 2,
Vo = X. Ako je py < dim X, primijenimo pretpostavku indukcije na operator B, $to mozemo jer je
dim X < n. Slijedi da postoje B—invarijantni potprostori Vs, ...,V od X (dakle, A—invarijantni
potprostori od V') takvi da je X = V54 ...+ V5 i da je svaka restrikcija B|V; = A|V; (2 <j < s)
nilpotentan operator indeksa p; = dim V. No tada je

V=Vi+Wh+.. . +V,
i time je tvrdnja (a) dokazana.
Dokazimo sada tvrdnju (b). Ocito je
r(A) =r(A)) +r(Az) + ...+ r(As)
i za svaku potenciju k > 0 vrijedi
r(AR) = r(AY) +r(AD) + ..+ r(AF).
Dakle je:

(AR (AR — 20 (AF) =) (AR o (ASTY) = 2r(AD)).
j=1
[zracunajmo r(Aﬁ?). Operator A; je nilpotentan maksimalnog indeksa p; = dim V}, pa on u nekoj
bazi za matricu ima elementarnu Jordanovu klijetku p;—tog reda. Stoga treba izracunati rang
bilo koje potencije elementarne Jordanove klijetke J, r—tog reda. Matrica J* ima sve elemente
jednake nuli osim r — k jedinica na paraleli s glavnom dijagonalom. Dakle, r(J*) = r — k za
k=0,1,...,r i, naravno, 7(J¥) = 0 za k > r. Dakle, za k < p; je

r(A?H) +r(A§?*1) — 27"(142‘?) —pi—k—1+p;,—k+1—2p;+2k=0;

zZa k = p_] je
r(APT) (AP = 2r(A) =041 -2-0=1;
za k > p;j je
r(Az?H) + r(Ag?—l) — Qr(Ag‘?) —04+40-2-0=0.
Odatle je

(AR 4 (AR — 2r(AF) = r(AETY) +r(ASTY) — 2r(AB)] = {j; p; = K},

J=1

a to je upravo tvrdnja (b).

Dokazani teorem pokazuje da za svaki nilpotentan operator A na kona¢nodimenzionalnom
vektorskom prostoru V' postoji baza e od V takva da je matrica A(e) blok—dijagonalna i na
dijagonali su joj blokovi koji su elementarne Jordanove klijetke, s tim da je format najvece od njih
p X p, gdje je p indeks nilpotentnosti operatora A. Drugim rije¢ima, matrica A(e) ima sve elemente
jednake nuli osim na prvoj gornjoj paraleli uz glavnu dijagonalu gdje su rasporedene jedinice i
nule (najprije p; — 1 jedinica, p; = p, zatim jedna nula, zatim p, — 1 jedinica, py < pp, zatim jedna
nula, zatim p3 — 1 jedinica, p3 < ps, itd. i na koncu p; — 1 jedinica).
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6 Redukcija linearnog operatora

Neka su P(\) i Q(\) polinomi. Ako je polinom P()) djeljiv s polinomom Q()), tj. ako postoji
polinom R(\) takav da je P(A) = R(A\)Q(A\), reéi ¢emo jos da polinom Q(A) dijeli polinom
P(X) i pisati Q)| P(A).

Reéi ¢emo da su polinomi P(A) i Q(A) relativno prosti, ako ne postoji polinom stupnja > 1
koji dijeli i P(\) i Q(N).

Opisat ¢emo sada tzv. FEuklidov algoritam koji se temelji na postupku dijeljenja polinoma s
ostatkom. Ako polinom P()) nije djeljiv s polinomom Q(\), onda postoje polinomi S;(\) i Ry()\)
takvi da je

P(A) = S1(N)Q(A) + Ri(N), deg Ri(A) < deg Q(A).

Ako Q(A) nije djeljiv s R;(X), onda postoje polinomi Sa(A) i Ra(A) takvi da je
QA) = Sao(A)R1(N) + R2(A), deg Ro(N\) < deg Ry(N).

Ako R;(A) nije djeljiv s Re(A), onda postoje polinomi S3(A) i R3(A) takvi da je
Ry (X)) = S3(A)Ra(N) + Rs(N), deg R3(\) < deg Ra(N).

U svakom ovakvom koraku stupanj ostatka je striktno manji nego stupanj prethodnog ostatka.
Prema tome, opisani postupak ne mozemo nastavljati u nedogled, nego ¢e se nakon kona¢no mnogo
koraka dogoditi da ostatak dijeli prethodni ostatak. Drugim rije¢ima, za neki k£ postoje netrivijalni
polinomi Sy (A), Sa(A), ..., Sgs1 1 netrivijalni polinomi Ry (\), Ry(N), ..., Ri(X\) takvi da je

deg Ri(A\) > deg Ra(N) > - -+ > deg Ry—1 > deg Ri(\) >0
i da vrijedi sljedeci sustav jednakosti

PR = SN + Ri(N)
R

Ri(A) = S3(M)R2(N) + R3(N)
Ri1(A) = Sjti(MR;(A) + Rja(A) (*)

Res(d) = SeO)Re1(\)+ Re())
Ri_1(A) = Spr1(A)Re(A).

Racunski postupak opisan sustavom (x) zove se Euklidov algoritam. Ako vrijedi Q(\) | P()),
algoritam zavr8ava ve¢ u prvom koraku, tj. Ri(A) = 0.
Primijetimo sada da, krenusi od posljednje jednakosti u (*) prema prvoj, redom zaklju¢ujemo:

BN [Rra(A) = B[ Bea(N) = - = Re(M[R(N) = BN [QA) = Be(A)[P(A).

Dakle, polinom Ry (A) dijeli i polinom P(A) i polinom Q(\).
Pretpostavimo sada da polinom R(\) dijeli i P(A\) i Q(\). Krenusi od prve jednakosti u sustavu
(%) prema pretposljednjoj sada redom zakljucujemo:

R Bi(A) = RN[R(N) = RA)|Rs(A) = oo = RA)|[Rra(A) = RA)|Rp(N).

Na taj nacin smo dokazali:
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Propozicija 6.1 Neka su P(\) i Q(X) polinomi. Postoji polinom M(\) sa sljedecim svojstvima:
(@) M(A)|P(A) © M(A)|Q(A).
(b) Ako je R(X) polinom takav da R(A)| P(\) i R(\)|Q(X) tada R(N)| M(N).

Polinom M () sa svojstvima (a) i (b) iz propozicije 6.1 zove se najveéa zajednicka mjera
polinoma P(A) i Q(X\). Euklidov algoritam (x) je efikasan racunski postupak za pronalazenje na-
jvete zajednicke mjere bilo koja dva polinoma. Ocito su sve najvece zajednicke mjere zadanih
polinoma P(A) i Q(A) medusobno proporcionalne i toéno jedna medu njima je normirana. Jedin-
stvenu normiranu zajednicku mjeru polinoma P(A) i Q(X) oznacavat ¢emo sa (P(A), Q(N)).

Teorem 6.1 Neka su P()\) i Q(\) polinomi.
(1) Postoje polinomi A(X) i B(X\) takvi da je (P(\), QX)) = A(N)P(AN) + B(AN)Q(N).
(2) Sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Polinomi P(X\) i Q(X\) su relativno prosti.

1) (PO, Q) =1
(¢) Postoje polinomi A(N) i B(\) takvi da je A(N)P(X) + B(A)Q(A) = 1.

Dokaz: (1) Iz sustava jednakosti (*) krenuvsi od prve prema pretposljednjoj korak po ko-
rak nalazimo da za svaki j € {1,2,...,k} postoje polinomi A;(A\) i Bj(\) takvi da vrijedi
R;(A) = A;(N)P(N) + A;(A)Q(A). Time je tvrdnja (1) dokazana, jer je Ry(\) najveca zajednicka
mjera, dakle polinom proporcionalan polinomu (P(X), Q()\)).

(2) Pretpostavimo da su polinomi P(A) i Q(X) relativno prosti. To znaci da su samo polinomi
stupnja nula, tj. konstante, istovremeni djelitelji polinoma P(X) i Q(\). Dakle, (P(X), Q(\)) = 1.
Time je dokazano da iz (a) slijedi (b). Nadalje, iz tvrdnje (1) vidimo da iz (b) slijedi (¢). Napokon,
pretpostavimo da vrijedi (¢). Neka je R(\) polinom koji dijeli i P(\) i Q(A). Tada iz (c¢) slijedi
da R()\) dijeli A(N)P(N) + B(M)Q(X) = 1. Odatle slijedi da je stupanj polinoma R(A) jednak nuli,
tj. R(\) je konstanta. To znaci da ne postoji polinom stupnja > 1 koji dijeli i P(\) i Q(\), dakle
P(A) i Q(A) su relativno prosti. Time je dokazano da iz (¢) slijedi (a).

Ako je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V') onda za svaki polinom P(\) op-
erator A komutira s P(A), dakle prema lemi 5.1 potprostori N(P(A)) i R(P(A)) su A—invarijantni.
Sljedeéa propozicija pokazuje da time nista ne dobivamo ako su polinomi P(\) i pa(A) relativno
prosti.

Propozicija 6.2 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem K, A € L(V) i
neka je P(X) polinom. Tada su sljedeéa dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Polinomi P(X) i pa(X\) su relativno prosti, tj. (P(X), pa(N)) = 1.
(b) Operator P(A) je reqularan, tj. N(P(A)) ={0} ¢ R(P(A)) = V.

Dokaz: Pretpostavimo da su polinomi P(A) i pa(A) relativno prosti. Tada prema tvrd-
nji (2) teorema 6.1 postoje polinomi Q(A) i R()\) takvi da je QA)P(A\) + R(A\)ua(N) = 1.
Uvrstavanjem operatora A slijedi Q(A)P(A) + R(A)ua(A) = I. Kako je pus(A) = 0 dobivamo
Q(A)P(A) = P(A)Q(A) = I. Dakle, operator P(A) je regularan. Time je dokazana implikacija
(@) = (b).

Pretpostavimo sada da je operator P(A) regularan. Treba dokazati da su tada polinomi P(\)
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i pa(A) relativno prosti. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji polinom @Q(A) stupnja veceg
od nule koji dijeli i P(A) i pa(A). Neka su R(\) i S(A) polinomi takvi da je P(A) = Q(A)R(N)
ipsa = QN)S(N). Tada je P(A) = Q(A)R(A), pa iz regularnosti operatora P(A) slijedi da
je 1 operator Q(A) regularan. Kako je 0 = pa(A) = Q(A)S(A), regularnost operatora Q(A)
ima za posljedicu da je S(A) = 0. No to je nemogue zbog tvrdnje (a) teorema 3.1 i zbog
deg S(N\) < deg pa(A). Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da P(A) i pa(A) nisu rela-
tivno prosti bila pogresna, pa zakljucujemo da je (P(A), pa())) = 1. Time je dokazana i obrnuta
implikacija (b) = (a).

Ukoliko se polinom P moze rastaviti u produkt relativno prostih polinoma, potprostor N(P(A))
rastavlja se u odgovarajucu direktnu sumu potprostora:

Propozicija 6.3 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V), i neka su P()),
Q(A) i R(\) polinomi takvi da je P(\) = Q(A)R(N) i da su Q(N) @ R(X) relativno prosti. Tada je

N(P(A)) = N(Q(A)) + N(R(A)).

Dokaz: Bududi da su Q(A) i R(X) relativno prosti, prema tvrdnji (2) teorema 6.1 postoje
polinomi S(A) i T'(\) takvi da je

1=SNQN) + TR =  I=S(A)Q(A)+T(AHRA) —

— v=S(A)QA)v+T(A)R(Av, YvelV.

Posebno, ako je v € N(P(A)), stavimo y = S(A)Q(A)v i z = T(A)R(A)v. Slijedi v = z + y i pri
tome imamo

Q(A)r = QIA)T(A)R(A)v = T(A)P(A)v = = zeNQA)),

R(A)y = R(A)S(A)Q(A)v = S(A)P(A)p =0 = ye N(R(A)).
Time je dokazano da je N(P(A)) C N(Q(A)) + N(R(A)), a kako su N(Q(A)) i N(R(A)) ocito
sadrzani u N(P(A)), zakljucujemo da je N(P(A)) = N(Q(A)) + N(R(A)).

Treba jos dokazati da je ta suma direktna. Neka je v € N(Q(A))NN(R(A)). Tada je Q(A)v =

= R(A)v = 0, pa slijedi v = S(A)Q(A)v + T(A)R(A)v = 0. Dakle, N(Q(A)) N N(R(A)) = {0},

odnosno,

N(P(A)) = N(Q(A)) + N(R(A)).

Za dokaz osnovnog teorema 6.2 o redukciji linearnih operatora treba nam jos jedna ¢injenica
o polinomima:;:

Lema 6.1 Neka su P(\), Q(\) i R(\) polinomi takvi da su P(\) i Q(\) relativno prosti i da su
P(X) i R(\) relativno prosti. Tada su polinomi P(X\) i Q(A\)R(X) relativno prosti.

Dokaz: Prema tvrdnji (2) teorema 6.1 iz pretpostavke slijedi da postoje polinomi A(\), B(\),
C(N) 1 D(N) takvi da je

ANPON) +BAQAN) =1 i C(\)P\) +DNRN) = 1.
Definiramo sada polinome E()) i F(\) na sljede¢i nacin:
E\) = ANCNPA) + ANDNRN) + BACAQN), F()\) = B(\)D()).
Izostavljajuéi oznaku A za varijablu polinoma tada imamo redom

EP 4+ F(QR) = ACP> + ADRP + BCQP + BDQR =
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= (AP)(CP)+ (AP)(DR)+ (BQ)(CP) + (BQ)(DR) = (AP + BQ)(CP + DR) = 1.
Ponovnom primjenom tvrdnje (2) teorema 6.1 zakljucujemo da su polinomi P(A) i Q(A)R(N)

relativno prosti.

Teorem 6.2 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V'). Pretpostavimo da
je
pa(A) = pr(A) - pa(A) - ps(A), (s>2)

pri cemu su i (N), pe(N), ..., us(A) normirani polinomi takvi da su p1;(X) i pj(X) relativno prosti
za i # j. Stavimo V; = N(p;(A)) za j =1,2,...,s.

(a) Svaki od potprostora V; je A—invarijantan.
b)) V=W+V+---+V.
(c) Za svaki j vrijedi pj(N) = pay;, tj. pi(X) je minimalni polinom restrikcije A|V;.

Dokaz: Tvrdnja (a) je neposredna posljedica leme 5.1.

Dokaz tvrdnji (b) i (¢) provest ¢emo matematickom indukcijom u odnosu na s > 2.

Baza indukcije: Pretpostavljamo da je s = 2, tj. da je pua(A) = pi(A) - pe(A) i da su py(A) i
f2(A\) normirani polinomi koji su relativno prosti. Sada iz propozicije 6.2 slijedi

N(pa(A)) = N(pa(A4)) + N(ua(A)),

a to je upravo tvrdnja (b) jer je pa(A) =0, dakle N(ua(A4)) = V.

Dokazimo da vrijedi i tvrdnja (c¢) u slucaju s = 2. Stavimo A; = A|V;. Za bilo koji v € V)
vrijedi p1(A)v = 0. Medutim, u1(A) | Vi = p1(Ay), pa zakljucujemo da je puy(A;)v =0 Vo € V7,
dakle 11(A;) = 0. Primjenom tvrdnje (¢) teorema 3.1 na operator A; zaklju¢ujemo da je polinom
p1(A) djeljiv s minimalnim polinomom 4, () operatora Aj, tj. vrijedi pa, (A) | u1(N). Nadalje,
stavimo P(\) = pa, (A)p2(N). Za v € V) sada imamo

P(A)v = P(A1)v = pa (A)p2(A)v =0, jerje  pa, (A1) =0.
Takoder, za v € V5 imamo
P(A)o = pay (Ao Ao =0, Jerje v € Vs = N(pa(A).

Dakle, vrijedi P(A)|V; =01 P(A)|V, =0, a kako je V = V; + V, zakljucujemo da je P(A) = 0.
Ponovnom primjenom tvrdnje (¢) teorema 3.1, sada na operator A, nalazimo da polinom i4(A)
dijeli polinom P(A). Dakle, postoji polinom Q(A) takav da je P(A) = pua(AN)Q(A). To znaci da
je pa, N pa(N) = (M) pe(N)Q(N), pa slijedi pa,(A) = p1(AN)Q(N). Time smo dokazali da vrijedi
1 (A) | peay, (N) 1 pa, (A) | (). Buduéi da su polinomi 4, (A) i p1(A) normirani, zakljuéujemo da
je p1(A) = pra, (A) = prap; (A). Sasvim analogno nalazimo i pi2(A) = e, (A).

Time smo dokazali da tvrdnje (b) i (c) vrijede ako je s = 2, odnosno, u potpunosti je proveden
dokaz baze indukcije.

Korak indukcije: Pretpostavimo sada da je s > 3 i da su tvrdnje (b) i (¢) dokazane u slucaju
rastava minimalnog polinoma u produkt s — 1 normiranih relativno prostih polinoma. Stavimo
sada p' = pa(N) - ps(N), V! = N/ (A)) i A’ = A|V'. 1z leme 6.1 slijedi da su polinomi () i
p/'(N) relativno prosti. Prema dokazanoj bazi indukcije slijedi da je

V=V+V, ) = pa(A) 1 @A) = par(N).
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Sada iz pretpostavke indukcije slijedi da je
Vi=Vo+ - 4V, dakle V=V+VW+- -4V,
ida je
i (A) = pary;(A) = papy,(A) za j=2,...,s, dakle pi(A) = pajy;(A) za j=1,2,...,s.

Time je korak indukcije proveden, pa je teorem u potpunosti dokazan.

Napomena. Fittingova dekompozicija moze se provesti i pomoc¢u teorema 6.2. Doista, ako
0 nije u o(A), tj. 0 nije nultocka od p4(A), onda je po teoremu 3.2 operator A regularan, dakle
VO(A) = {0} i VI(A) = V. Ako je 0 k—struka nultotka polinoma pi4(\), onda je pa = Av(\)
i v(0) # 0. Tada su polinomi A* i v relativno prosti, pa zbog tvrdnje (b) teorema 6.2 vrijedi
V = N(AF) + N(v(A)). Operator A| N(A¥) je ocito nilpotentan. Nadalje, po tvrdnji (c) teorema
6.2 je panway(A) = v(A) 1 v(0) # 0, pa po teoremu 3.2 slijedi da je operator A | N(v(A))
regularan. Dakle, VO(A4) = N(A*) i V! = N(v(A)). Kako su polinomi A* i v()) relativno prosti,
postoje polinomi P(\) i Q(A) takvi da je A*P(A)+v(A\)Q(A) = 1. Dakle, A¥P(A)+Q(A)v(A) = 1.
Iz te jednakosti zakljucujemo

veENw(A) = v=A"P(Aw+Q(A)w(Av =A"P(Aw = v R(AY),

dakle, N(v(A4)) C R(AF). Medutim, kako je V = N(A*) + N(v(A)), po teoremu 2.3 o rangu
i defektu primijenjenom na operator A* slijedi da je dim N(v(A4)) = dim R(A*). Odavde i iz
N(v(A)) € R(AF) slijedi N(v(A)) = R(A¥). Dakle, V1(A) = R(A*).

Razmotrimo sada posebno slucaj kada je polje K algebarski zatvoreno, npr. K = C. Tada svaki
nekonstantan polinom ima nultocku. Ako je a; nultocka polinoma P(\), tj. ako je P(a;) = 0, onda
je polinom P(A) djeljiv s polinomom A — . Doista, ako provedemo postupak dijeljenja polinoma
P(\) s polinomom A — o stupnja 1 dolazimo do jednakosti oblika P(A\) = (A — a1)Q(A) + R(N),
pri ¢emu je deg R(A) < 1, dakle, R(\) je konstanta, R(\) = o € C. Ako u jednakost

PA)=A—-a)Q\) +a

uvrstimo A = ay, slijedi @ = 0. Dakle, P(A\) = (A —a1)Q(N). Ako je deg Q(A) > 1, onda i polinom
Q(A) ima neku nultocku aw, pa slijedi P(A\) = (A —aq)(A—az2) R(A), za neki polinom R(\) stupnja
deg P(\) — 2. Nastavimo li taj postupak dolazimo do n = deg P()) nultocaka {aq,aq, ..., a,}
polinoma P(A) i do konstante a € C takvih da je

PAN=a-A—a1)-A—ag) - (A —ay).

Medu nultockama aq, as, . . ., a,, moze biti i medusobno jednakih, odnosno neke nultocke polinoma
P(X) mogu biti visestruke. Mozemo pretpostaviti da smo numeraciju nulto¢aka proveli tako da
su aj, . . ., as medusobno razlicite i da su ay,41, ..., 0, € {aq,..., a5} Ako je jos k tome polinom
P(\) normiran, onda za neke prirodne brojeve py, ..., ps vrijedi

PA)=A—a)" (A=) (A=), a;#ay za i

Naravno, tada je deg P(A\) = p1 + ps + -+ - + ps.

Neka su sada «, 3 € C, a # (3. Tada za polinome

1 Bl 1 a1
A(/\)_oz—ﬁ)\ P i
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nalazimo

A=F-1A—a)—(A—a—-1)(A-70
AW~ ) + B~ ) = ¢ e
M —(a+B+DA+aB+1) =N+ (a+B+DA—B(a+1)
a—f
Iz tvrdnje (2) teorema 6.1 slijedi da su polinomi A\ — a i A — 3 relativno prosti ako su «a i 3
medusobno razli¢iti. Prema lemi 6.1 i bilo koje potencije (A — a)? i (A — ()9 su relativno prosti
polinomi.

= 1.

Neka je sada V' kompleksan konacnodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V). Neka je
0(A) = {a1,09,...,a5} pri ¢emu je a; # «a; za i # j. Tada su oy, as,...,as sve medusobno
razlicite nultocke minimalnog polinoma 4 (\) operatora A i prema pretodnom razmatranju imamo

paA) = (A —a)) (A —ag)?? - (A — ay)™

za neke prirodne brojeve pi,ps, ..., ps. Nadalje, vidjeli smo da su za i # j polinomi (A — a;)Pi i
(A — a;)P7 relativno prosti. Stavimo V; = N ((A — a;)P7). Po teoremu 6.2 tada su Vi, Vs, ...,V
A—invarijantni potprostori i vrijedi:

V:‘/i+‘/2++‘/sa ,UAj()\):()\_Oéj)pj 7a A]:AH/W 7=12...,s.

Kako je (A—a;)?’ minimalni polinom operatora A; = A |V}, zakljucujemo da je operator A; —a; Iy,
nilpotentan (Iy, je oznaka za jedinicni operator na prostoru V;) i da mu je indeks nilpotent-
nosti jednak p;. Prema teoremima 5.3 i 5.4 slijedi da u nekoj bazi eU) potprostora V; operator
Aj — a;ly; ima matricu koja je blok—dijagonalna, a svaki blok na dijagonali je elementarna Jor-
danova klijetka, s tim da najveca od tih klijetki ima format p; x p,. Tada i operator A; ima u toj
bazi blok—dijagonalnu matricu, a blokovi na dijagonali su oblika:

a 1 0 -+ 0 0]
0 aj 1 -+ 0 0
0 0 a -~ 0 0
0 0 0 - o 1
0 0 0 -+ 0 a |

Na taj nac¢in dokazali smo teorem o Jordanovoj formi matrice linearnog operatora:

Teorem 6.3 Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem
K (npr. K =C) i neka je A € L(V). Neka je 0(A) = {a1,0,...,as}, pri éemu je aj # oy za
j # k. Dakle,

/’LA()\> = ()\ - Oél)pl()\ - a2)p2 U ()\ - Oés)psa Qi 7é 675 ako je .7 7é ka P1,D2,---, Pk € N.

Stavimo

Vi=N(A—a;;)P), A=AV,  Bj=A; — ol

(I; je jedinicni operator na prostoru V;). B; je nilpotentan operator indeksa Pjh. Postoji baza e
prostora V (sastav-ljena redom od baza eM,e® ... e potprostora Vi, Vs, ..., Vs) u kojoj operator
A ima blok—dijagonalnu matricu (tzv. Jordanova forma matrice operatora A) ¢iji su blokovi
a;1;(eW) + B;j(e?)), 1< j < s. Nadalje, svaka matrica Bj(eY)) je blok—dijagonalna i blokovi su

joj elementarne Jordanove klijetke od kojih najveca ima format p; X p;.
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7 Unitarni prostori

U ovoj tocki polje K nad kojim promatramo vektorske prostore ¢e stalno biti ili polje R realnih
brojeva ili polje C kompleksnih brojeva. Vektorski prostor nad poljem R obi¢no se zove realan
vektorski prostor, a nad poljem C kompleksan vektorski prostor.

Skalarni produkt na vektorskom prostoru X je preslikavanje (-|-) : X x X — K (svakom
uredenom paru vektora (x,y) € X x X pridruzen je skalar (z|y) € K) sa sljede¢im svojstvima:
linearnost u prvoj varijabli:

(Az + pylz) = AMz[z) + plylz), Ape K, xy,z€X;

hermitska simetrija:

(zly) = (yle),  zyeX;
(u slucaju K = R svojstvo je (z]y) = (y|x) i krace se zove simetrija)
pozitivnost:
(z|lz) >0, zeX;

definitnost:
(x|z) =0 & x=0.

Vektorski prostor na kome je zadan skalarni produkt zove se unitaran prostor. Skalarni pro-
dukt je zbog li-nearnosti u prvoj varijabli i zbog hermitske simetrije antilinearan u drugoj var-
ijabi: (z|\y + py) = AMz|y) + f(x|2); u sluéaju K = R imamo linearnost i u drugoj varijabli:
(x|\y + pz) = AMzly) + p(x|z). Preslikavanje V' x V' — K zove se bilinearno ako je linearno i u
prvoj varijabli i u drugoj varijabli; ako je V' kompleksan vektorski prostor, preslikavanje V' xV — C
zove se seskvilinearno ako je linearno u prvoj varijabli i antilinearno u drugoj varijabli. Dakle,
skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru je bilinearan, a na kompleksnom vektorskom
prostoru seskvilinearan.

U unitarnom prostoru skalarni produkt dviju linearnih kombinacija moze se racunati ¢lan po

¢lan:
n
( E QL4
Jj=1

m n

Z ﬁkyk) = Z Z aﬁ(:myk).

k=1 j=1

Teorem 7.1 Neka je X unitaran prostor. Za x € X stavimo ||z|| = /(x|z) (nenegativan drugi
korijen). Tada funkcija x — ||z|| s vektorskog prostora X u skup Ry = {\ € R; A > 0} ima
sljedecéa svojstva:

(a) za x € X vrijedi ||z|]| = 0 ako i samo ako je x = 0;
(b) zax € X i A€ K vrigedi || x| = |\ - ||z||;
(¢) za x,y € X vrijedi tzv. nejednakost trokuta: [|z| + ||y|| < ||z + y]|.
Nadalje, za bilo koje x,y € X wvrijedi tzv. nejednakost Cauchy—Schwarz—Buniakowskog:

|(@ly)] < [lI - [lyl],

pri cemu vrijedi znak jednakosti ako i samo ako su x iy proporcionalni.
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Dokaz: Svojstvo (a) neposredna je posljedica definitnosti skalarnog produkta. Svojstvo (b)
posljedica je li-nearnosti i hermitske simetrije:

IAz]* = (Az[Az) = A\(z|z) = [A]|=])*.

Dokazimo sada nejednakost Cauchy—Schwarz—Buniakowskog. Za vektore z,y € X zbog poz-
itivnosti norme, linearnosti skalarnog produkta u prvoj varijabli i hermitske simetrije imamo
redom:

0 < ||(zl2)y = (ylo)zl* = ((zl2)y — (ylo)z|(z|2)y — (ylo)) =

= Jlz[I*lylI* = 2 l?|(yl2) [ = N2l (yla) (ely) + [l2]*] (y]2)[* =

= zlP*lyl* = 2 l?| () = el Uz 2Nyl = [@ly) ).

Ako je z = 0, ocito je |(z|y)| = ||z||-||y|| (obje strane su nula); nadalje, tada su x i y proporcionalni
(x =0-y). Ako je x # 0 tada je ||z|| # 0 i iz gornje nejednakosti dijeljenjem sa ||z||* dobivamo
0 < [|z|*lyll* = |(z|y)|?, a to je upravo nejednakost Cauchy—Schwarz—Buniakowskog. Nadalje,
iz. definitnosti norme primijenjene na normu vektora (z|z)y — (y|x)z slijedi da u nejednakosti
Cauchy—Schwarz—Buniakowskog vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je (z|x)y = (y|z)x, tj.
ako i samo ako su z i y proporcionalni.

Ostaje nam da jos dokazemo svojstvo (¢). Za x,y € X primjenom svojstava skalarnog produkta
i nejednakosti Cauchy—Schwarz—Buniakowskog nalazimo redom:

lz+yl* = (z +ylz +y) = (@]z) + (z|y) + (ylz) + (yly) = 2] + 2 - Re (z]y) + |ly[|* <
< lz?+2-[(ly)| + lyll* < Nl + 2 |zl - Nyl + [lyl* = (=] + ly])*.
Time je dokazana i nejednakost trokuta.
Funkcija x +— ||x|| definirana na vektorskom prostoru X i s vrijednostima u skupu R, koja ima

svojstva (a), (b) i (¢) iz teorema 7.1 zove se norma na vektorskom prostoru X. Vektorski prostor
na kome je zadana norma zove se normiran prostor.

Ako je X normiran prostor s normom || - || postavlja se pitanje da li je mozda ta norma
dobivena iz nekog skalarnog produkta na prostoru X. Vrlo jednostavan odgovor na to pitanje,
kojeg navodimo bez dokaza, vezan je uz jednu geometrijsku jednakost, koja vrijedi za bilo koji
paralelogram u ravnini: zbroj kvadrata duljina stranica paralelograma jednak je zbroju kvadrata
duljina njegovih dviju dijagonala.

Teorem 7.2 (P. Jordan — J. von Neumann) Neka je X normiran prostor s normom
x — ||z||. Tada su sljedeca dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Postoji skalarni produkt (z,y) — (x|y) na X takav da je |z|| = /(z|x).
(b) Za bilo koje x,y € X wvrijedi tzv. jednakost paralelograma:
Iz + yll* + llz — ylI* = 2[l=]* + 2[ly]1*.

U tom je slucaju skalarni produkt sa svojstvom ||z|| = \/(x|x) jedinstven i u slu¢aju polja K =R
zadan je sa:

1
(wly) = 7(lz +yl* = ll= =9I,

a u slucaju K = C sa:

1 : : : :
(zly) = 7z + ylI* = llz = yl* + illz + iy l|* — illz — ay]*).
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Za vektore z,y iz unitarnog prostora X kazemo da su ortogonalni (ili okomiti) jedan na
drugoga i pisemo x= L y ako je (z|y) = 0. Za vektor = € X kazemo da je ortogonalan na
podskup S C X i piSemo x L S ako je x | y za svaki y € S. Za podskupove S i T unitarnog
prostora X kazemo da su medusobno ortogonalni i piSemo S 1 T ako je x L T za svaki z € S.
Za svaki podskup S unitarnog prostora X lako se vidi da je St = {z € X;z L S} potprostor od
X. Nadalje, S+ = [S]+ i St N [S] = {0}.

Podskup S C X zove se ortogonalan ako su bilo koja dva njegova elementa medusobno
ortogonalna: z,y € S, x # y = (z|y) = 0. Skup S zove se ortonormiran, ako je on ortogonalan
isvaki z € S je jedinicni, tj. ||z = 1.

Propozicija 7.1 Ako je S ortogonalan podskup unitarnog prostora X i 0 &€ S, onda je skup S
linearno nezavisan.

Dokaz: Neka su x1,29,...,2, € S medusobno razli¢iti vektori i neka su A, Ao, ..., A\, € K
takvi da je Ayx1+Xoxo+. . .+ x, = 0. Tada zbog medusobne ortogonalnosti vektora xy, zo, . .., x,
za svaki j € {1,...,n} imamo:

0= ()\1.%'1 +...+ )\jxj + ...+ )\nl'n|l'J) = )\1(.%'1|33'j) +...+ )\j(xj‘xj) +...+ )\n(l'n|l'J> = )\j(.fL'j|.fL'j).
Kako je (z;]z;) # 0 slijedi A; = 0 Vj. Dakle, skup S je linearno nezavisan.

Posebno, svaki ortonormiran skup je linearno nezavisan. Ortonormiran skup koji je baza od
V' zove se ortonormirana baza od V.

Teorem 7.3 Neka je {e1,...,er} ortonormiran podskup unitarnog prostora X i neka je x € X.

(a) Vrijedi tzv. Besselova nejednakost

k
> zley)” < Iz,
7j=1

Pri tome vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je x € [{eq,...,er}]. U tom slucaju je

Mw

(zlej)e;
7j=1

(b) Stavimo

ro =Y (zlej)e;.

j=1

Za svakiy € [{e1, ... er}], y # xo, vrijedi striktna nejednakost
[l = ol < [l —yl|.

Dakle, xq je jedinstvena najbolja aproksimacija vektora x vektorom iz potprostora razapetog
vektorima eq, . .., €.
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Dokaz: Dokazimo najprije tvrdnju (b). Neka je y € [{ey,...,er}], dakle za neke skalare
Qaq,...,0 je

k
Yy = E ozjej.
Jj=1

Primijetimo da je (e;|e;) = d;;. Stoga imamo redom:

k k
o= ol? = llz = ol = (= D ases|o = P ae;) = (o -
j=1 j=1

Mw

(xlej)ej|x
J=1 J=1

= (ofa) =3 teles) =3 oles 1 o (el Y Tl ol Y e e = e

U posljednjem se izrazu skracuju prvi i peti ¢lan, te sedmi i osmi ¢lan, pa ostaje

lz = ylI* =l — zo]|* =

k k k
= o> = > ag(ale;) = > aj(zle;) +
j=1 j=1

j=1 7j=1

[(le;)].

IVE

Odatle je

lz = ylI* =l — xo]|* = Z o — (xles)|”
Prema tome, ako je a; # (zle;) za bilo koji j € {1,2,...,k3}, tj. ako je y # xp, onda imamo
striktnu nejednakost ||z — y||*> — ||x — zo||* > 0, odnosno ||z — x| < ||z — y||. Time je dokazana

tvrdnja (b).
Dokazimo sada tvrdnju (a). Kao u dokazu tvrdnje (b) nalazimo:

= [ll* - ZI (]es)[*

Odatle slijedi Besselova nejednakost. Nadalje, vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je

0< Hx - Z(x|ej)e]

]7

M»

(zlej)e;
7j=1

No, koristeéi tvrdnju (b) vidimo da je to ispunjeno ako i samo ako je x € [{e1,...,ex}].

Sljededi teorem rjesava pitanje egzistencije (pa ¢ak i konstrukeije) ortonormirane baze u kona-
¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru.

Teorem 7.4 (Gram—Schmidt) Neka je X unitaran prostor i neka je xi,xs,x3,. .. konacan ili
beskonacan linearno nezavisan niz vektora prostora X.

(a) Postoji ortonormiran niz ey, ey, €3, ... u X sa svojstvom da je

{x1, 20, ..., 2} = [{e1,ea. .., ex}] VE. (1)
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(b) Uz dodatni uvjet

ortonormiran niz ey, es, es, . .. iz tordnje (a) je jedinstven.
Dokaz: [{61}] [{x1}] znaci da je e; = axy za neki skalar a. Iz zahtjeva ||e;]] = 1 slijedi da

mora biti |a| = ”11” Nadalje (el|x1) = af|lz1||?, pa dodatni zahtjev (ej]|z;) > 0 znaci da mora
biti o« > 0. Dakle, o =
(e1]z1) > 0.

Pretpostavimo da smo nasli ortonormirane vektore ey, ..., e, takve da vrijede (1) i (2) za
k =1,2,...,n. Dokazat ¢emo sada da postoji jedinstven jedini¢ni vektor e, ; takav da vrijede
(1) i(2) za k = n+ 1. Na taj nac¢in ¢e teorem 7.4 matematickom indukcijom biti u potpunosti
dokazan.

Zahtjev (1) za k = n + 1 zna¢i da mora biti e,.1 € [{x1,22,...,2,,2n11}], a kako je po
pretpostavei [{zq, s, ..., 2.} = [{€1,...,en}], to znaci da mora biti e,11 € [{e1,...,en, Tni1}]
Trazimo dakle vektor e, u obliku

”z @1 Jje jedini jedinicni vektor takav da je Hei}] = [{x1}] i

€ntl = QTpt1 + Q161 + Q€ + ... + Q€.

Za 1 < k < n mora biti 0 = (epy1]lex) = a(xniilex) + ax, a to znadi ap = —a(x,41|ex) za
k=1,2,...,n. Prema tome,

ent1 = ay, gdje je y = T — (Tpgaler)er — (Tnialez)ea — .o — (Tnyalen)en
Vektor e, 1 je jedini¢ni ako i samo ako je |a| = m Nadalje, imamo

n

(€n+1|xn+1) = a<xn+1 - Z(xn+1|ek)ek

k=1

tnnr) = ol | Z| Eolen)?

Prema tvrdnji (a) teorema 7.3 izraz u uglatoj zagradi je striktno pozitivan jer zbog linearne nezavis-

nosti vektor x,41 nije u potprostoru [{z1, za,...,z,}| = = [{e1, €2, ..., e,}]. Dakle (en41]|Tni1) >0
ako i1 samo ako je a > 0. To znaci da mora biti a@ = ﬁ Dakle, postoji jedan i samo jedan je-
dini¢ni vektor e, ; takav da vrijede (1) i (2) za k = n + 1. To je vektor e, = ﬁy pri ¢emu je

Y= Tn+1 — Zlgkgn(xn+1|€k)€k'

Za jedinstveni niz eq, eq, e, ... iz tvrdnje (b) teorema 7.4 kazemo da je iz niza z1,xq, x3,. . .
dobiven Gram—Schmidtovim postupkom ortonormiranja.

Korolar 7.1 Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor. Tada postoji ortonormirana
baza od X. Stouvise, svaki ortonormiran podskup od X sadrZan je u nekoj ortonormiranoj bazi od

X.

Dokaz: Neka je {x1,..., 2} ortonormiran podskup od X. Tada je taj skup linearno nezavi-
san, pa je sadrzan u nekoj bazi {z1,..., &g, Tr41, ..., 2, od X. Gram—Schmidtovim postupkom
ortonormiranja dolazimo do ortonormirane baze {ei, ..., ek, €xi1, ..., e,} od X. Iz dokaza teorema
7.4 1 iz ortonormiranosti skupa {x1,...,z} je jasno da je e; = x1,. .., ep = x;. Dakle, ortonormi-
ran skup {z1,..., 2} sadrzan je u ortonormiranoj bazi {x1,...,Tg, €xi1,---,€n}-
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Za vektore x1, 9, ..., x, unitarnog prostora X stavimo:
(1]ar)  (wilwe) - (21]wn)
(w2]xr)  (w2lz) - (w2]wn)
G(xl,xg,...,xn): . . . "
Dakle, G(x1, 23, ..., x,) je kvadratna matrica n—tog reda ¢iji je element u i—tom retku i j—tom
stupcu jednak (z;|z;). Ta se matrica zove Gramova matrica vektora i, s, ..., z,. Njena se
determinanta oznacava I'(z1,xs, ..., x,) i zove Gramova determinanta vektora zy,xs, ..., x, :
(@1]z1)  (2ilz2) - (z1]2n)
[(xy,xo,...,x,) = det ( 2! ) 2? 2) ' ( 2‘, 2
Teorem 7.5 Neka je X wunitaran prostor. Vektori xi,xs,...,x, € X su linearno nezavisni ako
i samo ako je njihova Gramova matrica G(xy, s, ..., x,) reqgularna, odnosno, ako i samo ako je

[(zy,xe,...,2,) # 0. Utom slucaju je I'(zy,x2,...,2,) > 0.

Dokaz: Pretpostavimo da su vektori x, xs, ..., x, linearno zavisni i neka su Aq, ..., A\, skalari
(od kojih je barem jedan razlicit od nule) takvida je ., Asxx = 0. Tada zasvaki j € {1,...,n}

vrijedi
k=1 k=1

To znaci da sljede¢i homogen sustav od n linearnih jednadzbi sa n nepoznanica A,...,\, ima
netrivijalno rjesenje:

(33'1‘.%'1))\1 + (33'2‘.%'1))\2 4+ ...+ (.fll'n‘l'l))\n =0
($1|[L‘2))\1 + (l'2|{L‘2))\2 + ...+ (l’n|ZL‘2))\n =0

........................................... (3)

(x1|zn) M + (22]Tn) Ao + . oo+ (Tp]|z) Ay =0

To znaci da je matrica tog sustava singularna. No, matrica sustava (3) je upravo transponirana ma-
trica matrice G(x1,xs, ..., x,). Time smo dokazali da iz linearne zavisnosti vektora x1, s, ..., z,
slijedi da je matrica G(z1, xo, ..., z,) singularna.

Pretpostavimo sada da je matrica G(xq,xs,...,2,) singularna. Tada je i transponirana ma-
trica singularna, $to znaci da sustav jednadzbi (3) ima netrivijalno rjesenje Ai, Ag, ..., A, (dakle,
A; # 0 za barem jedan indeks j). Stavimo y =) ;.. Ak2k. Sustav jednadzbi (3) moze se krace
zapisati ovako o

(ylz;) =0, j=12...,n.

To znaci da je y L [{x1,22,...,2,}]. Medutim, y € [{z1,29,...,2,}], pa slijedi y L y, odnosno
(yly) = 0. No to je moguce samo ako je y = 0, tj. >, ;- Ae2r = 0. To pokazuje da su vektori
x1, X2, ..., T, linearno zavisni. o

Dokazali smo da su vektori x1, xs, ..., x, linearno zavisni ako i samo ako je singularna njihova
Gramova matrica G(z1, xs, ..., x,). Ekvivalentno, vektori xy, z, ..., z, su linearno nezavisni ako
i samo ako je njihova Gramova matrica G(z1, x9, . .., x,) regularna.

Dokazimo jo§ pozitivnost Gramove determinante. Pretpostavimo da su vektori xq,xs, ..., z,

linearno nezavisni. Stavimo
n

T = Z(—l)"*kakxk,

k=1
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pri ¢emu je o determinanta matrice reda n — 1, koja se iz Gramove matrice G(z1, 22, ..., T,)
dobije tako da se izbrise k—ti redak i n—ti stupac. Vektor x mozemo shvatiti kao razvoj po
n—tom stupcu determinante matrice koja se iz G(x1,za, ..., x,) dobije tako da se zadnji stupac
zamijeni stupcem vektora xq, 2o, ..., T, :

(1]z1)  (@i]w2) - (1]znoa) 2

(@2]z1)  (22lz2) -+ (z2lTn-1) 2

r = det ) ) .

(Tnlz1) (Tn|22) -0 (TnlTna) 24

Posebno, primijetimo da je a,, = I'(x1, z9, ..., p_1).

Uz uvedene oznake imamo

n

(wlzy) =D (=1 Pag(apley) = Tj(ar, 22, .., 20),

k=1

pri cemu je I';(z1, 2o, ..., x,) oznaka za determinantu matrice koja se iz Gramove matrice dobije
tako da se zadnji stupac zamijeni j—tim stupcem iste matrice:

(z1lz1)  (ilze) - (Ta|T0a)  (21]75)
T, (1, 29, .. ) = det (1’2!901) (1’2!902) ($2|fn—1) (zalz5)
(xn|x1) (xn|x2) s ()T (xn|x])

Zal<j<n—1lul(zy,z,...,2,) suj—tiin—tistupac jednaki, pa je I';(z1,22,...,2,) = 0.
Nadalje, ', (z1, 22, . .., x,) = ['(21, 29, ..., x,). Dakle, vrijedi

(x|z;) =0 za j=1,....n—1 i (x|x,) =T(x1, 20, ..., ).

Odatle je

0 < (z]z) = (x’ Z(—l)”+kak:pk> =y (z|r,) = D@y, 20, ..o, xp) (@1, @2y ., T).
k=1

Isto zaklju¢ivanje mogli smo provesti za vektore xq,...,x; za bilo koji k € {2,...,n}. Dakle,
vrijedi:

C(xy, z9, .. xp 1) D(21, 29, ... y2k) >0 za k=2,... n.

Ali vektori xq, xs, ..., z, su linearno nezavisni, pa su sve determinante
C(x1), T(z1,29), ..., Tz, 29,...,2,)
razlicite od nule. Buduéi da vrijedi T'(z;) = ||z1||* > 0, iz gornje nejednakosti za k = 2 slijedi

['(z1,x9) > 0, odatle i iz gornje nejednakosti za k = 3 slijedi I'(xy, o, z3) > 0, i tako redom korak
po korak sve do I'(zy,xs,...,x,) > 0.

Napomena: Nejednakost I'(z1, x9,...,2,) > 0, s tim da vrijedi znak jednakosti ako i samo
ako su vektori x1, w9, . . ., T, linearno zavisni, je generalizacija nejednakosti Cauchy—Schwarz—Bu-
niakowskog, jer je

_ (z]z) (x|y) _ 2([/112 — [ (2]0)]2
) =det | (1 (00— ol ol = el



54 7 UNITARNI PROSTORI

Teorem 7.6 Neka je x1,xs,... linearno nezavisan niz u unitarnom prostoru X. Jedinstveni or-
tonormiran niz ey, es, . .. iz tordnje (b) teorema 7.4 dan je formulama

(@1lz1) (wilze) - (wa]op—r) @

(w2|z1) (22lw) -+ (2fmp-1) @2

det ) . )
1 (zxlz1) (zglze) - (zplog—1)
€1 = 7711, €k = 7k227
1 \/F(x17x27"'7xk71)r(xlax27-“7xk)
Dakle, za k > 2 je e, = 1 Yr pri cemu je vektor vy zadan kao determinanta
\/F(zl73327---733k—l)r(3317127~~~7xk)

matrice koja se iz Gramove matrice G(x1, x, ..., xy) dobije tako da se zadnji (k—ti) stupac zami-
jeni stupcem vektora x1,xs, ..., xy (preciznije, yy je razvoj te determinante po zadnjem stupcu).

Dokaz: Neka su vektori g, definirani kao u iskazu teorema:

(x1]z1) (@1]xe) -+ (zi|lzp—1) a1
Tolx Tolx coo (xo|ap_ T

yr =1, yp = det (2! ! (2! g (2|.k Y Sl omk>2
($k|$1) ($k|$2) s (xglrkor) g

U dokazu teorema 7.5 vidjeli smo da je tada:
(Welz;) =0 za 1<j<k—1  (yelow) =T(21,22,. .., 2);

||yk;||2 = F(ZL‘l, To, ... ,l‘k_l)r(l'l, o, ... ,l’k).

Vektor y; je linearna kombinacija vektora xi, z, ..., z;. Stoga je

Hyr, - ued] € W, ],

Nadalje, za j < k vektor y; je linearna kombinacija vektora 1, zo, ..., x;, pa zbog (yx|z;) = 0
za i < k slijedi (yx|ly;) = 0. To pokazuje da su vektori niza y, Y2, ys, . . . medusobno ortogonalni.
Kako je
(yk, ) = U(x1, 29, ..., 2p) > 0,

to je yp # 0 Vk. Iz propozicije 7.1 zaklju¢ujemo da su vektori yi,ys,ys, ... linearno nezavisni,
pa slijedi dim[{y1,...,yx}] = k. Zbog inkluzije [{y1,...,yx}] C [{z1,...,2r}] slijedi jednakost
Hyi, -,y = [{z1,...,2x}]. Napokon, neka su e, ey, e3,... vektori iz iskaza teorema:
er = myk. Tada je ey, g, €3, ... ortonormiran niz, [{eq,...,ex}] = [{z1,...,2x}]VE i

rolen) — (@r|yn) | P, my)
(zklex) 7 = \/ > 0.

F(ZL‘l,l’g,...,ZL‘k)P(l'l,ZL‘Q,.. F(xlax%"'axkfl)
Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 7.7 (teorem o ortogonalnoj projekciji) Neka je X unitaran prostor i Y konacnodi-
menzionalan potprostor. Tada je X =Y + Y+, Drugim rijecima, za svaki vektor x € X postoje

jedinstveni vektoriy € Y iz € Y takvi da je v = y+z. Nadalje, ako je X konacnodimenzionalan,
vrijedi Y+ =Y.
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Dokaz: Neka je {ey,...,e,} ortonormirana baza od Y. Za dani vektor z € X stavimo

y= Y (tleer i z=x—y dakle z=y+=
1<k<n
Tada je y € Y. Nadalje, za bilo koji j € {1,...,n} je

n

(sles) = (ales) = (Y (alen)er]es) = (ales) = D (xler)d; = 0.

k=1 k=1

3

dakle z L [{e1,eq,...,e,}] = Y. Treba jos dokazati jedinstvenost takvih vektora. Ako pret-
postavimo da su iy € Y iz L Y takvidajexz = ¢y + 2/, onda je y + 2z = ¢ + 2/, dakle
y — 1y = 2z’ — z. Oznac¢imo taj vektor sa u. Tada u = y — ¢’ pokazuje dajeu € Y,au =2 — 2
pokazuje da je u L Y. No tada je u L wu, dakle (u|u) = 0, odakle slijedi w = 0. Dakle, ¢/ = y i
2=z

Dokazimo jos posljednju tvrdnju. Prema dokazanom imamo dim Y+ = dim X —dim Y, a odatle

dimY* =dim X — dimY* = dim X — (dim X — dimY) = dim Y-

Kako je ocito Y C Y+, slijedi Y+ =Y,

Ako je e = {ej, €9, ..., €,} ortonormirana baza od X onda je (e;|ex) = dj5. Proizvoljan vektor
x € X moze se napisati kao linearna kombinacija vektora baze:

n
xr = E O[j@j.
Jj=1

Skalarni produkt obje strane te jednakosti s vektorom e; daje

n n
(x]ex) = <Z aje; ek> = Z&jéjk = .
j=1 j=1

Dakle, za svaki vektor x € X vrijedi:

n

T = Z(:p|ej)ej.

Jj=1

Ako je f ={f1, f2,-- ., fm} ortonormirana baza drugog unitarnog prostora Y i A € L(X,Y) slican
racun pokazuje da je element matrice A(f,e) na presjecistu i—tog retka i j—tog stupca jednak

aij = (Aejl fi) :

(ﬁeﬂel) (j€2|€1) R (i€n|€1)
A(f,e) = ( €§|€2) ( €?|€2) ( €?|€2)
(Aerle,) (Aeslen) -+ (Aeylen)

Za konacnodimenzionalan unitaran prostor X svi linearni funkcionali na X mogu se opisati
pomocu vektora prostora X :

Teorem 7.8 Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor. Za svaki f € X' postoji jedin-
stven y € X takav da vrijedi f(x) = (z|y) za svaki x € X. Oznacimo li taj y sa ¢(f), dobivamo
preslikavange p : X' — X sa svojstvima:
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(a) ¢ je bijekcija sa X' na X.

(b) Za f.g € X" i\ pe K vrijedi (A f + pg) = Mp(f) + T (g)-

Dokaz: Neka je f € X'. Ako je f = 0 ocito za y = 0 vrijedi
flx) = (zly)  VeeX

Neka je f # 0. Jezgra N(f) = {x € X f(x) = 0} funkcionala f je potprostor od X. Prema teoremu
7.7 imamo X = N(f)+ N(f)t. Rang funkcionala f jednak je 1, jer zbog f # 0 imamo R(f) = K.
Po teoremu o rangu i defektu (teorem 2.3) slijedi da je defekt d(f) = dim N(f) = dim X — 1.
Kako je X = N(f)+ N(f)*, zakljuéujemo da je potprostor N(f)* jednodimenzionalan. Neka
je e jediniéni vektor u N(f)*. Stavimo y = f(e)e. Neka je z bilo koji vektor iz X. Kako je
X = N(f) + N(f)*, postoje skalari A € C i vektor z € N(f) takvi da je z = e + 2. Sada je

() = f(Ae +2) = Af(e) + f(z) = Af(e),

jer je z € N(f). Nadalje,

(zy) = (Ae + z[f(e)e) = Af(e)(ele) + fle)(zle) = Af(e).

jer je vektor e jedinicni i okomit na N(f). Dakle, vektor y zadovoljava

fl@) = (zly)  VeeX
Dokazimo sada da je takav vektor y jedinstven. Pretpostavimo da i ¢y’ ima svojstvo
f(z) = (z]y) Yz € X. Tada je (z|ly —¢') =0V € X, paslijediy —y =0, tj. y =79
Dakle, preslikavanje ¢ : X’ — X iz iskaza teorema je dobro definirano. Iz definicije je jasno da
je v injekcija. To je i surjekcija, jer je za bilo koji y € X sa f(z) = (z|y) zadan linearan funkcional
f na prostoru X i o(f) =y.
Napokon, ako su A\, € Ki f,g € X', za svaki x € X imamo

(@M (f) +Tie(g)) = Male(f)) + ulzleo(g)) = Af(z) + ng(x) = (Af + ng)(x) = (zlo(Af + pg)).
Dakle je o(Af + ug) = Mp(f) +Tip(g) i time je teorem 7.8 dokazan.

Teorem 7.9 Neka su X @Y konacnodimenzionalni unitarni prostori. Za svaki A € L(X,Y)
postoji jedinstven A* € L(Y,X) takav da je (Azly) = (z|A*y) za svaki x € X i svakiy € Y.
Vrrigedi:

(a) A* = A za svaki A € L(X,Y).
(b) A A* je antilinearna bijekcija sa L(X,Y) na L(Y, X).
(¢) Za A€ L(X,Y) i B € L(Y, Z) je (BA)* = A*B".

Dokaz: Neka je A € L(X,Y) iy €Y. Tada je sa x — (Az|y) definiran linearan funkcional na
prostoru X. Prema teoremu 7.8 postoji jedinstven vektor iz X, oznacit ¢emo ga sa A*(y), takav
da vrijedi (Az|y) = (x| A*(y)) Vx € X. Na taj na¢in dosli smo do dobro definiranog preslikavanja
A Y — X,

Dokazimo da je operator A* linearan. Za dane A\, u € K iy,z € Y i za bilo koji x € X imamo

(2] A"y + 12) — AA* () — pA*(2) =
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= (z|A"(\y + p2)) — Az| A" (y)) — Tilz|A7(2)) = (Az|Ay + pz) — A(Azly) — (Az|2) =0,

jer je skalarni produkt antilinearan u drugom argumentu. Kako to vrijedi za svaki vektor x € X
zakljucujemo da je A*(\y + pz) = AA*(y) + pA*(z).

Ocito je A*™ = A, a odatle odmah slijedi da je preslikavanje A — A* bijektivno. Doista, ako za
B € L(Y, X) stavimo A = B*, onda je A* = B** = B. Dakle, preslikavanje A — A* je surjektivno.
Nadalje, ako su A,C' € L(X,Y) takvi da je A* = C*, onda imamo A = A** = C** = C. Dakle, to
preslikavanje je i injektivno.

Dokazimo sada da je preslikavanje A — A* antilinearno. Za A\, u € K1 A, B € L(X,Y) imamo
zasvakix € X isvakiye Y :

(z|(AA + uB)*y) = (M + uB)zly) = MAz|y) + p(Brly) =

— M&lA%y) + (2l B2) = (2fXA"y + TB") = (2|(VA" + EB")y).

Dakle je (AA + puB)* = AA* + iB*, odnosno preslikavanje A — A* je antilinearno.

Napokon, za unitarne prostore X, Y i Z, iza A€ B(X,Y), Be B(Y,Z), r€ X iz€ Z
imamo
(x|A*B*z) = (Az|B*z) = (BAz|z) = (z|(BA)*z). Dakle je (BA)* = A*B*.

Za operator A* kazemo da je adjungiran operatoru A.
Propozicija 7.2 Neka su X i Y konacénodimenzionalni unitarni prostori 1 A € L(X,Y). Tada
vrijeds

N(A) = R(A")*, R(A) = N(A")", N(A") = R(A)", R(A") = N(A)".

Dokaz: Zbog ¢injenice A** = A zamjenom uloga A i A* vidimo da su medusobno ekvivalentne
prva i treca jednakost, a isto tako i druga i cetvrta jednakost. Nadalje, kako je po teoremu 7.7
R(A)** = R(A), druga i treca jednakost su medusobno ekvivalentne. Dakle, sve etiri jednakosti
su medusobno ekvivalentne pa je dovoljno dokazati jednu od njih, npr. prvu. Za x € X imamo
redom:

reENA) & Ar=0 & (Azly)=0VyeY < (z|A)=0VyeY < z L R(A").
Dakle je N(A) = R(A*)*.
Za kona¢nodimenzionalan unitaran prostor X operator A € L(X) zove se:
— hermitski, ako vrijedi A* = A;
— antihermitski, ako vrijedi A* = —A4;
— unitaran, ako je AA* = A*A =1TI; tj. A je invertibilan u L(X) i A~! = A%,
— normalan, ako je AA* = A*A.
Primijetimo da su i hermitski i antihermitski i unitarni operatori normalni operatori.
Propozicija 7.3 Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor i neka je A € L(X).
(a) Ako je operator A hermitski i (Azx|z) =0 Vo € X onda je A= 0.
(b) Operator A je normalan ako i samo ako je ||Ax| = ||[A*z| Vz € X.
(¢) Ako je operator A normalan onda je N(A) = N(A*).
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(d) Ako je operator A normalan i Ax = ax za x € X i o € C, onda je A*z)awx.

Dokaz: (a) Za bilo koje z,y € X imamo:
0= (A(z +y)lz +y) = (Az|z) + (Azly) + (Ay|z) + (Ayly) = (Az[y) + (y|Az) = 2Re(Axzy).
Dakle je Re(Az|y) = 0 Vz,y € X. Tada slijedi i
0 = Re(Axliy) = Re[(—i)(Azly)] = Im(Aaly).

Stoga je (Ax|y) = 0 Vz,y € X. Odatle slijedi Ax =0 Vz € X, dakle A =0.

(b) Pretpostavimo da je operator A normalan. Za x € X tada imamo:
|Az||? = (Az|Ax) = (A*Azx|z) = (AA*z|z) = (A*2|A%x) = || A%z
Obratno, ako pretpostavimo da vrijedi ||Az| = |[|[A*z|| Yz € X, onda dobivamo:
0 = ||Az||* — ||A*z|]* = (Az|Ax) — (A*z|A*r) = (A*Ax|z) — (AA*z|2) = ((A*A — AA")z|2).

Dakle, za hermitski operator B = A*A — AA* vrijedi (Bz|z) = 0 Va € X. Prema (a) slijedi B = 0,
tj. A*A = AA*.

Tvrdnja (c) slijedi neposredno iz tvrdnje (b) (Az =0 < A*x =0).

(d) Stavimo B = A — al. Tada je operator B normalan i B* = A* —@l. Zbog (c) nalazimo:

Ar = ax = r € N(B) = r € N(B) = A'r = ax.

Teorem 7.10 Neka je X konacnodimenzionalan kompleksan unitaran prostor i neka je A € L(X).
Sljedeéa su dva svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Operator A je normalan.
(b) Postoji ortonormirana baza e takva da je matrica A(e) dijagonalna.

Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi (b) i neka je e = {ejy, eq,...,e,} ortonormirana baza od X
takva da je matrica A(e) dijagonalna. Neka su redom «q, s, . .., «, dijagonalni elementi matrice
A(e). To znaci da je Ae; = ajej za j = 1,2,...,n. Prema tvrdnji (d) propozicije 7.3 tada je
Afe; = @jej za j = 1,2,...,n, §to znadi da je i matrica A*(e) dijagonalna. Dijagonalne matrice
medusobno komutiraju pa imamo

(A" A)(e) = A*(e)Ale) = Ale)A*(e) = (AA")(e).

Odatle slijedi da je AA* = A*A, odnosno operator A je normalan. Time je dokazano da iz (b)
slijedi (a).

Dokazimo sada da iz (a) slijedi (b). Tu ¢emo implikaciju dokazati matematickom induk-
cijom u odnosu na dim X. Baza indukcije dim X = 1 je trivijalna, jer je svaka matrica op-
eratora na jednodimenzionalnom prostoru dijagonalna. Da provedemo korak indukcije, pret-
postavimo da je n > 2 i da je implikacija (a) = (b) dokazana ako je dim X < n. Neka je
dim X = n i neka je operator A € L(X) normalan. Neka o neka svojstvena vrijednost od
A 1 e neki pripadni jediniéni svojstveni vektor: Ae; = ae;. Prema tvrdnji (d) propozicije 7.3
tada je A*e = @e;. Stavimo Y = [{e;}]* = {2 € X; (x]e;) = 0}. Ako je x € Y, imamo
(Azley) = (z|A%ey) = (x|aer) = a(zle;) = 0, tj. Az € X. Dakle vrijedi x € ¥ = Az €Y,
tj. potprostor Y je A—invarijantan. Analogno se dokazuje da je Y i A*—invarijantan. Restrikcija
AlY je normalan operator na unitarnom prostoru Y. Kako je dim Y = dim X —1=n—1 < n,
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po pretpostavei indukeije postoji ortonormirana baza {es, ..., e,} od Y u kojoj operator A|Y ima
dijagonalnu matricu. No tada je e = {ej, €9, ..., €,} ortonormirana baza od X takva da je matrica
A(e) dijagonalna.

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Moze se dokazati da vrijedi i vise od implikacije (a) = (b): Ako je X konacnodimenzionalan
kompleksan unitaran prostor i ako je 2 podskup od L(X) koji se sastoji od normalnih operatora
koji medusobno komutiraju, onda postoji ortonormirana baza e od X, takva da je matrica A(e)
dijagonalna za svaki operator A € L.

Za kona¢nodimenzionalan unitaran prostor X oznac¢imo sa U(X) skup svih unitarnih operatora

A e L(X).
Propozicija 7.4 U(X) je podgrupa grupe GL(X).

Dokaz: Po definiciji je svaki unitaran operator regularan, dakle vrijedi U(X) C GL(X). Oéito
jeI*=1=1" dakle, € U(X). Za A, B € U(X) imamo (AB)* = B*A* = B'A™! = (AB)™!
dakle AB € U(X). Napokon, za A € U(X) je (A™')* = (A*)~! = (A71)~! paslijedi A~ € U(X).
Propozicija 7.5 Operator A € L(X) je unitaran ako i samo ako vrijedi

(Az|Ay) = (zly)  Va,ye X
Dokaz: Ako je A € U(X) onda je A*A = I, pa za bilo koje vektore z,y € X imamo
(Az|Ay) = (z|A"Ay) = (z[Iy) = (x]y).
Pretpostavimo da vrijedi (Az|Ay) = (z|y) Vz,y € X. Tada je
(z]A"Ay) = (Az|Ay) = (zly) = (z[Iy)  Vz,y € X,
pa slijedi A*A = I. Odatle je A* = A~!, dakle, A € U(X).

Grupa U(X) ima u odnosu na ortonormirane baze istu ulogu kao i grupa GL(X) u odnosu na
proizvoljne baze:

Teorem 7.11 Neka je X konacnodimenzionalan unitaran prostor.

(a) Ako je A € L(X) i ako je za neku ortonormiranu bazu e = {ey,...,e,} od X i
Ae = {Aey, ..., Ae,} ortonormirana baza od X, onda je A € U(X).

(b) Ako je A € U(X) i ako je e ortonormirana baza od X onda je i Ae ortonormirana baza od
X.

Dokaz: (a) Nekasuz,y € X ix =) 7, aper, y = Y p_; Orex. Tada imamo redom:

Zm) =YY a(denlde) = 03w, =
k=1 j=1

k=1 j=1

(Azx|Ay) = ( Z o Aey,

= ZZO%BJ (exle;) = <Zakek

k=1 j=1

Zﬁ]%) (z]y).
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(b) Neka je A € U(X) i neka je e = {ey, ea,...,e,} ortonormirana baza od X. Tada je
(Aex|Ae;) = (ex| A" Ae;) = (exle;) = Or;-
Dakle, Ae je ortonormirana baza od X.

Za hermitske operatore teorem 7.10 o dijagonalizaciji vrijedi ne samo za kompleksne nego i za
realne unitarne prostore.

Teorem 7.12 Neka je X konacnodimenzionalan realan ili kompleksan vektorski prostor 1 A €
L(X) hermitski operator.

(a) Svi koeficijenti i sve nultocke polinoma ps(X\) su realni.

(b) Postoji ortonormirana baza e prostora X sastavljena od svojstvenih vektora operatora A, tj.
takva da je matrica A(e) dijagonalna.

Dokaz: (a) Pretpostavimo prvo da je K = C. Neka je a € 0(A) i neka je e € X pripadni
jedinicni svojstveni vektor. Tada je

A = Mele) = (Aele) = (Aele) = (e|Ae) = (e|Ae) = A(e|e) = X = aeR.
Dakle, o(A) C R, pa slijedi da su sve nultocke polinoma g, () realne. Nadalje, tada je
pa(A) = A —a))A—ag) - (A= ay,) za neke g, a9, -, q, € R

odakle slijedi da su svi koeficijenti polinoma 4 () realni.

Neka je sada K = R. Tada su ocito svi koeficijenti polinoma p4(\) realni. Dakazimo jos da
su i u ovom sluéaju sve nultocke polinoma p4(\) realne. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
Ao € C\ R takav da je pa(Ao) = 0. Bududi da su koeficijenti polinoma f14(\) realni, slijedi da je i
o nultocka polinoma (). Tada je polinom p4()) djeljiv s realnim polinomom (A — Ag)(A — Ag).
Stavimo \g = o +ip, gdje su 0,p € R i p # 0. Tada je

A=2)A=A)=A—0c—ip)A—0c+ip)=(A—0)*+p".
Dakle, za neki realni polinom v(\) vrijedi

pa(d) = (A=) + v (N).
Odatle je
0 = pa(4) = [(A— o1)? + T (A).
Imamo deg v(\) = deg pa(A) —2 < deg pa(N), dakle v(A) # 0. To znaci da postoji vektor x € X

takav da je y = v(A)x # 0. Tada je [(A —oI)? + p*I]y = 0. Kako je operator A hermitski i o € R,
slijedi da je i operator A — ol hermitski. Stoga imamo

0=([(A=0al)*+ pIyly) = (A= ol)?yly) + p*(yly) =

= (A= oDyl(A—al)y) + p*(yly) = (A — o D)ylI* + p*lyl>

No to je nemoguce, jer je ||[(A — ol)y|*> > 0i p?|(y]|> > 0. Ova kontradikcija pokazuje da je
pogresna bila pretpostavka o postojanju nultocke od p4(A) koja nije realna. Time je dokazano da
je 1 u slucaju K = R svaka nultocka polinoma pi4(A) realna.

(b) Zbog (a) se dokaz implikacije (a) = (b) u teoremu 7.10 moze bez izmjene provesti i ako je
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A hermitski operator na konacnodimenzionalnom realnom unitarnom prostoru X. Naime, uzmemo
li bilo koju nultocku a; € R minimalnog polinoma f4(\) operatora A, onda je a; € o(A), pa
postoji jediniéni vektor e; € X takav da je Ae; = ajey. Tada je Y = [{e;}]t A—invarijantan
potprostor:

yler = (Ayler) = (y|4er) = (ylawer) = aq(z|er) =0 = Ay L e.

Operator A|Y je hermitski, pa koristeéi matematicku indukeiju dolazimo do ortonormirane baze
{ea,...,e,} od Y sastavljene od svojstvenih vektora operatora A|Y. No tada je {e,es,...,e,}
ortonormirana baza od X sastavljena od svojstvenih vektora operatora A.
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8 Funkcije operatora

U cijelom ovom poglavlju V predstavlja konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem
C kompleksnih brojeva. Za svaki polinom P()\) i svaki A € L(V) dobro je definiran operator
P(A) i pridruzivanje P(\) — P(A) prevodi racunske operacije s polinomima u rac¢unske operacije
s operatorima:

(1) Ako je P())
(2)
(3) Ako je R(A
(4)

1, onda je P(A) = I.

(
Ako je Q(A) = aP()), onda je Q(A) = aP(A) (a € C).

(A) = P(A) + Q(A), onda je R(A) = P(A) + Q(A).
)

4) Ako je S(A\) = P(AN)Q(N), onda je S(A) = P(A)Q(A).

Ozna¢imo sa P skup svih polinoma. To je podskup skupa svih funkcija C* sa C u C. Cilj je
ovog poglavlja da za svaki linearan operator A € L(V') preslikavanje P(A) — P(A) sa P u L(V)
prosirimo do preslikavanja sa ¢im veéeg podskupa od C® u L(V), ali tako da i dalje vrijede pravila

(1) = (4).

Funkcije najslicnije polinomima su redovi potencija
= apt, AeC.

Ako gornji red potencija konvergira za svaki A € C, funkcija f : C — C koju taj red definira
zove se cijela funkcija. U tom slucaju prirodno je pokusati definirati f(A) kao odgovarajuéi red
potencija operatora A :

A) = iakA’“, Ae L(V).

Medutim, da bismo mogli promatrati redove potencija linearnog operatora, treba nam pojam
konvergencije u prostoru operatora. Neka su V' i W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad
poljem C. Za niz (Ax)gen u L(V, W) iza A € L(V, W) kazemo da niz operatora (A;) konvergira
prema operatoru A i pisemo A = limy_,, Ay ako postoje baza e = {ey,es,...,€e,} prostora V i
baza f = {fi, fa,..., fm} prostora W takve da za matrice

(k) (k) (k)

04(11) 04%2) T Oé%n) a1 Q2 ot Qg
k k k
A | ag Qg e gy . A B Qo1 Qg -+ Qogp
k(fie) =1 . ) ) i (fie)=1 .
(k k) k)
am% ozi,ﬂ o ozﬁ,m Am1  Om2 Qmn

vrijedi
;; = lim oz(k) Vie{l,2,...,m}, Vie{1,2,...,n}. (%)

k—o0

(073

Primijetimo da ta definicija konvergencije u prostoru L(V, W) samo prividno ovisi o tome koje smo
baze e i f izabrali. Doista, neka su €/ = {€, ¢}, ... e/} druga baza od Vi f" = {f], f5,..., [}
druga baza od W. Neka su S € GL(V) i T € GL(W) operatori prijelaza: Se; =€}, 1 <1i <mn,
Tf;=f;, 1<j<m. Prema propoziciji 2.4 tada vrijedi

Auf' €)= S(N) T Ar(f.e)T(e), keN, i A(f,e)=S()"A(f.e)T(e).  (x)
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Izaberimo oznake za elemente matrica:

%’g ﬁ% 3 ﬁg Bu B - B
Aulf, ) = 2} 2.2 T 2n ’ A(f', ) = 5?1 5?2 T B?n ’
gAY . g Bt Boz - fhun
011 012 -+ Oim i1 Ti2 -+ Tin
S(f)_l _ 0?1 0?2 . 0-2.m | T(e) = Tor Tas -+ Tom
07;11 O'r.n2 O'W:Lm ™1 Tn2 "' Tnpn

Pisane pomocu elemenata matricne jednakosti (#x) izgledaju ovako:

51(7/;) = Z Z O-piagf)qu (k’ c N) 1 qu = Z dez‘aijjq.

i=1 j=1 i=1 j=1
Iz tih jednakosti i iz (%) neposredno slijedi

Bpq = lim g wpe {1,2,....m}, Vge{l,2,....n}.

k—o00

Dakle, konvergencija matricnih elemenata iz definicije konvergencije operatora ispunjena je u svim
parovima baza u dva vektorska prostora.

Zared operatora ) ., A; kazemo da konvergira, ako konvergira niz (S;,) parcijalnih suma,

gdje je
k
Sp=> A
=0
Limes niza parcijalnih sume zove se tada suma toga reda.

Propozicija 8.1 Neka je f : C — C cijela funkcija:
F) =) aX,  XecC,
k=0

i neka je A € L(V). Tada red operatora

o0
E OékAk
k=0

konvergira.

Dokaz: Iz teorije analitickih funkcija kompleksne varijable znamo da ako red potencija

o
E Oék)\k
k=0

konvergira za svaki A € C, onda taj red apsolutno konvergira za svaki A € C, tj. konvergira red
apsolutnih vrijednosti

o0

D lal- 1A

k=0
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Neka je e = {ey, €2,...,€,} baza od V i neka su «;; elementi matrice operatora A u toj bazi:
Q11 Qg o Qg
Qg1 Qg - Qg
Ale) =
Qp1 Qpa -+ Qpp

Nadalje, za bilo koji £ > 0 oznac¢imo sa a( ) elemente matrice A¥(e) = A(e)* :

(k) (k) (k)

o ab?)

a a “ .
Ak(e): ?1 ?2 :TL

& ol o ol

Neka je M > 0 takav da je |a;;| < M Vi, j. Tada za svako k > 0 vrijedi
af))] < (nM)¥, Vi, j. (t)

Dokazat ¢emo nejednakost (1) indukcijom u odnosu na k > 0. Sto se tice baze indukcije, tj. za
(0)
ij
vrijedi za neki & > 0. Tada zbog jednakosti A¥*! = A . A* imamo redom

(k;+1 = ’ZO@M

Time je proveden korak indukcije i time je dokazana nejednakost (J[) za sve k > 0. Odatle slijedi da

k = 0, nejednakost (T) je ocito istinita, jer je A° = I, dakle, «;;’ = d;;. Pretpostavimo sada da ()

<N aul <o) <3 MnM)F = (nM)F
=1

{=1

je |ozkoz | < (nM)*, dakle red apsolutnih vrijednosti > -, |ozkoz )| majoriziran je konvergentnim

redom Y ;7 || (nM)*. Zakljuéujemo da svi redovi Y oo Oak(x( ) i,7 € {1,...,n}, konvergiraju

1] )
apsolutno. No to znaéi da red operatora Y -, axAF konvergira.

Za cijelu funkciju f iz propozicije 8.1 i za operator A € L(V') stavljamo

k=0

Operator f(A) zove se cijela funkcija operatora A.

Propozicija 8.2 Neka su f,g: C — C cijele funkcije, « € C i A € L(V). Tada je
(@f)(A) =af(4),  (f+9)(A)=FA) +g(4),  (f-9)(4)=F(A)g(A).
Dokaz: Neka je
V=D a1 g =) Bk
k=0 k=0
Tada je
)\):Z(xak)\k i (f+a9)(A ZoélmLﬁk ;
k=0
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pa imamo redom
[e.e] m
_ Ak — k . k _
= aaA® = lim (xakA lim « apAY =
m—0o0 m—0o0
k=0 k=0

=« lim ZakAk = aZakAk =af(A)
k=0 k=0

m

(f+9)(A Za;ﬁ—ﬁk JgZ(ak—Fﬁk JLI%O(ZO%A +ZﬁAk)
k=0

k=0

= Wllimc>C> Z ap AF + nllﬂéo Zﬁkz‘lk = Z ap AR + Z BeAF = f(A) + g(A).
k=0 k=0 k=0 k=0

Dokazimo jos i tre¢u jednakost. Neka je e baza prostora. Za bilo koji operator B € L(V') sa B(e);;
¢emo oznaciti element matrice B(e) na presjeciStu i—tog retka i j—tog stupca. Prema dokazu
propozicije 8.1 redovi matriénih elemenata apsolutno su konvergentni, pa u njihovom produktu
mozemo po volji mijenjati redoslijed ¢lanova i po volji ih grupirati. Stoga imamo

[£(A) Zf e)ig(A Z [Zakaw } . [iﬁsaé‘;)] =

(=1 k=0

WD WILTED 3) U RED B SIS D
m r=0

k=0 s=0 ell=1 k=0 s=0 =0

S druge strane imamo

NE

G0 =Y (S )Am

0

3
|

pa slijedi
- AN = 3 (D abhnr)alf”.

Dakle, vrijedi [f(A)g(A)](e)i; = [(f-9)(A)](e)i; Vi,j € {1,...,n}, a to znaci da je (f-g)(A) =
= f(A)g(A). Time je propozicija u potpunosti dokazana.

Primjeri operatorskih jednakosti vezanih uz identitete koje zadovoljavaju neke poznate cijele
funkcije:

sin A4icos A= e, (cos A)*+(sin A)> =1, sin2A =2sinAcos A, cos2A = (cos A)*>—(sin A)2.

Prema teoremu 6.3 za operator A € L(V') postoji baza e prostora V' u kojoj je

M+ N 0 0
0 Aol +Jy - 0
Ale) = . s . ,
0 0 e Al +

gdje je I; jedini¢na matrica formata n; x n;, J; je elementarna Jordanova klijetka formata n; x n; i
o(A) = {1, A2, ..., A} (pri tome svojstvene vrijednosti Ai, Ag, ..., A\ ne moraju biti medusobno



66 8 FUNKCIJE OPERATORA

razlicite). Primijetimo sada da je k—ta potencija blok—dijagonalne matrice ponovo blok—dijago-
nalna matrica ¢iji su blokovi k—te potencije odgovaraju¢ih blokova matrice koju potenciramo:

(M1 + Jh)F 0 0
k
Ak(e) = " Pale b BT "
0 0 v NI+ JY)F
Odatle slijedi da za cijelu funkciju
FO) =) A
k=0
vrijedi
fL + ) 0 0
0 f(oly + J) 0
F(A)(e) = , A |
0 0 oo (AL + )

Ovo nam je polaziste za definiciju funkcije f(A) operatora A za opéenitije funkcije f. Stoga ¢emo
u daljnjem promatrati problem definicije f(A\ol + J), gdje je I jedini¢na matrica formata n x n,
a J je elementarna Jordanova klijetka istog formata.

Lema 8.1 Neka je f: K(\i,r) — C funkcija koja je definirana i analiticka na krugu
KM,r)={X eC; |A=\| <1}
1 neka je

A=Y ar(A =)
k=0

njen Taylorov red oko tocke Ny (koji konvergira apsolutno za svaki X € K(\1,71)). Za svaku tocku
Ao € K (A1, 1) red matrica

i ar((No — M)+ J)F

konvergira i suma mu je

IO S0 SO0y

EA (n—1)!

FQo)I +

ot
Dokaz: Stavimo za bilo koji p € N :
Sp = i (o= AT +D)5 1 L) =D a(A =),
k=0
Primjenom binomnog poucka nalazimo za svaki £ :
(Moo= A)T+)* = (No—)F I+ (D (No—A)F 1T+ (g) (MNo—A)F 2124 (k f 1) (No—A1)J* 1T,

S druge strane, imamo

L . k! 1 &/
/\—/\’“*Jzi/\—/\’”— A— /\’“’
()00 =2 = a0t = L=
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pa nalazimo:

1d 1 d? 1 dF
M= AT+ = |(A=A) T+ = (A=) " T+ ——= (A=) T+ = —— (A=A ’“J’“” :
(o= A)T)7 = A=A g A AT g g Ao T g A AR
Za k > n imamo J" = J"! = ... = J¥ = 0, pa u izrazu (x) ne treba pisati sve ¢lanove, nego
samo do ¢lana
1 dn—l

o k n—1
(n—l)!d)\”—l()\ AN

S druge strane, za k < n — 1 imamo

1 & k .
ﬁ@()\_)\l) =0 za J=k+1,....,n—1,

pa u izrazu (*) s desne strane mozemo dopisati sumande

1 d " " 1 a! 5 .
(A=A JU A=A J
(k+1)! d)\k“( 1) A=Xo o (n—1)! d)\"*l( 1) A=Xo

Dakle, za svaki &k > 0 je
(Ao — M)+ J)F =

2 1 dn—l

1d 1d
= A=A T+ =—A=2A) T+ === AT+
(A= ML O = AN s = a2 T e

(A=A

A=Xo

Pomnozimo li gornju jednakost sa ay i zbrojimo po k od 0 do p, s lijeve strane jednakosti dobivamo
upravo prije definiranu matricu S,. Dakle,

p 2 dnfl

1 d 1 d
_ VR S W Y S S R W Y - N
5 ;O"“[(A R TN s Ty VA i e P Ty v

(A=An)E]

A=Xo

1 1 1
= fp()\o)l + Ff;(/\o)(] -+ 5J"I’)’()\O)JQ 4+t (n — 1)!fzgn—1)(/\0)<]n—1'

Odatle slijedi tvrdnja leme, jer je

lim f,(Ao) = f(ho) i lim £ (X)) = fP(No) za j=1,...,n— 1

p—00

Iz leme 8.1 i iz razmatranja prije te leme namece nam se kako da opcenitije definiramo funkciju
f(A) operatora A i za koje sve funkcije f je takva definicija moguca.

Definicija 8.1 Neka je A € L(V) i pa(A) = (A = A)PH(A — Xg)P2 - (A — )P pri Gemu su
Ay A2,y N € C medusobno razliciti. Sa F(A) oznacimo skup svih funkcija f iz C u C sa
sljedeéim svojstvima:

(1) Domena D(f) funkcije f sadrzi o(A).

(2) Ako je p; > 0, D(f) sadrzi neki krug K(\;,r,) oko tocke \; i na tom krugu je funkcija f
analiticka.

(%)
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Neka je sada e baza prostora V- u kojoj matrica operatora A ima Jordanovu formu kao u teoremu
6.3. Pri tome, ako je s >t onda se podrazumijeva da su Agy1, ..., s € 0(A) ={A1,..., M} Za
f e F(A) za svaki j € {1,2,...,s} stavljamo

10y e (Pj=2)(y. @;=Dy.y |
Foy) Had Kl (pj—z(?!]) ! (pj_&])
0 f\) f/(ﬁj) f(fafi()x'j) f(fafi()x'j)
| ' fO0) 0y
fNI + J;) = Ef(k)(Aj)Jf = 0 0 f) - T (p;=3)!
k=0 : : : : :
0 0 0 fA) .
0 0 0 fOG) ]

Tada funkciju f(A) operatora A definiramo pomocu matrice operatora f(A) u bazi e :

fL + ) 0 0

0 Xlo+Jy) - 0

F(A)(e) = Lo SR
0 0 o fONGT )

Teorem 8.1 Neka je V  konacnodimenzionalan wvektorski prostor nad C, A € L(V),
o(A) = {1, Ao, ..., N}, pri Cemu su Aq, g, . .., Ay medusobno razliciti, i neka je

pa(A) = (A= AP (A = Ag) - (A= A)™.
(a) Ako je f(\) =1 VA€ C onda je f € F(A) i f(A) =
(b) Ako je f(A\) =X VYA€ C ondaje f € F(A) i f(A) =

(¢) Neka su f,g € F(A) i, € C. Definiramo funkciju h tako da je D(h) = D(f) N D(g) i
h(A\) = af(\) + Bf(N). Tada je h € F(A) i h(A) = af(A) + Bg(A).

(d) Neka su f,g € F(A). Definiramo funkciju h = g tako da je D(h) = D(f) N D(g) i
h(A) = f(N)g(N). Tada je h € F(A) i h(A) = f(A)g(A).

(e) Pretpostavimo da su f,g € F(A) takve da je fO(N\;) = g™ ();) 2a 0 < k < p; — 11 za
1 <j<t. Tada je f(A) = g(A).

(f) Neka je f € F(A) i neka je (fi) niz u F(A). Pretpostavimo da vrijedi

f@(Aj):khm FON) 2a k=0,1,....p;—1izaj=12.. 1t

Tada je
f(A) = lim fp(A).

k—o0

(9) Za | € F(A) vrijedi o(f(A)) = f(o(A)) = {f (M), f(Aa), ..., F(A)}

Dokaz: Tvrdnje (a), (b), (¢), (e) i (f) su ocigledne.
(d) Stavimo V; = N((A—\;1)?7), 1 < j < t. Tada znamo da su svi potprostori V; A—invarijantni
idajeV =V, +V, 4+ V. Imamo redom

NI 1Y
f(A)g(A) [V = (f(A)V;)-(9(A) [ V)) = f(A|V})g(AlV;) = (Zf )-(ZQT(!AJ)J’“):
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pi—l 0 Lk Aj (k) by pj—1 1 ¢ / K . ¢
Pimt a0y
zzﬂL§ﬁﬂ:hmﬂ@=hﬂﬂw

=0
Kako to vrijedi za sve j = 1,2,...,tikakoje V =V + Vo + -+ + V;, slijedi f(A)g(A) = h(A).

(9) Imamo redom ekvivalencije:
Neo(f(A) e det(ol(e) - [f(A)©) =0 >
= Qo= SA)") A = f(A)) - (do = f(M)™ =0 (n; = dimVj) =
= Ao € {f(M), f(A2), -, f(A) )

Na koncu éemo dokazati jos jednu vaznu ¢injenicu, a to je da je f(A) € L(A) za svaku funkciju
f € F(A). U tu svrhu treba nam jedan vazan interpolacioni teorem o polinomima, kojeg navodimo
bez dokaza:

Teorem 8.2 (Lagrange—Sylvester) Neka su A\, Mg, ..., N € C medusobno razliciti i neka su
P1,P2,-- -, 0 € N. Nadalje, neka su zadani 8;; € C za 1 = 0,1,...,p; —1izaj=1,2,...,1.
Postoji jedinstven polinom P(\) stupnja mangjeg od p1 + pa + - - - + p; takav da vrijedi

Polinom P(\) iz teorema 8.2 zove se Lagrange—Sylvesterov interpolacioni polinom, a
ako je p1 = p, = --- = p; = 1 naziv je Lagrangeov interpolacioni polinom.

Teorem 8.3 Neka je A € L(V), deg pa(A) = m i f € F(A). Postoji jedinstven polinom P(\)
stupnja < m takav da je P(A) = f(A).

Dokaz: Prema Lagrange—Sylvesterovom teoremu 8.2 postoji polinom P(\) stupnja < m takav
da je
POMN) = fD0), 0<i<p—1, 1<j<t
Prema tvrdnji (e) teorema 8.1 tada je f(A) = P(A). Time je dokazana egzistencija.
Dokazimo jo$ jedinstvenost. Neka su P(\) i Q(\) polinomi stupnja < m takvi da je
f(A) = P(A) i f(A) = Q(A). Tada za polinom S(A) = P(\) — Q(\) vrijedi deg S(\) < m i
S(A) = 0. Prema tvrdnji (a) teorema 3.1 slijedi S(\) = 0, dakle P(\) = Q(A).

Lagrange—Sylvesterov teorem 8.2 omogucuje efikasno izracunavanje funkcija operatora. Naime,
za svaki par indeksa k € {0,1,...,p,—1}1¢ € {1,2,...,t} prema tom teoremu postoji jedinstven
polinom Gy(\) stupnja < m takav da vrijedi

Zz()‘j) = 5ik5j£-

Stavimo tada Py, = Gye(A). Tada se iz formule za funkciju operatora lako vidi da je za svaku

funkciju f € F(A)

=3 (3 1900R).
k=1 =0

Da bismo odredili operatore Py, Cije poznavanje znaci vrlo lako izra¢unavanje operatora f(A)
za svaku funkciju f € F(A), nije nam nuzno pronalaziti polinome G(\). Dovoljno je gornju
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jednakost napisati za funkcije fs(\) = A*za s = 0,1, ..., m. Tada dobivamo sustav od m jednadzbi
S p1+ p2 + -+ p; = m nepoznanica Py :

t prp—1 |
A=Y (YA Pe)  0<s<m-L
i S Chatl
Eksplicitnim rjesavanjem tih jednadzbi dolazimo do operatora Py,.
Primijetimo jo$ da nije tesko dokazati da je

{Pkg,nggpk—l,lgkgt}

baza vektorskog prostora L(A).



