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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Algebre

U cijelom kolegiju termin algebra oznacava kompleksnu asocijativnu algebru (osim $to ¢emo
kod dokazivanja Stone-Weierstrassovog teorema promatrati i realne asocijativne algebre funkcija).
Dakle, algebra je vektorski prostor A nad poljem C kompleksnih brojeva na kojem je zadana
asocijativna binarna operacija (a, b) — ab sa A x A u A koja je bihomogena u odnosu na mnozenje
skalarima i distributivna i slijeva i zdesna s obzirom na zbrajanje u A :

a(bc) = (ab)c, A(ab) = (Aa)b = a(Ab), a(b+ c) = ab+ ac,
(a +b)c = ac + be, a,b,ce A, XA e C.
Jedinica u algebri A je element e € A takav da je
ea=ae=a Va € A.

Ako jedinica postoji, ona je jedinstvena i tada ¢emo je najcesée oznacavati sa e. Unitalna
algebra je algebra u kojoj postoji jedinica. Ako je A unitalna algebra sa A* ozna¢avamo grupu
invertibilnih elemenata algebre A :

A*={a € A; Ja' € Atakavdaje aa ' =a 'a =e}.
Potprostor B algebre A zove se podalgebra ako vrijedi
a,be B = ab € B.

Naravno, tada je B algebra s obzirom na iste operacije (ili, tocnije, s obzirom na operacije koje
su definirane kao restrikcije operacija algebre A). Ako je A unitalna algebra, B se zove unitalna
podalgebra ako sadrzi jedinicu algebre A. Napomenimo da je moguce da je B unitalna algebra,
ali da B nije unitalna podalgebra algebre A : naime, mobuce je da B ima jedinicu, ali da ta jedinica
nije jednaka jedinici u algebri A.

Ako su A i B algebre, preslikavanje ¢ : A — B se zove homomorfizam algebri ako je ¢
linearno i multiplikativno:

w(Aa + ub) = Ap(a) + up(d) i p(ab) = ¢(a)e(b) VA, pu e C, Va,b e A.

Ako su A i B unitalne algebre s jedinicama e 4 i e i ako vrijedi ¢(e4) = ep onda se ¢ zove unitalni
homomorfizam. Injektivni homomorfizam zove se monomorfizam, surjektivni homomorfizam
zove se epimorfizam, a bijektivni homomorfizam je izomorfizam algebri. Za algebre A i B

bt
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kazemo da su izomorfne ako postoji izomorfizam ¢ : A — B. Ocito je izomorfnost algebri relacija
ekvivalencije.

Primjer unitalne algebre je algebra C[T] polinoma u jednoj varijabli nad poljem C. To je skup
svih nizova (a,)n>0 kompleksnih brojeva, takvih da je samo kona¢no ¢lanova razlicito do nule:
Im takav da vrijedi o, = 0 Vn > m. Zbrajanje u C[T] i mnoZenje skalarom definirani su po
komponentama: (a;,) + (8,) = ( + 5n), M) = (Aa,), a mnozenje na sljedeéi naéin:

(@)(Bn) = (1), gdieje  a=>_ axBu s
k=0

C|[T] je komutativna algebra i vrijedi C[T]* = C* = C\ {0}. Obi¢no pisemo (0,1,0,...) = T.
Tada je za bilo koji prirodan broj n 7™ = (0,...,0,1,0,...), tj. niz u kome su svi ¢lanovi nula
osim jedinice na mjestu n + 1. Uz dogovor T° = (1,0, ...) (to je jedinica u algebri C[T]), polinom
P = (o), za koji je ay, = 0 za svaki n > m, mozemo ovako zapisati:

P=P(T)=ag+ T+ T+ ... +anT"=> a,T"
n=0
Ako je A unitalna algebra s jedinicom e, z € A i P € C[T] kao gore onda pisemo:
P(z) = ape + ayx + arr?+ .+ ar™ = Z apx”.
n=0

Ocito je P +— P(x) unitalni homomorfizam algebri ®,: C[T] — A. Njegova je slika najmanja uni-
talna podalgebra od A koja sadrzi z; to je potprostor od A razapet svim potencijama {e, z, 2%, ...}
elementa z.

Ako je A unitalna algebra i © € A definiramo spektar elementa = kao skup
o(z) =oa(x) ={Ae€C; z— e ¢ A"}

Uocimo neke evidentne ¢injenice. Ako je algebra trivijalna, A = {0}, onda je 0 jedinica u to]
algebri, pa je A* = A = {0}. Stoga je u tom slucaju o4(0) = (). Ako je algebra netrivijalna,
A # {0}, onda je o(Xe) = {\} za svaki A € C.

Propozicija 1.1. Neka je A unitalna algebra.
(a) Zax € Aiza P e C[T| vrijedi:

(b) Za x € A* vrijedi:
oc(z')=0o(@@) ' ={A" Aeo(x)}

Dokaz: (a) Neka je A € o(z). Definiramo @ = P — P(\). Tada je Q(A\) = 0, pa postoji
R € C[T1, takav da je
P(T)— P(\) = (T —NR(T).

Primijenimo li na tu jednakost homomorfizam &, slijedi:

P(z) — P(A\)e = (z — Ae)R(x).
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Pretpostavimo da je P(z) — P(\)e € A i stavimo a = (P(z) — P(\)e) ™" . Slijedi

e=a(P(zx)— P(\e) =aR(z)(x — Xe) = (z — Ae)aR(x).
Odatle slijedi da je x — Ae € A%, a to je suprotno pretpostavci A € o(z). Dakle, pretpostavka
P(x)—P(M\)e € A* je bila pogresna, pa zakljucujemo da je P(x)—P(\)e ¢ A*, tj. P(\) € o(P(x)).
Time je dokazana inkluzija P(o(z)) C o(P(x)).

Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je p € o(P(z)). Polje C je algebarski zatvoreno, pa
ako je m stupanj polinoma P, postoje skalari a@ # 01 Ay, ..., A, takvi da je

PT)—p=a-(T=X) (T =)

Zasvakij € {1,2,...,m} tada je P(\;)—p =0, tj. u = P(\;). Primijenimo li na gornju jednakost
homomorfizam ®, dobivamo

P(z) —pe=a-(x—XMe)---(x — A\pe).
Kako je u € o(P(z)) to vrijedi P(x) — pe ¢ A* pa slijedi da postoji j € {1,...,m} takav da
r— Ne & A%, tj. \; € o(z). No tada je p = P(\;) € P(o(z)). Time je dokazana i obrnuta
inkluzija o(P(z)) C P(o(x)), dakle jednakost o(P(z)) = P(o(z)).
(b) Neka je A € o(z), tj. Ae — x nije invertibilan. Imamo
e —x=-AA"te—a ),
odakle se vidi da A™'e — 27! nije invertibilan, dakle A™' € o (z7!). Time je dokazano da iz

A € o(x) slijedi A7 € o(27!), tj. dokazana je inkluzija o(z)™' C o (z~!). Zamjena uloga z i 2!

daje o (1)~ C o(z), odnosno dobivamo obrnutu inkluziju o (z71) C o(z)~".

Zadatak 1.1. Neka je A # {0} unitalna algebra i neka je element x € A nilpotentan. DokaZite
da je tada o(x) = {0}.

Zadatak 1.2. Neka je ¢: A — B unitalni homomorfizam unitalnih algebri i neka je x € A. Tada
je os(p(x)) C oalz).

Neka je A unitalna algebra. Stavimo
R(z,\) = (he —2)7, reA AeC\o(x)
Funkcija A — R(x,A) sa C\ o(x) u A zove se rezolventa elementa x.
Zadatak 1.3. Neka je A unitalna algebra.
(a) Dokazite da za v € A i\, pp € C\ o(z) vrijedi
(A =Rz, ) R(z, p) = R(x, p) — Rz, A).
Posebno, R(x,\) i R(x, 1) komutiraju.
(b) Dokazite da za z,y € Ai A€ C\ (o(x)Uo(y)) vrijedi

Ry, )y — x)R(x, A) = R(y, A) = R(x, A).
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Zadatak 1.4. Neka je A algebra. Na Kartezijevom produktu A = C x A definiramo operaciju
mnozenja na sljedeci nacin:

A 2) (s, y) = (A, Ay + pr +ay),  ApeC, rye A

Dokazite da je tada J{l unitalna algebra s jedinicom € = (1,0) i da je x +— (0,2) monomorfizam
algebre A u algebru A.

Monomorfizam x — (0, ) iz zadatka 1.4. upotrijebit ¢emo kao identifikaciju. Na taj nacin
A postaje podalgebra od A i imamo rastav A = A + Ce. Za algebru A kazemo da je iz algebre
A dobivena unitalizacijom ili dodavanjem jedinice. Na taj nacin svaku algebru bez jedinice
uranjamo u unitalnu algebru. No, primijetimo da konstrukcija ima smisla i kad polazna algebra
A ima jedinicu.

Za bilo koji element x € A definiramo

Primijetimo da je 0 € o/(z) Vz € A.
Zadatak 1.5. Ako je A unitalna algebra, onda je o' (x) = o(x) U {0} za svaki xz € A.
Lijevi ideal u algebri A je potprostor £ od A takav da je £ # A i da vrijedi:
rel i aeA — ar € L.
Analogno, desni ideal je potprostor R # A sa svojstvom:
reER 1 ae A — xa € R.

Ako je 7 ilijevi i desni ideal, 7 se zove obostrani ideal, a katkada i samo ideal. Dakle, obostrani
ideal je potprostor Z # A takav da vrijedi:

reZ i ae A R ra €L i ax eT.

Ako je A unitalna algebra, primijetimo da za lijevi, desni ili obostrani ideal Z vrijedi e & 7.
Stovise, ako je T lijevi, desni ili obostrani ideal u A onda Z ne sadrzi nijedan invertibilni element,
tj. ZNA* = 0.

Neka je Z obostrani ideal u algebri A. U kvocijentni vektorski prostor .A/Z uvodimo operaciju
mnozenja na sljedec¢i nacin:

(+2D)(y+I)=ay+Z, z,yeA

Iz ¢injenice da je Z obostrani ideal slijedi da ta definicija ima smisla, tj. ne ovisi o izboru pred-
stavnika x i y klasa kvocijentnog prostora. Doista, ako jex +Z =2'+Ziy+Z =y + 7 (tj.
r—2 €Tix—2 €Z)ondaje

zy—xy=x(y—y)+(x—2)y €I,

dakle, xy + Z = 2’y + Z. S tako definiranim mnozenjem A/Z postaje algebra i zove se kvoci-
jentna algebra algebre A po idealu Z. Kvocijentno preslikavanje 7: A — A/Z, koje element
algebre A preslikava u njegovu klasu modulo Z (7(x) = z + Z), je surjektivni homomorfizam
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algebri. Ako je e jedinica u algebri A, njegova je klasa m(e) = e + Z jedinica u kvocijentnoj al-
gebri A/Z. Napomenimo da je moguce da je A algebra bez jedinice, ali da je .A/Z unitalna algebra.

Ako je A algebra i A algebra dobivena iz nje dodavanjem jedinice, i ako pomocu injektivnog
homomorfizma = — (0, ) identificiramo A s njenom slikom u A, A postaje ne samo podalgebra
nego obostrani ideal u algebri A.

Zadatak 1.6. Neka je ¢: A — B homomorfizam algebri. DokaZite da vrijedi:
(a) Slika (A) = {p(z); x € A} homomorfizma ¢ je podalgebra od B.
(b) Jezgra ker ¢ = {x € A; ¢(x) = 0} homomorfizma ¢ je obostrani ideal u algebri A.
(¢) Preslikavanje ® definirano sa
O(z + ker @) = ¢(z), r €A,

je izomorfizam algebre A/ (ker @) na algebru p(A).

1.2 Normirane i Banachove algebre

Normirana algebra je algebra A nad poljem C kompleksnih brojeva, na kojoj je zadana
norma z — ||z|| sa svojstvom

lzyll < ll=ll - flyll Vz,y € A.

Ako je u odnosu na zadanu normu prostor A potpun (odnosno, ako je to Banachov prostor), A
se zove Banachova algebra.
Neka je A normirana algebra i Z zatvoren obostrani ideal u A. Tada znamo da je sa

[+ Z|| = inf{{lz +yll; y €T},  zeA

zadana norma na kvocijentnom prostoru A/Z. S tom normom kvocijentna algebra A/Z postaje
normirana algebra. Doista, ako su x1, 9 € A, onda iz ¢injenice da je Z obostrani ideal slijedi da
je T1y2 + y1xe + y1y2 € I za bilo koje yq,y2 € Z. Stoga imamo:

[(z1 + D) (w2 + I)|| = |lzrze + I = inf {2122 + yll; y € T} <

< inf{||z122 + y122 + 1y2 + 192|l; Yv1,y2 €L} =
= inf{[|(z1 +y1)(z2 + )|l v, 92 € T} < {llzr + w1l - |22 + w2l Y192 €L} =
= inf{||z1 +31ll; v1 € Z} - inf{||zs +12|l; v2 €L} = |lz1 + I - [J22 + Z]|.

Za svaku algebru A definiramo tzv. suprotnu algebru A° koja se kao vektorski prostor podudara
sa A, a mnozenje ¢ je definirano suprotnim redoslijedom u odnosu na originalno: x ¢y = yx. Ako
je A normirana algebra, ocito je i A° normirana algebra.

Neka je A normirana algebra. U algebri A dobivenoj iz A dodavanjem jedinice definiramo
normu sa:

A ) = [A[+[lzll,  AeC, zeA

Tada A postaje normirana algebra, jer je

1A 2) (s )] = | (A, Ay + p + 2y = [Aul + | Ay + po + 2yl <
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< Al + Ayl + (el + eyl < IAL- Tl A Dyl + Tl -zl + 2] - lyll =
= (AL [l - (el + My D) = NS )1 - (s )]

U toj unitalnoj normiranoj algebri jedinica ima normu 1: ||(1,0)]| = 1.
Ako je X normiran prostor i B(X) algebra svih ogranicenih linearnih operatora A: X — X,
tada je sa

[A]l = sup {[|Az|}; = € X, [lz]| =1}, A e B(X),

zadana norma na prostoru B(X), i taj je normiran prostor Banachov ako i samo ako je prostor X
Banachov. Ocito vrijedi ||[AB|| < ||A]| - || B|| za bilo koje operatore A, B € B(X), dakle B(X) je s
definiranom normom normirana algebra. To je unitalna algebra: jedinica je jedini¢ni operator I.
I u toj algebri jedinica ima normu 1: ||I]| = 1.
Neka je A normirana algebra. Za x € A definiramo linearne operatore L,: A — A i
R,: A— Asa
Lyy =y, Ry = yz, ye A

Operatori L, i R, su ograniceni, jer je || Lyy| < ||z| - ||yl 1 [|Rzyll < ||z - |ly||. Odatle se vidi da
vrijedi:

Lol < lzfl, Rl < flzll, =€ A (1.1)
Preslikavanja  — L, i  — R, sa A u B(A) su o¢ito linearna i vrijedi L,, = L,L, 1 Ry, = R, R,.
Dakle, x +— L, je homomorfizam algebre A u algebru B(A), a © — R, je homomorfizam suprotne
algebre A" u algebru B(A). Zbog gornjih nejednakosti ti su homomorfizmi neprekidni. Ako je
e jedinica u algebri A onda za svaki z € A vrijedi L,e = x = R e. Dakle, u tom su slucaju
homomorfizmi z — L, i x — R, injektivni. Stoga su sa

el =WLM 1 el = lRell,  z €A,

definirane norme || - ||; i || - ||, na A u odnosu na koje su A i A° normirane algebre. Kako je
[zl < W Lell - llell i flzll < 1Rzl - lell, zbog (1.1) vidimo da vrijedi

el < flell < llell - Nelle, Al < flell < flell - llzlle, =€ A

Dakle, svaka od normi || - ||; i || - |- na prostoru A ekvivalentna je polaznoj normi || - ||. Prema
tome, dokazali smo:

Propozicija 1.2. Neka je A normirana unitalna algebra s jedinicom e. Na prostoru A postoji
ekvivalentna norma u odnosu na koju je A normirana algebra i e ima normu jednaku 1.

Zbog ove propozicije ubuducée ¢emo uvijek pretpostavljati da u unitalnoj normiranoj algebri
A vrijedi ||e|]| = 1. Napomenimo da iz gornjih nejednakosti slijedi: ako je A unitalna normirana
algebra u kojoj vrijedi |le|| = 1, onda je ||z||; = ||z||» = ||z||, Yz € A.

Razmotrimo sada nekoliko primjera.
Neka je K kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i neka je C(K') skup svih neprekidnih
funkcija f: K — C. S operacijama definiranim po tockama:

(f+9)@) = f() +9@),  ANHE =A(1),  (f9)(t) = f()g(t), teK,

C(K) je komutativna unitalna algebra; jedinica e je konstantna funkcija e(t) = 1 V¢t € K. Algebra
C(K) je Banachova uz normu

/[ = max {[f(£); t € K}
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Neka je € lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. To znaci da svaka tocka ima
kompaktnu okolinu, tj. da se svaka tocka nalazi u nutrini nekog kompaktnog podskupa od €. Za
funkciju f: Q — C i za kompleksan broj L € C pisemo

L= tlim f(t)
i kazemo da f tezi prema L u beskonacnosti, ako za svaki ¢ > 0 postoji kompaktan podskup
K C () takav da vrijedi:
te Q\ K = lf(t)— L] <e.
Primijetimo da ako je topoloski prostor €2 ne samo lokalno kompaktan nego kompaktan, onda za
svaku f € C(Q) vrijedi
lim f(t) = 0.

t—o00

Opcenito, za bilo koji lokalno kompaktan prostor €2 stavimo
Co(Q) = {f € C(®); Tim f(t) = 0}.

To je Banachova algebra uz iste operacije kao u prethodnom primjeru. Ako prostor €2 nije kom-
paktan, Cp(€2) ne sadrzi konstantne funkcije pa Cp(€2) nije unitalna algebra. Lako se vidi da
dodavanjem jedinice dobivamo algebru izomorfnu algebri

C1(Q) = {f € C(Q2); postoji tlggo f(t) € C}.

U vezi s ovim primjerom razmotrimo jos tzv. Aleksandrovljevu kompaktifikaciju prostora ).
Definiramo = QU{00} i u tom prosirenom prostoru za otvorene okoline nove tocke co proglasimo
sve skupove oblika (Q\ K) U {co}, gdje je K kompaktan podskup od Q. Tada je Q kompaktan
Hausdorffov topoloski prostor i moguce su sljedece identifikacije:

Ci(Q) =C(Q),  Co(Q) ={f € C(Q); f(co)=0}.

Opcenito, za bilo koji topoloski prostor 2 kompaktifikacija od €0 je naziv za bilo koji kompaktan
prostor u kome je ) otvoren gust podskup. Aleksandrovljeva kompaktifikacija je u odredenom
smislu minimalna, jer je komplement od € u ) samo jedna tocka.

Za neprekidnu funkeiju f: [0,1] — C kazemo da je neprekidno derivabilna, ako vrijedi:

(a) restrikcija f]{0, 1) je klase C'', tj. ona je derivabilna u svakoj tocki otvorenog intervala (0, 1)
i njena derivacija f’ je neprekidna funkcija na (0, 1);

(b) u tocki 0 postoji desna derivacija
1
! I - _
£1(0) = lim 2(7(6) ~ 7(0))
1 vrijedi
/ IRT Ry
£(0) = lim 0
(¢) u tocki 1 postoji lijeva derivacija
1
(1) = lim —— (f(1) — f(t
£1) = lim T (7(1) = (1)
i vrijedi

£(1) = lim (1),
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Tako definirana funkeija f': [0,1] — C (derivacija funkcije f) je neprekidna. Skup svih neprekidno
derivabilnih funkcija f: [0, 1] — C oznacavat ¢emo sa C*([0, 1]). Induktivno definiramo za bilo koji
prirodan broj n :

cm([0,1]) = {f € C*([0,1]); f" € C" ([0, 1])}.
Nadalje, za f € C™([0,1]) stavljamo £ = f i za bilo koji k € {1,...,n} induktivno definiramo
f®) = (f*=DY Pokazuje se da je C"([0,1]) u odnosu na operacije po tockama i s normom

171 =3 o max {9 ()] € fo,1]).
k=1

unitalna komutativna Banachova algebra.

Sa [1(Z) ozna¢imo Banachov prostor svih nizova x = (§,; n € Z) takvih da je

el = [€al < +oo.

nel

Zax = (&) 1iy=(n,) iz [1(Z) stavljamo

rey=(G) edieje  Gu=D &y

PEZ

napomenimo, da se lako dokazuje se da je za bilo koje z,y € [;(Z) gornji red apsolutno konvergen-
tan. S mnozenjem o i s normom || - ||y {1(Z) je unitalna komutativna Banachova algebra; jedinica
jeniz (e,), €0 =1, €, =0 Vn # 0.
Za x = (&,) € [1(Z) definiramo neprekidnu kompleksnu funkciju ¢(x) na jedini¢noj kruznici
S={z€C;|z| =1}:
[p(@)](z) =Y &z, zE€S,

nez

ili ' ‘
[p(@)](¢") =) _&e™,  teR.

nez
Pokazuje se da na taj nacin dobivamo unitalni homomorfizam unitalnih algebri ¢: [;(Z) — C(5).
Taj je homomorfizam injektivan. Naime, lako se izracuna da vrijedi

1
o

2m
6 =5 | L@l ™, nel
0
Promatrajmo sada zatvoren jedini¢ni krug D = {z € C; |z| < 1} i njegovu nutrinu ozna¢imo
sa D° = {z € C; |z| < 1}. Neka je A skup svih funkcija f € C(D) takvih da je restrikcija f|D°
analiticka. S operacijama po tockama i s maksimum normom

If]l = max{[f(2)]; z € D} = max{[f(2)]; z € S}

A je unitalna komutativna Banachova algebra. A je podalgebra od C(D). Kako je analiticka
funkcija f potpuno odredena svojim rubnim vrijednostima f|.S, algebru A mozemo shvacati i kao
podalgebru od C(5).
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Sljedec¢a dva teorema navodimo bez dokaza:

Teorem 1.1. Neka je A normirana algebraix € A. Niz (Hx””i, n e N) je konvergentan i vrijedi:
Jim 2" |[% = inf {]la" 7 n € N}.
Za normiranu algebru A i za x € A broj
v(@) = lim ||o"[|» = inf [|o"»

zove se spektralni radijus elementa x. Ocito vrijedi:

(a)
(b) v(z®) =v(2)* € A keEN;
) v(Az) = [A]-v(z), z€ A, A€ C;

0<w(z) <z, = € A;

(c
(d) Ekvivalentne norme daju isti spektralni radijus.

Teorem 1.2. Neka je A unitalna Banachova algebra i neka je x € A takav da je v(z) < 1. Tada
je element e — x invertibilan 1 vrijeds

6—1‘ E x"

pri cemu taj red apsolutno konvergira.
Teorem 1.3. Neka A unitalna Banachova algebra.

(a) Ako je xo € A lijevo (odnosno, desno) invertibilan, ako je y neki njegov lijevi (odnosno,
desni) invers i ako je v € A takav da je ||zo — x| < Tl ”,
invertibilan.

onda je x lijevo (odnosno, desno)

(b) Neka je (x,)nen konvergentan niz lijevo (odnosno, desno) invertibilnih elemenata algebre A
i neka je za n € N y, neki lijevi (odnosno, desni) invers od x,. Pretpostavimo da je skup
{yn; n € N} ogranicen. Tada je element x = lim,,_,, ,, lijevo (odnosno, desno) invertibilan.

Dokaz: (a) Imamo yz, = e, pa je

v(e —yx) = v(y(zo — ) < |ly(zo — )| <yl - lwo — 2] < 1.

Prema teoremu 1.2. element ¢ — (e —yx) = yx je invertibilan. Neka je z = (yx)~!. Tada je zyz = e,
Sto pokazuje da je x lijevo invertibilan. Dokaz u slu¢aju desno invertibilnog elementa xy sasvim
je analogan: dokaze se da je v(e — xy) < 1, dakle xy je invertibilan; ako je z = (zy)~!, slijedi
xyz = e, dakle yz je desni invers od x.

(b) Neka je M > 0 takav da je ||y,| < M Vn € N. Kako je z = lim,, x,, postoji n € N takav
da je ||z, — x| < 5;. Tada je ||z, — || < ”, pa zbog tvrdnje (a) slijedi da je x lijevo (odnosno,
desno) invertibilan.

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 1.4. Neka je A unitalna Banachova algebra. Grupa A* je otvoren podskup od A i
invertiranje x — x~ 1 je neprekidno preslikavanje u svakoj tocéki a € A*.
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Dokaz: Neka je a € A*. Prema tvrdnji (a) teorema 1.3. svaki element otvorene kugle

K (a, MT”) je i lijevo i desno invertibilan, dakle invertibilan. Slijedi

1
K (a,—l) Q AX,
la=t]

sto zbog proizvoljnosti a € A* pokazuje da je skup A* otvoren.
Neka je idalje a € A*. Stavimo r = m inekajex € A*NK(a,r). Tada je |la—z| < m,
pa imamo redom:

_ _ _ _ _ _ _ _ .-
Iz = lla™ < fle™" = a7 = 27 e =)o M| < Jla7 " - lla = 2ll - o™ < Slle7 "],
Odatle je ||zt < 2 ||a™!||, pa slijedi:
lo™ —a™ < a7 - lla =] - la™ | < 2+ [la™ [ - fla — .

Odavde se vidi da je preslikavanje x — 2~ neprekidno u tocki a, a kako je a bila proizvoljna tocka
iz A, teorem je u potpunosti dokazan.

Neka je 2 otvoren podskup od C i X Banachov prostor. Funkcija f: 2 — X zove se ana-
liticka na (2 ako za svaku tocku A\g € Q2 postoji r > 0 i postoje vektori xg, z1, x9,... u X takvi da

jer

FO) =) A=)z, VAE K(X,7).
n=0
Teorem 1.5. Neka je 2 C C otvoren skup, X Banachov prostor i f:  — X. Shjedeca su cetiri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Funkcija f je analiticka na .

(b) Za svaki \g € § postoji

(¢) Ako su g € Q ir >0 takvi da je K(X\g,7r) C Q, onda postoje vektori x, € X, n € N, takvi
da je

FO) = i(/\ ) ze YA E K(No,7).

U gornjem redu konvergencija je apsolutna.
(d) Za svaki x € X' kompleksna funkcija A — x(f(X)) je analiticka na 2.

Dokaz ovog teorema izostavljamo. Napominjemo da se medusobna ekvivalentnost svojstava
(a), (b) i (c¢) dokazuje potpuno analogno kao i ekvivalentnost takvih svojstava za skalarnu funkciju
f: Q — C. Za dokaz ekvivalentnosti tvrdnje (d) s tvrdnjom (a) koristi se Hahn—Banachov teorem
1 njegova posljedica, koje takoder navodimo bez dokaza:

Teorem 1.6. (Hahn—Banach) Neka je X normiran prostor, Y potprostorip € Y'. Tada postoji
® € X' takav da je O|Y = ¢ i da vrijedi |®| = ||¢||. Drugim rijecima, svaki neprekidni linearni
funkcional na potprostoru normiranog prostora moze se prosiriti na citav prostor bez poveéanja
norme.
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Korolar 1.1. Neka je X normiran prostor i x € X. Postoji p € X' takav da je o(x) = ||z| i
el = 1.

Teorem 1.7. Neka je A unitalna Banachova algebra i x € A.
(a) o(z) je neprazan kompaktan podskup od C.
(8) v(x) = max {]\]; A€ o)}
(¢) Rezolventa A — R(x, \) je analiticka funkcija sa C\ o(x) u A. Ako su Ao € C ir > 0 takvi
da je K(\g,7) C C\ o(x), onda vrijedi:

Rz, A\) =) (=1)"(A=Xo)"R(z, )" A€ K(Xo,7).

n=0

Nadalje,

= 1
R(z,\) = Z )\nﬂx” ako je |A| > v(x).
n=0

Posebno, limy_,o, R(z,\) = 0. Ovo posljednje mozZemo izreéi i ovako: funkcija X\ — R(x, \)
analiticka je u beskonacnosti i tocka oo joj je nultocka.

Dokaz: Neka je Ay € C\o(x). Stavimo y = x—Ape. Tadajey € A*. Nekaje A € K <)\0, ”y—ll”) .

Imamo

de—z=N=X)e—y=—yle— A=)y ']

Nadalje, [[(A—=Xo)y ™| = [A=Xo| - |ly]| < 1, pa iz teorema 1.2. slijedi da je e — (A —Xg)y~* € AX,
dakle prema gornjoj jednakosti Ae — x € A*. To pokazuje da je A € C\ o(x), dakle otvoren krug

K <)\0, m) je sadrzan u C \ o(x). Zaklju¢ujemo da je skup C\ o(z) otvoren, odnosno, o(z) je
zatvoren. Nadalje, iz teorema 1.2. slijedi:
R ) = (e =2 =~y e = (A= d)y 1] = =y 30— 2y = — (- Ay
n=0 n=0
Medutim, 3y~ = (z — Me) ™t = —R(z, \o), pa slijedi
R(z,\) = i(—l)"()\ — Xo)"R(x, \o)" .
n=0

Time je dokazano da je funkcija A — R(x, A) analiticka na otvorenom skupu C \ o(z). Nadalje,
dokazano je da vrijedi prva jednakost u tvrdnji (c) za r = m Prema teoremu 1.5., ako je

r > 0 takav da je K(Ag,7) C C\ o(x) onda postoje elementi a,, € A takvi da je
Rz, \) =Y (A=Xo)'an VYA€ K(Xo,7).
n=0
Usporedimo i taj red potencija s redom potencija kojeg smo dobili za A € K (A, W) nala-
zimo da je a,, = (=1)"R(z, \o)""* Vn. Drugim rijecima, dokazana je prva jednakost u tvrdnji (c)
za bilo koji r > 0 takav da je K(\g,7) C C\ o(z).
Za |A| > v(x) imamo redom:

1 1 1 §
y(xx)zmu(x)<1 — e—xxE.A = Ae C\o(z).
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Dakle, {\ € C; |\| > v(2)} C C\ o(2), tj. o(x) je sadrzan u zatvorenom krugu K (0, v(x)) oko
nule radijusa v(z). Time je dokazana tvrdnja (a) osim ¢injenice da je spektar neprazan. Nadalje,
po teoremu 1.2. za takve A\ vrijedi

1 1\ <1,
R(x,)\):()\e—x)lzx(e—xx) :Z/\n+1x.

Time je dokazana i druga jednakost u tvrdnji (c).

Dokazimo sada da je o(x) # 0. Pretpostavimo suprotno da je o(z) = . Tada je funkcija
A +— R(x,\) analiticka na C i zbog (c¢) vrijedi limy_o R(z,\) = 0. Tada je za svaki ¢ € A’
skalarna funkcija A — @(R(x, \)) analiticka na C i ograni¢ena, a to prema Liouvilleovom teoremu
ima za posljedicu da je ona konstantna. Kako joj je limes u beskonac¢nosti jednak nuli zakljuc¢ujemo
da je p(R(z,\)) = 0 Ve € A" Slijedi R(z,\) =0, a to je nemoguce. Ova kontradikcija pokazuje
da je o(x) # 0 i time je tvrdnja (a) u potpunosti dokazana.

Treba jos dokazati tvrdnju (b). Ako je v(z) = 0 onda iz

o(z) € K(0,v(x)) = {0}

iiz o(x) # 0 slijedi o(z) = {0}, dakle tvrdnja (b) je u tom slucaju istinita. Pretpostavimo
sada da je v(x) > 0. Znamo da je o(z) C K(0,v(x)), pa je za dokaz tvrdnje (b) dovoljno dokazati
o(x) € K(0,v(z)). Pretpostavimo suprotno, tj. o(z) C K(0,v(x)). Kako je o(z) zatvoren, postoji
r, 0 <r < v(x), takav da je o(x) C K(0,7). Tada za |A| > r vrijedi

o0 1 .
R(z,A) = Z N
n=0
U tom je redu konvergencija apsolutna, a to ima za posljedicu da red
i "
)\n—i—l
n=0

konvergira za svaki A € C, |A| > r. Zamijenimo sada kompleksnu varijablu i stavimo p = i Slijedi
da je skalarna funkcija

Fp) =Y [la"(|p"
n=0

analiticka na krugu K (0, %) Prema tome, za radijus konvergencije R gornjeg reda potencija vrijedi
R > % Medutim, radijus konvergencije je po Cauchy—Hadamardovoj formuli jednak

1 1

limsup,_ [Jon]|r V(@)

Odatle je ﬁ > %, odnosno r > v(x), a to je suprotno pretpostavci 7 < v(x). Ova kontradikcija
pokazuje da je tvrdnja (b) istinita i u slu¢aju v(x) > 0.

Teorem 1.8. (Geljfand—Mazur) Neka je A unitalna Banachova algebra. Ako je A = A\ {0},
tj. ako je A tijelo, onda je A = Ce.

Dokaz: Neka je © € A. Prema tvrdnji (a) teorema 1.7. o(x) # (). Neka je A € o(x). Tada
de —zx ¢ A = A\ {0}, dakle Ae — 2 = 0, odnosno = = Xe.
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1.3 Banachove x—algebre

Neka je A algebra. Involucija na A je preslikavanje x : 4 — A takvo da vrijedi

)
(b) (x+y)*=z"+y* Vo,y € A
(c) (\x)* = Az*, Vo € A, VA e C.
(d) (zy)* =y*a*, Va,y € A.

x—algebra je algebra na kojoj je zadana involucija. Zbog (a) je o¢ito da je involucija uvijek
bijekcija sa A na A. Nadalje, ako je A unitalna algebra s jedinicom e i ako je z — z* involucija
na A, tada je nuzno e* = e. Doista, iz svojstava (a) i (d) odmah se vidi da je e* jedinica u algebri
A, pa je jednakost e* = e posljedica jedinstvenosti jedinice.

Najjednostavniji primjer involucije na algebri je kompleksno konjugiranje A — A na algebri C.
Pomocu kompleksnog konjugiranja definira se i involucija na komutativnim algebrama C(K) za
kompaktan prostor K i na Cy(€2) za lokalno kompaktan prostor €2 :

FO)=ft) teK ili teq.

Jos jedan vazan primjer involucije je adjungiranje na Banachovoj algebri B(H) svih ogranic¢enih
operatora na Hilbertovom prostoru H : za A € B(H) je A* jedinstven linearan operator sa
svojstvom

(Aln) = (&]A™)  VEmeH.

Neka je u daljnjem A x—algebra. Element x € A zove se hermitski, ako je z* = =,
a antihermitski ako je z7 = —z. Nadalje, kazemo da je element x normalan ako vrijedi
xx* = x*x. Napokon, ako je A unitalna x—algebra, element x € A zove se unitaran, ako je
r*r = x2* = e, tj. akojex € AXix~! = x*. Naravno, hermitski, antihermitski i unitarni elementi
su normalni. Hermitski elementi tvore realan potprostor prostora A; taj ¢emo realan vektorski
prostor oznacavati sa Aj,. Skup svih antihermitskih elemenata je A, 1 vrijedi A = Aj + iAy,.
Doista, za svaki © € A postoje jedinstveni hermitski elementi x; i x9 takvi da je x = z1 + izo. Ti

su elementi dani sa
T 5 Tr+x), ) 2 T T ).

Primijetimo da je
* 2 2 . *x 2 2 .
xx® = x] + x5 + i(rar) — T129), r'r = o] + x5 — (T — T122),

dakle, z je normalan ako i samo ako x; i x5 komutiraju.
Ako je A unitalna x—algebra, odmah se vidi da je x € A invertibilan ako i samo ako je z*
invertibilan i vrijedi (%) = (z~1)". Bududi da je (Ae — 2)* = Xe — 2*, slijedi da je

o(z*) =o(x) ={\; N€o(r)}.

Normirana x—algebra je normirana algebra A na kojoj je zadana involucija x — z* sa
svojstvom da je

[ = [l vz < A.

Ako je A i potpuna, tj. Banachova zove se Banachova x—algebra. U svim prije navedenim
primjerima C, C(K), Cy(Q2) i B('H) involucija ima trazeno svojstvo, dakle, sve su to Banachove
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x—algebre. .
Neka je A normirana x—algebra i A unitalizacija algebre A. Uz normu [[(A, z)|| = || + ||z i
involuciju (A, z)* = (A, 2*) A postaje normirana x—algebra.

Neka je A x—algebra. Ako je f : A — C linearan funkcional na A tada je sa
f*(x) :f(x*)a T €A,

zadan takoder linearan funkcional na A. Ocito vrijedi

fr=f (Frer =g () =
f se zove hermitski funkcional, ako vrijedi f* = f. Naravno, svaki linearan funkcional f ima
jedinstven prikaz u obliku f = f; +ifs, gdje su fi i fo hermitski funkcionali:

1 . 1 X
f1:§(f+f)7 f2—2—2.(f—f)-

Linearan funkcional f na A je hermitski ako i samo ako vrijedi f(Aj;) C R. Preslikavanje f — f|Aj,
je izomorfizam realnog vektorskog prostora svih hermitskih funkcionala na A na prostor svih
R—linearnih funkcionala na realnom vektorskom prostoru Ay

Neka je A normirana s—algebra. Ako je f € A’, tj. ako je f neprekidan linearan funkcional na
A, tada je i f* € A'. Stovise, vrijedi || f*|| = ||f]]; to je posljedica ¢injenice da je x — z* bijekcija
zatvorene jedinicne kugle

KA(0,1)={z € A; ||z| <1}
u A na samu sebe.

Propozicija 1.3. Neka je A normirana x—algebra. Tada je f — f|Ay izometricki izomorfizam
realnog Banachovog prostora svih neprekidnih hermitskih linearnih funkcionala na A na prostor
(An)".

Dokaz: Iz R—linearne bijekcije f +— f|A, s realnog prostora svih hermitskih linearnih
funkcionala na A na prostor svih R—linearnih funkcionala na A, oc¢ito dobivamo R—linearnu bijek-
ciju s prostora svih neprekidnih hermitskih linearnih funkcionala na A na prostor svih neprekidnih
R—linearnih funkcionala na Aj. Doista, ako za hermitski linearan funkcional f : A — C stavimo

g = I14, onda
1 . , 1 .
) =g (Gt a)) vio (5o —0).

pase vidi da je f neprekidan ako i samo ako je g neprekidan. Treba jos samo dokazati izometri¢nost,
tj. da je uz gornje oznake || f|| = |lg||. Prije svega, jasno je da je || f]| > ||g||- S druge strane, neka
je € > 0 proizvoljno odabran. Tada postoji x € A, ||z|| < 1, takav da je |f(z)| > ||f]] — e.
Pomnozimo li, ako treba, element z s brojem modula 1, vidimo da mozemo pretpostaviti da je

f(z) >0, tj. f(z) = |f(x)|. Tada imamo
iy

H%(x—i—x*)

1

= glf @)+ f@)] = f@) 2 [[f] - =

Bududi da je
1 *
< Szl + =) = [l=f} < 1,

slijedi
lgll = LAl =&
Bududéi da je € > 0 bio proizvoljan, dobivamo i obrnutu nejednakost ||g|| > || f||, dakle, jednakost

lgll = IA1]-
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1.4 (*—algebre. Unitalizacija
A se zove C*—algebra ako je:
(a) A x—algebra,;
(b) A Banachova algebra;
(@) laz] = ol Vo e A

U sva cetiri primjera Banachovih x—algebri iz prethodnog odjeljka radi se o C* —algebrama. To je
evidentno za C, C(K) i Cy(Q2), a za algebru B(H) to se dokazuje pomocu ¢injenice da za hermitski
operator A € B(H) vrijedi

[All = sup {[(Az|z)|; v € H, [laf| <1}
Za svaki A € B(H) je operator A*A hermitski, pa nalazimo
[A"All = sup {|(A*Az[z)[; = € N, [lz]| <1} = sup{[(Az[Az)[; z € H, |lz]| <1} =
= sup {[|Az||*; x € M, [lz| <1} = [|A[*
Dakle, A = B(H) je doista C*—algebra.
Propozicija 1.4. Neka je A C*—algebra i x € A. Tada je ||z*| = ||z||.
Zadatak 1.7. Dokazite propoziciju 1.4.
Propozicija 1.5. Neka je A unitalna C*—algebra i x € A.
(a) Ako je x hermitski, onda je o(x) C R.
(b) Ako je x unitaran, onda je o(x) C S ={Ae€C; |\ =1}.
Zadatak 1.8. Dokazite propoziciju 1.5.
Uputa: Najprije dokazite tvrdnju (b) i to pomocu tvrdnje (b) teorema 1.7., pomoc¢u propozicije

1.4. 1 pomocu tvrdnje (b) propozicije 1.1. Zatim za hermitski element = € A definirajte element
u € A na sljedeéi nacin:
u=e" = Z
n=0

(Definicija elementa u ima smisla jer gornji red konvergira apsolutno, pa kako je algebra .4 potpuna
taj red konvergira u A). Zatim dokazite da je element u unitaran. Napokon, pomoéu jednakosti

n

n
T .
!

|N.

3

Ne—z" = Ne—z)( A" te+N" 24 A X" 242" = (A e N 24 - A" 24" ) (Ne—1),
dokazite da iz A € o(x) slijedi ¢* € o(u), te iskoristite dokazanu tvrdnju (b).

Ako je A neunitalna C*—algebra, algebra A = A 4 Ce dobivena iz A unitalizacijom je Bana-
chova algebra s normom

ly +Xell = llyll + Al ye A Ael
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Zaze A =A+Ce,z=y+Ae,y € A X € C, stavimo 2" = y* + Ae. Tada je z — 2* involucija
na algebri A. Doista, neka su z,2/ € Aia,o € C. Tada je z = y + Ae i 2/ =y + Ne za neke
v,y € Ai AN € C. Imamo

(z + 2 = [(ay + a'y') + (A + o/ Ne]* = (ay + 'Y)* + (e + o/ N)e =
=ay* + o'y +ake + a'Ne = a(y* + Ae) + o/ (y* + Ne) = az* + /2%,
(z2)" = [+ 2e)(y' + Ne)]" = [(yy' + Ay + Ny) + (AN )e]” =
= (yy' + Ny + Ny)* + AVe =y y* + \y* + Ny* + MVe = (y* + Ne)(y* + Ae) = 2/*2%;
2= (Y +Ae) =y + e = 2.

Dakle, A je algebra s involucijom. Medutim, opéenito norma na Banachovoj algebri A nema
C*—svojstvo, tj. ne vrijedi ||z*z|| = ||2]|*. Dokazat ¢emo sada teorem koji ipak moguéuje relativno
jednostavno baratanje s neunitalnim C*—algebrama.

Teorem 1.9. Neka je A neunitalna C*—algebra. Tada se norma na A moze se prosiriti do norme
na A s obzirom na koju je A unitalna C*—algebra.

Dokaz: Definiramo preslikavanje ¢: A — B(A) tako da je za z € A operator ¢(z) definiran
kao mnozenje slijeva sa z. Dakle, ako je z =y + Xe, y € A, A € C, onda je

(p(2)) (@) =z =yr+ Az, €A

Tada je ocito ¢ unitalni homomorfizam unitalnih algebri AuB (A). Primijetimo da je homomor-
fizam ¢ injektivan. Doista, neka je z € A takav da je ¢(z) = 0. Imamo z = y + Ae za neke y € A
iAeCig(z) =0 znaci da vrijedi

yr 4+ Axr =0 Vo e A.

Pretpostavimo da je A # 0. Tada za element u = —\"!y € A vrijedi ux = x Vo € A, dakle u je
lijeva jedinica za A. Za svaki x € A tada vrijedi zu* = x*u* = (uz*)* = 2 = z, dakle u* je
desna jedinica za A. No ako A ima i lijevu i desnu jedinicu, onda su one jednake, u* = u, i to je
jedinica algebre A. To je u suprotnosti s pretpostavkom da A nema jedinicu. Ova kontradikcija

pokazuje da je A =0, tj. z =y € A. Dakle, vrijedi yr =0 Vx € A. Za x = y* dobivamo
0=llyy’ll =Ny I*=llylI* = y=0

Dakle, z = 0 odnosno dokazali smo da je ker ¢ = {0}, Sto znaci da je ¢ injekcija.
Pomoc¢u operatorske norme || - || na prostoru B(.A)

[A[] = sup {[|Az]}; = € A, |z <1}, Ae B(A)

zbog injektivnosti homomorfizma ¢ mozemo definirati normu || - ||; na A :
Izl = ), 2z €A
Dakle, .
Izl = sup {[|zz[|; z € A, |lz| <1},  z€A
Uz normu || - ||; A postaje normirana algebra.
Dokazimo sada da norma || - [|; prosiruje normu ||- || na A, tj. da je ||ly||1 = ||y|| Yy € A. Imamo

lyll = sup {||yz]|; z € A, ||z <1} <sup{|ly||-[lz]; z € A, |lz|| <1} = ||y|.
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S druge strane imamo

lyll? = ly*II> = lvy*ll = lle@)y*l < el -yl = [yl - 1yll-

Ako je y # 0 odatle slijedi nejednakost [|y|| < ||ly|l1 (koja vrijedi i ako je y = 0). Iz dvije suprotne
nejednakosti slijedi jednakost:

Iyl = llyll  VyeA

Dokazimo sada da norma || - ||; na x—algebri A zadovoljava C*—uvjet
l*zlh = ll2IF V2 A

Za svaki z € Aizaz € Aje zz € A. Nadalje, norma || - || na x—algebri A ima C*—svojstvo, a
vrijedi i ||z*|| = ||z|| za svaki x € A. Stoga imamo

12117 = sup {[lzz]*; = € A, 2] <1} = sup {[|(z2)"22]; z € A, 2] <1} =

= sup {|[z"z"zz||; z € A, [lzf] < 1} < sup {[|l27]| - [[2"z2]; v € A, [lz] <1} =
= sup {[|z"zz]); z € A, lzf| <1} = [|z72[[s < [|2"[|1 - [|z[}r-

Odatle slijedi ||z||; < [|2*|l; Vz € A, a zamjenom uloga z i z* nalazimo da vrijedi i [|2*||; < [|z].
Dakle, vrijedi jednakost ||2*||; = ||z||; ¥z € A. Odatle i iz ve¢ dokazanog za svaki z € A nalazimo

l2ll < llz"2ll < 2"l - llzll = l=lF - = 2"zl = [l2l)5.

Treba jos samo dokazati da je algebra A potpuna u odnosu na normu | - |l:. Buduéi da je
norma | - ||; dobivena iz operatorske norme || - || pomoéu injektivnog homomorfizma ¢: A — B(A)
i bududi da je s operatorskom normom B(.A) Banachova algebra, potpunost algebre A u odnosu
na normu || - ||; slijedit ¢e ako dokazemo da je slika go(.,zl) algebre A pri preslikavanju ¢ zatvorena
u B(A). Oznacimo sa I 4 operator identitete u B(A), [,z =z Va € A. Ocito je p(e) = I 4, dakle
zaz=y+ e c A yeA \eC,vrijedi p(2) = p(y) + M. To znaci da je ¢(A) = p(A) + Cly.
Algebra A je potpuna i ¢ je izometrija, pa slijedi da je slika ¢(A) algebre A potpuna, dakle i
zatvorena u B(A). Zatvorenost ¢(A) sada slijedi iz sljede¢e opéenite leme:

Lema 1.1. Neka su Y @ Z potprostori normiranog prostora X pri cemu je Y zatvoren, a Z
konacnodimenzionalan. Tada je potprostor Y + Z zatvoren.

Dokaz: Prije svega uoc¢imo da mozemo pretpostaviti da je suma Y + Z direktna. Naime, ako
je YN Z # {0}, onda mozemo izabrati potprostor Z; od Z takav da je Z =Y NZ+ Z;, a tada je
Y+Z=Y+ Z,.

Stavimo W =Y +Z ineka je P € L(W) projektor prostora W na potprostor Z duz potprostora
Y. Dokazimo da je P ogranicen. Pretpostavimo suprotno, dakle da ne postoji M > 0 takav da je
|Pz|| < M||z|| Ya € W. Tada postoji niz (z,),eny u W takav da je

|Pzu||=1VneN i Ji—{gox":()'
Buduéi da je potprostor Z konacnodimenzionalan, jedini¢na sfera u Z je kompaktan skup. Niz
vektora (Pz,)neny sadrzan je u toj jediniénoj sferi, pa taj niz ima konvergentan podniz. Bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da smo niz (x,) izabrali tako da je niz (Pz,)nen
konvergentan. Stavimo z = lim,,_. ., Pz,. Tada je z € Z. Nadalje, Iyy — P je projektor na Y duz
7, dakle je (Iw — P)x, € Y za svaki n. Kako je po pretpostavci potprostor Y zatvoren, slijedi da
je lim, oo (I — P)x, € Y. Medutim,

lim (Iy — P)z, = lim z, — lim Pz, = —2z.

n—oo n—oo n—oo



22 POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI

Dakle, z € Y N Z = {0}, tj. z=0. No to je u suprotnosti sa
2l = i [[Pa,| 1.

Ova kontradikcija pokazuje da je operator P ogranicen.
Neka je sada (x,)nen niz u W koji je konvergentan u X i neka je

r= lim z,.
Da bismo dokazali zatvorenost potprostora W =Y +Y dovoljno je dokazati da je z € W. Kako je
P ogranicen operator kome je Z podrucje vrijednosti, niz (Px,),en je Cauchyjev u Z. Medutim,
prostor Z je kona¢nodimenzionalan, dakle potpun, pa slijedi da je niz (Px,)nen konvergentan.
Stavimo
z = lim Px, € Z.

Kako su (z,) i (Px,) konvergentni nizovi, to je i niz ((Iy — P)x,) konvergentan. Iy — P je
projektor na Y duz Z, dakle (Iy — P)x, € Y za svaki n. Kako je po pretpostavci potprostor Y
zatvoren, slijedi da je
y = lim (Iy — P)x, €Y.
Dakle,
r = lim z, = lim (Iyy — P)x, + lim Px,=y+2€Y +Z2=W.

n—oo n—oo n—oo



Poglavlje

Komutativne C*—algebre

2.1 Karakteri

Neka je A algebra. Karakter algebre A je svaki homomorfizam algebri y: A — C razlicit
od nule. U daljnjem ¢emo sa X (A) oznacavati skup svih karaktera algebre A.

Propozicija 2.1. Neka je A unitalna algebra s jedinicom e i x € X(A). Tada je x(e) = 1.
Dokaz: Imamo y(e) = x(e*) = x(e)?. Odatle slijedi da je ili x(e) = 0ili x(e) = 1. Kad bi bilo
x(e) = 0 onda bi za svaki x € A vrijedilo
x(x) = x(we) = x(x)x(e) =0,
dakle tada bilo bi x = 0 suprotno pretpostavci da je y # 0. Dakle, x(e) = 1.

Propozicija 2.2. Neka je A komutativna algebra i A njena unitalizacija identificirana sa A+ C.
Za x € X(A) definiramo ¥ : A — C sa

X(a+ ) = x(a) + A, ac A, XeC.
Tada je x — X bijekcija sa X (A) na X (A) \ {@o}, pri cemu je oo € X(A) definiran sa
wola+ ) = ac A, MNeC.
Zadatak 2.1. Dokazite propoziciju 2.2.

Teorem 2.1. Neka je A komutativna Banachova algebra i neka je x € X(A). Tada je x neprekidan
linearan funkcional na A norme < 1. Ako je algebra A unitalna i |le|| = 1, onda je ||x|| = 1.

Dokaz: Pretpostavimo da funkcional y nije neprekidan, odnosno, ogranicen ili da je x ogranicen,
ali ||x|| > 1. Tada postoji a € A takav da je x(a) =11 ||a|| < 1. Stavimo
b:a+a2+a3+...:Za”.
neN

Tada vrijedi a+ab = b, a odatle je x(b) = x(a+ab) = x(a)+x(a)x(b) = 1+x(b), a to je nemoguce.
Prema tome, x je ogranicen i ||x|| < 1. Napokon, ako je algebra A unitalna s jedinicom e i ako je
|le]| = 1, onda je prema propoziciji 2.1. x(e) = 1, pa imamo

12 |Ix[ = sup{[x(a)|; a € A, lal =1} = [x(e)| = 1,
odakle slijedi || x| = 1.

Vet smo spomenuli da invertibilni element unitalne algebre nije sadrzan ni u jednom lijevom i
ni u jednom desnom idealu. Vrijedi i preciznija tvrdnja:

23
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Lema 2.1. Neka je A unitalna algebra. Element x € A je lijevoinvertibilan (odnosno, desnoin-
vertibilan) ako 1 samo ako x nije sadrzan ni u jednom lijevom (odnosno, desnom) idealu.

Zadatak 2.2. Dokazite lemu 2.1.

Propozicija 2.3. Neka je A unitalna algebra i neka je I lijevi (odnosno desni, odnosno obostrani)
ideal u A. Postoji maksimalan lijevi (odnosno desni, odnosno obostrani) ideal u A koji sadrzi ZT.

Dokaz ¢emo provesti za lijeve ideale. Za desne i za obostrane dokaz je sasvim analogan. Neka
je & skup svih lijevih ideala koji sadrze Z. Skup & je neprazan jer je Z € & i to je parcijalno
ureden skup, ako uredaj definiramo pomoc¢u inkluzije. Provjerimo da je ispunjen uvjet Zornove
leme. Neka je £ lanac u &. Stavimo J = [Jicce K. Ocito J 2 I. Nadalje, J je potprostor;
doista, ako su x,y € J i o, € C onda po definiciji skupa J vrijedi x € K iy € L za neke
I, L e £ Kako je £ lanac, to je ili £ C L ili £ C K. Mozemo pretpostaviti da je K C L. Tada
suz,y € L, pa slijedi ax + fy € L C J. Dakle, J je potprostor. Nadalje, ako je x € J onda
jex € K VK € £, dakle za svaki a € A vrijedi ax € K VK € £, jer je svaki K € £ lijevi ideal.
Odatle je ax € J Va € A. Da bismo zakljucili da je J lijevi ideal, a tada i gornja ograda za £
u G, treba jos samo provjeriti da je J # A. Medutim, prema lemi 2.1. e ¢ K VK € £ pa slijedi
e ¢ J,dakle J # A. Zornova lema sada povlaci da u & postoji maksimalan element, a to je o¢ito
maksimalan lijevi ideal koji sadrzi Z.

Teorem 2.2. Ako je A komutativna unitalna Banachova algebra, onda je x — ker x bijekcija sa
X (A) na skup svih maksimalnih ideala u A.

Dokaz: Dokazimo da je x — ker x injekcija sa X (A) u skup svih maksimalnih ideala u A.
Doista, svaki x € X(.A) je linearan funkcional na A koji je razli¢it od nule, pa je ker y potprostor
od A kodimenzije 1. Nadalje, zbog multiplikativnosti od x, tj. zbog jednakosti
x(zy) = x(z)x(y) Vz,y € A, ker x je ideal. Prema tome, ker x je maksimalan ideal u .A. Neka su
X1, X2 € X(A)1x1 # x2- Tada postoji z € A takav da je x1(z) # x2(z). Za element a = z—x1(z)e
imamo zbog propozicije 2.1.

xi(@)=0 i xala) = xa(z) — xa(z) #0.

Dakle, a € ker x; 1 a ¢ ker x», Sto pokazuje da je ker x; # ker y2. Prema tome, y — ker x je
injekcija sa X (A) u skup svih maksimalnih ideala u algebri A.

Dokazimo sada surjektivnost preslikavanja x — ker y. Neka je M maksimalni ideal u algebri
A. Prema teoremu 1.2. otvorena jedini¢na kugla K(e, 1) u algebri A sa sredistem u e sadrzana
je u A%, dakle, K(e,1) N M = (). Prema tome, zatvara¢ Cl(M) ideala M nije jednak A, nego
je to ideal. Zbog maksimalnosti zaklju¢ujemo da je ideal M zatvoren. Tada je .A/M unitalna
Banachova algebra, a zbog maksimalnosti ideala M u algebri A kvocijentna algebra .4/ M nema
ideala # {0}. Prema lemi 2.1. u kvocijentnoj algebri A/ M je svaki element osim nule invertibilan.
Sada iz Gelfand—Mazurovog teorema 1.8. slijedi da je A/M = C - (e + M). Dakle, za svaki
xr € A postoji (ocito jedinstven) skalar y(z) € C takav da je z — x(z)e € M. Tako smo dosli do
preslikavanja x: A — C i vrijedi M = {z € A; x(x) =0}.

Dokazimo da je preslikavanje y linearno. Neka su z,y € A1 «, 3 € C. Tada je

T —x(r)e € M, y—x(yeeM, ar + By — x(ar + fy)e € M.
Slijedi

[x(az + By) — ax(z) — Bx(y)le = a[r — x(v)e] + Bly — x(y)e] — [ax + By — x(az + By)] € M.
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Kako je za svaki A € C, XA # 0, element Ae invertibilan, dakle Ae ¢ M, zaklju¢ujemo da mora biti
x(az + By) — ax(z) — Bx(y) = 0. Dakle, x je linearan funkcional na A i vrijedi ker y = M.
Treba jos dokazati da je y karakter. Neka su x,y € A. Tada je

r —x(x)e € M, y—x(y)e e M i xy — x(ry)e € M.
Odavde slijedi

X(zy) — x(@)x(W)le = [z — x(x)ely + x(2)[y — x(y)e] — [zy — x(zy)e] € M.
Kao i malo prije zakljucujemo da je x(zy) — x(x)x(y) = 0, odnosno x(zy) = x(z)x(y)-

Teorem 2.3. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra i v € A. Tada je

o(z) = {x(z); x € X(A)}.

Dokaz: Neka je y € X(A). Po propoziciji 2.1. je x — x(z)e € ker , pa slijedi z — x(x)e ¢ A*.
Dakle je x(z) € o(x) i time je dokazana inkluzija {x(z); x € X(A)} C o(z). Dokazimo i obrnutu
inkluziju. Neka je A € o(z). Tada je x — Ae ¢ A* pa iz leme 2.1. i iz propozicije 2.3. slijedi da
postoji maksimalan ideal M takav da je z — Ae € M. Prema teoremu 2.2. postoji x € X (A) takav
da je M = ker . Tada je

0=x(x—Xe)=x(z) — A = A = x(z).
Time je dokazana i obrnuta inkluzija {x(z); x € X(A)} 2 o(x).

Zadatak 2.3. Neka je T kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i C(T') unitalna komutativna
Banachova algebra svih neprekidnih funkcija f T — C s operacijama definiranim po tockama

(f+9)t)=ft)+g(t),  (ANE)=Af{),  (f9)@) = F(t)g(D),
f,geC(T), XeC, teTl,
1fll = max{|f(); te T},  feC(T).
Zat €T stavimo:

M, ={feC(); fO)=0},  w(f)=r{), [feC(T)

Dokazite da je t — M, bijekcija sa T na skup svih maksimalnih ideala algebre C(T') i da je t — ¢y
bijekcija sa T na X(C(T)).

Zadatak 2.4. Neka je T' lokalno kompaktan nekompaktan Hausdorffov topoloski prostor i Co(T)
neunitalna komutativna Banachova algebra svih neprekidnih funkcija f : T — C sa svojstvom
lim;_., f(t) =0 s operacijama i normom kao u zadatku 2.3. Za t € T stavimo:

e f) = f(@), feC(T).
Dokazite da je t — ¢, bijekcija sa T na X (Co(T)).
Zadatak 2.5. Uz oznake iz zadatka 2.5. i za zatvoren podskup S C T stavimo
Is={feC(); f(s)=0Vse S}

Dokazite da je S +— Tg bijekcija sa skupa svih nepraznih zatvorenih podskupova S C T na skup
svih zatvorenih ideala u algebri C(T) i da je inverzna bijekcija T — Tr, gdje je

Tr={teT; f(t) =0Vf eI}
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2.2 Slaba topologija na dualu normiranog prostora

Neka je X normiran prostor. Dualni prostor X’ svih neprekidnih linearnih funkcionala na X
je Banachov prostor s normom

/I = sup{[f(2); = € X, [lof] < 1}.

Podsjetimo da je posljedica Hahn—Banachovog teorema da za svaki x € X postoji f € X' takav
daje |fll =11 f(z) = [l

Promatrat ¢emo sada na prostoru X’ jednu drugu topologiju, tzv. slabu topologiju. Za tu
topologiju bazu okolina tocke fy € X’ tvore svi skupovi oblika

Ulfo;z1, .., xne) ={f € X'; |f(zx) — folzp)| <eczak=1,...,n},

pricemusun € N, zq,...,x, € Xie > 0. Toznaci dadajeskup V C X’slabo otvoren (odnosno,
otvoren u odnosu na slabu topologiju) ako za svaki fy € V postojen € N, z1,...,2, € Xie>0
takvi da je U(fo; 1, ..., 2p;e) C V.

U odnosu na slabu topologiju X’ je Hausdorffov prostor. Doista, ako su f,g € X' i ako
je f # g onda postoji © € X takav da je f(z) # g(z). Stavimo ¢ = |f(z) — g(z)|. Tada je
U(f;z;6) NU(g;z;¢) = 0. Doista, u protivnom bismo za h € U(f;x;e) NU(g; x;€) imali

2 = [ f(2) - g(a)| = |(/(&) — h(a)) + (9(x) — h(x))] <
< |7(@) — h(@)| + lg(2) — ha)] < e+ =2

a to je nemoguce.

Prema teoremu 2.1. za Banachovu algebru A je X(A) podskup zatvorene jedini¢ne kugle
K(0,1) ={f € A ||f|l <1} u dualu A’ algebre A. Glavni cilj ovog poglavlja jest da dokazemo
da je uz slabu topologiju X (.A) Hausdorffov topoloski prostor koji je kompaktan ako je algebra
A unitalna, a lokalno kompaktan nekompaktan ako je algebra A neunitalna. U tu svrhu najprije
¢emo dokazati nekoliko teorema iz opée topologije koji ¢e nam omoguéiti da dokazemo teorem
Banacha i Alaoglua po kome je zatvorena jedini¢na kugla u dualu normiranog prostora u odnosu
na slabu topologiju kompaktan topoloski prostor.

Propozicija 2.4. Neka je X normairan prostor, T topoloski prostor i neka je F funkcija sa T u
dualni prostor X'. Funkcija F' je slabo neprekidna (tj. neprekidna s obzirom na slabu topologiju u
prostoru X') ako i samo ako je za svaki x € X funkcija t — [F(t)](x) neprekidna sa T u C.

Zadatak 2.6. Dokazite propoziciju 2.4.

Neka su T, ..., T, topoloski prostori. U Kartezijev produkt 7" =T} x --- x T;, uvodi se tzv.
topologija produkta tako da se kao baza otvorenih skupova u T uzme skup svih skupova oblika
Vi x -+ x V,, pri cemu je V; otvoren skup u 7} za j =1,...,n.

Ova se definicija generalizira i na produkt beskona¢no mnogo topoloskih prostora. Neka je
(T;, i € I) bilo kakva familija topologkih prostora. U njihov produkt

T:HTZ-:{f:IHUTZ-; fi) €T, Viel}

el el

uvodi se tzv. produktna topologija tako da se kao baza otvorenih skupova u 7" uzme skup svih
skupova oblika

U(Zlaazn;‘/laavn):{fETv f(lk)E‘/}gZak?:]_,,n}
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pri ¢emu je n € N, iy,...,4, € I, 1 za svaki k € {1,...,n} je V, otvoren skup u T;,. Ako sa

m;: T — T; ozna¢imo i—tu projekciju (tj. m(f) = f(7)) onda je

P

Ulit, ... in; Vi, Vo) = m (V) NN Y (V).

Odatle se vidi da je svaka projekcija m; neprekidno preslikavanje sa T u T;. Stovise, produktna
topologija na T je najslabija medu svim onim topologijama na 7' za koje su sve projekcije ;
neprekidne.

Ako su svi prostori T; Hausdorffovi onda je i prostor T Hausdorffov. Doista, neka su f,g € T
i f # g. Tada je f(i) # g(i) za neki ¢ € I, pa zbog toga sto je T; Hausdorffov postoje otvoreni
skupovi U,V C T; takvi da je f(i) € U, g(i) € Vi UNV = (). Tada su skupovi U(i;U) = 7; ' (U)
i U(i; V) =7, (V) otvoreni u T i vrijedi

feu(;U), ge U@ V) i UU)NU®GGV) = UNV)=0.

Skup S otvorenih podskupova topoloskog prostora T' zove se podbaza topologije prostora
T ako je skup svih konac¢nih presjeka

{SlﬂﬂSn, nEN, Sl,...,SnES}
baza topologije prostora 7'

Teorem 2.4. (J.W. Alexander, 1939.) Neka je T topoloski prostor i S podbaza topologije
tog prostora. Ako svaki S—pokrivac prostora T sadrzi konacan potpokrivac, onda je prostor T
kompaktan.

Dokaz: Pretpostavimo da prostor 7" nije kompaktan. Dokazat ¢emo da tada postoji S—pokri-
va¢ od T" koji ne sadrzi nijedan konacan potpokrivac.

Neka je P skup svih otvorenih pokrivaca od T koji ne sadrze konacan potpokrivac. Po pret-
postavci skup P je neprazan. Uz relaciju inkluzije skup P je parcijalno ureden. On zadovoljava
uvjet Zornove leme. Doista, ako je Q lanac u P onda je njegova unija B = U4co.A otvoren pokrivac
od T koji ne sadrzi konac¢an potpokrivaé¢ (jer bi to bio kona¢an potpokriva¢ nekog A € Q), dakle
je B € P i to je ocito gornja meda za Q.

Neka je sada I' neki maksimalni element od P. Tada je I' otvoren pokriva¢ od T, I' nema
konacnih potpokrivaca i ako je V' bilo koji otvoren podskup od T koji nije element od I', onda
I'U{V} ima konacan potpokrivac. To slijedi iz ¢injenice da je tada T' C T'U {V'} §to zbog maksi-
malnosti I' u P ima za posljedicu da ' U {V'} ¢ P.

Stavimo I' = I'N'S. Tvrdimo da je tada T' pokrivaé (dakle, S—pokrivac) od T. Kad to ne bi
bilo istina, postojala bi tocka t € T koja nije ni u jednom ¢lanu od I'. Medutim, ¢ € W za neki
W € T jer je I' pokrivac od T. Kako je S bodbaza topologije prostora T" postoje Vi,...,V, € §
takvi da je

teVin.---NnVv, CW.

Buduéi da tocka ¢ nije ni u jednom ¢lanu od T = TN'S i jer su Vi,...,V, € S, zakljuéujemo
daV; ¢ I'za j =1,...,n. Dakle, ' U{V;} sadrzi konacan potpokrivac¢ za svaki j € {1,...,n}.
Drugim rijecima postoje UY, . . ., Ur(,{]) e I' takvi da je

rT=v7u.uUPUV;, oz  j=1....n

i=1 j=1

Odavde slijedi
T =

n

J
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Medutim, kako je W € I" to bi znacilo da je
Wru{uY: 1<i<m; 1<j<n}

konacan potpokrivac od I', a takav ne postoji. )
_ Ova kontradikcija dokazuje da je I' S—pokrivac od T. Medutim, I' je potpokrivac od T', dakle
I' ne moze sadrzavati konacan potpokriva¢ od T. Time je teorem dokazan.

Teorem 2.5. (A.N.Tihonov, 1930.) Ako su svi topoloski prostori T; (i € I) kompaktni onda je
i njihov produkt T' = [],.; T; kompaktan.

Dokaz: Neka je za svako i € I §; skup svih podskupova od T' oblika

m(V)={feT; fi) eV},

gdje je V otvoren podskup od T;. Prema definiciji produktne topologije jasno je da je unija
S = U,e1S; podbaza topologije prostora 7T

Neka je I' S—pokriva¢ od T. Stavimo I'; = I' N S;. Tvrdimo da barem jedan od skupova T’
pokriva T'. Pretpostavimo da nije tako. Tada za svaki ¢ € I postoji tocka ¢; € T" koja nije u uniji
¢lanova od Ty. Svaki ¢lan od Ty je u S;. To znaéi da je svaki ¢lan od T'; oblika 7;'(S) za neki
S C T;. Prema tome, ako stavimo s; = m;(t;), onda je skup 7; ' ({s;}) disjunktan sa svakim ¢lanom
od Pz

Neka je f € T definirano sa f(i) = s;, i € I. Tada je f € Nierm; *({s;}), dakle f nije sadrzana
ni u jednom ¢lanu od I' = U, Ali to je nemoguce, jer je I' pokrivac od T.

Ova kontradikcija dokazuje da je I'; pokrivaé od T' za neko i € I. Imamo I'; = {x; ' (V;); j € J}
za neke otvorene podskupove V; C T;. No tada je {V}; j € J} otvoren pokriva¢ od T;. Kako je T;
po pretpostavci kompaktan, postoje ji,...,j, € J takvi da je

T =V, U UV,
Slijedi
T=m () =m (Vi) U---Um (V).

Time je dokazano da svaki S—pokriva¢ od T ima konac¢an potpokriva¢c. Prema teoremu
2.4. prostor T' je kompaktan.

Sljeded¢i je teorem za separabilne prostore dokazao S. Banach 1932. godine, a opcenito L.
Alaoglu 1940. godine.

Teorem 2.6. (Banach—Alaoglu) Neka X normiran prostor i
K =Kx(0,1) = {feX’; |f] <1}.
Skup K je u odnosu na slabu topologiju dualnog prostora X' kompaktan skup.

Dokaz: Za svaki vektor x € X stavimo
D, = {eC; A < [Jz|]}.

Svaki od skupova D, je kompaktan, pa je prema Tihonovljevom teoremu 2.5. kompaktan i njihov
produkt
D=]]De=A{f: X = C; |f(@)] < ||z]| Vo € X}.
reX
Zafe KixeXijelf(x) <|fll x|l <]zl Dakle, K € X'’ND. Na taj nac¢in na skupu K imamo
dvije topologije; onu induciranu slabom topologijom na X’ i onom induciranom produktnom
topologijom na D. Dokazat ¢emo sada sljedece dvije tvrdnje:
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(a) Te dvije topologije na K se podudaraju.
(b) K je zatvoren podskup prostora D.

Bududi da je prostor D kompaktan, odatle ¢e slijediti tvrdnja teorema.
Dokaz tordnje (a) : Neka je fy € K. Izaberimo n € N, z4,...,2, € X 1§ > 0 i stavimo

Wi = {feX’; |f(w) — folw)| <d7ai=1,....n},

W= {feD; |f(z:) = fola)| < zai=1,....n},

Svi skupovi oblika W7 predstavljaju bazu okolina tocke f, u prostoru X’ sa slabom topologijom, a
svi skupovi oblika W5 predstavljaju bazu okolina tocke f, u prostoru D s produktnom topologijom.
Kako je K C X' N D, vidimo da za bilo kako izabrane n, z1,...,x,,d vrijedi Wi N K = Wy N K.
Time je tvrdnja (a) dokazana.

Dokaz turdnje (b) : Neka je fy tocka iz zatvaraca skupa K u prostoru D. Neka su z,y € X i
a, § € C. Za proizvoljno € > 0 je

9 9

0 = { reDs 10) — o)l < T 10 = B0 <

19
|f(ax + By) — folax + By)| < m}

otvorena okolina tocke fp u prostoru D. Kako je fy tocka iz zatvaraca skupa K u prostoru D,
slijedi UN K # (). Neka je f € UN K. Tada je f € X', dakle vrijedi f(ax+ fBy) = af(z) + Bf(y).

Stoga imamo redom:

| folax + By) — afo(x) — Bfo
= [folazx + By) = flax + By) + a(f(z) = fo(z)
< |folaw + By) = flax + By)| + |a| - | f(z) = folz

8 —_—
L+l + 15|

Prema tome je |fo(ax + By) — afo(x) — Bfo(y)| < e. Kako je ¢ > 0 bio proizvoljan, slijedi
folax+By) = afo(zx)+Bfo(y), z,y € X, a,F € C, odnosno fy je linearan funkcional na prostoru
X.

Napokon, fo € D, pa po definiciji prostora D vrijedi |fo(x)| < ||z]| Vo € X. To znaci da je
linearan funkcional fy ogranicen, tj. fo € X', i da je ||fol| < 1, tj. fo € K. Time smo dokazali da
je skup K zatvoren u prostoru D, odnosno dokazana je i tvrdnja (b).

y)| =
+B(f(y) — fo(y))| <
|+ 18] - 1f(y) = fo(y)] <

< (I+lal+18]) €.

Teorem 2.7. Neka je A komutativna Banachova algebra i neka je skup karaktera X (A) snabdjeven
slabom topologijom duala A'. Ako je algebra A unitalna prostor X (A) je kompaktan. Ako je algebra
A neunitalna prostor X (A) je lokalno kompaktan.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da A ima jedinicu. Prema teoremu 2.1. je
XA S{feA; Ifll <1}

Dakle, zbog teorema 2.6. dovoljno je dokazati da je u odnosu na slabu topologiju skup X (.A)
zatvoren podskup od K = {feA; ||f|| <1}
Neka je fo€ K u slabom zatvaracu od X (A). Treba dokazati da je fo€ X (A), odnosno da je

fo(zy) = fo(z) foly) Vz,y € A 1 fole) =1.



30 POGLAVLJE 2. KOMUTATIVNE C*—ALGEBRE

Neka su z,y € A. Uzmimo proizvoljan € > 0 i neka je

€
< ;
L [l]l + o)l

W= {fEA’; [f(e) = fole)l <&, |f(z) = fol)]

c €
100~ W < e g M) = o < T o e

Tada je W otvorena okolina tocke fy u prostoru A’ sa slabom topologijom, pa je W N X (A) # 0.
Neka je f € W N X(A). Tada je prije svega f(e) = 1, pa slijedi

11— fole)l = [f(e) = fole)| <e.

Kako je € > 0 bio proizvoljan, slijedi da je fo(e) = 1. Nadalje, kako je f karakter, vrijedi jednakost
f(zy) = f(x)f(y), pa imamo redom:

|[folzy) — fo() fo(y)| = [[folxy) — flzy)] + [f(2)f(y) = folx) fo()]] =

= |[folzy) — flxy)] + f(@)[f(y) = fow)] + fo(y)[f () — fo(z)]]| <
< [folzy) — flzy)| +f(@)| - |f(y) = fo)| + [foy)| - [ f(x) = folx)] <

€

<@+l + 1AW A

Kako je € > 0 bio proizvoljan slijedi da za bilo koje z,y € A vrijedi jednakost fo(zy) = fo(z)fo(y).
Dakle, foe X(A).

Time je teorem dokazan ako je A unitalna algebra. Neka je sada A komutativna neunitalna
Banachova algebra. Tada znamo da se X (A) identificira sa X (A)\ {xo}, pri cemu je karakter

Xo € X(A) zadan sa xo(z+Ae) = A, ¥ € A, A € C. Dakle, X(A) je otvoren podskup kompaktnog
prostora X (A) i kao takav je lokalno kompaktan.

2.3 Geljfandova transformacija

Za komutativnu Banachovu algebru A i za « € A definiramo funkciju I' 4(z): X(A) — C sa

[Ta(@)] (x) = x(z),  x€X(A).

Po definiciji topologije od X (A), sve funkcije I'4(z) su neprekidne. Dakle, I" 4 je preslikavanje sa
A u algebru C'(X(.A)) svih neprekidnih kompleksnih funkcija na kompaktnom ili lokalno kompak-
tnom Hausdorffovom topoloskom prostoru X (A). To se preslikavanje zove Geljfandova trans-
formacija komutativne Banachove algebre A.

Teorem 2.8. Neka je A komutativna Banachova algebra.
(a
b) Ako je A unitalna, vrijedi A* = {x € A; T4(z) € C(X(A))*}.

Geljfandova transformacija T 4 je homomorfizam algebri, unitalni ako je A unitalna.
(
(

)
)

¢) Ako algebra A nije unitalna, T' 4(A) C Co(X(A)).

d) Homomorfizam T 4 je neprekidan. Stovise, vrijedi [T 4()||s < ||z|| V2 € A.
)

(
(e) Algebra funkcija T 4(A) razlikuje tocke od X(A); tj. ako su x,v € X(A) i x # ¥, onda
postoji funkcija f € T 4(A) takva da je f(x) # f(¥).
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Dokaz: (a) Akosuz,y € Aia, € C onda za svaki y € X(A) imamo
[oFa(z) + ATa(y)] (x) = a[La(@)] (00 + BTa)] (x) = ax(z) + Bx(y) =

= x(az + By) = [Calar + By) (x),  ti- Talax+ Py) = al 4(x) + BLa(y).

Nadalje, za =,y € A imamo

[Ca(@)LCa(y)] (x) = [Cal@)] () [Ca@)] (x) = x(@)x(y) = x(zy) = [Talzy)] (),

tj. Ta(zy) = Ta(x)l 4(y). Time je dokazano da je I' 4 : A — C(X(A)) homomorfizam algebri.
Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra s jedinicom e. Prema propoziciji 2.1. tada
je [Tale)] (x) = x(e) =1 Vx € X(A), sto znaci da je funkcija I' 4(e) identicki jednaka 1, odnosno,
to je jedinica u algebri C'(X(A)). Dakle, I' 4 je unitalni homomorfizam.
(b) Neka je i dalje A unitalna komutativna Banachova algebra. Prema teoremu 2.3. imamo
redom

re A" = 0¢o(x) < [Lal@)](x) = x(z) #0Vx € X(A) = Ta(z) € C(X(A)".

(c) Ako je A neunitalna algebra, dodavanjem jedinice dolazimo do komutativne unitalne Bana-
chove algebre A = A+ C. Prema propoziciji 2.2. tada je y — X bijekcija sa X (.A) na X (A)\ {¢o}.

Pri tome je za x € X(A) karakter Y € X (A) definiran sa

X(+A) =x(x)+Ar  zeA XreC

a o € X(A) je definiran sa
po(z+A) =X  zeA NeC

Inverzna bijekcija je restrikcija ¢ — | A, ¢ € X(A) \ {wo}. Te bijekcije upotrijebimo kao
identifikacije skupova X (A) i X(A) \ {@o}. Uz takvu identifikaciju ocito za = € A C A vri-
jedi I'4(z) = I' 4(z)| X (A). Nadalje, imamo [I" ;(z)] (o) = @o(z) = 0. Kako je funkcija I' j(x)
neprekidna na X (A), slijedi

lim [T 4(2)] () = lim [I" 1(x)](00) = [ 4(x)] (¢0) = 0.

X—0 X—%0

Prema tome, stvarno je I'4(A) C Cp(X(A)).
(d) Po teoremu 2.1. svaki x € X(A) je ogranicen linearan funkcional i vrijedi [|x|| < 1. Stoga
zav € Al x e X(A) vrijedi

[Tal@)] 0Ol = D) < lIxll - [l < flll-

Prema tome, za x € A imamo

ITa(@)l o = max {[[La(@)] ()]; x € X(A)} < [l«].

(e) Ako su x,v € X(A) i x # 1, onda postoji z € A takav da je x(z) # ¥ (x). No to upravo
znaci da za funkciju f =T 4(x) € T4(A) vrijedi f(x) # f(¥).

U daljnjem za element x komutativne Banachove algebre A njegovu Geljfandovu transformaciju
[ 4(z) oznacavat ¢emo krace sa . Dakle, & je kompleksna neprekidna funkcija na X (.A) definirana
sa

T(x) =x(z), x€X(A),reA
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Teorem 2.9. Neka je A komutativna Banachova algebra. Geljfandova transformacija je izometrija
ako i samo ako je ||2?|| = ||z||* Vz € A.

Dokaz: Stavimo

2 A~
r:inf{”x”'xeA,x%O}, s:inf{%'xeA,x#O}.

[E Ik =l

Kako je |||l < ||z]| V2 € A,  +— T je izometrija ako i samo ako je s = 1. Nadalje, kako je
| 22| < ||z||* Vx € A, jednakost ||2?|| = ||z||* vrijedi za svaki z € A ako i samo ako je r = 1.
Za svaki z € A je tada ||Z]|o > s||z||, pa dobivamo:

122 = 2%l = 1215 > s°[l[I*.

Po definiciji broja r zaklju¢ujemo da je s? < r.
Za svaki z € A je ||z?*|| > r||x||?, pa indukcijom po n nalazimo da vrijedi

2> ]| = r*"Hz)*, neN,

odnosno,
||V = el neN.

Iz ove nejednakosti koristeéi teorem 2.1., definiciju spektralnog radijusa (iza teorema 1.1.) i tvrdnju
(b) teorema 1.7. nalazimo redom:

[|2]|oe = max {|Z(x)|; x € X(A)} = max{|x(2)[; x € X(A)} = max {|A\[; A € o(x)} =

nHl/n 2"H1/2" 1-1/2n

= v(e) = lim 2" = tim (o] >t = o] = rle].
Po definiciji broja s odatle slijedi r < s. Dakle, dokazali smo:
s? <r<s.
Iz ovih nejednakosti nalazimo
s>1IRs>1Rr>1; s<1Rr<l;
r>1Rs>1; r<lRs*<1Rs<l.

Prema tome, s = 1 ako i samo ako je r = 1, a to znaci da je x — 2 izometrija ako samo ako je
2] = f|=[|* Vo € A.
Time je teorem dokazan.

Za daljnje proucavanje svojstava Geljfandove transformacije treba nam tzv. Teorem o otvo-
renom preslikavanju koji navodimo bez dokaza:

Teorem 2.10. Neka su X Y Banachovi prostori i A € B(X,Y') surjekcija. Tada je A otvoreno

preslikavange, tj. za svaki otvoren podskup U C X skup A(U) = {Az; x € U} je otvoren u Y.
Posebno, ako je A € B(X,Y) bijekcija onda je A~' € B(Y, X).

Teorem o otvorenom preslikavanju omogucuje nam da dokazemo dvije karakterizacije komuta-
tivnih Banachovih algebri ¢ija je Geljfandova transformacija izomorfizam na zatvorenu podalgebru
algebre funkcija.
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Teorem 2.11. Neka je A komutativna Banachova algebra i neka je

A

A=T(A)={2; 2 € A}
(to je podalgebra algebre Co(X (A)) ). Sljedeca su tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Geljfandova transformacija T 4 je injektivna i algebra A je zatvorena u Co(X(A)).

(b) 3:inf{|||z|g%|c|’°;x€¢4,x7é0}>0

[E
]2
Dokaz: Iz dokaza teorema 2.9. znamo da vrijedi (b) <= (c).

Pretpostavimo da vrijedi (b). s > 0 ima za posljedicu da je ||z|| < 1||#]|« V2 € A. Prema

(c)r:inf{ xEA,x;éO}>O

tome, Geljfandova transformacija, koja je bijekcija sa Ana A, i njoj inverzno preslikavanje su
neprekidni. Stoga je algebra A potpuna a odatle slijedi da je A zatvorena u Co(X(A)). Time je
dokazana implikacija (b)) = (a).

Ako je x — 7 injekcija i ako je slika A tog preslikavanja zatvorena podalgebra od Cy(X(A)),
onda je x — I neprekidna linearna bijekcija s Banachovog prostora A na Banachov prostor A.
Prema teoremu 2.10. inverzno je preslikavanje neprekidno, dakle ograniceno. To znaci da postoji
M > 0 takav da vrijedi [|z|| < M||Z|| V2 € A. No odatle je s > - > 0. Time je dokazana i
implikacija (a) = (b).

U daljnjem nam treba i tzv. Teorem o zatvorenom grafu koji je jednostavna posljedica
teorema o otvorenom preslikavanju:

Teorem 2.12. Neka su X Y Banachovi prostori i A: X — Y linearan operator. Operator A je
ogranicen ako samo ako je njegov graf

I'A) ={(z, Ax); v € X}
zatvoren potprostor Banachovog prostora
XxY ={(z,y)izeX,yeY}  (snormom ||(z,y)ll = llz| + llyl).
Zadatak 2.7. Koristeéi teorem o otvorenom preslikavanju dokaZite teorem o zatvorenom grafu.
Uputa: Koristite bijekciju (Ax,z) — z sa I'(A) na X.

Teorem 2.13. Neka su A i B komutativne Banachove algebre i) : B — A homomorfizam algebri.
Ako je Geljfandova transformacija T 4 injektivna, homomorfizam v je neprekidan.

Dokaz: Prema teoremu 2.12. dovoljno je dokazati da je graf I'(¢) zatvoren u prostoru B x A.
Neka su z,, € B takvi da je niz ((x,, ¢ (z,)), n € N) konvergentan u B x A. Stavimo

(z,y) = lim (x,,¥(x,)), tj. r=lim x, i y= lim ¢(x,).

n—oo n—oo n—oo

Treba dokazati da je (z,y) € ['(¢), tj. da je y = ¥(x).
Neka je x € X(A); stavimo k = x o € X(B). x i k su neprekidni pa imamo:

X(y) = lim x(¢(zn)) = lim r(z,) = £(z) = x (¥ (2))-

n—oo n—oo
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Odatle je x(y — ¢ (x)) = 0 Vx € X(A), a to znadi da je (y — (z)) = 0, odnosno y — ¢(z) je u
jezgri Geljfandove transformacije I' 4. No po pretpostavci je I' 4 injekcija, pa slijedi y — ¥ (x) = 0,
odnosno y = ¥(x).

Sljedeci korolar neposredna je posljedica teorema 2.13:

Korolar 2.1. Ako su A i B komutativne Banachove algebre s injektivnim Geljfandovim transfor-
macijama T 4 i Ty i ako je: A — B izomorfizam algebri, onda je 1) homeomorfizam, tj. ¢ i)~}
su neprekidni.

Korolar 2.2. Neka je A komutativna algebra takva da za svaki v € A, x # 0, postoji x € X(A)
takav da je x(x) # 0. Sve norme na A, u odnosu na koje je A Banachova algebra, medusobno su
ekvivalentne.

Zadatak 2.8. Pomocéu korolara 2.1. dokazite korolar 2.2.

2.4 Stone—Weierstrassov teorem

Da bismo prouéili sliku A komutativne Banachove algebre A u algebri C'(X(A)) (odnosno
u algebri Cy(X(A))) proucit ¢emo podalgebre od C(K) (K kompaktan) s ciljem da pronademo
dovoljne uvjete da bi takva podalgebra bila gusta u C'(K).

U daljnjem do konca ovoga poglavlja K je kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Neko
vrijeme ¢emo se baviti s realnom Banachovom algebrom C'( K, R) svih neprekidnih realnih funkcija
na K.

Za bilo koje funkcije x,y: K — R definiramo funkcije = V y i A y relacijama:

(x Vy)(t) = max {z(t),y(t)}, (x Ay)(t) = min {x(t),y(t)}, te K.
Skup X funkcija sa K u R zove se reSetka, ako vrijedi:
r,y e X == xVyeX i x ANy e X.

Ako je x funkcija sa X u R sa |z| oznacavamo funkciju koja je definirana sa |z|(t) = |z(t)], t € K.
Lako se provjerava da vrijede jednakosti:

1 1
eVy=gletytle—yl), sAy=g@ty—lr—yl), |zl=2zV(-a2)

Prema tome, ako je X potprostor prostora R¥ svih funkcija sa K u R, X je resetka ako i samo
ako vrijedi
reX — lz| € X.

Ocito je C(K,R) resetka.
Teorem 2.14. Svaka zatvorena podalgebra A realne Banachove algebre C'(K,R) je resetka.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je 1 € A. Neka je z € A, z # 0. Tada je ||z]s > 01
|2]| 0o = |2(t)] Yz € K. Stoga imamo redom

2l(6) = ()] = V2@ = v/l = (Tell = 2(0?) = loll - \/1 - (1 x<f>2).

113
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Upotrijebit ¢emo sada formulu razvoja u red potencija

=, (2n — 3)!!
Ml—A:l—ZWA"

n=1

koji konvergira uniformno na segmentu 0 < A < 1. Odatle imamo

=, (2n — 3)!! z(H)2\"
21(8) = 12l - [1 - Z;—( (- o) ] ,

x(t)’
13
K. No uniformna konvergencija znaci upravo konvergenciju po normi u C'(K,R). Bududi da je A
podalgebra od C'(K,R), clanovi gornjeg reda su elementi od A. Kako je A zatvorena u C(K,R),
slijedi |z| € A. Time je dokazano da je A resetka.

Pretpostavimo sada da 1 ¢ A. Tada A ne sadrzi nijednu konstantu osim 0. Stavimo A; = A+R
— to je podalgebra od C(K,R) koja sadrzi sve konstante, dakle i 1.

Dokazimo da je A; zatvorena podalgebra od C(K,R). Neka je (z, + A\p)neny niz u A
(x, € A, N\, € R) koji konvergira u C(K,R) i neka je y = lim,(z, + A,). Tvrdimo da je tada
niz realnih brojeva (\,,)nen ogranicen. Pretpostavimo da nije tako. Tada postoji podniz (A, )ken
niza (A, )nen takav da je limy A, = £oo. Tada imamo

a kako je 0 <1 — <1 za svaki t € K, zakljucujemo da gornji red konvergira uniformno na

lim <%+1)=0 1= lim 2% e 4,

k—o0 n k—o0 )\nk

a to je suprotno pretpostavci da 1 ¢ A. Time je dokazano da je niz (A, ),en ogranicen u R. Tada
on ima neki konvergentan podniz (A, )ken. Stavimo A = limy A,,,. Tada je

x :y—)\:l}i_)n;o(xnk + ) —l}i_)ngo)\nk = kh_{gox"k c A.

Prema tome, y = = + A € A;. Time je dokazano da je A; zatvorena podalgebra od C(K,R).
Prema prvom dijelu dokaza A; je resetka. Prema tome, za bilo koji element z € A C A; je
|z] € Ay, tj. |z| =y + X zaneke y € Ai X € R. Slijedi

22 = |2 = N 4 2y + o — N =22 — 2y — 12

Odavde slijedi A\? € A. Medutim, po pretpostavci A ne sadrzi nijednu konstantu razli¢itu od 0.
Dakle, nuzno je A = 0, a to znaci da je |z| =y € A. Time je dokazano da je A resetka i u slucaju
kad ne sadrzi 1.

Teorem 2.15. Neka je A podskup od C(K,R) sa sljedecim svojstvima:
(a) A je resetka.

(b) Za bilo koje medusobno razlicite tocke t,s € K i za bilo koje A\, u € R postoji x € A takva
da je x(t) = X i z(s) = p.

Tada je skup A gust u C(K,R).

Dokaz: Nekajey € C(K,R)ie > 0. Treba dokazati da postoji z € A takva daje ||z—y|le < €.
Zat,s € K, t # s, izaberimo funkciju x;, € A takvu da je x,(t) = y(t) i 25(s) = y(s).
Stavimo

Us ={u € K; x5(u) < y(u)+ ¢}, Vis={ue K; x5(u) > y(u) —e}.
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Skupovi U 5 1 V; s su otvoreni i svaki od njih sadrzi tocke ¢ i s. Fiksirajmo sada tocku s. Tada je
{Us; te K, t # s}
otvoren pokriva¢ od K. Kako je K kompaktan, postoje tocke ty,...,t, € K \ {s} takve da je
K=U,s,U---0lU,, ;.

Stavimo
Ys =Ty s N ANy, s € A

Po definiciji skupova U, s tada vrijedi
ys(u) < y(u) +¢ Yu € K.
Nadalje, po definiciji skupova V; s vrijedi i
ys(u) > y(u) —e  Vue V=V, NNV

Sve ovo mogli smo provesti za bilo koju tocku s € K. Tako dolazimo do otvorenog pokrivaca
{Vs; s € K} od K i do familije funkcija {ys; s € K} u A takvih da je

ys(u) <y(u)+e  Yue K,  ylu) >ylu —c Vuecl,

Zbog kompaktnosti K mozemo naci tocke si,...,s,, € K takve da je
K=V, U---UV,.
Stavimo z = ys, V- -V ys, . Tada je z € A i vrijedi
yu) —e < z(u) <y(u)+e  Yue K.

To se moze pisati i ovako:

—e < z(u) —ylu) <e . |z(u) —y(u)| <e  Yue K.
Odatle slijedi ||z — yl|o < €.

Za skup A funkcija definiranih na K kazemo da razdvaja tocke od K ako za bilo koje
medusobno razlicite tocke ¢, s € K postoji = € A takva da je z(t) # x(s).

Teorem 2.16. (M.H. Stone) Neka je A podalgebra od C(K,R) koja razdvaja tocke od K. Tada
je A gusta uw C(K,R) ili postoji tocka ty € K takva da je A sadrzana i gusta u maksimalnom
idealu Cy (K, R) = {z € C(K,R); z(ty) = 0}.

Dokaz: Provest ¢emo dokaz najprije uz dodatnu pretpostavku da za svaku tocku ty5 € K
postoji x € A takva da je x(ty) # 0.
Dokazimo da za bilo koje medusobno razlicite tocke t, s € K postoji x € A takva da je

2() 0, a(t) # als).

Doista, postoje y, z € A takve da je y(t) # y(s) i z(t) # 0. Ako je y(t) # 0, gornja svojstva ima
funkcija x = y. Ako je y(t) = 0 ali z(t) # z(s), gornja svojstva ima funkcija x = z. Napokon, ako
jey(t) =01 z(t) = z(s), gornja svojstva ima funkcija x = y + z.

Dokazimo sada da za t,s € K, t # s, postoji 2’ € A takva da je 2'(t) # 01 2/(s) = 0. Doista,
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ako za malo prije izabranu funkciju z vrijedi z(s) = 0 mozemo uzeti ' = x, a ako je x(s) # 0
trazena svojstva ima funkcija

() = 2

(
w(s)  x(s)?

2
=y
S
S~—
[\o}
S
m
=

Za takvu funkciju 2’ € A stavimo

x1(u) = ue K.

Tada je x1 € Aivrijedi z1(t) = 11 z1(s) = 0. Sasvim analogno pronalazimo funkciju s € A takvu
da je zo(t) = 01 z2(s) = 1. Sada za proizvoljne A, u € R funkcija x = Azy 4+ pxs € A ima svojstva
z(t) = A i z(s) = p. Prema tome, podalgebra A zadovoljava uvjet (b) teorema 2.15. Taj uvjet
zadovoljava i zatvara¢ Cl(A) od A u C(K,R). Zbog teorema 2.14. zatvara¢ Cl(A) zadovoljava i
uvjet (a) teorema 2.15. Iz teorema 2.15. slijedi da je Cl(A) = C(K,R).

Pretpostavimo sada da nije ispunjena pretpostavka iz prvog dijela dokaza, tj. da se sve funkcije
u A ponistavaju u nekoj tocki ¢ty € K, dakle A C Cy (K, R). Stavimo tada

Ai=A+R={z+ X\ z€ A NeR}

Tada je A; podalgebra od C(K,R) koja zadovoljava uvjete iz iskaza teorema. Ta podalgebra
zadovoljava i dodatni uvjet iz prvog dijela dokaza, pa zaklju¢ujemo da je Cl(A;) = C(K,R). Neka
susada z € Cy (K,R) ie > 0. Tada postoji y € A; takva da je ||z —y|l < e/2. Tada jey =+ A
za neke r € Ai )\ € R. Imamo

12(8) — a(t) — \| < % vt € K.

Posebno, iz te nejednakosti za t = ¢, dobivamo |A| < /2. Slijedi
5

2t) — o(t)] < |2(t) — 2(t) = A+ A < S + &

=€ vVt € K,
tj. |z — z||oo < &. Time je dokazano da je podalgebra A gusta u Cy, (K, R).

Klasi¢éni Weierstrassov teorem posljedica je Stoneovog teorema:

Korolar 2.3. (C. Weierstrass) Ako je K kompaktan podskup od R"™, onda je svaka funkcija
x € C(K,R) limes uniformno konvergentnog niza realnih polinoma na K (tj. funkcija na K koje
su restrikcije realnih polinomijalnih funkcija u n varijabli).

Zadatak 2.9. Dokazite korolar 2.5.

Teorem 2.17. Neka je A kompleksna podalgebra od C(K) = C(K,C) koja razdvaja tocke od K i
koja je zatvorena u odnosu na kompleksno konjugiranje, tj.

reA = T A (gdje je Z(t) = x(t)).
Tada je A gusta u C(K) ili u Cyy(K) = {x € C(K); x(to) = 0} za neku tocku ty € K.

Dokaz: Neka je B = CI(A) (zatvara¢ od A u C(K))iC = BN C(K,R). Tada je C realna
zatvorena podalgebra od C'(K,R). Nadalje, u smislu realnih vektorskih prostora je

B=C+1iC;
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to slijedi iz zatvorenosti A (dakle i B) u odnosu na kompleksno konjugiranje, jer za svaku funkciju
T je

1 1
xza(x—kf)-ki-%(x—x),

a funkcije

poprimaju realne vrijednosti. Nadalje, C razdvaja tocke od K. Doista, ako su t,s € K, t # s,
postoji € B takva da je z(t) # z(s). Stavimo li

1 1
yzé(x—kf), z=—(r—70),

tada su y, z € C i vrijedi

y(t) +ix(t) = (t) # a(s) = y(s) + ix(s).

Odatle slijedi da je ili y(t) # y(s) ili z(¢) # z(s) (ili oboje). Prema teoremu 2.16. jeili C = C'(K,R)
ili C = Cy,(K,R) za neku tocku ¢ty € K. U prvom slucaju je B = C(K), a u drugom B = Cy (K).

Zadatak 2.10. Neka je A Banachova algebra svih neprekidnih funkcija x : R — C koje su
periodicke s periodom 2w. Operacije u A definirane su po tockama

(@ +y)t) =2@) +y),  Qo)t) =Ae(t),  (2y)@t) =z()y(t), wyeA AeC,
a norma je maksimum norma
||| = max{|xz(t)]; t € R}, xz e A.

Neka je B skup svih tzv. Fourierovih polinoma, tj. svih funkcija x : R — C oblika
x(t) = Z ae™, mneZ m<n, aoac€C.
k=m

Dokazite da je B gusto u A.

2.5 Funkcionalni racun

Teorem 2.18. Neka je A komutativna C*—algebra. Ako je algebra A unitalna, Geljfandova
transformacija je izometricki x—izomorfizam sa A na C(X(A)). Ako je A neunitalna, Geljfandova
transformacija je izometricki x—izomorfizam sa A na Co(X(A)).

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je A unitalna. Neka je x € A hermitski element. Za
X € X(A) je prema teoremu 2.1. i prema tvrdnji (a) propozicije 1.5.

&(x) = x(z) € o(z) CR.

Dakle, ako je x € A hermitski, funkcija & je realna.
Proizvoljan element € A moze se napisati u obliku x = x; +1ix5 pri ¢emu su x; i xo hermitski.
Doista, to je ispunjeno za
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Tada imamo z* = x1 — ixy, pa nalazimo za svaki y € X(A)

A

(")) = T1(x) — i22(x) = T1(x) +id2(x) = Z(X)-

To pokazuje da je Geljfandova transformacija *—homomorfizam C*-algebre A u C*—algebru
C(X(A)).

Neka su x,x € X(A), x # k. Tada postoji z € A takav da je x(z) # k(x). To znaci da je
#(x) # #(k), pa zakljuéujemo da podalgebra A od C(X (A)) razdvaja tocke od X (A). Nadalje, za
svaki x € X(A) je x(e) =1, odnosno é(x) = 1 # 0. Prema teoremu 2.17. podalgebra A je gusta
u C(X(A)).

Treba jos dokazati da je x — & izometrija. Tada ce slijediti da je A zatvorena u C(X(A)),
dakle A = C(X(A)).

Za hermitski element y € A je ||y?|| = |ly*y|| = ||y]|*>. Odatle indukcijom nalazimo da je

Iyl = |||  WneN

Prijelazom na limes n — oo dobivamo |ly|| = v(y). Po tvrdnji (b) teorema 1.7.1 po teoremu
2.1. imamo redom

[yl = v(y) = max {[A[; A € o(y)} = max{[x(y)[; x € X(A)} = max{[g(x)]; x € X(A)} = [|§]co-

Ako je x € A proizvoljan, onda je y = x*x hermitski, pa slijedi
lz]* = [lz"2l = [[(z"2) oo = (@) Elloo = 22| = 2|2

Time je teorem dokazan ako C*—algebra A ima jedinicu.

Pretpostavimo sada da je A neunitalna. Prema teoremu 1.9. norma na .4 moze se prosiriti do
norme na algebri A, dobivenoj iz A unitalizacijom, na na¢in da A postane C*—algebra. Prema pr-
vom dijelu dokaza Geljfandova transformacija je izometricki *—izomorfizam algebre A na algebru
C(X(A)). Oznacimo sa o jedini karakter algebre A koji je trivijalan na A :

Xo(y + Ae) = A, ye A, NeC.

Restrikcija x +— x|A je bijekcija sa X(A)\ {xo} na X(A). Pomocéu te bijekeije identificiramo
X(A)\ {xo} sa X(A). Sada se algebra Cy(X (A)) moze identificirati s idealom

O (X(A)) = {f € C(X(A)); flxo) =0}

u algebri C(X (A)). Identifikacija se dobiva pomoc¢u restrikcije f — f|X(A) koja je bijekcija sa
Cyo (X (A)) na Co(X(A)). i

Uz ove identifikacije Geljfandova transformacija algebre A je restrikcija Geljfandove transfor-
macije algebre A. Prema tome, to je izometricki *—homomorfizam algebre A u algebru C' (X (fl))
Kako je #(xo) = xo(z) = 0 za svaki x € A, slika algebre A pri Geljfandovoj transformaciji
sadrzana je u C,, (X (A)) odnosno u Cy(X (A)). Buduéi da je kodimenzija A u A jednaka 1, kodi-
menzija njene slike u slici od A takoder je jednaka 1. Medutim, slika od A je C'(X (A)), pa kako je
kodimenzija od Cy(X(A)) u C(X(A)) jednaka 1, slijedi da je slika od A pri Geljfandovoj trans-

formaciji jednaka Cy(X (A)). Time je dokazana i tvrdnja teorema za slucaj neunitalne C*—algebre.

Neka je A C*—algebra. Za podalgebru B kazemo da je x—podalgebra ako je ona invarijantna
s obzirom na involuciju, tj. ako vrijedi x € B = z* € B. Ako je B zatvorena x—podalgebra, zvat
¢emo je C*—podalgebra. Ako jos k tome algebra A unitalna i ako je njena jedinicu sadrzana
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u B, kazemo da je B unitalna C*—podalgebra. Ocito je presjek bilo koje familije unital-
nih C*—podalgebri ponovno unitalna C*—podalgebra. Odatle slijedi da za bilo koji podskup
S C A postoji najmanja unitalna C*—podalgebra od A koja sadrzi skup S. To je presjek svih
C*—podalgebri koje sadrze skup SU{e}. Za tu se C*—podalgebru kaze da je generirana skupom
S. To je zatvara¢ potprostora razapetog sa SUS*U{e} i sa svim mogué¢im produktima elemenata
iz SUS™.

Razmotrimo sada posebno komutativne C*—algebre generirane s jednim elementom. Ako je A
komutativna C*—algebra generirana elementom = € A, onda jeix* € A pa je zbog komutativnosti
algebre A element x normalan. Ako je A bilo koja unitalna C*—algebra i ako je x € A normalan
element, unitalna C*—podalgebra od A generirana elementom z je oCito zatvaraC potprostora
razapetog s jedinicom, sa x, sa x* i sa svim produktima koji se mogu formirati od elemenata x i
x*. Buduéi da z i 2* komutiraju ta je podalgebra zatvarac¢ potprostora razapetog sa {z"z*™; n,m €
NU{0}}. Taj je potprostor upravo skup svih polinoma u dvije varijable od z i z*. Dakle, unitalna
C*—podalgebra od A generirana normalnim elementom = € A je zatvara¢ od

{P(z,2"); P eC[T1, T3]}

Teorem 2.19. Neka je A komutativna unitalna C*—algebra generirana jednim elementom x. Tada
je & homeomorfizam sa X (A) na o(x).

Dokaz: Znamo da je & neprekidno preslikavanje sa X (A) u C. Nadalje, prema teoremu
2.1. slika tog preslikavanja je o(z). Prema tome, & je neprekidna surjekcija sa X(A) na o(x).
Buduéi da su i X(A) i o(x) kompaktni, i buduéi da je svaka bijekcija izmedu dva komaktna
Hausdorffova topoloska prostora homeomorfizam, teorem ¢e biti dokazan ako pokazemo da je &
injekcija.

Neka su x,k € X(A) takvi da je 2(x) = #(k), tj. x(x) = k(z). Iz dijela dokaza teorema
2.18. slijedi da je tada

x(2") = x(x) = r(z) = K(27).
Kako su x i K homomorfizmi algebre A u C, imamo

X(P(z,2")) = k(P(z,z")) VP e C[Ty, T3],

dakle, y i k se podudaraju na skupu {P(z,z*); P € C[T1,Tz]}. Medutim, taj je skup gust u A i
homomorfizmi x i k su neprekidni, pa slijedi x = . Time je dokazana injektivnost preslikavanja z.

Zadatak 2.11. Neka je A komutativna unitalna C*—algebra generirana jednim elementom .
Dokazite da za svaki A € o(x) postoji jedinstven x» € X (A) takav da je xa(z) = X i da je X — X
homeomorfizam sa o(x) na X (A).

Neka je sada A proizvoljna (ne nuzno komutativna) unitalna C*—algebra (npr. B(H) za neki
Hilbertov prostor H). Neka je z € A normalan element. C*—podalgebra od A generirana sa x
je zatvara¢ podalgebre svih polinoma P(x,z*) od x i z*. Oznacimo je sa B. Kako je x normalan
algebra B je komutativna. Teoremi 2.18.1 2.19. pokazuju da Geljfandova transformacija daje
izometricki *—izomorfizam sa B na C(og(x)). Posebno, za svaku funkciju f € C(og(z)) postoji
jedinstven y € B kojeg Geljfandova transformacija preslikava u funkciju f. Taj ¢emo element
oznaciti sa f(x). Pridruzivanje f +— f(x) zove se funkcionalni ra¢un u C*—algebri A za normalni
element x. Uz oznaku iz zadatka 2.11. je

f@)00) =f),  fellos(x)), Aeos(x)

Sljede¢i teorem nabraja svojstva funkcionalnog racuna i dokazuje se direktnim i jednostavnim
racunanjem:
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Teorem 2.20. Neka je A unitalna C*—algebra i neka je element x € A normalan. Neka je B
unitalna C*—podalgebra od A generirana elementom x i neka su f,g € C(op(z)). Tada vrijedi:

(a) Akoje f(\) =1 VA € o5(z), onda je f(z) =
(b) Ako je f(A) = A VA € os(z), onda je f(z) =
(c) Ako je f(A) =X VA € os(z), onda je f(z) =
(d) (f+9)(x) = f(z)+ g(x).
(e

) (f-9)(x) = f(x)g(x).
Zadatak 2.12. Dokazite teorem 2.20.

U ovim razmatranjima i u tvrdnjama teorema 2.20. postoji jedna smetnja. Naime, pojavljuje
se spektar op(z) normalnog elementa = u podalgebri B a sve bi bilo ljepse i jednostavnije kad
bi se konstrukcija i sve tvrdnje odnosile na spektar elementa x u ¢itavoj algebri A. Teorija je
znaCajna upravo zato jer se pokazuje da je za svaki x spektar op(z) elementa x u podalgebri
B jednak spektru o(z) = o4(x) od x u algebri A. Da bismo to dokazali, potrebna su nam jos
neka razmatranja iz opce teorije Banachovih algebri, koja se nadovezuju na rezultate iz poglavlja 2.

Neka je A algebra i neka je z € A. Element = zove se lijevi (odnosno, desni) divizor nule
u algebri A, ako postoji y € A, y # 0, takav da je zy = 0 (odnosno, yz = 0). Ako je algebra A
normirana, x se zove topoloski lijevi (odnosno, desni) divizor nule u algebri A, ako postoji
niz (z,)neny u A takav da je ||z, =1 Vn € Nida je lim, .. xz, = 0 (odnosno, lim,,_,, z,z = 0).
Svaki lijevi (odnosno, desni) divizor nule je i topoloski lijevi (odnosno, desni) divizor nule; da se
u to uvjerimo treba samo staviti z, = ﬁy Vn € N.

Ako je x lijevi (odnosno, desni) divizor nule u .4, onda ocito x nije lijevoinvertibilan (odnosno,
desnoinvertibilan). Isto vrijedi i za topoloske divizore nule. Doista, neka su z, € A takvi da je
|zn]| =1 ¥n € Nida je lim, xz, = 0. Pretpostavimo da je y € A takav da je yz = e. Tada slijedi

0=y lim xz, = lim yxz, = hm Zn,

n—oo n—oo
a to je nespojivo sa ||z,|| =1 Vn € N.

Lema 2.2. Neka je A wunitalna Banachova algebra i x € A element koji nije lijevoinvertibi-
lan (odnosno, desnoinvertibilan), ali koji je limes niza (x,) elemenata koji su lijevoinvertibilni
(odnosno, desnoinvertibilni). Tada je x topoloski desni (odnosno, lijevi) divizor nule.

Dokaz: Dokazujemo tvrdnju bez zagrada; ona druga dokazuje se sasvim analogno. Neka je
yn, € A lijevi invers od x,. Sada iz tvrdnje (b) teorema 1.3. slijedi da niz brojeva (||y,||) nije
ogranic¢en. Presavsi na podnizove koje ponovno oznacimo sa (z,) i (y,) mozemo pretpostaviti da
je

lim |y, | = +oc.
Stavimo 1
Zn = 7 1Yn n € N.
1Y
Tada je ||z,|| = 1 za svaki n. Imamo
. 1
lim z,z, = lim ”ynxn = lim ——e =0.

n—o0 n—o0 ”yn n—00 HynH
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S druge strane, buduc¢i da elementi 2, imaju normu 1 imamo
[zn(z = 20)|| < flz =2l VREN,
a kako je x = lim,, . x, iz gornje nejednakosti slijedi da je
lim z,(z —x,) =0.
n—o0

Prema tome,
0= lim z,z, + lim z,(x —z,) = lim z,z.

n—~oo n—~oo n—oo

Dakle, x je topoloski desni divizor nule.

Teorem 2.21. Neka je A unitalna Banachova algebra, B zatvorena unitalna podalgebra i x € B.
Tada je

O’A(l') - O’B(.T) 1 803(1') - 80A(x).
Pri tome je 0S oznaka za rub skupa S C C, tj. 9S = CI(S)NCI(C\ 9).

Dokaz: Za A € o4(x) element Ae — z nije invertibilan u A, pa pogotovo nije invertibilan u B5.
Dakle, A € og(z). Time je dokazana inkluzija o4(z) C op(x).

Neka je A € dog(x). Tada postoji niz (A, )ney u C\ op(x) koji konverira prema A. Elementi
Ane — x su invertibilni u B i konvergiraju prema Ae — x koji nije invertibilan u B, dakle ili nije
lijevoinvertibilan u B ili nije desnoinvertibilan u B. Prema lemi 2.2. Ae — x je topoloski ili desni
ili lijevi divizor nule u B, dakle i u \A. Posebno, Ae — x nije invertibilan u A, a to znaci da je
A € oy(z). Bududi da je o4(x) C op(x), A ne moze biti unutarnja tocka od o4(x), pa slijedi
A € Jo4(x). Time je dokazana i inkluzija dog(x) C doa(x).

Teorem 2.22. Neka je A unitalna C*—algebra, B unitalna C*—podalgebra i x € B. Tada je
op(xr) = oa(z).

Dokaz: Ako je x € B hermitski, prema tvrdnji (a) propozicije 1.5. je op(x) CRio4(x) CR.
Stoga je dog(x) = op(x) i Ooa(x) = o4(x). Zbog teorema 2.21. odatle slijedi op(z) = o4(x).
Posebno, vrijedi

0 ¢ op(z) = 0¢ oax),
dakle, hermitski element x € B je invertibilan u B ako i samo ako je on invertibilan u A. Dokazat
¢emo sada da ta ekvivalencija vrijedi za svaki a ne samo za hermitski element x € B.

Ako je x € B invertibilan u B ocito je z invertibilan i u A. Pretpostavimo sada da je ©z € B
invertibilan u A. Tada je i z* invertibilan u A, pa su z*z i zz* invertibilni u .A. Medutim, elementi
x*z 1 xx* su hermitski, pa su prema dokazanom oni invertibilni u B. Neka su y i z njihovi inversi
u B. Tada je yz*x = e, pa slijedi da je x lijevoinvertibilan u B. Nadalje, iz xz*z = e slijedi da je
x 1 desnoinvertibilan u B. To pokazuje da je x invertibilan u B.

Sada za svaki A € C i svaki x € B imamo

Ae — x nije invertibilan u B S Ae — x nije invertibilan u A.

To znaci da vrijedi

A€o

B(x) = A€ oy(x).
Time je dokazana jednakost og(x) = o4(x).

Prema teoremima 2.18., 2.19., 2.20. i 2.22. za svaki normalan element x unitalne C*—algebre A
postoji jedinstven izometricki x—homomorfizam f — f(z) sa C*—algebre C'(o(z)) u C*—algebru
A takav da je idy () () = @. Pri tome id, () € C(o(z)) oznacava identitetu na o(x) :

idg(x)(/\) = A \V/)\GO'(:L‘)
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Teorem 2.23. Neka je A unitalna C*—algebra i x € A normalan element. Tada je

o(f(z)) = flo(x)) ={f(N); Aea(z)}  VfeC(o(x)).

Dokaz: Neka je B unitalna C*—podalgebra generirana elementom x. Neka je A € o(x). Neka
je geC(o(z)) definirana sa

g(u) = f(A) = f(w),  peo(x).

Tada je g(\) = 0, dakle funkcija g nalazi se u idealu

Cx(o(x)) = {heC(o(x)); h(A) =0}

algebre C(o(x)). No to znaci da element g algebre C(o(x)) nije invertibilan. Slijedi da ni njegova
slika g(z) u algebri B nije invertibilna. Dakle, 0 € og(g(x)), a po teoremu 2.22. to znaci da je
0€o4(g(x)) = o(g(x)), tj. g(z) nije invertibilan u algebri A. Medutim, g(z) = f(A)e — f(x).
Dakle, f(A)€o(f(x)). Time je dokazana inkluzija f(o(x)) C o(f(z)).

Dokazimo i obrnutu inkluziju. Neka je a€o(f(x)), tj. ae — f(x) nije invertibilan u algebri A,
dakle ni u algebri B. Neka je g€ C'(0(x)) definirana sa g(p) = a—f(1). Tada je g(z) = ae— f(x). To
znaci da element g algebre C'(o(x)) nije invertibilan, odnosno, postoji A € o(x) takav da je g(\) = 0.
Tada je « — f(A) =0, tj. @ = f(A). Time je dokazana i obrnuta inkluzija o(f(z)) C f(o(x)).

Promatrajmo sada neunitalnu C*—algebru A i neka je A njena unitalizacija. Neka je e je-
dinica u algebri A. Kao obi¢no identificiramo algebru A s obostranim idealom u A, tako da je
A = A+ Ce. Naravno, ako je  normalni element C*—algebre A funkcionalni racun provediv
je u A : preko Geljfandove transformacije dolazimo do izometrickog *—izomorfizma ¢ +— o(x)
sa C*—algebre C(o’(z)) na unitalnu C*—podalgebru C*(z, e) od A generiranu elementom z. Pri
tome je kao u odjeljku 1.1. sa o'(x) oznacen spektar o z(z) elementa x € A u unitalizaciji A.
Naravno, = € A nije invertibilan u A, tj. 0 € o’(z) Vz € A. Funkcionalni ra¢un za normalni
element x € A moze se provoditi potpuno unutar algebre A ako se ogranic¢imo na funkcije ¢ sa
svojstvom ¢(0) =0 :

Teorem 2.24. Neka je A neunitalna C*—algebra i neka je x € A normalni element. Za
v € C(d'(x)) vrigedi p(x) € A ako i samo ako je ¢(0) = 0. Dakle, ¢ — @(x) je izometricki
x—izomorfizam sa C*—algebre

Co(o'(z)) = {p € C(0'(z)); ¢(0) =0}

na C*—podalgebru C*(z) od A generiranu elementom z. Pri tome je C*(x) = C*(z,e) N A i
C*(z,e) = C*(x) + Ce se prirodno identificira s unitalizacijom od C*(x).

Dokaz: Sve tvrdnje slijede iz ¢injenice da je C*(z) zatvara¢ podalgebre generirane sa x i x*,
tj. zatvara¢ potprostora razapetog sa {z* (x*)é; k.l € Z,, k+ ¢ > 0}. Doista, odatle se vidi da
je C*(x) = C*(z,e) i da je C*(x,e) = C*(x) + Ce. Nadalje, ako je ¢ € Cy(c’(x)) onda se ¢ moze
na o’(x) uniformno aproksimirati funkcijama oblika A — P()\,A), A € o’(z), gdje je P € C[X,Y]
polinom u dvije varijable takav da je P(0,0) = 0, tj. linearna kombinacija monoma oblika X*Y*,
k.l € Z,, k+{>0.Odatle slijedi da je ¢(x) limes niza elemenata iz C*(z), dakle, p(z) € C*(x).
Napokon, neka je ¢ € C(0o’(z)) takva da je p(x) € A. Neka je ¢ = ¢ — ¢(0) € Cp(o’(x)). Tada je
o(x) =P(x) + ¢(0)e i (x) € C*(z) C A, dakle, p(0)e = ¢(x) — (x) € AN Ce = {0}, pa slijedi
©(0) =0.
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Poglavlje 3

Reprezentacije C*—algebri

3.1 Uredaj u C*—algebri

Neka je A C*—algebra. Za element x € A kazemo da je pozitivan i pisemo x > 0 ako je x
hermitski, x = z*, i ako je o/(x) C Ry = [0, +00). Ako je C*—algebra A unitalna, prema zadatku
1.5. zax € Aje o'(z) = o(x) U{0}, dakle, hermitski element = € A je pozitivan ako i samo ako
je o(x) € Ry. Skup svih hermitskih elemenata od A oznacavamo sa A, a skup svih pozitivnih sa
A, . Iz definicije je jasno da vrijedi AL = A, N A.

Lema 3.1. Za svaki v € A, postoji jedinstven y € Ay takav da je y? = x.

Dokaz: Imamo o'(z) C R,. Neka je f : R, — R, neprekidna funkcija definirana sa f(t) = v/,
t € R,. Stavimo y = f(x). Bududi da je funkcija f realna, element y je hermitski. Nadalje, vrijedi
f(0) = 0, pa po teoremu 2.24. zaklju¢ujemo da je y € A. Nadalje, po teoremu 2.23. vrijedi
d(y) = {f(t); t € o/(z)} C Ry, dakle, y € A,. Kako je f(t)> = ¢t Vt vrijedi y* = z. Time je
dokazana egzistencija. Dokazimo sada jedinstvenost. Neka jei z € A, takav da je 22 = x. Neka
je B C*—podalgebra od A generirana sa z. Tada je x = 22 € B, alii y € B jer y je funkcija od z.
C*—algebra B izomorfna je algebri C°(0’(z)) svih neprekidnih funkcija ¢ : 0/(z) — C takvih da
je ¢(0) = 0. Tada je

Bi=A.nB={py); p€Cl'(2)}, CL0'(2) ={peC'(2)); ¢(t) 20 fat € o'(2)}.
Stavimo ¢(t) = t?, t € ¢'(z). Tada je ¢(z) = z. Nadalje, identiteta idy(,)(t) = t, t € o'(2), je
Lema 3.2. Za svaki x € Ay, postoje y,z € Ay takvi dajex =y — 2z 1 yz = zy = 0.

Dokaz: Definiramo neprekidne funkcije f,g: R — R, sa

ottt ako je t > 0, B =t [0 ako je t > 0,
f(t) = 2 10 akojet<DO, g(t) = f(=t) = 2 | -t akojet<0.

Stavimo y = f(x) i z = g(x). Kako je f(0) = ¢(0) = 0, vrijedi z,y € A bez obzira da li je A
unitalna ili ne. Elementi y i z su hermitski jer su funkcije f i g realne, a pozitivni su po teoremu
2.23. jer su funkcije f i g svuda > 0. Napokon, iz identiteta f(t) — g(t) =t i f(t)g(t) =0 Vt € R
slijedix =y —ziyz =2y =0.

Lema 3.3. Neka je A C*—algebra. Skup pozitivnih elemenata A, je konus, tj. vrijedi
(a) Akojex € Ay it € Ry onda jetr € A,.

(b) Ako sux,y € A, ondajex+y e Ay.

45
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Dokaz: U dokazu mozemo pretpostavljati da je C*—algebra A unitalna, buduéi da za neuni-
talnu A vrijedi A, = A, N A.

(a) Ako je x € A, it € Ry, onda je tz hermitski i vrijedi o(tz) = {t\; A € o(x)} C Ry,
dakle, tz € A, .

(b) Neka su z,y € A,. Kako mnozenje s pozitivnim brojem prema (a) ne mijenja pripadnost
A, u dokazu mozemo pretpostavljati da je ||z|| < 11 |ly|| < 1. Tada je o(x) C [0,1], pa je i
o(e —z) C [0,1]. Kako je e — = hermitski, norma mu je jednaka spektralnom radijusu, pa slijedi
lle — z|| < 1. Sli¢no je i |le — y|| < 1. Odatle je

12 = (z +y)l| = (e —2) + (e =yl < [le —zl| + [le =yl < 2.
Dakle, o(2¢ — (x +y)) C [—2,2], pa slijedi o(z +y) C [0,4] CR,, dakle, z +y € A,.
Lema 3.4. Ako za z € A vrijedi —z*z > 0, onda je z = 0.
Dokaz: Koristit ¢emo sljede¢u jednostavnu ¢injenicu:
Zadatak 3.1. Neka je A unitalna algebra i x,y € A. DokaZite da je tada o(xy)U{0} = o(yx)U{0}.
Zbog zadatka 3.1. iz —z*z > 0 slijedi —zz* > 0. Iz leme 3.3. sada slijedi da je —z*z — z2* > 0.

Stavimo x = %(z +z2) iy = %(z — 2*). Tada su z i y hermitski i vrijedi z =z + iy i z* = = — iy.

Odatle je —(z? + y?) = 1(—2"z — 22*) > 0. No kako su ocito 22 > 01 y* > 0, iz leme 3.3. slijedi
i 22 +y? > 0. To znaci da je o(z* + y?) = {0}. Medutim, za svaki hermitski element je norma

jednaka spektralnom radijusu, pa zaklju¢ujemo da je x? + y?> = 0. Sada je 2> = —¢%, pa je i
o(2?) = o(y*) = {0}, dakle 2* = y* = 0. Medutim, elementi x i y su hermitski, pa pomoc¢u
C*—svojstva norme nalazimo ||z||? = ||z2|| = 0, tj. * = 0 i analogno y = 0. Slijedi z = z + iy = 0.

Teorem 3.1. Neka je A C*—algebra i neka je x € Ay. Sljedeca su svojstva medusobno ekviva-
lentna:

(a) x € A,
(b) Postoji y € Ay, takav da je x = y>.
c

(

) Postoji z € A takav da je v = z*2.
(d) Za nekit > ||x| vrijedi ||te — z|| < t.
)

(e) Za svakit > ||z|| vrijedi |[te — x| < t.

Pri tome, ako je algebra A neunitalna u (d) i (e) podrazumijevamo da je uronjena u unitalizaciju
A s jedinicom e. Napokon, konus A, je zatvoren i vrijedi A, N (—Ay) = {0}.

Dokaz: Implikacija (a) = (b) slijedi iz leme 3.1. a implikacija (b) = (c) je trivijalna.
Dokazimo implikaciju (¢) = (a). Neka je z € A. Tada je element z*z hermitski. Definiramo
sada neprekidne funkcije f,g: R — R, sa

Vit ako je t > 0, 0 ako je t > 0,
ft) = g(t) =
0 ako je t < 0, V-t ako je t < 0.
Tada je fg =01t = f(t)?—g(t)%. Dakle, pozitivni elementi u = f(z*2) i v = g(2*z) zadovoljavaju

wv =vu =0 i 22 =u? — 2.

Slijedi
v2* 20 = vulv — vt = —ovt.
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Stavimo li w = zv, dobivamo
—wrw = —vz*zv = vt >0,

pa iz leme 3.4. slijedi w = 0. Odatle je v* = 0, pa slijedi v = 0, jer je element v hermitski. Dakle,
vrijedi 2*z = u?, a kako je element u hermitski, slijedi 2*z > 0, tj. z*z € A_.

Dokazimo sada implikaciju () = (e). U dokazu te implikacije mozemo bez smanjenja
opCenitosti pretpostavljati da je algebra A unitalna. Neka je t > ||z] i neka je x = y? za hermitski
element y. Tada je x = f(y), gdje je f € C(o(y)) funkcija f(t) = t*. Bududi da je funkcionalni
racun ¢ — ¢(y) izometricki izomorfizam sa C'(o(y)) na unitalnu C*—podalgebru generiranu sa y,
imamo ||z|| = || f||leo- Stoga je 0 < f < [|z]| < t, paslijedi 0 <t — f < t. Prema tome,

lte = zf| =11t = )W = [It = flloo < 2.

Bududi da je implikacija (¢) = (d) trivijalna, dokaz ekvivalencije pet svojstava ¢e biti potpun
ako dokazemo implikaciju (d) = (a). U dokazu te implikacije mozemo takoder bez smanjenja
opCenitosti pretpostavljati da je algebra A unitalna. Dakle, pretpostavimo da za hermitski element
r € Aizanekit > ||z| vrijedi |[te— x| < t. Neka je g = idy(m) € Co(2)), tj. g(A) = A VA € o(z).
Tada je g(z) = x, pa imamo

t = lte — x| = [I(t = g)(@) ]| = It = glloo-

Odatle slijedi da je identiteta nenegativna funkcija na o(x), a to upravo znaci da je o(z) C Ry,
tj. dajexr € A,.

Dokazimo sada da je konus A, zatvoren. Zbog dokazane ekvivalencije svojstva (d) s ostalim
svojstvima imamo jednakost

Ay = Apn{z € A [ (J[zlle) — x| < [l[}-

Odatle slijedi zatvorenost konusa A, , buduéi da je skup Aj, zatvoren zbog neprekidnosti involucije
x +— x*, a drugi skup u gornjem presjeku je zatvoren zbog neprekidnosti norme.

Napokon, neka je = € A, N (—.A, ). Prema svojstvu (c) postoji z € A takav da je z = z*2. No
tada jei —z*z € A, pa iz leme 3.4. slijedi z = 0, odnosno, x = 0.

Pomoc¢u pojma pozitivnog elementa definiramo uredaj na realnom vektorskom prostoru Aj.
Zax,y € Ay, stavljamo x < y ako jey—x € A ; piSemo tada i y > x. Radi se doista o parcijalnom
uredaju na Ay, :

e Akosuz,y € A, takvidajex <yiy <z, ondajey—x e A, N(—A,), pa iz posljednje
tvrdnje teorema 3.1. slijedi y — x = 0, odnosno, x = y.

e Neka sux,y,z€ Ay takvidajex <yiy <z Tadasuy—z,z—y € Ay, pa iz tvrdnje (b)
leme 3.3. slijedi z —z = (2 —y) + (y — z) € A, dakle, z < z.

Nadalje, taj uredaj postuje strukturu realnog vektorskog prostora na Ay :
o Akosuz,y,z € Apiakojexr <y, ondaje (y+2)—(v+2) =y—z € A, dakle, v+2 < y+2.

e Ako su z,y € Ay, takvi da je z < y iako jet € Ry, tada je y — x € A, pa iz tvrdnje (a)
leme 3.3. slijedi ty — tz = t(y — z) € Ay, dakle, tx < ty.

Zadatak 3.2. Neka su x,y € Ay i z € A. Dokazite da iz x <y slijedi z*xz < 2*yz.

Uputa: Primijenite lemu 3.1. na pozitivan element y — x.
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Propozicija 3.1. Pretpostavimo da je C*—algebra A unitalna, da su x,y € A, invertibilni i da
vrijedi x < y. Tada su ™'y~ € Ay i vrijedi y=* < 271,

Dokaz: Kako je opéenito (2*) " = (271)" za z € A%, elementi 2~ i y~! su hermitski. Nadalje,
iz tvrdnje (b) propozicije 1.1. slijedi da su pozitivni. Prema lemi 3.1. postoje u,v € A, takvi da
je u?> = x i v? = y. Prema zadatku 3.2. imamo

e—v it =v N (y—z)w Tt >0.

Odatle je
(uv_l)* (uv_l) B e,
pa slijedi
12 () (o) = leF = e <1

Adjungiranje ne mijenja normu, pa imamo i

lo™ ull = {[ (uwo™)"

<1

?

a odatle je
U2 ol = | 0t)” (o t)

pa slijedi
e > ('U’lu)* (v’lu) = uv u - e>uy “u.
Primjenom zadatka 3.2. iz posljednje nejednakosti nalazimo

-1

s l=uteuw ' >ut (uy_l )u_l = y_l.

Zadatak 3.3. Neka su x,y € A, takvi da je x < y i xy = yx i neka je n € N. DokaZite da je
" < y".

Zadatak 3.4. Neka su x,y € A, takvi da je v <y i xy = yx i neka su u,v € A, takvi da je

u? = x i v? = y. Dokazite da je tada u < v.

Zadatak 3.5. Neka je v € Aj, i neka je n € N neparan broj. Dokazite da postoji jedinstven
y € Ay, takav da je y" = x.

Zadatak 3.6. Neka su z,y € A, takvi da je x <vy. Dokazite da je tada ||z|| < |yl
Propozicija 3.2. Neka je ¢ : A — B x—homomorfizam C*—algebri. Tada je p(A,) = p(A)NB;.
Dokaz: Ako je x € A,, prema lemi 3.1. postoji y € A, takav da je z = y?. Tada je

o) =9)? 1 o) =ely)=ey),

pa je po teoremu 3.1. ¢(z) € B,. Dakle, ¢(Ay) C p(A)NB,.
Neka je z € p(A) N By ineka je x € A takav da je z = p(x). Tada je

pa") =)' ==z = pa'r)=2"
Imamo z*x € A, pa postoji y € A, takav da je y?> = z*z. Sada je
p(y)* = o(y*) = p(z"z) = 2%

Prema dokazanom je ¢(A,;) C B, . To znaci da su ¢(y) i z elementi od By s jednakim kvadratima.
No tada iz jedinstvenosti u lemi 3.1. slijedi z = ¢(y) € ¢(A4). Time je dokazana i obrnuta inkluzija

p(A) N By C (AL).
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3.2 Aproksimativne jedinice

Neka je A C*—algebra. Aproksimativna jedinica u A je hiperniz (e))yea u A, sa svo-
jstvima:

(a) Skup indeksa A je parcijalno ureden skup koji je usmjeren, tj. za bilo koje A, u € A postoji
veAtakavdaje A<vipu<uw.

(b) Hiperniz je rastudi, tj. ako su \,p € Ai X < pondaje ey <e,.
(c) lleall <1 VA € A.

(d) Za svaki x € A je

li =1 =

lim e,z = lim ze, = z.
Pri tome, ako je A usmjeren skup, kazemo da hiperniz (a)),ep u A konvergira prema a € A,
ako za svaki € > 0 postoji \g € A takav da vrijedi

AEA A>N =  |lay—a| <e

Naravno, ako je algebra A unitalna tada za bilo koji usmjeren skup A dobivamo aproksimativnu
jedinicu ako stavimo ey =e V.

Zadatak 3.7. Neka je A unitalna C*—algebra s jedinicom e i neka je (ex)aen hiperniz u A,
indeksiran usmjerenim parcijalno uredenim skupom A koja je rastuci, tj. AN < p = ey < ey, 0
takav da je ||lex]] <1 VA. Dokazite da je taj hiperniz aproksimativna jedinica algebre A ako i samo
ako je

li —e|| =0.

tim lex —

Teorem 3.2. Neka je A C*—algebra 1 neka je T dvostrani ideal u A koji je gust u A. Postoji
aproksimativna jedinica u A sastavljena od elemenata ideala Z. Ukoliko je algebra A separabilna
tada se moze izabrati aproksimativna jedinica v L indeksirana prirodnim brojevima, tj. kao rastuci
niz.

Dokaz: Neka je A = A+ Ce unitalizacija od A. T je dvostrani ideal i u algebri A. Neka je A
skup svih konacnih podskupova od Z ureden inkluzijom. Naravno, taj je parcijalno ureden skup
usmjeren. Za A\ = {x1,...,2,} € A stavimo

-1
. 1

ay = r1x] + -+ 2 i eA:aA(—e—aA :
n

primijetimo da je ey doduse izracunat u A, ali lezi u Z, jer je Z dvostrani ideal u A.

Za t > 0 funkcija
t

r’

t—

poprima vrijednosti iz [0, 1]. Stoga je 0 < e, < e.
Bududi da ay i ey komutiraju, imamo

n

Z[(e,\ —e)zil[(ex — e)zi]* = (ex — e)ax(ex — €) = ar(ex — ).

i=1
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No kako je
(1 >_1 (1 )_1[ 1 ] 1(1 )_1
ex—e=ay|—e+ay —e=|—e-+ay ay— —e—ay| =—— | —e+ay ,
n n n n\n

1 1 =
Z ex — e)x;][(ex — e)x;]" = ﬁa)‘ (Ee + a>\> = Ef(a,\),

slijedi

3

gdje je f: Ry — R, funkcija

t
[ ———
(% +1)
Derivacija te funkcije
1
1_y
i) = =
(i +1)°

ima kao jedinu nultocku %, za t < % je pozitivna, a za t > % je negativna. Dakle, funkcija f
poprima svoj maksimum u tocki % 1 taj je jednak

1
n___n
b+
Slijedi da je
S f(er — e)rilllen — o)l < e = Lo
£ HHEA =021 ",
Odatle je za svakii € {1,...,n}
1
(ex = e)aillten — e)al” < e,

pa pomocu zadatka 3.6. slijedi

leaz; — a;)* < e

Time smo dokazali da za svaki n—clani A € A i za svaki x € X vrijedi

lext — z|| < —=

Q\f

Neka je sada z € Z i neka je ¢ > 0. Neka je ng € N takav da je ng > 1/4¢? i neka je g € A
no—clani skup koji sadrzi x. Tada svaki A > Ay takoder sadrzi x i ima n > ng clanova, pa je

1 1
— < — < <
lexz — =l < 2n = 2o

Time je dokazano da vrijedi

lim eye = 2 Ve el.
AEA

Bududi da je ideal Z gust u A, slijedi

lim eyz =z Ve € A.
AEA
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Primjenom involucije na

lim eyz* = 2*
AEA

slijedi da je i

lim zey, =z Vo € A.
AEA
Treba jos dokazati da iz A < p slijedi ey < e,. Ako su A, € A takvi da je A < p, mozemo
pisati
A=A{zy,...,z,}, w=Ax,...,xn}t, m > n.
Tada je
ay = lexf < lexf =ay,.
i=1 i=1
Stoga je

1
—e+tay < —e+a,
n n

a odatle i iz propozicije 3.1. slijedi

(o) s (ren)

Nadalje, kako je m > n, vrijedi

a odatle slijedi

(] + h > L2 + B (3.2)
— a — a . .
n\n a om\m :

Iz (3.1) i (3.2) nalazimo

1 -1 1/1 -1 1/1 -1
ex = ay ge—ka)\ :e—g ge—ka)\ <e—— ge—l—au <

Napokon, pretpostavimo da je C*—algebra A separabilna. Tada postoji prebrojiv skup
{zr; k € N} uZ koji je gust u A. Stavimo tada e, = eqs,,. z,}. Prethodni dokaz daje 0 < e, < e,
zan <m, |le,|| <1 VneNi

lim |e,zp — k]| =0  VkeN. (3.3)

Neka je sada x € Aie > 0. Buduéi da je skup {zy; k& € N} gust u A, postoji k € N takav da je

I — k]| <

Wl ™M™

Sada zbog (3.3) postoji ng € N takav da vrijedi

llenzr — zk]| < Vn > ng.

Wl M
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Stoga, koristedi ¢injenicu da je |le,|| < 1, za n > ng dobivamo

2 ¢
leaz = 2]l < llea(e = @Il + llents = 2l + s = 2] < 2w = well + llewzs - aull < T + 5 = <.

Time je dokazano
lim e,z ==z Vo e A.

n—oo

Naravno, pomoc¢u adjungiranja dobivamo i

lim ze, = Vo € A.

n—oo

Zadatak 3.8. Neka je A C*—algebra i R desni ideal v A. DokaZite da postoji hiperniz (ex)xea
RN AL, indeksiran usmjerenim skupom A, sa sljedecim svojstvimas:

(@) Za A, pe N i <poriediey, <e,.
(b) lexl]] <1 VA € A.
(¢) Vrijedi

}\15\1 exr =u Vo € CI(R).

3.3 Zatvoreni ideali, kvocijenti i homomorfizmi C*—algebri

Propozicija 3.3. Neka je A C*—algebra i neka je J zatvoren obostrani ideal u A. Tada je J
x—ideal, 1. v € J = ¥ € J.

Dokaz: Neka je x € J. Prema teoremu 3.2. u C*—algebri J postoji aproksimativna jedinica,
tj. hiperniz (e))rea pozitivnih elemenata indeksiran usmjerenim skupom A takav da je

=i )
z = lim e,
Bududéi da je adjungiranje * neprekidno preslikavanje sa A u A, slijedi
" =lim e\z™.
AEA

J je dvostrani ideal pa iz ey € J slijedi exz* € J. Kako je ideal J zatvoren, zakljucujemo da je

zre J.

Ako je J obostrani zatvoren ideal u C*—algebri A, znamo da je kvocijentna algebra A4/J
Banachova algebra s normom

|z + Tl = inf{llz+yl; ye T}, ze€A
Bududi da je J x—ideal, lako se provjeri da je sa
(x+TJ) =a"+J, xr € A,
definirana involucija na kvocijentnoj algebri A/J. Vazno je da norma na 4/J ima C*—svojstvo:

Propozicija 3.4. Neka je A C*—algebra i neka je J zatvoren obostrani ideal u A. Tada je A/ T
C*—algebra.



3.3. ZATVORENI IDEALI, KVOCIJENTI I HOMOMORFIZMI C*—ALGEBRI 53

Dokaz: Neka je
E={ue J; u=u", o(u) C[0,1]};
pri tome, ako je algebra A neunitalna, o(u) oznacava spektar elementa u u njenoj unitalizaciji A.

Tvrdimo da je tada
|z + J|| = inf {||x — zu||; v € E} Vo e A.

Doista, kako je zu € J za svaki x € A isvakiu € E C 7, ocito vrijedi nejednakost
lz+ T < inf {{|lz — zul); we E}.
Obrnuta nejednakost slijedit ¢e ako dokazemo da za svaki y € J postoji niz u, € E takav da za

svaki x € A vrijedi
|z + y|| > inf {||z — zu,||; n € N}.

Prema teoremu 3.2. postoji aproksimativna jedinica (ey)yea u F za C*—algebru J. Tada je za
svaki y € J

=i
y = lim ye,

pa za svaki y € J mozemo izabrati podniz (u,),en hiperniza (ey)xea takav da je

y = lim yu,.

Zasvakiu € E je 0 <wu < e, dakle, [[e—u| < 1,1, posebno, ||e —u,| <1 za svaki n. Stoga imamo
redom
[ +yl = liminf [|(z +y)(e — un)|| = liminf [|(z — zun) + (y — yun)|| =

= liminf ||x — zu,|| > inf {||z — zu,||; n € N},
n—oo

jer je lim,, o (y — yu,) = 0.
Primjenom dokazane jednakosti nalazimo za svaki x € A (racunajudi gdje je potrebno u algebri

A):
lz+T||? = inf {||z—2ul|?; v € E} = inf {||z(e—u)|* u € E} = inf {||(e—u)z*z(e—u)||; u € E} <
< inf{|lz"z(e —w)||; vwe E} = inf{||z*z —2"zul); v e E} = 272+ T = [[(z + T)"(z + T)||
Time je dokazana nejednakost
lz+TI? < Iz + T)*( + T
Iz te nejednakosti kao u dokazu teorema 1.9. slijedi C*—jednakost.
Teorem 3.3. Neka su A i B C*—algebre i neka je n: A — B x—homomorfizam.

(a) Operator 7 je neprekidan i norma mu je manja ili jednaka 1.

(b) Ako je homomorfizam m injektivan, on je izometrija.

(¢) Slika w(A) homomorfizma w je zatvorena i to je C*—podalgebra od B.
(d)

d) Homomorfizam 7 inducira izometricki x—izomorfizam kvocijentne algebre A/ ker m na alge-
bru w(A).
Dokaz: (a) Pretpostavimo prvo da su .4 i B unitalne C*—algebre s jedinicama e4 i eg i da
je homomorfizam 7 unitalan, tj. m(e4) = eg. Tada 7 preslikava invertibilne elemente algebre A u
invertibilne elemente algebre B. Odatle slijedi da je og(m(x)) C 04(x) za svaki z € A. Bududi da
je norma svakog hermitskog (Cak i normalnog) elementa unitalne C*—algebre jednaka njegovom
spektralnom radijusu, za svaki x € A imamo redom:

lx@)|I* = [I7(z"2)]| = v(7(2"2)) < v(z"z) = |l2"z]| = [|=]*,

Time je tvrdnja (a) dokazana uz navedene pretpostavke.
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Pretpostavimo sada samo da je algebra 4 unitalna s jedinicom e 4. Mozemo pretpostaviti da
je slika 7(A) gusta u B; ako nije tako, mozemo bez smanjenja opéenitosti promatrati zatvarac
slike 7m(A) umjesto C*—algebre B. m(e4) je jedinica za algebru 7(.A), a kako je ova gusta u B zbog
neprekidnosti mnozenja zakljucujemo da je m(e4) jedinica u algebri B. U tom slu¢aju tvrdnja je
ve¢ dokazana.

Pretpostavimo napokon da je algebra A neunitalna i neka je A = A+ Ce4 njena unitalizacija.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je algebra B unitalna; naime, ako nije tako,
algebru B mozemo zamijeniti s njenom unitalizacijom. Definiramo sada 7: A — B na sljedeéi
nacin:

7(x+ Xea) = w(x) + Aep, reA NeC.
Lako se vidi da je na taj nacin definiran *—homomorfizam koji prosiruje 7. Sada iz dokazanog
slijedi da je 7, a time i njegova restrikcija m, neprekidan i norme manje ili jednake 1.

(b) Mozemo pretpostavljati da su algebre A i B unitalne i da je homomorfizam 7 unitalan.
Doista, ako nije tako, postupamo jednako kao u dokazu tvrdnje (a). Iz dokaza tvrdnje (a) vidi se
da ¢e izometriénost homomorfizma 7 slijediti ako dokazemo da za svaki hermitski element z € A
vrijedi jednakost op(m(z)) = o4(2). Veé¢ znamo da je op(m(z)) C o4(z). Pretpostavimo da ti
skupovi nisu jednaki. Tada postoji neprekidna funkcija f: o4(z) — R, takva da je f # 0, ali
da je f(A) = 0 za svaki A € op(7(z)). Iz Weierstrassovog teorema (korolar 2.3.) slijedi da je
funkcija f uniformni limes niza polinoma. Za svaki polinom P je P(w(z)) = n(P(z)). Buduéi da
je homomorfizam 7 neprekidan odatle slijedi da je f(7(2)) = 7(f(z)). Medutim, to je nemoguce
jer je f(2) # 0, f(n(2)) = 01 po pretpostavci je m injekcija. Ova kontradikcija pokazuje da je
nuzno og(m(z)) = o4(z), §to je i trebalo dokazati.

(d) slijedi iz (b). Ako je 7 injekcija, onda je prema (b) slika w(A) potpuna, dakle zatvorena,
podalgebra od B. Zbog (d) slika 7(.A) je zatvorena u B i ako 7 nije injekcija. Dakle, vrijedi i (c).
Korolar 3.1. Neka je A C*—algebra s normom || - || i neka je i || - |1 norma na A s obzirom na
koju je A takoder C*—algebra. Tada je |z||y = ||z|| za svaki x € A.

Dokaz: Tvrdnja slijedi neposrednom primjenom tvrdnje (b) teorema 3.3. jer je identiteta id 4
bijektivni *—homomorfizam C*—algebre A s normom || - || na C*—algebru A s normom || - ||;.

3.4 Reprezentacije

Reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H je *x—homomorfizam
m: A — B(H). Pri tome je B(H) C*—algebra ogranicenih linearnih operatora na H na kojoj
je norma zadana sa

[All =sup {[|ALl[; £ € H, [I€]| <1}, A€ B(H),
a involucija je adjungiranje
(A%¢In) = (€]An)  VEnENR.

Zatvoren potprostor I prostora H zove se m—invarijantan ako je on invarijantan za svaki
operator m(z), z € A. U tom sluc¢aju je pomocu restrikcija

() = 7(z)|K, r €A,

definirana reprezentacija m¢ od A na Hilbertovom prostoru K koja se zove subreprezentacija od
7. Ako je K m—invarijantan potprostor onda je i njegov ortogonalni komplement X+ 7 —invarijantan.
Doista, za z € A iza { € K+ imamo za svaki n € K

(m(z)¢ln) = (€]m(z*)n) =0
jer je m(z*)n € K. Dakle, m(z)¢ € K*.
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Zatvara¢ Cl[r(A)H] potprostora
[r(AH] = [{n(2)¢; = € A, § € HJ]

otito je m—invarijantan. Stoga je i njegov ortogonalni komplement (Cl[r(A)H])* = [r(A)H]*
m—invarijantan potprostor. Za n € ‘H imamo redom

ner(AHT <= ((@@)én) =0VEcHiVzeA <

— (")) =0V eHiVreAd <= n(z")n=0Vr e A <= n(x)n=0Vre A

Reprezentacija 7 zove se nedegenerirana ako je potprostor [m(A)H]| gust u H. Prema gornjem
to je ekvivalentno uvjetu da iz w(z)n = 0 Vo € A slijedi n = 0. Zbog toga je ocito svaka sub-
reprezentacija nedegenerirane reprezentacije i sama nedegenerirana.
Neka je 7 reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H. Ako je £ € H, zatvarac
Cl(m(A)¢) potprostora
r(A)E = {n(2)&; = € A}.

je ocito invarijantan i zove se ciklicki potprostor. Reprezentacija 7 se zove cikli¢ka, odnosno,
¢itav se prostor H zove cikli¢ki prostor, ako postoji vektor £ € ‘H takav da je potprostor m(A)§
gust u H. U tom se slucaju £ zove ciklicki vektor reprezentacije 7.

Teorem 3.4. Neka je m nedegenerirana reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H.
Postoji skup ciklickih invarijantnih potprostora koji su medusobno ortogonalni i ¢ija je suma gusta

u H.

Dokaz: Neka je P skup svih skupova medusobno ortogonalnih ciklickih potprostora od H.
Taj je skup parcijalno ureden inkluzijom. Ako je R neki njegov linearno ureden podskup, onda
je unija svih skupova iz R ocito element od P i to je gornja meda za R. Prema tome, parcijalno
ureden skup P zadovoljava uvjet Zornove leme, pa u P postoji neki maksimalan element X. To
znaci da je X skup medusobno ortogonalnih ciklickih potprostora i ne postoji Y € P takav da je
X C Y. Neka je XX suma svih potprostora iz X. Pretpostavimo da XX nije gust u ‘H. Tada je
K = (2X)* # {0}. K je m—invarijantan potprostor od H. Subreprezentacija mx je nedegenerirana,
pa IC sadrzi neki ciklicki potprostor £. No tada je X U{L} € P i X C X U{L}. To je nemoguce
zbog maksimalnosti X u P. Ova kontradikcija pokazuje da je XX gusto u H.

Neka su 7 i o reprezentacije C*—algebre A na Hilbertovim prostorima H i K. Reprezentacije
w10 zovu se ekvivalentne ako postoji izometricki izomorfizam U: 'H — IC, takav da je

Urn(z) = o(z)U Vx € A.

Primijetimo da je ogranic¢en operator U € B(H, K) izometricki izomorfizam sa H na K ako i samo
ako je UU* = I i U*U = Iy. Dakle, gornji se uvjet moze zapisati i ovako:

Un(z)U* =0o(x) Vo € A.

U tom slucaju piSemo m ~ o. Ocito je ~ relacija ekvivalencije na skupu svih reprezentacija

C*—algebre A.

Teorem 3.5. Neka je J zatvoren obostrani ideal u C*—algebri A i neka je m nedegenerirana
reprezentacija C*—algebre J na Hilbertovom prostoru H. Postoji jedinstveno prosirenje m do
reprezentacije T C*—algebre A na prostoru ™. Ako suw i o ekvivalentne nedegenerirane reprezenta-
cije od J, onda su njthova prosirenja 7 i ¢ ekvivalentne reprezentacije od A.
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Dokaz: Dokazat ¢emo da za svaki x € A postoji jedinstven 7(z) € B(H) takav da vrijedi
7(x)m(y) = m(zy) Vy € J. Jedinstvenost je ocita posljedica nedegeneriranosti reprezentacije m od
J na H. Ostaje nam da dokazemo egzistenciju.

Pretpostavimo najprije da je reprezentacija m ciklicka, tj. da postoji & € H takav da je
potprostor 7(J)¢& gust u H. Tvrdimo da je tada

[r(zy)ell < =l - = (w)ll,  VeeAivyed.
Doista, neka je y € J i neka je (e))xea aproksimativna jedinica C*—algebre [J. Tada je

=1i
Y )\Ig% exy

pa za svaki x € A imamo
I (zy)€ll = lim [|w(zery)€l| = lim [|w(zex)m (y)E]| < sup [[wex]| - [r(y)ell < =] - lw(y)E]l,
AEA

kao sto smo i tvrdili. Iz dokazane nejednakosti slijedi da je za svaki z € A sa 7(y)§ — 7w(xy)¢
dobro definiran ogranic¢en linearan operator na normiranom prostoru 7(J)§. Taj je potprostor
gust u H, pa zaklju¢ujemo da postoji ogranicen linearan operator 7(x): H — H takav da je
7(x)m(y) =n(zy), € A, ye J.

U opéem slucaju prema teoremu 3.4. postoje medusobno ortogonalni ciklicki potprostori H,,
i € I, ¢ija je suma Y;H; gusta u ‘H. Prema dokazanom za svaki ¢ € I i za svaki © € A postoji
pi(z) € B(H;) takav da je

pi)r () Hi =m(zy)|Hi  VyeT 1 lp@)] <zl

Definiramo p(x): ¥;H; — ¥;H; tako da stavimo p(z)|H; = pi(z), ¢ € I. Tada je p(z) ogranicen
linearan operator na potrostoru 3;H;. No taj potprostor je gust u H pa se p(x) prosiruje do
7(x) € B(H) s trazenim svojstvom 7(x)7(y) = n(zy), z € A, y € J.

Iz jedinstvenosti operatora 7(x) sa zadanim svojstvom neposredno slijedi da je 7 reprezentacija
C*—algebre A na prostoru ‘H koja prosiruje reprezentaciju m od J i to prosirenje je jedinstveno.
Time je dokazana prva tvrdnja teorema 3.5.

Dokazimo i drugu tvrdnju. Neka je U € B(H, K) izometricki izomorfizam takav da je

Ur(y)=0o(y)U  VyeJ.
Tada za jedinstvena progirenja 71 6 i za svaki x € A, y € J i £ € H vrijedi:
Un(z)m(y)€ = Un(ay)§ = o(ay)UE = o(x)o(y)UE = a(x)Un(y)¢.

Kako je reprezentacija m od J nedegenerirana, vektori 7(y)¢ razapinju gust potprostor od H, pa
slijedi Un(z) = &(x)U za svaki x € A. Dakle, reprezentacije 7 i & su ekvivalentne.
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3.5 Ireducibilne reprezentacije

Reprezentacija m C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H zove se reducibilna ako postoji
m—invarijantan potprostor od H koji je netrivijalan, odnosno koji je razlicit od {0} i od H. Ako
netrivijalan m—invarijantan potprostor ne postoji, reprezentacija m zove se ireducibilna. To
znaci da nijedan netrivijalan hermitski projektor ne komutira sa svim operatorima 7(z), z € A.
Ocito je svaka ireducibilna reprezentacija na prostoru koji nije jednodimenzionalan nedegenerirana.
Reprezentacija m # 0 je ireducibilna ako i samo ako je za svaki £ € H, £ # 0, potprostor m(A)¢&
gust u ‘H.

Teorem 3.6. Neka je A C*—algebra, J zatvoren obostrani ideal u A i 7 ireducibilna reprezentacija
od A na Hilbertovom prostoru H. Ako je J € kern, tj. n(J) # {0}, onda je restrikcija w|J ire-
ducibilna reprezentacija C*—algebre J na prostoru ‘H. Nadalje, ako za ireducibilne reprezentacije
w0 od Avrijedi n(J) # {0} i 0(J) # {0} i ako su reprezentacije w|J i o|J od J ekvivalentne,
onda su reprezentacije w 1 o ekvivalentne.

Dokaz: Za prvu tvrdnju dovoljno je dokazati da je potprostor m(J){ gust u H za svaki
£ €H,E#0. Kako je J ideal u A ocito je zatvara¢ Cl(w(J)&) potprostora w(J )& m—invarijantan
potprostor od H. Buduéi da je reprezentacija 7w ireducibilna, slijedi da je Cl(w(J)¢) = H ili je
Cl(n(J)§) = {0}. U drugom slucaju je w(y)¢ = 0 Vy € J. Odatle imamo redom:

(m()éln) =0 YyeJ meH — (nlyn) =0 Ve, VneH — &LIr(J)H]

Dakle, [r(J)H]* # {0}. No taj je potprostor m—invarijantan, pa zbog ireducibilnosti slijedi
[7(J)H]* = H. Odatle bi slijedilo da je m(J) = {0}. No to je suprotno pretpostavci. Ova kon-
tradikcija pokazuje da za svaki vektor £ # 0 vrijedi Cl(n(J)¢) = H i time je dokazano da je
reprezentacija m|J ireducibilna.

Druga tvrdnja slijedi neposredno iz druge tvrdnje teorema 3.5.

Veé smo spomenuli da je reprezentacija m C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H ire-
ducibilna ako i samo ako nema hermitskog projektora P € B(H) razlicitog od 0 i od I koji
komutira sa svim operatorima 7(x), x € A. Stoga je u sljedeéem teoremu jedna implikacija trivi-
jalna:

Teorem 3.7. Neka je m reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H. Reprezentacija
7 je ireducibilna ako 1 samo ako je

{A € B(H); An(x) =7(x)AVz € A} =CI ={\I; X € C}.

Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi gornja jednakost. Neka je P € B(H) hermitski projektor
takav da je Pr(z) = m(x)P za svaki x € A. Tada je P = A za neki A € C, a kako je P projektor,
slijedi A2 = )\, dakle, ili je A = 0 ili je A = 1. To znaci da je ili P = 0 ili je P = I, pa zaklju¢ujemo
da je reprezentacija 7 ireducibilna.

Da dokazemo obrnutu implikaciju, treba nam spektralni teorem za hermitske operatore na
Hilbertovom prostoru. Taj ¢emo teorem sada obrazloziti i iskazati bez dokaza. (Radi se o teoremu
5.6. u kolegiju ” Kompaktni operatori”). Prije svega, ako je A € B(H) hermitski operator koji
je pozitivan, tj. takav da vrijedi (A£|€) > 0 V€ € H, onda postoji jedinstven pozitivan operator
B takav da je B2 = A. Operator B zove se drugi korijen iz operatora A i oznacava sa v/A.
Ta je tvrdnja dokazana u kolegiju ” Kompaktni operatori”, a jednostavno slijedi i koristenjem
funkcionalnog racuna. Operator v/ A ima svojstvo

VC € B(H), VAC=CVA <  AC=CA.
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Ako je operator A € B(H) hermitski, onda je operator A? pozitivan. Definiramo tada operatore
1 1
A+:§<\/A2+A) i A_:§<\/A2—A>.

Pokazuje se da su tada operatori A, i A_ pozitivni i da vrijedi A=A, — A_.

Za hermitski operator A i za A € R operator A\I — A je takoder hermitski. Oznacimo sa E)
ortogonalni projektor prostora H na jezgru N((A — A)_) operatora (Al — A)_. Tada se A\ — E)
zove spektralna funkcija hermitskog operatora A.

Teorem 3.8. (Spektralni teorem za ograniceni hermitski operator) Neka je A — F)
spektralna funkcija hermitskog operatora A € B(H).

(a) Za C € B(H) vrijedi AC = C'A ako i samo ako je ExC = CE, YA € R.
(b) Za X\ < p wrijedi E\E, = E, E\ = E,.
(¢) Za svaki vektor & € H funkcija A — E\§ sa R u H je zdesna neprekidna, tj. za svaki A € R

vrigeds
i{r/l\ Eug = E\¢.

(d) Stavimo

m = inf {(A£[¢); € H, [lEl =1} @ M =sup{(AgJ¢); £ €M, €] =1}

Tada vrijedi
A<m — FE,=0 7 A>M — E,=1.

(e) Neka sum i M kao u (d) i neka sua <m ib> M. Neka je P = {Xo, A\1,...,\n} bilo koja
subdivizija segmenta [a,b] :

Aa=X <A <+ < A1 < A, =0

Tada vrijedi
Z)‘kfl(E/\k - E/\kfl) <AL Z)\k(E/\k - E/\k—l)‘
k=1 k=1

Nadalje, uz oznaku 6(P) = max{\y — M\p_1; 1 < k < n} i za bilo koje vy € [Ap_1, \el,
1 <k <n, vrigeds

A= By, — Ey_ )| < 6(P).

k=1

Prijedimo sada na dokaz druge implikacije u teoremu 3.7. Pretpostavimo da je reprezentacija
m C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H ireducibilna. O¢ito je

CI C{A € B(H); Ar(x) = n(x)A Vz € A}.
Treba jos dokazati obrnutu inkluziju tj. treba dokazati da vrijedi:
A€ B(H), An(z)=mn(x)A VreA = A=Al zaneki \ €C.

Pretpostavimo najprije da je operator A hermitski. Neka je A — E), A € R, spektralna funkcija
operatora A. Prema tvrdnji (a) spektralnog teorema 3.8. tada vrijedi

E\m(z) = m(x)E) VAeR i VzeA
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Svaki F\ je ortogonalni projektor pa iz ireducibilnosti reprezentacije 7 slijedi da je za svaki A € R
ili £y, = 0ili £, = I. Sada iz tvrdnje (b) spektralnog teorema zaklju¢ujemo da postoji p € R
takav da je B\ = 0 VA < pi Eyx = I VA > p. Nadalje, zbog neprekidnosti zdesna (tvrdnja (c)
spektralnog teorema) vrijedi £, = I. Dakle, vrijedi

A<pu = FE\=0, A>pu = FE,=1
Neka su m, M, a, b kao u spektralnom teoremu:

m =inf {(A£[€); € H, [[§ =1}, M =sup{(AL[S); € H, € =1}, a<m, b>M
Neka je € > 0 proizvoljan i neka je P = {\g, A1, ..., \,} subdivizija segmenta [a,b] takva da je
M =pzanekike{l,...,n—1}idajed(P) <e, tj. [\ —Aj_1| <eVje{l,2,...,n}. Stavimo

B =Y N(E\ — Ex_,).
j=1

Prema tvrdnji (e) spektralnog teorema tada je [|[A — B|| < e. Nadalje,
By =Ey=--=E, =0 i B =E, = =E, =1

Prema tome,

o

akojel1 <j<k—-1

Eyx, —E\,_,=4¢ 1 ako je j =k
0 akojek+1< 7 <n,
pa slijedi
B =X\ = pul.

Na taj nac¢in dokazali smo da je ||A — pl|| < e, a kako je € > 0 bio proizvoljan, zakljuc¢ujemo da
je A=pul.

Neka je sada da je A € B('H) proizvoljan (tj. ne nuzno hermitski) i da vrijedi Aw(x) = w(z)A
Vz € A. Adjungiranjem te jednakosti zbog m(z)* = 7 (z*) i zbog A* = A imamo redom

m(x) A" =Ar(z)" Ve A = n(x")A"=A"1(z") Ve e A = w(x)A" = A*n(z) Vz € A.

Stavimo sada A; = %(A + A% 1 Ay = %(A — A*). Tada je A = Ay + iA,, operatori A; i Ay su
hermitski i vrijedi

Aim(z) =7m(x)A Ve e A 1 Agm(z) = 7(x)As Vo € A.
Prema dokazanom postoje jiq, us € R takvi da je Ay = pu1l i Ay = pol. Sada za A = puy +ipus € C

1mamo

Time je teorem u potpunosti dokazan.
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3.6 Pozitivni funkcionali i reprezentacije

U daljnjem (sve do pred kraj ovog odjeljka) A predstavlja unitalnu C*—algebru.
Jedinicu ¢éemo oznacavati sa e.

Linearni funkcional f na A zove se pozitivan, ako je f(z) > 0 Vo € A,. Primijetimo da u
definiciji pozitivnog funkcionala ne pretpostavljamo da je taj funkcional ogranicen. Ipak, to ce
biti posljedica definicije.

Neka je 7 reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru i neka je £ € H. Tada je sa

f(z) = (m(2)¢l§),  zeA,

definiran pozitivan linearan funkcional f na A. Dokazat ¢emo da se na taj nac¢in moze dobiti svaki
pozitivan linearan funkcional na A.

Za svaki linearan funkcional f na C*—algebri A relacijom

[zlyly = f(y'z),  x,y€ A,

definiran je seskvilinearan funkcional [-|-]f na A x A. Ako je funkcional f pozitivan, seskvi-
linearan funkcional [-|-]; je pozitivno semidefinitan, tj. vrijedi [z|z]f > 0 Vz € A. Tada vri-
jedi CBS—nejednakost (nejednakost Cauchy—Schwartz—Buniakowskog) koja iskazana pomocu f
poprima oblik

F o) < f@af'y)  Yoye A

Teorem 3.9. (a) Ako je f pozitivan funkcional na A, onda je f ogranicen i || f|| = f(e).

(b) Ako za ogranicen linearni funkcional f na A wvrijedi ||f|| = f(e), onda je funkcional f
pozitivan.

Dokaz: (a) Neka je f pozitivan funkcional na A i neka je z € A, ||z < 1. Primjenom
Schwarzove nejednakosti nalazimo

[F(2)F = f(e"2)]* < f(2"2)f(e"e) = f(272) f(e).

Dakle, da bismo dokazali da je f ogranicen i da je ||f|| < f(e) dovoljno je dokazati da vrijedi
f(z*z) < f(e), odnosno da je f(e — 2*z) > 0. Medutim, kako je ||z*z| = ||z||* < 1, za pozitivan
element 2*z vrijedi o(2*2) C [0, 1]. Odatle je i o(e—z*z) C [0, 1]. Posebno, e — z*z € A, paslijedi
f(e — z*z) > 0. Time je dokazano da je f ogranicen i da je ||f]| < f(e). Obrnuta nejednakost
|fIl > f(e) je evidentna, jer je |le]| = 1.

(b) Neka je f ogranicen linearan funkcional na A za koji je || f|| = f(e).

Dokazimo najprije da je f(x) € R za svaki hermitski element z € A. Dodatna pretpostavka
|z|]| <1 ne smanjuje opéenitost. Neka je, dakle, z € A, 2* =z, ||z|| < 1. Stavimo f(z) = o +if,
a, 3 € R. Ukoliko je potrebno, zamijenimo = sa —z da postignemo da je 3 > 0. Za bilo koji
prirodan broj r > 0 imamo

Ire —iz||* = || (re —iz)"(re —iz)|| = ||(re +iz)(re —iz)[| = [rPe+ 27| < e[l + |2 = r*+ ],
a kako je ||z|| <1 zakljuéujemo da je

|re —iz||* <r*+1 Vr > 0. (3.4)
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S druge strane, kako je f(e) = || f||, imamo

flre —ix) = rf(e) —if(x) = vl fl| + B —ie,

dakle,
|f(re —iz)|> = (r||f|| + B)* + o? Vr > 0. (3.5)

Iz (3.4) i (3.5) dobivamo
(rllfIl +B)* + a® = |f(re —ix)|* < || f|Plre —ix]|* < (* + DI fII?,
pa slijedi
PP+ 2081l + 82+ < (P DIfIP = 2Bl f] +a+ 52 < | fI%

Kako to vrijedi za svaki » > 0, vidi se da nije moguc¢e da je § > 0. Zakljucujemo da je g = 0, tj.
f(z) = a € R. Time je dokazano da je f(z) € R za svaki hermitski element x € A.

Treba dokazati da je f(x) > 0 za svaki x € A,. Pretpostavimo da nije tako i neka je x € A,
takav da f(z) 2 0. Buduéi da je svaki pozitivan element hermitski, iz dokazanog slijedi da je tada
f(z) < 0. Stavimo

1 , , 1
9= T (tada je [lg]| = gle)=1) i y:x—§||x||€-

Tada je g(z) < 0. Nadalje, buduéi da je element x pozitivan, vrijedi
1 1
o) 0.zl = aly) S |5zl 5l

Element y je hermitski pa mu je norma jednaka spektralnom radijusu. Slijedi ||y| < %HZL‘H Kako
je |lg]l = 1, odatle slijedi |g(y)| < 1||z||. S druge strane, kako je g(e) = 1 i g(x) < 0, imamo

1 1 1
9(y) = 9(2) = Sllzl < =5llell = 19> =]

Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka f(x) < 0zaneki x € A, netotna. Dakle, funkcional
f je pozitivan.

Lema 3.5. Neka je f pozitivan funkcional na unitalnoj C*—algebri A. Tada vrijedi
f(z") = f(2) Vz e A
Nadalje, seskvilinearan funkcional definiran na A x A sa

[z, yly = fly"e),  wyeA

je hermitski, tj. vrijedi [y, x]; = [z, y]s.
Zadatak 3.9. Dokazite lemu 3.5.
Uputa: Iskoristite lemu 3.2. da dokazete da je f(x) € R za svaki hermitski element = € A.

Teorem 3.10. (Geljfand—Naimark—Segal) Neka je f pozitivni linearni funkcional na A. Pos-
toji ciklicka reprezentacija m C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H s ciklickim vektorom £ € 'H
tako da je f(z) = (w(x)&|€) za svaki z € A.
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Dokaz: Kao prije definiramo pozitivno semidefinitan seskvilinearan funkcional [, -] na A X A,
koji je prema lemi 3.5. hermitski:

[, ylp = fly'e),  wyeA
Neka je za x € A my(z) € B(A) definiran kao mnozenje slijeva sa x :
mo(r)y =zy,  yeA
Za x,y,z € A imamo
[mo(2)y, 215 = [wy, 2] = f(Z7wy) = f((272)"y) = [y, 2”2l = [y, mo(x") 2]

Neka je z € A takav da je [z, z]; = 0. Zbog CBS—nejednakosti tada slijedi da je [z,z]; = 0
Vx € A. To pokazuje da je

N={z€ A [z,z]f=0}={z€ A f(z*2) =0}

potprostor vektorskog prostora A. Nadalje, zbog [y, mo(2)z]s = [z*y, 2] vidimo da je potprostor N
invarijantan s obzirom na sve operatore my(z), x € A. To omogucuje da za svaki € A definiramo
linearan operator m(x): A/N — A/N :

m(z)(y+ N)=m(@)y+ N=zy+N, yeA
Nadalje, na kvocijentnom prostoru mozemo definirati skalarni produkt:
(x+ Nly+ N) = [z,y]y, x,y € A.

Lako se vidi da je tada m homomorfizam algebre A u algebru linearnih operatora na A/N i da
vrijedi
(m(x)¢|n) = E|r(2")n),  &ne AN, x €A
Dokazimo sada da je svaki operator 7(z), € A, na unitarnom prostoru A/N ogranicen. Za
re€Aizasvakiye Ain=y+ N € A/N imamo

|7 (z)nl|* = (zy + Nlzy + N) = [zy, zy]s = f(y 2" zy).

Za fiksno y € A definiramo linearan funkcional g na A relacijom g(z) = f(y*zy), z € A. Iz
pozitivnosti f slijedi da za svaki z € A vrijedi

9(z"2) = f(y"2"zy) = f((2y)"(2y)) = 0.

Prema svojstvu (c) teorema 3.1. slijedi da je funkcional g pozitivan. Prema tvrdnji (a) teorema
3.9. slijedi da je ||g]| = g(e) = f(y*y). Stoga imamo

Im(@)nll* = fy*a*zy) = g(a*x) < fyy)lleel = |21y, yl; = l21*@ln) = ll=]/In]1*.

Time je dokazano da je svaki operator m(z), € A, na unitarnom prostoru .A/N ogranicen i da
je (@)l < o]l

Neka je sada H upotpunjenje unitarnog prostora A/N. Zbog ograni¢enosti svaki se operator
m(x), © € A, na jedinstven nacin prosiruje do ograni¢enog operatora na Hilbertovom prostoru
H, kojeg ¢emo takoder oznaciti sa 7(z). Preslikavanje « +— 7(z) je homomorfizam algebre A u
algebru B(H) i vrijedi

(m(z)¢ln) = (Elm(2)n),  VEneH Ve e A
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Dakle, m je reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H. Napokon, za vektor
E=e+ N e A/N CHizasvaki v € A imamo

(m(2)¢|€) = [we, e]y = flexe) = f(x).

Dakle, svaki pozitivni linearni funkcional f na C*—algebri A moze se prikazati u obliku
f(z) = (r(x)€|€), gdje je m reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru H i £ € H. Treba
jo$ samo primijetiti da mozemo posti¢i da je reprezenacija 7 ciklicka i da je £ njen ciklicki vek-
tor. Doista, ako nije tako, mozemo H zamijeniti njegovim ciklickim zatvorenim invarijantnim
potprostorom K = Cl(n(A)¢{) i reprezentaciju m njenom ciklickom subreprezentacijom o = m;

tada evidentno vrijedi f(z) = (o(x)¢[¢) Vx € A.

U cijelom ovom poglavlju pretpostavljali smo da je promatrana C*—algebra unitalna. Analogni
rezultati za neunitalne C*—algebre mogu se izvesti iz dokazanog pomocu unitalizacije. No ¢esto
je svrhovitije, posebno u teoriji reprezentacija, raditi s neprosirenom C*—algebrom. U tu svrhu
mozemo upotrijebiti teorem 3.2. odnosno egzistenciju aproksimativne jedinice.

Zadatak 3.10. Neka je m reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H. DokaZite da
su sljedeca tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija 7 je nedegenerirana.

(b) Za svaki & € H i svaku aproksimativnu jedinicu (ey)xea algebre A vrijedi

lim |7 (ex)€ — £]] = 0.

(¢) Za svaki & € H postoji aproksimativna jedinica (ey)ren algebre A takva da vrijedi
li — &l =0.
lim (e2)¢ — €] = 0
Zadatak 3.11. Neka je A C*—algebra i f : A — C linearni funkcional. DokaZite da su sljedeca
tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Funkcional f je pozitivan.

(b) Funkcional f je ogranicen i za svaku aproksimativnu jedinicu (ex)rea algebre A vrijedi

171 =i f(e).

(¢) Funkcional f je ogranicen i postoji aproksimativna jedinica (ey)xen algebre A takva da vrijedi

171 =i f(e).

Uputa: Za dokaz implikacije (¢) = (a) na odgovarajuéi nacin prilagodite dokaz implikacije
(b) = (a) teorema 3.9. Konkretnije, ako je z € A hermitski i f(z) = a+if, o, € R, § > 0,
dokazite da za r > 0iza A € A takav da je r|zey —exz|| < 1 vrijedi ||rey —iz||? < r* + 2. Odatle,
slicno kao u spomenutom dokazu, izvedite da je

20| B+ + 8% < 2P vr >0,

a odatle ocito slijedi § = 0.
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3.7 Stanja i ¢ista stanja. Kriterij ireducibilnosti

Pozitivni linearni funkcional f na unitalnoj C*—algebri A zove se stanje, ako je f(e) = 1.
Prema tvrdnji (a) teorema 3.9. pozitivan ogranicen linearan funkcional f je stanje ako i samo
ako je || f|| = 1. Ozna¢imo skup svih stanja na unitalnoj C*—algebri A sa S(A). Ocito je S(A)
konveksan podskup dualnog prostora A’, tj. vrijedi:

f,geSA) i 0<t<1 — tf+(1—1t)ge S(A).

Ekstremne tocke konveksnog skupa S(A) zovu se €ista stanja. Dakle, f € S(A) je ¢isto stanje
ako i samo ako za bilo koje g1, g2 € S(A) iz jednakosti f =tg; +(1 —t)gs zanekit e R, 0 <t < 1,
nuzno slijedi da je g1 = g2 = f.

Teorem 3.11. Neka je 7 ciklicka reprezentacija unitalne C*—algebre A na Hilbertovom prostoru
H, neka je & € H njen jedinicni ciklicki vektor i neka je stanje f definirano sa f(x) = (w(x)&|€).
Stanje f je cisto ako i samo ako je reprezentacija 7 ireducibilna.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je f ¢isto stanje na A. Neka je P € B('H) ortogonalan projektor
koji komutira sa svim operatorima 7 (z), = € A. Treba dokazati da je tada ili P =01ili P = [.

Pretpostavimo suprotno da je P # 01 P # I. Tvrdimo da je tada P£ # 0. Doista, iz P§ = 0,
bi za svaki x € A slijedilo Pr(z)¢ = w(x)P§ = 0, a to bi znacilo da je P = 0, jer je po pretpostavci
potprostor 7(.A)¢& gust u H. Sasvim analogno zaklju¢ujemo da je i (I — P)¢ # 0, jer bi u protivnom
bilo I — P =0, tj. P = 1. Stavimo sadan = P¢i( = (I — P)¢. Tada su n i ¢ medusobno okomiti
vektori razliciti od nule i & = 7+ ¢. Slijedi 1 = ||n||> + ||¢||*>. Dakle, za broj t = ||n||* vrijedi
0 <t < 1. Definiramo sada linearne funkcionale g; i g na A :

1 1

= (@), ) = T (r(@)El0),  weA

91(z) 1—¢

Buduéi da je P = P* i Pn =7, imamo za svaki z € A

u(x) = 7 (r(@)ln) = (x(2)€| Pn) = - (Pr(w)éln) = - (x(@)PEln) = 7 (r(xnln).

To pokazuje da je g; pozitivni funkcional na A. Nadalje,

91(¢) = 3(€ln) = 5 (€1Pn) = 1 (Peln) = S (al) = 1.

dakle, g; je stanje, g; € S(A). Sasvim analogno, zbog (I — P)* =1 — P i (I — P)( = ¢ nalazimo

1

ga() = 1—_15(7T(9€)C\C) i ge)=1

Dakle, i g5 je stanje na A, g, € S(A). Napokon, iz definicije ¢; i go nalazimo za svaki z € A :
tg1(x) + (1 = t)g2(x) = (w(2)€]n) + (7(2)¢|C) = (w(x)¢|n + ¢) = (w(x)E[§) = f(x).

Buduéi da je f stanje, odnosno ekstremna tocka konveksnog skupa S(.A), odatle slijedi g; = g, = f.
Dakle, za svaki z € A imamo

(r(2)€]6) = () = (&) = 5 (()el) = 5 ((2)E]PE),

dakle,
(m(z)¢|(P —tDE) =0  VE€ A
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Kako je m(A)¢ gusto u H, slijedi (P — t1)€ = 0, a odatle je za svaki z € A :
(P—tlh)m(z)é =n(z)(P —tl){ =0.

Ponovo zbog gustoée m(A)¢ u H slijedi P — tI = 0, odnosno P = tI. No to je nemoguce jer je
0 < t < 1. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka P # 0 i P # I bila pogresna. Dakle,
ako ortogonalni projektor P € B(H) komutira sa svim operatorima 7(z), = € A, onda je nuzno
ili P=01li P =1I. To znaci da je reprezentacija 7 ireducibilna.

Dokazimo sada obrnutu implikaciju. Pretpostavimo da je reprezentacija 7 ireducibilna i neka
su gj,g2 € S(A) 10 <t < 1takvi daje f = tg; + (1 — t)ge. Definiramo sada seskvilinearan
hermitski funkcional [ | -] na gustom potprostoru 7(.A)¢ prostora H :

[m(x)¢|m(y)E] = tar(y™x), z,y €A

Imamo
0 <tgi(z’z) = f(z"z) — (1 = t)ga(a"x) < f(z"2),
dakle,
0 < [r(z)¢|m(2)€] < [[m(x)E]*.

To pokazuje da je hermitski funkcional [-|-] pozitivno semidefinitan i ogranicen. No tada postoji
hermitski operator A € B(H) takav da je [n|¢] = (n]AC) za sve n,( € m(A)E. To znadi da je

tg1(z7y) = [r(y)€|m(2)¢] = (r(Y)§[AT(2)€)  Vy,z € A.
Stoga za bilo koje y, z € A imamo
(m(y)€|Am(z)m(2)¢) = (w(y)§|Am(22)¢) = [m(y)S|m(z2)E] = tgr1((22)"y) = tgr(2"x"y) =
= [r(@"y)¢|m(2)¢] = (w(z"y)E| A (2)€) = (w () 7 (y)E|An(2)§) = (7 (y)€|m(x)Am(2)€).
Zbog gustoce 1(A)E u 'H odatle zakljucujemo
(A (2)C) = (im(2)AC)  Vn,(eH = Ar(z) =n(2)A

Dakle, operator A komutira sa svim operatorima w(z), * € A. Kako je reprezentacija 7 ire-
ducibilna, prema teoremu 3.7. odatle slijedi da je A skalarni multipl jedini¢nog operatora I,
A = M. Pri tome je A realan broj, jer je operator A hermitski. Dakle, za svaki z € A imamo

tgi(x) = (m(2)§|AS) = Am(2)€[) = Af ().

Uvrstimo i x = e zbog f(e) = ¢g1(e) = 1 nalazimo da je t = . Dakle, g; = f. Sada slijedi da je

gr= T (f ~t9) = T (f ~t) = |

Time je dokazano da je f ekstremna tocka skupa S(A), tj. f je Cisto stanje.
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3.8 Egzistencija vjerne reprezentacije

Cilj je ovog odjeljka da dokazemo slavni Geljfand—Naimarkov teorem da svaka C*—algebra
ima vjernu reprezentaciju, tj. da je svaka izometricki *—izomorfna C*—podalgebri algebre B(H)
za neki Hilbertov prostor H.

Teorem 3.12. Neka je x hermitski element unitalne C*—algebre A. Tada postoji ¢isto stanje f
na A takvo da je |f(x)| = ||z||.

Dokaz: Dokazimo najprije da postoji stanje f € S(A) takvo da je |f(z)| = ||z||. Neka je B
komutativna C*—podalgebra od A generirana sa x i e. Prema teoremima 2.1., 2.18. 1 2.19. za-
kljuéujemo da postoji w € X(B) takav da je |w(z)| = ||z||. Tada je w stanje na B, jer je
|lw|| = w(e) = 1. Po Hahn—Banachovom teoremu postoji f € A’ takav da je f|[B=w i ||f]| = 1.
Tada je f(e) = w(e) = 1, dakle f je stanje na A. Nadalje, f prosiruje w, pa je |f(x)| = ||z]|.

Neka je sada

L ={g e S(A); gx) = f(z)}.
Ocito je X zatvoren podskup jedini¢ne sfere u prostoru A’ u odnosu na slabu topologiju. Dakle,
prostor X sa slabom topologijom je kompaktan. Nadalje, skup ¥ je konveksan. Upotrijebit ¢emo
sada jedan opdi teorem iz funkcionalne analize, koji je posljedica Hahn—Banachovog teorema i
koji navodimo bez dokaza:

Teorem 3.13. (Krein—Milman) Svaki neprazan konveksan podskup ¥ duala X' normiranog
prostora X, koji je kompaktan u odnosu na slabu topologiju od X', ima barem jednu ekstremnu
tocku.

Neka je, dakle, g € ¥ ekstremna tocka akupa 3. Teorem 3.12. ¢e biti dokazan ako pokazemo
da je tada g ekstremna tocka skupa S(A). Neka su g1,92 € S(A) 10 <t < 1 takvi da je

g=1tg1 + (1 —1)ga.

Tada nejednakosti
g1 (@) < l=ll = [f(2)] 1 lga(2)] < llz]| = [f()]

zajedno sa

tgr(z) + (1 = t)ga(2) = g(x) = f(z)
povlace da vrijedi g;(x) = go(x) = f(x), dakle g1, go € ¥. Medutim, g je ekstremna tocka od X,
pa slijedi g; = go = g. To pokazuje da je g ekstremna tocka skupa S(A).

Korolar 3.2. Za svaki element z # 0 unitalne C*—algebre A postoji ireducibilna reprezentacija
7 od A na Hilbertovom prostoru H i jedinicni vektor & € H takvi da je ||7(2)&|| = ||z|| > 0.

Dokaz: Primijenimo teorem 3.12. na hermitski element z*z. Slijedi da postoji ¢isto stanje f
na A takvo da je f(z*2) = ||z*z|| = ||z||*. Neka su 7 i £ reprezentacija i jedini¢ni vektor dobiveni
pomocu teorema 3.10., tj. dobiveni tzv. GNS—konstrukcijom. Tada je

Im(2)E1* = (m(2)€lm(2)8) = (m(2"2)¢[8) = f(2"2) = |||,

Dakle, vrijedi ||7(2)&|| = ||z]|. Prema teoremu 3.11. tada je reprezentacija 7 ireducibilna. Time je
korolar dokazan.

Teorem 3.14. (Geljfand—Naimark) Svaka C*—algebra A izometricki je izomorfna C*—podal-
gebri od B(H) za neki Hilbertov prostor 'H.
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Dokaz: Treba dokazati da postoji izometricka reprezentacija algebre A na nekom Hilbertovom
prostoru. Naravno, mozemo pretpostaviti da je C*—algebra A unitalna. Prema korolaru 3.2. za
svaki z € A, x # 0, postoji reprezentacija 7, na nekom Hilbertovom prostoru H, takva da je
|72 ()|l = ||z||; pri tome smo sa || - ||, oznacili normu na Hilbertovom prostoru H, a takoder i na
algebri operatora B (H,). Neka je H skup svih funkcija

o AN}~ | M

e A\{0}

takvih da je ¢(z) € H, Vx € A\ {0} ida je

Y le@)llf < +oo.

ze A\{0}

Primijetimo da za svaki ¢ € H vrijedi ¢(z) # 0 za najvise prebrojivo mnogo = € A\ {0}. Lako se
vidi da je tada ‘H Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

(plv) = Y (p@)|$())as

ze A\{0}

gdje je (+]), skalarni produkt na prostoru H,, = € A\ {0}. Nadalje, za y € A definiramo operator
7(y) na prostoru H :

(r(y)p)(2) = me(y)p(z), e A\{0},  peH.

Direktno se provjerava da je 7 reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H. Ako je
r € A, x#0,tada je ||m.(z)|. = ||z|| # 0, odakle slijedi 7(x) # 0. Prema tome, reprezentacija m
je injektivna, dakle po tvrdnji (b) teorema 3.3. reprezentacija 7 je izometrija sa A u B(H). Time
je teorem u potpunosti dokazan.

Reprezentacija m dobivena u dokazu teorema 3.14. izgleda ” preglomazna”. U stvari, mogli smo
definirati H kao znatno ”manyji” prostor; mogli smo npr. promatrati funkcije ¢ definirane ne na
¢itavom skupu A \ {0} nego samo na skupu A; N S(0,1) svih pozitivnih elemenata algebre A
norme 1, pa cak i na bilo kojem njegovom gustom podskupu.

Zadatak 3.12. Neka je A separabilna C*—algebra. DokaZite da je A izometricki izomorfna
C*—podalgebri od B(H) za neki separabilan Hilbertov prostor H.

Uputa: Neka je S prebrojiv gust podskup od A, N S(0,1). Sada oponasajte dokaz teorema
3.14 s tim da umjesto funkcija na skupu A\ {0} promatrate funkcije

p: S — U H, takvedaje ¢(z)€eH, YVee S i Z lo(2)]]2 < +o0.

€S z€eSs
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Poglavlje 4

Kompaktni operatori u
reprezentacijama C*—algebri

4.1 Kompaktne C*—algebre

Podsjetimo se osnovnih ¢injenica o kompaktnim operatorima na Hilbertovom prostoru ‘H. Ope-
rator A € B(H) zove se kompaktan ako A preslikava jedini¢nu kuglu u H u relativno kompaktan
podskup od H. Tome je ekvivalentan zahtjev da za svaki ogranicen niz (§,) u ‘H niz (AE,) ima
konvergentan podniz. Skup svih kompaktnih operatora na Hilbertovom prostoru H oznacavamo
sa K(H). To je zatvoren obostrani ideal u C*—algebri B(H) svih ogranic¢enih linearnih operatora
na H. Za svaki A € K(H) spektar o(A) je ili konacan ili prebrojivo beskonacan. Ako je spektar
beskonacan, onda je 0 jedino gomiliste tocaka spektra. Dakle, ako tocke spektra numeriramo, tj.

o(A) ={\,; ne N}, An # A ako je n # m,

onda je
lim A, = 0.

n—~oo

Ako je A € a(A) \ {0}, onda je A svojstvena vrijednost od A i svi potprostori N((AI — A)"),
n € N, su kona¢nodimenzionalni, a svi potprostori R((Al — A)"), n € N, su zatvoreni i kona¢ne
kodimenzije u H.

Neka je sada A € K(H) hermitski operator beskona¢nog ranga. U kolegiju Kompaktni operatori
dokazali smo da tada postoji ortonormiran niz (&, )neny U H i niz (A, )neny u R\ {0} takav da vrijedi

A€=;An<afn>£n i fozs—zl(a&n)gnemm VE € X,

Tada je N(A) = R(A)*Y, CUI(R(A)) = N(A)*io(A) = {0} U{\,; n € N}. Ocito je tada (&,)nen
ortonormirana baza u N(A)' a to je ¢itav prostor H ako i samo ako 0 nije svojstvena vrijednost
operatora A.

Zadatak 4.1. Neka je A € K(H) hermitski operator beskonacnog ranga i neka je
o(A)\{0} ={\,; ne N}, pricemuje N\, # Ny za n#m.

Neka je P, ortogonalni projektor prostora 'H na svojstveni potprostor operatora A za svojstvenu
vrigednost \,. DokaZite:

(a) Svaki P, je limes niza operatora oblika a; A + as A% + - + o AF. Posebno, operatori P,
sadrzani su u svakoj C*— podalgebri od B(H) koja sadrzi operator A.
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(b) Vrijedi
k=1

Uputa: Za prvu tvrdnju koristite funkcionalni racun, a za drugu dokazite da je

Z Ak P

k=n

= sup{|Ax[s k >n}.

U daljnjem rije¢ projektor znac¢i ortogonalan projektor, dakle, ogranicen operator P takav da
je P> = P = P*. U skupu svih projektora relacija uredaja C*—algebre B(H) dana je sa

Q<SP — PQ=QP=Q.

Za projektore P i ) kazemo da su medusobno ortogonalni ako su im podrué¢ja vrijednosti
R(P) = PH i R(Q) = QH medusobno ortogonalna. To je ispunjeno ako i samo ako je PQ =0, a
tada je i QP = 0.

Neka je H Hilbertov prostor. Svaka C*—podalgebra A od K(H) zove se kompaktna C*—al-
gebra. U tom sluc¢aju sa m4 ozna¢avamo identiénu reprezentaciju od A na Hilbertovom prostoru
H, tj. ma(A) = A za svaki A € A. Kompaktna C*—algebra zove se nedegenerirana ako je
reprezentacija w4 nedegenerirana, tj. ako je potprostor [AH] gust u H. Tome je ekvivalentno
da iz A = 0 VA € A slijedi £ = 0. Kompaktna C*—algebra zove se ireducibilna ako je njena
identi¢na reprezentacija 4 ireducibilna, odnosno, ako je potprostor A{ = {A§; A € A} gust u
H za svaki £ € H, £ # 0.

Projektor P u kompaktnoj C*—algebri A zove se minimalan projektor u algebri A ako ne
postoji projektor Q € A takav daje Q@ #0,Q #PiQ < P.

Propozicija 4.1. Neka je P # 0 projektor u nedegeneriranoj kompaktnoj C*—algebri A. Tada
je P minimalan projektor u algebri A ako i samo ako je PAP = CP = {\P; A € C}. Svaki
projektor u A je konacnog ranga i ako je razli¢it od O on je ili minimalan ili je suma medusobno
ortogonalnih minimalnih projektora.

Dokaz: Ocito iz PAP = CP slijedi da je P minimalan projektor u algebri A. Doista, ako je
Q € A projektor razlicit od nule i ako je @ < P, onda je Q = PQP € PAP = CP, dakle, Q = \P
zaneki A € C\ {0}. Tada je \P = Q = Q* = \>P? = \?P, dakle, \* = X\ # 0, tj. A =1, §to znadi
daje Q = P.

Pretpostavimo sada da je P minimalan projektor u algebri A. Da bismo dokazali da je tada
PAP = CP dovoljno je dokazati da je PAP = AP za svaki hermitski A € A. Ako je A € A
hermitski onda je P AP kompaktan hermitski operator pa prema zadatku 4.1. postoje A, € R\ {0}
i projektori P, € A takvi da je

PAP=) MNP, i PP,=0 za n#m.

Imamo PAP(I — P) =0, dakle, za svaki £ € H vrijedi

0=PAP(I—P){=> M\P.(I-P),

a odatle, jer su P,,H medusobno okomiti, slijedi P,(/—P){ = 0V¢ € H, tj. P,(I—P) = 0, odnosno,
P, = P,P Vn. To znaci da je P, < P Vn, a budu¢i da je P minimalan projektor u algebri A,
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slijedi da je ili P, = 0ili P, = P. Dakle, P, # 0 za to¢no jedan n pa je PAP = \, P, = \,,P.

Napokon, ako je P projektor u A, onda je P kona¢nog ranga jer nema kompaktnih projektora
beskona¢nog ranga. Dokazimo i zadnju tvrdnju. Neka je P € A projektor razli¢it od nule koji nije
minimalan u algebri A. Tada postoji projektor @) € A takav da je Q #£0,Q # PiQ < P. U tom
slucaju su @ i P — @ su medjusobno ortogonalni projektori u algebri A i vrijedi P = Q+ (P — Q).
Nadalje, tada je

dim R(P) =dim R(Q)+dim R(P—-Q), dim R(Q) <dim R(P) i dim R(P—Q) < dim R(P).

Zbog konag¢nosti dimenzija nakon kona¢no mnogo takvih rastava (odnosno, indukcijom po rangu
projektora P) dolazimo do prikaza projektora P kao sume medusobno ortogonalnih minimalnih
projektora u algebri A.

Teorem 4.1. Neka je A ireducibilna kompaktna C*—algebra na Hilbertovom prostoru H. Tada je
A=K(H).

Dokaz: Dokazimo najprije da algebra A sadrzi neki projektor ranga 1. Doista, neka je P bilo
koji minimalan projektor u algebri A. Pretpostavimo da je rang od P veéi od 1. Tada postoje
&€ PHtakvidaje& #0,n#0i& L n. Nekaje A € A proizvoljan. Prema propoziciji 4.1. tada
postoji A € C takav da je PAP = AP. Slijedi

(nA€) = (Pn|APE) = (n|PAPE) = (n|A&) = A(n]¢) = 0.

To pokazuje da je n L A& Medutim, ako je algebra A ireducibilna, onda je potprostor A gust u
H. Tako smo dosli do kontradikcije 0 # n L ‘H. Ta kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da
je rang projektora P veé¢i od 1 bila pogresna.

Dokazat ¢emo sada da algebra A sadrzi svaki projektor ranga 1. Neka je Q) € B(H) projektor
ranga 1. Tada postoji n € ‘H takav da je

=1 i Q¢=(nn VEeH.
Neka je P € A projektor ranga 1 i neka je ( € H takav da je

IKf=1 1 P&=(&OC VEeH.

Zbog ireducibilnosti algebre A potprostor A( je gust u H. Stoga postoji niz (B,,) u A takav da je

n = lim B,(.

n—oo
Mozemo pretpostaviti da je B,( # 0 za svaki n. Stavimo

1
ATL == Bn E ./4, n E N.
1Bl

Kako je norma neprekidna, imamo
i [|B.¢l = lnll = 1.

pa slijedi
n = lim A,( i |A.Cl =1 VneN.

Za svaki £ € 'H sada imamo

[AnPALE — Q&I = [[An(AREIO)C = (Elmnll = [[(€]AnC) AnC — (Eln)nll <
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< (€1 AnC)AnC = (€lm) Andll + (€M) AnC = (€lmnll = [[(§1Qn¢ — m) Andll + [[(€1m) (Al — )| <
< 1€l - N1 AnG =l - AR =+ [IE]1 - [Inll - 1 ARG = nll = 2[I€]} - [| AnC — n]l.
Odavde je

[AnPA;, = Qf = sup {[[(AnPA;, = Q)E]l; € € M, [I€]] < 1} < 2[|AnC — 1

Bududi da je
lim A, =7
slijedi
Q = lim A,PA;,

n—oo

a kako je algebra A zatvorena u B(H), slijedi Q € A.

Prema tome, algebra A sadrzi svaki projektor kona¢nog ranga. Sada opet zbog zatvorenosti
algebre A u B(H) iz zadatka 4.1. slijedi da A sadrzi svaki hermitski operator iz K(H), dakle,
A=K(H).

Korolar 4.1. {0} i K(H) su jedini zatvoreni obostrani ideali u C*—algebri K(H).

Dokaz: Neka je A # {0} zatvoren obostrani ideal u C*—algebri K (H). Neka je o identitna
reprezentacija od K(H) na prostoru H : 0(A) = A. Tada je o ireducibilna i oA # 0 pa prema
teoremu 3.6. slijedi da je reprezentacija o|A ireducibilna, tj. C*—algebra A je ireducibilna. Sada
iz teorema 4.1. slijedi A = K(H).

Korolar 4.2. Neka je B C*—algebra i neka je 7 ireducibilna reprezentacija C*—algebre B na
Hilbertovom prostoru H takva da je m(B) N K(H) # {0}. Tada je K(H) C 7(B).

Dokaz: Neka je
I={a€ebB; n(a) e K(H)}.

Tada je Z zatvoren obostrani ideal u algebri B i prema pretpostavci je w|Z # 0. Zbog teorema
3.6. reprezentacija 7|Z je ireducibilna. Dakle, 7(Z) je ireducibilna C*—podalgebra od K(H).
Prema teoremu 4.1. zakljucujemo da je 7(Z) = K(H), a to znaci da je K(H) C 7(B).

Propozicija 4.2. Neka je P minimalan projektor u nedegeneriranoj kompaktnoj C*—algebri A
na Hilbertovom prostoru H. Neka je & € R(P), ||£]| = 1. Stavimo Hy = CI(AE). Tada je A|Ho =
[A[Hy; A€ A} = K(H).

Dokaz: Preslikavanje A — A|H, je x—homomorfizam A u K(H,) i slika mu je C*—podalgebra
AlHo od K(Hp). Tvrdnja e slijediti iz teorema 4.1. ako dokazemo da je algebra A|Hq ire-
ducibilna. U tu svrhu neka je B € B(Hy) operator koji komutira sa svim restrikcijama A|H,,
A € A. Treba dokazati da je B skalarni multipl jedini¢nog operatora na Hy. Stavimo

C = B — (BE[§) In-

Tada C' komutira sa svim restrikcijama A|Hy, A € A, i vrijedi (C¢|€) = 0. Neka su S,T € A.
Prema propoziciji 4.1 tada postoji A € C takav da je PT*SP = \P. Tada imamo redom

(CSETE) = (CSPEITPE) = (PT*CSPE[E) = (CPT*SPELE) = MOPEIE) = A(CE[E) = 0.

Kako je A gusto u Hy, odatle slijedi C' = 0. Dakle, B = (B&|&) I3y, .
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Teorem 4.2. Neka je A kompaktna nedegenerirana C*—algebra na Hilbertovom prostoru H i
neka je m nedegenerirana reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru KC. Postoji familija (IC;)ier
zatvorenih m—invarijantnih potprostora od K takva da je IC; L KCj za i # j, da je suma potprostora
ICi gusta u KC i da je za svako i € I subreprezentacija my, ekvivalentna subreprezentaciji identicne
reprezentaciji o . A — A algebre A.

Dokaz: Neka je A hermitski element algebre A takav da je m(A) # 0. Iz zadatka 4.1. slijedi
da postoji projektor P € A takav da je m(P) # 0. Zbog zadnje tvrdnje u propoziciji 4.1. postoji
minimalan projektor P u algebri A takav da je m(P) # 0.

Za takav P prema propoziciji 4.1. postoji linearan funkcional f : A — C takav da je PAP =
f(A)P VA € A. Neka je n jedini¢ni vektor u R(w(P)) i neka je £ jedini¢éni vektor u R(P). Tada
je Ko = Cl(w(A)n) zatvoren m—invarijantan potprostor od K. Dokazat ¢emo sada da je sub-
reprezentacija i, ekvivalentna subreprezentaciji identi¢ne reprezentaciji ¢ na o—invarijantnom
potprostoru Hy = CI(AE). Doista, za A € A imamo

lw(A)nl* = I (A)r(P)nl|* = |7 (AP)n||* = (x(AP)n|w(AP)n) = (x(PA*AP)y|n) =

= [(A"A)(n(P)nln) = f(A"A) = (PATAPE|¢) = (APE|APE) = (Ag|A) = || Ag|”.

Time je dokazano da je operator U : A¢ +— 7(A)n linearna izometrija sa A¢ na w(A)n. Po
neprekidnosti taj se operator prosiruje do izometrickog izomorfizma prostora Hy na prostor g i
to prosirenje ¢emo takoder oznaciti sa U. Za A, B € A imamo

meo(BYU(AS) = m(B)U(AS) = n(B)r(A)n = m(BAWn = U(BAE) = Uloy, (B)AS)

Prema tome, restrikcije operatora m,(B)U i Uoy,(B) na potprostor AE se podudaraju. Kako
je to po definiciji gust potprostor prostora Hy, slijedi da je mx,(B)U = Uoy,(B), a kako to
vrijedi za svaki B € A dokazali smo da je subreprezentacija mx, reprezentacije m ekvivalentna
subreprezentaciji oy, identicne reprezentacije o.

Na taj nacin smo dokazali da svaka nedegenerirana reprezentacija algebre A ima subreprezen-
taciju koja je ekvivalentna subreprezentaciji identicne reprezentacije o.

Zadatak 4.2. Pomocu Zornove leme zavrsite dokaz teorema 4.2.

Neka je 7 reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru . Neka je n pozitivan kar-
dinalni broj. Neka je K" Hilbertov prostor koji je ortogonalna suma n primjeraka prostora K. To
znaci da je za neki skup [ s kardinalnim brojem n

K'= {(fi)iel; & €K, Z 1&]17 < +OO}
el

i operacije i skalarni produkt na K’ su definirani sa

(Eier + )ier = G+ m)ier,  M&ier = Mdier, (et (i)ier) = Y _(&ilmi)-

el
Sada na Hilbertovom prostoru X' definiramo reprezentaciju n - w na sljedeéi naéin:
(n - m)(A)(&)ier = (7(A)&)ier-

Tako definiranu reprezentaciju n - 7 algebre A zovemo multipl reprezentacije .
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Zadatak 4.3. Neka su 7w i p reprezentacije C*—algebre A na Hilbertovim prostorima H i K.
Pretpostavimo da postoji familija (IC;)ier medusobno ortogonalnih zatvorenih p—invarijatnih pot-
prostora od K ¢ija je suma gusta v IC @ takvi da je za svako © € I subreprezentacija py, ekvivalentna
reprezentaciji w. Dokazite da je tada reprezentacija p ekvivalentna multiplu n - 7, gdje je n kardi-
nalny broj skupa 1.

Korolar 4.3. Svaka nedegenerirana reprezentacija C*—algebre K(H) ekvivalentna je multiplu
identicne reprezentacije o : A — A.

Dokaz: Neka je m nedegenerirana reprezentacija C*—algebre K (H) na Hilbertovom prostoru
KC. Prema teoremu 4.2. postoje medusobno ortogonalni w—invarijantni zatvoreni potprostori /C;
od K ¢ija suma je gusta u K i takvi da je za svako 7 € [ subreprezentacija my, ekvivalentna
subreprezentaciji identi¢ne reprezentacije o. Medutim, reprezentacija o je ireducibilna, dakle,
za svaki ¢ € I subreprezentacija 7, je ekvivalentna identicnoj reprezentaciji o. Prema zadatku
4.3. zakljucujemo da je 7 ekvivalentna multiplu identi¢ne reprezentacije o.

Odatle neposredno slijedi sljedeé¢i korolar:

Korolar 4.4. Neka je m ireducibilna reprezentacija C*—algebre K(H). Tada je m ekvivalentna
identicnoj reprezentaciji o.

Korolar 4.5. Neka su 'H 1 IC Hilbertovi prostori.

(a) Neka je ¢ s—izomorfizam C*—algebre K(H) na C*—algebru K (K). Tada postoji izometricki
izomorfizam U : H — K takav da je p(A) = UAU* za svaki A € K(H).

(b) Neka je ¢ x—izomorfizam C*—algebre B(H) na C*—algebru B(K). Tada postoji izometricki
izomorfizam U : H — K takav da je (B) = UBU* za svaki B € B(H).

Dokaz: (a) Tada je ¢ ireducibilna reprezenatacija C*—algebre K (H) na Hilbertovom prostoru
KC pa je prema korolaru 4.4. ta reprezentacija ekvivalentna identi¢noj reprezentaciji ¢ : A — A
algebre K (H) na prostoru H. To znaci da postoji izometricki izomorfizam U : H — K takav da je
Uc(A) = p(A)U za svaki A € K(H). Kako je 0(A) = A1 U~! = U* odatle slijedi p(A) = UAU*
za svaki A € K(H).

(b) Neka je ¢ = ¢|K(H). Buduéi da je ® ireducibilna vjerna reprezentacija C*—algebre
B('H) i buduéi da je K(H) zatvoren obostrani ideal u B(H), prema teoremu 3.6. reprezentacija ¢
C*—algebre K(H) na prostoru K je ireducibilna. Prema korolaru 4.4. postoji izometricki izomor-
fizam U : H — K takav da je p(A) = UAU* za svaki A € K(H). Sada iz zadnje tvrdnje teorema
3.6. slijedi da je takoder ¢/(B) = UBU* za svaki B € B(H).

4.2 CCR-—algebre i GCR—algebre

CCR—algebra je C*—algebra A s svojstvom da je za svaku njenu ireducibilnu reprezentaciju
7 na Hilbertovom prostoru H i za svaki a € A operator m(a) kompaktan. Tada je m(A) ire-
ducibilna kompaktna C*—algebra, dakle prema teoremu 4.1. vrijedi 7(A) = K(H). Prema teo-
remu 4.2. svaka je kompaktna C*—algebra CCR—algebra. Nadalje, kako je svaka ireducibilna
reprezentacija komutativne C*—algebre jednodimenzionalna, svaka je komutativna C*—algebra
CCR—algebra.

Neka je 7 ireducibilna reprezentacija CCR—algebre A na Hilbertovom prostoru H. Tada je
7(A) = K(H) pa slijedi da je kvocijentna algebra A/Ker 7 izomorfna algebri K(H). Prema ko-
rolaru 4.1. algebra K (H) nema zatvorenih obostranih ideala razlicitih od {0} i od K(H). Odatle
slijedi da je Ker m maksimalan obostrani ideal u C*—algebri A. Time smo dokazali:
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Propozicija 4.3. Neka je m ireducibilna reprezentacija CCR—algebre A. Tada je jezgra te repre-
zentacije maksimalan obostrani ideal u A.

Propozicija 4.4. Neka su m i o ireducibilne reprezentacije CCR—algebre A takve da je
Kerm C Kero. Tada je ™ =~ 0.

Dokaz: Neka su ‘H i K Hilbertovi prostori reprezentacija = i 0. Tada je 7(A) = K(H), a zbog
Ker 7w C Ker 0 mozemo definirati ireducibilnu reprezentaciju w C*— algebre K (H) na Hilbertovom
prostoru K na sljede¢i nacin:

w(m(a)) = o(a), ac A

Prema korolaru 4.4. reprezentacija w je ekvivalentna identictnoj reprezentaciji C*—algebre K(H).
To znadi da postoji izometricki izomorfizam U : H — K takav da je

UA=wAU VAe K(H).

Uvrstimo li ovdje A = 7(a), a € A, dobivamo

To znaci da su reprezentacije 7 i o ekvivalentne.

To posebno znaci da je ireducibilna reprezentacija CCR—algebre A potpuno odredena svojom
jezgrom, tj. da je preslikavanje m — Ker 7 injekcija sa skupa svih klasa ekvivalencije ireducibilnih
reprezentacija algebre A u skup zatvorenih obostranih ideala u A. To niposto ne vrijedi za opcée
C*—algebre, ali uskoro ¢emo vidjeti da vrijedi i za jednu znatno siru klasu C*—algebri.

Propozicija 4.5. Neka je A CCR—algebra i T # A obostrani zatvoreni ideal v A. Tada je A/T
CCR—algebra.

Dokaz: Neka je 7 ireducibilna reprezentacija C*—algebre A/Z na Hilbertovom prostoru H.
Definiramo
o: A— B(H) sa
o(x) =m(x+1I), z e A

Tada je o ireducibilna reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H, a kako je A
CCR—algebra, slijedi 0(A) = K(H). Imamo o(A) = 7(A/Z), pa slijedi 7(A/T) = K(H). Buduéi
da je 7 bila proizvoljna ireducibilna reprezentacija kvocijentne algebre A/Z, zakljucujemo da je
A/T CCR—algebra.

Neka je A C*— algebra i 7 njena ireducibilna reprezentacija na Hilbertovom prostoru H. Kako
je K(H) zatvoren obostrani ideal u B(H), slijedi da je

Cr,={aeA; w(a) € K(H)}

zatvoren obostrani ideal u A. Naravno, Kerm C C,, a moze se dogoditi da je Kerm = C;; to
je upravo onda kad je w(A) N K(H) = {0}. Definiramo sada CCR(A) kao presjek svih ideala
Cr za sve ireducibilne reprezentacije m. CCR(A) je skup svih a € A takvih da je operator 7(a)
kompaktan za svaku ireducibilnu reprezentaciju 7 algebre A. 1z teorema 3.6. slijedi da je CCR(.A)
CCR—algebra i da CCR(A) sadrzi svaki zatvoren CCR—ideal u algebri A. Dakle, CCR(A) je
najveéi CCR—ideal u algebri A.

GCR—algebra je C*—algebra A takva da je CCR(A/Z) # {0} za svaki zatvoren obostrani
ideal 7 # A.
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Propozicija 4.6. Svaka CCR—algebra je GCR—algebra.

Dokaz: Neka je A CCR—algebra i neka je Z # A zatvoren obostrani ideal u A. Prema
propoziciji 4.5. tada je A/Z CCR—algebra, pa je CCR(A/Z) = A/T # {0}.

Propozicija 4.7. Neka je A GCR—algebra i neka je w ireducibilna reprezentacija C*—algebre A
na Hilbertovom prostoru H. Tada je m(A) 2 K(H).

Dokaz: w(A) je C*—algebra izomorfna kvocijentnoj algebri A/(Kern). Buduéi da je
A GCR—algebra, to je CCR(A/(Kerm)) # {0}. Slijedi da C*—algebra m(A) sadrzi netrivijalan
CCR—ideal Z. Bududi da je m(.A) ireducibilna C*—algebra operatora na Hilbertovom prostoru H,
prema teoremu 3.6. identi¢na reprezentacija od Z je ireducibilna. Kako je Z CCR—algebra, slijedi
da je Z = K(H. Dakle, K(H) C w(A).

Propozicija 4.8. Neka su w i o ireducibilne reprezentacije GCR—algebre A takve da je
Kerm = Kero. Tada je m ~ o.

Dokaz: Neka je H prostor reprezentacije 7 i neka je/C prostor reprezentacije o. Preslikavanje A :
7(x) — o(x), x € A, definira ireducibilnu reprezentaciju C*—algebre 7(A) na Hilbertovom pros-
toru KC. C*—algebra m(.A) sadrzi K (H) i iz teorema 3.6. slijedi da je restrikcija A\| K (H) ireducibilna
reprezentacija C*—algebre K (H) na Hilbertovom prostoru K. Prema korolaru 4.4. reprezentacija
MK (H) je ekvivalentna identicnoj reprezentaciji od K (H). Prema zadnjoj tvrdnji teorema 3.6. re-
prezentacija A C*—algebre 7(A) ekvivalentna je identicnoj reprezentaciji te algebre. Dakle, postoji
izometricki izomorfizam T : H — K takav da je TA = A(A)T VA € n(A). To znadi da vrijedi
Tr(x) = Nm(x))T Vo € A, dakle, T'n(z) = o(x)T Vx € A, odnosno, 7 ~ o.

Definicija GCR—algebre izrazito je neprikladna za provjeru da li je neka C*—algebra GCR ili
nije, jer ta provjera zahtijeva da najprije pronademo sve zatvorene obostrane ideale u toj alge-
bri. S definicijom CCR—algebre je znatno lakse baratati, jer treba provjeriti da su svi operatori u
svakoj ireducibilnoj reprezentaciji te algebre kompaktni. Prema propoziciji 4.7. sli¢no svojstvo ima
svaka ireducibilna reprezentacija GCR—algebre: ona sadrzi sve kompaktne operatore. Prirodno je
postaviti pitanje da li je to svojstvo ne samo nuzno nego i dovoljno da bi promatrana C*—algebra
bila GCR. To je stvarno tako, ali dokaz je vrlo kompliciran; to je dokazao James Glimm 1961. za
separabilne C*—algebre, a istovremeno i nesto jednostavnije Jacques Dixmier. Dokaz je Shoichiro
Sakai 1966. generalizirao i na neseparabilne C*—algebre. Istovremeno je dokazano da i svojstvo
iz propozicije 4.8. karakterizira GCR—algebre.

Kompozicioni niz za C*—algebru A je familija (7,; 0 < a < «p) zatvorenih obostranih
ideala u A indeksirana rednim brojevima «, 0 < a < ayg, sa sljedeé¢im svojstvima:

(1) Za avaki a < ag je Jo © Tat1-

(2) Jo=A{0} 1T = A

(3) Ako je B < ag grani¢ni redni broj, onda je J3 = Cl (Us<pTa) -
Teorem 4.3. Neka je A C*—algebra.

(a) Ako je A GCR—algebra, onda A ima tocéno jedan kompozicioni niz (Jn; 0 < a < ap) takav
da je Jo+1/Toa =CCR(A/T.) za svaki a < oy.

(b) Ako A ima kompozicioni niz (Ja; 0 < a < ap) takav da je kvocijentna algebra Joi1/Ta
CCR—algebra za svaki o < ag, onda je A GCR—algebra.



4.2. CCR—ALGEBRE I GCR—ALGEBRE 7

Dokaz: (a) Definirat ¢emo familiju (7,) transfinitnom indukcijom. Stavimo Jy = {0}. Korak
induktivne definicije je sljedec¢i: Neka je 3 redni broj takav da je J, definiran za svaki a < 31 to
tako da je zadovoljeno:

(1) Ako je a < (§ takav da je a« + 1 < S onda je Jo C Jat1-

(2) Jo = {0} (ovo je trivijalno ispunjeno).

(3) Ako je v < (3 grani¢ni redni broj, onda je J, = Cl (Us<yJa) -
(4) Tos1/Ta =CCR(A/T,) za svaki a < 3 takav da je a+1 < .

Sada razlikujemo dva moguca slucaja:

(A) B nije grani¢ni redni broj, tj. postoji redni broj v takav da je f = v+ 1; drugim rije¢ima,
~v je neposredni prethodnik rednog broja 3. Ako je J, = A, onda postupak zavrsava sa agy = 7.
Ako je, pak, J, # A, onda stavljamo J3 =CCR(A/J,).

(B) [ je grani¢ni redni broj. Tada stavljamo Jg = Cl(Ua<pJs) -

Ovaj postupak transfinitne indukcije definira kompozicioni niz s trazenim svojstvom. Treba
jos dokazati jedinstvenost takvog kompozicionog niza. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
dva takva medusobno razli¢ita kompoziciona niza (Ku.; 0 < a < 6y) 1 (Ja; 0 < o < o). Zbog
odredenosti pretpostavimo da je ag < (y. Kad bi bilo J, = K, za svaki a < aq slijedilo bi
Koy = Tay = A, dakle, 5y = «ag, suprotno pretpostavci da su dva kompoziciona niza medusobno
razliciti. Prema tome, postoji redni broj v < oy takav da je J, # K,. Neka je v najmanji
takav redni broj. Tada je v > 0 jer je Jy = {0} = Ky. Nadalje, prema svojstvu (3) iz definicije
kompozicionog niza v ne moze biti grani¢ni redni broj. Stoga postoji neposredni prethodnik od
v, tj. redni broj 0 takav da je v = 0 + 1. Tada je Js = Ky, pa slijedi

Jy/Ts = CCR(A/Ts) = CCR(A/Ks) = K.,/ Ks,

a odatle je J, = K, suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija dokazuje jedinstvenost kompozi-
cionog niza s trazenim svojstvom.

(b) Neka je (Ja; 0 < a < ap) kompozicioni niz za C*—algebru A takav da je svaki kvocijent
Jar1/TJo CCR—algebra. Neka je Z # A zatvoren obostrani ideal u A. Treba dokazati da kvoci-
jentna algebra A/Z sadrzi CCR—ideal razlicit od {0}. Buduéi da je U,J, = A, slijedi da postoji
najmanji redni broj v takav da je (J,+Z)/Z # {0}. Tvrdimo da je tada (J,+Z)/Z CCR—algebra
i time ¢e tvrdnja biti dokazana, jer je (J, +Z)/Z zatvoren obostrani ideal u C*—algebri A/7 ra-
zlicit od nule.

Prije svega, ocito je v > 0. Nadalje, kad bi  bio grani¢ni redni broj, imali bismo

(7, + D)/ = | J(Js +T)/T = {0}

o<y

suprotno pretpostavci. Dakle, v nije grani¢ni redni broj. Neka je  neposredni prethodnik od -,
tj. 0+1=r~. Tadaje (Js+Z)/Z = {0}, odnosno, Js C Z. Tada je z + Js — = +Z *—epimorfizam
CCR—algebre J,/Js na C*—algebru (J, + Z)/Z. Prema tvrdnji (d) teorema 3.3. C*—algebra
(Jy +I)/T je izomorfna kvocijentnoj algebri CCR—algebre 7,/Js, pa je prema propoziciji 4.5.
(Jy +I)/ZT CCR—algebra.

Zadatak 4.4. Neka je A GCR—algebra i T # A zatvoren obostrani ideal u A. Dokazite da su T
i AJT GCR—algebre.
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Zadatak 4.5. C*—algebra A zove se NGCR—algebra ako je CCR(A) = {0}, tj. ako A ne sadrzi
nijedan zatvoren obostrani ideal T # {0} koji je CCR—algebra. DokaZite da svaka C*—algebra A
sadrzi jedinstven zatvoren obostrani ideal IC takav da je KK GCR—algebra i da je A/KK NGCR—al-
gebra.

Zadatak 4.6. Neka je H # {0} Hilbertov prostor i A ireducibilna C*—podalgebra od B(H).
Dokazite da je A NGCR—algebra ako i samo ako je AN K(H) = {0}.

Zadatak 4.7. Neka je {e,; n € N} ortonormirana baza Hilbertovog prostora H i neka je
S € B(H) definiran sa Se, = e,.1, n € N. Neka je C*(S) najmanja C*—podalgebra od B(H)
koja sadrzi S. Dokazite da je C*(S) GCR—algebra i pronadite njen kompozicioni niz sa svojstvom
iz turdnge (a) teorema 4.3.



Poglavlje 5

Dodatni zadaci

Zadatak 5.1. Neka je D = {\ € C; [N\ < 1} i K = {\ € C; |\| < 1}. Neka je A skup svih
neprekidnih funkcija f : D — C takvih da je restrikcija f|K analiticka na K.

(a) Dokazite da je A komutativna Banachova algebra u odnosu na operacije po tockama i normu

/Il = max {[f(M)]; A€ D}.

(b) Dokazite da je sa f*(X) = f (X) definirana izometricka involucija na A.

(¢) Dokazite da postoji unitalni homomorfizam w : A — C koji nije x—homomorfizam, tj. koji
ne zadovoljava w(f*) = w(f).

Zadatak 5.2. Neka su S i T normalni ograniceni operatori na Hilbertovim prostorima H i IC 1
neka su C*(S) i C*(T) unitalne C*—algebre generirane s tim operatorima. DokaZite da je algebra
C*(S) x—izomorfna algebri C*(T) ako i samo ako je spektar o(S) operatora S homeomorfan
spektru o(T') operatora T.

Zadatak 5.3. Neka je f : R — C neprekidna funkcija i neka je A unitalna C*—algebra. DokaZite
da je x — f(x) neprekidno preslikavanje sa A, = {x € A; 2* =z} u A.

Zadatak 5.4. Neka je A C*—algebra, J zatvoren obostrani ideal u A i B C*—podalgebra od A.
Dokazite da je
B+J={b+z; beB zecJ}

C*—podalgebra od A i da su C*—algebre (B+ J)/J i B/(BNJ) *—izomorfne.

Zadatak 5.5. Neka je J zatvoren obostrani ideal u C*—algebri A i neka je x € A, * = .
Pomocu funkcionalnog racuna dokazite da postoji y € J takav da je

[ +yl = nf{fle + 2[); 2 € T}

Zadatak 5.6. Neka je x hermitski element C*—algebre A. DokaZite da postoje y,z € A, takvi da

je
Iyl < ll=ll, Nzl < llzll, yz=2y=0, z=y—-=

Da li su takviy i z jedinstveni?

Zadatak 5.7. Neka je A unitalna C*—algebra i x € A hermitski element takav da je ||z| < 1.
Dokazite da je x € Ay ako i samo ako je ||le — x| < 1.

79
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Zadatak 5.8. Neka je A C*—algebra i neka su ay, by, c1,dy, as,ba,co,ds € Ay i x € A takvi da je
a; < by, ag < by, & =ay, ¢ = ay, d? = by i d3 = by. Dokazite da tada vrijedi

lez|| < |ldizl], [lzco|| < ||ody]| @ [aize| < ||dixds].

Zadatak 5.9. Neka je A unitalna C*—algebra i U multiplikativna grupa svih unitarnih elemenata
algebre A. DokaZite sljedece tri turdnje:

(a) Ako je w € U takav da je |le — u|| < 2, onda postoji v € Ay, takav da je u = €.
(b) Ako suv,w € U takvi da je ||v — w| < 2, onda postoji y € Ay, takav da je v = wev.

(¢) Neka je Uy skup svih produkata oblika €' --- e gdje sun € Nizy,...,z, € Ay. Tada
je skup Uy u odnosu na topologiju na U induciranu normom otvoren i zatvoren podskup
od U. Nadalje, skup Uy je putevima povezan, tj. za u,v € Uy postoji neprekidna funkcija
¢ :[0,1] = Uy takva da je p(0) =u i p(1) =v.

Zadatak 5.10. Neka je A unitalna C*—algebra i neka je x € A,. Pretpostavimo da su p,q € A
medusobno ortogonalni projektori (tj. p* =p =p*, ¢* = q = q¢* i pq = qp = 0) 1 pretpostavimo da
je pxp = 0. Dokazite da je prq = 0.

Zadatak 5.11. Neka je p : A — B x—epimorfizam C*—algebri i neka su by, by € By takvi da je
biby = 0. DokaZite da postoje ai,as € Ay takvi da je ajas =0, p(a1) = by i p(ag) = by.

Zadatak 5.12. Neka je ¢ : A — B +—epimorfizam C*—algebri i neka je (by)nen niz u By takav
da je byby, = 0 za n # m. Koristeéi zadatak 5.11. dokaZite da postoji niz (ap)nen takav da je
anam =0 zan #m ie(a,) =0b, Vn € N.

Uputa: Zamjenom b, sa t,b, za neke t, > 0 moze se posti¢i da redovi ) b, i Zn\/a

konvergiraju u B. Sada indukcijom po n dokazite da postoje ai,...,a,, x, € A, takvi da je
ajar = 0za j #k, ajx, =0 Vjida vrijedi
olaj)=0b; z j=1,...,n, @(xn):Zbk.
k>n
Zadatak 5.13. Neka je A unitalna komutativna C*—algebra i neka su f i g medusobno razlicita

¢ista stanja na A. DokaZite da je tada || f — g = 2.

Zadatak 5.14. Neka je A unitalna C*—algebra i neka uw € A unitarni element. Za stanje f na
A stavimo

fu(z) = fluzu), z € A.
Dokazite da je i f, stanje na A i da je ono cisto ako i samo ako je f cisto.

Zadatak 5.15. Neka je A unitalna komutativna C*—algebra. Pretpostavimo da postoji r > 0
takav da za svaka dva medusobno razlicita cista stanja f i g na A vrijedi ||f — g|| > r. DokaZite
da je tada algebra A komutativna.

Uputa: Za h € A, pokazite da je uz oznaku iz zadatka 5.14. fein = f za svako Cisto stanje f
isvaki t € R. Izvedite odatle da je f(xh — hx) = 0 za svako Cisto stanje fizasve x € Aih € Ay.

Zadatak 5.16. Dokazite da za svaki pravi zatvoren dvostrani ideal J u C*—algebri A postoji
reprezentacija ™ od A ¢ija je jezgra J .

Zadatak 5.17. Neka je p : A — B x—homomorfizam C*—algebri i neka je J zatvoren dvostrani
ideal u A. Dokazite da je p(J) zatvoren potprostor od B.

Zadatak 5.18. Neka suZ i J zatvoreni dvostrani ideali v C*—algebri A. DokaZite da je 1 dvostrani
ideal T 4+ J zatvoren.
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