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SADRZAJ



Poglavlje 1

Holomorfne funkcije

Za a € Cir > 0 upotrebljavat ¢emo oznake

K(a,r)={2€C; |z —a| <1}, K(a,71)={2€C; |z —a|] <r},
K*(a,r)={2€C; 0< |z —a| <1}, S(a,r)={2€C; |z —a|=r1}.

Ti se skupovi redom zovu otvoren krug, zatvoren krug, punktirani krug i kruznica sa
srediStem u tocki a i radijusom 7.
Neka je 2 C C otvoren skup i neka je zadana funkcija f : 2 — C. Ako za tocku a € €2 postoji

) = f()

z—a zZ—a

taj limes oznacavamo f’(a) i zovemo derivacija funkcije f u tocki a. Ako taj limes postoji za
svaku tocku a € Q tada kazemo da je funkcija f holomorfna na 2. Tada se funkcija f’ zove
derivacija funkcije f.

Za otvoren skup 2 C C skup svih holomorfnih funkcija na Q oznacavat ¢emo sa H(S2). Uz
operacije po tockama H({2) je komutativna asocijativna unitalna algebra nad poljem C i vrijedi

(f+9)'=f+7d, (Af) = AL (f9)'=flg+fd, frgeH(), reC.

Ako su f € H(Q) i g € H(£4), pri ¢emu je 2 C C otvoren skup takav da je f(2) C 4, tada je
h=gofeH(Q)ivrijedi

W(a) = g'(f(a))f(a), ac .

Ako je f € H(Q) takva da je f(z) # 0 Vz € (2 tada je % e H(Q) i
NP0 )

(7) = =

Teorem 1.1. Neka je (cy)nez, niz u C i stavimo

1
~ limsup,, . |e,|V/n

(a) ZaaeCize K(a,R) red

(e 9]

Z cn(z —a)”

n=0
konvergira apsolutno. Taj red i red apsolutnih vrijednosti konvergiraju uniformno na K (a,r)
za svaki r < R.
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(b) ZaaeCizeC\K(a,R) red u (a) ne konvergira u C.
(¢) Ako definiramo funkciju f : K(a, R) — C kao sumu reda u (a) tada je f € H(K(a,R)) i

vrigedi
f(z) = chn(z —a)" !, z € K(a, R).
n=1
(d) Za funkciju f iz (c) vrijedi f' € H(K(a, R)) i induktivno f* = (f(k_l))/ € H(K(a, R)).
Nadalje,
> !
(k) () — n: _\n—k K
1O =3 et et s KGR,

Teorem 1.2. Neka je Q2 C C otvoren skup i f € H().
(a) Vrijedi f' € H(Q) i induktivno f™) = (f("’l))/ € H(R), n e N.
(b) Neka sua € Qir >0 takvi da je K(a,r) C Q. Stavimo

1
co = f(a), cr = f'(a), Cn = ™(a), n>2.
Tada je
1
<
"> Tim SUDP,, o0 |Cn|/™
1 vrieds

f(z) = ch(z —a)" Vz e K(a,r).

n=0

Teorem 1.3. Neka je Q2 C C otvoren skup i f : Q0 — C neprekidna funkcija. Pretpostavimo da je
a € Qi da je funkcija f analiticka na skupu Q\ {a}. Tada je f € H(S).

Krivulja u otvorenom skupu 2 C C je neprekidno preslikavanje v : [a,b] — Q (=00 < a <
b < +00). Skup v* = {7(t); a < t < b} zove se trag krivulje 7. v(a) je pocetak, a (b)
svrsetak krivulje 7. Krivulja v je zatvorena ako je v(a) = (b). Put u  je po dijelovima
neprekidno diferencijabilna krivulja u 2. Dakle, put u € je krivulja v : [a, b] — € takva da postoje
to =a <t <ty <--- <t, =btakvi da je restrikcija |[t;_1,t;] neprekidno diferencijabilna
funkcija za j = 1,2,...,n; u tockama ty,...,t,_1 lijeva i desna derivacija od v postoje, ali se ne
moraju podudarati. Petlja je zatvorena krivulja koja je put.

Za svaki podskup S C C sa C(S) ¢emo oznacavati skup svih neprekidnih funkcija sa S u C.
C(5) je kompleksan vektorski prostor. Ako je skup S kompaktan, sa

1flls = max{[f(s)]; s € S}

je zadana norma na prostoru C(.5).
Neka je 7 : [a,b] — C put i f € C(v*). Definiramo

/Wf (2)dz = / Faon

Nadalje, definiramo duljinu puta ~ sa

b
()= [ Wi



Zadatak 1.1. Neka je v : [a,b] — C put i ¢ : [c,d] — [a,b] neprekidno diferencijabilna monotono
rastuca bijekcija. Stavimo v, = v o . DokaZite da je

=t =t) [ f@d= [ e vrecn),
" o
Zadatak 1.2. Neka je v : [a,b] — C put i f € C(v*). Dokazite da je

L £(2)dz

Neka je A trokut u C, tj. najmanji konveksan skup koji sadrzi zadane tri nekolinearne tocke
u C. Tada ¢emo sa OA oznacavati pozitivno orijentirani rub trokuta A.

<LM)If

v

Teorem 1.4. (Cauchyjev i Morerin teorem) Neka je Q C C otvoren skup i f € C(S2). Funkcija f
je holomorfna na €2 ako i samo ako za svaki zatvoren trokut A C 2 vrijed:

f(z)dz = 0.
oA

Zadatak 1.3. Neka je 2 C C otvoren skup i neka su f i f,, n € N, funkcije sa Q u C. DokaZite
da su sljedeca tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Za svaki kompaktan skup K C Q niz restrikcija (fn|K)nen konvergira uniformno prema
restrikcigi f| K.

(b) Ako sua €Q ir >0 takvi da je K(a,r) C Q tada niz restrikcija ( fol K(a,7))nen konvergira
uniformno prema restrikciji f|K(a,r).

(¢) Za svaku tockua € Q postojir > 0 takav da je K(a,r) C Q i da niz restrikcija (f| K (a,7))nen
konvergira uniformno prema restrikciji f|K(a,r).

U situaciji iz zadatka 1.3. re¢i ¢emo da niz funkcija (f,) konvergira lokalno uniformno na
) prema funkciji f. Ako su sve funkcije f,, n € N, neprekidne na (2, tada iz svojstva (c) lako
slijedi da je i funkcija f neprekidna na €.

Teorem 1.5. (Weierstrass) Neka je Q@ C C otvoren skup i neka je (fn)nen niz u H(Q) koji na
Q lokalno uniformno konvergira prema funkciji f : Q@ — C. Tada je f € H(QQ). Nadalje, niz
derivacija (f )nen konvergira lokalno uniformno na Q2 prema derivaciji f'.

Teorem 1.6. Neka je v put u C i g € C(~*). Stavimo
9(¢) ‘
fe)= [ 2, zecyy
v
Tada je f € H(C\~*) i za k € N iz e C\~* vrijedi
9(¢)
f®(z2) = k!/idg.
L (C =)k

Teorem 1.7. (Liouville) Neka je funkcija f € H(C) ogranicena. Tada je funkcija f konstantna.
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Neka je v petlja u C. Definiramo funkciju Ind, : C\ v* — C sa
1 1

Ind = — dc.

nd,(2) QWi/yC—ZC

Ind.,(z) zove se indeks tocke z u odnosu na petlju v (katkada se kaze da je to indeks petlje v u
odnosu na tocku z).

Teorem 1.8. Neka je v petlja u C i Q = C\ v*.
(a) Ind,(2) € ZVz € Q.

(b) Ind, je konstanta na svakoj komponenti povezanosti skupa €.

(¢) Ind, je nula na neogranicenoj komponenti povezanosti skupa €.
Napomenimo da je skup v* kompaktan pa skup {2 ima to¢no jednu neograni¢enu komponentu

povezanosti.

Dokaz: (a) Neka je v : [a,b] — C ineka je S C [a,b] (konacan) skup svih tocaka u kojima ~
nije neprekidno diferencijabilna. Neka je z € . Definiramo funkciju ¢ : [a,b] — C sa

it = i
Tada se lako vidi da vrijedi
, ')
£) = ot . tela,b]\S. %
F0) = el 8]\ (¥
Definiramo 1) : [a,b] — C sa
p(t)
Y(t) = .
W=
Tada je funkcija ¢ neprekidna i za ¢ € [a,b] \ S pomoc¢u () nalazimo
: / 1 7' (t)
D=0t ————— — () — I —
Y(t) = ¢'(t) Ty o(t) ) - )2

Zakljucujemo da je funkcija 1 konstantna na svakom otvorenom intervalu sadrzanom u skupu
[a,b] \ S. Buduéi da je funkcija 1 neprekidna, slijedi da je ¢ konstantna na [a, b]. Posebno,

©(b)
v(b) — 2

Pla) ) — _
77(@)—z_w() U(b)

Medutim, v(a) = v(b) pa slijedi

Kako je ocito ¢(a) = 1, slijedi ‘
1= (,O(b) — eQﬂzlndW(z),
a odatle je Ind,(z) € Z.
(b) Po teoremu 1.6. je Ind, € H(2). Posebno, funkcija Ind, je neprekidna na €2. Bududi da je
neprekidna slika povezanog skupa povezan skup, tvrdnja (b) slijedi iz tvrdnje (a).
(c) Neka je z tocka u neograni¢enoj komponenti skupa 2 takva da je
490

C—d>5F  Wer
N

Sada pomocu zadatka 1.2. slijedi |Ind,(z)| < 1, pa iz (a) zaklju¢ujemo da je Ind,(z) = 0. Zbog
(b) Ind, je nula na cijeloj neogranicenoj komponenti od 2.



Zadatak 1.4. Neka je Q2 C C otvoren skup i f € H(S). Definiramo funkciju g : Q x Q@ — C na
sljedecéi nacin:

o= fw
9(z,w) = T
f(2) w=z

Dokazite da je tada funkcija g neprekidna i da je za svaku tocku w € Q funkcija z — g(z,w)
holomorfna na €.

Uputa: Za a € Qie > 0 zbog neprekidnosti funkcije f* mozemo izabrati r > 0 takav da je
K(a,r) C Q1ida vrijedi

(eK(r) = [f(O-fla)<e

Sada dokazite da za bilo koje z,w € K(a,r) (bilo razlicite, bilo jednake) vrijedi

1
sew)= [ FO@N w0 ==, telol)
0
Odatle dokazite neprekidnost funkcije g u tocki (a,a). Za drugu tvrdnju koristite teorem 1.3.

Sada ¢emo malo generalizirati pojam indeksa. Neka je €2 C C otvoren skup. Lanac u €2 je bilo
koja (neuredena) n—torka I' = [y1,...,7,] putova u . U tom sluéaju pisemo I'* =~f U--- U~} i
za funkciju f € C(I'*) definiramo

/Ff(z)dz = Z .f(z)dz.

Ako je svaki v; petlja, lanac I' se zove ciklus. Za ciklus I' u C definiramo indeks bilo koje tocke
z € C\ T uodnosunal:

r¢—=z2

Indp(z) = QLM / ! d¢ =) Ind,(z).
j=1

Ocigledno tvrdnje teorema 1.8. vrijede i ako u njegovu iskazu petlju v zamijenimo bilo kojim
ciklusom I' u C.

Teorem 1.9. (Globalni Cauchyjev teorem) Neka je Q2 C C otvoren skup i f € H(2).

(a) Neka jeT' ciklus u Q takav da je Indr(a) = 0 Va € C\ Q. Tada je
1
/f(z)dZ:O i I?’LdF(Z)f(Z):—,/de Vze Q\T™.
r 21 Jrw — 2

(b) Neka su Ty i Ty ciklusi u Q takvi da je Indr, (o) = Indr,(a) Yo € C\ Q. Tada je

/Flf(z)dz = /r2 f(2)d=.
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Dokaz: (a) Definiramo g : 2 x Q@ — C kao u zadatku 1.4. Tada je g neprekidna funkcija, pa
mozemo definirati i : 2 — C sa

1
h(z) = 3 /Fg(z,w)dw, z € .
Kako je funkcija g neprekidna na € x €2, ona je uniformno neprekidna na svakom kompaktnom
podskupu od €2 x €. Dakle, ako je zp € Q i ako je (z,)peny niz u Q takav da je zop = lim, . 2y,
tada je
g(20,w) = lim g(z,,w) uniformno u odnosu na w € I'*.

n—~oo

Odatle slijedi
h(zp) = lim h(z,).

Time je dokazano da je funkcija h neprekidna na ).
Neka je A trokut u 2. Tada je

/aA h(z)dz = % » Upg(z,w)dw] dz = % ) {/Img(z,w)dz] dw = 0,

jer je prema zadatku 1.4. funkcija z — g(z,w) holomorfna na 2 za svaku tocku w € Q i zbog
Cauchyjevog teorema 1.4. Sada prema Morerinom teoremu 1.4. zakljuc¢ujemo da je h € H(S2).
Stavimo

Ocito je Qp otvoren skup. Po pretpostavci je C\ 2 C Q, tj. QU Q; = C. Definiramo funkciju
hi:Q — Csa

1
hi(z) = — / de, z €.
21 Jrw — 2
Prema teoremu 1.6. vrijedi hy € H(€). Za z € 2N Qy imamo
h(z) = hi(2) — f(2)Indr(z) = hi(2).
To pokazuje da postoji p € H(C) takva da je p|Q2 = h i | = hy.
Zbog tvrdnje (c) teorema 1.8. €2y sadrzi neogranicenu komponentu skupa C\ I'*. Stoga imamo

lim ¢(z) = llim hy(z) = 0.

|z[—o0 |

To pokazuje da je funkcija ¢ ogranicena na C, pa je prema Liouvilleovom teoremu 1.7. ta funkcija
konstantna, dakle svuda jednaka nuli. Posebno je h(z) =0 Vz € Q. Odatle za z € Q \ I'* imamo

0=nh(z) = QLM /F i(f”)zdw — f(2)Indr(2).

Time je druga jednakost u (a) dokazana.
Neka je a € Q\ T'*. Stavimo F(z) = (z — a)f(2), z € Q. Tada je F € H(Q) i primjenom
dokazane jednakosti na funkciju F' nalazimo

/F f(2)dz = /F Fz) . _ i (@) Indn(a) = 0.

zZ—a

jer je F'(a) = 0. Time je i prva jednakost u (a) dokazana.
(b) Neka je —T'y ciklus sastavljen od suprotnih petlji iz I'y i neka je I' unija ciklusa I'y i —T'.

Tada ocito vrijedi
I
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pa slijedi da je Indr(a) =0 Va € C\ €. Prema (a) tada imamo za svaku f € H(2) :
0= / f(z)dz = / f(z)dz — / f(z)dz.
T Ty 1)

f(z)dz= [ f(2)d=z.
r )

Dakle,

Bududi da znamo da je Ind, nula na neograni¢enoj komponenti skupa C \ v*, indeks se vrlo
jednostavno racuna u svakoj komponenti, jer se moze pokazati da indeks poraste za 1 kada iz
jedne u drugu komponentu povezanosti skupa C \ v* dolazimo prelazeéi put v zdesna na lijevo.

Zadatak 1.5. Neka su a,b € C, b # 0, i neka je v : [0,27] — C zadana sa
(t) = a+be";

tj. v je pozitivno orijentirana kruznica sa sredistem u tocki a i radijusom |b|. Direktnim racunom
dokazite da je Ind.,(z) =1 Vz € K(a, |b]).

Otvoren povezan skup u C zove se podrucje.

Teorem 1.10. (Teorem jedinstvenosti) Neka je Q@ C C podrucje, f € H(Q) ¢ f # 0. Tada skup
svih nultocaka

N(f)=f70)={z €% f(z) =0}
nema gomilista w skupu Q. Dakle, ako su f,g € H() takve da skup {z € Q; f(z) = g(z)} ima
gomiliste u €2 onda je f = g.

Teorem 1.11. (Princip maksimuma modula) Neka je Q@ C C podrucje i neka je f € H(Q)
nekonstantna funkcija. Tada ne postoji tocka zg € Q) takva da je

[f()] = |f(2)]  Vze

Teorem 1.12. (Teorem o inverznoj funkciji) Neka je  C C otvoren skup, f € H(Q) i neka je
tocka zo € Q takva da je f'(z0) # 0. Tada postoji otvorena okolina V' C § tocke zy takva da je
f(V) otvoren skup i da je restrikcija f|V bijekcija sa V na f(V'). Nadalje, inverzna funkcija te
bijekcije je holomorfna na f(V).

Dokaz: Funkcija g : €2 x 0 — C definirana u zadatku 1.4. je neprekidna. Stoga postoji
otvorena okolina V' C () tocke zy takva da vrijedi

f(Zl) - f(22)

21 — 22

1
> §|f/(20)| vzl,Zz eV.

Prema tome vrijedi
1
eV = f(z1) = flz2)l 2 S1F (z0)] - 21 = 2al. (%)

Bududi da je f/(z0) # 0, odatle slijedi da je f|V injekcija. Takoder slijedi da je |f'(2)] > 3| f'(zo|
Vz € V. Posebno je f'(z) #0 Vz € V.

Dokazimo sada da je skup f(V') otvoren. Neka je ¢ € V. Neka je r > 0 takav da je K((,7) C V.
Prema () postoji § > 0 takav da vrijedi

[f(C+re") = f(QO] =20 VEeR ()
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Neka je a € C\ f(V). Definiramo funkciju h: V' — C sa

h(z):a%f(z), zeV.

Tada je h € H(V). Nadalje, prema zadatku 1.5. i prema drugoj jednakosti u tvrdnji (a) Cauchy-
jevog teorema 1.9. vrijedi

MO = o / j(—f“)cdw,

gdje je v : [0,27] — V definirana sa
v(t) = ¢ + re”, 0<t<2m.

Odatle pomo¢u zadatka 1.2. i pomoc¢u nejednakosti (*x*) nalazimo

L
v = f(<)]
Odatle je |a — f(C)] > 6 za svaki « € C\ f(V). Prema tome, vrijedi

1

= MOl < max {|n(¢ +rel; 0t < 2w} < gy

la=fOl<d = acfV)

Drugim rije¢ima, dokazali smo da je K(f((),d) C f(V). Kako je tocka ( € V bila proizvoljna,
zaklju¢ujemo da je skup f(V') otvoren.

Stavimo U = f(V) i neka je ¢ : U — V inverzna funkcija bijekcije f|V sa V na U. Neka je
up € U i stavimo zg = p(ug) € V, tj. ug = f(20). Za proizvoljnu z € V iu = f(z) € U imamo

o(u) — ¢(uo) _ Z— 2
U — Up f(2) = f(z0)

Kada u tezi prema ug, tada z tezi prema zy zbog (*). Buduéi da je f'(zp) # 0, iz gornje jednakosti
slijedi da postoji limes kada u tezi prema uq :

L el plu)

f(z0)  w—uwo  u—ug

Time je dokazano da je funkcija ¢ holomorfna na U.

Teorem 1.13. Neka je Q C C podrucje i f € H(Q) nekonstantna funkcija. Neka je zo € € i
wo = f(z0) tako da je zy nultocka funkcije f — wy. Pretpostavimo da je m € N kratnost zy kao
nultocke funkcije f — wq. Postoji otvorena okolina V- C § tocke zy i postoji funkcija ¢ € H(V)
takve da vrijedi:

(a) f(2) = wo+[p(2)]" Vz € V;
(b) ¢'(2) £0Vz eV i je bijekcija sa V na K(0,7) za neki r > 0.

Napomena: Prema tome, f je m : 1 preslikavanje sa V' \ {29} na K*(wq,r™). Posebno, svaka
tocka wy € f(€2) je unutarnja tocka skupa f(€2), tj. skup f(£2) je otvoren.

Dokaz: 1z teorema jedinstvenosti 1.10. slijedi da mozemo pretpostaviti da je 2 = K(zg,0) i
da vrijedi f(z) # wy Vz € K*(20,6). Iz Taylorovog reda za funkciju f — wy slijedi da je

f(z) =wo+ (2 — 20)"g(2), z €€,
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/

gdje je g € H(2) i g(z) # 0 Vz € Q. Prema tome je I ¢ H(2), pa mozemo pisati Taylorov red te
g

funkcije oko tocke zj :

g() = Zan(z — 20)", z €.

Definiramo h € H(f2) sa

(o9 an,
= Z (z — )", z €.
—~n+l

Definicija je smislena jer je radijus konvergencije gornjeg reda potencija jednak radijusu konver-

gencije Taylorovog reda funkcije 9.
g

1
T _n_
= lim sup(n + 1)—n+r1 <|an|%) [ lim sup \an‘%,

n—oo n—oo

lim sup

n—oo

n+1

buduéi da je
A

1
li 1) w1t =1 i li
it 1) S
/

Prema tvrdnji (¢) teorema 1.1. imamo h' = g—, a odatle je
g

(g . e_h), = 0.

Dakle, funkcija g - e je konstantna, tj. postoji a € C takva da je ¢ = ae”. Kako je g # 0 to je
a # 0. Neka je § € C takav da je o = ™. Definiramo funkciju ¢ € H(Q2) ovako:

h(z)

w(z) =Bz —2)e ™ .

Tada je
w(2)" =alz — = ) = (2 —20)"g(2) = f(z) — wy, z € (L

Nadalje, p(z0) = 01 ¢/(z0) = Fe '
svojstvima postoji.

7& 0. Po teoremu 1.12. o inverznoj funkciji skup V' s trazenim

Prema napomeni prije dokaza teorema 1.13. imamo
Korolar 1.1. Neka je Q C C podrucje i f € H(QY) nekonstantna funkcija. Tada je f(£2) podrudcje.

Teorem 1.14. Neka je 2 C C podrucje i neka je funkcija f € H(Q) injektivna. Tada je f'(z) # 0
Ve Qi ft e H(f(Q)).

Zadatak 1.6. Dokazite teorem 1.14.

Uputa: Upotrijebite teorem 1.13. da dokazete da iz f’(z) = 0 slijedi da funkcija f nije injek-
tivna na nekoj okolini tocke z. Za drugu tvrdnju upotrijebite teorem 1.12.

Teorem 1.15. (Schwarzova lema) Neka je f € H(K(0,1)) takva da je f(0) = 0 i |f(2)] §
Vz € K(0,1). Tada vrijedi |f(2)| < |2| Vz i [f'(0)] < 1. Ako je [f(z)| = |2| 2a neku tocku z # 0 i
ako je | f'(0)| = 1 onda postoji o € C takav da je |o| =14 f(2) = az Vz € K(0,1).
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Dokaz: Prema zadatku 1.4. funkcija ¢ : K(0,1) — C definirana sa

OR
9(z) =9 °~
F1(0) 2=0
holomorfna je na K(0,1).
1
Na kruznici |2| = r < 1 vrijedi |g(z)] < —. Odatle pomoc¢u principa maksimuma modula
r
(teorem 1.11.) zakljuéujemo da vrijedi:
1
l=r = &)l =

Pustimo li da r tezi prema 1 slijedi
l9(2)| <1 vz e K(0,1),

a to upravo daje nejednakosti koje treba dokazati. Ukoliko za neku tocku z € K(0,1) vrijedi
lg(2)| = 1, tada pomocu principa maksimuma modula nalazimo da je g konstanta modula 1.



Poglavlje 2

Izolirani singulariteti

Za kompleksnu funkciju f kompleksne varijable kazemo da ima izoliran singularitet u tocki
2o (ili da joj je tocka zj izolirani singularitet), ako postoji r > 0 takav da je funkcija f holomorfna
na punktiranom krugu K*(zg,7), ali nije holomorfna na ¢itavom krugu K(zy, ). Dakle, jedna je
mogucnost da funkcija f uopée nije definirana u tocki zy (tj. tocka zy nije u domeni D( f) funkcije
f),ili je zo € D(f) ali f nije holomorfna ni na jednoj otvorenoj okolini te tocke.

Ako je tako i ako se funkcija f moze definirati (ili redefinirati) u tocki zy tako da ona postane
holomorfna na ¢itavom krugu K (zy, ), onda se kaze da je singularitet zp uklonjiv. Nuzan uvjet
da bi singularitet zy bio uklonjiv jest da funkcija f ima limes u tocki zp; tada je taj limes jedina
vrijednost funkcije f u tocki zp uz koju funkcija f moze postati holomorfna na okolini od zy. Tada
je funkcija f nuzno ogranicena na K*(z,p) za neki p > 0 (u stvari, za svaki p < r). Vazna
je Cinjenica da je zapravo taj na prvi pogled slabi zahtjev ne samo nuzan nego i dovoljan za
uklonjivost izoliranog singulariteta.

Teorem 2.1. [zolirani singularitet zo funkcije f je uklonjiv ako i samo ako postoji p > 0 takav da
je funkcija f definirana i ogranicena na punktiranom krugu K*(zo, p).

Zadatak 2.1. Dokazite dovoljnost uvjeta u teoremu 2.1.

Uputa: Dokazite da iz ogranic¢enosti funkcije f|K*(z, p) slijedi da je funkcija h definirana na
K(ZO7 p) sa
h(z) = 0 , ako !e z= zo*
(= 2 f(2) akoje =€ K*(20,p)

holomorfna na K(zy, p). Zatim dokazite da Taylorov red funkcije h oko tocke zy ima prva dva
koeficijenta jednaka nuli, tj. da je

h(z) = Z cn(z — 20)".

Zatim definirajte f(z9) = co i dokazite da je uz tu definiciju f holomorfna na Kz, p).

Uzmimo sada da je 2z, neuklonjiv izolirani singularitet funkcije f. Promatrajmo tada niz
funkcija

(z — 20)f(2), (2—20)2f(2), (2—2)f(2), -~

Tada je zy izolirani singularitet svih tih funkcija. Ako je taj singularitet uklonjiv za funkciju
(z — 20)" f(2) za neki m € N, tada je on uklonjiv i za (z — 29)"f(2) ¥n > m. U tom slucaju za

15
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2o kazemo da je pol funkcije f. Kazemo da je zy pol reda m ako je singularitet zo uklonjiv za
funkciju (z — 29)™f(z), ali neuklonjiv za funkciju (z — z)™ ' f(z). U tom slucaju ozito vrijedi
lim |f(z)| = +o0.
z—20

Ako izolirani singularitet zy nije niti uklonjiv niti pol, onda kazemo da je z, bitni singularitet
funkcije f.

Teorem 2.2. Neka je zq bitni singularitet funkcije f i neka je r > 0 takav da je K*(zo,7) C D(f).
Tada je skup f(K*(zp,7)) gust u C; dakle, za svaku tocku w € C postoji niz (zn)nen v K*(29,7)
takav da vrijeds

lim z, = 2z ) lim f(z,) =w.

n—oo n—oo

Posebno, ne postoji niti konacan niti beskonacan

lim |f(z)].

z—20

Dokaz: Pretpostavimo da skup f(K*(zp, 7)) nije gust u C. Tada postoji w € C i p > 0 takvi
da je K(w,p) N f(K*(z0,7)) = 0. To znaci da vrijedi

[f(z) —wl=p  Vze K (z,7). (+)

Definiramo sada g : K*(2,7) — C sa

= K .
g(Z) f(Z) —w’ S (ZO?T)
Tada je g € H(K*(z,7)) 1 zbog (*) vrijedi
1
lg(2)| < 5 Vz € K*(20,7).

Prema teoremu 2.1. tocka zy je uklonjiv singularitet funkcije ¢, tj. funkcija g se prosiruje do
funkcije iz H(K (20,7)).

Sada imamo dvije mogucnosti. Pretpostavimo prvo da zy nije nultocka tako prosirene funkcije
g. Iz neprekidnosti u tocki zj slijedi da tada postoje e > 010 < d < r takvi da je

g(2)] > Vz€ K(x,9).

Odatle slijedi

[f ()] = lwl < 1f(2) —w]| < = [f()] < vl +§ Vz € K*(20,9),

M | =

a prema teoremu 2.1. tada je zy uklonjivi singularitet funkcije f, sto je suprotno pretpostavci u
teoremu.

Ostaje nam jos moguénost da je g(z9) = 0. Uzmimo da je zy nultocka funkcije g kratnosti
m € N. Tada mozemo pisati g(z) = (z — 29)™h(z), gdje je h € H(K(20,7)) 1 h(20) # 0. Izaberemo
sada 0 < § < r tako da h nema nultocaka u krugu K (zp,d). Tada je sa

k(z) = %, z € K(29,0),
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definirana funkcija k € H(K(29,0)). Sada slijedi
(z—20)"f(2) = (2 — 20)"w + k(2), z € K*(29,0),

Sto pokazuje da je tocka zy pol funkcije f. Kako je i to iskljuceno pretpostavkom teorema, za-
klju¢ujemo da je pretpostavka da f(K*(zp, 7)) nije gusta u C nemoguca i time je teorem dokazan.

Prosirena kompleksna ravnina definira se kao skup C' = C U {oo}. Topologija od C defini-
rana je tako da se na skupu C ona podudara s topologijom kompleksne ravnine i da je baza okolina
tocke oo sastavljena od skupova

C\ K(0,7) = {oc} UK(0,7,+00) = {oc} U {2z € C; |2| > 1}, reR, r>0.
Ta se topologija moze i geometrijski opisati:

Zadatak 2.2. Neka je S sfera promjera 1 u R?® zadana sa

2
S = {(S,U,C)GR?’; &+’ + (C—%) :i}'

Definiramo bijekciju ® : C — S tako da stavimo ®(c0) = (0,0,1) i da je za z € C ®(z) presjeciste
pravea odredenog tockama N = (0,0,1) i (Rez, Imz,0) s punktiranom sferom S\ {N}. DokaZite

da je tada
Rez Imz |2]?
d(2) = , , , e C.
) (1+|z|2 L1 22 T+ |2 :

Nadalje, dokaZite da je bijekcija ® homeomorfizam sa C na S, tj. da su preslikavanja ® : C — S
i &1 S — C neprekidna.

Primijetimo da niz (z,),en tezi prema tocki oo ako i samo ako niz apsolutnih vrijednosti
(|zn|)nen tezi prema +o00. Ako je zp izolirani singularitet funkcije f € H(K*(zo,7)) onda se ta
funkcija prosiruje do neprekidne funkcije sa K (zg,7) u C ako i samo ako je z ili uklonjiv singu-
laritet ili pol funkcije f.

Bez dokaza navodimo:

Teorem 2.3. (Laurentov razvoj) Neka su 0 <r < R < 400 i neka je f € H(K (29,7, R)), gdje
je K(zp,r, R) otvoren "kruzni prsten”

K(0,r,R)={2€C; r < |z— 2| < R}.
Tada postoje jedinstveni c, € C, n € Z, takvi da vrijeds
f(z) = ch(z — zo)" Vz € K(29,7, R).
ne”L

Taj red konvergira apsolutno na K(zo,r, R) i red apsolutnih vrijednosti konvergira uniformno na
zatvorenom kruznom vijencu

F(Zm(sap) :{Z E(Cv 5§ ‘Z_ZO‘ S,O}

ako jer < 0 < p < R. Nadalje, ako je v pozitivno orijentirana kruznica sa sredistem u tocki zy @
radijusom p, v < p < R, onda je

cn—i/(&dz n € 7.

2mi J., (z — zo)"t1
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Taj je teorem primjenjiv posebno na situaciju kad je r = 0. Tada je funkcija f definirana i
holomorfna na skupu K (29,0, R) = K*(zo, R), dakle, tocka z je izolirani singularitet funkcije f. U
tom slucaju koeficijent ¢_; u gornjem Laurentovom razvoju zove se reziduum funkcije f u tocki

Zp 1 pisSemo
R

Teorem 2.4. (Teorem o reziduumima) Neka je Q C otvoren skup, ai,...,a, medusobno
razlicite tocke iz Q, f € H(Q\ {a1,...,a,}) i neka je U ciklus u Q\ {a1,...,a,} takav da vrijedi

Indr(a) =0  VaeC\Q.

Tada je
/f(z)dz = 27 Z Res(f,a;)Indr(a;).
Dokaz: Za svaki j € {1,...,n} izaberemo r; > 0 takav da je

K(aj,r;) SO\ (" U{ar, ..o 050, 0541, -, an})

i neka je v; pozitivno orijentirana kruznica sa sredistem u tocki a; i radijusom p;, 0 < p; < 7.
Stavimo k; = Indr(a;). Nadalje, neka je 3 = Q\ {a1,...,a,} i = [01,...,0,], gdje su d; petlje
u ;. Za bilo koju petlju v i za cijeli broj k sa v ozna¢imo petlju dobivenu iz v k—strukim
obilaskom; preciznije, ako je k = 0 ¥ je konstanta, ako je k > 0 +* je k—struki obilazak petlje 7,
a ako je k < 0 v* je |k|—struki obilazak suprotne petlje. Naravno,

/k f(z)dz = k/f(z)dz, dakle Ind.x(a) = k- Ind,(a) YacC\~y" (%)

Definiramo sada novi ciklus I'y u €; :
Ty =00,y Oy ™y ]
Sada se iz () lako provjerava da vrijedi
Indr,(a) =0 VaeC\Q =(C\Q)U{ay,...,a,}.
Stoga iz prve jednakosti u tvrdnji (a) globalnog Cauchyjevog teorema 1.9. slijedi

0= . f(z)dz = /rf(Z)dz_j;kj /w f(z)dz
Odatle je
/Ff(z)dz = Z k; / f(z)dz = 2m'ZRes(f, a;)Indr(a;).

Zadatak 2.3. Neka je Q2 C C otvoren skup i neka je a € Q2 nultocka funkcije f € H(Q) kratnosti
/
m € N. Dokazite da je tada tocka a pol prvog reda funkcije f7 i da je

Res (fTI,a) =m.

Odatle izvedite da ako je a pol funkcije g reda m onda je a pol prvog reda funkcije g
g

/
Res (g—,a> = —m.
g
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Uputa: Za prvu tvrdnju zapisite f u obliku f(z) = (z — a)™h(z), a za drugu tvrdnju proma-
trajte funkciju f = —.
g

Neka je 2 C C otvoren skup, f € H(Q2) 1 .S C Q. Tada sa N(f;S) oznacavamo sumu kratnosti
svih nultocaka funkcije f u skupu S — to je cijeli broj > 0 ili +o0.
Za ciklus I' = [y, ..., 7] u Qiza f € H(Q) definiramo ciklus fol'u C:

fol =[fov, ..., fov]
Teorem 2.5. Neka je Q C C otvoren skup, f € H(Q) i T ciklus u Q takav da vrijedi
Indr(a) =0 Va € C\ Q.

Neka su Qy, ..., sve ogranicene komponente skupa C\ T koje su sadrzane u 2 i sa Indp(€2;)
oznacimo Indr(z) za bilo koju tocku z € ;. Tada za svaku tocku w € C\ (f oI')* (¢. takvu da
je f(C) # w V¢ € T') wvrijedi

Zlndp N(f —w; ;) = Indsor(w).

Dokaz: Neka je I' = [y1,..., 7] pri ¢emu su v; : [a;,b;] — € petlje. Za j € {1,...,k} neka

SU 2j1, - - -, Zjn; Sve nultocke funkcije f —w u skupu €2; i neka je my; kratnost nultocke zj;. Tada je

Indp(zj;) = Indp () i N(f —w;Q;) Zmﬂ,
a prema zadatku 2.2. imamo

/
Res (f i w, Zji> = Myjj;.
Dakle,
Ly ! L~ [P _(Fon)®)
Indpor(w) = 5= 3 | ==Y ) gy
2mi = Jyor, 2w 2mi = Ja, (foy)(t)—w

I A O NN i)
“am 2 ), o) w1 o Z/ EET

2m/f _wdz ZZRes(f - -i)lndp(zﬁ):

7j=1 =1

—Zlndp (Zmﬂ> Zlndp N(f —w; ).

Narocito je primjenjiv sljedeé¢i specijalni slucaJ ovog opceg teorema:

Korolar 2.1. Neka Q2 C C otvoren skup i f € H(Q2). Neka je v petlja u Q, takva da C\v* ima dvije
komponente, da je ogranicena komponenta D tog skupa sadrzana u 2 i da vrijedi Ind. (D) # 0.
Neka je 6 = f o~. Tada vrijedi

Inds(w)

N(f—w;D):W

Vw € C\ 6.
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Za dokaz dosta opéenite verzije Rouchéovog teorema treba nam sljede¢a lema prema kojoj se
Ind,(z) ne mijenja ako se petlja v malo promijeni (ne prelazeci tocku z).

Lema 2.1. Neka su 1,7 : [a,b] — C petlje i neka je tocka z € C takva da vrijedi
71() = @] <[n@) -2 Vel
Tada je z € C\ 7y, z € C\ 5 i vrijedi
Ind, (z) = Ind.,,(z).
Dokaz: Iz gornje nejednakost je ocito da z € +§ i z &€ ~3. Definiramo 7 : [a,b] — C sa

_ () — 2
nt) -z

Tada je v petlja i iz pretpostavljene nejednakosti slijedi

v(t)

-y <1 Vielab.

To znaci da je v* C K(1,1). Prema tome, 0 se nalazi u neograni¢enoj komponenti skupa C \ v*.
Prema tvrdnji (¢) teorema 1.8. vrijedi Ind,(0) = 0. Medutim, iz definicije petlje v direktnim
racunom nalazimo da je Ind,(0) = Ind.,(2) — Ind,, (2).

Odatle ¢emo sada izvesti Rouchéov teorem koji usporeduje broj nultocaka funkcija koje se ne
razlikuju mnogo na rubu podrucja.

Teorem 2.6. (Rouchéov teorem) Neka je Q2 C C otvoren skup, f,g € H(Q), v petlja u Q) takva
da skup C\ v* ima dvije komponente, da je ogranicena komponenta D tog skupa sadriana u € i
da je Ind,(D) # 0. Pretpostavimo da vrijedi

1f(2) =g <[f(2)]  Vzen

Tada je
N(f;D) = N(g; D).

Dokaz: Stavimo 71 = f oy i = g o. Tada vrijedi
@) =@ <@ Vv

pa pomocu leme 2.1. slijedi
Ind,, (0) = Ind,,(0).

Odatle i iz korolara 2.1. slijedi tvrdnja teorema.



Poglavlje 3

Neka globalna svojstva podrucja

U ovom poglavlju definirat ¢emo nekoliko globalnih svojstava podruéja u kompleksnoj ravnini.
Dokazat ¢emo da su sva ta svojstva medusobno ekvivalentna.

Podruéje Q2 C C zove se primitivno ako za svaku funkciju f € H(Q) postoji funkcija g € H(Q2)
takva da je ¢'(z) = f(2) Vz € . Primijetimo da nisu sva podrué¢ja primitivna:

Zadatak 3.1. DokaZite da ne postoji f € H(C*), C* = C\ {0}, takva da je

1

f(z)=~- Vz e C".
z

Podrugje €2 C C zove se Cauchyjevo ako u njemu vrijedi Cauchyjev teorem, odnosno, ako za
svaku petlju v u Q i za svaku f € H(Q) vrijedi

A F(2)dz =0,

Propozicija 3.1. Podrucje 2 C C je Cauchyjevo ako i samo ako za svaku petlju v u 2 i za svaku
tocku a € C\ Q wvrijedi Ind, (o) = 0.

Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi Ind,(«) = 0 za svaku petlju v u 2 i za svaku tocku a € C\ €.
Tada je prema prvoj formuli u tvrdnji (a) teorema 1.9. podrucje © Cauchyjevo.
Pretpostavimo sada da je podrucje 2 Cauchyjevo. Neka je a € C\ € i neka je v petlja u €.

Tada je sa
1
f(z) = z €,

z—a’

definirana funkcija f € H(S2), pa kako je po pretpostavci podrucje € Cauchyjevo vrijedi

1
0= /f(z)dz = / dz = 2milnd, ().
Z—«
gl gl
Time je propozicija dokazana.
Propozicija 3.2. Podrucje 2 C C je Cauchyjevo ako i samo ako je ono primitivno.

Dokaz: Pretpostavimo da je podrucje 2 C C Cauchyjevo i neka je f € H(S2). Fiksirajmo
tocku a € €. Ako su y; i y2 dva puta u  od tocke a do tocke z € €2, tada je put + dobiven
slaganjem puta ~; i suprotnog puta —7y, od puta 7 petlja, pa vrijedi

0= / F(Q)a¢ = / RIS /wf(é)dc“-

21
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To pokazuje da mozemo definirati funkciju g : 2 — C na sljedeéi nacin:
g(z) = /f(()d( gdje je v put u Q od tocke a do tocke z € Q.
g

Neka je zg proizvoljna tocka u €2 i neka je 7o put u Q od tocke a do tocke z,. Nadalje, neka je
r > 0 takav da je K(zp,r) C Q. Za z € K(29,7) neka je v, put u Q koji je slozen od puta 7, i
ravnog segmenta [2g, z| od tocke zy do tocke z. Tada je

g ([ o o) 5 o

Ravni segment [z, z] od tocke zy do tocke z mozemo parametrizirati na sljedeéi nacin:

o(t) =tz + (1 —t)z, 0<t<1.
Tada je ¢'(t) = z — zo Vt, dakle
_ 1
9(2) = 9(z0) :/ fltz + (1 —t)z)dt,
odnosno,
1
z) —g(z
MDZIC) _ )= [eo+ oo = 20)) = S, 2 € KCao,r)
— 20 0
Odavde zbog neprekidnosti funkcije f u tocki zy lako slijedi da je
f(ZO) — lim g(Z) _ g(ZO).

z—z0 2 — 2

Kako je tocka zg € € bila proizvoljna, time je dokazano da je g € H(Q2) i ¢’ = f. Kako je funkcija
f € H(Q) bila proizvoljna, dokazali smo da je podrugje € primitivno.

Pretpostavimo sada da je podru¢je 2 C C primitivno. Neka je f € H(Q2) i neka je g € H(Q2)
takva da je ¢’ = f. Za proizvoljan put 7 : [a,b] — Q tada imamo

b b
[z = [ gaopro= [ Laowa=gom) - stia)

Ako je v petlja, tj. v(a) = v(b), slijedi

A f(2)dz = 0.

Dakle, podrucje €2 je Cauchyjevo.

Propozicija 3.3. Neka je Q2 C C podrucje takvo da je svaka komponenta povezanosti skupa C\ Q
neogranicena. Tada je podrucje ) Cauchyjevo.

Dokaz: Neka je v petlja u €. Kako je (C\ Q) C (C\~*), svaka komponenta povezanosti skupa
C \ Q sadrzana je u nekoj komponenti povezanosti skupa C \ v*. Buduéi da je po pretpostavci
svaka komponenta povezanosti skupa C \ {2 neograni¢ena, i buduéi da skup C \ +* ima toc¢no
jednu neograni¢enu komponentu povezanosti, zaklju¢ujemo da je ¢itav skup C \ 2 sadrzan u
neogranicenoj komponenti skupa C \ v*. Prema tvrdnji (c) teorema 1.8. vrijedi Ind,(a) = 0
Va € C\ €. Sada iz propozicije 3.1. slijedi da je podrucje 2 Cauchyjevo.
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Zadatak 3.2. Za skup S C C kaZemo da je zvjezdast ako postoji tocka a € S takva da je za
svaku tocku z € S ravni segment |a,z] sadrian u S. DokaZite da je svako zvjezdasto podrucje
Q C C Cauchyjevo.

Uputa: Dokazite da je svaka komponenta skupa C \ € neogranicena.

Dovoljan uvjet iz propozicije 3.3. postaje znatno jednostavniji ako kompleksnu ravninu C uro-
nimo u prosirenu kompleksnu ravninu C = C U {oo} :

Zadatak 3.3. Neka je Q2 C C podrucje. DokaZite da je svaka komponenta povezanosti skupa C\Q
neogranicena ako i samo ako je skup C\ Q povezan.

Uputa: Dokazite da je za svaku neograni¢enu komponentu povezanosti K skupa C \
skup K U {oo} povezan, a odatle izvedite povezanost skupa C \ € ukoliko je svaka komponenta
povezanosti skupa C \ € neogranicena. Nadalje, dokazite da je svaka ograni¢ena komponenta
povezanosti skupa C\ Q ujedno komponenta povezanosti skupa C\ Q. Odatle izvedite da u slu¢aju
postojanja ograni¢ene komponente povezanosti skupa C\ skup C\Q = (C\Q)U{oo} nije povezan.

Za podrucje Q C C kazemo da ima svojstvo logaritma ako za svaku f € H(2), takvu da je
N(f) =0, tj. takvu da je f(2) # 0 Vz € €, postoji funkcija g € H(Q) takva da je f(z) = 9
Vz € Q. Za prirodan broj n > 2 kazemo da podrucje €2 ima svojstvo n—tog korijena ako za
svaku f € H(Q), takvu da je N(f) =0, postoji g € H(Q2) takva da je f(z) = [g(2)]" Vz € Q.

Propozicija 3.4. (a) Primitivno podrucje ima svojstvo logaritma.
(b) Podrucje sa svojstvom logaritma ima svojstvo n—tog korijena za svaki prirodan brojn > 2.

Dokaz: (a) Neka je 2 C C primitivno podrucje i neka je f € H(Q) funkcija bez nultocaka.
Tada je f'/f € H(Q), pa postoji funkcija G € H(2) takva da je G' = f'/f. Tada je

(fe=@) = fle=¢ — fG'e ¢ =0,

dakle, funkcija fe~¢ je konstanta o € C. Kako f nema nultocaka, to je a # 0, pa postoji 3 € C
takvo da je a = e’. Za g = 8+ G € H(Q) dobivamo f = e9.

(b) Pretpostavimo da je € podrucje sa svojstvom logaritma i neka je f € H(S2) funkcija bez
nultocaka. Neka je h € H(Q) takva da je f = e”. Stavimo

h(z)

g(z)=em, z € Q.
Tada je g € H(Q2) i vrijedi f(z) = [g(2)]" Vz € Q.

Zadatak 3.4. Dokazite da za podrucje Q C C i za a € Q podrucje Q\ {a} nije primitivno i da
nema svojstvo n—tog korijena ni za jedan prirodan brojn > 2.

Neka su v, ¢ : [a,b] — Q krivulje u podrucju €2, takve da je v(a) = 0(a) = 2z 1 y(b) = 6(b) = 2.
Homotopija u 2 od krivulje v do krivulje ¢ je neprekidno preslikavanje H : [a,b] x [0,1] — Q
takva da je

H(t,0) = ~(t) Vit € [a,b]; H(t,1) =4(t) Vit € [a,b];

H(a,s) =2z Vs € [0,1]; H(b,s)=2  Vse][0,1].

Kazemo da su krivulje v i 6 homotopne u (2, ako postoji homotopija u €2 od krivulje v do
krivulje 6. Ako su 7 i d putovi koji su homotopni u €2, moze se dokazati da postoji homotopija H
u 2 od v do 0 takva da je za svaki s € [0, 1] krivulja 74(t) = H(s,t) put.
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Ako je v : [a,b] — Q petlja u podrucju Q, kazemo da je ona nul—homotopna u 2 ako je ona
homotopna u 2 s konstantnom petljom 6(t) = v(a) = v(b) Vt € [a,b]. Podrucje 2 C C zove se
jednostavno povezano ako je svaka petlja u €2 nul—homotopna u 2. Budu¢i da se homotopija
neke petlje s konstantnom petljom moze shvacati kao kontinuirano ”stezanje” te petlje u tocku,
za ocekivati je da ¢e podrucje €2 biti jednostavno povezano ako i samo ako njegov komplement
C\ Q "nema rupa”, tj. ako nijedna komponenta povezanosti od C \  nije ograni¢ena. Doista, to
je ekvivalencija (b) < (d) u sljede¢em teoremu:

Teorem 3.1. Neka je 2 C C podrucje. Tada je sljedecéih deset svojstava medusobno ekvivalentno:
(a) Podrucje Q@ homeomorfno je jediniénom krugu K(0,1).

Podrucje Q) je jednostavno povezano.

Za svaku petliu v u Q i za svaku tocku a € C\ Q wvrigedi Ind, (o) = 0.

Svaka komponenta skupa C\ Q je neogranicena.

Skup C\ Q je povezan.

Podrucje Q) je primitivno.
Podrucje Q) ima svojstvo logaritma.

)

)

)

)

) Podrucje Q2 je Cauchyjevo.
)

)

) Za svaki prirodan broj n > 2 podrucje Q ima svojstvo n—tog korijena.
) Za neki prirodan broj n > 2 podruéje Q@ ima svojstvo n—tog korijena.
Dokazimo najprije lemu:

Lema 3.1. Neka je Q2 C C otvoren skup i K C Q kompaktan skup. Tada postoji ciklus I' u Q\ K
takav da je Indp(a) =0 Va € C\ Q i Indr(a) =1 Va € K.

Dokaz: Skupovi K i C\ Q su disjunktni, K je kompaktan i C\ €2 je zatvoren. Stoga je
d=inf{|lz—w|; ze K,we C\Q}>0.
(Ukoliko je 2 = C, za d uzimamo bilo koji pozitivan broj.) Neka je
2= {JeaUan),
nez
gdje su p, i g, pravci

pn:{ZEC;ReZ:%d}, qn:{ZE(C,ImZ:%d}

d
Dakle, ¥ je mreza u C, koja se sastoji od ekvidistantnih pravaca udaljenih za > paralelnih s

realnom odnosno s imaginarnom osi. Na taj nacin ravnina C pokrivena je mrezom zatvorenih

kvadrata () sa stranicama duljine 5 Za svaki od tih kvadrata ) oznacimo sa 0@ njegov pozitivno

orijentiran rub.

Za a € K \ ¥ oznacimo sa @, jedini kvadrat iz konstruirane mreze, unutar kojega se tocka a
nalazi. Tocka a nalazi se tada u neograni¢enoj komponenti skupa C\ 0Q za svaki Q) # @, iz nase
mreze. Prema tvrdnji (¢) teorema 1.8. imamo

IndaQ(a) =0 \V/Q 7é Qa' (*)
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Zadatak 3.5. Dokazite da je
[ndaQa(a) =1. (**)

Uputa: Izaberite 7 > 0 takav da je zatvoren krug K(a,r) sadrzan u nutrini kvadrata Q.
Zatim konstruirajte petlje v; i 7, takve da je

Lo Lo =L
9Qa S(a,r) 7 72

(S(a,r) ovdje oznacava pozitivno orijentiranu kruznicu sa sredistem a i radijusom r), i takve da je
tocka a sadrzana u neogranicenoj komponenti od C \ 77 i u neograni¢enoj komponenti od C \ ;.
Zatim koristite tvrdnju (c¢) teorema 1.8. i zadatak 1.5.

Neka su sada @4, ..., Q, svi zatvoreni kvadrati iz izabrane mreze koji se sijeku sa skupom K
(njih ima kona¢no mnogo, jer je skup K kompaktan, dakle ogranicen). Neka su 1,72, . . ., Y4y, ori-
jentirani segmenti koji su, redom, glatki dijelovi petlji 9@, ..., 0Q,; dakle, pozitivno orijentirani
rub 0Q); kvadrata Q; satoji se od 7y4;_3, Yaj—2, Va1 1 74;. Definiramo ciklus IV = [0Q1, . .., 0Qx].
Prema (*) i (%) imamo

Indr(a) =1 Vae K\X. (1)

d
Stranice svih promatranih kvadrata su duljine 5 i zatvoreni kvadrati @)y, ..., Q, sijeku se sa

skupom K. Buduéi da je d udaljenost skupa K od skupa C \ €, nijedan od tih kvadrata ne sijece
se sa skupom C \ Q; doista, ako su zy, 25 € @);, onda je

d
‘ZI_Z2|§§'\/§<d7

pa ne moze biti z; € K i 2z, € C\ Q. Prema tome, @; C Q i, posebno, I" je ciklus u 2. Nadalje,

svaka tocka a € C \ € nalazi se izvan svakog od kvadrata @)1, ..., Q,, pa vrijedi

Indr(a) =0  VYaeC\Q. (t1)
Neka je sada I' lanac koji se dobije iz lanca T = [y, 7o, . . . , Y4n] izostavljanjem svih onih segmenata
7y, koji se sijeku sa skupom K. Drugim rijecima, izostavljaju se sve one stranice kvadrata @1, ..., @,

koje se prilikom integracije duz ciklusa ' prolaze u oba smjera. Jasno je da se segmenti u I' mogu
poredati tako da to bude ciklus. Nadalje, tada je I'* N K = (). Bududi da je I'* C I C Q,

zakljuéujemo da je I' ciklus u 2\ K.
Iz konstrukcije je jasno da je
f=|-L
Indr(a) =0  VaC\ Q,

Odatle i iz (f1) slijedi da je

a iz (1) slijedi da je
Indr(a) =1 Va € K\ %.

Uzmimo sada da je a € K N Y. Imamo dvije mogucnosti:

(1) Tocka a ne nalazi se u vrhu nijednog od kvadrata Q1,...,Q,. Tada se tocka a nalazi na
stranici tocno dvaju od tih kvadrata; mozemo pretpostaviti da je numeracija takva da se a nalazi na
stranicama kvadrata ()1 i ()2 1 da su to stranice v4 i v5. Tada je QQ = Q1 UQ)2 zatvoreni pravokutnik
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i njegov pozitivno orijentirani rub 0 sastoji se od orijentiranih segmenata i, v2, V3, V6, V7, Vs-
Tocka a nalazi se unutar pravokutnika () i izvan kvadrata Qs, ..., Q,, pa vrijedi

Indsg(a) =1, Indyg,(a) =0, 3<j<n.
Dakle, ako definiramo ciklus Ty = [0Q, 0Qs, . . ., 0Q),], imamo
Indr, (a) = 1.

Prije konstruirani ciklus I" moze se dobiti iz ciklusa I'; izostavljanjem onih segmenata -;,
1 <35 <4n,j5 # 4,  # 5, koji se sijeku sa skupom K, odnosno onih za koje je i suprotan

segment u I'y. Tada je
I

Indp(a) =1.

pa zakljucujemo da je za takvu tocku a

(2) Tocka a nalazi se u vrhu toc¢no ¢etiriju kvadrata i mozemo pretpostaviti da je numeracija
takva da su to kvadrati @1, @2, Q3 i Q4. Nadalje, uzmimo da je numeracija stranica tih kvadrata
takva da je tocka a svrSetak segmenata s, v7,v11 1 715 1 da je ona pocetak segmenata 7y, Vg, Y12 1
7v16- Neka je Q@ = Q1 U Q2 UQ3U Q4. Tada je Q kvadrat sa stranicama duljine d i njegov pozitivno
orijentirani rub 0@ sastoji se od segmenata i, %2, Vs, V6, V9, Y10, Y13 1 Y14 Sasvim analogno kao
malo prije nalazimo da je

Indypg(a) =1,  Indypg,(a) =0, 5<j<n,
pa za ciklus I'y = [0Q), 0Qs, . .., 0Q,] imamo
Indr(a) = Indr,(a) = 1.

Time je lema dokazana.

Dokaz teorema 3.1. Prema propozicijama 3.1., i 3.2. vrijede ekvivalencije (¢) < (f) < (g),
a prema zadatku 3.3. imamo ekvivalenciju (d) < (e). Prema propozicijama 3.3.1 3.4. vrijede
implikacije (d) = (f) i (9) = (h) = (7). Implikacija (i) = (j) je trivijalna. Buduéi da je jedinicni
krug K(0,1) jednostavno povezano podrugje, vrijedi (a) = (b). Prema klasicnom Cauchyjevom
teoremu vrijedi (b) = (f).

Pretpostavimo da ne vrijedi (e) tj. da je C\ € nepovezan skup. Buduéi da je taj skup zatvoren
u C, postoje neprazni zatvoreni podskupovi A i B od C takvidaje ANB=0i AUB=C\Q.
Q2 je podskup od C, dakle, co ¢ €. To znaci da co € A U B. Zbog odredenosti uzmimo da je
oo € B. Skup C je kompaktan, dakle i svaki njegov zatvoren podskup je kompaktan. Posebno,
skup A je kompaktan i sadrzan je u otvorenom skupu €; = C\ B C C. Prema lemi 3.1. postoji
ciklus I' u 1 \ A = Q, takav da je

Indr(a) =1 Va € A.

Neka su 7, ..., v, petlje u Q takve da je I' = [y1,...,7,]. Tada za bilo koju zadanu tocku a € A
vrijedi

Ind,, (a) +---+Ind,, (a) =1,
pa slijedi da je Ind,;(a) # 0 za neki j € {1,...,n}. Kako je tada a € C\ €2, vidimo da ne vrijedi
(¢). Time je dokazana implikacija (¢) = (e).
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Dokaz ée biti potpun, ako jos dokazemo da iz (j) slijedi (a). Pretpostavimo da vrijedi (j) tj.
da za neki prirodan broj n podrucje €2 ima svojstvo n—tog korijena. U sljede¢em poglavlju bit
¢e dokazano da tada uz dodatni uvjet 2 # C vrijedi tzv. Riemannov teorem da postoji bijekcija
P sa ) na otvoren jedini¢ni krug K(0,1) takva da su funkcije ® i @' holomorfne. Tada su
te funkcije neprekidne, pa je ® homeomorfizam. Napokon, ako je Q = C, tada homeomorfizam
®: C — K(0,1) mozemo eksplicitno napisati:

d(2)

. VA
R

z € C; dH(w) = : w e K(0,1).

Time je teorem 3.1. dokazan (uz pretpostavku da nam je poznat gore spomenuti Riemannov
teorem).
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Poglavlje 4

Riemannov teorem

Da bismo dokazali najavljeni Riemannov teorem potreban nam je niz teorema o nekim svo-
jstvima skupova funkcija S C H(€2).

Zadatak 4.1. Neka je Q C C otvoren skup i neka je S C H(Q). Dokazite da su sljedeéa tri
svojstva skupa S holomorfnih funkcija medusobno ekvivalentna:

(a) Za svaki kompaktan skup K C Q postoji M > 0 takav da vrijedi

If(z)|[ <M  VzeK, VfeS.

(b) Za svaku tocku a € i za svakir > 0 takav da je K(a,r) C Q postoji M > 0 takav da
vrijedi
lf(2)| <M Vz € K(a,7), VfE€ES.
(¢) Za svaku tocku a € S postoje r >0 i M > 0 takvi da vrijedi K(a,r) C Q i

If(z)] <M  VzeK(a,r), VfeS.

Ukoliko su ispunjeni medsubno ekvivalentni uvjeti iz tog zadatka kazemo da je skup funkcija
S lokalno uniformno ogranicen na ().

Propozicija 4.1. Neka je Q2 C C otvoren skup i neka je skup holomorfnih funkcija S C H(S2)
lokalno uniformno ograniéen. Tada je i skup njihovih derivacija S" = {f'; f € S} lokalno uni-
formmno ogranicen.

Dokaz: Neka je a tocka iz i neka je R > 0 takav da je K(a, R) C €. Po pretpostavci tada
postoji M > 0 takav da vrijedi:

f(z)] <M VzeK(a,R), VfeS. (%)

Neka je r = R/2 i z € K(a,7). Tada je K(z,7) C K(a, R) C €, dakle za svaku funkciju f € S

mozemo pisati
1

gdje je v pozitivno orijentirana kruznica S(z,7) :
v(t) = z + re’, 0<t<2m.

29
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Dakle,
1 27 it ) 1
- LTIy - L
2w Jy (rezt) 2rr

2
f'(2) /0 f(z 4 re™)edt.

Odatle je zbog (*)

1 M 2M
! < — M -2r =" =",
[F )] = 5 T=—=7

Bududéi da gornja nejednakost vrijedi za sve f € S i za sve tocke z € K (a,r), zbog proizvoljnosti
tocke a € ) zakljuéujemo da skup S” ima svojstvo (c) iz zadatka 4.1. Dakle, skup funkcija S’ je
lokalno uniformno ogranic¢en na ).

Zaskup S C H(2) kazemo da je relativno kompaktan, ako svaki niz (f,,)nen u S ima lokalno
uniformno konvergentan podniz (f,, )ren; ako je pri tome i limes

lim f,,
k—o0

uvijek sadrzan u S, za skup S kazemo da je kompaktan.

Sasvim analogno kao u zadatku 4.1 dokazuje se da su sljedec¢a tri svojstva skupa funkcija
S C H(2) medusobno ekvivalentna:

(a) Za svaki kompaktan skup K C Q i za svaki e > 0 postoji 6 > 0 takav da vrijedi

2,20 € K, |z — 2| <6, feS = |f(z1) = f(22)] <e.

(b) Za svaki zatvoren krug K(a,r) C Q i za svakie > 0 postoji d > 0 takav da vrijedi

a,m€K(r), |a—zl<d fesS = |f(xn)- fz)<e

(¢) Za svaku tocku a € § postoji r > 0 takav da je K(a,r) C Q i takav da za svaki e > 0 postoji
0 > 0 takav da vrijedi

mn€Kar), |a-=nl<d fesS = |fla)-flz)<e

Ako su ti uvjeti ispunjeni za skup S kazemo da je lokalno ekvikontinuiran na €.

Teorem 4.1. Neka je Q2 C C otvoren skup i neka je skup holomorfnih funkcija S C H(S2) lokalno
uniformno ogranicen. Tada je skup S lokalno ekvikontinuiran na €.

Dokaz: Neka je K C € kompaktan skup i neka je d udaljenost skupa K od skupa C\ € :
d=d(K,C\Q)=min{|zy —2]; 21 € K, 20 € C\Q} >0
(ako je 2 = C za d mozemo uzeti bilo koji pozitivan broj). Stavimo tada
L= {z €C; d(z,K) < g}
Tada je L kompaktan skup sadrzan u ). Prema propoziciji 4.1. tada postoji M > 0 takav da

vrijedi

1f'(z)| <M, VzelL, Vfes.
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Neka je € > 0. Stavimo ¢ = min i} Neka su z1, 2z € K takve da je |21 — 22| < 0 i neka je

2'M
fe S Tadaje y(t) = (1 —t)z; + tze, 0 < ¢ < 1, ravni segment u L od tocke z; do tocke 25, pa
nalazimo

€

1£(z2) = f(z0)] = =

= E&.

[ 7@ < dlze - 1) < 01
.
Time je teorem dokazan, jer su kompaktan skup K C 2 ie > 0 bili proizvoljni.

Sljedeci teorem pokazuje da u slucaju lokalno uniformno ogranicenog niza funkcija lokalno
uniformna konvergencija slijedi iz obi¢ne konvergencije po tockama, pa ¢ak i samo na gustom
skupu tocaka.

Teorem 4.2. (Vitali) Neka je Q C C otvoren skup, ¥ C Q gust skup u Q, i (fn)nen niz u H(Q)
kogi je lokalno uniformno ogranicen i takav da je za svaku tocku z € X niz (f(2))nen konvergentan
u C. Tada niz (fy)nen konvergira lokalno uniformno na Q prema funkciji f € H(€2).

Dokaz: Neka je K kompaktan podskup od €2 i neka je € > 0. Stavimo ponovo
d=d(K,C\Q)=min{|z; —2]; 21 € K, 20 € C\Q} >0

i definiramo ponovo kompaktan podskup L od €2 sa
d
L= {ZEC; d(z,K) < 5}
Po teoremu 4.1. postoji 6 > 0 (uzimamo da je 26 < d) takav da vrijedi
el |—Z<8, neN = [fu(2) — ful?)] < % (%)

Bududi da je skup K kompaktan, postoje tocke z1,...,2y € K takve da je

4]
Bududéi da je skup ¥ gust u €2, za svako j € {1,..., N} vrijedi ¥ N K (zj, —) # (), pa mozemo

2
)
izabrati (; € XN K (zj, 5) Po pretpostavci mozemo izabrati ng € N takav da vrijedi

nom>ng, je{l,....N} = |fn(gj>—fm(gj)\<§. (%)

4}
Uzmimo sada proizvoljnu tocku z € K. Za neko j € {1,...,N} je tada z € K (zj, 5), dakle,

imamo |z — (;| < ¢. Kako je
[fn(2) = Fn(2)] < [ful2) = FulG] + [Fa(G) = (G + () = fm ()],
pomocu (k) i (#*) nalazimo

nmzn = L@ Sl <s+sz=e D)
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(t) pokazuje da je za svaku tocku z € K niz (f,(2))nen konvergentan u C. Kako je kompaktan skup
K C € bio proizvoljan, slijedi da je taj niz konvergentan u C za svaku tocku z € (2. Definiramo
funkciju f : Q@ — C sa

f(z) = lim f,(2), z € (L

Sada iz (1) slijedi
n>ng, z€K = |fu(2) — f(2)| < e.

Prema tome, niz funkcija (f,)neny konvergira lokalno uniformno na €2 prema funkciji f. Zbog
Weierstrassovog teorema 1.5. vrijedi f € H(€).

Teorem 4.3. (Montelov princip kompaktnosti) Neka je Q C C otvoren skup i neka je skup
S CH(Q) lokalno uniformno ogranicen. Tada je skup S relativno kompaktan.

Dokaz: Neka (f,,)nen niz u S. Izaberimo prebrojiv gust skup 3 C Q i numerirajmo mu tocke
prirodnim brojevima:

Y ={z,; ne N}

Niz kompleksnih brojeva (f,(21))nen je ograni¢en pa prema Bolzano—Weierstrassovom teoremu
postoji podniz (f,1)nen niza (f)nen takav da je niz (fn1(21))nen konvergentan u C. Sada je
niz kompleksnih brojeva (f,,1(22))nen ogranicen pa postoji podniz (fy, 2)nen niza (fy1)nen takav
da je niz (fn2(22))nen konvergentan u C. Buduéi da je tada (f,,2(21))nen podniz konvergentnog
niza (fy1(21))nen, to je i niz (f,2(21))nen konvergentan u C. Nastavljajuéi na taj nac¢in vidimo
da za svaki m € N mozemo izabrati podniz (fym+1)neny Diza (fnm)nen takav da je niz brojeva
(frm+1(Zm+1))nen konvergentan. Za bilo koje j € N je (fn(2)))nenn>; podniz niza (f, ;(2;))nen-
Prema tome za svaki j € N niz brojeva (f,,»(2;))nen je konvergentan.

Time je dokazano da podniz (f,, . )nen niza (f,)nen zadovoljava pretpostavke Vitalijevog teo-
rema 4.2. Prema tom teoremu niz ( f,, ,,)nen konvergira lokalno uniformno na €2 prema nekoj funkciji
f € H(Q). Bududi da je (f)nen bio proizvoljan niz u S, time je dokazano da je skup S relativno
kompaktan.

Zadatak 4.2. Dokazite Vitalijev teorem 4.2. za podrucje 0 C C uz slabiju pretpostavku da je
> C Q skup koji ima bar jedno gomiliste u skup Q.

Uputa: Po Montelovom principu kompaktnosti (teorem 4.3) izaberite lokalno uniformno kon-
vergentan podniz (g, )nen niza (fy)nen. 1z pretpostavke da niz (f,),en ne konvergira lokalno uni-
formno prema funkciji ¢ = lim,, ., g, pomoc¢u dokazanog Vitalijevog teorema 4.2. zakljucite da
postoji tocka a € Q takva da niz (f,(a))neny ima dva razlicita gomilista wy = g(a) 1 wy. Za-
tim dokazite da postoji lokalno uniformno konvergentan podniz (h,,)nen niza (f,,)nen takav da za
h = lim,,_ h, vrijedi h(a) = wy. Na kraju iskoristite teorem jedinstvenosti 1.10. za funkcije g i
h da dodete do kontradikcije.

Teorem 4.4. (Hurwitz) Neka je Q C C otvoren skup i neka je (fn)nen niz u H(2) koji lokalno
uniformno na ) konvergira prema nekoj funkciji f € H(S). Neka je zo € Q) izolirana nultocka
funkcije f. Tada za svakir > 0 takav da je K(zo,7) C Q postoji ng € N takav da za svako n > ng
funkcija f,, ima nultocku u skupu K(zo, 7).

Dokaz: Neka je p > 0 takav da je K(zp,p) C Qidaje f(2) # 0Vz € K(20,p) \ {20} Neka je
v pozitivno orijentirana kruznica sa sredistem u tocki zj i radijusom p. Stavimo

p=min{[f(z)[; z €7} > 0.
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Kruznica ~* je kompaktan skup sadrzan u €2, pa kako po pretpostavci niz (f,)neny konvergira
prema funkciji f lokalno uniformno na €, to niz restrikcija ( f,|7*)nen konvergira uniformno prema
restrikciji f|y*. Zbog toga postoji ng € N takav da vrijedi

ceq, nzng = @) - R <

To znadi da za svaki n > ng vrijedi

[fa(2) = F) < |f(2)]  Vzer

Prema Rouchéovom teoremu 2.6. odatle za svaki n > ng slijedi

N(fn; K(20,p)) = N(f; K(20,p)) > 0.
Time je teorem dokazan.

Teorem 4.5. Neka je Q C C podrucje i neka je (fn)nen niz injektivnih funkcija u H(2). Pret-
postavimo da niz (fn)nen lokalno uniformno na 2 konvergira prema nekoj nekonstantnoj funkciji
f. Tada je funkcija f injektivna.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno i neka su z1,2, € Q takve da je 21 # 2z 1 f(21) = f(22).
Definiramo niz (g, )nen 1 funkciju g u H(2) na sljedeéi nacin:

gn(z) = fn(z) - fn(zQ)a g(z) = f(Z) — f(ZQ), z € Q.

Neka je 0 < 7 < |21 — 25| takav da je K(z1,7) C Q. Tada niz (g, )nen konvergira lokalno uniformno
na 2 prema funkciji g i vrijedi g(z1) = 0. Bududi da je funkcija f nekonstantna, po teoremu jedin-
stvenosti 1.10. tocka z; je izolirana nultocka funkcije g. Prema Hurwitzovom teoremu 4.4. postoji
no € N takav da za n > ng funkcija g, ima nultocku u krugu K(zy,r). Za takav n i za neko
z3 € K(21,7) tada je gn(23) = 0, tj. fu(z3) = fu(22). No to je nemoguce, jer je po pretpostavci
funkcija f, injektivna i jer je zp & K(z1,7), dakle, z3 # z5. Ova kontradikcija pokazuje da je
pretpostavka o neinjektivnosti funkcije f bila pogresna.

Trebat ¢e nam jos jedno svojstvo neprekidnog preslikavanja definiranog na kompaktnom skupu
funkcija. Pri tome za otvoren skup Q2 C C i za proizvoljan skup funkcija S C H(S2) kazemo da je
preslikavanje J : S — C neprekidno na S ako za svaku funkciju f € S i za svaki niz (f,)nen u
S koji konvergira lokalno uniformno na €2 prema funkciji f vrijedi

J(f) = lim J(f,).

n—oo

Sljede¢a propozicija daje jos jednu analogiju prostora holomorfnih funkcija H(Q2) i Euklidskog
prostora.

Propozicija 4.2. Neka je Q2 C C otvoren skup, neka je skup funkcija S C H(QQ) kompaktan i
neka je preslikavanje J : S — C neprekidno. Tada postoji fo € S takva da vrijeds

\J(fo)| = |J(f)]  VfeS.

Drugim rijecima, neprekidno preslikavanje na kompaktnom skupu holomorfnih funkcija dostiZe
SV0j SUPremum.
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Dokaz: Stavimo
A=sup {lJ(f)]; f €S} < +oc.

Neka je (f,)nen niz u S takav da je
A= Tim |7(f)]

n—oo

Bududi da je po pretpostavci S kompaktan podskup od H(€2), postoji fy € S i podniz (f,, )ren
niza (f,)nen koji lokalno uniformno na €2 konvergira prema fy. Zbog neprekidnosti preslikavanja
J nalazimo da je

A= T 7 ()] = T ()] < +oo.

Sljedeéih nekoliko zadataka daje drugaciji opis topologije prostora holomorfnih funkcija H(€2).

Zadatak 4.3. Neka je Q2 C C neprazan otvoren skup. Za n € N stavimo
1
K, = { €T |d <n, d(=C\Q) > —}.
n

Dokazite da tada vrijedi:
(a) Skup K, je kompaktan za svaki n € N.

(b) Za svakin € N nutrina skupa K, je

Int(K,) = {z €C; |z| <n, d(z2,C\ Q) > l}

n
(¢) Za svakin € N je K, C Int(K,41).
(d) Q= ,en Kn-

Dokazite da ako je (K, )nen niz kompaktnih skupova takvih da vrijedi (c) i (d), tada vrijedi i
(e) Za svaki kompaktan skup K postoji n € N takav da je K C K,,.

(f) Za svakin € N svaka komponenta povezanosti skupa C\ K, sadrzi neku komponentu
povezanosti skupa C \ €.

Zadatak 4.4. Neka je Q2 C C neprazan otvoren skup i neka je (K, )nen niz kompaktnih skupova
sa svojstvima (c) i (d) iz zadatka 4.3. Zan € N i za f € H(Q) stavimo

[ flln = max{[f(2)]; z € Kn}.
Dokazite da je preslikavange d : H(2) x H(2) — R definirano sa

a(f.9) = i:j S fgeHo),
metrika na skupu H(Q), tj. da vrijedi
(a) d(f,g9) 20 Vf,ge€H(Q)
(b) Za f,g € H(Q) vrijedi d(f,q) = 0 ako i samo ako je f = g.
(©) d(f.g) = d(g. /) ¥f.g € H(O).
(@) d(f.g) < d(f. ) +d(h,g) Vf.g,h € H(O).
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Zadatak 4.5. Neka je Q@ C C otvoren skup i neka je d metrika na skupu H(Q2) iz zadatka
4.4. DokaZite da vrijedi:

(@) Niz (fp)nen uH(Q) konvergira lokalno uniformno na Q prema funkciji f € H(Q) ako i samo
ako niz (d(fn, f))nen konvergira prema nuli.

(b) Dokazite da je metricki prostor (H(2),d) potpun, tj. da u njemu vrijedi Cauchyjev kriterij
konvergencije: niz (fu)nen u H(Y) je konvergentan u odnosu na metriku d (tj. zbog (a)
lokalno uniformno konvergentan) ako i samo ako vrijedi:

Ve >0 Ing €N takav da n,m > ng — d(fn, fm) < e.

Zadatak 4.6. U metrickom prostoru H(S2) topologija se uvodi na uobic¢ajen nacin: skup S C H(S2)
zove se otvoren ako za svaku fo € S postoji r > 0 takav da je

K(fo,r) ={f € H(Q); d(fo, [) <r}C S

skup T C H(Q2) zove se zatvoren ako je njegov komplement H(Q2) \ T otvoren. Dokazite da je skup
S C H(Q) kompaktan (u smislu definicije na str. 30) ako i samo ako za svaku familiju (U;)ier
otvorenih skupova u H(SY) takvu da je

scu

postoje 11,1, ...,1, € I takvi da je
SCuU,uU,u---uy;,,
dakle, ako i samo ako svaki otvoren pokrivac od S sadrzi konacan potpokrivac.

Neka su €; i €2y podru¢ja u C. Holomorfna bijekcija ¢ : €3 — ()5 zove se izomorfizam
podrucja € i Q. Ako takvo preslikavanje ¢ postoji, kazemo da je podrucje €); izomorfno
podrucju €. Zbog odredenih geometrijskih svojstava takvih preslikavanja ¢ (¢uvanje kuteva)
umjesto naziva izomorfizam katkada se upotrebljava naziv konformna ekvivalencija.

Zadatak 4.7. Dokazite da je izomorfnost relacija ekvivalencije na skupu svih podrucja u C.
Zadatak 4.8. Neka su €y i §2o izomorfna podrucja v C. DokaZite:
(a) Ako podrucje Q0 ima svojstvo logaritma, tada i podrucje Qs ima svojstvo logaritma.

(b) Ako podrucje Q2 ima svojstvo n—tog korijena (n > 2), tada i podrucje Qy ima svojstvo n—tog
korijena.

Teorem 4.6. Ako je Q) C C podrucje sa svojstvom n—tog korijena za nekin € N, n > 2, onda je
podrucje 2 izomorfno otvorenom jediniénom krugu K (0, 1).

Dokaz: Neka je S skup svih holomorfnih injekcija ¢ : @ — K(0,1). Prema Montelovom
principu kompaktnosti (teorem 4.3.) skup S C H(£2) je relativno kompaktan.

Svojstvo n—tog korijena klju¢no je da bismo dokazali da je skup S neprazan. Neka je w € C\ Q.
Tada je funkcija z +— 2z — w holomorfna i bez nultocaka u €2, dakle postoji funkcija ¢ € H(2)
takva da je [p(2)]" = z — w Vz € Q. Ocito je ¢ injekcija. Prema napomeni iza iskaza teorema
1.13. skup () je otvoren. Nadalje, 0 € (), pa postoje a € Cir > 0 (r < |a|) takvi da je
K(a,r) C ¢(f2). Neka je sada o € C takvo dajea #1ia" = 1.

Tvrdimo da je tada

lap(z) —a| >r  Vze. (%)
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Pretpostavimo suprotno, tj. da za neku tocku z; € Q vrijedi agp(z1) — a| < r. Tada je
ap(z) € K(a,r) C (),
pa postoji tocka z € ) takva da je ¢(z2) = ap(z1) # 0. Tada je

[p(2)]" = a"[p(21)]" = [0(z1)]", ti.  z—w=2—w,

No to je nemoguce jer je ¢(z2) # p(21). Time je dokazano da vrijedi (x).
Stoga mozemo definirati ¢ € H(2) formulom

P

P(z) = ap(z) —a

z €,
pri ¢emu je 0 < p < r. Tada je ¢ € S, dakle je S # 0.

Neka su u daljnjem fiksirani tocka a € €2 i funkcija ¢, € S. Bududi da je ¢y injekcija, prema
teoremu 1.14. je ¢} (a) # 0. Stavimo

S1={pe5; [¥(a)] 2 |¢i(a)l}.

Taj je skup funkcija kao podskup relativno kompaktnog skupa S i sam relativho kompaktan.
okazat ¢emo sada da je skup S; kompaktan. Po definiciji kompaktnosti treba dokazati da je S;
zatvoren u odnosu na lokalno uniformnu konvergenciju, tj. da je limes lokalno uniformno konver-
gentnog niza fenkcija iz S, takoder funkcija iz 5;.

Dakle, neka je (fn)nen lokalno uniformno konvergentan niz funkcija iz S; i neka je f =
lim,, .. f.. Prema Weierstrassovom teoremu 1.5. tada vrijedi

[f'(@)] = lim [f,(a)] = |¢}(a)] > 0.

Posebno, funkcija f je nekonstantna, pa je prema teoremu 4.5. funkcija f injektivna. Za z € Q)
imamo zbog f,(£2) C K(0,1)
()] = lim ()] < 1.

Dakle, f(2) C K(0,1). Medutim prema napomeni iza iskaza teorema 1.13. skup f(£2) je otvoren.
Stoga je f(2) € K(0,1). Time je dokazano da je f € S, a kako smo veé vidjeli da je
|f'(a)] > |¢)(a)], to je f € Si. Time je dokazano da je skup S; kompaktan.

Definiramo sada preslikavanje J : S; — C sa J(f) = f'(a). Prema Weierstrassovom teoremu
1.5. preslikavanje J je neprekidno, pa prema propoziciji 4.2. postoji funkcija ¢ € S takva da je
|J(p)| > |J(f)| Yf € Si. To znadi da je

(@) = |f (@)l Vfes,
a tada je i
'@ = [f'(a)]l  VfeS. (+)
Zadatak 4.9. Neka je za a € K(0,1) funkcija f, : K(0,1) — C definirana sa

fa(2) = 12__52, z € K(0,1).

Dokazite da je f, izomorfizam kruga K(0,1) na samog sebe i da vrijedi

Ua) = ful)=0,  flla)=— fa0) = —a,  fL0)=1—|af.

S 1—la
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Dokazat ¢emo sada da je ¢(a) = 0. Pretpostavimo da nije tako i stavimo a = ¢(a) # 0.
Definiramo ¢ € S sa ¢ = f, o ¢; pri tome je f, : K(0,1) — K(0,1) izomorfizam iz zadatka
4.9. Tada imamo

(@) = 1£20)] - [ (@)] = 2D ).

1—laf?
No to je u suprotnosti sa (#x*). Ova kontradikcija pokazuje da vrijedi ¢(a) = 0.

Dokazat ¢emo sada da je ¢ ne samo injekcija 2 u K(0,1) nego i surjekcija. Pretpostavimo
suprotno i neka je 5 € K(0,1)\ ¢(£2). Tada je 8 # 0 jer je 0 € ¢(Q2) (naime, ¢(a) = 0). Bududi da
je B jedina nultocka funkcije f3, funkcija fz 0 ¢ € H(€2) nema nultocaka u 2. Prema pretpostavci
o podruéju 2 postoji funkcija ¢ € H(Q2) takva da vrijedi

WE]" = fale(z)  Vzef

Imamo
pes — faope S = Y e S.

Stavimo v = ¢(a) € K(0,1). Prema zadatku 4.9. tada je
7" = fawla)) = f5(0) = =5,

Stavimo
f=fopes
Nadalje, neka je funkcija w € H(K(0,1)) definirana sa
w(z) = 2", z € K(0,1).
Prema zadatku 4.9. tada je 1 = f_, o f, dakle

feop=worp=wof  of
Odatle je
p=gof, gdieje g=fpgowof ,eH(K(0,1)).
Imamo |g(z)| < 1 za svako z € K(0,1) i

9(0) = f-s(f-1(0)") = f-5(7") = f-p(=0) = 0.

To znaci da funkcija g zadovoljava uvjetima Schwarzove leme (teorem 1.15.). Preslikavanja f_g i
f— su bijekcije sa K(0,1) na K(0,1), a w nije bijekcija sa K (0,1) na K(0,1). Stoga funkcija g
nije bijekcija sa K(0,1) na K(0,1). Schwarzova lema stoga povlaci da je |¢'(0)] < 1. Imamo

fla) = f,(¥(a)) = f1(v) =0 1 p=gof = ¢'(a) = ¢'(0)f'(a).

Odatle je |f'(a)| > |¢'(a)]. No to je u suprotnosti sa (xx).
Ova kontradikcija dokazuje da je ¢ surjekcija sa 2 na K(0,1). Kako je ¢ € S, ¢ je izomorfizam
podrucja € na krug K(0,1).

Primjedba. Iz dokaza teorema 4.6. vidi se da za bilo koju tocku a € €2 postoji funkcija
v € H(2) koja je izomorfizam podrucja €2 na krug K(0,1) i vrijedi ¢(a) = 0; ta je funkcija onaj
element skupa S na kome preslikavanje f — |f’(a)| dostize svoj maksimum.

Dokazani teorem 4.6. upotpunjuje dokaz teorema 3.1. Posebno, uvjet teorema 4.6. ispunjen je
ako i samo ako je podrucje €2 jednostavno povezano. Dakle, mozemo iskazati Riemannov teorem
u njegovom uobic¢ajenom obliku:
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Teorem 4.7. (B. Riemann) Svako jednostavno povezano podrucje Q2 # C izomorfno je otvorenom
jedinicnom krugu.

Zadatak 4.10. Dokazite da za funkciju g iz dokaza teorema 4.6. vrijeds

1P
/ n—1

g (0) = ny .
O = g

Izvedite iz toga da je |¢'(0)] < 1.

Zadatak 4.11. Neka je Q C C jednostavo povezano podrucje koje je simetricno s obzirom na
realnu o0s, tj.
z €} — z €

Neka je f izomorfizam Q na K(0,1) takav da za a = f~1(0) vrijedi f'(a) > 0. DokaZite da je tada
ili Imf(z) >0V2€Q, Imz>0,ilijelmf(z) <0VzeQ, Imz>0.

Zadatak 4.12. Neka je E = {z € C; Rez > 0} i neka je f : E — C holomorfna injekcija
takva da je f(E) C E. Uz pretpostavku da postoji xg > 0 takav da je f(xg) = xo dokazite da je
|f'(@o)| < 1.

Zadatak 4.13. Neka su €y C C i Qy C C jednostavno povezana podrucja i neka je f izomorfizam
Q4 na Qs. Neka jea € Qi = f(a) € Qy. Dokazite da za svaku holomorfnu injekciju g : 01 — €
takvu da je g(a) = o vrijedi |¢'(a)| < |f'(a)|.



Poglavlje 5

Aproksimacija pomoc¢u racionalnih
funkcija

U ovom poglavlju dokazat ¢emo sljedeci teorem o mogucnosti aproksimacije holomorfnih funkcija
pomocu racionalnih funkcija:

Teorem 5.1. (C. Runge) Neka je Q C C otvoren skup i neka je E zatvoren podskup od C\ Q koji
sijece svaku komponentu od C\ Q. Za svaku funkciju f € H(Q) postoji niz racionalnih funkcija
(fn)nen kojima svi polovi leze u skupu E takav da niz restrikcija (f,|Q)nen konvergira prema
funkcigi f lokalno uniformno na 2.

Pri tome za tocku oo kazemo da je pol racionalne funkcije f ako je

P
f== gdje su P i @ polinomi i deg P > deg Q.

Q )
U tom slucaju kazemo da je tocka oo pol funkcije f reda deg P — deg Q.
U slucaju da je u Rungeovom teoremu skup C \ Q povezan (a to za podrucje Q znaci da je

jednostavno povezano), mozemo uzeti £ = {oo}. Buduéi da je racionalna funkcija s jedinim polom
u tocki oo u stvari polinom, iz Rungeovog teorema neposredno slijedi:

Teorem 5.2. Neka je Q C C otvoren skup, takav da je skup C\ Q povezan, i neka je f € H(Q).
Tada postoji niz polinoma (P,)nen takav da niz restrikcija (P,|Q)nen konvergira prema funkciji f
lokalno uniformno na Q.

Rungeov teorem 5.1. dokazat ¢emo pomocu dvije leme, a plan dokaza je ovakav. Najprije ¢emo
dokazati da se za zadani kompaktan skup K C Q restrikcija f|K moze po volji toéno aproksimirati
pomocu restrikcije g| K racionalne funkcije g koja ima polove izvan K. Zatim ¢emo g| K aproksimi-
rati restrikcijom h|K druge racionalne funkcije h koja ima polove u skupu E. Napokon, da dodemo
do trazenog niza racionalnih funkcija, posluzit ¢éemo se nizom kompaktnih skupova iz zadatka 4.3.

Lema 5.1. Neka je  C C otvoren skup, K C Q kompaktan skup, f € H(Q2) i € > 0. Postoji
racionalna funkcija g s polovima u skupu Q \ K takva da vrijedi

1f(z) —g(2)| <e  VzeK.
Dokaz: Prema lemi 3.1. postoji ciklus I' u Q \ K takav da vrijedi

Indr(a) =0 Va e C\ Q, Indr(a) =1 Va € K.

39
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Prema drugoj formuli u tvrdnji (a) globalnog Cauchyjevog teorema 1.9. tada vrijedi

f(z):i_/ J(©) d¢, z e K. (1)

2m Jp ( — 2

Nekaje ' = [v1,72, -+, V), gdje su 1, 7o, . . ., 7o petlje u Q\ K. Fiksirajmo sada j € {1,2,...,n}
i zbog jednostavnijih oznaka stavimo v = 7;. Neka je v definirana na segmentu [a, b] i neka je

=d(v*,K) =min{|y(t) — z|; t € [a,b], z € K} > 0.

Tada vrijedi
t€la,b], zeK — |y(t) — 2| > r. (2)

[zaberimo realan broj M > 0 takav da vrijedi:
clatl, ek = <M hOISM i [fGE) <M ()
Sada za s,t € [a,b] 1 z € K zbog (2) i (3) imamo redom

fo)  fOs) | 1
W)~z s —z| T

[F(v(0)y(s) = f(r(s)v(8) = 2[f (v (1) = fF(v(s))]] =

= G ~ O] + () ~ FAO ) — 2 (3(0) ~ )] <
< SO (s~ 0]+ SO 1) ~ F)] + Elrr(9) — st <

< Zhts) — 0] + 27 ~ SO

Kako su funkcije v i f o v uniformno neprekidne na segmentu [a, b], gornja nejednakost pokazuje
da mozemo izabrati particiju a = ¢y < ¢; < - -+ < ¢, = b takvu da vrijedi

f(v(1)) - f(v(ck-1)) 2me
() =z (k1) —z| ~ nl(y)’

ze€K, 1 <t<c, ke{l,2,...,m}. (4)

Mozemo uzeti da su sve restrikcije v|[ck_1, ¢x] neprekidno diferencijabilne.
Definiramo sada racionalnu funkciju g; sa

PRE PRI T el L G=1)

— V(Ck—l) -z

ol

Funkcija g; ima polove y(co), v(c1), ..., Y(cm—1) € 7", dakle, izvan K. Pomoc¢u (4) nalazimo da za
z € K vrijedi

o | £k 02

<[

/C’“ {f(v(f)) _ fOle))

=1 Ch— Y(t) =z y(cp_1) — z] ~(t)dt

1
2T

)) . f(")/(ck1>>' . |’}/(t)|dt < € Z

—z Yer1 — 2

Medutim,
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pa slijedi

z e K. (5)

S lo

1 f(©)
%/w @dg—gj(z) <

Istu konstrukciju provedemo za svaki j € {1,2,...,n} i stavimo g = g1 + g2 + - - - + g,. Tada je
g racionalna funkcija s polovima u skupu v*, dakle, izvan K. Iz (1) i (5) slijedi za svaku tocku

z e K
2m/< -l 2m/c— -9

Time je lema dokazana.

1/ (z) —9(2)] =

= 9
(<) —=
j=1

Kao sto smo napomenuli, sljede¢i korak u dokazu Rungeovog teorema jest da dokazemo da se
funkcija ¢ moze na skupu K po volji dobro aproksimirati drugom racionalnom funkcijom kojoj su
polovi u skupu E. U tu svrhu razmatrat ¢emo najprije racionalne funkcije s jednim polom.

Lema 5.2. Neka je K C C kompaktan skup i neka se tocke a,b € C nalaze u istoj komponenti
skupa C\ K. Neka je g racionalna funkcija kojoj je jedini pol u tocki a i neka je € > 0. Postoji
racionalna funkcija h kojoj je jedini pol u tocki b, takva da je

lg(z) = h(z)| < e Vz e K. (6)

Dokaz je podijeljen u cetiri koraka.
(a) Uzmimo najprije da su a,b € C\ K, tj. da je a # o0 i b # oo i da vrijedi

la —b] < d(b,K)=min{|b—z|; z € K}.

Neka je p = (L(Zb_[?g. Tada je 0 < p < 11iimamo
a—2>b
< Vz e K. 7
z_b«_p 2 e 7)

Buduéi da racionalna funkcija g ima jedini pol u tocki a, to postoji n € N i polinom P stupnja
< n takvi da je

Iz (7) slijedi da za svaku tocku z € K vrijedi

- e (2 - e (- 20) - B () (=)

i pri tome red konvergira uniformno u odnosu na z € K. Stoga postoji m € N takav da za

racionalnu funkciju
P(z) " (k+n—1\ fa—b\"
hz) — )
B =y ;%( b )(z—b)’

kojoj je ocito jedini pol u tocki b, vrijedi (6).
(b) I dalje pretpostavljamo da su a,b € (CLK . Ogranic¢ene komponente povezanosti skupa
C\ K ujedno su komponente povezanosti skupa C\ K. Neka je 2 jedina neograni¢ena komponenta
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povezanosti skupa C\ K. Tada skup Q sadrzi C\ K(0,7) = {z € C; |z| > r} za neki r > 0, pa
slijedi da je skup Q U {oo} povezan; dakle, Q U {oo} je komponenta povezanosti skupa C \ K.
Bududi da se po pretpostavci tocke a i b nalaze u istoj komponenti povezanosti skupa C \ K, iz
ovog razmatranja izlazi da se tocke a i b nalaze u istoj komponenti povezanosti skupa C\ K. Stoga
postoji put v : [0,1] — C\ K takav da je v(0) = a i y(1) = b. Tada je v* N K = () pa slijedi

r=d(, K)=min{|y(t) —z|; t €[0,1], z € K} > 0. (8)
Izaberimo particiju 0 =tg < t; < --- <t, =1 takvu da je
W) =) <7 j=1,2...m. (9)
Iz (8) i (9) slijedi da za tocke a; = v(t;), 7 =0,1,...,n, vrijedi
laj_1 — a;] < d(a;, K), j=1,2,...,n.
Prema (a) mozemo nadi redom racionalne funkcije hg = g, by, ..., hy, takve da je a; jedini pol od
h; i da vrijedi

hja(z) = hy(2)| < =, zeK, j=12...n. (10)
n
Buduéi da je hg = ¢ iz (10) slijedi da za svako z € K vrijedi

n

> [hjoa(z) = hi(2)]

j=1

19(2) = hn(2)] =

< Z |hj-1(z) — h;(2)] < e.

Napokon, racionalna funkcija h, ima jedini pol u tocki a, = y(t,) = y(1) = b.

(¢) Uzmimo sada da je a € C\ K i b = co. Tada se tocka a nalazi u komponenti povezanosti
skupa C \ K koja sadrzi tocku oo, dakle, prema razmatranju u (b), u neograni¢enoj komponenti
povezanosti € skupa C \ K. Izaberimo tocku ¢ € 2 takvu da je

c#0 i le| >2]z| Vze K. (11)

Prema (b) postoji racionalna funkcija f, koja ima jedini pol u tocki ¢, takva da je

9(:) -GRS3 Viek (12)
Tada je
P
f(z) = (2) , n €N, P polinom stupnja < n.
(z—o)
Prema (11) je
z 1
-1 <= Vz € K.
c 2

Stoga za z € K imamo

i) = Pz) (_1)nP(z) . [1 B f]*” — (—o)P() i (k +Z— 1)C_kzk

(z—o)" ¢ k=0

i pri tome red konvergira uniformno u odnosu na z € K. Dakle, postoji m € N takav da za polinom

h(z) = (o) P(2) Y (k * e 1)c—kz’f

m
k=0



43

vrijedi

|f(2) = h(2)] < Vz € K.

Odavde i iz (12) slijedi (6) i h je polinom, dakle, racionalna funkcija s jedinim polom u tocki
b = oo.
(d) Uzmimo napokon da je a = oo, dakle, g je polinom, i b € C\ K. Neka je

DO ™

ﬁ, 2eC\ (b}
pl2) = oo z=b

0 Z = 0.

Tada je ¢ homeomorfizam sa C na C. Stoga je ¢(K) = K, kompaktan podskup od C i tocke
¢(a) = p(0o0) = 01 p(b) = oo se nalaze u istoj komponenti povezanosti ¢(QU {oo}) skupa C\ K;.
Nadalje, g o ¢! je racionalna funkcija, kojoj je jedini pol u tocki ¢(a) = 0. Prema (c) postoji
racionalna funkcija f, kojoj je jedini pol u tocki ¢(b) = 0o, tj. polinom, takva da je

9l (2)) = f(2)| <e  VzE Ky (13)

Stavimo li h = f o ¢, onda je h racionalna funkcija kojoj je jedini pol u tocki p~!(c0) = b, i iz
(13) slijedi (6).

Dokaz Rungeovog teorema 5.1: Neka je (K, ),eny niz kompaktnih skupova iz zadatka
4.3. Neka je (e,)nen padajuéi niz strogo pozitivnih realnih brojeva koji konvergira prema 0.

Fiksirajmo n € N. Prema lemi 5.1. postoji racionalna funkcija g, s polovima u skupu Q\ K,
takva da vrijedi

I -0 <G V:ekK. (14)

Neka su ay, . . ., a, svi polovi funkcije g, Tada za svako j € {1,...,m} postoji racionalna funkcija
r;, kojoj je jedini pol u tocki a;, tako da je g, = 1+ - -+ 7p,. Zadano j € {1,...,m} komponenta
povezanosti skupa C \ K,, koja sadrzi tocku a; sadrzi neku komponentu skupa C\ Q, dakle, po
pretpostavci sadrzi i neku tocku b; € E. Po lemi 5.2. postoji racionalna funkcija h;, kojoj je jedini
pol u tocki bj;, takva da vrijedi

Iri(2) — hy(2)] < % Vz € K,. (15)

Sada je f, = hy + - -+ + h,, racionalna funkcija kojoj su polovi by, ..., b, € E iiz (15) slijedi

9:(2) = a2 < Do I(d) —hy(D <m- g =T Ve K, (16)
Iz (14) i (16) slijedi
G = fal2) Sen Vze Ky (17)

Tako dolazimo do niza racionalnih funkcija (f,,)nen kojima su svi polovi sadrzani u skupu F i
vrijedi (17) za svako n € N. Neka je sada K C () proizvoljan kompaktan skup. Prema tvrdnjama
(e) i (c¢) iz zadatka 4.3. postoji ng € N takav da je K C K, za svako n > ng. Sada iz (17) slijedi

1f(2) = fu(2)] <en Ve K 1 Vn>ny. (18)

Bududéi da niz (g,)nen konvergira prema 0, (18) pokazuje da niz restrikcija (f,,|K)nen konvergira
uniformno prema restrikciji f|K. Kako je K C Q bio proizvoljan kompaktan skup, zaklju¢ujemo
da niz (f,|Q)nen konvergira lokalno uniformno prema funkciji f. Time je Rungeov teorem dokazan.
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Zadatak 5.1. Neka je

Q= K(0,1), O =K"0,1)={2€C; 0< |2| <1},

— 13 1 3
K=K|[0;,-,-)= =<z <=5
(63.2) - {recip <<

Dokazite da postoji funkcija f € H(2) takva da ni za jedan niz (fn)nen w H(Q) niz restrikcija
(fulK)nen ne konvergira uniformno prema restrikciji f|K.

Iz teorema 5.2. dobivamo jos jednu karakterizaciju jednostavno povezanih podrucja:

Teorem 5.3. Podrucje 2 C C je jednostavo povezano ako i samo ako za svaku funkciju
f € H(Q) postoji niz polinoma (P,)nen takav da niz restrikcija (P,|Q)nen konvergira lokalno
uniformno prema funkciji f.

Dokaz: Ako je podruéje Q jednostavno povezano, prema teoremu 3.1. skup C \  je povezan,
pa prema teoremu 5.2. postoji niz polinoma (P, ),en takav da niz restrikcija (P,|2),en konvergira
lokalno uniformno prema funkciji f.

Dokazimo sada obrnutu implikaciju. Neka je f € H(Q2) i neka je (P,)nen niz polinoma takav
da niz restrikcija (P,|Q),en konvergira lokalno uniformno prema funkeiji f. Neka je 7 : [a, b] — Q
petlja u €. Svaki polinom P, ima primitivhu funkciju @, (polinom ¢iji je stupanj za 1 vedéi od
stupnja polinoma P,). Neka je a = ¢y < ¢; < -+ < ¢,, = b particija segmenta |a, b] takva da su
sve restrikcije v|[c;_1, ¢;] (1 < j < m) neprekidno diferencijabilne. Sada imamo redom

[P = [auaa =" [ @i -
m G q m
S [ S =Y (Ru0(e)) — Qulr(e-))] = Qul) - Qulr(a)) =0

Bududéi da niz restrikcija (P,|v*)nen konvergira uniformno prema restrikeiji f|v*, slijedi

/Wf(z)dz = 0.

Time je dokazano da je podrucje €2 Cauchyjevo, pa prema teoremu 3.1. zakljucujemo da je ono
jednostavno povezano.



Poglavlje 6

Harmonijske funkcije

U ovom poglavlju identificiram kompleksnu ravninu C sa R2, tako da kompleksan broj z € C
identificiramo s tockom (z,y) € R?, gdje je z =Rez i y =Im 2. Funkcije kompleksne varijable z
shva¢amo kao funkcije dviju realnih varijabli x i y.

Neka je 2 € C = R? otvoren skup. Funkcija v : Q@ — R zove se harmonijska, ako je
ona klase C? (tj. druge parcijalne derivacije 8?u/dx, 0*u/0xdy, 8*u/dydx i 8?u/dy* postoje i
neprekidne su na ) i ako ona zadovoljava Laplaceovu diferencijalnu jednadzbu na € :

Pu Pu

A = — _—
“ 8x2+8y2

0.

Skup svih harmonijskih funkcija na €2 je realan vektorski prostor koji éemo oznacavati sa Har(S).
Zadatak 6.1. Neka je f € H(Q2). Dokazite da su tada funkcije w =Re f i v =Im f harmonijske.
Ako je 2 C C jednostavno povezano podrucje onda vrijedi i obrat:

Propozicija 6.1. Neka je Q2 C C jednostavno povezano podrucje i neka je u € Har(Q)). Tada
postoji f € H(Q) takva da je u =Re f. Dvije takve funkcije razlikuju se za imaginarnu konstantu.

Dokaz: Definirajmo realne funkcije U i V' na podrucju 2 :

ou ou
U=— V=-—.
or’ oy
Kako je funkcija u klase C?, to su funkcije U i V klase C'. Nadalje, funkcije U i V zadovoljavaju
Cauchy—Riemannove jednadzbe na €2 :
ou  du Pu OV

dr 02 o2 oy

ou  Pu  Pu OV

oy  Oydx Oxdy  Ox’
Prema tome, funkcija F' = U 4tV je holomorfna na €2. Prema teoremu 3.1. jednostavno povezano
podrucje je primitivno, stoga postoji h € H(Q2) takva da je FF = h’. Stavimo sada u; =Reh,
vy =Im h. Derivacija holomorfne funkcije moze se zapisati pomoc¢u parcijalnih derivacija njenog
realnog dijela:

- dm 0w
Oz oy

45



46 POGLAVLJE 6. HARMONIJSKE FUNKCIJE

Stoga nalazimo:

ou ouy ou ouq
— =U=ReF =Reh' = — — =-V=-ImF =-Imh' = —.
ox ¢ ¢ or’ oy - - oy
Prema tome, vrijedi
a(u—u) a(u—u)—O
o Y oy Ve

Odatle slijedi da je u — u; realna konstanta «. Ako definiramo f = h + a € H(2), dobivamo
Re f = u.

Neka i funkcija g € H(2) ima svojstvo Reg = u. Stavimo k = f — g i neka su uy =Rek,
vy =Im k. Tada je us = 0, pa iz Cauchy—Riemannovih jednadzbi za funkciju k£ dobivamo da je

0 0

ﬂ:ﬂ:O svuda na €.
ox oy

Prema tome, v, je realna konstanta 3, a tada je k = if3.

Korolar 6.1. Neka je Q C C otvoren skup i u € Har(Q). Tada je funkcija u klase C*. Stovise,
funkcija u je analiticka na Q u sljedecem smislu: za svaku tocku (xo,y0) € € i za svaki r > 0
takav da je krug

K((wo,90),7) = {(7,y) € Rz? (z — 900)2 +(y — y0)2 < 7“2}

sadrzan u ), postoje o, € R, j, k € Z,, takvi da vrijedi
u(z,y) = Z Z%‘k(x —20)’(y — y0)" V(z,y) € K((zo,y0),7)-

Pri tome gornji red konvergira apsolutno i na svakom zatvorenom krugu

K((z0,%0),p) = {(x,9); (x—20)’+(y—w)* <p’}, Vo<r

red apsolutnih vrijednosti konvergira uniformno. Koeficijenti oy, jedinstveno su odredens funkcijom
w i tockom (o, Yo)-

Dokaz: Ako je r > 0 takav da je K((xo,y0),7) € €, prema propoziciji 6.1. postoji
f € H(K(20,7)), 20 = xo + 1Yo, takva da je restrikcija funkcije u na taj krug realni dio funkcije
f. Sada iz tvrdnje (b) teorema 3.1 slijedi tvrdnja korolara, jer za n € Ni z = o + iy € K(zo,7)

vrijedi
( > —20)" " (y — yo)¥

Propozicija 6.2. Neka su Qq i Qs otvoreni podskupovi od C i neka je ¢ € H(Qy) takva da je
©() C Qy. Tada za svaku funkciju uw € Har () vrijedi uo o € Har ().

ﬂ

Z—ZQ

OMM

a [a] je oznaka za najvedi cijeli bI‘OJ kE<a

Dokaz: Oznacimo tocke otvorenog skupa €2 sa z = = + 1y, a tocke otvorenog skupa {2 sa
¢ = & + in. Nadalje, neka je v = uo @ ineka su ) =Repiyxy =Imp. Akoje z =ax+iy € Qs i
¢ =¢+in=p(z) onda je & = Y(v,y) i n = x(,y). Dakle,

v(r,y) = u((r,y), x(x,y), z=x+iy€ Q.
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Buduéi da su funkcije ¢ i x klase C°°, ocito je v funkcija klase C?. Formalno zapisana pravila
parcijalnog deriviranja su:

o o o

0 _%9  x 9 9o  Ox9o
oxr  O0x 06 Ox0On

dy oy ok dyon
Odatle redom nalazimo

v v 0? 0?

oz T o @U(w(%y)ax(%y)) + a—yQU(@/)(Jf,y),X(Jf,y)) =

0 [8@/} ou Oy 8u] 0 [8@[) ou Oy au}:

T 0r [0r 0¢ " ox on| "oy loy o oy on

CPu | o0\ (o NP Pu | fox\®  [Ox\’
—EEIC%)+(aﬂ]+5ﬁ[Gﬂ)+(&J

Pu [0V [Ox oY\ [ Ox ou [0* 0%  ou [0*x 0%
+%wnKaﬁ(aJ+(@)(@H*ﬁ%bﬁ*&ﬂ*ﬁ%bﬁ*&ﬂ'

Cetvrta i peta uglata zagrada jednake su nuli jer su ¢ i y realni i imaginarni dio holomorfne funkcije
v, dakle, to su harmonijske funkcije. Trec¢a uglata zagrada jednaka je nuli zbog Cuchy—Riemannovih
jednadzbi za funkcije ¥ i x :

_|_

G
or Oy oy Oz

Zbog tih jednadzbi nalazimo da su prve dvije uglate zagrade medusobno jednake, pa dobijemo da
¢itav izraz jednak nuli jer je funkcija u harmonijska. Dakle, funkcija v svuda na €2y zadovoljava

Laplaceovu diferencijalnu jednadzbu, $to znaci da je v € Har(2,).
Zadatak 6.2. Dokazite propoziciju 6.2. koristeci propoziciju 6.1.

Uputa: Za proizvoljnu tocku a € € izaberite r > 0 tako da je K(¢(a),r) C €y, a zatim p > 0
tako da je ¢(K(a,p)) C K(p(a),r). Zatim promatrajte u|K (p(a),r) i iskoristite propoziciju 6.1.

Za podrucje Q C C definiramo 9,8 kao rub podrucja u C : 0,02 = Cl(Q) \ ©, pri ¢emu je
Cly () zatvarac skupa  u C. Dirichletov problem za podruéje  glasi:

Za danu neprekidnu funkciju g : 0, — R treba naéi neprekidnu funkciju u : Clo(2) — R,
takvu da je u|0x82 = g i da je u|Q2 € Har(2).

Kazemo da je ) Dirichletovo podrucje, ako za svaku neprekidnu funkciju g : 05,2 — R pri-
padni Dirichletov problem ima rjesenje. Sljede¢i teorem pokazuje da je otvoren krug Dirichletovo
podrucje i daje eksplicitno rjesenje Dirichletovog problema.

Teorem 6.1. Neka je a € C, R > 0 i g realna funkcija definirana na kruznici S(a, R) = 0K (a, R)
takva da je funkcija t — g(a + Re™) integrabilna (u Riemannovom smislu) na segmentu [0, 27].
Tada je formulom

) 2w RQ - T2
P iy —
slatre?) 27?/0 R? + 12 —2Rrcos(t — @)

g(a+ Re')dt, 0<r<R, 0<¢<2m,

zadana funkcija Py, € Har(K(a, R)). Ako je funkcija g neprekidna u tocki w € S(a, R), onda je

g(w) = lim Py(2).

z—w, z€K(a,R)
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Posebno, ako je funkcija g neprekidna na S(a, R), onda je funkcija u : K(a, R) — R, definirana
sa

ulK(a,R)=P;, i u|S(a,R)=g
neprekidna na K(a, R).
Dokaz: Odmah se vidi da je tvrdnje teorema dovoljno dokazati u slucaju R =11ia =0, jer

;e . . . . .. . .. z—a . .
se op¢i slucaj svodi na ovaj posebni jednostavnom zamjenom varijable z — ( = ——. U slucaju

R
R =1, a = 0 gornja formula poprima oblik
P,(re®) 1/% Lo (€)dt, 0<r<1,0<p<?2
re'f) = — e r .
7 27 J, 1—|—7“2—27"cos(t—<p)g ’ - U=

Neka je v pozitivno orijentirana jedini¢na kruznica, tj.
v(t) = e, 0<t<2r.

Nadalje, neka je kao u iskazu teorema g : v* — R funkcija takva da je funkcija t +— g(e®)
integrabilna na segmentu [0, 27]. Definirajmo funkciju £, : K(0,1) — C formulom

1 (¢ +2)g(Q) s
R =5m [ el se KO,

odnosno,

1 [et+z
Fy(z) = — : "yde € K(0,1).
() =g | S etenan ze k)
Prema varijanti teorema 1.6. (za integrabilnu funkciju g) funkcija Fj, je holomorfna na krugu
K(0,1). Imamo A A

e + re'? 1—r?
e

Re— — = .
et —re 1412 —2rcos(t — )

Kako je funkcija g realna, odatle slijedi da je
Re F,(z) = P,(2), z € K(0,1).

Dakle, funkcija P, je realni dio holomorfne funkcije Fj, pa pomocu zadatka 6.1. zakljucujemo da
je funkcija P, harmonijska na krugu K (0, 1).
Primijetimo da je pridruzivanje g + P, linearno:

Py, = P, + Py, P,y = aPFy, a e R. (1)
Nadalje, vrijedi

Uzmimo sada da je funkcija g realna konstanta c¢ i neka je z € K(0,1). Funkcija f. definirana

sa B C—|—z )

holomorfna je na podruc¢ju C\ {0, z}. Ako je z # 0, po teoremu o reziduumima slijedi
F.(z) = Res(f.,0) + Res(f.,z) = —c+2c=c.
U slucaju da je z = 0 imamo

fol¢) = Z
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pa slijedi
F.(0) = Res(fy,0) =c.

Kako je P, =Re F} odatle dobivamo
P.(2) = ¢, z€ K(0,1), ceR. (3)

Dokazimo sada drugu tvrdnju teorema. Neka je w = ¢ € S(0,1) tocka u kojoj je funkcija g
neprekidna. Pretpostavimo najprije da je g(w) = 0. Neka je € > 0. Izaberimo § > 0 (6 < 2) tako
da vrijedi:

(e€S50,1), [(-wl<d = QI3 @)

DN ™

Definirajmo funkcije g1, 92 : S(0,1) — R sa

_ [ 9(Q) akoje|¢—w| <4,
gl(C)_ { 0 akoje |C—UJ| 257

B 0 akoje | —w| <4,
92(0) = { 9(¢) ako je ¢ —w]| > 4.

Tada je g = g1 + g2, pa prema (1) imamo P, = P, + P,,. Nadalje, prema (4) vrijedi —g <qg < %,
pa zbog (2) i (3) nalazimo
=P

SP91§P

€
97

o
o

[\CR Q)

tj.

[Py (2)] < vz e K(0,1). (5)

DO ™

Neka je sada 0 < n < 7 takvo da je
{Ce€S(0,1); |¢—w| >6}={e"; s+n<t<s+2r—n}
(sjetimo se da je w = %) i neka je o put zadan sa
o(t) = e, s+n<t<s+2m—n.

Prema definiciji funkcije g imamo

1+ 3) g(C)d

Fo(z) = — / (;

T omi (C—2)

Medutim, gornjom je formulom dobro definirana funkcija Fj, na podru¢ju C\ ¢* i ona je na tom
podrucju holomorfna. Posebno, funkcija Fj, je neprekidna u tocki z = w. Stoga imamo

¢, z € K(0,1).

lim  P,(2) = lim )Re Fy,(2) =Re F,(w) =

z—w,z€K(0,1) z—w, z€ K(0,1

 Re i s+2m—n eit + w g(ezt>dt _ i s+2m—n 1 — |w‘2

it it 12
27 Join e w 27 Jory e w

g(e")dt =0,
jerje lw| =1iw#e"zas+n<t<s+ 21 —1n. Prema tome postoji p > 0 takav da vrijedi:

L€ K(0,1), |z-uwl<p — [P <

N ™
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Odavde, iz (5) i iz P, = Py, + P,, slijedi
z€ K(0,1), |z—w|<p — |P,(2)] <e.

Buduéi da je po pretpostavci g(w) = 0, time je tvrdnja dokazana.
Uzmimo sada da je g(w) # 0 i stavimo

h(¢) = g(Q) —g(w),  C€5(0,1).
Tada je h(w) = 0, pa iz dokazanog slijedi

li P =0.
sz,;Ier}((O,l) h(Z)

Medutim, prema (1) i (3) imamo
Py(z) = Py(2) + g(w), z € K(0,1),
pa dobivamo
L Fe(2) = g(w).

Za 0 < r < 1 definiramo funkciju P, : R — R sa

1—1r2

T 1412 —2rcost

X0

Familija funkcija (P,)o<r<1 naziva se Poissonova jezgra.
Zadatak 6.3. Dokazite da je

1+ re
1 —ret’

P.(t) = Zrln‘emt = Re

nel

Zadatak 6.4. Dokazite da je

2w
/ P(t)ydt =2r, 0<r<1.
0

Zadatak 6.5. Dokazite da je P.(t) > 0 za svako r € [0,1) i za svako t € R i da je P.(t) < P.(s),
ako je [t| < |s| < 7.

Zadatak 6.6. Dokazite da je

limP.(t) =0  Vt e (0,2n)

r—1
i da je ta konvergencija uniformna na svakom segmentu [a,b] C (0, 27).
Zadatak 6.7. Dokazite teorem 6.1. bez koristenja rezultata o holomorfnim funkcijama.

Uputa: Uocite da je za g : S(0,1) - R

Zatim koristite zadatke 6.4., 6.5. i1 6.6.



o1

Neka je € C C otvoren skup. Za neprekidnu funkciju v : 2 — R kazemo da ima svojstvo
srednje vrijednosti, ako za svaki zatvoren krug K(a,r) C Q) vrijedi

u(a) = %/o 7Tu(a + re'?)dep. (6)

Kazemo da funkcija v ima lokalno svojstvo srednje vrijednosti, ako za svaku tocku a € 2
postoji R > 0 takvo da je K(a, R) C Qi da vrijedi (6) za svako r € [0, R).

Propozicija 6.3. Neka je Q0 C C otvoren skup i w € Har(Q2). Tada funkcija w ima svojstvo
srednje vrijednosti.

Dokaz: Neka sua € Q17 > 0 takvi da je K(a,r) C Q. Tada mozemo naéi R > r takav da
je K(a, R) C €. Funkcija u|K (a, R) je harmonijska, a kako je krug K(a, R) jednostavno povezano
podrugje, prema propoziciji 6.1. postoji f € H(K(a, R) takva da je Re f = u|K(a, R). Neka je
pozitivno orijentirana kruznica sa sredistem u tocki a i radijusom 7 :

(o) = a + re'?, ¢ € [0, 27].
Tada vrijedi

fla) =

2mi Vz—a 27T/ fa—H“e

Uzimanjem realnog dijela nalazimo da vrijedi (6).

Propozicija 6.4. Neka je Q2 C C podrucje i neka je u : 2 — R nekonstantna neprekidna funkcija
s lokalnim svojstvom srednje vrijednosti. Funkcija u ne poprima niti svoj supremum niti svoj
infimum na podrucju §2.

Dokaz: Pretpostavimo da je
M = sup{u(z); z € Q} < +o0.

Nadalje, pretpostavimo da funkcija poprima svoj supremum u podrucju €2, tj. da je skup

= {z € Q; u(z) = M} neprazan. Zbog neprekidnosti funkcije u skup Q \ U je otvoren.
Neka je a € U. Izaberimo R > 0 takvo da je K(a,R) C Q i da vrijedi (6) Vr € [0, R). Neka je
p € [0, R). Pomnozimo sada obje strane jednakosti (6) sa r i integriramo po r od 0 do p. Dobivamo

jednakost
1 P 2m )
M = u(a) = —2/ / u(a + re")rdrdep.,
™= Jo Jo

/ / —u(a + re)|rdrde = 0. (7)

Podintegralna funkcija u (7) je neprekidna i nenegativna svuda na K(a, p), pa iz (7) slijedi da
je ona svuda jednaka nuh. Stoga zakljucujemo da je K(a,p) C U. Time je dokazano da je skup
U otvoren. Kako je i Q\ U otvoren i kako je U po pretpostavci neprazan, iz povezanosti 2 sli-
jedi U = (). No to znaci da je funkcija u konstantna, suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija
pokazuje da je U = 0, tj. u(z) < M Vz € Q.

Primijenimo li dokazano na funkciju —u, zaklju¢ujemo da funkcija v ne poprima u podrucju
2 ni svoj infimum.

a odavde je

Iz ove propozicije slijedi princip jedinstvenosti za funkcije s lokalnim svojstvom srednje vrijed-
nosti:
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Propozicija 6.5. Neka je Q@ C C podrucje, Cls(S2) zatvaraé podrucja 2 w prostoru C i
052 = Clo () \ Q rub podrucja Q u prostoru C. Neka su v i w neprekidne realne funkcije na
Cls(Q), cige restrikcije na Q imagju lokalno svojstvo srednje vrijednosti. Ako je v|0x0Q = w]0x2,
onda je v = w.

Dokaz: u = v — w je neprekidna funkcija na Cl,,(Q2), a kako je to kompaktan skup, vrijedi
min {u(¢); ¢ € Clu(Q)} < u(z) <max{u((); ¢ € Clo(N)}, Vz € Clo(9).
Nadalje, restrikcija u|€2 ima lokalno svojstvo srednje vrijednosti, stoga iz propozicije 6.4. slijedi
max {u(Q); ¢ € Clao()} = max {u(C); € €00} i min{u(C); ¢ € Cla()} = min {u(C); ¢ € D0},
Medutim, u|0Q2 = v]|0Q — w|0Q = 0, pa slijedi u(z) =0 Vz € Clo(Q), tj v = w.

Teorem 6.2. Neka je 2 C C otvoren skup i neka je u : Q2 — R neprekidna funkcija. Slhedeca su
cetiri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Funkcija u je harmonijska.
(b) Funkcija u ima svojstvo srednje vrijednosti.

(¢) Funkcija u ima lokalno svojstvo srednje vrijednosti.

0*u . 0?

(d) Druge parcijalne derivacije 92 1 8—1; postoje u svakoj tocki od € i svuda na ) vrijedi
x Y
0?u N Pu 0
ox? ~ Oy2

Dokaz: Prema propoziciji 6.3. vrijedi implikacija (a) = (b). Implikacije (b) = (¢) i (a) = (d)
su trivijalne.

Pretpostavimo da vrijedi (¢) tj. da funkcija u ima lokalno svojstvo srednje vrijednosti. Neka
je a € Qi neka je R > 0 takav da je K(a, R) C . Prema teoremu 6.1. postoji neprekidna
funkcija v : K(a, R) — R takva da je v|K(a, R) harmonijska i da vrijedi v|S(a, R) = u|S(a, R).
Buduéi da i u|K(a,R) i v|K(a, R) imaju lokalno svojstvo srednje vrijednosti, iz propozicije
6.5. slijedi u|K(a, R) = v. Dakle, funkcija u|K (a, R) je harmonijska. Buduéi da je totka a €
bila proizvoljna, zakljucujemo da je funkcija u harmonijska na 2. Time je dokazana implikacija
(¢) = (a). o

Napokon, pretpostavimo da vrijedi (d). Neka je a € 2. Izaberimo r > 0 tako da je K(a,r) C Q

i neka je v : K(a,R) — R neprekidna funkcija, takva da je v|K(a,r) harmonijska i da jke

v|S(a,r) = ulS(a,r). Neka je € > 0. Definiramo neprekidnu funkciju w : K(a,r) — R sa
w(z) = u(z) — v(z) + ¢[Re (z — a)]?.

Neka je
M =max {w(z); z € K(a,r)}

i pretpostavimo da postoji tocka zyp € K (a,r) takva da je w(zg) = M. Tada je

o

0y?

2

w
81'2 (ZO) S 07
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pa slijedi
0>Aw=~Au—Av+ 2 =2,

a to je nemoguce. Ovca kontradikcija pokazuje da funkcija w ne poprima svoj maksimum ni u
jednoj tocki zg € K(a,r). Kako je u|S(a,7) = v|S(a,r), to je w(¢) = e[Re (¢ — a)]? za svaku totku
¢ € S(a,r). Slijedi

M =max {e[Re (¢ — a)]*; ¢ € S(a,r)} = er’.

Dakle, vrijedi w(z) < er? Vz € K(a,r), a odatle je
u(z) < v(z) +e(r? — [Re (z — a)]?) Vz e K(a,r).

Buduéi da je € > 0 bio proizvoljan, zakljucujemo da je u(z) < v(z) Vz € K(a,r). Sasvim analogno
dobivamo i da je v(z) < u(z) Vz € K(a,r). Prema tome je u|K(a,r) = v|K(a,r), pa slijedi da je
funkcije v harmonijska na krugu K (a, R. Kako je tocka a € 2 bila proizvoljna, zakljué¢ujemo da
je funkcija u harmonijska svuda na . Time je dokazana i implikacija (d) = (a).

Zadatak 6.8. Neka je 2 C C otvoren skup i neka u : @ — R neprekidna funkcija, takva da za
svaki zatvoren krug K(a, R) C Q wvrijedi

1 R 2m )
u(a) = 7T—Rz/0 /0 u(a + re¥)rdrdp.

Dokazite da je tada u € Har(S2).

Teorem 6.3. Neka je Q2 C C otvoren skup i neka je (up)nen lokalno uniformno konvergentan niz
u Har(Q). Tada je i funkcija u = lim,,_, o u,, harmonijska na €.

Dokaz: Neka je K (a,r) zatvoren krug sadrzan u €. Tada vrijedi

1 2 ]
up(a) = %/o up(a + re'?)de, n € N.

Niz restrikcija (u,|S(a,r)).en konvergira uniformno prema restrikciji u|S(a,r), pa iz gornjih jed-
nakosti slijedi
1

" 2r

u(a) /0 " u(a + re®)dp.

Kako je zatvoren krug K(a,r) C € bio proizvoljan, vidimo da funkcija v ima svojstvo srednje
vrijednosti. Prema teoremu 6.2. dobivamo da je u € Har(Q2).

Znacajno je svojstvo harmonijskih funkcija da monotoni nizovi u Har(2) uvijek lokalno uni-
formno konvergiraju na podrucju 2 :

Teorem 6.4. (Harnack) Neka je 2 C C podrucje i neka je (un)nen niz u Har(QY) takav da vrijedi
Un(2) < Upy1(2) V2eQ i VYneNlN

Ako je za neku tocku z € Q niz realnih brojeva (un(z))nen ogranicen, onda niz (uy)nen konvergira
lokalno uniformno na Q prema nekoj funkciji w € Har(Y). U protivnom niz (un)nen konvergira
lokalno uniformno na 0 prema +oo.

Za dokaz Harnackovog teorema treba nam sljedeca jednostavna posljedica teorema 6.1.
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Lema 6.1. (Harnackova nejednakost) Neka je u : K(a,R) — [0,4+00) neprekidna funkcija
takva da je restrikcija u|K(a, R) harmonijska. Tada vrijedi

R—|z—al

R+ |z —a|
—u
R+ |z —a|

(a) <u(z) < mu(a) Vz € K(a, R).

Dokaz: Neka je z =a+re"¥ € K(a,R) (0 <r < R, 0 < ¢ < 27). Prema teoremu 6.1. vrijedi

( ) 1 /277 RQ —T2 ( _'_R zt)dt
u(z) = — u(a e .
2 Jo R?4712—2Rrcos(t — )
Naravno, za z = a, tj. r = 0, imamo
@ = [ uta+ retar
u(a) = — u(a e .
2 Jo

Jednostavan racun daje nam
R* 4+ 7% — 2rRcos(t — ¢) = |Re'" — re'?|?.

Nadalje, ocito je A A
(R—1)* < |Re" —re)? < (R+ R)*
Kako je r = |z — al, slijedi
R—|z—a|< R* —r? R+ |z —a|
R+ |z—a|l — R2+7r2—2Rrcos(t—¢) ~ R—|z—a|

Odatle i iz gornjih integralnih formula slijedi tvrdnja.

Dokaz Harnackovog teorema: Mozemo pretpostavljati da su sve funkcije u, nenegativne
svuda na 2. Naime, ako to nije tako mogli bismo umjesto niza (u, ),en promatrati niz (u, —u1)pen-
Neka je u : Q — [0, +00] funkcija definirana sa

u(z) = sup {u,(2); n € N}, z €.
Nadalje, neka su skupovi U i V' zadani sa
U={z€Q u(z) < +oo}, V=Q\U={z€Q; qu(z) = +oo}.
Za a € Q izaberimo R > 0 tako da je K(a, R) C Q. Prema lemi 6.1. vrijedi

R— |z —d|

R+ |z —al
U,
R+ |z —al

< < —— i .
(a)_un(z)_R_|Z_a|un(a) Vze K(a,R) i VneN

Ako je a € U, desna nejednakost povlaci da je u(z) < +oo Vz € K(a, R), tj. vrijedi K(a,R) C U.
Ako je a € V, lijeva nejednakost povlaci da je u(z) = +oo Vz € K(a, R), tj. vrijedi K(a,R) C V.
Time je dokazano da su skupovi U i V' otvoreni. Buduéi da je €2 podrucje, zaklju¢ujemo da je ili
U=QiV=0iijeU=0iV =Q.

Pretpostavimo da je U = Q, tj. u(z) < +o00 Vz € Q. Neka je a € Q i neka je R > 0 takvo da je
K(a, R) C Q. Neka je p € (0, R). Uzmimo m > n iz € K(,p) i primijenimo lemu 6.1. na funkciju
Uy — Uy Nalazimo

Btlemal (@) - une)) < 222

< — <
0 < up(2) —un(z) < R—|:—al
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Bududi da je
u(z) = lim u,,(2) i u(a) = lim wu,,(a),

m—00 m—00

dobivamo

0 < u(z) — un(z) < gfg(u(a) —up(a)), VzeK(ap) i VneN,

To pokazuje da niz restrikcija (u,|K(a, p))nen konvergira uniformno prema restrikciji u|K (a, p).
Buduéi da je tocka a € € bila proizvoljna, zakljucujemo da niz (u,),eny konvergira lokalno uni-
formno na € prema funkciji u. Sada iz teorema 6.3. slijedi da je u € Har(2).

Uzmimo sada da je V =, tj. u(z) = 400 Vz € Q. Neka je a € 2 i ponovo izaberimo R > 0
tako da bude K (a, R) C 2. Za 0 < p < R pomoc¢u leme 6.1. nalazimo da vrijedi

R — —
un(2) > i Zun(a) Vz € k(a,p) i VneN.

Prema tome, niz restrikcija (u,|K(a, p))nen konvergira uniformno prema +oo, pa zakljuéujemo da
niz (uy,)nen lokalno uniformno na € konvergira prema +oo.

Zadatak 6.9. Neka je Q2 C C podrucje, K C Q kompaktan skup i a € Q. Dokazite da postoje
realni brojevi m > 0 ¢ M > 0 takvi da vrijedi

mu(a) < u(z) < Mu(a) Vze K
za svaku nenegativnu funkciju uw € Har($2).

Zadatak 6.10. Neka je Q@ C C podrucje, (fn)nen niz u H(SY) i u, =Re f,. Pretpostavimo da
vrijedi:

(a) Niz (up)nen konvergira lokalno uniformno na Q) prema nekoj funkciji u € Har(€).
(b) Postoji tocka a € Q takva da niz (f,(a))nen konvergira u C.

Dokazite da tada niz funkcija (f,)nen konvergira lokalno uniformno na Q prema nekoj funkciji iz

H(Q).

U teoriji Riemannovih ploha trebat ¢e nam opcenitiji oblik Harnackovog teorema. Da ga
iskazemo, podsjetimo se da se skup S koji je parcijalno ureden relacijom < zove usmjeren, ako
vrijedi:

Vs,te€S JueS takavdaje s<u i t<u.
Ako je S usmjeren skup, onda se familija (as)ses bilo kakvih objekata indeksiranih elementima
skupa S zove hiperniz. Ako je (\;)ses hiperniz tocaka u C tada kazemo da taj niz konvergira
prema Ao € C, ako za svaki ¢ > 0 postoji sp € S takav da vrijedi

s€S, s9<s — [As — Ao| < e.
Za hiperniz (\s)ses kazemo da konvergira prema oo ako za svaki R > 0 postoji so € S takav da
vrijedi
s€S, s<s — |As| > R.

Analogno definiramo konvergenciju hiperniza realnih brojeva prema —oo ili prema +oc.
Naravno, definicija konvergencije tocaka generalizira se i na proizvoljan topoloski prostor T :
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ako je (as)ses hiperniz tocaka u T, kazemo da taj hiperniz konvergira prema tocki ag € T" ako za
svaku okolinu U tocke ag u prostoru 71" postoji so € S takav da vrijedi:

ses, s<s — as, € U.

U tom slucaju pisemo
ag = lim a,.
ses s

Ako je topoloski prostor T" Hausdorffov i ako je hiperniz tocaka u T" konvergentan, lako se vidi da
je njegov limes jedinstven.

Za hiperniz funkcija (us)ses, us : A — C, kazemo da uniformno konvergira prema funkciji
u: A — C ako za svaki ¢ > 0 postoji sg € S takav da vrijedi:

s€S, s <s — lus(a) —u(a)| <e Vae€ A.

Naravno, ako je A topoloski prostor i ako su sve funkcije u, neprekidne, iz uniformne konvergencije
slijedi da je i funkcija u neprekidna.
Neka je i dalje S usmjeren skup i neka je za svaki s € S zadan otvoren skup 2, C C i to tako
sa vrijedi
s,tesS = Q, C Q.

Q:Um.

seS

Stavimo tada

Nadalje, neka je za svaki s € S zadana funkcija ug : 2, — R i neka je u :  — R. Tada kazemo
da hiperniz funkcija (us)scs konvergira lokalno uniformno na {2 prema funkciji u ako su
zadovoljena sljedec¢a tri medusobno ekvivalentna uvjeta:

(a) Za svaki kompaktan podskup K C Q postoji sg € S takav da je K C Qg i da hiperniz
restrikcija (us|K)ses, so<s konvergira prema restrikciji u|K uniformno na K.

(b) Za svaki zatvoren krug K(a,r) C Q) postoji so € S takav da je K(a,r) C Q,, ida hiperniz
restrikcija (us|K(a,7))ses, so<s konvergira prema restrikciji u|K (@, r) uniformno na K(a,r).

(¢) Za svaku tocku a € Q) postoje r > 01 sy € S takvi da je K(a,r) C €, i da hiperniz
restrikcija (us| K (a,7))ses, so<s konvergira prema restrikciji u| K (a, r) uniformno na K(a,r).

Teorem 6.5. Neka je S usmjeren skup @ neka su 2y C C podrucja takva da vrijeds

s,tes, s<t - Qg C Q.

Q:Um.

SES

Stavimo

Neka je za svaki s € S zadana us € Har(S)s) i pretpostavimo da vrijedi:
s,teS, s<t = us(2) <u(z) Vze Q.

Ako je za neku tocku z € Q i za so € S takav da je z € Qg hiperniz realnih brojeva (us(z))ses, so<s
ogranicen, onda hiperniz (us)ses konvergira lokalno wuniformno na Q prema nekoj funkciji
u € Har(QQ). U protivnom hiperniz (us)ses konvergira lokalno uniformno na 2 prema +oo.

Zadatak 6.11. Dokazite teorem 6.5.



Poglavlje 7

Karakterizacija Dirichletovih podrucja

Neka je €2 C C otvoren skup. Neprekidna funkcija v : 2 — R zove se subharmonijska, ako
za svaku tocku a € Q postoji R > 0 takav da je K(a, R) C Qi da vrijedi

— 27

1 2m ]
v(a) < —/ v(a+re”)dt  Vre|0,R).
0

Neprekidna funkcija v : €2 — R zove se superharmonijska, ako za svaku tocku a € €2 postoji
R > 0 takav da je K(a, R) C Qi da vrijedi

2T

1 2m ]
v(a) > —/ v(a+re”)dt  Vre|0,R).
0

Prema teoremu 6.2. funkcija je harmonijska ako i samo je i subharmonijska i superharmonijska.
Funkcija v je subharmonijska ako i samo ako je funkcija —v superharmonijska. Prema tome, iz
svih tvrdnji o subharmonijskim funkcijama lagano se dobivaju analogne tvrdnje o superharmoni-
jskim funkcijama.

Oznake: Skup svih subharmonijskih funkcija na otvorenom skupu () oznacavat ¢emo sa
Sub(2), a skup svih superharmonijskih sa Super(€2).

Zadatak 7.1. Neka je Q2 C C otvoren skup i neka su vy, vy € Sub(Q2). Dokazite da vrijedi:
(a) Ako su ky,ka € [0,400), onda je kyvy + kavy € Sub(Q2).

(b) Ako je funkcija v = max (v1,vs) definirana sa v(z) = max{vi(z),v9(2)}, 2 € Q, onda je
v € Sub(Q).

Princip maksimuma za harmonijske funkcije (propozicija 6.4.) generalizira se i na sluc¢aj sub-
harmonijskih funkcija:

Propozicija 7.1. Neka je Q@ C C podrucje i v € Sub(Q2). Ako postoji tocka a € Q takva da je
v(a) > v(z) Vz € Q, onda je funkcija v konstantna.

Dokaz: Stavimo
M =sup{v(z); z € Q}

i pretpostavimo da je M < 4oc0. Nadalje, pretpostavimo da je skup
U={2€Q; v(z) = M}

27
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neprazan. Zbog neprekidnosti funkcije v skup Q\U je otvoren. Za bilo koju tocku a € U izaberimo
R > 0 tako da je K(a, R) C Qi da vrijedi

1 2w ]
v(a) < —/ v(a+ret)dt  Vr e |0, R).
2w Jo

Kao u dokazu propozicije 6.4. nalazimo da vrijedi

R pr2rm
/ / [M — v(a + re")rdrdy < 0.
o Jo

Medutim, podintegralna funkcija je neprekidna i nenegativna, pa slijedi v(z) = M Vz € K(a, R).
Dakle, K(a, R) C U, a to zbog proizvoljnosti tocke a € U pokazuje da je skup U otvoren. Kako
je 2 podrugje, slijedi U = 2, dakle, funkcija v je konstantna.

Primijetimo da se princip minimuma iz propozicije 6.4. ne generalizira na slu¢aj subharmoni-
jskih funkcija. Doista, nekonstantna subharmonijska funkcija moze poprimiti svoj infimum na
podruc¢ju €. Naravno, princip minimuma (ali ne i princip maksimuma) vrijedi za superharmoni-
jske funkcije.

Ako je Q C C otvoren skup, sa Clo(Q2) éemo oznacavati njegov zatvara¢ u C, a sa

0§ = Clo(2) \ Q njegov rub u C. Zatvara¢ i rub od 2 u C éemo oznacavati sa Cl(f2)
i 0€). Naravno, za ograni¢en skup Q je Cl(Q2) = CI(Q) 1 0,2 = 0L, a za neogranicen je
Cleo(Q) = CUQ) U {00} 1 0,002 = 0N U {o0}.

Neka je €2 C C otvoren skup i v realna funkcija definirana na skupu 2. Za tocku a € 04f2
definiramo limes superior funkcije v u tocki a kao supremum skupa svih gomilista svih nizova
(v(2n))nen takvih da je (z,)nen niz u Q koji konvergira prema tocki a. Oznaka za limes superior
funkcije v : Q — R u tocki a € 0,12 je

lim sup v(2).

zZ—a

Zadatak 7.2. Neka je QQ C C otvoren skup, v : Q@ — R i a € 0,.8. Neka je T skup svih t € R
takvih da za svaki € > 0 postoji r > 0 takav da vrijeds

ze QN K(a,r) = v(z) <t+e.

Dokazite da je
inf 7' = limsup v(2).

zZ—a

Napominjemo da za a = oo oznaka K (00, 1) predstavlja odgovarajuéu otvorenu okolinu tocke
ocouC:
K(oo,r) ={oo}U{z €C; |z| > r}.

Nadalje, podrazumijevamo da je inf () = +oo.
Bit ¢e nam koristan sljede¢i oblik principa maksimuma za subharmonijske funkcije

Propozicija 7.2. Neka je Q C C podrucje i neka je v € Sub(2). Pretpostavimo da je

limsupv(z) <0 Va € 0,02 (1)

zZ—a

Tada je v(z) <0 Vz € Q.
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Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da je v(z) > 0 za neku tocku z € €. Tada postoji € > 0
takav da je skup
F={2€Q; v(z) > ¢}

neprazan. Dokazat ¢emo da je njegov komplement C\ F u prostoru C otvoren. Neka a € C\ F.
Imamo tri mogucnosti:

(@) a € C\ Clo(Q). Skup C \ Cl(Q) je otvoren, pa postoji 7 > 0 takav da je
K(a,7) € C\ Clo(Q). Tada je pogotovo K(a,r) C C\ F.

(b) a € 0f2. Prema zadatku 7.2. postoji r > 0 takav da vrijedi

ze QN K(a,r) = v(z) <e. (2)

Odatle slijedi da je K(a,7) N F = 0, dakle je K(a,r) C C\ F.

(c) a € Q. Tada je v(a) < e, pa zbog neprekidnosti funkcije v postoji r > 0 takav da je
K(a,r) CQiv(z) <eVz € K(a,r). Tada je ponovo K(a,r) N F =, tj. K(a,r) CC\ F.

Dakle, skup C\ F je otvoren, §to znaéi da je skup F' zatvoren u C. Kako je prostor C kompak-
tan, zakljuéujemo da je skup F' kompaktan. Funkcija v|F je neprekidna, pa zbog kompaktnosti
skupa F' postoji tocka b € F takva da je v(z) < v(b) Vz € F. Prema definiciji skupa F' tada je
iv(z) < wv(b) Vz € Q. Sada iz propozicije 7.1. slijedi da je funkcija v konstanta > e. No to je
nespojivo s pretpostavkom u iskazu leme. Ova kontradikcija dokazuje da je v(z) < 0 Vz € Q.

Oznaka: Za podrucje Q2 C C ¢éemo sa Harg(Q2) oznacavati skup svih neprekidnih funkcija
u: Clo(2) — R, takvih da je u|Q2 € Har(92).

Tada je Hary(2) realan vektorski prostor i prema propoziciji 6.5. restrikcija u +— |2 je line-
arna injekcija sa Haro(2) u Har(Q).

Teorem 7.1. Neka je {2 C C otvoren skup v v : Q — R neprekidna funkcija. Sljedeca su cetiri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Za svaku tocku a € Qi za svakir > 0 takav da je K(a,r) C Q vrijedi

1 27 )
v(a) < §/0 v(a+ret)dt.

(b) Funkcija v je subharmonijska.

(¢) Ako je U podruéje takvo da je Cloo(U) C Q i ako je funkcija w € Haro(U) takva da je
v(€) < u(Q) V¢ € 05U, onda je v(z) < u(z) Vz € U.

(d) Ako je K(a,r) C Qi ako je funkcijau € Hary(K (a,r)) takva da je v(¢) < u(¢) V¢ € S(a,r),
onda je v(z) < u(z) Vz € K(a,r).

Napomenimo da uvjet Clo(U) C Q znaci da je oo & Cl(U), dakle, podrucje U je ograniceno,
a tada je zapravo Cly(U) = CI(U).

Dokaz: Implikacije () = (b) i (¢) = (d) su ocigledne.

(b) = (c) Neka je U podrucje takvo da je Cly(U) C Q i neka je funkcija u € Hary(U)
takva da je v(¢) < u(() V¢ € 0U. Stavimo f = v|Cly(U) — u. Funkcija f je neprekidna na
skupu Cl,,(U). Nadalje, kako su funkcije v|U i —u|U subharmonijske, prema tvrdnji (a) zadatka
7.1. funkcija f|U je subharmonijska. Buduéi da je f(¢{) < 0 V( € 0,U, iz propozicije 7.2. slijedi
da je f(z) <0Vz e U. Dakle, v(z) < wu(z) Vz € U.
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(d) = (a) Neka je K (a,r) C Q. Prema teoremu 6.1. tada postoji funkcija u € Haro(K (a,r))
takva da je u|S(a,r) = v|S(a,r). Prema svojstvu (d) tada vrijedi v(z) < u(z) Vz € K(a,r), pa

1mamo

1 1 2

=_— "ydt.
o v(a+re)

2
v(a) < u(a) / u(a + re')dt
0
Korolar 7.1. Neka su Qy i Qo podrucja u C i neka je ¢ izomorfizam (tj. holomorfna bijekcija)
podrucja 0y na podrucje Qy. Neka je v € Sub(€ds). Tada je vo p € Sub(£2y).

Dokaz: Neka je U podruéje, takvo da je Cl(U) C € (dakle, Cl(U) = CI(U)), i neka je
funkcija w € Harg(U) takva da je (v o ¢)(() < u(() V¢ € 0,U = 0U. Tada je ¢(U) podrucje.
Nadalje, kako je skup Cl(U) kompaktan, to je i o(Cl(U)) kompaktan, dakle, zatvoren u C. Kako je
p(CLU)) S o) € Qi pU) S p(CUU)), slijedi Cloo(p(U)) = Cl(p(U)) = ¢(CL(U)). Dakle,
vrijedi i Ox(U) = dp(U) = ¢(0U). Funkcija u o ¢! neprekidna je na ¢(CI(U)). Nadalje, prema
propoziciji 6.2. restrikcija (u o ¢ 1)|p(U) je harmonijska funkcija na podrucju o(U). To pokazuje
dajeuogp™t € Harg(p(U)). Za w € dp(U) je ¢ = ¢~ (w) € AU, pa imamo

v(w) = (vop)(¢) < u() = (uop™)(w).

Bududi da je v € Sub(€y), prema teoremu 7.1. slijedi da je v(z) < (uo ¢ 1)(2) Vz € ¢(U), a
odatle je (vop)(2) < u(z) Vz € U. Ponovna primjena teorema 7.1. sada daje v o ¢ € Sub(§2y).

Neka je Q C C otvoren skup i v € Sub(€2). Ako je K(a,r) C €, definiramo neprekidnu funkciju
v®* . Q) — R na sljedeéi nacin:

VRN K(a, R) = v[(Q\ K(a, R)),  v"F|K(a, R) € Haro(K (a, R)).
Dakle, funkcija v*® podudara se s funkcijom v van kruga K (a, R), a na zatvorenom krugu K (a, R)

to je jedinstvena neprekidna funkcija koja je harmonijska na otvorenom krugu K(a,R), a na
kruznici S(a, R) se podudara sa v|S(a, R). U skladu s oznakama iz teorema 6.1. imamo

’UG’R‘K(CL, R) = Pv\S(a,R)-
Propozicija 7.3. Neka je Q C C otvoren skup, v € Sub(2) i K (a, R) C Q. Tada je v>F € Sub(Q).

Dokaz: Neka je b € Q\ K(a, R). Izaberimo p > 0 takav da je K (b, p) C Q. Buduéi da je prema
svojstvu (d) iz teorema 7.1. v < v®® svuda na ), to za svako r € [0, p) vrijedi

1 2 ) 1 2 )
v*E(b) = v(b) < %/0 v(b+re)dt < %/0 v (b + re)dt.
Neka je sada b € K(a, R) i neka je p > 0 takav da je K (b, p) C K(a, R). Funkcija v*?|K (a, R) je
harmonijska, pa imao za svaki r € [0, p)

1
21

2
v (D) / v (b + re')dt.
0

Dakle, funkcija v®* je subharmonijska na €.

Primijetimo da iz teorema 6.1. i iz definicije funkcije v®F slijedi:

v1,v2 € Sub(Q), K(a,R) CQ, v < — vi < ok, (3)

Za otvoren skup 2 C C neprazan skup P C Sub(Q2) zove se Perronov skup na (2, ako su
ispunjena sljedec¢a dva uvjeta:
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(P1) vi,v9 € P = max(vy,vy) € P.
(P2) ve P, K(a,R)CQ = v*FeP

Teorem 7.2. (Perron) Neka je 2 C C podrucje i neka P C Sub(§2) Perronov skup na Q. Ako
postoji tocka zy € Q) takva da je skup realnih brojeva {v(z); v € P} odozgo ogranicen, onda je
funkcija u, definirana sa

u(z) = sup{v(z); v € P}, z €,

harmonijska na €.

Dokaz: Definirajmo funkciju v : © — (—o00, +00| formulom u iskazu teorema. Nadalje,
stavimo

U={z€Q u(z) < +o0}, V=0\U={z€Q u(z) =+o0}.

Po pretpostavci skup U je neprazan.
Neka je a € V. Tada postoji niz (v, )neny u P takav da je

lim v,(a) = +o0.

n—oo
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je niz funkcija (v, ),en rastuéi. Naime, ukoliko
nije tako, mozemo ga zamijeniti s nizom (w,)nen, gdje je w, = max (vy, vq, ..., v,). Neka je R >0
izabran tako da je K(a, R) C Q. Prema (3) je tada (v&f),cy rastuéi niz u P i vrijedi v, < v®%.
Dakle,

lim v®*(a) = +oo.

Funkcije v&®| K (a, R) su harmonijske, pa iz Harnackovog teorema 6.4. slijedi

lim v&%(2) = oo  Vz € K(a, R).

Prema tome je u(z) = +o00 Vz € K(a, R), odnosno, K(a,R) C V. Kako je tocka a € V bila
proizvoljna, dokazali smo da je skup V' otvoren.
Neka je sada a € U. Izaberimo niz (v, ),eny u P takav da je

lim v,(a) = u(a).

n—oo

Kao i malo prije mozemo pretpostaviti da je niz (v,)nen rastuéi. Izaberimo R > 0 tako da je

K(a, R) C Q. Tada je i (v®f),cy rastuéi niz u P i

n

v, < 02 <, dakle lim v%%(a) = u(a).

n—oo

Po Harnackovom teoremu 6.4. niz restrikcija (v¥®| K (a, R))nen konvergira lokalno uniformno prema
nekoj harmonijskoj funkciji v na K(a, R). Tvrdimo da je tada u|K(a, R) = v.
Neka je b € K(a, R). Izaberimo rastuéi niz (w,)n,eny u P takav da je

lim w,(b) = u(b).

n—00
Stavimo f,, = max (v, w,). Tada je (f,)nen rastuéi niz u P i vrijedi

Up < fu<u i wy, < frn < u.
Prema tome je

lim f,(a) =u(a) = v(a) i lim f,(b) = u(b).

n—oo n—oo
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Nadalje, (f@®),en je rastuéi niz u P i vrijedi f,, < f@F < w, pa je

lim f%%(a) = u(a) = v(a) i lim f27(b) = u(b).

n—oo n—oo

Buduéi da je u(a) < +o0, prema Harnackovom teoremu niz harmonijskih funkcija (f»#|K (a, R))nen
konvergira lokalno uniformno prema nekoj harmonijskoj funkeiji f na K(a, R). Tada je

fla) =ula) =v(a) 1 f(b) =wu(b).

Imamo v, < f,, pa iz (3) slijedi v&f < fof a odatle je v < f. Dakle, za harmonijsku funkciju
v— f na K(a, R) vrijedi v— f < 0. Medutim, v(a) — f(a) = 0, pa iz principa maksimuma (propozi-
cija 6.4.) slijedi v — f = 0. Posebno je u(b) = f(b) = v(b). Bududi da je tocka b € K(a, R) bila
proizvoljna, zaklju¢ujemo da je u|K(a, R) = v. Posebno je K(a, R) C U.

Iz dokazanog slijedi da je neprazan skup Uotvoren i da je funkcija u|U harmonijska. Medutim,
prije smo vidjeli da je i Q\ U = V otvoren skup, pa iz povezanosti € slijedi da je U = Q. Time je
Perronov teorem dokazan.

Vaznost Perronovog teorema je u tome sto vrlo ¢esto omogucuje dokaz egzistencije harmonijske
funkcije s nekim zadanim svojstvima i to zato sto uvijek postoji veliko mnostvo subharmonijskih
funkcija i obi¢no nije tesko pronaci prikladan Perronov skup koji ¢e nam dati trazenu harmonij-
sku funkciju. Primjer takve situacije daje sljede¢i nacin pokusaja rjeSavanja opceg Dirichletovog
problema (u stvari, nesto generalnijeg problema).

Neka je Q C C otvoren skup i neka je f : 0,2 — R odozdo i odozgo ograni¢ena funkcija. Tada
¢emo sa P(€2, f) oznacavati skup svih funkcija v € Sub(€2) sa sljedec¢im svojstvom:

(P) Za svako e > 0 i za svaku tocku ¢ € 082 postogi r > 0 takav da vrijedi
ze K(¢,r)NQ = v(z) < f(Q)+e. (4)
Zadatak 7.3. Neka je v € Sub(2). Dokazite da je v € P(, f) ako i samo ako vrijedi

limsupv(z) < f(C) V( € 0x52.

z—¢
Propozicija 7.4. P(, f) je Perronov skup na ). Nadalje, vrijedi
v(z) <sup {f(Q); (€00} YweP,f) i VzeQ.

Dokaz: Funkcija f je po pretpostavci odozdo ogranicena, stoga postoji m € R takav da je
f(C) = m V( € 0. Tada je ocito svaka konstanta < m element skupa P(€2, f). Dakle, P(£2, f)
je neprazan podskup od Sub(f2).

(P1) Iz definicije skupa P(€2, f) evidentno je da vrijedi

v1,v9 € P(8, f) = max (vy,v9) € P(, f).

(P2) Neka je v € P(Q, f) i K(a,R) C Q. Za ( € 0,21 e > 0 mozemo izabrati r > 0 tako da
vrijedi (4) i da je K(¢,7) N K(a, R) = 0, odnosno, da je K((,r)NQ C Q\ K(a, R). Buduéi da je

Ua’R|(Q \ F(a’ R)) = U|(Q \ F(a, R))>

slijedi
(K (G, r) Q) = ol (K(C,r) N ),
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pa zbog (4) vrijedi
ze K(¢,r)N§Q == v@ R (2) < f(¢) +e.

To znaci da je v®@% € P(Q, f).
Na taj nacin dokazali smo da je P(S2, f) Perronov skup na podrucju €.
Stavimo

M = sup {f({); ¢ € 082}

Neka je v € P(, f). Tada je v — M subharmonijska funkcija na Q. Za e > 01 { € 0, izaberimo
r > 0 tako da vrijedi (10). Tada imamo

ze K(¢,r)NnQ = v(z) — M <e.

Sada iz propozicije 7.2. slijedi v(z) — M <0, tj. v(z) < M Vz € Q.

Za ogranicenu funkciju f : 052 — R definiramo funkciju uy: Q@ — R sa
us(z) =sup{v(z); ve P(Q,f)}, z €€
Funkcija us zove se Perronova funkcija na podrucju €2 pridruzena funkciji f.
Teorem 7.3. Neka je f: 0,82 — R ogranicena funkcija,
m=inf{f(C); (€00} i  M=sup{f((); ¢ €I}
Perronova funkcija uy na podrucju 2 pridruZena funkcigi f harmonijska je na §2 1 vrijedi
m<wup(z) <M Vz € Q.
Dokaz: Konstanta m je element Perronovog skupa P(€2, f), pa je jasno da vrijedi
ur(z) >m  Vzel.

Prema propoziciji 7.4. vrijedi
up(z) <M Vz € Q.

Napokon, prema Perronovom teoremu 7.2. je uy € H({2).

Sljededi teorem ukazuje na vaznost Perronove funkcije u rjesavanju Dirichletovog problema:
Teorem 7.4. Neka je u € Haro(Q) i f = u|0,82. Tada je u|Q = uy.

Dokaz: Neka je ( € 0,21 ¢ > 0. Bududi da je funkcija u neprekidna u tocki ¢, postoji r > 0
takav da vrijedi

z € K((,r)NCly(2) — lu(z) —u(Q)| <e. (5)

Kako je u]|0,.Q = f, iz (5) slijedi da funkcija v = u|Q ima svojstvo (P), odnosno, u|Q2 € P(€, f).
Sada iz definicije Perronove funkcije uy slijedi

u(z) < wug(z) Vz € Q. (6)

Neka je v € P(Q, f). Zbog neprekidnosti funkcije u nalazimo da je tada v — u|Q2 € P(Q,0).
Sada iz zadnje tvrdnje propozicije 7.4. slijedi da je

v(z) —u(z) <0 Vz e Q.
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Bududi da je funkcija v € P(€2, f) bila proizvoljna, iz definicije Perronove funkcije u s zaklju¢ujemo
da vrijedi

us(z) < wu(z) Vz e QL. (7)

Dokazane nejednakosti (6) i (7) daju tvrdnju teorema.

Ovaj teorem pokazuje da ukoliko za danu neprekidnu funkciju f : 0,2 — R postoji rjesenje
odgovarajuceg Dirichletovog problema, onda se to rjesenje svuda na ) podudara s Perronovom
funkcijom uy. Prema tome, Dirichletov problem za podrucje 2 i za danu neprekidnu funkciju
[ 058 — R ima rjeSenje ako i samo ako je funkcija u : Clo(€2) — R, definirana sa

ulQ = uy i ul02=f

neprekidna svuda na Clo(£2). Bududi da je funkcija uy neprekidna na €2, a funkcija f neprekidna
na 0..(2, vidimo da je gore definirana funkcija u neprekidna svuda na Cl..(£2) ako i samo ako za
svaku tocku ¢ € 0,.€) vrijedi

f(¢) = limuys(2).

z—(

Rezultati o Perronovoj funkciji omoguéuju da se dokaze teorem koji daje nuzan i dovoljan
uvjet da bi podrucje 2 C C bilo Dirichletovo. Da bismo taj teorem iskazali uvodimo novi pojam.
Kazemo da podrucje €2 ima barijeru u tocki a € 0,f), ako za svako 6 > 0 postoji funkcija
Y € Super(Q) sa sljedeca tri svojstva:

(B1) 0 < <1.
(B2) ¥(z) =1  VzeQ\ K(a,d).

(B3) limy(z) = 0.

zZ—a

Teorem 7.5. Podrucje Q) je Dirichletovo ako i samo ako ono ima barijeru u svakoj tocki a € 05).

Karakterizacija Dirichletovih podru¢ja u teoremu 7.5. nije sasvim zadovoljavajuca, buduéi da
pitanje egzistencije rjesenja Dirichletovog problema zamjenjuje s takoder vrlo teskim pitanjem
egzistencije barijera u svakoj tocki ruba podruc¢ja. Naravno, pozeljno bi bilo da se nadu jednostavni
geometrijski ili topoloski uvjeti, koji su nuzni i dovoljni da podrué¢je bude Dirichletovo. Nazalost,
takvi uvjeti za sada nisu poznati. Medutim, pomocu teorema 7.5. dokazat ¢emo vrlo jednostavan
i koristan dovoljan uvjet da podrucje ima barijeru u danoj tocki svog ruba, a zatim i jednostavan
dovoljan uvjet da podrucje bude Dirichletovo.

Teorem 7.6. Neka je Q2 podrucje u C. Neka je a € 082 takva da komponenta povezanosti skupa
C\ Q, koja sadrzi tocku a, nije jednaka {a}. Tada podrucje 2 ima barijeru u tocki a.

[z teorema 7.5. i iz teorema 7.6. neposredno slijedi:

Teorem 7.7. Neka je Q podrucje u C takvo da nijedna komponenta povezanosti skupa C\ Q nije
jednoclan skup. Tada je podrucje € Dirichletovo.

Korolar 7.2. Jednostavno povezano podrucje 2 C C je Dirichletovo podrudije.

Dokaz: Ako je 2 = C, tvrdnja je trivijalna. Ako je Q # C, onda je skup C\  prema teoremu
3.1. povezan i sadrzi vise od jedne tocke, pa tvrdnja slijedi iz teorema 7.7.
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Uvjet teorema 7.7. nije nuzan. Npr. moze se pokazati da je podrucje definirano sa

1 ... —1 —1

neN,n>2

Dirichletovo, iako je {0} jedna od komponenata povezanosti njegova komplementa.

Korolar 7.3. Neka je Q2 C C jednostavno povezano podrucje i neka su Ki,..., K, povezani
medusobno disjunktni kompaktm podskupovi od ) od kojih nijedan nije jednoclan skup. Tada je
Q\ (KyU---UK,) Dirichletovo podrucje.

Dokaz: Komponente povezanosti skupa
C\(Q\ (K U---UK,))=C\QUK U--- UK,

su ocito skupovi C \ Q, K1, ..., K,. Svaki od tih skupova sadrzi vise od jedne tocke. Prema
teoremu 7.7. podrucje 2\ (K U---U K,,) je Dirichletovo.

Prema korolaru 7.3. ako su a,b € C i ako su 7 > 0i R > 0 takvi da je K(b,r) C K(a, R)
tada je K(a, R) \ K(b,r) Dirichletovo podru¢je. Dakle, ako su f : S(a, R) — Rig:S(br) — R
neprekidne funkcije, onda postoji (jedinstvena) neprekidna funkcija u : K(a, R) \ K(b,7) —
takva da je u|S(a, R) = f, u|S(b,r) = giu|(K(a, R)\ K(b,1)) € Har(K(a, R)\K(b r)). P sebno
akosu 0 <r < R< +ooia € C, onda je kruzni vijenac

K(a;r,R)={2€C; r<|z—a|l| < R}=K(a,R)\ K(a,r)
Dirichletovo podrucje.

Prije dokaza teorema 7.5. dokazat ¢emo nekoliko lema.

Lema 7.1. Neka je Q@ C C Dirichletovo podrucje, a € 05 i 6 > 0. Postoji funkcija
© € Super(Q2N K(a,d)) sa sljedecim svojstvima:

(B1) 0< < 1.

(B2') Za svaku tocku ¢ € QN S(a,d) vrijedi lirré o(z) =1.
(B3') lim ¢(z) = 0.

Dokaz: Izaberimo neprekidnu funkciju ¢ : 0,2 — R takvu da je g(a) =010 < g(w) <1 za
svaku tocku w € 0,0 \ {a}. Ako je a # oo mozemo uzeti npr.

1Lw|—a| | ako je w € 050\ {00}
w—a
g(w)

1 ako je w = 00 € 0xf2,
a u slucaju a = 0o mozemo uzeti

! ko je w € Do\ {00}

ako je w € O 00
1+ |w] )

0 ako je w = oo.
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Buduéi da je Q2 po pretpostavci Dirichletovo podruéje, postoji funkcija u € Harg(2) takva da je
1052 = ¢g. Prema principu maksimuma za harmonijske funkcije (propozicija 6.4.) iz 0 < g < 1
na 0,02\ {a} slijedi 0 < u(z) <1 za svaku tocku z € Cl(2) \ {a}. Stavimo

c=inf{u(¢); ¢ € 2N S(a,d)}.

Tada je
¢ > min{u(¢); ¢ € Clo(2) N S(a,d)} > 0.
Definirajmo sada funkciju ¢ : K(a,d) N Cly(Q) — R sa

o(z) = %min {u(z), c}, z € K(a,0) N Cly(Q).

Tada je funkcija ¢ neprekidna na K (a,d) N Cly(£2) i vrijedi $(a) = 0. Imamo
¢eQnSa,d) = u(¢) > ¢ — o(¢) = 1.

Nadalje, restrikcija ¢ = @|(2NK(a,d)) je superharmonijska, kao minimum dvije superharmonijske
funkcije (po analogonu tvrdnje (b) zadatka 7.1. za superharmonijske funkcije). Iz definicije funkcije
@ je jasno da vrijedi (B1'), a svojstva (B2') i (B3') slijede iz neprekidnosti funkcije @.

Lema 7.2. Neka je Q C C podrucje, a € 08 i 0 > 0. Ako funkcija ¢ € Super(Q N K(a,?)) ima
svojstva (B1"), (B2') i (B3') iz leme 7.1. onda je funkcija ¢ : Q — R, definirana sa

©(2) ako je z € QN K(a,?)

P(z) =
1 ako je z € Q\ K(a,9),

superharmonijska na €.
Dokaz: Zbog (B2') funkcija ¢ neprekidna je svuda na 2. Neka je b € Q. imamo dvije

mogucénosti:

(a) b e Q\ K(a,d). Tada je ¥(b) = 1. Kako je (z) <1 Vz € ), ocito vrijedi

1 2 1 2 )
P(b) =1> —/ dt > —/ (b + ret)dt.
2T 0 2w 0
(b) b € QNK(a,0). Izaberimo p > 0 tako da bude K (b, p) € QN K (a,d). Bududi da je restrikcija
Y| K (b, p) = ¢|K (b, p) superharmonijska funkcija, za 0 < r < p imamo
27

b)) > — [ b+ ret)dt.

Dakle, dokazali smo da je ¢ € Super(£2).

Lema 7.3. Neka je Q2 C C podrucje koje ima barijeru u tocki a € 0x€). Neka je f : 0,2 — R
ogranicena funkcija koja je neprekidna u tocki a. Tada vrijedi

fla) = limug(z). (8)

zZ—a
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Dokaz: Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavljati da je f(a) = 0. Doista, u protivnom
mozemo promatrati funkciju f — f(a) umjesto funkcije f, buduéi da je ocito uys_ sy = uy — f(a).

Fiksirajmo proizvoljno ¢ > 0. Buduéi da je po pretpostavci funkcija f neprekidna u tocki a i
f(a) =0, postoji 6 > 0 takvo da vrijedi

¢ € 02N K(a,?) = lf(Q)] <e. 9)

Neka je ¢ € Super(S?) funkcija koja ima svojstva (B1), (B2) i (B3).
Neka je
M = sup{|f(Q)]; ¢ € 082}

Funkcija —M1 — ¢ je subharmonijska na €). Tvrdimo da je ta funkcija element Perronovog skupa
P(, f). Doista, neka je ¢ € 0,,€2. Imamo dvije moguénosti:
(a) ¢ € 082\ K(a,0). Tada je zbog (B2)

Hm(—My(z) —e) = —-—M —e < f({).

z—(

Prema tome, za dano n > 0 postoji r > 0 takav da vrijedi
z€ QNK((,r) — —Mip(z) —e < f(C) +n.
(b) ¢ € 02N K(a,9). Kako je ¢ > 01 kako je prema (9) f(¢) > —¢, to za svaku tocku z € Q
vrijedi
—My(z) —e < —e < f(Q).

Time smo dokazali da je doista —Mv —e € P(Q, f). Prema definiciji Perronove funkcije uy
dobivamo

—Mi)(z) —e < uy(z) Vz € Q. (10)

Uzmimo sada proizvoljnu funkciju v € P(€, f). Funkcija v — M1 — e subharmonijska je na €.
Neka je ¢ € 0,211 > 0. Bududi da je v € P(£, f), postoji r > 0 takav da vrijedi

LEQNK(CG) = () < f(Q+n (1)
Imamo opet dvije moguénosti:
(a) ¢ € 0,0\ K(a,d). MoZemo pretpostaviti da je r > 0 takav da je K({,r)NK(a,d) = 0. Za
z € K(¢,r)NQjetada ¢(z) =1, paiz (11) iiz f < M dobivamo
v(z) = Mip(z) —e < f(Q)+n—M —e.

(b) ¢ € 02N K(a,d). Prema (9) je tada f(¢) < &, pa zbog ¢ > 0 zbog (11) dobivamo za
ze K(¢,r)Nn§

v(z) = Mip(z) —e < f(€) +n— Mi(z) —e <n— My(z) <n.
Prema tome, za svaku tocku ( € 0,.€2 i za svako n > 0 postoji r > 0 takav da vrijedi
ze K(¢,r)NQ = v(z) — Mip(z) —e <.

Propozicija 7.2. sada povlaci da je v(z) < M1(z) + € za svaku tocku z € . Bududi da je funkcija
v € P(Q, f) bila proizvoljno odabrana, iz definicije Perronove funkcije uy slijedi:

up(z) < Miy(z) +¢  Vzel. (12)
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Prema (10) i (12) imamo
lup(2)| < Myp(z) +¢ Vz e Q.
Odavde i iz (B3) slijedi da postoji p > 0 takvo da vrijedi
z € K(a,p)NQ = lur(2)] < 2e.
Kako je € > 0 bilo proizvoljno, zakljucujemo da vrijedi (8).

Dokaz teorema 7.5: Neka je €2 C C Dirichletovo podrucje, a € 0, 1 6 > 0. Neka je
¢ € Super(Q N K(a,d)) funkcija koja ima svojstva (B1'), (B2') i (B3') iz leme 7.1. Neka je
¥+ Q — R funkcija definirana kao u lemi 7.2. Prema toj lemi je ¢» € Super(f2), a iz definicije
funkcije 9 i iz svojstava (B1'), (B2') i (B3') neposredno slijedi da vrijedi (B1), (B2) i (B3). Prema
tome, podrucje 2 ima barijeru u svakoj tocki a € 0,€2.

Pretpostavimo sada da €2 ima barijeru u svakoj tocki a € 0,€). Neka je f : 0,2 — R
neprekidna funkcija. Definirajmo funkciju u : Clo(2) — R sa u|Q = uy i 1|0 = f. Prema lemi
7.3. funkcija u neprekidna je na Cly(2), pa zbog odlomka iza dokaza teorema 7.4. zakljucujemo
da je €2 Dirichletovo podrucje.

Prije nego sto prijedemo na dokaz teorema 7.6. dokazat ¢emo jos nekoliko lema.

Lema 7.4. Neka je F' zatvoren podskup od C takav da je co € F. Svaka komponenta povezanosti
skupa C\ F je jednostavno povezano podrudje.

Dokaz: Neka je © komponenta povezanosti skupa C\ F. Uzmimo tocku a € 0,2 i dokazimo
da je skup QU {a} povezan. Neka je U neprazan podskup od QU {a}, takav da su skupovi U i
V =(QU{a})\ U otvoreni u QU {a}. Tada su skupovi UNQ =U\{a}iVNQ =0\ (U\ {a})
otvoreni u €, pa iz povezanosti skupa 2 slijedi da je ili U\ {a} = 0ili U\ {a} = Q. Pretpostavimo
daje U\ {a} = 0. Tada je U = {a}, pa iz otvorenosti skupa U u QU {a} slijedi da postoji r > 0
takav da je (QU {a}) N K(a,r) C{a}, t. j. QN K(a,r) = 0. Ali to je nemogude, jer je a € I 2.
Ova kontradikcija pokazuje da je U \ {a} = Q. Kad bi bilo a ¢ U, imali bismo da je V = {a},
dakle, opet bi {a} bio otvoren podskup od QU {a}, a vidjeli smo da je to nemoguée. Prema tome
je a € U, pa slijedi da je U = QU {a}. Time je dokazano da je skup Q U {a} povezan.

Bududi da je Q komponenta povezanosti skupa C\ F, zakljué¢ujemo da je a € F za svaku tocku
a € 0,82 Kako je F povezan skup i FN(QU{a}) # 0 to je iskup QUF = (QU{a})UF povezan.

Neka su sada €2, j € J, sve ostale komponente povezanosti skupa C\ F. Svaki od skupova
(2; U F' je povezan pa zakljucujemo da je i skup

U@,ur) =C\a

povezan. Sada iz teorema 3.1. slijedi da je podruéje €2 jednostavno povezano.

Neka je GI(2,C) grupa svih invertibilnih kvadratnih matrica drugog reda nad poljem C. Za
A= [ (;é ? } € G1(2,C) definiramo preslikavanje w4 : C — C sa
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( )
azt akojezE(C\{——}
vz +0 vy

wa(z) = 00 ako je z = ——
@ ako je z = o0,
0 g

ukoliko je v # 0, a ako je v = 0 (dakle, 6 # 0) tada je w, definirano sa

p .
gz—i—g ako je z € C

wa(z) =
00 ako je z = o0.
Preslikavanja wa, A € Gl(2,C) zovu se M6biusove transformacije.
Zadatak 7.4. Dokazite da vrijedi:

(a) Svaka Mébiusova transformacija je bijekcija sa C na C.

(b) Mébiusove transformacije tvore podgrupu grupe svih bijekcija sa C na C uz kompoziciju kao
grupovnu operaciju.

(¢) A wa je epimorfizam grupe G1(2,C) na Mébiusovu grupu (grupu svih Mébiusovih transformacija).

Jezgra tog epimorfizma je {A2; A € C* = C\ {0}}, gdje je I = l (1) (1] ]

(d) Ako su tocke a,b,c,d,e, f € C takve dajea #b#c#aid#e# f # d postoji jedinstvena

Mébiusova transformacija w takva da je w(a) = d, w(b) = e, w(c) = f.

Lema 7.5. Neka je Q C C podrucje, a € 0,8 = 9Q i w Mébiusova transformacija od C takva
da je 0o & w()). Ako podrucje Q ima barijeru u tocki a onda podrucje w(§2) ima barijeru u tocki
w(a).

Dokaz: Neka je ¢ > 0. izaberimo § > 0 tako da je w(K(a,d)) C K(w(a),e). Neka je
Y € Super(Q) funkcija sa svojstvima (B1), B2) i (B3). Prema korolaru 7.1. vrijedi
Y =vow e Super(w(f)). Ocito je 0 < ¢ < 1. Nadalje, za z € w(Q) \ K(w(a),e) je

w(2) € Q\w H(K(w(a),e)) CQ\ K(a,d),
pa je 1h(z) = h(w ' (2)) = 1. Napokon,

lim ¢ (w) = lim ¢ (w(z)) = lim ¢(z) = 0.

w—w(a) z—a z—a
Prema tome, podrué¢je w(€2) ima barijeru u tocki w(a).
Lema 7.6. Neka su (ty, s,), k € N, medusobno disjunktni otvoreni intervali u R, takvi da je

> sk —t) = M < +o0. (13)

00
k=1
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Neka je Ln : C\ (—00,0] — C glavna grana logaritamske funkcije:
Ln(rew)zlnr—l—igp, r>0, -7 <<,

Definirajmo funkcije hy, k € N, na desnoj poluravnini E = {z € C; Rez > 0} sa

hi(2) = Im (Ln = Zt’“) . zcE. (14)

Z — 1Sk
Tada je sa

2)=> h(z), z€E (15)

zadana harmonijska funkcija na desnoj poluravnini E 1 taj red konvergira lokalno uniformno na
E. Nadalje, vrijeds

lim h(z+iy) =0, uniformno u odnosu nay € R, (16)

r—-+00

lim h(z) =, ce U(tk, Sk)- (17)
=1

Dokaz: Iz (14) se lako izvodi da je 0 < hy(2) < 7 za z € E'ida je

hi(x +iy) = /t:k m dt, r,y €R, z>0. (18)
Odavde je zan € N :
n - too -
;hk(xﬂy) < /_OO mdt:m (19)

Kako je svaka od funkcija hy harmonijska i pozitivna na desnoj poluravnini £/, prema Harnackovom
teoremu 6.4. slijedi da je i funkcija h harmonijska na E i konvergencija u (15) je lokalno uniformna
na E.

Iz (13) i (18) dobivamo za z,y € R, 2 > 0 :

h(z +1y) = Z/ R — 1) dt < — Z/ dt =

i

Odavde slijedi (17).
Fiksirajmo sada k € N i zbog jednostavnije notacije stavimo t; = a, sy = b. Neka je ¢ € (a, b).
Imamo

bz + i) = Im (an) y—a

y—2>b
= tg ¥—+ — tg —. 20
T+ iy —ib arcte T arcte x (20)

0
Kada y tezi prema ¢, a = tezi prema nuli, prvi ¢lan s desne strane u (20) tezi prema 5 a drugi

m .
prema 3 Prema tome, imamo

lim hy(z) = 7. (21)

z—icC
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Nadalje, Zaa <y <bix >0 je
x

0 < h(z+1y)— hp(x+1iy) = /]—dtg
@i =hle+) =3 | g

a 400
</ #dwr/ T q<
TS 2?4 (y — 1)? y w2 (y—t)?2  —

< / LR /m L gy
<z — T ——dt = ,
oo (Y —1)? o (y—1)? y—a b—y

a to tezi k nuli kada y tezi prema ¢, a = tezi prema nuli. Odavde i iz (21) slijedi (17).

Dokaz teorema 7.6: Neka je F komponenta povezanosti skupa C \ © koja sadrzi tocku a
i neka je b € F, b # a. Bududi da skup {a, b} nije povezan, postoji ¢ € F \ {a,b}. Neka je w
Mobiusova transformacija takva da je

Tada je co & w(f2). Prema lemi 7.5. dovoljno je dokazati da podrucje w(€2) ima barijeru u tocki
0. Dakle, u dokazu teorema mozemo pretpostavljati da je a = 0 i da je tocka oo sadrzana u onoj
komponenti povezanosti F skupa C \ €, koja sadrzi tocku 0.

Neka je €y komponenta povezanosti skupa C\ F koja sadrzi podruéje 2. Prema lemi 7.4. po-
drucje €2y je jednostavno povezano. Nadalje, 0 € €2y, pa prema teoremu 3.1. postoji holomorfna
funkcija f na Qq takva da je e/®) = 2 Vz € Q.

Neka je 6 > 0. Definirajmo funkciju g : 2 — C sa

g(z) =In 0 — f(2), z € Q.

Tada je
efea(z) — }69(2)’ =,
El
pa za z € () imamo:
Reg(z) >0 <<= |z] <,

Reg(z) =0 << |z] =4, (22)

Reg(z) <0 <= |z] >4

Posebno, ¢g(€2N K(0,9)) je podskup desne poluravnine E, a (2N S(0,0)) je podskup imaginarne
osi I ={iy; y € R}.

Dokazimo da je skup g(2NS5(0,d)) otvoren u I. Neka je z € 2N.5(0,0). Izaberimo r > 0 tako
da je K(z,7) C Q. Funkcija g je holomorfna i nekonstantna (¢ak injektivna) na €2, pa je prema
korolaru 1.1. skup g(K(z,7)) otvoren u C. Stoga je skup g(K(z,r)) NI otvoren u I. Nadalje,
g(z) € g(K(z,7)) N1, a prema (22) je

g(K(z,r)) NI =g(K(z,7)NS(0,9)) C g(2NS(0,9)).

Bududi da je g(z) bila proizvoljna tocka skupa g(£2N05(0,d)), dokazano je da je skup g(2nS(0,9))
otvoren u /.
Prema tome, vrijedi

9(Qn 5(0,68)) = | J(ity, isi),

k
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pri éemu je t, < sp 1 (itg,iSx) su medusobno disjunktni otvoreni intervali na imaginarnoj osi.
Interval (ity,isg) je slika nekog otvorenog luka ~, kruznice S(0,9), (itg,isx) = g(7x). Prema
definiciji funkcije g, njoj inverzna funkcija dana je sa g~1(z) = de™*, pa imamo

i =g ((ity,is)) = {0e™™; t, <t < s}
Prema tome, duljina luka v jednaka je
U(ve) = 0(s — t),

pa slijedi

27
gsk_tk} 5Z£7k STZQ'
Definirajmo sada funkciju h € Har(E) kao u lemi 7.6. i neka je funkcija ¢ : QN K(0,§) — R
definirana sa

1
p(2) = —h(g(), =€ QNK(0,9).
Tada je ¢ € Har(2N K(0,6)) C Super(2N K(0,6)). Prema (19) je 0 < ¢ < 1. Nadalje, iz (16) i

iz
lim Re g(z) = 400

z—0
slijedi da je
lim p(z) =0,

z—0
a iz (17) dobivamo da je
hn%go( z) =1, V¢ e 2N S(0,9).
Prema tome, funkcija ¢ ima svojstva (B1), (B2') i (B3') iz leme 7.1. za tocku a = 0. Definirajmo
funkciju ¢ : Q@ — R sa

PN K(0,0)) =9, Y[\ K(0,0)) =1

Prema lemi 7.2. tada je ¢ € Super(£2) i ta funkcija ima svojstva (B1), (B2) i (B3) za tocku a = 0.
Dakle, podruéje €2 ima barijeru u tocki a = 0.

Na koncu ovog poglavlja generalizirat ¢emo pojam subharmonijskih funkcija zbog kasnijih
potreba u teoriji Riemannovih ploha. Generalizacija se sastoji u tome da dozvolimo i —oo kao
vrijednost subharmonijske funkcije, uz uvjet da se to dogada samo na skupu bez gomilista. Za
otvoren skup 2 C C i za neprekidnu funkciju v : @ — RU {—oc0} = [—00,+00) kazemo da
je subharmonijska, ako skup v~!(—o00) nema gomilista u Q i ako je restrikcija v|(Q \ v™!(—00))
subharmonijska kao funkcija s otvorenog skupa Q \ v™!(—00) u R.

U vezi s ovom definicijom uoc¢imo da je stvarno skup Q \ I' otvoren ukoliko je T' podskup od
) koji nema gomilista u ). Doista, neka je a € Q \ I'. Tada tocka a nije gomiliste skupa I', pa
postoji r > 0 takav da je K(a,r)NT = 0, a ako smo r > 0 odabrali tako da je K(a,r) C €, slijedi
K(a,r) CQ\T.

Nadalje, napominjemo da je neprekidna funkcija v : Q — [—o0, +00), takva da skup v=!(—o0)
nema gomilista u §2, subharmonijska ako i samo ako za svaku tocku a € 2 postoji R > 0 takav da

je K*(a,R) CQ\ v (—00) i da vrijedi

1 27 )
v(a) < —/ v(a+ret)dt  Vr e (0,R).
2m J,
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Doista, ako je v(a) = —oo gornja je jednakost automatski ispunjena, a ako je v(a) € R onda ta
nejednakost slijedi iz zahtjeva da je restrikcija v|(2 \ v~ !(—00)) subharmonijska.

Sve dokazane tvrdnje o subharmonijskim funkcija jednostavno se generaliziraju i na sluc¢aj ovih
opcenitijih subharmonijskih funkcija.

Ovakva generalizacija definicije subharmonijskih funkcija posebno je vazna zbog sljedece ¢injenice:

Lema 7.7. Neka je Q C C podrucje i neka je funkcija f € H(Q) nekonstantna. Tada je sa

n|f(z)|  ako je f() £0
F(z) =
—00 ako je f(z2) =0

zadana subharmonijska funkcija na €.

Dokaz: Bududi da je funkcija f nekonstantna, ona nije identicki jednaka nuli. Prema teoremu
jedinstvenosti 1.10. tada skup N(f) = f~(0) nema gomilista u . No to je upravo skup F~!(—o0).

Promatrajmo sada restrikciju F[(€2\ N(f)). Neka je a € Q\ N(f) i neka je r > 0 takav da je
K(a,r) CQ\ N(f). Tada se holomorfna funkcija f ne ponistava nigdje na krugu K (a,r). Otvoren
krug K (a,r) ima svojstvo logaritma, pa postoji g € H(K (a,r)) takva da je

f(z) = e Vz e K(a,r).
Sada imamo redom za z € K(a,r) :
[f()] =e9 = F(z) = In|f(2)] = Reg(2).

Dakle, restrikcija F'| K (a,r) je realni dio holomorfne funkcije pa je prema zadatku 6.1. ta restrikcija
harmonijska funkcija. Time je dokazano da je restrikcija F'|(€2\ N(f)) harmonijska funkcija na
Q\ N(f), pa je ta restrikcija ujedno subharmonijska funkcija na Q\ N(f). Time je lema dokazana.
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Poglavlje 8

Plohe i natkrivanja

Podsjetimo da se topoloski prostor T zove povezan, ako su T i () jedini podskupovi od T
koji su i otvoreni i zatvoreni. To znaci da ne postoje neprazni otvoreni skupovi U,V C T takvi da
jeUNV =0i1UUV = T. Maksimalni povezani podskupovi topoloskog prostora T' zovu se kom-
ponente povezanosti prostora T. Komponente povezanosti su medusobno disjunktni skupovi.
Svaki je povezan podskup od T sadrzan u jednoj komponenti povezanosti od T. Ako je T povezan
topoloski prostor i ako je f neprekidno preslikavanje prostora T' u topoloski prostor S, onda je
f(T) povezan podskup od S. Svaka komponenta povezanosti Hausdorffovog topoloskog prostora
T je otvoren i zatvoren podskup od T. Posebno, komponenta povezanosti otvorenog podskupa
Hausdorffovog topoloskog prostora je otvoren skup.

Neka je W Hausdorffov topoloski prostor. Karta na W je ureden par (U, z) gdje je U C W
neprazan otvoren skup, a z je homeomorfizam sa U na otvoren podskup od C. Ako je a = (U, z)
karta na prostoru W, skup U se zove domena karte «, a z koordinata karte « ili koordinatna
funkcija karte . Tada ¢emo pisati U = U, i z = z,. Prostor W zove se ploha ako je W povezan
i ako je svaka tocka tog prostora sadrzana u nekoj karti na W. Atlas na plohi W je familija karata

A = (Ua, Za)aca takva da je W = (o4 Ua-

Ako su Wi i W5 topoloski prostori, za preslikavanje f : W; — W, kazemo da je lokalni
homeomorfizam ako svaka tocka p € W) ima otvorenu okolinu U C W, takvu da je skup f(U)
otvoren u Wy i restrikcija f|U je homeomorfizam sa U na f(U).

Zadatak 8.1. Neka je f : Wy — Wy lokalni homeomorfizam i pretpostavimo da je W1 Hausdorffov
topoloski prostor i da je Wy ploha. DokaZite da je tada Wi ploha.

Neka je W ploha. Podruéje u W je otvoren povezan podskup 2 C W. Za proizvoljnu tocku
a podrucja €2 neka je (U, z) karta na W takva da je a € U. Tada je ocito (U N, z|(U NQ)) karta
na ). Dakle, svako podrucje u plohi W je i samo ploha.

Neka su W* i W plohe i f: W* — W lokalni homeomorfizam. Za podrucje U C W kazemo da
je pravilno natkriveno sa f ako je za svaku komponentu povezanosti V skupa f~1(U) restrikcija
f|V homeomorfizam sa V na U. Buduéi da je f lokalni homeomorfizam, dovoljno je zahtijevati
da je f|V bijekcija sa V na U. Preslikavanje f zove se natkrivanje ako svaka tocka p € W
ima povezanu otvorenu okolinu U koja je pravilno natkrivena sa f. U tom sluc¢aju se ureden par
(W=, f), ili ées¢e sama ploha W*, zove ploha natkrivanja ili natkrivajuéa ploha plohe W.

Svako podrucje sadrzano u pravilno natkrivenom podrucju je ocito i samo pravilno natkriveno.
Stoga se u definiciji pojma natkrivanja umjesto proizvoljnih otvorenih povezanih okolina mogu
uzimati samo one koje su homeomorfne otvorenom krugu u ravnini.
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Propozicija 8.1. Neka je W* — W natkrivanje. Za proizvoljne tocke p,q € W wrijedi
Card f~(p) = Card f~1(q).

Dokaz: Za proizvoljan kardinalni broj n stavimo
W, ={peW; Card f*(p) =n}.

Iz definicije natkrivanja neposredno slijedi da je W,, otvoren skup. Medutim, ocito je

WAW, = | Wa,

m#n

dakle, i komplement W\ W,, je otvoren. Sada iz povezanosti W slijedi da je ili W,, = 0 ili W,, = W.
Dakle, za jedinstven kardinalni broj n je W = W,,.

Card f~Y(p), p € W, zove se broj listova natkrivanja f (ili natkrivajuc¢e plohe W*). Za svaku
tocku p* € f~1(p) kazemo da lezi iznad tocke p. Skup f~'(p) zove se vlat iznad tocke p.

Neka je f: W* — W natkrivanje plohe W. Neka je T' topoloski prostor i neka je ¢ : T' — W
neprekidno preslikavanje. Svako neprekidno preslikavanje ¢* : T' — W* takvo da je fo¢* = ¢
zove se lift preslikavanja ¢ (u odnosu na ¢ : T'— W neprekidno preslikavanjenatkrivanje f).

Zadatak 8.2. Neka je f: W* — W natkrivange © neka su o1, 0o : T — W™ dva lifta neprekidnog
preslikavanja ¢ : T — W. Dokazite da je tada {t € T; p1(t) = @a(t)} otvoren i zatvoren podskup
odT.

Teorem 8.1. Neka su W ¢ W* plohe, T povezan topoloski prostor, f : W* — W natkrivanje 1
o : T — W neprekidno preslikavanje. Nadalje, neka je to € T, p(ty) =p € W ip* € f~X(p) bilo
koja tocka koja lezi iznad tocke p. Tada postoji jedinstven lift ©* : T — W™ preslikavangja @ takav
da je p(ty) = p*.

Dokaz: Oznacimo sa F skup svih tocaka t € T takvih da postoji povezan podskup S C T
takav da su to,t € S i da postoji lift ¢ : S — W* restrikcije ¢|S takav da je 1(ty) = p*. Tada je
ocito ty € F, dakle, skup E je neprazan.

Dokazimo da je podskup E C T otvoren. Neka je t € E i neka je S povezan podskup od T'
takav da su to,t € S i da postoji lift ¢ : S — W* restrikcije ¢|S takav da je 1(ty) = p*. Neka je U
povezana otvorena okolina tocke ¢(t) u W koja je pravilno natkrivena sa f. Neka je V' komponenta
povezanosti skupa f~1(U) C W* koja sadrzi tocku 1 (t). Nadalje, o~1(U) je otvoren podskup od
T pa su sve njegove komponente povezanosti otvorene. Imamo ¢(t) € U, dakle je t € p~}(U).
Neka je Z komponenta povezanosti skupa ¢~ (U) koja sadrzi tocku t. Tada je p(Z) C U, a kako
je f|[V : V — U homeomorfizam, mozemo definirati neprekidno preslikavanje x : Z — V C W* sa
Y= (fIV) o (¢12), 1

W) = (V) ), ez
Dakle, vrijedi
fx(m) =e(r)  VreZ

Dakle, x je lift restrikcije ¢|Z. Bududi da je v lift restrikcije ¢|.S, vidimo da su x|(SNZ) i x|(SNZ)
liftovi restrikcije ¢|(S N Z). Po konstrukeiji je t € Z, dakle, t € SN Z. Imamo

X(t) = (fIV)"He®) = (fIV) 7 (f (0 (1)) = D (t)-

Prema tome, skup B = {7 € SN Z; x(r) = ¥(7)} je neprazan. Prema zadatku 8.2. taj je skup
otvoren i zatvoren u S N Z. Medutim, S N Z je otvoren podskup od S, pa zaklju¢ujemo da je B
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otvoren podskup od S. To znaci da postoji otvoren podskup Z' od Z takav da je B = SN Z'.
Tada je Z' otvoren podskup od T takav da vrijedi

teZ 1 Pl(SNZ)=x|(SNZ.

Napokon, neka je Z” komponenta povezanosti skupa Z’' koja sadrzi tocku t. Tada je skup
S" =S U Z" povezan i vrijedi
IS N Z") = x[(Sn Z").

Stoga postoji neprekidno preslikavanje w : S — W* takvo da jew|S = ¢ i w|Z” = x| Z". Kako su ¢
1 x| Z" liftovi restrikcija ¢|S 1 p|Z”, slijedi da je w lift restrikcije ¢|S’. Nadalje, w(ty) = ¥(to) = p*.
Odatle slijedi da je S’ C E i, posebno, Z” C E. Kao komponenta povezanosti otvorenog skupa 2’
skup Z” je otvoren. Bududi da je t € Z”, dokazali smo da skup E sadrzi otvorenu okolinu tocke
t. Kako je t bila proizvoljna tocka skupa FE, slijedi da je £ otvoren podskup od 7.

Dokazimo sada da je i skup 7'\ E otvoren. Neka je t € T'\ E. To znaéi da ne postoji povezan
podskup S od T koji sadrzi tocke ¢ i ¢ i lift ¢ : S — W* restrikcije ¢|S takav da je ¥ (tg) = p*.
Neka je U povezana otvorena okolina tocke ¢(t) koja je pravilno natkrivena sa f. Neka je Z
komponenta povezanosti skupa ¢~ 1(U) koja sadrzi tocku t. Kako je ¢ 1 (U) otvoren podskup od
T, Z je otvorena okolina tocke t. Pretpostavimo da je E N Z # (). Tada se sasvim analogno kao u
prvom dijelu dokaza pokazuje da postoji otvorena okolina Z” tocke t i povezan podskup S’ od T’
koji sadrzi Z” takav da postoji lift w : S” — W restrikcije ¢|S’ sa svojstvom w(ty) = p*. No to je
nemogucée jer t ¢ E. Ova kontradikcija pokazuje da je ENZ =0, tj. Z C T\ E. Kako je t bila
proizvoljna tocka skupa 7'\ E, dokazali smo da je skup 7'\ E otvoren, tj. skup E je zatvoren u T

Kako je E # () neprazan otvoren i zatvoren podskup povezanog prostora T slijedi E = T. Time
je dokazana egzistencija lifta ¢ : T'— W™ preslikavanja ¢, takav da je ¥ (ty) = p*.

Dokazimo jos jedinstvenost takvog lifta. Neka su ¢,y : T" — W* liftovi preslikavanja ¢ takvi
da je ¥(tg) = p* 1 x(to) = p*. Tada je skup S = {t € T; ¥(t) = x(t)} neprazan, a prema zadatku
8.2. taj je skup otvoren i zatvoren u T. Kako je po pretpostavci prostor T' povezan, slijedi S = T.
To znaci da je ¥ = y.

Lema 8.1. Neka su f, : Wi — W i fo : Wy — W natkrivanja © neka su o, @ Wy — Ws
neprekidna preslikavangja takva da je fo 0 = f1 = fy 0. Tada vrijedi:

(a) ¢ 11 su natkrivanja.
(b) Ako za neku tocku g € Wy vrijedi ¢(q) = 1(q) onda je p = .

Dokaz: (a) Neka je ¢ € W5 i neka je U povezana otvorena okolina tocke fo(q) € W koja je
pravilno natkrivena i sa fj i sa fy. Neka je {V,; a € A} skup svih komponenata povezanosti skupa
fi1(U). Neka je V komponenta povezanosti skupa f; ' (U) koja sadrzi tocku q. Za svako a € A
©(V,) je povezan podskup od Ws sadrzan u f, '(U), dakle, ili je ¢(V,) C V ili je (V) NV = 0.
Neka je

B={aecA; oV, CV}.

Imamo

e (V) S (SN U)) = 71 U) = [ Va

acA
pa zakljucujemo da je

e (V)= Ve

aeB

To znaci da je {V,; a € B} skup svih komponenata povezanosti skupa ¢ (V).
Oznacimo sa A skup svih tocaka g € Wy za koje je gore definirani skup B neprazan, a sa B
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komplement od A u Wy, dakle, skup svih tocaka ¢ € W5 za koje je gore definirani skup B prazan.
Primijetimo da su A i B otvoreni podskupovi od Ws. Doista, ako je ¢ € A (odnosno, ¢ € B) onda
je uz gornje oznake V' C A (odnosno, V' C B), dakle, zajedno sa svakom svojom tockom skup A
(odnosno, skup B) sadrzi i okolinu te tocke. Buduéi da je ocito A # (), iz povezanosti prostora Ws
slijedi da je A =W, (i B = (). Dakle, za svaku tocku g € W gore definirani skup B je neprazan.
To pokazuje da je preslikavanje ¢ surjektivno.

Nadalje, uz uvedene oznake znamo da je za o € B restrikcija f1|V, homeomorfizam sa V, na U.
Takoder, restrikcija fo|V je restrikcija sa V na U. Buduéi da je (V) C Vi fi = fyop zakljuéujemo
da je restrikcija |V, homeomorfizam sa V,, na V' za svaki o € B. Dakle, povezana otvorena okolina
V tocke q € W5 je pravilno natkrivena sa (. Kako je tocka ¢ € W5 bila proizvoljna, zaklju¢ujemo
da je ¢ natkrivanje. Naravno, analogno se dokazuje da je i ¥ natkrivanje.

Dokazimo sada tvrdnju (b). Pretpostavljamo da je

S={qeWi; p(q) =¢(q)} # 0.

Tada je skup S zatvoren, jer su preslikavanja ¢ i ¢ neprekidna. Neka je p € S. Neka je U otvorena
okolina tocke ¢(p) = 1(p) takva da je restrikcija fo|U injektivna. Neka je V' otvorena okolina
tocke p takva da je (V) CU i¢(V) CU. Za ¢ € V imamo f2(¢(q)) = fi(q) = f2(¥(q)). Kako su
©(q) 1 ¥(q) tocke iz U i kako je restrikcija fo|U injektivna, zakljuc¢ujemo da je ¢(q) = ¥ (gq). Time
je dokazano da je V' C S. Dakle, S je otvoren podskup od Wj. Iz povezanosti prostora W slijedi
da je S = Wi, tj. ¢ =1.

Neka je f : W* — W natkrivanje plohe W. Svaka neprekidna bijekcija ¢ : W* — W* sa
svojstvom f o = f zove se f—transformacija plohe W*. Svaka f—transformacija je po tvrdnji
(a) leme 8.1. homeomorfizam. Skup svih f—transformacija o¢ito tvori grupu s obzirom na kom-
poziciju. Tu ¢emo grupu oznacavati sa 7 (f).

Iz tvrdnje (b) leme 8.1. slijedi

Teorem 8.2. Neka je f: W* — W natkrivanje i neka su o, € T(f). Ako je v(q) = ¥(q) za
neku tocku g € W*, onda je o = 1p. Posebno, ako za neku tocku g € W* wvrijedi ¢(q) = q, onda je
@ identiteta.

Teorem 8.3. Neka je f : W* — W natkrivanje plohe W. Tada grupa T (f) djeluje diskontinuirano
na W*, tj. svaka tocka g € W* ima okolinu V' takvu da je VN (V) =0 za svako preslikavanje
© € T(f) osim identitete.

Dokaz: Neka je V' okolina tocke ¢ takva da je restrikcija f|V injaktivna. Pretpostavimo da
je o € T(f)1idavrijedi VNp(V) # 0. Neka je g € VN (V) ineka je r € V takva tocka da je
q = ¢(r). Tada je

fl@) = fle(r) = (fop)(r) = f(r).
Odatle i iz injektivnosti restrikcije f|V slijedi ¢ = r. Tada je ¢(¢) = ¢, pa iz teorema 8.2. slijedi
da je ¢ identiteta.

Proucavanje natkrivanja sada ¢emo algebraizirati uvodenjem tzv. fundamentalne grupe. Za
to nam trebaju jos neki topoloski pojmovi.

Neka je W ploha. Krivulja na W je neprekidno preslikavanje « : [0,1] — W. Tada se tocka
a = v(0) zove pocetak a tocka b = (1) svrSetak krivulje v. Kazemo tada da je 7 krivulja od
tocke a do tocke b. Za krivulje v; 1 75 kazemo da su homotopne ako pocinju u istoj tocki a,
zavriavaju u istoj tocki b i postoji neprekidno preslikavanje H : [0,1] x [0, 1] — W takvo da je

H(0,s)=a, H(l,s)=0b, H(t,0)=mn(t), H(t1)="(t), Vt,s € [0, 1].
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Tada se H zove homotopija od 7; do ~,. U opisanoj situaciji piSemo v; ~ 2. Lako se vidi da
je =~ relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije zovu se klase homotopije krivulja na plohi W.
Klasu homotopije krivulje v oznac¢avat ¢emo sa [7].

Ako su 71 i ¥ krivulje na plohi W takve da je 71(1) = 72(0), tj. da krivulja v9 poc¢inje u
svrSetku krivulje 1, onda definiramo slozenu krivulju v = 7,7, sa

v(t) = 1

)—\[\Dl)—‘

<t

IN

Neka su v; &~ 01 1 79 &~ do 1 neka je Hy homotopija od v; do d; i Hy homotpoija od v, do 5. Tada
se lako vidi da je sa

Hl (2t7 S)

I/\
I/\
—_

1
0< — 0
H(t,S): 1 2
H(2 ~15) 5 <t<10

|/\
I/\
|/\
—_

definirana homotopija H od 1y do d19o. To znaci da klasa homotopije od 717, ovisi samo o
klasama homotopije krivulja 1 i 72, a ne i o predstavnicima tih klasa. Stoga mozemo definirati

[nllve] = [l

Za krivulju v definiramo suprotnu krivulju v~! sa
V) =10 —t),  telo]
Ako je H homotopija od krivulje v do krivulje 9, tada se lako vidi da je sa
H'(t,s)=H(1—t,s), t,s €10,1],
zadana homotopija od krivulje v~ do krivulje 6. Stoga za svaku krivulju v mozemo definirati

H =071

Kod definicije produkta klasa homotopije nezgodno je sto se ne mogu sve klase medusobno
mnoziti. Zbog toga prelazimo na podskup skupa svih klasa na sljede¢i nacin. Fiksirajmo tocku
p € W i oznacimo sa II(W, p) skup svih klasa homotopije zatvorenih krivulja na W koje poc¢inju i
zavrsavaju u tocki p. Sada se svaka dva elementa od TI(W, p) mogu mnoziti i za [y1], [2] € TI(W, p)
vrijedi [v1][y2] € TI(W, p). Takoder, za [y] € I[(W, p) je i [y]~" € I(W, p).

Propozicija 8.2. II(W,p) je grupa.

Dokaz: Neka su 71,7, i 73 zatvorene krivulje na plohi W koje poc¢inju i zavrsavaju u tocki p.
Tada je

( 1
7 (28) 0<t<y
1 3
(71 (7273)) () = § 72(4t — 2) 5 St<y
3
(4t —3) S <t<],
\ 4
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( 1
1 1
(m72)13)(t) = 724t — 1) 1 <t< 2
wu2t—1) -—<t<l1
\

Stavimo
H(t,s) =~((1 - s)t+ s7(t)), 0<t<1, 0<s<1,
gdje je v = (11y2)v3 1 7 : [0, 1] — [0, 1] je homeomorfizam zadan sa

( t O<t<1
2 - =2
() = t—i %gtg%
3
2t — 1 - <t<1
\ 4 — =

Tada se direktno provjerava da je H homotopija od (7y172)ys do v1(7273). Odatle slijedi da je

(M172)73 = 71(7273) = (Il [vs]l = [(nv2)rs] = [ (v21s)] = [nl(hells])-

Dakle, operacija u II(W, p) je asocijativna. Nadalje, lako se vidi da je klasa [1,,] konstantne funkcije

t,(t) = p, t € [0,1], neutralni element s obzirom na operaciju u II(W,p) i da je [y]~! inverzni
element klase [y] € II(W, p) :

Zadatak 8.3. Neka je W ploha i neka je v krivulja na plohi W od tocke p € W do tocke ¢ € W.
Nadalje, neka su v, 1 1, konstantne krivulje

L(t)=p i L(t) =q vt € [0, 1].

Dokazite da vrijeds

WYRY, Ve RY, Y R, 7 YR

Definicija grupe II(W, p) ovisi o izboru tocke p € W. Medutim, sljede¢a propozicija pokazuje
da je ta ovisnost nebitna.

Propozicija 8.3. Neka je W ploha i neka su p,q € W.
(a) Postoji krivulja 6 na W takva da je 6(0) =p i d6(1) = q.
(b) Ako je & kao u (a), onda je [y] — [6v0~1] izomorfizam grupe TI(W, q) na grupu TL(W, p).

Dokaz: (a) Neka je W), skup svih tocaka x € W sa svojstvom da je 6(0) = p i d(1) = z za
neku krivulju 0 na W. Neka je x € W, i neka je (U, z) holomorfna karta na W takva da je z € U.
Mozemo pretpostaviti da je z(U) otvoren krug u C. Tada se lako vidi da je U C W,; doista, za
bilo koju tocku y € U krivulju od p do y dobivamo slaganjem krivulje od p do x i krivulje koja
se preslikavanjem 27! dobiva iz ravnog segmenta od z(z) do z(y)). To pokazuje da je W, otvoren
podskup od W. Sasvim analogno pokazuje se da je i komplement W \ W, otvoren podskup od W.
Buduéi da je W, # 0 (p € W,) i da je prostor W povezan, zakljucujemo da je W = W,,.
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(b) Buduéi da iz v ~ 7/ slijedi 6yd ! & §9/6 71, vidimo da je ¢ : [y] — [0 '] dobro definirano
preslikavanje grupe II(W, ¢) u grupu II(W, p). To je homomorfizam grupa jer primjenom zadatka
8.3. nalazimo da za bilo koje zatvorene krivulje v; i 75 s pocetkom i zavrsetkom u tocki ¢ vrijedi

6710167201 A 57104720 T R Gy,
a odatle je

e(mlhe]) = e(lme]) = 071720 = [6716 167207 "] = [07167'][6726 ] = ([n])e([2])-

Sasvim analogno, v : [¢] — [0 'ed] je homomorfizam grupe II(W,p) u grupu II(W, q). Medutim,
o1 je ocito identiteta na grupi II(W, p) 1 ¥ o ¢ je identiteta na grupi II(W, q), pa slijedi da je ¢
izomorfizam grupa.

Zbog propozicije 8.3. vidi se da grupa II(WW, p) ne ovisi bitno o izboru tocke p € W. Zbog toga
¢emo katkada oznaku p izostavljati i apstraktnu grupu oznacavati sa II(W). TI(W) se zove fun-
damentalna grupa plohe W. Za plohu W kazemo da je jednostavno povezana, ako je njena
fundamentalna grupa II(WW) trivijalna, tj. ako je svaka zatvorena krivulja na W homotopna tocki
(tj. konstanti).

Neka je i dalje W ploha i f : W* — W natkrivanje. Fiksirajmo tocke p € W i p* € f~1(p). Za
svaku krivulju v u W koja pocinje u tocki p prema teoremu 8.1. postoji jedinstvena krivulja u W*
koja pocinje u tocki p* i koja je lift krivulje v. Taj ¢emo lift u daljnjem oznacavati v*. Istaknimo
da lift v* ovisi o izboru tocke p* koja lezi iznad pocetka p krivulje .

Propozicija 8.4. Neka je f : W* — W natkrivanje ploha i neka su fiksirane tocka p € W i tocka
p* € f71(p) koja lezi iznad tocke p. Ako su 1,7 : [0,1] — W homotopne krivulje s pocéetkom u
tocki p € W, onda su i krivulje v; i v5 homotopne. Posebno, tada je ~v{(1) = ~v5(1).

Dokaz: Neka je H : [0,1] x [0,1] — W homotopija od v; do 72. Oznac¢imo sa ¢ zavrsetak
krivulja v1 1 72 : ¢ = 11(1) = 72(1). Dakle, vrijedi

H(O,S):p, H(las):% H(tao):71(t)a H(tvl)ZVQ(t)'

Prema teoremu 8.1. postoji jedinstven lift H* : [0,1] x [0,1] — W* homotopije H takav da je
H*(0,0) = p*. Stavimo

Bi(t) = H*(1,0), 0a(t) = H'(t,1), d(s) = H*(0,5), 0i(s) = H*(1,5), 5 € [0,1].
Tada su 4y, 92, 03, 04 krivulje u W*. Vrijedi
FOu(0) = FH(6,0) = HLO) = () § 6(0) = H*(0,0) = p.

Dakle, 9, je lift krivulje v; koji pocinje u tocki p*. Zbog jedinstvenosti u teoremu 8.1. slijedi
01 = ~1. Dakle
H*(t,0) = ~{(t) Vit € [0,1]. (8.1)

Vrijedi
f(d3(s)) = f(H*(0,5) = H(0,s)=p 1  d3(0)=H"(0,0)=p".

Dakle, 93 i konstantna krivulja ¢y« su liftovi konstantne krivulje ¢, koje obje pocinju u tocki p*.
Jedinstvenost u teoremu 8.1. pokazuje da se ta dva lifta podudaraju. Dakle, d3 je konstantna
krivulja ¢p. To znaci da je

H*(0,s) =p* Vse€l0,1] iposebno H*(0,1)=p". (8.2)
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Promatrajmo sada krivulju d5. Prema (8.2) ona pocinje u tocki
92(0) = H*(0,1) = p*.

Nadalje, imamo

f(02(t)) = f(H"(t,1)) = H(L,1) = 72(1).
Dakle, d5 i1 5 su liftovi krivulje v, koji oba pocinju u tocki p*. Zbog jedinstvenosti u teoremu
8.1. zakljuc¢ujemo da je 6o = ;. Dakle,

va(t) = H*(t,1) Vt € [0,1] 1iposebno H*(1,1) =~5(1). (8.3)
Napokon, promatrajmo krivulju 64 u W*. Ta krivulja zavrsava u tocki
d04(1) = H*(1,1) = 3(1).

Stavimo ¢* = 75(1). Tada je ¢* tocka koja lezi iznad tocke ¢ = v;(1) = 72(1). Nadalje, buduéi da
je H* lift od H, imamo

f(0u(s)) = F(H*(1,8)) = H(1,5) =q Vs €[0,1].

Prema tome, krivulja d, i konstantna krivulja ¢~ su liftovi konstantne krivulje ¢, koje obje
zavrsavaju u istoj tocki. Sada jedinstvenost u teoremu 8.1. pokazuje da je d, konstantna krivulja

tg=. Dakle,
H*(1,s)=q* Vse|0,1]. (8.4)

Sada (8.1), (8.2), (8.3) i (8.4) pokazuju da je H* homotopija od krivulje 77 do krivulje ~;3.
Time je propozicija 8.4. dokazana.

Iz propozicije 8.4. neposredno slijedi:

Korolar 8.1. Neka je v : [0,1] — W zatvorena krivulja, v(0) = v(1) = p, koja je homotopna
konstantnoj krivulji v,. Tada je v* zatvorena krivulja homotopna konstantnog tocki ty«.

Lema 8.2. Neka je f : W* — W natkrivanje ploha i neka su izabrane tocka p € W i tocka
p* € f7Y(p) koja lezi iznad p. Stavimo

D = {[y] € (W, p); krivulja v* je zatvorena}.

Tada je D podgrupa grupe IL(W, p), v — ~* inducira izomorfizam grupe D na grupu II[(W™*, p*) i
inverzni izomorfizam induciran je preslikavanjem d — f o 4.

Dokaz: Ako su krivulje v* i 6* zatvorene, onda je o¢ito (7d)* = v*6*. Nadalje, (y~1)* = (y*)~.
Dakle, tada su i krivulje (v0)* i (y~1)* zatvorene, ¢ime je dokazano da je D podgrupa grupe
(W, p).

Neka je ¢ zatvorena krivulja u W* s pocetkom (i svrsetkom) u tocki p*. Tada je v = fod
zatvorena krivulja u W s pocetkom u tocki f(p*) = pid je lift od 7 koji pocinje u tocki p*, dakle
je 0 = v*. Odatle je [y] € D. Ako su 07 i d2 zatvorene krivulje u W* s pocetkom u tocki p*, koje su
homotopne, tada su i krivulje fod; i fody u W homotopne. Dakle, § — fod inducira preslikavanje
sa [I(W*,p*) u D. To je preslikavanje o¢ito homomorfizam grupa. Kako je f o~* = ~, po definiciji
D taj je homomorfizam surjektivan. Taj je homomorfizam i injektivan. Doista, neka su 61 i 9
zatvorene krivulje na plohi W* s pocetkom (i svrietkom) u tocki p*, takve da je [f o d;] = [f o ds].
Stavimo y; = f o011 gy = f 0dy. Tada je 9 = 77 i 3 = 75. Stoga imamo zbog propozicije 8.4.

=[] = m=rn = da=d = [6&]=I[0)
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Dakle, preslikavanje 6 +— f o ¢ inducira izomorfizam grupe II(W*, p*) na grupu D. Bududi da je
fo~* =7, lema je dokazana.

Oznaka: Za podgrupu D iz leme 8.2. pisat ¢emo D(f, p*).

Lema 8.3. Neka je W ploha, p € W i D podgrupa grupe II(W,p). Tada postoji natkrivanje
f:W* =W itocka p* € [~ (p) takvi da je D(f,p*) = D.

Dokaz se sastoji od niza koraka u kojima eksplicitno konstruiramo W* i f.

(a) Neka je S skup svih krivulja u W s pocetkom u tocki p. Za 01,09 € S stavimo oy ~ 0y,
ako krivulje o} i oy zavriavaju u istoj tocki, tj. o1(1) = o9(1), i ako je [o105 '] € D. Kako je D
grupa, lako se provjeri da je ~ relacija ekvivalencije na skupu S. Za o € S sa (o) ¢emo oznaciti
klasu ekvivalencije elementa o. Neka je W* skup svih klasa ekvivalencije:

W* ={(o); 0 € S}.
Definiramo preslikavanje f: W* — W sa

f({o)) =o(1), oe€SsS.

To je preslikavanje dobro definirano, jer ako je (o1) = (09), tada je o1 ~ o9, dakle, o1(1) = o9(1).

Ako su oy,09 € S takve da je 01(1) = 09(1) i ako su te krivulje homotopne, onda je krivulja
o105 ' homotopna konstantnoj krivulji tp. Drugim rijecima, klasa [o105 '] je jediniéni element
grupe II(W, p) i, posebno, [o105 '] € D. To pokazuje da iz homotopnosti krivulja o1, 05 € S slijedi
01 ~ 03, odnosno (o1) = (03) :

01,00 €8, 01 =0y = (01) = (09). (8.5)

Neka je A atlas plohe W takav da je z,(U,) = K(0,1) Vo € A. Za a € A stavimo p, = 2, '(0)
i P, = f"!(pa). Neka je pf, = (0¢) € P,. Za q € U, neka je o krivulja u U, od tocke p,, do tocke q.
Tada slozena krivulja ogo odreduje tocku (ogo) € W*. Ona ovisi o p, i 0 ¢ ali ne i o izboru krivulje
0. Doista, neka je o’ druga krivulja u U, od tocke p, do tocke ¢. Kako je z,(U,) = K(0, 1), krivulje
o i o’ su homotopne, pa slijedi da su i slozene krivulje ogo i 0go’ homotopne. Prema (8.5) odatle
slijedi (ogo) = (ogo’). Napokon, ozna¢imo sa V,,(p}) skup svih tako dobivenih tocaka (coo) € W*.

(b) Dokazat ¢emo sada da je restrikcija f|V,(p) bijekcija sa V,(pf) na U,. Po konstrukciji to
je surjekcija. Dokazimo jos da je f|V,(pf) injekcija. Neka su (ogoy), (000a) € Va(ph) takve da je
f({ogo1)) = f({o002)). To znadi da je (ogo1)(1) = (0002)(1), tj. o1(1) = 02(1). Kao malo prije,
buduéi da su o i o5 krivulje u U, s istim pocetkom p,, i s istim zavrsetkom, zbog homeomorfnosti
U, sa K(0,1) zakljué¢ujemo da su krivulje o7 i 09 homotopne, pa prema (8.5) slijedi

01 R 09 — 0001 = 0g02 — <O'00'1> = <O'00'2>.

Time je dokazano da je f|V,(p}) injekcija.

(c¢) Dokazat ¢emo sada da je {V,(pl); o € A, p}, € P,} pokriva¢ od W*. U tu svrhu uzmimo
proizvoljnu tocku ¢* = (o) € W*. Stavimo ¢ = f(¢*) = o(1). Neka je o € A takav da je ¢ € U,.
Neka je oy krivulja u U, od tocke p, do tocke ¢. Tada je oy = ooy " krivulja u W od tocke p do
tocke pa, pa je pl = (0g) € P,. Nadalje, prema (8.5)

*

oyo1 = ooy loy & o = (opo1) = (o) = ¢".

Zakljuéujemo da je ¢* € V,(p’). Kako je ¢* bila proizvoljna tocka iz W*, time je dokazano da je
{Vo(ph); a € A, p € P,} pokrivac od W*.
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(d) Dokazimo sada da je f~'(U,) disjunktna unija skupova V,(p:), p}, € P,. Neka je
¢ € 7Y U,), tj. ¢* = (o) € W*, gdje je o krivulja u U, od tocke p, do tocke q € U,. Dokaz
tvrdnje (c¢) pokazuje da je tada ¢* € V,(p}) za neko p} € P,. Dakle,

fﬁl(Ua): U Vo(py,)-

PhEPa

Treba jos dokazati da je ta unija disjunktna. Neka su pi,py € P,, pi # p5. Neka je p} = (01),
ps = (09). Tada su o i 09 krivulje u W od tocke p do tocke p,, ali [010,'] € D. Pretpostavimo
da skupovi V,(p}) 1 Vo (p5) nisu disjunktni i neka je ¢* € V,(p}) N V,(p3). Tada ¢* ima prikaze

q* = (o10) 1 ¢* = (030"), gdje su o i ¢’ bilo koje krivulje u U, od tocke p, do tocke ¢ = f(q*).
Mozemo uzeti da je o’ = 0. Kako je (010) = (090), imamo

(0105 ] = [o100 05 Y] = [(010)(020) 7] € D,

suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija pokazuje da je doista V., (p}) N Va(p3) = 0.

(e) Uvodimo sada topologiju na W* zahtjevima da je svaki skup V,(p}), a € A, p € P,,
otvoren u W* i da je svaka restrikcija f|V,(p}), o € A, p}, € P,, (za koju znamo da je injekcija)
homeomorfizam sa V,(p}) na U,. Jasno je da je tada f lokalni homeomorfizam sa W* na W.

Dokazimo da je s uvedenom topologijom W?* Hausdorffov topoloski prostor. Neka su
4,3 €W, i # g5

Pretpostavimo prvo da je ¢1 = f(q¢f) # ¢ = f(¢5). Neka su a, § € A takvi da je ¢; € U,,
q2 € Up. Neka su p, € P, i pj € Ps takvi da je ¢f € Va(p),) i ¢; € Vs(pj). Neka je U otvorena
okolina tocke ¢; u U, i V otvorena okolina tocke g2 u Us takve da je U NV = (). Stavimo

U ={q"€Valpa): f(¢") €U} i V*={q" € Vs(pp): f(¢") €V}

Po definiciji topologije na W* tada je U* otvorena okolina tocke gj, V* je otvorena okolina tocke
¢ 1 vrijedi
fUrNvyyCcounvVv =0, dakle, U'NV*=0.
Pretpostavimo sada da je f(qf) = f(¢5) = q. Neka je a € A takav da je ¢ € U, i neka je o
krivulja u U, od tocke p, do tocke ¢. Stavimo ¢; = (01) i ¢ = (02). Tada su o106~ " i 090! krivulje
u W od tocke p do tocke pg, pa su p} = (o1071) i pj = (090~ ') elementi skupa P,. Imamo

[(010*1) (02071)_1] = [010*10051} = [01051} ¢ D
jer je ¢f # ¢;. Slijedi da je pi # p3. Odatle je zbog (d)
Va(py) N Va(ps) = 0,

a po definiciji topologije na W* V,(p?) je otvorena okolina tocke ¢i i V,(p3) je otvorena kolina
tocke q;.

Time je dokazano da je topoloski prostor W* Hausdorffov.

(f) Dokazimo sada da je topoloski prostor W* povezan. Oznacimo sa p* € W* klasu konstantne
krivulje s pocetkom u tocki p :

P = (1p), L(t)=p Vte|0,1].

Neka je ¢* proizvoljna tocka u W* i neka je o krivulja u W s pocetkom u tocki p takva da je

*

q* = (o). Za T € |0, 1] neka je o, : [0,1] — W krivulja s poc¢etkom u tocki p definirana sa

o, (t) = o(tr), t € 10,1].
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Primijetimo da je tada oy = ¢,, dakle, (0p) = p*. Definiramo sada preslikavanje 7 : [0, 1] — W* sa

y(1) = {o,), T € [0,1].
Tada je
10)=(o0)=p" 1 A1) =(o)=q"

Dokazat ¢emo sada da je preslikavanje v : [0, 1] — W* neprekidno, tj. da je v krivulja u W*.
Time ¢e biti dokazano da za svaku tocku ¢* € W* postoji krivulja u W* od tocke p* do tocke g*,
a odatle je jasno da je topoloski prostor W* povezan.

Neka je to € [0,1]. Neka su o € A i pf € P, takvi da je vy(tg) € Vo (pl). Tada je o(ty) € U,.
Neka je J otvorena okolina od ty u [0, 1] takva da je o(J) C U,. Tada je

v(J) CValpy) 1 (foy|J =0l

Bududi da je f|V,(pf) homeomorfizam sa V,(pf) na U,, vidimo da je restrikcija y|J neprekidna.
Time je dokazano da je preslikavanje v neprekidno u svakoj tocki ty € [0, 1].
(9) Prema (e) i (f) W* je povezan Hausdorffov topoloski prostor. Nadalje,

{(Va(py)s (za 0 £)IVa(pa)); a € Ap, € Pu}

je atlas na W*. Zbog (d) f : W* — W je natkrivanje. Dokazat ¢emo sada da je D = D(f,p*),
gdje je kao prije p* = (0p) 1 09 = ¢, je konstantna krivulja u W s pocetkom u tocki p.

Neka je [0] € D. Prema teoremu 8.1 postoji jedinstven lift 0* od o s poc¢etkom u tocki p*. U
(f) smo ustanovili da je sa

(1) = (0,), o, (t) = o(tr), t,7 €[0,1],

zadana krivulja v u W* od tocke p* do tocke (o). Imamo

(fe)(r) = f(y(n)) = f((o7)) = 0-(1) = 0(7),  tj.  foy=o0

Dakle, v je lift krivulje o s pocetkom u tocki p*, pa slijedi v = o*. Dakle,
o*(1) = (o,), T € [0,1].

No tada je

o*(1) = {o1) = (o).
[

Po pretpostavci je [0] € D. Sadaiz oo, = o slijedi [0oy '] = [0], pa zakljucujemo da je [coy '] € D.
Po definiciji relacije ekvivalencije ~ u skupu S iz (a) to znaci da je

(0) =(o0),  tj.  o"(1)=p"

Time smo dokazali da je o* zatvorena krivulja u W* s pocetkom u tocki p*, a to znaci da je
[0] € D(f,p*). Na taj nac¢in dokazali smo inkluziju D C D(f, p*).

Treba jos dokazati obrnutu inkluziju. Neka je [o] € D(f,p*), tj. o je zatvorena krivulja u W s
pocetkom u tocki p takva da je njezin jedinstven lift o* s pocetkom u tocki p* zatvorena krivulja

u W*. Tada je
(o) = 0"(1) = p* = {00),

pa slijedi [0] = [00;!] € D. Time je dokazana i obrnuta inkluzija D(f,p*) C D, dakle, imamo

D(f,p*) =
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Lema 8.4. Neka su W, Wy i« Wy plohe @ f1 : Wy — W i fo : Wy — W natkrivanja. Nadalje, neka
sup e W, pre fii(p) ips € f3'(p).

(a) Ako je D(f1,p1) C D(f2,p2) onda postoji jedinstveno neprekidno preslikavange ¢ : Wi — Wo
takvo da je fi = foo @ i @p(p1) = pa. Preslikavanje ¢ je natkrivange.

(b) Ako je ¢ : Wi — Wy neprekidno preslikavange takvo da je fi = fo 0@ i @(p1) = p2, onda je
D(f1,p1) € D(fa, p2).

Dokaz: Za krivulju v u W s pocetkom u tocki p u cijelom dokazu ¢emo sa 7y, (odnosno, sa 7s)
oznacavati jedinstven lift od v u W; (odnosno, u Ws) s pocetkom u tocki p; (odnosno, ps).
(a) Neka je ¢ € Wi ineka su v i ¢ krivulje u W; od tocke p; do tocke g. Tvrdimo da tada

vrijedi (f1 0 y)2(1) = (f1 00)2(1). Imamo

(fiov)i=1, (fiod) =0

(fro)(fiod) ™)y =~5"

je zatvorena krivulja u W; s pocetkom u tocki p;. Stoga je

[(fro7)(frod) '] € D(f1,p1).

Prema pretpostavci odatle slijedi da je

[(fron)(fro8)7'] € D(f2,p2).

Prema tome, ((fioy)(f100)71)s je zatvorena krivulja u W, s pocetkom u tocki ps. No ta je krivulja
jednaka (f; o v)a7, gdje je 7 lift od (f1 0 §)™' u Wy s pocetkom u tocki ¢ = (f1 o y)2(1). Zbog
zatvorenosti krivulje (f; o v)a7, krivulja 7 zavrsava tamo gdje pocinje krivulja (f; o 7y)s, dakle u
tocki po. Kako je 7 lift od (fy06)71, zakljuéujemo da je krivulja 7=! upravo onaj lift krivulje f; 04
koji poc¢inje u tocki p,, odnosno,
7 = (f100)
Odatle je
(frod)z(1) =77(1) =7(0) = ¢ = (fr 0 7)2(1).

Gornje razmatranje pokazuje da mozemo definirati preslikavanje ¢ : W7 — Wj na sljededi

nacin:
o(q) = (f107)2(1), gdje je v krivulja u W; od tocke p; do tocke q.

Ocito je tada ¢(p;) = pe. Nadalje, neka je ¢ € Wi i neka je v krivulja u W; od tocke p; do tocke
q. Tada imamo

f2((q)) = fol(fro7)2(1)) = (f20 (frov)2)(1) = (froy)(1) = fi(~v(1)) = fi(q).

Bududi da je tocka ¢ € Wi bila proizvoljna, na taj je nacin dokazano da je fy o p = fi.

Dokazimo jos da je preslikavanje ¢ neprekidno. Neka je ¢ € W; i neka je U C W otvorena
povezana okolina tocke fi(q) koja je pravilno natkrivena i sa fi i sa fo. Neka je V] komponenta
povezanosti skupa f; '(U) koja sadrzi tocku ¢ i neka je Va komponente povezanosti skupa f;
koja sadrzi tocku ¢(q) (naime, fo(p(q)) = fi(q)). Neka je v krivulja u W; od tocke p; do tocke q.
Za bilo koju tocku r € Vj izaberimo krivulju v, u V; od tocke g do tocke r. Tada je v, krivulja
u Wi od tocke p; do tocke r. Imamo

fio(yy) = (froy)(fio)
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i f1 o7, je krivulja u U. Dakle, mozemo pisati

(fio(yw)2 = (f107)a2y,

gdje je 7. lift u Wy krivulje f; o 7, koji pocinje u tocki ¢(q). Kako je f2|Vo homeomorfizam sa V5
na U, 7, je krivulja u V5. Prema tome je

QO(T) = (fl o (77r))2(1> = Tr(1> S ‘/2

Time je dokazano da je (Vi) C V,. Kako je fi|V; homeomorfizam sa V; na U i kako je fo|Vs
homeomorfizam sa V; na U, zakljuéujemo da je ¢|V; homeomorfizam sa V; na V3. Posebno, pres-
likavanje ¢ je neprekidno, jer je tocka ¢ € Wj bila proizvoljna.

Jedinstvenost preslikavanja ¢ slijedi iz tvrdnje (b) leme 8.1., a tvrdnja (a) iste leme pokazuje
da je ¢ natkrivanje.

(b) Neka je ¢ : W7 — Wy neprekidno preslikavanje takvo da je fi = fo 0@ 1 o(p1) = po.
Neka je [o] € D(f1,p1). To znaci da je o zatvorena krivulja u W s pocetkom u tocki p takva da
je njezin lift oy zatvorena krivulja. Tada je ¢ o oy zatvorena krivulja u W5 s pocetkom u tocki

(¢(01(0)) = ¢(p1) = p2- Nadalje,
foopooy=foo =0 = Yooy = 0y.
Dakle, o9 je zatvorena krivulja, pa slijedi [o] € D(fa, p2). Time je dokazano da je

D(f1,p1) € D(fa,p2).

Lema 8.5. Neka je f: W* — W natkrivanje, p € W i p* € f~1(p). Za [0] € TL(W, p) neka je o*
lift od o s poc¢etkom u tocki p*. Tada vrijedi

D(f,0"(1)) = o] " D(f,p")[o].

Dokaz: Stavimo ¢*(1) = p. Za krivulju 7 u W s pocetkom u tocki p, neka je v* lift krivulje ~
s pocetkom u tocki p*, a 7 lift od 7 s pocetkom u tocki p. Neka je [y] € D(f,p). To znaci da je
7 zatvorena krivulja u W s pocetkom u tocki p takva da je krivulja 7 zatvorena. Tada je oyo ™!
takoder zatvorena krivulja u W s pocetkom u tocki p. Nadalje, vrijedi

(O"‘)/O'il)* — 0,*7(0_*)71’

dakle, ta je krivulja zatvorena. To znaci da vrijedi

[o])[o] ™" = [oyo™'] € D(f.p").

Time je dokazana inkluzija [o]|D(f,p)[c]™' C D(f,p*). Sasvim analogno dokazuje se da vrijedi
[o]"D(f,p*)[e] € D(f,p) odakle slijedi obrnuta inkluzija D(f,p*) C [¢|D(f,p)[o] ™ .

Neka su f; : W7 — Wi fy : Wy — W natkrivanja plohe W. Za ta natkrivanja kazemo da su
ekvivalentna, ako postoji neprekidna bijekcija ¢ : W; — W, takva da je f; = fo 0 ¢. Iz tvrdnje
(a) leme 8.1. slijedi da je tada ¢ lokalni homeomorfizam. Stoviie, iz bijektivnosti slijedi da je ¢
homeomorfizam. Dakle, ekvivalentnost natkrivanja je relacija ekvivalencije.

Lema 8.6. Neka su f, : Wy — W @ fo : Wo — W natkrivanja plohe W. Izaberimo p € W,
p1 € fiNp) i pa € fyH(p). Natkrivanja fi i fo su ekvivalentna ako i samo ako su D(f1,py) i
D(fa,p2) konjugirane podgrupe fundamentalne grupe IL(W, p), tj. vrijedi

[0] D (f1,p1)[0] = D(fa, p2) za neki element o] € TI(W, p).
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Dokaz: Pretpostavimo da su podgrupe D(fi,p1) i D(fs,p2) fundamentalne grupe II(W, p)
konjugirane i neka o zatvorena krivulja u W s pocetkom u tocki p, takva da je

0] D(f1,p1)[0] = D(f2, p2).

Neka je oy lift krivulje o s pocetkom u tocki p; i stavimo p} = oy(1). Tada je p| € f;*(p) i prema
lemi 8.5. je
D(f1,py) = o] ' D(f1,p1)o].

Prema tome, u dokazu ekvivalentnosti natkrivanja f; i fo mozemo pretpostavljati da je
D(fi,p1) = D(f2,p2). Prema tvrdnji (a) leme 8.4. tada postoje neprekidna preslikavanja
o Wi — Wyie: Wy — Wi takva da je fi = foop, p(p1) = p2, fo = fiot, ¥(p2) = p1.
Tada je @ o1 neprekidno preslikavanje sa Wy u Wa, takvo da je foo(pot)) = foi (pot)(p2) = p.
Prema tvrdnji (b) leme 8.1. tada je ¢ o v identitata na Ws. Sasvim analogno dokazuje se da je
¥ o ¢ identiteta na W;. Posebno, ¢ je neprekidna bijekcija, pa zakljucujemo da su natkrivanja f;
i fy ekvivalentna.

Pretpostavimo sada da su f; i f» ekvivalentna natkrivanja i neka je ¢ : Wy — W5 homeomor-
fizam takav da je f; = fa 0 ¢. Stavimo p, = ¢(p1) i neka je o9 krivulja u W5 od tocke py do tocke
ph. Tada je 0 = f3 0 09 zatvorena krivulja u W s pocetkom u tocki p = fo(p2) = fa(ph). Prema
lemi 8.5. tada je

D(f2,p5) = (0] D(fa, p2)[o]. (x)

Iz tvrdnje (b) leme 8.4. primijenjene na preslikavanja ¢ i ! slijedi
D(fi,p1) € D(fo,py) i D(f2,p5) € D(f1,p1), dakle D(fs,p5) = D(f1,p1). (%)
Iz (*) i (x*) slijedi da je D(f1,p1) = [0]71D(f2, p2)[o].
Tvrdnje lema 8.3. i 8.6. mozemo spojiti u teorem:

Teorem 8.4. Neka je W ploha i p € W. Preslikavanje f — D(f,p*), gdje je f : W* — W
natkrivange i p* € f~1(p), inducira bijekciju sa skupa svih klasa ekvivalencije natkrivanja plohe W
na skup svih klasa konjugiranosti podgrupa fundamentalne grupe I1(W, p).

Teorem 8.5. Neka je W ploha.

(a) Postoji do na ekvivalenciju jedinstveno natkrivanje f : W — W takvo da je ploha W jed-
nostavno povezana.

(b) Neka su f : W —Wi g : W* — W natkrivanja @ pretpostavimo da je ploha W jednostavno
povezana. Neka je p € W i p € f~Xp). Za svaku tocku p* € g~'(p) postoji jedinstveno
neprekidno preslikavanje o : W — W* takvo da je f = go ¢ i ©(p) = p*. Preslikavangje ¢ je
natkrivanje.

Dokaz: (a) Prema lemi 8.2. fundamentalna grupa II(W,7) izomorfna je podgrupi D(f,p)
fundamentalne grupe II(W, p). Prema tome, za f je dovoljno uzeti natkrivanje za koje je D(f,p)
trivijalna grupa. Egzistencija takvog natkrivanja slijedi iz leme 8.3., a jedinstvenost do na ekvi-
valenciju iz leme 8.6.

Tvrdnja (b) slijedi neposredno iz tvrdnje (a) leme 8.4. jer je D(f,p) = {1} C D(g,p*).

Natkrivanje f : W — W, takvo da je ploha W jednostavno povezana, zove se univerzalno
natkrivanje plohe W. Naziv dolazi iz tvrdnje (b) teorema ?7: univerzalno natkrivanje neke plohe
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natkriva svako natkrivanje te plohe.

Ako je H podgrupa neke grupe G onda sa Ng(H) ozna¢avamo tzv. normalizator podgrupe
H u grupi G :
Ne(H)={g € G; gHg™' = H}.
N (H) je podgrupa grupe G, H je normalna podgrupa od Ng(H) i Ng(H) je najveéa medu svim
podgrupama grupe G koje sadrze H kao normalnu podgrupu.

Teorem 8.6. Neka je f: W* — W natkrivanje plohe W i neka sup € W i p* € f~1(p). Stavimo
D = D(f,p*) i N = Ny (D). Grupa T (f) izomorfna je kvocijentnoj grupi N/D.

Dokaz: Definirat ¢emo preslikavanje ® : N — T (f). Neka je [0] € N. Neka je 0* jedinstven
lift krivulje o koji pocinje u tocki p*. Stavimo ¢* = 0*(1). Prema lemi 8.5. tada je

D(f,q*) = [o]"'D(f,p")[o] = D(f.p").

Sada prema tvrdnji (a) leme 8.4. postoji jedinstveno preslikavanje ¢ € 7(f) takvo da je ¢(p*) = ¢*.
Sada stavljamo ®([o]) = ¢.
Dokazimo sada da je preslikavanje & homomorfizam grupa. Neka su

ol.l0TeN, e=2(o]), ¢ =2, ¢=2>(o]]).

Tada je ¥ (p*) = (0'0)*(1). S druge strane je ¢(p*) = ¢*. Prema dokazu tvrdnje (a) u lemi
8.4. imamo:

O'(¢") = (foy)(1), gdjeje ~ krivuljau W* odtoctke p* do tocke ¢*.
Pri tome za bilo koju krivulju § u W s pocetkom u tocki p sa 6 oznacavamo njezin jedinstveni lift
koji pocinje u tocki (¢/)*(1). U gornjoj formuli za krivulju v mozemo uzeti o*. Imamo foo* = o,

pa nalazimo
¢'(q") =o(1) = (o'o)(1).

Prema tome, vrijedi

YeT(f), PopeT(f) i ()= (¢ op)p).

Sada iz teorema 8.4. slijedi 1 = ¢’ o p. Time je dokazano da je ® homomorfizam grupa.

Prema tzv. prvom teoremu o izomorfizmu znamo da je slika homomorfizma ® izomorfna kvo-
cijentnoj grupi domene po jezgri tog homomorfizma. Dakle, teorem ¢e biti dokazan ako pokazemo
da je ® epimorfizam na grupu 7 (f) i da mu je jezgra jednaka D.

Prije svega, ¢ = ®([o]) je identiteta ako i samo ako je o*(1) = p*, tj. ako i samo ako je
krivulja ¢* zatvorena. To upravo znaci da je [0] € D. Time je dokazano da je grupa D jezgra
homomorfizma ®.

Dokazimo jos da je ® epimorfizam. Neka ¢ € 7(f). Neka je v krivulja u W* od tocke p* do
tocke ¢(p*). Tada je 0 = f o~ zatvorena krivulja u W s pocetkom u tocki p. Naravno, tada je
o* = . Tvrdimo da je tada [o] € N. Doista, neka je 0 bilo koja zatvorena krivulja u W s po¢etkom
u tocki p takva da je [0] € D, tj. da je i krivulja §* zatvorena. Tada je cdo~! zatvorena krivulja
u W s pocetkom u tocki p i krivulja

(0601 = 0" (pod*) (o)
je zatvorena. To znaci da je
[0][0][c] " = [¢dc71] € D.

Stavimo ¢ = ®([o]). Tada su ¢,v € T(f) i vrijedi ¢(p*) = ¢(p*). Sada iz teorema 8.4. slijedi
¢ = 1. Dakle, ¢ = ®([o]), 1 time je dokazana surjektivnost homomorfizma ® : D — 7T (f).
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Korolar 8.2. Neka je f : W — W univerzalno natkrivanje plohe W. Tada je fundamentalna
grupa IL(W) izomorfna grupi T (f).

Zadatak 8.4. Dokazite korolar 8.2.

Teorem 8.7. Neka je f : W — W natkrivanje i pretpostavimo da je ploha W jednostavno
povezana. Tada je f homeomorfizam.

Dokaz: Neka je p € Wip € f~!(p). Identiteta idy : W — W je neprekidno preslikavanje i
vrijedi idw (p) = p. Prema teoremu 8.1. postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje g : W — 1474
takvo da je g(p) = pi fog = idy. Nekaje h = go f. Tada je h : W — W neprekidno preslikavanje
1 vrijedi

foh=fo(gof)=(fog)of=idwolf=/F
Dakle, h je f—transformacija plohe W, tj. h € T(f). Prema teoremu 8.6. grupa 7 (f) je izomorfna
kvocijentnoj grupi N/D, gdje je D = D(f, P) C TI(W,p) i N je normalizator od D u grupi II(W, p).
Medutim, po pretpostavci je ploha W jednostavno povezana, tj. grupa II(W, p) je trivijalna. Dakle,
i grupa 7 (f) je trivijalna, 7 (f) = {id}; }. Dakle, h = idy;,. Prema tome, imamo

fog=1idy i go f=1idy,

a to znaci da je f homeomorfizam.

U mnogim situacijama pojavljuje se pitanje egzistencije i problem definicije funkcije na plohi s
odredenim svojstvom, a to je svojstvo takve vrste da se vrlo lako vidi da svaka tocka ima okolinu na
kojoj je egzistencija takve funkcije trivijalna. Dokazat ¢emo sada teorem koji nam daje potvrdan
odgovor na pitanje egzistencije ako je ploha u pitanju jednostavno povezana.

Teorem 8.8. (Teorem monodromije) Neka je W jednostavno povezana ploha i neka su U, C W,
a € A, podrucja koja pokrivaju W. Pretpostavimo da je za svako o € A zadan neki neprazan skup
funkcija ®,, definiranih na podrucju U, 1 da vrijedi

(a) Ako su o, € A, p € O, i € ®g i ako je V' komponenta povezanosti presjeka U, N Ug,
onda je ili o|V = |V ili je p(p) # ¥(p) Vp € V.

(b) Ako su «, 3 € A i ako je V komponenta povezanosti presjeka U, NUg onda za svaku ¢ € @,
postoji ¢ € Oy takva da je |V = |V.

Tada postoji funkcija ¢ definirana na W takva da je o|U, € @, Va € A. Ako su zadani o € A i

Yo € Dy, funkcija ¢ se moze izabrati tako da je p|U, = po. Ako su @ 1 ¢ funkcije na W takve da
je olUy € O, 1 Y|U, € O, Vo € A onda je ili p = ili je o(p) # (p) Vp € W.

Dokaz: Neka je S skup svih parova (p, ), gdje je p € U, i ¢ € O, za neki a € A. U skup S
uvodimo relaciju ~ na sljede¢i nacin:

(p,0) ~ (q,%) =  p=q i o) =p).

Ocito je ~ relacija ekvivalencije na skupu S. Klasu ekvivalencije elementa (p,¢) € S oznacavat
¢emo sa [p, ¢]. Neka je W* = S/ ~ skup svih klasa ekvivalencije. Neka je f: W* — W preslika-
vanje definirano sa f([p, ¢]) = p. Nadalje, za o € A1 ¢ € P, definiramo

o =1lp¢l; p €U}

Tada je ocito f|U,,, bijekcija sa Uy, na U,.
Uocimo sada da postoji topologija na skupu W* takva da je f|U,,, homeomorfizam sa U, , na



91

U, za svaki a € Aizasvaku p € @,. Doista, na taj nac¢in mozemo uvesti topologiju na svaki skup
Uy, @ € A, o € @,. Ukoliko su o, f € A, p € D, 19 € Py takvi da je Uy, N Uy # 0, treba
dokazati da se dvije topologije na presjeku U, ,, NUp,, podudaraju. U tu svrhu neka je f = ¢|Uy o
i g = ¢|Usy. Treba dokazati da je kompozicija

91(Ua U)o [fI(Ua U™

homemorfizam skupa U, N Ug. Medutim, ta je kompozicija identiteta, jer je za p € U, NUs :

(l9lUa N U] o [f1(Ua N Up) ") () = g(lp. ¢)) = f(Ip. ) = p.

Dokazimo da je topoloski prostor W* Hausdorffov. Neka su [p, o], [¢,¥] € W* i [p, @] # [q, ¥].
Neka su o, 5 € A, p € Uy, ¢ € ®,, g € Us i ¢ € Pg. Pretpostavka [p, | # [g, 1] vodi na sljedece
dvije mogucénosti:

p # q. Neka su V; C U, okolina tocke p i Vo C Uy okolina tocke b takve da je Vi NV, = 0.
Tada je Uy = {[r,¢|; r € Vi } okolina tocke [p, o] u W*, Uy = {[r,¢]; r € Va} je okolina tocke g u
W* i vrijedi Uy N U, = (). Time je dokazano da je W* Hausdorffov topoloski prostor.

Druga je moguénost p = ¢, a tada je ¢ # 1. Prema svojstvu (a) je tada o(r) # (r) za
svaku tocku r iz one komponente povezanosti V' presjeka U, N Uy koja sadrzi tocku p. Tada je
Uy = {[r,¢]; r € V} okolina tocke [p, p] u W*, Uy = {[p,¢]; r € V'} je okolina tocke [p, )] u W*
i vrijedi Uy N Uy = 0.

Dokazimo sada da je svaka komponenta povezanosti W od W™ ploha i da je restrikcija
fIWg « Wi — W natkrivanje. Doista, prema definiciji topologije na W*, f : W* — W je
lokalni homeomorfizam, pa je i restrikcija f|W; — W lokalni homeomorfizam. Prema zadatku
8.1. Wy je ploha.

Neka je p* = [p,¢] € f~'(U,). Tada za neko 3 € A vrijedi p € U, N Uy i ¢ € ®5. Prema
svojstvu (b) tada postoji funkcija ¢ € @, takva da je ¢(p) = ¥(p). Tada je p* = [p, ] € U
Dakle, svaka tocka iz f~'(U,) sadrzana je u U, , za neku funkciju ¢ € ®,. S druge strane, jasno
je da vrijedi U,,, € f~1(U,) za svaku funkciju ¢ € ®,. Odatle zaklju¢ujemo

f_l(Uoz) - U Ua,so'
»Po

Buducdi da je skup U,,, homeomorfan skupu U,, on je povezan, pa je ili U, , € Wy ili je U, , MW
Nadalje, za ¢, € @, zbog svojstva (a) vrijedi ili Uy, = Uy ili Uyp N Uy = 0. Prema tome,

{Uoz,cp; 2 € qDoz}

je skup svih komponenata povezanosti skupa f~1(U,), a
{Ua,go; f S q>0m Uoz,cp g W(;k}

je skup svih komponenata povezanosti skupa (f|Wg) ™" (Uy) = f~1(Uy) N W

Restrikcija f|Ua,, je prema definiciji topologije na W* homeomorfizam sa U, , na U, Yy € @,.
Prema tome, ili je U, pravilno natkriven sa f|W ili je f~1(U,) N W§ = 0. Dokazat ¢emo da je
ovo drugo nemoguce. U tu svrhu stavimo

A ={a e A; FHUL)NW; =0}, Ay ={a e A; YU, CW;}

Tada su
wi=JUu. 1 W=

acA; ac€As
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otvoreni podskupovi od W i vrijedi W = W; U W,. Pretpostavimo da je Wi, N W, # (). Tada za
neke a € Ay 1 3 € Ay vrijedi U, N Uz # 0. Kako je f~1(Ug) C Wg, postoji p € ®s takav da
je U, € Wy. Neka je p € U, N Ug. Prema svojstvu (b) postoji funkcija ¢ € &, takva da je
¥(p) = ¢(p). Tada je

pvlef(Ua) i [py]=Ip ] €Usp SV

Medutim, to je nemogucée jer je f~1(U,) "W = 0. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka
Wi N Wy # () bila pogresna, pa zakljucujemo da je Wi N W,y = (). Kako je topoloski prostor W
povezan, slijedi da je ili Wi =01 Wy = W ili je Wy = W i Wy = (). Medutim, W # 0, sto znaci
da je Ay # 0, dakle, W5 # ). Time je dokazano da je Wy =01 Wy =W, tj. A; =014, = A
Zakljuéujemo da je podrucje U, pravilno natkriveno sa f|WJ Va € A. Prema tome, za svaku
komponentu povezanosti W prostora W* preslikavanje f|W; — W je natkrivanje.

Neka je W komponenta povezanosti prostora W*. Prema teoremu 8.7. svako natkrivanje jed-
nostavno povezane plohe je homeomorfizam. Dakle, f|W; : W — W je homeomorfizam. To
znaci da za svako o € A postoji funkcija ¢, € @, takva da je f~1(U,) N Wi = U,.,,. Neka su
sada a, 8 € A takvi da je U, NUs # 0 i neka je p € U, N Us. Tada su [p, ¢, [p, s € Wi i
f(p,eal) =p = f([p, s])- Sada iz injektivnosti preslikavanja f|W; slijedi da je [p, o] = [P, ¢s),
a odatle je ¢, (p) = pp(p). Na taj nacin dokazali smo da vrijedi:

a,feA UsnNUs#0D = 9ul(UaNUs) = p5|(Ua N Up).

Prema tome, postoji funkcija ¢ na W takva da je ¢|U, = ¢, Yo € A.

Dokazimo drugu tvrdnju teorema. Neka su izabrani o € A1 ¢, € @,. Tada za W[ izaberemo
jedinstvenu komponentu povezanosti od W* koja sadrzi povezan skup U, . Konstrirana funkcija
¢ tada ima svojstvo ¢|U, = @,.

Napokon, dokazimo i tre¢u tvrdnju. Neka su ¢ i ¢ funkcije na W takve da je p|U, € ¥, i
Y|U, € ¢, Va € A. Stavimo

Wi={qeW; ol =v(@)}, Wo=W\Wy={qeW; ¢(q) # ()}

Za svako « € A prema svojstvu (a) vrijedi ili p|U, = ¥|U, ili je ¢(q) # ¥(q) Vq € U,. Dakle, za
svako a € A je ili U, C W ili je U, C Wj. Time je dokazano da su Wi i Wy otvoreni skupovi, a
kako su ocito disjunktni i unija im je W, iz povezanosti W slijedi da vrijedi ili W7 = W, i tada je

p =1, ili Wy =W, a tada je p(q) # 1(q) Vg € W.



Poglavlje 9

Riemannove plohe

Ako su a1 (3 karte na plohi W takve da je U, NUg # 0, tada su z,(U, N Up) i 23(Us N Up)

otvoreni podskupovi od C i preslikavanje
Z8a = 28 © Za_l‘ZQ(Ua N Ug)

je homeomorfizam sa z,(U, NUp) na z3(U, NUp). Za karte o 1  kazemo da su kompatibilne ako
jeili U,NUs = 0 ili je z3, holomorfna funkcija na z,(U,NUs). Tada je po teoremu 1.12. o inverznoj
funkciji i funkcija zop = zgi holomorfna na z3(U, N Up). Atlas A na W zove se holomorfan ako
su svake dvije karte «, f € A kompatibilne. Riemannova ploha je ureden par (W, A) gdje je W
ploha i A je holomorfni atlas na W.

Neka je 24 skup svih holomorfnih atlasa na plohi W. Za atlase A,B € 2 ¢emo reéi da su
ekvivalentni ako je A U B holomorfni atlas, tj. ako su svake dvije karte « € A i 3 € B
kompatibilne. Lako se vidi da je to relacija ekvivalencije na skupu 2. Svaka klasa ekvivalencije
sadrzi najveci element — unija svih atlasa u toj klasi. Takvi se holomorfni atlasi zovu maksimalni.
Holomorfni atlas A je maksimalan ako i samo ako vrijedi: ako je a karta na W i ako je «
kompatibilna sa svakom kartom 6 € A onda je o € A. Naravno, svaki holomorfni atlas sadrzan je
u jedinstvenom maksimalnom holomorfnom atlasu.

Ako je iz konteksta jasno koji je holomorfni atlas na plohi W izabran, onda ¢emo samu plohu
W zvati Riemannovom plohom. Svaka karta iz pripadnog maksimalnog holomorfnog atlasa zove
se holomorfna karta na Riemannovoj plohi W.

Zadatak 9.1. Neka je

s={enaerierrr(c-3) =1} n=s\o).  m-s\(eo0)
Neka su z1 : Uy — C 1 29 : Uy — C preslikavanja definirana sa
Zl(ﬁ)”?C) = gltzga 22(57777C) = €_CZ77

Dokazite da su (Uy, z1) i (Us, 29) karte na S koje su kompatibilne i tvore holomorfni atlas na S.

Riemannova ploha iz zadatka 9.1 zove se Gaussova sfera ili Riemannova sfera.

Neka su W; i W5 Riemannove plohe. Preslikavanje f : W, — W, zove se holomorfno, ako
za svaku tocku p € Wi postoje holomorfne karte o na Wi i 6 na Wy takve da vrijedi:

pE Ua7 f(UOé) g Uﬂ) Z3 0 f © Zt;l € H(ZOC(UOC))
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Zadatak 9.2. Dokazite: ako su Wi © Wy Riemannove plohe i ako je f : Wi — Wy holomorfno
prelikavangje, tada za bilo koje holomorfne karte o na Wy i 3 na Wa, takve da je f(U,) C Usg,
vrijedi zg o f o z2;t € H(2a(Ua)).

Skup svih holomorfnih preslikavanja sa W; u Wy oznacavat ¢emo sa H(W;, Ws). Pisat é¢emo
H(W) umjesto H(W,C). Ako je f € H(Wy, W) i g € H(Ws, W3) onda je g o f € H(Wy, Ws).
Ako je f € H(W;, W) bijekcija, onda je jednostavna posljedica teorema o inverznoj funkciji da je
[t € H(W,, W1). U tom slucaju se f zove izomorfizam Riemannove plohe W) na Riemannovu
plohu Ws5. Ako postoji izomorfizam W; na Ws, kazemo da je Riemannova ploha W) izomorfna
Riemannovoj plohi Ws. O¢cito je izomorfnost Riemannovih ploha relacija ekvivalencije. Ako je W
Riemannova ploha, izomorfizam W na W zove se automorfizam Riemannove plohe W. Skup svih
automorfizama Riemannove plohe W oznacavat ¢emo Aut(W). To je grupa s obzirom na operaciju
kompozicije.

Ako je W Riemannova ploha, podruéje u W je otvoren povezan skup V C W. Tada je za
svaku kartu (U, z) na W, takvu da je UNV # 0, par (UNV,z|U NV) karta na V. Neka je A
holomorfni atlas Riemannove plohe W. Za podrucje V. C W stavimo B = {a € A; U, NV # 0}.
Tada je (U, NV, 24|Us NV )aep holomorfni atlas na V. Za tako dobivenu Riemannovu plohu V'
kazemo da je Riemannova potploha od W.

Zadatak 9.3. Neka su Wi @ Wy Riemannove plohe i neka je V' Riemannova potploha od Wj.
Dokazite:

(a) Ako je f € H(Wy,Ws), onda je fIV € H(V,Ws).
(b) Ako je f € H(Wo,Wh) @ f(Ws) C V., onda je f € H(W,, V).

Zadatak 9.4. Neka su Wy i Wy Riemannove plohe i neka je preslikavanje f € H(Wy, Ws) nekon-
stantno. Dokazite:

(a) Za svako podrucje U C Wy restrikcija f|U je nekonstantna.
(b) Slika f(W1) preslikavanja f je podrucje u Wi.
Uputa: Koristite teorem 1.10. i korolar 1.1.
Zadatak 9.5. Dokazite da je sa

() Rez Imz | 2|2 cC
z) = z
TR T P TP |

zadan izomorfizam sa C na Riemannovu potplohu V =S\ {(0,0,1)} Gaussove sfere S.

Pojam holomorfnog preslikavanja jednostavno se generalizira i na situaciju kad domena nije
nuzno povezana. Ako su Wi i W5 Riemannove plohe i U C W otvoren skup, preslikavanje
f U — Wj se zove holomorfno ako je njegova restrikcija na svaku komponentu povezanosti od
U holomorfno preslikavanje. Skup svih holomorfnih preslikavanja f : U — W, oznacavat ¢emo

takoder sa H(U, Ws), a umjesto H (U, C) pisat ¢emo H(U).

Teorem 9.1. Neka je W* povezan Hausdorffov topoloski prostor, neka je W Riemannova ploha i
neka je f: W* — W lokalni homeomorfizam. Tada na W* postoji jedinstvena struktura Rieman-
nove plohe takva da preslikavange f holomorfno. Za tu strukturu karta (V,() na W* je holomorfna
ako i samo ako je fo(™ holomorfno preslikavangje sa ((V) u W. To je ujedno jedinstvena struktura
Riemannove plohe na W* koja ima sljedece svojstvo:

UCW otvoren skup, ¢ € H(U) — po feH(f(U)).
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Dokaz: (a) Najprije ¢emo konstruirati jedan holomorfni atlas na W* za koji je f € H(W*, W).

Neka je p € W*. Izaberimo otvorenu okolinu V), tocke p takvu da je f|V,, homeomorfizam sa
V, na otvoren skup U, = f(V,) i da je U, domena holomorfne karte (Up, z,) na Riemannovoj plohi
W. Definiramo tada (, : V, — C sa ¢, = 2, o f|V,. Tada je ocito (V}, (,) karta na W*. Tako smo
dobili na W* atlas (V}, (,)pew=. Dokazimo da je taj atlas holomorfan. Neka su p,q € W* takve da
je VNV, #0. Za x € (,(V,NV,) = 2,(U, N U,), neka su a} € V,NV, iz, € U, N U, jedinstvene
tocke takve da je ((z]) = x i 2,(z1) = z. Tada je f(27) = 21, pa imamo

Can(@) = (G0 G )(@) = GG () = Gola) = (2q 0 ) (7) = 2(f(27)) = 2q(21) = 2p(2)-

Time je dokazano da je (yp|Cp(V, NVy) = 24| 2,(U, N U,) holomorfna funkcija, dakle, karte (V}, (,)
i (Vg, ¢,) su kompatibilne. Dakle, (V,, (,)pew~ je holomorfni atlas na W*.

Dokazimo sada da je za tu strukturu Riemannove plohe na W* preslikavanje f : W* — W
holomorfno. Neka je p € W*. Tada je (V,,(,) holomorfna karta na W*, (U,, z,) je holomorfna
kartana W, p € V,,, f(V,) = U, i za x € (,(V,) = 2,(U,) imamo

(zpo fol (@) =(Gog (@) =a

Dakle, z,0 f o Cp_l je identiteta na (,(V},) Sto je naravno holomorfna funkcija na (,(V}).

Time smo dokazali da postoji struktura Riemannove plohe na W* takva da je preslikavanje
f:W* — W holomorfno.

(b) Neka je (V,() karta na W* takva da je f o (! holomorfno preslikavanje sa (V) u W.
Dokazat ¢emo tada da je karta (V) holomorfna u odnosu na strukturu Riemannove plohe uve-
denu u (a).

Neka je p € W* takva da je V,NV # (). Tada je (,o("! = z,0fo( ™!, a to je holomorfna funkcija
na ((V, N'V) jer je po pretpostavci preslikavanje sa ¢(V) u W. Dakle, (V,() je kompatibilna sa
svakom kartom (V}, (,), p € W*.

(c) Neka je sada A4 holomorfni atlas na W* takav da je za pripadnu strukturu Riemannove
plohe na W* preslikavanje f : W* — W holomorfno. Neka je (V,() € A. Tada je f o (™! holo-
morfno preslikavanje sa (V) u W. Time smo dokazali da sve katre atlasa .4 imaju svojstvo iz (b).

(d) Neka je sada (V,() karta na W* kompatibilna sa svim kartama (V,,(,) iz (a). Dokazat
¢emo da tada karta (V, () ima svojstvo iz (b).

Doista, neka je z € ((V) i neka je P € V takva da je ((p) = x. Karta (V, () kompatibilna je s
kartom (V,,¢,), pa je ¢, o ¢! holomorfna funkcija na ¢(V NV,). Medutim, (,0 (™' = z,0 fo (!,
pa to pokazuje da je f o (™! holomorfno preslikavanje sa otvorene okoline ((V NV,) C (V) tocke
x u Riemannovu plohu W. Bududi da je tocka x € ((V') bila proizvoljna, time je dokazano da je
f o ¢! holomorfno preslikavanje sa ((V)) u W. Dakle, karta (V, () ima svojstvo iz (b).

(e) Uvedena struktura Riemannove plohe ocito ima posljednje svojstvo iz iskaza teorema. Neka
je sada A bilo koji holomorfni atlas na W* takav da odgovarajuca struktura Riemannove plohe
ima to svojstvo. Dokazat ¢emo da tada svaka karta (V. () € A ima svojstvo iz (b). Dakle, treba
dokazati da je za svaku kartu (V; () € A f o ¢! holomorfno preslikavanje sa (V) u W.

Neka je z € ((V), p € V, ((p) = =, f(p) = q € W. Tada zbog neprekidnosti preslikavanja
f mozemo izabrati holomorfnu kartu (U, z) na W takvu da je ¢ € U i f~3(U) C V. Tada je 2
holomorfno preslikavanje sa U u C, pa je z o f holomorfno preslikavanje sa f~(U) u C. Tada je
z o f o (! holomorfna funkcija na ¢(f~'(U)) C ¢(V). Buduéi da je ¢(f~'(U)) otvorena okolina
tocke z i da je z proizvoljna tocka iz ((V'), dokazali smo da je f o (™! holomorfno preslikavanje sa
¢(V) u W. Prema tome, svaka karta iz A ima svojstvo iz (b).

Time je teorem 9.1. u potpunosti dokazan.

Napomena: Ako je kao u teoremu 9.1. f : W* — W lokalni homeomorfizam, ocito je skup
f(W*) otvoren u W, a kako je preslikavanje f neprekidno taj je skup i povezan. Dakle, f(W*) je
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podrucje u W, odnosno, Riemannova potploha od W.

Teorem 9.1. je posebno primjenjiv na slucaj kad je f : W* — W natkrivanje. Dakle, ako je W
Riemannova ploha i f : W* — W je natkrivanje, onda na plohi W* postoji jedinstvena struktura
Riemannove plohe takva da je preslikavanje f holomorfno. Nadalje, vrijedi sljede¢a dopuna leme
8.1:

Lema 9.1. Neka su f1 : Wy — W @ fo : Wy — W holomorfna natkrivanja Riemannove plohe W
1 neka je ¢ : Wy — Wy neprekidno preslikavangje takvo da je fy o @ = fi. Tada je preslikavanje ¢
holomorfno.

Dokaz: Iz dokaza tvrdnje (@) u lemi 8.1. neposredno slijedi (uz tamo uvedene oznake) da je
f1|Va izomorfizam Riemannove plohe V,, na Riemannovu plohu U i fo|V je izomorfizam Rieman-
nove plohe V na Riemannovu plohu U. Odatle slijedi da je |V, izomorfizam Riemannove plohe
V,, na Riemannovu plohu V' za svaki o € B. Bududéi da je V' okolina proizvoljne tocke g € W5 i

et (V)= Va
acB
zakljucujemo da je preslikavanje ¢ holomorfno.
Neka je W Riemannova ploha i 2 C W otvoren skup. Neprekidna funkcija f : 2 — R zove
se harmonijska ako za svaku tocku p € € postoji holomorfna karta (U, z) na W takva da je
p € U C Qida je funkcija f o 27! harmonijska na z(U). Skup svih harmonijskih funkcija na

oznacavamo sa Har((2). Naravno, Har(S2) je realan vektorski prostor.
Analogno, za Riemannovu plohu W i za otvoren skup 2 C W neprekidna funkcija

v:Q — [—00,+00)

zove se subharmonijska na (2, ako za svaku tocku p € Q postoji holomorfna karta (U, z) na W
takva da je p € U C Qi da je funkcija

voz ':z(U) — [~o0o0,+00)

subharmonijska na z(U). Skup svih subharmonijskih funkcija na {2 oznacavat ¢emo sa Sub(€2).
Ocito je Har(€2) C Sub(£2).

Propozicija 9.1. Neka je W Riemannova ploha, Q@ C W otvoren skup i v € Sub(2). Tada skup
v (—o00) nema gomilista u Q.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno da postoji tocka p € € koja je gomiliste skupa v~!(—o0).
Neka je (pp)nen niz medusobno razli¢itih tocaka iz v=!(—o0) takvih da je

p= lim p,.

n—oo

Neka je (U, z) holomorfna karta na W takva da je p € U C Qi da je funkcija voz~! subharmonijska
na z(U). Za neko ng € N tada vrijedi

n > ng — pn € U.

Stavimo
O[:Z(p), an:Z(pn)a TLZTLQ.
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Tada su tocke «,, medusobno razlicite i vrijedi

lim o, = a.

n—oo

Nadalje,
(voz N (ayn) = v(py) = —c0 = a, € (vo z’l)_l (—o0)

pa slijedi da je tocka a € z(U) gomiliste skupa (v o 2*1)71 (—00). No to je suprotno definiciji
subharmonijske funkcije na otvorenom skupu u C. Ova kontradikcija dokazuje da skup v=!(—o0)
nema gomilista u €.

Zadatak 9.6. Neka su Wi i Wy Riemannove plohe i 2y C Wy i Qo C Wy otvoreni skupovi.

(a) Neka je ¢ : Q1 — Wy holomorfno preslikavanje takvo da je (1) C Qs i neka je
f € Har(Qs). Dokazite da je tada fop € Har(€)).

(b) Neka je ¢ : Q3 — Wy holomorfno prelikavanje koje je bijekcija sa € na Qs i neka je
v € Sub(Qs). DokaZite da je tada v o p € Sub(y).

Uputa: Za (a) koristite propoziciju 6.2., a za (b) korolar 7.1.

Zadatak 9.7. Neka je W Riemannova ploha, Q@ C W otvoren skup, f € Har(Q2), v € Sub(2) i
neka je (U, 2) holomorfna karta na W takva da je U C Q). Dokazite da je tada foz"' € Har(z(U))
i da jevoz7t € Sub(2(U)).

Zadatak 9.8. Neka je W Riemannova ploha, Q@ C W otvoren skup i vy,vy € Sub(Q2). Dokazite
da vrijedi:

(a) Ako su ki, ko € [0,4+00), onda je kyvy + kovy € Sub(Q). Pri tome se podrazumijeva da je
0-(—00)=0,k-(—00) =—00 zak >0, —00+c=—00 Ve € [—00, +00).

(b) Ako je funkcija v = max (vy,vy) definirana sa v(p) = max{vi(p),vs(p)}, p € Q, onda je
v € Sub(S?).

Uputa: Koristite zadatak 7.1.

Neka je W Riemannova ploha, @ C W otvoren skup, v € Sub(f2), @ = (U, z) holomorfna karta
na W takva da je U C (). Neka je p € U i neka je r > 0 takav da je

K(z(p),r) C2(U)  idaje 2z '(S(x(p),r)) Nv'(~00) =

U tom slucaju postoji (jedinstvena) neprekidna funkcija u : 27K (z(p),r) — R takva da je
ulz7(K(2(p),r)) harmonijska i da je u|z~*(S(z(p), r)) = v[z1(S ( (p),r)). Tada definiramo funkciju
VP — [—00, +00) sa

u(g)  ako je g € 271 (K(z(p),r))

v(g)  akoje g€ Q\ z N (K(2(p),7)).

Iz propozicije 7.3. i iz implikacije (3) nakon te propozicije neposredno slijedi:

v (q) =

Propozicija 9.2. Neka je W Riemannova ploha, Q@ C W otvoren skup, v € Sub(2), a = (U, 2)
holomorfna karta na W takva da je U C Q, p € U ir > 0 takav da je K(2(p),r) C 2(U). Tada
je v*P" € Sub(Q) i v < v*P" svuda na Q. Nadalje, ako je w € Sub(Q) takva da je w < v svuda
na €, onda je w*P" < v*P" svuda na Q (ukoliko su «, p i r takvi da su funkcije w*P" § v®@PT
definirane).
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Princip maksimuma vrijedi i za subharmonijske funkcije na podru¢jima Riemannove plohe:

Propozicija 9.3. Neka je W Riemannova ploha, Q C W podrucje i v € Sub(2). Pretpostavimo
da za neku tocku p € Q vrijeds
v(g) <vlp)  Vge

Tada je funkcija v konstantna.

Dokaz: Stavimo A = {q € Q; v(¢q) = v(p)}. Tada je A # (i A je zbog neprekidnosti funkcije
v zatvoren podskup od Q. Dokazimo da je A otvoren podskup od €. Neka je ¢ € A. Neka je (U, z)
holomorfna karta na W takva da je U C Q, g € U, 2(q) = 01 2(U) = K(0,1). Tada je funkcija
v o 27! subharmonijska na K(0,1) i dostiZe svoj supremum u 0. Prema propoziciji 7.1. funkcija
voz~!je konstantna. No to znaci da je U C A. Time je dokazano da je skup A otvoren u . Kako
je 2 podrugje, slijedi A = €2, dakle, funkcija v je konstantna.

Korolar 9.1. Neka je W Riemannova ploha @ neka je & C W otvoren skup takav da je nje-
gov zatvarac¢ Cl(Q) kompaktan i neka je 02 = CIL(Q) \ Q. Neka su zadane neprekidne funkcije
u:Cl() - Riv:ClQ) — [—o0,+00) takve da vrijedi

v|Q € Sub(§2), ul|2 € Har(2), v(q) <u(q) VYq e 0.
Tada je v < u svuda na CI1(€2).

Dokaz: Stavimo w = v — u. Tada je w : Cl(2) — [—o0, +00) neprekidna funkcija i prema
zadatku 9.8. restrikcija w|(2 je subharmonijska na €. Neka je € bilo koja komponenta povezanosti
od Q. Tada je C1(Q) C CI(Q) i 092, C 0N. Stavimo

M = max{w(q); q € Cl()}.

Pretpostavimo da je w(q) = M za neko ¢ € ;. Prema propoziciji 9.3. tada je restrikcija
w|C1(€;) konstantna, pa je w(q) = M VYq € CI(€;), dakle posebno za ¢ € 992 C 9. Sada iz
pretpostavke v(q) < u(q) Vg € 09 slijedi da je M < 0. Dakle, w(q) < 0 Vg € CI(;), odnosno,
v(q) < wulq) Yq € Cl(§Y).

Pretpostavimo sada da je w(q) < M Vq € ;. Tada je

M = max {w(q); ¢ € 0} <0,

pa slijedi w(q) < 0 Vg € Q4, odnosno, v(q) < u(q) Yq € ;.
Dakle, u svakom slucaju je v(q) < u(q) Vg € €. Kako je @ bila proizvoljna komponenta
povezanosti od €, slijedi v(q) < u(q) Vq € Q.

Neka je W Riemannova ploha i 2 C W otvoren skup. Neprazan podskup P od Sub(f)) zove
se Perronov skup na () ako su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

(P1) vi,v€ P — max (vy, v9) € P.

(P2) Ako je v € P, ako je a = (U, z) holomorfna karta na W takva da je U C 2, iakosup € Ui
r > 0 takvi da je K(z(p),7) C 2(U) i v7(—00) N 271 (S(z(p), 7)) = 0, onda je v*P" € P.

Propozicija 9.4. Neka je W Riemannova ploha, 2 C W otvoren skup, P Perronov skup na € i
a = (U, z) holomorfna karta na W takva da je U C Q. Tada je

P,={voz'; ve P}

Perronov skup na z(U).
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Dokaz: (P1) Neka su fi, fo» € P,. Tada postoje vi,vo € P takve da je f; = vy 0271 i
fo = vy 027 L pa slijedi

max (f1, f2) = max (v; 0 271, vy 0 271) = max (vy,v3) 0 27 € P,.

(P2) Neka je f € P, i K(a,R) C 2(U). Treba dokazati da je f»f € P,. Neka je v € P takva
daje f =voz7t Neka je p=27"'(a). Kako je P Perronov skup na Q, vrijedi v*?% € P. Lako se
vidi da je tada v*Pf o 271 = fof Dakle, f¢f € P,.

Teorem 9.2. Neka je W Riemannova ploha, 2 C W podrucje i P Perronov skup na ). Definiramo
u: Q) — [—o0,+00] sa

u(p) =sup{v(p); ve P}, pe
Tada je ili w € Har () ili je u(p) = +oo Vp € Q.

Dokaz: Dokazimo najprije da je u(p) > —oo Vp € Q. Doista, neka je p € 2 i neka je v € P.
Izaberimo holomorfnu kartu o = (U, z) na W takvu da je p € U C i neka je r > 0 takav da
je K(2(p),r) C 2(U) i v~ Y—o0) N27YS(2(p),r)) = 0. Tada je v*P" € P. Kako je restrikcija te
funkcije na z7'(K(z(p),r)) harmonijska funkcija, to je posebno v*P7"(p) > —oco. Slijedi da je i
u(p) > —oo.

Stavimo sada

A={pe ulp)=4c0} 1 B=Q\A={peQ; ulp) <+oc}.

Dokazimo najprije da je skup A otvoren. Neka je p € A. Neka je a = (U, z) holomorfna karta
na W takva da je
pelU C, z2(p) =0 i 2(U) = K(0,1).

Stavimo
P,={voz'; ve P}

Tada je prema propoziciji 9.4. P, Perronov skup na K(0,1). Stavimo

Uy : K(0,1) — (—o00, +00], ua(C) =sup {f(C); f € V,}.

Ocito je u, = uwo 2zt Imamo u,(0) = u(p) = +oo. Prema Perronovom teoremu 7.2. tada je
ua(¢) = +oo0 V¢ € K(0,1), pa slijedi da je u(q) = +oo Vg € U. Zakljuéujemo da je U C A. Kako
je tocka p € A bila proizvoljna, dokazali smo da je skup A otvoren.

Dokazimo sada da je skup B otvoren i da je u|B € Har(B) ukoliko je B # (). Neka je p € B.
Neka je ponovo o = (U, z) holomorfna karta na W takva da je

pelU CQ, 2(p) =0 i 2(U) = K(0,1)
i definiramo ponovo Perronov skup P, na K(0,1) i funkciju u, : K(0,1) — (—o0, +00] :

Po={vozveP},  wun()=sup{f((); f € Pa}.

Tada je u, = uwo 27!, pa je ua(0) = u(p) < +oo. Prema Perronovom teoremu 7.2. tada je
U, € Har(K(0,1)). Dakle, U C Biwuozt € Har(z(U)). Odatle slijedi da je skup B otvoren i
u|B € Har(B).

Zbog povezanosti €2 slijedi da je ili 2 = A ili 2 = B i time je teorem dokazan.
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Poglavlje 10

Tip Riemannove plohe

Neka je W Riemannova ploha i neka je p € W. Sa P, ozna¢imo skup svih v € Sub(W \ {p}) sa
sljede¢a dva svojstva:

(a) Postoji kompaktan skup K C W takav da je

v(g) =0  vge (W\K)\{p}
(b) Za neku holomorfnu kartu o = (U, z) na W, takvu da je p € U, funkcija

g o) +Inlz(q) —z(p)l, ¢ U\{p},
je odozgo ogranic¢ena na skupu U \ {p}.

Lema 10.1. Neka je v € P, i neka je (V,() holomorfna karta na W takva da je p € V. Postoji
otvorena okolina O C 'V tocke p takva da je funkcija q — v(q) +1In|((q) — ((p)| odozgo ogranicena
na skupu O\ {p}.

Dokaz: Neka je (U, z) holomorfna karta na W za koju vrijedi (b). Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostavljati da je z(p) = ((p) = 0. Nekasu f,g: UNV \ {p} — [—00, +00) definirane
sa

fl=v(g)+Inlz(q)],  g(a) =v(q) +In[C(q)].
Tada je f odozgo ograni¢ena funkcija na U NV \ {p} i

)
z(q)

9(q) = f(q) +1n

Imamo

2(q) z(q)

Holomorfna funkcija oz~ je injektivna, pa prema teoremu 1.14. ta funkcija ima u nuli jednostruku

{0 ¢(q)

nultocku. To znaci da tocka p nije nultocka funkcije ¢ — 5 Odatle slijedi da je funkcija In ﬂ
z z\q

ograni¢ena na nekoj otvorenoj okolini O C U NV tocke p. Tada je funkcija g odozgo ogranicena

na O\ {p}.

Propozicija 10.1. Za Riemannovu plohu W i tocku p € W P, je Perronov skup na W\ {p}.

() _ (CozN)(=()
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Dokaz: Prije svega, skup P, je neprazan jer je ocito 0 € P,

(P1) Neka su vy,v5 € P, 1 v = max (v, v2). Treba dokazati da je v € P,.

(a) Neka su K, Ko C W kompaktni skupovi takvi da je v1(¢) = 0 Vg € (W \ Ky) \ {p} i
ve(q) =0Vq € (W \ K3) \ {p}. Tada je K = K; U K5 kompaktan skup i za

g€ WNK)\{p} = [W\K)\{p} N [(W\ K2) \ {p}]

ocito vrijedi v(q) = 0.

(b) Neka je (U, z) holomorfna karta na W takva da je p € U. Ponovo bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostavljati da je z(p) = 0. Neka su f1, fo, f : U\{p} — [—00, +00) funkcije definirane
sa

filg) =u(@ +Inlz(g)],  falg) = valg) +Inf2(g)],  flg) =vlg) +Inlz(g)], ¢ U\{p}.

Tada je ocito f = max(fi, fo). Budud da su vy,v2 € P,, prema lemi 10.1. postoji otvorena
okolina O C U tocke p takva da su funkcije fi i fo odozgo ogranicene na O\ {p}. Tada je (O, z|O)
holomorfna karta na W, takva da je p € O i funkcija f je odozgo ogranicena na O \ {p}.

Time smo dokazali da je v € P,.

(P2) Neka je v € P, i neka je ¢ € W\ {p}. Izaberimo holomorfnu kartu g = (V,() na W
takvu da je ¢ € V. C W\ {p} (posebno, p € V). Stavimo a = ((gq). Neka je r > 0 takav da je
K(a,r) C ¢(V)idaje (TY(S(a,7)) N vl (—o0) = (. Tada znamo da je v*9" € Sub(W \ {p}).
Treba dokazati da je v4" € P,.

(a) Neka je K kompaktan podskup od W takav da je v(p') =0 Vp' € (W \ K) \ {p}. Tada je
L =KUC(YK(a,r)) kompaktan podskup od W i vrijedi v>¢"(p') = 0 Vp' € (W \ L) \ {p}.

(b) Neka je (U, z) holomorfna karta na W takva da je p € U. Ponovo bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je z(p) = 0, a takoder i da je UNV =0 (jer p € V). Neka je O C U
otvorena okolina tocke p takva da je funkcija f: O\ {p} — [—o0, +00), zadana sa

f@) =o@) +Inlz(p|, p €O\p,

odozgo ograni¢ena. Medutim, na skupu U \ {p} vrijedi v%¢" = v, dakle ujedno je

f) =070 +Inlz(p'], P eO\{p}

Time je dokazano da je v*9" € P,.
Buduéi da P, zadovoljava uvjete (P1) i (P2), P, je Perronov skup na W \ {p}.

Za Riemannovu plohu W i za p € W stavimo

9(q) =sup{v(q); v € B}, g€ W\ {p}.

Prema teoremu 9.2. ili je g, € Har(W \ {p}), i tada se g, zove Greenova funkcija plohe W
u odnosu na tocku p, ili je g, = +oo svuda na W\ {p}, a tada kazemo da ploha I nema
Greenovu funkciju u odnosu na tocku p.

Propozicija 10.2. Pretpostavimo da Riemannova ploha W ima Greenovu funkciju u odnosu na
neku tocku p € W.

(a) gp(q) >0 Vqge W\ {p}

(b) Vrijedi lim g,(q) = 4+00. Posebno, funkcija g, nije konstantna.
q—p
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Dokaz: (b) Neka je (U, z) holomorfna karta na W takva da je
pelU,  zp)=0, =2(U)=K(02).
Definiramo funkciju v : W\ {p} — R sa

—In|z(q)]  akoje g€ z7'(K(0,1))\ {p}
v(g) =
0 ako je g € W\ 271 (K(0,1)).
Za ¢ € K(0,2) je (voz71)(¢) = max (—In|¢|,0). Dakle, funkcija v je subharmonijska na U \ {p}.
Takoder, ta je funkcija subharmonijska na W \ z7}(K(0,1)) (jer je tu jednaka nuli). Dakle,
v € Sub(W \ {p}). Funkcija v ocito zadovoljava uvjete (a) i (b) iz definicije Perronovog skupa P,.
Dakle, v € P,. Prema tome,

9(q) > —Inz(q)|  Vgez'(K(0,1))\{p}.

Bududi da je

lim In |2(q)| = —o0,
q—p

slijedi
lim g, (¢) = 4-o00.
q—p
(a) Imamo 0 € P,, pa vrijedi g,(¢q) > 0 Vg € W \ {p}. Kad bi za neko ¢ € W \ {p} bilo
9p(q) = 0, tada bi harmonijska (a time i subharmonijska) funkcija —g, poprimala svoj supremum
na W\ {p}, pa bi prema propoziciji 9.3. ta funkcija bila konstantna. No to je isklju¢eno zbog (b).

Korolar 10.1. Neka je W kompaktna Riemannova ploha. Tada ne postoji Greenova funkcija od
W u odnosu ni na jednu tocku p € W.

Dokaz: Pretpostavimo da za neku tocku p € W postoji Greenova funkcija g, od W u odnosu
na p. Bududi da je
lim g, (¢) = +00
q—p

postoji otvorena okolina O tocke p i tocka ¢’ € W\ O takve da vrijedi
9(0') > gp(d) VP € O\{p}.

Skup W\ O je kompaktan, pa postoji tocka ¢ € W \ O takva da je
g(@) < gpl@) Yo e WA O.

Tada je
—0p(q) = —gp(q1) Vg € W\ {p}.

Prema propoziciji 9.3. subharmonijska funkcija —g, na W\ {p} je konstantna. No to je suprotno
tvrdnji (b) propozicije 10.2.

Neka je W nekompaktna Riemannova ploha i K’ C W kompaktan skup s nepraznom nutrinom
takav da je njegov komplement W\ K povezan. Oznac¢imo sa Py skup svih funkcija v € Sub(W\ K)
sa sljedeca dva svojstva:

(a) v(g) <1 Vge W\ K.
(b) Ve > 0 postoji kompaktan skup K. u W, koji sadrzi skup K, takav da je v(q) < e Vq € W\ K..
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Propozicija 10.3. Neka je W nekompakina Riemannova ploha i neka je K kompaktan podskup
od W s nepraznom nutrinom takav da je njegov komplement W\ K povezan. Tada je Pk Perronov

skup na W\ K.

Dokaz: Imamo 0 € Py, dakle, Py # 0.
(P1) Ocito vrijedi
vy, V9 € Py - max (v, v9) € Pk.

(P2) Neka je v € P ip € W\ K. Neka je o = (U, z) holomorfna karta na W takva da je
peUCW\K (dakle, UNn K = (}). Neka je a = z(p) i neka je r > 0 takav da je K(a,r) C z(U)
i daje 271(S(a,7)) Nv~!(—00) = 0. Treba jo§ dokazati da je tada v*P" € P.

(a) Zbog propozicije 9.2. v < 1 povlaci v®P" < 1*P7 = 1.

(b) Neka je € > 01 neka je K. O K kompaktan skup takav da vrijedi v(q) < e Vg € W\ K..
Stavimo K! = K. U 27 Y(K(a,r)) — to je kompaktan skup u W koji sadrzi K. Na njegovom
komplementu funkcija v®*P" se podudara s funkcijom v, pa vrijedi v*?"(q) < e Vg€ W \ K_.

Dakle je v*P" € Py.

Propozicija 10.4. Neka je W nekompaktna Riemannova ploha i K kompaktan podskup od W
s mepraznom nutrinom tekav da je njegov komplement W \ K povezan. Definiramo funkciju
ug € Har(W \ K) sa

ug(q) =sup{v(q); v € P}, qge W\ K.
Tada vrijedi ug(q) >0 Vge W\ K.

Dokaz: Imamo 0 € P, pa je ug(q) > 0 Vq € W\ K. Dovoljno je dokazati da postoji v € Pk
takva da je v(p) > 0 za neku tocku p € W \ K. Doista, tada je —ug(q) < 0Vqg € W\ K i
—ug(p) < 0. Kad bi za neku tocku g € W\ K bilo —ug(q) = 0, iz propozicije 9.3. bi slijedilo da
je —ug(q) =0Vq e W\ K, a to je u suprotnosti sa —ux(p) < 0.

Neka je (U, z) holomorfna karta na W takva da je

2(U)=K(0,3), 2 Y(K(0,1)CK, 2z '(K(0,2)¢ZK.
Neka je p tocka iz nutrine skupa K takva da je z(p) = 0. Definiramo v : W \ K — R na sljedeéi

nacin:
In [2(q)|

1—
In2

W ako je g € (W\ K)Nz71(K(0,2))
v(q) =
0 ako je g € (W\ K)\ 271(K(0,2)).

Tada je 0 < v < 1iv = 0 izvan kompaktnog skupa K U z~'(K(0,2)). Na otvorenom skupu

1
U= (W\K)nz'K(0,3)) imamo

EC]

v|U = max (0, v1), gdje je v(q) = 2

Bududi da je funkcija v; harmonijska, ona je i subharmonijska, pa je i funkcija v|U subharmonijska.
Na otvorenom skupu U; = (W \ K) \ z7}(K(0,2)) je v|U; = 0, dakle, takoder subharmonijska.
Kako je W\ K = U U U, zakljucujemo da je funkcija v subharmonijska. Uvjeti u definiciji
Perronovog skupa Px ocito su za funkciju v zadovoljeni, pa slijedi da je v € Pg. Napokon, za

q € 271K(0,2))N (W \ K) # 0 vrijedi v(q) > 0.

Prema tome, za svaku tocku ¢ € W\ K vrijedi 0 < u(q) < 1. Zbog teorema 9.2. imamo sljedeée
dvije mogucénosti:
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(1) ug(q) =1 Vg e W\ K; tada kazemo da ploha W nema harmonijsku mjeru u odnosu
na K.

(2) 0 <u(q) <1VW\ K; tada se funkcija ugx zove harmonijska mjera plohe W u odnosu
na K.

Neka je W nekompaktna Riemannova ploha i neka je K neprazan kompaktan podskup od W.
Kazemo da princip maksimuma vrijedi na W \ K ako je ispunjen sljededi uvjet:

(M) Ako je u € Sub(W \ K) odozgo ograni¢ena i ako za svako € > 0 postoji okolina O od K u
W takva da je u(q) < e Vg € O\ K, tada je u(q) <0 Vg e W\ K.

Teorem 10.1. Neka je W nekompaktna Riemannova ploha. Tada je sljedeéih Sest svojstava
medusobno ekvivalentno:

(a) Za neku tocku p € W postoji Greenova funkcija od W u odnosu na p.
(b) Za svaku tocku p € W postoji Greenova funkcija od W u odnosu na p.

(¢) Za neki kompaktan podskup K od W s nepraznom nutrinom, ¢iji je komplement W\ K
povezan, postogi harmonijska mjera od W u odnosu na K.

(d) Za svaki kompaktan podskup K od W s nepraznom nutrinom, ¢iji je komplement W \ K
povezan, postogi harmonijska mjera od W u odnosu na K.

(e) Za neki neprazan kompaktan podskup K od W ne vrijedi princip maksimuma na W\ K.
(f) Za svaki neprazan kompaktan podskup K od W ne vrijedi princip maksimuma na W\ K.
Dokaz: Za p € W sa (G)) ozna¢imo svojstvo:

(Gp) Postoji Greenova funkcija od W u odnosu na p.

povezan, sa (Hg) ozna¢imo tvrdnju:

(Hg) Postoji harmonijska mjera od W u odnosu na K.

Napokon, za neprazan kompaktan podskup K od W sa (Mk) oznacimo tvrdnju:
(My) Princip maksimuma ne vrijedi na W\ K.

Teorem ¢e biti dokazan, ako dokazemo sljedece tri tvrdnje:

(1) Ako je K neprazan kompaktan podskup od W i ako je p € K, onda vrijedi implikacija
(Gp) = (M)

(17) Ako su K i L kompaktni podskupovi od W, takvi da je nutrina od L neprazna, zatim da je
skup W'\ L povezan i da je K # () onda vrijedi implikacija (My) = (Hp).

(1ii) Ako je K kompaktan podskup od W s povezanim komplementom W \ K, i ako je p tocka iz
nutrine skupa K, onda vrijedi implikacijo (Hyx) = (G)).
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Dokaz (i). Neka je K neprazan kompaktan podskup od W i p € K. Pretpostavimo da vrijedi
(G,). Stavimo

m = max {—g,(q); ¢ € K\ {p}}.
Zbog propozicije 10.2. imamo m < 0. Definiramo funkciju v : W\ K — R sa

u(q) = —m —gp(q), q€W\K.

Tada je u € Har(W \ K), dakle i u € Sub(W \ K), i odozgo je ograni¢ena. Dokazimo da za svako
e > 0 postoji otvorena okolina O skupa K takva da je u(q) < e Vg € O\ K. Doista, neka je ¢ > 0.
Za q € K \ {p} neka je O, otvorena okolina tocke ¢ in W'\ {p} takva da je

—9p(¢) <m+e V¢ €O,
Neka je O, otvorena okolina tocke p u W takva da vrijedi

—gp(q) <m+e V¢ €O,\{p}.

o=\]Jo,

qgeK

Tada je

otvorena okolina od K u W i vrijedi
u(g)<e VgeO\K.

Pretpostavimo sada da (Mg) ne vrijedi, tj. da princip maksimuma vrijedi na skupu W \ K.
Tada slijedi u(q) <0 Vg € W\ K. Dakle je —g,(q) < m Vg € W\ K. No tada je

m = max {—g,(q); ¢ € W\ {p}}.

Odatle i iz propozicije 9.3. subharmonijska funkcija —g, je konstantna, suprotno tvrdnji (b)
propozicije 10.2. Ova kontradikcija pokazuje da vrijedi (Mk).

Dokaz (ii) Neka je K neprazan kompaktan podskup od W i neka je L kompaktan podskup
od W s nepraznom nutrinom i s povezanim komplementom W \ L. Pretpostavimo da (Hp) ne
stoji, tj. da je up = 1. Dokazat ¢emo da tada (M) ne stoji, tj. da princip maksimuma vrijedi na
skupu W\ K.

Najprije pretpostavimo da je L C K. Neka je u € Sub(W \ K) odozgo ogranic¢ena i neka za
svako € > 0 postoji otvorena okolina O od K u W takva da je

u(g)<e VgeO\K.

Treba dokazati da je tada u < 0. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je u < 1
(ako nije tako, podijelimo funkciju u s njenim supremumom na skupu W\ K). Neka je v € Py.
Tvrdimo da je tada

v(g) +u(g) <1 Vge W\ K.

Neka je € > 0 proizvoljno. Neka je K; kompaktna okolina skupa K takva da je
u(q) <e Vg€ K\ K.
Neka je O otvorena okolina od K; s kompaktnim zatvaracem, takva da je

v(g)<e YgeW\O.
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Stavimo U = O\ K. To je otvoren skup u W s kompaktnim zatvaracem C. Neka je S = 0U = C\U.
Lako se vidi da je tada
SC(W\O)U (K;\ K).

Neka je f = (v+u)|C. Tada je f: C' — [—00, +00) neprekidna funkcija i f|U € Sub(U). Neka je
s € S. Ako je s € W\ O imamo v(s) < g, pa je f(s) <1+e. Ako je s € K; \ K imamo u(s) < ¢,
pa je opet f(s) <1+ e. Sada iz propozicije 9.3. slijedi

flg)<1+e¢ VgeU=0\K;.
Dakle, dokazali smo da je
v(g)+u(q) <1l+e Vge O\ K.
Zaqe W\ O jewv(q) <e, pa je takoder
v(g)+ulg) <l+e VYgeW\O.
Za g€ K;\ K jeu(q) < e, paimamo i
v(g)+ulg) <1l+e Vge K\ K.
Iz dokazanih triju nejednakosti slijedi
v(g) +ulg) <l4+e Vge W\K.
Kako je € > 0 bilo proizvoljno, dobivamo
v(g) +ulg) <1 Vge W\ K.
Neka je g € W\ K ie > 0. Imamo
1=uy(q) =sup{v(q); v € P},
pa postoji funkcija v € Py, takva da je v(q) > 1 — €. Slijedi
u(g) <1—-w(g) <e.

Bududi da je € > 0 bilo prozvoljno, slijedi u(gq) < 0. Time je dokazano da u slu¢aju L C K princip
maksimuma vrijedi na skupu W \ K.

Neka su sada K i L proizvoljni. Neka je M kompaktan podskup od W takav da je K U L
sadrzan u nutrini od M. Neka je funkcija v € Sub(W \ K) odozgo ogranicena i takva da za svako
£ > 0 postoji otvorena okolina O od K u W takva da je u(q) < e Vg € O\ K. Treba dokazati da
je tada u < 0.

Prema prvom dijelu dokaza princip maksimuma vrijedi na skupu W\ M. Prema tome, ako je

m = max {u(p); p € M \ Int(M)},
tada vrijedi
u(qg) <m Vg e W\ M.

Pretpostavimo da je m > 0. Prema korolaru 9.1. vrijedi u(q) < m Vq € M \ K. Dakle, funkcija u
dostize svoj supremum, pa je prema propoziciji 9.3. funkcija u konstanta > 0 na nekoj komponenti
povezanosti skupa W\ K (na onoj na kojoj funkcija u poprima vrijednost m). No to je u suprotnosti
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s pretpostavljenim ponasanjem funkcije u u okolini od K, jer svaka okolina od K sijece svaku
komponentu skupa W \ K. Time je dokazano da je m < 0.

Neka je € > 0. Neka je K; kompaktna okolina skupa K sadrzana u nutrini Int(M) skupa M,
takva da je u(q) < e Vq € K; \ K. Neka je U = Int(M) \ K;. To je otvoren skup u W. Nadalje,
zatvara¢ C' = Cl(U) skupa U je kompaktan i za skup S = C'\ U vrijedi

S C (K, \ K)U (M \ Int(M)).

Funkcija u|C' je neprekidna, u|U € Sub(U) i u|S < e. Prema korolaru 9.1. tada vrijedi u|U < e.
Prema tome vrijedi u|(M \ K) < e. Kako je ¢ > 0 bilo proizvoljno, zaklju¢ujemo da vrijedi
u|(M \ K) < 0. Medutim, otprije znamo da je u|(W \ M) < 0. Dakle je u < 0. Time je dokazano
da princip maksimuma vrijedi na skupu W\ K.

Dokaz (iii) Neka je K kompaktan podskup od W ¢iji je komplement W \ K povezan i neka
je p tocka iz nutrine skupa K. Pretpostavimo da vrijedi (Hg), tj. ux(q) < 1Vq € W\ K. Treba
dokazati da tada vrijedi G,), tj. da postoji Greenova funkcija od W u odnosu na tocku p.

Neka je (U, z) holomorfna karta na W takva da je U \ K, z2(U) = K(0,3), p € U, z(p) = 0.
Stavimo

Uy =z Y(K(0,1)), K, =2"YK(0,1)) = Cl(U,), S; = 271(8(0,1)) = K, \ Uy,

Up=2"1(K(0,2)),  Kp=2'(K(0,2)) =Ci(lh), 8 =2""(5(0,2) =Kz \ U
Ocito vrijedi
{ol(W\ K); v € P, } C Pg.
Dakle, vrijedi
uk, (q) < ug(q) Vge W\ K.

Prema tome, vrijedi (Hk, ).
Tvrdimo da vrijedi

lim U =1 vp' € S;.
g—p' €W\ K K (Q) p 1

Da to dokazemo, definiramo v : W\ K; — R sa

| nl=(a)]
v(q) = o2
0 g€ W\ Us.

qEUQ\Kl

Kao u dokazu propozicije 10.4. slijedi da je v € Pg,. Sada je

lim  wv(g) =1 vp' € 8.
q—p',gEW\K1

Bududi da je v < ug, < 1, odatle slijedi

lim  ug,(¢)=1 Vp' €S
q—p',gEW\K1

Prema tome, funkciju ug, mozemo prosiriti do neprekidne funkcije W — R stavivsi ug, (¢) = 1
Vq S Kl.
Neka je v € P,. Stavimo

vt = max (v, 0) i a = max vt > 0.
1
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Tvrdimo da vrijedi

(q) <aug,(q)  Yge W\ K. (1)

Neka je O otvorena okolina od K; s kompaktnim zatvaracem takva da je v7(q) =0 Vg€ W\ O.
Tada je ocito

v

vi(g) Saug,(q)  VYge W\O. (2)
Buduéi da je ug,(¢) = 1 Vq € S1, pa vrijedi
vi(q) Sauk(q) Vg€ S (3)

Neka je U = O\ K;. Tada je skup U otvoren, njegov zatvara¢ C' = CIl(U) je kompaktan i vrijedi
S=C\UCSUW\O0,). (4)

Imamo vH|U € Sub(U) i auk, € H(U). Nadalje, funkcije v*|C i aug,|C su neprekidne i prema
(2), (3) 1 (4) vrijedi v"|S < aug,|S. Zbog korolara 9.1. slijedi v1|U < aug,|U, tj. (1) vrijedi na
skupu U = O\ K;. Odatle i iz (2) slijedi da (1) vrijedi na ¢itavom W \ Kj.

Iz (1) slijedi

max v < max v - max ug,. (5)
Sa S1 Sa

Promotrimo sada funkciju K \ {p} — R, ¢ — v*(¢) + 2In|z(q)|. Ona je neprekidna, odozgo
ogranicena i subharmonijska na skupu Us \ {p}. Prema korolaru 9.1. maksimum joj se dostize na
rubu S;. Prema tome je

max {v"(q) +2In|z(q)|; ¢ € S1} < max{v'(q) +2In|z(q)|; ¢ € Ss},

odnosno,
maxvt < maxovt + 21n 2.
S1 S
Odatle i iz (5) slijedi
max v’ < 2In 2 + maxv’ - maxug,.
S1 S1 Sa
Buducdi da je max ug, < 1, nalazimo
2
2In 2
max v’ < _cne
S 1 — maxug,
Sa
Kako je v > v, odatle slijedi
2ln 2
() < ————— <400 Vge S

1 -maxug,
Sa

Bududi da je funkcija v € P, bila proizvoljna, slijedi g,(¢) < 400 Vg € S;. Time je dokazano da
vrijedi (Gp).

Neka je W Riemannova ploha. W se zove hiperbolicka ako je nekompaktna i ima svojstva iz
teorema 10.1., a paraboli¢ka ako je nekompaktna i nema svojstva iz teorema 10.1. Na taj nacin
sve smo Riemannove plohe podijelili u tri tipa: kompaktne, hiperboli¢ke i parabolicke.

Propozicija 10.5. Neka je W parabolicka Riemannova ploha i neka je funkcija w € Har(W)
nekonstantna. Tada je

sup{u(p); p € W} =400 i inf {u(p); p e W} = —o0.
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Dokaz: Pretpostavimo da je u odozgo ograni¢ena. Neka su p,q € W, p # ¢. Primjena prin-
cipa maksimuma na W\ {p} daje u(q) < u(p). Analogno, princip maksimuma na W \ {¢q} daje
u(p) < u(q). Dakle je u(p) = u(q). Kako su tocke p i ¢ bile proizvoljne, zaklju¢ujemo da je funkcija
u konstantna. No to je suprotno pretpostavci, pa ta kontradikcija dokazuje da funkcija u nije
odozgo ogranicena. Analogno, funkcija —u nije odozgo ogranicena, dakle u nije odozdo ogranicena.

Proucit ¢emo sada poblize svojstva Greenove funkcije na hiperboli¢koj plohi. U tu svrhu treba
nam sljedec¢a ¢injenica o neuklonjivim izoliranim singularitetima holomorfnih funkcija:

Lema 10.2. Neka je tocka a € C pol ili bitni singularitet funkcije f. Tada je tocka a bitni
singularitet funkcije z — e/(?).

Dokaz: Pretpostavimo da je a bitni singularitet funkcije f. Neka je d > 01« € C* = C\ {0}.
Neka je 3 € C takav da je a = e®. Prema teoremu 2.2. skup f(K*(a,d)) je gust u C, pa postoji
niz (z,) u K*(a,d) takav da je

6= llm f(zn).

Tada za funkciju g = e/ vrijedi

n—oo

Time je dokazano da je g(K*(a,d)) gusto u C pa slijedi da je tocka a bitni singularitet funkcije g.
Pretpostavimo sada da je tocka a pol funkcije f reda m € N. Tada za neki § > 0, za neku
holomorfnu funkciju fy na krugu K(a,d) i za neke by, ..., b, € C (b,, # 0) vrijedi

m bn
f(z):fo(z)—l-zin, z € K(a,0).
“—~(z—a)
Sada je
—b 1
g(z) = ef(z) = go(z) . e% . e(z—2a)2 .. .e(zza)m’ 90(2) — efO(Z)'

Funkcija go je holomorfna na K(a,d) i go(z) # 0 Vz € K(a,d). Prema tome, funkcija h = g je
9o
holomorfna na K*(a, ). Pretpostavimo da je a uklonjiv singularitet ili pol funkcije g. Tada je a

uklonjiv singularitet ili pol funkcije h. No to je nemoguce, jer je prema gornjoj formuli Laurentov
razvoj funkcije h na K*(a,d) dan sa

bnlbn2 n

E E E ‘ (Z o a)fn172n27---fmnm’
n n

n1=0n9=0 L 2

dakle, taj razvoj ima beskonacno mnogo negativnih potencija.

Za izolirani singularitet harmonijske funkcije na Riemannovoj plohi vrijedi analogon teorema
2.1:

Propozicija 10.6. Neka je W Riemannova ploha, U C W otvoren skup, p € U iu € Har(U\{p}).
Pretpostavimo da postoji otvorena okolina O C U tocke p takva da je restrikcija u|(O \ {p})
ogranicena. Tada postoji ug € Har(U) takva da je u = uo|(U \ {p}).

Dokaz: Pomoc¢u holomorfne karte propozicija se svodi na situaciju W = U = O = K(0,1)
ip=0.Stavimo D = K(0,1), D* = K*(0,1). Imamo ogranic¢enu funkciju v € Har(D*). Treba
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dokazati da postoji ug € Har(D) takva da je ug|D* = u.
Neka je E desna poluravnina

E ={z€C; Rez > 0}.

Tada je ¢ : E — D*, ¢(z) = e, natkrivanje. Lako se vidi da funkcija f; € H(FE) ima oblik fjo¢
za neku f € H(D*) ako i samo ako vrijedi fi(z + 27i) = fi(2) Vz € E. Definiramo u; € Har(F)
sa u; = uoy. F je jednostavno povezano podrucje pa po propoziciji 6.1. postoji f1 € H(E) takva
da je u; =Re f1. Stavimo fo(2) = fi(z + 2mi). Tada je Re fo(z) = ui(z + 27mi) = uy(2). Prema
propoziciji 6.1. postoji ¢ € R takav da je fo = f; 4+ 2mic. Dakle,

fi(z 4+ 2mi) = fi(2) + 2mic  Vz € E.
Definiramo ¢, € H(E) sa g1(z) = fi1(z) — cz. Tada je
g1(z + 2mi) = ¢1(2) Vz e E.
Stoga postoji g € H(D*) takva da je g1 = g o p. Tada je
Reg(z) = u(z) + cln|z] Vz e D*.
Doista, neka je ¢ = £ +in € F takva da je z = ¢(¢) = e~¢. Imamo tada

u(z) = ur(C) = Re f1(¢) = Re[g1(¢) + «¢] = Reg(2) + ¢§ = Reg(z) — cIn |z,

Definiramo sada G € H(D*) sa
G(z) = e9 z € D"
Pretpostavimo da 0 nije uklonjiv singularitet funkcije g. Prema lemi 10.2. tada je 0 bitni singu-

laritet funkcije G. Medutim,
G2)| = ) = O

Funkcija u je po pretpostavci ogranicena na D*, pa je i funkcija e* ogranicena na D*. Ako je ¢ < 0,
tada je
lim |G(z)| = 400

z—0

a to je nemoguce jer je 0 bitni singularitet funkcije G. Ako je ¢ > 0, tada je funkcija G ogranicena
na D*, sto je takoder nemogucée. Na taj nacin zakljuc¢ujemo da funkcija g ima uklonjiv singularitet
u 0. Dakle, g = go| D* za neku funkciju go € H(D). Sada zaklju¢ujenmo da ne moze biti ¢ # 0, jer
je

lir%\G(z)\ = efte9©® ¢ (0, 4-00).

Dakle, ¢ = 0, tj. u =Reg. Stavimo li ug =Re gy, tada je ug € Har(D) i ug|D* = u.
Sada smo u mogucnosti precizno opisati ponasanje Greenove funkcije g, u blizini tocke p.

Propozicija 10.7. Neka je W hiperbolicka Riemannova ploha, p € W, (U, z) holomorfna karta
na W takva da je p € U i z(p) = 0. Postoji funkcija w € Har(U) takva da je

9p(q) +In2(q)] =ulg)  Vge U\ {p}.
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Dokaz: Neka je v € P, i € > 0. Promotrimo neprekidnu funkciju ¢ : U \ {p} — [—00, +00)
definiranu sa

W) =v(@) + (1 +e)nz(g)l, g U\{p}
Tada je funkcija ¢ subharmonijska na U \ {p} i vrijedi

lim 1(q) = —oo.

Prema tome, za svaki kompaktan podskup K C U restrikcija ¢|(K \ {p}) je odozgo ogranicena.
Neka su 0 < < ry takvi da je K(0,ry) C z(U). Iz propozicije 9.3. sada slijedi da je

max {1(q); q € 27 (K(0,15))} = max {¢(q); ¢ € 27 '(S(0,72))}.

Odatle slijedi
max {¢(q); [2(q)| = r} < max{y(q); |2(q)] = 72},

odnosno,
max {v(q); |2(¢)| =r1} + (1 +¢e)Inr; <max{v(q); |2(q)] =r2} + (1 +¢)In ro.
To vrijedi za svako € > 0, pa slijedi
max {v(q); |z(q)] = 1} +In ri <max{v(q); |2(q)] = r2} +1In 7.
Definiramo funkciju realne varijable r +— pu(r) sa
p(r) = max {g,(q); |2(q)| =r}, gdje je r > 0 takav da je K(0,7) C 2(U).

Domena te funkcije je ili (0,4o00) ili (0, R) za neki R > 0. Buduéi da je Greenova funkcija g,
definirana kao supremum funkcija v € P,, iz dokazanog slijedi da je funkcija

r—p(r)+nr

neopadajuc¢a. Prema tome, postoji otvorena okolina O C U tocke p takva da je funkcija

q+ gp(q) +1n [2(q)]

odozgo ograni¢ena na O \ {p}. B
Fiksirajmo sada r > 0 tako da je K(0,7) C z(U) i neka je v: W\ {p} — [—00, +00) funkcija

definirana sa
Inr—1n|2(q)]  akojeq ez (K(0,r)\ {p}

v(g) =
0 ako je g € W\ 271 (K(0,7)).

Lako se vidi da je v € F,. Slijedi

gp(a) =Inr—1In|z(q)] Vg€ (K(0,r)\ {p},

odnosno,
gp(q) +1n [2(q)] > r Vg€ 27 (K(0,7))\ {p}.

Prema tome, O mozemo odabrati tako da je funkcija ¢ — g,(¢) +1n |2(¢)| i odozdo ograni¢ena na
O\ {p}. Sada tvrdnja slijedi iz propozicije 10.6.

Zadatak 10.1. Dokazite da je C parabolicka Riemannova ploha.



113

Uputa: Dokazite da je za bilo koji r > 0 sa

zadana funkcija v, € Py. Dokazite da odatle slijedi da je go(1) = +o0.
Zadatak 10.2. Dokazite da su K(0,1) i E = {z € C; Rez > 0} hiperbolicke Riemannove plohe.

Uputa: Stavimo K* = K*(0,1) = K(0,1) \ {0} i definiramo u : K* — R sa u(z) = In|z| + 1.
Koristeci tu funkciju dokazite da na K* ne vrijedi princip maksimuma. Napokon, konstruirajte

Mébiusovu transformaciju w koja je izomorfizam Riemannove plohe K (0, 1) na Riemannovu plohu
E.
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Poglavlje 11

Parabolicke i kompaktne Riemannove
plohe

Vazna sredstva za proucavanje Riemannovih ploha su Greenove funkcije, a takoder harmonijske
mjere. Medutim, ta sredstva su nam na raspolaganju samo ako se radi o hiperbolickoj Riemannovoj
plohi. U ovom poglavlju konstruirat ¢emo neke korisne funkcije na parabolickim i kompaktnim
Riemannovim plohama.

Teorem 11.1. Neka je W parabolicka ili kompaktna Riemannova ploha, p € W i a = (U, 2)
holomorfna karta na W takva da je p € U. Postoji jedna i samo jedna funkcija u, o, € Har(W\{p})
takva da vrijedi:

(a) Za svaku okolinu O tocke p, restrikcija u,o|(W \ O) je ogranicena.

(b) Vrijedi

1
lim |upo(q) — Re ———| = 0.
25 el R )

Da bismo ovaj teorem dokazali, dokazat ¢emo najprije niz lema, koje zapravo predstavljaju
konstrukeiju funkcije w,, 4.

Neka je W parabolicka ili kompaktna Riemannova ploha i p € W i neka je a = (U, z) holo-
morfna karta na W takva da je p € U. U toj situaciji za svaki p > 0 takav da je K(z(p),p) C z(U)
stavljamo

Kpop= Zﬁl(K(Z(p)ap»v Kpap = C( pap> Zﬁl(?(z(p)ap))a

Spap—aKpap—Kpap\ p,o,p T Zﬁl(S(Z(p)ap))'

Nadalje, uz te oznake definiramo P, , , kao skup svih funkcija v € Sub(W \ K, ) sa sljedeca dva
svojstva:

(a) Funkcija v je odozgo ogranicena.

(b) Za svako € > 0 postoji okolina O od K, ,, u U takva da vrijedi

qge O\ Fp@,p = v(q) — Re

115
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Napomenimo da se niSta ne gubi na opcenitosti, ali se dobiva na jednostavnosti zapisa, ako
u daljnjim razmatranjima pretpostavljamo da je z(p) = 0; tu situaciju iz opée dobivamo jednos-
tavnom zamjenom koordinatne funkcije z s novom koordinatnom funkcijom g — z(q) — z(p). Uz
dodatnu pretpostavku z(p) = 0 nase definicije postaju: za p > 0 takav da je K (0, p) C z(U) je

szaap = 2_1(K(07 p))7 Fp,a,p = Cl(Kp,a,p) = 2_1(F(O, ,0)),

Spayp = 0Kpa,p = _p,oz,p \ Kpap= 2_1(5(07 p))-
Nadalje, tada je P, , skup svih funkcija v € Sub(W \ K, ) sa sljedeéa dva svojstva:

(a) Funkcija v je odozgo ogranicena.

(b) Za svako € > 0 postoji okolina O od K, ,, u U takva da vrijedi

— 1
g€ O\ Kpa, = v(q) —Re —= <e.

2(q)

Lema 11.1. P, , je Perronov skup na W\ K.,

1
Dokaz: Kao sto smo spomenuli, pretpostavljat ¢emo da je z(p) = 0. Svaka konstanta < ——
P
je ocigledno element od P, , ,, dakle je P, , # 0.

(P1) Ako funkcije vy i vy zadovoljavaju uvjete (a) i (b) onda te uvjete o¢ito zadovoljava i
funkcija max (vq, vy). Dakle,

U1,V2 € Ppop = max (v1,v2) € Ppap-

(P2) Neka je v € Pyo,iqr € W\ Kpq,ineka je oy = (Uy, z1) holomorfna karta na W takva
dajequ e Uy CW\ K, ., Stavimo a = z1(¢1). Neka je r > 0 takav da je
K(a,r) C 2(Uy) i 271 (S(a,m))Nv(—o0) =0
1 formirajmo funkciju 0", Treba jos dokazati da je v**" € By, ,.

(a) Funkcija v®+97 |27 (K (a, 7)) je neprekidna, a kako je skup 2 (K (a,r)) kompaktan, ta je
funkcija odozgo ogranicena. Na komplementu od 2, ' (K (a,r)) funkcije v i v*%" se podudaraju,
pa je i tamo funkcija v**%" odozgo ogranicena. Dakle, funkcija v je odozgo ogranicena na
WA\ Kpap B

(b) Neka je € > 0. Neka je O okolina od K, , u U takva da vrijedi

— 1
g€ O\ Kpa, = v(q) —Re —= <e.

2(q)

Imamo K, N 2z '(K(a,r)) = 0, pa mozemo pretpostaviti da smo izabrali okolinu O dovoljno
malu da bude O N zfl(K(a_,r)) = (). Kako se funkcije v i v**®@" podudaraju izvan z; (K (a,r)),
one se podudaraju na O \ K, ,,, pa nalazimo da vrijedi

q€O\K,a, = ¥ (g) — Re— < e.

L
Dakle, vrijedi v*%" € P, ,.

Time je dokazano da je P, , Perronov skup na W\ K, .

Uz uvedene oznake stavimo

Up,ap(q) = sup{v(q); v € Ppayp}, qEWN\Kpa,

Tada znamo da je ili u, 4, = +00 ili je upa, € Har(W\ Kpa.,).
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Lema 11.2. Neka je W parabolicka ili kompakina Riemannova ploha. Tada je svaka od funkcija
Up.a,p harmonijska © ogranicena. Stovise, vrijeds

1 1 —
- S up,a,p(Q) S vq S w \ vaavp'

p p
Dokaz: Neka je € > 0 i neka je v € P, ,. Izaberimo okolinu O skupa K, , u U takvu da
vrijedi

— 1
g€ O\ Ky, = v(q) < e+ Re—.
\ p,a,p ( ) Z(q)
Zasvaki q € U\ Kpa, 2 O\ Kpa, e |2(q)] > p, dakle vrijedi
— 1
€O\ Kpa, — v(g) <e+-. (%)

p

Pretpostavimo najprije da je ploha W parabolicka. Funkcija v € P, 4, je odozgo ogranicena
pa po principu maksimuma na W\ K, , iz () slijedi

1 —
U(Q) S ; Vq cW \ Kp,a,p'
To vrijedi za svaku funkciju v € P, . ,. Dakle, funkcija w, o , je harmonijska i vrijedi
1 —
up,a,p(Q) S ; vq eWw \ Kp,a,p-

Neka je sada ploha W kompaktna. Tada mozemo uzeti da je okolina O kompaktna. Stavimo
Q=W\0O, K=Cl(Q),00=K\QCQ0O. Tada je prema (x)

v(q) Ss—k% Vg € 09,
a kako je K = Cl(2) kompaktan skup, iz korolara 9.1. slijedi da je
v(q) <e+ % Vg € Q. (%)
Buduéi da je QUO =W, to je QU (O\ Kpap) =W\ Kpap Da zbog (x) i (%) imamo
v(g) <e+ % Ve W\ Kpa, i Y0EP,q,

Stoga je
1 _
Upap(q) < e+ p Vge W\ K,

Medutim, € > 0 je bio proizvoljan, pa zakljucujemo da vrijedi
1 —
up,a,p(Q) S ; vq € w \ Kp,a,p-

Time je desna nejednakost u tvrdnji leme dokazana i za parabolicku i za kompaktnu Riemannovu

plohu W.

1
Napokon, buduéi da je konstanta —— ocito element Perronovog skupa P, ,, slijedi i
p

1 —
up,oz,p(q) Z _; Vq ew \ Kp=a7p'
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Lema 11.3. Neka je f : Spa, — R neprekidna funkcija. Postoji ogranicena neprekidna funkcija
v:WN\ Ko, — R, takva da je v|(W\ Kpa,) € Sub(W\ Kpa,) i 0|Spa, = f.
Dokaz: Stavimo
Q==(U),  fi=fo1:8(0.0) =R, m=—min{fi(z); € 50,0}

Neka je r > p takav da je K(0,7) C Q. Prema korolaru 7.3. i odlomku iza njega postoji neprekidna
funkcija uw: K(0,7) \ K(0, p) — R takva da vrijedi

ul(K(0,7) \ K(0, p)) € Har(K(0,7) \ K(0,p)),  u[S(0,p)=fi,  u[S(0,r) =m.
Definiramo neprekidnu funkciju v; : Q \ K(0, p) — R sa

" u(z)  akoje z € K(0,7)\ K(0,p)
o m ako je z € Q\ K(0,7).

Tada su restrikcije v1|(K(0,7) \ K(0,p)) i v1|(2\ K(0,7)) harmonijske. Prema tome, restrikcija
vr]((2\ K(0,p)) \ S(0,7)) je harmonijska, a time i subharmonijska. Da bismo dokazali da je
restrikcija v1|(Q\ K (0, p)) subharmonijska, treba jos dokazati da vrijede nejednakosti iz svojstva (a)
u teoremu 7.1. za svaku tocku a € S(0,7). Zaa € S(0,r) imamo v (a) = m. Za z € K(0,r)\K (0, p)
je

v1(z) > min {v1(¢); ¢ € S(0,p) US(0,7)} = m.

Za z € Q\ K(0,7) je v1(z) = m. Prema tome, vrijedi
vi(z)>m  VzeQ\ K(,p).

Dakle, ako je s > 0 takav da je K(a,s) C Q\ K (0, p), tada je
1 2 ]
vi(a) =m < g/o vi(a + se')dt.

Time je dokazano da je restrikcija v1|(Q2\ K (0, p)) subharmonijska funkcija.
Definiramo sada neprekidnu funkciju v : W\ K,,, — R sa

v1(2(q)) akojeqe U\ K,a,
v(q) =
m ako je g e W\ U.

Tada je funkcija v ogranicena, v|(W \ K,a,) je subharmonijska i v|S, .., = f.
Lema 11.4. Ako je W parabolicka ili kompaktna Riemannova ploha, za svaku tocku gy € Spa,p
vrijedi

1
li o =Re ————.
iy el = R )

Dokaz: Kao i prije mozemo pretpostavljati da je z(p) = 0. Prema lemi 11.3. postoji neprekidna
i ogranicena funkcija vy : W\ K, , — R takva da je

vﬂ(W\Fp,a,p) S Sub(W\pra,p) i v1(q) =Re——= Vg € Spa,
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Tada je o¢ito vi|(W \ Kpa,) € Ppa, Prema tome je

up,a,p(q) 2 U1 (q) vq S w \ Fp,a,p- (1)

Neka je sada ve : W\ K, 4, — R neprekidna i ogranic¢ena funkcija takva da je

_ _ ‘ 1
Va|(W\ Kpa,p) € Sub(W\ Kpo,) i w(q) =—Re @’ Vq € Sp.a,p-
Neka je v € P, , , proizvoljna. Tvrdimo da je tada
v(g) +v2(q) <0 VgE W\ Kpq, (2)
Neka je 6 > 0. Tada postoji okolina O skupa K, , takva da vrijedi
cO\K — @ <Re——+2 i uy(q) < —Re—— 42
q ., v SRe—+ = 1 (g < —Re——+ =.
e 2(q) 2 : 2(q) 2
Dakle, o
q€O0\Kpop = v(g)+ualg) <6 (3)

Ako je ploha W parabolicka, zbog principa maksimuma na W \ K, , iz (3) slijedi (2) jer je
funkcija v + vy ogranicena. Pretpostavimo sada da je ploha W kompaktna. Mozemo pretpostaviti
da je okolina O kompkatna. Tada korolar 9.1., primijenjen na W \ O i na funkciju v + vy, daje

v(g) +va(q) <6 VgeEWN\Kpa, i ¥5>0.
Prema tome, opet dobivamo (2). Iz (2) slijedi
up,a,p(Q) < _UQ(Q) vq ew \ Fp,a,p- (4)

Bududi da za gy € Sy, vrijedi

1
I — i ~R ,
i (@) e (@) ¢ 2(qo)

iz. (1) i (4) slijedi tvrdnja leme.

Prema prethodnoj lemi u sluc¢aju parabolicke ili kompaktne Riemannove plohe W, za tocku
p € W, za holomorfnu kartu o = (U, z) na W takvu da je p € U i za p > 0 takav da je
K(2(p),p) C 2(U), funkcija u, ., € Har(W \ K, ,,) definirana prije leme 11.2. moze se progiriti
do neprekidne funkcije sa W \ K, ,, u R, koju ¢emo oznacavati istim znakom u,, ,, tako da

stavimo 1

up,a,P(Q) = Re M> q e Sp,a,p.

Generalizirat ¢emo sada Harnackov teorem, odnosno, teorem 6.5. koji je opcenitija verzija
Harnackovog teorema, na slu¢aj Riemannovih ploha.

Teorem 11.2. (Harnack) Neka je W Riemannova ploha, neka je S usmgjeren skup i neka su
Q, CW, s eS8, 1Q C W podruéja. Nadalje, neka je za svaki s € S zadana us € Har(§)y).
Pretpostavimo da za svaku tocku gy € §2 postoji sqg € S i otvorena okolina U C € tocke qq tako da
su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

(a) Vs €S, s>s0 = U CQ,



120 POGLAVLJE 11. PARABOLICKE I KOMPAKTNE RIEMANNOVE PLOHE

(b) Vt,s €S, t>s>s) = us(q) <w(q) VgeU.
Tada vrijedi jedna od sljedecih dviju mogucénosti:

(1) Za svaku tocku q € S hiperniz (us(q))ses konvergira prema +00 i ta je konvergencija lokalno
uniformna na €.

(2) Hiperniz funkcija (us)ses konvergira lokalno uniformno na Q2 prema funkciji uw € Har($2).

Dokaz: U slucaju W = C to je upravo Harnackov teorem 6.5. U opéem slucaju stavimo

ulg) = limuy(q) = sup {us(q); s € S},

A={qe; u(q) = 4o}, B=Q\A={qeQ uq) < +oo}.

Prelaskom na situaciju u bilo kojoj holomorfnoj karti oko tocke ¢ € A ili ¢ € B iz teorema
6.5. jednostavno slijedi da su i A i B otvoreni podskupovi od €2, dakle, ili je A = Q ili B = Q.
Nadalje, pomoc¢u karte nalazimo da svaka tocka g € €2 ima okolinu O na kojoj hiperniz restrikcija
(us]O)s>s, konvergira uniformno. Dakle, u slucaju A =  hiperniz (us)ses konvergira lokalno
uniformno prema +o0o, a u slucaju B = Q vrijedi v € Har(2) i hiperniz (us)ses konvergira
lokalno uniformno na €2 prema funkciji w.

Korolar 11.1. Neka je W Riemannova ploha, K kompaktan podskup od W s nepraznom nu-
trinom i povezanim komplementom W \ K, F neki skup podrucja U C W koja sadrie skup K.
Pretpostavimo da je skup F usmjeren skup u odnosu na uredaj pomocu inkluzije (tj. da za bilo koje
U,V € F postoji T € F takav da je UUV CT) i da je F pokrivac¢ od W. Neka je w harmonijska
mjera od W u odnosu na K i za U € F neka je wy harmonijska mjera od U u odnosu na K. Tada
hiperniz (wy)ver konvergira lokalno uniformno na W\ K prema w.

Dokaz: Prema teoremu 11.2. hiperniz (wy)yer konvergira lokalno uniformno na W\ K prema
nekoj funkciji w € Har(W \ K). Za U € F vrijedi wy(q) < w(q) Vg € U \ K. Odatle slijedi da je
u < w svuda na W\ K.

Neka je kao i prije sa Px oznacen Perronov skup na W\ K preko kojeg dolazimo do harmonijske
mjere w. Neka je ¢ € W\ K ie > 0. Neka je v € P takva da je v(q) > w(q) — . Tada postoji
U € F takvo da je g € U i da je restrikcija v|(U \ K) element Perronovog skupa Py x na skupu
U\ K. Dakle, vrijedi wy(q) > v(q). Slijedi

u(q) > wy(q) > v(q) > w(q)/e.

Kako je e > 0 bio proizvoljan, slijedi u(q) > w(q). Buduéi da je tocka ¢ € W\ K bila proizvoljna,
slijedi da je u(q) > w svuda na W\ K. Prema tome je u = w.

Dokazimo sada jednu varijantu principa maksimuma za subharmonijske funkcije.

Lema 11.5. Neka je W Riemannova ploha, Q C W otvoren skup ¢iji je zatvaraé C = CI(Q)
u W kompaktan, 02 = C'\ Q rub skupa Q u W, T' gust podskup od 0, ' = QUT i neka je
f:Q — [—o0,+00) neprekidna funkcija takva da je f|Q € Sub(Q) i da je fIT < 0. Tada je
f=<o.

Dokaz: Izaberimo ¢ > 0. Za p € I' neka je O, kompaktna okolina tocke p u W takva da vrijedi

qeQnQ0, — flq) <e.
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Buducdi da je I' gust podskup od 9€2, nutrine skupova O,, p € I, tvore otvoren pokriva¢ kompak-
tnog skupa 0€). Stoga postoje tocke pq,...,p, € I" takve da je

I'CInt(O,)U---UlInt(O,,).
Tada je
80 C Int(O, U---UO,,).

Stavimo

U=Q\ (0, U---UQ,,), K=ClU).

Tada je U otvoren skup i njegov zatvara¢ K je kompaktan. Neka je 0U = K \ U rub skupa U. Za
tocku ¢ € OU neka je (¢ )men niz u U takav da je

q = lim gq,,.
q—00

Tada imamo
Gm € Oy,  VmeNiVje{l,....,n}

pa slijedi ¢ € 99. Time je dokazano OU C C'\ 99 = Q, a kako je OU N U = 0, slijedi
U CQ\U =0, U---UQ0,,.

Nadalje, K = U U JU C Q. Funkcija f|K : K — R je neprekidna, f|U € Sub(U) i floU < e.
Odatle i iz korolara 9.1. slijedi
flU = fIAN(Op, U---UOy,)] <e.

Kako je i
QN (Op, U---U0O,,)] <e¢,

slijedi f|©2 < e. Bududi da je € > 0 bio proizvoljan, slijedi f|Q2 < 0.
U daljnjem sa A : (0,400) — R oznacavamo striktno rastuéu funkciju
4
A(r) = —arctgr.
T

Tada je
}nli% A(r)y=0 i TEIJPOO A(r)=2.
Lema 11.6. Neka su0 < p < R < 400 i neka su K(0,p, R) i K(0, p, R) zatvoren i otvoren kruzni
vijenac u C : o o
K(0,p,R) = K(0,R)\ K(0,p) = {2 € C; p<|z| <R},
K(0,p,R) = K(0,R) \ K(0,p) = {> € C; p < —|2| < R}.

Nadalje, neka je u : K(0,p, R) — R neprekidna funkcija takva da je restrikcija u|K (0, p, R)
harmonijska i da je restrikcija u|S(0, p) na unutarnji dio ruba konstantna. Stavimo

Sr(u) = max{u(z); z € S(0,r)} —min{u(z); z € S(0,r)}, p<r<R.

Tada vrijed:
r

S, (u) < A (R

) Sr(u) Vr € [p, R].



122 POGLAVLJE 11. PARABOLICKE I KOMPAKTNE RIEMANNOVE PLOHE

Dokaz: Zamjena varijable z +— ( = % svodi lemu na slucaj R = 1. U tom slucaju treba

dokazati da je
Sr(u) < A(r)S1(u) vr € [p, 1].

Fiksirajmo r € (p,1). Rotacijom (tj. mnozenjem varijable s konstantom modula 1) mozemo
postiéi da za neku tocku zy € S(0,7) vrijedi

max {u(z); z € S(0,7)} = u(z), min {u(z); z € S(0,7)} = u(%).
Stavimo:
Q={z€C; p<|z|<1l,Imz>0}, C=Cl(Q) ={2€C; p<|z|] <1, Imz >0},
OMN=C\Q=[-1,—plU{pe? 0<p<m}Ulp,1]U{e¥ 0<p <}
Tada je skup Q otvoren, C' je kompaktan i 02 je rub od €). Definiramo neprekidnu funkciju
v:C — Rsa
v(z) = u(z) — u(z).
Tada je restrikcija v|€2 harmonijska. Nadalje, imamo
v(z) =0 za z € [-1,—p|U[p, 1] U{pe?; 0 < o <},

v(z) < S1(u) za z€{e% 0< <} i v(z) = Sp(u).
Stavimo I' = 0Q \ {—1,1} 1 ' = QUT i definiramo w : ' — R sa

21
arctgﬂ akoje z € O, |2] < 1
1= |27
w(z) =
m :
B ako je z € ) |z| = 1.

Lako se vidi da je funkcija w neprekidna, a direktna provjera pokazuje da je w|Q2 harmonijska.
Imamo T
w(z):§ za z € {e¥; 0 < ¢ < 7},

w(z) =0 za z € (—1,—p|U[p, 1),

w(z) >0 za z € {pe?; 0 < p <}

Definiramo funkciju f : ' — R sa

£(2) = v(z) — %Sl(u)w(z).

Funkcija f je neprekidna, restrikcija f|Q2 je harmonijska i f|I' < 0. Prema lemi 11.5. tada vrijedi
f < 0. Posebno, dobivamo

v(2g) < 2 S1(u) w(z) < ;Sl(u) max {w(z); |z| =r, Imz >0} =

2 . 2 2r 4
= w(ir) Si(u) = - Si1(u) arctg 2= S1(u) arctgr.

Dakle,
Sr(u) = v(z9) < A(r)S1(u)

i time je lema dokazana.
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U daljnjem ¢emo pretpostavljati da je W parabolicka ili kompaktna Riemannova ploha, p € W
idajea= (U, z) holomorfna karta na W takva da je p € U. Neka je R > 0 takav da vrijedi
K(z(p), R) C z(U). Tada je za svaki p € (0, R] definirana neprekidna funkcija

Upap: W\ Kpap— R

takva da je

Up,a,p| (W Fp,a,p) € Har(W \ Fp,omp) i Upa,(q) =Re 7a q € Spa,p-

z(q) — z(p)

Stavimo u daljnjem Q = 2(U) i za p € (0, R] neka je u, : @\ K(z(p), p) — R funkcija definirana
sa

up(C) = (tp.a,p 02 )(C).

Tada je funkcija u, neprekidna i vrijedi
up|(Q\ K (2(p), p)) € Har(Q\ K(2(p).p)) 1 up(z) =Re———

Lema 11.7. Funkcije u, zadovoljavaju

27
/ u,(2(p) +ré)dt =0, 0<p<r<R
0

Skica dokaza: Kao i prije, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostavljati da je z(p) = 0.
Nadalje, dijeljenjem koordinatne funkcije sa R dobivamo situaciju da je K(0,1) C z(U). Tada je
neprekidna funkcija u, o, : W\ K;0, — R definirana za svaki p € (0, 1] 1 vrijedi

- . ' 1
Up.ap| W\ Kpap) € Har(W\ Kpa,p) 1 Up,a,p(q) = Re 2(q) 73 q € Spa,p-

Dakle, neprekidna funkcija u, : 2\ K(0, p) — R definirana je za svaki p € (0, 1] i vrijedi
— — 1
wl@\K(0.0) € Har@\K(0.p)) i uy(z) =Ret ¥zeS(0,p)

U toj situaciji treba dokazati da funkcije u, zadovoljavaju
2m ]
/ u,(re)dt = 0, 0<p<r<L
0

Za p =r = 1 tvrdnja leme je trivijalna, jer je u; (e) = cos t. Fiksirajmo p € (0, 1) i definirajmo
funkciju F' : [p,1] — R sa

F(r) = /0 " u(ret)dt.

Funkcija u, je neprekidna i restrikeija u,|(K (0, 1)\ K (0, p)) je harmonijska, dakle klase C*°. Odatle
slijedi da je funkcija F' neprekidna i da je restrikcija F'|(p, 1) klase C*°. Nadalje, za svaki k € N
mozemo k—tu derivaciju racunati deriviranjem pod znakom integrala:

2 a]g
ok P

F®(r) =
0

(re')dt.
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Imamo P {8 L o
0= (Au,)(re") = wup(re“) + ;5%(7“6“) + T—Qwup(re”),
pa slijedi
" 1 ! 2 82 it 1 a it
F'(r)+ ;F (r) = /0 {wup(re )+ ;Eup(re )} dt =
1 [ 92 10 n

_ _ it dt - __ it
r2 Jo 8t2u’)(re ) 72 atup(re )0

Iz gornje homogene diferencijalne jednadzbe za funkciju F slijedi da za neke a,b € R vrijedi

F(r)y=a-+blnr.

Imamo
it
U,(pe”) = —cos t,
olpet) =2
pa je
1 2m
F(p):—/ cos tdt =0
P Jo
Stoga je
r
a+blnp=0 = a=—bln p = F(r)=>bln —.
p
Nadalje,
Fo)=r = Fl)=:
= , p = p.

Moze se dokazati da je tada F'(p) = 0. Tada slijedi da je b = 0, a odatle je F(r) = 0 Vr € [p, 1],
Sto je upravo tvrdnja leme. Dokaz Cinjenice da je F'(p) = 0 izostavljamo, jer je izrazito zaobilazan
i koristi Greenovu formulu za povrsinske integrale po podrué¢jima u Riemannovoj plohi s glatkim
rubom. Naime, bio nam nuzan prilican angazman za uvodenje integralnog racuna po podru¢jima
i po glatkim krivuljama na Riemannovoj plohi, a pogotovo za dokaz Stokesovog teorema i s njim
povezane Greenove formule.

Lema 11.8. Neka je W parabolicka ili kompaktna Riemannova ploha, o = (U, z) holomorfna
karta na W i p € U. Postoji u, o € Har(W \ {p}) takva da za svaku tocku g € W\ {p} vrijedi

}E}% Up,a,p(@) = Up,a(q)- (%)
Nadalje, neka je R > 0 takav da je K(z(p), R) C 2(U). Tada vrijedi:
(a) Konvergencija u (%) je uniformna na W\ K, ., ¥r € (0, R].

(b) Restrikcija up ol (W \ Kpar) je ogranicena ¥r € (0, R
1

c) lim |u,q(q —Rei} =0.

“ H?[ rel®) = R S )

Dokaz: Kao i prije, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostavljati da je z(p) = 0 i da je
R=1.

Izaberimo p € (0, 1) i primijenimo lemu 11.6. na funkciju v, — Re — :
z

Sy (up — Re %) < A(r)S; (up — Re %) vr e [p,1].
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Imamo

S, (up—~Re ) > S.(u,) ~ 5. (ReT) = S,(u,) ~ >

Si (up — Re %) < Si(u,) + Sl< — Re %) = Si(u,) + 2.
Dakle, vrijedi
S,(u,) < % A Si(w,) 42,  O<p<r<l.
Promatrajmo restrikciju uy o | (W \ K;). Ona dostize svoj maksimum i minimum na S,. Prema

tome, vrijedi
max Uy o, < Max Upq,p 1 min uy, o, = Min Uy, o .
Sl Sr Sl Sr

Odatle je
Si(u,) < Sp(u,), O0<p<r<L
Prema tome,

Siuy) < =+ AG)[Si(u,) + 2],

,
a odatle Alr) 11

r)+ -

S <2——F= O<p<r<l.
() <2750 pP=r=

Fiksirajmo 7y € (0,1) i stavimo

_ A(TQ) + %

N 1— A(To) .

Tada imamo
1 1
Sr<up—Re;> < A(T)Sl<up— Re;) < A2+ S1(w)] S AF)2+C), 0<p<ry, p<r<L.

Prema lemi 11.7. srednja vrijednost funkcije u, po kruznici S(0,r) je 0 za svaki r € [p, 1]. Isto

vrijedi i za funkciju Re —, dakle i za funkciju u, — Re —. Prema tome, ta je funkcija na kruznici
z z

S(0,7) ili svuda jednaka 0 ili poprima i pozitivne i negativne vrijednosti. Stoga imamo

1 1 1
max |u, — Re —| = max { max (up — Re—), — min (up — Re—)},
S(0,r) z S(0,r) z S(0,r) z
pa slijedi
1 1
max |u, — Re—| < Sr<up - Re—).
5(0,r) z z
Dakle, vrijedi
1
max |u, — Re = <AMR+C],  0<p<r, p<r<l
Tu nejednakost mozemo pisati i ovako
1
max |U,.,, — Re—| < A(r)[2+ C], 0<p<rmy, p<r<l. (1)
A z

Odatle slijedi
max |Up.qp — Ua,p| < 2A(p)[2 + C1, 0<p <p<ro.

p,a,p
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Ako je ploha W parabolicka, na gornju nejednakost primijenimo princip maksimuma na W\ K, . ,,
a ako je W kompaktna, primijenimo korolar 9.1. Slijedi

|tp,a,o(0) = tap ()] < 2A(r)[2+ C, 0<p<p <ry, qgeW\K,a, (2)
Neka je € > i izaberimo r(e) € (0, ro] tako da bude
2A(r(e))[2+ C] < e.
Buduéi da je funkcija A monotono rastuéa, iz (2) slijedi
|Up,a,p(7) — oy (9)] < 2A(r)[2 + C, 0<p<p<r(e), ¢EWN\Kpa, (3)
Prema tome, postoji funkcija u,, : W\ {p} — R takva da je
Upalq) = M upa,(q), ¢ € WA {p})

Iz (3) slijedi
Up.ap(@) —tpald) <6, 0<p<r(e), ¢eW\Kpa,
Prema tome, konvergencija u (*) je uniformna na W \ K, Vr € (0,1]. Dakle, konvergencija je
lokalno uniformna na W\ {p}, pa zakljucujemo da je u,, € Har(W \ {p}). Nadalje, dobivamo i
da je restrikcija u, o[ (W \ K,) ograni¢ena ¥r € (0, 1].
Prema (1) imamo

MAX (1, — Re—| < A(r)[2+ C] vr e (0, 1],
. z
pa slijedi
1
lim |upo(q) — Re—| = 0.
q—p z

Dokaz teorema 11.1: Egzistencija funkcije u, o slijedi iz leme 11.8.

Dokazimo jedinstvenost. Pretpostavljamo i dalje da je z(p) =01 R = 1. Uzmimo da i funkcija
u ima trazena svojstva. Neka je r € (0, 1]. Po principu maksimuma, ako je ploha W parabolicka,
odnosno, po korolaru 9.1.; ako je ploha W kompaktna, slijedi

[tp.a(q) —u(q)] < max Jupo —ul  Vge WK, (4)

Medutim, za svaku tocku q € S, je

1 1
Up.a(q) — ulg Su,aq—Re—'—Fuq—Re—’. D
Prema pretpostavci je
1 1
lim |1, (q) — Re —— | = i —Re——| =0.
iy o) ~Re 25| =l ate) R g
Dakle, za dano € > 0 mozemo izabrati R > 0 (R < 1) tako da vrijedi
— 1 € 1
ge K = Upalq) —Re—=| < - i uq—Re—’<—
" peld) “Resip =g o mRegg

Odatle i iz (4) i (5) slijedi da za svako r € (0, R) vrijedi
upalq) —ulg)l <& Vge W\K,. (6)
Buduéi da (6) vrijedi za svako r € (0, R), zaklju¢ujemo da je
upalq) —u(g) < Vge |J W\K,)=W)\{p}

0<r<R

Napokon, kako je € > 0 bio proizvoljan, slijedi u, (q) = u(q) Vg € W\ {p}.



Poglavlje 12

Jednostavno povezane Riemannove
plohe

Vazne posljedice teorema 8.8. u slucaju jednostavno povezanih Riemannovih ploha sadrzane
su u sljede¢em teoremu:

Teorem 12.1. Neka je W jednostavno povezana Riemannova ploha.

(a) Za svakuw € Har(W) postoji f € H(W) takva da je u = Re f. Ako je i g € H(W) takva da

je u = Reg, onda je f — g imaginarna konstanta.

(b) Ako je ploha W hiperbolicka, za svaku tocku p € W postoji f, € H(W) takva da vrijedi

fo(@)] = e @ vge W\ {p}.

Ako i funkcija F, € H(W') ima svojstvo

1Fp(q) = e @ Yge W\ {p},

onda je kvocijent F,/ f, konstanta modula 1.

(¢) Pretpostavimo da je ploha W parabolicka ili kompaktna, neka je p € W i neka je
a = (U, z) holomorfna karta na W takva da je p € U. Tada postoji jedinstveno preslika-
vanje f € H(W,C) takvo da vrijedi

| 1L
dm | Fa) - 2(q)—z(p)] !

i da je f(W\ O) ogranic¢en podskup od C za svaku okolinu O C W tocke p.

Dokaz: (a) Neka je (U,)aca pokriva¢ od W podru¢jima izomorfnim sa K(0,1). Za svako
a € A neka je ®, skup svih p € H(U,) takvih da je u|U, = Re . Prema propoziciji 6.1. @, # 0
Va € A. Nadalje, prema istoj propoziciji, ako su ¢, ¥ € &, onda je ¢ — 1) imaginarna konstanta.
Dokazimo da su ispunjeni uvjeti teorema 8.8.

Neka su o, € A, p € &, 19 € Pg i neka je V komponenta povezanosti presjeka U, N Ug.
Neka je

U={peV; o) =4[}

Tada je zbog neprekidnosti funkcija ¢ i ¢ skup U zatvoren u V. Neka je p € U. Izaberimo otvorenu
okolinu O tocke p sadrzanu u V koja je kao Riemannova ploha izomorfna jediniénom krugu K (0, 1).
Tada je Rep|O = u|O = Ret|O, pa iz propozicije 6.1. slijedi da je ili p|O — ¥|O imaginarna
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konstanta. Buduéi da je p(p) = ¥(p) slijedi da je ¢(q) = ¥(q) Vg € O, odnosno, O C U. Time je
dokazano da je U otvoren podskup od V. Buduéi da je V povezan, zakljucujemo da je li U = 0,
odnosno, da je ¢(p) # ¥(p) Vp € V, ili je U = V, odnosno, ¢|V = ¢|V. Time je dokazano da je
ispunjen uvjet (a) teorema 8.8.

Pretpostavimo sada da su «, 3 € A, neka je V' komponenta povezanosti presjeka U, N Up i
neka je ¢ € ®,. Neka je x € ®g. Neka je p € V' i neka je x € 3. Tada je

Re ¢(p) — Rex(p) = u(p) — u(p) =0,

dakle, A = o(p) — x(p) € iR. Tada je » = x + A € ®g i vrijedi p(p) = ¢ (p). Slijedi da je skup

U={qeV; p(q) =¢(q)}

neprazan. Kao i malo prije nalazimo da je taj skup otvoren i zatvoren u V, dakle, zbog povezanosti
od V slijedi U = V. Dakle, |V = ¢|V. Time je dokazano da je i uvjet (b) teorema 8.8. ispunjen.

Sada iz teorema 8.8. slijedi da postoji f : W — C takva da je f|U, € ¢, Va € A. Odatle slijedi
da je f|U, € H(U,) Yo € A, a kako je (Uy)aca otvoren pokrivac od W, slijedi da je f € H(W).

Neka je i g € H(W) takva da je g|U, € ®, Va € A. Tada je za bilo koje izabrano o € A
funkcija f|U, — g|U, imaginarna konstanta, pa po teoremu jedinstvenosti za holomorfne funkcije
slijedi da je f — g imaginarna konstanta.

(b) Neka je (Ug)gea pokrivac od W\ {p} jednostavno povezanim podruécjima i neka je (U,, 2)
holomorfna karta na W takva da je p € U, i z(p) = 0. Stavimo A = A" U {a}. Za f € A’ neka
je Ws skup svih ¢ € H(Ups) takvih da je ¢,|Us = Re . Nadalje, neka je ¥, skup svih ¢ € H(U,)
takvih da je

9p(q) + I [2(q)| =Rep(q) Vg€ Us\{p}

Za bilo koje 5 € Aiza ¢, € ¥z tada je prema propoziciji 6.1. ¢ — 1 imaginarna konstanta.
Za B € A\{a} neka je &3 = {e™%; ¢ € ¥z}. Nadalje, neka je @, skup svih funkcija f: U, — C
takvih da za neku ¢ € ¥, vrijedi

e~ ela)+1n [=(q)] ako je ¢ € U, \ {p}

flg) =
0 ako je ¢ = p.

Dokazimo da familija (Ug, ®3)sea zadovoljava uvjeta teorema 8.8.
Neka su 3,7 € A, p € &3, ¢ € @, i neka je V komponenta povezanosti presjeka Ug N U,
Pretpostavimo najprije da je 3 # a i v # a. Tada je ¢ = e™? i ¢ = e ¥ za ncke
1 € Ygith € V,. Funkcije 1|V 191|V imaju obje realni dio jednak g,|V, pa pomoc¢u propozicije
6.1. zakljuéujemo da je (@1 — )|V imaginarna konstanta. Odatle slijedi da je
o|V = M|V za neki A € C, |\| = 1. Prema tome, ili je ¢|V = |V ili je ¢(q) # ¥(q) Vg € V.
Pretpostavimo sada da je 8 = ai v # a. Za neke ¢, € ¥, i 9y € ¥, tada vrijedi

plg) = e @ EDL g e U\ {p} 1 Y =eV

Imamo p ¢ U,, dakle, p ¢ V. Harmonijske funkcije (¢1 — In |2])|V 1 91|V imaju obje realni
dio jednak g,|V, pa pomocu propozicije 6.1. zaklju¢ujemo da se te dvije funkcije razlikuju za
imaginarnu konstantu. Odatle je opet |V = \)|V zaneki A € C, |\| = 1, pa ponovo zaklju¢ujemo
da je ili |V = [V ili je ¢(q) # ¢(q) Vg € V.

Napokon, neka je f =~v = a. Tada je V = U,, i za neke ¢q,¢; € ¥, vrijedi

olq) = e~ P1(a)+n [=(q)] i U(q) = e~ Y1(@)+In [2(q)] Vg e Uy \ {p}.
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Pomocu propozicije 6.1. zakljucujemo da je razlika ; — 1)1 imaginarna konstanta, pa opet vrijedi
¢ = M zaneki A € C, |\| = 1. Prema tome, opet je ili ¢ = ¢ ili je ¢(q) # 1¥(q) Yq.

Time je dokazano da familija (U, ®3)se4 zadovoljava uvjet (a) iz iskaza teorema 8.8.

Provjerimo sada uvjet (b) teorema 8.8. Neka su 3,7 € A, ¢ € ®5 i neka je V komponenta
povezanosti presjeka Uz N U,. Pretpostavimo najprije da je § # a iy # «. Imamo ¢ = e™%! za
neku ¢; € Ug. Neka je ¢ € U,,. Tada pomocu propozicije 6.1. nalazimo da je 1|V = 1|V +ip
za neku konstantu p € R. Stavimo 11 = 15 + ip. Tada je ¢y € U, p = e ¥ € &, i p|V = Y|V.
Sasvim analogno postupa se i ako je f = « ili 7 = « ili oboje. Time smo dokazali da je ispunjen i
uvjet (b) teorema 8.8.

Iz teorema 8.8. slijedi da postoji funkcija f, € H(W) takva da je f,|Us € @5 Vi € A. Tada je
za € A'izaqe U

|fo(q)] = [e9@] = e Fevl@) = em9nla),
a kako je
U Us =1\ {o}
BeEA’
slijedi

[fpl@)] = e @ Yge W\ {p}.
Napokon, neka je i F,, funkcija iz H(W) takva da je

|Fy(q)| =e 9@ vge W\ {p}.

Definiramo tada F' € H(W \ {p}) kao kvocijent

F(Q)—%, q € W\ {p}.
Tada vrijedi
F(g)l=1  Vge W\ {p} (*)

Jednostavna je posljedica korolara 1.1. da je ili F' konstanta ili je F(W \ {p}) podrucje u C. Ova
druga moguénost ne dolazi u obzir jer je prema (x) F(W \ {p}) C S(0,1). Dakle, F' je konstanta
A € C, a prema (x) vrijedi |A] = 1. To znaci da je F,(q) = Af,(q) Vg € W\ {p}, a kako su
F,, f, € H(W), vrijedi i F,(p) = Afp(p).

(c) Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je z(p) = 0, da je U jednostavno
povezano podruéje i da je K(0,1) C 2(U). Neka je u € Har(W \ {p}) funkcija iz teorema 11.1. za
kartu (U, z). Neka je ponovo (Upg)gea pokriva¢ od W\ {p} jednostavno povezanim podruécjima.
Stavimo A = A'U{a} iU, =U. Za § € A’ neka je &3 skup svih ¢ € H(Us) takvih da je u|Us,.
Treba jos definirati ®,. Neka je ¥ skup svih ¢ € H(U) takvih da je

Red|(U\ {p}) = (u—Re )|\ {p}).

®,, definiramo kao skup svih holomorfnih preslikavanja ¢ € H(U,C) takvih da za neku funkciju
Y € W vrijedi

Y(q) +—— akojeqe U\ {p}

o0 ako je ¢ = p.
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Sasvim analogno dokazu tvrdnje (b) provjerava se da familija (Us, ®3)sca zadovoljava uvjete
teorema 8.8. Prema tom teoremu postoji preslikavanje g : W — C takvo da je g|Us € @5 V3 € A.
Tada funkcija

(o- )@\ wd)
ima u tocki p uklonjiv singularitet. To znac¢i da na nekoj okolini tocke p vrijedi
1 o
= —+ Z akz
#(q) k=0
Imamo Re g|(W \ {p}) = u, dakle vrijedi
lim R ( (q) — — ) 0
im Re - =
e )
Zbog toga je ag € iR. Stavimo f = g — ag. Tada je Re f|(W \ {p} = w i vrijedi
lim ((g) ~ ) =0
im ——— ) =0.
ASE)

Prema svojstvu (a) u teoremu 11.1. za svaku okolinu O tocke p restrikcija u|(W'\ O) je ogranicena,
dakle, Re f|(W \ O) je ogranicena.

Neka je sada & = (U, (), gdje je ( = —iz. Neka je f funkcija koja se preko karte & dobiva na
isti nacin na koji smo funkciju f dobili preko karte . Tada na okolini tocke p imamo

f(g) = % T+ ar2(q) + az(q)® + azz()* + - - (1)
i 3 1 2 3
flg) = 0 + c1¢(q) + c2¢(q)” + e3¢(q)” +
tj. .
F(q) = @ +biz(g) + baz(q)® + bsz(q)® + - - (2)

za neke aj,b; € C, j € N. Dokazat ¢emo sada da je f=if.
Neka je p € (0,1] i neka je M > 0 takav da vrijedi

Ref(@)l <M i [Ref(g) <M  YgeW\ Ky, (3)
Izaberimo sada tocku p; € K, ., takvu da je
Ref(p)>M i Ref(p)> M. (4)

Takav izbor je mogué: treba uzeti p; dovoljno blizu p i tako da je arg z(p;) = % Sada vrijedi

q€Spap, = Ref(Q)<M i Ref(p)>M = Re(f(g)—f(p)) <0. (5)

Neka je n broj nultocaka funkcije ¢ — f(q) — f(p1) u Kp ., brojenih s kratnostima (preciznije,
n je zbroj kratnosti svih nultocaka funkcije ¢ — f(¢) — f(p1) u Kpa,p). Neka je m broj polova
iste funkcije u K)o, brojenih takoder s njihovim redovima (preciznije, m je zbroj redova svih
polova funkcije ¢ — f(¢) — f(p1) u K,4,). Tada je m = 1. Dakle, prema principu argumenta
(v. Teorem 54. u Kraljevic(—Kurepa, Matematicka analiza IV /1, str. 195) ukupna promjena
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argumenta funkcije ¢ — f(q) — f(p1) kada tocka ¢ obide S, , jednaka je 2mwi(n — 1). No kako je
Re (f(q)— f(p1)) < 0Vq € Spa,p, ta je promjena jednaka 0. Dakle, n = 1. To znaci da je p; jedina
nultocka funkcije ¢ +— f(q) — f(p1) U Kpa, i ona je jednostruka. Isto svojstvo ima i funkcija
4 — f(a) — f(pr). Nadalje, iz (3) i (4) se vidi da funkcije g — £(a) — /() i a — f(a) — F(p1)
nemaju nultockaka izvan K Definiramo F, F' € H(W \ {p1}) sa

i) = Il
FO=sa-ro0 TR - o

Tada za neku okolinu O C K, , tocke p; imamo razvoje oblika
F(q) = ﬁ + B+ C(2(q) — 2(p)) + D(2(q) — 2(p1))* +------ g€ O\{p},  (6)
F(q) = EAEEr B+ C(2(q) — 2(p1) + D(2(q) — 2(p1))* + -+ g€ O\{p:}. (7)
Prema (3), (4)1 (5) za g € W\ K, 4, imamo

B f(p1) |f(p1)] |f(p1)]

=1 5= 0| = T TRe0 - f@1 = Re G - F@)

Dakle,

|F(q)] <1+ % < 400 Vge W\ Kpap (8)
Sasvim analogno nalazimo da vrijedi i

|F(g)] <1+ Re%% <too  VgeW\Kya, (9

Nadalje, iz (6) i (7) slijedi da je za g € O\ {p1}
AF(q) — AF(q) = (AB — AB) + (AC — AC)(2(q) — 2(p1)) + (AD — AD)(2(q) — 2(p1))* 4+ -+ -

Prema tome, funkcija AF — AF € H(W \ {p1}) ima u tocki p; uklonjiv singularitet. Uklonimo
li taj singularitet, dolazimo do funkcije G' € H(W), takve da je G|(W \ {p1}) = AF — AF. Sada
se iz (8) i (9) vidi da je funkcija G ograni¢ena. Bududi da je ploha W parabolicka ili kompaktna,
funkcija G jednaka je nekoj konstanti A € C. Dakle, za svaku tocku g € W\ {p} vrijedi

AF@[f(@) = f(p0)] = Af@[f (@) = F(p0)] = Alf (@) = Feo)]lf () = F(p1)];

tj.

f(@)(cf(q) +d) =af(q)+b

uz oznake

a=—(A+O)f(p), b=M()f(p1), c=A=A=A d=A-A)f(p). (10)
Medutim, iz (1) i (2) nalazimo da na okolini tocke p vrijedi

z ic id , .
f@)(cf(q)+d) = ()2 + m + c(by +iay) + [dby + c(by + iag)]z(q) + -+
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af(q) +b= b+ aa12(q) + aagz(q)* + -+ -

2(q)

Odatle usporedbom koeficijenata uz iste potencije nalazimo
c=0, a=1id, b=c(b+ia)=0.

Prema tome, vrijedi

f(g)d = idf (q).
Ustanovimo jos da je d # 0. Doista, pretpostavimo da je d = 0. Kako je f(p1) # 0, iz (10) slijedi
A = A, a zatim zbog ¢ = 0 dobivamo da je A = 0. No to je nemoguce, jer funkcija F' ima u tocki
p1 pol prvog reda, a ne uklonjivi singularitet. Dakle, d # 0, pa slijedi f=if. Kako je Re f
ogranicena izvan bilo koje okoline tocke p, slijedi da je Im f ogranicena izvan okoline od p. Dakle,
funkcija f je ogranic¢ena izvan bilo koje okoline tocke p.
Time smo dokazali egzistenciju funkcije f s trazenim svojstvima. Ako i funkcija g ima ta
svojstva, onda je funkcija f — g : W — C holomorfna i ogranicena, dakle, konstanta. Ta je
konstanta 0, jer je

lim(f(q) — g(q)) = 0.

q—p

Teorem 12.2. Neka je W hiperbolicka jednostavno povezana Riemannova ploha, p € W 1
fp € HW \ {p}) funkcija iz turdnje (b) teorema 12.1. Tada je funkcija f, injektivna.

Dokaz: Neka je p; € W, p; # p. Definiramo funkciju F' € H(W) sa

fp(Q) - fp(pl)
F(q) = - .
! L~ fo(p1) fp(q)

Definicija ima smisla za svaku tocku ¢ € W. Doista, prema tvrdnji (a) propozicije 10.2.
9(q) > 0 Vg € W\ {p}, dakle, |f,(q)| = ¢ 9@ < 1. Nadalje, prema tvrdnji (b) iste propozicije je
lim g, (q) = 400, dakle, f,(p) = 0.

q—p

Primijetimo da za a,b € C iz |a] < 11 |b] < 1 slijedi

Lt [al*[b]* = la]* = [o]* = (1 = Jal)(L = o) >0 = 1+]al*[b|* > [al” + [b]".

Odatle je
|1 —@b|* =1+ |af*|b]> — 2Re (@b) > |a|® + |b|* — 2Re (@) = |a — b|?,

pa dobivamo

a—b

< 1.
1—ab

Primijenimo li tu nejednakost na a = f,(¢) i b = f,(p1), zaklju¢ujemo da je
[Fg)| <1  VgeW.

Nadalje, imamo
F(p1) =0 1 F(p) = —fp(p1).

Funkcija z +— In|z| je harmonijska na C* = C \ {0}, pa slijedi da je funkcija ¢ — In|F(q)|
harmonijska na podru¢ju W\ N(F), gdje je N(F) = {q € W; F(q) = 0}. Posebno, funkcija In | F|
je subharmonijska na W\ N(F).

Neka je v € P,, ie > 0. Neka je U otvorena okolina tocke p; u W takva da je zatvarac CIl(U)
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kompaktan i da je v|(W \ U) = 0. Tada je funkcija v + (1 +¢) In |F'| subharmonijska na W\ N(F)
1

v(ig)+ (1+¢e)ln |F(q)] <0 Vge W\ N(F))\U.
Naka je (Uy, z1) holomorfna karta na W takva da je p; € Uy i z1(p1) = 0. Tada je

lim [0(g) + (1+2) In|z1(9)]] = —oo.
Funkcija
)
z1(q)
je holomorfna na okolini tocke py, dakle, funkcija ¢ — In Eq; je odozgo ogranicena na okolini
21\q
od p;. Prema tome je
lim [v(q) + (1 4+¢)In |F(q)|] = —oc.
a—p1

Dakle, funkcija v + (14 ¢) In |F'| je neprekidna kao funkcija sa CI(U) = CU(U \ {p1} u [—o0, +00),
subharmonijska je na U \ N(F') i striktno je manja od 0 na (U \ {p1}) = U U {p:}. Prema
korolaru 9.1. slijedi da je ta funkcija striktno manja od 0 svuda na U, dakle, i svuda na W. Kako
je € > 0 bio proizvoljan, slijedi

v(g) +In[F(g)] <0 Vge W\ {p}.
Buduéi da je funkcija v € P,, bila proizvoljna, slijedi

gp (@) +In[F(g) <0 Vge WA\ {p}. (11)

To mozemo pisati i ovako:
IF(@)| < |fn(@]  VYgeW.

Primijetimo da su za ¢ = p; obje strane jednake 0. Stavimo u tu nejednakost ¢ = p. Kako je
F(p) = —fp(p1), slijedi | f,(p1)] < |fp,(p)|- Zamijenimo li u ovim razmatranjima uloge tocaka p i
p1, dolazimo do obrnute nejednakosti f,,, (p)| < | f,(p1)|, dakle, vrijedi jednakost

|fp(p1)‘ = |fp1(p)‘7 p,D1 € VVa b1 #p
Slijedi
gp: (p) + In[F(p)| = —In [, (p)| + In | fy(p1)| = 0.

Prema (11) harmonijska funkcija ¢ — g,, (q) +1n|F(q)|, ¢ € W\ N(F'), dostize svoj maksimum 0.
Prema propoziciji 9.3. ta je funkcija identicki jednaka 0, dakle,

In[F(q)] = —gp(q) Vg€ W\ {pi},

a odatle je
[F(@)l = fm(@)]  YgeW.

Jpi (@)
F(q)
neki A € C, || = 1, vrijedi

Dakle, q — je holomorfna funkcija na W s konstantnim modulom 1. Zaklju¢ujemo, da za

Flq) = Afp(e)  VgeW.
Odatle se vidi da vrijedi

q=p = F(q)=0 = fo(@) = fo(p1).
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Dakle, funkcija f, je injektivna na W\ {p}. No kako vrijedi

fol@) =0 = q=p,

vidimo da je f, injektivna na W.

Neka je W parabolicka ili kompaktna Riemannova ploha. Prema tvrdnji (¢) teorema 12.1. za
holomorfnu kartu a = (U,z) na W i za totku p € U postoji jedinstveno preslikavanje
fpa € H(W,C) takvo da vrijedi

lim | fy.alq) = =20 = 0

idaje f,o(W\ O) ogranic¢en podskup od C za svaku okolinu O tocke p.

Lema 12.1. Neka je W parabolicka ili kompaktna Riemannova ploha, neka su o = (U, z) i
g = (V,() ho_lomoifne karte na W i neka sup € U i q € V. Tada postoji Mobiusova trans-
formacija w : C — C takva da vrijedi fo 3 = w o f,q.

Dokaz: Dokazat ¢emo najprije lemu u specijalnom slucaju kad je p = ¢ € UNV. Bez smanjenja
opéenitosti mozemo pretpostaviti da je z(p) = ((p) =01 U = V. Stavimo tada f = f,, 19 = fpz
Na okolini tocke p tada vrijedi

(@) = —— + ar2(q) + az=(q)?

2(q)
1 2 .....
9(q) = @ + b1C(q) + baC(q)? + -

((q) = c12(q) + c2z(q)* + -+ - . o #£0.

Odatle slijedi (mozda na manjoj okolini tocke p)

9(q) = % +do + dy2(q) + daz(g)* + - - . d#0.

Stavimo F'(q) = ¢g(q) — df(q). Tada je F' € H(W) koja je ogranicena izvan svake okoline tocke p,
dakle ogranicena je na W. Slijedi da je F' konstanta ¢ € C. Dakle, g = df +¢ = wo f, za Mobiusovu
transformaciju w(z) = dz + ¢, z € C, w(co0) = 0.

Razmotrimo sada opéi slucaj. U W uvodimo relaciju ~ na sljedeéi nacin: za p, ¢ € W stavljamo
p ~ q ako za neke dvije holomorfne karte « = (U, z) i § = (V, (), takve da je p € U i g € V, postoji
Mobiusova transformacija w takva da je f, 3 = w o f, . Buduéi da Mobiusove transformacije ¢ine
grupu, odmah se vidi da je ~ relacija ekvivalencije. Nadalje, iz prvog dijela dokaza zakljuc¢ujemo
da u slucaju p ~ ¢ za svake dvije holomorfne karte « = (U, 2) i § = (V,() na W, takve da jep € U
i g € V, postoji Mobiusova transformacija w takva da je fy3 =wo fpa.

Dokazat ¢emo sada da je svaka klasa ekvivalencije otvoren podskup od W. Zbog povezanosti
W odatle ¢e slijediti da je ¢itava Riemannova ploha W jedna klasa ekvivalencije, a to je upravo
tvrdnja leme.

Neka je A klasa ekvivalencije i p € A. Neka je a = (U, z) holomorfna karta na W takva da je
peU, z(p) =0, K(0,1) C 2(U). Stavimo kao i obi¢no

K,=zYK(0,7)), K,=zYK(0,r)), S,=0K,=z"5(0,r)), r € (0,1].
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Zbog jednostavnosti ¢emo pisati f,, = f. Neka je M > 0 izabran tako da je
f@ <M Vge W\K.
Nadalje, neka je r € (0, 1) takav da vrijedi
ge K, = [flg|>M.

Dokazat ¢emo da je K, C A.
Neka je p; € K. Definiramo funkciju F' sa

Za q € W\ K; tada vrijedi

£(0) M M
7@ - o0 = Tl =17 @l = 17

Dakle, funkcija F' je ogranic¢ena izvan Kj.
Neka je t € R takav da je

F(q)] = —7 < +oo.

f(p1) = [f(py)]e”.
Tada vrijedi:

geS = Rele"(f(g) = f(p))] = Re[e " f(@)] = [f(p1)| < f(a)] = f(p1)] <O.

Sasvim analogno kao u dijelu dokaza teorema 12.2. zakljutujemo da funkcija ¢ — e “(f(q)—f(p1)),
dakle, i funkcija f — f(p1), ima u tocki p; jednostruku nultocku i to je jedina nultocka te funkcije
u K. Prema tome, funkcija F' ima u tocki p; pol prvog reda i u K; nema drugih polova. Odatle
slijedi da na nekoj okolini tocke p; vrijedi razvoj oblika

A

2(q) — z(p1) + Ag+ A1(2(q) — 2(p1)) + Aa(2(q) — z(p1))* + -+ -

F(q) =

Neka je g = fp, - Tada na okolini tocke p; imamo razvoj oblika

1 24 ...
9(q) = m +a1(z(q) — 2(p1)) + aa(2(q) — 2(p1))° +

Prema tome, funkcija F' — Ag € H(W) je ogranicena, dakle, identicki jednaka nekoj konstanti
A € C. Odatle je za svaku tocku q

f(a) = Ag(q)(f(q) = f(p1) + A(f(a) = f(pr))-

Slijedi
ar +b
cr+d’

gmwof,  wx)=
gdje je
a:l_)\’ b:)\f(pl)’ C:A’ d:—Af(pl)

w je Mobiusova transformacija, pa slijedi p; € A. Time smo dokazali K, C A. Dakle, A je otvoren
podskup od W.
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Teorem 12.3. Neka je W jednostavno povezana parabolicka ili kompakina Riemannova ploha,
a = (U, z) holomorfna karta na W, pe U i f = f, o : W — C preslikavange iz tordnje (c) teorema
12.1. Tada je f injekcija.

Dokaz: Neka su tocke py,ps € W takve da je f(p1) = f(p2). Neka je 5 = (V, () holomorfna
karta na W takva da je p; € V. Stavimo g = f,, g. Prema lemi 12.1. postoji Mobiusova transfor-
macija w takva da je ¢ = w o f. Imamo tada

9(p2) = w(f(p2)) = w(f(p1)) = g(p1) = o0,
a kako je p; jedini pol funkcije g, (preciznije, vrijedi g(W \ {p1} C C) zaklju¢ujemo da je ps = p;.
Teorem 12.4. (Teorem uniformizacije) Neka je W jednostavno povezana Riemannova ploha.
(a) Ako je Riemannova ploha W hiperbolicka, ona je izomorfna jedinicnom krugu K(0,1).
(b) Ako je Riemannova ploha W parabolicka, ona je izomorfna kompleksnoj ravnini C.
(c) Ako je Riemannova ploha W kompaktna, ona je izomorfna Riemannovoj sferi C.

Dokaz: Prema teoremima 12.2. i 12.3. postoji holomorfna injekcija f : W — C. Pri tome, ako
je W hiperbolicka, onda je f(W) C K (0, 1). Dakle, tada je f(WW) jednostavno povezano ograni¢eno
podrucje u C, pa je po Riemannovom teoremu 4.7. f(W) je izomorfno jedinicnom krugu K (0, 1).
Dakle, Riemannova ploha W izomorfna je K(0,1).

Pretpostavimo sada da je Riemannova ploha W parabolicka. Tada je f(W) # C, jer ploha
W nije kompaktna. Takoder, komplement C \ f(WW) se sastoji od jedne tocke, inace bi po Rie-
mannovom teoremu f (W) bilo izomorfno K(0,1), dakle, Riemannova ploha W bila bi izomorfna
Riemannovoj plohi K(0, 1), a to nije moguce, jer je jedna parabolicka, a druga hiperbolicka. Prema
tome je C\ f(W) = {2}, tj. fF(W)=C\ {2}, za neku 2z, € C. Medutim, neka Mébiusova trans-
formacija ostvaruje izomorfizam Riemannove plohe C\ {2} s Riemannovom plohom C\ {cc} = C.
Dakle, Riemannova ploha W izomorfna je kompleksnoj ravnini C.

Napokon, pretpostavimo da je W kompaktna Riemannova ploha. Tada je f(W') otvoren kom-
paktan podskup od C, pa slijedi f(W) = C. Prema tome, f je izomorfizam W na C.



Poglavlje 13

Opis svih Riemannovih ploha

Neka je W Riemannova ploha i neka je f : W — W univerzalno natkrivanje, tj. takvo da
je ploha W jednostavno povezana. Prije teorema 8.2. za svako natkrivanje f definirali smo T(f)
kao grupu svih f—transformacija plohe W, tj. svih homeomorfizama ¢ : W — W takvih da je
fow = f, aprema lemi 9.1. svaka f—transformacija je holomorfno preslikavanje, dakle 7(f) je
podgrupa grupe Aut(W) svih automorfizama Riemannove plohe W. Prema korolaru 8.2. grupa
T (f) izomorfna je fundamentalnoj grupi II(W) plohe W. Nadalje, prema tvrdnji (b) teorema
8.5. tocke py,ps € W nalaze se iznad iste tocke plohe W (tj. f(p1) = f(p2)) ako i samo ako
postoji transformacija ¢ € 7(f) takva da je ps = ¢(p1). Prema teoremu 8.2. ako je ¢ € T (f)
i ¢ # idy onda ¢ nema fiksnih tocaka na plohi . Stovise, prema teoremu 8.3. grupa T(f)
djeluje diskontinuirano na plohi W, tj. svaka tocka q € W ima okolinu V takvu da vrijedi:

peT(f)\{idg} = Vne(lV)=0

Iz navedenog vidimo da, ako zelimo opisati sve Riemannove plohe, vazno nam je odrediti
grupu Aut(W) za svaku jednostavno povezanu Riemannovu plohu W, dakle, prema teoremu uni-
formizacije 12.4. za W = K(0,1), W = C i W = C. Nadalje, vazno je ustanoviti koji elementi
¢ € Aut(W) nemaju fiksnih tocaka.

U poglavlju 7. uveli smo pojam Mobiusovih transformacija. To su sva preslikavanja oblika

wy:C—C, gdjeje A= [ f: b } € Gl(2,C), zadana sa

)
([ az+f ) )
ke _Z
o aOJeZGC\{ V}
wa(z) = 00 ako je z = ——
~
e ako je z = 00,
\ Y

ako je v # 0, a ukoliko je v = 0, a tada je nuzno ¢ # 0, onda je Mobiusova transformacija u stvari
afina transformacija kompleksne ravnine C s fiksnom tockom oo :

p .
52—1—5 ako je z € C

wa(z) =

00 ako je z = oo.
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Sve Mobiusove transformacije ¢ine grupu, tzv. Mobiusovu grupu, a sve afine transformacije ¢ine
podgrupu Mobiusove grupe.

Teorem 13.1. (a) Aut(C) je grupa svih afinih transformacija od C, tj. svih preslikavanja
v : C — C oblika p(z) = az+ [, a € C*, g € C. ¢ nema fiksne tocke na C ako i
samo ako je  pomak, tj. a« =11 3 # 0.

(b) Aut(C) je Mébiusova grupa. Svaka Mdbiusova transformacija ima fiksnu tocku na C.
(¢) Neka je D =K(0,1) 7S = 5(0,1). Aut(D) je grupa svih transformacija ¢ : D — D oblika

(p(Z) =A : __a s a,)\ € Ca ‘a| < 17 ‘)‘| =1 (131)

1—az

To je ujedno grupa svih transformacija oblika

_az+f

= a,feC, |af —[B]?=1. (13.2)

¢ (2)

¢ # idp nema fiksnih tocaka u krugu D ako i samo ako sve fiksne tocke te Mobiusove
transformacije od C leze na jedinicénoj kruznici S.

Dokaz: (a) Sva preslikavanja opisanog oblika oc¢ito pripadaju grupi Aut(C). Neka je
¢ € Aut(C). Tada je ¢ cijela funkcija, pa se moze prikazati kao svuda u C konvergentan red
potencija:

0 je izolirani singularitet funkcije 1. Kad bi bekona¢no mnogo koeficijenata a,, bilo razli¢ito od
nule, tj. kad bi 0 bio bitni singularitet funkcije 1, ta funkcija ne bi bila injektivna, dakle ni
funkcija ¢ ne bi bila injektivna. To pokazuje da je 0 ili pol ili uklonjiv singularitet funkcije 1.
Dakle, funkcija ¢ je polinom:

m
o(z) = E anz", ag, @i, . . ., a, € C.
n=0

Napokon, iz bijektivnosti preslikavanja ¢ : C — C slijedi da taj polinom ima jedinstvenu nultocku
A € C. Slijedi

p(2) = ao(z = A)™

Ponovo zbog injektivnosti imamo ag # 0 i m = 1. Stavimo li &« = ay i f = —agA, imamo
o(z) = az+f, a,e€C, a#0.

Napokon, ako je a # 1, onda za

_ Godi L
W= vrijedi  (20) = 20



139

Odatle slijedi i druga tvrdnja: ¢ nema fiksnih tocaka ako i samo ako je a =11 3 # 0.

(b) Neka je M Mobiusova grupa. Ocito je M podgrupa od Aut(C). Neka je o € Aut(C).
Stavimo a = ¢(00) i neka je 1 € M bilo koja Mdbiusova transformacija takva da je 1(a) = oco.
Takva transformacija ¢ postoji: ako je a = oo mozemo uzeti ¢ = idg, a ako je a € C onda mozemo

uzeti

¢:wAa ngeJe A:|:(1) ! :|7

—a
jer je tada '
o ako je z € C\ {a}
¥(z) = 00 ako je z =a
. 0 ako je z = oo.

Stavimo sada w = 1 o ¢. Tada je w € Aut(C) i w(oo) = oo, pa slijedi da je w|C € Aut(C). 1z (a)
sada slijedi da je
w(z) = az + 5, aeCr, peC.

Odatle je

a [
01|

W= wy za A:{

tj. w € M. Slijedi ¢ = 1)~ ow € M. Time je dokazano da je Aut(C) = M. B
Napokon, svaka Mdbiusova transformacija w € M ima fiksnih tocaka na C. Doista, neka je

W= wy, A:[ig].

Ako je v # 0, fiksne tocke su rjesenja kvadratne jednadzbe vz2 + (§ — )z — 3 =0, a ako je 7 = 0,
onda je w(oo) = o0.

(¢) Ve¢ znamo, a i lako je direktno provjeriti, da sva preslikavanja ¢ : D — D oblika (13.1)
jesu elementi grupe Aut(D). Sva takva preslikavanja ¢ine grupu, koju ¢emo oznaciti sa G, i to je
podgrupa grupe Aut(D).

Neka je ¢ € Aut(D). Neka je zp = ¢(0) € D. Neka 7 € G C Aut(D) definirano sa

Z— 20

T(Z):l—z_oz’ zeD.

Tada je 7(z9) = 0, pa slijedi da za ¥ = 70 ¢ € Aut(D) vrijedi ¥(0) = 0. Nadalje, kako je
Y € Aut(D), vrijedi |[¢(2)] < 1 Vz € D. Po Schwartzovoj lemi (teorem 1.15.) slijedi da je
[¥(2)| < |2| V2 € D. Vrijedi i ¥~ € Aut(D) i v~1(0) = 0, pa zakljucujemo da je i [¢~1({)| < [¢|
V¢ e D.Za( =1(z), z € D, dobivamo |z| < |[¢(2)| Vz € D. Iz dvije nejednakosti slijedi jednakost
|(2)] = |z| Vz € D. Sada iz Schwartzove leme slijedi da je 1) rotacija, tj. 1(z) = Az za neko
A€ C, |\ =1. No tada je ¢ € G, pa slijedi ¢ = 771 09 € G. Time je dokazano Aut(D) = G.

Zadatak 13.1. Dokazite da je

ol @

auD) =g ={unlps 4= 5 2 agec jar - (s =1},

@l L
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zZ—a I

—. |\l =1, |a| < 1, uzmite @ = ———
L =1, N

na

V1=laP

Uputa: Ako je p(z2) = A ip=—

gdje je p takav da je pu? = .

Treba jos ustanoviti nuzne i dovoljne uvjete da ¢ € Aut(D) nema fiksnih tocaka na D. Neka
je
az+ 3 9 9
Z) == , a,e€C, |a— =1
) =5L apec fof-3

Promatrajmo ¢ kao element od Aut(C). Ako je § = 0, fiksne tocke su 0 i co. Neka je 5 # 0.
Fiksne tocke od ¢ su tada u C i to su to¢no sva rjesenja kvadratne jednadzbe

B+ (@—a)z—pB=0.

Neka su z; i 25 rjeSenja te jednadzbe. Tada je z120 = —%, dakle, vrijedi
151
1] - |22| = |z122] = = =1
5]

Prema tome, ili ¢ ima fiksnu toc¢ku u D ili su sve fiksne tocke od ¢ na C modula 1, tj. iz S.

Teorem 13.2. Neka je W jednostavno povezana Riemannova ploha i neka je G podgrupa od
Aut(W) koja djeluje na W diskontinuirano (dakle, posebno, nijedan ¢ € G\ {idy,} nema fiksnih
tocaka na W). Neka je W skup svih G—orbita uw W, tj. skup svih skupova oblika

Gp={pWl); p€G}, peW.

Nadalje, neka je f - W — W preslikavanje koje svakoj tocki iz W pridruzuje njenu G—orbitu,
f(p) = Gp. Tada na W postoji (jedinstvena) srtuktura Riemannove plohe takva da je f natkrivange.
Nadalje, tada je G = T(f).

Dokaz: Neka je A holomorfni atlas na W takav da je za svaku kartu o = (U, z4) € A domena
U, povezana i da vrijedi:

pveG, ¢Fidy = Ua Np(Uy) = 0.

Tada je f|U, bijekcija sa U, na f(U,), Ya € A. Uvodimo na W topologiju zahtjevom da je za
svako o« € A skup f(U,) otvoren u W i da je f|U, homeomorfizam sa U, na f(U,). Tada je
topoloski prostor W povezan i svaka tocka u njemu ima okolinu koja je homeomorfna otvorenom
skupu u C. Nadalje, za svako ¢ € G i za svaku kartu o € A restrikcija f|o(U,) je homeomorfizam

sa o(U,) na f(U,).
Zadatak 13.2. Dokazite da je topoloski prostor W Hausdorffov.
Uputa: Za p,q € W, p # ¢, izaberite p;, ¢ € W takve da je
p=fp)=Gn i q¢=f(a)=0GCa.
Razmatrajte sada odvojeno dvije moguénosti:

(1) Postoje v € A 1,9 € G takvi da vrijedi ¢(p1),¥(q1) € U,; u tom sluc¢aju zbog jednos-
tavnosti pisite p; umjesto p(p1) i ¢ umjesto ¥(qy).
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(2) Ne postoje takvi a, ¢, 1. U tom slucaju izaberite a € A tako da je p; € U,, pa iskoristite
¢injenicu da je p(q1) € U, Vo € G.

Prema tome, W je ploha i f: W — W je lokalni homeomorfizam.

Zadatak 13.3. Dokazite da je (f(Uy))aca otvoren pokrivac od W i da je svaki od skupova f(U,)
pravilno natkriven sa f.

Uputa: Za kartu a € A dokazite da su ¢(U,), ¢ € G, sve komponente povezanosti od
FHfUa)).

Dakle, f : W — W je natkrivanje.
Zadatak 13.4. Dokazite da je

{(f(Us),za 0 (flU)"); @€ A}

holomorfni atlas na W.

Uputa: Provjerite jednakost [z, o (f|U,) "] o [z5 0 (f|Ug)’1]_1 = 240 251.

Ostaje jos da se dokaze da je G = T (f). Tocke p1,ps € W leze iznad iste tocke iz W ako i
samo ako je ps = ¢(p1) za neko ¢ € G, a takoder i ako i samo ako je py = ¥ (p;) za neko ¢ € T(f).
Ocito je G C T(f). Neka je 1p € T(f). Za neku tocku p; € W stavimo p, = 1p(p1). Tada tocke py
i py leze iznad iste tocke iz W, pa postoji ¢ € G takva da je ps = p(p1). Sada je o Lo € T(f)
i (¢t o) (p1) = p1. Prema teoremu 8.2. slijedi da je o' 0¢) = idy,. Dakle, ) = ¢ € G. Time je
dokazana i inkluzija 7(f) C G, pa slijedi 7(f) = G.

Prema tvrdnji (b) teorema 13.1. svaki element od Aut(C) ima fiksnu tocku u C. Prema tome,
ako je f : C — W natkrivanje, nuzno je 7 (f) = {idz}, tj. f je izomorfizam Riem,annovih ploha.

Prema tvrdnji (a) teorema 13.1. ako je f : C — W natkrivanje, onda je 7 (f) podgrupa grupe
pomaka kompleksne ravnine C, sastavljene od svih transformacija oblika ¢, : C — C, py(2) = 2410,
b € C. Naravno, b — ¢, je izomorfizam aditivne grupe C na grupu pomaka. Grupa 7 (f) mora
djelovati diskontinuirano, a to znaci da je {b € C; ¢, € T(f)} diskretna podgrupa aditivne grupe
C.

Zadatak 13.5. Neka je f : C — W natkrivanje koje nije izomorfizam Riemannovih ploha.
Dokazite da tada vrijedi jedna od sljedece dvije mogucnosti:

(a) Postoji b € C* takav da je
T(f) = {pm; n € Z}.

U tom slucaju Riemannova ploha W izomorfna je Riemannovoj plohi C*.
b
(b) Postoje b,c € C koji su linearno nezavisni nad R, tj. — ¢ R, takvi da je
c

T(f> = {‘Panrmc; n,mec Z}
Tada je ploha W homeomorfna torusu S*> =S x S = {(\, u); |\ = |u| =1}

Primijetimo da smo u (b) mogli kazati da je Riemannova ploha W izomorfna Riemannovoj
plohi S?. Medutim, valja imati na umu da na torusu S? postoje brojne neizomorfne strukture
Riemannove plohe.

Na temelju dokazanog imamo sljedec¢i popis svih Riemannovih ploha:
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Teorem 13.3. Ako Riemannova ploha W nije izomorfna C, C, C* ili torusu, tada postoji podgrupa
I' od Aut(D) koja se sastoji od transformacija bez fiksnih tocaka u D koja djeluje diskontinuirano
na D, tako da je ploha W izomorfna kvocijentnoj plohi D/T" i ako je f : D — W odgovarajuée
natkrivanje, onda je T (f) =T.



