HARISH-CHANDRINI MODULI

Prof. dr. sc. Hrvoje Kraljevi¢

Predavanja odrzana na poslijediplomskom studiju 2004./2005.
PMF-Matematicki odjel Sveucilista u Zagrebu

Zagreb, srpanj 2005.






SADRZAJ

Sadrzaj

8

9

Moduli

Homoloska algebra

Liejeve grupe i Liejeve algebre

Distribucije s kompaktnim nosacem
Distribucije na Liejevim grupama
Reprezentacije kompaktnih grupa
Heckeova algebra kompaktne Liejeve grupe
Heckeova algebra grupovnog para

Slabi parovi

10 Heckeova algebra para (g, K)

11 Funktori Pi [

12 Konstrukcije u kategoriji C(g, K)

13

27

35

45

51

59

73

81

93

103

115



SADRZAJ



Poglavlje 1
Moduli

Neka je R prsten (unitalan ili neunitalan). Dobra kategorija C R—modula sastoji se od:

(a) klase lijevih (ili desnih) R—modula, koja je zatvorena u odnosu na uzimanje podmodula,
kvocijentnih modula i konac¢nih direktnih suma;

(b) skupova Hompg(A, B) svih R—homomorfizama sa A u B, za bilo koje A, B iz klase (a).

k—algebra je naziv za asocijativnu algebru nad poljem k. Ako je R unitalna k—algebra i
V' unitalni lijevi (odnosno, desni) R—modul, onda je V vektorski prostor nad k£ uz mnozenje
skalarima definirano sa

Av = (Al)v [odnosno  Av = v(Al)] Aek, veV.

Tada vrijedi
AMav) = (Aa)v = a(Iv), AeEk, aceR, veV

i analogno za desne module.

Za prsten R oznacimo sa Z(R) skup svih idempotenata prstena R tj. skup svih p € R takvih
da je p? = p. Z(R) je parcijalno ureden skup s relacijom uredaja definiranom sa

P=<gq — pqg=4qp =Dp-

Prsten R zove se aproksimativno unitalan ako je Z(R) usmjeren skup, tj. za bilo koje
p,q € Z(R) postoji r € Z(R) takav da je p < 171 q < r, i ako za svaki a € R postoji p € Z(R)
takav da je pa = ap = a. U tom slucaju (lijevi) R—modul V' zove se aproksimativno unitalan
ako za svaki v € V' postoji p € Z(R) takav da je pv = v.

Prsten R je aproksimativno unitalan ako i samo ako u R postoji aproksimativna jedinica, tj.
familija (e;; i € I) u R, gdje je I usmjeren skup i vrijedi:

(@) i< = eej=cje=¢;
(b) Ya € R i € I takav da vrijedi e;a = ae; = a.

Zadatak 1.1 Neka je R aproksimativno unitalna k—algebra i neka je V' aproksimativno unita-
lan lijevi (odnosno, desni) R—modul. Dokazite da na V' postoji jedinstvena struktura vektorskog
prostora nad k takva da vrijeds

AMav) = (Aa)v = a(Mv), [odnosno, A(va) = (Av)a = v(Aa)] VAek, VYaeR, YvelV



6 POGLAVLJE 1. MODULI

Zadatak 1.2 Neka je R aproksimativno unitalna k—algebra i neka su X @'Y aproksimativno
unitalnt R—moduli. DokaZite da je tada

o(Ax) = Ap(z), Vo € Homg(X,Y), VAe€k, VrelX.
Posebno, Homg(X,Y') je potprostor od Homy(X,Y).

Neka je R prsten, X desni R—modul i Y lijjevi R—modul. Bimorfizam X x Y u komutativnu
(aditivnu) grupu Z je preslikavanje ¢ : X X Y — Z sa svojstvima

(,0(1'1 +x2>y) = (p(xlay) + QD(JfQ,y), Z1,T2 S X’ ) S Ya
o,y +y2) = o(z,y1) +@(x,92), x € X, y1,12 € Y;
p(za,y) = p(r,ay), v € X,y €Y, a € R.

Tenzorski produkt X i Y nad R je ureden par (Z,¢), gdje je Z komutativna grupa, ¢ je bi-
morfizam X X Y u Z i vrijedi tzv. univerzalno svojstvo:

Ako jep : X XY — U bimorfizam, postoji jedinstven morfizam komutativnih grupa x : Z — U
takav da je v = x o .

Pokazuje se da tenzorski produkt postoji i da je jedinstven do na izomorfizam. PiSemo
Z=X®rY ip(ry =2x®y. Skup {r®y; € X, y € Y} generira grupu X ®pzY.

Zadatak 1.3 Neka je R aproksimativno unitalna k—algebra i neka su X 1Y aproksimativno
unitalni desni @ lijevi R—modul. DokazZite da tada uw X QY wvrijedi

M) @y =28 (\y), VAek, VrelX, Vyev.

Dakle, X ®r Y je vektorski prostor nad k. Dokazite da je vektorski prostor X ®gr Y izomorfan
kvocigentnom prostoru

(X@pY)/{ra®@y—2®ay; v € X,yeY, ac R}|.

Propozicija 1.1 Neka su R © S aproksimativno unitalne k—algebre. Tada vrijedi:

(1) Neka su X desni R—modul, Y (R,S)—bimodul i Z desni S—modul. Tada imamo izomor-
fizam vektorskih prostora nqd k :

Homg(X ®@rY,Z) ~ Homg(X, Homs(Y, Z)).

(2) Neka su X lijevi R—modul, Y (S, R)—bimodul i Z lijevi S—modul. Tada imamo izomorfizam
vektorskih prostora nad k :

Homg(Y ®r X, Z) ~ Homg(X, Homgs(Y, Z)).

(3) Neka su X desni R—modul, Y (R, S)—bimodul i Z lijevi S—modul. Tada imamo izomorfizam
vektorskih prostora nad k :

(X@rY)®sZ ~X®g (Y ®s2).

Neka je R prsten i C dobra kategorija lijevih R—modula (analogno za desne R—module). Modul
u kategoriji C zove se potpuno reducibilan ako je on direktna suma ireducibilnih podmodula.



Propozicija 1.2 Neka je V modul u C i neka je (Vy; s € S) familija ireducibilnih R—podmodula
od V. Tada je podmodul
DV

seS

potpuno reducibilan. Preciznije, postoji T C S takav da je

Sv-Iv

seS teT

Dokaz: Nazovimo podskup U C S nezavisnim ako je suma ) .V, direktna. Primjenom
Zornove leme lako se vidi da skup svih nezavisnih podskupova od S ima maksimalan element 7" u
odnosu na relaciju inkluzije i da je tada

O (4
seS te’T

Propozicija 1.3 Neka je V' potpuno reducibilan modul 1z C i neka je W podmodul.
(a) Modul V/W je potpuno reducibilan.
(b) W je direktni sumand u V.
(¢) Modul W je potpuno reducibilan.

Preciznige, ako je

vz]_[vs

seS

gdje su Vi, s € S, ireducibilni podmoduli, onda postoji T' C S takav da je

V =W+ Vg, VT:HVt,

teT
i tada je x — x + W izomorfizam Vi na V/W. Nadalje, modul W je izomorfan modulu Va\r.

_ Dokaz: (a) Za podmodul X <V pisemo X = (X +W)/W < V/W. Za svaki s € S tada je ili
Vs =0Iili je V ireducibilan. Stavimo

U={seS; V,jeireducibilan}.

Tada je
V/W=>"V,

seU

pa iz propozicije 1.2. slijedi da postoji 7' C U takav da je

viw=]]V.

teT

Tada je restrikcija kvocijentnog morfizma Vp — V/W izomorfizam, dakle, modul V/W je potpuno
reducibilan.

(b) Iz dokazanog u (a) slijedi V- =W 4 V.

(¢) Iz dokazanog u (b) i iz pretpostavki slijedi W ~ V/Vp ~ Ve r.

Iz propozicije 1.3. neposredno slijedi:
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Propozicija 1.4 Potpuno reducibilni moduli u dobroj kategoriji C tvore dobru kategoriju. Pre-
ciznije, vrijedi:

(a) Ako je V' potpuno reducibilan onda je svaki njegov podmodul i svaki kvocijent potpuno re-
ducibilan.

(b) Suma (ne samo direkina i ne samo konacna) potpuno reducibilnih podmodula je potpuno
reducibilan podmodul.

(¢) Svaki modul V uC ima jedinstven maksimalan potpuno reducibilan podmodul soc(V'); (soc(V')
zove se sokl modula V). soc(V') je suma svih ireducibilnih podmodula od V.

Propozicija 1.5 Neka je E ireducibilna modul u kategoriji C i neka za modul V' u kategoriji C

vrigedi
v=]]v.

seS

gdje su Vi, s € S, ireducibilni podmoduli od V. Tada je

Homp(E,V) = [[ Homg(E, Vi),

seS

Dokaz: Za s € S neka je ps : V — V projektor na podmodul V; duz podmodula

W, = ]_[ V.

teS\{s}

Nadalje, za ¢ € Hompg(E, V) stavimo ¢s = p,s o ¢. Buduéi da je V' direktna suma podmodula V;
slijedi da je za svaki e € E za samo kona¢no mnogo s € S vrijedi ps(e) # 01 da je

o€) = ().

seS

Treba dokazati da je skup {s € S; ¢, # 0} konacan. To je ocito ako je p = 0. Uzmimo da je ¢ # 0.
Tada je ¢(FE) ireducibilan podmodul od V. Neka je e € E, e # 0. Tada za neke s, 59,...,8, € S
ineke v; € Vy,, i =1,2,... n, vrijedi p(e) = vy, v + - - - + v,,. Stavimo

Tada je @(F) N W # 0, pa iz ireducibilnosti ¢(FE) slijedi o(E) C W. Stoga je ¢s = 0 za
s€ S\ {s1,82,..., 8}

Propozicija 1.6 (Schurova lema) Neka su E i F ireducibilni R—moduli u dobroj kategoriji C.
(a) Ako E # F onda je Homg(E, F) = {0}.
(b) Endr(E) = Homg(E, FE) je tijelo.

(¢) Ako je R asocijativna algebra nad algebarski zatvorenim poljem k i dimy E < Cardk, onda
je Endr(E) =k -idg = {\-idg; \ € k}.



Dokaz: (a) i (b) : Neka je ¢ € Homg(E, F), ¢ # 0. Tada je Ker ¢ # E podmodul od E pa
iz ireducibilnosti E slijedi Ker ¢ = 0. Dakle, ¢ je injekcija. Nadalje, Im ¢ # 0 je podmodul od
F, pa iz ireducibilnosti F slijedi da je Imp = F. Dakle, ¢ je i surjekcija. To znaci da je svaki
¢ € Homg(E, F) \ {0} izomorfizam.

(c) Neka je e € E, e # 0. Tada je ¢ — @(e) k—linearna injekcija sa Endgr(E) u E pa slijedi da
je dimy Endg(FE) < Card k. Pretpostavimo suprotno tvrdnji (¢) da je Endg(F) # k - idg i neka
je ¢ € Endg(E), ¢ # Nidg VA € k. Najmanje podtijelo od Endg(F) koje sadrzi k - idg U {p} je
polje izomorfno polju k(p). Kako je ¢ € k - idg, iz algebarske zatvorenosti polja k slijedi da je ¢
transcendentan nad k. Dakle k(y) je izomorfno polju k(X) racionalnih funkcija u jednoj varijabli
nad k. Kako je familija (X — a)qex linearno nezavisna nad k, dolazimo do kontradikcije:

Propozicija 1.7 Neka je R aproksimativno unitalna k—algebra, C dobra kategorija aporoksima-
tivno unitalnih R—modula, E ireducibilan modul v C 1V modul u C. Stavimo

VE = Homg(E,V).

(a) Neka je Vg suma svih podmodula od V' izomorfnih s modulom E. Za ¢ € VE je o(E) C Vg,
dakle, VE = Homg(E, Vg).

(b) VE je unitalni desni Dg—modul, gdje je Dy = Endgr(E). E je unitalni lijevi Dg—modul.

(¢) VE®p, E promatramo kao lijevi R—modul s djelovanjem R na drugi faktor. Postoji homo-
morfizam lijevih R—modula ® : VP @p, E — V takav da je ®(¢ @ €) = (e) zap € VE i
e € E. ® je monomorfizam i slika mu je Vg. Dakle, ® je izomorfizam sa V¥ @p, E na Vg.

(d) W — Hompg(E, W) je bijekcija sa skupa svih lijevih R—podmodula od Vi na skup svih desnih
Dg—podmodula od VE. Inverzno preslikavanje je X — ®(X ®p, E).

(€) Za modul W u kategoriji C i za ¢ € Homgr(Vg,Wg) stavimo ¢F = - o0 ¢, tj. za

v € Homp(E,V) stavimo ©¥(¢) = 1 o ¢. Tada je ¢¥ € Homp, (VE WE). Neka su
Oy VEP@p, E — Vg i Oy : WP @p, E — Wg izomorfizmi iz (¢) za module V i W.
Tada je o — ¥ izomorfizam sa Homg(Ve, Wg) na Homp,,(VE WE) i vrijedi

e(Pv(p ®e)) =Py (" (W) ®e), ec€E, peVF

Podmodul Vg iz tvrdnje (a) propozicije 1.7. zove se izotipni podmodul od V tipa E.

Zadatak 1.4 Dokazite propoziciju 1.7.

Korolar 1.1 Neka je V' potpuno reducibilan modul w C + W modul v C. Oznacimo sa C skup svih
klasa izomorfnosti ireducibilnih modula v C. Tada vrijedi:

(@) V =1lgee Ve ~ HEeé(VE ®@py E).

(b) Skup svih podmodula od V u bijekciji je sa skupom svih familija (X®; E € C) desnih
Dg—podmodula od VF.

c) Homp(V,W) = Hompg(V, soc(W)) ~ s Homp, (VE, WE). Tj. R—homomorfizam sa V
EeC E
u W odreden je zadavanjem proizvolinog Dg—homomorfizma sa VE uw W¥ za svaki E € C.

Zadatak 1.5 Dokazite korolar 1.1.
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Do konca ovog poglavlja C oznacava dobru kategoriju R—modula za neki prsten R.
Konac¢na filtracija modula M iz C je konac¢an padajuéi niz R—podmodula

M=M,2M 2 ---2M,=0. (%)

Moduli M;_,/M;, 1 < j < n, zovu se uzastopni kvocijenti filtracije (x). Konacna filtracija (x)
zove se kompozicioni niz modula M, ako su svi uzastopni kvocijenti ireducibilni (posebno, svi su
razliciti od 0). Uzastopni kvocijenti tada se zovu kompozicioni faktori. Modul M je kona¢ne
duljine ako ima neki kompozicioni niz.

Propozicija 1.8 Neka je M modul konacne duljine i M' podmodul. Sljedeéa su dva svojstva
medusobno ekvivalentna:

(a) M je konacne duljine.
(b) M" i M/M’" su konacne duljine.

Korolar 1.2 Puna potkategorija Cr svih modula konacne duljine iz dobre kategorije C je dobra
kategorija.

Zadatak 1.6 DokaZite propoziciju 1.8.

Lema 1.1 (Drugi teorem o izomorfizmu) Neka je M modul i N i P njegovi podmoduli. Tada

" (N+P)/P~N/(NNP)

i izomorfizam je dan sa (n+p)+ P—n+ NNP.

Lema 1.2 (Zassenhaus) Neka je M modul i My, My, M] i M} njegovi podmoduli takvi da je
M C My i M5 C M,. Tada je

Dokaz: 1z leme 1.1. slijedi
(My N M) /I[{(My N M)+ M} (Mg N Ms)] ~ (My 0 My + My N My + M)/ (My N My + M) =

= (My N My + M)/ (My N M3+ My).
Nadalje,

Dakle, imamo

Ovdje je lijeva strana simetri¢na u odnosu na zamjenu indeksa 1 i 2, pa i desna strana mora biti
simetricna u odnosu na takvu zamjenu.

Za konacnu filtraciju

kazemo da je profinjenje konacne filtracije

M:MOQMlgDMm:(]
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ako postoji injekcija f : {0,1,...,m} — {0,1,...,n} takva da je M; = Nyu) zai=0,1,...,m.
Dvije gornje filtracije zovu se ekvivalentne ako je m = n i ako postoji permutacija o skupa
{0,1,...,n} takva da je

M;/Mii1 >~ Noiy/Nogy+1 za 1=0,1,...,n
(uz dogovor M, 11 = Ny41 = 0).

Teorem 1.1 (Schreier) Svake dvije konacne filtracije imaju profinjenja koja su medusobno ek-
vivalentna.

Korolar 1.3 Neka je M modul u Cp.

(a) Svaka konacna filtracija s uzastopnim kvocijentima razlicitim od 0 moZe se profiniti do kom-
POZICION0G NiZa.

(b) Svaka dva kompoziciona niza modula M su ekvivalentna.
Zadatak 1.7 DokaZite teorem 1.1. i korolar 1.3.
Uputa: Za filtracije

M=M_DM;DMyD---2Myu=0 i M=N2N,DNyD---DN,=

stavimo
M;; = M; N Nj + My, 0<j<n, 0<:<m-—1,
NJZ:MZQN]+NJ+1, OSZSTI’L, 0§j§n—1
Budud¢i da je M;, = M;y1 = Miy10 1 Njmw = Njp1 = Njj10 imamo profinjenja gornjih dviju
filtracija
M =My 2 Mo 2---2 My, 2Mig2 M1 2---DMyp, 2------ DMp_102Mp_112 - 2Mp_1,=0
1
M =Noo 2 No1 2+ D2No 2 Nig2N11 2 - DNy D -+ - ONp102Np—112- 2 Np_1,m =0.

Sada primjenom leme 1.2. zakljucite da je M;;/M; ;11 >~ Nji/N; 1.
Duljina modula M je prirodan broj n (ili n = 0) takav da M ima kompozicioni niz
M=My>DM 2---2OM,=0.
Tada pisemo n = ¢(M).
Zadatak 1.8 Dokazite da za M' C M iz Cr vrijedi:

(M) = €(M") + £(M/M");
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Dobra kategorija C zove se mala ako je klasa objekata iz C skup; taj skup oznacavamo
Ob(C). Tada se definira Grothendieckova grupa K (C) kategorije C na sljede¢i na¢in. Najprije
formiramo slobodnu Abelovu grupu F(C) nad skupom Ob(C). Zatim formiramo podgrupu N (C)
grupe F(C) generiranu skupom

{A-B+C; 0 A—B—C—0 egzaktninizu C}.

Napokon, definiramo K(C) = F(C)/N(C). Tada su izomorfni moduli predstavljeni istim elemen-
tom grupe K(C), jer ako je A ~ B onda imamo egzaktan niz 0 — A — B — 0 — 0 pa je
A—BeN(C).

Ako u dobroj kategoriji C klasa objekata sadrzi skup koji sadrzi bar jedan modul iz svake
klase izomorfnosti, onda se iz C moze konstruirati mala dobra puna potkategorija u ¢ijem skupu
objekata je sadrzan bar jedan modul iz svake klase izomorfnosti modula u C.

Propozicija 1.9 Neka je C mala dobra kategorija konacnodimenzionalnih vektorskih prostora nad
poljem k. Tada postoji homomorfizam dim : K(C) — Z takav da je dim(A) = dimy A za svaki
A € 0b(C). Taj je homomorfizam izomorfizam.

Zadatak 1.9 Pomocéu relacije (A + B) = (A) + (B), gdje za A € Ob(C) sa (A) oznacavamo
njegovu klasu u K(C), dokaZite propoziciju 1.9.



Poglavlje 2

Homoloska algebra

U daljnjem je R prsten i C dobra kategorija R—modula (lijevih, ali sve vrijedi i za desne).
Kompleks u C je konacan ili beskonacan niz modula i morfizama u jednom od oblika

On

X — n—1 < Xn A XnJrl A
Y Y,, "y, oy
o T n-1 n T n+l T

pri ¢emu vrijedi 0,1 0 9, = 0 (odnosno, d, o d,_; = 0) za svaki n. Homologija kompleksa X s
padaju¢im indeksima je

H,(X) = (Kerd,_,)/(Imd,)

a kohomologija kompleksa Y s rastu¢im indeksima je
H"(Y) = (Kerd,)/(Imd,,_).

Dvije vrste kompleksa svode se na isto zamjenom n sa —n. Kompleks X je egzaktan na mjestu X,
ako je Im 0,, =Ker 0,,_;. Kazemo da je X egzaktan niz ili egzaktan kompleks ako je egzaktan
na svakom mjestu.

Ako imamo dijagram u C oblika

8717 1 8n

X oo n—1 A Xn A XnJrl A
\L anl l Fn \L FnJrl
X/ : “ e — X?”L—l (871_71 X?”L i XTIL+1 —

u kojem su X 1 X’ kompleksi i svi kvadrati komutiraju (tj. £,-1 00,—1 = 0,,_, o F}, Vn), kazemo
da je F = {F,} lan¢ano preslikavanje (ili kolan¢ano u analognoj situaciji kad su indeksi
rastuci). Lancano preslikavanje F' = {F,} daje preslikavanje na homologijama takoder oznaceno
s F={F,}, F, : H,(X) — H,(X'). Ako je u gornjem dijagramu X o = X', =0, X_; = M,
X'y =MiF_ = f onda F zovemo lan¢ano preslikavanje nad morfizmom f : M — M’
(odnosno, u analognoj situaciji za rastuce indekse, kolan¢ano preslikavanje nad f).

Neka su FF : X — X1 G : X — X' dva lancana preslikavanja kompleksa s padajuéim
indeksima. Za sistem s = {s, } morfizama u C kazemo da je homotopija izmedu F' i G, ako je

Sn i Xpn — X)) iq 1 vrijedi oSy +8,100,1=F,—G, Vn.

13
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Definicija u analognom sluc¢aju kolanc¢anih preslikavanja F,G : Y — Y’ kompleksa s rastuéim
indeksima je

Sp Y, —Y! | i vrijedi dp_108, + Spp10d, =F, —G, Vn.

Homotopna lan¢ana (kolancana) preslikavanja induciraju ista preslikavanja na homologijama (ko-
homologijama).
Za modul P u C kazemo da je projektivan u C ako za svaki dijagram
P
T
0 «— B & C
koji je egzaktan na mjestu B (tj. v je surjekcija) postoji o : P — C takav da dobiveni dijagram

P
(AN
0 «— B &C

komutira (tj. da je 7 =1 o0). Ako je P projektivan i ako je
P
7
A’ L & A"
dijagram u C koji je egzaktan na mjestu A (tj. Im¢) =Kerp), i ako je ¢ o 7 = 0, tada postoji

o: P — A" takav da dijagram
P

Im N\o
AL 4
komutira (tj. 7 =1 o 0).
U kategoriji C se egzaktan niz

0(_M%XO&X1%X2(_ ------ 5

u kome su svi moduli Xy, X7, X5, ... projektivni, zove projektivna rezolucija modula M.
Za modul I u C kazemo da je injektivan u C ako za svaki dijagram

P
Tr

0 — B %
koji je egzaktan na mjestu B (tj. ¢ je injekcija) postoji o : C'— I takav da dobiveni dijagram

I
T N\o
0 — B % C

komutira (tj. da je 7 = 0 0 ). Ako je I injektivan i ako je

I
(K3
A’ i} LN A"
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dijagram u C koji je egzaktan na mjestu A (tj. Imy =Kery), i ako je 701 = 0, tada postoji
o: A" — I takav da dijagram

I
T N\o
A A

komutira (tj. 7 =0 o).
U kategoriji C se egzaktan niz

OHM%XO%X1%X2% ------ 5

u kome su svi moduli Xy, X1, Xs, ... injektivni, zove injektivna rezolucija modula M.

Propozicija 2.1 (a) Neka su zadani kompleksi X i X' i morfizam f : M — M’ u sljedeéem
dijagramu u C :

X: 0 «— M — Xy — X, — X5 — e

Lf 1 Fo LB 1 By
X: 0 «— M — X(') — X] — X} — e

Nadalje, pretpostavimo da je X' egzaktan i da su svi X, projektivni. Tada postoji gore
oznaceno lancano preslikavanje F : X — X' nad f. Ako su F: X — X' i G: X — X' dva
lanc¢ana preslikavanja nad f onda su F' i G homotopni.

(b) Neka su zadani kompleksi X i X' 1 morfizam f: M — M’ u sljedecem dijagramu u C :

X: 0 — M — X — X — X, e ..

LS 1 Fo A | Fy
X:0 — M — X — X — X} S

Nadalje, pretpostavimo da je X egzaktan i da su svi X, injektivni. Tada postoji gore oznaceno
kolancano preslikavanje F : X — X' nad f. Akosu F : X — X' i1G : X — X' dva kolancéana
preslikavanja nad f onda su F' i G homotopni.

U daljnjem uglavnom radimo s dvije dobre kategorije. Ako nije posebno drugacije istaknuto,
C je dobra kategorija (lijevih) R—modula, a C’ je dobra kategorija (lijevih) S—modula.

Kovarijantan funktor F' : C — (' je pridruzivanje modula F'(A) iz C’' svakom modulu A iz
C i morfizma F(¢) € Homg(F(A), F(B)) svakom morfizmu ¢ € Hompg(A, B) tako da vrijedi:

(i) F(ida) = idp(a).
(i1) F(por)=F(p)o F().

Kontravarijantan funktor F': C — (' je pridruzivanje modula F(A) iz C’ svakom modulu A iz
C i morfizma F(p) € Homg(F(B), F(A)) svakom morfizmu ¢ € Hompg(A, B) tako da vrijedi:

(i) Flida) = idpa.
(17) F(pot)=F(¥)o Flp).
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Funktor F': C — C’ zove se aditivan ako vrijedi
Flp+v)=F(p)+ F() VYo, € Homg(A,B) i VA,B ukategoriji C.

Aditivni funktor salje 0—morfizam u 0—morfizam, 0—modul u 0—modul, kompleks u kompleks,
konacnu direktnu sumu u konacnu direktnu sumu.

U daljnjem ¢emo stalno pretpostavljati da su funktori s kojima radimo aditivni

Funktor F': C — (' je egzaktan ako transformira svaki egzaktan niz u egzaktan niz. Funktor
F' je egzaktan ako i samo ako je egzaktan na svim tzv. kratkim egzaktnim nizovima:

0—A—B—(C—7N0.

Ako je X kompleks i F' je egzaktan funktor, tada F’ prevodi homologiju ili kohomologiju od X u
homologiju ili kohomologiju od F'(X).
Funktor F' je lijevo egzaktan ako je za svaki kratki egzaktni niz

0—A—B—C—70 ako je F  kovarijantan,

odnosno,
0+— A«— B+«—C+—0 ako je F  kontravarijantan,
niz
0— F(A) — F(B) — F(C)

egzaktan. Ako je F lijevo egzaktan, onda egzaktnost ¢etveroc¢lanog niza 0, A, B, C' povlaci
egzaktnost gornjeg ¢etveroclanog niza 0, F'(A), F(B), F(C).
Funktor F' je desno egzaktan ako je za svaki gornji kratki egzaktni niz 0, A, B, C, 0 niz

F(A) — F(B) — F(C) — 0

egzaktan. Ako je F' desno egzaktan, onda egzaktnost cetveroclanog niza A, B, C, 0 povlaci
egzaktnost gornjeg ¢etveroclanog niza F'(A), F(B), F(C), 0.
Funktor F' koji je ili lijevo egzaktan ili desno egzaktan zvat ¢emo jednostrano egzaktan.

Propozicija 2.2 Neka je C dobra kategorija lijevih R—modula i A dobra kategorija svih Z—modula
(tj. Abelovih grupa).

(a) Ako je V- modul u C onda je Hompg(-, V) lijevo egzaktan kontravarijantan funktor C u A.
(b) Ako je U modul u C onda je Homg(U, -) lijevo egzaktan kovarijantan funktor C u A.
(¢) Ako je U desni R—modul onda je U ®p (+) desno egzaktan kovarijantan funktor C u A.

Tvrdnje vrijede v ako je C dobra kategorija aproksimativno unitalnih lijevih R—modula za aproksi-
mativno unitalnu k—algebru, a A dobra kategorija svih vektorskih prostora nad k (u (c) treba
pretpostaviti da je U aproksimativno unitalni desni R—modul).

Propozicija 2.3 (a) Modul P je projektivan ako i samo ako je funktor Hompg(P,-) egzaktan.
(b) Modul I je injektivan ako i samo ako je funktor Hompg(-,I) egzaktan.

U dobroj kategoriji svih vektorskih prostora nad poljem £ svaki je modul projektivan i injek-
tivan. Za svaki V su tada funktori Homy (-, V'), Homg(V,-) 1 V ® () egzaktni.
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Neka su F,G : C — (' istovrsni funktori, tj. ili su oba kovarijantni ili su oba kontrava-
rijantni. Prirodno preslikavanje F' u G je sistem T = (T4) morfizama u C’, pri ¢emu je
Ty € Homg(F(A),G(A)) za svaki modul A u kategoriji C, takav da kad god je ¢ € Homg(A, B)

onda komutira dijagram
Ty

FA) I qra)

F(p) | L G(y)

TB
—

F(B) G(B)

ako su F' i G kovarijantni, odnosno dijagram

TB
—

F(B) G(B)

ako su F' i G kontravarijantni. Takav T' zove se prirodni izomorfizam funktora F' s funktorom
G ako je Ty izomorfizam za svaki modul A u kategoriji C. U tom slucaju je T-1 = (Tgl) prirodni
izomorfizam funtora GG s funktorom F. Prirodno izomorfni funktori imaju ista svojstva egzaktnosti,
tj. oba su egzaktni ili lijevo egzaktni ili desno egzaktni.

Propozicija 2.4 Neka je k polje i A, B, C vektorski prostori nad k. Postoji jedinstveno k—linearno
preslikavange
¢ : Homy(A @y B,C) — Homy(A, Homy (B, C))

takvo da je
{[®(p)](a)}(b) = p(a @) Vo € Homp(A®y B,C), VYa€ A, Vbe B.

® je izomorfizam i to prirodni u svakoj varijabli u sljedecem smislu: ako bilo koja dva od A, B i
C fiksiramo, tada je ® prirodni 1zomorfizam dvaju odgovarajucih funktora:

Homy((+) ® B,C) — Homy(-, Homy(B, C)) (kontravarijantan funktor),
Homyi(A®y (+),C) — Homy (A, Homy(-,C)) (kontravarijantan funktor),
Homy(A®y B,-) — Homg(A, Homy(B,-)) (kovarijantan funktor).
Zadatak 2.1 DokaZite propoziciju 2.4.

Propozicija 2.5 Neka je k polje i A, B i C vektorski prostori nad k. Postoji jedinstveno k—linearno
preslikavange

takvo da vrijedi
P((a®b)®@c)=a® (b® c) Vae A, Vbe B, VceC(C.

Tada je ® izomorfizam koji je prirodan u svakoj varijabli.
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Propozicija 2.6 Neka su R i S aproksimativno unitalne k—algebre, A dobra kategorija aproksi-
mativno unitalnih lijevih R—modula, B dobra kategorija aproksimativno unitalnih (S, R)—bimodula
i C dobra kategorija aproksimativno unitalnih lijevih S—modula. Tzomorfizam iz propozicije 2.4.

®: Homp(A @y B,C) — Homy(A, Homy(B, ()

za Aiz A, B iz B i C iz C uz ociti izomorfizam B®, A — ARy B inducira izomorfizam vektorskih
prostora nad k
U : Homg(B®gr A, C) — Hompg(A, Homg(B,())

i tag je izomorfizam prirodan u svakoj varijabli.
Zadatak 2.2 DokaZite propoziciju 2.6.

Propozicija 2.7 Neka su R i S aproksimativno unitalne k—algebre, A dobra kategorija aproksi-
mativno unitalnih desnih R—modula, B dobra kategorija aproksimativno unitalnih (R, S)—bimodula
i C dobra kategorija aproksimativno unitalnih lijevih S—modula. Tzomorfizam iz propozicije 2.5.

O (AR B)®rC — AR, (B C)

za A iz A, B iz B i C iz C inducira izomorfizam vektorskih prostora nad k
V:(A®grB)®sC — ARgr (B®sC)

koji je prirodan u svakoj varijabli.

Propozicija 2.8 Neka su R i S prsteni, C dobra kategorija lijevih R—modula i C" dobra kategorija
ligevih S—modula.

(a) Neka su U i U moduli u C' i pretpostavimo da za svaki modul V' u C' postoji izomorfizam
Oy : Homg(U, V) — Homg(U', V)

takav da je & = (Py) prirodni izomorfizam funktora Homg(U,-) s funktorom Homg(U',-).
Tada je
&) (idy) : U — U’

1zomorfizam.

(b) Neka su F,G : C — C' istovrsni funktori i pretpostavimo da za svaki modul A u C i za svaki
modul V' u C' postoji izomorfizam

G4y Homg(F(A),V) — Homg(G(A),V)
takav da je za svaki A ®4 = (P4 v)v prirodni izomorfizam funktora Homg(F(A),-) s funk-

torom Homg(G(A),-) i da je za svaki V &y = (Pav)a prirodni izomorfizam funktora
Homg(F(+),V) s funktorom Homg(G(-),V). Za svaki modul A u C stavimo

Uy = Pygga)
Tada je W = (Psis) prirodni izomorfizam funktors F' s funktorom G.

Zadatak 2.3 DokaZite propoziciju 2.8.
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Napomena. Analogne tvrdnje vrijede uz zamjenu dviju varijabli u Homg(-, -).

Za dobru kategoriju C kazemo da ima dosta projektivnih ako je svaki modul u C izomor-
fan kvocijentu projektivnog modula u C. Tada svaki modul u C ima projektivnu rezoluciju u C.
Kazemo da C ima dosta injektivnih ako je svaki modul u C izomorfan podmodulu injektivnog
modula u C. Tada svaki modul u C ima injektivnu rezoluciju u C.

U daljnjem pretpostavljamo da dobre kategorije C i C" R—modula, odnosno S—modula, imaju
dosta projektivnih i dosta injektivnih. Neka je F': C — C’ jednostrano egzaktan aditivni funktor.
Za modul M u C formiramo projektivnu ili injektivnu rezoluciju od M ovisno o situaciji:

Egzaktnost F Rezolucija | n—ti izvedeni funktor
desna kovarijantan projektivna E,
desna kontravarijantan | injektivna E,
lijeva kovarijantan injektivna £
lijeva kontravarijantan | projektivna Fm

Primjenimo F' na tu rezoluciju, ispustimo ¢lan F'(M) i n—tu homologiju, odnosno kohomologiju,
dobivenog kompleksa oznac¢imo sa F,, (M), odnosno sa F"™(M). To je definicija djelovanja funktora
F,, odn. F", na module. Definirat ¢emo sada djelovanje tih funktora na morfizme. Ako je
¢ : M — M’ morfizam u C, formiramo rezolucije X od M i X’ od M’, povezemo ih sa ¢ i formiramo
lancano, odn. kolan¢ano, preslikavanje ® : X — X' nad ¢. Tada je F(®) : FI(X) — F(X'), ako je
F kovarijantan, tj. F(®): F(X') — F(X), ako je F' kontravarijantan, lan¢ano, odn. kolancano,
preslikavanje koje inducira morfizme na homologijama, odn. kohomologijama, koje oznacavamo
sa F,,(p), odn. F™(p). Na taj nacin su definirani funktori F,,, odn. F™, za n > 0. oni su dobro
definirani do na prirodni izomorfizam. Funktor F),, odn. F"™ zove se n—ti izvedeni funktor
funktora F. Funktor Fy, odn. F°, je prirodno izomorfan funktoru F. Napokon, prirodno izomorfni
izomorfni funktori imaju prirodno izomorfne izvedene funktore.

Vrlo ¢esto je zgodnije izracunavati izvedene funktore koriste¢i opéenitije rezolucije — ne nuzno
projektivne, odnosno, injektivne. Da to opisemo zbog odredenosti promatramo desno egzaktan
kovarijantan funktor F' : C — C’. Modul X u C zove se acikli¢ki u odnosu na funktor F' ako je
F.(X) = 0Vn > 0. Projektivni modul P aciklicki je u odnosu na svaki takav funktor F' jer se
F,,(P) moze izracunati iz projektivne rezolucije:

D P P 00— e wvnn..
Aciklicka rezolucija modula M (u odnosu na funktor F') je egzaktan kompleks
0 % M % XO (— Xl (— X2 (— ------

kod kojeg je modul X,, aciklicki u odnosu na F' za svaki n > 0.

Propozicija 2.9 Neka je F : C — C’ jednostrano egzaktan aditivan funktor i neka je X aciklicka
rezolucija modula M u odnosu na F. Tada homologija, odn. kohomologija, kompleksa F(X) daje
izvedene funktore F,,(M), odn. F"(M).

Zadatak 2.4 Dokazite propoziciju 2.9. u slucajevima:
(a) F je kovarijantan desno egzaktan funktor;

(b) F je kontravarijantan lijevo egzaktan funktor.
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Propozicija 2.10 Neka je G : C — C' jednostrano egzaktan aditivan funktor s izvedenim funk-
torima G, odn. G™. Neka je F : C' — C" egzaktan aditivan funktor.

(a) Ako je F kovarijantan, tada je F o G jednostrano egzaktan i vrijedi (F o G),, ~ F oG, odn.
(FoG)"~ FoG"

(b) Ako je F kontravarijantan, tada je F o G jednostrano egzaktan i (F o G)" ~ F o Gy, odn.
(Fo@G), ~FoG"

Propozicija 2.11 Neka suC, C i C' dobre kategorije i pretpostavimo da C i C imaju dosta projek-
tivnih @ dosta injektivnih. Neka je F : C — C egzaktan aditivan funktor i G : C — C' jednostrano
egzaktan aditivan funktor s izvedenim funktorima G, odn. G™. Pretpostavimo da vrijedi jedna od
sljedece cetiri mogucénosti:

(a) F je kovarijantan, G, odn. G™, definirani su preko projektivnih rezolucija i F prevodi
projektione u projektivne.

(b) F je kovarijantan, G, odn. G™, definirani su preko injektivnih rezolucija 1 F' prevodi injek-
tivne u injektivne.

(¢) F je kontravarijantan, Gy, odn. G™, definirani su preko projektivnih rezolucija i F prevodi
imjektivne u projektivne.

(d) F je kontravarijantan, G, odn. G", definirani su preko injektivnih rezolucija i F prevodi
projektivne u injektivne.

Tada je G o F jednostrano egzaktan i (G o F), ~ G, o F, odn. (Go F)" ~G"o F.

Neka je u dobroj kategoriji C zadan dijagram

o — A Y B £ — 0
1 pa | ¢B 1 pc (%)
0o — & LB Lo

u kome su reci egzaktni i kvadrati komutativni. Neka je x € Ker po. Kako je ¢ epimorfizam,
postoji b € B takav da je x = ¢(b). Tada je

0= pc(z) = (pc o @)(b) = (¢ o vp)(b) = ¢'(¢r(D).

Dakle, pp(b) € Ker¢' = Im/, pa postoji a’ € A’ takav da je pp(b) = ¢'(a’). Sada definiramo
p: Kerpo — A'/Im g, tako da stavimo

plz) =d +1Imepy.
Zadatak 2.5 Dokazite:
(a) p je dobro definiran.
(b) Kerp= @(Keryp).

(¢) Imp = w’fl([m<p3)/[m<p,4.
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Definirani morfizam p zove se vezni morfizam pridruzen dijagramu ().
Neka je sada u dobroj kategoriji C zadan komutativan dijagram

Pn+1
Bui ™9 G

Vg | 1 Yo
B, 5 C,
e | 1 pc

Pn—1
B,1 — Oy

u kome su stupci kompleksi, tj. pgpowp =01 pcoec = 0. Neka je b € Kerpp, tj. b € B, i
vp(b) = 0. Tada je

Spc(ﬁpn(b» = (SOC © @n>(b) = (Spnfl © SOB)(b) = <,0n71(903(b)) =0.

Dakle, vrijedi:
b e Keropp — ©n(b) € Kerpgc.

Stoga mozemo definirati
®: Kerpp — Kerpe/Ime sa O(b) = pn(b) + Ime.

Tada je ocito
Im® = &(Kerpp) = ¢, (Kerpp)/ Imi)e.

Nadalje, vrijedi b € Ker ® ako i samo ako je b € Ker g i ¢,(b) € Imc, dakle,
Ker ® = Ker op N @, (Imie).

Po pretpostavci je
Imyp C Kerpp.

Nadalje, ako je b € Im ¢ onda postoji x € B, ;1 takav da je b = ¢p(z). Slijedi
en(b) = en(B(x)) = (Pn 0 ¥p)(2) = (Ve © Pni1)(2) = Yo(pnii(z)) € Imie.
To znaci da je b € o, '( Im1c). Prema tome, vrijedi
Imvp C Kerpp N, (Imie) = Imyp C Ker ®.
Zakljucujemo da mozemo definirati morfizam
®,, : Kerpp/Imiyp — Ker e/ Ime

relacijom
O, (b+ Imvp) = ¢,(b) + Imic.
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Neka je sada zadan beskonacan komutativan dijagram

Pnt1 Pnt1
0 — AnJrl — BnJrl — CnJrl — 0

L an 1 Bn o™

l Qp—1 l Bn—l l Tn—1

0 — An—l — Bn—l B Cn—l — 0

u kojem su stupci A, B i C' kompleksi i u kojem su svi reci egzaktni. Tada prema zadatku 2.5. za
svaki n imamo vezni morfizam

Pn - Hn—l—l(c) - Hn(A)a

morfizam ¢,, inducira morfizam

®, : H,(B) — H,(C),
a morfizam 1, inducira morfizam
v, : H,(A) — H,(B).
Na taj nacin dolazimo do beskona¢nog niza morfizama
------ — Hya(B) ™53 Hya(C) 5 Hy(4) 5 Hy(B) 2 Hy(C) ™2 Hyoy(A) — -
Zadatak 2.6 Dokazite da je taj niz egzaktan.

Uputa: Neposredna primjena zadatka 2.5. i konstrukcije nakon njega.

Taj se niz zove dugi egzaktni homoloski niz. Sasvim analogno definira se dugi egzaktni
kohomoloski niz.

Propozicija 2.12 Neka je
0—A-%B2%0—0

kratki egzaktni niz u dobroj kategoriji C. Tada su sljedeca tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Postoji ¢ : C — B takav da je ¢ o @ = idc.
(b) Postoji i) : B — A takav da je 1 o) = idy.
(¢) B~ A+C, pri cemu 1 odgovara inkluziji A — A+ C, a ¢ odgovara projekciji A+ C — C.

U tom slucaju kazemo da je kratki egzaktni niz rascjepiv.
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Propozicija 2.13 Neka je
0—A—B—C—0

kratki egzaktni niz u kategoriji C u kome je ili A injektivan ili je C projektivan. Tada je taj niz
TascjePLL.

Propozicija 2.14 Neka je u dobroj kategoriji C zadan rascjepiv kratki egzaktni niz
0—A—B—C—0.

Neka su X i Z projektivne rezolucije od A i C. Tada postoji projektivna rezolucija Y od B takva
da je Y, = X,, + Z,, i da je sljedeéi dijagram komutativan

0 0 0

0 — A — B — C — 0

0 — Xo — Yy — Zy; — 0

0O — X — Y9 — 2, — 0

pri cemu je X, — Y, inkluzija, a 'Y, — Z, projekcija.
Propozicija 2.15 Neka je u dobroj kategorigi C zadan rascjepiv kratki egzaktni niz
0—A—B—C—0.

Neka su X 1 Z injektivne rezolucije od A i C. Tada postoji injektivna rezolucija Y od B takva da
je Y, =X, + Z, i da je sljedeéi dijagram komutativan

0 0 0

0 — A — B — C — 0

0 — Xo — Yy — Zy; — 0

O — X5 — Y7 — 21 — 0
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pri cemu je X, — Y, inkluzija, a 'Y, — Z, projekcija.

Propozicija 2.16 Neka je C dobra kategorija s dosta projektivnih, odn. s dosta injektivnih, 1
neka je F: C — C' jednostrano egzaktan aditivan funktor. Neka je

00— A—B—C—70

rascjepiv kratki egzaktni niz u C. Tada izvedeni funktori od F na A, B i C' daju dugi egzaktni niz
kako slijedi:

(a) F kovarijantan desno egzaktan:

0«— F(C)+«— F(B) «— F(A) «— F|(C) «— Fi(B) «— Fi(A) «— -+

(b) F kontravarijantan desno egzaktan:

0«— F(A)«— F(B) «— F(C) «— Fi(A) «— F|(B) «— F(C) «— ------

(¢) F kovarijantan lijevo egzaktan:

0— F(A) — F(B) — F(C) — Fi(A) — Fi(B) — F,(C) — -+

(d) F kontravarijantan lijevo egzaktan:

0— F(C)— F(B) — F(A) — F(C) — Fi(B) — Fi(A) — -+

Zadatak 2.7 Dokazite jednu od tvrdngi ((a), (b), (c) ili (d)) u propoziciji 2.16.

Propozicija 2.17 Neka su C i C' dobre male kategorije i F' : C — C' egzaktan funktor. Oznacimo
sa (M) klasu modula M w Grothendieckovoj grupi. Preslikavanje A — (F(A)) jedinstveno se
prosiruge do homomorfizma F(Ob(C)) — K(C') i zatim spusta do homomorfizma K(C) — K(C').

Dokaz: Zbog odredenosti pretpostavimo da je funktor F' kovarijantan. Egzistencija i jedin-
stvenost prosirenja preslikavanja A — (F(A)) do homomorfizma F(Ob(C)) — K(C') slijedi
neposredno iz ¢injenice da je F(Ob(C)) slobodna Abelova grupa nad skupom Ob(C). Ako je

0—A—B—C—0
egzaktan niz u C onda je
0— F(A) — F(B) — F(C) —0
egzaktan niz u C'. Dakle, F(B) — F(C) — F(A) € N(C'). Bududi da skup
{B-A-C;0— A— B— C — 0 je egzaktan}

generira podgrupu N (C), slijedi da homomorfizam induciran sa F preslikava N'(C) u N'(C’). Stoga
se taj homomorfizam moze spustiti do homomorfizma grupe K(C) = F(Ob(C))/N(C) u grupu
K(C') = F(Ob(C")/N(C).

Korolar 2.1 Neka je C mala dobra kategorija ciji su objekti uz drugu strukturu i konacnodimen-
zionalni vektorski prostori nad poljem k @ ¢iji su morfizmi k—linearni. Tada se A — dimg A
prosiruje do homomorfizma F(Ob(C)) — Z koji se spusta do homomorfizma K(C) — Z.
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Dokaz: Neka je C' mala dobra kategorija ”svih” kona¢nodimenzionalnih vektorskih prostora
nad k i neka je F': C — C’ zaboravni funktor. Funktor F je egzaktan pa iz propozicije 2.17. slijedi
da on definira homomorfizam K (C) u K(C'). Tvrdnja slijedi kompozicijom tog homomorfizma s
homomorfizmom iz propozicije 1.8.

Teorem 2.1 (Euler—Poincaréov princip) Neka je
d*l do d1 dg
X . 0 —_— XO —_— Xl —_— X2 — Ty i e e e - X — O

konacni kompleks uw maloj dobroj kategoriji C. Tada u Grothendieckovoj grupi K (C) vrijedi

D (X)) =) (—1)(H(X)).
i=0 i=0
Dokaz: Kratki egzaktni nizovi
0 — Kerd; — X; — Imd; — 0 i 0— Imd;_; — Kerd; — H'(X) — 0
u kategoriji C daju u grupi K(C) identitete
(X;) = (Kerd;) + (Imd;) i (H'(X))= (Kerd;) — (Imd;_;), 0<i<n.

Iz tih identiteta formiramo alternirajuc¢e sume

D_(D'(X0) = 3 (1) (Kerds) + 3 (~1)(Imdy)
D (S1H (X)) = D (1) (Kerds) = 3 (~1)'(Imdiy) =
— Z(—l)i(Kerdi) — (Imd_;) + ‘_ (=1)"(Im d;).

Kako su Imd_; =01 Imd, = 0, tvrdnja slijedi.

Korolar 2.2 Neka je C mala dobra kategorija i neka je

=0

Dokaz: Doista, tada su svi H(X) =0,0<i < n.
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POGLAVLJE 2. HOMOLOSKA ALGEBRA



Poglavlje 3

Liejeve grupe i Liejeve algebre

Neka je M Hausdorffov topoloski prostor i neka je n € N. n—dimenzionalna karta na M je
ureden par (U, ) gdje je U C M otvoren skup i ¢ je homeomorfizam sa U na otvoren podskup
od R". Skup U zovemo domena karte (U, ). n—dimenzionalni C*°—atlas na M je skup A
n—dimenzionalnih karata na M sa sljede¢im svojstvima:

(i) Domene karata u skupu A pokrivaju M :

U v=m.

(Upp)eA

(it) Ako su (U,v), (V,p) € A takve karte da je UNV # (), onda je
Yo lipUNV) —y(UNV)

C>°—preslikavanje.

n—dimenzionalna C>*—struktura na M je n—dimenzionalni C*°—atlas A na M koji pored (7)
i (4i) zadovoljava i svojstvo maksimalnosti:

(7i7) Ako je (W, x) n—dimenzionalna karta na M i ako su za svaku kartu (U, ) € A takvu da je
UNW #£10

pox i x(UNW) —pUNW) i xodp  :p(UNW) — x(UNW)
O —preslikavanja, onda je (W, x) € A.

Ocito je svaki n—dimenzionalni C*°—atlas sadrzan u jedinstvenoj n—dimenzionalnoj C*°—strukturi.

Diferencijabilna mnogostrukost ili C*°—mnogostrukost je ureden par (M, A), gdje je M
Hausdorffov topologki prostor s prebrojivom bazom topologije, a A je n—dimenzionalna C'*°—struk-
tura na M za neki n € N. PiSemo tada n = dim M.

Zamijenimo li svuda u prethodnim definicijama izraz C'*°—preslikavanje s izrazom realno—ana-
liticko preslikavangje, dobivamo definicije pojmova n—dimenzionalni analiticki atlas, n—dimen-
zionalna analiticka struktura i analiticka mnogostrukost. Svaka analiticka mnogostrukost
je ujedno diferencijabilna mnogostrukost.

Neka su M i N C*°—mnogostrukosti, dim M = m, dim N = n. Za f : M — N kazemo da
je C>—preslikavanje ako Vp € M postoje karte (U,1) na M i (V,¢) na N takve da je p € U,
f(U)CVidaje

pofoy™hip(U) — (V)

27
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C°—preslikavanje iz R™ u R™. Ako je f : M — N bijekcija i ako su f i f~! C°—preslikavanja,
onda se f zove difeomorfizam.

Primjeri:

(1) M = R" tada je {(R",idgn)} C>®—atlas. Jedinstvena C*°—struktura koja sadrzi taj atlas
zove se standardna C'°—struktura na R", a jedinstvena analiticka struktura koja sadrzi
taj atlas zove se standardna analiticka struktura na R".

(2) Neka je (M, A) C*—mnogostrukost (odn. analiticka mnogostrukost) i neka je V. C M
otvoren skup. Tada je

{(UnVelunV); (Uy) e A, UNV # 0}

C*>°—atlas (odn. analiticki atlas) na V. V se s pripadnom C'*°—strukturom (odn. analitickom
strukturom) zove otvorena podmnogostrukost od M.

(3) Nekasu (M, A)i(N,B)C>®—mnogostrukosti (odn. analiticke mnogostrukosti), dim M = m,
dim N = n. Neka je

C={UxVdxp) (Uy)eA (Vip) € B},

pri ¢emu je (¢ x ¢)(z,y) = (Y(x),(y)), v € U, y € V. Tada je C (m + n)—dimenzionalni
C*>—atlas (odn. analiticki atlas) na M x N. S pripadnom C'*—strukturom (odn. analitickom
strukturom) M x N se zove produkt mnogostrukosti M i N.

Za C*°—mnogostrukost M sa C°°(M) oznacavamo skup svih C*°—funkcija f : M — R. Uz
operacije po tockama C*°(M) je komutativna algebra.

Neka je M C°°—mnogostrukost i U otvoren pokriva¢ od M. Particija jedinice podredena
pokrivacu U je niz (¢, )neny u C°(M) takav da vrijedi:

(1) Za svaki n € N nosac
Supp ¢, = Cl({p € M; ¢n(p) # 0})
je kompaktan skup sadrzan u nekom U € U.

(11) Za svaku tocku p € M postoji otvorena okolina V' tocke p takva da je Suppp, NV # 0 za
samo kona¢no mnogo n € N.

(13i) Za svaku tocku p € M vrijedi

Pup) 20 VneN i ) gu(p) =1

neN

Teorem 3.1 Za svaki otvoren pokrivac U C°°—mnogostrukosti M postoji particija jedinice podre-
dena pokrivacu U.

Neka je M C*°—mnogostrukost i p € M. Definiramo tangencijalni prostor na mnogostrukost
M u tocki p:

T,(M)={X:C* —=R; X jelinearno i vrijedi X(fg) = (X f)g(p) + f(p)(Xg) YVf,g € C=(M)}.
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Ocito je T,(M) realni vektorski prostor. Elementi od T,(M) zovu se tangencijalni vektori na
mnogostrukost M u tocki p. Neka je e > 0 i neka je o : (—e,e) — M C*—preslikavanje takvo da
je 0(0) = p. Tada se o zove glatka krivulja kroz tocku p. Definiramo tada V, : C*°(M) — R sa

Vof = LI . fec¥u.

Tada je V, € T,(M) i zove se tangencijalni vektor na krivulju ¢ u tocki p. Pomocu teorema
egzistencije za sisteme obicnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda dokazuje se da vrijedi:

Teorem 3.2 Neka je M C*°—mmnogostrukost i p € M. Tada vrijedi:

T

(M) ={V,; oje glatka krivulja kroz tockup}.

Neka je sada (U, 1) karta na n—dimenzionalnoj mnogostrukosti M i p € M. Neka su
T1,T2y...,Tp U—-R
koordinatne funkcije preslikavanja v :

¥(q) = (21(q9), 22(q), - . ., a(q)), qeU.

Neka je {e1,e2,...,e,} standardna baza od R". Za neki ¢ > 0 mozemo definirati glatke krivulje
01,09, ...,0, : (—e,&) — M kroz tocku p :

oi(t) = ™ (W (p) + tey).

Za pripadne tangencijalne vektore upotrebljavamo oznake

(aa) = Vou
€T P

Ako je o proizvoljna glatka krivulja kroz tocku p onda se lako dobiva

V=GP0 (5) 1 secmon

Odatle i iz teorema 3.2. neposredno slijedi:

Teorem 3.3 Neka je M n—dimenzionalna mnogostrukost, (U,v) karta na M, xi, s, ...z, ko-
ordinatne funkcije prelikavanja v i+ p € U. Tada je

(), (), ()

baza realnog vektorskog prostora T,(M). Posebno, dim T,(M) = dim M.

Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti i ® : M — N C*°—preslikavanje. Za p € M
definiramo T),(®) : T,,(M) — Top)(N) sa

[T, (®)X](f) = X(fe®), [feC¥(N), XeT,(M).

Tada je T,(®) linearan operator i zove se diferencijal od ® u tocki p. Ako su xy, 29, ..., 2
koordinatne funkcije za neku katru (U, ) od M oko tocke p i y1,¥a, ..., y, koordinatne funkcije
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za neku kartu (V, ¢) od N oko tocke ®(p), takvu da je ®(U) C V, onda operator T,,(®) djeluje na
sljedec¢i nacin:

T((I)> QG (—) = Q; (—) (yof) (—> ) 0417&27"'704m6R-
’ zzl Oxi ), 121]21 Oxi ), ’ 0y, o(p)

Drugim rije¢ima, matrica operatora 7,(®) u paru baza

0 0 0
[ p—
) ()., (60)

— = R prostora  Tg() (N)
{(ayl 2(p) Oy 2(p) OYn ®(p) "

je upravo Jacobijeva matrica preslikavanja ¢ o ® o 1p~1.

Podmnogostrukost mnogostrukosti M je podskup N C M koji ima svoju diferencijabilnu
strukturu koja je takva da inkluzija ¢ : N — M zadovoljava:

(1) i je C*™°—preslikavanje;
(i) T,(i) : Ty(N) — T,(M) je injekcija ¥p € N.

Posebno, svaka otvorena podmnogostrukost je podmnogostrukost.

Za mnogostrukost M definiramo

T(M) = U T,(M) (disjunktna unija).

peEM

Neka je A C*°—struktura mnogostrukosti M. Za £ € A piSemo
gz(U§>¢§)’ ¢§:($§,$g,...,$i).
Neka je 7w : T(M) — M definirano sa 7(7,(M)) = {p}. Za £ € A definiramo
We 7' (Ug) — ve(Ug) x R

na sljede¢i nacin:

. ) _ 0
\Ilg(’U) = (1/15(]7),’01,1)2, o ,’Un) ako je pE Ug i v= v; <8x<
1 (A

1=

) e T,(M).

Za & € A neka je 7 skup svih podskupova od 7 *(Ug) C T(M) oblika \I/gl(W), gdje je W
otvoren podskup od ¢ x R". Neka je 7 unija svih skupova 7¢, £ € A. Tada je 7 baza topologije s
kojom T'(M) postaje Hausdorffov topoloski prostor s prebrojivom bazom topologije i preslikavanje
m:T(M) — M je neprekidno. Nadalje, direktno se provjerava da je

{(m7H(Ue), Te); € € A}

C*>—atlas na T'(M). Uz pripadnu C*—strukturu 7 je C*°—preslikavanje.
Vektorsko polje na mnogostrukosti M je svako C'°—preslikavanje X : M — T(M), p — X,
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takvo da je X, € T,(M) Vp € M. Skup svih vektorskih polja oznacavamo sa X (M); to je realan
vektorski prostor uz operacije po tockama:

(aX), = aX,, (X+Y),=X,+Y,, a€R, X YeX(M), peM.

Stovise, X(M) je C*®(M)—modul uz mnozenje elemenata iz X (M) funkcijama iz C°(M) defini-
rano takoder po tockama:

(fX)p=TW)Xp,  feCTM), XeX(M).
Derivacija algebre C*°(M) je linearno preslikavanje D : C*°(M) — C*°(M) takvo da vrijedi
D(fg) = (Df)g+ f(Dg)  Vf,geC™(M).

Neka je D(M) skup svih derivacija algebre C*(M). To je realan vektorski prostor. Stovise, D(M)
je C°°(M)—modul uz

(fD)g=f(Dg),  [f,g€C*(M), DeDM).
Teorem 3.4 Za X € X(M) definiramo X : C°(M) — C®(M) sa
(X(Dlp) = X,(f),  feC>(M), peM.
Tada je X — X izomorfizam C®(M)—modula X (M) na C®(M)—modul D(M).
Zadatak 3.1 DokaZite teorem 3.4.

Liejeva algebra nad poljem K je vektorski prostor g nad K s operacijom g X g — g,
(X,Y) — [X,Y], sa svojstvima:

(1) Preslikavanje (X,Y) — [X, Y] je bilinearno.
(i1) [X,X]=0VX €g.
(7ii) Vrijedi tzv. Jacobijev identitet:

X, [V, Z]|+ [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] =0 VXY, Z e g.

Neka je A asocijativna algebra nad poljem K. Lako se provjeri da uz operaciju [a, b] = ab— ba,
a,b e A, A postaje Liejeva algebra.

Zadatak 3.2 Dokazite da je D(M) Liejeva podalgebra asocijativne algebre L(C*(M)) svih li-
nearnih operatora C®(M) — C>°(M).

Liejeva grupa je skup G sa svojstvima:
(1) G je grupa.
(77) G je diferencijabilna mnogostrukost.
(i17) (x,y) — 2y~ ! je C>°—preslikavanje sa G' x G u G.

Teorem 3.5 Neka je G Liejeva grupa. C°—struktura mnogostrukosti G sadrzi jedinstvenu anal-
iticku strukturu takvu da je preslikavanje (z,y) — xy~ ' sa G X G u G analiticko.
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Neka je u daljnjem G Liejeva grupa. Jedinicu u grupi G oznacavat ¢emo sa e. Za v € G
definiramo preslikavanja A,, p, : G — G ovako:

)‘I(g) =g, pz(g) = glﬁl, g € G.

Az 1 p, su analiticki difeomorfizmi sa G na G. Vektorsko polje X € X(G) zove se lijevoinvari-
jantno ako vrijedi
Ty(A) Xy = Xoyg Vx,g € G.

Neka je g potprostor od X svih lijevoinvarijantnih vektorskih polja na G.

Teorem 3.6 (a) X — X, je izomorfizam vektorskih prostora sa g na T.(G).
(b) g je Liejeva algebra, tj. X, Y €g — [X,Y]€g.

Zadatak 3.3 Dokazite teorem 3.6.

Uputa za surjektivnost u (a) : Za v € T,(G) izaberimo glatku krivulju o : (—¢,¢) — G takvu
da je 0(0) = e i V, = v. Definiramo ¢4(t) = go(t), ¢ <t < ¢. Tada je ¢, glatka krivulja u G
kroz tocku g. Definiramo preslikavanje X : g — X, =V, € Ty(G). Dokazite da je tada X € X' i
Ty(As) Xy = Xy, dakle X € g, i da vrijedi X, = v.

g

g se zove Liejeva algebra Liejeve grupe G.

Neka su sada G i H Liejeve grupe s Liejevim algebrama g i h. Preslikavanje ¢ : G — G zove
se Liejev homomorfizam ako je to homomorfizam grupa i analiticko preslikavanje.

Zadatak 3.4 Neka je p : G — H Liejev homomorfizam. DokaZite da je tada T.(¢) homomorfizam
Liejeve algebre T,(G) ~ g na Liejevu algebru T,(H) ~ b.

H C G zove se Liejeva podgrupa Liejeve grupe G ako je to podgrupa koja ima svoju struk-
turu mnogostrukosti takvu da je to Liejeva grupa, ako je inkluzija ¢ : H — G Liejev homomorfizam
i ako je pripadni homomorfizam Liejevih algebri T.(7) : h — g injektivan. Tada se pomoc¢u T, ()
Liejeva algebra b identificira s Liejevom podalgebrom Liejeve algebre g.

Jednoparametarska podgrupa Liejeve grupe G je Liejev homomorfizam ¢ : R — G.
Posebno, ¢ je glatka krivulja kroz e, pa je V,, € T.(G) = g.

Teorem 3.7 Za svaki X € g postoji jedinstvena jednoparametarska podgrupa px od G takva da
je X = V,. Preslikavanje (X,t) — ¢x(t) sa g x R u G je analiticko.

Uz oznake iz teorema 3.7. definiramo eksponencijalno preslikavanje exp : g — G sa
exp X = px(1), X eg="T.(G).
Zadatak 3.5 Dokazite da je px(t) = exp tX.

Teorem 3.8 Postoje okolina U nule u g i okolina V' jedinice u G takve da je exp |U analiticki
difeomorfizam sa U na V.

Teorem 3.9 Neka su G @ H Liejeve grupe i ¢ : G — H neprekidni homorfizam grupa. Tada je @
Liejev homomorfizam.
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Taj se teorem dokazuje tako da se pomocu teorema egzistencije sistema diferencijalnih jed-
nadzbi prvog reda dokaze da za svaki X € g postoji Y € b takav da je p(exp tX) = exp tY.

Za element g Liejeve grupe G definiramo preslikavanje Intg: G — G sa

(Int g)(x) = gzg ™', r €.

Ocito je Int g analiticki digeomorfizam sa G na G za svaki g € GG. Diferencijal tog preslikavanja u
jedinici oznac¢imo sa Ad g. Dakle,

Adg:g—g, Adg=T.(Intg).

Zadatak 3.6 Dokazite da je g — Adg homomorfizam grupe G u grupu Aut(g) svih automor-
fizama Liejeve algebre g.

Za Liejevu algebru g i za X € g definiramo prelikavanje
adX : g — g, (ad X)Y = [X,Y].

Iz Jacobijevog identiteta lako slijedi da je linearan operator ad X derivacija Liejeve algebre g, tj.
da vrijedi
(ad X)[Y, Z) = [(ad X)Y, Z] + [Y, (ad X ) Z], XY, Z eg.

Nadalje, X — ad X je homomorfizam Liejeve algebre u Liejevu algebru Der(g) svih derivacija
Liejeve algebre, tj. to preslikavanje pored linearnosti ima i svojstvo

ad [X,Y] = (ad X)(adY) — (adY)(ad X), X,Y €g.

Zadatak 3.7 Neka je G Liejeva grupa i g njena Liejeva algebra. DokazZite da za svaki X € g
vrijedi

Ad (exp X) = ¥,

Teorem 3.10 Neka je G Liejeva grupa s Liejevom algebrom g i neka je by Liejeva podalgebra od
g. Postoji jedinstvena povezana Liejeva podgrupa H od G ¢ija je Liejeva algebra jednaka b.

Ovaj se teorem dokazuje tako da se promatra skup exp h C G i za H se uzme podgrupa
generirana tim skupom. C*°—strukturu u H uvedemo najprije na okolinu jedinice pomocu exp [b,
a zatim pomacima i na cijelu grupu H.

Teorem 3.11 Neka je G Liejeva grupa i« H zatvorena podgrupa. Tada je H Liejeva podgrupa.
Za dokaz ovog teorema najprije se pokaze da je
h={X e€g; exptX € HVt R}
Liejeva podalgebra od g, a zatim da je exp h okolina jedinice u grupi H.
Teorem 3.12 Neka je G Liejeva grupa 1 H zatvorena mormalna podgrupa.

(a) Na kvocijentnoj grupi G/H postoji jedinstvena C™—struktura takva da je G/H Liejeva grupa
i da je kvocijentni epimorfizam G — G/H Liejev homomorfizam.

(b) Liejeva algebra by Liejeve grupe H je ideal u g i vrijedi T,(G/H) ~ g/b.
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Neka je sada g proizvoljna konacnodimenzionalna Liejeva algebra nad nekim poljem K. Lin-
earizacija Liejeve algebre g je linearno preslikavanje ¢ : g — A, gdje je A asocijativna algebra
nad K i vrijedi

o([r,y]) = p(@)p(y) —eW)p(z) Yo,y €g.

Univerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g je ureden par (U, ) takav da vrijedi:
(1) U je asocijativna algebra nad K.
(b) ¢ :g— U je linearizacija.

(¢) Ako je ¢ : g — A linearizacija, onda postoji homomorfizam asocijativnih algebri y : U — A
takav da je v = y o ¢.

Iz definicije je jasno da je univerzalna omotacka algebra jedinstvena do na izomorfizam, ukoliko
uopcée postoji.
Konstruirat ¢emo univerzalnu omotacku algebru proizvoljne Liejeve algebre g. Najprije stavimo
T(g) =K, T'g)=9, T'(@)=gRs0---Qg, n>2

n faktora

a zatim sa T'(g) ozna¢imo direktnu sumu svih tih vektorskih prostora:

T(g) = [[T(0),

n>0
Na T'(g) postoji jedinstvena struktura asocijativne algebre takva da vrijedi
(21020 Q)Y QY @ OYm) =T1 QLD QI DY QY2 ® - Q Y

Vo, To, oo Tny Y1, Y2, - - -, Ym € 0.

Tako definirana asocijativna algebra T'(g) zove se tenzorska algebra nad vektorskim prostorom
g. Neka je J obostrani ideal u algebri T'(g) generiran skupom

{re@y—yor—[ry); v,y g}
Teorem 3.13 (Poncare—Birkhoff—Witt) (a) U(g) = T(g)/J s linearizacijom
o(x) =x+ J, T Eg,

je unwerzalna omotacka algebra Liejeve algebre g.

(b) ¢ : g — Ul(g) je injekcija.
(c) Ako je {x1,29,...,2,} baza vektorskog prostora g onda je

{o(@)™p(22)™ - - ()™ m1,ma, ..., m, € NU{0}}
baza vektorskog prostora U(g).

Bududi da je linearizacija ¢ injekcija, Liejevu algebru g mozemo identificirati s Im ¢, Sto je Liejeva
podalgebra asocijativne algebre U(g). Dakle, p(z) = x, © € g. Uz takvu identifikaciju imamo u
algebri U(g) :

[z yl =2y —yx,  wyegCU(g).



Poglavlje 4

Distribucije s kompaktnim nosacem

Neka je M n—dimenzionalna diferencijabilna mnogostrukost. Sa £(M) ¢emo oznacavati kom-
pleksifikaciju algebre C'*°(M), tj. skup svih C*°—funkcija f : M — C. Nadalje, £.(M) je oznaka

za podalgebru funkcija iz £(M) s kompaktnim nosacem.

Posljedica postojanja prebrojive baze topologije od M jest da postoji niz (K, ),en kompaktnih

podskupova od M takav da je

K, C Int(K,41) VneN, U K =M

neN

Tada za svaki kompaktan K C M postoji n takav da je K C K,,.

Sada ¢emo topologizirati vektorski prostor £(M) i to najprije za slucaj kad je M =V otvoren

podskup od R". Za o = (oq, g, ..., 0p) € Z7}, Zy = NU {0} pisemo:

g (O (0N, (9N _ ol la] = a1+ as + - - -
-\ 0n O, Or, ) 0x 025 - Oxon T

Ako zelimo istaknuti varijable po kojima deriviramo, pisat ¢emo 02 umjesto 0*.

Zao,B€Z, a=(ar,0z,...,00), = (01,52 ...,0), definiramo:
BSC( <~ ngaj VJG{l,Q,,n}

Leibnitzovo pravilo za primjenu 9% na produkt dviju funkcija f,g € £(V) glasi:

0°(f9) =Y cp.ald )0 Pg),

B<a

pri ¢emu su cg o neovisni o f1ig.

+ ay,.

Neka je U C R™, neka je p : U — V C*®°—preslikavanje i neka je f € £(V). Tada je fop € E(U)

1 za svaki o € Z vrijedi

(fop)= D, ¢pa-(0fop)

e, |betal<|a|

gdje su funkcije g, € (V) neovisne o f.

Za svaki kompaktan podskup K C V isvaki a € Z} definiramo polunormu na prostoru (V') :

I fllv.kca = max{|(0*f)(x); x € K}, fe&V).

35
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Vratimo se sada na opéu n—dimenzionalnu diferencijabilnu mnogostrukost M. Neka je (U, )
karta mnogostrukosti M. Nadalje, neka je K C U kompaktan skup i a € Z7. Za [ € (M) je
fop™ €&(p(U)) pa ima smisla definirati polunormu || - ||¢. .0 na E(M) relacijom

1 fllog e = 1f 00 ow)ew).a-

Ta kolekcija polunormi za razne uredene cetvorke (U, ¢, K, «) definira topologiju prostora £(M).
Bazu otvorenih okolina nule ¢ine skupovi

uF,E = {f € 8; ”fHU,go,K,a <€ V(UﬂOaK? O‘) S F}

gdje je e > 01 F je konacan skup uredenih ¢etvorki (U, ¢, K, ). Bazu otvorenih okolina bilo kojeg
drugog elementa g € £(M) ¢ine skupovi

uF,E(Q) = {f € S(M)v f —4g € Z/{F,z-:}‘

Na taj nac¢in £(M) postaje lokalno konveksan Hausdorffov linearan topoloski prostor.
Lako se vidi iz Leibnitzove formule da je mnozenje po tockama kao preslikavanje sa

E(M) x E(M) u E(M) neprekidno.

Zanimat ¢e nas da utvrdimo kriterije neprekidnosti linearnih operatora sa E(M) u V isa V
u E(M), gdje je V takoder lokalno konveksan linearan topoloski prostor na kome je topologija
definirana nekim skupom polunormi.

Ako su 'H i K takvi prostori i ako su topologije na njima definirane pomoc¢u skupova polunormi

-l velr 1 A{ll-lls 0 €A},

onda je linearan operator A : H — K neprekidan ako i samo ako za svaki 6 € A postoji kona¢an
podskup F' C I' i postoji Cs p > 0 takvi da je

[Afls < Cé,FZ Ifll,  VfeH.

YeEF

Propozicija 4.1 Topologija prostora E(M) je metrizabilna.

Zadatak 4.1 (a) Neka je A atlas mnogostrukosti M takav da je za svaki (U,p) € A zatvarac
CU(U) kompaktan. Neka je (pg)ren niz u E(M) koji je particija jedinice pokrivaca {U; (U, p) € A}
od M. Nadalje, za k € N neka je (Uy, vr) € A karta takva da je

Ky = Supppy, C U,
Dokazite da prebrojiv skup polunorms
{H ' ||Uk,S0k7Kk;70t; ke N, o€ ZT}F}

definira topologiju prostora E(M).
(b) Neka je
I Nlowpr s k€N, € Z = {]| - [ln; » € N}.

DokazZite da metrika

ZQ T heeson,

definira topologiju prostora E(M).
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Uputa: (a) Neka je H prostor £(M) s tim skupom polunormi. Treba dokazati da je identiteta
I :H — &(M) neprekidna (jer ocito je inverzna identiteta I : £(M) — H neprekidna). Dakle
treba dokazati da vrijedi nejednakost oblika

I llvera <C Y Mllvegeres — VF
(k,8)eF

Konacan skup F' izabire se na sljedec¢i nacin: najprije izaberemo N € N takav da je

N
Zpk(x)zl Vo e K,
k=1

a zatim stavimo

F=A{(k,0); k<N, |6] <lal}.

Posljedica propozicije 4.1. jest da se topologija prostora (M) moze u potpunosti opisati
pomocu nizova. Nadalje, ako je f € E(M) i ako je (fp)nen niz u (M), onda

f=1lim f, u EM)
znaci da je
T |f = fulloesa =0 (U0 K.a).

a to znaci da niz (f — f,,) i nizovi k—tih derivacija tog niza Vk € N u svakoj karti lokalno uniformno
konvergiraju prema nuli.

U daljnjem sa £'(M) oznac¢avamo dual linearnog topoloskog prostora £(M), tj. prostor svih
neprekidnih linearnih funkcionala 7" : £(M) — C. Za linearni funkcional T : £(M) — C neprekid-
nost znac¢i da postoji konacan skup F' uredenih ¢etvorki (U, ¢, K, «) 1 C' > 0 takvi da je

THI<C D Mllvgrka  VfEEDM).
(U,p,K,0)EF

Elementi prostora £&'(M) zovu se distribucije na mnogostrukosti M s kompaktnim nosacem.
Primjer 1. pe M, 9, : E(M) — C, 6,(f) = f(p).

Primjer 2. V C R"” otvoren, K C V kompaktan, p Borelova mjera na V' s nosacem sadrzanim
uK,aeZl, Ta:EM)—C

Toalf) = / (0 f)(2)dp(x).

Zadatak 4.2 DokazZite da su linearni funkcionali u primjerima 1. i 2. distribucije s kompaktnim
nosacem.

ZaT €& (M)izahe&M) definiramo hT : E(M) — C sa
(RT)(f) =T(hf), [ e&M).

Pomocu Leibnitzovog pravila lako se vidi da je f — hf neprekidan linearan operator sa £(M) u
E(M). Odatle slijedi da je hT € £'(M). Na taj nacin £'(M) postaje modul nad komutativnom
C—algebrom £(M).

Neka je T € &'(M). Sa SuppT oznacavamo komplement unije svih otvorenih podskupova
U C M takvih da je T|E.(U) = 0. Supp T je zatvoren podskup od M i zove se nosaé distribucije
T.
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Zadatak 4.3 DokaZite:
(a) T =0 je jedina distribucija s praznim nosacem.
(b) Supp(Ty 4+ Ts) C SuppTy U Supp Ty za Ty, T € E'(M).
(¢) Supp(hT) C Supph N SuppT za he E(M) i T € E'(M).
Propozicija 4.2 Neka su U,, a € A, otvoreni podskupovi od M i neka je T € E'(M). Ako je
TIE(U) =0 VaeA

onda je
T|E (UnealUy) = 0.

Dokaz: Neka je f € &.(Uaecal,). Tada zbog kompaktnosti skupa Supp f postoji konacéno
mnogo indeksa ai,...,qa, € A takvih da je Suppf C U,, U---U U,,. Dakle, propoziciju je
dovoljno dokazati za konacan skup A. Indukcijom po broju elemenata skupa A vidimo da je
dovoljno propoziciju dokazati za dvoclani skup A. Dakle, treba dokazati

T|(€C(U1) = T|(€C(U2) =0 > T|(€C(U1 U UQ) =0.
Neka je f € £.(Uy UUs). Neka je v C M otvoren skup s kompaktnim zatvaracem V i takav da je
Supp f CV CV C U UUs.

Stavimo

Vi=UNYV, Vo=UsNYV, Vo= M\ Supp f.
Tada je {Vi, V5, Vi } otvoren pokrivac od M, pa po teoremu 3.1. postoji particija jedinice {1, @2, ©o}
u (M) podredena tom pokriva¢u. To posebno znaé¢i da su nosacéi Supp @1 1 Supp @2 kompaktni,
da je Supppr C Ur, Suppps © Us 1 Supppo N Supp f = 01 da je o) — pa(z) + po(z) = 1
Va € M. Slijedi
f=oif+of +oof =oif +oof,  orf €E(U1), ¢af € E(U2).
Odatle je
T(f)=T(p1f) +T(p2f) =0.

Korolar 4.1 Za T € E'(M) je T|E.(M \ SuppT) = 0.

Dokaz: Po definiciji nosa¢a postoje otvoreni skupovi U, C M, o € A, takvi da je T|E.(U,) = 0
Vaidaje SuppT = M\ UyeaU,. No tada je M\ Supp T = UaeaU,, pa tvrnja slijedi iz propozicije
4.2.

Korolar 4.2 Neka je T € E'(M) i neka je U C M otvoren skup takav da je SuppT C U. Ako je
fe&M) takva da je flU =0, onda je T(f) = 0.

Dokaz: Neka je (K,,)nen niz kompaktnih podskupova od M takvih da je

K,CIntK,, VneN i M=[]JK,

neN

Neka je ¢, € EC(M) takva da je p,| K, = 1. Tada je ocito fy, € E.(M \ SuppT) i vrijedi
f= lim fp, uprostoru E(M).

Prema korolaru 4.1. je T'(f,) = 0 ¥n € N. Zbog neprekidnosti funkcionala 7' : £(M) — C slijedi
T(f) = 0.
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Propozicija 4.3 Za svaku distribuciju T € E'(M) njen nosac¢ Supp T je kompaktan skup.

Dokaz: Neka su K, kao u dokazu korolara 4.2. Pretpostavimo da SuppT nije kompaktan
skup. Tada SuppT € K,, ¥n. Izaberimo f,, € £.(M \ K,,) takve da je T(f,) # 0. Stavimo

1

Tada su h, € E.(M \ K,,) i vrijedi T'(h,) =1 Vn.

Neka je K C M proizvoljan kompaktan skup. Tada postoji ng € N takav da je K C K,
Vn > ng. Slijedi da su za svako n > ng funkcija h,, i sve njene derivacije jednake nuli na skupu K.
Odatle zaklju¢ujemo da vrijedi

lim h, =0 u prostoru  E(M).

n—oo

Zbog neprekidnosti T' dolazimo do kontradikcije:

0=T ( lim hn> = lim T(h,) = 1.

n—oo n—oo

Propozicija 4.4 Neka je T € E'(M) i K = SuppT. Neka je K' kompaktan podskup od M takav
da je Int K C K'. Pretpostavimo da T zadovoljava nejednakost

TAHI<C Y WMlupra  VfeEM)

(U7<p7L7a)€F

za C'> 01 za konacan skup uredenih cetvorki F. Tada T zadovoljava i nejednakost oblika

IT(f)] <C > [fllogrnrra V€ EM)

(U, LNK',a’)EF’
gdje je C" >0 i
F' ={(U,o, LN K',); Ja takav da je o' < a1 (U, ¢, L,a) € F}.

Dokaz: Neka je x € £.(M) takva da je y = 1 na okolini od K i da je x|M \ K’ = 0. Tada je
(1 — x)f = 0 na okolini od K. Po korolaru 4.2. zaklju¢ujemo

T(1-x))=0 = TH=TKS) = |TNHI=IT&NHI<CD IIxflveLa

Tvrdnja slijedi primjenom Leibnitzovog pravila, jer je x|M \ K’ = 0.

Bit ¢e nam vazno prosiriti podrucje definicije distribucije i na jednu klasu vektorsko—znac¢nih
funkcija.

Neka je V' vektorski prostor nad C; ukoliko, je V' beskona¢nodimenzionalan uzimamo ga bez
ikakve topologije, a koristit ¢emo se samo s prirodnom topologijom na konac¢nodimenzionalnim
potprostorima od V. Neka je M diferencijabilna mnogostrukost. Definiramo

EMV)p={¢: M —=V; U<V, dim U < o0, (M) CU, ¢: M — U jeC*™ —preslikavanje}.

Ocito je £(M, V) vektorski prostor i uz mnozenje po tockama to je £(M)—modul.
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Zadatak 4.4 Dokazite da postoji linearan operator A: E(M) @cV — E(M, V) takav da je
A(f@u)p) = flpv  Vfe&M), VveV, VpeM.

Nadalje, dokazite da je A izomorfizam vektorskih prostora i da je inverzni izomorfizam dan na
sljedeéi nacin: Ako je ¢ € E(M, V) izaberimo konacnodimenzionalan potprostor U od V' takav
da je (M) C U. Nadalje, neka je {e, eq, ..., e,} baza prostora U i neka je {e}, €5, ..., e:} dualna
baza dualnog prostora U* prostora U, tj. ef(e;) = 6;;. Tada je

AY(p) = Z e;(p) ® e,
pri cemu je ci(¢) € E(M) definirana sa [¢}()](p) = €} (o(p)). p € M.

Sada ¢emo za T € &' (M) definirati T : E(M,V); — V kao (T ® Iy) o A™1, gdje je A linearan
operator iz prethodnog zadatka. Dakle, ako je ¢ € E(M, V), onda prema tom zadatku postoje
€1,€9, ... e, EV 1o, 0o, ..., 0, € E(M) takvi da je

o(p) = Z%(M%x

Tada stavljamo

T(p) = Z T(s)e;.

Dakle,

T <Z %‘(')Q‘) = ZT(%‘)% €1,€2,...,6, €V, p1,02,...,0, € E(M).
i1 i=1

Ako je A : V. — W linearan operator, za f € E(M,V); je sa (Af)(p) = Af(p), p € M,
definirana funkcija Af € E(M, W), i preslikavanje f +— Af je linearan operator sa £(M,V); u
E(M, W)y i vrijedi

T(Af) = AT(f) Te& (M), fe&M,V);. (%)

Doista, ako identificiramo £(M, V') s prostorom E(M) ® V, pa preslikavanje f — Af zapravo
predstavlja linearan operator ¢ ® A, dok djelovanje distribucije T' € £'(M) na prostor £(M, V),
odnosno na E(M, W) predstavlja linearan operator T'® Iy, odnosno T'® Iy, dokaz jednakosti ()
je sljededi:
(ToIw)Ieany @A) =TRA=(Ic®A)(T @ Iy).
Nadalje, definiramo &'(M,V'); kao vektorski prostor svih linearnih operatora 7' : E(M) — V
takvih da je prostor T'(£(M)) konaénodimenzionalan i da je operator T' : E(M) — T(E(M))

neprekidan. Lako se vidi da je tada
SI(M, V)f >~ SI(M) K¢ V.

Zgodnija ¢e nam biti drugacija interpretacija. Naime, £'(M) i £(M, V) su moduli nad komu-
tativnom algebrom £(M) i imamo redom

E'(M) @c V = [E'(M) ®e) E(M)] ®@c V 22 (M) @eqary [E(M) @c V] =2 E'(M) ®eary E(M, V).
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Dakle,
5/(M) QcV ~ gl(M) Qe () 5(M, V)f

pri cemu je izomorfizam s lijeva na desno takav da
T @cv T Qg v, Te& (M), veV,

a v je oznaka za konstantnu funkciju v(z) = v Vo € M. Izra¢unajmo i inverzni izomorfizam. Neka
suv(-) € E(M,V);iT € E'(M). Neka je {vy, va, . .., v,} baza kona¢nodimenzionalnog potprostora
koji sadrzi {v(z); x € M}. Tada postoje fi, fa, ..., fn € E(M) takve da je

v(x) = Z fi(z)v;, x e M.
j=1
Tada u &'(M) ®¢ ) E(M, V) imamo
Tou()=Y T fu=Y [T
j=1 j=1
Dakle, inverzni izomorfizam dan je sa
T @ v(-) = > 1T ®c vj.
j=1

Teorem 4.1 (Fubini) Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti, S € E(M), T € E(N) i
fe&EM xN). Zax € M definiramo funkciju f, € E(N) sa f.(y) = f(x,y), y € N. Analogno,
zay € N definiramo f, € E(M) sa fy(x) = f(z,y), x € M.

(a) Definiramo funkcije Tf: M — C i Sf: N — C sa
(ThHx)=T(fz), zeM,

(SHly)=5(f),  yeN.
Tada suTf € E(M) iSf € E(N). Nadalje, T : EMM xN) — E(M) i S : E(MxN) — £(N)

su neprekidni linearni operatorsi.

(b) Postoji jedinstvena S x T € E'(M x N) takva da je
(SXT)px ) =5S@)TW)  Ypec&M), Ye&(N)
Pri tome je za ¢ € E(M) i € E(N) funkcija ¢ x ¢ € E(M x N) definirana sa
(e x ), y) = p(x)dly), weM, yeN.
Nadalje, za svaku funkciju f € E(M x N) vrijedi

(S xT)(f) =S5(Tf)=T(Sf).

Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti i neka je ¢ : N — M C*°—preslikavanje. Za
T € &'(N) definiramo ¢, (T) : E(M) — C sa

[ (D) =T(fow),  fe&(M).
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Zadatak 4.5 (a) Uz wvedenu oznaku dokazite da je p.(T) € E'(M) i da vrijedi
Supp p.(T) C o(SuppT).

(b) Dokazite da je preslikavanje o, : E'(N) — E'(M) neprekidno, ako su prostori E'(M) i E'(N)
snabdjeveni slabim topologijama, tj. topologijama koje su definirane polunormama

ISy =[Sl Se&'(M), fe&M);,  |Tly=IT(g), Te&(N), ge&N)

(¢) Ako je i : M — P C®—preslikavanje diferencijabilnih mnogostrukosti dokazite da je

(Y0 @)s = s 0 s

Ukoliko je u gornjoj situaciji ¢ : N — M injekcija, zanima nas obratna konstrukcija, tj.

mogu li se elementi od &'(M), ¢iji je nosa¢ sadrzan u ¢(N), konstruirati iz elemenata od &'(NV).
Pozitivan odgovor na to pitanje dat ¢emo u slucaju da je M = N x P i da je za neku tocku p € P
preslikavanje ¢ : N — M definirano sa

o(x) = (z,p), x € N.
Zadatak 4.6 Dokazite da je u tom slucaju
0(T) =T x 0, VT € E'(N).
Neka je M n—dimenzionalna diferencijabilna mnogostrukost i 7" € £'(M). Po definiciji neprekid-

nosti tada postoji konac¢an skup F' uredenih ¢etvorki (U, ¢, K, ), pri ¢emu je (U, ) karta mno-
gostrukosti M, K je kompaktan podskup od U i a € Z7, i postoji C' > 0 takvi da je

TN CY Mlvexa  VfEEM).  (x)

Stavimo tada
ord F = max{|a|; (U,¢, K,a) € F}
ordT = min{ord F;; 3C > 0 takav da vrijedi (x)}.

Teorem 4.2 (L.Schwartz) Neka je T € E'(R™ x R™) takva da je SuppT C R™ x {0} i neka je
k= ordT. Tada postoje jedinstvene T € E'(R™), B € Z7, || < k, takve da je

T=> Tyxd,

1Bl<k
pri éemu je 0° oznaka za parcijalnu derivaciju u tocki 0 € R™ :

59 o8l
N xP 0z - - Ol

T1=T2="=Tp=0

Nadalje, za svaki multiindeks 3 vrijedi ord T < k — |5].
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Korolar 4.3 Neka su N i P diferencijabilne mnogostrukosti, p € P i T € &'(N x P) takva da je
SuppT C N x {p}. Neka je k = ordT. Ako je (U, p) karta mnogostrukosti P takva da je p € U i
©(p) =0, neka je

D% = (¢7)u(h = (8°h)(0)) € E'(P).

Tada T ima prikaz

T=> TyxD’  Tye€(N), ordTs<k—|p|.
18Ik

Cesto ¢e u daljnjem biti spretno koristiti tzv. integralnu notaciju za djelovanje distribucija na
funkcije. Tako ako su T € £'(M) i f € £(M) pisat ¢emo

T(f) = (T.f) = /M f(2)dT(z).

Uz takvu notaciju jednakosti u Fubinijevom teoremu 4.1. izgledaju ovako:

/Amf(x,y)d(TxS)(:c /(/f:cydT( ))dS /(/fxyds ) T(y).
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Poglavlje 5

Distribucije na Liejevim grupama

U ovom paragrafu upotrebljavat ¢emo sljedeée oznake
G je (realna) Liejeva grupa.

Gy je komponenta povezanosti od G koja sadrzi jedinicu e grupe G. Gy je otvorena (i
zatvorena) normalna podgrupa od G.

go = Lie(G) = Lie(Gy) je Liejeva algebra Liejevih grupa G i Gj.
g je kompleksifikacija Liejeve algebre gg.

U(g) je univerzalna omotacka algebra od g.

Nadalje, sa A i p ¢emo oznacavati tzv. lijevu i desnu regularnu reprezentaciju grupe G
na prostoru E(G) :

M) fl(z) = flg™2),  [p(9)fl(z) = flzg), [fe&(G), xz,9€G.
Za'Y € go definiramo

DOI@) = Sfep(-m)a)| @) = Siep(y)| . feg@), re

t=0 t=0
Zadatak 5.1 DokazZite da su ovako definirani X i p linearizacije Liejeve algebre gq, tj. homomor-
fizmi Liejeve algebre go u asocijativnu algebru L(E(G)), tj. reprezentacije Liejeve algebre go na
vektorskom prostoru £(Q).

Reprezentacije A i p se kompleksificiraju do reprezentacija od g, a zatim po univerzalnom
svojstvu to postaju reprezentacije asocijativne algebre U(g). Drugim rije¢ima, prostor £(G) na
dva nac¢ina postaje unitalni lijevi U(g)—modul. Dva djelovanja U(g) na £(G) ocito komutiraju:

Au)p(v) = p(v)A(u)  Vu,v € U(g).

Po dualnosti dobivamo reprezentacije od G, gy i U(g) na prostoru distribucija £'(G), tako da za
T € &'(G) iza £(G) stavimo

Mo)T, f) =(T, Mg ")f), g€@,
()T, f)=(T,p(g")f), g€,
AT, f) = —(T,AY)f), Y € go,
<p Y)T7 f) = <T7 p(Y)f>7 Y € do,

(u)f), welU(g),
o) f), ueU(g).

Pri tome je u — u' tzv. transponiranje tj. antiautomorfizam algebre U(g) iz sljedeceg zadatka:

45
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Zadatak 5.2 Dokazite da postoji jedinstveno linearno preslikavanje u — u' sa U(g) u U(g) takvo
da vrijedi
X'=-X 20 Xe€g; (wv)t =v'u" 20 w,v € U(g).

Nadalje, dokaZite da je u — u' involucija i bijekcija.

ZaueU(g)i f e &(Q) definiramo d(u)f € C formulom

Zadatak 5.3 DokazZite da je u +— O(u) linearna injekcija sa U(g) u E'(G) i da za svaki
ue U(g) \ {0} vrijedi Supp O(u) = {e}.

Definiramo sada transponiranje i na £(G) i na £'(G) :
fle)=f(=™h),  fe&(G), z€a,
T =T(f"), Te&G), [e&@)
Zapravo, ako sa i : G — G ozna¢imo invertiranje (i(x) = z~!') onda je

T" =i (T).

/f )T (z /f (x71)dT (x

Neka je m : G x G — G operacija mnozenja: m(z,y) = xy. Za S,T € £'(G) definiramo njihovu
konvoluciju S T € £'(G) formulom

U integralnoj notaciji je

S*xT =m.(SxT),

tj. u integralnoj notaciji

(S*T, f) = /G /G fay)dS@)dT(y), [ eEC).

Propozicija 5.1 Uz tako definiranu operaciju x E'(G) je unitalna asocijativna algebra s jedinicom
0.. Transponiranje je involutivni antiautomorfizam.

Dokaz: Neka je m; : G x G X G — G definirano sa
ma (aa b7 C) = [m © (1a m)](a’a ba C) = a(bc).

Tada je
(ml)* = My O (Lm)* =My © (1*7m*)

Dakle, za R,S,T € £'(G) imamo

Rx(S*T) =m(Rx(S*T)) = m.(Rxm.(SXT)) = [myo(l,,m)|(RXSXT) = (mq)(RxSXT).

Analogno, ako my : G X G x G — G definiramo sa my(a, b, ¢) = (ab)c, nalazimo da je
(R*S)*T = (ma)«(Rx S xT).

Medutim, mnozenje u grupi G je asocijativno, pa vrijedi m; = mq, dakle i (mq), = (mg),. Slijedi
Rx(S+«T)=(R*xS)xT.
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Transponiranje je o¢ito involutivno.
Napokon, definiramo preslikavanja

1:G—G i(r) =2t

s:GXxG—-GxG s(x,y)=(y,x)

n:GxG—G ni=iom tj. ny(a,b) = (ab)~!
ny:GxG—G ny =mo (i,i)os tj. ng(a,b) =0b"ta"".

Tada je ny = ny dakle i (ny), = (n2).. Nadalje, za S,T € £'(G) imamo
(n1)«(S X T) = (iyom,)(SxT)=i,(S*T)=(SxT),
(N2)(S X T) = (M 0 (is,74) 0 8,) (S X T) = My (14,3, ) (T x S)) = m,(T* x S*) =T" % S*.
Zadatak 5.4 Dokazite da je 0 : U(g) — E'(G) homomorfizam algebri, tj.
O(uv) = d(u) * A(v), u,v € U(g).

Nadalje, dokaZite da vrijedi
O(u') =0(u)',  ueU(g),

Ng)T=06,%T,  p(g)T=Tx*6,1, geG, Tec&(G),
O((Ad g)u) = 64 % O(u) * 641, ge G, uel(g).

Mozemo reéi da konvolucijska algebra £'(G) ”sadrzi” algebru U(g), ali i grupu G preko g — 4,
jer se lako vidi da je 0, * 0, = d45. Nadalje, vrijedi (d,)" = dy-1.

Neka je M lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i C.(M) prostor neprekidnih
funkcija f: M — C s kompaktnim nosacem. Za kompaktan skup K C M stavimo

Ck(M) = {f € Co(M); Supp f < K}.
Ck (M) je potprostor vektorskog prostora C.(M) i to je Banachov prostor s normom

/]l = max{|f(z); = € K}.

Mjera na M (katkada se kaze Radonova mgjera) je linearni funkcional p : C.(M) — C takav da
je restrikcija p|Cr (M) neprekidna za svaki kompaktan skup K C M. Dakle, za svaki kompaktan
K C M postoji ¢(K) > 0 takav da je

(NI < c(B)fllx Vf € Cr(M).
Teorem 5.1 Neka je p: C.(M) — C linearan funkcional koji je pozitivan, tj. takav da vrijedi:
fecC.(M), f(x)>0 VeeM — wu(f)>0.

Tada je i mjera na M.

To su tzv. pozitivne mjere na M. Oznacavat ¢emo sa (M) vektorski prostor svih mjera
na M, a sa M, (M) podskup svih pozitivnih mjera na M. Za mjeru p € M(M) i za f € C.(M)
upotrebljavamo i integralnu notaciju:

u(f) = /M f(@)dp(z).
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Nosa¢ mjere p oznacavat ¢emo sa Supp pu. To je komplement unije svih otvorenih podskupova
U C M takvih da vrijedi:

feC(M), SuppfCU — wu(f) =0.
Ekvivalentno, Supp p je najmanji zatvoren skup 1" C M takav da vrijedi:
fecC. (M), SuppfnT=10 — u(f) =0.

Neka je sada G lokalno kompaktna grupa. Tada na prostoru C.(M) djeluju lijeva i desna
regularna reprezentacija A i p od G :

M) fl(x) = flg™2),  [pl9)fl(x) = f(zg),  feC(M)z,g9€C.

Po dualnosti imamo reprezentacije i na prostoru 9M(G) :

Ng)pl(f) = pMg™ ), lpl@ul(f) = ulp(g™")f),  npeMM), feC(M),ged.

Teorem 5.2 Neka je G lokalno kompaktna grupa. Potprostor:

M (G) ={p e MG); Mg)p=pnVgeG} i M(G)={pnecMG); plg)n=pnVg e G}
su jednodimenzionalni.  Nadalje, 9 (G) N M (G) # {0} @« M. (G) N M. (G) # {0}. Za
€ E):nl(G) N m-f—(G)) Hi 7é 07 i za Hr € mT(G) N m-i‘(G)) Hr 7& Oa UTZ]@dZ
(a) Supp p = Supp p, = G. Stovise, ako je f € C.(G)\ {0} takva da je f(g) > 0 Vg € G onda
je wu(f) >0 ip(f) > 0.

+

Zadatak 5.5 Dokazite turdnju (b) teorema 5.2.

Tvrdnja (b) teorema 5.2. u integralnoj notaciji izgleda ovako:

/fa:g Y /f (), /fgl’dur _ ‘1/1’ )y (2

1 se zove lijeva Haarova mjera na grupi G, a p, je desna Haarova mjera na grupi G. A je
modularna funkcija na grupi G. Grupa G zove se unimodularna ako joj je modularna funkcija
identicki jednaka 1, tj. ako je desna Haarova mjera ujedno i lijeva Haarova mjera, MM,.(G) = MMy(G).

Ako je grupa G kompaktna, onda je A(G) kompaktna podgrupa multiplikativne grupe R?,
dakle, A(G) = {1}. To znadi da je svaka kompaktna grupa unimodularna. Naravno, i svaka
komutativna lokalno kompaktna grupa je unimodularna.

Propozicija 5.2 Neka je G lokalno kompaktna grupa, p,. desna Haarova mjera na G, p; lijeva
Haarova mjera na G, A modularna funkcija grupe G. Za svaku funkciju f € C.(G) vrijedi:

[ 1 t) = [ A @)t / Fla (o) = [ Ale) @)l

Posebno, ako je grupa G unimodularna i p, = p; =

/f‘ldu /f Jdpu(a
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Zadatak 5.6 DokaZite propoziciju 5.2.

Neka je M diferencijabilna mnogostrukost i p € 9(M) takva da je K = Supp u kompaktan
skup. Pomoéu teorema o particiji jedinice (teorem 3.1.) lako se vidi da postoji ¢ € E.(M) takva
da je p(x) = 1 Vo € K. Za svaku f € £(M) tada je ¢f € C.(M) pa na nju mozemo primijeniti
mjeru p. U opisanoj situaciji po definiciji stavljamo

pw(f) =plef),  fe&M).

Definicija ima smisla, jer ako je i ¢ € &.(M) funkcija koja zadovoljava ¢(z) = 1 Vo € K, onda
je (¢ —Y)|K =0, dakle i (¢of — ¢ f)|K = 0 za svaku f € E(M), pa slijedi u(pf — ¥ f) =0, tj.
plpf) = p(f).

Na taj na¢in vidimo da je dobro definiran linearan funkcional f — u(f) na prostoru £(M),
a nije tesko dokazati da je taj funkcional element od £'(M) i da je nosa¢ te distribucije upravo
Supp u. Nadalje, ako je u(f) = 0 Vf € E(M), pomoéu aproksimacije neprekidnih funkcija s
kompaktnim nosacem C'*°—funkcijama moze dokazati da je tada p = 0. To znaéi da mjere na M
s kompaktnim nosatem mozemo smatrati i elementima prostora (M), tj. distribucijama na M
s kompatnim nosacem.

Neka je sada pu € 9(M) proizvoljna i h € C.(M). Definiramo tada mjeru hy formulom

h)(f) = u(hf). 4. /M F(@)d(hps) () = /M W) f(@)dp(x),  f € Cu(M).

Tada se lako vidi da je Supphp C Suppu N Supp h, dakle, kompaktan skup. Stoga mozemo
shvacati i hp € E'(M). U stvari, imamo bilinearno preslikavanje (h, ) — hp sa Co(M) x 9M(M)
u &' (M).

Neka je opet G Liejeva grupa i fiksirajmo neku desnu Haarovu mjeru u, na grupi G. Za
h € E.(G) je tada hu, € E'(G) :

(his)(f / F@h@)du(z),  feEG).

Izracunajmo sada konvolucije hy, x T 1 T * hu, za T € E'(G); u tim rac¢unima koristimo Fubinijev
teorem 4.1. i desnu invarijantnost mjere ..

[+ TN(f) = f(y)h(z)dp (2)dT (y) = fl@)h(zy™")du, (2)dT (y) =

GxG GxG

= [ | [ iz )| s = [ ][ oamoaro) s

Analogno,

[T« hy,](f) = f(zy)h(y)dT (z)dp,(y) = / Az Nh(zy) f(y)dT (z)dp,(y) =

GxG GxG

= [ [ aeowmere)| oo = [ | [ (5x08) @drw)| s

Dobivene jednakosti mogu se zapisati ovako:

1
h:ur * T = <T7 p('il)htxura T x h,ur = <T7 Z)‘(>ht> :
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Te formule navode na ideju da se definiraju konvolucije h«*T i Txhza T € E'(G) i h € E.(G), pa
cak i za h € £(G), direktno, tj. bez posredovanja mjere p, :

(h T)(x) = (T, pla— " )I') = /G h(ey AT (y)

(T mie) = (T g 3@ ) = [ At o),

Prema Fubinijevom teoremu 4.1. vrijedi h« T € E(G) 1T x h € E(G).
Propozicija 5.3 S tako definiranim operacijama E(G) je obostrani unitalni modul nad algebrom
E'(G). Drugim rijecima, obje konvolucije su bilinearne i za proizvoline T, S € £'(G) i h € £(G)
vrijeds
(T*S)xh=T=x(S*h), hx(T+8)=(h+T)x*S5, (T'sh)«S=T=x(hx05).

Nadalje, E.(G) je i lijevi i desni E'(G)—podmodul od E(G).
Zadatak 5.7 DokaZite propoziciju 5.3.
Zadatak 5.8 Dokazite da vrijedi:

(a) T(f) = (f'*T)(e)=(T*(xf"))(e) za f € EG) i T € E'(G).

(5) Ou) + f = SAW(AS) z0u € Ulg) i f € E(G).

(6) £+ 0(u) = p(u')f zau€ Ulg) i f € E(G).
Nadalje, dokazite sljedeée specijalizacije za h € E(G) i k € E.(G) :

(h k) () = /G By V@) dm(y) @ (ke h)(x) = / E(ry " Yh(y) dus (9).

G



Poglavlje 6

Reprezentacije kompaktnih grupa

Neka je K grupa. Reprezentacija grupe K je homomorfizam 7 : K — GL(V) za neki
vektorski prostor V. Drugim rijec¢ima, za svaki k € K zadan je linearan operator w(k) : V — V' i
vrijedi

w(kh) = n(k)m(h), k,he€ K; m(e) = Iy.

Za potprostor W < V kazemo da je m—invarijantan, ako je invarijantan u odnosu na svaki opera-
tor w(k), k € K. U tom sluc¢aju definiramo subreprezentaciju my na prostoru W i kvocijentnu
reprezentaciju 7y, na prostoru V/W :

mw(k)w =7(k)w, weW; myw (k) v+ W) =nkv+W, vel

Ako su U < W <V m—invarijantni potprostori onda se definira tzv. subkvocijentna reprezen-
tacija myy ili kao subreprezentacija (7, )w o kvocijentne reprezentacije 7y, ili kao kvocijentna
reprezentacija (my )w/u subreprezentacije my .

Reprezentacija m zove se ireducibilna ako je V' # {0} i ako V' nema netrivijalnih 7—invari-
jantnih potprostora.

Neka je sada K topoloska grupa, V linearni topoloski prostor i 7 reprezentacija grupe K na
prostoru V. Reprezentacija 7 zove se neprekidna ako je k +— m(k)v neprekidno preslikavanje sa
K u 'V za svaki v € V. Ako je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor (nad R ili nad C),
reprezentacija 7 je neprekidna ako i samo ako je 7 : K — L(V') neprekidnbo preslikavanje.

Ako je 7 reprezentacija grupe K na unitarnom prostoru V, 7 se zove unitarna ako je

(m(k)v|m(k)w) = (v]w) Vke K, Yv,welV.

Teorem 6.1 Neka je m neprekidna reprezentacija kompakine grupe K na unitarnom prostoru V
sa skalarnim produktom (-|-). Neka je p Haarova mjera na grupi K. Za v,w € V' stavimo

(o) = /K (m (ko (k)w) du(k).

Tada je (-|-) skalarni produkt na' V' i reprezentacija m je u odnosu na taj skalarni produkt neprekidna
i unitarna. Ako je prostor V. Hilbertov, skalarni produkt (-|-) ekvivalentan je skalarnom produktu
() tj. postoje m >0 i M > 0 takvi da vrijedi

m(v|v) < (v|v) < M(v|v) Yo e V.

o1
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Korolar 6.1 Neka je ™ neprekidna reprezentacija kompaktne grupe K na konacnodimenzionalnom
realnom ili kompleksnom vektorskom prostoru V. Postoje mw—invarijantni potprostori Vi, ..., Vs
takvi da je V.=V +---+ V; i da je reprezentacija Ty, ireducibilna za j =1,...,s.

Reprezentacija m i p na prostorima V i W zovu se ekvivalentne ako postoji izomorfizam
AV — W takav da je

p(k)A = An(k), tj. p(k) = Ar(k)A™  Vke K.

U daljnjem ¢emo stalno sa K oznacavati skup svih klasa ekvivalencije neprekidnih konacnodi-
menzionalnih kompleksnih reprezentacija od K. Za a € K prema teoremu 6.1. mozemo izabrati
unitarnu reprezentaciju 7 € « na prostoru V,. Nadalje, neka je n(a) = dim V, i neka je
{ef,ef, ..., €n)} ortonormirana baza prostora V,. Neka su 7f;(z) matricni elementi operatora
7 (x) u toj bazi:

n(a)

Teorem 6.2 (Peter—Weyl) Neka je K kompaktna grupa i pn Haarova mjera na grupi K. Neka
je
() = (1) = [ dta).
K

n(a) .
{ (K T 1 <4, 5 <n(a), ozEK}

ortonormirana baza Hilbertovog prostora Ls(K). Potprostor razapet s tom bazom gust je u Bana-
chovom prostoru C(K) :

Tada je

Dakle, posebno imamo relacije ortogonalnosti:

(n|f,) = /K 7 ()l (@) du(z) = %mkaﬂ.

Za f,g € C(K) definiramo konvoluciju f * g € C(K) sa

(f*g)(x /fa:y1 du(y).

Zadatak 6.1 Uz tako definirano mnozenje C(K) je asocijativna algebra.

Direktan racun koristenjem relacija ortogonalnosti i unitarnosti reprezentacija 7 daje

n(a)
(w5 < mi)w) = [ mter mlodutn) = [ St () duty) =
S o) [ @ =3 ()
=3 mip() /K w5 (y)du(y) = 2 o (2) (M| 78) = ) 8o w0 ().
Dakle,
W?j * Wlf(i = %504@5 Koy
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Karakter kona¢nodimenzionalne reprezentacije m na prostoru V' je funkcija x,. na grupi K
definirana sa

Xr(x) = Trm(x).

Tada je x.(xy) = xx(yz) Vz,y € K. Takve se funkcije zovu centralne. Skup svih kompleksnih
neprekidnih centralnih funkcija na K oznacavat ¢emo sa Z(K). Dakle,

Z(K)=A{f € C(K); f(zy)= f(yz) Vz,y € K}
Nadalje, stavljamo
Zo(K) = {f € Lo(K); f(zy) = f(yz) gotovo svuda na K x K}.
Teorem 6.3 Z(K)={f € C(K); fxp=q@* [ Yo e CK)}.
Zadatak 6.2 Dokazite teorem 6.3.

Teorem 6.4 Oznacimo sa x* karakter reprezentacije 1, o € K.

1 .
—x" ae K }
{M(K )
je ortonormirana baza Hilbertovog prostora Zy(K). Potprostor razapet s tom bazom gust je u
Banachovom prostoru Z(K).

Zadatak 6.3 Pomocu Peter— Weylovog teorema dokazite teorem 6.4.

Izracunajmo konvolucije karaktera ireducibilnih reprezentacija:

n(a) n(a

)
« o K (K> (0% /’L(K) (0%
X xx” = 7Tz‘z‘*7T"— aﬁZ% Tij = 5a,@;7n‘:n dapX -

i=1 j=1 n(a) ij=1 n(a) (@)

Neka je sada 7 neprekidna reprezentacija grupe K na kona¢nodimenzionalnom kompleksnom
vektorskom prostoru V. Rastavimo V' kao u korolaru 6.1.

V=Wi+V+---FV, my; ireducibilna za j=1,2,...,s.
Tada za a € K stavljamo

m(o, ) = #{j € {1,2,...,s}; my, € a}.

Tada je
Xr = Xy, T Xryy, T+ Xy, = Z m(a, )

Odatle neposredno slijedi:
() = — = ()
m(a,m) = Xl X%)-
1(K)

Neka je sada K kompaktna Liejeva grupa. Za o € K definiramo distribucije x, € £'(K) sa
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Pri tome je a* oznaka za klasu kontragredijentnih reprezentacija reprezentacijama iz klase «,

dakle,

my (@) =7g(e) =m5eT) = XY (2) = x(2) = x"(@).

Za fel(G)ia,pe K imamo redom

=
£
S

# /KxK Flay)x® (o)X du(z)dp(y) =

= M /K { /K f(:v)x“*(xy‘l)du(:v)} X7 (y)dp(y) =
= % /K f(x) { /K x“*(xyl)xﬁ*(y)du(y)] du(x) =

n(w)

) /K FEX (2)dp() = Sasxa(f).

= | @0 X @)an(e) = dus

Dakle,
Xa * X3 = 5046)(04'

Dakle, xa, @ € K, su idempotenti u algebri &’ (K) i medusobni su im produkti jednaki nuli.

Neka je 7 reprezentacija kompaktne grupe K na kompleksnom vektorskom prostoru V. Vektor
v € V zove se formalno K —konacan ako je sadrzan u kona¢nodimenzionalnom m—invarijantnom
potprostoru od V. Drugim rije¢ima to znaci da je potprostor

[7(K)v] = {agm(x)v + -+ + apm(x,)v; n €N, 2y, ... 2, € K, aq,...,a, € C}

kona¢nodimenzionalan. Ako je subreprezentacija (k). neprekidna, v se zove K —konacan vek-
tor. Skup svih K —konaé¢nih vektora oznacavat ¢emo sa Vi :

Vi ={v e V; dim[r(K)v] < oo, k +— 7(k)|[x(K)v] je neprekidno}.
Zadatak 6.4 DokazZite da je Vi m—invarijantni potprostor prostora V.

Reprezentacija m kompaktne grupe K na prostoru V zove se lokalno konaéna ako je
Vi = V. Dakle, svaki vektor v € V' sadrzan je u konac¢nodimenzionalnom m—invarijantnom pot-
prostoru takvom da je pripadna subreprezentacija neprekidna.

Zadatak 6.5 Dokazite:
(a) Subreprezentacija lokalno konacne reprezentacije je lokalno konacna.
(b) Kvocijentna reprezentacija lokalno konacne reprezentacije je lokalno konacna.
(¢) Direktna suma proizvoljne familije lokalno konacnih reprezentacija je lokalno konacna.

Pri tome je direktna suma reprezentacija definirana kako slijedi. Neka je I proizvoljan skup
i neka je za svaki ¢ € I definirana reprezentacija m; grupe K na prostoru V;. Direktan produkt

prostora V; je
vszz:{f;[HUvi; f(z’)eViWEI}.

el el
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To je vektorski prostor uz operacije po tockama: (f + ¢)(i) = f(:) + g(i), (Af)(i) = Af(i). Na
tom prostoru za svako x € K definiramo operator 7(x) relacijom

(r(2) /)(@) = m(x) (i), fe][Vi i€l

icl

Lako se vidi da je 7 reprezentacija grupe K na vektorskom prostoru V. Ta se reprezentacija zove
direktan produkt reprezentacija ;.
Direktna suma prostora V; je potprostor direktnog produkta

W:HVi: {fEHVZ-; skup {i € I; f(i) #O}jekonaéan}.

i€l el

Ocito je W m—invarijantan potprostor prostora V. Subreprezentacija 7y, zove se direktna suma
reprezentacija ;.

Napomenimo da oznaku [ [ upotrebljavamo i za direktnu sumu familije potprostora nekog vek-
torskog prostora V. Naime, ako su V;, ¢ € I, potprostori od V' onda mozemo definirati preslikavanje

o:[[vi—Vv

el

relacijom
()= _r@), fellv
iel iel
Tada je ® linearan operator i njegova slika je suma potprostora V;. Suma familije potprostora V;
je direktna ako i samo ako je operator ® injektivan. Tu ¢injenicu zapisujemo

Sv=I[w

icl el

Ako je m reprezentacija kompaktne grupe K na prostoru V, njenu subreprezentaciju na m—in-
varijantnom potprostoru Vi oznacavat ¢emo sa mg. Iz same je definicije jasno da je mx lokalno
konac¢na reprezentacija. Nadalje, ona je najveca lokalno konacna subreprezentacija od 7 u sljede¢em
smislu: ako je W < V m—invarijantan potprostor takav da je subreprezentacija my lokalno
konac¢na, onda je W C V.

Neka je kao i prije K skup svih klasa ekvivalencije kompleksnih kona¢nodimenzionalnih ne-
prekidnih ireducibilnih reprezentacija kompaktne grupe K. Za konacnodimenzionalnu ireducibilnu
neprekidnu reprezentaciju m kazemo da je tipa «, ako je a € K njena klasa ekvivalencije.

Propozicija 6.1 Neka je m lokalno konacna reprezentacija kompaktne grupe K na prostoru V.

(a) Prostor V je direkina suma konacnodimenzionalnih m—invarijantnih potprostora takvih da
je na svakom od ngjih pripadna subreprezentacija neprekidna i ireducibilna.

(b) Za v € K oznacimo sa V., sumu svih m—invarijantnih potprostora W takvih da je mw € 7.
Tada se V., moZe zapisati kao direktna suma takvih potprostora. Nadalje, vrijeds

v=]]v.

vek
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(¢) Ako je W m—invarijantni potprostor od V' postoji m—invarijantan potprostor W' takav da je

V=W+W.

Dokaz: Neka je C[K] grupovna algebra grupe K nad poljem C. To je po definiciji asocijativna
unitalna algebra s bazom {a,; + € K} takvom da je aya, = a,,. Unitalni lijevi C[K]—moduli su
upravo prostori proizvoljnih reprezentacija od K. Lokalno kona¢ne reprezentacije tvore dobru
kategoriju C lijevih C[K]—modula.

Zadatak 6.6 Pomocu propozicija 1.1. v 1.2. zavrsite dokaz propozicije 6.1.

Kada se V, napiSe kao direktna suma ireducibilnih subreprezentacija tipa «y, broj sumanada
zove se multiplicitet m(y, 7) od 7 u reprezentaciji m. Naravno, ako je V, beskona¢nodimenzionalan
onda je m(y,m) = dim V. Ako je dim V,, < oo, onda je

dim V,
m(y,m) = W

Potprostor V., zove se K —izotipna komponenta reprezentacije m na prostoru V.

U daljnjem je 7w lokalno konacna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K na kompleksnom
prostoru V. Za T € £'(G) i za v € V stavljamo

7(T)v = (T, 7(-)v)y.
Pri tome za f € £(K, V), piSemo
(T, flv =T(f), Te&(q),

u smislu 5. O¢ito je m(T") : V' — V linearan operator. Nadalje, T' +— 7(7T') je linearno preslikavanje.
Ako je V* dualan prostor prostora V' i v* € V*, onda je

<7T(T)U’ U*> = <T7 <7T(')U’ U*>>

Zawv €V jek v m(k)|[r(K)v] neprekidna reprezentacija, dakle to je prema teoremu 3.9. Liejev
homomorfizam Liejeve grupe K u Liejevu grupu GL([m(K)v]). Posebno, k — m(k)v je analiticko
preslikavanje sa K u konac¢nodimenzionalan potprostor [r(K)v] prostora V. Stoga je za svaki
X € ¢y = Lie(K) dobro definirano

m(X)v = %W(exp tX)v
t=0

Tada je X +— 7(X) linearizacija Liejeve algebre £, u asocijativnu algebru linearnih operatora L(V).
Kompleksifikacijom dolazimo do liearizacije kompleksne Liejeve algebre € u L(V'). Univerzalno
svojstvo daje homomorfizam u +— 7(u) algebre U(€) u L(V').

Propozicija 6.2 Uz uvedene oznake vrijedi:
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o
A
=
=
~
S~—
I
=

(x)m(T), z € K, T € &'(K).

=
2
=
=
=
I
3

(Mr(z™Y), ze K, T € £'(K).
Dokaz: (a) m(0;)v = (0, 7(-)v)y = m(x)v.
(d) ZaT,S € &'(K)iv €V imamo redom

(T)r(S)v = (T, 7(-)(S)v)y = /

K

7(z)m(S)vdT (z) = /

K

()| [ wweasi)] are) -

:1;Kw@@%T@Mﬂw:%T*&WOWVZW@*SW

(b) Prema zadatku 5.4 je d(u)0(v) = d(u) x d(v). Dakle, zbog (d) je dovoljno dokazati tvrdnju
(b) za u = X € £. U tom slu¢aju nalazimo

(m(A(X))v, v") = (X)), (7 (-)v,v7)) = (p(X){7(-)v,v7))(e) =

= %<7T(6Xp tX)v,v") . = (m(X)v,v").

(&) T(fu)v = (fu,w( o)y = [ F@)m(@)odp(a).

(€) Iza zadatka 4.4. naveli smo formulu
T(Ap) = AT (¢),
odnosno,
(T, Ap(Nw = AT, o(-))y A€ L(V,W), Te& (M), ¢e&(MV)y. (%)
Stoga imamo
T(M@)T)v = (N@)T, 7 (Jv)y = (T, Mz )r( o)y = (T, 7(z-)v)y =

= (T, w(@)n()o)y = m(@)(T,w(-Jo)v = 7 (z)m(T)v.

(f) Sliéno kao u (e) nalazimo
~(pl)T)o = ()T, m(Jo) = (Tp(e (o) =
= (T, 7(-z" )y = (T, 7()m(x o)y = 7(T)m(z~ .

Propozicija 6.3 (a) Neka je 7 lokalno konacna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K na
prostoru V., neka je W m—invarijantan potprostor od V i neka je T € E'(K). Tada je
mw(T) = n(T)|W.

(b) Neka su m i 7 lokalno konacne reprezentacije kompaktne Liejeve grupe K na prostorima
V i V'. Nadalje, neka je E : V. — V' linearan K—ekvivarijantan operator, tj. takav da je
m'(x)E = En(X) Ya € K. Tada je 7' (T)E = En(T) VT € £'(K).

(¢) Neka je m neprekidna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K na konacénodimenzional-
nom prostoru V. Tada je

A7) = (T Yoy i w(fi) = /K f (@) () duz).
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Dokaz: (a) Za w € W imamo
w(T)w = (T, 7 (Yo = (T, m(Jw)w = mw (T
(b) Za v € V imamo
En(T)yv=E)T,n(-)v)y = (T, Ex(-)v)y, = (T, 7' (-)Ev)y = 7'(T)Ewv.
(c) Za v € V zbog formule (%) primijenjene na linearan operator A — Av sa L(V') u V imamo

m(T)v = (T, w(-)v)y = (T, 7) (0.

i = [ sttamosnte) = ([ sotoriia) ).

Propozicija 6.4 Neka je w lokalno konacna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K na pros-

toru V' i neka je
v=1Iw

veK

Napokon,

rastav na K —izotipne komponente. Tada je m(x.) projketor prostora V na potprostpor V. duz

potprostora
w,= 1] Vs
BeR\{7}

Dokaz: Neka je W <V w—invarijantan potprostor takav da je 7y ireducibilna tipa 7 i neka
je {v1,..., vy} baza od W takva da je

Tada imamo redom

R )RR [
T(xy)V; = K) /KX ()7 (z)v;dp(z) = oK) Zzl/Kx (2)7) (x)vidp(x) =

n(v n(vy)

ZZ/ ZJ (x)v zé eV = Z eV = Vj.

i=1 (=1 Li=1
Odatle se vidi da je 7(x,)|W = Iw. Dakle, vrijedi w(x,)|V; = Iy, . Napokon, ako je § # viv € Vj,
onda je prema dokazanom 7(yg)v = v. Kako je x. * xg = 0, nalazimo

T(Xy)v = T(x)T(Xp)v = T(Xy * X5)v = 0.

Dakle, w(x~)|W, = 01 time je tvrdnja dokazana jer je V =V, + W.,.



Poglavlje 7

Heckeova algebra kompaktne Liejeve
grupe

Promatrat ¢emo sada lijevu i desnu regularnu reprezentaciju kompaktne Liejeve grupe K na
E(K)ina &'(K). Kao i prije te ¢emo dvije reprezentacije oznacavati sa A i p.

Za v € K neka je ™7 kona¢nodimenzionalna neprekidna ireducibilna reprezentacija grupe K
tipa v i neka je F), prostor te reprezentacije. Uzmimo da smo taj izbor obavili tako da je za
svaki v € K n" kontragredijentna reprezentacija od n7. Dakle, pretpostavljamo da je F~ dualni
prostor prostora F’, i da je

o (z)v,v*) = (v, 77 (27 Ho*), veF, vieF,. zxekK.
2 v

Gore definirana funkcija na K je diferencijabilna, ¢ak i naliticka. Svaku takvu funkciju nazivamo
matri¢ni koeficijent reprezentacije 77 — oznaka:

foro(x) = (7 (x)v,0"), veF,, v ekl v e K.
Imamo f,-, € E(K). Fiksiramo v € F, i definiramo A, : F\» — £(K) sa
A, (V") = for o, V'€ Fln.
Ocito je A, linearan operator. Nadalje,
(AT (Y ) (@) = frrr e o(@) = (77 (20, 7" (y)0*) = (77 (y )7 (2)v, ") =

= (1 (y~ ' 2)v,0%) = for oy~ '2) = (M) for o) (2) = (M) Av") ().
Dakle,
A, (y) = My) A, YveF,, VyekK.

Odatle slijedi da je
fy*7q} S E(K)kﬁ* vt e F,y*, NS F,y.

Pri tome smo sa £(K), .+ oznacili K —izotipnu komponentu tipa 7* reprezentacije A na prostoru
E(K).

Slicno, za v* € F,« definiramo linearan operator B,- : F, — £(K) sa
Byv = fir o, vel,.
Analogno kao malo prije nalazimo

Bym'(y) = p(y) By, W E€F., VyekK.

29
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Dakle,
fv*,v € g(K)p,'ya vt e Fy*, v E FW'

Bilinearno preslikavanje (v*,v) +— f,«, zbog univerzalnog svojstva tenzorskog produkta faktorizira

se kroz linearno preslikavanje
M’Y . F’Y* ®(C F’Y — 5([()

tako da je
M, (v ®v) = fprp = (77(-)v,07), veEF, v'eF,.

Zadatak 7.1 Neka sum i 7' ireducibilne reprezentacije grupa K i K' na konacénodimenzionalnim
kompleksnim prostorima V' i V'. Dokazite da je tada sa

(r @7 ) (z,2")(v@v) =7(x)v @ (")
definirana ireducibilna reprezentacija grupe K x K' na prostoru V ®c V'.

Prema tome, 77" @77 je ireducibilna reprezentacija grupe K x K na prostoru F.« ®c Fy. Imamo
(M, (77" @ 77)(y, 2) (v" @ v)](2) = [M, (77 (y)v” @ 77 (2)v)] () =

= forr e w1 (o (@) = for(y ™ 22) = (ANW)P(2) for o) () = [My)p(2) M, (0" @ )] ().
Dakle,
M (77" @ 1) (y, 2) = My)p(2) M, = (A x p)(y, 2) M,,.

Pri tome smo sa A X p oznadili reprezentaciju grupe K x K na prostoru £(K') definiranu sa
(A % p)(y, 2) f](2) = [My)p(2) fl(x) = fly~"xz).
Kako je reprezentacija 77" @ 77 grupe K x K ireducibilna, slijedi da je operator M., injektivan.
Propozicija 7.1 Za v € K vrijeds
E(K )y =E(K)py = M, (Fy ®c F).

Nadalje, vrijedi E(K)xx = E(K)k,. Pri tome je sa E(K)k ., odnosno, sa E(K)k,,, oznacen
potprostor K —konacnih vektora u prostoru E(K) u odnosu na reprezentaciju A, odnosno, u odnosu
na reprezentaciju p.

Dokaz: Znamo da je M,(F,« ®c F,) kona¢nodimenzionalan potprostor i od £(K)y .+ 1 od
E(K),~. Prostor £(K) je unitaran u odnosu na skalarni produkt

(o) = | @)
Neka je f € E(K),~, f L M,(F, ®@c Fy). Tada je posebno
fLplz)x” Vo € K.

Tada imamo redom za svaki y € K :

1) = o)1) = 0 [ 0 @t dnte) = S0 [ 0T (o) =
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_ ) [ o _aly) e
~ u(K) /K("’(y D)@ (@) () = s (Floly™)x7) =0

Dakle, f =0 i time smo dokazali da je M, (F,« @c F,) = E(K),-
Ako pretpostavimo da je f € E(K)y4 1 f L M, (F) ®c F,), onda je

L Xx)x” Ve e K

i imamo slican rac¢un:

=
NS
Il
>
>
\Q*
S—
=
=
S—

I
=8
)
S—

R
>
=
=B
>
8
S—
=
=
SN—
oL
=

I
=8
)

=) ’7\\

SN—
>
=
)
S—
=
)

N
NS
oL
=
S—
I

=0 [T dute) = 208 [ XN @)dute) = SN =0
Dakle, f =0 i time je dokazano i £(K)y . = M, (Fy« @c F).
Napokon, imamo
EE)kp =[] EEMa 1 EE)ip= [ EE)ps
CMEK ﬁEK

pa slijedi i jednakost £(K) g\ = E(K) k.

Definiramo

Stavimo )
Cy(K) = My (F)» ®c F) veK

Buduéi da je i lijeva i desna regularnba raprezentacija na C'(K) lokalno kona¢na, po propoziciji
6.1. 1 propoziciji 7.1:

C(K) = H CW(K> = H MW(F’Y* ®c Fw)'

Pri tome grupa K na potprostoru M, (Fy» ®c F,) u odnosu na reprezentaciju p kao 77 na F, i
trivijalno na F,«, a u odnosu na A kao 77" na F,- i trivijalno na F,.

Propozicija 7.2 (a) N(T)p=Tx*xp VT € &'(K) i Yy e C(K).
(b) p(T)p=pxT" VT € E'(K) i Vp e C(K).

Dokaz: (a) Za T € £'(K) i ¢ € £(K) imali smo formule

uﬂ*¢Xx>=<72A@»¢w::/;¢ufﬁwdTu»

w*TN@=%ﬂp@1Mﬂ=iLw@yUdﬂw-

Slijedi za ¢ € C(K) :

[AUUwKx)=:/;D@DwKxﬁﬂYy):LK;¢@f4xkﬂYy):(7“*wﬂxh
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Propozicija 7.3 Distribucije x., (koje su prema racunu nakon teorema 6.4. idempotenti u algebri
E'(K)) su centralne: )
Xy xT =T % x, VT € £'(K), VyeK.

Dokaz: Za f € £(K), T € £'(K) iy € K imamo redom

) = [ [ Hena@ar Uf:vy (x)} aT(y) -

KUKf (0 o )| ) = 2 [ | [ st et | ar) =
)

. {/K f(ya:)xv*(x)du(x)} AT (y) = /K/Kf(yf”)de(x)dT(y) (T x, f).

Propozicija 7.4 Neka su &' (K)k i E'(K)k , potprostori K —konacnih vektora u prostoru £'(K)
u odnosu na reprezentacije A i p. Djelovanje E'(K) na E'(K)kx t na £'(K)k,, dano je sa

ANT)S=TxS,  Se&(K)xr TeEK)

p(T)S =S * T, Sel(K)k, Tefl(K).
Nadalje,
E(K)ka=E(K)k,={fw; feC(K)}

Dokaz: Za lokalno kona¢nu reprezentaciju m na prostoru V' i za T € E£'(K) operator w(T)
definiran je sa
7(Tyv = (T, n(-)v)y, veV
ili
(m(T)v,v*) = (T, (w(-)v,v")), veV, v eV

Primijenimo to na situaciju m = A iV = &'(K)k . Dakle, za f € E(K) iza S € V imamo

NT)S, f) = (T (AC)S, f)) = (TAS M) 7)) = /K<57 My )T (y) =

= [ [noronaase|are) = [ [ swas@are) = s,

Dakle, A(T')S =T  S.

Zadatak 7.2 Dokazite da za S € £'(K)k,, i za f € E(K) vrijedi (p(T)S, f) = (S =T, f), dakle,
da vrijedi p(T)S = S« T".

Treba jo§ dokazati zadnju tvrdnju propozicije 7.4. Neka je S € E'(K)x 4, 7 € K. Tada je prema
propoziciji 6.4. i prema dokazanoj tvrdnji ove propozicije

S=AMxy)S=xy*5=fun, gdjeje f:%(xv

*

*S).

Kako je X" € £(K)i S € &'(K) to je f € E(K), a kako je ta funkcija slijeva K —konacna, to je
f € C(K). Time je dokazano

E(K)y C{fu fECK)}  VyeK.
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Prema tvrdnji (b) propozicije 6.1. vrijedi
£ (K= [ €,
veK

pa zakljucujemo da je
E(K)ka C{fus feCK)}

Bududi da je obrnuta inkluzija oc¢igledna imamo jednakost

E(K)ga={fw; [e€CK)}

Sasvim analogno dokazuje se i jednakost

E'(K)k,p={fw feCK)}

Definiramo sada
R(K) =E(K)gp=E (KK, ={fw; feC(K)}

Zbog propozicije 7.4. R(K) je obostrani ideal u algebri £'(K). R(K) se zove Heckeova algebra
kompaktne Liejeve grupe K.

Prema propoziciji 7.4. preslikavanje A : f — fu je izomorfizam prostora C'(K) na prostor
R(K). Za f,g € C(K) iz € K imamo redom

A@)Af,g) = (Af,Ma™)g) = (fr; Mz ™) g) = /K Az gl (y) f(y)duly) = / g9(zy) f(y)duly) =

K

I/Kg(y)f(xly)du(y)z/ g) M) fl(y)du(y) = (M) fie, g) = (AX(2) f, 9)-

K
Dakle, vrijedi

AMz)A = AX(x) Ve e K
i sasvim analogno

p(x)A = Ap(z) Ve € K.

Prema tome, izomorfizam A ostvaruje ekvivalenciju lijevih regularnih reprezentacija grupe K
na prostorima C'(K) i R(K) a takoder i ekvivalencije desnih regularnih reprezentacija na tim
prostorima. Zbog toga A inducira izomorfizme

E(K)/\,v* - SI(K)/\,V* 1 5([()/)7“/ - 5’([()/)77,

Medutim, prema propoziciji 7.1. je E(K)y . = E(K),~ 1 taj smo potprostor oznacili sa C.,(K).
Slijedi da vrijedi i &'(K)y+ = E'(K),~ 1 taj ¢emo potprostor oznaciti sa R./(K). Dakle,

Ry (K) = E(K)xy = E(K)pqe
Slijedi
R(K) = [T £.(K)

i ova se dekomporzicija odnosi i na lijevu i na desnu regularnu reprezentaciju od K na R(K).
Imamo

RW(K) ={fu fe C’Y*(K)}'
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Dakle, prostor C.« izomorfan je prostoru R,(K). Izomorfizam je dan sa f — fu, dakle, ovisi o
izboru Haarove mjere p. Ustanovit ¢emo sada prirodnu dualnost izmedu prostora R, (K) i C,(K),
neovisnu o izboru Haarove mjere. Prema racunu na pocetku ovoga poglavlja znamo da vrijedi

/\(x)fv*,v = fﬂ’Y*(x)v*,v i p(x)fv*,v = fv*,?r“*(a:)va reK,ve F% vt € FW*'
Odatle slijedi

)\(T)fv*,v = f?T'Y*(T)U*,’U i p(T)fv*,v = fv*,ﬂ'Y(T)Ua t e SI(K)a (S F’ya U* S F’y*'

Propozicija 7.5 (a) R,(K) je obostrani ideal w R(K) (i v &'(K)).
(b) T — w(T) je izomorfizam algebre R,(K) na algebru Endc(F).
(c) (T, ) — (T, ) je nedegenerirana bilinearna forma na R,(K) x C,(K); vrijedi

(T, foew) = (7 (T)v,v"), veF, v eF. TeR,(K).

Dokaz: (a) Potprostor R.,(K) = £'(K),. razapet je unijom slika svih linearnih operatora
E : F, — R(K) koji prepli¢u reprezentacije 77 i A, tj. takvih da je

En(z) = Az)E Vo € K.
Neka je E takav operator i neka je v € F,. Tada za S € R(K) (pa ¢ak iza S € £'(K)) prema

propoziciji 7.2. imamo:

S« Ev=\S)Ev=En"(S)v.

Odatle slijedi da je S * R, (K) C R,(K). Sasvim analogno nalazimo da iz R,(K) = &'(K),
slijedi R, (K) * S C R, (K).
(b) Znamo da je T+ 77(T") homomorfizam algebre R, (K) u algebru Endc(F). Imamo

RW(K) = 5’([()&7 ~ E(K))\N = M,y* (Pj,y Qc F,y*).
Bududi da je M, injekcija, to je
dim R,(K) = (dim F,)? = dim Endc(F,).

Dakle, dovoljno je dokazati da je prelikavanja T' — 77(T") injektivno na R, (K).
Neka je T € R,(K) takav da je 77(T") = 0. Tada za v € F, i v* € F» imamo

p(T)fv*,v - fv*,ﬂ’Y(T)v = fv*,O =0.
Zbog tvrdnje (B) propozicije 7.2. slijedi

= [p(T)fv*,v](e) = (fv*,th)(e) = <Tt7 5*,v> = <T7 fv*,v)'

Kako je T' € R,(K), postoji f € Cy«(K) takva da je T = fu. Neka je sada {vy,. .., v, ()} baza od
F, ineka je {vf,... ,’U:(,y)} njoj dualna baza od F,-. Tada moZzemo pisati

n(y
[ = Z Cij foivrs ci; € C.

Slijedi
O—<vav /f fvv r)dp(z Czy/fvzv fvv z)dp(r) =

= [ o ® @) @, (o ch | @@ o)

0,
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Zadatak 7.3 Neka je m neprekidna ireducibilna reprezentacija kompaktne grupe K na konacno-
dimenzionalnom kompleksnom prostoru V i neka je m* njoj dualna reprezentacija na dualnom
prostoru V*. Iz relacija ortogonalnosti u Peter— Weylovom teoremu dokazite da za v,w € V i
v, w* e V* urijedi

| m@p o) ma o, wda(o) =
K
Primjenom tog zadatka na prethodni ra¢un nalazimo

Zcz‘j@zsv*ﬂv,vﬁ =0 YoeF, Yo'eF,:.

i?j

Stavimo li ovdje v = vy, 1 v* = v}, dobivamo

0= Zcijéiéékj = Cyk W, k,
0,

pa slijedi f =0, daklei T'= 0.
() Sto se tice jednakosti u tvrdnji (c), ona odmah slijedi iz ¢injenice da su po definiciji obje
strane jednake
<T7 <7T’y(')v’ U*>'

Tvrdnja slijedi iz te jednakosti jer je T+ 7n7(T") prema (b) izomorfizam sa R, (K) na Endc(F,).

Propozicija 7.6 Neka je w lokalno konacna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K na pros-
toru V iy e K. Stavimo

M = Homg(R,(K),V) ={¢p € Homc(R,(K),V); o(AMx)T) = n(x)p(T) Vo € K, VT € R,(K)}.
Definiramo reprezentaciju © grupe K na prostoru M sa
[7(@)el(T) = o(T x6:),  z€K.

Nadalje, za ¢ € M stavimo v, = p(xy) € V. Tada je ¢ — v, izomorfizam sa M na V. koji
ostvaruge ekvivalenciju 7 ~ Ty, .

Dokaz: Prije svega, stvarno je v, € V, :

T(X4)Vp = T(X1)P(Xy) = P(AXY)Xy) = (X5 * X5) = ©(X4) = V.

Dakle, ¢ + v, je linearno preslikavanje sa M u V. To preslikavanje preplice reprezentacije 7 i m,
jer za svaki x € K imamo redom primjenom propozicija 7.3., 7.4. 1 6.2:

Vaye = [T(2)0](Xy) = ©(X5 * 8a) = (00 % Xy) = ©(A(0a)Xr) = (A(2)X4) = T(2)p(xy) = T() .
Definiramo sada preslikavanje v +— ¢,, v € V, :
0o(T) = w(T)v, T € R,(K).

Tada je ¢, € M, jer zax € K 1T € R,(K) imamo
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Tvrdnja o izomorfizmu slijedi iz Cinjenice da su preslikavanja ¢ +— v, i v +— ¢, medusobno
inverzna. Doista, za T' € R, (K) je T * x, =T, pa za ¢ € M imamo

00, (T) = m(T)v, = T(T)(Xy) = P AT)x5) = o(T * x5) = o(T).

S druge strane za v € V,, imamo

Vo, = Pu(Xy) = T(Xy)V = V.

Neka je 7 lokalno konacna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K na prostoru V. Sada
¢emo izvesti analogon izomorfizma

E(K)®cV = E'(K)eu)E(K, Vg

za R(K) umjesto &'(K) i C(K) umjesto £(K).
Prema zadatku 4.4. imamo

E(K)@cV ~E(K,V)y
pri ¢cemu je izomorfizam slijeva na desno dan sa
E:p®uv— o).
Na prostoru (K, V), definiramo reprezentacije L i R grupe K :
[L(2)F)(y) = n(2)F(z7"y),  [R@)F|(y) =7(2)F(yz), x,y€K, FeE(KV);.
Tada za ¢ € E(K), v € V iz,y € K imamo redom
L) Elp @ v))(y) = m(@)[Elp @ )z ™'y) = n(2)p(@y)v =

= oz y)m (@) = [A@)](y)m () = [E(A (@) @ n(z)v)](2)

[R(z)E(p @ v)l(y) = m(x)[E(e @ v)|(yz) = m(x)p(yz)v =
= e(yz)m(z)v = [p(z)e](y)m(z)v = [E(p(z)p @ m(x)v)](z).
Dakle, vrijedi

L(x)E=EM®7)(z) i R(x)E=FE(pemr)(x), reK.

Propozicija 7.7 Neka je w lokalno konacna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K. Tada je
potprostor K —konacnih vektora prostora E(K) ®@c V' u odnosu na reprezentaciju A @ m i v odnosu
na reprezentaciju p @ m jednak

(E(K)®cV)k = C(K) ®c V.

Dokaz: Desna strana sadrzana je u lijevoj, i to bez obzira da li promatramo K —konac¢nost u
odnosu na A® ili u odnosu na p&m, jer ocito je tenzorski produkt lokalno konaénih reprezentacija
i sama likalno konacna.

Dokazimo obrat. Neka su vy, ..., v, € V linearno nezavisni vektori i neka su ¢, ..., ¢, € E(K)
takve da je element

> i@ € E(K) @V

j=1
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K —konacan u odnosu na A ® 7 ili u odnosu na p ® m. Treba dokazati da su tada ¢; € C(K)
Vj=1,...,n. Pri tome mozemo bez gubitka opcenitosti pretpostaviti da je prostor V' konaé¢nodi-
menzionalan; doista, umjesto prostora V' mozemo promatrati najmanji 7 —invarijantan potprostor
od V koji sadrzi vektore vy, ..., v,.

Zbog kona¢nodimenzionalnosti kontragredijentna reprezentacija 7* na dualnom prostoru V* je
lokalno konacna. Jedinstveno linearno preslikavanje V ®¢ V* — C, takvo da v ® v* — (v,v%), je
K —ekvivarijantno. Slijedi da je i inducirano preslikavanje

(E(K)®cV)@c V" — E(K)

takoder K —ekvivarijatno u odnosu na reprezentacije A ® 7) ® 7* i A i u odnosu na reprezentacije

(p@m)@7*ip. Slijedi da se pri tom preslikavanju (E(K) ®¢ V) ®c V* preslikava u C(K).
Nadopunimo linearno nezavisan skup {vq,...,v,} uV do baze B prostora V. Neka je B* njoj

dualna baza prostora V* i neka su v,..., v} clanovi te baze takvi da je (vj,vf) = d;;. Tada pri

gornjem preslikavanju imamo
(Seen)oina

J

Time je dokazano da su ¢, ..., ¢, € C(K).

Za lokalno konaé¢nu reprezentaciju m na prostoru V' definiramo
C(K,V)=(E(K,V))k.

Dakle,
C(K,V)~C(K)®c V.

Lema 7.1 ZaT € R(K) i p € C(K) je T € R(K).

Dokaz: Imamo T = fu za neku f € C(K). Dakle, T = ¢fu. ¢ i f su sume matriénih
koeficijenata kona¢nodimenzionalnih reprezentacija. Dakle, i ¢ f je linearna kombinacija matri¢nih
koeficijenata konacnodimenzionalnih reprezentacija jer je

fv*,v : fw*,w = fv*®w*,v®w-
Prema tome je ¢f € C(K), pa slijedi da je ¢T = pfu € R(K).

Propozicija 7.8 Neka je w lokalno konacna reprezentacija kompakine Liejeve grupe K na pros-
toru V. Tada je
R(K) ®e V = R(K) @) CK,V)

kao vektorski prostori. Izomorfizam slijeva na desno dan je sa
T ®cvr—T Qck) v, TeRK), vel,
gdje je v konstantna funkcija v(x) = v Vo € K.
Dokaz:
R(K) @c V ~ (R(K) @cx) C(K)) @c V ~ R(K) Q@cx) (C(K) @c V) ~ R(K) Qcx) C(K, V).

Napomena: U propoziciji 7.8. C(K) je komutativna C—algebra u odnosu na mnozenje funkcija
po tockama, R(K) je C'(K)—modul u odnosu na uobi¢ajeno mnozenje distribucija funkcijama,
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dakle ono koje se promatra u lemi 7.1., a C(K,V) je C(K)—modul u odnosu na mnozenje po
tockama.

Trebat ¢e nam eksplicitno i preslikavanje zdesna na lijevo, tj. inverzni izomorfizam u propoziciji
7.8.

Neka je v(-) € C(K,V). Neka je {v;} baza konatnodimenzionalnog potprostora od V koji
sadrzi sliku funkcije v(+). Neka je {v}} dualna baza dualnog prostora tog kona¢nodimenzionalnog

potprostora. Dakle,
(@) = (v(x),v])v;.

Prema dokazu propozicije 7.8. svaka funkcija (v(-),v}) je u C(K). Neka je T € R(K), dakle,
T ®c(kyv(-) je tipicni generator prostora R(K)®cxyC(K, V). Polemi 7.1. je (v(-),v;)T € R(K).
Dakle,

T ®cxyv(-) = ZT Qo) (v(+), v )v; = Z(v(),’uj)T Rc(K) Vi-

i

To pokazuje da je inverzni izomorfizam R(K) ®c¢ k) C(K,V) — R(K) ®c V dan sa

T Qo v(-) = Y _(v(),v)T @c v;.
Propozicija 7.9 R(K)"' = R(K).
Dokaz: Za T € £'(K). transponirana distribucija T definirana je sa
() =T(¢"), gdieje ¢'(z)=¢p(=™), ¢el(K), zek.

Nadalje, za S, T € £'(K) vrijedi (S*T)" = T" % S*. Stoga prema formulama iz zadatka 5.4. imamo
zar€ KiT e &'(K)

A@)T) = (6, % T)' =T" % (6,)" = T" * 6,1 = p(x)T".

Dakle, T je lijevo K—konac¢na ako i samo ako je T% desno K —konacna. No lijeva i desna
K —konacnost u &'(K) je jedno te isto. Dakle, T' € R(K) < T' € R(K).

Razmotrimo ponovo distribucije x,, o € K. Prema raéunu iza zadatka 6.3. vrijedi

Xo * X3 = 0a8Xa-

Drugim rijecima, x, su idempotenti u algebri & '(K) i njihovi medusobni produkti su jednaki nuli.
Za konacan podskup A C K stavljamo
XA = Z Xa-

acA
Slijedi A
XA * XB = XAnB; A BCK.
Posebno, svaki y 4 je idempotent u algebri £'(K). Za vy € K je

Tsxy=xyxT VT € &'(K)

R(K) = HR’Y(K)’ Ry(K) = xy % E'(K) = E'(K) * x-

veK
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Posebno, akosu a, 3 € K iT € R3(K) onda je
Xa* T =T % Xq = 0051
Dakle, za svaki konacan skup A C K iza T € ' (K) vrijedi
xaxT =T *xa,
a ako je T' € R,(K), onda je

T acA

Propozicija 7.10 Skup {xa; A je konacan podskup od f(} ureden inkluzijom, tj.
X4 < XB — AC B,
je aproksimativna jedinica u algebri R(K). Dakle, algebra R(K) je aproksimativno unitalna.
Dokaz: Tvrdnja slijedi neposredno iz prethodnih jednakosti, jer je
R(K) =[] R/(K).
vek

Teorem 7.1 Neka je 7 lokalno konacéna reprezentacija kompaktne Liejeve grupe K na prostoru

V.

(a) ZaT € R(K) i zav €V stavimo
Tv=mn(T)v.
Tada V' postaje aproksimativno unitalan lijevi R(K)—modul i na taj nacin dobiju se svi
aproksimativno unitalni R(K)—moduli.

(b) Potprostor W <V je m—invarijantan ako i samo je W R(K)—podmodul.
(¢) Neka su m i p lokalno konacne reprezentacije od K na prostorima V i W. Tada je
Homg(V,W) = Homp)(V, W).

Drugim rijecima, A :' V. — W je linearno K—ekvivarijantno preslikavanje ako i samo ako
je A homomorfizam R(K)—modula.

Dokaz: (a) Neka je v € V. Bududi da je reprezentacija 7 lokalno kona¢na, postoji konacan
skup

A={y,7, ., m CK

takav dajev € V,,+V,,+- - -+V,, . Tada je 7(xa)v = v, dakle, x4v = v. Dakle, V' je aproksimativno
unitalan R(K)—modul.

Neka je sada V' aproksimativno unitalan R(K)—modul. Treba dokazati da na V postoji lokalno
konacna reprezentacija m od K takva da je Tv = 7(T)v za svaki v € V isvaku T' € R(K).

Iz zadatka 1.1. znamo da na V postoji jedinstvena struktura kompleksnog vektorskog prostora
takva da je (T,v) — Twv C—bilinearno preslikavanje sa R(K) x V u V. Neka je v € V i neka je
A C K konacan skup takav da je y v = v. Definiramo

7(T)v = (T * xa)v, T € K'(K).
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Prije svaga dokazimo da je m(T)v dobro definirano, tj. da je neovisno o izboru konacnog skupa A
takvog da je xyav = v. Neka je i B C K takav da je ygv = v. Tada je

(T * xa)v = (T* xa)(xpv) = [(T * xa) * xplv = [T * (xa * xp)]v =

= [T * (x * xa)lv = [(T * xB) * xalv = (T * x)(xav) = (T * x5)v.

Dakle, 7(T")v je dobro definirano za bilo koje T' € E'(K) iv € V. R
Neka su vy,v9 € V i g, € C. Neka je A konacan podskup od K takav da je xavy = vy i
Xavy = vy. Tada je xa(a1v1 + aavy = vy + asvy, pa imamo

T(T) (v + agvg) = (T xa) (101 + agvg) = a1 (T x xa)vr + (T * xa)ve = a7 (T)vy + agm(T)vs.

Dakle, operator 7(7") je linearan za svaku 7' € £'(K).
Jednako lako se vidi da je preslikavanje 7'+ m(T') linearno. Neka su S,T € £'(K)iv € V.
Izaberimo konacan skup A C K takav da je x4v = v i xam(T)v = w(T")v. Slijedi

m(S)m(T)v = (5 * xa)(m(T)v) = (S * xa) (T xa)v) = ((S* xa) * (T * xa))v =

=(Sxxa*xTxa)v=(S*Txxa*xxa)v=(S*Txa)v=mn(S*T)v.
Dakle, 7(S)n(T) = «(S = T'). Nadalje, jedinica u algebri £'(K) je . i imamo

7(0e)v = (0 * X4)V = XAV =0,

tj. m(6.) = Iy. Dakle, 7w : £&'(K) — Homg¢(V') je unitalni homomorfizam unitalnih algebri.
Za z € K stavimo 7(z) = 7(d,). Tada je o¢ito x — m(x) reprezentacija grupe K na prostoru
V. Za v € V izaberimo konacan skup A C K takav da je y v = v. Tada je

T(E'(K))v = (E'(K) * xa)v =Y _ Ry (K)v.

YEA

Taj je potprostor m—invarijantan. Nadalje, taj je potprostor konacnodimenzionalan jer je prema
propziciji 7.6. R,(K) ~ Endc(F,), dakle, dim R,(K) = n(y)?. Time smo dokazali da je svaki
vektor u prostoru V formalno K —konacan.

Dokazimo da je reprezentacija m lokalno kona¢na, neka je W bilo koji konacnodimenzionalan
m—invarijantan potprostor od V. Treba dokazati da je za svaki w € W preslikavanje = +— mw(z)w
sa K u W neprekidno. Izaberimo konac¢an podskup A od K takav da je xaw = w Yw € W.
Primijetimo da je preslikavanje = +— A(z)x 4 neprekidno sa K u kona¢nodimenzionalan potprostor

RA(K) = Z Ra(K)

a€cA

od R(K). Nadalje, za w € W preslikavanje T — Tw sa R4(K) u W je linearan operator izmedu
kona¢nodimenzionalnih vektorskih prostora, dakle to preslikavanje je neprekidno. Napokon, uoimo
da je za w € W preslikavanje z — m(z)w komporzicija tih dvaju preslikavanja:

m(x)w = 7(6z)w = (0 * xa)w = (A(x)xa)w.

Dakle, preslikavanje z — m(z)w sa K u W je neprekidno za svaki w € W.
Time je dokazano da je ovako konstruirana reprezentacija m grupe K na prostoru V' lokalno
kona¢na. Za tu reprezentaciju od K je pripadna reprezentacija od £'(K) je upravo T — 7 (T).
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Doista, neka je T € £(K) i neka je v € V. Izaberimo konacan skup A C K takav da je x v = v.
Tada je

(T, w()v)v = (T, (0. % xa)v)v = (T, A()xa)v)y = AT)xa)v = (T * xa)v = w(T)v.

Treba jos provjeriti da restrikcija reprezentacije m algebre £&'(K) na podalgebru R(K') daje na
prostoru V istu strukturu R(K)—modula od koje smo krenuli. Stoga uzmimo T' € R(K), v € V i
A C K takav da je xy4v = v. Prema gornjem racunu je

m(T)v = (T *x xa)v =T(xav) = Tv.

Da bi tvrdnja (a) bila u potpunosti dokazana, treba jos provjeriti da li polazeéi od lokalno konaéne
reprezentacije od K nakon dvije konstrukcije dolazimo na istu reprezentaciju od K. Neka je m
lokalno konacna reprezentacija grupe K na prostoru V. Uvedimo na V' na opisani nacin strukturu
R(K)—modula i neka je m,,,, reprezentacija od K do koje dolazimo opisanom konstrukcijom iz
tog aproksimativno unitalnog R(K)—modula V. Neka su x € K, v € Vi A C K takav da je
xav = v. Tada je

Tnovo(Z)V = (0 % xa)V = T(0z % Xa)v = T(0z)T(xa)v = T(x)x a0 = 7(2T)V.

Tvrdnja (b) je ocita.
(¢) Neka je U € Homg(V,W). Tada je prema tvrdnji (b) propozicije 6.3. Un(T') = p(T)U za
svaku T € £'(K), dakle, pogotovo za svaku T' € R(K). Slijedi da je U € Homp)(V,W).

Obratno, neka je U € Homp)(V,W). Neka je v € V i neka je A C K takav da je yav = v i
xaUv = Uw. Slijedi za svaki x € K

Ur(x)v =U(dy * xa)v = (6 * xa)Uv = p(x)Uv.
Dakle, U € Homg(V,W).

Razmotrimo jos jednom izomorfizam iz propozicije 7.8.

R(K) ®c V = R(K) @cu C(K, V).

On je slijeva na desno dan sa
T ®cv— T Qc(k) U, TeRK), vevV,

gdje jev : K — V konstantna funkcija v(z) = v Vo € K. Izracunali smo da je inverzni izomorfizam
dan sa

T @ow) v(-) = Y _(0(),v))T @c v;.
Pri tome je za v(-) € C(K, V) {v;} baza kona¢nodimenzionalnog potprostora od V koji sadrzi v(K)
i {v}} je njoj dualna baza dualnog prostora tog kona¢nodimenzionalnog potprostora. Uzmimo sada
da je funkcija v(-) oblika v(z) = 7(x)v za neki v € V. Tada treba uzeti bazu {v;} konaénodimen-

zionalnog m—invarijantnog potprostora W koji sadrzi vektor v, a {vf} je dualna baza dualnog
prostora W*. Tada za T € R(K) imamo

T®C(K UHZ T®Cvz

Neka je A C K konacan skup takav da je
(70, V)T % x4 = (o, u)T Vi, Vo€ W,
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Prema propoziciji 7.4. imamo

<7T(')Ua’UZ‘>T*XA=>\(<7T(')U,UE‘>T)XA=/KA(iv)XAd(@T(')UaUZ‘)T)(x)=/K<7T(9€)U,U?>>\($)XA<1T($)-

Slijedi

ST e = S rCn )T xa e = 3 [ (@ edA@)a G waT () =

7 7

- /( o @ )dT() /K (A(x)xa ®c m(2)0)dT ().

Dakle, u opisanoj situaciji izomorfizam R(K) ®cx) C(K,V) — R(K) ®c V dan je sa

T ®cx U'—>/ )X ®c 7(x)v)dT(x).



Poglavlje 8

Heckeova algebra grupovnog para

Imenom par zvat ¢emo svaki ureden par (g, K) takav da vrijedi
(1) K je kompaktna Liejeva grupa i g je konaénodimenzionalna komplesna Liejeva algebra.
(17) Kompleksifikacija € Liejeve algebre ¢, Liejeve grupe K je Liejeva podalgebra od g.
(7i7) Zadan je neprekidni homomorfizam

Ad: K — Aut(g)

takav da je
Ad(z)|t = Ade(x) Ve € K.

Par (g, K') zove se grupovni par ako postoji Liejeva grupa G takva da vrijedi:
(a) K je kompaktna podgrupa od G.
(b) g je kompleksifikacija Liejeve algebre gy Liejeve grupe G.
() Ad = Ad,4|K.

Reprezentacija para (g, K) je ureden par (m, V) takav da vrijedi:

1) V je U(g)—modul; posebno, V' je kompleksan vektorski prostor.
2) 7 je lokalno konacna reprezentacija grupe K na prostoru V.

(1)
(2)
(3) [(Adz)ulv = 7(x)(u(m(z7 ), Vre K,VueU(g), VoeV.
(4)

4) Ako je W kona¢nodimenzionalan m—invarijantan potprostor od V, diferencijal preslikavanja
x +— m(x)|WW podudara se s restrikcijom na €, djelovanja g na U(g)—modulu V.

U takvom slucaju kazemo jos da je V' (g, K')—modul.

Ako je grupa K povezana, tada je djelovanje K potpuno odredeno djelovanjem €, pa je uvjet
(3) nepotrebno posebno postavljati, jer on slijedi iz uvjeta (4).

Dva primjera da nije svaki par grupovni:

1. Neka je G poluprosta jednostavno povezana realna Liejeva grupa, go njena Liejeva algebra,
g kompleksifikacija od gg, 7" neki netrivijalni torus u G, T" netrivijalno kona¢nolisno natkrivanje
od T". Tada je (g, T') par, ali T nije podgrupa nijedne Liejeve grupe s Liejevom algebrom g, dakle,
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(g,T) nije grupovni par.

2. Neka je K = {e} i neka je g komleksna Liejeve algebra koja nije kompleksifikacija neke re-
alne Liejeve algebre (takve postoje za svaku dimenziju > 3). Tada je (g, K') par koji nije grupovni.

U ovom poglavlju promatramo grupovni par (g, K) s Liejevom grupom G. Zbog jednostavnije
notacije pretpostavljat ¢emo da je grupa G unimodularna — dakle, Haarova mjera na G je
obostrano invarijantna i invarijantna je na invertiranje (odnosno, u odnosu na transponiranje).

Heckeova algebra R(g, K) grupovnog para (g, K) je konvolucijska algebra svih lijevo K —ko-
nacnih distribucija na G s kompaktnim nosacem sadrzanim u K. To je stvarno podalgebra kon-
volucijske algebre £'(G) jer vrijedi

Supp (S *T) C (Supp S) - (SuppT).

Vidjet ¢emo kasnije da je lijeva K —konacnost distribucije s nosacem sadrzanim u K ekvivalentna
s desnom K —konaé¢nosti. Dakle, elementi od R(g, K) su obostrano K —konac¢ni. Nadalje, vidjet
¢emo da izbor grupe G do na izomorfizam ne utjece na algebru R(g, K).

Zadatak 8.1 Neka je K = {e}. Dokazite da je R(g,{e}) ~ U(g).

Uputa: Koristite rezultate 5. poglavlja i korolar 4.3. Schwartzovog teorema da dokazete da
je u +— O(u) izomorfizam sa U(g) na algebru R(g, {e}) distribucija na G s nosa¢em sadrzanim u {e}.

Primjedba: Ako je g=*¢1 G = K onda je R(¢, K) = R(K).

Opisat ¢emo sada neke elemente od R(g, K). Neka je i : K — G inkluzija i T € R(K).
Definiramo i.(T") € £'(G) kao u 4. poglavlju:

L(T)(f)=T(Toi) =T(f|K), fe&G).
Prema zadatku 4.5. tada je
Suppi.(T) Ci(SuppT) = SuppT C K.

Nadalje, distribucija i,(T") je lijevo K —konacna. Doista, za x € K je A(x)i.(T) = A(i(x))i.(T),
pa za f € £(G) imamo
(M@)ix(T), f) = (A(i(2))in(T), ) = (iu(T), Ai(2™)) f) = (T, [\@(z ™) f] 0 i) =

= (T, A\@7)(f o)) = (\@)T, f o) = (i.(A(@)T), f).
Dakle, vrijedi A(z)i(T) = i.(\(z)T), pa i lijeve K —konacnosti od T slijedi lijeva K —konacnost
od i,(T).
Kako je ocito 7, injekcija, trivijalne oznake 7 i 7, u daljnjem izostavljamo.
Neka je u € U(g). Tada je O(u) € £'(G), a prema zadatku 8.1. je Suppd(u) C {e} C K. Ako
jeT € R(K) onda je T'x 0(u) € £'(G) i vrijedi

Supp (T x O(u)) C (SuppT)(Suppd(u)) C SuppT C K.
Nadalje, za € K imamo

Mz) (T x0(u)) =0y % (T *0(u)) = (0, x T) x O(u).



75

Odatle slijedi da je distribucija T * d(u) lijevo K —konacna.
Prema tome, imamo bilinearno preslikavanje (T, u) — T % d(u) sa R(K) x U(g) u R(g, K).
Zbog univerzalnog svojstva tenzorskog produkta dolazimo do linearnog preslikavanja

¢: R(K)®cU(g) — R(g,K) takvog da je ®(T ®@cu) =T *9d(u), T € R(K),ue U(g).
AkosuT € R(K),u e U(g) ive U(t), onda je
(T *0(v) cu) = (T x0(v)) *Iu) =T * (I(v) * Au)) =T x dvu) = ®(T ¢ vu).
Prema tome, potprostor U razapet sa
{T+0(v) @cu—TQcvu; T € R(K),ueU(g),velU()}
sadrzan je u jezgri linearnog preslikavanja ®. Medutim,
R(K) ®@c U(g)/U =~ R(K) ®u) U(g).
Prijelazom na kvocijent dolazimo do linearnog preslikavanja
¢ : R(K) ®ue U(g) — R(g, K), takvog da je (T @y u) =T * O(u).
Nesto kasnije dokazat ¢emo da je to izomorfizam vektorskih prostora. Prvo dokazimo:

Propozicija 8.1 Neka je G unimodularna Liejeva grupe 1 H njena zatvorena podgrupa. Neka je
E'(G, H) algebra distribucija na G s kompaktnim nosacem sadrzanim u H.

(a) Postoji jedinstven linearan operator
®: E'(H) ®@u Ulg) — £'(G, H)

takav da je
(T Qupyu) =T *0(u), Te&'(H), uelU(g).

(b) @ je izomorfizam vektorskih prostora.
(c) Vrijedi ®(S *T Q@uuyu) =S * (T @uwyu) za S,T € E'(H) iuc U(g).
(d) Vrigedi (T Quy) wv) = p(v") (T Qupyu) 2za T € E'(H) iu,v € U(g).
Dokaz: (a) NekasuT € &'(H)iu € U(g). Tada je
SuppT * 0(u) C (SuppT)(Supp d(u)) C SuppT C H.

Dakle, T'x 0(u) € £'(G, H), pa imamo bilinearno preslikavanje (T, u) +— T % 0(u) sa E'(H) x U(g)
u &'(G, H). Zbog univerzalnog svojstva tenzorskog produkta dolazimo do linearnog preslikavanja

E'(H)®cU(g) — E'(G, H) takvog da T Qc u+— T % 0(u).

Sasvim analogno kao malo prije dokazuje se da se to linearno preslikavanje spusta do linearnog
preslikavanja

Q:E&'(H)Quwm Ulg) — E'(G,H)  takvog da je O(T Q@up) u) =T *0(u).
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(b) Dokazimo prvo da je ® injekcija. Neka je go = ho + P, gdje je bo Liejeva algebra grupe H
i P, je potprostor od go. Neka je Xi, ..., X} baza od P, i neka je P kompleksifikacija prostora by.
Prije svega, za T' € &'(H), u € U(g) i f € £(G) imamo

(T 0(u), f) = (p(u")T, f) = (T, p(u) f) = (T, (p(u) f) | H).
Neka je sada a € £'(H) @y U(g) takav da je ®(a) = 0. Mozemo pisati

a:ZTn Qu(h) Un, T, € &'(H), u,ecU(g).

Tada prema gornjem racunu imamo

Z<Tn> (p(un) f)|H) = 0.

n

Prema PBW—teoremu 3.13. mozemo pretpostavljati da su svi u, koji se pojavljuju u prikazu
elementa a medusobno razli¢iti monomi oblika X7" - - X7 .

Zadatak 8.2 DokaZite da je diferencijal preslikavanja sa H x R® v G, zadanog sa
(h,x1,22,...,20) — h(exp x1X1)(exp x2Xs) - - (exp z,Xy),

u tocki (e,0,0,...,0) izomorfizam vektorskog prostora by ® R® na vektorski prostor go, dakle, da
je to preslikavange lokalni difeomorfizam otvorenog skupa oblika U X V., gdje je U otvorena okolina
tocke e uw H i V otvorena okolina tocke (0,0,...,0) u R’ na otvorenu okolinu W tocke e u G.

Zadatak 8.3 Uz oznake iz prethodnog zadatka neka je f; € E(H) takva da je Supp fi C U 1
fo € ERY) takva da je Supp f» C V. Dokazite da postoji f € E(G) takva da je

f(h(exp x1X1)(exp w2 Xs) - - (exp o Xy) = f1(h) fo(z1, T2y ..., x0)

1 da vrijeds
8J1+j2+~~~+ﬂf2

’ J1 9,.J2 Je
al'l al‘2 R al'z

XPXP - X)f = fule) (0,0,...,0).

Funkciju f; u prethodnom zadatku mozemo odabrati tako da je za zadanu £—torku (j1, jo, - - - , Je)
gornja derivacija jednaka 1, a za sve ostale /—torke 0. Npr. mozemo uzeti da je na nekoj okolini
nule u R

J1..J2 . aJe
f2(x17x27"'7~r5) = M
Jilgel - g4
Slijedi da je
<Tn>f1> =0

za svaki n i za svaku funkciju f; € £(H) takvu da je Supp f; C U. Prema tome, e & SuppT,,. Za
h e H je

Nadalje,
Ah)a =Y Mh)T, ®u) tn-

Odatle za svaki n slijedi da e € Supp A(h)T,,, Vh € H, dakle, h & SuppT,, Yh € H. To znaci
da je SuppT, = 0, odnosno T,, = 0 za svaki n. Dakle, a = 0 i time je dokazana injektivnost
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preslikavanja .

Dokazimo sada surjektivnost preslikavanja ®. Neka je T' € £'(G, H). Koristedi particiju jedinice
dokaz mozemo reducirati na slucaj kad je SuppT sadrzan u maloj G—okolini tocke hy € H.
Mozemo pretpostaviti da je okolina tako odabrana da imamo difeomorfizam

(h,x1,22,...,20) — hoh(exp 21.X1)(exp x2X3) - - - (exp x,X))

s okoline tocke (e, 0,0, ...,0) u R’ na tu G—okolinu tocke hy. Korolar 4.3. Schwartzovog teorema
pokazuje da tada 7" ima oblik (preko gornjeg difeomorfizma):

Z T, x O(uy)

dakle, oblik
Z T, * O(uy,).

Tada je T' € Im ®. Time je dokazana i surjektivnost preslikavanja &.
(¢) Imamo

(S +T @ugyu) = (S*T)*0(u) =9 (T+0(u) =571 Qup) u).
(d) Koristed¢i tvrdnju (c) zadatka 5.8. imamo redom
B(T ey gyu0) = Txd(uv) = Tx((u)s(0(v)) = (Txd(w)k0(v) = p(o')(Txd(w)) = p(t")B(T@y(5yu).

Teorem 8.1 Neka je (g, K) grupovni par s unimodularnom Liejevom grupom G i R(g, K) njegova
Heckeova algebra. Postoji jedinstven izomorfizam vektorskih prostora

R(K) @y U(g) — R(g, K)

takav da

T ®@uee u— T % 0(u), T € R(K), ueU(g).
Inverzni izomorfizam Salje lijevo djelovanje E'(K) na R(g, K) u lijevo djelovanje E'(K) na R(K)
i desno djelovange U(g) na R(g, K) u desno djelovange (tj. mnoZenge zdesna) U(g) na U(g).

Dokaz: Prema propoziciji 8.1. znamo da je
R(K) ®@ue Ulg) — £'(G, K), T @y u— T *0(u),

injekcija. Nadalje, Za T' € R(K) i u € U(g) znamo da je T %« (u) € R(g, K). Dakle, imamo
injekciju
R(K) ®u@ U(g) — R(g,K), T Quw U T x0(u).
Treba jos dokazati da je to i surjekcija.
Neka je T' € R(g, K) C £'(G, K). Prema propoziciji 8.1. mozemo pisati

TIZE*(?(UZ), T1 ESI(K), U; EU(g)
Prema teoremu 7.1. primijenjenom na reprezentaciju A grupe K na prostoru R(g, K) slijedi da
postoji konacan skup A C K takav da je A(xa)T =T, tj. T = xa *T. Slijedi
T=xaxT =2 (xa*T)*d(u),
Medutim, R(K) je obostrani ideal u algebri £'(K), pa iz x4 € R(K) slijedi da je x4 *T; € R(K)

Vi. Time je dokazana i surjektivnost.
Tvrdnje o djelovanjima slijede neposredno iz tvrdnji (¢) i (d) propozicije 8.1.
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Propozicija 8.2 Neka su S,T € R(K) i u,v € U(g). Neka je {u;} baza konacnodimenzionalnog
potprostora [(Ad K)u| i {u}} njoj dualna baza dualnog prostora. Neka su

T; = (Ad (-) tu, ul)T.
Tada je
(Sx0(u)) * (T *0(v)) = Z(S x T;) * O(uw).

7

Dokaz: Za f € £(G) imamo

(O(u) = T, f) = AW)T, f) = (T, A(u) f).

Stavimo
pi(z) = (Adz Mu,uf), zekK.

Tada je
(Adx Yu = Z oi(T)u;.

Zadatak 8.4 Dokazite da je

Aw') f](z) = [p((Ad z) " u) f] ().
Slijedi

dakle,
(@(u) =T, f) = (T, M) ) =D (T iplua) f) = (@i, pluws) f) =

7 7

=D (T plwi) f) = D {p(ui)Tis f) = 3 (Ti # 0(ws), f).

i i
Prema tome,

O(u) T = ZTi * O(u;),

pa slijedi
Sx0(u)«T x0(v) = ZS*Ti*a(uiv).

Propozicija 8.3 Svaki element od R(g, K) je obostrano K—konacan.
Dokaz: ZaT € R(K) iu € U(g) imamo
p()[T xO(u)] =T % O(u) * 61 = (T % §p—1) * (05 % I (u) * 6,—1) = (p(2)T) * I((Ad x)u).
Kada z ide po K desna strana ostaje u slici konacnodimenzionalnog potprostora
[p(K)T| @y [(Ad K)u]

pri izomorfizmu iz teorema 8.1. Dakle, potprostor [p(K)(T * d(u)] je konaénodimenzionalan.
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Propozicija 8.4 Algebra R(g, K) je aproksimativno unitalna i invarijantna je na transponiranje

u algebri E'(G).

Dokaz: Neka je T' € R(K). Za neki konacan skup A C K vrijedi x4 % T = T. Slijedi za bilo
koji u € U(g)
Xa* (T*0(u))=(xaxT)*x0(u) =T x0(u).
Time je dokazano da je {x4; A konacan podskup od K} aproksimativna jedinica algebre R(g, K),

dakle, ta je algebra aproksimativno unitalna.
Neka je T' € £'(G, K). Tada se lako vidi da je

SuppT" = (SuppT) ™",

dakle, T* € £'(G, K). Stoga prema propoziciji 8.3. vrijedi T € R(g, K) <= T" € R(g, K).
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Poglavlje 9

Slabi parovi

Cilj nam je definirati aproksimativno unitalnu algebru R(g, K) za opéi par (g, K) i to na nacin
da su aproksimativno unitalni R(g, K')—moduli isto sto i (g, K')—moduli. Kao vektorski prostor
R(g, K) ¢e biti R(K)®yU(g), amnoZenje na tom prostoru ¢emo definirati. Tu konstrukeiju ¢emo
provesti u dva koraka. Najprije ¢emo definirati algebru R(U(g), K), koja se kao vektorski prostor
podudara sa R(K) ®c U(g), i u tom koraku ¢emo zaboraviti da je U(t) C U(g) i da U(¥) djeluje
zdesna na R(K), a u drugom koraku ¢emo prije¢i na kvocijent R(K)®c U(g) — R(K) @y Ul(g).

Slabi par je ureden par (A, K) takav da vrijedi:
(1) K je kompaktna Liejeva grupa.
(77) A je kompleksna asocijativna unitalna algebra.

(7ii) Zadana je lokalno konac¢na reprezentacija

Ad: K — Aut(A).

Primjer slabog para je (U(g), K) ako je (g, K) par.

(A, K)—modul je lijevi A—modul V' (dakle i vektorski prostor nad C) na kome je zadana
lokalno konacna reprezentacija m grupe K tako da vrijedi:

m(x)(av) = [(Ad z)a](m(z)v), reK acA vel.

Sjetimo se da je
R(K) ®c A~ R(K) ®cx) C(K, A).

Pri tome je izomorfizam slijeva na desno dan sa
T®Car—>T®C(K)Q

gdje je a konstantna funkcija x — a, x € K. Inverzni izomorfizam zdesna na lijevo dan je na sljedeéi
nac¢in: neka je F' € C(K,.A), neka je V kona¢nodimenzionalan Ad—invarijantan potprostor od A
koji sadrzi F(K), neka je {a;} baza od V i neka je {a}} dualna baza od V*; tada je inverzni
izomorfizam dana sa

T ®@cu F =Y (F(),0))T @ca;, T €R(K).
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Propozicija 9.1 Postoji izomorfizam vektorskih prostora
7:R(K)®c A— A®c R(K)

takav da za T € R(K) ia € A vrijedi:
Neka je V' konacnodimenzionalan Ad—invarijantan potprostor od A koji sadrzi a, neka je {a;}
baza od V i neka je {af} dualna baza od V*. Tada je

(T ®c a Z a; @c (Ad()a,a})T, 7 ' (a®cT)=» (Ad(-)"'a,a})T ®c a;.

Zadatak 9.1 DokaZite propoziciju 9.1. koristeci izomorfizam
R(K) ®c A~ R(K) ®cx) C(K, A)
iz propozicije 7.8 i analogni zomorfizam
A®c R(K) ~C(K, A) ®c R(K).
Propozicija 9.2 Postoji jedinstveno bilinearno preslikavanje
¢ (R(IK®cA) X (R(K)®cA) — R(K) ®c A

takvo da vrijedi:
Akosu S, T € R(K), a,b € A, {a;} baza konacnodimenzionalnog Ad—invarijantnog potproszora
V od A koji sadrzi a i {af} dualna baza od V* onda je

O(S®ca,T®cb) = Z S *T; ®c a;b, T; = (Ad(-)'a, a;)T.

Dokaz: Buduéi da {S ®c a; S € R(K), a € A} razapinje prostor R(K) ®c A, jedinstvenost
je ocigledna.
Dokazimo egzistenciju. Prema propoziciji 9.1. imamo izomorfizam

1 A®c R(K) — R(K) ®c A
takav da uz uvedene oznake vrijedi

T ®(CT ZT ®CCLZ

Definiramo sada preslikavanje
Y [A®c R(IK)| x A— R(K)®c A

na sljede¢i nacin:

Y(o,b) = 77 (0)b, ce A®R(K), be A,

pri ¢emu je R(K)®c A na prirodan na¢in desni A—modul. Bududéi da je 771 linearno, preslikavanje
¥ je bilinearno. Stoga postoji jedinstveno linearno preslikavanje

@IA@CR(K) ®(CA—>R(K) ®c A

takvo da vrijedi
V(o Q¢ b)ZT_l(U)b, ce A®c R(K), be A.
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Tada jeza a,be AiT € R(K) :

\I/(CL K T®(C b) = T_l(a Kc T)b = ZT‘Z R aib.

Definiramo sada preslikavanje
w: R(K)x (A®c R(K) ®c A) — R(K) ®c A
na sljedeci nacin:
w(S,a) =8 *xU(a), SeRK), ae A®c R(K) ®c A,

pri cemu je R(K) ®c A na prirodan nac¢in preko konvolucije lijevi R(K)—modul. Tada je pres-
likavanje w bilinearno, pa postoji linearno preslikavanje

Q:RK)®c A®c R(K)® A — R(K) ®c A

takvo da je
QS ®¢c a) = w(S, a), SeR(K), ae A®c R(K) ®c A.

Tada za S, T € R(K) i a,b € A imamo

Q(S@@G@CT@)Cb)IW(S,CL@@T@@Z)):S*\I/(OJ@(CT@(CZ))IZS*E@(CGZ‘U

Sada za A\, u € R(K) ®c A definiramo
(A, 1) = QA @c ).

Bududi da je (A, i) — A®c p bilinearno i € linearno, slijedi da je preslikavanje ® bilinearno. O¢ito
® ima trazeno svojstvo.

Pomoc¢u preslikavanja ® iz propozicije 9.2. definiramo produkt na vektorskom prostoru
R(K)®c A:
a-f=o(a,f) a,f € R(K) ®c A.

To mnozenje jest bilinearno, a da bismo dokazali da je asocijativno, trebaju nam jos neka razma-
tranja o (A, K')—modulima.

Propozicija 9.3 Neka je V (A, K)—modul s reprezentacijom m grupe K. Postoje jedinstvena
linearna preslikavanja

p s R(K) @c A — L(V),  p2: A®c R(K) — L(V)
takva da je
w1 (T @c a)v = m(T)(av), pa(a @c T)v = a(n(T)v), ac A TeRK),velV.
Nadalje za izomorfizam 7 : R(K) @c A — A®c R(K) iz propozicije 9.1. vrijedi

H1 = p2 0T, fia =j ot .
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Dokaz: Za T € R(K) i a € A definiramo preslikavanje A(7,a) : V — V na sljede¢i naéin:
A(T,a)v =n(T)(av), veV.
Operator A(T,a) je ocito linearan i preslikavanje (7, a) — A(T,a) je bilinearno sa R(K) x A u
L(V). Po univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta postoji jedinstveno linearno preslikavanje
p1: R(K) ®c A— L(V) takvo da je
(T @c a) = n(T)(av), TeRK), ac A velV.
Sasvim analogno postoji jedinstveno linearno preslikavanje ps : A ®c R(K) — L(V') takvo da je

po(a@c T) = a(m(T)v), acA TeRK) veV

Neka su sada T' € R(K) i a € A, neka je {a;} baza kona¢nodimenzionalnog Ad—invarijantnog
potprostora od A koji sadrzi a i {a}} njoj dualna baza. dualnog prostora. Tada je

(2 o T)(T ®c a)v = pg (Z a; @c (Ad(-)a ) v = Z ;T a)T)v.
Imamo

m((Ad(-)a, ai) T)v = [(Ad(-)a, a;)T|(w(-)v) = T((Ad(-)a, a7)m(-)v) = /K<(Adw)a,a?>7f($)vdT(x)'

Dakle,

(2 o T)(T ®c a)v = Z /K((Adx)a, aym(x)vdT (z) = /K

> ((Adx)a,a})a; | 7(x)odT (z) =

)

= /K[(Adx)a]w(:p)vdT(:p) = /Kw(x)(cw)dT(x) =m(T)(av) = (T ®c a)v.
Time je propozicija dokazana.
Vektorski prostor A @c R(K) je ocito lijevi A—modul uz djelovanje
albecT)=ab®cT, a,be A, T € R(K).

Nadalje, Ad je lokalno konacna reprezentacija grupe K na prostoru A i A je lokalno konaéna
reprezentacija od K na R(K), dakle, w = Ad ® A je lokalno kona¢na reprezentacija od K na
prostoru A ®c R(K).

Propozicija 9.4 Uz tako definiranu reprezentaciju w A ®¢ R(K) je (A, K)—modul.
Dokaz: Zax € K, a,b € AiT € R(K) imamo redom
w@)(a(b®cT)) =w(x)(ab®c T) = (Adx)(ab) ®c A(z)T =

= [(Ad x)a][(Ad 2)b|@c A(z)T = [(Ad z)a] = [(Ad x)a]((Ad 2)bRc N(x)T) = [(Ad x)a]w(z) (bR T).
Time je dokazano da je A ®¢ R(K) s reprezentacijom w (A, K')—modul.
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Tu strukturu (A, K')—modula prenesemo sa A ®¢ R(K) na R(K) ®c A pomocu izomorfizma
~1. Tada R(K) ®c A postaje (A, K)—modul uz lijevo djelovanje od A dano sa

alr ' (b@cT) =7 (ab®c T)
i uz reprezentaciju m grupe K definiranu sa
(@)t b @c T)] = 7 ((Ad )b ®¢ A(x)T).
Za tu strukturu (A, K)—modula imamo odgovarajuce linearno preslikavanje
: RIK)®c A— L(R(K) ®c A)
iz propozicije 9.3. takvo da je
p1(S ®c a)a = 7(S)aa, a€RIK)®cA, ae A, S € R(K).
Pomocu tog preslikavanja mozemo takoder definirati bilinearno mnozenje

(@, ) = m(a)s

na vektorskom prostoru R(K) ®c.A. Cilj nam je da dokazemo da se to mnozenje podudara s onim
prije definiranim. To ¢e nam potom omoguciti da dokazemo asocijativnost.
Da bismo to dokazali, prije¢i ¢emo na izomorfne vektorske prostore

R(K) ®c A~ R(K) ®c) C(K, A), A®c R(K) ~ C(K, A®c ) R(K)

i na njima raspoznati izomorfizme 7 i 771,

U daljnjem izvrsimo identifikacije
R(K)®c A= R(K) ®cx) C(K, A) iA ®@c R(K) = C(K, A®ck) R(K)

ito tako da za T' € R(K) iza a € A i za konstantnu funkciju z — a, koju oznacavamo sa a,
vrijedi

T&ca=T®cxya 1 a®cT =a®ci)T.
Propozicija 9.5 Uz uwvedene identifikacije za T € R(K) i za funkciju a(-) € C(K, A) vrijedi

(T ®cx) al*)) = Ad(-)a(-) @cux) T, 7 a() ®cuy T) =T Qcrey Ad(+) " al(-).

Dokaz: Dovoljno je dokazati prvu jednakost, jer druga slijedi primjenom 7! i zamjenom

funkcije a(-) s funkcijom Ad(-)~'a(-). Dokazimo najprije tu jednakost u slucaju da je funkcija
a(-) € C(K,A) konstantna, tj. a(-) = a, a € A. Neka je {a;} baza Ad—invarijantnog konacno-
dimenzionalnog potprostora od A koji sadrzi a i neka je {a}} dualna baza. Prema propoziciji
9.1. je

(T ®cw)ya=71(T ®c a) = Z a; ®c (Ad(-)a, a;)T =

= Zaz (k) <Ad T Z Ad CLZ (k) T = Ad( ) a Qc(k) T.

Neka je sada a(:) € C(K,A) pr01zvoljna. To znaéi da je njena slika a(K) sadrzana u Ad—in-
varijantnom kona¢nodimenzionalnom potprostoru V' od A i da je funkcija z — a(x) sa K u V'

klase C*°. Neka je {a;} baza od V i {af} njoj dualna baza od V*. Tada je

a() = Z(a()> az>ai>

)
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pa imamo

(T ®cw al-) = Y 7(T ®cw) (al), 6i)ar) = Y 7({al), a)T ®c) ;) =

% %

_ ZAd(.)ai ®c) (a(-), ar)T = Z(a(.), a;)Ad(-)a; @) T =
= Ad(") ®c) T = Ad(-)a() @cu) T

> (al), af)a;

i

Propozicija 9.6 Uz uvedene identifikacije za x € K, a € A, T € R(K) i b(-) € C(K,.A) vrijedi
m(@)(T @cw) b(-)) = M@)T @cqae) A@)b(),  alT @cwx) b(-)) = T @cx) [Ad() " alb().
Dokaz: Imamo

m(x)7 a®c S) = 77 ((Ad 7)a @c \(1)S). (%)

Neka je 8 € R(K) ®cx) C(K, A) oblika

B=110()@cu) T) =T @cx) Ad(-)'b(-).

Prevest ¢emo 3 u sumu elemenata oblika 77! (a ®¢ S) 1 zatim primjeniti formulu (x).
Neka je V' kona¢nodimenzionalan Ad—invarijantan potprostor od A koji sadrzi b(K'), neka je

{a;} baza od V i neka je {a}} dualna baza od V*. Tada je
b(-) =D _{b(), af)as,

dakle,

f=r1" <Z<b(-),afl>ai Qc(k) T) N ZT_l(az‘ ®c (b(-), a;)T).

i

Pomo¢u formule () imamo

=71 ((Ad x)

Dakle,

Zr (Ad x)a; ®c (b(x™"-), ai\(2)T) =

> (bt af)a;

i

®c(k) M@ )T) =7 Y (Adx)b(z™ ") Qcry AMz)T).

() (b() @cqo) T) = 7 ((Ad 2)b(z™") ®c) AMx)T).-

Prema propoziciji 9.5. slijedi
7 (@)(T Do) Ad()H() = A@)T Scqe) Ad) ™ (Ad )b,
Uvrstimo li ovdje Ad(-)b(-) umjesto b(-), dobivamo
7(@)(T Sy b)) = Ma)T Goqo Ad() " (Ad ) Ad(z1)bla) =

= M2)T @cry b(z™") = M@)T @crey A(@)b().
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Time je prva jednakost dokazana.
Za dokaz druge jednakosti imamo slican rac¢un:

af = ar™ (b(-) ®cq) T) = ar™! (Z<b<~>, a3 e T) —ar? (Z a; ®c (b, a:>T) -

i

> (00), af)a;

7 7

=7t <Z aa; ®c (b(-), aZ>T> =7t <a

®C(K) T) = T_l(ab(-) ®C(K) T)

Dakle,
at ' (b(-) ®c(ey T) = 771 (ab(-) @c) T).

Prema propoziciji 9.5. je
a(T @c) Ad(+)7b(-)) = T ®cxy Ad(-) ab(-)].
Uvrstimo li ovdje Ad(-)b(-) umjesto b(-), dobivamo
(T @ce) b(+)) = T @cucy Ad() " [aAd()b(-)] = T @cqe) [Ad() " alb(:).
Propozicija 9.7 Za o, f € R(K) ®c A)R(K) ®cx) C(K, A) vrijedi
a-f=ma)p.
Dokaz: Tvrdnju je dovoljno dokazati za
a=S®ca, G=T Qc b, S, T € R(K), a,be A

Neka je kao i prije V' kona¢nodimenzionalan Ad—invarijantan potprostor od A koji sadrz a, {a;}

baza od V, {a;} dualna baza od V*. Uz oznaku T; = (Ad(-)"'a,a})T imamo redom

(S ®c a)(T @c b) = 7(S)(a(T @c b)) = 7(S)T @cx) [Ad(-) " alb) =

= 7(9) (T oK) Z<Ad(.yla, a;‘)aib> = 7(9) (ZT Qc a; ) / Z WT; ®c azb)dS(x).

Prema propoziciji 9.6. to je dalje jednako
/ZA )T, @¢ asbdS(x ZS*T®cab—(S®c a) - (T ®c b).

Teorem 9.1 Neka je (A, K) slabi par. Mnozenje na R(K) ®c A je asocijativno i uz to mno-
zenje R(K) ®c A je aproksimativno unitalna algebra. Ako je V' (A, K)—modul, preslikavangje
w1 R(K) ®@c A — L(V) iz propozicije 9.5. je homomorfizam algebri.

Dokaz: (1) Neka je V' (A, K)—modul s reprezentacijom 7. Dokazat ¢emo da je tada
pa(a)(pa(B)v) = pa(er- B, veV, a,f€RK)®cA
Tu jednakost dovoljno je dokazati u slucaju

a=5®ca, 0=T ®c b, S, T € R(K), a,be A
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Uz prije uvedene oznake koristenjem propozicija 9.1., 9.2. i 9.3. tada imamo redom

pa(a)(p(B)v) = pa(a)(m(T)(bv)) = 7(S)(am(T)(bv)) = w(5)(pa(a @c T)(bv)) =

=7(S) (107 M) (a®c T)(bv)) = (ul <ZT ®c al> (bv) ) =7(95) ZW(Ti)(aibv) =

)

—Z (S *T;)(a;bv) = <ZS*T®CaZb>v:u1(a-ﬁ)v.

(2) Uzmimo sada da je V = R(K) ®c A. Prema propoziciji 9.7.1 prema (1) za
a, 3,7 € R(K) ®c A imamo

a-(B-7) = p(a)(p(B)y) = pale- B)y = (- 3) - -

Dakle, mnozenje je asocijativno.

(3) U daljnjem izostavljamo oznaku 7, tj. identificiramo R(K) ®¢ A sa A ®@c R(K) i to tako
da vrijedi:

Ako su a € A i T € R(K) i ako je {a;} baza konacnodimenzionalnog Ad—invarijantnog
potprostora od A koji sadrzi a i {a;} njoj dualna baza, onda je

a®@cT = Z(Ad(-)_la, a;)T ®c aj, T'®ca= Z a; ®c (Ad(-)a, a;)T.

Nadalje, uz te oznake iza S € R(K)ibe Aje

(S®ca) - (T®cb Z S (Ad() "a,a])T ®c a;b.

Primijetimo da je tada
TRcl=1®cT VT € R(K)

gdje je 1 jedinica u algebri A. Doista, tada je {1} baza jednodimenzionalnog potprostora koji je
Ad—invarijantan, jer je po pretpostavci Adx automorfizam unitalne algebre A. Nadalje, vrijedi

(S®cl) (T®cb) =s*xT Q¢ b, (b@cT) - (1®cS)=b&cT *S.

Dakle, T'+— T ®c 1 je (o¢ito injektivni) homomorfizam algebre R(K) u algebru R(K) Q¢ \A.
(4) Treba jos dokazati da je algebra R(K) ®c A aproksimativno unitalna. Precizno, dokazat
¢emo da je
{xa ®c 1; A konacan podskup od R’}

aproksimativna jedinica u algebri R(K) ®c A. Doista, clanovi tog skupa jesu idempotenti i

(xa®cl) - (xp®cl)=xa*xB®cl=xanp&c L

Ngka je @ € R(K) ®c A. Tada je o konaéna suma oblika

a=> S@ca, SeRK), acA

Neka je A C K konacan skup takav da je x4 * S; = S; Vi. Tada je ocito

(xa®cl) a=qa.
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S druge strane, o se moze pisati i kao kona¢na suma oblika

a=> becT, becA TeRK).
J

Neka je B C K konacan skup takav da je T x xp = T} Vj. Tada je ocito
a-(xp®cl)=a- (1®&cxp)=a.

Stavimo sada C' = AU B. Tada je

XC* XA = XA *XC = XA 1 XC * XB = XB * XC = XB»

dakle,
(xe®cl)-a=(xc®cl) - (xa®cl)-a=(xc*xa®cl)-a=(xa®cl) a=a,

a-(xe®cl)=a-(xp®cl)- (xe®cl)=a-(xp*xxc®cl)=a(xp®cl)=a.

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Definiramo Heckeovu algebru slabog para (A, K) kao algebru
RAK)=R(K)®cA=A®c R(K)

uz definirano mnozenje. Ako je V' (A, K)—modul, u daljnjem izostavljamo oznaku p; = po. Dakle,
V postaje lijevi R(A, K)—modul i vrijedi

(T ®c a)v = n(T)(av), (a @c T)v = a(n(T)v).

Teorem 9.2 Neka je V (A, K)—modul. Tada je V kao R(A, K)—modul aproksimationo uni-
talan. Svaki se aproksimativno unitalan R(A, K)—modul dobiva na taj nacin iz jedinstvenog
(A, K)—modula. Napokon, za dva (A, K)—modula V' i W wvrijedi

Homa(V,W) = HomR(AyK)(V, w).

Dokaz: Prema teoremu 7.1. V je aproksimativno unitalni R(K)—modul, a prema konstrukeiji
aproksimativno unitalne jedinice u algebri R(A, K) neposredno slijedi da je V' aproksimativno
unitalan R(A, K)—modul.

Neka je sada V' aproksimativno unitalan R(A, K')—modul. Smjestanjem R(K) u R(A, K) kao
1 ®c R(K) = R(K) ®c 1 slijedi da je V' aproksimativno unitalan R(K)—modul Prema teoremu
7.1. postoji jedinstvena lokalno konac¢na reprezentacija m grupe K na prostoru V takva da je

(T ®c 1)v =n(T)v, TeRK), veV.

Tada je
m(z) = 7(d,), v e K.

Definirat ¢emo sada na V' strukturu lijevog A—modula. Za v € V neka je A C K konacan
skup takav da je m(xa)v = v. Tada stavljamo

av = (a ®c xa)v, ac A
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Prije svega, dokazimo da je ova definicija smislena, tj. da ne ovisi o izboru kona¢nog skupa A C K
takvog da je m(xa)v. Neka je i B C K konacan skup takav da je m(xp)v = v. Tada je

T(xanB)v = T(Xa * xB)v = T(xa)T(XB)v = T(Xa)V = v.
Stoga imamo redom
(a ®c xanB)v = (a ®c xa)(1 ®c xB)v = (a @c xa)(xB ®c )v = (a @c xa)7(xp)v = (a ®c Xa)v.
Sasvim analogno dobiva se i (a ®¢ xanp)v = (a ®c x5)v. Dakle,
(a ®c xa)v = (a ®c xp)v-

O¢ito je preslikavanje a — av linearno. Nadalje, neka su v,w € V i a, 3 € C. Neka je A C K
konacan skup takav da je m(x4)v = vi7m(xa)w = w. Tada je i m(xa) (v + fw) = av+ fw. Dakle,

a(aw + fw) = (a ®c xa)(av + fw) = ala B¢ xa)v + Bla B¢ xa)w = aav + Baw.

Dakle, i preslikavanje v — av je linearno.
Ocito imamo
lv=(1®c xa)v=(x®c 1)v=m(xa)v="0.
Treba jos dokazati kvaziasocijativnost:

b(av) = (ba)v, a,be A, veV.

U tu svrhu najprije izaberimo konacan skup A C K takav da je m(x4)v = v. Zatim izberimo
konacan skup B C K koji sadrzi A i koji je takav da je (xp ®c 1)(a®c x4) = a ®¢ X 4; to mozemo
jer je {xB ®c 1} aproksimativna jedinica algebre R(A, K). Tada vrijedi

m(xB)(av) = (x5 ®c 1)((a ®c xa)v) = ((xB ®c 1)(a @c xa))v = (a ®c xa)v = av.
Stoga je
blav) = (b®c xp)((a ®c xa)v) = ((b ®c x5)(a ®c xa))v = [(b ®@c 1)(1 ®c x5)(a ®c xa)|v =

= [(b®c 1)(xs ®c 1)(a @c xa)lv = [(b @c 1)(a @c xa)]v = (ba ®c xa)v = (ba)v.

Dakle, V' je unitalni lijevi .A—modul.
Treba vidjeti da je na taj nacin V postao (A, K)—modul, tj. da vrijedi

r(@)(av) = [(Adz)d(w(z)v), z€K, acA veV.
Neka su A, B C K kao malo prije:
ACB, w(xa)v=v, w(xplawv=av, (x5®cl)(a®cxa)=aVxa.
Tada je
m(z)(av) = 7(d,;)7(xB)(av) = (3, * xp)(av) = (6, * xp @c 1)((a @c xa)v) =

=[(0, ®c 1)(x5 ®c 1)(a ®c xa)lv = [(0: ®c 1)(a ®¢ xa)]v = [(Adz)a ¢ I, * xa]v.

Skup {0, * xa; ¢ € K} razapinje konacnodimenzionalan potprostor od R(K) pa mozemo pret-
postaviti da smo B D A izabrali tako da da vrijedi

XB * (05 % xa) = (62 * Xa) * XB = 0z * X4 Ve € K.
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Tada imamo dalje
m(z)(av) = [(Adx)a ®c xp * 0, * xalv = ((Adx)a @c x5)(1 B¢ d; * Xa)v =
= ((Adz)a ®c xp)(n(0, * xa)v) = (Adx)a @c xp)(x(x)w(xa)v) = ((Ad2)a @c xp)(7(2)v),
Medutim,
m(xp)(m(2)v) = 7(x5) [T ()T (xa)V] = (X5 * 00 * XA)V = T(0y % xa) = 7(2)T(xa)V = 7(2)0.

Prema tome,

m(z)(av) = [(Ad z)a](7 (z)v).

Time je dokazano da je V' (A, K)—modul.
Neka su 7 i p reprezentacije grupe K na (A, K)—modulima V i W inekaje E € Hom x(V,W).
Dakle, £ € L(V, W) i vrijedi

E(r(z)v) = p(z)(Ev),  E(av)=a(Ev), z€K,acA veV.
Iz prve od tih jednakosti slijedi
E(x(TW) = p(T)(Ev), T e R(K), veV.
Dakle,
(T'@c a)(Bv) = grho(T)(a(Ev)) = p(T)(E(av)) = E(7(T)(av)) = E(T @c a)v).
Dakle, E € Hompax)(V, W), tj.
(T ®c a)(Ev) = E((T ®c a)v), TeRK), acA veV.

Slijedi
p(T)(a(Ev)) = E(m(T)(av)), TeRK), acA vel. (%)

Za a = 1 imamo

p(T)(Ev) = E(r(T)v), TeRK), veV.

Odatle je
p(0)(Ev) = E(m(0;)v) re K, veV,

dakle,
p(x)E = En(z) Ve € K.

Dakle, £ € Homg(V,W). A
Neka je a € Aiv € V. Izaberimo konacan skup A C K takav da je

p(xa)(a(Ev)) = a(Ev) i m(xa)(av) = av.
Sada u (*) stavimo T' = x 4. Slijedi
p(xa)(a(Ev)) = E(r(xa)(av)) = a(BEv) = E(av).

Dakle je i E € Homyu(V, W), pa zakljucujemo da je E € Hom x(V,W).
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Sasvim analogno mozemo promatrati i desne module. Pri tome desni (A, K)—modul V je:
(1) V je desni A—modul.
(2) Grupa K djeluje zdesna lokalno konaéno na V' — to djelovanje oznacavamo v — vz, x € K.

(3) Vrijedi
(va)r = (va)((Adx) 'a), reK, acA vel.

Sasvim analogno prethodnom teoremu dokazuje se

Teorem 9.3 Neka je V desni (A, K)—modul. Tada na V' postoji jedinstvena struktura desnog
R(A, K)—modula takva da je

(va®cT) = (va)T, veV,ace A, T € R(K).

Tada je V' aproksimativno unitalan desni R(A, K)—modul. Svaki aproksimativno unitalan desni
R(A, K)—modul dobiva se na taj nacin iz jedinstvenog desnog (A, K)—modula. Napokon, ako su
V @ W dva takva modula, onda je

Homax(V,W) = Homparx)(V,W).

Posebno, kako je R(A, K) i aproksimativno unitalan lijevi R(-, K')—modul i aproksimativno
unitalan desni R(A, K')—modul, dobivamo lijevo i desno djelovanje K i A na R(A, K) :

albecT)=ab®cT, (T ®c b)a =T ¢ ba, a,be A, T € R(K),

z(b@cT) = (Ad 2)bRc ()T, (Tch)x = p(z™HTRc(Adz™1)b, reK, be A T e R(K).
Zax e K, T € R(K)ibe A vrijede i formule

(T ®cb) =00, T ®@cb=Az)®cb, (bRcT)r=bRc T * 6, = b®c p(z™HT.



Poglavlje 10

Heckeova algebra para (g, K)

Ako je (g,K) par onda je (U(g), K) slabi par. Ako je V (g, K)—modul, onda je V
(U(g), K)—modul, dakle i aproksimativno unitalan lijevi R(U(g), K)—modul. Svaki aproksima-
tivno unitalan lijevi R(U(g), K)—modul jest (U(g), K')—modul, ali to ne mora biti i (g, K )—modul,
jer nije uzeto u obzir da je U(¥) C U(g), Stoga s algebre R(U(g), K) treba prijeéi na odgovarajuéi
kvocijent.

Lema 10.1 Neka je I, potprostor od R(U(g), K) definiran sa
L=[{b@cdw)*xT —bvaeT; be U(g), ve U, T e RK)}.
Iy je lijevi ideal u algebri R(U(g), K).

Dokaz: Lijevi ideali u R(U(g), K) su upravo podmoduli od R(U(g), K), ako R(U(g), K) pro-
matramo kao lijevi R(U(g), K')—modul, dakle kao (U(g), K)—modul. Prema tome, treba dokazati
da je potprostor I, lijevi U(g)—podmodul koji je invarijantan za lijevo djelovanje grupe K na
R(U(g),K). Neka su a,b e U(g), ve U(¥) i T € R(K). Tada je

alb @c () * T —bv ¢ T] = ab®@c O(v) * T — abv @c T € I.

Nadalje, za © € K je prema zadatku 5.4 A(z)S =, xS za S € E&'(K)10((Adx)v) = §,%O(v) % 0y

pa imamo
z[b ®c () * T — bv ®c T] = (Ad2)b @c M=)[0(v) * T] — (Adz)(bv) ®c A(z)T =
— (Ad )b @¢ 8, % O(v) * T — [(Ad 2)b][(Ad 2)v] ®c M2)T = (Ad 2)b @ (8, % D(v) % 6-1) % (5, % T) =
= (Ad2)b ®c O((Ad x)v) * A(z)T — [(Ad2)b][(Ad 2)v] @c A(z)T € I,
Lema 10.2 Neka je I, potprostor od R(U(g), K) definiran sa
I, = [{S ®cua— S *d(u(®ca; S € R(K), ueU®), acUg)}
Tada je I, desni ideal u algebri R(U(g), K).

Zadatak 10.1 Dokazite lemu 10.2.

Lema 10.3 Neka je V (g, K)—modul, dakle i (U(g), K)—modul, dakle i lijevi
R(U(g), K)—modul. Tada vrijedi

az =10 Vael,Ul, 1 VzeV.
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Dokaz: Izostavljat ¢emo oznaku 7 za reprezentaciju grupe K na prostoru V i pisati za
K—djelovanje z — zz, x € K, z € V, dakle, i za lijevo djelovanje R(K) na V pisemo z — Tz,
TeR(K),zeV.NekasubeU(g),veU(¥), T € R(K)izeV. Tada je

(b@c O(v) * T)z = b[(O(v) * T)z] = b[o(v)(T'z)].

Kako se radi o (g, K)—modulu, djelovanje U(¥) dobiveno je iz djelovanja od ¢, a ovo je dobiveno
kao kompleksifikacija diferencijala djelovanja od K. Dakle,

d(v)z = vz, velU(t), veV.
Slijedi,
(b@c () xT)z = b(v(T2)).

Nadalje,
(bv @c T)z = (bv)(Tz) = b(v(T=z)).

Prema tome,

(b@co(w)*T —bv®cT)z =0,

a odatle slijedi da je
az=0 Vaoel, 1 VzeV.

Analogno, za S € R(K), uc U(¢),a € U(g) i z € V imamo
(S ®@cua—(S*0(u)) @c a)z =S ((ua)z) — (S * (0(u))(az) = S(u(az)) — S((u)(az)) =0
jer je O(u)(az) = u(az). Dakle, vrijedi i
az=10 Vaoel, 1 VzeV.
Lema 10.4 Vrijedi I, = I,., dakle, to je obostrani ideal u algebri R(U(g), K).

Dokaz: Neka je
V =U(g) Qu R(K).

Na prostoru V' definirat ¢emo strukturu (g, K')—modula.
Prije svega, za X € g definiramo preslikavanje

(b, T) — Xb ®U(€) T
sa U(g) x R(K) u V. To je preslikavanje bilinearno i za v € U(¥) vrijedi
Xbv Qu (e T=Xb Qu (e 8(1}) T,

Po univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta ®g e slijedi da postoji jedinstveno linearno pres-
likavanje a — Xa sa V u V takvo da je

XbouyT)=Xb@uyT VYbeU(g) i VT € R(K).

Lako se vidi da je na taj nacin definirana reprezentacija Liejeve algebre g na prostoru V.
Nadalje, za © € K definiramo preslikavanje

(b,T) — (Adx)b @y A(z)T



95

sa U(g) x R(K) u V. Ocito je to preslikavanje bilinearno, pa postoji jedinstveno linearno preslika-
vanje

U(g) @c R(K) — V

takvo da vrijedi

Prema dokazu leme 10.1. to se preslikavanje faktorizira do linearnog preslikavanja V' — V. Lako se
vidi da se na taj nac¢in dobiva reprezentacija grupe K. To je kvocijentna reprezentacija reprezentacije
Ad®c A. Buduéi da su reprezentacije Adi A na U(g) i R(K) lokalno konaéne, to je i reprezentacija
Ad ®c¢ A lokalno konacna. Odatle slijedi da je i njena kvocijentna reprezentacija na prostoru V'
lokalno konacna.

Dokazimo da smo na taj nacin na prostoru V' definirali strukturu (U(g), K')—modula. Doista,
zax € K, a,beU(g)iT € R(K) imamo

zla(b @ue T)] = x(ab @ue T') = (Ad x)(ab) @y A(x)T =

= [(Ad z)a][(Ad )b] @) M2)T = [(Adz)a]((Ad 2)b ®u @) A(z)T) = [(Ad z)a][z(b @) T))-

Dakle, V' je (U(g), K)—modul. Dokazimo sada da je V' i (g, K)—modul, tj. da je diferencijal
djelovanja od K upravo djelovanje od €, dobiveno restrikcijom sa g na £,. Diferencijal djelovanja
od K je

ad X ®u) Ir) + o) Que AX),

a djelovanje od X € £, C g C U(g) je
MX) ®ue) Irro)-
Ta se dva djelovanja od €, podudaraju, jer za b € U(g), T € R(K) i X € £, imamo
[ad X @u(e) +Hu(g) Qo) AX)(0@ue T) = (Xb—bX) Que) T+ bRy HX) + T =

=Xb ®U(g) T —bX ®U(g) T +bX ®U(E) T=Xb ®U(g) T = ()\(X) ®U(g) TR(K))(b ®U(g) T)

Dakle, V' je (g, K)—modul.

Bududi da je V' (U(g), K)—modul, V je aproksimativno unitalan lijevi R(U(g), K')—modul.
Sama algebra R(U(g), K) je takoder aproksimativno unitalan lijevi R(U(g), K)—modul. Neka je
¢ : R(U(g), K) — V kanonski epimorfizam lijevih R(U(g), K)—modula. Jezgra tog epimorfizma
je I, pa imamo egzaktan niz lijevih R(U(g), K)—modula

0— I, — R(U(g),K) —V —0.
Neka je
J={a€R(U(g),K); az=0Vze€ V}.

Tada je J obostrani ideal u R(U(g), K) i prema lemi 10.3. je I, C J. Neka je a € J. Izaberimo
konacan skup A C K. takav da je (1 ®c xa) = a u R(U(g), K). Primijenimo ¢ na tu jednakost.
Kako je ¢ homomorfizam lijevih R(U(g), K)—modula, slijedi

p(a) = p(a(1®c xa)) = ap(l @c xa) =0

jer je a € J. Odatle slijedi da je a € Ker ¢ = I.
Na taj nacin dokazali smo da je I, = J. Prema lemi 10.3. slijedi da je I, C I,. Sasvim analogno
imitiranjem ovog dokaza za desne module pomoc¢u analogona leme 10.3. pokazuje se da jei I, C I,.
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Time je dokazano da je I, = I,.

Uvodimo sada oznaku I, = I, = I,. To je obostrani ideal u algebri R(U(g), K). Definiramo
Heckeovu algebru para (g, K) kao kvocijentnu algebru:

R(g, K) = R(U(g), K)/ Iy = R(K) @y U(g) = U(g) @u R(K).

Elementi od R(g, K) su kona¢ne sume elemenata oblika S®gy ¢ a, a ujedno konacne sume elemenata
oblika b ®y g 1. Pisemo T umjesto T' @y 1 = 1 @y 1. Na taj nacin algebra R(K) postaje
podalgebra od R(g, K). Elementi x4 = x4 ®u@e 1 = 1 Que xa, A konacan podskup od K,
tvore aproksimativnu jedinicu u algebri R(K), dakle i u algebri R(g, K). Prema tome, R(g, K) je
aproksimativno unitalna algebra.

Zadatak 10.2 DokaZite da postoji jedinstven linearan operator
R(K) @y U(g) — R(K) @cx,ue) C(K,U(g))
takav da vrijedi
T @ue ur T Qcik,ue) U TeRK), uelU(g), ulz) =uVr € K,
1 da postoji jedinstven linearan operator
U(g) ®ue R(K) — C(K,U(9)) @crue) RIK)

takav da vrijeds
U Qu(e) T u Qc(K,U(¥) T, u € U(g), T e R(K)

Nadalje, dokazite da su oba linearna operatora izomorfizmi vektorskih prostora.
Pomoc¢u prethodnog zadatka imamo identifikacije
R(g, K) = R(K) @cxuey C(K,U(g)) = C(K,U(g)) @cux.ue) RK).
Teorem 10.1 Neka je (g, K) par i R(g, K) njegova Heckeova algebra.

(a) NekajeV (g, K)—modul. Na prostoruV postoji jedinstvena struktura lijevog R(g, K)—modula
takva da vrijedi

(a@uw T)z = a(Tz), acU(g), Te RIK), z€V.
Tada vrigedi 4

(T @y a)z = T(az), TeRK), acU(g), z€V.
Tako definiran lijevi R(g, K)—modul V' je aproksimativno unitalan.

(b) Neka je V' aproksimativno unitalan lijevi R(g, K)—modul. Tada na V' postoji jedinstvena
struktura (g, K')—modula takva da vrijede formule u (a).

(¢) Ako suV i W (g, K)—moduli onda je

Homg i (V,W) = HomR(g,K)(V, w).
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Dokaz: (a) Neka je V (g, K)—modul. Tada je V ujedno (U(g), K)—modul za slabi par
(U(g), K), dakle po teoremu 9.2. V je aproksimativno unitalan R(U(g), K)—modul. Prema lemama
10.3. 1 10.4. V postaje aproksimativno unitalan R(g, K )—modul. Formule su neposredna poslje-
dica analognih formula za djelovanje R(U(g), K).

(b) Neka je V' aproksimativno unitalan R(g, K')—modul. Tada je V' aproksimativno unitalan
R(U(g), K)—modul u kome ideal I djeluje trivijalno. Dakle, posebno je

(bv®@cT)z=(b&cI(v)*T)z, beU(g), velU(®), T e R(IK), zeV.
Po teoremu 9.2. V' je (U(g), K)—modul takav da vrijede formule u (a). Slijedi
(bv)(Tz) = b((O(v) x T)z), beU(g), velU(t), Te RK), ze V.
Medutim, vrijedi i (O(v) * T)z = d(v)(T'z). Dakle,
(bv)(Tz) = b(0(v)(T'z)), beU(g), velU(t), T e R(K), zeV.
Sada za dani z € V uzmimo T = y4, gdje je A C K konacan skup takav da je yaz = z. Slijedi
(bv)z = b(0(v)z), beU(g), velU(¥), ze V.
Posebno, za b = 1 dobivamo
vz =0(v)z, velU(t), zeV.

Prema tome, po tvrdnji (b) propozicije 6.2. djelovanje v € U(t) kao elementa od U(g) je isto kao
ono dobiveno iz djelovanja K. Dakle, V' je (g, K')—modul.
Tvrdnja (c) slijedi iz teorema 9.2:

Homg, K(V,W) = Homy gk (V,W) = Hompgwg),x)(V.: W) = Hompx)(V,W).

Heckeova algebra R(g, K) je i sama aproksimativno unitalan lijevi R(g, K')—modul. Po prethod-
nom teoremu R(g, K) je (g, K)—modul, a djelovanja slijeva od g (tj. U(g)) i od K su ovakva:

a(b ®U(E) T) =ab ®U(€) T, a, be U(g), T e R(K),
a(T Qu (e) b) T ®c (K,U(¥)) (Ad( ) )b a,be U(g), T e R(K),
r(b@uw T) = (Adx)b Quey AM(x)T, € K, beU(g), T € R(K),

2(T @y b) = M2)T @u b= 0, T Que b, =€ K, T € R(K), be U(g).

Djelovanje R(K) (stovise i £&'(K)) slijeva na R(g, K), dobiveno iz lokalno konacnog djelovanja
grupe K, dano je sa

S(T @ b) = MS)T @y b=S+T @ywb,  Se€&(K), TeRK), beU(g).

S ocitim izmjenama sve se ovo moze analogno provesti za desne module. Pri tome, desni
(g, K)—modul je desni U(g)—modul V' na kome grupa K djeluje zdesna i vrijedi:

(i) Pridruzena reprezentacija m od K, definirana sa n(z)z = 227!, v € K, z € V, je lokalno
konacna.

(77) Diferencijal K —djelovanja je restrikcija na €, od g—djelovanja.
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(ii7) z((Adz)u) = ((zx)u)z™t, V2 € V,Vz € K, Vu € U(g).
Sasvim analogno teoremu 10.1. dokazuje se
Teorem 10.2 Neka je (g, K) par i R(g, K) njegova Heckeova algebra.

(a) Neka je'V desni (g, K)—modul. Na'V postoji jedinstvena struktura desnog R(g, K)—modula
takva da vrijeds

AT @y b) = (zT),  z€V, T € R(K), be U(g).

Tada vrijedi
2(b®ue T) = (2b)T, 2zeV, beU(g), T € R(K).

Tako definiran desni R(g, K)—modul V' je aproksimativno unitalan.

(b) Neka je V aproksimativno unitalan desni R(g, K)—modul. Tada na V' postoji jedinstvena
struktura desnog (g, K)—modula takva da vrijede formule u (a).

(¢) Ako suV i W desni (g, K)—moduli onda je

Homg g (V,W) = Homp xy(V,W).

Sama algebra R(g, K) je aproksimativno unitalan desni R(g, K )—modul, pa je prema teoremu
10.2. R(g, K) desni (g, K)—modul s djelovanjima

(b@uwe T)a = b(Ad(-)a) Qcxuey T, a,beU(g), T € R(K),
(T ®@uE b)a =T ®uw ba, T € R(K), a,be Ul(g),
(b®@uw Tz =bQue p(x)'T =bQuw T *d0,, beU(g), T € R(K), z € K,
(T @y b)r = p(x) 'T @uw (Adz)™'b, T € R(K), be U(g), = € K.
Nadalje, za odatle dobiveno djelovanje algebre £'(K') zdesna vrijedi
(b @y T)S =bQuw p(S)T =bQuw T * S, beU(g), T € RIK), SeK).

Jednakosti prostora homomorfizama u teoremima 10.1. i 10.2. imaju svoj analogon za tenzorske
produkta:

Teorem 10.3 Neka je (g, K) par i R(g, K) njegova Heckeova algebra. Neka jeV desni (g, K)—mo-
dul i neka je W (g, K)—modul, dakle, V' je desni R(g, K)—modul i W je lijevi R(g, K')—modul.

Tada je vektorski prostor V Qpg,x) W kvocijentni prostor prostora V-@c W po potprostoru raza-
petom sa

{v X @cw—-—v@c Xw; veV, weW, X eglU{vz@cw —v@czw;, veV, weW, xe K}.
Drugim rijecima, mozZemo formalno pisati

V Qrex)y W =V ®qx W.
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Dokaz: Treba dokazati da se taj potprostor, kojeg ¢emo oznaciti sa I podudara s potprostorom
J razapetim skupom

{va@cw—-—v@caw;, veV, weW, ae€ R(g,K)}.
Nekasuv eV, weWiX eg. Nekaje AC K konacan skup takav da je
(VX)xa =vX i XAW = w.
Tada za @ = X ®¢ x4 imamo
X @cw —v®&c Xw = (vX)xa®cw—v&c X(xaw) =va @c w — x Q¢ qw.

Dakle,
{vX@cw—v@cXw; veV, weW, X € g} C {vaRQcw—v@caw; veV, weW, a € R(g,K)}. (%)

Nekasuv eV, weWixze K. Neka je A C k konacan skup takav da je

VXA =0 i XAW = W.

Distribucija x4 je u centru od £'(K’) pa posebno vrijedi 0, * x4 = x4 * 0. Oznacimo taj element
od R(K) C R(g, K) sa a. Tada imamo

VTR W —VRc W = v, Ac W — vV Rc 0w = (VX A)0r c W — v Q¢ Iz (Xaw) = va Qc w — v Q¢ aw.
Dakle, vrijedi i
{ve@cw—v@czw; v eV, we W, x € K} C {va®Qcw—v@caw; ¢g,v €V, we W, o € R(g, K)}. (%)

Inkluzije (%) i (**) imaju za posljedicu I C J.
Dokazimo i obrnutu inkluziju. Neka su v € V i w € W i neka je najprije

a=T¢c R(K) C R(g, K).

Tada je

Ua®@w—v®caw:UT®Cw—v®@Tw:/(U:U@Cw—v@@xw)dT(x).
K

Neka su x1,x9,...,x, € K takvi da je
{vr1 ®c w — v ®¢ T1W, VT2 Rc W — ¥ R LW, . .., VTy Qc W — UV Q¢ Tpw )
baza potprostora od V®c W razapetog sa {vx@cw—v®czw; = € K}. Tada zaneke @1, pa, ..., 0,
iz £(K) vrijedi
vx@cw—v@)(cxwzz%(x)(vxi Rc w — v Q¢ T;Ww), r € K.
i=1
Odatle je

v Q@c w — v Qc aw = ZT((pi)(vxi Rc w — v ¢ T;w) € J.
i=1
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Treba to dokazati i ako je & = v ®ue T, u € U(g), T € R(K). Tvrdnju da za takav o vrijedi
v Qcw — v Q¢ aw € J YoeV 1 YweW
dokazujemo indukcijom po n > 0 za u € U,(g). Pri tome je (U,(g)) filtracija od U(g) zadana sa
Uo(g) =C,  Ui(g) =C+g, Un(g) = [Una(g) U{Xw; X €9, ucUpn(g)}] n=2
Baza indukcije: n =0 = u= X € C = a = AT € R(K), a u toj situaciji tvrdnja je ve¢

dokazana.
Korak indukcije: Pretpostavimo da za a = u ®p) T vrijedi

v Qcw — v Qc aw € J YoeV 1 YweW.
Treba dokazati da za X € giza = Xu®ue T vrijedi
VB Rcw — v ®c Pw € J YoeV i YweW.
Doista, uzmimo v € V iw € W i stavimo v =vX € V i w' = uTw € W. Tada imamo
V0 ®cw — v Q¢ fw = vXul Qcw —v ®c XulTw =
= (v X)uT ®@c w —vX ®c uTw) + (vX ®c uTw —v @c XuTw) =
= (V'a ®c v’ @c aw) + (vX ®c w' — v @c Xw') € J.

Teorem 10.4 Neka je (g, K) par, R(U(g), K) Heckeova algebra slabog para (U(g), K) i R(g, K)
Heckeova algebra para (g, K).

(a) Postoji jedinstven linearan operator o — o' sa R(U(g), K) u R(U(g), K) takav da vrijedi

(T ®c a)' = a' @c T, T € R(K), a € U(g).

(b) a+— o' je involutivni antiautomorfizam algebre i vrijedi

(a@cT) =T ®¢ad, acU(g), T € RIK).

(¢) It = I, dakle, o — o' se spusta do involutivnog antiautomorfizma kvocijentne algebre

Dokaz: (a) Ocito je (T, a) — a'®cT" bilinearno preslikavanje sa U(g)x R(K) u R(U(g), K), p
postoji jedinstveno linearno preslikavanje sa U(®cR(K) = R(U(g), K) u R(U(g), K) s trazemm
svojstvom.

(b) Neka su S,T € R(K) i a,b € U(g). Neka je kao i obi¢no {a;} baza Ad—invarijantnog ko-
nacnodimenzionalnog potprostora od U(g) koji sadrzi a i neka je {a;} njoj dualna baza. Nadalje,
stavimo T; = (Ad(+)a, af)T. Tada je

t

(S ®¢ a)(T ®@c b)]* = [Z STy @cab| =Y bal@cT] 5"

Nadalje, za f € E(K) je

(T}, f) = (Ti, f') = (T, (Ad(-) ", af) f(-71)) = (T, (Ad(")a, ;) f).
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Za'Y € g imamo
(Ad2)Y' = —(Adz)Y = [(Adx2)Y]

pa slijedi da je
(Adz)a' = [(Ad x)al".

To pokazuje da je {al} baza konacnodimenzionalnog Ad—invarijantnog potprostora od U(g) koji
sadrzi a’. Neka je {b}} njoj dualna baza. Transponiramo li jednakost

(Adz)a = Z((Ad x)a,al)a;

dobivamo

(Adz)a" = Z((Adx)a, alal
pa slijedi

((Adx)a",b}) = ((Ad x)a, a}).

Sada racunamo

(T @c b)'(S ®c a)' = (' @c T")(a' @c S') =Y _v'al @c ((Ad(-)a’,b})T")  S' =

i

= Val ®c ((Ad()a,a)T") * S" = "blaj @c T} = 5.

Time je dokazano da je
[(S ®@c a)(T ®c b)]' = (T ®c b)'(S @c a)".

Bududéi da elementi oblika S ®c a, S € R(K), a € U(g), razapinju R(U(g), K), dokazali smo da
je a— o' antihomomorfizam algebre R(U(g), K) u samu sebe. Nadalje, imamo

(a®cT)' = | (Ad(-)"'a,a})T ®c a; Z at Q¢ (Ad()a,a’)T" =
= Za ®Rc (Ad(-)a", b)) T = T" @¢ a'.
Time je dokazana formula iz tvrdnje (b) a odatle slijedi i da je o — o' involucija:
[(a@cT)] = (T"&ca') =a®cT.

Prema tome, a — o' je antiautomorfizam algebre R(U(g), K).
(¢) Zbog involutivnosti dovoljno je dokazati da je If C Ip. Imamo

(S®@cua—S*0(u) @c a)’ = ad'u' @c S* — a' @c A(u)' * S" = a'u’ ®@c S" — a' @c O(u') x S*.
Dakle, It C I,. Odatle tvrdnja slijedi jer je I, = I, = I.
Dakle, svaki lijevi R(g, K)—modul V je ujedno desni R(g, K')—modul, uz djelovanje

va = o', a€R(g K), veV.
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Poglavlje 11
Funktori P i/

U daljnjem za par (g, K) sa C(g, K) ozna¢avamo dobru kategoriju svih lijevi aproksimativno
unitalnih R(g, K')—modula koju mozemo prema rezultatima prethodnog poglavlja identificirati
s kategorijom svih (g, K)—modula. Stavljamo C(g) = C(g,{e}). Sa C(g, K) oznacavamo dobru
kategoriju svih lijevih R(g, K)—modula. Za modul V u kategoriji C(g, K) stavljamo

Vik ={v € V; xav = v za neki konacan skup A C [A(}
Tada je Vi modul u kategoriji C(g, K) i zove se K—konacni dio modula V. Ako je ¢ : V. — W

morfizam u kategoriji C(g, K') onda je ox = ¢|Vx morfizam u kategoriji C(g, K) sa Vx u Wg. Na
taj nacin definirali smo funktor:

Propozicija 11.1 V — Vi, ¢ — @i je egzaktan kovarijantan funktor iz kategorije é(g,K) u
kategoriju C(g, K).

Dokaz: Ocito je (p o)) = vk o Uk, i time je dokazana kovarijantnost. Neka je
v-Sw Sy
egzaktan niz u C(g, K). Tada je ¢x 0 i = (¢ 0 )k = 0, dakle imamo kompleks
VKw—K>WKSD—K>UK Imvyg C Ker ¢g.

Neka je w € Ker pk. Tada je w € Ker p =Im1), dakle, postoji v € V takav da je w = ¥(v). Neka
je A C K konacan skup takav da je y,w = w. Tada za v' = x40 vrijedi

xav' = x50 = xav =1,
dakle je v € V. Nadalje,
U (V) = ¥(v) = ¥(xav) = xa¥(v) = xaw = w.
Dakle, w € Im¢. Time je dokazano da je Ker ¢ =Im ¢k, odnosno, funktor je egzaktan.
Promatrajmo par ¢, K), gdje je € kompleksifikacija Liejeve algebre €, od K. Tada je
R(t. K) = R(K) Guq) U(®) = R(K).
Propozicija 11.2 U kategoriji C(¢, K) svaki je modul projektivan i injektivan.
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Dokaz: Neka je P modul u C(¢, K). Neka je dan dijagram

P

K

0<—B<LC

pri ¢emu je redak egzaktan, tj. Im = B. Da bismo dokazali da je modul P projektivan treba
dokazati da postoji o : P — C takav da je 7 = ¢ o 0. Imamo

C =Kery+C'

za neki K —invarijantan potprostor, odnosno, R(K)—podmodul C’ od C. Tada je ¢|C" izomorfizam
sa C' na B. Stavimo
w=@CY'":B—CCC

i neka je 0 = wo 7. Tada je
Voo=19owor =T.

Zadatak 11.1 Dokazite da je svaki modul I u kategoriji C(€, K) injektivan.

Promatrajmo dva para (h,L) i g, K). Tada je [ C h i € C g i postoje uvjeti komaptibilnosti
djelovanja kompaktnih grupa L i K. Privremeno ¢emo dati imena tim inkluzijama:

iy L—h, gt —g.
Ako sa x — Adyx i  — Adgx oznacimo djelovanja K na £ i na g uvjet kompatibilnosti je
Adyr = Adgzlt Ve K

i, analogno,

Ady = Adyyll Yy € L.
Ti se uvjeti kompatibilnosti mogu zapisati ovako:
Ady(z) o Lig = 1 0 Ade(x) Ve e K i Ady(y) o1, = 1, 0 Ady(y) Vy e L.
Morfizam parova ¢ : (h, L) — (g, K) je ureden par ¢ = (Lay, tgp) takav da vrijedi:

(@) tayg :bH — g je homomorfizam Liejevih algebri.
(b) tgp : L — K je homomorfizam Liejevih grupa.
(€) tag ©tr, = ti 0 digy (deg, je diferencijal od ¢g,).
(

d) lalg © Adh (y) = Adg(Lgp(y)) O Lalg Vy € L.

Primjeri: 1. Pretpostavimo da imamo inkluzije h C gi L C K i to takve da je Liejeva
podalgebra h AdyL—invarijantna.

Zadatak 11.2 DokaZzite da tada inkluzije definiraju morfizam parova.
U toj ¢emo situaciji pisati (h, L) — (g, K).
2. Trivijalni morfizam (g, K) — ({0}, {e}) vodi na relativnu homologiju i kohomologiju.
3. Specijalni semidirektan produkt: Neka je (b, L) par takav da postoji ideal u u b koji je

AdyL—invarijantan i takav da je h = [+ u. Neka je ¢4, : h — [ projekcija u odnosu na tu direktnu
sumu i ¢y, : L — L identiteta.
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Zadatak 11.3 DokaZite da je u opisanoj situaciji sa ¢ = (tag,tlgp) zadan morfizam parova

(h,L) — (I, L).

To ¢e voditi na tzv. u—homologiju i u—kohomologiju s djelovanjem kompaktne grupe L. Na
primjer, neka je b Liejeva algebra gornje trokutastih kompleksnih n x n matricai L = U(1)" kom-
paktna Liejeva grupa svih dijagonalnih unitarnih n x n matrica. Tada je Liejeva algebra n svih
striktno gornje trokutastih komleksnih nxn matrica ideal u b koji je Ady L—invarijantan it = [4n.

4. Natkrivanje: Neka je g, K) par. Neka je ¢4, : K — K konacnolisno natkrivanje povezane
kompaktne Liejeve grupe K i neka je ¢4, identitata na g. Tada je ¢ = (tqg, tgp) morfizam parova

(9, K) — (g9, K).

Neka je ¢ : (h, L) — (g, K) morfizam parova. Tada R(g, K) postaje lijevi i desni (h, L)—modul
uz djelovanja:

bla @uey T) = tag(b)a @uw T, beU(h), acU(g), T € R(K),
y(a@uw T) = Adg(tgp(y))a ue) duypy * T, y € L, a € U(g), T € R(K),
y(T @uw a) = b0 * T o a, ye L, T € RK), acU(g),
(T ®@uw a)b =T Q) atayg(b), T € R(K), a € U(g), be U(bh),
(T ®u a)y =T * b, ) vy Adg(gp(y))~'a, T € R(K), a € U(g), y € L,
(a®@uey T)y = aQu T *digpwy, a€U(g), T €R(K), yec L.
Pomo¢u teorema 10.1. i 10.2. R(g, K) postaje aproksimativno unitalan R(h, L)—bimodul.
Za modul V u C(h, L) definiramo
P(V) = Pii (V) = R(g, K) @rp.1) V.
To je lijevi R(g, K)—modul s djelovanjem:
(B @rp,1) v) = af Qrey,1) v, o, 0 € R(g, K), veV.
Modul P(V') je aproksimativno unitalan. Doista, za 5 € R(g, K) postoji konacan skup A C K

takav da je xa8 = 3, a tada je i xa(8 ®g@m,r) v) = B @r,r) v- Prema tvrdnji (c) propozicije
2.2. imamo:

Propozicija 11.3 P je kovarijantan desno egzaktan funktor iz C(h, L) u C(g, K).

Slicno mozemo Homp, 1) (R(g, K),V) (gdje se R(g, K) promatra kao lijevi R(h, L)—modul)
uciniti lijevim R(g, K')—modulom:

(OZ(P)(ﬁ) = (P(ﬁa), «, ﬁ € R(Q) K)> 2 € HomR(h,L)(R(ga K)’ V)

Medutim, taj modul ne mora biti aproksimativno unitalan. Njegov K —konacni dio to jest, pa
definiramo:

I(V) = IS,’f(V) = Homp,1)(R(g, K),V)k-
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Propozicija 11.4 [ je kovarijantan lijevo egzaktan funktor iz C(h, L) u C(g, K).

Dokaz: Prema tvrdnji (b) propozicije 2.2. Hompg ) (R(g, K),-) je lijevo egzaktan kovari-
jantan funktor iz C(h, L) u C(g, K). Prema propoziciji 11.1. W — Wi je egzaktan kovarijantan
funktor iz C(g, K) u C(g, K). Napokon, I je kompozicija tih dvaju funktora, pa je kovarijantan i
lijevo egzaktan.

Oznake su ovako izabrane, jer ¢emo vidjeti da funktor P Salje projektivne module u projek-
tivne i jer se izvedeni funktori od P racunaju pomocu projektivnih rezolucija. Funktor I Salje
injkektivne module u injektivne i izvedeni funktori od I ra¢unaju se pomoc¢u injektivnih rezolucija.

Posebni slucajevi i drugacije oznake

1. K = LihCgje Ad K)—invarijantna. Tada je funktor P prirodno izomorfan funktoru
ind (zove se funktor induciranja), a funktor I je prirodno izomorfan funktoru pro (zove se funktor
produciranja):

Prfl,’LK(V) &~ indﬁf(V) =U(g) ®@up) V,
IZE(V) = prof i (V) = Homygy(U(g), V)k.
Pri tome K djeluje na U(g) @y V sa
r(u Quey v) = (Adz)u Qup) 2v, re K, uelU(g), veV,
a na Homy (U(g),V)k sa
(zp)(u) = zp((Adz)"'u),  z € K, ¢ € Homyw(U(9),V)k, u € Ul(g).

2. g=0b, L C K. Tada su uobicajene oznake P =111 [ =T. I' se zove Zuckermanov funktor,
a Il se zove Bernsteinov funktor. Pokazuje se da je tada

Py (V) =R (V) = R(K) ®pey V.

IPF(V) =T25 (V) = Hompe,r)(R(K),V)k.
3. g=1b={0}, LiK konatne grupe i L C K. Tada je I\%¥ Klasi¢no induciranje

{o},L
reprezentacija konacnih grupa.

4. g =, L je podgrupa od K kona¢nog indeksa. Tada sui P i I prirodno izomorfni funktoru
koji je varijanta klasi¢nog induciranja.

5. Razmotrimo morfizam parova ¢ : (g, K) — ({0}, {e}). Kako je o¢ito R({0},{e}) = C,
imamo
15 ') (V) = Homug 10 (C. V):

Pokazuje se da te to izomorfno s potprostorom invarijanata:
VEE —ly eV, Xv=0VX e€gizv=vVrcK}

Nadalje,
P{O}’{e}(V) = C Qg V.

(9,K)
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Pokazuje se da je to prirodno izomorfno s prostorom tzv. koinvarijanata:
Vox =V/[{Xv; X €g,veVIU{v—av; v € K, v eV} ~(V/[gV])¥.
Ako je K = {e} za prostore invarijanata i koinvarijanata pisemo Vi Vj.

6. Specijalni semidirektan produkt: « : (h,L) — ([, L), pri cemu je h = [+ u, gdje je u
Adpp L—invarijantan ideal u b i ¢4y je projektor sa h na [ duz u. U toj situaciji imamo i drugi
relevantan morfizam parova a to je inkluzija j : (u,{e}) — (b, L). Svaki (h, L)—modul postaje
(u, {e})—modul pomoéu zaboravnog funktora f;v’ée}. Tada se dobiva:

Fi(V) = i (V)

L (V) = Fol e,

7. Natkrivanje ¢ : (g9, K) — (9, K), tay = idy, tgp natkrivanje s kona¢nom jezgrom. Tada se
moze uvesti tzv. funktor usrednjenja Ai’g, koji predstavlja usrednjenje K —djelovanja tako da se

dobije K—djelovanje. Pokazuje se da su tada i ng’;; i Igg’g

. . . K
prirodno izomorfni funktoru Ai’ 7
Proucit ¢emo sada najosnovnija svojstva funktora P i I.

Propozicija 11.5 Neka je (g, K) par i V modul u kategoriji C(g, K). Tada imamo prirodne
izomorfizme u kategoriji C(g, K) :

PEE(V)=V i IPE(V)~V.

Dokaz: Po univerzalnom svojstvu tenzorskog produkta postoji jedinstven linearan opera-
tor P(V) — V takav da a ®pggk) v — av. To je surjekcija, jer je V' aproksimativno unitalan
R(g, K)—modul. Dokazimo injektivnost. Pretpostavimo da

Z a; QR(g,K) Vi — 0, tj. Z a;v; = 0.

Neka je A C K konacan skup takav da je xaa; = «; Vi. Slijedi

Z Q& R(g,K)Vi = Z XAai®R(g,K)Ui_XA®R(g,K)Z QU; = Z(XAai@)R(g,K)Ui_XA®R(9,K)aiUi) = 0.

Za modul X u C(g, K) je (uz oznake R = R(g, K) il = [gg”f(()
Homg(X,I(V)) = Homg(X, Homg(R,V)k) = Homg(X, Homg(R,V)),

jer je slika lokalno kona¢nog modula X pri R—morfizmu uvijek sadrzana u Homg(R, V). Prema
propoziciji 2.6. to je prirodno izomorfno (po X i po V') sa

Homgp(R®gr X,V) ~ Homg(X,V).
Dakle, Homg(X, I(V)) ~ Homg(X, V), pa po propoziciji 2.8. slijedi (V) ~ V.

Propozicija 11.6 Neka su ¢ : (h,L) — (g, K) ik : (j, M) — (b, L) morfizmi parova. Tada su
prirodno izomorfni funktori Pé’f o P]h]é i Pjgj\ff, a takoder funktori Ié’f o I]h]\f, i Ijgjéf
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Dokaz: Pomocu propozicije 2.7. imamo
(P& o PE(V) = R(g, K) ®r,1) (R(D, L) @rgan V) =

~ (R(g, K) ®pp,) R(D, L)) ®rian V = R(g, K) @rgan V = P (V).

Nadalje, pomoc¢u propozicije 2.6. imamo zbog toga sto je R(g, K) aproksimativno unitalan lijevi

R(h, L)—modul:
([g:f © [jh,}\l/jl)(v) = HomR(b,L)(R(ga K), HomR(LM)(R(bv L),V)L)k =
= HOmR(h,L)(R(g> K)7 HomR(j,M)(R(b7 L)> V))K = HomR(j,M) (R(ga K) ®R(h,L) R(b) L)> V)K =
= HOmR(LM(R(g) K)7 V)K = If}\f[((v)
Napomena: U svim ovim tvrdnjama vazna nam je prirodnost izomorfizama, jer zbog toga

¢emo imati i prirodnu izomorfnost izvedenih funktora.

Neka je ¢ : (h, L) — (g, K) morfizam parova. Tada imamo zaboravni funktor
F = Fyi : Clg. K) — C(b, L)

definiran na sljedeéi nac¢in: ako je V (g, K)—modul, onda je F (V') isti vektorski prostor, a djelo-
vanja su dana sa

bv = tag (), yv = tgp(y)v, beU(b), ye L, veV.

Ocito je F kovarijantan egzaktan funktor. Koristeé¢i strukturu aproksimativno unitalnog lijevog
R(h, L)—modula na R(g, K) imamo prirodni izomorfizam:

F(V) = R(g, K) @rg.x) V-

Preslikavanje zdesna na lijevo dano je sa a ®pg k) v — av. U dokazu propozicije 11.5. vidjeli smo
da je to bijekcija.

Teorem 11.1 (Frobeniusov reciprocitet za funktor I) Funktor I je desno adjungiran funk-
toru F. Drugim rijecima, postoji izomorfizam

Hompg k) (X, Igf(V)) ~ HomR(b,L)(F;”’IL((X), V)
koji je prirodni i u odnosu na V iz C(h, L) i u odnosu na X iz C(g, K).
Dokaz: Pomocu propozicije 2.6. imamo
Homp(e,r) (X, 181 (V) = Hompg,i)(X, Hompg,)(R(g, K), V)k) =
= Hompg, i) (X, Hompu 1) (R(g, K),V)) ~
~ Homp,1)(R(g, K) ®np(g,r) X, V) = Hompg, 1) (Fyx(X), V).

Zadatak 11.4 Dokazite: ako
® € Homper) (X, IET (V)

odgovara elementu
U € Hompg,r)(Far(X), V)

pri izomorfizmu 1z teorema 11.1. onda vrijedi

[D(2)](ar) = ¥(ax), re X, a€ R(g,K).
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Korolar 11.1 Neka je V injektivan modul v C(h, L). Tada je Ié’f(V) injektivan modul v C(g, K).
Dokaz: Prema teoremu 11.1. funktor

X = Hompggw) (X, IT1 (V)
je prirodno izomorfan funktoru

X — Hompg,)(For (X),V).
Ovaj drugi funktor je egzaktan jer je to kompozicija egzaktnih funktora

X FEX) i Y Hompern(Y,V)

(ovo drugo zbog propozicije 2.3. jer je modul V' injektivan). Dakle, funktor

X = Hompr)(X, 77 (V)
je egzaktan, a to po propoziciji 2.3. znaé¢i da je modul Igf(V) injektivan
Korolar 11.2 Za svaki modul V u C(¥, K') modul [g’ff(V) je injektivan u C(g, K).

Dokaz: To slijedi neposredno iz propozicije 11.2. i iz korolara 11.1.

Za module iz korolara 11.2. kazemo da su standardni injektivni moduli u kategoriji C(g, K).

Korolar 11.3 (a) Svaki modul X uC(g, K) je podmodul standardnog injektivnog modula. Posebno,
kategorija C(g, K) ima dosta injektivnih.

(b) Neka je X injektivan modul u C(g, K). Tada je X direktni sumand u standardnom injek-
tivnom modulu.

Dokaz: (a) Stavimo
K |t K
1= I (FE(X)).
Modul I je standardni injektivni, a prema teoremu 11.1. imamo
Hompg,i)(X, 1) = Homp(re) (Fye (X), Fyrig(X).
Neka je p € Hompg i) (X, I) element koji pri gornjem izomorfizmu odgovara identiteti na f;g(X)
Prema zadatku 11.4.
[p(@)(@) =z,  a€R(gK), z€X.

Tvrdnja (a) bit ¢e dokazana ako ustanovimo da je ¢ injekcija. Ako je ¢(x) = 0 onda je ax =0
Va pa slijedi da je £ = 0 jer je modul X aproksimativno unitalan.
(b) Neka je I kao u dokazu tvrdnje (a). Tada imamo egzaktan niz

0—X—I1—1/X—0.

Buduéi da je modul X injektivan, taj je niz rascjepiv, a to upravo znaci da je slika od X u [
direktni sumand u I.

Nesto je delikatnije da se dobiju analogne tvrdnje o funktoru P. Neka je ¢ : (h,L) — (g, K)
morfizam parova. Za modul X u kategoriji C(g, K) definiramo lijevi R(h, L)—modul

F(X) = FIi(X) = Hompgr)(R(g, K), X)L
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pri ¢emu je lijevo djelovanje algebre R(h, L) definirano pomocu strukture desnog R(f, L)—modula

na R(g, K) :

(ap)(B) = p(Ba), @ € Hompx)(R(g, K), X), o€ R(h, L), § € R(g, K).

Indeks ”L” u definiciji modula F(X) znadi uzimanje L—konacnog dijela, odnosno, najveéeg
aproksimativno unitalnog R(h, L)—podmodula.

Propozicija 11.7 Neka je X modul u kategoriji C(g, K) i neka je

x=1Ix

vek

njegov rastav kao R(K)—modula (propozicija 6.1.). Tada je

HOmR(g K)( H X (*)

'yEK

kao R(K)—modul, i taj je izomorfizam prirodan uw X. Ako je v : (b, L) — (g, K) morfizam parova,
onda gornji izomorfizam postuje djelovanje R(L) i to s lijeve strane to je djelovanje dobiveno
pomocu inkluzije R(L) C R(h, L) a desne strane to je produkt djelovanja na pojedinim X., i to
putem homomorfizma vy, : L — K.

Dokaz: Imamo dekompoziciju
= H R, (K
veK

koja postuje i lijevo i desno djelovanje grupe K, dakle, putem homomorfizma ¢4, i djelovanja grupe
L. Slijedi

R(g, K) =U(g) ®u R(K H Ul(g) ®uy Ry (K)

'yEK

i taj izomorfizam postuje desno djelovanje grupe K, dakle i grupe L. Djelovanje grupe K slijeva
na R(g, K) prelazi u Ad ® A na svakom faktoru. Nadalje, gornji rastav postuje djelovanje U(g)
slijeva.

Primijenimo li Hompgg x)(-, X) na obje strane slijedi

Hompg x)(R(g, K),X) ~ [ [ Homn.x)(Ug) @ue Ry(K), X)

vek

i to kao lijevi R(K)—moduli, dakle i kao lijevi R(L)—moduli, i izomorfizam je prirodan u varijabli

X.
Fiksirajmo sada v € K i neka je ® € Hompgx)(U(g) ®uw R,(K),X). Definiramo
¢ € Hompg)(R,(K), X) sa

o(T) =21 @y T), T e R/(K).
Preslikavanje ® — ¢ oznac¢imo sa A. Dakle,
A@)(T) = 8(1 @y T), T € R(K).
Neka je sada zadano ¢ € Hompk)(R,(K), X) i definirajmo

® € Hompgx)(U(g) ®ue By (K), X)
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sa
P(a @uw T) = ap(T), a€U(g), T € Ry(K).

Oznacimo preslikavanje ¢ +— & sa B :
Blp)a®uw T) = ap(T),  acU(g), T € R,(K).
Tada imamo

[B(A(®))](a ®@u T) = a[A(P)(T) = a®(1 @ue T) = ®(a(l @ye T)) = ®(a @ue T)

ABIT) = B Su0 T) = o(T).
To pokazuje da su preslikavanja A i B medusobno inverzna, dakle
Homp(g.r)(U(g) Qv Ry(K), X) ~ Homp) (R, (K), X)
prirodno u odnosu na X. Po teoremu 7.1 i propoziciji 7.6. imamo
Hompky(Ry(K), X) = Homg(R,(K),X) ~ X,

takoder prirodno u odnosu na X.
Propozicija 11.8 Neka jev: (h, L) — (g, K) morfizam parova.

(a) F je egzaktan kovarijantan funktor iz C(g, K) u C(b, L).

(b) Definirajmo j : F(X) — F(X) sa

j(z)(a) = ax, a€ R(g,K), € X.
Tada je 7 surjekcija.

(c) j iz (b) je injekcija ako i samo ako svakiT € L ima sljedeée svojstvo: postoji najvise konacno
mnogo v € K takvih da je X, # {0} i da se T pojavljuje u reprezentaciji y o 1y, grupe L.

Posebno, j je izomorfizam u sljedec¢a dva slucaja:

(7) tgp(L) je podgrupa od K konacnog indeksa; to je, naravno, ispunjeno ako je ¢4, epimorfizam
grupa, a posebno ako je L = K i ¢4, = idk.

(i1) X, # {0} za samo konacno mnogo v € K; to je, naravno, ispunjeno ako je X konacnodi-
menzionalan.

Dokaz: Ocito je funktor F kovarijantan. Za modul X iz kategorije C(g, K) neka je X modul
iz kategorije C(h, L) definiran sa

X = Hompgx)(R(g, K), X.

Funktor F je kompozicija funktora X — X i uzimanja L—konacnog dijela (). Ovo drugo je
egzaktan funktor po propoziciji 11.1., dakle, dovoljno je dokazati da je funktor X — X egzaktan.

Prema propiziciji 11.7. je
X ~ H X,

WEC}(
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i to kao R(L)—moduli. Dakle, za egzaktnost funktora F dovoljno je dokazati da je

x=]Ix+~]Ix

WEK WEIA(

egzaktan funktor iz kategorije C(€, K) u kategoriju C(I, L). Buduéi da je R(t, K) = R(K), zbog
propozicije 11.7 taj je funktor prirodno izomorfan funktoru F' = Homp)(R(K), -) koji je lijevo
egzaktan prema propoziciji 2.2. Dakle, ako je

0—Y —X—X/Y 250 (%
kratki egzaktni niz u kategoriji C(¢, K'), onda je kompleks

0— F(X) — FY) 22 px/y)

egzaktan. Treba jos dokazati da je F(p) surjekcija. Medutim, prema tvrdnji (¢) propozicije
6.1. niz (*) u kategoriji C(¢, K) je rascjepiv. Ako je p/' : X/Y — X (¢, K)—morfizam takav da je
pop =idxy, onda je F(p)o F(p') = idp(x/v). Odatle slijedi da je F(p) surjekcija. Dakle, funktor
F, a time i funktor F, je egzaktan.

(b) Jasno je da je j R(h, L)—morfizam koji je prirodan u X. Neka je x € X takav da je j(z) = 0.
Tada slijedi da je ax = 0 Voo € R(g, K). Kako je modul X aproksimativno unitalan, slijedi x = 0.
Dakle, j je injekcija.

(¢) U dokazu tvrdnje (a) oznacili smo

X = Hompx)(R(g, K), X),
dakle, F(X) = X1. Realizirajmo sada X kao R(L)—modul kao u propoziciji 11.7:
X ~ H X,.
veK
Ako je z € X, tada je y—clan od j(z) u desnoj strani od
Hompg k) (R(g, K), X) ~ H Hompg,x)(U(9) ®u Ry (K), X)
veK

(8to je dokazano u propoziciji 11.7.) jednak
7 (@)|U(g) v Ry (K).
To pri izomorfizmu
Homp,k)(U(8) ®uee By(K), X) =~ Hompr) (R, (K), X)

odgovara elementu
J(@)[1 @uw Ry (K),
a ovo opet pri izomorfizmu
HomR(K)(RW(K), X) ~ XW

odgovara elementu
J(2) (1 @u ) X4)-
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Po definiciji j taj element od X, jednak je

(1 @u) x7)(T) = x4

Za x € X vrijedi x,o # 0 za samo kona¢no mnogo vy € K (jer je modul X lokalno konacan) i
njihova suma jednaka je x. Dakle, slika od j je upravo podskup

[[x cx=]]x.
v yeK
S druge strane,

:(HX’Y)L

vek

Dakle, j je surjekcija ako i samo ako je

HX’Y:(HX’Y)L

'yER A/E[A(

kao vektorski prostori. Obje strane se mogu dekomponirati kao direktne sume 7—izotipnih pot-
prostora po T € L a T—izotipni potprostori za odredeni 7 € Ls lijeve i desne strane su

[T, o0 [,

Ta su dva vektorska prostora jednaka ako i samo ako imaju konacno mmnogo clanova. Time je
tvrdnja (¢) dokazana.

Teorem 11.2 (Frobeniusov reciprocitet za funktor P) Funktor P je lijevo adjungiran funk-
toru F. Dugim rijecima, postoji izomorfizam

Hompg i) (P (V), X) = Hompg, 1) (V, Fy (X))
i taj je izomorfizam prirodan u odnosu na V iz C(h, L) i u odnosu na X iz C(g, K).
Dokaz: Pomocu propozicije 2.6. imamo
HomR(g,K)(P;i’LK(V)a X)= HomR(g,K)(R(ga K) ®r(,L) V, X) =~

~ HOmR(th)(‘/, HomR(g,K)(R(g> K)> X)) =
= HOmR(h,L) (V7 HOmR(g,K)(R(9> K)> X)L) = HOmR(h,L)(Va ﬁgblL((X))

Kao i usluc¢aju korolara 11.1., 11.2. 1 11.3. teorema 11.1., iz ovog teorema na potpuno analogan
nac¢in dobivamo:

Korolar 11.4 Funktor P prevodi projektivne module u kategoriji C(h, L) u projektivne module u
kategoriji C(g, K).

Korolar 11.5 Za morfizam parova ¢ : (¢, K) — (g, K) i za svaki modul V' u kategoriji C(¥, K)
modul Pg’]f(V) je projektivan u kategoriji C(g, K).

Za module iz korolara 11.5. kazemo da su standardni projektivni u kategoriji C(g, K).
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Korolar 11.6 (a) Svaki modul X uC(g, K) je kvocijent standardnog projektivnog modula. Posebno,
kategorija C(g, K) ima dosta projektivnih.

(b) Neka je X projektivni modul v C(g, K). Tada je X direktni sumand u standardnom projek-
tivnom modulu.

Zadatak 11.5 (a) Dokazite korolar 11.4.
(b) Dokazite korolar 11.5.
(¢) Dokazite turdnju (a) korolara 11.6.
(d) Dokazite turdnju (b) korolara 11.6.



Poglavlje 12

Konstrukcije u kategoriji C(g, K)

U ovom poglavlju (g, K) je par. Proucit ¢emo najprije svojstva (g, K')—modula u odnosu na
operacije ®c i Home¢. Na modulima u kategoriji C(g, K) reprezentacije grupe K, Liejeve algebre g
i njene univerzalne omotacke algebre U(g) pisat ¢emo bez ikakvog znaka. Neka su V' i W moduli
u C(g, K). Tada na vektorskom prostoru V ®¢ W imamo reprezentacije Liejeve algebre g i grupe
K takve dazav eV iwe W vrijedi

X(vecw)=Xv®cw+vXw, X eg,

(v ®c w) = v V¢ TW, x € K.

Uz takva djelovanja V ®@¢ W je (g, K)—modul. Doista:
(1) Ocito je reprezentacija grupe K na prostoru V ®¢ W lokalno konacna.
(17) Za X € ¢p, v € V iw € W imamo

%[(exp tX) (v ®c w)] . = %[(exp tX)v ®c (exp tX)w] . =

=XvQcw+v®c Xv=X(v®&cw).
(tii) Zax e K, X € g,v e Viwe W imamo

[(Ad x) X](v @c w) = [(Ad 2) X]v ®@c w + v Q¢ [(Ad x) X]w =

=2[X(27)] ®c w + v ®¢ [ X (v w)] = 2[X (z71) @c 27 w] + [z v @¢c X (27 w)] =
=2[X(27) @cz'w + 2 v @c X (27 w)] = 2[X (27 v ®c 27 w)] = 2[X (27 (v ®c w))].
Odatle indukcijom po n nalazimo da za svaki u € U(g) oblika u = X1 X5 -+ - X, vrijedi

[(Ad z)u](v ®c w) = z[u(z™ (v ®c w))], reK,veV, weW

a po linearnosti nalazimo da to vrijedi za svaki u € U(g).
Dakle, stvarno je V ®c¢ W modul u C(g, K).

Situacija s Homg je nesto kompliciranija. Za module V' i W u kategoriji C(g, K) definiramo
na prirodan na¢in djelovanja g i K na Homc(V,W) : za ¢ € Homc(V,W) i v € V stavljamo

(Xp)(v) = X(p(v)) —p(Xv),  Xeg,
(wp)(v) = 2(p(z'v)), zEK.
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Medutim, djelovanje K na Homgc(V, W) ne mora biti lokalno konacno. Npr. ako je g = ¢ onda je

V:]_[m

vekK

iza W = C s trivijalnim K —djelovanjem imamo

Home(V, W) H

WEK

a na tom je prostoru K —djelovanje lokalno konac¢no ako i samo ako je V, # {0} za samo konacno
mnogo vy € K.

Zbog toga umjesto Homg(V, W) promatramo Homgc(V, W)k, Sto oznacava K—kona¢am dio
za gore definiranu reprezentaciju grupe K na prostoru Homgc(V,W). Primijetimo da je oznaka
ista kao i za prije promatrani funktor kategorije C(g, K) u kategoriju C(g, K), ali to nije isto jer
Homg(V, W) nije R(K)—modul. Spomenuti funktor bio je egzaktan, ali sada imamo samo lijevu
egzaktnost. Da bismo tu ¢injenicu mogli precizno formulirati, moramo utvrditi kategorije u kojima
radimo. U tu svrhu definiramo apstraktnu grupovnu algebru C[K] grupe K nad poljem C :
to je vektorski prostor s bazom {v,; = € K} i s mnozenjem

Vply = Vgy, x,y € K.

Ekvivalentno se C[K] moze definirati kao konvoluciona algebra svih funkcija K — C s konaénim
nosacem. Tada je svaki kompleksan vektorski prostor s K —djelovanjem zapravo lijevi C[K]—modul.
Tu éemo kategoriju oznaciti sa C(C[K]). Kategorija prostora s lokalno kona¢nom reprezentacijom
grupe K je kao i prije oznacena sa C(¥, K) i to je upravo kategorija svih aproksimativno unitalnih

lijevih R(K)—modula.

Propozicija 12.1 V — Vi, ¢ — px = ¢|Vik je kovarijantan lijevo egzaktan funktor iz kategorije
C(C[K]) u kategoriju C(&, K).

Dokaz: Prije svega treba ustanoviti da za module V,W u kategoriji C(C[K]) i za
¢ € Homg(V,W) vrijedi ¢(Vk) C Wk, kako bi ¢k uopée mogao biti definiran. U tu svrhu

piSemo
VK = H Vom

gdje je svaki V,, konacnodimenzionalan K —invarijantan potprostor ¢ija je pripadna subreprezen-
tacija od K ireducibilna i neprekidna. Po Schurovoj lemi tada je ¢|V, ili 0 ili injekcija. U drugom
slucaju je |V, izomorfizam V,, na ¢(V,), dakle, p(V,) je kona¢nodimenzionalan K —invarijantan
potprostor s ireducibilnom neprekidnom subreprezentacijom. Dakle, (V) C Wik Va, a to znaéi
da je p(Vk) € Wk.

Ocito se radi o kovarijantnom funktoru. Neka je

Y

= A-S5B-25C—0
egzaktni niz u kategoriji C(C[K]). Formiramo niz u kategoriji C(¢, K) :
0— Ag Yx, By 25 Ok.
Tada je ¥ = |Ak injekcija, jer je ¥ injekcija. Nadalje, imamo

Imyp=Kerp = potv=0 = pgotg=(poh)g=0 = Imyg C Kerpg.
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Neka je b € Ker p. Tada je b € Ker ¢ =Im ), dakle, postoji a € A takav da je b = 1(a). Buduéi
da je 9 injekcija imamo

dim [Ka] = dim ¢([Ka]) = dim [K¢(a)] = dim [Kb] < oo
jer je b K—konacan. Dakle, a je formalno K—konacan. Linearan operator 1|[Ka] ostvaruje
ekvivalenciju subreprezentacije na [Ka] sa subreprezentacijom na [Kb]. Kako je b K—kona¢an a
ne samo formalno K —konac¢an, subreprezentacija na [Kb| je neprekidna, dakle i reprezentacija na

[Ka] je neprekidna. Time je dokazano da je a K—konacan, tj. a € Ag. Dakle, b € Im k. Time
je dokazana obrnuta inkluzija Ker o C Im g, pa imamo jednakost Ker o =Im . Dakle, niz

O—>AKw—K>BK¢—K>CK

u kategoriji C(¢, K) je egzaktan.
U propoziciji 12.1. stvarno nemamo egzaktnost:

Zadatak 12.1 Neka je K = S i neka je e : C[K] — C definirano sa

e (Z Ozml/m> = ZO‘J’
Oznacimo sa Co|K] jezgru morfizma e. Tada imamo egzaktan niz lijevih C[K]—modula:
0 — Cy|K] — C[K] = C — 0.
Dokazite da je odgovarajuéi kompleks u kategoriji C(¢, K)
0—0—0—C—70
koji nije egzaktan.

Zbog toga Sto nemamo egzaktnost na§ pristup proucavanju svojstava modula Homg (V, W)k
¢e biti indirektan. Prvo provjerimo da je Homgc(V, W)k stvarno (g, K)—modul:

Propozicija 12.2 Ako su V' i W moduli u kategoriji C(g, K) onda je Homc(V, W)k g—invari-
jantan potprostor od Homc(V, W) i jest modul u kategoriji C(g, K).

Dokaz: Zax € K, X € g, ¢ € Homc(V, W) iv € V imamo
(2X¢)(v) = z[(Xp)(z7 )] = 2[X (p(z7'v)) — p(X (z710))] =

= z[X(p(z7'))] = 2[p(X(27'0))] = [(Ad 2) X](z(p(x'v))) — zlp(z™" ((Ad 2) X)v)] =
= [(Ad2) X]((z¢)(v) = (z0)(((Ad ) X)v) = [((Ad 2) X) ()] (v).

Dakle,
X = [(Adz)X)(zp) € g(Kp)].

Ako je ¢ K—konacan (tj. ¢ € Homc(V,W)g) onda K¢ razapinje K —invarijantan kona¢nodimen-
zionalan potprostor U od Homg¢(V, W) i na tom potprostoru subreprezentacija od K je neprekidna.
Prema dokazanom potprostor 7' od Homg¢(V, W) razapet sa K X¢ je K—invarijantan i kona¢no-
dimenzionalan. T je sadrzan u slici linearnog operatora A : g ®c U — Home(V, W) takvog da
je

AY ®@c ) =Y.
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Gornji racun za Y i ¢ umjesto X i ¢ pokazuje da je operator A K —ekvivarijantan ako na g @c U
imamo tenzorski produkt neprekidnog K —djelovanja Ad na g i neprekidne subreprezentacije
na U. Prema tome, slika operatora A je K—invarijantna i na njoj je subreprezentacija od K
neprekidna. Odatle je subreprezentacija od K na potprostoru T neprekidna. Dakle, vrijedi
Xy € Home(V,W)g. Time je dokazano da je Homc(V, W)k g—invarijantan potprostor od
Home(V,W).

Treba jos provjeriti aksiome (g, K')—modula:

Svojstvo (i) je jasno iz definicije Homc(V, W)k.

Svojstvo (i4) slijedi iz sljedeCeg ra¢una za X € &, ¢ € Homc(V,W)iv eV :

Gl X)A0) = Flew X)lplen(-tXp)]| = X(p) - o(X0) = (X))

Svojstvo (i) slijedi iz malo prije dokazane jednakosti
X = [(Adz) X](zp).

Napomena. U posebnom slu¢aju W = C s trivijalnim reprezentacijama od g i od K piSemo
V¢ = Homc¢(V,C)g. Taj se modul zove K —konaéni kontragredijent od V.



