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Poglavlje 1
Algebre

U cijelom kolegiju termin algebra oznacava kompleksnu asocijativnu algebru (osim $to ¢emo
kod dokazivanja Stone-Weierstrassovog teorema promatrati i realne asocijativne algebre funkcija).
Dakle, algebra je vektorski prostor 2 nad poljem C kompleksnih brojeva na kojem je zadana
asocijativna binarna operacija (a, b) — ab sa 2 x 2 u 2 koja je bihomogena u odnosu na mnozenje
skalarima i distributivna i slijeva i zdesna s obzirom na zbrajanje u 2 :

a(bc) = (ab)c, A(ab) = (Aa)b = a(\b), a(b+ c¢) = ab+ ac,

(a + b)c = ac + be, a,b,ce A, e C.

Jedinica u algebri 2 je element e € A takav da je
ea =ae=a Va € .

Ako jedinica postoji, ona je jedinstvena i tada ¢emo je najcesée oznacavati sa e. Unitalna algebra
je algebra u kojoj postoji jedinica. Ako je 2 unitalna algebra sa 2* oznacavamo grupu invertibilnih
elemenata algebre A :

A ={acA; Ja' € Atakav daje aa ' =a 'a = e}
Potprostor B algebre 2 zove se podalgebra ako vrijedi
a,be B = ab € *B.

Naravno, tada je 98 algebra s obzirom na iste operacije (ili, to¢nije, s obzirom na operacije koje
su definirane kao restrikcije operacija algebre 2). Ako je 2 unitalna algebra, 8 se zove unitalna
podalgebra ako sadrzi jedinicu algebre 2. Napomenimo da je moguce da je 8 unitalna algebra,
ali da B nije unitalna podalgebra algebre 2l : naime, mobuce je da B ima jedinicu, ali da ta
jedinica nije jednaka jedinici u algebri 2.

Ako su 2 i B algebre, preslikavanje ¢ : % — B se zove homomorfizam algebri ako je ¢
linearno i multiplikativno:

w(Aa + ub) = Ap(a) + pup(d) i w(ab) = ¢(a)p(b) VA, neC, Va,b e

Ako su 2018 unitalne algebre s jedinicama eg i eg 1 ako vrijedi p(eg) = ey onda se ¢ zove unitalni
homomorfizam. Injektivni homomorfizam zove se monomorfizam, surjektivni homomorfizam
zove se epimorfizam, a bijektivni homomorfizam je izomorfizam algebri. Za algebre 2 i B
kazemo da su izomorfne ako postoji izomorfizam ¢ : 2 — B. Ocito je izomorfnost algebri relacija
ekvivalencije.
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Primjer unitalne algebre je algebra C[T] polinoma u jednoj varijabli nad poljem C. To je skup
svih nizova (a,)n>0 kompleksnih brojeva, takvih da je samo konacno ¢lanova razlicito do nule:
Im takav da vrijedi a,, = 0 ¥n > m. Zbrajanje u C[T] i mnozenje skalarom definirani su po
komponentama: (a,,) + (8n) = (o + 5n), M) = (Aav,), a mnozenje na sljedeéi nacin:

()(Bn) = (), gdje je Yn = Zakﬁn—k-
k=0

C|[T] je komutativna algebra i vrijedi C[T]* = C* = C \ {0}. Obi¢no pisemo (0,1,0,...) = T.
Tada je za bilo koji prirodan broj n 7" = (0,...,0,1,0,...), tj. niz u kome su svi ¢lanovi nula
osim jedinice na mjestu n + 1. Uz dogovor T° = (1,0, ...) (to je jedinica u algebri C[T]), polinom
P = (a,), za koji je a,, = 0 za svaki n > m, mozemo ovako zapisati:

P=P(T)=ag+ T+l + ... +a,T"=> a,T"
n=0
Ako je 2 unitalna algebra s jedinicom e, z € 21 P € C[T] kao gore onda pisemo:
P(z) = ape + @ + apz® + ...+ o™ = Z o,
n=0

Ocito je P — P(x) unitalni homomorfizam algebri ®,: C[T] — 2. Njegova je slika najmanja uni-
talna podalgebra od 2l koja sadrzi x; to je potprostor od 2 razapet svim potencijama {e, z, 22, ...}
elementa x.

Ako je 2 unitalna algebra i x € 2 definiramo spektar elementa x kao skup
o(z) =oy(z) ={ € C; z— e ¢ A"}

Uoc¢imo neke evidentne ¢injenice. Ako je algebra trivijalna, 2 = {0}, onda je 0 jedinica u
toj algebri, pa je A* = 2 = {0}. Stoga je u tom slucaju oy (0) = . Ako je algebra netrivijalna,
2 # {0}, onda je o(Ae) = {\} za svaki A € C.

Propozicija 1.1. Neka je A unitalna algebra.
(a) Zax €W iza P e CT] vrijedi:
o(P(x)) = P(o(x)) = {P(A); A€o(x)}.

(b) Za x € A* wvrijedi:
o(z')=0(@@) ' ={A" Aeo(x)}

Dokaz: (a) Neka je A € o(z). Definiramo @ = P — P(\). Tada je Q(A\) = 0, pa postoji
R € C[T)], takav da je
P(T)— P(\) = (T —NR(T).

Primijenimo li na tu jednakost homomorfizam &, slijedi:
P(z) — P(AN)e = (z — Ae)R(x).
Pretpostavimo da je P(z) — P(\)e € 2* i stavimo a = (P(z) — P(A)e) ™" . Slijedi

e=a(P(x) — P(ANe) =aR(z)(x — Xe) = (x — Xe)aR(z).



Odatle slijedi da je x — Ae € A*, a to je suprotno pretpostavci A € o(x). Dakle, pretpostavka
P(z)—P(\)e € A* je bila pogresna, pa zakljucujemo da je P(x)—P(N)e ¢ 2A*, tj. P(\) € o(P(x)).
Time je dokazana inkluzija P(o(z)) C o(P(x)).

Dokazimo sada obrnutu inkluziju. Neka je p € o(P(z)). Polje C je algebarski zatvoreno, pa
ako je m stupanj polinoma P, postoje skalari a2 01 Ay, ..., A, takvi da je

P(T) = p=a- (T = \) (T = A).

Zasvakij € {1,2,...,m} tada je P(\;)—p =0, tj. u = P(\;). Primijenimo li na gornju jednakost
homomorfizam ®, dobivamo

P(x)—pe=a-(x—XMe)---(x— A\pe).

Kako je u € o(P(z)) to vrijedi P(z) — pe ¢ A* pa slijedi da postoji j € {1,...,m} takav da
r— Aje ¢ A* tj. \; € o(x). No tada je p = P()j) € P(o(x)). Time je dokazana i obrnuta
inkluzija o(P(z)) C P(o(x)), dakle jednakost o(P(z)) = P(o(z)).

(b) Neka je A € o(z), tj. Ae — x nije invertibilan. Imamo

e —x=-AAte—a2 Y,
odakle se vidi da A™'e — 27! nije invertibilan, dakle A™!' € o (z7!). Time je dokazano da iz

A € o(x) slijedi A™! € o(27!), tj. dokazana je inkluzija o(z)™' C o (z~!). Zamjena uloga = i !

daje o (1)~ C o(z), odnosno dobivamo obrnutu inkluziju o (z71) C o(z)~.

Zadatak 1.1. Neka je 2 # {0} unitalna algebra i neka je element x € A nilpotentan. DokaZite
da je tada o(x) = {0}.

Zadatak 1.2. Neka je p: A — B unitalni homomorfizam unitalnih algebri i« neka je x € A. Tada
je on(p(2)) S ou(z).

Neka je 2 unitalna algebra. Stavimo
R(z,\) = (Me —2), reA AeC\o(z)
Funkcija A — R(x,A) sa C\ o(x) u A zove se rezolventa elementa x.
Zadatak 1.3. Neka je A unitalna algebra.
(a) Dokazite da za x € A i A\, pp € C\ o(x) vrijedi
(A — 1) R(z, N R(z, 1) = R(z, 1) — Rz, ).
Posebno, R(x,\) i R(x, n) komutiraju.
(b) Dokazite da za x,y € A i A € C\ (o(x)Uac(y)) vrijedi

Ry, )y — ) R(x, A) = R(y, A) = R(x, A).

Zadatak 1.4. Neka je A algebra. Na Kartezijevom produktu A =Cx A definiramo operaciju
mnozenja na sljedeci nacin:

(N 2) (. y) = (A, Ay + pr +ay),  Ap€eC, xye

Dokazite da je tada ~Q~l unitalna algebra s jedinicom € = (1,0) i da je x — (0,2) monomorfizam
algebre A u algebru 2.
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Monomorfizam x +— (0,7) iz zadatka 1.4. upotrijebit ¢emo kao identifikaciju. Na taj nacin
2 postaje podalgebra od 2 i imamo rastav 2A = A + Ce. Za algebru 2 kazemo da je iz algebre
2l dobivena unitalizacijom ili dodavanjem jedinice. Na taj nacin svaku algebru bez jedinice
uranjamo u unitalnu algebru. No, primijetimo da konstrukcija ima smisla i kad polazna algebra
2l ima jedinicu.

Za bilo koji element x € 2 definiramo

Primijetimo da je 0 € o'(z) Vo € 2.
Zadatak 1.5. Ako je 2 unitalna algebra, onda je o' (x) = o(x) U{0} za svaki z € A.

Lijevi ideal u algebri 2 je potprostor £ od 2 takav da je £ # 24 i da vrijedi:
rel i ael — ar € L.
Analogno, desni ideal je potprostor R # 2 sa svojstvom:
reER 1 ae — xa € R.

Ako je Jilijevi i desni ideal, J se zove obostrani ideal, a katkada i samo ideal. Dakle, obostrani
ideal je potprostor J # 2 takav da vrijedi:

r€T 1 ae = za€J 1 ar €.

Ako je 2 unitalna algebra, primijetimo da za lijevi, desni ili obostrani ideal J vrijedi e & 7.
Stovise, ako je J lijevi, desni ili obostrani ideal u 2 onda J ne sadrzi nijedan invertibilni element,
j. INA* = 0.

Neka je J obostrani ideal u algebri 2. U kvocijentni vektorski prostor 2(/J uvodimo operaciju
mnozenja na sljedec¢i nac¢in:

(x+J)(y+3J)=2y+7, z,yec

Iz ¢injenice da je J obostrani ideal slijedi da ta definicija ima smisla, tj. ne ovisi o izboru pred-
stavnika x i y klasa kvocijentnog prostora. Doista, ako je x +J =2+ Tiy+T =y + T (4.
r—2' €Jix—12 €7)ondaje

xy—azy=xz(y—y)+(r—x)y €7,

dakle, zy+3 = 2’y +73. S tako definiranim mnozenjem 2(/J postaje algebra i zove se kvocijentna
algebra algebre 2 po idealu J. Kvocijentno preslikavanje 7: 2 — 2(/J, koje element algebre
2 preslikava u njegovu klasu modulo J (7(z) = = + J), je surjektivni homomorfizam algebri.
Ako je e jedinica u algebri 2, njegova je klasa m(e) = e + J jedinica u kvocijentnoj algebri 2(/7.
Napomenimo da je moguce da je 2 algebra bez jedinice, ali da je /7 unitalna algebra.

Ako je 2 algebra i 2 algebra dobivena iz nje dodavanjem jedinice, i ako pomocu injektivnog
homomorfizma = + (0, z) identificiramo 2l s njenom slikom u 2, 2 postaje ne samo podalgebra
nego obostrani ideal u algebri 2.



Zadatak 1.6. Neka je ¢: A — B homomorfizam algebri. DokaZite da vrijeds:
(a) Slika o(A) = {¢(x); x € A} homomorfizma ¢ je podalgebra od B.
(b) Jezgra ker ¢ = {x € A; p(x) = 0} homomorfizma ¢ je obostrani ideal u algebri .
(¢) Preslikavanje ® definirano sa
O(z + ker @) = (), x €,

je izomorfizam algebre A/ (ker ¢) na algebru p(2A).
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Poglavlje 2

Normirane algebre

Normirana algebra je algebra 20 nad poljem C kompleksnih brojeva, na kojoj je zadana
norma z — ||z|| sa svojstvom

eyl < Nzl - flyll - Vo,y 2L

Ako je u odnosu na zadanu normu prostor 2 potpun (odnosno, ako je to Banachov prostor), 2 se
zove Banachova algebra.
Neka je 21 normirana algebra i J zatvoren obostrani ideal u 2. Tada znamo da je sa

[+ 3] = inf{llz +yl; y €T}, we

zadana norma na kvocijentnom prostoru 2/J. S tom normom kvocijentna algebra 20/J postaje
normirana algebra. Doista, ako su z1, 22 € U, onda iz ¢injenice da je J obostrani ideal slijedi da
je T1y2 + y1xe + y1y2 € J za bilo koje y1,y2 € J. Stoga imamo:

[(z1 +3) (@2 + I = [lz122 + T = inf{{|lz122 +y; y € T} <

< inf{||z122 + y172 + 192 + 132ll; Y1,y2 €T} =
= inf{[|(z1 +y1) (@2 +y2)|l; 1,92 € T} < A{llzr + w1l - |22 +02ll; y1,92 €T} =
= inf{[|z1 +y1l; v1 €T} - inf{||ze + vol|; y2 € T} = ||z +T| - [Jz2 + T

Za svaku algebru 2 definiramo tzv. suprotnu algebru A° koja se kao vektorski prostor podudara
sa 2, a mnozenje * je definirano suprotnim redoslijedom u odnosu na originalno: x *y = yx. Ako
je 2 normirana algebra, o¢ito je i A° normirana algebra.

Neka je 21 normirana algebra. U algebri 2 dobivenoj iz A dodavanjem jedinice definiramo
normu sa:

Az = A+ [lzll,  AeC, zet
Tada 2 postaje normirana algebra, jer je
1A, 2) (s I = (A Ay + pze + 2yl = (Al + [[Ay + pa + 2yl <

< Pl + 1l Nl + eyl < IAL- Tl A Ayl Tl - Al + (1 - Tyl =
= (AL Ml - (el + Nyl = N 2 - (s )]

U toj unitalnoj normiranoj algebri jedinica ima normu 1: ||(1,0)]| = 1.
Ako je X normiran prostor i B(X) algebra svih ogranicenih linearnih operatora A: X — X

tada je sa
[All =sup {||Az|; = € X, |lz =1}, A€ B(X),

11
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zadana norma na prostoru B(X), i taj je normiran prostor Banachov ako i samo ako je prostor X
Banachov. Ocito vrijedi ||[AB|| < ||A]| - || B|| za bilo koje operatore A, B € B(X), dakle B(X) je s
definiranom normom normirana algebra. To je unitalna algebra: jedinica je jedini¢ni operator I.
I u toj algebri jedinica ima normu 1: ||I]| = 1.
Neka je 2 normirana algebra. Za x € 2 definiramo linearne operatore L, : A — Ai R, : A — A
sa
Lyy =y, R,y =y, yed

Operatori L, i R, su ograniceni, jer je || Lyl < ||z| - ||yl 1 [|Rzyll < ||z - |ly||. Odatle se vidi da
vrijedi:
1Ll < lzll, RN < fl2ll,  z e (x)

Preslikavanja « — L, i x — R, sa 2 u B(2l) su ocito linearna i vrijedi L,, = L, L, i R,, = R,R,.
Dakle, x +— L, je homomorfizam algebre 2 u algebru B(2), a x — R, je homomorfizam suprotne
algebre 2A° u algebru B(2l). Zbog gornjih nejednakosti ti su homomorfizmi neprekidni. Ako je
e jedinica u algebri A onda za svaki x € 2 vrijedi L,e = x = R,e. Dakle, u tom su slucaju
homomorfizmi z +— L, i x — R, injektivni. Stoga su sa

el =NL=0 1zl = R, 2 €

definirane norme || - |; i || - |l na 2 u odnosu na koje su 2 i 2A° normirane algebre. Kako je
[zl < Lol - flell 1 [[z]] < [| Rl - lle]l, zbog (+) vidimo da vrijedi

[l < flell < llefl-Nlle, el < llell < lleft-llzfle, @ et

Dakle, svaka od normi || - ||; i || - || na prostoru 2 ekvivalentna je polaznoj normi || - ||. Prema
tome, dokazali smo:

Propozicija 2.1. Neka je A normirana unitalna algebra s jedinicom e. Na prostoru A postoji
ekvivalentna norma u odnosu na koju je & normirana algebra i e ima normu jednaku 1.

Zbog ove propozicije ubuduce ¢emo uvijek pretpostavljati da u unitalnoj normiranoj algebri
2 vrijedi |le|| = 1. Napomenimo da iz gornjih nejednakosti slijedi: ako je 2l unitalna normirana
algebra u kojoj vrijedi |le|| = 1, onda je ||z]|; = ||z||. = ||z, Vx € .

Razmotrimo sada nekoliko primjera.
Neka je K kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i neka je C(K') skup svih neprekidnih
funkcija f: K — C. S operacijama definiranim po to¢kama:

(f+9)@) = f() +9@), AN =1(1),  (f9)t) = f()g(t), teK,

C(K) je komutativna unitalna algebra; jedinica e je konstantna funkcija e(t) = 1 Vt € K. Algebra
C(K) je Banachova uz normu

/[ = max {[f(£); t € K}

Neka je €2 lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. To zna¢i da svaka tocka ima
kompaktnu okolinu, tj. da se svaka tocka nalazi u nutrini nekog kompaktnog podskupa od 2. Za
funkciju f: Q — C i za kompleksan broj L € C pisemo

L= tlim f(t)
i kazemo da f tezi prema L u beskonacnosti, ako za svaki ¢ > 0 postoji kompaktan podskup
K C () takav da vrijedi:
te Q\ K — |f(t) — L] <e.
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Primijetimo da ako je topoloski prostor €2 ne samo lokalno kompaktan nego kompaktan, onda za
svaku f € C(Q) vrijedi
lim f(t) = 0.

t—o00

Opcenito, za bilo koji lokalno kompaktan prostor €2 stavimo
Co(2) = {f € C(Q); lim f(t) = 0}.

To je Banachova algebra uz iste operacije kao u prethodnom primjeru. Ako prostor €2 nije kom-
paktan, Cp(€2) ne sadrzi konstantne funkcije pa Cp(€2) nije unitalna algebra. Lako se vidi da
dodavanjem jedinice dobivamo algebru izomorfnu algebri

C1(Q) = {f € C(Q2); postoji tlirglo f(t) € C}.

U vezi s ovim primjerom razmotrimo jos tzv. Aleksandrovljevu kompaktifikaciju prostora ).
Definiramo = QU{00} i u tom prosirenom prostoru za otvorene okoline nove tocke co proglasimo
sve skupove oblika (2 \ K) U {co}, gdje je K kompaktan podskup od Q. Tada je  kompaktan
Hausdorffov topoloski prostor i moguce su sljedece identifikacije:

Ci(Q) =C(Q),  Co() ={f € C(Q); f(co)=0}.

Opcenito, za bilo koji topoloski prostor €2 kompaktifikacija od €0 je naziv za bilo koji kompaktan
prostor u kome je € otvoren gust podskup. Aleksandrovljeva kompaktifikacija je u odredenom
smislu minimalna, jer je komplement od 2 u €2 samo jedna tocka.

Za neprekidnu funkeiju f: [0,1] — C kazemo da je neprekidno derivabilna, ako vrijedi:

(a) restrikcija f]{0, 1) je klase C', tj. ona je derivabilna u svakoj tocki otvorenog intervala (0, 1)
i njena derivacija f’ je neprekidna funkcija na (0, 1);

(b) u tocki 0 postoji desna derivacija

/ T 1
F(0) = lim ~(f(t) = £(0))
i vrijedi
£(0) = lim 0
(¢) u tocki 1 postoji lijeva derivacija
1
£10) = lim (1) - £(0)

i vrijedi

£/(1) = lim 1)

Tako definirana funkeija f': [0,1] — C (derivacija funkcije f) je neprekidna. Skup svih neprekidno

derivabilnih funkcija f: [0, 1] — C oznacavat ¢emo sa C*([0, 1]). Induktivno definiramo za bilo koji
prirodan broj n :

C"([0,1]) = {f € C*([0,1)); f € C" ([0, 1))}
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Nadalje, za f € C™([0,1]) stavljamo f( = f i za bilo koji k € {1,...,n} induktivno definiramo
f®) = (f¢=DY . Pokazuje se da je C™([0,1]) u odnosu na operacije po tockama i s normom

171 = 3" o max {79 ()] € fo,1])
k=1

unitalna komutativna Banachova algebra.

Sa [1(Z) ozna¢imo Banachov prostor svih nizova x = (§,; n € Z) takvih da je

Izl =) l&] < +oo.

nez

Zax = (&) iy = () iz 1(Z) stavljamo

rry=(G) edieje  G=D &y

PEZ

napomenimo, da se lako dokazuje se da je za bilo koje x,y € l1(Z) gornji red apsolutno konvergen-
tan. S mnozenjem * i s normom || - ||y {1(Z) je unitalna komutativna Banachova algebra; jedinica
jeniz (), €0 =1, €, = 0 VYn # 0.
Za x = (&,) € l1(Z) definiramo neprekidnu kompleksnu funkciju ¢(x) na jedini¢noj kruznici
S={z€C;|z| =1}:
[p(@)(z) =) &=",  z€S8,

nez

ili
[p(@)](e") = &e™,  teR
nez

Pokazuje se da na taj nacin dobivamo unitalni homomorfizam unitalnih algebri ¢: [1(Z) — C(.5).
Taj je homomorfizam injektivan. Naime, lako se izracuna da vrijedi

1

T or

&n /0 W[gp(m)](e”)e’mt dt, n € 7.

Promatrajmo sada zatvoren jedini¢ni krug D = {z € C; |z| < 1} i njegovu nutrinu ozna¢imo
sa D° = {z € C; |z| < 1}. Neka je A skup svih funkcija f € C(D) takvih da je restrikcija f|D°
analiticka. S operacijama po tockama i s maksimum normom

If]l = max{[f(2)]; z € D} = max{[f(2)]; z € S}

2 je unitalna komutativna Banachova algebra. 2 je podalgebra od C(D). Kako je analiticka
funkcija f potpuno odredena svojim rubnim vrijednostima f|S, algebru 21 mozemo shvacati i kao
podalgebru od C(5).

Sljedeca dva teorema navodimo bez dokaza:

Teorem 2.1. Neka je A normirana algebra v x € A. Niz <||x”||%, n e N) je konvergentan i vrijedi:

lim ||2"|* = inf {||z"||*; n € N}.
n—od
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Za normiranu algebru 2 i za x € 2 broj
v(x) = Tim [la"|+ = inf 2"
zove se spektralni radijus elementa x. Ocito vrijedi:
(a) 0 <w(z) <zl e
(b) v(z*) =v(2)k, x €A, keN;
(¢) v(Az) = Al v(z), z €A AeC
(d) Ekvivalentne norme daju isti spektralni radijus.

Teorem 2.2. Neka je 2 unitalna Banachova algebra i neka je x € A takav da je v(z) < 1. Tada
je element e — x invertibilan 1 vrijeds

6—1' E "

pri cemu taj red apsolutno konvergira.
Teorem 2.3. Neka 2 unitalna Banachova algebra.

(a) Ako je xq € A lijevo (odnosno, desno) invertibilan, ako je y neki njegov lijevi (odnosno,
desni) invers i ako je x € A takav da je ||xg — z|| < i ”, onda je x lijevo (odnosno, desno)
invertibilan.

(b) Neka je (x,)nen konvergentan niz lijevo (odnosno, desno) invertibilnih elemenata algebre A
i neka je za n € Ny, neki lijevi (odnosno, desni) invers od x,. Pretpostavimo da je skup
{yn; n € N} ogranicen. Tada je element x = lim,,_, ,, lijevo (odnosno, desno) invertibilan.

Dokaz: (a) Imamo yz, = e, pa je

v(e —yx) = v(y(zo — ) < |ly(zo — )| <yl - lwo — 2] < 1.

Prema teoremu 2.2. element e — (e — yx) = yz je invertibilan. Neka je z = (yz)~'. Tada je
zyxr = e, Sto pokazuje da je x lijevo invertibilan. Dokaz u slucaju desno invertibilnog elementa x
sasvim je analogan: dokaze se da je v(e — zy) < 1, dakle zy je invertibilan; ako je z = (zy)™*
slijedi xyz = e, dakle yz je desni invers od .

(b) Neka je M > 0 takav da je ||y,|| < M Vn € N. Kako je x = lim,, x,, postoji n € N takav
da je ||z, — z|| < 55. Tada je ||z, — z| < pa zbog tvrdnje (a) slijedi da je x lijevo (odnosno,

Y

||y I
desno) invertibilan.

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Teorem 2.4. Neka je A unitalna Banachova algebra. Grupa 2A* je otvoren podskup od A i inver-
tiranje x — x~ ' je neprekidno preslikavanje u svakoj tocki a € A*.

Dokaz: Neka je a € 2A*. Prema tvrdnji (a) teorema 2.3. svaki element otvorene kugle

K <a, ﬁ) je ilijevo i desno invertibilan, dakle invertibilan. Slijedi

1
K (a,T) g Q[*,
la="]
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sto zbog proizvoljnosti a € A* pokazuje da je skup 20* otvoren.
Neka je i dalje a € A*. Stavimo r = m i neka je z € A*NK(a,r). Tada je [[a—z| < m,
pa imamo redom:

_ _ _ _ _ _ _ _ L.
Iz =l < 2™ = a7 = a7 a = 2)a” || < fla7" | - lla = 2] - fla M| < 27",

Odatle je [[z71|| < 2- |la™!||, pa slijedi:

lo™ —a” < a7 - lla =] - la™ | < 2+ [la™ |- fla — =].

1

Odavde se vidi da je preslikavanje x — x~" neprekidno u tocki a, a kako je a bila proizvoljna tocka

iz A, teorem je u potpunosti dokazan.

Neka je 2 otvoren podskup od C i X Banachov prostor. Funkcija f: 2 — X zove se ana-
liticka na 2 ako za svaku tocku \g € Q2 postoji r > 0 i postoje vektori xg, z1, x2,... u X takvi da

je:

)= A=)z, VAE K(X,7).

n=0

Teorem 2.5. Neka je Q2 C C otvoren skup, X Banachov prostor i f:  — X. Slhjedeca su cetiri
svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Funkcija f je analiticka na 2.

(b) Za svaki Ny € Q2 postoji

f) = F()
/ —
Fo) =l =55
(¢) Ako su g € Q ir >0 takvi da je K(X\o,7) C Q, onda postoje vektori x, € X, n € N, takvi
da je
FO) =D (A= X))z, VA€ KXo, 7).
n=0

U gornjem redu konvergencija je apsolutna.
(d) Za svaki x € X' kompleksna funkcija X — x(f (X)) je analiticka na Q.

Dokaz ovog teorema izostavljamo. Napominjemo da se medusobna ekvivalentnost svojstava
(a), (b) i (c¢) dokazuje potpuno analogno kao i ekvivalentnost takvih svojstava za skalarnu funkciju
f: Q — C. Za dokaz ekvivalentnosti tvrdnje (d) s tvrdnjom (a) koristi se Hahn—Banachov teorem
1 njegova posljedica, koje takoder navodimo bez dokaza:

Teorem 2.6 (Hahn—Banach). Neka je X normiran prostor, Y potprostor i ¢ € Y'. Tada postoji
¢ € X' takav da je ®|Y = ¢ i da vrijedi ||®|| = ||¢||. Drugim rijecima, svaki neprekidni linearni
funkcional na potprostoru mormiranog prostora moze se prosiriti na citav prostor bez poveéanja
norme.

Korolar 2.1. Neka je X normiran prostor i x € X. Postoji ¢ € X' takav da je o(x) = ||x|| i
lell = 1.

Teorem 2.7. Neka je A unitalna Banachova algebra v x € 2.

(a) o(x) je neprazan kompaktan podskup od C.
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(b) v(x) =max{|A|; X\ € o(x)}.
(¢) Rezolventa A — R(z,\) je analiticka funkcija sa C\ o(z) uA. Ako su g € C ir >0 takvi
da je K(Xo,7) C C\ o(x), onda vrijedi:

R(z,A) =Y (=1)"(A=Xo)"R(z, 2)"™ A€ K(Xo,7).

n=0

Nadalje,

= 1
R(z,\) = E s z" ako je |A| > v(x).
n=0

Posebno, limy_., R(x,\) = 0. Ovo posljednje mozemo izreci i ovako: funkcija A\ — R(z, \)
analiticka je u beskonacnosti i tocka oo joj je nultocka.

Dokaz: Neka je Ay € C\o(x). Stavimo y = x—\ge. Tadajey € A*. Nekaje A € K <)\0, ”y—L”> .
Imamo
de—x=(A=X)e—y=—yle— (A= A)y ']
Nadalje, [[(A—Xo)y ™| = |A—=Xo| - ly Y]] < 1, pa iz teorema 2.2. slijedi da je e — (A — X))y~ € A,
dakle prema gornjoj jednakosti Ae — x € A*. To pokazuje da je A € C\ o(z), dakle otvoren krug
K (Ao, ﬁ) je sadrzan u C \ o(z). Zakljuéujemo da je skup C\ o(z) otvoren, odnosno, o(z) je
zatvoren. Nadalje, iz teorema 2.2. slijedi:

[e.o] o0

Rz, \)=e—a) " ==y e=A =)y ] ==y D A=)y " ==> A=)y """,
n=0 n=0
Medutim, 3y~ = (z — M\e) ™t = —R(z, \o), pa slijedi
R(z,A) =Y (=1)"(A = Xo)"R(x, Ao)" .
n=0

Time je dokazano da je funkcija A — R(x, \) analiticka na otvorenom skupu C \ o(z). Nadalje,
dokazano je da vrijedi prva jednakost u tvrdnji (¢) za r = m Prema teoremu 2.5., ako je

r > 0 takav da je K(Aog,7) C C\ o(x) onda postoje elementi a,, € A takvi da je

[e.o]

Rz, \) =Y (A=Xo)'an VYA€ K(Xo,7).

n=0

Usporedimo i taj red potencija s redom potencija kojeg smo dobili za A € K (A, ) nala-

1
llz—Aoel~*
zimo da je a,, = (=1)"R(z, \o)"** Vn. Drugim rijecima, dokazana je prva jednakost u tvrdnji (c)
za bilo koji r > 0 takav da je K()Ag,r) C C\ o(x).

Za |A| > v(x) imamo redom:

1 1 1 ;
V(Xx):my(x)<1 = e—xxei’l = AeC\o(z).

Dakle, {\ € C; |\| > v(z)} C Co(x), tj. o(x) je sadrzan u zatvorenom krugu K (0, v(x)) oko nule
radijusa v(x). Time je dokazana tvrdnja (a) osim Cinjenice da je spektar neprazan. Nadalje, po
teoremu 2.2. za takve \ vrijedi

L1 1\ &<,
R(z,\) = (Ae — ) 12} (e—xx> :Z)\n—i—lx :
n=0
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Time je dokazana i druga jednakost u tvrdnji (c).

Dokazimo sada da je o(z) # (. Pretpostavimo suprotno da je o(z) = ). Tada je funkcija
A — R(z,\) analiticka na C i zbog (c¢) vrijedi limy o, R(z,A) = 0. Tada je za svaki p € A’
skalarna funkcija A — ¢(R(x, A)) analiticka na C i ograni¢ena, a to prema Liouvilleovom teoremu
ima za posljedicu da je ona konstantna. Kako joj je limes u beskonaé¢nosti jednak nuli zaklju¢ujemo
da je ¢(R(z,\)) = 0 Vo € A, Slijedi R(z,A\) = 0, a to je nemoguce. Ova kontradikcija pokazuje
da je o(x) # (0 1 time je tvrdnja (a) u potpunosti dokazana.

Treba jos dokazati tvrdnju (b). Ako je v(z) = 0 onda iz

o(x) € K(0,v(x)) = {0}

iiz o(x) # 0 slijedi o(z) = {0}, dakle tvrdnja (b) je u tom slucaju istinita. Pretpostavimo
sada da je v(x) > 0. Znamo da je o(z) C K(0,v(x)), pa je za dokaz tvrdnje (b) dovoljno dokazati
o(x) € K(0,v(z)). Pretpostavimo suprotno, tj. o(z) C K(0,v(x)). Kako je o(z) zatvoren, postoji
r, 0 <r < v(x), takav da je o(x) C K(0,7). Tada za || > r vrijedi

U tom je redu konvergencija apsolutna, a to ima za posljedicu da red
o0

3 [z

)\n—i—l
n=0

konvergira za svaki A € C, |A| > r. Zamijenimo sada kompleksnu varijablu i stavimo p = i Slijedi
da je skalarna funkcija

AMED A T
n=0

analiticka na krugu K (0, %) Prema tome, za radijus konvergencije R gornjeg reda potencija vrijedi
R > % Medutim, radijus konvergencije je po Cauchy—Hadamardovoj formuli jednak

1 1

limsup,_ [|lz7)x v(z)

Odatle je ﬁ > %, odnosno r > v(x), a to je suprotno pretpostavci r < v(x). Ova kontradikcija

pokazuje da je tvrdnja (b) istinita i u slu¢aju v(x) > 0.

Teorem 2.8 (Geljfand—Mazur). Neka je 2 unitalna Banachova algebra. Ako je A* = A\ {0},
5. ako je A tijelo, onda je A = Ce.

Dokaz: Neka je z € 2. Prema tvrdnji (a) teorema 2.7. o(x) # (). Neka je A\ € o(x). Tada
de —x ¢ A* = A\ {0}, dakle Ae — x = 0, odnosno = = Ae.



Poglavlje 3
Radikal

Vet smo spomenuli da invertibilni element unitalne algebre nije sadrzan ni u jednom lijevom i
ni u jednom desnom idealu. Vrijedi i preciznija tvrdnja:

Lema 3.1. Neka je 2 unitalna algebra. Element x € A je lijevoinvertibilan (odnosno, desnoin-
vertibilan) ako i samo ako x nije sadrzan ni u jednom lijevom (odnosno, desnom) idealu.

Pri tome se element z € A zove lijevoinvertibilan (odnosno, desnoinvertibilan) ako pos-
toji a € A takav da je ax = e (odnosno, ra = e). Svaki takav element a zove se lijevi invers
(odnosno, desni invers) elementa x.

Zadatak 3.1. Dokazite lemu 3.1.

Propozicija 3.1. Neka je 2 unitalna algebra i neka je J lijevi (odnosno desni, odnosno obostrani)
ideal u 2. Postoji maksimalan lijevi (odnosno desni, odnosno obostrani) ideal u A koji sadrzi J.

Dokaz ¢emo provesti za lijeve ideale. Za desne i za obostrane dokaz je sasvim analogan. Neka
je S skup svih lijevih ideala koji sadrze J. Skup S je neprazan jer je J € S i to je parcijalno
ureden skup, ako uredaj definiramo pomocu inkluzije. Provjerimo da je ispunjen uvjet Zornove
leme. Neka je £ lanac u S. Stavimo § = (Jgoo R. Ocito J 2 J. Nadalje, J je potprostor; doista,
ako su x,y € Jia, € C onda po definiciji skupa J vrijedi z € 81y € £ za neke R, £ € £. Kako
je £ lanac, to jeili R C £1ili £ C K. Mozemo pretpostaviti da je R C £. Tada su z,y € £, pa slijedi
ax + Py € £ C J. Dakle, J je potprostor. Nadalje, ako je x € J onda je x € K VR € £, dakle za
svaki a € U vrijedi ax € K VR € £, jer je svaki R € £ lijevi ideal. Odatle je ax € J Va € 2. Da
bismo zakljucili da je J lijevi ideal, a tada i gornja ograda za £ u S, treba jos samo provjeriti da
je J # . Medutim, prema lemi 3.1. e ¢ K VR € £ pa slijedi e ¢ J, dakle J # 2. Zornova lema
sada povlaci da u S postoji maksimalan element, a to je oc¢ito maksimalan lijevi ideal koji sadrzi J.

Neka je 2 unitalna algebra s jedinicom e. Skup
R() = {z € A; e+ yx je lijevoinvertibilan Vy € A}
zove se radikal algebre .

Lema 3.2. Neka je 2 unitalna algebra. Njen radikal R(2A) jednak je presjeku svih maksimalnih
lijevih ideala u algebri A. Posebno, R(2A) je lijevi ideal.

Dokaz: Dokazat ¢emo dvije inkluzije.
Pretpostavimo prvo da je zp € 2 sadrzan u svakom maksimalnom lijevom idealu. Treba

19
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dokazati da je zp € R(2(). Pretpostavimo suprotno da xzy ¢ R(2). Po definiciji radikala tada
postoji y € U takav da element e + yxg nije lijevoinvertibilan. Prema lemi 3.1. e + yz( je sadrzan
u nekom lijevom idealu, a prema propoziciji 3.1. e + yzy € M za neki maksimalan lijevi ideal 9.
Po pretpostavci je g € M, dakle i yxg € M. No tada slijedi e = (e + yxg) — yro € M a to je
nemoguce. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka zo ¢ R(2) bila pogresna, odnosno da
mora biti xy € R(2A). Dakle, presjek svih maksimalnih lijevih ideala sadrzan je u R(2).

Dokazimo i obrnutu inkluziju i neka je zy € R(2(). Treba dokazati da je xy sadrzan u svakom
maksimalnom lijevom idealu. Pretpostavimo suprotno, tj. da = ¢ 9t za neki maksimalan lijevi
ideal 901, Stavimo:

J={a—yzxo; a €M, yec A}

Ocito je J potprostor od 2. Nadalje, neka su x € J i1 z € 2. Tada je * = a — yxy za neke
a € Miy € A Slijedi 2z = za — zyzy € T, jer je za € M i zy € A. To pokazuje da je J
lijevi ideal ili je T = 2A. Za svaki a € M je a = a — 0zy € T, dakle vrijedi M C T. Nadalje,
g = 0—(—e)zp € T, a kako je po pretpostavci zo ¢ I slijedi M C J. Bududi da je M maksimalni
lijevi ideal, zakljucujemo da J nije lijevi ideal nego je J = 2. Time smo dokazali da je

A={a—yzro; a €M yecA}
Posebno, postoje a € M iy € A takvi da je e = a — yxy. No tada je
e+ yxrg=a M,

dakle e + yxy nije lijevoinvertibilan. No to je nemoguce, jer smo element z izabrali iz R(2). Ova
kontradikcija pokazuje da je nemoguce da bude xy ¢ 9t za neki maksimalan lijevi ideal 91. Prema
tome, x( je sadrzan u svakom maksimalnom lijevom idealu. Dakle, radikal R(2) je sadrzan u
presjeku svih maksimalnih lijevih ideala.

Dvije inkluzije daju jednakost i time je lema dokazana.

Lema 3.3. Neka je 2 unitalna algebra. Tada je
R = {z € A; e+ yx je invertibilan Yy € 2A}.

Dokaz: Oznacimo sa J skup s desne strane jednakosti iz leme. Ako je e+ yx invertibilan, onda
je taj element i lijevoinvertibilan, dakle imamo inkluziju 3 C R(2(). Dokazimo i obrnutu inkluziju
i neka je x € R(2(). Neka je y € 2. Tada je e + yx lijevoinvertibilan, $to znac¢i da postoji z € A
takav da je

(e+z2)(e+yx)=ce odnosno z = —zyr — yx.

Prema lemi 3.2. R(2) je lijevi ideal, pa slijedi da je z € R(2(). Slijedi da je element e+ bz lijevoin-
vertibilan za svaki b € 2. Posebno, e + z je lijevoinvertibilan. Ali kako je e + z lijevi invers od
e + yx slijedi da je e + 2z i desnoinvertibilan. Prema tome, e + z je invertibilan. No tada iz gornje
jednakosti slijedi da je (e + z) ™! = e + yz, a odatle zaklju¢ujemo da je i e + yx invertibilan. Ovo
zakljucivanje provedivo je za svaki y € 2, pa slijedi x € J. Time je dokazana obrnuta inkluzija
R() C 7, dakle vrijedi jednakost R(2A) = 7.

Pocevsi od definicije radikala sve smo mogli provesti i s desnoinvertibilnosti i s desnim idealima.
Drugim rije¢ima, ako stavimo
R'(A) = {z € A; e+ zy je desnoinvertibilan Yy € A},

onda sasvim analogno kao u lemi 3.2. dokazujemo da je R'(2l) presjek svih maksimalnih desnih
ideala. Nadalje, kao u lemi 3.3. nalazimo da je

R'(A) = {zo € A; e+ xzpa je invertibilan Va € A}.
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Lema 3.4. Neka je A unitalna algebra s jedinicom e i neka suy,x € A. Tada je e+yx invertibilan
ako 1 samo ako je e + xy nvertibilan.

Dokaz: Pretpostavimo da je e+ yz invertibilan i ozna¢imo sa e+ z njegov invers. Tada imamo
(e+z2)et+yz)=(e+yx)e+2)=e = z+yr+zyr=z+yr+yrz=0,

pa slijedi
(e —ay —wzy)(e +ay) =e+ry— 2y — TYTY — T2Y — T2YTY =

=e—zlyr + 2 + zyzla =

i analogno
(e +zy)le —zy —z2y) =€ —ay — x2Y + TY — TYTY — TYT2Y =

=e—zlyr+ z +yzrzly = e.

Dakle, e 4+ xy je invertibilan. Obrnuta implikacija dokazuje se sasvim analogno.

Prema tome, dokazali smo da je R'(2) = R(2l), odnosno, vrijedi:

Teorem 3.1. Neka je A unitalna algebra. Presjek svih maksimalnih lijevih ideala podudara se s
presjekom svih maksimalnih desnih ideala i to je radikal R(2). Radikal je obostrani ideal.

Promatrat ¢emo sada neunitalnu algebru 2[. Neka je kao obi¢no 2 algebra dobivena iz 2
dodavanjem jedinice. Tada je A = A + Ce i A je maksimalan obostrani ideal u 2.

Lijevi ideal J u algebri 2 zove se regularan, ako postoji u € 2 takav da je zu — x € J za
svaki x € 2. Takav element u zove se desna jedinica za lijevi ideal J. Tada je u ¢ J; doista, kad
bi bilo u € J, tada bi za svaki x € A imali zu € J, dakle x = 2u — (zu — z) € J, §to je nemoguce
jer je J # 2. Nadalje, ako je J lijevi ideal koji sadrz1 J, tada je zu —x € J C J za svaki x € 2.
Dakle, svaki lijevi ideal koji sadrzi regularan ideal J s desnom jedinicom u je i sam regularan i u
je desna jedinica i za taj ideal.

Definicija regularnog lijevog ideala ima smisla i ukoliko je 2 unitalna algebra, ali u tom sluc¢aju
ona nema vaznosti, jer je tada svaki lijevi ideal regularan i jedinica e algebre 2l mu je desna jedinica.

Analogno deﬁniramO‘ desni ideal J je regularan ako postoji u € 2 takav da za svaki x € 2
vrijedi ur — x € J. Svaki takav element u zove se lijeva jedinica za desni ideal J. Analogno
kao kod lijevih 1dea1a nalazimo da tada u ¢ J. Nadalje, svaki desni ideal koji sadrzi J je takoder
regularan i u je i njegova lijeva jedinica.

Obostrani ideal J zove se regularan ako postoji v € U takav dajezu —r € Jiur—x €T
za svaki x € 2. Primijetimo da je obostrani ideal J regularan ako i samo ako kvocijentna algebra
2/7 ima jedinicu: doista, klasa od u 4+ J je jedinica u kvocijentnoj algebri, i obratno, ako /7
ima jedinicu, onda svaki njen predstavnik v € 21 ima trazeno svojstvo.

Neka je J lijevi, desni ili obostrani regularan ideal u 2l i neka je u jedinica za taj ideal (desna
ili lijeva ili obostrana). Neka je S skup svih istovrsnih ideala koji sadrze J. Prije smo primijetili
da je tada svaki ideal J € S regularan. Nadalje, za svaki takav J je u jedinica, dakle u ¢ J. To
pokazuje da sasvim analogno propoziciji 3.1. mozemo dokazati:

Propozicija 3.2. Neka je A algebra i 3 regularan lijevi (odnosno desni, odnosno obostrani) ideal
u A. Tada je T sadrzan u nekom maksimalnom lijevom (odnosno desnom, odnosno obostranom)
idealu.

Zadatak 3.2. Dokazite propoziciju 3.2.
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Cilj nam je poblize povezati ideale u 2 s regularnim idealima u 2. Dokazat ¢emo najprije
nekoliko lema. Sve te leme iskazat ¢emo i dokazati za lijeve ideale. Medutim, sasvim analogne
tvrdnje mogu se iskazati i dokazati i za desne ideale.

Lema 3.5. Neka je J lijevi ideal u A takav da 3 € . Tada je 3N A reqularan lijevi ideal u 2.

Dokaz: Ocito je J N A lijevi ideal u A. Iz T € A slijedi A + T = A, jer je 2 kodimen-
zije 1 u 2. Stoga postoje y € Jiu € A takvi da je e = u + y. Za svaki z € U tada imamo
zu— 1 = z(u —e) = —zy. Budud da je J lijevi ideal u 2, imamo —zy = (—x)y € J; nadalje,
2 je obostrani ideal u 2 pa imamo i —zy = z(—y) € A. Prema tome, xu —x € INA Vr € A,
Sto pokazuje da je u desna jedinica za JNZA. Time je dokazano da je TN regularan lijevi ideal u 2.

Neka je J regularan lijevi ideal u 2 i neka je u € 2 desna jedinica za ideal J, tj. xu —x € J
Vz € 2. Tada stavimo: .
J(F,u) ={y eA; yu e J}.
Ako je J regularan desni ideal u 2l i u € 2 lijeva jedinica za ideal J, tj. ux —x € J Vax € 2, onda

stavimo: )
J(u,J) ={y € A; uy € J}.

Lema 3.6. Neka je J reqularan lijevi ideal u 2 i neka je u € 2 desna jedinica za ideal §. Tada je
J3(J, u) lijevi ideal uw A, I(J,u) € A i vrijedi I(J,u) NA = 3.

Zadatak 3.3. Dokazite lemu 35.6.

Lema 3.7. Neka je O regularan maksimalan lijevi ideal uw A. Tada je
M= {wed; zweMVe €A}
Nadalje, ako suu i v desne jedinice za ideal MM, onda je u —v € M ¢ vrijedi I(M, u) = I(M, v).

Dokaz: Stavimo
N={wed; zweMVe A}

Ocito je M potprostor od A. Nadalje, primijetimo da u & M. Doista, pretpostavimo suprotno da
je u € N. Po definiciji potprostora N tada imamo xu € M Vr € A, a kako je u desna jedinica za
lijevi ideal 90, slijedi

r=zu—(zu—z)eM Vrel

To znaci da je MM = A, a to je suprotno pretpostavci da je 9 lijevi ideal. Ova kontradikcija
dokazuje da u & 1. Posebno, M # A. N je lijevi ideal. Doista, neka su w € N i a € A. Tada za
svaki o € 2 vrijedi z(aw) = (xa)w € M za svaki x € A, a to znaci da je aw € MN.

Kako je 91 lijevi ideal i kako je 99T maksimalan lijevi ideal, da bismo dokazali jednakost 9t = 90t
dovoljno je dokazati inkluziju 9t C 9. Ta inkluzija slijedi jednostavno iz ¢injenice da je 9 lijevi
ideal:

ye M == ry €M Ve e == y €I

Time je dokazana prva tvrdnja.
Neka su sada u i v desne jedinice za ideal 901. Tada vrijedi

Tu—x, 00— €M Ve € A,

dakle,
r(u—v)=(zu—z)—(zv—2z)eM  Vrel
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Prema dokazanoj prvoj tvrdnji slijedi u — v € 9.
Sada za bilo koji element y = e+ 2z €A, A € C, x € A, vrijedi

yu—yv =y(u —v) = AMu —v) +z(u —v) € M,

dakle,
yu € M — yv € M.

To pokazuje da je J(M, u) = J(M, v).

Lema 3.8. Neka je 9 reqularan maksimalan lijevi ideal u A i neka je u desna jedinica za ideal
M. Neka je T lijevi ideal u A takav da je INA C M. Tada je T C T(M, u).

Dokaz: Nekajey=Xe+2x €3, N€C, z €A Akoje A=0,ondajey=2¢€ ITNAC M,
pa slijedi yu = zu = zu — x + € M, a odatle je y € T(IM, u). Pretpostavimo sada da je A # 0.
Stavimo tada v = —A"'x iz = —A"ly = —e +v € J. Iz dokaza leme 3.5. izlazi da je v desna
jedinica za lijevi ideal J N 2. Kako je po pretpostavci J NA C M, zakljucujemo da je v desna
jedinica za ideal 901. Prema lemi 3.7. tada je v = u + wy za neki wy € M. Stoga je

zu = (—e+u+wy)u = (—u+u?)+ (wou — wp) + wy € M,

jer je —u+u? € M, wou —wo € M i wy € M. Kako je zu € M, po definiciji ideala J(IM, u) slijedi
z € J(M,u), dakle i y = —Az € J(M, u). Time je dokazano da je T C J(IM, u), dakle dokazana je
tvrdnja leme.

Lema 3.9. Neka je M regularan maksimalan lijevi ideal uw 2L i neka je u desna jedinica za M.
Tada je I(M, u) maksimalan lijevi ideal u A.

Dokaz: Neka je & maksimalan lijevi ideal u 2 koji sadrzi J(9, u). Tada je
KANAD TN, u)NA =M.

Zbog maksimalnosti 91 kao lijevog ideala u 2 slijedi da mora biti ili RNA =M ili AN A = 2.
Ovo drugo bi znacilo 21 C R, dakle & = 2, a to je suprotno ¢injenici J(9M, u) Z A. Prema tome,
vrijedi R N A = M, a odatle zbog leme 3.8. slijedi K C F(IM, u). Zbog maksimalnosti ideala K
slijedi & = J(9M, u). Time je dokazano da je lijevi ideal J(9, ) u A maksimalan.

Teorem 3.2. Neka je U neunitalna algebra i A = A + Ce algebra dobivena iz A unitalizacijom.
Preslikavanje 3 — TN A je:

(a) surjekcija sa skupa svih lijevih (odnosno, desnih) ideala u 2 koji nisu sadriani u A na skup
svih regularnih lijevih (odnosno, desnih) ideala u 2;

(b) bijekcija sa skupa svih obostranih ideala u 2 koji nisu sadrZani u A na skup svih reqularnih
obostranih ideala u A;

(¢) bijekcija sa skupa svih maksimalnih lijevih (odnosno, desnih) ideala u 2 razlicitih od A na
skup svih reqularnih maksimalnih lijevih (odnosno, desnih) ideala u 2.

Dokaz: (a) Prema lemi 3.5. za svaki lijevi ideal J ideal u 2 koji nije sadrzan u 2 presjek
I NA je regularan lijevi ideal u 2. Prema lemi 3.6. preslikavanje J — J N2 sa skupa svih lijevih
ideala J u 2 koji nisu sadrzani u 2 u skup svih regularnih lijevih ideala u 2 je surjekcija. Time
je dokazana tvrdnja (a) za lijeve ideale, a za desne ideale dokaz je potpuno analogan.
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(b) Neka je J regularan obostrani ideal u 2. Kako je obostrani ideal i lijevi i desni ideal prema
dokazanoj tvrdnji (a) postoji lijevi ideal £ u 2 i desni ideal 2R u 2 koji nisu sadrzani u 2 i takvi
sudajeJ=£NA=NRNLA Tvrdnja (b) bit ¢e dokazana ako dokazemo da je tada nuzno £ = R.

Iz £ Z AiR Z Aslijedi A = £+A = R+, Stoga postoje u, v € A takvi da vrijedi u—e € £
iv—e e R Slijedi

w—v=vu—e) eAUL=7] i vwu—u=@wW—-—eueANR=7.

Odatle je u — v = (vu —v) — (vu —u) € J.
Neka je Ae + y proizvoljan element iz £ (A € C, y € ). Tada imamo

M+uy=ude+y)eANL=J, wy—vy=(u—0v)yeJ, vy—y=@w—eycANR=7.

Odatle nalazimo
M+ y = (Au+uy) — (uy —vy) — (vy —y) €3,

Kakojee—veR v—ueJCRIi A u+yeJCA, slijedi
Xe+y=ANe—v)+Av—u)+ (Au+y) R

Buduéi da je Ae + y bio proizvoljan element iz £, time je dokazana inkluzija £ C R. Obrnuta
inkluzija dokazuje se sasvim analogno.

Time je dokazana tvrdnja (b). Zapravo, dokazano je i vise: ako je J bilo lijevi bilo desni ideal
u 2 koji nije sadrzan u 2 i ako je J N2 regularan obostrani ideal u 2, onda je ideal J obostrani.

Dokaz tvrdnje (c) provest ¢emo za lijeve ideale; dokaz za desne ideale sasvim je analogan. Ako
je I regularan maksimalan lijevi ideal u A i u desna jedinica za ideal 9, onda je prema lemi
3.9. J(9M, u) maksimalan lijevi ideal u 2, a prema lemi 3.6. je (M, u) € A i I(M,u) NA = M.
Napokon, ako je R bilo koji maksimalan lijevi ideal u 2 razlicit od U takav da je RN YA = 9N,
onda je prema lemi 3.8. & C J(9M, u), dakle zbog maksimalnosti je 8 = J(O, u). Prema tome,
K — RN je bijekcija sa skupa svih maksimalnih lijevih ideala u 2 razlicitih od 2 na skup svih
regularnih maksimalnih lijevih ideala u 2.

Dokazano nam omogucuje proucavanje regularnih ideala u 2 pomoc¢u ideala u unitalnoj algebri
21. Posebno, maksimalni regularni (lijevi, desni ili obostrani) ideali u 2 su u bijekciji s maksimal-
nim (lijevim, desnim ili obostranim) idealima u 2 razlicitim od 2; bijekcija je dana sa J — TJNY;
inverzno preslikavanje je J — J(J, u) (odnosno, J(u,J)) gdje je u desna (odnosno, lijeva) jedinica
za ideal J.

Neka je A algebra i z € . Element y € 2 zove se lijevi (odnosno desni) kvaziinvers od x
ako je e 4+ y lijevi (odnosno desni) invers od e + x u algebri 2 dobivenoj iz 2 dodavanjem jedinice
e. Napisemo li taj uvjet u algebri 2 vidimo da je y lijevi (odnosno desni) kvaziinvers od x ako i
samo ako vrijedi

r+y+yr=20 (odnosno z + y + xy = 0).

Kazemo da je z lijevo (odnosno desno) kvaziinvertibilan, ako = ima bar jedan lijevi (odnosno,
desni) kvaziinvers u 2. Element z zove se kvaziinvertibilan ako je i lijevo i desno kvaziinvertibi-
lan; tada x ima jedinstven lijevi i jedinstven desni kvaziinvers i oni su medusobno jednaki.

Lema 3.10. Element x algebre 2 nije lijevo (odnosno, desno) kvaziinvertibilan ako i samo ako je
J={z+zx; 2 € A} (odnosno, T = {z + xz; z € A}) lijevi (odnosno, desni) ideal u A. Tada je
ideal J regularan i x ¢ J.
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Dokaz provodimo za lijevu kvaziinvertibilnost; slucaj desne kvaziinvertibilnosti dokazuje se
sasvim analogno. O¢ito je J potprostor sa svojstvom

~

acAxed = ar € 7.

Prema tome, J je lijevi ideal ako i samo ako je J # 2.

Pretpostavimo najprije da J nije ideal, tj. J = 2. Tada postoji z € U takav da je z 4+ z2x = —x.
Slijedi z + z + zz = 0, dakle x je lijevo kvaziinvertibilan.

Pretpostavimo sada da je x lijevo kvaziinvertibilan i neka je y € 2 neki njegov lijevi kvaziinvers,
tj. v+ y+yxr =0. Tada je —v =y +yxr € J daklei x € J. U tom slucaju za svaki z € 2 vrijedi
zx € J, paslijedi z = (2 + zx) — zo € J. Dakle, tada je J = 2.

Na taj nacin dokazana je prva tvrdnja leme. Nadalje, vidi se da x ¢ J ako je J lijevi ideal. U
tom slucaju je u = —x desna jedinica za ideal J. Doista, za svaki z € 2 tada vrijedi

u—z=—z—z2x=(—2)+(—2)r €7J.
Dakle, lijevi ideal J je regularan.

Lema 3.11. Element z algebre A je lijevo (odnosno, desno) kvaziinvertibilan ako i samo ako za
svaki reqularan maksimalan lijevi (odnosno, desni) ideal M postojiy € A takav da je v+y+yx € M
(odnosno, © +y + xy € M).

Zadatak 3.4. Dokazite lemu 3.11.

_ Neka je 2 neunitalna algebra i neka je 2 algebra dobivena iz 2 unitalizacijom. Tada je
A = A + Ce, A je obostrani ideal u A koji je maksimalan 1 kao lijevi i kao desni ideal u 2.
Definiramo radikal algebre 2 kao presjek radikala od 2A sa 2 :

R(A) = RA) N2

Dakle, R(2) je skup svih = € 2 takvih da je element e 4 yx lijevoinvertibilan u 2 za svaki Yy € 2.
Pisemo y = Ae + z zaneke A\ € C i z € A. Tada je e+ yxr = e + Az + zx. Prema tome, x € 2 je u
radikalu R(2) ako i samo ako je element Az + zx lijevo kvaziinvertibilan u 2 za svaki A € C i za
svaki z € 2.

Prema tome iz teorema 3.2. i 3.1.; iz leme 3.10. i iz propozicije 3.2. neposredno slijedi:

Teorem 3.3. Neka je 2 algebra bez jedinice. Tada je R(U) presjek svih reqularnih maksimalnih
ligevih ideala v A i ujedno presjek svih reqularnih maksimalnih desnih ideala v 2. Posebno, ako je
R(A) # A onda je R(A) obostrani ideal u 2.

Algebra 2 zove se poluprosta ako je R(2() = {0}.
Teorem 3.4. Za svaku algebru A je kvocijentna algebra 2A/R(2) poluprosta.

Dokaz ¢emo provesti za neunitalnu algebru 2, a jednostavniji slucaj unitalne algebre ostavljen
kao zadatak. Neka je & € R(A/R(2)). Tada je za svaki A € C i za svaki n € 2A/R(2) element
¢ = X + € lijevo kvaziinvertibilan; neka mu je ¢’ lijevi kvaziinvers:

(+¢+d¢=0.
Izaberimo sada predstavnike svih tih klasa u kvocijentnoj algebri 24/ R(2) :
§:$+R(Q[), n:y+R(Q[)a ¢= Z+R(Q[)a gl = 2/+R(91)7 x,y,z,z' €
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Pri tome zbog jednakosti ( = A + n€ mozemo izbor predstavnika napraviti tako da bude
z = Ax + yx. Sada iz jednakosti (' + ¢ + ¢’/ = 0 u kvocijentnoj algebri 2/R(2) slijedi da je
p=2+4z+ 272z ¢€ R(Q). Tada je p lijevo kvaziinvertibilan i ozna¢imo sa p’ neki lijevi kvaziinvers
od p. Tada nalazimo redom:
Z—f—(p/—f—zl—l—plzl)—|—(pl—l—Z,—f-p/Z/)Z:Z—f-p/—l—Z,—‘f-p/Z/—|—p,2—f-Z/Z—f-p/Z,Z:
=z+2 42240 +p+2+22)=p+p +pp=0.

Prema tome, p' + 2/ + p'z je lijevi kvaziinvers od z. To pokazuje da je element z = Az + yx lijevo
kvaziinvertibilan za svaki A € C i za svaki y € . Slijedi z € R(2), dakle je { =2+ R(A) =0
u kvocijentnoj algebri 2/ R(2l), sto pokazuje da je R(A/R(2A)) = {0}, dakle kvocijentna algebra
2A/R(2() je poluprosta.

Zadatak 3.5. Dokazite teorem 3.4. za unitalnu algebru 2.

Propozicija 3.3. Neka je 2 unitalna algebra i neka je m: A — A/ R(A) kvocijentni epimorfizam.
Za x € A vrijedi:

(a) ou(r) = oayra)(m(v)).
(b) e WA <= m(x) e (A/RA))*.

(¢) Ako je x € R(21) onda je oy(x) = {0}.

Dokaz: (b) Ako je y invers od z u algebri 2 ocito je w(yx) = y+R(2l) invers od 7(x) = z+R(2)
u kvocijentnoj algebri 2A/R(2A). Dakle, vrijedi implikacija z € A* = 7(x) € (A/R(A))*.

Pretpostavimo sada da je z € 2 takav da je w(z) € (A/R(2))* i neka je y € 2A takav da je
m(x)m(y) = w(y)n(z) = 7(e). Tada je xy € e+ R(A) i yz € e+ R(A), dakle zy — e, yr —e € R(A).
Odatle slijedi da je yr = e + yx — e lijevoinvertibilan i da je xy = e + xy — e desnoinvertibilan.
Odatle slijedi da je x i lijevoinvertibilan i desnoinvertibilan, dakle x € 2A*.

(a) Prema (b) za A € C imamo Ae — z ¢ 2A* ako i samo ako vrijedi

Ar(e) —m(z) =m(Ae —x) & (A/R(A))™.

No to znaci da je A € oy(x) ako i samo ako je A € oy pea (7(2)).
Tvrdnja (c) slijedi iz (a) jer ako je x € R(2() onda je m(z) = 0.

Propozicija 3.4. Neka je 2 Banachova algebra. Za svaki x € R(2) je v(x) = 0.

Dokaz: Ukoliko algebra 2l nema jedinicu u algebri 2 dobivenoj iz A dodavanjem jedinice
mozemo definirati normu sa |[Ae + z|| = |A| + ||z|. Tada 2 postaje unitalna Banachova algebra.
Stoga je dovoljno dokazati propoziciju u slucaju kad je 2 unitalna Banachova algebra. No tada je
po tvrdnji (¢) propozicije 3.3 o(x) = {0}, pa iz tvrdnje (b) teorema 2.7. slijedi v(x) = 0.

Teorem 3.5. Neka je A normirana algebra. Tada je njen radikal R(2L) zatvoren u 2.
Dokaz: Pretpostavimo prvo da je 2 unitalna algebra. Stavimo
K(e,1)={z e, |lz —¢| < 1}.

Tada je prema teoremu 2.2. svaki z € K(e, 1) invertibilan. Dakle, za svaki ideal J (bilo lijevi, bilo
desni, bilo obostrani) vrijedi 3N K (e, 1) = (). Oznacimo li sa J zatvarac ideala J zakljucujemo da
jeiJIN K(e,1) = (). Dakle, za svaki ideal J je njegov zatvarac J ideal iste vrste (lijevi, desni ili
obostrani). Odatle slijedi da je svaki maksimalni ideal (lijevi, desni ili obostrani) zatvoren. Prema
tome, R(2) je kao presjek svih maksimalnih lijevih ideala zatvoren u 2.

Ukoliko je algebra 2 neunitalna, zatvorenost radikala R(2) slijedi iz R(2) = R(A) N2 Usput,
primijetimo da je zatvarac¢ svakog regularnog ideala i sam regularan; doista, npr. za regularan
lijevi ideal J i za njegovu desnu jedinicu u je u desna jedinica i za J, i vrijedi u ¢ J. Prema tome,
regularni maksimalni ideali u 2( su zatvoreni, pa i odatle slijedi zatvorenost radikala R(2l).



Poglavlje 4

Karakteri komutativne Banachove
algebre

Neka je 2 algebra. Karakter algebre 2 je svaki homomorfizam algebri x: 2 — C. U daljnjem
¢emo sa X (2A) oznacavati skup svih karaktera algebre 2 razlicitih od nule.

Propozicija 4.1. Neka je 2 unitalna algebra i x € X(21). Tada je x(e) = 1.

Dokaz: Imamo x(e) = x(e?) = x(e)?. Odatle slijedi da je ili x(e) = 0 ili x(e) = 1. Medutim,
ako je x(e) = 0 onda za svaki x € 2 vrijedi

x(x) = x(we) = x(x)x(e) =0,

dakle tada je x = 0.

Do konca ovog poglavlja 2l oznacava unitalnu ili neunitalnu komutativnu Banachovu algebru.
Nadalje, sa M(2() ¢emo oznacavati skup svih regularnih maksimalnih ideala u 2. Podsjetimo da
je u slucaju unitalne algebre svaki ideal regularan, dakle tada je M(2A) skup svih maksimalnih
ideala u algebri .

Teorem 4.1. Preslikavanje x — ker x je bijekcija sa X () na M(2L).

Dokaz: Najprije pretpostavljamo da je 2 unitalna algebra. Dokazimo da je tada
X — ker x injekcija sa X (2() u M(2). Doista, svaki x € X(2() je linearan funkcional na 2 koji je
razli¢it od nule, pa je ker x potprostor od 2 kodimenzije 1. Nadalje, zbog multiplikativnosti od y,
tj. zbog jednakosti x(zy) = x(z)x(y) Vz,y € 2, ker x je ideal. Prema tome, ker y je maksimalan
ideal u 2. Neka su x1,x2 € X(2) i x1 # x2. Tada postoji z € A takav da je x1(x) # x2(x). Za
element a = x — x1(x)e imamo zbog propozicije 4.1.

xi(a)=0 1 xa(a) = xa(z) — x1(z) #0.

Dakle, a € ker x1 i a ¢ ker xa, §to pokazuje da je ker y; # ker yo. Prema tome, x +— ker y je
injekcija sa X (2A) u M(2L).

Dokazimo sada da je u sluc¢aju unitalne algebre 2 preslikavanje x — ker x surjekcija sa X (2()
na M(2). Neka je M € M(). Tada je A/ unitalna Banachova algebra, a zbog maksimal-
nosti ideala M u algebri A kvocijentna algebra 2/ nema ideala # {0}. Prema lemi 3.1. u
kvocijentnoj algebri 2/ je svaki element osim nule invertibilan. Sada iz Gelfand—Mazurovog
teorema 2.8. slijedi da je A/9 = C - (e + M). Dakle, za svaki = € 2 postoji (ocito jedinstven)
skalar y(x) € C takav da je x — x(z)e € 9. Tako smo dosli do preslikavanja x: A — C i vrijedi

27
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M ={xe; x(x)=0}
Dokazimo da je preslikavanje x linearno. Neka su xz,y € i «a, § € C. Tada je

x — x(z)e € M, y — x(y)e € M, ax + By — x(ax + By)e € M.
Slijed
[X(az + By) — ax(z) — Bx(y)le = alr — x(x)e] + Bly — x(y)e] — [ax + By — x(ax + fy)] € M.

Kako je za svaki A € C, A # 0, element Ae invertibilan, dakle Ae ¢ 9, zaklju¢ujemo da mora biti
x(ax + By) — ax(x) — Bx(y) = 0. Dakle, x je linearan funkcional na 24 i vrijedi ker y = 9.
Treba jos dokazati da je x karakter. Neka su x,y € 2. Tada je

r—x(x)e € M, y—x(y)e e M i xy — x(zy)e € M.
Odavde slijedi

X(zy) — x(@)x(y)]e = [v — x(@)e]y + x(2)[y — x(y)e] — [zy — x(xy)e] € M.

Kao i malo prije zakljucujemo da je x(zy) — x(z)x(y) = 0, odnosno x(zy) = x(z)x(y).

Time je teorem dokazan ako je 2 unitalna algebra.

Pretpostavimo sada da je 2 neunitalna i neka je M +— M bijekcija sa M(A) na
{3 € M(2); 3 # A} koja je inverzna bijekeiji iz tvrdnje (¢) teorema 3.2.; dakle, M NA = M za
svaki 9t € M(21). Iz prvog dijela dokaza znamo da je y — ker x bijekcija sa X(‘jl) na M(21).

Za svaki x € X () takav da je x| # 0 ocito je x|2 € X (). Tvrdimo da je y — x| bijekcija
sa {xyeX(A); x| # 0} na X(2). Doista, ako je x1|A = 2|2 onda zbog propozicije 4.1. za svaki
x € A 1izasvaki A € C imamo

x1(x 4+ Xe) = x1(z) + A = xa(z) + A = xa(z + Ae).

Odatle je x1 = X2 i dokazali smo da je x ~— x|2 injekcija. Dokazimo jos da je to i surjekcija. Neka
je ¢ € X (). Definiramo x: 2 — C relacijom

X(x+ Xe) = p(z) + A, zeA AeC.
O¢ito je y linearan funkcional na 2. Nadalje, za z,y € 2 i A, 4 € C imamo redom
X(( + Ae)(y + pe)) = x(zy + px + Ay + Ap) = @y + pr + Ay) + Ap =

= p(x)p(y) + pe(z) + Ap(y) + Ap = (p(x) + A)(p(y) + 1) = x(x + Ae)x(y + pe).

Dakle, y € X(2) i x|% = ¢ # 0. Time je dokazana i surjektivnost.
Napomenimo da postoji tocno jedan karakter y, € X(Ql) takav da je xo|2 = 0; on je zadan sa:

Xo(z + Xe) = A, reA, NeC.

Dakle, {x € X(2); x|2A # 0} = X(2)\ {xo}, odnosno, dokazano je da je x — x|2 bijekcija sa
X(2)\ {xo} na X (2).

Napokon, preslikavanje ¢ — ker ¢ (¢ € X(2()) je kompozicija tri bijekcije:
(1) bijekcije sa X () na X (2) \ {xo} inverzne bijekeiji y — x|2;

(2) bijekcije x — ker x sa X (2 ) \ {xo0} na M( )\ {2}
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(3) bijekcije T+ TN A iz tvrdnje (c) teorema 3.2. sa M(A) \ {~A} na M(); naime, ocito je
ker (x|2() = ker x N2A za svaki y € X ().

Time je teorem dokazan i za neunitalne algebre.

Teorem 4.2. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra + x € A. Tada je

o(z) = {x(x); x € X()}.

Dokaz: Neka je y € X (). Zbog propozicije 4.1. je z—x(x)e € ker x, paslijedi z—x(x)e ¢ A*.
Dakle je x(z) € o(z) i time je dokazana inkluzija {x(x); x € X(2)} C o(x). Dokazimo i obrnutu
inkluziju. Neka je A € o(z). Tada je x — Ae ¢ A* pa iz leme 3.1. i iz propozicije 3.1. slijedi da
postoji M € M(RA) takav da je z — Ae € M. Prema teoremu 4.1. postoji x € X () takav da je
M = ker y. Tada je

0=x(x—Xe)=x(z)— A = A = x(x).
Time je dokazana i obrnuta inkluzija {x(z); x € X(2)} 2 o(x).

Teorem 4.3. Neka je A komutativna Banachova algebra. Tada je X () C A tj. svaki karakter je
neprekidan linearan funkcional na A. Nadalje, za svaki x € X () je ||x|| < 1, a ako je A unitalna
algebra onda je || x| = 1.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je 2 unitalna algebra. Zbog teorema 4.2. i zbog tvrdnje (b)
teorema 2.7. za svaki z € A vrijedi |x(x)| < v(z) < ||z||. Odavde se vidi da je y € 2" i da je
|Ix|l < 1. Nadalje, iz x(e) = 1 i iz |le]| = 1 slijedi da je ||x|| = 1.

Neka je sada 2 neunitalna komutativna Banachova algebra i neka je ¢ € X (). Iz dokaza
teorema 4.1. slijedi da postoji xy € X (2) takav da je ¢ = y|. Prema dokazanom je x € 2 i
Il = 1. Stijedi ¢ € 2 i [l < 1.

Zadatak 4.1. Neka je T kompaktan Hausdorffov topoloski prostor i C(T') unitalna komutativna
Banachova algebra svih neprekidnih funkcija f T — C s operacijama definiranim po tockama

(f+9)(t) = f(t) +9(), (AS)(E) = Af(2), (fg)t) = f(t)g(t),
f.geC(T), X eC, teT,

1 NOTMOM
IfIl =max{|f(#); t€T},  feC().
Za t €T stavimo:
M ={feCT); f) =0},  @lf)=[(), [feC(D).
Dokazite da je t — My bijekcija sa T na M(C(T)) i da je t — ¢, bijekcija sa T na X(C(T)).

Zadatak 4.2. Neka je T' lokalno kompaktan nekompaktan Hausdorffov topoloski prostor i Co(T)
neunitalna komutativna Banachova algebra svih neprekidnih funkcija f : T — C sa svojstvom
lim; ., f(t) =0 s operacijama i normom kao u zadatku 4.1. Zat € T stavimo:

M ={feCo(T); [(t) =0},  @lf)=[(t), feCll)

Dokazite da je t — 9 bijekcija sa T na M(Cy(T)) i da je t — p; bijekcija sa T na X (Co(T)).
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Zadatak 4.3. Uz oznake iz zadatka 4.1. i za zatvoren podskup S C T stavimo
Js={fe€C(T); f(s)=0Vse S}

Dokazite da je S +— Tg bijekcija sa skupa svih nepraznih zatvorenih podskupova S C T na skup
svih zatvorenih ideala u algebri C(T) i da je inverzna bijekcija I — T3, gdje je

Ty={teT; f(t)=0Vf eI}

Zadatak 4.4. Formulirajte i dokaZite turdnju analognu tvrdnji iz zadatka 4.53. za lokalno kompak-
tan nekompaktan Hausdorffov topoloski prostor.



Poglavlje 5

Slaba topologija na dualu normiranog
prostora

Neka je X normiran prostor. Dualni prostor X’ svih neprekidnih linearnih funkcionala na X
je Banachov prostor s normom

/]I = sup{[f(2)]; = € X, [lzf| <1}.

Podsjetimo da je posljedica Hahn—Banachovog teorema da za svaki z € X postoji f € X' takav
daje [If] =11 f(z) = ],

Promatrat ¢emo sada na prostoru X’ jednu drugu topologiju, tzv. slabu topologiju. Za tu
topologiju bazu okolina tocke fy € X’ tvore svi skupovi oblika

Ulfo;z1,...,xme)={f € X'; |f(zx) — folzx)| <ezak=1,...,n},

pricemusun € N, zy,...,z, € X ie > 0. Toznaci dada jeskup V C X’ slabo otvoren (odnosno,
otvoren u odnosu na slabu topologiju) ako za svaki fy € V postojen € N, z1,...,2, € X ie>0
takvi da je U(fo;x1,...,20;6) C V.

U odnosu na slabu topologiju X’ je Hausdorffov prostor. Doista, ako su f,g € X’ i ako
je [ # g onda postoji © € X takav da je f(z) # g(z). Stavimo ¢ = 3|f(z) — g(z)|. Tada je
U(f;z;e) NU(g;x;¢) = 0. Doista, u protivnom bismo za h € U(f;z;¢) NU(g; ;) imali

<|f(x) = h(z)| + |g(z) — h(z)| <e+e=2¢

a to je nemoguce.

Prema teoremu 4.3. za Banachovu algebru 2 je X (2) podskup zatvorene jedini¢ne kugle
K(0,1)={f €2; ||f]| €1} u dualu & algebre . Glavni cilj ovog poglavlja jest da dokazemo
da je uz slabu topologiju X () Hausdorffov topoloski prostor koji je kompaktan ako je algebra
2l unitalna, a lokalno kompaktan nekompaktan ako je algebra 2l neunitalna. U tu svrhu najprije
¢emo dokazati nekoliko teorema iz opée topologije koji ¢e nam omoguéiti da dokazemo teorem
Banacha i Alaoglua po kome je zatvorena jedini¢na kugla u dualu normiranog prostora u odnosu
na slabu topologiju kompaktan topoloski prostor.

Propozicija 5.1. Neka je X normairan prostor, T topoloski prostor i neka je F' funkcija sa T u
dualni prostor X'. Funkcija F je slabo neprekidna (tj. neprekidna s obzirom na slabu topologiju u
prostoru X') ako i samo ako je za svaki x € X funkcija t — [F(t)](x) neprekidna sa T u C.
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Zadatak 5.1. Dokazite propoziciju 5.1.

Neka su T1,...,T, topoloski prostori. U Kartezijev produkt 7' =T} x --- x T;, uvodi se tzv.
topologija produkta tako da se kao baza otvorenih skupova u T uzme skup svih skupova oblika
Vi x -+ x V,, pri cemu je V; otvoren skup u 7 za j =1,...,n.

Ova se definicija generalizira i na produkt beskona¢no mnogo topoloskih prostora. Neka je
(T;, i € I) bilo kakva familija topologkih prostora. U njihov produkt

T:HTiz{f:[—>UTi; fi)eT We[}

i€l el

uvodi se tzv. produktna topologija tako da se kao baza otvorenih skupova u 7" uzme skup svih
skupova oblika

U(il,...,in;Vl,...,Vn) = {fET; f(Zk) € Vizak= 1,...,7”&}
pri cemu je n € N, 4y,...,4, € I, i zasvaki k € {1,...,n} je V; otvoren skup u 7;,. Ako sa
m;: T — T; ozna¢imo i—tu projekciju (tj. m(f) = f(i)) onda je
Ulin,...,in; Vi, Vo) =m (Vi) N0 H(V,).

Odatle se vidi da je svaka projekcija m; neprekidno preslikavanje sa T u T;. Stoviée, produktna
topologija na T je najslabija medu svim onim topologijama na 7' za koje su sve projekcije ;
neprekidne.

Ako su svi prostori T; Hausdorffovi onda je i prostor T Hausdorffov. Doista, neka su f,g € T
i f # g. Tada je f(i) # g(i) za neki ¢ € I, pa zbog toga sto je T; Hausdorffov postoje otvoreni
skupovi U,V C T; takvi da je f(i) € U, g(i) € Vi UNV = (). Tada su skupovi U(i;U) = 7;  (U)
i U(3; V) =7, (V) otvoreni u T i vrijedi

feUu(i;U), ge U@ V) i UGaU)NU@@ V)= (UNV)=0.

Skup S otvorenih podskupova topoloskog prostora T' zove se podbaza topologije prostora
T ako je skup svih konaé¢nih presjeka

{SlﬂﬂSn, HEN, Sl,...,Sn ES}
baza topologije prostora T.

Teorem 5.1 (J.W. Alexander, 1939.). Neka je T topoloski prostor i S podbaza topologije
tog prostora. Ako svaki S—pokrivac prostora T sadrzi konacan potpokrivac, onda je prostor T
kompaktan.

Dokaz: Pretpostavimo da prostor 7" nije kompaktan. Dokazat ¢emo da tada postoji S—pokri-
va¢ od T koji ne sadrzi nijedan konacan potpokrivac.

Neka je P skup svih otvorenih pokrivaca od T' koji ne sadrze konacan potpokriva¢. Po pret-
postavci skup P je neprazan. Uz relaciju inkluzije skup P je parcijalno ureden. On zadovoljava
uvjet Zornove leme. Doista, ako je Q lanac u P onda je njegova unija B = Uge o2l otvoren pokrivac
od T koji ne sadrzi konacan potpokrivac¢ (jer bi to bio konac¢an potpokrivac¢ nekog A € Q), dakle
je B € P i to je ocito gornja meda za Q.

Neka je sada I' neki maksimalni element od P. Tada je I' otvoren pokriva¢ od T, I' nema
konacnih potpokrivaca i ako je V' bilo koji otvoren podskup od T koji nije element od I', onda



33

I'U{V} ima konacan potpokrivac. To slijedi iz ¢injenice da je tada T' C T'U {V'} §to zbog maksi-
malnosti I' u P ima za posljedicu da 'U {V'} ¢ P.

Stavimo I' = I'N'S. Tvrdimo da j je tada I' pokrivac (dakle, S—pokrivac) od 7. Kad to ne bi
bilo istina, postojala bi tocka ¢ € T' koja nije ni u jednom ¢lanu od I'. Medutim, ¢ € W za neki
W € T jer je I' pokrivac od T. Kako je S bodbaza topologije prostora T postoje Vi,...,V, € S
takvi da je

teVin.---NnVv, CW.

Buduéi da tocka ¢ nije ni u jednom ¢lanu od T = T' NS i jer su Vi,...,V, € S, zakljuéujemo
daV; ¢ I'za j =1,...,n. Dakle, ' U{V;} sadrzi konacan potpokrivac¢ za svaki j € {1,...,n}.
Drugim rije¢ima postoje Ul(j), ceey U},{} € I' takvi da je

T:Ul(j)U---UUg]?UVj za j=1...,n.
Odavde slijedi

00 ()90

j=1
Medutim, kako je W € I' to bi znacilo da je

WYu{UY; 1<i<m;, 1<j<n}

konacan potpokrivac¢ od I', a takav ne postoji.
~ Ova kontradikcija dokazuje da je I’ S—pokrivaé od T. Medutim, T je potpokrivaé¢ od I, dakle
I' ne moze sadrzavati konacan potpokriva¢ od T. Time je teorem dokazan.

Teorem 5.2 (A.N.Tihonov, 1930.). Ako su svi topoloski prostori T; (i € I) kompaktni onda je
i njihov produkt T = [1,.,; T; kompaktan.

Dokaz: Neka je za svako i € I §; skup svih podskupova od T oblika
(V) ={feT; fi) eV},

gdje je V otvoren podskup od T;. Prema definiciji produktne topologije jasno je da je unija
S = U,e1S; podbaza topologije prostora T

Neka je I' S—pokriva¢ od T. Stavimo I'; = I' N S;. Tvrdimo da barem jedan od skupova I';
pokriva T'. Pretpostavimo da nije tako. Tada za svaki ¢ € I postoji tocka ¢; € T koja nije u uniji
clanova od I';. Svaki ¢lan od I'; je u S;. To znaci da je svaki clan od I'; oblika 7TZ-_1(S) za neki
S C T;. Prema tome, ako stavimo s; = ;(¢;), onda je skup 7; ' ({s;}) disjunktan sa svakim ¢lanom
od T';.

Neka je f € T definirano sa f(i) = s;, i € I. Tada je f € Nierm; ' ({s;}), dakle f nije sadrzana
ni u jednom c¢lanu od I' = U Ali to je nemoguce, jer je I' pokrivac od T.

Ova kontradikcija dokazuje da je T'; pokrivaé od T za neko i € I. Imamo I'; = {x; (V] B jeJ}
za neke otvorene podskupove V; C T;. No tada je {V}; j € J} otvoren pokriva¢ od T;. Kako je T;
po pretpostavci kompaktan, postoje ji,...,J, € J takvi da je

Ty=Vj, V- U,
Slijedi
T=m{(T) =m (Vi) U Um (V).
Time je dokazano da svaki S—pokriva¢ od T" ima konacan potpokrivac. Prema teoremu 5.1.
prostor T je kompaktan.

Sljedec¢i je teorem za separabilne prostore dokazao S. Banach 1932. godine, a opcenito L.
Alaoglu 1940. godine.
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Teorem 5.3 (Banach—Alaoglu). Neka X normiran prostor i
K =Kx(0,1) = {feX"; | fl| < 1}.
Skup K je u odnosu na slabu topologiju dualnog prostora X' kompaktan skup.

Dokaz: Za svaki vektor x € X stavimo
D, = {XeC; |A] < ||z }.

Svaki od skupova D, je kompaktan, pa je prema Tihonovljevom teoremu 5.2. kompaktan i njihov
produkt
D=]]D:={f: X =C; |f(x)| < |l2]| Vo € X}.
reX
ZafeKize Xjel|f(z) <|fll]z|| <|z|]. Dakle, K C X’ND. Na taj na¢in na skupu K imamo
dvije topologije; onu induciranu slabom topologijom na X’ i onom induciranom produktnom
topologijom na D. Dokazat ¢emo sada sljedece dvije tvrdnje:

(a) Te dvije topologije na K se podudaraju.

(b) K je zatvoren podskup prostora D.

Bududi da je prostor D kompaktan, odatle ¢e slijediti tvrdnja teorema.
Dokaz turdnje (a) : Neka je fo € K. Izaberimon € N, zy,..., 2, € X 1§ > 0 1 stavimo

Wiy ={feX’; |f(z;) — fo(z;))|<dzai=1,...,n},
Wo= {f€D; [f(x) — folw)| <0 zmi=1, . n},

Svi skupovi oblika W; predstavljaju bazu okolina tocke fy u prostoru X’ sa slabom topologijom, a
svi skupovi oblika W5 predstavljaju bazu okolina tocke fy u prostoru D s produktnom topologijom.
Kako je K C X' N D, vidimo da za bilo kako izabrane n,x1,...,z,,d vrijedi W1 N K = Wy N K.
Time je tvrdnja (a) dokazana.

Dokaz tvrdnge (b) : Neka je fy tocka iz zatvaraca skupa K u prostoru D. Neka su z,y € X i
a, 3 € C. Za proizvoljno € > 0 je

— {feD; |f(z) — folz)] <

g g

9
|flax + By) — folax + By)| < m}

otvorena okolina tocke fy u prostoru D. Kako je fy tocka iz zatvaraca skupa K u prostoru D,
slijedi UN K # (). Neka je f € UN K. Tada je f € X', dakle vrijedi f(ax+ By) = af(z) + 6f(y).

Stoga imamo redom:

| folax + By) — afo(z) — Bfo(y)] =
= |folax + By) — flaz + By) + a(f(z) — fo(z)) + B(f(y) — fo(y))] <
< |folaz + By) — flax + By)| + |af - [f(z) — fo(x)| + (6] - [f(y) — foly)] <

€
Prema tome je |fo(ax + By) — afo(x) — Bfo(y)] < e. Kako je ¢ > 0 bio proizvoljan, slijedi
folaz + By) = afo(z)+ Bfoly), v,y € X, a, € C, odnosno fj je linearan funkcional na prostoru
X.
Napokon, fo € D, pa po definiciji prostora D vrijedi |fo(x)| < ||z]| Vz € X. To znaci da je
linearan funkcional fy ogranicen, tj. fo € X', idaje ||fol]| <1, tj. fo € K. Time smo dokazali da
je skup K zatvoren u prostoru D, odnosno dokazana je i tvrdnja (b).
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Teorem 5.4. Neka je A komutativna Banachova algebra i neka je skup karaktera X (1) snabdjeven
slabom topologijom duala 2A'. Ako je algebra 2L unitalna prostor X (1) je kompaktan. Ako je algebra
2A neunitalna prostor X () je lokalno kompaktan.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da 2 ima jedinicu. Prema teoremu 4.3. je
X@) c{fed; |Ifl <1}

Dakle, zbog teorema 5.3. dovoljno je dokazati da je u odnosu na slabu topologiju skup X (2l)
zatvoren podskup od K = {fe2’; ||f]] < 1}.
Neka je fo€ K u slabom zatvaracu od X (2). Treba dokazati da je fo€ X (2), odnosno da je

folzy) = fo(zx) foly) Yo,y €A 1 fole) = 1.
Neka su x,y € 2. Uzmimo proizvoljan € > 0 i neka je

9
< ;
L+ [lz]l + | fo(y)]

IV:{fe%;V@%—h@N<aU@ﬂ—h@H

c g
1600 = 50 < T T M)~ ) < e

Tada je W otvorena okolina tocke fy u prostoru 2’ sa slabom topologijom, pa je W N X (%) # 0.
Neka je f € W N X (). Tada je prije svega f(e) = 1, pa slijedi

11— fole)l = [f(e) = fole)| <e.

Kako je £ > 0 bio proizvoljan, slijedi da je fy(e) = 1. Nadalje, kako je f karakter, vrijedi jednakost
f(zy) = f(x)f(y), pa imamo redom:

| folwy) — fo(z) fo(y)l = |[fo(zy) — fay)] + [f (@) f(y) — folz) fo(y)]l =

= |[fo(zy) — flxy)] + f(@)[f(y) = fow)] + fo(y)[f () — fo(z)]| <
< |folzy) — flxy)| + £ (@) 1 f(y) = fo@)| + [fow)] - [f(x) — folw)

3

< @l oD T TR = =

Kako je £ > 0 bio proizvoljan slijedi da za bilo koje z,y € 2 vrijedi jednakost fo(zy) = fo(z)fo(y).
Dakle, foe X ().
Time je teorem dokazan ako je 2 unitalna algebra. Neka je sada 2l komutativna neunitalna

Banachova algebra. Tada znamo da se X (2() identificira sa X () \ {xo}, pri ¢emu je karakter

Xo € X(2) zadan sa xo(z+Ae) = A, x € %, X € C. Dakle, X(2() je otvoren podskup kompaktnog
prostora X (2() i kao takav je lokalno kompaktan.

<
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Poglavlje 6

Geljfandova transformacija

Za komutativnu Banachovu algebru 20 i za € 2 definiramo funkciju z: X (2A) — C sa

2x) = x(x),  x e X(A).
Po definiciji topologije od X (1), sve funkcije Z su neprekidne. Dakle, z — 7 je preslikavanje sa 2 u
algebru C'(X (1)) svih neprekidnih kompleksnih funkcija na kompaktnom ili lokalno kompaktnom
Hausdorffovom topoloskom prostoru X ().

Ako suz,y € Aia,f € C onda za svaki y € X(2) imamo

(- 9)(x) = 2()9(x) = x(2)x(y) = x(zy) = (zy)(X),
(a2 + B9)(x) = az(x) + B9(x) = ax(z) + Bx(y) = x(az + By) = (az + By)(X)-

Prema tome, vrijedi (zy)"= 2 -9 i (ax + fy) = ot + By, a to znadi da je z — 2 homomorfizam
algebre 2 u algebru C(X(2)). Taj se homomorfizam zove Geljfandova transformacija.

Ako 2 ima jedinicu e, zbog propozicije 4.1. za svaki y € X () imamo é(x) = x(e) = 1.
Dakle, é je konstantna funkcija 1, tj. € je jedinica u algebri C'(X(2()). Prema tome, Geljfandova
transformacija je u tom slucaju unitalni homomorfizam unitalnih algebri.

Ako 2 ima jedinicu onda je prema teoremu 5.4. X (2) kompaktan Hausdorffov topoloski
prostor. U tom slucaju, sve su funkcije u algebri C'(X (2()) ogranicene i to je Banachova algebra s
normom

[ flloe = max {|f(X)[; x € X(A)}.

Ako je 2 algebra bez jedinice, dodavanjem jedinice dolazimo do komutativne unitalne Banachove
algebre 2 = 2 + Ce. Prema dokazu teorema 5.4. restrikcija y — X |2 je bijekeija sa X (A) \ {xo}
na X (%1); pri tome je xo € X (2) definiran sa yo(x + Ae) =\, z €A, X € C. Stoga identificiramo
X&) = X&)\ {xo}.- U tom slucaju za z € A C A vrijedi Z(xo) = xo(x) = 0. Bududi da je
funkcija 2 neprekidna na X (2), zakljuéujemo da je

lim z(x) = 0.

X—X0
To znaci da & promatrana kao funkcija na X (1) tezi k nuli u beskonac¢nosti, odnosno uz oznaku

uvedenu u paragrafu 2. & € Cy(X(2)). Dakle, tada je z — & homomorfizam algebre 2 u Bana-
chovu algebru Cy(X (2)).

Zaz e UAix e X(A) vrijedi |2(x)| = |x(@)] < |Ix]-|l=]| < |l=]|, jer je po teoremu 4.3. || x| < 1.
Prema tome, vrijedi
[£]loe = max {[2(x)[; x € X(A)} <[]

Dakle, Geljfandova transformacija je neprekidni homomorfizam Banachovih algebri (norme < 1).

37
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Teorem 6.1. Neka je 2 komutativna Banachova algebra. Tada je
R ={z e, z =0}
Drugim rigecima, radikal od 2 je jezgra Geljfandove transformacije.

Dokaz: Kako je R(2) = R(2) N2, dovoljno je dokazati teorem za unitalnu algebru.

Prema propoziciji 3.4. za x € R(2) je v(z) =0, tj. o(x) = {0}. Prema teoremu 4.2. za svaki
X € X(2) je x(z) € o(x), dakle 2(x) = x(x) = 0. Dakle, £ = 0.

Neka je sada = € AU takav da je & = 0. Za svaki y € A je (yz) =g -2 = 0, pa za svaki y € X ()
imamo x(yz) = (yx)(x) = 0. Stoga je prema teoremu 4.2.

o(yz) = {x(yz); x € X(A)} = {0}.
Slijedi da —1 ¢ o(yx), dakle e + yx € A* Yy € 2. To znaci da je x € R(2).
Iz teorema 6.1. i njegovog dokaza neposredno slijedi:

Korolar 6.1. Za komutativnu Banachovu algebru A je
R) ={z € A; v(z) = 0}.
Ako komutativna Banachova algebra A ima jedinicu onda je
R(A) ={z €A o(z) ={0}}.

Teorem 6.2. Neka je A komutativna Banachova algebra. Geljfandova transformacija je izometrija
ako i samo ako je ||2?|| = ||z||* Vz € A

Dokaz: Stavimo

2 A
r:inf{Hx I xGQl,x;éO}, s:inf{HxHOO' xGQl,x#O}.

[E Ik =l

Kako je |Z|lo < ||z|| Yz € A, z +— & je izometrija ako i samo ako je s = 1. Nadalje, kako je
22| < ||z]]? Vo € A, jednakost ||2?]| = ||z||* vrijedi za svaki z € 2 ako i samo ako je r = 1.
Za svaki x € 2 je tada || %]« > s|/z||, pa dobivamo:

122 = 2%l = 12115 > s°[|[I*.

Po definiciji broja r zaklju¢ujemo da je s? < r.
Za svaki x € 2 je ||2?]| > r||z||?, pa indukcijom po n nalazimo da vrijedi

=] = 7 e, neN,

odnosno,
[ 75" = Ve, meN.

1z ove nejednakosti koristeéi teorem 4.2., definiciju spektralnog radijusa (iza teorema 2.1.) i tvrdnju
(b) teorema 2.7. nalazimo redom:

[|2]|oe = max {|Z(x)]; x € X(2A)} = max {|x(z)|; x € X(*)} = max {|\; A € (1)} =

— () = lim [&")"" = tim [|22"]|*" > Tim 'V 2| = ).
n—oo n—od n—od
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Po definiciji broja s odatle slijedi » < s. Dakle, dokazali smo:

32§r§s.
Iz ovih nejednakosti nalazimo
s>1 = 2>1 = r>1; s<1 = r<l;
r>1= s>1; r<l = s<1 = s<l1.

Prema tome, s = 1 ako i samo ako je r = 1, a to znaci da je x — 2 izometrija ako samo ako je
2] = [lz]|* Vo € 2.
Time je teorem dokazan.

Bez dokaza navodimo:

Teorem 6.3 (Teorem o otvorenom preslikavanju). Neka su X i Y Banachovi prostori i
A € B(X,Y) surjekcija. Tada je A otvoreno preslikavange, tj. za svaki otvoren podskup U C X
skup A(U) = {Ax; x € U} je otvoren u Y. Posebno, ako je A € B(X,Y) bijekcija onda je
A7l e B(Y, X).

Teorem 6.4. Neka je A komutativna Banachova algebra i neka je
A= {i; A}
(to je podalgebra algebre Co(X (L)) ). Sljedeéa su tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Algebra A je poluprosta i algebra A je zatvorena u Co(X (2)).

(b) s:inf{%;xeﬂ,x#0}>0.

2
(c) r:inf{”x H xEQl,x;éO}>0.

[E Ik

Dokaz: Iz dokaza teorema 6.2. znamo da vrijedi (b) < (c).

Pretpostavimo da vrijedi (b). Odatle slijedi da je # — & injekcija pa je po teoremu 6.1.
R(A) = {0} sto znaci da je algebra 2 poluprosta. Nadalje, s > 0 ima za posljedicu da je
|z|| < 12|l V2 € ™. Prema tome, Geljfandova transformacija, koja je bijekcija sa 2 na A, i
njoj inverzno preslikavanje su neprekidni. Stoga je algebra 2A potpuna a odatle slijedi da je 2A
zatvorena u Co(X (21)). Time je dokazana implikacija (b) = (a).

Ako je algebra 2 poluprosta, po teoremu 6.1. = +— 2 je injekcija. Ako je jos k tome slika 2A
tog preslikavanja zatvorena podalgebra od Cy(X (1)), onda je x — & neprekidna linearna bijekcija
s Banachovog prostora 2l na Banachov prostor 2. Prema teoremu 6.3. inverzno je preslikavanje
neprekidno, dakle ograni¢eno. To znaé¢i da postoji M > 0 takav da [|z|| < M||Z]|» Yz € 2. No
odatle je s > 57 > 0. Time je dokazana i implikacija (a) = (b).

U daljnjem nam treba i sljede¢a jednostavna posljedica teorema o otvorenom preslikavanju:

Teorem 6.5 (Teorem o zatvorenom grafu). Neka su X Y Banachovi prostorii A: X —Y
linearan operator. Operator A je ogranicen ako samo ako je njegov graf

I(A) = {(z, Ax); 7 € X}
zatvoren potprostor Banachovog prostora

XxY ={(x,y)ve X, yeY}t  (snormom |(z,y)ll = =l +[lyl).
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Zadatak 6.1. Koristeci teorem o otvorenom preslikavanju dokazite teorem o zatvorenom grafu.
Uputa: Koristite bijekciju (Ax,x) — z sa I'(A) na X.

Teorem 6.6. Neka su 2l B komutativne Banachove algebre i1 : B — A homomorfizam algebri.
Ako je algebra A poluprosta, homomorfizam 1 je neprekidan.

Dokaz: Prema teoremu 6.5. dovoljno je dokazati da je graf I'(¢)) zatvoren u prostoru B x 2.
Neka su z,, € 9B takvi da je niz ((x,, ¥ (z,)), n € N) konvergentan u 98 x . Stavimo

(z,y) = lim (x,, Y (z,)), t]. x=lim z, i y= lim ¢(z,).

n—oo n—oo

Treba dokazati da je (z,y) € I'(¥), tj. da je y = ¢(x).
Neka je x € X(20); stavimo kK = x o) € X(B). x i k su neprekidni pa imamo:

X(y) = Tim x(P(zn)) = lim w(z,) = K(z) = x(¢(2))-

n—oo n—oo

Odatle je x(y—¢(z)) =0 Vx € X(), a to znadi da je (y —(x)) = 0, odnosno y —(x) je u jezgri
Geljfandove transformacije za algebru 2. Prema teoremu 6.1. to znaci da se element y — ¥(x)
nalazi u radikalu R(2A) algebre 2. Medutim, po pretpostavci je algebra 2 poluprosta, dakle je
R(A) = {0}. Prema tome je y — ¢ (z) = 0, odnosno y = 1(z).

Sljedeci korolar neposredna je posljedica teorema 6.6:

Korolar 6.2. Ako su A 1 B poluproste komutativne Banachove algebre i ako je ¢: A — B
izomorfizam algebri, onda je 1 homeomorfizam, tj. ¥ i =" su neprekidni.

Korolar 6.3. Neka je 2 poluprosta komutativna algebra. Sve norme na A, u odnosu na koje je
2 Banachova algebra, medusobno su ekvivalentne.

Zadatak 6.2. Pomocdéu korolara 6.2. dokaZite korolar 6.5.



Poglavlje 7

Stone— Welerstrassov teorem

Da bismo proucili sliku 2 komutativne Banachove algebre 2 u algebri C'(X(21)) (odnosno u
algebri Cy(X (21))) proucit ¢emo podalgebre od C(K) (K kompaktan) s ciljem da pronademo do-
voljne uvjete da bi takva podalgebra bila gusta u C'(K).

U daljnjem do konca ovoga poglavlja K je kompaktan Hausdorffov topoloski prostor. Neko
vrijeme ¢emo se baviti s realnom Banachovom algebrom C(K, R) svih neprekidnih realnih funkcija
na K.

Za bilo koje funkcije x,y: K — R definiramo funkcije = V y i A y relacijama:

(zVy)(t) = max{z(t),y(t)},  (zAy)(t)=min{z(t),y(t)}, tekK.
Skup X funkcija sa K u R zove se resetka, ako vrijedi:
r,y € X == xVyeX i x Ny e X.
Ako je z funkcija sa X u R sa |z| oznacavamo funkciju koja je definirana sa |z|(t) = |z(t)], t € K.
Lako se provjerava da vrijede jednakosti:

1 1
xVyza(erva\x—yl), 911/\3/25(37+y—\9€—y|)7 ] =2V (—x).

Prema tome, ako je X potprostor prostora RX svih funkcija sa K u R, X je reSetka ako i samo
ako vrijedi
reX = lz| € X.

Ocito je C(K,R) resetka.
Teorem 7.1. Svaka zatvorena podalgebra A realne Banachove algebre C'(K,R) je resetka.

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je 1 € 2. Neka je z € A, x # 0. Tada je [|z]|oc > 0 i
|z]|oo > |z(t)] Y € K. Stoga imamo redom

21(8) = [2(t)] = V202 = V% — ([l — 2(0)?) = [l7]0 - \/ o (1 x(t)2).

(E1F

Upotrijebit ¢emo sada formulu razvoja u red potencija

(e 9]

2n — 3N
\/1—A:1—;WA"
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koji konvergira uniformno na segmentu 0 < A < 1. Odatle imamo

=, (2n — 3N z(t)2\"
[21(8) = llloo - [1 _Z% (1 N Ha(:ll)io) ] ’

n=1

x(t)?
13,
K. No uniformna konvergencija znaci upravo konvergenciju po normi u C'(K,R). Buduéi da je 2
podalgebra od C'(K,R), ¢lanovi gornjeg reda su elementi od 2. Kako je 2 zatvorena u C(K,R),
slijedi |z| € 2. Time je dokazano da je 2 resetka.

Pretpostavimo sada da 1 ¢ 2. Tada 2 ne sadrzi nijednu konstantu osim 0. Stavimo 2; = A+ R
— to je podalgebra od C(K,R) koja sadrzi sve konstante, dakle i 1.

Dokazimo da je 2; zatvorena podalgebra od C(K,R). Neka je (x, + Ay)nen niz u 24
(x, € A, A\, € R) koji konvergira u C(K,R) i neka je y = lim,(z,, + A,). Tvrdimo da je tada
niz realnih brojeva (A,)nen ograni¢en. Pretpostavimo da nije tako. Tada postoji podniz (A, )ken
niza (A, )nen takav da je limy A, = £oo. Tada imamo

a kako je 0 <1 — < 1 za svaki t € K, zaklju¢ujemo da gornji red konvergira uniformno na

lim (xﬂ+1>=o — 1= lim 2™ cq

a to je suprotno pretpostavci da 1 ¢ 2. Time je dokazano da je niz (\,)nen ogranicen u R. Tada
on ima neki konvergentan podniz (A, Jken. Stavimo A = limy A,,,. Tada je

T=y— A= ]}Lrglo(xnk + Ap,) — lim A\, = klirgoxnk e

k—oo

Prema tome, y = x + A € ;. Time je dokazano da je 2A; zatvorena podalgebra od C'(K,R).
Prema prvom dijelu dokaza 2l; je resetka. Prema tome, za bilo koji element x € A C 2, je
|z] € Ay, tj. |x] =y + X zaneke y € A1 X € R. Slijedi

=z =N 42+ = AN =222y -

Odavde slijedi A\? € 2A. Medutim, po pretpostavci 2 ne sadrzi nijednu konstantu razli¢itu od 0.
Dakle, nuzno je A = 0, a to znaci da je |z| = y € 2. Time je dokazano da je 2 resetka i u slucaju
kad ne sadrzi 1.

Teorem 7.2. Neka je 2 podskup od C(K,R) sa sljedeéim svojstvima:
(a) A je resetka.

(b) Za bilo koje medusobno razlicite tocke t,s € K i za bilo koje A\, u € R postoji x € A takva
da je x(t) = X 1 z(s) = p.

Tada je skup A gust u C(K,R).

Dokaz: Nekajey € C(K,R)ie > 0. Treba dokazati da postoji z € 2 takva da je ||z—yl/c < €.
Zat,s € K, t # s, izaberimo funkciju z;, € A takvu da je z,5(t) = y(t) i z5(s) = y(s).
Stavimo
Us ={ue K; x5 <y(u)+ ¢}, Vis={u€ K; x5 >y(u) —e}.

Skupovi U, s 1 V, 5 su otvoreni i svaki od njih sadrzi tocke ¢ i s. Fiksirajmo sada tocku s. Tada je

{Ut75; t e K, t 7é S}
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otvoren pokriva¢ od K. Kako je K kompaktan, postoje tocke ty,...,t, € K \ {s} takve da je
K = Ut1,8 U---u Utn,s'

Stavimo
Ys = e, s N ANy, s €2

Po definiciji skupova U, s tada vrijedi
ys(u) <y(u)+e  Yue K.
Nadalje, po definiciji skupova V; ; vrijedi i
ys(u) > y(u) =g Vue V=V, NNV

Sve ovo mogli smo provesti za bilo koju tocku s € K. Tako dolazimo do otvorenog pokrivaca
{Vs; s € K} od K i do familije funkcija {ys; s € K} u 2 takvih da je

ys(u) < ylu)+¢ Yu € K, ys(u) > y(u) — e Yu € V.

Zbog kompaktnosti K mozemo naci tocke sq,..., s, € K takve da je
K=V, U---UV, .
Stavimo z = ys, V- -- Vys, . Tada je z € 2 i vrijedi
y(u) —e < z(u) <y(u)+e  Yue K.

To se moze pisati i ovako:

—e < z(u) —ylu) <e  tj. |z(u) —y(u)| <e  VueK.
Odatle slijedi ||z — y||o < €.

Za skup 2 funkcija definiranih na K kazemo da razdvaja tocke od K ako za bilo koje

medusobno razlicite tocke ¢, s € K postoji x € AU takva da je z(t) # z(s).

Teorem 7.3 (M. H. Stone). Neka je 2 podalgebra od C(K,R) koja razdvaja tocke od K. Tada
je A gusta u C(K,R) ili postoji tocka ty € K takva da je 2 sadrZana i gusta u maksimalnom
idealu Cyy (K, R) = {x € C(K,R); x(ty) = 0}.

Dokaz: Provest ¢emo dokaz najprije uz dodatnu pretpostavku da za svaku tocku ¢y, € K
postoji € 2 takva da je x(ty) # 0.
Dokazimo da za bilo koje medusobno razlicite tocke t,s € K postoji z € A takva da je

x(t) # 0, x(t) # x(s).

Doista, postoje y,z € 2 takve da je y(t) # y(s) i 2(t) # 0. Ako je y(t) # 0, gornja svojstva ima
funkcija x = y. Ako je y(t) = 0 ali z(t) # z(s), gornja svojstva ima funkcija x = z. Napokon, ako
jey(t) =01 z(t) = z(s), gornja svojstva ima funkcija x =y + z.

Dokazimo sada da za t,s € K, t # s, postoji 2’ € 2 takva da je 2/(t) # 01 2'(s) = 0. Doista,
ako za malo prije izabranu funkciju z vrijedi z(s) = 0 mozemo uzeti ' = x, a ako je x(s) # 0
trazena svojstva ima funkcija

2'(u) = o) _ x(u)27 ue K.

x(s) x(s)?
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Za takvu funkciju 2’ € 2 stavimo

r1(u) = — ueK.

Tada je 1 € A ivrijedi () = 1 i21(s) = 0. Sasvim analogno pronalazimo funkciju z, € A takvu
da je z5(t) = 01 25(s) = 1. Sada za proizvoljne A, € R funkcija © = Az + pay € 2 ima svojstva
x(t) = A1 x(s) = p. Prema tome, podalgebra 20 zadovoljava uvjet (b) teorema 7.2. Taj uvjet
zadovoljava i zatvara¢ CI(2() od A u C(K,R). Zbog teorema 7.1. zatvarac CIl(2() zadovoljava i
uvjet (a) teorema 7.2. Iz teorema 7.2. slijedi da je Cl(A) = C(K,R).

Pretpostavimo sada da nije ispunjena pretpostavka iz prvog dijela dokaza, tj. da se sve funkcije
u 2 ponistavaju u nekoj tocki ¢ty € K, dakle 2 C Cy, (K, R). Stavimo tada

W =A+R={z+ X z€A N e R}

Tada je 2; podalgebra od C(K,R) koja zadovoljava uvjete iz iskaza teorema. Ta podalgebra
zadovoljava i dodatni uvjet iz prvog dijela dokaza, pa zakljucujemo da je Cl(2;) = C(K,R). Neka
su sada z € Cy, (K, R) ie > 0. Tada postoji y € A, takva da je ||z — y|l < £/2. Tada je y =z + A
za neke z € A i A € R. Imamo

12(t) — z(t) — A < % Vi € K.

Posebno, iz te nejednakosti za t = ¢, dobivamo |A| < /2. Slijedi

€

2(t) = o(t)] < |2(t) — 2(t) = Al + A < 5 + &

=¢ vVt € K,
tj. ||z — z|loo < €. Time je dokazano da je podalgebra 2 gusta u Cy, (K, R).

Klasi¢éni Weierstrassov teorem posljedica je Stoneovog teorema:

Korolar 7.1 (C.Weierstrass). Ako je K kompaktan podskup od R™, onda je svaka funkcija
x € C(K,R) limes uniformno konvergentnog niza realnih polinoma na K (tj. funkcija na K koje
su restrikcije realnih polinomijalnih funkcija u n varijabli).

Zadatak 7.1. Dokazite korolar 7.1.

Teorem 7.4. Neka je A kompleksna podalgebra od C(K) = C(K,C) koja razdvaja tocke od K 1
koja je zatvorena u odnosu na kompleksno konjugirange, tj.

red = Ted (gdje je T(t) = x(t)).
Tada je A gusta u C(K) ili u Cy(K) = {z € C(K); xz(ty) = 0} za neku tocku ty € K.

Dokaz: Neka je B = CI() (zatvara¢ od 2 u C(K)) i € = B N C(K,R). Tada je € realna
zatvorena podalgebra od C'(K,R). Nadalje, u smislu realnih vektorskih prostora je

B = ¢ +i¢;
to slijedi iz zatvorenosti 2 (dakle i %) u odnosu na kompleksno konjugiranje, jer za svaku funkciju
T je

1 1
x:§@+§%m.%@—f)
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a funkcije

1 _ . 1 _
é(x—i-:c) i Z(x—x)

poprimaju realne vrijednosti. Nadalje, € razdvaja tocke od K. Doista, ako su t,s € K, t # s,
postoji x € B takva da je x(t) # x(s). Stavimo li

1 1
yza(x—I—f), z2=—(r—7),

tada su y, z € € 1 vrijedi

y(t) + iz(t) = a(t) # x(s) = y(s) + iz ().

Odatle slijedi da je ili y(t) # y(s) ili z(¢) # z(s) (ili oboje). Prema teoremu 7.3. jeili € = C'(K,R)
ili € = Cy, (K, R) za neku tocku ty € K. U prvom slucaju je B = C(K), a u drugom B = C, (K).

Zadatak 7.2. Neka je A Banachova algebra svih neprekidnih funkcija x : R — C koje su periodicke
s pertodom 2m. Operacije u A definirane su po tockama

(x+y)t) ==() +y@), Qo)) =Aret),  (2y)(t) =2()y@), wyeA AeC,
a norma je maksimum norma
|z|| = max{|z(t)]; t € R}, x e A

Neka je B skup svih tzv. Fourierovih polinoma, tj. svih funkcija x : R — C oblika
z(t) = Z aye*t m,n€Z, m<n, aq€C.
k=m

Dokazite da je B gusto u 2.
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Poglavlje 8

C'*—algebre

Neka je 2 kompleksna algebra. Preslikavanje x — z* sa 2 u 2 zove se involucija, ako za sve
r,y € Aia,f e C vrijedi

(ax + By)" =aa" +By",  (wy)" =y’ " =u

Algebra na kojoj je zadana involucija zove se x—algebra ili algebra s involucijom. Ako su
20 i B x—algebre, homomorfizam ¢: A — B sa svojstvom ¢(z*) = (¢(x))* Vo € A zove se
*—homomorfizam.

Ako je 2 x—algebra, element x € A zove se hermitski ako je x = z*. Element z je normalan
ako je zz* = x*zr. Ako x—algebra 2 ima jedinicu e onda se lako vidi da je i e* jedinica, pa zbog
jedinstvenosti jedinice zakljuc¢ujemo da je e = e*. Element u u unitalnoj x—algebri 2 zove se
unitaran ako je u*u = uu* = e, tj. u je invertibilan i ! = u*.

2 se zove C*—algebra ako je:

(a) A x—algebra;
(b) A Banachova algebra,
(0) llz*z| = [lz]* Vo e

Primjer komutativne C*—algebre je C'(K') za kompaktan prostor K, ako involuciju definiramo kao

kompleksno konjugiranje: z*(t) = x(t).

Neka je H Hilbertov prostor. Tada je 2 = B(H) Banachova algebra s normom
|A]l = sup {[|Az[|; = € H, [lz]| < 1}.

Nadalje, 2 je x—algebra ako za involuciju uzmemo adjungiranje; pri tome je za A € 2 adjungirani
operator A* jedinstveni element iz 2 sa svojstvom

(A"zly) = (z|Ay)  Va,y € H.
Pokazuje se da za hermitski operator A € 2 vrijedi
|A|l = sup {|(Az|z)|; = € H, ||z|| < 1}.
Za svaki A € 2 je operator A*A hermitski, pa nalazimo
[A*A[l = sup {[(A"Az[x)[; = € H, |[zf] < 1} = sup {|(Az|Az)[; = € H, [lz]| <1} =
= sup {[|Az||*; « € M, [lz] <1} = [|A[*
Dakle, 2 = B(H) je C*—algebra.
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Propozicija 8.1. Neka je 20 C*—algebra i x € A. Tada je ||z*|| = ||z|].
Zadatak 8.1. Dokazite propoziciju 8.1.
Propozicija 8.2. Neka je A unitalna C*—algebra i+ x € 2.

(a) Ako je x hermitski, onda je o(x) C R.

(b) Ako je x unitaran, onda je o(x) C S ={\ € C; |\ =1}
Zadatak 8.2. Dokazite propoziciju 8.2.

Uputa: Najprije dokazite tvrdnju (b) i to pomocu tvrdnje (b) teorema 2.7., pomoc¢u propozicije
8.1. i pomocu tvrdnje (b) propozicije 1.1. Zatim za hermitski element = € 2 definirajte element
u € 2 na sljedeéi nacin:

(Definicija elementa u ima smisla jer gornji red konvergira apsolutno, pa kako je algebra 2 potpuna
taj red konvergira u ). Zatim dokazite da je element u unitaran. Napokon, pomoéu jednakosti

Ne—1" = (Ae—z) (AN et N 2ad- -4 Ax" 24" ) = (W e A 2 A" 22 ) (Ne—a),
dokazite da iz A € o(x) slijedi e € o(u), te iskoristite dokazanu tvrdnju (b).

Ako je 2 neunitalna C*—algebra, algebra 2 = A-+Ce dobivena iz 2 unitalizacijom je Banachova
algebra s normom
ly+Aell =lyll+ Al yeA AeC.

Za z € A=A+ Ce, z—y—i—)\e y €U, A € C, stavimo 2" =y * 4+ de. Tada je z — 2* 1nvolu01jana
algebri 2. Doista, neka su 2,2/ € Aia,a’ € C. Tadaje z =y+Neiz =y + Ne zancke y,y € A
i\, N e C. Imamo

(z + /2 = [(ay + a'y') + (X + o/ N)e]* = (ay + 'yY)* + (e + o/ N)e =
=ay* + o'y +ake +a'Ne =a(y* + Ae) + o/ (y* + Ne) = az* + /2%,
(22)" = [y + Ae) (' + Ne)]" = [(wy' + M+ Ny) + (AN )e]" =
= (g’ + My + Ny)* + Ve =y y" + Xy + Ny* + MVe = (y* + Ne)(y* + Xe) = 2/*2%;
2= (Y +Ae) =y + e = 2.

Dakle, 2 je algebra s involucijom. Medutim, opéenito norma na Banachovoj algebri 2 nema
C*—svojstvo, tj. ne vrijedi ||z*z|| = ||2]|*. Dokazat ¢emo sada teorem koji ipak moguéuje relativno
jednostavno baratanje s neunitalnim C*—algebrama.

Teorem 8.1. Neka je 2l neunitalna C*—algebra. Tada se norma na 2l moZe se prosiriti do norme
na A s obzirom na koju je A unitalna C*—algebra.

Dokaz: Definiramo preslikavanje : 2 — B(2) tako da je za z € A ¢(z) mnozenje slijeva sa
z. Dakle, ako je z =y + e, y € A, XA € C, onda je

(p(2))(@) =2z =yr+ Az, w2
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Tada je ocito ¢ unitalni homomorfizam unitalnih algebri Au B (21). Primijetimo da je homomor-
fizam ¢ injektivan. Doista, neka je z € 2 takav da je ¢(z) = 0. Imamo z = y 4+ Ae za neke y € A
iAeCigp(z) =0 znadi da vrijedi

yr + Ax =0 Vo e 2.

Pretpostavimo da je A # 0. Tada za element u = —A"1y € A vrijedi uz = = Vo € 2, dakle u je
lijeva jedinica za 2. Za svaki z € 2 tada vrijedi zu* = z™u* = (uz*)* = 2™ = z, dakle u* je
desna jedinica za 2. No ako 2 ima i lijevu i desnu jedinicu, onda su one jednake, u* = u, i to je
jedinica algebre 2A. To je u suprotnosti s pretpostavkom da 20 nema jedinicu. Ova kontradikcija

pokazuje da je A =0, tj. z =y € . Dakle, vrijedi yx = 0 Vo € A. Za x = y* dobivamo
0=llyy"ll = ly"II*=llylI® = y=0

Dakle, z = 0 odnosno dokazali smo da je ker ¢ = {0}, $to znaci da je ¢ injekcija.
Pomo¢u operatorske norme || - || na prostoru B(2)

[All = sup {[|Az||; =z €, [lz| <1}, A€ B

zbog injektivnosti homomorfizma ¢ mozemo definirati normu | - ||; na 2 :
Izlh = lleIl -z e
Dakle, -
Izl = sup {{lzz[l; z €A [lz[| <1}, zeA
Uz normu || - || 2l postaje normirana algebra.
Dokazimo sada da norma || - ||; proSiruje normu || - || na 2, tj. da je ||y|l = ||y|| Vy € «A. Imamo

[ylls = sup {[lyz[l; v €A, |lz|| <1} <sup{llyll - [lzll; v €, |lz[ <1} = [jy].
S druge strane imamo

)l = [ly*11> = lvy*ll = le@)y*l < le@)l - 1yl = llyll - lyll-

Ako je y # 0 odatle slijedi nejednakost [|y|| < ||ly||1 (koja vrijedi i ako je y = 0). Iz dvije suprotne
nejednakosti slijedi jednakost:
Iyl =Nyl vy et

Dokazimo sada da norma || - ||; na x—algebri 2 zadovoljava C*—uvjet
Izl = ll21F Ve e
Za svaki z € Aiza x € A je zz € A Nadalje, norma | - || na s—algebri 2 ima C*—svojstvo, a
vrijedi i ||z*|| = ||z|| za svaki x € . Stoga imamo

1211 = sup {[[z2]|*; = € A, ||z]| < 1} = sup {||(z2)"2a||; x € A, ||| < 1} =
= sup {|[z"z"zz||; z € A |lz| <1} <sup{[la”[| - [|z"zz]; z € A, [lzf] <1} =
= sup {|["zz[|; z € A, [la]| <1} = [|z72] < [["][1 - llz]lr-

Odatle slijedi |||, < ||z*|l1 Vz € 2, a zamjenom uloga z i z* nalazimo da vrijedi i ||2*[|1 < [|2][1.
Dakle, vrijedi jednakost ||2*|; = ||z]]1 Vz € . Odatle i iz ve¢ dokazanog za svaki z € 2 nalazimo

l2lF < llz"2lh < "l Nzl = NzlF - = ll2"zlh = =I5
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Treba jos samo dokazati da je algebra 2 potpuna u odnosu na normu || - [|;. Buduéi da je
norma || - ||; dobivena iz operatorske norme || - || pomoéu injektivnog homomorfizma ¢: A — B(2)
i buduéi da je s operatorskom normom B(2l) Banachova algebra, potpunost algebre 2 u odnosu
na normu || - |1 slijedit ¢e ako dokazemo da je slika () algebre 2 pri preslikavanju ¢ zatvorena
u B(2A). Oznac¢imo sa Iy operator identitete u B(2l), Iqyz = x Va € A. O¢ito je ¢(e) = Iy, dakle
zaz=y+XecA yeA e C, vrijedi p(2) = p(y) + My. To znadi da je o(A) = p(A) + Cly.
Algebra 2 je potpuna i ¢ je izometrija, pa slijedi da je slika () algebre 2 potpuna, dakle i
zatvorena u B(21). Zatvorenost o(2) sada slijedi iz sljede¢e opéenite leme:

Lema 8.1. Neka su Y @ Z potprostori normiranog prostora X pri ¢cemu je Y zatvoren, a Z
konacnodimenzionalan. Tada je potprostor Y + Z zatvoren.

Dokaz: Prije svega uoc¢imo da mozemo pretpostaviti da je suma Y + Z direktna. Naime, ako
je Y NZ # {0}, onda mozemo izabrati potprostor Z; od Z takav da je Z =Y NZ+ Z;, a tada je
Y+Z =Y+ Z,.

Stavimo W = Y +Z ineka je P € L(W) projektor prostora W na potprostor Z duz potprostora
Y. Dokazimo da je P ogranicen. Pretpostavimo suprotno, dakle da ne postoji M > 0 takav da je
|Px|| < M||z|| Yx € W. Tada postoji niz (z,)ney u W takav da je

|Px,]| =1 Vn eN i lim z, = 0.
Buduéi da je potprostor Z konacnodimenzionalan, jedini¢na sfera u Z je kompaktan skup. Niz
vektora (Pz,),eny sadrzan je u toj jedini¢noj sferi, pa taj niz ima konvergentan podniz. Bez
smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da smo niz (x,) izabrali tako da je niz (Px,)nen
konvergentan. Stavimo z = lim,,_., Pz,. Tada je z € Z. Nadalje, Iyy — P je projektor na Y duz
7, dakle je (Iy — P)x,, € Y za svaki n. Kako je po pretpostavci potprostor Y zatvoren, slijedi da
je lim, o (Iw — P)z, € Y. Medutim,
lim (Iy — P)z, = lim z, — lim Pz, = —=z.

n—oo n—~oo n—oo

Dakle, z € Y N Z = {0}, tj. z=0. No to je u suprotnosti sa
Jall = tinn [Pl = 1.

Ova kontradikcija pokazuje da je operator P ogranicen.
Neka je sada (x,)neny niz u W koji je konvergentan u X i neka je
r = lim z,.
Da bismo dokazali zatvorenost potprostora W =Y +Y dovoljno je dokazati da je x € W. Kako je
P ogranicen operator kome je Z podrucje vrijednosti, niz (Pz,),en je Cauchyjev u Z. Medutim,
prostor Z je konacnodimenzionalan, dakle potpun, pa slijedi da je niz (Px,),eny konvergentan.

Stavimo
z = lim Px, € Z.

Kako su (z,) i (Px,) konvergentni nizovi, to je i niz ((Iy — P)x,) konvergentan. Iy — P je
projektor na Y duz Z, dakle (Iyy — P)x, € Y za svaki n. Kako je po pretpostavci potprostor Y
zatvoren, slijedi da je

y = nlin;o([W — Pz, €Y.

Dakle,
r = lim x, = lim (Iyy — P)x, + lim Px, =y+2€Y +Z=W.

n—oo n—oo n—oo
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Teorem 8.2. Neka je A komutativna C*—algebra. Ako je algebra A unitalna, Geljfandova trans-
formacija je izometricki x—izomorfizam sa A na C(X(2A)). Ako je A neunitalna, Geljfandova
transformacija je izometricki x—izomorfizam sa 2 na Co(X (2A)).

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je 21 unitalna. Neka je x € 2l hermitski element. Za
X € X(2) je prema teoremu 4.2. i prema tvrdnji (a) propozicije 8.2.

2(x) = x(z) € o(z) CR.

Dakle, ako je x € 2 hermitski, funkcija  je realna.
Proizvoljan element z € 2 moze se napisati u obliku z = z1 +2xy pri cemu su z; i x5 hermitski.
Doista, to je ispunjeno za
1 1

x1:§(:c+x*) i = —=(z—1").

Tada imamo z* = x1 — iy, pa nalazimo za svaki y € X ()

(") (x) = &1 (x) — i22(x) = 21(x) + id2(x) = 2(x)-
To pokazuje da je Geljfandova transformacija *—homomorfizam C*-algebre 2 u C*—algebru
C(X(2)).

Neka su x,x € X(21), x # k. Tada postoji x € A takav da je x(z) # r(z). To znaci da je
#(x) # #(k), pa zakljuéujemo da podalgebra 2 od C/(X (1)) razdvaja tocke od X (). Nadalje, za
svaki x € X (2) je x(e) = 1, odnosno é(x) = 1 # 0. Prema teoremu 7.4. podalgebra 2 je gusta u
C(X(2)). )

Treba jos dokazati da je  +— Z izometrija. Tada ¢e slijediti da je 21 zatvorena u C'(X(2)),
dakle A = C(X(2)).

Za hermitski element y € A je ||v?| = ||ly*y|| = |ly||*>. Odatle indukcijom nalazimo da je

Iyl = [l |7 ¥neN

Prijelazom na limes n — oo dobivamo ||y|| = v(y). Po tvrdnji (b) teorema 2.7. i po teoremu 4.2.
imamo redom

[yl = v(y) = max{[A[; A € o(y)} = max{|x(y)[; x € X(A)} = max{[§(x)|; x € X(A)} = [|§]ce-
Ako je x € 2 proizvoljan, onda je y = x*z hermitski, pa slijedi
l2]* = [lz"2l = [[(z"2) |l = (@) &l = 23| = [|2]|2

Time je teorem dokazan ako C*—algebra 2l ima jedinicu.

Pretpostavimo sada da je 2l neunitalna. Prema teoremu 8.1. norma na 2l moze se prosiriti do
norme na algebri A, dobivenoj iz 2 unitalizacijom, na nacin da 2 postane C*—algebra. Prema
prvom dijelu dokaza Geljfandova transformacija je izometricki *—izomorfizam algebre 2 na algebru
C(X(2)). Oznacimo sa Yo jedini karakter algebre 2 koji je trivijalan na 2 :

Xo(y + Xe) = A, yed, NeC.

Restrikcija x +— x|2 je bijekcija sa X (2 (2)\ {xo} na X(2A). Pomoéu te bijekcije identificiramo
X2\ {xo} sa X(A). Sada se algebra Cy(X (1)) moze identificirati s idealom

Cho (X () = {f € C(X(A); f(x0) =0}
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u algebri C(X(20)). Identifikacija se dobiva pomoéu restrikcije f — f|X(2) koja je bijekcija sa
Co(X(3) ma Co(X (1))

Uz ove identifikacije Geljfandova transformacija algebre 2 je restrikcija Geljfandove transfor-
macije algebre 21. Prema tome, to je izometricki *—homomorfizam algebre 2 u algebru C'(X (21)).
Kako je (o) = xo(z) = 0 za svaki x € 2, slika algebre 2 pri Geljfandovoj transformaciji sadrzana
je u Cy (X (2A)) odnosno u Co(X (A)). Buduéi da je kodimenzija 2 u 2 jednaka 1, kodimenzija
njene slike u slici od 2 takoder je jednaka 1. Medutim, slika od 2 je C'(X (21)), pa kako je kodimen-
zija od Cy(X () u C(X () jednaka 1, slijedi da je slika od 2 pri Geljfandovoj transformaciji
jednaka Cy(X (2()). Time je dokazana i tvrdnja teorema za sluc¢aj neunitalne C*—algebre.



Poglavlje 9

Funkcionalni racun

Neka je A C*—algebra. Za podalgebru B kazemo da je x—podalgebra ako je ona invarijantna
s obzirom na involuciju, tj. ako vrijedi x € B = z* € B. Ako je B zatvorena x—podalgebra, zvat
¢emo je C*—podalgebra. Ako jos k tome algebra 2 unitalna i ako je njena jedinicu sadrzana
u B, kazemo da je B unitalna C*—podalgebra. Ocito je presjek bilo koje familije unital-
nih C*—podalgebri ponovno unitalna C*—podalgebra. Odatle slijedi da za bilo koji podskup
S C 2 postoji najmanja unitalna C*—podalgebra od A koja sadrzi skup S. To je presjek svih
C*—podalgebri koje sadrze skup SU{e}. Za tu se C*—podalgebru kaze da je generirana skupom
S. To je zatvara¢ potprostora razapetog sa SUS* U{e} i sa svim moguéim produktima elemenata

iz S U S*.

U ovom poglavlju posebno ¢e nas zanimati komutativne C*—algebre generirane s jednim ele-
mentom. Ako je 2 komutativna C*—algebra generirana elementom x € 2, onda je i z* € 2 pa je
zbog komutativnosti algebre 2 element x normalan. Ako je 2 bilo koja unitalna C*—algebra i ako
je © € 2 normalan element, unitalna C*—podalgebra od 2 generirana elementom x je ocito zat-
varaC potprostora razapetog s jedinicom, sa x, sa x* i sa svim produktima koji se mogu formirati
od elemenata x i z*. Buduéi da z i * komutiraju ta je podalgebra zatvara¢ potprostora razapetog

T kM.

sa {x"z*™; n,m € NU{0}}. Taj je potprostor upravo skup svih polinoma u dvije varijable od x i
x*. Dakle, unitalna C*—podalgebra od 2 generirana normalnim elementom x € 2 je zatvarac¢ od

{P(z,2"); P e C[l1,Ty]}

Teorem 9.1. Neka je A komutativna unitalna C*—algebra generirana jednim elementom x. Tada
je & homeomorfizam sa X () na o(x).

Dokaz: Znamo da je & neprekidno preslikavanje sa X (2() u C. Nadalje, prema teoremu 4.2.
slika tog preslikavanja je o(z). Prema tome, & je neprekidna surjekcija sa X () na o(z). Buduéi
dasui X (2)1io(z) kompaktni, i buduéi da je svaka bijekcija izmedu dva komaktna Hausdorffova
topoloska prostora homeomorfizam, teorem ¢e biti dokazan ako pokazemo da je  injekcija.

Neka su y,x € X () takvi da je z(x) = #(k), tj. x(z) = k(z). Iz dijela dokaza teorema 8.2.
slijedi da je tada L

x(@") = x(2) = w(2) = w(a").

Kako su x i kK homomorfizmi algebre 2 u C, imamo
X(P(x,z%)) = k(P(x,x")) VP e C[Ty, T3],

dakle, x i k se podudaraju na skupu {P(z,z*); P € C[T3,Ts]}. Medutim, taj je skup gust u 2 i
homomorfizmi y i k su neprekidni, pa slijedi x = . Time je dokazana injektivnost preslikavanja z.

23
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Zadatak 9.1. Neka je A komutativna unitalna C*—algebra generirana jednim elementom x.
Dokazite da za svaki A € o(x) postoji jedinstven x € X(2) takav da je xx(z) = X i da je
A = xa homeomorfizam sa o(x) na X ().

Neka je sada 2 proizvoljna (ne nuzno komutativna) unitalna C*—algebra (npr. B(H) za
neki Hilbertov prostor H). Neka je x € 2 normalan element. C*—podalgebra od 2 generirana
sa x je zatvara¢ podalgebre svih polinoma P(z,z*) od z i x*. Ozna¢imo je sa B. Kako je x
normalan algebra 8 je komutativna. Teoremi 8.2. i 9.1. pokazuju da Geljfandova transformacija
daje izometricki x—izomorfizam sa B na C(og(z)). Posebno, za svaku funkciju f € C(ox(x))
postoji jedinstven y € B kojeg Geljfandova transformacija preslikava u funkciju f. Taj ¢emo
element oznaciti sa f(z). Pridruzivanje f — f(z) zove se funkcionalni racun u C*—algebri 2
za normalni element z. Uz oznaku iz zadatka 9.1. je

@) Oa) =), feClos(x), Aeos(x)

Sljede¢i teorem nabraja svojstva funkcionalnog racuna i dokazuje se direktnim i jednostavnim
racunanjem:

Teorem 9.2. Neka je A unitalna C*—algebra i neka je element x € A normalan. Neka je B
unitalna C*—podalgebra od A generirana elementom x i neka su f,g € C(og(x)). Tada vrijedi:

(a) Ako je f(A) =1 YA € ow(@), onda je f(z) =
) Ako je f(A) = X VA € ou(x), onda je f(z) = a.

) Ako je f(A) =X VA € ow(2), onda je f(z) = ",
(d) (f +9)(@) = f(z)+ g(2).

(e

) (f-9)(z) = f(2)g(z).
Zadatak 9.2. DokaZite teorem 9.2.

(b
(c

U ovim razmatranjima i u tvrdnjama teorema 9.2. postoji jedna smetnja. Naime, pojavljuje
se spektar og(z) normalnog elementa = u podalgebri B a sve bi bilo ljepse i jednostavnije kad
bi se konstrukcija i sve tvrdnje odnosile na spektar elementa x u ¢itavoj algebri 2. Teorija je
znaCajna upravo zato jer se pokazuje da je za svaki x spektar og(z) elementa x u podalgebri
B jednak spektru o(z) = oy(z) od = u algebri . Da bismo to dokazali, potrebna su nam jos
neka razmatranja iz opce teorije Banachovih algebri, koja se nadovezuju na rezultate iz poglavlja 2.

Neka je 2 algebra i neka je z € 2. Element = zove se lijevi (odnosno, desni) divizor nule
u algebri 2, ako postoji y € A, y # 0, takav da je xy = 0 (odnosno, yz = 0). Ako je algebra A
normirana, x se zove topoloski lijevi (odnosno, desni) divizor nule u algebri 2, ako postoji
niz (z,)nen u A takav da je ||z,|| =1 Vn € Nida je lim, . 2, = 0 (odnosno, lim,,_., z,z = 0).
Svaki lijevi (odnosno, desni) divizor nule je 1 topoloski lijevi (odnosno, desni) divizor nule; da se
u to uvjerimo treba samo staviti z, = ”y”y Vn € N.

Ako je x lijevi (odnosno, desni) divizor nule u 2, onda ocito x nije lijevoinvertibilan (odnosno,
desnoinvertibilan). Isto vrijedi i za topoloske divizore nule. Doista, neka su z, € 2 takvi da je
l|zn]| = 1 ¥n € Nida je lim, 2z, = 0. Pretpostavimo da je y € 2 takav da je yz = e. Tada slijedi

0=y- lim xz, = lim yxz, = hm Zn,

n—oo n—oo

a to je nespojivo sa ||z,|| =1 Vn € N.
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Lema 9.1. Neka je A unitalna Banachova algebra @ x € A element koji nije lijevoinvertibi-
lan (odnosno, desnoinvertibilan), ali koji je limes niza (x,) elemenata koji su lijevoinvertibilni
(odnosno, desnoinvertibilni). Tada je x topoloski desni (odnosno, lijevi) divizor nule.

Dokaz: Dokazujemo tvrdnju bez zagrada; ona druga dokazuje se sasvim analogno. Neka je
Y, € A lijevi invers od x,. Sada iz tvrdnje (b) teorema 2.3. slijedi da niz brojeva (||y,||) nije
ogranic¢en. Presavsi na podnizove koje ponovno oznac¢imo sa (z,) i (y,) mozemo pretpostaviti da
je

lim ||y,|| = +oc.
Stavimo )
vl
Tada je ||z,|| = 1 za svaki n. Imamo
. 1
lim z,z, = lim ——y,z, = lim ——e = 0.
n—o00 n—00 [|yn|| e Tyl

S druge strane, bududi da elementi 2, imaju normu 1 imamo
lzn(z = 20l <l —znll VR €N,
a kako je x = lim,, . x, iz gornje nejednakosti slijedi da je

lim z,(z —z,) =0.
n—oo
Prema tome,
0= lim z,z, + lim z,(z — z,) = lim z,z.

n—oo n—o0 n—oo

Dakle, = je topoloski desni divizor nule.

Teorem 9.3. Neka je 2 unitalna Banachova algebra, B zatvorena unitalna podalgebra i x € ‘B.
Tada je
oyu(x) C og(x) i Jog(x) C Doy ().

Pri tome je 0S oznaka za rub skupa S C C, tj. 90S = CI(S)NCI(C\ 9).

Dokaz: Za A € og(x) element Ae — x nije invertibilan u 2, pa pogotovo nije invertibilan u 8.
Dakle, A € og(x). Time je dokazana inkluzija og(z) C o (x).

Neka je A € dog(x). Tada postoji niz (A,)nen u C\ on(z) koji konverira prema A. Elementi
Ane — x su invertibilni u ‘B i konvergiraju prema Ae — x koji nije invertibilan u ‘B, dakle ili nije
lijevoinvertibilan u ‘B ili nije desnoinvertibilan u 8. Prema lemi 9.1. Ae — x je topoloski ili desni
ili lijevi divizor nule u ‘B, dakle i u 2. Posebno, A\e — = nije invertibilan u 2, a to znaci da je
A € oy(x). Buduéi da je og(x) C op(z), A ne moze biti unutarnja tocka od oy(z), pa slijedi
A € Oog(x). Time je dokazana i inkluzija dog(x) C Oogy ().

Teorem 9.4. Neka je A unitalna C*—algebra, B unitalna C*—podalgebra i x € B. Tada je
op(r) = oy(x).

Dokaz: Ako je x € B hermitski, prema tvrdnji (a) propozicije 8.2. je o (z) C Rioy(z) CR.
Stoga je dog(x) = on(x) 1 doy(x) = oy(z). Zbog teorema 9.3. odatle slijedi og(z) = og(x).
Posebno, vrijedi

0 ¢ ox(x) = 0 ¢ oy(z),
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dakle, hermitski element z € B je invertibilan u 8 ako i samo ako je on invertibilan u 2. Dokazat
¢emo sada da ta ekvivalencija vrijedi za svaki a ne samo za hermitski element = € B.

Ako je x € B invertibilan u B ocito je x invertibilan i u 2. Pretpostavimo sada da je x € B
invertibilan u 2. Tada je i x* invertibilan u 2, pa su z*x i xz* invertibilni u 2. Medutim, elementi
x*x 1 xz* su hermitski, pa su prema dokazanom oni invertibilni u 8. Neka su y i z njihovi inversi
u ‘B. Tada je yx*z = e, pa slijedi da je x lijevoinvertibilan u 8. Nadalje, iz zz*z = e slijedi da je
x 1 desnoinvertibilan u 8. To pokazuje da je x invertibilan u ‘B.

Sada za svaki A € C i svaki x € B imamo

Ae — z nije invertibilan u ‘B — Ae — z nije invertibilan u .

To znaci da vrijedi
A € on(2) — A € oy ().

Time je dokazana jednakost og(z) = og(x).
Prema teoremima 8.2., 9.2. i 9.4. za svaki normalan element x unitalne C*—algebre 2 postoji

jedinstven izometricki *—homomorfizam f — f(z) sa C*—algebre C'(o(x)) u C*—algebru 2 takav
da je idy(z)(2) = 2. Pri tome id, ;) € C(0(x)) oznacava identitetu na o(x) :

idg(x) ()\) = A Ve a(x)
Teorem 9.5. Neka je A unitalna C*—algebra i x €A normalan element. Tada je

o(f(z)) = flo(x)) = {f(N); Aea(x)}  VfeClo(x)).

Dokaz: Neka je % unitalna C*—podalgebra generirana elementom z. Neka je A€ o(x). Neka
je g€ C(o(x)) definirana sa

9(w) = fA) = f(pw),  peo(z).
Tada je g(A\) = 0, dakle funkcija g nalazi se u idealu
Ca(o(z)) = {heC(o(x)); h(A) =0}

algebre C'(o(x)). No to znaci da element g algebre C'(o(x)) nije invertibilan. Slijedi da ni njegova
slika g(z) u algebri B nije invertibilna. Dakle, 0 € o(g(x)), a po teoremu 9.4. to znaci da je
0€o9(g(z)) = o(g(z)), tj. g(x) nije invertibilan u algebri 2A. Medutim, g(z) = f(\)e — f(x).
Dakle, f(A) €o(f(x)). Time je dokazana inkluzija f(o(x)) C o(f(z)).

Dokazimo i obrnutu inkluziju. Neka je a€o(f(z)), tj. ae — f(z) nije invertibilan u algebri 2,
dakle ni u algebri 8. Neka je g € C'(o(x)) definirana sa g() = a—f(u). Tada je g(z) = ae—f(x). To
znaci da element g algebre C'(o(x)) nije invertibilan, odnosno, postoji A € o(x) takav da je g(\) = 0.
Tada je « — f(A) =0, tj. = f(\). Time je dokazana i obrnuta inkluzija o(f(z)) C f(o(x)).



Poglavlje 10

Ideali, kvocijenti i homomorfizmi
C'*—algebri

Lema 10.1. Neka je A C*—algebra i neka je J zatvoren obostrani ideal u A. Za svaki x € J postoji
niz (en)neny u J takav da vrijedi:

(a) Svi ¢lanovi niza (e,) su hermitski.

(b) Za svakin € N je o(e,) C [0, 1] (ako je algebra A neunitalna, o(e,) oznacava spektar od e,

u odnosu na njenu unitalizaciju 2.
(¢) lim, o ||z — ze,|| = 0.

Dokaz: Tvrdnju dokazujemo najprije u slucaju kad je algebra 2 unitalna i kad je element z
hermitski. Definiramo neprekidne funkcije f,: R — R sa

nt?

“Traz SR

fa(t)
Nadalje, kako je prema tvrdnji (a) propozicije 8.2. o(x) C R, funkcije f, mogu se pomocu
funkcionalnog racuna u 2 primijeniti na element x. Stavimo

en = fo(z) = nz*(e +na?®) ™, n € N.

Kako je f,(0) = 0, restrikcija svake od funkcija f, na spektar o(z) moze se prema korolaru 7.1.
uniformno aproximirati nizom polinoma s nultockom u nuli, dakle, oblika aqt + ct? + - - - + at*.
Kako je Geljfandova transformacija izometrija, to znaci da je svaki e, limes elemenata oblika
a1 T+ r? + - -+ agr®. Kako je x € J, svi su ti elementi iz J, a kako je ideal J zatvoren, slijedi da
je e, € J Vn € N. Budud¢i da su funkcije f,, realne, svi elementi e, su hermitski. Nadalje, svaka
od funkcija f,, ima podruédje vrijednosti sadrzano u segmentu [0, 1], pa po teoremu 9.5. slijedi da
je o(e,) C [0,1]. Dakle, elementi e, imaju svojstva (a) i (b). Nadalje, vrijedi i (e — e,,) C [0, 1],
pa je |le — e,]| < 1. Stavimo sada

t2
W) =121 — fo(t) = ——, t € R, € N.
0u(0) = £~ (1) = T "
Tada je g,(x) = 2%(e —e,) i 0 < gu(t) < 1/n za svaki ¢ € R. Dakle, ||gu]lc < 1/n, i zbog
C*—svojstva norme nalazimo

Iz — zenl® = llz(e — en) I* = ll(e — en)z*(e — en)| < lle — enll - [l2*(e — €| <

S|
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Slijedi lim,, o ||z — ze,|| = 0. Time je lema dokazana ako je algebra 2 unitalna i ako je element
x hermitski.

Pretpostavljamo i dalje da je algebra 2 unitalna, ali neka je sada x € J proizvoljan. Tada je
x*z hermitski, pa prema dokazanom postoje e, € J takvi da vrijedi (a) i (b) i da je

lim ||z*x — z*ze,| = 0.
n—oo
Zbog C*—svojstva norme i zbog ||e — e,|| < 1 imamo
Iz — zeal* = llz(e — en) I* = ll(e — en)a"z(e — en)|| < [l27a(e — )| = [|l2"2 — 2" zen .

Slijedi lim,,_,« ||z — ze,|| = 0.
~ Napokon, ako je 2l neunitalna C*—algebra, svaki ideal u 2 je ujedno ideal u unitalizaciji
2A = A 4 Ce algebre 2L, pa tvrdnja leme slijedi i u tom slucaju.

Propozicija 10.1. Neka je A C*—algebra i neka je J zatvoren obostrani ideal v A. Tada je J
x—ideal, {j. x €J = x* €Y.

Dokaz: Neka je x € J. Prema lemi 10.1. postoji niz hermitskih elemenata e, € J takvih da
je x = lim,,_ o ze,. Bududi da je involucija * neprekidna, slijedi * = lim,, . e,z*. Medutim, J
je ideal, pa iz e, € J slijedi e, z* € J, a kako je ideal J zatvoren, zakljucujemo da je x* € J.

Ako je J obostrani zatvoren ideal u C*—algebri 2, znamo da je kvocijentna algebra 2A/J
Banachova algebra s normom

o+ 3l =inf{lle+yll; ye3J}, zeA
Bududi da je J x—ideal, lako se provjeri da je sa
(z+J)" =2"+3, re,
definirana involucija na kvocijentnoj algebri 2/J. Vazno je da norma na 2[/J ima C*—svojstvo:

Propozicija 10.2. Neka je 2 C*—algebra i neka je J zatvoren obostrani ideal u 2. Tada je A/J
C*—algebra.

Dokaz: Neka je
E={ued; u=u", o(u) C[0,1]}

pri tome, ako je algebra 2 neunitalna, o(u) oznacava spektar elementa u u njenoj unitalizaciji 2.
Tvrdimo da je tada
|z + 3|l = inf {||z — zu; w€ E} Ve

Doista, kako je xu € J za svaki x € % i svaki u € E C J, oc¢ito vrijedi nejednakost
|z + 3| <inf{||z — zul; v € E}.

Obrnuta nejednakost slijedit ¢e ako dokazemo da za svaki y € J postoji niz u, € F takav da za
svaki z € 2 vrijedi
|z + y|| > inf {||z — zu,||; n € N}.

Za y € J prema lemi 10.1. postoji niz u,, € E, takav da je y = lim,, o, yu,. U dokazu leme 10.1.
vidjeli smo da vrijedi i ||e — u,|| < 1 za svaki n. Stoga imamo redom

[+ yll = lim inf [|(z +y)(e = un)|| = lim inf [[(z = zun) + (y — yun)|| =
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= lim inf ||z — 2u,|| > inf {||z — zu,||; n € N},
n—oo

jer je lim,, o (y — yu,) = 0.
_ Primjenom dokazane jednakosti nalazimo za svaki o € 21 (racunajuci ako je potrebno u algebri
2):

|z+3||* = inf {||z—zu|*; v € E} = inf {||z(e—w)|*; u € E} = inf {||(e—u)z*z(e—u)|; v € E} <

< inf{llz"z(e —u)l; we B} = inf {[lz"z — 2"zul; v e E} = |27z + 3| = [[(z +3)" (= + ).

Time je dokazana nejednakost
lz + 317 < [l +3)"(z + ).
Iz te nejednakosti kao u dokazu teorema 8.1. slijedi C*—jednakost.

Teorem 10.1. Neka su A i B C*—algebre i neka je m: A — B x—homomorfizam.

(a

) Operator 7 je neprekidan i norma mu je manga ili jednaka 1.

(b) Ako je homomorfizam 7 injektivan, on je izometrija.

(¢) Slika w(A) homomorfizma 7 je zatvorena i to je C*—podalgebra od B.
(d)

d) Homomorfizam m inducira izometricki x—izomorfizam kvocijentne algebre 2/ ker m na alge-

bru w(2A).

Dokaz: (a) Pretpostavimo prvo da su 2 i 98 unitalne C*—algebre s jedinicama ey i eg i da
je homomorfizam 7 unitalan, tj. 7(eg) = en. Tada 7 preslikava invertibilne elemente algebre 2 u
invertibilne elemente algebre 8. Odatle slijedi da je o (7(x)) C oy(z) za svaki z € 2(. Bududi da
je norma svakog hermitskog (¢ak i normalnog) elementa unitalne C*—algebre jednaka njegovom
spektralnom radijusu, za svaki x € 2 imamo redom:

lx@)|I* = |7 (z"2)]| = v(7m(2"2)) < v(z"z) = |l2"z]| = [|=]*,

Time je tvrdnja (a) dokazana uz navedene pretpostavke.

Pretpostavimo sada samo da je algebra 2l unitalna s jedinicom eg. Mozemo pretpostaviti da je
slika 7 (2A) gusta u B; ako nije tako, mozemo bez smanjenja opéenitosti promatrati zatvaraé slike
() umjesto C*—algebre B. 7(egy) je jedinica za algebru m(2), a kako je ova gusta u B zbog
neprekidnosti mnozenja zakljuéujemo da je m(eg) jedinica u algebri %B. U tom slucaju tvrdnja je
ve¢ dokazana.

Pretpostavimo napokon da je algebra 2 neunitalna i neka je 2 = A + Cey njena unitalizacija.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je algebra B unitalna; naime, ako nije tako,
algebru 8 mozemo zamijeniti s njenom unitalizacijom. Definiramo sada 7 : A — B na sljedeci
nacin:

7(x + deg) = 7(x) + Aews, red, NeC.
Lako se vidi da je na taj nacin definiran x—homomorfizam koji prosiruje 7. Sada iz dokazanog
slijedi da je 7, a time i njegova restrikcija m, neprekidan i norme manje ili jednake 1.

(b) Mozemo pretpostavljati da su algebre 20 i 8 unitalne i da je homomorfizam 7 unitalan.
Doista, ako nije tako, postupamo jednako kao u dokazu tvrdnje (a).

Iz dokaza tvrdnje (@) vidi se da ¢e izometri¢nost homomorfizma 7 slijediti ako dokazemo
da za svaki hermitski element z € 2 vrijedi jednakost og(m(z)) = og(z). Veé¢ znamo da je
on(m(2)) C o9(z). Pretpostavimo da ti skupovi nisu jednaki. Tada postoji neprekidna funkcija
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f:oa(z) — R, takva da je f # 0, ali da je f(A\) = 0 za svaki A\ € og(7(2)). Iz Weierstrassovog
teorema (korolar 7.1.) slijedi da je funkcija f uniformni limes niza polinoma. Za svaki poli-
nom P je P(m(z)) = m(P(2)). Buduéi da je homomorfizam 7 neprekidan odatle slijedi da je
f(n(2)) = 7(f(2)). Medutim, to je nemoguce jer je f(z) # 0, f(m(z)) = 0 i po pretpostavci je 7
injekcija. Ova kontradikcija pokazuje da je nuzno og(7(2)) = o9(z), §to je i trebalo dokazati.

Tvrdnja (d) slijedi neposredno iz tvrdnje (b).

Napokon, ako je 7 injekcija, onda je prema (b) slika 7(2() potpuna, dakle zatvorena, podalgebra
od B. Zbog tvrdnje (d) slika 7(2) je zatvorena u B i ako 7 nije injekcija.

Korolar 10.1. Neka je A C*—algebra s normom || - || i neka je i || - |1 norma na A s obzirom na
koju je A takoder C*—algebra. Tada je ||x||1 = ||x|| za svaki z € 2.

Dokaz: Tvrdnja slijedi neposrednom primjenom tvrdnje (b) teorema 10.1. jer je identiteta
idy bijektivni *—homomorfizam C*—algebre 2 s normom || - || na C*—algebru 2 s normom || - ||;.
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Reprezentacije C*—algebri

Reprezentacija C*—algebre 2 na Hilbertovom prostoru H je s—homomorfizam
m: A — B(H). Pri tome je B(H) C*—algebra ogranic¢enih linearnih operatora na H na kojoj
je norma zadana sa

[All =sup {|AL]l; € € H, €Il <1}, A€ B(H),
a involucija je adjungiranje
(A%¢ln) = (§lAn) V& neH.
Zatvoren potprostor IC prostora H zove se m—invarijantan ako je on invarijantan za svaki
operator 7(z), z € A. U tom slucaju je pomocu restrikcija

mic(z) = 7(z)|K, r e,

definirana reprezentacija mx od 2 na Hilbertovom prostoru K koja se zove subreprezentacija od
7. Ako je K m—invarijantan potprostor onda je i njegov ortogonalni komplement Kt 7—invarijantan.
Doista, za z € A i za £ € K+ imamo za svaki n € K

(m(z)€n) = (€]m(z%)n) = 0

jer je w(x*)n € K. Dakle, m(z)¢ € Kt
Zatvarac Cl[m(A)H] potprostora

[r(H] = [{n(2)§; v € A, § € HY]

otito je m—invarijantan. Stoga je i njegov ortogonalni komplement (Cl[r(2)H])* = [x(A)H]*
m—invarijantan potprostor. Za n € ‘H imamo redom

nemH = @@)En) =0VeecHiVred —

— (r(z ) =0VEeHiIVz e <= 7@ )m=0Vred < n(zr)np=0Vrecll

Reprezentacija 7w zove se nedegenerirana ako je potprostor [7(2)H] gust u H. Prema gornjem
to je ekvivalentno uvjetu da iz w(x)n = 0 Vx € A slijedi n = 0. Zbog toga je ocito svaka sub-
reprezentacija nedegenerirane reprezentacije i sama nedegenerirana.
Neka je m reprezentacija C*—algebre 2 na Hilbertovom prostoru H. Ako je £ € H, zatvarac
Cl(m(20)€) potprostora
m(A)§ = {n(z)¢; = A}
je ocito invarijantan i zove se ciklicki potprostor. Reprezentacija 7 se zove cikli¢ka, odnosno,

¢itav se prostor H zove cikli¢ki prostor, ako postoji vektor & € H takav da je potprostor m ()¢
gust u ‘H. U tom se slucaju & zove ciklicki vektor reprezentacije 7.
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Teorem 11.1. Neka je m nedegenerirana reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru
H. Postoji skup ciklickih invarijantnih potprostora koji su medusobno ortogonalni i ¢ija je suma
gusta u H.

Dokaz: Neka je P skup svih skupova medusobno ortogonalnih ciklickih potprostora od H.
Taj je skup parcijalno ureden inkluzijom. Ako je R neki njegov linearno ureden podskup, onda
je unija svih skupova iz R ocito element od P i to je gornja meda za R. Prema tome, parcijalno
ureden skup P zadovoljava uvjet Zornove leme, pa u P postoji neki maksimalan element X. To
znaci da je X skup medusobno ortogonalnih ciklickih potprostora i ne postoji Y € P takav da je
X C Y. Neka je XX suma svih potprostora iz X. Pretpostavimo da ¥ X nije gust u H. Tada je
K = (2X)* # {0}. K je 7—invarijantan potprostor od H. Subreprezentacija mx je nedegenerirana,
pa K sadrzi neki ciklicki potprostor £. No tada je X U{£} € P i X C X U{L}. To je nemoguce
zbog maksimalnosti X u P. Ova kontradikcija pokazuje da je XX gusto u H.

Neka su 7 i o reprezentacije C*—algebre 2 na Hilbertovim prostorima H i K. Reprezentacije
w1 0 zovu se ekvivalentne ako postoji izometricki izomorfizam U: 'H — K, takav da je

Un(z) =o(x)U Vo € .

Primijetimo da je ogranic¢en operator U € B(H, K) izometricki izomorfizam sa H na K ako i samo
ako je UU* = I i U*U = Iy. Dakle, gornji se uvjet moze zapisati i ovako:

Un(x)U* = o(z) Vo e .

U tom slucaju piSemo m ~ o. Ocito je ~ relacija ekvivalencije na skupu svih reprezentacija
C*—algebre 2.

Reprezentacija m C*—algebre 2 na Hilbertovom prostoru H zove se reducibilna ako postoji
m—invarijantan potprostor od H koji je netrivijalan, odnosno koji je razlicit od {0} i od H. Ako
netrivijalan m—invarijantan potprostor ne postoji, reprezentacija m zove se ireducibilna. To
znaci da nijedan netrivijalan hermitski projektor ne komutira sa svim operatorima m(z), = € 2.
Ocito je svaka ireducibilna reprezentacija na prostoru koji nije jednodimenzionalan nedegenerirana.
Reprezentacija m # 0 je ireducibilna ako i samo ako je za svaki & € H, & # 0, potprostor w ()¢
gust u H.

Teorem 11.2. Neka je J zatvoren obostrani ideal u C*—algebri 2 i neka je ™ nedegenerirana
reprezentacija C*—algebre J na Hilbertovom prostoru H. Postoji jedinstveno proSirenje m do
reprezentacije 1 C*—algebre A na prostoru H. Ako sum i o ekvivalentne nedegenerirane reprezenta-
cije od J, onda su njihova prosirenja @ 1 ¢ ekvivalentne reprezentacije od 2.

Dokaz: Dokazat ¢emo da za svaki z € 2 postoji jedinstven 7(z) € B(H) takav da vrijedi
()7 (y) = m(zy) Yy € J. Jedinstvenost je ocita posljedica nedegeneriranosti reprezentacije 7 od
na H. Ostaje nam da dokazemo egzistenciju.

Pretpostavimo najprije da je reprezentacija m ciklicka, tj. da postoji & € H takav da je
potprostor 7(J)¢ gust u H. Tvrdimo da je tada

T
J

[m(@y)ell < llzll - I=(m)ell,  VzeAivyed.

Doista, neka je y € J. Tada je i y* € J, pa prema lemi 10.1. postoji niz (e,) hermitskih elemenata
ideala J takav da je o(e,) C [0,1] i lim, y*e,, = y*. Primijenimo li na to involuciju, dobivamo
lim,, e,y = y. Dakle, za svaki x € 2 imamo

Im(ay)éll = tim r(ze,y)é] = lim [|w(ze,)m(y)e] <
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< sup [[zen|| - |7 (y)Ell < llzll - [I7(y)ll,

n

kao Sto smo i tvrdili. Iz dokazane nejednakosti slijedi da je za svaki x € 2 sa 7(y)§ — 7(xy)¢
dobro definiran ogranicen linearan operator na normiranom prostoru 7(J)¢. Taj je potprostor
gust u H, pa zaklju¢ujemo da postoji ogranic¢en linearan operator 7(x): H — H takav da je
7(z)r(y) =m(zy), v €A, yeJ.

U opéem slucaju prema teoremu 11.1. postoje medusobno ortogonalni ciklicki potprostori H;,
1 € I, ¢ija je suma X;H; gusta u ‘H. Prema dokazanom za svaki ¢ € I i za svaki z € 2 postoji
pi(z) € B('H;) takav da je

pi)r(y)|Hi=n(zy)/H;  Vyed i )] <l

Definiramo p(x): ¥;H; — X;H; tako da stavimo p(z)|H; = pi(x), ¢ € I. Tada je p(z) ogranicen
linearan operator na potrostoru 3;H;. No taj potprostor je gust u H pa se p(z) prosiruje do
7(x) € B(H) s trazenim svojstvom 7(x)n(y) = n(zy), z € A, y € J.

1z jedinstvenosti operatora 7(z) sa zadanim svojstvom neposredno slijedi da je 7 reprezentacija
C*—algebre 2 na prostoru ‘H koja prosiruje reprezentaciju m od J i to prosirenje je jedinstveno.
Time je dokazana prva tvrdnja teorema 11.2.

Dokazimo i drugu tvrdnju. Neka je U € B(H, K) izometricki izomorfizam takav da je

Ur(y)=0c(y)U  VYyeg.
Tada za jedinstvena prosirenja 710 iza svaki x € A, y € Ji & € H vrijedi:

Urt(z)m(y)§ = Un(zy)§ = o(zy)US = 6(x)o(y)UE = o (x)Un(y)§.

Kako je reprezentacija m od J nedegenerirana, vektori 7(y)¢ razapinju gust potprostor od H, pa
slijedi Uz (z) = &(x)U za svaki x € 2. Dakle, reprezentacije 7 i & su ekvivalentne.

Teorem 11.3. Neka je A C*—algebra, J zatvoren obostrani ideal w2 i 7 ireducibilna reprezentacija
od A na Hilbertovom prostoru H. Ako je J € kerm, tj. w(J) # {0}, onda je restrikcija |3
ireducibilna reprezentacija C*—algebre § na prostoru 'H. Nadalje, ako za ireducibilne reprezentacije
7 10 od A vrijedi m(J) # {0} i o(J) # {0} ¢ ako su reprezentacije 7|y i o|J od J ekvivalentne,
onda su reprezentacije w 1 o ekvivalentne.

Dokaz: Za prvu tvrdnju dovoljno je dokazati da je potprostor m(J)¢ gust u H za svaki
€ €H, £#0. Kako je J ideal u 2 ocito je zatvara¢ Cl(mw(J)E) potprostora 7(J)€ m—invarijantan
potprostor od H. Bududi da je reprezentacija 7 ireducibilna, slijedi da je Cl(7(J)¢) = H ili je
Cl(m(J)¢) = {0}. U drugom slucaju je 7(y)¢ = 0 Vy € J. Odatle imamo redom:

(W)l =0 Vyed, vneH = (En(yn) =0 WweJ, VneH — ¢Lr(JH]

Dakle, [7(J)H]* # {0}. No taj je potprostor m—invarijantan, pa zbog ireducibilnosti slijedi
[T(J)H]*t = H. Odatle bi slijedilo da je 7(J) = {0}. No to je suprotno pretpostavci. Ova kon-
tradikcija pokazuje da za svaki vektor & # 0 vrijedi Cl(7(J)§) = H i time je dokazano da je
reprezentacija w|J ireducibilna.

Druga tvrdnja slijedi neposredno iz druge tvrdnje teorema 11.2.
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Poglavlje 12

Uredaj u C*—algebri i u njenom dualu

U daljnjem (sve do pred kraj ovog poglavlja) 2 predstavlja unitalnu C*—algebru s jedinicom

Hermitski element = € 2 zove se pozitivan i pisemo = > 0 ako je o(z) C Ry = [0, +00). Skup
svih pozitivnih elemenata od 2 oznacavat ¢emo sa 2A,. Ako jex € A, i A > 0 ocito je Az € .

Lema 12.1. Ako suz,y € A, onda je x +y € A,.

Dokaz: Kako mnozenje s pozitivnim brojem ne mijenja pripadnost 2., u dokazu mozemo
pretpostavljati da je ||z|| < 11 [|y|| < 1. Tada je o(x) C [0,1], pa je i o(e — ) C [0, 1]. Kako je
e — x hermitski, norma mu je jednaka spektralnom radijusu, pa slijedi ||e — x| < 1. Sli¢no je i
lle —y|| < 1. Odatle je

12e = (z+y)ll =llle—z)+ (e =yl < lle — x| +[le —y] < 2.
Odatle je 0(2e — (z +y)) C [—2,2], pa slijedi o(z +y) C [0,4], dakle, z +y € A,.
Lema 12.2. Ako za z € A vrigedi —2*z > 0, onda je z = 0.

Dokaz: Lako se vidi da za bilo koje elemente x i y bilo koje unitalne algebre vrijedi o(xy) U
{0} = o(yz) U {0}. Zbog toga iz —z*z > 0 slijedi —zz* > 0. Iz leme 12.1. sada slijedi da je
—z*z— 22" > 0. Stavimo x = 3(2+2*) iy = 5-(2 — 2*). Tada su x i y hermitski i vrijedi z = x4y
i z* =z —iy. Odatle je —(2® +y?) = 3(—2*z — 22*) > 0. No kako su ocito 22 > 01 y? > 0, iz leme
12.1. slijedi i 22 4+ y* > 0. To znaéi da je o(x? 4+ y?) = {0}. Medutim, za svaki hermitski element

je norma jednaka spektralnom radijusu, pa zakljuéujemo da je 2% + y? = 0. Sada je 22 = —y?, pa
je i o(x?) = o(y?) = {0}, dakle 2% = y* = 0. Medutim, elementi z i y su hermitski, pa pomo¢u
C*—svojstva norme nalazimo ||z||? = ||#2|| = 0, tj. x = 0 i analogno y = 0. Slijedi z = z + iy = 0.

Teorem 12.1. (a) Za svaki hermitski x € 2 postoje y, z € A, takvi da je v =y — 2.

(b) Ay ={z"z z €U ={y* y €A y =y}
Dokaz: (a) Definiramo neprekidne funkcije f,g: R — R sa
ft) = g(t) =
0 t <0, —t t <0.
Tada su f(t) > 01 g(t) > 0 za svaki ¢t € R, pa iz teorema 9.4. slijedi da su hermitski elementi
y = f(z) 1z = g(x) pozitivni. Nadalje, vrijedi t = f(t) — g(t), paje x =y — z.
(b) Ocito vrijedi {y*; y € AU, y* =y} C {z*z; z € A}

65



66 POGLAVLJE 12. UREDAJ U C*—ALGEBRI I U NJENOM DUALU

Za x € A, je o(x) C [0,]z]]], a na tom je skupu dobro definirana neprekidna funkcija
f(t) = V/t. Tada je y = f(z) hermitski (¢ak i pozitivan) i vrijedi # = y?. Time je dokazana
inkluzija 2, C {y* y €A, y* =y}

Ostaje jos da dokazemo inkluziju {z*z; z € A} C A,. Neka je z € 2. Tada je element z*z
hermitski. Definiramo sada neprekidne funkcije f,g: R — R, sa

Vi >0, 0 t>0,

f(t) = g(t) =
0 t <0, V-t t < 0.

Tada je fg =01t = f(t)?—g(t)%. Dakle, pozitivni elementi u = f(2*2) i v = g(2*2) zadovoljavaju

uv =ovu =0 i 2z =u? — v
Slijedi
v2¥zv = vuto — ot = —ot
Stavimo li w = zv, dobivamo
—wrw = —vz*zv = vt >0,

pa iz leme 12.2. slijedi w = 0. Odatle je v* = 0, pa slijedi v = 0, jer je element v hermitski. Dakle,
vrijedi 2*z = u?, a kako je element u hermitski, slijedi 2*z > 0, tj. z*z € 2.

Linearni funkcional f na 2 zove se pozitivan, ako je f(x) > 0 Vx € 2, . Primijetimo da u
definiciji pozitivnog funkcionala ne pretpostavljamo da je taj funkcional ogranicen. Ipak, to ce
biti posljedica definicije.

Neka je 7 reprezentacija od 2l na Hilbertovom prostoru i neka je £ € H. Tada je sa

f(z) = (n(2)¢le),  ze,

definiran pozitivan linearan funkcional f na 2. Dokazat ¢emo da se na taj nac¢in moze dobiti svaki
pozitivan linearan funkcional na 2.

Za svaki linearan funkcional f na C*—algebri 2 relacijom

zlyly = fy'z),  z,ye,

definiran je seskvilinearan funkcional [-|-]; na 2 x A. Ako je funkcional f pozitivan, seskvilin-
earan funkcional [-||; je pozitivho semidefinitan, tj. vrijedi [z|z]f > 0 Vo € 2. Tada vri-
jedi CBS—nejednakost (nejednakost Cauchy—Schwartz—Buniakowskog) koja iskazana pomocu f
poprima oblik

F o) < f@ 0 fly'y)  Vaye.

Teorem 12.2. (a) Ako je f pozitivan funkcional na A, onda je f ogranicen i || f|| = f(e).

(b) Ako za ogranicen linearni funkcional f na A wvrijedi ||f|| = f(e), onda je funkcional f
pozitivan.

Dokaz: (a) Neka je f pozitivan funkcional na 20 i neka je z € 2, ||z|] < 1. Primjenom
Schwarzove nejednakosti nalazimo

[F(2)F = f(e"2)]* < f(2"2)f(e"e) = f(2"2) f(e).
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Dakle, da bismo dokazali da je f ogranicen i da je ||f|| < f(e) dovoljno je dokazati da vrijedi
f(z*2) < f(e), odnosno da je f(e — z*z) > 0. Medutim, kako je ||z*z|| = ||z||* < 1, za pozitivan
element z*z vrijedi o(2*z) C [0, 1]. Odatle jei o(e—2*z) C [0, 1]. Posebno, e — z*z € A, pa slijedi
f(e = z*z) > 0. Time je dokazano da je f ogranicen i da je ||f|| < f(e). Obrnuta nejednakost
||l > f(e) je evidentna, jer je |le]| = 1.

(b) Neka je f ogranicen linearan funkcional na A za koji je || f|| = f(e).

Dokazimo najprije da je f(z) € R za svaki hermitski element x € 2. Dodatna pretpostavka
|z]| <1 ne smanjuje opéenitost. Neka je, dakle, x € A, x* = z, ||z|| < 1. Stavimo f(z) = o + i[5,
a, € R. Ukoliko je potrebno, zamijenimo x sa —x da postignemo da je § > 1. Za bilo koji
prirodan broj r > 0 imamo

Ire—iz|* = | (re —iz)*(re —ix)|| = |(re+iz)(re—iz)| = [P+ 2% < 2]+ 22| = r2+ o],
a kako je ||z|| <1 zakljuéujemo da je

|re —ix||* <r*+1 Vr > 0. (%)
S druge strane, kako je f(e) = || f||, imamo

flre —iz) =rf(e) —if(z) = r|lfll + B —ia,

dakle,
flre—in)? =\ + 82 +a®  vr>o. (15)

Iz (%) i (++) dobivamo
(P + 8)2 + o = | f(re — ix)* < || fIPllre — ix]* < (7 + D) £,
pa slijedi
PP+ 2081l + 82+ < (P DIfIP = 2Bl f] +a®+ 52 < | fI%

Kako to vrijedi za svaki r > 0, vidi se da nije moguc¢e da je § > 0. Zakljucujemo da je g = 0, tj.
f(z) = o € R. Time je dokazano da je f(z) € R za svaki hermitski element x € 2.

Treba dokazati da je f(z) > 0 za svaki x € 2. Pretpostavimo da nije tako i neka je z € 2,
takav da f(z) 2 0. Buduéi da je svaki pozitivan element hermitski, iz dokazanog slijedi da je tada
f(z) < 0. Stavimo

1 . . 1
o=l (Gadajelol=g(e)=1) i y=z—glae

Tada je g(z) < 0. Nadalje, buduéi da je element x pozitivan, vrijedi
1 1
o(x) 0zl = ol S |5zl 5ll=l|-

Element y je hermitski pa mu je norma jednaka spektralnom radijusu. Slijedi [jy|| < i|z||. Kako
je |lgll = 1, odatle slijedi |g(y)| < 3]|z|. S druge strane, kako je g(e) = 11 g(x) < 0, imamo

1 1 1
9(y) = 9(@) = 5llzl < =5llell = 19> =]

Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka f(z) < 0 za neki z € 2, netoéna. Dakle, funkcional
f je pozitivan.
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Lema 12.3. Neka je f pozitivan funkcional na unitalnoj C*—algebri . Tada vrijed:
f(z%) = f(2) Vz e A
Nadalje, seskvilinearan funkcional definiran na A X 2 sa

[x,y]fo(y*x), l’,yEQ[,

je hermitski, tj. vrijedi [y, x]; = [z, y]s.
Zadatak 12.1. Dokazite lemu 12.3.

Uputa: Iskoristite tvrdnju (a) teorema 12.1. da dokazete da je f(x) € R za svaki hermitski
element z € .

Teorem 12.3 (Geljfand—Naimark—Segal). Neka je f pozitivni linearni funkcional na 2.
Postoji reprezentacija m C*—algebre 2 na Hilbertovom prostoru H i vektor € € H takvi da je
f(z) = (m(x)E|€) za svaki x € A.

Dokaz: Kao prije definiramo pozitivno semidefinitan seskvilinearan funkcional |-, -] na 2A x 2,
koji je prema lemi 12.3. hermitski:

[z, yly = fly'e),  wyedd
Neka je za x € A mo(z) € B(2A) definiran kao mnozenje slijeva sa z :
mo(2)y = zy, y e 2
Za x,y,z € 2 imamo
[ro(2)y, 21y = [y, 21y = f(2"ay) = [((272)"y) = [y, 2”2y = [y, mo(2")2] -

Neka je z € 2 takav da je [z, z]; = 0. Zbog CBS—nejednakosti tada slijedi da je [z,z]; = 0
vV € 2. To pokazuje da je

N={ze [2,2]f =0} ={z €; f(z"2) =0}

potprostor vektorskog prostora 2. Nadalje, zbog [y, mo(2)z]; = [2*y, 2] vidimo da je potprostor N
invarijantan s obzirom na sve operatore my(z), x € 2. To omogucuje da za svaki x € 2 definiramo
linearan operator mw(x): A/N — A/N :

m(x)(y+ N) =mo(z)y + N = zy + N, y € A
Nadalje, na kvocijentnom prostoru mozemo definirati skalarni produkt:
(e +Nly+N) =[]y, wye
Lako se vidi da je tada m homomorfizam algebre 21 u algebru linearnih operatora na /N i da
vrijedi
(m(@)€ln) = (Elm(z")n),  &neY/N, z e

Dokazimo sada da je svaki operator 7(x), z € 2, na unitarnom prostoru 21/N ograni¢en. Za
reUAizasvakiyeAin=y+ N € A/N imamo

I7(x)n|]* = (xy + Nlzy + N) = [zy, zyl; = f(y 2" zy).
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Za fiksno y € A definiramo linearan funkcional g na 2 relacijom g(z) = f(y*zy), z € A. 1z
pozitivnosti f slijedi da za svaki z € 2 vrijedi

9(z"2) = f(y"="zy) = f((2y)"(2y)) = 0.

Prema tvrdnji (b) teorema 12.1. slijedi da je funkcional g pozitivan. Prema tvrdnji (a) teorema
12.2. slijedi da je |lg]] = g(e) = f(y*y). Stoga imamo

lw(@)nll* = fly*a"zy) = g(a"x) < fyy)lla™zl = |21y, vl = 21 @ln) = l|2]*|In]*.

Time je dokazano da je svaki operator 7(z), z € 2, na unitarnom prostoru 2(/N ogranicen i da je
[ ()| < flef]-

Neka je sada H upotpunjenje unitarnog prostora 2/N. Zbog ogranic¢enosti svaki se operator
7(x), € A, na jedinstven nacin prosiruje do ograni¢enog operatora na Hilbertovom prostoru H,
kojeg ¢emo takoder oznagciti sa 7(x). Preslikavanje z +— 7(x) je homomorfizam algebre 2 u algebru
B(H) i vrijedi

(m(z)€ln) = (Elm(z%)n),  VEneH Ve el

Dakle, 7 je reprezentacija C*—algebre 2 na Hilbertovom prostoru H. Napokon, za vektor
E=e+ N e€A/N CHizasvaki z € 2 imamo

(m(2)¢|€) = [ve, e]s = flexe) = f(x).

Time je teorem u potpunosti dokazan.

Dakle, svaki pozitivni linearni funkcional f na C*—algebri 2 moze se prikazati u obliku
f(x) = (m(x)£|€), gdje je 7 reprezentacija od 2 na Hilbertovom prostoru H i £ € H. Primije-
timo da uvijek mozemo pretpostavljati da je reprezenacija 7 ciklicka i da je & ciklicki vektor te
reprezentacije. Doista, ako nije tako, mozemo H zamijeniti njegovim ciklickim invarijantnim pot-
prostorom K = Cl(m(2A)€) i reprezentaciju m njenom ciklickom subreprezentacijom o = 7; tada
evidentno vrijedi f(z) = (o(2)|¢) Vz € 2.

Pozitivni linearni funkcional f na C*—algebri 2 zove se stanje, ako je f(e) = 1. Prema tvrdnji
(a) teorema 12.2. pozitivan ogranicen linearan funkcional f je stanje ako i samo ako je ||f|| = 1.
Oznac¢imo skup svih stanja na C*—algebri 2 sa S(2). Ocito je S(2A) konveksan podskup dualnog
prostora ', tj. vrijedi:

frgeS®R) i 0<t<1 = tf+(1—t)ge SEA.

Ekstremne tocke konveksnog skupa S(21) zovu se €ista stanja. Dakle, f € S(2) je ¢isto stanje
ako 1 samo ako za bilo koje g1, go € S(2) iz jednakosti f =tg;+ (1 —t)gs zanekit e R, 0 <t < 1,
nuzno slijedi da je g1 = go = f.

Teorem 12.4. Neka je m ciklicka reprezentacija C' x —algebre A na Hilbertovom prostoru H, neka
je & € H njen jedinicni ciklicki vektor i neka je stanje f definirano sa f(x) = (w(x)£|€). Stange f
je cisto ako 1 samo ako je reprezentacija w ireducibilna.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je f ¢isto stanje na 2. Neka je P € B('H) ortogonalan projektor
koji komutira sa svim operatorima 7(x), z € . Treba dokazati da je tada ili P =0 ili P = I.

Pretpostavimo suprotno da je P # 01 P # [. Tvrdimo da je tada P& # 0. Doista, iz P{ = 0,
bi za svaki x € U slijedilo Pr(z)¢ = 7(x)P& = 0, a to bi znacilo da je P = 0, jer je po pretpostavci
potprostor w(2A)¢ gust u H. Sasvim analogno zaklju¢ujemo da je i (I — P)§ # 0, jer bi u protivnom
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bilo I — P =0, tj. P = 1. Stavimo sadan = P{i( = (I — P)£. Tada su n i ¢ medusobno okomiti
vektori razliciti od nule i & = 7+ (. Slijedi 1 = ||n||> + ||¢||*>. Dakle, za broj t = ||n||* vrijedi
0 <t < 1. Definiramo sada linearne funkcionale g; i go na 2 :

1

0@) = Ha@eh). o) = @@, e

Bududi da je P = P* i Pn =mn, imamo za svaki z €

9u(x) = 7 (r(@)eln) = 5 (w(x)é| Po) = +(Pr(x)éln) = - (x(x) Peln) =  (x()nln)

To pokazuje da je g; pozitivni funkcional na 2. Nadalje,

91(¢) = 3(€ln) = 5 (€1Pn) = 1 (Peln) = S (al) = 1.

dakle, g; ja stanje, g; € S(). Sasvim analogno, zbog (I — P)* =1 — P i (I — P){ = ( nalazimo

1

92(z) = E(W(fﬂ)C\C) i ge(e) =1

Dakle, i g5 je stanje na A, go € S(2(). Napokon, iz definicije g; i g» nalazimo za svaki z € 2 :

tgr(x) + (1 = t)ga(x) = (w(x)€]n) + (w(2)¢[¢) = (w(x)€[n + ¢) = (w(2)¢[) = f(x).

Buduéi da je f stanje, odnosno ekstremna tocka konveksnog skupa S(2(), odatle slijedi g; = g, = f.
Dakle, za svaki x € 2 imamo

(r(2)El6) = () = 1(2) = 5 (()el) = 5 ()€ PE)

dakle,
(m(@)E[(P —tD)§) =0 vEeA

Kako je m(21)¢ gusto u H, slijedi (P — tI)¢ = 0, a odatle je za svaki x € 2 :
(P—tl)m(z) =7(x)(P—tl){ =0.

Ponovo zbog gustoée 7(A)¢ u H slijedi P — tI = 0, odnosno P = tI. No to je nemoguce jer je
0 <t < 1. Ova kontradikcija pokazuje da je pretpostavka P # 0 i P # [ bila pogresna. Dakle,
ako ortogonalni projektor P € B(H) komutira sa svim operatorima m(z), * € 2, onda je nuzno
ili P=01li P =1I. To znaci da je reprezentacija 7 ireducibilna.

Dokazimo sada obrnutu implikaciju. Pretpostavimo da je reprezentacija 7 ireducibilna i neka
su gi,92 € SA) 10 <t <1 takvi da je f = tg; + (1 — t)ge. Definiramo sada seskvilinearan
hermitski funkcional [-|-] na gustom potprostoru ()¢ prostora H :

[m(@)|m(y)E] = tar(y*x),  x,yeU
Imamo
0 <tgi(z'z) = f(z*z) — (1 —t)ga(a"z) < f(a"w),

dakle,
0 < [r(2)¢|m(2)¢] < [Im(x)€].
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To pokazuje da je hermitski funkcional [-|-] pozitivno semidefinitan i ogranicen. No tada postoji
hermitski operator A € B(H) takav da je [n|¢] = (n]|AC) za sve n,¢ € m(A)€. To znadi da je

tgi(2"y) = [r(y)¢Im(2)¢] = (m(y)§|An(2)€)  Vy,z €L
Stoga za bilo koje y, z € 2 imamo
(m(y)§|Am(x)m(2)§) = (w(y)§|Am(x2)§) = [w(y)€|m(x2)¢] = tg1((x2)"y) = tgr(2"z"y) =
= [r(z*y)¢|m(2)¢] = (m(z"y)E|Am(2)€) = (w(x) 7 (y)E|Am(2)¢) = (7w (y)¢|m(z) Am(2)E).
Zbog gustoce m(A)¢ u H odatle zaklju¢ujemo
(n[An(2)¢) = (n|m(2)AC)  Vn,(eH = An(z) =7(z)A.

Dakle, operator A komutira sa svim operatorima 7(z), x € 2. Kako je reprezentacija 7 ire-
ducibilna, odatle slijedi da je A skalarni multipl jedini¢nog operatora I, A = AI. Pri tome je A
realan broj, jer je operator A hermitski. Dakle, za svaki x € 2 imamo

tgr(x) = (w(x)§]AL) = Al (x)E[€) = f(x).
Uvrstimo i x = e zbog f(e) = ¢g1(e) = 1 nalazimo da je t = . Dakle, g; = f. Sada slijedi da je
1 1
=—(f—tq) = ——(f—tf) = [.
= —tg) = ([ —th) =]
Time je dokazano da je f ekstremna tocka skupa S(2), tj. f je ¢isto stanje.

Teorem 12.5. Neka je x hermitski element C*—algebre A. Tada postoji cisto stanje f na A takvo
da je | f(z)] = [l

Dokaz: Dokazimo najprije da postoji stanje f € S(2() takvo da je |f(z)| = ||z||. Neka je
B komutativna C*—podalgebra od 2 generirana sa = i e. Prema teoremima 4.2., 8.2. i 9.1.
zakljuéujemo da postoji w € X(B) takav da je |w(z)| = ||z||. Tada je w stanje na B, jer je
|lw|| = w(e) = 1. Po Hahn—Banachovom teoremu postoji f € 2’ takav da je fIB =w i ||f]| = 1.
Tada je f(e) = w(e) =1, dakle f je stanje na 2(. Nadalje, f prosiruje w, pa je |f(z)| = ||z||.

Neka je sada

Y ={g€5); g(x) = f(z)}.

Ocito je X zatvoren podskup jedini¢ne sfere u prostoru 21’ u odnosu na slabu topologiju. Dakle,
prostor X sa slabom topologijom je kompaktan. Nadalje, skup X je konveksan. Upotrijebit ¢emo
sada jedan opci teorem iz funkcionalne analize, koji je posljedica Hahn—Banachovog teorema i
koji navodimo bez dokaza:

Teorem 12.6 (Krein—Milman). Svaki neprazan konveksan podskup ¥ duala X' normiranog
prostora X, koji je kompaktan u odnosu na slabu topologiju od X', ima barem jednu ekstremnu
tocku.

Neka je, dakle, g € ¥ ekstremna tocka akupa Y. Teorem 12.5. ¢e biti dokazan ako pokazemo
da je tada g ekstremna tocka skupa S(21). Neka su g1,92 € S() i 0 < ¢t < 1 takvi da je

g=1tg + (1 —1)gs.

Tada nejednakosti

(@) < l=ll = [f(@)] 1 lga(2)] < llz]| = [f ()]
zajedno sa
tgi(z) + (1 —t)ga(z) = g(z) = f(x)
povlace da vrijedi g;(z) = ga(x) = f(x), dakle g1, g2 € ¥. Medutim, ¢ je ekstremna tocka od X,
pa slijedi g; = go = ¢g. To pokazuje da je g ekstremna tocka skupa S(2I).
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Korolar 12.1. Za svaki z € A, z # 0, postoji ireducibilna reprezentacija ™ na Hilbertovom
prostoru H i jedinicni vektor & € H takav da je ||7(2)¢|| = ||z|| > 0.

Dokaz: Primijenimo teorem 12.5. na hermitski element z*z. Slijedi da postoji ¢isto stanje f
na A takvo da je f(2*z) = ||z*z|| = ||2||*>. Neka su 7 i £ reprezentacija i jedini¢ni vektor dobiveni
pomocu teorema 12.3., tj. dobiveni tzv. GNS—konstrukcijom. Tada je

Iw(2)8]* = (m(2)¢|m(2)¢) = (w(2"2)8[€) = f(2"2) = |||

Dakle, vrijedi ||7(2)¢]| = ||z]|. Prema teoremu 12.4. tada je reprezentacija m ireducibilna. Time je
korolar dokazan.

Teorem 12.7 (Geljfand—Naimark). Svaka C*—algebra A izometricki je izomorfna C*—podal-
gebri od B(H) za neki Hilbertov prostor 'H.

Dokaz: Treba dokazati da postoji izometricka reprezentacija algebre 2 na nekom Hilbertovom
prostoru. Prema korolaru 12.1. za svaki x € 24, x # 0, postoji reprezentacija 7, na nekom
Hilbertovom prostoru H, takva da je ||m.(z)| = ||z||. Neka je H skup svih funkcija

e\ {0} = | He

zeA\{0}

takvih da je ¢(z) € H, Yz € A\ {0} ida je

Y lp@)]? < +oo.

zeA\{0}

Primijetimo da za svaki ¢ € H vrijedi ¢(z) # 0 za najvise prebrojivo mnogo = € 2\ {0}. Lako se
vidi da je tada H Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

(plv)= > (p@)(@)),

zeA\{0}

gdje je (+]), skalarni produkt na prostoru H,, € 2\ {0}. Nadalje, za y € 2 definiramo operator
7(y) na prostoru H :

(W) (x) = T (y)p(z), ze€A\{0}), peH.

Direktno se provjerava da je m reprezentacija C*—algebre 20 na Hilbertovom prostoru ‘H. Ako je
z e x#0,tada je ||m.(x)]| = ||x] # 0, odakle slijedi 7(z) # 0. Prema tome, reprezentacija 7 je
injektivna, dakle po tvrdnji (b) teorema 10.1. reprezentacija 7 je izometrija sa 2 u B(H). Time
je teorem u potpunosti dokazan.

Reprezentacija m dobivena u dokazu teorema 12.7. izgleda "preglomazna”. U stvari, mogli smo
definirati ‘H kao znatno "manji” prostor; mogli smo npr. promatrati funkcije ¢ definirane ne na
c¢itavom skupu 2\ {0} nego samo na skupu 4 N S(0,1) svih pozitivnih elemenata algebre 2A
norme 1, pa cak i na bilo kojem njegovom gustom podskupu.

Zadatak 12.2. Neka je A separabilna C*—algebra. Dokazite da je A izometricki izomorfna
C*—podalgebri od B(H) za neki separabilan Hilbertov prostor H.
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Uputa: Neka je S prebrojiv gust podskup od 20, N.S(0, 1). Sada kopirajte dokaz teorema 12.7
s tim da umjesto funkcija na skupu 2\ {0} promatrate funkcije

p: S — U H, takvedaje ¢(z)€eH, VeeS i Z lo(x)]|* < +o0.

z€eS z€eSs

U cijelom ovom poglavlju pretpostavljali smo da je promatrana C*—algebra unitalna. Analogni
rezultati za neunitalne C*—algebre mogu se izvesti iz dokazanog pomocu unitalizacije. Npr.
za neunitalnu C*—algebru 2 pojam pozitivnog elementa definiramo pomoéu unitalizacije A :
A, = §1+ N A. No cesto je svrhovitije, posebno u teoriji reprezentacija, raditi s neprosirenom
C*—algebrom. Tada nam je korisno postojanje tzv. aproksimativne jedinice. Aproksimativna
jedinica u C*—algebri 2 je familija (ey)rea takva da je

(a) A je usmjeren skup, tj. parcijalno ureden skup s relacijom uredaja < takvom da za bilo koje
A i€ A postoji v € A takavdaje A <vip<w.

(b) ey =e\ VA €A
() ApeAA<p = e,—e\>0.
(d) Za svaki x € A vrijedi
}\ig\l lexx — x| = 0.
Pri tome za usmjeren skup A i za niz brojeva a)ca piSemo
o= }\1&1& )
ako za svaki € > 0 postoji \p € A takav da vrijedi
AeA, N A — la — ay| < e.

Primijetimo da za svaku aproksimativnu jedinicu (ey)yea primjenom adjungiranja u svojstvu (d)
vidimo da za svaki x € 2 vrijedi

lim [|zey — z|| = 0.

AEA

Bez dokaza navodimo sljedeéi teorem (ideja njegovog dokaza je u dokazu leme 10.1.):
Teorem 12.8. U svakoj C*—algebri postoji aproksimativna jedinica.

Zadatak 12.3. Neka je A unitalna C*—algebra s jedinicom e i neka je (ex)rea familija hermit-
skih elemenata od A koja je rastuca, tj. N < pu = e, —ex > 0. DokaZite da je ta familija
aproksimativna jedinica algebre A ako © samo ako je

I —e| =0.
lim [lex —efl =0

Zadatak 12.4. Neka je m reprezentacija C*—algebre A na Hilbertovom prostoru H. DokaZite da
su sljedeca tri svojstva medusobno ekvivalentna:

(a) Reprezentacija  je nedegenerirana.

(b) Za svaki & € H i svaku aproksimativnu jedinicu (ex)rea algebre A vrijedi

lim [ m(ex)€ — €]} = 0.



74 POGLAVLJE 12. UREDAJ U C*—ALGEBRI I U NJENOM DUALU

(¢) Za svaki & € H postoji aproksimativna jedinica (ey)ren algebre A takva da vrijedi
li —¢&]|=0.
Lo [r(e)€ — €] = 0
Zadatak 12.5. Neka je A C*—algebra i f : A — C linearni funkcional. DokaZite da su sljedeéa
tri svojstva medusobno ekvivalentna:
(a) Funkcional f je pozitivan.

(b) Funkcional f je ogranicen i za svaku aproksimativnu jedinicu (ex)aen algebre A vrijedi

171 =i fex).

(¢) Funkcional f je ogranicen i postoji aproksimativna jedinica (ex)xep algebre A takva da vrijedi

171l =i ()

Uputa: Za dokaz implikacije (¢) = (a) imitirajte dokaz implikacije (b) = (a) teorema
12.2. Posebno, ako je x € 2 hermitski i f(z) = a + i, a, 3 € R, § > 0, dokazite da za r > 0
iza A € A takav da je r|zey — exz|| < 1 vrijedi |[rey — iz||*> < r? + 2, pa odatle slicno kao u
spomenutom dokazu izvedite da je 2r| f||8 + a* + 3* < 2||f||* Vr >0, dakle, 5 = 0.



Poglavlje 13

Kompaktni operatori u
reprezentacijama C*—algebri

Podsjetimo se osnovnih ¢injenica o kompaktnim operatorima na Hilbertovom prostoru H. Op-
erator A € B(H) zove se kompaktan ako A preslikava jedinicnu kuglu u H u relativno kompaktan
podskup od H. Tome je ekvivalentan zahtjev da za svaki ogranicen niz (§,) u ‘H niz (AE,) ima
konvergentan podniz. Skup svih kompaktnih operatora na Hilbertovom prostoru H oznacavamo
sa K(H). To je zatvoren obostrani ideal u C*—algebri B(H) svih ograni¢enih linearnih operatora
na H. Za svaki A € K(H) spektar o(A) je ili konacan ili prebrojivo beskonacan. Ako je spektar
beskonacan, onda je 0 jedino gomiliste tocaka spektra. Dakle, ako tocke spektra numeriramo, tj.

o(A) ={A.; n €N},

onda je
lim A, = 0.

n—oo

Ako je A € a(A) \ {0}, onda je X svojstvena vrijednost od A i svi potprostori N((AI — A)"),
n € N, su kona¢nodimenzionalni, a svi potprostori R((Al — A)"), n € N, su zatvoreni i kona¢ne
kodimenzije u ‘H.

Neka je sada A € K(H) hermitski operator beskona¢nog ranga. U kolegiju Kompaktni operatori
dokazali smo da tada postoji ortonormiran niz (&, )neny U H i niz (A, )neny u R\ {0} takav da vrijedi

Ag = Z;An@lfn)fn P G=¢- 2‘1(%)@ eN(A) VEeX.

Tada je N(A) = R(A)*, CI(R(A)) = N(A)* ia(A) = {0} U{\,; n € N}. Ocito je tada (&,)nen
ortonormirana baza u N(A)* a to je ¢itav prostor H ako i samo ako 0 nije svojstvena vrijednost
operatora A.
Zadatak 13.1. Neka je A € K(H) hermitski operator beskonacnog ranga i neka je

o(A)\{0} ={\; ne N}, pricemuje N\, # Ny za nFm.

Neka je P, ortogonalni projektor prostora H na svojstveni potprostor operatora A za svojstvenu
vrigednost \,. DokaZite:

(a) Svaki P, je limes niza operatora oblika a; A + as A% + - + o AF. Posebno, operatori P,
sadrzani su u svakoj C*— podalgebri od B(H) koja sadrzi operator A.
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(b) Vrijedi
k=1

Uputa: Za prvu tvrdnju koristite funkcionalni ra¢un, a za drugu dokazite da je

> NP
k=n

= sup{|Ax|; k> n}.

U daljnjem rije¢ projektor znac¢i ortogonalan projektor, dakle, ogranicen operator P takav da
je P2 = P = P*. U skupu svih projektora definirana je relacija uredaja sa

Q<SP — PQ=QP=Q.

Za projektore P i ) kazemo da su medusobno ortogonalni ako su im podrué¢ja vrijednosti
R(P) = PH i R(Q) = QH medusobno ortogonalna. To je ispunjeno ako i samo ako je PQ =0, a
tada je i QP = 0.

Neka je H Hilbertov prostor. Svaka C*—podalgebra od K (H) zove se kompaktna C*—algebra.
Tada sa 7y oznacavamo identi¢nu reprezentaciju od 2 na Hilbertovom prostoru H, tj. my(A) = A
za svaki A € 2A. Kompaktna C*—algebra zove se nedegenerirana ako je reprezentacija mgy nede-
generirana, tj. ako je potprostor [AH] gust u H. Tome je ekvivalentno da iz A{ = 0 VA € A
slijedi ¢ = 0. Kompaktna C*—algebra zove se ireducibilna ako je njena identi¢na reprezentacija
7 ireducibilna, odnosno, ako je potprostor A& = {A&; A € A} gust u H za svaki £ € H, £ # 0.

Projektor P u kompaktnoj C*—algebri 2 zove se minimalan projektor u algebri 2 ako ne
postoji projektor @) € A takav daje Q #0,Q # PiQ < P.

Propozicija 13.1. Neka je P # 0 projektor u nedegeneriranoj kompaktnoj C*—algebri A. Tada
je P minimalan projektor u algebri A ako i samo ako je PAP = CP = {\P; A € C}. Svaki
projektor u A je konacnog ranga i ako je razlicit od 0 on je il minimalan ilv je suma medusobno
ortogonalnih minimalnih projektora.

Dokaz: Ocito iz PAP = CP slijedi da je P minimalan projektor u algebri 2. Doista, ako je
Q@ € 2 projektor razli¢it od nule i ako je Q < P, onda je Q = PQP € PAP = CP, dakle, Q = AP
zaneki A € C\ {0}. Tada je \P = Q = Q* = \>P? = \?P, dakle, \* = X\ # 0, tj. A =1, §to znaci
da je Q = P.

Pretpostavimo sada da je P minimalan projektor u algebri 2l. Da bismo dokazali da je tada
PAP = CP dovoljno je dokazati da je PAP = AP za svaki hermitski A € 2. Ako je A € 2
hermitski onda je P AP kompaktan hermitski operator pa prema zadatku 13.1. postoje A, € R\{0}
i projektori P, € 2 takvi da je

PAP=) MP, i PPp=0 za n#m.

Imamo PAP(I — P) =0, dakle, za svaki £ € H vrijedi

0=PAP(I—P){=> M\P.(I-P),

a odatle, jer su P,,H medusobno okomiti, slijedi P,(/—P){ = 0V¢ € H, tj. P,(I—P) = 0, odnosno,
P, = P,P Vn. To znaci da je P, < P Vn, a buduéi da je P minimalan projektor u algebri %,
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slijedi da je ili P, = 0ili P, = P. Dakle, P, # 0 za to¢no jedan n pa je PAP = \, P, = \,,P.
Napokon, ako je P projektor u 2 onda je P konacnog ranga, jer nema kompaktnih projektora
beskonacnog ranga. Dokazimo i zadnju tvrdnju. Neka je P € 2 projektor razli¢it od nule koji nije
minimalan u algebri 2. Tada postoji projektor ) € A takav da je Q@ # 0, Q # P i@ < P. Tada je
P=Q+ (P—-Q), QiP—(Q sumedjusobno ortogonalni projektori u algebri 2. Nadalje, tada je

dim R(P) =dim R(Q)+dim R(P—-Q), dim R(Q) <dim R(P) i dim R(P—Q) < dim R(P).

Zbog konag¢nosti dimenzija nakon kona¢no mnogo takvih rastava (odnosno, indukcijom po rangu
projektora P) dolazimo do prikaza projektora P kao sume medusobno ortogonalnih minimalnih
projektora u algebri .

Teorem 13.1. Neka je A ireducibilna kompaktna C*—algebra na Hilbertovom prostoru H. Tada
jeA=K(H).

Dokaz: Dokazimo najprije da algebra 2 sadrzi neki projektor ranga 1. Doista, neka je P bilo
koji minimalan projektor u algebri 2. Pretpostavimo da je rang od P veéi od 1. Tada postoje
&m € PH takvida je £ # 0,7 # 01 & L n. Neka je A € 2 proizvoljan. Prema propoziciji
13.1. tada postoji A € C takav da je PAP = A\P. Slijedi

(n|A) = (Pn]APE) = (n|PAPE) = (n|A¢) = A(n]€) = 0.

To pokazuje da je n L A&, Medutim, ako je algebra 2 ireducibilna, onda je potprostor £ gust u
H. Tako smo dosli do kontradikcije 0 # n L ‘H. Ta kontradikcija pokazuje da je pretpostavka da
je rang projektora P vec¢i od 1 bila pogresna.

Dokazat ¢emo sada da algebra 2 sadrzi svaki projektor ranga 1. Neka je Q) € B('H) projektor
ranga 1. Tada postoji n € ‘H takav da je

=1 1 Q¢=(nn Y{eH.
Neka je P € 2 projektor ranga 1 i neka je ¢ € 'H takav da je
=1 1 PE=([0)¢ VEEH.
Zbog ireducibilnosti algebre 2 potprostor ¢ je gust u H. Stoga postoji niz (B,) u 2 takav da je
7= B
Mozemo pretpostaviti da je B,( # 0 za svaki n. Stavimo

1
Ay=-——=B,€% neN
1Bl

Kako je norma neprekidna, imamo
Tim [[B,C = Inll = 1.

pa slijedi
n = lim A,( i |A.Cl =1 VneN.

Za svaki £ € 'H sada imamo

[AnPALE — Q&I = [[An(AREIO)C = (Elmnll = [[(€]AnC) AnC — (Eln)nll <
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< (€1 AnC)AnC = (€lm) Andll + (€M) AnC = (€lmnll = [[(§1Qn¢ — m) Andll + [[(€1m) (Al — )| <
< 1€l - N1 AnG =l - ARSI+ [IE]1 - [Inll - 1AC = nll = 2[I€]} - [|AnC = n]l.
Odavde je

[AnPA;, = Q = sup {[|(AnPA;, = Q)EI; € € M, [I€]] < 1} < 2[|AnC — 1

Bududi da je
lim A, =7
slijedi
Q = lim A,PA;,

n—oo

a kako je algebra 2 zatvorena u B(H), slijedi @ € 2.

Prema tome, algebra 2 sadrzi svaki projektor kona¢nog ranga. Sada opet zbog zatvorenosti
algebre 2 u B(H) iz zadatka 13.1. slijedi da 2 sadrzi svaki hermitski operator iz K(H), dakle,
A=K(H).

Korolar 13.1. {0} ¢ K(H) su jedini zatvoreni obostrani ideali v C*—algebri K(H).

Dokaz: Neka je A # {0} zatvoren obostrani ideal u C*—algebri K (H). Neka je o identi¢na
reprezentacija od K (H) na prostoru H : 0(A) = A. Tada je o ireducibilna i ¢|20 # 0 pa prema
teoremu 11.3. slijedi da je reprezentacija o|2 ireducibilna, tj. C*—algebra 2 je ireducibilna. Sada
iz teorema 13.1. slijedi A = K(H).

Korolar 13.2. Neka je B C*—algebra i neka je m ireducibilna reprezentacija C*—algebre B na
Hilbertovom prostoru H takva da je m(8) N K(H) # {0}. Tada je K(H) C 7(B).

Dokaz: Neka je
J={aeB; n(a) € K(H)}.

Tada je J zatvoren obostrani ideal u algebri B i prema pretpostavci je 7|3 # 0. Zbog teorema
11.3. reprezentacija m|J je ireducibilna. Dakle, m(J) je ireducibilna C*—podalgebra od K(H).
Prema teoremu 13.1. zakljucujemo da je 7(J) = K(H), a to znaci da je K(H) C 7 (°B).

Propozicija 13.2. Neka je P minimalan projektor u nedegeneriranoj kompaktnoj C*—algebri
2A na Hilbertovom prostoru H. Neka je & € R(P), ||&]] = 1. Stavimo Hy = CI(2E). Tada je
™A Ho = {A[Ho; A € A} = K(Hy).

Dokaz: Preslikavanje A — A|Hy je x—homomorfizam 2 u K (H,) i slika mu je C*—podalgebra
A|Ho od K (Hp). Tvrdnja ée slijediti iz teorema 13.1. ako dokazemo da je algebra 2(|H, ireducibilna.
U tu svrhu neka je B € B(H,) operator koji komutira sa svim operatorima A|Hy, A € 2. Treba
dokazati da je B skalarni multipl jedini¢nog operatora na Hy. Stavimo C' = B — (B¢|€)I3,. Tada
C komutira sa svim operatorima A|Hy, A € A, i vrijedi (C¢|§) = 0. Neka su S, T € 2. Prema
propoziciji 13.1 tada postoji A € C takav da je PT*SP = \P. Tada imamo redom

(CSEITE) = (CSPEITPE) = (PT*CSPE[E) = (CPT"SPE[E) = A(CPE|E) = A(CE[E) = 0.
Kako je A€ gusto u H, odatle slijedi C' = 0. Dakle, B = (B&|€)1,.

Teorem 13.2. Neka je A kompaktina nedegenerirana C*—algebra na Hilbertovom prostoru H i
neka je m nedegenerirana reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru K. Postoji familija (IC;)ier
zatvorenih m—invarijantnih potprostora od K takva da je KC; L KC; za i # j, da je suma potprostora
ICi gusta w KC i da je za svako i € I subreprezentacija mx, ekvivalentna subreprezentaciji identicne
reprezentaciji o : A — A algebre 2.
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Dokaz: Neka je A hermitski element algebre 2 takav da je m(A) # 0. Iz zadatka 13.1. slijedi
da postoji projektor P €  takav da je w(P) # 0. Zbog zadnje tvrdnje u propoziciji 13.1. postoji
minimalan projektor P u algebri 2 takav da je m(P) # 0.

Za takav P prema propoziciji 13.1. postoji linearan funkcional f : A — C takav da je
PAP = f(A)P VA € . Neka je i jediniéni vektor u R(7(P)) i neka je £ jediniéni vektor u R(P).
Tada je Ko = Cl(m(2()n) zatvoren m—invarijantan potprostor od K. Dokazat ¢emo sada da je sub-
reprezentacija i, ekvivalentna subreprezentaciji identi¢ne reprezentaciji ¢ na o—invarijantnom
potprostoru Hy = Cl1(¢). Doista, za A € 2 imamo

lx(A)nl* = I (A)m(P)n||* = |7 (AP)n||* = (x(AP)n|w(AP)n) = (x(PA*AP)yln) =

= [(A"A)(m(P)nln) = [(A"A) = (PATAPE|E) = (APE|APE) = (Ag|A¢) = || A¢|”.

Time je dokazano da je operator U : A +— mw(A)n linearna izometrija sa A¢ na w(A)n. Po
neprekidnosti taj se operator prosiruje do izometrickog izomorfizma prostora Hy na prostor Ky i
to prosirenje ¢emo takoder oznaciti sa U. Za A, B € 2 imamo

o (B)U(AS) = m(B)U(AS) = m(B)m(A)n = n(BA)n = U(BAEL) = U(ow, (B)AS)

Prema tome, restrikcije operatora mi,(B)U i Uoy,(B) na potprostor 2 se podudaraju. Kako
je to po definiciji gust potprostor prostora Hy, slijedi da je mx,(B)U = Uoy,(B), a kako to
vrijedi za svaki B € 2 dokazali smo da je subreprezentacija my, reprezentacije m ekvivalentna
subreprezentaciji oy, identicne reprezentacije o.

Na taj nacin smo dokazali da svaka nedegenerirana reprezentacija algebre 2 ima subreprezen-
taciju koja je ekvivalentna subreprezentaciji identicne reprezentacije o.

Zadatak 13.2. Pomocéu Zornove leme zavrsite dokaz teorema 15.2.

Neka je 7 reprezentacija C*—algebre 2 na Hilbertovom prostoru K. Neka n pozitivan kardinalni
broj. Neka je K" Hilbertov prostor koji je ortogonalna suma n primjeraka prostora K. To znaci da
je za neki skup I s kardinalnim brojem n

K= {(fi)iel; & €K, Z &7 < +OO}

1€l
i operacije i skalarni produkt na K’ su definirani sa
(Goier + M)ier = G+ m)ier,  M&ier = Mdier, (et i)ier) = Y _(&ilms)-
iel

Sada na Hilbertovom prostoru X' definiramo reprezentaciju n - w na sljede¢i nacin:

(n - m)(A)(&)ier = (7(A)&)ier-
Tako definiranu reprezentaciju n - m algebre 2 zovemo multipl reprezentacije .

Zadatak 13.3. Neka su m v p reprezentacije C*—algebre A na Hilbertovim prostorima H i K.
Pretpostavimo da postoji familija (IC;)ier medusobno ortogonalnih zatvorenih p—invarijatnih pot-
prostora od K ¢ija je suma gusta v KC @ takvi da je za svako i € I subreprezentacija py, ekvivalentna
reprezentaciyi w. DokazZite da je tada reprezentacija p ekvivalentna multiplu n - 7, gdje je n kardi-
nalni broj skupa 1.

Korolar 13.3. Svaka nedegenerirana reprezentacija C*—algebre K(H) ekvivalentna je multiplu
identic¢ne reprezentacije o : A — A.
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Dokaz: Neka je m nedegenerirana reprezentacija C*—algebre K (H) na Hilbertovom prostoru
KC. Prema teoremu 13.2. postoje medusobno ortogonalni m—invarijantni zatvoreni potprostori /C;
od K ¢ija suma je gusta u K i takvi da je za svako i € [ subreprezentacija 7, ekvivalentna
subreprezentaciji identi¢ne reprezentacije o. Medutim, reprezentacija o je ireducibilna, dakle,
za svaki ¢ € [ subreprezentacija 7, je ekvivalentna identicnoj reprezentaciji o. Prema zadatku
13.3. zakljucujemo da je 7 ekvivalentna multiplu identicne reprezentacije o.

Odatle neposredno slijedi sljedec¢i korolar:

Korolar 13.4. Neka je m ireducibilna reprezentacija C*—algebre K(H). Tada je 7 ekvivalentna
identicnoj reprezentaciji o.

Korolar 13.5. Neka su H i K Hilbertovi prostori.

(a) Neka je ¢ x—izomorfizam C*—algebre K(H) na C*—algebru K(K). Tada postoji izometricki
izomorfizam U : H — K takav da je p(A) = UAU* za svaki A € K(H).

(b) Neka je ¢ x—izomorfizam C*—algebre B(H) na C*—algebru B(K). Tada postoji izometricki
izomorfizam U : H — K takav da je (B) = UBU* za svaki B € B(H).

Dokaz: (a) Tada je ¢ ireducibilna reprezenatacija C*—algebre K (H) na Hilbertovom prostoru
KC pa je prema korolaru 13.4. ta reprezentacija ekvivalentna identi¢noj reprezentaciji o : A — A
algebre K (H) na prostoru H. To znaci da postoji izometricki izomorfizam U : H — K takav da je
Uo(A) = p(A)U za svaki A € K(H). Kako je 0(A) = A1 U~ = U* odatle slijedi p(A) = UAU*
za svaki A € K(H).

(b) Neka je ¢ = | K(H). Buduéi da je ® ireducibilna vjerna reprezentacija C*—algebre B(H)
i buduéi da je K(H) zatvoren obostrani ideal u B(H), prema teoremu 11.3. reprezentacija ¢
C*—algebre K (H) na prostoru K je ireducibilna. Prema korolaru 13.4. postoji izometricki izomor-
fizam U : H — K takav da je p(A) = UAU* za svaki A € K(H). Sada iz zadnje tvrdnje teorema
11.3. slijedi da je takoder ¢(B) = UBU* za svaki B € B('H).

CCR—algebra je C*—algebra 2 s svojstvom da je za svaku njenu ireducibilnu reprezentaciju
7 na Hilbertovom prostoru H i za svaki a € 2 operator m(a) kompaktan. Tada je mw(2) ire-
ducibilna kompaktna C*—algebra, dakle prema teoremu 13.1. vrijedi m(2) = K(H). Prema teo-
remu 13.2. svaka je kompaktna C*—algebra CCR—algebra. Nadalje, kako je svaka ireducibilna
reprezentacija komutativne C*—algebre jednodimenzionalna, svaka je komutativna C*—algebra
CCR—algebra.

Neka je 7 ireducibilna reprezentacija CCR—algebre 2l na Hilbertovom prostoru H. Tada je
m(2A) = K(H) pa slijedi da je kvocijentna algebra 2(/Ker 7 izomorfna algebri K (H). Prema koro-
laru 13.1. algebra K(H) nema zatvorenih obostranih ideala razli¢itih od {0} i od K(H). Odatle
slijedi da je Ker 7 maksimalan obostrani ideal u C*—algebri 2. Time smo dokazali:

Propozicija 13.3. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija CCR—algebre A. Tada je jezgra te
reprezentacije maksimalan obostrani ideal u 2.

Propozicija 13.4. Neka su m @ o ireducibilne reprezentacije CCR—algebre A takve da je
Kerm C Kero. Tada je ™ >~ 0.

Dokaz: Neka su H i K Hilbertovi prostori reprezentacija 7 i 0. Tada je m(2A) = K(H), a zbog
Ker 7 C Ker 0 mozemo definirati ireducibilnu reprezentaciju w C*— algebre K (H) na Hilbertovom
prostoru K na sljede¢i nacin:

w(m(a)) =o(a), ac A
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Prema korolaru 13.4. reprezentacija w je ekvivalentna identi¢noj reprezentaciji C*—algebre K (H).
To znadi da postoji izometricki izomorfizam U : ' H — K takav da je

UA=w(A)U VAe K(H).
Uvrstimo li ovdje A = 7(a), a € A, dobivamo
Un(a) =w(m(a))U =o(a)U  Va e

To znadi da su reprezentacije 7w i o ekvivalentne.

To posebno znaéi da je ireducibilna reprezentacija CCR—algebre 2l potpuno odredena svojom
jezgrom, tj. da je preslikavanje m — Ker 7 injekcija sa skupa svih klasa ekvivalencije ireducibilnih
reprezentacija algebre 2 u skup zatvorenih obostranih ideala u 2. To niposto ne vrijedi za opce
C*—algebre, ali uskoro ¢emo vidjeti da vrijedi i za jednu znatno Siru klasu C*—algebri.

Propozicija 13.5. Neka je A CCR—algebra i J # 24 obostrani zatvoreni ideal v 2. Tada je AT
CCR—algebra.

Dokaz: Neka je 7 ireducibilna reprezentacija C*—algebre 20/J na Hilbertovom prostoru H.
Definiramo
o:2A— B(H) sa
o(z) =7(zx+7), r e

Tada je o ireducibilna reprezentacija C*—algebre 2 na Hilbertovom prostoru H, a kako je 2
CCR—algebra, slijedi o() = K(H). Imamo o() = 7(A/7), pa slijedi 7(A/T) = K(H). Buduéi
da je 7 bila proizvoljna ireducibilna reprezentacija kvocijentne algebre 2(/7, zaklju¢ujemo da je
2A/3 CCR—algebra.

Neka je 21 C*— algebra i ™ njena ireducibilna reprezentacija na Hilbertovom prostoru H. Kako
je K(H) zatvoren obostrani ideal u B(H), slijedi da je

Cr={{ae; w(a) e K(H)}

zatvoren obostrani ideal u 2. Naravno, Kerm C C,, a moze se dogoditi da je Kerm = C,; to je
upravo onda kad je 7(A)NK(H) = {0}. Definiramo sada CCR(2l) kao presjek svih ideala C, za sve
ireducibilne reprezentacije 7. CCR(2l) je skup svih a € 2 takvih da je operator 7(a) kompaktan za
svaku ireducibilnu reprezentaciju 7 algebre 2. 1z teorema 11.3. slijedi da je CCR(2) CCR—algebra
i da CCR(®l) sadrzi svaki zatvoren CCR—ideal u algebri 2. Dakle, CCR(2() je najve¢i CCR—ideal
u algebri 2.

GCR—algebra je C*—algebra 2 takva da je CCR(21/J) # {0} za svaki zatvoren obostrani
ideal J # 2.

Propozicija 13.6. Svaka CCR—algebra je GCR—algebra.

Dokaz: Neka je % CCR—algebra i neka je J # 2 zatvoren obostrani ideal u 2. Prema
propoziciji 13.5. tada je 2A/J CCR—algebra, pa je CCR(/J) = /3 # {0}.

Propozicija 13.7. Neka je A GCR—algebra i neka je m ireducibilna reprezentacija C*—algebre A
na Hilbertovom prostoru H. Tada je m(A) 2 K(H).

Dokaz: w(2) je C*—algebra izomorfna kvocijentnoj algebri 2/(Kerm). Buduéi da je
2A GCR—algebra, to je CCR((/(Kerm)) # {0}. Slijedi da C*—algebra 7(2) sadrzi netrivijalan
CCR—ideal J. Buduéi da je m(2l) ireducibilna C*—algebra operatora na Hilbertovom prostoru H,
prema teoremu 11.3. identi¢na reprezentacija od J je ireducibilna. Kako je 3 CCR—algebra, slijedi
da je 3= K(H. Dakle, K(H) C 7().
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Propozicija 13.8. Neka su 7 @ o ireducibilne reprezentacije GCR—algebre A takve da je
Kerm = Kero. Tada je m ~ o.

Dokaz: Neka je H prostor reprezentacije m i neka jelC prostor reprezentacije o. Preslika-
vanje A : w(z) — o(z), x € A, definira ireducibilnu reprezentaciju C*—algebre 7(2() na Hilber-
tovom prostoru K. C*—algebra 7(2() sadrzi K(H) i iz teorema 11.3. slijedi da je restrikcija
A K (H) ireducibilna reprezentacija C*—algebre K(H) na Hilbertovom prostoru . Prema koro-
laru 13.4. reprezentacija A\| K (H) je ekvivalentna identi¢noj reprezentaciji od K (H). Prema zadnjoj
tvrdnji teorema 11.3. reprezentacija A C*—algebre 7(2) ekvivalentna je identi¢noj reprezentaciji te
algebre. Dakle, postoji izometricki izomorfizam 7" : H — K takav da je TA = A\(A)T VA € ©(2).
To znaci da vrijedi Tw(x) = A(w(z))T Vo € A, dakle, Tw(x) = o(x)T Vx € A, odnosno, 7 ~ o.

Definicija GCR—algebre izrazito je neprikladna za provjeru da li je neka C*—algebra GCR ili
nije, jer ta provjera zahtijeva da najprije pronademo sve zatvorene obostrane ideale u toj algebri. S
definicijom CCR—algebre je znatno lakse baratati, jer treba provjeriti da su svi operatori u svakoj
ireducibilnoj reprezentaciji te algebre kompaktni. Prema propoziciji 13.7. slitno svojstvo ima
svaka ireducibilna reprezentacija GCR—algebre: ona sadrzi sve kompaktne operatore. Prirodno je
postaviti pitanje da li je to svojstvo ne samo nuzno nego i dovoljno da bi promatrana C*—algebra
bila GCR. To je stvarno tako, ali dokaz je vrlo kompliciran; to je dokazao James Glimm 1961. za
separabilne C*—algebre, a istovremeno i nesto jednostavnije Jacques Dixmier. Dokaz je Shoichiro
Sakai 1966. generalizirao i na neseparabilne C*—algebre. Istovremeno je dokazano da i svojstvo
iz propozicije 13.8. karakterizira GCR—algebre.

Kompozicioni niz za C*—algebru 2 je familija (Jo; 0 < a < «p) zatvorenih obostranih
ideala u 2l indeksirana rednim brojevima «, 0 < a < ayp, sa sljedeéim svojstvima:

(1) Za avaki a < ap je Ja S Jat1-

(2) Jo={0} i3, =2

(3) Ako je < ag grani¢ni redni broj, onda je Jg = Cl (Up<pJa) -
Teorem 13.3. Neka je A C*—algebra.

(a) Ako je A GCR—algebra, onda A ima tocéno jedan kompozicioni niz (Jo; 0 < o < ) takav
da je Jot1/Ja =CCR(A/J.) za svaki o < ay.

(b) Ako A ima kompozicioni niz (Jo; 0 < a < «ap) takav da je kvocijentna algebra Jo+1/Ja
CCR—algebra za svaki o < g, onda je A GCR—algebra.

Dokaz: (a) Definirat ¢emo familiju (J,) transfinitnom indukcijom. Stavimo Jo = {0}. Korak
induktivne definicije je sljede¢i: Neka je [ redni broj takav da je J, definiran za svaki o < 31 to
tako da je zadovoljeno:

(1) Ako je oo < [ takav da je a+ 1 < [ onda je Jo S Jai1-
(2) Jo = {0} (ovo je trivijalno ispunjeno).
(3) Ako je v < 3 grani¢ni redni broj, onda je J, = Cl (Up<yJa) -

(4) Ja+1/Ja =CCR(A/Jo) za svaki a < [ takav da je a + 1 < f.
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Sada razlikujemo dva moguca slucaja:

(A) (§ nije granicni redni broj, tj. postoji redni broj v takav da je 8 = v + 1; drugim rije¢ima,
7 je neposredni prethodnik rednog broja 3. Ako je J, = 2, onda postupak zavrsava sa oy = 7.
Ako je, pak, J, # 2, onda stavljamo Jg =CCR(/J.).

(B) [ je grani¢ni redni broj. Tada stavljamo Jg = Cl(Ua<pJs) -

Ovaj postupak transfinitne indukcije definira kompozicioni niz s trazenim svojstvom. Treba
jos dokazati jedinstvenost takvog kompozicionog niza. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
dva takva medusobno razli¢ita kompoziciona niza (Rs; 0 < a < Gy) 1 (Jo; 0 < a < ag). Zbog
odredenosti pretpostavimo da je ag < (p. Kad bi bilo J, = R, za svaki a < o slijedilo bi
Rop = Ja, = AU, dakle, By = ap, suprotno pretpostavci da su dva kompoziciona niza medusobno
razliciti. Prema tome, postoji redni broj v < o takav da je J, # K,. Neka je v najmanji
takav redni broj. Tada je v > 0 jer je Jo = {0} = Ko. Nadalje, prema svojstvu (3) iz definicije
kompozicionog niza y ne moze biti granicni redni broj. Tada postoji neposredni prethodnik od 7,
tj. redni broj ¢ takav da je v = d + 1. Tada je Js = Ry, pa slijedi

31/3s = CCR(A/J5) = CCR(A/Rs) = Ry /R,

a odatle je J, = K, suprotno pretpostavci. Ova kontradikcija dokazuje jedinstvenost kompozi-
cionog niza s trazenim svojstvom.

(b) Neka je (Ja; 0 < a < «ap) kompozicioni niz za C*—algebru 21 takav da je svaki kvocijent
Jas1/Ja CCR—algebra. Neka je J # A zatvoren obostrani ideal u 2. Treba dokazati da kvoci-
jentna algebra /7 sadrzi CCR—ideal razlicit od {0}. Buduéi da je U,Jo = 2, slijedi da postoji
najmanji redni broj v takav da je (J,+7J)/J # {0}. Tvrdimo da je tada (J,+7J)/J CCR—algebra i
time ¢e tvrdnja biti dokazana, jer je (J,+J)/J zatvoren obostrani ideal u C*—algebri 2(/J razlicit
od nule.

Prije svega, ocito je v > 0. Nadalje, kad bi v bio grani¢ni redni broj, imali bismo

(3, +3)/3=J@s +9)/3 = {0}

o<y

suprotno pretpostavci. Dakle, v nije grani¢ni redni broj. Neka je § neposredni prethodnik od -,
tj. 0+ 1 =+. Tada je (Js +J)/T = {0}, odnosno, Js C J. Tada je x + Js — = + T *—epimorfizam
CCR—algebre J,/Js na C*—algebru (J, + J)/J. Prema tvrdnji (d) teorema 10.1. C*—algebra
(3, +J)/T je izomorfna kvocijentnoj algebri CCR—algebre J,/Js, pa je prema propoziciji 13.5.
(3, +J)/3 CCR—algebra.

Zadatak 13.4. Neka je A GCR—algebra 1 J # A zatvoren obostrani ideal u A. DokaZite da su J
i A/T GCR—algebre.

Zadatak 13.5. C*—algebra 2 zove se NGCR—algebra ako je CCR(2) = {0}, tj. ako A ne sadrzi
nijedan zatvoren obostrani ideal 3 # {0} koji je CCR—algebra. Dokazite da svaka C*—algebra A
sadrzi jedinstven zatvoren obostrani ideal 8 takav da je 8 GCR—algebra i da je A/ R NGCR—algebra.

Zadatak 13.6. Neka je H # {0} Hilbertov prostor i 2 ireducibilna C*—podalgebra od B(H).
Dokazite da je A NGCR—algebra ako i samo ako je AN K(H) = {0}.

Zadatak 13.7. Neka je {e,; n € N} ortonormirana baza Hilbertovog prostora H i neka je
S € B(H) definiran sa Se, = eni1, n € N. Neka je C*(S) najmanja C*—podalgebra od B(H)
koja sadrzi S. Dokazite da je C*(S) GCR—algebra i pronadite njen kompozicioni niz sa svojstvom
iz turdnge (a) teorema 13.3.
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Poglavlje 14

Zavrsni zadaci

Zadatak 14.1. Neka je D = {\ € C; [N\ <1} i K = {\ € C; |\| < 1}. Neka je 2 skup svih
neprekidnih funkcija f : D — C takvih da je restrikcija f|K analiticka na K.

(a) Dokazite da je A komutativna Banachova algebra u odnosu na operacije po tockama i normu

/1] = max {[f(A)]; A € D}.

(b) Dokazite da je sa f*(\) = f()\) definirana izometricka involucija na 2.

(¢) Dokazite da postoji unitalni homomorfizam w : A — C koji nije x—homomorfizam, tj. koji
ne zadovoljava w(f*) = w(f).

Zadatak 14.2. Neka su S i T normalni ograniceni operatori na Hilbertovim prostorima H i K 1
neka su C*(S) i C*(T) unitalne C*—algebre generirane s tim operatorima. DokaZite da je algebra
C*(S) x—izomorfna algebri C*(T) ako i samo ako je spektar o(S) operatora S homeomorfan
spektru o(T') operatora T.

Zadatak 14.3. Neka je f : R — C neprekidna funkcija i neka je A unitalna C*—algebra. DokaZite
da je x — f(x) neprekidno preslikavanje sa A, = {x € A; z* =z} u A

Zadatak 14.4. Neka je A C*—algebra, J zatvoren obostrani ideal u A B C*—podalgebra od 2.
Dokazite da je
B+J={b+uz; beB,zecJ}

C*—podalgebra od A i da su C*—algebre (B +3J)/J ¢ B/(B NJ) *—izomorfne.

Zadatak 14.5. Neka je J zatvoren obostrani ideal uw C*—algebri A i neka je x € A, x* = .
Pomocu funkcionalnog racuna dokaZite da postoji y € J takav da je

[+ yll = inf{]|z + 2[|; 2z €3}
Zadatak 14.6. Neka je x hermitski element C*—algebre A. DokazZite da postoje y,z € Ay takvi
da je
Iyl < llzll, Nzl <llzll, yz=2y=0, z=y—-=

Zadatak 14.7. Neka je A unitalna C*—algebra i x € A hermitski element takav da je ||z| < 1.
Dokazite da je x € Ay ako i samo ako je ||e — z|| < 1.

Zadatak 14.8. Neka su x 1y hermitski elementi C*—algebre A takvi da su x, y i y — = pozilivni.
Dokazite da je tada ||z]| < |ly||.
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