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Poglavlje 1

Matrice

U mnogim ekonomskim i financijskim problemima pojavljuju se tablice sa bro-
jevima. U njima raspoznajemo retke i stupce. Kadkad problem zahtijeva da
se odredeni stupci (ili retci) pomnoZe nekim brojem ili da se neki stupci (ili
retci) zbroje, oduzmu ili pomnoze po komponentama. U sloZenijim modelima
javlja se potreba da se cijele tablice zbroje, pomnoZe brojem ili na pogodni nacin
medusobno pomnoZe. Da bi se takove operacije s tablicama na konzistentni nacin
koristile treba upoznati teoriju matrica koja pripada dijelu matematike koja se
zove linearna algebra.

NajvaZzniji problem linearne algebre je rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi.
Taj problem javlja se u gotovo svim znanostima, a posebno u tehni¢kim i ekonom-
skim primjenama. U ovom poglavlju uvest ¢emo algebarsku strukturu koja e
znacajno pojednostaviti i sistematizirati raCunanje rjeSenja sustava linearnih jed-
nadzbi, ali i drugih problema linearne algebre. Ta algebarska struktura naziva se
matricna algebra.

1.1 Definicija i primjeri

Matrica je matematicki objekt koji se sastoji od realnih (ili kompleksnih) brojeva
koji su rasporedeni u retke i stupce. Ona se zapisuje u obliku pravokutne sheme
ili tablice. Brojeve od kojih se sastoji nazivamo elementima matrice. Matrica A
sa m redaka, n stupaca i s elementima a;; zapisuje se kao

11 @12 @13 ... QAip
Q21 Q22 A23 ... A2y

A= . . . o | = (ay).
Am1 Am2 Am3 ... Amn

Takvu matricu nazivamo m X n (Citaj: m-puta-n) matrica ili matrica tipa (reda,
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6 POGLAVLIE 1. MATRICE

dimenzije) m x n. Pritom je (a;;) tek kraéi zapis za pravokutnu shemu iz gornje
relacije. Ako piSemo A = (a;;) mislimo na cijelu shemu brojeva tj. na matricu
A. Ako pisemo a;; (ili [A];; ili (A);), mislimo na opci element koji se nalazi na
presjeku i—tog retka i j—tog stupca matrice A.

Pritom niz brojeva

31, A2, A43, - - -, Ain

nazivamo ¢—ti redak, a niz brojeva

alj
a/2j

amj

j—ti stupac matrice A. Ako vrijedi m = n, tj. ako je broj redaka matrice jednak
broju stupaca, kazemo da je A kvadratna matrica reda n. Matricu sa samo jed-
nim retkom nazivamo matrica redak ili jednoret€ana matrica, a matricu sa samo
jednim stupcem nazivamo matrica stupac ili jednostupCana matrica. Matricu sa
jednim retkom i jednim stupcem ¢emo poistovjetiti sa brojem koji je njen jedini
element.

Matricu, ¢iji su elementi realni brojevi, zovemo realna matrica, a matricu,
¢iji su elementi kako realni tako i1 kompleksni brojevi, nazivamo kompleksna ma-
trica. S obzirom da kompleksne matrice neCemo razmatrati pojam matrice pois-
tovjeCujemo s pojmom realne matrice.

Prakti¢no je imati oznaku za skup svih m-puta-n matrica. Mi ¢emo koris-
titi ve¢ uvrijeZene oznake R™*" odnosno M,,,,. Ako piSemo A € M,,, (Citaj:
“A pripada skupu M,,,,”), to znaci da je A m-puta-n matrica. U slucaju kad je
m = n, oznaka M,,, se skrac¢uje na M,,, dok R™*" prelazi u R"*". Skup svih
jednostup&anih matrica R™*! se kraée oznacava s R", dok se skup jednoretéanih
matrica od n elemenata oznacava sa R'*"

Primjer 1.1.1. Matrice A, € Mos, Ay € Mo, Ay € Mass, By € M,,

By € M,
- 2 0
Al:[g } _é , Ay =1 1 15|,
. -1 5

oy

Pl

|
—
—_
[\]
1

™

N

|
o |
B
o O O
= O O



1.1. DEFINICIJA 1 PRIMJERI 7

su primjeri pravokutnih i kvadratnih matrica. Matrice A; € R3, A; € R,
Bs € R1X2, B, € R1X4,

2
2 0
Ag=| 1 |, A=, 33:[12], 322[00—11
su primjeri jednostupcanih i jednoretcanih matrica. [
Jednoret¢ane matrice iz R'" su opéeg oblika [a; as ... a,] gdje su a; realni
brojevi. Jos se koristi i oznaka sa zarezima umjesto prazninama [aq, as, . . . , @y).

Kada su dvije matrice jednake?

Matrica A € M,,, je jednaka matrici B € M,, ako vrijedip =m, ¢ =n i
aij =byj, zasve 1<i<m, 1<j<n.

U tom slucaju pisemo

A=B.

Prema tome, dvije matrice su jednake ako i samo ako imaju jednak broj redaka,
jednak broj stupaca i svaki element jedne matrice jednak je odgovarajuéem ele-
mentu druge matrice. Bududi da matrica A ima m-n elementata, jednakost A = B
zapravo znaCi m - n jednakosti realnih brojeva, a;; = 0;;, 1 <i <m,1 < j < n.

Ako zamijenimo retke i stupce matrice dobivamo tzv. transponiranu matricu.

Dakle, matrica B = (b;;) je transponirana matrica matrice A = (a;;), ako je

bij = aj zasve 1,].

Ako je A tipa m X n, transponirana matrica je tipa n x m. Prvi redak (stupac)
matrice A je prvi stupac (redak) transponirane matrice B itd. Transponiranu ma-
tricu oznatavamo s A", dakle umjesto B piSemo A'. Operaciju koja matrici A
pridruZuje matricu A" nazivamo transponiranjem. Evo primjera,

12
[ 2 3 + [2 1] + [1 o0 -1
S R I i (R KR I ER

Operaciji transponiranja ¢emo se vratiti nakon Sto uvedemo operacije u skup ma-
trica.
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1.2 Matrice posebnog oblika

Matrica ¢iji su svi elementi nule je nul matrica i oznacava se s 0 ili O, neovisno o
tome kojega je tipa ili reda. Sljedece matrice su nul-matrice,

o (58] [4 48] woo

Neka je
a1 G2 - Q1n
Q21 Q22 -+ A2p
A= | . . (1.1)
Ap1 Gp2 " Gpp
kvadratna matrica reda n. Elementi aq1, ass, - - -, @y, ¢ine glavnu dijagonalu ma-

trice A. Na isti naCin se definira i glavna dijagonala pravokutne matrice.
Kvadratna (ili pravokutna) matrica je dijagonalna ako su svi elementi koji nisu
na glavnoj dijagonali, jednaki nuli. Sljedeée kvadratne matrice su dijagonalne,

alp 0 ..
5 0 2 0 0 0 ay - 0
0 1| 000, CoE
005 Soon T
0 0 - ay,

Te se matrice jo§ zapisuju: diag(2, —1), diag(2,0,5), diag(ai1, a2, - -, Gnn)-
Jedini¢na matrica je kvadratna dijagonalna matrica s jedinicama na glavnoj di-
jagonali. Oznacujemo je s I (ponegdje se koristi i oznaka F) ili I, gdje k oznacava
red matrice. Sljedece su jedini¢ne matrice reda 2, 31 n,
10
10 1 00 0 1
o o ye] e
0 0 1 . . . .
00 ---1
Kvadratna matrica je gornja trokutasta ili gornje-trokutasta ako su svi njezini
elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli. Neki primjeri su:

aix Q2 - Qin
1 2 120 0 axp -+ a
0 —9 | 05 11, ,
0 0 0 : B
0 0 - an

pri ¢emu je zadnja matrica op¢i oblik gornje trokutaste matrice reda n.
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Kvadratna matrica je donja trokutasta ili donje-trokutasta ako su svi njezini
elementi iznad glavne dijagonale jednaki nuli:

a; 0 -+ 0

10 100 agy az -+ 0
Lol 0 2 01, ] )
1 03 : -

An1 Ap2 - App

Primjer 1.2.1. Vrijede sljedece jednostavne tvrdnje:

a) Ako je D dijagonalna matrica, tada je DT = D.

b) Transponirana gornje-trokutasta matrica je donje-trokutasta matrica, i obratno.
¢) (AT = A, za svaku matricu A.

d) Ako je A kvadratna matrica, tada se transponirana matrica dobiva zrcaljenjem
elemenata matrice A s obzirom na njenu glavnu dijagonalu. [

Kvadratna matrica A = (a;;) je simetricna ako je AT = A, §j. a;; = aj; za
svaki ¢, j. Zrcaljenjem s obzirom na glavnu dijagonalu, matrica se ne mijenja.
Evo primjera simetri¢ne matrice reda tri,

2 -1 3
-1 4 5
3 50
Kvadratna matrica A = (a;;) je antisimetricna ako vrijedi AT = — A, §.
a;; = —aj; za svaki ¢, j. Antisimetricna matrica ima nule na glavnoj dijagonali jer
a;; = —ay; daje a; = 0. Primjer je,
0 2 -1
-2 0
1 -3 0

JednostupcCane i jednoretCane matrice nazivamo vektorima. JednostupCanu
matricu nazivamo vektor stupac ili krace vektor. Za sljedece vektore,
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kazemo da imaju dimenzije 2, 3 i m, respektivno. Vektore ¢emo oznacavati malim
slovima. Ako je b vektor stupac, tada je njemu transponirani vektor b' vektor-
redak,

117

1 =[110]

0
1 obratno, transponiranjem vektora retka dobiva se vektor stupac. Kad kazemo
samo vektor, onda mislimo na vektor stupac.

Stupce i retke matrice mozZemo shvatiti kao vektore. Neka je A = (a;;) €

R™ ™. Oznacimo njene vektore-retke

ar = lan, a2, ..., a1 ay

as = lag, ag, ..., a) i as
, tadaje A=

CNLm = [amla Am2,y - - - 7amn] am

Oznacimo vektore-stupce

an a2 A1n
Q21 a22 Q2n
ay = , Ao = yeeey A = 3

am1 Am2 Qmn

tada je
A=ay,ag,...,a,)

Oznaka A = [a,as,...,a,] se jo§ zove particija matrice po stupcima, a ona
druga, particija po retcima. Osim oznake [a1, as, . . . , a,,] jo§ se koristi oznaka bez
zareza [a; as ... Gyl

1.3 Osnovne operacije na matricama

Sada ¢emo uvesti osnovne operacije na skupu matrica. Pritom ¢emo opce e-
lemente matrica A,B, C,... oznaciti sa odgovaraju¢im malim slovima a;;, b;;,

Cijse -

1.3.1 Zbrajanje matrica

Neka je A € R™*" i B € RP*1. Ako je m = pin = q, onda matricu C € R"™*"

s elementima
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nazivamo zbrojem ili sumom matrica A i B i piSemo
C=A+B. (1.3)

Zbrajanje matrica A i B znaci m-n zbrajanja realnih brojeva, kao $to je naznaceno
u (1.2), a Sto moZemo prikazati relacijom

aiy o Qi bii - bip a1 +bn - ap, + by

Am1  *° Qmn bml bmn am1+bm1 amn+bmn

Evo jednog primjera zbrajanja matrica u R?*3,

12 3], [ 23 5]_[ 31 8
0 3 —4 14 1| | -17 =5 |

Zbrajanje je definirano za svaki par matrica iz R"™*" i rezulat je uvijek u
R™*™. Zato kazemo da je skup R™*" zatvoren u odnosu na operaciju zbrajanja.
Zbrajanje ima ova glavna svojstva:

1. A+ (B+C)=(A+B)+C (asocijativnost)
2. A+ B=B+A (komutativnost)

3. Postoji matrica O € R™*" sa svojstvom da je A+ O = A za svaku matricu
A € R™*™. Svi elementi matrice O jednaki su nuli.

4. Za svaki A € R™*" postoji jedna i samo jedna matrica koju oznacavamo
s —A takva da vrijedi A + (—A) = O. Ako je A = (a;;), ondaje —A =
(—ai;).

Sljedeca operacija koju moZemo jednostavno definirati je

1.3.2 Mnozenje matrice sa skalarom

Ako je A €¢ R™"ic e R, matricu B € R™" s elementima
bij=-cai, 1<i<m, 1<j<n (1.4)
nazivamo umnoZzak ili produkt matrice A sa skalarom c i oznacavamo

B =—cA. (L.5)
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Jednakost (1.5) zapravo oznacava da smo svaki od m - n elemenata matrice A
pomnoZili s ¢ kako bismo dobili matricu 5. To mozemo joS zapisati u obliku

aip -t Qin caiy -+ Clin

Am1 **° Amn Clmy -+ CAmp

Evo primjera mnoZenja matrice iz R?*3 sa —2
1 2 -3 -2 -4 6
(_2)[—2 0 4]‘[ 4 0 —8]'
Matricu (—1)A oznacavamo s —A, a A + (—B) ozna¢avamo s A — B i nazivamo
razlikom matrica A i B.

Jasno je da za svaki skalar ¢ i svaku matricu A € R™*", mora B = cA opet
biti u R™*". Za proizvoljne A, B € R™*" i «, 3, ¢ € R lako se pokaZze da vrijedi

l. (A+ B)=cA+cB (distributivnost mnoZenja
prema zbrajanju u R™*"™)

2. (a+pP)A=aA+ A (distributivnost mnoZenja
prema zbrajanju u R)

3. (afB)A = «a(BA) (kompatibilnost mnoZenja)
4, 1A=A (netrivijalnost mnozZenja).

Za svako m i n skup R"™*" zajedno sa operacijama zbrajanja i mnoZenja sa
skalarom ima vrlo poZeljna svojstva koja su opisana kroz svojstva 1.—4. operacija
+ i -. Takva matematicka struktura se naziva vektorski prostor, pa mozemo za-
kljuciti da je R™*" odnosno M,,, vektorski prostor. Opcenito, elementi vek-
torskog prostora se zovu vektori, ali u teoriji matrica, taj se naziv iskljucivo koristi
za jednostupcCane 1 jednoretCane matrice.

Primjer 1.3.1. Izracunajmo matricu X = 2A + 3B — C, ako je
1 -1 2 01 —1 -1 2 =3
A_lO 13]’3_[20 1]’0_[ 4 1 0]'

Prvo izrac¢unamo

1 -1 2
2A_2[0 13]

2 =2 4
0 2 6|’
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a2 ) [23 3]

2 0 1 6 0 3
pa je
2 =2 4 03 -3 -1 2 -3
X_2A+3B_C_[o 261+[60 31_[ 41 o]
(24041 —2+3-2 4-3+3] [3 -1 4
N 0+6—-4 240—-1 64340 |2 1 9|
Ako su A = [ay,a9,...,a,|, B = [b1,bs,...,0,] 1 C = [c1,¢c9,...,c,| particije

po stupcima matrica A, B i C, respektivno, tada uvjet C' = oA + 5B, gdje su av i
( skalari, povlaci ¢; = aa; + 8b; za sve 1 < ¢ < n. Kako vrijedi i obratna tvrdnja
(4. dac; = aa; + Bb; zasve 1 < i < n povlaci C' = oA + ($B), mozemo pisati
C = |aay + Bby, as + Bby, . .., aa, + Bby,]. Dali vrijedi analogna tvrdnja i za
retke?

Sljedeca tri primjera pokazuju primjene zbrajanja matrica i mnozenja matrica
skalarom u gospodarskoj praksi.

Primjer 1.3.2. Poduzece MOBIL-TEL prodaje dva tipa mobilnih telefona M i
M, preko dva prodajna mjesta Py i P,. Ukupni prihodi od prodaje u kunama za
mjesece studeni i prosinac dani su u matricama A i B.

Studeni: Prosinac
M, My M, M,
A - P, | 60000 121600 B - P 120000 160000
P, | 75000 112000 |’ I = 66000 144000

a) Kolika je ukupna prodaja poduzeca MOBIL-TEL u ta dva mjeseca po pojedi-
nom prodajnom mjestu i pojedinom tipu mobitela.?

b) Koliko je povecanje prodaje u prosincu u odnosu na studeni po pojedinom pro-
dajnom mjestu i pojedinom tipu mobitela.? Komentirajte rezultat.

c¢) Ako je provizija na prodaju 5%, izracunajte proviziju za svako prodajno mjesto
po pojedinom tipu mobitela za mjesec studeni.

RjesSenje. a) Rezultat je matrica A + B,

180000 281600

A+B=1141000 256000 |
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b) Rezultat je matrica B — A,
60000 38400
B-d= l —9000 32000 ] '

Jer je (2, 1)-element negativan, na prodajnom mjestu P, je za mobitel M, doslo
do smanjenja prodaje.

¢) Rezultat je 0.05A,

3000 6080
0.054 = [ 3750 5600 ]

Primjer 1.3.3. Poduzece ELIPSA proizvodi Cetiri tipa proizvoda I, 11, 111 i 1V na
dva proizvodna mjesta Py i P». Troskovi u tisucama kuna po jedinici rada i repro-
materijala za pojedini tip proizvoda i proizvodno mjesto, dani su u matricama A
i B redom:

Proizvodno mjesto Py Proizvodno mjesto Ps

[ I 1 1 [ I 1 1v
repr. [ 12 14 18 20] B _ Tepr l12 15 16 21

A= a1 20 24 35 98 - 18 25 26 29 |-

" rad
Izracunajte prosjecne troskove proizvodnje po jedinici rada i repromaterijala za
svaki tip proizvoda.

Rjesenje. Treba izracunati matricu 0.5(A + B),

I 1 1 1
repromaterijal | 12 14.5 17 20.5

1
§(A+B) - rad 19 245 305 285

Primjer 1.3.4. Tri skladista raspolaZu s tri vrste robe Ry, Ry, Rs. Kolicine ot-
premljene robe iz skladista u prodajne centre po godisnjim kvartalima (proljece,
ljeto, jesen, zima) dane su sljede¢im matricama

17 4 12 20 5 10 12 3 4
6 4 13 10 5 15 8 3 4
A= 11 4 8 | Az = 20 5 8 |’ A5 = 10 3 6
7 4 6 10 5 10 4 3 7
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Pokazati da je iz prvog skladista otpremljena u svakoj sezoni veca kolicina robe
nego iz treceg skladista. Odredite matricu ukupne otpreme robe po skladistima i
po kvartalima.

RjeSenje. Treba provjeriti da je suma elemenata u svakom retku matrice A, veéa

od odgovarajuce sume u matrici Az. Kako su te sume za prvu matricu redom 33,

23, 23, 17, a za trecu matricu 19, 15, 19, 14, respektivno, prva tvrdnja je dokazana.
Matrica ukupne otpreme je

R, Ry Rs
49 12 26 | proljece
B 24 12 32 | Ijeto
Atdotds = 19 99 | jesen .
21 12 23 | zima

Matri¢na algebra sadrzi osim binarnih operacija + i - jo§ dvije dodatne o-
peracije: binarnu operaciju matricnog mnoZenja i unarnu operaciju matricnog
transponiranja (koju smo ve¢ upoznali). Te dvije operacije ¢ine osnovu s kojom
¢emo kasnije mo¢i rijeSiti mnoge probleme.

Zadaci

1. Zadane su matrice

31
a=|-re =] 20
01

IzraCunajte
8 1

(@) 2A+B. (Rjesenjeje: | —2 5 |.)
15

(b) A" —-2B. ( Rjesenje je: _é _é :;1).

2. U transportnom poduzecu raspolazu sa tri tipa teretnih automobila. Matrica
A pokazuje koliki je bio transportni uc¢inak svakog tipa vozila na svakoj od
tri relacije u 1998. godini. Matrica B daje takve podatke za 1999. godinu.

A:

Ucinak u 1998. godini:

lin.1 lin.2 lin.3

450 780 2107 tip1
1050 240 90 | tip2
1500 120 590 | tip3

B

Ucinak u 1999. godini:

lin.1 lin.2 lin.3

520 910 220 | tupl
1080 580 290 | tip2
1460 830 600 | tip3
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IzraCunajte matricu promjene ostvarenog transportnog ucinka i matricu sred-
njeg transportnog ucinka za taj period od dvije godine.

RjeSenje. Matrica promjene ostvarenog transportnog uc¢inka je

linijjal linija2 linija3

70 130 10 tip 1
B-—A = 30 340 200 | tip2
—40 710 20 tip 3

Matrica srednjeg transportnog ucinka za period 1998.-1999. je

linjjal linija2 linija3
1 485 845 215 tip 1
-(A+B) = 1065 410 190 tip 2
2
1480 475 595 tip 3

. Neka portfelji P i ) drzavnog fonda A sadrze sadrZe dionice Plive, Za-

grebacke banke i Podravke. Neka portfelji R i S fonda B takoder sadrZze
sadrze dionice Plive, Zagrebacke banke i Podravke. Ako portfeljima pri-
padaju stupci, a firmama retci, tada fondovima A i B pripadaju matrice ¢iji
su elementi ukupni brojevi dionica pojedinih firma po portfeljima

P Q R S

100 200 200 150

A = 500 400 |, B =] 300 200
150 80 250 180

Odlukom Vlade doslo je do stapanja dvaju fondova. Kako su portfelji P i
R kaoi @ i.S ufondovima imali slicne funkcije, novi fond je zadrzao dva
portfelja, pri ¢emu je u prvi stopio portelje P i R, a u drugi portefelje () i
S. Odredite matricu C' portelja novog fonda.

RjeSenje.
100 200 200 150 300 350

C=A+DB=|500 400 [ + | 300 200 | = | 800 600
150 80 250 180 400 260
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1.3.3 MnozZenje matrica

MnoZenje matrica sloZenija je operacija od zbrajanja i mnoZenja skalarom. UmnoZzak
nije definiran za bilo kakve dvije matrice, pa ¢ak niti za matrice istog tipa m X n,
ukoliko je m # n. I kad je umnozak definiran, on ovisi o poretku matrica.

Ako je a vektor-redak i b vektor-stupac iste duljine (joS se kaze: dimenzije) n

b
by
a:[alaz...an]’ b: . >
bn
njihov umnozak se definira
b
by
a-b=layay -+ a,) | . | =a1by +aghs + -+ + ayby,.
bn
Rezultat ovog mnozenja je skalar. Npr. ako je
1
a=1[102], b=| -1/,
3

onda je
a-b=1-140-(-1)+2-3="1.

Primjer 1.3.5. U vektoru-retku d su ukupni brojevi dionica pojedinih firmi koje
sadrZi neki portfelj, a u vektoru stupcu p njihove zakljucne cijene na danasnji
dan. Kolika je danasnja vrijednost portelja? Uzmite konkretni primjer d =
[100 200 80] i p = [200 100 300] .

RjeSenje. Vrijednost portfelja V' se dobije da se za svaku firmu pomnoZi broj
odgovarajucih dionica u portfelju sa njihovom zakljucnom cijenom, a onda se
zbroje ti produkti. Ako je je

P1

d=[didy ... d,]ip= p:2 , tadaje V =d-p=dip1+dops+---+d,py, .
d

Na konkretnom primjeru to iznosi

200
V' =[100 200 80] | 100 | =100 - 200 + 200 - 100 + 80 - 300 = 63000 .
300
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Umnozak dviju matrica je definiran ako su one ulancane: broj stupaca prve
mora biti jednak broju redaka druge matrice. Ako je A tipa m x n, da bi umnozak
A- B postojao, matrica B mora biti tipa n x p. UmnoZak e biti matrica tipa m X p.

Akoje A = (a;;) € R™", B = (b;;) € R™*P, tada je umnozak A-B € R™*?,
Uvedemo li za matricu A - B oznaku C = (c;;), tada je

Cij = @inbij + aioby; + -+ - 4 ainbyp; = Zaikbkj7 I1<i<m, 1<j<p.
k=1

Vidimo da je op¢i element ¢;; umnoZak i-tog retka matrice A i j-tog stupca matrice
B.

Cij = (@i Qia +++ Qi) .
bnj
Gornja formula izgleda na prvi pogled komplicirano. Ona zapravo kaze da jedno-
stavno pomnozimo elemente i —tog retka matrice A sa odgovaraju¢im elementima
Jj—tog stupca matrice B i produkte zbrojimo. U sljede¢em prikazu matrica, prika-
zani su samo oni dijelovi matrica A i B koji su potrebni za izraCunavanje elementa
¢;; matrice C,

o o o o o - -

o o b o o
o o o o o

o o by o o
o o o o o o o

o o by o o
o O ¢ o O a; a a a

1J — i1 12 13 in o o . o o

o o o o o o o o o o o o

o o o o
o o o o o o o o o o o o

o o - o0 O
o o o o o o o o o o o o

o o by; o o
o o o o o o o o o o o o L -

Matricu C' moZemo dobiti na sljedeci naCin. Prvi redak matrice A pomnoZzimo
po redu prvim, drugim, ... , p-tim stupcem matrice B i tako dobivene brojeve
piSemo u prvi redak matrice C' slijeva nadesno. Nakon toga drugi redak matrice A
mnoZzimo po redu prvim, drugim, ..., p-tim stupcem matrice 5 i dobivene brojeve
piSemo u drugi redak matrice C, itd.

Produkt matrica se obi¢no piSe (kao i produkt skalara) bez znaka - mnoZenja
izmedu faktora, dakle AB. Produkt matrica ima, za razliku od produkta brojeva,
pomalo neocekivana svojstva. Neka ¢emo prikazati u sljede¢em primjeru.

Primjer 1.3.6. Na sljedeéim primjerima matrica uo¢imo neka svojstva mnoZenja
matrica.
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a)  Produkt matrica AB postoji, dok produkt B A ne postoji.

2 —1 1 -1 2
A:lo 21’ B:[o 1—11’
AB_[2.1+(—1)-0 2- (=) +(=1)-1 224 (=1)-(=1)
| 0-1+2-0 0-(=1)4+2-1 0-24+2-(=1)
[2 =3 5
- [0 2 —2 |

b) Akosu A e R"™"iB e R"™, tada su oba produkta AB i BA definirana.
Pritom je AB € R™*™ i BA € R"*". Jasno, ako je m #* n, matrice AB i
BA su razli¢itog tipa, pa ne mogu biti jednake,

1 0
1 2 —1 2 3
w3 2]
101{3_1] 4 —1
1 0 1 2 —1
BA=1]2 1 “g_”: 3 4 —11.
3 —1 2 6 —4

¢)  Ako su obje matrice kvadratne i istog reda, tada i AB i BA postoje i istog
su reda kao i A odnosno B. No, ni tada ne mora vrijediti AB = BA,

R EEER

w4330 5]

d)  Produkt matrica koje nisu nul-matrica moZe biti nul-matrica

EtHE

d)  Kvadrat matrice moZe biti minus jedinicna matrica. Ako je

0 1
S
dobivamo

‘]2:‘”:[—01 (1)] [—01 (1)]:[_01 —01]:(_1)“) (1)]:_['
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U aritmetici ne postoji realan broj Ciji kvadrat je —1. Zato i jesu uvedeni

kompleksni brojevi. S njima moZemo rijesiti npr. jednadzbu x*> = —1. Ulogu
jedinice u matricnoj algebri ima matrica I. Dakle, postoji realna matrica,
Ciji kvadrat je jednak —1. [ |

Neka su a i b vektori-stupci iste duljine n. Kako su oni jednostupCane matrice,
definirana su oba umnoska a'biab'. Tada je

by
T by
a'b=la;ay - ay,) | = la1by + agby + - - - + ayby] (1.6)
bn,
tipa 1 x 1 tj. skalar, dok je
aq a1b1 albg cee albn
a asby  asby - agb,
a7 — .2 by by - by] = 201 a202 2
an, apbi axby - apb,

tipan X n.

Primjer 1.3.7. Akosua’ =[1234]ib" =[-43 — 21, tada je

—4 1
r 3 2| _
a'b=[1234]| | =0=[-43-21]|;|=b"a
1 4
(1 —4 3 -2 1
o2 . o | 8 6 —4 2
ab' = | G|l43-20=| o o 5l
4 ~16 12 —8 4
[ —4 —4 -8 —12 -16
_ 3 | 3 6 9 12
ba' = | l234=| 5 . o g
1 1 2 3 4 m

Dakle, ako su a i b vektori-stupci iste dimenzije, tada je produkt oblika a ' b skalar
pa se takav produkt zove skalarni produkt vektora a i b.
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Kako gledati na produkt matrica?

Na produkt matrica A i B mozemo gledati na viSe nacina, ovisno o tome koju

particiju matrica odaberemo.
Nekasu A € R™" i B € R"*P. Najlakse je opisati produkt matrica A i B
pomocu skalarnih produkata redaka od A i stupaca od B. Neka su

a
as
A=| 2|, B=lbbs....b)

Am

particija po retcima od A i particija po stupcima od B. Tada je

ELl dlbl dle cee &1bp
a by Ggby -+ Ggb

AB=| [ |[bibos..sb)=| T (1.7)
. Gmby @by -+ b,

Ako pogledamo retke matrice skalarnih produkata u (1.7), tada vidimo da je

aq a B
Qs as B
AB=| . |B= . , (1.8)
am amB
dok gledajuci stupce matrice skalarnih produkata u (1.7), vidimo da je
AB = Aby, by, ..., b,| = [Aby, Abs, ..., Aby] . (1.9)

Vidimo da do matrice AB moZemo doéi na viSe nacina.

— AB se najéesée poima kao matrica skalarnih produkata retka od A sa stupci-
ma od B, a to prikazano relacijom (1.7).

— Prema relaciji (1.8), tako da prvi redak od A, pomnozimo (s desna) s B i
taj produkt @, B stavimo kao prvi redak od AB, zatim drugi redak od A
pomnozimo s B i a; B stavimo kao drugi redak od AB itd.

— Prema relaciji (1.9), do produkta AB mozZemo do¢i i tako da svaki stupac
od B pomnozimo (s lijeva) sa A i onda stavimo Ab; kao prvi, Ab, kao drugi
itd., Ab, kao zadnji stupac od AB.
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Primjer 1.3.8. Pojasnimo zadnje zakljucke na sljedecem paru matrica

1 2 3
789

Prema relaciji (1.7) imamo

1-1142-2143-31

1-1242-2243-32

11 12
21 22
31 32

13
23
33

-1342-234+3-33

AB=| 4-1145-214+6-31

4-124+5-2246-32

4-13+5-234+6-33

7-114+8-21+9-31

7-1248-2249-32

-1348-234+9-33

Ovdje smo koristili vodoravne i okomite linije da lakSe uocimo elemente matrice.

Prema relaciji (1.8) imamo

[123]B
AB=| [456]B
[789]B
pritom je
[123]B = [1-11+2-21+3-31
[456]B = [4-11+5-21+6-31
[789]|B = [7-11+8-21+9-31

1-124+2-2243-32 1-13+2-23+3-33]
4-1245-22+4+6-32 4-134+5-23+6-33]
7-124+8-2249-32 7-13+8-23+4+9-33].

Ako maknemo uglate zagrade koje naznacuju retke, dobivamo istu matricu AB kao u

prvom slucaju.

Prema relaciji (1.9) imamo

11 12
AB=A 21 22
31 32

2 3
5 6 21
8 9

1
4
|7 31
1
4

114+2-2143-31
-1145-2146-31
7-11+8-2149-31

13 11

23 = Al 21

33 31
3 12 1 2
6 22 4 5
9 32 78

1124222+ 332
4-124+5-22+6-32
7-12+8-2249-32

12 13
22 Al 23 =
32 33

13
23 =

4-134+5-234+6-33

3

6

9
1-134+2-234+3-33
7-134+8-23+9-33

Ako maknemo duge uglate zagrade koje naznacuju stupce, dobivamo istu matricu AB

kao i prije.
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Osnovna svojstva produkta matrica

Navedimo glavna svojstva matri¢nog mnozenja

1. (AB)C = A(BC) (asocijativnost)
2. (A+B)C=AC+ BC (distributivnost s desna)
3. C(A+B)=CA+CB (distributivnost s lijeva)
4. «a(AB) = (aA)B = A(aB) (kompatibilnost).

Prvo svojstvo kaze da mozemo pisati produkt ABC' bez zagrada jer dolazimo do
iste matrice bilo da prvo pomnozimo AB i onda to pomnozimo (s desna) sa C'
ili da prvo pomnozimo BC' a onda to pomnoZimo (s lijeva) s A. KoriStenjem
tog pravila moZemo izvesti zaklju¢ak da i produkt od proizvoljnog broja ma-
trica moZemo pisati bez zagrada koje upucuju na redoslijed izvrSavanja operacija
mnoZenja. U dokazu se koristi ¢injenica da A(BC') i (AB)C' mozemo pisati kao
ABC'. Evo primjera

X = A(((A243)A0)A5) = A1 ((A2A3A4) A5) = Ay (A A3 A4As)
- A1A2A3A4A5.

Drugo i tree svojstvo se moZe poopciti na vise matrica. Npr. svojstvo 3. se prosiri
naoblik A(B; + By + -+ + B,) = AB; + ABy + - - - + AB, za svako r. Dokaz
koristi matematicku indukciju.

Potrebni broj rac¢unskih operacija

Kad se racuna na rac¢unalu, vazno je znati da svaka racunska operacija izmedu dva
broja traje (red veli¢ine je 1072 sekunde), pa je vaZan broj osnovnih racunskih
operacija koje matri¢ne operacije zahtijevaju. Vrijede sljedece tvrdnje:

e skalarni produkt xTy =121 + Toys + - - - + Yy vektora z, y € R™ zahtijeva n
operacija mnozZenja i n — 1 operacija zbrajanja.

e produkt matrice A € R"*" i vektora z € R" zahtijeva ratunanje m komponenata
vektora Az, a svaka komponenta je skalarni produkt (“duljine n”) odgovarajuéeg
retka matrice A i vektora x. Dakle Ax zahtijeva mn mnoZenja i m(n—1) zbrajanja.
Kad je m = n to iznosi n? mnoZenja i n? — n zbrajanja.

e umnozak matrica A € R™*" i B € R"*P moZemo prikazati pomocu stupca-
ne particije (vidi relaciju (1.9)) [Aby, Aba, ..., Ab,], gdje je B = [b1,ba,..., by
stuplana particija od B. Dakle, za produkt AB potrebno je p mnoZenja matrice A
sa vektorom duljine n (stupcem od B), odnosno pm skalarnih produkata duljine n.
Dakle, potrebno je mpn mnoZenja i mp(n — 1) zbrajanja. Kad je m = n = pto je

n? mnoZenja i n® — n? zbrajanja.
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Jedini¢na matrica

Kao $to nul-matrica ima posebnu ulogu kod operacije zbrajanja, tako jedini¢na
matrica ima posebnu ulogu kod matricnog mnoZenja (tzv. neutralni element za
operaciju mnozenja). Ako je A kvadratna matrica reda n i I jedini¢na matrica
istog reda, tada je

Al =TA=A.
Kao primjer, provjerite da je
(1 2 0][1 0 0] (1 2 0]
Al = 2 -1 1 01 0|=]2 -11|=A
_1 2 3_ 00 1] 1 2 3]
1 00 I 2 0] 1 2 0]
IA = 010 2 -1 1|=]12 -11|=A4
00 1)1 2 3] 1 2 3]

Akoje A € R™*", a [, i I, jedini¢ne matrice dimenzija m i n, respektivno, tada
vrijedi poopcenje zadnje relacije na pravokutne matrice

I, A= AL, = A.
Stupci jedini¢ne matrice se obi¢no oznacavaju s e, €s,..., tako da vrijedi ,, =
le1, €2, .., e, pricemujee; = [0,...,0,1,0...,0]" s jedinicom na i-tom mjestu.

Ako u prije pokazanoj relaciji AB = [Aby, Ab,, ..., Ab,| umjesto B stavimo
jediniénu matricu [,, iz A = Al, odmah slijedi

A = [Aey, Aes, . .., Aey], (1.10)

paje Ae; prvi, Ae, drugi itd., Ae,, zadnji stupac od A. SaZetije se kaZe da je Ae,
j-ti stupac od A.

Primjer 1.3.9. Neka je A = [ay,as,...,a,] stuplana particija matrice A €
R™ " i neka je x = [x1, 79, ..., 2,]" € R™ PokaZimo da je

Ax = 2101 + 2009 + - - - + T,ay,.

PokaZimo prvo da se x moZe zapisati kao suma x,e; + xses + - - - + xp€,, gdje su

€1, €s, ...,E, Stupci jedinicne matrice I,. Doista,
1 0 0
0 1 0

rie1+Toea + -+ T =21 | L | + 22 + Ty
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T 0 0 T
0 To 0 Ta

— : + : +...+ . — . =XT.
0 0 Tn Tn

Svaki ¢lan x;e; je jednostupcana matrica. Ako ju oznacimo s B;, moZemo isko-
ristiti svojstvo distributivnosti matricnog mnoZenja, A(By + --- + B,) = AB; +
-+ AB,,. Nakon toga jos moZemo koristiti 4. svojstvo mnoZenja matrica i dobiti

Ax = A(zieg +xoea + -+ + xne,) = A(xrer) + A(zaez) + -+ - + A(znen)
|

= x1de; + x9hes + -+ x, A, = T1a1 + Xoag + -+ Ty
Opcenito, ako se vektor b moze prikazati kao suma

b= Biay + Beag + - - - + Brag

gdje su (31, Ps,...,0 skalari, kaZzemo da je b linearna kombinacija vektora aq,
as,...,a.

Zadnji primjer pokazuje da se vektor Ax moze prikazati kao linearna kombi-
nacija stupaca od A pri ¢emu su skalari ba§ komponente vektora z. Taj rezultat
se moze iskoristiti kad mnoZimo matrice “na ruke”, pogotovo ako desna matrica
u produktu ima dosta nula.

1.3.4 Transponiranje matrica

Postoji joS jedna vrlo korisna operacija na matricama, operacija transponiranja,
koju smo ve¢ upoznali, a sada ¢e nas zanimati kako se ponaSa u odnosu na vec
uvedene operacije matricnog zbrajanja, matricnog mnoZenja i mnozenja matrice
sa skalarom. Sjetimo se, ako je A € R™*", matrica AT € R™™ se naziva
transponirana matrica A, ako je svaki redak (stupac) od A” jednak odgovarajuéem
stupcu (retku) matrice A. Operacija koja matrici pridruZuje transponiranu matricu
(transponiranje) je unarna operacija jer ima samo jedan argument.

Prema tome, transponiranu matricu dobivamo tako da stupce (retke) matrice
zamijenimo njenim retcima (stupcima). Ako je

aiy a2 ... Qin ai; ao1 ... Qmi

921 929 ... Qo . 12 @22 ... Am2
A= . ondaje AT =

m1 Am2 ... Gmp Aip A2n ... (mn

Krade to zapisujemo: ako je A = (a;;), onda je AT = (a;;). Na primjer, ako je

1 2
A= L35 , onda je AT =13 4
2 4 6 5 6
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Vrijede sljedeca jednostavna svojstva
1. (AT)T = A za proizvoljnu matricu A,

2. (A+B)" = AT + BT za proizvoljne matrice A i B istog tipa,

(
3. (cA)T =cAT za proizvoljnu matricu A i skalar c,
(

4. (AB)T = BT AT za proizvoljne ulan¢ane matrice A i B.

Zadnje svojstvo je najzanimljivije. Ako je A tipam X n, a B tipan X p, onda je
matrica B tipap x n, A" je tipan x m, aumnozak B AT je tipa p x m. Istog
je tipa i matrica (AB)". Pokazuje se da su one i jednake.

Primjer 1.3.10. Neka su a i b vektori stupci iz R". Koristeci svojstvo 4. i 1., lako
provjerimo da je

a'b=bla i ab' = (ba")".
Doista, o' bje 1x 1 matrica (skalar) koja ostaje ista i nakon transponiranja. Stoga
je

a'b=(a"b)" =b"(a")" =0b"a.

Druga relacija se dobiva na slican nacin
(ba")" = (")"b" =ab".

Provjera tih relacija na konkretnim vektorima je dana u primjeru 1.3.7. [ |

ai
Neka je A = : retCana particija od A € R™*". Kako transponiranjem
dm
retci prelaze u stupce, A" = [a],...,a, ] je stupana particija od AT. S druge
strane, prema relaciji (1.10), stup&anu particiju od AT € R™*™ moZemo zapisati
kao AT = [ATey, ..., ATe,], gdje je e; i-ti stupac od I,,. Ako jo§ jedamput
transponiramo matricu i iskoristimo da je dvaput transponirana matrica jednaka
samoj sebi, dobivamo

a (ATe)T e] A

D =A=(AN" =[ATe; ... ATe,]" = : = :

&m (ATem)T e;A
Ovdje smo koristili 4. i 1. svojstvo transponiranja: (A'Te;)" = ¢/ (AT)T =

e Azasve 1 < i < m. Zaklju¢ujemo da se i-ti redak matrice A moZe dobiti
mnoZenjem e; A. Sli¢no svojstvo smo pokazali pomodu relacije (1.10) za stupce:
Jj-ti stupac se dobije mnoZenjem Ae;.
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Ako umjesto A uzmemo vektor-stupac x, zakljuujemo da je e, z i-ti redak od
, a to znadi i-ta komponenta od . Sli¢no, vektor redak = ima n stupaca (duljine
jedan, dakle skalare) pri ¢emu je i-ti stupac (z')e; = ;. Dakle je z; = e} x =
ZIZ'TGZ'.

Uoc¢imo da se op¢i element a;; nalazi u i-tom retku j-tog stupca od A, pa
vrijedi a;; = €] (Ae;) = e/ Ae; za sve i, j. Do istog zakljutka nas vodi i gledanje
na a;; kao na j-ti stupac od i-tog retka matrice A, a;; = (e, A)e; = e Ae; za sve
iy .

Primjer 1.3.11. Neka je

1 2 3
A=14 5 6
7 8 9
Tada npr. za ass imamo
0
s = eg Aes = (eg A)es=[456les=[456]|0 | =6 ili
1
3
= ¢, (Ae3)=1[010]| 6 | =6.
9 |

Zbog vaznosti, vektori e; se joS nazivaju kanonski ili koordinatni vektori.

Primjer 1.3.12. U primjeru 1.3.9. pokazano je da se vektor Ax moZe prikazati
kao linearna kombinacija stupaca matrice, Ax = xria1 + --- + xpa, gdje su za
sve 1 < i < n skalari x; komponente vektora x, a a; stupci matrice A € R™*",
Da li postoji slicna formula kad se racuna vektor redak y' A, a koja ukljucuje
retke matrice A?

Odgovor je potvrdan, a rezultat se jednostavno dobije iz prethodnog rezultata
pomocu operacije transponiranja. Oznalimo retke matrice A sa @y, Gsa,. . .,0m.
Tada su @), a,... ,a, stupci matrice AT. Ako su y1, ya,. .., Ym komponente od
Yy, tada je

y'A = y' (AT>T = (ATy>T = ([CNLI,&;—, o ,dn:]y)T

~ ~ ~ T ~ ~ ~
= (?Jl(hT + ?JQCLQT iy ym%L) = Y101 + Y202 -+ + Yl -

Npr. ako je
1 2 3 4
T A RV S | .
y =[10-10 i A= s 6 7 8 | tada je

-8 =7 =6 =5
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y"A=1-a,+0-ay+(—1)-as+0-ay, paje
y A=1-11234—-1-[5678 =[-4 —4 —4 —4]. -

Dijagonalne matrice

Prva generalizacija jedini¢ne matrice je dijagonalna matrica,

ap 0 0 ... O
0 (6) 0 0
diag(aq, e, ..., ap) = | . . | .
0 O Qy,

Nul-matrica i jedini¢na matrica takoder spadaju u dijagonalne matrice. Zbroj i
produkt dviju dijagonalnih matrica je takoder dijagonalna, a isto vrijedi i za pro-
dukt dijagonalne matrice sa skalarom. Produkt dviju netrivijalnih dijagonalnih
matrica (npr. diag(1, 0, 2) i diag(0, —1, 0)) moZe biti nul-matrica.
Neka je D = diag(ay,...,a,). Ako je A € R"*P, tada je i-ti redak od DA
jednak i-tom retku od A pomnoZenom sa «;.
Ako je A € RP*", tada je i-ti stupac od AD jednak ¢-tom stupcu od A
pomnoZenom sa «;.
To odmah slijedi iz ¢injenice da je i-ti redak od D jednak oye;, dok je i-ti
stupac od D jednak «;e;. Tada su i-ti redak od DA i i-ti stupac od AD jednaki
e] (DA) = (e] D)A = (aue] )A = ay(e] A)
(AD)GZ = A(DGZ) = A(aiei) = OZZ'<A6i) .

Ako su svi dijagonalni elementi od D razliciti od nule, operacija DA (AD) se
naziva skaliranje redaka (stupaca).

Primjer 1.3.13. Neka je

1 2 3 -2 0 0
A=14 5 6 i D= 0 10
789 0 0 3
Tada je
[—2 0 0][1 2 3] [ -2 —4 —6
DA = 0 10 4 5 6 4 5 6 |,
. 0 0 3 78 9 21 24 27
1 2 3 -2 00 -2 2 9
AD = 4 5 6 0 10 -8 5 18
| 7 8 9 0 0 3 | —14 8 27 -
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Dijagonalne matrice koje dobivamo mnoZenjem jedinicne matrice skalarom (tj.
one oblika al) nazivamo skalarne matrice. Ako je D = o, ondaje DA = aA, a
takoder i AD = «/A, ¢im su dimenzije matrica takve da su produkti definirani.

Matricni polinom

Ako je A kvadratna matrica, tada su definirane potencije
A=A, A?=AA, AP =AAA=A?A=AA% ...

Opcenito,
AT=AA-.-A.
N7
r faktora
Zbog zakona asocijativnosti za mnoZenje matrica, vrijedit ¢e za proizvoljne cijele
nenegativne brojeve p i ¢ za koje je p + q = k relacija A¥ = AP A9, Pritom se
dodatno definira A° = 1.
Ako je
p(z) = apz® + - + a1z + ag
bilo koji polinom stupnja &, tada se za proizvoljnu kvadratnu matricu A definira

matric¢ni polinom
p(A) = apAF + -+ a A+ aol.

Primjer 1.3.14. Neka je A = [ Zl% _3 ] ip(x) =2® — 2z + 5. Tada je
—20 2
— 3 —_ = e e e —
p(A) = A° —2A + 51 = [ 3 _211. .
Zadaci
1. IzraCunajte umnoske
2 10 -
(a) 521 0 -1 1]. ( Rjesenje je: o7l )
2 10 4 1 1
-1 21
1 2 3 -1 10 9 6 12 ]
(b) 4 1 1 2 =2 0. ( Rjesenje je: 05 41)
210 2 3 4 00 O]
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2. Uvjerite se neposrednim mnoZenjem da vrijedi (ABC)" = CT"BT AT ako

je:

1 2 2 —1 01 3
A:[—1 3]’ 32[3 2]’ C:[—1 2 2]'

. Zadane su matrice

2 1
1 0 —2
A:lZ . 3],3: 0 2

1 -1
IzraCunati
oo 1]
(a) AB. ( Rjesenje je: — ).
0 4 —1]
by A'B'. ( Rjesenie je: 1 -2 1]).
-7 6 =5
(¢ BTA". ( Rjesenje je: H _; ).
0 1 =7
d BA. ( Rjesenje je: 4 =2 6 |).
-1 1 -5

. Svaka kvadratna matrica moZe se rastaviti na zbroj simetri¢ne 1 antisimetricne

matrice. Lako se pokaze da su to matrice
As = §(A+A ), Ay = §(A—A ).

Qdredite te matrice za

A= | —

N DN
~N N O
W NN

RjeSenje. Ocigledno je A = As + A, i vrijedi
T _ (1 T\ _ LT T _
()7 = (Ga+an) =3 (aT+@D7) -

(407 = (ba-an) =L -
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Za matricu A, rastav je

1 -1 0 0 1 2

A= -1 2 7|1+ -1 00

0o 7 3 -2 00
5. Pokazali smo da je [Aby, ..., Ab,| stupCana particija matrice AB pri Cemu
je B = [by, ..., b, stupfana particija matrice B. Pokazite, koriste¢i produkt

e, (AB), da sli¢ni rezultat vrijedi za ret¢anu particiju matrice AB.

RjeSenje. Neka su A € R™*" i B € R"*P. Tada za retanu particiju od AB

vrijedi
e (AB) (e{ A)B a1 B ay
I I I o O e e
¢T (AB) (T A)B i B i

retCana particija od A. Uoc¢imo da se taj rezultat nalazi i u relaciji (1.8).

6. Nekasu A € R™*", B € R"*?. Akoje A = [ay, ..., a,] stuplana particija
od A i ako je retCana particija od B,
bl
B=| : |, tadaje AB=ab +...+aub, .
by,

Pritom je aibl-T e R™*Pzasvel <1 <n.

RjeSenje. Neka je I, = [e1, . . ., e,] stuplana particija, tako da su kanonski vek-
tori e; duljine n. Uocite da se kvadratna matrica reda n, eieiT razlikuje od nul-

matrice reda n tek u ¢-tom dijagonalnom elementu koji je jedinica. Stoga vrijedi

I, = ere] +ezeg + -+ ene,) . Sadaimamo

AB = AI,B = A(eie] +ezeq +---+ene) )B=aib] + ...+ axb,,
jerje
Aeje] B = (Ae))(e] B) =ab], 1<i<n.

7. Pretpostavimo da trebamo izracunati vektore a i b koji se dobiju pomocu
sljedecih formula

a=(AC)c i b= (BAC)c,

pri ¢emu su A, B i C matrice reda n, a vektor ¢ ima n komponenata.
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(i) Koliko obi¢nih (skalarnih) operacija mnoZenja i zbrajanja zahtijeva
racunanje vektora a i b po gornjim formulama?

(i) Koliko obi¢nih operacija zahtijeva racunanje vektora a i b, ako isko-
ristimo asocijativnost mnoZenja matrica, pa vektore a i b raCunamo po
formulama a = A(C¢)ib = Ba?

(ii1) Neka je n = 10, 100, 1000, 10000, pa usporedite te brojeve. Kad
bismo koristili racunalo koje izvrSi operaciju mnoZenja za jednu mili-
jarditinku sekunde (10~ sek) koliko bi vremena trajalo raunanje vek-
tora a i b po prvim odnosno drugim formulama?

Konacno, uzmite n = 3,

1 2 1 -1 2 -1
C=11-11]|, A=] 10 1],
1 2 3 12 0
1 3 1 1
B=|1 -2 1|, ¢=13
0 2 3 2

i uvjerite se “na ruke” koliko je lakSe racunati po drugim formulama.

RjeSenje. Dat éemo samo broj mnoZenja (zbrajanje je na racunalu nekoliko puta
brZze, pa ¢e na vrijeme racunanja daleko viSe utjecati mnoZenje od zbrajanja), a
ako nas ba$ zanima i broj zbrajanja on se lako odredi na sli¢an nacin kao i broj
mnoZenja.

(i) Kad bismo racunali vektore a i b po prvim formulama, tako da prvo racu-
namo produkt X = AC, zatim a = Xc¢, pa Y = BX i konacno b =
Y, trebali bismo n® mnoZenja za radunanje matrice X, n® mnoZenja za
ra¢unanje matrice Y, te n? mnoZenja za ra¢unanje vektora a i n? mnoZenja
za ra¢unanje vektora b. To ukupno zahtijeva 2n> + 2n? mnoZenja.

2

mnoZzZenja za
2

(i) Kad bismo racunali po drugim formulama, trebali bismo: n
ratunanje vektora z = C'c, n> mnoZenja za radunanje vektora a = Az in
mnoZenja za radunanje vektora b = Ba. Dakle ukupno 3n? mnoZenja.

(iii)) Odnosi brojeva operacija su dani u prvoj tabeli, a odnosi vremena (u sekun-
dama) u drugoj tabeli

prve formule  druge formule
n 2n3 + 2n? 3n?
10 2200 300
100 2020000 30000
1000 2002000000 3000000
10000 | 200020000000 300000000
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prve formule druge formule
n 2n3 4 2n? 3n?
10 0.0000022 0.0000003
100 0.00202 0.00003
1000 | 2.002 0.003
10000 | 2000.2 0.3
Konkretni primjer rijeSite kao zadatak za vjeZbu iz matri¢nog mnoZenja. |

1.3.5 Primjena matrica u gospodarstvu
Navedimo sada kroz primjere, najjednostavnije primjene matrica u gospodarstvu.

Primjer 1.3.15. Ako je ¢ = |q1,qo,q3]" vektor proizvodnje poduzeéa (gdje je
¢ koli¢ina i-tog proizvoda), ¢ = |[c1, ca, c3]" vektor jedini¢nih troskova i p =

[p1, p2, p3] | vektor prodajnih cijena, izracunajte i interpretirajte umnoske
a) q'c
b) q'p,
c) q'(p—o).

Zatim izracunajte s konkretnim vektorima

53 2000 10000
g= 1381, c=11000 |, p=| 6000
34 3000 14000

RjeSenje.

a) q'c=qc+ qes + qscs  su ukupni troskovi.

b) q'p=qpi+ q@p:+ q3ps je ukupni prihod.

a) ¢ (p—c)=aq(pr—c1) + qp2 — c2) + q3(ps — c3)  je ukupna dobit.
Specijalno, vrijedi

¢ ¢ = 53-2000+ 381000 + 34 - 3000 = 246000 kn.,
¢'p = 5310000 + 38 - 6000 + 34 - 14000 = 1234000 kn,
¢ (p—c) = 53-(10000 — 2000) -+ 38 - (6000 — 1000) + 34 - (14000 — 3000)
— 988000 kn.

Zbog q" (p — ¢) = q'p — q' ¢ do zadnjeg rezultata smo mogli do¢i oduzimanjem
1234000 — 246000 = 988000 kn. |
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Primjer 1.3.16. Zadan je vektor proizvodnje nekog poduzeéa q = [q1, 2, q3, qa) "
gdje je q; kolic¢ina i-tog proizvoda u kilogramima. Izracunajte i interpretirajte
q'e gdiejee=1[1,1,1,1]".

Rjesenje.
gle=q +q+qs+qu jeukupna proizvodnja u kilogramima. L
Primjer 1.3.17. Zadan je vektor dnevne proizvodnje q = [q1,q2, q3]" nekog po-

duzeca koja se ostvaruje na jednom stroju Ciji je dnevni kapacitet 16 sati. Ako je
c = [0.10, 0.09, 0.25]" vektor kapaciteta (u satima) po jedinici proizvoda, Eemu
je jednak umnoZak q' c da bi se dnevni kapacitet stroja u potpunosti iskoristio?
Rjesenje. -
q'¢=0.1¢g; +0.09¢5 + 0.25¢5 = 16.

Primjer 1.3.18. U tabeli je dan prikaz cijena (u kunama) za Cetiri vrste prehram-
benih proizvoda Py, P,, P3, Py u trgovini br. 1, u trgovini br. 2, kao i cijene koje
su sluzbeno objavljene nakon sniZenja. Kupac kupuje od tih Cetiri vrsta proizvoda
redom 3 kg, 16kg, 12kg i 4kg. Usporedite ukupnu masu novca kojeg je izdao kupac
kupujuci u trgovini br. 1, trgovini br. 2 i ako kupuje prema sniZenim cijenama.

sniZene
P\T|brl br2 cijene

P, | 20 23 17
P, | 40 48 32
p,o| 15 18 10
P, 5 3 4

Izrazite koliko posto je kupac platio vise u trgovinama nego da je kupovao po
sniZenim cijenama.

RjeSenje. Bitni dio tabele smjestimo u matricu

20 23 17
40 48 32
15 18 10

5 3 4

A=

Kupac kupuje po vrstama proizvoda u kg, X = [3,16, 12, 4|. Izracunamo

20 23 17
40 48 32
15 18 10

5 3 4

XA =[3,16,12, 4] = [900, 1065, 699 .
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Za kupljene proizvode u trgovini br. 1 platit ¢e 900 kn, dok e u trgovini br. 2 platit
¢e 1065 kn. Ako e kupovati po sniZenim cijenama platit ¢e 699 kn.

Kupujuéi u trgovini br. 1 kupac je izdao 28.75% vise novca nego bi izdao
kupujuci po sniZenim cijenama. U trgovini br. 2 kupac je izdao 52.36% vise novca
nego bi izdao kupujuci po sniZenim cijenama. [

Primjer 1.3.19. Jedno poduzece proizvodi tri razli¢ita proizvoda Py, Py, Ps. Svaki
proizvod prolazi u procesu proizvodnje kroz Cetiri odjela O, Os, O3, O4. Za svaki
proizvod trosi se 5 sastojaka Sy, Sa, Ss3, Sy, S5 u razlic¢itim kolic¢inama. U ma-
trici A dana je kolicina sastojaka potrebnih za proizvodnju jedne jedinice svakog
proizvoda. Svaki odjel ima plan proizvodnje tih triju proizvoda za mjesec dana.
Ti podaci nalaze se u matrici B.

PP P
S1 2 1 3 O1 Oy O3 O,
S 4 0 5 P 10 50 70 100
A = S3 1 3 3 B = B 0 30 60 120
Sy 2 8 7 Py 90 5 0 85
S5 3 1 1

Odredite ukupne kolicine svakog od sastojka Sy, Sa, Ss, Si, S5 u kg potrebne za
planiranu mjesecnu proizvodnju.

RjeSenje. O, O, 05 O,
Sy | 290 145 200 575

Sy | 490 225 280 825

AB = S3 | 280 155 250 715

Sy | 650 375 620 1755

Ss | 120 185 270 505

Za planiranu mjesecnu proizvodnju trebat ¢e sastojaka

S = 2904 145+ 200 + 575 = 1210 kg
Sy = 490+ 225+ 280+ 825 = 1820 kg
S3 = 280+ 155+ 250+ 715 = 1400 kg
Sy = 6504 375+ 620 + 1755 = 3400 kg
Ss; = 1204185+ 270+ 505 = 1080 kg.

Uocite da se je rezultat mogao dobiti i u obliku vektora K = [k, ko, k3, kq, ks "
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potrebnih mjesecnih kolicina proizvoda Sy, Sa, Ss, Sy i S5, pomocu formule

(200 145 200 575
490 225 280 825 | | |
K=(AB)e = | 280 155 250 715 |||
650 375 620 1755 | | |
120 185 270 505
[ 290 + 145 4 200 + 575 1210
490 + 225 + 280 + 825 1820
= | 280+ 155+250 + 715 | = | 1400
650 + 375 + 620 + 1755 3400
| 120 + 185 + 270 + 505 1080

Sada kad imamo formulu, moZemo koristiti asocijativnost matricnog mnoZenja i
dobiti

10 50 70 100 i
K =(AB)e = A(Be)=A 0 30 60 120 |
9 5 0 85 .
2 1 3
4 0 5 230
- |1 3 3 210
2 8 7 180
31 1
[2.2304+1-210 +3- 180 1210
4-23040-210+5-180 1820
— | 1-230+3-210+3-180 | = | 1400
2.9230 +8-210 + 7- 180 3400
3.2304+1-210+1-180 1080 .

Primjer 1.3.20. U proizvodnji dvaju proizvoda Py i P» koriste se dva medupro-
izvoda u kolicinama my i mo. Nadalje, u njihovoj proizvodnji koriste se tri
vrste pogonske energije u kolicinama uy, us, us. Neka su yi i yo kolicine fi-
nalnih proizvoda P, i Ps, respektivno. PotraZnja za meduproizvodima dana je
jednadzbama

Y1 = 2mq+me

Yo = 3mi+4ma,
dok je potraZnja za pogonskom energijom odredena jednadzbama

mp = U +2U3

mo = 3u1+u2.
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Odredite direktnu zavisnost koli¢ina proizvoda Py i P; i kolicine pogonske en-
ergije.

RjeSenje. Neka je

y = ,7;1 ] vektor proizvodnje finalnih proizvoda,
2

Uy
u = Us vektor pogonske energije i
U3

m . : .
m = ml 1 vektor proizvodnje meduproizvoda.
2

Iz veza izmedu koli¢ina finalnih proizvoda vy; i meduproizvoda m; slijedi

o - 2 1 mq
=an=5 ][]

a iz veze izmedu kolicina meduproizvoda m; i pogonskih energija u;, slijedi

Uy

1 0 2
m-Bu-[3 1 O] Ug
Uus

Sada imamo,

y=Am = A(Bu):(AB)u:Q; ‘11H;> ! SD s

[5 1 4] “ [5U1+U2+4U3‘|

Y2 = 15u44ug + 6us
us

pa smo dobili veze

y1 = Ouy + up + 4us,
Yo = 15uiduy + Gus.

Nacinimo kratak saZetak ovog dijela.
Za svaki par prirodnih brojeva m i n, skup R™*" sa operacijama zbrajanja
matrica i mnoZenja matrica skalarima ima lijepa svojstva. Skup je zatvoren u
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odnosu na te operacije, pa koriStenjem tih dviju operacija ne izlazimo iz skupa
matrica. Pritom vrijede svojstva 1-4 za zbrajanje i svojstva 1-4 za mnoZenje
skalarom, pa se struktura (R™*", |+ -) zove vektorski prostor.

MnoZenje matrica iz R™*" je definirano tek ako je m = n. Ovdje je takoder
je vazno da je skup R™*"™ zatvoren u odnosu na matricno mnozenje. Oznacimo li
privremeno operaciju mnoZenja matrica sa X, mozemo pisati (R™*", +, -, x), pri
Cemu je (R™"™ 4+, -) vektorski prostor, a mnoZenje x zadovoljava svojstva 1-4 za
mnoZenje matrica. Takva struktura se zove algebra. Kako u R™*™ postoji i neu-
tralni element / za mnoZenje X, kaze se daje (R"*", +, -, X ) algebra s jedinicom.
Dakle, skup matrica reda n ¢ini algebru s jedinicom. Ona opcenito nije komuta-
tivna. Na njoj je definirana i unarna operacija transponiranja koja zadovoljava
svojstva 1—4 za transponiranje.

Promotrimo joS skup My svih realnih matrica,

MR — U Rm><n )

m,neEN

Neka x oznaCava operaciju mnoZenja matrica, a | operaciju transponiranja ma-
trica. Skup Mg je sigurno zatvoren u odnosu na operaciju mnozenja matrice sa
skalarom. Isto tako je zatvoren u odnosu na operaciju transponiranja. Medutim,
ostale dvije operacije nisu definirane za svaki par matrica iz Mp. Ipak, postoji
lijepo svojstvo skupa Mg, da je zatvoren s obzirom na te dvije operacije uvijek
kad je rezultat tih dviju matrica definiran.

Zadaci

1. U servisnoj stanici za izvrSenje jednog posla potrebno je prethodno izvrsiti
4 razli¢itih operacija u 5 odjela s razliitim utroScima radnih sati, kako
pokazuje naredna tabela

Operacija \ odjel | O, O, Os O, Os
I 0 2.0 0 3.0 1.0
I 50 0 60 0 3.0
I 75 0 20 0 1.0
v 1.0 0.5 2.5 1.0 1.0

Cijena radnog sata (u kunama) pojedinih operacija varira po vremenskim
razdobljima, kako je to naznaceno u sljedecoj tabeli
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i

Razd. \ operacija I

III

v

T
15
T3
Ty
15
15

1

O I S PNV, T SN

8
8
7
0

9
10

~N o0 NN DN

O 0 0 \O o0
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Izracunajte ucesce u troskovima svih pet odjela za navedenih 6 vremenskih

razdoblja.

RjeSenje. Neka je A matrica radnih sati po operacijama i odjelima, a B matrica
troskova (cijena radnih sati) po vremenskim razdobljima i po operacijama

0 20 0 3.0 1.0
A 50 0 60 0 3.0
|75 0 20 0 1.0

1.0 05 25 1.0 1.0

4 8
5 8
5 7
4 10
4 9
5 10

6

~N 0 O O

Neka su retcana particija matrice B i stupCana particija matrice A,

_bT_

Za razdoblje T5 npr. ucesée treceg odjela uos je

0
6.0
2.0
2.5

Ug3 = by ag = [58 7§

A =[a1,a2,a3,a4] .

7

© 00 0 ©

=5-0+8-6+7-248-2.5=82.

Opcenito, ucesce j-tog odjela u i-tom vremenskom razdoblju je u;; = b;—aj. Uce-
$¢e svih odjela za svih 6 razdoblja dobiva se kao umnozak matrica B - A,

B2 [ 92.0

by 100.5

| bg | 89.0
B-A= bI [a17a270’37a4] - 103.0
bl 113.0

| be | | 111.5

11.5
14.0
14.5
12.0
12.0
14.5

77.5
82.0
76.5
92.0
90.0
96.5

19.0
23.0
24.0
20.0
20.0
24.0

41.0 7
44.0
41.0
48.0
47.0

51.0 |
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1.4 Reducirani oblik matrice

U ovom odjeljku opisat éemo reducirani oblik matrice i metodu za nalaZenje re-
duciranog oblika matrice. Reducirani oblik matrice ima veliku teoretsku i prakti-
¢nu vaznost. On ¢e nam omoguditi definiranje nekih bitnih pojmova kao Sto je
rang matrice, a koristit ¢e se za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi ili raCunanje
inverzne matrice.

1.4.1 Metoda za dobivanje reduciranog oblika matrice

Metoda za svodanje proizvoljne matrice na reducirani oblik koristi elementarne
transformacije nad retcima. JoS se Koristi naziv elementarne retcane transfor-
macije. Postoje 1 analogne stupCane transformacije, ali se one rijede koriste, pa
¢emo elementarne retCane transformacije krace nazivati elementarnim transfor-
macijama. To su sljedece transformacije:

1. zamjena redaka,
2. mnoZenje nekog retka skalarom razli¢itim od nule,

3. dodavanje nekog retka pomnozenog skalarom nekom drugom retku.

Primjenom elementarnih transformacija svodimo matricu na reducirani oblik.
Neka je A € R™*". Opisat ¢emo algoritam svodenja matrice A na reducirani
oblik. Pritom ¢emo kao primjer koristiti matricu

0 3 -2 0
A=| -2 3 -3 4| eR>
2 6 —3 —4

1. Gledajudi s lijeva na desno, izaberimo prvi stupac koji nije nul-stupac, tj. koji
ima bar jedan element razlicit od nule. Izaberimo u tom stupcu neki element
razli¢it od nule. Primjenjujuéi prvu elementarnu transformaciju, mozemo
ga dovesti na poziciju stoZernog elementa, a to je u prvom retku tog stupca
(ako je npr. na pocetku a;; # 0, prvi korak je nepotreban). Time smo osig-
urali da je stoZerni element netrivijalan. Odabrani stupac se naziva stoZerni
ili pivotni stupac.

Kod matrice A, prvi stupac je stoZerni, a da bi na stozernu poziciju (1, 1)
doveli netrivijalni element, zamijenimo npr. prvi i treéi redak:

2] 6 -3 —4
Ai=| -2 3 -3 4
03 -2 0

StoZerni (pivotni) element je stvavljen u kvadratic.
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2. Podijelimo elemente prvog retka sa stozernim elementom (druga elementarna
transformacija). StoZerni element postaje 1,

1] 3 -3 -2
Ay=| -2 3 -3 4

0 3 -2 0

3. Pomodu stozernog elementa ponistimo sve preostale elemente u prvom stupcu,
primjenjujuci trecu elementarnu transformaciju.

U zadanom primjeru trebamo ponistiti as; = —2 . To postiZemo mnoZe-
njem prvog retka s 2 i dodavanjem drugom retku. Matrica postaje
3
3 -5 =2
A;=10 [9] -6 0

o 3 -2 0

Postupak nastavljamo s koracima 1 do 3 na podmatrici matrice A koja
ukljucuje retke od 2. do m-tog i stupce od prvog desno prema stozernom
do zadnjeg, n-tog stupca. Medutim, u 3. koraku pravimo nule u stoZernom
stupcu ne samo “ispod” ve¢ i “iznad” stoZernog elementa.

U primjeru stoZerni element postaje as; = 9. PomnoZimo drugi redak s %
kako bi stoZerni element postao 1. Sada je

-2

—_
w
|
e

>
S

|
=)
=
I
w N
[a]

0o 3 -2 0
Elemente drugog retka mnozimo s (-3) 1 dodajemo prvom da poniStimo

a2 = 3,paje
1 0

As;=|0 [1] -

o 3 -2 0

—2

N[

wiN
o
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Elemente drugog retka pomnoZimo opet s (-3) i dodajemo tre¢em da ponistimo
az2 = 3; u nasoj matrice se time poniStava cijeli tre¢i redak,

10 1 -2
Ag=10 1 =2 0
00 0 0

Dobiven je reducirani oblik matrice Ag = Apg.

U opcem sluc€aju, nastavljamo s postupkom sve dok svi preostali retci, is-
pod stoZernog elementa (stoZerne jedinice) ne postanu nul-retci ili ako se
stoZerna jedinica nalazi u zadnjem retku.

Ako se matrica A;,; dobiva primjenom neke elementarne transformacije iz
matrice A;, to zapisujemo oznakom: A; ~ A; ;. Dakle je u gornjem primjeru:

ANAINA2NA3NA4NA5NAR.

1.4.2 Svojstva reduciranog oblika matrice

Reducirani oblik matrice, u gruboj skici izgleda ovako

(o ... 01 2z ... 20 ... 20 x ... x]
1l z ... 20 o ... =z
1 = ... x
0 . ’
i 0 0 ... 0]

gdje = oznaCava element matrice koji ne mora nuzno biti nula. Taj oblik se joS
spominje i kao retCana eSalonska forma. Sljedeci uvjeti potpuno opisuju reduci-
ranu matricu

e Svi retci koji sadrze samo nule (ako takvih ima) nalaze se iza onih redaka
koji sadrze bar jedan netrivijalan element.

e Gledajudi s lijeva na desno u retku koji nije nul-redak, prvi od nule razlicit
element ima vrijednost 1. To je stoZerni element ili stoZerna jedinica. Svi
ostali elementi u stupcu toga stoZernog elementa jednaki su nuli.
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e Svaki naredni stoZerni element (gledajuéi po retcima) nalazi se desno (u
retku s vec¢im indeksom) od prethodnog stoZerernog elementa. Preciznije,
ako se stoZerni elementi nalaze na pozicijama (i1, ji) i (42, j2), tada iy > 43
povlaci jo > 7;.

Primjer 1.4.1. Evo nekoliko primjera matrica koje su u reduciranom obliku

001 5020

A:[(l) (1] ?7) ? i], B=|00O0O01S®6 0],
100 00001

(1 5403 2010 17 1 0 0]
0001230805 010

0O 00OO0OO0OO0OT1TTOS 0 0 1

¢= 0O 00O0OO0OO0OOOOT1 2] D= 0 0 0
00 00O0OO0OO0OO0OO 0OTD 0 0 0

10O 00000000 0] 0 0 0]

Diskutirajte zasto ove matrice nisu u reduciranoj formi,

0 0150 30

F:[é?é?i] G=|0003160],
100 00001

(1 5403 2010 17 (1 0 07
0001230405 010

00 0O0O0OO0OT1TU 8O0 S8 0 0 1

H = 00 0O0O0OO0ODOOT1Z2]” K= 1 00
00 0O0O0OO0OO0OO0OTQ OS> 010
L1000 0O0O0O0O0O0 6] L0 0 1

Moze se pokazati da je reducirani oblik matrice jednoznacno odreden. Izbor ele-
mentarnih transformacija nije jednoznacan, no krajni rezultat ne ovisi o izabranom
poretku.

Rang matrice je broj ne-nul redaka u reduciranom obliku matrice. Oznacava
se s rang(a) ili krace s r(A). Ako je A € R™*", tada je r(A) < min{m,n}.

U literaturi se mogu naci i druge definicije ranga, koje ne navodimo jer bismo
morali uvesti cijeli niz novih pojmova.
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Primjer 1.4.2. Odredimo reducirani oblik i rang matrice

L2112 prvi redak x(—2) dodajemo drugom
A=12-1 310 rvi redak X (—1) dodajemo tre¢em
1 7 —6 2 6 P /
1 2 —1 1 2
A~ 0O -5 5 —1 —4 drugi redak dijelimo s —5
0 5 -5 1 4
(1 2 -1 1 2]
~ 01 -1 % % ponistavamo elemente u drugom stupcu
05 =5 1 4|
- 3 2 -
10 1 3 2
01 -1 % 4 Apg.
00 0 0 0]
Vidimo r(A) = 2. u

Primjer 1.4.3. Odredimo reducirani oblik i rang kvadratne matrice

A = 0 ponistimo elemente prvog stupca

—1 ponistimo elemente drugog stupca

treci redak dijelimo s —2

—1 ponistimo elemente treceg stupca

2
OO OO OO~ OOR NP

O, O O, O O, O HKEFE O —+=F=O
I
—_

Ovdje je A =1ir(A)=3. u

Kvadratna matrica A reda n ima puni rang, ako vrijedi 7(A) = n. Kvadratna
matrica ima puni rang ako i samo ako je Ap = I.
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Zadaci

1. Svedite matricu na reducirani oblik i odredite njen rang.

1 2 5 3
-1 3 -1 2
(@ A= L 12 13 13 (rang(A) =2).
1 7 9 8
(2 2 4 -3 1 2
1 -2 2 5 6 7
(b) A= s 1.6 2 5 9 (rang(B) =4).
L5 10 18 —7 10 15

1.4.3 Inverzna matrica

U ovoj ¢emo tocki promatrati samo kvadratne matrice reda n tj. samo matrice iz
skupa M,,.

Kako dvije matrice reda n uvijek moZemo mnoziti i dobivamo rezultat koji
je opet reda n, Citatelj bi mogao pomisliti, da se matrice mozda mogu i dijeliti.
Ponekad se matrice zaista mogu dijeliti (npr. matrice reda 1 koje su realni brojevi
ili skalarne matrice), ali to nikako nije op¢i sluc¢aj. Promotrimo zato matri¢nu
jednadzbu

AX=C

gdje su A i C' zadane. Pitanje je mozemo li “dijeliti” C' sa A kako bismo dobili
X7 Da bismo to postigli treba nam matrica B sa svojstvom

BA=1.
Naime, onda imamo
X =IX=(BA)X =B(AX) = BC.

Pritom smo iskoristili svojstvo asocijativnosti produkta matrica i svojstvo BA =
I. Zapravo, naCinili smo ono S$to radimo 1 sa skalarnom jednadZbom ax = 7.
Mnozimo jus w = 1/a.

Da smo posli od jednadzbe X A = C, trebali bi na¢i matricu B sa svojstvom
AB = I, pabidobili X = C'B. Zaklju¢ujemo da bi za rjeSavanje oba problema
AX = (Ci1 XA = C trebali matricu B sa svojstvom AB = BA = 1.

Neka je A € M,,. Matrica B € M,, za koju vrijedi
AB=BA=1 (1.11)
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naziva se inverzna matrica matrice A ili krace, inverz od A.

PokaZimo da je inverzna matrica, ako postoji, jednoznacno odredena. Pret-
postavimo da postoje dvije matrice B; i1 By koje zadovoljavaju (1.11). MnozZeéi s
desna lijevu i desnu stranu jednakosti / = B; A matricom Bs,, dobivamo [ By =
(B1A)B,. Koriste¢i svojstvo jedini¢ne matrice, vrijedi / By = By. Koristeéi aso-
cijativnost mnoZenja matrica, imamo (B A)By = B1(AB,). Kako za By vrijedi
ABy = I, dobivamo By = Bi(AB,) = Byl = B;. Dobili smo B; = B, pa ne
mogu postojati dvije razli€ite matrice B; i1 By koje zadovoljavaju relaciju (1.11).

Dakle je inverzna matrica (ako postoji) jednoznac¢no odredena, pa se oznacava
s A7L. Sjetimo se, inverzni broj od broja o oznatava se s o' i zadovoljava
aa™t = 1 = ala. Kod brojeva, jer je mnoZenje komutativno, dovoljno je
zahtijevati tek jedan od uvjeta: aa™! = 1ili o 'aw = 1. Da li je matrica A~*
jednoznacno odredena samo jednim od uvjeta AB = [ ili BA = [? Odgovor je
potvrdan samo ako je A kvadratna matrica punog ranga, a jedino takve matrice
imaju inverz.

Za matricu A kazemo da je regularna ukoliko postoji njezina inverzna matrica
A~L. U protivnom kaZzemo da je singularna. Regularna matrica se jo§ naziva
nesingularna matrica. Pokazuje se da je kvadratna matrica regularna ako i samo
ako ima puni rang.

Ako su A i B regularne matrice, tada je i AB regularna i vrijedi
(AB) ' =B7'A™"

Neka je A regularna matrica. Operacija invertiranje (uzimanja inverza) ima sljede-
¢a svojstva:

1. (A™)"'=A, zasveregularne matrice A,

1
2. (a-A)y'==A"1 zasve skalare a # 0,
a

3. (ANH)'=(A"YT, paima smislapisati A7" = (A7),

4. (AH)7' = (A", paima smisla pisati A% = (A*)7!,

Inverz matrice se ponasa s potencijama matrice slicno kao i inverz broja s potenci-
jama tog broja: npr. A=3A% = A? ili opéenitije, A~*A' = A% pric¢emusulik
nenegativni. Kako je prije pokazano da za nenegativne cijele brojeve [ i k vrijedi
AR Al = AR zakljudujemo da

Ak:Al _ AH—k
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vrijedi za proizvoljne cijele brojeve [ i k. Pritom je A° = I.

Algoritam za racunanje inverzne matrice

Algoritam ¢emo podijeliti u tri glavna koraka.

1. Napisimo matricu tipa n X 2n u kojoj je desno od matrice A napisana jedini¢na

matrica /:
a1 Q2 Qi 1 0 - 0
Q21 Qg2 -+ Qa2p 01 - 0
[A]I]=
an1 Ap2 - App O 0 -1

Tu matricu nazivamo matrica A proSirena matricom /, ili krade proSirena
matrica.

2. Svedimo pomocu elementarnih transformacija proSirenu matricu [A | /] na
reducirani oblik. Rezultat je matrica [A | I |gr = [Agr | B].

3. Ako je Ap = I, tada je matrica A regularnai A~! = B. Ako je Ap # I,
matrica nije regularna i ne postoji inverzna matrica.

Koraci 2. i 3. traze dodatna objasnjenje. Zastoje [A | I |r = [ Agr | B]? Odgovor
leZi u naravi algoritma koji svada matricu na reducirani oblik. Taj algoritam ima
smjer odredivanja stoZernih elemenata s lijeva na desno i odozgo prema dolje.
Tako, ako je matrica A punog ranga, zadnja stoZerna jedinica ¢e biti na poziciji
(n,n), pa ée biti A = I. Ako matrica A nije punog ranga, stoZerni stupci mogu
biti 1 u matrici B. Kad se prave nule u stoZernom stupcu u matrici (koja je na
poziciji matrice) B pripadne elementarne transformacije ne mogu promijeniti niti
jedan element u matrici Ay jer se u tom dijelu proSirene matrice one svadaju na
dodavanje nul-redaka (pomnoZenih nekim brojevima) drugim retcima.

Primjer 1.4.4. Odredimo inverznu matricu matrice

2 1 3
A=10 2 -1
3 -1 2

Nacinimo proSirenu matricu i zapocnimo s elementarnim transformacijama

2 1 3
(AlI]=]0 2 -1
3 —1 2

o O =

0 0 1
10 pomnoZimo 1. redak s —
0 1 2
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r 1 3 1
1 3 5 5 00
~ |0 2 —1 010
(3 -1 2 00 1
r 1 3 1 b
L5 3 2 00
~ |0 2 -1 010
3
055 | 1o
r 1 3 1 T
1 5 5 > 00
~lo 1 -1 010
3
055 | 201
B 7 1 1 ]
10 4 3 —1 0
1
~lo 1 -1 0 1o
15 3 5
(00 =% —5 1 1]
] ] ) )
10 4 3 1 0
~l0 1 -1 0 1 0
2 1 4
00 1 5 73 15
B 1 1 7 7
1 00 -3 3 15
1 1 2
~101 53 15
2 1 4
(001 5 73 T
=[1|B].
A je regularna i
1 1
—5 3
Al | 1 o1
5 3
2 1
Primjer 1.4.5. Odredite inver; matrice 3
1 2
A= 3 4
—2 -2

RjeSenje. Imamo

10
[A|T] = 3 4 -2 0 1
0 0

POGLAVLIE 1. MATRICE

dodajmo 1. redak x (—3) trecem

1
pomnozimo 2. redak s 5

1
dodajmo 2. redak x (—5) prvom

dodajmo 2. redak x (5) tre¢em

pomnoZimo 3. redak s — i

7
dodajmo 3. redak x (_Z) prvom

1
dodajmo 3. redak x ( 5) drugom

7
15
2
-2 -
_4
15
3
-2
5
1 2 3 1 00
~ [0 =2 -11 -3 1 0
0 2 11 2 01
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1 2 3 1 00 1 0 -8 —2 10
11 3 1 11 3 1

~ |01 3 2 3 O~ |01 5 2 —2 0

02 11 2 0 1 00 0 -1 11

U sljedecéem koraku svadanja prosirene matrice na reducirani oblik, zadnji redak se mnoZi
s —1 i zatim se prave nule u 4. stupcu prosirene matrice. UocCite da time ne bismo
promijenili niti jedan element matrice Ar koja je veé dobivena. Te zadnje elementarne
transformacije zapravo nisu potrebne za nas krajnji zakljucak. Iz zadnje matrice vidimo
da vrijedi Ar # I pa matrica A nije regularna i zato nema inverz. Rang polazne matrice
A (kao i matrice AR) je dva. |

Primjer 1.4.6. U rijetkim slucajevima i polazna matrica A i njen inverz imaju
kao elemente cijele brojeve. Evo jednog takvog primjera.
Treba naci inverz matrice

01 2
A=111 1

3 1 =2
RjeSenje. Na ovom primjeru éemo pokazati da za dobivanje inverzne matrice
moZemo koristiti i drugaciji niz elementarnih retcanih transformacije nego onaj
iz opisa algoritma za svadanje matrice na reducirani oblik. Jedino je vazno da u
prosirenoj matrici, na mjestu matrice A nastane identiteta.

Na mjestu prvog stoZernog elementa je nula. Da bi tu dobili broj koji nije

nula obicno se zamjenjuju retci, ali moZemo ih npr. zbrajati (treca elementarna
transformacija).

01 2 100 1 2 3 110
[AlIl=]1 1 1 010~ 111 1 010
31 =2 001 31 —2 00 1
1 2 3 1 10 1 2 3 1 10
~]0 -1 =2 -1 00|~ 1|0 1 2 1 00
0 -5 —11 -3 -3 1 0 —5 —11 -3 -3 1
1 0 —1 -1 10 100 -3 4 -1
~101 2 1 00|~1]010 5 =6 2|,
00 —1 2 -3 1 00 1 -2 3 -1
pa je
-3 4 -1
Al = 5 —6 2 -
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Trokutaste matrice

Trokutaste matrice imaju zanimljiva svostva. Ako zbrojimo dvije gornje-trokutaste
matrice dobit ¢emo opet gornju trokutastu matricu. Ako gornje-trokutastu matricu
pomnoZimo skalarom opet ¢emo dobiti gornje-trokutastu. Ako pomnoZimo dvije
gornje-trokutaste matrice opet ¢emo dobiti gornje-trokutsatu matricu, pri ¢emu
¢e svaki dijagonalni element biti produkt odgovarajucih dijagonalnih elemenata
u matricama koje mnoZimo. Konacno, inverz gornje-trokutaste matrice je opet
gornje-trokutasta matrica Ciji dijagonalni elementi su reciproCne vrijednosti od
odgovarajucih dijagonalnih elemenata matrice A.

Sve §to je reCeno za gornje-trokutaste matrice vrijedi i za donje-trokutaste.

Primjer 1.4.7. Odredimo inverznu matricu matrice

o O O
O O =N
O = NN W
— N W o

Rjesenje. Koristenjem elementarnih transformacija, imamo

1 2 3 4 1000
012 3 01 00 .
[A|1]= 00 19 00 10 dodajmo 2. redakx (—2) prvom
0001 0 001
1 0 -1 -2 1 =2 0 07
o1 2 3 0O 1 00 dodajmo 3. redak prvom retku
00 1 2 0 0 1 0| dodajmo 3. redakx(—2) drugom
L0 o0 0 1 0 00 1]
1 0 0 0 1 - 07
010 —1 0 1 =20 dodajmo 4. redak drugom retku
001 2 0 1 0 | dodajmo 4. redakx(—2) trecem
L0 0 0 1 0 0 0 1]
1 0 0 0 1 =2 1 07
0100 0o 1 =2 1
0010 0O 0 1 =2
10 0 0 1 0O 0 0 1]
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Dakle,
1 -2 1 0
1 0 1 -2 1
AT = 0 1 -2
0 0 0 1 -

Inverz matrice reda dva

Z:a matrice reda dva postoji jednostavna formula za inverznu matricu. Neka je

_|a b : 41 d —b .
A—[C d] tadaje A _ad—bc[—c a} uz uvjet ad # bc.

Uvjet ad — bc garantira da matrica ima puni rang, tj. da postoji inverz. Provjerite

o . . 1 d —b
tu formulu mnoZenjem matrice A sa matricom .
ad —bc | —c a

Primjer 1.4.8. Odredimo inverz matrice A = [ il)) i ]

RjeSenje. Prema gornjoj formuli, vrijedi

e 1 4 =20 114 =20 | =2 1
S 1-4-3-2| -3 1 | —2| -3 1| [3/2 -1/2|"
Rijesimo sada taj zadatak pomocu algoritma za odredivanje inverzne matrice.
Sami zakljucujte koje su elementarne transformacije koristene.

12 10 12 10
[A‘”:[:szl 01]”[0 —2 -3 11

1 0 —2 1 10 —2 1

0 —2 -3 1 01 3/2 —1/2 |-

Ve¢ za matrice reda tri, opéa formula za inverz je prilicno komplicirana, pa je
najzgodnije koristiti algoritam za racunanje inverza.

Zadaci

1. PomnoZite matrice AA~' i A=A iz primjera 1.4.4. kako biste provijerili da
je A™! doista inverz. Isto nacinite i za matrice iz primjera 1.4.5.. Sto bi
trebali promijeniti u zadnjem koraku metode u primjeru 1.4.5. da je polazna
matrica imala (4, 4)-element 2, a ne 1? Odredite A~! u tom slucaju.



52 POGLAVLIE 1. MATRICE

2. Koriste¢i formulu za inverz opée matrice reda dva, odredite formulu za in-
verz (a) gornje-trokutaste (b) donje-trokutaste matrica.

3. Odredite inverz matrice

[2 3 1 1 0 0
[A|I] = |4 2 -1 010
32 0 00 1
1 3/2  1/2 1/2 0 0
~ 0 -4 -3 -2 1 0
| 0 —5/2 —3/2 -3/2 0 1
1 3/2  1/2 1/2 0 0
~ 0 1 3/4 1/2 —-1/4 0
L0 —5/2 —3/2 -3/2 0 1
(1 0 —5/8 ~1/4 3/8 0 7
~ 0 1 3/4 1/2 —1/4 0
L0 0 1 -2/3 —5/3 8/3
(1 0 —5/8 ~1/4 3/8 0 7
~ 0 1 3/4 1/2 —1/4 0
L0 0 1 -2/3 —5/3 8/3
1 0 0 -2/3 —2/3 5/3
~ 010 1 1 -2 |,
L0 0 1 —2/3 —5/3 8/3
paje
-2/3 —2/3 5/3
Al = 1 1 =2
-2/3 —5/3 8/3

4. Izratunajte X = AB™'C, ako je

2 1 —1 2
@ A=[112], B=|12 1|, C=|4
41 -1 2
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(X =[2] e R,

11 -1 5 10
b) A=[102], B=|2 1 0|, ¢=| 10 5].
01 3 -5 -5
(X =[4 —9]).

5. IzraCunajte

(a) A2bakoje A=

NN O
— W
S — |
>
I
1
N O =
| — |

101 11 -1
(b) (AB) ', akojeA=|2 1 1|,B=| 01 2
011 -1 1 1

=~ =

(Rjesenje: (AB)™' = ~ {

1 2 —4
6. Zadan je polinom f(x) = 162? — 8z + 15 i matrica A = { -1 3 1 ]

Izradunati f(A™1). 0 2 -2
43 4 =26
Rjesenje. fA =110 17 —13 |.
6 —2 16
10 0
7. Zadan je polinom f(z) = 8z* + 4z — Timatrica A= | 2 2 0 |.
Izralunati f(A™). 3 2 -2
5 0 0
Rjesenje. f(AH = -18 —4 0.
1 3 -10

8. Odrediti inverznu matricu za svaku od sljedeéih matrica



54 POGLAVLIE 1. MATRICE

1 1 1 1 1 1 1 17
I I S o101 1 -1 -1
@ A=\, 5 1 4 (A7=217 1 1 1)
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1]
1 22 2 5 2 2 27
12102 2 L, 1| 2 =5 2 2
(b) B_2212 (3—522—52)
2 2 21 2 2 2 —5 |

1.4.4 Primjeri iz gospodarstva

Evo jednog primjera iz gospodarstva.

Primjer 1.4.9. Jedno poduzece proizvodi dva tipa proizvoda Ty i T,. Obraduju
se u dva odjela O1 i Oy. Odjel O4 je odjel strojne obrade, a O, je odjel montaze i
opreme. Broj sati potrebnih za svaki proizvod (po odjelima) dan je u matrici A,

15
4 _ [20 1207 O
~ | 50 40 | O,

Oznacimo sa x1 i x4 kolicine (stotine komada) proizvoda T i T5. Tada je vektor
x = [x1 3| " vektor proizvodnje. Izracunamo

Ay | 270 120 ] [y | _ [ 2702 + 1202
T 50 40 || @y || 50z + 40z,

Dobiveni rezultat ovako interpretiramo: 270x1+ 120z je ukupan broj sati potreb-
nih za proizvodnju u odjelu Oy strojne obrade, a 50z + 40z je ukupan broj sati
potrebnih za proizvodnju u odjelu O, montaZe i opreme.

Treba odrediti kolicinu proizvoda T i T, koje se mogu dnevno proizvesti u
sljedecim slucajevima:

(a) u odjelu strojne obrade O utrosi se 400 Covjek-sati dnevno (ukupan broj
radnih sati svih zaposlenih u odjelu), a u odjelu montaze Oy utrosi se 100
covjek-sati;

(b) zbog godisnjih odmora tijekom ljeta u odjelu Oy ostvareno je samo 300
Covjek-sati dnevno dok je u odjelu Oy ostvareno je samo 80 Covjek-sati
dnevno;
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(c) zbog obaveza za izvoz u odjelu Oy ostvareno je 500 Covjek-sati dnevno dok
Jje u odjelu Oy ostvareno 120 covjek-sati dnevno.

RjeSenje. Oznacimo sa B,, By, B, vektore stupce koji ¢e sadrZavati sate rada
odjela O1 i Oy u slucajevima (a), (b) i (c),

e [t8] we[ 2] e [8]

Da bi odredili kolicine proizvoda T i T, moramo rijesiti sljedece probleme:
(a) Ax = B,
(b) Az = By,
(c) Axr = B..

Matricnu jednadZbu oblika Ax = b, pri Cemu je A kvadratna matrica reda dva,
x je tipa 2 X 1 i b takoder tipa 2 x 1, moZemo rijesiti mnoZenjem s inverznom
matricom A~ s lijeve strane

A"Y(Az) = A",

To ima smisla jer imamo istu matricu A i vise desnih strana: By, By i Bs, a sav
racun radimo “na ruke”. Jer je A~'(Ax) = (A~ A)x = Iz = x, dobivamo

r=A"h.
Stoga su rjesenja
(a) r=A"'B,
(b) r=A"1B,
(c) x=A"'B,..

Izracunajmo A~'. Koristimo elementarne transformacije. Prvo ¢emo pomnoZiti
prvi redak s 1/270, a drugi s 1/50, tako da dobijemo manje brojeve u lijevoj
marici (to je jedan od nacina da si olaksamo racunanje kad radimo rucno).

A1) = [ 270 120 1 o] [14/9 1/270 0
~ | 50 40 0 1 1 4/5 0 1/50
R 1/270 0

| 0 16/45 —1/270 1/50
EEL 1/270 0

0 1 ~1/96 9/160

(1 0 1/120 —1/40 | .
T lo1 ~1/96 9/160]_[”14 I
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pa je
ot [ Y120 —1/40
| =1/96 9/160 |-

Sada koristimo A~ u svakom pojedinom slucaju.

 p | 1/120 —1/40 1T400] [ 5/6 ] [ 083
(a) w=A"B, = l ~1/96  9/160 ] [ 100] - [35/24] - l 1.4583 ]

Sjetimo se da x1 i x5 mjere koli¢ine u stotinama. Stoga se u ovom slucaju
dnevno proizvodi 83 proizvoda T’ i 146 proizvoda Ts.

aap [ 1120 —1/40 ]300 [1/2] [ 05
by  w=4 Bb_[—l/% 9/160 ] [ 80 ]_[11/8]_[1.375]'

Zbog godisnjih odmora dnevno se proizvodi samo 50 proizvoda T i 137
proizvoda Th.

 1p | 1/120 —1/40 ][ 5500] [ 7/6 | [ 1.16
() w=4 BC_[—1/96 9/160“120]_[37/24 - 1.5416]'

Zbog pojacanog radnog ucinka dnevno se proizvodi 5117 proizvoda T7 i 154
proizvoda Th.

Matricu A=Y moZemo odrediti i danom formulom jer je A reda dva. |

1.5 Linearni sustavi

RjeSavanje sustava linearnih jednadzbi najvazniji je problem linearne algebre.
Sustav moze imati jednozna¢no odredeno rjeSenje, mozZe biti bez ijednoga rjeSenja,
ali moze imati i beskona¢no mnogo rjeSenja. Pokazimo to na primjerima sus-
tava od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice, kod kojih je uobiajeno nepoznanice
oznacCiti s x 1.

a) Sustav
v + y = 1,
r — y = 3

ima jednozna¢no odredeno rjesenje (z,y) = (1, —2).
b)  Sustav

3r + y =1
6xr + 2y = 3

nema rjesenja.
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c¢) Sustav
v + y = 1,
6 + 2y = 2.

ima beskona¢no mnogo rjeSenja. Jednu nepoznanicu, recimo y, mozemo

odrediti po volji, dok se druga raCuna iz x = % — %y

Primjer 1.5.1. Jedan savjetnik za investicije ima na raspolaganju dvije vrste in-
vesticija:

e niskorizi¢ne koje godisnje vracaju 10% polazne vrijednosti i
e visokorizicne koje godisnje vracaju 20% polazne vrijednosti.
Ako investitor ima na raspolaganju 500000 kn i Zeli da mu se godisnje vrati
(@)  15% od te investicije,
(b)  18% od te investicije,
kako treba investirati?

RjeSenje. Oznacimo sa x dio novca uloZenog u niskorizicne, a sa y dio novca
uloZenog u visokorizi¢ne investicije.

(a)  Sustav glasi

r+y = 500000
01x+02y = 0.15-500000.

Prva jednadzba opisuje kako je sav novac uloZen (raspodijeljen) na investi-
cije, dok druga jednadzba opisuje povrat kamata odnosno novca zaradenog
od investicija.

PomnoZimo drugu jednadzbu s 10. Zatim dodajmo prvu jednadZbu pomno-
Zenu s —1 drugoj jednadzbi. Dobivamo y = 250000, pa je x = 250000.
(b)  Sustav glasi

r+x = 500000
0.1z+02y = 0.18-500000.

Na sli¢ni nacin dobivamo rjesenje y = 400000, x = 100000.

Osnovna pouka u ovom primjeru glasi: §to je veéi Zeljeni postotak zarade,
vedi je i rizik. ]
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Sustav od m linearnih jednadZbi s n nepoznanica zapisujemo u obliku

anry  +apry +-o-+ apr, = b,
a1 Ty +agry +---+ ar, = Db, (112)
am;xl +amaTy + ATy = by

RjeSenje ovoga sustava je svaka n-torka (1,9, -, z,) koja uvrStena u (1.12)

identicki zadovoljava sve jednadzbe. 1 u opéem slucaju, sustav moZe imati jed-
noznacno odredeno rjeSenje, moze biti bez ijednoga rjeSenja, ali moze imati i
beskonacno mnogo rjesenja.

Ako koeficijente a;; organiziramo u oblik matrice, skalare b; u vektor-stupac,
a isto 1 nepoznanice x;, tada sustav linearnih jednadzbi (1.12) prelazi u matri¢nu
jednadzbu

Az = b, (1.13)
gdje smo oznacili
aix  aiz - QAip I b
A Q21 Qg2 - A2p = T2 b= by
Aml Gma " Qmn T, b,

Matrica A € R™*" naziva se matrica koeficijenata sustava, vektor x € R" je
vektor nepoznanica, a b € R™ je vektor desne strane sustava ili vektor slobodnih
Clanova. Vidimo da smo uz pomo¢ matrica sustav jednadzbi (1.12) uspjeli za-
pisati u kompaktnom obliku (1.12), koji nam omogucuje da primijenimo matri¢ne
transformacije i rijeSimo problem.

Spomenimo jo§ jednu vaZznu interpretaciju rjeSavanja sustava (1.13). Neka
je A = [ay,as,...,a,] stuplana particija matrice A. Dakle, stupce od A smo
oznacili s ay, as, ..., a,. Kao §to znamo iz primjera 1.3.9., umnozak Ax moZemo
napisati u obliku linearne kombinacije stupaca matrice A,

Ar = z1a1 + 1009 + - - - + Tpay,
a sustav (1.13) u obliku
r1a1 + Ta0o + - - + xpa, = b. (1.14)

Odrediti rjeSenje sustava (1.13) isto je Sto i odrediti koeficijente z,xo, -+, x,
tako da vektor b bude linearna kombinacija stupaca matrice A.

Sustav ima beskonacno mnogo rjesenja ako i samo ako se vektor b moZe na
beskona¢no mnogo nacina napisati u obliku linearne kombinacije stupaca matrice
A.
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Sustav ima jednoznacno odredeno rjeSenje ako i samo ako se vektor b moze
na jednoznacan nacin napisati u obliku linearne kombinacije stupaca matrice A.

Sustav nema rjesenje ako i samo ako ne postoji linearna kombinacija stupaca
matrice A jednaka vektoru b.

1.5.1 Gauss-Jordanova metoda eliminacije

Opisimo Gauss-Jordanovu metodu eliminacije za rjesavanje sustava Ax = b. Ona
se sastoji u tome da se sustav (1.13) elementarnim transformacijama svede na
ekvivalentan, iz kojeg ¢emo moci na jednostavan nacin direktno odrediti rjeSenje.
Dva su sustava ekvivalentna ako je svako rjeSenje jednog ujedno rjesSenje drugog i
obratno. To znaci da prelaskom na ekvivalentni sustav niti gubimo niti dobivamo
nova rjesenja.

Iz sustava jednadZzbi (1.12) dobivamo ekvivalentan sustav ako

e zamijenimo dvije jednadZbe medusobno,
e pomnozimo neku jednadzbu brojem razli¢itim od nule,
e dodamo nekoj jednadZbi drugu jednadZbu pomnoZenu brojem.

Za sustav (1.13) matrica

aj; a2 - Qi | by
a a <o Qop | D

[Alb)=1] . 7 i (1.15)
Am1 Am2 - Amnp bm

naziva se prosirena matrica sustava. Ona je “skraceni prikaz” tog sustava. Zato,
ako nam je dana matrica kao u relaciji (1.15) njoj je jednoznacno pridruZen sustav
oblika (1.13) koji se zapisuje i kao sustav linearnih jednadzbi (1.12).
Transformacijama kojima iz zadanog sustava dobivamo ekvivalentan sustav
odgovaraju sljedece transformacije na proSirenoj matrici sustava (1.15):

e zamjena redaka,
e mnoZenje retka brojem razli¢itim od nule,
e dodavanje nekom retku drugog retka pomnoZenog brojem.

Primijetimo da su to iste elementarne transformacije kao i pri odredivanju reduci-
ranog oblika matrice.

Metoda koristi elementarne transformacije na prosirenoj matrici (1.15) 1 svodi
ju (skoro) na reducirani oblik. Pritom se matrica A svodi na reducirani oblik Ag,
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dok se vektor b transformira u neki vektor &’. Naime, u slu¢aju kad i zadnji stu-
pac prosirene matrice, pri kraju procesa redukcije proSirene matrice na reduciranu
formu, treba postati stoZerni stupac, metoda se zaustavlja, tako da se b’ ne pretvara
u kanonski vektor e,, (kako bi zahtijevala reducirana forma proSirene matrice) veé
ostaje b’. Kad zadnji stupac ne postaje stoZerni, Gauss-Jordanova metoda se svodi
na svadanje proSirene matrice na reducirani oblik.

Time dobivamo ekvivalentni sustav ¢ija je proSirena matrica [Ag|b']. Moze
se pokazati da elementarne transformacije ne mijenjaju rang matrice. Stoga sve
matrice koje metoda generira imaju isti rang. Zato polazna i zavrSna proSirena
matrica imaju isti rang: r([A|b]) = r([Ag|V]).

Primjer 1.5.2. Svedimo prosirenu matricu sustava

r1 + 2wy + 313 = —2,
—4xy — 3x9 — 23 = 3,
3£C1 -+ 41’2 + 51’3 = O,

na traZeni (skoro) reducirani oblik [Ag, V).

RjeSenje. Napisimo proSirenu matricu sustava i elementarnim transformacijama
svedimo matricu sustava A na oblik Ap.

12 312 dodajmo prvi redak x4 drugom retku
[A]b] = -4 -3 =2 3 . . .
dodajmo prvi redak x(—3) tre¢em retku

| 3 4 5|0

1 2 3 |-2] 1
~ 0 5 10 |-5 pomnoZimo drugi redak s =

|0 =2 —4| 6 |

L2 32 dodajmo drugi redak x(—2) prvom r.etku

S R dodajmo drugi redak x?2 trecem retk

i O _2 _4 6 ] odajmo arugl redaa recem relku

[1 0 —-1] 0
~ 01 2 |-1|=[Agr]|¥].

|00 0| 4

Iz treceg retka reducirane matrice citamo jednadZbu
0z1 + 0z + OQ33 =4
koja nema rjesenja. Stoga nema rjesenja niti pocetni sustayv. [

Ovaj primjer daje naslutiti kada sustav nema rjeSenja. Sustav nema rjesenja ako
nakon svodenja na reducirani oblik matrica Ag ima redak ispunjen nulama, ali
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takav da se u istom retku vektora b’ proSirene matrice nalazi element koji nije
nula. U primjeru 1.5.2. iz reduciranog oblika ¢itamo r7(A) = 2, r([A]b]) = 3, tj.
r(A) < r([A]b)]).

Ako je r(A) < r([A]|b]), sustav nema rjesenja. Dakle, ako je rang matrice
sustava A manji od ranga prosirene matrice [A | b], sustav nema rjeSenja.

To se odmah vidi i u opéem slucaju. Naime, zbog r(Ar) = r(4) < r([4]d]) =
r([Ag |V']), zaklju€ujemo da vektor b’ ima izmedu zadnjih m — r( A ) komponenti, kom-
ponentu koja nije nula. Ako je to [-ta komponenta, tada je [-ti redak od Ag nul-redak, a
b; # 0. Sada u ekvivalentnom sustavu Arz = b’ pogledajmo I-tu jednadzbu. Ona je ob-
lika Oz + - - - Oz, = by # 0, tj. oblika 0 = b; # 0 $to je nemoguce. Dakle, kad bi sustav
Az = b imao rjeSenje, njegove komponente bi zadovoljavale “nemoguéu jednadzbu”, pa
zato sustav nema rjesenje.

Akojer(A) < r([A|b]), tada je zapravo r([A | b]) = r(A) + 1 jer se dodavan-
jem stupca (kod nas vektora b) rang matrice ne moze povecati za vise od jedan. U
tom slucaju sustav nema rjeSenja, pa b ne moze biti jednak nekoj linearnoj kom-
binaciji vektora-stupaca matrice A.

Postavlja se pitanje da li u protivnom, kad je r(A) = r([A|b]), sustav ima
rjesenje?

Primjer 1.5.3. Treba rijesiti sustav

X1 —|— 2!172 —|— r3 = 4,
200 — 9 — 3x3 = 2,
rT — 8%2 — 9512'3 = —8,
5$1 + 5132 = 14.

RjeSenje. Odredimo reducirani oblik prosirene matrice

; _21 _13 ;l dodajmo prvi redak x(—2) drugom retku
[Afb] = 1 _8 —9|_g dodajmo prvi redak x(—1) tre¢em retku
5 5 0|14 dodajmo prvi redak x(—5) Cetvrtom retku
1 2 1 4
~ 8 __150 __150 __162 pomnoZimo drugi redak s — R
10 -5 -5 | —6 |
(1) ? 1 6Z/l5 dodajmo drugi redak x(—2) prvom retku
~ 0 —10 —10| —12 dodajmo drugi redak x10 trecem retku
0 -5 _5| _¢ dodajmo drugi redak x5 cetvrtom retku
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10 —11/8/5
01 116/5
“1loo o] o0
00 0] 0

Dobili smo ekvivalentni sustav linearnih jednadzbi:

r1+ 029+ (—1)- 23 = 8/5,
Ty + x3 = 6/5.
Iz prvog retka dobivamo x1 — x3 = 8/5, pa je v1 = 8/5 + x3.
Iz drugog retka dobivamo xs + x5 = 6/5, te je x5 = 6/5 — x3.
Trec¢u nepoznanicu x3 biramo po volji. Stavimo x3 = o, € R.
Slijedi xt1 = 8/5 + o, 13 = 6/5 — a.

RjeSenje sustava moZemo zapisati u vektorskom obliku

o 8/5+ a 8/5 1
2 | =|6/5b—a|=|6/5|4+a| —1
T3 o 0 1

S obzirom da je o« € R proizvoljan, vidimo da sustav ima beskonacno mnogo
rjesenja. Vidimo i da je r(A) = r([A | b]) = 2. u

U matrici Ar stoZerne stupce (stupce sa stoZernm jedinicom i svim ostalim el-
ementima nula) jo§ nazivamo vezanim stupcima, a pripadne nepoznanice (koje
imaju isti indeks kao 1 taj stoZerni stupac) vezanim nepoznanicama. Stupce koji
nisu stozZerni nazivamo slobodnim stupcima, a pripadne nepoznanice slobodnim
nepoznanicama. Vezane nepoznanice odredujemo preko slobodnih, iz redaka re-
ducirane matrice. U primjeru 1.5.3. su prvi 1 drugi stupac vezani, pa su x; 1
vezane nepoznanice. Nepoznanica z3 je slobodna.
MozZe se pokazati da vrijedi sljedeci vazan teorem

Teorem 1.5.1. (Kronecker-Capelli) Sustav Ax = b ima
riesenje ako i samo ako je rang matrice A jednak rangu

prosirene matrice [A | b].

Logicki ekvivalentna izreka Kronecker-Capellijevu teoremu je: Sustav Az = b
nema rjesenje ako i samo ako je rang matrice A manji od ranga proSirene
matrice [A | b].

Promotrimo prvo jednostavniji sluc¢aj sustava Az = b, kad je vektor b nul-
vektor.
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1.5.2 Homogeni sustav

Homogeni sustav linearnih jednadZzbi je sustav kod kojeg je desna strana jednaka
nuli:

a11T1 +CL121’2 + -+ Aipnly, = 0,
a1 +apry +---+ apr, = 0,
Am1T1  +AmaTe2 +-+ Appt, = 0.

Takav sustav matricno zapisujemo Ax = 0 i on uvijek ima trivijalno rjeSenje
T4 = Ty = -+ = x, = 0, odnosno u vektorskom zapisu x = 0. I Kronecker-
Capellijev teorem takoder garantira postojanje rjeSenja jer je r(A) = r([A|0]).
Postavlja se pitanje je li to jedino rjeSenje homogenog sustava?

Sustav Az = 0 moZemo kompaktno zapisati u obliku prosirene matrice [A | 0]
koju elementarnim transformacijama moZemo svesti na oblik [Ag | 0] i onda
naci rjeSenje. Medutim, kako transformacije nad retcima ne mijenjaju zadnji nul-
stupac, dovoljno je na reducirani oblik svesti tek matricu A.

Ako je A € R™ ", m > niako Ar ima n stoZernih stupaca, pa je oblika

te-[ 15, oemmam

tada sustav Ax = 0 ima samo trivijalno rjesenje x = 0.

To se lako zakljuci. Sustav Az = 0 je ekvivalentan sustavu Agx = 0 pa ima
ista rjeSenje. No, sustav Agrzr = 0 se zapisuje kao (neCemo pisati zadnjih m — n
jednadzbi oblika 0 = 0)

T2 = 07

r, = 0,

pajex; =0, 2o = 0,...,x,, = 01 nemamo drugih izbora za nepoznanice.

Primjer 1.5.4. Rijesimo homogeni sustav

r1 + 229 4+ z3 = 0,
200 — 9y — 3x3 = 0,
rT — &L’Q — 91‘3 = 0,
0.

51‘1 + 51‘2 =
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Kako je matrica sustava A ista kao u prethodnom primjeru, za redukciju ée se
koristiti isti niz elementarnih transformacija, koji ¢e ju transformiati u Ag,

1 2 110 10 —-1]0
29 -1 =310 01 10
Alol=17 g 919 — [el0l=19 04 oo
5 5 00 00 00

Iz matrice Ag ¢itamo da su vezane nepoznanice 1 i X2, a slobodna je xs.
Iz prvog retka dobivamo v1 — x3 = 0 pa je 1 = xs.

Iz drugog retka dobivamo x5 4+ x3 = 0 pa je x5 = —x3.
Slobodnu nepoznanicu biramo po volji: x5 = o, € R.
Sada je v1 = x5 = i x9 = —x3 = —q, pa je rjesenje
X1 1
Ty | =a| —1
T3 1 [}

Opisani postupak u zadnjem primjeru moZemo poopciti na proizvoljnu matricu A.

Koraci pri rjesavanju homogenog sustava

1. Sustav Az = 0 napiSemo u obliku [A | 0].

2. Elementarnim transformacijama svodimo [A | 0] na reduciranu ma-
tricu [Ag | 0].

3. Vrijednost slobodnih nepoznanica odredujemo po volji, svaku neza-
visno od ostalih. Vezane nepoznanice odredujemo preko slobod-
nih, iz redaka reducirane matrice.

4. RjeSenje zapisujemo u vektorskom obliku kao linearnu kombinaciju
od n — r vektora gdje je r = r(A) je rang matrice A, odnosno
broj vezanih nepoznanica.

Napomena 1.5.1. Neka je A € R™*", tako da Agr ima m redaka, n stupaca, r
vezanih i n—r slobodnih stupaca. Naznacimo indekse vezanih (stoZernih) stupaca
S J1s Jor - sJr pricemujel < j; < jo < --- < j. < n. Elemente od Ag oznacimo
s (aj;). Svaki od spomenutih n — r vektora moZe se i direktno ocitati iz matrice
ARg na sljedeci nacin.
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Odaberimo jedan slobodan stupac. Neka je to k-ti stupac od Ag i neka

su njegovi elementi a\;, aby, ... Jedno rjeSenje homogenog sustava,

oznacimo ga s fr, dobivamo iz tog slobodnog stupca na sljedeci nacin:
1. svi elementi od fy, (ima ih n) definiraju se nulama,

2. na poziciju k stavi se 1,

3. na pozicije ji, ja, ... stave se redom skalari —a',, —aby, ...

Tada je opce rjeSenje homogenog sustava Arx = 0, a time i sustava Ax = 0
proizvoljna linearna kombinacija tako dobivenih n — r vektora f. [ |

Evo kako postupak opisan u napomeni 1.5.1. izgleda na matrici Ap iz zad-
njeg primjera. U matrici Ar je samo treci stupac slobodan, pa je opce rjeSenje
homogenog sustava

1

r=uoa| —1

1

Primjer 1.5.5. Neka je

1 =2 0 1 =1 010
0 0 1 2 1 010
[AR|O]_OOOO 0 110
0O 0 0 0 0 010

Indeksi vezanh stupaca su j, = 1, jo = 3, j3 = 6, dok su slobodni stupci 2., 4. i 5.
Opce rjesenje ima oblik

[ 2] [ —1 ] 1
1 0 0
r =« U + B = + v -
0 1 0
0 0 1
| 0] . 0 | . 0 |

Provjerite mnozenjem da je Agrx = 0i Ax = 0. Za to je dovoljno provjeriti da je
Agrfr = 0. Pritom koristite mnoZenje kao u primjeru 1.3.9. |
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Primjer 1.5.6. Neka je

S

=

=

|
O OO OO OO
OO OO OO
OO OO o~ O
OO OO O NN
[N elNoeNall o N)
SO OO N R~
OO OO OO

Vezani stupci imaju indekse j, = 2, jo = 3 i j3 = 5, dok su slobodni stupci 1., 4. i
6. Opce rjesenje ima oblik

0

1

2
+61+7

0

0

OO OO O

Provjerite mnoZenjem da je Agx = 0i Ax = 0. |

1.5.3 Nehomogeni sustav

U primjeru 1.5.3. rijeSili smo nehomogeni sustav, a u primjeru 1.5.4. pripadni
homogeni sustav. Vidimo da se rjeSenje nehomogenog sustava u primjeru 1.5.3.
moze zapisati u obliku:

T =2xp+ Ty,

gdje je

xp=a| —1 opce rjesSenje pripadnog homogenog sustava,

8/5
z,=| 6/5 jedno odabrano rjeSenje nehomogenog sustava.
0

To rjeSenje x,, se naziva partikularno rjeSenje nehomogenog sustava.
MozZe se pokazati da vrijedi sljedeci generalni teorem
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Teorem 1.5.2. Opce rjesenje sustava Ax = b ima oblik x = ), + x, , gdje
Jje xj, opce rjeSenje pripadnoga homogenog sustava Ax = 0, a x, jedno par-
tikularno rjesenje nehomogenog sustava.

Teorem kaZe da se sva rjeSenja sustava Ax = b dobiju tako da na bilo koje rjeSenje
x, nehomogenog sustava (npr. koje znamo ili koje moZemo izraCunati) dodamo
sva rjeSenja homogenog sustava Ax = 0.

Odredivanje partikularnog rjesenja

Mozemo li iz reducirane matrice [Ap | b'] ocitati neko partikularno rjeSenje?
Doista moZzemo. Da bismo opisali postupak, pretpostavimo kao i prije da je
A € R"™*" ranga r. Dakle, A ima m redaka i n stupaca, takoder ima r vezanih i
n—r slobodnih stupaca. Pritom &/ € R ima samo prvih r komponenata razlicitih
od nule, jer je r(A) = r([A | b].
Svaki od 7 vezanih stupaca ima jednu jedinicu dok su ostale komponente nula.
Istaknimo u Ay sve vezane stupce,

AR:[...,ajl,...,aj2,...,aj2, ...,ajr,...]

Sada slijedi konstrukcija:

(b, T v, |
/ .
2 :
: by | Je
Akoje b =¥l tada je T,=|
0 b5 | Js
-0 LI

pri ¢emu su sve komponente od x,, , osim onih na pozicijama ji, jo....,Jj, nule.

Primjer 1.5.7. Neka je prosirena matrica [A | b] svedena na reducirani oblik

0120 -3 0] 4
0001 60| 2
[Ar|V] = 0000 0 1|-2
0000 00| 0
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Partikularno rjesenje cemo odrediti prema navedenom pravilu. Prvo odredimo
indekse vezanih (stoZernih) stupaca. To su j, = 2, jo = 4, j3 = 6. Vektor x, ima
n = 6 komponenata. Prvo stavimo nule kao vrijednosti svih komponenata. Zatim
na pozicije ji, js i j3 stavimo komponente od V', 4, 2 i —2, respektivno. Tako smo
dobiliz, =[04020 —2]'. |

Sada moZemo dati upute kako naci opce rjeSenje sustava Az = b.

Koraci za nalazenje opceg rjesenja nehomogenoga sustava.

1. Sustav Az = b napiSemo u obliku proSirene matrice [A | b].

2. Elementarnim transformacijama svodimo sustav na njemu ekvivalentan
[Ag | U']. Akoje r(A) < r([A ] b]), sustav nema rjeSenja. U protivnom
oznacimo slobodne i vezane nepoznanice.

3. Odredimo vrijednosti slobodnih nepoznanica po volji i pro¢itamo iz redaka
proSirene matrice vrijednosti vezanih nepoznanica.

4. Napisemo rjesenje u vektorskom obliku.

Tocke 3. 14. moZemo zamijeniti s

3. Iz matrice [Ag | V] odredimo partikularno rjeSenje x, i zatim, kao u
napomeni 1.5.1., odredimo vektore f; gdje k prolazi svim indeksima slobod-
nih stupaca matrice Ag. Tada je opée rjesenje sustava Ax = b,

:E::Up—}—Zakfk.
k

Primjer 1.5.8. Rijesimo sustav

dx + 2y + 2z = 5,
r + y — =z
dr — y + S5z = 3.

I
o

Rjesenje. Napisimo proSirenu matricu i pokrenimo Gauss-Jordanov algoritam.
Dobivamo sljedece matrice,

3 2 15 1 1 -1]0
[Alb) = |1 1 =1|0|~|3 2 1|5
4 -1 5|3] |4 -1 5|3
11 —1|0o] [1 1 —=1| 0

~ |0 -1 4[5|~]0 1 —4|-5
0 -5 9/3] |0 -5 9| 3
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10 3| 5 10 3] 5
~ |01 4] =5|~]0 1 —4|=5
(0 0 —11]—22 00 1| 2
(1.0 0]-1
~ 010 3
(00 1] 2

Dobili smo Ar = I. Cim je Ap = I odmah zakljucujemo da je rang matrice
A jednak je rangu proSirene matrice. Ovdje je on 3. Jer je r = n, pripadni
homogeni sustav ima samo trivijalno rjeSenje, pa je rjesenje sustava jednoznacno
odredeno, §to znaci x = x,. RjeSenje x citamo iz reduciranog oblika (to je ujedno
i partikularno rjeSenje)

r=—-1, y=3, z=2.

U vektorskom obliku,

x —1

y|=1 3

z 2
Do istog zakljucka moZemo doci i koriste¢i napomenu 1.5.1. jer vrijedi 71 = 1,
Jo=21i73=3. |

Primjer 1.5.9. Rijesimo sustav

ry + 2:[2 + 3$3 + 2$4 + T5 = 3,
-2 + a3 + Ty — Ox5 = —2,
Ty + 2%2 — rs + 6(134 + 5:55 = 3,
—r1 — 21’2 + 5[1)3 - 10[L‘4 - 91’5 = 3.
RjeSenje. Primjenom Gauss-Jordanove metode na prosirenu matricu, dobivamo
1 2 3 2 1 3 12 3 2 1|3
Alb] = -2 0 1 I 5| =2 104 7 5 3|4
N 1 2 -1 6 5 3 00 —4 4 410
-1 -2 5 —-10 -9 | -3 00 8 —8 =810
12 3 2 113 10 —% —% g 1
o1 &z -tln| o bofd
00 —4 4 410 00 1 -1 —-11]0
00 8 -8 -81]0 00 0 0 0160
1 0 0 -1 2|1
010 3 1]1
001 -1 —-110
000 0 0710
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Rang matrice sustava jednak je rangu prosSirene matrice (iznosi 3), pa rjesenje
postoji. Vezane nepoznanice su x1,xs,x3, a slobodne su x4, xs (isto vrijedi za
stupce). Stavimo vy = o, x5 = 3, «, 3 € R. Iz redaka prosirene matrice Citamo

r — a + 26 = 1,
T2 + 3a + [ = 1,
x3 — «a — [ = 0.
pa lako dobivamo
r1 = 1 + o — Qﬂ,
xp =1 — 3a — f,
xr3 = o+ 6,
Ty = « y
Ty = ﬁ
U vektorskom obliku rjesenje glasi
X1 1 1 —2
) 1 -3 -1
xr = XT3 = 0 + « 1 + ﬁ 1 ,
T4 0 1 0
Ts 0 0 1

gdje su o i (3 proizvoljni skalari. Ovdje je opce rjesenje pripadnoga homogenog
sustava

1 —2
-3 -1
T, =« 1|1+0 11, a,p € R.
1 0
0 1

(Provjerite to rjeSenje upotrebom napomene 1.5.1.) Partikularno rjesenje neho-
mogenoga sustava je

&

S

I
oo -

=}

Partikularno rjesenje moZete lako dobiti i koristenjem tocke 3°. u uputama za rje-
Savanje opceg rjeSenja sustava. [

Opisali smo Gauss-Jordanovu metodu eliminacije koja je jedna inacica ori-
ginalne Gaussove metode eliminacija. Kod Gaussove metode se elementarnim
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transformacijama postizu nule samo ispod stoZernih elemenata, a ne i iznad njih
kao kod Gauss-Jordanove metode. Cak se ni stoZerni elementi ne svadaju na
jedinice, veC ostaju takvi kakvi jesu. Na taj nain se dobije ekvivalentan sustav,
kod kojeg se prvo odredi zadnja nepoznanica x,,, pa predzadnja x,,_ i tako redom
do prve nepoznanice x;. Taj dio algoritma se zato zove povratna supstitucija.

Kad se Gaussov algoritam implementira na racunalu, tada je potrebno voditi
racuna o tzv. greSkama zaokruZivanja koje prate svaku racunsku operaciju. Stoga
se koristi 1 tzv. pivotiranje koje osigurava da su stoZerni elementi Sto ve¢i u svakom
glavnom koraku. Pokazuje se da je Gaussova metoda s tzv. parcijalnim pivotiran-
jem dovoljno to¢na i brza za vecinu primjena na racunalu. Za razliku od nje,
Gauss-Jordanova metoda (makar i ona koristila parcijalno pivotiranje) moze biti
osjetljiva na greSke zaokruZivanja, pa moZe na raCunalu dati neto¢ne rezultate.

Dokazano je da se op¢i sustav linearnih jednadzbi ne moZe rijesiti koriStenjem
elementarnih transformacija s manje aritmetickih operacija nego sto ih je potrebno
za Gaussovu metodu eliminacije.! Postoji veliki broj varijanti Gaussove metode
eliminacije, pod raznim nazivima. Sve te metode su algebarski istovjetne Gausso-
vom postupku, a razlikuju se od njega naj¢esce po tome kako se pamte medure-
zultati, po redosljedu eliminacija ili po mjerama koje se poduzimaju radi sman-
jenja utjecaja greSaka zaokruzivanja. Postoje i varijante prilagodene specijalnim
tipovima matrica, kod kojih se do rjeSenja dolazi jednostavnije nego u opéem
slucaju.

Opisana Gauss-Jordanova metoda eliminacije zahtjeva oko 50 % viSe arit-
metickih operacija od Gaussove metode. Medutim, kod rjeSavanja nekih drugih
problema, na primjer kod odredivanja inverzne matrice (vidi tocku 2.4.1), Gauss-
Jordanova metoda eliminacije je po broju operacija ravnopravna Gaussovoj metodi.
Ipak, kad se radi na raunalu, zbog osjetljivosti na greske zaokruZzivanja, Gaussova
metoda i njene varijacije imaju prednost pred Gauss-Jordanovom metodom.

Medutim, kad radimo “na ruke”, male sustave i inverze matrica rjeSavamo
lakSe Gauss-Jordanovom metodom eliminacije.

1.5.4 Primjeri iz gospodarstva

Primjer 1.5.10. Neka tvornica proizvodi tri tipa stednjaka: super, compact i
deluxe. Svaki tip mora proci kroz tri razlicita odjela: O, (proizvodnja dijelova),
O (sklapanje dijelova) i Os (poliranje). Trajanje obrada u tim odjelima (u satima)
po jedinici proizvoda, dani su u tabeli.

I'To su dokazali 1965. V. V. Kljuev i Kohovkin-S¢erbak N. 1.
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super compact deluxe
O, | 04 0.5 0.5
Oy | 0.25 0.3 0.4
O3] 0.2 0.2 0.2

Odjeli Oy, O, O3 raspolaZu tiednim kapacitetom od redom
(a) 37,25, 16 (b) 40, 27.25, 17

sati. Koliko se Stednjaka svakog tipa mora tjedno proizvoditi da bi tvornica radila
punim kapacitetom?

Rjesenje. Oznacimo sa x, broj komada Stednjaka super, sa xy broj komada Ste-
dnjaka compact i sa x3 broj komada Stednjaka deluxe.

(a) Da bi tvornica radila punim kapacitetom, mora biti zadovoljen sljedeci sustav
Jjednadzbi
0.25z1 + 0.3z9 + 0.423 = 25

Rijesimo sustav Gaussovom metodom eliminacija. Kako ne radimo na racunalu,
prvo malo preuredimo sustav, mnoZeci prvu jednadZbu sa 20, drugu sa 10 i trecu
sa b. Zatim zamijenimo prvu i trecu jednadZbu, da bi dobili jedinice u prvoj
JjednadZzbi. Dakle, polazimo od proSirene matrice

1 1 1 80 11 1] 80 11 1 80
[A|b)=125 30 40[2500 | ~| 0 5 15500 | ~| 0 5 15| 500
8 10 10| 740 0 2 2100 0 0 —4|-100

Na kraju eliminacija smo dobili trokutasti sustav

Ty + T2 + 23 = 80
51’2 + 151‘3 = 500
— 4z = —100

Iz treée jednadzbe slijedi x3 = 25, a iz druge dobivamo xo = (500 — 15%25)/5 =
25. Uvrstavanjem vrijednosti za xs i 3 u prvu jednadZbu, dobivamo x, = 80 —
25 — 25 = 30.

Da bi tvornica radila punim kapacitetom, tjedno mora proizvesti 30 Stednjaka
tipa super i po 25 Stednjaka tipa compact i deluxe.

(b) U ovom slu¢aju polazni sustav ima desnu stranu [40 27.25 17|, a rjeSenje se
dobije na slican nacin. Potrebno je proizvesti po 25 Stednjaka tipa super i po 30
Stednjaka tipa compact i deluxe. [ |
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Primjer 1.5.11. Poduzece placa godisnji porez na (oporezivi) dohodak koji iznosi
1664 000 kn. DrZavni porez iznosi 25% od dohotka koji ostane nakon Sto se plati
porez gradu i Zupaniji. Zupanijski porez iznosi 10% od dohotka koji ostane nakon
sto se plati porez drZavi i gradu, te gradski porez koji iznosi 5% od dohotka koji
ostane nakon sto se plati drZavni i Zupanijski porez. Izracunajmo iznos drZavnog,
Zupanijskog i gradskog poreza koje poduzece mora platiti.
RjeSenje. Neka je a iznos ukupnog godisnjeg dohotka koji podlijeZe porezu (u
konkretnom primjeru je a = 1664000). Neka je x1 iznos drZavnog poreza, x,
iznos Zupanijskog, a r3 iznos gradskog poreza. Tada vrijedi
vy = 0.25(a — 9 — x3)
ro = 0.10(a — 1 — x3)
rg = 0.05(a — 1 — x9)
MnoZeci prvu jednadzbu sa 4, drugu sa 10 i trecu sa 20, te separiranjem varijabli
na lijevu, a slobodnih ¢lanovea na desnu stranu svake jednadZbe, dobivamo sustav
T1+ a0+ 20x3 = a
Ty + 10:B2 + T3 = a

dry + 294+ x3 = a

koji rjesavamo Gaussovom metodom.

(1] 1 20 |a 1 1 2] a
[Alb] = | 1 10 1
4 1 1]a 0 —3 =79 | —3a

S
2
o
[]
5
o

1 1 20 a
~ 09 —-19 0

0 0 —2%|-3a

Dobiveni trokutasti sustav

r1 + 9o + 203 = a
929 — 1923 = 0

256
- — _3
3 T3 a
rjesavamo povratnim postupkom,
9
T3 = —a
’ 256
19 19
Ty = —T3= —=a
? 9% 256
19 180 57
T = a— —a— —a=—a.
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Uvrstavanjem vrijednosti za a, dobivamo vrijednosti u kunama

r1 = 370500,
ro = 123500,
r3 = 58500. -
Zadaci
1. RijeSite sustav Gauss-Jordanovom metodom eliminacije
(a)
1 + 23 + 23 + w14 + x5 = 7,
3.751 + 2%2 + Trs + T4 — 31’5 = —2,
T2 + 21‘3 + 21’4 + 6ZL'5 = 23,
51’1 + 4ZE2 + 3[L‘3 + 31’4 - s = 12.
Rjesenje.
1 —16 1 1 5)
To 23 —2 —2 —6
x3 | = 0|+« 11+0 0|+~ 0], opfveR.
T4 0 0 1 0
x5 0 0 0 1
(b)
T — Ty + r3 — Ty = =2,
T 4+ 229 — 2x3 — Ty = =5,
2$1 — To — 31’3 + 2]34 = —1,
r, + 21‘2 + 31’3 + —61'4 = —10.
Rjesenje.
T -3 1
T o —2 1
P + E a € R.
Ty 0 1
(c)
31’1 + Ty — xr3 — Ty = 2,
Ty + To9 — r3 — 3$4 + 41’5 = 2,
91’1 + To — 2.173 - Ty — 21’5 == 57
1 — X2 — Ty + 21’5 = 1.
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RjeSenje.
1 0 —1 2
i) —1 —2 4
x3 | =] -3 |4+a| =6 |+5]| 10|, afeR.
Ty 0 1 0
T5 0 0 1
(d)
Ty + 290 + w3 + w14 = 0,
2017 + a9 4+ x3 + 224 = 0,
r1 + 229 + 223 4+ x4 = 0,
1 + x9 + 23 + x4 = 0.
RjeSenje.
T -1
2 =« 0 , «a€R.
I3 0
Ty 1

1.6 Medusektorski model Leontiefa

Medusektorska analiza bavi se pitanjem na kojoj bi razini proizvodnje svaka od
n industrija trebala proizvoditi da bi se zadovoljila ukupna potraznja za njihovim
proizvodima.

Proizvodnja svake industrije, npr. automobila, potrebna je za normalnu pro-
izvodnju u mnogim drugim industrijama, a takoder i u samoj sebi (industriji au-
tomobila). Prema tome razina proizvodnje automobila ovisi o zahtjevima svih
n industrija za automobilima. Obrnuto, proizvodnje drugih industrija uci ¢e u
proizvodnju automobila kao komponente u finalnom proizvodu, pa ¢e razine proi-
zvodnje drugih industrija ovisiti i o zahtjevima industrije automobila za njihovim
proizvodima.

Da bi se pojednostavila analiza, obi¢no se koriste sljedece pretpostavke:

1. svaka industrija proizvodi samo jedan proizvod.

2. svaka industrija koristi za proizvodnju svog proizvoda fiksnu koli¢inu pro-
izvoda drugih industrija.

3. svaka k-struka promjena (k-struko povecanje ili smanjenje) potraznje ula-
znih proizvoda rezultira s k-strukom promjenom (povecanjem ili smanjen-
jem) proizvodnje.
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Vecina tih pretpostavki nece posve odgovarati onome S$to se realno dogada. Kad-
kad je ipak moguce naciniti prilagodbe modelu, npr. ako neka industrija proizvodi
dva proizvoda, onda se ona moZe razdijeliti u dvije industrije.

Iz ovih pretpostavki slijedi da je za proizvodnju svake jedinice j-tog proizvoda
(proizvoda j-te industrije) potrebna fiksna koli¢ina ¢-tog proizvoda. Oznacit ¢emo
jusa a;;. Tako Ce proizvodnja jedinice j-tog proizvoda zahtijevati koli¢inu a;; pr-
vog proizvoda, koli¢inu ay; drugog proizvoda, itd. koli¢inu a,,; n-tog proizvoda.
Uocimo da se kod elementa a;; prvi indeks odnosi na utrosak, a drugi na proizvod-
nju jer a;; pokazuje koliko se i-tog proizvoda Koristi za jedinicu j-tog proizvoda.
Realni broj a;; se naziva input-output koeficijent ili tehnicki koeficijent. Pomocu
tih koeficijenata je definirana matrica input-output koeficijenata (ili matrica tehni-
¢kih koeficijenata)

a1 a2 A1n
21 Q22 A2p,

A= _ , (1.16)
Aon1 Ap2 "+ Qpp

koju ¢emo zvati i input-output matrica. U matrici A, j-ti stupac odreduje zahtjeve
za proizvodima drugih industrija u svrhu proizvodnje jedinice (npr. vrijednosti $1)
proizvoda j-te industrije.

Pored spomenutih 7 industrija, model moZe sadrzavati i jedan otvoreni sektor
(recimo kucanstva) koji egzogeno odreduje finalnu potraznju za proizvodom svake
industrije (potraZnja koja nije utroSak ni za jednu industriju) i koji daje primarni
faktor (recimo rad) koji nije proizveden ni u jednoj od n industrija. Takav se
model zove otvoreni model.

S obzirom da postoji otvoreni sektor, zbroj elemenata svakog stupca input-
output matrice A mora biti manji od 1. To je zato jer zbroj elemenata j-tog stupca
pokazuje tek djelomicne troskove faktora, troSkove bez troSkova primarnog fak-
tora, u proizvodnji jednog dolara vrijednosti j-tog proizvoda. Kad bi ta suma bila
> 1, tada ta proizvodnja ne bi bila ekonomski opravdana. Uvjet mozemo zapisati
kao

Zaij<1, 1§j§n
=1

Nadalje, buduci da vrijednost proizvodnje mora biti raspodjeljena na sve faktore
proizvodnje, mora 1 — >_7 | a;; biti isplata primarnom faktoru otvorenog sektora.
Input-output matrica ima ima sve elemente nenegativne (a;; > 0 za sve 1, j).
Takvu matricu nazivamo nenegativna matrica. Takoder, vektor finalne potraznje
y ima sve elemente nenegativne (y; > 0 za sve %) pa je y nenegativan vektor.
Trazeni vektor proizvodnje x, takoder treba biti nenegativan. Vektor z zado-
voljava jednadzbu

x = Az +vy iliekvivalentno ([ —A)z=y.
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I — A se naziva matrica tehnologije. NapisSimo relaciju + = Ax + y koristeci
particiju po stupcima [ay, as, . . ., a,] matrice A,

T = 2101 +ToAg + -+ Tpln + Y .

Vektor = sadrzi kao komponente koli¢ine proizvoda svih industrija. Stupac a;
pokazuje raspodjelu zahtjeva za svim proizvodima da se nacini jedini¢na koli¢ina
j-tog proizvoda. Tada komponente vektora z;a; pokazuju raspodjelu zahtjeva za
proizvodima svih industrija koju potrazuje j-ta industrija. Kad se sumiraju svi ti
vektori imamo ukupnu raspodjelu potreba svih industrija od strane svih industrija.
Pritom je ¢-ta komponenta vektora x;a; +- - - +x,a, ukupni zahtjev svih industrija
za proizvodom ¢-te industrije. Dodajuci toj komponenti jo§S komponentu finalne
potraznje y;, dobivamo vektor ukupnih zahtjeva za proizvodom i-te industrije.
Gledajuéi sve komponente od Ax + y, dobivamo raspodjelu ukupne potraznje
svih industrija koja mora biti i vektor ukupne proizvodnje, dakle x.

Kada sustav (I — A)x = y ima nenegativno rjeSenje? Odgovor na to pitanje
daje

Teorem 1.6.1. Neka je A nenegativna kvadratna matrica reda n sa svojstvom da
je zbroj elemenata svakog stupca manji od jedan. Tada (I — A)~' postoji i ima
sve elemente nenegativne. Stoga je i (I — A)~'y nenegativan vektor &im je y
nenegativan.

Kod otvorenog modela je > ;a;; < 11a;; > 0 za sve 4,7, pa po teoremu
(I — A)~! postoji. Ako pomnozimo obje strane jednadzbe (I — A)z = y s lijeva
sa (I — A)~1, dobivamo (I — A)7![(I — A)z] = (I — A)~'y. Kako je zbog
asocijativnosti matricnog mnozenja

(I A) (I~ A)a) = [(1 - A)'(I - A = Te =z,

vrijedi

r=(1—-A)""y
i to je jedinstveno rjesenje sustava x = Ax + y. Pritom su i matrica (I — A)~' i
vektor y nenegativni, pa mora i x kao produkt nenegativne matrice i nenegativnog
vektora biti nenegativan.

Primjer 1.6.1. Pretpostavimo da jedna ekonomija ima tri sektora: poljoprivredu,
stocarstvo i obrt. Oznacimo ih sa 1, 2 i 3. Pretpostavimo da je matrica input-
output koeficijenata
0.2 0.1 0.3
A=10.1 04 0.5
0.1 0.2 0.1
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Odredimo vektor ukupne proizvodnje x koji ¢e dovesti do vektora finalne potraZnje
y=[431".

Rjesenje. TraZeni vektor x zadovoljava jednadzbu

r=(1—-A)"y.
Izracunajmo prvo I — A,
1 00 0.2 0.1 0.3 0.8 —0.1 —-0.3
I-A=]1010|—-(01 04 05|=]-01 06 —-0.5
001 0.1 0.2 0.1 -0.1 =02 0.9

i zatim (I — A)~'. Na pocetku postupka za racunanje inverzne matrice pomnoZzimo
retke prosirene matrice redom skalarima 10/8, 10 i 10. Dobivamo

0.8 —0.1 =03 [1 0 0
[[—A|I] = | -01 06 —05]0 1 0
| —-01 -02 09|00 1
[ 1 —0.125 —0375 | 125 0 0
~ | -1 6 5] 0 10 0
! —2 9/ 0 0 10
(1 —0.125 —0375 | 1.25 0 0
~ |0 5875 —5375| 125 10 0
|0 —2.125 8625 | 125 0 10
(1 —0.125 —0375| 125 0 0
~ |0 1  —0915 | 0213 1702 0
|0 —2125 8625 | 125 0 10
1 0 —0.489]1.277 0.213 0
~ |0 1 —0915|0213 1.702 0
|0 0 6.681 | 1.703 3.617 10
(1 0 0] 1.40 048 0.73
~ |0 1 0]045 220 1.37 |,
|0 0 1] 025 054 1.50
pa je
1.40 0.48 0.73
(I-A)"'=|045 220 1.37

0.25 0.54 1.50
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MnoZenjem te matrice s vektorom y, dobivamo

1.40 0.48 0.73 4 7.7
r=| 045 220 1.37 3| =197
0.25 0.54 1.50 1 4.12

Odavde, x1 = 71.77, o = 9.77 i 3 = 4.12 su kolic¢ine dobara koje treba proizvesti
u sektorima 1, 2 i 3, respektivno da bi ostao visak proizvedenih dobara u odnosu
na potrosenim dobrima u navedenim sektorima. Visak u sektoru 1. je 4, u sektoru
2. je 3, a u sektoru 3. je 1. [

Napomena 1.6.1. Zadamo i neki drugi vektor finalne potraZnje i, a tehnolo-
ski uvjeti se ne mijenjaju, vektor ukupne proizvodnje T dobivamo koristeci vec
izracunatu inverznu matricu (I — A)™Y, 4. & = (I — A)~1y. ]

Neka je privreda podijeljena na sektore ili grane ili industrije. Podaci o privre-
di mogu biti prikazani u tablici. Npr. ako imamo tri grane

ukupna Interindustrijska potraznja finalna
proizvodnja ili reprodukcijska potraznja potraznja
totalni output Tij Yi
1 T11 T12 T13 Y1
T2 T21 T22 L23 Y2
T3 T31 32 33 Y3

Ovu tabelu nazivamo input-output tabela. Tri su privredne grane. Sve tri grane
proizvode za potrebe tog privrednog sustava i to za potrebe svoje grane i za potrebe
ostalih dviju grana. Takvu proizvodnju namijenjenu proizvodnoj potraznji nazi-
vamo intermedijarna reprodukcijska potraznja. U tabeli y; predstavlja finalnu
potraznju svake grane i y; je razlika izmedu proizvedenih dobara x; i dobara
potroSenih u sustavu y; = x; — T;1 — T2 — X3 zat = 1,2, 3. VeliCine u tabeli
mogu biti izraZene u vrijednosnim jedinicama ili u naturalnim pokazateljima. Ako
su u input-output tabeli veliine izrazene u naturalnim pokazateljima, formirat
¢emo matricu tehnickih koeficijenata odnosno matricu input-output koeficijenata
A danu u (1.16). Pritom input-output koeficijent a;; = z;;/x;, a;; > 0 oznacava
dio proizvoda (output) grane ¢ koji se koristi za jedinicu proizvoda j-te grane.

Primjer 1.6.2. Zadana je input-output tabela jedne ekonomije

Lij Yi
30 40 10| 20
20 40 0 | 140
30 50 60 | 40
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Ako se planiraju novi outputi 200 400 360]", a tehnoloski uvjeti se ne mijenjaju,
sastavimo novu input-output tabelu.

Rjesenje. Vektor ukupne proizvodnje x odredujemo iz zadane tabele

rp = $11+$12+$13+y1:3O+40+10+20:100,
To = x21+x22+x23+y2:20+4O—|—0—|—140:200,
T3 = x31+x32+x35+y3:3O+5O+60+40:180

Dakle je x = [100 200 180]". Sada mozZemo napisati cijelu input-output tabelu

Li Lij Yi
100 | 30 40 10| 20
200 | 20 40 0 | 140
180 | 30 50 60| 40

Matrica input-output koeficijenata A ima elemente a;; = x;;/x;, pa su elementi

1 30 0.30
e prvog stupca matrice A: 100 20 | =1 0.20 |,
30 0.30
1 40 0.20
e drugog stupca matrice A: 200 40 | = | 0.20 |,
50 0.25
1 10 1/18
o treceg stupca matrice A: 180 0| = 0
60 1/3
Dobivamo )
0.30 0.20 0.05
A=1020 020 O
0.30 0.25 0.33

Sjetimo se da opcenito vrijedi y = (I — A)x. Mi imamo novi vektor outputa
x = [200 400 360] " i znamo da se tehnoloski uvjeti nisu promijenili pa je matrica

A ista. Stoga je

y=I—-A)z,
ili s konkretnim podacima
0.70 —0.20 —0.05 7 [ 200 40
y=| —0.20 0.80 0 400 | = | 280

—-0.30 —0.25 0.66 360 80
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U novoj tabeli elementi T;; dobivaju se iz jednadZbi
paje .Ci’ij = aijfcj .

Odavde slijedi da za dobivanje dijela tabele ispod naznake x;;, prvi stupac ma-
trice A moramo pomnoZiti s 200, drugi stupac sa 400, a treci sa 360. Nova input-
output tabela ima oblik

T Tij Yi
200 | 60 80 20 | 40
400 | 40 80 0 |280
360 | 60 100 120 | &80

Lako se provjeri da je za svako i ispunjeno §; = T; — (T + Tio + Zi3)- [ |

Primjer 1.6.3. Zadana je input-output tabela jedne ekonomije

T; Tij Yi
180 | 45 60
240 | 90 40

Odredimo
(a) vektor finalne potraZnje,
(b) matricu input-output koeficijenata i matricu tehnologije,

(c) ako se planiraju nove finalne potraznje [60 120]" i [30 100] T, a tehnoloski
uvjeti se ne mijenjaju, napisite novu input-output tabelu.

RjeSenje. (a) Komponente vektora finalne potraznje dobivamo danih podataka

y1 = 180 — (45 + 60) = 75
ys = 240 — (90 + 40) = 110,

pa tabela ima oblik

180 | 45 60 75
240 | 90 40 | 110
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(b) Matrica input-output koeficijenata je

45607 11
A— 180 240 | _ | 4 4
90 40 1 1|7
180 240 2 6
dok je matrica tehnologije
3 1
4 4
I — A=
1 5
2 6
Provjerimo,
3 1
B | 4 4 |fwO] [ 75
y=U=de=1 1 5 [240]‘[110]'
26

(c) Kako se tehnoloski uvjeti ne mijenjaju, matrica input-output koeficijenata je
A, a matrica tehnologije je I — A. Za vektor finalne potraZnje jj = [60 120]",
vektor ukupne proizvodnje T dobivamo iz jednadzbe

T=(I-A)"y.

Matrica (I — A)™! se moZe izracunati npr. pomocu algoritma koji smo upoznali
(provjerite sami) i dobije se

-1

W Ot

(I—A)"=

DN — W
N W N -

1
4
5
6

—_

Stoga je

W Ut

1
- 2 60 | [ 160
x_lg 120 | ~ | 240 |
2
Slicno kao u prethodnom primjeru, dobivamo input-output tabelu

Ly Lij = QijTj Yi
160 i - 160 i - 240 60 |
240 % - 160 é - 240 120
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odnosno

T Lij Yi
160 | 40 60 60
240 | 80 40 120

Ako je vektor finalne potraznje [30 100]" dobivamo na sli¢ni nacin input-output
tabelu

T Lij Yi
100 | 25 45 30 .
180 | 50 30 100 n

Primjer 1.6.4. Zadana je matrica tehnologije

1 -0.1 —-0.2
-03 08 —-04
-0.2 -03 09

Neka je

(a) ukupni output prvog sektora 10, ukupni output treceg sektora 30 i finalna
potraZnja prvog sektora 1.

(b) ukupni output prvog sektora 100, finalna potraZnja drugog sektora 50 i
Jfinalna potraznja treceg sektora 100.
Sastavimo pripadne input-output tabele.
RjeSenje. Zadana je matrica tehnologije
1 —-0.1 —-0.2

I-A=| -03 08 —04
-0.2 =03 09

(a) U vektoru ukupnih outputa znamo r,; = 10, x3 = 30, pa je

10
r = ) s

30
a u vektoru finalne potraznje je y1 = 1, pa je

1
Y= 1Y
Y3
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Nepoznanice xs, Yo i Y3 odredujemo iz relacije

y=(I—-A)zx.
Imamo
1 1 —0.1 —-0.2 10 10 — 0.1z, — 6
Y3 —-0.2 —-0.3 0.9 30 —2 — 0.3z + 27
Dobili smo

1 = 4—0.12,
Yo = —15+08IQ
ys = 25—0.33,.

Iz prve jednadZbe dobivamo x5 = 30 i to uvrstimo u drugu i trec¢u jednadzbu.
Dobivamo ys = 9 i y3 = 16. Dakle, dobili smo

10 1
x=1 30 i y=19
30 16

Iz matrice input-output koeficijenata, dobit cemo, kao u prethodnom primjeru,
input-output tabelu.
Iz A=1—(1—A), slijedi

1 00 1 —-0.1 -0.2 0 0.1 0.2
A=1010|—-|-03 08 —04|=103 02 04|,
0 01 -0.2 —-03 09 0.2 0.3 0.1
pa je input-output tabela
T Tij Yi

10 0-10 0.1-30 02-30 | 1
30 03-10 02-30 04-30 |9
30| 02-10 03-30 0.1-30 |16

odnosno
T $7,] Yi
10 O 3 6 1
30 3 6 12 9
30| 2 9 3 16
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(b) Ovdje je zadano
x1 =100, 1y, =050, y3=100.

Koriste¢i matricu input-output koeficijenata A koja je izracunata u (a), moZemo
input-output tabelu pisati u obliku

T; T Yi
To 0.3-100 0.2 x9 0.4 - x5 50
T3 0.2-100 0.3 29 0.1-23 100

Odavde dobivamo sustav

100 — 011‘2 — 02$3 = U
T — 30 — 02.’E2 — 04173 = 50
23— 20 — 0.3z — 0.1z = 100.

Napisimo sustav u obliku

y1+0.1z0 + 0223 = 100
— 0.329 4+ 0.925 120.

Sustav rijesimo Gaussovom metodom, pri cemu pivotne elemente svedimo na 1,

[ 1 0.1 0.2 | 100 1 0.1 0.2 1 100
[A|b] = 0 08 —04| 8 |~ |0 1 —0.5|100

| 0 0.3 0.9 1120 0 —0.3 0.9 1120

1 0.1 0.2 | 100 1 0.1 0.2 | 100

~ 0 1 —05{100 [ ~ | O 1 —0.5]100
|0 0 0.75|150 0 0 11200
Dobivamo,
1- 23 =200, pa je x3 = 200
1-29—0.5-23 =100, pa je ro = 200

y1 +0.1-294+0.2-23 =100, pajey, = 40.

TraZena input-output tabela ima oblik
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Z; Tij Yi
100 | 0-10 20 40 40
200 30 40 80 50
200 20 60 20 | 100 ]

Primjer 1.6.5. Zadana je matrica tehnologije jedne ekonomije

w27

Neka je kolicina outputa koja iz drugog sektora prelazi u prvi 50, i neka je
finalna potraZnja prvog sektora 50. Treba sastaviti pripadnu input-output

tabelu.

L
2
(b) [ :
T 10
Neka je kolicina outputa koja se koristi u istom prvom sektoru 100 i neka je
finalna potraznja drugog sektora 130. Treba sastaviti pripadnu input-output
tabelu.

W= N
Wl O

NI—= O

RjeSenje. (a) Zadana je matrica tehnologije I — A, pa je matrica input-output
koeficijenata A =1 — (I — A), ).

1 1
2
A= " ]
1 2
1 3
Zadano je ro1 = 50 iy, = 50.
50
Iz ay = 21 dobivamo x| = 2 - = 200.
T a2 1
Iz y=(I— Az, ili po elementima
50 % —% 200
Y2 —i % T3 7
dobivamo
1

o0 = 100—6@

1
Y2 = —50 + 51’2.

Dobivamo x5 = 300 i y, = 50, pa input-output tablica ima oblik
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Z; Tij Yi
200 | $-200  £-300 | 50
300 | -200  2-300 | 50
odnosno
T Lij Yi

200 | 100 20 20
300 | 50 200 | 50

(b) Sada imamo x1; = 100, yo = 130 i slicno kao u zadatku (a),

11
- |l 2 &
A=1-(I-A) = 1 1].
0 2
.. Ti1 .. 5. T . .
Iz relacije a1, = — slijedi v1 = — = 200. O input-output tabeli znamo
z1 an

Ty Lij Yi

200 % - 200 % ) Y1

Ty | 15200  F-a | 130

Iz tabele slijedi
1
200 — 100 — 6[[’2 = 0
1

Iz druge jednadzbe dobivamo ro = 300. Uvrstavajuci to u prvu jednadZbu, dobi-
vamo vy, = 50. Input-output tablica glasi

Ty Lij Yi

200 | 100 20 20
300 | 20 150 | 130 m

Primjer 1.6.6. Zadana je input-output tabela jedne ekonomije

ZT; Lij Yi
100 0 40 o0
200 20 40 30
300 | 50 40 60
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(a) Odredimo vektor finalne potraZnje y.

Sastavimo nove input-output tabele, ako se tehnoloski uvjeti ne mijenjaju, a planira
se:

(b) povecanje ukupnih outputa prvog i drugog sektora za 50%.

(c) povecanje ukupnog outputa drugog sektora za 50% i smanjenje ukupnog
outputa treceg sektora za 20%.

(d) povecanje ukupnih outputa prvog i drugog sektora za 20% i smanjenje
finalne potraznje treceg sektora za 20%.

(e) povecanje svih ukupnih outputa za 20%.

RjeSenje. (a) Iz tabele odmah slijedi y; = 100 — 40 — 50 = 10, y, = 110 i
ys = 150, pa je y = [10 110 150]". Kako se tehnoloski uvjeti ne mijenjaju
niti u jednom od slucajeva (b) — (e), matrica input-output koeficijenata je u svim
sluc¢ajevima ista:

o 40 50

200 300 0 0.2 0.16
_ | 20 40 30 | _
A= 706 200 300 | =1 02 02 0.1
60 40 60 05 0.2 0.2
100 200 300

(b) Novi vektor ukupnih outputa je x = [150 300 300]" pa odmah dobivamo

lijevi dio input-output tabele

ZT; xij
150 0-150 0.2-300 0.16 - 300
300 | 0.2-150 0.2-300 0.1-300
300 | 0.5-150 0.2-300 0.2 -300
Odavde odmah slijedi
Z; Tij Yi
150 0 60 50 40
300 | 30 60 30 180 |
300 75 60 60 105

Novi vektor finalne potraznje nakon povecanja outputa prvog i drugog sektora za
50% je y = [40 180 105]".

(c) Uvjeti daju vektor ukupnog outputa x

= [100 300 240]". Sli¢no kao i u

prethodnom slucaju, dobivamo input-output tabelu
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Z; Tij Yi
100 0 60 40 10
300 | 20 60 24 196 |
240 | 50 60 48 82
(d) U ovom slucaju je v = [120 240 x3]" i y = [y y2 120]". Nova input-output
tabela je
T Lij Yi
120 0-120 0.2-240  0.16 - x5 u |
240 | 0.2-120 0.2-240 0.1-2z3 Y
T3 0.5-120 0.2-240 0.2 x5 120

Iz tabele dobivamo sustav

120 — 48 — 0.1625

Y1
r3 — 60 —48 —0.223 = 120.

Sredivanjem dobivamo

= 72—0.16z5
Y2 = 168 — 01333
0.8x3 = 228,

odakle slijedi x5 = 285, y, = 139.5, y; = 24.5. Time smo popunili input-output
tabelu svim potrebnim brojevima, pa tabela poprima oblik

(e) Sadaje x = [120 240 360]" i nova input-output tabela ima izgled

Povecéanjem svih outputa za 20%, novi vektor finalne potraZnje je y = [120 240 360] .

Z; Tij Yi
120 0 48 47.5 24.5
240 | 24 48 28.5 139.5 |
285 | 60 48 57 120

T; Lij Yi
120 0 48 60 12
240 | 24 48 36 240 |
360 | 60 48 72 360
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Zadaci

1. U ekonomiji s dvije industrije znamo da industrija I upotrebljava 10 centi
svoga vlastitog proizvoda i 60 centi proizvoda industrije II da bi proizvela
jedan dolar vrijednosti proizvoda industrije I. Industrija II ne upotrebljava
svoj vlastiti proizvod, ali zato upotrebljava 50 centi proizvoda industrije I za
proizvodnju jednog dolara proizvoda industrije II. Finalna potraznja sektora
je $1 milijarda dolara proizvoda industrije I i $2 milijarde dolara proizvoda

industrije II.

(a) Napisati input-output matricu tehni¢kih koeficijenata i matricu

tehnologije.

(b) Odrediti vektor ukupne proizvodnje (u milijardama dolara).

|

(b) Imamo (I — A)~'y iy = [12]". Dobije se # = [3.3 4]". Ukupna
vrijednost proizvodnje industrije I je 3.333333, a industrije II je 4 milijarde

RjeSenje. (a) To su matrice

0.10 0.50
A= [0.60 0

dolara.

r-a-|

2. Zadana je matrica input output koeficijenata

A=

1 vektor

(a)  ukupnih outputa [100 200 120] T,
(b) finalne potraZnje [60 140 12] T,

(c) finalne potraznje [45 105 9]".

0.2 025 0
0.2 025 0.5
0.4 0.25 0.2

Treba sastaviti pripadne input-output tabele.

Rjesenje. (a) Dobije se

POGLAVLIE 1. MATRICE

0.90
—0.60

T Tij Yi
100 | 20 50 0 30
2001 20 50 60 70
120 | 40 50 24 6
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(b) Vrijedi z = (I — A)™'y. Prvo se izratuna (I — A)™!, zatim z i onda
se sastavi input-output tabela:

Z; Tij Yi
200 | 40 100 0 60
400 | 40 100 120 140 |
240 | 80 100 48 12

(c) Naisti naCin se dobije

T Tij Yi
150 | 30 75 0 45
300 30 75 90 105 |°
180 | 60 75 36 9

3. Zadana je matrica input output koeficijenata

0.15 0.50 0.25
A=0.30 0.10 0.40
0.15 0.30 0.20

1 vektor finalne potraznje
(@ [2020120]7,
(b)y [102020]".

Odredite odgovarajuée vektore ukupne proizvodnje (ukupnih outputa).
RjeSenje. Imamo

I-A=1|-030 090 —-0.40

—-0.15 —0.30  0.80

0.85 —0.50 0.25]

pa se izracuna

1.975 1.564 1.399
(I—A)'=1]0988 2115 1.366
0.741 1.086 2.025

(@) Jerjex = (I — A)~'yiimamo y = [20 20 10]", dobije se

4.77
r=| 7572 | .

56.79
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(b) Jerjey = [102020]", dobije se

79.01
x = | 79.51

69.63

] |

POGLAVLIE 1. MATRICE



Poglavlje 2

Uvod u optimizaciju

U ovom poglavlju opisat ¢emo jednostavnije metode optimizacije i ukazati na
mogucnost primjene u gospodarstvu.

2.1 Uvod kroz primjere

Cesto se u praksi pojavljuju problemi izbora najpovoljnijeg rjeSenja u odnosu na
neki cilj. Npr. u tvornici se proizvodi nekoliko vrsta proizvoda. Tvornica se
sastoji od odredenog broja odjela, svaki odjel ima svoj dnevni kapacitet, 1 kroz
odjele prolaze proizvodi u raznim fazama dovrSenosti. Poznata je dobit po svakom
finalnom proizvodu. Treba odrediti koli¢ine prozvoda koje bi tvornica trebala
proizvesti da bi se maksimizirala ukupna dobit. Problemi ovakvog tipa mogu se
matematicki formulirati (matematicki modelirati) i zatim rijeSiti matematickim
metodama. Problemi u praksi obi¢no su tako velikih dimenzija da se klasi¢nim
metodama diferencijalnog racuna za odredivanje eksremnih vrijednosti funkcija
uz ogranienja na varijable (koja su najceS¢e opisana jednadzbama) pokazuju
neefikasnima u rjeSavanju. Ako su pak ogranicenja u obliku nejednadzbi tada
se ne mogu koristiti metode diferencijalnog racuna. Za takve probleme razvi-
jene su posebne metode, od kojih ¢emo mi ukratko upoznati one za rjeSavanje
najjednostavnijeg i najéeSceg problema — linearnog programiranja. Prije nego
Sto formuliramo op¢i problem linearnog programiranja opisat ¢emo i rijesiti neke
motivacijske probleme.

2.1.1 Problem prehrane

Problem prehrane je jedan od prvih linearnih problema, a sastoji se u sljedecem:
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Sastaviti program dnevne prehrane nekog covjeka ili grupe ljudi (npr. vojske)
tako da odabrana hrana sadrzi u dovoljnoj koli¢ini odredene hranjive sastojke, a
da izdaci na hranu budu minimalni.

Jednostavnosti radi pretpostavimo da treba promatrati samo tri vrste hranjivih
tvari: kalcij, bjelan¢evine i vitamin A!. Pretpostavimo takoder da se prehrana
sastoji od namirnica I i II za koje su cijene i hranjivi sastojci navedeni u Tablici 12
u kojoj su navedene i minimalne dnevne potrebe za svaku hranjivu tvar.

Namirnica | Namirnica II
. C Minimalne
Cijena (jedinice) $0.60 $1.00 dnevne potrebe
Kalcij (jedinica) 10 4 20
Bjelancevine (jedinica) 5 5 20
Vitamin A (jedinica) 2 6 12
Tablica 1

Ovaj konkretni problem sastoji se u sljedeem: odrediti koli¢ine namirnica I i II
tako da se zadovolje dnevne potrebe za trima navedenim hranjivim tvarima i da
izdaci na hranu budu minimalni.

Oznacimo sa x; koli¢inu jedinica namirnice I, a sa x5 koli¢inu jedinica namir-
nice II koju treba kupiti svaki dan.

Zadani problem prehrane matematicki iskazujemo u sljedecem obliku (mate-
maticki model). Minimizirati funkciju troSkova prehrane.

C=06-21 + 29

uz uvjete
1021 + 425 > 20 (ograniCenje za kalcij)
or1 +5x2 > 20 (ograniCenje za bjelancevine)
2x1 + 622 > 12 (ograniCenje za vitamin A)

120,22 20.

Funkcija C troSkova prehrane naziva se funkcijom cilja linearnog programa (ili
problema linearnog programiranja). U ovom primjeru funkciju C treba mini-
mizirati.

'Primjer iz A. C. Chiang: Osnovne metode matematicke ekonomije, str 652
2Uzete su hipotetske jedinice da bi se omoguéila upotreba pogodnih cijelih brojeva u ovom
primjeru. Koli¢ina namirnica se mjeri u funtama.
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Tri ogranicenja uvjetovana su dnevnim potrebama za navedenim hranjivim
tvarima, a dobivaju se iz tri posljednja retka tablice 1. Zapazimo, 1ako je zabra-
njeno do¢i ispod dnevnih potreba, dopuSteno je nadmasiti navedene minimalne
dnevne kolicine.

Uvjeti 1 > 0129 > 0 (koje krade zapisujemo x1, x5 > () nazivaju se uvje-
tima nenegativnosti. Primijetimo da ovaj konkretni problem ima viSe ogranicenja
nego varijabli.

Problem linearnog programiranja (linearni program) sastoji se od tri dijela:
Sfunkcije cilja, skupa ogranicenja i skupa uvjeta nenegativnosti. Pritom je funkcija
cilja linearna, a i ograni¢enja su linearne nejednadzbe, pa odatle i naziv linearno
programiranje. Mi smo problem prehrane izrazili kao problem linearnog pro-
gramiranja.

Pitanje je da li smo problem pojednostavili? Jesmo, ali ta pojednostavljenja
nisu znacajna. Npr. funkciju cilja (ovdje je to funkcija troSkova) definirali smo kao
linearnu funkciju koli¢ina z; 1 o, tj. troSkovi zavise samo o koli¢inama kupljenih
namirnica, pri ¢emu se po istoj cijeni nabavlja mala kao i velika koli¢ina namir-
nica. Druga pretpostavka koja nije sasvim realisti¢na je konstantnost, npr. koli¢ine
kalcija u namirnici I. Model prehrane je realistiniji Sto je veci broj namirnica
(dakle, Sto je moguci veéi izbor menija), a narocito Sto je veci broj ogranienja
(tada su obroci raznovrsniji).

Ovaj problem postavio je 1945. godine G. J. Stigler i to je prvi veci problem
koji je rijeSen simpleks metodom, koju ¢emo kasnije opisati. Taj linearni model
prehrane obuhvacao je 77 namirnica 1 9 hranjivih elemenata. Problem je rijeSen
1947. pod nadzorom G. Dantziga u istrazivaCkom centru korporacije RAND u
Santa Monici, California. Rad je ostao neobjavljen, ali su neki detalji poznati iz
drugih publikacija. RjeSavanje je trajalo 120 radnih dana na stolnom elektricnom
stroju. Taj posao danasnja racunala obavljaju gotovo trenutno.

Kako na$ primjer sadrzi samo dvije varijable, x; 1 o, moZemo ga rijeSiti
graficki. U koordinatnom sustavu x;0z5, zbog nenegativnosti vrijednosti od z;
1 T9, trebamo promatrati samo prvi (nenegativni) kvadrant. Da bismo u tom kva-
drantu oznacili prodrucje odredeno ograni¢enjima, uzimamo prvo da su ogranice-
nja dana kao jednadzbe. Nacrtajmo pravce odredene tim jednadzbama. U tu svrhu
napiSimo jednadZbe pravaca u segmentnom obliku

% + % = 1 (granica za kalcij)
% + % = 1 (granica za bjelanCevine)
% + % = 1 (granica za vitamin A)

Svaki od ovih pravaca dijeli (prvi) kvadrant na dva dijela. UvrStavanjem jedne
tocke iz tog kvadranta, koja nije na pravcu, provjeravamo da li koordinate te docke
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zadovoljavaju odgovarajuce ogranicenje. Npr. ishodiSte (xr; = 0, 22 = 0) ne
zadovoljava ograniCenje za kalcij pa dio kvadranta koji sadrzava ishodiste nije dio
koji zadovoljava nejednadzbu za kalcij. Time je odreden dio kvadranta (nasuprot
ishodista obzirom na pravac z;/2 + x5/5 = 1 — granice za kalcij) Cije sve toCke
zadovoljavaju ogranicenja za kalcij.

S
C =4.62
S,
\\
\
S,
N
S
N\
S
N\
S
N\
‘\
N S
\ S
Ss . ‘S-
N\, ;- - .
N R D~I
‘\
granica granica za granica za
7a Ca bjelancevine vitamin A

Sli¢no odredujemo dio kvadranta koji sadrzi tocke Cije koordinate zadovoljavaju
ograni¢enje za bjelancevine odnosno za vitamin A. Kako sva ograni¢enja (nejed-
nadzbe) moraju biti zadovoljene, skup mogucih rjesenja S dobivamo kao presjek
svih onih djelova prvog kvadranta koje smo dobili opisanim postupkom. Koordi-
nate toCaka skupa &

S = {(z1,x2) ; 1021 + 49 > 20, Sx1 + by > 20, 221 + 629 > 12, 21, 29 > 0}

zadovoljavaju sva ograniCenja. Svaka tocka (p,q) iz skupa moguéih rjesenja
naziva se moguce rjesenje. Kako skup mogudcih rjeSenja sadrzi i sve tocke na
rubu podrucja, kazemo da je skup mogucih rjeSenja zatvoren.

Sjecista grani¢nih pravaca oznacenog podrudja, npr. tocke (2/3,10/3) 1 (3,1)
(dobivamo ih rjeSavanjem odgovarajuceg sustava od dviju jednadzbi) ili sjeciSta
grani¢nog pravca i jedne koordinatne osi, npr. toc¢ke (0,5), (6,0), nazivaju se
ekstremnim tockama.

Tocke u skupu mogucih rjeSenja daju sve kombinacije namirnica I 1 II koje
zadovoljavaju sva ogranicenja (ukljucujuci i uvjete nenegativnosti), ali za neke od
njih su troskovi kupnje manji nego za druge. Da bi se minimalizirali troskovi C
moramo uzeti u obzir i funkciju cilja.

Napisimo funkciju cilja u obliku

Lo = C - 06[E1
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i uzmimo da je C' parametar.

Graficki je to familija paralelnih pravaca sa koeficijentom smjera —0.6. Svaki
od tih pravaca odgovara odredenoj vrijednosti parametra C'. Npr. za C = 4.62,
pravac z, = 4.62 — 0.6z, nacrtan je na slici iscrtkanom linijom. Za sve toc¢ke na
toj iscrtkanoj liniji, troSkovi su jednaki i iznose $4.62. Prema tome, da bismo min-
imalizirali troSkove, mora se odabrati “najniza” moguca linija jednakih troskova,
koja sijeCe skup mogucih rjeSenja. Na slici vidimo da nas takav izbor dovodi do
ekstremne tocke (3,1). Stoga je optimalno moguée rjeSenje (krace, optimalno
rjeSenje) (x7,x5) = (3,1). Slijedi da ¢e minimalni tro§kovi po danu biti

min C' = min (0.6z; + 22) = 0.62] + 25 = 0.6 - 3+ 1 = 2.80 dolara.

S tom stalnom dnevnom prehranom od 3 funte namirnice [ i 1 funte namirnice II
zadovoljene su potrebe za tri navedena sastojka, a troSkovi su minimalni i iznose
$2.8.

Moze se dokazati da se optimalna rjeSenja linearnih programa nalaze u ek-
stremnim tockama. Ekstremne tocke su sjeciSta granica dvaju ogranicenja (koja
omeduju skup mogucih rjeSenja ili sjeciSte granice ogranicenja i jedne koordi-
natne osi). Nakon identifikacije optimalnog vrha (ekstremne tocke) optimalno
rjeSenje (z7,x3) dobivamo rjeSavanjem odgovarajuceg sustava (ovdje od dviju)
linearnih jednadzbi. U promatranom primjeru optimalni vrh je u sjeciStu granice
za bjelancevine 1 granice za vitamin A. Primijetimo da rjeSenje 7 = 3, 25 = 1
minimalno zadovoljava zahtjeve za bjelancevine i1 za vitamin A, dok zahtjev za
kalcijem nije minimalno zadovoljen.

MoZemo postaviti pitanje Sto ¢e se dogoditi s optimalnim rjeSenjem ako se
cijene p; 1 po namirnica [ i II promijene. Funkcija cilja je

C = p121 + pay

C m

To = — — —I1
b2 P2

je jednadzba “pravca jednakih troskova” koji iznose C'. Neposredni uc¢inak prom-
jena cijena odrazit e se na pravce jednakih troSkova.

Promotrimo prvo slucaj kad se cijene promijene u jednakom omjeru. Tada
koeficijent pravca jednakih troSkova ostaje nepromijenjen i prvobitno optimalno
rjeSenje (z7,x3) i dalje ostaje optimalno iako ¢e se iznos minimalnih troskova
povecati ili smanjiti u skladu s promjenama cijena p; i ps.

Promotrimo drugi slucaj kada se cijene mijenjaju u razli¢itim omjerima, ali
tako da je razlika relativno mala. Tada Ce koeficijent smjera pretrpjeti male prom-
jene (npr. od —0.6 na —0.5 ili —0.7). Promjena koeficijenta smjera joS ¢e ostaviti
nepromjenjenim prvotno optimalno rjeSenje (to se moZe crtanjem pravca jednakih
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troSkova provjeriti). Dakle optimali vrh (ekstremna toc¢ka) neosjetljiva je na male
promjene cijena.
Pretpostavimo sada da su obje cijene jednake, npr p; = p; = 1, tada je

$2:C—$1

1 koeficijent smjera pravca jednakih troSkova je —1. Ako pogledamo granicu za
bjelancevine
To = 4 — T

vidimo da je pravac jednakih tro§kova paralelan sa granicom za bjelancevine. Na-
jnizi moguéi pravac jednakih troskova doticat ¢e skup mogucih rjeSnja duz cijelog
brida njegove granice 51 + 5z, = 20. Dakle svaka toCka na segmentu tog pravca
izmedu tocaka (2/3,10/3) i (3,1) je optimalna. Ovo rjeSenje omogucuje vari-
jacije u jelovniku.

Pitamo se Sto je sa tvrdnjom da se optimalno rjeSenje nalazi u ekstremnoj
tocki. Ovdje se optimalno rjeSenje nalazi i u dva vrha (dvije ekstremne tocke).

U ovom slucaju je rjeSenje problema vrlo osjetljivo na male promjene u ci-
jenama. Naime, mala promjena koeficijenta pravca jednakih troSkova u jednom
smjeru dati ¢e jedinstveno rjeSenje u tocki (2/3,10/3) dok ¢e mala promjena u
drugom smjeru dati rjeSenje u (3, 1).

Napomena 2.1.1. Moguce je rijesiti linearni problem i tako da se odrede sve ek-
stremne tocke i uvrste u funkciju cilja. TraZi se ona ekstremna tocka (odnosno
one ekstremne tocke) koja daje minimalnu vrijednost funkcije cilja. Poznata sim-
plex metoda za rjeSavanje problema linearnog programiranja koju ¢emo opisati
kasnije temelji se, grubo govoreci na toj ideji. [ |

2.1.2 Klasic¢an problem transporta

Iz dvije tvornice 77 1 15 koje proizvode proizvod P snabdijevaju se gradovi A, B
i C. Jedini¢ni troskovi (u nekim nov€anim jedinicama) prijevoza proizvoda P od
tvornica do gradova dani su u sljedecoj tablici.

ODREDISTA

| ————
ISHODISTA | A [ B | C [ PONUDA
T 8 | 5[5 500
T, 4 [ 6 | 8 800
POTRAZNIJA || 500 | 400 | 400 1300

Pitanje je: Odakle, kuda 1 koliko proizvoda prevesti da ukupni troSkovi budu min-
imalni. Jedno moguce rjeSenje je
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Q A
ISHODISTA | A B C | PONUDA =
T 500 500 I N
T 400 400 800 . 30
POTRAZNIA | 500 400 400 | 1300 2SNy .

Ukupni troskovi prijevoza su
T =500-84+400-6+400 -8 =9600 novcanih jedinica.

Postavlja se pitanje: Postoji li drugi plan koji daje manje troSkova. Imamo npr.

ISHODISTA | A B C | PONUDA
T, 100 100 300 500
T, 400 300 100 800

POTRAZNIJA | 500 400 400 1300

U ovom slucaju su troSkovi prijevoza
T =100-84+100-5+300-54-400-4+300-6+100-8 = 7000  novcanih jedinica.

Ponovo se postavlja pitanje postoji li plan prijevoza sa jos manjim troSkovima.

Izgradnja matematickog modela.
Neka je
x koli¢ina proizvoda koja se iz T} upucuje u A
y koli¢ina proizvoda koja se iz 77 upucuje u B
tada je
500 — x — y koli¢ina proizvoda koja se iz T upuéuje u C'
500 — x koli¢ina proizvoda koja se iz T upuéuje u A

400 — y koli¢ina proizvoda koja se iz T5 upucuje u B

800 — (500 — ) — (400 — y) = x + y — 100 koli¢ina proizvoda koja se iz T
upucuje u C'

MoZemo ove koli¢ine zapisati u tablici.

A B C
Ty T Y 500 —z —y || 500
15 500 —x | 400 —y | = +y — 100 | 800
POTRAZNIJA 500 400 400
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Sve koli¢ine navedene u tablici su nenegativne pa dobivamo ogranicenja

r+y < 500

x+y > 100

x < 500

y < 400
z,y > 0.

Ukupni troskovi prijevoza koje treba minimalizirati su

T = 8x+5y+5(500—x —y)+4(500 — ) + 6(400 — y)
+ 8(z +y — 100) = 7z + 2y + 6100.

Funkcija T je funkcija cilja. Problem zapisujemo u obliku

min 7" = min(7x + 2y + 6100)

r+y < 500

r+y > 100

x < 500

y < 400
z,y > 0.

Ograni¢enja definiraju skup mogucih rjeSenja S. Svaki par (xg,yo) koji zado-
voljava ograniCenja [dakle, (zg,yo) € S] naziva se moguce rjeSenje. Zadatak je
odrediti ono mogude rjeSenje (z*,y*) za koje funkcija cilja poprima minimalnu
vrijednost. To moguce rjeSenje (z*, y*) naziva se optimalno rjeSenje.

Graficko rjesavanje.

Nacrtajmo u prvom kvadrantu xOy ravnine pravac x+y = 500. Iz segmentnog

oblika
z Yy
el A
500 i 500
vidimo da su odsjecci na osi x i na osi y jednaki 500. Ovaj pravac djeli prvi
kvadrant na dva dijela. OgraniCenje x + y < 500 zadovoljavaju tocke u onom
djelu prvog kvadranta u kojem se nalazi ishodiSte. Slicno odredimo i djelove

prvog kvadranta Cije toCke zadovoljavaju nejednadzbe x + y > 100, z < 500,
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y < 400. Presjek svih tih dijelova je skup mogucdih rjesenja S.

500K Y

400

350

100

Funkcija ukupnih troskova je
T = Tx + 2y + 6100.

OznaCimo, z = 7x + 2y. Kada odredimo minimum 2z, ove funkcije, tada su
minimalni tro§kovi prijevoza

min(7z + 2y + 6100) = zo + 6100 .

Za zadani z, npr. z = 700 ukupni troskovi su 70046100 = 6800. U svim toCkama
pravca 7z + 2y = 700 ukupni troSkovi su 6800. Nacrtajmo taj pravac. Imamo,
z Y

e -1

100 * 350
Paralelnim pomicanjem tog pravca (od ishodiSta) troSkovi rastu. Sa slike vidimo
da bi u tocki (500, 0) bili maksimalni. Paralelnim pomicanjem prema ishodi$tu
troSkovi padaju. Posljednja zajednicka tocka paralele sa pravcem 7z + 2y =
700 i skupa mogudih rjesenja je tocka (0, 100). U toj tocki su troskovi prijevoza
minimalni. Dakle, * = 0, y* = 100 je optimalno rjesenje 1

min 7" = min(7x + 2y + 6100) = 72" + 2y* + 6100 = 6300.

(Funkcija cilja 7" u tocki zp = 500, y9 = 0 poprima maksimalnu vrijednost 9600.)
Optimalan plan je
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A B C
Ty 100 | 400 || 500
15 200 | 300 800
POTRAZNIJA || 500 | 400 | 400

.
A
S

Ty 109

B
TS ‘3)00

100
C

2.1.3 Problem proizvodnje.

Poduzece proizvodi dvije vrste proizvoda I 1 II u tvornici koja se sastoji od tri
proizvodna odjela: odjela rezanja, odjela mijeSanja i odjela poliranja. Pretpostavit
¢emo da svi odjeli dnevno rade 8 sati. Proces proizvodnje ima nekoliko faza:

1) Proizvod I prvo se reze i zatim polira. Za svaku tonu tog proizvoda utrosi
se pola sata za rezanje i treCinu sata za poliranje.

2) Proizvod II se prvo mijesa, a zatim polira. Za svaku tonu tog proizvoda
utrosi se jedan sat za mijeSanje 1 dvije tre€ine sata za poliranje.

Proizvodi I i IT mogu se prodati po cijenama od $80 i $60 po toni, ali nakon odbi-
janja varijabilnih troskova, oni daju neto $40 i $30 po toni. Posljednje svote mogu
se promatrati kao iznosi neto dohotka (s odbitkom varijabilnih troSkova) ili kao
kao iznosi bruto profita (bez odbitka fiksnih troSkova). Zbog jednostavnosti raz-
matranja, mi ¢emo ih shvadati kao profite po toni. Matematicki problem se sastoji
u sljede¢em: koju bi kombinaciju koli¢ina proizvoda poduzece trebalo odabrati
da bi se maksimizirao ukupni profit?
PrikaZimeo navedene podatke u tablici
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Odiel Potrebni sati obrade po toni Dnevni kapacitet
° Proizvod I  Proizvod II u satima

Rezanje 1/2 0 8

MijeSanje 0 1 8

Poliranje 1/3 2/3 8

Profit po toni $40 $30

Neka su z1, 22 koli¢ine proizvoda I i II koje treba proizvesti na dan. Taj problem
se prevodi u sljedeci linearni program:

Maksimizirati funkciju C' = 40z + 30z,

uz uvjete

1 o .

§x1 < 8 (ograniCenje rezanja)
Ty < 8 (ograni¢enje mijeSanja)

1 2

§x1 + gl’g < 8 (ogranicenje poliranja)

i
1 >0, x93 >0 (uvjeti nenegativnosti).

Ovdje imamo problem maksimizacije funkcije cilja, uvjete oblika < (ne moZemo
premasiti kapacitete odjela, iako moZemo ostaviti neki dio kapaciteta neiskoriStenim)
1 uvjete nenegativnosti.

Ovaj linearni program rjeSavamo kao i prije — grafi¢ki. Nacrtamo dijelove
pravaca koji predstavljaju granice za ograni¢enja u prvom kvadrantu i odredujemo
skup mogucih rjesenja S.

[ )

12

oo

(16,4)
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Vidimo da je skup mogucih rjeSenja zatvoren kao i u prethodnim primjerima.
Skup mogucih rjeSenja je ovdje 1 omeden. U prvom primjeru (problem prehrane)
skup mogucih rjeSenja je bio “omeden samo sa dvije strane” (jer je sadrZan u
prvom kvadrantu), ali ne i sa druge dvije strane kao u drugom primjeru (problem
transporta). Kad je S “omeden sa svih strana” kaZzemo da je ogranicen ili jedno-
stavno omeden.

Funkciju cilja

C = 40x; + 3022

zapiSemo u obliku

T = 3100 — ;lfﬁl

gdje je C parametar. Grafovi svih tih funkcija ¢ine familiju paralelnih pravaca
sa koeficijentom smjera —4/3. Svakom pravcu pripada samo jedna vrijednost
parametra C' i svakoj vrijednosti od C' pripada samo jedan pravac. Stoga pravac
koji je odreden s vrijednos¢u parametra C' moZemo zvati pravcem jednakog profita
C'. Npr. za C' = 600, pripadni pravac je graf funkcije zo = 20 — (4/3)z;. Dvije
tocke tog pravca su (12,4) i (15,0). Mi trebamo odrediti pravac koji odgovara
najve¢em mogucem profitu, ali tako da pravac ima zajedni¢ku to¢ku sa skupom
mogucih rjeSenja. Paralelnim pomicanjem pravca jednakog profita (to odgovara
mijenjanju parametra odnosno profita C') dolazimo do ekstremne tocke (16,4) u
kojoj ¢e profit biti maksimalan. Dakle, optimalno rjeSenje je 7 = 16, 25 = 4, a
maksimalni profit je max C' = max (40z; + 30z5) = 4027 + 3025 = 760.

Ako se proizvede 16 tona proizvoda I i 4 tone proizvoda II po danu, profit je
maksimalan i iznosi $760. Optimalnim rjeSenjem, ograni¢enja rezanja i poliranja
tocno su zadovoljena (jer je tocka (16, 4) sjeciSte granice za rezanje i granice za
poliranje) dok ogranicenje mijeSanja nije (vrijedi 25 = 4 < 8). Dakle, kod dnevne
proizvodnje koja maksimizira profit, kapacitet odjela za mijeSanje ostaje dijelom
neiskoriSten.

Napomena 2.1.2. Kod linearnih programa mogu se pojaviti ogranicenja tipa < i
tipa >. Ne moraju uvijek istovremeno biti samo ogranicenja istog tipa. Takoder,
program moZe sadrZavati i ogranic¢enja u obliku jednadZbe. Ako se npr. linearni
program koji sadrzi jedno ogranicenje u obliku jednadZbe moZe rijesiti graficki,
skup mogucih rjesenja ¢e biti segment pravca koji je odreden tom jednadzbom.
To je stoga sto ¢e svako od ostalaih ogranicenja u obliku nejednakosti “odrezati”
jednu polovicu tog pravca, odnosno “odrezati” jedan kraj veé¢ dobivenog seg-
menta pravca. 1li drukcije gledano, to je zato jer je skup mogucih rjesenja presjek
tog pravca sa poligonalnim skupom kojeg definiraju ostala ogranicenja u obliku
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nejednakosti (vidi sliku).

4
T2

ograni¢enje u obliku jednadzbe

>

T
Primjer 2.1.1. Rijesimo grafickom metodom probleme
min (x; + 3z3) i max (x; + 3z2)
uz ogranicenja

201 + x5 > 10

—x1+wy < 20
Ty — 29 < 10
r1+xe < 30

r1,T9 > 0.

RjeSenje. Odredimo skup mogucih rjesenja S. Nacrtajmo prvo granice ogranicenja
tj. pravce

i za svako ogranicenje odredimo dio ravnine na
kojemu je pripadna nejednakost zadovoljena. Za

P = % % =1 svaku granicu ogranienja (pravac) taj dio rav-
- - l?ine oznacen ]:e sztrelicc'zma. Presjek.tih dijelo'v_a
P = o030 = 1 Je fkup mogucih rjeSenja S. Promotrimo funkciju
cilja
py = %4_%:1 C =z + 39
T I i za vrijednost C' = 30 nacrtajmo pripadni pravac
R 1 xy = C/3 — x1/3, odnosno u segmentnom obliku

P2y
30 10
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Sa slike vidimo da paralelnim pomicanjem ovog pravca dolazimo do minimalne
vrijednosti funkcije cilja u toc¢ki A, dok je maksimalna vrijednost u tocki B.
Tocka A sjeciste je pravca py i osi x1 koji su odredeni jednadZbama
T i)

=+

—1 — 0.
5 10 oo

RjeSavanjem tog sustava dobivamo x1 = 5, x5 = 0, pa je A = (5,0). Krace to
zapisujemo A(5,0). Dakle, optimalno rjesSenje problema minimuma je x5 = b5,
x5 = 01 vrijedi

min (x; + 3z2) =27 + 325 =5+3-0=5.

IQ“

Tocka B je sjeciste pravaca p i p4 pa se koordinate tocke B dobivaju rjesavanjem
sustava

—r1+x9 = 20
T+ Ty = 30.

Dobivamo z1 = 5, ©o = 25 tj. B(5,25). Optimalno rjeSenje problema maksi-
muma je x] = 5, x5 = 25 i vrijedi

max (7 + 3z2) = o] + 3x5x =5+ 3-25 =80.
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Primjer 2.1.2. Rijesimo grafickom metodom probleme

min (227 + x3) i max (2z; + x2)
uz ogranicenja
1+ 229 = 2
Ty+xy > 1
r1,T9 > 0.

RjeSenje. Odredimo skup mogucih rjesenja S. Nacrtajmo prvo granice ogranicenja

tj. pravce

I i)

= —+—=1
b > "1
Ty T2

= —4+—=1
b2 11

\« Kako je prvo ogranicenje jedna-

dzba, sa slike vidimo da je skup
mogucih rjesenja S segment T, T5.
Funkcija cilja C' = 2z, + x9 za
C = 2 je pravac 2 = 2x, + x5 t].
% + 2 _ 1. Paralelnim pomi-

canjem vidimo da C' poprima min-
z1 imalnu vrijednost kad pravac pro-
D1 lazi tockom T, a maksimalnu kad

prolazi kroz Ts.

P2

Sa slike vidimo da je T1(0,1) i T5(2,0). Optimalno rjesenje problema minimuma
jex; =0, 25 = limin (2x14x2) = 225 +x% = 1, a optimalno rjesenje problema
maksimuma je x5 = 2, v3 = 01 max (2z; + z9) = 225 + 25 = 4. [ |

Primjer 2.1.3. Rijesimo grafickom metodom probleme
min (7 + 227) i max (21 + 222)

uz ogranicenja

I
—_

—X + T2

Ty, T2 Z 0.
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RjeSenje. Nacrtajmo pravac

P =

~ .
A1 S~

Skup mogucih rjesenja S su tocke na pravcu p za koje vrijedi x1 > 0.
Funkcija cilja je C = x1 + 2x9. Za C' = 1, dobivamo pravac

% 2,
2

Sa slike vidimo da funkcija cilja poprima minimalnu vrijednost u toc¢ki T(0, 1)
tj. optimalno rjeSenje je x; = 0, x5 = 1 i min (1 + 2x5) = x] + 225 = 2 dok
optimalno rjeSenje problema maksimuma ne postoji jer se vrijednost funkcije cilja
povecava (prema o) kad se povecava udaljenost tocke na pravcu p od ishodista.
[

Primjer 2.1.4. Grafickom metodom rijeSiti problem
max (1‘1 + 31’2)

uz ogranicenja

v

1 — T2 0
—21’1 +z5 > 2
T, 12 = 0.

Rjesenje. Odredimo skup mogucih rjesenja S. Nacrtajmo pravce

y4i Ty —x2 = 0

P2 = —2[E1—|—ZL’2 = 2.
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Pravac py prolazi kroz ishodiste (simetrala prvog kvadranta).

P = Ty = Iq
T L2

= — 4+ = = 1.
P2 1 5

Nacrtamo pravce i oznacimo podrucja na kojima su odgovarajuce nejednadzbe
zadovoljene.

Vidimo da je presjek tih podrudja prazan pa je S = (). Dakle, ovaj problem nema
skup mogucih rjesenja pa nema ni optimalno rjesenje. [ |

Primjer 2.1.5. Grafickom metodom rijesiti problem
max (1221 + 18z9)

21’1+31’2 S 33

T1+x2 < 15
T +3l’2 S 27
Ti, T2 > 0.

RjeSenje. Do skupa mogucih rjesenja S dolazimo uzimajuci presjek poluravnina
Cije tocke zadovoljavaju gornje uvjete. Nacrtajmo pravce

x T2

= =1
P 165 11
T i)
= —+—=-=1
P2 5 15
X X
p3 = *14—*2:1.

21 9



110 POGLAVLIJE 2. UVOD U OPTIMIZACLJU

0~ 4 6 & 10 12 14 16 18 = 2rm

—921 ~.

Na slici je oznacen skup mogucih rjesSenja S. Funkcija cilja je

C =122y + 1825 .

2
Odavde je o = —gxl + 8 pri cemu C' smatramo parametrom. Za svaki C'
dobivamo pravac sa koeficijentom —2/3. Za C' = 0 dobivamo
2
To — —g.%l

pravac kroz ishodiste. Stavljajuci v1 = 3 u jednadZbu tog pravca, zakljucujemo da
je i tocka (3, —2) na tom pravcu. Nactajmo taj pravac. Vidimo da je on paralelan
sa py jer ima isti koeficijent smjera —2/3. Dakle funkcija cilja poprima maksi-
malnu vrijednost za svaku tocku na segmentu pravca p, od tocke A do tocke B.
Ekstremna tocka A je sjeciste pravaca p; i ps, dok je ekstremna tocka B sjeciste
pravaca py i p3. Da bi odredili koordinate tocke A moramo rijesiti sustav

2x1+3x2 = 33
T+ T = 15.

Dobivamo rjeSenje v1 = 12, xo = 3 pa je A(13,3). Sli¢no, koordinate tocke B
dobivamo rjesavanjem sustava

2.T1+3ZL'2 = 33
T1+3r0 = 27.

Dobivamo 1 = 6, x5 = 7 pa je B(6,7).
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Uvrstimo u funkciju cilja koordinate optimalnog rjesenja x7 = 12, x5 = 3
(ekstremna tocka A). Dobivamo

max (1221 + 18z9) = 1227 + 1825 = 12- 124 18 - 3 = 198.

Uvrstimo li u funkciju cilja koordinate optimalnog rjesenja 7 = 12, x5 = 3
(ekstremna tocka B), dobivamo

max (1221 + 1875) = 122 4 1825 = 12- 6 + 18 - 7 = 198.

Proizvoljna tocka segmenta pravca izmedu tocaka A i B ima koordinate (konvek-
sna suma koordinata)

(woy) =t-(12,3)+ (1—#)- (6,7), 0<t<1.

Npr. za t = 1/2 imamo toc¢ku (9,5) koja je poloviste segmenta AB. Uvrstimo li
koordinate x, =t-124+ (1 —1t)-6 =6t +6, ¢y, =t-3+ (1 —t)-7=7—4t opce
tocke T (x4, y;) segmenta AB u funkciju cilja, dobivamo

12, + 18y, = 12(6t + 6) + 18(7 — 4t) = (72t + 72) + (126 — 72t) = 198.

Zakljucujemo da svaka tocka (x4, y;) segmenta AB daje optimalno rjeSenje v} =
Ty, x5 =y (mpr.zat = 1/2, 23 = 9, x5 = 5), pa problem ima beskonacno
optimalnih rjeSenja. [ |

Primjer 2.1.6. Neko poduzece proizvodi dva tipa skija: skije za tréanje 1 i skije
za slalom Ts. Sastavite linearni model dnevne proizvodnje koja ce osigurati mak-
simalni profit.

(a) Neka su relevantni podaci sadrZani u tabeli

) Broj radnih sati po skiji Kapacitet
Odjel = : .
Skije T Skije T5 u satima
Odjel za proizvodnju 12 8 216
Odjel za finalizaciju 2 2 48
Profit po skiji $40 $30

(b) Ako su relevantni podaci sljedeci

) Broj radnih sati po skiji Kapacitet
Odjel > : .
Skije T Skije T5 u satima
Odjel za proizvodnju 8 4 400
Odjel za finalizaciju 2 2 120
Profit po skiji $40 $25
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i ako je poduzece odlucilo da proizvodnja skija za slalom bude najmanje
Cetiri puta veca od proizvodnje skija za trcanje.

Rjesenje. (a) Model ima oblik

max (4021 + 30z2)
311 + 2!172 S 54

131+ZL’2§24

T, T2 Z 0.
Crtamo

X1 X2

= 2 = 5 14 —+—==1
P 3x1 + 219 5 fj 18+27
. €1 T2

= = 24 1. —+-—==1

D2 T1+ X2 ] 24+24 )

i odredujemo skup mogucih rjeSenja S (vidi sliku).

Funkcija cilja je
C = 40x1 + 30x,
pa je
_C 4
2730 3"

Za C' = 600 dobivamo pravac

132:20—*5(31,



2.1. UVOD KROZ PRIMJERE

Cije su dvije tocke (0,20) i (15,0).

T2

— = = NN
IS S T T N T W T O T il e L T A W = B

T T T T T T T T T T T T2 T T

113

S B

Ll »
“
D2

Sa slike vidimo da funkcija cilja poprima maksimalnu vrijednost u ekstremnoj
tocki A koja je sjeciste pravaca py i ps. Dobivamo optimalno rjesenje x; = 6,
xy = 18 i max (40x; + 30xs) = 4027} + 3025 = 780. Ako se proizvede 6 pari skija
za tréanje i 18 pari skija za slalom, maksimalni profit ¢e iznositi $780.

(b) Model ima oblik
max (40x;

211 + 29
T + i)
X2

Ty, T2

Funkcija cilja je

AV VAN VAN

A%

251‘2)

100
60

4I1

C= 40[131 + 25272
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paje

Za C' = 400 dobivamo

ili

\
\
\-
% o, 50>\60>\ g
\\
\
\

Dobiva se x = 12,23 = 48 i max (40x; + 25z5) = 1680. [ |

Zadaci (rijeSeni)
1. Grafickom metodom rijeSite problem

max (2zy + bao)

r1+4x, < 24
3r1+ o < 21
rT1+xe < 9
Ty, Ty 2>
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RjeSenje.

—4

Funkcija cilja poprima maksimalnu vrijednost u tocki A koja je sjeciste
pravaca p; i p3. RjeSavanjem sustava

T +4$2 = 24

T+ 2Ty = 9
dobivamo optimalno rjeSenje x = 4, 25 = 51 max (221 + bzy) = 33.
2. Grafickom metodom rijeSite problem

max (15z; + 10z3)

r1+xo < 1200
2x1 +x9 < 1500
1 < 500
T1, xo > 0.
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RjeSenje.
A
o
1500-
12001
3001
\\\\ Do P1
0 3(:)0‘\\ 600 900 1200 e
Ch= 6000

Funkcija cilja ima oblik C' = 1521 + 10x. Za C' = 6000, dobivamo pravac

Ty

400 600
Funkcija cilja poprima maksimalnu vrijednost u tocki A koja je sjeciste
pravaca p; i po. RjeSavanjem sustava
1200

1500,

1+ T2
201 + 1y =

dobivamo optimalno rjesSenje 7 = 300, x5 = 900 1

max (151 + 10z2) = 13500.

. Grafickom metodom rijeSite problem maksimalnog koriStenja kapaciteta.

U nekom poduzecu koriste se dvije vrste proizvoda P; 1 P, svaki od njih
prolazi kroz tri grupe strojeva: s;, Sy 1 3. Vrijeme u satima po jedinici
proizvoda i kapaciteti strojeva dani su u tabeli.
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vrijjeme u satima . )
Grupa e Kapacitet strojeva
. po jedinici proizvoda .
strojeva u satima
Py P
51 10 10 8000
59 10 30 18000
S3 20 10 14000
Ukupno 40 50 40000

Odrediti plan proizvodnje kojim ¢e se maksimalno iskoristiti proizvodni ka-
paciteti.

Rjesenje. Neka je z; broj komada proizvoda P, a x5 broj komada proizvoda
P,. Treba rijesiti problem

max (40xq + 50x2)

10z + 1025 < 8000

10z + 302, < 18000

20z + 10zo < 14000
r1, x2 = 0,

odnosno

max (40z, + 50z5)

1+ xo < 800
1+ 3xy < 1800
21+ xo < 1400
T1, x9 > 0.
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Odredimo skup mogucih rjesenja S

A

T3
14001

8001
600
400

200
D2

0 200 400 ~a00 8O0 1800 @1

N
N

Funkcija cilja ima oblik C' = 40x; + 50z5. Ako stavimo C' = 2000, dobi-
vamo

TN

500 400 '

Funkcija cilja poprima maksimalnu vrijednost u to¢ki A koja je sjeciste
pravaca p; i po. RjeSavanjem sustava

T+ To = 800
T, + 3.172 = 1800

dobivamo z} = 300, 3 = 500, max (40z; + 50z5) = 37000. Ako se
proizvodi 300 komada proizvoda P; i 500 komada proizvoda P, kapaciteti
su vremenski iskoriSteni 92.5% (dokazite to!).

Kako je 1027 + 10x5 = 8000, grupa strojeva s; je potpuno iskoriStena. Jer
je 10x7 4+ 3023 = 18000 i grupa strojeva s je potpuno iskoriStena. Zbog
2027 + 1025 = 11000 < 14000 kod grupe strojeva ss je ostalo 3000 sati
neiskoriStenog vremena.

Neko poduzece proizvodi dvije vrste osobnih raCunala, standardne 1 porta-
bilne. Proizvodnja standardnog modela zahtijeva $400 troskova i 4 radna
sata po jedinici proizvoda. Proizvodnja portabilnog modela zahtijeva $250
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troSkova i 3 radna sata po jedinici proizvoda. Poduzece ima na raspolaganju
$80 000 za troskove i 2160 radnih sati.

Sastavite linearni model proizvodnje koja ¢e osigurati maksimalni prihod
ako su trzisne cijene $1500 za jedan standardni i $2000 za jedan portabilni
model.

RjeSenje. Ako je

21 — koli¢ina standardnog modela
2o — koli¢ina portabilnog modela,

tada linearni program ima oblik

max (1500z; + 2000z5)
400xq 4+ 25022 < 80000
41‘1 + 31’2 S 2160
1, xa > 0.

5. Investitor ima na raspolaganju $50 000 koje Zeli investirati u dionice tipa A
1 B. Dionice tipa A donose godiSnji prinos od 6%, a dionice tipa B donose
10%. Njegova je strategija da mora uloZziti najmanje tri puta viSe u dionice
A nego u dionice B. Sastavite linearni model koji ¢e osigurati maksimalni
prihod (kamatu).

RjeSenje. Ako je
x1 — koli¢ina novca uloZena u dionice A
T9 — koli¢ina novca uloZena u dionice B,

tada linearni program ima oblik

max (0.06z; 4 0.1x5)

T+ X2 < 50000
Ty —3x9 > 0
T, 1o > 0.

6. Lanac restorana Zeli prosiriti svoju djelatnost otvarajuci nove kapacitete.
Poduzecée ima dva tipa restorana: fast food i klasi¢ni tip. Da bi se izgradio
jedan novi restoran tipa fast food, potrebno je $100000 i pet novih rad-
nika, a ocekivani godisnji prihod je $200 000. Da bi se izgradio jedan novi
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restoran klasi¢nog tipa, potrebno je $150 000 i 15 novih radnika, a o¢ekivani
godisnji prihod je $500 000. Poduzeée ima na raspolaganju $2 400 000 kap-
itala. Ugovor zahtijeva da se ne uzima viSe od 210 novih radnika. Takoder,
odredeni propisi zahtijevaju da broj novih restorana ne bude veci od 20.

Sastavite linearni program Sirenja poduzeca koje Ce osigurati maksimalni
godisnji prihod.

Rjesenje. Ako je

x1 — broj novih restorana fast food
xo — broj novih restorana klasi¢nog tipa,

tada linearni program ima oblik

max (200000x; + 500 000z5)
100000z 4+ 150000z, < 2400000
5I1 + 151‘2 S 210
1+ ro < 20
xy, vo > 0.

. Na raspolaganju su ljubicasta 1 crvena boja koje treba mijesati tako da se

postignu zadovoljavajuce karakteristike smjese. Podaci o relevantnim sup-
stancama sadrZanim u bojama, dani su u tabeli (podaci oznacuju postotke)

Ljubicasta Crvena
Sastojak A 1 2
Sastojak B 8 4
Cijena 2 6

Poznato je da jedinica smjese moze sadrzavati najvise 3% sastojka A i mora
sadrzavati barem 6% sastojka B.

Sastavite linearni program za optimalno rjeSenje boja u smislu minimalnih
troSkova za jedinicu smjese.
Rjesenje. Ako je

x1 — koli¢ina ljubiaste boje
29 — koli€ina crvene boje,

tada linearni program ima oblik

min (2z; + 6z2)
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r1+2x, < 3
8&ri+4xz9 > 6
T1+ 229 = 1
x1, o9 > 0.

8. Trgovacko poduzece ima na raspolaganju $25000 koje namjerava potro-
Siti na TV reklamu. Svi spotovi bi se emitirali na TV postaji gdje spot
od 30 sekundi, u vremenu od 7,00—18,00 sati koSta $1100 i ima 15000
potencijalnih gledatelja. U vremenu od 18,00-23,00 sati kosta $2200 i ima
25000 potencijalnih gledatelja, dok u vremenu od 23,00-02,00 sati kosSta
$1400 i ima 18 000 potencijalnih gledatelja. TV postaja nece emitirati vise
od 15 spotova u svim terminima zajedno.

Sastavite linearni program optimalnog reklamiranja u svrhu maksimiziranja
broja potencijalnih kupaca koji ¢e vidjeti spotove. (Videnja spota od strane
istog gledatelja u razli¢ita vremena smatramo razli¢itim.)

RjeSenje. Ako je

x1 — broj spotova emitiranih u vremenu od 7,00 — 18,00
xo — broj spotova emitiranih u vremenu od 18,00 — 23,00
x3 — broj spotova emitiranih u vremenu od 23,00 — 02,00,

tada linearni program ima oblik

max (15000x; + 25000z + 18000z3)

1100z + 220025 + 140023 < 25000
T+ To + T3 < 15
Ty, Ta, x3 = 0.

9. Grafickom metodom rijeSite sljedece probleme linearnog programiranja:
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10.

(a)
max (x;
0.521 + 29

ZE1—|—JI2

X

IV IA N IN G+

X1, T2

Rj.: 27 =0, 25 =45
2" =13.5.

()

max s

Tr1T — T2
—3ZL'1 + 3ZEQ

T1, T2

Rj.: Nema rjeSenja.

AVARAVARLY,

31‘2)
4.5
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(b)
max T
—X1 + T2 Z 0
—T1 + T2 S 1
T, o > 0.

Rj.: Maksimalna vrijednost
funkcije cilja je u bes-
konac¢nosti.

(d)

min (0.5 Tg)

2%1 + 21’2
211 + @2
T1+ T2

x

IV IV IV AN +
S = N

Ty, T2

Rj:iai =2, 25=0,2"=1.

Na svaku kolonu od 100 vozila koja se krece iz grada A dolazi 1 radionica,
2 vozila tehni¢ke pomoci i 2 motocikla. Na isto takovu kolonu iz grada B
dolaze 2 radionice i 1 vozilo tehni¢ke pomo¢i. Jedna kolona iz grada A pre-
veze 3000 tona tereta, a iz grada B 2500 tona tereta. Raspolaze se sa 1000
vozila, 16 radionica, 16 vozila tehnicke pomoci i 14 motora. Koliki broj
kolona iz grada A i grada B treba formirati da bi se osigurao maksimalni

prijevoz tereta.

Rjesenje. Zadane podatke prikazimo u tablici
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A B | RaspoloZivost
Broj vozila 100 | 100 1000
Radionice 1 7 16
Vozila tehnicke
pomodi 2 1 16
Motocikli 2 0 14
Jedna kolona
preveze (tona) 3000 | 2500
Broj kolona T Lo

Treba rijesiti problem

max (3000x; + 2500x2)

100z + 1002, < 1000
T+ 21y < 16
201+ 1y < 16
21, < 14

r1, T9 > 0.

Grafickom metodom dobivamo optimalno rjeSenje 7 = 6, x5 = 4 1 vrijedi
max (3000z; + 2500x2) = 2800 tona tereta.

11. Grafickom metodom rijeSite problem

min (20z, + 4025)

6r; + x5 > 18
r1+4x, > 12
201+ x9 > 10
Ty, x9 > 0.

RjeSenje. Optimalno rjesenje je 7 = 4, 25 = 21 min (20x; +40z5) = 160.
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Opdéi slucaj: n varijabli i m nejednadzbi

U prethodnim primjerima linearnog programa funkcija cilja je bila linearna funkcija
dviju varijabli. Ogranicenja su bila linearne nejednadzbe sa dvije varijable. Ako
je funkcija cilja linearna funkcija od n varijabli, a skup ogranicenja se sastoji od
m linearnih nejednadZzbi u varijablama koje se javljaju u funkciji cilja, imamo
standardni problem linearnog programiranja, koji glasi

Maksimizirati funkciju
C=cix1+cxy+ -+ o,

uz uvjete

1171 + @iy + -+ ax, < by
2171 + a1y + -+ agx, < by
Am1 1 + Am2T2 + -+ AmnTn < bm

x>0, 1=1,2,... ,n.

Svi uvjeti napisani su znakom <. Ako se pojavi ograni¢enje sa znakom >, tada
mnoZzeci nejednadzbu sa —1, dobivamo oblik nejednadzbe sa znakom <. Kod
problema minimuma ogranicenja se zapisuju sa znakom >. Uvedimo matrice

1 T 11 Q2 - Qip by

Co T2 Q21 Q22 -+ Aoy by
c=1| . |,x=|. A= . . .|, b=

Cp, Ty Am1 Am2 - Omnp bm

Problem maksimuma zapisan u matricnom obliku glasi:

maksimizirati C = c¢'x
uz Az < b
1z > 0.

Znak nejednakosti izmedu vektora treba interpretirati kao nejednakost po kom-
ponentama.
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Problem minimuma glasi

minimizirati C = ¢'x
uz Az > b
1z >0

Primjer 2.1.7. Napisite pomocu matrica problem linearnog programiranja

max (40z, + 30z5)

31‘1 + 21’2 S 54
1+ X9 S 24
T1, v2 > 0.

RjeSenje. Uz oznake

(] (2] e[t o[

imamo



