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1. OSNOVNI REZULTATI

1.1 Oznake

Na pocetku navedimo osnovnu notaciju koju ¢emo koristiti.

Polje realnih (komplesnih) brojeva ¢emo oznacavati s R (C). Brojeve i druge
skalarne veli¢ine éemo najcesée oznacavati malim Grékim slovima. Vektorski prostor
svih matrica s elementima iz R (C) tipa m x n ¢emo oznacavati s R™*" (C™*™).
Za prostor svih n-dimenzionalnih vektora (jednostupcastih matrica) s komponen-
tama iz skupa R (C ) ¢emo koristiti oznaku R" (C™). Vektore i matrice ¢emo
uglavnom oznacavati pomoc¢u malih i velikih Latinskih slova, respektivno. Lijepo
pisana (kaligrafska) velika slova koristit ¢e se za oznacavanje potprostora ( npr.

Z C C" ) i linearnih operatora ( npr. operator P ima u standardoj bazi zapis P ).

Nul matricu, nul vektor ili skalar nulu ¢emo oznacavati s 0 (ili 0, gdje je
n red nul matrice). Jedini¢nu matricu ¢emo oznacavati s I (I, ako iz konteksta
nije jasno o kojoj je dimenziji rije¢). Stupce jedini¢ne matrice oznacavat ¢emo s
e1, €a, ... Transponiranu matricu matrice A ¢emo oznacavati s A7, dok ¢e A* biti
hermitski adjungirana (jos kazemo kompleksno transponirana) matrica A. Oznaka

A~! ¢e predstavljati inverznu matricu matrice A, a A™* ¢e oznacavati (A~1)*.

Trag kvadratne matrice A oznacavat ¢emo s tr(A) = > p_; agr. Oznaka |A|
¢e predstavljati matricu ¢iji su elementi jednaki |a;;|, a A matricu ¢ji su elementi
jednaki @;;. Singularne vrijednosti matrice A ¢emo oznaciti sa 0;(A), a skup svih
singularnih vrijednosti sa o(A). Slicno, spektar kvadratne matrice A (skup svih
vlastitih vrijednosti A\;(A) ) oznacavat ée se s A(A). Koristit ¢emo i spektralni

radijus kvadratne matrice A, p(A) = max{|A| : A € A\(A) }.

Oznaku || - || ili || - ||2¢emo koristiti za Euklidsku vektorsku ili spektralnu ma-
tricnu normu (tzv. matricna 2-norma). Od koristi ¢e biti i opéenitije || - ||, vektorske

i matri¢ne norme (posebno za p = 11 p = o0). Jos je vrlo vazna Frobeniuousova
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1
matricna norma || Al = (X7, S8 |aii|?)2.
Dijagonalnu matricu ozna¢avamo obicno sa D, A ili sa diag(dy, da, . .., d,) ako
zelimo istaknuti dijagonalne elemente. Pritom je opéenito
diag(dy, ds, . ..,d,) € C™"
ako je p = min {m,n} i d;; se nalazi na poziciji (i,4), 1 <i < p. Ostali elementi su
naravno nula.

s
Oznaka @ A; ¢e predstavljati direktnu sumu matrica Ay, ..., A,, tj.

i=1
r Al
Da-|
i=1 . A,

Ovu blok-dijagonalnu matricu ¢emo jos oznacavati s diag(Aj, ..., A,). Takoder,

oznaka A® B, gdje je A = (a;;) i B = (b;;), ¢e predstavljati tenzorski (Kroneckerov)
produkt matrica A i B, tj.

a1 B app B ai3B
a1 B axp B a3 B
A®B: ang 0,323 0,338

Ako je A € C™" potprostor R(A) = {Az : x € C"} C C™ razapet stupcima
od A, ¢éemo zvati slikom matrice A. Za razliku od slike matrice, nul potprostor
N(A) = {z : Ax = 0} ¢e biti iz C". Sa Y = X} & A, oznacavamo direktnu sumu
potprostora X7 i A. To znaci da se svaki y € ) moze prikazati na jednoznacan
nacin kao y = x1 + 9, gdje je x; € &, x5 € Xy. Ako je potprostor X, ortogonalan

na potprostor X; tada tu sumu zovemo ortogonalna suma.

1.2 QR dekompozicija

Rjesavanje nekih prakti¢nih problema ¢esto je povezano s pronalazenjem orto-

normiranih baza za R(A) i R(A)! zadane matrice A. Taj problem se uspjesno
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rjesava pomoc¢u QR-dekompozicije. Pojam QR dekompozicije uvest ¢emo koristeci
se slijede¢om lemom (Householderova lema), koja sama po sebi predstavlja zanimljiv

rezultat.

Lema 1.1 [15, Householder] Neka je ||x||2 = 1 i neka je prva komponenta vektora

x realna i nenegativna. Ako je

T+ e

U= —
|z + ez’

tada je matrica H = I — 2uu* hermitska i unitarna. Stovise

Hx = —ey. (1.1)

Dokaz. Neka je x = (¢, 29, ..., x,)". Tada je 2+ | 22 |> +...4+ | 2, |?= 1. Matrica

H =1 — 2uu* je ocito hermitska, a kako vrijedi
H*H = H? = (I — 2uu*)* = I — 2uu* — 2uu™ + duv*uu®* = I,
ona je i unitarna. Bududi da je
Iz +erll3 = (G + 1 + 2o’ + o+ [P =14+ 2G + 1= 2(1 + (),

i(z+e)x =14, imamo

* 1
Hl’ = (I — 2(:E + 61)(1‘ +261) ) r=2xr — 2 (x + 61)( + gl) = —€1.
|z + x| 2(1+¢1)
|
Potpuno analogno moze se dokazati da uz izbor vektora v = H; _:1” dobivamo
—eil2

Hey = z.

Ako je x =~ ey (dakle je ¢; > 0), izbor u = (z —e1)/||x — €1]|2 moze u ra¢unanju
s kona¢nom aritmetikom dovesti do netoénog vektora u. Naime, ako je ||z — e1]|2
blizu /7, gdje je n najmanji prikaziv pozitivni broj u racunalu, tada se nepazljivim
racunanjem moze ||x — ep|s izracunati s velikom relativnom greskom, a to znaci da
izracunata H nece biti ortogonalna. U takvom slucaju lijek je ili pazljivo racunati

normu (npr. koristeé¢i gotove rutine iz paketa BLAS1) ili koristiti vektor u = (x +

er)/ (|l + exll2).



1.2 QR dekompozicija 6

Ako je ¢; < 0 (dakle jos uvijek realno) u se moze definirati pomocu vektora
—x. Zbog numericke stabilnosti, za realno (; najsigurnije je definirati u = (z +
sign(Cy)er)/||z + sign(¢i)er||a 1 za njega ¢e vrijediti Hx = —sign(¢y)e;. Ako bas

zelimo Hx = e; mozemo jednostavno zamijeniti H sa —sign(¢;) H.

Ako je ||z||2 = a # 1, tada se u racuna iz vektora x/a, pa se dobije u =
(x£aey)/(]|r£aeq]|2). Uocimo da ée H jos uvijek biti unitarna i hermitska matrica

za koju vrijedi Hxr = Fae;.

Ako je prva komponenta od x kompleksni broj x;, tada imamo dva izbora:
ili ¢emo zahtijevati da je H i unitarna i hermitska pa dobiti Hx = ze; uz kom-
pleksni broj z, ili odustati of hermiticnosti matrice H pa dobiti Hx = (e; uz
realni 3. Prvi slucaj ide preko vektora u = (z + a®er)/(||x + a®eq||2), gdje je
¢ = diag(z1/|z1],1,...,1), @ = ||z|]2 1 on daje Hx = FaPe;. Drugi slucaj ide preko
vektora u = (®*x + a 1) /(||P*x + aeq||2) 1 unitarne matrice H®*, H = I — 2uu*.

Ovdje su @ i a definirani kao i prije. Pritom vrijedi H®*z = Fae;.

Od sve ove price za dokaz slijedeteg vaznog teorema dostatno je znati da
za dani kompleksni ili realni vektor z, postoji unitarna matrica H, takva da je
H*x = ||z||se1, tj. H (x/||x|2) = e1. Za nju vrijedi z/||z||2 = Hey, tj. njen prvi

stupac je bas x/||x||s.

Teorem 1.2 [15] Neka je A € C™", m > n, tada postoji unitarana matrica @Q

takva da je
R

0

gdje je R gornje-trokutasta matrica s nenegativnim elementima na dijagonali.

QA=

?

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po broju stupaca matrice A.
Neka je n = 1, tako da je A = [a] jednostupcana. Neka je @) unitarna matrica ¢iji je
prvi stupac vektor a/||a||2 ( ako je a =0, onda je @ =1 ).
Tada je @*(a/l|al2) = e1 pa je
Jal: ]
0 )

Pretpostavimo da je tvrdnja teorema istinita za sve matrice sa n — 1 stupaca, n > 1

QA=

Sto je trebalo dokazati.
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i odaberimo A € C™ ", m > n. Matricu A zapisimo u obliku A = [a A.]. Neka

1 (ﬁA) -

Prema pretpostavci indukcije, postoji unitarna matrica V' takva da je

Tada je

lall - b*
0 C

€1 bé

0 Cop

} paje H'A=

S
0

VO =

)

gdje je S gornja trokutasta matrica s nenegativnim elementima na dijagonali. Ako

za matricu () uzmemo @) = H diag(1, V'), onda dobivamo

el b*
QA= 0 S|,
0 O
Sto je trazeni oblik. [ |

Ako je A ranga n, tj. ima nezavisne stupce, onda i matrica Q*A ima nezavisne
stupce, a to znaci da je R regularna. Kako je R regularna, trokutasta i ima nenega-
tivne dijagonalne elemente, zakljucujemo da su dijagonalni elementi pozitivni. Ako

izvréimo particiju Q = [Q., Q%], gdje Q4 ima n stupaca, dobivamo

R

A=[Qa, Qul 0

= QaR.

Dekompoziciju Q4R nazivat ¢emo skrac¢ena QR dekomporzicija. Prostor razapet
stupcima matrice @4 jednak je prostoru razapetom stupcima matrice A, tj. R (Qa)
= R(A). Dakle stupci matrice Q4 ¢ine ortonormiranu bazu za prostor R(A), dok

stupci matrice Q7 ¢ine ortonormiranu bazu za ortogonalni komplement R (A)*.

Jedna od vaznijih posljedica QR ddekompozicije je i Hadamardova nejed-

nakost. Ona neposredno slijedi iz sljedec¢eg teorema.

Teorem 1.3 Neka je A € C"*" i neka je {us, ..., u,} ortonormirana baza u C".

Tada je
| det(A) |< T [[Auil2-
i=1
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Pritom mejednakost prelazi u jednakost ako © samo ako su vektori Au; medusobno

ortogonalni ili je neki Au; nulvektor.

Dokaz. Neka je Q*A = R = [ry,...,7,], QR dekomporzicija matrice A. Oznacimo
dijagonalne elemente trokutaste matrice R s r;;, a stupce od A s a;, 1 <i <mn. Jer

je @ unitarna imamo | det(A)| = |det(R)| i ||lai||2 = ||rill2, 1 < i < n. Stoga vrijedi

| det(A) |=| det(R) [= ][ ral < [ lIrilla = I llaill=. (1.2)
=1 i=1 i=1

U sluc¢aju regularne matrice A, nejednakost prelazi u jednakost ako i samo ako je
R dijagonalna, tj. ako i samo ako su stupci od A ortogonalni. U sluc¢aju singularne
matrice A, nejednakost prelazi u jednakost ako i samo ako A ima nul stupac. Tvrdnja
teorema slijedi primjenom relacije (1.2) na matricu AU, gdje je U = [uq, ..., uy,]

unitarna matrica. [ |

Nejednakost (1.2) se spominje pod imenom Hadamardova nejednakost. Teorem 1.3

daje prirodno poopcenje te nejednakosti.

1.3 Vlastite vrijednosti i vlastiti vektori

U ovoj tocki A ¢e biti kvadratna matrica reda n.

Definicija 1.4 Par (x,\) je vlastiti par matrice A, ako je x #0 1
Ax = Ax.

Vektor x je vlastiti vektor matrice A, a skalar X je pripadna vlastita vrijednost.

Skup svih vlastitih vrijednosti ¢ini spektar matrice.

Spektar matrice A ¢emo oznaciti sa A(A). Jednadzbu Azr = Az mozemo pisati
u obliku (Al — A)z = 0. Dakle je A vlastita vrijednost matrice A onda i samo
onda ako je A\I — A singularna matrica, a to je onda i samo onda ako je A nultocka
karakteristicnog polinoma ®4(\) = det(A — A) matrice A. Kako je det(A\ — A)
polinom n-tog stupnja, matrica A ima to¢no n vlastitih vrijednosti (ako ih brojimo
uvazavajuéi visestrukosti nultocaka polinoma). Ako je A nultocka karakteristicnog

polinoma viSestrukosti &, ona ima algebarsku visestrukost (ili kratnost) k.
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Uocimo da je ®4(A) = 0 onda i samo onda ako je ®4+(\) = 0. Dakle svakoj
vlastitoj vrijednosti A matrice A mozemo pridruziti vlastitu vrijednost A matrice A*
iste kratnosti. Relacija A*y = Ay je ekvivalentna s y*A = A\y*. Vektor y zovemo
lijevi vlastiti vektor matrice A, a x jos zovemo desni vlastiti vektor matrice A (z
op¢enito ne¢emo zvati desni vlastiti vektor, osim kada ga moramo razlikovati od
lijevog vlastitog vektora y). Skup svih vlastitih vektora koji su pridruzeni odredenoj
vlastitoj vrijednosti A ¢ine vektorski potprostor koji je upravo nul potprostor matrice
A — A, a zove se vlastiti potprostor matrice pridruzen A. Dimenzija potprostora
N (M — A) naziva se geometrijska visestrukost vlastite vrijednosti A. Sjetimo se da
vrijedi dim [NM(A] — A)] = n — rang(A] — A). Geometrijska visestrukost vlastite
vrijednosti A uvijek je manja ili jednaka algebarskoj visestrukosti. Sljedeé¢i primjer
pokazuje da stroga nejednakost izmedu dviju viSestrukosti vlastite vrijednsti A\ ne

mora biti izuzetak

Primjer 1.5 Neka je
A=

11
01|

Tada je P4(\) = (A — 1)?, §to znaci da je 1 vlastita vrijednost algebarske visestru-
kosti dva. S druge strane, jedini vlastiti vektor matrice A je visekratnik vektora
e; = [1, 0]7. To znaci da je geometrijska visestrukost te vlastite vrijednosti jednaka

jedan.

1.4 Unitarne transformacije sli¢nosti

U ovoj tocki ¢emo dokazati vazan Schurov teorem i njegove posljedice. Pot-

sjetimo se, A je oznaka za kvadratnu matricu.

Teorem 1.6 [15, Schur| Za proizvoljnu matricu A postoji unitarna matrica U
takva da je T = U*AU gornja trokutasta matrica. Matrica U moZe biti izabrana
tako da se na dijagonali matrice T pojave vlastite vrijednosti od A u bilo kojem

zadanom poretku.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po redu matrice n. Za n = 1 tvrdnja je trivi-

jalna. Pretpostavimo sada da tvrdnja teorema vrijedi za sve matrice reda manjeg od
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n, n > 1, i neka je A matrica reda n. Neka je A prva vlastita vrijednost u zadanom
poretku vlastitih vrijednosti matrice A. Tada postoji vektor x takav da je Ax = A\x

i||z]| = 1. Nadalje, neka je H = [ r X } unitarna matrica, tada matrica H*AH

o)

Bududi da je H* AH gornja blok-trokutasta matrica, vlastite vrijednosti matrice A su

ima oblik
z*Arx  *AX
X*Azx X*AX

H*"AH =

A i vlastite vrijednosti od M. Po pretpostavci indukcije postoji unitarna matrica V,
takva da je V*MV gornja trokutasta matrica s vlastitim vrijednostima na dijagonali

u danom poretku. Za U = [z, XV] imamo

A0V
0 V*MV

T=UAU =

Matrica V*MV je gornje-trokutasta pa je i matrica 1" gornja trokutasta, a njene

vlastite vrijednosti su smjestene na dijagonali u zadanom poretku. [ |

Prethodni teorem ima neke vrlo vazne posljedice, kao sto je naredni teorem
koji kaze da je Schurova dekompozija normalnih matrica dijagonalna. Sjetimo se

matrica A je normalna ako je A*A = AA*.

Teorem 1.7 Ako je A normalna matrica, onda je njena Schurova dekompozicija

dijagonalna matrica.

Dokaz. Treba pokazati da postoji unitarna matrica U takva da je U* AU dijagonalna
matrica. Dokaz ¢emo provesti indukcijom. Za n = 1 tvrdnja je trivijalna, stoga
pretpostavimo da je tvrdnja istinita za sve normalne matrice reda manjeg od n,
n > 1. Neka je A matrica reda n i T = U*AU njena Schurova dekompozicija.

Promotrimo sljede¢u particiju od T’

| Tt
0 Tp |
Jer je T unitarno slicna normalnoj matrici ona je normalna, pa iz T*T = TT"*
dobivamo
7 0 T t* B | 7|2 Tt*
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70
tT;

T t*

0 T,

|7 |2+ttt Ty
Tyt Ty |

Gledajuéi elemente na pozicijama (1,1) i (2,2), dobivamo

o =172 + 20t

t + ToTy = Ty

Prva jednadzba povlaci ¢t = 0, dok iz druge slijedi da je T normalna matrica. Jer
je T Schurova dekompozicija od A, T je gornje-trokutasta, a kako je normalna i
reda manjeg od n ona je po pretpostavci indukcije dijagonalna. To znaci da je T'

dijagonalna matrica. [ |

Jedna od posljedica ovog teorema jest tvrdnja da normalna matrica reda n ima

sustav od n ortonormiranih vlastitih vektora koji razapinju C.

Dvije najznacajnije klase normalnih matrica su unitarne i hermitske matrice.
Slijedec¢i korolar govori o karakterizaciji tih matrica pomoc¢u njihovih vlastitih vri-

jednosti.

Korolar 1.8 Unitarna matrica je normalna matrica cije vlastite vrijednosti imaju
modul jedan. Hermitska matrica je normalna matrica koja ima realne vlastite vri-

jednosti.

Dokaz. Neka je U unitarna matrica. Po teoremu 1.7 postoji unitarna matrica V,
takva da je
A =diag(My, ..., \,) = VUV,

gdje su \;;, 1 < i < n vlastite vrijednosti matrice U. Jer je A unitarna vijedi
AA = AA = I, §to povlaci
NPEP=1 1<i<n.

Obratno, ako je U normalna matrica s vlastitim vrijednostima modula jedan, tada je
prema teoremu 1.7 U = VAV™*, za neku unitarnu matricu V' i A = diag (A1, ..., A\,).
Jer su sve vlastite vrijednosti modula jedan, A je unitarna, a jer je produkt unitarnih

matrica unitarna matrica, U je unitarna.
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Pretpostavimo sada da je H hermitska matrica. U tom slu¢aju po teoremu 1.7

postoji unitarna matrica W takva da je
M = diag(py, .oy ptn) = W HW,

gdje su p;, @ = 1, ..., n vlastite vrijednosti matrice H. Zbog H* = H, slijedi M* = M,

odnosno fi; = p;, 1 <7 < n. To znaci da su svi y; realni brojevi.

Obratno, ako je H normalna i H = WDW?* uz unitarnu W i dijagonalnu
realnu D, tada je H = H*, tj. H je hermitska. |

Iz korolara 1.8 odmah se vidi da se hermitska matrica H moze prikazati u obliku
H=UAU", (1.3)

gdje je U unitarna matrica, a A dijagonalna matrica s realnim brojevima na dijag-
onali. Taj oblik zovemo spektralna dekompozicija od H. Takoder ponekad ¢emo
koristiti i zapis

gdje je wu; i-ti stupac matrice U. Pomoc¢u formule (1.4) mozemo prosiriti pojam

skalarne funkcije na hermitske matrice. To se ¢ini na slijede¢i nacin
o(H) = 3 p(A s, (15)

Uoc¢imo da formula (1.5) vrijedi za polinome ( pokazite obi¢nim matri¢nim mnoze-
njem da je za polinom ¢, ¢(H) = Up(A)U*), a kako oni ¢ine gust skup u prostoru
neprekidnih funkcija na R, zbog neprekidnosti matricnog mnozenja (1.5) vrijedi i za
neprekidne funkcije realnog argumenta. Sli¢ni argument se koristi u pokazivanju da
(1.5) vrijedi za neprekidne funkcije definirane u okolini spektra matrice. Jedna od
nacesce koristenih funkcija je drugi korijen. Ako je H pozitivno definitna matrica,

onda se drugi korijen matrice H dobiva formulom

1 1
Hz =Y Nuu;.
i

1.5 Invarijantni potprostori

Prirodna generalizacija vlastitih potprostora su invarijantni potprostori. Za

normalne matrice oni su i razapeti vlastitim vektorima.
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Definicija 1.9 Za potprostor X kaZemo da je invarijantan potprostor kvadratne

matrice A ako vrijedi
AX C X.

Neka osnovna svojstva invarijantnih potprostora sadrzana su u slijede¢em teoremu.

Teorem 1.10 Neka je X invarijantni potprostor od A i neka stupci matrice X ¢ine

bazu za X. Tada postoji jedinstvena matrica L takva da je
AX = XL. (1.6)

Matricu L zovemo reprezentacija matrice A na X s obzirom na bazu X. Specijalno,

(v, A) je vlastiti par od L onda i samo onda ako je (Xv, \) vlastiti par od A.

Dokaz. Neka je X = [z1, 23, ..., 2x]. Kako je za svaki i, Ax; € X to znaci da se
Az; moze na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija vektora z;. Neka
je Ax; = X1;. Radi jedinstvenosti prikaza vektora Azx; u bazi X = [x1, xa, ..., x4,
vektor [; je odreden na jedinstven nacin. To vrijedi za svako 1 < ¢ < k. Dakle je
matrica L = [l , I, ..., lg] jedinstveno odredena matricom A i za nju vrijedi relacija
(1.6). Ako je u = Xw, tj. ako je v reprezentacija vektora u u bazi X, onda je zbog
AXwv = XLv, L reprezentacija matrice A u bazi X.

Konaéno, ako je (v, ) vlastiti par od L, onda vrijedi
AXv=XLv=XXv,
pa je (Xwv, \) vlastiti par od A. Obratno, ako je (Xwv, \) vlastiti par za A, imamo
XLv=AXv=MAXv paje X (Lv—Av)=0.

Jer su stupci od X linearno nezavisni mora biti Lv = \v. [ |
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2. Singularna dekompozicija matrice

Ovdje ¢emo prikazati osnovne rezultate vezane uz singularnu dekompoziciju matrice.
Najprije ¢emo dokazati teoreme egzistencije i jedinstvenosti dekompozicije, a onda

¢emo prikazati neke primjene.

2.1 Definicija i osnovni teoremi

Ako je H hermitska pozitivno definitna (semidefinitna) matrica onda su njene
vlastite vrijednosti pozitivne (nenegativne). Ako je C' € C™*" onda su obje matrice
C*C i CC* hermitske i pozitivno semidefinitne. Ako je m = n, vlastite vrijednosti
matrica C*C i CC* se podudaraju. Ako je m # n, matrica C*C (CC™) ima n
(m) vlastitih vrijednosti. Pritom su netrivijalne vlastite vrijednosti ovih matrica
su jednake. Kvadratni korijeni vlastitih vrijednosti matrice C*C' odnosno CC*
cesto se zovu singularne vrijednosti matrice C'. Uskoro ¢emo pokazati vezu vlastitih
vrijednosti ovih matrica sa singularnim vrijednostima od C'. Sljede¢i teorem o egzis-
tenciji singularne dekompozicije sluzi ujedno i kao definicija singularnih vrijednosti

i vektora.

Teorem 2.1 (Singularna dekompozicija matrice) Ako je C' € C™*", tada po-

stoje unitarne matrice U € C™™ iV € C™" tako da je
U*CV =%, X =diag(o1,09, ..., 0minfmn}):

pri cemu vrijedi

012032 ...2 Omin{m,n} > 0.

Brojeve 01,03, ..., Ominfmn) 20vemo singularne vrijednosti matrice C'. Stupce ma-

trice U zovemo lijevi, a stupce matrice V' desni singularni vektori matrice C.
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Dokaz. Posto je jedini¢na sfera u C" kompaktni skup i funkcija f(z) = [|Cz||2

neprekidna, postoji jediniéni vektor v € C" takav da je

|Cvll2 = max {||Cxlly : 2]l =1, x € C"}.

Ako je ||Cv|| = 0, onda je C = 0 i faktorizacija u iskazu teorema je trivijalna

uz % = 01 s proizvoljnim unitarnim matricama U i V' reda m i n, respektivno.

Ako je ||Cvlla # 0 stavimo o7 = ||Cv||2 1 formirajmo jedini¢ni vektor
Cv
u =—e€Cm
01
Za wuy postoji m — 1 ortonormiranih vektora us, us,...,u,, € C™, tako da matrica
Uy = [uq,ug, ..., uy] bude unitarna. Sliéno, za v; = v postoji n — 1 ortonormiranih
vektora vy, v3, ..., v, € C" tako da matrica Vi = [v1,vs,...,v,] bude unitarna.
Tada je
| uf uf
* *
* Ug Us
Cl = Ul C‘fl = . [C’Ul CUQ e C’Un] = . [01u1 C’UQ Ce Cvn]
L Um Upp,
[ o uf Cvy . ufCu,
0 u;kC'vg o u;kC’vn o1 o*
- . . . - O CQ )
| 0 uk Cu - wk Coy,

gdje je z € C"1, €y € CM=UX(=D Neka je

1 01 (2 1)
y = . *
\Jor+ ¥z | 2
Za jedinicni vektor Viy imamo
2 | k)2 2
(03 + 22 1ol
0?4+ 2%z -

IC(Vin)ll3 = IUFCVaylls = ICrylls = 2+ 2%,

a ovo je striktno veée od o? ako je z # 0. Posto je to u suprotnosti sa maksimalnoséu

od oy, zaklju¢ujemo da je z = 0. Stoga je

01 0

0, (2.2)

C,=UCV, =
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Sada ponavljamo isti argument za matricu Cy € C™™DV*(=D " Na taj taj nacin
dobivamo unitarne matrice U i V' kao produkt unitarnih matrica koje su dobijene
nakon svakog koraka. Ako je m > n taj postupak vodi do dijagonalne matrice X.
Ako je m < n, u zadnjem koraku radimo s matricom C,, € C*>*"~ "+ Kako za

C,, postoji unitarna matrica, tako da je
C(m‘/m: [HCmH270770] )

ocito ¢e lijeve i desne komponentne unitarne matrice u zadnjem koraku biti U,, = I

i V,,,, respektivno. [ |

Primjer 2.2 Evo primjera singularne dekompozicije matrice reda dva:

T
0.6 —0.8 3 0 0.8 0.6
0.8 0.6 0 1 0.6 —0.8

0.96 1.72
2.28 0.96

=C=UxV" =

Singularne vrijednosti su unitarno invarijantne jer ako je C' = UXV™* singularna
dekompozicija od C, tada je za proizvoljne unitarne matrice W, € C™ ™ i W, €

C™ (WLU)E(W,V)* singularna dekompozicija od WC'W.
Iz teorema 2.1 odmah slijede vazne relacije
Cv; = o;uy,
C*u; = o;0;.

koje otkrivaju istaknutu ulogu ortonormiranih baza {u;} i {v;} u odnosu na matricu
C. Iz relacije Cx = UXV™* vidimo da se djelovanje matrice na vektor moze opisati
kao niz od tri jednostavnije transformacije: rotacije, produljivanje/skraé¢ivanje kom-

ponenata vektora i opet jedne rotacije.

Polaze¢i od definicije singularnih vrijednosti iz teorema 2.1, pokazimo da su
0i, 1 <i < min{m,n} kvadratni korijeni vlastitih vrijednosti matrica C*C' i CC*.
Neka je U*CV = X, ¥ = diag(01,09, - . ., Omin{m,n}) singularna dekompozicija ma-
trice C. Tada je ¥* = V*C*U pa je

Y = viCryurcov =viecrev e ¢
I
SYF = UTCYVECHTU =UFCCTU € C™
I
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Dakle su U%,ag,...,afmn{m?n} vlastite vrijednosti od C*C i CC*. Ako je m >

n (n > m) onda CC* (C*C) ima jos dodatnih m —n (n — m) vlastitih vri-
jednosti koje su jednake nuli. U tom smislu kazemo da su singularne vrijednosti
matrice C korijeni vlastitih vrijednosti od C*C i CC*.

Sveza izmedu singularnih vrijednosti od C i vlastitih vrijednosti od C*C
pokazuje da su singularne vrijednosti jedinstvene, tj. da je matrica Y odredena
na jedinstven nacin matricom C' . Sljedeéi teorem govori o tome koliko su U i V

jedinstvene.

Teorem 2.3 Neka je C' kao u teoremu 2.1. Pretpostavimo da za netrivijalne sin-
gularne vrijednosti matrice C' @ za pripadne mnogostrukosti vrijedi o1 > o9 > ... >

0k > 0%y + po+ ...+ pp =1, respektivno. Neka je
C=UxV* ¥ =diag(o1lu,021,, -, 0klu, Ominfmn}—r)

singularna dekompozicija od C i neka su U € C™™ iV e C™" unitarne ma-
trice. Tada je C = USV* onda i samo onda ako postoje unitarne matrice Uy €
Cm=mxm=r) 1o e ¢n=mx(=r) ;1 e Rt 1 < 4 < k, tako da je

)
|

UU U@ ... U, ® Up)
VheUsd...0U,o ).

<
|

Dokaz. Iz singularne dekompozicije C' = USLV™ slijedi

CC* = USS*U* =Uloil,, ® 031, ® ... 001, &0, JU =USU",
C*C = VY*SV* =V(oll, ®02l, ©...®0l, 0, |V =VSV*
gdje su I,, € Cv* 1 < j < k jedinicne matrice, a Op—, € Clm=r)x(m=r) j
0,_, € C=X("=1) pul-matrice. Pritom su S; i Sy dijagonalne. Ako su U € C™ ™
i V € C™" unitarne matrice za koje je C'= ULV*, tada vrijedi CC* = US,U* pa

je US,U* = US,U*. Odavdje slijedi
S|(U*U) = (U*U)S,

Na sli¢ni nacin, relacija C' = Uxy* povlaci C*C = f/ng/* odnosno VS, V* =
VS, V* pa je



2.1 Definicija i osnovni teoremi 19

Dakle U*U i V*V komutiraju s dijagonalnim matricama S; i Sy, respektivno.
To znaci da su one unitarne blok dijagonalne s dimenzijama dijagonalnih blokova

W1y [y - v oy fbley M — 71 g, o, . . ., g, — T, Tespektivno. Stoga vrijedi

h
|

Ui Uy&...6 U, o U,
ViieVed...o VeV,

<
I

gdje su Uy € Cm=mx(m=r) v e gn=rx(v=n) § 1. Vi e CH*Hi 1 < j < k, unitarne.

Sada iz relacije USV* =USV* slijedi nakon mnozenja s lijeva s U* i s desna s V
UZO'Z‘/Z>l< = Ui];w 1 S 1 S k.
Kako su o; > 0, slijedi U; =V; , 1 <i < k. [ |

Ako je polazna matrica realna, singularna dekompozicija se zapisuje kao C' =
UXVT, pri éemu je ¥ kao i dosad, a U € R™™ iV € R™" su ortogonalne. Pazljivo
citajuéi dokaze prethodnih teorema, ta tvrdnja se lako dokaze. Na svim mjestima
gdje se koristi znak kompleksnog transponiranja treba staviti znak transponiranja,
rije¢i unitarna zamijeniti s ortogonalna, i treba koristiti prostore R™, R", R™*"

umjesto C™, C", C"™*" respektivno.

Zanimljiv je odnos izmedu vlastitih i singularnih vrijednosti normalne ma-
trica. Neka je N € C™*" normalna matrica i neka je N = VAV™ njena spektralna

dekompozicija. Pritom je V unitarna matrica, a A dijagonalna,
A =diag(A, Ag, ..., \n), (M= Ao =0 > A

Ako definiramo ¥ = diag(| 1|, [Xal, ..., [A\a]) i ® = diag(e®1, €2, ... e*"), onda je
A = &3, Dakle, vrijedi

N=VAV*=VosV*=Voxv* =UsvV* |
r

Sto je singularna dekompozicija matrice od N. Zakljucujemo da su singularne vri-

jednosti normalne matrice apsolutne vrijednosti njenih vlastitih vrijednosti.

Sljedec¢i korolar pokazuje neke od pogodnosti koje pruza singularna dekom-

pozicija matrice. Pritom ¢emo koristiti ove oznake: o;(C) je i-ta najveca singularna
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vrijednost matrice C, 0max(C) = 01(C) je najveca, a 0in(C) = Omin{m,n} (C) naj-
manja singularna vrijednost matrice C'. Ako se matrica C' podrazumijeva, koristit
¢emo umjesto o;(C) kraéu oznaku o;. To znaci, ako nije drukéije naglaseno, pret-

postavljamo nerastué¢i uredaj singularnih vrijednosti.

Korolar 2.4 Neka je C = USV™ singularna dekompozicija matrice C € C™ ™ za

koju vrijedi

01 2> 09 > "'Zar>ar+1:"':aminzo-
Neka su
Y, = diag(oy,09,...,0,) € C™"
U = [ug,ug,...,u] €C™" 4
V, = [v,v9,...,0,] € C™"

gdje su w; i v; stupci od U i V', respektivno. Tada je rang(C) =1 i

(i)  N(C)=span{v,s1,..., 0.} (ii)  N(C*) = span{u1,. .., un}
(117) R(C) = span{uy,ug, ..., u.} (iv) R(C*) = span{vy,va,...,v.}
(v)  R(C*)=N(C)* (vi)  N(C)=R(C)*

(vii) R(C*C) =R(C*), R(CC*) =R(C) (viii) C=Y 0wy =UXVr*
(ir)  |CF=0f + 03+ + on () [ICllz =01
Dokaz. Rang matrice se ne mijenja ako pomnozimo matricu s lijeva ili s desna s

nesingularnom matricom. Stoga je rang(C') = rang(X). Kako je rang broj linearno

nezavisnih stupaca (ili redaka) matrice, ocito je rang(X) = r.
(i) Posto je Cv; = 0, r + 1 <1 < n, zaklju¢ujemo da je
span{v,i1, ..., v} € N(O).
Jer je defekt(C) = n —rang(C') = n — r, dimenzija potprostora span{v,.1,...,v,}
je ista kao i dimenzija od N (C). Stoga vrijedi (i).

(ii) Jer je C* = VXU* singularna dekompozicija od C* i jer C'i C* imaju isti rang,
tvrdnja (ii) je tvrdnja (i) za C*.
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(iii) Znamo da je R(C) = span(Cwvy,...,Cv,) jer je vy,...,v, baza. Stoga je
span(Cvy,...,Cv,.) € R(C). Medutim, za 1 < i < r vrijedi

Cv, =UXV*v;, =U%%¢; =0;Ue; =03u; 1 o0;>0.
Jer su u; linearno nezavisni,
span(oiuy, . .., 0.u,) = span(ug, . . ., u,)
ima dimenziju r kao i R(C), pa je R(C) = span(u, ..., u,).
(iv) Dokaz ove tvrdnje koristi isti argument kao i dokaz tvrdnje (ii).
(v) Koristeé¢i tvrdnje (iv) i (i), imamo
R(C*) = spanfuvy, ..., v} = N(C)*+.
(vi) Koristed¢i tvrdnje (ii) i (iii), imamo
N(C*) = span{uy, ..., u,} = R(C)*.
(vii) Jer su
R(C*C)=R(VEEV") 1 R(CC*) =RULEU)

singularnae dekompozicije matrica C*C' i C'C*, respektivno, tvrdnja (vii) slijedi iz
tvrdnji (iv) i (iii).
(viii) Tvrdnja slijedi izravno iz matri¢cnog mnozenja:

by 0

C = [Ura Um—r]
0

‘/T*
[‘/7’7 Vn—r]* = [UTET,O] l: V* ]

n—r

r

* *

= UTETVT :ZO'Z'UZ"Ui
1=1

(ix) i (x) Tvrdnje slijede iz ¢injenice da su obje norme unitarno invarijantne. Speci-

jalno vrijedi

IClE = 1USVE = ZIF = >0,
i=1
ICll2 = UV 2 = [Z]l2 = omax(C)-
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Dekompoziciju opisanu u tvrdnji (viii) korolara 2.4 ¢emo zvati skraéena singularna

dekompozicija matrice C'.

Jedna od vaznijih posljedica singularne dekompozicije matrice je i polarna

dekompozicija. Ona se dobije izravno od singularne dekompozicije matrice.

Teorem 2.5 Svaka kvadratna matrica C' dopusta prikaz
C=QH =HQ,

gdje je Q unitarna, a Hy i Hy su hermitske pozitivno semidefinitne matrice cije su

vlastite vrijednosti upravo singularne vrijednosti od C'.

Dokaz. Iz singularne dekompozicije matrice C' odmah slijedi

C = USV*=UVVEV* = (UV") (VSV¥) = QH,
= USV* =USUUV* = (USU”) (UVF) = Hy Q.

Jedna upotreba singularne dekompozicije matrice je odredivanje ranga matrice.
Brojni teoremi u linearnoj algebri imaju oblik: ”ako je ta i ta matrica punog ranga,
onda vrijedi to i to svojstvo”. Zbog pogresaka zaokruzivanja i eventualnih pogresaka
ulaznih podataka, odredivanje ranga postaje netrivijalan zadatak. Za singularnu
dekompoziciju matrice postoje pouzdane i prilicno tocne metode. Stoga se, iako

postoje brze metode, rang matrice najsigurnije racuna iz singularne dekompozicije.

Slijede¢i teorem nam govori o aproksimaciji matrice pomoc¢u matrica manjeg

ranga.

Teorem 2.6 (Ekhard, Young, Mirsky) Neka je C = USV™ singularna dekom-

pozicija matrice C € C™" ranga r. Neka je k <r i

k
*
Cy = Z o,

i=1



2.1 Definicija i osnovni teoremi 23

Tada je

i K|y = [|C = Cylls = opp.
rotin (1€ = Kl =€ = Cill2 = 0x41

Dokaz. Posto je
U*CkV = diag(al,ag, .. .,ak,O, c. ,O),

lako se dobije
HC - Ck”Q = HU*(C - Ck)vH2 = H dlag([)? crey 07 Ok+1y -+, Umin{m,n})”2 = Ok+41-

Neka je K € C™ " proizvoljna matrica ranga k. To znaci da mozemo naéi ortonormi-

rane vektore xy,...,x, i takve da je
N(K) = span{zy,...,Tn 1}

Jer je
span{zy, ..., Tp g} ﬂspafl{vl, - e} # {0},

mozemo pronaci jedini¢ni vektor z koji pripada ovom presjeku. Posto je Kz =0 i

k41
Cz = Z ai('ui*z)ul-,
i=1
1mamo
2 2 2 - 20 % _|2 2
1C — K||2 > ||(C - K)Z||2 = [|Cz|z = ZUZ‘ |Uz‘ Z| > Okt1
i=1

Zadnja nejednakost vrijedi jer se radi o konveksnoj sumi brojeva o;, 1 <7 < k4 1.

To slijedi iz ¢injenice da je 0 < |v2)> <1 i

k+1 .

2 2
Z |Uz‘ Z| = ||Z||2 =L
i=1

Prethodni teorem nam specijalno kaze da je najmanja singularna vrijednost ma-
trice jednaka udaljenosti (u spektralnoj normi) izmedu matrice i skupa singularnih

matrica.

Slijede¢i primjer ilustrira tvrdnju teorema 2.6.



2.1 Definicija i osnovni teoremi 24

Primjer 2.7 a) Neka su

6.4 1.8 24 6.4 0 0
C=]-48 24 3.2 , K=1] —-438 0 0
0 —24 1.8 0 —24 1.8

Iz singularne dekompozicije od C'

6.4 18 24 —-0.8 0.6 O 8 -1 0 0
—-48 24 32 |=1] 06 08 0 3 0 06 08 [,
0 —-24 18 0 0 -1 3 0 08 —-08

zakljucujemo da je o1(C) = 8, 02(C) =5, 03(C) = 3 pa je rang(C) = 3. Uocimo da
je rang(K) = 2. Spektralnu normu od C' — K dobijemo opet preko njene singularne

dekompozicije
0 1.8 24 06 —08 0 5 0 06 0.8
0 24 32 |=1]108 06 0 0 0 —0.8 0.6
0 0 0 0 0 1 0 1 0 0

Dakle imamo ||C' — K|, =5 > 3 = 03(C).

b) Neka su
24 0 24 0 24 0 24 0
| 1.92 096 1.08 1.28 5 | 192 0.96 108 128
|1 256 072 1.44 096 |’ | 256 0.72 1.44 0.96
0 08 0 06 0O 0 0 0

)

Slicno kao u slu¢aju a) singularnom dekompozicijom matrice C dobivamo o1(C) = 4
09(C) =3, 03(C) = 2, 04(C) = 1. Dakle vrijedirang(C) = 4. Ocito jerang(K) =3

a spektralna norma od C' — K je

)

1€ = K|, =

o o o O
o o o O

0.8 0.6

2

Dakle imamo ||C — K ||, = 04(C), pa se udaljenost matrice C' do skupa singularnih

matrica dostiZe na matrici K.
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Sljededi teorem je jedan od najznacajnih rezultata vezanih uz singularnu dekom-
poziciju matrice. On nam daje svezu imedu singularnih vrijednosti (i vektora) ma-
trice i vlastitih vrijednosti (i vektora) jedne hermitske matrice koja se usko povezana

uz danu matricu.

Teorem 2.8 (Jordan—Wielandt) Neka je
C=UxV* ¥ =diag(oy,...,0n),

singularna dekompozicija matrice C € C™*". Neka je

0o C*
c 0

A= € Qlm+n)x(m+n)

Tada postoji unitarna matrica Q, takva da vrijeds

Q*AQ = diag{o1, ..., Omin, =01, -, —Omin, 0, . . ., 0}.
——

|m—nl|

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je m > n. U protivhom radimo s matricom C™*.

Neka je

y
U cv =

singularna dekompozicija matrice C'. Konjugiranjem i transponiranjem dobivamo
VCrU =[x, 0].
Mnozenjem lijevih i desnih strana zadnjih jednakosti slijedi
V¥CO*O)V = diag{o?,..., 02} € C™,

odnosno

U*(CC*)U = diag{c?,...,0%,0,...,0} € C™™,
N——

Oznac¢imo matricu prvih n stupaca matrice U s U;, a matricu preostalih m — n
stupaca s Uy. Dakle U = [U;, Us]. Neka je

1 V V 0

@=175 U, —U V20, |
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() je unitarna matrica jer vrijedi

% U
1 | 0
Q*'Q = 2 v* ~Uf I U U
_ 0 \/QUQ* 1 1 2
1 VRV LU, VRV - UFU, V2U U,
= 3 V¥V - UfU, VRV 4+ UFD, —/2U U,
V205 —V2UFU, 22U U,
. 21, 0 0
0 0 2
Izracunajmo jos
R U .
Q*AQ:EV* u 0 C | 0
21, vaur | LC 0 Uy —Up V20,
L 2
[ UrC VEC*
= % —~U¥C V*C* oo ’
VaUEC 0 Uy U V20,
1 L UFCV + VO, UrCV — V*C*U, V2VEC*U,
= 3 ~UfCV +V*C*U,  —U;yCV - V*C*U, V2VEC*U,
i V2UFCV V2UFCV 0

Produkt V*C*U, je nul-matrica jer je

0
VECHU, = VICHUUE Uy = | B o}[ =0

I Im—n

Zbog toga vrijedi  U;CV = (V*C*Uz)* = 0. PostosuU;"CV = ZiV*C*U, = ©*

kvadratne realne i dijagonalne, one su i jednake. Stoga dobivamo

X Y+3 0 0 > 0 0

QFAQ = 3 0 -¥-3 0|=]0 =X 0
0 0 0 0 0 0

= diag{al,ag, yOn, —01, —09, > O'n,O, 70}
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Dakle, netrivijalne vlastite vrijednosti matrice A su pozitivne i negativne
netrivijalne singularne vrijednosti matrice C', dok se iz matrice ) se lako odrede
lijevi i desni singularni vektori od C' i obratno. Prethodni teorem omogucava da
mnoge rezultate o vlastitim vrijednostima hermitske matrice formuliramo, uz pri-

rodne modifikacije, za singularne vrijednosti proizvoljne matrice.

2.2 Weylov teorem i neke posljedice

U ovoj tocki ¢emo prikazati tri teorema cCiji ¢e se rezultati koristiti kasnije.
Rezultat prvog teorema je jedna od mnogobrojnih posljedica Fischerove karakteri-

zacije vlastitih vrijednosti hermitskih matrica.

Teorem 2.9 Neka su H i M hermitske matrice i neka je H = H + M. Neka su
vlastite vrigednosti matrica H, M, i H A > > o> A, 1 > e > 2 Uy G
5\1 > 5\2 > ... > S\n, redom. Tada vrijed:

Dokaz. Vidi [15, teorem 3.14 (str 25-26)].

Teorem 2.9 ima mnogo vaznih posljedica. Dokazat ¢emo dva teorema koja ¢e

nam koristiti u daljnjem radu.

Teorem 2.10 Neka matrica C € C™ " ima particiju

C = = }k :
02 }m —k
Tada vrijed:
0i(C1) < 0;(C), 1<i<min{n, k}

0;(Cy) < 0;(C), 1<j<min{n, m—k}

Dokaz. Kvadrati singularnih vrijednosti od C jednaki su vlastitim vrijednostima

od C*C, a kvadrati singularnih vrijednosti od C; ( Cy ) su vlastite vrijednosti od
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CiCy ( C5Cy ). Uocimo da je C*C = CyCy + C5C,. Matrica C5Cy ( C7CY ) je po-
zitivno semidefinitna. Prema teoremu 2.8 slijedi da su vlastite vrijednosti od C*C,
uzete u nepadajuc¢em poretku, vece ili jednake od odgovarajucih vlastitih vrijednosti
matrice C7Cy ( C5C ). [ |

Zanimljivo je vidjeti koji je odnos izmedu singularnih vrijednosti produkta
dviju matrica i singularnih vrijednosti samih matrica. O tome govori slijedeéi teo-

rem.

Teorem 2.11 Neka su A € C™**, B € C*" i C = AB. Tada vrijedi

0i(AB) < 01(A)o;(B), 0;(AB) <0;(A)o1(B), 1<i<min{m,n,k}.

Dokaz. Druga tvrdnja slijedi iz prve zbog
0i(C) = 0,(C*) = 0y(B*A*) < 01(B*)0;(A") = 01(B)oi(A), 1 <i<min{m,n,k}.

Prvu tvrdnju ¢emo dokazati usporedujuci vlastite vrijednosti od C*C' s vlastitim
vrijednostima od ||A]|2B*B. Neka je A*A = QA?Q* spektralna dekompozicija od
A*A. Tada je M = Q(||A]|3 T — A?)Q* hermitska pozitivno semidefinitna matrica za
koju je A*A+ M = ||A||3I. Vrijedi

|A|2B*B = B*(A*A+ M)B = C*C + B*MB.

Uoc¢imo da je 2*B*MBx = (Bx)*M(Bzx) > 0 pa je B*MB takoder pozitivno
semidefinitna. Na osnovu teorema 2.9 zakljucujemo da su vlastite vrijednosti od
|A|?B*B = 0,(A)?B*B vece ili jednake od odgovarajuéih vlastitih vrijednosti od
c*C. |

2.3 Generalizirani inverz

Singularna dekompozicija ima direktnu primjenu u ra¢unanju generaliziranog
inverza op¢e matrice. Generalizirani inverz je osnovni alat za jedno vazno podrucje
linearne algebre koje se opisuje nazivom linearni problem najmanjih kvadrata. Na
ovom mjestu ¢emo uvesti pojam Generaliziranog inverza A" matrice A i navesti neka

njegova osnovha svojstva.
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Dobro je poznato, da za regularnu matricu A € C™ ", postoji jedinstvena
matrica X koja zadovoljava
AX=XA=1I (2.3)

Matrica X je inverz matrice matrice A i oznacava se sa A~!.

Prirodno je pokusati prosiriti pojam inverza i na matrice koje nisu regularne ili
cak nisu ni kvadratne. To je moguée posti¢i zahtijevaju¢i da matrica X zadovoljava
ponesto drugacije (oslabljene) uvjete nego sto je (2.3). Najpoznatiji generalizirani
inverz je tzv. Moore-Penroseov inverz koji je odreden sa slijedeca ¢etiri uvjeta ( tzv.

Penroseovi uvjeti [15] ):

1. AXA=A,
2. XAX =X,
(2.4)
3. (AX) = AKX,
1. (XA =XA.

Pokazat ¢emo da ovi uvjeti na jedinstven nacin odreduju matricu X koju onda
oznac¢avamo sa A'. U slijedeé¢em teoremu é¢emo odrediti eksplicitnu formulu pomoéu

koje se odreduje generalizirani inverz Af.

Teorem 2.12 Neka je A € C™". Tada postoji jedinstvena matrica X € C"™*™,

koja zadovoljava Penroseove uvjete (2.4). Ta matrica ima oblik

710
0

Al =V U*, pricemuje A=U

Yy 0
0 0

singularna dekompozicija matrice A.

Dokaz. Za matricu X koja zadovoljava, npr. ¢-ti i j-ti Penroseov uvjet ko-
ristit ¢emo oznaku A% i zvati ga (i,j)-inverz. Tako ¢e na primjer (1)-inverz AL
zadovoljavati samo prvi Penroseov uvjet, a (1,2,4)-inverz, A124 | ¢e zadovoljavati
1., 2. i 4. uvjet. Dakle A1234 ¢e zadovoljavati sva Getiri uvjeta, pa ¢e ta matrica

biti generalizirani inverz matrice A.

Jer je AM € C™™ matricu AN mozemo zapisati u obliku

AV =v

T K| .
U,
L M}
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Uvrstavajuéi ovaj izraz za A1) u prvi Penroseov uvijet dobivamo

S.TS, 0

AAD A= U Vi=A=U

Y. 0
+ Vv
0 0

Dakle je T'= 271, tj. svaki (1)-inverz ima oblik

DI ¢
L M

A =y U,

gdje su K, L i M proizvoljne. Izracunajmo sada (1,2)-inverz. Jer je on i (1)-inverz
mozemo poci od te matrice. Iz drugog Penroseovog uvjeta slijedi

DI ¢

L M

1K
L LYK

ALY =y U* = AD A A0 = ¢

pa zakljucujemo da je M = LY, K, dok su K i L jos uvijek proizvoljne matrice.
Na isti na¢in ¢emo odrediti i (1,2,3)-inverz. Polazimo od

> K
L LYK

*

A(1,2,3) -V

Trec¢i Penroseov uvjet se zapisuje u obliku

I 0
K'Y, 0

[ S, K
0 0

*

A3 4 = U

] U*::QMLZQA)*::U

odakle zaklju¢ujemo da svaki (1,2,3)-inverz ima oblik

70
L 0

A(1’2’3) -V

*

Pritom je L proizvoljna podmatrica.

Na isti nacin, iz cetvrtog Penroseovog uvjeta zakljucujemo da svaki (1,2,4)—

inverz ima oblik

AL24) _
0 0

E+1_K] -

gdje je K proizvoljna podmatrica.
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Konaéno, iz opcéeg oblika (1,2,3)—inverza i (1,2,4)-inverza zaklju¢ujemo da je

710
0 O

At = AB23Y — ¢ U (2.5)

Dakle, ako AT postoji nuzno ima oblik kao u relaciji (2.5). Iz dokaza medutim slijedi
da A12349 zadovoljava sve sve Penroseove uviete pa je AT = A(1234) Kako u dokazu
nista nije proizvoljno, slijedi da je A relacijom (2.5) na jedinstven nacin odredena
iz singularne dekompozicije matrice A. Sama singularna dekompozicija je prema
teoremu 2.3 odredena do na mnozenje matrica U i V' s desna s blok-dijagonalnim
unitarnim matricama. Medutim, kao §to A ne ovisi o toj slobodi u matricama U i

V, tako ne ovisi ni AT. [ |

Sada ¢emo navesti neka osnovna svojstva generaliziranog inverza koja se lako doka-

zuju pomocu relacije (2.4) ili (2.5).
Teorem 2.13 [15] Za proizvoljnu matricu A vrijedi :
ro(a) =4
2. (21)T — (Af) .
3. (ar)' = (an)".
4. rang(A) = rang(A") = rang(A AT) = rang(A'" A).
5. (AAHT = a9t A, (4r AT = AT (49T
6. (AATAA*=AAT,  (A*A) A A=A A
7. Ako matrica A € C™™ ima rang n, tada je At = (A*A) A* i ATA =1,
8. Ako matrica A € C™™ ima rang m, tada je At = A* (AA*)"' i AAT =1,
9. Ako je A= FG* i rang(A) = rang(F) = rang(G), tada je
Al=GFAG) F* i At=(Gh) P
10.  Ako su U @V unitarne matrice, tada je

(UAV) =V*ATU*,
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3. PAROVI POTPROSTORA I PAROVI
PROJEKTORA

U ovom poglavlju ¢emo proucavati odnos dvaju potprostora u C". Prvo ¢emo
dokazati teorem o CS dekompoziciji unitarne matrice. To je osnovni alat za defini-
ranje kanonskih kutova izmedu potprostora jednakih dimenzija. Poteskoce koje
mogu nastati primijenom tih rezultata vezane su za izbor baza u kojima se prikazuju
potprostori. U mnogim prilikama je bolje usporedivati potprostore pomocu njihovih
pripadnih ortogonalnih projektora, jer oni ne ovise o izboru baze. Stoga ¢emo dati
neka osnovna svojstva ortogonalnih projektora, a zatim ¢emo prikazati rezultate
Wedina [18] o dekomporziciji para ortogonalnih projektora. To je osnovni alat za

proucavanje kutova izmedu dva potprostora razlicite dimenzije.

3.1 CS dekompozicija

U ovoj tocki ¢éemo dokazati teorem o CS dekomporziciji unitarne matrice.

Nakon toga ¢emo teorem ilustrirati sa dva numericka primjera.

Teorem 3.1 [15] Neka je W € C™"™ unitarna matrica i neka je dana particija

[Wn Wm} l

W = , 20 <n.

Wa Wa
) n—1

n—1

Tada postoje unitarne matrice U = diag(Uyy,Us) @ V = diag(Viy, Vae), gdje su
Ui, Vin € CX takve da je

r - 0 l
UWV = | T 0 o (3.1)
0 0 I|n-—2
I 1 n-2
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Pritom vrijedi

I' = diag(717"'a’yl) >
Y. = diag(oy,...,00) >0,
rzZ4+y? = 1,

pri cemu dijagonalni elementi od I' mogu biti u bilo kojem poretku.

Dokaz. Kako je W unitarna matrica, njene su singularne vrijednosti jednake 1.
Dvostrukom primjenom teorema 2.10 slijedi da su singularne vrijednosti matrice
W11 manje ili jednake 1. Neka je U3 W11Vi; =T singularna dekompozicija od Wi;.

[stovremenom permutacijom stupaca od Uj; i Vi3 mozemo postici
I' = diag(I'y, fi—x), T'1=diag(y1,....m), 0<m <<y <1 (3.2)

Uoc¢imo da su stupci matrice

W-
[” Vi

W2 1

ortonormirani. Ako uz to uzmemo u obzir da je
VEWE Wy Vi = (U, Wi Vin)" Uy, Wi Vi = T7,
lako zakljuc¢imo da vrijedi

Wll

21

=V [ Wi Wy } { Vi = T2 + Vi Wo Way Vi,

odnosno

(W21V11)* (W21V11) = diag(] - F% ) 0l—k)~

To znaci da su prvih k stupaca matrice Wy Vi ortogonalni, a zadnjih [ — k su
nul-stupci. Stoga je u QR dekompoziciji matrice Wy Vi, trokutasta matrica R

dijagonalna. Znaci da postoji unitarna matrica Uy € C=Dx(=D) takva da je

by
0

[

Us,War Vi = Ly
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gdje je X dijagonalna matrica reda [ s nenegativnim elementima. Uoc¢imo da je

* r

U 0 W-
o Hly— |y
0 U Wa 0

matrica s ortonormiranim stupcima. Stoga je I'? + X2 = I, pa je
Aol =1, 1<i<l (3.3)
To opet zbog relacije (3.2) znaci da je
Y =diag( ¥,0), ¥y =diag(oy,....,0%), 1 >0y >+ >0, >0. (3.4)

Na slican nacin se radi i sa prvim blok-retkom matrice W. Matrica Uy [W11 Vi1, Wia]

= [[', Uj;Ws] ima ortonormirane retke pa je

r

12¥11

] = [F Uﬁle] |i ] - FQ -+ UEWlQszUH.

Zakljucujemo da Ui, Wi, ima ortogonalne retke, pa je u QR dekompoziciji matrice
—W5 Uy trokutasta matrica R dijagonalna. Dakle postoji unitarna matrica V5o €
C=0x(=0) " takva da je

UT1W12‘/22 = [T’ O] ) T = diag(Th "'aTl)a T S 07 1 S { S L.
Kako je
Uikl [Wll ) WIQ] dlag(‘/ll ) ‘/22) = Uikl [Wllml ) WlQ‘/QQ] = [F7 Ta O]

matrica s ortonormiranim recima, imamo I'? + 72 = I, pa je T = —X. Neka su
U= diag(Us, [722) iV = diag(Vi1, Vaz). Tada matrica X = U*WV nosi particiju

‘T, 0 —-%, 0 0 |k
o I 0 0 0 |I-k

X = |2, 0 X Xoy X5 | K
0 0 Xi Xy Xus | I—k
0 0 Xy Xey Xss | n—2

Eol—k k -k n—2l
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Matrica X je unitarna, a kvadratna dijagonalna matrica ¥; ima pozitivne dijago-

nalne elemente. Zbog
0= (X"X)3=-T1% + 21 X3
slijedi X33 = I'y. Sada
I=(X"X)33 =217+ X5 Xa3 + Xj3Xu3 + Xia X3 = 02 + TF + X5 Xu3 + X X3

povlaci Xj5Xy3 + X5 X535 = 0. Primijenimo li funkciju trag na obje strane ove

matriéne jednakosti dobivamo
0 = trag(Xj3Xus) + trag(X353Xs3) = || Xusl|7 + | Xsall7,

sto znaci da je Xy3 = 01 X53 = 0. Potpuno analogno se iz relacije I = (X X*)33

pokazuje da je X34 = 01 X35 = 0. Dakle matrica X ima oblik

r, 0 -
0 I 0 vy
X=|% 0 T, gdje je oo
X54 X55
0 Xu Xys
L 0 X54 X55_

unitarna matrica. Oznac¢imo ju s Usg, tj. neka je

Uss = Xu Xus c Qn—l=k)x(n—l—k)
X514 X
Sada imamo i i
rh o - 00
0 I 0 00
diag(li4p, U)X =%, 0 T, 0 0|,
0O 0 I 0
I 0 0 0 I]

sto je upravo jednakost (3.1). S obzirom da je

diag(li1x, Uss)X = diag(Ltx, U§‘3)[7*WV,
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mozemo U odnosno Uy, definirati pomocu relacije

U = Udiag (I, Uss) = diag (U, Uz) diag (I, diag (i, Uss))
= dlag (Ull,Uggdiag([k, Ugg)):diag(Un, U22>.

Vidimo da matrica U*WV ima upravo trazenu particiju (3.1), gdje su U i V unitarne

blok dijagonalne matrice.

[stovremenom permutacijom stupaca od Uy; i Vi, kao i odgovarajucih stupaca
matrica Uy i Vos mozemo postici proizvoljni poredak dijagonalnih elemenata od T'.
|

Primjer 3.2 Neka je W unitarna matrica (do na apsolutnu gresku elemenata od
5-1079)

0.6828  0.3253 —0.4635 0.4357 0.1527
—-0.3730 0.1332 —0.3998 0.3261 —0.7596
W= 02608 0.2077 0.7878 0.3926 —0.3377

—0.0050 —0.8188 —0.0164 0.5634 0.1093
| —0.5715  0.4037  0.0668 0.4820 0.5231

Uzmimo za [ = 2, tada prema teoremu 3.1, postoje unitarne blok dijagonalne

matrice U1V

[ 0.3869  0.9211 0 0 0
0.9221 —0.389 0 0 0
U=1| 0 0 0.1223  0.5353 0.8358 |,
0 0  —0.8060 —0.4378 0.3983
0 0 0.5791 —0.7224 0.3780
[ 0.3056 0.9522 0 0 0 |
0.9522 0.3056 0 0 0
V= 0 0 05677 04682 0.6771 |,
0 0  —0.4861 —0.4732 0.7347
0 0 0.6644 —0.7462 —0.0410 |
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takve da je

(02612 0 —09653 0 0]

0 0.8128 0 —0.5825 0

UWV=10.9653 0 0.2612 0 0

0 0.5825 0 0.8128 0
0 0 0 0 1]

Ovdje je
0.2612 0 .
r— ’ 5 0.9653 0 .
0 0.8128 0 0.5825

Korolar 3.3 Pretpostavimo da su ispunjeni uvjeti teorema 3.1, osim sto je Wiy reda
[, 2l > n. Tada postoje unitarne matrice U = diag(Uy1,Uss) i V = diag(Viy, Va),
gdje su Uyy, Vip € CX, takve da je

T 0 b n—I

U Wi W Vi
1 . W” W” H ol = 0 I 0 | 20—n(35)
22 21 Waa 22 vy 0 T n_ 1
n—1I012—n n-1
Pritom vrijedi
' = diag(yi, ..oy ) >0,
Y = diag(oy,...,0n1) >0,
r+y? = 1,

a dijagonalni elementi od I' mogu biti u bilo kojem poretku.

Dokaz. Jer je 2] > n, mora biti n — < [, odnosno 2(n —[) < n, pa po teoremu 3.1,
postoje unitarne matrice Uy, Voo € C0X0=D 1 171, 14, € C, takve da je

. -

Usy Was Wa
Wi Wi

Va2

*
Ull

r
v
11 O
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Ovdje suI'i X kvadratne matrice reda n—I[, a I jedini¢na matrica reda 2l—n. Uoc¢imo
da smo smjeli primijeniti teorem 3.1 jer je srednja matrica na lijevoj strani zadnje

jednakosti permutacijski slicna sa W, pa je unitarna. Koristeci istu permutaciju jos

jedamput dobivamo

*
Ull

*
U22

¢ime je korolar dokazan.

Wl 1
W2 1

W12
W22

Via

Vas

o =
S~ o
= o M

\g/

Uoc¢imo da u dokazu korolara3.3, zamjena matrica Usy 1 Vog s —Usg 1 V_99, Tespek-

tivno, premjesta blok —X na poziciju (1, 3), a blok ¥ na poziciju (3, 1).

Primjer 3.4 Neka je W ( kao i prije, do na red veli¢ine 5- 107 ) unitarna matrica

[ —0.4809 —0.6648 —0.3399 0.1333 0.4399 |
—0.4023  0.3854 —0.1110 —0.7701 0.2903
W= 07755 —0.2675 —0.2352 —0.3647 0.3723
0.0042 —0.0213 0.8135 0.0866 0.5747

| 00730 0.5809 —0.3938 0.4986 0.5033 |

Uzmimo za 1 = 3, tada

dijagonalne matrice U i V

[ 0.1146  0.9153  0.3861 0 0
0.8437 —0.2949  0.4486 0 0
U= 05245 02743 —0.8060 0 0o |,
0 0 0 0.7873  0.6166
0 0 0  —0.6166 0.7873 |
[ 0.0440 —0.1246 —0.9912 0 0 |
0.3004 —0.9112 0.1319 0 0
V=1 -09196 —0.3928 0.0086 0 0o |,
0 0 0  —0.8597 0.5108
0 0 0 0.5108  0.8597

iz proslog korolara slijedi da postoje unitarne blok




3.2 Parovi potprostora 39

takve da je
[ 0.2783 0 0 09605 0 |
0 08731 0 0  0.4875
UWV = 0 0 10 0
—0.9605 0 0 02783 0
0 ~04875 0 0 0.8731 |
Ovdje je

?

0.2783 0
r- [

0.9605 0
0 0.8731 '

0 0.4875

3.2 Parovi potprostora

Koriste¢i CS dekompoziciju mozemo se posvetiti problemu odredivanja me-
dusobnog odnosa dvaju potprostora iste dimenzije. Slijede¢i teorem nam govori o

postojanju prirodnih baza za dva potprostora.

Teorem 3.5 Neka su X, Y € C™! takve da je X*X =1 iY*Y =1.

(i) Ako je 21 < n, onda postoje unitarne matrice Q, U iV, takve da je

Ji [ r l
QXU = 0 [ QYV =X l ) (3.6)
0 n — 21 0 n — 21

l l

Pritom za
I' = diag(v1, ..., M) i Y. = diag(oy, ..., 07)
vrijedi
0 < m<--<,
o 2 >0, 20, (3.7)
o+ ooi=1, 1<i<l
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(ii) Ako je 2l > n, onda postoje unitarne matrice Q, U i V', takve da je

0 n—I
QXU = 0 I 2l —n (3.8)
0 n—|
n—1 2l—n
[ I 0 n—I
QYV = 0 I 2 —n . (3.9)
I by 0 n—1
n—1 2l—n
Pritom za
' = diag(vi, ..., Yuy) @ X = diag(oy, ..., 00—)
vrijedi
0 < m<-- <Y,
o > >0, >0, (3.10)

Vo ool=1, 1<i<n-—1L

Dokaz. (i) Neka je 21 < n. Odaberimo X, i Y, tako da matrice X = [X, X ] i

Y =[Y, Y,] budu unitarne. Prema teoremu 3.1, za unitarnu matricu

postoje unitarne matrice Uyq, Usg, Vi 1 Vo takve da vrijedi relacija (3.1), odnosno

U* XY X*Y 1% =0 :
11m XW’F{_ 11V == 0o :
22 T = 0 0 I| n—2
I 1 n—2
Stavimo li

A~ A~

X =[XUn, X U], Y =[YVi, Y Vs,
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1mamo

r —x 0 [
XY = | T o0 I
0 0 1 n— 2l
I 1 n-=2]
Ako je potrebno, mozemo permutirati stupce matrica Uy; i Vj; tako da vrijedi (3.7).
Uz oznake () = X, U =U;; 1V = Vi1, odmah slijedi

[ Uex ] I

| U X1 0] n—1

- 1 X A I l
QYV = | LYV = ® o

L 722 0 n — 21

¢ime je tvrdnja (i) dokazana.
(ii)) U ovom slucaju treba ponoviti dokaz tvrdnje (i) uz koristenje relacije (3.5).

Takoder umjesto matrice U,y treba koristiti —Uss. [ |

Teorem 3.5 ima slijedece geometrijsko znacenje. Neka su X i ) [-dimenzionalni
potprostori od C"™. Ako je 2l < n, onda postoji unitarna matrica Q = [q1, .. . qn],

takva da stupci matrica

I r
Q|0 i Q|2 (3.11)

0 0
¢ine ortonormirane baze od X i ), respektivno. Dakle, X = span{q,...,q} i
Y = span{y1q1 + 01141, - - -, Q1 + 01G2 }. Prostor razapet onim stupcima za koje je

v; = 0 je potprostor od ) ortogonalan na X.

Za 2l > n postoji unitarna matrica Q = [qi, . . . ¢,], takva da stupci matrica
I 0 r o
Q0 I i Q|0 I (3.12)
0 0 > 0
¢ine ortonormirane baze od X i ), respektivno. Dakle je X = span{q,...,q} i

y = Span{%(h +O01q1+15 - -+ Yn—19n—1 + On—1Gn; Gn—1+1; - - - 7QZ}~ Prostor razapet onim
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stupcima za koje je v; = 0 je potprostor od ) ortogonalan na X, dok je span{q,_;1, - - -

najmanji moguci presjek potprostora X i ).

Uocimo da transformacijom

‘'t 2 0]

Q — QX T 0], 20<n
0 0 I
‘T 0 % |

Q — Q|0 I 0 |, 20<n
20 T |

kanonske baze zamijenjuju potprostore. Dakle brojevi o; i v; ne ovise o redoslijedu
=1,
=Y

onda i samo onda ako je ¥ = 0. To znaci da veli¢ina elemenata matrice > mjeri

potprostora u iskazu teorema 3.5. Kako brojevi o; i v; zadovoljavaju o? + 2

mozemo ih smatrati sinusima i kosinusima kutova izmedu baza. Stovise, X

razliku izmedu X i ). Kako ¥ ovisi samo o potprostorima X i ) mozemo definirati

pojam kanonskih kutova izmedu dva potprostora.

Definicija 3.6 Neka su X i Y potprostori iste dimenzije i neka je X kao u teo-

remu 3.5. Dijagonalne elemente matrice
O(X, Y) =arcsin X,
zovemo kanonski kutovi izmedu X i Y.

Slijede¢i korolar govori nam kako se racunaju kanonski kutovi.

Korolar 3.7 Neka su X i Y potprostori od C" jednake dimenzije. Neka stupci
matrica X, 1Y ¢ine ortonormirane baze za X+ i), respektivno. Tada su singularne

vrijednosti matrice X7Y sinusi kanonskih kutova izmedu X 1 ).

Dokaz. Neka su X = [X, X ]iY = [V, Y.] unitarne matrice takve da je R(X) =

X 1R(Y) =Y. Sli¢cno kao i u dokazu teorema 3.5, mozemo na matricu

aq1}
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primijeniti teorem 3.1. Dakle, postoje unitarne matrice Uy, Usg, Vi1 1 Voo takve da

vrijedi relacija (3.1). To znaci da je

XY = Uy Vi1, ako je 2l <n,

XY = Uy [X,0] V), akoje2l>n.

Iz posljednje jednakosti vidimo da su singularne vrijednosti matrice X7Y upravo

dijagonalni elementi matrice . [ |

3.3 Ortogonalni projektori

U ovoj tocki ¢emo upoznati ortogonalne projektore i njihova osnovna svojstva.
Pokazat ¢emo kako se ortogonalni projektor moze definirati pomoc¢u ortonormiranih

baza i pomocu generaliziranog inverza.

Neka je X potprostor od C" i neka stupci od @)y ¢ine ortonormiranu bazu za
X. To znadi, ako je X k — dimenzionalan, Qx € C™* je ortonormirana matrica.

Tada matricu definiranu s
Py = QxQY%

nazivamo ortogonalni projektor na X. lako se ¢ini da Py ovisi o ortonormiranoj
bazi, to nije tako. Neka stupci matrice ()x takoder ¢ine ortonormiranu bazu za X.

Onda postoji regularna matrica U takva da je QX = @+ U. Bududi da je
I =Q4Qx =UQyQxU = U'U,
vidimo da je U unitarna matrica. No sad je
QxQy = QxUU'Qx = QxQ% = Px.
Matrica Py je ocito hermitska, a zbog

P} = QaxQQxQy = QxQ% = Px,

ona je i idempotentna.
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Samo svojstvo idempotentnosti ima za posljedicu da je Pyx = x za ¢ € X.
Zaista, kako je R(Py) = X, za svaki z € X mora postojati vektor w € C", takav

da je x = Pyw. Sada je Pyx = Piw = Pyw = z.

S druge strane, hermiti¢nost matrice Py povlaci Pyy = 0 za y € X+. Doista,
za proizvoljno z € C" i y € X+, imamo Pyz € X i 0 = (y*Pyz)* = 2* Py y. Stoga
je Pyy = 0.

Dakle svojstvo P? = P osigurava da Py djeluje na vektore iz X kao iden-
titeta, dok svojstvo P* = P osigurava da se X't preslikava u {0}. Od linearnih

transformacija, takva svojstva ima samo ortogonalna projekcija.

Jer je X @ X+ ortogonalna dekompozicija od C", za svaki vektor z € C"

postoji jedinstveni rastav
2=z -+, rEX, ye it

Primijenimo 1i ortogonalni projektor Py lijevu i desnu stranu jednakosti, odmah
dobijemo z = Pyz iy = z —x = (I — Py)z. Lako je provjeriti da je I — Py
idempotentna i hermitska matrica, pa zakljucujemo da je to ortogonalni projektor

na X+.

Sada ¢emo ukratkoopisati i “neortogonalne” projektore. Neka je C" direktna
( ne nuzno ortogonalna ) suma potprostora X; i Xy, C" = A} + X,. Tada se
svaki x € C" na jedinstven na¢in moze prikazati kao suma x = x1 + x9, pri cemu
sux; € X ixg € &y, To znaci da relacije x; = Pyx ¢ = 1,2 definiraju linearne
operatore Py i Py. Uzmimo bazu od &) pa ju nadopunimo do baze od C", ali tako
da preostali vektori ¢ine bazu za X,. Pripadna matrica P; (P,) operatora Py (Ps)
je dijagonalna s prvih ( zadnjih ) dim (&) ( dim (X3) ) jedinica na dijagonali, a s
ostalim dijagonalnim elementima jednakim nuli. Ove matrice ne ovise o izboru baza

u X; i Xy. Nadalje matrice P; i P, imaju slijedeca svojstva

P+ P=1

, ) (3.13)
P=P, P!=P, P P,=PP =0

Vrijedi i obrat: matrice koje zadovoljavaju (3.13) na jedinstven naéin odreduju
dekompoziciju prostora C" na direktnu sumu C" = X; @ X, (vidi [6, str. 322-323]).

Tom direktnom sumom su zadani linearni operatori P; i Py koji opet opisanim



3.3 Ortogonalni projektori 45

izborom baza dovode do matrica P, i P,. U opisanoj situaciji matricu P; ( Py )

zovemo projektor prostora C" na Xy ( Xy ) u smjerut Xy (X ).

Promotrimo sada slucaj kad imamo na raspolaganju samo jednu idempotentnu

matricu P.

Propozicija 3.8 Matrica P je projektor na X, = R(P) u smjeru Xy = N(P) onda

i samo onda ako je P idempotentna matrica, tj. ako je P? = P.

Dokaz. Ako je P projektor na X; u smjeru Xs, onda za bilo koji vektor rastavljen
na r = ry + xg, gdje je vy € X} i x9 € Xy imamo Px = x;. Jer vrijedi rastav

r1 =x1 + 0 imamo Px; = z1. Stoga je
P?x =Pz =z, = Pr zasvako z,

a to znaéi P2 = P.

Obratno, neka je P idempotentna matrica i X; = R(P) i Xy = N(P).
Pokazimo prvo da je C" direktna suma potprostora X; i X5. Jer je rang (P) +
defekt (P) = n, dovoljno je pokazati da je X1 N Xy = {0}. Zaista, kad bi postojao
0 # z € A1 N A, imali bi s jedne strane Pz = 0, a s druge strane Pw = z za
neko w # 0. Dakle bilo bi P?>w = 0, pa bi zbog idempotentnosti matrice P bilo
2z = Pw = P%w = 0, §to se protivi pretpostavci o vektoru z. Dakle je C" = X} +
X,. Sada pokazimo da je P projektor na X} u smjeru &y, tj. Px; = 1 za proizvoljno
r1 € X1 1 Pxy = 0 za proizvoljno zo € Xy. Za x1 € &) postoji vektor x takav da
je Pz = x;. Sada imamo z; = Px = P?x = Px;. Druga tvrdnja Pz, = 0 za

o9 € Xy slijedi direktno iz definicije potprostora Xs. [ |

Slijede¢a propozicija nas vrac¢a na pojam ortogonalog projektora.

Propozicija 3.9 Ako je P hermitska idempotentna matrica, tada je P ortogonalni

projektor.

Dokaz. Zaista, iz propozicije 3.8 slijedi da je P projektor na X; = R(P) duz
Xo =N (P). Jerje P=P*i Py=0zay € Ay, imamo

y'Px=(Py)z=0, xeC" ye X,

108 se kaze duz potprostora Xa ( Xy )



3.3 Ortogonalni projektori 46

pa je yLR(P) = &}. Zbog proizvoljnosti od y imamo X; L A5. [ |

U slijede¢em teoremu ¢emo prikazati kako se ortogonalni projektori na R(A), R(A*)

i N(A) mogu izraziti pomocu generaliziranog inverza.
Teorem 3.10 Za proizvoljnu matricu A vrijedi:

(i) A AT je ortogonalni projektor na R(A)

(ii) ATA je ortogonalni projektor na R(A*)
(iii) I — ATA je ortogonalni projektor na N'(A).

Dokaz. (i) Iz Penroseovih uvijeta vidimo da je A A" hermitska idempotentna

matrica, a to zna¢i da predstavlja ortogonalni projektor na
R(AAT) C R(A).

Prema svojstvu 4. teorema 2.13 vidimo da je rang(A A") = rang(A). To znagci da je

R(AA') = R(A), pa je prva tvrdnja dokazana.
(ii) Iz drugog Penroseovog uvjeta slijedi idempotentnost
ATAATA = ATA,

a iz éetvrtog uvjeta hermitiénost matrice ATA. Preostaje pokazati R(ATA) = R(A*).

Iz Seste tvrdnje teorema 2.13 slijedi
A (AT = (A*A) A A = ATA,

pa koristeéi opet 4. tvrdnju teorema 2.13 dobivamo R(ATA) = R(A*(A")1) = R(A*).
(iii) Lako se provjeri da je I — P ortogonalni projektor ako je to P. Pritom je R(I—P)
= N(P), pa tvrdnja (iii) slijedi neposredno iz tvrdnje (ii). |
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3.4 Dekompozicija para ortogonalnih projektora

U ovoj tocki éemo dokazati vrlo koristan Wedinov rezultat [18] o dekompoziciji
para ortogonalnih projektora. Vaznost tog rezultata proizlazi iz ¢injenice da pripadni

potprostori X i Y ne moraju biti iste dimenzije.

Teorem 3.11 Neka su X i Y potprostori od C™. Pretpostavimo da za pripadne

ortogonalne projektore vrijedi

(i) rang (PvPy) =k +r
(i) PxPy ima k singularnih vrijednosti jednakih 1.

Tada postoji unitarna matrica Z € C"", takva da su matrice P, = Z*PyZ i
Py = Z*PyZ oblika

Ik Ik;
Pl = @ (I)z y PQ - @ \IIGZ' ) (314)

pri cemu je Iy, jedinicna matrica reda k,

cos 6,
D, =

(1]] [ Lo }, Wy, = ] [cos@l- sin 6; }, (3.15)

sin 6;

a Dy, Dy € Ch=2nx(n=k=2r) o, disagonalne matrice s dijagonalnim elementima iz
skupa {0,1}, za koje vrijedi
DDy = 0. (3.16)

Pritom za kutove 0; vrijedi: w/2 > 601 >0y > --- >0, > 0,

Dokaz. Uocimo da su P; i P, zapisi ( tj. matrice ) operatora projekcije odredenih

polaznim matricama Py i Py.

Pretpostavimo da su potprostori X' i ) dimenzija m, i ms, respektivno. Neka
stupci matrica X € C™™ 1Y € C™" ¢ine baze za X' 1 ). Nacinimo skracenu

QR-dekompoziciju matrica X i Y,

X=QxBxr 1 Y =QyRy.
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Matrice Qx i @)y su istih dimenzija kao X i1 Y, ali imaju ortonormirane stupce.

Tako smo dosli do ortonormiranih baza za X i ). Stoga su

Prx = QxQy, Py = QyQy (3.17)

upravo polazni ortogonalni projektori. Nacinit ¢emo skrac¢enu singularnu dekom-
poziciju matrice

PxPy = Qx(QxQy)Qy. (3.18)

U tu svrhu na¢inimo singularnu dekompoziciju matrice Q% Qy € C™*™2,

I o

Q*XQ)/ = [S’ Sl] [T’ T/]*' (319)

Ovdje je I' kvadratna dijagonalna matrica reda k + r s pozitivnim dijagonalnim
elementima, a S i T imaju broj stupaca koji je jednak redu od I'. Uoc¢imo da smo

ovdje iskoristili pretpostavku (i) teorema. Dakle je
Q3Qy =S T T*, (3.20)

pa ako definiramo
U=0QxS i V=0T,

dolazimo do skracene singularne dekompozicije matrice Py Py,
PyPy=UT V*. (3.21)

Neka je
['=diag(y1, oo, Yorr) 1 Ymax = Max{y1, ..., Yeir}-

Tada vrijedi
Ymax = [[Px Pyll2 < [[Px[l2 [|Pyll2 =1,

Sto znaci da su sve singularne vrijednosti od Py Py manje ili jednake 1. Permutirajmo

istovremeno stupce od U i V| tako da (3.21) vrijedi uz uvjet

0< <1< . <% <Yy1=.. =Yyr =1L (3.22)

Ovdje smo iskoristili pretpostavku (ii) teorema o broju singularnih vrijednosti pro-

dukta Py Py jednakih jedan. Ako oznacimo s uy,. .. U4k 1 01,... 0.4 stupce matrica
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U iV, respektivno, tada relacija (3.21) daje

PyPyv; = v
(PXP)/)*Uz‘ = PyPyu; = 7 v;.

S obzirom da su svi u; iz X i svi v; iz Y, odmah dobivamo za 1 <17 < k + r,

Pyv; = v u (3 23)
Pyui = 7Y% U

Brojevi

0; = arccosy;, 1<i<k+r

zadovoljavaju poredak naveden u iskazu teorema ( vidi i relaciju (3.28 ). Pokazimo

da (3.23) povlaci relaciju
u; = v; ako i samo ako je ;= 1. (3.24)

Zaista, u; = v; 1 relacija (3.23) daju Pyu; = v;u;, a kako je Pyu; = u;, imamo u;
= vu;, u; # 0. Dakle je 79, = 1. Obratno, ako je 7; = 1, tada (3.23) povlaci u; =
Pxv;, pa je

v; = Pyv; + (I — Py)v; = u; + (I — Py)v;.

S obzirom da je (I — Py)v; L Pyv; = u; imamo,
1= [Josl]* = [Jwl|” + |(1 = Px) vill* = 1+ [[(I = Px) wil%,

odnosno 0 = (I — Py) v; = v; — u;, §to je i trebalo pokazati.

Uvazimo li (3.22) i (3.24) dobijemo

u = v, r+1<1<r+k

u, # v, 1<i<r.

Promotrimo niz dvodimenzionalnih potprostora W, = span{u;, v;}, 1 < ¢ < r.

Svaki W; ima slijedec¢a dva vazna svojstva.

(a) invarijantan je u odnosu na Py i Py

(b) Wiy LW zasve 1 <j<r, j#i.
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Prvo svojstvo je direktna posljedica jednakosti (3.23). Drugo svojstvo slijedi iz

ortonormiranosti skupova vektora { uq,..., u, } i { v1,..., v, }, te zbog relacije
] . ) (3.23) 0, za 17 j
viu; = (Pyvi)*u; = vi Pyu; "= %‘Uﬂ’j:{ e
v =cost;, za i =]

Primijetimo da je W; okomit i na vektore u; = v;, r +1 < i < r + k. Sada ¢emo

konstruirati ortonormiranu bazu za svaki W;. Definirajmo vektore w; relacijom
v; = u;cos bty +w;sinf;, 1<i<r. (3.25)

Jasno, w; € W jer je razapet vektorima w; i v;. Takoder iz slike koja lezi u (u;, v;)

ravnini

Us

zakljuéujemo da je ||w;|]| = 11 w; L w;, 1 <4 < 7. Ove tvrdnje ¢emo sada dokazati

i analiticki. Dokazimo prvo ortogonalnost. Zbog relacije (3.23) imamo

Yiu; = Pyv; = Pyu;cost; + Pyw;sin0; = v; Pyu; + Pyw; sin 6;

= YiU; —+ wai sin (9@

Kako je cosf; = v; < 1, imamo sin#; > 0, pa je Pyw; = 0. To znaci, w; L X,

1 <4 <r, odnosno

wiu; =0 zasve 1 <j<r+k 1<i<r, (3.26)
Iz relacije (3.25) takoder slijedi ||w;|| = 1. Naime, zbog ortogonalnosti vektora w; i
w; Imamo
1= [Jvi]|* = ||ug||* cos® 0; + [Jw;]|? sin? 6; = cos? 6; + ||w;||* sin? 6;

pa je zbog sinf; > 0, ||w;|| = siné;/sinf; = 1.
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Mnozenjem relacije (3.25) s Py i koristenjem relacije (3.23) dobivamo na slican
nacin 1

wai = sin QZUZ (327)

Pokazali smo da je skup vektora {u, 1, ..., Upik, U1, Wy, .., Uy, W, } OrtOnormiran.

Definirajmo ortonormiranu matricu
Zl = [urJrl ey Upa gy, UL, Wy e v oy Uy, wT] € Cnx(k;—l—Qr).
Iz konstrukcije slijedi R(Z;) =span{R(U), R(V)}. Pokazat ¢emo da je

Ik Ik;
ZnyZl = T

ZiPyZy = r
14 X441 (I)Z ) @mel
=1 )

(2

Zaista, jer je Pyw; = 0, Pyu; = u;, 1 <17 < r, imamo

PxZ, = [ur-i-la"')ur-l—kaula())'"7u7’70]
Iy
oy
= [U/T-i-la"'7u7’+l€au1aw17"’au7‘7wr]
P,
Iy
—- 7 ,
D, |’
=1

pa mnozenjem s lijeva sa Z; dobivamo prvu tvrdnju.

Da bi dokazali drugu tvrdnju uoc¢imo da je

) cos 6,
v; = u;cosb; +w;sinf; = [u;, wi] | ,
sin 0,

pa je

cos b;
[v;cos;, visin®;] = [ug, wi] | = °
sin 6;

] [cos 6; , sin 6;]

= [UZ s wz]\Ifgl .
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Koristedi (3.27) i zadnju relaciju imamo

PyZy = [tupi1,...,Upyk,cosbyuy, sinBiuyg, ..., cosb.v,., sinb,v,]
= [tpst,- oy Uppr, [ug, w1]We,, . .., [y, w,] Wy, |
I
= Zl é \Ilei )
i=1

pa mnozenjem sa Z; s lijeva, dobivamo drugu tvrdnju.

Preostaje pokazati postojanje matrica Dy i Dy. Iz dosadasnjeg razmatranja
zakljucujemo da k i » moraju biti takovi da je k+ 2r < n. Ako je k+ 2r = n, onda
je Z = Z1, D11 Dy ne postoje i teorem je dokazan. Pretpostavimo zato k + 2r < n.

Iz relacije (3.19) vidimo da je k +r < min{m;, ma}.

Ako je k +r < my, tada se u singularnoj dekompoziciji matrice Q% Qy po-
javljuje ortonormirana matrice $” € C™*™=%=7)_ Definirajmo ortonormiranu ma-
tricu Z, = Q+S’. Pokazimo da je [Z; , Z}] ortonormirana. Za to je dovoljno pokazati
7175 = 0, a za to je opet dovoljno pokazati U*Z) = 01 V*Z), = 0. Koristenjem
relacija (3.19) i (3.20) dobivamo

U*Z, = S'Q%QxS = S*S =0,
V*Zy = T*Q3QxS' =T*(TTS*)S =T85S = 0.

Takoder, zbog

PxZy = QxQ3QxS = QuxS' = Zj,
PyZy = QyQyQxS = Qy(STT*)*S' = QyTTS*S =0,

odmah slijedi [Z, Zy|* Px Z}, = [0, Ly —k—|* 1 [Z1, Z§|* Py Z5 = 0. Zbog her-
miticnosti matrica Py i Py jos vrijedi (Z5)* Py [Z1, Z5] = [0, Ly, —k—r] odnosno
(Z3)" Py (21, Z5) = 0.

Ako je k +r < mg, tada se u singularnoj dekompoziciji matrice Q% Qy po-
javljuje ortonormirana matrice 7" € C™*(™2=%=")  Definirajmo ortonormiranu ma-
tricu Z§ = @QyT'. Pokazimo da je [Z;, Z),, Z!] ortonormirana. Za to je dovoljno
pokazati Z7Z = 01 (Z5)*Z4 = 0. Mi ¢emo pokazati U*Z) =0, V*Z) =01 (Z})*Z}
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= 0. Koristenjem relacija (3.19) i (3.20), dobivamo
U*Zé’ — S*Q*XQ)}T/ — S*(SFT*)T/ _ 0,
V*Zy = T'QyQyT =T"T"=0,
(Zé)*Z”*Q — (S/)*Q*XQ)/T, — (S/)*(SPT*)T/ — O
Takoder, zbog

PaZi = QeQiQyT = Qu(STTT =0
PyZy = QyQyQyT' =QyT' = Zj,

odmah slijedi [Zy, Z,, ZY|*PxZY = 01 [Zy, Z}, ZJ|*PyZY = (0,0, L, x|, a
zbog hermiti¢nosti ortogonalnih projektora i (Z5)*Px[Z1, Z, ZY] = 0 odnosno
(Zé/)*Py[Z1> Zy, Zé/] = [O’ 0, Im2—l€—7“]'

Matrica [Z1, Z5, Z§] ima k 4+ 2r +my — (k+7r) + my — (k+ 1) = my +
mg — k ortonormiranih stupaca. Uo¢imo da je m; + my — k = dim (X)+dim ())—
dim(XNY) = dim (X +Y) < n. Ako je m; + mg — k < n, tada mozemo ma-
tricu [Z7, Z5, Z!] nadopuniti s ortonormiranom matricom Z)" do unitarne matrice.
Stupci matrice Z3 su ortogonalni na stupce Z;, dakle i na stupce od Qx i Qy. Stoga
jeje PyZYy' =01 PyZY) = 0. Zaklju¢ujemo da za matricu Zy = [Z}, ZI | Z!'] vrijedi

1 0
PXZQ = ZQ 0 PyZ2 = ZQ 1 ;
0 0

pa matrica Z = [Z;, Zs] ima trazena svojstva. Time je teorem dokazan. [ |

Dokaz teorema 3.11 baca svjetlo na geometriju potprostora koji su vezani uz dekom-
poziciju ortogonalnih projektora. U tabeli 1 smo naveli glavne potprostore koje smo
susreli u dokazu i naveli pripadne ortonormirane baze ( Pritom se zadnji redak tabele

dobije po analogiji s prethodnim retkom ).

Brojevi

g>912922---zer>0 (3.28)

se zovu glavni ostri ( Siljasti ) kutovi izmedu potprostora X i ). Obi¢no se pise
Opy1 = ... = 0.4, = 0, pa ¢emo i “nula kutove” 6;, r +1 < i < r + k, smatrati

glavnim ostrim kutovima.
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potprostor baza (stupci matrice)
X U, Z]
Y [V, 23]
XNY [Urgts - o s Upgk]
PrY [PxV, PxZ3] = U
PyX (PyU, PyZl] — V
xXNy+ Zy
xtNy Zy
XLyt A%
X+ [wy,...,w.], ZY ZY
»- h, . wl), 24, 221

where w} = (u; — v; cos 6;)/ sin 0;

Tabela 1: Baze potprostora

Uoc¢imo da unitarna transformacija

I,

=1

cosf; sinb;
sinf; —cosb; |’

In—k—Zr
zamijenjuje blokove @;_; ®; 1 P;_; ¥y, u matricama P, i P, iz relacije (3.14). To

ukazuje da glavni siljasti kutovi ne ovise o poretku u kojem se navode potprostori.

Teoremom 3.11 su definirani glavni ostri kutovi imedu X i ). U slucaju

potprostora iste dimenzije, mozemo ih povezati sa kanonskim kutovima.

Korolar 3.12 Neka su X', Y C C" potprostori iste dimenzije. Tada su netrivijalni
glavni siljasti kutovi izmedu X 1 Y oni netrivijalni kanonski kutovi izmedu X 1Y

kogi su mangi od /2.

Dokaz. Neka je dim (X) = dim (}) = [ i neka su X i Y proizvoljne ortonormirane
baze od X+ i Y, respektivno. Prema korolaru 3.7, sinusi kanonskih kutova izmedu

X 1 Y su singularne vrijednosti matrice X7Y. Prema tabeli 3.4, kao baze X, i Y
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mozemo uzeti

X1 = [WT7Z5/7Z£”]7 WT:[w17“‘7wT']7
Yy =1V, Z]

pri cemu su W, € C™", V e CxU+h) 71 o grxl=r=k) g o crx(mth=20) kao u

dokazu teorema 3.11, a r i k su nenegativni brojevi za koje vrijedi r + k < [. Sada

je
Wr Wwrv 0 T
X\ Y= (Z)) V., Zy] = 0 I l—r—k
(Z4* 0 0 n+k—2l

r+k l—r—k

Kakojezal <i<r
wiv; = 0;; sinb;, 1 <j<r+k,

zakljucujemo da je

> 0 0 T sin 6,

XY = 0o 0 I l—r—Fk , X, = .
0O 0 0 n+k—2[ sin 6,
r k l-r-k

Dakle su netrivijalni kanonski kutovi svi glavni Siljasti kutovi 6;, 1 < ¢ < r i even-
tualno pravi kutovi (ako je X+ N Y = {0}, tj. ako Z postoji). |

Zadatak: Dokazite korolar 3.12 polazeéi od baza X 1Y opisanim u relacijama (3.6)
- (3.9). Konstruirajte Py = XX* i Py = YY™, te pokaZite da postoji permutacija
S, takva da su Py = S*W*PyW S i Py = S"W*PyW S kao u teoremu 3.11.

Korolar 3.13 Neka su ispunjene pretpostavke teorema 3.11 1 neka su op > ... >
o, > 0 stnust od nule razlicitih glavnih ostrih kutova izmedu X 1 Y. Tada vrijedi:

(i) Singularne vrijednosti matrice Px(I — Py) ( ili matrice (I — Py)Pxr ) su

y 01 yeen y 0p, 0000 0.
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(ii) Singularne vrijednosti matrice Py(I — Pxy) ( ili matrice (I — Px)Py ) su

1,1, ...,1,01,... ,0.,0,...,0.
dim(Y) —k —r

(111) Singularne vrijednosti od Py — Py su

1,1, ....,1,01,01, ... ,0.,0.,0, ...,0.

dim(X) + dim(Y) — 2(k + r)

Dokaz. (i) Hermitski adjungirane matrice imaju iste singularne vrijednosti. Stoga
P/\g([ — Py) i ([ — Py)PX = ([ — Py)*P;( = [P/y([ — Py)]* imaju iste singularne
vrijednosti.

U bazi Z ortogonalni projektori Py i Py imaju zapise P i P,, respektivno.
Pritom je Z*Px(I — Py)Z = Pi(I — P,), a P, i P, su odredeni relacijom (3.14).

Oznacimo li ¢; = cos6;, s; = sin 6;, imamo

By(I, = Uy,) = ! 1o | 1T e
e o 0 —C;S; 1—322
. [ S? —C;S; . g; S; —¢C;
B i 0 0 B 0 C; S;
Odavdje slijedi
0 Iy
N | Oi N Si TG
e O I | PR
i=1 0 =l G S
D1 [nfk72r

pri ¢emu jedinica ( u Dy ) ima onoliko koliko ima stupaca u matrici Z} iz dokaza
teorema 3.11, a to je dim (X)) —k —r. Kako je druga matrica na desnoj strani zadnje

relacije unitarna, dokaz je zavrSen.
(ii) Na slican nacin kao u (i) se pokazuje da Py(I — Py) i (I — Py)Py imaju iste
singularne vrijednosti. Ostatak dokaza slijedi iz tvrdnje (i) jednostavnom zamjenom

prostora X i Y.
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(iii) Koristeéi iste oznake kao u (i) i relaciju

2 2
O T, — 1—¢ —cqs; B s; —CiSi |
L 2 | 2 -
—C;S; —S; —C;S; —S:

lako dobivamo

%

T g; 0
PP =0 D [ ] ;
=1 0 g;
Dy — D,y

pri ¢emu je ()7 unitarna matrica. U racunu za broj jedinica kao singularnih vrijed-
nosti matrice P, — P,, treba uzeti u obzir da D; — Dy ima dim (Z5) = dim (X)—k—r
jedinica i dim (Z%) = dim (Y) — k — r negativnih jedinica. |

Iz dokaza zadnje tvrdnje korolara 3.13 zakljucujemo da vrijedi

sinfy, ako su Dy = Dy =0 ili ne postoje

4 . (3.29)
1, ako je Dy # 0 ili Dy #0

1Py — Px| = {
Primijetimo, u slu¢aju dim (X) = dim ()) = k + r, nema matrica Z}, i Z) u dokazu
teorema 3.11 pa je ili Dy = Dy = 0 ili D; i Dy ne postoje. Stoga nema prvih
dim (X) — (k + r) jedinica u iskazu (i), nema prvih dim () — (k + r) jedinica u
iskazu (ii), pa nema ni prvih dim (X)+ dim (Y) — 2(k + r) jedinica u iskazu (iii)
korolara 3.13. To znadi da su svi netrivijalni kanonski kutovi manji od 7 /2, odnosno
da su u ovom slucaju svi kanonski kutovi jednaki glavnim Siljastim kutovima.
Medutim, ako je dim(&x') = dim()) > k + r, tada postoje te jedinice ( jer
postoje obje matrice Z} i Z! iz dokaza teorema 3.11). Te jedinice su sinusi pravih (
jednakih 7/2 ) kanonskih kutova.

Primijetimo jo§ da u slu¢aju dim (X)) # dim ())) postoji najmanje jedna je-

dinica u matrici D, ili D,, a isto tako i u matrici Dy — D».

Ova razmatranja uz relaciju (3.29) i korolar 3.13 pokazuju da vrijedi

Korolar 3.14 Neka su X 1Y potprostori od C".

(1) Ako je dim(X) # dim(Y), onda je |Pxr — Py|| = 1.
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(ii) Ako je dim (X) > dim(Y) ( dim(X) < dim()) ), tada je

(I = Py)Pxl2=1  ([(I=Px)Pylla=1) .

(ii) Ako je dim (X) = dim ()), onda je

(I = Px)Pylla = (I = Py)Px|l2 = | Py — Pxll2.
Za potprostore jednakih dimenzija vrijedi

Korolar 3.15 Neka su X @Y | dimenzionalni potprostori iz C", a Py @ Py pripadni
ortogonalni projektori. Ako je 21 > n onda matrica Py Py ima najmange 2l — n

singularnih vrijednosti jednakih jedan.

Dokaz. Zbog 2]l > n, potprostori X i ) imaju zajednicki potprostor Z = X (),

kojem je dimenzija najmanje 2l —n. Za z € Z vrijedi
(P)(Py)(PXpy)*Z:PXpyPXz:PXPyZ:P)(Z:Z.

Dakle je Z sadrzan u vlastitom potprostoru matrice ( Py Py ) ( Py Py )* koji pripada
vlastitoj vrijednosti jedan. To znac¢i da je barem dim (Z) > 2] — n singularnih

vrijednosti matrice Py Py jednako jedan. [ |

Zadatak: Ako su X i Y potprostori jednakih dimenzija, onda su prirodne baze za
potprostore X i Y odredene teoremom 3.5. PokaZite da je matrica Q) iz relacije
(3.6), odnosno (3.8), do na permutaciju stupaca jednaka matrici Z iz teorema 3.11.
To znaci da je teorem 3.5 specijalni slucaj teorema 3.11. Ova tvrdnja je ilustrirana

slijedecéim primjerom.

Primjer 3.16 Neka stupci matrica X i Y ¢ine ortonormirane baze za potprostore
Xi),

[ 0.3913 —0.2755 | [ 0.1630 0.3218
0.6633 —0.5708 0.4179  0.4920
X =1 03801 04800 |, Y=/ 03549 0.6570
—0.2951  0.3766 —0.8153 0.4715

| 0.4104 04755 | | —0.0899 0.0205
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Tada postoji unitarna matrica ) ¢iji stupci razapinju cijeli prostor

[ _0.2543 —0.4055 —0.2572 04787  0.6896 |
0.8325 —0.2697 0.2204 0.4259 —0.0651
Q= 0.1731 0.5931 —0.6833 0.3752 —0.1028
—0.4178 0.2330 0.5023  0.6602 —0.28R0
I 0.1944  0.5973  0.4075 —0.1129 0.6532 |
i unitarne matrice U i V| tako da je
(1 0] 02612 0 |
01 0 0.8128
XU=Q |0 0], YV =Q | 0.9653 0
00 0 0.5825
I 00 | I 0 0 |
Odmah zakljucujemo da je
r— 0.2612 0 | 0.9653 0
B 0 08128 |’ B 0 05825 |
Takoder zakljucujemo da je
1000 0]
01 00O
Pr=Q 1|0 000 0] Q7
00 0O0O
00 0O0O |
odnosno i i
0.0682 0 0.2521 0 0
0 0.6607 0 0.4735 0
Py =@ | 0.2521 0 0.9318 0 0| Q"
0 0.4735 0 0.3393 0
I 0 0 0 0 0 |

Nakon permutacije drugog i tre¢eg stupca matrice ) dobijamo matricu Z, a takoder

prepoznajemo i matrice P i P iz teorema 3.11.
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Kanonske kutove #; mozemo izrac¢unati pomoc¢u singularnih vrijednosti matrice

Y*X, (singularne vrijednosti matrice Y7*X; su kosinusi kanonskih kutova ). Dobije

] 0.2612
| 08128 |’

a iz njih se takoder mogu dobiti i matrice P; i P». Ovim pristupom se ne dobije

se
[ cos 6,

cos 0y

direktna veza matrica P; i P, sa polaznim ortogonalnim projektorima X X* i YY™.

3.5 Udaljenost potprostora

Uz danu matricu A vezani su razni potprostori. Osim R (A) i N (A) zanimljivi
su i vlastiti potprostori, invarijantni potprostori, te potprostori razapeti odredenim
lijevim odnosno desnim singularnim vektorima. Ako se matrica malo promijeni

promijenit ¢e se i ti potprostori, pa nam treba neka mjera za udaljenost potprostora.

Ako su X i )Y potprostori iste dimenzije jedna dobra mjera za udaljenost
izmedu njih je ||Py — Pylls. Naime, odmah se vidi da je ||Py — Pyl|s metrika na
skupu potprostora od C" iste dimanzije. Ova metrika je invarijantna na unitarne
transformacije prostora C". Takoder, korolar 3.13(iii), korolar 3.14(iii) i relacija
(3.29) pokazuju da ||Py — Py||2 poprima maksimalnu vrijednost jedan, ako i samo
ako postoji vektor iz X () ) koji je okomit na cijeli Y ( X ). U protivnom ( sada
se kanonski i glavni ostri kutovi poklapaju), ||Py — Py||2 ima vrijednost najveceg

kanonskog kuta.

Ako su X 1 Y potprostori razli¢itih dimenzija, ||Py — Py||2 = 1, pa ova mjera
nema smisla. Zato ¢emo definirati novu mjeru udaljenosti izmedu potprostora, a to
je kut izmedu &X' i ). Razmatranje poc¢injemo definiranjem kuta izmedu dva vektora

i izmedu vektora i potprostora.

Kut izmedu vektora = i y iz C" je broj kojeg oznacavamo sa / (z,y), a definiran
je sa

Ty
[(z,y) = arccos(m), x#0, y#0. (3.30)

Na bazi kuta izmedu vektora, definiran je i kut izmedu vektora i potprostora

[z, Y)=if{/(z,y); yeV}, x#0, Y #{0}. (3.31)
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Iz definicije (3.31) slijedi Z (z,Y) = 7/2 ako i samo ako je x okomit na Y, tj, ako je
Pyl’ = 0.

Propozicija 3.17 Ako je Py ortogonalni projektor na Y C C", tada je

I~ Pyl

/ (x,Y) = arcsin( iz
2

Dokaz. Za y € Y vrijedi

|y [=] (Pyy)"e |=[ v Pyx [< || Pyz(l2[lyl2,

pa imamo
Lo | _ [Pyl

lll2llylla = Nlzllz

x#0, y#0, ye . (3.32)
Za y = Pyx vrijedi
| y*z |=| 2" Py |=| 2" Pya |=| (Pya)" Pyx |= || Pyal; = [lyll2l Pyz]2,

pa postizemo jednakost u (3.32). Dakle je
el Pl
oAvey [lzlzllyll - llzllz

x # 0.
S obzirom da je arccos(¢) padajuca funkcija za 0 < ¢ < 7/2, imamo
. N N
/(x,Y) = inf arccos(—————) = arccos( sup ————
07yey [ ll2([y]l2 ovey [1z]l2(lyll2
||Py$||2)
12

Koristeci zadnju relaciju i jednakost

= arccos(

]l = 1Pyl + I — Py)xl;

lako slijedi

| 1Pyl I = Pall
/ = /1 —cos?/ = |1- = .
sin (,9) = /1 -cos? L (@) = \|1- SPg 2l

Time je propozicija dokazana. [ |

Iz propozicije 3.18 odmabh slijedi da je kut izmedu x i Y zapravo kut izmedu vektora

x 1 Pyx.

Da bismo dobro definirali kut izmedu potprostora X i ), trebat ¢e nam sli-

jedeca
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Propozicija 3.18

sup / (z,Y) = arcsin (||({ — Py)Px|2) -
0#xeX

Dokaz. Neka je
Ox(Y) =sup /(z,)).
20
Tada je zbog propozicije 3.17 i monotonosti funkcije arcsin,

@X(y) = Ssup arcsin <M> = arcsin < sup m) .

OfzeX [eaP OfrEX ]2
Uoc¢imo da je
I — P I —Py)P
sup ||( ) |2 — su I1( ) X2||2.

0#zeX ]2 LC" [ Prxz|2
PXZ7£0

Koristeci teorem 3.11 i unitarnu invarijantnost spektralne norme, imamo

[(I — Py)Pxzlla 21 = P)Z"ZPZ"2||s [ = P)Prylls

= ., y=2"2.
| Pzl |ZP1Z*2||s | Pryl|2

Uoc¢imo da je y = 0 ako i ako ako je z = 0, i Pyz = 0 ako i samo ako je Py = 0.
Dakle je

. I —P)P

sin (@X(y)) = sup ”( ||P2)|| 1yH2.
,eC” 1Yll2
Pry#0

Koriste¢i oznake iz relacije (3.14) teorema 3.11, na slican nacin kao u dokazu koro-

lara 3.13(i), lako se pokaze da je
Ok Ok
(I —P)h = (I — Wo,) 2, =R DD, -0 ,
i=1 i=1
Dl D1

<

gdje je 0; = sin#;, 1 < i < r, a R je unitarna matrica. Nacinimo particiju vektora

y u suglasnosti sa particijom matrice Py, y* = [yf, 4], yT]. Tada je

T ®, - o 2 D 2
I(I— PPyl ”ﬁjl i 03 y2llz + |1 Dy yslz

2 - r
1Py3 | @ @i 913 + D1 s 3
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pa lako zaklju¢ujemo da je

1, ako je Dy # 0,
o1, ako je D1 =0 .

sin (Ox())) = {

Cak i vise, u slucaju D; # 0, supremum 1 se dostize na vektoru y = egriz41 ( tada
je y3 = e1 ), odnosno na vektoru x = z = Zeg,41. U drugom slucaju se supremum
o1 dostize na vektoru y = egy; ( tada je yo = e; ), odnosno na vektoru z = z =

Zegy1. Dakle, umjesto supremuma mozemo pisati maksimum.

Prema korolaru 3.13(i), funkcija ||(I — Py)Py||2 postize iste vrijednosti 11 oy u
slucajevima kad je Dy # 01 Dy = 0. Dakle je sin (Ox())) = |[(I — Py) Py |

Na osnovu propozicije 3.18 odmah zakljucujemo da vrijedi

Ox(Y) = oiugx [ (x,Y) =arcsin (||(I — Py)Px|2) , (3.33)
Oy(X) = oilylgy [ (y,X) =arcsin (||(I — Px)Pyll2) . (3.34)

Definicija 3.19 Neka su X i Y netrivijalni potprostori od C". Tada je
(X, ) =min{Ox(Y), Oy(X)}

kut izmedu X 1 ).

S obzirom da ovako definiran kut ovisi o spektralnoj normi, jos se koristi i oznaka

Lo(X, V).

Teorem 3.20 Neka su X i Y netrivijalni potprostori od C". Tada za kut ©(X | Y)

vrigede slijedece tvrdnje:

(i) ©(X,)) > 0.
(ii) ©(X,Y) =0 ako i samo ako je X C Y ili Y C X.
(i) O(X, V) =0, X).

(iv) OOW X, WD) = O(X, V) za svaki unitarni operator W.
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(v) O(X,Y) < O(X, Z2)+ O(Z,)) ako je dim(X) < dim(Z) < dim () ili
dim (X) > dim(Z2) > dim(Y).
Dokaz. (i) Ovo svojstvo slijedi odmah iz definicije 3.19.
(ii) (X, V) = 0 ako i samo ako je Ox(Y) = 0 ili ©y(X) = 0. Promotrima lanac
ekvivalentnih tvrdnji:
@X(y) =0 <= arcsin (H(I — Py)PXng) =0 ||(I — Py)PXHQ =0
< ([—Py)Py=0<= Py =PyPy<— X C).
Na sli¢ni nac¢in se pokaze da je ©y(X) = 0 ako i samo ako Y C X, pa je tvrdnja (ii)
dokazana.
(iii) Ova tvrdnja odmah slijedi zbog min{ ©x(Y), Oy(X)} = min{ ©y(Y), Ox(X)}.
(iv) Uzmimo ortonormiranu bazu Z prostora C" iz teorema 3.11. Ortonormirane
baze za X i ) su prema tabeli 3.4 X = [U, Z}| 1Y = [V,Z]], a P, = XX* i
P, = Y'Y su reprezentacije ortogonalnih projektora na X i ). Unitarni operator
W reprezentiran je u bazi Z nekom unitarnom matricom W. Ortonormirane baze
za WX i WY su WX i WY, pa su ortogonalni projektori na WX i WY u bazi Z
matrice Pyy = WXX*W* = WPW* 1 Pyy = WYY*W* = WP, W*. Koristedi
unitarnu invarijantnost spektralne norme dobivamo
Owx(WY) = arcsin (||(I — Pwy)Pwx|l2) = arcsin (||[W (I — P)W*WPW*||3)
= arcsin (|[(I — P2)Pill2) = Ox()).

Na slican nacin se dobije Oyyy(WX) = O (X), pa je (iv) dokazano.
(v) Dokaz slijedi iz relacije za kutove vektora

L(z,y) < Lz, 2) + L(z,9)

Dokazite za vjezbu zadnju relaciju i onda tvrdnju (v). [ |

Pogledajmo jos na sto se svodi kut ©(X , )) ako su potprostori X' i ) iste dimenzije.
Prema korolaru 3.14(ii) u tom slucaju je ©x()) = Oy(X) = arcsin (||Pv — Py||2)
pa je sin (O(X, Y)) = ||Px — Py|l2. Dakle je sin(©(X,Y)) (dalii©OX,))? )
metrika na skupu potprostora iste dimenzije.

Zadatak: Dajte geometrijsku prikaz i interpretaciju kuta (X, )) izmedu
potprostora te brojeva ©x()), Oy(X) i udaljenosti ||Py — Pylls, ako je n = 2 i

n = 3.
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4. PERTURBACIJA VLASTITIH
VRIJEDNOSTI

U ovom poglavlju bavit ¢emo se slijedeéim problemom: ako su A, E € C™™", treba
odrediti udaljenost spektara matrica A i A + E. U ovom problemu A se ¢esto
naziva polazna ( neperturbirana ) matrica, a £ matrica perturbacije. Odgovor na
postavljeno pitanje nije trivijalan jer se razne klase matrica, ¢ak i sa istim spektrima,

razli¢ito ponasaju pod istim pertubacijama.

Primjer 4.1 Neka je A =0. Tada je za svako E, A+ E = E, pa je A\(A) = {0} i
AA+E)=X(E). Stoga za \; € \(A+ E) vrigedi |\;| < || E]2-

Uzmimo sada A = [0,e1,...,e,1] 1 E = [ge,,0,...,0]. Opet imamo
A(A) ={0}. Medutim

/\(A+E):{5%wi;wi:e%, 0<i<n-—1}.

Npr. ako jen = 32 ie = 10719, tada se zbog te perturbacije, ¢ija je norma ||E|ls = ¢
reda velicine osnovne relativne greske zaokruZivanja ( za tip dvostruke tocnosti u
konacnoj aritmetici ) na veéini modernih racunala, sve vlastite vrijednosti od A

pomaknu u prvom slucaju za najvise €, a u drugom slucaju za tocéno v/0.1 ~ 0.31623.

Ovaj primjer pokazuje da generalna teorija perturbacije mora dati vrlo pesimisticne
rezultate. Lijek je razviti specijalne teorije koje ¢e dati povoljne rezultate barem za
neke klase matrica i neke klase perturbacija. Nas ¢e zanimati koliko se promijene
vlastite vrijednosti u apsolutnom i u relativnom smislu. Prvo ¢emo promotriti opéi
slucaj, kad je proizvoljna i matrica A i perturbacija E. Zatim ¢emo se pozabaviti

sa klasom normalnih, a onda, vaznom klasom hermitskih matrica.

Nacinimo dogovor o oznakama. Uz A i E koristit éemo oznaku A = A + F za
perturbiranu matricu A. Karakteristiéni polinomi matrica A i A bit ¢e oznaceni s

D4(A) 1 P4(N), a spektri matrica sa A (A) i A (A), respektivno. Ove oznake ¢emo

slobodno koristiti, osim u izrekama teorema gdje ¢emo biti pazljiviji.
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4.1 Opcéa teorija perturbacije

U ovoj tocki pretpostavljamo proizvoljnu polaznu matricu i proizvoljnu ma-
tricu perturbacije. Dokazujemo osnovna svojstva vlastitih vrijednosti, u prvom redu
njihovu neprekidnu ovisnost o matrici, a zatim njihovu diferencijabilnost u slucaju
kratnosti jedan. Takoder dokazujemo perturbacijske teoreme Ostrowskog, Elsnera,

Bauera i Fikea, Henricia te Gerschgorina.

Neprekidnost: teoremi Ostrowskog i Elsnera

Neprekidna ovisnost vlastitih vrijednosti o matrici slijedi iz ¢injenice da su nule
polinoma neprekidne funkcije koeficijenata polinoma i da su koeficijenti karakteris-
ti¢cnog polinoma ( kao sume glavnih minora matrice ) neprekidne funkcije matriénih

elemenata. Dokaz prve tvrdnje ide preko Rouchéovog teorema za analiticke funkcije.

Teorem 4.2 (Rouché) Neka su ¢ i n analiticke funkcije u jednostruko povezanom
podrucju € i neka je D krug koji je zajedno sa svojim rubom 0D sadrzan u ). Ako
je

| n(¢) [<| &(C) |, za sve ¢ € ID,
onda ¢ 1 ¢+ n imaju jednaki broj nultocaka u D.

Dokaz teorema 4.2 se moze nac¢i u svakoj knjizi o analitickim funkcijama. U Rouché-
ovu teoremu nule se broje prema njihovim algebarskim visestrukostima. Pokazimo

da su nultocke polinoma neprekidne funkcije koeficijenata polinoma.

Teorem 4.3 Neka su
p()‘> = )‘n—i_anfl)\nil‘i‘""i‘ao,ajEC,OSan—l
q()\) = )\n+bn_1/\n_1+"'+bo>bjEC,OSjSTL—l

polinomi s nultockama Ay, ..., Ay @ p1, ..., Wy, respektivno. Tada za svako € > 0,

postogi 0 > 0, tako da

max |a; —b;|<d ovlaci min max | A\; — N < e
0<j<n—1 [ a; = b | p reS, 139‘ j — () |

Pritom je S, grupa permutacija skupa {1,...,n}.
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Dokaz. Neka su g, ..., A;,, medusobno razli¢ite vrijednosti iz niza A, ..., A,.

Ako je m > 1, tada je dobro definiran broj
r .
V= arlxijn | As; — Ay, |> 0.

Definirajmo otvorene krugove
lCi(E):{ZEC; |Z_)‘s¢ |<‘€}7 I1<i<m.

Neka je e < v. Tada su krugovi K;(¢) medusobno disjunktni, a skup (unija kruznica)

0K(e) = G OK;(e)

i=1

je omeden i zatvoren, dakle kompaktan. Stoga su dobro definirani brojevi

e = LG 7]
M. = 1 n—11
e = max {l+|z[+-+[z]"}

Ocito jem. > 011 < M. < oo. Definirajmo

me

5:ME.

Neka vrijedi pretpostavka | a; —b; | < § zasve 0 < j <n —1. Zbog

|q(Z)—p(Z)| S |bn—1—an—1||Z|n_1+---+|b1—a1||z|—|—|b0—a0|
- — 05 .. n—1
< pdnax faj=b | {1+ |24+ ]2}
Imamo

| q(2) = p(2) [< 0 Me =m. <| p(2) |, =z € OK(e).

Dakle je |q(z) —p(2)| < |p(z)] na svakoj kruznici 0K (). Prema Rouchéovu teoremu
polinom p ima u svakom krugu K;(¢) isto toliko nula koliko i p + (¢ — p) = ¢, pa je
teorem dokazan zam > 11ie < v. Ako je € > v, tada postoji ¢ takav da implikacija

vrijedi za v/(v 4+ 1) umjesto &, pa ¢e pogotovu vrijediti za e.

Ako je m = 1, tada imamo samo jedan krug pa je 0K(e) = 0K;(e). Na isti

nacin se definiraju m,, M, i 6, te zakljuci da p i ¢ imaju isti broj nula u ICy(¢). H

Korolar 4.4 Viastite vrijednosti matrice su neprekidne funkcije matrice.
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Dokaz. Prema teoremu 4.3, vlastite vrijednosti matrice su ( kao nule karakter-
isticnog polinoma ) neprekidne funkcije koeficijenata karakteristicnog polinoma.
Koeficijenti karakteristicnog polinoma su odredene sume produkata matricnih el-
emenata, pa su neprekidne funkcije matrice. Stoga je i svaka vlastita vrijednost
matrice, kao kompozicija navedenih neprekidnih funkcija neprekidna funkcija ma-

trice. Shematski to bi opisali dijagramom

Vi

A& (an,l,...,ao) —>)\Z

u kojem v; predstavlja funkciju koja polinomu pridruzuje i-tu nultocku, za neki

definirani poredak nultocaka. [ |

Korolar 4.4 garantira opce kvalitativno ponasanje vlastitih vrijednosti. Kako
se iz primjera 4.1 vidi, za dani € veli¢ina promjene matri¢nih elemenata J, koja
garantira promjenu vlastitih vrijednosti ne ve¢u od €, moze jako varirati (npr. od &”
do ¢). Eksplicitne ograde za promjenu vlastitih vrijednosti, u ovisnosti od matrice

bit ¢e dokazane u Elsnerovu teoremu. Prvo uvodimo oznake.

Definicija 4.5 Neka matrice A i B imaju vlastite vrijednosti Ay, ..., Ay & 1, - - - 5 fn,

respektivno.

e Spektralna varijacija matrice A s obzirom na matricu B je broj

svua(B) = max min | pu; — Aj | (4.1)

1<i<n1<j<n
e Hausdorffova udaljenost imedu spektara matrica A i B je broj

hd(A, B) = max{sva(B), sug(A)} (4.2)

e Slagajuca udaljenost imedu spektara matrica A © B je broj

md(A, B) = min max | fm(iy — i | (4.3)
gdje S,, oznacava grupu svih permutacija skupa {1,...,n}.

Funkcija sv 4(B) nije metrika. Ona moze biti nula i kad A i B imaju razlicite spektre

( kao na primjer u sluéaju n = 2: A\; = pu; = pus # Ao ). Geometrijski, sva(B)
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ima slijedeéu interpretaciju: ako nacinimo zatvorene krugove radijusa sv4(B) oko
spektra od A
D ={¢G =N |<sva(B)}, 1<i<n,

tada je
MB) c |JD..
i=1
To specijalno znaci da sv4(B) = 0 povlaci A(B) C A(A).

Hausdorffova udaljenost je metrika. ( vidi zadatak 1 ). Uocimo da je hd(A, B)
= 0 ispunjeno ako i samo ako vrijedi A(B) C A(A4) i A(A) C A(B) tj. A(B) = A(A).

Slagaju¢a udaljenost je takoder metrika. Omna nije manja od Hausdorffove

udaljenosti. U perurbacijskoj analizi najljepsi su rezultati kod kojih je ograda za

md (A, B) mala.

Teorem 4.6 (Elsner) Za bilo koje matrice A i E vrijedi

N3 |~

~ ~ 1—1
hd(A, A) < (||All + [ All2) " 1E]5. (4.4)
Dokaz. S obzirom da je desna strana u relaciji (4.4) simetri¢na u varijablama A i
A, dovoljno je dokazati da je desna strana meda za SVA(A). Pretpostavimo da se

maksimum u (4.1) dostize za vlastitu vrijednost A € A(A). Odaberimo ortonormi-

ranu bazu {ui,...,u,} u C", ali tako da je prvi vektor u; vlastiti za A, tj. tako da
vrijedi

flul = j\ul.
Tada je

si(A) < T[N = X|=| det(A— A1) |

i=1

o

< J]IA- M), ( Hadamardova nejednakost )

=1

A= Al TT 1A = A (4.5)

1=2

< 1Bl (I14]12 + I14]1)

n—1
)

pa dokaz slijedi uzimanjem n - tog korijena. [ |
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Uocimo da dokaz teorema dopusta i malo profinjenje. Ako je A vlastita vrijednost od
A geometrijske kratnosti 72 i ako uzmemo bazu {uq, ..., u,} tako da prvih n vektora
baze razapinje vlastiti potprostor od A, tada jednakost (4.5) vrijedi i ako izlué¢imo
n faktora. Stoga se dobije

svi(A) < (A= ADuallz-1(A = Dualla [T 1A= A)uillz
1=n+1

n—mn

IN

1213 (1Al + 11 All2)

Uzimanjem n - tog korijena, i zamjenom sv4(A) s hd(A, 4), dobije se

N33

hd(A, A) < ([l + 14],) " 18] (4.6)

S obzirom da je
max{[|Allz, [A]2} < max{|A+7E[s; 0 <7 <1},

iz Elsnerova teorema zakljucujemo da je

N 1 def
sva(A) < p|Ely e

gdje je
= [2max{||A+tE|,; 0 <t <1},
Definirajmo krugove

Di={¢; [¢—Ail<e}, 1<i<n

Ocito je A(A) Cc U, D;.

Propozicija 4.7 Ako je m krugova D; izolirano od preostalih n — m krugova, tada

njihova unija sadri toéno m vlastitih vrijednosti od A.

Dokaz. Prenumeracijom vlastitih vrijednosti, ako je potrebno, mozemo postié¢i da
su prvih m krugova izolirani od preostalih n —m krugova, dakle D; N\ D;, 1 < i < 'm,

m + 1 < j < n. Definirajmo

Alr) = TA+(1-7)A=A+7E,
Di(r) = {C;|C—>\¢|ST%5}, 1<i<n.
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Uoc¢imo da je A(0) = A. Stoga je
IAll2 + |A(T)|l2 < 2max{||[A+ tE|2; 0 <t <1}, 0<7 <1,
pa je po teoremu 4.6
sva(A(T) < ullA(r) = All§ =l E|lF = e,

Zakljuéujemo da za svako 0 < 7 < 1, sve vlastite vrijednosti od A(7) leze u uniji
krugova U, D;(7). Jer je 7 +— 7w rastuéa funkcija od 7, krugovi Di(7), 1 <
t < m su za svako 0 < 7 < 1 odvojeni od preostalih krugova. Po korolaru 4.4
vlastite vrijednosti od A(7) su neprekidne funkcije od 7. Oznac¢imo s \;(7) vlastite
vrijednosti od A(7). Za 7 = 0 one se poklapaju sa sredistima krugova D;: \;(0) =
Ai, 1 <1 <n. Kad bi za neko i, 1 <i <mineko 7,0 <7 <1, \;(7) bilo u nekom
krugu D;(7), m+1 < j < n, tada bi zbog neprekidnosti krivulje {\;(¢); 0 <t < 1}
postojalo 7/, 0 < 7' < 7, tako da A;(7') nije niti u UL, D; niti u Uj_,,,, D;. To bi

onda znagcilo da \;(7") nije u Uj-, D;(7') $to proturjeéi teoremu 4.6. |

Sada mozemo dokazati

Teorem 4.8 (Ostrowski-Elsner)

- ~ 1—-1 1
md (A, A) <220 = 1) (Al + [ Al2) " B3

Dokaz. Oznacimo sa Cj,...,C; komponente povezanosti skupa U], D;. Ako je C,
unija od m, krugova D;, tada ona sadrzi m, vlastitih vrijednosti od A i ( prema
propoziciji 4.7 ) m, vlastitih vrijednosti od A. Odaberimo permutaciju 7, koja
sparuje A; i ;\,Tr(i) za \; 1 j\m(i) iz C,.. Ocito je
|\ = Ay | (2m, — 1)e < (20— 1)e, Ay Ano) € G
Ako taj postupak ponovimo za sve 1 < r < k, dobit ¢emo permutaciju 7 za koju ¢e
vrijediti
N — Ay [ (2n—1)e, 1<i<n.

S obzirom da je A+ 7E =7A + (1 — 7) A imamo

1A+ 7Ell2 < 7l|Allz + (1 = 7)|Allz < max{[|Al|2, [|All2} < [All2 + [ A]l2.
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Dakle je
- ~ 1—-1 1
md(A4, 4) < (20— 1) [2(|All2 + [|4]2)] " 1 El15,

Sto povlaci tvrdnju teorema. [ |

Kasnije je Elsner poboljso faktor 2(2n — 1) na 2[n/2], gdje je [n/2] cijeli dio od n/2.

Teoremi Bauera - Fikea i Henricia

Za tri norme p, p i v na prostorima C™ ", C™** { CF*" ge kaze da su konzi-

stentne ako vrijedi
p(AB) < u(Av(B), AecC™* BeCH"

Npr. vektorska Euklidska norma je konzistentna sa matri¢cnom spektralnom normom
(i svakom koja majorizira spektralnu npr. Frobeniusovom normom). Specijalno,
norma || - || na C"*" je konzistentna ako je ||AB]| < ||A]| || B]|. Takve norme npr.
majoriziraju spektralni radius matrice. Tipi¢ni predstavnici konzistentnih normi su

operatorske norme koje su definirane za razne vektorske norme.

Teorem 4.9 (Bauer-Fike) Neka je Q) nesingularna matrica i || - || konzistentna

norma. Ako A € MN(A) nije vlastita vrijednost od A, tada je
Q7' (A-ADT'QI < |QTEQ)! (4.7)

Dokaz. Vrijedi

QUA-MQ = Q' [(A- ) +E|Q
= QY(A- I)[HA AT Q
= Q' A-ANQQ [T+ (A-A)T'QQ'E|Q
= Q' A-ANQI+Q M (A-ADNTQ(QT'EQ)].

Jer je A — M singularna, a A — AJ nesingularna mora biti zadnji izraz u uglatim

zagradama singularna matrica. Kako je I 4+ S regularna za ||S|| < 1, mora biti

1<)IQ (A-A1) " Q(Q'EQ) | < Q7 (A~ AI) " QlIQEQ.
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a to je ekvivalentno s (4.7). [ |

Ako lijevu stranu u (4.7) smatramo nulom u slucaju da je A € A(A), tada nejednakost

vrijedi za sve vlastite vrijednosti iz A(A).

Znamo da se normalne matrice mogu dijagonalizirati pomocu unitarnih trans-
formacija slicnoati. Stoga je norma trokutaste matrice bez dijagonale jedna mjera
koliko je matrica daleko od skupa normalnih matrica. Za ocekivati je da ¢e sa sve
ve¢im odstupanjem od skupa normalnih matrica, perturbacijski rezultati za vlastite
vrijednosti biti sve slabiji. O tome postoji znacajan rezultat od P. Henricija. Prije

prikaza tog rezultata uvedimo pojam odstupanja ( devijacije ) od normalnosti.

Definicija 4.10 Neka je A € C™*" i neka je v norma na C**". Neka je U skup
unitarnih matrica, takvih da je U*AU gornje-trokutasta. Za svako U € U neka je
U*AU = Ay + Ry, gdje je Ry strogo gornje-trokutasta. Tada je v-odstupanje od

normalnosti matrice A broj

I (A) = min v(Ry).

Lako se pokaze da je skup U zatvoren, a kako je sadrzan u kompaktnom skupu
svih unitarnih matrica reda n, on je kompaktan. Isto tako funkcija U — U*AU
je nprekidna, a takvo je i preslikavanje A — A — diag(A). Stoga je v(Ry) kao
kompozicija od tri neprekidne funkcije, neprekidna fukcija na kompaktnom skupu
U. To pokazuje da je broj 6, (A) u definiciji4.10 dobro definiran. Taj broj je nula ako
i samo ako je A normalna matrica. Zaista, ako je 6,(A) = 0, tada je U*AU = Ay
za neko U € U, pa je A normalna. Obratnu tvrdnju je jos lakse dokazati jer je za
normalnu matricu Schurova forma dijagonalna pa je Ry = 0. To znadci da je §,(A)
= 0.

Odstupanje od normalnosti nije lako izracunati jer Schurova forma nije jedin-

stvena. Medutim za Frobeniusovu normu situacija se bitno pojednostavljuje.

Propozicija 4.11 Za kvadratnu matricu A sa vlastitim vrijednostima \;, 1 < i <

n, vrijeds

n

op(A) = $ 1AIE = > [ A P

i=1
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Dokaz. Za svaku matricu U € U vrijedi
1AI[E = IV AUNE = 3" I X * +l[ RullE,
i=1

pa ||Ry||F ne ovisi o U. Iz zadnje jednadzbe odmah slijedi tvrdnja propozicije. M

U slijede¢em teoremu se pojavljuje funkcija

n

_ U
L4n+- gt

¥(n) n > 0. (4.8)

i koristi

Lema 4.12 Neka je S kvadratna matrica za koju vrijedi S™ = 0 ¢ pritom je I + 5

nesingularna matrica. Tada je

I+S) ' =1-S++5*-5+.. -+ (-1 15"

Dokaz. Neka je B=1— 5+ 5% — 83+ ... 4+ (—=1)""15""!. Mnozenjem matrice B
sa [ +S dobivamo B(I +S) = (I +S)B = I+ (—1)""1S". Iskoristimo li oba uvjeta
na matricu S, dobivamo (I + S)~! = B. u

Teorem 4.13 (Henrici) Neka je v norma na C**", takva da je v(C) > [|C]|2 za
sve C € C™™. Neka je su A i E matrice redan i A = A+ E. Ako je 6,(A) > 0,
tada je

=5 (49)
vrijedi
b(n) < (Qﬂs (4.10)

Dokaz. Ako je sva(A) = 0, tvrdnja (4.10) vrijedi. Neka je sv4(A) > 0 i neka je
X € M(A) ona vlastita vrijednost kod koje se dostize sv4(A). Dakle postoji A € A\(A)
tako da je d = | A — A | = sva(A). Neka je U*AU = A + R Schurova forma od A.
Tada je U*(A — X[)U = A — X\ 4+ R. Primijenimo li tvrdnju (4.7) Bauer-Fikeovog

teorema uz () = U, dobit ¢emo

~ —1
I(A=A+R) 3" < |E].. (4.11)
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Neka je S = (A — ;\I)*lR. Jer je R, pa zato i S, strogo gornje-trokutasta imamo
S = 0. Uocimo da je A — M\ + R = (A — S\I) (I +9), odakle slijedi da je I + S
nesingularna. Primjenom lemme 4.12 dobivamo

(A= AT+ R)’1 =(I-8S+8 -+ -+ (=115 1) (A - M)’l
Uocimo da je ||[A — M||31 = 67 i ||R||y < v(R) = 6,(A). Stoga je

A=A+ R) ™ o <07 {14 676,(4) + -+ [ 8,(A) )

pa je
~ -1 )
[(A=M+R) 3" = (4.12)
( ) e
Povezujuéi relacije (4.11) i (4.12), nakon dijeljenja sa d,(A) dobivamo
s 3 -1
e (A=A R) 1B,
-1 s \~b — 6,(A = 6,(A4)
1+ (5tm) ++ (5t) ) W
S obzirom da je razlomak na lijevoj strani prve nejednakosti jednak 1(n), teorem
slijedi. [ ]

Henricijev rezultat je vazan jer pretstavlja neprekinutu sponu izmedu dva primjera

na pocetku ovog poglavlja. Ako je n iz dokaza teorema 4.13 malen, tada je ¥(n) ~ n",

?i3<<&k>

Ako je n veliko, tada je ¥(n) ~ n pa tvrdnja (4.10) poprima asimptotski oblik

odakle asimptotski vrijedi

sva(A) < |||l
Egzaktne ocjene su dokazane u slijede¢em korolaru.

IE]2

Korolar 4.14 (i) Ako je )

< —, tada je

sva(A) _ (n]|E]5\"
= (o) 113
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E
ii) Ako je [E1l2 > 1, tada je
o, (A)

sua(A) < ||E||z + 6,(A). (4.14)

Dokaz. (i) Uo¢imo da ¢(n) < 1/n povlaci n < 1. Doista, u protivnom bi n > 1 dalo

n

n_n

n nnnfl

1
<9(n) < -

tj. » < 1. Dakle n > 1 vodi u kntradikciju pa mora biti < 1. S obzirom
da uvijet ||E||2/6,(A) < 1/n povlaci (sva(A)/0,(A)) < 1/n, zakljutujemo da je
sva(A)/6,(A) < 1. Sada je

SVA(A))TL ~
(Sl sva(A)\ _ 1Bl
n Sw(éyA)>§5y(A)

odakle slijedi tvrdnja (4.13).

(ii) Uocimo da je 1(n) = 77”,72;,11 rastuca funkcija. Stoga je i inverzna funkcija =1 (n)
rastuc¢a. Funkcija 1 je rasuc¢a funkcija ciji graf polazi iz ishodista, prolazi tockom
(1,1/n), a izmedu tih tocaka ponasa se slicno funkciji y = n". Za veée vrijednosti
varijable n ima asimptotu y = 1 — 1 kojoj prilazi odozgo. To slijedi zbog ocjene

n" 1 n -1
— = > = 1— == —1,
v I R R e T R A e n =) =n

koja vrijedi za n > 1. Dakle, graf funkcije v posve je sadrzan unutar pruge odredene
pravcima y = 7, y = n— 11y = 0. Zato zakljucujemo da je graf funkcije ¢!
sadrzan unutar pruge odredene pravcima y =7, y = n+11in = 0. Stoga vrijedi
Y7 <n+1,n=0.

Podimo od Henricijevog teorema, tj. od ¢(sva(A)/6,(A)) < ||E|l2/6,(A). Pri-
mijenjujuéi 1! na lijevu i desnu stranu te nejednakosti i koriste¢i monotonost te

funkcije dobivamo

sva(A) <y (HEH2> <MEl

5,(A) 5,(4)) = 8,(4)
Dakle smo dobili
sva(A) < || El|2 + 6,(A).

Time je dokazana i druga tvrdnja. [ |
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Korolar 4.15 Neka je v definirana kao u relaciji (4.8). Tada je

md (A, A) < (2n —1)5,(A)y~! (g@g) :

Dokaz. Uoctimo da 6, (A)yp~! ('(';ﬂ';) kao je ograda za sv4(A + 7E) monotona u 7.

Stoga dokaz slijedi isti argument kao i dokaz teorema 4.8. [ |

Nezgoda u dosadasnjim rezultatima je pojavljivanje n-tog korijena u perturbacij-
skim ogradama. Slijedeci teorem pokazuje da za matricu sa manjim elementarnim
Jordanovim blokovima ocjena sadrzi i manji korijen. Tim teoremom se odmicemo

od unitarnih transformacija slicnosti i Schurove forme.

Teorem 4.16 Neka je Q LAQ = J Jordanova forma od A i neka je m red najveleg
elementarnog Jordanovog bloka u J. Tada za svaku vlastitu vrijednost X € )\(/Nl)

postoji vlastita vrijednost X € A\(A), takva da je

[A=A|m »

) ) < QT EQ. 4.15
1+‘)\—)\|_|_..._|_|)\_)\‘m,1—”(°2 Q||2 ( )

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Henricijevog teorema. Polazimo od relacije

Q‘l(A—S\[)Q = A= +J, gdje je Q nesingularna matrica, a A+ J je direktna suma

elementarnih Jordanovih blokova. Na slican nacin kao prije, dolazimo do relacije
~ —1
(A=A +J) 5" < 1Q'EQ]L.

Uzoznake 6 = [ A=A | =min{| A=\ |; 1 <i<n}iS=(A—X)""J,sliéno kao

prije dobijemo
(A= AT+ J)’1 =(I-S+8 =S+ (-1)" g™ ) (A - M)’l .

Ovdje smo uvazili pretpostavku od maksimalnom redu elementarnog Jordanovog
bloka. S obzirom da je J nul-matrica izuzev jedinica na sporednoj dijagonali imamo
|7]|2 = 1. Stoga uzimanjem spektralne norme lijeve i desne strane zadnje relacije,

dobivamo
~ —1
H(A=AT+J) fa<o 14067 440"
Uzimanjem inverza lijeve i desne strane, slijedi
5m
L6+ omt

~ —1
< (A=A+J) (3" < 1QTEQ|s,
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Sto je i trebalo dokazati. [ |

Specijalno, ako se matrica A dade dijagonalizirati pomoc¢u transformacije slicnosti

tada vrijedi

Korolar 4.17 Neka je Jordanova forma matrice A dijagonalna, dakle Q71 AQ = A.
Tada za svaku vlastitu vrijednost A matrice A postoji vlastita vrijednost A matrice
A, takva da je

[ A=A Q7 EQ|2.

Dokaz. Dovoljno je u iskazu teorema 4.16 dodatno pretpostaviti m = 1. [ |

U teoremu 4.16 i korolaru 4.17 javlja se ograda ||Q ' EQ)||>. Uocimo da je [|Q " EQ||2
< 1Ql2/|Q7||2|| E||2- U praksi se rijetko susre¢u matrice koje nisu hermitske, a jos
mnogo rjede matrice koje imaju netrivijalnu Jordanovu formu. Stoga se za matrice
koje se daju dijagonalizirati uvodi broj uvjetovanosti za problem vlastitih vrijednosti:
k2(Q) = |Q2/|Q7Y|l2- Ako je matrica normalna tada je taj broj 1, a korolar 4.17

se svodi na

Korolar 4.18 Neka je A normalna matrica. Tada za svaku vlastitu vrijednost A

matrice A postoji vlastita vrijednost A\ matrice A, takva da je

[ A= X< Bl

Dokaz. Dovoljno je u iskazu teorema 4.17 dodatno pretpostaviti () = U i iskoristiti

unitarnu invarijantnost spektralne norme. [ |

Uocimo da do istog rezultata vodi i dokaz Henricijevog teorema. Dakle za normalne

matrice Henricijev teorem prelazi u korolar 4.18.
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4.2 Hermitske matrice

U ovom poglavlju Eesto ¢emo koristiti slijedeée oznake: A = A* € C"™" A =
A+ E E = E* € C”"*" dok ¢emo svojstvene vrijednosti oznacavati respektivno s

4.2.1. Inercija i djeljenje spektra

Transformacija kongruencije A — X*AX ¢uva hermiticnost, ali ne i spektar

matrica. Ipak vrijedi

Teorem 4.19 (Sylvester, Jacobi) Neka je A hermitska matrica i neka je inercija
od A uredena trojka i(A) = [1(A),v(A), p(A)], gdje suv(A),n(A) i p(A) respektivno
broj negativnih, broj pozitivnih i broj nula svojstvenih vrijednosti od A. Tada za svaku

nesingularnu matricu X wvrijedi i( X*AX) = i(A).

Dokaz. Dokaz ide od suprotnog. Pretpostavimo da A ima viSe pozitivnih svoj-
stvenih vrijednsti od X*AX. Neka je ) potprostor razapet svojstvenim vektorima
koji pripadaju pozitivnim svojstvenim vrijednostima. To znaci da za y € Y \ {0}

vrijedi y = >, ayxy, Ax; = Ny, Ay > 0, pa je
y*Ay = (Z OéZAfL’Z| Z()éjl‘j) = Z Zaidei(Sij = Z )\20[22 >0
i j i g i
jer je bar jedan a; # 0. Dakle vrijedi implikacija

yeY\{0} =y Ay > 0.

Neka je Z potprostor razapet vektorima oblika X z;, gdje je z; svojstveni vektor koji

odgovara svojstvenim vrijednostima A; < 0 matrice X*AX. Tada je
z€Z = z:XZozizi:Z*AZ:
i
= ZO_QZZ*X*AX ZOZZ'ZZ‘ = Z@iz;@i)\izi = Z)\z|az|2 <0

Dakle je YNZ = 0 pa je dimY+dimZ < n . Medutim po hipotezi je dimY+dimZ >

n. Dakle,treba odbaciti hipotezu da A ima viSe pozitivnih svojstvenih vrijednosti
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od X*AX. Jer je A=Y*(X*AX)Y uz Y = X! zakljucujemo da A i X*AX imaju
isti broj pozitivnih svojstvenih vrijednosti. One moraju imati i isti broj negativnih
svojstvenih vrijednosti jer je m(—X*AX) = v(X*AX) i X*AX = X*(—A)X, pa
automatski vrijedi i p(A4) = p(X*AX). |

Za posljedicu imamo

Teorem 4.20 (Cauchy) Neka je B glavna podmatrica od A reda n — 1 sa svo-

jstvenim vrijednostima py > -+ > 1. Tada je

AL Z i1 Z Aoy > flg 2 2 i1 = Ape

Dokaz. Bez gubitka opéenitosti mozemo pretpostaviti da je B vodeca glavna pod-
B

a

matrica od A, tako da je A = . . Pretpostavimo da teorem ne vrijedi. Tada
a*

je za neko @ p; > A; ili A\jyq > p;. Promotrimo slucaj p; > A;.

Neka je p; > 7 > A;. Tada je B — 71 nesingularna i matrica

- B—-rT1l 0
0 a—71—a"(B—71I)"ta
] I 0| B-71 @ [ —~(B-r1I)"'a
B | —a*(B-71I)7" 1 a  a—rT 0 1

je kongruentna s A — 71. Dakle je n(H) = (A —71) < i — 1. Medutim, H ima
barem toliko pozitivnih svojstvenih vrijednosti koliko ima B — 71 a to je ¢. Dakle
slucaj da je pu; > A; vodi u kontradikciju.

U slucaju A\;11 > p; opet se uzme 7 tako da A1 > 7 > p; pa se zakljuci da je
7(H)=n(A—7l)>i+1odnosno n(H) <n(B—7l)+1<i—1+1=1. n
Ako je u teoremu 4.20 C' glavna podmatrica od A reda n — 2 tada svojstvene vri-

jednosti od C, 1y > - -+ > 1, 5 zadovoljavaju
P12V 2 flg 2 Vo 2+ 2 Vpog,

stoga je

)\Z-zlul-ZViZui+12)\i+2,i:1,...,n—2.

Nastavimo li ovako zakljuc¢ivanje dolazimo do
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Korolar 4.21 Neka je B glavna podmatrica od A reda n — k sa svojstvenim vrijed-

nostima p11 > -+ > fp_k. lada je

)\ZZ/LZZ)\ZJrk,Z:l,,n—]{]

Dokaz. Dokazujemo indukcijom. Za k = 1 imamo teorem 4.20. Ako tvrdnja
vrijedi za k, tad za k + 1 mora vrijediti \; > pu; > v; > i1 > Niigr1, to jest
)\iZVZ'Z/\i+(k+1)>izla---an_(k+1)' u u
Primjetimo da rezultat o preplitanju spektara mozemo poopciti. Neka U € Crx(n=k)
ima ortonormirane stupce. Neka je V' takva da je (U, V') unitarna matrica. Prim-

jenjujudi korolar 4.21 na matricu (U, V)*A(U, V') dobivamo
Korolar 4.22 Neka U € C™ ™% ima ortonormirane stupce. Neka su svojstvene
vrijednosti od U AU iy > o > -+ > piy_p- Tada je

Dokaz.
U*AU U*AV
VAU V*AV

A=\ |Alv v]=

Matrica A je slicna s A i ima svojstvene vrijednosti Ay > --- > \,. Matrica U*AU

je glavna podmatrica od A pa se na nju primjeni korolar 4.22. [ | [ |

4.2.2. Wielandtov teorem i posljedice

Znamo da je

A1 = max z*Ax.

rrr=1

Poopcéenje je Fischerov teorem koji kaze da je

A= max min 2" Ar .1 <i<n.
X rTEX
dim(x) =1 z*z=1

Daljnje poopcenje je Wielandtov teorem. Prije iskaza samog teorema dokazat

¢emo jednu lemu.
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Lema 4.23 Neka su A, X € C™", A hermitska matrica, te neka vrijedi X*X =

I.Tada je tr(X*AX) = tr(A) =Y\, gdje su A svojstvene vrijednosti od A.

Dokaz. Neka je X = (l'ij),A = (al-j).Tada je (AX>zk = Z?:l Q5 Tk, i (X*AX)lk =

P (AX )i = 20 Tu(AX);x.Racunamo sada

tr(X*AX) = > (X*AX), =

Time smo dokazali prvu jednakost.Druga slijedi iz ¢injenice da je A hermitska pa
postoji X € C™", X*X = [ takva da je X*AX dijagonalna matrica kojoj su na

dijagonali svojstvene vrijednosti. [ |

Teorem 4.24 (Wielandt)

Neka je A hermitska matrica reda n 1 neka su njene svojstvene vrijednosti

AL > Xy > - > N\, Nadalje neka je 1 <11 <19 < ... <1 <n. Tada je

Aip +- N, = max min
Xip € CXi, X = (Tips---
dzm(xly) = ij Li; € Xi;
XX =1
1
Nip F- 4+ N, = min max
Xir O D Xig X = (g,
dim(x;,;) =n —i; +1 Ti; € Xy

XX =1

tr(X*AX)

tr(X*AX).

(4.16)

(4.17)
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Napomena 4.25 Skup S = {Z € C* | Z = (z1,...,2), 2 € Xij Z2°Z = 1} je
neprazan za neki niz potprostora x; C --- C X, koji éemo nadalje zvati lancem.
Naime, matrica c¢ije stupce biramo na slijedeéi nacin pripada skupu S: x1 neka je
neki normirant vektor iz i, ,T2 je neki normirani vektor iz X, © Xi, ,itd. Na taj

nacin dolazimo do traZene matrice.

Napomena 4.26 Skup S = {Z € C"* Z = (z1,...,21), 2 € Xij, 277 = I} je
kompaktan w C™*. Zaista : S je omeden, jer je | Z|» = Vk, 2 € S; S je zatvoren
jer Zy € 8,Zy — Z povlaci za sve j Zie; — Ze; € Xy, Jer je Xi; potprostor i
77y — Z*7 jer je X — X*X meprekidna funkcija, posto je I = Z;*Z; mora biti
I1=77.
Funkcije B — tr(B) i X — X*AX su neprekidne pa je X — tr(X*AX)
neprekidna funkcija.
Stoga se )1(1%% tr(X*AX) i;%gtT(X*AX) u (4.16) i (4.17) mogu zamjeniti sa
I)?elgl tr(X*AX) i r)lglg%(tr(X*AX).
Da se  sup odnosno inf mogu zamjeniti S Mmax odnosno
Xip C - C Xy, Xip 2 -+ O Xip, Xip C ..o C X4,
dim(xs,) = i; dim(x;;) =n—i;+1 dim(xi;) = i

min sligedit e iz ¢injenice da se jednakost dostize za barem jedan izbor
Xip 2« O Xig
dim(x;;) =n—i;+1

potprostora x;, C ... C Xi, 0dnosno Xi, D ... D Xi,-

Dokaz. Sa wu; ozna¢imo stupci unitarne matrice U za koju vrijedi U*AU =
A, gdje je A dijagonalna matrica.u; su zapravo svojstveni vektori od A. Prvo
dokazujemo (4.16). Dokazimo da postoji odredeni niz potprostora x; C ... C
Xiy,» dim(xi;) = i; takav da vrijedi

tr(X"AX) > Ay + X+ -+ A (4.18)

i

¢im je X = (w4,...,73,),%;, € X4, 1 <j< ki X*X =1

Zaista, neka je x;, = L(uy, ..., u,), Aug = Nug, [[w|l, = 1,0 =1,...,i;. Tada
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X = (xiy,...,2;), X" X =1 povlaci

2 ‘ 21 A
i, =3 oy, 3 |a£2j)|2 =1, 1<j <k,
r=1 r=1

pa je
i
x; Avy; = 1 22104(” Al = Z)\ (i)
> min A\, —)\Z,1<j<k‘
1<r<i;
Dakle,

r(X*AX) Zx szj>2)\

vrijedi za sve X € S gdje je S kao u Primjedbi 4.26, ali za ovaj specijalni izbor

potprostora. Jer je § kompaktan imamo
min tr(X*AX) > Ay + -+ N, (4.19)
X = (l’l‘l, Ce ,ZL‘Z‘k)
xij S Xij
X*X =1
Ako odaberemo x;; = u;; € xi, 1 X = (2, ..., 25, ) bit Ce tr(X*AX) = Xy, +- -+,
pa se minimum dostize, Sto znaci da ako dokazemo i drugu nejednakost umjesto sup
mozemo pisati min u relaciji (4.16).

Da bi dokazali (4.16) sada je dovoljno dokazati

sup min tr( X AX) < N, + iy + -+ A,
X“CCX,% XI('xila"-axik)a xijEXij
dim(xi;) = i; X*X=1
(4.20)

Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n.Hipoteza indukcije je da za svaku ma-
tricu A reda n i za svaki lanac x;, C ... C x;, postoji X € S(x;,,--.,X;,) tako da
vrijedi tr(X*AX) < X\, +Xi, +- -+ A, gdje su Ay, Ag, ..., A, svojstvene vrijednosti

od A poredano u nerastué¢em poretku.

Ako je k = n, tada je X*AX slicno s A pa tvrdnja slijedi iz leme 4.23. Stoga

vrijedi i za n = 1, pa bazu indukcije imamo.
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Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve hermitske matrice reda n — 1,

n > 1.

Ako je k = n, tada je tvrdnja dokazana.

Neka je & < nineka je x5, C ... C Xy, dim(xs,) = i; proizvoljno odabrani niz
potprosrora. Ako pokazemo da postoji matrica X € S (S nezavisan uz ovaj izbor
potprostora), takva da je tr(X*AX) < A\, +---+ \;,, tada ¢e pogotovo vrijediti
mintr( X AX) < A\, +- -+
XeSs

¢e (4.20). Promatramo dva slucaja.

ir» & zbog proizvoljnosti izbora niza potprostora vrijedit

1. Sluc¢aj < n.
Neka je X1 neki (n—1)-dimenzionalni potprostor koji sadrzi x;, . Neka je Z =
(21,...,2%,-1) ortonormirana matrica, takva da je R((z1,...,2;,)) = X3, 1 <
J<kiR(Z) = Xn-1-
Neka je B = Z*AZ € CDX0=D  Ako su g > ... > jn_1 svojstvene

vrijednosti od B, tada zbog posljedice Cauchyjevog teorema vrijedi

wi<N, i=1,....n—1 (4.21)

Uz B vezemo potprostore Vi, = {Z*z,x € x;,}, 1 < j < k. Uocimo da
je ZYi, = ZZ*xi; = Py._xi; = Xi;p 1 < j < k. Ako je {y1,...,y;}
ortonormirana baza za Y, tada je {Zyi,...,Zy;} ortonormirana baza za
Xi;- Dakle je dim(Y;,) = dim(x;;) = i;,1 < j < k, pa iz definicije slijedi
Vi C Vi, C ... C Y. Jer je i < n — 1 mozemo primjeniti indukcijsku
hipotezu na B. Dobivamo vektore y;; € V;,,1 < j < k, odnosno matricu

Y = (yiy,.-.,¥i,) tako da vrijedi
k
tr(Y*BY) = Zy;‘jByij < iy e -
=1

Neka je X = ZY tj. @, = Zy;; € x4;, 1 £ jJ < k. TadajeY = 27X i za

ortonormiranu matricu X € S vrijedi
tr(Y*BY) =tr(Y*Z*AZ) = tr(X*"AX),

pa je
tr(XTAX) < i+ pg S A oA

i
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Sto je trebalo pokazati.

2. Slucaj i, = n.

Neka je [ najveci indeks za koji vrijedi ; + 1 < 4;41. Kad takav ne bi postojao
onda bi bilo £ = n, §to smo ve¢ obradili. Oznacimo i; = p i ;41 = q. Dakle,

polazimo od potprostora
Xit € Xio €. CXp CXg CXgr1 C ... T Xno

Neka je Xn—1 (n — 1)-dimenzionalni potprostor koji je razapet nekom bazom

od xp, svojstvenim vektorima od Ay, ..., A, 1 mozda jos ponekim vektorom.

Ocito vrijedi

Xp C Xq mf(n—l g Xq+1 mf(n—l g e g Xn—1 ﬂ)Zn—1 g >~(n—1 =C"n >~(n (422)

dzm(XCI A )znfl) = dzm()znfﬁ + dzm(Xq) - dzm(Xq U >~Cnfl>
= n—14+qg—dim(Xn-1Uxy) >n—1+qg—n
Na slican nacin se dobije dim(x; N Xn-1) > % — 1 za ¢ < i < n — 1. Takoder je
jasno da vrijedi dim(x;NXn—1) < izaq < i <n—1. Cilj nam je modificirati niz

potprostora iz (4.22) tako da oni postanu lanac. Slijedeé¢i primjer ¢e pokazati
da do jednakosti u (4.22) moze doéi.

0

S = O

Primjer 4.27 A = Svojstvene vrijednosti od A su Ay =

0 -1 1
LA = 1, 3 = 0,\y = 2, a pripadni svojstveni vektori su p; = ey, jlo =

o O O =

€2, l3 = €3 + €4, fy = e3 — eq. Neka su x;, = x1 = [e1] = X,
Xiy = X3 = [e1, €3, ea] = Xq,

te Xis = X4 = |1, €2, €3,€4] = C*. Tada ée vrijediti Xq N Xn-1 = Xg+1 N Xn—1-

Tvrdnja je da do jednakosti moze doci najvise jednom.Da bismo to dokazali

razmotrimo slucaj kada vrijedi x4 N Xn-1 = Xg¢+1 N Xn—1. Tada mora biti
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dim(xy N Xn—1) = ¢ = dim(xg41 N Xn-1). 1z dim(x, U Xpn—1) = n — 1 slijedi
Xq¢ C Xn_1- Neka je 7 € C" takav da je [x,, Z] = X441, tada slijedi 7 € ;- ;.
Sada je T € Xq4j, pa imamo ¢+ j — 1 < dim(xg4+; N Xn—1) < g+ 7 — 1, dakle
dim (g4 N Xn-1) = ¢+7—1, Sto vrijedi za j = 2,...,n—¢—1. Dakle, nadalje
imamo prave inkluzije. Potpuno analogno vrijedi i za preostale slucajeve, kada
je na nekom drugom mjestu jednakost. Stoga je konstrukcija novog lanca sli-

jedeca :

Ako su sve inkluzije prave , tada definiramo
>~(q—1 = Xq¢ N >~(n—1
Xg = Xg+1 1 Xn—1

2n72 = Xn—1 N )znfl

Ako vrijedi Xg4; N Xn—1 = Xg+j+1 ) Xn—-1 , za neki j,
tada konstruiramo xg4;—1 tako da vrijedi Xg4j—2 C Xg+j—1 C Xg+j 1
dim(X4+j-1) = g+Jj—1, a preostale potprostore definiramo kao u prethod-

nom slucaju.

Za ove potprostore vrijedi
Xg-1 C Xq s Xg C Xg+1 5 --- > Xn—2 C Xn—-1 (4.23)

Xip € ... Cxp C )qul Cc...C )ang C )anl. (424)

Ponovimo sada konstrukciju matrice B iz slucaja i, < n za svojstvene vrijed-
nosti pu;, > fliy, > ... > fin—1 za koje vrijedi (4.21). Pritom mozemo kao Y,_1

uzeti upravo zadnji u nizu (4.24).

Konstrukcija daje ortonormiranu matricu
X = (Tiy, ooy Tip s Tpy oo s Tpp1)

za koju je
T, € Xi;, 1< g <1
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xiGX’iCX’i-Fl) Z:q_]-))n_l

1 vrijedi

-1 -1

3
3

l l
XAXgE: <> N+
j=1 i=q—1 j=1 i=q—1

Po konstrukeiji x,_1 sadrzi svojstvene vektore od A koji pripadaju Ay, ..., A,.
Po konstrukciji od Z je ZZ* = Py, ,, pa Ay; = \¥i,Yi € Xn—1 povlaci y; =
272%y; tj. AZZYy; = N Z 2y, = B(Z*y;) = Ni(Z%y;). Dakle B ima A\, ..., \,
kao svojstvene vrijednosti. Jer su pig_1, fig; - - -, n—1 zadnjih n — g+ 1 vlastitih
vrijednosti od B vrijedi pig—1 4 -+ 4 ptn—1 < Ag + - + A, Dakle smo dobili

k
r(X*AX) Z)\Z] +Z)\ =3\
j=1

Time smo dokazali relaciju (4.16).Relacija (4.17) se dobije tako da se u relaciju
(4.16) uvrsti matrica —A. n [

Kada je k = 1, Wielandtov teorem daje Fischerovu karakterizaciju svojstvenih vri-

jednosti hermitske matrice.

Korolar 4.28 (Fischer) Za svojstvene vrijednosti od A vrijedi

i = nax min 2" Az
me0=t ey

A = min max 2" Ax.
dim(x)=n+1—i

Dokaz. k =1 daje X = (z;,), ®i, € Xiy, dim(xi,) = 1. Supstitucija i; — i daje
obje relacije. [ | [ |

Za 1 = 1 druga karakterizacija daje

A1 = max ¥ Ax.
x*r=1
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Neka su A, € i A najvece svojstvene vrijednosti hermitskih matrica A, E,

A=A+ E.Tada je

A\ = max 2" Az < max 2" Az + max 2 Ex =\ + &,

c*r=1 r*r=1 rrr=1

Jer je |e1| < ||E||2 oéito je Ay < Ay + ||E||2.Uzimajuéi u obzir da je A = A — E
dobijemo A; < Ay +||E||2 , to jest |\ — M| < ||E||2.Da bi generalizirali ovaj rezultat

prvo dokazujemo

Teorem 4.29 Neka su A,E, A = A+ E hermitske matrice sa svojstvenim vrijed-
nostima Ay > -+ > \,, €1 > €9 > -+ > &, 1 5\1 > e > j\n respektivno, i neka su

11,19, ..., 1 medusobno razliciti indeksi izmedu 1 © n. Tada je

Myt A A et e <A A S e N e+t g

Dokaz. Bez gubitka opéenitosti mozemo pretpostaviti da je
1 <dg < e < .

Prvo ¢emo dokazati drugu nejednakost.

Prema Wielandtovom teoremu postoje potprostori x;, C X, C --- X, takvi

da je
Motoothe= omn e(XAX)
X = (i, ..., 2;)
Ti; € Xi,
X*X=1
Takoder postoje vektori z;; € x;, takvi da je X = (zy,...,7; ) ortonormirana

matrica i A, + -+ + A, > tr(X*AX). Tada imamo za taj izbor od X

Ay ++ N, < tr(X(A+ E)X) = tr(X*AX) + tr(X*EX)
< Ny oA HEir(XTEX)

Korolar 4.22 daje ¢; > p; > €ipn_rt = 1,...,k, gdje su p; vlastite vrijednosti od
X*EX € C** pa vrijedi tr(X*EX) = py + -+ pip < €1+ - - - + &, §to dokazuje
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drugu nejednakost.Prva se nejednakost moze dobiti iz druge ako pisemo A = A— F

jer je sada

IN
P

Xip o+ A, ot Ay +tr(XH(-E)X)

N>/1

< Nyp N — = En (i)

Ovdje je koristeno da su vlastite vrijednosti od —F —¢; < - <+ < —¢,. AR

Korolar 4.30 (Weyl) Za i =1,2,...,n vrijedi \; € [\i + €0, \; + €1]

Dokaz. Uzmemo k = 1 u prethodnom teoremu : A\;; < A\;; +e61, Ay < Ay — 6

zamijenimo 41 S 4. | |

Ako je E pozitivno definitna tada vlastite vrijednosti moraju porasti .

Korolar 4.31
max |A = Ag| < |[E|l2 (4.25)

Dokaz. Iz Weylovog teorema slijedi &, < /N\Z — N < g1, to jest |/N\Z -\l <
max{|ey|, [en|} = || E]]2. u u

Primjer 4.32 Dokazite da je jedna vlastita vrijednost od

B
A:( . g),B:B*uintervalu[(5—HCHQ,5+||C||2]
¢

A:(B 5)+(C* C),éea(BeB[(S])

Postoji A € o(A) tako da je
C ]
2

Medutim postoji H = H* tako da vrijedi Hc = ||c||ze1. Tada je

A R 1P

[A—d] <

2
llel]2 el
_ 0 = ||P 0 = |lcl2,

| llell2

e |2

2 2
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gdje je P neka permutacija. [ | [ |

4.2.3. Teorem Mirskog
Relacija (4.30) se moze napisati u obliku
| diag(hi = X)ll2 < || (4.26)

To sugerira da || - ||2 zamijenimo s nekom drugom normom. Dokazat ¢emo da (4.26)
vrijedi za svaku unitarno invarijantnu normu. Za to ¢e nam trebati analogni rezultat

za singularne vrijednosti.

Teorem 4.33 (Mirsky) Neka su X i X matrice iste dimenzije sa singularnim vri-

jednostima
0120922 0p
012> 09 2+ 2> 0p.
Tada za svaku unitarno invarijantnu normu || - || vrijedi

| diag(3; — o3)|] < ||X — X]|.

Dokaz. Bez gubitka opéenitosti mozemo pretpostaviti da su X i X kvadratne.
Ako nisu nademo unitarnu matricu Q tako da su QX i QX ili XQ i XQ kvadratne.
Time se nece nista promijeniti jer je norma unitarno invarijantna.

Prema teoremu 4.20 svojstvene vrijednosti matrice

0 X .
e su +o1,...,%x0, islitno vrijedi za X.
Ako su €1 > -+ > g, singularne vrijednosti od X — X, tada su svojstvene vrijednosti
d 5
0 X-X
- N +eq, ..., LEp.
X-X 0

U teoremu 4.29 uzmimo

. k O) = O},
1 = B
n+k o, <oy
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Tada je
(51— 0u + - |Gk —onl Ser o tew k=1,....p.

Po Fatuovom teoremu
@(5‘1 —0'1,...,5'1, —O'p) S @(81,...,817)
vrijedi za bilo koju SBF. Teorem sada vrijedi iz von Neumannove karaktrizacije

unitarno invarijantnih normi. [ | [ |

Korolar 4.34 Neka je ® simetricna kvadratna funkcija i || - ||¢ pripadna unitarno

mvarijantna norma. Tada je

| diag(hi = A)lle < || E|la- (4.27)

Dokaz. Neka je p = min{\,, S\n} Tada su svojstvene vrijednosti matrica A — pl i
A— pl nenegativne. Stoga su svojstvene vrijednosti i singularne vrijednosti jednake

pa rezultat slijedi primjenom Mirskijevog teorema. [ | [ |
Kada @ generira Frobeniusovu normu dobijemo hermitski W.Hoffmanov teorem.

Korolar 4.35

o= AP < 1B
1=1

Ovaj rezultat je nesto jaci od W.Hoffmanovog rezultata jer ukazuje na uredene

svojstvenih vrijednosti dok W.Hoffmanov teorem samo daje egzistenciju uredaja.

4.2.4. Rezidualne ograde

Imamo matricu X ¢iji stupcani prostor aproksimira neki invarijantni potpros-
tor od A. Dakle, za neki izbor od M rezidual

R=AX - XM

je mali. Ako X ima ortonormirane stupce, tada je po teoremu 777 svaka unitarno

invarijantna norma od R minimizirana kad je M = X*AX.

S teoremom Mirskog, za hermitsku matricu A mozemo ocijeniti svojstvene

vrijednosti od M kao aproksimacije od A.
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Teorem 4.36 Neka je A hermitska i neka X € R™* zadovoljava X*X = I. Neka
je M = X*AX i R = AX — XM. Neka je ® SBF na R" i neka || - ||o oznacava
pripadnu familiju unitarno invarigantnih normi. Ako su ANy > Xy > -+ > A\, 4
1 > o > -+ > u, svojstvene vrigednosti od A i M respektivno. Tada postoje
indekst iy < io < ... <1 takvi da je

|| d’LCLg(ILL] — )\z]>||<13 S HXR* + RX*H'CD = (p(plaplap%p% c ) (428)

gdje su p1 > py > - - - singularne vrijednosti od R.

Dokaz. Dokazat ¢emo (4.28) za slucaj 2k < n, ostavljajuéi drugi sluéaj kao vjezbu.
Za M = X*AX, neka je
E=—(XR"+ RX").

Tada je E hermitska i vrijedi
(A+ E)X = X M. (4.29)

Zaista (A + E)X = AX — XR*X — RX*X = AX — R— XR*'X = XM jer je
XRX = XX"AX —XMX*X = XX*AX — XM = 0. Dakle R(X) je invarijantan
potprostor od A+ E' i za svaku svojstvenu vrijednost p; od M postoji odgovarajuca
svojstvena vrijednost S\ij od A+ E. Prema teoremu Mirskog (zapravo relaciji (4.27))
| diag(X;—Xi)lle < [|Ells. Stoga je || diag(mu; —A;)||e < [|Elle = || X R*+ RX*[|s
pa preostaje dokazati jednakost u (4.28), tj. da su singularne vrijednosti od F

P1, P1, P25 P25 - - -
Neka je X, takva da je (X, X ) unitarna. Tada je

*

(X, X )" EB(X,X,) = ElX X.]|=

X*EX X*EX,
* XtEX X*EX, ] '
Jer je X*EX = X*XM — X*AX =M — M =0,

XiEX, = X (XR*+RX*)X, = - X XR'X, - X1RX*X, =0,
X*EX| = -X*(XR*+ RX")X, = -R'X,,

X1EX = -X71(XR" + RX")X = —XIR,

vrijedi

0 —RX,

X, X, )'E(X,X,) =
(X, X1)"BE(X, X1) {_XIR 0
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pa su singularne vrijednosti od £ upravo singularne vrijednosti od X7} R uzete dva
puta. Jer su stupci od X ortonormirani i R(R) C R(X,)

(R = AX — XM = AX — XX*AX = (I — XX")AX = X, (X7AX)) imamo
(XTR)*(XTR) = R"X, X7 R = R*R pa su singularne vrijednosti od X7} R upravo

singularne vrijednosti od R. [ |
Korolar 4.37 Za spektralnu normu vrijed:
max{|p; — A, |} < IR,

a za Frobeniusovu normu vrijedi
1/2

< V2Rl (4.30)

{Z 1y — A2
J

Napomena 4.38 U slucaju 2-norme uvjet M = X*AX se mozZe maknuti, tj. za

proizvoljnu hermitsku matricu M vrijedi
[ diag(p; — X))z < [|R]l2.

U sluéaju F-norme faktor \/2 se moze maknuti (relacija (4.30) ).

Rezidualne ograde mogu biti jako dobre i jako lose.

0
Primjer 4.39 Neka je A = © , X = e tako da je M = {0} i R = Ae; —
£
0 , S ‘ .
e10= [ . Dakle je ograda |\ — 0| < ||, pa je odtra, tj. dostize se.
€
_ 0 ¢ ) )
Neka je A = E X = e ,M = {0}. Sada je ograda opet || ali su
£

svojstvene vrijednosti ~ —e? i 1+ 2.

Svojstvene vrijednosti od M = X*AX se zovu Rayleigh-Ritzove aproksimacije

svojstvenih vrijednosti od A.

[ako smo spominjali da se X bira tako da su stupci od X aproksimativno

svojstveni vektori, zapravo sve S§to se treba zahtjevati je da je R mali.
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