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Poglavilje 0
UvOD

Da bi studenti lake razlikovali definicije od tvrdniji, teoreme i propozicgd dokaza, matema-
tiCke relacije od oliinog teksta, oznake od algoritma itd. spécié dijelove teksta smo omied
li obojenim kutijama. Pritom vrijedi sljed® kazalo:

tekst koji govori 0 oznakama,

tekst koji definira nove pojmove,

tekst koji sadzi tvrdnje,

tekst matematiih relacija, npr jednatbi, nejednadbi, jednakosti,
tekst uobl€en kroz formu teorema, propozicija i sl.

tekst koji predstavlja matemaki dokaz ili rjeSenje problema

tekst koji predstavlja primjere.

o HEnOOo L

tekst koji predstavlja algoritme.

Poglavlja, odjeljci i pododieljci koji su ozi@ani u naslovu sa sadie tee gradivo koje se
moze u prvomcitanju preskoiti. Dokazi su matematki zahtijevniji pa nisu pogodni za
poCetnike. Takodr, dokazi obilj@eni sa* su né&to te&zi pa se mogu izostaviti.

Autor se zahvaljuje dr.sc. Ivici Keglesii na pomai u pisanju skripte.
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Poglavlje 1

Sustavi Linearnih Jednadzbi

Studij linearne algebre @injemo razmatranjem triju problema. lako ti problemi naigro-
gled izgledaju vrlo jednostavno, obe nas dovesti do iskustva da moramo biti vrlo oprezni
kako ne bismo stvorili krive zakljtke. Kad jednom usvojimo potrebnu dozu opreznosti, line-
arna algebr&e se razvijati preko pitanja i odgovora na niz vrlo jednasiia pitanja.

Tri problema glase: ponin elementarnih aritmékih operacija naidsve trojke realnih
brojevar;, x5, x3 koji istovremeno zadovoljavaju sljece jednadbe:

Problem 1.
Ty +2x3 = 0
Lo — X3 — 1
T + 2$2 +x3 = 1

Problem 2.
T +x3 = 0
T9o — T3 = 1
xr1 + 2[[’2 — T3 = 1

Problem 3.
Ty +x3 = 0
To — X3 = 1
T+ 21’2 — T3 = 2.

Jednadbe u tim problemima izgledaju vrlo 8ho; u stvari jednatbe drugog problema
razlikuju se od prvog samo na jednom mjestu @édjgednadbi, a jednadbe tr&€eg problema
razlikuju se od drugog opet na samo jednom mjestuaojrednadbi. Slicnost vara, kagto
c¢emo uskoro vidjeti.
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Jedan od zahtjeva u §avanju tih problema jest k&tenje osnovnih aritmekih operacija.
Mogli bismo krenuti nasumce, ka&to smo radili s dvije jednaibe i dvije nepoznanice u
osnovnojskoli. Ipak, u izvBavanju tih operacija Eeljno je imati neki red. Zgodno odabran
redoslijed operacijé@e nas dovesti do dobro definiranog algoritma odnosno pnuayiekoce
se algoritam implementirati nadanalu.

Prije razmatranja gornjih triju problema, uvésimo tri pravila ili druije gledano tri tran-
sformacije, kojece olalati razmatranje. Ta tri pravilze Ciniti osnovu za skoro sva éananja
vezana uz rjgavanje sustava.

Budwti da se ista pravila mogu koristiti i za gavanje sinih, ma@da i kompliciranijih
problema, korisno je iz& ih u $to ogtenitijem obliku. Promotrimo zato @pniti sustav odn
jednadbi san nepoznanica oblika

fl(xlwr% 7‘rn) - bl

fa(z1, @3, ..., n) = b (1.1)

Ovdje suf; realne (ili kompleksne) funkcije od realnih (ili kompleksnih) varijabli.

RjeSenje sustava:

Rijesiti sustav zné odrediti sven—torke brojevazy, z», ..., x, tako da svaka
n—torka uvistena u gornji sustav ad jednadbi na lijevoj strani daje t©no one
vrijednosti (u danom redosljedu) koje se pojavljuju na dg¢strani jednadbi.
Svakun—torku sa tim svojstvom zovemo §enje sustava jednzloi (1.1).

Obicno se urednan-torka brojeva ili varijabli,x{, xo, ..., z,, piSe tako da se taj niz obrubi
zagradama, daklér,, xo, ..., x,). Mi ¢emo taj néin pisanja posebno Kkoristiti od drugog
poglavlja.

Tri pravila kojatemo definirati daju i@n na koji m@&emo dani sustav jednali zamijeniti
drugim sustavom, koji je ekvivalentan (istovjetan) polaansustavu.

Ekvivalentnost sustava:

Za dva sustava jednali kazemo da su ekvivalentni, ako je svakoSgaje prvog
sustava ujedno i rienje drugog sustava i ako je svakadsgaje drugog sustava
takotker rjeSenje prvog sustava. Drugim ¢jena, dva sustava jednaloi su ekvivas
lentna, ako zamjenom jednog sustava drugim niti gubim&en@ niti dobivam
neko novo ri&enje.

O




Tri pravila, odnosno tri operacije nad jedizd@dma koja koristimo u dobivanju ekviva
nog sustava jedndti danom sustavu jesu:

Dozvoljene operacije:
1. Zamjena bilo kojih dviju jednaibi sustava,

2. Mnazenje neke jednatbe sustava brojem koji nije nula,

3. Dodavanje jednoj jednati druge jednazbe koja je pomnbena nekim
brojem.

Primjena bilo kojeg od tih pravila na dani sustav dovodi dstava koji je ekvivalen
polaznom sustavu. Uvjerimo se u to.

lent-

tan

Pravilo 1. dovodi do ekvivalentnog sustava, jer poredakjarkcse pojavljuju jednatbe
u sustavu (1.1) nema ¥aosti za ri@enje. Za rjgenje je bitno da nakon ustenja, lijeva
strana svake jednadbe bude jednaka desnoj srani.

Primijenimo sada pravilo 2. na sustav (1.1).
Uzmimo npr.i—tu jednadbu

fi(w1, 29,0 ) = by, (1.2)
I pomnazimo ju sax koji nije nula. Dobivamo
Oéfz(‘xlv'r%?xn):ablv 057{0 (13)

Sve ostale jednaibe novog sustava su idegrie odgovarajtim jednadbama starog su
tava. Akon - torka brojevar;, x», ..., x, zadovoljava jednatbu (1.2), onda&e zado
voljavati i jednadbu (1.3). Tvrdnja vrijedi bez obzira da Ii je nula ili nije. BudLEi
da su sve druge jedn2loe ostale iste, svako §enje starog sustava o rigsenje novo
sustava.

Podmo sada od jednog enjaz,, z», ..., x, NOVog sustava. S obzirom dagje=# 0
(dakle, tek ovdje koristimo pretpostavku netrivijalnoai, maozemo pomnaiti i—tu

x1, T, ..., T, rjeSenje “j& novijeg” sustava, koji je zapravo stari sustav. Prema {
svako rjéenje novog sustava je istovremendeerje starog sustava. Dakle novi sustg

jednadbu novog sustava sb/a. Sada na isti n@n kao i prije zaklj&ujemo da je

)
1

bme
vV je

ekvivalentan starom sustavu.
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Pokaimo da 3. pravilo takoer vodi na ekvivalentan sustav.
Izabiremo dvije jednatbe polaznog sustava, recimetu i j—tu jednadbu:

fi(l’l,l’g,...,l’n) :bz (14)

fj([)’}l, LR ooog [En) = bj .

Nakon primjene tréeg pravilai—ta i j—ta jednadba novog sustava glase

fi($17$2, 7xn) = b;, (1 5)
fi(z1, 22, ..., xn) + afi(z1, z2, ..., xn) = b; + ab;, '

dok su sve ostale jednZlde obaju sustava idebtie. Ako jex, ..., x, rjesSenje od (1.4),
onda @ito zadovoljava (1.5).

S druge strane, ako je, z», ..., z, rjesenje sustava (1.5), onda 8tavanjenb; umjestd
fi(z1, 9, ..., x,) U drugoj jednadbi od (1.5), jednakbe (1.5) postaju (1.4). To zbieda
je x1, xa, ..., x, Uujedno rigenje od (1.4).

Prema tomey,, z», ..., z, zadovoljava (1.4) onda i samo onda ako zadovoljava (1.5
BudLEi da su ostale jedndtie nepromijenjene, novi sustav je ekvivalentan staromu.

N

Sadatemo upotrijebiti tri osnovna pravila u §avanju problema postavljenih nagetku
ove lekcije.

Kod problema 1., zamijenjujemo fre jednadbu razlikom trée i prve jednaibe (to je
pravilo 3., jer prvu jednatbu mn@imo s—1 i dodajemo ju tréoj jednadbi). Dobivamo

T+ T3 = O,
To9 — T3 = 1,
2.932 = 1.

RijeSivSi trecu jednadbu, dobivamo vrijednost z&. Uvrstivsi tu vrijednost u drugu jed
nadzbu dobivamo vrijednost za;. Uvrstivsi vrijednost zac; u prvu jednadbu dobivamo
vrijednst zar;. Tako smo dobiliz; = 1/2, z, = 1/2, 23 = —1/2. Dakle postoji jedna
samo jedna trojka brojeva/2, 1/2, —1/2 koja zadovoljava sustav jedn#d iz problema
1.

Citalacte odmah primijetiti da svéto smo do sada koristili jesu aritméte operacije, sva tri
pravila zapravo se sastoje samo od aritiieti operacija.



Vratimo se problemu 2. Ako zamijenimo &e jednadbu problema 2 s jednatdom koja
je razlika nje i prve jednatbe, dobittemo ekvivalentan sustav

T+ T3 = O,
Lo — T3 — 1,
2372—2333 = 1.

Zamijenimo tréu jednadbu novog sustava jednagbm koja se dobije tako da od tes
jednadbe oduzmemo drugu pombenu s—2 (opet 3. pravilo), dobi€emo ekvivalentan
sustav

r1+z3 = 0,
To — T3 = 1,
0 = —1.

Zadnja jednadba nam kae: kad bi postojalo rfgenje sustava ono bi bilo takvo da|za
njega vrijedi0 = —1. BudlEi da to &ito nije istina, ne postoji rfgenje sustava.

Dakle, iako se sustavi u problemu 1. i problemu 2. razlikigme u jednom predznaku u
trecoj jednadbi, njihova rj&enja su vrlo razdiita: problem 1. ima jedno i samo jedno3@nje
a problem 2. nema niti jedno genje.

Promotrimo i tré&i problem. Primjenom ti&eg pravila dva puta (prvo od fre jednadbe
oduzmemo prvu, a ondajamduzmemo drugu jednalou pomndenu s2), dobivamo ekt
vivalentan sustav:

Ty +x3 = 0
T9 — T3 = 1
0 = 0.

Dakle, dobili smo sustav s dvije jedr#zk i tri nepoznanice

T +x3 = 0
To — T3 = 1

Ako jednadbe zapsemo u oblikur; = —z3, 2o = 1 + z3, vidimo da za svaki realni (i
kompleksni) broj3, sustav ima rjgenje

.fl:'l:_ﬁ, $2:1+67 x3:ﬁ'

Ovaj sustav jednaabi nema samo jedno §enje, ima ih beskoidao mnogo.

Slicnost problema 1., 2. i 3. pokazala se varljivim. Problemrta jedno i samo jedno
rjieSenje, problem 2. nema niti jedno, a problem 3. ima beskomannogo rjéenja. Na&in
na koji smo dobili ta rjenja (primjenom triju pravila kojima nizemo dani sustav zamijeniti
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ekvivalentnim sustavom) daje nam algoritam z&ajeanje sustava triju linearnih jedridi s
tri nepoznanice.

U optem sli€aju, primjenom spomenutih pravila, polazni sustav se isvadgustav jed
nostavnijeg oblika koji mbemo izravno rij8iti. Npr. jedan takav sustav je onaj u koj
se u drugoj jednatbi ne pojavljuje nepoznanice;, u trecoj nepoznanicer; i z, itd.,
u zadnjoj jednakbi se pojavljuje samo jedna nepoznanica (ona s Bajvéendeksom)
Metoda koja svodi polazni sustav na takav sustav zove sesBeasnetoda eliminacija

§

U sljedeoj tocki pocinjemo studij linearne algebre. Ka&bo je gotovo svaki puta staj,
novoj temi je potreban novi sustav notacije. Notacija tretzSati Citljivost i razumljivost
teksta.

Zadaci

1. Koristeti tri osnovna pravila, svedite sustav jedabidna ekvivalentan sustav koji ima
gornju trokutastu formu:

a11x + a2y + a13z2 — b1
Ay + ag3z = Dby
a33z — 65 .

Navedite korsteno pravilo u svakom koraku i niéelsva mogaa rjeSenja za slijedee sustave:

(@) (b)
1+ Ty +x3 = 4 171+21’2—l’3 = 5
ZE1—$2+ZE3 = 2 2$1—3ZE2+IL’3 = 0
201 + 29— 23 = 1 3r1 + 1629 + 23 = 21
(c) (d)
1’1—|—2£E2—|—ZE3 = 2 ZE1—2£B2+$3 =1
21’1 — 51’2 +x3 = 11 2%1 + X9 —x3 =
31’1 + 21’2 — T3 = —10 5332 — 3.CU3 =0
(e) ()
rT1t+zot+ax3 = 1+43 ]+ 3re — 2izs = 8+ 31
—ritara—x3 = —1 201 + (=14 8z + (24 3i)zg = —11+48i
Tl — T9 — X3 = —<1+22) IL‘l—I—l’Q—f—ZL‘g == 1+5Z
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2. Odrediteny tako da svaki sustav ima najmanje jedn@eeje i nade sva ri@enja sustava.

(a) (b)
r1+3r9 —x3 = 1 201 —x3 = —1
200 — X0+ 23 = a+2 r1+3xy — 143 = a—25
—ZE1+11$2—5ZE3 = 5 T —[EQ+4ZL‘3 = 11
() (d)
21‘1 + 2o t+2x3 = 6 31‘1 +9£E2 — 151‘3 = 6
Ty —Tog— T3 = —3 2rx1 + 629 — 1023 = 4
T = o 41+ 1225 — 2003 = 14+«

3. Dokaite da ovi sustavi nemaju §enja:

(a) (b)
$1+$2—3$3 =1 $1+£L’2—3.1'3 =1
2$1—l’2+l’3 = 2 2x1—x2+x3 = 2
—3$2 + 71’3 = 3 31’1 — 2[L’3 = 1
(©) (d)
2]31 + 31’2 — T3 = 0 -1 + 21’2 — T3 = 0
£L'1—3ZL’2+ZL‘3 = 1 $1+8I2+l’3 =9
—3£B2+333 = 3 T +3£E2 +x3 = 5
(e) (f)
Ty — To + 3.(173 =1 2371 — 11332 + 112373 = 10
1 — 5$2 — X3 = 4 22.1'1 — 3$2 + il’g =7
2x1 — 629 + 223 = 6 (1 —d)xy — 4oy + bizg = 1

4. Konstruirajte sustav od tri jednaoke s tri nepoznanice tako da ima

(a) jedno i samo jedno rgenje,

(b) viSe od jednog rigenja,

(c) niti jedno ri&enje.

U svakom od tri slGaja reducirajte sustav na ekvivalentan sustav u gornpéutastoj
formi.
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Poglavlje 2

Uvod u vektorske prostore

U ovom poglavlju prvo upoznajemo specijalne vektorske joresure@nih n-torki realnih i
kompleksnih brojeva, a zatim definiramo vektorski pros@o kigebarsku strukturu. Kao

smo napomenuli ranije, prvo uvodimo oznake.

SaR i C ozn&avamo skupove realnih odnosno kompleksnih brojeva. Redtoen-
pleksne brojeve oz@gavamo malim gikim ili latinskim slovima,«, £, a, b, ...Realn
i kompleksne brojeve pcemo zvati (realni ili kompleksniykalari. Skup svih cijeli
brojeva jeZ, a prirodnih brojeva (tu su cijeli pozitivni brojevi) jd.

4 N
Neka jen € N. Uredenan-torka skalara je svaki niz od skalara. Urednen-torke
cemo pisati tako da niz skalara onvad parom zagrada. Npr. ako 8y, xs, . .., z,, zadan

skalari, tad&e (21, zo, . . ., x,,) 0zn&avati jednu ureenun-torku tih skalara. Pritom je,
na prvom mjestu u toj-torki, z, na drugom mjestu, itd. Udmo da je(zs, z1, x3, . . ., Ty)
\'@dna druga ureshan-torka istih skalara. )

Sa V, (ili R,) temo oznéiti skup svih urednih n-torki realnih brojeva. Rife“svih”
je vazna jer ukazuje da Y ukljucuje b& sve n-torke, od kojih je svaka oblika =
(1,29, ...,x,), pri Cemu je svakic; proizvoljni realni broj. Same n-torke ozé@vama
malim latinskim slovima. Ako giemoz,y,z € V,, to e znd&iti da suz,y i z uretene
n-torke realnih brojeva. Njihove komponertte biti z;, y;, z;, respektivno, ili drugim

rjeCimaz = (x1,...,2,), ¥y = (Y1, -, Yn)s 2 = (21, - -, Zn)-

Slicno, n-torke kompleksnih brojev@emo isto tako ozré@ti malim latinskim slovima,
ali €emo naznéiti da su im komponente kompleksni brojevi. Skup svih takawtorki
cemo oznéiti saC,,. Npr.z = (z1,29,...,2,) Il w = (wy,wy, ..., w,) suizC,, ako su
zi,w; € Czasvakal < i < n.

U daljem tekstitemocesto urednen-torke skalara krge nazivatin-torkama skalara.

13
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Opte vektorske prostorgemo takodr ozn&avati velikim, a njihove elemente — vektore,
malim latinskim slovima. Kak@emo uskoro vidjeti, Y je vektorski prostor, pa je oznaka
sukladna spomenutom pravilu.

Skupove i podskupoveemo oznéavati velikim latinskim ili kaligrafskim slovima. Npr.
skupoveS i A cemocCeste pisati kaligrafski, daklé i A.

2.1 \ektorski prostor V,,

Ako imamo dvije n-torker = (1,9, ..., 2,) 1y = (Y1, Y2, -- -, Yn) iz V,,, postavlja se pitanje
Sto bi moglo znéiti z =y ?

Ako se n-torke razlikuju u nekoj komponenti na istom mjestgurno ne mademo prihvar
titi da su jednake. Zato definiramo daje= y ako jex; = y; za sve indekse < i < n.
To zn&i da jednakost = y ima isto zn&enje kao in jednakosti

T1 =Y, T2=Y2, --. ,Tpn = Yn- (2-1)

Zatim bismozeljeli uvesti neke operacije nad n-torkamach/imo od zbrajanja.

Ako suzx i y kao gore, tada definiramo+ y kao n-torkuz = (z1, 2, . . ., 2,,) Sa Svojstvom
21=2%1+ Y1, B2 =22+ Y2, ... Zpn =Tp + Yn. (2.2)

Krace, to psemo
zZ=x+y.

Jednako ka&to nema smisla pitati da li je = y kadx i y nisu iz istog skupa Y (npr.x € V,,
y € V,,, n # m), tako nema smisla niti pita§to jex + y zax € V,,, y € V,,,, n # m.

Operacija zbrajanja n-torki ima jednore svojstvo:

| zasvakor € V, isvakoy € V, vrijediz +y € V,,, |

jer je svaka komponenta od+ y kao zbroj realnih brojeva realni broj. Dakle polazed
proizvoljnih elemenata iz y, njihova suma je ponovo u,V Zato se kae da je skup Y
zatvoren s obzirom na operaciju zbrajanja(elemenata iz ).

Da bi naglasiliinjenicu da je na Y definirana operacija zbrajanja i da je Yatvoren s
obzirom na njugesto se @e(V,,, +).

Sljedeca operacija koju mzemo jednako jednostavno definirati na & operacija mnoe-
nja n-torki realnim brojevima.
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Akojez € V, i a € R, tada jeax n-torkaz = (z1, 29, . . ., 2,) Za koju vrijedi
Z1 = QTy, 23 = QTa, ... Zp = QL. (2.3)

Krace relaciju (2.3) giemo

Iz definicije mnd@enja sa skalarom vidimo da za svakie R i svakiz € V,,, ax ima kao
komponente realne brojeve (jer je produkt realnih brojgyet oealni broj). Drugim rijéima,

\ V,, je zatvoren i u odnosu na maenjen-torki skalarom.\

Da bi to naglasili gsemo(V,, , -). Ako promatramo Y, zajedno s obje operacije i -, tada
notacija(V,, +, -) naglaavacinjenicu da je V, zatvoren s obzirom na obje operacije.

Primjer 2.1 Nekajen =4inekasu:z=(-4,2,0,3.7), y=(0,1,0, 7).
Tada je

—z = (=1)-z=(4,-2,0,-3.7)
r+y = (—4,3,0,10.7)
21.2 = (-84,4.2,0,7.77)

Treba ud@iti da kod operacije mngenja sa skalarom, n-torku mziono ne€im Sto nije n-torka,
dakle n€im Sto ne pripada skupu,V Ako Zelimo naglasiti skupove kojima pripadaju operandi
koji sudjeluju u operacijama onda§gmo

F oV xV,—= V., - RxV,—V,.

Zbrajanjen-torki i njihovo mnazenje skalarom konstruirane su na bazi operacija zbrajanja
mnazenja realnih brojeva. Svojstva realnih brojeva u odnosepesiacije zbrajanja i mrienja
omogLEavaju izvesti neka svojstva skupé,, + , -).
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Teorem 2.2 Vrijede sljedée tvrdnje
0] r+y=y+x zasver,y € V,, (komutativnost
(i) r+ (y+2)=(x+y)+z zasver,y,z €V, (asocijativnost),

(i) Postoji (neutralan) element < V, takav da jer + o = z za svakiv € V,,.

(iv) Za svakix € V,, postoji inverzni (ili suprotni) elementz € V,, za koji vrijedi
z+ (—z) =o.
(v) alr+y) =ar+ay zasver,y € V,,a € R

(distributivnost mnaenja prema zbrajanju u,y,

Vi) (a+p)r=ar+ px zasver € V,,a,f €R
(distributivhost mnaenja prema zbrajanju R),

(vii) a(fz) = (af)r zasver € V,,, o, € R (kompatibilnost mnkenja),

(viii) lz =z zasvokar (netrivijalnost mndenja).

Dokaz: Dokazi svih tvrdnji su vrlo jednostavni. Za primjer, dokazamo tvrdnje (i)
(v). Za dokaz prve tvrdnje uzmimo proizvoljney € V,, i iskoristimo komutativnost
zbrajanja realnih brojeva.

T1, Ty Tn) + (Y1, Y2, - s Yn)

1+ Y1, T+ Yo, oy T + Yn)

Y1+ 21,92 + T2, -5 Yn + Tn)

Y1, Y2, -+ Yn) + (T1, T, ..., Ty) =Y + .

Tr+y

(
(
(
(

Za dokaz pete tvrdnje uzmimo proizvoljney € V,, i proizvoljni a € R, te iskoristima
distributivnost mnaenja u odnosu na zbrajanje realnih brojeva,

a(z+y) = alr1+y1, T2+ Y2, Tn+ Yn)

(a(@1 4+ y1); a(z2 + y2), - - (@0 + Yn))
(xy + ayr, axs + ays, . .., ax, + o))
(xy, oz, ..., axy,) + (Y1, ays, . .., QYy,)

= a(z,22,...,2,) +a(y1,xy, ..., Yn) =ax +ay. N

UoCimo da postoji samo jedan neutralni element (0,0, ...,0) i da za svakic € V,, postoji
samo jedan inverzni elementr = (—x;, —x9,..., —x,). Pritom se inverzni element dobije
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formulom
—x=(-1) . (2.4)

Kadkad mdemo i na drugim skupovima na&hn n&in definirati dvije operacije te poka-
zati da vrijede svojstva (i)—(viii). Neka j& takav skup.

Operaciju koja pridjeljuje paru elemenatay € X element izX zovimo zbrajanje i
ozn&imo ju sa+, a onu koja paru koji se sastoji od jednog skalara i jednognefga iz
X, pridruzuje element izX, zovimo mnozenje sa skalarom i ozréamo ju s-. Ako je
X zatvoren s obzirom na te dvije operacije i ako te operacigpvaljavaju svih osar
svojstava opisanih u teoremu 2.2, or{dd +, -) zovemovektorski ili linearni prostor .

=)

U kratoj oznaci, kad se operacije podrazumijevaju, s&arbe se zvati vektorski prostor. Ele-
menti od.X se onda zovu vektori, bez obzira nasto su oni kao matemati objekii.

Teorem 2.2 pokazuje da j@/,,, +, -) vektorski prostor. Stoga, ako je € V,, n-torku =
mozemo j& zvati vektor iz \,, ili ako se V, podrazumijeva, samo vektor.

Primjer 2.3 Neka suu,, us, us, uy, us proizvoljni vektoriiz V,. Sto zn&i
Y =u; + Uz + ug + ug +us ?
Vektory racunamo po formuli (idGi s lijeva na desno)
y=(((ug +uz) +u3) +us) +us
Zbog svostva asocijativnosti zbrajanja y,\Y\nazemoy dobiti i na druge né&ine, npr.

y = (((up4+u2) +ug) +ug) +us=((ug +ug) +us) + (ug + us)
(u1 +uz) + (uz + (ug +us)) = ur + ((ug + uz) + (ug + us))
= wuy+ (ug + (us + (ug +us)))

Kako za zbrajanje vrijedi komutativnost, aemno u svakom od gornjih izraza zamijeniti
poredak sumanada (sumand Zediti i zagrada i vektor kaas).

Y = U+ Uy +uU3z+ug+us = Uz + Uy + ug + Uz + us
= U+ Uy + U+ U3+ U = U+ UL+ U+ U F U
= Uyt U+ UL +Us + U3 = Ug + U+ U5+ U +UF= """
= (((ug +u2) +ug) +ug) +us=((uz+u) +us) + (ug + us)
= (u2tu1) +(us + (us +ug)) = ur + ((us + u2) + (us + ua))
= up+ (uz + (u2 + (us +uyq))) =---

=

Dakle, kako god ispermutirali vektore i kako god nakon togatavili zagrade, uvije
dobivamo isti vektoy.
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Primjer 2.4 Ngka SWuy, Us, ... i Proizvoljni vektoriiz V, i aq, as, ... 4 proizvoljni
realni brojevi. Sto zn&i

Z = Uy + Qg + - -+ + oy ?

Operecija mnaenja vektora sa skalarom jeSeg prioriteta od zbrajanja vektora. Vektor
z mazemo r&unati na razne néne. M@da je najprirodnije ovako: prvo iz&unamo sv
produktea;uy, asus, ... opui Koji su sviu'V,; zatim te vektore zbrojimo u redoslijedu
kako su napisani; dakle, prvo tanamo zbroj

D

auy + asug €V, , zatim dodamo sljede vektor
(cquy + aousg) + azus € V,, , zatim dodamo sljede vektor
((quy + agus) + asug) + auuy € V,,,  zatim sljedéi vektor

z = ((-- ((cqug + agug) + agus) + - -+ ) + ag—1ug—1) + agug, € V, .

Zbog svojstva asocijativnosti i komutativnosti zbrajamgktora, do vektora mogli sma
doti i tako da smo po volji ispermutirali vektore;u; i onda ih zbrojili u bilo kojen
redosljedu (stavljajai zagrade po volji). Vektot je uvijek u V.

Uvedimo sada vzan pojaminearne kombinacije vektora.

Neka jez € V,, i neka suuy, us, ... uy takoter iz V,,. Ako vrijedi

Z=Q1Ul + QU + * -+ + Qg Uk

js)

za neke skalare (realne brojeve) as, ... a4, onda kaemo da je: linearna kombinacij
vektorauy, us, ... wy ilidaje z linearna kombinacija skupa vektofaiy, us, ... us }-

Da bismo razumjeli vanost zatvorenosti vektorskog prostora u odnosu na ope#wiajanja
i mnozenja skalarom, vratimo se (vektorskom) prostoru YYromotrimo sljedee vektore iz
V.,

e1 = (1,0,0,...,0)
62:<0,1,0,...,0)
€3 = (070717"'70) (25)

en = (0,0,0,...,1).

Neka jex = (z1,...,2,) € V,. Jer je V, zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja i
mnazenja skalarom, znamo da je
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Y =161+ T2€2 + - + Tpey (2.6)

takoter element iz {,. Doista, mndenje svakog vektorg; realnim brojemz; ne izvodi nas
iz skupa V,, a isto tako bilo koji redoslijed sumiranja tih izmtenih vektora ne izvodi nas iz
V... Koristeti definiciju (2.3) mndenja i (2.2) zbrajanja n-torki, dobivamo

Yy = x1€] + Toeg + - Tpep = (21,0,...,0) + (0,zs,...,0) +
..-+(0,O,".7l'n):(m17”"xn):m‘

Pasli smo od proizvoljnog vektora € V,,, pa iz njegovih komponenti izgradili vektgr, pa
pokazali da je; zapravar. ZakljuCujemo da za svaki € V,, vrijedi

T = T1€] + Taey + -+ - Tpep. (2.7)

Zakljucujemo da se svaki vektariz V,, moze prikazati kao linearna kombinacija istog
skupa vektorges, ..., e,}. Zato k&emo da je V, razapetskupom vektorde;, ..., e,}

ili krate, vektorimaey, ..., e,. J& se kde da je{ey, ..., e,} skup vektordzvodnicaza
V...

Vektorski potprostoriod V ,

Ozn&imo saZ skup svih vektora iz Y koji se mogu zapisati u obliku

z = (z1,2,0,0,...,0), (2.8)

gdje suz; i z, proizvoljni realni brojevi. Drugim rijéima, Z se sastoji od svih onih n-torki
koje imaju svojstvo da su im zadnje— 2 komponente nula. Tvrdimo da je skupzajedno

sa operacijama zbrajanja n-torki i mtemja n-torki skalarom, vektorski prostor. Da bi to
provjerili, prvo trebamo dokazati da j¢ zatvoren u odnosu na obje operacije. Uzmimo zato
proizvolineu,v € Zi a € R. Tada je

u = (ug,uz,0,...,0) i v=(vy,09,0,...,0),

paje

ut+v = (up+v1,us + v2,0,...,0),

au = (aui,aus,0,...,0).
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Dakle iu + v i au imaju zadnjen — 2 komponente nula pa su elementi skupa Time je
dokazano da j& zatvoren u odnosu na dane operacije. Da bi bio vektorskiq@rosioraju
na skupuZ operacije+ i - zadovoljavati svih osam svojstava iz teorema 2.2. Za swejst
(®,(ii),(v)—(viii) to je jasno jer su elementi iZ ujedno i elementi iz Y. Neutralni element
o € V,, ima sve, pa zato i zadnjih — 2 komponenata nula, padeu Z. Konano, suprotni
element od(zy, 25,0,...,0) je (—z1,—22,0,...,0) pa je on takodr u Z. Dakle, (Z,+,")
je vektorski prostor. Kako je on kao skup, podskup ad Waziva se vektorski (ili linearni)
potprostor od V,,.

Nije svaki podskup od Y vektorski potprostor. Npr, ako uzmemo

S ={(1,u,0,...,0); wuy € R} CV,,

tadace svaki zbroj dva vektora i& biti oblika (2,¢,0,...,0), ¢ € R. Dakle, skupS nije
zatvoren s obzirom na zbrajanje. N&tsiin&in se pokde dasS nije zatvoren niti u odnosu
na mnaenje skalarom. JolalSe se vidi daS ne made biti vektorski prostor provjerom da li
je nul-element iz V uS. Naime, svaki potprostor od,Mmora sadtavati neutralni element iz
V,.. Jasno d& ne sadZi o jer o nema prvu komponentu jedandveula.

OpiSimo sada nén kako se iz danog skupa vektofa, , as, . .., a,} C V,, moze izgraditi
najmaniji vektorski potprostor od,\koji sadizi sve te vektore. Neka jB(as, as, . . . , a,) skup
svih linearnih kombinacija vektor@, as, . . . , a,. To ma&emo matematki zapisati kao

L(ay, ag,...,ay) = {oqay + agas + - - - + apay; aq,aa,...,0, € R}

Prvo uc&imo da jeL(ay, as, ..., a,) C V,. Zaista, svaki element iz(ay, as, . .., a,) je neka
linearna kombinacija vektoray, as, . .., a, koji su svi iz V,, pa je onda i ta linearna kom-
binacija iz V,,. Dakle, svaki element od.(a,, as,...,a,) je uV,, pajeL(ay,as,...,a,)
podskup od Y. Stoga, ako zbrajamo vektoreiza,, as, .. ., a,) ili ih mnozimo sa skalarom,
dobivamo vektore iz V.

Zatim ucCimo da zbroj dviju linearnih kombinacije iz(ay, as, - . . , a,),

(ara; + agag + - - + apapy) + (Brar + Peas + - - + Bpay)
= (a1 + Br)ar + (ag + B2)ag + - + (o + Bp)ay

daje opet linearnu kombinaciju ¥(a,, as, . . ., a,). Isto vrijedi i za produkt sa skalarom,

a(frar + Beag + - + Bpay) = (afr)ar + (afz)az + - -+ + (afp)ap.
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Dakle je L(ay,as, ..., a,) zatvoren u odnosu na operacije zbrajanja i zerga skalarom.
Lako se provjeri dd (a4, as, ..., a,),+, ) zadovoljava sve uvjete nabrojene u teoremu 2.2.

Npr. neutralni element se dobije linearnom kombinacijokt®@e.a,, as, . . . , a, U KOjoj SU SVi
skalaria; nule. Inverzni element od,a; + asas + - - - + opa, j€ —a1a1 — aas — - - - — yay.
Dakle L(ay,as,...,a,) je vektorski potprostor od }. On sadzi vektor a; jer je

a;=0-a1+---+0-a,.1+1-a;,+0-a;41+---+0-a, Kako to vrijedi za svake, skup
vektora{ai, as,...,a,} je sadzan uL(ay,as,...,a,). TO je ujedno najmanji potpros-

tor od V, sa tim svojstvom, jer svaki potprostor og, ¥oji sadzi {ay, as, . . ., a,} nuzno
sadri i sve linearne kombinacije skufa, as, . .., a,} pa zato sadi i L(ay, as, .. ., ap).
Iz definicije se vidi dal(a, .. ., a,) ovisi 0 skupu vektorda, ..., a,}, paje
L(ay,...,ap) = L(az@), ..., a-@p)) zasvaku permutacija skupa{l,..., p}.
Zbog te odrednostiL(ay, as, . .., a,) Se naziva vektorski (linearni) potprostor og Yazapet
skupom vektora{as, as, . .., a,} il krate: razapet vektorimay, as, . . ., a,. Ako je

tada s€a, as, . . ., a,} jOS nazivarazapinju €i skup za X ili skup (sistem) vektora izvodnica
za X. Zapravo,X ima beskonéno razapinjaih skupova, a zapi&X = L(a4,...,a,) Samo
ukazuje da jgay, as, . .., a,} jedan takav skup.

Primjer 2.5 Neka jeZ prvi potprostor od VY, kojeg smo upoznali. Tada & = L(ey, es).
Pok&imo da jeZ razapet npr. svakim od skupoyé, 1,0, ...,0), (§,—n,0,...,0)} gdje
sué, n bilo kakvi od nule raztiti realni brojevi.
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RjeSenje Dakle, moramo pokazati da se proizvoljni vekioE Z moze prikazati kac
linearna kombinacija vektorg = (£,7,0,... ,0)i fo = (£,—n,0,... ,0). Zn&i,
moramo pokazati da postoje realni brojeyii as, takvi da jer = aq f1+as fo. Zapisom
to zn&i dazelimo n&i realnea; i a, koji zadovoljavaju

N

(x1,29,0,...,0) = a1(&,n,0,...,0)+as(§,—n,0,...,0)
= (w&,a1m,0,...,0) 4+ (€, —aon,0,... ,0)
= (0415‘1‘0425704177—04277,0,---70)-

Da bin-torkax na lijevoj strani bila jednaka-torki na desnoj strani zadnje jednakosti,
mora biti

. = (a1 +az) = a1+a2:% jerje& #0
T . .
o = nla—a) = al_CJéQ:;Z jerjen #0

Iz zadnjeg sustava, zbrajanjem i oduzimanje jed@badlobije se

1 ($1+ZL'2) 1 (ZEl 332)
a1 = - | — — s oy ==—|———1.
A T2\¢

Primjer 2.6 Neka je A podprostor od V razapet vektorima (trojkama)l,1,0),
(—1,1,1). Tada md@emo postaviti pitanje: je li vektdB, 1, —1) u A ?

RjeSenje Iz definicije slijedi da j&3,1, —1) € A ako postoje realni brojeviv;, . takvi
daje

(3> L, —1) = 041(17 1>0) + 042(—17 1, 1) = (041 —Qg,01 + 042>042)-

N
1

Jer lijeva trojka mora biti jednaka desnoj trojci, dobivartrojednadzbe sa dvije nepo
nanice,

a; — Qg = 3
a1+ Qg =

Qo = —1.
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Nastavak:

Iz zadnje jednaibe dobivamay, = —1, a iz drugea; = 1 — ap, = 2. UvrStavaj@i
dobivene vrijednosti za;, a; u prvu jednadbu dobivamay; —as, =2 — (—1) = 3 paje
i ona zadovoljena. Zaklfiujemo da je

(3,1,—1) =2-(1,1,0) + (=1) - (=1,1,1),

paje(3,1,—1) € A.

Iz zadnjeg primjera vidimo da za odgovor na upit pripada kinektor nekom potprostoru
moramo rijéiti jedan sustav linearnih jednadl gdje secak broj nepoznanica ne poklapa
s brojem jednaibi. To nas vodi prema problemu $@vanja opeg sustava odh linearnih
jednadbi san nepoznanica. Tome problendemo se vratiti kasnije.

Zadaci
1. Pokaite

(a1a1 + agag + - - + apa,) + (Brar + Beas + - + Bpay)
= (Oél —+ Bl)al + (OZQ + ﬁg)(ll + -+ (Oép + 6;7)@1

2. Pokaite matematikom indukcijom

a(frar + Boag + - + Bpa,) = (afr)ar + (aBz)az + -+ + (afp)ap.

3. Permutacija skupas,, = {1,2,... ,n} je svaki redoslijed (ure) tih brojeva. Olino se
koristi oznaka

B ( 1 2 ... n )
P=\p) p@ - p(n)
Pritom gornji red ozn@ava prirodni redoslijed brojeva &, a donji onaj koji definira permu-
taciju. J& kazemo da se je polazni niz brojeva2, ... ,n tako ispermutirao (permutacijom
p) da na prvo mjesto dolazi brpj 1), na drugo mjesto brgj(2), itd. nan-to mjesto brojp(n).

lli da 1 po permutaciji prelazi w(1), 2 u p(2), itd. n prelazi up(n).
Napiite sve permutacije skugda, 2, 3}.
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Kartezijevi koordinatni sustavi

Geometrijska interpretacija algebarskih koncepata jgek\korisna, ako je modia, jer nam
omog€ava vizualizaciju i problema i rfenja problema. U tu svrhu posebno sinialucajevi
kad jen = 2in = 3. Ozn&imo sa k i E; dvodimenzionalne i trodimenzionalne brojevne
sustave, poznate pod imenom Kartezijevi koordinatni suséi cemo koristiti & .

ToCka P u E odretkéna je sa tri realna broj@ , p2, p3) koji predstavljaju koordinate te
toCke s obzirom na Kartezijev koordinatni sustav. Ako kooatknozn&imo kao u analitikoj
geometriji sz, y i z, tada su koordinate od R:= p1, y = p2, 2 = p3.

Sacime u E povezati vektore iz Y? Vektorv = (vy,vs,v3) € V3 povezujemo s us-
mjerenom ddinom u E koja ima p&etak u ishoditu (taki s koordinatamao0, 0, 0)), a kraj
u tocki s koordinatamdu, v5, v3). Vazno je zapamtiti da usmjerenana koja reprezentira
neki element iz V uvijek starta iz ishodita. Zato takove usmjerenezine jas zovemo radij-
vektorit. Jednakost dvaju elemenatab € V3 odgovara u E jednakosti pripadnih radij-
vektora (oni zavsavaju u istoj toki).

Sumi elemenata, b € V3 odgovara radij vektor koji se dobije kao suma pripadnihjradi
vektora pomoéu pravila paralelograma. Dakle, akost= (ay, as, as), b = (b1, be, b3) onda je
a+b = (a;+by,as+by, az+bs), a pripadni radij-vektori zasavaju u tdkama s koordinatama
(ay,as,as), (by,be,b3) i (a1 + by, as + by, ag + bs), respektivno. Jasno je da suma dvaju radij-
vektora uvijek I&i u ravnini razapetoj radij-vektorima koji ulaze u sumu.

MnoZenje elementa € V3 s brojema rezultira u produljenju (ako jey| > 1) ili skracenju
(ako je|a| < 1) radij-vektora koji odgovara vektorw. Naime, ako jex = (aq, as, a3) tada
je zavBna t@ka radij-vektora koji odgovara vektor odnosnoaa odretena koordinatama
(a1, as, az) odnosndaa;, aas, cvaz). Odmah vidimo da oba radij-vektorazke na istom pravcu
dok im je smijer isti (suprotan) ako je > 0 (o < 0). Nulvektor u \; odgovara ishoditu, a to
se dogad kad jea = 0.

Svaki potprostor od Yzatvoren je u odnosu na operacije zbrajanja i hamja skalarom.
Nul-vektor gledan kao skuggiji je jedini elemenb = (0,0, 0) jo$ nazivamo nul-dimenzional-
ni potprostor od VY. Potprostor koji je razapet s jednim vektorom, koji ne smbij o, na-
zivamo jednodimenzionalni potprostor od V Potprostor koji je razapet s dva vektora koji
ne leze na istom pravcu nazivamo dvodimenzionalnim potprostood V;. Konano, pot-
prostor koji je razapet s tri vektora koji nezke u istoj ravnini nazivamo trodimenzionalnim
potprostorom od Y. Pojam dimenzije vetorskog prostatamo definirati u 5. poglavlju (de-
finicija 5.14).

Na osnovu pravila za mizenje radij-vektora skalarom i za zbrajanje radij-vektara
kljucujemo da

e 0-dimenzionalnom potprostoru i \ddgovara u gishodste;

1Kasnije cemo uvesti pojam “paralelnih usmijerenihziha” i “klasa ekvivalencije paralelnin usmjerenih
dwzina” koje e nam omoggiti da usmjerene diine odvojimo od ishodita
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¢ 1-dimenzionalnom potprostoru w;\ddgovara u g pravac koji prolazi ishoditem;

e 2-dimenzionalnom potprostoru w\ddgovara u Eravnina koja prolazi ishodtem;

e 3-dimenzionalnom potprostoru w\ddgovara u Ecijeli prostor.

2.2 \ektorski prostor C,,

SaC,, ozn&imo skup svih n-torki kompleksnih brojeva. Zbrajanje takan-torki definiramo
na isti n&in kao i u sli€aju realnih n-torki. Kod mnkenja skalarom dogamo da skalar bude
kompleksan broj. Dakle, ako su= (z1,22,...,2,),w = (wy,ws,...,w,) € C, i ( € C
proizvoljni, tada je

z4+w= (21 +w, 2+ W,. .., 20+ W), (2= (C21,(22,...,(2).

Odmah se vidi da j€,, zatvoren u odnosu na operaciju zbrajanja n-torki i #emga n-torki
skalarom. Takoer se lako provjeri da operacijei - naC,, zadovoljavaju svih osam uvjeta iz
teorema 2.2. Stoga j&,,, +, ) vektorski prostor.

Kako komponente n-torki i skalari koji ih mie pripadaju skup«, (C,, +,-) zovemo
vektorski prostor n-torki na@ ili vektorski prostor kompleksnih n-torki. Kao i prije, jets-
tveni neutralni element je = (0,0,...,0), ainverzni elementodje —z = (—z1,..., —2,).

Linearna kombinacija vektora,, . .., a; € C,, je vektorz = aja; + agas + - - - + agpay,
pri Cemu su skalari, . . ., o opcenito kompleksni. Skup svih linearnih kombinacija vektor
ai,...,ar 0zn&avamo sL(aq, ..., a;). Taj podskup odC, opskrbljen operacijama i - iz
C,. Cini vektorski prostor koji je potprostor oi,,, +, -).

Osim standardnih binarnih operacijai -, naC,, prirodno je definirana unarna operacija
kompleksne konjugacije koja svakoj n-torkiz = (z1, 29, ..., 2,) € C, pridruzuje n-torku
z=(z1,2,...,2,). Vektorz € C, zove se (kompleksno) konjugirani vektar
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2.3 Opci vektorski prostor

Vektorski prostori V, i C,, sagraéni su nad skupovima realnih i kompleksnih brojeRai

C . Ti skupoviR i C obog&eni su dodatnim svojstvima jer su na njima definirane ofjerac
zbrajanja i mnaenja (realnih i kompleksih) brojeva. Te operacije imajagima svojstva, koja
od skupovaR i C stvaraju posebnu mateméku strukturu koja se naziyaolje. Ozn&imo sa
® skupoveR ili C. Tada® ima sljed€a svojstva:

_
Rad)

at+(B+v)=(ae+p)+~ zasven,f,yed (asocijativnost zbrajanje
2.  Postoji (neutralan za zbrajanje) elemeéerd ® takav da je

a+0=0+a=a zasvakax e ®
3. Zasvakia € ¢ postoji (inverzni u odnosu na zbrajanje) elemeint za koji vrijedi:
a+(—a)=(—a)+a=0

4. a+pf=p+a zasver,feP (komutativnost zbrajanja)
5. (af)y=a(fy) zabilokojex,s,v e ® (asocijativnost mnenja u®)
6. Postoji (neutralan za muenje) element € @, takav da je

a-l=1-a=a zasvakox €

7. Zasvakia € @ koji nije 0, postoji inverzni (u odnosu na maenje) element. ! za

koji vrijedi:
ac t=ala=1
8. «af+v)=af+ay zasvex,3,7€ D (lijeva distributivnost
(B +v)a=pa+~ya zasven, S,y € D (desna distributivnost)
9. aff = fa zasvew, € P (komutativnost mnbenja),
2.3.1 Grupa

Zamislimo sada da jé neki skup na kojem je definirana samo jedna binarna operemjia
ozn&imo sac. Dakleo pridruzuje svakom paru elemenatadzopet element iz, pa je dakle
® zatvoren s obzirom na operaciju Ako pritom vrijede:

e  SVOjstvo asocijativnosti,
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e  sSvojstvo postojanja neutralnog elementa i

e svojstvo da za svaki element ddpostoji inverzni element
onda sg @, o) nazivagrupa. Ako je operacijeo slitcna operaciji zbrajanja (mitenja) onda
grupa dobiva pridjewditivna (multiplikativha ). Ako za(®, o) vrijedi joS i

e svojstvo komutativnosti
onda se zovAbelovaili komutativna grupa.

Podgrupa.

Neka jeS C ® neki podskup skupé pri cemu je(®, o) grupa. Ako sur,y € S, tada je
oCito x o y € ®. Ako metdutim za svaka dva elementay € S vrijedi x o y € S, tada je
S zatvoren u odnosu na operaciju Za svaki element iz S postoji (jer jex i u ®) inverzni
elementz—! u @ i on nije nzno us.

Ako je S zatvoren u odnosu ng ako je neutralni element grugeu S i ako je za svaki
elementr od S, »~! takotkr uS, tada se skugs zajedno sa (nasljethom izd) operacijom
o nazivapodgrupa grupe®. Dakle, da bi bio podgrupa o8, podskupS mora biti i sam
grupa uz istu binarnu operaciju.

Izomorfizam grupa.

Pretpostavimo da imamo dvije grupé, o), (Gs, ¢) i preslikavanjef : G, — G,. Ako
vrijedi

f(g1092) = f(g1) ¢ f(g2) zasvakay, g, € Gy
tada sef naziva homomorfizam grupa. Ako jei bijekcija (tj. f(G1) = G2i g1 # ga U
G1 poviati f(g1) # f(x2)) tada sef naziva izomorfizam grup&; i Gs.

Lako se pokae da homorfizam preslikava neutralni element grGheu neutralni element
grupeG, i inverzni elemenyy~! od g € G, prebacuje u inverzni elemehf(g)]~' elementa
f(g). lzomorfne grupe imaju istovjetnu strukturu, pa dobro [@ena jedna grupa daje sve
bitne podatke o grupama koje su joj izomorfne.

Neka osnovna svojstva grupe, kao na primjer jedinstvermstralnog elementa i jedins-
tvenost inverznog elementa, Bt dokazani u sklopu dokaza propozicije 2.12.

Grupa permutacija

Lijep primjer grupe je tzv. grupa permutacija. Prvo defijmra permutacije.

Neka jeN,, neki kona&an skup och elemenataPermutacija p skupalV, je svaka bijek:
cija skupalV,, na sebe. Skup svih permutacija skugaoznaavamo sal,,.
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Radi jednostavnosti razmatranja, umjesto sampskupomy,, raditcemo sa sa skupom

S, ={1,2,...,n}.

Permutaciju skup&,, ozn&avamo sa

p:(p<11> b@) L p%)'

Na primjer, ako jen = 5, imamosS,, = {1,2,3,4,5} i

(12345
P=\5 3124/

je jedna permutacija. Na pitanje koliko ima takovih pernsygaodgovara

Propozicija 2.7 Skupll, iman! =1-2-...-n elemenata.

Produkt permutacija definiramo kao kompoziciju funkcija.

Ako sup, g € 11,,, tada je produkg o p definiran relacijom

(gop)(i) =q(p(i), 1<i<n.

(2.9)

Primjer 2.8 Ako je npr.p kao u relaciji (2.9), a

tadaje

1 2
°P=1\ 5 4

wW W

Teorem 2.9 (II,,, o) je multiplikativna grupa.
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—

Dokaz. Kompozicija dviju bijekcija je opet bijekcija, pa je proklupermutacija ope
permutacija. Svojstvo asocijativnosti slijedidinjenice da asocijativnost vrijedi 6pnito
za kompoziciju triju funkcija. Neutralni elementje oCito definiran se(i) = i za sve
1 <4 < n, dok za inverzni element vrijedi

=il
1 2 ... n p(1) p(2) ... p(n) )
— , 2.10
(p(l) p2) ... p(n)) ( o2 (2.10)
pa preostaje samo gornji i donji red u oznaci za permuta@jwesnoj strani jednako
ispresla@iti, tako da prvi red postang2 - - - n.

Npr. zap iz relacije (2.9) imamo
4 (53 124\ (12
Po=\12345)"\34

Ako za bilo koju permutacijy definiramo

3 4
2 5

L)

poll, = {¢ ¢g=pos, sell,}
I,op = {¢ qg=s0p, scll,},

onda iz teorema 2.9 slijedi

poll, =1I,0p =11, za svaky € 11,,. (2.11)

To je svojstvo svake grupe: ako jeiz grupe i akog
prolazi cijelom grupom, ist@inii p o g odnosna;j o p.

Promotrimo j& specijalne permutacije

o - - |
Dij (1 U T n)’ l<i<j<n, (2.12)

koje zovemo transpozicije (ili zamjene). Za njih vrijedi

pij 0Py = e, paje p;jl = Dij -

Moze se pokazati da se svaka permutacijaenarikazati kao produkt transpozicija.
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2.3.2 Prsten, tijelo, polje

Neka je sad@® skup na kome su definirane dvije binarne operacije koje Garm@asa+ i
-. Ako (@, +, -) zadovoljava uvjete 1. — 4., 5. i 8., tada se nazixsten. Dakle,(®, +, -)
je prsten ako je aditivna Abelova grupa na kojoj je definirammazenje elemenata koje
zadovoljava svojstvo asocijativnosti i obostrane disifiimosti. Ako j&s vrijedi uvjet 6.
tada govorimo @rstenu sa jedinicom Ako vrijedi uvjet 9., tada j@rsten komutativan.

Ako za(®, +, -) vrijede svojstva 1.—8., tada se takova algebarska straktazivetijelo .
Dakle tijelo ima to svojstvo da jgb, +) aditivna Abelova grupa,®, -) je multiplikativna
grupa, a vrijedi i svojstvo obostrane distributivnosti. divje ® = @ \ {0} skup® bez

neutralnog elementa za zbrajanje. Ako j8 {@,-) komutativha multiplikativha grupz
onda s€®, +, -) zovepolje.

Red

Primjer 2.10 Neka jeP skup svih polinoma realne varijable s realnim koeficijemtim
Uvedimo u taj skup operaciju zbrajanja. Za dva polingmac P,

p(z) = apz" + an_12™ 4 -+ a1z + ag,
q(x) = bpx™ + b1z b+ by

zbrojp + ¢ je polinoms € P koji €¢emo definirati na sljeds nacin.
Ako je n > m, napBimog u obliku (ovdje s, =b, 1 =---=b,1 =0)

q(2) = bpx™ + by 12" o D™ F by 2™ 4 - by + by,
Ako je m > n, napBimop u obliku (ovdje sui,, = - -+ = a,11 = 0)
p(T) =amr™ 4+ -+ apt" + an_ 12"+ -+ a1z + ao,
Tada jes polinom stupnja- = max{m, n}, za koji vrijedi

S(l’) = (CL,« + b?")xr + (ar—l =+ br—l)lf—l oo (CL1 + b1)l’ 9 (CLO + bo)

Pok&ite da za tako definiranu operaciju zbrajanja polinomausj svojstva asocijativ
nosti i komutativnosti. Neutralni element je nula-polingwmji ima sve koeficijente nule
Inverz odp je —p i on ima sve koeficijente suprotnog predznaka od koeficigeoaltp.
Stoga je(P, +) aditivna Abelova grupa.

Definirajmo i mna@enje polinomat = p - ¢, gdje sup i ¢ kao prije,

1S4

t(SL‘) = (ambn>xm+n + (ambnfl + amflbn)meli1 +e + (albo + Gobl)ﬂf + apby.

Pritom smo svaktlan polinoma pomnaili sa svakimclanom polinoma, tako dobijene
Clanove zbrojili i poslaili tako da potencije od: padaju.
Pok&ite da je(P, +, -) komutativni prsten s jedinicom.
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Primjeri algebarskih struktura, grupa, prstenova, tijelalja dani su kroz zadatke. @ono
da suR i C polja. Zato govorimo da je yvektorski prostor nad poljem realnih brojeva, dok
je C,, vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva.

2.3.3 Apstraktni vektorski prostor*

Opcenito se vektorski prostor definira nad proizvoljnim tjel. Dakle, za definiciju vektor-
skog prostora moramo imati dva skupa:

e skup elemenata koje zovemo vektori (u dosamjian primjerima n-torke) i

e skup elemenata koje zovemo skalari.

Skup vektora ozramo saX, a skup skalara s&. Skup® mora biti tijelo (ili polje), dakle
moraju biti definirane operacije zbrajanja i niemja skalara sa posebnim svojstvima. Na
skupuX moraju takoer biti definirane dvije operacije: zbrajanje vektora kojetparaX u
aditivnu Abelovu grupu i mnenje vektora skalarom koje mora zadovoljavati uvjete 5.4z8
teorema 2.2. Da u ovim uvodnim razmatranjima apstraktnétpvskog prostora ne bi &to

do nejasnba, operacije n® ¢emo oznéiti sa+ i -, a operacije n& sa® i ®. Kasnijetemo

@ I ® zamijeniti s+ 1 -.

Definicija 2.11 Vektorski ili linearni prostor je algebarska struktura koge sastoji od
dva skupa:X Cije elemente zovemo vektoriCije elemente zovemo skalari. Na skupu
® su definirane dvije binarne operacije u oznagii - koje Cine (®,+, -) tjelom. Na
skupuX su definirane operacije zbrajanja vektogai mnazenja® vektora skalarom iz
®. Pritom je (X, @) aditivha Abelova grupa, a za operacii vrijede sljedéa svojstva
kompatibilnosti:

@ a®(xdy)=a®zrda®y zabilokojer,ye X,a e ®
(distributivnost mnienja prema zbrajanju X)

(b) (a+p)@r=a®x® [ ®c zabilokojer € X,a,5 € ®
(distributivhost mnaenja prema zbrajanju @)

) a®(fezx)=(a-p)®z zabilokojer e X, o, € ®
(kompatibilnost mnienja)

(d) Akojel € ¢ neutralni element za mienje ud, tada je
1®x =2 zasvakar € X (netrivijalnost mndenja).

Svojstva distributivnosti lako se k&tenjem matematke indukcije pr&ire na na pro-
izvoljni broj sumanada (u (a) vektora i, u (b) skalara izb). Pok&imo neka vana svojstva
algebarske strukture tijela i vektorskog prostora.
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Propozicija 2.12 Neka je (X,®,®) vektorski prostor nad tijelom
(P, +,-).

(i) Neutralni elementi za zbrajanje i mbenje u® su jedinstveni. Neutralni element za
zbrajanje uX je jedinstven.

(i) Za svakiao € ® inverzni element od s obzirom na+ je jedinstven. Ak@ € &
nije neutralan za zbrajanje, njemu inverzni element s @ozina: je jedinstven. Za
svakiz € X inverzni element s obzirom maje jedinstven.

(i) Ako jeo € X neutralni element s obzirom n@, tada za svakax € ® vrijedi
a ® o = o. Ako je0 € ® neutralni element s obzirom na, tada za svake € ®
vrijedia-0=0-a=0.

(iv) Ako je0 € @ neutralni element s obzirom ng, ao € X neutralni element s obzirom
na®, tada za svaka € X vrijedi 0 ® z = o.

(v) Ako jel € ® neutralni element s obzirom naa —1 njegov inverzni elementd s
obzirom na+, tada za svaka € X vrijedi (—1) ® * = —=z, gdje je—z inverzni
element odc u X s obzirom nap.

Dokaz. (i) Dovoljno je pokazati da je u proizvoljnoj grugz, o) neutralan element je
dinstven. Pretpostavimo da postoje dva neutralna elementd. Tada mora vrijediti
eoe = € jerjee neutralan. Aliie’ je neutralan pa mora bitio ¢/ = e. Jer su u ovim
jednakostima lijeve strane jednake moraju biti i desnendgjra bitie’ = e.
(if) Dovoljno je pokazati da u proizvoljnoj grupiG, o) svaki element ima jedinstven
inverzni element. Pretpostavimo da elememt GG ima dva inverzag' i g”. Zn&i, pret-
postavljamo da vrijedio g’ = g'og = ei gog” = ¢" og = e, gdje jee neutralni element.
KoristeCi te relacije i svojstvo asocijativhosti odmah dobivamo

g'=g"oe=g"0(gog)=(9"0g)og =eog =4

(i) Jer je o € X neutralni element sigurno vrijedi= o & o. Prema svojstvu distributi
nosti, za svaka vrijedi

a®o=a®(0Po)=aRoda®o.

Dakle, vektory = o ® o ima svojstvoy = y @ y. Dodajmo lijevoj i desnoj strani inverzn
element—y s obzirom na®. Dobivamoo = y Sto je i trebalo dokazati.

Druga tvrdnja se dokazuje po istom obrascu. Za dakagd = 0 (0 - o = 0) se koristi
lijeva (desna) distributivnost @.

(iv) Ako piSemo0 = 0 + 0, tada zakon distributivnosti daje
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IRz=04+0)Rxz=0z00Q <

pa vektory = 0 ® x zadovoljava jednatbuy = y @ y,. Prema dokazanom u (iii), mora
biti y = o.
(v) Koristeti (iv) imamo

0=0@z=(1+(-1)Qz=19z¢ (-1) ®«z,

odakle odmah, prema tvrdniji (i), zakujemo da jg—1) ® z inverzni element od: s
obzirom na®.

Na vektorskom prostoriX’ mozemo definirati razliku vektora formulom

rey=28(-1)Qy=z& (—vy) (2.13)

Napomenimo da se u prvom izrazu na desnoj strani definiggskeakosti, operacija mizenja
izvrSava prije operacije zbrajanja jer j&Seq prioriteta. Ista formula vrijedi i za skalared®z

a—fB=a+(-1)-=a+ (-P).
Propozicija 2.13 Neka je (X,®,®) vektorski prostor nad tijelor

(®,+,-). Tada za operaciju odbijanja vrijede formule analogne fatama (a) i
(b) iz definicije 2.11,

>

(a—B)er = a®zefez, z€X, a,fed (2.14)
a®(zey) = a®Rrofr, zyeX, ao,ed. (2.15)

Dokaz. Koristeti redom svojstva (b) i (c) iz definicije 2.11 i definiciju rda (2.13),
dobivamo

(@=pf) oz = (a+(-f)@z=aQs8(-H)®x
= a®z®((-1)-f)r=azd(-1)® (B 1)
= aRropfex

D

Time je dokazana relacija (2.14). Za dokaz realcije (2.k8pistimo definiciju (2.13) t¢
svojstva (a) i (c) iz definicije 2.11

a®(roy)=a®zd(~y))=a®rda® (~y)

N

pa jcs treba pokazati da je ® (—y) = —(a ® y). Zbog tvrdnje (iii) propozicije 2.1
vrijedi

a®(-y)@a®@y=a®((-y)dy)=a®o=o0
pa zaklj@ujemo da jex ® (—y) inverzni element od ® y, 5to je i trebalo dokazati.
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Pokaimo jos da u vektorskom prostoru smijemo vektorske jedbad'kratiti” i sa skala-
rom i sa vektorom.

>

Propozicija 2.14 Neka je (X,®,®) vektorski prostor nad tijelor
(D, 4+, ).

(i) Ako je produkty® x skalaraa i vektorax nulvektor i jedan od faktora nije nula, onda
drugi faktor mora biti nula.

(i) Akojeujednalbia @z = f®x, a,f € ®, x € X, vektorz # o, tada vrijedi
skalarna jednaidbaa = £.

(i) Akojeujednadbia ® r = a®y, a € @, x,y € X, skalara # o, tada vrijedi
vektorska jednathax = y.

Dokaz. (i) Pok&imo prvo daa ® z = o i a # 0 povleCi x = o. Zaista, kako u tijelud
postoji inverza—!, dovoljno je pomnaiti jednadbua ® = = o sa~! i iskoristiti uvjete
(c) i (d) iz definicije 2.11 vektorskog prostora i tvrdnjui)ipropozicije 2.12. Dakle,
jedne strane imamo

[72)

-1

a'®@®zr)=(' a)®2r=1Q2 =1,

asdrugex—'o = o, pajer = o.

Podmo sada od jednathea ® x = o i pretpostavker # o. Tvrdimo da jeo = 0. Doista,
u protivnom bia # 0 i o« ® = = o implicirale (kako je pokazano) = o, a to se protiv
pretpostavcic # o. Dakle,« # 0 vodi u kontradikciju pa mora biti = 0.

(ii) Kori Stenjem prve tvrdnje (2.14) propozicije 2.13, imamo
o=a®x6pQr=(a—p)Rz, x#o.

Sada iskaz slijedi iz tvrdnje (i) ove propozicije.
(iii) Kori Stenjem druge tvrdnje (2.15) propozicije 2.13, imamo

0=a®r0a®y=a® (x0y), a#0,

pa iskaz opet slijedi iz tvrdnje (i) ove propozicije.

Potprostor vektorskog prostora (X, @, ®) je svaki podskup o koji uz operacijed i
® | sam postaje vektorski prostor nad istim poljem. Da bi tg hieba a i dovoljno je da je
zatvoren u odnosu na operacije ®.

Zaista, ako j€5, @, ®) potprostor od X, &, ®) (krate psemos je potprostor odX) tada
je nuzno (po definiciji vektorskog prostora) zatvoren u odnostienaperacije. Obratno, ako
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je podskupS C X zatvoren u odnosu na operacije ®, tada za njega automatski vrijede (jer
je podskup odX) svi uvjeti iz definicije 2.11 pa j&S, @, ®) vektorski prostor.

Dakle, vektorski potprostor je definiran upravo onim opgaaca koje su nasljeshe od
prostora. Trivijalni vektorski potprostori su jedtlan skup{o} i cijeli X. Da bi neki skup
S C X bio potprostor nano je i dovoljno da su ispunjeni sljetiauvjeti:

€)) x @y € S za svaka dva vektora y € S

(b) a®xr e Szasven e dix e S

Naime, to su nini i dovoljni uvjeti za zatvorenost skugau odnosu na operacije i ®.
Lako se pokae da su uvjeti (a) i (b) ekvivalentni uvjetu

(ab) a®r®BRy€cSzasver,ye Sia,fed. |

Doista, ako u uvjetu (ab) stavimo = 1i 5 = 1, tada uvjet (ab) postaje uvjet (a). Ako u
uvjetu (ab) stavimg = 0, tada uvjet (ab) postaje uvjet (b). Time je pokazano da (abepi
uvjete (a) i (b).

Obratno, koristéi uvjet (b) zakljl€ujemodasuiv @ zi @y u S cimsua,5 € ® i
xz,y € S. Stoga uvjet (a) povida @ x & f®y € S. Kako sua,f € ®iz,y € S bili
proizvoljni, dokazali smo da uvjeti (a) i (b) pova uvjet (ab).

Neka sua,, as, . . ., a, vektoriiz (X, ®, ®). Linearna kombinacija vektor@,, as, . . . , a,
(ili skupa vektora{a,, as, . . ., a,}) je svaki vektory oblika

Yy=a1®a & ax®as & - D a, R ay,

gdje suay, as . .., oy, skalari iz®.

Pokazatemo da je najmanji vektorski potprostor koji séidsve vektore,, . . ., a,, potpros-
tor (L(ay,...,a,),®,®). Pritom su elementi od.(a4,...,a,) linearne kombinacije skupa

{a,...,a,},

L(ay,...,ap) ={o1®a1 ®--- D, Qap; ay,...,ap € O}

Zbog jednostavnosti pisanja o&mao L(a4, . . ., a,) S.S. Pok&imo da jeS vektorski potpros-
tor od X. Dovoljno je provjeriti uvjete (a) i (b). Ako su, y € S, tada za neke skalarg i ;,
I1<i<pvrijediz=01®a1 D - P,Ra,iy=nR@a - P, X a, Stoga je
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TOY = “®@ud - DPaQa, & L1 D D B,Qa,
= (+61)®a D @ (o + Fp) Qap

a®r = a1 a1 ® - da,®ay)
= (@)@ @ ® (- ) @ ay,

pasuir®yia®zlinearne kombinacije skup@u,, . . ., a,}, a to znd@i da su uS. Ovdje smo
koristili svojstva vektorskog prostor&injenicu da su svi madezultati (medvektori) usS.
Dakle je S vektorski potprostor od. | to najmaniji od onih koji sade {a,,...,a,} jer

svaki potprostor odX koji sadzi {ay,...,a,} nuzno sadzi i sve linearne kombinacije od
elemenata,, . .., a,, pa zato sadii S.
U daljemé&emo umjesto oznaka, © i ® Kkoristiti jednostavnije oznake, —, i -, pri cemu

cemo- Cesto izostavljati. Takaat, kad god su operacife i ® poznate, tj. jasne iz kontek-
sta, umjestd X, @&, ®) temo pisatiX. Ako je iz konteksta jasno da se radi o vektorskom
prostoru ili potprostoru, atribut “vektorski” ili “lineani” cemo kadkad izostavljati.




Poglavlje 3

Skalarni Produkt i Norma

3.1 Skalarni produktinormauV,

Operacije zbrajanja vektora i mhenja vektora realnim brojem koje smo uveli y \maju
svojstvo da kao rezultat uvijek daju element iz skupa Yo svojstvo zatvorenosti je osnovna
zn&ajka vektorskog prostor@/,,, +, -). Sljed&€a korisna operacija koja dvama elementima
skupa V, pridruzuje realni broj zove se skalarni produkt. lako rezultat peracije ne pri-
pada skupu Y, ta operacije je vna jer omogauje uvoenje pojmova kadto su duljina (ili
norma) vektora, ortogonalnost vektora i kut izrneektora. Takodr daje vrlo prirodan nan
definiranja potprostora porfia sustava linearnih jednzo.

Skalarni produkt u vektorskom prostof\,,, +, -) definiramo na sljeds netin.

Ako sux = (z1,x9,...,2,) iy = (y1,%9,...,Yy,) bilo koja dva elementa iz ), tada
skalar definiran relacijom

(x| y) =21y1 + T2y + ... + TpYn, (3.1)

nazivamaskalarni produkt vektoraz i y, u oznaci(z | y) ili z oy,

Dakle, rezultat te operacije je realni broj, jer je desnarsrjednagbe (3.1) suma produkata
realnih brojeva. Opet ponavljamo da skalarni produkt ne degultat koji pripada skupu,V
veC daje realni broj korista pravilo (3.1).

37
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Primjer 3.1 Ako sua i b elementi prostora Yi
a=(1,0,2,-2), b=(—-4,5,8,1),
tada pravilo (3.1) daje

(@]b) = 1-(—4)+0-5+2-8+(-2)-1
= —4+40+16—2=10.

Kao kod svake nove operacije, tako i kod skalarnog prodai¢hamo odrediti osnovna svoj-
stva te operacije i njenu interakciju s posfofe operacijamat-i -.

Teorem 3.2 Za skalarni produkt vektora vrijede sljetk svojstva:

() (x]|x)>0 zasver €V,

(i) (x]x)=0 akoisamoako z =0

(iii) (zly)=(ylz) zasver,yeV,

(iv) (az |y) = a(x | y) zasver,y € V, isvakia € R

(v) (z+ylz)=(z]|2)+(y]2) zasver,y,z €V,

Dokaz. (i) Ako koristeti definiciju (3.1) napemo izraz za skalarni “kvadrat’
dobijemo

x),

(JI|$):$1$1+$21’2+...+$n$n221’?. (3.2)
i=1

(i) Jer su sviz; realni brojevi, tvrdnja odmah slijedi.
(ii) Tvrdnja slijedi neposredno iz relacije (3.2).

(iif) Dokaz slijedi direktno iz definicije skalarnog prodiak(3.1) zbog komutativnost
mnazenja realnih brojeva.
(iv) Ova tvrdnja slijedi zbog asocijativnosti mbenja i distributivnosti mnbenja (u od-:
nosu na zbrajanje) realnih brojeva.

(v) Tvrdnja slijedi zbog distributivhosti mrz@nja prema zbrajanju realnih brojeva.

Uocimo da svojstva (iii) i (iv) povlae

(z|ay)=(ay|x)=aly|z)=alz|y) = (az | y). (3.3)

Svojstva (i) i (i) teorema 3.2 su posebndwa jer nam omogtuju definiratiduljinu , odnosno
normu elementaiz V.
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Norma odz € V,,, koju ozn&avamo g|z||, definirana je relacijom

2]l = V(x| 2). (3.4)

Ako iskoristimo relaciju (3.2), dobivamo

loll = \fa} + a3 +...+a2.  (35)

U V, odnosno u Y vrijedi

lzll = /=% + 23, 2|l = /=% + 23 + 3,

Sto zapravo nije §ita drugo do li iskaz Pitagorinog teorema u dvije, odnoshditnenzije.
Definicija norme vektora iz Y relacijom (3.5) nije réta drugo nego po@enje Pitagorinog
teorema na dimenzija.

Primjer 3.3 Na primjer, ako jen = (1,0,2, —2) € V4, onda je

lall = /12 + 02 + 22 + (-2)2 = V9 =3.

Primijetimo ja5, da iz svojstava (i), (ii) i (iv) skalarnog produkta slijed

=]l =0, (3.6)
|z|| =0 akoisamoako z =0, (3.7)
locz|] = |af ]| (3.8)

Zadnji rezultat je dobiven tako, da u definiciji (3.4) umgst piSemoaz, pa korstenjem

svojstva (iv) i relacije (3.3) dobijemo fakter® ispred korijenagto daje faktorn/a? = |al.
Ako je x € V,, takav da je|z|| = 1, onda jer jedinicni vektor JedinEni vektor m@emo

dobiti iz svakog netrivijalnog vektora, dijglega sa njegovom normom. Dakle, akos V,,

nije nulvektor, onda je
(")
1yl lyll
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jediniCni vektor u smjeru vektorg. On se j& zovenormirani vektor y. Jedintnu duljinu
vektoraz mozemo provijeriti tako da izunamao||x|| koristei relaciju (3.8)

el H(l)H\l\un Lyl =1
lyl| lyl| lyl|

Jednadba (3.8) nam k&e kako se norma posa u kombinaciji s operacijom maenja vek-
tora sa skalarom. Sadamo pokazati nekoliko svojstava norme u kombinaciji saag@pm
zbrajanja u V,. KoriStenjem relacija (3.5) i (3.1) dobivamo

letylP = @xylaety)=(@|z)x@|yEylz)+ ]y
]| £ 2(z | y) + llyl*- (3.9)

Zbrajanjem i oduzimanjem dviju jednzloi koje se kriju u relaciji (3.9), dobivamo

lz+yl>+ 1z —yl> = 2|=|*+2|jy|? (3.10)
lz+yl?—llz—yll> = 4(z|y). (3.11)

Relacija (3.10) se zowelacija paralelograma jer je u svakom paralelogramu zbroj kvadrata
duljina stranica jednak zbroju kvadrata duljina dijagendbruga relacija opet pokazuje da se
skalarni produkt mie izraziti preko kvadrata norme zbroja i kvadrata normékazlaznih
vektora.

Teorem 3.4 Za sver, y € V, vrijedi

(@ [ y)|

Iz +

llz|| llyll  (Cauchy-Schwarzova nejednakost)  (3.12)

<
< Nzl + |yl (nejednakost trokuta) (3.13)

Dokaz'. Ako jex = 0ili y = 0, onda nejednakosti (3.12) i (3.13) postaju jednakosti pa
(3.12) i (3.13) vrijede. Pretpostavimo da vrijedi# 0 i y # 0 i izraCunajmo

2 — oyl = (z — aylz — ay) = (z | z) — 2a(z | y) + (v | y),

gdje jea bilo koji realni broj. Korsteti €injenicu da je||x — ayl||? > 0 i relaciju (3.4),
dobivamo

0 < [l2|* = 2a(z | y) + o7y ]|*.
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Ova nejednakost vrijedi za svaki realni brajAko uzmemo

ar
o = )
Pk
dobivamo
2 2
o < 1l 2@, y+(<x|y>) o= e @19
Il =27 @1+ e ) =Tl ==

— lzl? _ (= | y)?
= el (1 HxHQIIyH?)'

Dijelienjem sa pozitivnim brojenfiz||? zaklju¢ujemo da je izraz u zagradi nenegativan.
MnoZenjem sa pozitivnim brojemiz||?||y||?, prebacivanjentlana—(z | y)? na lijevu
stranu nejednatbe, te uzimanjem drugog korijena dobivamo nejednako$2j3.
Koristeti nejednakost (3.12), dobivamo

lz+yl* = lzl*+ 2@ [y) + llyl® < 2l + 2| (= [ y) | +yll*
< lll® + 20zl iyl + lyl® = A=l + llyl)*-

Uzimanjem drugog korijena lijeve i desne strane nejedriakibivamo nejednakost
(3.13).

Nejednakost (3.12) K& da vrijedi

< M <1, pamaemo relacijom cosf = M
]yl [yl
definirati kutd. UoCimo, ako jey = z, dobivamocosf = 1, tj. # = 0, a ako jey = —u,

dobivamocos # = —1, tj. 6 = 7. Ako x i y interpretiramo pomau radij-vektora, tada je jasno
da kut izmed x i = mora biti0, aizmed = i —z mora bitir.
Sada relacija (3.9) prelazi u

lz £ ylI* = ll2l* + lyll* = 2ll=[| [lyll cos®,

Sto u interpretaciji s radij-vektorima nijeSta drugo neg&osinusov teorem To nas motivira
na sljedéu definiciju.

Kosinus kuta izmed dva netrivijalna vektora iz ydan je formulom

(zy)

——= x#0,y#0,0<6<m. (3.14)
[l[| [l

cosf =
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Ta se formula koristi i u analitkoj geometriji kod definicije kuta izmeddva radij-vektora.
Definicija (3.14) je osnova za definiciju ortogonalnosti ieegk. Ka&Zemo da su vektori i
y iz V,, ortogonalni (ili okomiti) ako vrijedi

(x]y)=0. (3.15)

Koristeti relaciju (3.15) odmah zaklfiujemo da je nulvektor ortogonalan na svaki vektor.

Neka je dan vektos € V,,. Potraimo sve vektore: € V,, koji su ortogonalni na. Uvjet
koji svaki vektorz mora zadovoljavati je jednostavafy | =) = 0. Skup svih vektora sa
trazenim svojstvom ozr&@mo salf ,

U={zeV,;(a|z)=0}

Pok&imo da jel{ vektorski potprostor od .

Neka suuy,us € U 1 a1, an € R. KoriStenjem svojstava (iii)—(v) skalarnog produkta iz
teorema 3.2 (specijalno svojstva (3.2)), dobivamo

(a ]| acru; + agus) = (a|oquy) + (a | agus) = aq(a | wr) + as(a | us)
= a;-0+a-0=0+0=0,

pajeaju; + asus € U. Prema uvjetu (ab) iz prethodnog poglavlja, zagljjemo da jé/
vektorski potprostor od .

S obzirom da se uvjefa | ) = 0 moze zapisati u obliku homogene linearne algebarske
jednadbe

a1y + asxs + ...+ apx, =0, (3.16)

pokazali smo da je skup svih §enja jednazbe (3.16) vektorski potprostor od,V Sljede&a
propozicija je jednostavna generalizacija te tvrdnje.

Propozicija 3.5 Skup svih rj8enja sustava ogd homogenih linearnih jednaabi

a1y + apry+ ... +agx, = 0
a1 + agexs + ... +apr, = 0 (3.17)
Ap1T1 + ApaZa + ... + appTy, = 0

Cini vektorski potprostor od
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Dokaz. Ako 0zn&imo: a; = (a1, aa, - - -, ain), 1 < i < p, tada swy,as,...,a, € V,,
pa je skup svih rijgenja homogenog sustava (3.17) opisan relacijom

V={xeV,(al|x)=0,1<i<p}

Uocimo da je(0,0,...,0) € V, paV nije prazan. Da bi pokazali da g vektorski
potprostor moramo provjeriti je li uvjet (ab) izdke 2.3.3 ispunjen. Neka sy, v, € Vi
a1, a9 € R. Tada zal < ¢ < p vrijedi

(ai | a1V +062U2) = ozl(al- | Ul) = ag(ai ‘ UQ) = g 0+ Qg - 0= 0,

pajeaiv, + asvy € V. Time je propozicija dokazana.

U propoziciji je p proizvoljan. Ako jep dovoljno velik, m@dace skup ri&enja biti tek trivi-
jalni potprostor{0}. Vidjet Eemo da je najmanji sa tim svojstvom upravo broj nepoznanica
n, ali pod dodatnim uvjetom da vektarj razapinju cijeli V,.

Pitanje koje se sada nafejest, kako n@ sve vektore potprostora kojdgne rj&enja
danog sustava linearnih homogenih jeditsidJedan né&in za opisivanje potprostora je odred
vanje jednog njegovog razapigjeg skupa. Ndalost, j& nemamo sustavnu metodu rizdaja
razapinjiceg skupa, p&e\si od sustava (3.17). Mogli bismo probati metodom e i
promaaja né&i vrlo mnogo rj&enja sustava (3.17), ali tako nikad ne bismo bili sigurnéda
ti vektori razapinju cijeli potprostor. Sustavni postupakto postoji i on je usko povezan sa
nalazenjem minimalnog razapinpeg skupa zd.(as, ..., a,). Uotimo da{a4, ..., a,} ne
mora biti minimalni razapinjéi skup. Kad jednom naamno jedan minimalni razapinjuskup
zaL(ay, ..., ap,), tada je lake odrediti skup svih vektord& ortogonalnih na sve vektore spo-
menutog minimalnog skupa. Tada su svi vektotZiortogonalni i na vektore,, ao, ..., a,,
jeronileze uL(ay, ..., a,).

TraZzenje najmanjeg razapirjag skupa jednog potprostora se radi na najefikasrijnna
pomcau algebarske strukture koju zovemo mata algebra, a kojaemo razviti u sljedeem
poglavlju.

3.2 Skalarni produktinormauC,

Skalarni produkt «C,, definiramo relacijom

(x| y) = o151 + 22Uy + . + Ty - (3.18)

Rezultat te operacije je kompleksni broj.

Svojstva skalarnog produktaQ@y, dana su sljed@m teoremom.
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Teorem 3.6 Za skalarni produkt vektora @, vrijede sljedéa svojstva:
() (x]z)>0 zasver € C,

(i) (x| z) = akoisamoako z =0

(iv)
(v) (x+yl|z)=(x|2)+ | 2) zasver,y,z € C,

(iii) (x|y)=(y|=x) zasver,y € C,
(

az | y) = a(z | y) zasver,y € C,isvakia € C

Dokaz. Dokaz: (i) KoristeCi definiciju (3.18) za skalarni kvadrét | =), dobivamo
(1:|m):x1f1+x2j2+...+xnin22|:ri 2. (3.19)

Jer su svj z; |* nenegativni realni brojevi, tvrdnja (i) odmah slijedi.
(ii) Tvrdnja slijedi neposredno iz relacije (3.19).
(iii), (iv) Dokazi slijede zbog istih razloga kao i za odgospice tvrdnje u teoremu 3.2.

Uocimo da svojstva (iii) i (iv) povlae

(|lay)=(ay|z)=ay|z)=aly|x)=alx]|y). (3.20)

Vidimo da kod skalarnog produkta u vektorskom prostGyu skalar koji mnai drugi vektor,
izlazi ispred skalarnog produkta kao kompleksno konjugib#o;.

Kao i kod skalarnog produkta u,V preko svojstava (i) i (ii) mbemo definirati duljinu,
odnosno normu elemen@,. Norma odr € C,, definirana je relacijom

Izl = V(2 | 2) = V]2 + |22l + .. + [2a?. (3.21)

Na slicni n&in kao i u prostoru Y, pokae se da vrijedi

[zl =0, (3.22)
||z|| = 0 ako i samo aka: = 0, (3.23)
lecz ]} = laf fl]] - (3.24)
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Vektor z € C,, je jedinicni ako je||z|| = 1. Ako y € C,, nije nulvektor, onda se na isti Gia
kao prije, pokde da je

jedinicni vektor u smjeru vektorg. Kao i kod skalarnog produkta u,Ydirektnim r&unom
maozemo provjeriti osnovna svojstva skalarnog produkta u kaatji sa zbrajanjem vektora.
Koristenjem osnovnih svojstava skalarnog produkta dobijemo,

ez + Byl* = (ax+ By | ax+ By)

= laflzl* + aB(x | y) +aB(z | y) + 1Byl (3.25)

Stavimo li u (3.25 = 1, 5 = +1, dobivamo

lz £ ylI* = llz|* £ 2R(z | y) + lly]1*,

(3.26)

gdje Rz ozn&ava realni dio kompleksnog brojaZaa = 1, g = +i, do

bivamo

o % iy|* = [l £ 2 Im(z | y) + |1y

(3.27)

gdje Im z ozn&ava imaginarni dio kompleksnog broja Koristeti relacije (3.26) i (3.27)

dobivamo

Iz +ylI* + llz — lI* = 2[l=l* + 2]ly*,

(z|y) =

1 : : : .
1N$+yw—Hf—MV+HM+ﬁMF-W¢—wW}-

(3.28)

(3.29)

Dakle opet vrijedi relacija paralelograma (3.28). Rela¢&9) izraava skalarni produkt u

C,, pomctu normi odgovaraijtih vektora.

Teorem 3.7 Za sver, y € C,, vrijedi

@[yl < ]yl

lz+oll < llzll +lyll

(Cauchy-Schwarzova nejednakost) (3.30)

(nejednakost trokuta)

(3.31)
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Dokaz Kao iudokazuteorema 3.4, tbemo pretpostaviti da su oba vektora netrivijalna.
Stoga je(y | y) # 0, pa su dobro definirani brojevi

_ _ (=ly)
(v [y) = [yl B = Wl
UvrStenje u (3.25) daje
_ (z | y)
H” e = Ey]| = (e~ i e~ i)
 llPleli® — (1Y) G b 1@y, e
= [lyll*ll=]I* — llyll Wl (| y) =yl vl (z|y)+ T [yl

= [lyl*lel® — @ [9)(z | y) — (@ | ) [y)+ | (@] y) P
= ll2l*llyll*~= | (@ | y) I* - (3.32)

Time je dokazana Cauchy-Schwarzova nejednakost. Koristaciju (3.26) i nejedna
kost (3.30), dobivamo

lz+yl* = lal® + 2R | y) + lyI* < [zl + 2] (= [ y) [ +]yl*
< Alel® + 20zl iyl + lyl* = Azl + llylh?*,

pa uzimanjem drugog korijena na objema stranama dobivajedmekost (3.31).

Za vektorer,y € C, kazemo da swrtogonalni (ili okomiti) ako vrijedi(z | y) = 0. Opet
je nul-vektor okomit na sve vektore. 8tio kao i prije, kut izmed vektorax, y € C,, se ma@e
definirati preko formule

| (= 1y) |

cosf = ,
]| Iy

r#0,y#0,0<0<, (3.33)

ali on ni u sli€aju prostoraC,, C3 nema jasno geometrijsko zZienje.

3.3 Skalarni produkt i norma
u opcem vektorskom prostoru

Skalarni produkt i norma u @em vektorskom prostoru definiraju se samo za vektorske pros
tore nad poljimad = R i & = C. Te dvije funkcije definiraju se nezavisno jedna od druge,
pa se vektorski prostor u kojem postoji norma naziva nonmivaktorski prostor, a onaj u
kojem postoji skalarni produkt naziva se unitarni vektoggiostor. Vidjetcemo da je svaki
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unitarni vektorski prostor takaat normirani vektorski prostor. Stoga razmatranje Zagemo
S oftenitijim, normiranim vektorskim prostorom. Do kraja ovpgglavija® jeili R ili C.

Definicija 3.8 Neka je(X, +, .) vektorski prostor na, pri cemu jed = R ili & = C.
Funkcijal| || : X — R je norma ako vrijedi

(i) |z|| >0, zasvakir € X, (nenegativnost)
(i) loz|| =| « | ||z||, zasvexe &, ze€ X, (pozitivha homogenost)
iy  |lz+yl <zl +lvll, zasver,ye X, (nejednakost trokuta)
(iv) |lz|| =0, akoisamoaka =0 (definitnost)

Vektorski prostor na kojem je definirana norma nazivensemirani vektorski prostor
Funkcija|| || : X — ® koja zadovoljava samo svojstva (i), (ii) i (iii) se nazipalunorma
ili seminorma.

U normiranom vektorskom prostoru, norma sume ili razlikktgea ma@e se ocijeniti odozdo.

Propozicija 3.9 Za svaku polunormu pa zato i normu vrijedi

lz £yl = [l =yl |- (3.34)

Dokaz. 1z nejednakosti trokuta slijediz|| = ||z — y + y| < ||z — y|| + ||v||, paje
|z —yll =[]l — [lyll -
Isto tako iz||y|| = |ly — z + z|| < ly — z|| + [[2]| = [lz — Il + [|=[, slijedi
|z —yll = = (lzll = [lyll) -

ZakljuCujemo da je
lz =yl = [llzll = llyll] -
Ako u posljednjoj nejednakosti zamijenimyssa—y i koristimo svojstvo (ii), dobijemo

Iz +yll = llz = (=)l = [zl = | =yl = [zl =yl -
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Primjer 3.10 U vektorskim prostorima Vi C,, mazemo definirati sljedm funkcije

lzlli = |za| + |z + ... + |24, (3.35)
2]l = max{|zi], |22|, .. |2a|} (3.36)
Izl = &/lealP +lwalr + .. +]zalp, 1<p<oo (3.37)

Lako je provijeriti da su funkcijéz||; i ||z||. norme. Za opu, tzv. Fblderovu normdy|z||,
dokaz je slaeniji. Udtimo da je Hlderova 2-norma|z||, upravo ona koju smo prij
proucavali. Ona se naziva Euklidska vektorska norm.

D

Zadatak 3.11 Pokéaite da su|z||1, ||z« i [|z[]; norme u V. Da li vrijedi

1,

[2]lo < ||2ll2 < Jz)l1, = €V,?

Dvije norme|| ||, i || ||s vektorskog prostor& su ekvivalentne, ako postoje realni pozi-
tivni brojevi ¢, i ¢, takvi da vrijedi

cllzlla < llzlls < coflzlla-

u vektorskom prostoru Y metusobno
ekvivalentne. Isto vrijedi i z&,. PokiBajte n&i odgovarajée konstante; i ¢, za svaki
par normi. M@e se pokazati da su u vektorskim prostorimaiVC,, sve norme measobno
ekvivalentne.

Za definiciju skalarnog produkta ¥aa su svojstva (i)—(v) teorema 3.2 odnosno teore-
ma 3.6.

Definicija 3.12 Neka je(X, +, -) vektorski prostor nadp, gdje je® = C. Funkcija
(+]+): X x X — @ je skalarni produkt ako vrijedi

0 (x]z)>0 zasver € X

(i) (x| z) = akoisamoako z =0

(iii) (x]y)=(y]|=x) zasver,y € X

(iv) (azx | y) = az | y) zasver,y € X isvakia € ¢

(v) (z+ylz)=(z]|2)+(y]2) zasver,y,z € X.

Ako je® = R, tada u svojstvu (iii) treba ispustiti operaciju komple&grkonjugiranja
Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produktimazseunitarni vektorski pros
tor.
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Primjenom svojstava (i), (i) i (iii) iz definicije 3.12, dokamo

(z+ylz+y) = (@|z)+@|y)+@lz)+ @]y
(z|z)+2R(z |y)+ (y|y). (3.38)

Da bi pokazali kako je svaki unitarni vektorski prostor td&onormirani, trebate nam

Propozicija 3.13 U svakom unitarnom vektorskom prostoru sa skalarnim prtmok
(-] ) vrijedi
@y < (z]2)(y]y). (3.39)

Dokaz‘. Akojex = 0ili y = 0, onda relacija (3.39) vrijedi jer su obje strane nejednakos
nula. Pretpostavimo da vrijedi# 0 i y # 0 iizraCunajmo(z — ay |  — ay) za realng
«. StavljajlEi —ay umjestoy u nejednakosti (3.38), dobivamo

0<(z—aylz—ay)=(z]z)—2aR(z |y) +a’(y|y).
R(z | y)

Ova nejednakost vrijedi za svaki realni brajAko uzmemon = Wiy , dobivamo
yly
R(z | y) (?R(w | y)>2 R(z | y)”
0 < (z|x)—2 Rz |y) + yly) =(x|x) - ————
@]e) (v 1y) @l) (v 1y) Wiy =l (v 1y)
Rz | y)|? )
— r | l—-— .
w12 (1- ey
Ova nejednakost nze biti zadovoljena onda i samo onda, ako vrijedi
Rz | y)I?
—— = <1, (3.40)
(x| z)(y [ v)

Zamijenimo liz sanz, gdje jen kompleksni broj modula, koji zadovoljava

(mz |y) =n(ly) =] (]y) |,

dobivamo
(nz | nx) =nij(z | z) = (z | ),

(= | y)?
(@ z)(y | y)
a to je istosto i (3.39). U@imo da traenin ovisi o skalarnom produktu vektorai y
postoji za svaka: i y.

=< 1L
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Mozemo ga definirati s

(2ly) -
= Tayp 3k0Je(@|y)#0
1 akoje(z |y) =0

Kako je nejednakost (3.40) istinita za svakoy isto vrijedi i za nejednakost (3.39).

Propozicija 3.14 Ako je(- | -) skalarni produkt unitarnog vektorskog prostoi onda
je pom@u formule||z|| = /(x| x) definirana norma na istom prostoru. Prema tome,
svaki unitarni vektorski prostor je ujedno i normirani vetgki prostor.

Dokaz. Treba provijeriti jesu li za funkcijllz|| = +/(z | ) ispunjena svojstva norme
(D—(iv) iz definicije 3.8. Svojstva (i) i (iv) slijede direko iz svojstava (i) i (ii) skalarno
produkta (vidi definiciju 3.12). Kombinacijom svojstav (i(iii) iz definicije skalarnog
produkta lako dobijemo

«

(ax | ar) = a(z | ar) = aa(r | 2) =| o |? (z | ).

Vadenjem drugog korijena lijeve i desne strane, dobivamo svoj8i) norme. Kon&no,
koristeti relacije (3.38) i (3.39) dobivamo

= [lol]?+2R(x | ) + ] < lal*+2I(@ | )] + ]
< ol + 2l ]+ lyl® = (el + )?,

iz Cega direktno slijedi preostalo svojstvo norme (nejedsattokuta).

Jer je/(z | ) norma (u oznaci|z||), propozicija 3.13 izGe da za nju vrijedi Cauchy-
Schwarzova nejednakost. Normu iz propozicije &#o zvati norma pridieena skalarnom
produktu ili norma izvedena (inducirana) iz skalarnog pidd.

Propozicija 3.15 U svakom unitarnom vektorskom prostoru za prigeou normu vrijed
relacija paralelograma,

Iz + yll* + llz — ylI* = 2[|=]I* + 2lly]|*. (3.41)

Dokaz. Relacija paralelograma se dobiva direktno zbrajanjeradsijh dviju relacija

lo+ol> = ll2l” + ]l + (= | ) + (y | ),
lz=yll® = llzll* + lyll* = (= [y) = (v [2).
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U nasim dosadanjim prowavanjima skalarnog produkta i normestieamo do zakljgka da je
svaki unitarni vektorski prostor ujedno i normirani veldkirprostor. Postavlja se pitanje da i
vrijedi i obratno, tj. da li svakoj normjj - || jednog normiranog vektorskog prostorazemo
pridruziti neki skalarni produkt- | -), tako da vrijedi||z|| = /(x| ). Odgovor je ne, i to
dokazuje sljedea propozicija.

Propozicija 3.16 Za normul|| - ||; vektorskog prostora,Y/ne postoji niti jedan skalarni
produkt(- | -), za koji bi vrijedilo||z||; = v/(z | x).

Dokaz. Kad bi postojao skalarni produkt sa tim svojstvom, ondaali@rmul| ||; morala
vrijediti relacija paralelograma. Metim, ako uzmemo npr.

zr = (1,2,3,0,...,0) imamo r+y = (81,2,0,...,0)
y = (7,-1,-1,0,...,0) zt—y = (—6,3,4,0,...,0)
pa dobivamo

lz+yll2+]lz—yll> = (8+1+2)2+ (6+3+4)% =290,
20zl +2llyll2 =201+ 2+ 3)2 + 2(7+ 1+ 1)2 = 72 + 162 = 234.

Dakle relacija paralelograma ne vrijedi, pa ne postoji akalprodukt kome bi bila pri
druzena normd ||;.

Sli€no se mae pokazati da ni za normp|| ., U V,, relacija paralelograma ne vrijedi. Za koju
normu u V, relacija paralelograma vrijedi?

Prilikom dokazivanja da nekoj normi ne m@mo pridriiti skalarni produkt koji ju indu-
cira, posliili smo se relacijom paralelograma. Pokazuje se, da jelaaij@ odIltujuca i za
odgovor na pitanje: kada memo nekoj normi pridrziti skalarni produkt koji ju inducira?
Taj rezultat navodimo bez dokaza.

Teorem 3.17 Normi || || nekog normiranog vektorskog prostosd mazemo pridraiti
skalarni produkt(- | -) sa svojstvoni|z|| = /(x| ) onda i samo onda ako norma
zadovoljava relaciju paralelograma. U slaju realnog normiranog prostora taj skalarni
produkt odreen je relacijom (3.11), tj.

(@ 19) = 10l + 9l 1z~ 91).

U slucaju kompleksnog normiranog prostora taj skalarani prodigkodreten formulom
(3.29), tj.

1 . . . .
(@ y) =7 {ll=+ ylI? = llz — yl* + |z + iy||* — illz — iy|*} -
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Poglavlje 4

Matrice

U ovom poglavlju uvestemo novu algebarsku strukturu kdja zn&ajno pojednostaviti i
sistematizirati rdunanje ri@enja sustava linearnih jedridol. Ta algebarska struktura naziva
sematri Cna algebra Nova struktura je potrebna jer skalarni prod(kt -) koji je upotrebljen

u konstrukciji sustava u obliku

(a;|z)=b;, i=1,...,m (4.1)

ne pripadaV,, +, ). Takove sustave ne riemo rijiti koristei samo operacije- i - koje
pripadaju(V,,, +, -). Za rjesavanje sustava linearnih jedizéilpotrebna je jéa struktura koja
sadei dodatne operacije.

Matrica je matematiki objekt koji se sastoji od (realnih ili kompleksnih) besp koji
su rasporeeni u retke i stupce. Ona se zapisuje u obliku pravokutne sh@&rojeve od
kojih se sastoji nazivamelementima matrice. MatricaA sam redaka,n stupaca i $
elementimaz;; zapisuje se kao

@11 Qa2 apz ... Qip
21 Q22 Q23 ... Q2n

A= . . . . = (aij> .
Am1 Am2 Gm3 Amn

Takvu matricu nazivamo x n (Citaj: m-putas) matrica ili matrica tipa (reda, dimenzije)
m x n. Pritom je(a;;) tek kreCi zapis za pravokutnu shemu iz gornje relacije. Al&epno
A = (a;;) mislimo na cijelu shemu brojeva kojine matricuA. Ako piSemoa;; (ili
[A];; ili (A),;), mislimo na element koji se nalazi na presjekiog retka ij—tog stupca
matriceA.

53
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Pritom niz brojeva
i1, Q325 Aq3, - - -5 Qip
nazivamoi—ti redak, a niz brojeva
alj
G/Qj

CLmj
j—ti stupac matriced.

> Ako vrijedi m = n, tj. ako je broj redaka matrice jednak broju stupacaekao da
je A kvadratna matrica redan.

> Matricu sa samo jednim retkom nazivammatrica redak ili jednorettana ma-
trica.

> Matricu sa samo jednim stupcem nazivamatrica stupacili jednostuptana ma-
trica.

> Matricu, €iji su elementi realni brojevi, nazivanrtealna matrica, a

> matricu,Ciji su elementi kako realni tako i kompleksni brojevi, naanokomplek-
sha matrica.

Gore uvedena notacija podsgnas na notaciju koju smo koristili za vektore. To nije
slucajno, jeréemo kasnije vidjeti da vektore iz,Vmozemo pistovjetiti sa jednostGpnim
realnim matricama.

Prakttno je imati oznaku za skup svih-puta matrica, b& kaosto je prakttno imati
simbol V,, za skup svih ureghihn—torki realnih brojeva. S&™*" (C™*") ozn&avamag
skup svih realnih (kompleksnihy. x n matrica. Ako nam nije vaan podatak jesu |[li
matricni elementi realni ili kompleksni brojevi, pisaemoM,,,,,. Ako piSemoA € M,,,
(Citaj: “A pripada skupu/,,,,”), to zn&li da je A m-putan matrica. U sléaju kad je
m = n, oznakal/,,, se skr&uje nal,,.

Prva stvar, koju moramo definirati je jednakost matrica.

Definicija 4.1 Matrica A € M,,, jednaka je matriciB € M, ako vrijedim =p,n =q
[
aij:bi]‘, zasvel <1< m, 1§]§’n (42)

U tom sli€aju psemo
A=B. (4.3)

Prema tome, dvije matrice su jednake ako i samo ako imajuajedimoj redaka, jednak
broj stupaca i svaki element jedne matrice jednak je odgju@m elementu druge matrice.
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Budwti da matrica A imam - n elementata, jednakost (4.3) zapravo&@na - n jednakosti
realnih brojeva.
Sadatemo uvesti osnovne operacije kdjme strukturu matéine algebre. Pritondemo
elemente matrical,B, C,... ozn&iti sa odgovarajeim malim slovimaa;;, b;;, ¢;j,. . .

Realne Matrice

U

R™*" se zbrajanje matrica definira na sljédeacin.

Definicija 4.2 Neka jeA € R™ "™ i B € RP*4. Ako jem = pin = ¢, onda matricy
C € R™*" s elementima

cj =a;;+byj, 1<i<m, 1<j5j<n (4.4)
nazivamabrojem ili sumom matricaA i B i piSemo

C=A+B. (4.5)

Zbrajanje matricad i B zn&i m - n zbrajanja realnih brojeva, kaio je naznéno u (4.4).
Ono je definirano za svaki par matricaRz**" i rezulat je uvijek uR™*". Dakle jeR™*"
zatvoren u odnosu na operaciju zbrajanja. Zbrajai'ti” ima ova svojstva:

1. A+ (B+C)=(A+B)+C (asocijativhost
2. A+B=B+ A (komutativnost

3. Postoji matricaD € R™*™ (neutralni element) sa svojstvom daje+ O = A za
svaku matricud € R™*™. Svi elementi matricé jednaki su nuli.

4. Za svakiA € R™*™ postoji jedna i samo jedna matrica koju ozagamo s—A
(inverzni element), takva da vrijedl + (—A) = O. Ako je A = (a;;), onda je
—A = (—aj).
Iz navedenih svojstava raemo zaklj@iti, da skup matric&k™*" zajedno sa operacijo
zbrajanjacini Abelovu grupyvidi §2.3).

m

S

ljedeca operacija koju memo jednostavno definirati je mienje matrica sa skalarom.

Definicija 4.3 Ako jeA € R™*™ i ¢ € R, matricuB € R™*" s elementima
bij:CCLij, 1§z§m, 1§]§TL (46)
nazivamaumnozak ili produkt matrice A sa skalaront i ozna&tavamo

B =cA. (4.7)
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Jednakost (4.7) zapravo oziz@a da smo svaki ogh - n elemenata matricd pomnaili s ¢
kako bismo dobili matricuB. Jasno je da za svaki realni skatarsvaku matricud € R™*™,
moraB = cA opet biti uR™*",

Za proizvoljneA, B € R™™ i «, 3, ¢ € R vrijedi

1. ¢(A+ B)=cA+cB (distributivnost mnaenja prema zbrajanjulr™*")
2. (a+pB)A=aA+BA (distributivnost mnéenja prema zbrajanjuRR)
3. (af)A = a(BA) (kompatibilnost mnenja)
4. 1A=A (netrivijalnost mndenja).

Za svaki par prirodnih brojeveu i n dobili smo strukturyR™*", +, -). 1z svojstava zbra
janja matrica kao i mneenja matrica skalarom zak§ujemo da jgR™*", +, -) vektorski
prostor nadR.

Promotrimo sada vektorski prostor jednostapih matricaR™*!. On se j& ozn&ava

saR"™. Neka suay,as,...,a, realni brojevi. Pomou njih ma@emo n&initi n-torku a =
(ay,aq,...,a,) €V, kaoijednostupanu matricu
(93]
)
A= e R"
an
Mijenjajuci realne brojever,, ..., a, na sve mogoe n&ine, vektora prolazi kroz cijel

skup V, dok u isto vrijeme jednost@imna matrica prolazi kroz cijeli skug*. Dakle, za svaki
a € V, postojiA € R" i obrnuto za svakod € R™ postojia € V,, sa istim elementima.
Dakle, postoji obostrano jednozire preslikavanje

a=(ay,as,...,a,) <— ; = A.
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Primijetimo da se pri tome pridaivanju, operacijet+ i - na V, i operacije+ i - naR",
jednako pongaju, tj. ako jex «— Aib<+— Bondaje

a+b+— A+ B, «aa<+— aA, zasvakoa € R.

Stoga k@aemo da su vektorski prostdiv,,, +, -) i (R™, +, -) medusobnazomorfni. Slo-
bodno govoréi, dvije strukture su izomorfne, ako postoji bijekcija ieth njih takva da
se operacije definirane na tim strukturama id@mti pon&aju u odnosu na bijekciju.

Nema bitne razlike izmadvektorskih prostoréV,,, +, -) i (R", +, -). Stoga je uoliiajena
da se jednostuane matrice iZR™, +, -) ozn&avaju malim arapskim slovima, i nazivaju
se vektorima. To je logno jerR™ je vektorski prostor.

Ako skalarni produkt (ili normu) na vektorskom prostdrti definiramo na isti nén kao
i na vektorskom prostoru YV, tada(R™, +, -) postaje unitarni (ili normiran) vektorski
prostor, jednako kao i Y.

Kasnijecemo vidjeti da je za rfgvanje sustava linearnih jediédi drugih problema linearne
algebre R™ mnogo znaajniji od prostora V.

Svesto je r&eno za odnos izmedvektorskih prostord/, i R™ moze se réi i za odnos
izmetl vektorskih prostord, i R'*".

Ako suay, ..., a, € R™ neki vektori, tada notacijal = [a4, ..., a,] zn&i da je matrica
A tako izgra@éna da su, . . ., a,, njeni stupci u redoslijedu u kojem su napisanic84,
ako sual, ..., a,, € R™" jednoretane matrice (j se zovu: vektori retci), tada oznaka

ay

Ao | ®

a/
ukazuje da jed € R™*™ tako grag@na da su jop), ..., a,, retci, u redosljedu koji je
nazn&en. Oznakal = [a4, ..., a,] S€ &5 nazivaparticija matrice po stupcima, a ona
drugaparticija matrice po retcima.

Matricna algebra sadrosim operacijar- i - joS dvije dodatne operacije, i te operacije su pravi
razlog zbog kojeg uvodimo tu novu strukturu. Te dvije opgeatine osnovu s kojoneemo
kasnije ma@i rijeSiti mnoge probleme.
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Definicija 4.4 Neka jeA € R™*" i B € R™*P. Umnozak ili produkt matricaA i B je
matrica
C=A-B eR™? (4.8)

Ciji elementi su odreeni formulom

Cij = @by + aisbaj + aisbs; + ... + Qinbn;
= Y awby zasvel<i<m, 1<j<p (4.9)
k=1

Vazno je primijetiti da jeprodukt matricaA i B definiran samo onda kada je broj stupaca
matrice A jednak broju redaka matric&. Operacija mnbenja matrica moze se gledati kao
preslikavanje koje ureshom paru matrica odredih dimenzija pridriuje matricu takoer
odretenih dimenzija, prema dijagramu

.o Rm><n X RnXp — RmXp .

Produkt matrica se obino pge (kao i produkt skalara) bez znaka rhenja izmed faktora,
dakle AB. Formula (4.9) izgleda na prvi pogled vrlo kompliciranoefiostavimo daelimo
izraCunatic;,

O O 0O O O 0O O O
O O O O O O O O

O O O
O O O O O O O O
O O 0O O O 0O O O

o 0 0o o &

pri cemu jeC = AB. Tada iz matriced trebamo imati na raspolaganju sameti redak,
a iz matriceB samoj—ti stupac:

b

ij

(@)
o

b37‘
ai1 Qg2 A3+ 0 Uy ’

AB =

O O O O O O O
O O O O O O O
O O O O O O O
O O O O O O O

o
(@]

(@)

(@)
O O O O
O O O O
O O O O
O O O O
O O O

bnj

(¢]
o
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Formula (4.9) kae da jednostavno pomaiono elemente—tog retka matriced sa odgova-
rajucim elementimg —tog stupca matricé i produkte zbrojimo.

Primjer 4.5 Ako sud € R3*%i B € R?*?

onda jeC = AB € R*? i vrijedi

1-3+3-5 1-(—6)+3-3 18 3
C=1]03+(=1)-5 0-(=6)+(-1)-3 |=| -5 -3
5-3+1-5  5-(—6)+1-3 20 —27

Ako zaB uzmemo matricu stupac

onda jeC € R? i pritom je

1 3 ) RO 14
C=AB=|0 -1 {4]: 0-2+4(=1)-4|=| -4
5 1 5-2+1-4 14

Neka je sadal € R™*" i neka jex € R™ jednostugana matrica odnosno vektor. S obzirom
da A ima onoliko stupaca kolika ima redaka produktiz: je definiran. Budai je

ay;  ai2 ... Qip Xy

a9 929 ... Qop )
A= , 7= ,

Am1 Am2 ... Omn T

imamo

a1 + 129 AF oo Ar A1y

(911 + Q929 + ... + agpx
Ax = . e e R™.

Am1T1 + oo + ... + Ay Th,
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Ovo je zapravo lijeva strana sustava (4.1). Da bi sustay) (#{dotpunosti opisali pontu
matrica, trebamo @ napisati desnu stranu sustava pémuoektora izR™. Dakle, ako realne
brojeveb,, bs,... b, smjestimo kao elemente vektobac R™, onda mdemo sustav oadn
linearnih jednadbi iz relacije (4.1) napisati jednom matniom jednadbom

Axr =b.

Ekonomtnost i efektivhost mnenja matrica najbolje se ogleda u todte nam omogtava
sustav odm linearnih jednadbi s n nepoznanica svesti na jednu métn jednadbu koja
ukljuCuje samo operacije iz matrie algebre. T@&e nam omogtiti da taj sustav rijgimo
samo pomou operacija iz matéine algebre.

Primjer 4.6 Tri sustava s kojima smo zapali kurs linearne algebre, ntf@mo u ma-
tri€noj notaciji ovako zapisati:
1 0 1 T 0 1 0 1 T 0
01 -1 T | =1 1], 01 —1 T | =1 1],
12 1 T3 1 1 2 -1 T3 1
1 0 1 I 0
01 —1 e | = | 1
1 2 -1 T3 2

Akoje A e R™™i B € R"*P, onda je produk!d B € R™*? definiran. Postavlja se prirodno
pitanje da li je, odnosno kada jeéA definirano. Budaida jeB € R"*?i A € R™*", produkt
BA je definiran samo onda kada je broj stupaca matigednak broju redaka matric, tj.
ako vrijedip = m.

Prema tome, produkiil B i BA su istovremeno definirani ako i samo ako je
A e R™™i B € R"™™ za neke pozitivhe cijele brojeve i n. To je pogotovo
istina kad su A i B kvadratne matrice istog reda

Cak i ako obje matriced i B pripadaju prostordR™*", to joS ne znai da
vrijedi AB = BA.

Na primjer, ako su

1 2 . 1 —1
SR P

tadaje

5 —1 [ —2 1
=8 3] mas[ 21




61

Prema tome, mrienje matrica openitonije komutativno.

Ako za kvadratne matricd i B vrijedi AB = BA, kazemo dakomutiraju .
MatricaC'(A, B) = AB — BA se naziv&komutator matricaA i B.

Jasno je da matrice komutiraju ako i samo ako je njihov kotoutaul-matrica.

Evo primjera matrica redakoje komutiraju:

010 030
A=|lo0oo0 2|, B=|0o0 4
000 000

Svojstva mnéenja matrica su navedena u sljédgpropoziciji.

Propozicija 4.7 Za mnaenje matrica vrijede sljeda svojstva:

AB+C) = AB+ AC, (4.10)
A(BC) = (AB)C, (4.11)
a(AB) = (aA)B = A(aB). (4.12)

Dokaz. Kako su na lijevoj i desnoj strani svake jednakosti - matraovoljno je pokazat
da jeij-ti element lijeve strane jednak-tom elementu desne strane.
Prvo pokaimo svojstvo distributivnosti (4.10). Korigtedistributivnhost mnaenja prema
zbrajanu uR, dobivamo

[AB+C)li; = > aw[B+Cly; =) ailby; + cx;)

= Z(aikbkj + GirCrj) = Z Qikbrj + Z @ik Chj
k

k k

Ovdjek prolazi vrijednosti od do broja stupaca od.
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Za drugu tvrdnju (asocijativhost matnog produkta) koristimo asocijativnost niemja
uR,

[A(BC)]Z] = Zam[BC]k] = Z(IikZbleU
k k l
= Z Zaik<bklclj) = Z Zaikbklclj
ko1 kool

— Z Zaikbklclj = Z [Z aikbkl] Clj
Ik k

l

= Z[AB]ilClj = [(AB)C]Z'J'

Zadnja tvrdnja ide najlae. Imamo
[a(AB)]ij = a[AB]J; :O‘Zaik‘bkj
k

(@A)Bl; = ) laAlxbr; =) _(cai)by

[A@B)l,; = Y _aw[aBly =Y au(aby).
k k

Kako su zadnje sume u svim jednakostima jednaRecaa;;bi;, Sve lijeve strane su
medusobno jednake.

Jednu vanu klasu matric&ine dijagonalne matrice. Najpoznatiji primjer dijagonalne
matrice jejedinicna matrica

10 00
0 1 00

I=| . _ .| e R, (4.13)
0 0 1

Ona je jedintni element skup&™*™ s obzirom na mnzenje.

Naime, vrijedi

Al =TA=A za svakod € R™*™,

Dakle, ima istu ulogu kod mrienja matrica, kao i broj kod mn@enja realnih brojeva. Jer
je I redan joS se koristi oznaka, .
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Malo opcenitije, vrijede relacije:

JA=A zasvako A e R™P |
Al = A zasvako A € RPX",

Opcenitije, dijagonalna matrica je ona kod koje su svi izvagbnalni (to su oni koji
nisu dijagonalni) elementi jednaki nuli.
Dijagonalnu matricu Ciji su dijagonalni elementiay, s, ...,«, 0zn&avamo $
diag(ay, as, . .., «,), dakle
ap 0 0 ... 0
. 0 (6%) 0 00 0
diag(ag, g, ..., )= | . . . _
0 0 Qay,

Odmabh vidimo da produkt dviju netrivijalnih dijagonalniratnica, npr.

diag(1,0,2) diag(0,—1,0) = diag(0, 0,0)

moze biti nul-matrica. Nul matrica taked spada u dijagonalne matrice.

Dijagonalne matric&ine vektorski prostor koji je zatvoren u odnosu na néaio
mnazenje.

Neka jeD = diag(ay,...,a,) i A € R"™P. Tada jei-ti redak odDA jednak
i-tom retku odA pomn@enom say;, pricemu jel < i < n.

Slicno, ako jeA € RP*", tada jei-ti stupac odAD jednaki-tom stupcu odA
pomn@&enom Ssav;.

Ako su dijagonalni elementi o) pozitivni, operacijaD A (AD) naziva seska-
liranje redaka (stupaca).

Dijagonalne matrice koje dobivamo mirenjem jedinine matrice skalarom (tj.
one oblikan /) nazivamoskalarne matrice. Ako jeD = «l, onda jeDA = oA, a
takotker i AD = aA, Cim su dimenzije matrica takve da su produkti definirani.

Potencije kvadratne matrice A se ovako induktivno definiraju:

A’ =1, At =AA" zar>0.
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Lako se pokae da vrijedi
AP AT = ATAP = APTY  za sve nenegativne cijele brojepé g.

Stoga je dobro definiramatri ni polinom

p(A) = o A" + ap AP+ 0 A4 ol

pri ¢emu S, . . ., ay, realni brojevi.

Monozenje matrica katkad daje iznengute rezultate.

Npr. ako je
010
A=100 1],
0 0O
onda je i
010 010 0 01
A2=A-A=[00 1 001|=]000
000] 000 000
i )
010 0 0 1 000
AB=A-A%=|00 1 000[=]000]|=0.
0 00 | 000 0 00
Dakle, postojes x 3 matrice za koje jed # O, A2 # O alije A3 = O.

Na slicni naCin mogli bismo pokazati da postojex n matrice za
koje je prvihn — 1 potencija razftito od O, ali vrijedi A™ = O.

Ako je A # Oi A*
nilpotentna matrica.

O za nekok € N, tada seA naziva
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Pok&imo jos jedno iznenagjuce svojstvo matéinog mndenja. Ako je
0 1
e
dobivamo
o ., [0 1][o0o 1] _[-1 0] _, J10
rew=| S o) [ G a)=1% S)=omla 1]

tj.

JP=-1I.
U aritmetici realnih brojeva ne postoji realan bégj kvadrat je—1. Zato i jesu uvedeni
kompleksni brojevi. S njima nm&emo rij&iti npr. jednadbu 2> = —1. U matricnoj
algebri postoji realna matricaiji kvadrat je jednak-1.

Postoji j& jedna vrlo korisna operacija na matricama. Naziva se ojjenatransponira-
nja.

Definicija 4.8 Neka jeA € R™*". Matrica AT € R™*™ se nazivaransponirana ma-
trica A, ako je svaki redak od” jednak odgovarajtgem stupcu matricd.

Prema tome, transponiranu matricu dobivamo tako da stuptiee] matrice zamijenimo nje-
nim retcima (stupcima). Ako je

a1 a2 ... Qip

921 929 P Aon,
A=

AQm1 Am2 ... AOmn

onda je

a1 a21 ... Ami
AT _ a2 A22 ... Am2

A1p A2, ... Amnp

Krace to zapisujemo: ako j& = (a;;), onda jeA” = (a;;).
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Na primjer, ako je

1
[135 : o
A_{246]’ ondaje A" = g

(SRR V]

Operacija transponiranja je unarna operacija, koja mairidruzuje njoj transponiranu ma-
tricu. Da bismo pokazali korisnost te operacije, vratimpisslemu odreglanja svihz € V,,
za koje vrijedi

(a|z)=0, (4.14)

gdje jea € V,, zadani vektor. Ve smo vidjeli da svaki vektor iz y mozemo identificirati sa
vektorom (matricom stupcem) R™. Tu identifikacijucemo primijeniti na oba vektorai x
iz V,,. Ozn&imo li i pripadne jednostufane matrice takat saa i x, imamo

ay X1
a2 X2
a = ) = .
Qp, T,
Jer
T
a = [ a; az ... Qg ] 5

ima stupaca kolika: ima redaka, produkt” z je definiran i vrijedi

a'z = ajxy + aseo + ... + apzy, . (4.15)

Iz definicije skalarnog produkta u,Vznamo da je desna strana jedblael (4.15) skalarni
produkt u V,. Kako je na isti nain definiran i skalarni produkt R, o’ je skalarni produkt
vektoraa i z iz R™. To mazemo ovako zapisati

(a|z)=a"z a,z €R", (4.16)

pri Cemu je sad@ | -) oznaka za skalarni produktRi*. Sada mdemo sustav od jednadbi
oblika
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(a|2)=0, 1<k<p, (417

zamijeniti odgovarajéim sustavom mattnih jednadbi

alr=0, 1<k<p. (4.18)

Ako pisemo

afz[akl Qo ... (l;m:|,

i uvedemo matricltd pomcatu redaka:

T

ay aj;r a1 ... Qip
T

a a a ...oa
2 21 22 2n

A=| 2| =] . (4.19)

T

CLp Gp1 Ap2 ... GQpp

onda sustav jednabi (4.18) prelazi u maténu jednadbu

Az =0, (4.20)

gdje je0 € R? nul vektor. Kako dvije matrice iR™*" uvijek mazemo mnditi i dobivamo
rezultat koji je opet IR"*", Citatelj bi mogao pomisliti, da se matrice taa mogu i dijeliti.
Ponekad se matrice zaista mogu dijeliti (npr. matrice rekiaje su realni brojevi ili skalarne
matrice), ali to nikako nije ofi sluCaj.

U skupu realnih brojeva jednakost 5 = 20 mozemo interpretirati ka@0 podijeljeno sa
4 daje5 ilinpr. 4 - 0 = 0 mozemo interpretirati kad podijeljeno st daje0.
Kod matrica imamo ovakav staj:

01 0 « 0 0
{0 OHO 0}_{0 0}’ acR,
Sto zn&i, da ne postoji jedinstvena matrica koja bi bila kvocijent matrice i matrice
01
0 o)

Promotrimo zato mattnu jednadbu

AX =C
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gdje sud i C' eksplicitno zadane. Pitanje je emo li “dijeliti” C' saA da bi dobiliX? Da bi
to postigli treba nam matricéd” sa svojstvom

WA=1.

Pomnaimo li jednadbu AX = C' s lijeva matricomi//, dobijemo

W(AX) = WC, pajezbog svojstva asocijativnosti maemja
(WA)X = WC, pajezbog svojstva matridé
IX = WC, tj.dobilismoX =WC.

Dakle, n&inili smo onosto radimo i sa skalarnom jednagbmaz = ~. MNozimo ju sw =
1/a. Na problem nalzenja matricél” vratit cemo se kasnije.

Nabrojimo sada glavna svojstva operacije transponiranja.

Propozicija 4.9 Operacija transponiranja ima sljeda svojstva,
(AT = A, (4.21)
(A+ BT = AT+ BT, (4.22)
(cA)T = cAT, (4.23)
(AB)Y = BTAT. (4.24)

Dokaz. Prvo treba provjeriti (za svaku jednakost) da je dimennigrice na lijevoj stran
jednakosti jednaka dimenziji matrice na desnoj strani. fyjeru ostavljamdcitatelju.
Zatim treba pakazati da je proizvoljni element matrice yevdij strani jednak odgova-
rajucem elementu matrice na desnoj strani.
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Kako jeij-ti element matriced” jednaka;;, mora bitiij-ti element matricé A”)” baé
a;;. No, to jeij-ti element odA, pa je prva jednakost (4.21) dokazana.C&d, ij-ti
element od A + B)T je a;; + bj;, a to je takoerij-ti element desne strane u jednakosti
(4.22). SlEno,ij-ti element matricécA)” je ji-ti element odcA, a to jeca;;. S druge
traneij-ti element matrice A” je ca;;, pa je dokaz za (4.23) gotov.
Konatno,ij-ti element od AB)” je ji-ti element odA B, tj.

[(AB)"]:; = [(AB);i = ) ajubei,

gdje k prolazi vrijednosti odl do broja stupaca od (ili redaka odB). S druge strane
ij-ti element odB” AT je

[BTAT]Z']' = Z BT zk; Z bkza]k Z ajkbki7
k

k

cime je dokazana i zadnja jednakost.

Primijetimo da su u zadnjem svojstvu matride B zamijenile poredak.

Koristeti relaciju (4.24) iz propozicije 4.9, lako se pdeda osim “lijeve distributivnosti”
vrijedi i “desna distributivhost”. Najme, uz poragelacija (4.24), (4.21), (4.21) i (4.10) jed-
nostavno dobivamo

(B+C)A = [(B+C)A"]" = [AT(B+C)T]"
= [AT(BT +CT)]" = [ATBT + ATCT]"
— [(BA)T +(CA)"]" = [(BA+CA)T]"
BA + CA (4.25)

Relaciju (4.16) maemo iskoristiti za pisanje norme vektoradd2z pomau operacije mnkenja
matrica. Bud@i da je||z|| = \/(x | ), imamo

|z|]| = VaTz. (4.26)

Formula (4.26) i jednakost (4.24) omdtavaju npr. napisati izraz za normu éd:, gdje je
AeR™™ iz eR™

|Az|| = V2T AT Az (4.27)
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e Matrica A je simetrtna ako jeA” = A.
e MatricaA je antisimetrina ako jeA” = —A.

e Matrica@ je ortogonalna ako j©7Q = QQ* = I.

e Matrica N je normalna ako jevI' N = NNT,

Iz definicije odmah slijedi da su sime&tna i antisimettna matrica kvadratne. Normalna
matrica je takodr kvadratna. Doistay € R™ ", povl&i NTN € R™" i NNT ¢ R™x™,
pa zbog normalnosti slijedin = n. Jer je ortogonalna matrica hormalna, ona je takod
kvadratna.

Skup svih simetGnih matrica reda sa operacijama zbrajanja matrica i @eaja matrice
(realnim) brojentini vektorski prostor. Isto vrijedi i za skup antisimétmih matrica reda.

Zadatak 4.10 Neka sud € R™*", B € R™*P. Dokaite sljedée tvrdnje.

(i) AkojeB = [by,...,b,| stuana particija matriceB, tada jeAB = [Aby, ..., Ab]
stuptana particija matriceA B.

(i) Za retCane particije matricad i AB vrijedi implikacija

al al'B
A=| : | = AB= ;
al al B
(iii) Ako je A = lay,...,a,| Stuana particija matriceAd i z € R”, tada je Az =
r1a1 + - -+ + Tpa,, gdje sury, . . ., z, kKomponente vektora

(iv) Akojey € R™, 4T = [y1,...,y,] i akoje

B=|: (4.28)

rettana particija odB, tada jey’ B = y;b1 + - - + y,b7.

(v) AkojeA = [ay,...,a,] Stugtana particija odA i ako je (4.28) retana particija od
B, tada je
AB = a)bf + ... +aybl.

Pritom je svaka matrica,;b € R™?.




71

Za svaki par prirodnih brojeva: i n, struktura(R™*", +,-) je zatvorena u odnosu

operacije + i-. Mnozenje matrica iR™*" je definirano tek ako jen = n. Takoter je
vazno da je skufR™*" zatvoren u odnosu na matno mnaenje. Oznémo li privremeng
operaciju mnéenja matrica sa, mazemo pisat{R™*", +, -, x), pricemu je(R™*", + )
vektorski prostor, a mrienjex zadovoljava svojstva (4.10), (4.25), (4.11) i (4.12). Takv
struktura se nazivalgebra. Kako uR™*" postoji i neutralni element za mnaenje x,
kaze se da jgR™™ ", +, -, x) algebra s jedinicom. Dakleskup matrica reda n Cini
algebru s jedinicom Ona ogenito nije komutativha. Na njoj je definirana i unarna
operacija transponiranja koja zadovoljava svojstva (4-@124).

na

Zadaci4.11
1. Nekasu
0 —1 2 2 4
A:[Z :gﬂ B=|1 -2 1|, C=|-20
1 3 -3 1 3
. . —-13 —13
& — T —
IzraCunajteX = AB* C. RjeSenje X = { 30 _14}
2. Neka su
2 —1 2 1 —4
A:[Z:gﬂ, B=|1-3 1|, C= 3 1
1 3 —3 -1 2
RijeSite matrénu jednadbus5X + ABC = CTBAT.
RjeSenje
T pAT B 50 89 ] [57 —11
5X = CTBA ABC_[_% b {46 _2}
paje ]
| —T7/5 20
X = { -99/5 —66/5 |
3. Neka su
10 0 300 0 —4 2
Di=|02 0]|,Dy,=]1020{,A=] -1 —4 2
00 =5 0 0 6 3 3 =8
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RijeSite matrtnu jednadbu

D1 XDy =A.
Uputa Koristite
31’11 2.1'12 6%13
DlXD2 = 65(721 4.1322 121}23
15$31 —10.%‘32 —3OZE33

4. Pokaite da

(@) dijagonalne matrice reda

(b) gornje-trokutaste matrice reda
(c) donje-trokutaste matrice reda
(d) simetrtne matrice reda

(e) antisimetrene matrice reda

uz operacije matiinog zbrajanja i mnbenja matrice skalarontine vektorski prostor,
koji je potprostor odR™*™.

Uputa Koristite dovoljne uvjete da neki podskup skupaR™ "™ bude potprostor.
Trebate uzeti dva proizvoljna elememaB € X i dva realna brojax i 3, te pokazati
da je linearna kombinacijaA + 8B € X. Dokaimo zadatak (d).

To za sl&aj (d) zn&i da treba pokazati da jeA + 3B simetritna ako jed = AT i
B = BT. Dista, korist€&i svojstva transponiranja, imamo

(@A + BB)T = (aA)T + (BB)T = aA” + BBT = aA + BB,

pa je dokaz gotov. Nanite slicne dokaze za ostale shjeve.

5. Dali je produkt

(@) dviju dijagonalnih matrica dijagonalna matrica?

(b)  dviju gornje-trokutastih matrica gornje-trokutastaatrica?
(c)  dviju donje-trokutastih matrica donje-trokutast niesr?
(d)  dviju simetrEnih matrica simetna matrica?

(e) dviju antisimetiEnih matrica antisimetina matrica?

Ako smatrate da je odgovor potvrdan, p8kjte dokazati. Ako smatrate da nije, p&kjte
naci primjer dviju matrica koje potvrdju vasu slutnju.
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Uputa Pokazite da su prva tri odgovora potvrdna, dok preostala dva nisu

Npr. da bi dokazali da je odgovor na pitanje u (b) potvrdan,agkX = RU gdje su
R = (r;;) i U = (u;;) gornje-trokutaste matrice reda. Pok&imo da je proizvoljni
element u strogo donjem trokutu matri&¥enula. Proizvoljni element u strogo donjem
trokutu matriceX je x;; pri Cemu j& > j. Sjetimo se daj@;; = riuij+- - - +7inln;.
Ozn&imo u toj sumi elemente koji su nula (zkbogjenice da su obje matrice gornje-
trokutaste) tako da ih potcrtamo

Tij = Tia s ulj 4 Tig g+ Ty Ui+ Ty U
i1 " Ujtrj T+ Tin - Unj

Vidimo da je u gornjoj sumi svakilan produkt dva broja od kojih je barem jedan
nula. Dakle, u sumi su s¢ianovi nula pa jer;; = 0 €im jei > j. To zn&i da je X
gornje-trokutasta.

Pokaimo da odgovor u (d) nifean. Neka su

2 1 1 -2 . 0 1
A:[1 3], B:[_2 5} tadaJeAB:{_5 13}

Dakle, produkt izabranih simetinih matricaA i B nije simetrEna matrica pa pro+
dukt simetrénih matrica ogenito nije simetina matrica.

6. (a) Dalije kvadrat simetine matrice simetéan?
(b) Dali je svaka potencija simetine matrice simetéina matrica?
(c) Dalije (realni) polinom simetne matrice simeténa matrica?

(d) Da li je kvadrat antisimetiine matrice simetéian? Sto méete ré&i za kub antisi-
metricne matrice.

(e) Svaki redak simefthe matrice ima istu (Euklidsku) normu kao i odgovaéaju
stupac. To vrijedi i za antisimettnu matricu. Da li to vrijedi i za normalnu
matricu?

(f) Je li produkt dviju ortogonalnih matrica opet ortogonal matrica?
(g) Jesu liretci, a i stupci ortogonalne matrice ortonorami?

7. Pokaite da se svaka kvadratna matrica reqrikazati kao suma simetnie i antisime-
triCne matrice.
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Dokaz Neka jeA € R™*". Ako definiramo

A= (A AT) A= (A AT)

1
2
tadaje

A — A/—i—AH A/T _ A/ i A//T _ —AH.

Pokazite za vjébu zadnju relaciju, tj. zadnje tri jednakosti.

Promotrimo j& skupMy svih realnih matrica,

My = U Rmxn

m,neN

Nekax oznd&ava operaciju mrienja matrica, d' operaciju transponiranja matrica.

Skup M7, je sigurno zatvoren u odnosu na operaciju @era matrice sa skalarom. Isto
tako je zatvoren u odnosu na operaciju transponiranja: utiied ostale dvije operacije
nisu definirane za svaki par matricaiz. Ipak, postoji lijepo svojstvo skup@/y, da je
zatvoren s obzirom na te dvije operacije uvijek kad je rezuih dviju matrica definiran.

Kompleksne matrice

SaC™*"™ smo oznaili skup kompleksnihm x n matrica. U taj skup je ukljten i skup realnih
matricaR™*™, pa je skupC™*" veti od R™*".

Zbroj dviju matricaA, B € C™*" je definiran na isti nén kao i uR™*", dakle: C' =
A+ Bakojec; = a;;+b;zasvel <i<m,1<j<n,gdjesud = (a;), B=(b)i
C = (¢ij). Kako sua;; i b;; optenito kompleksni brojevi, operacija na nivou matrgnih
elemenata je operacija zbrajanja kompleksnih brojeva.sha#in kao i prije, lako sé
pokae da jeC™*" +) Abelova aditivha grupa. Neutralni element je matiiza C™*™
Ciji su elementi same nule. Inverzni (zapravo suprotnijnelet odA € C™*" je matrica
—A = (—a;;). UoCimo da jeO takoter u R™*". Sto viSe, (R™ ", +) je netrivijalna
podgrupa odC™*", +).

D

Kod mnazenja matrica i™*" skalarom, moramo dozvoliti mizenje kompleksnim brg
jevima. Neka jed € C™*" i w € C. Tada jeB = w - A (il krate B = wA) ako je
b;; = wa;; za svei, j. Ova operacija ima ista svojstva kao i operacija @erga realnim
skalarom uR™*"™. StogaC™*" uz operaciju zbrajanja i mitenja skalarom i€ postaje
vektorski prostor (nad poljem kompleksnih brojeva), kgnecavamo s(C™*", +, ).
UoCimo da(R™*™, +, -) nije vektorski potprostor odC™*" +, -) jer ti vektorski prostori
nisu definirani nad istim poljem.
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Elemente odC™*! opet nazivamo matrice stupci, jednostape matrice ili vektori. Oz
nakuC™*! zamijenjujemo oznakor@™, a za sam vektorski prostor tih vektora koristimo

oznaku(C"™, +,-).

Kao i prije, lako se pok&e da su vektorski prostofC,,, +, ) i (C", +, -) izomorfni.

Operacija mnaenja kompleksnih matrica definirana je samo za parove cagdtdd kojih
lijevi faktor ima onoliko stupaca koliko desni faktor imadaka. Mnadenije je definirano
na isti n&in kao kod realnih matrica (vidi definiciju 4.4). Neutraglement s obzirom na
matricno mnaenije je opet identiteta, tj. jedigna matrica (koja je i uR™ ™ iu C"*", ako
je redan). Mnozenje matrica ima ista svojstva (4.10)—(4.12), uiljjuci i svojstvo (4.25
koje se dokazuje na isti Ga. Najme, operacija tranponiranja je definirana za svaku
kompleksnu matricu na isti Ga kao i u sli€aju realnih matrica. Time smo zapravo

pokazali da je(C™*™, +, -, x) algebra s jedinicom, gdje smo ¢&s mattno mndenje
ozn&ili s x.

Glavna razlika u definicijama vezanim uz algeB&" i C"*" dolazi u momentu kad seeli
u njima definirati skalarni produkt odnosno norma. SjetiraptsV,, odnosno WR™ skalarni
produkt vektorau i b bio je definiran formulomu;b; + - - - + a,b,,, gdje sua; , b; komponente
oda, b, respektivno. Zato se R" skalarni produkt mogao zapisati kabb. U C,, je skalarni
produkt definiran formulom

(a|b) = aiby + -+ + anby,

pa zato uC" ne maemo pisatia | b) = a’b, a,b € C". Da bi ipak(a | b) napisali pomou
operacije matiog mnaenja, moramo uvesti operaciju komleksnog konjugiranampleks-
nog transponiranja.

Ako je z = z; + izy kompleksni broj, tada j& = z; — iz, kompleksno konjugirani broj.
Na slicni n&Cin definiramo i kompleksno konjugiranu matricu, a onda nhigski adjungiranu
(kompleksno transponiranu) matricu.

Definicija 4.12 Neka jeZ € C™" | Z = Z; + iZy, pri cemu suz; ,_22 e R™x,
Tada se”Z; — i Z5 nazivakompleksno konjugirana matrica i ozn&ava saZ. Hermitski
adjungirana matricaZ je matricaz* = Zl' —iZI.

Uotimo da su obje operacije definirane za svaku kompleksnuguatpritom je Z € C™*™ |
Z* € C™™ ako jeZ € C™*". Operacije kompleksnog konjugiranja i hermitskog adjuagi
nja imaju sljedéa svojstva.



76 POGLAVLJE 4. MATRICE

Propozicija 4.13 Neka sw/, W € C™*" i a € C. Tada je

(i) 7*=(Z) =77, Z=7Z, 7% =7
(ii) Z+W=Z+W, (Z+W) =Z"+W*
(iif) oZ =az, (aZ)* = az*

(iv) W =ZW , (ZW)* =W* Z".

Dokaz. Sve tvrdnje izlaze iz osnovnih svojstava konjugiranja k@ksnih brojevaz =
z,a+ f =a+ B, af = af i osnovnih svojstava operacije transponiranja.

Uocimo da vrijedi

(a|b) = aby + -+ apby, = biay + - - - + bya, = b a = b*a,

pa smo uspjeli skalarni produkt prikazati potoigprodukta matrica. Zato za normu vektora
vrijedi

Jall = v/Tor P+ an [P = Vaa.

Uocite da tvrdnje (i) — (v) iz zadatka 4.10 vrijede i za komplaeisnatrice.



Poglavlje 5

Linearno nezavisni vektori

U ovom poglavlju pripremamo teren za $gvanje homogenog sustava pdinearnih jed-
nadzbi sn nepoznanica, koji emo u obliku

Az =0. (5.1)

Pritom suA € RP*", x € R", a0 € RP? je nul vektor. Prije nego sustav rjjgno, trebamo
uvesti pojmove minimalnog razapirjeg skupa, dimenzije vektorskog prostora i ranga ma-
trice. Oni su potrebni u opisu skupa svihdgmja sustava (5.1), a taled u uvjetima koji se
postavljaju na matricu.

Nas polazni sustav se ahio zapisuje u obliku

apxy + a9 + - -+ + a1, = 0
a21T1 + Q999 + - -+ + a2n.ljrf =0 (52)
Ap1Tp + Ap2To + -+ + Appt, = 0.

Ponovimo j& jednom kako smo od sustava (5.28lla@lo zapisa (5.1). Sa, € R™ smo
ozndili vektor Cije su komponente koeficijenti,. . . a;, i-te jednadbe sustava. Zatim smo
postavili zahtjev dar bude okomit na sve vektorg, 1 < ¢ < p. Kao skupna informacija o
svim komponentama vektora, pojavila se matrical. Uz oznake

T

£y 41 a;

) ;2 CLT

_ _ 7 _ 2
z=| |y a=| 0 |,A= ", (63

T

T (0775 G,n

okomitost vektorar na sve vektore;, moze se zapisati kao

77
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T T
0 a;x a; aiy Qg ... Qip T
T T
0 | e | | a v Qo1 Q2 ... Qo To
T T
0 a, a, ap1  Qp2 hsim Ty,
ilikrace Az = 0.

5.1 Minimalni razapinju i skup

Na isti n&in kao i u propoziciji 3.5, lako se poka da skup svih rfgenja sustava linearnih jed-
nadzbi Ax = 0 Cini vektorski potprostor. Taj potprostor je razapet veikba koji su okomiti
na sve vektore,, as, . . ., a,, pri cemu suz; odretkeni relacijom (5.3). Kako razapingih vek-
tora za neki potprostor ne biti po volji mnogo, postavlja se pitanje kako za dani pagjor
pron&i razapinji skup koji sadzi minimalni broj vektora.

Primjer 5.1 Neka je potprostoit’ C R® razapet vektorima

HAHRBREALS

i neka je)) C R® razapet vektorima

1 0
0|, |1
0 0

U oba potprostora nalaze se svi vektoriR? Cija je treca koordinata jednaka nuli. Zato
je Y = X. Prema tome su vektori

HRHA

u definiciji potprostoraX” suvini.

Svaki skup vektora vektorskog prostora razapinje nekinostpr, koji mae biti i cijeli vek-
torski prostor. Mizelimo izdvoijiti iz danog skupa vektora jedan njegov pogskiao u pri-
mjeru 5.1, koji razapinje isti potprostor, ali koji je u nekesmislu minimalan.
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Definicija 5.2 Neka jeS podskup vektorskog prostora. Minimalni razapinju €i pod-
skup od S je svaki podskupvt od S, koji zadovoljava sljed&sa dva uvjeta:

1. L(M) =L(S),
2. Niti jedan pravi podskup skup&t ne razapinjeL(S).

M se ja&s zoveminimalni razapinju €i skup od L(S).

Dakle, ako krenemo od skupa, ondaztrao neki njegov dio (podskup) koji fouvijek raza-
pinje isti potprostor, ali koji ima i svojstvo da ga ne demno dalje smanijiti bez da smanjimo
i potprostor kojeg razapinje. Zato se takav podskup nazivanmalni razapinj@i podskup
polaznog skupa.

Kad naeémo jedan takav podskup, onda je za spomenuti vektorskrqeity, on tek je-
dan od beskrajno mnogo skupova koji imaju to “minimalno”jst. Zato se taj podskup
polaznog skupa naziva minimalni razapitijskup za potprostor.

Primjer 5.3 Evo tipiénih primjera minimalnih razapinjcih skupova (R?.

o M ={a}.
Neka jea € R?. Tada jeL(a) = {aa; o € R} pa seL(a) sastoji od skalarnih
multipla oda. Geometrijski interpretirano (ako vektorelR? identificiramo s radij-
vektorima),L(a) je pravac kroz ishodite koji prolazi krajem vektora.

e M ={a,b}. TadajeL(a,b) ={aa+ 5b; a, 5 € R}.
Neka sua,b € R? vektori koji nisu multipli jedan od drugoga. Geometrijski|i
terpretirano, L(a, b) je ravnina kroz ishodite koja prolazi krajevima vektora i
b.

e M ={a,b,c}. TadajeL(a,b,c) ={aa+Bb+~yc; a, 5,7 € R}.
Neka sua, b i ¢ takvi da pripadni radij-vektori ne e svi u istoj ravnini. Tak
su npr. stupci ods;. Geometrijski interpretirar.(a, b, c) je cijeli trodimenzionalan
koordinatni prostor, pa jd.(a, b, c) = R3.

Primjer 5.4 Neka jeS = {a;,as,...,q,}, tadajeM = {uy,us,...,u, }, <p, gdje je
svakiu; neki od vektora i5. Sada se uvjet 1. iz definicije 5.2 zapisuje kao

L(uy,...,u,) = L(a1, ..., ap).

UoCimo da u zadnjoj jednakosti poredak vektara. .., a, (odnosnouy,...,u,) nije
vazan, jer jeL(ay, ..., a,) tek kr&€a oznaka zd (S) = L({a1, ..., a,}).

Ako imamo skup vektora koji razapinje oded vektorski potprostor, pitanje je kako prana
neki njegov minimalni razapinfti podskup. Trebate nam algoritam koji polazéod skupa
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{a1, ..., a,} daje naizlazu neki minimalni razapiguskup{u,, ..., u, }, r < p. U konstruk-
ciji algoritma Koristi se sljed& rezultat.

Propozicija 5.5 Neka jeX vektorski prostor icy, . . ., z; vektori izX. Ako jey linearna
kombinacija vektora;, 1 <i < k, tada je

L(y,x1,...,x) = L(xy, ..., xx) (5.4)

Jasno je da u relaciji (5.4) mae stajati ispred ili iza bilo kojeg vektorg. OpiSimo sada
algoritam za odrddanje minimalnog razapinfeg skupa.

Algoritam 5.6  Polazimo odv vektorax, xs,. .., x, vektorskog prostor&. Algoritam
odretlje jedan minimalni razapinjti podskup skupdz, ..., z,}. Algoritam Koristi
pomane vektorey,. . . u,.

0. Inicijaliziraj brojaC k i pomdne vektorey;:

k=p, w=m,...,u = Tp;

1.  Ustanovi postoje li skalarivy,. . . a4, koji nisu svi jednaki nuli i za koje vrijedi
Uy + aote + ...+ apur = 0. (5.5)
Ako postoje, prijedna korak 2., in&e prijed na korak 3.

2. Neka jea; # 0 bilo koji netrivijalana;, 1 <@ < k

(a) ako jej < k, prenumeriraj vektoreu; = w;i1,. .. uk—1 = wy I prijedi na (b);
ako jej = k odmah prijed na (b);

(b) Stavik = k — 1 i vrati se na korak 1.

3. Stavir=Fk M={u,...,u}.

U koraku 2 (a) algoritma \i&n je redoslijed: prva;; postajeu;, zatim (ako jej + 2 < k)
uj4o POStajeu; itd.

Koraci 1. i 2. zahtijevaju obrazkenje. U koraku 1. zahtijeva se provjera egzistencije
netrivijale linearne kombinacije koja je nul-vektor. Tage veeen netrivijalan problem zé&ije
rjeSavanje postoje posebne metode. Taj problem se svodi nkeprojgSavanja homogenog
sustavadxr = 0, kako cemo vidjeti kasnije. U ovongasu, za dobru definiranost algoritma
bitno je da je pitanje egzistencije netrivijalne anihijirge linearne kombinacije uvijek §&/0:

ili takva linearna kombinacija postoiji ili ne postoji.
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Obrazl@imo kako algoritam funkcionira. Ako je u koraku 2.@) # 0, tada se:; moze
izraziti kao linearna kombinacija ostalih vektora:

1
Uj = —; (a1u1 + -+ Ozj,luj,l + OéjJrluj'Jrl + -+ akuk)
J

pa je po propoziciji 5.5,
L(uy, ... uk) = L(ug, ... Uj1, Ujgq, o5 Ug) - (5.6)

Dakle, iz skupduy, . .., u; } smijemo izbacitiu;, a da skuguy, . .. wj_1, uji1, ..., u} i dalje
razapinje isti potprostor. Da bi u novom skupu vektora, ksgebrojali uzastopnim brojevima,
smanjujuemo ih nakon indekga- 1 za jedan. Kako se broj vektora smanjio za jedauyiza
se i broj vektorak.

Zadatak 5.7 Primijenite algoritam 5.5 na vektore iz primjera 5.1. U atgmu imate
mogLEnost biranja koeficijentay; # 0. Odabirajte j tako da postepeno izbacite sve
vektore osim prva dva.

Zadatak 5.8 Promotrite u vektorskom prostofB, polinoma stupnja< n, sljedei skup
vektora (polinoma):B = {1,z, 22 3, ..., 2"}. Pok&ite da jeB minimalni razapinj&i
skup z&P,.
RjeSenje: Primijenite algoritam 5.5 na3. On vas u 1. koraku vodi da tzéte netrivijalna
rjieSenja jednadbe

o+ a1x +agr? +---+a,2" =0 zasver € R,

u nepoznanicama;, 0 < i < n. Kako jednadba mora vrijediti za sve, uzmimar = 0.
Dobijeteay = 0. Dakle je

z (i + oz + -+ oz t) =0 zasver.
To je mogée samo ako je
a1+ x4+ a,z" =0 zasver #0.
Kad bi bilo o; # 0, tada bismo mogli za odabrati tako mali pozitivni broj da bude
lox + -+ + ™ <y,
pa zadnja jednakba ne bi bila ispunjena. Dakle, mora biti = 0 i mora vrijediti
z (o + gz + -+ ?) =0 zasver # 0.

Sada na isti néin kao prije zaklj&ite da mora vrijeditia, = 0. Nastavljaj£i postupak;
zakljuujete da svivy; moraju biti nula, pa algoritam odmah zaava.
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Iz algoritma 5.6 vidimo da se postupak izbacivanja vektanagvlja tako dugo dok se ne
dobije skup vektordu, . .., u;} za koji jednadba

a Uy + -+ apup = 0 (57)

u nepoznanicamay, . . . , ay ima samo trivijalno rigenje:a; = - - - = o = 0. Vrijedi

Propozicija 5.9 Skup vektora\1, dobiven algoritmom 5.6 je minimalni razapigjypod-
skup skupgzy, ..., z,}.

5.2 Linearno nezavisni vektori

Pazeljno je vektorima, za koje jednala (5.7) ima samo trivijalno r§enje, dati neko ime.

Definicija 5.10 Neka sury,. .. x, elementi vektorskog prostors. Ako jednadba
a1y + -+ ax. =0

u nepoznanicamas, . . ., o, ima samo trivijalno rij&enjea; = --- = a,, = 0, tada s
vektori zq, ..., nazivajulinearno nezavisnim Vektori koji nisu linearno nezavisni
nazivaju sdinearno zavisni. Skup vektorgz, ..., .} je linearno nezavisan (zavisan)
ako su vektoricq, . . ., z, takvi.

Najjednostavnija svojstva skupa linearno nezavisniharektlana su u sljedej propoziciji.

Propozicija 5.11 Skup linearno nezavisnih vektofai, ..., u,} ne sadgi nul-vektor.
Ako je skup{us, ..., u,} linearno nezavisan, tada je i svaki njegov podskup linerago
zavisan. Ako je skufu, . .., u,} linearno zavisan, tada je svaki njegov nadskup takod
linearno zavisan.

Dokaz. Kad bi skup{u,,...,u,} sadZzavao nul-vektor, tada bi postojala netrivijalna
linearna kombinacija vektora koja @Gezavala. Npr. kad bi bile; = 0, tada biOu; +
o 4 Ouj_q + luj + Oujpq + -+ + Ou, bila jedna takova linearna kombinacija, pa bi
{us,...,u,} biolinearno zavisan skup vektora.
Kad bi linearna kombinacija nekih vektora iz skupa, . . . , u, } i5tezavala na netrivija
lan n&in, lako bi ju prairili (pomocu skalara nula) do linearne kombinacije svih vektora
koja bi takoekr iSCezavala na netrivijalan 0m. Dakle pretpostavka, da je neki pod-

skup od{uy,...,u,} linearno zavisan, vodi u kontradikciju. Stoga je svaki pagsod
{us,...,u,} linearno nezavisan.
Ako neka linearna kombinacija vektora, . .., u, iStezava na netrivijalan g, lako

ju proSirimo sa dodatnim vektorima koje mz® nula skalari. Tako dobijemo linearnu
kombinaciju vektora iz nadskupa dd., . . . , u, } koja iSCezava na netrivijalan Ga. To
zn&i da je taj nadskup linearno zavisan.
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Iz definicija 5.10 i 5.2, propozicije 5.9 i relacije (5.7), #@no zakljiti da se minimalni
razapinjci skup uvijek sastoji od linearno nezavisnih vektora.

Primjer 5.12 U vektorskom prostoru Wektorie, e, . . . , e, Su linearno nezavisni. Do
ista, ako linearnu kombinaciju tih vektora izjediano s nulom, dobijemo

(0,0,...,0) = age; + ages + - -+ + ape, = (aq, a0, ..., )

pa sve komponente na desnoj strani jedri@moraju biti nula. Dakle, svi koeficijenti

iSCezavaja@e linearne kombinacije skupges,es, ... ,e,} moraju Eezavati, pa je taj
skup linearno nezavisan.
Na slicni naCin se pokde da su svi stupgiy, es, .. ., e, jedinitne matricel,, linearno

nezavisni vektori &R™. Takoter, slichi dokaz pokazuje da su svi reggi é,, ... £, od [,
linearno nezavisni R*".

UocCimo da u koracima 1. i 2. algoritma 5.6 postoji sloboda u iabanihilirajuce linearne
kombinacije i u izboru netrivijalnog skalara iz odabrane linearne kombinacije. To Zna
da minimalni razapinjéi skup nije odredn na jedinstveni r@n polaznim skupom vektora
{z1,...,2,}. Pogotovo je to istina ako pedo, ne od skupa, ¢e&d linearnog potprostord.
Tada, naime, memo n&i razne skupove vektora koji razapinji. Razmislite, da li ih ima
beskonano mnogo? Primjenom algoritma 5.6 na te skupove, takddlazimo do minimalnih
razapinjcih skupova odt’. Osnovno i vrlo vano svojstvo minimalnog razapirgag skupa je
dabroj vektora u njemu ovisi samo o potprostoru kojeg razapin;

Propozicija 5.13 Ako su{uy, us, ..., u.} i {v1,v9,...,v:} dva minimalna razapinjta
skupa istog potprostora, onda vrijedi= s. Dakle broj vektora minimalnog razapirgag
skupa nekog potprostora je invarijanta (konstanta) togopagtora.

Definicija 5.14 Ako za vektorski prostak postoji kon&ni minimalni razapinjéi skup
vektora {uy, us, ..., u,} on se nazivakonacno-dimenzionalnim vektorskim prosto-
rom. Pritom se broj » nazivadimenzijom prostora X i ozn&ava sar = dim.X.
Dimenzija trivijalnog prostora{0} je nula. Ako za vektorski prostor ne postoji kéna
minimalni razapinj@i skup vektora on se naziseskonano-dimenzionalni vektorski
prostor.

Beskon&no-dimenzionalnim vektorskim prostorima bavi se posepodritje matema-
tike, koje se zovdukcionalna analiza Mi ¢emo se baviti samo kobao-dimenzionalnim
prostorima. Stoga u daljem tekstu svako spominjanje vektay prostoraX’ automatski zné
da je on konéano-dimenzionalan.
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Primjer 5.15 Vektorski prostor Y je kon&no dimenzionalan, dimenzije To se vidi iz
relacije
Vn = L(el, BBgooog en),

gdje suey, es, . . ., e, dani sa (2.5). Na isti néin se pokae da vrijedi
R™ = L(ey,es,...,€,), odnosno  RY™™ = L(ey,ea,...,€y)

gdje see; definiraju na sléni na€in, kao jedinéni vektori-stupci odnosno vektori-retc
respektivno. DakleR™ i R'*" su tako@r n-dimenzionalni vektorski prostori.

Neka je X vektorski prostor dimenzije i neka jeS = {1, ..., x,,} podskup uX. Pretpos-
tavimo prvo da su svi vektoti; linearno nezavisni. Kako je svaki podskup skupa linearno
nezavisnih vektora linearno nezavisan, kamo da jem maksimalni broj linearno neza-
visnih vektora uS. NekasS nije linearno nezavisan skup vektora. Tada postoji minmnal
razapinj&i podskupM od S od r vektora izS i pritom je r < m. Zbog propozicije 5.13,

r = dim(L(S)) = dim(L(M)) je najvei broj linearno nezavisnih vektorad. Krate se
kaze da jer broj linearno nezavisnih vektonasS.

Definicija 5.16 Neka jeX vektorski prostor. Ureeni skup vektord iz X zove séaza
vektorskog prostor&” ako zadovoljava sljeda dva uvjeta:

1. Bje linearno nezavisan skup

2. L(B)=X.

Ako suug, ...u, elementi baze3, bazucemo poistovjetiti s ureshomn-torkom vektora
uy, ..., u, koja se koji put pse obrubljena zagradam@, . . . , u,.). Zn&i kod baze, za razliku
od minimalnog razapinjteg skupa, v&an je uredj vektora. Baz&ini niz, a ne skup, linearno
nezavisnih vektora.

Iz prvog svojstva minimalnog razapirjeg skupaM za X (tj. L(M) = X) i svojstva
linearne nezavisnosti od1 (izvedenog primjenom algoritma 5.6), zaldjyemo da je svaki
ureteni minimalni razapinjai skup i baza odX. Vrijedi i obrat.

Propozicija 5.17 Svaka baza vektorskog prostokaje neki ure@ni minimalni razapi:
njuci skup zaX.

Dokaz. NekajeB = (by,...,b,) baza odX. Tada jeL(by,...,b,) = X. Primijenimo
algoritam 5.6 na skugby,...,b,}. Vet u prvom prolazu, nakon 1. koraka, algoritam
zaviSava, ne mijenjajti skup{b, ..., b,}. Dakle je po propoziciji 5.9 (ureteni) mini-
malni razapinj@éi skup zaX.

Na osnovu propozicije 5.13, definicije 5.14 i propozicij@ B. zakljl/tujemo da svaka baza
ima tacnon = dim X vektora.
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Primjer 5.18 Promotrimo u vektorskom prostoi®i**? skup
g = {Ella E127 E217 E22}7

gdje su
10 01
Ell - |:O O:|7 E12_|:0 0:|7
0 0 0 0
a - [00]. mm[20].

Svaka matrical’ € R**? se mde napisati kao linearna kombinacija matriéa;,

C11 C12
C = { = c11 11 + c1aBie + co1 By + coaEigg,

Co1 C22

pajeL(Ey, B, Eor, Esy) = R?*2. Skup€ je i linearno nezavisan jer jednaba

o«
o By + agBhg + agBoy + auling = { 04; 04421 } =0

povleCi a; = as = a3 = a4 = 0. Dakle, svaki uredj skupa& (npr. (E11, E12, Fa1, Eo9)
predstavlja jednu bazu prostoia?*2. Vidimo da je dimenzija prostorR?*? jednakad4.
Ovo razmatranje se lako generalizira na vektorski prodis**". Kolika je dimenzija
prostoraR™*™ ?

Sljedeti rezultat je posebno ¥an kad se promatra odnos vektorskog prostora i nekog njego-
vog potprostora.

Lema 5.19 Ako Suuq, us, . . ., u, linearno nezavisni vektori u-dimenzionalnom vekto
skom prostoruX, tada jer < n. Svaki niz linearno nezavisnih vektoug, us, . .., u, U
X, maze se nadopunitis — r vektora do baze od'.

—
1

Korolar 5.20 Neka jeX potprostorn-dimenzionalnog vektorskog prostoka Ako je i
X dimenzijen onda jeX = X.

Dokaz. Neka jeey,... ¢, proizvoljna baza odt. Nadopunimo ju vektorimdi,... ,fx
do baze zaX. Kad bi bilok > 1, tada bin-dimenzionalan vektorski prostof imao bazu
od baremn + 1 vektora,Sto se protivi definicijin dimenzionalnog vektorskog prostora.
ZakljuCujemo da jezq,... £, bazaizaX, pajeX = X.
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Propozicija 5.21 U n-dimenzionalnom vektorskom prostoXy sljedee tvrdnje su ekv
valentne:

1. (uq,...,uy,)je baza odX

2. {uq,...,u,} jelinearno nezavisan skup

3. L(uy,...,u,) = X.

Dokaz*. Pokazatemo da vrijedi lanac implikacija: = 2. — 3. = 1.

Prva implikacija, 1.— 2. slijedi odmah iz definicije baze.

Za dokaz implikacije 2.— 3., ozn&mo X = L(uy,...,u,). Jer je{uy, ..., u,} li-
nearno nezavisan skup, vektorski potprostood X je n-dimenzionalan. Kako je i sam
X n-dimenzionalan to je po korolaru 5.20 = X (jedini potprostor odX iste dimenzije
kao i X je on sam). Time je pokazanQuy, .. .,u,) = X, tj. 3.
Da bi dokazali implikaciju 3.— 1., pretpostavimo da vrijedi tvrdnja 3. i primijenimo
na vektoreu, . .., u, algoritam 5.6. Kad bi vektoriy, . .., u,, bili linearno zavisni, algo
ritam bi izbacio barem jedan vektor, pa bi dobili minimalazapinj&i skup koji bi imag
manje odn vektora. Kako je to po definiciji 5.14 nemoggi jer je X n-dimenzionalan,
algoritam mora u prvom prolazu izbaciti minimalni razap@ijskup. To znai da vektori
uy, . .., U, Moraju biti linearno nezavisni. Zajedno s tvrdnjom 3. toeda@ydnju 1.

Propozicija 5.22 Za svaki niz vektora, as, . . ., a,, vrijedi

dimL(a,as,...,a,) <p.

D

Dokaz. Dokaz slijedi iz Cinjenice, da minimalni razapinpi podskup skup
{a1,as,...,a,} nema vée elemenata od samog skupa. To garantira algoritam 5.6.

Vaznost baze dolazi od jedinstvenosti prikaza vektora poibazektorima.

Propozicija 5.23 Neka jeX vektorski prostor B baza uX. Tada se svaki vektar € X
na jednistven nén maze prikazati kao linearna kombinacija vektora bdze

Dokaz. Neka jeB = (uy,...,u,). Jer je po svojstvu baze(B) = X, svaki vektorz
dopusta prikaz
T = QiU + QU + -+ - + Qply,.

Pretpostavimo da postoji§gedan prikaz
T = Blul + BQUQ SR Bnun-
Izjedn&avaji ayu; + aatn + -+ - + apuy, = Brug + Bous + - - - + Bru,, dobivamo

(o1 — Br)ur + (g — Bo)ug + - - - + (v, — Br)uy, = 0.
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Po drugom svojstvu baze vektari su linearno nezavisni. Stoga zakljyjemo da vrijed

oy =B, ag =09, ... ,0, = Bp,

tj. prikaz svakog vektora po baznim vektorima je jedinstven.

5.3 Rang matrice

Svaku matricu

11 Q12 @13 ... Qip

Q21 Q22 Q23 ... QAa2pn
A=

Am1 Om2 Am3 ... A;mp

iz R™*™ mozemo promatrati kao niz njenih vektora-redaka

5 aiGR”,

ili kao niz njenih vektora stupaca

A:[bl,...,bn], b; € R™.

Skup vektora-redaka (vektora-stupaca) matrdcezapinje vektorski potprostor dal' "
(R™), koji zovemoretcani (stugtani) potprostor odA. Vazno svojstvo tih potprostora je da
imaju istu dimenziju

\ Propozicija 5.24 Retani potprostor ima istu dimenziju kao i sitgni potprostor.

Broj linearno nezavisnih vektora redaka matri¢eaziva seretCani rang matrice A. Broj
linearno nezavisnih vektora stupaca matric@aziva sestupCani rang matrice A. Kako se
radi o istom broju izbacuje se pridjev éani ili stugtani.

Definicija 5.25 Broj linearno nezavisnih vektora redaka (stupaca) matriteaziva se
rang matrice A i ozna&ava sr(A).
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Uz svaku matrictA € R™*™ vezana su dva zaa potprostoralikai jezgramatrice. Evo kako
su definirani.
Skup

R(A) = {Az;z € R"}

naziva se slika matricd € R™ "™ u R™.

Zadatak 5.26 Pokéaite da je skupz(A) potprostor odR™.

RjeSenje Dovoljno je uzeti proizvoljne elemenig, y- iz R(A), proizvoljne skalarey,
ay iz R i pokazati da jey; = a1 + aqys takoter uR(A). No, zay, i y» postojez; iz
iz R" takvi da jey; = Axq, y» = Awxs. Kako za vektolrs = ayx; + asxs € R™ vrijedi

Azs = A1 + aoxs) = o Az + @Az = oy + aoye = ys,

moray; biti u R(A).

Lema 5.27 Za svakoA = [by, ..., b,] € R™ ™ vrijedi
R(A) - L(bl, 600 7bn> 5

pa jeR(A) stugani potprostor od4. Stoga je dimenzija o (A) jednakar(A).

Dokaz. Iz definicije ranga odmabh slijedi daj€¢A) dimenzija potprostord (b, . . ., b,),
pa druga tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje.
Da bi dokazali prvu tvrdnju, dovoljno je pokazati da vrijedi

L(by,...,by) CR(A) i R(A)C L(by,...,by).

Prva inkluzija je jasna jer se svaki stugaenoze zapisati kaole; € R(A), gdje jee; i-ti
stupac jedintne matricel,,. Stoga je svakb; u R(A), a jer jeR(A) vektorski prostor,
mora bitiL(by,...,b,) C R(A).
Da bi dokazali drugu inkluziju pokamo da se svaki vektadz, x € R"™, moze zapisati
kao linearna kombinacija vektota. Neka jex € R™ prizvoljan. Razvijmo ga po bazi
jediniCnih vektoree; € R™. Dakle, postoje skalati, ... z,, takvida jer = zie;+-- -+
Tne,. Sada je

Ax = A(zier+ -+ xne,) = Alxier) + - - + A(x,e,)
= mAe + - +x,4e, = x1by + -+, € L(by, ..., bn),

pa je tvrdnja dokazana.
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Jas prije smo pokazali da skup §enja jednazbe Ax = 0 Cini vektorski potprostor koji se
nazivajezgraili nul-potprostorod A. Ozn&imo taj potprostor $V'(A), dakle

N(A) ={zr € R"; Ax = 0}.

Postavlja se pitanje kolika je dimenzija jezgre. Odgovge da

Teorem 5.28 Neka jeA € R™*" rangar(A). Sva ri&enja jedna#be
Ar = 0.

¢ine potprostot\V' (A) C R™ dimenzijen — r(A).

Dokaz. Neka jes dimenzija iuy,us, ..., u, baza potprostord/(A). Treba pokazati da
jer(A)+s=n.
Prema lemi 5.19 m&emo nizuy, us, ... us nadopuniti vektorima, vs, . . ., v, do baze

Uy, Uz, ... WUs, V1, V2, ... 0 UR™ Jasno je da mora vrijediti + » = n. Razvojem po
toj bazi m@emo svaki vektor: rastaviti na dva vektora; = xy + z1, gdje jex, onaj
dio razvoja koji uklji€uje vektoreu, u., ... us, ax; preostali dio razvoja. Kako je svaki
razvoj po bazi jedinstven;, € N(A) i z; = = — x( su jedinstveno odremhi sx.
Za svakiz € R" vrijedi Az = A(x¢ + z1) = Axg + Ax; = Axq, pa je svakidzx neka
linearna kombinacija vektorduv,, ..., Av,.. Stoga jeR(A) C L(Avy,..., Av,). Kako
je obrnuta inkluzija trivijalna, pokazali smo dajg Avy, . .., Av,) = R(A). Kad bisma
pokazali da su vektorivy, . . ., Av, linearno nezavisni, oni kkinili bazu zaR(A), a to
bi zn&ilo » = r(A) i teorem bi bio dokazan.

Promotrimo sva rjgenja(a, . . ., «,.) jednadbe
OélA’Ul S IO OCTA'UT =0. (58)

Jednadba (5.8) se me zapisati kadA (v + -+ - + a,v,.) = 0. AKo je (aq, ..., q;)
neko rj&enje jednatbe (5.8), tada zadnja jedridzh pokazuje da je vektar = aqv; +
-+ a,v. UN(A). Dakle, postoje skalaf, ... 5, takvi da jez = Siu; + - - - + Bsus.
PiSLEI z = z pomcu dva razvoja,

Qv + -+ QU :61u1+"'+65u8a
dobivamo &ezavajéu linearnu kombinaciju:
Brus + -+ Botts + (—an)vr + -+ + (—ar)or = 0.

Kako je uq, us, ...us, v1, vo, ..., baza uR™, a vektori baze su linearno nezavisni,
dokazali smo da su svi; i 3; nule. Bitno je da smo dobiky, = --- = o, = 0, pa
jednadba (5.8) dopsta samo trivijalno rigenje Cime je teorem dokazan.
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Poglavlje 6

Homogeni sustavi linearnih jednadbi

U ovom poglavljucemo efektivno rjgavati matitnu jednadbu

Az =0,

gdje sud € R™" x € R™i 0 je nulvektor izR™. Ta jednadba je drugi zapis za sustav

linearnih jednadbi

a1 + ajore + ... + A1y = (0
a91T1 + A22x9 + ... + Go,Ty, =
U121 + Qoo + ...+ apnxy, = 0.

Tri pravila za dobivanje ekvivalentnog sustava, koja smaliuyprvom poglavlju, svode se na
specijalne operacije nad retcima matrice. Z&amo ihosnovne ili elementarne operacije

nad (ili na) retcima ili krace osnovne ili elementarne retane operacije To su

1. zamjena dvaju redaka
2. mna&enje nekog retka brojem ragiim od nule

3. dodavanje retka pomaenog nekim skalarom drugom retku.

Ako je matricaB dobivena iz matricel jednom osnovnom operacijom na retcima, tad

91

i polazna matricad moze dobiti iz matrice3 istovrsnom osnovnom réanom operacijom.

a Se
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Doista, ako je
e operacija bila zamjena redaka, treba istu operaciju poinmiB.

e operacija bila mnbenje retka brojem raditim od nule, treba isti redak od
pomnaiti recipracnim brojem.

e operacija bila dodavanjetom retku j-tog retka pomndenog skalaromy, treba
istomi-tom retku matrice3, dodatij-ti redak odB pomn@en skalarom-a.

6.1 Ekvivalentnost po retcima

Pomdau elementarnih réanih operacija uvodimo pojam Beine ekvivalentnosti matrica.

Definicija 6.1 Ako je matricaB dobivena iz matriced pomau jedne ili vie osnovnil
operacija nad retcima, za# se kae da je ekvivalentna matricl po retcima, ili da je

v . . 2.9 ~ r
retCano ekvivalentnamatrici A. U tom sli€aju pSemoB~ A.

-

KoriStenjem inverznih elementarnih operacija, lako se pelda retana ekvivalentnost
ima svojstvo

- simetrije: ako jeerJA, tada je iALB.

Doista, akoB nastaje izA kona&nim nizom elementarnih rétnih operacija, tada

A nastaje izB nizom odgovarajtih inverznih operacija (primijenjenih u obrnutom

poretku).

- refleksivnosti: svaka matrica je réano ekvivalentna samoj sebﬁl{vA).
Da bi to zakljEili, dovoljno je pomnaditi bilo koji redak matrice skalaror.

- tranzitivnosti: ako jeBLAiCLB, tadajeCLA.
To je zato jer jeC' dobivena izA kona&nim nizom elementarnih rétnih operacija.

Dakle, retana ekvivalentnost zadovoljava svojstva refleksivnasinetrije i tranzitiv-
nosti, pa jerelacija ekvivalencije na skupu matrica.

Teorem 6.2 Ako jeBLA, tada jer(B) = r(A).

Dokaz'. Dovoljno je pokazati da osnovne ¢ane operacije ne mijenjaju rang matrice. Zato
pretpostavimo da& nastaje izA primjenom jedne elementarne éahe operacije.

e NekaB nastaje izA zamjenom dvaju redaka. Ako € ,... o’ poredak redaka 4, onda
je poredak redaka o# jedna specijalna permutacija (transpozicija) tog niza,... a; .
Kako je
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N

L(af,...,a})=L(a},....a]),
maksimalni broj linearno nezavisnih redaka4dtj. dim L(a!, ... al)) mora biti jednak
maksimalnom broju linearno nezavisnih redakai(j. dim L(a; , ..., al )).

e NekaB nastaje izA mnazenjemi-tog retka skalarong # 0. Tada su retci o® redom
al,...Bal, ... al. S obzirom daje
Lat,...,af)=L(al,...,Bal,...,al)

’ N ) n

(a to je zato je svaku linearnu kombinacijya! + --- + SBial + --- + B,al mozemo
zapisati kaddia{ + -+ + (8;/0)Bal + - - + B,al i svaku linearnu kombinaciju;af +

-+ a(Bal) + - + a,al mozemo zapisati kaaal + - - + (af)al + - - - + a,al),
zakljuCak je isti kao prije.

e NekaB nastaje izA tako da se:] zamijeni linearnom kombinacijora + 6@ Ako
retke odB ozn&imo sb?,... b7, tadajebT = a; + fa] , dok su ostali retci od3 isti kao i
odgovarajgi retci od A.

Pok&imo da je

L(af,...,al) C L(b{,...,bY) C L(a],....al).

»'n

Neka jez € L(af,... a?) proizvoljan. Tada postoje skaladi,. .. «,, takvi da jez =
aral + - - ayal. Ako iskoristimo

a7 g g 9P 77 P
aa; +aoja; = oe; +afa; — afa; + aja;

= ai(a; +Baj) + (a; — aiB)aj

= Bib] + ;0] , gdje suB; = ai, B; = o — BB,
vidimo da jez linearna kombinacija redakd, ..., b, pajez € L(bl,... bT). Time je
dokazana prva inkluzija.

Za dokaz druge inkluzije polazimo od proizvoljnog elemeanta& L(b],...,0). Zaw
postoje skalarp,. .. 3, takvi da jew = B,b7 + - -- + 3,01 Jer je

Bib! + ﬁjb]T = Bilal + Bajr) + @ajr = Bial + Biﬁajr + /Bja/?

Bia; + (B; + BiB)a;
= Oéz'aiT + Oéjajr, gdje sua; = f;, a; = B; + BB;,

w je linearna kombinacija redaka ot pa jew € L(af,... a
vektoraw, dokazana je i druga inkluzija. Dakle jea?, ..., al)
B imaju jednak broj linearno nezavisnih redaka.

Ty, Zbog proizvoljnost
= L(b],...,b}), padi
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Dakle retana ekvivalentnostuva rang matrice.

Znamo da svaka elementarnaCagia operacija na matricl prevodi polazni homogeni
sustav linearnih jednati u novi koji ima ista rj8enja kao i polazni. Zato se elementarne
transformacije nad retcima mogu iskoristiti kao alat zedavge polaznog sustava na ekviva-
lentni sustav koji ima dovoljno jednostavnu matricu, takcse rigenje jednostavno “poita”
iz matrice. Da bi se svahje polazne matrice na jednostavniji oldilo vise unificiralo, treba
organizirati elementarne KG&ne operacije u algoritam.

6.2 Algoritam za redukciju matrice

Prikazattemo algoritam koji koristi elementarne transformacijd netcima za svahje po-
lazne matriceA € R™*™ na matricuAr koja je u specijalnom, tzv. reduciranom obliku, a
rettano je ekvivalentna 4.

Algoritam 6.3 Algoritam viSi elementarne réane operacije na matrick. OznakaX =
(z;;) se koristi za iteriranu matricu. Sal je ozn&enk-ti redak odX. Na ulazu,X se
poistovjeti s matricoml € R™*™, Na izlazuX sadizi matricuAg u reduciranom obliku.

1. Stavi: X = A, 1 = 1.

2. Odredij kao najmaniji indeks stupca od koji nema sve komponentg;, i < k < m,
jednake nuli. Ako takav stupac ne postoji, idi na 7.

3. Ako jez;; # 0, idi na 4. Ako jex;; = 0, nad najmanji indeks za koji jex;; # 0 i
[ > 4. Zatim istovremeno zamijentti i [-ti redak matriceX.

4. Pomnai i-ti redak matrice sd /z;;.

5. Za svakdk # i, ako jexy; # 0, zamijenik-ti redak matriceX s linearnom kombina
cijom k-tog i i-tog retka: i — xy; - a7 .
6. Stavii :=1i + 1.
Ako jei =m + lidina 7., ing&e idi na 2.

7. StaviArp = X i stani.

Ovaj algoritam je prak&ian za nekoga tkpeli napisati kompjutorski prografmali nije zgodan
za razumijevanje same redukcije. Z&emo poksgati cijeli postupak slikovno pojasniti. Kao
prvo, ako jeA nulmatrica, onda smo odmah u koraku 2. gotovi, a matfiazstaje nepromi-
jenjena. In&e, polazna matricd opcenito izgleda ovako:

1Ako Zelite napisati odgovaragilkompjutorski program, u 3. koraku zahtijevajte dasje najveti po modulu
izmetu komponentizy; # 0, i < k < m. Ovo je potrebno jer unala rade s tzv. aritmetikom kaire
preciznosti.
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0 0 0 =z T
0 0 0 =z T
A=l .. .
0 0 0 z at
Nakon 4. koraka matrica se transformira u
0 0 01 « T
0 0 0 =z «x €T
0 0 .0 z x T
a nakon 5. koraka u
0 0 01 = €T
0 0 0 0 =z T
0 0 -0 0 =z €T

U drugom prolazu kroz algoritam, promatramo podmatricuvkriu na presjeku redaka .. ,m
I stupacg + 1,...n. Ako je ta podmatrica nul-matrica, onda povratkom na kora@oritam

zaviSava (nakon skoka na 7. korak). Ako nije, onda ponavljamake2., 3. i 4. na toj
podmatrici. Korak 5. provodimo na retcima cijele matrice,samo podmatrice. Rezultze

optenito izgledati ovako:

[0 0 01 =z 0 x T |
0 0 00 0 1 =z T
0 0 0 0 O T T

00 00 0 0 x 3 |

Na kraju tr&€eg prolaza kroz algoritam, dobijemo matricu ekvivalentratrici A, koja izgleda
ovako:
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[ 0 01 z r 0z ... 20 2z ... x|
1l =z ... 2 0 z ... x
1 =z ... z
0z ... x

L 0 x T |

Postupak se ponavlja tako dugo dok preostali retci matree@ostanu nul-retci, ili ih \de
nema.

6.3 Reducirani oblik matrice

Reducirani oblik matrice (koji se fozove retana dalonska forma matrice) odrexlje sljedéim
uvjetima:

e Svi retci koji sadte samo nule (ako takovih ima) nalaze se iza netrivijalniake
(ako takovih nema, cijela matrica je nul-matrica).

e Prvi od nule razkit element svakog netrivijalnog retka je jedinica (tzwaqgni ili
stazerni element). Svi ostali elementi u stupcuzgimog elementa su nule.

e Ako su (i, j1) i (i, jo) pozicije dvaju staernih elemenata, tada < i, povieCi
J1 < Ja.

TreCe svojstvo zné da, gledajai od prvog retka na i, svaki sljedéi stazerni element I&i
desno od prethodnog (odatle i nazivaata 8alonska forma). Mte se pokazati da je svaka
matrica retano ekvivalentna samo jednoj matrici u reduciranom obliku

Primjer 6.4 Sljed€e matrice su u reduciranoj formi

0015020
A:H?é?ﬂ, B=|000016 0],
0000001
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SO OO O
S OO OO Ot

&
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—
S =
— Ot

oo oo
S OO OO ot

S OO OO
Ut N S OO O = O

O OO OO -
o O O o~ O

OO OO N W

W

SO OO NN W

SO OO W

Diskutirajte z&to ove matrice nisu u reduciranoj formi,

SO OO W

SO O =
SO = O OO
S O N oo Ot
SO O OO~
o OO o= O
SO o~ OO

SO O = OO

)
I
S e ©
o O O
o O =
S W ot
O = O
(@)
o

OO = O OO

OO = OO =
o O O O
_ o O = O O

coo~, o O
Co O ~aK —

[0 0 3
A= [0 -14
0 -1 7

|
—_
S

I
—
EN

I

cCoo ocooco ocooo
o -
w

Primjer 6.5 KoristeCi algoritam 6.3, svedimo matricuA na reduciranu formu.

U prvom koraku stavljam& = Aii = 1.

Kako je prvi stupac nul-vektor, a drugi nije, stavljamo
j=2 (korak 2).

S obzirom da je:;;, = 0, prvi redak zamijenjujemo sa
drugim retkom (korak 3).

U 4. koraku prvi redak mriomo sal /x5 = —1.

U 5. koraku, tr&em retku dodajemo prvi redak
pomna@en sal.

U 6. koraku stavljame = 2 i vr,atamo se na korak 2.
Promatramo podmatricu na presjeku drugog iceg
retka i treceg iCetvrtog stupca. Budiida jexss # 0,
presk&emo korak 3., a u 4. koraku mnimo drugi
redak matrice sd /x93 = 1/3,
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0 1 -4 -7 Zatim (u 5. koraku) od treg retka oduzimamo
X=|00 1 -1/3 drugi redak pomnken s 3, (tj. tréem retku dor
00 3 -1 dajemo drugi redak pomizen s—3), i prvom
retku dodajemo drugi redak pomiren s4,
010 —25/3 Sada stavljame = 3 (korak 6) i vr&camo se
X=1001 -1/3 na korak 2. Promatramo fteredak u kojem su
000 O same nule. Zato idemo na korak 7. Dobivena
matrica je u reduciranoj formi.
01 0 —25/3
X=Ar=|001 -1/3
0 0O 0

Primjer 6.6 Svedimo matricu

1 2 3
4 5 6
A= 7T 8 9
10 11 15

na reduciranu formu. Umjesto navendja koraka iz algoritma 6.3 koje koristimo, pos
pakcemo ubrzati tako da ispisujemo matricu tek onda kada seinmBrojevi koraka
koji su prijeteni stavljeni su iznad strelica koje odvajaju matrice,

1 2 3 1 2 3 1 0 —1
Yy 1= 0 -3 -6 6.,2_.—>4. 0 1 2 5. 01 2
0 -6 —12 0 —6 —12 0 0 O
0 -9 —15 0 -9 —15 0 0 3
1 0 —1 1 0 —1 1 00
6.2.3. 01 2 N 01 2 5.7, 010 ~ Ay
00 3 00 1 0 01 '
0 0 O 00 O 0 00

Stupci matriceAr koji sadrze pivotne elemente nazivaju paotni ili stozerni stupci.

Njih stoga ima onoliko koliko ima pivotnih elemenata, odno®noliko koliko ima netri:

vijalnih (tj. od nule razl€itih) redaka.

tu-
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Par rijeéi 0 oznakama. Ako je polazna matriga= (a;;), tada su njeni stupci ozoani s
ay, as, -..,a,. Stoga moramo nekako ozt elemente od4d kao i stupce odd i koji
¢e imati vanu ulogu. Mi smo se odtili za Ar = («o;;) | za stuganu particijudr =
[aq, g, ..., ap).

Propozicija 6.7 Neka je matricadr dobivena iz matriced € R™*" primjenom algo:
ritma 6.3. Neka je- broj netrivijalnih redaka matriced ;. Tada vrijede tvrdnje

(i) r je rang matriceA, » < min{m, n} i svi netrivijalni retci od A su linearno neza
visni.

(if) Postojir stupacaxr;,, j,, ..., o, matrice Ag, koji su vektori kanonske bazeRr?,
. a;, =e, € R™zal <k <r.

Dokaz. (i) Algoritam 6.3 koristi samo elementarne ¢abhe transformacije. Zato su
polazna matricad i zaviSna matricaAy rettano ekvivalentne. Prema teoremu 6.2,
r(Ag) = r(A).

Kako je Ar u reduciranom obliku, svaki njen netrivijalni redak zapge sa stégernom
jedinicom koja je desno od prethodne Zme jedinice kad matricu gledamo od prvog
retka na nee. Sta@erni stupci imaju osim sk®rnog elementa nule kao komponente. Zato
svaka linearna kombinacija netrivijalnih redaka! + - - - + 3,47, gledana kao element
iz R, ima kao komponente na pivotnim pozicijama. . ., j, upravo multiplikatore
b1, ..., B To zn&i da svakaStezavajéa linearna kombinacija netrivijalnih redaka ima
sve multiplikatore nule. Zato su svi netrivijalni retci o linearno nezavisni, pa je nji-
hov broj upravor(Ag), tj. r = r(Ag). Po propoziciji 5.24 linearno nezavisnih stupaca
ima tacno onoliko koliko ima linearno nezavisnih redaka. Zato € min{m , n}.

(i) Pivotni stupac ima svojstvo da su mu sve komponente,mgan jednog (pivotno
elemenata) koji je jedinica. Duljina svakog stupcaly je m, pa je svaki pivotni stu
pac neki element kanonske bazs, . .., e,,) u R™ (to su stupci matricd,,). Pivotnih
stupaca uAx ima onoliko koliko ima pivotnih elemenata, a to Znanoliko koliko ima
netrivijalnih redaka, dakle. Kako k-ti pivotni stupac ima jedinicu &-tom retku, vrijed
a;, =ep €R™zal <k <.

[(®]

6.4 RjeSavanje homogenih sustava

Kao 5to znamo, skup rfgenja jednatbe

jednak je skupu rfgenja jednatbe
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ARZE:O

jer smo matricud g dobili iz matrice A elementarnim operacijama nad retcima.

Matrica
[0 0 1 = z 0 z z 0 =z z
1 =z r 0 =z T
1 =z T
An = 0 ... ’
i 0 0 0 |

je u reduciranom obliku, sanetrivijalnih redaka i isto toliko istaknutih (sternih, pivotnih)
stupacag;, =e; € R™, 1 < k < r. Pritom jer jednak rangu matrice. Prema teoremu 5.28
znamo da je skup rgenja jednaibe Arr = 0 jednak skupu rigenje jednatbe Az = 0, ato
je potprostot\V'(A) od R™ dimenzijen — r(Agr) = n — r. Dakle jeN'(Ag) = N(A).

Stoga, ako naemo neki skup od — r linearno nezavisnih vektoraAf(A) oni ce €initi
bazu zaN(A), i svaki vektor izN(A) €emo mai prikazati kao linearnu kombinaciju tih
vektora baze. Dakle, za opis svih¥gnja homogenog sustava treba nam baza potprostora
N(A).

Sliedeti teorem pokazuje da vektore baze &0 A) mozemo izgraditi pomou stupaca
matrice Ar koji nisu st@erni. U&imo da takovih stupaca ima — r, ba onoliko koliko

ima vektora u bazi. Svaki ne-gerni stupa€e poslditi za izgradnju jednog vektora baze za
N(A).

Teorem 6.8 Neka jeA € R™ ™ i neka jeAr = («;;) dobivena iz matriced algorit-
mom 6.3. Neka su;,, «j,, ..., ; stazerni stupci matricedr, za koje vrijedia;, = ey,
1 < k < r. Skup ri&enja homogenog sustavia = 0 je potprostor\/(A) od R" koji je
razapet linearno nezavisnim vektorima

x(l)’ le{l,...,n}\{jh--'ajr}?

za koje vrijedi

2V =1, o) =—ap, 1<k <7,

dok su ostale komponente od nule.
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Dokaz. Neka «; nije pivotni stupac matricedr, = («y;;). Dakle [ nije u skupu
{41, ja, ..., jr }. Za takav stupac formirajmo vektef) na sljedéi natin:
e prvo sve komponente ad? definirajmo nulama,

e zatim stavimar!” = 1,

o zatimstavimar!) = —ay, 2l = —ay, ...,z = —ay.

Npr. ako jel > j,, tada je
¥ =10,...,0,—ay,0,...,0,—ay,0,...,0,—a,,0,...,0,1,0,...,0]"
1 J1 J2 Jr ! n

Mnozenjem matriced z vektoromz®) dobivamo,

Apz® = 0-a1+- +0 a1+ (—ay) aj +- - + (—ay) - aj 4+
+H(—an) -a; +1-q
(—aqy) - e1 4+ (—ag) e+ -+ (—ap) - e + oy
= —q+a =0,

jer je po propoziciji 6.7(ii);, = ex, 1 < k < rijer oy ima razvoj po kanonskoj bazi
UR™ o = ayer + -+ - + aye,. Naime,a; = [ay, agy, - .. g, 0, ..., 0]7. Vidimo da je
vektorz® u N (Ag).

Vektoraz® ima tatnon — r i metusobno su linearno nezavisni, jei-toj komponent
gdje 2 ima jedinicu, ostali vektoric®, i # [, imaju vrijednost nula. Prema tome, u
nul-potprostoruV (Ag) smo ndlin —r =n — r(Ag) linearno nezavisnih vektora pa oni
po propoziciji 5.21¢ine bazu odV (Ag). Kako je N (Agr) = N (A), ti vektori Cine bazu
zaN(A). Time je teorem dokazan.

Primjer 6.9 Za matricu iz primjera 6.6,

1 2 3 1 00
4 5 6 - 010
A= 7 8 9 smo dobili Ap = 00 1
10 11 15 0 00

Njena sva tri stupca su sterna. Rang reducirane matrice Je a toliki je i broj stupaca
pa skup ri&enja jednadbe Az = 0, N'(A) ima dimenziju nula. Prema tome jé(A) =
{0}, tj. Az = 0 ima samo trivijalno rj&enje

r =0,0,0,0]".
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Primjer 6.10 Ako su zadani neki vektaii, bs,. .. br iz R™, kako ispitati da li su linearno
nezavisni?

RjeSenje: 1z tih vektora sastavite matricB € R™** &iji stupci su vektorb; u bilo kojem
poretku,
B = [by,by, ... 0.

Zatim provjerite ima li homogeni sustdx: = 0 jedinstveno rjgenje. U tu svrhu, svedite
B na reducirani oblik i provjerite je lirang(B) = k. Ako je onda su vektofi, . .., by
linearno nezavisni.

Taj postupak slijedi iZinjenice da seBx = 0 maze zapisati kao linearna kombinacjja
x1by + 12by + - - + x3b, = 0 vektorab;. Stoga je uvjet linearne nezavisnosti vektora
b, ... b jednak uvjetuV(B) = {0} odnosno uvjetu jedinstvenosti $enja homogenag
sustavaBx = 0.

Primjer 6.10 odgovara na pitanje u koraku 1. algoritma 5k&ik@ ustanoviti) da li postoji
netrivijalna BCezavajéa linearna kombinacija danog skupa vektora, ako su vektdr™.
Za ofti skup vekotra, treba koristiti tzv. koordinatizaciju vekskog prostora o kojofemo
govoriti u tacki 11.5.

Algoritam za rje Savanje homogenog sustavadx = 0:

1 Elementarnim ré&anim operacijama matricd svedimo na reducirani oblik
Apr = (ay;). Broj netrivijalnih redaka ol ; odredije rang matrice:.

2 Ako jer = n, tada jer = 0 jedinstveno rigenje sustava A((A) = {0}).

Ako je r < n, tada sustav ima beskadiv ricsenja  (diMAN(A)) =n —r > 1),
pa postupamo na sljedien&Cin:

— Odredimo indekse pivotnih stupacg; js,. .., matrice Az. Pivotne stupce
jo§ zovemo zavisni stupci, dok ostale zovemo slobodni stupavisnih ima
r, a slobodnim — r.

— Pomau svakog slobodnog stupeg [ € {1,...,n}\ {ji,..., -}, odredimo
vektor f;, tako da ga prvo ispunimo nulama, zatim/Aa mjesto stavimd, a
onda na mjestg; stavimo—a;y;, Nna mjestoj, stavimo—ay; itd. na mjestoj,
stavimo—q,,.

— Svaka linearna kombinacija tako dobivenih vektgrdaje ri&Senje sustava.

Pivotni stupci se odragu iz prvih r netrivijalnih redaka matricel; na sljedéi natin. Gle-
dajuei svaki od tih redaka s lijeva na desno, nakon imld@ula (koje mogu izostati jedino u 1.
retku) nailazimo na sternu jedinicu. Stupac u kojem se ona nalazi j@etoi stupac. Dakle,
iz 1. retka odredjemo 1. pivotni stupac (indekg) iz 2. retka odredjemo 2. pivotni stupac
(indeksy»), itd. iz r-tog retka odredjemo zadnji pivotni stupac (indeks).
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Qg = Qy =

S OO O N

Imamo

fa= fo=

S OO OO OO N

i 1 [ —1
0

-1

1

+ 5

OO OO OO
o O O O

1201 -10
0011 320
Agp = 0000 01
0000 OO
0000 00
J1 J2 J3

O OO = =

e

S = O O O

Ja

Jer matrica Az ima 4 netrivijalna
retka,r = 4. Kako jen = 8 sustavima
beskonano mnogo rijgenja i znama
dajedim(N(A)) =n—r =8—4 = 4.

ay =

S OO O WO

fs =

+9

Primjer 6.11 Neka jeA € R**7 i neka je pripadna reducirana matrica

Odredimo indekse pivotnih stupaca. Togu= 1, jo = 3, j3 = 61 j, = 8. Odredimo
vektoref;, € {1,2,3,4,5,6,7,8} \ {1, 3,6,8} = {2,4,5,7}. Dakle, vektorefs, fy, fs i
f7, odretjemo iz slobodnih stupaca matricky:

S OO W

S OO O WO

Ovi vektoricine bazu za nul-potprostor. Pakite da jeAf; = 0 zasvel = 2,4,5,7ida
su linearno nezavisni. Stoga je@prjeSenje sustavalz = 0

[ -3
0

—1

0

O = NN O

3
1
, ar=| —2
0
0
} e
0
—1
, fr= 8
2
1
. L 0_.

J a’/87,y75€R'
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Primjer 6.12 Matrica

0 0 3 -1
A=10 -1 4 7
0 -1 7 6
iz primjera 6.5, ima reducirani oblik
01 0 —25/3
Agp=0 0 1 -1/3
0 00 0

U toj matrici istaknuto mjesto imaju drugi i tée stupac, jer su oni vektori kanonske baze
od R3. Skup ri&enja jednadbe Az = 0 je potprostor razapet vektorima R*, koje
dobijemo iz preostalih stupaca (prvogetvrtog) matriceA:

z® =1[1,0,0,0]7, =™ =[0,25/3,1/3,1]".
Opcte riesenje te jednatbe maemo pisati u obliku: = Sz(M) 4+ 2, 1j.
2% L

T = [57_77 377

R.
573 B,v €

Zadaci 6.13 1. Odredite da li sljedé sustavi imaju jedno ili beskoGao riesenja.

b
a) )
r—2y—z = 0
r—=2y+3u—2v = 0
r+dy+2z = 0
3r—Ty—2u+4v = 0
4 + 3y + bu + 2 0 r+4y+72 = 0
x u+2v =
Y r+3y+32 = 0

2. Odredite dimenziju i bazu nul-potprostaké(A) matrice A homogenog sustava

a)
b)
r4+2y—z = 0
20 +5y+22 = 0 rT+2y—z =
r+4y+7z = 0 y+4z = 0
r+3y+32z = 0
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3. Odredite ope rjesenje homogenog sustava sustava

a)

b)
20+ 4y —Hz+ 3w =
3r+6y—Tz+4w =

5 + 10y — 11z + 6w =

8r + 16y — 18z + 10w = 0

r+2y+3z—2u+4v = 0
2+ 4y+824+u+9% = 0
3r+6y+13z+4u+14v = 0

o O O

4. Odredite jesu li sljed® vektori linearno nezavisni.

a) b)
1 ~1 1 0 ~1 2
2 2 6 2 2 1
3071 -3]"| 3 3171 -3]"1]3
4 2 10 4 2 0
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Poglavlje 7

Nehomogeni sustav linearnih jednadbi

U petom iSestom poglavlju praiavali smo rij&enja jednakbe Ax = 0, a u ovom poglavlju
bavitcemo se jednatbom

Ar =0,

gdje jeb bilo kakav vektor iZR™, dok sud € R™*™ i x € R™. Ta matrtna jednadba je zapis
nehomogenog sustava linearnih jedriaid

1121 + A19T9 + ... + A1pTy, = b1
21T + Q999 + ...+ GopnTy, = b2 (7 1)
Am1T1 + Q2% + ... + QT = bm

7.1 Rjesavanje nehomogenog sustava

Tri osnovna pravila za rgavanje sustava jednga koja smo uveli u prvom poglavlju vrijede
kako za homogene tako i za nehomogene sustave jgldngmh dakle vrijede i za rf@avanje
sustava (7.1). Mattha analogija tih pravila kod nehomogenih sustava lineégatdnadbi su
osnovne ili elementarne operacije nad retcima (koje smb ugestom poglavlju), ali sada na
prasirenoj matrici

a1 a1 ... Qip bl

921 A9 ... QA9pn b2
[Alb =1 .

A1 Gm2 - Gmp | O

107
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Primijenimo algoritam 6.3 na tu pggenu matricu. U dobivenoj reduciranoj matridi | ]z,

prvih n stupacate izgledati isto kao i stupci matricér koja nastaje izA primjenom istog
algoritma. To je zato jer algoritam napreduje od lijevogrgeg kuta matrice, na ae i na
desno. Dakle, memo pisati

[A 0] = [Ar | b].

pri éemu jeb nastao izb odgovarajaim elementarnim transformacijama komponenata.od
Neka jer broj netrivijalnin redaka matricelg, jer pretpostavljamo kao i prije da je rang
matricer. Razlikujemo dva sicaja.

1. Stupad je stazerni stupac matriced | b|z. Jer matricad, imar redaka razgitin od
nule, mora vektob imatir + 1. komonentu jednaku 1. Stogat 1. jednadba sustava
Arz = b glasi

0=1.

Dobivena konradikcija pokazuje da dobiveni sustiyr = b nema ri&enje, jer niti
za jedanr € R™ nete biti zadovoljenar + 1. jednadba sustava. Kako jdzz = b
ekvivalentan polaznom sustavu, niti polazni sustav= b nema rj&enja.

Uotimo da u ovom sléaju vrijedi 7(A) = r(Ag) = r i r([A | b]) = r([Ag | b]) =
r+1paje

r(A) <r([A]D]).

2. Stupad nije stazerni stupac matricgd | b]z. U tom sli€aju su retci s indeksima+ 1,
r +2,.../m, matrice[A | b] nul-retci. To znai da je prvihr redaka, ne samo matrice
Ap vet i matrice[Ag | b], linearno nezavisno. Naime kad se “prae linearno neza-
visni retci (kod nas za jednu komponentu) onda peashil retci i dalje ostaju linearno
nezavisni. Prema tome je

r(A) =r=r(Ar) = r([Ar | 0]) = r([A | D).

Neka suji, j2, .. ., j. indeksi stdernih stupaca matricd. Jedno istaknuto rfgenje
predstavlja vektor:"") definiran sa
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20 = b k=12,...,m
(P) . . . (7'2)
T =0, je{,2,....n\{J1,752,---»Jr},
dakle,
P = 0,...,0,b1,0,...,0,b,0, ...,0,b,,0,...,0]7.
1 jl j2 jr n

Provjerimo da jer”) rjeSenje sustavalzz = b. Ako ozna&imo stupce oy s ay,
ag, ... oy 1 Vodimo refuna da su sterni stupcie;, = ey, stupci jedinne matricel,,,,
dobijemo

Apz® = Jou,. . an)a® =27 a1+ + 3D q,

Bl-aj1+l~)2-aj2+---+l~7r-ajr
bi-er+-+b e
= b

Dakle jeApz®) = b, pajeidz®) = b.

Rjesenjez") nazivamaopartikularno rje $enjesustavadz = b.

Neka jex bilo koje rigSenje jednatbe Az = b. Tada za vektor: — z(©) vrijedi

Az —2P) = Az — Az = b —b=0.

Dakle, kadz prolazi skupom rjgenja sustavaz = b, z — ") prolazi skupom rjgenja
homogenog sustavdxr = 0. Obrnuto, nekar, prolazi skupom rjgenja homogenog
sustavadz = 0. Tada za vektor"”) 4 z;, vrijedi

AP 4+ 23) = Az®) + Az, = b+ 0=1b.
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Prema tome, za svako §enjex sustavadz = b postoji rigsenjex"!) homogenog
sustavadz = 0 tako da vrijedi

=z 4 B (7.3)

i obrnuto, za svako rigenjez) homogenog sustavéz = 0, postoji rigsenjex sustava
Az = b, koje je dano relacijom (7.3). Skup svih$gnjar*) €ini nul-potprostorV(A)
matrice A, a vektore iz\/(A) odredijemo koristéi teorem 6.8. U kontekstu $avanja
sustavadr = b, potprostot\ (A) se naziva skupomogenih rieSenjajednadbe Ax =
b.

Prethodnim razmatranjima dokazali smo

Teorem 7.1 Neka jeA € R™*™ib e R™. Ako je

r(A) <r([A]b]) ondasustaiz = b nema rj&enja;

r(A) =r([A|b]) onda je ofge rjeSenje sustavalz = b odreteno relacijom
z =P 4 ),

pri temu jer") opte rigsenje homogenog sustava = 0, a =) je partikularno
rieSenje sustavalx = b, odreteno relacijom (7.2).

Skup rj&enja nehomogene linearne jednael &ito ima nekakvu strukturu. Takva struktura
se nazivdinearna mnogostrukost

Definicija 7.2 Neka jeX vektorski prostor) C X neki njegov potprostori, € X neki
vektor. Skup
M={zx:x=x0+y, yeV}

naziva se linearna mnogostrukost u vektorskom prostoruDimenzija linearne mno-
gostrukostiM je dimenzija potprostord’. SkupM se ob&no ozn&avaz, + ).

Linearna mnogostrukost1 se kadkad naziva translatirani potprosyorza vektorz,. Kaze
se i da jeM paralelna g). Ako je zy € ), tada jeM = Y, tj. linearna mnogostrukost je
(netranslatirani) vektorski potprostdr. Ako je Y = {0}, tada ser, + ) svodi naz,. Dakle,
svaki vektor je linearna mnogostrukost.

Sljedeti poznati rezultat je posljedica teorema 7.1. Zbognsti, zapisujemo ga u obliku
teorema.
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Teorem 7.3 (Kronecker-Cappeli) Neka jeA € R™*" i b € R™. SustavAz = b ima
rjieSenje ako i samo ako vrijedi

r(A) = r([A] b)) (7.4)

Ako jednakost (7.4) vrijedi, skup svih $gnja sustavalz = b Cini linearnu mnogostru
kost uR™ dimenzijen — r(A).

Dokaz Pretpostavimo da vrijedi jednakost (7.4). Prema teorerfiujé&enje postoji
a skup svih rjgenjatini linearnu mnogostrukost”) + A/(A). Prema teoremu 5.2
dimenzija nul-potprostord/(A) jen — r(A).

Obrnuto, neka postoji rfenjer = [zy,...,2,]T sustavadr = b. Ako produkt Az
zapsemo pomou stupaca;, 1 < j < n, matriceA, imatcemoxia; + - - + xpa, =
b. Dakle, b je linearna kombinacija vektora;, pa jeb € L(as,...,a,). To zn&i da
je L(ay,...,a,) = L(ay,...,a,,b). Zadnju jednakost maemo zapisati ka®R(A) =
R([A4, ] b]). Uzimanjem dimenzija potprostora na obje strane, dobivestaziju (7.4).

0

Primjer 7.4 RijeSite sustaviz = b, ako je

0 -2 —4 0 6 0 -8
0O 1 2 3 15 0 10
= 0 -3 -6 1 15 —5 |~ b= 0
0 3 6 —2 —-21 6 5
RjeSenje.
[0 —2 —4 0 6 0| —8]
0o 1 2 3 15 0| 10
[A]b] = 0 -3 —6 1 15 -5 0
|0 3 6 -2 -21 6 5 |
[0 1 2 3 15 0| 10]
r 0 0 0 6 36 0] 12
0O 0 0 10 60 —5| 30
|0 0 0 —11 —66 6|—25
[0 1 2 3 15 0| 10
r 000 1 6 0 2
000 2 12 -1 6
|00 0 —11 —66 6|—25
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=

=

SO OO O o oo

OO O OO0 O

SO OO N OO O

SO, O OO~ O

|
O OO0 O, OO

O OO W OO oW

_— o O O

0 W

= [A]b]r.

Vidimo dajer(A) =3 <4 =r([A ]| b]), pa sustahz = b nema ri&enja.

RjeSenje.Imamo

[A ] 0]

P

=

P

P

SO OO OO ODO OO OO oOoo ©o oo

SO O OO O K+ OO o

D OO DO OO O

OO O OO, O H DN W

|
o = —_
S oL

|
o o W

O OO O+, OO O+ OO

O O Oy w O

oL O O Oy Ot O O

Primjer 7.5 RijeSite sustavAz = b, ako je maricaA ista kao u prethodnom primjeru,
vektorb = [ -8 10 0 —4]".

=[A]D]r.

a
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e e e e e =

z = 2P

Vidimo da jer(A) = r([A | b]) = 3, pa sustavz = b ima rjeSenje. Rj8enje je linearn
mnogostrukost dimenzije¢ — 3 = 3. Partikularno rj8enje je prema relaciji (7.2) dano

P=[04020 —2]".

Preostala rigenja dobivamo korisée homogena rjgenja. Ope rje&Senje homogene je
nadzbe Ax = 0 je opisano u teoremu 6.8. Imamo

Stoga je ope rje&senje nehomogenog susta¥a = b,

0 0
—2 3
1 0
+ Qo 0 + a3 6 | a1, g, a3 € R.
0 1
[0 ] [ 1] [0 ] [0 ]
4 0 —2 3
0 n 0 n 1 n 0
2 MWlo | T2 o w16
0 0 0 1
| —2 | | 0 | 0 i |
aq i
4—2&24-3&3
[0
2_2&3 ,()41,0[2,0(36]3,.
a3
_2 i

n 9

a

Pretpostavimo da znamo nekodgmjez sustavadz = b, koje nije niznoz?) iz relacije
(7.2). Dakle, za vrijedi Az = b. MoZzemo li kazati da je skup svih §enja sustavaz = b
linearna mnogostrukost+ N (A) ? Potvrdan odgovor slijedi iz sljede propozicije.
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Propozicija 7.6 Neka jeM = z, + Y linearna mnogostrukost. Ako jee M, tada je
M=z+ .

Dokaz. Moramo pokazatidaje,+) C z+ Y iobrnutoz +Y C xq+ ). Koristit céemo
Cinjenicu da jez € M, pajez = xy + z1, za nekaoz; € ).

Neka jeu € zo + ). Tada je on oblika: = xy + y za nekoy € Y. To mazemo zapisat
kaou = xg+ 21 + (y — z1) = z+w. Jerje) potprostor iy, z, € Y moraiw = y— 2 biti
u). Dakle jeu € z + ). Zbog proizvoljnosti od: zakljuCujemo da jery + Y C z + ).

Obratno, neka j& € z + ). Tada je on oblika: = z + 3’ za nekoy’ € ). To maemao
zapisati kaou = zo + 21 + v = zo + w'. Jer je) potprostor iz;,y’ € Y mora i
w' =z + ¢y bitiu ). Dakle jeu € xq + Y. Zbog proizvoljnosti od: zakljuCujemo da je
z+Y Cxg+ ).

Posebno je zanimljiv skiaj kad rigenje sustavaax = b postoji, a rang matrice jednak je
broju stupaca matrice. Za takvu matricu séé&aa ima puni stugani rang.

MatricaA € R™*" ima puni rang ako vrijedi(A) = min{m,n}. Kakor(A) = n povlei
n < m mozemo iskaz: A ima puni stugani rang”, zamijeniti iskazomA4 ima puni rang i
vrijedin < m”.

Korolar 7.7 NekajeA € R™", m > nib e R™. Ako vrijedi
r(A) =r([A]b]) =n,

onda sustavdxz = b ima jedinstveno rjgenjex. Ako se algoritam 6.3 primijeni na
proSirenu matricu/A | b], tada se komponente Eenja dobiju iz zadnjeg stupca reduci-
rane matricelA | b]g = [Ar | b],

z=b, i=12,...,n; b=(h).

Ako jas vrijedim = n, onda je

(]

Dokaz. Primijenimo algoritam 6.3 na psarenu matricyA, | b|. Kako je rang matric
A (ato je i broj netrivijalnih redaka od ) jednak broju stupaca ad (i Ar), reducirang
proSirena matrica ima oblik

==
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[AR | b] =

Ako jem = nondaje iz = ) = by = b.

1 0000 0] b
1000 0| by
100 0| bs

10 0| by

1 0| bs

0 :
10,

0 0 0 00

0 0 0 0|0

0 0 0 0|0

Iz definicije (7.2) vektoraz®”) direktno slijediz”) = b,. Buditi da je rang matrice
A jednakn, po teoremu 5.28 je dimenzija ot (A) jednakan — r(A) = n — n = 0,
pa homogeni sustadz = 0 ima samo trivijalno rjgenjez) = 0. Prema tome oje
rieSenje nehomogenog sustava je dano sa

Ako uvedemo matricd = [ay, ag, . .
gornja relacije zapisuje kao sustadi = b.

Uputa. Trazimo brojever,, z»,. .. i, takve da vrijedi

Primjer 7.8 Neka je zadan vektdr € R™ i k vektoraa, as,. .. a; takoter izR™. Moze
li se b prikazati kao linearna kombinacija vektora,. . . a;?

b= x1a1 + x2a9 + -+ + TRa .

., ag| i vektor stupacr = [x; x5 ...

Dakle, ako sustaviz = bima rjeSenje, tada se maze prikazati kao linearna kombinacija
vektoraas,. .. ar. Ako nema rjéenje,b se ne mae prikazati kao linearna kombinacija
vektoraay,. .. a;. Konano. ako sustav ima beskdim rjeSenja,b se mde prikazati kao
linearna kombinacija vektora,,. . . a4, na beskonéno n&ina.

r;]’, tada se
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Primjer 7.9 RijeSite sustavAx = b, ako je
0 0 1 1 2
0 0 1 -1 1
A= 1 -1 0 0 b= 1
1 1 0 0 —2
RjeSenje.
[0 0 1 1 2 ] [1 -1 0 0 1]
0 0 1 -1 1]1r]0 0 1 -1 1
AL =ty S50 o 1|™]o 0 1 1] 2
11 0 0|-2] |1 1 0 0 |-2]
[1 -1 0 0] 1] [1 =10 0] 1]
r 0 0 1 -1 1|1r]0 2 0 0 |-=3
0 0 1 1 2 0 0 1 1 2
(0 2 0 -3 |0 0 1 —1| 1
100 0 |-1/2 100 0]-1/2
r 010 0/[=-32|r|010 0]-3/2
0 01 1 2 001 1 2
|00 1 —1 1 000 —2| -1
[1 0 0 0]—1/2
r {010 0]-3/2]|_
“ 1o o1 0| 3/2 = [A[0]z.
000 1] 1/2
Rang matriceA kao i prasirene matricg A | b| jednak je broju stupaca matrice, tj. 4.
Stoga postoji samo jedno genje sustavalz = b, koje je dano sa
r=b=[-4 3§ 31",
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Zadaci 7.10 1. Odredite imaju li sljede sustavi jedno, nijedno ili beskotao
rjieSenja.
b
a) )
T—2y—=z 2
r—=2y+3u—2v = 1
r+5y+2z = 1
3r—Ty—2u+4v = -1
4r + 3y + dSu + 2 0 r4+4y+T72 = 1
X u v =
Y r+3y+3z2 = 2
2. Nadte opte rjeSenje sustava sustava
a)
b)
r+2y—z—3u+2v = 6
2v+5y+224+u+v =1 r+2y—z = 2
r+4y+7z—3u—2v = 5 y+4z = 1
20+3y —6z+u+5v = 2
3. Odredite ope rjeSenje nehomogenog sustava sustava
a
20 +4y —524+3w = 7
v Y © v r+2y+3z—2u+4v = 0
3r+6y—T7z+4w = 10
2v4+4y+82+u+9v = 5
or 1Oy Lz Ow = 10 3¢ + 6y + 132+ du+ 140 = 10
8z + 16y — 182 + 10w = 26 S Ml
4. Odredite mie li se vektob = [1 2 — 1 4T prikazati kao linearna kombinacija
sljede€ih vektora
a) b)
1 —1 1 1 0 —1 2
2 2 6 -1 2 2 1
317 -3’ 317 2 317131713
4 2 10 3 4 2 0
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7.2 Kvadratni sustavi i Gaussove eliminacije

U praksi se ndjeste javljaju sustavi kod kojih je broj linearnih jedridd jednak ili je vei

od broja nepoznanica. U prvom 8hju je matrica sustavd kvadratna, pa sustave zovemo
kvadratni. U drugom slkEaju matrica ima \e redaka nego stupaca. Kod takovih sustava
opcenito ne postoji vektor: koji bi zadovoljavao jednatbu Ax = b, pa se trai onaj vektor

x za koji je kvadrat Euklidske normedz — b||3 najmaniji. Takovih vektora nie biti vise pa

se obEno trai vektor najmanje norme koji minimizirpAz — b||3. S obzirom da je Euklidska
norma suma kvadrata (modula) komponenata, taj problemzagtgod imenom: problem
najmanjih kvadrata. Za njegovo §avanje koriste se ortogonalne transformacije, posebno
tzv. QR faktorizacija i singularna dekompozicija, pa&geanje tog sustava ©emo razmatrati.
Stogactemo se posvetiti za praksuSjowaznijem sli€aju kvadratnih sustava. Do kraja ove
lekcije, pretpostavljamo da je u sustadu = b matricaA redan i rangan. U tom sliaju
postoji jedinstveno rigenjexr. Takva matrica ima reduciranu matricu jedinu, a postojanje i
jedinstenost rjgenja sustavax = b slijede iz korolara 7.7.

Sustave s malo (npr. do 10) nepoznanicazemo uz malo spretnosti i strpljivosti, na
osnovi algoritma 6.3 rij&iti olovkom i papirom. Problem nastaje onda kad trebaitijee-
like sustave. U primjenama nerijetko suseeo sustave s matricama red®0 i viSe. Vrlo
drasttan primjer je numeéko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednga u trodimenzi-
onalnom prostoru. Kod aproksimiranja diferencijalnih igtera poméu diferencijskih shema
ili kori Stenjem drugih tehnika (npr. kot@ih elemenata), mogu se dobiti sustavi s ogromnim
brojem nepoznanica. Kod tog aproksimativhogajeanja diferencijalnih jednabi, svadnje
na sustav linearnih jednabli uvijek zn&i da €e ta&no rj&Senje sustava biti tek odreda
(mozda lasa) aproksimacija rigenja polaznog problema diferencijalnih jedhiaid Koji puta
za jednu decimalu tmosti rezultata polaznog problema, treb&ajeati sustav $000 nepo-
znanica, za dvije decimale @nosti sustav 40° nepoznanica, za tri decimale sustav($
nepoznanica, itd. Kod tako velikih matrica jedigtm nam preostaje je napisati kompjutorski
program kojice sustav rijgiti u dogledno vrijeme.

Pri numertkom rjesavanju sustava linearnih jedridd uz pom@ raCunala, javlja se novi
problem: r&unala koriste tzv. aritmetiku koiae preciznonosti. Tipan zapis jednog broja u
raCunalu ima oblik:+=m x 2¢, gdje jem mantisa, & eksponent. Mantisa dopta ta&no odreén
broj znamenaka, a za eksponent postdjntm odreén interval u kojem se on nie nalaziti.

U racunalu su i mantisa i eksponent s8tgni kao binarni brojevi. Tigno, u tzv. aritmetici
jednostruke (dvostruke) preciznosti mantisa ima preméeElS&ndardu koji je prisutan kod
gotovo svih régunala,24 (53) binarne znamenke, dok je je eksponent u zatvorenom inerval
[—125, 128] ([—1021, 1024]). To zn&i da aritmetika radi s brojevima u rasponu od pihb
—3.4x10% do+3.4x 103 (od —1.8 x 103%® do 1.8 x 103%®) pri €emu mantisa ima, pretanato
oko7 (16) dekadskih znamenki. Akzelimo u r&unalo &itati broj3/7ili 7, onoce ga zapisati
kao binarni broj sa 24 (ik3) binarnih znamenaka, a ostale znametdedbaciti. Cak i brojevi
kao1/10, 1/5, 2/5, 3/5, ...ne mogu se egzaktno zapisati, jer njihove binarne reaiiaju
beskona@no znamenki. To zrtada veE kod smjé&tavanja matrice sustavau ratunalo, v€ina
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smjeStenih elemenatge nositi gréku u zadnjoj binarnoj znamenci. To su tzv. relativhesgee
u brojevima koje dolaze od sn§&vanja brojeva u tainalo. One su omethe 6.8 - 1078 za
slucaj jednostruke odnosniol1 - 10716 za sli€aj dvostruke preciznosti.

Kada se pokrene neki algoritam, gotovo svaka aritthetioperacij&e unijeti malu rela-
tivnu greSku u rezultat. Npr. kad miZamo brojevecCije mantise imaju znamenaka, mantisa
rezultatace ogtenito imati2¢ ili 2t — 1 znamenaka, pae se morati zaok#iti na ¢ mjesta.
Slicno zaokrdivanjece postojati i kod drugih Kunskih operacija. Pa koliko ima operacija
kod rjeSavanja sustava red&

Pokazuje se da ih ima ok@/3)n?. To zn&i da za rji@avanje sustava reda00 treba oko
6.7 - 108, a za rjavanje sustava reda® oko 6.7 - 10%¢ ratunskih operacija. Dakle, niemo
strahovati da toliki broj gréaka zaokrzivanja ma@e dosta utjecati na foost izr&unatog re-
zultata. Vidimo da je openito téko dai do iole t@&nog rigenja gore spomenutih diferencijal-
nih jednadbi, jer bolja aproksimacija diferencijalnih jedridal sustavom linearnih jednabi
zn&i veti red matrice, a onda nastupaju problemi séureanjem zbog iskrslih gsaka za-
okrwzivanja.

Sto se mée poduzeti? Prva mognost koja pada na pamet jestuaati uz mnogo \&
broj decimala, dakle uz aritmetiku &e preciznosti. Za to su potrebni posebni softwareski
paketi, jer kupljena raunala dolaze uz standardni software koji omtiga rad samo s ari-
tmetikama jednostruke i dvostruke preciznosti. Spomesaftwareski paketi za tainanje
u povetanoj tanosti tolikoce usporiti r&éunanje, de&e vee rjieSavanje sustava redao biti
dugotrajan posao. WivSi taj problem, neiskusan §ava& sustavae re€i: “Kupimo onda ja&e
racunalo”. ToCe osim izazivanja velikih tigkova problem samo malo uliig, ali ne i rijesiti.
Ne smijemo zaboraviti da i naja svjetska réunala nisu sventma. Tako se npr. uz porao
najsnanijin raCunala 24-satna vremenska prognoza za cijehavilr SAD r&una tek do na
tocnost od+10 kilometara. Zato je uvijek dobar pristup maksimalno isgoiii analiticko
znanje o problemu i o rienju, te umjesto standardnih algoritama izmisliti posalgoritam,

ili modificirati neki postojé&i algoritam za dani problem.

Kako bi se utjecaj grgaka zaokrzivanja na ténost ri&enja sustava smanjio, potrebno je
modificirati algoritam 6.3. Openito je u algoritmu potrebno$& zahvata:
1. umjesto svaahja na jedirinu matricuAy, bolje je koristiti elementarne operacije
za svaadnje matrice na gornje-trokutasti oblik;

2. potrebno je izostaviti dijeljenje pivotnog retka sa phim elementom jer kad je
pivotni element mali to mie dovesti do velikog pow&anja elemenata (pa i prisutnih
greSaka) u elementima pivotnog retka;

3. potrebno je izabirati pivotni element tako da je po momstiSto veti.

Ove modifikacije nas dovode ddaussove metode eliminacijaza razliku od opisanog al-
goritma 6.3 koji se spominje (posebno u kontekst8ajanja sustava) kadauss-Jordanov
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algoritam. Kod Gauss-Jordanovog postupka (svaka) nepaang, se eliminira iz svih jed-
nadzbi osim izk-te. Kod Gaussovih eliminacija, prvo se nepoznanicaliminira iz jednadbi
2—n, zatim nepoznanica, iz jednadbi 3—n, ondaz; iz jednadbi 4—n, itd. Algoritam se
koristi uz dvije strategije izbora pivotnih elemenagarcijalnog i kompletnog pivotiranja .
S obzirom da se u praksi ri@sce koristi parcijalno pivotiranje, kompletno pivotiraremo
razmatrati tek na nivou ideje.

Parcijalno pivotiranje

Kod parcijalnog pivotiranja, pivotni elementttom koraku izabire se kao najsigpo modulu
element u pivotnom (tj--tom ) stupcu, od-tog retka na rée.

Algoritam 7.11 Algoritam viSi elementarne réane operacije na matricX. Oznaka
X = (x;;) se koristi za iteriranu matricu. Sa/ je ozn&enk-ti redak odX. Na ulazu,X
se poistovjeti s péirenom matricomA | b] € R, Na izlazuX je oblika[R | b],
gdje je R gornje-trokutasta matrica.

1. Stavi: X = [A | b], r=1.
2. Pronad najmaniji indeks” takav da je

| 2y |= max{| zg, |; 7 < k <n}

3. Ako jez,.. = 0, idi na 6, in&e idi na 4.
4. Zamijeni retke s indeksimai .

5. Zai=r+1,...,n, pomndir-ti redak matrice brojemn;, = z;./z,,. i tako dobiven
redak oduzmi od-tog retka: 2" < zI' — m;, - 27,

6. Stavir :=r + 1. Ako jer = nidina 7, in&e idi na 2.

7. Stavi[R | b] = X i stani.

U slucaju izostavljanja permutacije redaka (izostave se kd2acB. i 4. algoritma) govori
se metodi Gaussove eliminacije bez pivotiranja. ©eatati ako je pivotni element.,. nula
odnosno generirati v gré&ke u matitne elemente ako je:,..| mali.

Promotrimo algoritam 7.11. Neka jeprvi indeks za kojice se dogoditi skok s 3. na 6.
korak. U tom sl@aju jer-ti stupac tek@e matriceX zavisan od prethodnih stupaca (za to
je dovoljno da su svi dijagonalni elementj,, 1 < k£ < r — 1 razliCiti od nule) paX ima
rang manji odn. Kako elementarne operacije nad retcima ne mijenjaju raraya i matrica
[A | b] imati rang maniji och. To zn&i da je ir(A) < n. U tom sli&aju riesenje ili ne postoji
ili postoji, ali nije jedinstveno. Ta alternativa se ra®gea u toku rjgavanja sustav&z = b.
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Ako sex, dobije iz kvocijenta oblika r&o/0, rjeSenje ne postoji, a ako se dobije iz oblika
0/0 postojatte beskonéno mnogo rj8enja. Primijetimo takoer da algoritam nee stati sve
do prirodnog zagetka kad- postanen.

Kako smo mi pretpostavili da jg§ A) = n, algoritamCe uvijek nati na netrivijalne pivotne
elemente, kojte se na kraju procesa svi nalaziti na dijagonali matice

Glavni dobitak kod pivotiranja je da su multiplikatori;,. koji mnoze pivotne retke mali,
tj. ometeni su s1 po modulu. To omogtuje istraivanje t@&nosti (j& se kde stabilnosti)
algoritma.

Na izlazu algoritam 7.11 daje gornje-trokutastu matri¢u vektor b koji je nastao iz
vektorab primjenom istih retanih operacija koje su svelenaR.

Preostaje j6 rijesSiti trokutasti sustav

Rr=50
Ako taj sustav nagiemo u obliku
1T+ T12T2 + ** *T1p—1Tp—1 + T1nTn = by
T92%Tg + - Topn_1Tn-1 + Ton®n = by
'n—1n—1Tn—1 + T'n—1nln = bn—l
T'nnTp = bn

vidimo da m@emo odmah iz zadnje jedn&ak dobitiz,,. UvrStavaji dobivenu vrijednost
zar, U predzadnju jednadbu, m@emo dobitix,,_;. Nastavljaj&i tako, dobijemo sve kom-
ponente vektora. Kako ih dobivamo u redoslijedut,,, x,,_1,...,r1, Ovaj algoritam se zove
obratni ili povratni postupak ili povratna supstitucija. Povratni postupak ima daleko ma-
nje operacija od eliminacija. Dok eliminacije zahtijevajko n?/2 dijeljenja,n?/3 mnazenja

i n3/3 zbrajanja (odnosno oduzimanja) dotle povratni postupadk samon dijeljenja te oko
n?/2 mnazenja in?/2 zbrajanja (odnosno oduzimanja).
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Primjer 7.12 Pom@u Gaussove metode eliminacija s parcijalnim pivotiranjeesSite
sustavAx = b, gdje su:

1 2 3 4 1
4 2 0 1 7
A= 1 -1 0 -1~ b= 0
2 3 -2 -2 10

RjeSenje. Prikazatéemo matrice dobivene nakon zamjene redaka i nakon elifjgnac
nepoznanice (tj. nakon stvaranja nula u stupcu ispod dij@djoog elementa))

1 2 3 411

4 2 0 1|7

Albl=17 7 ¢ —1]o0

2 3 —2 —2/10
(4 2 0 1|7 4 2 0 1] 7
AR R Y P4 D B I
1 -1 0 -1] 0 0 -2 o0 -%|-1
| 2 3 -2 2|10 0 2_2_3 %
4 2 0 1| 71 [42 o 1| 7
|0 22 -3 2 Jo2 2 g &
Sle = e =n T oe 2 2] 2
o 3 3 %|-4] [oo 3 #[-%
42 0 1| 7 42 0 1] 7
|02 -2 -§| &l lo2 2 -5 ¥
Tloo 3 B Tgo g &)k
00 - -2 2] [0o0 o -2] &

= [R]].

SustavRz = b rjesavamo obratnim postupkom. Prvo se &éraz,,
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Nepoznanica:, se dobije iz druge jednabfle. Prethodno se u nju uvrste vrijednostirzz
| 24,

152

1 |13 5
== |—=—4+2-04+=-(=1)| =2.
To 7 2+ +2 ( )

Konatno,z; se dobije iz prve jednatbe

I =

[7-2-2-0-0-1-(-1)] =1,

N

Napisimo algoritam Gaussovih eliminacija s parcijalnim pivatjem u obliku pogodnom
za pisanje programa nadanalu. Pritom je zgodno spremiti multiplikatone;; na poziciju
(,7), 1 > j matriceA, dakle u element;; (nakonSto on, prema algoritmu 7.11 postane nula).
Ti multiplikatori mogu posliiti ako se ponovo treba rigti sustavAz = b, sada sa nekim
drugim vektoromb. Tada mdemo izbj€&i ponovo raditi Gaussove eliminacije na matrigi
a poma@u multiplikatora spremljenih u donjem dijelu matrice bamo izvsiti samo odgo-
varajlte transformacije na vektoru desne strane. Ipak, ako setkparcijalno pivotiranje,
potrebno je uz multiplikatore, savati informacije o0 zamjenama redaka. To se najjednostav-
nije natini tako da se u (cjelobrojni) vektgrnar-to mjesto spremi’.

Algoritam 7.13 Neka jeAd € R™ ™1, pri temu prvihn stupaca matric&ine stupc
od matrice sustava, a + 1. stupac je vektob. Na izlazu, prvihn stupaca matric&ine
stupci odR (u gornjem trokutu od4) i multiplikatori m;, (u donjem trokutu matricel),
a zadniji stupa€e nakon koraka 2.3 saravati rjiéSenje polaznog sustava.

l.zar=1,2,....n—1

1.1. pronad najmanji indeks”’ takav daje |a,., |>|ak- |, r <k <n
Ako je a,., = 0 idinal.5inaCe idinal.2

1.2 zamijeni retke s indeksimai »’/
13 zav=r+1,7r+2,...,n+1

131 ay = ay/ap,
132 zaj=r+1,r+2,...,n+1
1.3.3 Qi = Qg5 — Qg * Qpj
1.3.4 kraj petlje poj
1.4 kraj petlje po:

1.5 kraj petlje por
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Algoritam 7.14 RjeSavanje sustava&z = b. Pretpostavlja se da jé& nastala iz mar
trice A Gaussovom metodom (bez ili sa pivotiranjem), p&jgornji trokut matrice A.
Zato algoritam koristi kao elementg;. Pretpostavlja se da jé regularna, pa su svi
dijagonalni elementi; (od R) razliciti od nule.

2. Ann+1 = an,nJrl/ann
21zai=n—1,n-2,...,1
211 zaj=i+1,...,n
2.1.2 a@n—‘—l - ai,n—l—l - azﬂ * aj’n+1
2.1.3 kraj petlje poj
2.2 ipt1 = Gipy1/ i

2.3. kraj petlje poi

Uocimo da Gaussov algoritam u skju beskonéno rjeSenja sustava ne daje bazu nul-potpros-
tora, pa je u tom smislu slabiji od Gauss-Jordanovog algerit Ipak, iz dobivene matrice
[R,b] mogiEe je dobiti dodatnim elementarnim &anim operacijama matricii, o' pri
Eemu se izAy i ¥ odredi ofte rjgsenje sustava (partikularno $enje i baza nul-potprostora).
Cijena koja se za to pta su osim dodatnih éanskih operacija i potencijalno veliki mul-
tiplikatori koji prave nule u gornjem trokutu matrice (oniSe eliminaciju nepoznanica iz
prethodnih jednatbi). To ma@ze dovesti na @unalima do velikih gréaka u elementimdy, i

u rjieSenjux. Kako se ndjesce, unaprijed zna da je matrica sustava ramgaa r&unalima se
gotovo iskljlEivo koristi Gaussova metoda eliminacija sa parcijalniropranjem.

7.3 Kompletno pivotiranje

Kompletno pivotiranje je j6 tatniji algoritam od parcijalnog pivotiranja, ali zahtijewanogo
viSe r&unskog vremena oko prondknja pivotnog elementa u svakom koraku, a osim za-
mjene redaka treb@niti i zamjene stupaca matrice. Zato se u toku postupka psosirene
matrice pamti i vektocija k-ta komponenta predstavlja indeks stupca koji se zamijsaio
k-tim (pivotnim) stupcem w-tom koraku. U prvom koraku algoritma treba prénaajveti
po modulu element u cijeloj matrici i onda zamjenom redakiapaca dovesti ga nd, 1)—
poziciju. Zatim se izV&i eliminacija nepoznanice, iz 2.,3.,. .. n-te jednadbe. Time je gotov
prvi korak metode. Zatim se prvi korak ponavlja na podmatedan — 1 na presjeku zadnjih
n — 1 redaka i stupaca. Najbolje je raditi s Bh@enom matricom jer se sve éane operacije
ionako rade i na vektort. Na kraju se dobije gornje-trokutasta matriavektorb i vektor

p ineksa pri zamjenama stupaca. Zatim sesifeokutasti sustawz = b i na kraju ispermu-
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tiraju komponente od prema indeksima zapa®nim u vektory. Metoda se rijetko koristi
jer je dosta sporija od metode s parcijalnim pivotiranjemealaje bitno tonije rezultate.

Zadaci 7.151. Nadte rjeSenje sustava Gaussovom metodom bez pivotiranja

a) b)
r+2y—z—3u = 49
x -z =
2x+y+22+u = 2 y+4 5
ya =
3z +4y+z—3u = 10 Y )
rT—Yy—2z =—

—2r+1ly—2z24+u = -2

2. Odredite rjgenje nehomogenog sustava Gaussovom metodom s parcijalnim
pivotiranjem

a) b)
r+4dy—z4+2w = 6 r+2y+3z+4v = 17
r+2y—z+w = 4 2v+y+2z2+0v = T
—r+2y—224+w = 3 3r—y+3z—2v = =5
20 -2y +3z—w = -3 —2rx+2y—2 = 2
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Poglavlje 8

Linearne Matri Che Jedna@be

Linearne matine jednadbe se ndjeste pojavljuju u jednom od sljedé oblika

A+X = B (8.1)
AX = B (8.2)

XA = B (8.3)
AX+B = C (8.4)
XA+B = C (8.5)
AX +XB = C. (8.6)

U ovim jednadbamaA, B, C su poznate (zadane) matrice, a matticge ona koju trdimo.
Da bi te jednadbe imale smisla, moramo paziti na dimenzije matrica. Tgko u jednadbi
A+ X = B sve matrice moraju imati isti broj redaka i isti broj stupaea jednadbi AX = B,
ako jeA € R™*", ondaX mora imatin redaka,B mora imatim redaka, a obje matric¥ i B
moraju imati isti broj stupaca. Zato se uzima das& R"*? 1 X € R"*P za neki prirodan
broj p.

RjeSenje jednatbe A + X = B, kao i jednadbe X + A = B je
X=B-A,

I time je problem (8.1) rijgen.

Jednadbu (8.3) md@emo transponiranjem lijeve i desne strane svesti na oblik

ATXT = BT

pa smo time problem (8.3) sveli na problem (8.2).

127
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Jednadbu (8.4), oduzimanjem matride od lijeve i desne strane jednguk, svodimo na
oblik AX = C — B, pa je problem opet reduciran na (8.2).

Isto tako, u jednathbi XA + B = C, dodavanjem matrice-B lijevoj i desnoj strani
jednadbe, te zatim transponiranjem dobivene jedia] svodimo ju na oblikl” X7 =
CT — BT, dakle na oblik (8.2).

Preostaje jednatba

AX + XB =0,

koja se zove Ljapunovljeva jedn&oh. Njeno rj8avanje je dosta kompliciranije od $gvanja
jednadbe AX = B, paju n€emo razmatrati.

Prema tome, preostaje g jednadbu (8.2). Preciznije, zanimée nas pitanje egzisten-
cije, jedinstvenosti i algoritma za taj problem.

Od posebnog interesa su i jedid sa specijalnom desnom stranom,

AX =1 odnosno XA=1

jer nas vode do pojmova desnog i lijevog inverza matrice cdmo sléajeve razmatrati na
kraju poglavlja.

8.1 Jednadba AX =B

Promotrimo jednazbu

AX =B, A€R™" X cR™, BcR™?,

Uvedimo stugane particije

X:[.Z'l,ﬂjg,...,l'p] i B:[bl,bg,...,bp}.

Po pravilu mattnog mndenja vrijedi

AX:A[xl,xg,...,:cp}:[Axl,A:cg,...,Axp}. (8.7)

Stoga se jednatha AX = B moze zapisati kap jednadbi
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A{L‘l = bl, Al’g = bg, 500 ,Aflfp = bp. (88)

Jednadba AX = B je ekvivalentna sistemu gdsustava jednabi (8.8). To znai: ako
AX = Bima rjeSenje, onda i svaka jedn#uh (ili svaki sustaviz = b; ima rjeSenje i
obratno, ako svaka jednaob Ax = b; ima rje&Senje, tada ga imad X = B.

To se jednostavno vidi. Neka npt.X = B ima rjeSenjeX. Tada zbog relacije (8.7
odmah slijedi (8.8). Pritom su §enja sustava upravo stupci ad

N—r

Obratno, neka svaka jedndzh sistema (8.8) ima §enje. Recimo, neka je bilo koje
rjieSenje odAx = b; i tako za svel < i < p. Sada iz tih vektora; sagradimo matriclx,
zahtijevaj&i da jex; upravoi-ti stupac odX . Gledaji relaciju (8.7) i stupanu particiju
od X, odmah vidimo da vrijedA X = B, pa smo dakle, sagradili §enjeX.

Sustav oblikaAdz = b; smo razmatrali u 7. poglavlju i znamo da se zeaijesiti npr.
algoritmom 6.3 koji svad prcsirenu matricu na reducirani oblik ili kaienjem Gaussove
metode eliminacija s parcijalnim ili kompletnim pivotij@m. Budwi da algoritam 6.3 (isto
vrijedi i za Gaussovu metodu) ide “s lijeva u desno”, prvovpd A na reducirani oblikA
(odnosno na trokutastu matride), mazemo izbjé&i ponavljanje redukcije matricd na Ar
(ili R) p— 1 puta, ako primijenimo algoritam samo jedamput naspenu matricyA | B].

Kakva riegsenjaX mozemo @ekivati? Imamo li jedno, nijedno ili beskotao risenja? 1z
sljede€eg teorem@&emo vidjeti da odgovor ovisi 0 odnosu ranga matriceranga prgirene
matrice[A | B|.

Teorem 8.1 Jednadba
AX =B (8.9)

ima rjeSenje ako i samo ako vrijedi
r(A) =r([A| B]). (8.10)

Ako je uvjet (8.10) ispunjen i ako j& ") neko rjéenje jednaibe (8.9), onda je d
rieSenje jednaibe (8.9) oblika

X = xX(P) +X(H),
gdje je XD opte rigsenje homogene matrie jednadbe
AX = 0. (8.11)

Specijalno, jednatba (8.9) ima jedinstveno §enje ako i samo ako homogena jedtizal
(8.11) ima nul-matricu kao jedino rgenje.
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Dokaz'. Neka postoji rjigdenjeX jednadbe (8.9). Tada postojip rieSenjax; sistema
(8.8). Po Kronecker-Capellijevom teoremu (teorem 7.3) ket < i < p vrijedi
r(A) =r([A]b). Tozn&ib; € R(A) = L(ay, ... ,a,) za svei, gdje Suay, ... @, Stupci
od A. Dakle je

R(A) = L(ay,...,a,) = L(ay,...,a,,b)

(Cll, an,bl,bg)

= L((ll,.. an,bl,...,bp)
R([A [ B]).

I
h

Kako su potprostorR (A) i R([A | B]) isti, njihove dimenzije su jednake, a to su upravo
r(A)ir([A| B]).

Obratno, neka vrijedir(A) = r([A | B). Moramo pokazati da tada postoji $gnje
jednadbe AX = B. Podmo od suprotnog, kad ne bi postojalo§gnje X, tada ne bi
sve jednadbe sustava (8.8) imale Benje. Postojao bi nekj takav dadx = b; nema
rieSenje. To bi po Kronecker-Capellijevom teoremu @lada jer(A) < r([A | b]).
Kako uvijek vrijedir([A | b;]) < r([A | B]), pokazali smo da je(A) < r([A | B]).
Dobivena je kontradikcija s pretpostavkarfd) = r([A | B]), pa zaklj€ujemo da je
tome bila kriva pretpostavka da ne postojsgaje jednatbe AX = B. Time je dokazan
i drugi smjer prve tvrdnje.

Pretpostavimo sada, da vrijedi uvjet (8.10), tako da pogtsenje jednatbe AX = B
i pretpostavimo da imamo jedno genje X (Y. Ozna&imo saX opte rjgenje sustava
AX = B,inekajeY = X — XP), Uvrstavanjem, dobivamo

AY = AX —AXP) =B - B =0,

pa jeY rjeSenje homogene jednaae (8.11). Dakle, ka& prolazi skupom svih rfgenja
sustavad X = B, Y prolazi skupom rjgsenja homogenog susta¥aX’ = O.
Obrnuto, ako jeY opte rij&senje homogenog sustavaX = O, tadaX = X&) +Y
zadovoljava

AX = AX®P) 4+ AY = B+ O = B,

pa je ri&enje jednakbe (8.9). Time je dokazana i druga tvrdnja.

Treta tvrdnja je neposredna posljedica druge tvrdnje. Ako jgsfeSenja homogene
jednadbe (8.11) samo nul-matrica R"*?, tada jednaiba (8.9) ne mbe imati vée od
jednog rj&enja, jer bi u protivnom njihova razlika dala netrivijalrjeSenje homogene
jednadbe.
S druge strane, akd X = B ima samo jedno rfenje, tada homogena jedidad mora
imati samo nul-matricu kao rgenje. U protivnom biimalD # Z € R"*?, AZ = O, pa
bi uz pretpostavljeno (jedinstveno) ¥ nje, nazovimo ga s&*”), imali i dodatno rj&enje
X 1 7 jednadbe (8.9).
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Jer jeX € R™*? rjeSenja jednatbe AX = B leze unp-dimenzionalnom vektorskom
prostoruR™*?. MoZze se pokazati da enja homogene jedn&okcine (n — r(A))p dimenzi-

onalni potprostor tog prostora, pa a@no ré&i da skup svih rjgenja jednatbe AX = B Cini
linearnu mnogostrukost dimenzije — r(A))p.

8.2 Lijeviidesniinverz

Promotrimo sada specijalne jediihe:

AX =1, AcR™" [cR™™ X ¢cR¥™ (8.12)

YA=1I AeR™" J[cR™" Y ecRw™m, (8.13)

U dokazivanju postojanja i jedinstvenosti$@nja tih jednaibi kljuCnu uloguce imati te-
orem 8.1.

Svako rj&enje jednatbe AX = I naziva sedesni inverzmatriceA.
Svako riéenje jednatbeY A = I naziva sdijevi inverz matriceA.

Kadkad se lijevi (desni) inverz naziva lijevi (desni) gealeirani inverz odA. 1z relacija
(8.12) i (8.13) se vidi da su obje matriééi Y istog tipa.

Na osnhovu teorema 8.1 zakijuiemo daA moze imati beskon@no lijevih (ili desnih)
inverza, da mpe imati t&no jedan lijevi (ili desni) inverz, a taked da mada A nema niti
jedan lijevi (ili desni) inverz. Zato nam trebaju kriterja postojanje lijevih odnosno desnih
inverza.

Propozicija 8.2 Matrica A € R™*™ ima barem jedan
(i) desniinverz ako i samo ako vrijedi(A) = m < n;

(i) lijeviinverz ako i samo ako vrijedir(A) =n < m.
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Dokaz'. (i) Ako matrica ima linearno nezavisne retke, pa ju§miono s dodatnim stug
cima (koje umetnemo bilo ispred matrice, iza matrice ili &bn samih stupaca matrice),
rang tako pr8irene matrice ri biti ni veti niti manji od ranga polazne matrice. Najme,
na taj n&in broj linearno nezavisnih redaka #@se samo poeati, a kako je vé mak-
simalan, ostaje isti. Ako to zakljivanje primijenimo nal,,, zakljucujemo da uvijek
vrijedi

m=r(I,) =r([A4] L]). (8.14)

Premateoremu 8. 4X = [, ima barem jedno rfgenje ako i samo ako vrijedi
r(A) =r([A] In]) -

Zbog relacije (8.14), zadnja jednakost vrijedi ako i samo akjedi r(A) = m. UoCimo
joSdar(A) =mir(A) < min{m,n} poviaLem < n jer biinae bilor(4) < n < m.

(i) Matri¢na jednadba X A = I, je ekvivalentna si” X* = I,,, a ta jedna#ba prema (i
ima barem jedno rfgenje ako i samo ako vrijedi

r(A") = broj redaka odd” = broj stupaca ol = n.

Kako jer(AT) = r(A), dokazali smo prvu tvrdnju od (ii). Druga tvrdnja, darie< m,
slijedi istim zakljl/ivanjem kao u dokazu odgovaragitvrdnje od (i).

MatricaA € R™*™ ima
puni retCani rang ako vrijedi r(A) = m;
puni stup€ani rang ako vrijedi r(A) =n;

punirang ako vrijedi r(A) = min{m,n},
tj. ako ima puni retani ili stuptani rang.

Propozicija 8.3 Neka jeA € R™*™, Tada su sljedee tri tvrdnje ekvivalentne:
(i) m=nir(A) =n (4. Ajekvadratnaipunog ranga)
(i) Aima barem jedan lijevi i barem jedan desni inverz.

(i) Aima jedinstveni lijevi inver?’, jedinstveni desni inverX i vrijedi X =Y.
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Dokaz*. Dokazatcemo krug implikacija: (i}~ (i) — (iii) — (i).
(i) — (i) Prema propoziciji 8.24 ima barem jedan lijevi i barem jedan desni inverz,

(i) — (i) AkozaX iY vrijedi AX =1,,1 YA = I, onda prema propoziciji 8.2 vrijed
m = r(A) = n. Takoter vrijedi

Y =YI,=Y(AX)= (YAX =I,X = X,

a to zn&i da je skup lijevih inverza jednak skupu desnih inverzake2mno da je
skup desnih inverza jedotan. Kad bi imali dva desna masobno raziita inverza
X111 Xy, tadabizaZ = X; — Xy vrijedilo Z £ O |

Specijalno, za svaki stupagod Z bi vrijedilo Az; = 0. Zbogcinjenice da je rang
od A jednak broju stupaca od, korolar 7.7 impliciraz; = 0. Dakle jez; = 0
za svei, pajeZ = O, ato se protivi pretpostavci da g, # X,. Vidimo da je
skup desnih (pa zato i lijevih) inverza n&jei jednglan, a kako po (ii) nije praza
zakljuCujemo da je b&jednalan.

=]

(iii) — (i) JerAimai lijevi i desni inverz, po propoziciji 8.2 mora vrijeditr(A) = n i
r(A) = m, paje (i) dokazano.

Specijalno, ako jed € R™"™ i r(A) = n, iz propozicije 8.3 zakljaujemo da postoji samo
jedan lijevi inverz i samo jedan desni inverz i da su oni jédn&rirodno je zato zvati tu
matricu jednostavndanverz matrice A i ozn&iti ju s A~!. Matrice za koje postoji inverz
obicno se nazivajinvertibilne .

8.3 Regularne matrice

Invertibilne matrice su vrlo vane pa nose pnekoliko naziva.

Definicija 8.4 Matrica A € R"*" je nesingularnaako vrijedir(A) = n.
Nesingularna matrica se fonazivaregularna matrica.
Ako vrijedir(A) < n matricaA se nazivasingularna.

Evo jedne jednostavne karakterizacije singularnih i rggdernih matrica.

Propozicija 8.5 Matrica A € R™*" je singularna ako i samo ako postoji
netrivijalni vektorx € R™ takav da jeAx = 0.

Matrica A je nesingularna ako i samo ako za svaki 0 vrijedi Az # 0.
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Dokaz. Akoje A € R"*" singularna, tada je( A) < n paje defektdA) =n—r(A) > 1.
Dakle je dimenzija nul-potprostot&’(A) barem jedan, pa postaji € N(A), x # 0.
Obratno, ako jedz = 0 za nekix # 0, tadaN (A) sadwi taj x, pa nije trivijalan, tj. dA)
>1,ato znd@ir(A) < n, pajeA singularna.

Ako je r(A) = n, tada jeN (A) = {0}, paz # 0 povlai Az # 0. Obratno, aka: # 0
povlati Az # 0, to zn&i da je N (A) = {0}, pajer(4) = n, tj. A je regularna.

Dakle, za regularne matrice je preslikavanje> Ax injekcija, ajerje dimR(A)) =n—d(A)

= n, 0NO je i surjekcija. Zn@ da je bijekcija skup&®™ na sebe. Regularne matrice imaju
puni rang pa im je reducirana forma jedina matrica. One su i invertibilne, ®&aosto su
invertibilne matrice regularne.

Skup regularnih matrica ima posebnuzmast u primjenama jer uz operaciju matrog
mnazenja on postaje grupa.

Pok&imo to.

Prvo moramo pokazati da je produkt dviju regularnin matoget regularna matrica.
Neka sud i B regularne matrice. Tada su i invertibilne pa za njih posiojerzi, A=! i
B!, respektivno. Pokamo da jeB~'A~! inverz odAB. Imamo,

(B'A™)(AB) = BY(A'A)B=B'I,B=B"'B=1,
(AB)(B*1A71> — A(BBfl)Afl — A[nAfl — AA°! — I,.

Kako je B~tA~! i lijevi i desni inverz odAB, po propoziciji 8.3 (implikacija (iii)—
() zakljuCujemo da jeA B punog ranga, a to po definiciji 8.4 ztiala je AB regularnal
Dakle, skup regularnih matrica je zatvoren u odnosu nazanje.
Asocijativnost kao svojstvo grupe odmah slijedi iz asdiifeosti matrtnog mndenja.
Neutralni element je jeditha matrica (ona je sama sebi inverz). Koma, za svaku
regularnu matricw, inverzni element u grupi jel L.

Propozicija 8.6 Skup regularnih matric&ini grupu u odnosu na mattho mndenje
Grupa je zatvorena u odnosu na operaciju transponiranjao A A;, A,, ... ,A; regu-
larne matrice, tada je

(AjAg--- Ap) t = At AT AT

Dokaz. Da je grupa regularnih matrica zatvorena u odnosu na toamsmje slijedi iz
C¢injenice da je regularna matricé karakterizirana uvjetima(A) = m = n, a to onda
vrijedi i za AT jer jer(A) = r(AT). Zadnja tvrdnja slijedi provierom da jé, ' --- A7
lijevii desniinverz odA; A, - - - A,.
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8.4 Elementarne matrice

Svaku od tri elementarne operacije had recima matricegemo zapisati pontam mnaenja

(s lijeva) tzv. elementarnim matricama. Nekadec R™*™ matrica na koju se primijenjuje
retana operacija i € R™*" matricaA nakon operacije. Istaknuti reci neka su oni s indek-
simai i j. Koristeti rettane particije tih matrica, nZ@mo pisati

I S —
a; ap
T ~T
a; a;
A= — : =A
T ~T
a; a;
T ~T
L am . L am .

Promotrimo svaku réanu operaciju ponaosob.

1. Zamjena (transpozicija) redaka matrice. U ovom sli€aju je

a; =al, a =a] i a,=a;, zake{l,....,m}\{i,j}.

Isti efekt se postie mn@enjemA s lijeva matricom

1
0 1 .
1 i
L = : : € Rmxm,

1 .

1 0 =

1
UoCimo da jeIij = [61, ey € 1,65, €01y 351,64, €547, . .. ,Gn], pa ]ij nastaje iz

I,, permutacijom (t0nije: transpozicijom) stupaca s indeksimga;. Lako se vidi da
nastaje iz/,, i zamjenom redakai j. Dakle jel, reducirana forma od;;, pajer(l) =
r(1;;) = m, tj. I;; je invertibilna. Kako mnaenije s lijeva matricond;; zamjenjujei-ti i
j-ti redak, mora vrijeditil;; (1;;I) = I, $to dajel;;1;; = I. Dakle jel;' = I;;. Zbog A
= I;'A=1I;;A, imamo



136

POGLAVLJE 8. LINEARNE MATRICNE JEDNALYBE

A A4 S A

Vidimo da se inverzna operacija prve elementarne transfons takoer svodi na
mnazenje s lijeva matricond;;. U slwCajui = j, transformacija zamjenjujéti re-
dak sa samim sobom, pa se definffa= 1. U sluCajui > j definiramol;; = I;; jer
kod zamjene redaka nije bitan usgddgovarajaih indeksa po veliini.

UocCimo joS dvije stvari. Prvo/;; je simetrtna, pa jelg opet elementarna transforma-
cija. Drugo, mndenje matriced € R™*" s [;; € R™" s desna zamjenjujeti i j-ti
stupac matrice.

. MnoZzenje i-tog retka matrice brojem « # 0, realizira se mnbenjem matriced s

lijeva, matricom

Dl(Oé> = (07 e Rmxm

pri Cemu je« i-ti dijagonalni element. Odmah se vidi daj&(«) simetrtna i inver-
tibilna, pri Cemu jeD;(a)~! = D;(1/c). Dakle jeD;(a)~" opet elementarna matrica
istog tipa, dok jeD; ()T = D;(«). Jer jeA = D;(a) ™t A, vrijedi

Di (Oé)

A &5 A

Diﬂ;x)

A.

Ovo odgovara promjeriitog retka:a! — a! = aal — a!'. Uotimo da se mnienje
matrice A matricomD;(«) € R"*" s desna, svodi na maenjei-tog stupca matricel
Sa.

. Dodavanije j-tom retku i-tog retka pomnozenog brojema. U ovom sli€aju je

d?:a?, &JT:a;‘-F—i-ozaiT id;f:@;f zake {1,...,m}\ {i,j},

pa je u sléajui < j, odgovarajga matrica
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Mi5(0) = S  eRmm

U sluCajua = 0 imamoM,;(0) = I. Matricnim mna@enjem, lako se provjeri jednakost

Mi(0) Mig(B) = Mis(a+ B), (8.15)

paje usléajup = —a,

MZ(Oé)MZ(—OZ) = Mij(—Oé)Mij(Oz) =1.

Dakle jeM;;(—«) lijevi i desni inverz odM,;(«), pa je po propoziciji 8.3

Mij(a)™! = My;(—a).

MnoZenje matriced matricom;;(—a) s lijeva, dodajej-tom retku odA, i-ti redak
pomnaen s—a. Stoga vrijedi

Sto odgovara promjenitog retkaia; — a) = a] +aa] — a; —aa] = a;. Vidimo
I u ovom slitaju da inverznoj réanoj operaciji odgovara elementarna transformacija
istog tipa.

Promotrimo j& operaciju dodavanjatog retkai-tom retku. U ovom sl@aju mijenja se
samoi-ti redak, pa toj transformaciji odgovara nmemje matriced s lijeva matricom
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Mij(a)T = E Rmxm

Transponiranjem jednakosti (8.15), vidimo dalg («)” vrijedi M;;(8)" M;;(a)? =
M;(a+ B)T, paje(M;;(a)’)~t = M;;(—«a)T. Slieno kao i prije, imamo

)T " - (—a)T
A M9 4 M 4

Sto odgovara promjenitog retka:a; — a; = a] +aa; — @] —aal = a] . Vidimo

i u ovom sli€aju da inverznoj réanoj operaciji odgovara elementarna transformacija
istog tipa.

Mnozenje matriced s M;;(«) s desna, dodajetom stupcu o4 j-ti stupac pomnben

s . Odmah vidimo da mnzenjeA s M;;(«)” s desna dodajg-tom stupcu odA i-ti
stupac pomnien sa.

Dakle, obje elementarne matrice;;(«) i M;;(«)” odgovaraju tréoj elementarnoj
rettanoj transformaciji. To zrtada je i u ovom sldaju transponirana elementarna ma-
trica opet elementarna matrica istog tipa.

Matricu M;; ()" €emo takoer ozn&avati sM;; (o) odnosno sa/;;(«), jer istovremena
zamjena redaka i stupaca 84} () dovodi doM ().

Kao zakljuitak prikaza elementarnih matrica imamo

Lema 8.7 Elementarne matrice su regularne. Inverzna i transporaranatrica
elementarne matrice su elementarne matrice istog tipacifgheo vrijedi

O =15 =L
(i) D;(a)" = Di(a), Di(a)™! = Di(a™), a #0,
(i) M (@) = Mj(e), Mg'(e) = My(—a).

)

Primijenimo na proizvoljnu matricld € R™*™ algoritam za svaahje na reducirani oblik
Apg. Algoritam primjenjuje konéni niz elementarnih réanih operacija nal. Kako svakoj
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elementarnoj ré&anoj operaciji pripada mizenje s lijeva nekom elementarnom matricom,
algoritam mdemo opisati pomtu elementarnih matrica na sljdd@aCin

Ar = Ep(Epa(--- (Ba(E1A)) 1))
— BBy EEA. (8.16)

Pritom je svakaF, elementarna matrica jednog od tri tip, D;(«) ili M;;(c). Kako su
sve matriceF,, 1 < r < k regularne, takav je i njihov produkt (propozicija 8.6). Eremo
dokazali

Lema 8.8 Za svaku matricud € R™*™ postoji regularna matricaS € R™*"™,
takva da je
Arp=SA.

Pri opisu elementarnih matrica, vidjeli smo da svako #emge elementarnom matricom s
desnaCini jednu elementarnu operaciju nad stupcima matricegé&st® maemo zapitati na
koji jednostavni oblik se mte A € R™*" svesti uz pomo elementarnih operacija nad stup-
cima.

Podmo od proizvoljned € R™*" i ozn&imo saB = AT € R™™. SvedimoB elemen-
tarnim retanim operacijama ra reducirani oblik,

Br=FLEy---EEB.

Transponiranjem dobivamo

BY =BTETET ... EF.

Ozn&imo li A = BL, F, = ET, 1 <r < k, imamo

A%, = AF, - F,,

gdje sud, A% € R™*", afFy, ..., Fj suelementarne matrice. Pritom4g, reducirani oblik na
koji se A maze svesti elementarnim operacijama nad stupcima. On jesi@nirani reducirani
oblik”.

U slucaju regularned, matriceAr i A% su jednakd. To je posljedica sljedreg teorema.

Teorem 8.9 Kvadratna matricaA je regularna ako i samo ako je produkt elementarnih
matrica. MatricaA” je regularna ako i samo ako je takvh
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Dokaz. Matrica A je regularna ako i samo ako je kvadratna i punog ranga, a tkge a
samo ako ima reducirani oblikr = I. Prema relaciji (8.16) vrijeddg = Fy--- E1A
za neke elementarne matriée, 1 < r < k. UvrStavanjem/ na mjesto odAg, te
mnazenjem s lijeva matricamas, ', £, '}, ... ,E; ' u tom redoslijedu, dobijemo

A=E'E;'-- BN

Dakle A je regularna ako i samo ako ima takav prikaz. Kako je inveaks\elementarne
matrice £ opet elementarna matrica (istog tipa) prva tvrdnja je dakaz

Druga tvrnja je vé dokazana u propoziciji 8.6, a ovdje dajemo drugi dokaz $g@di iz
prve tvrdnje teorema. Neka jé regularna. Tada je ona produkt - - - F). elementarnih
matrica. Transponiranjem dobivantd = F ... FT. Kako je po lemi 8.7 svaka& "
takoter elementarna matrica, ona je i regularna. Dakleljekao produkt regularnih
matrica regularna. Obratno, ako j& regularna, onda po upravo dokazanom mara i
(AT)T = A biti regularnagime je i drugi smjer dokazan.

8.4.1 R&unanje inverzne matrice

Gauss-Jordanov postupak za redukciju matrice na rediioibik moZzemo koristiti za natéenje
inverzne matrice. Postupak je baziran na slkeahe razmatranju.

Neka jeA € R™ ™ matricaciji inverz zelimo n&i. NaCinimo prairenu matricA | ] i
primjenimo na nju elementarne éane transformacije s ciljem da prvi dio matrice, u kojem
na pdetku lei A, svedemo na reducirani oblikz. Matricno to m@emo opisati pomtu
elementarnih matrica

[Ag | B] = EyEy_ - B2Ey [A | ]

Produkt elementarnih matridg, £, - E» E; je nesingularna matrica. Oztieno ju sS. Sje-

timo se, ako jeX = [zy, 9, ..., ;| Stuana particija matric&’ i ako suS i X ulantane, tada
vrijedi SX = S[zy,x9,...,2,] = [Sz1,Sx,,...,Sz,]. Sada to iskoristimo kod mizenja

matriceS s prasirenom matricom

[Ar | B] = S[A|I]=S]a1,a2,...,a, | €1,€0,...,€n]
= [Sai,Sas,...,Sa, | Sey, Ses, ..., Se,]
= [S[a1,as,...,a,] | Sle1,ea,...,€,]] = [SA| SI]
= [SA]YS].

Izjedna&avanjem prvih (zadnjihy) stupaca lijeve i desne strane, dobijerip = SA (B = S)
tj.



8.4. ELEMENTARNE MATRICE 141

Ap=SA, B=S.

Ako je Aregularna, tada jd z = I, pa prva jednatba daje/ = SA. Pomnaimo tu jednadbu
s desna si™! (koja postaiji jer jeA regularna), dobijemal~! = S. Dakle, ako jeA regularna,
vrijedit Ce

[Ar | Bl =[I| A7].

Drugim rijeCima, u onom dijelu préirene matrice, na kojem je nag®iku l&ala matrica4, na
kraju procesa bite jedintna matrical. U drugom dijelu gdje je na fetku leala jedinEna
matrical, na kraju procesa bite inverzna matrical .

Ako A nije regularna (dakle, singularna je) na kraju procesa,vomrdijelu pr&irene
matrice l&atce Ar. Kako je rang odA manji odn, matricaAr €e imati barem jedan nul-
redak, pate sigurno zadniji redak ad biti nul-redak. U tom sl@aju matricaS nece biti 4!
vet samo produkt elementarih matrica, dakle ona regularneaadoja u produktus A daje
Ag.

Algoritam za racunanje inverzne matrice

Algoritam ¢emo podijeliti u tri glavna koraka.

1. Nap&imo pr@&irenu matricu:

iy Gz - Qg 10 - 0
Q21 Q22 --° Aap 01 - 0
[A|I]=]| . o .
Gp1 Qp2 - Qpy 00 --- 1

2. Svedimo pomou elementarnih transformacija Bicenu matricy A | I | na reducirani
oblik. Rezultat je matricaAr | B].

3. Ako je Ap = I, tada je matrical regularna iA=! = B. Ako je Ar # I, matrica nije
regularna i ne postoji inverzna matrica.

Primjer 8.10 Odredimo inverznu matricu matrice
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RjeSenje Nainimo prasirenu matricu i zapinimo s elementarnim transformacijama
2 1 3 1 0 0] ]
[A|I] = [0 2 -1 010 pomna@imo 1. redak&2
| 3 -1 2 00 1]
1 1+ 3 2007
~ 0 2 -1 010 dodajmo 1. redak (—3) trecem
|3 -1 2 00 1]
1 12 2007 1
~ 0 2 -1 010 pomna&imo 2. redaks2
o 5 -5 | §o1l
1 L3 2007 : 1
22 2 dodajmo 2. redak (—=) prvom
~ o 1 -1 010 5 2
dodajmo 2. redak (=) treCem
lo 2 -2 | 4ol 2
1o g L = 0] )
~ |01 —3 0 3 0| pomna&imo 3. redak s— =
oo -5 | -3 31
10 2 e : 7
4 24 dodajmo 3. redak (—-) prvom
~ |01 -1 o I 0 _ 4
00 1 2 14| dodajmo 3. redak (E)drugom
r 1 1 7 A
100 “5 3 15
~loto | 342
2 4
L0 01 5 75 15
= [1|B].
Ajeregularnai
_1 1 e
5 3 15
=1l
Aat=| ot 2
2 _ 1 _ 4
5 3 15
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Primjer 8.4.1. Odredite inverz matrice

1 2 3
A= 3 4 =2
=2 =k 9

RjeSenje Imamo

1 2 3 100 1 2 3 10 0
[A|I] = 3 4 -2 010|~]0 -2 —11 —3 10
| 2 -2 5 00 1 0 2 11 2 0 1
[1 2 3 1 00 1 0 -8 —2 10
11 3 1 11 3 1
~ [0 1 F 2 32 0|~|01 35 2 3 0
0 2 11 2 0 1 00 0 -1 11

U sljedeem koraku svaahja prasirene matrice na reducirani oblik, zadnji redak se rain®—1 i
zatim se prave nule u 4. stupcu pnene matrice. Udite da time ne bismo promijenili niti jedan
element matricedr koja je v& dobivena. Te zadnje elementarne transformacije zapravo nisu
potrebne za n&krajnji zakljitak. 1z zadnje matrice vidimo da vrijedir # I pa matricaA nije
regularna i zato nema inverz. Rang polazne matricékao i matriceAr) je dva.

Primjer 8.4.2. Pok&ite da za svaku regularnu matrictivrijedi
1. (A")' = (A"HT pase uvodi uznakd ™" = (A7,
2. (A%t = (A"H* pase uvodi uznakd " = (A"

Dokaz. Jer je A regularna, da biX bila inverz odA, dovoljno je pokazati da vrijed
AX =1.
1. Jasno je da jgAT)~! inverz odA”. Neka jeX = (A~!)T. Ako pokaimo da je
ATX = ], tada je i X tj. (A~1)T inverz odA”. Kako je inverz jedinstven morée
vrijediti (A7)~ = (A™1)T. Imamo,

ATX = AT(AHY = A'AT=1"=1.

2. Dovoljno je pokazati da j& = (A~!)* inverz odA*. koristeti svojstvo asocijativ
nosti mndenja, lako dobijemo

AEX = AF(ATV)F = (AA--- AA)(ATTAT .. ATIATY

= AA-A(AATH AT ATTAT = AA L ATAT AT AT
= AA...(AA_l)...A_lA_l:AA...]...A_lA_l:...:AA_lzl.
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Zbog svojstva 2. iz primjera 8.4.2., lako se pp&ala za proizvoljne cijele brojevei [
(daklek i I mogu biti pozitivni, negativni i nula) i regularnu matricuvrijedi

Ak+l — AkAl )

Zadaci 8.11 1. Odredite inverz matrice

1 31 -3/7  2/7T —5/7
2 -2 1] : (Rjeéenje:A1 = [ 2/7 —=1/7 —1/7 ])
0 11 -2/7 1/7T  8)7

A:

2. IzrakunajteX = AB~'C, ako je

-1 2 2 4
(@ A=[123], B=| 21 -1, ¢=| 2 |.
01 0 ~1

3. lzraCunajte

101 1 L 10
(@) A %bakojed=|1 2 3|, b=1]0|. (A_2bzzl -9 {).
0 2 1 2 6

1 01 1 1 —1
(b) (AB) ', akojeA={2 1 1|,B= 01 2].
011 -1 1 1
-5 3 -1
(Rjesenje:(AB) ™' = = 2.0 01)
-3 1 1
4. Ako jed = [Z Z],pokaﬁitedajeA1:adibc[_dc _ab]

(Uputa: pokaite dajeAA~! = I).
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1 2 —4
5. Zadan je polinony(z) = 162? — 8z + 15 i matricaA = [ -1 3 1 ] .

IzraBunatif(A1). 0 2 -2
43 4 —26

Rjedenje f(Ah =110 17 —13 |.
6 —2 16 |

(10 0
6. Zadan je polinony(z) = 823 + 4z — 7imatricaA= | 2 2 0 ] :
Izrabunati f(A~1). [ 3 2 2

5) 0 0
Rjesenje f(A =] —-18 —4 0 |.
1 3 —10

7. Odrediti inverznu matricu za svaku od sljédematrica

1 1 1 1 1 1 1 1
I I S S Q| AP B S RS R

@ A=1, 1 1 (A7=211 1 1 1)
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 2 2 2 5 2 2 92
12122 L1 9 -5 2 9

b) B= 2 21 2 (B 7 2 2 -5 2)
22 92 1 2 2 2 -5 |

8. Pokaite da je produkt kvadratnih matricéB regularna matrica ako i samo ako|su
obje matriced i B regularne.

Dokaz. U propoziciji 8.6 je pokazano da je produkt regularnih rncatrregu-
larna, pa preostaje pokazati daje3 singularnacim je A ili B singularna (ovdje
uklju¢ujemo da objed i B mogu biti singularne). Dokaz koristi propoziciju 8.5,

D

Neka je B singularna. Tada po propoziciji 8.5 postaeji# 0 takav da jeBx =
0. Stoga je i(AB)x = A(Bz) = A0 = 0 pri CemuA maoze biti i singularna |
regularna. Po propoziciji 8.5 j@ B singularna jer “porstava” netrivijalni vektor.

Preostaje sitaj kad je A singularna iB regularna. Jer jed singularna, postoj
z # (0 takav da jedz = 0. Neka jexr = B~'z. Jer jeB regularna, takva je B!,
pa druga tvrdnja propozicije 8.5 garantira daje 0.

Tada je
(AB)x = A(Bx) = A(B(B™'2)) = A((BB ™ Y)2)) = A(I2) = Az =0

pa je po propoziciji 8.5A B singularna jer “porstava” netrivijalni vektotr.




146 POGLAVLJE 8. LINEARNE MATRICNE JEDNALYBE



Poglavije 9

Osnovne klase matrica

Od ovog poglavlja nadalje baviemo se uglavhom samo kvadratnim matricama, dakle matri-
cama iz skupd&™*", jer se one u primjeni négce pojavljuju. Od sada pa nadalje, ako nije
izriCito drug&ije nazn&eno, podrazumjevamo da se radi 0 matrici iz sklpa™.

Matrica A je

1
X, = 5(X + X7
a matrica

1
X, = 5(X - X7

e simetritnaako vrijediA” = A.
e antisimetri¢naako vrijediAT = —A.

e  Zaproizvoljnu kvadratnu matricX, matrica

naziva sesimetricni dio matriceX,

antisimetricni dio matriceX.

Vrlo jednostavno je pokazati, da je za svaku matecuX, uvijek simetrtna, aX, je uvijek

antisimetréna matrica i vrijedi

X =X+ X,.

Kod simetrtnih (antisimetitnih) matrica je antisimetthi (simetrtni) dio jednak nul-matrici.

147
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Propozicija 9.1 Ako vrijedi
X=U+V, U'=U V'=-V,

onda je
1 1
U=3X+X"), V=3X-X,
ti. U = X,, V = X,, pa svaka matrica ima jedinstven rastav na sin@&tri antisime-

tricni dio.

Dokaz'. 1z definicije matricaX, i X, znamo da jeX = X, + X,, pri Cemu je

1 1
X, = 5(X + X, X, = 5(X - X7,

Zbog pretpostavke propozicije, imamo
0=X-X=X;4+X,) - (U+V)=(X;-U)+ (X, = V). (9.2)
Buduti je nul-matrica simettina, transponiranjem prethodne jednakosti dobivamo

0 = 0"=(X-U)"+ (X, - V)T = (X] -U") + (X] - VT)
= (-U)+(-X=(-V)=(X;-U) = (Xa = V). (9.2)

Zbrajanjem jednakosti (9.1) i (9.2) dobivando, — U = 0, tj. X, = U. Oduzimanjem
istih jednakosti dobivamd&, — V =0, tj. X, = V.

Zadaci 9.2 1. Provjerite koje od sljedgh matrica su simetéine odnosno antisime-

tricne

a) b) C)
-2 3 1 ] 0 3 1
A= 3 4 -1 B:{ggg} C=| -3 0 -1
1 -1 0 | -1 1 0

. [ 4 T+ 2 . .

2. Odrediter tako daB = bude simetgéna.
| 20 —3 x+1

3. Napsite B = { ? ;1 } kao sumu simettne i antisimetitne matrice.

Sadatemo uvesti jednu jednostavnu maini funkciju koja na vektorskom prostoru kvadrat-
nih matrica ima korisna svojstva. Zovemo ttag matrice. Ona matrici pridiiuje broj,
trag : R™*" — R, pa se kae da je funkcional na skupu matrica.
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Trag matriceA je suma njezinih dijagonalnih elemenata:

trag(A) = > _a;i.
=1

Propozicija 9.3 Funkcijatrag ima sljedé&a svojstva:

trag(A+ B) = trag(A) + trag(B),
trag(cA) = ctrag(A),
trag(A") = trag(A),
trag(AB) = trag(BA),

trag(ABC) = trag(BCA) = trag(CAB).

Dokaz. Ova propozicija se dokazuje jednostavnim3iawanjem elemenata matrice u
pojedine jednaibe, pa dokaz ostavljamdtatelju.

Prva dva svojstva pokazuju da je trag linearna funkcijee@iimi funkcional). Neosjetljivost
traga na operaciju transponiranja je jasna jer se dijaganalrice ne mijenja pri transponira-
nju matrice. Invarijantnost traga u odnosu na komutacijooaipktu matrica je vano svojstvo
koje tragcCini privlacnim kako u teoretskim razmatranjima tako i u prékitm numertkim
primjenama.

Zadaci9.4 1. Nekasu

1 3 -1
A=10 4 1
1

21 -1
11 0
11 3

Y B: Y C:

-1 2

3 0 1
1 -2 3 |.

IzraCunajtetrag(A), trag(B), trag(A + B), trag(2A — 3B + 4C).

2. Koriste&Ei matrice iz prvog zadatka, iz€anajte:trag(AB), trag(BA), trag(ABC),
trag(C AB), trag(BC'A).

3. Koristei matrice iz prvog zadatka, izéanajte: trag(A”A), trag(AAT) i

[AI* =32, ;a3
a) lzratunajte:
1 —2 T T 2
trag(a* a), trag(aa”’ ), ||a||3.
S| -1 7 | 3| b) lzratunajte:
1 2 V/trag(67b), /trag(b67),
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Vet smo spomenuli da je trag matrice linearni funkcional natmeskom prostoru matrica
R™ ™. Na vektorskom prostorR™ mozemo definirati jedan kvadr&ti funkcional.

Ako je A € R™ ™ simetrtna matrica, onda funkcijg, : R” — R,
qa(z) =2"Az, ze€R",

nazivamokvadratna forma.

lako je g4 (x) dobro definiran za proizvoljnu kvadratnu matridy on ima lijepa svojstva tek
ako je A simetrtna matrica.

Za simetrénu matricuAd kazemo da jgozitivno semidefinitna ako vrijedi
xTAx >0 zasvakic € R".

Ako vrijedi
tPAx >0 zasvakic € R", r #0,

onda k&emo da jed pozitivno definitna matrica.

Dakle za simetiinu pozitivnho semidefinitnu (pozitivno definitnu) matridwrijedi g4(x) > 0
za svakar (ga(x) > 0za svakar # 0).

Propozicija 9.5 Svaka pozitivho definitha simedina matrica ima puni rang,
tj. regularna je matrica.

Dokaz. Neka jeA pozitivho definitna matrica. Kad bi bilo( A) < n, onda bi jednakba
Az = 0 imala barem jedno rigenjex, # 0, pa bi bilo

za Azg = 230 =0.

To je u suprotnosti sa definicijom pozitivno definitne madripa zakljéujemo da rang
matrice ne mae biti manji odn.

Propozicija 9.6 Neka jeB € R™*",

(i) Matrice BT B € R™" i BBT ¢ R™*™ su pozitivno semidefinitne.

(i) Ako je B punog stupanog ranga, onda j&3” B € R™"*" pozitivno definitna ma
trica.

(iii) Ako je B punog re€anog ranga, onda j& BT € R™*™ pozitivno definitna matrica.
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Dokaz*. (i) Iz svojstava transponiranja matrica dobivamo

(B'B)YY = BY(B")' =B"B,
(BBT)T _ (BT)TBT:BBT

pasuBTB i BBT simetritne matrice. Takogh vrijedi

" BBz = (Bz)" (Bx) = |Bz|* > 0 zasvakir € R",
v"BBTr = (BT2)" (BTz) = |BTz||*> > 0 zasvakiz € R™.

(i) Ako je matricaB punog stupanog ranga, onda jednash Bx = 0 ima samo trivijalno
rjieSenjex = 0. Dakle,x # 0 povleCi Bx # 0, pa je

2" BT"Bx = |Bz|* >0 zasvakir € R", x #0.

(iii) Ako je B punog refanog ranga, onda jB” punog stupanog ranga, pa jednziol
BTz = 0 ima samo trivijalno rij§enjex = 0. Dakle,x # 0 povlati BTz # 0, pa je

e"BBYy = |BTx||* >0 zasvakir € R™, x #0.

Primjedba 9.7 Moze se pokazati, da za svaku pozitivno semidefinitnu matrigastoji
kvadratna matricaB, takva da jeA = BT B. Pritom je B regularna ako i samo ako
je takvaA. Matrica B opcenito nije jedinstvena, ali uz neke uvjete jest. Matri¢ae
maze odabrati gornjom ili donjom trokutastom i u tom&hju je B jedinstveno odreeha
uvjetom regularnosti matricd i pozitivnagtu dijagonalnih elemenata of.

Ortogonalne matrice

Promotrimo sada matria@ koje istovremeno zadovoljavaju jedridm

Q'Q =1 (9:3)
QT = 1. (9.4)

Iz jednadbe (9.3) slijedi da j&)7 lijevi inverz od ), a iz jednadbe (9.4) slijedi da je)”
desni inverz od). Poma@u propozicije 8.3 zakljtujemo da j&) nuzno kvadratna i regularna.
Pritom je lijevi inverz istosto i desni inverz i to je Einverz matrice. Dakle j©” inverz od
Q.

Matrice koje zadovoljavaju (9.3) imaju vrlo ¥aa svojstva, pa nose i poseban naziv.
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Kvadratna matric#) za koju vrijediQ” @ = I naziva seortogonalna matrica.

Ako je () ortogonalna prema gornjoj definiciji, tada zbog propoei@j2(ii) zakljitujemo da
r(Q) = n. Kako je@ kvadratna, vrijedin = n = r(Q), pa je regularna. Stoga je lijevi
inverzQ” ujedno inverz@? = Q~'. Stoga takodr vrijedi i relacija (9.4). Time je pokazano
daq iz definicije zadovoljava oba uvjeta (9.3) i (9.4).

Koristeti iste argumente, u zadnjoj definiciji smo umjesto uvjet8)nogli koristiti uvjet
(9.4).

Skup svih ortogonalnih matrica redaCini multiplikativhu grupu koja je podgrupa grupe
regularnin matrica. To se odmah vidi j&r;' = QT i Q,' = QY povilate (Q:Q,)™! =
Q107" = QYQT = (Q,Q,)", pa ortogonalnost 0@, i ), povlati ortogonalnost od pro-
dUktanQQ.

Propozicija 9.8 Za ortogonalne matric€) vrijedi
1Qz|| = =],

tj. ortogonalne matriceCuvaju duljinu vektora Ortogonalne matrice su jedine
kvadratne matrice koje posjeduju to svojstvo.

Dokaz. Neka je() ortogonalna matrica. Tada je
1Qz]* = (Q2)" (Qz) = 2" Q" Qu = 2" [z = 2’z = ||z|°.

Time je dokazano da ortogonalne matrice posjeduju danatsj
Za dokaz zadnje tvrdnje koristi se tvrdnja iz primjedbe & ga izostavljamo.

Prisjetimo se definicije kuta izmediva vektora:

(| y)
iyl *

cosf = r#0,y#0,0<60<m.

Propozicija 9.9 Ako je () ortogonalna matrica, onda je kut izmedektoraQz i Qy
jednak kutu izmadvektoraz i y, tj. ortogonalne matrice Cuvaju kut medu vektorima.

Dokaz. Imamo

Qz|Qy) 2"QTQy 'y (z]y)

Q= 1Qyll — ll=l iyl Nl iyl =l vl

Buditi da se kut izmed dvaju vektora uvijek nalazi u intervalQ, 7|, tvrdnja je dokazana.
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Obrat propozicije openito ne vrijedi.
.. . .| cosf —sind
Posebno su ziiajne ortogonalne matrice tiga .
sinfl  cosf
kanonski vektore; i e; u ravnini odre@noj vektorimae; i e; oko ishodsta, za kut) u pozi-
tivnom smijeru. Zato se matrice tog oblika zovu matrice riggacR? za kuto.
Slicno,

Ciji stupci su zarotirani

1 0 0 cos@ 0 —sinf cos@ —sinf 0
0 cosf —sinf | 0 1 0 , sinf cosf O
0 sinf cosf sin@ 0 cosf 0 0 1

su ortogonalne matrice ravninskih rotacij@®d koje rotiraju vektore u ravninama odeaim
kanonskim vektorimas,, ez, odnosnae,, e3, odnosncey, e;. Ortogonalne matrice imaju $o
jedno vano svojstvo. Njihovi stupci i retatine ortonormirane baze prostdié i R'*".

Propozicija 9.10 Neka su
Q:[fh qQ ... Qn} Q=

stutana i retana particija kvadratne matric€). Tada je( ortogonalna ako i samo
vrijedi

@lg)=da=206 i (@&|G)=4q=>0y,
tj. ako i samo ako ima ortonormirane retke i stupce. U zadmglgciji, J;; je Kroneckerova
deltakoja ima vrijednost ako je: = j i nulu ako je: # j.

Dokaz. Uotimo da jeQ”Q = I ekvivalentno §Q*Q);; = d;; gdje jed;; Kroneckerova
delta. Jer je

(QTQ)U - e’LTQTer - (Qei)T<er) = qZ'TQja Z?j € {17 cee 7n}7

QTQ = I je ekvivalentno s;/¢; = 4;;. Drugim rije€imaQ”Q = I je ekvivalentno s
tvrdnjom da@) ima ortonormirane stupce.

Na slni n&in se pokae da jeQQ” = I ekvivalentno sj! ¢; = ¢;; odnosno s tvrdnjon
da( ima ortonormirane retke.

o

Zakljucujemo dap zadovoljava obje relacij®’@Q = I'i QQT = I ako i samo ako ima
ortonormirane stupce i retke.

Sljedeta klasa ortogonalnih matrica je u bliskoj vezi sa permiaata skupa,, = {1,2,... ,n}.



154 POGLAVLJE 9. OSNOVNE KLASE MATRICA

Matricapermutacije je matricaCiji elementi su nule ili jedinice i koja u svakom retku j u
svakom stupcu ima tmo jednu jedinicu.

Iz definicije odmah slijedi da je svaka matrica permutacijadcatna. Skup svih matrica per-
mutacija reda ozn&it cemo sP,,. Kako svaka matrica permutacije ima ortonormirane stupce
i retke, P,, je podskup skupa ortogonalnih matrica. Specijalno, maidd,, su regularne.
Moze se pokazati da skup, Cini grupu koja je podgrupa grupe ortogonalnih matrica.

Zadaci 9.11
1. Nadte vrijednosti odz i y tako da@) = { 425 325 } bude ortogonalna.

Uputa: Postoje dva rjgenja.

2. Neka je) proizvoljna ortogonalna matrica reda dvaiji je prvi red [a b]. Pok&ite
daje tadaa® + b? = 1i

a b - a b
Q:{b _a} ili Q:[_b a}.
3. Neka je) ortogonalna matrica reda Cija su prva dva reda multipli vektora
wy =[111]iu =101 —1].

(a) Odredite retke od) ako su oba multipla pozitivna.
(b) Odredite tr&i redak odQ i ispiSite ) ako jegs; > 0.
(b) Provjerite ortonormiranost redaka i stupaca d

4. NapBite sve matrice permutacije reda dva. Koliko ih ima?

5. NapBite sve matrice permutacije reda tri. Koliko ih ima?




Poglavlje 10

Determinante

Determinanta kvadratne matrice jezeam pojam u linearnoj algebri. Determinanta imaevi
vaznih svojstava i njicemo dokazati u ovoj lekciji. Posebno zanimljivo svojsteodia se
komponente rjgenja sustava linearnih jedridail s regularnom matricom mogu elegantno iz-
raziti pomau kvocijenata odrezhih determinanti. Upravo zato su determinante krogialo
prethodile matricama. Danas je njihova upotreba igkljo vezana uz mattnu teoriju. Na-
ime, ne postoje jednostavni i relativndto algoritmi za numeiiko ra&unanje determinante.

Prije samog definiranja determinante, trebamo se upozaaissovnim svojstvima per-
mutacija.

10.1 Permutacije

Neka jeN,, neki kon&an skup och elemenataPermutacija p skupalV, je svaka bijek:
cija skupal,, na sebe. Skup svih permutacija skugaozna&avamo sal(N,,).

Radi jednostavnosti razmatranja, umjesto sa@mpskupomV,, raditéemo sa sa skupom

S,=41,2,...,n}.

Pritom¢emoll(S,,) krace oznéiti s I1,,. Permutaciju skup&,, prikazujemo oznakom

2= (o) o0 . oty )

gdje su u prvom redu nanizane vrijednosti skiSpdnajceste u rastéem poretku), a u drugom
redu pripadne vrijednosti permutacjjeNa primjer, ako jex = 5, imamos,, = {1,2,3,4,5}
[
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12345
p‘(5 31 2 4> (10.1)

je jedna permutacija. Na pitanje koliko ima takovih pernsygaodgovara

Propozicija 10.1 SkupIl,, iman! =1-2-...-n elemenata. \

e Inverzija u permutacijip je svaki pat(p(i), p(j)) za koji vrijedip(i) > p(j)
kad jei < j.

e I(p) je ukupnibroj inverzija u permutacijip.
e Permutacijg je parna (neparna) ako je/(p) paran (neparan) broj.

e Parnostje funkcijar : I, — {—1,1}, 7(p) = (—1)!®,

Parnost se mie definirati i poméu algebarskog izraza.

m(p) = H w, n > 2. (10.2)

1<i<j<n

Primijetimo da za svaki par brojeva, j), 1 <i < j < n, izrazj — ¢ dolazi t&€no jednom u
nazivniku izraza (10.2), a u brojniku dolaztimo jedan od izraza— i ili ¢ — 7, pa je rezultat
zaista u skupg—1, 1}. Nazivnik je kao produkt pozitivnih brojeva uvijek poziim (i jednak
(n—1)!- (n—2)!--2!), dok u brojniku ima onoliko negativnih cijelih brojeva kilje broj
inverzija u permutacijp.

Primjer 10.2 Neka jep kao u relaciji (10.1). Tada jé(p) = 6, jer postojiSest inverzija
(5,3), (5,1), (5,2), (5,4), (3,1) i (3,2). Dakle jep parna permutacija ir(p) = (—1)° =
1. Do istog rezultata se dolazi k&tenjem formule (10.2). Ako npr. faktore u produktu
uredimo tako da prvg ima vrijednost2, zatim3, pa4 i na kraju 5, doki uvijek raste od
1doj — 1, dobijemo

_3-5 (1-5)(1-3) (2-5)(2-3)(2-1)
™) = 31 BoNGo2 @E-)E—2)a—3)
(4-5(@-3)(4d-1)(4-2)
5-1)(5-2)(5-3)(5—14)
=2 (4-(=2) (=3)-(=1)-1 (=1)-1-3-2
-1 2.1  3.2-1 4-3-2-1
= (-1)°=1.
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Produkt permutacija definiramo kao kompoziciju funkcija. Ako sptg € 11,
tada je produky o p definiran relacijom

(gop)(i) = q(p(i), 1<i<n.

Primjer 10.3 Neka jep permutacija iz relacije (10.1) i neka je< I1,, permutacija
za koju vrijedig(i) =n+ 1 — 1. Tada je

45\ (1

2 4 ) \1

(1 45\ (1
°pP =\ 5 2 1 5
(1 45\ (1 45\ (1
peqd =1\ 5 2 4 5 2 1) \4

pa vidimo dac opcenito nije komutativna operacija.

W N =N
—_ W W W
=N W N
wW W = W
DN W N
= W Ot W
W =

N Ot

N

Kompozicija dviju bijekcija je opet bijekcija, pa je zatogolukt permutacija opet permutacija.
Produkt je definiran za svaki par permutacija. Svojstvo igsnmosti slijedi iz asocijativnosti
kompozicije funkcija. Neutralni elememrtu skupu permutacija ima svojstvao p = p i

p o e = p za svaku permutacijp iz II,,. Neutralni element je oCito definiran s(i) = i za
svel < i < n. Inverzna permutacija permutacjjau oznacip~! je ona permutacija koja ima
svojstvaipop~! = eip~!op = e. Lako se provjeri da je inverzna permutacija permutacije
dana izrazom

<p(11) p(22) ) >_1 = (p(11) p2) p(;:) ) (10.3)

Zbog lakseg prepoznavanja inverzne permutacijezermo istovremeno “isprestdi” gornji i
donji red prikaza permutacije na desnoj strani jednakdsti3), tako da prvi red postane2
- n. Npr. zap iz relacije (10.1) imamo
)
e

L (531 24\
P-=\19345)7

Skup permutacijal,, zajedno s operacijom, zbog spomenutih svojsta¢ii alge-
barsku strukturu koja se nazigaupa. Kako je operacija@ mnazenje permutacija
(IL,,, o) je multiplikativna grupa .

1 2 3 4
34 2 5

Za proizvoljnu permutacijy € I1,, definiramo skupove
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poll, = {¢; g=pos, sell,},
Hyop = {¢ g=s0p, sell,}.

Jer jell,, grupa, mde se jednostavno pokazati da vrijedi

poll, =1I,0p=1I, za svakg € 1I1,,. (10.4)

Relaciju (10.4)emocesto koristiti jer se ona nZe ovako interpretirati:
ako ¢ prolazi cijelim skupom II,,, isto¢ineipo qi gop.

Promotrimo sada specijalne permutacije

koje zovemaranspozicije ili zamjene Za njih vrijedip;; o p;; = e, paje

p; =Dij, Zasvei<j. (10.5)

Postavlja se pitanje kako se funkcija parnost fanaodnosu na operaciju uzimanja inverzne
permutacije i na mngenje permutacije transpozicijom.

Propozicija 10.4 Neka jep € II,,. Tada vrijedi
() m(p~") = 7(p)

(i) m(popy) = —7(p)

(iii) m(pij o p) = —m(p)

Matrice permutacije

Permutacije su u bliskoj vezi sa vrlo specijalnim ortogoiral matricama koje smo upoznali
pod imenom matrice permutacije. Doista, svakoj permutacig II,, mozemo pridriiti
matricu permutacijé® formulom

Pe; = ey, 1<i<n. (10.6)




10.2. DETERMINANTE: OSNOVNA SVOJSTVA 159

Relacijom (10.6) definirano je preslikavanje: 11,, — P,,, takvo da je7 (p) = P.

Primjer 10.5 Neka jep € 115 iz relacije (10.1). Tada je

00100 00001
00010 00100
Jp)=[0 1000, JpH=|10000
00001 01000
10000 00010

MoZze se pokazati da preslikavanjeima lijepa svojstva: ono je bijekcija i zadovoljava

J(qop)=T(q)T(p) zasvep,qell,. (10.7)

Svojstvo (10.7) je toliko jako da omoguje dokazati da skup,, zajedno s operacijom maenja
matricacini grupu. Preslikavanjg/ je tzv. izomorfizam grupall,,o) i (P,,-), pa te dvije
grupe imaju skina svojstva.

Koju ulogu u matenom r&unu imaju matrice permutacije? Neka za matiité) € P,
vrijedi P = J(p) i @ = J(q). Promotrimo elemente matric¢ = P" AQ. Za element;
matrice A’ vrijedi

~

a; = e Alej= el (PTAQ)e; = (¢] PT)A(Qe;)
= (Pei)" A(Qe)) = eppyAeqy) = apigi)-  (10.8)

Specijalno, ako j&) = I, i-ti redak odPT A je p(i)-ti redak odA. Dakle, retci odP’ A su
ispermutirani (permutacijorp) retci od A. Ako je P = I, j-ti stupac 0dAQ je ¢(j)-ti stupac
od A. Dakle, stupci odA@ su ispermutirani (permutacijor) stupci odA. Ako je P = @,
tada vrijedia;; = a,u)(;), pa je dijagonala od!’ (gledana kao niz brojeva) ispermutirana
(permutacijony) dijagonala odA.

10.2 Determinante: osnovna svojstva

U ovom dijelu definiramo determinantu matrice i dokazujerjeana osnovna svojstva.

Definicija 10.6 Determinantamatrice A = (a;;) € M, je skalar

det(A) = Y m(p)asp(1)a2p(2)03p(3)  ** Anp(n) -
pGHn

Determinantalet(A) je redan ako je A redan.
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Umjestodet(A) joS se koristi oznakdet A, |A| ili

ayp - Qip

Qp1 - Qnpn

Slicno kao kod matrice, govoritemo o elementima, recima, stupcima i dijagonali determi-
nante. U@imo da se u svakofflanu sume nalazi po jedan element iz svakog stupca i po jedan
element iz svakog retka matrice. Stoga, (€aju jedintne matrice, oa! clanova sume, samo
jedan je razftit od nule,

Definicija 10.6 je matematki jasna, ali je za r@unanje determinante redadceg) od tri prakitki
neupotrebljiva. Naime, brd@jlanova u sumi, pa zato i brojéanskih operacija, strahovito brzo
raste s obzirom na.

Primjer 10.7 IzraCunajte broj operacija potrebnih za €éananje determinante redg na
osnovu definicije 10.6. Pretpostavite diet(A) raCunate na brzom gunalu koje izviava
jednu operaciju mnkenja za jednu miljarditinku sekunde. Koliko vremena jegioto za
raCunanje determinante redd, 20, 30, 50 100 ?

RjeSenje Na r&unalu je operacija mrdenja nekoliko puta sporija od operacije zbra-
janja ili oduzimanja. U formuli za determinantu imaputa vie operacija mrnienja od
operacija zbrajanja. Zato raemo zanemariti aditivne operacije. Prema formuli iz defini
cije 10.6, a na bazi propozicije 10.1, postoji ukupri@ribrojnika, a svaki je produkt od
faktora. Za produkt od faktora trebar — 1 mnazenje, pa ukupno imep(n) = (n—1)-n!
operacija mngenja. U sljedeoj tabeli izr&unati su za dane vrijednosti od brojevi
op(n) = (n — 1) - n! i pripadna vremena:(n) u sekundamaT'(n) u godinama.

D [ o) i) T(n)

10 | 3.26592 - 1097 | 3.26592 - 10792 | 1.0349 - 1079
20 | 4.62251 - 10°1° | 4.62251 - 10%19 | 1.4648 - 10903
30 | 7.69233 - 10933 | 7.69233 - 10°2* | 2.4376 - 10°'7
50 | 1.49029 - 10966 | 1.49029 - 107 | 4.7224 - 10949
100 | 9.23929 - 10 | 9.23930 - 1050 | 2.9277 - 1043

Vidimo da bi ve€ zan = 30 racunali viSe nego desetak milijuna putazduod procijenjen
starosti svemira, od velikog praska do danas!

D

Za vecen je najbolje r&unati determinantu koristeelementarne transformacije nad retcima
ili stupcima, ali prije toga moramo otkriti osnovna svogtieterminante da bismo vidjeli kako
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se ona mijenja kad se na matricu primijenjuju elementareeamije. Na krajicemo vidjeti da
korisStenjem Gaussove metode eliminacija s parcijalnim piaojem maemo determinantu
izratunati pom@u priblizno n3/3 operacija mndenja. Zan = 1000 to zna&i oko 10°/3
mnazenja ili na brzom réunalu iz primjera 10.7, za oko fimu sekunde.

Prvocemo odrediti izraze za determinante rédes.

Primjer 10.8 Neka je
a b
A= { o b } |
SkuplIl; svih permutacija skup&,, sastoji se samo iz dviju permutacija:
1 2 . 1 2
PP=\lq19) " P71 91 )
Pritom je &ito 7(p;) = 1, 7(p2) = —1. Prema definiciji 10.6, imamo

det A = a11Q22 — Q1291 = ad — be.

Primjer 10.9 Neka je
aj; a2 Aas
A= | an axn a
az1 G32 0G33

Skupll; se sastoji odest permutacija:

(123 (1 2 3 (12 3
P11 = 1237]72—2317]73—3127
(123 (12 3 (123
P = {1 39) PP={913) P=13 21

Pritom supy, p2, p3 parne, apy, ps, pg Neparne permutacije, pa je

det(A) = ay1aas3 + a12a23a31 + A13021a32
—@11023A32 — 12021033 — A31A22013 .
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Ovaj izraztemo najlake upamtiti ako determinanti (ili matrici) naddpmo j& jednom
prvi i drugi stupac s desne strane

11 Aiz2 Q13 | @11 A12
Q21 Qg2 Q23 | 21 A22
a31 a3z aszz | azr asz

i onda zbrojimo produkte elemenata od tri dijagonale u smjeri od te vrijednost
oduzmemo sumu produkata elemenata od tri dijagonale u smjerpa Taj postupak se
nazivaSarrusovo pravilo.

Propozicija 10.10 Vrijedi

det(AT) = det(A).

Dokaz*. U matrici A", na mjestu(i, j) nalazi sea;;. Stoga po definiciji determinante
imamo

det(AT) = > m(D)ap(118p2)28p()3 - Cprn -

peH’!L

Zato jer vrijedi

(G Ll S ) Y (A A i B

m(p) = m(p~') i komutativhost mnienja skalara, imamo

(D) ap(1)10p(2)20p(3)3 * * * Apny = T(P ™) A1p=1(1) A2p1(2) A3p=1(3) * * * Ap—1(n) -

Dakle je

det(AT) = Y m(p™M)arp-1 ()02 1(2)@3p1(3) - Anp-i(m) -
pelly

Jer je(I1,,, o) grupa, kadp prolazi skupomil,,, p~* takoter prolazi skuponil,. Stoga
pisSwti ¢ = p~—*t, dobivamo

det(AT) = Y m(9)a11)02)03(3) *** Gng(n) = det(A).

q€lly,

Propozicija 10.10 je vrlo \na jerce nam omoggiti da neke tvrdnje u vezi determinante, u
kojima sudjeluju retci (stupci), jednostavno reformutira u istovjetne tvrdnje u kojima su-
djeluju stupci (retci) determinante. Prvi takav&ijinastupa u sljedej propoziciji. Obratite
paznju na zadnju relaciju u dokazu.
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Propozicija 10.11 Ako u determinanti zamijenimo dva retka (stupca), ona mije-
nja predznak.

D

Dokaz*. Dokaz provodimo za stupce, a za retke onda dokazujemo @om@thodne
propozicije.

Pretpostavimo da smo u matrigdi zamijenili stupcea; i a; i tako dobili matricud =
(Gy). Tada jed = Al;, gdje jel;; matrica transpozicije za koju vrijedjje, = e, x)-
1 < k < n. Stoga po relaciji (10.8), vrijedi,; = a,,,;), pa je

Qrp(r) = Qrps; (p(r) = Or,(pijop)(r) = Grqr) ZASVAKAL <1 < m,

pri Cemu jeg = p;;op nova permutacija. Pritom zbog relacije (10.5) i propoeidip.4(iii)
vrijedi

7(q) = 7(pij o p) = —7(p).
Relacija (10.4) garantira d& ¢ prolaziti kroz cijeli skupll,,, ako to€ini p. Stoga vrijedi

det(A) = ZW(P)fl1p(1)5l2p(2)"'dnp(n)

pelly

= > (—7(9))a101)024(2) * - - Ongim)

q€ll,

= —det(A). (10.10)

Dokaz za retke koristi tvrdnju za stupce, propoziciju 10.%0netriCcnost matrice trans
pozicije,

det([,]A) = det((]wA)T) = det(ATIU) = — det(AT) = — det(A)

Korolar 10.12 Determinanta s dva jednaka retka ili stupca, ima vrijednnﬂa.\

Dokaz. Zamjenom dva jednaka retka ili stupca, matrica se ne naijgm zato i njena
determinanta ostaje ista. S druge strane, prema propd#icijl, zamjenom dva retka |li
stupca, determinanta mijenja predznak. Stoga mora wiijéeli(A) = — det(A), pa je
det(A) = 0.

Propozicija 10.13 Ako se jedan redak (stupac) determinante pamekalarom
«, cijela determinanta se méos a.

Dokaz*. Ako A nastaje izA mnazenjemi-tog retka sav,

A= DZ<OL)A >

tada vrijedi
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pell,
p€lly

pElly,

= adet(A).

matriceD;(«),

= adet(AT) = adet(A).

det(A) = Z W(p)dlp(l) co dzp(z) to anp(n)
= Y m(P)arp) - (0ipE) - gy

= o) m(p)aip) - Gip(s) * Inpl)

Tvrdnja za stupce slijedi uz poragropozicije 10.10, tvrdnje za retke i simémbsti

det(AD;(a)) = det((AD;(a))") = det(D] (a)AT) = det(D;(a) AT)

jednost je nula.

Korolar 10.14 Ako determinanta ima jedan nul-redak ili nul-stupac, njema

Dokaz. U prethodnoj propoziciji treba uzeti = 0.

Specijalno, propozicija 10.13 implicira

det(C) = det(A) + det(B).

det(awA) = o™ det(A), A€R™™.  (10.11)
Propozicija 10.15 Neka su
A = [al,...ai_l, (li,(li+1,...,(ln],
B = [CL17...CL,L',1, bi,aiﬂ,...,an] i
O = [al,...ai_l,ai+bi,ai+1,...,an]

stugtane particije kvadratnih matrica, B i C, respektivho. Tada vrijedi
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Dokaz'. Sjetimo se da je za svaku permutagij& 11,,,

Jerjep = (p~1)~t, imamo

() @) . )\ (1 2 e n
p—( 1 2 n )_<p(1) p(g) p(n))'
Takotkr jer(p) = w(p~'). Stoga je

7T(p>clp(1) * Cpp(n) = 7"-(p_l>cz)*1(1),1 o Cp=1(d) it Cp—1l(n),n-

Ozn&imo elemente matrical = (a,¢), B = (b.), C = (¢y¢). lzuzev ui-tom stupcu
elementi matricad, B i C' na istim pozicijama, su jednaki. Stoga za svaku permut
p € 11, vrijedi
ﬂ-(p)clp(l) o Cppn) = 71-(p)a]fl(l),l T Cp=1(d)i  t Ap—l(n)n
= m(P)ap-1),1 - (Ap=1(0)5 T bp=1()4) * ** Gp=1(m)m

= T(P)ap-11),1 " p-1(3)i * " * Gp-1(m)m
+7(p)ap-1(1),1 *** p=1i)i ** * Gp-1(m).m
= 7T(p)awp) * Gip() ** * Onp(n)

+7T(P)alp(1) <+ Dip(a) =+ * Gnp(n)
odakle, uzimanjem sume po odmah slijedi

det(C') = det(A) + det(B) .

aciju
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Korolar 10.16 Ako su

- T A - T A - T A
ay aj aj
T T T
a;_q a;_q a;_q
A=| a |, B=| b |, C=|a +b |,
T T T
Qjtq Qi1 Qi1
T T T
L an - - an - - a“n -

retCane particije kvadratnih matrica, B i C, respektivno, tada vrijedi

det(C) = det(A) + det(B).

Dokaz. Koristeti propozicije 10.10i 10.15 dobijemo

det(C) = det(C") = det(A”) + det(B”) = det(A) + det(B).

Propozicija 10.17 Ako jednom retku (stupcu) determinante dodamo neki drutzik
(stupac) pomngen proizvoljnim skalarom, determinanta matrice se nenjaje

Dokaz. Ako matricaA nastaje iz4 tako dai-tom stupcu dodamg-ti stupac pomnben
S«a, ondaje

A=lay,...,a; +aa;j,...,a;5...a4,].

Prema propoziciji 10.15]et(A) se mde napisati kao zbroj dviju determinanti, a ondz
jos iskoristi propozicija 10.13,

det(A) = det(A) + adet([ar, ..., a5 ..., a; ... an])
= det(4A)+a-0
= det(A4).
Ako se:-ti stupac dodajg-tom stupcu, tada je
A= a1, ..., i ..., 00, +aj,..., a5,

a dokaz koristi isti obrazac.

Dokaz za retke se sprovodi na istiGima koriste€i korolar 10.16 umjesto propoz

cije 10.15, a lako se dobije i iz tvrdnje za stupce uz pomppozicije 10.10.

POGLAVLJE 10. DETERMINANTE

A Se
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Sljedeti teorem saima gotovo sve dosaéaje rezultate.

Teorem 10.18 Neka jeA proizvoljna kvadratna matrica i neka jg matrica ele-
mentarne transformacije. Tada je

det(EA) = det(E) det(A) = det(AE) . (10.12)

Dokaz. Za F postoje tri mog@nosti.

L. 18 = Nakon zamjené-tog i j-tog retka, odnosno stupca matrige prema
propoziciji 10.11, vrijedi

Uzimanjem jedintne matrice umjestod i koriStenjem relacije (10.9), dobivamo
det(l;;) = —1, paje (10.12) pokazano.

2. E = D;(«). U ovom sli£aju je prema propoziciji 10.13,
det(D;(a)A) = adet(A), det(AD;(a)) = adet(A).

ZamijenjujCi A sal, i koriStenjem relacije (10.9), odmah dobivawte (D;(«)) = «, pa
(10.12) vrijedi i u ovom slaaju.

3. FE=M(a)ili E = Mg;(oz). Sada je prema propoziciji 10.17,

det(M;j(a)A) = det(A) = det(AM,;(a))
det(M;;(a)A) = det(A) = det(AM] ().

Zamijenjujiti opet A sa I,,, dobivamodet(M;;(a)) = 1 = det(M](a)), pa i u ovom
slucaju vrijedi (10.12).

U dokazu teorema 10.18 pokazali smo da za elementarnu métree R™*™ vrijedi

-1, akojeE =1I;
det(F) =< a, akojeFE = D;(«a) (10.13)
1, akojeE = M(a)ili E= M (a)

pa zakljlujemo da su determinante elementarnih matricadiézlod nule. Kako su elemen-
tarne matrice nesingularne, postavlja se pitanje imajelresingularne matrice determinantu
razliCitu od nule.
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Korolar 10.19 Kvadratna matricaA je regularna ako i samo ako jéet(A) # 0.

Dokaz. Za svaku matricuA postoji kon&ni niz elementarnih matricd’, - - - , E;
(svotenje na reduciranu formu), takvih da je

Ap=E,---EA.

Pritom je Ay (rettana) reducirana forma odl. Po teoremu 10.18 vrijedi

[oh

det(Ag) et(Ey(Ex_1--- F1A))

= det(Ek)det(Ek 1(Ex—2--- E1A))

= det(Ey) det(Eg_q1)det(Ey_o--- E1A) =
(En) det(

= det(E))det(Es) - - - det(Ey) det(A).
Kako su svelet(E;) # 0, zakllEujemo da jelet(Ag) = ydet(A), v # 0. Stoga je
det(Agr) # 0 akoisamo ako jedet(A) # 0. (10.14)

Po definiciji, A je nesingularna (singularna) akbima (nema) puni rang. Kako je re-
ducirana forma o4, Ay takoter kvadratna, postoje dvije moguosti: ili je Ap = I,
ili Az ima zadniji redak sastavljen od samih nula. Determinaniaijgte matrice je, a
determinanta matrice sa nul-retkom(je Dakle, A je regularna (singularna) ako i samo
ako jedet(Ag) = 1 (det(Ag) = 0), a to je zbog (10.14), ako i samo akodet(A) # 0
(det(A) = 0).

Sljedeci vazan teorem odnosise na determinantu produkta matrica. aepje da se deter-
minanta lijepo ponga, prema produktu (kvadratnih) matrica, onako kako seofjajmmazemo
nadati.

Teorem 10.20 (Binet-Cauchy)Za kvadratne matricel i B vrijedi

det(AB) = det(A) det(B). (10.15)
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Dokaz. Ako je barem jedna od matrica singularna, tada je i proddkt singularna
matrica (vidi zadatak 8 na str. 145), pa (10.15) vrijedi sam# na svakoj strani jednakosti.
Ako suA i B obje regularne, onda postoje elementarne matfrice. ., £ i Fy, ..., F,,,
takvedajed = E,--- Ey i B = Fy--- F,,. Naisti n&in kao u korolaru 10.19 pokea se
daje

det(A) = det(Ey)---det(Ey) 1 det(B) = det(Fy)---det(Fy,).

Koristeti teorem 10.18 i zadnju relaciju dobije se

det(AB) = det((E1Ey--- Eg)(Fy---Fy))

= det(E(Ey--- ExFy -+ Fy))
= det(E) det(EQ(Eg “EpFy--Fp)) =+
= det(FEy)det(Ey) ---det(Ey) det(Fy) - - - det(F},)
= [det(E))---det(Ey)] [det(Fy) - - - det(Fy,)]
= det(A)det(B).

10.3 Razvoj determinante po retcima i stupcima

Kaosto smo vidjeli, réunanje determinante &eg reda pomtu formule iz definicije je prakéki
nemog@e. U ovom dijelultemo dokazati rezultat koji to €éananje znatno oldava.

Neka jeA € R™". SaAf; € R(~Dx(»=1) temo oznéiti podmatricu 0dA koja nastaje
izbacivanjem njenog-tog retka ij-tog stupca. Npr. ako je

ail c. aij—1 ay; Qa1,j+1 500 A1n
A;—11 .- @Qi—15-1 @i—15 Gi—14541 --- Gi—1n
A= Qi1 500 Qg 5—1 Qg5 Qg 5+1 000 Ain 7
@ir11 - Aip15-1 G415 Q4141 - - Qigln
L GQn1 5oa Qp,j—1 Qpj Ap j+1 soc Apn |

onda je
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aiq 5oc ay j—1 a1,5+1 oo A1p
AC — A;—11 --- @Gi—15-1 Gi—1454+1 --- Ai—1n
K Ait11 - Giglj—1 Gitlj+1 --- Gitin
| Qn1 000 Ap j—1 Qp j+1 500 Ann |

Definicija 10.21 Minora elementaz;; matrice A € R™*" je determinanta matricels;,
koja nastaje izA izbacivanjemi-tog retka ij-tog stupca.Algebarski komplement ili

kofaktor elementa,; je skalar(—1)"" det(AS;).

Dakle algebarski komplement se razlikuje od odgovamjminore tek u faktorg—1)"*7, tj.
eventualno do na predznak.

Lema 10.22 Ako za elemente prvog retka matridec R™*" vrijedi
a;; =0, 2<j<n

ondaje
det(A) = aq det(Af,).

Dokaz'. U definiciji determinante matric4,

det(A) = Y m(p)a1p()@ap(2)a3p(3) - Anpin) -

pell,

svaki Clan sume ima kao faktor jedan element iz prvog retka. Zbggtawna matricu,
preostaju samolanovi sume Kkoji imaju faktoti;, a to su téno oni za koje je(1) = 1.
Prema tome je

det(A) = an Z T(P)A2p(2)@3p(3) * * * Anp(n)
pﬁ)ngl
Svakoj permutacijp € 1I,, koja zadovoljava uvjep(1) = 1 pridruzena je permutacija
na skupy?2,3,...,n},
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Obrnuto, svakoj permutacijpina skupy(2, 3, ..., n}, jednoznéno je pridriena permu
tacijup € II,, formulom
(1 2 ... n )
p= . - -
1 p2) ... p(n)

Parnost ogh jednaka je parnosti og jer svaka inverzija @ zn&i i odgovaraj@u inverziju
up, asdruge stran@(1),p(j)) = (1,p(y)) nije inverzija ni za jedn@ < j < n. Prema
tome, kadp u sumi prolazi sve permutacije iZ,, za koje vrijedip(1) = 1, pridruzena
p prolazi svim permutacijama na skuga, ..., n} i pritom p ima istu parnost kao p.
Stoga mdemo pisati

det(A) = ai- Y 7(p)asye)asy)  * Gnpn)
p€Elln
p(1)=1

= an - Y m(D)azpe)a55(3) * ** Gnn)

p

= a1 det(Ail) 5

Teorem 10.23Za A € R™", A = (a;;) vrijedi

det(A) =) (—1)"Ha; det(45),, 1<i<n.
J=1
Ovu formulu nazivamaoazvoj determinante poi-tom retku.
Isto tako vrijedi formula

det(A) =Y (—1)™a;det(4S),, 1<j<n

=1

koju nazivamaazvoj determinante po j-tom stupcu.

Dokaz'. Prvo dokazujemo razvoj po retcima. Nekalje< i < n proizvoljan. Polazei
od matriceA i retkai, formiramon novih matricad’, A, ... A" tako da za njihov
retke vrijedi

D

o) [ €7, akojer #i
e A = T . ,
aije;, akojer =i

Dakle, zal < j < n vrijedi:
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a1q oo a1,5—1 ay; a1,5+1 coo A1p
) ai—11 - Qi—15-1 @i—15 @Ai—1541 --- Gi—1n
Ai] = 0 00 o 0 Qi 0 o0 o 0
@it11 - Ait15-1 G415 Qig15+1 - -+ Gl
L GQn1 oo o Ay j—1 Apj Qp j+1 oo Ann |

Prema propoziciji 10.15 vrijedi

det(A) = det(AEI)) + det(AZ(?)) 44 det(AZ(”))_

Da bismo odredili vrijednost determinaniet(Agj)), natinimo: — 1 transpoziciju susjed
nih redaka (prva <> i —1, zatimi — 1 <» i —2, pai —2 <> i—3, itd. na krajw2 < 1) kako
bi doveli elementz;; na poziciju(1, j), a zatim n&inimo j — 1 transpoziciju susjednih
stupaca (prvg <> j — 1, paj — 1 < j — 2, itd., na kraji2 <+ 1) da bi doveli polazni;
na poziciju(1, 1). Taj postupak mbemo matgno opisati

/L(j) = liolos - - fz'—qu(j)Ij—lJ e Dozl )

Matrica A" ima oblik
A9 — [% 0" 1

7 / C
ay Aij

gdje je0” nul-redak dimenzije. — 1, aa vektor stupac duljine — 1. Vidimo dafll(.j) za-
dovoljava pretpostavku leme 10.22. Primijenimo determinaa matricu s lijeve i desne
strane jednakosti (10.16). Zatim iskoristimo lemu 10.22legerminantu na lijevoj strani
jednakosti i teorem 10.18 i relaciju (10.13) za determinard desnoj strani jednakosti.
Dobivamo

05 det(Afj) = det(ly2) - -det([i_lﬂ.) det(AZ(j)) det(Ij—l,j) - ~det(I13)
= (=17 det(AP)(~1Y " = (=1)" 7 det (A7)
= (=1)"* det(AY).

Odatle odmah slijedilet(A)) = (—1)"*a;; det(AS;). Kako isti zakljiak vrijedi za
svakoj, razvoj po retku je dokazan. Jer jéproizvoljan prva tvrdnja teorema je doka-
zana.
Razvoj po stupcima se dokazuje na analogr@imakoristenjem korolara 10.16 umjesto
propozicije 10.15 ili direktno ko&tenjem razvoja po retcima o uz koritenje propo
zicije 10.10.
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Korolar 10.24 Determinanta trokutaste matrice jednaka je produktu rjestit
jagonalnih elemenata

Dokaz. Neka jeA € R™"™ donje-trokutasta matrica. Razvojem determinante po pr-
vom retku (ili direktnom primjenom leme 10.22) dobivamiet(A) = aq; det(B;), gdje
je By = Af,. Kako je B, opet donje-trokutasta, razvoj po prvom retku determinante
det(B;) dajedet(A) = ajjas0 det(Bs), gdje jeBy; = (By)§;. Nastavljaji&i postupak lako
dobivamodet(A) = a1 - - - app.
Neka je sadad gornje-trokutasta. Tada ja” donje-trokutasta sa istim dijagonalnim
elementima kao 4, pa uz pomo propozicije 10.10 dobivamo

det(A) = det(AT) = a1y - app -

Racunanje determinante

Vratimo se problemu unanja determinante. Korisiemo metodu Gaussovih eliminacija s
parcijalnim pivotiranjem. Ova metoda koristi samo dvijester elementarnih transformacija:
zamjenu redaka i dodavanje retka porb&eog brojem, drugom retku. Uz pomelementar-
nih matrical,; i M;;, postupak na matrick € R™*™ mozemo opisati relacijom

R = (Mnfl,nln—l,(n—l)’) (Mn72,nMn72,n711n—2,(n—2)’) T
T (Mlan,n—l e M12[11’) A.

Ovdje jeR = A™, M,; = M,i(my), amy, = a/al), r + 1 < i < n su multiplikatori
koji se koriste ur-tom koraku eliminacija kad se pdiavaju elementi-tog stupca od4d("),
koji leze ispod dijagonalnog elementd, . Uzimanjem determinante u zadnjoj jedibdi
koriStenjem teorema 10.18, dobivamo

det(R) = det([nfl,(nfl)/) det([nfg,(nfg)/) tee det(Illl) det(A)

Opcenito je ul,,., v > r,paje

[ -1, akojer’ >r
det(Zrm) = { 1, akojer' =r
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Stoga je

det([n_l’(n_l)/) det([n_z(n_g)/) cee det(IH/) = (-1)0 3

gdje jec broj pravih zamjena redaka u tijeku Gaussovih eliminad{jako po korolaru 10.24,
za gornje-trokutastu matricl = (r;;) vrijedi det(R) = ryy - - - 75, dODili SMO

det(A) = (-1)07”11 o Ton -

Pritom je ukupno potrebno svega ok®/3 operacija mnaenja.

Primjedba 10.25 Kad se metodom Gaussovih eliminacija s parcijalnim pivoijean A
svede na trokutastu matric, kod ra€unanja produktarq; - - - r,,,, na raCunalu, treba
biti oprezan. Posebno kod &g reda matrice, prijeti dobivanje mexkzultata koji pre:
koraCuje najvei ili najmaniji broj prikaziv u ra&€unalu. Npr. ako jex = 80 i ako je prvih40
dijagonalnih elemenata o& jednako0.1, a preostali su jednaki0, tada jery; - - - 780,50
= 1. Ako se produkt rduna od prvog dijagonalnog elementa prema zadnjem, tadase n
kon39 mnazenja dobijer; - - - 74940 = 10~*° broj koji je manji od najmanjeg prikazivag
pozitivnog broja (u tzv. “jednostrukoj preciznosti’) pateetaj produkt, a onda i produkt
svih dijagonalnih elemenata postaje Ako bi produkt r&unali od zadnjeg prema prvam
dijagonalnom elementu, éainalo bi javilo gré&ku zbog prekor@enja najvéeg broja koje
ratunalo prikazuje (jer je40.40730,30 - - - 721,21 = 10%°) i prekinulo bi ra€unanje produkta.
Tom problemu se nze doskoiti na razne n&ine, od kojih je najjednostavniji (iako ne
najbolji) nacin, koristiti formulu

| det(A) [= exp (log(|ru|) + - - - +log(|ranl)) -

Kad Zelimo bez raunala izr&unati determinantu, onda kombinirama&eitehnika od kojih
su nageste: razvoj determinante po pogodnom retku ili stupcu, dadpvretka (ili stupca)
pomna&enog pogodnim brojem drugom retku (stupcu) i Binet-Cauchtgerem.

Primjer 10.26 Neka je

1 1 1 1
Ty To2 T3 T4
V($17x27I3,$4> — 2 2

2 2
Ty Ty T3 Ty
3 .3 .3 .3

Ty Ty T3 Ty
tzv. Vandermondeova determinanta reda Da bismo odredili formulu za njeno
raCunanje, pomrdmo ju s lijeva s detrminantom pogodne matri¢gu( determinantu
lako izratunamo) i iskoristimo Binet-Cauchyjev teorem:
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1 1 1 1 1

V(i s ) = —r; 1 Ty Ty T3 Xa
1, 42,43, 44 - 2 2 2 2
=gy T] T3 T Ty

—ry 1 || 23 a3 23 23

1 1 1
T2 — I T3 — I Ty — X1
LUQ(JIQ — $1) .733(553 — Il) I4(I4 — IL’l)

z3(x2 — 21) 23(z3 —21) Ti(T4 — T1)

o O O =

Razvojem determinante po prvom stupcu dobivamo determinada tri. U toj determi
nanti m@emo izI&iti ispred determinante faktorg, — 1), (x5 — x1) i (z4 — 1) KOji
mnaze 1., 2. i 3. stupac. Tako dobijemo

1 1 1

V(zy, zo,23,24) = (v2—21)(x3 —21)(T4 — 1) | T2 X3 X4
5 2 .2
Ly T3 Ty

= (2o —x1)(x3 — 1) (24 — 1)V (22, T3, 24)
Na isti n&in se pokde da ogenito vrijedi
V(z1, 2o, ..., Tp) = (Tn — 1) (X1 — 1) -+ (T — 1)V (20, ..., Ty) -
Specijalno, vrijedi

V(zg, x3,24) = (3 — z2)(xg —22)V (3, 24) |

V(Z’3,$4) = (.CE4 — ZITg)V(ZL’4) = (.2134 — 1‘3) -1 = T4 — T3,
paje
V(xy, 9,23, 24) = (X0 — 1) (23 — 1) (x4 — 1) - (23 — X2) (24 — X2) - (x4 — 23) .

Opcenitije, lako se pok&e da vrijedi
V(zy,xe,. .., T,) = H(a:] — ;).
1<j

Ovaj rezultat kae da su vektortije su komponente (iste) potencije nusgbno raztitin
brojevazy, ... x,, linearno nezavisni.
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10.4 Adjunkta i Cramerovo pravilo

U ovom dijelucemo pokazati kako se komponenteSgnja sustava linearnih jedridul sa
regularnom matricom sustava, mogu jednostavno prikazatikocijenti odrednih determi-

nanti.

(0551
adj(A) =

Qn1

Definicija 10.27 Adjunkta kvadratne matriced redan, je matrica

pri emu sun;; = (—1)7% det(AS$;) algebarski komplementi elemenata matrice A.

(0517

ann

Adjunkta ima vrlo specijalna svojstva.

Teorem 10.28 Ako jeA € R™*", tada vrijedi

Aadj(A) = adj(A) A = det(A) I,,. (10.17)

Dokaz'. 1z razvoja determinante petom retku i odnosne-tom stupcu, dobivamo
k=1
> au(—1)"F det(AS,) = det(A), (10.18)
k=1
k=1
D (—1)F det(Af,)ag; = det(A). (10.19)
k=1
Promotrimo sada nedijagonalne elemente matfiealj(A) i adj (A) A:
[Aadj(A)];; D awog; =Y aw(—1)""F det(A%), (10.20)
k=1 k=1
[adj(A) Al;; D agag; =Y (—1)F det(Af, )ay, . (10.21)
k=1 k=1
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Uocimo da je (10.20) razvoj determinante poom retku od matrice s dva jednaka retka
(matrica se razlikuje odl po tomesto joj je j-ti redak zamijenjen s-tim retkom). Kaka
je po korolaru 10.12 takva determinanta jednaka nuli, imgrhadj(A)];; = 0. Ovaj
zakljucak vrijedi za své # ;.

Slicno, (10.21) je razvoj determinante pdom stupcu od matrice s dva jednaka stupca
(matrica se razlikuje od po tomesto joj jei-ti stupac zamijenjen gtim stupcem). Kako
je po korolaru 10.12 takva determinanta jednaka nuli, iméadf A) A];; = 0. ZakljuCak
vrijedi za svei # j.

Dokazali smo

: . det(A), i=7
(Aadi(A)], = ladi() Ay = { g 57
a to je samo drugi zapis relacije (10.17).
Korolar 10.29 Ako je A nesingularna, tada je
1
=1l . .
AT = det(A)adj(A)' (10.22)

Dokaz. Ako je A nesingularna, onda jéet(A) # 0, pa jednadbu (10.17) maemo
podijeliti sadet(A) (tocnije, pomnditi sal/det(A)) i dobiti definicijsku jednadbu za
inverznu matricu.

Promotrimo sad sustav

Az =0

gdje jeA € R™*" nesingularna matrica. Definirajmo matrice

Ai:[ala'"aai—lvbaai+17"'7a’n]a 1§2§n7

(10.23)

pri Cemu jeA = [aq, . .., a,] Stupgtana particija odA.

Teorem 10.30 (Cramerovo pravilo) Neka jeA € R™"*" nesingularnap € R™ i
neka jer = (z;) rjieSenje sustavalx = b. Tada vrijedi

= <1< n. .
det(A) 1<i<n (10.24)

Z;
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Dokaz. Razvojemdet(A;) poi-tom stupcu, u kojem se nalazi vektgrdobivamo

det(A Z b, (—1)* det(Ay,)
Z brouk = Z itk
k=1 k=1
= cladj(A)b, 1<i<n. (10.25)

Jer jeA regularna, vrijedic = A0, pajexr; = el A7'b, 1 < i < n. Po korolaru 10.29
relaciji (10.25), imamo

det(A)z; = det(A)e] A~'b

odakle odmabh slijedi (10.24).

Primjer 10.31 Provjerimo formule (10.24) kad je = 2. Ako linearne jednatbe glase

axri+bry = e
cri+dxy = f

=

tada mndenjem prve jednadbe sad i druge jednadbe sa—b i sumiranjem dobiveni
jednadbi (eliminacija nepoznanice;), dolazimo do

’ det(A;)
‘ ~ det(A)

ed—bf_
ad —be

T =

O Q| ®

QU T QL

Slitno, mndenjem prve jednatbe sa—c i druge jednadbe sa: i sumiranjem dobivenih
jednadbi (eliminacija nepoznanice,), dolazimo do

a
Cc

. det(Ag)
‘ ~ det(A)

af —ce

ad —be

To —

QU |- D

S
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Primjer 10.32 RijeSite sustav

2r4+y—2 = 3
r+y+z =
T—2y—3z = 4

RjeSenje Prvo izra&Cunajmo determinantu sustava

2 1 -1
D=det(A)=|1 1 1|=-6+14+2+1+4+3=5.
1 -2 -3
D D D
Prema Cramero raviluy = —= =Y = —= gdjes
VU pravilug D’ Yy D’ z DvgJ u
3 1 -1
D, = det(4;))=|1 1 1|=10
4 -2 -3
2 3 —1
D, = det(A))=|11 1|=-5
1 4 -3
2 1 3
D, = det(A5)=|1 1 1|=0.
1 -2 5
Prema tome
D 10 D -5 D
=D 5 O YT D & T DB
paje
xr
y| =11
% 0

Determinante su povezane s pojmovima gowe i volumena tijela na sljedenaCin. Neka
Suaq, as,...a, vektori uR". Tada je volumen tijela (paralelepipeda, generaliziranog
kvadra) odrednog vrhovima tih vektora i ishoglia dan formulom

V = |det(A)],

gdje je A matricaciji stupci su dani koordinatama vektaia, as,. . .a,,.
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Primjer 10.33 Neka su zadane tri tike uR3: 77 = (1,0,0), To = (0,2,0), T} =
(0,0,1), tada je volumen kvadra odredog tim tékama i ishodstem

| prvi i drugi rezultat se lako provjere ge-
ometrijski. Npr. drugi rezultat micemo ge-
ometrijski dobiti ovako. Ozrgamo projekcije

toCakaP; i P, nax-0s sT; i T,. Tada je:

A = 2(povrsina trokutaOT, P,
—poviSina trokutaOT; P
—povisina trapezal} T, P, P;)

= 2(6—1—2.5) =92.25=15. ST

Zadaci 10.34 1. IzraCunajte vrijednost determinanti:

a) a—b a b) a—>b a® o) a—b —b
a a+b| a a*+ab+0 | b a+b|
2. Nadte vrijednosti odt za koje vrijedi:
t t—3 -1 t—1 —1
2 2t':O’ b)‘ 2 t—4‘20’ | t2+t+1‘20'

3. lzratunajte vrijednost determinanti:

1 2 3 1 0 3 2 1 3 a b c
a4 56|, bl450| o 4 —51|, d|ecad
789 780 4 1 0 b ¢ a
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4. Izr&unaijte vrijednost determinanti:

1 2 3 12 —1/2 —1/3 3 8 6
a)| -4 5 —6|, bl1/4 1/2 1 |, ¢o|-2 -3 1]
2 4 6 1 2 -1 3 2 6

5. lzr&unajte vrijednost determinanti iz prethodnog primjeradteci Gaussovu me
todu eliminacija s pivotiranjem po vlastitom izboru. (Upusvaka zamjena redaka
mijenja predznak determinante.)

6. Razvojem po retku ili stupcu, iztanajte vrijednost determinanti:

12 3 4 12 2 3 1223
10 -2 3 10 2 0 100 0
Al 90 6 -1 D31 1 o 3900
01 -1 4 43 0 -1 4000
9 1 -3 4
|5 -4 T -2
7. Nekaje:A = 4 0 6 _3
3 -2 5 9

(a) Nadte minoru elementa,s.
(b) Nadte algebarski komplement (kofaktatpt(AS,).
(c) Nadte minoru i algebarski komplement elementg.
11 1
8. Nekaje:C'=| -2 3
2 3 -1
Nadte: a) |C|, b) adj(C), c) C~! koristeti adj(C).

. a b
9. NekajeA = { . d}'

(a) Nadte adj(A).
(b) Pokaite da je adjadj(A)) = A.
(c) Nadte formulu za inverzA—!.
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Poglavlje 11

Linearni operatori

Linearni operatori su specijalna preslikavanja izoneektorskih prostora. Prisjetimo se pojma
preslikavanja.

11.1 Osnove o funkcijama

Neka suS i T dva prizvoljna neprazna skupa. Pridrli se svakom elementut € S
po jedan elemeny iz 7 dobije sepreslikavanje skupaS u 7. Preslikavanje se g
nazivafunkcija i ozna&ava nageste malim slovima, nprf, g, h, ...Ako spomenuto
preslikavanje ozri@amo saf, tada se @ef : S — 7. SkupS se zovepodrucje
definicije ili domena finkcije f, a skupR(f) = {f(z) : x € S} je podrucje vrijednosti
funkcije f. Akojey = f(x), = je original ody, ay je slika odz. Stoga se j kaze da je
R(f) slika cijelog skupas odnosnaslika funkcije .

Ako je R(f) = T kaze se da jef preslikavanje ili funkcija skup& na skup7. U tom
se slitaju jos kaze da jef surjekcija. Ako za svaka dva radita elementa;, x5 skupa
S vrijedi f(x1) # f(x2), preslikavanje ili funkcija jel — 1 ili injekcija. Ako je je f
injekcija i surjekcija tada s¢ nazivabijekcija. Ako je f bijekcija, tada postoji funkcij
g: T — S sasvojstvony(f(x)) =xzasver € Xi f(g(y)) =y zasvey € T. Pritom
seg ozn&ava sf ! i zove inverzno preslikavanje iliverzna funkcija od f.

o))

Dvije su funkcije jednake, ako imaju iste domene i iste wijesti na svakom elementu
domeneS. Funkcijaf je proSirenje funkcije g, ag je restrikcija funkcije f, ako domen
funkcije f sadZi domenu funkcijey, S(g) € S(f), anaS(g) obje funkcije imaju jednak
vrijednosti. Restrikcija funkcijef na podskupS’ skupasS se oznaéava saf |s:. Dakle,
f |s je definirano samo n&’ i za svex’ € S’ vrijedi (f |s/)(2') = f(2').

D

183
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D
]

Neka jeF kolekcija svih preslikavanja i& u 7. Ako je u7 definirana operacija zbraj
nja, npr. ako j&7, +) grupa, tada se u skuptilako definira operacija zbrajanja funkcija.
Za f, g € F definiramof + g kao funkcijuh za koju vrijedi

h(z) = f(z) +g(x) zasver €S. (11.1)

Odmah se vidi da j& € F Cim je T zatvoren u odnosu na zbrajanje. Jednostavno
je pokazati da se svojstva asocijativhosti i komutativnpistajanja u7 prenose na g
peraciju zbrajanja funkcija. Specijalno, ako(j€, +) grupa, tada se lako poka da je
i (F,+) grupa (neutralni element je preslikavanje kéjgrevodi u neutralni element|u
grupi (7, +), a suprotni element oflje — f koja je definirana $— f)(x) = — f(x) za sve
x € §). Ako je uT definirana operacija mizenja sa skalarom, tada se formulom

(af)(z) = af(x) zasvereS (11.2)

definira mndenje funkcijef skalaroma. Tom formulom se glavna svojstva prenose sa
mnazenja na7 na mndenje naF. Specijalno, ako j€7,+,-) vektorski prostor jed
nostavno je provjeriti da uz definirane operacije zbrajdnjkcija i mndazenja funkcija
skalarom,F, +, -) postaje vektorski prostor.

Ako suS, T i Zskupoviif: S — T,g9: T — Z preslikavanja, tada se rhe
definirati kompozicijag o f preslikavanjaf i g kao preslikavanjé : S — Z za koje
vrijedi

Wz)=g(f(z)), z€S§.
Ako suf i g injekcije (surjekcije, bijekcije) takva je i kompozicijpo f. AkojeS =T =
Z, onda se UF pored zbrajanja funkcija i mrzenja funkcija skalarom, uvodi i maenje
funkcija kao njihova kompozicija. Tada se 6bo umjestg o f piSegf.

11.2 Linearna preslikavanja

Posebno je v&an slitaj kada su skupows i 7 vektorski prostori. U toj situaciji mzemo u
skupuF izdvaijiti preslikavanja koja linearne kombinacije veldariginala prevode u linearne
kombinacije vektora slika.

Definicija 11.1 Neka suX i Y vektorski prostori. Preslikavanjgl : X — Y je
linearni operator ako vrijedi

(i) Az +y) = Alx) + A(ly) zasver,y € X (aditivnost)

(i) A(ax) = alA(z) zasver € X isve skalarex (homogenost).

Ako je A bijekcija, tada se j6 zovaezomorfizam vektorskih prostoraX i Y.
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Iz svojstva (i) vidi se daX i Y moraju biti definirani nad istim poljem. Ako s i Y realni
vektorski prostori, onda maze biti samo realni broj. Ako siX i Y kompleksni vektorski
prostori, ondac moze biti i realni i kompleksni broj. Kad godemo spominjati linearni
operator implicitnocemo pretpostavljati da su polazni i dolazni vektorski pooslefinirani
nad istim poljem.

Iz svojstva (i) odmabh slijedi, uzimanjem = 0, daje.4(0) = 0.

Primjer 11.2 Neka jeX = R™", Y = R™ineka jeA € R™" proizvoljna matrica
Preslikavanjed : X — Y, definirano formulom

A(z) = Az, x €R",

je linearni operator. Provjerimo prvo da jel(z) definirano za svaka € R™ i da je
A(x) € R™. To je jasno jer je produkin x n i n x 1 matrica uvijek definiran i daje kao
rezultatm x 1 matricu. A je linearan operator jer je

Alz+vy) = Alx+vy)=Ax+ Ay = A(x) + A(y) zasver,y € R"
Alaz) = A(ax) = aAz = aA(x) zasver e R", a € R.

Operator A je prirodno vezan uz matricd, pa se kadkad kze da matricad djeluje na
vektorz, iako je pravilno r&i da matricaA mndi, a opeatorA djeluje nax.

() Alazx + By) = alA(x) + BA(y) zasver,y € X i sve skalarey, 3,

koji zovemolinearnost

Pokaimo prvo da aditivnost i homogenost postalinearnost.

Alax + By) = Aax) +A(By)  jer vrijedi (i)
= aA(z) + BA(y)  jer vrijedi (ii).

Pok&imo da linearnost preslikavanja podiaditivnost i homogenost.
Doista, uvBtavaj&i u (/) « = 8 = 1 dobivamo (i). Uzimajai u (/) 5 = 0, dobivamo

Alaz) = Alaz +0y) = aA(z)+0A(y) = aA(z) +0
= aA@),

za sver i sve skalarey. Time je pokazano d&) povlati (ii).

Dakle su uvjeti (i) i (ii) ekvivalentni (tj. znée isto) uvjetu(). 1z uvjeta ¢) se vidi da je linearni
operator ono preslikavanje koje linearni spoj vektor& iprevodi u isti linearni spoj slika i
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Sljedeta propozicija pokazuje da linearni operator prevodi line&ombinaciju proizvoljnog
broja vektora u istu linearnu kombinaciju slika. Dokaz je¥gezba za kostenje matematke
indukcije.

Propozicija 11.3

.A(alxl + Qoo + - - + Oék&?k) = 051./4(.731) = Oég.A(Q?Q) qF oo Oék.A(ZL’k) .

Dokaz. Dokaz koristi matematku indukciju po broju vektora u linearnoj kombinaciji.
Zak = 2 tvrdnja je dokazana. Pretpostavimo da je istinita za rieko 2. Pok&imo da
tada vrijedi i zak + 1. Imamo

Alonzy + agxo + -+ - + Q1 Tp41) =
Al(aqzy + asxe + - - - + agy) + Qi1 Trr1)
= A(a1x1 + oy + - - - + agxg) + A(Qgr12k41)
= a1 A(z1) + apA(72) + - - + apA()] + a1 A(Trg1)
= o A(z1) + aoA(z2) + - - + aA(zk) + apr 1 A(TE41)

pri ¢emu smo prvo iskoristili asocijativnost zbrajanjau zatim aditivhost operatord,
pa indukcijsku pretpostavku, te homogenost operatoratiagmijativnost zbrajanja .

Uz svaki linearni operatad : X — Y, vezana su dva vaa potprostora,
NA) ={zre X;A(z) =0} i R(A) ={Ax);ze X}.

N (A) je nul-potprostor (ili jezgra), aR(.A) jeslika (ili podrucje vrijednosti) operatora
A. Dimenzija jezgre naziva s#efekt, a dimenzija slikeang operatoraA.

Dokazite za vigbu da suV (A) i R(.A) potprostori.

11.3 Izomorfizmi

SaL(X,Y) ozn&avamo skup svih linearnih preslikavanja vektorskog pmasX u vektorski
prostorY’. Posebno vanu klasu linearnih operatotane izomorfizmi.

‘ Izomorfizmi su linearni operatori koji su bijekcije. ‘

Ako je A € L(X,Y) izomorfizam, tada postoji inverzno preslikavapje!. Sljede€a propo-
zicija pokazuje da je tadd ! takoter linearni operator (tj. izomorfizam). Isto tako, izomor-
fizam preslikava bazu polaznog prostora u bazu dolaznogqoeos
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Propozicija 11.4 Ako je A € L(X,Y') izomorfizam, tada vrijede sljede tvrdnje:
(i) A7t e L(Y, X) jeizomorfizam,

(i) skup vektora{u,...,ux} je linearno nezavisan ako i samo ako je skup slika
{A(uy), ..., A(u)} linearno nezavisan. Stoga izomorfizam prebacuje bazu po-
laznog prostora u bazu dolaznog prostora.

Dokaz. (i) Jer je A bijekcija, postoji inverz4—! koji je takocker bijekcija. Preostaje
pokazati da jed~! linearan operator. Neka sy z € Y te o, 3 skalari. Neka je
u=A"(y),v=A"(2)iz=A"(ay+ Bz).

Jer jeA bijekcija, to ujedno zné& da jey = A(u), z = A(v) i A(x) = ay + [z. Dakle,
maozemo pisati

Alx) = ay+ 62z
= aA(u) + pA(v)
= A(au+ pv).

Jer jeA injekcija, zakljlEujemo da jer = au + fu, tj.
A7 ay + Bz) = a A7 (y) + BAT(2).
(i) Neka suuyg, . . ., u, linearno nezavisni. Pacho od jednadbe
ar A(ur) + ...+ agA(ug) =0

i pokazimo da tada mora vrijedity; = - - - = «a; = 0. Zbog linearnosti operatotd, ona
se mae zapisati u obliku

A(ozlul—i—...—i—akuk):()_

Jer je A injekcija, mora vrijediticyu, + ... + apu, = 0. Sada zbog pretpostavljene

linearne nezavisnosti vektora, . . . , u; zakljuCujemo da jex; = --- = oy = 0.

Obrnuti smjer se dokazuje Jojednostavnije. Sada je pretpostavka da su vektori
A(uy), ..., A(ux) linearno nezavisni, a pokazuje sedai; + ... + apu = 0 povledi

ap = =a; =0.

Primijenimo na obje strane jednaaba;u; + ... + agur = 0 operatorA. Dobivamo

0=A00) = A(qus + ... + agug) = a1 A(ug) + - - - + o A(uy) .

Jer sud(uy), ..., A(uy) linearno nezavisni, mora biti; = - -- = o, = 0.
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Neka je(uy, ..., u,) bazu uX. Tada su vektorid(u, ), ... ,A(u,) linearno nezavisni, pa
jos trebamo pokazati d@ne sistem izvodnica z&. Neka jey € Y. Kako je A bijekcija
postojixz € X takav da jeA(z) = y. Jer je(us,...,u,) baza, postoje skalati, ...
o, takvi da jex = ajuy + ... + a,u,. Primjenjujiei A na lijevu i desnu stranu zadnje
jednakosti dobivamg = o A(uy) + - -+ + o, A(uy), Sto je i trebalo dokazati.

|z zadnje tvrdnje propozicije zakpujemo da izomorfni prostori imaju istu dimenziju. Kako
razlikovati izomorfizam od ofeg linearnog operatora? Koje svojstvo ga izdvaja? Siede
propozicija daje jedno takvo svojstvo.

Propozicija 11.5 Neka jedim (X) =dim(Y)i A € L(X,Y).
A je izomorfizam onda i samo onda ako\&.A) = {0}.

Dokaz. Ako je .A izomorfizam, on je injekcija. Znamo da je uvijek(0) = 0. Jer jeA
injekcija, nema drugih vektora koje bi prebacivao u nulu, pa j& (A) = {0}.

Obratno, pretpostavimo da j§(A) = {0}. Kad.4 ne bi bio izomorfizam, ne bi bio
bijekcija, pa ne bi bio injekcija ili ne bi bio surjekcija.

Pretpostavimo d& nije injekcija. Tada postoje vektoti,v € X, takvi da jeu # v i
A(u) = A(v). Zbog linearnosti operatora imand(uv — v) = 0, pa jeu — v # 0 u jezgri
od A, a to ne mae biti. Dakle, moramo odbaciti pretpostavku.danije injekcija.

Pok&imo da jeA surjekcija. V& smo pokazali dad mora biti injekcija. Stoga je on
izomorfizam vektorskih prostot® i R(.A). Kako po prethodnoj propoziciji izomorfizam
prebacuje svaku bazuXi u neku bazu UR(.A), mora dimenzija odR (A) biti n. Jer je
R(A) C Yijer R(A)iY imaju istu dimenzijun, mora bitiR(A) = Y. Dakle jeA
surjekcija.

Pokazano je da jel injekcija i surjekcija pa je bijekcija.

Izomorfizam je relacija ekvivalencije (ili klasifikacije) skupu vektorskih prostora. Kasnije
c¢emo konstruirati vanu klasu izomorfizama izmed/ektorskog prostora dimenzijei vektor-
skog prostora jednostapnih matricaR™ (ili C™). To €e omogaiti svathnje mnogih problema
vezanih uz ope vektorske prostore i operatore izmeagih, na matgne probleme.

11.4 Vektorski prostor £(X,Y)

Sjetimo se da smo £(X,Y) ozn&ili skup svih linearnih operatora koji vektorski prostor
X preslikavaju u vektorski prostdr. Jer jeY vektorski prostor, mbemo pomeéu relacija
(11.1) i (11.2) uvesti LC(X, Y") operaciju zbrajanja linearnih operatora i operacija hamja
linearnog operatora sa skalarom. Sada se relacije (1111)2) zapisuju kao
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(A+B)(z) = A(x) + B(z), ze€X. (11.3)

(vA)(z) = vA(x), xz€ X (11.4)

Sljedee dvije relacije pokazuju da sd + B i v.A linearni operatori.
Zau,v € X ia, € (P jepolje nad kojim su graghi X i Y), imamo

(A+B)(au+ pv) = A(au+ fv) + Blau + pv)
= aA(u) + A(v) + (aB(u) + 5B(v))
= a(A(u) + B(u)) + 8 (A(v) + B(v))
= a(A+B)(u)+p(A+B)(v),
(VA) (au + Bv) = FA(au+ Bv) = 7 (aA(u) + BAW))
= ayA(u) + BrA(v)
= a(vA) (u) + 8 (vA) (v).

Teorem 11.6 (L(X,Y'), +, -) je vektorski prostor.

zatvorenosti skup® s obzirom na zbrajanje vektord(z)+B(z) € Y. Stoga je zbrajan]
linearnih operatorad + B dobro definirano formulom (11.3).

Isto tako, za proizvoljniy € @ i proizvoljni A € L(X,Y) je vA(x) € Y jerjeY
vektorski prostor. Stoga je formulom (11.4) dobro definipprodukt linearnog operato
sa skalarom.

u nul-vektor odY’, O(z) =0 € Y zasver € X. Za njega vrijedi0 + A=A+ O = A,
zasved € L(X,Y). Zakljucujemo da j&) neutralni element £(X,Y), +).

Svojstva komutativnosti i asocijativnosti proizlaze iihssvojstava komutativne grug
¥, +),

Izmet svih linearnih operatora iZ( X, Y') posebno se iste onaj koji cijeliX prebacuje

Dokaz". Pok&imo prvo dajeC(X,Y") zatvoren s obzirom na spomenute operacije. Neka
suAdi Biz L(X,Y). Tada je za svake € X, A(z) € Yi B(z) € Y, pa je zbog

e

ra

n)

De
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(A+B)(z) = Alz)+B(z) =Bz

)(@
(

) + A(z)
(B ), z€X
[(A+B)+Cl(z) = (A+B)(z)+ ( ) = (A(z) + B(z)) + C(z)
= A(z) + (B(z) + C(z)) = A(z) + (B+C)(z)
= A+ (B+O)(x), z€X.

)+
+ A
+B

Konatno, za A € L(X,Y) postoji linearni operator—.A4, koji je definiran s
(—A)(z) = —A(z) za sver € X. Onima svojstvo da je

[(—A)+ A](z) = —-A(x) + A(z) =0, z€X,

paje—A+ A= O,tj. —A je inverzni element zad s obzirom na operaciju zbrajanja.
Time je pokazano da jeC(X,Y), +) aditivna Abelova grupa.
Ostala svojstva koja secti mna@enja skalarom, dokazuju se jednako lako. Npr.,

[(@B)A](z) = (aB)A(z) = alBA@)] = [(BA)(), = € X

pokazuje da vrijedia5)A = «(BA) zaa,f € ®i A€ L(X,Y). Spomenimo na kraj
dal € ® ima svojstvol - A = A.

c

UoCimo da je(£(X,Y),+,-) potprostor vektorskog prostora svih preslikavanjaXiai Y.
Akoje X =Y u(L(X,X),+,-) se mae uvesti i produkt linearnih preslikavanja kao njihova
kompozicija.

11.5 Koordinatizacija

Neka je X n-dimenzionalan vektorski prostor. Odaberimo neku baztl (ey, ..., e,) u X.
Tada se svaki vektar € X moze na jednozrizan n&in napisati u obliku

T = T1€] + Toly + -+ + Ty, (11.5)

pri Cemu sury, ..., z,, skalari iz polja® nad kojim je definiranX. Neka je npr® = R. Tada
je relacijom (11.5) definirano preslikavanje koje svakorktoeuz € X pridruzujez(e) € R™,

X1

o)
J:x— x(e) =

Ln
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Teorem 11.7 7 je izomorfizam vektorskih prostora i R".

Dokaz. Poka&imo da je preslikavanje/ linearno. Neka sw,y € X i «, 5 € R pro-
izvoljni. Jer je

arx+ By = alxier+ -+ xpe,) + Byrer + -+ ynen)
= (Oé!L’l + Byl)el +-+ (O‘In I 6yn)en 5

po definiciji od.7 i zbog svojstava matthih operacija, imamo

azy + By ary By
J(az + fy) = : = |[+]
Ty + BYn T, BYn
I Y1
= al 1 | +8]| | =az(e)+Pyle)
Tn, Yn
= aJ(z)+ BT (y),

pa jeJ linearni operator izX u R™. Ovdje smo iskoristili svojstva zbrajanja i mienja
skalarom vektora R".

Pok&imo da jeJ surjekcija. Uzmimo proizvoljnu jednostdanu matricz, . . ., z,,]7iz
R". Pomau skalarar;, 1 < i < n formirajmo vektorz,e; + --- + x,e, = x iz X.
Iz definicije od 7 vidimo da je 7(x) upravo polazna jednosttgna matrica, pa j&
preslikavanje nd&r™.

Pok&imo da je J injekcija, tj. da medsobno razliite vektore iz X prebacuje u
metlusobno raziiite jednostupane matrice. Neka sui y iz X razliCiti. Tada u razvoju
po bazie (kao u relaciji (11.5)), postoji barem jedna vrijednostiozia koju su skalari
x; i y; medusobno raztiti. To onda znéi da su i jednostufane matricez(e) i y(e)
metusobno razliite. Dakle je7 i injektivno linearno preslikavanje pa je izomorfizam
vektorskih prostora i R™.

Isti zakljuCak vrijedi i u sli€aju kompleksnog vektorskog prostokd s tim da je tada7
izomorfizam prostor& i C".

Funkcija.7 naziva s&koordinatizacija vektorskog prostor&’,
a vektorz(e) je koordinatni vektor odz € X.

Jasno je da koordinatizacija ovisi iskijno o (izabranoj) bazi, a kako svaki vektorski prostor
ima beskonéno mnogo baza, toliko ima koordinatizacija.
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11.6 Matrica kao zapis operatora

Neka je X n-dimenzionalni,Y m-dimenzionalni vektorski prostor.d : X — Y linearni

operator. Neka su = (e, ...

ven) U f = (f1,--

, fm) baze uX i Y, respektivno. Uz njih su

vezane koordinatizacij@x i Jy prostoraX i Y. Ako su prostori realni, to z@ada suz(e)
=Jx(x) e R"iy(f) = Jy(y) € R™ zasvakir € X isvakiy € Y. Postavlja se pitanje koji

je odnos izmed z(e) i y(f) ako jey = A(x) ?
Jer je A linearan operator, imamo

A(z) = A(z1e1 + -+ - + Tnen) = T1.A(e1) + - - + TaA(en)-

(11.6)

Specijalno, iz relacije (11.6) vidi se da je operatbradan ako znamo njegove vrijednosti na
vektorima (bilo koje) baze. Svald(e;) lezi uY pa se mae razviti po bazif. Dakle, za svako

J postoje skalariv;, ... o, takvi da je

Alej) = anjfi + agjfo+ -+ mjfm, 1<j<n. (11.7)
Vidimo da smo skalare;; tako indeksirali da vrijedi
(5]
Qg;
Jy(Ale))=1| .7 |, 1<j<n (11.8)

Polazé&i od vektoraA(x) i koristeti linearnost operatoral, uz poma relacija (11.6)—(11.7)

dobivamo

3
S

n m m n
= E E Oéijjfk:E E Oékg%fk
7=1 k=1 k=1 j=1
m n
= E E ariT; | fr
k=1 \j=1

(11.9)

Uocimo da su oba vektorai A(x) iz Y. 1z jednadbey = A(x) slijedi
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y(f) = v (y) = Iy (Ax)),

pa korist&i relaciju (11.9) i definiciju matinog mndenja, dobivamo

N 1121 + Q12T + - - - + 1Ty,
Y2 _ 91 T1 + QaoXg + - - - + 9, Ty,
YUm Q121 + QAm2ad2 oo Amndn
11 12 - qp I
. 91 Qoo -+ (op X2
Om1 Q2 - Oy B
ili
y(f) = A(f,e)z(e), (11.10)
gdje je
11 Q12 o Qg
A(fe)=| @8 %2 77 G| g gmxn (11.11)
Am1 Uy - Oyp

matricaciji je j-ti stupac upravQ7y (A(e;)) (vidi relaciju (11.8)).

Svakom linearnom operatotd : X — Y u paru baza, f pripada
matrica.A(f, e), koju zovemozapisili reprezentacija operatora.4 u
paru baza, f. Pritom vrijedi dijagram (na strani 194).

193
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Jx Ty

R™ - R™

Primjer 11.8 Vratimo se primjeru 11.2 u kojem je definiran linearan opera# :
R"” — R™, formulom
A(x) = Az, = €R"™

Pokazimo da je matricad zapis tog operatora u paru kanonskih bazaf) gdje jee =

(e1y.o. ven) In=ler,... cen]i f=(f1, o s fm)s L = [f1,--. , fm]. Ovdje sul,, i I,
jedinicne matrice reda i m, respektivno, pase; € R™ i f; € R™ za svej i i.

Znamo,j-ti stupac matrice4(f, e) ima kao elemente one skalare koji se nalaze u ra-
zvoju vektoraA(e;) po bazif. Stoga pogledajmo vektot(e;). Vrijedi

alj
CLQJ'

A<€j> = Ae; = =ayifi tagifot ... Anifm, 13 < n.

amj

Vidimo da razvoj vektorad(e;) po bazif daje upravo elementgtog stupca matriced.
Kako je razvoj po bazi jedinstven, zakijyemo da jej-ti stupac odA( f, e) jednak;-tom
stupcu matriced. Jer to vrijedi za svakg, matrice A(f,e) i A su jednake.

Fiksirajmo sada bazei f i promotrimo skup linearnih operator& X, Y). Svakom li-
nearnom operatord € £(X,Y) pripada matricad = A(f, e), pa je time definirano presli-
kavanjeJ. : L(X,Y) — R™*".

Teorem 11.9 J je izomorfizam vektorskih prosto& X, Y) i R"*".
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Dokaz*. Vet smo pokazali da j¢7, definiran za svaki linearni operator i da ima vrijed-
nosti UR™*"™. Moramo pokazati linearnost i bijektivnost tog preslikapa

Neka suAd,B € L(X,Y) i a,f € R proizvoljni. Neka jeJ:(A) = A = (a;;) i
Jz(B) = B = (b;;). UoCimo da je(aA + 5B)(e;) € Y. Stoga je prema relaciji (11.8)
Jy (A + BB)(e;)) j-ti stupac matricéa.A+5B)(f, e). Koristeti relacije (11.3), (11.4
i (11.8), dobivamo

N

Iy (A +PB)(e;)) = Jv (aAle;) + BB(e;))
= aJy (Ale;)) + BIy (B(e;)))

ay; blj
Qg bo

= « .23 +p ?] = aAe; + BBe;
CLmj bmj

- (aA+5B)ejaa 1§j§n7

gdje st e;, 1 < j < n stupci jedin€éne matricel,,. Kako je prema matéhom mndenju
(aA + B)e; upravoj-ti stupac odxA + 3B, zakljuCujemo da je

Tz (A + BB) = aA + B = aJ.(A) + BI.(B) .

Za dokaz surjektivnosti, uzmimo proizvoljnu matrigue R™*", A = («;;) i pokazimo
da postoji linearni operatad € £(X,Y), za koji vrijedi (11.8). Vidjeli smo da je za
definiranje linearnog operatora dovoljno znati njegovgdnosti na vektorima baze. De-
finirajmo stoga linearni operatot pomcu elemenata matricé na sljedéi na€in

Alej) = aijfi+ -+ amjfm, 1<j<n. (11.12)

Operatord € £(X,Y) je dobro definiran relacijama (11.6) i (11.12). Prema r¢daca
(11.8) i (11.11), vrijediAd = A(f,e) = J-(A).

Konatno, poka@imo da je 7. injekcija. Neka zad,B € L(X,Y) vrijedi A # B. To
zn&i da postojie; — vektor baze uX, za koji je. A(e;) # B(e;). Najme, u protivnom
bi relacija (11.6) impliciralad(x) = B(z) za sver € X, a to bi zn&ilo A = B. Jer je
Jy bijekcija, A(e;) # B(e;) povileti Jy (Ale;)) # Jy (B(e;)). Koristeti relacije (11.8
i (11.11) odmah se vidi da se matrigl f,e) = Jz(A) i B(f,e) = J.(B) razlikuju u
j-tom stupcu.

Kako je dimenzija vektorskog prostoR™*" jednakamn, iz teorema 11.9 i propozi-
cije 11.4 zakljgujemo da je dimenzija od(X,Y") takoter mn. Lako se vidi da je npr.
&= (5117 v ’gmn)i
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E;=J;'(e€), & €R™, geR",

baza uL(X,Y). Razvoj u toj baziA = 7" >°" | a;&; odgovara razvojud(f,e) =
>y >oi aij&€] . Stoga su koeficijenti u razvoju upravo mati elementi] A(f, ¢)e;.

11.7 Kompozicija linearnih operatora

Neka suX, Y i Z vektorski prostori nad istim poljen® (= R ili C). Neka su
L(X,Y), L(Y,Z)i L(X, Z) pripadaj&i vektorski prostori linearnih operatora. Za
svaki par linearnih operatotd € £(X,Y), B € L(Y, Z) definiramo produkt line
arnih operator#.A kao kompoziciju preslikavanjd i 5,

(BA)(z) = B(A(z)), ze€X.

Pok&imo da jeC = B.A linearni operator. Za prizvoljne, 8 € ® i u,v € X, imamo

Clau+ pv) = B(A(au+ pv)) po definiciji odC
= B(aA(u) + BA(W)) jer je A linearno
= aB(A(u)) + BB (A(v)) jer je B linearno
= aC(u)+ pC(v) jerjieC=BA.

ZakljuCujemo da j&€ € L(X, Z).

Produkt linearnih operatora zadovoljava svojstvo obostidistributivhosti, homogenosti
i asocijativnosti

(Bi+B) A = BiA+ By A

B(A+Ay) = BA,+ BA;
a(BA) = (aB)A=B(aA), «proizvoljni skalar
(CB)A = C(BA)

pri cemu sud, A,, Ay € L(X,Y), B,B1,By € LY, Z)iC € L(Z,W), W je vektorski
prostor. Dokazi tih svojstava su jednostavni, pa ih ostan za vjebucitatelju.

Ako je polazni vektorski prostor jednak dolaznom, prostoX, X) se oznéava saC(X).



11.7. KOMPOZICIJA LINEARNIH OPERATORA 197

U vektorskom prostoriL (X ) postoji jedinEni elementZ € £(.X) s obzirom na mnkenje
linearnih operatora. On je definiran formuldhz) = x zax € X. Z se nazivgedinicni
linearni operator ili identiteta u £(X) jer vrijedi

IA=AT = A zasvakid € L(X).

RezimirajlEi svojstva mnaenja operatora, nZemo zaklj@iti da vrijedi

Teorem 11.10(£(X), +, -, o) je algebra s jedinicom.

Pritom - i o ozn&avaju operacije mrienja operatora sa skalarom i nzenje operatora sa
operatorom. U toj lagebri je dobro definirana operacija paitanja

AP =T, A>=AA A =AA id,

pa se mogu pratavati polinomi od operatora, npt — 342 +2A +57. Akoje A : X — X
izomorfizam, olino se nazivautomorfizam. Kod koordinatizacije se négsce koristi jedna
baza uX, nazovimo jue. Koordinatizacijom sed € £(X) karakterizira matricom4(e, e)
koja se kré&e ozn&ava sA(e).

Kompoziciji linearnih operatora pripada produkt pripadnih reprezen tacija*

Vratimo se opet trojki realnih vektorskih prostora. Nek&je-dimenzionalany” m-dimenzionalan
i Z p-dimenzionalan vektorski prostor i nekajee L(X,Y), Be L(Y,Z)iC € L(X, Z).
Odaberimo baze:

e = (e,...,ep) UX
(fb'"af?ﬂ)uy
g = (g1,---,9p) U Z.

Tada linearnim operatorimd, B i C pripadaju, u odgovaragim parovima baza, zapisi, od-
nosno matrice

A= A(f,e) € R"™ B =B(g,f) € R”™ i C =C(g,e) € RP*™.

Postavlja se pitanje koja je veza iznuaghatricaA, B i C, ako je
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C=BA. (11.13)

Podmo od definicije matricad = (a;;), B = (bi;) i C = (¢y):

Alej) = Z%‘fi, 1<j<mn, (11.14)
i=1
p

B(fi) = Zbkigka 1 <i<m, (11.15)
k=1
p

Cle;) = chjgk, 1<j<n (11.16)
k=1

Koristeti relacije (11.13), (11.14) i (11.15), imamo

m

Clej) = (BA)(e;) = B(Ale;) =B (Z aijfl‘) = ZaijB(fz')

D m P
= Z Qij Z b;ﬂgk = Z Z aijbkigk
i k=1

i=1 i=1 k=1

m P m
= aijbrigr = Z <Z bki%’j) Jk-

k=1 =1 k=1 =1

=l

Usporedijuci zadnju relaciju s relacijom (11.16), zakijujemo

p

Z (ij - Z bkiaij> g = 0.
—i

k=1

Dobili smo Bezavajéu linearnu kombinaciju baznih vektora prostéfapa moraju svi ko-
eficijenti biti nula. Tako dobivamo

ij:Zbki&ij, 1<k<p, 1<j<n,
=l

ato zn&i
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C = BA. (11.17)

Time smo dokazali

Teorem 11.11 Neka suX, Y, Z kona&no-dimenzionalni realni vektorski prostori i neka
Sue, f, g pripadne baze, respektivno. Nekadwe L(X,Y),Be L(Y,Z)iC € L(X, Z)
linearni operatoriiA € R™*", B € RP*™ i C' € RP*" njihovi zapisi u odgovarajtim
parovima baza, respektivno. Akoje= B.A, tada jeC = BA.

Relaciju (11.17) mdemo i ovako zapisati

(BA) (g, ¢) = By, [)A(f.e) . (11.18)

Ako su X, Y i Z kompleksni vektorski prostori, tada teorem vrijedi uz naeou da su
AeCm < Be CP™miC e CP*, respektivno.
Ako se vratimo definiciji produkta dviju matrica, tada pget@sna sljedea tvrdnja:

Produkt matrica upravo je tako definiran da bi vrijedio
teorem 11.11, odnosno relacija (11.18).

Koordinatizacijom vektorskih prostora, vektorska jedrazalA(z) = b i operatorska jed-
nadzbaBX = C, prelaze pomeu relacija (11.11) i (11.18) u matre jednadbe A( f, e)z(e) =
b(f)iB(g, f)X(f,e) =C(g,e). Obje matrEne jednadbe znamo rijgiti svathnjem matrice
na reducirani oblik ili pombdu Gaussove metode eliminacija s parcijalnim pivotiranjes
slucaju jednog prostora i jedne koordinatizacije, ove ntagijednadbe poprimaju oblik
A(e)z(e) = ble) i B(e)X(e) = C(e).

Primjer 11.12 Neka su dani vektorski prostaki i Y dimenzijen. Neka je zadan linearn
operator A : X — Y npr. poma&u relacije (11.7), pricemu swe i f baze uX i Y,
respektivno. Neka je zadan vektpre Y. Kako Cete pron&i x € X za koji vrijedi
A(x) = y?

RjeSenje: S bazama i f posve su definirani izomorfizigiy i Jy, respektivno. Oni su
definirani relacijama

JIx(e;))=6€R" i Jy(fi)=6€cR" 1<i<n

gdje jee; i-ti stupac jedinEne matricel,,.

Neka jey(f) = [y1,---.,yn]T € R™ koordinatni vektor od; i neka jeA = A(f,e) kva-
dratna matrica redan. Svako ri&enje sustavalx = y(f) je koordinatni vektor jednog
rieSenja vektorske jednalle A(x) = y. | obrnuto, za svako rfgenjez vektorske jed
nadzbe, pripadni koordinatni vektar(e) zadovoljava matiini sustavAx = y(f).
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RijeSimo matrEni sustavAx = y(f) pomcu Gaussove metode eliminacija s parcijalnim

pivotiranjem ili sva@njem matrice na reducirani oblik.

O

Ako postoji jedinstveno rfgenje[zy, . . ., z,,]7 matriénog sustava, postojaé jedinstven
rieSenjex polazne vektorske jednabe u oblikar = j)gl(x) =z161 + -+ Tpen.

Ako matricna jednadba ima beskor@o rj&Senja, odredi se baza,, ...z; nul-
potprostora\(A) i jedno partikularno rjgenjez,. Pomdau izomorfizma 7, ' odrede
se pripadni originaliz; = Jx'(z1), ..., 24 = Jx ' (24) | 20 = Tx'(20). Opte riesenje
operatorske jednde je dano formulomy, + a;2; + - - - + agzq, gdje Sua; proizvoljni
skalari. Ovdje jel dimenzija nul-potprostora odnosno defekt.

U sluCaju kad jeX = Y = Z dimenzijen, teorem 11.11 pokazuje da j&- izomorfizam
algebrl(L(X)7 +5 O) I (Rnxnj +, *) (OdnoanE(X)v +5 O) I (Cnxn7 +, *) ako Jeq) =
C), gdje smo ® ozn&ili produkt (kompoziciju) linearnih operatora, a s@rodukt matrica.

11.8 Promjena baza

Neka je X vektorski prostor i neka s = (e1,...,e,) i ¢ = (€),...,¢€) dvije baze uX.
Koristeti relaciju (11.10) zakljgujemo da jednatbax = Z(x), gdje jeZ identiteta uC(X),
prelazi u matnu jednadbux(e’) = Z(¢/, e)z(e).

Ozn&imo matricuZ(e’, e) saS = (s;;), tako da je
z(e) = Sz(e), (11.19)

Elementi matrice5' su koeficijenti koji povezuju bazeis bazome’, pomdau relacije
By = Zsijeé, 1<j<n. (11.20)
=1

To je tako jer jeZ(e;) = e; i razvoj tog vektora po baz’ daje elementg-tog stupca
matriceZ(¢’, e) odnosnas.

Uvjerimo se u to i na drugi r@n. Pretpostavimo da vrijedi

n
ej:Ztije;, 1§]§n
o=l

i neka je7" matrica koeficijenatel] = (¢;;).
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Usporedbom desnih strana u relacijama

n n n n n
R . A — . .. / f— ) o /
T = g xje; = E x; g tije; = E E tijx; | €;
7j=1 =1l

j=1 ; i=1 \j=1

n
T = Z:U;e;
=1
dobivamo

n
xézZtij, 1§Z§TL,
j=1

odnosnar(e’) = Tx(e). Oduzmimo od te jednathe jednadbu (11.19). Dobivamo
(T'— S)xz(e) =0 zasvako x
Zadnja jednakost vrijedi za svaki vektore X, a kako je koordinatizacija — x(e)

izomorfizam,z(e) je bilo koji vektor izR". Stoga zakljGujemo da jeI’ = S. Time je
dokazana relacija (11.20).

Lema 11.13 Matrica S definirana relacijom (11.20) je regularna.

Dokaz. Pokazalismo d& zadovoljavarelaciju (11.19). Neka siui .- koordinatizacije
prostoraX pomdu bazee i ¢, respektivho. Dakle, x(€)% (x) i z(e') = Ju(x). Za
specijalni izbor vektora imamo

T(ei) =€, Jule) =86, 1<i<n.
gdje jee; i-ti stupac matricd,,. Prema relaciji (11.19), za svakpimamo
Je(e;) = ST.(e;) = Se; = i-ti stupac odS .

Jer jeJ., izomorfizam, iz propozicije 11.4 slijedi da su vektghki(e;), 1 <1i < nlinearno
nezavisni, a kako su to stupci ¢4 S je regularna.

Iz prethodnih izlaganja i uz ponddeme 11.13 odmah slijedi

18

Teorem 11.14 Neka jeX vektorski prostor k, e’ dvije baze uX. Tada postoji regularn
matrica S, takva da za sve € X vrijedi (11.19), pricemu suz(e) i z(¢’) koordinatni
vektori zar u bazameae i ¢/, respektivno.
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MatricaS = Z(¢’, e) se obtno zovematrica tranzicije s bazee na bazw'. 1z relacije
(11.18) slijediuzimajgi A=Z,B=Z,g9g=e, f =€, I, =I(e,e) =I(e,e')I(¢,e) =
I(e,e') S, dajeS™ = Z(e,¢') matrica tranzicije s baz€ na bazie.

Neka jeX n-dimenzionalniY i m-dimenzionalni vektorski prostord € £(X,Y"). Neka su
eie bazeuX,afi f bazeuY. U paru baza, f, A se reprezentira matricom(f,e), au
parue’, f/, matricomA(f’, ¢'). Odredimo vezu izmadtih dviju matrica.

Polazimo od jednatbe

y = A(z)

Koordinatizacijom u paru baza f, ona prelazi u

y(f) = A(f, e)x(e) , (11.21)

dok u parwe’, f7, prelaziu

y(f) = A(f', €)z(€) . (11.22)

Pomau teorema 11.14, relacija (11.22) prelazi u

Ty(f) = A(f' €)Sx(e), (11.23)

gdje suS =Z(e',e) i T =Z(f', f). Polemi 11.13S i T su regularne matrice. Mizenjem
jednadbe (11.23) sd! s lijeva, dobijemo

y(f) =T TA(f, ¢)Sz(e) . (11.24)

Oduzimaji jednadbu (11.24) od jednaibe (11.21), dobijemo

(A(f.e) =T "A(f',€)S) z(e) = 0. (11.25)

Kad z prolazi vektorskim prostoronX, z(e) prolazi cijelimR", pa iz relacije (11.25) slijedi

A(f,e) =T TA(f',€)S i  A(f,e)=TA(f,e)S™". (11.26)

Akoje X =Yie= f,¢ = f',ondajel =S, pa (11.26) prelazi u
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Ale) = STTA(E)S ili A(¢) = SA(e)S™.  (11.27)

Definicija 11.15 Ako vrijedi B = SAT za neke regularne matricg i
T, tada je matricaB ekvivalentnamatrici A. Ako vrijediB = S~1AS
za neku nesingularnu matrict, B je sliChamatrici A.

Uocimo da su ekvivalentne matrice uvijek istog tipa, tj. imagti broj redaka i isti broj stu-

paca. Za razliku od ekvivalentnih matrica,Csle matrice su uvijek kvadratne istog reda. |

ekvivalentnost i sinost matrica su relacije ekvivalencije u skupu matrica.
Sada ma@emo rezimirati dobijene rezultate.

Teorem 11.16 Neka suX i Y konano-dimenzionalni vektorski prostorid € £(X,Y)
linearni operator. Neka sai ¢ odnosnof, [/, baze uX odnosnady’, respektivno, i neka s
A= A(f,e)i A" = A(f',€) reprezentacije operatora u havedenim parovima baza.
su matriceA i A’ ekvivalentne, tj. postoje regularne matri€e 7', takve da jed’ = T AS.
Pritom suS = Z(e,¢’) i T = Z(f’, f) tranzicijske matrice.

AkojeX =Yie=f, ¢ =f,A= A(e)i A = A(¢), tada je matricad’ slitha
matrici A, tj. vrijedi A’ = S7LAS, pri €emu jeS = Z(e, ¢’) tranzicijska matrica s bazée
na bazue.

Iz teorema 11.16 i Binet-Cauchyjeva teoremazeroo zaklj@iti da

svi zapisi.A(e) operatora A € £(X) imaju istu determinantu.

Naime, sléne matrice imaju jednaku determinantu. Doista, akB je S~ AS, dvostrukom
upotrebom Binet-Cauchyjeva teorema dobijemo

det(B) = det(S 'AS) = det(S™")det(A) det(S)
= det(S71) det(S) det(A) = det(S™1S) det(A)
= det(I)det(A) = det(A).

To zn&i da se determinanta rae definirati i za operatore i2(X):

def

det(A) ="det(A(e)), e bilo koja baza uX . (11.28)

Tada

Odredvanie jezgre i slike operatotd se preko koordinatizacija prostokai Y lako svede na

odredvanje nul-potprostora i poddja vrijednosti matriced( f, e). Naime, jednabe A(x) =
0iy=A(x)prelaze ud(f,e)z(e) = 0iy(f) = A(f,e)z(e) pa se zakljai,
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TIx N(A) =N(A4) i Jy (R(A)) =R(A)

gdje jeA = A(f,e). To je u suglasnosti sa propozicijom 11.4 koja garantirawddisienz

ije

potprostoraV/(.A) i N'(A) jednake. Sada iz odgovaragg rezultata za matrice odmah slijedi

da je suma ranga i defekta operatgtgdednaka dimenziji polaznog prostora

OperatorA € £(X) je regularan (invertibilan, nesingularan) ako je autorzarfi, tj. ako
za njega postoji inverz~! € £(X). U protivnom je singularan. Na osnovu propa
cije 11.5 odmah slijedi da j&l singularan ako i samo ako jezgra ddnije nul-vektor, tj.
ako i samo ako postoji # 0 takav da jed(z) = 0. To je u potpunoj korespondencij
analognim rezultatom za matrice. Zato je za svaku kamatrica.A(e) regularna (sin
gularna) ako i samo ako je takav operatbr Do istog zaklj&ka se lako dolazi i ako s
pote odcinjenice da su algebie€ (X), +,-,0) i (R™*", +,-, %) (odnosnd L(X),+, -, 0)
i (C™*™ + . x)izomorfne.

Sada se lako zakl da singularni (regularni) operator ima determinantungddi nuli
(razlicitu od nule).

Zi-

>



Poglavlje 12

Vlastite vrijednosti | vektori

Titranje tijela u prirodi, strojeva, brodova, aviona i rékel tehnici, ké¢a, mostova u gradi-
teljstvu i jo8 mnogih drugih stvari ( od &iSnih dijelovaCipova, do velikih stadiona ) opisuju
se tzv. problemom vlastitih vrijednosti za razne diferg@ioe operatore. Pritom su vlastite
vrijednosti proporcionalne reciptaim vrijednostima vlastitih frekvencija sistema, a vithst
vektori odrediju smjerove u kojima sistem titra.

Kad sezele izr&unati glavne frekvencije titranja, aproksimiraju se difecijalni operatori
manje slaenim matematkim objektima, pa se na kraju dobije problem vlastitih ediposti
za matrice. Stoga je ¥ao znati ri@avati maténi problem vlastitih vrijednosti.

Definicija 12.1 Neka jeX vektorski prostor i4 € L£(X) linearni operator. Vektor
z € X, z # 0 je vlastiti vektor od A ako postoji skalar\ takav da jeA(x) = Az. U
tom sli€aju \ je vlastita vrijednost, a par (x, \) je vlastiti par operatora.A.

Osim termina vlastita vrijednost (vektor, par¥jse koristi termirsvojstvenavrijednost (vek-
tor, par). Iz definicije odmah slijedi da jeniz vlastiti vektor za svaki skala® # 0. Dakle,
trazi se “smjer” (zatar mora biti netrivijalan) u kojem operator djeluje tako da gamijenja,
vet vektore tog smjera samo skrge, prodiuje i pritom ma@da mijenja orijentaciju. Ako je
N(A) # {0}, tada su svi netrivijalni vektori iV (A) vlastiti vektori koji pripadaju vlastitoj
vrijednosti0. Specijalno, za nul-operatd@? vrijedi N (A) = X, pa su svi netrivijalni vektori
iz X vlastiti vektori. SIEno svojstvo ima operator identitefe: R* — R™ za koji vrijedi
Z(xz) = = = 1-x za svex, pa su svi netrivijalni vektori izX vlastiti vektori za vlastitu
vrijednostl.
U drugoj krajnosti Iée operatori koji nemaju vlastitih parova.

Primjer 12.2 Neka jeR operator rotacije UR? za kut0 < ¢ < w. Tada ne postoji niti
jedan smijer (tj. radij-vektor) koji ne bi pod rotacijom prgemio smjer. Stoga z& ne
postoji ni jedan vlastiti vektor, pa zato niti jedna vlaatitrijednost.

Ipak, nafesti je slutaj kada postoje posve odesd smjerovi koji odredju viastite vektore.
Sljedeti primjer pokazuje da je taj shaj prisutan i u beskoao-dimenzionalnim prostorima.

205
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Primjer 12.3 Neka jeC,, vektorski prostor svih beskoéiao diferencijabilnih funk
cija nad poljem realnih brojeva. Neka jd : C,, — C,, operator diferenciranja.
Tada jef(t) = e vlastiti vektor zaA, a pripadna vlastita vrijednost j& € R. To
se vidi iz sljedée relacije

d
A(f) = %e” =AM =)\f, f#0.
Primijetimo da jeC,, beskon&no-dimenzionalni vektorski prostor. Kako ska-
lara \ ima (neprebrojivo) beskomao, toliko ima vlastitin vrijednosti odnosno
(medusobno linearno nezavisnih) vlastitih vektora.

Neka je) vlastita vrijednost operatortd € £(X). Po definiciji, postojir € X, x # 0, takav
dajeA(z) = Az. Da li osim multipla odz, ima i drugih vlastitih vektora za? DjelomEni
odgovor na to pitanje daje

(=)

Propozicija 12.4 Neka je) vlastita vrijednost operatorad € £(X). Tada je skuj
X, ={zx € X : A(z) = Az} vektorski potprostor o .

Dokaz. Neka suu,v € X, i neka sua, 3 € @ skalari iz polja® nad kojim je X
definiran. Tada za i v vrijedi

A(u) =, A(v) =,
paje

Aloau + pv) = aA(u) + BA(v), jer je A linearan
aiu + BAv, jersuuivu X,
= Mau+ pv), jer je X vektorski prostor

Pokazalismo da,v € X, i o, 8 € ® povla€eau + fv € X, pa jeX, vektorski
potprostor odX.

Ako suw i v vlastiti vektori koji pripadaju megsobno razkitim vlastitim vrijednostimal i
1, respektivno, onda + v nije vlastiti vektor, a nije to niti bilo koja linearna komiacija
au + Pv koja zadovoljava uvjed = 01 g # 0. To osigurava

Teorem 12.5 Neka jeX vektorski prostor id € £(X) linearni operator. Neka s
uy, ... u, Vlastiti vektori odA'i Ay, ... A\, pripadne vlastite vrijednosti. Ako vrijedi

[en)

AN£N  Gimjei g, (12.1)

onda je skup vektoréus, . .., u,} linearno nezavisan.
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Dokaz. Dokaz koristi princip matematke indukcije por. Zar = 1, vektoru, je
sigurno linearno nezavisan, jer je kao vlastiti vektor ng&dan. Pretpostavimo da je
tvrdnja teorema istinita za — 1. To zn&i da je svaki skup od — 1 vlastitih vektora
linearno nezavisan ako za pripadagwlastite vrijednosti vrijedi (12.1).

Neka je zadan skup od vlastitih vektora z&Cije vlastite vrijednosti vrijedi relacij
(12.1). Moramo pokazati da uvjet

D

aur + -+ apu, =0 (12.2)

povl&€ia; = -+ =, = 0.

Primijenimo na vektor desne i vektor lijeve strane jedita(12.2), operatad. Zbog
linearnosti operatora, dobivamo

./4(0) =0 = A(a1u1 qF ce o F arur)
= 041A<U1) SF oo gF Oér.A(U,«)
= oMU+ -+ oAU, (12.3)

Pomnaimo vektore na lijevoj i desnoj strani jedridze (12.2) s\,
aMug + -+ u, =0. (12.4)
Oduzmimo jednazbu (12.4) od jednatbe (12.3). Dobivamo
as(Ag — Aug + -+ + (A — Au, =0

Iskoristimo sada indukcijsku pretpostavku, za skup, . ..,u, } odr—1 vlastitih vektora
To smijemo jer su pripadape vlastite vrijednosti; medusobno razkite. Indukcijska
pretpostavka odmah daje

042()\2 — )\1) = = Oér<)\,,« — )\1) =0.

Zbog uvjeta (12.1), zadnji niz jednzldi je ekvivalentan s

ag=---=a,=0. (12.5)
Iskoristimo li informaciju (12.5) u jednaabi (12.2), dobijemax;u; = 0, odakle zbog
uy # 0 zakljuCujemo da je iv; = 0. Dakle smo dobiliy, = --- = «,, = 0, Sto je i trebalo
dokazati.

Ako je u teoremu 12.5; = n = dim (X)), tvrdnja teorema se nde interpretirati na sljede
natin
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Korolar 12.6 Ako linearni operatord € £(X) iman = dim(X) metusobno razkitih
vlastitih vrijednosti, tada postoji baza prostord koja se sastoji od vlastitih vektora
operatoraA.

Neka je dana bazau n-dimenzionalnom realnom vektorskom prostofuKoordinatizacijom
prostoraX pomcu bazee, jednadba

A(z) = Az

prelazi u mati&nu jednadbu

A(e)xz(e) = Ax(e), z(e) # 0.

S obzirom da je koordinatizacija izomorfizam iznuedektorskih prostoraX i R™ (ili C"),
problem naldenja vlastitih vektora i vrijednosti se reducira na odgaj&i matricni problem.
Matricni problem vlastitih vrijednosti se zapisuje u obliku

Ax =z, = #0, A kvadratna

pri Cemu je\ vlastita vrijednost, a vlastiti vektor odA. Koordinatizacijom smo problem
odredvanja vlastitih vrijednosti i vektora operatora sveli nidgovaraj@i matricni problem.

12.1 Karakteristicni polinom

Neka je\ vlastita vrijednost operatord € £(X). Tada postojir € X, takav da jed(z) =
Az. Zadnja jednaiba se mie zapisati u oblikud(z) — Az = 0ili (A — AZ)(z) = 0. Dakle
operatorA — \Z prebacuje netrivijalan vektor u nulu, pa je singularan. gatge njegova
determinanta nula,

det(A—AT)=0. (12.6)

|lzborom baze: i koordinatizacijom, dobivamo singularnu matricd — A\Z)(e) = A — A,
gdje jeA = A(e). Jer jeA — A singularna, imamo

A— ayp - —Qpn
det(M — A) = (=1)"det(A— X)) =| : -~ —0. (12.7)

_anl .« e A —_ ann

Determinanta matrice/ — A je polinomn-tog stupnja w,
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det(z2] —A)=2"— 012" ' — - —0p_12 — Oy (12.8)

koji se zovekarakteristi Cni polinom matrice A, a (12.7) jekarakteristi tna jednadzba ma-
trice A. S obzirom daB = S~ AS povlati B— 21 = S~'(A—zI)S, vidimo da sléne matrice
imaju isti karakteristini polinom. To znai da koeficijentio; ne ovise o konkretnoj reprezen-
taciji operatora, ve ovise o operatorid. Stoga se kze da jedet(2Z — A) karakteristtni
polinom, adet(zZ — A) = 0 karakteristtna jednadba operatorad.

Jer je A bila proizvoljna vlastita vrijednost, pokazali smo da jals® vlastita vrijednost
nultocka karakteristinog polinoma. Pokamo da vrijedi i obrat. Neka jg nultocka karakte-
risticnog polinoma. Dakle jdet(Z — A) = 0. Stoga je operatqiZ — A singularan, pa mu
jezgra nije samo nul-vektor. Dakle, postoji netrivijalaektorz € X, takav da jeuZ — A)(x)
=0ili A(x) = px, x # 0. ZakljuCujemo da je svaka nulta karakteristinog polinoma
vlastita vrijednost operatord. Time smo nali jednu karakterizaciju vlastitih vrijednosti i
dokazali

Teorem 12.7 Neka jeX vektorski prostor i4 € £(X). Skalar) je vlastita vrijednost
operatora.A onda i samo onda ako je nuftka karakterisétnog polinoma.

Koeficijenti karakteristtnog polinoma su odreshe sume produkata manih elemenata, pa
neprekidno ovise o matrici. Kako su nuite polinoma neprekidne funkcije koeficijenata
polinoma, zakljéujemo da su vlastite vrijednosti neprekidne funkcije msatr lzomorfizam
koji povezuje linearni operatod i matricu.4(e) je neprekidna funkcija pa nZemo zaklj&iti
da su vlastite vrijednosti neprekidne funkcije operatora.

Nultotke polinoma mogu biti destruke, nprmp(z) = 2°(z — 2)? ima dvije nult@ke: 0
kratnosti tri i2 kratnosti dva. Pritom je zbroj kratnosti (ili$@strukosti) svih nulitaka jednak
stupnju polinoma.

Definicija 12.8 Algebarska vBestrukostvlastite vrijednosti\ linearnog operatorad €
L(X) (ili matrice A) je njena vSestrukost kao nultike karakteristtnog polinoma.Ge-
ometrijska viSestrukost vlastite vrijednosti\ je defekt operatora\Z — A (matrice
A — A).

Vidjeli smo da se odradanje vlastitih vrijednosti operatora, koordinatizacij svodi na odre-
divanje vlastitih vrijednosti matrica. Ako je vektorski @tor definiran nad poljem kompeks-
nih brojeva, tad&e zapis operatora biti matrica@*", pace pripadni karakterigtni polinom
imati kompleksne koeficijente. Koristefundamentalni teorem algebre, kojizeada polinom
stupnjan nad (zatvorenim poljem, a takvo j€) iman nultoCaka, brojéi ih s viSestrukostima,
zakljucujemo da matrica i€™*" ima tacnon vlastitih vrijednosti. Ako pritom sve vlastite vri-
jednosti imaju algebarsku kratnost jedan, tada na osnoraldm@ 12.6 znamo da postoji baza
vektorskog prostora koja se sastoji od vlastitih vektoradzaAko postoje vlastite vrijednosti
kratnosti vé€e od jedan, tada nie, ali i ne mora postojati baza vlastitih vektoG.*".
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Primjer 12.9 Nekajev € C, A = diag(v,...,v) =vIi

v 1 0 0 0|
0 v 1 0 0
00 v 0 0
Jn(”):...
000 --- v 1
000 -0 v

Obje matrice imaju jednu vlastitu vrijednost: algebarske kratnosti, no prva iman
linearno nezavisnih vlastitih vektora;, .. .e,, dok druga ima samo jedan vlastiti vektor,
e1. Provjerimo to zan = 2. Matrica

By ) — [” L 1

01/2

(o] ) (L o)

PuStajuti v, — v, dobivamaB (v, v») — J2(v) i drugi viastiti vektor prelazi u prvi viastit
vektor, pa/,(v) ima samo jedan vlastiti vektor. 8lio pon&anje vrijedi i za open.

ima vlastite parove

Ako je operator definiran na realnom vektorskom prostoma ja i zapis operatord realna
matricaA. To zn&i dacemo u razvoju determinandet (=7 — A) imati uz potencije od uvijek
realne brojeve, tj. dae koeficijenti karakteristhog polinoma biti realni. Polinom stupnja
nad poljem realnih brojeva (koje nije zatvoreno) ne moraimaultotaka. Nprp(t) = t2+1
uopte nema realnih korijena. Stoga operatori (ili matrice) rednim poljem ne moraju imati
vlastite vrijednosti, odnosno mogu ih imati manjead

S druge strane, svaka realna matricanoze se promatrati kao da je kompleksna, jer su
realni brojevi takodr kompleksni brojevi. Sada jé € C"*", pa karakteris@ini polinom ima
prema osnovnom teoremu algebrewultoCaka koji su openito kompleksni brojevi. Preciz-
nije, ako karakteristini polinom ima realne koeficijente, njegove nike mogu biti ili realni
brojevi ili kompleksni brojevi koji se javljaju kao paroviokjugirano kompleksnih brojeva.
Stoga, kod réunanja vlastitih vrijednosti realne matrieg u pravilu se raunaju sve vlastite
vrijednosti A gledajti na A kao da je izC"*". Nakon toga se odbace sve vlastite vrijednosti
(i pripadni vlastiti vektori) koje nisu realni.

Primjer 12.10 Neka je
R— [ cos¢ —sing }

sing cos¢
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matrica rotacije za kup u pozitivnom smjeru. Karakterigtni polinom odR je
A — cos ¢ sin ¢

—sing A —coso
= (X — cos$)? + sin ¢>.

X(A) = det(A\[ - A) =

NultoCke tog polinoma (promatranog nad poljeglf) su\; = cos¢ + ising i Ay =
cos ¢ — isin ¢. Vidimo da su obje nulttke realne samo ako je kutviSekratnik odr i
tada jeR jednakol ili —I. U ostalim sl¢ajevimaR (sada gledana kao elemenfitZ*?)
nema vlastitih vrijednosti, pa zato nema niti viastitih teak.

Postavlja se pitanje kada kvadratna matrica ima bazu kaggasteji od vlastitih vektora, a kad
takovu bazu nema.

Teorem 12.11 Neka jeA € C™*™. Matrica A iman linearno nezavisnih vlastitih vektora
ako i samo ako postoji regularna matrica, takva da je

A= GAG™ (12.9)

pri Cemu jeA dijagonalna matrica.

Dokaz. Neka vrijedi (12.9) s regularnom matricath Neka jeG = [g1, . . ., g,] Stugtana
particija matrice7 i neka jeA = diag(Aq, ..., \,). MnoZzenjem jednaibe (12.9) s desne
strane matriconts, dobivamoAG = GA. Primijenjujlti matricu na lijevoj i matricu
na desnoj strani zadnje jedrido, na kanonski vektar; (i-ti stupac jedinine matrice),
dobivamoAGe; = GAe; odnosnoAg; = GAe; = \;g;. Jer jeG regularna, svi stupci
g; Su netrivijalni. Stoga izAg; = \;¢; zakljuCujemo da j€(g;, A;) vlastiti par zaA. Ovo
razmatranje vrijedi za sv& pa su svi parovig;, \;), 1 < ¢ < n vlastiti parovi zaA.
Pritom su svig; kao stupci regularne matrice linearno nezavisni.

Neka sadad iman linearno nezavisnih vlastitih vektorg, 1 < i < n. Za svaki od

njih vrijedi Ax; = \;x;, za neke skalarg;. NaCinimo matricuX = [z1,...,z,]. Zbog
linearne nezavisnosti stupacd,je regularna matrica. |z skalakanatinimo dijagonalnu
matricuA = diag(Aq, ..., \,). Sada mdemo pisati

AX = Alxy, ...,z = [Azy, ..., Axy] = [Mz1, ..o AT
A

= [z1,...,Zy)
An
= XA.

<

odakle, mndenjem s desna X! dobivamoA = XAX~!. Dakle A dopista rasta
(12.9) s nesingularnom matricogh= X.
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Matrice koje dop@taju rastav (12.9) zovu sjagonalizibilne. Sljedei primjer osvjetljava
jedan aspekt vanosti dijagonalizibilnih matrica.

Primjer 12.12 Neka je

fi(t)
F(t) = : eR", teR.
Ja(?)
Promotrimo sustav linearnih diferencijalnih jedrigul
dF
= = AF, (12.10)

gdje jeA = (a;;) matrica i F' = F'(t) funkcija. Relacija (12.10) nie se zapisati u obliku

%(t) Y asht), 1<i<n. (12.11)

=1

Pretpostavimo prvo da jel dijagonalna,A = diag(as, ..., a,), gdje sua; € R dijago-
nalni elementi odA. Tada (12.11) poprima oblik

Vty=ar), 1<i<n

Lako je provjeriti da je ri&enjei-te diferencijalne jednatbe funkcija
fit) = cie™”,

pa je ukupno rjéenje vektor funkcija

c1 ealt

F(t) =

cp et

Lako se vidi da su vektori kanonske bazB'y e, ... ¢, vlastiti vektori odA, pa ofte
rieSenje poprima oblik

F(t) = cie™e; + - - + cpe e, .
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Ako A nije dijagonalna matrica, ali je dijagonalizibilna,
A=UANU', A =diag(Ai,...,\),
tada polazna vektorska diferencijalna jedraal (12.10) poprima oblik

iF =UANU'F.
dt

Mnozenjem s lijeva matricorty ! daje

d d
=1 * _ -1 — A —1 )
U th dtU F U F
ili ;
%G =AG, Gt)=U"'F(t),tecR.
Tako smo opet dobili vektorsku diferencijalnu jedabd s dijagonalnom matricorh. Taj

slucaj smo Ve rijesili, pa ma&emo odmah zapisati §enje

At

c1€
G(t) = :
cp et
Jer jeG(t) = U F(t), dobivamo
cret creMt
F(t) = UG{t)=U : = [u1,. .., Un :
cpetnt cpet

= ceMu 4+ cne’\"tun .

Kako vrijedi Au; = A\;u;, vidimo da su(u;, \;) vlastiti parovi matriced. Dakle, ri&enje
sustava linearnih diferencijalnih jedndis maze se dobiti pomeu rjegSenja matnog pro-
blema vlastitih vrijednosti. Taj zaklgak u odrednom smislu vrijedi i za matrice koje
nisu dijagonalizibilne.

Ne mogu se sve matrice dijagonalizirati patndransformacije stinosti. Premateoremu 12.11
to mogu tek i samo one za koje postoji pun sistem vlastititorek Kako m@emo pokgati
dijagonalizirati matricu? Mbemo pok8ati na sljede nain.
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1. odredi sex(\) matriceA;
2. odrede se nulitke \y, ... \, kao nult@ke ody(\);

3. rijeSe se svi homogeni sustaW;/ — A)v = 0 i ako se mde pron&i ukupnon line-
arno nezavisnih rfgenja, tada se matrica dade dijagonalizirati transformacijom
slicnosti pom@u matriceciji su stupci ta rigenja.

Ovaj n&elni postupak ima smisla za npr. = 2,3,4. Za vece n svaka faza postupka
postoje vrlo sldeni i ratunski osjetljiv problem. Stoga su se razvile §javijek se razvi-
jaju iterativne metode koje polaznu matricupostepeno pontu transformacija stinosti s
jednostavnim nesingularnim matricama saguna dijagonalni oblik. Jednu takvu metodu za
dijagonalizaciju simetéine matric&éemo upoznati u slje@em poglavlju.

Vaznu klasu dijagonalizibilnih matricéine tzv.normalne matrice za koje vrijedi
A*A = AA™.

U klasu normalnih matrica spadaju sljégev&ne podklase:
Hermitske matrice, za koje vrijediA = A*. U realnom prostor&®™*" njima odgovaraju
simetrtne matrice za koje vrijedi = AT}

Antihermitske matrice, za koje vrijediA = —A*. U realnom prostorilR™*™ njima
odgovaraju antisimeitne matrice za koje vrijedit = —A7;

Unitarne matrice, za koje vrijediA=! = A*. U realnom prostoriR™*" njima odgova-
raju ortogonalne matrice za koje vrijedi-t = A”.

Sve normalne matrice "™ mogu se dijagonalizirati transformacijomdsiosti s unitarnom
matricomG. U praksi su najvanije simetrcne matrice, p&emo im u sljedeem poglavlju
posvetiti d&nu panju.

12.2 Matricni polinomi

Pretpostavimo da se matrich dade dijagonalizirati, dakle da postoji regularna matsca
takva da je

STTAS = A = diag( A1, ..., M)

Uocimo da je
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A? =
A3 =

AP =

AA = diag()\?, . ..

A?A = diag(N}; . ..

APTIA = diag(\L, ...

A
An)

AP

Opcenitije, ako jep()) bilo koji polinom, tada je

Ako je A = SAS~!, imamo

A? = (SASTH(SAS™') = SAAST! = SA%SH
A3 A?A = (SA2S71)(SAS™!) = SA3SH
AP = APTTA = (SAPTISTY(SASTY) = SAPST (12.12)
pa odmabh slijedi
p(A1)
p(A) = Sp(A)S™' =S STt

215

Primjer 12.13 IzraCunajte A™ ako je A = { _21 _21 }

RjeSenje: Iz karakteristtne jednadbe

><<A)=‘A]2 Ai2'=<A—2>2—1=07
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slijedi A\, = 1i Ay = 3. Pripadni vlastiti vektori se narkao rj&enja sustavel — A)x = 0
i (31 — A)z = 0. Rjedenja su vektori; = [1,1]7 i v, = [-1,1]7. Dakle je

1 -1 o Iy 1 1
S:[U17U2]:|i1 1:|7paje51:§|:_11:|

Jednostavnim mrienjem, lako se provjeri da j¢ = SAS~!. Sada se prisjetimo formule
(12.12) za potenciju matrice, pa jednostavno dobijemo

n nat | 1 -1 1 1011
e = e {1 1H 3}2—11
L1 =17 fam 1 1] _1[143" 1-3"
T o921 1 32 N[F—=1 1| T2 1—3% 143°

Provjerite formulu zax = 2, 3.

Na osnovu formule za polinom, funkcija matrice se definirashéni n&in. Npr. ako je
f : R — R beskonéno diferencijabilna funkcija i akel ima realne vlastite vrijednostf;(A)
se mae ovako definirati

f(M\)
f(A)=SfAN)St=8 St
F(An)

Primjer 12.14 IzraCunajtesin(A) za A iz prethodnog primjera.

RjeSenje: KoristeCe matricuS koja preko transformacije sihosti dijagonalizira matricu
A (i koja je izratunata u prethodnom primjeru) odmah dobijemo

sin(A) = Ssin(A)S! = { 1 _11 } {Sm(l) ) } 1 { _11 1 }

2
1 [ sin(1) + sin(3) sin(1) — sin(3) ]
2 | sin(1) —sin(3) sin(1l) +sin(3) |

Neka jeA € C™*". Tada se mogu iztanati potencijed’ = I, A! = A, A2 = A - A,
LGAR = ARLO AL Matricel, A, A2, ... su elementi vektorskog prostaa*” dimenzije
n?, pa u nizul, A, A?, ...nema \&e odn? linearno nezavisnih matrica. Stoga polaized
niza matrical, A, A%, ... maemo n&i prvu potencijud”, koja se mae prikazati kao linearna
kombinacija prethodnih potencija. Dakle, B@mo pisati



12.2. MATRICNI POLINOMI 217

A" = A 4 At e A

gdje suy; skalari. Ako definiramo polinom

w(z) = 2" — 2"t — 2T — e — 12— i

on ima svojstvo da je polinom najmanjeg stupnja koji Steia matricw, tj. vrijedi u(A) = 0

i da je koeficijent uz najdu potenciju jedan. Ovi uvjeti najmanjeg stupnja i normirstn
vodeteg koeficijenta, osiguravaju jedinstvenost takvog palinppa se on zoveinimalni
polinom matriceA. On ima vano svojstvo da dijeli svaki polinom koji pastava matricuA.
Postavlja se pitanje gornje meda stupanj minimalnog polinoma. Na to pitanje odgovaraju
sljede€i primjer i teorem.

Primjer 12.15 Neka jeA = J,,(0), gdje jeJ,,(v) kao u primjeru 12.9. Tada je

0010 --- 000
0001 ---000
000O0--000
A2 —
000O0--- 001
000O0---000
1 0000 -+ 00 0]

Vidimo da se matricad? od nul-matrice tazlikuje u tomséto ima na drugoj sporednoj
dijagonali jedinice. Na stini nain se provjeri daA® ima samo na tréoj sporednoj
dijagonali jedinice. Nastavljajti, lako nalazimo dé&e seA™ ! razlikovati od nul-matrice
tek u jedinici na(1, n) poziciji, a A™ €e biti nul-matrica. Kako jed = J,(v) — vI,, iz
(Jo(v) — vI,)™ = 0 se dobije da polinom(z) = (z — v)" pon&tava.J,(v) za bilo koje
v. Lako se vidi da su potencije of}, () linearno nezavisne (jes*(v) ima netrivijalne
elemente samo na prvihsporednih dijagonala, pritom n&-toj sporednoj dijagonali imé
jedinice). Stoga jeu(z) minimalni polinom za/,,(v) i on je stupnjan.

o

Iz primjera 12.15 vidimo da stupanj minimalnog polinomazaditi n, pa zaklji€ujemo da je
gornja med za njega izmadn i n2. Slied&i teorem pokazuje da je upravogornja mea za
stupanj minimalnog polinoma.

Teorem 12.16 (Hamilton-Cayley) Neka jeA € C™*" i neka jex(z) karakteristEni
polinom odA. Tada jex(A) = 0, tj. matrica pon$tava svoj karakterigtni polinom.
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Dokaz*. Neka jeB(z) = adj(zI — A) adjunkta matrice/ — A. Ona zadovoljava
B(2)(zI — A) =det(2I — A)I. (12.13)

Elementi odB(z) su algebarski komplementi elemenata mattice- A. Oni su dakle
polinomi stupnja< n — 1 u z. StogaB(z) mozemo napisati u obliku

B(z) = Byt B L z2B, o B,
Koristegi taj izraz u relaciji (12.13), dobijemo

(anlBO_i_an?Bl + -+ 2B, 9 +Bn71) (zI_A>

=("— "t = =),

gdje jedet(z] — A) = x(2) = 2" — 012" ! — .- — o, karakteristEni polinom. Iz-
jedn&avajLti Clanove uz istu potenciju ogl dobivamo

By =1
Bl — B()A = —0'1]
BQ — BlA == —O'QI
Bn_1— an2A = —0op_1l
_Bn—lA — —O'nj.

Pomnaimo li prvu jednadbu s desna g, drugu sA™~!, itd. zadnju sA° = I,, i zatim
zbrojimo matrice na lijevoj i desnoj strani, dobijemo

0=A"—0g A" — - — 0, 1A —0u] = x(A).

Kako karakteris@ni polinom ponstava matricu, on je djeljiv (to ziadjeljiv bez ostatka)
s minimalnim polinomom. Dakle, minimalni polinom ima stup&oji je maniji ili jednak
stupnju karakteristinog polinoma.

Iz Hamilton-Cayleyjeva teorema smo zaKkiiluda minimalni polinom dijeli karakteristini
polinom. To zné&i da nult@ke minimalnog polinoma ke u skupu vlastitih vrijednosti ma-
trice. Pomnija analiza pokazuje da je svaka vlastita vnigexi matrice nultéka minimalnog
polinoma. To zné da m@&emo pisati
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wz) = (z=A)™(z=X)" (2= A\)™,
xX(z) = (2=A)" (2= A)™ - (2= Ap)"™

pri Cemu jep broj medisobno razkitih vlastitih vrijednosti matrice. Pritom uvijek vrijéd
m; < n; zasvel < i < p, a za mnoge matrice vrijedi jednakost = n; za svel < i < p.
Npr. jednakost vrijedi za sve dijagonazibilne matrice,iala matricuJ, (). Nejednakost
vrijedi npr. za blok dijagonalnu matricu

veC,2<r<n-—2.

Provjerite to npr. za siiajv = 1,n =5, r = 3.

Jordanova forma matrice*

Iz primjera 12.9 vidi se da ima matrica koje nemaju puni sis{§. bazu) vlastitih vektora.
Iz teorema 12.11 zakljiujemo da se takove matrice ne mogu dijagonalizirati pauntoan-
sformacije skEnosti. Da bi dobili uvid u doseg transformacijaCsiosti kao alata za favnje
problema vlastitih vrijednosti navesemo bez dokaza épteorem o redukciji kvadratne ma-
trice na oblik koji je onoliko blizak dijagonalnom oblikupkko matrica dopsta.

Matrica oblika

v 1 0 0 0]

0 v 1 0 0
00 v -~ 00
)= . . . . . .| eCk¥
00 0 v o1
00 0 0 v

naziva se elementarna Jordanova klijetka (ili blok) dinijier’z Pomau elementarnih Jorda-
novih klijetki izgratena je Jordanova Klijetka (ili blok)

‘]k1 (V)
i) — S (V) cCx (12.14)

Ik, (V)
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pricemuijek; > ky > - > k. >1iki+ko+-- -+ k. =1<n.

Teorem 12.17 (Jordan) Neka jed € C™*™inekaje)\,, ...\, zadani uredj metisobna
razliCitih vlastitih vrijednosti odA4, Cije su algebarske kratnosti, ... n,, respektivno.
Tada postoji regularna matric&, takva da je

J()\l) }n1

J()\Q) }n1 '

S~ 1A = (12.15)

T | I

Pritom jen; + - -- +n, = n.

Teorem 12.17 ke da se svaka matrica @®pomau transformacije stinosti svesti na oblik
koji je blizak dijagonalnom. Naime, svaki Jordanov blék\; ) je oblika (12.14), pa za svako
1 < k < p, postoji rastavhy, = my 1 + - - - + my,,, Pri cemu jem,, ; dimenzijaj-te po redu
elementarne Jordanove klijetke/¢),). U teoremu mae bitip = 1, r; = 1 i tada je Jordanov
oblik od A jedna elementarna Jordanova klijetka redaU drugoj krajnosti kad j& = n,
mora za svakd biti n, = 1, pajer, = 11 mg; = 1, Sto zn&i da je Jordanova Klijetka
J(Ax) jedna elementarna Jordanova klijetka. Dakle, sve jordakbjetke u Jordanovoj formi
matrice su reda, pa je matrica dijagonalizibilna. U ostalim skjevimace oftenito vrijediti

n = n1+...+np
ny = Mmyg+--c My
Np = Mp1+ -+ Mpy,.

Za broj r;, elementarnih Jordanovih klijetki unutar Jordanove WKget/(\,) vrijedi ograni-
cenjel < r, < ny, aiza dimenzije elementarnih Jordanovih klijetkj ; vrijedi 0 < my, ; <
e

Zbogdet(zI — ST1AS) = det(S7(z — A)S) = det(zI — A) zakljuicujemo da jen;
algebarska kratnost of;. Kako elementarne Jordanove klijetke imaju samo jedartitilas
vektor e, zakljucujemo da je geometrijska kratnost agdbroj r;. 1z teorema 12.17 taked
slijedi da je minimalni polinom o,

p(z) = (2= A)™t (2 — A)™2t - (2 — M) ™

gdje je za svak@, my ; najveti red elementarne klijetke unutar Jordanove klijefke, ).
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Dijagonalizacija simetriCne matrice

Vidjeli smo da se transformacijom &hosti matrica mbe svesti na Jordanovu formu, oblik
koji je dosta blizak dijagonalnoj fromi. Zbog teoretskihpasebno numetkih razloga, po-
sebno su pogodne transformacije€sbsti s unitarnom matricom. Matim ako zahtijevamo
da sltnost bude nénjena pomoéu unitarne matrice, tada je doseg dijagonalizacije slabij
Pomau unitarne transformacije shosti matrica se nmie svesti na trokutasti oblik.

Teorem 13.1 (Schur) Za proizvoljnu matricuA postoji unitarna matrica/, takva da je
T = U*AU gornja trokutasta matrica. Matricd/ maze biti izabrana tako da se na
dijagonali matriceT’ pojave vlastite vrijednosti od u bilo kojem zadanom poretku.

Dokaz se provodi indukcijom po redu matriceali ga n€emo dokazivati.

Prethodni teorem ima neke vrloz@e posljedice, kaéto je naredni teorem koji k& da je
Schurova dekompozicija normalnih matrica dijagonalnati®jo se, matrical je normalna
ako jeA*A = AA*. Pok&imo da je unitarno stina matrica normalnoj matrici opet normailna.
Neka jeA normalna iB = U* AU za neku unitarnu matricli. Tada je

B*B=U"A"UU*AU = U"A*AU = U*AA*U = U*AUU*A*U = BB~

pa je B normalna. Sljed& teorem pokazuje da se normalne matrice mogu dijagoretiizi
pomctu unitarne transformacije shosti.

Teorem 13.2 Ako je A normalna matrical = U* AU Schurova dekompozicija od
A, tada jeT dijagonalna matrica.

221
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Dokaz. Dokaztemo provesti indukcijom. Za = 1 tvrdnja je trivijalna, stoga pretpos-
tavimo da je tvrdnja istinita za sve normalne matrice redajetpodn, n > 1. Neka
je A matricaredan i T = U* AU njena Schurova dekompozicija. Promotrimo sljade

particiju odT’
T t*
T = [ o } .

Jer jeT unitarno sléna normalnoj matrici ona je normalna, paliZl’ = TT* dobivamo

7 0 T t* _ | 7|2 Tt

Tt 7 0 T P4t Ty

0 Tp t Ty | Tot Ty |
Gledaj£i elemente na pozicijamd, 1) i (2,2), dobivamo

[T]* = I7* + 2,

t* + TiTy = ToTy.

Prva jednaiéba povi&i 0 = t*t = ||t||* pa jet = 0. Stoga iz druge jedndbe slijedi da
je T, normalna matrica. Jer j€ Schurova dekompozicija od, T; je gornje-trokutasta,
a kako je normalna i reda manjeg adna je po pretpostavci indukcije dijagonalna.| To
zn&i da jeT dijagonalna matrica.

Jedna od posljedica ovog teorema jest tvrdnja da normaltacaaedan ima sustav ody
ortonormiranih (ortogonalnih i normiranih tj. Euklidskenme jedan) vlastitih vektora koji
razapinjuC”.

Dvije najzn&ajnije klase normalnih matrica su unitarne i Hermitskerioat Sljedéi
korolar govori o karakterizaciji tih matrica porow njihovih viastitih vrijednosti.

-

Korolar 13.3 Unitarna matrica je normalna matricéije vlastite vrijednosti imaju modt
jedan. Hermitska matrica je normalna matrica koja ima reairastite vrijednosti.

Dokaz. Neka jeU unitarna matrica. Jer je ona i normalna, po teoremu 13.20p0st
unitarna matricd/, takva da je

A =diag(\y, ..., \) = VUV,

gdje su);, 1 < i < n vlastite vrijednosti matricé/. Kako unitarne matricéine grupu
V* = V~!je unitarna. Jer j&/ unitarnaijer je produkt unitarnih matrica unitarna mayjc
A je unitarna, pa vijedi\*A = AA = diag(|\i]?%, [A2]?, ..., |Anl?) = L,. To povi&i
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INP=1 1<i<n,

pa su vlastite vrijednosti ol jedinicnog modula. Obratno, ako {& normalna matrica s
vlastitim vrijednostima koje imaju modul jedan, tada jerpeeteoremu 13.2] = VAV,
za neku unitarnu matricy i A = diag (A, ..., A,). Jer su sve vlastite vrijednosti modu
jedan,A je unitarna, a jer je produkt unitarnin matrica unitarnanmoat U je unitarna.

a

Pretpostavimo sada da jé Hermitska matrica. Jer je takednormalna, po teoremu 13.2
postoji unitarna matricél’ takva da je

M = diag(pq, .., i) = WHW,
gdje suu;, i = 1, ..., n vlastite vrijednosti matricé/. Zbog H* = H, slijedi
M =WHW) =WHW*)*=W'HW = M,

odnosnai; = p;, 1 < i < n. To zn&i da su sve vlastite vrijednosti normalne matric
H realni brojevi.

Obratno, neka jeH normalna matrica s realnim vlastitim vrijednostima. Pretaa
oremu 13.2H = W DW™*. Jer jeWW unitarna iD dijagonalna i realna, lako se provjeri
H* = (W*)*DW* = WDW* = H, 1j. H je Hermitska.

(1%

Iz korolara 13.3 odmabh se vidi da se Hermitska matficenoze prikazati u obliku

H = UAU*, (13.1)

gdjejeU = [ug,... ,u,] unitarna matric&iji stupci su vlastiti vektori od7, aA je dijagonalna
matrica s realnim vlastitim vrijednostima ad na dijagonali. Taj oblik zovemspektralna
dekompozicijaod H. Ponekadtemo koristiti i zapis

H=> \uu, (13.2)

koji je ekvivalentan s (13.1). To odmah slijedi iz zadatka0fv) u kojem uzmited = UA,
B = U*. Pomau formule (13.2) mdemo prdiriti pojam skalarne funkcije na Hermitske
matrice. To s&ini na slijedé&i nain

p(H) = Z (N ul. (13.3)

Uocimo da formula (13.3) vrijedi za polinome, a vrijedi i za nefdne funkcije realnog
argumenta. Jedna od@ece korstenih funkcija je drugi korijen. Ako jél pozitivno definitha
matrica, onda se drugi korijen matri¢e dobiva formulom
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1 1
i :
H2—E A U
i

Ako je Hermitska matrica realna, zove se sint@td. Ona se nie dijagonalizirati pomcu
transformacije stinosti s ortogonalnom matricom, pa se njena spektralnandeéoicija za-
pisuje u obliku

A=QAQ",

gdje je A dijagonalna matrica vlastitih vrijednosti odl, a () je ortogonalna matricaiji su
stupci vlastiti vektori odA.

13.1 Jacobijeva metoda

Postoji ve&i broj numer€kih metoda za rfgavanje mattinog problema vlastitih vrijednosti.
Izbor metode ovisi o karakteristikama matrice (normalpgistetrtnost, pozitivna definitnost,
tridijagonalnost,...) i o tome da li seele n&i sve vlastite vrijednosti i vektori ili samo neke
vlastite vrijednosti i samo neki vlastiti vektori (npr. al®dimenzija matrice velika, obno
se trai maniji broj najve&ih ili najmanijih vlastitih vrijednosti i pripadnih vektay. U praksi
se nafeste pojavljuju simetine matrice, pa&emo mi opisati jednu “staru”, ali vrlo pou-
zdanu metodu za €ananje svih vlastitih vrijednosti i vektora simétne matrice. Za pozi-
tivno definitne matrice mee se pokazati da ta metoda nauaalima r&una vlastite parove sa
visokom relativnom tonosti.

Jos 1846. Jacobi je predim metodu za dijagonalizaciju simetnie matrice pomtu niza
rotacijskih transformacija sihosti. Kako je metoda bila ¢anski zahtjevna bila je zabora-
vljena sve do pojave modernihd@nala. Godine 1949. metodu su ponovo otkrili Goldstine,
Murray i von Neumann. Kasnije, tijekom pedestibezdesetih godina metoda s€ela sus-
tavno prodavati. Prvi znaajniji radovi su od Forsythea i Henricia (globalna konesrgija),
Schbnhagea i Wilkinsona (kvadrétia konvergencija u staju jednostrukih vlastitih vrijed-
nosti) i Rutishousera (sofisticirani numeki algoritam). Nakon 1970. metoda je pala u sjenu
QR metode koja je nekoliko putaza. Iza 1980., s razvojem paralelnilftuaala metoda se
ponovo koristi za réunanje vlastitih vrijednosti i vektora. U posljednje erije je otkriveno
da je metoda ttnija od QR i ostalih metoda pa se koristi kad jérost izr&unatih vlastitih
vrijednosti vektora vana. Takoeér, ako je polazna matrica pozitivno definitna, Etehjem
faktorizacije Choleskog, metoda se bectako modificirati da se rotacije primjenjuju samo s
jedne strane na Choleskyjev faktor. Tada postaeqgonija i Cak bza od QR metode.

Postoje generalizacije i modifikacije Jacobijeve metodeazkCite tipove matrica kao i za
rjeSavanje nekih drugih ma&mih problema.

Jacobijeva metoda za simémiu matricuA je iterativni proces oblika
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ARD — RTABR, - k>1; AW =4, (13.4)

pri Cemu suRzy ravninske rotacije. Ravninska rotacia

cos @ —sin ¢
R(p,q,¢) =

sin ¢ cos ¢

u (p, q) ravnini je matrica koja se od jeditne matricel,, razlikuje tek ucetiri elementa na
pozicijama(p, p), (p, q), (¢, p) i (¢, q). Ti su elementi redomos ¢, — sin ¢, sin ¢, cos ¢. Takvu
cemo matricu j8 ozn&avati SR(p, ¢; ¢).

Transformacijud® — A®*+1 zovemok-ti korak metode. Svrha-tog koraka je néiniti
matricu A**1 vige dijagonalnom negéto je A*¥). Da bi odstupanje od dijagonalne forme
mogli mjeriti definiramo mjeru

S(A) = 1A)llr= D> lay %

i=1 j=1

i

pri Cemu sd2(A) ozn&avamo izvandijagonalni dio matri€ég A) = A — diag(A), a|| - ||r je
Frobeniusova norma (korijen iz sume kvadrata svih elenagnat

13.1.1 Dijagonalizacija simetrtne matrice reda 2

Neka jen = 2. Tada se Jacobijeva metoda sastoji od jednog koraka k@éemo zapisati kao

{a’n a’u]:[ oS ¢ sinqﬁ} [an alz} {cosgb —sinqﬁ]. (13.5)

Wy O —sing cos¢ 12 sing  cos¢
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Ocito, maksimalna redukcija mjets{ A) e se dogoditi ako izborom kutauspijemo porstiti
elementa),. Izrazimo element), pomcu elemenata matricé i trigonometrijskih funkcija
kuta¢. Koristenjem jedirgnih vektorae; i e, (Stupaca jedirine matricel;), dobivamo

' TpT _ . aix G2 —sin g
aj, = €3 R ARes = [cos ¢, sin @] [ Gty o ] [ cos b }
- . . —sin¢
= [a11cos¢ + arasin g, ajp cos @ + agy sin @) { cos ¢ 1
= apa(cos® ¢ — sin® @) — (a1 — agy) cos ¢ sin ¢
1
= a19CO8 2¢ — §(a11 — ag9) sin 2¢.
Uvjet a}, = 0 povleti
2a12
tan 2¢ = ———— (13.6)
a11 — @22

Kao interval za2¢ obicno se uzimg—7 , 7| pa se kutp bira u intervalu[—7 , T]. Jer je
element:), poniten,A’ je dijagonalna, pa vrijedi

S%(A") = S%(A) — 2a3,. (13.7)

Sada se postavlja problem kako na jednostavan i nékigcan n&in odrediti elemente
matriceR, tj. cos ¢ i sin ¢. Pisemo li

t = tan Qb, A\ = 2a19 - Sigr(au = CLQQ), o :| aip — Qo9 |,

i iskoristimo li formulu za tangens dvostrukog kuta,

tan 2¢ =

1—1t2

dobivamo

2t
1—t2

= | >

dakle kvadratnu jednathu ut,
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M2+ 2ut — X =0.

RjeSenja su dana formulom, koja nakon égaja sa dva ima oblik

t12 =

ik iR
[+ X

Jer¢ leZi uintervalu[—7 , 7], t i tan 2¢ imaju isti predznak. Kako j@ nenegativantan 2¢

ima isti predznak kao A. Dakle, polazéi od zahtjeva da i )\ imaju isti predznak dolazimo
do formule

f_ TRV N
- 5 _

Ova formula je za male kvocijente/ ., pri koriStenju konéne aritmetike (npr. na kalkulatoru
ili racunalu) nestabilna, jer vodi na oduzimanje gotovo jedn&kidjeva u brojniku. Stoga
dolazi do kr&enja vodéih znamenaka, pa nétoost u brojevima-p. i v/ 2 + A2, koja dolazi
od zaokrdivanja medrezultata, dolazi bfie decimalnoj (u réunalu binarnoj) téki. To zn&i
da brojnik m@e biti net@no izr&unat. Da bismo to izbjegli “racionalizirajmo” brojnik,. t]

pomnaimo razlomak g+/u? + A2 + p)/(v/1? + A2 + 1). Dobijemo algoritamski stabilnu
formulu

t

A
N/

Iz tangensa se lako iztanaju cosinus i sinus

1 t
cos ¢ = , sing = =t%cos¢
V1 -+t V14t

Koristeti formulu (13.6) mogu se dobiti jednostavne formule zagbjaalne elemente, i
ay,. AKOjeas =0, kutg = 0pajeR = I, atozndi A’ = A. Akojeas;s # 0, zaa),
imamo
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/ . T pT . g aip Q12 COSQb
a;; = e R ARe; = [cos ¢, sin ¢ [ . 1 [ . }

cos ¢ ]

= [a11co8¢ + arasin g, ajp cos @ + ag sin @] [ finh
= 11 €082 P + a9 sin® ¢ + 2aq5 cos P sin ¢
= a1 + (age — a11)sin? ¢ + 2a;5 cos ¢sin ¢

a2y — a
= aj; + ajptan d)(% sin ¢ cos ¢ + 2 cos® ¢)
12

1
= a1 + a1p tan ¢(—2cotan2e - 3 sin 2¢ + 2 cos? o)

= a1 + ajztan ¢(— cos 2¢ + 2 cos® ¢)
= a1 + apatan ¢(sin® ¢ + cos® @) = ay; + s tan ¢.

Na slicni n&in (ili koriStenjemCinjenice da je tragA’) =tragA), lako se dobije

/
A9y = Q2o — Q12 tan .

Drugi, jednostavniji néin da bi dokazali te formule, polazi od relacije (13.5) kappsemo
(nakon mndenja s desna sa inverzom matrice rotacije idtenjemcinjenice da jei}, = 0) u
obliku

{a’n 0 }[ cos ¢ Singb]:[ cos ¢ singb} {an a12:|. (13.8)

0 ab —sing cos ¢ —sing cos ¢ a1a Q99

Izjedn&ujuci elemente na pozicijamd, 1) i (2, 2), dobijemo
a}1COS P = a11COSP + ajasing | ahy COS P = ap COSP — araSing.
Dijelienjem jednadbi sacos ¢ (koji je pozitivan,cak veti ili jednak od+/2/2), dobijemo iste

formule zaa!, i al,.
Povezimo dobivene formule u algoritam
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Ako jea12
Ako jea12
A

1
v

t

C

s
/
aqq
!
Q99

!
GP)

RN

Vlastitoj vrijednosti a7},

Vlastitoj vrijednosti al,

Algoritam 13.4 Dana je simetgna matricaA reda dva. Sljed@ algoritam ratuna ele;
mente rotacijeR? i matrice A’ = R AR nakon jednog Jacobijevog koraka.

OstaviseR =1,, A’ = A
0 raCuna se
2a19 - Sign(ay; — ags)
’ a1 — Q22 ‘
/)2 + 12
A

ptv
1

V1 4+ t2

txc

a1 +t‘ 12
a2 — T - a2
0

pripada vlastiti vektor{ S 1

pripada vlastiti vektor{ _CS }

Primjer 13.5 Neka je

11
=11,
Algoritam 13.4 daje\ = 2, u =0, v =2,t = l,c = s =+2/2,d}; =1+ 1-1 =2,

ahy, = 1 —1-1 = 0i vlastitoj vrijednosti2 odgovara vlastiti vektoe - [1, 1]7 dok vlastitoj
vrijednosti0 odgovara vlastiti vektor - [—1, 1]7.

13.1.2 Jedan korak Jacobijeve metode na matrici reda

Neka jeA simetritna matrica reda i neka je(p, q) par indeksa, takav da fe< p < g < n.

Neka jeA’ = RT AR gdje jeR = R(p, ¢; ¢). Prikazimo matricuA kao zbroj matrica

A=A+ Ay, A =diag(A4)+ @pqepeqT + agpeqel

p

gdje sue;, 1 < j < n stupci jedinne matrice/,,. Dakle,
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ail 0

U matrici A, su svi izvandijagonalni elementi nula, osim elemenata a,, (= a,,) Koji su
na pozicijamdp, q) i (¢, p), dok su uA, svi dijagonalni elementi nula, a takedi elementi na
pozicijama(p, q) i (¢, p) su nula. Jer je

A"=RTAR = RTA R + RT A4R,

oduzimanjem dijagonalnog dijela matrice, dobivamo

A’ —diag4A’) = RTA\R — diag RT A\ R) + R A;R

Izraz na desnoj strani vrijedi jer matrid& A, R ima sve dijagonalne elemente nula.dilno
jo$ da su svi elementi matrice” A; R — diag R A, R) nula, osim elemenata na pozicijama
(p,q) i (q,p) gdje se nalazi;,.

Uzimanjem Frobeniusove norme matrice na lijevoj i desmayst kvadriranjem tih normi,
zakljuCujemo

|A" — diagA)||7 = ||RTAR - diag R"AR)||7 + | R" A2 R||%
|al, 1>+ | al, |* +||RT A2 R||%
= 2|ad, > +||RT Ay R||%.

Prva jednakost vrijedi jer je @enito|| B||2 suma kvadrata (modula) svih elemenata matrice
B. No, RT A, R —diag R" A, R) ima nule svugdje osim n@, q) i (¢, p) pozicijama, a matrica
RT Ay R bas na tim pozicijama ima nule.

Poznato je da je Frobeniusova norma invarijantna u odnosutogonalne transformacije.
To znd&i |1 BQ2||r = || B||r za bilo koje ortogonalne matrie@, i .. Da bi to pokazali po-
lazimo od definicije norme| B||% = trag( B*B). Kako za trag vrijedi tragAB) = trag(BA),
imamo
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|Q1BQs|7 = tragQ;B*Q1Q1BQs) = trag Q5 B*BQs)
— tragQ.Q;B*B) = trag B*B) = || B|)%.

Primjenom te invarijantnosti na matride A, R, imamo

IRTA:R|% = [|A2llF = |A—diag(A) |17 — (| apq 1> + | agp [?)
= Sz(A) -2 Qpq |2 .

ZbogS%(A’) = ||A’ — diag(A’)||%, dobili smo

SHA) = S*(A) +2(] apy " — | apg [*)- (13.9)

Vidimo dace seS(A) maksimalno reducirati ako odaberemo kiteko da bude

a, =0. (13.10)

Lako je vidjeti da i sada vrijedi relacija (13.5) uz uvjet daiadeksil i 2 zamijene i ¢,
respektivno. Odatle zaklgwjemo da vrijedi

Qg = Qipq COS 2¢) — é(app — a4q) Sin 29,

pa je kuty odreten formulom

tan 2¢ = — 24— (13.11)
a

a redukcija odstupanja od dijagonalne forme s

S2(A) = S%(A) — 2| ap |- (13.12)

Za r&unanjecos ¢ | sin ¢ koristi se isti algoritam kao i u s@aju matrice reda dva, uziu
zamjenu indeksa.

Promotrimo sada kako se3& mndenja sk’ slijeva odnosno £ zdesna. Za mrenje s
lijeva koristi se relacija
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{bg]:[co§¢ singb][ag}7
b, —sing cos¢ ay

gdje smo sB ozn&ili matricu R” A, a saa!’, bl retke matricad i B.

Pogledajmo sada miéenje s desna. Ako §&moA’ = BR, ptii gti stupac matricad’ i
B zadovoljavate relaciju

U algoritamskom opisu ove relacije se prevode u sipedearedbe

cos @
sin ¢

—sin ¢
cos ¢

Zai=1,...,nracungj Zai=1,...,nratungj
bpi = Qp; COS P + g SIn @ py = bip COS G + bjg sin ¢
byi = —ap; sin @ + aq; cos @ ;g = —bipsin @ + by cos ¢

Da bi se @tedjelo na memorijskom prostoru, cijeli postupak se pdova gornjem trokutu
matrice, uklji€ujuci dijagonalu. To je mogte jer su obje matricel i A’ simetréne. Uz to,
zbog r&unski vrlo pogodnih formula za dijagonalne element&ghoo je iskoristiti ih. Pro-
matrajlti samo gorniji trokut matrica, vidimo da se od izvandijagaiteelemenata samo onaj
na poziciji (p, g) dvaput mijenja. Kako on ionako postaje nuito se numeékog ra&unanja
tice, nema nikakva razloga za e pom@éne matriceB. U slijede&eem algoritmu bitno se
koristi svojstvo simet@nosti matriceA’.

Algoritmom 13.6 (vidi dolje) rijé&ili smo jedan korak Jacobijeve metode.@pito, ako u
jednom koraku poiditimo neki element, on se rhe veE u slijed&€em koraku “pokvariti”. To
ukazuje da nije svrha jednog koraka p&tavanje pivotnog elementa,/emanjivanje odstu-
panja od dijagonalne forme.

Da bismo dijagonalizirali simettnu matricu rada trebamo u néelu beskonéno koraka.
Na sré&u, niz dobivenih matrica konvergira prema dijagonalnojriog pa se nakon, obBno
3n? do 5n? koraka, stigne do matrice koja je toliko dijagonalna da jéuralo tretira kao
dijagonalnu. To okiino zn&i da smo vlastite vrijednosti (0 vektorint@mo govoriti kasnije)
izratunali na 7 (u tzv. jednostrukojtaosti r&unanja) ili 15 (u dvostrukoj ttosti r&unanja)
znamenaka.

Stoga se postavlja pitanje kako izabirati pivotne elemetadle redoslijed poBtavanja
elemenata, pa da dijagonalizacija buigle bza. To nije jednostavni problem jéesto bza
konvergencija niza dobivenih matrica prema dijagonalnajriai zahtijeva Ve pretrdivanja
veliCine elemenata pri izboru pivotnog elementa, pa ngjdyejem ra&unskih i logtkih ope-
racija u r&unalu, trdi vise vremena.
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Algoritam 13.6 Dana je simetitna matricaA redan. Sljed€i algoritam ratuna ele;
mente rotacijek i matrice A’ = RT AR nakon Jacobijevog koraka koji p&tava element
a,q- Matrice A i A’ koriste isto dvodimenzionalno polje koje poist@yemo s matricom
A. Algoritam koristi samo gornji trokut i dijagonalu od.

Akojea,, = 0 postupakje gotav
Ako jea,, # OraCunase
A= 2ap - Sign(ap, — ag)

po= |ap—agy|
[ /)\2_’_N2
A
t =
ptv
1
C g
V142

s = tx*xc
App = Gpp +1-apg
Ugq = Qgq — 1 Gy
apg = 0
Zai, = 1,...,p—1

T = Cx*Qp+ S*ay
Qg = —s*aip—i—c*aiq
Qip = T
Zai = p+1,...,q—1

T = Cx*0p + 8% a4y
Qig = —8*Qp; + C* Qg
Qp; = T
Zai = qg+1,...,n

T = C*Qp + S* Qg
Ggi = —S8* 0y + C*ag

Qp; = T
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13.1.3 Pivotna strategija

Nacin ili pravilo izbora pivotnih parovédp, ¢) = (p(k), ¢(k)) u ovisnosti ok naziva se pivotna
strategija. Pivotna strategija se hsopoistovjetiti s funkcijor : N — P,, gdje jeN skup
prirodnih brojeva (kojima: prolazi), aP,, = {(7,);1 <i < j < n}.

Povijesno je najvanija ona koju je i sam Jacobi koristio, a poznata je pod memikiasicna
pivotna strategija Ona odabire naj\ag po modulu izvandijagonalnog elementa kao pivot-
nog. Dakle, pafp, ¢) se uk tom koraku bira tako da zadovoljava

k) |_ (k)
’ a’;q) ’_ HZng | aij ’7 k Z L.

Ova strategija daje niola najbkzu konvergenciju nizet(A®), k& > 1 (u svakom koraku
S(A®) se maksimalno reducira), ali u svakom koraku mora prétr&i = n(n — 1)/2
izvandijagonalnih elemenata. Kako to pr&ivanje pretstavlja prian napor za @nalo,
klasiCna strategija se uglavnom ne koristi u praksi.

Posebno su e periodike (pivotne) strategije za koje |eperioditka funkcija. To znéi
I(k + M) = |(k) za neki periodM. Ovdje je M neki cijeli pozitivni broj. Izmed raznih
perioditkih strategija najvanije su cikltke strategije za koje j¢/ = N i {l(k);1 < k <
N} = P,.. Dakle, unutar svakitiv koraka porsite se svi izvandijagonalni elementi, svaki u
svoje vrijeme i samo jedanput. Niz od prvthkorakal, ..., N obicno se zove ciklus. Nakon
N-tog koraka cijeli ciklus se ponavlja i kad z&vropet se ponavlja i tako dalje. Izmed
ciklickih strategija ndjesce koritene su tzv. serijalne: f&tna i stupana strategija. Kod
rettane strategije pivotni par na ci€ki naCin prolazi nizom parova,

1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),...,(2,n),...,(n—1,n)

dok kod stugane, prolazi nizom

(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(2,4),(3,4)...,(1,n),(2,n),...,(n — 1,n).

Moze se pokazati da polaZeod iste simetne matriceA, koriStenjem ratane i stupane
trategije, nakon svakog ciklusa dolazimo do jednakih roatrZato se te dvije strategije zovu
ekvivalentnim strategijama.

13.1.4 Kiriteriji zaustavljanja

U praksi svaki iterativni proces se nakon nekog koraka zausKod Jacobijeve metode pro-
ces se zaustavlja kad je iterirana matrica dovoljno dijagientako da su dijagonalni elementi
dovoljno dobre aproksimacije vlastitih vrijednosti maéj a stupci produkta rotacija dovoljno
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dobre aproksimacije vlastitih vektora. Pretpostavimo mia gaustavili proces nakoR ko-
raka. Tada smo dobili matricd“*+1) za koju vrijedi

AE+D) — BT RTRT AR\R, ... Ry = UK AU

pri temu jeU) = R\ R,--- Ri. Jasno, ako jed*+1 blizu dijagonalne matricé, onda
maozemo pisati

UBOTAUE ~ A, il AUE = UEA,

Y

pa su dijagonalni elementi od* 1) aproksimacije vlastitih vrijednosti, a stupci ¢d*)
aproksimacije vlastitin vektora matrice

Dakle, za pravilno odradanje kriterija zaustavljanja potrebni su teoretski eatikoji za
skoro dijagonalne matrice mjere udaljenost izenelgagonalnih elemenata i vlastitih vrijed-
nosti matrice. Kako se ti teoretski rezultati poBalyaju, tako se mijenjaju i kriteriji zaustav-
ljanja. Danas se za nesingularne sintetei matrice na&jeste koristi uvjet

max ———— <g, (13.13)

gdje jes toCnost r&unanja odnosno tmost aritmetike koja se koristi uganalu. Kod cikI€kih
metoda taj uvjet se obino provjerava na kraju svakog ciklusa. Za te strategijérabje po-
trebno 6 do 10 ciklusa prije nego bude ispunjen. Pokazujeasge dpomenuti kriterij za-
ustavljanja primjeran za pozitivno definitne matrice, jeigoirava visoku relativnu &most
izraCunatih vlastitih vrijednosti i vektora.

Postoji i Rutishouserov kriterij zaustavljanja koji je mfikicija spomenutog, #o je
strazi od spomenutog, dobro funkcionira i na singularnim maima i koristi tehniku positavanja
pivotnih elemenata bez transformacija na matrici, kad j@égLce.

13.1.5 Jacobijev algoritam

U ovoj zavinoj taki cemo ukratko izlaiti retCani Jacobijev algoritam za siménie matrice.
Uotimo da se U tom koraku metode vlastiti vektorzariraju po formuli *+1) = U® R, |
pri ¢emu jeUM) = I,,.

Algoritam 13.7 Dana je simetitna matricaA redan. Sljed€i algoritam dijagonalizira
A pomau retane cikltke Jacobijeve metode. Algoritam koristi samo gornji ttoku
dijagonalu matriceA. Ako je potrebno algoritam &una i vlastite vektore.
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1. Stavik = 1. Ako se r&unaju i vlastiti vektori stav/ = I,

2. Zak odaberi pivotni par sukladno pivotnoj strategiji i primjeransformaciju na
A prema Algoritmu 13.6

3. Ako sezele i vlastiti vektori, réunaj

Zai=1,...,n
T=2C:Up+ S Uy
uiq:—s'uip—i-ouiq
Up = T

4. Ako jek dijeljivs N provjeri uvjet (13.13). Ako je ispunjen zaustavi procesjigali
na 5. U protivnom, stavk = k£ + 1 i prijedi na 2. Akok nije dijeljiv s N, stavi
k =k + 1iprijedina 2.
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5. Dijagonalni element; je vlastita vrijednost odA. Pripadni vlastiti vektor je
[U1s, Ui, - - ., uni]T (ako se matricd/ iterirala). To vrijedi za svake, 1 < i < n.




