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':- "C'~sr erl'I905que' M.F'r e c h e t[l], [2] (c:f.[3] p. 62) a ihtroduit
J' ecdti ,nukeriqu~~omm~ ,moy~n 'de definit une dasse d'espacet5
a~~tra1ts~En 1934 en ,generali~ant' les espacesmetriques·, de Mo·
1<'r e c 'he t, K li rep a Il] il iritrodui t les espaces. pseu:do-rnetriques
en supposant que 1'ecart entre deux elements de l'espace s6tt un
:point d'unensemb1E'! totalement ordonne quelconque; eh particul:er,
1'ecart ('a, a) {Pun point de lui-meme etait un' point jouantle rol~
du nombreO dans la definition desecarts numeriques. Lesaxiornes
'Correspondants sont ahalogues aux axiomes respectifs dans le cas
des espaces mHriques. En 1936 K ure pa [4] [5] developpa la Note
Ill, en odOIlnant une nou:vel1e,definitioIl deses:paGesmetriqueS
susceptibles il une generalisation immediate; c'est ainsi qU'a tout
(}'rdinali7titial' regulier ' cl) a ir fitcorrespondre des dasses Eaet Da

le cas, a - o se redu.isant aux espaces metriqueset a ceux posse4ant
-unecan numerique, respectivement; ·en meme temps K urep,a
prollv-a que les ecarts totalemimt ordonnes sont reductibles aux
ecarts bien ordonnes (ou inversem.eht bien ordonnes).

En 1936 K ure pa [3] introduisit l' etan touta fait abstrait (pas
necessairement ord-onne) aussi bien que,ert particulier, lad.istance
a.bstraite en pa-rtant d;une transiormation uniforme du carre EX E--""

':J gz sur unespace ouunestructure, utilisant l'idee mise prea]a
'l)leinent(parro'exemple P] fin de III)' qu' une structure peu.t defirtir
uneautre" structure~et -:enparticulieren insistant sur Tide~ qu'un.
.espace (ou sfruCture) 80it 'definissable par quelques proprietes
-dlrectesliees il l'ensemble ouaux ens.embles attachesa l'espace.

, E~fretemps" vi~t l'ouvrage'de A. W e n [1] sur les espaces
1.i:!l,iformes. NcJUsprouverons que ces espaces admettent unecart

.simple (Th.7..1);'nous y n~viendrons dans un autre endroit. A partir
de 1945M. F r e c het [3]-'-[5] s'est occupe des ecarts totalement
()rd.onn~sdans le' but de'les' rapproeher des espaces uniformes; R.
:no s s [1l..--.[3];J. Col m e z [1]~[3J, Ap per t [1] ete. consideraient
aussi qesecartSord.pnnes et les Uen.sde ceux-ci avec des espaceš
unirornle~.-tVauJte part, K li t epa: [5] considera des esp'aces abstraits
ddmeHani'llnebase rdmifi~ 4e vc>isinages d'unepartet les espaces
definissables par des tableaUi rainifUs de'voisinages d'al.ltre part.
R. D <> sstrouva, un lien ;entt~'~les dem.iers espaceset les espaces
pseudo-metriques non metriques;' P. P a p ic prouv-a recemrnent
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que chaque espace d une base ramifiee est definissable par un
tableau ramifie, ce qui simplifie l'etude de ces espaces-Ia.

Nous allons prouver que tout espace pseudo-metrique verifiant
la condition (1')est metrique ou totalement ardonnable (ou les deux).
(ef. Th. 8.2.1) ce qui est a rapprocher de quelques considerations
anterieurs. En particulier, l'ordination alphabetique des complexes,
initiee par F. B e I'n ste i n [1] et developpee surtout par F. li a u s
d o I' f f [1] nous montrera un ecart bien ordonne. La consideration
des eT-espaces (ef. § 1.4) ouespaces-tableaux que K ure pa a
definis dans sa These ([2] p. 72) donnera un exemple de plus d'une
~istance bien ordonnee. Il en est encore ainsi des R-espaces (v. ci
apres 5.).·La difference symetrique des ensemblesest aussi un cas
d'une distance abstraite.- Dans l'ensemble des applications d'un
ensemble donne S on peut definit aussi un ecart regulier ou une
proximite reguliere.

En. renvoyant a un ouvrage plus complet ou nous exposerons
plus amplement le sujet nous nous contentons de donner ici quel-;
ques resultats dont quelques- uns datent depuis 19 ans (ef. aussi
Me n g e r [I), P ric e [IJ et Kal i s c h [1]).

1. L'ecart et l'ecart dual (la proximite). Quelques types d'ecarts

.Soit M = (M, -) un espace abstrait; cela veut dire qu'a tout

X c:::M on fait aSsocier un ensemble, designe par X et faisant partie
de M. Par consequent, chaqueespace represente une organisation de
l'ensemble des points de l'espace. Cette organisation peut servir Il
definir d'autres' organisations (structures).

1,1. E car t a b str ai t. P I'o xi mit e a b str ai t e. A x i<r
me s 01, 02, 03, 01'. E etant un ensemble et M un espace (ou une
structure quelconque) on considerera une application e de E2 =
-: E X E sur M; cela veut dire que, pOUl'tout (a, b) ::::::E2, e (a,b)
est un point de M; en particulier, e (a, a):::: M. Dans le cas general
Q (a,b) =F e (b, a); mais pour simplifier l'exposition nous nous restre
indrons ici au cas symetrique ou e(a, b) = e(b, a). L'element e(a, b)
peut etre appele L'ecart de b apartir dea ou la proximite de b
d a ou le degre de proximite de b a. Le cas le plus connu de l'ecart
est celui ou e(a,b) est un nomi>I'ereel >O (F I'e c het 1905). Mais
l'existence d'un ecart abstrait quelconque entre les elements de E
peut entrainer une structure (organisation) au sein de E. De ces
deux denominations'duales:ecart et proximite, l'une se prete mieux
dans un cas, l'autre d::msun autre cas. Le passage de l'une a l'autre ~
se fait en permutant les signes < et > et en changean:t convenable-

. ment les denominations (par exemple: initial - terminal etc.).
Indifferement, on peut seservir des deux modes d'expositions, et
parler danc de Md~cart ou de M-p:roximite.

Pour simplifi er, nous suppaserans que les axiom,es 01, O:~,0$
que voici so:ent yerifies (v. K ure p a [3]).
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01. (Axiomf: d'~dentite) e (a,b)- e (a, a) --)a == b;
02• (Axiorrie de symetrie) e(a, b) ~ e(b, a). '
Si M est un espace et sie est unM-ecart dariS E c'est~a-diresi

e (a, b) :~0M, (a, b E E) alors par l'axiome d'organisation' 03 qu~
,,~oicila strU(;ture 'de M se trans'forroeen une structure sur E.

d3• Si' aEE et F CE, alors a est contigu a F dans E, symboli~
quement aEF si et seulement si e (a, a) est contigu a e (a, F)
dans M:

et E F f )(> (a, a). E'(> (a, F) ; iei ~ (o., F) = {(> (o., x) Ix E F} .

1..2.O peT ate li r g [M]. Si pour un espace ,E il Y a un, espace
(structure).M et un M-ecart o teIsque Ies axiomes 0\02, 03 soient
'~eriffes, nous dirons que l'~pace E est un M-espace ou 'que E est
dMinissable moyennant un' ecart abstraH symetrique extrait de M,
ce que nous indiquerons par EE g [MJ ou tout simplement par
E [MJ. Enon~-ons tout de suite la eondition 01' que voici (ef.
Kurepa [3])1):

01' (condition de continuite) Si a ~ E, F C E et si a c:.: F, alor.s

(>(0,0.)::::: (>(P,J:')j ici (I(1i',F)={(>(f.f)ifE:: Fl·

Nous allons passer en revue quelques classes d'ecartset de proxi
m:ites. On peut parler de differentes especes d\~carts; on aura ainsi
]'ecart numerique,- ordonne, bien ordonne, ensembliste, spati-aI ete.
suivant qu'il est un norobre, un point d'un ensemble ordonne, un
ensemble, un point d'un espace etc.

2. Ecart numerique. Ecart bien ordonne

2.1. e car t s n um eri q ue s '(F r e c het [1]). Dans ce cas
M est I'ensemble (ou plUtot I'espace) des nombres reeIs ~ O;

(!(a, a) = O.

2.2. e car t s to t ale me n tor d o n n e s o u b i e n o r d o n
nes (Kurepa [1], Frechet [3] [4], Doss [1], Colmez [1]).
Mest un ensemble (ou I'espace) totalemeIlt ordonne avec un pre-mier
(ou demier) point ~; on pose e (a, a) = ~;si en particulier ~ = W Ir

et M est I"ensemble des ordi-naux :s: roa, on obtient la classe Ea, le
cas Eo cOlncidant avec la classe de Frechet des ecarts numeriques
(pOUl'la demonstrati-on v. K ure p a [4J [5]).

2.3 O r d i n ati o n a 1p h a bet i q u e e t l' e car t. Soient W"

un ordinal initiaI regulier et T une famille de Wa - complexes
d'elements d'un ensemble C; si I'on pose i (a, a) = Wa (a E T) et
si I'on designe pOUl'a, bET par i{a, b) le premier ordinal ~<roa

tel que aE =f= bE, alors i est une proximite symetrique bien ordonnee.

l)Dans,notre definitionprimitive la condition de contimiite fut
imposee a plriori il. l'espace considere (v. K ure pa [3]).
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La metrique i jauit d'une prapriete remarquable; c'est qlie si
a, b, c::::: T, an a le triangle+a, b, er; da.ns la i-metrique ce triangle
estiso.seele: l'en$embleHa,b,dde~ ec~rts,i (a,:b), L(b,e), i (e,a) se
compose de < 2 elements. .

Le m me 2.3.1. k ii a, b, d::;;;2. De plus i (a, e)> inf Ai(bi a),
i (e,b) r (d. K ure p a, These, p. 44 L. 5.1 et 5.4 relaVan (e». La,
i ia, b, c r designe l'ensemble des i (x, y) (x, y:::: ia, b,'::d, x =f= y).

En effet, dans le cas eontraire, on aurait trais ardinaux distinets:
. u = i (b, c), tJ ,i {c~a), 'Y = i ta, b); supposon~ qlle a,< fJ<y; alars

.•.•c ";'" .. . . ;! __ . . " . I _
les relatIans i (c, a)= tJ, c~_= a~_,fJ < ')I = i{a, b), a'Y-= b'Y- entrai-
hentb~_ = a/!_ = c~_ dane bIJ. = cp. dane (a eause dea -< tJ) en par
ticulier b'Y- - c'Y- cantrairement a la definitian de a = i (b, c). Le
reste dulemme se demontre immediatement.

Vaici unecansequenc;;e bien utile concernant l'eeart i:
. Le m me 2.3.2. Si i(a,b), i (b, c) >.;: alors i (a, c)>.;: et d'Uak~

ment2).

Le'le:rnme 2. 3. 2.s}ensuitimmediatement de la secande partie
du lemme 2.3.1. Le lemme 2.3.2. (au plutQ.tso.n dual) fut utilise
surtout parR~ D a's s. . :

3.. ConditionC1) de triangle isoscele. Condition (J~. Con~itio1l-. (ih)
Paur. tin ecart o.rdonne e et la pro.ximite o.rdo.nn~ei fo.rmulons

in e6Iiditibh Cd) et la co.ndition duale (LI*)que vbici: . .
C o. n d i t i o. n de tri an g 1ei s o. s cele: ". - ,

(LI) e (a, b) ~ sup{e (a, c), e (c,b)}
et dualement

(LI*) i(a,b)~inf{i(a,c), i(c.b)}.

Les co.nditio.ns (LI) et Cd*) entrainent respectivement:
Condition (J) e (a, b) <.;:,e (b, c)<';: . >e (a, c) <;
Condition (J*) i (a, b) >~,i (b, c) >.;: > i (a, c) > ~.

. c;ondii:ion (Ll2) (ef. L. 3.1)):

1. {ab, li c, c a } ~ 2 •

La;" a~b, c sant points de l'espace considere: k signifie »le cardi
nal de«.

Il faut remarquer qu'o.n peut considerer la condition (Ll2) inde
pendamment des conditions (LI), (.GI*),(1), (1*),et en particulier dans
le .cas' ou lecart n'est pas totalement ordonne .

.l, emme 3.1. Si e verifie (LI), alors

e (a, x) - 5 , e (x, b) <S='e) e ((I,!J) .. 5.

,~)'EVidemm~nti :~qe~igne U,nbtQ.inal :qtie-l<:onque $:wa ;-il -:.ya' sans
dire que ia, b, C H:~T~ c
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E (a ; .'Ss) = {x I x -:;- E~a x ~ sl·.(3)

Su'pp(}S(m~p~ry9ntre quee(a,b}=F~, donce(a, bL<~ o-qe(q,; 1Jt>~;
L,~-_. 'secon9. cas,·nepeut pas avoir lieu;le tk.iq.I:J..gl§,ict1x,bJ.~~ant
i.soscel(i).:ye prewierca:'} efa. q).< $ l:lepeu~ pa~ a\Toir:Heu~qgpJu,S\
sq.nJ;;quoion aurait e (a,b) <~,e (b,:r) <J §t don.s:.aJa·s1.1it~;d~,I
?J1sst·e(q, x) <~,contr;fl;i:remel).ta ~,"hyp:Othes~"e.~a,-:l,;L=~.

Considerons un espace E et les ensembles

(1) E (a ; = ~),{~I x'~ Eh,'x--.::= sl

(2) E(a;<~)={xlx< E.ax<S}

,~Theore me 3.1. Si L'espace tieTifie(L/), les ensembres. delCt
forme (1) sont deuxa deu.x 'disjointso1L identiq'Ues.L~s·enserribzes
de laiforme(2)fonnent unefamme ra.mifiee;il en est de meme
des ensembles de la forme (3) aussi bien que de ceux q:ui sont de la
forme (2) V (3).

·.;i'S{E(a; <~), E (lr', .<t)ont<lln point 'pen 'commun,alo-Ts

(4)
...

s ~ f '-=) E (a ; < s) c E (a', < S-)" .

On a
I. ',-

""Prouvons(4). .,") . ..
'::2 Pr em: ie.r·c'a"s:;;-':~~;Si 'aloi-sax<~,;on:aura au'ssi:a(x.<'~·,
ce qui resuIte des r'e'lations ax<;:: ~,'ap' <.~.pememe;· .sia' x'.<" r,
on aura ax' <~.Par consequent, les .sph~ro,'idesE(a; <?), E{a'-<:~)
sont disjoints ou identiques. .

; i~, ~co nd ..c as,,: ~ =I=,.t, par exempl~ r<,J'·-D'apr~f le premier
cas on "aura . . .-, - '- .;, ~

E (a; < r) c E (a'; < ~');,,~equi\ 'yu;E (a',<~) C lE (a, ,<n
entralne E (a, <~) c.E (q.';<n. ." ., . .

Le reste de la r~lat:ari (4) se prouve aisement.
Prouvons encore Ja q.~~amp9sJtiqD.:.J5).Que (5)1C (5)2 c'es~ bien

evident. Prouvaus la re'C1proque:'si -p .::::(5)2' alors p C: (5)1' Or,
p ,::::::(5)., _v.:e\lt.ctire qu'i1 existe un. point x C:; E v~rifiant ax = $,
xp::.>.~~;·ala,.$:ulte du lem.~e 3:1 oh a1,lraap = ~dane;:P.:::: (5)1' .

- ~\ .-

4. ·:eT:..esp:aces·(ou ~_espaces-tablea,ux) et l'ecart abstrai.t. T-E:space$
j .,.

'r··~· Zl.L·'L'e s 'eT-es p ac es. Soit T unaI"bn~ c',est-a-dire un tableau
ram.ifie non vide: un ensemble o.rdonne tel que pour tc;>utx ::::::T
l'ensemble ox ou (-, xh des predecesseursd~ x dans T soit bien
ordOlme; Nousposons y X:;o;o qo x) = type d'ordre de QX; le rang,
la longueur, OU L'indice y.T de-T est defini par yT = t iyx I x es: T},

t yiridique »letype d'ordre de«. La rangee Ra T de T se definit par
RaT = ~X Ix Ef -q",yx;~, a h.C~s notionsetaientconsiderees daus
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K ure p a [2]. Nous y ayons considere (p. 72) T commeun espace
de la fa~on suivante. Soit aC: T; si a n'a aucun predecesseur,
l'ensemble 1ar sera le seul vois~Iiage de a; il en sera de meme si a
possedeun predecesseur immediat. Dans chaque autrecas soit z<a·;
alors V (a) == 1 z- 1 a, 1 a ou (a, -)designant l'ensemble des points
de T succedant cl a:

la=::.:{y/y>a,y·E Tl·

On obtient ainsi la famille des voisinages de a.
En se servant de cette famille de vois.inages on de!init la conti

guite de a d'un ensemble X C T d'une fa~on bien connue: a EX
equivaudra cl ce que chaque voisinage deacontient un point de X.
En faisant ainsi pour tout a E T, on obtient un espace bien defini:
La classe des espaces pareils c'est, par definition, la classedes eT-
dpaces (ef. [1] p. 72).

Nous considerons encore la condition (N) que voici:
(N) Sia, b ont les1J}emes predecesseurs et si l'ensemMe de

CE:ux-ci n'a pas un dernierelement, alors a == b; symboliquement:
" "~

(a, b) ET, o ao b, r a E (II) --) a = II.

Sans mention expressedu contraire, on supposera que par la suite
T verifie (N).

Le m me 4.1.1. Chaque eT-espace peut etre defini au mOYe1't
d'un ecart bien ordonne de maniere que chaque triangle soit isoscele
et que la condition (L1*) soit verifie pour chaque triple de points,
distincts (ef. Lemmes 2.3.1, 2.3.2).

En effet, definissons

(a, a) = r et ou r li + 2 suivant que r a:::::: (Il) ou r a E'(iI)
(ll,b)=t«-,a] n(-,b)) si a=f;:b.

Alors les axiomes 01,

01

(Y, 03 sont demontrables.

>
a =f;: b ( __ (a, b) =f;: (a, li) .

On a (a, a) 'E 1ya, jia +2~. Si (a, a) == ya, considerons les deux cas,
suivant que ~< b ou ,..,(a < b). Si a < b, (a, b) == ya + 1> ya ==

"'" (a, a); si .- (a < b), alors (-'- a] n (-,b] C (-, a); l'egalite y ne
peut avoir lieu que si le noeud Ia I de seconde esp€ce est multi
ponctuel, cas que nous ·excluons cl la suite de la condition (N).

Reste le cas ou (a, a) == ya + 2; ce cas est bien simple puisque
(a, b) < jJa + 2 pour chaque b =1= a.

02 (a, b) (b, a); c'est evident. .
03 Four que aE "P, il faut et il suffit que toutvoisinage V (a, a)

de (a~a) .cOJ1tientun (a, f) de (a, F) == 1(a, a:)i xE F r.
La propriete03 est evidente etant donIleque pour tout z<a on a

(l) l'z-la {x[x::;:: T,rz+l«a,x)~(a,a)} .
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En effet, on aura
(3) (-, aj n (-,e] (= (-, ej

(4) (-, b) n (-,ej ':= (-,e] .

Parconsequent, les ensemhles (3)1 (4)J sont comparables: on aura
ou bien (3)1 c (4)1 ou bien (3)1 ::> (4)J et des lors (a, b) = (a, c) et
(a, b) = (b, c). Q. E. D.

L e mm e 4.1.2. Soit a ~F avec aE T, F eT; soit h u.n
procede faisant correspondre a chaqu.e f .::::::F un ensemble non vide
h (f) veriJiant h (f) C [f, -,-) '\. [a, -); si h F = U h (x), on aura

"eF

aussi a E hF et viceversa: a:::::: F (-:c=) a E hF.
La preuve en est immediate.
Dans le cas general, un eT-espact:' ne verifie pas la condition al'.

Par exemple, en considerant la famille ao des ·ensembles bien or.don
nes non vides bornes extraits de l'ensemble ordonne de nombres
rationnels, l'ens~trlble aa etantordonne par: la relation <disant »est
une portion initale de«, l'ensembleoo est un arbre de rang (VI et on
s'assure que r:espace' abstrait eau ne verifie pas la condition 01'.

Des lors, On a le suivant: ..'
P ro bI e ni..e 4.1.1. Tr~uver une condition necessaire et su.tfi-

Bante pour qu'un eT-espaee v~rifie ia condition 01'.* ..
. .

* Entretemps, Z.Mam uz ic a re.solu ce probleme (ef. .ce GLa
snik p. 96).
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,>"':} Itern'&rqu6h&des; ~: preseM. que:cccha:que'eT~espac~'estharriea~
;noF:p:he'o.'un'e-8pace-1;()talem~nFordorirte,(cf.Tb:eor-e:tne 9,.10).
(:L iD.4~:;:2;Y:rc:,e--s'p ac?e'S. ,,'A-~taitfun~~frbr-e,defimss()Iis'le T:.:.e8pace::A
d~ la maniere suivante: ,'i

;'8()it p'E::A;')si' y PS/(lI), al'6rsJpJseraie voisinage1f e'p.
'\:'?1>yp:E:, {II);'~soit"P6rE:A:' Po<'p;p()sons:L
," ,'l '--<~: ,~{poU~'('{yfr~'.4,po<;y~rr';'p} =

"'-:': lJ'enseri:ibleA (p6'pjser~ cansidere c()h1mevoi~ihagedep.
En faisant varier PO et p, on abtienta.iIlj)ilme- tamillJ~d'ensem

.bJes,od~fi:t1issaIltce, qye nous~ppeUer9nsJe T-~pace.A.. ~::' ',_ "
:," 'p:~r ,exemple, a l'ai'bre 00 ,de tout' ~ l'heure, correspoil~ le' T~
esptice;::'oo; 11'nous 'semble que cet T-espace 'n'admet :pas un eeart
hien>ofd6nne,contr airemeh tacequi se pas-se'avec le eT -esp-acebg~

5.:bes-;:R-espaceS'

. R'appelonsd'abord qtiun $yst~me'd;e~§embles' ,-'est' rarrfifi'€
pourvru que ses elemeiits's6ient comp'arables ou disjoihts.Un systemt'!
ram-ine Test un tableau ramifie ,si pour chaque X ,~ T la fairii1le
des Y: E r'verifiant y':::l X est hien ardonne par rapport clla relClr
t:on =' . T etant un tableau ramifie d'ensembles, on peufcorisiderer
chaque X "'::::::T camme voisinage de chaque x '::::X; l'ensemble
U X (X C::= T) devient ainsi un espace. Ces espacesj';ont;;J,pp~les l~
R-espaces.:J) , " ",' " '

En particulier on peut considerer le' cas au T verifiE?'ces deux
conditions (ef. aussi les T complets dans K~ureP a[2], pp~ 81-84)=
,,' Tv. Pour, ch;ac;[1.l.epaintp, la Jamille r (p) des XE T V-e.rifi(1n,t
R>~ ~ a ~'ens-embJ~ ipr comme~'inteTsection de ses~;ele.ments.

(TI) n T(p)={p).

(~)PoUrch(lqu~ chainf.K' C Ton~a ~eCi:,
',' ; Sfk (JI(:> 1, 'alors n K ~T.

Le'm tri e' 5.1. Si T verifie ('1\) et (C), alors chaque noeud Nz
de Test constitue d'un seul e.lernent de T4).

Ceci etant an a (ef. K u re pa [3] p. 1050),le , ' ,
,The o,re m e 5.1. Sait S un espace definissabie mayennant un

tq.blea:u ramified'ensembIe~, T~ tel que chaque element de T soit
voisinages .de chacun de sespointS'. Si l'espace v~rifie l'axiome (TI)

, , ,

',' a) ef. K u re p a ([3] p. 1050 et, [5] p. 128 (»espaces admettant une
'base'ramifiee de voisinages« et les 'l: (T) - espaces)). P~ p ,ii. Il i6[1] - [3J
a et11diede plus pres cesespaceset a prouveen partieulier que la sup
position du bon ordre de chaque ehaine extraite d'un systeme ramifie
ne, presenteaucune restriction es~entielle. La denomination R-espace
provien t de P. P a p.i c [1] -'- [3].

4) Chaqueensemple maximal X C:: T dont les elements passedent
les memes predecesseul's s' ap~elle unnoeud de T. Un noeud X est de
seconde espece o'ti uri 'N2f si'i'ordinal lJ:ve'tifiahtX c. Ra'T,est tle'.~seconde
espeee. - '-- ",
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de'sepamtion 'de Frechet' (pou'rehaque:a'EE la Jamine T(a); des
vdiiinagesde a possede, poo/r"l'i1iterseetion ,L'ensemhle iar),'. alors
l'cspace 's "admetun ecart bien ·ordonne, verifiant lacondition
dutriangle isosceletel.' que, enpartieulier, S <::: t5 I"T) et (a, b) >> info1(a, c), ,(ej bJ:r,'(a,b; cE S); ,J

Toutci'abord, pour ehaquc="a E'Ssoit ya, le' tYP,e'd'ordi-e~d~
l'ens€rnbie 'T (a) des elements de, T contenant, repoint a.Pour'que
ti. soit 'nonisole, il 'faut et,)l suffii que )'ordinal r asoit de seconde:
espece: raCE: (II). '., '

Definissons l'ecart (a, b) despoin!S a,b E S comme il suit:

(a,b) = t (T(aJ n T (b») .

P.rouvons"que le:s troisaxiom~s, 0\ Q~~03 ,soie~t verifies. "

01 (ci" a),-'-.- (a, b) =--=)a :...- o _,

En effet, la relation(a,b)-"- (~,a)imp'Hque
TCa) n T(b)'> T)a) ,

et qu'en particulier a, bE X pourchaque X ET (a). nJ:o, l'intel),
sect:on des X E T (a), etant ~ar,.a l~.suite de l'hypoth.ese que
I'axiome de ,Frechet soit verifie, on 'en d~duifque a = b.

Verifi0rls la ,condition Cd*)dutriangle:-isoscele. Tout, d'abord.

(1) T,(u} i:-'JT{?>'-E 1'.(l:iY,

(2) T(c) Il T(b)"--" T(b).

Par consequent, les ensemples (1)1' (~kso~t p()'rtions initial~l5.q.ela
,<~haineT(b); on a oanc' soit Oh c (2)i soit'(l\ =-:J ,(2)i'et des lors
respectivement (aj b) -:- (a, c)e't (a, c) = (b, cl. , '

, '02 (a, b), = (b; aJ .~, .c'gst,evid.ent.· , , ..
03. N e ~,es s i te :_1a r, F C S, a E F' =) pour chaq~e ordJ.nal

11- < (q, ,a) il y a un point aa -::::S verif:ant a < (a"aa), <::'(ci, al. ,En
effet1' i.l.suff:t de de~igner par a. u..npoint quelconq'ued'e ll'eleme~~
de Ra +1 T contenant le point a.

, S u ff i S an ce: Si pour, chaque a < (a:,a) l'ensemble F con
Hent un element aa tel que (1)a < (a, aa) < (a, al, alors a ,~ F c'est-..~.. . -. _.:.- ... ,

.a-dire que

T~(a) Il F=I=I'; ,(g<ru).

Or, (1) veut dire que la partie commune de T (a), T (aa) est d'un type
d'ordreE: (ti, ya]; en particulier RaT (a)cont~ent le point a~de F.

Pu.isque a estquelconque < ra, on en dedllit,que cl 'E F.
',' Quant il lacondition de continuite Ql',elle n'est pas verifiee

dans le cas gener~l. Enparticulier,consider~nt le cas ou chaque
famille disjonctive de T soit < ~o l'espace correspondant verifie
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01' au nioinspoUr une ba,se Tsi et 'seulement si JI T <wi; contra'"
irement a cequenousavons ecrit (Kurepa [3] p. 1050) qu'alers
necessairementS verifie 01',cette ass:ertion est equivalente au pro..J
bleme deS u s 1i n, commeP.P apica: bien votllume remarquer,
et en connexion avec quelques discussions initiees par Z. Ma m u
z i c. D'apres P a p i c, la condition.01'pour un R-espace S veri#ant
S EE (yT) equivaut ace que, quel que soit a < rTj l'union des
clement.s de Ra T.soit a la fois ouverte et fermee (bien entendu,
chaque element de Test ambigu c'est-a-dire ferme et ouv:ert).

6. Leses'Pciceibie~ordonnes et ecarts abstraits
\

a etant un ordinal soit I (~).l'ensemble des ordinaux < a.
The ore me 6.1. L'espace bien ordonne I (wa) peut etre deffni

.par un ecart < Wade teLle -sorte que La condition 01' aussi bien qU€

eeHe d'/.t triangLe isoS'cel,e ~ubsistent; symboliquement: I (wa):::

,'.:::E[ I (Wea)] n 01', et (a,p) ~ ;nf i(a-c),(c, b) L
POUl"s'en assurer, definissons, peur a, bEl (0.) l'ecart (a, b) de

de la fa!;on suivante:

«(I, b)=inf {a, b} +- i si li =l= b

(€l, a) = a ou (l +- 2, 'suiv:lIIt quc fI .:::: (II) ou a <2' (II).

Les axiomes at, 02, 0'1, 01' sont verifies.

OI (a, b) = (a, a)-,e) (t = b.

Il s'agit de prou ver qu'onn'a ni a < b ni a> b. Premier eas: a < b
done (a, b) =a +- 1. 01" (a, a) = a ou a +- 2 etaueun de ees nombr~
n'est egal aa+- 1 = (a, b). Reste le eas a> b done (a, b) = b+-1 <a.
Si b +- 1< a, alors b+-1 n'est ni a ni a +- 2 done (a, b) =F (a, al;
si b+-1 = a, alors (a, a) = a +- 2 et de nouveau (a, b) =F (a, al.

03• Nec e s s i te: si a C: F' et si a < (a, a) alors il y a un
-point a~ <F'\,iar tel que a«a, aa)«a, al. Tout d'abord, si a E F'
on a (a, a) = a E II. Si a < a, soit aa un ord:nal de F situeentre
(! et a; alors (aa ,a) = a +- 1 est situe entre o. et a.

Suffisan ce: Si pOUl"tout u < (a, a) l'ensemble F eontient un
point aa =F a verifiant (2)a < (a, aa) < (a, a) alors a -E F'. Tout
d'abord, on voit que (a, a) c:: II et done a -E II: d'autre part, les
relations (2) impliquent que f1. < aa < a et eela veut elire exaetement
ql,le a::: F'.

al': Si a'~ F ~C=>(a, al::: (F, FJ. Il Suffit de eonsiderer le cas
ou a ":::::-F'. Done a::::, II et (a, a) = a. Si alors pour tout o.< a 1'on
designe par aa un point de F tel que (,(< aa < a; anaura (aa, (La) C::::

.~=:iaa, aa +2} dane en tousleseasa < (aa, a,,) < (a, a) ce qui veut
dire precisement, que (a, aj c:::: (F, P)'.
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Lereste du,theoreme 6..1 se prouvecomme la partie correspon
dante dahs' L'.2:3i 1:, 2i 3.2., 4; 1, T. 5.1.

Cor 011 air e 6,1.: I(cu1) ':::: E [l(w:1.)] n 01'.
Ce cor611airese 'trouve dans la Note [8] maislaconstruction de

l'ecart y est mal faite.
Corollaire 6.2.1;((02) C E[I(w1)] n 01' n (LJ*)·

En pcl,rticulier, la proximite def.inie ci-rlessus verifie la condition
(J*). 'Oela'constitue la reponse a unequestion posee dans notre Note
f3] p, 1051: ilsuffit de poser epa(n) = on-1pa (n). _

Rem ar q ue 6.1. Chaque espace bien a;rdonne est un eT-espace,
p r o b 1eme 6.1. A-t-01i I (w1)E' E [R~] pour un entier n?
R~pondant a un probleme de K ure p a, P a p i c a prouve que

1(w1). E' E [Rn] ti 01'. Rn y desi.gne l'espace carresien a n dimensions,
Le m m e 6.1. Soit tj ii,n n<mibre ordinal. Si {J <wl' L'espace

I (P) est metrique admettant un ecart d ,'Urnseu.L-zero verifiant La
conditi9n C~f)-tdoncaussi (J) et (LJ2)). Et rfciproquement.

Que I({J) soit metrique c'est bien connu. Il s'agit de voir de plus
que la metrique puisse satisfaire LI. Or, d'une part I (P) est un R
espace de rang :s;: w (p a p i C. [3] pp. 38-40, [4] Th. 9). D'autre part,
1 ({J) MfU1tun R-espace, il admet un ecart verifiant LI (ef. L. 4.1.1);
en pcl,rticUlie:t,I (P) Hant definissable par un arbre T de rang:::;;: (1),

l'ecart a un seul zero: <il suffit de poser i (x, x) = w, i (x, y) =
=i (T (x), T (y» si x =F y.

La reciproque resulte de ce que si {J > w1, l'espace I (P) n'est
pas distanciable.

7. Uecart abstrait et Les espaces o uniform.es

7.1. E s p a c e s u n i for m e s. Soit E un espace uniforme (ef,
B o u f1:? a k i [1], A A pp er t-K y F an [1]) c'est-a-dire un espace
(V) t~l que pour chaque a c':;E la famille des voisinages de a co'in
eide aV~C la fami11e des ensembles

V(a) = {bi b E E, (o, b) E: V} ,

V p.arG9urant une structure o uniforme Urelativement a E XE; eela
veut dire que U est un filtre daus E X Eayant ces 3proprietes:

o 1. iS:::::V(V E: u) j la L1= {«(l, a)! a ':::::::E} ;

2. V E: U >V-l E U-i

3. Si V EU, il y a un W C li verifiant W WO C v.
De plllS' nous supposeronsque l'espace soit separe c'est-a-dire que

iS=nV(VEV).

D'apres un resultatde Z. Ma m u z i c si l'espace n'est pas
separe, onpeut prouverque l'espac~ ne verifie pas la condition 01',
Comrne on sait, nous p<)UVOIlSsupposer que V = V-l pour ch9.que
V E U (ef. B o u r b a k r {t]'eh. 2.).
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! .T:·h~~O re me 7.1.,1. Tout~waGe;, y.nifo1"TTlcesep(lreE,~st ::cte.finis
sabZe moyennantun ecart abstrait. a,Q-rnettantu.n s~uJ .z;~1"{JL,~~:Plu~~
l'eeart verifie Za co.ndition de reguZarite 04 ci~(lpr~s~" ','

'Eneffet, in.trbclui,sons d'~borq" la ~amiU~U /~' COmnI~.1:~.fa~ille
consistan t des ensemb1es

,J i 17/2'0 ,{ (a, 'b) U (b,a)j (o, b) i::::: v} . " , i

Par' eortsequent, si.x E V/2, x est de, la forme (a)o) U,,(b;~),'o.tt
a, b:::: E et en particulier (a, b) es: V.On voit que L1 '~ V/'4etf-que

,.1,.• (jV/2 (V<:: U) .
".

Ceci et,ant, definissons l'eeart ude lafa~ofi sl.,iiya.pte:
;;.;" L ,

lL (a,aL "4 (0,,-:::' E) ,~' :):. .

u (l!,bf .. (~,b) ,t;J{b, a)pour"chaque:I;~,;~};2E, ':",.: ,:.:
En ;defifiissafit l'ertsemb1eM commecelui dolit .:les.e1eni'eri~·,.sont
de la:f6r:tne'

Li ou (a,b) U (b, a)
'" .. ,'" .,', "', ',,\

1:~eCl,rt·Urepresente bien unea,pp1icationunivoque de EXE sur-Mi
, l~s'i~nse;ribles i.[J2,(V U) seppnt eOIlsideres.comme vRisinag~si ,<:l~

»zero« to = L1. ' ,,', .. '" ',c','

c.,rPrquvon&.que lesaxiomes9\;--03 ,sontveri:fies. C~i,e~fi§v~der{t
pour les axiomes 01 et 0:', reste I'axiome 03. " . ' ,

Nee e s s i t e. Soient (a), X c E et a::::: X dans l'espaee uni
fDrme E. Cela"·""euLdi.:requepour tDl.,lt"V,.EV;i! y- a un pD:nt
(a) b) C:: Y. avee b :::::X done b E V (a). Par eonseque"nt u (a,b) =
~(ci, bfU (h;d.):::: V!2;a~tremerit dit,quelque"§oiF1e»vois'itiage«
Vj2 de 3;dans M:,' ily a un 'pDint h~ X teF'que1L (a,b )i: Vj2ddnc
U (a;'a)' (~ti. (a, X) et eeci, par d'efinit:Dn, veut' dire CJ.ueli. est eontigu
a X (relativement a l'eeart u).' " . , , , •

S u f f i s ane e.Eel;iproquernent, '~upposqns que, quel qu.e soit

V./2 il ,y~a un point b E X te1gue u (a, b) :::::V/2 dDne (a, b) U
1.J(b, ~)C:: V/2;' or, eela veutdire que (a) b), (b, a) :::: V dane (li.~b) E
(::: Veto (::V'(a); c'est"'-a-dire a esteDntigu'a X dans lato'pDlogie
unifnrme' aussi.

7.2. E e art a b str a i t r e g u 1i e r. A':x i 'o m'e 04• Des le
eDmmeneement, M. Freehet [1], [2] eons.idera:tdes eear,ts regu1iers
numeriques; par definition, un eeart numerique est regu1ier s'il
existe une"fonetion ree11e f'de variable ree11e 1e11e que f (+) > O

{O <x<oo) et que f (x) ~ O si x -.+.0. P1usieursauteursš'e sont
oceupes d'eearts regu1iers (ef. A per t - K y Fan [1] eh. IV).

La regularite de l'eeart absttait dam le eas DU l'ensemb1e des
zeros est: monoponetuel, s'enDnee par l'axiDme 04 que voici:·

A x i 'O m e 04. QueZ que soit Ze voisinage X de »zero« 1;, iZ y a
u.n voisinage Y de ?; tel que, queZ que soit a .::::E Zes re1,ations
u (a, b), u (b, e) '.:: Y entratnent u (a,e)E X.
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L'equivalenee de la eondition' 04 et de l'axiotne U,. Sur lesstrue-
tures est manifeste. .,

Tout d'abord 04 ~=) D.g• En effet, u (a, b) E Y, u (b, e)-='::: Y imp1i
'querit en particulier (a, b) ::: W, (b, c) EW ou Y ::-:W/2; d'autre
part, ti, (a, c)E X implique (a, e) "~ V ou V/2== X. Ainsi done (a, b),
(b, e) ':::: w --) (a, e) E V. ' ,

Reeiproquement, U;} c:--> 04• Tout d'abord, (a, b) ~ W implique
u(a, b) E W/2; de meme(b, e):::: W => u (b, e)E W/2; (a, e) '::::V ' >"....
---) u (a, e) E V/2; done l'imp1ieation (a, b), (b, e) E W,,=)(a, e):::: V
entraine l'implieation u (a, b), u (b, e) EY/2 )u (a, e):::: V/2. Q. E. D.

Ainsi le theoreme 7.1.1 est eompletement demontre.

. 8. Espaces pseudo-distancies

8.1. Conditions (R) et (1'). (Voir Kurepa (I), [4], [51.

:Frechet [2], [3], [4], [5], Appert-Ky-Fan [1], P,apic [1]-[5]).
Soit eva un ordinal initiaI regulier; la classe (D.) des, espaees.fut
definie par K urepa eomme eelle admettant uneeart dual sywetri

que bien '()rdonne <eva verifiarit la c:ondition de regularite que voici:
C o n d i t i o n (R). Il y a une fonetion ep faisdnt correspondre

il- tout ordinal n < OJa un ordi-ri.alep(n) < OJa de maniere que

(o, b) , (o, c) > p (n) 0=) (b, c) > Il

pour ehaque triple de points de L'espaee.
Remarque 8.1. La regularite globale precedente est equiva

lente a la regularit~ loeale que voici: cl chaque point a de l'espace et
~ chaque ordinal n < OJa correspondun ordinal epa (n) < OJ(I telque

(a, b), (a, c) > Pa (Il) __ ) (b, c) > n,

quels que soient les points b, c de l'espace.
Ce fai t est du a N i e m y t s k i [1] pour a= O (ef. A P per t - K y

Fan [1] p. 78) et a D o s s [3] pour a> O.
E)Ce m p le 8.1.1. SoU eva uri nombre ordinal initial non eofinal

awo ConsideTon~ un R-espaee S def~ni par un tableau T d'ensem~
bIes de rang eva; supposons que S ait au mo~ns un point de caractere
Na. Deslgnons par So l'espace qu'on deduit de S' en y declarant
eomme isole ehaque point x de S, tel que la famille des Y ·:::::T

verifiant~xr C Y soit eofinale a 1 ou il w{3' avee f3 <'(L. Alors So
~st un Pa-:-espace.. ,

Eneffet, soit i (x, .r) = (()a; soit, pour x =f: y, i (x, y) le type
d'ordre de l'interseetion T (x) Il T (y).On voit bien que i est une
pseudo distance dans l'espaee So' Ainsi par exemple, la eonditiop, (R)
de regularite est une consequenee immediate de ce que pour ehaque
triple a, b, eS S l'ensemble .

{i(a.b) ,i (b,~). i(~a)}
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x. n": =FI' .

PQ~de auplus .c,ieJJxpoints; il en J;:esulteque la fonctidtl.CfJdal1..~'
l'enonce (R) peut etre supposee etre l'identite. .

... ,C ond it i o n s {I'} (tm). Soitm un nOll1brecardinal > L Nous
.dirons 'cl\i~unespace'E-:'v~r1fie la cOl1clition(I'm) relativememtcl une
bqse"Bdefinissant l'espace E si la: cOIlelusion que voiei subsiste:

. (tm). Si pour un ensemble X CE tel que kX< n:d,a blŽ.SeBcon
ti€nt une familZe monotone d'ensembles .-1 X dont l;intersection est
'~gale li X, alors l'ensemble ~ n'est paš isole.
\ .Nousdirons', qu',Un esp'aceveri.fie (1'm)s'il existe une hase de
l'espaCe"pour.laquelle la condition (1'm.) est verifiee. <'

Pour a'preger nou$ eerirons (1') au lieu de (I' N,) .
Nous dirons qu'unespaee E verifie (1') au point p de l'espaee

relativement cl la fami11e F de voisinages d-efinissant l'espaee au
point p, si l'on peutconclure que p E E' du moment que la fami11e
F eont:ent une famill~ (monotone) de voisinages de p distinets de ipi
et ayant ipr pour l'interseetion. .

Si relativement clune base B de vois:nages, l'espaee verifie (1'm)

pour ehaque point d'un ensemble X, on dira que relativementcl B .
l'espace verifie (tm) daIls l'ensemble X.

On dira qu'un tableau ramifie d'ensembles T verifie (1'111) si pOUl'
chaque ensemble X de puis.sanee < m la relation eventuelle

(8.1.1)(1 (~X);=X

implique
(8 1 2)

11 va sans dire que

(8.1.3) (- X) l' = {Y i Y ET, Y::> X) .

et ql.le X peut ne pas appartenir cl T.
Le m m e 8.1.1. Pour qu'un tab.Zeauramifie d'ensembLes, T.

veTifiant les conditions (Tl) f:t (C) verifie la condition (I'), il faut et il
suffit que la condition (n,,) que voici ait lieu:
(no» Chaque element de seconde espece de Test infini.

Nee e s s i te. Soit X un element de seeoride ·espeee; d'apres la
condition (C) on aura X = n (-,X)r. Si alars X n'etait pasinfini,
la condition (1') impliquerait que X n'est pas isole. Or, X etant un
ensemble ambjgu, eela voudrait dire que X' =t= v; cependant, T
verifiant (TI)' le derive de l'ensemble fini X est neeessairement vide;
Par eonsequent, X est infini.

S u fifif> ane e: (n2): implique (I} Soit done X un ensemble fini
~ E verifiant (8.1.1). On adone kX < No; si de plus kX> 1, la
condition (6) entrainerait X ::::::T. Or, la fami11e (8.1.3)"n'ayant pas
un terme minimal, on en deduirait que l'ordinal ~ v€rifiant X <
.--Rf T serait de seeonde espeee. A eause de (n2) eela .foudrait dire

que kX >No - absurdite. On adone necessairement kX = 1; a
cause de (n2) on a X ,~' T; si X = ixr, la relation (8.1.1) implique
x E E', Ainsi le lemme 8.1.1. est demontre.
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.. ' ..,yoici:.unprocede biensimple de fabriquerupespace. qui ne
verifiepas la condition (1'2) relativement il. une base: SoientSet X
un V -espace et un sousensemble duderive E' respectivement; soit
F. tihe ·famille de voisinages definissant l'espace S. Ced etant, eon
~ideI;pns.tmensemble ndh vide XC:: S'; soitF1la farhi1lequ'on
dbtient de:Feh· y adjoignantles ensembles (a) (aE Y) dane

F1 =F U U (o)) (a <: X).
a

Soit S (X) le V-espaee definipar la famille Fl' L'espaee S (X) ne
verifie pas la eondition (l') relativement 'a la famil1e F1 dans aueun
point a. '::::::X. C'est que manifestement

(0)= il V(a) (V(a) .:-::::F, (fL)C V.{a)) .
~~ . .

donc a ... S'; d'autre part, le point a est isole dans l'espace S (X).
l'ensemble uniponctuel (a) y etant un voisinage de a.

En particulier, Bo etant l'espace de B a i I' e,a zero dimension.
X etantun sous..ensemble de Bo =B(J' tel que B() "X soit> ~')
etpartout dense, l'espace Bo (X)est bien 4~fiili. L'espaee Bo(X).est
un R-espace de rang minimal Wo + 1 sans etredefinissable par un
tableau ramifle de tang wo' Remarquons que Bo (X) C I (Do).Un fait
analogue subsiste en y rempla~ant l'indice O pa,r un ardinal a.

8.2. E n o n c e d u The ore m e.

The ore m e 8.2~1. Soit E un ·espace pseudo-distancie done
d'une' cZasse (Da). Supposons que l'espace E veTifie l'une et dane les
deux conditicms que voici:

1) Condition (l').
2) Condition (n2): chaque element de secondeespece d'une base

T de l'espace est infini. .
A!ors l'cspacc est rnetrique (cas a = o) ou totalement ordonnable

ou les deux.
p r o b 1eme 8.2.1. Existe-t-il pOUl'chaque ordinal a un espace

})Seudo-distancie Ec<-~ (Da) non distandable qui ne soit pas totale
mentordonnable?

Tout d'abord, la classe (Du) cOlncide avec la classe des espaces
metriques de F r e c het (POUl'·la demonstra tian v. K u I' epa
14], [5]). Quant aux classes (Da) pOUl'a > O, R. D Os S [3] a prouve
quela eonditian de reg.ularite (R) est equivalente a la condition
disant que la fonction ep soit l'identite. R. D o s s ·en a deduit que
l'espace considere est definissable par un tableau ramifie de vo.i-
sinages c'est-a-dire que chaque classe (Da) pour a > O est un R
espace. En particulier, en definissant le spheroide S (a, >~) eomme
l'ensemble des poinis dont Je degre de· proximite a partir de a soit
> ~(a, ; parcourant respeetivement l'espace donne et l'ensemble des
ordinaux :::;;:Wti), le systeme de ees spheroides est un tableau ramifie
d'ensembles, definissantl'espace donne E: l'espace E est un.R-e&pace
au yT = iVa •
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.8;3.' Que, I qu es. pr op ri et'e s GoncernanJ lesR ..•espaces
~oUSallonsindiquer quelques proprieles des R-espaces: ,

,", Soi~nt done E un R-espaee et, T un tableau ramifie d'ensembles
.et~I:niSsantl'espace E. pour chaque 0.:;::::, E on a, la famille T, (a.)d€!s
'x .:-.::T verif}.ant a::;:::: X et on s'UPposera.que:iar ' n.x (X~T(an·

T (a) est une suite strietement d&roissante d'ensembles qu'on
designera To (a):J T lea):) ... :) T~ '(a)~ ... ($ < j' T (0.)). Donc

{al , n 1'~(o) ;
t

Evideriunent, l'union des elements de T estega.le il. l'enseinbleE.
L e m m e 8.3.1. Chaque portion dr,oitf?, P, de T telle que

(.) x = E (x EP) est une base de I'espace E5).

l1s'agit de prouver:si 31:( E, chaque V (x) E T (x) contient
un element de P (x)~ Or, l'union des elements de P etant E, il Y
aun A ex):;:::: p tel ,que x C: A(x). Puisqlie aussi x:;:::: V(x) done

,:,%:;:::::V (x) i/->l A (x) les enseinbles V (x), A (x) sont comparables (T
~stllp.·tableau ramifie):, on a soit A (x) c V (x) soit A (x) :..-::,V (x).

Ð~p.sk·premiercas,tout est deja. prouve; dans le second cas aussi
puisque V (x)<2 Petantdonne que A (x) P et que P est une
por.tion:,droite de T,

Voici une propri€te eleme:htaire de l'espaee E:-

L emm 'e'8.3.2. Chaque X "~'T est un ensemble a:mbigu: X est
(!'la'fois'ouverf et ferme.

Que X soit ouvert c'est bien evident; prouv6ns- que X est fe-rme;
dans le cas contraire, on aurait un point aE X'"" X; on-aurait en
part~culier a C: V (0.) '\. X et V (o.) I"-'YX =F v. et des lors, T etant
ramifie, V (o.) :::> X pour chaque V (a)E T (0.), contrairement cl la
supposition (T1)' D'une fa~on analogUe on prouve le

Le m me 8.3.3. Si X, Y' i:::::: T, l'ensemble X " Y' est ambigu.

,Le mm e 8.3.4. Soit F une chaine extraite de T; si l'inter
secti&n, I des elements de F contient un e'lement de T, l'e7isemb!e I
est ambigu.
. L'ensemble] est fer.meen tant que l'intersection- des fermes
appaI'tenant a F. D'autre part, considerons la famille ]+ = Ro (1,-).
Celle.:.ciest une decomposition disjonctive de I,chacun des elements
de ]+ etant ouv,ert; 1+ est egalement ouvert,etant donne que I est
la reunion des elements de ]+.

Rem a r q ue 8.3. 1. Dans ce qui suit nous supposerons, sa~f
mentionexpressedu contraire que les deux conditions (T1) et (C)
sdient satisiaites: (ef. 5).

804. Condition «(5N2) et (N2).

5)Chaque sous-f,a:mille F deT telle que poUl' chaque. XC~F{)n et
(x, -) CF s',appelle portion droite de Tj. bien .entendu '[:2,""--'] T

= 1:Y Iy ':-:~ T, x :) y r·
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Soit,T un tableau ramifie definissant un espace pseudo-metrique
E veriflant l' ou (n2).Prouvons le

Le mmeS.4.l. La base T verifie

la c o n di t i o n (o N2): Chaque element X de seconde espece
est L'union d'une famille infinie oX d'espaces ambigus deux d deux
disjoints. .

Tout d'abord, d'apres la remarque 8.3.1 on peut supposer que
pour chaque X ET de seconde espece l'intersection des Y < T
verifiant Y::> X soit egal a X. Ceci etant, consideroris un element
quelconque: X deseconde espEkede T; a la!suite de 1aJcondition; (I') ou
(n2) l'ensemble Xest infini. Si de plus X'= v, on aura (p) E T pour
chaque p E X et on designera par oX la famille des (p) (p·E X).

Si par contre X'=FV, posons X1 ~[X,-)r; onaura rX1 > 0)0'

Soient Y E Rwo 1p X1 et Y" <::: R" X1 verifiant Y" ::> Y.
On a evidement

" n

(2) Y= n Yn (n < Cl)u), Y--URo (Y, -)T' Y" = (Y,," Yn+l)U Yn+1

(3) Y,," Yn+l~ UZ" (l" E PO (YII• -)TJ Z* Yn+1) .

Cela montre que la decomposit:on de X provenant de (1), (2) et (3)
est une partition demandee oX de l'espace X.

Ceci etant, definissons inductivement la base T' de la maniete
suivante. Posons T'n = Rn T pour n <eu . Soit l' un ordinaltel que
les sous-ensembles T" de T soient definis. Definissons T'" . Pour
cela, considerons l'ensemble

(4) 1''' U (-, Xlr (XE U 1",,).
X (1'.<1') II

Si l'ensemble (4) est vide, on posera
(5) 1"= U r" (vu < 21)II

Vo

et le proces sera termine. Si l'ensemble (4) est' =F v, considerons la
rangee initiale Ro (4) de (4). Si ')J E' II, on posera

(6) 1',,'=Ro(4).

Si ')J C:: II, on posera

(7) 1'1" = U ({x}u o X), (X E Ro (4),"
Q X ay?nt la sigI:l,ificationde tout cl l'heure.

En designant par ~, le premier o~dinal tel que l'ensemble (4)
sqit vide, la famille T' est parfaitement definie par (5.). ..

Onprouve aisement que T' est une sous-famille c;ieT equiva
lente aT; en particulier, quel que soit le point p et pE V(p)C: Tj
il y a un W (p) ..~ T'· tel que p E W (p) c V (p). En effet, soit ~Je
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preIriiet:otdihal.tel que la farniHe T'~ neeohtienrie aueun X :J V (P).

Par consequent, pour ehaque Jo<~on a un A~oC:T'~otel, que A~o ~
:=J, V (p); on aura . .

.Cl' .A~o ::> v (p)
·i . ~o~~

et foreement e'est le signe = qu'il faut y prendre; pour l'element
YE'·T'~+:i. tel qu-e p (: Y, onaura Y c V(p).
.. De plus, oh se i'end cornpte que la baseT' verifie la eondition (C}
disaht'que; pourtout X E.T' de seeonde espeee on ·a· 'pl (-, X) = X.

OnVort que la base T' verifie la condition (Nz) que voIci:
-cC b n cl i t i on (N.,). Chaque eLement: de sec6nde· espece possede

UM infinite de succešseursirltmediats: . {'

-(8) X 'E Ti, r X 'E (II) ~>k Ro(X, - )7' ~ N} :c' .
8.5. Demo'nstration du the·oreme 8':2.1..
Prouvons d'abord le

Le m m e 8.5. L; Chaque Ei~ac~, isole E est {otaLement ·ordon
nabLe. Si E est infini, on peut ·anotre gre disposer du compo'1'tement
d,e E aux -f2xtremites: L'espac~ ordqnne peut etr~ limite, iHimite ou.
limite d'un seuL cote, g:auche ou droite. . -. '.

Le eas kE-<No etant trivial, suppos011s' kE = ~a. Pour avoir
Un espaee illimi:te, de type(-.:',> , on eonsidere le type d'ordre ta =. .

",.",(evo * + evo) eva; alors ehaqu.e application biunivoque de ce type
d'ordre sur E est une homeomorphie. Pourrealiser les trois autres
C~, ()J1 cOl}sid~re les pr:dres:

ta + CJ)/~

, ..•. 'J

Passons maintenant a la demonstration du theoreme 8.2.1.
8.5.1. ard i n ati o n n atu r e Il e. (cf. K ure p a [2] p. 127)
On peut supposer que le tableau T verifie les cO'ridft:onsC (ef.

L. 8.5.1) (N2) de (8.4.8) et que E C:: T; done Ro T - ~Er.
Ori va ordonner totalement la famille desT(p) (p C-E E); l'ordina~

tion sera une generalisation naturelIe de l'ordination alphabetique
et sera induite par les ordinat:ons totales des X C::: 'l.jJT ,de premiere
espeee. . ,

L'ordre total demande (E; <) sera resultat d'ordinations succes
sives (E; <a) de plus en plus extensives. Ch;aque element X E 'l.jJT
sera une portion ambigue Xc de la ehaine (E, <). .

La caracteristique de L'ordination alphabetique de E consiste
justcment dans le fait que chaque X '::.::T devient u.ne p.ortion Xc de'
la chaine. L'un des caraeteres <-~), +-', !~, I-i de la portion Xc dans
la ehaine (E; < ) sera determine des qu'on arrivera a considerer
l'element XE 'ljJT. C'est ainsi que par exemple chaque X ::::'l.jJT
de premiere espeeesera de type i-i, e'est-a-dke deux points notes
mX; MX seront assignes<i' X et seroht le point initial et le point
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terminal de la portibn Xc' dans ,la chalne (E; <::). Alltreme.lltdit
chaque element X ::"'ljJ T de premiere espece sercl..limite. I1vasaIls,
ilireq~ '

(1) Y ex, 111 X E Y =) 111 X -- m Y

(2) Y c: X, M X E Y =) M X = MY. ',.

Le comportement aux extremites de Xc pour un XE 1pTdE!seconde
espece est induit par le comportement. dese!ements de (-, :x.h, 'a.u
moinssiL'on tient d l'ordination alphabetique. -C'est]Jour celaqti'i1
faut considerer des T p-ermettant a di.sposer du coniportement aux
extremites des X E Tde seeonde 'espece. Or, pour polivoir di.sposer
aux extremites de X d'une fa~on arbitraire, il suHtt que X solt
decomposable en une inifnite d'elements de T, c'est-a-dire que T
verifie(N,,) (ef. L. 8.4.1, 8.5. 1). Cette condition est assur~e par la
conditi6n (1') on (n.,) dans le cas des espaces pseudo-distancies (v.L.
8A.i). - . ." .

En particulier, si X est dans T de seconde- espece, on arrangera
le comportement de Xc aux extremites de teIle maniere a empecher
que Yext:remiteeventuelle de la chaine Xc .soit poiht d'aecumula.tion
de l'-ensemble E '" X.

8.5.2. P r'O c ede (P). Soit D une famil1enon vide d'ensembles
deux a deux disjoints: Le procede (p)appliqlle a D consi.stera des 3
operations que voici: . ';." L",' ...

'l.Orp:onnet totalement le syste.me D par une re1ation<{D)
pour obtenir une chaine isolee

COD __ (D; «D».

2.. Pour chaque X::; 'tj! D determiner les points mK, MX de X
de la fa~on indiquee ei-dessus; dane Xc sera d'un type 1 + .. + 1.

3. Ordonner l'ensemble S = U D par la relation «D) definie
a partir de < (D) eomme il suit: -" "

3.1. Pour ehaque X ::.. D, les points mX etMX sont le point
init:al et le point terminal de X dans(S; « D));

3.2. Si X, Y E D, alors > '. .

(1) XS (D) Y dan:> COD (=) X . «S D). Y daus (S;(S D» ol\.

(2) X· (S D) . Y <~>x (<3, D) y (x EX, y ':: Y).

Pour ehaque X E 1j.J T onappliquerale proeede (P) a l'espaee X et
il. sa base (X, -)r. Cela yeut direen particulier que la famille

(3) Ro (X, -)T
sera totalement ordonnee par une relation d'ordre propre, soH < (N)
et que la chaine (3) sera d'un type d'ordre 1 + .. + 1 pour chaque
X ::.. 'IfJ T de premiere espece.

Soient alors x, y deux points distincts de l'espace. Considerons
la chaine T (x) = ~T~ (x) r~ des voi.sinages de x et la cha.~ne T (y) =
= ~T'7 (y)r'7 des voisinages de y appartenant a la'b~se T. SoH

(4) i = i (x, y)
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le premier indieen tel que Tn (x) =t= Tn (y) et dane T1l (x) nTn (y) = v,
Foreemement, il. la suite de la condition C, le nombre i (x, y). est de
premiere espeee. Par eonsequent, l'element X = Ti-i (x) = Ti-i (y)
est bien determine aussi bien que la ehaine earrespandante' (3).
Alorsan definira' .

(5) x ~ y (=) Ti-l (x) < (X) Ti_t (y) .

On prouve facilement que l"ensemble ardanne (E; <) ainsi obtenu
est 'uneehaine. Au fond, il s'agit d'une generalisation naturel1e de
l'ol'dinatian alphabe1ique des eomplexes T (p), (p 'E E).

8.5.3, D i ff i e u Ite sc o n ce rna n tle s n o eu d s des e
c o n d e es p e c e. Dans le cas general, l'espace danne E n'est pas
homeomorphe de l'esIlace ardonne (E; <) ainsi obtenu. C'est que
chaque X '::::::T est un saus-espace ambigu de l'espaee E, alors que
daus la chaine (E; <) cette propriete subsiste necessairement
seulement si r X Ef {II). Daus le cas general, la chaine Xc, si
yXE {II), n'est pas uoverte dans la chaine (E; <). C'est pOUl'eette
raison que si r X -::::(II), le procede (P) sera applique a X avec la
precaution supplementaire a aSSUl'erl'ambiguite de la chaine X(;'
Procedons par recurrence.

POUl'faciliter le langage posons

(l) Xo - Ro (X, -}T' (X CE' 1/1 T) .

Ceci etant, appliquons le procede (P) au systeme Ro T. On obtient
ainsi l'ensemble ardonne

(2) (E; < (Ro T) designe aussi par (E; <o) .

POUl'ehaque X E 1p R1T app1iquans le procede (P) au systeme Xo;
sOlt

(3) (E i <1)

1'0rdinatiori ainsi induite daus E; 'par consequent, l'ordination (3)
est la reunion des relatians d'ordre

(4) '::::0, ~ (Xo). (X E 1/J R1 T) .

D'une fa~onanalogue an definit dans E la relation ~2 comme la
reunion des relations

~o, .:sl' .::::(Xo) (X CE' 1/JR2 T) •

Supposons que a < r T et que les ordinations

(5) (E; ~~) (s < ce)

de plus en plus extensives so~ent definies; definissons alors
(6) (E;-=Sa)'

Si a '::~I, la relation <a sera la reunion des relations

(7) .~~ (S <, li)

(8) ~ (Xo) (X.~ Ra.1/J T) .
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Autrement dit, <il et l'extensicm de la relation ~1, par des
relations (8). Si a.:::: II, on considerera d'abord la relation

a '. '
(9) ~ =U ~~ (s < a) .

Pour chaque X '~ Ra 1p T on appliquera le procede (P) il. Xo avec la
precaution que voici.

Si

(10) . (-, X)(E;::;:a)

n'apas un dernier point, Xo n'aura pas un premier point; et duale
ment: si:

(11) (X, -)(E.-<a)

n'a pas un point initial, la chaine Xo n'aura pas'un point terminal.
L'ensemble Xo etant infini, on peut toujours satisfaire il. ces deux
conditions (ef. L. 8.5.1).

Bref, on a ainsi une suite d'ordinations

(12) (E; <a) (a < r T)

de plus en plus amplifiees.
8.5.4. H om e om orp h i ede ma n dee. Soit

(1) (E; ,S)

la reunion des ordres (8.3.12).C'est la chaine demandee.
On se rend facilement compte que l'ordre (E; <) est celui qu'on

obtient dans E en y transplantant par la transformation T (a) -+ a
l'ordre total de l'-ensemble QT des chaines maximales eT, l'ordre
dans OT etant alphabetiqu€.

L'espace donne' E est hcnneomorphe de l'espace totalement
ordonne (E; <). La transformation identique en est une home
omorphie.

ce fait resultera des deux propositions que vo~ci:
Le mme 8.5.4.1. Si x E V (x) '~T, il Y a un intervalle ouvert

I (x) de la chal,ne (1) tel que

(2) x E /(x) c: V(x).

Le m me 8.5.4.2. Si x ,~ E et si I (x) est un intervalle ouvert
de la chal,ne (1) tel que x C::: I (x), alors il y aun V (x)E, T v·eTifiant

(3) x E V (x) C I (x) .

Prouvons le lemme 8.5.4. 1. Pour un x'~ E designons, s'il
existe, par x-le point qui dans la chaine (1) precede immediatement
le point x. Dualement, soit ;:t+ le point de (1) qui suceede immemate-
ment au pQJnt ;:c. .

Lemme8.5.4.3.Sl,x =m V, V'E T, aloTs x- existe,sauf si
x = mE. Et dualemet: si x = MV, V ,~T, aloTs x+ existe, sauf si
x=ME.· , .

En effet, soit x == m V, VE T. Soit A < T tel que x - .mA;
yA E I (II) et que y A soit 1Ilinimal. -Sait AC::: XI); Si m X =x;alors
yX '.:::: (II) et en vertu de la condition (N2), le poinfx-'" existe. Si l'on
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n:a pas mX 0=" x, alo,rsdans la ehaine Xol'element .A de eelle~ei a
un predeee~,eur. immediat, soit A-; alorsMA- =x-.

On prouve le dual d'une fac;on analogue.
Ceci etant, prouvons le lemme 8.5;4A>·il iagiF de:deterrniner

les:extrep1ites de l'iq.tervalle I (x) en question.
Si x = mA, A :::::T, onprendra le po:nt x- pour l'extremite

gauehe de I (x). Si x n'est pas de la forme 'mA, A :::::,T, le pointU)
mV (x) servira eomme l'extremite gauehe de I (x). ,

Il nous reste eneore cl prouver le lemme 8.5.4: 2. Soient done
x ,:~ Eet I (x) un intervalle ouvert de (1) eontenant x. Si ~a~E TJ
on peut prendre ~a~ = V(a).

Supposons que
(4) J (x)= (x', x").

Puisque'x ':::::(x', x"), on 'voit que

(5) i (x', x")- inf {i (~', x) , i (x, x")} •
SoH alors

(6) ,8=sUp{i(X',X),i(~·,x")}.

~) On aura

(7) Tp (x) ,- J (x) .

En effet, pour ehaque p E Tp (x), on aura p <.:: (x', x") - eonse
Q'4e:q.eedes egalites i (x', p) ,--:i (x',x), i (p, x")= i (x, x").
, Ainsi le theore.me 8.2.1. est prouve.

9.' Quelques cas d'ordinabiLite tota le d'espaces

La demonstration preeedente du theoreme 8.2.1 s'applique pour
demontrer le .

, ,

The o r em.e 9.1. Chaque R-espaceverifiant la cbndition (N2)

(resp. (c5 N2)) est totalement ordonnable.
ce theoreme est a rapproeher du theore:rn~ de P;Pa p Lc pro

venant <;lutheoreme 9.1 en y rempla~ant la condition (N9) (resp. (oN 9))

par la.coIld1tion pdisant ceci: . ' -, ',' -
Co ildi t i o n ti Aucun element X C::::T de seconde espece n'est

ccYmpact.
En,partieu1ier ona le

': T heo rem e 9.2. Chaque R-espace verifian.t TI defini par u,n
tabl(;a~ T de rang < ())o est totalement ordonable.7)

, • 6) ,Bien entendu" dans le lemme 8.5.4. 1 on peut' toujours supposer
qu~'7'V (x) .:: I Hani donne que, d'apres supposition, la base T verifie
la condition (C). '

7) C'est un des premiers resultats que P. P a p i c et K ure p a
ont trouve independamment l'un de l'autre en 1953lorsque K ure p a
avait eru avbir demontre l'ordinabilite totale de ehaque espaee pseudodi
sta.nda nondistaneiable et lui, independammant, un moisapres eelle des
R-espaees verifiant Ti'
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The o.rem e 9.3. Chaque R-espace E admettant une base Š ~o
est totalemet ordonnable. ,

Tct1t d'~bbrd. Eest metrique, E etant un R-:€spaceverifi~ntl'l
et ayant une base Š~) (v. K ure p a [5] .Th.5). Ensuite" chaque
R-espace metrique est totalement o.rdonnable (P a p i c [3] Th. 10).

The o.rem e 9.4. Chaque R-espace compact E verifiant TI est
.unechatne CY.rdonneelimitee. , " .

. ~Tout d'?lJord, l'espace E est definissable par un tableau T de
vo.isinages tel que rT~wo et kRnT<~o pour chaque n<rT
(v. P a p i.c [lJ L. 5.6). En vertu du theoreme 9.2 ou theoreme 9.3,
l'espace ,Eest totalement o.rdonnable. Chaque ardination naturelIe
de la' fmn.iIle OTdes chaines maximalesC T fournit une chaine C'
<iont l"espace est homeomorphe de l'espace E. !len resulte en parti
cu1ier' que C est limite. Eneifet, d'apres le procede P du 8.5,2, an .
peut sup:p:oser que E .::::::T et alors les p'oints mE, Mlt_sont Je point
initialefle point tennlnal de la chaine C. ' "

En.s:l,lite,C ne presente aucune lacune. En effet, ~it l une po,re
tion, in,i1iale de C; designons paul' chaque n < r Tp,ar trn l'element
-de Rn 'T tel que ou bien V .coupe l et C '" l ou bien que Vn soit
cofinal cl l. Alors le point li Vn e~t o.u bien le point terminal de I
'Ou bien le point initial de C '" l.

T he o.re m e 9.5. Soit E un R-espace verifiant la condition (1')
-ou (n2) relativement d un ,arbre T de voisinages; soit Tk = U [X, -jTf
X' pa.rcourant la famiUe des X C:::T compacts [de seconde espece}
'veri:fidntkX' > 1. Si alorsL'ensemble Ek = UX (X ETk) est ferme,
respace 'E est une chatne ordonnee.

Le theoreme, 9.5. se deduit d'urie fa~on simple du theoreme 9.6
que voici.

T h eo. r e me 9.,6. Soient E unR-espace, T un' arbre de voisi
'nages ,definissant E et

'(I) Te =U [X.-lr ~..>
X parcourant la famille des elements' compacts de seconde

.espece de T. Si l'e.nsemble ! ' I

(2), Ee = U X (X es Te) , '

est ferme, 'l'espace E est totalement ordonnable.
Tout d',abord, l'eflsemble Ee est ouvert, etant donne que Eest

l'union d'ensembles ouverts X ':::::T. Par consequent, si Ee est encore
ferme l'enseznQle Ee est ambigu. Cet ensemble ,est un sous-espace
ambigu dMini par la base Te. Or, chaqueXC: Te etant compact,
l'e'space' ~nibigu X admetime base B (X) de rang < Wo (v. Papi c
t1J, L. 5). Eri pa:rticu1ier, il en resulte que la famille

(3) ·u B(X) (X esBo Te)

est une base de l'espace Ec et que le rang de (3)soit Š wo' En vertu
-du Th. 9.2 il existe une chaine LI telle que l'espaceEc soit homeo
morphe.de l'espace totalementordonne LI' D'autre part,considerons
le complementaire
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de 1"ensemble Ec. C'est un ensemble ambigu, comme complementaire
de l'ambigu Ec• Or, I'ensemble (4) engendre un' espace defini p"ar
la famille ,.

(5) T" Te'

Cette famille verifie la condition {3de Pap i cet d'apre~ le dit
theoreme de P a p i c il existe une chaine' Lz telle que l'espace (4)
soit homeomorphe de l'espace Lz'

Maintenant, ,il s'agit encore de la question si l'on peut disposer
des ordinations des espaces Ll' Lz de maniere que chacun d'eux
soit ambigu dans la somme ordonnee LI + Lz. Il_en est bien ainsi.

En effet, l'espace Eest ou bien compact au nOh compact. Si: E
est compact, la chaine ordonnee LI est necessairement d';un type I-i
donc 1 + ... + 1. Si Ec n'est pas compact, on peut disposer libre
ment de son comportemen~ aux extremites. Le meme raisonnement
s',applique il Lz' On en deduit facilement qu'on peut supposer les
ordres LI' Lz de mahiere que chacun des espaces LI' L2 soit ambigu
dans l'espace ordonne c'orrespondant il la chaine

LI + 12•

Eien entendu, l'ordre y est defini de maniere que LI y precede L2,
Q: E. D.

.The <> rem e 9.7. Si l'esp:ace E '::::(R) possede un seul point
d'accu:[nulaticJ'n,soit a, E est homeomorphe d'un espace totalement
ordonne L; de plus, si E possede une parne infinie D isolee fermee
(ce qui se p1"esenterapar exemple dans ces deu.x cas:

1) k E > NJ ; 2) k E =Na

et Enon compact), on peut exiger que la chaine L soit limitee ou
illimitee ou d'avoir une s€ule extremite, initiale ou termina~e.

En effet, {a} = n T~(a) <5<(J)a) et on aura

To (a) = {a} U U (T~ (u) " TH! (a») .
. ~

L'ensemble E " To (a) etant ambigu, on peut'le 'considerervide
et alors

E-.:{a}UU (n(u)" TH[(a»).~ .

L'ensemble t~ (a) " TH-1 (a) est isole et on peut l'ord.onner cl de

venit une chaine L~ du type k (T~(a) " THI (a» ou (w* + w) w"p

suivant que k (T~ (a) " THl (a» est fini ou = k w.v~ ; alors la chaine
L = (.2'L~) + ia~, (~<wa,) par transformation identique, est homeo-

~ .

morphe de l'espace E ..
Pour achever la demonstration, enlevons il la chaine L un

ensemble denombrable isole ferme D donton y parle; soit Tle type
d'orci're du reste de Iachaine L. Disons qu'un type" d'ordre est de
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forIheOO, 01, 10 ou 11, suivant qu'il n'a aucune extremite ou seule~
mertt l'extr~mite' droite ou seulement l'extremite gauche ou les deux.
Si 7:0. est le type demande il l'espace E, on le deduira de 7: de fa<;on
indique dans le tableau que voici:

a) Le type 7: est de' la forme 01:

type de.rnande 7:0

doit etre un

co* +'1:

Representation de 7:0.

(on ordonne D, il devenir
eu et OIIl le mei apres T)

co* + 7: + co

co + 7:

co* + 7: + w

w* + 7:

7: + w

co + w* + 7:

Remarquons que dans le cas kE --'. No l'un des ensembles Tn(a) "

" Tn+1 (a) est infini et on peut le prendre pour D. Si kE >Na.. _..

on' peut prendre

D eU" (1'" (a)" 1'''+1 (u) (" < CI)1l) •

The ore me 9.8, Si le deriVl~ E' d'un R-espace Edefini par
un tableau Test separable' simultanement c'est-a-dire s'il existe
une famille dis-jonctive F c T telle que

h(X n ~/)=1 (XE F).

l'es'RGce E est totalement ordonnable.
Soit Y = C U X, (X <~F); Y est un ensemble isole; considerons

alors le systeme H = F '-....) 'J {(r}}, (y ':::.:Y). Ordomlons H,il devenir
:r

une chaine isolee L; nousen ciedU:isons 'une chaine Ec en rempla<;ant
daus L chaque element X <:::. F n L = F par unordonnemeht' total
Xc de l'ensemble X de maniere que Xc soit limite et que X' c =
= X' = X n E'. La transformation identique de E en Ec est une
homeomorphie entre E et l'espace ordonne Ec.

The ore me 9.9 (L'ardinahilite totale des eT-espaces). Chaque
eT-espace est totalement ordonnable si et seulement si l,'espace
verifie l'axiome TI de Frechet ou si cha9ue noeud de seconde espece
del,'arbre correspondant est monoponctueL.

Il suffit d'ordonner chaque noeud N de premiere' espece deT il
devenir une chaine isolee limitee, soit (N; < (N» et d'y appliquer
l'ordination rtatur:elle. C'est-il-dire, a, b etant deux points distincts,
con~iderons les elements ai, bi oui = i (a, b) '= t(~, a] n (--'--,b];
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nece:ssa.~remen;t,les points aj, bi appartiennent cl un memeI+oeud N
de T; Qn,pose alors' a< b si et seulement si .~ < (N) bi, dans le
noeud N. 'SoitC la'cp.aine ainsi obtenue. Prouvons que l'espace e'r
est homeamorphe de l'espace ordonne C. ,

Soit x ET. Si x' < xI' < x, alors (xI', x]c C S(x', xi. '.. ' "
Reciproquement, soit I -'--(a, b)cun' intervalle de la chaine :C

contenant x tel que a < (c)x < (C) b; ioi < (C) designela relation
d'ordre de la chaine C. Alors, I contient 'im sphero'ide S (x; ~). La
cp,ose etant ev:dente si 'yx ::::' II, supposons que yx;E II. Soit
~ "" sup .{i'(ii,x),'i' (x, o)); on a ~>i (a, b) et on voit bien que S(x; >
>;~)C t: ,"

10.,Problemes

Dans ce qui precede nous avons considere parmi d'autres ees
espaces:

1) Espaces totalement ordonnables,
2) Espaces pseudo-metriques non metr:iques,
3) R-espaces,
4) eT-espaces,
5) T-espaces.
Le probleme se pose de pousser plus cl fond l'etude des inter.,.

connexions entre .ces ·espaces.
..' La liste precedente pourrait s"augmenter des espaces ramifies

et des espaces ordonnes. Voici par eXe'Inplela definition des espaces
ramifies (ef. K ure pa [6] p. 72): '

SoU S unensemble ramifie c'est-cl-<iire un ensemble ordonne
jouissantde la propriete que pour tout ac.: S l'ens.emble (--,-o, a)s est
une chaine. A chaque a :::: S on va a~tl;l.cherles ensembles de la
forme (x, Y).s = ~ar u u (x, y) comme voisinages de a; iei x'~ oa; Y

y,Y , '"

denote uneantichaine maximale quelconque de 1a.
. 'Voir aussi les problemes 4,1, 6.1,8.2.1. Sur eela nous reviendrons
dans un autre papierP',' -,

INDEX

Ambigu = etre cl la fois ouvertet ferme;
Arbre 4,5.(v. T);
Axiomes 0\ 02, .0:1, 01': 1.1; '04: 7.2;
Condition: (e): 8.3; (Cl)~(C5)' Cd), Cd2): 3; (I'): 8.1; (N): 4; (n:!): 8:1;

-' (N2):, 8.4; ('JI): 8.1; (R): 8.1; (T1): 8.3;
D-espace:8.1 ;
Ecart: abstrait 1.1; -et espaces bien ordonnes 6; -et espaces uni

forme 7; M- - 1.1; -numerique 1.1; -regulier 7.1; --,-.totale
ment brdonne 1.2;

Espace: - D: 8.1; eT":-: 4; -pseudo;,.distancies: 8; R- -: 5; T-: 4;
Noeud: chaque sous-ensemble maximal A de T ve1"ifiant (-, x) =

= (~,y) sl .:r:,y-::' A;' '
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Operateur(5: 1.2;, '
Ordina:tion: -alphabetique l.3; -,- natu'relle 8',5.1;
Proximiie:j !Li; . .,'
R(Lrnifie:ensemble '..:.:.clO;'espace "--: 10;'"
Ref]uLarite:8.1; ,.',. .
Tableau ramifie: .1·5,'(v;ll '

Denotations "

kX= le card~n.al deX;'
,---' .---
'-.... non: ; . '.'
'W'F ...:..cix I X,~~ F, .k-X> l~;
{pF ~ ~XIX'--=: F kX = lL:-I I "...•.. , r,
RT 4'. ,
T 4..5;
T(a) 8.1;
yT 4;
Da ' (-, a) ixix < ar;

la =(a,.~) {xii >a}; ,
cl ,-.:;: (II) veut dire que a est de seconde espece;
i(a, b) 3. ,
1'1.- desigri~ l'elernent variable < n:
R etallt lesymbole pour une relationbinaire,on designe par R1; R~

--l'espectivement le premieret le secotid terme de la relation R.
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o APSTRAKT~Ol\l RAZMAKU

Ðuro Kurepa, Zagreb

Sadržaj

F r e c het ([1], [2]) je 1905 uveo razdaljinu i polurazdaljinu
odnosno razdaljinske (metricke) i polurazdaljinske prost07'e (v.
Kurep a [6J § 25). Ku rep a ([1], [4), [5]) je promatrao pseudo
.mc,fricne prpstore, a 1936 je u [3J uveo apstraktne pC>lurazdaljine.

U 1. se preslikavanjem e ili i kvadrata p2 na nek~ prostor ili
strukturu M definira apstraktna polurazdaljina time, što vrijede
aksiomi 01, 02, 03. Tako se još govori o M-prostoru P, oM-razmaku
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u p ili simbolicki F' E {g [M]. Tu se pojavljuje i uslov 01' (aksiom
neprekidnosti). U slucaju Ea -prostora uzima se za M skup rednHl
brajeva < Wa te se stavlja i (x xJ = Wa za svako x <: P. Tu slova
E oznacuje pocetno slova rijeci ecart (razmak). Zadovoljava li Ea

prostori usLovu regularnosti(R) iz 8.1, govori se tada o Da-prostoru
(D je pacetno slavo rijec: distancija). Svaki prostor za koji postoji
redni braj a, tako da taj prostor bude jedan Da-prostor, zove se
pseudodistancijalan prostor. (slucaj a ---O daje razdaljinske prostore;
v. K ure p a [4], [5]). Alfabetsko uredenje kompleksa je u vezi sa
jed!iom dobro uredenom razdaljinom: ako.se radi o (JJa-kompleksima

x, y dovaljno je staviti: i (x, x) = W'a, i (x, y) = prvi indeks na kajem
se nizovi x, y razlikuju.

3. Uslovi jednakokracnosti. Ti su uslovi U) i C1*),a imaju za
posljedicu uslave (I) i (1*) kao i uslovC12). Ako je definirana potpuno
uredena razdaljina uprostaru E, tad se pramatraju skupavi (3.1),
(3.2, (3.3).

Lema 3.1. valja ako. valja (LI).
Teorem 3.1. Ako prostor zadovoljava (LI), tad su skupovi (3.1)

ili isti ili disjunktni; skupovi oblika (3.2) su granasti i vrijedi {3.4)
kao i (3.5)

4. eT i T-prostori. Neka je T kakvo stablo t. j. ureden skup sa
svajstvam , da iz a E. T slijedi, da je skup oa svih y E T za kaje
je y < x dabra ureden. Pramatrajma skupove V (a) ablika Iz - la
sa z < a, zE, T; tu la aznacuje skup svih x E T za koje je a <x.
Ako je oa prazno, stavlja se V (a) = (a). Shvacajuci svako V (a) k"w
okolinu tocke a, time se definira prastore eT; ta je eT-prostor. Pret
pastavimo li, da važi uslov (N), anda je takav eT-prostor moguce
definirati dobro uredenam polurazdaljinom (Lema 4.1).

4.2 T - P OI' o.s tar i. Definicija T-prostora' dobiva se iz definicije
eT-prostora tako da se akolinasvake tocke x dobije iz adgava'rajuce
okaline V u eT-prostoru iskljucujuci sve tocke p E V za kaj.e je
rp' >yx.

5. R-prostori. Neka je T stabla skupova t. j. granasta obitelj
skupoval) sa svojstvom, da za svako X E T skup svih Y '::::::T za
kaje je Y :::J X cine jedan dobra ureden skup s obzirom na rela
ciju =? Uzimajuci svaka X :~~T za okolinu svakog a EX, pastaje
unija svih X E T adredenim prastarom; to su R-prostori (isp.
K ure pa [3] p. 1050, [5] p. 128; P a p i c [1]-[3]; na'ziv R~prast(lt:
potj.ece ad P ,ap i ca).

Tea rem 5.1. Svaki R-prostor za koji važi Frechetov aksiom
separacije može se definirati dobro uredenim razmak om za koji
vrijedi Cd).

T ear 'em6.1. Svaki dooro uredeni prostor I «(J)~') dOIJUštapolu-
razdaljinu s akSiomom 01' i svojstvom (LI).' .

1) ObiteljF skupova jegranasta, ako ne sadrži nedis·junktnih ne....
uporeqljivih c1alnova; t. j. iz -X, Y E Fslijed~X CY,Y ~ X; ili X ei Y =
=v.
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Teo rem 7.1. Svaki separirani uniformni prostor može se
definit-ati polurazdaljinom s jedn011l, nulom i to tako, da je zado
'voljenoi 04.

8. Pseudodistancijalni prostori (Kuj'epa [1], [4], [5], Frechet

[2j':'-[5],'Appert-Ky Fan [1], Papic [1]-[5]).
Za dani regularni redni broj OJa. definiraju se Da. -prostori kao

oni za koje postoji polurazdaljina < Oja. ·iza koje važi ovaj

_Us lov r e g ula r n o s ti (R): postoji preslikavanje ep koje
svakom rednom'broju ,u<OJa. pridružujeredni broj ep(p)<wa. tako,
da -iz' (}{a,b), (}{a,c) > ep (p) slijedi (}(a, c) > ft.

Te ore m 8.2.1. Svaki pseudodistancijalni pro-star E E Da.~ koji
se može definirati stablom skupov·a u kojem je svaki element drugq
vrstebeskona~an, jest ili distancijalan (slucaj a = o) ili potpuno
ur~den (a> o) ili oboje.

9. O potpunoj uredenosti prostora.

T e'o re m 9.2. Svaki R-prostor, koji zadovoljava aksiom T1,
a može se definirati stablom skupova ranga' < OJ, jest homeomorfan
potpuno uredenom prostoru2).

Te o rem 9A. Svaki kompaktan prostor, koji zadovoljava (T1)'
jest jedan .u.r~den omeden lcmac. '.. .

. Te ore In. 9.6. Neka je E odreden,R ..prostor definirgn 'sta~lom
skupova T. ·Ako je skup El.' iz francuskog teksta teoiema 9.6 zatvo":
ren, tad se prostor E može potpuno urediti.

Te ore m 9.9. Svaki eT-prostor homeomarfan je potpuno ure-:"
denom prostoru.

10. Problemi. U prvom redu radi s,e o' tome, da se nadu veze
izmedu ovih vrsta prostora: 1) Potpuno uredeni prostori, 2)' Pseudo
distancijalni nedistanoijalni prostori, 3) R-prostori, 4) eT-prostori,
5) T-prostori.

P r o b 1e m 4.1. Naci nuždan i dovoljanuslov, pa da T-prostor
zadovoljava 01'.*

Pro.blem 6.1. Da li 1(OJ1) E E [Rn] za koji prirodan brot.n; Rfi
je kartezijev prostor od n dimenzija. '

P r o b 1 e m 8.2.1. Postoji li za svako a pseu.dodistancijalan
nedistancijalan prostor iz Dn, koji ne bi bio potpuno ureden prostor?

(Primljeno 21. XI. 1955.)

2) To je jedan od prvih rezultata do kojeg su P. Papic i Ð. K u
rep a došli, kad je Ð. Kur epa 1953. mislio, dazaI~ljucak o urede-,
nosti vrijedi za svaki pseudodistancijalni prostor; a P a p i c, oko mje
sec dana kasnije ne znajuci za taj rezultat, da, zakljucakvrijectiza svaki
R-prostor, koji Zadovoljava (Ti); ..

* U meduvremenu Z. Ma m u z i c je riješio taj problem (isp
Glasnik mat.-fiz. i astr., 11 (1956).


