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© ! ‘SUR I’ECART ABSTRAIT ~
f)u‘rb"'- K-urépa " Zag'reb :

C est en 1905 que M Fréch et 111, 121 (cf [3] p. 62) a 1ntrodu1t
lecart nwmérique comme moyen de définir une classe d’espaces
abstraits. En 1934  en généralisant les espaces métriques’ de M.
Fréchet, Kur ep a [1] a introduit les espaces pseudo- metrzques
en supposant que I’écart entre deux éléments de 1’espace soit un
point d’un ensemble totalement ordonné quelconque én particulier,

. Pécart (a, a) d'un point de lui-méme était un pomt jouant le réle
du nombre 0 - dans la définition des écarts numériques. Les axiomes
correspondants sont analogues aux axiomes respectifs dans le cas
des espaces métriques. En 1936 Kurep a [4] [5] développa la Note
[1]. .en donnant une nouvelle 'définition des espaces métriques
suscoptlbles a une généralisation immédiate; c’est ainsi qu’a tout

ordinal initial régulier w,-il fit correspondre des classes E; et D.

le cas a = 0 se réduisant aux espaces métriques et 4 ceux possédant
un ‘écart numérique, respectivement; en méme temps Kurepa
prouva que les écarts totalement ordonnés sont réductibles aux
écarts bien ordonnés (ou inversement bien ordonnés). R
En 1936 Kurepa [3] introduisit 'écart tout ¢ fait abstrait (pas
nécessairement ordonné) aussi bien que, en particulier, la distance
abstraite en partant d’une transformation uniforme du carré E X E =
£ E¥ sur un_ espace ou une structure, utilisant 1’idée émise préala-
blement (par 'exemple [1] fin de III) qu’ une structure peut définir
une ‘autre structure, et en particulier en insistant sur I'idée qu'un
.espace (ou structure) soit définissable par quelques propriétés
directes liées a I'ensemble ou aux ensembles attachés & I'espace.

- Enfretemps, vint louvrage de A. Weil [1] sur les espaces
uniformes. Nous prouverons que ces espaces admettent un écart
simple (Th. 7.1); nous y Teéviendrons dans un autre endroit. A partir
de 1945 M. Fréchet [3]-—[5] s’est occupé des écarts totalement
ordonnés ‘dans le but de les rapprocher des espaces uniformes; R.
Doss [1]~[3],J. Colmez [1]-—[3], Appert [1] etc. considéraient
aussi des écarts ordonnés et les liens de ceux-ci avec des espaces
unlformes D’autre part, Kurepa [5] considéra des espaces abstraits
admettant ‘une base ramifié de voisinages d'une part et les espaces
définissables par des tableaux ramifiés de voisinages d’autre part.
R. Doss trouva.un lien - entre les derniers espaces et les espaces
pseudo-métriques non métriques; P. Papié prouva récemment
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que chaque espace d une base ramifiée est définissable par un
tableau ramifié, ce qui simplifie ’étude de ces espaces-la.

Nous allons prouver que tout espace pSeudo-métrique vérifiant
la condition (I') est métrique ou totalement ordonnable (ou les deux),
{cf. Th. 8.2.1) ce qui est a rapprocher de quelques considérations
antérieurs. En particulier, l'ordination alphabétique des complexes,
initiée par F. Bernstein [1] et développée surtout par F. Ha u s~
dorff [1] nous montrera un écart bien ordonné. La considération
des eT-espaces (cf. § 1.4) ou espaces-tableaux que Kurepa a
définis dans sa Thése ([2] p. 72) donnera un exemple de plus d’une
distance bien ordonnée. Il en est encore ainsi des R-espaces (v. ci-
aprés 5.). La différence symétrique des ensembles est aussi un cas
d’une distance abstraite.” Dans I’ensemble des applications dun
ensemble donné S on peut définir aussi un écart régulier ou une
pfro:mm*tte réguliere.

En renvoyant a un ouvrage plus complet oll nous exposerons
plus amplement le sujet nous nous contentons de donner ici quel-
ques résultats dont quelques- uns datent depuis 19 ans (cf. aussi
Menger (1}, Price [1] et Kalisch [1]).

1. L’écart et Pécart dual (la proximité). Quelques types d’écarts

~-Soit M = (M, —) un espace abstrait; cela veut dire qu’a tout

X C M on fait associer un ensemble, désigné par X et faisant partie
de M. Par conséquent, chaque espace représente une organisation de
I’ensemble des points de l’espace. Cette organisation peut servir &
définir d’autres organisations (structures).

1,1. Ecart abstrait. Proximité abstraite. Axio-
mes O, 0%, O3, OV, E étant un ensemble et M un espace (ou une
structure quelconque) on considérera une application p de E? =
= E X E sur M; cela veut dire que, pour tout (a, b) < E?, o (a, b)
est un-point de M; en particulier, g (a, a) = M. Dans le cas général
¢ (a,b) F= o (b, a); mais pour simplifier I’exposition nous nous restre-
indrons ici au cas symétrique ot g(a, b) = g(b, a). L'élément o(a, b)
peut étre appelé lécart de b 4. partir de a ou la proximité de b
d a ou le degré de proximité de b a. Le cas le plus connu de I’écart
est celui ot o(a, b) est un nombre réel >0 (Fréchet 1905). Mais
I'existence d’un écart abstrait quelconque entre les éléments de E
peut entrainer une structure (organisation) au sein de E. De ces
deux dénominations dualés: écart et proximité, 'une se préte mieux
dans un cas, l'autre dans un autre cas. Le passage de I'une a l'autre
se fait en permutant les signes < et > et en changeant convenable-

" ment les dénominations (par exemple: initial — terminal ete.)-
Indifférement, on peut se servir des deux modes d’expositions, et
parler donc de M-écart ou de M-proximité.

Pour simplifier, nous supposerons que les axiomes O!, 0%, O*%
gue -voici solent vérifiés (v. Kurepa [3]).

S
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. (Axiome d’identité) o(a,b) = g(a a)==)a = b;

O2 (Aa:zome de symétrie) po(a, b) = o (b, a).

Si M est un espace et si g est un M-écart dans E ¢ est-a—dlre si
o(a,b) = M, (a,b << E) alors par l'axiome d’organisation O que
voici 1é1 struct'ure de M se transforme en une structure sur E.

0% Si'a < E et F CE, alors a est contigu & F dans E, symboh—
quement a/F si et seulement si Q(a a) est contigu a o(a, F)
dans M: ’

F<_.)e(a,a) = g(a,F) el gla, F)={e(a,x)|» g F}.

21.2. Operateur é"[M] Si pour un espace E il y a un espace
'(,s.tructure) M et un M-écart o tels que les axiomes O', 0%, 03 soient
vérifiés, nous dirons que l'espace E est un M-espace ou ‘que E est
définissable moyennant un écart abstrait symétrique extrait_‘, de M,
ce que nous indiquerons par L = & [M] ou tout simplement par
E [M]. Enoncons tout de suite la condition OY que voici (cf.
Kurepa [3DH:

oo ’condztzon de continuité) Si @ = E, F C E et si a <~ F, alors
elaa) S @B F); i o (B ) ={e(f.N|f & F)

Nous allons passer en revue quelques classes d’écarts et de proxi-

mités. On peut parler de différentes espéces d’écarts; on aura a.nsi

Vécart numérique,- ordonné, bien ordonné, ensembliste, spatial etc.

suivant qu'il est un nombre, un point d’'un ensemble ordonné, un
ensemble, un point d’'un espace etc.

2. Ecart numérique. Ecart bien ordonné

21. Ecarts numériques (Fréchet [1]). Dans ce cas
M est lensemble (ou plitot I'espace) des nombres réels > 0;
4 (a) (l) = 0.

22. Ecarts totalement ordonnés ou bien ordon-
nés (Kurepa [1], Fréchet [3] [4], Doss [1], Colmez [1]).
M est un ensemble (ou I’espace) totalement ordonné avec un premier
(ou dernier) point {; on pose p(a,a) = {; si en particulier { = we«
et M est I’ensemble des ordinaux X we, on obtient la classe E,, le
cas E, coincidant avec la classe de Fréchet des écarts numériques
(pour la démonstration v. Kurepa [4] [5]).

230Ordination alphabétique et I’écart Soient w4
un ordinal initial régulier et T une famille de Wa — complexes
d’éléments d’un ensemble C; si l'on pose i(a, a) = We (@a=T) et
si I'on désigne pour a, b << T par i{a, b) le premier ordinal & << w,
tel que a; = bg, alors i est une proximité symétrique bien ordonnée.

1) Dans .notre définition primitive la condition de continuité fut
imposée a priori & lespace considéré (v. KXurepa [3]).
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La métrique i jouit d’une propriété remarquable; c’est que si
a,b,c < T, on a le triangle {a, b, ¢t; dans la i-métrique: ce triangle
est 1sosce1e Vensemble i4a, b, ct des écarts. i (a b), ; (b, ), i (c, a) se
compose de < 2 éléments. -

Lemme 23.1. kifa, b c}gz 'De plus 1(a,c)> inf {1(b a)
i(c,b)t (cf. Kurepa, Thése, p. 44 L. 5.1 et 5.4 relation (g)). L3,
ida, b, ct désigne 'ensemble des i (x,¥) (x, y = {a, byct, x:l:y)

En effet, dans le cas contraire, on aurait tr01s ordinaux distincts:
~a=1i(b,c), f=i{c,a),y=1(a,b); supposons que a<ﬂ<y, alors
les relations i(c,a)= B.cp = - ag., B<v=ifa,b),a,. L b,. entrai-
nent bg. = ag. = cp. done by. = cg. donc (& cause de a << f) en par-
ticulier b,. = cs. contrairement & la définition de a=1i(b,c). Le
fe_st_e_-d_u ‘lemme se démontre immédiatement. ' a

. Voici une conséquence bien utile concernant l’écart i
. Lemme 2.3.2. Si i(a,b), i(b,0) > & alors i(a,¢) = ¢ et duale-
ment?).

Le lemme 2. 3. 2. s’ensuit immédiatement de la seconde partle
du lemme 2.3.1. Le lemme 2 3 2 (ou plutot son dual) fut utilisé
surtout par R. Doss., =~ : : :

3. Condition (Zj) de triangle isoscéle. Condition (J) ‘Cond,ition (412)

Pour un écart ordonné e et la prox1m1te ordonnée i formulons
la condition (A) et la condition duale (4*) que voici:
Condition de triangle isoscéle: -

v (4)  e(a, b)_.Ssup_{e (a,¢c), e(c b)}
et dualement ' '
c A4Y)  ia, b) > mf {1, (a c) , i (e, b)l

Les conditions (4) et (4*) entrainent respectivement:
" Condition (J) e (a, b)<§&, e(b,c)<E=e(a,c)<&
- Condition (J*)-i(a, b) > ¢, i(b,c) >¢& =) if{a,c) >¢.
Condition (4,) (cf. L. 3.1)): ~ "

I.‘ab bc,ca}<2

La; a b ¢ sont pomts de l’espace cons1dere k signifie »le cardt-
nal dex. :
Il faut remarquer qu’on peut considérer la condition (4,) indé-
pendamment des conditions {/), (4%), (I), (I*), et en particulier dans
le .cas’ou lécart n’est pas totalement ordonné.
-Lemme 3.1. Si e vérifie (4), alors

e(a:x):g’ E(.X',b) <-§:::>9((l,‘b):§.

dn-e que {a b c} CTe il

Toe cC
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Supposons par contre que e (a, b)==£, donc e (a, b) < £ ou e(a; b) > &
Le. second cas.ne peut. pas -avoir lieu; le triangle..ia, x,bt étant
1sosce1e Le premier-cas e (a, b) <§ ne peut pas avoir’ heu non. plus
sans. quoi on aurait e (a,b) < ¢, e (b, x) <& et donc & la suite de J
aussi- e (a, ) << £, contrairement a Ihypothése e (g, x) = &.

Considérons un espace E et les ensembles
D) E@=8={ssSEdw=4
@ E@<O={slr< Bax<f
| (3)‘_\ B s s)-—{x|x~ E, axﬁ§‘_.__: N

Theoreme 3.1. :Si Vespace venfze (A), les en.semb[es de la
jorme (1) sont deux @ deux disjoints ou identiques. Les ensemblés
de lo:forme (2) formeént une famille ramifiée; il en est de méme
des ensembles de la forme (3) ausm bten que de ceux quz sont de la

forme (2)V (3).

s SRS (a; <$§), E(& < "} ent-un: pomt ol en ‘commun, alors

ey §<§ _>E(a,<§) E(a <§)

On a ’ S
Conl o q(Byr Eas =)= U Elxy <8y (= {-—E;ay =& .
Prouvo'nsl'(tl) Lo Do 5 L R g ok

Prémier cas: § £+ Si alots ax <&, on aura. aussi a' x <&,
ce:qui résulte des relatlons ar < &, ap << &. De méme;.si. a'x’ <&,
on aura ax’<¢&. Par conséquent, les sphermdes E (a <§), E(a <¢)
sont disjoints ou 1dent1ques '

Second cas; & ,_g , par exemple ¢<§ Dapres le premler
cas on aura :

E(a; <§’)CE(a §)~«ce quii” vu 3 E (g, <) € E (a,<<E)
entraine E (a, <$)(_E( ; <& .

Le reste de la relation (4) se prouve alsement

Prouvons encore la decomposltlon (5) Que (5), & (5), c’est bien
ev1dent Prouvons la réciproque: 'si p =< (5),, alors p <& (5);. Or,
p < (5),, veut. dire qu'il existe un point x C E vemflant ax = &,
:L';p< 5, A la sulte du lemme 3.1 on aura ap = 3 donc D= (5)1

4 eT—espaces (ou eSpaces tableaux) et écart abstrait. . T espaces

4 1. Les eT-e spa ¢es. Soit T un arbre c’est-a-dire un tableau
ramlfle non vide: un ensemble ordonné tel que pour tout x = T

I'ensemble ox ou (—, x)r des prédécesseurs -de x dans T soit bien
ordonné; Nous posons yx = t(0x) = type d’ordre de ox; le rang,
la longueur, ou Vindice »T de T est défini par yT =t %/x |x < Tt

t ¢ indique »le type d’ordre de«. La rangée R,T de T se définit par
R,T = ix|x < Tywx = at Ces notions étaient .considérées dans
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Kurepa [2]. Nous y avons considéré (p., 72) T comme un espace
de la facon suivante. Soit ¢ <= T; si a n’a aucun prédécesseur,
Vensemble {at sera le seul voisinage de a; il en sera de méme si a
posséde un prédécesseur immeédiat. Dans chaque autre cas soit z<<a;
alors V (a) = 12— 1a, 1a ou (a,—) désignant I’ensemble des points
de T succédant a a: '

la={yly >a, y< T} .

On obtient ainsi la famille des voisinages de a.
En se servant de cette famille de voisinages on définit la conti~-

guité de a d’'un ensemble X C T d’une fagon bien connue: a = X
équivaudra a ce que chaque v01smage de a contient un point de X.
En faisant ainsi pour tout a <= T, on obtient un espace bien défini.
La classe des espaces pareﬂs c’est, par def1n1t10n la classe des eT-
cspdces (cf. [1] p. 72). '
Nous considérons encore la condztum (N) que voici: k
(N)'Si a,b ont les meémes prédécesseurs et si Uensemble de
ceux-ci n’a pas un dernier-élément, alors a = b; symboliquement:

(a,b){-%, oa=ob, ya<(l]) =)a=b.

Sans mention expresse du contraire, on supposera que par la suite
T vérifie (N).

Lemme 4.1.1. Chaque eT-espace peut étre défini au moyen
d’un écart bien ordonné de maniére que chaque triangle soit isoscéle
et que la condition (4*) soit verifié pour chaque tmple de points
distincts (cf. Lemmes 2.3.1, 2.3.2).

En effet, définissons .

(a,a) =ya ou ya + 2 suivant que yYa = (ll) ou ya 6'(1’])

(@b)=t((— a) N (—, b]) si azkb.
Alors les axiomes O!, 0% O® sont démontrables.

ol azxb >(a, b) % (a, a) .

= \

On a (a,a) < {ya, ya + 2} Si (a,a) = ya, considérons les deux cas,
suivant que a <b ou ~ (@a<<b). Sia<<b, (g,b) =ya+ 1>ya=
= (a,a); si ~(a<b), alors (—a] M (—,b] € (—, a); I'égalité y ne
peut avoir lieu que si le noeud |a| de seconde espéce est multi-
ponctuel, cas que nous. excluons & la suite de la condition (N).
Reste le cas ou (a,a) = ya + 2; ce cas est bien simple puisque
(a, b)) <ya + 2 pour chaque b F=a. ' :

0? (a b) = (b, a), c’est évident.

o Pour que a &< = F, il faut et il suffit que tout voisinage V(a, a)
de (a, a) contient un (a, f) de (a,F) = {(a, x) | = << Ft.

La propriété O est évidente étant donné-que pour tout z<a on a

M) tz—la={zlx = Tyz+1<(a0= (0,a)} .
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Tout -d’abord (1); & (1),. En effet, soit b < (1);. On a deux cas,
suivant que z<<b<a ou bE'(zal.- Si z<<b<g, alors yz<i -
yb<ya doneyz +1<yb+1<ya donc yz+1<(a, b)S(a a),ﬁ

et par conséquent b = (1),.

Reste le cas-ou b <’(z, a]; soit. alors b le premier pomt de
(z,a) vérifiant b’ ||b donc (—b).<b. Par conséquent (a,b) =
=t(—a N{—=bl=t(— b’) = }’b' é [}/Z +1, (a, a)] donc (a, b) <
< (1),. Ainsi donce (1),"C (1),. Dualemeént (1), € (1);. En effet, soit
£ un ordinal <(g,a); soit x,x <= T un point quelconque tel que

(2) §+1<(a,2)Z(a,0).

Soit a; << R¢ [a]; on a &< (a, @) et le point a; est bien determme
¢t vérifie (2) pour-x = a; puisque (g, a) =ya; +1=§&+ 1< (g, a).
Aucun x vérifiant (2) ne peut précéder a;; c'est que si-x <<,
alors x<<a;<<a et (@,2) =t(—x]l=yx +1<<¢& -+ 1 puisque
yx<yoa = & On n’a pas x|/ a; non plus; c’est que si x|la;, alors
(a, x) <t (—, ar) = & De méme si x vérifie (2), alors ~ (¢ << a:), sans
quoi (a, :Jc) =ya+1>ya=a, a) Bref nécessairement, si x <= (1),,
alors x i (1);.

Prouvons que chague tr‘angle est. 1>oscele a, b e etant 3 pOlnta‘
distincts, on aura .. - : -

. (a;, b) 2 int {(u c), (e, b)} .
En effet, on aura '
3y (=N (== (—d
@ (=N (e =, .

Par conséquent, les ensembles (3), (4), sont comparabl-es: on aura
ou bien (3); & (4), ou bien ’3)1 D (4)1 et deés lors (a, b) = (a,c) et
{a,b) = (b,c). Q. E. D. ' '
Lemme 4.1.2, Soit a = F avec.a=T, FCT; soit h un
procédé faisant correspondre ¢ chaque £ =~ F un ensemble non vide
h(f) vérifiant h(f) € [f, —) \ [a, —); st hF = U h(x), on aure

xeF

aussi a << hF et viceversa: a = F (=)a = hF.

La preuve en est Jmmedlate ‘

Dans le cas général, un eT-espace ne Verlfle pas la condition O
Par exemple, en considérant la famille ¢, des ensembles bien ordon-
nés non vides bornés extraits de lensemble ordonné de nombres
rationnels, 'ensemble ¢, étant ordonné par la relation < disant »est
une portion initale de«, ’ensemble ¢, est un arbre de rang w, et on

s’assure que l'espace abstrait eg, ne vemfle pas la condltlon ov.

Dés lors, on a le suivant: :

Probléme 4.1.1. Trouver une cond.ztwn necessaz're et suffz-
sante pcur qu'un- eT-eSpace verzfte la condition OV.* :

: -*-»Entretemps, Z Mamuzxc a résolu ce probleme (cf ce Gla—
snik p. 96). )
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Remarquons des & present que chaque éT—espace ‘st homeo—
morphe d'un’ espace”totalement ordenne {ef. Théoréme 9- 10).
£ 0452 YI‘—esp acesd. A-étant un Arbre- deflmssons le T-espace A
de la maniére suwante - VeIl
"% i8bit: DAY SE yp < (1), -alors <p} sera le v01s1nage de p
‘-‘:Sl yp = (II), smt pmé A; p0<p, posons S

- A(po pl——{ HC 4, po<y 7y<p}

L’ensemble A (po,pf ‘sera. considéré cornme vmsmage dé"p.-

En faisant varier p, et p, on obtient ‘ainsi une famille d’ensem—
bles définissant ce que. nous appellerons le T-espace A. - .

" Ps T eXemple a Tatbre o, de tout'a I’heure’ correspond le T—
espace 0y; il nous semblé” que “cet T—espace nadmet pas un ecart~
blen ordonne contrau*ement A ce qu1 se passe avec le e'T—espace 00

~

5 "L'es- R—es-paces -

Rappelons ‘d’abord qu un’ systerne d’ensembles “ast” 'ramzfze
pourvu que ses éléments soient comparables ou disjoints. Un systeme
ram1f1e T est un tableau 'ra,mzfze si pour chaque X < T la famille
des Y= T Vérifiant ¥ O X est bien ordonné par rapport a la rela-
tion D T etant un tableau ramifié d’ensembles, on- peut ‘considérer

chaque X = T comme voisinage de chague x < I’ensemble
JUX X = T) devient ainsi un espace. Ces espaces sont -appelés les
R-espaces.®

En particulier on peut considérer le cas o T ver1f1e ces deux
conditions (cf. aussi les T complets dans K-urep a [2], pp: 81—84):
...... Ty. Pour. chaque point p, la famille T (p) des X = T vemfzant
D= X a le nsemble {p} comme J"Lntersectwn de ses. elements '

(Ty) N Tpr= {p; .

(C) Pour chaque chame K C T on a ceci:
‘Sik M K>1, alors N K ST :
“Lemme 51 Si T vérifie (T,) et (C), alors chaque noeud Nc,
de T est constitué d'un seul élément de T. e
Ceci étant on a (cf. Kurepa [3].p. 1050). le_, v '

. Théoréme 5.1. Soit S un espace définissable moyennant un
tableau ramifié d’ensembles, T, tel que chaque élément de T soit
' vvomnages de chacun de.ses points. Si Z’eSpace vérifie Paxiome (T, )

a) cf Kurepa ([3] p. 1050 et. [5] p. 128 (»espaces admettant une
base ramifiée de vozsmages« et les C (T) - eSpaces)) P. Papié¢ [1]1—[3]
a étudié de plus prés ces €spaces et a prouvé en particulier que la sup-
position du bon ordre de chaque chaine extraite d’un systéme ramifié
ne. présente aucune restriction essentielle. La dénomination R-espace
provient de P. Papié [1]—I3]. ) )

%) Chaque ensemble maximal X ¢ T dont les éléments possédent
les mémes prédécesseurs s’ appelle un "noeud de T. Un noeud X est de
seconde espéce ou un Ns, si-Iordinal § vérifiant X & Ry T est de seconde

espéce.
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de sépurationde Fréchet (pour chaque:a < E la famille T.(a): des
veisindges de a’ posséde: pour.lirntersection Uersemble {at);: alors
Vespace 'S. admet un écart bien ordonné; vérifiant la  condition
du triangle isoscéle tel:-que, én: partzculzer Sz {9° [yT) et: (a b) >
= inf. {(a, ¢), (¢; V)4, (a,b,c = 8). i

~“Tout dabord pour chaque o= S soit ya le type d’ordrev de
Iensemble T (a) des elements de T contenant le pomt a. Pour que

iR

espéce: ya (II) :
Defm]ssons lecart (a, b) des pomts a, b< S comme il suit:

e (ar )—t(T(a)mT(b))
.Prouvons que les_ tr01s axiomes O}, O2 03 sment ver1f1es
‘ SO (d,a) = (a, by =)ya=b .
En effet, la relation (a, b) = (a, a) 1mp11que o
['(a) ATk = T(a)

K [RR
coalt

et qu'en partlcuher a,b = X pour chaque X == T(a) Or 1’1nter—

sect’on des X = T (a) etant {at, a la suite de lhypothese que

Paxiome de Fréchet soit vérifié, on en déduit que a = b. _
Vérifions la condition (4*) du triangle isoscéle. Tout. d’abord.
’ (1 T(a) 7y T(b).= T(b).

@) = Ty TG = Tb).

Par conséquent, les ensembles (1),; (2); sont pdrtions initiales.de la
chaine T {b); on é'dOnc" soit (1); & (2), soit” (1)1 =5 (2); ‘et des lors
respeéti\rement (a,b) = - {a,c) & (a,¢) = (®, c) : o
02 (a, b) =.(b; a) ; c’est_évident. :
... 0% Nece551te {a# FCS, a & F =) pour chaque ordmai
u<(a a) il y a un point @, < S vériflant a <{(a,as). <(a a). En
effet il suffit de desugner par a, un pomt quelconque de l’element _
de R, ., T contenant le point a. . , -
... -Suffisance: Si pour. chaque « < (a, a) l’ensemble F con-
tient un element a. tel que (1) a << (a,a ) < (a a), alors a <= Fec eat—
-dlre que .
T (a) N F#r;.‘(g‘<7u). ,
Or, (1) veut dire que la partie commune de T (a), T (a.) est d'un type
d'ordre < (a, ya]; en particulier Ro T (0) contient le point ayde F.
Pulsque a est quelconque < ya, on en déduit que a = = F.
" Quant a la condition de continuité OY, élle nest pas vérifiée
dans le cas général. En particulier, considérant le cas ou chaque
famille disjonctive de T soit << N, I'espace coffespondant vérifie
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OY au moins pour une base T si et-seulement si yT << w,; contra-
irement a ce’ que nous avons écrit (Kurep.a [3] p. 1050) qu’alors -
nécessairement S vérifie O, cette assertion est équivalente au pro-
bléme de Suslin, comme P. Papié a bien voulu me remarquer.
et en connexion avec quelques discussions initiées par Z. Mam u-
zié, D’aprés Papi¢, la condition.OY pour un R-espace S vérifiant
S < E(yT) équivaut a ce que, quel que soit ¢ <yT; 'union des
¢léments de R, T .soit 4 la fois ouverte et fermée (bien entendu,
chaque élément de T est ambigu ¢ est-a—dlre fermé et ouvert).

6 Les eSpaces blen ordonnes et ecarts abstrazts

a étant un ordinal smt 1 (@) l’ensemble des ordinaux << a.

Théoréme 6.1. L’eSpace bien ordonné I (we ) peut étre défini
par un écart < w, de telle sorte que la condition O aussi bien que
celle du triangle isoscéle subsistent; symboliquement: I {w,) =
ZE[I(wa)] N OY, et (a,b)=infi(ac), (c, b}l

Pour s’en assurer, définissons, pour a, b 1 (a) Pécart (a b) de
de la fagon suivante: ‘

(a.b) = inf {a, bI +1 si as=b
(a,a) —=a ou a-+2, suivantque «a = () ou «a .r_'(ll).’
Les axiomes O!, 0% O3, O sont vérifiés.
Ot : (a, D) =(a;a) =) a=b.

1l s’agit de prouver quon n’a ni @ < b ni @ >> b. Premier cas: a < b
donc (a,b) =a +1. Or (a,a) = a ou a + 2 et aucun de ces nombres
n'est égal & a +1 = (a, b). Reste le cas a=>Db donc (a,b) =b +1<a.
Si b+ 1<Ca, alors b +1 n’est ni a ni @+ 2 donc (g, b) 3 {a,a);
si b+ 1=a, alors (a,a) = a + 2 et de nouveau (a, b) = (a, a).

O Nécessité: si a = F et si a<<(a,a) alors il y a un
point az < F \1{at tel que a<<(a, a,)<(a, a). Tout d’abord, si a < F’
on a f{a,a) =a = II. Si g <4, soit a, un ord'nal de F sxtue entre
« et a; alors (a,,,a) = a + 1 est situé entre a et a.

Suffisance: Si pour tout « <(a,a) 'ensemble F contient un
point a, & a vérifiant (2)a << (a,a,) < (a,a) alors a = F'. Tout
d’abord, on voit que (a,a) <= II et donc @ = II: d’autre part, les
relations (2) impliquent quvé a < a, < a et cela veut dire exactement
que ¢ - F'. i

OY: Si a = F —’:-_—) (a,a) = (F,F). I} Suffit de considérer le cas
ol ¢ = F'. Donc a = II et (a,a) = a. Si alors pour tout a <a lon
des1gne par g, un pomt de F tel que « << a, <a; on dura (2q,8q) <=

Z{a,, ag 2t donc en tous lescas a < (Qq, Go) < (a, a) ce qm veut
dlI‘e précisément-que (a, a) = (F,F). s HELT
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Le reste du-théoréme 6.1 se prouve comme la partle correspon—
dante dans- L. 2.3.1.,-2.3.2.,-4.1, T. 5.1.

Corollaire: 6 1: I(wl) = E [I{wy)] 1 OY.

~Ce corollaire se:trouve dans la Note:[8] maisla constructlon de
Yécart y est mal faite. :

Corollaire 6.2. L{w,) << E[I (w,)] ﬂ oY M (4%).

En particulier, la proximité defxme ci-dessus vérifie la condition
(J*). ‘Cela’ constitue la réponse a une question posée dans notre Notp
{31 p. 1051: il suffit de poser gg{n) =71 = g (n). :

Remarque6.1. Chaque eSpace bien ordonné est. un eT—espace

Probléme 6.1. A-t-on I (w,) < = E [Ry] pour un entier n?

Répondant & un probléme de Ku repa, Papi¢ a prouvé que
1(w,) ="E[R,) i OY. R, y désigne l’espace cartésien a n dimensions.

Lemme 6.1. Soit § un nombre ordinal. Si ﬂ<w1, Pespace
I(f) est métrique admettant un écart 4 un seul -zéro vérifiant la
condition (A) (dofc aussi (J) et (4,)). Et réciproquement,

Que I.(f) soit métrique c’est bien connu. Il s’agit de voir de plus
que la métrique puisse satisfaire 4. Or, d’'une part I(f) est un R-
espace de rang < w (Papié¢ [3] pp. 38—40, [4] Th. 9). D’autre part,
I(B) étant un R-espace, il admet un écart vérifiant 4 (cf. L. 4.1.1);
en particulier, I (f) étant définissable par un arbre T de rang < w,
'écart a un seul zéro: il suffit de poser i(x,x) = w,i(x,¥y) =
=i (T (x), T) si zFv.

La réciproque résulte de ce que si f = w,, l'espace I(f) n'est
pas dl.stancxable

7. L’écart abstrait et les espaces uniformes

71. Espacesuniformes. Soit E un espace uniforme (cf.
Bourbaki[l], A, App ert -Ky Fan [1]) c’est-a-dire un espace
(V) tel que pour chaque a <= E la famille des voisinages de a coin-
eide avec la famille des ensembles

V@={bld <E (a.b) 4

V parcourant une structure_umforme U relativement a E XE; cela
veut dire que U est un filtre dans E X E ayant ces 3 propriétés:

1L AV e); a A={wadle ZE ;
2. VaU=)V1gU
3 S VEU, ilyauw WU verifione WWC V.
De plus, nous supposerons que l’espace soit séparé c'est-a-dire que
' A=AV <U .

D’aprés un résultat de Z. Mamuzié¢ si I'espace n’est pas
séparé, on peut prouver que I’espace ne vérifie pas la condition O".
Comme on sait, nous pouvons supposer que V = V~! pour chqque

< U (cf. Bourbak1 [1]7eh. 2.).
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. Thréoréme 7.1.1. Tout espace uniforme separé E est-définis-
sa,ble moyennant un écart abstrait’ admettant un seyl zéro; de plus
I’écart vérifie la condition de regulaﬂte O* ci-apres, i

.Eneffet, introduisons d’abord- la famille. U/2 cornme la famllle
consistant des ensembles : e e

wz_{ahw\J(ba)umb)

Par consequent six E V2, x est de la forme (a b) U (b a) ou
a, b E et en partlcuher (a,b)y < V. On v01t que A& V/2 et que

fJ_qm W*m

Cec1 étant, deflnksons l’ecart u de la facon sulvante "i AN R

u(aa) A (a = E) ..

o u (u, b)—(a, b) U (b, a) pour chaque ‘1a, }4= (:E : :. ""E wl

En définissant Yerisemble M- c0mme celu1 dont les elements sont
de lar forme i Al
“ A' - A ou (a b) lJ (b, a)

l’ecart u represente blen une apphcatlon umvoque de E >< E sur M
_les, ensembles V/2 (V = U) seront con51deres comme v01sma‘ es’ _du
»Z€ro« t, = A. . _— '

--Prouvons que les axiomes O'-—03 sont vemfles Cec1 est ev1dent
pour les ax1omes O! et O, reste I'axiome O3.

Nécessité, Soient (a), X C E et a < X dans l’espace uni-
forme E. Cela-veut.dire que - pour tout V< U, il y- a un po.nt
(a b) CV avec b = X donc b << V (a). Par conséquent u(a b) =
== (e, b)' U b, ) T V/2 autremenf dit, quel giie" soit"le »volsinage«
V/2 de _1 dans M, il ¥ a un point b << X tél'que u (a, b) = V/2 doné
u{a,ay <~'u(a, X) et ceci, par defmlt on, veut dlre que a est c0nt1gu
ax (relatlvement a Véecart u). : e
Suffisance. Rec1proquement supposons que, quel que soit
V/2 il y a un point b <z X tel que u(e,b) = V/2 donc (a, b)Ll
?j (v, a) << V[2; or, cela Veut dire que (g, b), (b, ) = V donc (g, b) &
Z Vetb< V(a); ¢ 'est-3-dire a est contigu & X dans la topologué
unlforme aussi. .
72. Ecart abstrait reguller Axlome 04 Dés le
commencement, M. Fréchet [1], [2] considérait des écarts réguliers
umerlques par définition, un écart numerlque est régulier s'il
existe une.fonction réelle f de variable. réelle telle que f(a:)>0
{0 < x<o0) et que f(x)— 0siax— 0. Plusieurs auteurs §e sont
occupés d’écarts réguliers (cf. Apert-Ky Fan [1] ch. IV).
La régularité de ’écart abstrait dans le cas ou I’'ensemble des
zéros est monoponctuel, s’énonce par 'axiome O* que voici:
Axiome OL Quel que soit le voisinage X de »zero« [, il y a
un wvoisinage Y de ¢ tel que, quel que soit a <= E les relatzo'ns
ufa, b), u(b,c) < Y entrainent u(a,c) < X. -
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- L’équivalence de la condltlon Ot et de l’axmme U sur les struc-
tures est manifeste. - - : -
' Tout d’abord O! =3 U,. En effet, u (a b)Y, u(b ¢) <Y impli-
quernit en partlcuher (a, b) =W, (be) =W ou Y =W/2; d’autre
part, u (a, c) < X implique (a,c) < = V ou V/2 = X. AlnSI donc (a, b),
(b0) S W= (e, ) = V. -~
‘Réciproquement, U, ;=) O*. Tout d’abord, (a,b) = W implique

u (g, b) < W/2; de méme (b,0) £ W =) u (b,0) W/2; (@,0) € V=),

=)u(a,c) = V/2; donc limplication (a,b), (b,¢) &= W==)(a,c) <=V
entraine I'implication u (g, b), u (b, c) = Y/2=)u(a,c) = V/2. Q. E. D.
‘_ “Ainsi le théoréme 7.1.1 est completement démontre.

8. Espaces pseudo-distanciés

81. Conditions (R) et (I'. (Voir Kurepa [1], [aJ
Fréchet [2], [3], [4], [5], Appert-Ky-Fan [1], Papié [ ]-—,[5]).
Soit a;"a un ordinal initial régulier; la classe (D,) des.espaces ,s_fut
définie par Kurepa comme celle admettant un écart dual symétri-
que bien ordonné < w, vérifiant la condition de régularité que voici:

Condition (R). Il y a une fonction ¢ faisint correspondre
a tout ordinal n < w, un ordinal @ (n) << w. de maniére que

(a,b), (4, 0) > @ (n) == (b, &) >n

pour chaque triple de points de Vespace. o
Remarque 8.1. La régularité globale precedente est équiva-
lente a la régularité locale que voici: d chaque point a de U'espace et

d chaque ordinal n < wa correspond un ordinal @, (n) << w. tel que

(a, b) (a, c)>tpa(n) =y (b,c) >n, ‘

quels que sment les points b, ¢ de l'espace.
Ce faitest di a Niemytski [1] pour a= 0 (cf. Appert Ky
Fan [1] p. 78) et 4 Doss [3] pour a>0.

Exemple 8.1.1. Soit w, un nombre ordinal initial non cofinal:

a w, Considérons un R-espace S défni par un tableau T d’ensem-
bles de rang w, ; supposons que S ait au molns un point de caractére
~ Ne . Désignons par S, l'espace quon déduit de S en y déclar_ant
comme isolé chaque point x de S, tel que la famille des ¥ <= T
vérifiant {xt © Y soit cofinale & 1 ou & wg, avec f<a. Alors S,
est un Dy -espace. ‘ ,

En effet, soit i (x, x) wa; Soit, pour x:f:y, i(x,y) le type
d’ordre de lintersection T (x) (1 T (y). On voit bien que i est une
pseudodistance dans l’espace S,. Ainsi par exemple, la condition (R)
de regularlte est une consequence 1mmed1ate de ce que pour chaque

triple a,b,c <= S l'ensemble

ita,b), i(b,0), i, a)}
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posséde au plus deux points; il en résulte que la fonction ¢ dans
Pénonce (R) peut étre supposée étre I'identité.

..Condi tions AT} (I'n). Soit m un nombre cardmal > 1 Nou~
dlrons qu‘un espace E- 'vérifie la condition (I’ m) relativement a une
base B définissant l'espace E si la conclusion que voici subsiste:

(I'w). Si pour un ensemble X C E tel que kX <m la base B con-
tient une famille monotone d’ensembles — X dont l’mte'rsectzon est
egale d X, alors Uensemble X n’est pas isols.

.\ Nous dirons: qu'un espace vérifie (I'y) s’il ex1ste ‘une base de
¥ espace pour-laquélle la condition (I'w) est vérifiée.
. Pour abréger nous écrirons (I') au lieu de (I N))

Nous dirons qu'un espace E vérifie (I') au point p de l'espace
relativement a la famille F de voisinages définissant l’espace au
- point p, si I'on peut conclure que p < E’ du moment que la famille
F contient une famille (monotone) de vmsmages de p distinets de 4p
et ayant {pt pour lintersection. -

' Si relativement & une base B de vois’nages, l’espace vérifie (I m}
pour chaque point d’un ensemble X, on dira que relatlvement a B
I’espace vérifie (I'v) dans I’ensemble X.

© - On.dira qu'un tableau ramifié d’ensembles T vérifie (I',) si pour

chaque ensemble X de puissance <m la relation éventuelle

8.11) A (—X)p=X
implique |
| (812 ° Xk FEp.
11 va sans dire que ‘
8.13) (=X, ={Y|Y<7T.Y2X.

et que X peut ne pas appartenlr arT. ; ’

Lemme 8.1.1. Pour gqu’un tableau ramifié d’ensembles T,
vérifiant les conditions (T,) et (C) vérifie la condition (I'), il faut et il
suffit que la condition (n 2) gue voici ait lieu: .
(n,) Chaque élément de seconde espéce de T est infini.

Nécessité Soit X un élément de seconde espéce; d’aprés la
condition {C) on aura X = (M (—, X)7. Si alors X n’était pas infini,
la condition (I') impliquerait que X n’est pas isolé. Or, X étant un
ensemble ambigu, cela voudrait dire que X Z=v; cependant, T
vérifiant (T,), le dérivé de I’ensemble fini X est nécessairement vide:
Par conséquent, X est infini.

Suffisance: (n,) implique (I'). Soit donc X un ensemble fini
— E vérifiant (8.1.1). On a donc kX < N,; si de plus kX >1, la
condition (6) entrainerait X < T. Or, la famille (8 1.3)-n’ayant pa,a
un terme minimal, on en deduiralt que l'ordinal & vérifiant X -
"~ Re T serait de seconde espéce. A cause de {n,) cela voudrait dire
que kX >Ny — absurdité. On a donc nécessairement kX = 1; a
cause de (n,) on a X Z'T; si X = {x¢, la relation (8.1.1) implique
x = E’! Ainsi le lemme 8.1.1. est démontré.
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.Voici:un_procédé bien.simple de fabriquer un.espace. qui ne
vemf1e pas_la condition (I',) relativement a une base: Soient S.et X
un V-espace et un sousensemble du dérivé E’ reSpectlvernent soit
F une famille de voisinages définissant 'espace S. Ceci étant, con-
sidérons . un. ‘ensemble non-vide X © S’; soit F, la famille qu’on
obtxent de Fen'y adJOlgnant les ensembles (@) (a = Y) donc

=F u (@) (e <X).

Soit S (X) le V-espace défini par la famille F,. L’espace S (X) ne
vérifie pas la condition (I) relatlvement ala farmlle F, dans aucun
point a < X C'est que mamfestement

(a) = V;‘;)V(a) (V(a) = F, () V. (a))

donc a - S’;: d’autre part, le pomt a est 1sole dans laspace S (X).
Pensemble unlponctuel (a) y étant un voisinage de a.

En particulier, B, étant l'espace de:Baire, a zéro dimension,
X étant un sous-ensemble de B, =B, tel que B, \ X soit > N,
et partout dense, 'espace B, (X) est bien défini. L'espace By(X) est
un R-espace de rang minimal w, + 1 sans étre définissable par un
tableau ramifié de rang w,. Remarquons que B, (X) <’ (D). Un {ait
analogue subsiste en y remplacant I'indice 0 par un ordinal a.
82. Enoncé du Théoréme.

Théoréme 8.2.1. Soit E un ‘espace pseudo-distancié donc
d'une classe (D). Supposons que Vespace E vérifie Uune et d.onc les
deux conditions que voici:

1) Condition {I').

2) Cendition (n, ): chaque élément de seconde espece d’une base
T de Pespace est infini.

Alcrs Ucspace cst mélrique (cas a = o) ou totalement ordonnable
ou les deur.

Probléme 8.2. 1 Existe-t-il pour chaque ordinal a un espace

pseudo-distancié E, - (D ) non distanciable qui ne soit pas totale-
ment ordonnable?

Tout d’abord, la classe (D,) coincide avec la classe des espaces
métriques de Fréchet (pour la démonstration v. Kurepa
(4], [6]). Quant aux classes (D, ) pour « >0, R. Doss [3] a prouvé
que la condition de régularité (R) est eqmvalente a la condition
disant que la fonction @ soit I'identité. R. Doss en a déduit que
I'espace considéré est définissable par un tableau ramifié de voi-
sinages. c’est-a-dire. que chaque classe (D,) pour a >0 est un R-
espace. En particulier, en définissant le sphéroide S {a, > £) comme
I'ensemble des points dont le degré de proximité i partir de a soit
= £ (a, £ parcourant respectivement l’espace donné et ’ensemble des
ordinaux < wg), le. systéme de ces sphéroides est un tableau ramifié
d’ensembles, définissant I’espace donné E: ’espace E est un. R—espace
ou yT = w, . -
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83..Quelques . propriétés concernant les R-espaces
Nous allons’ 1nd1quer quelques propriétés des R—espaces '

SOIent donc E un R-espace et T un. tableau ramifié d’ensembles
def;nlssant l’espace E. Pour chaque a = E on a. la famille T (a) des
XZT vérifiant ¢ < X et on supposera que lat=NX (X <T()

T (a) est une sulte strlctement decr01ssante d’ensembles qu’on
désignera T,(a) D T, @D...D Tg ’a) . (6 <#¥T (a)). Donc

Aal =y T s E<y T ()
Eviderament, l'union des éléments de T est égale & Iensemble E.

Lemme 8.3.1. Chaque portion droite, P, de T telle que
i) x =E (x &< P) est une base de Vespace E®.

11 s’agit de prouver: si x = E, chaque V (x) << T (x) contient
un élément de P(x) Or, 1un10n des éléments de P etan’c E, i1y
a un A(x) < P. tel que x & A (x). Puisque aussi x < V (x) donc
F=V(x) 7 A{x) les ensembles V(x),A(x) sont comparables (T
e_st _un_ﬁableau ramifié):.on. a soit A (x) & V (x) soit A (x) - V (x).
Uans le: premier cas, tout est déjé. prouvé dans le second cas aussi

oortion. dr01te de T A :
Voici une proprlete élémentaire de Iespace E:

‘Lemme 8.3.2. Chaque X =T est un ensemble ambzgu X est
a la ‘fois ‘ouvert et fermé. : -

Que X soit ouvert c’est bien évident; prouvons que X est ferme
dans le cas contralre on aurait un point ¢ = X’ \\ X; on aurait en
particulier a - V(a) NX et V(a) ™ \X=I=v et dés lors, T étant
ramifié, V (a) 2 X pour chaque V (a) =- T (a), contrairement a la
s'upp-osition (T,). D’une fagon analog‘ue on prouve le

Lemme 83.3. Si X,Y Z T, Pensemble X \'Y est ambzgu

\ Lemme 8.3.4. Soit F une.chalne extraite de T; si linter-
section I des éléments de F contient un élément de T, l’ensemble I
est ambigu.

°  L’ensemble I est fermé en tant que 1’1ntersect10n des fermés
appartenant a F. D’autre part, considérons la famille I+ = = R, {, —).
Celle-ci est une décomposition disjonctive de I, chacun des éléments
de I étant ouvert; I+ est également ouvert etant donne que I est
ia réunion des éléments de IT. :

Remarque 8.3.1. Dans ce qui suit nous supposerons sauf
mention expresse du contraire que les deux condltlons (T,) et (C)
>o1ent satisfaites: (cf. 5). :

"84. Condition ((SN) et (N)

5) Chaque sous-famille F. de T telle que pour chague X 2 F on a
(x,—) .. CF sappelle portion droite de T; bien -entendu [r, —]T =

=4{yly << T,x Dyh
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Soit T un tableau ramifié définissant un espace pseudo-métrique
E vérifiant I' ou (ny). Prouvons le
Lemme 8.4.1. La base T vérifie

la condition (6 N,): Chaque élément X de seconde espéce
est Tunion d’une famille infinie §X d’éspaces ambigus deux d deux
disjoints.

Tout d’abord d’aprés la remarque 8.3.1 on peut supposer que
pour chaque X < T de seconde espéce lintersection des Y= T
vérifiant Y 2 X soit égal a X. Ceci étant; considérons un élément
quelconque X de seconde espéce de T'; i lasuitede la condition: (I') ou
(n,) 'ensemble X est infini. Si de plus X’ = v, on aura (p) < T pour
chaque p < X et on désignera par X la famille des (p) (p < X).
Si par contre X'==7v, posons X, =[X,—)r; on-aura yX, > 0,
Soient Y < Ry, w X, et Y, < R, X, vérifiant ¥, D Y.

On a évidement '

1) YLo=X=U X \Y, DU ANY, e

(2) Y= Iq Yn .(n < wd) s Y:URO (Y’ _)T’ yvn - (Yu\ Yn+1)!‘) Yn+1
@ Y Y, =Uz ((Z<R(,. jT,7¢Y+1)

nw "

Cela montre que la décomposit.on de X provenant de (1), (2) et (3)
est une partition demandée X de l'espace X.

Ceci étant, defmlssons inductivement la base T de la manieére
suivante. Posons T', = R, T pour n << w . Soit » un ordinal tel que
les sous-ensembles T, de T soient définis. Définissons T% . Pour
cela, considérons Iensemble

4 TNU(— Xy, X U1

x <)

Si I’ensemble (4) est vide, on posera
B T=UT, @<

Ve .
et le proces sera terminé. Si Pensemble (4) est :‘:v cons1derons la
rangee initiale R, (4) de (4). Si » <'II, on posera

(6) T, =Ro(4).
Si y = II, on posera

M T,/ =1 ({XJUIX), (X Ry(w)),

0X ayant la'si'gnification de tout & 1'1'f1eufre
En deésignant par » le premier ordinal tel que l'’ensemble (4)
sgit vide, la famille T" est parfaitement définie par (5).

On prouve aisément que T’ est une sous- -famille de T eqﬁwa—
lente aT;en partlcuher quel que soit le point p et p = V(p) < T,
il y a un W(p) = T’ tel que p < W (p) C V(p). En effet, soit & & le
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prémier ‘ordinal tel que la famille T ne contienne aucun X ] Vv (p)
Par conséquent, pour chaque 50<§ on a un Ag = Tg tel que Agn B

D V (p) on aura
. ”:) Ag o) V(p)
’ s EKE
et forcément c'est le 31gne = qu’il faut y prendre; pour 1’e1ement
Y. T T iy tel que p = Y, on‘aura Y & V(p). -
" De plus, on se rend compte que la base T” vemhe la condition (C}
dlsant que; pour tout X <= T’ de seconde espéce on & ﬂ (—X)=
On voit que la base T' vérifie la condition (N,) que voici:
Condition (N,). Chaque élément de seconde espece possede
une infinité de successeurs -immédiats: : o :

8 X = T' (n)_,>kRo X, =) >R

8.5. Demonstratlon du theoreme 8 2 1

Prouvons d’abord le ‘ :

Lemme 8.5.1.. Chaque espacg; isolé E est totalement -ordon-
nable. Si E est mfmz on peut q notre gré disposer du comportement
de E aux exrtrémités: l'espace ordanné peut étre limité, illimité ou
limité d'un seul coté, gauche ou droite.

Le cas kE<C|N, étant trivial, supposons kE = Na- Pour avoir
un espace illimité, de type (—), on considére le type d'ordre t, =
o '(a)o* + w,) wqe; alors chaque application biunivogque de ce type
d’ordre sur E est une homéomorphie. Pour .réaliser les trois autres
cas, on considére les ordres:

@y 41,
. ty + o
®,, +'r + Wy

Passons maintenant a la demonstratlon du théoréme 8.2.1.

85.1. Ordination naturelle. (¢f. Kurepa [2] p. 127)

On peut supposer que le tableau T vérifie les conditions C (cf.

L. 8.5.1) (N,) de (8.4.8) et que E < T; donc R, T ={E}.
' On va ordonner totalement la famille des T(p) (p < E); ordina~
tion sera une généralisation naturelle de lordmatlon alphabethue
et sera induite par les ordinations totales des X ’(/)T de prem1ere
espece,

L’ordre total demandé (E; <) sera résultat d’ordinations succes--
sives (E; <) de plus en plus extensives.. Chaque élément X < yT
sera une portion ambigue X. de la chaine (E, <).

La caractéristique de l’ordmatzon alphabétique de E consiste
justement dans le fait que chaque X = T devient une portion X, de
la chaine. L’un des caractéres (--), <, —, |—| de la portion X, dans
la chaine (E; < ) sera déterminé dés qu’on arrivera i considérer
Pélément X &< = wT Clest ainsi que par exemple chaque X = ¢ T
de premiére espéce. sera de type i—i, c’est-a-dire deux points notés

mX, MX seront as51gnes a X et seront le point initial et le pomt
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terminal de la portion X, dans-la chaine (E; <). Autrement dit
chaque élément X = wT de premiére espéce sera limité. Il va sans .
dire que T e

1) Y(‘X,mX( Y—»—-)mX:mY
2) YCX, MX < Y__>MX MY

Le comportement aux extremltes de X, pour un X = 1/) T de seconde
espéce est induit par le comportement des elements de (=, X)T, au
moins si Uon tient & Vordination alphabétique. Clest’ ‘pour cela qu’il
faut considérer des T permettant a disposeér du comportement aux
extrémités des X == T de seconde espéce. Or, pour pouvoir disposer
aux  extrémités de X d’une facon arbitraire, il suffit que X soit
décomposable en une. infnité d’éléments de T, c’est-a-dire que T
vérifie:(N,) (cf. L. 8.4.1, 8.5. 1). Cette condition est assurée par la
condltlon (I’) on (n,) dans le cas des espaces pseudo-distanciés (v. L
8:4.1).

. 'En partlcuher si X est dans T de seconde espece on. arrangera
le comportement de X, aux extrémités de telle maniére a empécher
que Dextrémité eventuelle de la chaine Xc soit point d’accumulatmn
de l'ensemble E \ X.

8.5.2. Procédé (P). Soit D une famille non v1de d’ensembles
deux a deux disjoints. Le procédé (P) apphque abD consmtera des 3
operatlons que voici:
© 1. -Ordonner totalement le systéme D par une relation <(D)
pour obtenir une chaine isolée

COD=(D; < (D)

~ 2..Pour chaque X * 1 D déterminer les points mX, MX de X
de la facon indiquée ci- dessus donc X, sera d’'un type 1+..+ 1.
3. Ordonner ’ensemble S = {J D par la relatlon (< D) définie
& partir de < (D) comme il suit:
. 3.1. Pour chaque X = D, les points mX et MX sont le point
initial et le point termmal de X dans (S (< D)), :
3.2. Si X,Y < D, alors

(1) X< (D)Y dans COD( >1\ ((<D) Y dans (S (< D)) oun

(2) X-(SD)-Y(=)x(<D)y (x< X,y < Y).
Pour chaque X < v T on appliquera.le procédé (P) & l'espace X et
4 sa base (X, —)7. Cela veut dire en particulier que la famille

) Ro(X, —)p .
sera totalement ordonnée par une relation d’ordre propre, soit < (IN)
et que la chaine (3) sera d’'un type d’ordre 1+..-+ 1 pour chaque
X < @ T de premiére espéce.

Soient alors x,y deux points distincts de ’espace. Considérons

la chaine T (x) = {T¢ (x){z des voisinages de x et la chaine T (y) =
= {T, (y)ty des voisinages de y appartenant a la base T Soit

4) i=i(x,y)
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le premier indice n tel que Ty (x)=F=Tx(y). et donc Ty (x) M) Ta (y) = v:
Forcémement, & la suite de la condition C, le nombre i (x,y) est de
premiére espéce. Par conséquent, ’élément X = Ti ¢ () = Ti_y (¥)
est bien déterminé aussi bien que la chame correspondante (3).
Alors on définira ‘ :
5) =x=< ¥Y{(= > T,___l )< (X) T,,__l (v).

On prouve facilement que l'’ensemble ordonné (E; <) ainsi obtenu
‘est 'une chaine. Au fond, il s’agit d’'une généralisation naturelle de
I'ordination alphabétique des complexes T (p), (p = E).

8.5.3. Difficultés concernant les noeuds de se-
conde espéce. Dans le cas général, I'espace donné E n’est pas
homéomorphe de l'espace ordonné (E; <) ainsi obtenu. C’est que
chaque X < T est un sous-espace ambigu de l'espace E, alors que
dans la chaine (E;<C) cette propriété subsiste nécessairement
seulement si y X <’(II). Dans le cas général, la chaine X, si
yX < (II), n’est pas uoverte dans la chaine (E; <C). C’est pour cette
raison que si yX < (II), le procédé (P) sera appliqué a X avec la
précaution supplémentaire a assurer ’ambiguité de la chaine X..
Procédons par récurrence. :

Pour faciliter le langage posons

1) Xo=Ro(X,—)p, XZ ¥T).
Ceci étant, appliquons le procéedé (P) au systéeme R,T. On obtient
ainsi ensemble ordonné

(2) (E; << (R, T) désigué aussi par (E; <) -

Pour chaque X & w R,T apphquons le procédé (P) au systéme X,;
soit

- (3) (E;' <)

lUordination ainsi induite dans E; 'par' conséquent, 1'ordination (3)
est la réunion des relations d’ordre

4) <o, S(Xo), X ¥RT).

D’une facon analogue on définit dans E la relatxon g comme la
réunion des relations

0. S S (X S YR T).
Supposons que a <y T et que les ordinations
(5) (E;<p (§<w
de plus en plus.exfensives soient définies; 'défihissons alors
C® (ESp.
Si a <z 1, la relation <, sera la réunion des relations
M < ¢<a) -
(8) <(Xo) (X =R, 1PT)
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Autrement dit, <a et l'extension de la relation <, jy, par des
relations (8). Si a <= II, on considérera d’abord la rela’clon

9 <*=US <o,

Pour chaque X <= R, w T on appliquera le procédé (P) a X, avec la
precaution que voici.

Si

(10)  (—, X)(p,<e)

n’a pas un dernier point, X, n’aura pas un premier point; et duale-
ment: si:
(11) (X’ _)(E’ﬁa)

n’a pas un point initial, la chaine X, n’aura pas un point terminal.
L’ensemble X, étant 1nfm1 on peut touJours satlsfan'e a ces deux
conditions (cf. L. 8.5.1).

Bref, on a ainsi une suite d’ordinations

12) (E; <) @<yT

de plus en plus amplifiées. : '
8.5.4. Homéomorphie démandée. ' Soit

(1) (E;X)

la réunion des ordres (8.3.12). C’est la chaine démandée.

On se rend facilement compte que l'ordre (E; <) est celui qu'on
obtient dans E en y transplantant par la transformation T (a) — a
Pordre total de I'ensemble OT des chaines maximales C T, T'ordre
dans OT étant alphabétique.

L’espace donné E est homéomorphe de lespace totalement
ordonné (E;<). La transformation identique en est une homé-
omorphie.

Ce fait résultera des deux proposmons que voici:

Lemme 85.4.1. Si x VX)) <T, il ¥y a un intervalle ouvert
I (x) de la chaine (1) tel que :

2 x < I C V.

Lemme 8.5.4. 2 Si x = E et si I(xX) est un intervalle ouvert
de la chame (1) tel que x == I (x), alors il y a un V (x) <, T vérifiant

@3 x= V) .

Prouvons le lemme 8.5.4.1. Pour un x < E désignons, s’il
. existe, par x— le point qui dans la chaine (1) précéde immédiatement
le point x. Dualement, soit ™ le point de (1) qui succéde immédiate-
ment au point x.

Lemme 8.5.4.3. Six ~mV V< T, alms X exzste sa,uf si
x = mE. Et dualemet st X = MV V= T, alo'rs x+ exzste sauf si
x = ME. 3 )

En effet, soit x = mV V.= = T. Soit A= T tel que x =mA,
y.A <’ (II) et que y A soit z_mmmal ‘Soit A-C= = X,: 8i mX = x; alors
yX = (II) et en vertu de la condition (N,), lﬂe point' x— existe. Si llon
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n’a pas mX = x, alors dans la chaine X, I’élément A de celle-c1 a
un predecesseur umnedlat soit A—; alors MA— = x—. : :

On prouve le dual d’'une facon analogue .

Ceci étant, prouvons le lemme 8.5:4.1.%11 s ag1t de” determlner
les extrémités de l'intervalle I (x) en question. -

Si x=mA, A < T, on prendra le pont x—_pour Pextrémité
gauche de I(x). Si ar: n’est pas de la forme mA,A = T, le point‘*)
mV (x) servira comme l'extrémité gauche de I ().

Il nous reste encore & prouver le lemme 8.5. 4 2 Soient donc
x 77 E et I(x) un intervalle ouvert de (1) contenant x. Si {a} < T,
on peut prendre {at = V (a). :

Supposons que .

(4) I(x)=(2"x").
Puisque ‘x = (2, x”), on voit que

(5) - i(x, x) inf {i (x', %) , i (x, )} .
Smt alors

(6) B=sup {i(x’,x),i(x, 27}
On aura ’
() Tg(x) = I(x).

En effet, pour chaque p < Tg (x), on aura p < (x', ") — consé-

quence des égalités i(x,p) =1 (x,x), i(p,x") =i(x, x").

Ainsi le théoréme 8.2.1. est prouvé.

9. Quelques cas dordinabilité totale d’espaces

La démonstration precedente du théoreme 8.2.1 s’applique pour
démontrer le

‘Théoréme 9. 1 Chaque R-espace vérifiant la condztzon (N,)
(resp. (0 N,)) est totalement ordonnable. :

Ce théoréme est a4 rapprocher du théoréme de P Papié pro-
venant du théoréme 9.1 en y remplacant la condition (N,) (resp. (ON,))
par la.condition B disant ceci:

Condition ﬁ Aucun élément X =T de seconde espece n’est
compact. - -

En.particulier on a le

..Théoréme 9.2. Chaque R—e.s‘pace veﬁfw.nt T, défini par un
tablca,u T de rang < w, est totalement ordonable.”

%) Bien entendu, dans le lemme 8.5.4.1 on peut toujours supposer
que yV (x) < 'I étant donné que, d’aprés supposition, la base T vérifie
la condition (C) ‘

) C’est un des premiers résultats que P. Papié et Kurepa
ont frouvé 1ndependamment T'un de l'autre en 1953 lorsque Kurepa
avait cru avoir démontré T'ordinabilité totale de chaque espace pseudodi-
stancié nondistanciable et lui, indépendammant, un mois aprés celle des
R-espaces Verlflant T,.
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Théoréme 9.3. Chaque R-espace E admettant une base < N,
est totalemet ordonnable.

Tout d’abord E est métrique, E etant un R-espace verlflant T
et ayant une base <N, (v. Kurepa [5] Th. 5). Ensuite, chaque
R-espace métrique est totalement ordonnable (Papié¢ (3] Th. 10).

Théoréme 94. Chaque R-espace compact E vériﬁant T, est
une chaine ordonnée limitée. . .

. Tout d’abord I’espace E est deflmssable par un tableau T de -
voisinages tel que yT <w, et kR,T <N, pour chaque n<yT
(v. Papig¢ [1] L. 5.6). En vertu du théoréme 9.2 ou théoréme 9.3,
Pespace E est totalement ordonnable. Chaque ordination naturelle
de la famille OT des chaines maximales T fournit une chaine C
dont 1’espace est homéomorphe de 'espace > E. Il en résulte en parti-
culier que C est 11m1te En effet, d’aprés le procédé P du 8.5.2 on’
peut supposer que E =T et alors les points mkE, ME _sont. le pomt
mltlal et le point terrmnal de la chaine C.

Ensuite, C ne présente aucune lacune. En effet, smt I une po,r——
tion- 1n1t1a1e de C; désignons pour chaque n<yT par V, 1’élément
de R,T tel que ou bien V coupe I et C \'I ou bien que V, soit
cofinal & I. Alors le point (M V, est ou bien le point terminal de I
ou bien le point initial de C \ 1. -

Théoréme 9.5. Soit E un R-espace vérifiant la condition (I')
ou (n,) relativement a un arbre T de voisinages; soit Tk = U [X, —i7,
X 'parcourant . la famille des X <= T compacts [de seconde espéce]
vérifiant kX' > 1. Si alors- l’ensemble Ex = UX X <= Tk) est fermé,
Tespace ‘E est une chaine ordonnée.

Le théoréme 9.5. se déduit d'une fagon simple du théoréme 9.6
que voici.

Théoréeme 9. 6 Sozent E un R—espace T un arbre de voisi-
nages de;fmzssant E et

Q) T,=yU[X, )y . )

X parcourant la famille des elements compacts de seconde
espéce de T. Si Uensemble -~ ;

2). E,=yuX (XCT)

est fe'rme Tespace E est totalement ordonnable.

Tout d’abord, I'ensemble E. est ouvert, étant donné que E est
Yunion d’ensembles ouverts X = T. Par conséquent, si E; est encore
Tfermé I’ensemble E; est ambigu. Cet ensemble est un sous-espace
ambigu défini par la base T.. Or, chaque X &= T, étant compact,
l’espace amblgu X admet une base B (X) de rang < w, (v. Pap i¢
111, L. 5). En parucuher il en résulte que la famille

@) UBKX) (X RT)

est une base de l'espace E; et que le rang de (3) soit < w,;. En vertu
du Th. 9.2 il existe une chaine L, telle que l'espace E; soit homéo-
morphe de P’espace totalement ordonne L,. D’autre part considérons
le complémentaire
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1 (4 ENE,=CE,

de I’ensemble E.. C’est un ensemble ambigiu, comme complémentaire
de l'ambigu E.. Or, l’ensemble (4) engendre un espace défini par
la famille

(6) T\T,.

Cette famille vérifie la condition f de Papié¢ et d’aprés le dit
théoréme de Papié¢ il existe une chaine L, telle que l'espace (4)
soit homéomorphe de l’espace L,.

Maintenant, il s’agit encore de la questlon si on peut disposer
‘des ordinations des espaces L, L, de maniére que chacun d’eux
soit ambigu dans la somme ordon:nee L, + L,. Il en est bien ainsi.
. En effet, I'espace E est ou bien compact ou non compact. Si E
est compact, la chaine ordonnée L, est nécessairement d’'un type !—!
done 1+ ... 1, Si E; n’est pas compact on peut disposer libre-
ment de son comportement aux extrémités. Le méme raisonnement
s'applique & L,. On en déduit facilement qu’on peut supposer les
ordres L, L, de maniére que chacun des espaces L, L, soit ambigu
dans l'espace ordonné correspondant a la chaine

Ll + lo .
Bien entendu, 'ordre y est défini de maniére que L, y precede L,,
Q. E. . D.:

‘Théoréme 9.7. Si Vespace E = (R) posséde un seul point
d’accumulation, soit a, E est homeomorphe d’'un espace totalement
ordonné L; de plus, si E posséde une partie infinie D isolée fermée
(ce qui se présentera par exemple dans ces deux cas:

1) kE> Ny 2) EE=%o
et E non compact), on peut exiger que la chaine L soit limitée ou
illimitée ou d’avoir une seule extrémité, initiale ou termmale

En effet, {a}_ N Tela) (6 < w,) et on aura’

T, (a) = la}u U (T, (a)\'_r€+1 (a)) .
L’ensemble E \ T, (a) etant amblgu on peut le con51derer vide

et alors
| B={a} YU (T (@) \ Tes1 @) .

L’ensemble T¢ (a) \ T4 (a) est isolé et on peut l'ordonner a de-
venir une chaine L; du type k(T¢ (2) \ Texy (@) ou (0* + @) wy,
suivant que k (T¢ (a) \ T5+1‘ (a)) est fini ou = kco.,,‘3 ; alors la chaine
= (2 Lg) + {at, (¢ << wq) par transformation identique, est homéo-
mo-rpile de l’espace E. -
Pour - achever la démonstration, enlevons a. la chaine L un

ensemble dénombrable isolé fermé D dont on y parle; soit 7 le type
d’ordre du reste de la chaine L. Disons qu'un type d’ordre est de
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forme 00, 01, 10 ou 11, suivant qu’il n’a aucune extrémité ou seule-
ment 'extrémité droite ou seulement l'extrémité gauche ou les deux.
Si 7, est le type demandé i l'espace E, on le déduira de v de fagon
indiqué dans le tableau que voici: :

a) Le type v est de la forme 01:

‘type demandé 7,

Représentation de 7o
doit étre un

(on ordonne D a devenir

00 (— Tt w o et on le met aprés 1)
01 <« w* += ' '
10 — o* trt+o
11 o w +tr
b) 7 est un 11
00 w* trt+ow
01 : w* +1
10 T+ w
11 o + ot + T
Remarquons que dans le cas KE = N, 'un des ensembles Ty (a) \

N\ Tp.y (a) est infini et on peut le prendre pour D. Si kKE>No,
on peut prendre
D c W) (']" (a).\\ Tn+1 (a)) (n < wy).

Théoréme 9.8. Si le dérivé E dun R—eSpace E défini par
un tableau T est séparable ‘simultanément c’est-a-dire s'il e.mste
une famzlle dtsjonctwe F C T telle que

EX A EY=1 (X& P,

Vespace E est totalement ordonnable.

Soit Y =ClU X, (X = F); Y est un. ensemble isolé; considérons
alors le systéme H=F , ., {ly} (y = Y). Ordonnons H -a devenir
Yy

une chaine isolée L; nous en déduisons une chaine E. en remplacant
dans L chaque élément X < F (M L = F par un ordonnement total
X; de I'ensemble X de maniére q'u.elXc soit limité et que X' =
= X'=X M FE. La transformation identique de E en E; est une
homéomorphie entre E et I’espace ordonné. E..

Théoréme 9.9 (L’erdinabilité totale des eT-espaces). Chaque
eT-espace est totalement ordonnable si et seulement si lespace
vérifie Vaxiome T, de Fréchet ou si chaque noeud de seconde espéce
de Varbre correspondant est monoponctuel.

Il suffit d’ordonner chaque noeud N de premiére espéce de T &
devenir une chaine isolée limitée, soit (IN; < (N)) et d’y appliquer
Pordination naturelle. C’est-a-dire, a, b étant deux points distincts,
considérons les éléments a; b; ou i=1i(g,b)=t(—,a] M (— b];
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nécessairement, les points a;, b; appartiennent @ un méme noeud N
de T; on. pose. alors a<b si et seulement si a; < (N)b;. ldans le
noeud N. Soit . C la ‘chaine ainsi obtenue. Prouvons que l’espace eT
est homeomorphe de Pespace ordonné C.

Soit x = T. Si @ <<z’ <z, alors (x”, z]e © S (2, x|. ‘

Réciproquement, soit I = (a, b)c un 1nterva11e de la chaine ‘C
contenant x tel que a < (C)x < (C)b; ici g (C) désigne la relation
d’ordre de la chaine C. Alors, I contient un sphéroide S (:L', £). La
chose étant évidente si yx ='II, supposons que yx' = II. Soit
&="sup (i x), & (x b)); on a & >1,’a b) et on voit bien que S(x >

Sayer v e

v 1’04., Problémes -

~ Dans ce qui précéde nous avons considéré parmi d’autres ces
espaces: _

1) Espaces totalement ordonnables,

2) Espaces pseudo-métriques non métriques,

3) R-espaces,

4) eT-espaces,

5) T-espaces.

-Le probléme se pose de pousser plus a fond 1'étude des inter-
connexions entre ces espaces.

La liste précédente pourrait s’augmenter des espaces ramlfles
et des espaces ordonnés. Voici par exemple la defmltlon des espaces
ramifiés (cf. Kurepa [6] p. 72):

. Soit' § un. ensemble ramifié cest-a-dlre un ensemble ordonné-
jouissant de la propriété. que pour tout a << S T'ensemble (—, a); est
une chaine. A chaque ¢ = S on va attacher les ensembles de la

forme (x, Y); —ﬁa?u w (=, y) comme voisinages de a; ici x < o0a; Y
yeY 7
dénote une antichaine maximale quelconque de 1 a. :
Voir aussi les problemes 4. 1 6. 1 8 21, Sur cela nous rev1endrons

dans un autre paplerx :

_ INDEX
Ambiguy = etre a la fois ouvert et ferme
Arbre 4,5..(v. T)
Axiomes O, 0% O3, OV; 11 o 72 . o
Condition: (C) 83 (c)—(cy ), (A), (A2) 3; (I'): 8.1; (N): 4; (n,): 8.1;
- (N,): 8.4; (v): 8.1; R)81(T)83
D-espace: 8.1; _ S
~ Ecart: abstralt 1.1; —et espaces bien ordonnes 6; —et espaces uni-
forme 7; M- — 1.1; —numérique 1.1; —reguher 7.1;; —totale-
~ ment o-rdonné 1.2; . ‘ : .
Espace: — D: 8.1; €T—: 4; —pseudo-distanciés: 8; R- —: 5; T—: 4;
Noeud chaque sous—ensemble maximal A de T vemflant (— x) =
=(—y) st x,y Tz Aj : -
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Opérateur &: 1.2; -

Ordination: — alphabethue 1 3 — naturelle 85.1;
Proximité: '1.1; sov

Ramifié: ensemble —10 espace = 10
Régularité: 8.1; . e "

Tableau ramlfle 45 (v T)

Denotatlons .
kX = le card’ nal de X

4
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<2 = non T .
wF = {XIX ZF, kX>1},.
pF = X |X ZF KX =1}
RT 4; - .
T 4.5;
T (a) 8.1;
yT 4 - - - - .
= (—a) = {xixz<atl
la = (U, —) = {x|x>a}

vz (II) veut dire que a est de seconde espece

rv,(ab)3

de51gne l’elefnent variable <n _
R__ étant le symbole pour une relation binaire, on désigne par Ry; R
'r'espe_cti_vement le premier ‘et le second terme de la relation R.

Appert A—Ky-Fan [1]

Bernstein. F.

Bourbaki N.

Colmez J.

Doss R.

Fréchet: M. -
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'O APSTRAKTNOM RAZMAKU

Puro Kurepa, Zagreb

Sadria j

Frechet (1], 12D je 1905 uveo razdaljmu i polurazdaljinu
odnosno razdaljinske (metricke) i polurazdaljinske prostore (v.
Kurepa [6] § 25). Kurepa (1], [4], [5]) je promatrao pseudo-
-metriéne prostore, a 1936 je u [3] uveo apstraktne polurazdaljine.

U 1. se preslikavanjem e ili i kvadrata P?> na nekj prostor ili
strukturu M definira apstraktna polurazdaljina time, §to vrijede
aksiomi O, 0%, O®. Tako se jo§ govori o M-prostoru P, o M-razmaku
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u P ili simboli¢ki P << & [M]. Tu se pojavljuje i uslov OY (aksiom
neprekidnosti). U sluca}u E,-prostora uzima se za M skup rednih
brojeva < w. te se stavlja i(xx) = w. za svako x << P. Tu slovo
E oznaluje poéetno slovo rijedi écart (razmak). Zadovoljava li E,-
prostor i uslovu regularnosti (R) iz 8.1, govori se tada o D,-prostoru
(D je pocetno slovo rijet¢. distancija). Svaki prostor za koji postoji
redni broj «, tako da taj prostor bude jedan Dg,-prostor, zove se
pseudodistancijalan prosicr. (sluéaj a = 0 daje razdaljinske prostore;
v. Kurepa [4], [5]). Alfabetsko uredenje kompleksa je u vezi sa
jednom dobro uredenom razdaljinom: ako se radi o we-kKompleksima
x, y dovoljno je staviti: i (x, ) = wa, i (T, y) = prvi indeks na kojem
se nizovi x, ¥y razlikuju.

3. Uslovi gednakok'racnostz Ti su uslovi (A) 1 (4%, a imaju za
posljedicu uslove (I) i (I*) kao i uslov (4,). Ako je definirana potpuno
uredena razdaljina u prostoru E, tad se promatraju skupovi (3.1),
(3.2, (3.3).

Lema 3.1. valja ako valja (A)-

Teorem 3.1. Ako prostor za,dovol]ava (), tad su skupovi (3.1)
ili isti ili disjunktni; skupovi oblika (3.2) su granasti i vrijedi {(3.4)
kao i (3.5)

4. eT i T-prostori. Neka je T kakvo stablo t. j. ureden skup sa
svojstvom, da iz a < T slijedi, da je skup oa svih y & T za koje
je y<<x dobro ureden. Promatrajmo skupove V (a) oblika 1z — la
sa z<a, z <, T; tu la oznatuje skup svih x < T za koje je a < x.
Ako je oa prazno, stavlja se V {(a) = (a). Shvacajuci svako V (a) kao
okolinu tocke a, time se definira prostore eT; to je eT-prostor. Pret-
postavimo 1li, da vazi uslov (N), onda je takav eT-prostor mogucée
definirati dobro uredenom polurazdaljinom (Lema 4.1).

4.2 T-prostori. Definicija T-prostora dobiva se iz definicije
eT-prostora tako da se okolina svake totke x dobije iz odgovarajuce
okoline V u eT-prostoru iskljudujuéi sve totke p = V za koje je
7Py

5. R-prostori. Neka Je T stablo skupova t. j. granasta obitelj
skupoval®? sa svojstvom, da za svako X T skup svih Y= T za
koje je Y D X ¢&ine jedan dobro ureden skup s obzirom na rela-
ciju 2. Uzimajuéi svako X <= T za okolinu svakog a = X, postaje
unija svih X < T odredenim prostorom; to su R-prostori (isp.
Kurepa [3] p. 1050, [5] p. 128; Pap1 & [1]—[3]; naziv R-prostor
potjete od Papiéa). '

Teorem 5.1. Svaki R-prostor za koji vaZi Fréchetov aksiom
separacije mozZe se definirati dobro uredenim razmakom za koji
vrijedi (A).

. Teorem 6.1. Svaki dobro uredeni prostor I (ws) dopusta polu-
razdaljinu s aksiomom OV i svojstvom (A).-

1) Obitelj F skupoVa je granasta, ako ne sadrii ned1s;un:ktmh Tie-
uporedljivih Clamova; t.j. iz X, ¥ = F. Slljedl X ('Y Y CcCXiliXmY=
= 2. i -
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;"fedfem 7.1. Swvaki separirani uniformni .pfrostor moée se
defmzratz polurazdalymom s jedno'm nulom i to tako, da je zado-
voljeno 1 O - : :

C 8 Pseudodzstancz]alm prostori (Ku1 epa [1], [4] [5], Fréchet
[2]—[5], Appert Ky Fan [1], Papié [1]—[5]).
Za dani regularni redni broj w, definiraju se D, -prostori kao
oni za koje postoji polurazdaljina << w, -1 za koje vaZi ovaj ‘
~Uslov regular nosti (R): postoji preslikavanje @ koje
Svékbm rednom’ broju u< w,. pridruzuje redni broj ¢ (u) << wa tako,
da iz g{(a, b), o(a,c) > @ () slijedi o(a,c) > u. ' ’

Teorem 82.1. Svaki pseudodistancijalni prostor E & = Do, koyz
se moge definirati stablom skupova u kojem. je svaki element druge
vrste beskonacan, jest ili dzstanczyalan (slutaj a.= o) il potpuno
ureden {a > o) ili oboje.

9. O potpunoj uredenosti prostora.

"Teorem 9.2. Svaki R-prostor, koji zadovoljava aksiom Tl,
a moZe se definirati stablom skupova ranga < w, jest homeomorfan
potpuno uredenom prostoru®. :

Teorem 9.4. Svaki kompaktan pa'ostor koyz zadovolyuva (Ty),
jest jedan ureden omeden lanac. -

" Teorem 9.6. Neka je E odreden R-prostor definiran stabIOm
skupova T. Ako je skup E. iz francuskog teksta teorema 9.6 zatvo-
ren, tad se prostor E moZe potpuno urediti.

Teorem 9.9. Svaki eT-prostor homeomorfan je potpuno ure-
denom prostoru.

10. Preblemi. U prvom redu radi se o tome da se nadu veze
izmedu ovih vrsta prostora: 1) Potpuno uredeni prostori, 2) Pseudo-
distancijalni nedistancijalni prostori, 3) R-prostori, 4) eT—prostori,
5) T-prostori. .

Problem 4.1. Nati nuzdan i dovoljan uslov, pa da T—prostor
zadovoljava OV *

Problem 6.1. Da li I(w,) i E [Ry] za koji prxrodan bI’OJ n, Ry
je kartezl]ev prostor od n dlmenzAJa

Problem 82.1. Postoji 1i za svako a pseudod1stanc1]alan
nedistancijalan prostor iz D, koji ne bi bic potpuno ureden prostor?

o (Primljeno 21. XIL. 1955.)

2) To. je jedan od prvih rezultata do kojeg su P. Papi¢ i b, Ku-
repa dofli, kad je D. Kurepa 1953. mislio, da zakljutak o urede-~
nosti vrijedi za svaki pseudod1stanc13alm prostor a Papi¢, oko mje-
sec dana kasnije ne znajuéi za taj rezultat da zakljucak anedl za svaki
R-prostor, koji zadovoljava (Ty).

* U meduvremenu Z. Mamuzié je rijeSio faj problem (1sp
Glasnik mat.-fiz. i astr., 11 (1956).



