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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE AUX
VALEURS MOYENNES

Mahmu.d Bajraktarevic, Sarajevo

SommaJilI'le. - DaJI1ISoot1Je norte: 1° on demontrle 1',exd!srtenoe de

c€II1taimes iSI01Jurtliioins die .1'eqUlaJtiJon f<motJiJOlrun~leaux V13ilewrs moyennes
(1); 2° on d()[1Ile l'expression expl'icite deces soliUrt'ioills; 3° on demon
tre l'furuvarr'1albi1JiJtedeLa forme de (1) pair I'IaplPlorrt cl La tralIllSfQrmaJ1lioill

(4); 4° on de:ffilruit UJne olas8e die'ro'Thc1Jiorus datt1SJ laqUielllie l'eqJUJaJtiJon (1)
erst resolu€' OOII1/PJetemenrt. - Gen~aJlJisartliOillS dies 1r8su!li1laJ1Jsdeja 00ill
!lJUS ([1], [2], [3]).

1. Definitions et notations

SoIiJt:'

1° I = [ai a2];

2° i]J lDes.pootiJvlement F 1l',ensemlb1e die tOUIteS 1e'S fOiIlc1ionJS 00'I1

tinues striotemJent monotones respectivement de toutes les fonctions
au sdlgn;e oolIllS1Jant dlirffe:Denrt de zero, dle:flinies S!Ull" I;

30 E = U In (n = 2,3, ..• ) wvec t' =t= t" sit
n

tJLE I (~ = 1, •.. , 1), tt+i = O(i = 1, .•.• m);

4° Mq>(i, t) la val'eiUr moyenne de ep E i]J par DaJppOrl a f::::: F
.au point t E E, deilinle par

2. Resu.Uats

Les roowl'tiaJts deLa l!lJote ISOm dJOnnes ;PaJr las thoolremes smv.an1s.

Theoreme 1. L'equ.ation fonctionnelle aux valeurs moyennes

Mtp (J, t) = MtfI (g, t) (g>,1/J E (J); I.g E F; t arbitraire E E) (1)



.:244 Ma:hmud Bajrakt8lrevd:c, San:-ajevo,

-ad'met la solution donnee par Les relations
a1/1+b

rp = e 1/1+ d ' f = kg (e t/J + d), k ((2 + d2) (ad - b c) * O, (2)

.a, h, c, d, lk etant des constantes .arbitraires, .g et VJ deux fonctions

.arbitraires.
Pour la soluti.o:n (2) conespondant cl c = O on .ClJffieme le

TheO':reme 2. Powr qu'il soit .(1) pou". chaque f EF et pcru.r
.chaque rt E E avec f =cg (c = const =!= O), il faut et il suffit que
.I'on ait

rp = a 1/1 + b (3)

a et h etant des constantes:, aJ =!= O.

Oe theol!"eme ,e'S1;UIlJe aruJtIDe :fbrme, pJ.'UJS CiolnNienJ31bile'alU!IS'Uj,et, du
1heoreme ([I], p, 66): :Aour qu:'jl sodrt;

JI JI

'(4)

(6)

ep-1 {~qi rp (t)} = 1/1-1 { L qi '/J(tJ },
i=l i=~

:piOUl!" rtorwt ti E I, rpour 1Jout qi (i = 1, ... , n) ,et rpiQIur10ut n = 2, 3, ... ,
qi etarrlJt descons1JaJntes iplOlSitWeISiaJrmwaruoos afVIeC ql + ... + qn = 1,
-au. faJUt 'et iillSUJf:fiit qiUle (3) 1S0ii:t:rempliJe, a ,et b etaJIlJt dies aOiIlJSrtJalntes,
«1 =!= o.

The lo:r e m <e 3. L' equation (1) est invariab le par '1'Upport ti la
transformation

rp = a! + P, f = ef (r P + o),
rrp+o

A.1/J+ft . - -
t/J = - , g=17g(vt/J+CI),

vt/J+CI)

(a o - (J r) (A. cl) - ft v) e"l * O.

,o., (J, y, o; A, p, v, w; e, 1] etant des co11iStantesarbitraire's. - Autre
'ment d'it, Sli (4) alieu, alors

--+ - -
M!p (f, t) = M>/J (g, t) +-_ M~ (f, t) = M~ (g, t) . (5)

The lOT e mle 4. Pour n = 2, l'equation {I} admet une solution
donnee par le systeme

f= const =l= O, cl t/J2 + m t/J + n) g2 = 1,

rp = p + q S g2 d t/J, q (t2 + m2 + n2) =l= O

·et les solutions provenant de la transformation (4) appUquee ti (6).

Le Oasl [paJrtliJcuJl!iJe1rdie l'eq'UJaJtiolIl (1) ou f =C'Oltl;Slt=!= O a ete dejcl
tr;aJiJte paJr DaUJtelU'r ant8:rdJeuI"ement (pOiUr n = 2, [2], p. 125-126; PO'Ulr
-n> 2, [3], !p. 173-175).

Lai qUJe'St:iJon de 1'lexiJsI1Jenoe .ervretrutueL1e d'aru:tres IsoilUJtiJorus die (1)
:res!1:lep!our ;Le1IIlJ00menJto'U'Verte. OependJaIIl!t, on peUJt donner UI1Je cla'SlSle
<le fonctions b[en defin'ie dans laquelle tourtes les s:oluiions de (1) sont
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rejpireSffi1tees patr(2). La rdetermilruattioil1 de oettemalSiSle faiit l'OIbjlett die
J!a p['lOplOISIi1li'oil1SUJilvialIljlle.

The 'Or e m ,e 5. Si les fonction ep, 'IfJ, f, ,g admettent des denvees
secondes te si n > 3, toutes les solutions de (1) Son,t donnees par (2).

3. Demonstrations

Dem o n iS t r ,a t i o n d!u T h. 1. D'apres (2) on a

-1 {ZPf} _ -1 {Zkg (a "P + b)} _ -:1ja~ + bj_
Mrp(f, t) = p - Z}-:- - p Zkg (c1fi + d) - P ·c ZZ"P/ +d :-

{ a"P [M", (g, t)] + b }= p-1 c"P[M",(g,t)]+d = p-I {p [M", (g, t)J}=M.p(g,().

D ~ m o n sc t rat i o<n du T h. 21). Ce ca.:setant un CM particulier
de (2) a'Vec c = O, 1a fI'le'l,aJti.on(3) lesrt, ,en e:ffet, suffisante.

POUl' diemolIlJtrffi" }a: necessite die ,La ·OOlIlJClJir1liIOil1(3), lil S1Uf:fli,tde la
<1emoil11IDerse'U:1errnent pOIU1rn = 2. SIUjpIPIOISOII1lS2)

p-I {PilI + pd21 = "P-I {"!'dl + "Pd2}1t + 12 J . il+ 12

P-OUT chaque t = (ti, t2)::::: 12. En posani 'IfJep-i = X, ep (t) = x, t =
= ep-i (x), on ohtient

x f :\"1/1 + X2h l= X (xl)il + x (X2) 12"t il+h' 11+.12

Xi ti + X2 f2

de sorte que, YU' Xi < fi + f2 < X2, chJaq'U!e oorrrd.edie :La OO1Ulrbe

y = X(xj lI'IenODintre ila CIOlUJI'Ibiea UlIl iP10UIIltdiiff€IDent die SJeStlextl'emJiJtes,
ce qUli', di"1liplres un theocr--eme COIIlll1lU([1], !p. 73), SIUIffirt lP'OIUTq.U1eX

'S!OIrtliineaJime.

D emonstr·ation du Th. 3. D'apres le Th. 1 et (4), on a

Mrp <i, t) = M~, (j, t), M", (g, t) = Mifi (g, t), .

dloinc, d'aJpres (1), - -
M~ (J, t) = Mifi (~, t) : (7)

Iil1V'el1sement, m.'(7) ;a;JjJeu, 'Din 11lI(1).
Dem o n ISt Ir I8lItn, 0I:Il dj ul T h. 4. En de.rogiThant iP1atr7: la V1affie.~

oommUlI1le des deu.x merrnfblI'le'sdie «l), on 'VIodJtqU1e oertte equa;t:iJolJ:lest
equdJvia:hm1Jeau' Sly'srt;emede deuoc eqUlaJtilolIlJs

p ('~)= Z;! ' "P ('~) = Z199. (8)

1) Cette demonstratton est eelle employee daus ([1], rp. 66 et 74),
oOl!l;V'enab'lement modifiee.

2) POJUlr s~liner l'eeri'1Jm'e0IIl cl ecrit VJi, ti pOUlr VJ (ti), t (tÐ.



246 Mabmurd Baj.rakt8lreVli:c, S8Irajevo,

PalI" U!nJe SlU!b\s.1JirtWOInd!iJI'Iec1ledles qUJattl.tiltes g ,et ep plalI" mrs
v:aU.eUJrs(6) d.am Le sysMme (8) (pour n = 2, om verifie i.mm.ed!iatement

que le systeme ,est identiquement satis:fladt.

Dem o n s tira rt li'o n du 'T h. 5. En demv:ant les eqUJatI:Jions(8)
parmpiPoc:t il. ti !I"le5IPectrlJvemenrt il. tj = ti+ 1 [j ~ 1= i (lmOd n)], 0lIl

.•...~. 1~ ~,., ,() ,( ) tJ 7: tJ 7:Q1lJ1~lIerutqwaiwe il'Iea!w.'<msioolIltenJant '1Ie's,q'UlalIltIiJtes ep T, 1/) T, -t '-t .tJ i tJ j

L'eIfumJinJaJtiiiOlIldie O€lS der!iJvees enrtI'le 1100qUJaiWeI'leU.!artioinSolb.tJen,U€lS

OOIndtuiiitil. La! irle:1Ja1biion

{(rpf)'t (1/J g)'j - (rp j)'j ('" g)'i} 2JA 2gA + U'ig'j - J'j g'.) 2 (rp Jh 2 (1/J g)A =

= {(rpf)'. g'j - (rp J)'j g';} 2JA 2 (1/J g)A + {(1/J g)'j j'. - (1/J g)'.fj) 2JA 2gA

(9)

PO!UJVaJl1Jt,e1lre ear!iItJe rdalIlJSl1al forme

d'ou
(e 9= O)") (10)

L~ die,rivatiolIl de (9) pa·r ~appoI1t il. t,,(k =F i, j) a:boutit il. UIIle
I1elialtiolIl, 1aqrU!eI1JJe,ap'res me trlaJniSjJarmaMIIl an:allJoigwe il. oe11e 'Cl1PiP'1IiJ

qrUJeeci,-diesIsiUJsil. 'l'eqUiatiJolIl (9), UiIle di1vtiJsiJOIIl[par tj - ~ =F 0:, UIIli p.as
sa!ge il. la lim!iJte [pO'UT tj, t", tJ. -+ ti, la: s.uppression de l'ti.nddce i, la
dIi~OIIlp'aJI' n et qUJelques simp'1JilfficaJ1JionslIleClessaIiJI'l€iS:,diEWIielnit

3) D'ClIpres la man.iere .Qont on ,a ohtenu Ila relation (10), on voit qu'el1e
-reste vala'ble meme rpour n =2.
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'Ce qUJi, d"apres {lO), dev'1ent

(f g-Ig') (:: + 2 ~ ) = (I' g - 19')'
-ou

247

(11)

(j' g - 19') (:~ + 2 ~') = (j' g - I g')' .

'On laJ a. dlisit!iJngure:r deux CaiS rpoos1bLes.

Premier cas. si f 9 - f g - O, (11) .est idelllt'iquement satisfait
,et, tenarnt oompt!Je de (10), on laJwes rleffiaJtd.1OinS (2) aVIeC C = O.

D €' lU X li e im ec as. SIi. f 9 - f g'=i:/== O, 1$ eqUlaJttilon (11) peUlV'€lIlt
etre ecrtLtes .QatnS laJ fOlI'IIlJe

_rp' + 2 L = _1/1" + 2 JL = (j' I! - 19')'
rp' I 1/1' g f' g -lg'

d'ou
g

rp = Cl 7 + G2

I
1/1=C3g +C4

Leis diemieres 1'Iela'1::iJOlnsdio!l'U1eIlt

C2 1/1 + Cl Cl!- c.~C4

rp = 1/1- CJ.

donc, (2) :a1V1eC C = 1.

(Ca = - cel =t= O) .
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o JEDNOJ FUNKCIONALNOJ JEDNA CINI SA SREDNJIM
VRUEDNOSTIMA

Sadržaj

Neka jie: 1° I = [ai, a2] ; 2° ifJ oosp€!ktiiVl10 F skup svrl.h. I1€1p're
kiidnJih st\nWf!IlO rmonJOr1xxnih funJkoiJjlaJ iI"€Sjpl€lkiJiMruo svih frmk:cij:a SitaWnJog

znakar,azl'icitog od !Ilu1e, de:flirn:isanih !Ila: I; 3° E = U In (n = 2,3, ... )
sa t' =t= t", ako jet' = (ti, ... , tz), t" = (ti, ... , tz + m), tI' <::, I (p = 1, ... , l),
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tl + i = O {i = 1, ... , m) ; 40 Mg> (f, t) sredinjIa vmi:j1edinoiSt od ep:::::, ej> u

odJnolStlt na f :::::F u !vaclkti: tEE dJe:fl.ilnJlls:atnlclIsa {*).

RezmJ.tcllti, ovog ·clia:nk,a 'su dati oojledlec:iJm ttelOlI'!eJmamaJ.

T e lO !l" ,e m!cl 1. Fuirukc]on;aJ1Jn:a, jledinJ<lIooai sa LS'I1edlnjdm W"ij1edJno

stilmal (1) Iimar}ešen.j1e rdaJ1Joll'e1Jarcijlam;a (2), g:dj,e SUI a, b, e, d, k prot

ilZV1OlI:jne k'OlnLSl1Janrte·a 9 li 1jJ dlyli'je PlI'loli:zJvol1jlI1e fUlIlJkcijle'.

Za rj,ešenje (2), koje odgov.a:ra' kOlIlStantl: e = O, vJrijedi štaviše

Tea..r €' m ,a 2. Dar [bi: wliJjlediiliO' (1) 'za, 'svaJk!o f E F ii; SIV1aiko t::::: E

sa f = e 9 {e = koo.srt. =F O), !pol1;rleblI1O' jie Iii rdotV101jlI1lOda jie Iil9pUlIlj'en.o (3),

gdljle su a i b ~OII1Sltarru1Je,a =F O.

Ova teOTema jie saJmlO ,dru(g1i, za nJa'Š ,p!redimet:lJgodJnri'jti! olbilJiJkpo

zrucllte r1JeolI'leme r([l), LSI1Jr.66).

T e Qrr 'e lIn ,a 3. Jteidi:ruaJooa (1) lI1Je mJiJjienjlaJ oblik 11 odnJooru: na

tr:arnJSlformarcijtu: (4), g1d:j~ su a, (J, y, <5 ; A, /-l, Y, cl) ; e, 'TJ!plI1OwOl1:jtne kJOl!l

siaJnJte. Dl1Ujgim ~leC!iIIna, 'alkio vrtiij!edJi: r(4), taroo 'V'riIj,edli li (5).

Te o r 'e lIn at 4. Za n = 2, jlerdiI1laJcIim (1) tima rjlešlenje diato Siste
mOlm (6) kaJO li: :rjlešenj'a: Jmdlar !plI'lOiiJzJJaJ:lJe!iz itJmrnmormacijte (4) pcimdJjle

njlene nla; (6).

Sp.ecljt8.'lan sl'UJca:j j1edinJaicliiI1le{Il sa f = 1lro1IlJSt.=F O 'tretliJrlao je piSJaJC

vec ranije (za n = 2, [2J, str. 125~126; zia! n> 2, [3J, str. 173-175).
Pwanjle !mogu'CiI1IolSlti ,egZliJs1Jencti'jre Ijj dmg1Lh rjlelšien:jla jledlnaooe (1)

OISltaijle IOtrvOII'!eI1iO. Medu<tim, rmo~e se d1aJ1jiJjedirua p'o;1Jp~o ordlI'!eden'a

k1aJSia funrkcli.'jlai, 'ul 1rojloj, su sva' rj,ffien:jfa' tle jledlr1acli.rnJe prre1Js1JaN~jienal sa

(2). OdlI'led!iJv:anjle olV!e ik.1ase jie ipcrledmet slliJj1edJeCletelQireme.

T e ore m la: 5. AkJofUJnk!ciJjle ep, 1jJ, f, g lirmJajlUJ!iJzvIode idlI'UJgogI'letdai ·ak1o je n > 3, SIVIa rjleIŠenjla jlediI1lalc\iine '(I) ISUJdata sa (2).

(Primljeno 26. VII. 1958.)


