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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE AUX
VALEURS MOYENNES

Mahmud Bajraktarevié, Sarajevo

Sommaire. — Dans cette note: 10 on démontre lexistence de
centaines solutions de I’équation fonctionnelle aux valeurs moyennes
(1); 2° on donne l’expression explicite de ces solutions; 3° on démon-~
tre Vinvariabilité de la forme de (1) par rapport & la transformation
(4); 4° on définit une classe de fonctions dans laquelle ’équation (1)
est résolue complébement. — Généralisations des résultats déja con-
nus ([1], [2], [3]D.

1. Définitions et notations
Solit:”
10 I = [a; ag];
20 @ respectivement F l'ensemble de toutes les fonctions con-

tinues strictement monotones respectivement de toutes les fonctions
au signe constant différent de zéro, définies sur I;

" E=UTI"(n=23,...) avec ¢4, si

=, 0 e O Y tm)
S Ip=1,...,0, t,,;=0G=1...,m);

40 M, (f, t) la valeur moyenne de @ & & par rapport & f < F
au point t < E, définie par

3’ (L) f(¢e)
L i T 2 Qf
——t¢ 3=t v —r =T *
M, (f,t) =g~ - _ 2 S5 [ (*)
2 1)

i=1

2. Résultats

Les résultats de la note sont donnés par les théorémes suivants.
Théoréme 1. L’équation fonctionnelle aux valeurs moyennes

M, (f,t) =M, (g 1) (p, ¥ < D; f,g < F;t arbitraire << E) 1)
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admet la solution donnée par les relations

ay+b
cy+d

a, b, ¢, d, k étant des constantes arbitraires, g et v deux fonctions
arbitraires,
Pour la solution (2) correspondant & ¢ =0 on a méme le
. Théoréme 2. Pour qu’il soit (1) pour chaque £ = F et pour
chaque t < E avec £ =cg{c= const F=0), il faut et il suffit que
Lon ait

P = s f=kg(cy+d), k(®+d*)(ad—bc)50, (2)

p=ayp+b ®3)
a et b étant des constantes, a==0.

Ce théoréme est une autre forme, plus donvenable au sujet, du
théoréme ([1], p. 66); Pour qu’il sofit

= {Favwl=v{Favw},
i=1 i= )

pour tout t; < I, pour tout qi(i=1,...,n) et pour tout n=2,3,...,
q; étant des constantes positives arbitraires avec q1+...+gn=1,
il faut et il suffit que (3) soit remplie, a et b étant des constantes,
a==0.

Théoréme 3. L’équation (1) est invariable par rapport d la
iransformation

ap+ 8

p=——",f=cef(yp+9),
rep+ 9
Av - ‘(4
= EEE g (5P + o), ®)
v+ o
(ad—py)(Ao—purv)en0,
a B, v, 6; 4, u, v, w; & 1 étant des constantes arbitraires. — Autre-
‘ment dit, si (4) a lieu, alors
My(f, ) = My (&) ~ My (£ 0) = My (s, 8). (5)

Théoréme 4. Pour n =2, équation (1) admet une Solution
donnée par le Systéme ‘
f=const0, (Ip2+ my+n)g2=1,
p=p+qlatdy, g+ m?+n?)=0
et les solutions provenant de la transformation (4) appliquée a4 (6).
Le cag partiiculier de I'équation (1) ol f= const==0 a été déja
traité par lauteur antérieurement (pour n = 2, [2], p. 125—126; pour
n>2, [3], p. 173—175).
La question de lexistence eventuelle d’autres solutions de (1)
reste pour le moment ouverte. Cependant, on peut donner une classe
de fonctions bien définie dans laquelle toutes les solutions de (1) sont

(6)
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représentées par (2) La détermination de cetbe classe fait l’ub](ect de
I pmo:pfasmm'on suivianibe.

Théoréme 5. Si les fonction ¢, v, f, g admettent des derwees
secondes te si n > 3, toutes les solutions de (1) sont données par (2).

3. Démonstrations

Démonstration du Th. 1. Daprés (2) on

Ewg
PPIEE [ TANNY DI T Y e P
o=@ 2f Zkg (cy + d) E¢g _

=g +d

. aQP[MEI/(g’ t)]+b 1
=g = ¢ {90 (¥, (e t)J} =My (g1).

c¥ M, (g 0] +d

Démonstration du Th. 2Y. Ce cas étant un cas particulier
de (2) avec ¢ =0, la relation (3) est, en effet, suffisante.

Pour démontrer la nécessité die la condition (3), il suffit de la
démontrer seulement pour n = 2. Supposons?

1 {9’1,f1 +oafel o {1P1f1 + "ngz}
h+sf f1 +f2

pour chaque t = (1, ts) = I2. En posant w1l =y, p(t) =x, t =
= @—1(x), on obtient :

¥ {xsfitxafol  x@)fitx(x)fe

U A+ | fitre

i fitasfe

fitfe
Y = x{x) rencontre la courbe & un point différent de ses extrémiltés,
ce qui, dlaprés un théoréme connu ([1], p. 73), suffit pour que yx
soit linéaire. '

Démonstration du Th. 3. Daprés le Th. 1 et (4), on a

M, (f,) =M, (50, My (g t) =My (g0,
donc, d’aprés (1),

de sorte que, vu x; << — < x9, chaque corde de la courbe

M, (fit) =My (g, 1) W)

Inversement, si (7) a liew, on & (1).

Démonstration du Th. 4. En désignant par 7 la valieur
commune des deux membres de (1), on ‘voit que cette éguation est
équivalente au systéme de deux équations
Zof _ 2vyg '
=f P(r) = T (8)

1) Cette démonstration est celle employée dans ([1], p. 66 et 74),
convenablement modifiée.
?) Pour simplifier I'écriture on a écrit vw;, fi pour v (&), f(t:).

@ (7)) =
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Par une substitution directe des quantités g et ¢ par leurs
valeurs (6) dans le systéme (8) pour n = 2, on vérifie immédiatement
que le systéme est identiquement satisfait.

" Démonstration du Th. 5. En dérivant les eqwarﬂhons (8)
par rapport a t; respectivement a tj=t;.1[j— 1 =i (modn)], on
2t At

obtient quatre relations contenant les quantités ¢’ (1), v (z), — PE P
7

L’élimination de ces dérivées entre les quatre relations obtenues
conduit & la relation
{Wﬂ'; (vg); —(pf) (l/’g_)'i}z'fngx + (8, —f8) @MW) =

= {W’f)'i g’j - (9’f)'jg’f} ZHZS(peh+ [('P g)'jf'i — (@ g)lif'j} 2ZH2 e
' 9y

pouvant etre écrite dans la forme

, [(vg); (¥g);
(?ﬂl"(w)f{(qvf)'; - (spf)’;} hde +

] [

8

+ f f, {%’ — 7} Z(pHE(pe) =

(¥ e); (¥ g);
:fifj{ f-g fg }ngz(?f)x o
J 1

, (@fr; (pfy
_gig‘j{ g‘,-J —

}2‘_}32(1,0]))\.

Si Yon divise cetbe équation par t;—t=3=0, puis on laisse tx— ti(k=1),
ensuite on supprime lindice i et, enfia, on diviise par n% on obtient
une relation, qui, aprés quelques transformations, se réduit a I'équa-
tiion '

o LS v L
@’ J + g
d’ol1 v
¢ J = Cw g2 (CE0) (10}

La dérivation de (9) par rappont a tp(k==1,j) aboutit & une
relation, laquelle, aprés une transformation analogue a celle appli-
quée ci~dessus & Téquation (9), une division par t; —t; == 0, un pas-
sage A la limite pour tj, tx, t1— t;, la suppression de lindice i, la
division par n et quelques simplifications nécessafires, devient

R S

3) D’apreés la maniére dont on a obtenu la relation (10), on voit qu'elle
reste valable méme pour n = 2,
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ce qui, d’aprés (10), devient
(fg—reg" (9’ +2 f;) =(f'g—fey
-ou (11)
o o (Y Ny foy
g fg)(1p, g) f'g—rgy.

On @ a distinguer deux cas possibles.
Premier cas. Si fg—f g =0, (11) est identiquement satisfait
et, tenant comptbe de (10), on a les veﬂlammms (2) avec ¢ =0.
Deuxiéme cas Si fg—fg'==0, les équation (11) peuvent
étre écrites dans la forme ,
9" S ¥ g _ (fr—rfgy
P2 Ty T e T Fe—ir

d'ou
p=C -5 +6  (G*0,
¢=C2%+C«l (C3=—CC1=*=0)

Les derniéres relations donnent
Cp+ C C—CyCy
v—Cy

1 :
,f—_—'ag(‘P—C‘i)s
donc, (2) avec ¢ =1,
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O JEDNOJ FUNKCIONALNOJ JEDNACINI SA SREDNJIM
VRIJEDNOSTIMA

Mahmud Bajraktarevié, Sarajevo
Sadrzaj
Neka je: 10 I =[ay, ag] ; 2° & respektivno F skup svih nepre-
kiidnih stvarno monotonih funkecija respektivno svih funkcija stalnog

znaka razlititog od mule, definisanih na I; 3 E=UI"(n=2,3,...)
sat'3=t”, ako je t' = (tg ..., t)y t7 = (ty ooy tram) ta = I(u=1,...,1),
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tyi=03=1,...,m); 42 M, (f,t) srednja vrijednost od ¢ = & u
odnosu na f < F u tadki t < E definisana sa (*).

Rezultati ovog ¢lanka su dati slijedeéim teoremama:.

Teorema 1. Funkcionalna jednading sa srednjim wvrijedno-
stima (1) ima rjeSenje dato relacijama (2), gdje sw a, b, ¢, d, k pro-
izvoljne konstante a g i vy dvije proizvaline funkcije.

Za rjeSenje (2), koje odgovara konstanti ¢ =0, vrijedi StaviSe

Teorema 2. Da bi vrijedilo (1) za svako f < F i svako t < E
sa f= cg (c = konst. 5= 0), potrebno je b 'dOlV|O¢lJfDJO da je ispunjeno (3),
gdje su a i b konstante, a == 0.

Ova teorema je samo drugi, za nas predmet zgodnidji oblik po-
znate teoreme ([1], str. 66). _

Teorema 3. Jednatina (1) ne mijenja oblik u odnosu na
transformaciju (4), gdje su a, g, y, 6 ; 4, u, v, w; &, 7 proizvoljne kon-
stante. Drugim rijedima, akio vrijedi (4), tada vrijedi & (5).

Teorema 4. Za n=2, jednadina (1) ima rjeSenje dato siste-
mom (6) kao i rjeSenja koja proizlaze iz transformacije (4) primitje-
njene nia (6).

Specijalan slugaj jednatine (1) sa f = konst. == 0 tretirao je pisac
veé ranije (za n = 2, [2], str. 125—126; za n.>> 2, [3], str. 173—175).

Pitanje moguénosti egzistencije i drugih rjeSenja jednatine (1)
ostaje otvoreno. Medutim, moZe se dati jedna potpuno odredena
klasa funkcija, w kojioj su sva rjeSenja te jednadine pretstavljena sa
(2). Odredivanje ove klase je predmet slijedeée teoreme.

T eorema 5. Ako funkcije @, vy, f, g imajw izvode drugog reda
i ako je n > 3, sva rjeSenja jednadine (1) su data sa (2).

(Primljeno 26. VII. 1958.)



