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PREDGOVOR

Ovaj udºbenik nastajao je bez prevelike ºurbe, a prije petnaestak godina £inilo se da za njega ni
nema osobite potrebe. Nastava predmeta Linearna algebra, neovisno o varijantama za razli£ite
smjerove studija, o modi�kacijama nastavnog programa i na£inu podjele svojedobno dvose-
mestralnog kolegija na dva jednosemestralna, smatrala se oduvijek, to jest vi²e od 40 godina,
temeljito pokrivenom opseºnim materijalom koji je napisao prof. Kre²o Horvati¢. Ni dodatne
literature, na hrvatskom ili na stranim jezicima, nije u tom razdoblju nedostajalo, no nastav-
nici, asistenti i studenti tradicionalno su se ve¢inom pouzdavali u �Horvati¢evu Linearnu� ili,
jo² kra¢e, u �Horvati¢a�. Barem za teoriju, dakako, a brojne, lako dostupne zbirke zadataka i
naro£ito one popularne nesluºbene arhive zadataka sa starih rokova upotpunjavale su studentski
fond tekstova za pripremu ispita. Dakako, pojedini nastavnici sluºili su se i drugim izvorima,
a pisali su i vlastita skripta, bolje prilago�ena polaznicima drugih studija, obi£no onih nemate-
mati£kih.

Znatan pomak na£inio je prof. Damir Baki¢ napisav²i na temelju dugogodi²njeg nastavnog
iskustva i vlastitih bilje²ki s predavanja udºbenik �Linearna algebra�, objavljen 2008. godine, s
idejom, kako je sam napisao, da odabrani materijal organizira u prakti£nom i e�kasnom obliku.
Skripta su i znatno prije bila dostupna na mreºnim stranicama PMF-ova Matemati£kog odsjeka.
Prema vlastitom komentaru prof. Baki¢a, te uz malo slobodne interpretacije, cilj mu je bio osi-
gurati studentima i op¢enito zainteresiranim £itateljima udºbenik kakav im je zaista potreban
na razini prve godine studija matematike, kako u smislu pragmati£nosti (ispiti, kolokviji, ispiti
na vi²im godinama...) tako i za stvaranje £vrste podloge razumijevanja materije, neophodne za
uspje²an studij. Rije£ je i o tome da ve¢ina studenata nema previ²e vremena ni volje prou£avati
izvore opseºnije i zahtjevnije od precizno onog ²to (smatraju da) im doista treba. Naprednija
poglavlja, daljnje primjene... to ¢e se eventualno potraºiti kad se bude moralo, diktirano pro-
gramom (kolegij Vektorski prostori i dalje), ali prakti£no je raspolagati udºbenikom u kojem se
²to manje toga moºe �preskakati� ili birati po vlastitom naho�enju.

Ako je ovo prethodno primjenjivo na studij matematike koji se me�u matemati£arima na
Prirodoslovno-matemati£kom fakultetu u Zagrebu jo² uvijek u ºargonu naziva inºenjerskim,
onda to pogotovo vrijedi za profesorske smjerove. Speci�£nosti nastavni£kih smjerova s vreme-
nom su sve vi²e dolazile do izraºaja, a time je narastala potreba i motivacija pisanja skripata
namijenjenih upravo njima. Objektivna je £injenica da studenti nastavni£kih smjerova, gle-
dano u cjelini i u prosjeku, dolaze na studij matematike s predznanjem slabijim od onih koji
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su izabrali inºenjerski smjer, a pritom ni jedni ni drugi nemaju osobitog iskustva sa sluºenjem
matemati£kom literaturom. Naviknuti se na takvu literaturu i nau£iti je £itati vaºan je dio
studija, osobito u po£etnim semestrima. Naravno da �sve se moºe na¢i kod Horvati¢a�, primje-
rice, ali redoslijed poglavlja i njihove logi£ke poveznice nisu vi²e jednake kao u nekada²njem
programu. Manje iskusnim £itateljima, dakle ve¢ini studenata, ozbiljna je zapreka pri u£enju
ako moraju sami birati i preslagivati dijelove izlaganja iz razli£itih izvora, koliko god samih po
sebi kvalitetnih.

Pritom, iz uglavnom o£itih razloga, mnogim studentima Linearna algebra previ²e je aps-

traktna, komplicirana ili jednostavno te²ka. Snalaºenje u nizovima strogo poredanih de�nicija,
propozicija, teorema, dokaza, korolara i primjera, pro²irenih dodatnim primjedbama, obja²nje-
njima, napomenama i zadacima za vjeºbu, doista nije lagano. Posebice kad se nakon uhodanog
�konkretnog� ra£unanja iz srednje ²kole, rje�e prirodoslovno-matemati£kog usmjerenja (upamti
formule pa uvrsti zadane brojeve, memoriraj korake svakog postupka ne optere¢uju¢i se nuºno
njihovim smislom i sli£no) valja podi¢i na vi²u razinu. Na pravu, ozbiljnu matematiku. Na
strukture � logi£ke, skupovne, algebarske, geometrijske... Na ono ²to studenti neformalno, a
neki i s prili£nom odbojno²¢u, saºeto zovu teorija.

Prednost je nastavni£kih smjerova ²to prije Linearne algebre slu²aju Analiti£ku geometriju,
koja obuhva¢a i Klasi£nu algebru vektora (dva poglavlja u knjizi prof. Horvati¢a, u skladu s
nekada²njim programom dvosemestralnog kolegija). Izdvajanje Analiti£ke geometrije kao kole-
gija prethodnika Linearne algebre smatramo savr²eno opravdanim potezom, a studentima na
po£etku Linearne algebre 1 kao osnovni savjet isti£emo da si osvjeºe gradivo tog predmeta koji
su ve¢inom ionako slu²ali prije nekoliko mjeseci, a poloºili prije nekoliko tjedana. Mnoge od
klju£nih koncepata, dakako, trebalo je upoznati i naviknuti se ra£unski primjenjivati u klasi£-
nom modelu vektorskog prostora sa �strelicama�, ²to bi onda moralo bitno olak²ati prijelaz na
op¢e vektorske prostore i cjelokupnu pripadnu tehniku. U praksi ba² i nije tako.

Ova skripta dostupna su na mreºnim stranicama ve¢ nekoliko godina u radnom obliku koji
se kontinuirano dopunjavao i korigirao. Zna£ajan je aspekt da nisu koncipirana nakon ²to su
u akademskoj godini 2018./2019. uvedene neke dosta vaºne promjene u programu, nego da su
aºurno odraºavala transformacije za koje su se zalagali autori, na temelju iskustva u nastavi i
svojih procjena mogu¢ih pobolj²anja. Stjecajem okolnosti te su promjene koincidirale s pove-
¢anjem broja sati predavanja iz Linearne algebre 2, s s dva na tri sata, £ime je, dakako, uveliko
olak²ano izlaganje gradiva bez forsiranja tempa kakav slu²ateljima nipo²to ne odgovara.

U pisanju ovih skripata gotovo ni²ta nije izravno preuzimano iz drugih izvora, ²to bi po-
najprije bile ve¢ spomenute knjige prof. Horvati¢a i prof. Baki¢a, koje redovito navodimo kao
obaveznu literaturu. Ipak, sli£nosti su vrlo velike, neizbjeºno, ali ne zbog direktnog kopiranja,
nego zato ²to je to Linearna algebra kakva se, u dobroj tradiciji i uz poneku modi�kaciju, pre-
daje i tuma£i onako kako smo odavno nau£ili, u uvjerenju da je temeljna koncepcija istinski
dobra i vrijedna. Naravno da ¢e dileme poput �²to je prije � strelica ili matrica�, �idu li prvo
sustavi ili linearni operatori� razli£iti profesori razrije²iti po vlastitom shva¢anju, no za nastav-
ni£ke smjerove dosta takvih nedoumica otpada ve¢ samom svrhom atributa nastavni£ki. Stariji
koautor skripata u£io je Linearnu algebru kod doc. Zdravka Kurnika, u davnoj godini kad je
prvi put predavana pod tim naslovom, a vjeºbe su drºali tada²nji asistenti Dragutin Svrtan i
Mirko Polonijo. U �tandemu� s Hrvojem �iki¢em izvodio je vjeºbe kod profesora Horvati¢a,
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£ija je predavanja, znatno kasnije, slu²ala koautorica udºbenika. Imena koja danas, nakon vi²e
desetlje¢a, imaju itekakvu teºinu na PMF-MO navodimo i iz zahvalnosti za sve nau£eno, kao i
u smislu naznake o kakvoj je dobroj tradiciji rije£.

U Uvodu ¢emo ukratko navesti neke konkretne napomene i komentare o sadrºaju udºbenika.
Zahvaljujemo svima koji su £itali taj materijal na mreºnim stranicama, u razli£itim etapama
stvaranja te nam dostavili primjedbe, sugestije i korekcije. To su, me�u ostalima, prof. dr. sc.
Damir Baki¢, prof. dr. sc. Ljiljana Aramba²i¢ i izv. prof. dr. sc. Ilja Gogi¢, koji su tako�er
predavali ove predmete u pojedinim semestrima posljednjih nekoliko godina, kao i nekolicina
studentica i studenata. U nastavi je svoj vrijedan doprinos, koji je moºda neizravno ostavio
traga i u skriptama, dalo i desetak asistentica i asistenata te im svima zajedno tako�er zahva-
ljujemo.

Zrinka Franu²i¢ i Juraj �iftar
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UVOD

Vektorski prostor klju£ni je pojam u linearnoj algebri. Dosad nam je rije£ �vektor� redovito bila
povezana s geometrijskom predodºbom �strelice� u euklidskoj ravnini ili prostoru, £esto moti-
virane potrebom prikazivanja �zikalnih veli£ina poput brzine i sile, za £iji je opis uz numeri£ki
podatak iznosa potrebno poznavati i smjer te orijentaciju djelovanja. Kako bi takvi vektori-
strelice postali zaista korisni, uvode se operacije zbrajanja i mnoºenja realnim brojem. Tada se,
primjerice, u geometriji moºe pregledno i elegantno, jednim ra£unom s vektorima, dokazati da
se teºi²nice svakog trokuta sijeku u jednoj to£ki, a da ta to£ka dijeli sve tri teºi²nice u omjeru
2 : 1. U mehanici se takvim metodama izra£unavaju rezultante dviju ili vi²e sila. U Analiti£koj
geometriji nau£ili smo kako se matemati£ki korektno de�nira skup vektora na temelju euklid-
ske geometrije te kako se taj skup snabdijeva strukturom vektorskog prostora, ²to zna£i da se
de�niraju operacije zbrajanja vektora i mnoºenja vektora realnim brojem (�skalarom�) tako da
budu ispunjena odre�ena poºeljna svojstva. Uvedene su bile i operacije malo druk£ijeg tipa,
skalarno mnoºenje vektora i vektorsko mnoºenje vektora, koje su tako�er vrlo korisne, ali ne
pripadaju osnovnoj strukturi vektorskog prostora.

Vektorski prostor u op¢enitom zna£enju, koje nije ograni£eno na pojedini model poput
V 2 ili V 3, upravo je pogodan matemati£ki okvir za potpuni uvid u rje²avanje sustava linearnih
jednadºbi s bilo kojim (kona£nim) brojem nepoznanica, a to je jedan od glavnih ciljeva Linearne
algebre 1. Uvjerit ¢emo se da su nam glavne ideje zapravo ve¢ poznate iz Analiti£ke geometrije,
£ak i iz srednje ²kole (�geometrijsko rje²avanje sustava dviju jednadºbi s dvije nepoznanice�).
No u tom proºimanju geometrijske intuicije i algebarskog izraºavanja trebat ¢emo se �podi¢i�
od zornog (vizualnog) predo£avanja u dvije ili tri dimenzije i naviknuti se na snalaºenje i
ra£unanje u op¢enitom, a prvenstveno kona£nodimenzionalnom vektorskom prostoru. Pritom
¢e nam dobro razumijevanje klasi£ne vektorske algebre u �vidljivim� dimenzijama i dalje ostati
vaºna osnova, kroz primjere i analogije, za usvajanje novih pojmova i £injenica.
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SADR�AJ

Preliminarni pojmovi i oznake

Po£nimo s pregledom osnovnih pojmova, oznaka i vaºnijih £injenica elementarne ma-
tematike, posebice iz elementarne teorije skupova.

Skup je osnovni matemati£ki pojam koji se ne de�nira. To je mnoºina (kolekcija,
familija ...) elemenata (objekata) koje odlikuju neka zajedni£ka svojstva. Naj£e²¢e ih
ozna£avamo velikim tiskanim slovima (A, B,... X). Glavni skupovi brojeva s njihovim
oznakama su

� skup prirodnih brojeva N,

� skup cijelih brojeva Z,

� skup racionalnih brojeva Q,

� skup realnih brojeva R,

� skup kompleksnih brojeva C.

Skupove uglavnom zadajemo tako da navedemo sve njihove elemente ili pomo¢u
karakteristi£nog svojstva. Na primjer, A = {x, y, z} i B = {x : x2 ≥ 4 , x ∈ Z}. Za
prazan skup (to jest skup bez ijednog elementa) rabit ¢emo oznaku ∅.

Broj elemenata kona£nog skupa A naziva se kardinalni broj skupa A i ozna£ava se
s card A ili s |A|. Za prazan skup ∅ de�nira se card ∅ = 0.

Ukratko ¢emo navesti osnovne skupovne relacije i operacije te pripadne oznake.

� Peanova relacija: a ∈ A (`a je element skupa A'), b 6∈ A (`b nije element skupa A').

� Podskup skupa: A ⊆ B ( x ∈ A povla£i x ∈ B).

� Jednakost skupova: A = B (ako A ⊆ B i B ⊆ A).

� Presjek skupova: A ∩B = {x : x ∈ A i x ∈ B}.

� Unija skupova: A ∪B = {x : x ∈ A ili x ∈ B}.

� Razlika skupova: A\B = {x : x ∈ A i x 6∈ B}.

� Simetri£na razlika skupova: A4B = (A\B) ∪ (B\A).

� Komplement skupa: A ⊆ S, Ac = S\A.

� Partitivni skup: P(A) je skup svih podskupova skupa A 6= ∅.

� Kartezijev produkt skupova: A×B = {(x, y) : x ∈ A, y ∈ B} (skup svih ure�enih
parova, pri £emu je prvi £lan iz skupa A, a drugi iz B). Ako je B = A kratko
pi²emo A× A = A2.

Neka su X, Y skupovi i f pravilo po kojem se svakom elementu skupa X pridruºuje
jedan element skupa Y . Ure�ena trojka (X, Y, f) naziva se preslikavanje ili funkcija
skupa X u skup Y koju obi£no zapisujemo kao

f : X → Y.

7



SADR�AJ

Skup X naziva se podru£je de�nicije ili domena, skup Y podru£je vrijednosti ili
kodomena, a f pravilo ili zakon preslikavanja.

Elementu x ∈ X je po pravilu f pridruºen element f(x) i pi²emo

x 7→ f(x).

Kaºemo da je f(x) slika elementa x ili vrijednost funkcije f u varijabli (to£ki,
argumentu) x.

Slika preslikavanja f je skup

f(X) = {f(x) : x ∈ X}.

Ponekad se jo² ozna£ava sa S(f) ili Im(f). Jasno je da vrijedi da je f(X) ⊆ Y . Analogno,
moºemo de�nirati i sliku bilo kojeg podskupa A ⊆ X, s oznakom f(A).

Skup svih elemenata iz X £ija slika pripada skupu B ⊆ Y naziva se praslika pod-
skupa B i ozna£ava se

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.
Posebno, za y ∈ Y i B = {y} pi²emo

f−1(y) = {x ∈ X : f(x) = y}

i kaºemo da je f−1(y) ⊆ X praslika elementa y. Primijetimo da praslika nekog elementa
ili podskupa moºe biti prazan skup. Naglasimo da se �f−1� u oznakama f−1(B) i f−1(y)
ne odnosi na inverznu funkciju od f (koja i ne postoji ako f nije bijekcija).

Dvije funkcije f : X → Y i f ′ : X ′ → Y ′ jednake su ako su im domene i kodomene
jednake, tj. X = X ′ i Y = Y ′ te ako je f(x) = f ′(x) za sve x iz X. Tada pi²emo f = f ′.

Neka su f : X → Y i g : Y → Z preslikavanja. Tada je jedinstveno de�nirano
preslikavanje

h : X → Z, h(x) = g(f(x)), x ∈ X.
Preslikavanje h nazivamo kompozicijom funkcija f i g te ga ozna£avamo s g ◦ f .

Po de�niciji moºemo ustanoviti da komponiranje funkcija zadovoljava svojstvo asoci-
jativnosti, to jest za dana preslikavanja f : X → Y , g : Y → Z i h : Z → V kompozicije
(h ◦ g) ◦ f , h ◦ (g ◦ f) : X → V su jednake.

Komponiranje funkcija nije op¢enito komutativno, to jest op¢enito g ◦ f 6= f ◦ g.

Na kraju ovog kratkog pregleda ponovimo jo² tri vaºna svojstva koja moºe imati
funkcija. Kaºemo da je f : X → Y injekcija ili injektivno preslikavanje ako

∀x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Injektivnost se naj£e²¢e ispituje ekvivalentnom tvrdnjom: f je injekcija ako za sve
x1, x2 ∈ X

f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2.

Funkcija f bit ¢e injektivna ako i samo ako se praslika svakog elementa iz Y , f−1(y),
sastoji od najvi²e jednog elementa. Zato se injektivna preslikavanja jo² nazivaju 1-1
preslikavanjima.
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SADR�AJ

Kaºemo da je f : X → Y surjekcija ili surjektivno preslikavanje ako je slika
domene jednaka kodomeni,

f(X) = Y.

Zbog toga se za surjekciju jo² rabi termin preslikavanje na.
Funkcija f : X → Y je bijekcija ako je injekcija i surjekcija. Vrijedi da je f bijektivno

preslikavanje ako i samo ako za svaki y ∈ Y postoji jedinstven x ∈ X takav f(x) = y.
Na temelju toga dobro je de�nirano preslikavanje g : Y → X takvo da je g(y) = x
za y ∈ Y , pri £emu je y = f(x). Preslikavanje g naziva se inverzom ili inverznim
preslikavanjem i ozna£ava s f−1.

Dakle, za bijekciju f : X → Y vrijedi da je

f−1(f(x)) = x, ∀x ∈ X i f(f−1(y)) = y, ∀y ∈ Y,

to jest druk£ije zapisano
f−1 ◦ f = 1X , f ◦ f−1 = 1Y ,

gdje su preslikavanja 1X , 1Y identitete na skupovima X, odnosno Y . ( 1X : X → X,
1X(x) = x za sve x ∈ X.)
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Dio I

Linearna algebra 1
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POGLAVLJE 1

VEKTORSKI PROSTORI

1.1 Osnovne algebarske strukture

Algebarska struktura sastoji se, ukratko re£eno, od nepraznog skupa te jedne ili vi²e
ra£unskih operacija na tom skupu za koje vrijede odre�ena propisana svojstva.

Naviknuti smo ponajprije na ra£unske operacije u skupovima brojeva, no tako�er smo
ve¢ razli£ite operacije primjenjivali na polinome, na funkcije op¢enito, na vektore, pa i
na matrice, ali dosad se uglavnom nisu promatrale i uspore�ivale �apstraktne� strukture
u kojima su objedinjena zajedni£ka svojstva raznovrsnih pojedina£nih modela. Budu¢i
da je ve¢ sama de�nicija vektorskog prostora razmjerno sloºena, jer obuhva¢a pojmove
vaºnih struktura komutativne grupe i polja, izloºit ¢emo saºet pregled osnovnih algebar-
skih struktura kako bismo postupno do²li do grupe (strukture u kojoj binarna operacija
ima svojstvo asocijativnosti, a svaka jednadºba ax = b ima jednozna£no rje²enje) i polja,
kao prirodne strukture za rje²avanje linearnih jednadºbi s dvije i vi²e nepoznanica.

U linearnoj algebri posebno su vaºne i operacije s matricama, kod kojih postoje
sli£nosti, ali i bitne razlike u odnosu na operacije u skupovima brojeva. Poznavanje
osnovnih algebarskih struktura znatno ¢e nam pomo¢i i u matri£nom ra£unu koji je usko
povezan sa sustavima linearnih jednadºbi.

1.1.1 Binarna operacija. Grupoid.

De�nicija 1.1.1. Neka je S neprazan skup. Preslikavanje

θ : S × S → S

naziva se binarna operacija na skupu S. Binarna operacija θ svakom ure�enom paru
(x, y) ∈ S × S pridruºuje element z = θ(x, y) ∈ S (ili alternativno z = x θ y).

Ure�eni par (S, θ) naziva se grupoid, odnosno kaºemo da binarna operacija θ odre�uje
na skupu S algebarsku strukturu grupoida.
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Navedimo primjere nekih binarnih operacija.

� Zbrajanje i mnoºenje na skupovima brojeva (N, Z, Q, R, C) nazivamo standardno
zbrajanje i standardno mnoºenje. Dakle, (N,+), (N, ·), (Z,+), (Z, ·), (Q,+), ... su
grupoidi.

� Oduzimanje je binarna operacija na Z, Q, R i C, ali nije na N.

� Presjek, unija, razlika, simetri£na razlika su binarne operacije na partitivnom skupu
od nepraznog skupa S, P(S).

� Vektorsko mnoºenje (×) je binarna operacija na vektorskom prostoru V 3.

� Na skupu svih funkcija f : S → S, u oznaci SS, standardnu binarnu operaciju
predstavlja kompozicija funkcija (u oznaci ◦).

� Binarnu operaciju moºemo de�nirati na razli£ite na£ine koriste¢i se ve¢ nekim za-
danim, poznatim binarnim operacijama na tom skupu. Na primjer, a∗b = a+b−ab
za a, b ∈ Z. Uo£imo da je (Z, ∗) grupoid, ali (N, ∗) to nije.

Napomenimo da ¢emo u daljnjem izlaganju binarnu operaciju θ zbog jednostavnosti
ozna£avati znakom ·, to jest θ(x, y) = x · y = xy, pri £emu ne¢emo nuºno misliti na
standardno mnoºenje. U razli£itim primjerima i zadacima tako�er se za neku binarnu
operaciju mogu upotrebljavati oznake poput ? , •, �, ⊕, ⊗ i drugi simboli, obi£no u
slu£aju kad se uvede neka nestandardna binarna operacija.

De�nicija 1.1.2. Neka je (S, ·) grupoid. Elementi x, y ∈ S komutiraju ako vrijedi

xy = yx.

Ako svaka dva elementa iz S komutiraju, kaºemo da je binarna operacija komutativna,
odnosno da je (S, ·) komutativni grupoid.

Standardno zbrajanje i standardno mnoºenje su komutativne operacije, dok vektorsko
mnoºenje to nije.

De�nicija 1.1.3. Neka je (S, ·) grupoid. Binarna operacija je asocijativna ako je

x(yz) = (xy)z,

za sve x, y, z ∈ S. Grupoid s asocijativnom binarnom operacijom naziva se polugrupa.
Ako je binarna operacija i komutativna, grupoid se naziva komutativna polugrupa.

Neki primjeri polugrupa:

� Skupovi brojeva N, Z, Q, R, C s obzirom na standardno zbrajanje i standardno
mnoºenje su komutativne polugrupe.
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

� Binarna operacija oduzimanja na Z nije asocijativna.

� Kompozicija funkcija je asocijativna pa je skup svih funkcija S → S polugrupa s
obzirom na kompoziciju (tj. (SS, ◦) je polugrupa), no op¢enito nekomutativna.

� Komutativne polugrupe su (P(S),∩) i (P(S),∪), ali (P(S), \) nije polugrupa jer
razlika skupova nije asocijativna.

Naglasimo vaºnost svojstva asocijativnosti za jednostavnu primjenu binarnih opera-
cija. Moºe se dokazati, metodom matemati£ke indukcije, da u polugrupi bilo koji raspored
zagrada, koje nazna£uju prioritet izvo�enja operacije, ne utje£e na rezultat. Primjerice,
u polugrupi (S, ·) za svaka 4 elementa vrijedi (ab)(cd) = a(b(cd)) i sli£no. Posebno
se moºe de�nirati potenciranje an za svaki n ∈ N i tada vrijede uobi£ajena svojstva:
aman = am+n te (am)n = amn.

De�nicija 1.1.4. Neka je (S, ·) grupoid. Kaºemo da je e ∈ S neutralni element ili
jedinica binarne operacije ako je

ex = xe = x,

za sve x ∈ S. Ako je binarna operacija asocijativna i dopu²ta neutralni element, (S, ·) se
nazivamonoid. Ako je operacija i komutativna, govorimo o komutativnom monoidu.
Ponekad se monoid jo² naziva polugrupa s jedinicom.

Lako se pokazuje da ako u grupoidu postoji neutralni element tada je on jedinstven.
Zaista, ako su e, e′ ∈ S neutralni elementi, mora vrijediti da je ee′ = e i ee′ = e′ pa je
e = e′.

Navedimo primjere nekih monoida.

� Skupovi brojeva Z, Q, R, C s obzirom na standardno zbrajanje i standardno mno-
ºenje su komutativni monoidi. Neutralni element zbrajanja je 0, a mnoºenja je 1.
Uo£imo da je (N, ·) komutativni monoid, ali da (N,+) to nije.

� Funkcija identiteta (id(x) = x, ∀x ∈ S) predstavlja neutralni element kompozicije
funkcija i stoga je (SS, ◦) monoid.

� (P(S),∩) i (P(S),∪) su komutativni monoidi. Neutralni elementi su redom S i ∅.

U nekomutativnim strukturama mogu¢e je imati samo jednostranu jedinicu, lijevu ili
desnu. Na primjer grupoid (P(S), \) ima samo desnu jedinicu (∅). No ako istovremeno
postoje i desna i lijeva jedinica, one su nuºno jednake.

Napomena 1.1.5. Bez obzira na razli£ite oznake za binarnu operaciju i na njezina
mogu¢a posebna svojstva, treba zapamtiti da je to prema de�niciji preslikavanje (funk-
cija), dakle da se svakom ure�enom paru elemenata nekog nepraznog skupa S pridruºuje
jednozna£no odre�en element skupa S.
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

�esto se spominje pojam �zatvorenosti� neke operacije na odre�enom skupu, osobito
ako ve¢ imamo neki grupoid (G, ∗) pa je pitanje je li neki njegov podskup S tako�er
grupoid s obzirom na �istu� operaciju. Zapravo je tada rije£ o restrikciji preslikavanja
∗ : G×G→ G na podskup S×S. Za (a, b) ∈ S×S de�niran je a ∗ b kao element skupa
G, ali on se op¢enito ne mora nalaziti u S.

Primjerice, skup N nije �zatvoren� s obzirom na operaciju oduzimanja, koju primje-
njujemo na cijele brojeve, dakle na nadskupu Z skupa N.

Dakle, izraz �provjerimo zatvorenost operacije� zapravo se odnosi na provjeru je li
doista zadana binarna operacija, pa time onda i grupoid, prema de�niciji 1.1.1. Treba
obratiti pozornost na to o kojoj je domeni i kodomeni rije£, jer se operacija za koju
(katkad neprecizno) upotrebljavamo jednaki naziv ne moºe uvijek suziti (restringirati)
na podskup ili pro²iriti na nadskup nekog grupoida.

1.1.2 Grupa

Kako smo ve¢ istaknuli u uvodu, grupa je iznimno vaºna algebarska struktura s jednom
binarnom operacijom. Osim u vi²e podru£ja matematike veliku vaºnost ima i u �zici,
npr. kod grupa simetrija. U linearnoj algebri pojavljuju se raznovrsni primjeri grupa, a
karakteristi£ne su grupe regularnih (invertibilnih) matrica te jo² nekih posebnih tipova
matrica. Tako�er, za de�niciju i svojstva determinante trebat ¢e poznavati osnovna
svojstva grupe permutacija.

De�nicija 1.1.6. Neka je (S, ·) grupoid i neka je e njegov neutralni element. Ako za
x ∈ S postoji y ∈ S takav da vrijedi

xy = yx = e,

kaºemo da je element x invertibilan, a element y zovemo inverzni element ili kra¢e
inverz elementa x.

U nekim nekomutativnim strukturama pojavljuju se jednostrani inverzi, lijevi (ako
je yx = e) ili desni(ako je xy = e). Ako u monoidu (S, ·) neki element x ima lijevi inverz
yL i desni inverz yD, oni su nuºno jednaki. Zaista,

yL = yLe = yL(xyD) = (yLx)yD = eyD = yD.

Nadalje, vrijedi:

Propozicija 1.1.7. Ako je neki element monoida invertibilan, njegov je inverz jedins-
tven.

Dokaz. Dokaz te tvrdnje lako izvodimo iz prethodne, da se jednostrani inverzi nekog
elementa, ako postoje, nuºno podudaraju. Naime, ako pretpostavimo da su x′ i x′′

inverzi elementa x, iskoristimo da je x′ kao lijevi inverz jednak elementu x′′ u svojstvu
desnog inverza.
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Inverz elementa x ozna£avamo s x−1, ali u slu£ajevima kad je binarna operacija
ozna£ena znakom +, uobi£ajeno se koristiti oznakom −x te inverz nazivati suprotnim
elementom.

� U grupoidu (N, ·) invertibilan je samo element 1.

� U (Z,+), (Q,+), (R,+) svi su elementi invertibilni, to jest svaki x ima suprotni
element −x iz pripadnog skupa.

� U (Q, ·), (R, ·) invertibilni su svi elementi osim 0. Jedini invertibilni elementi u
(Z, ·) su 1 i −1.

� U ({f | f : S → S}, ◦) invertibilni elementi su bijektivna preslikavanja.

Neutralni element e iz grupoida S uvijek je invertibilan jer je on sam vlastiti inverz,
to jest e−1 = e. Stoga je podskup svih invertibilnih elemenata u monoidu neprazan jer
sadrºi barem neutralni element.

Propozicija 1.1.8. Neka je (G, ·) monoid.

(a) Ako je x ∈ G invertibilan element, onda je i x−1 invertibilan te vrijedi(
x−1
)−1

= x.

(b) Ako su x, y ∈ G invertibilni elementi, onda je i xy invertibilan te vrijedi

(xy)−1 = y−1x−1.

Dokaz. (a) Tvrdnja slijedi iz xx−1 = x−1x = e i £injenice da je inverz jedinstven.

(b) Zbog asocijativnosti vrijedi

(xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xex−1 = xx−1 = e,

te analogno (y−1x−1)(xy) = e, pa slijedi tvrdnja.

De�nicija 1.1.9. Monoid u kojem su svi elementi invertibilni naziva se grupa. Ako je
binarna operacija komutativna, govorimo o komutativnoj ili Abelovoj grupi.

Pojam grupe moºemo odmah primijeniti u sljede¢em, vrlo korisnom korolaru propo-
zicije 1.1.8.
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Korolar 1.1.10. Podskup svih invertibilnih elemenata u monoidu £ini grupu.

Vaºan primjer grupe invertibilnih elemenata u monoidu je skup svih bijekcija u mo-
noidu ({f | f : S → S}, ◦).

Zadatak 1.1. Dokaºite korolar 1.1.10.
Ustanovimo koji skupovi brojeva s obzirom na standardne operacije zbrajanja i mno-

ºenja £ine Abelove grupe.

� (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) su Abelove grupe. (N,+) je komutativna polugrupa.

� Uo£imo da nijedna od struktura (N, ·), (Z, ·), (Q, ·), (R, ·), (C, ·) nije grupa, no
nekima od njih nedostaje �malo� da to postanu. Svi elementi razli£iti od 0 u Q, R
i C su invertibilni. Stoga promotrimo te iste skupove bez nule, to jest

Q∗ = Q\{0}, R∗ = R\{0}, C∗ = C\{0}.

Bitno je ustanoviti da su svi ovi skupovi �zatvoreni� na operaciju mnoºenja (a 6= 0,
b 6= 0 povla£i ab 6= 0) pa su (Q∗, ·), (R∗, ·), (C∗, ·) Abelove grupe. Ostala svojstva
grupe ovdje se lako provjere, pri £emu se asocijativnost i komutativnost izravno
prenose (�naslje�uju�) na podskup pa ih i ne treba posebno provjeravati.

� ({0},+) i ({1}, ·) su Abelove grupe. Op¢enito, jedno£lani podskup {x} neke grupe
(G, ·) je grupa u odnosu na binarnu operaciju · ako i samo ako x = e.

Jedan od ishoda predmeta Linearna algebra 1 jest nau£iti rje²avati sustave linearnih
jednadºbi. Ako linearnu jednadºbu s jednom nepoznanicom rje²avamo u ambijentalnom
skupu koji ima strukturu grupe, ta ¢e jednadºba imati jedinstveno rje²enje. O toj vaºnoj
£injenici govori sljede¢a propozicija.

Propozicija 1.1.11. Neka je (G, ·) grupa. Jednadºbe

ax = b,

ya = b

imaju jedinstveno rje²enje za svaki izbor elemenata a, b ∈ G.

Dokaz. Pretpostavimo da za neki x ∈ G vrijedi ax = b. Primijenimo operaciju u grupi
G na inverz a−1 elementa a i na ax. Dobivamo

a−1(ax) = a−1b.

Zbog asocijativnosti je
a−1(ax) = (a−1a)x = ex = x
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

pa je x = a−1b. Kako je a−1b ∈ G i a(a−1b) = b, doista je a−1b jedno rje²enje zadane
jednadºbe.

Jedinstvenost se lako pokazuje. Iz pretpostavke da su x1 i x2 rje²enja slijedi ax1 = ax2
pa ponovno mnoºenjem slijeva s a−1 dobivamo da je x1 = x2.

Analogno, jednadºba ya = b ima jedinstveno rje²enje y = ba−1 u grupi G.

Naglasimo jo² da u ovoj propoziciji nije pretpostavljeno svojstvo komutativnosti
grupe pa treba razlikovati jednadºbe oblika ax = b i ya = b, kao ²to i u dokazu nije
svejedno u kojem se redoslijedu primjenjuje operacija u grupi na elemente a−1 i b. U
slu£aju standardnih operacija zbrajanja i mnoºenja naviknuti smo jednostavno �oduzeti
a s obje strane�, odnosno �skratiti obje strane jednadºbe s a�, pod uvjetom da je a 6= 0.
No primjerice u grupi bijekcija s obzirom na kompoziciju funkcija, gdje komutativnost
ne vrijedi op¢enito, nipo²to nije svejedno ho¢emo li za rje²enje jednadºbe napisati npr.
f−1 ◦ g ili g ◦ f−1.

Sasvim sli£no dokazuje se sljede¢e svojstvo grupe o rje²enju jednostavne, ali vaºne
jednadºbe malo druk£ijeg oblika:

Propozicija 1.1.12. Neka je (G, ·) grupa. Jednadºba

x · x = x

ima jedinstveno rje²enje x = e.

U de�niciji 1.1.9 grupa je de�nirana kao monoid u kojem je svaki element invertibilan.
Ekvivalentno, grupa se moºe de�nirati tako da se navedu sva pojedina svojstva koja
grupoid treba ispunjavati kako bi bio grupa, odnosno Abelova grupa, s obzirom na zadanu
operaciju. Neka je G neprazan skup i · preslikavanje s domenom G × G. Ure�eni par
(G, ·) je grupa ako ima sljede¢a svojstva:

(1) xy ∈ G za sve x, y ∈ G, (zatvorenost)

(2) (xy)z = x(yz) za sve x, y, z ∈ G, (asocijativnost)

(3) Postoji e ∈ G takav da je ex = xe = x za sve x ∈ G, (neutralni element)

(4) Za svaki x ∈ G postoji y ∈ G takav da je xy = yx = e. (inverzni element)

Ako vrijedi i svojstvo

(5) xy = yx za sve x, y ∈ G, (komutativnost)

onda je (G, ·) komutativna ili Abelova grupa.

U konkretnom primjeru ili zadatku svojstva grupe uobi£ajeno je dokazivati upravo
u redoslijedu kako su iskazana. Kao primarno svojstvo koje treba provjeriti isti£e se
zatvorenost, u smislu napomene 1.1.5, dakle £injenica da je na skupu G doista korektno
zadana binarna operacija, £ime je (G, ·) u prvom redu grupoid. Jasno je da (4) ima
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

smisla samo ako vrijedi (3). Svojstvo komutativnosti (5) moºe se dokazati ili opovrgnuti
nezavisno od ostalih svojstava.

U sljede¢ih nekoliko primjera detaljno ¢emo pokazati kako se provjeravaju svojstva
grupe. Napomenimo da se u pojedinim primjerima moºe dosta razlikovati teºina provjere
nekog svojstva. Primjerice, svojstvo asocijativnosti katkad se moºe provjeriti rutinskim
ra£unom, ali ponekad je znatno zahtjevnije za provjeru.

Primjer 1.1. Grupa ostataka modulo m
Neka je m ∈ N i m > 1. De�niramo skup

Zm = {0, 1, 2 . . . ,m− 1}.

Prije nego ²to de�niramo operaciju na Zm prisjetimo se ²to kaºe Teorem o dijeljenju
s ostatkom: ako su a ∈ Z i m ∈ N, postoje jedinstveni q ∈ Z i r ∈ Zm takvi da je
a = mq + r. Broj r naziva se ostatak pri dijeljenju broja a brojem m.

Sada na skupu Zm de�niramo binarnu operaciju koja svakom ure�enom paru (x, y) ∈
Zm × Zm pridruºuje ostatak pri dijeljenju broja x + y brojem m. Ova operacija naziva
se zbrajanje modulo m i ozna£ava s +m. Pi²emo

x+m y = z,

pri £emu je x+ y = mq + z za neki q ∈ Z i z ∈ Zm.
Krenimo redom ispitati svojstva grupe. Svojstvo (1) vrijedi prema samoj de�niciji.

(5) Operacija +m je o£ito komutativna.

(2) Svojstvo asocijativnosti nije sasvim jednostavno pokazati. Neka je

(x+m y) +m z = r +m z = s,

gdje je

x+ y = km+ r, (1.1)
r + z = lm+ s, (1.2)

za k, l ∈ Z i r, s ∈ Zm. Nadalje, neka je y +m z = t, to jest

y + z = pm+ t, (1.3)

za p ∈ Z i t ∈ Zm. Ako zbrojimo jednakosti (1.1), (1.2) i (1.3) pomnoºenu s −1,
dobit ¢emo

x+ t = (k + l − p)m+ s,

odnosno x+m t = s pa je

x+m (y +m z) = x+m t = s,

²to je i trebalo pokazati.

(3) 0 je neutralni element.

(4) Suprotni element (inverz) od x ∈ Zm\{0} je m− x, a element 0 je sam sebi inverz.
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Zaklju£ujemo da je (Zm,+m) Abelova grupa koja je poznata pod nazivom grupa
ostataka modulo m. S njom ¢emo se susretati na jo² nekim predmetima na ovom studiju,
na primjer na Elementarnoj teoriji brojeva.

Za konkretnu vrijednost broja m, na primjer m = 4 rezultat operacije na svakom
ure�enom paru zapisujemo u tablici:

+4 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Nije rijetko da upravo tabli£no de�niramo binarnu operaciju na nekom kona£nom
skupu. Tu tablicu binarne operacije nazivamo Cayleyeva tablica.

Prirodno je analogno de�nirati i operaciju mnoºenja modulo m, u oznaci ·m i pitati
se je li (Zm, ·m) tako�er Abelova grupa. Odgovor je ne. No situaciju moºemo �popraviti�
u ovisnosti o tome je li broj m prost ili sloºen. Promotrimo tablicu za m = 4:

·4 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Moºe pokazati da su zadovoljena svojstva komutativnosti, asocijativnosti (� ne lako!)
i da je 1 neutralni element, no jasno je da elementi 0 i 2 nemaju multiplikativni inverz.
Stoga je (Z4, ·4) komutativni monoid. Za m = 5 imamo sljede¢u tablicu:

·5 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Nakon pomnijeg istraºivanja tablice moºemo zaklju£iti da je (Z5, ·5) komutativni
monoid i da jedino 0 nema inverz. Ako iz skupa Z5 izbacimo nulu, Z∗5 = Z5\{0},
struktura se �popravila� i (Z∗5, ·5) je Abelova grupa.

♥

Primjer 1.2. Na kolegiju Analiti£ka geometrija pokazalo se da operacija zbrajanja vek-
tora na V 1, V 2 i V 3 zadovoljava sva svojstva Abelove grupe.

♥

Primjer 1.3. Grupa polinoma.
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Neka je n ∈ N0 = N ∪ {0} i a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0. Preslikavanje p : R → R
zadano s

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

naziva se (realni) polinom stupnja n. Nulpolinom je polinom za kojeg vrijedi p(x) = 0, za
sve x ∈ R i za njega se ne de�nira stupanj (ipak ponekad se uzima da mu je stupanj −∞
ili −1). Polinome zbrajamo tako da im zbrojimo koe�cijente uz odgovaraju¢e potencije.
Neka je Pn skup koji se sastoji od nulpolinoma i svih polinoma stupnja manjeg ili jed-
nakog n. Lako je ustanoviti da je (Pn,+) Abelova grupa. Za razliku od toga mnoºenje
polinoma £ak nije ni binarna operacija u Pn (osim u trivijalnom slu£aju n = 0). Nada-
lje, ako s P ozna£imo skup svih polinoma, to jest P = ∪n≥0Pn, tada je (P ,+) tako�er
Abelova grupa, a (P , ·) je komutativni monoid.

♥

Primjer 1.4. Grupa n-tih korijena jedinice.
Za n ∈ N de�niramo

Kn = {z ∈ C : zn = 1}.
Skup Kn predstavlja skup svih rje²enja jednadºbe zn − 1 = 0 u skupu kompleksnih
brojeva. Tih rje²enja u C ima to£no n i zovu se n-ti korijeni jedinice (ili korijeni jedinice
stupnja n). Skup moºemo i eksplicitno zapisati kao

Kn = {cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
: k = 0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Ispitajmo koju algebarsku strukturu £ini ovaj skup s obzirom na operaciju standardnog
mnoºenja.

(1) Neka su z1, z2 ∈ Kn. Tada vrijedi

(z1 · z2)n = zn1 · zn2 = 1 · 1 = 1,

pa je i z1z2 ∈ Kn.

(2) Standardno mnoºenje je asocijativno.

(3) Postoji neutralni element 1 ∈ Kn.

(4) Svaki z ∈ Kn ima inverz z−1 u C (jer je o£ito z 6= 0). Provjerimo da je z−1 ∈ Kn:

(z−1)n = (zn)−1 = 1−1 = 1.

(5) Standardno mnoºenje je komutativno.

Zaklju£ujemo da je (Kn, ·) Abelova grupa, a nazivamo je grupa n-tih korijena jedinice.
Navedimo primjere za prvih nekoliko vrijednosti broja n:

K1 = {1}, K2 = {1,−1}, K3 = {1, −1 + i
√

3

2
,
−1− i

√
3

2
}, K4 = {1, i,−1,−i}, . . .

Lako moºemo uo£iti da elemente grupe Kn moºemo shvatiti u kompleksnoj ravnini i kao
vrhove pravilnog n-terokuta upisanog u jedini£nu kruºnicu.

♥
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Primjer 1.5. Grupe Q(
√

2) i Q(
√

2)∗.
Neka je

Q(
√

2) = {a+ b
√

2 : a, b ∈ Q}.
Uz standardno zbrajanje lako se ustanovljava da (Q(

√
2),+) ima strukturu Abelove

grupe. Zaista, provjerit ¢emo sve aksiome grupe.

(1) Zbrajanje je zatvoreno u Q(
√

2), to jest

(a+ b
√

2) + (c+ d
√

2) = (a+ c) + (b+ d)
√

2 ∈ Q(
√

2), ∀ a, b, c, d ∈ Q,

jer a+ c, b+ d ∈ Q.

(2) Standardno zbrajanje je asocijativno. (Jo² kaºemo da se naslje�uje iz R jer je
Q(
√

2) ⊂ R.)

(3) Postoji neutralni element 0 ∈ Q(
√

2) jer 0 ∈ Q.

(4) Svaki a+ b
√

2 ∈ Q(
√

2) ima suprotni element (inverz) −a− b
√

2 ∈ Q(
√

2).

(5) Standardno zbrajanje je komutativno.

Sada ispitajmo koju strukturu £ini Q(
√

2)∗ = Q(
√

2)\{0} s obzirom na standardno
mnoºenje.

(1) Mnoºenje je zatvoreno u Q(
√

2)∗, to jest

(a+ b
√

2) · (c+ d
√

2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)
√

2 ∈ Q(
√

2), ∀ a, b, c, d ∈ Q,

jer ac + 2bd, ad + bc ∈ Q. Nadalje, (a + b
√

2) · (c + d
√

2) 6= 0 jer je a + b
√

2 6= 0 i
c+ d

√
2 6= 0.

(2) Standardno mnoºenje je asocijativno.

(3) Postoji neutralni element 1 ∈ Q(
√

2)∗.

(4) Svaki a+ b
√

2 ∈ Q(
√

2)∗ ima inverz

(a+ b
√

2)−1 =
a

a2 − 2b2
− b

a2 − 2b2

√
2 ∈ Q(

√
2)∗.

Uo£imo da je a2−2b2 6= 0 za a, b ∈ Q (jer
√

2 6∈ Q) i a2+b2 6= 0 te a
a2−2b2 ,

−b
a2−2b2 ∈ Q.

(5) Standardno mnoºenje je komutativno.

Dakle, (Q(
√

2)∗, ·) je Abelova grupa.
♥

Napomena 1.1.13. Uo£imo da u primjerima 1.4 i 1.5 nismo morali dokazivati svojstvo
asocijativnosti i komutativnosti s obzirom na to da ta svojstva vrijede na skupovima C i
R koji sadrºe Kn i Q(

√
2). �tovi²e, u primjeru 1.4 pokazali smo da je skup Kn podgrupa

Abelove grupe (C∗, ·), a u primjeru 1.5 da je Q(
√

2) podgrupa Abelove grupe (R,+).
Op¢enito, kaºemo da je podskup H grupe G podgrupa od G ako je H grupa s obzirom
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1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

na binarnu operaciju · uz koju je G grupa. Pi²emo H ≤ G. Lako se moºe ustanoviti da
je H ≤ G ako i samo ako vrijedi

x · y ∈ H, x−1 ∈ H,

za sve x, y ∈ H. Odnosno H ≤ G ako i samo ako je

x · y−1 ∈ H,

za sve x, y ∈ H. Napominjemo da je suvi²no pokazivati da je neutralni element e
operacije · sadrºan u H zato ²to pretpostavke da je x ∈ H i x−1 ∈ H impliciraju da je
e = x · x−1 ∈ H.

Primjer 1.6. Struktura s eksplicitno zadanom novom operacijom.
Zadan je skup

G = {x ∈ R : x > 0, x 6= 1}
i operacija

x ∗ y = xlog y, x, y ∈ G,
pri £emu je log logaritam po bazi 10.

Ispitujemo redom aksiome grupe.

(1) Za x, y ∈ G je z = x ∗ y = xlog y > 0. Provjerimo da je z 6= 1. Zaista, ako je
z = 1, onda je log y = 0 (jer x 6= 1) pa je y = 1, ²to je u proturje£ju s £injenicom
y ∈ G. Dakle, z ∈ G i operacija je ∗ je binarna operacija na G, to jest ispunjeno je
svojstvo zatvorenosti.

(2) Asocijativnost moramo provjeriti raspisivanjem. Za x, y, z ∈ G vrijedi

(x ∗ y) ∗ z = (xlog y) ∗ z = (xlog y)log z = xlog y log z,

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (ylog z) = xlog(y
log z) = xlog z log y = xlog y log z.

(5) Operacija ∗ je komutativna jer je

x ∗ y = xlog y = (10log x)log y = 10log x log y = 10log y log x = (10log y)log x = ylog x = y ∗ x.

(3) Pitamo se postoji li n ∈ G takav da je x ∗ n = x za sve x ∈ G, to jest xlogn = x, a
to vrijedi ako i samo ako je n = 10. Zbog komutativnosti imamo sljede¢e:

x ∗ 10 = 10 ∗ x = x, ∀x ∈ G.

(4) Neka je x ∈ G i y takav da je x ∗ y = 10. Tada je xlog y = 10 i slijedi da je

y = 10
1

log x = 10logx 10.

Vrijedi da je y > 0 i y 6= 1, pa je y = x−1 ∈ G. (Provjerite jo² jednom direktnim
uvr²tavanjem da je x ∗ y = y ∗ x = 10.)

Pokazali smo, eksplicitno provjeravaju¢i sve aksiome grupe, da je (G, ∗) Abelova grupa.
♥

22



1.1. OSNOVNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Napomena 1.1.14. U primjeru 1.6 svojstva asocijativnosti i komutativnosti nisu ni-
po²to o£ita ni nasljedna, budu¢i da se radilo o novoj operaciji. Ta smo svojstva morali
provjeriti eksplicitno � raspisivanjem po de�niciji same operacije.

Primjer 1.7. Simetri£na grupa stupnja n.
Neka je Sn skup svih bijektivnih preslikavanja

f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}.

Pokaºimo da je Sn grupa s obzirom na operaciju komponiranja funkcija. Vrijede sljede¢e
tvrdnje:

(1) Kompozicija bijekcija je bijekcija. Dakle, ◦ je binarna operacija na Sn.

(2) Komponiranje funkcija je asocijativno.

(3) Identiteta je bijekcija.

(4) Svaka bijektivna funkcija ima inverz f−1 i on je bijekcija.

Komponiranje funkcija op¢enito nije komutativno. Pokazali smo da je Sn grupa koja se
naziva simetri£na grupa stupnja n.

Bijekciju f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} jo² nazivamo permutacija i zapisujemo

f =

(
1 2 3 · · · n

f(1) f(2) f(3) · · · f(n)

)
.

Konkretno, za n = 4 i za permutacije f, g ∈ S4

f =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
, g =

(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
,

njihove kompozicije su

f ◦ g =

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
, g ◦ f =

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
.

Inverz od f je

f−1 =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
.

Jednostavno moºemo ustanoviti da Sn ima kona£no mnogo elemenata i to njih n!.
Pi²emo |Sn| = n!. Kao ilustraciju navedimo sve elemente grupe S3:

S3 = {
(

1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
}.

♥
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Zadatak 1.2. Neka su e, f, g ∈ S4 permutacije zadane s

e =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, f =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, g =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

Je li skup {e, f, g} grupa s obzirom na kompoziciju permutacija? Ako nije, postoji li
permutacija h ∈ S4 takva da ({e, f, g, h}, ◦) bude grupa?

Uputa: Korisno je, premda ne i nuºno, posluºiti se tablicom operacije.

Zadatak 1.3. Neka je (G, ∗) grupa. Za svaki a ∈ G de�nira se preslikavanje La(x) = a∗
x (mnoºenje slijeva elementom a) i, analogno, Da(x) = x∗a (mnoºenje zdesna). Dokaºite
da su La i Da bijekcije na skupu G. Uo£ite da su svojstva injektivnosti i surjektivnosti
tih preslikavanja usko povezana (kako?) s rje²avanjem jednadºbi iz propozicije 1.1.11.

U slu£aju kad je G kona£an skup, preslikavanja La i Da su permutacije skupa G.
Razmislite kako se ta svojstva odraºavaju na tablicu operacije za kona£nu grupu.

Zadatak 1.4. U grupi (G, ∗) moºemo promatrati i jednadºbe oblika x ∗x = a, za zadani
a ∈ G. Moºemo li zaklju£iti ne²to op¢enito o postojanju i jedinstvenosti rje²enja takvih
jednadºbi? Posebno za jednadºbu x ∗ x = e? Odgovore argumentirajte primjerima.

1.1.3 Prsten. Polje

Dolazimo do algebarskih struktura s dvjema operacijama, zbrajanjem i mnoºenjem, koje
su me�usobno uskla�ene svojstvom distributivnosti. U strukturi nazvanoj polje bit ¢e
mogu¢e izvoditi sve osnovne operacije, kako smo ve¢ nau£eni s racionalnim, realnim ili
kompleksnim brojevima, ²to obuhva¢a i �dijeljenje� (osim, dakako, s nulom). To zna£i da
¢e se u bilo kojem polju mo¢i rje²avati linearne jednadºbe s dvije, tri ili vi²e nepoznanica,
a stoga i sustavi linearnih jednadºbi. Struktura prstena znatno je restriktivnija, ali prsten
cijelih brojeva i prsten polinoma vaºni su primjeri komutativnih prstena s jedinicom, vrlo
korisnih, iako njihovi elementi uglavnom nisu invertibilni za operaciju mnoºenja.

De�nicija 1.1.15. Neka je R neprazan skup na kojem su de�nirane dvije binarne ope-
racije + i ·. Kaºemo da je ure�ena trojka (R,+, ·) prsten ako vrijedi

(i) (R,+) je Abelova grupa,

(ii) (R, ·) je polugrupa (to jest operacija · je asocijativna),

(iii) distributivnost operacije · obzirom na operaciju +:

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc,

za sve a, b, c ∈ R.

Neutralni element grupe (R,+) naziva se nula i ozna£ava s 0. Ako postoji neutralni
element strukture (R, ·), on se naziva jedinica i ozna£ava s 1, a (R,+, ·) tada se naziva
prsten s jedinicom. Ako je operacija · komutativna, govorimo o komutativnom

prstenu.
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Prsten koji se sastoji samo od jednog elementa, a taj je neutralni element za zbrajanje
i za mnoºenje, tzv. je trivijalni prsten ({0},+, ·). Nadalje ¢emo pod pojmom prsten
uglavnom smatrati da je rije£ o netrivijalnom prstenu, a katkad ¢emo to ipak i naglasiti.

Sljede¢a propozicija pokazuje svojstvo prstena na koje smo naviknuti iz otprije poz-
natih primjera, da je umnoºak bilo kojeg elementa s 0 jednak 0. To ujedno pokazuje da
u netrivijalnom prstenu 0 nema multiplikativni inverz.

Propozicija 1.1.16. Neka je (R,+, ·) prsten. Tada je a · 0 = 0 · a = 0 za sve a ∈ R.

Dokaz. Vrijedi
a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0.

Pribrajanjem suprotnog elementa od a · 0 jednakosti a · 0 = a · 0 + a · 0 slijedi tvrdnja.
(Ovo posljednje slijedi i prema propoziciji 1.1.12 primijenjenoj na grupu (R,+).)

Zadatak 1.5. Dokaºite da u svakom prstenu vrijedi

a(−b) = (−a)b = −(ab).

Posebno u prstenu s jedinicom vrijedi

(−1)a = a(−1) = −a.

Primijetimo da smo se u dokazu propozicije 1.1.16 (a i u prethodnom zadatku) mo-
rali posluºiti svojstvom distributivnosti jer 0, kao neutralni element za zbrajanje, nema
nikakvu posebnu ulogu pri mnoºenju ako ne iskoristimo distributivnost kojom su te
operacije povezane. Uo£imo jo² da u svakom prstenu moºemo pomnoºiti izraze poput
(a+b)(c+d) primjenom distributivnosti, no treba pripaziti vrijedi li u pojedinom prstenu
i komutativnost mnoºenja. Primjerice,

(a+ b)2 = (a+ b)(a+ b) = a2 + ab+ ba+ b2

ili
(a+ b)(a− b) = a2 − ab+ ba− b2,

ali poznate formule za kvadriranje i za razliku kvadrata primjenjive su samo ako elementi
a i b komutiraju (²to ne vrijedi op¢enito, ali vrijedi u komutativnom prstenu).

Propozicija 1.1.17. Neka je (R,+, ·) netrivijalni prsten i neka su elementi a, b ∈ R
invertibilni. Tada je ab 6= 0.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, ab = 0. Mnoºenjem slijeva inverzom od a dobivamo
b = a−1 ·0, pa prema propoziciji 1.1.16 slijedi b = 0, a to je u proturje£ju s pretpostavkom
da je b invertibilan.

Druk£ije, tvrdnja propozicije moºe se izvesti i primjenom korolara 1.1.10, prema
kojem je umnoºak invertibilnih elemenata u monoidu tako�er invertibilan, pa je stoga
razli£it od 0.

U prstenu je op¢enito mogu¢e postojanje tzv. djelitelja nule, a to su elementi prstena
£iji je umnoºak jednak 0 iako je svaki od njih razli£it od 0. To nam se moºe u£initi
£udnim jer se to ne moºe dogoditi za cijele, racionalne, realne ni za kompleksne brojeve.

Prethodne dvije propozicije �sugeriraju� da je smisleno promatrati strukturu de�ni-
ranu na sljede¢i na£in.

De�nicija 1.1.18. Komutativni prsten s jedinicom (R,+, ·) u kojem je svaki element
x ∈ R\{0} invertibilan naziva se polje. Polje se £esto ozna£ava s F.

Na drugi na£in moºemo re¢i da je (F,+, ·) polje ako su (F,+) i (F, ·) grupoidi takvi
da vrijedi:

(i) (F,+) je Abelova grupa,

(ii) (F∗, ·) je Abelova grupa (F∗ = F\{0}),

(iii) distributivnost operacije · s obzirom na operaciju +.

Uo£imo da su neutralni elementi za operacije + i · , dakle nula i jedinica, nuºno
razli£iti jer je F ∗ grupa pa se podrazumijeva da je to neprazan skup. Budu¢i da je (F, ·)
grupoid, de�nirani su elementi a · 0 i 0 · a za svaki a ∈ F. Nije nuºno uvrstiti u de�niciju
zahtjev da bude a · 0 = 0 · a = 0 jer se to moºe dokazati. Jednakost 0 · 0 = 0 dokaºe
se kao u propoziciji 1.1.16. Ako bi za neki a 6= 0 vrijedilo a · 0 = b i b 6= 0, slijedilo bi
0 = a−1b, ²to je u proturje£ju s propozicijom 1.1.17.

Koriste¢i se tvrdnjama i primjerima iz prethodnog poglavlja, moºemo zaklju£iti slje-
de¢e:

� (Z,+, ·) je komutativni prsten s jedinicom.

� (Q,+, ·), (R,+, ·) i (C,+, ·) su polja.

� (Zm,+m, ·m) je komutativni prsten s jedinicom koji se naziva prsten cijelih brojeva
modulo m. (Zm,+m, ·m) je polje ako i samo ako je m = p prosti broj. Zp je vaºan
primjer tzv. kona£nog polja, to jest polja s kona£no mnogo elemenata.

Uo£imo da npr. u prstenu (Z6,+6, ·6) postoje djelitelji nule, jer je 2·3 = 0 (mod 6),
a tako�er 3·4 = 0 (mod 6). Op¢enito, ako jem sloºeni broj, u prstenu (Zm,+m, ·m)
postoje djelitelji 0 (za²to?) tako da takav prsten ne moºe biti polje (v. propoziciju
1.1.17). Na postojanje djelitelja nule trebat ¢emo se poslije naviknuti i pri mnoºenju
kvadratnih matrica.
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1.2. DEFINICIJA I OSNOVNA SVOJSTVA VEKTORSKOG PROSTORA. PRIMJERI

� (P ,+, ·) je komutativni prsten s jedinicom (e(x) = 1 za sve x). �esto se P naziva
prsten polinoma. Nadalje, za prstene polinoma jo² se upotrebljavaju oznake Z[x],
Q[x], R[x], C[x] u ovisnosti u tome iz kojeg se skupa uzimaju koe�cijenti polinoma
(Z, Q, R ili C).

� (Q(
√

2),+, ·) je polje (²to je pokazano u primjeru 1.5). Op¢enito za broj d ∈ N koji
nije potpuni kvadrat de�nira se

Q(
√
d) = {a+ b

√
d : a, b ∈ Q}

i pokazuje (sli£no kao u primjeru 1.5) da je (Q(
√
d),+, ·) polje. Naziv mu je kva-

dratno polje. (Za d koji jest potpuni kvadrat je Q(
√
d) = Q, a ako nije, vrijedi

Q ⊂ Q(
√
d)).

1.2 De�nicija i osnovna svojstva vektorskog prostora. Primjeri

Slijedi de�nicija klju£nog pojma, a to je vektorski prostor. Ta de�nicija moºe se £initi
opseºnom i pritom zahtjevnom za razumijevanje, no s obzirom na to da smo ve¢ upoz-
nati sa strukturom Abelove grupe, preostaje jo² pridodati operaciju mnoºenja elemenata
te grupe elementima nekog polja, �skalarima� (naj£e²¢e realnim ili kompleksnim broje-
vima). Ta nova operacija nije binarna, nego �hibridna� jer po jednom skalaru i vektoru
pridruºuje ponovno vektor. Svojstva propisana za tu operaciju podudaraju se sa svoj-
stvima poznatima za mnoºenje vektora iz prostora V 3 realnim brojevima pa ne¢e biti
te²ko naviknuti se na njih.

Po£ev²i od same de�nicije, sluºit ¢emo se najjednostavnijim oznakama kakve su uobi-
£ajene za vektorske prostore. To zna£i da ¢e jednaku oznaku + imati operacije u dvjema
razli£itim Abelovim grupama, zbrajanje vektora i zbrajanje skalara u polju, a da se za
mnoºenje u polju ne¢e upotrebljavati nikakva posebna oznaka. Za umnoºak skalara i
vektora samo privremeno pisat ¢e se oznaka ·, koju ¢emo kasnije izostavljati jer ¢e iz
oblika zapisa uvijek biti jasno koja se operacija primjenjuje. Nagla²avamo ipak da je
rije£ o £etiri razli£ite operacije, od toga tri binarne i jednoj �hibridnoj�, a u zapisivanju
ra£una poput

(α + β) · (a+ b) = α · a+ β · a+ α · b+ β · b
ili, jo² jednostavnije,

(α + β)(a+ b) = αa+ βa+ αb+ βb

podrazumijevat ¢e se da α+β predstavlja zbroj skalara, a+ b zbroj vektora, dok je α ·a,
odnosno αa umnoºak vektora a skalarom α.

De�nicija 1.2.1. Neka je (V,+) Abelova grupa, a F polje. Ako je zadano preslikavanje
· : F× V → V koje zadovoljava sljede¢a svojstva:

(1) α · (β · a) = (αβ) · a, za sve α, β ∈ F, a ∈ V , (kvaziasocijativnost)

(2) (α + β) · a = α · a+ β · a, za sve α, β ∈ F, a ∈ V ,
(distributivnost operacije · u odnosu na zbrajanje u F)
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(3) α · (a+ b) = α · a+ α · b, za sve α ∈ F, a, b ∈ V ,
(distributivnost operacije · u odnosu na zbrajanje u V )

(4) 1 · a = a, za sve a ∈ V ,

tada se ure�ena trojka (V,+, ·) naziva vektorski ili linearni prostor nad poljem

F. Ako je F = R, govorimo o realnom vektorskom prostoru, a ako je F = C, o
kompleksnom vektorskom prostoru.

Elemente skupa V zovemo vektorima, a elemente polja F skalarima. Neutralni
element (nulu) Abelove grupe (V,+) zovemo nulvektor i ozna£avamo s 0V .

Operaciju · nazivamo mnoºenje vektora skalarom i umjesto α ·a £esto pi²emo αa.
Skup koji se sastoji samo od nulvektora, {0V } tako�er je vektorski prostor, a nazivamo

ga trivijalni prostor.

Navedimo nekoliko napomena o na£inu ozna£avanja. Vektorski prostor (V,+, ·) kratko
¢emo ozna£avati s V . Elemente vektorskog prostora V , vektore, ozna£avat ¢emo naj-
£e²¢e s a, b, ..., x, y, v (dakle bez strelice!). Ponekad, gdje je iz konteksta nedvosmisleno,
nulvektor 0V ozna£ava se samo s 0. Skalare polja F ozna£avamo u pravilu malim slovima
gr£kog alfabeta α, β, ..., λ, µ, ...

Primjer 1.8. Vektorski prostori V 1, V 2 i V 3.
Na kolegiju Analiti£ka geometrija prou£avali smo skup vektora, to jest skup klasa us-

mjerenih (orijentiranih) duºina na pravcu (V 1), u ravnini (V 2) i u prostoru (V 3). U onom
²to slijedi pi²emo samo V 3, a sve tvrdnje odnose se i na V 1 i V 2. Na skupu V 3 de�nirali
smo zbrajanje vektora pomo¢u pravila trokuta na odgovaraju¢im predstavnicima,

~a+~b = [
−→
AB] + [

−−→
BC] = [

−→
AC].

Budu¢i da smo pokazali da je tako zadana binarna operacija asocijativna i komutativna,
zatim da postoji neutralni element ~0 = [

−→
AA] te je svakom vektoru ~a = [

−→
AB] suprotan

[
−→
BA] = −~a, zaklju£ujemo da je (V 3,+) Abelova grupa.

Operacija mnoºenja vektora skalarom ure�enom paru (α,~a), α ∈ R\{0}, ~a ∈ V 3\{~0}
pridruºuje vektor α~a £iji je modul |α||~a|, smjer isti kao smjer vektora ~a i orijentacija
ista kao ~a ako je α > 0, odnosno suprotna ako α < 0. U trivijalnom slu£aju (α = 0 ili
~a = ~0) je α~a = ~0. Pokazali smo da su zadovoljena svojstva (1) do (4) de�nicije 1.2.1,
pa je (V 3,+, ·) vektorski prostor. Na sli£an na£in utvr�uje se da je i skup radijvektora
V 3(O) vektorski prostor.

♥
U sljede¢e tri propozicije sadrºana su svojstva koja vrijede u svakom vektorskom

prostoru V.

Propozicija 1.2.2. Vrijedi
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(i) 0 · a = 0V , za sve a ∈ V ,

(ii) α · 0V = 0V , za sve α ∈ F.

Dokaz. (i) S jedne strane je a = a+ 0V , a s druge a = (1 + 0)a = 1 · a+ 0 · a = a+ 0 · a.
Stoga je

a+ 0V = a+ 0 · a,
pa pribrajanjem suprotnog vektora −a prethodnoj jednakosti slijedi 0 · a = 0V .

(ii) Iz αa = 0V + αa, a s druge αa = α(0V + a) = α0V + αa je

0V + αa = α0V + αa.

Pribrajanjem suprotnog vektora −αa prethodnoj jednakosti slijedi α0V = 0V .

Uo£imo da smo u vektorskom prostoru V 3 (odnosno V 1 i V 2) de�nirali da je α ·~0 = ~0

i 0 · ~a = ~0 pa propoziciju 1.2.2 nismo trebali dokazivati.

Propozicija 1.2.3. α · a = 0V ako i samo ako je α = 0 ili a = 0V .

Dokaz. Dovoljnost slijedi iz propozicije 1.1.11.
Pokaºimo nuºnost. Pretpostavimo da je α · a = 0V . Ako je α = 0, pokazali smo

tvrdnju. Dakle, pretpostavimo da α 6= 0. Stoga postoji inverz α−1 ∈ F. Vrijedi da je

a = (α−1α)a = α−1(αa) = α−10V = 0V ,

²to je i trebalo pokazati.

Propozicija 1.2.4. Vrijedi

(−α)a = −(αa) = α(−a),

za sve α ∈ F i a ∈ V .

Dokaz. Kako je
(−α)a+ αa = (−α + α)a = 0 · a = 0V ,

slijedi da je suprotan vektor od αa, to jest −(αa) jednak vektoru (−α)a.

Prethodna propozicija posebno kaºe da je suprotan vektor od a jednak umno²ku vek-
tora a skalarom −1, to jest −a = (−1)a.

U nizu primjera koji slijede pokazat ¢emo da mnogi matemati£ki objekti (ure�ene
n-torke, polinomi, funkcije ...) imaju �karakter� vektora.

29



1.2. DEFINICIJA I OSNOVNA SVOJSTVA VEKTORSKOG PROSTORA. PRIMJERI

Primjer 1.9. Koordinatni prostor Rn.
Neka je n ∈ N i Rn skup svih ure�enih n-torki realnih brojeva, odnosno

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n−puta

= {(x1, x2, . . . , xn) : x1, x2, . . . , xn ∈ R}.

Uz prirodno de�nirano zbrajanje po koordinatama (ili koordinatno zbrajanje),

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

je (Rn,+) Abelova grupa. Mnoºenje ure�ene n-torke realnim brojem α de�nira se tako�er
koordinatno,

α · (x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn).

Budu¢i da su obje operacije de�nirane koordinatno, lako se moºe ustanoviti da je (Rn,+, ·)
realan vektorski prostor koji se ponekad naziva realan n-dimenzionalni koordinatni pros-
tor.

Op¢enito svaki skup ure�enih n-torki elemenata iz nekog polja F, Fn, uz koordinatno
de�nirane operacije zbrajanja i mnoºenja (iz polja), bit ¢e vektorski prostor nad poljem
F. U skladu s tom opaskom istaknimo vektorski prostor (Znp ,+p, ·p) s kona£no mnogo
elemenata (pn).

Posebno za n = 1 dobivamo da je polje F vektorski prostor nad samim sobom. Pritom
elementi polja imaju dvostruku ulogu � oni su i vektori i skalari, a operacija mnoºenja
iz polja predstavlja operaciju mnoºenja skalarom.

♥

Primjer 1.10. Kompleksni brojevi.
Kao ²to smo vidjeli u prethodnom primjeru, polje kompleksnih brojeva C moºemo

shvatiti i kao vektorski prostor nad samim sobom. No moºemo ga shvatiti i kao vektorski
prostor nad poljem R, odnosno kao realan vektorski prostor. U tom slu£aju koristimo se
oznakom CR.

Op¢enito svaki vektorski prostor nad C ujedno je vektorski prostor nad R.
♥

Primjer 1.11. Prostor nizova.
Neka je

RN = {(xi) : xi ∈ R}

skup svih nizova realnih brojeva. Uz koordinatno zbrajanje i mnoºenje skalarom

(xi) + (yi) = (xi + yi), α(xi) = (αxi),

RN je realan vektorski prostor.
♥

Primjer 1.12. Prostor polinoma.
Neka je n ∈ N. S Pn ozna£ili smo skup svih polinoma u jednoj varijabli s realnim

koe�cijentima stupnja manjeg ili jednakog n zajedno s nulpolinomom,

Pn = {p : st(p) ≤ n} ∪ {p : p(x) = 0, x ∈ R}.
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U prethodnom odsje£ku ustanovili smo da je Pn uz uobi£ajeno zbrajanje polinoma Abe-
lova grupa. Mnoºenje polinoma p realnim brojem α de�niramo prirodno, αp : R→ R je
polinom de�niran s

(αp)(x) = α(p(x)) =
n∑
i=0

(αai)x
i, x ∈ R,

pri £emu je p(x) =
∑n

i=0 aix
i. Odmah se vidi da je uz te operacije Pn realan vektorski

prostor. Analogno, skup svih polinoma u jednoj varijabli s realnim koe�cijentima P
tako�er je realan vektorski prostor.

♥

Primjer 1.13. Prostor funkcija.
Prethodni primjer moºemo generalizirati na skup realnih funkcija realne varijable

kojeg ozna£avamo s RR.
Operacije zbrajanja i mnoºenja funkcija realnim brojem de�niramo po to£kama. Za
f, g ∈ RR i α ∈ R

f + g : R→ R, (f + g)(t) = f(t) + g(t), t ∈ R.

αf : R→ R, (αf)(t) = αf(t), t ∈ R.
Kako su operacije zadane po to£kama, svojstva komutativnosti, asocijativnosti i distri-
butivnosti vrijede jer vrijede u polju R. Neutralni element zbrajanja je funkcija n(t) = 0,
za sve t ∈ R. Svaka funkcija f ima svoju suprotnu −f , (−f)(t) = −f(t), t ∈ R. Stoga
je RR realan vektorski prostor.

♥

Primjer 1.14. Prostor matrica reda 2.
Ure�ena £etvorka (a, b, c, d) ∈ R4 zapisana u kvadratnu shemu(

a b
c d

)
naziva se realna matrica reda 2. Uobi£ajeno je matrice ozna£avati velikim tiskanim
slovima A, B, ..., te njihove elemente, npr. za matricu A, s aij, gdje indeks upu¢uje na
poloºaj elementa u matrici � aij se nalazi na presjeku i-tog retka i j-tog stupca. Dakle,

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Skup svih realnih matrica reda 2 ozna£avamo s M2(R).
Na skupu M2(R) zbrajanje je de�nirano po elementima (²to upravo odgovara koor-

dinatnom zbrajanju),

A+B =

(
a11 a12
a21 a22

)
+

(
b11 b12
b21 b22

)
=

(
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

)
.

Stoga je ova binarna operacija o£ito komutativna i asocijativna. Neutralni element zbra-
janja je matrica £iji su svi elementi jednaki 0,(

0 0
0 0

)
,
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a zovemo je nulmatrica. Svaka matrica A ima suprotnu matricu −A danu s

−A =

(
−a11 −a12
−a21 −a22

)
.

Prema svemu navedenom moºe se zaklju£iti da je (M2(R),+) Abelova grupa.
Operacija mnoºenja skalarom tako�er se de�nira prirodno, po elementima (odnosno

koordinatno). Za α ∈ R i A ∈M2(R) je

αA = α

(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
αa11 αa12
αa21 αa22

)
.

Jasno je da je M2(R) realan vektorski prostor.
Na isti na£in moºemo ustanoviti da je skup svih matrica reda 2 £iji su elementi

kompleksni brojevi, odnosno kompleksnih matrica reda 2, u oznaci M2(C) kompleksan
vektorski prostor. U skladu s napomenom iz primjera 1.10 skup M2(C) ponekad ¢emo
shva¢ati kao realan vektorski prostor i prema tome ozna£avati s M2(C)R.

♥
Primjer 1.15. �Egzoti£an� vektorski prostor.

Neka je V = R+ = {a ∈ R : a > 0}. Za a, b ∈ V i α ∈ R de�niramo �neobi£ne�
operacije zbrajanja ⊕ i mnoºenja vektora skalarom � na sljede¢i na£in:

a⊕ b = ab, α� a = aα.

Prvo provjerimo da je (V,⊕) Abelova grupa. Zaista, V je zatvoren u odnosu na operaciju
⊕ jer je ab > 0 za a, b > 0, to jest a⊕b ∈ V za sve a, b ∈ V . Operacija ⊕ je asocijativna i
komutativna jer standardno mnoºenje u R ima ta svojstva. Neutralni element je 1 ∈ V ,
a inverz od a ∈ V je a−1 = 1

a
∈ V .

Sada provjeravamo potrebna svojstva operacije �. Zatvorenost vrijedi jer je aα > 0
za sve a > 0 i α ∈ R. Ispitujemo kvaziasocijativnost i distributivnosti. Neka su α, β ∈ R
i a, b ∈ V . Vrijedi

α� (β � a) = α� aβ =
(
aβ
)α

= aβα = aαβ = (αβ)� a.

Nadalje,
(α + β)� a = aα+β = aαaβ = aα ⊕ aβ = (α� a)⊕ (β � a),

te
α� (a⊕ b) = α� (ab) = (ab)α = aαbα = aα ⊕ bα = (α� a)⊕ (α� b).

Kona£no, jer je 1� a = a1 = a, moºemo zaklju£iti da je (V,⊕,�) jedan realan vektorski
prostor.

♥

1.3 Linearna ljuska. Sustav izvodnica. Linearna nezavisnost

Vi²estrukom primjenom operacija zbrajanja vektora i mnoºenja vektora skalarom u vek-
torskom prostoru dobivamo vektore oblika koji nazivamo linearna kombinacija (ili line-
arni spoj ) odre�enih vektora. Linearna kombinacija vektora tipi£ni je izraz pri svakom
ra£unu u vektorskom prostoru pa ¢e pojmovi i svojstva povezana s linearnim kombina-
cijama imati klju£nu ulogu u prou£avanju i razli£itim primjenama vektorskih prostora.
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De�nicija 1.3.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F te k ∈ N. Za α1, ...,αk ∈ F
i a1, ..., ak ∈ V vektor oblika

α1a1 + · · ·+ αkak

nazivamo linearna kombinacija vektora a1, ..., ak s koe�cijentima α1, ...,αk. Pri-
mjenom uobi£ajenog simbola

∑
za sumu, linearnu kombinaciju vektora a1, ..., ak saºeto

zapisujemo kao
∑k

i=1 αiai.
Neka je S ⊆ V , S 6= ∅. Skup svih linearnih kombinacija vektora iz S naziva se

linearna ljuska ili linearni omota£ skupa S i ozna£ava [S]. Dakle,

[S] = {α1a1 + · · ·+ αnan : n ∈ N, a1, . . . , an ∈ S, α1, . . . , αn ∈ F}.

Ako je S = {a1, . . . , ak}, onda je

[S] = [{a1, . . . , ak}] = {α1a1 + · · ·+ αkak : α1, . . . , αk ∈ F},

te skup [{a1, . . . , ak}] nazivamo linearnom ljuskom ili linearnim omota£em vektora
a1, . . . , ak.

Za prazan skup de�nira se njegova linearna ljuska kao [∅] = {0V }.

Radi jednostavnosti zapisa katkad ¢emo izostaviti viti£aste zagrade pa linearnu ljusku
zadanog skupa vektora {a1, . . . , ak}, kra¢e pisati kao [a1, . . . , ak].

Primijetimo da zahvaljuju¢i svojstvima asocijativnosti i komutativnosti zbrajanja
vektora pojedinu linearnu kombinaciju moºemo pisati na vi²e na£ina a da se rezultat
ne promijeni. Moºemo mijenjati poredak pribrojnika, odnosno grupirati pribrojnike po
volji, npr.

2a− 5b+ 2c− 3d = 2a+ 2c− 5b− 3d = (2a+ 2c) + (−5b− 3d)

za vektore a, b, c, d ∈ V. (Dakako, isti vektor dobivamo daljnjim pojednostavljivanjem
zapisa i primjenom poznatih svojstava operacija u V, ako ºelimo, npr. kao 2(a + c) −
(5b + 3d)). Nadalje, uo£imo ²to je sve varijabilno u de�niciji linearne ljuske skupa S.
Prvo, to je n ∈ N koji ozna£ava koliko se vektora iz S uzima u linearnu kombinaciju,
zatim varijabilan je izbor n vektora iz S i izbor n skalara iz F kao koe�cijenata. Pritom
linearne kombinacije dobivene razli£itim izborom vektora i skalarnih koe�cijenata op¢e-
nito ne daju razli£ite vektore premda formalno �izgledaju razli£ito�.

Uo£imo da iz de�nicije linearne ljuske lako slijede sljede¢a jednostavna, ali prakti£no
vaºna svojstva:

� Za bilo koji S ⊆ V vrijedi: S ⊆ [S] ⊆ V te [[S]] = [S].

� Ako su S1, S2 ⊆ V i S1 ⊆ S2, onda je [S1] ⊆ [S2].

Tako�er, £im je polje F beskona£an skup, npr. polje R, postoji beskona£no mnogo
linearnih kombinacija vektora skupa S razli£itog od {0V }. Uskoro ¢emo se naviknuti na
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£injenicu da linearna ljuska �malenog� skupa vektora moºe biti cijeli vektorski prostor,
a upravo to bit ¢e nam iznimno vaºno.

Propozicija 1.3.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, S 6= ∅ i S ⊆ V . Onda
je [S] vektorski prostor nad poljem F s obzirom na iste operacije zbrajanja i mnoºenja
skalarom koje su de�nirane u prostoru V .

Dokaz. � Neka su x, y ∈ [S]. Tada su vektori x i y linearne kombinacije vektora iz S
pa je to i vektor x+ y. Stoga je zbrajanje vektora binarna operacija na [S].

� Svojstva asocijativnosti i komutativnosti naslje�uju se jer je [S] ⊆ V .

� Neutralni element zbrajanja vektora, nulvektor, nalazi se u [S] jer je 0V = 0·a ∈ [S]
za bilo koji a ∈ S.

� Za x ∈ [S] postoje k ∈ N, a1, . . . , ak ∈ S i α1, . . . ,αk ∈ F takvi da je x =
α1a1 + · · · + αkak. Suprotni vektor od x je −x = (−α1)a1 + · · · + (−αk)ak pa je
−x ∈ [S].

Sada moºemo zaklju£iti da je ([S],+) Abelova grupa. Ustanovimo da vrijede i ostala
svojstva vektorskog prostora.

� Neka je x = α1a1 + · · · + αkak ∈ [S]. Onda je λx = (λα1)a1 + · · · + (λαk)ak ∈ [S]
za sve λ ∈ F.

� Kvaziasocijativnost i distributivnosti naslje�uju se iz vektorskog prostora V .

Dakle, [S] je vektorski prostor nad poljem F s obzirom na operacije iz V .

Na ovom mjestu moºe se u£initi zbunjuju¢om £injenica da je linearna ljuska podskupa
S vektorskog prostora V tako�er vektorski prostor, a jasno je da je [S] podskup od V.
Istaknut ¢e biti slu£aj kad je [S] jednak cijelom prostoru V, no op¢enito nije tako.

Na primjeru vektorskog prostora V 3 ili V 3(O) moºemo lako uo£iti neke podskupove
kojima je linearna ljuska jednaka cijelom prostoru, kao i podskupove za koje to nije
ispunjeno. Razmislite kako moºe izgledati linearna ljuska [S] za S ⊂ V 3(O) ako to nije
cijeli V 3(O), imaju¢i u vidu prethodnu propoziciju.

De�nicija 1.3.3. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i G ⊆ V . Ako je

V = [G],

odnosno ako se svaki vektor iz V moºe prikazati kao linearna kombinacija (kona£no
mnogo) vektora iz G, onda kaºemo da je G sustav izvodnica ili generatora za prostor
V , odnosno skup izvodnica ili generatora za V . Jo² se moºe re¢i da skup G razapinje

ili generira prostor V .

34



1.3. LINEARNA LJUSKA. SUSTAV IZVODNICA. LINEARNA NEZAVISNOST

Ako je V = [G], za svaki x ∈ V postoje vektori a1, ..., ak ∈ G i skalari α1, ..., αk ∈ F
takvi da se x prikazuje kao

x = α1a1 + · · ·+ αkak =
k∑
i=1

αiai.

Prikaz vektora x u obliku linearne kombinacije nekih vektora iz skupa S op¢enito nije
jednozna£an, to jest pojedini vektor op¢enito se moºe na vi²e na£ina prikazati kao line-
arna kombinacija vektora iz nekog sustava izvodnica. Pitanje jedinstvenosti prikaza je
vaºno, a njime ¢emo se baviti malo kasnije.

Za po£etak se pitamo postoji li za svaki vektorski prostor V sustav izvodnica i za-
klju£ujemo da postoji jer cijeli prostor V moºemo shvatiti kao sustav izvodnica, to jest
G = V . Nadalje, ako G generira prostor V , generira ga i svaki njegov nadskup. Stoga
je prirodno poku²ati odrediti najmanji mogu¢i (minimalan) skup koji predstavlja sustav
izvodnica. No prije toga promotrimo primjere nekih sustava izvodnica.

� Ako je ~a ∈ V 1 i ~a 6= ~0, onda {~a} generira V 1.

� Neka su ~a i ~b u V 2 nekolinearni vektori. U kolegiju prethodniku, Analiti£ka geome-
trija, pokazali smo da za svaki ~c ∈ V 2 postoje (jedinstveni) skalari α, β ∈ R takvi
da je ~c = α~a + β~b. Dakle, moºemo zaklju£iti da skup koji se sastoji od bilo koja
dva nekolinearna vektora predstavlja sustav izvodnica za V 2.

� Analogno, skup od bilo koja tri nekomplanarna vektora predstavlja sustav izvodnica
za V 3.

� Neka je x = (x1, x2) proizvoljan vektor iz R2. Tada je

x = x1(1, 0) + x2(0, 1).

Zaklju£ujemo da se svi x = (x1, x2) ∈ R2 mogu zapisati kao linearna kombinacija
vektora e1 = (1, 0) i e2 = (0, 1), stoga je {e1, e2} sustav izvodnica za R2.

Op¢enito, Rn = [e1, e2, . . . , en], gdje je e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), ...,en =
(0, 0, . . . , 1).

� Neka je S = {(1, 0), (1, 1), (1,−1)} ⊂ R2. Lako se vidi da vrijedi jednakost

(x1, x2) = (x1 − x2)(1, 0) + x2(1, 1),

za sve (x1, x2) ∈ R2. Stoga je skup {(1, 0), (1, 1)} sustav izvodnica za R2, pa je to
i njegov nadskup S. Nadalje, vrijedi da je

(x1, x2) = (x1 − x2 − 2t)(1, 0) + (x2 + t)(1, 1) + t(1,−1),

za sve (x1, x2) ∈ R2 te proizvoljan t ∈ R. Dakle, prikaz proizvoljnog vektora iz R2

kao linearne kombinacije vektora skupa S nije jednozna£an. (�tovi²e, budu¢i da
se t ∈ R moºe izabrati po volji, prikaza ima beskona£no mnogo). Za razliku od
toga vektor iz R2 jednozna£no se prikazuje kao linearna kombinacija vektora (1, 0)
i (1, 1).
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� Neka je {p0, p1, . . . , pn} ⊂ Pn, pri £emu je pi(x) = xi za i = 0, 1, . . . , n. Kako je za
p ∈ Pn

p(x) =
n∑
i=0

aix
i =

n∑
i=0

aipi(x), ∀x ∈ R,

to jest p =
∑n

i=0 aipi, slijedi da je {p0, . . . , pn} sustav izvodnica za Pn.

Skup {p0, p1, p2, . . .} ⊂ P razapinje vektorski prostor P . Uo£imo da je {p0, p1, p2, . . .}
beskona£an skup. Uz to moºemo zaklju£iti da ne postoji kona£an skup polinoma
koji razapinje prostor P . Naime, u kona£nom skupu polinoma postoji jedan ili
vi²e polinoma s najve¢im stupnjem u tom skupu, recimo stupnjem m. Linearnim
kombinacijama polinoma iz tog skupa ne moºe se dobiti polinom stupnja ve¢eg od
m pa taj skup o£ito ne moºe generirati cijeli prostor P .

� Kompleksan broj z je oblika z = α + iβ za neke α, β ∈ R. Ako polje C shvatimo
kao realan vektorski prostor, CR, skup {1, i} o£ito je njegov sustav izvodnica.

Skup {1} ili op¢enito {z} za z 6= 0 predstavlja sustav izvodnica za C � kompleksan
vektorski prostor.

De�nicija 1.3.4. Vektorski prostor je kona£nogeneriran ako sadrºi barem jedan ko-
na£an sustav izvodnica.

Iz navedenih primjera moºemo zaklju£iti da su prostori V 1, V 2, V 3, R2, Pn kona£-
nogenerirani, dok je P primjer prostora koji nije kona£nogeneriran. Na ovom predmetu
bavit ¢emo se kona£nogeneriranim vektorskim prostorima, ali ponekad, radi primjera i
usporedbe, spomenut ¢emo i neke vektorske prostore koji nisu kona£nogenerirani.

Propozicija 1.3.5. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i G ⊆ V skup izvodnica
prostora V . Ako se vektor a ∈ G moºe prikazati kao linearna kombinacija preostalih
vektora iz G, onda je G\{a} tako�er skup izvodnica prostora V .

Dokaz. Proizvoljan vektor x iz V moºe se prikazati kao linearna kombinacija nekih vek-
tora iz G pa pretpostavimo da je

x = αa+
n∑
i=1

βibi,

za neke n ∈ N, b1, . . . , bn ∈ G\{a} i α, β1, . . . , βn ∈ F. Nadalje, a ∈ G se moºe prikazati
kao linearna kombinacija vektora iz G\{a}, pa postoje k ∈ N, b′1, . . . , b′k ∈ G\{a} i
β′1, . . . , β

′
k ∈ F takvi da je

a =
k∑
j=1

β′jb
′
j.
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Stoga je

x = α(
k∑
j=1

β′jb
′
j) +

n∑
i=1

βibi =
k∑
j=1

(αβ′j)b
′
j +

n∑
i=1

βibi,

odnosno x je linearna kombinacija vektora iz G\{a}.

Primijetimo da se za S ⊆ V i bez pretpostavke da je S sustav izvodnica moºe
ustvrditi: za a ∈ S vrijedi

a ∈ [S\{a}] ⇔ [S\{a}] = [S].

Argument je isti kao u dokazu prethodne propozicije, samo ²to se promatra prikaz bilo
kojeg vektora x ∈ [S] (a to nije nuºno cijeli V kao [S]).

Ve¢ smo spomenuli da nas zanima odrediti ²to je mogu¢e manji sustav izvodnica.
Propozicija 1.3.5 kaºe nam kako operativno smanjiti skup izvodnica kona£nogeneriranog
vektorskog prostora. Dakle, svaki vektor koji je linearna kombinacija preostalih vektora
izbacujemo iz sustava izvodnica i tako dobijemo novi sustav izvodnica kojem se broj
vektora smanji za jedan (uz pretpostavku da smo krenuli od kona£nog skupa izvodnica).
Ponavljaju¢i postupak, do¢i ¢emo do minimalnog skupa izvodnica, to jest do skupa u
kojem se nijedan vektor ne moºe prikazati kao linearna kombinacija preostalih. Vidjet
¢emo da je takav skup karakteriziran svojstvom linearne nezavisnosti.

De�nicija 1.3.6. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je S = {a1, . . . , ak}
njegov kona£an podskup. Kaºemo da je S linearno nezavisan skup vektora ako se
nulvektor 0V moºe na jedinstven na£in prikazati kao linearna kombinacija vektora iz S,
to jest ako iz

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak = 0V (1.4)

slijedi da je α1 = α2 = · · · = αk = 0. U suprotnom, to jest ako postoji izbor skalara α1,
. . . , αk takav da je barem jedan skalar αi 6= 0 i da vrijedi (1.4), kaºemo da je skup S
linearno zavisan.

�esto kaºemo da je S linearno nezavisan ako je prikaz nulvektora u (1.4) nuºno
trivijalan, odnosno ako je (1.4) mogu¢ samo za trivijalan izbor skalara α1, . . . , αk, dakle
da su svi αi jednaki nuli. S je linearno zavisan ako u (1.4) imamo netrivijalan prikaz,
odnosno ako postoji netrivijalan izbor skalara α1, . . . , αk za koje vrijedi (1.4).

Napomenimo da se de�nicija 1.3.6 odnosi samo na kona£ne skupove, a mi ¢emo samo
takve i promatrati. Beskona£an skup je linearno nezavisan samo ako je svaki njegov
kona£an podskup linearno nezavisan, odnosno linearno zavisan ako postoji barem jedan
kona£an podskup koji je linearno zavisan.

Prisjetimo se nekih primjera linearno nezavisnih skupova vektora o kojima je bilo
rije£i u Analiti£koj geometriji.
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� Neka su ~a,~b u V 2 (ili u V 3) nekolinearni. Onda je skup {~a,~b} linearno nezavisan.

� Neka su ~a,~b,~c u V 3 nekomplanarni. Onda je skup {~a,~b,~c} linearno nezavisan.

� Neka su e1 = (1, 0) i e2 = (0, 1) iz R2. Tada je skup {e1, e2} linearno nezavisan.
Zaista, iz

αe1 + βe2 = 0V ,

odnosno α(1, 0) + β(0, 1) = (α, β) = (0, 0), slijedi α = 0 i β = 0.

Op¢enito, skup {e1, e2, . . . , en} u Rn je linearno nezavisan.

� Skup {p0, p1, . . . , pn}, gdje je pi(x) = xi, x ∈ R, za i = 0, 1, . . . , n, je linearno
nezavisan u prostoru P . Zaista, iz

n∑
i=0

αipi = 0P ,

pri £emu smo s 0P ozna£ili nulpolinom, slijedi da je

n∑
i=0

αipi(x) =
n∑
i=0

αix
i = 0,

za sve x ∈ R, a to je jedino mogu¢e za α0 = · · · = αn = 0 (Teorem o nulpolinomu).

Propozicija 1.3.7. Jedno£lani skup, S = {a}, linearno je nezavisan ako i samo ako je
a 6= 0V .

Dokaz. Pokazujemo nuºnost: ako je {a} je linearno nezavisan, onda je a 6= 0V . Obrat
po kontrapoziciji te tvrdnje kaºe: ako je a = 0V , {a} je linearno zavisan. Zaista, prema
propoziciji 1.2.3 jednakost α · a = α · 0V = 0V vrijedi za sve α ∈ F, pa je ispunjena
netrivijalno (npr. za α = 1).

Obratno, pretpostavimo da a 6= 0V . Prema propoziciji 1.2.3 jednakost αa = 0V
povla£i da je α = 0 (jer a 6= 0V ). Stoga je S = {a} linearno nezavisan.

Korolar 1.3.8. Jedno£lan skup, S = {a}, linearno je zavisan ako i samo je a = 0V .

Propozicija 1.3.9. (i) Podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan.

(ii) Nadskup linearno zavisnog skupa je linearno zavisan.
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Dokaz. (i) Neka je S = {a1, a2, . . . , an} linearno nezavisan skup te S1 neki njegov pravi
podskup. Bez smanjenja op¢enitosti pretpostavimo da je S1 = {a1, a2, . . . , ak} uz
k < n. Nadalje, pretpostavimo suprotno, da je S1 linearno zavisan. Tada postoje
skalari α1, ..., αk takvi da je barem jedan αj 6= 0, 1 ≤ j ≤ k i

k∑
i=1

αiai = 0V .

Stavimo da αj = 0 za sve j = k + 1, . . . , n i ustanovimo da je

n∑
i=1

αiai =
k∑
i=1

αiai +
n∑

i=k+1

0 · ai = 0V

netrivijalan prikaz nulvektora pomo¢u vektora iz S. Dakle, S je linearno zavisan,
²to je u proturje£ju s po£etnom pretpostavkom. Zna£i, S1 je linearno nezavisan.

(ii) Sli£no kao u (i), za linearno zavisan skup S = {a1, . . . , ak} i njegov nadskup S2 =
{a1, . . . , ak, b1, . . . , bn} vrijedi da postoji netrivijalan izbor skalara α1, . . . , αk te β1 =
· · · = βn = 0 takvi da vrijedi

k∑
i=1

αiai +
n∑
i=1

βibi = 0V ,

pa je i S2 linearno zavisan skup.

Budu¢i da smo ustanovili da je skup {0V } linearno zavisan, imamo sljede¢u posljedicu
prethodne propozicije.

Korolar 1.3.10. Svaki skup koji sadrºi nulvektor je linearno zavisan.

Propozicija 1.3.11. Skup od barem dva vektora je linearno zavisan ako i samo ako se
barem jedan vektor iz S moºe prikazati kao linearna kombinacija preostalih vektora iz S.

Dokaz. Pretpostavimo da je S = {a1, . . . , an} linearno zavisan i n > 1. Postoje skalari
α1, ..., αn takvi da je αi 6= 0, za neki i ∈ {1, . . . , n} i

∑n
i=1 αiai = 0V . Odatle je

αiai = (−α1)a1 + · · ·+ (−αi−1)ai−1 + (−αi+1)ai+1 + · · ·+ (−αn)an,

pa mnoºenjem cijelog izraza s α−1i (²to je mogu¢e jer αi 6= 0) slijedi da je

ai = (−α1α
−1
i )a1 + · · ·+ (−αi−1α−1i )ai−1 + (−αi+1α

−1
i )ai+1 + · · ·+ (−αnα−1i )an,

odnosno ai je linearna kombinacija preostalih vektora iz S.
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Obratno, bez smanjenja op¢enitosti pretpostavimo da se vektor an moºe prikazati
kao linearna kombinacija preostalih vektora iz S. Tada postoje skalari α1, . . . , αn−1 za
koje vrijedi

an = α1a1 + · · ·+ αn−1an−1.

Odatle je
0V = α1a1 + · · ·+ αn−1an−1 + (−1)an

netrivijalan prikaz nulvektora (jer je αn = −1 6= 0), pa je skup S linearno zavisan.

Kao i u primjedbi nakon propozicije 1.3.5, £injenica da se neki a ∈ S moºe prikazati
kao linearna kombinacija ostalih vektora iz S saºeto se zapisuje s a ∈ [S\{a}]. Tvrdnja
prethodne propozicije moºe se onda formulirati tako da je skup S od barem dva vektora
linearno zavisan ako i samo ako postoji a ∈ S, a ∈ [S\{a}].

Pri ispitivanju linearne (ne)zavisnosti zadanog skupa posebno se korisnom pokazuje
sljede¢a ina£ica prethodne propozicije u kojoj se taj skup promatra kao ure�en skup.
Tada se, umjesto o prikazu vektora pomo¢u preostalih vektora, govori o prikazu pomo¢u
prethodnih vektora, ²to u konkretnom zadatku moºe znatno pojednostavniti postupak.

Propozicija 1.3.12. Neka je S = {a1, . . . , ak} skup vektora, k > 1, ure�en u navedenom
redoslijedu, pri £emu je a1 6= 0V . Tada je S linearno zavisan skup ako i samo ako se
barem jedan vektor iz S moºe zapisati kao linearna kombinacija svojih prethodnika.

Dokaz. Pretpostavimo da je S linearno zavisan skup. Tada postoji netrivijalan izbor
skalara α1, . . . , αk takvih da je

α1a1 + · · ·+ αkak = 0V .

Neka je αi zadnji koe�cijent koji je razli£it od nule, to jest αi 6= 0 i αi+1 = · · · = αk = 0
ako i < k ili αk 6= 0 ako i = k. Jasno je da je i > 1 jer je a1 6= 0V . Zaista, u protivnom
iz α1a1 = 0V i α1 6= 0 slijedi a1 = 0V , ²to je u kontradikciji s pretpostavkom. Kona£no,
mnoºenjem jednakosti

α1a1 + · · ·+ αi−1ai−1 + αiai = 0V

s α−1i (koji postoji jer je αi 6= 0) dobivamo da je

ai = (−α−1i α1)a1 + · · ·+ (−α−1i αi−1)ai−1.

Dakle, ai ∈ [a1, . . . , ai−1].
Obrat slijedi izravno iz propozicije 1.3.11.

Zadatak 1.6. Ispitajte linearnu (ne)zavisnost danih skupova u R4. Uo£ite u £emu je
prednost primjene propozicije 1.3.12.

(a) {(1, 0, 1, 3), (−1, 0, 0, 2)},

(b) {(1, 1, 2, 2), (−1, 2,−1, 2), (−2, 1,−3, 0)},
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(c) {(1, 1, 0, 0), (3, 3, 0, 0), (1, 0, 0, 4), (0, 0,−1, 2)},

(d) {(1, 0, 1, 1), (0, 1,−1, 2), (2,−1, 0, 0)}.

Zadatak 1.7. Ako barem jedan element skupa [a1, . . . , an] ima jedinstven prikaz u obliku
linearne kombinacije elemenata a1, . . . , an, onda je skup {a1, . . . , an} linearno nezavisan.
Dokaºite tvrdnju.

1.4 Baza vektorskog prostora. Dimenzija

Prethodno razmatranje kona£nogeneriranih vektorskih prostora dovodi nas do pojmova
bitnih za takve prostore i stoga istaknutih u naslovu ovog odjeljka.

Zamisao prikaza svakog vektora pomo¢u minimalnog sustava izvodnica pokazat ¢e
se, kako ¢emo sad vidjeti, podudarnom s potrebom da svaki vektor ima jednozna£an
prikaz u prikladnom sustavu izvodnica. Obje te poºeljne karakteristike sustava izvodnica
ostvaruju se svojstvom linearne nezavisnosti i time dolazimo do pojma baze vektorskog
prostora.

Kad se jednom izabere baza, svaki vektor jednozna£no je odre�en ure�enom n-torkom
koe�cijenata svojeg prikaza u toj bazi, pri £emu je n broj vektora te baze. Kako smo
ve¢ naviknuti iz vektorskih prostora V 2 i V 3, vektori se na taj na£in prakti£ki poistovje-
¢uju (identi�ciraju) s ure�enim parovima, odnosno ure�enim trojkama realnih brojeva,
a op¢enito rije£ je onda o ure�enim n-torkama skalara iz pripadnog polja F. Dakle,
uvo�enjem baze zapravo koordinatiziramo vektorski prostor, £ime se znatno olak²ava
izvo�enje operacija s vektorima.

Posebnu vaºnost ima £injenica koja se u povr²nom pristupu moºe u£initi �o£iglednom�,
ali se iskazuje jednim od osnovnih teorema linearne algebre, £iji dokaz nije posve jednos-
tavan: Svake dvije baze vektorskog prostora su jednakobrojne. To zna£i da je broj vektora
(bilo koje) baze jednozna£no odre�en za svaki kona£nogenerirani vektorski prostor. Taj
broj naziva se dimenzija vektorskog prostora i predstavlja za njega bitan podatak.

De�nicija 1.4.1. Podskup B vektorskog prostora V je baza prostora V ako je B sustav
izvodnica za V i linearno nezavisan skup u V .

U prethodnom smo odsje£ku za neke skupove ve¢ ustanovili da su sustavi izvodnica
i linearno nezavisni u konkretnim vektorskim prostorima.

� Skup {~a} ⊂ V 1 za ~a 6= ~0 je baza prostora V 1.

Neka su ~a i ~b nekolinearni vektori u V 2. Skup {~a,~b} je baza za V 2.

Neka su ~a, ~b i ~c nekomplanarni vektori u V 3. Skup {~a,~b,~c} je baza za V 3.

� Skup {e1, e2, . . . , en} je baza za Rn. Ta se baza naziva kanonska ili standardna.
Naime, vrijedi

(x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen,
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tako da su koordinate ure�ene n-torke jednake upravo koe�cijentima u njezinu
prikazu kao linearne kombinacije vektora e1, e2, . . . , en. U tom je smislu baza
(e1, . . . , en) najjednostavnija s obzirom na to da se prikaz vektora u toj bazi iz-
ravno o£ita iz njegovih koordinata.

� Skup {p0, p1, . . . , pn} je baza za Pn.

� Skup {1} je baza polja F koje shva¢amo kao vektorski prostor nad samim sobom.
Op¢enito, svaki skup {a}, a 6= 0, je baza za F.
Skup {1, i} baza je za realan vektorski prostor CR.

Teorem 1.4.2. Neka je B = {b1, . . . , bn} baza vektorskog prostora V . Tada za svaki
a ∈ V postoje jedinstveni skalari β1, . . . , βn takvi da je a = β1b1 + · · ·+ βnbn.
Vrijedi i obrat. Ako se svaki vektor iz V jedinstveno prikazuje kao linearna kombinacija
vektora iz B, B je baza za V .

Dokaz. Pretpostavimo da je B baza i da postoje barem dva prikaza vektora a kao linearne
kombinacije vektora iz B, to jest

a = β1b1 + · · ·+ βnbn, a = α1b1 + · · ·+ αnbn,

za neke β1, . . . , βn, α1, . . . , αn ∈ F. Odatle je

0V = (α1 − β1)b1 + · · ·+ (αn − βn)bn.

Budu¢i da je B baza, stoga i linearno nezavisan skup, slijedi da je αi − βi = 0, odnosno
αi = βi za sve i = 1, . . . , n.

Obrat. Iz pretpostavke da se svaki vektor iz V prikazuje kao linearna kombinacija
vektora iz B slijedi da je B sustav izvodnica za V . Nadalje, prikaz 0V = α1b1+ · · ·+αnbn
je jedinstven, pa je nuºno αi = 0 za sve i = 1, . . . , n. Dakle, B je linearno nezavisan
skup, stoga i baza za V .

Prisjetimo se da smo u kolegiju Analiti£ka geometrija pokazali da skup od dva ne-
kolinearna vektora u V 2, odnosno skup od tri nekomplanarna vektora u V 3 zadovoljava
svojstvo iskazano u teoremu 1.4.2 i to je bio razlog ²to smo te skupove tada proglasili
bazom.

Napomena. Pretpostavimo da je S ⊆ V neprazan i kona£an skup. Tada svaki
vektor x ∈ [S] ima jedinstven prikaz kao linearna kombinacija vektora iz S ako i samo
ako je S linearno nezavisan skup. Pritom, ako je S linearno nezavisan skup, on ne mora
biti baza prostora V, ali S je tada svakako baza vektorskog prostora [S] (v. propoziciju
1.3.2). Stoga teorem 1.4.2 moºemo shvatiti kao poseban (i osobito vaºan) slu£aj op¢e-
nitije tvrdnje u kojoj se govori o linearnoj ljusci bilo kojeg linearno nezavisnog skupa
S ⊆ V . Ako se dodatno pretpostavi da je S sustav izvodnica prostora V, dobivamo
tvrdnju o jednozna£nom prikazu svakog vektora iz V pomo¢u baze.
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Name¢e nam se pitanje postoji li u svakom netrivijalnom vektorskom prostoru baza.
Odgovor na to pitanje je potvrdan, a mi ¢emo ga obrazloºiti za kona£nogenerirane vek-
torske prostore. (Naime, za vektorske prostore koji nisu kona£nogenerirani pitanje pos-
tojanja baze � kao beskona£nog skupa, dakako � dublje je teorijske naravi, a potvrdni
odgovor ovisi o prihva¢anju odre�enih aksioma te nema neposrednu prakti£nu primjenu).
Dakle, nadalje je na²a pretpostavka da je prostor V netrivijalan i kona£nogeneriran, to
jest da postoji kona£an skup G = {a1, . . . , an} ⊂ V takav da je [G] = V .

Teorem 1.4.3. Neka je V kona£nogeneriran i netrivijalan vektorski prostor. Ako je
G = {a1, . . . , an} ⊂ V sustav izvodnica za V , G sadrºi podskup koji je baza za V .

Dokaz. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da su vektori u G razli£iti od
nulvektora. Zaista, ako je 0V ∈ G, G\{0V } je neprazan (jer je V netrivijalan) sustav
izvodnica za V .

Ako je G linearno nezavisan skup u V , prema de�niciji skup G je baza prostora V .
Pretpostavimo da je G = {a1, . . . , an} linearno zavisan skup. Tada prema propoziciji

1.3.11 postoji vektor ai ∈ G koji se moºe prikazati kao linearna kombinacija vektora iz
G\{ai}. No prema propoziciji 1.3.5 skup G1 = G\{ai} tako�er je sustav izvodnica za
V . Ako je G1 linearno nezavisan skup, onda je i baza za V pa smo gotovi s dokazom. U
protivnom nastavljamo postupak. U svakom koraku uklanjamo neki vektor koji se moºe
prikazati kao linearna kombinacija ostalih vektora skupa, dok god takav vektor postoji.
Svakim korakom broj preostalih vektora smanjuje se za 1. Nakon najvi²e n − 1 koraka
dobit ¢emo linearno nezavisan podskup skupa G. Taj podskup bit ¢e tako�er sustav
izvodnica prostora V jer ni u jednom koraku to svojstvo nije naru²eno. U krajnjem
slu£aju, za n−1 koraka, dobit ¢emo skup koji se sastoji od samo jednog vektora, razli£itog
od 0V .

Korolar 1.4.4. Svaki netrivijalan kona£nogeneriran vektorski prostor ima kona£nu bazu.

De�nicija 1.4.5. Vektorski prostor koji ima kona£nu bazu naziva se kona£nodimen-

zionalnim. Trivijalan prostor V = {0V } smatra se kona£nodimenzionalnim. Netrivija-
lan vektorski prostor koji nema kona£nu bazu je beskona£nodimenzionalan.

Korolar 1.4.6. Neka je V netrivijalan vektorski prostor. V je kona£nogeneriran ako i
samo ako je kona£nodimenzionalan.
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Budu¢i da je prethodnim korolarom iskazano da su pojmovi kona£nogeneriranog i ko-
na£nodimenzionalnog prostora ekvivalentni, moºe se u£initi da je jedan od tih pojmova
suvi²an. Uo£imo ipak da smo do spoznaje o ekvivalentnosti postojanja kona£nog sustava
izvodnica i (kona£ne) baze do²li postupno, a da ¢e naziv kona£nodimenzionalan dobiti
puni smisao nakon de�niranja dimenzije.

Pitanje jednakobrojnosti (ili ekvipotentnosti) bilo kojih dviju baza postavlja se pri-
rodno ve¢ stoga ²to u netrivijalnom, kona£nogeneriranom vektorskom prostoru nad po-
ljem koje se sastoji od beskona£no mnogo elemenata, za nas redovito nad poljem R ili
C, uvijek postoji vi²e od jedne, a zapravo beskona£no mnogo razli£itih baza.

Kako bismo to uvidjeli, dovoljno je neki vektor baze pomnoºiti bilo kojim skalarom
razli£itim od 0 i 1, odnosno, ako baza sadrºi barem dva vektora, ozna£imo ih s a i b,
zamijeniti vektor a u bazi s a + b, a sve ostale vektore baze ostaviti nepromijenjene.
Vi²estrukom primjenom tih jednostavnih operacija moºemo iz jedne baze dobiti novu
koja ¢e izgledati �sasvim razli£ito� od po£etne, ali ¢e se i dalje sastojati od jednakog broja
vektora. Primjerice, bazu {a, b, c} u nekoliko takvih koraka moºemo lako �pretvoriti� u
bazu {a+ c, 2b− c, 3c}.

U dobro poznatim prostorima V 2 i V 3 imamo geometrijsku argumentaciju za²to se
svaka baza sastoji od to£no dva (nekolinearna) vektora, odnosno od to£no tri (nekom-
planarna) vektora. Za dokaz op¢enitog teorema o jednakobrojnosti baza u kona£noge-
neriranom vektorskom prostoru potreban je dakako i op¢enit pristup koji ne¢e ovisiti o
speci�£nim svojstvima nekih konkretnih prostora.

Najprije ¢emo ustanoviti da linearno nezavisan podskup ne moºe biti �ve¢i� (po broju
elemenata) od bilo kojeg sustava izvodnica istog prostora. Pokazat ¢e se da ako se
linearno nezavisan podskup sastoji od jednako mnogo vektora kao neki sustav izvodnica,
taj je linearno nezavisan podskup i sam tako�er sustav izvodnica, dakle baza prostora.

Teorem 1.4.7. Neka je V kona£nogenerirani vektorski prostor. Ako u tom prostoru
postoji sustav izvodnica, razli£it od {0V }, koji se sastoji od n vektora, onda bilo koji
linearno nezavisan podskup prostora V moºe sadrºavati najvi²e n vektora.

Dokaz. Uo£imo da u slu£aju V = {0V } ne postoji linearno nezavisan podskup u V.
Nadalje, uzimamo da je V 6= {0V }.

Pretpostavimo da je S = {a1, a2, . . . , an} sustav izvodnica prostora V te da je X
linearno nezavisan podskup prostora V koji sadrºi barem n vektora. Ozna£imo nekih
n vektora iz X s x1, x2 , . . . , xn. Pokazat ¢emo da je tada skup X ′ = {x1, x2, . . . , xn}
sustav izvodnica prostora V . Odatle ¢e slijediti da X ne moºe sadrºavati nijedan vektor
y koji se ne nalazi u X ′ jer u protivnom bi y pripadao linearnoj ljusci [X ′] koja je jednaka
cijelom V pa bi X bio linearno zavisan, suprotno pretpostavci. Uz to, budu¢i da je X ′

linearno nezavisan, kao podskup linearno nezavisnog skupa X, slijedit ¢e da je X ′ baza
prostora V .

Dakle, za dokaz teorema preostaje pokazati da je X ′ = {x1, x2, . . . , xn} sustav izvod-
nica prostora V. To ¢emo posti¢i postupnom zamjenom vektora iz skupa S vektorima iz
X ′. Pritom moºemo pretpostaviti da su S i X ′ disjunktni jer ako se neki vektori iz S
podudaraju s nekima iz X ′, zamijenimo ih odmah tim vektorima iz X ′.
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Uzmimo vektor x1 te razmotrimo skup

S1 = {x1, a1, a2, . . . , an}

kao ure�en skup u navedenom redoslijedu vektora. S1 je svakako sustav izvodnica jer
sadrºi sustav izvodnica S, a pritom je linearno zavisan jer se x1 moºe napisati kao linearna
kombinacija ostalih vektora tog skupa. Budu¢i da x1 nije nulvektor, po propoziciji 1.3.12
neki se vektor iz S1 moºe napisati kao linearna kombinacija njemu prethodnih vektora
tog ure�enog skupa. Taj vektor mora biti neki aj ∈ S. Uklonimo li aj iz skupa S1,
preostali skup S1\{aj} tako�er je sustav izvodnica, kao i S i S1 (propozicija 1.3.5). Time
smo dobili novi sustav izvodnica koji se od S razlikuje time ²to je neki aj ∈ S zamijenjen
vektorom x1 ∈ X ′.

Nastavljamo postupak tako da formiramo ure�eni skup

S2 = {x2, x1} ∪ S\{aj} = {x2, x1, a1, . . . , âj, . . . , an},

pri £emu oznaka âj zna£i da smo vektor aj izostavili iz nabrajanja. I S2 je sustav
izvodnica, pritom linearno zavisan pa u njemu postoji vektor koji se moºe prikazati kao
linearna kombinacija prethodnih, a taj vektor nije x2, kao ni x1, nego neki vektor ai,
i 6= j, iz S. Nadalje, jasno je da je S2\{ai} = {x2, x1, a1, . . . , âj, . . . , âi, . . . , an} sustav
izvodnica za V .

Nakon n koraka dobivamo sustav izvodnica Sn = {xn, . . . , x2, x1} = X ′, ²to nam
je i bio cilj. Naglasimo jo² jedanput da je tijekom postupka zamjene vektora u svakom
koraku bilo sa£uvano svojstvo da je novodobiveni skup tako�er sustav izvodnica prostora
V .

Teorem je time dokazan.

Kao posljedicu prethodnog teorema moºemo lako izvesti klju£nu £injenicu o jedna-
kobrojnosti bilo kojih dviju baza kona£nogeneriranog vektorskog prostora.

Teorem 1.4.8 (Steinitz). Svake dvije baze netrivijalnog kona£nogeneriranog vektorskog
prostora su jednakobrojne (ekvipotentne).

Dokaz. Podsjetimo da po korolaru 1.4.4 netrivijalni kona£nogenerirani vektorski prostor
V svakako ima bazu. Neka su sada B1 i B2 bilo koje dvije baze prostora V . Ozna£imo
card B1 = n1, card B2 = n2 (card B je kardinalni broj skupa B, dakle broj elemenata
tog skupa).

Kako je B1 linearno nezavisan skup, a B2 je sustav izvodnica, po teoremu 1.4.7 slijedi
n1 ≤ n2. Obrnuto, kako je B2 linearno nezavisan skup, a B1 je sustav izvodnica, vrijedi
n2 ≤ n1. O£ito mora biti n1 = n2 pa su dvije baze jednakobrojne.

Na temelju teorema 1.4.8 moºemo de�nirati dimenziju vektorskog prostora.
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De�nicija 1.4.9. Neka je V kona£nodimenzionalan vektorski prostor i V 6= {0V }. Broj
vektora u bilo kojoj bazi prostora V naziva se dimenzija vektorskog prostora V i ozna£ava
s dimV . Ako je dimV = n, kaºemo da je V n-dimenzionalan vektorski prostor.

Za V = {0V } stavljamo da je dimV = 0.

Budu¢i da znamo baze nekih vektorskih prostora, lako moºemo zaklju£iti i kolika im
je dimenzija:

� dimV 1 = 1, dimV 2 = 2, dimV 3 = 3,

� dimRn = n,

� dimPn = n+ 1,

� dimC = 1, dimCR = 2, i op¢enito dimCn = n, dimCnR = 2n,

� dimM2(R) = 4.

Naglasimo jo² jedanput da pojam dimenzije vektorskog prostora ima smisla tek kad
se ustanovi da su sve baze kona£nodimenzionalnog vektorskog prostora jednakobrojne.
Kaºemo li da je dimenzija vektorskog prostora, po de�niciji, jednaka broju vektora u
bazi tog prostora, podrazumijevamo da to zna£i u bilo kojoj bazi prostora i pozivamo se
na teorem o jednakobrojnosti baza. Pojam dimenzije ne bi imao smisla ako bi se broj
vektora u bazi mijenjao izborom razli£itih baza. No sad tako�er znamo da dimenziju
odre�enog vektorskog prostora moºemo ustanoviti poznavanjem ili, ako je potrebno,
konstrukcijom jedne jedine njegove baze.

Kako op¢enito moºemo odrediti (konstruirati) neku bazu vektorskog prostora? Po
teoremu 1.4.3 svaki kona£an sustav izvodnica ili je i sam baza ili, ako je to linearno zavisan
skup, sadrºi neku bazu kao svoj pravi podskup. Takva baza dobiva se redukcijom do
linearno nezavisnog podskupa koji je i sam sustav izvodnica.

S druge strane, ako imamo linearno nezavisan podskup kona£nogeneriranog vektor-
skog prostora, bazu moºemo izgraditi njegovim pro²irivanjem do sustava izvodnica, ne
naru²avaju¢i pritom svojstvo linearne nezavisnosti. Katkad je dosta lako izabrati vektore
kojima se zadani linearno nezavisan skup moºe dopuniti do baze, ali op¢enito nije do-
voljno pouzdati se u �poga�anje�, nego nam treba prakti£ni postupak koji sigurno dovodi
do cilja. Takav postupak zapravo je sadrºaj dokaza sljede¢e propozicije.

Propozicija 1.4.10. Svaki linearno nezavisan skup u kona£nodimenzionalnom vektor-
skom prostoru V sadrºan je u nekoj bazi prostora V .

Dokaz. Neka je S = {a1, . . . , ak} linearno nezavisan podskup prostora V . Ozna£imo
dimV = n. O£ito je n ≥ 1 jer po pretpostavci V sadrºi linearno nezavisan skup.

Ako je S pritom sustav izvodnica za V tada je to baza pa je tvrdnja propozicije
trivijalno ispunjena. Pretpostavimo stoga da S nije sustav izvodnica. Vrijedi 1 ≤ k < n.
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Pokazat ¢emo da za bilo koju bazu B prostora V moºemo skup S pro²iriti nekim
vektorima iz B tako da pro²ireni skup bude baza prostora V . Ta ¢e baza o£ito sadrºavati
skup S.

Neka je, dakle, B bilo koja baza prostora V . U slu£aju da je S ⊆ B tvrdnja propozicije
ve¢ je ispunjena. Odsad uzmimo da S nije sadrºan u bazi B pa je tada skup B\S
neprazan. Vektore za pro²irenje birat ¢emo iz tog skupa. (Ako su S i B disjunktni,
vrijedi B\S = B. U suprotnom, zajedni£ki elementi skupova S i B ve¢ su u S te ne
dolaze u obzir za pro²irivanje).

Razmotrimo sada skup S ∪ B, koji tako�er moºemo napisati kao uniju disjunktnih
skupova S ∪ (B\S). Ozna£imo S0 = S ∪ (B\S) te neka je B\S = {b1, . . . , bm}. Ovdje je
m ≥ 1. Skup S0 = {a1, . . . , ak, b1, . . . , bm} neka je ure�en i to u navedenom redoslijedu
elemenata, tako da vektori iz S £ine po£etni dio.

Skup S0 je sustav izvodnica prostora V jer sadrºi bazu B. Nadalje, S0 je linearno
zavisan jer postoji vektor iz S koji ne pripada bazi B. Prema propoziciji 1.3.12 u
ure�enom skupu S0 postoji vektor koji se moºe prikazati kao linearna kombinacija svojih
prethodnika. Zbog linearne nezavisnosti skupa S taj vektor mora biti neki od vektora
bj ∈ B\S, j ∈ {1, . . . ,m}.

Uklonimo li bj iz skupa S0, skup S1 = S0\{bj} tako�er je sustav izvodnica prostora
V , po propoziciji 1.3.5 Ako je S1 linearno nezavisan, dobili smo bazu koja sadrºi skup S.

U protivnom, nastavimo postupak redukcije uklanjanjem iz S0 vektora skupa B\S
sve dok ne dobijemo linearno nezavisan skup izvodnica prostora V . To ¢e se dogoditi
nakon najvi²e m− 1 koraka, a rezultat svakog koraka bit ¢e (sve manji) skup izvodnica
koji sadrºi skup S. Time je propozicija dokazana.

Uo£imo da je ovaj postupak redukcije analogan onom iz dokaza teorema 1.4.3, samo
²to se ovdje, pomo¢u ure�aja skupa S0, drºimo uvjeta da svaki daljnji podskup sadrºi
skup S.

Primijetimo da se u ovom dokazu po£etnom linearno nezavisnom skupu S najprije
�pripoji� cijela jedna baza, a zatim se provodi redukcija dobivenog sustava izvodnica,
pri £emu se sa£uva skup S. Dakle, n − k vektora za dopunu k-£lanog podskupa S do
baze prostora dimenzije n nalazimo unutar neke �ve¢ poznate� baze B. Na£elno takva
baza postoji po pretpostavci, a u nekom konkretnom slu£aju (zadatku) redovito je rije£
o prostoru £iju neku bazu znamo otprije, npr. standardnu bazu za prostor Rn ili Pn.

Kao posljedicu gotovo svega dokazanog u ovom i prethodnom odsje£ku iskazat ¢emo
sljede¢i korolar koji se sastoji od operativno vrlo korisnih tvrdnji u slu£aju kad nam je
poznata dimenzija ambijentalnog vektorskog prostora.

Korolar 1.4.11. Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor i S njegov podskup. Vri-
jedi:

(1) Ako je S linearno nezavisan skup i |S| = n, S je baza za V .

(2) Ako je S sustav izvodnica za V i |S| = n, S je baza za V .

(3) Ako je S linearno nezavisan skup, |S| ≤ n.
(Drugim rije£ima, maksimalan broj vektora u linearno nezavisnom skupu je n.)

47



1.4. BAZA VEKTORSKOG PROSTORA. DIMENZIJA

(4) Ako je S takav da je |S| > n, onda je S linearno zavisan skup.

(5) Ako je S sustav izvodnica za V , onda je |S| ≥ n.
(Drugim rije£ima, minimalan broj vektora u sustavu izvodnica za V je n.)

(6) Ako je S takav da je |S| < n, S ne moºe biti sustav izvodnica za V .

Za vjeºbu je vaºno i korisno samostalno dokazati sve tvrdnje iz prethodnog korolara.
Sve one jednostavno slijede iz propozicija i teorema u ovom odjeljku. Posebno uo£ite
kako tvrdnja (1) u korolaru 1.4.11 slijedi iz dokaza teorema 1.4.7.

Primjer 1.16. Neka je B = {a, b, c} baza za V . Ispitajte je li neki od danih skupova
linearno (ne)zavisan, sustav izvodnica ili baza za V :

(a) A = {a+ b, a+ b+ c},

(b) B = {a− b, b− c, a− c},

(c) C = {a, a+ b, a+ b+ c},

(d) D = {a, a+ b, a+ b+ c, b+ c}.

Odgovori.

(a) A je linearno nezavisan, nije sustav izvodnica ni baza za V .

(b) B je linearno zavisan (a − c = (a − b) + (b − c)), nije sustav izvodnica pa stoga ni
baza za V .

(c) C je linearno nezavisan, sustav izvodnica i baza za V .

(d) D = {a, a+ b, a+ b+ c, b+ c} je linearno zavisan, sustav izvodnica (jer sadrºi bazu
C) ali nije baza za V .

♥

Zadatak 1.8. U vektorskom prostoru R5 zadani su vektori a1 = (1, 1, 2, 3, 5), a2 =
(2, 0, 1, 9, 3) i a3 = (1, 0, 5, 0, 12). Provjerite da je linearnu nezavisnost skupa {a1, a2, a3}
te ga dopunite do baze prostora R5.

Uputa: Moºe se primijeniti postupak iz dokaza propozicije 1.4.10 tako da se za pro²i-
rivanje do baze posluºimo standardnom bazom {e1, e2, e3, e4, e5}. Nakon ²to provjerimo
linearnu nezavisnost skupa {a1, a2, a3}, promatramo skup {a1, a2, a3, e1, e2, e3, e4, e5} i
ispitujemo redom koji se vektori mogu izraziti kao linearna kombinacija prethodnih. Po-
kazat ¢e se da e1 nije takav pa ga moºemo uvrstiti u traºenu bazu, no za e2 ustanovit ¢e
se da se nalazi u linearnoj ljusci [a1, a2, a3, e1] pa ne moºe u¢i u tu bazu. Sljede¢i vektor,
e3, ne pripada navedenoj linearnoj ljusci pa je skup {a1, a2, a3, e1, e3} jedna (ne i jedina,
dakako) baza koja sadrºi vektore a1, a2 i a3.
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Primjer 1.17. Pretpostavimo da je skup {v1, v2, . . . , vn} baza vektorskog prostora V
nad poljem F. Ako za neke vektore a, b ∈ V imamo njihove prikaze u toj bazi,

a =
n∑
i=1

αivi, b =
n∑
i=1

βivi,

provjerite da prikaz zbroja a+ b u istoj bazi glasi

a+ b =
n∑
i=1

(αi + βi)vi.

Nadalje, ako je λ ∈ F, onda je

λa =
n∑
i=1

(λαi)vi.

(Uo£ite koja svojstva operacija u vektorskom prostoru treba primijeniti u tim jednostav-
nim ra£unima.) Odatle vidimo da, kad imamo izabranu jednu bazu, operacije zbrajanja
i mnoºenja skalarom u V moºemo izvoditi i tako da ne pi²emo uvijek cjelovite linearne
kombinacije, nego se prikazima u bazi sluºimo kao koordinatnim n- torkama:

(α1, α2, . . . , αn) + (β1, β2, . . . , βn) = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn),

λ(α1, α2, . . . , αn) = (λα1, λα2, . . . , λαn).

Kao ²to smo naviknuti u prostorima V 2 i V 3, ra£unske operacije �prevodimo� u prostor
R2, odnosno R3 gdje je zapis jednostavniji. Op¢enito, operacije iz prostora V, posred-
stvom prikaza u nekoj odabranoj bazi, �prenosimo� u prostor Fn. Na kraju ra£una treba
se ipak vratiti u po£etni prostor V i krajnje rezultate izraziti u tom prostoru.

Primjerice, neka je rije£ o prostoru polinoma P3 stupnja najvi²e 3, s realnim koe�ci-
jentima i uzmimo da smo se posluºili njegovom standardnom bazom {p0, p1, p2, p3} (v.
primjere baze) kako bismo umjesto pisanja polinoma radili u koordinatnom prostoru R4.
Ako je zavr²ni rezultat prikazan vektorom (−3, 2, 0,−1) ∈ R4, rje²enje ¢emo napisati kao
polinom −3 + 2t− t3.

1.5 Potprostori

U primjerima vektorskih prostora koje smo dosad upoznali mogli smo uo£iti kako se neki
od njih pojavljuju kao podskupovi drugih vektorskih prostora, a s jednakim (preciznije,
naslije�enim) operacijama zbrajanja i mnoºenja skalarom (nad istim poljem). Zapravo
je to vrlo uobi£ajena situacija, da se unutar nekih �standardnih� vektorskih prostora,
poput V 3, Rn ili P , odre�enim svojstvima izdvajaju podskupovi koji su tako�er vektorski
prostori, a onda ih je, zahvaljuju¢i posjedovanju takve strukture, lak²e prou£avati.

Tako�er, ve¢ smo nau£ili da ¢e linearna ljuska bilo kakvog nepraznog podskupa S
vektorskog prostora V tako�er biti vektorski prostor � katkad identi£an cijelom prostoru
(tada je S sustav izvodnica za V ), a katkad sadrºan u V kao njegov pravi podskup.
Dobro su nam poznati primjeri vektorskih prostora V 1, V 2 i V 3 koji su �ulan£ano�
sadrºani jedan u drugom: V 1 ⊆ V 2 ⊆ V 3, a geometrijski ih znamo ostvariti tako da u
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trodimenzionalnom prostoru V 3 najprije jednim vektorom �razapnemo� pravac, a onda
pridodamo neki drugi vektor, nekolinearan s prvim, tako da zajedno �razapinju� ravninu.

Time dolazimo do vaºnog pojma vektorskog potprostora.

De�nicija 1.5.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i L 6= ∅ neki podskup od V .
Kaºemo da je L vektorski potprostor prostora V ako je L i sam vektorski prostor nad
poljem F s obzirom na operacije zbrajanja i mnoºenja skalarom de�nirane u V . Kra¢e
¢emo re¢i da je L potprostor od V i pisati L ≤ V .

Prostore L = V i L = {0V } nazivamo trivijalnim potprostorima.
Za L ¢emo re¢i da je pravi potprostor od V ako je {0V } & L & V . U slu£aju L $ V

pi²emo L < V ili L � V .

Da bismo ustanovili da je neki skup L vektorski potprostor potrebno je op¢enito is-
pitati deset svojstava � prvih pet odnosi se na strukturu Abelove grupe, koju bi morao
posjedovati i podskup L, a drugih pet su svojstva operacije mnoºenja skalarom. No
ako je na² skup L podskup nekog vektorskog prostora V i ºelimo ispitati je li on sam
vektorski potprostor s obzirom na iste operacije iz V , onda se mnoga svojstva naslje�uju
i stoga ih nema potrebe dokazivati. Konkretno, naslje�uju se asocijativnost i komutativ-
nost zbrajanja te kvaziasocijativnost mnoºenja skalarom, obje distributivnosti i svojstvo
mnoºenja s 1. Dakle, da bismo ustanovili da je L potprostor od V,morali bismo provjeriti
sljede¢a svojstva:

� a+ b ∈ L, za sve a, b ∈ L,

� nulvektor (tj. neutralni element zbrajanja) je u L, odnosno 0V ∈ L,

� za svaki a ∈ L je i njegov suprotan vektor −a ∈ L,

� αa ∈ L, za sve a ∈ L i α ∈ F.

No pokazuje se da je dovoljno provjeriti samo prvo i posljednje svojstvo, odnosno da
je skup L zatvoren na zbrajanje vektora i mnoºenje vektora skalarom. (Kad govorimo
o �istim� operacijama na vektorskom prostoru i njegovu potprostoru, zapravo imamo
restrikciju preslikavanja + : V × V → V na L× L→ L te restrikciju · : F × V → V na
F × L→ L, a zatvorenost zna£i da je kodomena u oba slu£aja upravo L).

Teorem 1.5.2. Neka je L 6= ∅ neki podskup vektorskog prostora V . L je potprostor od V
ako i samo ako je zatvoren u odnosu na operacije iz V , odnosno ako i samo ako vrijedi

(1) a+ b ∈ L, za sve a, b ∈ L,

(2) αa ∈ L, za sve a ∈ L i α ∈ F.

Dokaz. Ako je L potprostor od V , onda je L i sam vektorski prostor pa je zatvoren na
zbrajanje vektora i mnoºenje vektora skalarom.
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Pokaºimo dovoljnost. Pretpostavimo da je L zatvoren na zbrajanje vektora i mnoºe-
nje vektora skalarom. Tada za a ∈ L vrijedi da je i (−1)a ∈ L. Kako je −a = (−1)a,
pokazali smo da je suprotan vektor od a tako�er iz L. Nadalje, i 0V = a+ (−a) ∈ L jer
je L zatvoren na zbrajanje. Dakle, L je vektorski prostor s obzirom na iste operacije iz
V.

Prisjetimo se da smo u propoziciji 1.3.2 pokazali da je linearna ljuska proizvoljnog
skupa S iz V , [S], potprostor od V . Uo£imo jo² da je (samo) nulvektor zajedni£ki element
svih potprostora nekog vektorskog prostora V.

Korolar 1.5.3. Skup L ⊆ V , L 6= ∅, je potprostor od V ako i samo ako je αa+ βb ∈ L,
za sve a, b ∈ L i α, β ∈ F.

Dokaz. Za α = β = 1 dobivamo svojstvo (1), a za β = 0 svojstvo (2) teorema 1.5.2.

Korolar 1.5.4. Skup L ⊆ V , L 6= ∅, je potprostor od V ako i samo ako je αa + b ∈ L,
za sve a, b ∈ L i α ∈ F.

Prisjetimo se propozicije 1.3.2 u kojoj se jo² nije izri£ito spominjao pojam potprostora
vektorskog prostora, a njezina tvrdnja zapravo govori: za bilo koji podskup S vektorskog
prostora V njegova linearna ljuska [S] je potprostor od V. Dakle, S ⊆ V ⇒ [S] ≤ V. Iz
korolara 1.5.3 o£ito je [L] ≤ L za svaki potprostor L ≤ V . Budu¢i da trivijalno vrijedi
S ⊆ [S] za svaki podskup S ⊆ V , dobivamo sljede¢u karakterizaciju potprostora kao
podskupa koji se podudara s vlastitom linearnom ljuskom. (Iznimka je samo prazan
skup.)

Korolar 1.5.5. Skup L ⊆ V , L 6= ∅, potprostor je od V ako i samo ako je L = [L].

Dosad navedene tvrdnje o potprostorima vrijede za bilo koje vektorske prostore, ne
nuºno kona£nodimenzionalne. Ako je V kona£nodimenzionalan, a L njegov potprostor,
zanima nas odnos njihovih dimenzija. O£ekivano je da vrijedi dimL ≤ dimV . To ¢e
se pokazati istinitim, no vaºno je najprije ustanoviti da je potprostor kona£nodimenzi-
onalnog prostora i sam kona£nodimenzionalan. To svojstvo �intuitivno� se £ini posve
neupitnim, ali zapravo nije sasvim o£ito te ga ipak treba dokazati.

Propozicija 1.5.6. Neka je V kona£nodimenzionalan vektorski prostor i L njegov pot-
prostor. Tada je i L kona£nodimenzionalan vektorski prostor i dimL ≤ dimV .
Ako je dimL = dimV , onda je L = V .
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Dokaz. Najprije ustanovimo da je L kona£nodimenzionalan vektorski prostor. Ako je
L = {0V }, tvrdnja trivijalno vrijedi. Pretpostavimo da L 6= {0V }. Stoga postoji a1 ∈ L
i a1 6= 0V . Ako je [a1] = L, L je kona£nogeneriran, odnosno kona£nodimenzionalan
prostor. Ako [a1] 6= L, to jest [a1] < L, postoji a2 ∈ L\[a1] i a2 6= 0V . O£ito je skup
{a1, a2} linearno nezavisan. Ako je [a1, a2] = L, pokazali smo da je L kona£nodimenzi-
onalan. U suprotnom nastavljamo postupak. Broj koraka u ovom postupku je kona£an
i maksimalno jednak n = dimV , jer je maksimalan broj vektora u linearno nezavisnom
skupu u prostoru V jednak n.

Neka je BL baza za L. Ako je BL i baza za V , onda je dimL = dimV i L = [BL] = V .
Ako BL nije baza za V , to je linearno nezavisan skup u V koji mora biti sadrºan kao pravi
podskup u nekoj bazi B za V (teorem 1.4.10). Stoga je dimL = |BL| < |B| = dimV .

Slijede jo² neki primjeri potprostora.

Primjer 1.18. Opi²imo sve prave potprostore od V 3. Kako je dimV 3 = 3, dimenzija
pravog potprostora L od V 3 moºe biti 1 ili 2.

Ako je dimL = 1, postoji ~a ∈ V 3\{~0} takav da je L = [~a], to jest L = {α~a : α ∈ R}.
Ako je dimL = 2, onda postoje nekolinearni vektori ~a,~b ∈ V 3 takvi da je L = [~a,~b],

to jest L = {α~a+ β~b : α, β ∈ R}.
Ako promatramo prostor V 3(O) radijvektora sa zajedni£kim ishodi²tem O, potpros-

tori dimenzije 1 i 2 odgovaraju upravo pravcima, odnosno ravninama sa zajedni£kom
to£kom O i tako ih geometrijski predo£avamo.

♥

Primjer 1.19. Ustanovit ¢emo koji je danih skupova potprostor od Rn te mu odrediti
jednu bazu i dimenziju:

(a) A = {(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ Z},

(b) B = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 = 2x2},

(c) C = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
∑n

i=1 xi = 0},

(d) D = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
∑n

i=1 xi = 1},

(e) E = {(x1, x1, . . . , x1) : x1 ∈ R}.

(a) A nije potprostor od Rn. Za to je dovoljno prona¢i samo jedan primjer koji ne zado-
voljava uvjete iz teorema 1.5.2, to jest protuprimjer. Recimo, e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ A,
ali 1

2
e1 6∈ A.

(b) Neka su x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn) elementi skupa B. Tada je x1 = 2x2 i
y1 = 2y2. Za α ∈ R je

αx+ y = (αx1 + y1, . . . , αxn + yn).

Kako je αx1 + y1 = α(2x2) + (2y2) = 2(αx2 + y2), slijedi da je αx + y ∈ B. Stoga
je B potprostor od Rn.
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Odredimo mu sada jednu bazu i dimenziju. Za x = (x1, . . . , xn) ∈ B vrijedi

x = (x1, x2, x3, . . . , xn) = (2x2, x2, x3, . . . , xn) = x2 (2, 1, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
2e1+e2

+x3e3+· · ·+xnen.

Skup vektora {2e1 + e2, e3, . . . , en} o£ito je sustav izvodnica za B. Lako se provjeri
da je i linearno nezavisan, pa je to baza za B i dimB = n− 1.

(c) Neka su x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn) elementi skupa C te α ∈ R. Vrijedi

αx+ y = (αx1 + y1, . . . , αxn + yn)

te
n∑
i=1

(αxi + yi) = α

n∑
i=1

xi +
n∑
i=1

yi = α · 0 + 0 = 0,

pa je αx+ y ∈ C. Stoga je C potprostor od Rn.
Odredimo mu sada jednu bazu i dimenziju. Za x = (x1, . . . , xn) ∈ C vrijedi da je
x1 = −x2 · · · − xn pa je

x = (−x2 − x3 · · · − xn, x2, x3, . . . , xn)

= x2 (−1, 1, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
−e1+e2

+x3 (−1, 0, 1, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
−e1+e3

+ · · ·+ xn (−1, 0, . . . , 0, 1)︸ ︷︷ ︸
−e1+en

.

Skup vektora {−e1 + e2,−e1 + e3, . . . ,−e1 + en} razapinje C i lako se provjeri da
je linearno nezavisan, pa je to baza za C i dimC = n− 1.

(d) Skup D nije potprostor od Rn. Zaista, za e1, e2 ∈ D vrijedi da e1 + e2 6∈ D (jer je
zbroj koordinata vektora e1 + e2 jednak 2).

(e) Uo£imo da je E = [(1, 1, . . . , 1)], pa je E jednodimenzionalan potprostor od Rn.

♥
Primijetimo da smo u to£kama (b), (c) i (e) mogli odjednom pokazati i to da je

zadani skup potprostor i odrediti njegovu bazu. Naime, kad prikaºemo op¢i vektor iz
skupa B, C ili E kao linearnu kombinaciju nekih vektora istog skupa, vidimo da je jednak
linearnoj ljusci nekog svog podskupa. Samim time skup B, odnosno C i E je potprostor,
prema propoziciji 1.3.2. Uo£eni podskup tada je sustav izvodnica tog potprostora, a
zatim se provjeri je li ujedno baza, kao ²to je napisano u rje²enjima. Na taj na£in ne
moramo izravno primijeniti kriterij pomo¢u zatvorenosti na operacije iz teorema 1.5.2.
Prikladnost takvog pristupa ovisi o na£inu kako je skup zadan.

Primjer 1.20. U realnom vektorskom prostoru RR (realnih funkcija realne varijable)
ispitajmo jesu li sljede¢i skupovi potprostori:

(a) P � skup svih parnih funkcija u RR,

(b) N � skup svih neparnih funkcija u RR,

(c) C � skup svih neprekidnih funkcija u RR.
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Prisjetimo se da se operacije zbrajanja i mnoºenja skalarom u RR de�niraju po to£kama,
to jest

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x), ∀x ∈ R.

(a) Funkcija f ∈ RR je parna ako je f(−x) = f(x) za sve x ∈ R. Neka su f, g ∈ P i
α ∈ R. Tada je

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x), ∀x ∈ R,

(αf)(−x) = αf(−x) = αf(x) = (αf)(x), ∀x ∈ R.
Stoga su f + g i αf parne funkcije, odnosno P je potprostor od RR.

(b) Funkcija f ∈ RR je neparna ako je f(−x) = −f(x) za sve x ∈ R. Neka su f, g ∈ N
i α ∈ R. Tada je

(f+g)(−x) = f(−x)+g(−x) = −f(x)+(−g(x)) = −(f(x)+g(x)) = −(f+g)(x),∀x ∈ R,

(αf)(−x) = αf(−x) = α(−f(x)) = −(αf(x)) = −(αf)(x), ∀x ∈ R.
Stoga su f + g i αf neparne funkcije, odnosno N je potprostor od RR.

(c) Ako su f i g neprekidne u to£ki x, onda su f + g i αf neprekidne u x. Stoga je C
potprostor od RR.

♥

Primjer 1.21. Neka je Q skup svih polinoma iz Pn koji imaju nulto£ku u c = 1, to jest

Q = {p ∈ Pn : p(1) = 0}.

Svaki polinom iz Q djeljiv je polinomom t− 1, to jest p ∈ Q je oblika

p(t) = (t− 1)q(t),

gdje je q polinom stupnja manjeg ili jednakog od n − 1. Odatle slijedi da ¢e i linearna
kombinacija polinoma iz Q imati nulto£ku u c = 1. Stoga je Q potprostor od Pn.

Odredimo mu jednu bazu i dimenziju. Za p ∈ Q je

p(t) = (t− 1)(an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0),

za neke an−1, . . . , a1, a0 ∈ R, odnosno

p(t) = an−1 (t− 1)tn−1︸ ︷︷ ︸
qn(t)

+an−2 (t− 1)tn−2︸ ︷︷ ︸
qn−1(t)

+ · · ·+ a1 (t− 1)t︸ ︷︷ ︸
q2(t)

+a0 (t− 1)︸ ︷︷ ︸
q1(t)

.

Skup {q1, . . . , qn} je sustav izvodnica i o£ito linearno nezavisan pa predstavlja bazu za
Q i dimQ = n− 1.

♥

Primjer 1.22. Neka je L(V ) skup svih potprostora vektorskog prostora V . Biti pot-
prostor je re�eksivna i tranzitivna relacija na skupu L(V ).

♥
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Zadatak 1.9. Neka je S skup svih polinoma p(t) s realnim koe�cijentima, stupnja najvi²e
3, takvih da za svaki t ∈ R vrijedi: p(t−1)+p(t+1) = 2p(t). Odredite op¢i oblik polinoma
iz S te pokaºite da je S potprostor vektorskog prostora P3 polinoma stupnja najvi²e 3.
Odredite dimS. (Smatramo da skup S obuhva¢a i nulpolinom.)

Zadatak 1.10. Neka je B = {(z1, z2, z3) ∈ C3 : z1 + z2− z3 = 0}. Je li B potprostor od
C3, odnosno C3

R? Ako jest, odredite mu bazu i dimenziju. Obratite pozornost na mogu¢e
razlike za prostor nad poljem C, odnosno R.

Zadatak 1.11. Neka je n ≥ 2 i L ≤ Rn, dimL ≥ 2. Tada za svaka dva razli£ita
i, j ∈ {1, 2, . . . , n} postoji vektor a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ L, razli£it od nulvektora, takav
da je αi = αj.

1.6 Presjek i suma potprostora.

Kad promatramo potprostore nekog vektorskog prostora, korisnima i potrebnima poka-
zuju se operacije kojima se od nekih potprostora dobivaju drugi potprostori. Primjenom
skupovne operacije presjeka na bilo koje potprostore uvijek se dobiva potprostor, dok
odgovaraju¢a tvrdnja ne vrijedi op¢enito za operaciju unije na bilo koje potprostore. No
linearna ljuska unije dvaju ili vi²e potprostora bit ¢e tako�er potprostor, takozvana suma
potprostora.

Propozicija 1.6.1. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V . Tada je L ∩M
potprostor od V .

Dokaz. Neka su a, b ∈ L ∩M te α, β ∈ F. Tada je αa + βb ∈ L jer su a, b ∈ L i L je
potprostor od V . Na isti na£in, αa + βb ∈ M , pa je αa + βb ∈ L ∩M . Prema korolaru
1.5.3 slijedi tvrdnja.

Na temelju prethodne propozicije lako zaklju£ujemo da je presjek triju ili vi²e pot-
prostora prostora V tako�er potprostor. Primjerice, ako su L1, L2, L3 ≤ V, onda je
L1 ∩ L2 ∩ L3 = (L1 ∩ L2) ∩ L3 pa je taj skup presjek dvaju potprostora, L1 ∩ L2 i L3,
stoga je i sam potprostor. Takav zaklju£ak moºemo induktivno pro²iriti na presjek ko-

na£no mnogo potprostora. Ozna£imo ih L1, L2, . . . , Lk, tada pi²emo
k⋂
i=1

Li = L pa vrijedi

L ≤ V.
�tovi²e, presjek bilo koje kolekcije (ili �mnoºine�) potprostora, mogu¢e beskona£ne,

ponovno je potprostor, to jest
⋂
α∈A

Lα ≤ V . Taj presjek uvijek je neprazan skup jer

sadrºi barem nulvektor. Radi lak²eg predo£avanja zamislimo npr. tri razli£ita dvodi-
menzionalna potprostora vektorskog prostora V 3(O), a geometrijski to su tri ravnine
koje sadrºe to£ku O. Njihov presjek je ili {O} ili zajedni£ka presje£nica (pravac) svih
triju ravnina, dakle ili nulpotprostor ili jednodimenzionalni potprostor. Isti su mogu¢i
ishodi ako uzmemo bilo koliko ravnina kroz to£ku O, kona£no ili beskona£no mnogo.
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De�nicija 1.6.2. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V . Potprostor L ∩M
naziva se presjek potprostora L i M .

Dalje nam se name¢e pitanje ho¢e li i skup L ∪ M , to jest unija potprostora bit
potprostor od V . Op¢enito, ne! Na primjer, za potprostore L = [~i] i M = [~j] od
V 3 vidimo da ~i + ~j 6∈ L ∪M , pa L ∪M nije vektorski prostor. Zanimat ¢e nas koji
je �najmanji� potprostor koji sadrºi dva ili vi²e potprostora vektorskog prostora V, a
to onda zna£i da sadrºi njihovu uniju. Pritom se izraz �najmanji� ovdje odnosi na
uspore�ivanje po relaciji inkluzije me�u skupovima. Uzmimo da je S neki podskup (ne
nuºno potprostor) vektorskog prostora S. Za L ≤ V kaºemo da je najmanji potprostor
od V koji sadrºi S ako je S ⊆ L, a ne postoji potprostor L′ 6= L takav da je S ⊆ L′ ⊆ L.

Zadatak 1.12. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V . Pokaºite da je L∪M
potprostor ako i samo ako je L ≤M ili M ≤ L.

Propozicija 1.6.3. Neka je S podskup vektorskog prostora V i L najmanji potprostor
od V koji sadrºi S. Tada je L = [S].

Dokaz. Ako je S = ∅, onda je L = {0V }, pa je L = [S].
Pretpostavimo da S 6= ∅. Jasno je da je L ⊆ [S] jer je [S] potprostor koji sadrºi skup

S, a L najmanji takav potprostor. Pokaºimo inkluziju [S] ⊆ L. Neka je x ∈ [S]. Tada
postoje vektori a1, . . . , ak ∈ S i skalari α1, . . . , αk ∈ F takvi da je x = α1a1 + · · ·+ αkak.
No a1, . . . , ak ∈ L jer S ⊆ L i kako je L potprostor, slijedi da je x ∈ L.

De�nicija 1.6.4. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V. Potprostor [L∪M ]
naziva se suma potprostora L i M te se ozna£ava s L+M.

Na temelju propozicije 1.6.3 znamo da je L+M najmanji potprostor od V koji sadrºi
L i M . De�nicija sume potprostora pro²iruje se na bilo koji kona£an broj potprostora,
pa i na bilo koju kolekciju (mnoºinu) potprostora, mogu¢e beskona£nu. Dakle, suma
potprostora L1, . . . , Lk od V je

L1 + · · ·+ Lk =
k∑
i=1

Li = [
k⋃
i=1

Li],

odnosno suma bilo koje mnoºine potprostora (indeksirane nekim skupom A) je∑
α∈A

Lα = [
⋃
α∈A

Lα].

Sljede¢a tvrdnja opravdat ¢e naziv suma pokazuju¢i da se svaki vektor iz L+M moºe
prikazati kao zbroj jednog vektora iz L i jednog vektora iz M .
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Propozicija 1.6.5. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V . Vrijedi

L+M = {a+ b : a ∈ L, b ∈M}.

Dokaz. Stavimo W = {a + b : a ∈ L, b ∈ M}. Neka je a ∈ L i b ∈ M . Tada je
a, b ∈ L ∪M , pa je a+ b ∈ [L ∪M ] = L+M . Stoga smo pokazali da je W ⊆ L+M .

S druge strane, ako je x ∈ L+M = [L∪M ], postoje a1, . . . , ak ∈ L∪M i α1, . . . , αk ∈ F
takvi da je x = α1a1 + · · ·+ αkak. Kako je ai ∈ L ∪M , to zna£i da je ai ∈ L ili ai ∈M .
Bez smanjenja op¢enitosti pretpostavimo da je prvih 1 ≤ l < k vektora ai iz potprostora
L, a preostali da su iz M . Tada je

x = α1a1 + · · ·+ αlal︸ ︷︷ ︸
a∈L

+αl+1al+1 + · · ·+ αkak︸ ︷︷ ︸
b∈M

= a+ b.

U slu£aju da je l = 0, tj. ako su svi vektori ai iz potprostora M , stavljamo a = 0V i
b = x te ako je l = k, onda a = x i b = 0V . Time smo pokazali da je L+M ⊆ W .

Teorem 1.6.6. Neka su L i M kona£nodimenzionalni potprostori vektorskog prostora
V . Tada je L+M kona£nodimenzionalan potprostor te vrijedi

dim(L+M) = dimL+ dimM − dimL ∩M.

Dokaz. Ako je neki od potprostora L i M jednak {0V } ili V, jednakost vrijedi trivijalno.

U slu£aju kad je jedan od potprostora L i M sadrºan u drugom, lako se vidi da
tvrdnja teorema vrijedi. Npr. ako je L ≤ M , onda je L ∩M = L i L + M = [M ] = M
pa se jednakost svodi na dimM = dimL+ dimM − dimL.

Razmotrimo nadalje slu£aj kad su L i M netrivijalni potprostori, a L ∩M = {0V }.
Lako se vidi da ¢e tada unija BL ∪ BM bilo koje baze od L i bilo koje baze od M biti
baza sume L+M. Tada o£ito vrijedi jednakost iz teorema.

Preostaje slu£aj kada je L ∩M 6= {0V }. Pretpostavimo da je dimL = l, dimM = m
i dimL ∩ M = k. Neka je BL∩M = {c1, . . . , ck} baza potprostora L ∩ M . Kako je
L ∩M ≤ L,M , bazu BL∩M moºemo nadopuniti do baza prostora L i M . Stoga neka su

BL = {c1, . . . , ck, a1, . . . , ar}, BM = {c1, . . . , ck, b1, . . . , bs}

baze za L i M . Uo£imo da je k + r = l i k + s = m. Sada formiramo skup

B = BL ∪BM = {c1, . . . , ck, a1, . . . , ar, b1, . . . , bs}.
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Jasno je da je B sustav izvodnica za [L ∪M ] = L+M . No vrijedi i vi²e � B je baza za
L+M jer je B linearno nezavisan skup. Zaista, pretpostavimo da je

k∑
i=1

γici +
r∑
i=1

αiai +
s∑
i=1

βibi = 0V , (1.5)

za neke skalare αi, βi, γi. Uo£imo da je vektor

x =
k∑
i=1

γici +
r∑
i=1

αiai =
s∑
i=1

(−βi)bi,

iz L i iz M , pa je x iz L ∩M . Odatle slijedi da je linearna kombinacija vektora ai, to
jest

r∑
i=1

αiai = x−
k∑
i=1

γici

tako�er iz L∩M , ²to je jedino zadovoljeno za 0V . Kako je {a1, . . . , ar} linearno nezavisan
skup, nuºno vrijedi α1 = · · · = αr = 0. Sada (1.5) povla£i

k∑
i=1

γici +
s∑
i=1

βibi = 0V ,

pa je γ1 = · · · = γk = β1 = · · · = βs = 0. Dakle, B je baza za L+M i stoga

dim(L+M) = k + r + s = (k + r) + (k + s)− k = dimL+ dimM − dimL ∩M.

De�nicija 1.6.7. Za sumu potprostora L iM kaºemo da je direktna suma ako L∩M =
{0V }. Tada pi²emo L+̇M .

Propozicija 1.6.8. Suma potprostora L i M je direktna ako i samo ako za svaki x ∈
L+M postoje jedinstveni a ∈ L i b ∈M takvi da je x = a+ b.

Dokaz. Pretpostavimo da je suma direktna, tj. L+̇M . Prema propoziciji 1.6.5 znamo da
za svaki x ∈ L+M postoje a ∈ L i b ∈ M takvi da je x = a+ b. Jo² trebamo pokazati
njihovu jedinstvenost. Pretpostavimo suprotno. Neka su i a′ ∈ L i b′ ∈ M takvi da je
x = a′ + b′. Iz x = a + b = a′ + b′ slijedi da je a − a′ = b′ − b. Stoga je y = a − a′ ∈ L
i y = b′ − b ∈ M , odnosno y ∈ L ∩M . Kako je suma direktna, L ∩M = {0V }, pa je
y = 0V , tj. a = a′ i b = b′.

Sada pokaºimo obrat. Pretpostavimo da se svaki vektor iz L+M jedinstveno prikazuje
kao zbroj vektora iz L i vektora iz M te pretpostavimo da L ∩M 6= {0V }. Zna£i da
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postoji a ∈ L ∩M i a 6= 0V . U tom slu£aju za nulvektor vrijede dva razli£ita prikaza
oblika a+ b, a ∈ L i b ∈M ,

0V = 0V + 0V , 0V = a︸︷︷︸
∈L∩M≤L

+ (−a)︸︷︷︸
∈L∩M≤M

,

a to je u kontradikciji s pretpostavkom. Dakle, L ∩M = {0V }.

Korolar 1.6.9. Suma potprostora L i M je direktna ako i samo ako

dim(L+M) = dimL+ dimM.

Korolar 1.6.10. Ako je suma potprostora L i M direktna te ako su BL i BM baze
potprostora L i M , redom, onda je BL ∪BM baza potprostora L+̇M .

Propozicija 1.6.11. Neka je L potprostor kona£nodimenzionalnog vektorskog prostora
V . Tada postoji potprostor M od V takav da je V = L+̇M .

Dokaz. Ako je L = {0V }, onda je M = V . I obrnuto, ako je L = V , onda M = {0V }.
Neka je L netrivijalan potprostor od V . Stoga je 1 ≤ dimL = k < dimV = n. Bazu

potprostora L,
BL = {a1, . . . , ak}

nadopunimo do baze cijelog prostora V :

B = {a1, . . . , ak, ak+1, . . . , an}.

Tvrdimo da je M = [ak+1, . . . , an]. Zaista, za x ∈ V postoje α1, . . . , αn ∈ F za koje je

x =
n∑
i=1

αiai =
k∑
i=1

αiai︸ ︷︷ ︸
a∈L

+
n∑

i=k+1

αiai︸ ︷︷ ︸
b∈M

= a+ b,

pa je x ∈ L+M , odnosno V ≤ L+M . Kako je uvijek L+M ≤ V , slijedi V = L+M .
Jo² moramo vidjeti da je suma direktna. Ako je y ∈ L ∩M , onda je

y =
k∑
i=1

αiai ∈ L, y =
n∑

i=k+1

αiai ∈M.
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Odatle je
k∑
i=1

αiai +
n∑

i=k+1

(−αi)ai = 0V .

Kako je {a1, . . . , an} baza za V , slijedi α1 = · · · = αn = 0. Dakle, y = 0V i L ∩M =
{0V }.

Prema prethodnoj propoziciji sljede¢a je de�nicija smislena.

De�nicija 1.6.12. Ako je L potprostor prostora V , potprostor M za koji vrijedi da je
V = L+̇M naziva se direktni komplement potprostora L. Jo² kaºemo da smo V
rastavili na direktnu sumu potprostora L i M .

Propozicija 1.6.11 kaºe da svaki potprostor kona£nodimenzionalnog vektorskog pros-
tora ima direktni komplement. Vaºno je naglasiti da on ne mora biti jedinstven.

Primjer 1.23. Pokazat ¢emo na dva na£ina kako prona¢i baze za sumu i presjek pot-
prostoraM i N u R5 koji su zadani svojim bazama: BM = {a1, a2, a3} i BN = {b1, b2, b3},
gdje su

a1 = (1, 0, 0, 0, 0), a2 = (0, 1,−1, 0, 0), a3 = (1, 0, 0, 1, 0)

te
b1 = (0, 0, 0,−1, 0), b2 = (0, 0, 1, 0, 0), b3 = (1, 1,−2, 0, 0).

I. na£in: Prvo ¢emo odrediti bazu sume potprostora,M+N , a zatim za presjekM∩N .
Skup BM ∪BN £ini sustav izvodnica za M +N , a baza za M +N njezin je maksimalan
linearno nezavisan podskup. Do nje operativno dolazimo tako ²to bazu za M redom
nadopunjavamo vektorima iz N i provjeravamo linearnu nezavisnost �nadopunjenog�
skupa. Ako je skup linearno zavisan, odbacujemo vektor iz BN , dok ga u suprotnom
zadrºavamo. Za provjeru linearne (ne)zavisnosti skupa koristit ¢emo se propozicijom
1.3.12 u sljede¢a tri koraka:

� Provjeravam linearnu (ne)zavisnost skupa

{ a1, a2, a3︸ ︷︷ ︸
lin. nezavisan

, b1}

tako ²to ispitujemo moºe li se nadodani vektor b1 prikazati kao linearna kombinacija
svojih prethodnika:

b1 = α1a1 + α2a2 + α3a3.

Rje²avanjem prethodne jednadºbe dobiva se

b1 = a1 − a3. (1.6)

Dakle, skup {a1, a2, a3, b1} je linearno zavisan pa vektor b1 odbacujemo.
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� Ispitujemo linearnu (ne)zavisnost skupa

{a1, a2, a3︸ ︷︷ ︸
lin. nez.

, b2}.

Pokazuje se da jednadºba

b2 = α1a1 + α2a2 + α3a3

nema rje²enja (tj. odgovaraju¢i sustav linearnih jednadºbi je nekonzistentan) i
stoga je skup {a1, a2, a3, b2} linearno nezavisan.

� Ispitujemo linearnu (ne)zavisnost skupa

{a1, a2, a3, b2︸ ︷︷ ︸
lin. nez.

, b3}.

Rje²avanjem jednadºbe

b3 = α1a1 + α2a2 + α3a3 + β2b2

dobivamo da je
b3 = a1 + a2 − b2, (1.7)

odnosno da je skup {a1, a2, a3, b2, b3} linearno zavisan. Odbacujemo vektor b3.

Sada moºemo zaklju£iti da je skup {a1, a2, a3, b2} maksimalan linearno nezavisan pod-
skup od BM ∪ BN , pa £ini jednu bazu za M + N . Nadalje, kako je dim(M + N) = 4,
prema formuli za dimenziju presjeka i sume potprostora (teorem 1.6.6) slijedi da je

dimM ∩N = dimM + dimN − dim(M +N) = 2.

Kako bismo odredili bazu za M ∩N , iskoristit ¢emo �odba£ene� vektore b1 i b3, odnosno
preciznije relacije (1.6) i (1.7). Uo£imo da nam te relacije daju dva vektora koja se nalaze
upravo u presjeku:

b1︸︷︷︸
∈N

= a1 − a3︸ ︷︷ ︸
∈M

, b2 + b3︸ ︷︷ ︸
∈N

= a1 + a2︸ ︷︷ ︸
∈M

.

Skup {b1, b2 + b3} = {(0, 0, 0,−1, 0), (1, 1,−1, 0, 0)} linearno je nezavisan pa je to baza
za presjek potprostora M ∩N .

II. na£in: Najprije ¢emo odrediti bazu presjeka M ∩ N . Krenimo od toga da se u
presjeku potprostora nalaze svi vektori koji se mogu prikazati kao linearne kombinacije
vektora ai, i = 1, 2, 3, a tako�er i vektora bi, i = 1, 2, 3:

v ∈M ∩N ⇔ v = α1a1 + α2a2 + α3a3 = β1b1 + β2b2 + β3b3, za neke αi, βi ∈ R.

Jednadºba
∑3

i=1 αiai =
∑3

i=1 βibi svodi se na sustav linearnih jednadºbi

α1 + α3 − β3 = 0,
α2 − β3 = 0,

−α2 − β2 + 2β3 = 0,
α3 + β1 = 0,
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£ije je rje²enje
α3 = −α1 + α2, β1 = α1 − α2, β2 = α2, β3 = α2,

za sve α1, α2 ∈ R. Stoga je M ∩N skup svih vektora v ∈ R5 oblika

v = α1a1 + α2a2 + (−α1 + α2)a3 = α1(a1 − a3) + α2(a2 + a3),∀α1, α2 ∈ R.

Dakle, skup
{a1 − a3, a2 + a3} = {(0, 0, 0,−1, 0), (1, 1,−1, 1, 0)}

razapinje M ∩ N i o£ito je linearno nezavisan pa je to jedna baza za M ∩ N . Formula
za dimenziju presjeka i sume potprostora (teorem 1.6.6) daje nam

dim(M +N) = dimM + dimN − dimM ∩N = 4

i stoga bazu za M ∩ N trebamo nadopuniti s dva vektora iz BM ∪ BN tako da taj
£etvero£lani skup bude linearno nezavisan. Pokazuje se da je skup {a1−a3, a2+a3, a1, b2}
linearno nezavisan i stoga predstavlja jednu bazu zaM+N . (Uo£ite da skup {a1−a3, a2+
a3, a1, b1} nije baza za M +N jer je b1 = a1 − a3, tj. taj skup je linearno zavisan.)

♥

Zadatak 1.13. Zadani su potprostori L = [(1, 0,−1), (1, 2, 1)] i M = [(0, 0, 1), (1, 1, 0)]
u R3. Odredite po jednu bazu za L ∩M i L+M .

♥
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POGLAVLJE 2

MATRICE

2.1 De�nicija matrice. Vektorski prostor Mmn(F)

De�nicija 2.1.1. Neka su m,n ∈ N. Preslikavanje

A : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → F

naziva se matrica tipa (m,n) (ili m × n) s koe�cijentima (ili elementima) iz polja F.
Skup svih takvih ozna£avamo s Mmn(F).

Dakle, matrica A ure�enom paru (i, j), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, pridruºuje neki skalar
iz polja F. Uobi£ajeno je te funkcijske vrijednosti A(i, j) ozna£iti s aij te ih zapisati u
pravokutnu shemu, odnosno tabelarno na sljede¢i na£in

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... · · · ...
am1 am2 . . . amn

 .
Umjesto uglatih zagrada £esto upotrebljavamo i okrugle zagrade. Elementi matrice A
raspore�eni su u m redaka i n stupaca. Ure�enu n-torku

(ai1, ai2, . . . , ain)

nazivamo i-ti redak matrice A, a ure�enu m-torku

(a1j, a2j, . . . , amj)

j-ti stupac matrice A. Elementi matrice A indeksirani su na na£in koji odmah upu¢uje
na njihov poloºaj u matrici. Element aij nalazi se na presjeku i-tog retka i j-tog stupca.
U razli£itim situacijama bit ¢e nam prakti£nije taj element ozna£iti s [A]ij ili (A)ij, a
cijelu matricu kra¢e ¢emo zapisati kao A = (aij) ili A = [aij].
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De�nicija 2.1.2. Matrica tipa (n, n) naziva se kvadratna matrica ili matrica reda

n. Skup svih matrica reda n s elementima iz F ozna£avamo s Mn(F).
Ako je A = [aij] ∈Mn(F), ure�enu n-torku

(a11, a22, . . . , ann)

zovemo glavnom dijagonalom (ili samo dijagonalom) matrice A. Ure�enu n-torku

(a1n, a2,n−1, . . . , an1)

zovemo sporednom dijagonalom matrice A.

De�nicija 2.1.3. Matrica tipa (m, 1) naziva se stup£ana, a matrica tipa (1, n) � ret-
£ana.

Na primjer, matrica
(

1 2 3
)
je ret£ana matrica, a

 1
2
3

 je stup£ana matrica.

De�nicija 2.1.4. Matrice A = [aij] i B = [bij] su jednake, ²to pi²emo A=B ako su
jednake kao preslikavanja, to jest ako su istog tipa te ako su im elementi na odgovaraju¢im
pozicijama jednaki. (Ako su A i B tipa (m,n), onda aij = bij za sve i = 1, . . . ,m i
j = 1, . . . , n.)

Sada ¢emo uvesti osnovne operacije s matricama � zbrajanje matrica i mnoºenje
matrica skalarom. Operacije se de�niraju prirodno � po elementima matrice, ²to je
u skladu s £injenicom da smo matrice de�nirali kao preslikavanja. Naime, zbrajanje
funkcija i mnoºenje funkcija skalarom realizirali smo po to£kama.

De�nicija 2.1.5. Zbroj matrica A = [aij] i B = [bij] tipa (m,n) je matrica C = [cij]
tipa (m,n) za £ije elemente vrijedi

cij = aij + bij,

za sve i = 1, . . . ,m i j = 1, . . . , n. Pi²emo C = A+B.

Napomenimo da ne de�niramo zbroj matrica razli£itog tipa. Na primjer, nije de�-
nirano (

1 −1
3 0

)
+

(
0 1 3
−1 2 2

)
.
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De�nicija 2.1.6. Nulmatrica je matrica £iji su svi elementi jednaki nuli. Ozna£avat
¢emo je s 0 ili s 0mn ako ºelimo istaknuti da je tipa (m,n).

Propozicija 2.1.7. Skup matrica Mmn(F) uz operaciju zbrajanja matrica je Abelova
grupa.

Dokaz. Zbrajanje matrica je o£ito binarna operacija koja je asocijativna i komutativna
jer se de�nira po elementima matrice, a oni su iz polja F. Neutralni element je nulmatrica,
0mn. Svaka matrica A = [aij] ima suprotnu matricu −A = [−aij].

De�nicija 2.1.8. Umnoºak matrice A = [aij] tipa (m,n) skalarom λ ∈ F je matrica
B = [bij] tipa (m,n) za £ije elemente vrijedi

bij = λaij,

za sve i = 1, . . . ,m i j = 1, . . . , n. Pi²emo B = λA.

Teorem 2.1.9. Skup matricaMmn(F) uz operacije zbrajanja matrica i mnoºenje matrica
skalarom je vektorski prostor nad poljem F £ija je dimenzija jednaka m · n.

Dokaz. Pokazali smo da je (Mmn(F),+) Abelova grupa, a ostala svojstva (kvaziasoci-
jativnosti, obje distributivnosti i mnoºenje s 1) vrijede jer su operacije de�nirane po
elementima (to£kama).

Neka je A = [aij] ∈Mmn(F). Tada je

A =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij,

gdje je Eij matrica £iji su svi elementi jednaki nuli osim elementa na presjeku i-tog retka
i j-tog stupca, odnosno

[Eij]kl =

{
1, k = i, l = j
0, ina£e .

Skup B = {Eij : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} je o£ito sustav izvodnica za Mmn(F) i
linearno nezavisan skup (jer se o£ito nijedna matrica Eij ne moºe prikazati kao line-
arna kombinacija preostalih matrica iz B). Dakle, skup B je baza za Mmn(F), pa je
dimMmn(F) = |B| = mn.
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Napomenimo da se svaka matrica A = [aij] tipa (m,n) moºe shvatiti kao ure�ena
mn-torka

(a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , am1, . . . , amn).

Dakle, postoji prirodna bijekcija Mmn(F) → Fmn. Stoga je tvrdnja teorema 2.1.9 us-
kla�ena s £injenicom da je i Fmn vektorski prostor nad poljem F dimenzije mn. Takve
prostore zovemo izomorfnima, a o tome ¢e vi²e biti govora na kolegiju Linearna algebra
2.

2.2 Neke posebne matrice

U ovom dijelu istaknut ¢emo neke matrice koje su posebne sadrºajem odnosno nekim
speci�£nim svojstvom koje zadovoljavaju.

De�nicija 2.2.1. Matrica reda n

� D = (dij) je dijagonalna ako dij = 0 za sve i 6= j.

� S = (sij) je skalarna ako je dijagonalna i postoji α ∈ F za koji je sii = α za sve
i = 1, . . . , n.

� I = (δij) je jedini£na ako je skalarna i δii = 1 za sve i = 1, . . . , n.

� G = (gij) je gornjotrokutasta ako je gij = 0 za sve 1 ≤ j < i ≤ n.

� H = (hij) je donjotrokutasta ako je hij = 0 za sve 1 ≤ i < j ≤ n.

Pogledajmo neke primjere upravo de�niranih matrica:

� D =

 1 0 0
0 0 0
0 0 2

 je dijagonalna matrica. Kra¢e pi²emo D = diag(1, 0, 2).

� S =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 je skalarna matrica.

� I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 je jedini£na matrica (reda 3). Uo£imo, S = 2I.

� G =

 1 0 2
0 3 3
0 0 0

 je gornjotrokutasta matrica.
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2.2. NEKE POSEBNE MATRICE

� H =

 1 0 0
2 3 0
−1 0 2

 je donjotrokutasta matrica.

Primjer 2.1. Sljede¢i skupovi:

� skup svih dijagonalnih matrica reda n,

� skup svih skalarnih matrica reda n,

� skup svih gornjotrokutastih (donjotrokutastih) matrica reda n

predstavljaju vektorske potprostore od Mn(F) dimenzija n, 1 i n(n+1)
2

, redom. Zaista,
lako se ustanovi da su gornji skupovi zatvoreni na zbrajanje matrica i mnoºenje matrica
skalarom. Dalje, skup

BD = {Eii : i = 1, . . . , n}

je baza za potprostor dijagonalnih matrica reda n. Skup

BS = {I}

je baza za potprostor skalarnih matrica reda n, skup

BG = {Eij : 1 ≤ i ≤ j ≤ n}

je baza za potprostor gornjotrokutastih matrica reda n, a skup

BG = {Eij : 1 ≤ j ≤ i ≤ n}

je baza za potprostor donjotrokutastih matrica reda n. ♥

De�nicija 2.2.2. Neka je A = [aij] ∈Mmn(F). Transponirana matrica matrice A je
matrica B = [bij] ∈Mnm(F) za £ije elemente vrijedi

bij = aji,

za sve i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Pi²emo B = At.
Operacija

t : Mmn(F)→Mnm(F), A 7→ At,

naziva se transponiranje.

Ponekad se transponirana matrica ozna£ava s Aτ ili s A′.

Primjer 2.2. Neka je

A =

 1 2
3 4
5 6

 .
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2.2. NEKE POSEBNE MATRICE

Tada je

At =

(
1 3 5
2 4 6

)
.

Uo£imo da redci matrice A predstavljaju stupce matrice At i obratno.
♥

Propozicija 2.2.3. Neka su A,B ∈Mmn(F) te λ ∈ F. Vrijedi

(1) (At)t = A,

(2) (A+B)t = At +Bt,

(3) (λA)t = λAt.

Dokaz. Svaka od tvrdnji se dokazuje na isti na£in. Prvo ustanovimo da se s lijeve i desne
strane jednakosti nalaze matrice istog tipa, a zatim pokaºemo jednakost odgovaraju¢ih
elemenata. Na primjer, u (2) vidimo da su (A+B)t i At +Bt tipa (m,n) i vrijedi

[(A+B)t]ij = [A+B]ji = [A]ji + [B]ji = [At]ij + [Bt]ij = [At +Bt]ij,

za sve i = 1, . . . , n i j = 1, . . . ,m.

De�nicija 2.2.4. Matrica A ∈Mn(F) simetri£na je ako vrijedi

A = At,

odnosno antisimetri£na ako
A = −At.

Primjer 2.3. Neka su S, odnosno A skup svih simetri£nih, odnosno antisimetri£nih
matrica reda n s elementima iz polja R. Tada su S i A vektorski potprostori od Mn(R).
Zaista, ako su A,B ∈ S i λ ∈ R, tada je

(λA+B)t = {Prop. 2.2.3} = λAt +Bt = λA+B,

pa je matrica λA+B simetri£na, to jest λA+B ∈ S. Zna£i, S ≤Mn(R). Analogno, za
A,B ∈ A imamo

(λA+B)t = λAt +Bt = λ(−A) + (−B) = −(λA+B),

pa je λA+B ∈ A, odnosno A ≤Mn(R).
Uo£imo da je nulmatrica jedina realna matrica reda n koja je i simetri£na i antisime-

tri£na. Naime, ako za matricu A vrijedi A = At i At = −A, to zna£i da je A = −A pa
je tada A = 0. Dakle, presjek potprostora S ∩ A = {0}.
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Odredimo sada dimenzije potprostora S i A. Prema de�niciji simetri£ne matrice
jasno je da je A ∈ S ako i samo ako je oblika

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a12 a22 a23 . . . a2n
a13 a23 a33 . . . a3n
...

...
... · · · ...

a1n a2n a3n . . . ann

 .

Vidimo da je

A =
n∑
i=1

aiiEii +
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

aij(Eij + Eji),

gdje je Eij matrica reda n koja na mjestu (i, j) ima vrijednost 1, a na svim ostalim
mjestima nalazi se 0. Stoga skup

{Eii : i = 1, . . . , n} ∪ {Eij + Eji : 1 ≤ i < j ≤ n}

predstavlja sustav izvodnica za S, ali i bazu jer se lako moºe ustanoviti da je linearno
nezavisan. Broj elemenata tog skupa je

n+ (1 + 2 + . . .+ n− 1) = n+
(n− 1)n

2
=
n(n+ 1)

2
,

pa je

dimS =
n(n+ 1)

2
.

Sli£no, B ∈ A ako i samo ako je

B =


0 b12 b13 . . . b1n
−b12 0 b23 . . . b2n
−b13 −b23 0 . . . b3n
...

...
... · · · ...

−b1n −b2n −b3n . . . 0

 .

Uo£avamo da su dijagonalni elementi antisimetri£ne matrice jednaki 0 jer iz de�nicije
slijedi da je bii = −bii, odnosno 2bii = 0, ²to povla£i da je bii = 0 za sve i = 1, . . . , n.
Dalje, moºemo ustanoviti da skup

{Eij − Eji : 1 ≤ i < j ≤ n}

predstavlja bazu za A pa je

dimA = 1 + 2 + . . .+ n− 1 =
(n− 1)n

2
.

Uo£imo i ovo:

dimS + dimA =
n(n+ 1)

2
+

(n− 1)n

2
= n2 = dimMn(R).
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Kako je dim(S∩A) = 0, suma potprostora S+A je direktna pa po korolaru 1.6.9 vri-
jedi dim(S+̇A) = dimS + dimA. Tada je dim(S+̇A) = n2 = dimMn(R). Iz propozicije
1.5.6. slijedi da je

S+̇A = Mn(R).

Naime, S+̇A je potprostor dimenzije jednake dimenziji cijelog prostora pa je ta suma
jednaka prostoru Mn(R). Kao posljedicu toga dobivamo da se svaka kvadratna matrica
moºe jedinstveno prikazati kao zbroj jedne simetri£ne i jedne antisimetri£ne matrice.
Konkretno, za C ∈Mn(R) iz C = X + Y , pri £emu X = X t i Y = −Y t, lako se dobiva

C =
1

2
(C + Ct)︸ ︷︷ ︸

X

+
1

2
(C − Ct)︸ ︷︷ ︸

Y

.

♥
Za kvadratne matrice de�nirat ¢emo i pojam traga matrice, £ija ¢e vaºnost vi²e do¢i

do izraºaja u Linearnoj algebri 2.

De�nicija 2.2.5. Neka je A = [aij] ∈Mn(F). Trag matrice A, u oznaci trA, jednak je
zbroju svih koe�cijenata na dijagonali, to jest

trA =
n∑
i=1

aii.

Tako je zadano preslikavanje trA : Mn(F) → F koje matrici A pridruºuje njezin trag
trA.

Zadatak 2.1. Neka su A,B ∈Mn(F) te λ ∈ F. Dokaºite da vrijedi:

(i) tr(A+B) = trA+ trB, tr(λA) = λ trA.

(ii) Skup {A ∈ Mn(F) : trA = 0} je potprostor vektorskog prostora Mn(F). Odredite
jednu bazu i dimenziju tog potrostora.

De�nicija 2.2.6. Neka je A = [aij] ∈ Mmn(C). Hermitski adjungirana matrica
matrice A je matrica B = [bij] ∈Mnm(C) za £ije elemente vrijedi

bij = aji,

za sve i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Pi²emo B = A∗.
Operacija

∗ : Mmn(C)→Mnm(C), A 7→ A∗,

naziva se hermitsko adjungiranje.
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Hermitski adjungirana matrica A∗ dobivena je transponiranjem i kompleksnim konju-
giranjem matrice A (odnosno njezinih elemenata), pri £emu te dvije operacije komutiraju,
to jest

A∗ = A
t

= At.

Zbog toga operacija hermitskog adjungiranja ima neka svojstva koja su analogna svoj-
stvima transponiranja.

Zadatak 2.2. Pokaºite da za matrice A i B te skalare α i β vrijede sljede¢a svojstva:

1. A∗ = At ako i samo ako su elementi matrice A realni brojevi.

2. (A∗)∗ = A

3. (αA+ βB)∗ = αA∗ + βB∗

4. (AB)∗ = B∗A∗

De�nicija 2.2.7. Matrica A ∈Mn(C) hermitski simetri£na je ako vrijedi

A = A∗,

odnosno hermitski antisimetri£na ako

A = −A∗.

Ponekad se hermitski simetri£ne matrice kratko nazivaju hermitske, a hermitski an-
tisimetri£ne � antihermitske.

Zadatak 2.3. Dokaºite tvrdnje:

1. Skup svih hermitskih matrica iz Mn(C) je potprostor realnog prostora Mn(C)R, ali
nije potprostor kompleksnog prostora Mn(C).

2. Skup svih antihermitskih matrica iz Mn(C) je potprostor realnog prostora Mn(C)R,
ali nije potprostor kompleksnog prostora Mn(C).

Odredite jednu bazu i dimenziju za realni potprostor svih hermitskih matrica reda 3 te za
realni potprostor svih antihermitskih matrica reda 3.

2.3 Mnoºenje matrica

De�nicija 2.3.1. Matrice A i B su ulan£ane ako je broj stupaca matrice A jednak
broju redaka matrice B.
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�esto govorimo o paru ulan£anih matrica (A,B) jer ovo svojstvo nije op¢enito simetri£no.
Zaista, ako je A tipa (m,n) i B tipa (n, p), onda je par matrica (A,B) ulan£an, dok je
par (B,A) ulan£an samo ako je m = p.

De�nicija 2.3.2. Neka su A = [aij] i B = [bij] ulan£ane matrice tipa (m,n) i (n, p),
redom. Umnoºak matrica A i B je matrica C = [cij] tipa (m, p) £iji su elementi dani
sljede¢om formulom

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n∑
k=1

aikbkj,

za i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p. Pi²emo, C = A · B = AB. Na ovaj na£in de�nirali smo
operaciju mnoºenja matrica

· : Mmn(F)×Mnp(F)→Mmp(F).

Prvo ²to opaºamo da je mnoºenje matrica znatno sloºenija operacija od svih dosad
de�niranih operacija na matricama (zbrajanje, mnoºenje matrica skalarom, transponi-
ranje). Moºda to na prvi pogled izgleda £udno, no vidjet ¢emo da ovakva de�nicija
mnoºenja itekako ima smisla. Ukratko, moºemo pamtiti da (i, j)-ti element produkta
AB dobivamo tako ²to i-ti redak matrice A, (ai1, . . . , ain), pomnoºimo skalarno s j-tim
stupcem matrice B, (b1j, . . . , bnj).

Jedan od razloga ovakve de�nicije mnoºenja matrica moºemo vidjeti na sljede¢em
primjeru.

Primjer 2.4. Zadan je sustav linearnih jednadºbi

2x1 − 3x2 = 1
4x1 + 5x2 = 2

.

Zamislimo da ga ºelimo zapisati u obliku jedne linearne jednadºbe ax = b. Jasno je da
umjesto koe�cijenta a imamo �paket koe�cijenata� uz nepoznanice x1 i x2. Taj je �paket
koe�cijenata� prirodno zapisati kao matricu

A =

(
2 −3
4 5

)
.

Analogno tomu slobodne koe�cijente zapisujemo kao stup£anu matricu

B =

(
1
2

)
,

a nepoznanice kao

X =

(
x1
x2

)
.
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Uo£imo da je

AX =

(
2 −3
4 5

)
·
(
x1
x2

)
=

(
2x1 − 3x2
4x1 + 5x2

)
,

pa dani sustav ima isti zapis kao i linearna jednadºba s jednom nepoznanicom, AX = B.
♥

Sada ¢emo pokazati osnovna svojstva mnoºenja matrica. Neka od tih svojstava na
prvi su pogled neobi£na, ba² kao ²to je i sama de�nicija mnoºenja. Tako mnoºenje
matrica op¢enito nije komutativna operacija. Za po£etak uo£imo da je o komutativnosti
smisleno govoriti samo ako su A i B kvadratne matrice istog reda. Zaista, ako nisu i ako
je umnoºak AB de�niran, BA to ne treba biti jer smo ve¢ napomenuli da svojstvo biti
ulan£an nije simetri£no. Nadalje, ako A i B nisu kvadratne nego tipa (m,n) i (n,m),
onda su oba umno²ka de�nirana, AB i BA. No to su kvadratne matrice razli£itih redova
(AB je reda m, a BA je reda n).

Primjer 2.5. Vrijedi

AB =

(
1 2
3 1

)(
0 1
1 2

)
=

(
2 5
1 5

)
, BA =

(
0 1
1 2

)(
1 2
3 1

)
=

(
3 1
7 4

)
.

Dakle, AB 6= BA, odnosno mnoºenje matrica nije komutativna operacija. S druge strane
postoje matrice koje komutiraju. Na primjer,(

1 1
−2 1

)(
1 −1
2 1

)
=

(
3 0
0 3

)
,

(
1 −1
2 1

)(
1 1
−2 1

)
=

(
3 0
0 3

)
.

♥

Propozicija 2.3.3. Vrijedi
(AB)C = A(BC),

za sve matrice za koje je gornji izraz de�niran.

Dokaz. Neka je A matrica tipa (m,n), B tipa (n, p) i C tipa (p, q). Lako moºemo
ustanoviti da su matrice (AB)C i A(BC) tipa (m, q). Zaista, matrica AB je tipa (m, p),
pa je (AB)C tipa (m, q). Nadalje, BC je (n, q), pa je A(BC) tako�er tipa (m, q).

Provjerimo sada jednakost odgovaraju¢ih elemenata tih matrice,

[(AB)C]ij =

p∑
k=1

[AB]ik[C]kj =

p∑
k=1

(
n∑
l=1

[A]il[B]lk

)
[C]kj

=
n∑
l=1

[A]il

(
p∑

k=1

[B]lk[C]kj

)
=

n∑
l=1

[A]il[BC]lj = [A(BC)]ij,

za sve i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , q.
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Propozicija 2.3.4. Mnoºenje matrica je

(1) kvaziasocijativno, to jest

(λA)B = λ(AB) = A(λB),

za sve λ ∈ F te A i B za koje je gornji izraz de�niran.

(2) distributivno prema zbrajanju matrice, to jest

(A+B)C = AC +BC, A(B + C) = AB + AC

za sve A, B i C za koje je gornji izraz de�niran.

Dokaz. (1) Neka je A ∈ Mmn(F) te B ∈ Mnp(F). Tada su matrice (λA)B, λ(AB) i
A(λB) tipa (m, p). Vrijedi

[(λA)B]ij =
n∑
k=1

[λA]ik[B]kj =
n∑
k=1

(λ[A]ik)[B]kj = λ
n∑
k=1

[A]ik[B]kj = λ[AB]ij,

za sve i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p. Na isti na£in provjerimo preostalu jednakost.

(2) Neka su A,B ∈ Mmn(F) te C ∈ Mnp(F). Tada su (A + B)C,AC + BC ∈ Mmp(F).
Vrijedi

[(A+B)C]ij =
n∑
k=1

[A+B]ik[C]kj =
n∑
k=1

([A]ik + [B]ik)[C]kj

=
n∑
k=1

[A]ik[C]kj +
n∑
k=1

[B]ik[C]kj = [AC]ij + [BC]ij = [AC +BC]ij,

za sve i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p.

Propozicija 2.3.5. Neka je A ∈Mmn(F). Vrijedi ImA = A i AIn = A, gdje su Im i In
jedini£ne matrice reda m, odnosno n.

Dokaz. O£ito je ImA tipa (m,n). Neka je Im = I = (δij) te A = (aij). Tada

[IA]ij =
m∑
k=1

δikakj = {δik = 1, za i = k, ina£e δik = 0} = aij.
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Mnoºenje matrica na skupu matrica reda n, Mn(F), binarna je operacija. Na temelju
svega ²to smo pokazali u propozicijama 2.3.3, 2.3.4 i 2.3.5 vidimo da (Mn(F), ·) ima
algebarsku strukturu koju smo ve¢ upoznali.

Korolar 2.3.6. Skup Mn(F), n ≥ 2, s obzirom na operaciju mnoºenja matrica je neko-
mutativni monoid.

Dokaz. Prema propoziciji 2.3.3 mnoºenja matrica je asocijativno u Mn(F). Propozicija
2.3.5 povla£i da je AI = IA = A, za sve A ∈Mn(F).

�tovi²e, Mn(F) je primjer strukture koja se naziva asocijativna algebra s jedini-
com. Naime, algebra je svaki vektorski prostor s de�niranim tzv. bilinearnim mnoºenjem
(to jest mnoºenjem koje zadovoljava svojstva distributivnosti i kvaziasocijativnosti). Bu-
du¢i da je mnoºenje i asocijativno, dobiva pridjev asocijativna te zbog postojanja ne-
utralnog elementa mnoºenja (I) isti£emo i ono s jedinicom. Prisjetimo se da smo se
ve¢ susreli s ovom strukturom. Na kolegiju Analiti£ka geometrija pokazuje se da je
prostor V 3 (neasocijativna) algebra, pri £emu ulogu mnoºenja ima operacija vektorskog
produkta.

Zadatak 2.4. Neka je A ∈ Mn(R), n ≥ 2 te neka je C(A) = {X ∈ Mn(R) : AX =
XA}. Tada je C(A) ≤Mn(R) i dimC(A) ≥ 2. Dokaºite.

Primjer 2.6. Sljede¢i skupovi:

� skup svih dijagonalnih matrica reda n,

� skup svih skalarnih matrica reda n,

� skup svih gornjotrokutastih (donjotrokutastih) matrica reda n

predstavljaju podalgebre od Mn(F) (i to asocijativne s jedinicom). U primjeru 2.1 poka-
zali smo da su to potprostori od Mn(F). Sada jedino moramo ustanoviti da su zatvoreni
na mnoºenje. Neka su C = diag(c1, . . . , cn) i D = diag(d1, . . . , dn) dijagonalne matrice
reda n. Za i 6= j vrijedi

[CD]ij =
n∑
k=1

[C]ik[D]kj = ci[D]ij + [C]ijdj = 0,

za i = j je

[CD]ii =
n∑
k=1

[C]ik[D]ki = cidi,

pa je
CD = diag(c1d1, . . . , cndn).

Ako su S = sI, T = tI skalarne matrice, onda je i ST = (st)I skalarna matrica.
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Neka su G i H gornjotrokutaste matrice. Izra£unajmo element njihova umno²ka na
mjestu (i, j) za 1 ≤ j < i ≤ n,

[GH]ij =
n∑
k=1

[G]ik[H]kj =
i−1∑
k=1

[G]ik[H]kj︸ ︷︷ ︸
[G]ik=0, k=1,...,i−1

+
n∑
k=i

[G]ik[H]kj︸ ︷︷ ︸
[H]kj=0, k=i,...,n, jer k>j

= 0.

Stoga je GH gornjotrokutasta matrica.
♥

Primjer 2.7. U svakoj asocijativnoj algebri s jedinicom, nad poljem F, ima smisla pro-
matrati polinome s koe�cijentima iz F. To vrijedi i za algebru Mn(F) pa tako dobivamo
matri£ne polinome. Ako je polinom p s koe�cijentima iz polja F zadan s

p(t) =
k∑
i=0

αit
i,

de�nirana je vrijednost polinoma p(A) za matricu A ∈Mn(F) kao

p(A) =
k∑
i=0

αiA
i.

Pritom se de�nira A0 = I.
O£ito je p(A) tako�er kvadratna matrica reda n. Matri£ni polinomi pokazuju se

vaºnima u linearnoj algebri. Svojstva matri£nih polinoma ne podudaraju se u svemu s
polinomima u kojima varijabla poprima vrijednost u nekom polju. Primjerice, u pogledu
nulto£aka p(t) = t2 − 1 ima u polju R to£no dvije nulto£ke, 1 i −1, dok u skupu M2(R)
postoji vi²e matrica koje �poni²tavaju� taj polinom. Iako vrijedi faktorizacija A2 − I =
(A+ I)(A− I), odakle je o£ito p(−I) = p(I) = 0 (nulmatrica), npr. za

B =

[
1 0
1 −1

]
tako�er vrijedi p(B) = 0. �tovi²e, u M2(R) postoji beskona£no mnogo matrica £iji je
kvadrat jedini£na matrica I.

S druge strane, polinom q(t) = t2 + 1 nema nulto£aka u polju R, ali u skupu M2(R)
postoje matrice £iji je kvadrat matrica −I, primjerice

C =

[
1 −2
1 −1

]
pa je q(C) = 0. I za ovaj polinom postoji beskona£no mnogo realnih matrica za koje
matri£ni polinom poprima vrijednost 0.

Ovako vaºne razlike pojavljuju se stoga ²to je matri£na polinomijalna jednadºba
ekvivalentna sustavu algebarskih jednadºbi u polju. Odre�ivanje skupa rje²enja takvog
sustava op¢enito je znatno sloºeniji problem. ♥
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Propozicija 2.3.7. Vrijedi
(AB)t = BtAt,

£im je umnoºak de�niran.

Dokaz. Ako je A tipa (m,n) i B tipa (n, p), onda su matrice (AB)t i BtAt tipa (p,m).
Za (i, j) takve da je 1 ≤ i ≤ p i 1 ≤ j ≤ m vrijedi

[(AB)t]ij = [AB]ji =
n∑
k=1

[A]jk[B]ki =
n∑
k=1

[At]kj[B
t]ik =

n∑
k=1

[Bt]ik[A
t]kj = [BtAt]ij.

Jasno je da prethodni rezultat moºemo poop¢iti na kona£no mnogo matrica,
(A1 · · ·Ak)t = Atk · · ·At1.

Ustanovili smo da (Mn(F), ·) monoid. Moºemo pitati je li moºda ova struktura i
grupa. Odgovor je nije£an, ²to moºemo zorno vidjeti u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.8. Zadana je matrica

A =

(
1 2
1 2

)
.

Pitamo se postoji li matrica X reda 2 za koju AX = XA = I. Neka je

X =

(
x1 x2
x3 x4

)
.

Iz AX = I dobivamo sustav
x1 + 2x3 = 1
x1 + 2x3 = 0

,

te isti sustav za x2 i x4. O£ito ti sustavi nemaju rje²enja, pa takva matrica X ne postoji.
♥

De�nicija 2.3.8. Kvadratna matrica A ∈ Mn(F) je invertibilna ili regularna ako
postoji matrica B ∈Mn(F) takva da je

AB = BA = I.

Matricu B zovemo inverznom matricom od A i pi²emo B = A−1. U protivnom je A
singularna matrica.

Prisjetimo se nekih tvrdnji koje vrijede u svakom monoidu koje smo pokazali u od-
sje£ku 1.1.2 (propozicije 1.1.7 i 1.1.8). Budu¢i da je (Mn(F), ·) multiplikativni monoid,
vrijedi sljede¢e:
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� Ako inverz postoji, on je jedinstven. Stoga je opravdano inverz matrice A ozna£iti
s A−1. Nadalje, i A−1 je regularna i vrijedi (A−1)−1 = A.

� Ako su A i B regularne matrice, onda je to AB te vrijedi (AB)−1 = B−1A−1. Tvrd-
nju moºemo poop¢iti i na kona£no mnogo regularnih matrica A1, ..., Ak. Tada je
(A1 · · ·Ak)−1 = A−1k · · ·A

−1
1 .

Pri mnoºenju matrica mogu¢e je da umnoºak dviju matrica A i B, koje su obje
razli£ite od 0, bude nulmatrica, AB = 0. To je jedna od vaºnih razlika u odnosu na
mnoºenje brojeva poput cijelih, racionalnih ili realnih.

Primjer 2.9. Za
A = [1 2 3], B = [4 1 − 2]

je ABt = [0]. Sli£no se moºe dogoditi i za kvadratne matrice jednakog tipa, npr.

G =

[
3 0
5 0

]
, H =

[
0 0
0 2

]
daju umnoºak

GH =

[
0 0
0 0

]
.

♥
Kod prstena smo spomenuli mogu¢nost postojanja tzv. djelitelja nule (v. odjeljak

1.1.3), a skup kvadratnih matrica Mn(R) s operacijama zbrajanja i mnoºenja matrica
primjer je nekomutativnog prstena s jedinicom u kojem postoje djelitelji nule (£im je
n ≥ 2).

Dakle, za kvadratne matrice A, B i C jednakog reda, pri £emu je A 6= 0, ne moºemo
izvoditi �skra¢ivanje� na kakvo smo naviknuti kod brojeva, tj. u polju. Iz AB = AC ne
slijedi nuºno B = C jer A(B − C) = 0 op¢enito ne povla£i da je B − C = 0. Na tu
£injenicu valja pripaziti jer £esto dovodi do pogre²aka u rje²avanju zadataka.

No ako je matrica ne samo razli£ita od 0 nego i invertibilna, skra¢ivanje se jednostavno
izvodi mnoºenjem matricom A−1. U polju je invertibilnost ekvivalentna s razli£itosti od
0, dok u prstenu, posebno u prstenu kvadratnih matrica, to ne vrijedi op¢enito.

2.4 Elementarne transformacije i elementarne matrice

Neka je A = [aij] ∈Mmn(F). Ozna£imo sa S1, . . . , Sn redom stupce matrice A, to jest

S1 =


a11
a21
...
am1

 , . . . , Sn =


a1n
a2n
...

amn

 ∈Mm,1(F).

Kaºemo da je
(S1, . . . , Sn)
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stup£ana reprezentacija matrice A. Doista, ova ure�ena n-torka jednostup£anih matrica
potpuno odre�uje matricu A, jer vaºan je redoslijed stupaca, a neki stupci mogu se u
matrici i ponavljati pa nije dovoljno precizno govoriti samo o �skupu stupaca� .

Me�utim, redoslijed stupaca matrice i mogu¢e jednakosti nekih stupaca ne utje£u na
linearnu ljusku

[S1, . . . , Sn]

kao potprostora vektorskog prostora Mm,1(F), razapetog stupcima matrice. Pritom di-
menzija potprostora [S1, . . . , Sn] nije ve¢a od m = dimMm,1(F). S druge strane, dimen-
zija te linearne ljuske nije ve¢a od n jer skup od n vektora sadrºi bazu svoje linearne
ljuske. Stoga je

dim[S1, . . . , Sn] ≤ min{m,n}.

Na isti na£in moºemo promatrati red£anu reprezentaciju matrice A:

(R1, . . . , Rm),

gdje je

R1 =
(
a11 a12 · · · a1n

)
, . . . , Rm =

(
am1 am2 · · · amn

)
∈M1,n(F).

Analogno, vrijedi
dim[R1, . . . , Rm] ≤ min{m,n}.

Lako je ustanoviti da neke operacije (transformacije) nad skupom vektora koji ra-
zapinje ljusku ne¢e promijeniti dimenziju ljuske. Neka je S = {x1, x2, . . . , xn} podskup
nekog vektorskog prostora V nad poljem F. Nad skupom S izvodimo sljede¢e operacije:

1. Me�usobna zamjena nekih dvaju vektora. Na primjer, imamo S ′ = {x2, x1, . . . , xn} =
S. Jasno je [S] = [S ′].

2. Mnoºenje nekog vektora skalarom λ 6= 0. Na primjer, S ′ = {λx1, x2, . . . , xn}. I
ovdje vrijedi [S] = [S ′].

3. Pribrajanje nekog vektora nekom drugom vektoru. Na primjer, S ′ = {x1, x2 + x1,
x3, . . . , xn}. Ponovno, lako je ustanoviti da je [S] = [S ′].

Opisane operacije izvodit ¢emo nad stupcima ili redcima matrice.

De�nicija 2.4.1. Elementarne transformacije nad matricom A ∈Mmn(F) su:

(I) zamjena dvaju stupaca (redaka),

(II) mnoºenje nekog stupca (retka) skalarom λ 6= 0,

(III) pribrajanje nekom stupcu (retku) nekog drugog stupca (retka) pomnoºenog
skalarom λ.
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Uo£imo da se primjenom elementarnih transformacija nad stupcima matrice A ne
mijenja potprostor [S1, . . . , Sn] ≤ Mm,1(F) pa se tako ne mijenja ni njegova dimenzija.
Analogno, primjenom elementarnih transformacija nad redcima matrice A ne mijenja se
potprostor [R1, . . . , Rm] ≤M1,n(F) pa se tako ne mijenja ni njegova dimenzija.

U sljede¢im primjerima uo£it ¢emo da se sve elementarne transformacije nad matri-
com mogu realizirati mnoºenjem te matrice slijeva ili zdesna posebnim matricama.

Primjer 2.10. Neka je

A =

 1 2 −1 0
2 0 3 1
−1 2 1 2

 .

Uo£imo,  1 0 0
0 0 1
0 1 0


︸ ︷︷ ︸

=F

·A =

 1 2 −1 0
−1 2 1 2
2 0 3 1


︸ ︷︷ ︸
zamjena 2. i 3. retka

.

Dakle, matrica FA dobivena je iz matrice A zamjenom 2. i 3. retka. Na isti na£in,

A ·


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=G

=

 1 −1 2 0
2 3 0 1
−1 1 2 2


︸ ︷︷ ︸
zamjena 2. i 3. stupca

,

odnosno mnoºenje AG realizira zamjenu 2. i 3. stupca matrice. Uo£imo da smo za
realizaciju elementarne transformacije nad redcima mnoºili matricu A slijeva, a za tran-
sformaciju nad stupcima zdesna. Nadalje, matrice F i G dobili smo upravo transforma-
cijom prve vrste (konkretno zamjenom 2. i 3. stupca ili retka) jedini£ne matrice I reda
3, odnosno 4. Lako se vidi da je

F · F = I3, G ·G = I4.

Posebno, matrice F i G su invertibilne. I vi²e, kaºemo da su involutorne jer im je inverz
jednak njima samima.

♥
Primjer 2.11. Neka je A kao u primjeru 2.10 te neka su

F =

 1 0 0
0 3 0
0 0 1

 , G =


1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Uo£imo,

F · A =

 1 2 −1 0
6 0 9 3
−1 2 1 2


︸ ︷︷ ︸
2. redak pomnoºen s 3

80



2.4. ELEMENTARNE TRANSFORMACIJE I ELEMENTARNE MATRICE

te

A ·G =

 1 6 −1 0
2 0 3 1
−1 6 1 2


︸ ︷︷ ︸
2. stupac pomnoºen s 3

.

Kao i u prethodnom primjeru mnoºenje 2. retka ili stupca skalarom razli£itim od 0
realizirali smo mnoºenjem matrice A slijeva, odnosno zdesna s matricom kojoj je 2.
redak (ili stupac) jedini£ne matrice pomnoºen odgovaraju¢im skalarom (λ = 3). Lako se
vidi da su matrice F i G invertibilne. Zaista,

F · F ′ = I3, G ·G′ = I4,

gdje je

F ′ =

 1 0 0
0 1

3
0

0 0 1

 , G′ =


1 0 0 0
0 1

3
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 .

♥
Primjer 2.12. Neka je A kao u primjeru 2.10 te neka su

F =

 1 3 0
0 1 0
0 0 1

 , G =


1 3 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Uo£imo,

FA =

 7 2 8 3
2 0 3 1
−1 2 1 2


︸ ︷︷ ︸

1. retku pribrojen je 2. redak pomnoºen s 3

,

AG =

 1 5 −1 0
2 6 3 1
−1 −1 1 2


︸ ︷︷ ︸

2. stupcu pribrojen je 1. stupac pomnoºen s 3

,

Matrice F i G su invertibilne. Inverzi su dani s

F−1 =

 1 −3 0
0 1 0
0 0 1

 , G =


1 −3 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

♥
U primjerima 2.10, 2.11 i 2.12 opisali smo matrice F i G koje mnoºenjem slijeva ili

zdesna realiziraju elementarne transformacije 1., 2. i 3. vrste nad redcima ili stupcima.
Takve se matrice nazivaju elementarne matrice. Nadalje, u primjerima smo vidjeli da su
te matrice invertibilne, a njihovi inverzi tako�er su elementarne matrice. Te se tvrdnje
pokazuju i op¢enito.
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De�nicija 2.4.2. Elementarna matrica reda n je matrica koja je dobivena jednom
elementarnom transformacijom nad stupcima ili redcima jedini£ne matrice reda n.

Propozicija 2.4.3. Svaka elementarna matrica je regularna. Inverz elementarne ma-
trice je elementarna matrica.

Dokaz. Ako je elementarna matrica dobivena zamjenom dvaju stupaca ili redaka jedi-
ni£ne matrice, ona je involutorna, to jest inverz sama sebi.

Ako je elementarna matrica dobivena mnoºenjem i-tog retka (stupca) jedini£ne ma-
trice skalarom λ 6= 0, njoj inverzna matrica dobivena je mnoºenjem i-tog retka (stupca)
jedini£ne matrice skalarom 1

λ
.

Ako je elementarna matrica dobivena pribrajanjem i-tog retka (stupca) pomnoºenog
s λ, j-tom retku (stupcu) jedini£ne matrice, njoj inverzna matrica dobivena je pribraja-
njem i-tog retka (stupca) pomnoºenog s −λ, j-tom retku (stupcu) jedini£ne matrice.

Propozicija 2.4.4. Neka je A ∈ Mmn(F). Elementarne transformacije nad redcima
matrice A mogu se realizirati mnoºenjem slijeva s odgovaraju¢im elementarnim matri-
cama reda m. Elementarne transformacije nad stupcima matrice A mogu se realizirati
mnoºenjem zdesna s odgovaraju¢im elementarnim matricama reda n.

De�nicija 2.4.5. Neka su A,B ∈Mmn(F). Matrica A ekvivalentna je matrici B ako
se B moºe dobiti iz A primjenom kona£no mnogo elementarnih transformacija. Pi²emo
A ∼ B.

Prema propoziciji 2.4.4, ako je A ∼ B, postoje elementarne matrice F1, . . . , Fk reda
m i elementarne matrice G1, . . . , G` reda n takve da je

B = (Fk · · ·F1)A(G1 · · ·G`).

Kako su elementarne matrice regularne, to su i njihovi umno²ci S = Fk · · ·F1 i T =
G1 · · ·G` tako�er regularne matrice i vrijedi

B = SAT.

Ovim smo pokazali sljede¢u tvrdnju.
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Propozicija 2.4.6. Neka su A i B ekvivalentne matrice tipa (m,n). Tada postoje regu-
larna matrica S reda m i regularna matrica T reda n za koje vrijedi B = SAT .

Propozicija 2.4.7. Relacija ′ ∼′ je relacija ekvivalencije na skupu Mmn(F).

Dokaz. Relacija ′ ∼′ je o£ito re�eksivna (A ∼ A).
Pretpostavimo da je A ∼ B. Tada postoje elementarne matrice F1, . . . , Fk reda

m i elementarne matrice G1, . . . , G` reda n takve da je B = (Fk · · ·F1)A(G1 · · ·G`).
Mnoºenjem s inverzima F−11 , . . . , F−1k slijeva te s G−1` , . . . , G−11 zdesna dobivamo da je

F−1k · · ·F
−1
1 BG−1` · · ·G

−1
1 = A,

odnosno B ∼ A s obzirom na to da su inverzi elementarnih matrica elementarne matrice.
Pretpostavimo da je A ∼ B i B ∼ C. Tada postoje odgovaraju¢e elementarne matrice

Fi, Gi, Hi, Ki za koje je B = (Fk · · ·F1)A(G1 · · ·G`) i C = (Hp · · ·H1)B(K1 · · ·Kq). Kako
je mnoºenje matrica asocijativno

C = (Hp · · ·H1Fk · · ·F1)A(G1 · · ·G`K1 · · ·Kq),

slijedi A ∼ C.

2.5 Rang matrice

De�nicija 2.5.1. Neka je A = [aij] ∈ Mmn(F) te (S1, . . . , Sn), Sj ∈ Mm1(F), stup£ana
reprezentacija matrice A. Rang matrice A je dimenzija linearne ljuske razapete skupom
stupaca od A. Pi²emo

r(A) = dim[S1, . . . , Sn].

Uo£imo da je nulmatrica jedina matrica (bilo kojeg tipa) ranga 0, tj. r(A) = 0 ako i
samo ako je A = 0.

U uvodnom razmatranju linearne ljuske skupa stupaca matrice A tipa (m,n) u
odjeljku 2.4 ustanovili smo da dimenzija te linearne ljuske nije ve¢a ni od m ni od
n. Analogna tvrdnja vrijedi i za linearnu ljusku skupa redaka matice A. Te £injenice sad
moºemo iskazati pomo¢u pojma ranga matrice.

Propozicija 2.5.2. Neka je A ∈Mmn(F). Tada vrijedi:
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(a) r(A) ≤ min{m,n},

(b) r(At) ≤ min{m,n}.

Napomenimo da se rang matrice £esto de�nira kao maksimalan broj linearno neza-
visnih stupaca matrice A. Ta je de�nicija ekvivalentna s na²om jer znamo da se svaki
sustav izvodnica (to jest skup {S1, . . . , Sn}) moºe reducirati do baze prema teoremu 1.4.3.

U onom ²to slijedi opisat ¢emo kako operativno odrediti rang neke matrice. Ustanovili
smo da se dimenzija linearne ljuske ne mijenja ako nad vektorima izvodimo elementarne
operacije (transformacije). Dakle, vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 2.5.3. Neka je matrica A′ dobivena iz A primjenom elementarnih transforma-
cija nad stupcima. Tada je

r(A) = r(A′).

Uskoro ¢emo pokazati da se rang matrice ne¢e promijeniti ako primjenjujemo elemen-
tarne transformacije i nad redcima. Sljede¢u tvrdnju katkad se saºeto, iako ne sasvim
korektno, iskazuje tako da je rang matrice po stupcima jednak rangu po redcima. Pritom
�rang po redcima� valja shvatiti kao dimenziju linearne ljuske razapete redcima matrice.
Ovakva �ravnopravnost� stupaca i redaka matrice moºe se u£initi prirodnom, ali zapravo
nije nimalo o£igledna i dokaz je tehni£ki dosta zahtjevan.

Teorem 2.5.4. Neka je dana matrica A ∈Mmn(F). Maksimalan broj linearno nezavis-
nih stupaca matrice A jednak je maksimalnom broju linearno nezavisnih redaka matrice
A.

Skica dokaza. Neka je r(A) = r. Ako je (S1, . . . , Sn) stup£ana reprezentacija matrice A,
onda je

dim[S1, . . . , Sn] = r.

Bez smanjenja op¢enitosti neka je {S1, . . . , Sr} linearno nezavisan skup (u suprotnom
moºemo zamijeniti poredak stupaca jer te elementarne transformacije ne mijenjaju rang
matrice, prema teoremu 2.5.3). Dakle, Sj ∈ [S1, . . . , Sr] za sve j = r+ 1, . . . , n, odnosno

Sj = γ1jS1 + · · ·+ γrjSr, j = r + 1, . . . , n,

za neke γij ∈ F.
Neka je A matrica tipa (m, r) £ija je stup£ana reprezentacija (S1, . . . , Sr) (to jest

matrica koju smo dobili tako ²to smo iz matrice A izbacili zadnjih n − r stupaca).
Pretpostavimo da matrica A ima p linearno nezavisnih redaka. Tada je

p ≤ min{m, r}.
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Zaista, p ≤ m jer m broj redaka u A te p ≤ r jer je svaki redak vektor iz M1,r(F) (ili Fr).
Ozna£imo s R1, . . . , Rm retke u matrici A te bez smanjenja op¢enitosti pretpostavimo
da je skup {R1, . . . , Rp} linearno nezavisan. Stoga postoje λki ∈ F, k = 1, . . . , p, i =
p+ 1, . . . ,m takvi da je

Ri = λ1iR1 + · · ·+ λpiRp, i = p+ 1, . . . , n.

Moºe se pokazati da prethodne relacije vrijede i za retke matrice A, odnosno

Ri = λ1iR1 + · · ·+ λpiRp, i = p+ 1, . . . , n.

(Napominjemo da smo precizan dokaz prethodne jednakosti izostavili.) Sada je o£ito
maksimalan broj linearno nezavisnih redaka u A manji ili jednak od p, odnosno vrijedi

t ≤ p ≤ r,

gdje smo s t ozna£ili maksimalni broj linearno nezavisnih redaka u A.
Ako tvrdnju da je maksimalan broj linearno nezavisnih redaka u nekoj matrici manji

ili jednak maksimalnom broju linearno nezavisnih stupaca primijenimo na matricu At,
dobit ¢emo upravo nejednakost r ≤ t. Dakle, t = r.

Korolar 2.5.5. Vrijedi r(A) = r(At).

Korolar 2.5.6. Ako je matrica A ekvivalentna matrici B, onda je r(A) = r(B).

Dokaz. Matrica B dobivena je pomo¢u kona£no mnogo elementarnih transformacija nad
stupcima i redcima matrice A, pa tvrdnja slijedi prema teoremima 2.5.3 i 2.5.4.

Na² je cilj primjenom elementarnih transformacija nad stupcima i redcima matrice
pojednostavniti po£etnu matricu da se rang moºe lako i²£itati.

Primjer 2.13. Zadana je matrica

A =

 1 0 2 −1
3 1 −3 1
−1 −1 7 −3

 .

Izvodimo sljede¢e elementarne transformacije nad stupcima i redcima:

A ∼
{

2. retku dodamo 1. redak pomnoºen s − 3
3. retku dodamo 1. redak

}
∼

 1 0 2 −1
0 1 −9 4
0 −1 9 −4


∼
{

3. stupcu dodamo 1. stupac pomnoºen s − 2
4. stupcu dodamo 1. stupac

}
∼

 1 0 0 0
0 1 −9 4
0 −1 9 −4


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∼
{
3.retku dodamo 2. redak

}
∼

 1 0 0 0
0 1 −9 4
0 0 0 0


∼
{

3. stupcu dodamo 2. stupac pomnoºen s 9
4. stupcu dodamo 2. stupac pomnoºen s− 4

}
∼

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 = D2

Jasno je da je r(D2) = 2, jer prva dva stupca o£ito £ine linearno nezavisan skup, pa je i
r(A) = 2.

♥

De�nicija 2.5.7. Neka je 0 < r ≤ min{m,n}. Matrica Dr ∈ Mmn(F) takva da je
[Dr]ii = 1, za sve i = 1, . . . , r, a svi ostali elementi jednaki su nuli, naziva se kanonska
matrica ranga r i tipa (m,n).

Matrica

�

(
1 0 0
0 0 0

)
je tipa (2, 3) i ranga 1,

�

(
1 0 0
0 1 0

)
je tipa (2, 3) i ranga 2,

�

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 je reda 3 i ranga 3 � maksimalnog ranga te je o£ito jednaka jedini£noj

matrici.

Kanonska matrica Dr odre�enog tipa (m,n) i ranga r sluºi nam kao najjednostavniji
standardni oblik matrice iz kojeg moºemo izravno o£itati rang matrice. U primjeru 2.13
prikazan je postupak kakav se zapravo moºe izvesti op¢enito, za bilo koju matricu, u svrhu
odre�ivanja njezina ranga. U praksi ne¢emo uvijek morati elementarne transformacije
izvoditi sve dok ne dobijemo ba² kanonsku matricu, nego ¢e se rang vidjeti i prije toga,
kad se uo£i maksimalan linearno nezavisan skup stupaca ili redaka. No vaºno je imati
takav standardni oblik kojim se moºemo posluºiti u prakti£nim postupcima i u dokazima
propozicija.

Propozicija 2.5.8. Neka je A ∈Mmn(F) ranga r. Tada se matrica A moºe primjenom
kona£no mnogo elementarnih transformacija nad stupcima ili redcima svesti na kanonsku
matricu tipa (m,n) i ranga r.

Skica dokaza. Ovu vaºnu tvrdnju ne¢emo dokazati formalno i op¢enito jer je ispisivanje
dokaza pomo¢u op¢ih koe�cijenata matrice razmjerno komplicirano, a svi se vaºni koraci
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mogu opisati i shvatiti na primjerima. Najprije, ako u matrici postoje stupci ili redci £iji
su svi elementi jednaki 0, takve premjestimo na zadnja mjesta (stupce desno, retke dolje).
Dalje, uz pomo¢ elementarnih transformacija ako je potrebno, na poziciji (1, 1) dobivamo
koe�cijent jednak 1. Zatim elementarnim transformacijama 2. i 3. tipa moºemo na svim
ostalim pozicijama u 1. retku i 1. stupcu dobiti koe�cijente 0. Time postiºemo da 1.
redak i 1. stupac postanu jednaki onima u kanonskoj matrici. Postupak nastavljamo
analogno od pozicije (2, 2) u matrici, pri £emu vi²e ne mijenjamo ni prvi stupac ni prvi
redak. Ako je r(A) = r, ovim postupkom do¢i ¢emo do kanonske matrice Dr.

Iz korolara 2.5.6 i propozicije 2.5.8 izravno slijedi:

Propozicija 2.5.9. Neka je A ∈Mmn(F). Vrijedi r(A) = r ako i samo ako A ∼ Dr.

Teorem 2.5.10. Matrice jednakog tipa ekvivalentne su ako i samo ako su jednakog ranga.

Dokaz. Jedan smjer pokazan je u korolaru 2.5.6. Obrnuto, pretpostavimo da su A,B ∈
Mmn(F) jednakog ranga r. Po propoziciji 2.5.8 obje su ekvivalentne kanonskoj matrici
Dr, a kako je ekvivalencija matrica simetri£na i tranzitivna relacija (po Propoziciji 2.4.7),
slijedi da su A i B ekvivalentne. Konkretno, matricu A moºemo elementarnim tran-
sformacijama pretvoriti u Dr, a Dr moºemo zatim pretvoriti u matricu B, postupkom
obrnutim pretvaranju B u Dr.

Primijetimo jo² da iz propozicije 2.5.9 slijedi da za svaku matricu A ranga r postoje
regularne matrice S i T takve da vrijedi A = SDrT . Pritom su A i Dr jednakog tipa
(m,n), S je kvadratna matrica reda m, a T kvadratna matrica reda n. To slijedi iz
propozicije 2.4.6, a prikaz oblika A = SDrT £esto je koristan.

Propozicija 2.5.11. Neka su A ∈ Mmn(F) i B ∈ Mnp(F) dvije (ulan£ane) matrice te
ozna£imo njihov umnoºak sa C = AB. Nadalje, neka je (S1, . . . , Sn) stup£ana reprezen-
tacija matrice A, a (C1, . . . , Cp) stup£ana reprezentacija matrice C. Tada se svaki stupac
Ck ∈Mm1(F) moºe napisati kao linearna kombinacija stupaca S1, . . . Sn ∈Mm1(F).

Dokaz. Po de�niciji mnoºenja matrica, uz oznake A = [aij], B = [bjk], C = [cik] imamo

Ck =


c1k
c2k
...
cmk

 =


∑n

i=1 a1ibik∑n
i=1 a2ibik

...∑n
i=1 amibik

 =


a11 b1k

a21 b1k
...

am1 b1k

+ · · ·+


a1n bnk

a2n bnk
...

amn bnk


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odnosno

Ck = b1k


a11
a21
...
am1


︸ ︷︷ ︸

S1

+ · · ·+ bnk


a1n
a2n
...

amn


︸ ︷︷ ︸

Sn

=
n∑
j=1

bjkSj.

Propozicija 2.5.12. Neka su A i B ulan£ane matrice. Tada rang njihova umno²ka nije
ve¢i od ranga pojedinih matrica, to jest r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}.

Dokaz. Primijenimo prethodnu propoziciju na matrice A i AB, uz iste oznake kao u
dokazu te propozicije. Tada je linearna ljuska [C1, . . . , Cp] potprostor vektorskog pros-
tora Mm1(F), sadrºan u potprostoru [S1, . . . , Sn], jer se svaki od stupaca Ck, k =
1, . . . , p, moºe izraziti kao linearna kombinacija stupaca S1, . . . , Sn matrice A. Stoga
je dim[C1, . . . , Cp] ≤ dim[S1, . . . , Sn], dakle r(AB) ≤ r(A),

Primjenom dokazanog na matricuBtAt dobivamo r(BtAt) ≤ r(Bt), odakle je r((AB)t)
= r(BtAt) ≤ r(Bt). Zatim iskoristimo korolar 2.5.5 po kojem se rang matrice ne mijenja
transponiranjem pa dobivamo r(AB) ≤ r(B).

Uo£imo da se tvrdnja ove propozicije moºe indukcijom pro²iriti na umnoºak bilo
kojeg broja ulan£anih matrica.

2.6 Inverzna matrica. Grupa regularnih matrica.

Skup svih regularnih, to jest invertibilnih matrica u multiplikativnom monoidu Mn(F)
£ini nekomutativnu grupu (v. Korolar 1.1.10). Tu grupu ozna£avat ¢emo s GL(n,F) i
nazivati op¢a linearna grupa.

Teorem 2.6.1. Matrica reda n regularna je ako i samo ako je ranga n.

Dokaz. Pretpostavimo da je matrica A ∈Mn(F) regularna i ranga r ≥ 1. Tada je prema
teoremu 2.5.9 A ∼ Dr, gdje je Dr kanonska matrica ranga r i reda n. Propozicija 2.4.6
povla£i da je Dr = SAT za neke regularne matrice S i T reda n. Stoga je i Dr nuºno
regularna jer je umnoºak regularnih matrica. Uo£imo da je Dr je regularna ako i samo
ako je r = n. S jedne strane, uvjet r = n dovoljan je za regularnost kvadratne kanonske
matrice jer Dn je jedini£na matrica. S druge strane, uvjet je i nuºan jer za r < n matrica
Dr ima barem jedan nulredak i barem jedan nulstupac (to su n-ti redak i n-ti stupac).
Takva matrica nije regularna jer njezin umnoºak s bilo kojom kvadratnom matricom
reda n tako�er ima nulredak ili nulstupac pa taj umnoºak nije jedini£na matrica.
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Obratno, ako je A ranga n, tada je A ∼ Dn = I, odnosno zbog simetri£nosti I ∼ A.
Prema propoziciji 2.4.6 postoje regularne matrice S i T reda n takve da je A = SIT =
ST , pa slijedi da je A regularna.

Korolar 2.6.2. Svaka regularna matrica moºe se napisati kao umnoºak elementarnih
matrica.

Dokaz. Neka je A ∈ Mn(F) regularna, tada je prema teoremu 2.6.1 ranga n, a prema
teoremu 2.5.9 je A ∼ I. Stoga postoje elementarne matrice F1, . . . , Fk i G1, . . . , Gl reda
n takve da je A = (Fk · · ·F1)I(G1 · · ·Gl) = Fk · · ·F1G1 · · ·Gl. Dakle, A je umnoºak
elementarnih matrica.

Korolar 2.6.3. Neka su A,B ∈ Mmn(F). Matrice A i B ekvivalentne su ako i samo
postoji regularna matrica S reda m i regularna matrica T reda n za koje vrijedi B = SAT .

Dokaz. Jedan smjer pokazali smo u propoziciji 2.4.6, a drugi slijedi iz prethodnog koro-
lara 2.6.2.

Regularne matrice posebne su i po tome ²to se mogu transformirati do jedini£ne
matrice primjenom elementarnih transformacija samo po redcima ili samo po stupcima.
Zaista, neka je A = (aij) regularna, odnosno r(A) = n. Bez smanjenja op¢enitosti
moºemo pretpostaviti da je a11 6= 0. (U suprotnom u prvom stupcu mora postojati
element aj1 6= 0 jer je matrica A punog ranga te zamijenimo prvi i j-ti redak.) Stoga
vrijedi

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... · · · ...
an1 an2 . . . ann

 ∼


1 a′12 . . . a′1n
0 a′22 . . . a′2n
...

... · · · ...
0 a′n2 . . . a′nn

 = A′,

gdje smo matricu A′ dobili nakon sljede¢ih transformacija: pribrajanjem 1. retka pomno-
ºenog s −aj1/a11 j-tom retku, za sve j = 2, . . . , n te mnoºenjem 1. retka s 1/a11.
Sada uo£imo da me�u elementima 2. stupca {a′22, . . . , a′n2} mora postojati barem jedan
element razli£it od nule. Zaista, ako bi svi bili jednaki nuli, drugi bi stupac matrice A′ bio
nuºno kolinearan s prvim stupcem, ²to bi zna£ilo da je r(A′) < n, a to je u proturje£ju s
£injenicom da su A i A′ ekvivalentne matrice. Stoga, ponovno bez smanjenja op¢enitosti
moºemo pretpostaviti da je a22 6= 0 te na sli£an na£in transformiraju¢i matricu A′

dobivamo

A ∼ A′ ∼


1 0 a′′13 . . . a′′1n
0 1 a′′23 . . . a′′2n
0 0 a′′33 . . . a′′2n
...

...
... · · · ...

0 0 a′′n3 . . . a′′nn

 = A′′.
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Analognim zaklju£ivanjem dobivamo da me�u elementima 3. stupca {a′′33, . . . , a′′n3} mora
postojati barem jedan element razli£it od nule i nastavljamo postupak. U posljednjem
koraku imat ¢emo

A ∼


1 0 . . . 0 a

(n−1)
1n

0 1 . . . 0 a
(n−1)
2n

...
... · · · ...

...
0 0 . . . 1 a

(n−1)
2,n−1

0 0 . . . 0 a
(n−1)
nn

 = A(n−1),

pri £emu je nuºno a(n−1)nn 6= 0 jer bi u suprotnom imali r(A) = r(A(n−1)) = n − 1 < n.
Stoga smo dobili da je A ∼ I, pri £emu smo rabili samo elementarne transformacije nad
redcima matrice.

Posve analogno mogli bismo provoditi elementarne transformacije samo nad stupcima
matrice i do¢i do istog zaklju£ka.

Primjer 2.14. Transformirat ¢emo zadanu matricu A koriste¢i se samo elementarnim
transformacijama nad redcima matrice.

A =

 1 2 −1
2 3 5
0 −1 9


∼
{
2.retku dodamo 1. redak pomnoºen s− 2

}
∼

 1 2 −1
0 −1 7
0 −1 9


∼
{

1. retku dodamo 2. redak pomnoºen s 2
3. retku dodamo 2. redak pomnoºen s− 1

}
∼

 1 0 13
0 −1 7
0 0 2


∼
{

2. redak pomnoºimo s − 1
3. redak pomnoºimo s 1

2

}
∼

 1 0 13
0 1 −7
0 0 1



∼
{

1. retku dodamo 3. redak pomnoºen s − 13
2. retku dodamo 3. redak pomnoºen sa 7

}
∼

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I.

♥
Svojstvo da se regularna matrica moºe svesti na jedini£nu matricu upotrebljavaju¢i

elementarne transformacije samo nad redcima matrice (ili samo nad stupcima) moºe
se iskoristiti za postupak odre�ivanja inverza. Zaista, ako je A ∈ GL(n,F), postoje
elementarne matrice F1, . . . , Fk reda n takve da je

I = Fk · · ·F1A.

Zbog jedinstvenosti inverza jasno je da je

A−1 = Fk · · ·F1.
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No i vi²e jer je
A−1 = (Fk · · ·F1)I,

slijedi da ¢emo inverz A−1 dobiti transformiraju¢i matricu I istim transformacijama koje
£inimo nad redcima matrice A s ciljem dobivanja jedini£ne matrice A. Prirodno je da se
te transformacije izvode istodobno. Ukratko, doga�a se sljede¢e

(A
... I) ∼

{
elementarne transformacije nad redcima

}
∼ (I

... A−1).

Primjer 2.15. Odredimo inverz matrice A iz prethodnog primjera.

(A
... I) =

 1 2 −1 p 1 0 0
2 3 5 p 0 1 0
0 −1 9 p 0 0 1


∼

 1 2 −1 p 1 0 0

0 −1 7 p −2 1 0
0 −1 9 p 0 0 1


∼

 1 0 13 p −3 2 0
0 −1 7 p −2 1 0
0 0 2 p 2 −1 1


∼

 1 0 13 p −3 2 0
0 1 −7 p 2 −1 0

0 0 1 p 1 −1
2

1
2


∼

 1 0 0 p −16 17
2

−13
2

0 1 0 p 9 −9
2

7
2

0 0 1 p 1 −1
2

1
2

 = (I
... A−1).

Oznaka elementa aij zna£i da se transformacije izvode nad svim redcima matrice
osim na i-tom s ciljem da svi elementi j-tog stupca postanu nule, osim samog elementa
aij. Taj se element £esto zove pivotni.

♥

Propozicija 2.6.4. Umnoºak dviju kvadratnih matrica je regularna matrica ako i samo
ako su obje matrice regularne.

Dokaz. Otprije znamo da je umnoºak regularnih matrica A i B reda n tako�er regularna
matrica.

Obrnuto, ako je AB regularna matrica, onda je r(AB) = n po teoremu 2.6.1. Prema
propoziciji 2.5.12 tada obje matrice A i B imaju rang jednak n.

Primjer 2.16. Kaºemo da je matrica A ∈Mn(F) ortogonalna ako je AAt = AtA = I, to
jest ako je A−1 = At. Skup ortogonalnih matrica reda n s elementima iz F ozna£avamo s
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O(n,F) i on £ini podgrupu op¢e linearne grupe GL(n,F). Zaista, ako su A,B ∈ O(n,F),
tada je

(AB)(AB)t = (AB)(BtAt) = A(BBt)At = AIAt = AAt = I.

Dakle, AB ∈ O(n,F). Nadalje, inverz A−1 = At je ortogonalna matrica, pa je O(n,F)
podgrupa od GL(n,F).

Matrica

A =

(
3/5 4/5
−4/5 3/5

)
je ortogonalna matrica reda 2. Uo£imo da je(

3

5

)2

+

(
4

5

)2

= 1,

(
−4

5

)2

+

(
3

5

)2

= 1,
3

5
· 4

5
+

(
−4

5

)
3

5
= 0.

Dakle, zbroj kvadrata elemenata svakog retka je 1, a zbroj umnoºaka odgovaraju¢ih
koe�cijenata prvog i drugog retka je 0. Lako se vidi da isto vrijedi i za stupce matrice A.
No opaºeno svojstvo vrijedi i op¢enito za A = [aij] ∈ O(n,F). Kako je AAt = I, slijedi
da je [AAt]ij = [I]ij = δij te

[AAt]ij =
n∑
k=1

[A]ik[A
t]kj =

n∑
k=1

aikajk,

pa je
n∑
k=1

aikajk = δij.

Za i = j je
n∑
k=1

a2ik = 1,

a za i 6= j
n∑
k=1

aikajk = 0.

Na temelju ovih relacija naziv ortogonalna matrica postat ¢e jasniji u Linearnoj algebri
2, kad se bude prou£avala operacija skalarnog mnoºenja na vektorskom prostoru. Redci
ortogonalne matrice £init ¢e tada tzv. ortonormirani skup vektora.

Analogno svojstvo imaju stupci matrice A jer iz jednakosti AtA = I dobivamo
n∑
k=1

a2ki = 1,
n∑
k=1

akiakj = 0, i 6= j.

Dakle, i stupci matrice A su normirani vektori i me�usobno ortogonalni.
Poznati primjer ortogonalne matrice je(

cosα − sinα
sinα cosα

)
, α ∈ R.

♥
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POGLAVLJE 3

SUSTAVI LINEARNIH JEDNAD�BI

3.1 Osnovni pojmovi i de�nicije

De�nicija 3.1.1. Linearna jednadºba s n nepoznanica nad poljem F je svaka
jednadºba oblika

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b, (3.1)

pri £emu su x1, . . . , xn nepoznanice, a1, . . . , an ∈ F koe�cijenti te b ∈ F slobodni
koe�cijent. Ako je b = 0, jednadºba (3.1) naziva se homogenom.

Rje²enje jednadºbe (3.1) je svaka ure�ena n-torka (γ1, . . . , γn) ∈ Fn takva da sup-
stitucijom x1 = γ1, . . . , xn = γn u (3.1) dobivamo numeri£ki identitet.

Rije²iti jednadºbu (3.1) zna£i odrediti skup svih njezinih rje²enja.

Primjer 3.1. Jednadºba
2x− y + z + 3 = 0

predstavlja op¢i ili implicitni oblik jednadºbe ravnine u E3 (odnosno R3). Za x = t i
y = s dobivamo pripadni parametarski koordinatni oblik jednadºbe te ravnine

x = t,

y = s,

z = −2t+ s− 3, s, t ∈ R,

iz kojeg moºemo i²£itati skup rje²enja po£etne jednadºbe

{(t, s,−2t+ s− 3) : t, s ∈ R} = {(0, 0,−3) + t(1, 0,−2) + s(0, 1, 1) : t, s ∈ R}.

Jo² kaºemo da ova ravnina prolazi to£kom (0, 0,−3) i razapeta je vektorima (1, 0,−2)
i (0, 1, 1).

♥
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De�nicija 3.1.2. Neka su m,n ∈ N. Sustav od m linearnih jednadºbi s n nepoz-

nanica nad poljem F je sustav jednadºbi oblika

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

...
... · · · ...

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm,

(3.2)

pri £emu su x1, . . . , xn nepoznanice, aij ∈ F koe�cijenti te bi ∈ F slobodni koe�cijenti,
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Ako je b1 = · · · = bm = 0, sustav (3.2) naziva se homogeni

sustav.
Rje²enje sustava (3.2) je svaka ure�ena n-torka (γ1, . . . , γn) ∈ Fn takva da supsti-

tucijom x1 = γ1, ..., xn = γn u (3.2) dobivamo m numeri£kih identiteta.
Rije²iti sustav (3.2) zna£i odrediti skup svih njegovih rje²enja.

Ako je Ri skup svih rje²enja i-te jednadºbe u (3.2), skup svih rje²enja sustava (3.2)
jednak je

R =
m⋂
i=1

Ri.

Sustav je rje²iv ili konzistentan ako ima barem jedno rje²enje, odnosno ako R 6= ∅.

Primjer 3.2. Sustav
2x + y = −1
x − y = 4

je rje²iv. �tovi²e, ima jedinstveno rje²enje (1,−3). Dakle, R = {(1,−3)}.
Sustav

2x + y = −1
−4x − 2y = 2

je tako�er rje²iv. Na primjer, ure�eni par (0,−1) zadovoljava sustav. No ovaj sustav
ima beskona£no mnogo rje²enja. Skup svih rje²enja jednak je

R = {(t,−2t− 1) : t ∈ R}.

Sustav
2x + y = −1
−4x − 2y = 5

nema rje²enja, to jest nekonzistentan je.
Navedeni primjeri opisuju sve slu£ajeve koje moºemo dobiti pri rje²avanju sustava s

dvije linearne jednadºbe s dvije nepoznanice. Zaista, kako se jedna linearna jednadºba
s dvije nepoznanice geometrijski interpretira kao pravac u ravnini, rje²avanje sustava �2
puta 2� interpretiramo kao traºenje presjeka dvaju pravaca u ravnini. Pravci se mogu
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sje¢i u jednoj to£ki (jedinstveno rje²enje sustava), mogu se poklapati (beskona£no rje²enja
sustava) ili mogu biti paralelni (sustav nema rje²enja).

♥

Primjer 3.3. Svaki homogeni sustav je rje²iv jer ima barem jedno, o£igledno rje²enje:

x1 = x2 = · · · = xn = 0,

to jest (0, 0, . . . , 0). To rje²enje naziva se trivijalnim. Dakle, za homogene sustave od
interesa je pitanje ima li samo trivijalno rje²enje ili ima i druga£ijih, netrivijalnih rje²enja.
Pokazat ¢e se da je to pitanje vaºno za opis strukture svakog sustava linearnih jednadºbi.

♥
Pitanja koja se name¢u i s kojima ¢emo se baviti u nastavku su sljede¢a:

� Koji nuºni i dovoljni uvjeti trebaju biti ispunjeni da bi sustav bio rje²iv?

� Ako je sustav linearnih jednadºbi rje²iv, kako opisati skup svih njegovih rje²enja?

� Postoji li univerzalna metoda rje²avanja sustava linearnih jednadºbi?

Prije toga uvest ¢emo kra¢i, odnosno matri£ni zapis sustava (3.2). Koe�cijente sustava
(3.2) smjestimo u matricu tipa (m,n),

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... · · · ...
am1 am2 . . . amn

 ,

a slobodne koe�cijente i nepoznanice u stup£ane matrice tipa (m, 1), odnosno (n, 1)

B =


b1
b2
...
bm

 , X =


x1
x2
...
xn

 .

Sada uo£imo da je sustav (3.2) ekvivalentan matri£noj jednadºbi

AX = B, (3.3)

pri £emu AX predstavlja umnoºak matrica A i X. Rije²iti sustav (3.2) ekvivalentno je
rje²avanju matri£ne jednadºbe (3.3). Iz tog razloga rje²enja sustava (3.2) £esto prikazu-
jemo i zapisujemo kao stup£ane matrice iz Mn1(F),

Fn 3 (γ1, . . . , γn) !


γ1
γ2
...
γn

 ∈Mn1(F).
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Matrica A naziva se matrica sustava (3.2). Sustavu (3.2) pridruºujemo i takozvanu
pro²irenu matricu sustava,

Ap =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

... · · · ...
...

am1 am2 . . . amn bm

 = (A
...B).

Uo£imo, Ap ∈Mm,n+1(F).

3.2 Rje²ivost sustava. Kriterij jednozna£nosti rje²enja.

Propozicija 3.2.1. Neka je (γ1, . . . , γn) ∈ Fn rje²enje sustava (3.2). Tada je

B = γ1S1 + · · ·+ γnSn,

gdje je (S1, . . . , Sn) stup£ana reprezentacija matrice sustava A te B matrica slobodnih
koe�cijenata sustava.

Obratno, ako se B moºe prikazati u obliku B = γ1S1 + · · · + γnSn, pri £emu su
γ1, . . . , γn ∈ F, onda je ure�ena n-torka (γ1, . . . , γn) jedno rje²enje sustava (3.2).

Dokaz. Najprije primijetimo da prva tvrdnja slijedi iz propozicije 2.5.11 kao poseban
slu£aj kad se matrica tipa (m,n) mnoºi jednostup£anom matricom tipa (n, 1). Radi pre-
glednosti pri rje²avanju sustava linearnih jednadºbi napi²imo to ipak i ovdje, za rje²enje
(γ1, . . . , γn) ∈ Fn sustava (3.2). Vrijedi

B =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... · · · ...
am1 am2 . . . amn




γ1
γ2
...
γn

 =


∑n

k=1 a1kγk∑n
k=1 a2kγk

...∑n
k=1 amkγk



= γ1


a11
a21
...
am1

+ γ2


a12
a22
...
am2

+ · · ·+ γn


a1n
a2n
...

amn

 .

Odavde je o£ito da vrijedi i obrat tvrdnje.

Uo£imo da je homogenom sustavu pridruºena matri£na jednadºba AX = 0 te da za
trivijalno rje²enje vrijedi 0 = 0 · S1 + · · ·+ 0 · Sn.

Teorem 3.2.2 (Kronecker-Capelli). Sustav AX = B je rje²iv ako i samo ako je rang
matrice sustava A jednak rangu pro²irene matrice sustava Ap.
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Dokaz. Prisjetimo se,
r(A) = dim[S1, . . . , Sn],

gdje je (S1, . . . , Sn) stup£ana reprezentacija matrice sustava A.
Prema propoziciji 3.2.1 sustav AX = B je rje²iv ako i samo ako je B ∈ [S1, . . . , Sn].

Uo£imo da je ovo ispunjeno ako i samo ako vrijedi jednakost potprostora

[S1, . . . , Sn] = [S1, . . . , Sn, B].

Budu¢i da svakako vrijedi [S1, . . . , Sn] ≤ [S1, . . . , Sn, B], ovi potprostori jednaki su ako i
samo ako su im jednake dimenzije,

r(A) = dim[S1, . . . , Sn] = dim[S1, . . . , Sn, B] = r(Ap).

Korolar 3.2.3. Sustav (3.2) ima jedinstveno rje²enje ako i samo ako je

r(A) = r(Ap) = n.

Dokaz. Ako sustav (3.2) ima jedinstveno rje²enje (γ1, . . . , γn) ∈ Fn, prikaz vektora
B kao linearne kombinacije, B = γ1S1 + · · · + γnSn, je jedinstven. Stoga je skup
{S1, . . . , Sn} linearno nezavisan, pa i baza linearne ljuske [S1, . . . , Sn]. Naime, ako bi
postojala netrivijalna linearna kombinacija λ1S1 + · · · + λnSn = 0 onda bi ure�ena
n-torka (γ1 + λ1, . . . , γn + λn) bila rje²enje sustava razli£ito od (γ1, . . . , γn), suprotno
pretpostavci. Dakle, r(A) = n, a r(A) = r(Ap) (prema propoziciji 3.2.1).

Obratno, ako je r(A) = r(Ap) = n, sustav je rje²iv i B ∈ [S1, . . . , Sn] (propozicija
3.2.1). Kako je r(A) = n, skup {S1, . . . , Sn} je linearno nezavisan, pa je prikaz vektora
B u bazi {S1, . . . , Sn} jedinstven, ²to povla£i jedinstvenost rje²enja sustava.

Napomenimo da smo u prvom dijelu dokaza ovog korolara mogli primijeniti tvrdnju
zadatka 1.7. Umjesto toga, radi cjelovitosti dokaza korolara, tvrdnju smo dokazali u
kontekstu koji nam je ovdje vaºan. Uz prilagodbu oznaka tu zapravo vidimo rje²enje
zadatka 1.7. Uvjerite se u to sami, za vjeºbu.

3.3 Homogeni sustav. Struktura skupa rje²enja.

Ve¢ znamo da homogeni sustav AX = 0 uvijek ima barem trivijalno rje²enje 0, to
jest (0, 0, . . . , 0). Uo£imo jedan jednostavan dovoljan uvjet (ne i nuºan) za postojanje
netrivijalnog rje²enja homogenog sustava: ako jem < n, dakle broj jednadºbi homogenog
sustava manji od broja nepoznanica, onda taj sustav ima neko rje²enje razli£ito od
trivijalnog. Naime, kako rang matrice nije ve¢i od broja redaka matrice, u tom slu£aju
imamo r(A) ≤ m < n pa iz korolara 3.2.3 slijedi da rje²enje sustava nije jedinstveno.
Sad ¢emo pokazati da skup svih rje²enja homogenog sustava ima strukturu koja nam je
vrlo dobro poznata.
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Propozicija 3.3.1. Skup svih rje²enja homogenog sustava AX = 0 £ini vektorski pot-
prostor prostora Mn1(F), odnosno prostora Fn.

Dokaz. Ozna£imo s
H = {H ∈Mn1(F) : AH = 0}.

Neka su H1, H2 ∈ H te λ ∈ F. Tada je

A(λH1 +H2) = λ(AH1) + AH2 = 0,

pa je i λH1 + H2 rje²enje homogenog sustava AX = 0, odnosno λH1 + H2 ∈ H. Dakle,
H ≤Mn1(F).

Neka je {H1, . . . , Hd} baza potprostora H. Tada je

H = {λ1H1 + · · ·+ λdHd : λ1, . . . , λd ∈ F}.

Drugim rije£ima, svako rje²enje H homogenog sustava AX = 0 oblika je

H = λ1H1 + · · ·+ λdHd,

za neke λ1, . . . , λd ∈ F. Prethodno opaºanje vrijedi u svakom vektorskom prostoru, no za
sada jo² ne znamo kako prona¢i bazu i dimenziju za H. Na ta pitanja dat ¢emo odgovor
u sklopu metode za rje²avanje sustava.

Skup svih rje²enja nehomogenog sustava AX = B usko je povezan sa skupom svih
rje²enja pripadnog homogenog sustava AX = 0.

Teorem 3.3.2. Neka je R0 ∈ Mn1(F) rje²enje sustava AX = B. Skup svih rje²enja
sustava AX = B je

R = R0 +H = {R0 +H : H ∈ H}.

Dokaz. Treba pokazati inkluzije, R ⊆ {R0 + H : H ∈ H} i {R0 + H : H ∈ H} ⊆ R.
Ako je R1 ∈ R, onda je A(R1 −R0) = B −B = 0, pa je R1 −R0 ∈ H i

R1 = R0 + (R1 −R0︸ ︷︷ ︸
=H

) ∈ {R0 +H : H ∈ H}.

S druge strane, za sve H ∈ H je A(R0 + H) = AR0 + AH = B + 0 = B, pa je
R0 +H ∈ R.

Istaknuto rje²enje R0 sustava AX = B naziva se partikularno rje²enje. Teorem
3.3.2 kaºe nam da se svako rje²enje nehomogenog sustava moºe izraziti kao zbroj nekog
partikularnog rje²enja i nekog rje²enja pripadnog homogenog sustava. Skup oblika R0+H
naziva se linearna mnogostrukost (pri £emu je bitno da je H potprostor). Uo£imo da

98



3.4. POSTUPAK RJE�AVANJA SUSTAVA. GAUSSOVA METODA.

bilo koje rje²enje sustava moºe posluºiti kao odabrano partikularno rje²enje. Naravno,
ako sustav AX = B ima jedinstveno rje²enje R0, onda je H = {0} i R = {R0}.

Linearnu mnogostrukost moºemo geometrijski shvatiti kao translatirani potprostor.
U slu£aju sustava s tri nepoznanice to moºe biti to£ka, pravac ili ravnina kao translatirani
potprostor dimenzije 0, 1 ili 2. U primjeru 3.1 skup rje²enja zapisan je kao jednadºba
ravnine u parametarskom obliku. To je linearna mnogostrukost R0 +H = (0, 0,−3) +
[(1, 0,−2), (0, 1, 1)].

3.4 Postupak rje²avanja sustava. Gaussova metoda.

De�nicija 3.4.1. Dva sustava linearnih jednadºbi nad istim poljem F su ekvivalentna
ako imaju jednaki broj nepoznanica i jednaki skup rje²enja.

Ideja na²eg postupka rje²avanja sustava bit ¢e u tome da sustav transformiramo u njemu
ekvivalentan, ali jednostavniji od po£etnog u smislu da iz njega moºemo lako i²£itati
rje²enje.

Primjer 3.4. Sljede¢a tri sustava su ekvivalentna:

(1)

 x1 + 3x2 + 2x3 = −1
2x1 + 3x2 + 8x3 = 1
x1 + x2 + 3x3 = 1

,

(2)

 x1 + 2x2 + 3x3 = 0
− x2 + 2x3 = 1

x3 = 0
,

(3)

 x1 = 2
x2 = −1

x3 = 0
.

Rje²enje tih sustava je jedinstveno � (2,−1, 0). Lako je odabrati koji je od tih sustava
najlak²e rije²iti � to je sustav (3), £iji oblik je ujedno zapis rje²enja. I sustav (2) lako se
rje²ava, supstitucijom unazad, dok je sustav (1) potrebno dodatno transformirati kako
bi se do²lo do rje²enja.

♥
Iz prethodnog primjera moºemo zaklju£iti da jednostavnim sustavima smatramo one

£ija je matrica sustava dijagonalna (jedini£na) ili gornjotrokutasta. No to nije uvijek
mogu¢e dobiti jer matrica sustava ne mora biti kvadratna, a i rje²enje ne mora biti nuºno
jedinstveno. Ipak, koriste¢i se elementarnim transformacijama nad redcima pro²irene
matrice, mogu¢e je dobiti takvu matricu da ¢emo rje²enje samo �pro£itati�.

Propozicija 3.4.2. Primjenom elementarnih transformacija na jednadºbama sustava,
odnosno na redcima pripadne pro²irene matrice, dobivamo sustav ekvivalentan polaznom.
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Dokaz. Zadan je sustav AX = B, A ∈Mmn(F). Elementarne transformacije na redcima
pripadne pro²irene matrice realiziraju se mnoºenjem slijeva s elementarnim matricama,
odnosno nekom regularnom matricom T ∈Mm(F). Stoga nakon provedenih transforma-
cija dobivamo sustav (TA)X = TB.

Ako je R ∈Mn1(F) rje²enje sustava AX = B, to jest AR = B, onda je i (TA)R = TB.
Obratno, ako (TA)R = TB, mnoºenjem inverzom T−1 slijeva slijedi da je AR = B.
Dakle, ako je bilo koji od ta dva sustava rje²iv onda je rje²iv i drugi sustav te im se
skupovi rje²enja podudaraju. Stoga su sustavi ekvivalentni.

Primijetimo jo² da moºemo posebno provjeriti uvjete rje²ivosti oba sustava pomo¢u

teorema 3.2.2. Vrijedi r(A) = r(TA), r(Ap) = r(TAp) i (TA)p = (TA
...TB) = TAp pa je

r(A) = r(Ap) ako i samo ako je r(TA) = r((TA)p).

Pretpostavimo prvo da je r(A) = r < n. Primjenom kona£no mnogo elementarnih
transformacija nad redcima pro²irene matrice Ap (i uz eventualnu zamjenu redoslijeda
varijabli) moºemo dobiti sljede¢e

Ap ∼



1 0 · · · 0 | a′1,r+1 · · · a′1,n p b′1
0 1 · · · 0 | a′2,r+1 · · · a′2,n p b′2
...

... · · · ... | ... · · · ... p ...
0 0 · · · 1 | a′r,r+1 · · · a′r,n p b′r
0 0 · · · 0 | 0 · · · 0 p b′r+1
...

... · · · ... | ... · · · ... p ...
0 0 · · · 0 | 0 · · · 0 p b′m


, (3.4)

gdje su a′ij ∈ F za i = 1, . . . , r, j = r + 1, . . . , n, zatim b′1, . . . , b
′
r ∈ F te (b′r+1, . . . , b

′
m) =

(0, . . . , 0) ili (b′r+1, . . . , b
′
m) = (1, . . . , 0). Uo£imo da je jedini£na podmatrica (blok) reda r.

Postupak transformiranja primjenom elementarnih transformacija nad redcima pro²irene
matrice sustava na matricu u (3.4) zovemo Gaussova metoda eliminacije.

Ako je (b′r+1, . . . , b
′
m) = (0, . . . , 0), onda o£ito r(A) = r(Ap) = r, pa prema Kronecker-

Capellijevu teoremu 3.2.2 sustavAX = B ima rje²enje. Ako je (b′r+1, . . . , b
′
m) = (1, . . . , 0),

onda r(A) = r < r(Ap) = r + 1, pa sustav nije konzistentan.

Pretpostavimo da je sustav rje²iv i da je r < n. Stoga je prema (3.4) po£etni sustav
ekvivalentan sljede¢em:

x1 + a′1,r+1xr+1 + · · · + a′1,nxn = b′1
x2 + a′2,r+1xr+1 + · · · + a′2,nxn = b′2

...
xr + a′r,r+1xr+1 + · · · + a′r,nxn = b′r

. (3.5)

U (3.5) vidimo da se nepoznanice x1, . . . , xr mogu izraziti pomo¢u nepoznanica xr+1, . . . , xn.
Zaista,

x1 = b′1 − a′1,r+1xr+1 − · · · − a′1,nxn
x2 = b′2 − a′2,r+1xr+1 − · · · − a′2,nxn

...
xr = b′r − a′r,r+1xr+1 − · · · − a′r,nxn

. (3.6)
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Stoga je prirodno nepoznanice x1, . . . , xn razvrstati u dvije skupine: skup {x1, . . . , xr}
i skup {xr+1, . . . , xn}. Nepoznanice iz druge skupine proglasit ¢emo slobodnim parame-
trima u F. Za svaki izbor (xr+1, . . . , xn) ∈ Fn−r dobivamo to£no jedno rje²enje sustava.
Stavljamo

λ1 = xr+1, λ2 = xr+2, . . . , λn−r = xn,

i (3.6) zapisujemo matri£no

x1
x2
...
xr
xr+1
...
xn


=



b′1 − a′1,r+1λ1 − · · · − a′1,nλn−r
b′2 − a′2,r+1λ1 − · · · − a′2,nλn−r

...
b′r − a′r,r+1λ1 − · · · − a′r,nλn−r

λ1
...

λn−r


,

odnosno

x1
x2
...
xr
xr+1

xr+2
...
xn


=



b′1
b′2
...
b′r
0
0
...
0


︸ ︷︷ ︸

R0

+λ1



−a′1,r+1

−a′2,r+1
...

−a′r,r+1

1
0
...
0


︸ ︷︷ ︸

H1

+λ2



−a′1,r+2

−a′2,r+2
...

−a′r,r+2

0
1
...
0


︸ ︷︷ ︸

H2

+ · · ·+ λn−r



−a′1,n
−a′2,n

...
−a′r,n

0
0
...
1


︸ ︷︷ ︸

Hn−r

.

Uo£imo,
AR0 = B, AH1 = 0, . . . , AHn−r = 0,

odnosno R0 je partikularno rje²enje sustava o£ito dobiveno izborom (λ1, . . . , λn−r) =
(0, . . . , 0), dok su H1, . . . , Hn−r rje²enja pripadnog homogenog sustava AX = 0. Lako
moºemo ustanoviti da je skup {H1, . . . , Hn−r} linearno nezavisan i razapinje potprostor
H � skup svih rje²enja homogenog sustava AX = 0. Dakle, {H1, . . . , Hn−r} je baza za
H. Time smo dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 3.4.3. Neka je H skup svih rje²enja homogenog sustava AX = 0, za A ∈
Mmn(F). Tada je H vektorski potprostor od Mn1(F) (odnosno Fn) dimenzije n− r, gdje
je r = r(A).
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Napomenimo da u slu£aju n = r i n < m umjesto (3.4) imamo

Ap ∼



1 · · · 0 p b′1
... . . . ... p ...
0 · · · 1 p b′n
0 · · · 0 p b′n+1
... · · · ... p ...
0 · · · 0 p b′m


,

pa ako je b′n+1 = · · · = b′m = 0, sustav ima jedinstveno rje²enje

R0 =

 b′1
...
b′n

 .

U slu£aju kvadratnog sustava (n = m) i n = r slijedi da je

Ap ∼

 1 · · · 0 p b′1
... . . . ... p ...
0 · · · 1 p b′n

 .

Dakle, kvadratni sustav kojem je pripadna matrica punog ranga ima uvijek jedinstveno
rje²enje R0. Tada je matrica A i regularna (prema teoremu 2.6.1), pa je R0 = A−1B.

Primjer 3.5. Gaussovom metodom rije²it ¢emo sustav:

x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 8,
2x1 + 3x2 − x4 = 8,

x2 − 2x3 + 7x4 = 8,
3x1 + 5x2 − x3 + 2x4 = 16.

Primjenjujemo elementarne transformacije nad redcima pro²irene matrice:

Ap =


1 2 −1 3 p 8
2 3 0 −1 p 8
0 1 −2 7 p 8
3 5 −1 2 p 16

 ∼


1 2 −1 3 p 8

0 −1 2 −7 p −8
0 1 −2 7 p 8
0 −1 2 −7 p −8

 ∼


1 0 3 −11 p −8
0 −1 2 −7 p −8
0 0 0 0 p 0
0 0 0 0 p 0

 ∼


1 0 | 3 −11 p −8
0 1 | −2 7 p 8
0 0 | 0 0 p 0
0 0 | 0 0 p 0

 .

Uo£imo da smo matricu Ap upravo sveli na oblik (3.4) iz kojeg moºemo i²£itati rje²enje
sustava: 

x1
x2
x3
x4

 =


−8

8
0
0


︸ ︷︷ ︸

R0

+λ1


−3

2
1
0


︸ ︷︷ ︸

H1

+λ2


11
−7

0
1


︸ ︷︷ ︸

H2

, λ1, λ2 ∈ R.
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R0 je partikularno rje²enje sustava, a skup {H1, H2} je baza za potprostor svih rje²enja
pripadnog homogenog sustava. Rje²enje moºemo provjeriti uvr²tavanjem u dani sustav
linearnih jednadºbi: x1 = −8 − 3λ1 + 11λ2, x2 = 8 + 2λ1 − 7λ2, x3 = λ1, x4 = λ2, ili
mnoºenjem matrica:

AR0 =


8
8
8

16

 , AH1 = AH2 =


0
0
0
0

 .

♥
U sljede¢em primjeru pokazujemo da nije potrebno �forsirati� dobivanje jedini£ne ma-

trice u gornjem lijevom kutu pro²irene matrice sustava, a to ponekad nije ni mogu¢e bez
zamjene redoslijeda nepoznanica. Dakle, sustav linearnih jednadºbi Gaussovom meto-
dom nastojimo rije²iti optimalno � u ²to manje koraka.

Primjer 3.6. Zadan je sustav linearnih jednadºbi:

2x2 + x3 − 3x4 = 2,
3x2 + x3 − x4 + x5 = 5,

− 4x2 − x3 − x4 − 2x5 = −8,
2x1 − x3 + x4 + x5 = 4.

Pro²irena matrica danog sustava je

Ap =


0 2 1 −3 0 p 2

0 3 1 −1 1 p 5
0 −4 −1 −1 −2 p −8
2 0 −1 1 1 p 4

 .

Plavom bojom ozna£ili smo elemente podmatrice A iz koje je optimalno izabrati pivotni
element, jer izaberemo li element iz zadnjeg, £etvrtog, retka, �pokvarit� ¢emo prvi stupac.
Odlu£ili smo se za pivotni element na mjestu (2, 5) jer ¢emo u sljede¢em koraku provesti
samo dvije elementarne transformacije:

Ap ∼


0 2 1 −3 0 p 2
0 3 1 −1 1 p 5
0 2 1 −3 0 p 2
2 −3 −2 2 0 p −1

 .

Izbor pivotnog elementa dodatno se suzio � na elemente prvog retka (jer je tre¢i redak
jednak prvom). Zbog preglednosti dopu²teno je u zapisu izbaciti jednake retke ili nulretke
iako to nije sasvim korektno s obzirom na zapis jer relacija ∼ ne mijenja tip matrice.

Ap ∼

 0 2 1 −3 0 p 2
0 1 0 2 1 p 3
2 1 0 −4 0 p 3


/ · 1

2

∼

 0 2 1 −3 0 p 2
0 1 0 2 1 p 3
1 1

2
0 −2 0 p 3

2

 .
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Na² sustav je sada sre�en i moºemo i²£itati rje²enje, no ovaj put ¢emo prije toga istaknuti
sustav ekvivalentan po£etnom koji smo dobili opisanim postupkom. Nepoznanice koje
¢emo zamijeniti tzv. slobodnim parametrima ozna£ili smo zelenom bojom.

x1 x2 x3 x4 x5 0 2 1 −3 0 p 2
0 1 0 2 1 p 3
1 1

2
0 −2 0 p 3

2

 2x2 + x3 − 3x4 = 2,
; x2 + 2x4 + x5 = 3,

x1 + 1
2
x2 − 2x4 = 3

2
;

↓ ↓
t1 t2

x1 = 3
2
− 1

2
t1 + 2t2,

x2 = t1 ,
x3 = 2 − 2t1 + 3t2, ;

x4 = t2,
x5 = 3 − t1 − 2t2,

X =


3
2
0
2
0
3

+ t1


−1

2
1
−2

0
−1

+ t2


2
0
3
1
−2

 , t1, t2 ∈ R.

♥
Primjer 3.7. Rije²imo sustav u ovisnosti o parametru t ∈ R:

2x1 + tx2 − x3 = 2,
x1 + x2 = 1,
− 2x2 + (t− 1)x3 = 3− t.

Gaussovom metodom dobivamo:

Ap =

 2 t −1 p 2

1 1 0 p 1
0 −2 t− 1 p 3− t

 ∼
 2− t 0 −1 p 2− t

1 1 0 p 1
2 0 t− 1 p 5− t

 ∼
 2− t 0 −1 p 2− t

1 1 0 p 1

(3− t)t 0 0 p (3− t)(t+ 1)

 .

Sljede¢i korak nije mogu¢e provesti bez odgovaraju¢e diskusije, pa tako razlikujemo slu-
£ajeve: (3− t)t 6= 0, t = 0 i t = 3.

Slu£aj (3− t)t 6= 0:

Ap ∼

 0 0 −1 p t−2
t

0 1 0 p −1
t

1 0 0 p t+1
t

 ∼
 1 0 0 p t+1

t

0 1 0 p −1
t

0 0 1 p 2−t
t


U ovom slu£aju rje²enje je jedinstveno:

X =


t+1
t

−1
t

2−t
t

 . (3.7)
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Slu£aj t = 0:

Ap(t = 0) ∼

 2 0 −1 p 2
1 1 0 p 1
0 0 0 p 3

 .

Sustav nema rje²enja (uo£imo da zadnji redak matrice �zna£i� 0 = 3, ²to nije mogu¢e).
Slu£aj t = 3:

Ap(t = 3) ∼

 −1 0 −1 p −1
1 1 0 p 1
0 0 0 p 0

 ∼
 1 0 1 p 1

1 1 0 p 1
0 0 0 p 0

 .

Rje²enje je jednoparametarsko:

X =

 0
1
1

+ λ

 1
−1
−1

 , λ ∈ R. (3.8)

Rezimirajmo: za

λ ∈ R\{0, 3} sustav ima jedinstveno rje²enje (3.7),
λ = 0 sustav nema rje²enja,
λ = 3 sustav ima beskona£no rje²enja koja su dana s (3.8).

♥
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POGLAVLJE 4

DETERMINANTE

4.1 De�nicija determinante. Grupa permutacija.

Na kolegiju Analiti£ka geometrija de�nirali smo determinantu reda 2 i reda 3, odnosno
determinantu matrice reda 2 i 3, jer se pokazala vrlo korisnim alatom za ispitivanje
linearne nezavisnosti, ra£unanje vektorskog i mje²ovitog produkta, itd. Prisjetimo se,
determinanta reda 2 de�nira se kao∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

a determinanta reda 3 kao∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 − a13a22a31 − a12a21a33 − a23a32a11.

Formula kojom je zadana determinanta reda 3 moºe se u£initi prili£no komplicira-
nom, no uo£imo u njoj odre�enu pravilnost koja ¢e nam pomo¢i da shvatimo kako se
de�nira determinanta matrice op¢enitog reda n. Vidimo da se u toj formuli pojavljuje
²est £lanova, od kojih tri s predznakom +, a tri s predznakom − . Zanemarimo li privre-
meno izbor tih predznaka, uo£imo da je svaki £lan umnoºak triju koe�cijenta iz matrice.
Pritom se svaki od brojeva 1, 2 i 3 u svakom takvom umno²ku pojavljuje i na mjestu
prvog indeksa i na mjestu drugog indeksa za neki koe�cijent. Jednostavno re£eno, u
svakom £lanu pomnoºena su neka tri koe�cijenta iz matrice, ali tako da je svaki redak i
svaki stupac matrice zastupljen s jednim koe�cijentom.

Za formiranje svakog £lana trebamo �pro¢i kroz matricu� tako da iz svakog retka
izaberemo jedan koe�cijent, ali paze¢i pritom da izabrani koe�cijenti budu iz razli£itih
stupaca. Primjerice, u prvom £lanu gornjeg izraza pro²li smo matricom �dijagonalno� od
gornjeg lijevog kuta do donjeg desnog kuta, a u £etvrtom £lanu tako�er �dijagonalno�,
ali po onoj drugoj dijagonali. Ovakvi £lanovi formirani su na sve mogu¢e na£ine. Kako
to vidimo? Istaknemo li prvi indeks svakog izabranog koe�cijenta (moºemo isto tako
po£eti od drugog indeksa), pojedini umnoºak mora imati oblik a1...a2...a3..., pri £emu su
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na mjestu drugog indeksa tako�er brojevi 1, 2, 3 raspore�eni na bilo koji na£in. Takvih
poredaka ima ²est, to su permutacije skupa {1, 2, 3}. Svaki izbor po tri koe�cijenta u
skladu s navedenim pravilom moºe se zadati jednom permutacijom i primjena takvog
zapisa klju£na je za op¢enitu de�niciju determinante.∣∣∣∣∣∣

HHa11 HHa12 HHa13
a21 HHa22 HHa23
a31 a32 HHa33

∣∣∣∣∣∣
a11 a12
HHa21 a22
HHa31 HHa32

 a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13,

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ��a13
a21 ��a22 ��a23
��a31 ��a32 ��a33

∣∣∣∣∣∣
��a11 ��a12
��a21 a22
a31 a32

 −a13a22a31 − a12a21a33 − a23a32a11.

(Za determinantu reda 2 vrijedi isto pravilo, ali rezultat je krajnje jednostavan jer
postoje samo dvije mogu¢nosti �prolaza� kroz matricu reda 2, oba �dijagonalna� ).

Permutacije ¢e nam, dakle, posluºiti kako bismo pregledno i jednostavno zapisali pra-
vilo formiranja umnoºaka po n koe�cijenata matrice koji pripadaju razli£itim redcima i
razli£itim stupcima, odnosno tako da je svaki redak i svaki stupac zastupljen u umno²ku
s to£no jednim koe�cijentom. Znamo da skup od n elemenata ima to£no n! permutacija,
tako da determinanta reda 2 ima 2! = 2 £lanova, reda 3 ima 3! = 6 £lanova, reda 4 ima
4! = 24 £lanova itd. Broj £lanova stoga vrlo brzo raste s pove¢avanjem reda matrice tako
da eksplicitno ispisivanje £lanova postaje vrlo neprakti£no za n > 3. (No uglavnom nam
takvo ispisivanje nije ni potrebno.)

Sljede¢e pitanje, izbor predznaka koji se pridruºuju pojedinim £lanovima, iznimno je
vaºno jer o njemu ovise neka bitna svojstva determinante. Ve¢ se prije moglo uo£iti kako
se pri rje²avanju sustava linearnih jednadºbi s dvije nepoznanice metodom suprotnih ko-
e�cijenata pojavljuje izraz koji prepoznajemo kao determinantu reda 2 (i za koji je vaºno
je li razli£it od 0 ili je jednak 0). Sli£no, uz vi²e truda, mogli bismo rje²avati sustav od tri
linearne jednadºbe s tri nepoznanice tako da se kao vaºan izraz, zahvaljuju¢i pogodnom
izboru predznaka, pojavi determinanta reda 3.

Zasad naglasimo samo to da ¢e se svakoj permutaciji p po odre�enom pravilu pridru-
ºiti njezin predznak sign p iz skupa {1,−1}, ²to zna£i da ¢e izbor predznaka u £lanovima
determinante biti diktiran odre�enim svojstvom permutacije kojom je zadan doti£ni £lan.
Pokazat ¢e se da to£no polovica od n! permutacija (za n > 1) ima predznak 1, a druga
polovica −1.

Prije same de�nicije determinante podsjetimo se jo² da je permutacija nekog kona£-
nog skupa po de�niciji svaka bijekcija koja taj skup preslikava na samog sebe te da sve
bijekcije nekog kona£nog skupa £ine grupu s obzirom na kompoziciju preslikavanja kao bi-
narnu operaciju. Ta se grupa naziva simetri£na grupa stupnja n i ozna£ava se sa Sn (vidi
Odjeljak 1.1, primjer 1.7). Struktura grupe Sn bit ¢e vaºna za svojstva determinante.
Napomenimo da je za grupu permutacija bitan broj elemenata skupa koji se permutira,
a ne oznake za pojedine elemente, no ovdje je taj skup jednostavno {1, 2, . . . , n}.

Op¢enito de�niramo determinantu reda n na sljede¢i na£in.
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De�nicija 4.1.1. Neka je A ∈Mn(F). Determinanta matrice A je skalar iz polja F
koji se de�nira kao

detA =
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · anp(n), (4.1)

gdje je Sn grupa permutacija skupa {1, . . . , n}, a sign p ∈ {−1, 1} predznak permutacije.
Dakle, determinanta je preslikavanje

det : Mn(F)→ F, A 7→ detA.

Determinanta matrice A zapisuje se tako�er kao kvadratna tablica poput matrice A
ali je ta tablica ome�ena vertikalnim crtama, a ne okruglim ili uglatim zagradama:

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... · · · ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Istaknimo i razjasnimo redom sve oznake i pojmove u izrazu (4.1) za determinantu:
Permutacija p ∈ Sn je bijekcija na skupu {1, . . . , n}. Ozna£avali smo je s

p =

(
1 2 3 · · · n
p(1) p(2) p(3) · · · p(n)

)
.

Jo² jednom napomenimo da je skup svih permutacija p skupa {1, . . . , n}, Sn, (nekomu-
tativna ako n > 2) grupa s obzirom na operaciju komponiranja. Budu¢i da ta grupa
broji n! elemenata, suma u (4.1) sastoji se od to£no n! pribrojnika.

Predznak permutacije p de�nira se kao

sign p = (−1)I(p),

gdje je I(p) broj inverzija permutacija p. Inverzija permutacije p je svaki par (i, j) takav
da je 1 ≤ i < j ≤ n i p(i) > p(j). Ako je broj inverzija permutacije p, I(p), paran,
kaºemo da je p parna permutacija, dok je u suprotnom p neparna permutacija.

Navedimo neka svojstva permutacija, osobito s naglaskom na predznak permutacije.

� Za broj inverzija permutacija p vrijedi

0 ≤ I(p) ≤ n(n− 1)

2
=

(
n

2

)
.

Uo£imo da identiteta (
1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n

)
,
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ima 0 inverzija, dok u permutaciji(
1 2 · · · n− 1 n
n n− 1 · · · 2 1

)
,

inverzija nastupa za svaki par (i, j) takav da je 1 ≤ i < j ≤ n. Stoga je broj
inverzija te permutacije jednak n(n−1)

2
=
(
n
2

)
.

� Moºe se pokazati da to£no polovicu grupe Sn £ine parne permutacije. Stoga u (4.1)
1
2
n! £lanova dolazi s predznakom + i isto toliko s predznakom −.

� Pokazuje se da je
sign(p ◦ q) = (sign p)(sign q).

Posebno, (sign p)(sign p−1) = sign(p ◦ p−1) = sign id = 1, pa je sign p = sign p−1.

Ta svojstva lako pamtimo i kad ih iskaºemo rije£ima: me�usobno inverzne permuta-
cije jednakog su predznaka, to jest obje su parne ili obje neparne. Kompozicija dviju
permutacija jednake parnosti (obje parne ili obje neparne) uvijek je parna permutacija,
dok je kompozicija parne i neparne permutacije uvijek neparna permutacija. Uo£ite ov-
dje analogiju sa svojstvom parnosti cijelih brojeva pri operaciji zbrajanja: zbroj dvaju
parnih brojeva je parni broj, zbroj dvaju neparnih je parni itd.

Dokazi navedenih svojstava povezanih s predznakom permutacije nalaze se u odjeljku
4.4. Zasad su samo iskazana bez dokaza kako bismo se njima mogli posluºiti pri dokazi-
vanju vaºnih svojstava determinante.

Primjer 4.1. Zadana je permutacija p ∈ S6,

p =

(
1 2 3 4 5 6
4 3 1 6 2 5

)
.

Inverzije permutacije p su

(1, 2), (1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (4, 5), (4, 6),

pa je I(p) = 7 i sign p = −1. Dakle, p je neparna permutacija.
♥

Primjer 4.2. Uvjerimo se da izrazi za determinantu reda 2 i reda 3 slijede to£no prema
de�niciji (4.1). Neka je n = 2. Tada je

S2 = {p1 =

(
1 2
1 2

)
, p2 =

(
1 2
2 1

)
}.

O£ito je, I(p1) = 0 i I(p2) = 1. Za A = [aij] ∈M2(F) prema (4.1) imamo

detA = (sign p1)a1p1(1)a2p1(2) + (sign p2)a1p2(1)a2p2(2) = a11a22 − a12a21.
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�lanove grupe S3 ve¢ smo raspisali u primjeru 1.7, odjeljak 1.1. No navedimo ih jo²
jednom,

S3 = { p1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, p2 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, p3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
,

p4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, p5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, p6 =

(
1 2 3
3 2 1

)
}.

Vrijedi I(p1) = 0, I(p2) = I(p3) = 1, I(p4) = I(p5) = 2, I(p6) = 3. Stoga, za A = [aij] ∈
M3(F) dobivamo

detA =
6∑
i=1

(sign pi)a1pi(1)a2pi(2)a3pi(3)

= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.

♥

Propozicija 4.1.2. Vrijedi:

(1) Ako matrica A ima neki redak u kojem su svi elementi jednaki nuli, onda je

detA = 0.

Posebno, determinanta nulmatrice je 0.

(2) Ako je A = [aij] ∈ Mn(F) gornjotrokutasta (ili donjotrokutasta) matrica, onda je

detA = a11a22 · · · ann.

Specijalno, determinanta jedini£ne matrice je det I = 1, a determinanta skalarne
matrice A = αI, α ∈ F, je detA = αn.

Dokaz. (1) Neka su svi koe�cijenti i-tog retka jednaki nuli, to jest aij = 0 za sve j =
1, . . . , n. Uo£imo da se u svakom pribrojniku sume u (4.1) nalazi to£no jedan faktor
iz i-tog retka, pa je

detA =
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · aip(i)︸︷︷︸
0

· · · anp(n) = 0.

(2) Pretpostavimo da je A = [aij] gornjotrokutasta matrica reda n. Tada je aij = 0
za sve 1 ≤ j < i ≤ n. Uo£imo da je jedina permutacija u kojoj je i ≥ p(i) za
sve i = 1, . . . , n identiteta. Dakle, ako je p permutacija razli£ita od identitete,
postoji i ∈ {2, . . . , n} takav da je i > p(i), pa je u tom slu£aju aip(i) = 0 kao i cijeli
pribrojnik a1p(1) · · · aip(i) · · · anp(n) = 0. Stoga, detA = a11a22 · · · ann.
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Dokaz tvrdnje (2) zapisan algebarski korisno je pratiti i promatranjem gornjotroku-
taste matrice tako da se uo£i na£in biranja jedinog £lana determinante koji nije op¢enito
jednak nuli. Iz prvog stupca moramo izabrati a11 jer svi ostali koe�cijenti u tom stupcu
su nula. Zatim u tom £lanu determinante drugi stupac mora biti zastupljen koe�cijentom
a22 jer svi ispod njega su nula, dok a12 ne dolazi u obzir jer je iz prvog retka ve¢ izabran
a11. Analogno se zaklju£uje dalje, sve do koe�cijenta ann.

Propozicija 4.1.3. Transponiranjem matrice ne mijenja se determinanta, to jest

detA = detAt.

Dokaz. Neka je A = [aij] matrica reda n. Tada je

detAt =
∑
p∈Sn

(sign p)[At]1p(1)[A
t]2p(2) · · · [At]np(n) =

∑
p∈Sn

(sign p)ap(1)1ap(2)2 · · · ap(n)n.

Uo£imo da je permutacija (
p(1) p(2) · · · p(n)

1 2 · · · n

)
inverzna permutacija od

p =

(
1 2 · · · n
p(1) p(2) · · · p(n)

)
.

Dakle,
detAt =

∑
p∈Sn

(sign p)a1p−1(1)a2p−1(2) · · · anp−1(n).

Nadalje, uo£imo da je I(p) = I(p−1). Zaista, ako je (i, j) inverzija od p, tada je i < j i
p(i) > p(j). Za i′ = p(j) i j′ = p(i), imamo i′ < j′ i p−1(i′) = j > i = p−1(j′). Dakle,
(i′, j′) je pripadna inverzija od p−1. Kona£no, ako p �prolazi� skupom svih permutacija
Sn, cijelim ¢e tim skupom �pro¢i� i p−1, pa smo dobili

detAt =
∑

p−1∈Sn

(sign p−1)a1p−1(1)a2p−1(2) · · · anp−1(n) = detA.

Korolar 4.1.4. Ako matrica A ima neki stupac u kojem su svi elementi jednaki nuli,
onda je detA = 0.
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4.2 Osnovna svojstva determinante. Binet-Cauchyjev teorem.

Budu¢i da smo se uvjerili da se determinanta gornjotrokutaste matrice vrlo lako ra£una,
prirodno je poku²ati transformirati proizvoljnu matricu na takav oblik. Pritom je klju£no
koristiti se transformacijama koje ne mijenjaju determinantu ili je barem mijenjaju na
na£in koji se jednostavno kontrolira. Pokazuje se da ¢e za tu svrhu opet posluºiti ele-
mentarne transformacije na stupcima i redcima matrice. Prije nego ²to to iskaºemo i
dokaºemo, navedimo jo² neka svojstva permutacija koja ¢e nam trebati.

Permutacija oblika

t =

(
1 2 · · · i · · · j · · · n− 1 n
1 2 · · · j · · · i · · · n− 1 n

)
naziva se ciklus duljine 2 ili transpozicija. Kra¢e je ponekad ozna£avamo s t = (ij).
Pokazuje se da je svaka transpozicija neparna permutacija, to jest sign t = −1. Jo²
vrijedi da je t ◦ t = id, odnosno t = t−1.

Nadalje, svaka se permutacija moºe napisati kao kompozicija (produkt) transpozicija.
Taj rastav nije jedinstven, ali je broj transpozicija u rastavu uvijek iste parnosti.

Propozicija 4.2.1. Neka su A,B ∈Mn(F). Ako je B dobivena iz A:

(1) me�usobnom zamjenom dvaju redaka (stupaca), onda detB = − detA,

(2) mnoºenjem skalarom λ 6= 0 nekog retka (stupca), onda detB = λ(detA),

(3) pribrajanjem nekog retka (stupca) pomnoºenog s λ nekom drugom retku (stupcu),
onda detB = detA.

Dokaz. Dokaºimo tvrdnju (1). Pretpostavimo da je B = [bij] dobivena iz A = [aij]
zamjenom k-tog i l-tog retka, 1 ≤ k < l ≤ n.

detB =
∑
q∈Sn

(sign q)b1q(1)b2q(2) · · · bkq(k) · · · blq(l) · · · bnq(n)

=
∑
q∈Sn

(sign q)a1q(1)a2q(2) · · · alq(k) · · · akq(l) · · · anq(n).

Neka je t transpozicija dana s

t =

(
1 2 · · · l · · · k · · · n− 1 n
1 2 · · · k · · · l · · · n− 1 n

)
.

Vrijedi q(t(l)) = q(k), q(t(k)) = q(l) i q(t(i)) = q(i), za sve i 6= k, l. Stoga je

detB =
∑
q∈Sn

(sign q)a1(q◦t)(1)a2(q◦t)(2) · · · al(q◦t)(l) · · · ak(q◦t)(k) · · · an(q◦t)(n).
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Stavimo p = q ◦ t, pa je q = p ◦ t jer je t ◦ t = id. Kako je sign(p ◦ t) = (sign p)(sign t) =
− sign p, dobivamo

detB =
∑
p◦t∈Sn

(− sign p)a1p(1)a2p(2) · · · alp(l) · · · akp(k) · · · anp(n)

= −
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · alp(l) · · · akp(k) · · · anp(n) = − detA,

pri £emu su sume (po p i p ◦ t) jednake jer je preslikavanje p 7→ p ◦ t bijekcija skupa Sn.
Tvrdnja za stupce vrijedi jer je detA = detAt prema propoziciji 4.1.3.

Prije nego ²to nastavimo dokaz tvrdnji (2) i (3) prethodne propozicije, iskaºimo ko-
risnu posljedicu tvrdnje (1).

Korolar 4.2.2. Ako su u matrici A dva retka (stupca) jednaka, onda detA = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da A ima isti i-ti i j-ti redak. Ako napravimo transformaciju
zamjene i-tog i j-tog retka, ponovno ¢emo dobiti matricu A, a prema propoziciji 4.2.1
(1) je detA = − detA. Dakle, detA = 0.

Nastavimo s dokazom propozicije 4.2.1.

Dokaz. Pretpostavimo da je B = [bij] dobivena iz A = [aij] mnoºenjem skalarom λ 6= 0
i-tog retka. Vrijedi

detB =
∑
p∈Sn

(sign p) b1p(1)︸ ︷︷ ︸
a1p(1)

b2q(2)︸︷︷︸
a2p(2)

· · · bip(i)︸︷︷︸
λaip(i)

· · · bnp(n)︸ ︷︷ ︸
anp(n)

=
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · (λaip(i)) · · · anp(n)

= λ
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · aip(i) · · · anp(n) = λ detA.

Sada, neka je B = [bij] dobivena iz A = [aij] pribrajanjem i-tog retka pomnoºenog s
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λ j-tom retku. Uz pretpostavku i < j dobivamo

detB =
∑
p∈Sn

(sign p) b1p(1)︸ ︷︷ ︸
a1p(1)

b2q(2)︸︷︷︸
a2p(2)

· · · bip(i)︸︷︷︸
aip(i)

· · · bjp(j)︸︷︷︸
ajp(j)+λaip(i)

· · · bnp(n)︸ ︷︷ ︸
anp(n)

=
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · aip(i) · · · (ajp(j) + λaip(i)) · · · anp(n)

=
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · aip(i) · · · ajp(j) · · · anp(n)︸ ︷︷ ︸
detA

+

+ λ
∑
p∈Sn

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · aip(i) · · · aip(i) · · · anp(n)︸ ︷︷ ︸
0

= detA.

Zaista, druga suma predstavlja determinantu matrice kojoj su i-ti i j-ti redak jednaki,
(ai1, . . . , ain), pa je prema korolaru 4.2.2 vrijednost determinante takve matrice jednaka
nuli.

Za stupce vrijede analogne tvrdnje jer detA = detAt.

Sljede¢i primjer dajemo zbog boljeg razumijevanja dokaza propozicije 4.2.1 (1).

Primjer 4.3. Pretpostavimo da su A i B matrice reda 4 te da je B = [bij] dobivena iz
A = [aij] zamjenom 2. i 3. retka. Nadalje, promotrimo ²to se doga�a s £lanom sume
koji odgovara permutaciji

p =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.

Vrijedi

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 b44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · −a12a23a34a41︸ ︷︷ ︸
(sign p)a1p(1)a2p(2)a3p(3)a4p(4)

+ · · · .

detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14
a31 a32 a33 a34
a21 a22 a23 a24
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · +a12a33a24a41︸ ︷︷ ︸
(sign q)a1q(1)a2q(2)a3q(3)a4q(4)

+ · · · ,

gdje je

p ◦ t =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
◦
(

1 2 3 4
1 3 2 4

)
=

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
= q.

♥
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Dakle, moºe se zaklju£iti da se primjenom elementarnih transformacija nad redcima ili
stupcima matrice, determinanta moºe promijeniti, ali na to£no odre�en na£in. Nadalje,
ako je A ∼ B, to jest ako je B dobivena provo�enjem kona£no mnogo elementarnih
transformacija matrice A, onda postoji α ∈ F i α 6= 0 takav da je detB = α detA.
Naime, tvrdnje iz prethodne propozicije mogu se izraziti i tako da se primjenom pojedinih
transformacija na matricu A vrijednost njezine determinante pomnoºi s −1, odnosno s
λ 6= 0 ili da se pomnoºi s 1 kad se ne promijeni. Stoga se u svakom slu£aju determinanta
mnoºi skalarom razli£itim od nule, a uzastopna primjena nekoliko transformacija rezultira
mnoºenjem determinante umno²kom svih tih skalara, ²to je ponovno skalar razli£it od
nule. Odatle je jasno da ekvivalentne matrice ili obje imaju determinantu jednaku nuli
ili obje imaju determinantu razli£itu od nule.

Propozicija 4.2.3. Matrica A je regularna ako i samo ako je detA 6= 0.

Dokaz. Matrica A je regularna ako i samo ako je r(A) = n, odnosno ako i samo ako je
A ∼ I. Kako je det I = 1, slijedi da je detA 6= 0.

Ako pretpostavimo da A nije regularna, onda je r(A) = r < n i A ∼ Dr gdje je Dr

kanonska matrica ranga r i reda n, pa slijedi da detA = 0 jer detDr = 0.

Tvrdnju prethodne propozicije moºemo objediniti s otprije poznatim svojstvom kva-
dratne matrice da je regularna ako i samo ako je punog ranga. Tako dobivamo tri
ekvivalentna svojstva s obzirom na to da je regularnost (invertibilnost) karakterizirana i
pomo¢u ranga i pomo¢u determinante.

Teorem 4.2.4. Neka je A ∈Mn(F). Sljede¢e tvrdnje su ekvivalentne:

(1) A je regularna,

(2) r(A) = n,

(3) detA 6= 0.

Napomenimo da iz detA 6= 0 zaklju£ujemo da je r(A) = n. Ali ako detA = 0, onda
ne znamo to£nu vrijednost ranga, nego samo da je r(A) < n.

Primjer 4.4. U ovisnosti o parametru t ∈ R treba odrediti rang matrice

A =


3 −2 t− 2 1
3 −2 −4 1
−1 0 2 −2
t+ 1 0 2 −2

 .

Kako je detA = 4(t + 2)2, prema teoremu 4.2.4 slijedi da je r(A) = 4 za t 6= −2. Za
t = −2 znamo da je r(A) ≤ 3, no to£nu vrijednost ranga moºemo dobiti primjenom

115



4.2. OSNOVNA SVOJSTVA DETERMINANTE. BINET-CAUCHYJEV TEOREM.

elementarnih transformacija. Lako se moºe ustanoviti da je

A =


3 −2 −4 1
3 −2 −4 1
−1 0 2 −2
−1 0 2 −2

 ∼ D2,

odnosno da je r(A) = 2 za t = −2.
♥

Teorem 4.2.5 (Binet-Cauchy). Neka su A,B ∈Mn(F). Tada je

det(AB) = detA · detB.

Dokaz. Tvrdnja o£ito vrijedi za dijagonalne matrice. Dokaz provodimo u vi²e slu£ajeva.
Najprije ustanovimo koje su vrijednosti determinanti elementarnih matrica. Prema pro-
poziciji 4.2.1 slijedi:

� detE1 = −1, gdje je E1 elementarna matrica koja odgovara elementarnoj transfor-
maciji 1. vrste (zamjeni dvaju redaka ili stupaca jedini£ne matrice),

� detE2 = λ, gdje je E2 elementarna matrica koja odgovara elementarnoj transfor-
maciji 2. vrste (mnoºenju nekog retka ili stupca jedini£ne matrice skalarom λ 6= 0),

� detE3 = 1, gdje je E3 elementarna matrica koja odgovara elementarnoj transfor-
maciji 3. vrste (pribrajanju nekog retka ili stupca jedini£ne matrice, pomnoºenog
skalarom λ, nekom drugom retku ili stupcu).

1. slu£aj. Pretpostavimo da je B elementarna matrica, tada je

� det(AE1) = {Prop.4.2.1 (1)} = − detA = (detA)(detE1),

� det(AE2) = {Prop.4.2.1 (2)} = λ detA = (detA)(detE2),

� det(AE3) = {Prop.4.2.1 (3)} = detA = (detA)(detE3).

2. slu£aj. Pretpostavimo da je B regularna matrica, tada se B moºe prikazati kao
umnoºak elementarnih matrica (korolar 2.6.2). Dakle,

B = F1F2 · · ·Fk.

Uzastopnom primjenom rezultata iz 1. slu£aja dobivamo

detB = detF1 detF2 · · · detFk.

Tada je

det(AB) = det(AF1F2 · · ·Fk) = {1. slu£aj} = det(AF1F2 · · ·Fk−1) detFk = · · ·
= detA detF1 detF2 · · · detFk︸ ︷︷ ︸

detB

= detA detB.
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3. slu£aj. Pretpostavimo da B nije regularna matrica, tada je detB = 0. Tada ni
umnoºak AB nije regularna matrica jer je r(AB) ≤ min{r(A), r(B)} < n (propozicija
2.5.12). Stoga je det(AB) = 0 i det(AB) = detA · 0 = detA detB.

Primjer 4.5. Ako je kvadratna matrica A regularna, tada je

detA−1 = (detA)−1.

Tvrdnja slijedi iz det(AA−1) = det I = 1 primjenom Binet-Cauchyjeva teorema.
♥

Zadatak 4.1. (a) Neka je S = {A ∈Mn(F) : detA = 1}. Tada je S grupa s obzirom
na mnoºenje matrica. Dokaºite.

(Ta grupa sadrºana je kao podgrupa u op¢oj linearnoj grupi GL(n,F), naziva se
specijalna linearna grupa te se ozna£ava SL(n,F).)

(b) Neka je T = {A ∈ Mn(R) : detA > 0}. Tada je T grupa s obzirom na mnoºenje
matrica. Dokaºite.

4.3 Laplaceov razvoj. Inverzna matrica. Cramerov sustav.

U naslovu ovog odjeljka navedeno je nekoliko pojmova, me�u kojima nam je pojam
inverzne matrice dobro poznat otprije. Ovdje se inverzna matrica isti£e zato ²to ¢emo
do¢i do eksplicitne formule za njezino izra£unavanje, a ta formula bit ¢e izvedena kao
jedna od posljedica tzv. Laplaceova razvoja determinante, u kojem se vrijednost deter-
minante izraºava pomo¢u determinanti niºeg reda. Nadalje, formula za inverznu matricu
omogu¢it ¢e nam da jedinstveno rje²enje Cramerova sustava, a to je sustav linearnih jed-
nadºbi kojem je matrica kvadratna i regularna, tako�er izrazimo eksplicitnim formulama,
pomo¢u odre�enih determinanti.

Kao i dosad, neka je A = [aij] kvadratna matrica reda n. Znamo da je njezina de-
terminanta de�nirana kao suma n! pribrojnika, £lanova determinante. Grupirat ¢emo
sada tih n! £lanova na poseban na£in, tako da izaberemo neki odre�eni redak ili stu-
pac matrice pa svaki koe�cijent iz odabranog retka (stupca) izlu£imo iz svih £lanova
u kojima se on pojavljuje. Recimo da smo se odlu£ili za grupiranje po koe�cijentima
iz i-tog retka. Koe�cijent aij pojavljuje se u svakom £lanu determinante koji je zadan
permutacijom takvom da se i preslikava u j (u zapisu detA to zna£i da p(i) = j). Po
de�niciji determinante znamo da se u svakom £lanu javlja to£no jedan faktor oblika aij,
za neki j ∈ {1, 2, . . . , n}. Koliko ima takvih £lanova za odabrani i, uz varijabilni j? Ima
ih to£no koliko i permutacija p takvih da je p(i) = j, ²to zna£i (n− 1)! permutacija, jer
n − 1 elemenata razli£itih od i moºe se upravo na toliko na£ina bijektivno preslikati u
n− 1 elemenata razli£itih od j.

Zbroj svih £lanova koji kao faktor sadrºe aij moºemo sad napisati u obliku aijAij,
pri £emu je Aij samo kratka oznaka za zbroj odgovaraju¢ih (n− 1)! monoma, dobivenih
izlu£ivanjem aij iz £lanova determinante. Aij se naziva algebarskim komplementom ili
kofaktorom koe�cijenta aij determinante. (Izraz kofaktor nazna£uje jednostavno faktor
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kojim je pomnoºen aij unutar cjelokupne sume koja £ini detA, a malo kasnije pokazat
¢e se pravilnost u njegovoj strukturi, to jest da je i to zapravo jedna determinanta, samo
reda niºeg za 1.)

Moºemo pisati

detA =
n∑
j=1

aijAij =
n∑
i=1

aijAij,

jer sve vrijedi analogno za izbor i-tog retka ili j-tog stupca kao istaknutog na po£etku.
Kao primjer za lak²e razumijevanje postupka izra£unavanja determinante koji upravo
provodimo moºete rije²iti sljede¢i zadatak.

Zadatak 4.2. Ispi²ite algebarski komplement A31 za determinantu matrice A reda 4.
Uvjerite se da je dobiveni izraz jednak determinanti reda 3, koja se dobiva tako da se
iz matrice A uklone tre¢i redak i prvi stupac pa se izrazi determinanta preostale matrice
reda 3.

Determinanta matrice koja se dobiva uklanjanjem nekog retka i nekog stupca zadane
matrice ima klju£nu ulogu za izra£unavanje algebarskog komplementa, stoga i za �razvoj�
determinante reda n pomo¢u determinanti reda n− 1.

De�nicija 4.3.1. Neka je A = [aij] ∈ Mn(F). Determinanta matrice koja nastaje
uklanjanjem i-tog retka i j-tog stupca matrice A naziva se minora reda n−1 i ozna£ava
s ∆ij.

Algebarski komplement Aij i minora ∆ij usko su povezani, a u formuli koja izraºava
tu vezu vaºan je predznak, odre�en pozicijom (i, j) s obzirom na koju se uzima algebarski
komplement.

Propozicija 4.3.2. Neka je A = [aij] ∈Mn(F). Tada za sve i, j = 1, 2, . . . , n vrijedi

Aij = (−1)i+j∆ij.

Dokaz. Tvrdi se, dakle, da je algebarski komplement ili jednak odgovaraju¢oj minori ili
suprotnoj vrijednosti te minore, ovisno o tome je li zbroj i+ j parni ili neparni broj.

Propoziciju ¢emo dokazati tako da formulu najprije provjerimo za posebni slu£aj
Ann kad ona vrijedi gotovo o£ito, a zatim op¢i slu£aj svedemo na taj posebni primjenom
otprije poznatih svojstava determinante. Uzimamo, dakle, poziciju (n, n) u determinanti,
²to za Ann zna£i sve £lanove odre�ene permutacijama za koje je p(n) = n. Eksplicitno,

Ann =
∑

p∈Sn,p(n)=n

(sign p)a1p(1)a2p(2) · · · an−1,p(n−1).
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Naime, predznak permutacije p za koju p(n) = n jednak je predznaku njezine restrikcije
na podskup {1, 2, . . . , n}, s obzirom na to da na parovima oblika (i, n) nema inverzije.
Stoga je doista

Ann = ∆nn = (−1)n+n∆nn.

Sad uzmimo op¢u poziciju (i, j) u determinanti. Koe�cijent aij �preselimo� na poziciju
(n, n) tako da i-ti redak dovedemo u poloºaj n-tog retka pomo¢u n−i uzastopnih zamjena
sa sljede¢im retkom, a zatim j-ti stupac dovedemo u poloºaj n-tog stupca analogno,
pomo¢u n − j zamjena sa sljede¢im stupcem. Znamo da je vrijednost tako dobivene
determinante jednaka

(−1)(n−i)+(n−j) detA = (−1)i+j detA.

U toj determinanti algebarski komplement koe�cijenta na poziciji (n, n) upravo je jednak
minori ∆ij. Naime, u postupku zamjene uzastopnih redaka i stupaca po£etne determi-
nante nije se poremetio me�usobni poloºaj redaka s iznimkom i-tog, kao ni me�usobni
poloºaj stupaca s iznimkom j-tog stupca. U �novoj� determinanti, prema dokazanom, al-
gebarski komplement koe�cijenta aij, koji se sad nalazi na poziciji (n, n), stoga je jednak
determinanti dobivenoj uklanjanjem i-tog retka i j-tog stupca iz detA, a to je ∆ij.

Usporedbom detA i nove determinante, koja iznosi (−1)i+j detA, vidimo da vrijedi

(−1)i+jaijAij = aij∆ij,

pa je Aij = (−1)i+j∆ij.
Primijetimo da vrijednost Aij ne ovisi o vrijednosti koe�cijenta upisanog na poziciji

(i, j), nego o koe�cijentima iz svih redaka osim i-tog i svih stupaca osim j-tog stupca.
Nadalje, kao posebni slu£aj prvo smo mogli uzeti A11 pa zatim premjestiti aij na poloºaj
(1, 1), no tada bismo promatrali restrikciju permutacije na podskup {2, . . . , n− 1}.

Teorem 4.3.3 (Laplaceov razvoj). Neka je A = [aij] ∈ Mn(F). Tada za sve i, j =
1, 2, . . . , n vrijedi

detA =
n∑
j=1

(−1)i+jaij∆ij (4.2)

i

detA =
n∑
i=1

(−1)i+jaij∆ij. (4.3)

Formula (4.2) naziva se Laplaceov razvoj po i-tom retku determinante. Analogno,
(4.3) je Laplaceov razvoj po j-tom stupcu.

De�nicija 4.3.4. Neka je A = [aij] ∈ Mn(F). Adjunkta matrice A je matrica Ã =
[Aji] ∈Mn(F), to jest transponirana matrica algebarskih komplemenata matrice A.
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Teorem 4.3.5. Za svaku matricu A ∈Mn(F) vrijedi

A · Ã = Ã · A = (detA)I.

Dokaz. Neka je i 6= j. Tada

[A · Ã]ij =
n∑
k=1

[A]ik[Ã]kj =
n∑
k=1

aikAjk.

Prema (4.2) prethodna suma je upravo jednaka vrijednosti sljede¢e determinante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
... · · · ...
ai1 · · · ain
... · · · ...
ai1 · · · ain
... · · · ...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 j-ti redak

 i-ti redak

,

odnosno determinante kojoj su i-ti i j-ti redak jednaki, pa je prema korolaru 4.2.2 njezina
vrijednost jednaka 0.

Nadalje,

[A · Ã]ii =
n∑
k=1

[A]ik[Ã]ki =
n∑
k=1

aikAik = detA,

prema (4.2), pa smo pokazali da je A · Ã = (detA)I.
Analogno se pokazuje Ã · A = (detA)I.

Korolar 4.3.6. Ako je detA 6= 0, onda

A−1 =
1

detA
Ã.

Primjer 4.6. Odredit ¢emo sve vrijednosti parametra t ∈ R za koje je matrica

A =

 t+ 3 −2 −2
1 t− 1 0
1 t 1


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invertibilna te inverz odrediti pomo¢u adjunkte. Budu¢i da je detA = (t− 1)(t + 3), iz
teorema 4.2.4 slijedi da je A invertibilna ako i samo ako je t ∈ R\{−3, 1} te

A−1 =
1

detA
Ã =

1

(t− 1)(t+ 3)

 t− 1 −2(t− 1) 2(t− 1)
−1 t+ 5 −2
1 −(t+ 1)(t+ 2) t2 + 2t− 1

 .

♥

De�nicija 4.3.7. Sustav AX = B je Cramerov sustav ako je A kvadratna matrica
punog ranga.

Cramerov sustav AX = B ima isti broj jednadºbi i nepoznanica. Matrica sustava A
je ranga n, ²to je ekvivalentno £injenici da je A regularna. Dakle, Cramerov sustav ima
jedinstveno rje²enje (γ1, . . . , γn). Nadalje,

X = A−1B,

pa prema korolaru 4.3.6 slijedi

X =
1

detA
ÃB.

Raspisivanjem elemenata umno²ka ÃB dobivamo

[ÃB]i =
n∑
j=1

[Ã]ijbj =
n∑
j=1

Ajibj =
n∑
j=1

bjAji, 1 ≤ i ≤ n,

a to je upravo Laplaceov razvoj po i-tom stupcu sljede¢e determinante

Di =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 · · · a1n
a21 · · · a2,i−1 b2 a2,i+1 · · · a2n
... · · · ...

...
... · · · ...

an1 · · · an,i−1 bn an,i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (4.4)

to jest determinante matrice koju smo dobili zamjenom i-tog stupca matrice A stupcem

slobodnih koe�cijenata B =

 b1
...
bn

. Uobi£ajeno je komponente rje²enja Cramerova

sustava zapisati formulama

γi =
Di

D
, i = 1, . . . , n, (4.5)

gdje je D = detA, a Di su dani s (4.4).

Napomena 4.3.8. U zapisu (4.5), komponenti rje²enja Cramerova sustava, prepozna-
jemo formule za komponente rje²enja sustava danog dvjema jednadºbama s dvije nepoz-
nanice

a1x+ b1y = c1,
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a2x+ b2y = c2,

a to su

x =

∣∣∣∣ c1 b1
c2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ =
c1b2 − b1c2
a1b2 − a2b1

,

y =

∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ =
a1c2 − a2c1
a1b2 − a2b1

.

Primjer 4.7. Rije²it ¢emo primjer 3.7 (u kojem je trebalo rije²iti sustav u ovisnosti o
parametru) na drugi na£in � kori²tenjem determinante i Cramerova pravila. Kako je
detA = −(t − 3)t, gdje je A matrica sustava, slijedi da sustav ima jedinstveno rje²enje
ako i samo ako je t 6= 0, 3. Primjenom Cramerove metode dobivamo:

x1 =

∣∣∣∣∣∣
2 t −1
1 1 0

3− t −2 t− 1

∣∣∣∣∣∣
(3− t)t

=
(t− 3)(1 + t)

(3− t)t
= −1 + t

t
,

x2 =

∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
1 1 0
0 3− t t− 1

∣∣∣∣∣∣
(3− t)t

=
t− 3

(3− t)t
= −1

t
,

x3 =

∣∣∣∣∣∣
2 t 2
1 1 1
0 −2 3− t

∣∣∣∣∣∣
(3− t)t

=
(t− 3)(t− 2)

(3− t)t
=

2− t
t

.

Za t = 0 i t = 3 rje²avamo sustave Gaussovom metodom:

Ap(t = 0) =

 2 0 −1 p 2
1 1 0 p 1
0 −2 −1 p 3

 ∼ · · · ∼
 2 0 −1 p 2

1 1 0 p 1
0 0 0 p 3

 ,

Ap(t = 3) =

 2 3 −1 p 2

1 1 0 p 1
0 −2 2 p 0

 ∼ · · · ∼
 1 0 1 p 1

1 1 0 p 1
0 0 0 p 0

 ,

iz £ega slijedi da za t = 0 sustav nema rje²enja, a za t = 3 ima jednoparametarsko
rje²enje (0, 1, 1) + λ(1,−1,−1), λ ∈ R.

♥
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4.4 Dodatak � svojstva permutacija i simetri£ne grupe

Radi upotpunjavanja poglavlja o determinantama navodimo jo² neke tvrdnje i njihove
dokaze koje se odnose na permutacije, a vaºne su za svojstva determinante. Dokazi ¢e
biti raspisani u mjeri dostatnoj za razumijevanje bitnih £injenica.

(1) Svaka transpozicija je neparna permutacija.

To svojstvo lako je uo£ljivo ako transpozicija me�usobno preslikava dva susjedna
elementa jer tada ima samo jednu inverziju. Op¢enito, neka je 1 ≤ i < j ≤ n,
a t transpozicija zadana s (i j). Prebrojimo inverzije u toj permutaciji. Lako
razabiremo da inverzije nastupaju samo na parovima oblika (i, k) i (k, j), pri £emu
je i < k < j te, dakako, na paru (i, j). Tih parova ima 2(j− i−1)+1 = 2(j− i)−1,
dakle neparni broj.

(2) Svaka permutacija moºe se napisati kao kompozicija nekih transpozicija.

Najprije ukratko razmotrimo rastav permutacije u cikluse, dakle permutacije oblika
(a1 a2 · · · an), pri £emu ovaj zapis zna£i da se svaki element preslikava u sljede¢i
(zapisan s njegove desne strane), a posljednji, an preslikava se u a1. Npr. (1 2 3 4),
(2 4 1 3) i (1 4 3 2) su ciklusi duljine 4, zapisi (1 2 3 4) i (3 4 1 2) ozna£avaju istu
permutaciju (izbor po£etnog elementa nije vaºan, £ita se cikli£ki), a ciklusi (1 2 3 4)
i (1 4 3 2) predstavljaju uzajamno inverzne permutacije. Ve¢ prije je spomenuto
kako je svaka transpozicija ciklus duljine 2.

Neku permutaciju p skupa {1, 2, . . . , n} moºemo napisati kao kompoziciju (disjunk-
tnih) ciklusa tako da po£nemo npr. od 1 pa sastavimo ciklus (1 p(1) p(p(1)) . . .) koji
¢e zavr²iti elementom x takvim da je p(x) = 1. Da takav element postoji, vidi se
zbog kona£nosti skupa na kojem djeluje permutacija, jer uzastopnom primjenom p
moºemo dobiti najvi²e n razli£itih elemenata. Ako se svih n elemenata skupa na²lo
u tom prvom ciklusu, prikaz je zavr²en. Ako pak postoji neki y ∈ {1, 2, . . . , n} koji
nije obuhva¢en tim ciklusom, formiramo sljede¢i ciklus kao (y p(y) . . .) itd. Na taj
na£in �iscrpit� ¢emo cijeli skup {1, 2, . . . , n}, a ako postoje takvi elementi koje p
preslikava same u sebe (£vrsti ili �ksni elementi), svaki takav £ini ciklus duljine 1
koji se, dogovorno, ni ne navodi u prikazu. Uo£imo jo² da disjunktni ciklusi komu-
tiraju pri kompoziciji. Npr. permutacija p ∈ S9 koja elemente 1, 2, . . . , 9 preslikava
redom u 7, 6, 4, 3, 5, 8, 9, 1, 2 moºe se zapisati kao p = (1 7 9 2 6 8) ◦ (3 4), a za 5 se
onda podrazumijeva da je �ksni za p.

Pogledajmo najprije na primjeru ciklusa (1 7 9 2 6 8) kako se ta permutacija moºe
napisati kao kompozicija ciklusa duljine 2, to jest transpozicija. Lako se provjeri
da vrijedi

(1 7 9 2 6 8) = (1 8) ◦ (1 6) ◦ (1 2) ◦ (1 9) ◦ (1 7),

pri £emu transpozicije na desnoj strani jednakosti primjenjujemo zdesna nalijevo,
kako je i uobi£ajeno za operaciju kompozicije preslikavanja. (Primjenom trans-
pozicija slijeva nadesno dobivamo inverznu permutaciju (1 8 6 2 9 7 1).) Radi
jednostavnosti zapisa znak ◦ kod kompozicije ciklusa redovito se izostavlja.
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Op¢enito, moºemo uzeti element x iz promatranog ciklusa te odabrati transpozicije
(x p(x)), (x p2(x)), (x p3(x)), ...,(x pk−1(x)) za ciklus duljine k pa ¢e vrijediti

(x p(x) p2(x) . . . pk−1(x)) = (x pk−1(x)) · · · (x p2(x))(x p(x)).

Analogno postupimo za svaki pojedini ciklus, a kompoziciju ciklusa moºemo onda
napisati u bilo kojem redoslijedu jer disjunktni ciklusi komutiraju pri kompozi-
ciji. Vidimo da je na taj na£in ciklus duljine k prikazan kao kompozicija k − 1
transpozicije.

Dolazimo sad do vaºnog svojstva, kako se predznak permutacija pona²a kod kompo-
zicije.

(3) Za svake dvije permutacije p i q vrijedi:

sign(p ◦ q) = sign p · sign q.

Za dokaz tog svojstva iskoristit ¢emo jednu eksplicitnu formulu za predznak per-
mutacije.

Svakom paru (i, j), 1 ≤ i < j ≤ n, pridruºimo razlomak
p(j)− p(i)
j − i

. Ako permu-

tacija p ima inverziju na paru (i, j), vrijednost razlomka je negativan broj, a ako
nema inverziju, taj broj je pozitivan. Klju£no je sada uo£iti da je sign p jednak
umno²ku svih takvih razlomaka, kad se oni pomnoºe za svih n(n − 1)/2 parova
(i, j), 1 ≤ i < j ≤ n:

sign p =
∏

(i,j),1≤i<j≤n

p(j)− p(i)
j − i

.

Naime, za svaki par (i, j) u brojniku to£no jednog razlomka pojavi se ili j − i
ili i − j = (−1)(j − i), s obzirom da je p bijekcija. Predznak −1 pojavljuje
se u brojnicima ukupno onoliko puta koliko p ima inverzija, dakle I(p) puta, a
(−1)I(p) = sign p. Svaki od faktora j− i pojavi se to£no jedanput u brojniku nekog
razlomka i jedanput u nazivniku nekog razlomka. Mnoºenjem svih razlomaka ti
se faktori pokrate pa je produkt na kraju jednak sign p. Kad smo na takav na£in
izrazili predznak permutacije, moºemo to primijeniti na izra£unavanje predznaka
kompozicije dviju permutacija,

sign(p ◦ q) =
∏ (p ◦ q)(j)− (p ◦ q)(i)

j − i
.

Produkt na desnoj strani pomnoºit ¢emo umno²kom
∏ q(j)− q(i)

q(j)− q(i)
, koji je o£ito

jednak 1 pa se vrijednost desne strane time ne mijenja, ali ¢emo je napisati kao
umnoºak ∏ (p ◦ q)(j)− (p ◦ q)(i)

q(j)− q(i)
∏ q(j)− q(i)

j − i
.

Drugi faktor sad je o£ito jednak sign q, a u prvom moºemo prepoznati vrijednost
sign p. Naime, ∏ (p ◦ q)(j)− (p ◦ q)(i)

q(j)− q(i)
=
∏ p(q(j))− p(q(i))

q(j)− q(i)
,
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a kako je q permutacija, parovi {q(i), q(j)} predstavljaju svih n(n− 1)/2 razli£itih
parova elemenata skupa {1, 2, . . . , n}. Pojedini razlomak u produktu opet ima
negativnu ili pozitivnu vrijednost u skladu s tim ima li p ili nema inverziju na paru
(q(i), q(j)). (Primijetimo da ovdje nije vaºno je li q(i) < q(j) ili q(i) > q(j).) Time
je dokazana tvrdnja (3).

Vratimo se na svojstvo (2). Prikaz permutacije kao kompozicije nekih transpozicija nije
jednozna£an, ali sad, na temelju svojstva (3), moºemo jo² precizirati:

(4) Svaka permutacija moºe se napisati kao kompozicija nekih transpozicija. Za parnu
permutaciju broj takvih transpozicija je paran, a za neparnu permutaciju neparan.

Svojstvo (3) moºemo, naime, pro²iriti na kompoziciju m permutacija, za bilo koji
m:

sign(p1 ◦ · · · pm) = sign p1 · · · sign pm.

Stoga i kompozicija m transpozicija ima predznak (−1)m. Zbog toga se u rastavu
parne (neparne) permutacije na transpozicije mora pojaviti parni (neparni) broj
transpozicija.

Napokon, moºemo dokazati da parnih i neparnih permutacija u simetri£noj grupi Sn
ima jednako mnogo, £im je n > 1. �tovi²e, parne permutacije £ine grupu.

(5) Za n ≥ 2 simetri£na grupa Sn sastoji se od po n!/2 parnih i n!/2 neparnih permu-
tacija. Podskup parnih permutacija u Sn je grupa s obzirom na kompoziciju.

Iz svojstva (3) vidimo da je kompozicija parnih permutacija tako�er parna, znamo
da je identiteta (neutralni element) parna permutacija, a za parnu permutaciju
inverzna permutacija tako�er je parna. Stoga parne permutacije £ine grupu.

Pokaºimo jo² da za n ≥ 2 postoji jednako mnogo parnih i neparnih permutacija.
Uspostavit ¢emo bijekciju izme�u podskupova parnih i neparnih permutacija u
grupi Sn. Uzmimo bilo koju transpoziciju t (zapravo trebamo bilo koju neparnu
permutaciju, a transpozicija sigurno postoji £im je n ≥ 2). Ako na£inimo kompo-
ziciju bilo koje parne permutacije p s transpozicijom t, p ◦ t je neparna permutacija
i pritom za razli£ite parne p dobivamo razli£ite neparne permutacije p ◦ t. (Naime,
u svakoj grupi iz ax = bx slijedi a = b pa tako i ovdje, iz p ◦ t = q ◦ t slijedi
(p ◦ t) ◦ t = (q ◦ t) ◦ t, odatle p = q.) Time je uspostavljeno injektivno preslikavanje
podskupa parnih permutacija u podskup neparnih permutacija, ²to povla£i da broj
parnih ne moºe biti ve¢i od broja neparnih permutacija. No isto tako moºemo
neparne permutacije, komponiranjem s t, injektivno preslikati u parne permutacije
pa neparnih permutacija nema vi²e od parnih. Ima ih, dakle, jednako mnogo, a to
zna£i n!/2.

Podgrupa parnih permutacija u simetri£noj grupi Sn naziva se alterniraju¢om gru-
pom stupnja n te se ozna£ava s An. Na primjer,

A4 = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3), (1 2 3), (1 3 2), (1 2 4),

(1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3)}.
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POGLAVLJE 5

UNITARNI PROSTORI

5.1 De�nicija i osnovna svojstva unitarnih prostora. Primjeri

Prisjetimo se najprije pojma vektorskog prostora. Neka je V neprazan skup i F polje.
Ure�ena trojka (V,+, ·) gdje je

(i) + binarna operacija na V takva da je (V,+) Abelova grupa,

(ii) · : F× V → V preslikavanje sa svojstvima

1. α · (β · a) = (αβ) · a,
2. (α + β) · a = α · a+ β · a,
3. α · (a+ b) = α · a+ α · b,
4. 1 · a = a,

za sve α, β ∈ F, a, b ∈ V ,

naziva se vektorski ili linearni prostor nad poljem F. Elementi skupa V nazivaju se tada
vektori, a elementi polja F skalari. Tradicionalno operaciju + zovemo zbrajanje vektora,
a preslikavanje · mnoºenje vektora skalarom. Nadalje, u na²em ¢e slu£aju biti F = R ili
F = C, pa tada govorimo o realnom, odnosno o kompleksnom vektorskom prostoru.

U ovom poglavlju bavit ¢emo se vektorskim prostorima koji ¢e biti snabdjeveni jo²
jednom operacijom � operacijom skalarnog mnoºenja. Nagla²avamo da su operacije
skalarnog mnoºenja i mnoºenja (vektora) skalarom sli£ne samo nazivom, u ²to ¢emo se
uvjeriti iz de�nicije koja slijedi. Stoga treba biti oprezan i ne mije²ati te dvije operacije.

U op¢em vektorskom prostoru imamo, dakle, dvije operacije te moºemo njihovom
uzastopnom primjenom dobivati linearne kombinacije vektora. Daljnji pojmovi i relacije
odnose se na sve ono ²to se moºe izraziti linearnim kombinacijama, npr. linearna neza-
visnost i zavisnost skupa vektora, linearna ljuska, potprostor (kao podskup koji je �zatvo-
ren� na linearne kombinacije svojih vektora), baza prostora itd. No u takvom prostoru
op¢enito nema dodatne geometrijske strukture na kakvu smo naviknuli u vektorskom
prostoru V 2 i V 3 pa nema govora o duljini (modulu) vektora, kutu me�u vektorima,
udaljenosti dvaju vektora ili udaljenosti vektora od potprostora itd. Tipi£ni primjer
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vektorskog ra£una u elementarnoj geometriji jest dokaz da se teºi²nice trokuta sijeku u
jednoj to£ki i da ta to£ka dijeli teºi²nice u omjeru 2 : 1. Operacije zbrajanja vektora
i mnoºenja vektora skalarom omogu¢uju nam da �odjednom� izvedemo obje navedene
tvrdnje za trokut. No same linearne kombinacije uop¢e �ne hvataju�, primjerice, relaciju
okomitosti pravaca pa se samo pomo¢u njih ne moºe dokazati da se visine trokuta sijeku
u jednoj to£ki. Nova operacija, skalarno mnoºenje vektora, omogu¢uje onda ne samo da
se izrazi okomitost vektora (tako da im je skalarni produkt jednak 0) nego i ostale pret-
hodno spomenute (�metri£ke�) pojmove, £ime se geometrijska struktura prostora bitno
oboga¢uje.

De�nicija 5.1.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, pri £emu je F polje R ili
C. Preslikavanje s : V × V → F koje svakom ure�enom paru vektora pridruºuje skalar
s(a, b) = 〈a|b〉 ∈ F naziva se skalarno mnoºenje na prostoru V ako su ispunjena
sljede¢a svojstva:

(1) 〈a|a〉 ≥ 0, za sve a ∈ V , pri £emu je 〈a|a〉 = 0 ako i samo ako je a = 0V ;

(pozitivna de�nitnost)

(2) 〈a|b〉 = 〈b|a〉, za sve a, b ∈ V ; (hermitska simetri£nost)

(3) 〈λa|b〉 = λ〈a|b〉, za sve a, b ∈ V, λ ∈ F; (homogenost)

(4) 〈a+ b|c〉 = 〈a|c〉+ 〈b|c〉, za sve a, b, c ∈ V. (aditivnost)

Skalar 〈a|b〉 zove se skalarni produkt ili umnoºak vektora a i b. Ure�eni par (V, s)
(ili (V, 〈·|·〉)) nazivamo unitarni prostor nad poljem F.

Napomena. Broj α predstavlja konjugirano kompleksni broj od α.

Uo£imo da zbog svojstva (1) vrijedi da je 〈a|a〉 uvijek realni broj bez obzira na to
je li V realni ili kompleksni vektorski prostor. Naime, uvjet nenegativnosti ima smisla
samo u R.

Posebno, ako je F = R, umjesto (2) imamo

(2') 〈a|b〉 = 〈b|a〉, za sve a, b ∈ V,
jer su realni brojevi upravo oni kompleksni brojevi koji se podudaraju sa svojim konju-
girano kompleksnim brojevima.

Nadalje, uo£imo da smo u de�niciji skalarnog mnoºenja pretpostavili da ono ima
svojstvo homogenosti i aditivnosti samo u prvom argumentu. Iz de�nicije 5.1.1 lako
proizlaze i sljede¢a svojstva.

Propozicija 5.1.2. Neka je V unitarni prostor nad F. Tada je

(3') 〈a|λb〉 = λ〈a|b〉, za sve a, b ∈ V, λ ∈ F,

(4') 〈a|b+ c〉 = 〈a|b〉+ 〈a|c〉, za sve a, b, c ∈ V.
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Dokaz. Pokaºimo svojstvo (3'). Vrijedi

〈a|λb〉 = {prema (2)} = 〈λb|a〉 = {prema (3)} = λ〈b|a〉 = λ 〈b|a〉 = {prema (2)} = λ〈a|b〉.

Sli£no se pokazuje i svojstvo (4'):

〈a|b+ c〉 = {prema (2)} = 〈b+ c|a〉 = {prema (4)} = 〈b|a〉+ 〈c|a〉
= 〈b|a〉+ 〈c|a〉 = {prema (2)} = 〈a|b〉+ 〈a|c〉.

Uo£imo da smo koristili svojstva kompleksnih brojeva: z1 + z2 = z1 + z2 i z1z2 = z1z2.

Primjenom svojstava iz de�nicije skalarnog mnoºenja moºemo izra£unati skalarni
umnoºak bilo kojih dviju linearnih kombinacija vektora iz unitarnog prostora.

Korolar 5.1.3. Neka je V unitarni prostor nad F te neka su a, b ∈ V oblika

a =
n∑
i=1

αiai, b =
m∑
j=1

βjbj,

za neke vektore a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ V i skalare α1, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ F. Tada je

〈a|b〉 =
n∑
i=1

m∑
j=1

αiβj〈ai|bj〉.

U svakom vektorskom prostoru istaknutu ulogu ima nulvektor 0V . Njegov skalarni
umnoºak s bilo kojim vektorom iznosi 0, kako pokazuje sljede¢a tvrdnja.

Propozicija 5.1.4. Neka je V unitarni prostor nad F. Tada je

〈a|0V 〉 = 0, 〈0V |a〉 = 0,

za sve a ∈ V .

Dokaz. Neka je 〈0V |a〉 = α ∈ F. Tada je

α = 〈0V |a〉 = 〈0V + 0V |a〉 = 〈0V |a〉+ 〈0V |a〉 = α + α,

pa je nuºno α = 0. Nadalje,
〈a|0V 〉 = 〈0V |a〉 = 0.
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Primjer 5.1. Na kolegiju Analiti£ka geometrija bavili smo se klasi£nim prostorom vek-
tora V 3 te de�nirali skalarni umnoºak vektora ~a,~b ∈ V 3\{~0} kao

~a ·~b = |~a| · |~b| · cos∠(~a,~b),

odnosno ako je ~a = ~0 ili ~b = ~0, onda

~a ·~b = 0.

Pokazali smo da tako de�nirano mnoºenje zadovoljava svojstva iz de�nicije 5.1.1 pa je
V 3 realni unitarni prostor. Isto vrijedi i za V 2. Pritom svojstva (1) i (2) skalarnog
mnoºenja slijede vrlo lako iz same de�nicije, svojstvo (3) tako�er nije te²ko izvesti,
no treba razmotriti slu£ajeve s obzirom na predznak skalara λ, dok je dokaz svojstva
aditivnosti (4) znatno sloºeniji. Vaºno je uo£iti da je apsolutna vrijednost skalarnog
produkta ~a·~b jednaka duljini (modulu) ortogonalne projekcije vektora ~a na smjer vektora
~b. Aditivnost onda zapravo geometrijski zna£i da ortogonalna projekcija zbroja dvaju
vektora na smjer nekog vektora ima jednaku duljinu kao zbroj ortogonalnih projekcija
pojedinih vektora.

♥
Primjer 5.2. Pomo¢u skalarnog produkta u V 2 (odnosno V 3) dokazat ¢emo da se visine
trokuta sijeku u jednoj to£ki.

Neka je ABC dani trokut i neka je to£ka H sjeci²te visina iz vrhova A i B. Dovoljno
je pokazati da je tada vektor

−−→
CH okomit na vektor

−→
AB. Ra£unamo:

−→
AB ·

−−→
CH = (

−−→
AH +

−−→
HB) · (

−−→
CB +

−−→
BH)

=
−−→
AH ·

−−→
CB +

−−→
HB ·

−−→
CB +

−−→
AH ·

−−→
BH +

−−→
HB ·

−−→
BH

= {zbog
−−→
AH ·

−−→
CB = 0} =

−−→
BH · (−

−−→
CB +

−−→
AH +

−−→
HB)

=
−−→
BH · (

−−→
AH +

−−→
HB +

−−→
BC) =

−−→
BH ·

−→
AC = 0.

Time je tvrdnja dokazana, no uo£imo jo² ne²to. Ako umjesto H, kao sjeci²ta visina,
uzmemo D kao bilo koju to£ku izvan ravnine trokuta ABC, imamo tetraedar (trostranu
piramidu) ABCD. Sada ra£un potpuno jednak prija²njem pokazuje da ako su AD i
BC me�usobno okomiti bridovi te BD i CA tako�er me�usobno okomiti, onda je i tre¢i
par bridova AB i CD me�usobno okomit. Dakle, ako su u tetraedru dva para bridova
me�usobno okomita, isto vrijedi i za tre¢i par bridova, a primjenom skalarnog mnoºenja
to se jednostavno pokazuje (bez potrebe razdvajanja slu£ajeva jesu li vektori

−−→
AD,

−−→
BD i

−−→
CD komplanarni s

−→
AB i

−−→
BC).

♥
Uo£imo da smo se pri uvo�enju skalarnog umno²ka u prostoru V 3 sluºili svojstvima

euklidskog prostora E3 � mjerom udaljenosti i kutom, to jest svojstvima kojima ne
raspolaºemo u op¢em vektorskom prostoru. �tovi²e, uskoro ¢emo vidjeti upravo obrnutu
situaciju, a to je da u svakom unitarnom prostoru moºemo uvesti mjeru udaljenosti i
kuta zahvaljuju¢i operaciji skalarnog mnoºenja.

U sljede¢im primjerima de�niramo operacije skalarnog produkta na nekim dobro poz-
natim vektorskim prostorima. Pritom napominjemo da skalarni produkt na nekom vek-
torskom prostoru op¢enito nije jedinstven pa zato £esto isti£emo tzv. standardni skalarni
produkt za pojedini vektorski prostor.
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Primjer 5.3. Na realnom vektorskom prostoru Rn za x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn)
iz Rn de�niramo

〈x|y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn =
n∑
i=1

xiyi.

Provjerimo svojstva iz de�nicije 5.1.1:

(1) 〈x|x〉 =
∑n

i=1 x
2
i ≥ 0 te 〈x|x〉 =

∑n
i=1 x

2
i = 0 ako i samo ako je x1 = . . . = xn = 0,

tj. x = 0;

(2) 〈x|y〉 =
∑n

i=1 xiyi =
∑n

i=1 yixi = 〈y|x〉, za sve x, y ∈ Rn;

(3) 〈λx|y〉 =
∑n

i=1(λxi)yi = λ
∑n

i=1 xiyi = λ〈x|y〉, za sve x, y ∈ Rn, λ ∈ R;

(4) 〈x+y|z〉 =
∑n

i=1(xi+yi)zi =
∑n

i=1 xizi+
∑n

i=1 yizi = 〈x|z〉+〈y|z〉, za sve x, y, z ∈ Rn.

Dakle, Rn je realni unitarni prostor. Taj skalarni produkt naziva se standardni skalarni
produkt na Rn.

♥

Primjer 5.4. Sli£no kao u prethodnom primjeru de�niramo i standardni skalarni pro-
dukt na kompleksnom vektorskom prostoru Cn. Za x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn) iz
Cn stavljamo

〈x|y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn =
n∑
i=1

xiyi.

Svojstva skalarnog produkta pokazujemo analogno kao za standardni skalarni produkt
na Rn. Stoga je Cn kompleksni unitarni prostor. Uo£imo da je

〈x|x〉 =
n∑
i=1

xixi =
n∑
i=1

|xi|2.

♥

Primjer 5.5. Na prostoru polinoma s realnim koe�cijentima P za skalarni produkt
naj£e²¢e se uzima preslikavanje

〈p|q〉 =

∫ 1

0

p(t)q(t)dt,

za p, q ∈ P . Svojstva iz de�nicije 5.1.1 vrijede zbog svojstava odre�enog integrala, pa je
P tako�er realni unitarni prostor. Razmislite za²to vrijedi svojstvo pozitivne de�nitnosti.

Umjesto segmenta [0, 1] moºe se uzeti i neki drugi segment, npr. [−1, 1].
♥

Primjer 5.6. Na vektorskom prostoru matrica Mmn(R), odnosno Mmn(C), skalarno
mnoºenje moºe se de�nirati analogno onom u primjeru 5.3, odnosno primjeru 5.4. Ska-
larni produkt matrica A = [aij], B = [bij] ∈Mmn(R) zadaje se kao suma umnoºaka svih
odgovaraju¢ih koe�cijenata na jednakim pozicijama:

〈A|B〉 =
n∑
i=1

m∑
j=1

aijbij,
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dok se u slu£aju prostoraMmn(C) uzimaju kompleksno konjugirani brojevi koe�cijenata
druge matrice:

〈A|B〉 =
n∑
i=1

m∑
j=1

aijbij,

Ti izrazi mogu se saºeto napisati, pomo¢u traga umno²ka matrica, u obliku

〈A|B〉 = trABt,

odnosno
〈A|B〉 = trAB∗.

♥

Teorem 5.1.5 (Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog). Neka je V unitarni pros-
tor. Vrijedi

|〈a|b〉|2 ≤ 〈a|a〉〈b|b〉, (5.1)

za sve a, b ∈ V . Jednakost u (5.1) postiºe se ako i samo ako je {a, b} linearno zavisan
skup.

Dokaz. Za a = 0V ili b = 0V o£ito vrijedi jednakost u (5.1). Neka su a, b ∈ V \{0V } te
λ ∈ F. Tada vrijedi

0 ≤ 〈a− λb|a− λb〉 = 〈a|a〉 − λ〈b|a〉 − λ〈a|b〉+ λλ〈b|b〉.

Kako prethodna nejednakost vrijedi za svaki skalar λ, vrijedit ¢e i posebno za

λ =
〈a|b〉
〈b|b〉

.

Uo£imo da je

λ =
〈b|a〉
〈b|b〉

,

pa dobivamo

0 ≤ 〈a|a〉 −
�
��

�
��〈a|b〉

〈b|b〉
〈b|a〉 − 〈b|a〉

〈b|b〉
〈a|b〉+

���
���

��〈a|b〉〈b|a〉
〈b|b〉2

〈b|b〉 = 〈a|a〉 − 〈b|a〉
〈b|b〉

〈a|b〉.

Mnoºenjem prethodne nejednakosti s 〈b|b〉 > 0 i sre�ivanjem slijedi

〈a|b〉〈b|a〉 = 〈a|b〉〈a|b〉 = |〈a|b〉|2 ≤ 〈a|a〉〈b|b〉.

Preostaje ispitati kada nastupa jednakost u (5.1). Jednakost o£ito vrijedi ako je
barem jedan od vektora a i b jednak 0. Pretpostavimo da su a, b oba razli£ita od 0. Ako
je skup {a, b} linearno zavisan, postoji λ ∈ F takav da je a = λb. Tada vrijedi

|〈a|b〉|2 = |〈λb|b〉|2 = |λ|2〈b|b〉2 = λλ〈b|b〉2 = 〈λb|λb〉〈b|b〉 = 〈a|a〉〈b|b〉.
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Ako je skup {a, b} linearno nezavisan, onda za svaki λ ∈ F vrijedi a − λb 6= 0, ²to
povla£i strogu nejednakost 0 < 〈a − λb|a − λb〉. Posebno to vrijedi i za λ = 〈a|b〉

〈b|b〉 pa
prethodno provedeni ra£un pokazuje da tada vrijedi stroga nejednakost u (5.1).

U unitarnom prostoru V 3 o£ito je iz same de�nicije skalarnog produkta da vrijedi
CSB nejednakost (5.1) jer kosinus bilo kojeg kuta po apsolutnoj vrijednosti iznosi naj-
vi²e 1. Ako radi jednostavnosti uzmemo vektor ~b modula 1, vidimo da CSB nejednakost
zapravo zna£i da je ortogonalna projekcija bilo kojeg vektora ~a �kra¢a� od ~a ili najvi²e
jednake duljine kao sam vektor ~a. Takva interpretacija vrijedi i op¢enito u unitarnom
prostoru.

Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog poprima, dakako, razli£ite oblike s obzi-
rom na razli£ite na£ine kako je zadan skalarni produkt na pojedinom vektorskom pros-
toru. Tako je ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

αiβi

∣∣∣∣∣
2

≤

(
n∑
i=1

|αi|2
)(

n∑
i=1

|βi|2
)
,

za sve αi, βi ∈ C, i = 1, . . . , n i svaki n. Tako�er(∫ 1

0

p(t)q(t)dt

)2

≤
(∫ 1

0

p2(t)dt

)(∫ 1

0

q2(t)dt

)
,

za polinome p i q s realnim koe�cijentima.

Primjer 5.7. U prostoru R2 sa standardnim skalarnim produktom CSB nejednakost
zna£i da za bilo koja dva vektora (a1, b1) i (a2, b2) vrijedi

(a1a2 + b1b2)
2 ≤ (a21 + b21)(a

2
2 + b22),

²to je poznata nejednakost koja postaje o£ita £im se svede na jednostavniji oblik

2a1a2b1b2 ≤ a21b
2
2 + a22b

2
1,

u kojem prepoznajemo nejednakost

0 ≤ (a1b2 − a2b1)2.

Odgovaraju¢u nejednakost za n > 2 nije tako lako dokazati.
♥

Zadatak 5.1. Dokaºite da za bilo koje realne brojeve a, b, c, d i e vrijede nejednakosti

(1) a+ 2b+ 11c ≤
√

126(a2 + b2 + c2),

(2) (3a+ 6b+ 11c+ 43d)2 ≤ 2015(a2 + b2 + c2 + d2),

(3) (19a− 23b+ 6c− 27d+ 19e)2 ≤ 2016(a2 + b2 + c2 + d2 + e2).
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U unitarnom prostoru, dakle u vektorskom prostoru opskrbljenom skalarnim produk-
tom, imamo jo² jednu mogu¢nost ispitivanja linearne nezavisnosti nekog skupa vektora.
U tu svrhu trebat ¢e nam sljede¢a de�nicija.

De�nicija 5.1.6. Neka je V unitarni prostor i {x1, . . . , xk} ⊂ V . Matrica reda k dana
s

G(x1, x2, . . . , xk) =


〈x1|x1〉 〈x1|x2〉 · · · 〈x1|xk〉
〈x2|x1〉 〈x2|x2〉 · · · 〈x2|xk〉

...
... · · · ...

〈xk|x1〉 〈xk|x2〉 · · · 〈xk|xk〉


zove se Gramova matrica. Njezina determinanta naziva se Gramova determinanta

i ozna£ava s Γ(x1, x2, . . . , xk). Dakle,

Γ(x1, x2, . . . , xk) = detG(x1, x2, . . . , xk).

Propozicija 5.1.7. Neka je V unitarni prostor i S = {x1, . . . , xk} ⊂ V . Skup S je
linearno nezavisan ako i samo ako je

Γ(x1, x2, . . . , xk) 6= 0.

Dokaz. Skup S = {x1, . . . , xk} je linearno nezavisan u V ako i samo ako jednadºba

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk = 0V , (5.2)

ima jedinstveno rje²enje α1 = · · · = αk = 0. Pomnoºimo skalarno jednadºbu (5.2) s
vektorima x1, x2, . . ., xk redom. Zbog homogenosti i aditivnosti skalarnog produkta
dobit ¢emo jednadºbe

α1〈x1|x1〉 + α2〈x2|x1〉 + · · ·+ αk〈xk|x1〉 = 0,
α1〈x1|x2〉 + α2〈x2|x2〉 + · · ·+ αk〈xk|x2〉 = 0,

...
...

...
...

α1〈x1|xk〉 + α2〈x2|xk〉 + · · ·+ αk〈xk|xk〉 = 0,

(5.3)

koje moºemo shvatiti kao sustav od k linearnih jednadºbi s nepoznanicama α1, . . . , αk.
Dakle, jednadºba (5.2) implicira sustav linearnih jednadºbi (5.3). Vrijedi i obrat. Svaka
jednadºba u (5.3) je oblika

〈α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk|xi〉 = 0,

pa mnoºenjem svake od njih s αi i zbrajanjem dobivamo

0 =
k∑
i=1

αi〈α1x1+α2x2+· · ·+αkxk|xi〉 = 〈α1x1+α2x2+· · ·+αkxk|α1x1+α2x2+· · ·+αkxk〉.
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Zbog pozitivne de�nitnosti skalarnog produkta upravo je α1x1 + · · ·+αkxk = 0V . Dakle,
jednadºba (5.2) je ekvivalentna sustavu linearnih jednadºbi (5.3).

Uo£imo da je matrica sustava (5.3) jednaka transponiranoj Gramovoj matrici,
G(x1, x2, . . . , xk)

t. Stoga sustav (5.3) ima jedinstveno trivijalno rje²enje ako i samo ako
mu je matrica sustava regularna, odnosno ako i samo ako je determinanta matrice sus-
tava razli£ita od 0, detG(x1, x2, . . . , xk)

t 6= 0. Kako su determinanta matrice i njoj
transponirane matrice jednake, slijedi tvrdnja propozicije.

Gramova matrica je uvijek simetri£na ako je unitarni prostor realan, a hermitski si-
metri£na ako je prostor kompleksan. Na dijagonali su uvijek nenegativni realni brojevi.
Dokazali smo da je Gramova determinanta linearno nezavisnog skupa razli£ita od 0, no
moºe se dokazati da je, ²tovi²e, strogo pozitivna za linearno nezavisan skup. Ako se
taj skup sastoji od samo dva vektora, pozitivnost Γ proizlazi izravno iz CSB nejedna-
kosti. Nadalje, vrijednost Gramove determinante ima i dodatni geometrijski smisao jer je√

Γ(~a,~b) jednak povr²ini paralelograma razapetog (nekolinearnim) vektorima ~a i ~b, dok

je
√

Γ(~a,~b,~c) jednak volumenu paralelepipeda razapetog (nekomplanarnim) vektorima

~a, ~b i ~c u prostoru V 3.

Primjer 5.8. Ispitat ¢emo linearnu nezavisnost skupa {a, b, c} ⊂ C3, gdje su a = (0, 1, i),
b = (1 + i, 1, 1 − i), c = (−1 + i, 1 + i, 1 + 2i), koriste¢i se Gramovom determinantom.
Ponovimo, skalarni produkt u C3 je dan s

〈x|y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3,

za x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) iz C3. Sada je

G(a, b, c) =

 〈a|a〉 〈a|b〉 〈a|c〉〈b|a〉 〈b|b〉 〈b|c〉
〈c|a〉 〈c|b〉 〈c|c〉

 .

Zbog hermitske simetri£nosti vrijedi

G(a, b, c) =

 〈a|a〉 〈a|b〉 〈a|c〉〈a|b〉 〈b|b〉 〈b|c〉
〈a|c〉 〈b|c〉 〈c|c〉

 = G(a, b, c)∗,

odnosno Gramova matrica je hermitski simetri£na, pa je potrebno izra£unati sljede¢ih
²est skalarnih umnoºaka:

〈a|a〉 = 2, 〈a|b〉 = i, 〈a|c〉 = 3, 〈b|b〉 = 5, 〈b|c〉 = −6i, 〈c|c〉 = 9.

Sada je

Γ(a, b, c) =

∣∣∣∣∣∣
2 i 3
−i 5 −6i
3 6i 9

∣∣∣∣∣∣ = 0,

pa zaklju£ujemo da je skup S linearno zavisan.
♥
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5.2 Ortogonalni skupovi

De�nicija 5.2.1. Neka su a i b vektori unitarnog prostora V . Kaºemo da su vektori a
i b me�usobno ortogonalni ako vrijedi 〈a|b〉 = 0. Pi²emo a⊥b.

Uo£imo da je relacija biti ortogonalan simetri£na, to jest ako a⊥b, onda b⊥a. Zaista,
〈a|b〉 = 0 je ekvivalentno s 〈b|a〉 = 0. Stoga i govorimo o me�usobnoj ortogonalnosti.
Kra¢e ¢emo za dva vektora re¢i da su ortogonalni.

Prema propoziciji 5.1.4 slijedi da je nulvektor ortogonalan na svaki vektor prostora,
to jest 0V⊥a za sve a ∈ V . Nadalje, iz (5.1) dobivamo da je a⊥a ako i samo ako je
a = 0V .

De�nicija 5.2.2. Neka je V unitarni prostor. Za podskup S = {a1, . . . , ak} ⊂ V \{0V }
kaºemo da je ortogonalni skup (ili sustav) vektora ako su ai i aj me�usobno or-
togonalni za sve 1 ≤ i < j ≤ k. Jedno£lani podskup {a1} ⊂ V \{0V } smatrat ¢emo
ortogonalnim.

Propozicija 5.2.3. Neka je S = {a1, . . . , ak} ortogonalni podskup unitarnog prostora
V . Tada je S linearno nezavisan skup. Posebno, ako je S ortogonalni podskup n-
dimenzionalnog unitarnog prostora V, onda je |S| ≤ n.

Dokaz. Primijenimo kriterij za linearnu nezavisnost pomo¢u Gramove determinante (pro-
pozicija 5.1.7). Gramova matrica ortogonalnog skupa je dijagonalna, pritom regularna
jer su svi elementi dijagonale razli£iti od 0 pa je Γ(a1, . . . , ak) 6= 0. Stoga je ortogonalni
skup vektora linearno nezavisan.

Napomenimo da se dokaz moºe provesti i tako da se pretpostavi da za neke skalare
α1, . . . , αk vrijedi

α1a1 + · · ·+ αkak = 0V

pa se skalarnim mnoºenjem te jednakosti redom s a1, a2,..., ak dobiva α1〈a1|a1〉 = 0, ...,
αk〈ak|ak〉 = 0, odakle je α1 = · · · = αk = 0.

De�nicija 5.2.4. Neprazni podskupovi S i T unitarnog prostora V sume�usobno orto-

gonalni, S⊥T , ako je svaki vektor skupa S me�usobno ortogonalan sa svakim vektorom
skupa T .
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Propozicija 5.2.5. Neka je V unitarni prostor i S, T ⊆ V su me�usobno ortogonalni
skupovi. Tada je njihov presjek ili prazan ili jednak {0V }.

Dokaz. Ako je a ∈ S ∩ T , onda je 〈a|a〉 = 0, pa je a = 0V .

De�nicija 5.2.6. Za neprazan podskup S unitarnog prostora V de�niramo skup

S⊥ = {x ∈ V : x⊥a, ∀a ∈ S}.

Ako je S potprostor od V, S⊥ nazivamo ortogonalnim komplementom od S.

Jasno je da S⊥ nikad nije prazan skup jer sigurno sadrºi nulvektor.

Propozicija 5.2.7. Neka je S 6= ∅ podskup unitarnog prostora V . Tada je S⊥ vektorski
potprostor od V .

Dokaz. Pretpostavimo da su x, y ∈ S⊥. Tada je 〈x|a〉 = 0 i 〈y|a〉 = 0 za sve a ∈ S.
Nadalje, pretpostavimo da su α, β ∈ F i a ∈ S. Vrijedi

〈αx+ βy|a〉 = α〈x|a〉+ β〈y|a〉 = 0,

pa je αx+ βy ∈ S⊥. Dakle, S⊥ ≤ V .

Uo£avamo da je S⊥ potprostor nekog unitarnog prostora V za bilo koji neprazan pod-
skup S � ne nuºno potprostor. Njegov naziv, ortogonalni komplement, bit ¢e opravdan
ne²to kasnije propozicijom 5.4.4.

Zadatak 5.2. Pokaºite da za svaki neprazni podskup S unitarnog prostora V vrijedi:

S⊥ = [S]⊥ = [S⊥].

Zadatak 5.3. Za podskupove S i T unitarnog prostora V dokaºite sljede¢e implikacije:

(a) Ako je S 6= ∅ podskup od T , onda je T⊥ potprostor od S⊥.

(b) Ako S sadrºi skup izvodnica za V , onda je S⊥ = {0V }.
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5.3 Norma i metrika

Neka je V realni ili kompleksni unitarni prostor. Budu¢i da je 〈a|a〉 ≥ 0 za sve a ∈ V ,
dobro je de�niran broj

‖a‖ =
√
〈a|a〉

koji nazivamo norma, modul ili duljina vektora a. Uo£imo da uz tu oznaku nejednakost
Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog moºemo pisati u obliku

|〈a|b〉| ≤ ‖a‖‖b‖. (5.4)

Posebno, ako je V realni unitarni prostor i a, b vektori iz V \{0V }, prema (5.4) slijedi

|〈a|b〉|
‖a‖ · ‖b‖

≤ 1,

odnosno

−1 ≤ 〈a|b〉
‖a‖ · ‖b‖

≤ 1.

Stoga postoji jedinstven ϕ ∈ [0, π] takav da je

cosϕ =
〈a|b〉
‖a‖ · ‖b‖

.

Kaºemo da je ϕ kut izme�u vektora a i b te pi²emo ∠(a, b) = ϕ. Uo£imo da vrijedi
relacija

〈a|b〉 = ‖a‖‖b‖ cos(∠(a, b))

koja sluºi kao de�nicija skalarnog umno²ka u prostoru V 3 s obzirom na to da u njemu
imamo de�nirane pojmove duljine vektora i kuta izme�u vektora. Napomenimo da
pojam kuta izme�u vektora a i b ne de�niramo ako je a = 0V ili b = 0V .

Op¢enito se pojam norme de�nira neovisno o skalarnom produktu.

De�nicija 5.3.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, pri £emu je F = R ili
F = C. Preslikavanje

‖ · ‖ : V → R

koje svakom vektoru a ∈ V pridruºuje realni broj ‖a‖ sa svojstvima

1. ‖a‖ ≥ 0, pri £emu je ‖a‖ = 0 ako i samo ako je a = 0V , (pozitivna de�nitnost)

2. ‖λa‖ = |λ| · ‖a‖, (homogenost)

3. ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖, (nejednakost trokuta)

za sve a, b ∈ V , λ ∈ F, naziva se norma na prostoru V .
Ure�eni par (V, ‖ · ‖) zove se normirani prostor.

Uo£imo da norma svakom vektoru pridruºuje nenegativni realni broj.
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Propozicija 5.3.2. Neka je (V, 〈·|·〉) unitarni prostor. Preslikavanje

a 7→
√
〈a|a〉

s prostora V u polje R je norma na prostoru V .

Dokaz. Ozna£imo s ‖a‖ =
√
〈a|a〉, za a ∈ V. Provjerimo da preslikavanje ‖ · ‖ : V → R

zadovoljava sva tri svojstva iz de�nicije 5.3.1.
Svojstvo (1) slijedi izravno iz pozitivne de�nitnosti skalarnog produkta. Pokaºimo

svojstvo (2). Koriste¢i se de�nicijom 5.1.1 i propozicijom 5.1.2 dobivamo

‖λa‖ =
√
〈λa|λa〉 =

√
λλ〈a|a〉 =

√
|λ|2〈a|a〉 = |λ|

√
〈a|a〉 = |λ|‖a‖,

za sve a ∈ V , λ ∈ F. Za provjeru svojstva (3) koristimo se svojstvima hermitske
simetri£nosti i aditivnosti skalarnog produkta. Vrijedi

‖a+ b‖2 = 〈a+ b|a+ b〉 = 〈a|a〉+ 〈a|b〉+ 〈b|a〉+ 〈b|b〉 = ‖a‖2 + 2 Re〈a|b〉+ ‖b‖2.

Kako je Re〈a|b〉 ≤ |Re〈a|b〉| ≤ |〈a|b〉| i |〈a|b〉| ≤ ‖a‖‖b‖ prema (5.4), slijedi

‖a+ b‖2 ≤ ‖a‖2 + 2‖a‖‖b‖+ ‖b‖2 = (‖a‖+ ‖b‖)2.

Prema upravo dokazanoj propoziciji zaklju£ujemo da je svaki unitarni prostor i nor-
miran. Jo² kaºemo da je norma oblika ‖a‖ =

√
〈a|a〉 inducirana skalarnim produktom.

Prirodno je pitati se vrijedi li obrat, odnosno moºe li se u normiranom prostoru uvesti
skalarni produkt koji inducira upravo po£etnu normu. Odgovor je � ne uvijek, a pokazat
¢emo uz koji uvjet se to moºe u£initi.

Propozicija 5.3.3 (Relacija paralelograma). Neka je (V, 〈·|·〉) unitarni prostor s indu-
ciranom normom ‖ · ‖. Vrijedi

‖a+ b‖2 + ‖a− b‖2 = 2‖a‖2 + 2‖b‖2 (5.5)

za sve a, b ∈ V .

Dokaz. Relaciju pokazujemo raspisivanjem:

‖a+ b‖2 + ‖a− b‖2 = 〈a+ b|a+ b〉+ 〈a− b|a− b〉
= ‖a‖2 +��

�〈a|b〉 +��
�〈b|a〉 + ‖b‖2 + ‖a‖2 −���〈a|b〉 −���〈b|a〉 + ‖b‖2

= 2‖a‖2 + 2‖b‖2.
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Uo£imo da relacija paralelograma izraºava poznato svojstvo paralelograma u euk-
lidskoj ravnini koje kaºe da je zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelograma jednak
zbroju kvadrata duljina njegovih stranica. (Prisjetite se dokaza iskazanog svojstva po-
mo¢u Pitagorina pou£ka.)

Slika 5.1: Svojstvo paralelograma e2 + f2 = 2a2 + 2b2

Teorem 5.3.4 (Jordan - von Neumann). Neka je (V, ‖ ·‖) normirani prostor nad poljem
R ili C. Prostor V je unitarni prostor £iji skalarni produkt inducira normu ‖ · ‖ ako i
samo ako norma ‖ · ‖ zadovoljava relaciju paralelograma (5.5).

Skica dokaza. Nuºnost smo pokazali propozicijom 5.3.3. Pokaºimo obrat. Ako je F = R,
stavljamo

〈a|b〉 =
1

4
(‖a+ b‖2 − ‖a− b‖2),

a za F = C

〈a|b〉 =
1

4
(‖a+ b‖2 − ‖a− b‖2) +

i

4
(‖a+ ib‖2 − ‖a− ib‖2).

Provjerimo da smo na taj na£in de�nirali skalarno mnoºenje na V . Neka je F = R.
Provjeravamo redom svojstva iz de�nicije 5.1.1.

(1) 〈a|a〉 = 1
4
(‖a + a‖2 − ‖0V ‖2) = 1

4
(2‖a‖)2 = ‖a‖2 ≥ 0 te 〈a|a〉 = 0 ako i samo

‖a‖ = 0, to jest a = 0V .
(2) 〈a|b〉 = 1

4
(‖a+ b‖2 − ‖a− b‖2) = 1

4
(‖b+ a‖2 − | − 1|2‖(b− a)‖2) = 〈b|a〉.

(4) Pokaºimo aditivnost. Prema de�niciji je

〈a|b+ c〉 =
1

4
(‖a+ b+ c‖2 − ‖a− b− c‖2).
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Raspi²imo desnu stranu prethodne jednakosti koriste¢i se relacijom paralelograma.

‖a+ b+ c‖2 − ‖a− b− c‖2 = ‖a+ b+ c‖2 + ‖a+ b− c‖2︸ ︷︷ ︸
rel. paral.

−‖ a+ b− c︸ ︷︷ ︸
=a−c+b

‖2 − ‖ a− b− c︸ ︷︷ ︸
=a−c−b

‖2

︸ ︷︷ ︸
rel. paral.

= 2‖a+ b‖2 + 2‖c‖2 − 2‖a− c‖2 − 2‖b‖2

= ‖a+ b‖2 + ‖a+ b‖2 + ‖a− b‖2︸ ︷︷ ︸
rel. paral.

−‖a− b‖2 + 2‖c‖2

−‖a− c‖2−‖a− c‖2 − ‖a+ c‖2︸ ︷︷ ︸
rel. paral.

+‖a+ c‖2 − 2‖b‖2

= ‖a+ b‖2 +��
��2‖a‖2 +��

�2‖b‖2 − ‖a− b‖2 +��
�2‖c‖2

−‖a− c‖2 −��
��2‖a‖2 −��

�2‖c‖2 + ‖a+ c‖2 −��
�2‖b‖2

= ‖a+ b‖2 − ‖a− b‖2︸ ︷︷ ︸
4〈a|b〉

+ ‖a+ c‖2 − ‖a− c‖2︸ ︷︷ ︸
4〈a|c〉

= 4(〈a|b〉+ 〈a|c〉)

Zbog simetri£nosti je i
〈a+ b|c〉 = 〈a|c〉+ 〈b|c〉.

(3) Homogenost slijedi iz aditivnosti, ali ne sasvim jednostavno. Dat ¢emo skicu tog
dokaza. Zaista,

〈2a|b〉 = 〈a+ a|b〉 = 〈a|b〉+ 〈a|b〉 = 2〈a|b〉.
Induktivno dalje slijedi da je

〈na|b〉 = n〈a|b〉,
za sve n ∈ N. Za λ = 1

n
prema upravo pokazanom imamo

n〈λa|b〉 = 〈nλa|b〉 = 〈a|b〉.

Mnoºenjem prethodne relacije s λ slijedi

〈λa|b〉 = λ〈a|b〉.

Za λ = 0 i λ = −1 tvrdnja se lako pokaºe, pa moºemo ustanoviti da prethodna jednakost
vrijedi za sve λ = m

n
, m ∈ Z, n ∈ N, to jest za sve λ ∈ Q. Kona£no, sljede¢i argumenti:

� skup Q gust je u R (to jest svaki realni broj moºemo prikazati kao limes niza
racionalnih brojeva),

� funkcije f, g : R→ R zadane s f(t) = t〈a|b〉, g(t) = 〈ta|b〉 su neprekidne na R,

� f
∣∣
Q= g

∣∣
Q (restrikcije funkcija f i g na skup Q su jednake)

povla£e da tvrdnja vrijedi za sve λ ∈ R.
Na sli£an na£in provjeravaju se svojstva u slu£aju F = C.

Primjer 5.9. Neke norme na prostoru Rn. Neka je a = (α1, . . . , αn) ∈ Rn. De�niramo:

� ‖a‖∞ = max{|α1|, . . . , |αn|},
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� ‖a‖1 = |α1|+ · · ·+ |αn|,

� ‖a‖2 =
√
α2
1 + · · ·+ α2

n,

� ‖a‖p = (|α1|p + · · ·+ |αn|p)1/p, p ∈ N.
Sva ta preslikavanja zadovoljavaju svojstva norme (²to za neke nije o£ito ni lako poka-
zati). Nazivamo ih maks-norma, 1-norma (ili �taxicab� norma), 2-norma (ili euklidska
norma) i p-norma, redom. Napominjemo da ovo nisu sve norme koje postoje na Rn.

Ako je n ≥ 2, me�u navedenim normama na prostoru Rn samo je norma ‖ · ‖2
inducirana skalarnim produktom. Poku²ajte prona¢i primjere vektora za koje ne vrijedi
relacija paralelograma za norme ‖ · ‖∞ i ‖ · ‖1.

♥
Napomena 5.3.5. Neka je {a1, a2, . . . , ak} ortogonalni skup nekog unitarnog prostora.
Tada je

‖a1 + a2 + · · ·+ ak‖2 = ‖a1‖2 + ‖a2‖2 + · · ·+ ‖ak‖2,
gdje je ‖ · ‖ norma inducirana skalarnim produktom. Za k = 2 dobivamo relaciju koja u
elementarnoj geometriji zapravo predstavlja Pitagorin pou£ak za pravokutni trokut.

Uo£imo da je to poseban slu£aj relacije u realnom unitarnom prostoru

‖a1 + a2‖2 = ‖a1‖2 + ‖a2‖2 + 2〈a1|a2〉,

koja odgovara Kosinusovu pou£ku u geometriji trokuta.

De�nicija 5.3.6. Vektor a iz normiranog prostora V takav da je

‖a‖ = 1

zove se jedini£ni ili normirani vektor. Kaºemo da smo normirali vektor a ∈ V \{0V }
ako smo mu pridruºili vektor

a0 =
1

‖a‖
a.

Pomo¢u norme lako se moºe de�nirati i udaljenost izme�u dvaju vektora. Neka je
(V, ‖ · ‖) normirani prostor te a, b ∈ V . Udaljenost vektora a od vektora b smisleno je
de�nirati kao

d(a, b) = ‖a− b‖. (5.6)

Uo£imo da smo ovime de�nirali funkciju udaljenosti, odnosno metriku, na prostoru V :

d : V × V → R.

Primijetimo jo² da se u unitarnim prostorima V 2(O) i V 3(O) tako de�nirana udaljenost
dvaju vektora (radijvektora)

−→
OA i

−−→
OB podudara s euklidskom udaljenosti krajnjih to-

£aka A i B tih radijvektora.

Op¢enito, pojam metrike de�nira se za bilo koji neprazan skup i bez strukture vek-
torskog prostora.
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De�nicija 5.3.7. Neka je S bilo koji neprazan skup. Preslikavanje

d : S × S → R

naziva se metrika na skupu S ako vrijede sljede¢a svojstva:

1. d(x, y) ≥ 0, za sve x, y ∈ S, (pozitivnost)

2. d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y, (strogost)

3. d(x, y) = d(y, x), za sve x, y ∈ S, (simetri£nost)

4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), za sve x, y, z ∈ S. (nejednakost trokuta)

Ure�eni par (X, d) zove se metri£ki prostor.

Lako se moºe ustanoviti da je svaki normirani prostor uistinu i metri£ki pri £emu je
metrika dana s (5.6).

Primjer 5.10. Neke metrike na prostoru Rn. Neka je a = (α1, . . . , αn), b = (β1, . . . , βn) ∈
Rn

� d(a, b) = max{|α1 − β1|, . . . , |αn − βn|},

� d(a, b) = |α1 − β1|+ · · ·+ |αn − βn|,

� d(a, b) =
√

(α1 − β1)2 + · · ·+ (αn − βn)2,

� d(a, b) =

{
1, a 6= b,
0, a = b

(diskretna metrika).

Usporedite te primjere metrika s primjerima normi iz primjera 5.9. Moºe li se svaka od
tih metrika dobiti iz neke norme pomo¢u relacije (5.6)? ♥

Sljede¢e zadatke rije²ite pomo¢u CSB nejednakosti (5.1), odnosno teorema 5.1.5.

Zadatak 5.4. Ako je a = (1 − i, i, 1 + i) vektor iz kompleksnog unitarnog prostora C3,
odredite i opi²ite skup svih vrijednosti skalarnog produkta 〈a|x〉, pri £emu je x jedini£ni
vektor iz C3 . Skicirajte taj skup u kompleksnoj ravnini.

Zadatak 5.5. Neka je a = (2, 0, 1, 7) vektor iz unitarnog prostora R4 sa standardnim
skalarnim produktom i neka je S podskup svih jedini£nih vektora u R4. Odredite skup svih
vrijednosti skalarnog produkta 〈a|x〉 za x iz S. Ako je taj skup ome�en, napi²ite vektore
za koje se poprima najve¢a i najmanja vrijednost.

Zadatak 5.6. Neka su a, b vektori iz unitarnog prostora V te ‖ ‖ norma zadana skalar-
nim produktom na V. Ako je ‖a‖ = 2 i ‖b‖ = 1, pokaºite da vrijedi: ‖a+ b‖‖a− b‖ ≥ 3.
(Uo£ite da u prostoru V 2 ta tvrdnja zna£i da umnoºak duljina dijagonala paralelograma
sa stranicama duljina 2 i 1 iznosi barem 3.)
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5.4 Ortogonalizacija baze. Ortogonalna projekcija

U ovom odjeljku opisat ¢emo postupak kojim linearno nezavisan skup vektora nekog
unitarnog prostora moºemo zamijeniti ortogonalnim skupom normiranih vektora koji
razapinju istu ljusku kao i po£etni skup.

De�nicija 5.4.1. Skup vektora {a1, . . . , ak} unitarnog prostora V je ortonormiran ako
je ortogonalan i ‖ai‖ = 1, za sve i = 1, . . . , k, to jest ako je

〈ai|aj〉 = δij,

za sve i, j = 1, . . . , k. Posebno, ako je S baza prostora V i uz to ortonormiran skup, S
nazivamo ortonormiranom bazom. Ponekad koristimo pokrate ON (ortonormiran) i
ONB (ortonormirana baza).

U daljnjem izlaganju bit ¢e vrlo korisno sluºiti se ortonormiranom bazom unitarnog
prostora, odnosno nekog njegova potprostora, s obzirom na to da se svaki ra£un koji
obuhva¢a skalarno mnoºenje vektora zapisanih u bazi bitno pojednostavljuje ako se iza-
bere upravo ortonormirana baza (ONB). Tako�er, pri dokazivanju nekih £injenica bit ¢e
vaºno posluºiti se upravo s ONB.

Naime, ako su vektori x i y unitarnog prostora V dimenzije n prikazani u nekoj
op¢enitoj bazi {a1, . . . , an} s

x =
n∑
i=1

xiai, y =
n∑
i=1

yiai,

njihov je skalarni produkt

〈x|y〉 =
n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj〈ai|aj〉.

U na£elu imamo n2 pribrojnika u sumi na desnoj strani prethodne jednakosti. No ako
je ta baza ortonormirana, dakle ako je 〈ai|aj〉 = δij, ta ¢e se suma svesti na svega n
pribrojnika koji ne moraju biti jednaki 0:

〈x|y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

Prisjetimo se da je u primjerima 5.3 i 5.4 upravo takvom formulom bilo zadano skalarno
mnoºenje na prostorima Rn i Cn, a za bazu (standardnu) u kojoj su prikazani vektori
konstatiralo se da je ONB. Sada smo imali obrnutu situaciju. Ako se u proizvoljnom
n-dimenzionalnom unitarnom prostoru posluºimo ortonormiranom bazom, to ¢e rezulti-
rati identi£nom formulom kao u navedenim primjerima. Moºemo re¢i da ti primjeri (5.3
i 5.4) zapravo daju tipi£ni oblik skalarnog produkta. �tovi²e, po uzoru na primjere 5.3 i
5.4, moºemo formulama jednakog oblika uvesti skalarno mnoºenje na bilo kojem kona£-
nodimenzionalnom prostoru, realnom odnosno kompleksnom. U tu svrhu izaberemo bilo

144



5.4. ORTOGONALIZACIJA BAZE. ORTOGONALNA PROJEKCIJA

koju bazu {a1, . . . , an} takvog prostora i dalje radimo pomo¢u koordinata vektora u toj
bazi, analogno kao u primjeru 5.3 za realni, odnosno primjeru 5.4 za kompleksni prostor.
Tako uvedeno skalarno mnoºenje o£ito ovisi o izboru baze, a izabrana baza tada je ONB
doti£nog unitarnog prostora.

Koe�cijenti xi u prikazu vektora x =
∑n

i=1 xiai u ortonormiranoj bazi mogu se lako
izraziti pomo¢u skalarnog produkta vektora x s vektorima te ortonormirane baze, s
obzirom na to da skalarnim mnoºenjem s vektorom aj dobivamo

〈x|aj〉 = xj〈aj|aj〉 = xj

za svaki j = 1, 2, . . . , n pa je

x =
n∑
i=1

〈x|ai〉ai.

Nadalje, za vektor zapisan u ON bazi i norma poprima jednostavniji oblik:

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2,

²to je upravo oblik norme ‖x‖2 u prostoru Rn odnosno Cn (primjer 5.9). Ujedno uz
pomo¢ prethodno pokazanog imamo i

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

|〈x|ai〉|2.

Dakako, metrika inducirana normom tako�er poprima poznati oblik (primjer 5.10):

d(x, y) = ‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2.

Poslije ¢emo vidjeti da se i vaºna operacija ortogonalnog projiciranja vektora na pot-
prostor moºe znatno pojednostavniti primjenom ON baze tog potprostora.

U nekim primjerima unitarnih prostora kojima se naj£e²¢e bavimo kanonska baza
ujedno je ONB, npr. u Rn odnosno Cn, tako�er i u Mn(R), Mn(C). U prostoru V 3

odnosno V 3(O) {~i,~j,~k} je standardna oznaka za ONB, no to nije neka £vrsta, uvijek ista
baza. Me�utim, kanonska baza nije uvijek i ortonormirana, kao u prostorima polinoma
sa skalarnim mnoºenjem zadanim pomo¢u integrala na segmentu (primjer 5.5). Uvjerite
se ra£unom kako npr. {1, t, t2} nije ONB u prostoru P2 (prostoru polinoma s realnim
koe�cijentima stupnja manjeg od 3) sa skalarnim produktom iz primjera 5.5.

Zbog navedenog, ne¢emo uvijek imati �gotovu� ONB kojom se moºemo posluºiti,
nego ¢emo trebati konstruirati takvu bazu. �esto ¢emo trebati ONB koja nije stan-
dardna (kanonska ili podskup kanonske, ako je rije£ o potprostoru), nego takvu ONB
koja je prikladna za pojedinu situaciju. Primjerice, kod ortogonalne projekcije na pot-
prostor trebat ¢emo ONB tog potprostora, a za ortogonalni komplement potprostora bit
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¢e korisna ONB prostora dobivena pro²irivanjem ONB potprostora. Dakle, op¢enito ne¢e
nam biti dostatno samo poznavati neku ONB prostora, nego nam treba postupak kojim
bilo koji linearno nezavisni podskup unitarnog prostora moºemo povezati s ortonormira-
nim skupom tako da oba ta skupa razapinju istu linearnu ljusku, dakle potprostor. Taj
¢e se postupak odvijati u vi²e �etapa�, tako da se u svakoj od njih sa£uva linearna ljuska,
tj. potprostor razapet vektorima polaznog skupa.

Prisjetimo se ²to smo nau£ili na kolegiju Analiti£ka geometrija. Neka je {~a,~b} linearno
nezavisan skup u prostoru V 3. Dakle, ~a i ~b su nekolinearni vektori. Vektor

~p =
~a ·~b
|~a|2

~a

predstavlja ortogonalnu projekciju vektora ~b u smjeru vektora ~a. Uo£imo da je

~x = ~b− ~p = ~b− ~a ·
~b

|~a|2
~a,

ortogonalan na smjer vektora ~a. Zaista,

~x · ~a = ~b · ~a− ~a ·
~b

|~a|2
(~a · ~a) = ~b · ~a− ~a ·

~b

|~a|2
|~a|2 = 0.

Slika 5.2: Ortogonalna projekcija vektora ~b u smjeru vektora ~a

Normirajmo vektore ~a i ~x:

~e1 =
~a

|~a|
, ~e2 =

~x

|~x|
.

Uo£imo da je {~e1, ~e2} ortonormirani skup te vrijedi

[~a] = [~e1], [~a,~b] = [~e1, ~e2],

jer je o£ito ~e2 ∈ [~a,~b]. Stoga smo od linearno nezavisnog skupa {~a,~b} do²li do ortonor-
miranog skupa {~e1, ~e2} koji je sa£uvao linearnu ljusku.
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Sli£an postupak moºemo napraviti i za tri nekomplanarna vektora, to jest linearno
nezavisan skup {~a,~b,~c} u V 3. Prva dva ortonormirana vektora ~e1 i ~e2 dobivamo upravo
opisanim postupkom. Dakle,

~e1 =
~a

|~a|
te

~e2 =
~b′

|~b′|
, ~b′ = ~b− (~b · ~e1)~e1.

Tre¢i vektor dobit ¢emo tako da od vektora ~c oduzmemo njegovu ortogonalnu projekciju
na ravninu razapetu vektorima ~a i ~b, odnosno ravninu razapetu vektorima ~e1 i ~e2, to jest
vektor

~p = (~c · ~e1)~e1 + (~c · ~e2)~e2.
Dakle,

~c′ = ~c− ~p = ~c− (~c · ~e1)~e1 − (~c · ~e2)~e2.

Vektor ~c′ je ortogonalan na vektore ~e1 i ~e2, pa ga jo² samo moramo normirati,

~e3 =
~c′

|~c′|
.

Opisanim postupkom do²li smo do ortonormiranog skupa, ²tovi²e i ortonormirane baze
za V 3, {~e1, ~e2, ~e3} za koju vrijedi

[~a] = [~e1], [~a,~b] = [~e1, ~e2], [~a,~b,~c] = [~e1, ~e2, ~e3] = V 3.

Slika 5.3: Ortogonalna projekcija vektora ~c na [~a,~b] = [~e1, ~e2]

Opisani postupak generalizirat ¢emo za proizvoljan linearno nezavisan podskup nekog
kona£no-dimenzionalnog unitarnog prostora te ¢e taj generalizirani postupak posluºiti i
kao dokaz sljede¢eg teorema.
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Teorem 5.4.2. Neka je V unitarni prostor te {a1, . . . , ak} linearno nezavisan podskup
od V. Tada postoji ortonormirani podskup {e1, . . . , ek} u V takav da je

[a1, . . . , aj] = [e1, . . . , ej],

za sve j = 1, . . . , k.

Dokaz. Najprije uo£imo da je a1 6= 0V jer je element linearno nezavisnog podskupa. Sada
stavimo

e1 =
a1
‖a1‖

.

Jasno, [a1] = [e1]. Neka je nadalje

b2 = a2 − 〈a2|e1〉e1.

Uo£imo da je
〈b2|e1〉 = 〈a2|e1〉 − 〈a2|e1〉 〈e1|e1〉︸ ︷︷ ︸

=1

= 0,

odnosno b2⊥e1. Ustanovimo da je b2 6= 0V . Zaista, u suprotnom bi vrijedilo a2 =
〈a2|e1〉e1, odnosno a2 ∈ [e1] = [a1], ²to nije mogu¢e jer je skup {a1, a2} linearno nezavisan.
Normiranjem vektora b2 dobivamo vektor

e2 =
b2
‖b2‖

,

koji je jedini£ni i ortogonalan na e1. Dakle, {e1, e2} je ortogonalni skup i o£ito vrijedi
[a1, a2] = [e1, e2].

Pretpostavimo da smo za neki 1 < ` < k konstruirali ortonormirani skup {e1, . . . , e`}
sa svojstvom

[a1, . . . , aj] = [e1, . . . , ej],

za sve j = 1, . . . , `. Treba odrediti jedini£ni vektor koji je ortogonalan na skup {e1, . . . , e`},
a nalazi se u potprostoru [a1, . . . , a`, a`+1]. Uo£imo da je taj potprostor jednak [e1, . . . , e`,
a`+1]. Stoga moºemo najprije potraºiti vektor, ozna£iti ga s b`+1, kao linearnu kombi-
naciju vektora e1, . . . , e`, a`+1 i zatim iskoristiti postavljeni uvjet ortogonalnosti. Dakle,
skalarni umnoºak vektora

b`+1 = λ1e1 + · · ·+ λ`e` + λ`+1a`+1

s vektorima ej za sve 1 ≤ j ≤ ` treba biti jednak nuli. Time dobivamo homogeni sustav
od ` linearnih jednadºbi s `+ 1 nepoznanicom:

λj + λ`+1〈a`+1|ej〉 = 0, j = 1, . . . , `

koji ima 1-parametarsko rje²enje

λ`+1 = µ, λj = −µ〈a`+1|ej〉, j = 1, . . . , `.
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Stoga vektor

b`+1 = −µ〈a`+1|e1〉e1−µ〈a`+1|e2〉e2−· · ·−µ〈a`+1|e`〉e`+µa`+1 = µ(a`+1−
∑̀
i=1

〈a`+1|ei〉ei)

ispunjava uvjet ortogonalnosti na skup {e1, . . . , e`} za svaki skalar µ. Primijetimo da je
vektor

a`+1 −
∑̀
i=1

〈a`+1|ei〉ei

razli£it od 0V jer je {e1, . . . , e`, a`+1} linearno nezavisan skup. Stoga je b`+1 6= 0V za
µ 6= 0.

Normiranjem vektora b`+1 dobivamo vektor

e`+1 =
a`+1 −

∑`
i=1〈a`+1|ei〉ei

‖a`+1 −
∑`

i=1〈a`+1|ei〉ei‖
(5.7)

i time smo konstruirali ortonormirani skup {e1, . . . , e`, e`+1}.
Provjerimo jo² da vrijedi

[a1, . . . , a`, a`+1] = [e1, . . . , e`, e`+1].

Iz (5.7) lako se vidi da se vektor a`+1 nalazi u linearnoj ljusci [e1, . . . , e`, e`+1] pa je, zbog
pretpostavke [a1, . . . , a`] = [e1, . . . , e`], ispunjeno [a1, . . . , a`, a`+1] ≤ [e1, . . . , e`, e`+1]. Bu-
du¢i da su to potprostori jednake dimenzije `+ 1, moraju se podudarati.

Kona£no, tvrdnja teorema slijedi primjenom principa matemati£ke indukcije.

Postupak opisan u dokazu teorema 5.4.2 naziva se Gram-Schmidtov postupak ortogo-
nalizacije. Dakle, algoritam za ortonormiranje linearno nezavisnog skupa {a1, . . . , ak} ⊂
V glasi:

e1 =
a1
‖a1‖

,

ej+1 =
aj+1 −

∑j
i=1〈aj+1|ei〉ei

‖aj+1 −
∑j

i=1〈aj+1|ei〉ei‖
, j = 1, . . . , k − 1.

Korolar 5.4.3. U svakom kona£nodimenzionalnom netrivijalnom unitarnom prostoru
postoji ortonormirana baza.

Dokaz. Prema teoremu 5.4.2 svaki linearno nezavisan skup, stoga i baza prostora moºe
se Gram-Schmidtovim postupkom ortonormirati do ortonormirane baze.

Za neprazan podskup S unitarnog prostora V u odjeljku 5.2 de�nirali smo

S⊥ = {x ∈ V : 〈x|y〉 = 0, ∀y ∈ S}

te pokazali da je S⊥ potprostor od V . Sada ¢emo se baviti ortogonalnim komplementom
L⊥ nekog potprostora L.
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Propozicija 5.4.4. Neka je V n-dimenzionalni unitarni prostor te L njegov potprostor.
Tada je L⊥ direktni komplement potprostora L, to jest

Lu L⊥ = V.

Dokaz. Prisjetimo se, M je direktni komplement potprostora L ako je L ∩M = {0V } i
L + M = V . Kako su L i L⊥ ortogonalni skupovi, prema propoziciji 5.2.5 slijedi da je
L∩L⊥ = {0V }. (Uo£imo da njihov presjek ne moºe biti prazan jer su L i L⊥ potprostori.)
Sada pokazujemo da je L+ L⊥ = V . Razlikujemo dva slu£aja, trivijalni i netrivijalni:

1. slu£aj. Ako je L = {0V }, onda je L⊥ = V , pa je L + L⊥ = V . Nadalje, ako je
L = V , onda je L⊥ = {0V }, pa vrijedi isto.

2. slu£aj. Neka je dimL⊥ = k, 1 ≤ k ≤ n − 1 te {a1, . . . , a`} neka baza za L.
Nadopunimo tu bazu do baze za V ,

{a1, . . . , a`, a`+1, . . . , an},

te je ortonormiramo Gram-Schmidtovim postupkom,

{e1, . . . , e`, e`+1, . . . , en}.

Prema teoremu 5.4.2 vrijedi da je {e1, . . . , e`} baza za L jer je

[e1, . . . , e`] = [a1, . . . , a`] = L.

Nadalje, prema svojstvu ortogonalne baze

〈ei|ej〉 = 0,

za sve i = 1, . . . , `, j = `+ 1, . . . , n, pa je

〈x|ej〉 = 0,

za sve x ∈ L i j = `+ 1, . . . , n, odnosno

e`+1, . . . , en ∈ L⊥.

Dakle, {e`+1, . . . , en} je linearno nezavisan podskup od L⊥ pa je n− ` ≤ dimL⊥ = k. S
druge strane, suma potprostora L i L⊥ je direktna, pa iz Lu L⊥ ≤ V slijedi `+ k ≤ n,
odnosno k ≤ n−`. Stoga je k = n−` i dim(LuL⊥) = n = dimV , to jest LuL⊥ = V .

Korolar 5.4.5. Neka je L potprostor kona£nodimenzionalnog unitarnog prostora. Vrijedi

(L⊥)⊥ = L.
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Dokaz. Neka je x ∈ L. Tada je 〈x|y〉 = 0 za sve y ∈ L⊥ pa slijedi i da je x ∈ (L⊥)⊥,
dakle L ⊆ (L⊥)⊥.

S druge strane, za x ∈ (L⊥)⊥ prema propoziciji 5.4.4 vrijedi da je x = a+ b za a ∈ L
i b ∈ L⊥. Kako je 〈x|y〉 = 0 za sve y ∈ L⊥, za y = b imamo 〈a + b|b〉 = 0, odnosno
〈a|b〉+ 〈b|b〉 = 0. Odatle je 〈b|b〉 = 0 jer su a i b ortogonalni. Stoga b = 0V i x = a ∈ L,
to jest (L⊥)⊥ ⊆ L.

Napomenimo da se suma me�usobno ortogonalnih potprostora M i L zove ortogo-
nalna suma i ozna£ava sM⊕L. Dakle, prema propoziciji 5.4.4 imamo da je L⊕L⊥ = V .
Uo£imo da je ortogonalni komplement uvijek jedinstven (za razliku od direktnog kom-
plementa). Nadalje, kako se svaki vektor x ∈ V moºe jedinstveno prikazali u obliku

x = xL + xL⊥ ,

gdje je xL ∈ L i xL⊥ ∈ L⊥, moºemo de�nirati pridruºivanje

V 3 x 7→ xL ∈ L.

To preslikavanje naziva se ortogonalna projekcija na potprostor L i ozna£ava s p : V → L,
a vektor p(x) = xL zovemo ortogonalnom projekcijom vektora x na potprostor L.

Prikaz bilo kojeg vektora u ONB prostora lako je izra£unati jer koe�cijenti u tom
prikazu jednaki su njegovim skalarnim umno²cima s pojedinim vektorima iz ONB-a.
Tako�er, ortogonalnu projekciju vektora na potprostor moºemo izravno izra£unati ako
ve¢ imamo ili odredimo neku ortonormiranu bazu tog potprostora. Zapravo smo jo² u
postupku ortogonalizacije vidjeli kako se zadani vektor rastavlja u zbroj dvaju vektora,
od kojih se jedan nalazi u potprostoru razapetom ortonormiranom bazom, a drugi je
ortogonalan na taj potprostor.

Propozicija 5.4.6. (a) Neka je {e1, . . . , en} ortonormirana baza unitarnog prostora
V . Tada vektor x ∈ V ima u toj bazi prikaz

x =
n∑
i=1

〈x|ei〉ei.

(b) Neka je L potprostor kona£nodimenzionalnog unitarnog prostora V i neka je
{e1, . . . , e`} ortonormirana baza tog potprostora L. Ako je x bilo koji vektor prostora
V , njegova ortogonalna projekcija p(x) = xL na potprostor L odre�ena je s

xL =
∑̀
i=1

〈x|ei〉ei.

Dokaz. (a) Za prikaz vektora x u ONB, kao ²to je ve¢ napisano u uvodu, dovoljno
je skalarno pomnoºiti linearnu kombinaciju x =

∑n
i=1 xiei redom s vektorima ej, j =

1, 2, . . . , n pa se dobije xi = 〈x|ei〉, i = 1, 2, . . . , n.
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(b) Postupimo kao u 2. slu£aju u dokazu propozicije 5.4.4. Bazu {e1, . . . , e`} pot-
prostora L nadopunimo do ortonormirane baze {e1, . . . , e`, e`+1, . . . , en} prostora V , a
onda je iz prikaza vektora x u toj bazi jasno da je upravo vektor xL =

∑`
i=1〈x|ei〉ei

ortogonalna projekcija x na potprostor L. Naime, x = xL + (x− xL) i pritom je xL ∈ L,
a x− xL ortogonalan na svaki vektor iz baze od L, time i ortogonalan na L.

Kad raspolaºemo pojmom udaljenosti vektora, moºemo mjerenje udaljenosti pro²iriti
i na udaljenost pojedinog vektora od razli£itih podskupova vektorskog prostora, naj£e²¢e
potprostora. To odgovara poznatim pojmovima udaljenosti to£ke od pravca ili od ravnine
u euklidskom prostoru. Uzmemo li, primjerice, neku to£ku T euklidskog prostora i
ravninu Σ te promatramo vrijednosti d(T, P ) za sve to£ke P ravnine Σ, udaljenost d(T,Σ)
de�niramo kao najmanju od svih tih vrijednosti. Udaljenost to£ke od ravnine shva¢amo,
dakle, kao najkra¢u me�u udaljenostima to£ke T i svih to£aka ravnine, a onda se pokazuje
da se ta najmanja vrijednost postiºe to£no tad kad se izabere ortogonalna projekcija T ′

to£ke T na ravninu Σ.
Sasvim analogno postupa se op¢enito u metri£kom prostoru (X, d). Udaljenost to£ke

T ∈ X od podskupa Y ⊆ X de�nira se s

d(T, Y ) = inf{d(T, P ) : P ∈ Y }.

Uzima se in�mum, dakle najve¢a donja me�a skupa brojeva d(T, P ) jer je taj skup
svakako ome�en odozdo s 0, a op¢enito se in�mum ne mora posti¢i za neku odre�enu
to£ku podskupa Y, tj. taj skup brojeva ne mora sadrºavati najmanju vrijednost. Pri-
mjerice, u metri£kom prostoru R2 (euklidskoj ravnini), uzmemo li otvoreni jedini£ni krug
K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}, udaljenost to£ke T = (2, 0) od tog podskupa iznosi 1,
ali ne postoji to£ka P skupa K takva da vrijedi d(T, P ) = 1.

Sasvim analogno postupamo u normiranom i posebno unitarnom vektorskom prostoru
(V, ‖ · ‖) odnosno (V, 〈·|·〉). Uglavnom nas zanima udaljenost vektora a ∈ V od nekog
potprostora L ≤ V . De�nira se

d(a, L) = inf{d(a, x) : x ∈ L}.

Ako je V kona£nodimenzionalni unitarni prostor, moºemo biti sigurni da postoji
najmanji realni broj u skupu vrijednosti {d(a, x) : x ∈ L}, a geometrijsko tuma£e-
nje najkra¢e udaljenosti vektora od potprostora potpuno odgovara onom u euklidskom
prostoru. To je iskazano sljede¢om propozicijom.

Propozicija 5.4.7. Neka je L potprostor kona£nodimenzionalnog unitarnog prostora V
i a ∈ V . Tada je

d(a, L) = d(a, aL),

gdje je aL ortogonalna projekcija vektora a na potprostor L.

Dokaz. Za a ∈ V i x ∈ L vrijedi

d(a, x) = ‖a− x‖ = ‖aL + a′ − x‖,
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pri £emu je a = aL + a′ za aL ∈ L i a′ ∈ L⊥. Nadalje,

‖aL + a′ − x‖ = ‖ aL − x︸ ︷︷ ︸
∈L

+ a′︸︷︷︸
∈L⊥
‖ ≥ ‖a′‖ = ‖a− aL‖,

jer je (aL − x)⊥a′ pa vrijedi ‖(aL − x) + a′‖2 = ‖aL − x‖2 + ‖a′‖2 ≥ ‖a′‖2.

Korolar 5.4.8. Neka je L potprostor kona£nodimenzionalnog unitarnog prostora V i
a ∈ V . Vekotor a ∈ L ako i samo ako je d(a, L) = 0.

Dokaz. Ako je a ∈ L, onda je 0 ≤ inf{d(a, x) : x ∈ L} ≤ d(a, a) = 0 pa je d(a, L) = 0.
Ako je a 6∈ L, iz a 6= aL d(a, L) = d(a, aL) (propozicija 5.4.7) slijedi d(a, L) > 0.

Korolar 5.4.9. Neka je L potprostor unitarnog prostora V i a ∈ V . Tada je

d(a, L⊥) = ‖aL‖,

gdje je aL ortogonalna projekcija vektora a na potprostor L.

Dokaz. Prema propoziciji 5.4.7 je

d(a, L⊥) = d(a, aL⊥),

gdje je aL⊥ ortogonalna projekcija vektora a na potprostor L⊥. Zbog jedinstvenosti
prikaza a = aL + a′ za aL ∈ L i a′ ∈ L⊥ (propozicija 5.4.4) je a′ = aL⊥ , pa je

d(a, aL⊥) = d(a, a′) = ‖a− a′‖ = ‖aL‖.

Primjer 5.11. Odredimo udaljenost vektora a = (−3, 7, 4, 0) od potprostora

L = {(x1, x2, x3, x4) : x1 = x2 = x3 = x4} ≤ R4.

Rje²enje. Uo£imo da je L = [b] za b = (1, 1, 1, 1). Vrijedi da je d(a, L) = ‖a− aL‖, gdje
je aL ortogonalna projekcija vektora a na potprostor L. Za vektor aL vrijedi

aL = 〈a|e1〉e1,

gdje je {e1} ortonormirana baza potprostora L, to jest e1 = b
‖b‖ = (1

2
, 1
2
, 1
2
, 1
2
). Stoga je

aL = (2, 2, 2, 2) i

d(a, L) =
√

(−3− 2)2 + (7− 2)2 + (4− 2)2 + (0− 2)2 =
√

58.
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Slika 5.4: Udaljenost vektora x od potprostora L i L⊥

Moºemo rije²iti zadatak i na drugi na£in. Vrijedi

d(a, L) = inf{‖(−3, 7, 4, 0)− (λ, λ, λ, λ)‖ : λ ∈ R}.

Funkcija
f(λ) = ‖(−3, 7, 4, 0)− (λ, λ, λ, λ)‖2 = 4λ2 − 16λ+ 74

postiºe minimum za λ = 2, f(2) = 58 pa je d(a, L) =
√
f(2) =

√
58. ♥

Napomena 5.4.10. Naglasimo jo² jedanput da propozicija 5.4.7 pokazuje da se u kona£no-
dimenzionalnom unitarnom prostoru udaljenost bilo kojeg vektora a od potprostora L
efektivno postiºe, to jest da je in�mum iz de�nicije d(a, L) zapravo i najmanja vrijed-
nost me�u svim udaljenostima vektora a i pojedinih vektora iz potprostora L. Svojstvo
kona£nodimenzionalnosti ovdje je vaºno za primjenu propozicije 5.4.7. U unitarnom
prostoru koji nije kona£nodimenzionalan to svojstvo ne vrijedi op¢enito.

Napomena 5.4.11. Propozicija 5.4.7 govori da je ortogonalna projekcija vektora na pot-
prostor njemu najbliºi vektor u tom potprostoru. Ta se £injenica koristi za odre�ivanje
najbolje aproksimacije vektora pomo¢u vektora iz nekog potprostora koji se odlikuje odre-
�enim posebnim svojstvom. U primjeru 5.11 to je potprostor L = [(1, 1, 1, 1)] u kojem svi
vektori imaju jednake koordinate, a vektoru a = (−3, 7, 4, 0) najbliºi je u tom potprostoru
vektor aL = (2, 2, 2, 2). Nije slu£ajnost da je skalar 2 upravo aritmeti£ka sredina koordi-
nata vektora a. Tu £injenicu nije te²ko pokazati op¢enito za vektor (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn
i njegovu �najbolju aproksimaciju� vektorom kojem su sve koordinate jednake.

Primijetimo jo² da se ortogonalni komplement potprostora L u ovom primjeru sastoji
od svih vektora kojima je zbroj koordinata jednak 0. Najbolja aproksimacija vektora a =
(−3, 7, 4, 0) takvim vektorom stoga je vektor a− aL = (−5, 5, 2,−2).

U sljede¢im zadacima vidjet ¢emo jo² neke primjere najboljih aproksimacija pomo¢u
ortogonalne projekcije na posebni potprostor.
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Zadatak 5.7. U Linearnoj algebri 1 vaºan primjer rastava vektorskog prostora u direktnu
sumu potprostora bio je rastav prostora kvadratnih matrica Mn(R) kao sume potprostora
simetri£nih i antisimetri£nih matrica.

(a) Provjerite da je ta suma ujedno ortogonalna suma potprostora, uz standardni ska-
larni produkt.

(b) Odredite simetri£nu i antisimetri£nu matricu koje su najbliºe matrici A =

[
1 0
1 0

]
u odgovaraju¢im potprostorima te usporedite udaljenosti matrice A od obaja pot-
prostora. (Pritom, budu¢i da znamo jednostavni rastav kvadratne matrice kao zbroj
simetri£ne i antisimetri£ne matrice, nije potrebno posebno izra£unavati ortogonalne
projekcije pomo¢u ortonormiranih baza.)

(c) Odredite neku matricu iz prostora M2(R), razli£itu od nulmatrice, koja je jednako
udaljena od potprostora simetri£nih i antisimetri£nih matrica.

Zadatak 5.8. Odredite najbolju aproksimaciju funkcije f(x) = sinx pomo¢u polinoma
stupnja najvi²e 3 u unitarnom prostoru neprekidnih funkcija na segmentu [−π

2
,
π

2
] sa

standardnim skalarnim produktom. (Prostor nije kona£nodimenzionalan, ali dovoljno je
promatrati potprostor razapet funkcijom f i polinomima stupnja najvi²e 3.)

Zadatak 5.9. Neka je V unitarni prostor i L njegov potprostor. Pretpostavimo da je a
takav vektor da za normu njegove ortogonalne projekcije a′ na L vrijedi ‖a′‖ ≤ 5/2, a
za normu njegove ortogonalne projekcije a′′ na L⊥ vrijedi ‖a′′‖ ≤ 3/2. Kolika moºe biti
najve¢a vrijednost ‖a‖? Obrazloºite.

Zadatak 5.10. Neka je (e1, e2, e3, e4) ortonormirana baza realnog unitarnog prostora V
i neka je a ∈ V takav da udaljenost a od svakog od potprostora [{ei, ej}], 1 ≤ i < j ≤ 4,
iznosi 3. Izra£unajte normu vektora a.

Zadatak 5.11. Za L = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x1 − x2 = x3 − x4 = 0} < R4 odredite
skup S = {x ∈ R4 : d(x, L) = d(x, L⊥)}. Je li S potprostor od R4? Obrazloºite.
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POGLAVLJE 6

LINEARNI OPERATORI

6.1 De�nicija i osnovna svojstva linearnog operatora

U prou£avanju matemati£kih struktura posebno vaºnu ulogu redovito imaju preslika-
vanja koja su karakteristi£na za te strukture time ²to su �uskla�ena� s operacijama i
relacijama na tim strukturama. Kod vektorskih prostora takva preslikavanja nazivaju
se linearni operatori. Izraz operator tradicionalno se upotrebljava za preslikavanje u
kontekstu vektorskih prostora. Uz brojne i raznovrsne primjere uvjerit ¢emo se da su
mnoga otprije nam poznata preslikavanja, zapravo linearni operatori kad ih promatramo
na odgovaraju¢im vektorskim prostorima. Taj pristup omogu¢it ¢e nam da lak²e uo£imo
zajedni£ka svojstva takvih preslikavanja i da nau£imo kako ih korisno primjenjivati.

Linearne operatore naj£e²¢e ¢emo ozna£avati velikim slovima poput A, B, C ..., ali
sama oznaka za neko preslikavanje, bila ona A, B ili uobi£ajeno f , g, ne¢e podrazumije-
vati da je rije£ o linearnom operatoru ako se to izri£ito ne pretpostavi.

De�nicija 6.1.1. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F. Preslikavanje

A : V → W

naziva se linearni operator s V u W ako vrijede svojstva

(1) A(a+ b) = A(a) + A(b), (aditivnost)

(2) A(αa) = αA(a), (homogenost)

za sve a, b ∈ V , α ∈ F. Skup svih linearnih operatora s V u W ozna£avat ¢emo s
L(V,W ).

Uo£imo da je pretpostavka da su V i W vektorski prostori nad istim poljem vaºna
zato ²to u svojstvu homogenosti (2) na lijevoj strani imamo mnoºenje skalarom vektora
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iz V, a na desnoj mnoºenje istim skalarom vektora iz W. Nadalje, mogu¢e je, dakako,
da isti prostor V bude i domena i kodomena linearnog operatora. U tom slu£aju skup
svih linearnih operatora s V u V ozna£avamo jednostavno s L(V ). Primijetimo i to da
iz same de�nicije jo² ne vidimo postoji li uvijek za bilo koje vektorske prostore V i W
nad istim poljem neki linearni operator s V u W, ali to ¢e uskoro postati jasno iz nekih
jednostavnih primjera.

Korisno je uo£iti da su svojstva aditivnosti i homogenosti, uzeta zajedno, ekvivalentna
svojstvu

(3) A(αa+ βb) = αA(a) + βA(b). (linearnost)

Provjerite sami da iz svojstava (1) i (2) slijedi (3) i obrnuto!

Dakle, A : V → W je linearni operator ako i samo ako vrijedi svojstvo (3) za sve a, b ∈
V , α, β ∈ F. Nadalje, svaki linearni operator linearnu kombinaciju vektora preslikava u
linearnu kombinaciju slika tih vektora, i to s jednakim koe�cijentima. To zna£i da vrijedi

A(
k∑
i=1

αiai) =
k∑
i=1

αiA(ai),

²to se lako pokazuje matemati£kom indukcijom po broju vektora (k). (U£inite to!)

Propozicija 6.1.2. Neka je A : V → W linearni operator. Tada je

(i) A(0V ) = 0W ,

(ii) A(−a) = −A(a), za sve a ∈ V .

Dokaz. Pokaºimo svojstvo (i),

A(0V ) = A(0V + 0V ) = {aditivnost} = A(0V ) + A(0V ),

pa je A(0V ) = 0W .
Svojstvo (ii) slijedi zbog svojstva homogenosti za α = −1. To svojstvo moºemo

dokazati i bez primjene homogenosti ako se posluºimo ve¢ dokazanim svojstvom (i).
Naime, za bilo koji a iz V imamo

A(a+ (−a)) = A(a) + A(−a)

pa s obzirom na to da je
A(a+ (−a)) = A(0V ) = 0W ,

vrijedi A(a)+A(−a) = 0W , odakle slijedi da je A(−a) = −A(a), suprotni vektor u grupi
(W,+).
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Primjer 6.1. Nuloperator. Neka su V i W vektorski prostori nad poljem F te c ∈ W .
Konstantno preslikavaje

C : V → W, C(x) = c, ∀x ∈ V,

linearni je operator ako i samo ako je c = 0W . Zaista, ako je C linearni operator, tvrdnja
slijedi izravno iz propozicije 6.1.2(i), a obrat provjerom svojstava iz de�nicije linearnog
operatora.

Konstantno preslikavanje koje svakom vektoru iz V pridruºuje nulvektor prostora W
je linearni operator koji nazivamo nuloperator s V u W.

♥
Spomenuli smo da postojanje linearnog operatora nije o£ito iz same de�nicije, 6.1.1.

Iz primjera 6.1 zaklju£ujemo da skup L(V,W ) sadrºi nuloperator, odnosno L(V,W ) je
neprazan za bilo koja dva vektorska prostora V i W nad istim poljem. Uskoro ¢emo
vidjeti (u primjerima) da je skup L(V,W ) zapravo znatno �bogatiji� £im kodomena W
nije trivijalni prostor koji sadrºi samo nulvektor. No nuloperator je jedini univerzalni
primjer linearnog operatora kojem su domena i kodomena bilo kojih dvaju vektorskih
prostora nad istim poljem.

Na temelju de�nicije 6.1.1 rije²ite sljede¢i zadatak.

Zadatak 6.1. Neka su V iW vektorski prostori nad poljem F, A ∈ L(V,W ) i {a1, . . . , an}
linearno zavisan podskup prostora V. Dokaºite da je onda i {A(a1), . . . , A(an)} linearno
zavisan podskup prostora W.

Navedimo jo² dvije propozicije koje pokazuju da se svojstvo linearnosti operatora �do-
bro pona²a� s obzirom na kompoziciju preslikavanja, a u slu£aju kad je linearni operator
bijektivan, svojstvo linearnosti ima i inverzni operator.

Propozicija 6.1.3. Kompozicija linearnih operatora je linearni operator.

Dokaz. Neka su A : U → V i B : V → W linearni operatori. Tada za preslikavanje
B ◦ A : U → W vrijedi

(B ◦ A)(αa+ βb) = B(A(αa+ βb)) = {A je l.o.} = B(αA(a) + βA(b))

= {B je l.o.} = αB(A(a)) + βB(A(b)) = α(B ◦ A)(a) + β(B ◦ A)(b).

Propozicija 6.1.4. Neka je A : V → W bijektivni linearni operator. Tada je njegov
inverz A−1 : W → V tako�er linearni operator.
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Dokaz. Neka su y1, y2 ∈ W te α1, α2 ∈ F. Tada postoje jedinstveni x1, x2 ∈ V za koje je
A(xi) = yi, odnosno xi = A−1(yi) za i = 1, 2. Vrijedi

A−1(α1y1 + α2y1) = A−1(α1A(x1) + α2A(x2)) = {A je l.o.} = A−1A︸ ︷︷ ︸
=I

(α1x1 + α2x2)

= α1x1 + α2x2 = α1A
−1(y1) + α2A

−1(y2).

Kod (linearnih) operatora uobi£ajen je izraz da operator A djeluje na vektor x ∈ V
tako da mu pridruºi vektor y ∈ W . To samo zna£i da A(x) = y.

Primjerice, nuloperator djeluje tako da svakom vektoru pridruºi nulvektor. Skalarni
operator djeluje tako da svaki vektor pomnoºi zadanim skalarom.

6.2 Primjeri linearnih operatora

Primjer 6.2. Skalarni operator. Neka je V vektorski prostor nad poljem F te λ ∈ F .
Preslikavanje A : V → V dano s

A(x) = λx

je linearni operator. Zaista, zbog svojstava operacije mnoºenja skalarom u vektorskom
prostoru te komutativnosti mnoºenja u polju vrijedi

A(αx+ βy) = λ(αx+ βy) = λ(αx) + λ(βy) = (λα)x+ (λβ)y = (αλ)x+ (βλ)y

= α(λx) + β(λy) = αA(x) + βA(y).

Operator A naziva se skalarni operator s koe�cijentom λ.
Posebno za λ = 0 imamo operator koji svaki vektor iz V preslikava u nulvektor, to

jest A(x) = 0V , odnosno nuloperator, o kojem je ve¢ bilo govora u primjeru 6.1.
Za λ = 1 operator se naziva jedini£ni operator ili identiteta i ozna£ava s I : V → V ,

I(x) = x, za svaki x ∈ V .
♥

Prethodni primjer u slu£aju prostora V 2(O) i λ 6= 0 opisuje poznatu nam homotetiju
euklidske ravnine, sa sredi²tem u odabranom ishodi²tu O i s koe�cijentom λ. U primjeru
6.5 vidjet ¢emo da su jo² neka poznata preslikavanja euklidske ravnine i prostora, proma-
trana kao preslikavanja odgovaraju¢ih prostora radijvektora, tako�er linearni operatori
na tim prostorima.

Primjer 6.3. Skalarno mnoºenje. Neka je (V, 〈·|·〉) unitarni prostor nad poljem F te a
neki vektor iz V . Preslikavanje

S : V → F, S(x) = 〈x|a〉, ∀x ∈ V,

je linearni operator, ²to slijedi direktno iz svojstava (3) i (4) de�nicije 5.1.1, odnosno iz
svojstava homogenosti i aditivnosti skalarnog produkta. Je li i preslikavanje x 7→ 〈a|x〉
linearni operator s V u F?

♥
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Primjer 6.4. Vektorsko mnoºenje. Neka je ~a vektor iz prostora V 3. Preslikavanje

C : V 3 → V 3, C(~x) = ~x× ~a, ∀~x ∈ V 3,

je linearni operator zbog svojstava kvaziasocijativnosti i distributivnosti prema zbrajanju
operacije vektorskog mnoºenja. Je li i preslikavanje ~x 7→ ~a× ~x linearni operator na V 3?
♥

Primjer 6.5. Transformacije ravnine. Na kolegiju Analiti£ka geometrija obra�ene su
neke geometrijske transformacije ravnine kao ²to su osna simetrija (zrcaljenje), centralna
simetrija, rotacija i translacija. Sada ¢emo ustanoviti da su neka od navedenih preslikava-
nja linearni operatori. Napomenimo da ¢emo ta preslikavanja shvatiti kao preslikavanja
s V 2(O) u V 2(O), to jest na prostoru radijvektora, umjesto na euklidskom prostoru E2.
Naglasimo da su pravci kroz ishodi²te O tada jednodimenzionalni potprostori. Analogno
vrijedi i za V 3(O) gdje su ravnine kroz ishodi²te O dvodimenzionalni potprostori.

(a) Neka je Z : V 2(O)→ V 2(O) zrcaljenje, to jest osna simetrija s obzirom na pravac
kroz ishodi²te y = kx. Tada je

Z(~v) + ~v

2
= ~p,

gdje je ~p ortogonalna projekcija na pravac y = kx, odnosno na vektor ~s = (1, k) =~i+k~j.
Dakle,

~p =
~s · ~v
|~s|2

~s,

odnosno
Z(~v) = 2

~s · ~v
|~s|2

~s− ~v. (6.1)

Zapis zrcaljenja je jednostavniji ako umjesto vektora ~s upotrijebimo jedini£ni vektor,
odnosno njemu normirani vektor ~s0 = ~s

|~s| :

Z(~v) = 2(~s0 · ~v)~s0 − ~v.

Zbog svojstava u unitarnom prostoru V 2(O) vrijedi

Z(~v+ ~w) = 2(~s0 · (~v+ ~w))~s0− (~v+ ~w) = 2(~s0 ·~v)~s0 + 2(~s0 · ~w)~s0−~v− ~w = Z(~v) +Z(~w),

te

Z(α~v) = 2(~s0 · (α~v))~s0 − (α~v) = 2α(~s0 · ~v)~s0 − (α~v) = α((2~s0 · ~v)~s0 − ~v) = αZ(~v),

za sve ~v, ~w ∈ V 2(O) i α ∈ R. Dakle, Z je linearni operator. (Prisjetite se koja su svojstva
operacija u V 2(O) potrebna da bi se pokazale prethodne dvije jednakosti.)

Za ~v = (a, b) = a~i+ b~j iz (6.1) dobivamo sljede¢u formulu

Z(a~i+ b~j) =
(1− k2)a+ 2kb

1 + k2
~i+

2ka+ (k2 − 1)b

1 + k2
~j. (6.2)

Zrcaljenje s obzirom na x-os (to jest za k = 0) dano je s

Zx(a~i+ b~j) = a~i− b~j,
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Slika 6.1: Zrcaljenje s obzirom na pravac y = kx

a s obzirom na y-os (²to moºemo shvatiti kao limes kad k teºi u ∞) s

Zy(a~i+ b~j) = −a~i+ b~j.

(b) Centralna simetrija s obzirom na ishodi²te je preslikavanje C : V 2(O)→ V 2(O),
C(~v) = −~v. O£ito je i C linearni operator. Specijalno, to je homotetija s koe�cijentom
−1.

Slika 6.2: Centralna simetrija s obzirom na ishodi²te

(c) Rotacija oko ishodi²ta za kut ϕ u pozitivnom smjeru (obrnuto smjeru kazaljke
na satu) je preslikavanje Rϕ : V 2(O)→ V 2(O),

Rϕ(a~i+ b~j) = (a cosϕ− b sinϕ)~i+ (a sinϕ+ b cosϕ)~j. (6.3)

Rotaciju smo mogli zapisati i u obliku

Rϕ(~v) = (~v · ~r1)~i+ (~v · ~r2)~j,

gdje su ~r1 = (cosϕ)~i + (− sinϕ)~j i ~r2 = (sinϕ)~i + (cosϕ)~j. Iz tog oblika rotacije lako
moºemo zaklju£iti da je Rϕ linearni operator. Zaista, skalarni produkt je homogena i adi-
tivna operacija (ili vidi primjer 6.3), a operacija mnoºenja vektora skalarom zadovoljava
svojstva kvaziasocijativnosti i distributivnosti prema zbrajanju vektora.
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Slika 6.3: Rotacija oko ishodi²ta za kut ϕ

Uo£imo da je rotacija za kut ϕ = π jednaka centralnoj simetriji, Rπ = C, dok je
rotacija za kut ϕ = 2π identiteta, R2π = I.

(d) Translacija za vektor ~u 6= ~0 je preslikavanje T : V 2(O) → V 2(O), T (~v) = ~v + ~u.
Kada bi T bio linearni operator, prema propoziciji 6.1.2 trebalo bi vrijediti T (~0) = ~0, no
T (~0) = ~u 6= ~0. Dakle, translacija T nije linearni operator, osim u trivijalnom slu£aju
kada je ~u = ~0 i T = I (identiteta).

Op¢enito, uvijek trebati pripaziti ostavlja li pojedina transformacija ishodi²te £vrstim
(tj. preslikava li ishodi²te O u sebe) kako bi pripadno preslikavanje radijvektora presli-
kavalo nulvektor sam u sebe, ²to je nuºan uvjet za linearni operator (ali ne i dovoljan).

♥
Primjer 6.6. Neka je Amatrica tipa (m,n) s elementima iz polja F, to jest A ∈Mm,n(F).
Preslikavanje L : Mn,1(F)→Mm,1(F) dano s

L(X) = AX

o£ito je linearni operator jer je mnoºenje matrica kvaziasocijativno i distributivno prema
zbrajanju matrica. No vrijedi i vi²e. Uskoro ¢emo pokazati da se djelovanje svakog
linearnog operatora £ija su domena i kodomena kona£nodimenzionalni vektorski prostori
moºe reprezentirati kao umnoºak odgovaraju¢e matrice i stup£ane matrice (vektora).

♥
Primjer 6.7. Neka su a, b ∈ R. Realna funkcija realne varijable, f : R → R, oblika
f(x) = ax + b naziva se linearna funkcija. Budu¢i da se svako polje moºe shvatiti i kao
vektorski prostor nad samim sobom, moºemo se pitati je li linearna funkcija f ujedno
linearni operator. O£ito to ne¢e biti za b 6= 0. Zaista, f(0) = b 6= 0, pa nije ispunjen
uvjet iz propozicije 6.1.2 za linearni operator. Dakle, funkcija oblika f(x) = ax + b jest
linearni operator ako i samo ako je b = 0. Funkcija x 7→ ax + b, b 6= 0, ubraja se me�u
tzv. a�ne funkcije, a moºemo na nju gledati i kao kompoziciju linearnog operatora i
translacije.

♥
Primjer 6.8. Deriviranje i integriranje na prostoru polinoma. Neka je P prostor po-
linoma. Preslikavanje D : P → P svakom polinomu pridruºuje njegovu derivaciju,
odnosno D(p) = p′. Ako je p(t) =

∑n
k=0 akt

k, n ≥ 1, tada je

(D(p))(t) =
n∑
k=1

kakt
k−1,
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a za p(t) = a0 je
(D(p))(t) = 0.

Zbog svojstava deriviranja (ili izravnom provjerom prethodne formule) slijedi da je D
linearni operator koji nazivamo operator deriviranja. U ovom kolegiju ograni£ili smo se
samo na rad s kona£nodimenzionalnim vektorskim prostorima, pa ¢emo operator derivi-
ranja uglavnom promatrati kao preslikavanje D : Pn → Pn−1.

Sli£no, preslikavanje S : P → P svakom polinomu pridruºuje njegov integral,

(S(p))(t) =

∫ t

0

p(τ)dτ,

odnosno za p(t) =
∑n

k=0 akt
k,

(S(p))(t) =
n∑
k=0

1

k + 1
akt

k+1

je linearni operator koji nazivamo operator integriranja. Uglavnom ¢emo se baviti nje-
govom restrikcijom S : Pn → Pn+1.

♥

Primjer 6.9. Kompleksno konjugiranje. Prisjetimo se, polje kompleksnih brojeva C
moºemo shvatiti kao vektorski prostor nad samim sobom, ali i kao vektorski prostor
nad poljem R koji ozna£avamo s CR. Neka je K : CR → CR preslikavanje koje svakom
kompleksnom broju pridruºuje njegov konjugirano kompleksni broj, to jest K(z) = z.
Za z, w ∈ C i α, β ∈ R vrijedi

K(αz+βw) = αz + βw = αz+βw = α z+β w = {α, β ∈ R} = α z+β w = αK(z)+βK(w),

pa je K linearni operator.
Uvjerite se da K : C→ C, K(z) = z, nije linearni operator.

♥
Navedimo i neka preslikavanja £iju smo vaºnost dosad mogli uo£iti u linearnoj algebri,

a koja nisu linearni operatori.

Primjer 6.10. Determinanta. Preslikavanje det : Mn(F) → F koje kvadratnoj matrici
A pridruºuje skalar detA nije linearni operator, £im je n > 1. Ponajprije, svojstvo
aditivnosti ne vrijedi. Uvjerite se sami da postoje takve matrice A i B za koje det(A+B)
nije jednako detA+ detB. Za²to ne vrijedi ni svojstvo homogenosti?

♥

Primjer 6.11. Norma. U normiranom vektorskom prostoru (V, ‖ ·‖) preslikavanje V →
R koje vektoru a pridruºuje ‖a‖ nije linearni operator osim u trivijalnom slu£aju kada
V sadrºi samo nulvektor. (Za²to?)

♥
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6.3 Zadavanje linearnog operatora djelovanjem na bazu.

Matri£ni prikaz.

U ovom odsje£ku pretpostavljamo da su V i W kona£nodimenzionalni vektorski prostori
nad istim poljem F. Sljede¢om tvrdnjom pokazat ¢emo vaºnu £injenicu da je svaki
linearni operator s V u W jednozna£no zadan svojim djelovanjem na (bilo kojoj) bazi
prostora V .

Propozicija 6.3.1. Neka je (e) = {e1, . . . , en} baza prostora V te b1, . . . , bn vektori iz
prostora W , ne nuºno razli£iti. Tada postoji jedinstven linearni operator A : V → W za
koji vrijedi

A(ei) = bi, i = 1, . . . , n.

Dokaz. Iz uvjeta postavljenih na traºeno preslikavanje A : V → W , dakle da to bude
linearni operator koji vektore odabrane baze prostora V preslikava redom u (po volji)
zadane vektore prostora W , moºemo lako ustanoviti kako bi A morao djelovati na svaki
vektor iz prostora V .

Ako vektor x ∈ V ima prikaz

x = α1e1 + · · ·+ αnen,

u zadanoj bazi (e), za linearni operator A vrijedi

A(x) = A(α1e1 + · · ·+ αnen) = α1A(e1) + · · ·+ αnA(en) = α1b1 + · · ·+ αnbn. (6.4)

Budu¢i da je prikaz vektora u bazi jedinstven, formulom (6.4) na jednozna£an na£in
zadano je jedno preslikavanje V → W . Kaºe se da je to preslikavanje zadano pro²irenjem
po linearnosti s djelovanja na bazu do djelovanja na cijelom prostoru V .

Preostaje samo provjeriti da je tako zadano preslikavanje linearni operator. (Uo£imo
da zasad znamo da je nuºno da linearni operator koji ima traºena svojstva, ako postoji,
djeluje ba² na taj na£in, ali da to samo po sebi jo² ne zna£i da je preslikavanje A
linearno.) Bude li to ispunjeno, preslikavanje A bit ¢e i jedinstveni linearni operator s
traºenim svojstvom s obzirom na to da je preslikavanje (funkcija) op¢enito jednozna£no
zadano svojom domenom, kodomenom i djelovanjem na svaki element domene. Neka su
x, y ∈ V , pri £emu su

x =
n∑
i=1

αiei, y =
n∑
i=1

βiei,

njihovi jedinstveni prikazi u bazi {e1, . . . , en}. Prema de�niciji preslikavanja A je

A(x) =
n∑
i=1

αibi, A(y) =
n∑
i=1

βibi.

Vrijedi

A(x+y) = A(
n∑
i=1

(αi+βi)ei) = {def. od A} =
n∑
i=1

(αi+βi)bi =
n∑
i=1

αibi+
n∑
i=1

βibi = A(x)+A(y)
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te za λ ∈ F

A(λx) = A(
n∑
i=1

(λαi)ei) = {def. od A} =
n∑
i=1

(λαi)bi = λ

n∑
i=1

αibi = λA(x).

Dakle, A zadovoljava svojstva aditivnosti i homogenosti, odnosno A je linearni operator.

Zahvaljuju¢i tvrdnji propozicije 6.3.1, linearni operator moºemo identi�cirati kao neki
poznati nam operator ve¢ na temelju njegova djelovanja na bilo koju bazu. Primjerice,
na prostoru V 2(O) postoji beskona£no mnogo preslikavanja koja dva �ksna nekolinearna
vektora ~a i ~b preslikavaju u vektore ~a′ i ~b′ takve da je ‖~a′‖ = ‖~a‖, ‖~b′‖ = ‖~b‖ i ∠(~a, ~a′) =

∠(~b, ~b′) = π/3. No postoji jedan jedini linearni operator na tom prostoru koji tako
djeluje na vektore ~a i ~b. To je operator rotacije za kut π/3 i on svaki vektor tog prostora
preslikava u vektor dobiven njegovom rotacijom za isti kut.

Sli£no, ako neki linearni operator na prostoru P2 (polinoma stupnja najvi²e 2) djeluje
tako da polinomu t − t2 pridruºuje polinom 1 − 2t, polinomu t + t2 pridruºuje polinom
1+2t, a polinomu 3+2t+ t2 pridruºuje 2+2t, taj je operator nuºno operator deriviranja
(jer na elemente jedne baze djeluje kao operator deriviranja).

Na temelju prethodne propozicije 6.3.1 uvest ¢emo sada matri£ni prikaz linearnog
operatora. Taj prikaz bit ¢e posebno prakti£an za ra£une koji obuhva¢aju djelovanje
linearnih operatora, a pritom ¢e se ste¢i i potpuniji uvid u me�usobnu povezanost line-
arnih operatora, matrica i sustava linearnih jednadºbi. Ovdje pretpostavljamo da su V i
W kona£nodimenzionalni vektorski prostori, dimV = n ≥ 1, dimW = m ≥ 1, nad istim
poljem F. Nije isklju£eno da se V i W podudaraju, no u slu£aju V = W mogu¢ je izbor
razli£itih baza za V kao domenu i za V kao kodomenu linearnog operatora.

Uo£imo da propozicija 6.3.1 pokazuje da je djelovanje linearnog operatora, uz nave-
dene pretpostavke, jednozna£no odre�eno s mn skalara, £im su izabrane baze za V i W.
Naime, linearni operator je zadan slikama vektora baze domene V, a to je n vektora iz
prostora W od kojih je svaki odre�en s m koe�cijenta u svojem prikazu u bazi prostora
W. Tih mn skalara bit ¢e raspore�eno u m redaka i n stupaca matrice na na£in kako
slijedi.

Neka je A : V → W linearni operator,

(e) = {e1, . . . , en}

baza za V te
(f) = {f1, . . . , fm}

baza za W . Iako smo bazu de�nirali kao podskup, npr. {e1, . . . , en}, podrazumijevat
¢emo da se radi o ure�enom skupu, dakle o n-torki (e1, . . . , en) u kojoj je poredak vaºan.
Ustanovili smo da je linearni operator jedinstveno odre�en svojim djelovanjem na bazi,
to jest da je odre�en vektorima A(e1), . . . , A(en) iz W . Svaki od tih vektora jedinstveno
prikazujemo u bazi (f). Dakle, za vektor A(ej), 1 ≤ j ≤ n, postoje jedinstveni skalari
α1j, α2j, . . . , αmj takvi da je

A(ej) = α1jf1 + α2jf2 + · · ·+ αmjfm.
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Oznake koe�cijenata ovdje su prilago�ene zapisu matrice tipa (m,n) tako da u j-tom
stupcu budu upisani koe�cijenti u prikazu vektora A(ej) u bazi (f). Time smo linearnom
operatoru A na jednozna£an na£in pridruºili matricu

[A](f,e) =


α11 · · · α1n

α21 · · · α2n
... · · · ...

αm1 · · · αmn

 .

Matrica [A](f,e) naziva se matrica linearnog operatora A u paru baza (e) i (f), odnosno
matri£ni zapis (prikaz ili reprezentacija) linearnog operatora A u paru baza (e) i (f).
Naglasimo da matri£ni zapis linearnog operatora A bitno ovisi o izboru para baza (e) i
(f). Zato nazive tih baza eksplicitno navodimo u oznaci matri£nog zapisa operatora A,
s tim da pi²emo (f, e) ba² u tom redoslijedu (najprije baza kodomene pa baza domene)
iz razloga koji ¢e postati jasan iskazom propozicije 6.3.2. Posebno, ako je A ∈ L(V ),
matri£ni prikaz operatora u istom paru baza [A](e,e) ozna£avat ¢emo s [A](e).

Uo£imo jo² vaºnu £injenicu da je preslikavanje A 7→ [A](f,e) bijekcija s L(V,W ) →
Mm,n(F). (Obrazloºite tu tvrdnju!)

Svaki vektor x ∈ V prikazuje se jedinstveno kao linearna kombinacija vektora baze

za V , tj. postoje jedinstveni skalari x1, . . . , xn takvi da je x =
n∑
i=1

xiei. Stoga je vektor

x potpuno odre�en stup£anom matricom

[x](e) =


x1
x2
...
xn

 ∈Mn,1(F).

Uo£imo da smo na taj na£in dobro de�nirali bijektivno preslikavanje x 7→ [x](e), V →
Mn,1(F). Taj postupak, odnosno i samo preslikavanje, nazivamo koordinatizacijom pros-
tora V . Matricu [x](e) = (xi) zvat ¢emo matri£nim zapisom ili koordinatnom matricom
ili kratko matricom vektora x u bazi (e).

Nadalje ¢e posebno biti vaºno kako se djelovanje linearnog operatora na vektor moºe
realizirati mnoºenjem odgovaraju¢ih matri£nih zapisa.

Propozicija 6.3.2. Neka je A : V → W linearni operator, (e) = {e1, . . . , en} baza
prostora V te (f) = {f1, . . . , fm} baza prostora W . Tada vrijedi

[A(x)](f) = [A](f,e) · [x](e).

Dokaz. Neka je [A](f,e) = (αij) ∈Mm,n(F) te [x](e) = (xi) ∈Mn,1(F). Vrijedi

A(x) = A(
n∑
j=1

xjej) =
n∑
j=1

xjA(ej) =
n∑
j=1

xj

(
m∑
i=1

αijfi

)
=

m∑
i=1

(
n∑
j=1

αijxj

)
fi.
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Stoga je matri£ni zapis vektora A(x) u bazi (f) jednak

[A(x)](f) =


∑n

j=1 α1jxj∑n
j=1 α2jxj

...∑n
j=1 αmjxj

 =


α11 · · · α1n

α21 · · · α2n
... · · · ...

αm1 · · · αmn

 ·


x1
x2
...
xn

 = [A](f,e) · [x](e).

Primjer 6.12. Matri£ni zapisi nekih linearnih operatora iz odjeljka 6.2.

� Neka je V vektorski prostor nad F, (e) = {e1, . . . , en} baza za V , λ ∈ F te A : V →
V , A(x) = λx operator homotetije. Jer je

A(ei) = λei, i = 1, . . . , n,

dobivamo

[A](e) =


λ 0 · · · 0
0 λ · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λ

 = λI.

Uo£imo da bez obzira na izbor baze za prostor V operator A ima uvijek isti matri£ni
zapis λI.

� Neka je Z : V 2(O) → V 2(O) zrcaljenje s obzirom na pravac y = kx te (e) = {~i,~j}
ortonormirana baza za V 2(O). Prema (6.2) je

Z(~i) =
1− k2

1 + k2
~i+

2k

1 + k2
~j, Z(~j) =

2k

1 + k2
~i+

k2 − 1

1 + k2
~j,

pa je

[Z](e) =
1

1 + k2

(
1− k2 2k

2k k2 − 1

)
.

Ako za bazu prostora V 2(O) odaberemo (f) = {~s,~t} gdje je ~s = (1, k) = ~i + k~j i
~t = (−k, 1) = −k~i+~j, dobit ¢emo sljede¢i matri£ni zapis operatora zrcaljenja

[Z](f) =

(
1 0
0 −1

)
.

Zaista, Z(~s) = ~s jer je ~s vektor u smjeru pravca y = kx, a Z(~t) = −~t jer je ~t okomit
na spomenuti pravac. (To isto moºemo dobiti i direktnim uvr²tavanjem u formulu
(6.2).) Matrice [Z](e) i [Z](f) se razlikuju (osim kada je k = 0) pa se moºe zaklju£iti
da matri£ni zapis operatora ovisi o izboru baza.

� Neka je Rϕ : V 2(O) → V 2(O) rotacija oko ishodi²ta za kut ϕ te (e) = {~i,~j}, tada
je prema (6.3)

[Rϕ](e) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.
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� Neka su D : P3 → P2 i S : P2 → P3 operatori deriviranja i integriranja na
konkretnim prostorima polinoma. �elimo odrediti njihove matri£ne zapise u paru
kanonskih baza (E3) = {p0, p1, p2, p3} i (E2) = {p0, p1, p2}, gdje je pk(t) = tk,
k = 0, 1, 2, 3. Kako je

D(p0) = 0, D(pk) = k · pk−1, k = 1, 2, 3,

imamo

[D](E2,E3) =

 0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

 .

Matrica operatora integriranja u istom paru baza glasi

[S](E3,E2) =


0 0 0
1 0 0
0 1

2
0

0 0 1
3

 .

♥

6.4 Rang i defekt linearnog operatora

Za razumijevanje djelovanja linearnog operatora na vektorskom prostoru posebno je
vaºno prou£iti kakva svojstva ima operator u odnosu na potprostore, kako svoje domene
tako i kodomene. Ve¢ na temelju de�nicije i osnovnih svojstava linearnog operatora
(�£uvanje� linearnih kombinacija) moºemo o£ekivati �dobro pona²anje� prema potpros-
torima. Tako ¢e slika svakog potprostora domene biti potprostor kodomene, a posebno
je i slika cijele domene potprostor kodomene. U kona£nodimenzionalnom slu£aju kao
vaºan parametar pojavit ¢e se rang linearnog operatora, a to je dimenzija njegove slike i
u uskoj je vezi s rangom matri£nog prikaza linearnog operatora, zapravo jednak je rangu
matrice pridruºene operatoru u bilo kojem paru baza.

Uzmimo opet situaciju koju nam je geometrijski najlak²e predo£iti, kad imamo li-
nearni operator na prostoru V 3(O). Osim nulpotprostora, koji se svakako preslika u
nulpotprostor, potprostori su zapravo pravci kroz O (jednodimenzionalni potprostori),
ravnine kroz O (dvodimenzionalni potprostori) i cijeli V 3(O). Kakav god bio linearni
operator, on ¢e bilo koji potprostor preslikati opet u potprostor, pri £emu dimenzija slike
ne moºe biti ve¢a od dimenzije originala. Tako se ravnina moºe preslikati ili u ravninu ili
u pravac ili u to£ku (nulvektor), pravac se moºe preslikati u pravac ili u to£ku, ali ne u
ravninu, dok slika cijele domene V 3(O) moºe biti bilo koji potprostor. Vrijednost ranga
� 0, 1, 2 ili 3 � pokazuje nam u kakav ¢e se potprostor preslikati domena.

No vaºna pravilnost kod djelovanja linearnog operatora moºe se uo£iti i u �obrnutom
smjeru�. Praslika svakog potprostora kodomene bit ¢e neki potprostor domene. Opet
u primjeru V 3(O) skup svih vektora £ija slika pripada nekoj ravnini kroz O bit ¢e ili
ravnina kroz O ili cijeli prostor V 3(O). Npr. kod zrcaljenja, praslika ravnine tako�er je
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ravnina, dok kod projekcije na ravninu praslika ravnine je cijeli prostor.

Osobito je vaºna praslika nulpotprostora kodomene. Vidjet ¢emo da je u kona£nodimen-
zionalnom slu£aju odre�ivanje praslike nulvektora ekvivalentno rje²avanju homogenog
sustava linearnih jednadºbi. Treba, naime, odrediti skup svih vektora x takvih da ih
linearni operator A preslika u nulvektor, tj. da vrijedi Ax = 0, a primjenom matri£-
nog prikaza dobiva se matri£na jednadºba AX = 0, ekvivalentna homogenom sustavu
linearnih jednadºbi.

Kao klju£ni rezultat ovog odjeljka pokazat ¢e se Teorem o rangu i defektu linearnog
operatora, usko povezan s osnovnim rezultatom o prostoru rje²enja homogenog linearnog
sustava koji smo nau£ili u Linearnoj algebri 1.

De�nicija 6.4.1. Neka je A : V → W linearni operator. Slika linearnog operatora A
je skup

S(A) = {A(x) : x ∈ V }.

Slika se jo² ponekad ozna£ava s A(V ) ili Im A (od engl. image�slika).
Jezgra linearnog operatora A je skup

J(A) = {x ∈ V : A(x) = 0W}.

Jezgra se jo² ozna£ava s A−1(0W ) ili Ker A (od engl. kernel - jezgra).

Propozicija 6.4.2. Neka je A : V → W linearni operator te L potprostor od V i M
potprostor od W . Tada je A(L) potprostor od W i A−1(M) potprostor od V .

Dokaz. Najprije uo£imo da su A(L) i A−1(M) neprazni podskupovi od W i V , redom,
jer svaki od njih sadrºi nulvektor odgovaraju¢eg vektorskog prostora.

Neka su y1, y2 ∈ A(L). Tada postoje x1, x2 ∈ L takvi da je A(x1) = y1 i A(x2) = y2.
Za α1, α2 ∈ F vrijedi

α1y1 + α2y2 = α1A(x1) + α2A(x2) = {A je l.o.} = A(α1x1 + α2x2).

Kako je L ≤ V , slijedi da je α1x1 + α2x2 ∈ L, pa je α1y1 + α2y2 ∈ A(L), £ime smo
pokazali da je A(L) potprostor od W .

Neka su x1, x2 ∈ A−1(M). Tada je A(x1), A(x2) ∈ M . Za α1, α2 ∈ F je i α1A(x1) +
α2A(x2) ∈ M jer je M potprostor od W . Kako je M 3 α1A(x1) + α2A(x2) = A(α1x1 +
α2x2), slijedi da je α1x1 +α2x2 ∈ A−1(M), odnosno da je A−1(M) potprostor od V .

Korolar 6.4.3. Slika linearnog operatora A : V → W je potprostor od W , a jezgra je
potprostor od V .
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Dokaz. Tvrdnje slijede iz prethodne propozicije jer je S(A) = A(V ) i V ≤ V te J(A) =
A−1({0W}) i {0W} je potprostor od W .

Prethodnom tvrdnjom opravdamo sljede¢u de�niciju.

De�nicija 6.4.4. Neka je A : V → W linearni operator. Ako je slika operatora A, to
jest S(A) kona£nodimenzionalni potprostor od W , tada je rang linearnog operatora A
dimenzija potprostora S(A). Pi²emo

r(A) = dimS(A).

Ako je jezgra operatora A, to jest J(A) kona£nodimenzionalni potprostor od V , tada je
defekt linearnog operatora A dimenzija potprostora J(A). Pi²emo

d(A) = dim J(A).

Napomena 6.4.5. U de�niciji 6.4.4 rang i defekt linearnog operatora de�nirali smo
samo uz pretpostavku da su slika i jezgra kona£nodimenzionalni potprostori domene i
kodomene, redom. To ¢e, dakako, biti ispunjeno ako su domena i kodomena kona£no-
dimenzionalni prostori. �tovi²e, kasnije ¢emo vidjeti (propozicija 6.4.9) da je slika li-
nearnog operatora kona£nodimenzionalni potprostor kodomene £im je domena operatora
kona£nodimenzionalni prostor (dok kodomena to moºe biti, ali ne mora).

Primjer 6.13. Odredite rang i defekt sljede¢im linearnim operatorima:

(a) A : R2 → R3, A(x1, x2) = (x1 + x2, x1 − x2, x1),

(b) B : R3 → R2, B(x1, x2, x3) = (x1 − x2 + x3, x1 + x2 + 2x3),

(c) C : R2 → R2, A(x1, x2) = (x1 + x2, x1 − x2).

Rje²enje. (a) Slika operatora A je potprostor

S(A) = {(x1+x2, x1−x2, x1) : x1, x2 ∈ R} = {x1(1, 1, 1)+x2(1,−1, 0) : x1, x2 ∈ R}

£ija je baza skup {(1, 1, 1), (1,−1, 0)}, pa je r(A) = 2. Jezgra operatora A je
potprostor

J(A) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 + x2 = 0, x1 − x2 = 0, x1 = 0} = {(0, 0, 0)}

te slijedi d(A) = 0.

(b) Slika operatora B je

S(B) = {(x1 − x2 + x3, x1 + x2 + 2x3) : x1, x2, x3 ∈ R}
= {x1(1, 1) + x2(−1, 1) + x3(1, 2) : x1, x2, x3 ∈ R} = [(1, 1), (−1, 1), (1, 2)].
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O£ito je S(B) = R2 i r(B) = 2. Jezgra operatora B je

J(B) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 − x2 + x3 = 0, x1 + x2 + 2x3 = 0}.

Skup rje²enja sustava x1 − x2 + x3 = 0, x1 + x2 + 2x3 = 0 je {(3, 1,−2)t : t ∈ R},
pa zaklju£ujemo da je {(3, 1,−2)} baza za potprostor J(B). Dakle, d(B) = 1.

(c) Lakim ra£unom dobivamo da je S(C) = R2 i J(C) = {(0, 0)}, odnosno r(C) = 2 i
d(C) = 0.

♥

Zadatak 6.2. Odredite sliku, jezgru, rang i defekt linearnih operatora iz primjera 6.3 i
6.4.

Do vaºnih rezultata dovest ¢e nas ispitivanje svojstava injektivnosti, surjektivnosti i
bijektivnosti linearnog operatora. Prisjetimo se. Funkcija f je injekcija (ili 1-1 presli-
kavanje) ako razli£ite elemente domene preslikava u razli£ite elemente kodomene. Injek-
tivnost funkcije se operativno lak²e pokazuje kori²tenjem obrata po kontrapoziciji pret-
hodne tvrdnje. Dakle, f je injekcija ako i samo ako za x1 i x2 iz domene takve da je
f(x1) = f(x2) slijedi x1 = x2. Funkcija f je surjekcija (ili preslikavanje na) ako je
slika od f jednaka kodomeni. Funkcija f je bijekcija ako je injekcija i surjekcija. Druk-
£ije re£eno, f je bijektivno preslikavanje ako i samo ako za svaki y iz kodomene postoji
jedinstven x iz domene takav f(x) = y.

De�nicija 6.4.6. Injektivni linearni operator naziva se monomor�zam, surjektivni
linearni operator naziva se epimor�zam, a bijektivni izomor�zam.

Zadatak 6.3. Ustanovite je li neki od operatora iz primjera 6.13 monomor�zam/epimor�zam/
izomor�zam.

Propozicija 6.4.7. Linearni operator je monomor�zam ako i samo ako mu je defekt
jednak nuli.

Dokaz. Neka je A ∈ L(V,W ) monomor�zam. Prema svojstvu injektivnosti, ako je x 6=
0V , onda je A(x) 6= A(0V ) = 0W . Dakle, nijedan nenul vektor iz V ne moºe se preslikati
u nulvektor iz W pa je J(A) = {0V } i d(A) = 0.

Pretpostavimo sada da je d(A) = 0, odnosno J(A) = {0V }. Ako je A(x1) = A(x2) za
neke x1, x2 ∈ V , onda je 0W = A(x1)− A(x2) = A(x1 − x2). Stoga je x1 − x2 ∈ J(A) =
{0V }, odnosno x1 = x2. Zna£i, preslikavanje A je injektivno.

Kriterij injektivnosti linearnog operatora dan u prethodnoj propoziciji 6.4.7 je vrlo
prakti£an jer, za razliku od op¢enitih preslikavanja, za linearni operator dovoljno je
provjeriti injektivnost �samo na nulvektoru�.
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Propozicija 6.4.8. Linearni operator je monomor�zam ako i samo ako svaki linearno
nezavisan podskup domene preslikava u linearno nezavisan podskup kodomene.

Dokaz. Neka je A ∈ L(V,W ) monomor�zam te {x1, . . . , xk} linearno nezavisan skup u
V . Trebamo pokazati da je {A(x1), . . . , A(xk)} linearno nezavisan skup uW . U tu svrhu
pretpostavimo

k∑
i=1

αiA(xi) = 0W ,

za neke αi ∈ F. Zbog svojstva linearnosti od A je

k∑
i=1

αiA(xi) = A(
k∑
i=1

αixi),

a zbog injektivnosti od A nuºno slijedi da je
∑k

i=1 αixk = 0V . Kako je {x1, . . . , xk}
linearno nezavisan skup u V , slijedi α1 = · · · = αk = 0. Time smo pokazali da je skup
{A(x1), . . . , A(xk)} linearno nezavisan.

Dovoljnost tvrdnje pokazujemo pomo¢u obrata po kontrapoziciji. Pretpostavimo da
A nije monomor�zam. Tada prema propoziciji 6.4.7 u jezgri J(A) postoji neki vektor
x razli£it od 0V . Stoga je A(x) = 0W pa A preslikava linearno nezavisan skup {x}
u linearno zavisan skup {0W}. Dobili smo proturje£je s pretpostavkom, ²to zna£i da
linearni operator Amora biti monomor�zam ako ima svojstvo da svaki linearno nezavisan
podskup domene preslika u linearno nezavisan podskup kodomene.

S obzirom na tvrdnju prethodne propozicije kaºemo jo² da injektivni operator £uva
linearnu nezavisnost.

Propozicija 6.4.9. Neka je A ∈ L(V,W ) i G sustav izvodnica za V. Tada je A(G)
sustav izvodnica za sliku operatora S(A).

Posebno, ako je A epimor�zam, A(G) je sustav izvodnica za W .

Dokaz. O£ito je [A(G)] = [{A(a) : a ∈ G}] ⊆ S(A). Pokaºimo inkluziju S(A) ⊆ [A(G)].
Neka je y ∈ S(A). Tada postoji x ∈ V takav da je y = A(x). Kako je [G] = V , za x
postoje vektori a1, . . . , ak ∈ G i skalari α1, . . . , αk ∈ F takvi da je x =

∑k
i=1 αiai. Iz

A(x) = A(
k∑
i=1

αiai) =
k∑
i=1

αiA(ai)

slijedi da je A(x) ∈ [A(G)] pa smo pokazali da je S(A) ⊆ [A(G)] te stoga S(A) =
[A(G)].
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Napomenimo da svaki linearni operator A bazu domene, {e1, . . . , en}, preslikava u
skup {A(e1), . . . , A(en)}, ²to je sustav izvodnica za sliku S(A). Taj ¢e skup biti i baza
za sliku ako i samo ako je A injekcija. �tovi²e, lako moºemo ustanoviti da smo do sada
pokazali sljede¢i teorem.

Teorem 6.4.10. Neka je A ∈ L(V,W ). Vrijedi:

(i) A je monomor�zam ako i samo ako svaki linearno nezavisan podskup od V preslikava
u linearno nezavisan podskup od W.

(ii) A je epimor�zam ako i samo ako svaki sustav izvodnica za V preslikava u sustav
izvodnica za W.

(iii) A je izomor�zam ako i samo ako svaku bazu za V preslikava u bazu za W.

Tvrdnju (iii) bit ¢e dovoljno provjeriti za neku bazu. Naime, moºe se pokazati da ako
operator neku bazu za V preslikava u bazu za W, preslikat ¢e i svaku bazu za V u bazu
za W . (Dokaºite izre£enu tvrdnju!)

Teorem 6.4.11 (Teorem o rangu i defektu). Neka je V kona£nodimenzionalni vektorski
prostor i A ∈ L(V,W ). Tada vrijedi

r(A) + d(A) = dimV.

Dokaz. Ako je dimV = 0, to jest V = {0V }, tada je i r(A) = d(A) = 0.
Pretpostavimo da je dimV = n > 0. Tvrdnju teorema pokazujemo u dva slu£aja.
1. slu£aj. Neka je A monomor�zam. Tada je d(A) = 0 prema propoziciji 6.4.7.

Nadalje, A : V → S(A) je izomor�zam, pa prema teoremu 6.4.10(iii) slijedi da operator
A bazu za V, {b1, . . . , bn}, preslikava u bazu {A(b1), . . . , A(bn)} za S(A). Dakle, n =
dimS(A) = r(A) i r(A) + d(A) = n+ 0 = n = dimV.

2. slu£aj. Pretpostavimo da A nije monomor�zam, to jest d(A) = m ≥ 1. Neka je
{a1, . . . , am} baza za jezgru J(A). Pro²irimo tu bazu do baze za cijeli prostor V,

{a1, . . . , am, am+1, . . . , an}.

Promotrimo skup {A(am+1), . . . , A(an)}. Pokazat ¢emo da je taj skup baza za sliku
S(A).

(i) Skup {A(am+1), . . . , A(an)} je sustav izvodnica za S(A). Zaista, neka je y ∈
S(A). Postoji x ∈ V takav da je y = A(x). Prikaºimo vektor x u bazi {a1, . . . , an},
x =

∑n
i=1 αiai. Vrijedi

A(x) = A(
n∑
i=1

αiai) = α1A(a1) + · · ·+ αmA(am)︸ ︷︷ ︸
=0W

+αm+1A(am+1) + · · ·+ αnA(an)

= αm+1A(am+1) + · · ·+ αnA(an),
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jer su vektori a1, . . . , am iz jezgre operatora A. Dakle, y ∈ [A(am+1), . . . , A(an)], odnosno
skup {A(am+1), . . . , A(an)} razapinje sliku S(A).

(ii) Skup {A(am+1), . . . , A(an)} je linearno nezavisan skup u W . U tu svrhu proma-
tramo linearnu kombinaciju

αm+1A(am+1) + · · ·+ αnA(an) = 0W .

Zbog linearnosti je
n∑

i=m+1

αiai ∈ J(A) te postoje skalari β1, . . . , βm ∈ F takvi da je

n∑
i=m+1

αiai =
m∑
j=1

βjaj,

odnosno
β1a1 + · · ·+ βmam + (−αm+1)am+1 + · · ·+ (−αn)an = 0V .

Budu¢i da je {a1, . . . , am, am+1, . . . , an} baza za V , slijedi da su svi skalari nula, pa
posebno i αm+1 = · · · = αn = 0.

Pokazali smo da je {A(am+1), . . . , A(an)} baza za S(A), ²to povla£i r(A) = n −m.
Dakle, i u ovom slu£aju vrijedi

r(A) + d(A) = m+ (n−m) = n = dimV.

Uo£imo da u prvom slu£aju tvrdnja teorema proizlazi odatle ²to je domena V izo-
morfna potprostoru S(A) kodomeneW. (Za de�niciju izomorfnih prostora vidi de�niciju
6.5.1.) U drugom slu£aju zapravo smo prikazali domenu V kao direktnu sumu jezgre
J(A) i jednog potprostora od V koji je izomorfan potprostoru S(A). Tako u oba slu£aja
jednakost dimV = d(A) + r(A) slijedi iz prikaza V kao direktne sume jezgre operatora
A i jednog potprostora koji je izomorfan slici operatora A.

Korolar 6.4.12. Neka je A ∈ L(V,W ) i dimV = dimW = n. Tada su ekvivalentne
tvrdnje:

(i) A je monomor�zam,

(ii) A je epimor�zam,

(iii) A je izomor�zam.

Dokaz. (i)⇒ (ii): Ako je A je monomor�zam, onda je d(A) = 0, pa je prema teoremu
6.4.11 r(A) = n. Kako je dimW = n, slijedi da je S(A) = W , to jest da je A epimor�zam.
(ii)⇒ (iii): Ako je A epimor�zam, onda je r(A) = dimW = n, pa prema teoremu 6.4.11
slijedi da je d(A) = 0, odnosno A je monomor�zam (prema propoziciji 6.4.7) pa je i
izomor�zam.
(iii)⇒ (i): Trivijalno.
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Vratimo se jo² jedanput na primjer 6.6. Vaºno je i korisno odrediti defekt i rang
linearnog operatora L iz tog primjera, gdje je najprije izabrana matrica A, a zatim je za-
dan linearni operator s L(X) = AX. Jezgra tog operatora odre�uje se stoga rje²avanjem
matri£ne jednadºbe AX = 0, a ona je ekvivalentna homogenom sustavu od m linearnih
jednadºbi s n nepoznanica. Matrica tog sustava upravo je matrica A. Iz Linearne algebre
1 znamo (teorem 3.4.3) da skup rje²enja tog sustava £ini potprostor dimenzije n− r(A).
(To je potprostor prostora Fn ako promatramo sustav, odnosno prostora jednostup£anih
matrica Mn,1(F) kad promatramo matri£nu jednadºbu AX = 0.) Dakle, za defekt ope-
ratora L imamo d(L) = n − r(A). Primjenom Teorema o rangu i defektu stoga izravno
dobivamo da je rang operatora L jednak r(A), dakle upravo rangu matrice pomo¢u koje
je zadan operator L.

Uo£imo sada sljede¢e. Budu¢i da se svaki linearni operator kojem su domena i ko-
domena kona£nodimenzionalni prostori moºe prikazati matri£no, primjer 6.6 zapravo
predstavlja �tipi£ni� oblik takvog linearnog operatora. Veza se ostvaruje bilo kakvim
izborom para baza domene i kodomene (propozicija 6.3.2).

Ako je L zadani linearni operator, a matrica A njemu pridruºena matrica u nekom
paru baza, imamo d(L) = n− r(A), kao u prethodnom razmatranju. Prema Teoremu o
rangu i defektu opet slijedi da je r(L) = r(A). Pritom, kako je slika linearnog operatora,
a time i njezina dimenzija, po samoj de�niciji neovisna o matri£nom prikazu, vidimo da
je r(L) jednak rangu matrice pridruºene operatoru L u bilo kojem paru baza.

Ovdje smo se za taj zaklju£ak posluºili Teoremom o rangu i defektu, a u odjeljku
6.7, gdje ¢e se detaljno razraditi veza izme�u matrica pridruºenih linearnom operatoru u
razli£itim parovima baza, istu tvrdnju o jednakosti rangova izvest ¢emo i na malo druk£iji
na£in. Dakle, pojmovi ranga matrice i ranga linearnog operatora, premda de�nirani
posve nezavisno, usko su povezani: s jedne strane linearni operator prikazujemo pomo¢u
matrice, a s druge strane pomo¢u izabrane matrice moºemo zadati linearni operator
(primjer 6.6). U oba slu£aja vrijednosti ranga se podudaraju.

Zadatak 6.4. Neka je A linearni operator ranga r s n-dimenzionalnog prostora V u
m-dimenzio-nalni prostor W. Pokaºite da tada postoji par baza prostora V i W takav da
je u tom paru baza matrica operatora A kanonska matrica tipa (m,n) i ranga r. (Dakle,
matrica za koju su koe�cijenti ai,i = 1 za i = 1, 2, . . . , r, a svi ostali aij su 0.)

Zadatak 6.5. Navedite primjer linearnog operatora ranga 2 kojem se jezgra i slika po-
dudaraju. (Treba navesti domenu, kodomenu i zadati djelovanje takvog operatora.)

Zadatak 6.6. Neka su V i W kona£nodimenzionalni prostori nad poljem F. Koji su
nuºni i dovoljni uvjeti za dimV i dimW da bi u skupu L(V,W ) postojao

(a) monomor�zam,

(b) epimor�zam,

(c) izomor�zam?

6.5 Izomor�zam vektorskih prostora

Me�u mnogim primjerima vektorskih prostora koje smo dosad upoznali mogli smo uo£iti
da su neki prostori vrlo �sli£ni� u odre�enom smislu, iako su de�nirani na posve razli£itim
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skupovima, a i operacije zbrajanja i mnoºenja skalarom na njima sasvim su druk£ije
prirode. Ve¢ smo, primjerice, naviknuti da su realni vektorski prostori R2 i V 2(O) toliko
�srodni� da ¢emo, pri rje²avanju zadataka, bez posebnog razmi²ljanja pre¢i s radijvektora
(�strelica� sa zajedni£kim ishodi²tem u to£ki O) na ure�ene parove realnih brojeva i dobiti
traºeni rezultat na na£in koji nam je ve¢ prakti£niji za ra£unanje. Umjesto zbrajanja
�strelica� po pravilu paralelograma odnosno njihova �rastezanja� ili �stezanja� pomo¢u
odre�enog realnog faktora jednostavno ¢emo zbrajati ure�ene parove realnih brojeva na
prirodan na£in, a tako ¢emo i mnoºiti ure�ene parove skalarom � po komponentama.

Sasvim analogno, kad u bilo kojem n-dimenzionalnom vektorskom prostoru V nad
nekim poljem F izaberemo bazu, vektore iz V mo¢i ¢emo na jednozna£an na£in prikazati
ure�enim n-torkama iz skupaFn. �tovi²e, operacije s vektorima iz V izvodit ¢emo jed-
nostavnije kao operacije na prostoru Fn. Kad radimo na taj na£in, postaje svejedno je li
polazni prostor V bio npr. prostor realnih polinoma stupnja najvi²e 3 ili moºda prostor
realnih kvadratnih matrica reda 2. I jedan i drugi su vektorski prostori dimenzije 4 nad
poljem R pa ¢e se u njima, prelaskom na prikaz u nekoj bazi, ra£unati kao s ure�enim
£etvorkama realnih brojeva. Rije£ je o vektorskim prostorima koji jesu razli£iti, ali su
� jednakog oblika� u sasvim odre�enom smislu, koji ¢emo to£no de�nirati pomo¢u pojma
izomorfnosti vektorskih prostora (od gr£kog iso � jednak, morph � oblik).

De�nicija 6.5.1. Vektorski prostor V je izomorfan vektorskom prostoru W ako postoji
izomor�zam A : V → W . Pi²emo V ' W .

Iz same de�nicije izomorfnih prostora jasno je da su to vektorski prostori nad istim
poljem.

Propozicija 6.5.2. Na bilo kojem skupu vektorskih prostora nad istim poljem F relacija
biti izomorfan je relacija ekvivalencije.

Dokaz. (1) Relacija biti izomorfan je re�eksivna jer je identiteta I : V → V , I(x) = x
izomor�zam. Dakle, V ' V .
(2) Pretpostavimo da je V ' W . Stoga postoji izomor�zam A : V → W . No za svako
bijektivno preslikavanje postoji inverz (bijekcija) A−1 : W → V za koji smo u propoziciji
6.1.4 pokazali da je linearni operator. Dakle, postoji izomor�zamW → V , pa jeW ' V ,
odnosno relacija biti izomorfan je simetri£na.
(3) Pokaºimo tranzitivnost te relacije. Pretpostavimo da je V ' W i W ' Z, odnosno
da postoje izomor�zmi A : V → W i B : W → Z. Njihova kompozicija B ◦ A :
V → Z je bijekcija, ali i linearni operator prema propoziciji 6.1.3, stoga i izomor�zam.
Zaklju£ujemo da je V ' Z, ²to je i trebalo pokazati.

Budu¢i da je relacija �biti izomorfan� simetri£na, £esto ¢emo umjesto formulacije iz
de�nicije 6.5.1 kratko re¢i da su vektorski prostori V i W izomorfni.

176



6.5. IZOMORFIZAM VEKTORSKIH PROSTORA

Pojmovi izomor�zma me�u strukturama, odnosno bijektivnog preslikavanja koje �pre-
nosi� sva osnovna svojstva s jedne strukture na drugu, i izomorfnosti struktura, kao rela-
cije me�u strukturama odre�enog tipa ako se izme�u njih moºe uspostaviti izomor�zam,
vaºni su u matematici jer se pomo¢u njih izvodi klasi�kacija, razvrstavanje struktura u
klase �bitno razli£itih�, neizomorfnih. Unutar jedne klase nalaze se strukture � jednakog
oblika� i one nisu bitno razli£ite s obzirom na promatranu strukturu. Primjerice, po-
linomi su objekti sasvim razli£ite prirode od npr. radijvektora, ali ako se promatraju
samo operacije u vektorskom prostoru (a ne, recimo, mnoºenje polinoma), onda se pros-
tor realnih polinoma stupnja najvi²e 2 nalazi u istoj klasi kao prostor V 3(O) i prostor R3.
U vezi s propozicijom 6.5.2 prisjetimo se da se relacija ekvivalencije naziva i relacijom
klasi�kacije.

Korisno je imati jednostavan kriterij za utvr�ivanje jesu li dva vektorska prostora
nad istim poljem izomorfna s obzirom na to da efektivno traºenje izomor�zma, kao kon-
kretnog preslikavanja, nije uvijek prakti£no. Za kona£nodimenzionalne prostore kriterij
je doista vrlo jednostavan, a intuitivno je jasan ve¢ iz uvoda ovog odjeljka. Evo tog
kriterija:

Teorem 6.5.3. Kona£nodimenzionalni vektorski prostori su izomorfni ako i samo ako
su im dimenzije jednake.

Dokaz. Pretpostavimo da je V ' W te A : V → W izomor�zam. Tada je d(A) = 0,
pa je r(A) = dimV prema Teoremu o rangu i defektu 6.4.11. Kako je A i epimor�zam,
vrijedi r(A) = dimW , pa smo pokazali da je dimV = dimW .

Neka je dimV = dimW = n > 0 te {a1, . . . , an} baza za V i {b1, . . . , bn} baza za W .
De�niramo linearni operator A : V → W djelovanjem na bazi, A(ai) = bi, i = 1, . . . , n.
Budu¢i da operator A preslikava bazu za V u bazu za W , slijedi da je A izomor�zam
(teorem 6.4.10), odnosno da su V i W izomorfni prostori.

U trivijalnom slu£aju je dimV = dimW = 0 i {0V } = V ' W = {0W}.

Korolar 6.5.4. Svaki vektorski prostor dimenzije n nad poljem F je izomorfan prostoru
Fn.

Primjer 6.14. (a) Svi realni vektorski prostori dimenzije 6 su me�usobno izomorfni,
npr. prostori matrica M2,3(R) i M3,2(R) izomorfni su s R6, a tako�er i s potprosto-
rom simetri£nih matrica u prostoru M3(R) kvadratnih matrica reda 3. (Znamo da
simetri£ne matrice reda n £ine potprostor dimenzije n(n + 1)/2 prostora Mn(R).)
S njima je izomorfan i prostor antisimetri£nih matrica reda 4 jer antisimetri£ne
matrice reda n £ine potprostor dimenzije n(n − 1)/2 prostora Mn(R). Nadalje,
C3 je dimenzije 6 kao realni vektorski prostor pa je tako�er izomorfan prethodno
navedenima, kao i prostor P5(R) realnih polinoma stupnja najvi²e 5.

U svim tim primjerima vidimo da se u vektorima pojavljuje po 6 realnih koe�ci-
jenata koji se mogu birati nezavisno, a onda nije te²ko prepoznati neku bazu te
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zadati izomor�zam izme�u takvih prostora po na£elu �preslikavanja baze u bazu�
(²to je zapravo dokaz jednog smjera u teoremu 6.5.3).

(b) Pitanje izomorfnosti postavlja se, dakako, i za vektorske prostore koji nisu kona£no-
dimenzionalni, a tada je £esto i znatno teºe. Takvim se pitanjima ovdje ne¢emo
baviti.

♥

Zadatak 6.7. Neka je A : V → W izomor�zam vektorskih prostora te neka je L ≤ V ,
M ≤ W. Dokaºite da tada vrijedi L ' A(L) i M ' A−1(M).

6.6 Prostor linearnih operatora. Dualni prostor.

Neka su V i W vektorski prostori nad poljem F. Na skupu svih linearnih operatora s
V u W, L(V,W ), moºemo uvesti strukturu vektorskog prostora nad poljem F uz ope-
raciju zbrajanja operatora te operaciju mnoºenja operatora skalarom. Svrha uvo�enja
tih operacija s operatorima moºe nam biti jasnija kad uzmemo u obzir da su nam ve¢
poznate odgovaraju¢e operacije s matricama, a da se linearnim operatorima na kona£-
nodimenzionalnim prostorima pridruºuje matri£ni prikaz. Zbrajanje linearnih operatora
i mnoºenje operatora skalarom prirodno se de�niraju pomo¢u djelovanja na vektorima,
kao ²to se, primjerice, zbrajanje realnih funkcija de�nira �po to£kama� (to zna£i da
(f + g)(x) = f(x) + g(x) za x ∈ R). Dakle, za A,B ∈ L(V,W ) i λ ∈ F stavljamo

(A+B)(x) = A(x) +B(x), (λA)(x) = λA(x), x ∈ V.

Lako se provjeri da su A+ B, λA ∈ L(V,W ) te da vrijede aksiomi vektorskog prostora,
pa je L(V,W ) vektorski prostor na poljem F.

Zadatak 6.8. Dokaºite da ako su V i W vektorski prostori nad poljem F, onda je
L(V,W ) vektorski prostor nad poljem F.

Sada je smisleno poku²ati odrediti dimenziju prostora L(V,W ). To moºemo u£i-
niti ako su V i W kona£nodimenzionalni, jer tada je i L(V,W ) kona£nodimenzionalni
vektorski prostor.

Teorem 6.6.1. Neka su V i W kona£nodimenzionalni vektorski prostori. Tada je
L(V,W ) kona£nodimenzionalni vektorski prostor i dimL(V,W ) = dimV · dimW .

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo tako ²to efektivno konstruiramo bazu za prostor L(V,W ). U
tu svrhu prisjetimo se vrlo jednostavne, kanonske baze za matrice tipa (m,n). Za 1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n, matrica Eij kanonske baze ima to£no jedan element jednak 1, i to onaj na
presjeku i-tog retka i j-tog stupca, a ostali elementi jednaki su 0. Ideja za sastavljanje
baze prostora L(V,W ) sada je u tome da se uzmu upravo oni operatori kojima su, u
nekom paru baza, pridruºene matrice Eij. Radi jednostavnosti za te operatore uzet
¢emo istu oznaku.
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Neka su {e1, . . . , en} i {f1, . . . , fm} baze za V i W, redom. Iz matrice Eij vidimo da
se vektor ej preslikava u vektor fi, dok se svi ostali vektori ek, za k 6= j, preslikavaju u
0W . Djelovanje operatora Eij : V → W moºemo onda saºeto zapisati ovako:

Eij(ek) =

{
fi, k = j,
0W , k 6= j

, k ∈ {1, . . . , n},

za i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}. Ustanovit ¢emo da je skup {Eij : i = 1, . . . ,m, j =

1, . . . , n} baza prostora L(V,W ). Neka je A ∈ L(V,W ). �elimo prikazati taj operator kao
linearnu kombinaciju operatora Eij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Budu¢i da je operatoru
A u izabranom paru baza pridruºena matrica [A](f,e) = [αij], a za tu matricu znamo
njezin prikaz u kanonskoj bazi prostora Mmn(F):

[A](f,e) =
m∑
i=1

n∑
j=1

αijEij,

o£ekujemo da ¢e i operator A imati prikaz jednakog oblika, naime s istim tim koe�ci-
jentima, kao linearna kombinacija operatora Eij. Provjerimo to. Dovoljno je provjeriti

da operator A i linearna kombinacija
m∑
i=1

n∑
j=1

αijEij jednako djeluju na svaki vektor ek iz

baze. Prvo, izravno iz matrice [A](f,e) vidimo

A(ek) =
m∑
i=1

αikfi, k = 1, . . . , n.

S druge strane,
m∑
i=1

n∑
j=1

αijEij(ek) = {po de�niciji operatora Eij} =
m∑
i=1

αikfi, k = 1, . . . , n.

Dakle, operator A podudara se s operatorom napisanim kao
m∑
i=1

n∑
j=1

αijEij jer jednako

djeluju na vektore baze. Odakle vidimo da je skup {Eij : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}
sustav izvodnica prostora L(V,W ).

Preostaje provjeriti linearnu nezavisnost tog skupa. Neka je
m∑
i=1

n∑
j=1

αijEij = 0,

pri £emu smo s 0 ozna£ili nuloperator u L(V,W ). Djelujemo operatorom zapisanim na
lijevoj strani na vektor baze ek za k ∈ {1, . . . , n},

(
m∑
i=1

n∑
j=1

αijEij)(ek) =
m∑
i=1

n∑
j=1

αijEij(ek)︸ ︷︷ ︸
fi, k = j,
0W , k 6= j

=
m∑
i=1

αikfi.
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S druge strane, 0(ek) = 0W , pa je
m∑
i=1

αikfi = 0W .

Kako je {f1, . . . , fm} baza za W, slijedi da je α1k = α2k = · · · = αmk = 0. Provedbom
ovog postupka za svaki k ∈ {1, . . . , n} dobivamo da je αij = 0 za sve i = 1, . . . ,m,
j = 1, . . . , n.

Budu¢i da smo pokazali da je {Eij : i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} baza prostora
L(V,W ), slijedi da je dimL(V,W ) = mn.

Upravo dokazani teorem pokazuje nam da je dimL(V,W ) = nm, ako ozna£imo
dimV = n, dimW = m, a time je dimL(V,W ) = dimMmn(F). Imamo prostore jedna-
kih dimenzija nad poljem F pa su oni po teoremu 6.5.3 izomorfni.

Primijetimo da smo se zapravo u dokazu teorema 6.6.1 i posluºili jednim izomor�z-
mom kako bismo konstruirali bazu prostora L(V,W ) polaze¢i od otprije poznate baze
prostora matricaMmn(F). Prirodno, izomor�zam izme�u prostora L(V,W ) iMmn(F) us-
postavlja se tako da se linearnom operatoru pridruºi njegova matrica u izabranom paru
baza, a njemu inverzni izomor�zam (njime smo se i posluºili) zapravo je odre�ivanje
linearnog operatora na temelju zadane matrice.

Zadatak 6.9. Neka su V i W vektorski prostori nad poljem F, dimV = n, dimW = m.
Ozna£imo s Φ preslikavanje

Φ : L(V,W )→Mm,n(F), Φ(A) = [A](f,e).

Dokaºite da je Φ izomor�zam.
Uputa: Za linearnost preslikavanja Φ zapravo treba provjeriti da je [A+B](f,e) = [A](f,e)+
[B](f,e), [λA](f,e) = λ[A](f,e), za A,B ∈ L(V,W ), λ ∈ F. Za injektivnost Φ dovoljno je
odrediti njegovu jezgru. Provjera surjektivnosti Φ zna£i da za svaku matricu postoji
linearni operator kojem je pridruºena upravo ta matrica. Ovo posljednje ujedno pokazuje
kako djeluje inverzno preslikavanje Φ−1 � njime se iz matrice �pro£ita� linearni operator.
(Dakako, prema korolaru 6.4.12 dovoljno je provjeriti jedno od svojstava � injektivnost ili
surjektivnost, budu¢i da znamo da su domena i kodomena prostori jednakih dimenzija.)

Prostori L(V ) i Mn(F) su izomorfni i vrijedi Φ(A ◦B) = Φ(A)Φ(B), odnosno

[A ◦B](e) = [A](e)[B](e),

²to slijedi direktno iz propozicije 6.3.2. �tovi²e, vrijedi i op¢enitije. Ako su A ∈ L(V,W ),
B ∈ L(W,Z) te (e), (f) i (g) baze za V , W i Z, redom, onda je

[B ◦ A](g,e) = [B](g,f)[A](f,e).

(Prethodnu jednakost pokaºite primjenom propozicije 6.3.2 na B ◦A(x), za svaki x ∈ V.)

Posebno ¢emo jo² razmotriti linearne operatore £ija je kodomena polje. Prisjetimo se,
svako polje F moºemo shvatiti kao vektorski prostor nad samim sobom. Jasno je da za
bazu moºemo uzeti bilo koji skalar λ razli£it od nule, no najjednostavnije je uzeti λ = 1.
Tu ¢emo bazu u F prirodno ozna£iti s (1).
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De�nicija 6.6.2. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Vektorski prostor linearnih
operatora V → F, odnosno L(V,F) naziva se dualni prostor prostora V i ozna£ava s
V ∗. Elementi prostora V ∗ nazivaju se linearni funkcionali.

Korolar 6.6.3. Ako je V n-dimenzionalni vektorski prostor, onda je dimV ∗ = n.

Neka je f ∈ V ∗ te (e) = {e1, . . . , en} baza za V . Tada postoje skalari α1, . . . , αn ∈ F
takvi da je f(ei) = αi, i = 1, . . . , n. Prema tome matrica linearnog funkcionala f je

[f ](1,e) = (α1 α2 · · · αn) ∈M1n(F).

Ako je x =
∑n

i=1 xiei, onda

f(x) = [f(x)](1) = [f ](1,e)[x](e) = (α1 α2 · · · αn) ·


x1
x1
...
xn

 =
n∑
i=1

xiαi.

Uo£ili smo da ako je V kona£nodimenzionalni vektorski prostor, onda je dimV ∗ =
dimV . Stoga su V i V ∗ izomorfni prostori. �elimo uspostaviti ²to jednostavniji izomor-
�zam me�u njima.

Neka je V vektorski prostor nad poljem F i {e1, . . . , en} njegova baza. Za 1 ≤ i ≤ n
de�niramo funkcional

e∗i : V → F,
njegovim djelovanjem na bazi

e∗i (ek) = δik =

{
1, i = k,
0, i 6= k

.

Opazimo da je funkcional e∗i zapravo jednak operatoru E1i koji smo de�nirali u dokazu
teorema 6.6.1 (u slu£aju kada je dimW = 1). Stoga je {e∗1, . . . , e∗n} baza dualnog prostora
V ∗, a nazivamo je dualna baza za bazu (e). Sada izomor�zam izme�u prostora V i njegova
duala V ∗ moºemo de�nirati kao

Φ : V → V ∗, Φ(ei) = e∗i , i = 1, . . . , n.

Primijetimo da taj izomor�zam ovisi o izboru baze za prostor V .
Pogledajmo kako funkcional e∗k djeluje na vektor x, koji je prikazan u bazi (e) =

{e1, . . . , en}:

e∗k(x) = e∗k(
n∑
i=1

xiei) =
n∑
i=1

xie
∗
k(ei) = xk.

Dakle, k-ti funkcional iz dualne baze pridruºuje vektoru x njegovu k-tu koordinatu u
prikazu u bazi (e). Matri£ni prikaz tog funkcionala u paru baza (1, e) je (0 · · · 0 1 0 · · · 0)
gdje je 1 na k-tom mjestu.
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Primjer 6.15. U primjeru 6.3 bio je zadan linearni operator na prostoru V 3(O) koji
djeluje tako da svaki vektor pomnoºi skalarno s unaprijed odre�enim vektorom a. Budu¢i
da je kodomena tog linearnog operatora polje R, rije£ je o linearnom funkcionalu.

Lako moºemo uvidjeti da je taj primjer linearnog funkcionala na kona£nodimenzi-
onalnom unitarnom prostoru zapravo tipi£an, dakle da se na takvom prostoru djelovanje
bilo kojeg linearnog funkcionala moºe izraziti pomo¢u skalarnog mnoºenja jednim odre-
�enim vektorom. (Ta tvrdnja dio je vaºnog Rieszovog teorema o reprezentaciji linearnog
funkcionala.) Ve¢ smo izra£unali da linearni funkcional f na kona£nodimenzionalnom
prostoru V svakom vektoru x pridruºuje skalar f(x) =

∑n
i=1 xiαi, pri £emu je x prikazan

u bazi (e) = {e1, . . . , en}, a f(ei) = αi.
Pretpostavimo da je V realni unitarni prostor i da je (e) ortonormirana baza. Ozna-

£imo li s a vektor
∑n

i=1 αiei, pri £emu je ponovno αi = f(ei), vidimo da je f(x) = 〈x|a〉,
dakle skalarni produkt x s vektorom a koji ovisi samo o linearnom funkcionalu f (i,
dakako, o izboru baze). U slu£aju kompleksnog unitarnog prostora razlika je samo u
tome ²to bismo vektor a de�nirali kao

∑n
i=1 αiei.

U ovom primjeru funkcional e∗k iz dualne baze djeluje kao skalarno mnoºenje vektorom
ek.

♥

Napomena 6.6.4. Budu¢i da se pridruºivanjem dualnog prostora V ∗ kona£nodimenzi-
onalnom vektorskom prostoru V dobiva prostor jednake dimenzije, dakle izomorfan s V,
nastavljanjem postupka �dualizacije� nastaje prostor (V ∗)∗ tako�er izomorfan s V. Izme�u
prostora V i njegova tzv. biduala (V ∗)∗ = V ∗∗ moºe se ustanoviti prirodni izomor�zam,
tj. izomor�zam koji ne ovisi o izboru baze:

Ψ : V → V ∗∗, Ψ(a) = ua, a ∈ V,

gdje je ua : V ∗ → F, ua(f) = f(a).
Odatle se zapravo vidi da se daljnjom dualizacijom ne dobivaju �bitno novi� prostori

jer se bidual V ∗∗ moºe prirodno poistovjetiti s prostorom V.

Zadatak 6.10. Odredite dualnu bazu baze {a, b, c} prostora R3, pri £emu je a = (1, 1,−1),
b = (1,−1, 1), c = (−1, 1, 1).

Uputa: Linearni funkcional a∗ moºemo izra£unati kao linearnu kombinaciju funk-
cionala e∗1, e

∗
2, e

∗
3 koji £ine bazu dualnu kanonskoj bazi prostora R3. Neka je a∗ =

α1e
∗
1 + α2e

∗
2 + α3e

∗
3. Koe�cijente αi odredimo iz sustava linearnih jednadºbi koji dobi-

jemo tako da s a∗ redom djelujemo na vektore a, b i c: a∗(a) = 1, a∗(b) = 0 i a∗(c) = 0.
Sustav jednadºbi glasi α1 +α2−α3 = 1, α1−α2 +α3 = 0 i −α1 +α2 +α3 = 0, a njegovo
je rje²enje (α1, α2, α3) = (1

2
, 1
2
, 0). Stoga je

a∗(x1, x2, x3) =
1

2
e∗1(x1, x2, x3) +

1

2
e∗2(x1, x2, x3) =

1

2
(x1 + x2).

Analogno odredimo b∗ i c∗.
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6.7 Matri£ni zapis linearnog operatora u razli£itim bazama

Propozicija 6.7.1. Neka je A ∈ L(V,W ), gdje je dimV = n, dimW = m te [A](f,e) ∈
Mmn(F) matri£ni prikaz operatora A u paru baza (e) i (f) za prostore V i W . Tada je
rang operatora A jednak rangu matrice [A](f,e), to jest

r(A) = r([A](f,e)).

Dokaz. Neka su (e) = {e1, . . . , en} i (f) = {f1, . . . , fm} baze za V i W . Prisjetimo se,
rang operatora A je dimenzija slike operatora A, odnosno r(A) = dimS(A). Prema
propoziciji 6.4.9 znamo da je skup {A(e1), . . . , A(en)} sustav izvodnica za sliku S(A) jer
je {e1, . . . , en} baza za V. Stoga je

r(A) = dim[A(e1), . . . , A(en)].

S druge strane, rang matrice [A](f,e) se de�nira kao

r([A](f,e)) = dim[S1, . . . , Sn],

gdje je (S1, . . . , Sn) ∈ Mm1(F)n stup£ana reprezentacija matrice [A](f,e). Sada ustano-
vimo preslikavanje

Φ : W →Mm1(F),Φ(y) = [y](f) =

 β1
...
βm

 ,

gdje je y =
∑m

i=1 βifi ∈ W prikaz vektora y u bazi (f). O£ito je Φ izomor�zam (jer
preslikava bazu prostora W u bazu prostora Mm1(F)). Nadalje, Φ preslikava

A(e1) 7→ S1, . . . , A(en) 7→ Sn,

a kako je Φ izomor�zam, potprostor [A(e1), . . . , A(en)] preslikava se u njemu izomorfan
potprostor [S1, . . . , Sn] (� vidi zadatak 6.7). Stoga slijedi

dim[A(e1), . . . , A(en)] = dim[S1, . . . , Sn],

£ime smo dokazali tvrdnju.

De�nicija 6.7.2. Neka su (e) = {e1, . . . , en} i (e′) = {e′1, . . . , e′n} baze vektorskog pros-
tora V nad poljem F. Matrica

T =

 τ11 · · · τ1n
... · · · ...
τn1 · · · τnn

 ∈Mn(F),
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gdje su elementi matrice T koe�cijenti iz prikaza vektora e′j u bazi (e), odnosno

e′j =
n∑
i=1

τijei, j = 1, . . . , n,

naziva se matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (e′).

Matrica prijelaza T je regularna matrica. Naime, moºemo je shvatiti kao matricu
operatora s V u V koji preslikava ei 7→ e′i, i = 1, . . . , n u bazi (e). Budu¢i da je tako
de�niran operator izomor�zam, slijedi da mu je rang jednak n, pa prema propoziciji 6.7.1
zaklju£ujemo da je i matrica T ranga n, odnosno punog ranga, dakle regularna.

Uo£imo da matricu T moºemo shvatiti i kao matri£ni zapis jedini£nog operatora
I : V → V u paru baza (e) i (e′), odnosno

T = [I](e,e′).

Pretpostavimo sada da vektor x ∈ V ima sljede¢e prikaze u bazi (e), odnosno (e′),

x =
n∑
i=1

xiei, x =
n∑
j=1

x′je
′
j.

Ispitat ¢emo u kakvoj su vezi stare koordinate (x1, . . . , xn) s novim koordinatama (x′1, . . . , x
′
n).

Vrijedi

x =
n∑
j=1

x′je
′
j =

n∑
j=1

x′j(
n∑
i=1

τijei) =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

τijx
′
j)ei.

Dakle,

xi =
n∑
j=1

τijx
′
j, i = 1, . . . , n,

²to matri£no moºemo zapisati kao x1
...
xn

 =

 τ11 · · · τ1n
... · · · ...
τn1 · · · τnn

 ·
 x′1

...
x′n


ili kra¢e

[x](e) = T · [x](e′).

Budu¢i da je T regularna matrica, moºemo izvesti jednostavnu formulu za odre�ivanje
novih koordinata vektora x.

Propozicija 6.7.3. Neka su (e) i (e′) dvije baze kona£nodimenzionalnog vektorskog pros-
tora V te T matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (e′). Tada je

[x](e′) = T−1 · [x](e).
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Vidimo da se koordinate vektora u �novoj� bazi lako izra£unavaju, ali treba pripa-
ziti da se stupac koordinata u �staroj� bazi pritom mnoºi inverznom matricom matrice
prijelaza. Ujedno, T−1 je o£ito matrica prijelaza iz baze (e′) u bazu (e).

Za izvod prethodnih relacija isto tako moºe nam posluºiti propozicija 6.3.2 u kojoj
imamo op¢enitu formulu za djelovanje operatora A : V → W pomo¢u njegova matri£-
nog prikaza u paru baza (e) i (f). Ovdje promatramo posebni slu£aj u kojem jedini£ni
operator I : V → V ima matricu T = [I](e,e′) pa vrijedi

[I(x)](e) = [I](e,e′)[x](e′),

odnosno
[x](e) = T [x](e′).

Analogno,
[I(x)](e′) = [I](e′,e)[x](e),

odnosno
[x](e′) = T−1[x](e).

Nadalje, izvest ¢emo relaciju izme�u matri£nih prikaza linearnog operatora u dvama
razli£itim parovima baza, dakle u op¢em slu£aju kad je mogu¢a promjena i baze domene
i baze kodomene. U toj ¢e se relaciji morati onda pojaviti dvije matrice prijelaza.

Propozicija 6.7.4. Neka su V i W kona£nodimenzionalni vektorski prostori nad istim
poljem, (e) i (e′) baze za V te (f) i (f ′) baze za W . Ako je A ∈ L(V,W ), tada vrijedi

[A](f ′,e′) = S−1 · [A](f,e) · T,

gdje je T ∈ Mn(F) matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (e′), a S ∈ Mm(F) matrica
prijelaza iz baze (f) u bazu (f ′), pri £emu je dimV = n, a dimW = m.

Dokaz. Prema propoziciji 6.7.3 za x ∈ V i Ax ∈ W vrijedi

[x](e) = T · [x](e′), [Ax](f ′) = S−1 · [Ax](f).

Nadalje,
[Ax](f ′) = [A](f ′,e′)[x](e′), [Ax](f) = [A](f,e)[x](e),

pa je

[A](f ′,e′)[x](e′) = S−1([A](f,e)[x](e)) = S−1([A](f,e)T [x](e′)) = (S−1[A](f,e)T )[x](e′).

Kako prethodna jednakost vrijedi za svaki x ∈ V , odnosno [x](e′) ∈Mn1(F), vrijedi

[A](f ′,e′) = S−1[A](f,e)T.

Naglasimo da izjedna£avanje matrica na lijevoj i desnoj strani prethodno dobivene jed-
nakosti ne moºemo provesti nikakvim �skra¢ivanjem� s vektor-stupcem [x](e′) koji se
pojavljuje s obje strane. Vaºno je da jednakost vrijedi za svaki vektor x, a time i za
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svaki vektor stupac [x](e′). Naime, ako su A,B ∈Mmn(F) takve da je AX = BX za sve
X ∈ Mn1(F), tada je prostor rje²enja jednadºbe (A − B)X = 0, to jest odgovaraju¢eg
homogenog sustava, jednak cijelom prostoru Mn1(F), odnosno dimenzije je n. Dakle,
rang matrice A−B je 0, to jest A−B je nulmatrica.

Primjer 6.16. Neka na prostoru P3(R) djeluje operator deriviranja D. Za kodomenu
moºemo uzeti prostor P2(R) jer se deriviranjem sniºava stupanj polinoma. Dakle, D :
P3(R)→ P2(R). U paru kanonskih baza (e) = {1, t, t2, t3} i (f) = {1, t, t2} operatoru D
pridruºena je matrica

[D](f,e) =

 0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

 .

Kao bazu (e′) prostora P3(R) uzmimo potencije polinoma t − 2, dakle {1, t − 2, (t −
2)2, (t− 2)3}. Matrica prijelaza T iz (e) u (e′) glasi:

T =


1 −2 4 −8
0 1 −4 12
0 0 1 −6
0 0 0 1

 .

Za bazu (f ′) prostora P2(R) izaberimo bazu {1, t, t2− 1
3
}. (Ina£e, to je ortogonalna baza

u skalarnom produktu zadanom pomo¢u integrala na segmentu [−1, 1], ²to ovdje nema
posebnu vaºnost, samo je izabrana kao baza koja se katkad doista primjenjuje.) Matrica
prijelaza S iz (f) u (f ′) je

S =

 1 0 −1
3

0 1 0
0 0 1

 .

U paru baza (e′), (f ′) operator D ima matri£ni prikaz S−1D(f,e)T. Kako je

S−1 =

 1 0 1
3

0 1 0
0 0 1

 ,

dobivamo:

[D](f ′,e′) = S−1[D](f,e)T =

 0 1 −4 13
0 0 2 −12
0 0 0 3

 .

Testirajmo dobiveni rezultat na konkretnom polinomu, npr. na

p(t) = 1 + (t− 2) + (t− 2)2 + (t− 2)3.

Deriviranjem polinoma p dobivamo

(Dp)(t) = 1 + 2(t− 2) + 3(t− 2)2 = 9− 10t+ 3t2.
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S druge strane, mnoºenjem matrice [D](f ′,e′) vektor stupcem


1
1
1
1

 koji predstavlja

zapis polinoma p u bazi (e′) dobivamo

[D](f ′,e′)[p](e′) =

 10
−10

3

 .

U bazi (f ′) ovo je zapis polinoma 10− 10t+ 3(t2− 1
3
) = 9− 10t+ 3t2, ²to se podudara s

ve¢ izra£unatim polinomom (Dp)(t).
♥

Tvrdnju propozicije 6.7.4 mogli smo dokazati i pomo¢u kompozicije operatora A ∈
L(V,W ) s jedini£nim operatorima na V i W , IV i IW . Naime,

A = A ◦ IV = IW ◦ A

te
[A ◦ IV ](f ′,e) = [IW ◦ A](f ′,e).

Dakle,
[A](f ′,e′)[IV ](e′,e) = [IW ](f ′,f)[A](f,e). (6.5)

Ve¢ smo uo£ili da se matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (e′) moºe interpretirati kao

T = [IV ](e,e′),

pa je analogno matrica prijelaza iz baze (f) u bazu (f ′) jednaka

S = [IW ](f,f ′).

Stoga (6.5) pi²emo kao
[A](f ′,e′)T

−1 = S−1[A](f,e),

to jest
[A](f ′,e′) = S−1[A](f,e)T.

Prema propoziciji 6.7.4 zaklju£ujemo da su matri£ni zapisi istog linearnog opera-
tora iz L(V,W ) ekvivalentne matrice. Iz Linearne algebre 1 znamo da su matrice
A,B ∈ Mmn(F) ekvivalentne ako i samo ako postoje regularne matrice S ∈ Mm(F) i
T ∈ Mn(F) za koje je B = SAT . Ekvivalentne matrice imaju isti rang pa bi se rang
linearnog operatora mogao de�nirati i kao rang nekog (bilo kojeg) njegova matri£nog
prikaza. Za veli£ine koje se linearnom operatoru mogu pridruºiti uz pomo¢ baza pa
onda i izra£unavati uz pomo¢ baza, ali ne ovise o izboru baza, kaºemo da su invarijante
linearnog operatora. Uskoro ¢emo upoznati jo² neke od njih.

Iz propozicije 6.7.4 izravno slijedi:
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Korolar 6.7.5. Neka je V kona£nodimenzionalni vektorski prostor te (e) i (e′) baze za
V . Ako je A ∈ L(V ), tada vrijedi

[A](e′) = T−1 · [A](e) · T,

gdje je T matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (e′).

De�nicija 6.7.6. Neka su A,B ∈ Mn(F). Kaºemo da je matrica A sli£na matrici B
ako postoji regularna matrica T ∈Mn(F) takva da vrijedi

B = T−1AT.

�esto ¢emo kratko re¢i da su matrice A i B sli£ne jer se lako vidi da je relacija
sli£nosti na Mn(F) simetri£na. Nadalje, iz same de�nicije sli£nosti matrica slijedi da su
sli£ne matrice i ekvivalentne, dok obrat o£ito ne vrijedi. Primjerice, jedini£na matrica
I reda n sli£na je samo sama sebi jer za bilo koju regularnu matricu T reda n vrijedi
T−1IT = I, dok je I ekvivalentna svakoj regularnoj matrici reda n s obzirom na to da
su matrice jednakog tipa ekvivalentne ako i samo ako imaju isti rang. Dakako, sli£ne
matrice imaju jednak rang.

Iz korolara 6.7.5 slijedi da su matri£ni zapisi istog linearnog operatora iz L(V ) sli£ne
matrice. To je vrlo vaºna £injenica na koju ¢emo se £esto pozivati.

Iz Linearne algebre 1 tako�er znamo da je ekvivalentnost matrica relacija ekvivalencije
na skupu matrica Mmn(F) za bilo koje m,n ∈ N (propozicija 2.4.7). Pojedinu klasu
ekvivalencije tada £ine sve matrice tipa (m,n) kojima se podudara rang. Standardni
predstavnik pojedine klase je kanonska matrica odre�enog ranga r. Sad ¢emo pokazati
da je i sli£nost kvadratnih matrica relacija ekvivalencije, dakako na skupu Mn(F), za
bilo koji n, a zatim ¢emo usporediti klase ekvivalencije relacije sli£nosti s prethodno
spomenutim klasama za relaciju ekvivalentnosti matrica.

Propozicija 6.7.7. Relacija biti sli£an je relacija ekvivalencije na skupu svih kvadratnih
matrica istog reda.

Dokaz. Pokaºimo redom svojstva relacije ekvivalencije.
Re�eksivnost. Matrica A je sli£na samoj sebi jer je A = I−1AI, I jedini£na matrica.
Simetri£nost. Ako su A i B sli£ne matrice, postoji regularna matrica T takva da je B =
T−1AT . Mnoºenjem prethodne jednakosti s T−1 s desna te s T lijeva slijedi TBT−1 = A,
odnosno A = (T−1)−1BT−1 = A, pa su B i A sli£ne.
Tranzitivnost. Ako je A sli£na s B te B sli£na s C, postoje regularne matrice T, S takve da
je B = T−1AT i C = S−1BS. Kako je i TS regularna matrica te C = S−1(T−1AT )S =
(TS)−1A(TS), zaklju£ujemo da je i A sli£na s C.
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Razmotrimo kako relacija sli£nosti rastavlja skup Mn(F) u klase ekvivalencije. Rela-
cija sli£nosti ��nija� je od relacije u kojoj sve matrice iz Mn(F) kojima je rang jednak
£ine jednu klasu. Unutar skupa matrica jednakog ranga r nalaze se i matrice koje jesu
sli£ne, kao i neke matrice koje nisu sli£ne. To vidimo ve¢ na primjeru kvadratnih matrica
punog ranga n. Svaka skalarna matrica αI, α 6= 0, sli£na je samo sebi pa je jedini £lan
svoje klase. S druge strane, sve te matrice pripadaju istoj klasi ekvivalentnih matrica
ranga n. Moºemo to dodatno protuma£iti ako matrice promatramo kao matri£ne pri-
kaze linearnih operatora iz L(V ), dimV = n. Svaki bijektivni linearni operator ima, u
bilo kojoj bazi, matricu punog ranga n, ali razli£iti bijektivni operatori djeluju na bitno
razli£ite na£ine koji se nipo²to ne mogu odrediti samo podatkom o rangu. Tek sli£nost
pridruºenih matrica, kao znatno ��niji� podatak, pokazuje jesu li to matrice pridruºene
istom linearnom operatoru, samo u razli£itim bazama.

Primjer 6.17. Sljede¢e matrice reda 2(
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0

0 −1

)
,

(
1
2
−
√
3
2√

3
2

1
2

)
imaju rang 2 i me�usobno su ekvivalentne, ali nikoje dvije od njih nisu sli£ne. To nas i ne
£udi uzmemo li u obzir njihov geometrijski smisao ako su pridruºene na standardni na£in
operatorima: zrcaljenjem, centralnom simetrijom (ili rotacijom za kut π) i rotacijom za
kut π/3 na prostoru V 2(O). Promjenom baze tog prostora prva i tre¢a matrica bit ¢e
zamijenjene nekim drugim, ali njima sli£nim matricama, dok ¢e operatoru centralne
simetrije u bilo kojoj bazi pripadati ista matrica −I, sli£na jedino sama sebi.

♥
Vaºno je pitanje kako prepoznati, to jest izra£unati jesu li neke dvije kvadratne ma-

trice sli£ne, dakle mogu li biti pridruºene istom linearnom operatoru a da pritom, po
mogu¢nosti, ne moramo efektivno odre�ivati matricu prijelaza T pomo¢u koje je ostva-
rena sli£nost. Vidjet ¢emo da sli£ne matrice imaju jo² neka zajedni£ka svojstva koja su
nuºni, premda ne i dovoljni uvjeti za sli£nost. Zapravo je rije£ o invarijantama line-
arnog operatora, veli£inama odnosno funkcijama koje moraju poprimati istu vrijednost
za sve sli£ne matrice s obzirom na to da su pridruºene jednom linearnom operatoru.
Ukratko, invarijante linearnog operatora neovisne su o konkretnom izboru matri£nog
prikaza linearnog operatora.

Propozicija 6.7.8. Sli£ne matrice imaju jednaku determinantu.

Dokaz. Neka su A i B sli£ne matrice te T regularna matrica za koju je B = T−1AT .
Tada zbog Binet-Cauchyjeva teorema dobivamo

detB = det(T−1AT ) = detT−1 detA detT = detA(detT−1 detT )

= detA detT−1T︸ ︷︷ ︸
det I=1

= detA.
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Obrat prethodne propozicije ne vrijedi. Na primjer, matrice

I =

(
1 0
0 1

)
, A =

(
2 0
0 1

2

)
,

imaju jednaku determinantu. Ako bi one bile sli£ne, postojala bi regularna matrica T
takva da je A = T−1IT = I, ²to je o£ita neistina.

Budu¢i da su matrice istog linearnog operatora iz L(V ) u razli£itim bazama sli£ne,
propozicija 6.7.8 omogu¢uje nam de�niciju jo² jedne invarijante linearnog operatora.

De�nicija 6.7.9. Neka je A ∈ L(V ) te (e) neka baza za V . Tada se determinanta

linearnog operatora A de�nira kao determinanta matri£nog zapisa operatora A u bazi
(e), to jest

detA = det[A](e).

Vidimo, dakle, da je linearnom operatoru A na prostoru V na taj na£in pridruºena
vrijednost determinante kao determinanta njegove matrice u bilo kojoj bazi i ta je de�-
nicija korektna jer, zahvaljuju¢i propoziciji 6.7.8 , detA ne ovisi o izboru baze.

Primjer 6.18. Analogno kao za determinantu, linearnom operatoru na kona£nodimen-
zionalnom prostoru V moºe se pridruºiti i trag, kao trag njegova matri£nog zapisa u bilo
kojoj bazi (e). Prisjetimo se, trag kvadratne matrice A = [aij] ∈ Mn(F) de�nira se kao
zbroj svih elemenata dijagonale:

trA =
n∑
i=1

aii.

De�nicija traga linearnog operatora bit ¢e korektna ako se vrijednosti traga sli£nih ma-
trica podudaraju. Provjerite to.
(Uputa: Nije te²ko provjeriti da za bilo koje matrice A, T ∈ Mn(F) vrijedi tr(AT ) =
tr(TA). Ako je T regularna matrica, primijenite prethodnu jednakost na matrice AT i
T−1.)

♥
Zadatak 6.11. Prona�ite, ako je mogu¢e, matrice A,B ∈M2(R) takve da vrijedi r(A) =
r(B), detA = detB i trA = trB, ali da A i B nisu sli£ne.

Zadatak 6.12. Odredite skup svih realnih antisimetri£nih matrica reda 2 koje su sli£ne:

(a) svojoj transponiranoj matrici,

(b) svojoj inverznoj matrici.

Uputa. Svaka antisimetri£na matrica A reda 2 sli£na je svojoj transponiranoj. Naime,
izravno se mogu odrediti regularne matrice T reda 2 takve da vrijedi AT = −TA, za sve
antisimetri£ne matrice A reda 2.

Svaka antisimetri£na matrica reda 2, osim nulmatrice, regularna je pa se moºe traºiti
takva regularna matrica T da vrijedi T−1AT = A−1, odnosno ekvivalentno tome ATA =

T . Ra£un pokazuje da T postoji samo za A = ±
(

0 1
−1 0

)
.
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6.8 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori linearnog opera-

tora

Neka je A ∈ L(V ), pri £emu je V vektorski prostor nad poljem F ne nuºno kona£-
nodimenzionalan. Neki vektori iz prostora V i neki skalari iz F mogu imati posebno
istaknutu ulogu za djelovanje operatora A. Poznavanje takvih vektora i skalara moºe
uvelike doprinijeti tuma£enju kako djeluje linearni operator te kako izabrati negu po-
godnu bazu prostora V, ako je kona£nodimenzionalan, da bi matri£ni prikaz operatora
bio ²to jednostavniji.

Rije£ je o vektorima x ∈ V takvima da slika Ax ima jednak �smjer� kao vektor x, to
jest takvima da postoji neki λ ∈ F sa svojstvom Ax = λx. Pritom nulvektor 0V nije od
interesa jer se uvijek preslika u 0V pa se isklju£uje iz razmatranja, odnosno iz de�nicije
koja ¢e uslijediti nakon primjera.

Uzmimo geometrijski primjer zrcaljenja A s obzirom na neki dvodimenzionalni pot-
prostor L prostora V 3(O). Za svaki ~x ∈ L vrijedi A~x = ~x, a za svaki ~x ortogonalan na L
vrijedi A~x = −~x. Dakle, zrcaljenje �£uva� svaki smjer u potprostoru L (na jednostavan
na£in, restrikcija na L mu je jedini£ni operator), kao i smjer ortogonalan na L, presli-
kavaju¢i svaki ~x ∈ L⊥ u njemu suprotni vektor. U ovom primjeru ako bazu prostora V
izaberemo tako da su prva dva vektora iz L, a tre¢i ortogonalan na L, djelovanje ope-
ratora A u potpunosti je prepoznatljivo kao zrcaljenje, a matri£ni prikaz u takvoj bazi
je dijagonalna matrica diag(1, 1,−1). Naravno, da nam je isti operator zadan matricom
u nekoj op¢enitoj bazi £iji vektori nemaju posebnu ulogu za njegovo djelovanje, imali
bismo dosta posla da ustanovimo kako zapravo djeluje taj operator i da prepoznamo
zrcaljenje.

De�nicija 6.8.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i A ∈ L(V ). Za skalar
λ ∈ F kaºemo da je svojstvena ili karakteristi£na vrijednost operatora A ako postoji
vektor x ∈ V, razli£it od 0V , takav da vrijedi Ax = λx. Taj vektor naziva se svojstveni ili
karakteristi£ni vektor operatora A, pridruºen svojstvenoj (karakteristi£noj) vrijednosti
λ.

(Za svojstveni vektor, odnosno svojstvenu vrijednost jo² se rabe nazivi vlastiti vektor,
odnosno vlastita vrijednost. Engleski nazivi za te pojmove su eigenvector i eigenvalue.)

Uo£imo da smo u primjeru zrcaljenja lako prepoznali svojstvene vrijednosti 1 i −1.
Svaki vektor iz L razli£it od 0V svojstveni je vektor pridruºen svojstvenoj vrijednosti 1,
a svaki vektor iz L⊥ razli£it od 0V svojstveni je vektor pridruºen svojstvenoj vrijednosti
−1. Geometrijski je jasno, a moºe se i izra£unati da su to jedine svojstvene vrijednosti i
svojstveni vektori zrcaljenja. Naime, svaki ~v ∈ V 3(O) moºe se prikazati kao ~v = ~y + ~z,
pri £emu ~y ∈ L, ~z ∈ L⊥. Zato je A~v = A~y + A~z = ~y − ~z. Ako bi postojao neki λ ∈ F
takav da vrijedi A~v = λ~v, imali bismo ~y − ~z = λ(~y + ~z) i odatle (1− λ)~y = (1 + λ)~z. To
je mogu¢e samo ako je λ = 1 i ~z = ~0 ili ako λ = −1 i ~y = ~0, odnosno ako ~y = ~z = ~0, no
tada je ~v = ~0 pa ~v u tom slu£aju nije svojstveni vektor.

191



6.8. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI I SVOJSTVENI VEKTORI LINEARNOG OPERATORA

U daljnjem izlaganju pretpostavljamo da su svi promatrani vektorski prostori kona£no-
dimenzionalni.

De�nicija 6.8.2. Skup svih svojstvenih vrijednosti linearnog operatora A naziva se spek-
tar i ozna£ava sa σ(A).

Iz same de�nicije je jasno da je spektar podskup polja F, σ(A) ⊆ F. No spektar moºe
biti i prazan skup kao ²to ¢emo vidjeti na primjeru rotacije u V 2(O) za kut razli£it od
kπ, k ∈ Z. Naime, zakret svakog vektora za kut koji nije vi²ekratnik od π o£ito svaki
vektor ~v 6= ~0 preslika u vektor smjera razli£itog od ~v.

Napomenimo da smo u de�niciji pojmova svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vek-
tora mogli krenuti i obrnuto, to jest za vektor x ∈ V, x 6= 0V kaºemo da je svojstveni ili
karakteristi£ni vektor operatora A ako postoji skalar λ ∈ F takav da vrijedi Ax = λx. No
ako je λ ∈ σ(A) i x bilo koji svojstveni vektor pridruºen svojstvenoj vrijednosti λ, x nije
jedinstven, nego je i svaki αx, α ∈ F\{0} tako�er svojstveni vektor pridruºen svojstvenoj
vrijednosti λ. �tovi²e, svakom λ ∈ σ(A) pridruºen je na taj na£in cijeli potprostor (vidi
propoziciju 6.8.6).

Sada ¢emo se pozabaviti odre�ivanjem svojstvenih vrijednosti danog operatora na
kona£no-dimenzionalnom vektorskom prostoru. Dakle, neka je V n-dimenzionalni vek-
torski prostor i A ∈ L(V ). Traºimo λ ∈ F takav da je

A(x) = λx (6.6)

za neki x ∈ V \{0V }. Odatle je
A(x)− λx = 0V ,

odnosno
A(x)− λI(x) = 0V ,

gdje je I jedini£ni operator na V . Po de�niciji zbrajanja i mnoºenja skalarom na prostoru
L(V ) vrijedi

(A− λI)(x) = 0V ,

gdje je A− λI linearni operator, odnosno element prostora L(V ). Zaklju£ujemo da ako
postoji vektor x 6= 0V takav da vrijedi (6.6), tada je on nuºno iz jezgre operatora A−λI.
Nadalje vidimo da jezgra operatora A− λI nije trivijalna, odnosno operator A− λI nije
monomor�zam pa mu je defekt pozitivan, odnosno d(A − λI) ≥ 1. Stoga A − λI nije
regularni operator pa mu je determinanta jednaka nuli, det(A− λI) = 0.

Kona£no moºemo rezimirati:

Propozicija 6.8.3. Neka je A ∈ L(V ). Ako je λ0 ∈ F svojstvena vrijednost operatora
A, onda je λ0 rje²enje algebarske jednadºbe det(A− λI) = 0.
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Prisjetimo se, determinanta linearnog operatora de�nira se kao determinanta matri£-
nog zapisa tog operatora u nekoj bazi. Dakle, ako je (e) baza za V , tada je

det(A− λI) = det[A− λI](e) = det([A](e) − λI),

gdje smo s I ozna£ili i jedini£nu matricu. Ovdje je vaºno uo£iti da det(A−λI) predstavlja
jedan polinom stupnja n = dimV u varijabli λ. Naime, pri izra£unavanju determinante
matrice [A](e) − λI = [aij − λδij] varijabla λ ¢e se pojaviti u svakom £lanu koji sadrºi
barem jedan element dijagonale s obzirom na to da su svi oni oblika aii − λ. Prvi £lan
determinante jednak je umno²ku elemenata na dijagonali: (a11−λ) · · · (ann−λ) u kojem
se stoga pojavljuje (−λ)n = (−1)nλn i to je vode¢i £lan polinoma s obzirom na to da se
samo u prvom £lanu determinante λ pojavljuje u svakom faktoru.

De�nicija 6.8.4. Neka je A ∈ L(V ). Polinom kA(λ) = det(A − λI) naziva se karak-
teristi£ni ili svojstveni polinom operatora A.

Dana de�nicija pojma koji je vezan uz linearni operator A ∈ L(V ) korektna je stoga
²to ne ovisi o izboru baze pomo¢u koje se izra£unava razmatrani polinom (kao i primjerice
de�nicija determinante takvog operatora). Naime, ako je [A](e′) matrica operatora A u
nekoj drugoj bazi (e′), matrice [A](e) i [A](e′) su sli£ne, a odatle lako slijedi da su sli£ne i
matrice [A− λI](e) i [A− λI](e′). Zaista, ako je T regularna matrica takva da je

[A](e′) = T−1[A](e)T,

imamo

T−1[A− λI](e)T = T−1[A](e)T − λT−1IT = [A](e′) − λI = [A− λI](e′).

Prema propoziciji 6.7.8
det[A− λI](e) = det[A− λI](e′)

pa karakteristi£ni polinom operatora A ne ovisi o izboru baze pomo¢u koje je izra£unat.
Vidimo, dakle, da je i karakteristi£ni polinom invarijanta linearnog operatora A ∈ L(V ).
Naglasimo da to posebno zna£i da je svaki koe�cijent karakteristi£nog polinoma invari-
janta operatora A. (Vidi primjer 6.21.)

Smisleno je i za matricu A ∈Mn(F) de�nirati karakteristi£ni polinom matrice A:

kA(λ) = det(A− λI).

Teorem 6.8.5. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem F i A ∈ L(V ).
Skalar λ0 je svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako je λ0 nulto£ka karakteris-
ti£nog polinoma kA(λ) i λ0 ∈ F.
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Dokaz. Nuºnost je pokazana propozicijom 6.8.3.
Sada pretpostavimo da je λ0 ∈ F nulto£ka karakteristi£nog polinoma kA(λ), odnosno

det(A−λ0I) = 0. Stoga operator A−λ0I nije regularan, ²to je ekvivalentno s £injenicom
da nije monomor�zam (prema korolaru 6.4.12). Dakle, J(A − λ0I) 6= {0V }, pa postoji
x ∈ J(A− λ0I), x 6= 0V . Imamo (A− λ0I)x = 0V , odnosno Ax = λ0x, ²to zbog x 6= 0V
upravo zna£i da je x svojstveni vektor pridruºen svojstvenoj vrijednosti λ0.

Primjer 6.19. Neka je A ∈ L(R2) zadan svojim djelovanjem na kanonskoj bazi:

A(1, 0) = (3, 2), A(0, 1) = (2, 3).

Operator A u kanonskoj bazi (e) ima matricu: [A](e) =

(
3 2
2 3

)
. Odredimo mu karak-

teristi£ni polinom i spektar.

kA(λ) = det(A− λI) = det([A](e)− λI) =

∣∣∣∣ 3− λ 2
2 3− λ

∣∣∣∣ = (3− λ)2− 4 = λ2− 6λ+ 5.

O£ito su nulto£ke karakteristi£nog polinoma kA(λ), λ1 = 1, λ2 = 5. Dakle, σ(A) = {1, 5}.

U prethodnom primjeru linearni operator A zadan je na realnom vektorskom prostoru,
a obje nulto£ke karakteristi£nog polinoma su realni brojevi. Stoga ta dva broja jesu
svojstvene vrijednosti operatora A jer ispunjavaju uvjete iz teorema 6.8.5.

Obratimo pozornost na uvjet da nulto£ka λ0 karakteristi£nog polinoma mora biti
skalar iz polja F, nad kojim je de�niran vektorski prostor V, kako bi taj skalar bio svoj-
stvena vrijednost linearnog operatora. Naime, karakteristi£ni polinom ne mora op¢enito
imati sve svoje nulto£ke u polju F. �tovi²e, ne mora imati nijednu nulto£ku u tom polju,
premda moºe imati nulto£ku u nekom polju koje sadrºi F. Tipi£ni i za nas najvaºniji pri-
mjeri odnose se na polja R i C. Prema osnovnom teoremu algebre svaki polinom stupnja
barem 1 s kompleksnim koe�cijentima ima barem jednu nulto£ku u polju kompleksnih
brojeva. Poznato nam je, me�utim, da postoje polinomi s realnim koe�cijentima koji
nemaju nijednu realnu nulto£ku. Takvi su, primjerice, polinomi t2 + 1 i t4 + 3. Slje-
de¢i primjer pokazat ¢e kako se takav polinom moºe pojaviti kao karakteristi£ni polinom
linearnog operatora, dobro poznatog iz geometrije euklidske ravnine.

Primjer 6.20. Neka je R ∈ L(V 2(O)) rotacija za π/3 oko O. Odredimo joj karakteris-
ti£ni polinom i spektar. Kako je

[R](e) =

(
1
2
−
√
3
2√

3
2

1
2

)
,

pri £emu je (e) kanonska baza za V 2(O), karakteristi£ni polinom od R je

kR(λ) = det(R− λI) =

∣∣∣∣∣ 1
2
− λ −

√
3
2√

3
2

1
2
− λ

∣∣∣∣∣ = (
1

2
− λ)2 +

3

4
= λ2 − λ+ 1.

O£ito kR(λ) nema realnih nulto£aka pa je σ(R) = ∅. Taj ra£un u skladu je s prija²njim
zaklju£kom da rotacija ravnine za kut razli£it od kπ, k ∈ Z, nema svojstvenih vrijednosti.

♥
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Primjer 6.21. Ve¢ je nagla²eno kako invarijantnost karakteristi£nog polinoma linear-
nog operatora zna£i da je svaki pojedini koe�cijent tog polinoma invarijanta doti£nog
operatora. Pogledajmo pobliºe neke od tih koe�cijenata jer su nam otprije poznati kao
invarijante linearnog operatora.

(a) Neka je dimV = 2 i A ∈ L(V ) te neka je matrica [aij] pridruºena tom operatoru u
nekoj bazi (e). Tada vrijedi:

kA(λ) = λ2 − trAλ+ detA.

(Provjerite to ra£unom.) Dakle, determinanta i trag (to jest, − trA) pojavljuju se
kao koe�cijenti u kA(λ) ako je n = 2.

(b) Rezultat za n = 2 nije iznimka. Uzmimo n ≥ 2. U bilo kojem polinomu p(t)
slobodni £lan moºemo dobiti tako da uvrstimo t = 0. Uvrstimo li λ = 0 u kA(λ) =
det(A− λI), dobivamo

kA(0) = det(A− 0 · I) = detA

pa je op¢enito slobodni £lan karakteristi£nog polinoma operatora A jednak upravo
detA. Posebno, slobodni £lan jednak je 0 (�i²£ezava�) ako i samo ako je r(A) < n.
Nadalje, koe�cijent uz λn−1 op¢enito je jednak (−1)n−1 trA. To nije te²ko vidjeti
iz det(A − λI) s obzirom na to da £lan determinante sadrºi λn−1 ako i samo ako
se nalazi u umno²ku (a11 − λ) · · · (ann − λ) tako da se iz bilo kojih n − 1 faktora
izabere −λ, a iz preostalog odgovaraju¢i ajj. U zbroju onda imamo

(−1)n−1(a11 + · · ·+ ann)λn−1 = (−1)n−1 trAλn−1.

Dakle,
kA(λ) = (−1)nλn + (−1)n−1 trAλn−1 + · · ·+ detA.

♥

Zadatak 6.13. Neka je
(

0
2

)
prvi stupac kvadratne matrice. Moºe li se drugi stu-

pac popuniti tako da to bude matrica nekog zrcaljenja na prostoru V 2(O)? Ima li vi²e
rje²enja?

Uputa. Kako mora izgledati karakteristi£ni polinom zrcaljenja u V 2(O)?

Zadatak 6.14. Napi²ite karakteristi£ni polinom:

(a) ortogonalnog projektora na jednodimenzionalni potprostor prostora V 3(O),

(b) zrcaljenja na dvodimenzionalnom potprostoru prostora V 3(O).

Uputa. Budu¢i da karakteristi£ni polinom ne ovisi o izboru baze, moºemo izabrati
standardne matrice zadanih tipova operatora i izra£unati njihove karakteristi£ne poli-
nome.
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Propozicija 6.8.6. Neka je V vektorski prostor i A ∈ L(V ). Ako je λ ∈ σ(A), tada je
skup

VA(λ) = {x ∈ V : Ax = λx}.

potprostor od V .

Dokaz. O£ito je VA(λ) = J(A − λI). No dokaz se moºe provesti i izravnom provjerom.
Ako su x, y ∈ VA(λ) i α, β ∈ F, tada je

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y) = α(λx) + β(λy) = λ(αx+ βy),

pa zaklju£ujemo αx+ βy ∈ VA(λ).

De�nicija 6.8.7. Neka je A ∈ L(V ) te λ ∈ σ(A). Potprostor VA(λ) naziva se svoj-
stveni potprostor pridruºen svojstvenoj vrijednosti λ. Ako je VA(λ) kona£nodimenzi-
onalan, njegova dimenzija naziva se geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti λ.

Budu¢i da je svojstveni potprostor VA(λ0) jednak jezgri operatora A − λ0I, geome-
trijska kratnost svojstvene vrijednosti λ0 upravo je jednaka defektu d(A − λ0I). Ako
je V kona£nodimenzionalan i dimV = n, prema teoremu o rangu i defektu znamo da
je geometrijska kratnost jednaka n− r(A− λ0I). Pritom moºemo primijetiti da se pro-
blem odre�ivanja svojstvenih vrijednosti i njihovih geometrijskih kratnosti svodi na tip
zadatka kakav se £esto rje²avao u Linearnoj algebri 1 u vezi s rangom matrice: Odredite
rang zadane matrice u ovisnosti o parametru (katkad ozna£avanom upravo s λ, katkad
druk£ije). Za operator A, odnosno njegovu matricu, ovdje izra£unavamo rang matrice
A−λI u ovisnosti o parametru λ. Od interesa su nam sve vrijednosti λ za koje r(A−λI)
nije n, to jest puni rang, a pripadne vrijednosti n − r(A − λI) tada su geometrijske
kratnosti odgovaraju¢ih svojstvenih vrijednosti.

U skladu s teoremom 6.8.5 svojstvene vrijednosti traºimo kao nulto£ke karakteristi£-
nog polinoma, dakle kao rje²enja algebarske jednadºbe n-tog stupnja. To je ekvivalentno
odre�ivanju vrijednosti λ za koje je r(A − λI) < n, a povoljno je utoliko ²to je uvjet
izraºen jednom jednadºbom. Me�utim, £im je ta jednadºba stupnja ve¢eg od 2, njezino
rje²avanje op¢enito nije jednostavno.

Vratimo se karakteristi£nom polinomu. Svaki polinom f stupnja n, za n ≥ 1, ima
to£no n nulto£aka u polju C, pri £emu brojimo i kratnost svake nulto£ke. Podsjetimo se
da je kompleksni broj x0 nulto£ka polinoma f kratnosti k ako vrijedi f(x0) = 0 i postoji
polinom g takav da je f(x) = α(x−x0)kg(x), pri £emu g(x0) 6= 0. (α je kompleksni broj
razli£it od 0 i predstavlja koe�cijent u vode¢em £lanu polinoma f .) Drugim rije£ima,
kratnost k nulto£ke x0 polinoma f(x) najve¢i je eksponent za koji polinom (x − x0)

k

dijeli polinom f(x). Neka su kompleksni brojevi x1, x2, . . . , xm sve razli£ite nulto£ke
polinoma f stupnja n ≥ 1, a prirodni brojevi k1, k2, . . . km njihove pripadne kratnosti
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kao nulto£aka. Tada jem ≤ n i k1+k2+· · ·+km = n. Ukratko, polinom f s kompleksnim
koe�cijentima stupnja n, n ≥ 1, nad poljem C moºe se prikazati kao

f(x) = α(x− x1)k1 · · · (x− xm)km .

Pojam kratnosti nulto£ke odnosi se i na realne nulto£ke, posebno i u slu£aju polinoma
s realnim koe�cijentima. Zbroj kratnosti realnih nulto£aka op¢enito nije jednak n, nego
poprima neku cjelobrojnu vrijednost od 0 do n. Stoga ako polinom f stupnja n ≥ 1
nad poljem R ima realne nulto£ke x1, x2, . . . , xm s pripadnim kratnostima k1, k2, . . . , km,
onda je

f(x) = (x− x1)k1 · · · (x− xm)kmg(x), k1 + k2 + · · ·+ km ≤ n,

gdje je g polinom stupnja k = n − (k1 + k2 + · · · + km), 0 ≤ k ≤ n, koji nema realnih
nulto£ki.

De�nicija 6.8.8. Neka je A ∈ L(V ) te λ0 ∈ σ(A). Algebarska kratnost svojstvene
vrijednosti λ0 je kratnost koju λ0 ima kao nulto£ka karakteristi£nog polinoma kA(λ).

Napomena. Pri odre�ivanju nulto£aka karakteristi£nog polinoma vaºno je voditi
ra£una o tome nad kojim je poljem de�niran vektorski prostor na kojem djeluje pro-
matrani linearni operator. Ako je to polje R realnih brojeva, nulto£ke iz C\R nisu
svojstvene vrijednosti operatora. Korisno je podsjetiti se da ako karakteristi£ni polinom
ima samo realne koe�cijente, sve nulto£ke iz C\R pojavljuju se u kompleksno konjugi-
ranim parovima. Zbog toga polinom neparnog stupnja s realnim koe�cijentima sigurno
ima barem jednu realnu nulto£ku. Budu¢i da se mnogi nama vaºni primjeri odnose
na trodimenzionalni realni prostor V 3(O), zaklju£ujemo da karakteristi£ni polinom line-
arnog operatora na tom prostoru ima ili jednu ili tri realne nulto£ke (ne nuºno razli£ite).

Nastavimo razmatranje algebarske i geometrijske kratnosti svojstvene vrijednosti
λ0 ∈ σ(A). Te dvije kratnosti mogu, ali ne moraju biti jednake. Dakako, ako je al-
gebarska kratnost jednaka barem 1, tada je i geometrijska kratnost jednaka barem 1,
²to lako slijedi iz teorema 6.8.5 i propozicije 6.8.6. U mogu¢nost razli£itosti algebarske i
geometrijske kratnosti uvjerimo se odmah na primjerima dvaju jednostavnih operatora
na prostoru R2:

Primjer 6.22. Jedini£ni operator I ∈ L(R2) ima karakteristi£ni polinom (λ − 1)2, s
jedinom nulto£kom 1, £ija su i algebarska i geometrijska kratnost jednake 2 (jer cijeli
R2 je svojstveni potprostor za svojstvenu vrijednost 1, zbog Ix = x za svaki x ∈ R2).
S druge strane, neka je A ∈ L(R2) zadan djelovanjem na bazu (e1, e2) s Ae1 = e1,
Ae2 = e1 + e2. Tada je

[A](e) =

(
1 1
0 1

)
pa je kA(λ) = (λ − 1)2 i ponovno je λ0 = 1 jedina nulto£ka, algebarske kratnosti 2.
Me�utim, r(A − λ0I) = r(A − I) = 1 pa je geometrijska kratnost za λ0 = 1 jednaka
d(A− I) = 1. Operator A ima samo jedan svojstveni potprostor, i to dimenzije 1 (o£ito
je to [e1]).

♥
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Op¢enita relacija izme�u algebarske i geometrijske kratnosti iskazana je sljede¢om
propozicijom.

Propozicija 6.8.9. Geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti nekog linearnog opera-
tora nije ve¢a od algebarske kratnosti.

Dokaz. Neka je A ∈ L(V ), dimV = n i λ0 ∈ σ(A). Ozna£imo s g geometrijsku kratnost
od λ0, odnosno

1 ≤ g = dimVA(λ0) ≤ n.

Bazu za VA(λ0) £ini g svojstvenih vektora za λ0. Ako tu bazu pro²irimo do baze cijelog
prostora, (b), dobit ¢emo bazu u kojoj operator A ima matri£ni prikaz oblika

[A](b) =



λ0 0 · · · 0 ∗ · · · ∗
0 λ0 · · · 0 ∗ · · · ∗
...

... · · · ...
... · · · ...

0 0 · · · λ0 ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 ∗ · · · ∗
...

... · · · ...
... · · · ...

0 0 · · · 0 ∗ · · · ∗


.

U matrici [A− λI](b) imamo onda elemente λ0 − λ na prvih g mjesta dijagonale, ²to ¢e
pri ra£unanju determinante dati (λ0 − λ)g. O izgledu preostalih n− g stupaca ne moºe
se zaklju£iti ni²ta posebno, osim da ¢e se na daljnjim mjestima na dijagonali pojavljivati
koe�cijenti koji sadrºe −λ. To nam je dovoljno da bismo vidjeli kako ¢e u det[A− λI](b)
posljednjih n − g stupaca dati doprinos oblika nekog polinoma p(λ) stupnja n − g u
varijabli λ. Skalar λ0 moºe, ali ne mora biti nulto£ka polinoma p(λ). Dakle, imamo

kA(λ) = det(A− λI) = (λ0 − λ)gp(λ)

pa je algebarska kratnost nulto£ke λ0 ve¢a od g ili jednaka g, ovisno o tome je li λ0
nulto£ka polinoma p(λ).

U uvodu ovog odjeljka spomenuli smo da se poznavanje svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora linearnog operatora na kona£nodimenzionalnom prostoru moºe is-
koristiti kako bi se izabrala baza prostora u kojoj je matri£ni prikaz operatora ²to jed-
nostavniji. Jedan mogu¢i cilj pojednostavljivanja je pridruºivanje dijagonalne matrice
zadanom operatoru ako je to mogu¢e ili barem matrice koja �djelomi£no� izgleda kao
dijagonalna. Naime, izvo�enje operacija s dijagonalnim matricama, posebno mnoºenje
pa time i potenciranje, znatno je lak²e nego s op¢enitim matricama.

Ve¢ u dokazu propozicije 6.8.9 razabire se osnovna zamisao: birati bazu prostora tako
da se u njoj nalazi ²to je vi²e mogu¢e svojstvenih vektora zadanog operatora A. �im je za
j-ti vektor baze izabran svojstveni vektor v pridruºen nekom λ0 ∈ σ(A), zbog Av = λ0v
u j-tom stupcu matrice operatora bit ¢e λ0 na poziciji (j, j), dok ¢e svi ostali elementi
tog stupca biti jednaki 0.
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De�nicija 6.8.10. Kaºemo da se operator A ∈ L(V ) moºe dijagonalizirati, odnosno
da je dijagonalizabilan, ako postoji baza prostora V u kojoj A ima dijagonalnu matricu.

Propozicija 6.8.11. Linearni operator A ∈ L(V ) moºe se dijagonalizirati ako i samo
ako postoji baza prostora V koja se sastoji od svojstvenih vektora operatora A.

Dokaz. Ako se operator A dijagonalizira u bazi (b) = {b1, . . . , bn}, postoje λ1, . . . , λn ∈ F
takvi da je

[A](b) =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

... · · · ...
0 0 · · · λn

 ,

odnosno vrijedi
A(bi) = λibi,

pa je λi svojstvena vrijednost s pripadnim svojstvenim vektorom bi. Stoga je (b) baza
prostora V koja se sastoji od svojstvenih vektora operatora A.

Obrat slijedi direktno iz de�nicije svojstvenog vektora, odnosno svojstvene vrijed-
nosti.

Pretpostavimo da je A ∈ L(V ) i

σ(A) = {λ1, . . . , λk},

pri £emu su svojstvene vrijednosti λi me�usobno razli£ite. Ako je zbroj pripadnih alge-
barskih kratnosti tih svojstvenih vrijednosti manji od n, to jest ako a1 + · · · + ak < n,
tada je prema propoziciji 6.8.9

g1 + · · ·+ gk ≤ a1 + · · ·+ ak < n,

gdje su gi pripadne geometrijske kratnosti, odnosno dimenzije pripadnih svojstvenih
potprostora. Stoga moºemo zaklju£iti da u ovom slu£aju ne moºemo imati bazu za V
koja se sastoji od svojstvenih vektora. Dakle, nuºan uvjet da se operator moºe dija-
gonalizirati jest da zbroj algebarskih kratnosti svih svojstvenih vrijednosti bude jednak
n = dimV . Prakti£no, u zadacima, taj uvjet naj£e²¢e zna£i da za operator na real-
nom n-dimenzionalnom prostoru V njegov karakteristi£ni polinom mora imati svih n
nulto£aka (ra£unaju¢i s njihovim kratnostima) u polju R. �im je barem jedna nulto£ka
kompleksni broj koji nije realni, ne¢e biti dostatno svojstvenih vektora za sastavljanje
baze pa se operator ne¢e mo¢i dijagonalizirati.

Nadalje, ako je gi < ai za neku svojstvenu vrijednost λi, ponovo je

g1 + · · ·+ gk < n,
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pa ni u ovom slu£aju nije mogu¢e sastaviti bazu od svojstvenih vektora operatora A.
Stoga jo² jedan nuºan uvjet dijagonalizabilnosti operatora jest da je algebarska kratnost
jednaka geometrijskoj kratnosti za svaku svojstvenu vrijednost λi, i = 1, . . . , k. Uskoro
¢emo ustanoviti da su navedena dva uvjeta i dovoljna. Najprije je potrebno dokazati
da uzimanjem po jednog vektora iz razli£itih svojstvenih potprostora dobivamo linearno
nezavisan skup. Naime, jasno je da razli£iti svojstveni potprostori imaju u presjeku
samo nulvektor jer za razli£ite λ1, λ2 ∈ σ(A) ne moºe vrijediti Av = λ1v = λ2v ako je
v 6= 0V . No nije o£ito da je skup od po jednog vektora pridruºenog razli£itim svojstvenim
vrijednostima linearno nezavisan (²to je svakako nuºno da bi se od svojstvenih vektora
mogla sastaviti baza prostora).

Propozicija 6.8.12. Neka su λ1, . . . , λk razli£ite svojstvene vrijednosti operatora A ∈
L(V ) i neka su v1, . . . , vk pripadni svojstveni vektori pridruºeni redom tim svojstvenim
vrijednostima. Tada je skup {v1, . . . , vk} linearno nezavisan.

Dokaz. Prema pretpostavci je

A(vi) = λivi, vi 6= 0V , i = 1, . . . , k.

Pretpostavimo, suprotno tvrdnji propozicije, da je skup {v1, . . . , vk} linearno zavisan.
Tada postoji vektor koji je linearna kombinacija svojih prethodnika. Bez smanjenja
op¢enitosti uzmimo da je to vektor vk, odnosno da je

vk ∈ [v1, . . . , vk−1]

te da je {v1, . . . , vk−1} linearno nezavisan skup. Tada postoje skalari α1, . . . , αk−1 za koje
je

vk = α1v1 + · · ·+ αk−1vk−1.

Ako na prethodnu jednakost djelujemo operatorom A, dobit ¢emo

λkvk = α1λ1v1 + · · ·+ αk−1λk−1vk−1. (6.7)

Sada razlikujemo dva slu£aja: λk = 0 i λk 6= 0. Ako je λk = 0, jednakost (6.7), zbog
linearne nezavisnosti skupa {v1, . . . , vk−1}, povla£i

α1λ1 = · · · = αk−1λk−1 = 0.

Nadalje, svojstvene vrijednosti λ1, . . . , λk−1 su nuºno razli£ite od 0 (jer je λk = 0 i sve
su razli£ite), pa je i

α1 = · · · = αk−1 = 0.

Sada je vk = α1v1 + · · ·αk−1vk−1 = 0V , ²to ne moºe biti jer je vk svojstveni vektor.
Pokaºimo tvrdnju i u drugom slu£aju, λk 6= 0. Mnoºenjem relacije (6.7) s λ−1k dobi-

vamo
vk = λ−1k α1λ1v1 + · · ·+ λ−1k αk−1λk−1vk−1.
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Kako je i vk = α1v1 + · · ·αk−1vk−1, zbog jednozna£nosti prikaza slijedi

αi = λ−1k αiλi, i = 1, . . . , k − 1.

Ako postoji neki αj 6= 0, tada slijedi

1 = λ−1k λj,

to jest λk = λj i 1 ≤ j < k, ²to nije mogu¢e jer su sve svojstvene vrijednosti razli£ite.
Dakle, jedino je mogu¢e da je αi = 0 za sve i = 1, . . . , k− 1. No tada ponovno slijedi da
je svojstveni vektor vk = α1v1 + · · ·αk−1vk−1 = 0V .

U oba slu£aja pokazali smo da pretpostavka vk ∈ [v1, . . . , vk−1] i {v1, . . . , vk−1} li-
nearno nezavisan skup povla£i da je svojstveni vektor vk nulvektor, ²to je nemogu¢e.
Dakle, skup {v1, . . . , vk} je linearno nezavisan.

Korolar 6.8.13. Ako operator A ∈ L(V ) ima n razli£itih svojstvenih vrijednosti u polju
F, A se moºe dijagonalizirati.

Dokaz. Ako je σ(A) = {λ1, . . . , λn} i {v1, . . . , vn} skup pripadnih svojstvenih vektora,
tada je prema propoziciji 6.8.12 taj skup linearno nezavisan prema pa je ujedno baza
prostora V. Stoga propozicija 6.8.11 povla£i da je A dijagonalizabilni operator.

Propozicija 6.8.12 nije nam dovoljna da bismo u op¢em slu£aju, uz pretpostavku da
je zbroj svih geometrijskih kratnosti jednak dimV = n, mogli zaklju£iti kako se baza
prostora moºe sastaviti od svojstvenih vektora. Razlika je u tome ²to ¢emo op¢enito
morati uzeti ne samo po jedan svojstveni vektor za svaku svojstvenu vrijednost nego
koliko ih je najvi²e mogu¢e izabrati linearno nezavisnih iz svakog svojstvenog potprostora.
Konkretno, ako je npr. dimV = 7, a σ(A) £ine λ1, λ2 i λ3 koje redom imaju geometrijske
kratnosti 3, 2, 2, pitanje je ho¢e li skup od sedam vektora (tri linearno nezavisna za λ1
i po dva linearno nezavisna za λ2 i λ3) biti linearno nezavisan. To ¢e doista vrijediti, a
dokaz nije bitno teºi od dokaza propozicije 6.8.12, samo ²to bi op¢enite oznake bile dosta
nespretne pa ¢emo dokaz samo ilustrirati na upravo spomenutom primjeru. Op¢eniti
dokaz te£e posve analogno, samo s k svojstvenih vrijednosti, njihovim geometrijskim
kratnostima g1, . . . , gk i s ukupno n svojstvenih vektora za koje bismo trebali dvostruke
indekse.

Primjer 6.23. Neka je dimV = 7 i σ(A) = {λ1, λ2, λ3}, s geometrijskim kratnostima
redom 3, 2 i 2. Uzmimo da su {a1, a2, a3}, {b1, b2} i {c1, c2} redom baze svojstvenih
potprostora VA(λ1), VA(λ2) i VA(λ3). Treba dokazati da je skup

S = {a1, a2, a3, b1, b2, c1, c2}

linearno nezavisan. Pretpostavimo da vrijedi jednakost

α1a1 + α2a2 + α3a3︸ ︷︷ ︸
=a

+ β1b1 + β2b2︸ ︷︷ ︸
=b

+ γ1c1 + γ2c2︸ ︷︷ ︸
=c

= 0V . (6.8)
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Vektori gore ozna£eni s a, b i c pripadaju redom svojstvenim potprostorima VA(λ1),
VA(λ2) i VA(λ3) pa je svaki od njih ili svojstveni vektor pridruºen odgovaraju¢oj svoj-
stvenoj vrijednosti ili je nulvektor.

Sva tri vektora a, b, c ne mogu biti svojstveni vektori (i time razli£iti od nulvektora).
Naime, ako bi a, b, c bili svojstveni vektori, bili bi pridruºeni razli£itim svojstvenim
vrijednostima pa bi iz propozicije 6.8.12 slijedilo da je skup {a, b, c} linearno nezavisan
²to je u proturje£ju s jednakosti a+ b+ c = 0V .

Dakle, barem jedan od vektora a, b, c jednak je 0V , a onda su i svi njegovi koe�cijenti
iz prikaza u bazi svojstvenog potprostora jednaki 0. (Na primjer, ako je a = 0V , onda je
α1 = α2 = α3 = 0.) Ispitajmo sve mogu¢nosti.

� Ako je a = b = c = 0V , slijedi da su svi koe�cijenti α1, α2, α3, β1, β2, γ1, γ2 u (6.8)
jednaki 0 pa je skup S linearno nezavisan.

� Ako su dva od vektora a, b, c jednaki 0V i tre¢i je takav pa se to svodi na prethodni
slu£aj.

� Ako je samo jedan od vektora a, b, c jednak 0V , npr. a = 0V , imamo b + c = 0V ,
²to je opet nemogu¢e zbog propozicije 6.8.12.

Time je pokazano da je skup S linearno nezavisan.
♥

Smatrat ¢emo, na temelju ovog primjera, dokazanom sljede¢u tvrdnju:

Propozicija 6.8.14. Neka su λ1, . . . , λk razli£ite svojstvene vrijednosti operatora A ∈
L(V ). Ako se iz svakog od pripadnih svojstvenih potprostora izabere linearno nezavisan
podskup, unija svih tih podskupova je linearno nezavisan podskup prostora V.

Posebno, ako je zbroj geometrijskih kratnosti svih svojstvenih vrijednosti od A jednak
dimenziji n prostora V te ako se za svaki od svojstvenih potprostora izabere po jedna
baza, unija svih tih baza bit ¢e baza prostora V.

Primijetimo jo² da je, uz pretpostavke u drugoj tvrdnji te propozicije, prostor V
jednak direktnoj sumi svih svojstvenih potprostora operatora A.

Na temelju svega izloºenog moºemo iskazati nuºne i dovoljne uvjete za dijagonaliza-
ciju linearnog operatora sljede¢im teoremom:

Teorem 6.8.15. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor i A ∈ L(V ). Linearni
operator A moºe se dijagonalizirati ako i samo ako vrijedi da

1. polinom kA(λ) ima n nulto£aka u polju F ra£unaju¢i kratnost,

2. algebarska kratnost jednaka je geometrijskoj kratnosti za svaku svojstvenu vrijednost
operatora A.
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Temu odre�ivanja spektra i svojstvenih potprostora linearnog operatora na kona£no-
dimenzionalnom prostoru te ispitivanja mogu¢nosti njegove dijagonalizacije zaklju£it
¢emo sljede¢im saºetkom i primjerima. Pretpostavljamo da je operator zadan matri-
com u nekoj bazi (ili da smo tu matricu napisali pomo¢u zadanih podataka o operatoru).

Postupak rje²avanja problema Ax = λx uz uvjet x 6= 0V :

1. Napi²e se matrica A − λI (�oduzme se λ po dijagonali� matrice A) i izra£una
determinanta te matrice. Time se dobije karakteristi£ni polinom kA(λ) stupnja n
u varijabli λ, pri £emu je n = dimV, odnosno n je red matrice A.

2. Odrede se nulto£ke polinoma kA(λ) i njihove algebarske kratnosti. Vaºne su nul-
to£ke koje pripadaju polju F nad kojim je zadan vektorski prostor V, odnosno
nad kojim je zadana matrica A. Poznavanje nulto£aka i njihovih algebarskih krat-
nosti zna£i da moºemo polinom kA(λ) napisati u obliku umno²ka polinoma oblika
(λ−λj)µj za nulto£ke λj ∈ F i moºda jo² jednog polinoma p(λ) koji nema nulto£aka
u polju F. (Mogu¢e je da su sve nulto£ke u polju F, da su samo neke u F ili da
uop¢e nema nulto£aka u polju F.)

3. Spektar σ(A) = {λ1, . . . , λm} sastoji se od svih nulto£aka polinoma kA(λ) koje
pripadaju polju F i to su svojstvene vrijednosti operatora A (odnosno matrice
A). Za svaku pojedinu svojstvenu vrijedost λj treba rije²iti homogeni sustav (A−
λjI)x = 0. Rje²avanjem sustava dobivamo bazu svojstvenog potprostora VA(λj) i
tako nalazimo geometrijsku kratnost za λj. Geometrijska kratnost za λj jednaka je
n− r(A− λjI) pa se moºe odrediti i bez efektivnog rje²avanja sustava.

Opisanim postupkom odre�en je spektar σ(A) i svi svojstveni potprostori, odnosno us-
tanovljeno je da je σ(A) prazan ako karakteristi£ni polinom nema nulto£aka u polju F.

Dodatno moºemo ispitati je li operator dijagonalizabilan, pa u slu£aju da jest odre-
diti i bazu u kojoj se dijagonalizira ili, ekvivalentno tomu, odrediti matricu prijelaza T
pomo¢u koje se za zadanu matricu A dobiva dijagonalna matrica D = T−1AT.

4. Budu¢i da smo odredili svojstvene vrijednosti te njihove algebarske i geometrijske
kratnosti, vidimo je li ispunjen nuºan i dovoljan uvjet dijagonalizacije: da zbroj al-
gebarskih kratnosti bude jednak n te da je geometrijska kratnost svake svojstvene
vrijednosti jednaka njezinoj algebarskoj kratnosti. U slu£aju da su ti uvjeti is-
punjeni, bazu u kojoj se operator dijagonalizira dobivamo kao uniju (nekih) baza
svih svojstvenih potprostora. (Baza za dijagonalizaciju nije jednozna£no odre�ena.)
Matrica T formira se tako da se u stupce napi²u izabrani svojstveni vektori koji
£ine baze svih svojstvenih potprostora.

Nemogu¢nost dijagonalizacije prepoznaje se £im karakteristi£ni polinom ima manje
od n nulto£aka u polju F ili, ako je to ispunjeno, £im je za barem jednu svojstvenu
vrijednost njezina geometrijska kratnost strogo manja od algebarske kratnosti.

Primjer 6.24. Linearni operator A na £etverodimenzionalnom realnom prostoru V
zadan je svojim djelovanjem na bazu (v) = {v1, v2, v3, v4}:

A(v1) = A(v4) = v1 + v4, A(v2) = −v2, A(v3) = v2 − v3.
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Na² zadatak bit ¢e odrediti σ(A) i sve svojstvene potprostore. Nadalje, ispitati moºe li
se A dijagonalizirati i ako moºe, u kojoj bazi. Ako ne moºe, odredit ¢emo neku bazu
prostora V koja sadrºi ²to je vi²e mogu¢e svojstvenih vektora od A i napisati matricu
operatora A u toj bazi.

Matrica operatora A u zadanoj bazi glasi:

[A](v) =


1 0 0 1
0 −1 1 0
0 0 −1 0
1 0 0 1

 .

Izra£una se da je
kA(λ) = λ(λ− 2)(λ+ 1)2.

Dakle, σ(A) = {−1, 0, 2}. Nulto£ke 0 i 2 imaju algebarsku kratnost 1, a −1 alge-
barsku kratnost 2. �to se ti£e dijagonalizacije, trebao bi biti ispunjen samo jo² uvjet
da svojstvena vrijednost −1 ima geometrijsku kratnost tako�er 2, odnosno da bude
r(A− (−1)I) = r(A+ I) = 4− 2 = 2. Me�utim,

[A+ I](v) =


2 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 2

 .

pa je r(A + I) = 3 i geometrijska kratnost za −1 je 4 − 3 = 1. Operator A ne moºe se
dijagonalizirati. Odmah vidimo da je J(A+ I) = [v2]. Lako izra£unamo i J(A− 0 · I) =
J(A) = [v1 − v4] te J(A− 2I) = [v1 + v4].

Imamo, dakle, tri jednodimenzionalna svojstvena potprostora za A pa u bazu prostora
V moºemo uzeti tri odgovaraju¢a svojstvena vektora u bilo kojem redoslijedu, npr. a1 =
v1 + v4, a2 = v2 i a3 = v1 − v4. Dopunu do baze najlak²e dobivamo izborom a4 = v3 za
£etvrti vektor. Matrica operatora A u toj bazi, tj. u bazi (a) = {a1, a2, a3, a4} izgleda
ovako:

[A](a) =


2 0 0 0
0 −1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 −1

 .

(Ako ºelimo, moºemo promijeniti redoslijed tre¢eg i £etvrtog vektora u bazi pa ¢e se u
matrici zamijeniti tre¢i i £etvrti stupac tako da ¢e £etvrti biti nul-stupac.)

♥

Napomena 6.8.16. Nakon de�nicije 6.8.4 i popratnog komentara spomenuto je da se
karakteristi£ni polinom moºe de�nirati i za kvadratnu matricu, bez isticanja pretpostavke
da je ta matrica pridruºena linearnom operatoru u nekoj bazi. Doista, karakteristi£ni
polinom de�niran je pomo¢u determinante kvadratne matrice, a sve sli£ne matrice imaju
jedan �zajedni£ki� karakteristi£ni polinom. Linearnom operatoru A na kona£nodimenzi-
onalnom prostoru V odgovara cijela klasa ekvivalencije sli£nih matrica. Stoga moºemo
de�nirati da je matrica A ∈ Mn(F) dijagonalizabilna nad poljem F ako je sli£na
nekoj dijagonalnoj matrici D ∈ Mn(F). Ako je pritom T ∈ Mn(F) regularna matrica
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takva da vrijedi T−1AT = D, jasno je da T ima ulogu matrice prijelaza izme�u dviju
baza u kojima je linearnom operatoru pridruºena matrica A, odnosno D.

Moºemo govoriti i o svojstvenim vrijednostima matrice i svojstvenim vektorima ma-
trice A ∈ Mn(F), ne isti£u¢i pritom uvijek linearni operator. Skalar λ ∈ F bit ¢e svoj-
stvena vrijednost matrice A ako postoji vektor (jednostup£ana matrica) X ∈Mn,1(F),
X 6= 0 takav da vrijedi AX = λX. Naime, uzmemo li vektorski prostor Mn,1(F) i nje-
govu kanonsku bazu (e), matrica A pridruºena je u toj bazi linearnom operatoru koji na
prostoruMn,1(F) djeluje jednostavno mnoºenjem vektora stupaca matricom A, dakle pres-
likava X 7→ AX. (U primjeru 6.6, u op¢enitijoj situaciji, odgovaraju¢i linearni operator
ozna£en je s L).

Sli£na matrica T−1AT pridruºena je istom linearnom operatoru u bazi (e′), takvoj
da je T matrica prijelaza iz (e) u (e′). To je samo jedan od mogu¢ih, ali standardan i
jednostavan na£in de�niranja linearnog operatora £iji je matri£ni zapis upravo zadana
matrica.

U nekima od daljnjih primjera i zadataka razmatrat ¢e se prethodni pojmovi, vezani
uz spektar, samo za zadane matrice, a postupak rje²avanja ne¢e se razlikovati od onoga
kad su primarno zadani linearni operatori pa im naj£e²¢e prvo treba pridruºiti matricu
u nekoj bazi.

Istaknimo ipak jo² jednu vaºnu pojedinost. Ako je zadana kvadratna matrica A s
realnim koe�cijentima, pri ispitivanju njezine dijagonalizabilnosti ima smisla naglasiti
je li rije£ o dijagonalizaciji nad poljem R ili nad poljem C. Naime, matrica s realnim
koe�cijentima moºe biti pridruºena linearnom operatoru na kompleksnom prostoru (dok
obrnuto nije mogu¢e jer ako u matrici postoji element koji je kompleksni, ali ne i realni
broj, ta matrica ne moºe predstavljati zapis operatora na realnom prostoru). Dijago-
nalizabilnost realne matrice nad poljem R svakako je posebno, speci�£no svojstvo. To
¢emo vidjeti u primjeru 6.27 £im realnu matricu reda 2, koja nam je poznata kao matrica
rotacije za pravi kut u bazi {~i,~j} realnog prostora V 2 �odvojimo� od takvog tuma£enja
i promotrimo je �samo� kao matricu. Ipak, njezina dijagonalizabilnost nad poljem C
otkrit ¢e nam sasvim blisku geometrijsku interpretaciju.

Primjer 6.25. Ispitat ¢emo moºe li se dijagonalizirati nad poljem R matrica C reda 4
£iji su svi elementi na dijagonali jednaki 3, a svi ostali elementi su jednaki 1. Ako moºe,
provest ¢emo dijagonalizaciju i odrediti matricu pomo¢u koje se ostvaruje sli£nost matrice
C i neke dijagonalne matrice. (U odjeljku 2.9. nau£it ¢emo da se svaka simetri£na realna
matrica moºe dijagonalizirati, no zasad odgovor traºimo uobi£ajenim postupkom.)

Izra£una se
kC(λ) = (λ− 2)3(λ− 6).

Nulto£ke su 2 s algebarskom kratnosti 3 i 6 s algebarskom kratnosti 1.O£ito je r(A−2I) =
1 pa je geometrijska kratnost za 2 jednaka 3 i C se moºe dijagonalizirati. Dijagonalna
matrica sli£na matrici C jest npr. diag(2, 2, 2, 6).

Potprostor VC(2) zadan je jednadºbom x1 +x2 +x3 +x4 = 0. Za bazu moºemo uzeti
npr. skup {(1,−1, 0, 0), (1, 0,−1, 0), (1, 0, 0,−1)}.

Vektor baze za jednodimenzionalni potprostor VC(6) odre�ujemo rje²avanjem sustava
(C−6I)x = 0, a vrlo lako moºemo uo£iti da je v = (1, 1, 1, 1) jedno rje²enje s obzirom na
to da je Cv = 6v. (Mnoºenje bilo koje matrice s vektor-stupcem samih jedinica zapravo
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daje zbroj svih stupaca matrice, a to je u ovom slu£aju


6
6
6
6

 .) Matrica potrebna za

dijagonalizaciju tada je

T =


1 1 1 1
−1 0 0 1

0 −1 0 1
0 0 −1 1

 .

a njezin inverz

T−1 =
1

4


1 −3 1 1
1 1 −3 1
1 1 1 −3
1 1 1 1

 .

Dakle,
T−1CT = D = diag(2, 2, 2, 6).

♥

Zadatak 6.15. Poop¢ite primjer 6.25 na matrice reda n koje na svim mjestima dijago-
nale imaju skalar x, a na svim mjestima izvan dijagonale skalar y (moºe biti i x = y).

Uputa. U Linearnoj algebri 1 standardni je zadatak izra£unavanje determinante reda
n navedenog oblika, a rezultat glasi (x − y)n−1(x + (n − 1)y). (Provjerite vlastitim
ra£unom.) Za karakteristi£ni polinom takve matrice moºemo primijeniti istu formulu,
samo ²to se na dijagonali determinante nalaze elementi x − λ. Dobivamo polinom (x −
λ− y)n−1(x− λ+ (n− 1)y) tako da se u spektru nalaze x− y, s algebarskom kratnosti
n− 1 i x+ (n− 1)y s algebarskom kratnosti 1. (U slu£aju x = y imamo jezgru dimenzije
n − 1 i svojstvenu vrijednost nx kratnosti 1.) Preostaje odrediti geometrijsku kratnost
za x− y. Dovr²ite ra£un sami i izvedite zaklju£ak.

Zadatak 6.16. Dokaºite da se svaka realna simetri£na matrica reda 2 moºe dijagonali-
zirati.

Uputa. Karakteristi£ni polinom simetri£ne matrice

A =

(
a b
b c

)
glasi

kA(λ) = λ2 − (a+ c)λ+ ac− b2

pa treba razmotriti rje²enja pripadne kvadratne jednadºbe.

Ako je neku matricu A mogu¢e dijagonalizirati, to uvelike olak²ava izra£unavanje
potencija te matrice. Uzmimo da je D dijagonalna matrica i D = T−1AT . Odatle je
A = TDT−1 i zatim

An = (TDT−1)(TDT−1) · · · (TDT−1).
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Primje¢ujemo da zbog asocijativnosti mnoºenja matrica, svi susjedni faktori T i T−1

daju jedini£nu matricu I pa dobivamo jednostavno

An = TDnT−1,

Za D = diag(α1, . . . , αk) vrijedi Dn = diag(αn1 , . . . , α
n
k) pa lako izra£unamo i An.

Primjer 6.26. Odredit ¢emo Gn, n ∈ N, za matricu

G =

(
2017 2016
2016 2017

)
.

Budu¢i da je matrica G simetri£na, mo¢i ¢e se dijagonalizirati (vidi prethodni zadatak
6.16). Konkretno G se dijagonalizira u bazi svojstvenih vektora {(1, 1), (1,−1)} u D =
diag(4033, 1). Matrica prijelaza glasi

T =

(
1 1
1 −1

)
,

i T−1 = 1
2
T . Stoga je

An = TDnT−1 =
1

2

(
1 1
1 −1

)(
4033n 0

0 1n

)(
1 1
1 −1

)
=

1

2

(
4033n + 1 4033n − 1
4033n − 1 4033n + 1

)
.

♥

Primjer 6.27. Znamo da se operator rotacije za pravi kut prostora V 2(O) ne moºe
dijagonalizirati jer nema svojstvenih vektora. Ispitat ¢emo mogu¢nost dijagonalizacije
nad poljem C matrice R pridruºene operatoru rotacije za kut π

2
. Matrica rotacije za kut

π
2
u ortonormiranoj bazi glasi

R =

(
cos π

2
− sin π

2
sin π

2
cos π

2

)
=

(
0 −1
1 0

)
,

a karakteristi£ni polinom je
kR(λ) = λ2 + 1

pa je σ(R) = {i,−i} (nad poljem C). �im matrica reda 2 ima dvije razli£ite svojstvene
vrijednosti, moºe se dijagonalizirati. Lako nalazimo svojstvene potprostore VR(−i) =
[(1, i)] i VR(i) = [(1,−i)] prostora C2.

Primijetimo da u kompleksnoj ravnini mnoºenje brojem i, odnosno −i, geometrijski
zna£i rotaciju za π

2
u pozitivnom, odnosno negativnom smjeru. ♥

Zadatak 6.17. Odredite skup svih A ∈ L(R3) kojima je u svakoj bazi matri£ni prikaz
dijagonalna matrica.

Uputa. Za takve operatore svaki vektor prostora, osim nulvektora, mora biti svoj-
stveni vektor. O£ito nuloperator, jedini£ni operator i svaka homotetija � operator oblika
αI � imaju to svojstvo. Operator s traºenim svojstvom ne moºe imati dvije razli£ite svoj-
stvene vrijednosti λ1 i λ2 jer zbroj pridruºenih svojstvenih vektora ne bi bio svojstveni
vektor. Izvedite zaklju£ak.
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Zadatak 6.18. Neka je {~i,~j,~k} ortonormirana baza prostora V 3(O). Zadajte Z ∈
L(V 3(O)) takav da bude Z(~i) = ~k i σ(Z) = {1,−1}.

Uputa. Za Z moraju postojati takvi vektori ~a, ~b da bude Z~a = ~a i Z~b = −~b i oni su
svakako linearno nezavisni. No kako 0 nije u σ(Z), r(Z) = 3, i ne bi bilo dobro staviti
npr. Z~j = ~j, Z~k = −~k jer bi vektor ~i + ~k bio u J(Z). Ni Z~j = −~j, Z~k = ~k nije dobro
jer tada je −~i+~k ∈ J(Z). No stavimo li Z~k =~i, Z~j = ~j, imat ¢emo zrcaljenje s obzirom
na potprostor [~i+ ~k,~j] i uvjeti ¢e biti ispunjeni.

Zadatak 6.19. Neka je A linearni operator na realnom trodimenzionalnom vektorskom
prostoru V takav da je r(A) = 2 i trA = 0. Kako izgleda karakteristi£ni polinom kA(λ)?
Zadajte takav operator A.

Rje²enje. Budu¢i da A nema puni rang, detA = 0 pa je slobodni £lan karakteristi£nog
polinoma jednak 0. Koe�cijent polinoma uz λ2 jednak je trA = 0. Zato je kA(λ) = −λ3+
aλ, za neki skalar a. Npr. A = diag(1,−1, 0) ima traºena svojstva i kA(λ) = −λ3+λ. ♥

Zadatak 6.20. Navedite ²to vi²e primjera linearnih operatora A na realnom trodimen-
zionalnom prostoru V takvih da vrijedi A3 = A, a da su im spektri razli£iti.

Rje²enje. Operator na trodimenzionalnom prostoru svakako ima neprazan spektar jer
mu je karakteristi£ni polinom stupnja 3 pa ima barem jednu realnu nulto£ku. Ako je
λ ∈ σ(A) i x neki pridruºeni svojstveni vektor, iz Ax = λx slijedi

A2x = A(λx) = λ2x, A3x = λ3x.

Po pretpostavci je A3 = A pa je λ3x = λx. Odatle je λ3 = λ pa λ moºe biti samo 0, 1 i
−1.

Spektar operatora A moºe biti bilo koji neprazan podskup od {1,−1, 0}, a takvih
podskupova ima sedam. Traºene operatore moºemo zadati dijagonalnim matricama:

� diag(0, 0, 0) (nuloperator),

� diag(1, 1, 1) (jedini£ni operator),

� diag(−1,−1,−1) (centralna simetrija),

� diag(1, 1,−1) (zrcaljenje na dvodimenzionalnom potprostoru) ili diag(1,−1,−1)
(zrcaljenje na 1-dimenzionalnom potprostoru),

� diag(1, 1, 0) (projekcija na dvodimenzionalni potprostor) ili diag(1, 0, 0) (projekcija
na jednodimenzionalni potprostor),

� diag(1,−1, 0),

� diag(−1, 0, 0) ili diag(−1,−1, 0)

O£ito za svaku od tih matrica vrijedi A3 = A. Dakle, postoji barem deset tipova opera-
tora traºenog oblika s razli£itim spektrima. Pritom smatramo da pojedini tip obuhva¢a
sve operatore £iji su matri£ni prikazi me�usobno sli£ne matrice. Zapravo, ima to£no
deset tipova operatora koji ispunjavaju zadane uvjete. Naime, moºe se pokazati da se
svaki takav operator moºe dijagonalizirati pa su stoga mogu¢i samo navedeni tipovi. ♥
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Na kraju ovog odjeljka ukratko ¢emo spomenuti jo² neke vaºne pojmove i tvrdnje
povezane s linearnim operatorima, a koji se ne razra�uju u okviru ovog kolegija.

6.8.1 Algebra linearnih operatora i operatorski polinomi. Hamilton-Cayleyev
teorem. Minimalni polinom

Na vektorskom prostoru L(V ) svih linearnih operatora na prostoru V de�nirana je i ope-
racija kompozicije, £ime prostor L(V ) dobiva dodatnu strukturu algebre, i to asocijativne
algebre s jedinicom. Taj pojam uveden je u Linearnoj algebri 1 u vezi s prostorom ma-
tricaMn(F) (u udºbeniku pri kraju odjeljka 6.3 o operaciji mnoºenja matrica i pripadnim
svojstvima). Prostor L(V ) ima takvu strukturu neovisno o tome je li V kona£nodimen-
zionalni prostor, a ako je dimV = n, tada je L(V ) izomorfan s prostorom kvadratnih
matrica Mn(F) ne samo kao vektorski prostor nego i kao algebra. Izomor�zam se uspos-
tavlja pomo¢u matri£nog prikaza operatora. To slijedi iz tvrdnje iskazane u zadatku 6.9
i komentara koji slijedi nakon njega, a klju£no je da se kompozicija operatora iz L(V )
matri£nim prikazom preslikava u umnoºak pripadnih matrica.

U svakoj algebri (nad poljem F) mogu se promatrati polinomi s koe�cijentima iz F.
Ako je

p(t) =
k∑
i=0

αit
i,

de�nirana je vrijednost polinoma u A, dakle

p(A) =
k∑
i=0

αiA
i,

kako za operator A ∈ L(V ), tako i za matricu A ∈ Mn(F). Dobiva se tako�er linearni
operator, odnosno matrica, a pritom se uzima A0 = I. Operatorski, odnosno matri£ni
polinomi pokazuju se vrlo vaºnima u linearnoj algebri.

Ako je dimV = n, tada je dimL(V ) = n2. Za A ∈ L(V ) razmotrimo skup{A0 =

I, A,A2, . . . , An
2} . U slu£aju da su svi elementi tog skupa razli£iti skup je linearno

zavisan jer sadrºi n2 + 1 elemenata, vi²e nego ²to je dimenzija prostora. Stoga se neki
element moºe prikazati kao linearna kombinacija njegovih prethodnika. U slu£aju da u
skupu ima jednakih elemenata, dakle ako je Aj = Ak za neke 0 ≤ j < k ≤ n2, tako�er
postoji element, a to je Ak, izraºen (trivijalno) kao linearna kombinacija njegovih pret-
hodnika. Neka je m ∈ N najmanji takav da se Am moºe izraziti kao linearna kombinacija
prethodnika, to jest da postoje αj, j = 0, 1, . . . ,m− 1, koji nisu svi jednaki 0, takvi da
je

Am =
m−1∑
j=0

αjA
j.

Vidimo da polinom

p(t) = tm −
m−1∑
j=0

αjt
j

ima svojstvo da vrijedi p(A) = 0 (nuloperator). Dakle, za svaki A ∈ L(V ) postoji
polinom p(t) stupnja najvi²e n2 koji A poni²tava, tj. p(A) = 0.
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Zapravo vrijedi i znatno ja£i rezultat iskazan teoremom Hamiltona i Cayleya: Svaki
operator na kona£nodimenzionalnom vektorskom prostoru poni²tava vlastiti karakteris-
ti£ni polinom. Dakle, za svaki A ∈ L(V ) vrijedi kA(A) = 0.

Uo£imo da je prednost tog teorema u odnosu na prethodni zaklju£ak u tome ²to
je stupanj karakteristi£nog polinoma jednak dimV = n, dok smo prije lako ustanovili
postojanje polinoma p(t) sa svojstvom p(A) = 0, ali stupnja koji moºe dosegnuti (£ak)
n2. Jasno, sve napisano odnosi se i na matri£nu algebru Mn(F).

Primjerice, uzmimo matricu A ∈ M2(F). Me�u matricama I, A, A2, A3 i A4 mora
postojati linearna zavisnost, no Hamilton-Cayleyev teorem govori da ¢e ta zavisnost
nastupiti ve¢ za I, A, A2. Znamo da je karakteristi£ni polinom jednak

kA(λ) = λ2 − (trA)λ+ detA.

Izra£unamo li kA(A) = A2−(trA)A+(detA)I, kao rezultat doista dobivamo nulmatricu.
Dakle,

A2 = (trA)A− (detA)I.

Odgovaraju¢i rezultat dobili bismo uz malo vi²e ra£unanja i za n = 3. Dokaz Hamilton-
Cayleyeva teorema za op¢eniti n je sloºeniji i moºe se na¢i u [1] i [2].

Spomenimo jo² da se za invertibilne operatore (izomor�zme na V ), odnosno ekvi-
valentno, regularne matrice na temelju Hamilton-Cayleyeva teorema moºe inverz A−1

izraziti kao polinom u A. Naime, budu¢i da je tada detA 6= 0, £lan (detA)I razli£it je od
nuloperatora, odnosno nulmatrice pa se iz jednakosti kA(A) = 0 moºe izraziti (detA)I
i zatim, mnoºenjem s A−1 i skalarom 1

detA
, dobivamo A−1 kao linearnu kombinaciju

potencija od A. U primjeru n = 2 dobiva se

A−1 = − 1

detA
A+

trA

detA
I.

Za pojedini operator ili matricu A karakteristi£ni polinom ne mora biti i polinom
najmanjeg stupnja koji A poni²tava. Polinom s tim svojstvom naziva se minimalni po-
linom operatora A, odnosno matrice A. (Dogovorno se uzima da je vode¢i koe�cijent
minimalnog polinoma jednak 1 jer ako je p neki takav polinom, jasno je da je i αp poli-
nom jednakog stupnja koji ima isto svojstvo, za svaki skalar α 6= 0.) Op¢enito vrijedi da
je karakteristi£ni polinom djeljiv minimalnim polinomom. Sli£ne matrice imaju jednak
minimalni polinom.

Neke jednostavne primjere minimalnog polinoma moºemo na¢i u zadatku 6.20. Za-
datak se odnosi na operatore na trodimenzionalnom prostoru za koje vrijedi A3 = A, ²to
zna£i da je A3 − A = 0 pa svi oni poni²tavaju polinom p(t) = t3 − t stupnja 3. No za
neke od navedenih operatora vrijedi i A2 = I pa takvi poni²tavaju polinom q(t) = t2−1,
dakle za njih je minimalni polinom stupnja najvi²e 2. Posebno, operatori A = I i A = −I
poni²tavaju ve¢ polinome t−1, odnosno t+1 i to su njihovi minimalni polinomi, dok npr.
za diag(1,−1,−1) minimalni polinom je q(t) = t2 − 1. S druge strane, za diag(1,−1, 0)
minimalni polinom je upravo p(t) = t3 − t. Za diag(1, 0, 0) minimalni polinom je t2 − t.

Polinom p(t) = t3 − t faktorizira se kao p(t) = t(t − 1)(t + 1) pa, kako vidimo iz
ovih primjera, minimalni polinom za neki od promatranih operatora moºe biti i svaki od
njegovih djelitelja stupnja barem 1.
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Napomena: Istaknimo da se Hamilton-Cayleyev teorem ne moºe dokazati �izravnim
uvr²tavanjem� matrice A u polinom det(A − λI) (£ime bi se, pogre²no, dobilo det(A −
A) = detO = 0) s obzirom na to da nema smisla uvr²tavati matricu na mjesto (skalarnog)
elementa matrice A− λI.

6.8.2 Invarijantni potprostori

Upoznali smo neke invarijante linearnih operatora na (kona£nodimenzionalnom) prostoru
V. To su rang, determinanta, trag, karakteristi£ni polinom, spektar. Potprostor L ≤ V
naziva se invarijantnim potprostorom za A ∈ L(V ) ako je slika tog potprostora sadrºana
u njemu samom, dakle A(L) ≤ L. Kao i za ostale invarijante, poznavanje invarijantnih
potprostora znatno doprinosi razumijevanju djelovanja operatora. Pritom nulpotprostor
{0} i cijeli V, kao trivijalni invarijantni potprostori, nisu od stvarnog interesa.

Svaki svojstveni potprostor, ako ga operator A ima, o£ito je invarijantan za A. Na-
ravno, direktna suma razli£itih svojstvenih potprostora tako�er je invarijantni potpros-
tor. Linearni operator op¢enito ne mora imati netrivijalnih invarijantnih potprostora.
Jednostavan primjer ponovno je rotacija prostora V 2(O) za kut π/2. S druge strane,
netrivijalni invarijantni potprostor ne mora biti ni svojstven ni suma svojstvenih pot-
prostora.

Uzmimo npr. operator A na prostoru R4, zadan u standardnoj bazi matricom
0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 .

Invarijantni potprostori su o£ito [e1, e2] i [e3, e4], ali svojstvenih potprostora nema jer
nema ni realnih nulto£aka karakteristi£nog polinoma. Na navedenim potprostorima A
djeluje kao rotacija za kut π/2, odnosno −π/2.

Op¢enito netrivijalni invarijantni potprostor moºe se iskoristiti za izbor baze u kojoj
¢e operatoru biti pridruºena jednostavnija matrica. Sasvim sli£no kao u slu£aju svoj-
stvenih potprostora treba uzeti neku bazu invarijantnog potprostora pa je pro²iriti do
baze prostora. Na taj na£in ako je L invarijantni potprostor dimenzije k, moºemo dobiti
npr. matricu u kojoj prvih k stupaca ima elemente 0 na svim pozicijama od (k + 1)-og
do zadnjeg, n-tog retka.

Posebno je povoljno ako se prostor V moºe prikazati kao direktna suma dvaju ili vi²e
(netrivijalnih) potprostora invarijantnih za operator A, npr. V = L1 u · · ·u Lr. Takav
operator naziva se reducibilnim, a njegova matrica u bazi sastavljenoj kao unija baza
pojedinih invarijantnih potprostora ima oblik dijagonalne blok-matrice:

A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

... · · · ...
0 0 · · · Ar


n×n

, Ai =

 α
(i)
11 · · · α

(i)
1ni

... · · · ...
α
(i)
ni1
· · · α

(i)
nini


ni×ni

,
r∑
i=1

ni = n.
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6.8.3 Adjungirani operator

Neka su V i W kona£nodimenzionalni prostori nad poljem F, V ∗ i W ∗ njihovi dualni
prostori te A ∈ L(V,W ). Operatoru A moºe se pridruºiti takozvani adjungirani operator
A∗ ∈ L(W ∗, V ∗) tako da za svaki vektor v ∈ V i svaki funkcional f ∈ W ∗ bude ispunjeno

(A∗f)(v) = f(Av).

Znamo da su prostori L(V,W ) i L(W ∗, V ∗) izomorfni jer su jednakih dimenzija:
dimV dimW = dimV ∗ dimW ∗, a pridruºivanje A 7→ A∗ jedan je njihov izomor�zam.
Pokazuje se da je rang operatora A jednak rangu adjungiranog operatora A∗.

Nadalje, ako je (e) baza prostora V i (f) baza prostora W, a (e∗) i (f ∗) njima dualne
baze prostora V ∗ i W ∗, nije te²ko provjeriti da su matrice [A](f,e) i [A∗](e∗,f∗) me�usobno
transponirane. Tako se dokazuje da bilo koje dvije me�usobno transponirane matrice
imaju jednak rang, tj. da je za svaku matricu maksimalni broj linearno nezavisnih
stupaca jednak maksimalnom broju linearno nezavisnih redaka (teoremi 2.5.3 i 2.5.4).
Tim pristupom pomo¢u adjungiranog operatora postaje jasnija veza izme�u uzajamno
transponiranih matrica i bolje se vidi razlog �ravnopravnosti� stupaca i redaka u pogledu
linearne nezavisnosti.

6.9 Linearni operatori na unitarnom prostoru

Nakon ²to smo se detaljno upoznali s osnovnim svojstvima linearnih operatora na op¢eni-
tim i posebno kona£nodimenzionalnim vektorskim prostorima, preostaje nam razmotriti
linearne operatore koji djeluju na unitarnim prostorima te pritom posjeduju neka do-
datna svojstva u odnosu na skalarno mnoºenje. Dakako, osobito nas zanimaju realni
unitarni prostori V 2 i V 3, odnosno V 2(O) i V 3(O), £ija se geometrija uvelike zasniva na
skalarnom mnoºenju.

Kakva bi mogla biti ta �dodatna svojstva� linearnih operatora s obzirom na skalarno
mnoºenje? U na£elu za preslikavanja se zahtijeva �£uvanje strukture� pa su linearni
operatori preslikavanja vektorskih prostora koja su uskla�ena s operacijama zbrajanja
vektora i mnoºenja vektora skalarom tako da su �sa£uvane� linearne kombinacije vektora:
za A ∈ L(V,W ) vrijedi

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y).

Prirodno je stoga razmatrati one linearne operatore na unitarnim prostorima koji
�£uvaju� skalarni produkt, u smislu da je skalarni produkt bilo kojih dvaju vektora iz
domene jednak skalarnom produktu njihovih slika, dakle da vrijedi 〈x|y〉 = (Ax|Ay).
Pritom je domena unitarni prostor V sa skalarnim mnoºenjem 〈·|·〉, a kodomena W
sa skalarnim mnoºenjem (·|·). (Naravno, isti unitarni prostor moºe biti i domena i
kodomena.)

�ini li se taj uvjet £uvanja vrijednosti skalarnog produkta previ²e zahtjevan, to jest
moºemo li o£ekivati da takvih linearnih operatora uop¢e postoji toliko da bi ih bilo
opravdano prou£avati? U nekim otprije poznatim primjerima linearnih operatora nije
te²ko razabrati da imaju i svojstvo £uvanja skalarnog produkta. To je osobito vidljivo
kod nekih linearnih operatora na prostorima V 2(O) i V 3(O) (primjer 6.5) na temelju
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jasne geometrijske predodºbe njihova djelovanja. U tim prostorima skalarno mnoºenje
de�nirano je pomo¢u modula (duljine) vektora i kuta izme�u vektora.

Ako, dakle, neki linearni operator ne promijeni ni modul ni kut, ne¢e promijeniti
ni vrijednost skalarnog produkta. Svaki operator zrcaljenja i svaki operator rotacije
ima upravo takva svojstva. Naprotiv, operator homotetije £uva kut, ali ne i modul
(osim iznimno za koe�cijente 1 i −1, dakle jedini£ni operator i centralnu simetriju) pa
op¢enito ne £uva skalarni produkt. Moºemo o£ekivati da ¢e primjera £uvanja skalarnog
produkta biti i znatno vi²e, u razli£itim unitarnim prostorima. Umjesto izravne provjere
u pojedina£nim primjerima nau£it ¢emo neke kriterije za navedeno dodatno svojstvo
£uvanja skalarnog produkta. Linearni operatori s tim svojstvom nazivaju se jednostavno
unitarni operatori, uz pretpostavku da su domena i kodomena kona£nodimenzionalni
unitarni prostori jednakih dimenzija.

De�nicija 6.9.1. Neka su (V, 〈·|·〉) i (W, (·|·))) kona£nodimenzionalni unitarni prostori
nad poljem F, F = R ili C, pri £emu je dimV = dimW. Linearni operator A ∈ L(V,W )
nazivamo unitarnim operatorom ako za sve x, y ∈ V vrijedi 〈x|y〉 = (Ax|Ay).

Specijalno, u slu£aju realnog unitarnog prostora (F = R), unitarni operator se £esto
naziva ortogonalni operator.

Uo£imo da je unitarni operator po de�niciji i linearan, tako da se linearnost podra-
zumijeva £im se za preslikavanje A : V → W kaºe da je to unitarni operator. Iz primjera
je o£ito da ima linearnih operatora na unitarnim prostorima koji nisu unitarni operatori.

Primjer 6.28. Neka je V unitarni prostor, razli£it od {0V } i α ∈ F. Preslikavanje
A : V → V zadano s Ax = αx je unitarni operator na V ako i samo ako je |α| = 1.

Rje²enje. Znamo da je tako zadano preslikavanje A linearni operator. Ispitajmo uz koji
uvjet je A unitarni operator:

〈Ax|Ay〉 = 〈αx|αy〉 = αα〈x|y〉 = |α|2〈x|y〉.

O£ito je uvjet za unitarni operator ispunjen ako i samo ako je |α| = 1. Posebno, za F = R
α mora biti 1 ili −1. Za F = C, α moºe biti bilo koji kompleksni broj modula 1, npr. i
ili −1

2
+
√
3
2
i. ♥

Budu¢i da ve¢ imamo dosta iskustva u razmatranju linearnih operatora i unitarnih
prostora, sad ¢emo privremeno odstupiti od uobi£ajenog slijeda propozicija s dokazima.
Umjesto toga poku²at ¢emo pone²to �neformalno�, bez previ²e oznaka i formula, ali pove-
zivanjem otprije poznatih £injenica zaklju£iti dosta toga o vaºnim svojstvima unitarnih
operatora.

Na unitarnom prostoru uvodi se norma na standardni na£in pomo¢u skalarnog pro-
dukta. Ako je vrijednost skalarnog produkta nepromijenjena pod djelovanjem linearnog
operatora, tada i vrijednost norme svakog vektora ostaje nepromijenjena. Dakle, uni-
tarni operator £uva normu. Posebno, jedini£ni vektor preslikava se u neki (ne nuºno isti)
jedini£ni vektor. Nadalje, vektor razli£it od 0 ne moºe se preslikati u 0 jer bi time bilo
naru²eno svojstvo £uvanja norme. Odatle zaklju£ujemo da je unitarni operator nuºno
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injektivan, dakle monomor�zam. Unitarni operator kojem su domena i kodomena ko-
na£nodimenzionalni prostori jednakih dimenzija (mogu¢e jedan te isti prostor) svakako
je izomor�zam. U tom slu£aju i inverzni operator o£ito je unitaran.

�uvanje skalarnog umno²ka implicira i £uvanje relacije ortogonalnosti jer se par vek-
tora sa skalarnim umno²kom 0 preslikava u par vektora s jednakim takvim skalarnim
umno²kom. Vidimo stoga da unitarni operator preslikava svaki ortogonalni podskup
domene u neki ortogonalni podskup kodomene. Posebno, zbog £uvanja norme, orto-
normirani podskup preslikava se u ortonormirani podskup. Ako je unitarni operator ne
samo monomor�zam nego i izomor�zam kona£nodimenzionalnih prostora, o£ito svaku
ortonormiranu bazu domene preslika u ortonormiranu bazu kodomene.

Iz tog vaºnog svojstva vidimo i kako moºemo zadati �po volji mnogo� unitarnih ope-
ratora (£im je dimenzija prostora ve¢a od 1). Izaberemo bilo koje dvije ortonormirane
baze unitarnog prostora (odnosno dvaju unitarnih prostora jednakih dimenzija) te za-
damo linearni operator koji vektore izabrane baze domene preslikava redom u vektore
izabrane baze kodomene. Je li takav linearni operator doista unitaran? To jest ako
jednu ortonormiranu bazu preslika u bazu istog tipa, je li to dovoljno da bude sa£uvana
vrijednost skalarnog produkta bilo kojih dvaju vektora? Odgovor je potvrdan, ²to se
vidi £im vektore domene prikaºemo kao linearne kombinacije odabrane ortonormirane
baze. Njihov skalarni produkt izraºava se onda pomo¢u me�usobnih skalarnih umno-
ºaka pojedinih vektora baze, a lako je zamisliti i bez raspisivanja (iako je poºeljno sve to
i napisati) da ¢e se za skalarni produkt slika tih vektora dobiti isti izraz, dobro poznata
suma umnoºaka odgovaraju¢ih koordinata u odabranoj bazi.

To primjerice zna£i da ako ortonormiranu bazu {~i,~j,~k} prostora V 3(O) �po²aljemo�
u ortonormiranu bazu {~j,−~i,~k}, time ¢e biti zadan unitarni operator (o£ito rotacija za
pravi kut, oko z-osi). Tako�er, ako vektore baze {~i,~j,~k} preslikamo redom u vektore
{−~k, 1√

2
(~i−~j), 1√

2
(~i+~j}, time ¢emo tako�er zadati jedan unitarni operator s obzirom na

to da smo za slike opet izabrali tri jedini£na, u parovima ortogonalna vektora, premda
moºda ne¢emo smjesta prepoznati ²to taj operator predstavlja geometrijski.

Naravno, i za unitarne operatore na kona£nodimenzionalnim prostorima od velike je
koristi matri£ni prikaz. Pritom posebna, i to osobito jednostavna svojstva nastupaju
ako se za matri£ni prikaz biraju ortonormirane baze kako bi do izraºaja do²lo ono ²to je
maloprije spomenuto: unitarni operator preslikava ortonormirani skup u ortonormirani
skup, a posebno to vrijedi za ortonormirane baze ako su domena i kodomena jednakih
dimenzija (i tada je svaki unitarni operator izomor�zam).

Pretpostavimo, dakle, da su izabrane (jednakobrojne) ortonormirane baze domene
i kodomene unitarnog operatora. �to moºemo zaklju£iti o pripadnoj matrici? Njezini
stupci predstavljaju slike vektora baze, a to su ortogonalni vektori. Dakle, skalarni um-
noºak svakih dvaju razli£itih stupaca iznosi 0. Pomnoºimo li skalarno bilo koji stupac
sam sa sobom, dobivamo kvadrat norme slike odgovaraju¢eg vektora baze, a i to je
jedini£ni vektor pa je rezultat 1. Ukratko, matrica unitarnog operatora u paru ortonor-
miranih baza bit ¢e ortogonalna matrica u slu£aju realnih, odnosno unitarna matrica u
slu£aju kompleksnih unitarnih prostora. (Realna kvadratna matrica je ortogonalna ako
je njezin umnoºak s transponiranom matricom jednak jedini£noj matrici. Kompleksna
kvadratna matrica je unitarna ako je njezin umnoºak s hermitski adjungiranom matri-
com jedini£na matrica.) Tim £injenicama dopunjeno je tuma£enje vaºnosti spomenutih
posebnih tipova matrica, koje su de�nirane u Linearnoj algebri 1.

214



6.9. LINEARNI OPERATORI NA UNITARNOM PROSTORU

Napokon, vrlo jednostavno moºemo zaklju£iti pone²to o spektru unitarnog operatora.
Ve¢ znamo da spektar moºe biti prazan skup (opet primjer rotacije prostora V 2(O) za
kut koji nije vi²ekratnik od π jer operator rotacije jest unitaran). No ako je spektar
neprazan, u njemu se nalaze samo skalari £ija je apsolutna vrijednost jednaka 1. U
realnom slu£aju to lako zaklju£imo odatle ²to svojstveni vektor i njegova slika imaju isti
smjer, a unitarni operator £uva normu. Slika svojstvenog vektora moºe stoga biti ili
on sam ili njemu suprotni vektor. Znamo, primjerice, da je spektar svakog zrcaljenja s
obzirom na potprostor dimenzije barem 1 upravo {1,−1}. U kompleksnom slu£aju sve je
analogno, samo ²to umjesto o �smjeru� radije govorimo o linearnoj zavisnosti svojstvenog
vektora i njegove slike.

Vaºna £injenica koju bismo mogli naslutiti, ali za £iji je dokaz ipak potrebno ba-
rem malo pisanja, sastoji se u tome da su svojstveni vektori unitarnog operatora koji
su pridruºeni razli£itim svojstvenim vrijednostima nuºno ortogonalni me�usobno. To je
tako�er vidljivo pri zrcaljenju.

Sad ¢emo pregledno navesti propozicije koje su u prethodnim razmatranjima unitar-
nih operatora zapravo bile iskazane, pa i protuma£ene. Za usvajanje izloºene materije
korisno je dobro razumjeti sve prethodno i bez raspisivanja ra£una (redovito dosta krat-
kih), no tako�er je potrebno znati sve to i egzaktno dokazati. Razlika nije velika.

U iskazima i oznakama pretpostavljat ¢emo da domena i kodomena unitarnog ope-
ratora mogu biti razli£iti unitarni prostori, dakle i s razli£itim skalarnim mnoºenjem, a
da je norma de�nirana pomo¢u skalarnog mnoºenja na standardni na£in. Radi jednos-
tavnosti upotrijebit ¢emo samo jednu oznaku za skalarno mnoºenje i jednu, uobi£ajenu
oznaku za pripadnu normu: ‖x‖ =

√
〈x|x〉.

Propozicija 6.9.2. Neka su V i W unitarni prostori, ne nuºno kona£nodimenzionalni
i neka je A ∈ L(V,W ) operator takav da za sve x, y ∈ V vrijedi 〈x|y〉 = 〈Ax|Ay〉. Tada
vrijedi:

(i) ‖Ax‖ = ‖x‖ za svaki x ∈ V,

(ii) A je monomor�zam,

(iii) Ako je S = {x1, . . . , xk} ortogonalni podskup prostora V, onda je A(S) =
{Ax1, . . . , Axk} ortogonalni podskup prostora W ; posebno, ako je S ortonormirani
podskup od V, onda je A(S) ortonormirani podskup od W.

Dokaz. (i) ‖Ax‖ =
√
〈Ax|Ax〉 = {A je unitaran} =

√
〈x|x〉 = ‖x‖.

(ii) Ako je x ∈ J(A), to jest Ax = 0W , onda je ‖Ax‖ = 0, a zbog (i) tada je i ‖x‖ = 0,
²to zna£i da je x = 0V .

(iii) Budu¢i da je skalarni produkt bilo kojih dvaju razli£itih vektora iz S jednak 0,
skalarni produkt njihovih slika tako�er je 0. Zbog (i) slika svakog jedini£nog vektora
iz V jedini£ni je vektor u W.
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Primijenimo tvrdnje iz prethodne propozicije na slu£aj kona£nodimenzionalnih uni-
tarnih prostora. Ako su V i W jednake dimenzije, iz (ii) pomo¢u teorema o rangu i
defektu (v. korolar 6.4.12) slijedi da je A izomor�zam. Odatle i primjenom (iii) na
ortonormiranu bazu prostora V dobivamo sljede¢u tvrdnju.

Korolar 6.9.3. Neka su V i W kona£nodimenzionalni unitarni prostori takvi da je
dimV = dimW = n i neka je A ∈ L(V,W ) unitarni operator. Tada je A izomor�-
zam. Ako je {e1, e2, . . . , en} ortonormirana baza prostora V, operator A preslikava je u
ortonormiranu bazu {Ae1, Ae2, . . . , Aen} prostora W.

Svojstvo �£uvanja� ortonormiranih baza vaºan je kriterij za unitarnost linearnih ope-
ratora na kona£nodimenzionalnim prostorima.

Propozicija 6.9.4. Neka su V i W kona£nodimenzionalni unitarni prostori i neka je
A ∈ L(V,W ) linearni operator. Ako A barem jednu ortonormiranu bazu prostora V
preslika u ortonormiranu bazu prostora W, tada je A unitarni operator te svaku ortonor-
miranu bazu prostora V preslika u ortonormiranu bazu prostora W.

Dokaz. Pretpostavimo da je (e) = {e1, e2, . . . , en} ortonormirana baza prostora V koju
linearni operator A preslika u ortonormiranu bazu {Ae1, Ae2, . . . , Aen} prostoraW. Tada
su V i W nuºno jednakih dimenzija. Treba dokazati da je A unitarni operator, a druga
tvrdnja zatim slijedi iz korolara 6.9.3.

Prikaºimo x, y ∈ V u bazi (e),

x =
n∑
i=1

xiei, y =
n∑
i=1

yiei.

Poznati ra£un (kao u 5.4, str. 15) daje nam

〈x|y〉 =
n∑
i=1

xiyi.

Isti rezultat dobivamo za 〈Ax|Ay〉 jer

Ax =
n∑
i=1

xiAei, Ay =
n∑
i=1

yiAei,

a skup {Ae1, Ae2, . . . , Aen} je ortonormirana baza.

Navest ¢emo jo² jednu korisnu tvrdnju, koja nije ograni£ena na kona£nodimenzionalne
unitarne prostore.
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Propozicija 6.9.5. Neka je A ∈ L(V,W ) unitarni izomor�zam. Tada je i inverzni
operator A−1 unitaran. Nadalje, tada vrijedi

〈Ax|y〉 = 〈x|A−1y〉

za sve x ∈ V, y ∈ W.

Dokaz. Za vektore w, z ∈ W vrijedi w = A(A−1w) i analogno za z pa je

〈w|z〉 = 〈A(A−1w)|A(A−1z)〉 = {A je unitaran} = 〈A−1w|A−1z〉.

To zna£i da je A−1 ∈ L(W,V ) unitaran. Nadalje, za x ∈ V i y ∈ W imamo

〈Ax|y〉 = 〈Ax|A(A−1y)〉 = 〈x|A−1y〉.

Zadatak 6.21. Ilustrirajte drugu tvrdnju iz prethodne propozicije na primjerima rotacije
prostora V 2(O) i zrcaljenja istog prostora s obzirom na jednodimenzionalni potprostor.

Zadatak 6.22. Dokaºite da je skup svih unitarnih operatora na kona£nodimenzionalnom
unitarnom prostoru V grupa s obzirom na kompoziciju operatora. Odredite te grupe za
realni i za kompleksni jednodimenzionalni unitarni prostor V.

Slijedi razmatranje matri£nog prikaza unitarnog operatora, i to u paru ortonormiranih
baza, s obzirom na to da je takav izbor baza o£ito najpovoljniji. Podsjetimo se de�nicija
ortogonalne i unitarne matrice.

De�nicija 6.9.6. (a) Matrica A ∈ Mn(R) naziva se ortogonalna matrica ako za
nju vrijedi AAt = AtA = I.

(b) Matrica A ∈Mn(C) naziva se unitarna matrica ako za nju vrijedi AA∗ = A∗A =
I. Pritom je A∗ hermitski adjungirana matrica, dobivena transponiranjem matrice
£iji elementi su konjugirano kompleksni brojevi elemenata matrice A, dakle za A =
[αij] to je matrica A∗ = [αji].

Uo£imo da je inverz ortogonalne matrice upravo njezina transponirana matrica, a
inverz unitarne matrice njezina hermitski adjungirana matrica. Za matricu A £iji su
svi elementi realni brojevi podudaraju se njezina transponirana i hermitski adjungirana
matrica.

Nadalje, iz de�nicije ortogonalne matrice, £injenice da se determinanta matrice ne
mijenja transponiranjem te pomo¢u Binet-Cauchyjeva teorema slijedi da za ortogonalnu
matricu A vrijedi

(detA)2 = 1
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pa je detA = 1 ili −1. Analogno, za unitarnu matricu A, uz primjedbu da je za nju
detA∗ = detA (transponiranje ne mijenja determinantu, ali kompleksno konjugiranje
svih elemenata matrice o£ito dovodi do kompleksnog konjugiranja vrijednosti determi-
nante), dobivamo

det(AA∗) = (detA)(detA∗) = detA · detA = | detA|2 = 1.

Ovaj put to je kvadrat modula kompleksnog broja pa je opet | detA| = 1, no to moºe
biti bilo koji kompleksni broj modula 1.

Propozicija 6.9.7. Neka su V i W kona£nodimenzionalni unitarni prostori takvi da
je dimV = dimW = n i neka je A ∈ L(V,W ) unitarni operator. Neka je (e) =
{e1, e2, . . . , en} ortonormirana baza prostora V i (f) = {f1, f2, . . . , fn} ortonormirana
baza prostora W. Matrica operatora A u tom paru baza je ortogonalna matrica u slu£aju
realnih, odnosno unitarna matrica u slu£aju kompleksnih prostora V i W.

Dokaz. U paru baza (e) i (f) operatoru A pridruºena je matrica [A](f,e) = [αij], ²to zna£i
da je

Aej =
n∑
i=1

αijfi, j = 1, . . . , n.

Za razli£ite j i k vrijedi
〈Aej|Aek〉 = 〈ej|ek〉 = 0,

a to je jednako

〈
n∑
i=1

αijfi |
n∑
i=1

αikfi〉 =
n∑
i=1

αijαik.

Nadalje,
〈Aej|Aej〉 = 〈ej|ej〉 = 1,

²to je s druge strane jednako

〈
n∑
i=1

αijfi|
n∑
i=1

αijfi〉 =
n∑
i=1

αijαij =
n∑
i=1

|αij|2.

Odatle vidimo da je umnoºak
[A]∗(f,e)[A](f,e) = I.

O£ito je onda
[A]∗(f,e) = [A]−1(f,e)

pa je i
[A](f,e)[A]∗(f,e) = I.

Posebno, ako je [A](f,e) realna matrica, [A]∗(f,e) = [A]t(f,e) i time je tvrdnja dokazana.
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Napomena. Budu¢i da vrijednost determinante linearnog operatora A ∈ L(V ) ne
ovisi o izboru baze, iz ove propozicije slijedi da je determinanta unitarnog operatora
jednaka 1 ili −1 nad R, odnosno da je to kompleksni broj modula 1 nad C.

Korolar 6.9.8. Matrica prijelaza izme�u dviju ortonormiranih baza je ortogonalna u
realnom slu£aju, odnosno unitarna u slu£aju kompleksnog unitarnog prostora.

Dokaz. Kako je jedini£ni operator unitaran, a znamo da je matrica prijelaza izme�u dviju
baza ujedno matrica jedini£nog operatora (v. 6.7, str. 184), primijenimo prethodnu
propoziciju na jedini£ni operator I, dakako, za one dvije ortonormirane baze na koje se
odnosi matrica prijelaza u tvrdnji korolara.

Korolar 6.9.9. Neka su (e) i (e′) dvije ortonormirane baze kona£nodimenzionalnog uni-
tarnog prostora V i neka je A ∈ L(V ). Za matri£ne prikaze tog operatora u nazna£enim
bazama tada vrijedi

[A](e′) = T t[A](e)T

nad poljem R, odnosno
[A](e′) = T ∗[A](e)T

nad poljem C, pri £emu je T matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (e′).

Ovaj korolar dobiven je izravno iz korolara 6.7.5 primjenom korolara 6.9.8. Dakle, re-
lacija sli£nosti izme�u matrica linearnog operatora u razli£itim bazama pojednostavljuje
se za ortonormirane baze time ²to se za inverznu matricu stavlja transponirana (za re-
alni prostor), odnosno hermitski adjungirana matrica (za kompleksni prostor). Op¢enit
postupak invertiranja matrice svodi se na sasvim jednostavnu operaciju transponiranja,
odnosno hermitskog adjungiranja. Korolar vrijedi za bilo koji A ∈ L(V ), samo ²to u slu-
£aju da je to unitarni operator sve su matrice u navedenoj relaciji ortogonalne, odnosno
unitarne.

Ako su matrice A i B sli£ne, i to tako da postoji ortogonalna, odnosno unitarna
matrica T pomo¢u koje je ostvarena relacija B = T tAT, odnosno B = T ∗AT, ukratko
kaºemo da su A i B ortogonalno sli£ne, odnosno unitarno sli£ne matrice.

Primjer 6.29. Neka je {~i,~j,~k} ortonormirana baza prostora V 3(O), a R operator rota-
cije za kut π/3 oko osi zadane vektorom ~v = ~i − ~j + ~k. Izra£unajmo matricu operatora
R u bazi {~i,~j,~k}.

Rje²enje. Posluºimo se time ²to znamo kako izgleda tipi£na matrica rotacije za kut ϕ u
ortonormiranoj bazi. Ako je os rotacije odre�ena prvim vektorom te baze, matrica glasi 1 0 0

0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 .
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Takvu matricu R ¢e imati u ortonormiranoj bazi kojoj je prvi vektor jedini£ni vektor
smjera ~v (zapravo taj vektor ne mora biti jedini£ni, ali nam je za daljnji ra£un prakti£nije
sluºiti se samo ortonormiranim bazama i ortogonalnim matricama). To je

~a1 =
1√
3

(~i−~j + ~k).

Za drugi vektor te baze moºemo uzeti bilo koji jedini£ni ~a2 takav da je ortogonalan na
~a1 pa izaberimo

~a2 =
1√
2

(~i+~j).

Kona£no, ~a3 treba biti ortogonalan na ~a1 i na ~a2 pa ga moºemo odrediti pomo¢u vek-
torskog produkta, pri £emu, ako pazimo i na orijentaciju, (~a1, ~a2, ~a3) treba biti pozitivno
orijentirana (�desna�) baza tako da je

~a3 = ~a1 × ~a2 =
1√
6

(−~i+~j + 2~k).

Matrica prijelaza iz baze (e) = {~i,~j,~k} u bazu (a) = {~a1, ~a2, ~a3} glasi:

T =


1√
3

1√
2
− 1√

6

− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6

 .

U na²em slu£aju
[R](a) = T t[R](e)T,

a traºimo [R](e), dakle
[R](e) = T [R](a)T

t

Znamo da je

[R](a) =

 1 0 0

0 1
2
−
√
3
2

0
√
3
2

1
2

 .

Izra£unavanjem umno²ka T [R](a)T
t dobivamo

[R](e) =

 2
3
−2

3
−1

3
1
3

2
3
−2

3
2
3

1
3

2
3

 .

Valjanost tog rezultata moºemo testirati tako da provjerimo da je dobivena matrica
ortogonalna (zbroj kvadrata svakog stupca iznosi 1, skalarni umnoºak razli£itih stupaca
iznosi 0), da joj je trag jednak 2 (op¢enito 1+2 cosϕ za rotaciju) i determinanta jednaka
1. Ti uvjeti su nuºni kako bi matrica bila pridruºena rotaciji za kut π/3 oko neke osi.
(Zapravo su to i dovoljni uvjeti, ²to ¢e se vidjeti iz primjera 6.30). Budu¢i da za tu
matricu vrijedi

[R](e)[~v](e) = [~v](e),

os te rotacije doista je pravac kroz ishodi²te smjera ~v, odnosno [~v]. ♥
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Prelazimo sada na razmatranje spektra i svojstvenih vektora unitarnog operatora.
Primijetimo da spektar unitarnog operatora na realnom prostoru moºe biti prazan skup
tako da je ve¢ina sljede¢ih tvrdnji od stvarnog interesa u realnom slu£aju samo ako je
spektar operatora neprazan.

Propozicija 6.9.10. Neka je A unitarni operator na unitarnom prostoru V. Tada vrijedi:

(a) Ako je λ ∈ σ(A), onda je |λ| = 1. Posebno, ako je svojstvena vrijednost λ realni
broj, tada je to 1 ili −1.

(b) Ako su λ1, λ2 ∈ σ(A) razli£ite svojstvene vrijednosti, a v1, v2 pripadni svojstveni
vektori, tada su v1 i v2 ortogonalni vektori. Odatle slijedi da su svojstveni potpros-
tori pridruºeni razli£itim svojstvenim vrijednostima me�usobno ortogonalni.

(c) Ako je v svojstveni vektor operatora A i x bilo koji vektor ortogonalan na v, tada
je i Ax ortogonalan na v. Drugim rije£ima, ako je v svojstveni vektor, ortogonalni
komplement potprostora [v] invarijantan je pod djelovanjem A.

Dokaz. (a) Neka je Av = λv, v 6= 0V . Tada je

〈v|v〉 = 〈Av|Av〉 = 〈λv|λv〉 = λλ〈v|v〉 = |λ|2〈v|v〉,

odakle slijedi |λ| = 1.

(b) Imamo
〈v1|v2〉 = 〈Av1|Av2〉 = 〈λ1v1|λ2v2〉 = λ1λ2〈v1|v2〉.

Ako bi bilo 〈v1|v2〉 6= 0, vrijedilo bi λ1λ2 = 1, no tada mnoºenjem obiju strana jed-
nakosti s λ2 dobivamo λ1 = λ2, suprotno pretpostavci o razli£itosti tih svojstvenih
vrijednosti.

(c) Neka je Av = λv, v 6= 0 i 〈v|x〉 = 0. Treba dokazati da je tada 〈v|Ax〉 = 0. No
〈v|x〉 = 〈Av|Ax〉 = λ〈v|Ax〉, a budu¢i da je |λ| = 1, mora biti 〈v|Ax〉 = 0.

�elimo li ilustrirati (b) na primjeru, uzmimo bilo koje zrcaljenje prostora V 2(O) ili
V 3(O) s obzirom na potprostor dimenzije 1 ili 2. Svojstveni potprostor za svojstvenu vri-
jednost 1 je potprostor �ksnih vektora s obzirom na koji je zadano zrcaljenje, a njegov
ortogonalni komplement je svojstveni potprostor za svojstvenu vrijednost −1. Svojstvo
(c) tako�er moºemo ilustrirati na zrcaljenju, ali i na rotaciji V 3(O) oko neke osi. Ta os
je zapravo jednodimenzionalni svojstveni potprostor za svojstvenu vrijednost 1, a nje-
gov ortogonalni komplement je dvodimenzionalni potprostor (geometrijski, ravnina kroz
ishodi²te u kojoj se izvodi rotacija) i taj je invarijantan neovisno o tome ima li u njemu
svojstvenih vektora, dakle invarijantan za bilo koji kut rotacije.

Nakon prethodne propozicije raspolaºemo znanjem potrebnim kako bismo u potpu-
nosti opisali unitarne operatore na realnim unitarnim prostorima dimenzija 1, 2 i 3. Za
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dimenziju 1 mogli smo jo² pri rje²avanju zadatka 6.22. lako ustanoviti da su jedini£ni
operator I i operator −I koji svakom vektoru pridruºuje njemu suprotni vektor jedini
unitarni operatori. Za dimenzije 2 i 3 moºemo promatrati prostore V 2(O) i V 3(O), koji
su nam i geometrijski najzanimljiviji.

Primjer 6.30. Klasi�kacija unitarnih operatora na prostorima V 2(O) i V 3(O). Opisat
¢emo sve unitarne operatore na prostorima V 2(O) i V 3(O). Uvjerit ¢emo se da ih zapravo
sve ve¢ otprije znamo.

(a) Unitarni operatori na prostoru V 2(O). Neka je A unitarni operator na prostoru
V 2(O). Njegov spektar moºe biti prazan skup ili jedan od skupova {1}, {−1} i
{1,−1}.
Ako je σ(A) = {1,−1}, A ima dva me�usobno ortogonalna svojstvena potprostora i
o£ito se moºe dijagonalizirati u ortonormiranoj bazi. A je tada zrcaljenje s obzirom
na svojstveni potprostor VA(1). Matrica u bazi svojstvenih vektora je diag(1,−1)
ili diag(−1, 1).

Ako je σ(A) = {1}, svojstvena vrijednost 1 ima algebarsku kratnost 2. Ako je
i njezina geometrijska kratnost 2, A je jedini£ni operator. Moºe li geometrijska
kratnost iznositi 1? Ne moºe, zbog svojstva (c) u propoziciji 6.9.10. Kad bi bilo
dimVA(1) = 1 i A~v = ~v, pri £emu je ~v 6= ~0, za bilo koji vektor ~w 6= ~0 ortogonalan
na ~v, imali bismo da je i A~w ortogonalan na ~v. Vektor A~w bio bi linearno zavisan s
~w pa bi i ~w bio svojstveni vektor za A, nemogu¢e. Analogno razmatranje za slu£aj
σ(A) = {−1} pokazuje da tada mora biti A = −I.
Preostaje slu£aj kad A nema svojstvenih vrijednosti. U bilo kojoj ortonormiranoj
bazi tom operatoru pridruºena je ortogonalna matrica pa kako je slika jedini£nog
vektora tako�er jedini£ni vektor, koe�cijente u prvom stupcu matrice moºemo izra-
ziti kao cosϕ i sinϕ , a u drugom stupcu kao cosψ i sinψ, pri £emu su ϕ, ψ ∈ [0, 2π〉
i vrijedi

cosϕ cosψ + sinϕ sinψ = 0

(ortogonalnost stupaca). Zato je cos(ϕ − ψ) = 0 pa je ϕ − ψ = π/2 ili −π/2. U
prvom slu£aju je cosψ = sinϕ, a u drugom cosψ = − sinϕ. Mogu¢i oblici matrica
su, dakle, ovi: (

cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
,

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Budu¢i da prva matrica ima determinantu −1, a druga determinantu 1, svakako
su pridruºene razli£itim operatorima. No karakteristi£ni polinom prve matrice ima
nulto£ke 1 i −1 pa je to zapravo matrica zrcaljenja. Druga matrica poznata nam
je kao matrica rotacije za kut ϕ, pri £emu zbog pretpostavke o praznom spektru ϕ
nije 0 (²to bi zna£ilo jedini£ni operator) ni π (rotacija za kut π je operator −I).

(b) Unitarni operatori na prostoru V 3(O). Linearni operator na prostoru neparne di-
menzije n ima barem jednu svojstvenu vrijednost jer je karakteristi£ni polinom
stupnja n (v. napomenu na str. 197). Neka je λ svojstvena vrijednost unitarnog
operatora A i ~v pripadni svojstveni vektor. Prema propoziciji 6.9.10 λ ∈ {−1, 1}.
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Ortogonalni komplement [~v]⊥ sada je dvodimenzionalni potprostor, a prema tvrd-
nji (c) prethodne propozicije taj je potprostor invarijantan za operator A. Prostor
V 3(O) jednak je ortogonalnoj sumi invarijantnih potprostora,

V 3(O) = [~v] + [~v]⊥,

a drugi je izomorfan prostoru V 2(O). Stoga je daljnja analiza ve¢ obuhva¢ena
slu£ajem (a).

Za matricu operatora A u ortonormiranoj bazi koja se sastoji od vektora ~v i bilo
kojih dvaju ortonormiranih vektora iz [~v]⊥ to zna£i da poprima ovaj oblik: ±1 0 0

0 β11 β12
0 β21 β22

 ,

pri £emu podmatrica B = [βij] reda 2 ima jedan od oblika ustanovljenih u slu-
£aju (a) jer to je matrica restrikcije unitarnog operatora A na dvodimenzionalni
potprostor V 2(O).

Matrica A moºe imati jedan od dijagonalnih oblika:

� diag(1, 1, 1) (jedini£ni operator I),
� diag(−1,−1,−1) (operator −I, zrcaljenje s obzirom na ishodi²te)
� diag(−1, 1, 1), diag(1,−1, 1), diag(1, 1,−1) (zrcaljenje s obzirom na dvodimen-
zionalni potprostor),

� diag(1,−1,−1), diag(−1, 1,−1), diag(−1,−1, 1) (zrcaljenje s obzirom na jed-
nodimenzionalni potprostor)

ili oblik u kojem B prikazuje operator rotacije koji se ne da dijagonalizirati; za
svojstvenu vrijednost 1 to predstavlja rotaciju V 3(O) oko osi odre�ene svojstvenim
vektorom, a za svojstvenu vrijednost −1 to je kompozicija rotacije i zrcaljenja s
obzirom na dvodimenzionalni potprostor (umnoºak matrice diag(−1, 1, 1) i matrice
rotacije).

Naglasimo jo² ovdje da spomenuta preslikavanja (zrcaljenje i rotacija) ne moraju
biti zadana s obzirom na koordinatne osi i ravnine, kako smo moºda naviknuti,
nego da se taj oblik dobiva pogodnim izborom ortonormirane baze (iz svojstvenih
potprostora i njihovih ortogonalnih komplemenata). To vidimo u primjeru 6.29 gdje
je tipi£na matrica rotacije dobivena u bazi koja ima prikladan geometrijski smisao
s obzirom na rotaciju, dok matrica u nekoj unaprijed zadanoj ortonormiranoj bazi
nije odmah prepoznatljiva kao matrica rotacije.

Me�utim, sad smo u stanju ispitati moºe li se tip unitarnog operatora odrediti iz
samih njegovih invarijanti. Iz gornjeg popisa svih tipova vidimo sljede¢e mogu¢-
nosti:

(1) trA = 3, detA = 1,
(2) trA = −3, detA = −1,
(3) trA = 1, detA = −1,
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(4) trA = −1, detA = 1,

(5) trA = −1 + 2 cosϕ, detA = −1,

(6) trA = 1 + 2 cosϕ, detA = 1.

U slu£aju (5) i (6) vrijedi −1 < cosϕ < 1 pa u (6) imamo −1 < trA < 3.
Stoga je slu£aj (6) bitno razli£it od svih ostalih kad gledamo vrijednosti traga i
determinante. Tako�er, slu£aj (5) ne moºe se uklopiti u neki od ostalih slu£ajeva
gdje je detA = −1, a to su (2) i (3) jer za njih bi moralo biti cosϕ = −1, odnosno
cosϕ = 1, a to je isklju£eno.

Stoga tipove unitarnih operatora na prostoru V 3(O) moºemo ve¢ na temelju vri-
jednosti traga i determinante razvrstati ovako:

(I) detA = 1, operatori koji £uvaju orijentaciju:

(I-1) trA = 3, jedini£ni operator,
(I-2) trA = −1, zrcaljenje s obzirom na pravac (rotacija za kut π oko pravca),
(I-3) −1 < trA < 3, rotacija za kut ϕ takav da je cosϕ = (trA− 1)/2,

(II) detA = −1, operatori koji mijenjaju orijentaciju:

(II-1) trA = −3, zrcaljenje s obzirom na ishodi²te,
(II-2) trA = 1, zrcaljenje s obzirom na ravninu,
(II-3) −3 < trA < 1, kompozicija rotacije za kut ϕ takav da je cosϕ = (trA +

1)/2 i zrcaljenja s obzirom na ravninu okomitu na os te rotacije.

Podsjetimo da je pojam orijentacije ovdje vezan uz bazu. Prva skupina unitar-
nih operatora preslikava pozitivno orijentiranu bazu u pozitivno orijentiranu (a
negativnu u negativnu), dok operatori druge skupine pozitivnu bazu preslikaju u
negativnu i obrnuto.

Za matricu [R](e) dobivenu u primjeru 6.29 lako ustanovimo da joj je trag jednak
2, a determinanta jednaka 1 pa je to svakako matrica rotacije za kut ϕ takav da je
cosϕ = 1

2
, dakle rotacija za kut π/3 ili 5π/3.

Naravno, sve to vrijedi ako je doista u pitanju unitarni operator, a to je prepoznat-
ljivo po svojstvu da mu je matrica u ortonormiranoj bazi ortogonalna matrica.

♥
Osim unitarnih operatora vaºni su jo² neki tipovi linearnih operatora s posebnim svoj-

stvima na unitarnim prostorima. Ovdje ukratko spominjemo samo simetri£ne, odnosno
hermitski simetri£ne operatore.

De�nicija 6.9.11. Neka je (V, 〈·|·〉) unitarni prostor nad poljem F, F = R ili C. Linearni
operator A ∈ L(V ) nazivamo simetri£nim operatorom u slu£aju F = R, odnosno
hermitski simetri£nim operatorom u slu£aju F = C za ako za sve x, y ∈ V vrijedi

〈Ax|y〉 = 〈x|Ay〉.
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U slu£aju kompleksnog prostora hermitski simetri£ni operator nazivat ¢emo kra¢e
hermitskim operatorom. Tom pojmu korespondira pojam hermitski simetri£ne ili, kra¢e,
hermitske matrice, a to je matrica A ∈Mn(C) za koju vrijedi A = A∗.

Relacija kojom je de�nirano svojstvo simetri£nog linearnog operatora moºe se u£initi
neobi£nom, no me�u ve¢ dobro poznatim primjerima linearnih operatora dosta lako ¢emo
prepoznati neke koji su simetri£ni. Neki od njih su i unitarni, a neki nisu.

Primjer 6.31. Na realnom unitarnom prostoru V me�u simetri£ne operatore ubrajaju
se sve homotetije, zrcaljenja i ortogonalni projektori. Rotacije prostora V 2(O) i V 3(O)
op¢enito nisu simetri£ni operatori.

♥
Provjerite istinitost tvrdnji u prethodnom primjeru. Op¢enito ¢e svojstvo simetri£-

nosti, odnosno hermitske simetri£nosti biti lak²e provjeriti pomo¢u matri£nog prikaza u
ortonormiranoj bazi.

Propozicija 6.9.12. Neka je V kona£nodimenzionalni unitarni prostor. Linearni ope-
rator A ∈ L(V ) je simetri£ni operator u slu£aju realnog prostora, odnosno hermitski u
slu£aju kompleksnog prostora V ako i samo ako je njegova matrica u bilo kojoj ortonor-
miranoj bazi simetri£na, odnosno hermitski simetri£na matrica.

Prije dokaza naglasimo da ta tvrdnja zna£i da je za svojstvo simetri£nosti, odnosno
hermitske simetri£nosti nuºno i dovoljno da linearni operator u barem jednoj ortonormi-
ranoj bazi bude prikazan simetri£nom, odnosno hermitski simetri£nom matricom. Ako
je to ispunjeno, takvom ¢e operatoru u svakoj ortonormiranoj bazi biti pridruºena sime-
tri£na (hermitski simetri£na) matrica.

Dokaz. Neka je u ortonormiranoj bazi (e) simetri£nom operatoru A pridruºena matrica
[A](e) = [αij]. Tada vrijedi

〈Aej|ek〉 = 〈ej|Aek〉, j, k = 1, 2, . . . , n.

Odatle izravno dobivamo αkj = αjk pa je A simetri£na, odnosno hermitski simetri£na
matrica.

Obrnuto, neka postoji ortonormirana baza (e) takva da je matrica [A](e) = [αij]
simetri£na (hermitski simetri£na). Treba dokazati da tada vrijedi 〈Ax|y〉 = 〈x|Ay〉 za
sve x, y ∈ V. Iz pretpostavke da vrijedi αkj = αjk za sve j, k slijedi da je 〈Aej|ek〉 =
〈ej|Aek〉. Uvr²tavanjem prikaza vektora x, y u bazi (e) u skalarne umno²ke 〈Ax|y〉 i
〈x|Ay〉 te primjenom jednakosti 〈Aej|ek〉 = 〈ej|Aek〉 lako dobivamo da su ti skalarni
umno²ci jednaki.

Neka najvaºnija svojstva simetri£nih operatora odnose se na njihov spektar i mo-
gu¢nost dijagonalizacije. Sljede¢a tvrdnja analogna je propoziciji 2.9.10. za unitarne
operatore.
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Propozicija 6.9.13. Neka je A simetri£ni ili hermitski operator na unitarnom prostoru
V. Tada vrijedi:

(a) Ako je λ ∈ σ(A), λ je realni broj.

(b) Ako su λ1, λ2 ∈ σ(A) razli£ite svojstvene vrijednosti, a v1, v2 pripadni svojstveni
vektori, tada su v1 i v2 ortogonalni vektori. Odatle slijedi da su svojstveni potpros-
tori pridruºeni razli£itim svojstvenim vrijednostima me�usobno ortogonalni.

(c) Ako je v svojstveni vektor operatora A i x bilo koji vektor ortogonalan na v, tada
je i Ax ortogonalan na v. Drugim rije£ima, ako je v svojstveni vektor, ortogonalni
komplement potprostora [v] invarijantan je pod djelovanjem A.

Dokaz. (a) Neka je Av = λv, v 6= 0. Tada je 〈Av|v〉 = 〈v|Av〉, odakle slijedi 〈λv|v〉 =
〈v|λv〉 i zatim λ〈v|v〉 = λ〈v|v〉. Budu¢i da je v 6= 0, imamo λ = λ pa je λ ∈ R.

(b) Imamo 〈Av1|v2〉 = 〈v1|Av2〉 i stoga 〈λ1v1|v2〉 = 〈v1|λ2v2〉 te λ1〈v1|v2〉 = λ2〈v1|v2〉 =
λ2〈v1|v2〉 s obzirom na to da su λ1, λ2 ∈ R. Ako bi bilo 〈v1|v2〉 6= 0, vrijedilo bi
λ1 = λ2, suprotno pretpostavci o razli£itosti tih svojstvenih vrijednosti.

(c) Neka je Av = λv, v 6= 0 i 〈v|x〉 = 0. Treba dokazati da je tada 〈v|Ax〉 = 0. No
〈v|Ax〉 = 〈Av|x〉 = λ〈v|x〉 = 0.

Napomena. Uo£imo da tvrdnja (a) u prethodnoj propoziciji ne govori, sama po
sebi, da simetri£ni odnosno hermitski operator uvijek ima neprazan spektar (premda je
to zapravo istina, ali na kona£nodimenzionalnom prostoru dimenzije barem 1), nego da
se spektar, ako je neprazan, sastoji samo od realnih brojeva.

Nadalje, ako primijenimo (a) na simetri£ne ili hermitski simetri£ne matrice, vidimo da
su svojstvene vrijednosti takvih matrica (ako uop¢e imaju svojstvene vrijednosti) realni
brojevi, £ak i kad se u matrici (hermitski simetri£noj) pojavljuju kompleksni brojevi koji
nisu realni. (Jasno, svaku simetri£nu odnosno hermitski simetri£nu matricu moºemo
shvatiti kao matri£ni prikaz odgovaraju¢eg operatora u ortonormiranoj bazi pa zatim
primijenimo (a).)

Ako bismo znali da svaki simetri£ni odnosno hermitski operator ima neprazan spek-
tar, na temelju (b) i (c) iz prethodne propozicije mogli bismo dokazati da se svaki takav
operator moºe dijagonalizirati, i to u ortonormiranoj bazi, a zbog (a) dijagonalizacija se,
²tovi²e, ostvaruje nad poljem R.

Prije op¢enitih rezultata pogledajmo jedan primjer kako bismo lak²e razumjeli tvrdnje
koje ¢e zatim uslijediti.

Primjer 6.32. Ispitajmo dijagonalizaciju hermitski simetri£ne matrice

A =

(
0 i
−i 0

)
.
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Lako izra£unamo karakteristi£ni polinom kA(λ) = λ2 − 1 pa je σ(A) = {1,−1}. Uobi-
£ajenim ra£unom dobivamo svojstvene vektore v1 = (1,−i) za λ1 = 1 i v2 = (1, i) za
λ2 = −1. Baza {v1, v2} o£ito je ortogonalna, moºemo je normirati pa dobivamo bazu
{ 1√

2
v1,

1√
2
v2} . Matrica A dijagonalizira se, dakle, u njoj sli£nu matricu diag(1,−1), a

matrica prijelaza je unitarna matrica

T =
1√
2

(
1 1
−i i

)
.

Vrijedi
T tAT = diag(1,−1).

Primijetimo da matrica A ima kompleksne elemente, ali njezin karakteristi£ni polinom
ima samo realne koe�cijente. Nulto£ke su realni brojevi (svojstvene vrijednosti), ali
vektori ortonormirane baze u kojoj se A dijagonalizira pripadaju prostoru C2, a ne R2.

♥

Zadatak 6.23. U zadatku 6.16 navedeno je da se svaka (realna) simetri£na matrica reda
2 moºe dijagonalizirati. Dokaºite da to svojstvo imaju i sve hermitski simetri£ne matrice
reda 2, i to tako�er nad poljem R.
Uputa: Uo£ite da hermitski simetri£ne matrice imaju na dijagonali samo realne brojeve
zbog de�nicijskog uvjeta A = A∗. Pokaºite da su svi koe�cijenti karakteristi£nog poli-
noma realni i da mu je diskriminanta uvijek strogo pozitivna, osim za skalarne matrice.

Propozicija 6.9.14. Spektar simetri£nog odnosno hermitskog operatora na kona£nodi-
menzionalnom unitarnom prostoru je neprazan skup.

(Ovdje izuzimamo trivijalni slu£aj nulprostora.)

Dokaz. Tvrdnja je o£ita za hermitski operator A na kompleksnom prostoru dimenzije
n ≥ 1 jer je njegov karakteristi£ni polinom stupnja n te prema Osnovnom teoremu algebre
ima barem jednu kompleksnu nulto£ku. Takva nulto£ka λ je svojstvena vrijednost pa
postoji i svojstveni vektor, a prema propoziciji 6.9.13 (a) je λ realni broj. (Vidi primjer
6.32.)

Uzmimo, dakle, da je A simetri£ni operator na realnom prostoru dimenzije n. Pri-
kaºimo ga u nekoj ortonormiranoj bazi (e) matricom [A](e) koja je, dakako, simetri£na
i svi njezini elementi su realni brojevi. Karakteristi£ni polinom operatora A ujedno je
karakteristi£ni polinom matrice [A](e). �elimo dokazati da su njegove nulto£ke realni
brojevi. U tu svrhu, moºda neo£ekivano, �prelazimo u podru£je kompleksnih brojeva�.

Naime, matricu [A](e) moºemo promatrati kao matricu linearnog operatora na kom-
pleksnom unitarnom prostoru Cn, u kanonskoj (standardnoj) bazi. To, naravno, nije
operator A na £iji se spektar odnosi tvrdnja, ali svakako je to neki hermitski operator
na prostoru Cn i njegov spektar £ine nulto£ke karakteristi£nog polinoma matrice [A](e).
Prema prija²njem zaklju£ku te su nulto£ke realni brojevi. No simetri£ni operator A na
realnom prostoru V ima isti taj karakteristi£ni polinom, s istim nulto£kama pa su te
nulto£ke ujedno svojstvene vrijednosti operatora A. Propozicija je time dokazana.
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Sad je sve pripremljeno za dokaz jednog od klju£nih rezultata o linearnim operatorima
na unitarnom prostoru.

Teorem 6.9.15. Svaki simetri£ni odnosno svaki hermitski operator na kona£nodimen-
zionalnom unitarnom prostoru moºe se dijagonalizirati, i to u ortonormiranoj bazi. Di-
jagonalni oblik simetri£nog odnosno hermitskog operatora je realna dijagonalna matrica.

Dokaz. Ako se simetri£ni odnosno hermitski operator moºe dijagonalizirati, taj dijago-
nalni oblik je realna matrica prema propoziciji 6.9.13 (a). Treba, dakle, dokazati dijago-
nalizabilnost takvih operatora, a moºemo razmatrati samo simetri£ni operator A jer je
za hermitski sve potpuno analogno.

Uzmimo da je dimV = n > 1 (jer je za n = 1 tvrdnja trivijalna). Prema propoziciji
6.9.14 operator A ima neku realnu svojstvenu vrijednost λ . Neka je v pripadni svojstveni
vektor. Ortogonalni komplement [v]⊥ sada je (n− 1)-dimenzionalni potprostor, a prema
tvrdnji (c) propozicije 6.9.13 taj je potprostor invarijantan za operator A. Prostor V
jednak je ortogonalnoj sumi invarijantnih potprostora, V = [v] ⊕ [v]⊥ , a restrikcija
operatora A na potprostor [v]⊥ o£ito je simetri£ni operator na tom potprostoru. Ako je
n > 2, odnosno dim[v]⊥ = n − 1 > 1, ponavljamo isto razmatranje za taj potprostor,
rastavljamo ga u ortogonalnu sumu invarijantnih za operator A potprostora dimenzija
1 i n − 2 itd. Postupak na kraju dovodi do rastava prostora V u ortogonalnu sumu
jednodimenzionalnih svojstvenih potprostora operatora A.

Vaºno je i za primjene korisno iskazati i odgovaraju¢e tvrdnje za matrice:

Korolar 6.9.16. (1) Svaka realna simetri£na matrica ortogonalno je sli£na realnoj di-
jagonalnoj matrici.

(2) Svaka kompleksna hermitski simetri£na matrica unitarno je sli£na realnoj dijago-
nalnoj matrici.

Tvrdnje slijede iz teorema 2.9.15. tako da se matrice shvate kao matri£ni prikazi
simetri£nog odnosno hermitskog operatora. Istaknimo jo² jedanput ²to te tvrdnje zna£e:

(1) Ako je A ∈ Mn(R) simetri£na matrica, postoje dijagonalna matrica D ∈ Mn(R) i
ortogonalna matrica T ∈Mn(R) takve da vrijedi T tAT = D.

(2) Ako je A ∈Mn(C) hermitski simetri£na matrica, postoje dijagonalna matrica D ∈
Mn(R) i unitarna matrica T ∈Mn(C) takve da vrijedi T ∗AT = D.

U sljede¢em zadatku iskazat ¢emo svojstvo hermitskog operatora koje se moglo opaziti
za jednu odre�enu hermitski simetri£nu matricu reda 2 u primjeru 6.32, a op¢enito za
takve matrice reda 2 pokazuje se u sklopu rje²avanja zadatka 6.23.

228



6.9. LINEARNI OPERATORI NA UNITARNOM PROSTORU

Zadatak 6.24. Dokaºite da je karakteristi£ni polinom hermitskog operatora na kona£nodi-
menzionalnom kompleksnom prostoru realni polinom, to jest da su mu svi koe�cijenti
realni brojevi.

Primjer 6.33. Primjena dijagonalizacije simetri£ne matrice na krivulje 2. reda.
U kolegiju Analiti£ka geometrija (odjeljak 3.9. Krivulje drugog reda u R2 iz skripte

predmeta) provedena je potpuna klasi�kacija skupova to£aka u ravnini zadanih jednadº-
bom oblika

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0,

pri £emu su a, b, c, d, e, f ∈ R takvi da je barem jedan od koe�cijenata a, b i c razli£it od
0. Pogodnim rotacijama i translacijama koordinatnog sustava op¢a jednadºba svodila se
na neki od prepoznatljivih oblika. Izvedene su i invarijante krivulja 2. reda, spomenute
su svojstvene vrijednosti te je najavljeno da ¢e se vi²e o tome u£iti u Linearnoj algebri.

Pokaºimo na primjeru jednog zadatka iz skripti iz Analiti£ke geometrije kako bismo
ovdje pristupili rje²avanju. Treba odrediti tip i kanonsku jednadºbu krivulje zadane
jednadºbom

6xy + 8y2 − 12x− 26y + 11 = 0.

Za op¢u jednadºbu de�niramo simetri£nu matricu

A =

[
a b
b c

]
.

Trinom ax2 + 2bxy + cy2 moºe se sada napisati kao[
x y

]
A

[
x
y

]
,

odnosno kao skalarni produkt 〈Av|v〉 za v = (x, y) ∈ R2. Budu¢i da se A zbog simetri£-
nosti moºe dijagonalizirati u ortonormiranoj bazi {v1, v2} svojstvenih vektora pridruºenih
svojstvenim vrijednostima λ1 i λ2, za vektor v = αv1 + βv2 imamo

〈Av|v〉 = λ1〈αv1|αv1〉+ λ2〈βv2|βv2〉 = λ1(α)2 + λ2(β)2.

Dakle, 〈Av|v〉 je linearna kombinacija kvadrata koordinata vektora v u ortonormiranoj
bazi svojstvenih vektora, ²to smo istaknuli postavljanjem zagrada.

Matrica A moºe se napisati u obliku A = TDT t, gdje je D = diag(λ1, λ2), a T
ortogonalna matrica. Dalje ra£unamo u terminima pravokutnih koordinatnih sustava u
ravnini R2. Uzmemo li nove koordinate[

x′

y′

]
= T t

[
x
y

]
(rije£ je zapravo o rotaciji pravokutnog koordinatnog sustava i koordinatama (x′, y′) u
tako dobivenom novom sustavu), moºemo napisati:[

x y
]
A

[
x
y

]
=
[
x y

]
TDT t

[
x
y

]
=

(
T t
[
x
y

])t
D

(
T t
[
x
y

])
=
[
x′ y′

]
D

[
x′

y′

]
= λ1(x

′
1)

2 + λ2(x
′
2)

2. (6.9)
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U na²em primjeru izra£unamo da za

A =

[
0 3
3 8

]
vrijedi σ(A) = {−1, 9}, a svojstveni potprostori su [(1, 3)] za svojstvenu vrijednost λ1 = 9
i [(−3, 1)] za svojstvenu vrijednost λ2 = −1. Stoga su

D =

[
9 0
0 −1

]
, T =

1√
10

[
1 −3
3 1

]
.

Dalje imamo [
x′

y′

]
= T t

[
x
y

]
=

1√
10

[
1 3
−3 1

] [
x
y

]
,

a binom 6xy + 8y2 transformira se u binom 9(x′)2 − (y′)2 (²to je u skladu s relacijom
(6.9)).

Preostaje transformirati linearni trinom −12x−26y+11. Uvr²tavanjem x = 1√
10

(x′−
3y′) i y = 1√

10
(3x′ + y′) dobivamo

−12x− 26y + 11 =
√

10(−9x′ + y′) + 11.

Kona£no imamo

6xy + 8y2 − 12x− 26y + 11 = 9(x′)2 − (y′)2 −
√

10(9x′ − y′) + 11

= 9

(
x′ −

√
10

2

)2

−

(
y′ −

√
10

2

)2

− 9 = 0,

odnosno
(x′ −

√
10/2)2

1
− (y′ −

√
10/2)2

9
= 1.

Posljednji izraz dobiven je �dopunjavanjem do kvadrata�, odnosno translacijom koordi-
natnog sustava. U Analiti£koj geometriji bilo je to izraºeno prelaskom na nove koordinate
x′′ = x′ − v, y′′ = y′ − w, odnosno konkretno

x′′ = x′ −
√

10

2
=

1√
10

(x+ 3y − 5), y′′ = y′ −
√

10

2
=

1√
10

(−3x+ y − 5),

£ime smo dobili jednadºbu

(x′′)2 − (y′′)2

9
= 1.

Zaklju£ujemo da je zadana krivulja je hiperbola. Njezin centar je u to£ki (x′′, y′′) = (0, 0)
koja u (x, y)-koordinatama glasi (−1, 2).

♥
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Primjer 6.34. Primjena dijagonalizacije na rje²avanje rekurzivnih jednadºbi.
Ovdje ¢emo kao primjer razmotriti samo slu£aj linearne rekurzivne jednadºbe oblika

xn = axn−1 + bxn−2,

uz zadane vrijednosti po£etnih £lanova x0 i x1. Dakle, niz (xn) zadan je tako da je op¢i
£lan izraºen kao linearna kombinacija prethodnih dvaju £lanova sa stalnim koe�cijentima
a i b. �elimo eksplicitno izraziti xn kao funkciju od n.

De�niramo niz vektor-stupaca

Xn =

[
xn
xn−1

]
,

za n ≥ 1 te izrazimo Xn pomo¢u Xn−1:

Xn =

[
a b
1 0

]
Xn−1.

Neka je A =

[
a b
1 0

]
. Pomo¢u te matrice jednostavno dobivamo

Xn = AXn−1 = A2Xn−2 = . . . = An−1X1.

Kako jeX1 zadan, o£ito preostaje samo izra£unati matricu An−1, a to ¢e biti lako izvedivo
npr. u slu£aju kad se A moºe dijagonalizirati jer tada primijenimo na£in izra£unavanja
kakav je naveden u zadatku 6.16. Naime, ako se A dijagonalizira u matricu D i D =
T−1AT , onda je A = TDT−1 pa je

An = TDnT−1

i time je u na£elu problem rije²en. Ako je uz to matrica prijelaza T ortogonalna, ra£un
je jo² lak²i zbog T−1 = T t.

Ilustrirat ¢emo taj postupak na vjerojatno najpoznatijem nizu koji se zadaje rekur-
zivno pomo¢u dvaju prethodnih £lanova, Fibonaccijevu nizu, zadanom relacijom

xn = xn−1 + xn−2, n ≥ 2

Za po£etne £lanove uzmimo x0 = 0, x1 = 1. Tako dobivamo poznati niz 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . ..
Tada je a = b = 1, matrica A je simetri£na, ortogonalno je sli£na matrici D = diag(α, β),
pri £emu su α i β svojstvene vrijednosti, dakle nulto£ke polinoma

kA(λ) = λ2 − λ− 1.

Rje²enja su

α =
1 +
√

5

2
, β =

1−
√

5

2
,

a korisno je uo£iti relacije

αβ = −1, α + β = 1, α− β =
√

5.
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Lako nalazimo svojstvene potprostore, to su [(α, 1)] i [(β, 1)]. Napisani vektori su orto-
gonalni, ali ne i normirani. Sad nije nuºno uzimati ortonormiranu bazu pa neka je

T =

[
α β
1 1

]
.

Kako je detT = α− β , imamo

T−1 =
1

α− β

[
1 −β
−1 α

]
te

An−1 = TDn−1T−1 = T diag(αn−1, βn−1)T−1 =
1

α− β

[
αn − βn αn−1 − βn−1

αn−1 − βn−1 αn−2 − βn−2
]
.

Odavde uvr²tavanjem u

Xn = An−1X1 = An−1
[
x1
x0

]
= An−1

[
1
0

]
dobivamo

xn =
αn − βn

α− β
.

Iako se u formuli pojavljuje iracionalni broj
√

5, vrijednosti £lanova niza su prirodni
brojevi, kao ²to o£ito i moraju biti (jer su de�nirani cjelobrojnom linearnom rekurzijom
i cjelobrojnim po£etnim uvjetima). �lanovi Fibonaccijeva niza uglavnom se ozna£avaju
s Fn. Npr. za n = 3 imamo

F3 =
α3 − β3

α− β
= α2 + αβ + β2 = (α + β)2 − αβ = 1 + 1 = 2.

♥
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INDEKS POJMOVA

aditivnost, 156
adjungirani operator, 212
adjunkta matrice, 119
algebarska kratnost, 197
algebarski komplement (kofaktor), 117

baza, 41
binarna operacija, 11

asocijativna, 12
komutativna, 12

Binet-Cauchyjev teorem, 116

defekt linearnog operatora, 170
determinanta matrice, 108
dijagonalizabilna matrica, 204
dijagonalizabilni operator, 199
direktna suma potprostora, 58
direktni komplement, 60, 150
dualna baza, 181
dualni prostor, 181

ekvivalentne matrice, 82
ekvivalentni sustavi linearnih jednadºbi,

99
elementarne transformacije nad

matricom, 80
epimor�zam, 171

Gaussova metoda, 99
geometrijska kratnost, 196
Gram-Schmidtov postupak

ortogonalizacije, 149
Gramova determinanta, 134

Gramova matrica, 134
grupa, 15, 17

Abelova grupa, 15, 17
grupoid, 11

komutativan grupoid, 12

Hamilton-Cayleyev teorem, 210
hermitski simetri£ni operator, 224
hermitsko adjungiranje, 70
homogenost, 156

invarijantni potprostor, 211
inverzna matrica, 77, 90
inverzni element (inverz), 14

suprotni element, 15
izomor�zam, 171

jednakost matrica, 64
jezgra linearnog operatora, 169

karakteristi£ni (svojstveni) polinom, 193
Kronecker-Capellijev teorem, 96

Laplaceov razvoj, 119
linearna jednadºba, 93

homogena, 93
rje²enje, 93

linearna kombinacija vektora, 33
linearna ljuska, 33
linearni funkcional, 181
linearni operator, 156
linearno (ne)zavisan, 37
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INDEKS POJMOVA

matri£ni zapis linearnog operatora, 166,
183

matri£ni zapis vektora, 166
matrica, 63

antisimetri£na, 68
dijagonalna, 66
donjotrokutasta, 66
elementarna, 82
gornjotrokutasta, 66
hermitski adjungirana, 70
hermitski antisimetri£na, 71
hermitski simetri£na, 71
invertibilna (regularna), 77
jedini£na, 66
kanonska, 86
kvadratna, 64
nulmatrica, 65
ortogonalna, 91, 217
regularna, 88
simetri£na, 68
singularna, 77
skalarna, 66
stup£ana, 64
transponirana, 67
unitarna, 217

matrica prijelaza, 184
metrika, 143
metri£ki prostor, 143
minimalni polinom operatora/matrice,

210
minora, 118
mnoºenje matrica, 72
mnoºenje matrice skalarom, 65
monoid, 13

komutativni monoid, 13
monomor�zam, 171

nejednakost
Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog,
132

nejednakost trokuta, 138
neutralni element (jedinica, nula), 13
norma, 138

inducirana, 139
normirani prostor, 138
nulvektor, 28

op¢a linearna grupa, 88
ortogonalna projekcija, 151
ortogonalni komplement, 137
ortogonalnost, 136

me�usobna, skupova, 136
skupa, 136
vektora, 136

ortonormiranost, 144
baze (ONB), 144
skupa, 144

permutacija, 107, 123
inverzija, 108
neparna, 108
parna, 108
predznak, 108
transpozicija, 112

polje, 26
polugrupa, 12

komutativna polugrupa, 12
presjek potprostora, 56
prsten, 24

komutativni prsten, 25
prsten s jedinicom, 25
trivijalni prsten, 25

rang linearnog operatora, 170
rang matrice, 83
relacija biti izomorfan, 176
relacija biti sli£an, 188
relacija paralelograma, 139

simetri£na grupa, 23, 107
simetri£nim operatorom, 224
skalarno mnoºenje (skalarni produkt),

128
matrica iz Mmn(R), Mmn(C), 132
polinoma iz P , 131
standardno na Cn, 131
standardno na Rn, 131

slika linearnog operatora, 169
spektar, 192
Steinitzov teorem, 45
suma potprostora, 56
sustav izvodnica (generatora), 35
sustav linearnih jednadºbi, 94

Cramerov, 121
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homogen, 98
homogeni, 94
rje²enje, 94, 96, 98
trivijalno rje²enje, 95

svojstvena (karakteristi£na) vrijednost,
191

svojstvena (karakteristi£na) vrijednost
matrice, 205

svojstveni (karakteristi£ni) vektor, 191
svojstveni (karakteristi£ni) potprostor,

196

teorem o rangu i defektu, 173
trag matrice, 70
transponiranje, 67

ulan£ane matrice, 72
unitarni operator, 213

unitarni prostor, 128

vektori, 28
mnoºenja vektora skalarom, 28
zbrajanje vektora, 28

vektorski potprostor, 50
pravi, 50
trivijalni, 50

vektorski prostor, 28, 127
n-dimenzionalan, 46
beskona£nodimenzionalan, 43
kompleksni, 127
kompleksni vektorski prostor, 28
kona£nodimenzionalan, 43
kona£nogeneriran, 36
realni, 127
realni vektorski prostor, 28
trivijalni prostor, 28
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INDEKS OZNAKA

N skup prirodnih brojeva
Z skup (prsten) cijelih brojeva
Q skup (polje) racionalnih brojeva
R skup (polje) realnih brojeva
C skup (polje) kompleksnih brojeva
Zm prsten cijelih brojeva modulo m
P skup (prsten, vektorski prostor) polinoma (s koe�cijentima iz R)
Pn skup (prsten, vektorski prostor) polinoma stupnja manjeg ili jednakog n s

nulpolinom (s koe�cijentima iz R)
Q(
√
d) kvadratno pro²irenje polja Q (kvadratno polje)

0V nulvektor iz vektorskog prostora V
V 1, V 2, V 3 skupovi (vektorski prostori) klasa orijentiranih duºina na pravcu, u ravnini i

u prostoru
V i(O) i = 1, 2, 3, skupovi (vektorski prostori) radijvektora s po£etnom to£kom O

na pravcu, u ravnini i u prostoru
Rn skup (vektorski prostor) svih ure�enih n-torki realnih brojeva
Cn skup (vektorski prostor) svih ure�enih n-torki kompleksnih brojeva
CR skup kompleksnih brojeva shva¢en kao realni vektorski prostor
RN skup (vektorski prostor) realnih nizova
RR skup (vektorski prostor) svih realnih funkcija realne varijable
[S] linearna ljuska skupa S
dimV dimenzija vektorskog prostora V
L ≤ V L je potprostor od V
L < V L je pravi potprostor od V
L ∩M presjek potprostora L i M
L+M suma potprostora L i M
L+̇M direktna suma potprostora L i M
Mmn(F) skup (vektorski prostor) svih matrica tipa (m,n) s elementima iz polja F
A = [aij] matrica zadana op¢im elementom aij
At transponirana matrica matrice A
A−1 inverz matrice A
A ∼ B matrica A je ekvivalentna matrici B
Mn(F) skup (algebra) svih kvadratnih matrica (reda n) s elementima iz polja F

238



INDEKS POJMOVA

In jedini£na matrica reda n
diag(α1, . . . , αn) dijagonalna matrica reda n s elementima α1, . . . , αn na dijagonali
r(A) rang matrice A
Dr kanonska matrica odre�enog tipa ranga r
detA determinanta matrice A
sign p predznak permutacije p
I(p) broj inverzija permutacije p
∆ij minora (odre�ena elementom matrice na poziciji (i, j))
Aij algebarski komplement (kofaktor)
Ã adjunkta matrice A
〈a|b〉 skalarni umnoºak (produkt) vektora a i b
0V nulvektor
G(x1, x2, . . . , xk) Gramova matrica skupa vektora {x1, x2, . . . , xk}
Γ(x1, x2, . . . , xk) Gramova determinanta skupa vektora {x1, x2, . . . , xk}
S⊥ skup svih vektora ortogonalnih na skup S
L⊥ ortogonalni komplement potprostora L
M u L direktna suma potprostora M i L
M ⊕ L ortogonalna suma potprostora M i L
a⊥b me�usobna ortogonalnost vektora a i b
S⊥T me�usobna ortogonalnost skupova S i T
‖a‖ norma vektora a
‖a‖∞ maks-norma vektora a
‖a‖1 1-norma vektora a
‖a‖2 2-norma (euklidska norma) vektora a
‖a‖p p-norma vektora a
∠(a, b) kut izme�u vektora a i b
d(a, b) udaljenost vektora a i b
d(A, S) udaljenost to£ke A od skupa S
d(a, L) udaljenost vektora a od potrostora L
δij Kroneckerov simbol
L(V,W ) skup svih linearnih operatora s V u W
L(V ) skup svih linearnih operatora s V u V
[A](f,e) matrica linearnog operatora A u paru baza (e) i (f)
[x](e) stup£ana matrica vektora x u bazi (e)
S(A), ImA slika linearnog operatora A
J(A), KerA jezgra linearnog operatora A
r(A) rang linearnog operatora A
d(A) defekt linearnog operatora A
' relacija biti izomorfan
V ∗ dualni prostor prostora V
σ(A) spektar linearnog operatora (matrice) A
kA karakteristi£ni polinom linearnog operatora (matrice) A
detA determinanta operatora (matrice) A
trA trag operatora (matrice) A
At transponirana matrica matrice A
A∗ hermitski adjungirana matrica matrice A
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