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Poglavlje 1

Uvod

Linearna algebra se bavi prouCavanjem sustava linearnih jednadzbi u viSe va-
rijabli. Algebra se bavi, medu ostalim, polinomijalnim jednadzbama u jednoj
varijabli. Algebarska geometrija kombinira ova 2 polja, promatrajuci sustave
polinomijalnih jednadzbi u vie varijabli.

Cilj nam nije nalazenje nekog rjeSenja takvog sustava, ve¢ razumijevanja in-
trinzic¢kih svojstava takvih rjesenja. Cilj kolegija je uvesti moderan jezik shema,
koji dopusta rad sa poljima koja nisu algebarski zatvorena i time je vrlo pogodan
za rad u teroiji brojeva, gdje nijedno polje od interesa nije algebarski zatvoreno.

Motivacija ¢e nam uglavnom dolaziti iz geometrijskih problema, dok ée jezik
algebarske geomterije biti prvenstveno algebarski. Pretpostavljat ¢u dobro poz-
navanje (komutativne) algebre. NuZzni rezultati iz algebre se nece dokazivati, ali
¢u uglavnom dati referencu.

Prvenstveno ¢u se drzati [2], medutim koristit ¢u i drugu literaturu i web
skripte (koje ¢u naknadno citirati). Za pozadinu ¢u se Cesto referencirati i na
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Poglavlje 2

Afine mnogostrukosti

Neka je k u ovom poglavlju algebarski zatvoreno polje. U cijelom kolegiju, svi
prsteni ¢e biti komutativni prsteni s jedinicom, te to ne¢emo viSe spominjati.
Neka je A := k[z1,...,zp].

Definicija 1. Neka je n € Ny. Definiramo n-dimenzionalni afin prostor nad k
AL ={(x1,...,2n) € K"}

Kada je k jasan iz konteksta, ¢esto ¢emo pisati samo A™. Element P € A™ se
zove tocka, te ako je P = (ay,...,ay), a;-jevi se zovu koordinate od P.

Primjetimo da su k™ i A" isti kao skupovi. Mi promatramo A" kao skup,
dakle zaboravljamo (ignoriramo) ¢injenicu da je k™ vektorski prostor i prsten.
Dakle na A" nisu definirani zbranjanje i mnozenje.

Definicija 2. Neka je S skup polinoma u A := k[zy,...,z,]. Tada ozna¢avamo
V(S):={PeA": f(P)=0zasve f € S}.

Kada se S sastoji od samo jednog polinoma f, pisemo V' (f) (umjesto V({f})).
Skup T C A" se zove algebarski skup ako postoji S C A takav da je T = V(S).

Napomena 1. Neka su f,g € A koji se poniStavaju na nekom posdskupu S od
A™. Tada se ponistavaju i fh, za svaki polinom h € Ai f + g. To povlaci da je
I ideal generiran s S, da ¢e tada vrijediti V(I) = V(S). Dakle, moZemo uvijek
zamijeniti S s idealom (.5) kojeg taj skup generira.

Ova napomena je jedan od temelja algebarske geometrije; ona povezuje ge-
ometrijske objekte (algebarske skupove) s algebarskim (idealima).

Definicija 3. Komutativan prsten je Noetherin ako je svaki ideal u R kona¢no
generiran.

Teorem 1 (Hilbertov teorem o bazi). Ako je R Noetherin prsten, tada je i R|x]
Noetherin.
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Primjetimo da posto je A Noetherin prsten, svaki ideal je kona¢no generiran,
te je svaki algebarski skup V(S) za neki S = {f1,..., fi}-

Propozicija 2. (a) Vrijedi V(S1) UV (S2) = V(5152), dakle unija dva alge-
barska skupa je algebarski skup.

(b) Neka je J neki skup indeksa i S; C A za svakii € J. Tada je(;c; V(S;) =
V(U,ey Si)- Dakle, prejsek bilo koje familije algebarskih skupova je alge-
barski skup.

(c) ako je S C T, da je tada V(T) D V(S).
(d) Prazan skup i cijeli prostor su algebarski skupovi.

Dokaz. Vidi [2, Proposition I.1.1] ili [I, Lemma 1.4].
Za zadnju tvrdnju: V((0)) = A", te V((1)) = 0. O

Primjetimo da obrat od (c) ne vrijedi.

Definicija 4. Neka je J < R, tj. J je ideal u prstenu R. Tada je V/J radikal
od J
Vi = {fGR:kaJzanekikeN}.

Ideal J je radikalan ako je v/.J = J.
Sjetimo se da je za ideale Jy, Js, J1 + Jo ideal generiran s J; U Js.
Propozicija 3. Neka su J, J1, Jo < A.
(a) V(VJ)=V(J).
(b) V(J1) UV (J2) =V (J1J2) = V(J1NJa).
(c) V(J1)NV(J2) =V (J1 + Ja).
Dokaz. Vidi [1, Lemma 1.7] O
Primjetimo da ako je J ideal, tada je i v/J ideal.
Definicija 5. Neka je X C A". Definiramo ideal od X s

I(X)={feA: f(x)=0zasvex € X}.

Primjetimo da za X; C Xy C A" vrijedi I(X3) C I(X7). Takoder, primje-
timo da je I(X) uvijek radikalan ideal: ako je f¥(z) = 0 za sve x € X, tada
o¢ito mora vrijeditii f(x) =0 zasve z € X, paje f € I(X).

Teorem 4 (Hilbertov Nullstellensastz). (a) Za svaki algebarski skup X € A™
vrijedi V(I(X)) = X.

(b) Za svaki ideal J < A vrijedi 1(V (J)) = /J.

Za dokaz vecine ovih tvrdnji vidite [T, Proposition 1.10].
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Korolar 5. Postoji 1 — 1 korespondencija koja obrée relaciju inkluzije izmedu
radikalnih ideala I < A i algebarskih skupova V' C A™ u kojoj je

IVt (V)& V.

Primjer 1. Neka je J ideal u k[z]. Posto je k[z] DGI, slijedi K = (f) za neki
f=(x—a)* - (x—a,)*. Lako vidimo da je V(J) = V(f) = {a1,...a,}, pa
je onda

V() =VI=(a—a) (r—a)),

tj. to su polinomi koji se ponistavaju u aq,...,a,.

Primjer 2. Pretpostavka da je k algebarski zatvoreno polje je bitno. Neka
je J = (2% +1) < R[z]. To je prosti, a time i radikalni ideal. Imamo da je
V(J) =0, paje I(V(J)) =I(0) =R[z] # J =/J.

Primjer 3. Ideal J = (z1—ay,...,z,—a,) < A je maksimlan posto je A/J ~ k,
§to je polje. Time je J i radikalan. Neka je a = (a1, ...,a,). Imamo

I({a}) = I(V(J)) = J.

Zapravo tocke su najmanji algebarski skupovi, pa po Nullstellensatzu odgo-
varaju maksimalnim idealima. Dakle bijekcija iz Corollary [5] se restringira na
bijekciju izmedu to¢aka u A™ i maksimalnih ideal u A.

Iz Hilbertovog Nullstellensatza direktno slijedi Slabi Nullstellensatz.
Teorem 6 (Slabi Nullstellensatz). Za svkai pravi ideal I < A vrijedi V(I) # 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je I ideal takav da je I(V (1)) prazan; tada je I(V (1)) =
A, pa je po Nullstellensatzu /T = A. Slijedi da za neki r € N vrijedi 1" =1 € I,
pa ideal I nije pravi. O
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Proposition 2] nam omoguéuje uvodenje topologije na afinom prosotru kroz
algebarske skupove.

Definicija 6. Topologija Zariskog na A™ je definirana tako da definiramo da su
otvoreni skupovi komplementi od algebarskih skupova.

Primjetimo da su cijeli prostor i prazan skup otvoreni skupovi.

Primjer 4. Primjetimo da su algebarski skupovi u A! oni koji su konaéni i
cijeli prostor. Dakle otvoreni skupovi su komplementi od kona¢nih i prazan
skup. Primjetimo da ova topologija nije Hausdorffova.

Definicija 7. Neprazan podskup Y od (opcenitog) toploskog prostora X je
ireducibilan ako se ne moZe napisati kao unija 2 prava zatvorena (u Y) podskupa.
Prazan skup se ne smatra ireducibilnim.

Primjer 5. A! je ireducibilan, posto su zatvoreni podskupovi konaéni, a A! je
beskoncan.

Primjer 6. Neprazan podskup ireducibilnog prostora je ireducibilan i gust. Ako
je Y ireducibilan podskup od X, tada je zatvorenje Y u X takoder ireducibilno.
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