
Teorija polja klasa i teorija kompleksnog

mnoºenja

Filip Najman

Prirodoslovno matemati£ki fakultet, Matemati£ki odsjek
2017/2018



Sadrºaj

1 Uvod 3

2 Kratki podsjetnik iz algebarske teorije brojeva 5

3 p-adski brojevi 9
3.1 Inverzni limes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2 Prsten cijelih p-adskih brojeva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.3 Polje p-adskih brojeva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.4 Apsolutne vrijednosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.5 Rje²enja polinomijalnih jednadºbi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.6 Stuktura od Z×

p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.7 Kvadrati u Q×

p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.7.1 Slu£aj p ̸= 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.7.2 Slu£aj p = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.8 Pro²irenja od Qp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4 Dirichletovi karakteri 24
4.1 Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritimeti£kim nizovima 27
4.2 Dirichletova gusto¢a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5 Grupe klasa zraka 31

6 Mjesta 35

7 Artinovo preslikavanje 37

8 Produktna formula 40

9 Iskazi teorema (globalne) teorije polja klasa 41
9.1 Hilbertovo polje klasa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
9.2 Neke posljedice teorema teorije polja klasa . . . . . . . . . . . . . 46
9.3 �ebotarevljev teorem o gusto¢i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
9.4 Primjena teorije polja klasa na prste brojeve oblika p = x2 + ny2 51

10 Lokalni Artinov simbol 53

1



SADR�AJ 2

11 Elipti£ke krivulje 55
11.1 Funkcijska polja (a�nih) krivulja . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
11.2 Preslikavanja elipti£kih krivulja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

12 Izogenije 63

13 Elipti£ke krivulje nad C 66

14 Kompleksno moºenje nad C 70

15 Polja de�nicije 74
15.1 Hilbertovo polje klasa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

16 Maksimalno Abelovo pro²irenje 81

17 Integralnost j-invarijante 85
17.1 Tateova krivulja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
17.2 Elipti£ke krivulje nad p-adskim poljima . . . . . . . . . . . . . . 86
17.3 Cjelobrojnost j-invartijante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86



Poglavlje 1

Uvod

Povijesno, Teorija polja klasa (Class Field Theory ili skra¢eno CFT) je motivi-
rana Kronecker-Weberovim teoremom.

De�nicija. Kaºemo da je polje K polje algebarskih brojeva (PAB) ako je ko-
na£no pro²irenje od Q, tj. [K : Q] je kona£no.

De�nicija. Kaºemo da je pro²irenje polja L/K Abelovo ako je Galoisovo i ako
je Gal(L/K) Abelova grupa. Kaºemo da je pro²irenje polja L/K cikli£ko ako
je Galoisovo i ako je Gal(L/K) cikli£ka grupa.

Teorem 1 (Kronecker-Weber). Neka je K/Q kona£no Abelovo pro²irenje. Tada
postoji n ∈ N takav da je K ⊆ Q(ζn).

Napomena. Teorem je prvi iskazao Kronecker 1853., dav²i djelomi£an dokaz.
Weber je zatim 1886. objavio dokaz, za koji se ispostavilo (90 godina kasnije)
da ima gre²aka. Prvi potpuni dokaz dao je Hilbert 1896.

Hilbert je 1900. dao listu od 23. tada nerje²ena problema, koja je smatrao
vaºnima.

Problem (Hilbertov 12. problem/Kroneckerov "Jugendtraum" (san iz mla-
dosti)). Za zadano PAB K, opisati sva Abelova pro²irenja od K.

Problem je jo² uvijek nerije²en, te je u potpunosti rije²en samo za imaginarna
kvadratna polja £iji je broj klasa 1; u tom slu£aju problem rije²ava toerija
kompleksnog mnoºenja, kojom ¢emo se baviti u drugom dijelu kolegija.

Tri razvoja doga�aja iz kraja 19. stolje¢a su doveli do razvoja CFT - veze
izme�u Abelovih pro²irenja nekog polja i grupe klasa tog polja, teoremi o gusto¢i
prostih ideala (i L-funkcije), te zakoni reciprociteta (generalizacije kvadratnog
reciprociteta).

Naziv "polja klasa" se odnosi na odre�enja pro²irenja polja koja imaju odre-
�eneu vezu s grupom klasa nekog polja. Jedan od glavnih teorema CFT je da
su ta polja klasa isto ²to i Abelova pro²irenja. Moºe nas zanimati i kako se
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POGLAVLJE 1. UVOD 4

faktoriziraju prosti ideali od K u Abelovim pro²irenjima od K. Odgovor na to
pitanje nam daje Artinov reciprocitet.

Navedimo jo² jedan motiviraju¢i problem za CFT. Jedan od osnovnih raz-
loga zbog koji je algebarska teorija brojeva izmi²ljena je rje²avanja Diofantskih
jednadºbi. Neka je f(x, y) = 0, gdje je f ∈ Z[x, y] neka polinomijalna jed-
nadºba, za koje ºelimo na¢i cijelobrojna ili racionalna rje²enja. U ATB se £esto
promatra ta jedndºba u prstenu cijelih nekog PAB K u kojemu se f (ili dio od
f) faktorizira. Ako je hK = 1 (tj. OK je domena jedinstvene faktoizacije), tada
to zna£ajno pomaºe u rije²avanju problema. Npr. da bi na²li rje²enje jednadºbe
y2 = x3 − 1, faktorizira se y2 + 1 nad Z[i], te se pokaºe da y + i i y − i moraju
biti kubovi u Z[i].

Me�utim, ²to ako hK > 1? Tada ono ²to prvo pada na pamet je na¢i neko
ve¢e polje L, L ⊆ K, takvo da je L ⊇ K, te da je hL = 1. Me�utim, postoji
li takvo polje L? To je pitanje dugo bilo nerije²eno, te su tek 1960. �afarevi£ i
Golod dokazali da ne postoji za svako PAB K. Me�utim, nama je za rije²avanje
ove jednadºbe dosta puno slabije svojstvo: dosta nam je da svi ideali od OK
postaju glavni u OL. Uvijek postoji PAB L koje ima ovo svojstvo, te ¢e nam
ova tvrdnja biti Teorem o glavnim idealima.



Poglavlje 2

Kratki podsjetnik iz
algebarske teorije brojeva

U kolegiju pretpostavljamo dobro poznavanje ATBa, te da je poznato sve iz [1,
1.1. Number Fields].

Sada ¢emo se ukratko podsjetiti nekih £injenica. Neka je K/F kona£no
pro²irenje PAB. Tada se prosti ideal p od OF prosti ideal faktorizira kao

pOK = Pe1
1 · · ·Per

r ,

gdje su svi Pi-ovi razli£iti prosti ideali od OK . Prirodni brojevi ei se zovu
indexi grananja (ili stupnjevi grananja) od Pi/p. Ako je K/F Galoisovo, tada
je e1 = · · · er = e. Polja OK/Pi i OF /p su kona£na polja, koja se nazivaju polja
ostataka od P i p, te je OF /p izomorfno potpolju od OK/Pi. Stupanj inercije
fi = f(Pi/p) je

f(Pi/p) = [OK/Pi : OF /p] .

Ako je K/F Galoisovo, tada je f1 = · · · fr = f , te vrijedi efr = [K : F ].
Kaºemo da je p nerazgranat ako je ei = 1 za i = 1, . . . , r, te da je potpuno

razgranat ako je r = 1 i e1 = [K : F ]. Kaºemo da je p inertan ako je r = 1 i
ako je e1 = 1 (ili ekvivalentno f1 = [K : F ]), te kaºemo da se p potpuno cijepa
ako je r = [K : F ].

Neka je F polje algebarskih brojeva, te neka je K/F kona£no Galoisovo
pro²irenje od F stupnja n. Neka je p �ksan prost ideal od OF i neka je njegova
faktorizacija u OK

pOK = (P1 · · ·Pr)
e,

gdje svi Pi-ovi imaju isti stupanj inercije f . Grupa Gal(K/F ) djeluje na skup
{P1, · · · ,Pr}. To djelovanje je tranzitivno, tj. za svaki Pi i Pj postoji σ ∈
Gal(K/F ) takav da je σ(Pi) = Pj .

Kada grupa djeluje na skup, tada se £esto promatra stabilizatorska podgrupa
nekog elementa, tj. podgrupa elemenata u grupi koji trivijalno djeluje na taj
element skupa.
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De�nicija. Uz notaciju kao i prije, de�niramo dekompozicijsku grupu D(Pi/p)
elementa Pi

D(Pi/p) = {σ ∈ Gal(K/F ) | σ(Pi) = Pi} ≤ Gal(K/F ).

Primjetimo sljede¢e neka su Pi i Pj takvi da je σ(Pi) = Pj . Tada se lako
provjeri da je

D(Pj/p) = σD(Pi/p)σ
−1.

Dakle sve dekompozicijske grupe su konjugirane. Po²to je D(Pi) po de�niciji
stabilizatorska podgrupa elementa Pi, te je djelovanje grupe tranzitivno (tj.
orbita od Pi je duljine r), po teoremu o Orbiti i stabilizatoru da je

#D(Pi/p) = n/r = ef.

Primjer 1. Promotrimo pro²irenje Q(ζ15)/Q; to je pro²irenje stupnja ϕ(15) =
8, vrijedi Gal(Q(ζ15)/Q) ≃ (Z/15Z)×. Elemente Gal(Q(ζ15)/Q) prikazujemo
kao σi(ζ15) = ζi15, gdje je i ∈ (Z/15Z)×. Tako�er, vrijedi da je prsten cijelih
brojeva u Q(ζ15) jednak Z[ζ15].

Promotrimo faktorizaciju elemenata 2, 3, 5 i 31 u Z(ζ15). Neka su

p2 = (2, ζ415 + ζ15 + 1),

p3 = (3, ζ415 + ζ315 + ζ215 + ζ15 + 1),

p5 = (5, ζ215 + ζ15 + 1)

p31 = (31, ζ15 + 3)

Prikaºimo u sljede¢oj tablici vrijednosti r, e i f za navedene proste brojeve.

r e f
p2 2 1 4
p3 1 2 4
p5 1 4 2
p31 8 1 1

Izra£unajmo sada dekompozicijsku grupu svakog od ovih prostih elemenata.
O£ito je D(p3/3) = D(p5/5) = Gal(L/K), po²to su p3 i p5 jedini prosti brojevi
iznad 3 i 5. Tako�er, o£ito vrijedi #D(p31/31) = n/r = 1.

Dakle jedini zanimljivi slu£aj je D(p2/2). To je grupa reda ef = 4. Promo-
trimo preslikavanje

Z[ζ15]→ Z[ζ15]/p2 = F2[x]/(x
4 + x+ 1),

koji ²alje ζ15 u x. Vrijedi

σi((2, ζ
4
15 + ζ15 + 1)) = (2, σ(ζ415 + ζ15 + 1)) = (2, ζ4i15 + ζi15 + 1).
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Zaklju£ujemo da ¢e σ biti u D(p2/2) ako i samo ako je ζ4i15 + ζi15 +1 u p2, ili
ekvivalentno, da x4+x+1 dijeli x4i+xi+1 u F2[x]. Sada eksplicitnim ra£unom
moºemo provjeriti da je

D(p2/2) = {σ1, σ2, σ4, σ8}.

Dekompozicijska grupa nam je vaºna jer �ksira polje ostataka. Neka je P
prost broj iznad p, te neka je σ ∈ D(P/p). Po²to je σ(P) = P, slijedi da σ
inducira automor�zam polja OK/P. Ovaj automor�zham svakako �ksira OF /p,
te slijedi da smo dobili preslikavanje

D(P/p)→ Gal((OK/P)/(OF /p)), (2.1)

koje lako provjerimo da je homomor�zam.

De�nicija. Inercijska grupa I(P/p) je jezgra preslikavanja (2.1), tj.

I(P/p) = ker (D(P/p)→ Gal((OK/P)/(OF /p))) .

Eksplicitnije, vrijedi da je

I(P/p) = {σ ∈ D(P/p)|σ(α) ≡ α (mod P) za sve α ∈ OK}.

Po de�niciji inercijske grupe i prvom teoremu o izomor�zmu grupa, slijedi
da je

D(P/p)/I(P/p) ≃ Gal((OK/P)/(OF /p)).

Kao i za dekompozicijske grupe, inercijske grupe konjugiranih prostih idela su
me�usobno konjugirane, te se lako vidie da je #I(P/p) = e. Drugim rije£ima,
inercijska grupa I(P/p) je trivijalna ako i samo ako je P/p nerazgranat.

Primjer 2. Izra£unajmo inercijske grupe iz prethodnog primjera. O£ito su
I(p2/2) i I(p31/31) trivijalne. Grupa I(p3/3) je reda 2. Promotrimo preslikava-
nje

Z[ζ15]/p3 ≃ F3[x]/(x
4 + x3 + x2 + x+ 1).

Element σi iz D(p3/3) ¢e biti u I(p3/3) ako i samo ako je σi(ζ15) = ζ15 po²to
je o£ito σi(1) = 1, a 1 i ζ15 su generatori od Z[ζ15], pa time i Z[ζ15]/p3. To je
ekvivalentno tome da je

σi(x) = xi ≡ x (mod x4 + x3 + x2 + x+ 1)

u F3[x]. Drugim rje£ima, pitamo se kada x4+x3+x2+x+1 dijeli xi−x. Vidimo
da je to istina za i = 11, te onda po²to je I(p3/3) grupa reda 2, zaklju£ujemo
da je

I(p3/3) = {σ1, σ11}.

Analogno moºemo izra£unati

I(p5/5) = {σ1, σ4, σ7, σ13}.
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De�nicija. Pretpostavimo da je Gal(K/F ) Abelova. De�niramo inercijsko
polje KI od P/p kao �ksno polje od I(P/p), te dekompozicijsko polje KD od
P/p kao �ksno polje od D(P/p).

Teorem 2 (Teorem o slojevima). Neka je p netrivijalni ideal od OF , gdje je
K/F Abelovo pro²irenje. Tada se p poptuno cijepa u KD, te ideali iznad p
ostaju inertni u KI/KD, te se potpuno granaju u K/KD.



Poglavlje 3

p-adski brojevi

3.1 Inverzni limes

De�nicija. Inverzni sistem je niz objekata (npr. skupova/grupa/prstena) (An)
skupa sa nizom mor�zmama (npr. funkcija/homomor�zama) (fn)

· · · → An+1
fn−→ An → · · ·

f2−→ A2
f1−→ A1.

De�nicija. Inverzni limes A = lim←−An inverznog sistema skupova (An), (fn)

de�niranog kao gore je skup A £iji elementi su besklona£ni nizovi (an), gdje je
an ∈ An za svaki n ≥ 0, te koji zadovoljavaju fn(an+1) = an za svaki n ≥ 0.

Napomena. Ako su An grupe i fn su homomor�zmi grupa, tada je inverzni
limes tako�er grupa. Ako su An prsteni i fn homomor�zmi prstenova, tada je
An prsten.

3.2 Prsten cijelih p-adskih brojeva

De�nicija. Neka je p �ksan prost broj. Prsten cijelih p-adskih brojeva Zp je
inverzni limes

Zp = lim←− Z/pnZ

inverznog sistema prstenova (Z/pnZ) s homomor�zmima prstenova (fn), gdje
je fn redukcija modulo pn.

Napomena. Multiplikativna jedinica u prstenu je 1 = (1, 1, . . .), gdje je n-ta 1
ozna£ava 1 + pnZ. Preslikavanje koje ²alje x ∈ Z u (x, x, . . .), je homomor�zam
prstenova koji o£ito ima trivijalnu jezgru. Dakle vidimo da se Z ulaºe u Zp, pa
vidimo da Zp ima karakteristiku 0, te moºemo smatrati Z potprstenom od Zp.
Me�utim, prsten Zp je puno ve¢i od Z.

Elemente prstena Zp ¢emo neformalno pisati kao nizove (a1, a2, . . .), gdje
cijeli broj ai ∈ [0, pi − 1] reprezntira 1 + piZ.

9
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Primjer 3. U Z7 imamo

2 = (2, 2, 2, 2, 2 . . .),

2002 = (0, 42, 287, 2002, 2002, . . .),

−2 = (5, 47, 341, 23999, 16805, . . .),

1

2
= (4, 25, 172, 1201, 8304, . . .),

√
2 =

{
(3, 10, 108, 2166, 4567, . . .)

(4, 39, 235, 235, 12240, . . .)

5
√
2 = (4, 46, 95, 1124, 15530, . . .)

Zadatak 1. Dokaºite da postoji p
√
2 u Z7 za svaki p > 7.

De�nicija. Sjetimo se da je niz homomor�zama grupa egzaktan ako je za svaku
grupu u nizu slika ulaznog homomor�zma jednaka jezgri izlaznog homomor-
�zma. Za kratki egzaktan niz

0→ A
f−→ B

g−→ C → 0,

to zna£i da je f injektivan, g surjektivan, te da je im f = ker g. Po prvom
teoremu o izomor�zmu grupa, tako�er vrijedi B/ im f ≃ C.

Propozicija 3. Za svaki cijeli broj m, niz

0→ Zp
[pm]−−−→ Zp

πm−−→ Z/pmZ→ 0

je egzaktan, gdje je [pm] mnoºenje s pm, te je πm projekcija na Z/pmZ, tj.
preslikavanje koje ²alje niz (an) u am.

Dokaz. Dokaºimo prvo da je mnoºenje s p u Zp injektivno. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je a = (an) u jezgri. Tada je pa = 0, pa je pan = 0 za svaki n.
Posebno, pan+1 = 0 u Z/pn+1Z. To sada zna£i da je an+1 = pnyn+1 u Z/pn+1Z
za neki yn+1 ∈ Z/pn+1Z. Sada slijedi da je an = f(an+1) = pnf(yn+1) = 0 u
Z/pnZ. Kako ovo vrijedi za sve n, slijedi a = 0.

Egzaktnost s lijeva: Po²to je mnoºenje s p injektivno, vrijedi da je
kompozicija tog preslikavanja sa samim sobom m puta (tj. mnoºenje s pm)
injektivno.

Egzaktnost s desna: Zapi²imo β ∈ Z/pmZ kao b + pmZ. Tada ¢e πm
preslikati element (b, b, b, b, . . .) u β.

Egzaktnost u sredini: Ako je a ∈ Zp, tada je πm(pma) = pmπm(a) = 0
u Z/pmZ. Dakle slika ulaznog preslikavanja je u jezgri izlaznog preslikavanja.
Dokaºimo suprotnu inkluziju. Neka je a = (an) u jezgri od πm. Dakle vrijedi
da je am = 0. Dakle za svaki n ≥ m, imamo an ∈ pmZ/pnZ. Dakle postoji
jedinstveni bn−m koji se preslikava u an pod djelovanjem izomor�zma

Z/pn−mZ pm−−→ pmZ/pnZ.
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Niz tih bn−m-ova je kompatibilan, po²to su an-ovi kompatibilni, te postoji ele-
ment b = (bn) takav da je pmb = a, dakle a je u slici od mnoºenja s pm.

Korolar 4. Za svaki prirodan broj m vrijedi Zp/pmZp ≃ Z/pmZ.

Propozicija 5. Element x ∈ Zp je invertibilan ako i samo ako x /∈ pZp. Drugim
rje£ima, Z×

p je Zp\pZp.

Dokaz. Ako je a = (an) ∈ Zp djeljiv s p, tada je a1 = 0, pa a o£ito ne moºe biti
invertibilan. Ako a nije djeljiv s p tada za svaki n vrijedi an = bn+ pnZ za neki
bn ∈ Z, te taj bn nije djeljiv s p. Slijedi da an ima inverz cn u Z/pnZ Tako�er,
niz (cn) mora biti kompatibilan, te je c = (cn) inverz od a.

Propozicija 6. Svaki elemnt x ∈ Zp se moºe na jedinstven na£in zapisati kao
pnu, gdje je u ∈ Z×

p .

Dokaz. Postojanje zapisa: Ako je 0 ̸= a = (an), tada postoji najve¢i n takav
da je an = 0. Za taj n, po Propoziciji 3 vrijedi a = pnu za neki u ∈ Zp. �tovi²e,
u ne moºe biti djeljiv s p, po²to bi tada bilo un+1 = 0, pa je po prethodnoj
propoziciji u invertibilan.

Jedinstvenost zapisa: Pretpostavimo pnu1 = pmu2. Ako je m = n,
tada zbog injektivnosti mnoºenja s pm imamo u1 = u2. U suprotnom moºemo
BSO pretpostaviti da je n > m. Tada je u2 = pn−mu2 invertibilan, ²to je
kontradikcija s prethodnom propozicijom.

Korolar 7. Prsten Zp je integralna domena.

Dokaz. Mnoºenjem dva ne-nul elementa pnu1 i pmu2 dobivamo pn+mu1u2, £ija
je (n+m+ 1)-ta komponenta razli£ita od nule.

De�nicija. Neka je a = (an) ∈ Zp, gdje je po obi£aju an cijeli broj iz [0, pn−1].
Niz (b0, b1, . . .) za kojeg vrijedi b0 = a1 i bn = (an+1 − an)/pn se zove p-adska
ekspanzija od a.

Dakle svaki a ∈ Zp se moºe zapisati kao formalni red

a =

∞∑
i=0

bip
i.

Iz de�ncije odmah slijedi:

Propozicija 8. Svaki element u Zp ima jedinstvenu p-adsku ekspanziju i svaki
niz (b0, b1, . . .), gdje je bi ∈ [0, p−1] je p-adska ekspanzija nekog elementa iz Zp.

Dakle postoji bijekcija izme�u Zp i nizova cijelih brojeva s elementima iz
[0, p− 1].
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De�nicija. Za svaki 0 ̸= a ∈ Zp, p-adska valuacija od a, s oznakom vp(a) je
najve¢i cijeli broj m za koji je a u pmZp. Ekvivalentno vp(a) je za a =

∑∞
i=0 bip

i

najmanji prirodan broj m takav da je bm ̸= 0. Tako�er ekivivalentno, ako
zapi²emo a = pmu, gdje je u ∈ Z×

p tada je vp(a) = m. De�niramo vp(0) = +∞.

Propozicija 9. Svaki ne-nul ideal u Zp je oblika (pm) za neki prirodan broj m.

Dokaz. Neka je I ne-nul ideal u Zp i neka je m = inf{vp(a) : a ∈ I}. Po²to je
I ̸= (0), tada je m < ∞, te za svaki a ∈ I vrijedi a ∈ pmZp = (pm). S druge
strane, postoji a ∈ I takav da je a = pmu. Slijedi da je u−1a = pm ∈ I, iz £ega
slijedi da je (pm) ⊂ I.

Korolar 10. Prsten Zp je domena glavnih ideala (a time i prsten jedinstvene
faktorizacije) s jedinstvenim prostim idealom (p) (te jednim prostim elementom
p).

Propozicija 11. Uz konvenciju da je n+∞ =∞ za svaki cijeli broj n, p-adska
valuacija zadovoljava sljede¢a svojstva:

1. vp(a) =∞ ako i samo ako je a = 0.

2. vp(ab) = vp(a) + vp(b).

3. vp(a+ b) ≥ min(vp(a), vp(b)).

Dokaz. Prvo svojstvo slijedi iz de�nicije. Drugo i tre¢e svojstvo su o£ito zado-
voljena ako su a ili b jednaki 0. Pretpostavimo a, b ̸= 0. Neka je vp(a) = m i
vp(b) = n.

Da bi dokazali drugu tvrdnju zapi²imo a = pmu1 i b = pnu2, gdje su u1, u2 ∈
Z×
p . Tada je ab = pm+nu1u2, pa je vp(ab) = m+ n.
U tre¢oj tvrdnji moºemo BSO pretpostaviti da je m ≤ n. Slijedi da je

pnZp ⊆ pmZp, pa su i a, b ∈ pmZp, iz £ega slijedi da je a + b ∈ pmZp, te je
vp(a+ b) ≥ min(vp(a), vp(b)).

p-adska valuacija je primjer diskretne valuacije.

De�nicija. Neka je R komutativni prsten. Diskretna valuacija (na R) je funk-
cija v : R→ Z ∪ {∞} koja zadovoljava svojstva iz propozicije 11.

De�nicija. Prsten diskretne valuacije je domena glavnih ideala koja sadrºi
jedinstveni maksimalan ideal, te nije polje.

Moºda je ova de�nicija na prvi pogled neobi£na, po²to se ne spominje valu-
acija, me�utim za svaki prsten diskretne valuacije se moºe na analogan na£in
de�nirati diskretna valuacija.

Prsten diskretne valuacije je "najbliºe" ²to komutativni prsten moºe biti
polje, a bez da zaista je polje.
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3.3 Polje p-adskih brojeva

Sjetimo da se polje razlomaka nekog prstena R de�nira kao skup ure�enih parova
(a, b) ∈ R2, koji se obi£no zapisuje kao a/b gdje vrijedi da je a/b ∼ c/d kad god
je ad = bc.

De�nicija. Polje p-adskih brojeva Qp je polje razlomaka od Zp.

Po²to je a ∈ Qp po de�niciji a = (pmu1)/(p
nu2) = pm−nu1u

−1
2 , moºemo

svaki element iz Qp zapisati kao upk za u ∈ Z×
p , k ∈ Z. Sada moºemo pro²iriti

de�niciju od vp na Qp tako da za a = upk, u ∈ Z×
p , k ∈ Z vrijedi vp(upk) = k,

te je kao i prije vp(0) := +∞.

Napomena. Primjetimo da sada moºemo Zp identi�cirati kao podskup od Qp
sa elementima ne-negativne valuacije, te Z×

p moºemo de�nirati kao podskup Qp
elemenata s valuacijom 0.

Vrijedi Q ⊂ Qp, te vrijedi za svaki x ∈ Qp je ili x ∈ Zp ili je x−1 ∈ Zp.
Ovo je jedan od dva na£ina de�niranja polja Qp. Promotrimo sada drugi

na£in, preko apsolutnih vrijednosti.

3.4 Apsolutne vrijednosti

De�nicija. Neka je k polje. Apsolutna vrijednost na k je funkcija ∥∥ : k → R≥0

sa sljede¢im svojstvima:

(1) ∥x∥ = 0 ako i samo ako je x = 0,

(2) ∥xy∥ = ∥x∥ · ∥y∥.

(3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Absloutne vrijednosti se nekada nazivaju i "norme", ali mi 'cemo koristiti
izraz norme za ne²to drugo, te ¢emo koristiti naziv "apsolutna vrijednost" kako
bi izbjegli zabunu.

Neke norme zadovoljavaju ja£e svojstvno

(3') ∥x+ y∥ ≤ max{∥x∥, ∥y∥}.

se zovu nearhimedske apsolutne vrijednosti, a one koje ne zadovoljavaju se zovu
arhimedske.

De�nicija. De�niramo p-adsku apsolutnu vrijednost | |p na Qp s

|x|p = p−vp(x).

Napomena. Primjetimo da po²to je Q ⊂ Qp, ovo daje de�niciju apsolutne vrijed-
nosti | |p na Q. Spomenuti alternativni na£in de�nicije od Qp je da de�niramo
Qp kao upotpunjenje od Q (tj. Q skupa s svim limesima nizova iz Q) s obzirom
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na apsolutnu vrijednost | |p. Dosta knjiga de�nira Qp upravo na ovaj na£in.
Tada se Zp de�nira kao

Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1},

ili kao upotpunjenje od Z s obzirom na | |p.
Napomena. Naziv prsten cijelih brojeva u Qp moºe biti zbunjuju¢. Naime,
Zp nije integralno zatvorenje od Z u Qp. To moºemo vidjeti promatranjem
karidnaliteta tih skupova. Integralno zatvorenje od Z u Qp je prebrojiv skup,
(po²to postoj prebrojivo mnogo polinoma s cjelobrojnim koe�cijentima) dok je
Zp o£ito neprebrojiv skup. Me�utim, istina je da je Zp integralno zatvoren u
Qp, te Zp sadrºi integralno zatvorenje od Z u Q.

De�nicija. Dvije apsolutne vrijednosti ∥ ∥ i ∥ ∥′ na polju k su ekvivalentne ako
postoji α ∈ R takav da je

∥x∥′ = ∥x∥α

za svaki x ∈ k.

Sljede¢i teorem, koji ne¢emo dokazivati, nam govori koje su sve apsolutne
vrijednosti, do na ekvivalenciju, na Q. Ozna£imo s | |∞ uobi£ajenu apsolutnu
vrijednost.

Op¢enito u p-adskoj apsolutnoj vriejdnosti, "mali" su brojevi koji su djeljivi
velikim potencijama broja p.

Teorem 12 (Ostrowski). Svaka ne-trivijalna apsolutna vrijednost na Q je ek-
vivalentna s | |p za neki prost broj p ili | |∞.

Na Zp i Qp se moºe de�nirati p-adska topologija preko apsolutne vrijednosti.
U p-adskim brojevima su a, b ∈ Q, promatrani kao elementi od Qp "blizu",
ako je u brojniku od a − b velika potencija od p. Na primjer niz brojeva (2n)
konvergira u 0 u Z2.

p-adska analiza nam je £esto vrlo korisna, me�utim trebamo biti vrlo paºljivi
s intuicijom kada radimo s p-adskim brojevima.

Primjer 4. Neka su b, c ∈ Q, te neka je p prost broj. Tada postoji niz racional-
nih brojeva ai koji konvergira u b s obzirom na standardnu normu, te konvergira
u c s obzirom na p-adsku normu. Dokaºimo ovu tvrdnju. Neka je

dn =
pn

pn + 1
en =

1

pn + 1
.

U standardnoj normi dn konvergira u 1, a en konvergira u 0, dok u p-adskoj
normi dn konvergira u 0, a en = 1 − pn

pn+1 kovergira u 1. Dakle vidimo da ¢e
niz (an) = (bdn + cen) konvergirati u b s obzirom na standardnu normu, te u c
s obzirom na p-adsku.

Prikaºimo sada jednu primjenu p-adskih brojeva i jednostavne p-adske ana-
lize.
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Primjer 5. Promtrimo razvoj ;

(1 + t)
1
6 = 1 +

1

6
t− 5

2232
t2 +

55

2434
t3 − 935

2735
t4 + . . . .

Vidimo da se u nazivnicima nalaze samo potencije od 2 i 3, tj. prostih djelitelja
od 6. Tvrdimo da, za a ∈ Q, k ∈ N, se u nazivniku od(

a

k

)
=
a(a− 1)(a− 2) . . . (a− k + 1)

k!

nalaze samo potencije prostih projeva koje dijele nazivnik od a.
Dokaºimo tvrdnju obratom po kontrapoziciji: ako p ne dijeli nazivnik od a,

tada p ne dijeli nazivnik od
(
a
k

)
. Po²to a nema faktore od p u nazivniku, tada

je a ∈ Zp. Dakle, zaklju£ujemo da je a = (an) limes niza (bn), gdje je bn ∈ Z,
npr. uzmimo da je bi i-ti £lan p-adske ekspanzije bi =

∑i
k=0 akp

k. Op¢enitije
Zp je upotpunjenje od Z s obzirom na p-adsku normu, pa ova tvrdnja vrijedi za
svaki r ∈ Zp.

S druge strane, polinomijalna funkcija x 7→
(
x
k

)
∈ Q[x] je neprekidna u

p-adskoj metrici, pa zbog a = limi→∞ bi, imamo(
a

k

)
= lim
i→∞

(
bi
k

)
.

Po²to je bi ∈ Z, slijedi da je
(
bi
k

)
∈ Z. Po²to je

(
a
k

)
limes elemenata iz Z, slijedi

da je
(
a
k

)
∈ Zp, tj. p ne dijeli nazivnik od

(
a
k

)
.

3.5 Rje²enja polinomijalnih jednadºbi

Lema 13. Neka je (Sn) inverzni sistem kona£nih nepraznih skupova s kompa-
tibilnim preslikavanjem fn : Sn+1 → Sn. Tada je lim←−Sn neprazan.

Dokaz. Ako su svi fn surjektivni, tada lako konstuiramo element (sn): izabe-
remo bilo koji s1 ∈ S1, te za n ≥ 1 izaberemo sn+1 ∈ f−1

n (sn). sada nam je cilj
op¢i slu£aj reducirati na ovaj.

Neka je Tn,n = Sn i za m > n neka je Tm,n slika od Sm u Sn, tj.

Tm,n = fn(fn+1(· · · fm−1(Sm) · · · )).

Tada za svaki n imamo niz inkluzija

· · · ,⊆ Tm,n ⊆ Tm−1,n ⊆ · · ·Tn,n ⊆ Sn.

Svaki Tm,n je kon£an neprazan skup, pa slijedi da je za sve osim kona£no mnogo
inkluzija, ta inkluzija zapravo jednakost. Dakle za svaki n, je En = ∩mTm,n
neprazan podskup od Sn. Restringiraju¢i prselikavanje fn tako da de�nira pres-
likavanje En+1 → En dobivamo inverzni sistem (En) nepraznih skupova takvih
da su sva preslikavanja surjekcija, kao ²to smo i htjeli.



POGLAVLJE 3. P -ADSKI BROJEVI 16

Propozicija 14. Neka je f ∈ Zp[x]. Tada su sljede¢e tvrdnje ekvivalentne:

(1) Jednadºba f(x) = 0 ima rje²enja u Zp.

(2) Jednadºba f(x) = 0 ima rje²enja u Z/pnZ za svaki n ∈ N

Dokaz. Neka je Sn skup rje²enja u Z/pnZ. Tada je lim←−Sn ⊆ lim←−Z/p
nZ = Zp

skup rje²enja u Zp. Sada imamo lim←−Sn ̸= ∅ ako i samo ako su svi Sn neprazni
po Lemi 13.

Henselova lema ¢e nam re¢i da je ne²to ²to je "blizu" rje²enja polinomijalne
jednadºbe moºe "popraviti" do egzaktnog rje²enja.

Teorem 15 (Henselova lema). Neka je fp ∈ Zp[x]. Pretpostavimo da je f(a) ≡ 0
(mod p) i f ′(a) ̸≡ 0 (mod p). Tada postoji jedinstveni b ∈ Zp, b ≡ a (mod b)
takav da je f(b) = 0.

Dokaz. Neka a1 = a i de�niramo za n ≥ 1

an+1 = an − f(an)/f ′(an).

Dokazujemo indukcijom da za svaki n ≥ 1 vrijedi

f ′(an) ̸≡ 0 (mod p), (3.1)

f(an) ≡ 0 (mod pn). (3.2)

Primjetimo da (3.1) osigurava da je f ′(an) ∈ Z×
p , pa je an+1 dobro de�niran

element iz Zp. De�nicija od an+1 skupa s (3.1) i (3.2) osiguravaju da je an+1 ≡
an (mod pn), ²to zna£i da niz (an mod pn) de�nira element b ∈ Zp za koji
vrijedi f(b) = 0 i b ≡ a1 ≡ a (mod p).

Za n = 1 tvrdnja o£ito vrijedi, pa pretpostavimo da (3.1) i (3.2) vrijede za
an. Tada an+1 ≡ an (mod pn), pa je f ′(an+1) ≡ f ′(an) ̸≡ 0 (mod p). Dakle
(3.1) je zadovoljen za sve n ∈ N. Da bi pokazali (3.2), napravimo Taylorov
razvoj od f oko an:

f(x) = f(an) + f ′(an)(x− an) + (x− an)2g(x),

za neki g(x) ∈ Zp[x]. Uvr²tavaju¢i x = an+1, dobivamo

f(an+1) = f(an) + f ′(an)(an+1 − an) + (an+1 − an)2g(an + 1).

Iz de�nicije an+1 imamo f ′(an)(an+1 − an) = −f(an), pa je

f(an+1) = (an+1 − an)2g(an+1).

Po²to je an+1 ≡ an (mod pn), slijedi da je f(an+1) ≡ 0 (mod pn+1), pa (3.2)
vrijedi za an+1.

Po²to f(x) = 0 ima jedinstveno rje²enje u Z/pnZ konguentno s a modulo p
(jer (3.1) povla£i da je f ′(an) ̸≡ 0 (mod pn), pa je an jednostruka nul-to£ka od
f (mod p)n.), slijedi da niz (an) de�nira jedinstveno rje²enje u Zp.
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3.6 Stuktura od Z×p
Restrikcija projekcije πn : Zp → Z/pnZ na Z×

p de�nira surjektivni homomor�-
zam

Z×
p → (Z/pnZ)×.

Jezgra ovog preslikavanja je Un := 1 + pnZp. Dakle vrijedi

Z×
p /Un ≃ (Z/pnZ)×,

pa je
Z×
p ≃ lim←−(Z

×
p /Un) ≃ lim←−(Z/p

nZ)×.

Primjetimo da je (Un) padaju¢i niz podgrupa od Z×
p :

· · · ⊂ U3 ⊂ U2 ⊂ U1 ⊂ Z×
p .

Lema 16. Vrijedi:

(1) Z×
p /U1 ≃ (Z/pZ)×.

(2) Un/Un+1 ≃ Z/pZ.

Dokaz. Prvu tvrdnju smo ve¢ dokazali. Za drugu, promotrimo preslikavanje

Un → Z/pZ,
1 + pnz 7→ (z mod p).

To preslikavanje je surjekcija, te je jezgra Un+1.

Korolar 17. Grupa U1/Un ima pn−1 elemenata.

Propozicija 18. Neka je µp−1 skup rje²enja jednadºbe xp−1 = 1 u Z×
p . Tada je

µp−1 s opercaijom mnoºenja grupa izomorfna s (Z/pZ)×, te je Z×
p = U1×µp−1.

Dokaz. Skup µp−1 je jezgra homomor�zam potenciranja na (p−1)-vu potenciju
sa Z×

p u Z×
p , pa je grupa. Neka je f(x) = xp−1 − 1. Po Malom Fermatovom

teoremu, svaki element ̸= 0 iz Z/pZ je korijen ovog polinoma, te vrijedi f ′(x) ̸≡
0 (mod p) za sve x ∈ {1, 2, . . . , p − 1}. Sada po Henselovoj lemi, za svaki
x ∈ {1, 2, . . . , p − 1} postoji jedinstveni a ∈ Zp takav da je f(a) = 0. Tako�er,
ne postoji element is µp−1 koji je kongruentan 0modulo p. Slijedi da je redukcija
modulo p izomor�zam µp−1 → (Z/pZ)×.

Primjetimo sada da je U1 ∩ µp−1 = {1}, po²to je 1 o£ito rje²enje, a po
Henselovoj lemi, rje²enje kongruentno 1 mod p je jedinstveno. Tako�er, vrijedi
da je U1 · µp−1 = Z×

p , po²to se bilo koji element a ∈ Z×
p moºe podijeliti s

elementom iz µp−1 koji je kongruentan s a modulo p da bi dobio element iz U1.
Slijedi da je direktan produkt U1 × µp−1 izomorfan Z×

p .

Lema 19. Neka je p prost broj. Ako je p ̸= 2, neka je n ≥ 1, a ako je p = 2,
neka je n ≥ 2. Ako je x ∈ Un\Un+1, tada je xp = Un+1\Un+2.
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Dokaz. Neka je x ∈ Un\Un+1, dakle x = 1 + pnk, za neki k koji nije djeliv s p.
Tada je

xp = 1 +

(
p

1

)
kpn +

(
p

2

)
k2p2n + · · · kppnp ≡ 1 + kpn+1 (mod pn+2).

Slijedi da je xp ∈ Un+1\Un+2.

Propozicija 20. Ako je p ̸= 2, tada je U1 ≃ Zp. Ako je p = 2, tada je
U1 = {±1} × U2, te je U2 ≃ Z2.

Dokaz. Neka je prvo p ̸= 2, te neka je α = 1 + p ∈ U1\U2. Koriste¢i prethodnu
lemu, zaklju£ujemo da je αp

i ∈ Ui+1\Ui+2. Neka je αn slika od α u U1/Un.
Tada je αp

n−2

n ̸= 1, ali je αp
n−1

n = 1, pa onda α ima red to£no pn−1. Dakle
U1/Un je cikli£ka grupa generirana s α. Slijedi da imamo izomor�zam inverznih
sistema

· · · −−−−→ Z/pnZ −−−−→ Z/pn−1Z −−−−→ · · ·y y
· · · −−−−→ U1/Un+1 −−−−→ U1/Un −−−−→ · · ·

Nakon ²to primjetimo da je lim←−(U1/Un) = U1, slijedi da je U1 ≃ Zp.
Za p = 2, isti argument s izborom α = 1 + 4 dokazuje da je U2 ≃ Z2.

Koriste¢i da {±1} i U2 imaju trivijalan presjek (tj. −1 /∈ U2, te po²to njihov
produkt generira U1 (jer je [U1 : U2] = 2), slijedi da je {±1} × U2.

Teorem 21. Vrijedi:

(1) Grupa Z×
p je izomorfna s Z/(p − 1)Z × Zp za p ̸= 2, te s Z/2Z × Z2 za

p = 2.

(2) Grupa Q×
p je izomorfna s Z × Z/(p − 1)Z × Zp ako je p ̸= 2, te s Z ×

Z/2Z× Z2 ako je p = 2.

Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi iz Propozicija 18 i 20.
Da bi dokazali (2), promotimo preslikavanje

Z× Z×
p → Q×

p

(n, u) 7→ pnu,

te primjetimo da je to izomor�zam grupa. Kori²tnjem (1), tvrdnja slijedi.

Propozicija 22. Za p ̸= 2 i prirodan broj m postoji primtivni m-ti korijen iz
jedinice u Q×

p (tj. element reda m) ako i samo ako m|p−1, te su u Q×
2 elementi

−1 i 1 jedini korijeni iz jedinice.
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Dokaz. Neka je prvo p ̸= 2. Da postoje m-ti korijeni iz jedinice kada m|p − 1
smo vidjeli u korolaru 18. S druge strane kada bi za m ̸ |p − 1 postojao m-ti
korijen iz jedinice ζm, tada bi µm = {1, ζm, ζ2m, . . . , ζn−1

m q} £inili podgrupu reda
m od Z×

p , ²to je u kontradikciji s Teoremom 21, (2).
U Z2 je o£ito da su ±1 korijeni iz jedinice. Iz strukture od Z×

2 opisane u
Teoremom 21, vidimo da su to jedini elementi kona£nog reda u Q×

2 .

Korolar 23. Neka su p i q razli£iti prosti brojevi. Tada polja Qp i Qq nisu
izomorfna.

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz pro²le propozicije, po²to polja imaju korijene
jedinice razli£itog reda.

Napomena. Neka je p neparan. Tada ¢e se element −1 nalaziti u podgrupi µp−1,
koja je cikli£ka reda p− 1, te je −1 reda 2. Element −1 ¢e dakle biti kvadrat u
Q×
p ako i samo ako u µp−1 postoji element reda 4, tj. kada je p ≡ 1 (mod 4).

3.7 Kvadrati u Q×p
3.7.1 Slu£aj p ̸= 2

Teorem 24. Vrijedi:

(1) Element pnu ∈ Q×
p (s n ∈ Z i u ∈ Z×

p ) je kvadrat ako i samo ako je n
paran i u mod p je kvadrat u F×

p .

(2) Vrijedi Q×
p /(Q×

p )
2 ≃ (Z/2Z)2.

(3) Za svaki c ∈ Z×
p s c mod p /∈ (F×

p ), slike od p i c generiraju Q×
p /(Q×

p )
2.

Dokaz. (1) Zapisuju¢i Q×
p = pZ × F×

p ×Zp. Primjetimo da je 2Zp = Zp, pa je

(Q×
p )

2 = p2Z × (F×
p )

2 × Zp.

Dakle elemnt pnu je kvadrat ako i samo ako je n paran u u mod p ∈ (F×
p )

2.

(2) Koriste¢i sti zapisa kao u (1), imamo

Q×
p /(Q×

p )
2 ≃ Z/2Z× F×

p /(F×
p )

2 × {0} ≃ (Z/2Z)2,

po²to je [F×
p : (F×

p )
2] = 2.

(3) O£ito je da je slika od p generator od pZ/p2Z, te da je slika od c generator
od F×

p /(F×
p )

2.
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3.7.2 Slu£aj p = 2

Teorem 25. Vrijedi:

(1) Element 2nu ∈ Q×
2 (s n ∈ Z i u ∈ Z×

2 ) je kvadrat ako i samo ako je n
paran i u ≡ 1 mod 8.

(2) Vrijedi Q×
2 /(Q

×
2 )

2 ≃ (Z/2Z)3.

(3) Slike od 2,−1 i 5 generiraju Q×
2 /(Q

×
2 )

2.

Dokaz. (1) Zapi²imo
Q×

2 ≃ 2Z × Z×
2 ≃ 2Z × U1.

Dokaºimo sada da je U2
1 ≃ U3. Da bi dokazali U2

1 ⊇ U3, moramo pokazati
da za svaki t ∈ Z2 postoji x ∈ Z2 takav da je (1 + 2x)2 = 1 + 4x+ 4x2 =
8t + 1, tj. da jednadºba f(x) = x + x2 − 2t = 0 ima rje²enje u Z2.
Lako se vidi da je f(1) ≡ 0 (mod 2), te da je f ′(1) ≡ 1 (mod 2), pa po
Henselovoj lemi, ta jednadºba ima rje²enje u Z2. S druge strane, vidimo
da za 1 + 2x ∈ U1, x ∈ Z2 vrijedi da je (1 + 2x)2 = 1 + 4x+ 4x2, a po²to
je x + x2 ≡ 0 (mod 2) za sve x ∈ Z2, slijedi da je x + x2 ∈ 2Z2, pa je i
(1 + 2x)2 ∈ 1 + 8Z2 = U3.

Sada imamo da je Q×
2 ≃ 22Z × U3, te slijedi da je element 2nu ∈ Q×

2

kvadrat ako i samo ako je n paran i u ≡ 1 (mod 8).

(2) Korist¢i (1) dobivamo

Q×
2 /(Q

×
2 )

2 ≃ Z/2Z× U1/U3.

Po korolaru 17 vrijedi da je U1/U3 grupa reda 4, te se lako provjeri da je
svaki element u njoj reda 2.

(3) O£ito je da je slika od 2 generator od 2Z/22Z, te se lako provjeri da slike
od −1 i 5 generiraju U1/U3.

3.8 Pro²irenja od Qp

Vratimo se sada na lokalna polja.

De�nicija. Neka je K/Qp kona£no pro²irenje polja Qp. De�niramo prsten
cijelih brojeva OK od K kao integralno zatvorneje od Zp u K.

Sljede¢a propozicije (koju ostavljamo bez dokaza), nam govore da postoji
jedinstveno pro²irenje apsolutne vrijednosti i izgledaju takvi prsteni cijelih bro-
jeva.

Propozicija 26. Neka je K kona£no pro²irenje od Qp. Tada postoji jedinstveno
ne-arhimedska apsolutna vrijednost na K, koja pro²iruje p-adsku apsolutnu vri-
jednost na Qp.
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Tu apsolutnu vrijednost ¢emo tako�er ozna£avati sa | · |p.

Propozicija 27. Neka je K kona£no pro²irenje od Qp. Tada je

OK = {x ∈ K : |x|p ≤ 1}.

Za pro²irenja od Qp, kao i za Qp vrijedi da imaju jedinstveni maksimalni
ideal u svom prstenu cijelih.

Propozicija 28. Neka je K kona£no pro²irenje od Qp. Tada OK ima jedins-
tveni maksimalni ideal M ,

M = {x ∈ K : |x|p < 1}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi odmah iz £injenice da se svaki neinvertibilni element iz
OK nalazi u M .

Neka je sada L/K Galoisovo pro²irenje, σ ∈ Gal(L/K), gdje su L i K ko-
na£na pro²irenja od Qp, dakle L je polje cijepanja nekog polinoma iz K[x]. Neka
je pmaksimalni ideal odK, aPmaksimalni ideal od L. Tada je o£ito σ(P) = P.
Dakle σ inducira automor�zam od OL/P koji �ksira OK/p (lako se dokaºe da
je OK/p izomorfno potpolju od OL/P ), te nam time daje homomor�zam

Gal(L/K)→ Gal((OL/P)/(OK/p)). (3.3)

Propozicija 29. Preslikavanje (3.3) je surjekcija.

Dokaz. Po²to je (OL/P)/(OK/p) kona£no pro²irenje polja, slijedi da postoji
primitivni element, tj. da je OL/P ≃ (OK/p)[a]. Neka je f(x) njegov minimalni
polinom; slijedi da je minimalni polinom pro²irenja (OL/P)/(OK/p) jednak

f(x) =
∏

s∈Gal((OL/P)/(OK/p))

(x− s(a)).

Izaberimo α ∈ OL takvog da se preslikava u a pri redukciji mod P. Neka je S
podskup od Gal(L/K) takv da se svi konjugati od α pojavljuju to£no jednom
u skupu {σ(α)|α ∈ S}. Tada je minimalni polinom od α jednak

g(x) =
∏
σ∈S

(x− σ(α)).

Promotrimo redukciju g(x) od g(x). Po²to je α korijen od g(x), tada je i a
korijen od g(x). Zaklu£ujemo da f(x), po²to je minimalni polinom od a, dijeli
g(x) u (OK/p)[x]. Isto vrijedi i za sve konjugate od a. To zna£i da za svaki s ∈
Gal((OL/P)/(OK/p)) postoji σ ∈ Gal(L/K) takav da je s(a) ≡ σ(a) (mod P).
Po²to je a primitivni element pro²irenja, djelovanje s : OL/P → OL/P je
u potpunosti odre�eno djelovanjem na a. Dakle, vidimo da σ inducira s, tj.
s je slika od σ s obzirom na preslikavanje (3.3), te slijedi da je preslikavanje
surjektivno.
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De�nicija. Inercijska podgrupa I(L/K) od Gal(L/K) je jezgra preslikavanja
(3.3).

Drugim rje£ima, I(L/K) je normalna podgrupa od Gal(L/K) koju moºemo
zapisati kao

I(L/K) = {σ ∈ Gal(L/K)|σ(α) ≡ α za sve α ∈ OL}.

Iz de�nicije slijedi da je

Gal((OL/P)/(OK/p)) ≃ Gal(L/K)/I(L/K).

De�nicija. Kaºemo da je L/K nerazgranato pro²irenje ako je I(L/K) = {1}.
Kaºemo da je L/K potpuno razgranato ako je I(L/K) = Gal(L/K).

Vidimo da je po de�niciji pro²irenje nerazgranato ako i samo ako je

Gal((OL/P)/(OK/p)) ≃ Gal(L/K).

Primjetimo da ¢e nerazgranato pro²irenje onda biti uvijek cikli£ko, po²to je
pro²irenje kona£nih polja cikli£ko (generirano Frobeniusom). U takvoj situaciji
¢emo generator od Gal(L/K) koji odgovara Frobeniusu u Gal((OL/P)/(OK/p))
tako�er zvati Frobeniusom. Dakle, to je preslikavanje koje zadovoljava

ϕ(α) = αq (mod P),

za q = #(OL/P) i za sve α ∈ OL.
Sljede¢u £injenicu ne¢emo dokazivati.

Teorem 30. Neka je K kona£no pro²irenje od Qp, neka je k polje ostataka od
K, te neka je l/k neko kona£no pro²irenje. Tada postoji jedinstveno nerazgra-
nato pro²irenje L/K, takvo da je l polje ostataka od L.

Sada pogledajmo kako primijeniti teoriju p-adskih polja na pro²irenja polja
algebarskih brojeva. Na isti na£in na koji smo konstruirali Zp i Qp moºemo za
polje algebarskih brojeva i prosti ideal p u OK konstruirati

OK,p = lim←− OK/p
n,

te Kp kao polje razlomaka od OK,p.

De�nicija. Neka je p jedinstveni maksimalni ideal u OK,p. Generator od π od
p se zove uniformizator.

Neka je L/K Galoisovo pro²irenja polja algebarskih brojeva, te neka je P
prost ideal u OL iznad prostog ideala p u OK . Moºe se dokazati da postoji
prirodno ulaganje OK,p ↪→ OL,P. Slijedi da postoji i ulaganje Kp ↪→ LP.
Zapravo iz ove £injenice moºemo vidjeti da su Kp i LP por²irenja od Qp. Vrijedi
tako�er da je LP/Kp tako�er Galoisovo pro²irenje.

Odredimo sada Gal(LP/Kp). O£ito za svaki σ ∈ Gal(LP/Kp), moºemo res-
tringirati σ na L, te ¢e σ �ksirati K, pa smo dobili element u Gal(L/K). Dakle
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dobili smo preslikavanje Gal(LP/Kp)→ Gal(L/K) za koje lako vidimo da je ho-
momor�zam. Nadalje, po²to je σ(POL,P) = POL,P (jer je POL,P jedini prost
ideal u OL,P), vidimo da je slika takve σ zapravo u dekompozicijskokj grupi
D(P/p). S druge strane za svaki σ ∈ Gal(L/K) koji je u D(P/p), vrijedi da je
σ(Pi) = Pi. Zaklju£ujemo da je σ automor�zam od OL/Pi, pa time i automor-
�zam od OL,P. Dakle, sada imamo homomor�zam D(P/p)→ Gal(LP/Kp).

Komponiranjem navedena dva preslikavanja

D(P/p)→ Gal(LP/Kp)→ Gal(L/K),

iz njihovih de�nicija vidimo da jeD(P/p)→ Gal(L/K) prirodno ulaganje (iden-
titeta), te iz toga slijedi da je

Gal(LP/Kp)→ Gal(L/K)

tako�er injekcija sa slikom D(P/p). Dakle,

Gal(LP/Kp) ≃ D(P/p).

Primjer 6. Neka je L = Q(i), K = Q, p = 5Z. Imamo da se p cijepa u P1P2,
gdje je P1 = (2 − i), P2 = (2 + i). Po²to je e = f = 1, D(Pi/p) je trivijalna,
dakle KPi

≃ Q5.



Poglavlje 4

Dirichletovi karakteri

De�nicija. Za kona£nu abelovu grupu G, karakter od G je homomor�zam
G→ C×. S Ĝ ozna£avamo skup svih karaktera od G.

Ako su χ, ψ karakteri od G, tada de�niramo umnoºak od χ i ψ kao funkciju
de�niranu s χψ(g) := χ(g)ψ(g). Uz tu operaciju, Ĝ postaje grupa, koja se
zove grupa karaktera. Karakter χ0 koji ²alje svaki g ∈ G u 1 se zove trivijalni
karakter, te je on neutralni element u Ĝ.

Propozicija 31. Ako je G kona£na abelova grupa , tada je Ĝ ≃ G.

Dokaz. [1, Proposition 1.1. p.18]

O£ito slijedi da je ˆ̂
G ≃ G. Opi²imo eksplicitno ovaj izomor�zam. Neka je

g ∈ G. De�nirajmo s g̃ : Ĝ→ C× funkciji koja ²alje χ u χ(g); dakle g̃ ∈ ˆ̂
G.

Propozicija 32. Preslikavanje g 7→ g̃ je izomor�zam s G u ˆ̂
G.

Dokaz. [1, Proposition 1.2. p.18]

Propozicija 33. (Relacije ortogonalnosti) Neka je G kona£na abelova grupa.
Za H ≤ G, neka je

H⊥ := {χ ∈ Ĝ : χ(h) = 1 za sve h ∈ H}.

Tada vrijedi:

� H⊥ ≃ Ĝ/H,

� Ĥ ≃ Ĝ/H⊥,

� (H⊥)⊥ ≃ H.

Dokaz. [1, Proposition 1.3. p.18-19]

24
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Propozicija 34. a) Neka je χ karakter kona£ne abelove grupe G. Tada je

∑
g∈G

χ(G) =

{
0 ako χ ̸= χ0,

|G| ako χ = χ0

b) Neka je g ∈ G, gd je G kona£na abelova grupa. Tada je

∑
χ∈Ĝ

χ(G) =

{
0 ako g ̸= 1,

|G| ako g = 1
.

Dirichletovi karakteri su vrsta karaktera, te su uvedeni prije op¢enitijeg
pojma karaktera kona£ne abelove grupe.

De�nicija. Dirichletov karakter modulo n je karakter χ abelove grupe (Z/nZ)×.
Vrijednost n nazivamo modulus od χ.

�esto se Dirichletovi karakteri modulo n χ pro²iruju na funkcije Z→ C tako
da se de�nira da je χ(a) = 0 ako je (a, n) > 1. Primjetite da ovo onda vi²e nije
homomor�tam grupa.

Primjer 7. � Neka je p > 2 prost. Tada je χ : (Z/nZ)× → C× Legendreov

symbol mod p, tj. χ(a) =
(
a
p

)
.

� Neka je χ : (Z/5Z)× → C× de�niran s χ(1) = 1 χ(2) = i, χ(3) = −i i
χ(4) = −1. Tada je χ karakter.

Lako vidimo da ako je χ karakter modulusa n i m|n, i ako je ϕ : (Z/mZ)× →
(Z/nZ)× prirodni homomor�zam , moºemo de�nirati Dirichletov karakter χ′ :=
χ ◦ ϕ modulusa m. Kaºemo da je χ′ induciran s χ. Neka je fχ najmnaji
modulus Dirichletovog karaktera, tj. χ nije induciran nekim karakterom manjeg
modulusa; tada se fχ naziva konduktor od χ. Dirichletov karakter de�niran
modulo svoj konduktor se naziuva primitivan.

Primjer 8. � Neka je χ : (Z/12Z)× → C× de�nrano s χ(1) = 1, χ(5) =
−1, χ(7) = 1, χ(11) = −1. Modulus od χ je 12, konduktor je 3, po²to je χ
induciran s karakterom ψ : (Z/3Z)× → C× de�niranog s ψ(1) = 1, ψ(2) =
−1. Karakter ψ je primitivan, dok χ nije.

� Neka je χ : (Z/12Z)× → C× de�nrano s χ(1) = 1, χ(5) = −1, χ(7) =
−1, χ(11) = 1. Tada je χ primitvan karakter.

Ako su χ i ψ primitvni karakteri konduktora fχ i fψ i neka je n = NZV (fχ, fψ).
Tada je funkcija

η : (Z/nZ)× → C×,

η(a) = χ(c)ψ(a)

Dirichletov karakter modulusa n. Konduktor od η je djelitelj od n, te η ne
mora biti primitvan. Ovako de�nirano mnoºenje karaktera je asocijativno i
komutatuivno.
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Primjer 9. Neka je χ : (Z/12Z)× → C× de�niran s χ(1) = 1, χ(5) = −1, χ(7) =
−1, χ(11) = 1, χ : (Z/4Z)× → C× de�niran s χ(1) = 1, χ(3) = −1, tada je η =
χψ : (Z/12Z)× → C× de�niran s χ(1) = 1, χ(5) = −1, χ(7) = 1, χ(11) = −1, te
η nije primitavan, tj. konduktor mu je 3.

Za Dirichletov karakter χ : (Z/nZ)× → C× moºemo de�nirati χ : (Z/nZ)× →
C× s χ(a) = χ(a) = χ(a)−1. Lako vidimo da je χ tako�er karakter istog kon-
duktora kao i χ, te da je χχ = χ0. Zaklju£ujemo da Dirichletovi karaktreri
modulo n £ine grupu. Red Dirichletovog karaktera je njegov red u toj grupi.
Po²to je slika Dirichletovog karaktera modulo n sadrºana u µn, tzaklju£ujemo da
red karaktera dijeli µn, dakle dijeli ϕ(n). Dirichletov karakter reda 2 se naziva
kvadratni karakter.

Primjetimo da vrijedi da je χ(−1) = ±1. Karakter za kojeg vrijedi da je
χ(−1) = 1 kaºemo da je paran, a ina£e kaºemo da je neparan.

Napomena. Parni Dirichletovi karakteri modulo n £ine podgrupu svih Dirichle-
tovih karaktera modulo n.

Po²to je Gal(Q(ζn)/Q) ≃ (Z/nZ)×, moºemo Dirichletove karaktere smatrati
karakterima na G := Gal(Q(ζn)/Q).

De�nicija. Neka je χ karakter od G = Gal(Q(ζn)/Q), te neka je H = kerχ,
vrijedi da je H ≤ G. Neka je K = Q(ζn)

H . Tada K nazivamo polje asocirano s
χ.

Primjer 10. Neka je χ : Gal(Q(ζ12)/Q) → C× de�niran s χ(σ1) = 1, χ(σ5) =
−1, χ(σ7) = 1, χ(σ11) = −1, gdje je σi(ζ12) = ζi12. Tada je o£ito kerχ =
{σ1, σ7}. Primjetimo da je σ7(ζ412) = ζ412, pa je Q(ζ412) = Q(ζ3) sadrºano u
�ksnom polju od χ. Promatraju¢i stupnjeve, zaklju£ujemo da je Q(ζ3) polje
asocirano s χ.

Op¢enitije, moºemo promatrati kona£nu podgrupu X Dirichletovih karak-
tera. Neka je n NZV konduktora svih karaktera u X. Tada je X podgrupa od
Ĝ, gdje je G = Gal(Q(ζn)/Q). Neka je H presjek jezgara svih χ ∈ X. Tada se
�ksno polje K od H naziva polje asocirano s X.

Primjer 11. Neka je χ : (Z/15Z)× → C× de�niran s χ(1) = 1, χ(2) =
−1, χ(4) = 1, χ(7) = −1, χ(8) = −1, χ(11) = 1, χ(13) = −1, χ(14) = 1. Mo-
ºemo, kao i prije, smatrati χ karakterom od Gal(Q(ζ15)/Q). Vidimo da je kerχ
reda 4, dakle �ksno polje od jezgre je kvadratno polje. Tako�er vidimo da to
�ksno polje mora bit realno jer ga �ksira σ14 koje je kompleksno konjugiranje.
Dakle, to mora bit realno potpolje od Q(ζ15). Polje Q(ζ15) ima 3 kvadratna pot-
polja, Q(

√
−3), Q(

√
5) i Q(

√
−15). Zaklju£ujemo da je to �ksno polje Q(

√
5).

Neka je G = Gal(Q(ζn)/Q) ≃ (Z/nZ)× i neka je X podgrupa od Ĝ svih
parnih karaktera . Lako vidimo da je Ĝ/X grupa reda 2 (po²to je produkt
2 neparna karaktera paran), te vidimo po de�niciji da je χ(σ−1) = 1 za svaki
χ ∈ X. Po²to je σ−1 kompleksno konjugiranje, zaklju£ujemo da polje asocirano s
X mora biti realno. Op¢enitije, polje asocirano nekom karakteru χ je realno ako
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i samo ako je χ paran. Moºe se pokazati da je polje asocirano s X maksimalno
realno potpolje Q(ζn + ζ−1

n ) od Q(ζn).
Sljede¢i rezultat ostavljamo bez dokaza

Teorem 35 (Teorem o konduktoru i diskriminanti). Neka je X kona£na grupa
Dirichletovih karaktera i K njegovo asocirano polje. Tada je

dK/Q = (−1)r
∏
χ∈X

fχ,

gdje je r broj parova kompleksnih ulaganja K u C.

Za primjenu ovog teorema vidi [1, Example 8, p. 23].

4.1 Dirichletov teorem o prostim brojevima u ari-
timeti£kim nizovima

De�nicija. Riemannova zeta fukcija ζ(s) se de�nira s

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
=

∏
p prost

1

1− p−s
.

Pokaºimo sada Eulerov dokaz da postoji beskona£no mnogo prostih brojeva.
Tada bi o£ito limes u 1 izraza s desne strane postojao i bio kona£an. Dakle,

lim
s→1

ζ(s) =
∏

p prost

1

1− p
.

Me�utim, jasno je da lijeva strana divergira, po de�niciji, dakle ima beskona£no
mnogo prostih brojeva.

Teorem 36 (Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritimeti£kim nizovima
). Neka je m prirodan broj i a neki prirodan broj relativno prost s m. Tada
postoji beskona£no mnogo prostih brojeva takvih da je p ≡ a (mod m).

Skicirajmo dokaz ovog teorema.

De�nicija. Neka je χ Dirichletov karakter. Tada je Dirichletova L-funkcija
pridruºena χ

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
.

Klju£na tvrdnja koja se pokaºe za dokaz Dirichletovog teorema o prostim
brojevima je da je∑
χ

χ(a)−1 logL(s, χ) = ϕ(m)
∑

p≡a(m)

p−s + ne²to abs. konv. za Re(s) > 1/2,

te se zatim dokaºe da lijeva strana divergira. Prvi, analiti£ki, dokaz je dao
Dirichlet 1840., a Kummer je 1850. na²ao aritmeti£ki dokaz.
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4.2 Dirichletova gusto¢a

De�nicija. Neka je S neki skup prostih brojeva. Tada kaºemo da S ima Diric-
hletovu gusto¢u δ(S) ako postoji

δ(S) = lim
s→1+

∑
p∈S p

−s∑
p∈P p

−s .

Ekvivalentno je
lims→1+

∑
p∈S

log 1
1−s

p−s = δ.

Vrijedi:

a) Ako je S kona£an, tada je δ(S) = 0.

b) Ako je S skup prostih brojeva takvih da je p ≡ a (mod m), tada je δ(S) =
1/ϕ(m).

c) Ako je S skup prostih brojeva koji po£inju s 1 u dekadskom zapisu, tada
je δ(S) = log2 10.

Napomena. Vriednost

lim
x→∞

|{p ∈ S : p ≤ x}|
|{p ∈ P : p ≤ x}|

,

ako spostoji, se naziva prirodna gusto¢a. Vrijedi da ko postoji prirodna gusto¢a,
tada postoji i Dirichletova gusto¢a, i one su jednake. Me�utim, moºe se dogoditi
da postoji Dirichletova gusto¢a nekog skupa, a da ne postoji prirodna gusto¢a.
Na primjer, skup iz c) gore nema prirodnu gusto¢u. Vidi [6, Proposition 4.1.
p.158]

Promotrimo sljede¢i problem: neka je f(x) ∈ Z[x], te nas zanima koliki je
prosje£an broj np korijena od f (mod p) kada p varira. Na primjer, za f(x) =
x2 + 1, vrijedi da f ima 1 nulto£ku kada je p = 2, 2 nulto£ke ako je p ≡ 1
(mod 4), i 0 ako je p ≡ 3 (mod 4). Dakle u prosjeku je np = 1.

De�nicija. Neka je K/F Galoisovo pro²irenje i neka je

SK/F := {p ∈ OF : koji se potpuno cijepaju u K/F}.

Teorem 37 (Kronecker, 1880.). Ako f(X) ima r ireducibilnih faktora u Z[x],
tada je prosje£na vrijednost np jednaka r, tj.

lim
s→1+

∑
p npp

−s∑
p p

−s = r.

Korolar 38. Neka je K/Q Galoisovo pro²irenje. Tada je δ(SK/Q) = 1/[K : Q].
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Dokaz. Neka je K = Q(α), za neki α ∈ OK ; takav postoji po teoremu o pri-
mitivnom elementu. Neka je f ∈ Z[x] njegov minimalni polinom. Tada su svi
korijeni od f polinomi u α. Dakle ako f ima korijen (mod p), tada su svi
korijeni de�nirani nad Fp, te se se p cijepa u K (ova tvrdnja vrijedi za sve osim
kona£no mnogo p-ova). Dakle np = deg f = [K : Q], osim ako je np = 0.

Sada Kroneckerov teorem kaºe da je

δ(SK/F ) = lim
s→1+

∑
p∈SK/F

[K : Q]p−s∑
p∈P p

−s = 1,

to jest,

δ(S) = lim
s→1+

∑
p∈A p

−s∑
p∈P p

−s =
1

[K : Q]
.

Po²to vrijedi da se f(x) (mod p) cijepa ako i samo ako se p cijepa u K osim za
kona£no mnogo iznimaka (pogledati na wikipediji), tvrdnja je dokazana.

Kronecker je u svom radu napisao dva vaºna problema. Jedna je slutila
gusto¢u prostih brojeva tavih da f(x) (mod p) ima neki �ksan broj faktora
(Kronecker je to dokazao za slu£aj da se F potpuno cijepa). Postojanje ovih
gusto¢a je dokazao Frobenius krajem 19. stolje¢a (1896.), te je on dao to£nu
slutnju, koja ¢e kasnije postati �ebotarev teorem o gusto¢i, kojeg ¢emo kasnije
spomenuti.

Drugo pitanje je bila slutnja da je Galoisovo pro²irenje K od Q karakterizi-
rano prostim brojevima koji se u potpunosti cijepaju u K. Na primjer Q(i) je u
potpunosti odre�eno s tim da se potpuno cijepaju prosti brojevi p ≡ 1 (mod 4).
Slutnju je dokazao Bauer 1903.

Dirichletovu gusto¢u se moºe de�nirati i op¢enitije, gdje se promatra neki
skup prostih ideala nekog PAB.

De�nicija. Neka je F PAB i S neki skup prostih ideala od F . Tada kaºemo
da S ima Dirichletovu gusto¢u δF (S) ako postoji

δF (S) = lim
s→1+

∑
p∈S N(p)−s

log 1
1−s

.

Tada se na isti na£in kao i Kroneckerov teorem dokazuje da je δF (SK/F ) =
1/[K : F ].

Teorem 39 (Bauer). Neka su L1 i L2 kona£na Galoisova pro²irenja od K Tada
je L1 ⊆ L2 ako i samo ako je SL2/K ⊆ SL1/K . Posebno, L1 = L2 ako i samo
ako je SL2/K ⊆ SL1/K .

Dokaz. Ako je L1 ⊆ L2, tada se lako vidi da je SL2/K ⊆ SL1/K . Obrnuto,
ako je SL2/K ⊆ SL1/K , promotrimo pro²irenje L1L2/K. Ono je Galoisovo i
SL1L2/K = SL2/K ∩SL1/K = SL2/K . Uspore�uju¢i Dirichletovu gusto¢u prostih
brojeva koji se cijepaju u L1L2 i L2 dobijemo da je 1/[L1L2 : K] = 1/[L2 : K],
tj. L1L2 = L2, odnosno L1 ⊆ L2.
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U gornjem dokazu smo koristili tvrdnju da je SL1L2/K = SL2/K ∩ SL1/K .
Dokaºimo tu tvrdnju.

Propozicija 40. Neka su L1/K i L2/K pro²irenja PAB. Tada se p, prost ideal
od OK u potpunosti cijepa (u kojima je nerazgranat) ako i samo ako se p poptuno
cijepa (nerazgranat je) u L1L2/K.

Dokaz. O£ito je da ako se p potpuno cijepa u L1L2/K, tada se potpuno cijepa
u L1/K i L2/K. Pretpostavimo sada da se p poptuno cijepa u L1/K i L2/K.
Neka je F Galoisovo zatvorenje od L1L2 nad K, neka je P prost ideal od F nad
p, te neka je D := D(P/p). Neka je K ⊆ M ⊆ F bilo koje me�upolje, te neka
je pM prost ideal ispod P. Tada je e(pM/p) = f(pM/p) = 1 (tj. p se potpuno
cijepa u M) ako i samo je M ⊆ FD. Neka je Gi := Gal(F/Li). Tada je po
pretpostavci Li ⊆ FD, tj. drugim rje£ima FGi ⊆ FD, odnosno D ≤ Gi. Pa
slijedi da je D ≤ G1 ∩G2 = Gal(F/L1L2), dakle L1L2 ⊆ FD , pa se p potpuno
cijepa u L1L2.

Tvrdnaj za nerazgranatost se dokazuje potpuno ekvivalenetno, osim ²to se
koristi inercijska podgrupa umjesto dekompozicijske.

Primjetimo da mijenjanje skupa prostih brojeva za neki kona£an skup, Ba-
uerov teorem ostaje isti, po²to se ne mijenjaju gusto¢e.
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Grupe klasa zraka

Prirodno je pitanje je li moºemo generalizirati Dirichletov teorem o prostim
brojevima: postoji li beskona£no mnogo prostih ideal u OK u nekakvoj �arit-
meti£koj progresiji�.

De�nicija. Kaºemo da je a ∈ K potpuno pozitivan ako je σ(α/β) > 0 za sva
realna ulaganja K ↪→ C, te ozna£avamo to s a >> 0.

De�nicija. Neka je m neki netrivijalni ideal u PAB OK i neka jhe Im grupa
razlomljenih ideala u K koji su relativno prosti s m i neka je P+

m grupa glavnih
razlomljenih ideala u K oblika (α/β) takvih da je

� (α) i (β) su relativno prosti s m,

� α ≡ β (mod m),

� α/β je potpuno pozitivan.

Ako je γ = α/β takav da zadovoljava gornja svojstva, pi²emo γ ≡ 1 (mod ∗m).
Grupu P+

m nazivamo zraka modulo m.

Dakle, P+
m je skup (γ) takvih da je γ ≡ 1 (mod ∗m).

Primjer 12. Ideal je u P+
(1) ako i samo ako je generiran nekim potpuno pozitiv-

nim generatorom. Na primjer, u Q(
√
2) ideal

√
2 je u P+

(1) iako
√
2 nije potpuno

pozitivan. To moºemo vidjeti jer
√
2(1 +

√
2) generira isti ideal, a potpuno je

pozitivan.
S druge strane (

√
3) nije u u P+

(1) jer
√
3u nije potpuno pozitivan ni za jednu

vrijednost u ∈ Z[
√
−3], to vidimo po²to sve jedinice u u Z[

√
−3] imaju normu

1 (grupa je generirana s −1 i 2 +
√
3), pa

√
3u ima normu −3.

Primjetimo da uvijek vrijedi P+
(1) ≤ P ≤ I(1) gdje je P skup svih galvnih

razlomljenih ideala od K. Tako�er, vrijedi da je I(1)/P grupa klasa ideala.

31
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De�nicija. Svaku grupu P+
m ≤ H ≤ Im nazivamo grupu ideala s modulusom

m, te kvocijent Im/H nazivamo generaliziranom grupom klasa ideala.

De�nicija. Grupa klasa zraka je

R+
m = Im/P

+
m .

De�nicija. Grupa
R+
K := I(1)/P

+
(1)

se naziva stroga (uska) grupa klasa ideala od K.

Primjer 13. Neka je K = Q i m = mZ. Tada za (r) ∈ Im vrijedi r = a/b, gdje
su r > 0, (a,m) = (b,m) = 1. Tada je preslikavanje

Im → (Z/mZ)×,

(r) 7→ ab−1 (mod m)

dobro de�nirano. Lako vidimo da je to preslikavanje surjektivno s jezgrom P+
(m),

te slijedi da je
Im/P

+
(m) ≃ (Z/mZ)×.

Propozicija 41. Za modulus m polja K je R+
m je kona£na grupa i vrijedi

|R+
m| =

hK · 2r1ϕ(m)

[O×
K : (O×

K)+]
,

gdje su

hK = broj klasa od K, (5.1)

r1 = broj realnih ulaganja K ↪→ C, (5.2)

ϕ(m) = |OK/m| , (5.3)

(O×
K)+ =

{
ϵ ∈ O×

K : ϵ ≡ 1 (mod ∗m)
}
. (5.4)

Dokaz. [1, Proposition 2.1. p.50-52].

Za dva skupa A,B ozna£imo da A ≈ B ako se A i B razlikuju za skup
Dirichletove gusto¢e 0.

De�nicija. Neka je K/F Galoisovo pro²irenje i neka je m ideal u OF . Kaºemo
da je K polje klasa od H (gdje je H generalizirana grupa ideala) nad F ako je

SK/F = {prosti ideali p u OF : p se potpuno cijepa u K/F}

≈ {prosti ideali p u OF : p ∈ H}.

Primjer 14. Neka je F = Q i m = mZ. Tada je

{pZ : pZ ∈ P+
m } = {pZ : p ≡ 1 (mod m), p > 0}

= {pZ : p se potpuno cijepa u Q(ζm)/Q} = SQ(ζm)/Q.

Dakle Q(ζm) je polje klasa od P+
m nad Q.
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Primjer 15. Pro²irenje Q(i)/Q je polje klasa za P+
(4), po²to se p > 0 cijepa u

Q(i) ako i samo ako je p ≡ 1 (mod 4).

Primjer 16. Pro²irenje Q(
√
2)/Q je polje klasa za {P+

(8),−P
+
(8)}, po²to se p > 0

cijepa u Q(
√
2) ako i samo ako je p ≡ ±1 (mod 8).

Logi£no se name¢e pitanje je li postoje polje klasa za svaku generaliziranu
grupu klasa ideala i je li jedinstveno. Jedinstvenost nije te²ko pokazati.

Teorem 42 (Weber). Ako polje klasa K od H nad F postoji, tada je jedinstveno.

Dokaz. Sjetimo se da smo pokazali da je δ(SK/F ) = 1/[K : F ]. Ako su K1 i K2

dva polja klasa od H i neka je K = K1K2. Imamo da je

SK/F = SK1/F ∩ SK2/F ≈ {p ∈ OF : p ∈ H}.

O£ito slijedi da je
SK/F ≈ SK1/F ≈ SK2/F .

Dakle vrijedi
1

[K : F ]
=

1

[K1 : F ]
=

1

[K2 : F ]
,

pa vrijedi K = K1 = K2.

Moºemo se pitati je li postoji generalizacija Dirichletovog teorema o aritme-
ti£kim progresijama za PAB? Zapravo se pitamo za neki modulus m, postoji li
beskona£no prostih ideala u svakoj klasi modulo H. Vrijedi sljede¢e

Teorem 43 (Weber). Neka je K/F Galoisovo i P+
m ≤ H ≤ Im. Pretpostavimo

da postoji skup prostih T ⊆ H takav da je SK/F ≈ T . Tada je

[Im : H] ≤ [K : F ].

Dokaz. [1, Theorem 2.4, p.57-58.]

Primjetimo da Im/H moºemo smatrati generalizacijom od (Z/mZ)×, kao ²to
smo ranije vidjeli u primjeru. Tako da bi generalizacija Dirichletovog teorema
zapravo pitala postoji li beskona£no mnogo prostih ideala u svakoj klasi od
Im/H .

Korolar 44. Neka je K/F Galoisovo i neka je K polje klasa od H, gdje je
P+
m ≤ H ≤ Im. Tada je

[Im : H] = [K : F ]

i postoji beskona£no mnogo prostih ideala u svakoj klasi od Im/H.

Dokaz. [1, Corollary 2.5].
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Ovdje vidimo prvu primjenu polja klasa - njihovo postojanje je nuºnost u
dokazu generaliziranog Dirichletovog teorema.

Ulogu koje je u dokazu od Dirichletovog teorema o aritmeti£kim progresijama
imala Dirichletova L-funcija ovdje zauzima funkcija koju je uveo Weber:

L(s, ψ) =
∏
p∤m

1

1− ψ(p)N(p)−s
=

∑
(a,m)=1

ψ(a)

N(a)s
,

gdje je ψ karatker od Im/H.
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Mjesta

De�nicija. Mjesto od K je klasa ekvivalenncije netrivijalnih apsolutniuh vri-
jednosti na K. Skup svih mjesta od PAB F ozna£avamos VF .

De�nicija. Za svaki prosti ideal od OK postoji to£no jedno mjesto (koje se
naziva kona£no ili ne-Arhimedsko ili diskretno mjesto) u K, te po jedno mjesto
za svako ulaganjeK ↪→ R (koje se naziva realno mjesto), te po jedno za svaki par
konjugiranih kompleksnih ulaganja K ↪→ C (koje se naziva kompleksno mjesto).

Preciznije, imamo sljede¢e 3 vrste mjesta na PAB F

� Kona£na mjesta, za svaki prost ideal p imamo |α|p = N(p)−vp(α).

� Beskona£na realna, za ulaganje σ : F → R, imamo |α|σ = |σ(α)|R =
|σ(α)|∞.

� Beskona£na kompleksna, za ulaganje σ : F → C, imamo |α|σ = |σ(α)|2C.

�injenica. Neka su mjesta nekog PAB defg�nirana kao gore. Tada vrijedi
produktana formula, koja kaºe da je∏

v∈VF

|x|v = 1 za svaki x ∈ F×.

Za ilustraciju, vidjeti [1, p.65-66].
Primjetimo da razli£ita prosti ideali daju razli£ita mjesta, te da razli£ita

realna (i kompleksna) ulaganja tako�er daju razli£ite absolutne vrijednosti (osim
ako su konjugirana).

Kona£na mjesta poistovje¢ujemo s idealima p od OK , dok za realno mjesto
pridruºeno realnom ulaganju σ £esto pi²emo pσ, te de�niramo

α ≡ β (mod p)σ ako i samo ako je σ(α/β) > 0.

De�nicija. Kaºemo da se realno mjesto od K cijepa u L/K ako su sva njegova
pro²irenja na L ↪→ C relana. U suprotnom kaºemo da se to mjesto grana.

35
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De�nicija. Modulus m (od K) je preslikavanje

m : {mjesta od K} → Z

takvo da

� m(p) ≥ 0 za sva mjesta p i m(p) = 0 za sve osim kona£no mnogo p.

� Ako je p realno mjesto, ta da je m(p) = 0 ili 1, te ako je p kompleksan,
tada je m(p) = 0.

De�nicija.

Pi²emo
m =

∏
pm(p).

Tako�er, modulus m moºemo zapisati kao m = m0m∞, gdje je m∞ product
realnih mjesta, dok je m0 produkt kona£nih mjesta (prostih ideala). Primjetimo
da sa da P+

m moºemo reinterpretirati s skupom svih a ∈ K× takvih da je

� vp(a− 1) ≥ m(p) za sva kona£na mjesta p koja dijele m.

� vp(a) > 0 za sve realna mjesta p.
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Artinovo preslikavanje

Ozna£imo polje ostataka OK/P od P s k(P), te polje ostataka OF /p od p s
k(p). Pretpostavimo da je e(P/p) = 1, tada imamo da je preslikavanje

I(P/p) = ker (D(P/p)→ Gal(k(P)/k(p))

izomor�zam, te je tada D(P/p) ≃ Gal(k(P)/k(p)) cikli£ka grupa reda f . Po²to
jeGal(k(P)/k(p)) generirana s elementom ϕp (koji djeluje kao x 7→ xN(p)) koji se
naziva Frobenius, mora postojati jedinstveni σ ∈ D(P/p) takav da se on preslika
(s kanonskim izomor�zmom D(P/p) ≃ Gal(k(P)/k(p))) u ϕp. Dakle, imamo
da je ⟨σ⟩ = D(P/p). Ovaj element σ se naziva Frobenius u P. Ozna£avamo ga

i s σ =
(

P
K/F

)
= (P,K/F ).

Propozicija 45. Neka je K/F Galoisovo pro²irenje PAB, p ne-nul prosti ideal
od OF koji je nerazgranat u K, te neka je P prost ideal od OK koji dijeli pOF .
Tada je Frobenius od P jedinstveni σ ∈ Gal(K/F ) koji zadovoljava σ(α) ≡ αN(p)

(mod P) za svaki α ∈ OK .

Dokaz. Neka je σ(α) ≡ αN(p) (mod P) za sve α ∈ OK . Tada vidimo da ako je
α ∈ P, tada je σ(α) ∈ P, pa je σ(P) ⊆ P. O£ito vrijedi da je σ(P) = P, po²to
σ ²alje proste ideale u proste ideale. Dakle σ ∈ D(P/P). O£ito je da prirodni
izomor�zam D(P/P)→ Gal(k(P)/k(p)) ²alje σ u ϕp.

Lema 46. Neka je K/F Galoisovo pro²irenje PAB, p ne-nul prosti ideal od OF
koji je nerazgranat u K, te neka je P prost ideal od OK koji dijeli pOF , te neka
je P2 = τP drugi takava ideal, za neki τ ∈ Gal(K/F ). Tada je D(τP/p) =
τD(P/fp)τ−1 i (τP,K/F ) = τ(P,K/F )τ−1.

Dokaz. Neka je σ ∈ D(P/p); tada vrijedi

τστ−1(τP) = τσ(P) = τP,

pa je τστ−1 ∈ D(τP/p). Dakle imamo da je τD(p)τ−1 ⊆ D(τP/p), a po²to su
ovmi grupama redovi jednaki (= ef), te grupe su jednake.
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Dokaºimo sada drugu tvrdnju: neka je α ∈ OK i neka je σ = (P,K/F ),
dakle σ(α) ≡ αN(p) (mod p) za svaki α ∈ OK . Tada vrijedi

τστ−1(α) = τ((τ−1α)N(p) + a) za neki a ∈ P.

Nadalje imamo

τ((τ−1α)N(p) + a) = αN(p) + τa ≡ αN(p) (mod τP).

Pretpostavimo od sada nadalje da jeG = Gal(K/F ) Abelova. Po prethodnoj
lemi D(P/p) i D(τP/p) su konjugirane, tj. jednake po²to je G Abelova. Dakle
dekompozicijska grupa ovisi samo o p te ju moºemo ozna£iti s D(p) (uvijek ¢emo
znati o kojem se pro²irenju radi). Tako�er, dokazali smo i sljede¢u propoziciju.

Propozicija 47. Neka je K/F Abelovo pro²irenje PAB, p ne-nul prosti ideal
od OF koji je nerazgranat u K, te neka je P prost ideal od OK koji dijeli pOF .
Tada σ =

(
P
K/F

)
ne ovisi o izboru P nad p

Dokaz. Prema prethodnoj lemi, Frobeniusi razli£itih prostih ideala koji leºe
nad istim prostim idealom su konjugirani u Gal(K/F ), dakle jednaki, po²to je
Gal(K/F ) Abelova.

Dakle i Frobenius ovisi samo o p, a ne o izboru P. U tom slu£aju taj auto-
mor�zam zovemo Artinov automor�zam. Dakle, moºemo de�nirati preslikavanje
koje za nerazgranati ideal p ²alje p→ σp = (p,K/F ).

De�niramo Artinovo preslikavanje kao preslikavanje koje neki prosti ideal p
preslikava u Frobenius u p. Moºemo ga pro²iriti na sljede¢i na£in.

Primjer 17. Neka je F = Q, K = Q(
√
m). Gdje je m kvadratno slobodan.

Tada se skup prostih brojeva takvih da se p grana u K satoji od svih p|m i od
2 ako je m ̸≡ 1 (mod 4).

De�nicija. Neka je K/F Abelovo pro²irenje PAB, te m produkt svih ideala u
F koji se granaju u K. Preslikavanje

θK/F : Im → Gal(K/F ), pn1
1 · · · p

nt
t 7→

t∏
i=1

(pi,K/F )
ni .

se zove globalno Artinovo preslikavanje.

Primjer 18. Neka je F = Q, K = Q(ζm), gdje je m neparan broj, te neka je p
neaparan prost broj koji ne dijeli m. Tada se p ne grana u K.

Odredimo (p,K/Q). Neka je α =
∑
i aiζ

i
m ∈ OK = Z[ζm]. Imamo da je

αp = (
∑
i

aiζ
i
m)p ≡

∑
i

aiζ
ip
m = σp(α) (mod p),

za svaki p nad p, po²to je OK/p karakteristike p. Dakle σp = (p,K/Q).
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Neka je p nerazgranat. �to je (p,K/Q)? Imamo dva slu£aja: kada se p
cijepa i kada je p inertan u K. Ako se p cijepa, tada je pOK = p1p2, te je
D(p) = {id}. U ovom slu£aju nemamo puno izbora, dakle (p,K/Q) = id. Ako
je p inertan tada je D(p) = Gal(K/Q), te traºimo σ ∈ Gal(K/Q) takav da je
αp ≡ σ(α) (mod pOK) za sve α ∈ OK . Primjetimo da je ovdje k(pOK) ≃ Fp2 ,
te da je Gal(k(pOK)/Fp) = ⟨ϕp⟩, tj. x 7→ xp je genrator od Gal(k(pOK)/Fp).
To preslikavanje ne djeluje trivijalo na sve elemente od Fp2 (djeluje trivijalno
samo na elemente od Fp), dakle (p,K/Q) ne moºe biti identita, pa mora biti
generator od Gal(K/Q).

Neka je m′ produkt svih prostih brojevarazgranatih u K/F . Ako poisto-
vjetimo Gal(K/Q) s {±1}, u ovom slu£ju je Artinovo preslikavanje de�nirano
s

Im′ → {±1} p 7→
(
m

p

)
Lema 48. Neka je F ⊆ L ⊆ K pro²irenja PAB (ne nuºno Galoisova), te neka
je p prost ideal od OF , P1 prost ideal od L nad p, te P2 prost ideal od K
nad P1, te pretpostavimo da je P2 nerazgranat nad p. Tada je (P2,K/L) =
(P2,K/F )

f(P1/p).

Dokaz. Neka je k(P2) ⊇ k(P1) ⊇ k(p) odgovaraju¢i toranj pro²irenja kona£-
nih polja. Tada je po de�niciji, f(P1/p) = [k(P1) : k(p)], te je Frobenius
u Gal(k(P2)/k(P1)) je f(P1/p)-ta potencija Frobeniusa u Gal(k(P2)/k(p)).
Sada tvrdnja slijedi iz £injenice da je Gal(k(P2)/k(p)) ≃ D(P2/p).

Lema 49. Neka su pretpostavke iste kao u prethodnoj lemi, te neka je L Galo-
isovo nad F . Tada je (P2,K/F )|L = (P1, L/F ).

Dokaz. Automor�zam σ = (P2,K/F ) zadovoljava σ(α) ≡ αN(p) (mod P2) za
svaki α ∈ OK . Restrikcijom na L, vrijedi σ(α) ≡ αN(p) (mod P2) za svaki
α ∈ OL, pa svakako vrijedi i σ(α) ≡ αN(p) (mod P1 = P2 ∩ OL).

Propozicija 50. Za proizvoljno Abelovo pro²irenje PAB K/F , neka je m pro-
dukt svih razgranatih ideala. Vrijedi

NK/F (Im) ≤ Ker(θK/F : Im → Gal(K/F )).

Dokaz. Vidi [6, Proposition 3.3. i Corolary 3.4. i njihove dokaze].
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Produktna formula

Hilbert je krajem 19. stolje¢a gledao kako poop¢iti Gaussov zakon kvadratnog
reciprociteta.

De�nicija. Neka jeK PAB i v mjesto odK. Za a, b ∈ K× de�niramo Hilbertov
simbol (a, b)v

(a, b)v =

{
1, ako je a = x2 − by2 rje²ivo u Kv

−1, ina£e.

Dobio je sljede¢e poop¢enje.

Teorem 51 (Produktna formula). Vrijedi∏
v∈VF

(a, b)v = 1.

Napomena. Primjetimo da je ovo poiop¢enje Gaussovog zakona o reciprocitetu.
Naime, neka su p i q pozitivni neparni prosti brojevi; imamo

� (p, q)∞ = 1,

� (p, q)r = 1 za svaki neparni prost broj r ̸= p, q,

� (p, q)q =
(
p
q

)
,

� (p, q)p =
(
q
p

)
,

� (p, q)2 = (−1)
(p−1)(q−1)

4 .
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Poglavlje 9

Iskazi teorema (globalne)
teorije polja klasa

Sada imamo de�nicije koje nam omogu¢uju da iskaºemo dokaze teorma teorije
polja klasa. U ovom poglavlju ¢emo slijediti [3].

Otkada smo uveli pojam modulusa moºemo pro²iriti de�niciju zraka modulo
m.

De�nicija. Neka je m modulus nekog polja K. Tada je Pm grupa glavnih
razlomljenih ideala u K oblika (α/β) takvih da je

� (α) i (β) su relativno prosti s m,

� α ≡ β (mod m),

� σ(α/β) > 0 za svako realno mjesto σ koje dijeli m.

Ako je γ = α/β takav da zadovoljava gornja svojstva, pi²emo γ ≡ 1 (mod m).
Grupu Pm nazivamo zraka modulo m.

Pro²irimo de�nicije grupa ideala s modulusom m, grupa klasa ideala s mo-
dulusom m, te grupe klasa zraka.

De�nicija. Svaku grupu Pm ≤ H ≤ Im nazivamo grupu ideala s modulusom m,
te kvocijent Im/H nazivamo generaliziranom grupom klasa ideala.

De�nicija. Grupa klasa zraka od m je

Rm = Im/Pm.

Prvo pro²irujemo de�niciju Artinovog preslikavanja.

De�nicija. Neka je L/K Abelovo pro²irenje PAB, te m modulus djeljiv sa svim
prostim idealima u K koji se granaju u L. Preslikavanje

θL/K,m : Im → Gal(L/K), pn1
1 · · · p

nt
t 7→

t∏
i=1

(pi, L/K)ni .
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se zove Artinovo preslikavanje.

Napomena. Napomenimo £injenicu koja je moºda o£ita ali je nismo eksplicitno
spomenuli: neki prost ideal je u jezgri Artinovog preslikavanja θL/K,m ako i
samo ako se u potpunosti cijepa u L/K.

Teorem 52 (Artinov teorem reciprociteta). Neka je L/K Abelovo pro²irenje
PAB, te neka je m modulus djeljiv s svim prostim idealima, kona£nim ili besko-
na£nim, koji se granaju u L. Tada je

1) Artinovo preslikavanje θL/K,m surjektivno,

2) Ako su potencije kona£nih prostih ideala u m dovoljno velike, imamo da
je ker θL/K,m grupa klasa idela za modulus m, tj.

Pm ≤ ker θL/K,m ≤ Im.

Dokaz. [4, Chapter V, Theorem 5.7.]

Direktna posljedica Artinovog teorema reciprociteta je da je

Im/ ker θL/K,m ≃ Gal(L/K).

Dakle svako Abelovo pro²irenje L od K ima Galoisovu grupu koja je generali-
ziranu grupa klasa ideala za neki m.

O£iti nedostatak Artinovog teorema reciprociteta je da modulus m za koji
je ker θL/K nije jedinstven. Neka je Pm ≤ ker θL/K,m i neka je n neki modulus
djeljiv s m. Po de�niciji je Pm skup svih α takvih da je α ≡ 1 (mod m), te je
o£ito je Pn ⊆ Pm, te iz Pm ≤ ker θL/K,m slijedi da je Pn ≤ ker θL/K,n, pa vrijedi
Pn ≤ ker θL/K,n, pa je Gal(L/K) generalizirana grupa klasa idela i za modulus
n. Dakle slijedi da ima beskona£no mnogo modulusa koji zadovoljavaju Artinov
teorem reciprociteta.

Me�utim, postoji "najbolji" modulus, ²to vidimo iz sljede¢eg teorema.

Teorem 53 (Teorem o konduktoru). Neka je L/K Abelovo pro²irenje. Postoji
modulus f = f(L/K) takav da je

1) Prost ideal od K, kona£an ili beskona£an, se grana u L ako i samo ako
dijeli f.

2) Neka je m modulus djeljiv s svim prostim idealima (kona£nim i beskon£-
nim) koji se granaju u L. Tada je ker θL/K,m generalizirana grupa ideala
za m ako i samo ako f dijeli m.

Modulus f se naziva konduktor od L/K.

Dokaz. [4, Chapter V, Theorem 12.7]

Zadnji od glavnih teorema teorije polja klasa nam kaºe da je svaka generali-
zirana grupa ideala od K zapravo izomorfna Galoisovoj grupi nekog pro²irenja
L/K.
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Teorem 54 (Teorem o egzistenciji). Neka je m modulus od K, te neka je H
generalizirana grupa ideala, tj. Pm ≤ H ≤ Im. Tada postoji jedinstveno Abelovo
pro²irenje L od K, £iji svi razgranati prosti ideali (kona£ni i beskona£ni) dijele
m, takvo da ako je

θL/K,m : Im → Gal(L/K)

Artinovo preslikavanje, tada je H = ker θL/K,m.

De�nicija. Za polje iz teorema o egzistenciji kaºemo da je L polje klasa od H.

Napomena. Ova de�nicija polja klasa pro²iruje prethodnu. Povijesno, ovo je
Takagijeva de�nicija polja klasa, dok je ona prethodna Weberova.

Napomena. Artinov teorem reciprociteta nam kaºe da je svako Abelovo pro²i-
renje polje klasa neke generalizirane grupe ideala.

Ovaj teorem nam dopu²ta dokaz egzistencije Abelovih pro²irenja s to£no
odre�enom Galoisovom grupom, te s restrikcijama na grananje prostih ideala.

Pokaºimo sada neke posljedice ovih vaºnih teorema. Prvo ¢emo trebati slje-
de¢i korolar teorema o egzistenciji.

Korolar 55. Neka su L i M Abelova pro²irenja od K. Tada je L ⊆ M ako
i samo ako postoji modulus m, djeljiv s svim prostim idealima od K koji se
granaju ili u L ili u M takav da

Pm ≤ ker θM/K,m ≤ ker θL/K,m.

Dokaz. Mi ¢emo dokazati samo jedan smjer. Pretpostavimo da je L ⊆ M
i neka je r : Gal(M/K) → Gal(L/K) restrikcija. Po Artinovom teroemu o
reciprocitetu postoji modulus m takav da su i ker θM/K,m i ker θL/K,m gene-
ralizirane grupe ideala. Prema Lemi 49, r ◦ θM/K,m = θL/K,m , te je tada
ker θM/K,m ≤ ker θL/K,m. Dokaz drugog smjera se moºe na¢i u [3, Corollary
8.7., p. 147.]

Sada moºemo dokazati Kronecker-Weberov teorem pomo¢u teorije polja
klasa.

Teorem 56 (Kronecker-Weber). Neka je L Abelovo pro²irenje od Q. Tada
postoji m ∈ N takav da je L ⊆ Q(ζm).

Dokaz. Po Artinovom teoremu reciprociteta, postoji modulus m takav da je
Pm ⊆ ker θL/Q,m. Neka je m kona£an dio od m. tj. m = m ili m = m∞. Me�u-
tim, znamo da je Pm = ker θQ(ζm)/Q,m, pa je Pm = ker θQ(ζm)/Q,m ⊆ ker θL/Q,m.
Tada po prethodnom korolaru vrijedi L ⊆ Q(ζm).

Napomena. Ako uzmemo K = Q, tada ¢e konduktor f(L/Q) biti najmanji m
takava da je L ⊆ Q(ζm).
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Napomena. Primjetimo da teoremi TPK daju generalizaciju Kronecker-Weberovog
teorema. Postoji sljede¢a generalizacija Kronecker-Weberovog teorema: za svaki
modulus m, postoji kona£no Abelovo pro²irenje Km takva da je svako kona£no
Abelovo pro²irenje sadrºano u nekom Km. Ova polja su de�nirana kroz teroemu
o egzistenciji - de�niramo da je Km polje klasa od Pm. Ovdje polja Km igraju
ulogu koju imaju Q(ζm) za Q.

Primjetimo da me�utim teoremi TPK ne govore kako konstruirati, tj. kako
eksplicitno izgledaju polja Km.

De�nicija. Polje klasa Km od Pm se naziva polje klasa zrake modulo m.

Napomena. Neka je K ̸= Q PAB. Pokaºimo da postoje abelova pro²irenja L/K
koja nisu sadrºana u K(ζn) ni za jedan n. Neka je p ∈ Z neki prost broj koji se
potpuno cijepa u K, te p neki ideal od K nad (p) ⊆ Z. Iskoristit ¢emo sljede¢u
£injenicu (koju ostavljamo za vjeºbu): Ako se p grana u K(ζm)/K, tada se svaki
ideal od K nad (p) grana u K(ζ)/K. Konstuirajmo L takav da nije sadrºan ni
u jednom ciklotomskom pro²irenju od K. Neka je α ∈ p, takav da α /∈ p2, te
takav da je α ≡ 1 (mod q) za sve q ̸= p nad p. Uzmimo da je L = K(

√
α).

Tada promatraju¢i ∆L/K vidimo da se p grana u L/K, dok se q ne granaju,
dakle zaklju£ujemo da L ̸⊆ K(ζm).

Saºmimo glavne teoreme globalne teorije polja klasa u jednom teoremu (uz
malo reformulacije).

Teorem 57 (Teoremi teorije polja klasa). Neka je K polje algebarskih brojeva.

(1) (Egzistencija) Za svaku grupi idela H postoji polje klasa K.

(2) (Izomor�zam) Za grupu ideala H s modulusom m i poljem klasa L, vrijedi
Gal(L/K) ≃ Im/H.

(3) (Potpunost) Za svako kona£no Abelovo pro²irenje K je polje klasa.

(4) (Usporedivost) Ako su H1 i H2 grupe ideala s istim modulusom m i imaju
polja klasa L1 i L2 (unutar istog algebarskog zatvorenja K), tada je L1 ⊆ L2 ⇐⇒
H2 ⊆ H1.

(5) (Konduktor) Za svaku kona£no Abelovo pro²irenje L/K, mjesta od K koja
se pojavljuju u konduktoru od f(L/K) su to£no ona koja se granaju u L/K.

(6) (Dekompozicija) Ako je H grupa ideala s modulusom m i poljem klasa L/K
tada je svaki p ∤ m nerazgranat u L i stupanj inercije f(P/p) za neki (tj. svaki)
ideal P nad p je jednak redu od p u Im/H.

9.1 Hilbertovo polje klasa

Hilbert je znao dokazati produktnu formulu za Q, ali nije za op¢enita PAB.
Problem su mu predstavljala PAB koja imaju svugdje nerazgranata kvadratna
pro²irenja, te je tada po£eo promatrati svugdje nerazgranata abelova pro²ire-
nja. Napomenimo da je jedan od razloga za²to je Hilbertov dokaz Kronecker-
Weberovog teorema "radio" je zato ²to nema svugdje nerazgranatih Abelovih
pro²irenja od Q.
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Teorem 58 (Hilbert 1898. izrekao kao slutnju). Za svako PAB K postoji
jedinstveno kona£no pro²irenje K ′/K takvo da je

1. K ′/K je Galoisovo i Gal(K ′/K) ≃ ClK ,

2. K ′/K je nerazgranato (u kona£nim i beskona£nim mjestima) i svako Abe-
lovo pro²irenje s ovim svojstvom je potpolje od K ′,

3. Za svaki prost ideal p od K, stupanj inercije f(P/p) za svaki ideal P od
K ′ nad p je red klase od p u ClK ,

4. svaki ideal od K je glavni u K ′

Hilbert je dokazao slutnu za h(K) = 2, a Furtwangler op¢enito 1907 (1. i
2.), 1911 (3.) i 1930. (4.).

De�nicija. Polje iz Slutnje 58 se zove Hilbertovo polje klasa.

Napomena. Alternativna de�nicija Hilbertovog polja klasa je da je to polje klasa
zrake modulo m = 1.

Primjer 19. PromotrimoK = Q(
√
3), L = K(i). Promtorimo grananje prostih

ideala u L/K. Jedini koji dolaze u obzir da se granaju (po Propoziciji 40) su
ideali od K nad 2 i 3, tj. (1+

√
3) i (

√
3). Moºemo zaklju£iti da se (

√
3) ne grana

u L, po²to bi u suprotnom 3 bio potpuno razgranat u L, te bi se tada morao
granati u Q(i)/Q, ²to nije istina. Da bi dokazali da je (1 +

√
3) ne razgranat u

L, primjetimo sljede¢e: kad bi bio, tada bi se 2 potpuno granao u L, a time i u
svim potpoljima. Me�utim 2 se ne grana u Q(

√
−3). Dakle ni jedan prost ideal

od K se ne grana u L. Me�utim realna mjesta od K se granaju u L, pa L/K
nije nerazgranato.

Primjer 20. Na�imo Hilbertovo polje klasa L od K = Q(
√
−5). Primjetimo

sljede¢e: hK = 2, dakle Hilbertovo polje klasa od K je kvadratno pro²irenje
od K, dakle oblika L = K(

√
δ). Tako�er, primjetimo da Q nema nerazgranato

pro²irenje, tako da svi prosti brojevi iz Q koji se granaju u L se moraju ve¢
granati u K, dakle to su 2 i 5. Dakle, probamo s L = K(i), vidimo koriste¢i
argumentaciju kao i prije da su ideali nad 2 i 5 nerazgranati u L, te zaklju£ujemo
da je L Hilbertovo polje klasa.

Primjer 21. Vidi [2, Example 4.2].

Dokaºimo postojanje Hilbertovog polja klasa karakteriziranog sa svojstvom
(1) iz Slutnje 58 kori²tenjem teorije polja klasa. Uzmimo modulus m = 1 i
grupu ideala H = PK , tj podgrupu glavnih ideala. Sada teorem o egzistenciji
kaºe da postoji jedinstveno Abelovo pro²irenje L od K, za koje vrijedi (po²to je
Pm = PK , i Im = IK , skup svih razlomljenih ideala),

PK = ker θL/K,1.
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Primjetimo da je po teoremu o egzistenciji, polje L s tim svojstvom jedinstveno,
te da je to polje svugdje nerazgranato po²to je m = 1. Po²to je Artinovo
preslikavanje surjektivno, po Artinovom teoremu reciprociteta, vrijedi

ClK = IK/PK ≃ Gal(L/K).

Dokaºimo sada da je to i maksimalno nerazgranto Abelovo pro²irenje od K.

Teorem 59. Polje L iz prethodne diskusije je maksimalno nerazgranto Abelovo
pro²irenje od K.

Dokaz. Ve¢ smo vidjeli da je L nerazgranato. Neka je M bilo koje drugo neraz-
granato Abelovo pro²irenje. Po teoremu o konduktoru, imamo da je konduktor
f(M/K) = 1, po²to se prost ideal grana ako i samo ako dijeli konduktor. Ta-
ko�er po teoremu o konduktoru imamo da je ker θM/K,1 generalizirana grupa
ideala za modulus 1, tj.

PK ⊆ ker θM/K,1.

Dakle,
ker θL/K,1 = PK ⊆ ker θM/K,1,

pa je po Korolaru 55, M ⊆ L.

9.2 Neke posljedice teorema teorije polja klasa

Primjetimo da nam teorem o konduktoru govori o povezanosti konduktora i
diskriminante, tj. da ih isti prosti ideali dijele. To£nije imamo sljede¢i teorem
(vidite sli£nost sa poglavljem o karakterima).

Teorem 60. Neka je L/K Abelovo pro²irenje PAB i neka je m neki modulus
za kojeg je L polje klasa nad K (za neku generalizirranu grupu ideala H). Za
svaki karakter χ od Im/H, neka je Lχ polje klasa asocirano s kerχ i neka je fχ
konduktor od Lχ/K. Tada je diskriminanta od L/K jednaka

|∆L/K | =
∏
χ

fkχ,

gdje je fkχ kona£an dio od fχ.

Koriste¢i terminologiju iz poglavlja o Dirichletovim karakterima, polje aso-
cirano Lχ nekom karakteru χ (ili podgrupi karaktera H) ¢e biti polje klasa od
kerχ (tj. od H).

Primjer 22. Odredimo ∆Q(ζ5)/Q. Znamo i da je Q(ζ5) polje zraka klasa za
modulus m = 5∞, tj. polje klasa za podgrupu ideala Pm koja se sastoji od
(α), gdje je α ≡ 1 (mod 5). O£ito je Im/Pm ≃ (Z/5Z)×. Za karaktere od
Im/H ≃ Gal(Q(ζ5)/Q) se lako vidi: trivijalni karakter ima kerχ = Im, pa je
njegov konduktor 1 (ovdje je Lχ = Q), karakter χ reda 2 ima Lχ = Q(

√
5), pa

je njegov fkχ = 5, dok za karaktere reda 4 vrijedi Lχ = Q(ζ5), te je fkχ = 5. Dakle
∆Q(ζ5)/Q = 1 · 5 · 5 · 5 = 53.
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Primjetimo jo² jednu posljedicu dekompozicijskog teorema za Q. Grupe
Im/H su podgrupe od (Z/mZ)×. Sada nam dekompozicijski teorem zapravo
govori da je cijepanje prostih u nekom pro²irenju K/Q zadano kongruencijskim
uvjetima ako je K Abelovo pro²irenje (ili ekvivalentno je potpolje od Q(ζm) za
neki m.)

Primjer 23. Odredimo koji se ideali cijepaju u Q(
√
6) pomo¢u TPK. Prvo

izra£unamo da je konduktor od K = Q(
√
6) jednak diskriminanti (ovo vrijedi za

sva kvadratna polja) f = 24. Dakle Q(
√
6) ⊆ Q(ζ24) = Q(

√
−3,
√
2, i). Traºimo

H ≤ If takav da heQ(
√
6) njegovo polje klasa. O£ito je If/H ≃ Gal(K/Q) grupa

reda 2, dakle If/H je kvocijenta grupa reda 2 u If/Pf ≃ (Z/24Z)×. Korite¢i
rezultate iz poglavlja o karakterima, moºemo vidjeti da je Q(

√
6) �ksno polje od

{σ1, σ5, σ19, σ23}. Zaklju£ujemo da je kerχ = H = {1, 5, 19, 23} ≤ (Z/24Z)×, a
H = ker θK/Q,f, dakle skup svih idela koji se cijepaju u K. Dakle, p se cijepa u
Q(
√
6) ako i samo ako je p ≡ 1, 5, 19, 23 (mod 24).
Mogli smo i do¢i do vrijednosti kada se p cijepa i koriste¢i da je kopnduktor

to£no 24. Dakle, cijepanje se mora dogoditi u pola klasa (Z/24Z)×, te mora taj
uvjet biti zadan modulo 24, i nijednim manjim modulom. Analogno moºemo
vidjeti:

p se cijepa u Q(
√
−3)⇐⇒ p ≡ 1 (mod 3),

p se cijepa u Q(
√
−1)⇐⇒ p ≡ 1 (mod 4),

p se cijepa u Q(
√
2)⇐⇒ p ≡ ±1 (mod 8),

p se cijepa u Q(
√
3)⇐⇒ p ≡ ±1 (mod 12).

p se cijepa u Q(
√
−2)⇐⇒ p ≡ 1, 3 (mod 8),

p se cijepa u Q(
√
−6)⇐⇒ p ≡ 1, 5, 7, 11 (mod 24).

Tvrdnja da ako je cijepanje zadano �kongruencijskim uvjetima�, da je tada
pro²irenje Abelovo, vrijedi i op¢enito, ne samo kada je bazno polje K = Q. Da
bi to dokazali, dokaºimo prvo poop¢enje Bauerovog teorema.

Teorem 61 (Bauer). Neka su L1 i L2 pro²irenja PAB od K, gdje je L2/K
Galosiovo. Tada je L1 ⊆ L2 ako i samo ako je SL2/K ⊆ SL1/K osim za kona£no
mnogo iznimaka.

Dokaz. Prvo dokaºimo sljede¢u tvrdnju: ako je L̃1 Galoisovo zatvorenje od L1

nad K tada je SL1/K = SL̃1/K
. Moºemo to vidjeti iz £injenice da se prost

ideal p od K cijepa u L1 na isti na£in na koji se cijepa i u σ(L1) za svaki
σ ∈ Gal(L̃1/K). S druge strane, L̃1 je kompozit svih σ(L1), pa vidimo da ¢e
se p potpuno cijepati u L1 ⇐⇒ p se potpuno cijepa u svim σ(L1) ⇐⇒ p se
potpuno cijepa u L̃1. Dakle, SL1/K = SL̃1/K

.
Sada imamo, po²to je L2 Galoisovo nad K, imamo da je L1 ⊆ L2 ako i

samo ako je L̃1 ⊆ L2, pa po Bauerovom teoremu, to vrijedi ako i samo ako
SL1/K = SL̃1/K

⊇ SL2/K .



POGLAVLJE 9. ISKAZI TEOREMA (GLOBALNE) TEORIJE POLJA
KLASA 48

Teorem 62. Neka je L/K pro²irenje PAB, te neka je m modulus od K, te S
kona£an skup prostih ideala od K koji sadrºi sve p|m. Neka za svaki p /∈ S
vrijedi da se p potpuno cijepa u L ovisno o tome u kojoj je klasi od Im/Pm.
Tada je L/K Abelovo.

Dokaz. Neka je m kao u pretpostavci i neka je Km polje klasa zraka od m, tj.
polje klasa od Pm. Dakle imamo da se p ∤ m potpuno cijepa u Km ako i samo
ako je p u Pm. Pogledajmo kompozit LKm/K. Uzmimo q /∈ S prost ideal od
K takava da se q potpuno cijepa u LKm/K (takvih o£ito postoji beskona£no
mnogo). Po²to se q potpuno cijepa u Km/K, imamo da je q ∈ Pm. Ideal q se
cijepa i u L, a po²to je cijepanje u L odre�eno time u kojoj je klasi u Im/Pm

ideal q, imamo da se ideali iz Pm cijepaju u L.
Dakle SKm/K ⊆ SL/K , osim za kona£no mnogo p koji dijele m. Dakle po

prethodnom teoremu imamo da je L ⊆ Km, pa je L Abelovo.

9.3 �ebotarevljev teorem o gusto¢i

�ebotarevljev teorem ¢e biti najmanji zajedni£ki vi²ekratnik Dirichletovog te-
orema o aritmeti£kim progresijama i Frobeniusovog teroema kojeg ¢emo opisati.
Pitamo se kako ¢e se asimptotski neki ireducibilni polinom f(x) faktorizirati mo-
dulo p? Na primjer, moºemo promotriti polinom x4−x3+x2−x+2, te kako se
on faktorizira modulo sve proste brojeve do 1000. Dobijemo da se faktorzira kao
produkt linearnih polinoma u 4% slu£ajeva, produkta faktora stupanja 1, 1, 2 u
25, 5%, 2, 2 u 12, 5%, 1, 3 u 31%, te ostaje ireducibilan u 27%.

Odgovor na ovo pitanje daje Frobeniusov teorem. Ozna£imo s Gal(f) Ga-
liosovu grupu polja cijepanja od f nad Q. Grupu Gal(f) moºemo promatrati
kao podgrupu od Sn koja djeluje na korijene od f .

Teorem 63 (Frobenius). Gusto¢a skupa prostih brojeva p za koji se polinom f ∈
Z[x] faktorizira modulo p kao produkt ireducibilnih faktora stupnja n1, n2, . . . ni
postoji i jednak je 1/Gal(f), pomonoºeno s brojem elemenata σ ∈ Gal(f) koji
imaju dekompoziciju u disjunktne cikluse reda n1, . . . ni.

Sjetimo se Dedekindovog teorema o faktorizaciji:

Teorem 64 (Dedekind). Neka je K PAB i α ∈ OK takav da je K = Q(α).
Neka je f(t) ∈ Z[t] minimalni polinom od α. Tada za svaki prost p koji ne dijeli
[OK : Z[α]], zapi²imo

f(t) ≡ π1(t)e1 · · ·πg(t) (mod p),

gdje su πi(t) razli£iti ireducibilni elementi od Fp[t]. Tada se (p) = pOK faktori-
zira kao

(p) = pe11 . . . pegg ,

te vrijedi da je f(pi/p) = deg(πi).
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Pri promatranju gusto¢e nekog tipa cijepanja, moºemo zanemariti one p koji
dijele [OK : Z[α]], po²to je njih kona£no mnogo. Dakle Frobeniusov teorem nam
govori i ne²to o cijepanju prostih u pro²irenjima PAB.

Sjetimo se da smo za Galoisovo pro²irenje L/K, za P/p de�nirali Frobenius
(P, L/K) kao prasaliku od x 7→ xp pri prirodnom izomor�zmu

Gal(L/K)/I(P/p) ≃ D(P/p).

Do sada smo gledali samo slu£aj kada je Gal(L/K) Abelova.
Sjetimo se da je za (τP, L/K) = τ(P, L/K)τ−1 za τ ∈ Gal(L/K). Primje-

timo da je tada

{(τP, L/K) : τ ∈ Gal(L/K)} = {(P, L/K) : P|p} =: (p, L/K)

klasa konjugacije od Gal(L/K).

Teorem 65. (�ebotrevov teorem o gusto¢i) Neka je L/K Galoisovo pro²irenje
PAB i neka je C klasa konjugacije grupe G. Tada je Dirichletova gusto¢a prostih
ideala p od K takvih da je (p, L/K) = C jednaka |C|

|Gal(L/K)| .

Napomena. Primjetimo da je Dirichletov teorem o Aritmeti£kim progresijama
direktno slijedi iz �eborarevljevog teroema o gusto¢i: neka su a, n ∈ N, (a, n) =
1. Kao i uvijek, poistovjetimo elemente od Gal(Q(ζn)/Q) s (Z/nZ)×, dakle a
odgovoara σa. Pitamo se za koje proste brojeve p je Frobenius (p,Q(ζn)/Q) = a?
Frobenius u p ∤ n je preslikavanje takvo da je σ(α) = αp (mod p) za p|p i sve
α ∈ Z[ζn]. Dakle, Frobenius mora zadovoljavati da je σ(ζkn) = σ(ζpkn ) (mod p)
za sve k. Dakle, imamo da je Frobenius u p jednak σp. Dakle (p,Q(ζn)/Q) = σa
ako i samo ako je p ≡ a (mod n). �ebotarevljev teorem nam kaºe da takvih
p-ova ima beskona£no mnogo.

Napomena. Po £emu je ja£i �ebotarevljev teorem od Frobeniusovog? Frobeni-
usov teorem nam govori o tome koliko £esto ¢e Frobenius biti u nekom podijelje-
nju G := Gal(f). Kaºemo da su dva elementa grupe G u istom podijeljenju, ako
su cikli£ke grupe koje generiraju konjugirane u G. Pogledajmo primjer cikli£ke
grupe Z/4Z s 4 elementa. Tada su 1, 3 u istom podijeljenju, dok nisu u istoj
klasi konjugacije.

Promotrimo pro²irenjeQ(ζ5)/Q; znamo da jeGal(Q(ζ5)/Q) = {σ1, σ2, σ3, σ4}.
Frobeniusov teorem nam kaºe da ¢e u 50% slu£ajeva Frobenius biti σ2 ili σ4 (ali
ne znamo koji), tj. da ¢e p biti inertan, tj. polinom f ¢e biti ireducibilan. Os-
tali slu£ajevi se pojavljuju asimptotski za 1/4 prostih brojeva. S druge strane
�ebotarevljev teorem nam kaºe da se svi Frobeniusi pojavljuju u 1/4 slu£ajeva.

Primjer 24. Pogledajmo ²to nam kaºe �ebotarevljev teorem o gusto¢i za L/Q,
gdje je Gal(L/Q) ≃ S3. Ima tri klase konjugacije od S3 : {id}, {(12), (13), (23)} i
{(123), (132)}. Ako je (p, L/Q) = {id}, imamo po²to se id preslikava u generator
of [Fpf : Fp], da je f = 1. Po²to pri£amo o gusto¢i i e = 1 osim za kona£no mnogo
p-ova, moºemo ignorirati one za koje je e ̸= 1. Dakle f = 1, tj. p se potpuno
cijepa za 1/6 prostih brojeva. Za {(12), (13), (23)} vidimo da ¢e Frobenius biti
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reda 2, pa je f = 2, r = 3, takvih ¢e prostih brojeva biti 3/6 = 1/2. Prostih
brojeva takvih da je f = 3 i r = 2 ¢e biti 1/3. Od prvih 1000 prostih brojeva
vrijdei da je r = 2 za 334, r = 3 za 508 i r = 6 za 156, tako da vidimo da
dobivamo jako dobru aproximaciju.

De�nicija. Neka je L/K pro²irenje PAB, p prost idela u K koji se ne grana u
L. Neka je pL = P1 . . .Pr, gdje proste ideal poredamo tako da je f(Pi+1/p) ≤
(Pi/p). Kaºemo da je tip faktorizacije od p u L jednak (f(P1/p), . . . f(Pr/p)).

Kona£no, �ebotarevljev teorem nam govori o cijepanju u Galoisovim pro²ire-
njima. �to je sa ne-Galoisovim pro²irenjima? Tu zapravo dobijemo Frobeniusov
teorem.

Propozicija 66. Neka je L̃ Galoisovo zatvorenje od L nad K. Pretpostavimo
da je p, ideal od K nerazgranat u L (a time i u L̃), po²to takvih ima kona£no
mnogo, te ih moºemo zanemariti. Neka je G := Gal(L̃/K), te H := Gal(L̃/L).
Neka je ϕ = (p, L̃/K). Tada je tip faktorizacije od p jednak duljini ciklusa od
ϕ, prikazanog kroz djelovanje na G/H.

Dokaz. Neka je L = K(α), f minimalni polinom od α i neka je p iz K nerazgra-
nat u L. Prvo primjetimo da je [G : H] = [L : K], te da G prirodno djeluje na
G/H translacijom, tj. x · gH = (xg)H. Dakle ϕ djeluje na skup G/H, te mo-
ºemo ϕ zapisati kao produkt disjunktnih ciklusa, s obzirom na djelovanje na taj
skup. Primjetimo da djelovanje od ϕ na ovaj skup ovisi samo o klasi konjugacije
u Sn (to je elementarna £injenica o simetri£nim grupama). Faktorizacija od p
u L je jednaka faktorizaciji od f u (OK/p)[x]. Reduciraju¢i sve modulo (ideali
nad) p, dobijemo da su stupnjevi faktora polinoma f mod p jednaki duljini or-
bita nulto£aka od f pri djelovaju od D(P/p), tj. kako ϕ djeluje na nulto£ke of
f (mod p).

S druge strane, po²to α generira L nad K, vidimo da za svaki τ ∈ G vrijedi
τα = α ako i samo ako je τ ∈ H, pa slijedi da je τ1α = τ2α ako i samo ako je
τ1H = τ2H. Dakle vidimo da je djelovanje od ϕ na G/H potpuno identi£no kao
djelovanje od ϕ na konjugate od α.

Primjer 25. Pogledajmo sljede¢i primjer: neka je α = 3
√
2, L = Q(α). Tada je

H = {1, τ}, gdje je τ kompleksno konjugiranje. Neka je σ automor�zam od L̃
koji ²alje α u ζ3α. Ako numeriramo α1 = α, α2 = ζ3α, α3 = ζ23α, σ djeluje kao
(123), a τ kao (23). Imamo da je

G/H = {H = {1, τ}, σH = {σ, (12)}, σ2H = {(132), (13)}.

Elementi iz iste klase djeluju jednako na α.
Grupa S3 ima tri klase konjugacije:

C1 := {1}, C2 = {(12), (23), (13)}, C3 = {(123), (132)}.

Frobenius je jedna od tih tri klasa konjugacije. Pogledajmo ²to ako je Frobenius
od p jednak C1. Tada C1 djeluje trivijalno na G/H, pa svaka orbita ima jedan
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element, pa se p potpuno cijepa u L (i tako�er u L̃). Ako je Frobenius C3, tada
Frobenius (tj. svaki element iz C3) djeluje na G/H tranzitivno, dakle G/H
je jedna orbita. Taj prosti ideal dakle ostaje inertan u L. Me�utim, redovi
elemenata u C3 su 3, ²to je jednako redu stupnju inertnosti od prostih ideala u
faktorizaciji od pOL̃. Dakle p je inertan u L/Q, te se cijepa u L̃/L.

Ako je Frobenius C2, tada svaki element iz C2 djeluje na G/H tako da sui
orbite duljina 1 i 2. Dakle imamo pOL = p1p2, gdje je jedan od p-ova stupnja
inertnosti 1, a drugi 2. U L̃2 se p cijepa u tri ideala stupnja inertnosti 2.

Primjer 26. Vidi kako se cijepa u poljima stupnja 4 [5, p.11].

9.4 Primjena teorije polja klasa na prste brojeve
oblika p = x2 + ny2

Pogledajmo sljede¢e pitanje: za �ksan n, koji se prosti brojevi p mogu zapisati
kao p = x2+ny2 za cijele brojeve x, y. Tim problemom se bavi sjajna knjga [3].

Prije nego iskaºemo rje²enje ovog problema, recimo par komentara. Neka je
K = Q(

√
−n), tada je konduktor nekog reda O (to je potprsten kona£nog in-

deksa od OK) jednak f = [OK : O]. Primjer takvog reda je Z[
√
−n]. Primjetimo

da je Pf generalizirana grupa ideala za modulus f.
Mi ¢emo iskazati rje²enje ovog problema.

Teorem 67. Neka je n ∈ N Tada postoji normirani ireducibilni polinom fn ∈
Z[x] takava da za svaki prosti broj p > 2 koji ne dijeli ni n ni diskriminantu od
fn, vrijedi

∃x, y ∈ Z takvi da p = x2 + ny2 ⇐⇒
(
−n
p

)
= 1 i fn(x) mod p ima nulto£ku.

Nadalje, za fn moºemo uzeti minimalni polinom realnog algebarskog broja α za
kojeg je L = K(α), gdje je K = Q(

√
−n), L polje klasa od generalizirane grupe

ideala Pf s modulusom f, gdje je f konduktor od Z[
√
−n]. Polinom fn je stupnja

|If/Pf| .

Primjetimo da ako je n kvadratno slobodan, te n ̸≡ 3 (mod 4), tada je
Z[
√
−n] = OK , f = 1, te je L Hilbertovo polje klasa.

Primjer 27. Neka je n = 2. Imamo da je hK = 1, te tada vrijedi da je K
Hilbertovo polje klasa samo sebi, dakle

p = x2 + 2y2 ⇐⇒
(
−2
p

)
= 1,

to jest
p = x2 + 2y2 ⇐⇒ p ≡ 1, 3 (mod 8).

Ovu £injenicu, bez kori²tenja TPK, je dokazao jo²e Fermat.
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Primjer 28. Uzmimo n = 14. Vrijedi da je K = Q(
√
−14) i da hK = 4, te da je

Hilbertovo polje klasa odK jednakoK(α) gdje je α =
√

2
√
2− 1. Zaklju£ujemo

da je

p = x2 + 14y2 ⇐⇒
(
−14
p

)
= 1 i postoji x takav da (x2 + 1)2 ≡ 8 (mod p).
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Lokalni Artinov simbol

Mi na kolegiju ne¢emo raditi lokalnu teoriju polja klasa, ali ¢emo napraviti
lokalni Artinov simbol, koji se dalje koristi u lokalnoj teoriji polja klasa. On ¢e
generalizirati Hilbertov simbol.

De�nicija. Neka je L/K Abelovo pro²irenje, α ∈ K×, i v mjesto od K. De�ni-
rajmo (α,L/K)v ∈ Gal(L/K) na sljede¢i na£in. Neka je m modulus takav da je
Gal(L/K) ≃ Im/H za neku generaliziranu grupu ideala H. Kada je v kona£an,
izaberimo α0 koji je �blizu� α u v i takav da je α0 blizu 1 u mjestima koja dijele
m (s iznimkom ako v dijeli m):

vv

(α0

α
− 1
)
≥ vv(m), vw(α0 − 1) ≥ vw(m), σ(α0) > 0,

gdje w ide po svim kona£nim mjestima razli£itima od v, te σ ide po svim realnim
mjestima koja dijele m. Ako v ne dijeli m, tada uklju£imo i dodatan uvjet da

((α0/α), v) = 1.

Faktoriziraju¢i ideal (α0) u produkt prostih ideala, neka je I produkt faktora od
(α0) koji nisu djeljivi s v. Dakle imamo da je (I,m) = 1 po de�niciji. De�niramo

(α,L/K)v = θL/K,m(I)
−1

za kona£na mjesta v. Za beskona£na mjesta v u kojima je Kv realno, a Lv
kompleksno i za koje je α < 0 u Kv de�niramo da je (α,L/K)v kompleksno
konjugiranje u Gal(Lv/Kv) ≲ Gal(L/K), a u svim drugim slu£ajevima de�ni-
rajmo da je (α,L/K)v identiteta.

Primjetimo da izbor od α0 ovisi o izboru mjesta v, tj. za svako mjesto v
biramo drugi α0.

Prvo ²to moºemo primjetiti u de�niciji iznad je da izbor od α0 nije jedinstven,
²tovi²e postoji beskona£no mnogo α0 koji zadvoljavaju uvjete. Pokaºimo da
vrijednost (α,L/K)v ne ovisi o izboru α0. Neka je β0 neka druga vrijednost
koja zadovoljava uvjete de�nicje. Tada imamo da je (α0/β0) ≡ 1 (mod m), tj.
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(α0/β0) ∈ Pm, tj. θL/K,m(α0/β0) = 1. Dakle (α,L/K)v je dobro de�niran, tj.
ne ovisi o izboru od α0.

Primjetimo da ovdje implicitno koristimo globalnu teoriju polja klasa kako
bi de�nirali (α,L/K)v.

De�nicija. Neka je L/K pro²irenje PAB. Kaºemo da je modulus m prihvatljiv
ako potoji generalizirana grupa ideala Pm ≤ H ≤ Im takav da je L polje klasa
od H.

Primjer 29. Ira£unajmo (−1,Q(i)/Q)v. Znamo da je m = 4∞ prihvatljiv
modulus za Q(i)/Q. Poistovjetimo Gal(Q(i)/Q) s {±1}. Po²to je −1 < 0
imamo da je (−1,Q(i)/Q)∞ = −1. Za v = 2, moºemo uzeti α0 = 3, pa je
(−1,Q(i)/Q)2 = (3,Q(i)/Q) =

(−1
3

)
. Za bilo koji neparan prost broj p moºemo

uzeti α0 = 1, pa je (−1,Q(i)/Q)∞ = θL/K,m(1)
−1 = 1.

Avalogno, imamo da je (3,Q(i)/Q)v = 1 za v ̸= 2, 3. Za v = 2, imamo
(3,Q(i)/Q)v = −1 koriste¢i istu argumentaciju kao i gore. Za v = 3, traºimo α0

takav da je (α0/α, v) = 1, pa vidmo da moºemo izabrati α0 = 3, pa dobijemo
(3,Q(i)/Q)3 = (3,Q(i)/Q) = −1.

Primjer 30. Neka je p prost ideal koji ne dijeli prihvatljiv modulus m za L/K.
Za α ∈ K×, neka je k = vp(α). Izaberite α0 takav da je vw(α0 − 1) ≥ vw(m) za
sve kona£ne w|m, te w(α0) > 0 za sve beskona£ne w koji dijele m i vp(α0/α−1) ≥
1. Tada je (α0) = pkI, za neki I relativno prost s p i s m.

Sada imamo da je (α,L/K)p = θL/K,m(I)
−1 = θL/K,m((α0)p

−k)−1. Po²to
smo izabrali α0 ∈ Pm, imamo da je θL/K,m(α0) = 1, pa je

(α,L/K)p = θL/K,m(p)
k = (p, L/K)vp(α).

Vidimo da za p ∤ m, (α,L/K)p = 1 ima jednostavnu de�niciju pomo¢u
Frobeniusa. �tovi²e, odmah vidimo da je (α,L/K)p za sve osim kona£no mnogo
p, po²to samo kona£no mnogo p dijeli m i vp(α) = 0 za sve osim kona£no mnogo
p.

Ranije smo bili de�nirali Hilbertov simbol (α, β)v. Pokaºimo da na² novi
simbol generalizira Hilbertov simbol: neka je L = K(

√
β), te poistovjetimo

Gal(L/K) s {±1}. Lako vidimo da je tada (α,L/K)v = (α, β)v.
U gornjim primjerima nam je produkt po svim mjestima (α,L/K)p bio 1.

To naravno nije slu£ajno, ²to nam govori sljede¢i teorem.

Teorem 68 (Hasse). Za sva kona£na Abelova pro²irenja PAB L/K i α ∈ K×,
vrijedi ∏

v∈VK

(α,L/K)v = 1.

Napomenimo da je Hasse u dokazu prethodnog teorema koristio globalnu
teoriju polja klasa.
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Elipti£ke krivulje

De�nicija. Elipti£ka krivulja nad poljem k je glatka, projektivna krivulja
genusa 1 sa speci�ciranom to£kom O ∈ k.

Objasnimo ovu de�niciju. A�ni pravac je A1(k) = k. A�na ravnina je
A2(k) = k × k.

De�nicija. Projektivni pravac P1(k) je

P1(k) = {(a, b) ∈ k2|(a, b) ̸= (0, 0)}/ ∼

gdje je (a, b) ∼ (c, d) ako i samo ako postoji 0 ̸= λ ∈ k takav da je a = λc i
b = λd.

Analogno, projektivna ravnina P2(k) je

P2(k) = {(a, b, c) ∈ k3|(a, b, c) ̸= (0, 0, 0)}/ ∼

gdje je (a, b, c) ∼ (d, e, f) ako i samo ako postoji 0 ̸= λ ∈ k takav da je a = λd
i b = λe i c = λf . Klasu ekvivalencije £ije je (a, b, c) reprezent, ozna£avamo s
(a : b : c).

To£ke projektivnog pravca P1(k) moºemo zami²ljati kao nagib nekog pravca
u ravnini ili alternativno kao A1(k)∪{∞}, gdje∞ "predstavlja" okomiti pravac.
Po²to je preslikavanje

(a : b : c)→

{
(a/c, b/c) ako je c ̸= 0

(a : b) ako je c ̸= 0

bijekcija, vrijedi da je P2(k) = A2(k) ∪ P1(k).

De�nicija. Neka je k savr²eno polje, f ∈ k[x, y] polinom, te k algebarsko
zatvorneje od k. Tada je a�na krivulja Cf skup to£aka

Cf = {P ∈ A2(k)|f(P ) = 0}.
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De�nicija. Neka je F ∈ k[X,Y, Z] homogeni polinom. Tada je projektivna
krivulja CF skup to£aka

CF = {P ∈ P2(k)|F (P ) = 0}.

Stupanj od krivulje CF je stupanj od F .

S Cf (k) i CF (k) ozna£avamo skupove k-racionalnih to£aka od Cf i CF .
Ako je krivulja C de�nirana nad k (tj. F ∈ k[X,Y, Z] za projektivnu krivu-

lju, ili f ∈ k[x, y]), tada pi²emo C/k.

De�nicija. Projektivna krivulja CF /k je nesingularna ako ne postoji P ∈
CF (k) takva da je

dF

dX
(P ) =

dF

dY
(P ) =

dF

dZ
(P ) = 0.

Na primjer, krivulja
Y 2Z = X3 +X2Z

ima sve parcijalne derivacije jednake 0 u P = (0 : 0 : 1), dakle nije glatka.

Bitno je i da elipti£ka krivulja ima k-racionalnu to£ku. Npr. krivulja

S : 3X3 + 4Y 3 + 5Z3 = 0

nema to£aka nad Q (sjetimo se da (0 : 0 : 0) nije to£ka!), tako da S nije elipti£ka
krivulja nad Q, iako je glatka projektivna krivulja genusa 1.

Svaka a�na krivulja se moºe upotpuniti do projektivne krivulje dodavanjem
odgovaraju¢e potencije od z u svakom sumandu. Na primjer,

x4 + xy = y3 + 2x

se moºe upotpuniti tako da se napi²e kao

x4 + xyz2 = y3z + 2xz3.

Projektivne krivulje se £esto pretvaraju u a�ne krivulje (izme�u ostalog zbog
lak²e notacije) tako da se uzme z = 1. Mi ¢emo £esto, zbog lak²e notacije
pisati (elipti£ke) krivulje kao da su a�ne krivulje, iako ¢emo ih zapravo zauvijek
smatrati projektivnim krivuljama.

Prije nego ²to krenemo promatrati svojstva elipti£kih krivulja, uvest ¢emo
standardni oblik zapisivanja krivulja.

Lema 69. Svaka elipti£ka krivulja E nad poljem k se moºe zapisati u Weier-

strassovoj formi

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a2x+ a6. (11.1)
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Elipti£ka krivulja E, zapisana u projektivnom obliku je zapravo

E : Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3,

ali mi moºemo zbog jednostovanosti E(k) zami²ljati kao skup to£aka koje zado-
voljavaju jednadºbu (11.1) plus "to£ka u beskona£nosti O", koja je (0 : 1 : 0) u
projektivnim koordinatama.

Ako je karakteristika polja k, char k ̸= 2, 3, tada se elipti£ka krivulja moºe
zapisati u kratkoj Weierstrassovoj formi

y2 = x3 + ax+ b.

Neka je
E : y2 = x3 + ax+ b

elipti£ka krivulja u kratkoj Weierstrassovoj formi. Tada je diskriminata elip-
ti£ke krivulje

∆(E) = ∆ = −16(4a3 + 27b2).

Primjetimo da je ∆(E) = 16×diskriminanta od x3 + ax + b, te vrijedi da je
∆ ̸= 0 ekvivalentno tome da je E glatka. Zaista ako je F = y2 − x3 − ax − b,
tada je

dF

dy
(P ) = 0⇐⇒ y(P ) = 0,

te je

dF

dy
(P ) = 0 i

dF

dx
(P ) = 0⇐⇒ x3 + ax+ b ima vi²estruke nulto£ke

⇐⇒ diskriminanta od x3 + ax+ b je 0⇐⇒ ∆(E) = 0.
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11.1 Funkcijska polja (a�nih) krivulja

U ovom i sljede¢em poglavlju ¢emo navoditi mnoge tvrdnje bez dokaza. Dokazi
se mogu na¢i u [7].

De�nicija. Neka je R integralna domena. Tada je Frac(R) = {ab , a, b ∈ R, b ̸=
0}/ ∼, gdje je ∼ standardna relacija ekvivalencije, polje razlomaka od R.

Primjer 31. Frac(Z) = Q, Frac(k[x]) = k(x).

De�nicija. Racionalna funkcija na An(k) je f ∈ k(x1, . . . , xn) =: k(An).

Mi ¢emo promatrati samo slu£aj n = 2.

De�nicija. Neka je C/k a�na krivulja, te f = g
h ∈ k(A2), gdje je h ̸= 0 na

C(k). Restrikcija od f na C

f : C − {kona£an skup gdje je h = 0} → k

je racionalna funkcija na C. Skup svih racionalnih funkcija na C £ini polje,
koje ozna£avamo s k(C).

�injenica. Neka je C a�na krivulja de�nirana s f ∈ k[x, y]. Tada je

k(C) ≃ Frac

(
k[x, y]

(f)

)
.

Tako�er, k[C] ≃
(
k[x,y]
(f)

)
se zove koordinatni prsten od C.

Primjer 32. Neka je D : y = 0 u a�noj ravnini.

k(C) ≃ Frac

(
k[x, y]

(y)

)
≃ Frac(k[x]) = k(x).

Primjer 33. Neka je C : y2 = x3 + 1 u a�noj ravnini. Tada je

k(C) ≃ Frac

(
k[x, y]

(y2 − x3 − 1)

)
≃ k(x,

√
x3 + 1).

De�nirajmo sada glatko¢u da algebarski na£in.

De�nicija. Neka je C/K neka krivulja, te neka je K(C) njeno funkcijsko polje
(nad algebarskim zatvorenjem). Neka je P ∈ C(K), te de�niramo

K[C]P = {f/g ∈ K(V ), f, g ∈ K[V ], g(P ) ̸= 0}.

mP = {f ∈ K[C]P : f(P ) = 0}.

Prsten K[C]P se naziva lokalni prsten od C u P . To je lokalni prsten s mak-
simalnim idealom mp. Za funkciju f ∈ K(V ), koja je u K[C]P , kaºemo da je
regularna.
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�injenica. Krivulja C je regularna u P ∈ C ako i samo ako je dimK mP /m
2
P =

1.

Primjer 34. Pogledajmo krivulje

C1 : y2 = x3 + x,

C2 : y2 = x3 + x2.

To£ka P = (0, 0) se nalazi na obje te krivulje.
Pogledajmo prvo C1. Tu je mP = ⟨x, y⟩, te je m2

P = ⟨x2, xy, y2⟩. Imamo da
je x = y2 − x3, dakle x ∈ m2

P . Zaklju£ujemo da je mP /m
2
P = ⟨y⟩.

Pogledajmo sada C2. Tu je opet mP = ⟨x, y⟩, te je m2
P = ⟨x2, xy, y2⟩,, ali

sada se i x i y nalaze u mP /m
2
P , dakle mP /m

2
P = ⟨x, y⟩.

Dakle C2 je singularna u P , dok je C1 nesingularna u P .

11.2 Preslikavanja elipti£kih krivulja

De�nicija. Neka su C/k i D/k krivulje. Racionalno preslikavanje (nad k)
ϕ : C → D je preslikavanje de�nirano s racionalnim funkcijama ϕ = (u, v), u, v ∈
k(C), takvo da u i v nisu oboje 0. Tj, ϕ(P ) = (u(P ), v(P )) za P ∈ C(k).

Primjetimo sljede¢e: Neka su C = Cf i D = Dg krivulje, te neka je ϕ : C →
D preslikavanje. Ako je a racionalna funkcija ∈ k(D), tada je a ◦ ϕ racionalna
funkcija ∈ k(C). Dakle, racionalna funkcija ϕ : C → D inducira injekciju polja

ϕ∗ : k(D) ↪→ k(C),

a 7→ a ◦ ϕ = ϕ∗a.

De�nicija. Stupanj od ϕ je [k(C) : ϕ∗k(D)], ako ϕ nekonstantna, a de�niramo
da je stupanj od ϕ jednak 0 ako je ϕ konstantna.

Primjer 35. Neka su C i D kao u primjerima 32 i 33. Tada je

ϕ : C → D, ϕ(x, y) = (x, 0)

racionalno preslikavanje, te vrijedi da ako je a(x, 0) = x racionalna funkcija na
k(D), tada je

a ◦ ϕ(x, y) = ϕ∗a(x, y) = x

Dakle ϕ∗k(D) = k(x), te je

[k(C) : ϕ∗k(D)] = [k(x,
√
x3 + 1) : k(x)] = 2,

pa slijedi da je ovo preslikavanje stupnja 2.

�injenica. Neka je k polje algebarskih brojeva, te neka jeK kona£no pro²irenje
od k(x). Tada postoji krivulja C takva da je k(C) = K.
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�injenica. Neka je i : k(C2) ↪→ k(C1) ulaganje funkcijskih polja koje �ksira k.
Tada postoji jedinstveno ne-konstantno racionalno preslikavanje ϕ : C1 → C2

takvo da je ϕ∗ = i.

De�nicija. Kaºemo da je ϕ : C → D de�nirano u to£ki P ako postoji g ∈
k(C)∗ takav da su ug, vg de�nirani u P . Ako je ϕ de�niran na cijeloj C, tada
je ϕ mor�zam.

De�nicija. Ako je ϕ : C → D mor�zam takav da postoji mor�zam ψ : D → C
takav da su ψ ◦ ϕ i ϕ ◦ ψ identiteta na C i D, tada je ϕ izomor�zam.

�injenica. Ako je ϕ : C → D racionalno preslikavanje takvo da je C glatka,
tada je ϕ mor�zam.

�injenica. Ako je ϕ : C → D racionalno preslikavanje stupnja 1, te su C i D
glatke, tada je ϕ izomor�zam.

Imamo sljede¢u ekvivalenciju kategorija:

glatke krivulje nad k ↔ pro²irenja polja K/k(x)

racionalna preslikavanja (mor�zmi)↔ ulaganja polja

C ↔ k(C).

�injenica. Ako su dvije elipti£ke krivulje

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

E′ : y2 + b1xy + b3y = x3 + b2x
2 + b4x+ b6

uWeierstrassovoj formi izomorfne, tada postoji preslikavanje (xE , yE) 7→ (xE′ , yE′),

xE′ = u2xE + r,

yE′ = u3yE + sxE + t, gdje u ∈ k∗, r, s, t ∈ k.
Tako�er, ako su dvije elipti£ke krivulje

E : y2 = x3 + ax+ b, (11.2)

E′ : y2 = x3 + a′x+ b′ (11.3)

u kratkoj Weierstrassovoj formi (nad poljem karakteristike ̸= 2, 3) izomorfne,
tada postoji pomjena varijabli

xE′ = u2xE,

yE′ = u3yE , gdje u ∈ k∗.
Dakle za elipti£ke krivulje E i E′ u kratkoj Weierstrassovoj formi vrijedi

E ≃ E′ ⇐⇒ (u3yE)
2 = (u2xE)

3 + a′(u2xE) + b′,

⇐⇒ a′ = u4a, b′ = u6b

∆(E′) = −16(4a′3 + 27b′2) = u12∆(E)



POGLAVLJE 11. ELIPTI�KE KRIVULJE 61

De�nicija. j-invarijanta elipti£ke krivulje y2 = x3 + ax+ b je

j = j(E) =
1728(−4a)3

∆
.

Za elipti£ku krivulju u (op¢oj) Weierstrassovoj formi

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

diskriminanta i j-invarijanta se ra£unaju na sljede¢i na£in:

b2 = a21 + 4a2, b4 = a1a3 + 2a4, b6 = a23 + 4a6, b8 = b2a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − a24,

c4 = b22−24b4, c6 = −b32+36b2b4−216b6, ∆ = −b22b8−8b34−27b26+9b2b4b6, j = c34/∆.

Propozicija 70. Neka je k polje karakteristike ̸= 2, 3.

1. Elipti£ke krivulje E i E′ su izomorfne nad k ako i samo ako je j(E) =
j(E′).

2. Za svaki j ∈ k, postoji elipti£ka krivulja E/k takva da je j(E) = j.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da su E i E′ kao u (11.2) i (11.3), to sigurno moºemo
po²to se svaka elipti£ka krivulja nad poljem karakteristike ̸= 2, 3 moºe zapisati
u kratkoj Weierstrassovoj formi.

Ako a, b ̸= 0, a′ = u4a, b′ = u6b, u ∈ k∗,⇐⇒ 4
√
a/a′ = 6

√
b/b′ ⇐⇒

(a′/a)3 = (b′/b)2 ⇐⇒ 4a3 + 27b2

a3
=

4a′3 + 27b′2

a′3
⇐⇒ j(E) = j(E′).

Ako je a = 0, tada je a′ = 0 i b, b′ ̸= 0, pa dobivamo izomor�zam uzimanjem
u = 6

√
b′/b. Ako je b = 0, tada je b′ = 0, te a, a′ ̸= 0. Dobivamo izomor�zam

uzimanjem u = 4
√
a′/a.

2. Za j ̸= 0, 1728 elipti£ka krivulja

E : y2 + xy = x3 − 36

j − 1728
x− 1

j − 1728

ima

j(E) = j, ∆(E) =
j2

(j − 1728)3
.

Za
E1 : y2 = x3 + ax, j(E1) = 1728,

E2 : y2 = x3 + b, j(E2) = 0.

Korolar 71. Postoji bijekcija izme�u {elipti£ke krivulje /k do na k-izomor�zam}
i k.
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Korolar 72. Grupa automor�zama elipti£ke krivulje (nad k)

AutE = {izomorfizmi : E → E}

je
Z/2Z za y2 = x3 + ax+ b, a, b ̸= 0

Z/4Z za y2 = x3 + ax,

Z/6Z za y2 = x3 + b.

Dokaz. AutE = {u ∈ k× : u4a = a, u6b = b}, pa slijedi da je

AutE = ⟨−1⟩, ako a, b ̸= 0,

AutE = ⟨i⟩, ako b = 0,

AutE = ⟨ζ6⟩, ako a = 0,

gdje je ζ6 primitivni ²esti korijen iz jedinice (npr. 1−
√
−3

2 ).

Propozicija 73. Neka je E/K elipti£ka krivulja nad PAB, s AutE ≃ Z/2Z
zadana kao

E : y2 = x3 + ax+ b,

te neka je E′/K elipti£ka krivulja s j(E) = j(E′) i takva da E i E′ nisu iz-
omorfne nad K. Tada su E is E′ izomorfne nad kvadratnim pro²irenjem od
K.

Dokaz. Vrijedi a, b ̸= 0, te

E′ : y2 = x3 + au4x+ bu6,

gdje su u4, u6 ∈ K. Dakle imamo da je u2 = t ∈ K. Zamjenom varijabli

y 7→ yt2, x 7→ xt,

te dijelnjenjem s t3 dobijemo E′ : ty2 = x3 + ax + b. O£ito nad kvadratnim
poljem K(

√
t) te krivulje postaju izomorfne.
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Izogenije

Pretpostavimo u ovom poglavlju da je char k ̸= 2, 3.

De�nicija. Izogenija izme�u dvije elipti£ke krivulje je mor�zam ϕ : E → E′

koji preslikava O ∈ E u O′ ∈ E′.

�injenica. Svaka izogenija je homomor�zam grupa.

Teorem 74 (Mordell-Weil). Skup K-racionalnih to£aka elipti£ke krivulje nad
PAB K £ini kona£no generiranu Abelovu grupu.

Primjer 36. Mnoºenje sm na elipti£koj krivulji [m] je za svakim ≥ 1 izogenija.

[0] : E → E je nul-izogenija. De�niraimo st[0] = 0, tako da bi vrijedilo

stϕ ◦ ψ = stϕ · stψ

za sve izogenije ϕ : E → E′, ψ : E′ → E.

Primjer 37. Neka je E : y2 = x3 + ax + b. Promotrimo mnoºenje s 2 na E,
[2] : E → E,

[2] : (x, y)→
(
x4 − 2ax2 + a2 − 8b

4(x3 + ax+ b)
, . . .

)
.

Preslikavanje [2] je de�nirano racionalnim funkcijama, te je [2]O = O, tako da
je [2] izogenija.

Neka su E1 i E2 elipti£ke krivulje. Tada je

Hom(E1, E2) = {izogenije : E1 → E2}

grupa uz operaciju zbrajanja.
Nadalje, EndE = Hom(E,E) je prsten s jedinicom (s operacijama zbrajanja

i kompozicije) koji sadrºi Z, po²to je mnoºenje s m izogenija za svaki m ∈ Z.
Zapravo, za elipti£ke krivulje de�nirane nad poljima algebarskih brojeva,

skoro uvijek ¢e vrijediti EndE = Z.

63
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Napomena. Ako u subskriptu imamo polje, npr. Endk(E) ili Homk(E1, E2),
tada to ozna£ava skup preslikavanja tog tipa nad k. Ako ne pi²e ni²ta u subs-
kriptu, onda se uvijek misli na preslikavanja de�nirana nad k.

Primjer 38. Neka je E : y2 = x3 − x, te [i] ∈ EndE, [i] : (x, y) = (−x, iy).
Primjetimo [i]([i][−1]) = [1], te je [i] automor�zam. Slijedi EndE ⊃ Z[i].
Me�utim, EndQE = Z.

Neka su C i D glatke projektivne krivulje. Sjetimo se da je stupanj nekog ne-
konstantnog racionalnog preslikavanja krivulja ϕ : C → D jednak maksimalnom
broju to£aka ∈ C u praslici od ϕ(P ) za neki P ∈ D. Ako je preslikavanje stupnja
n, tada ¢e |ϕ−1(P )| = n za sve osim kona£no mnogo P -ova. Ako je |ϕ−1(P )| < n
tada je ϕ razgranato u P , ako je |ϕ−1(P )| = n onda je nerazgranato u P .

Ako je ϕ : E1 → E2 ne-nul izogenija, tada je Kerϕ = ϕ−1(O) kona£na
podgrupa (od E(k)).

Primjer 39. Neka je E : y2 = (x − a1)(x − a2)(x − a3), ai ∈ Q, Ti = (ai, 0).
Tada je

Ker[2] = {O, T1, T2, T3} ≃ Z/2Z⊕ Z/2Z.

Neka je E elipti£ka krivulja, O ≠ P ∈ E. De�niramo

τP : E → E,

τP (Q) = P +Q

tj. τp je translacija s P . Preslikavanje τp je mor�zam (ali nije homomor�zam
grupa).

Teorem 75. Neka su E1, E2 elipti£ke krivulje nad poljem algebarskih brojeva
k, te ϕ : E1 → E2 izogenija stupnja n ̸= 0.

1. ϕ je nerazgranato preslikavanje, tj. |ϕ−1(P )| = n za svaki P ∈ D.

2. Neka je K1 = k(E1), K2 = ϕ∗(k(E2)). Tada je K1 Galoisovo pro²irenje
od K2, te je Gal(K1/K2) ≃ Kerϕ.

3. Ako je ψ : E1 → E3 izogenija i Kerψ ⊃ Kerϕ, tada postoji jedinstvena
izogenija χ : E2 → E3 takva da je ψ = χ ◦ ϕ.

Dokaz. 1. Po²to je ϕ preslikavanje stupnja n, vrijedi da postoji to£ka P ∈
E2, t.d. |ϕ−1(P )| = n. De�nirajmo ϕ−1(P ) = {Qi, i = 1, . . . , n}. Neka
je sada P ′ proizvoljna to£ka ∈ E2, te neka je Q′ ∈ ϕ−1(P ′). Tada su
Q′ + Qi − Q1, i = 1, . . . n razli£ite to£ke te po²to je ϕ homomor�zam
grupa, vrijedi da je ϕ(Q′ +Qi −Q1) = P ′, i = 1, . . . n.

2. Neka je Φ = Kerϕ = {T1, . . . , Tn}. Promotrimo τTi
: E1 → E1. To presli-

kavanje je izomor�zam krivulja, pa inducira automor�zam τ∗Ti
funkcijskog

polja K1. Neka je P ∈ E1, te neka je ϕ∗f ∈ K2. Tada je

τ∗Ti
ϕ∗f(P ) = (ϕ∗f)τTi

(P ) = f(ϕ(P + Ti)) = f(ϕ(P ) + ϕ(Ti)) = fϕ(P ) =
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= ϕ∗f(P ).

Slijedi da je τ∗Ti
automor�zam od K1 koji �ksira K2, tj. |Aut(K1/K2)| ≥

n. Po²to je [K1 : K2] = n slijedi da je |Aut(K1/K2)| = n, te K1/K2

Galoisovo, te
Gal(K1/K2) ≃ Kerϕ.

Primjetimo da slijedi i da ¢e Gal(K1/K2) biti Abelova grupa.

3. Neka jeK3 = ψ∗k(E3). Tada je kao i prijeK3 �ksiran sa svimGal(K1/K3) =
{τ∗P : P ∈ Kerψ} ≤ {τ∗P : P ∈ Kerϕ} = Gal(K1/K2). Po Fundamental-
nom teoremu Galoisove teorije

K3 = K
Gal(K1/K3)
1 ⊂ KGal(K1/K2)

1 = K2,

tj. K3 je potpolje od K2. Dakle, postoji jedinstveni χ : E2 → E3 koji
inducira ovu inkluziju funkcijskih polja. Po²to je (po konstrukciji koju
smo upravo napravili) ϕ∗(χ∗K3) = ψ∗K3, vrijedi ψ = χϕ. Da bi zavr²ili
dokaz da je ovo izogenija, treba primjetiti

χ(O) = χ(ϕ(O)) = ψ(O) = O.

Na sli£an na£in uz kori²tenje Riemann-Hurwitzove formule za genus, dobiva
se sljede¢a vaºna £injenica.

�injenica. Ako je Φ podgrupa od E, tada postoji jedinstvena elipti£ka krivulja
E′ i izogenija

ϕ : E → E′

takva da je kerϕ = Φ.
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Elipti£ke krivulje nad C

Sjetimo se da kaºemo da je kompleksna funkcija f meromorfna ako je holo-
morfna osim na skupu izoliranih to£aka, u kojima ima polove. U ovom poglavlju
¢emo tako�er izre¢i neke tvrdnje bez dokaza (pogledajte [7] za detalje).

De�nicija. Re²etka Λ ⊂ C je diskretna podgrupa ranga 2, tj.

Λ = Zw1 + Zw2, w1, w2 ∈ C,

takva da su w1 i w2 linearno nezavisni nad R.

Baza w1, w2 je jedinstvena do na GL2(Z).

De�nicija. Elipti£ka funkcija (s obzirom na Λ) je meromorfna funkcija f za
koju vrijedi

f(z + w) = f(z), ∀z ∈ C, ∀w ∈ Λ.

De�nicija. Fundamentalni paralelogram za Λ je skup

D = {a+ t1w1 + t2w2 : 0 ≤ t1, t2 < 1},

gdje je a ∈ C, te su w1, w2 baza za Λ.

Propozicija 76. Elipti£ka funkcija koja nema nulto£ke ili nema polove je kons-
tanta.

Dokaz. Pretpostavimo da je f holomorfna. Po²to je f elipti£ka vrijedi da je

sup
z∈C
|f(z)| = sup

z∈D
|f(z)|,

pa po²to je f neprekidna i D je kompaktan skup slijedi da je supz∈C |f(z)|
ome�en, pa je po Liouvilleovom teoremu f konstanta. Ako f nema nulto£aka,
isti argument za 1/f dokazuje tvrdnju.

66
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De�nicija. Eisensteinov red teºine 2k s obzirom na Λ je

G2k = G2k(Λ) =
∑

w∈Λ\{0}

w−2k, k ≥ 2.

Teorem 77. Postoji jedinstvena elipti£ka funkcija ℘(z) (s obzirom na �xiranu
re²etku Λ) takva da je

℘(z) =
1

z2
+O(z) oko z = 0.

Funkcija ℘ je holomorfna na C\Λ.

To£nije, vrijedi

℘(z) =
1

z2
+

∞∑
k=1

(2k + 1)G2k+2z
2k.

Funkcija ℘(z) se zove "Weierstrasssova p-funkcija".

Teorem 78. Napi²imo g2 = g2(Λ) = 60G4 i g3 = g3(Λ) = 140G6. Tada je
℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z)− g3.

Dokaz. Vrijedi (oko z = 0)

℘(z) =
1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + · · ·

℘(z)3 =
1

z6
+ 9G4

1

z2
+ 15G6 + · · ·

℘′(z)2 =
1

4z6
− 14G4

1

z2
− 80G6 + · · ·

pa je ℘′(z)2 − (4℘(z)3 − g2℘(z)− g3) funkcija koja je holomorfna u 0, pa po²to
je elipti£ka, onda je holomorfna i na Λ. Tako�er iz pro²log teorema znamo da
je holorfna na C\Λ. Po Liouvilleovom teoremu slijedi da je funkcija 0.

De�nicija. Neka je Λ re²etka. Tada de�niramo

EΛ : y2 = 4x3 − 60G4(Λ)x− 140G6(Λ).

Teorem 79. Preslikavanje

ϕ : C/Λ→ EΛ, z → (℘(z), ℘′(z))

je izomor�zam (kompleksnih Liejevih) grupa.

Napomena. To£nije, izomor�zam je z → (℘(z) : ℘′(z) : 1) ∈ P2(C) za z ̸= 0 ∈
C/Λ, te Λ→ (0 : 1 : 0).

Napomena. Vrijedi i obrat teorema 79, tj, svaka elipti£ka krivulja nad C je
izomorfna C/Λ, za neku re²etku Λ.
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De�nicija. Neka je E/k elipti£ka krivulja nad poljem algebarskih brojeva k.
Tada je

E[m] = Ker[m] = {P ∈ E(k) : mP = O},

E(k)[m] = {P ∈ E(k) : mP = O}.

Korolar 80. Vrijedi E[m] ≃ (Z/mZ)2.

Dokaz. E ≃ C/Λ ≃ (R/Z)2, pa vrijedi E[m] ≃ ( 1
mZ/Z)2 ≃ (Z/mZ)2.

Sljede¢e ²to nas zanima su izogenije

E = C/Λ→ C/Λ′ = E′

nad C.
Ako je α ∈ C takav da αΛ ⊂ Λ′, tada je

C/Λ→ C/Λ′, z → αz

dobro de�nirano, holomorfno preslikavanje E → E′ takvo da je O → O, dano
sa

ϕα : (℘Λ(z), ℘
′
Λ(z))→ (℘Λ′(αz), ℘′

Λ′(αz)).

Tako�er, preslikavanje z → ℘Λ′(αz) je elipti£ko s obzirom na Λ:

℘Λ′(α(z + w)) = ℘Λ′(αz + αw) = ℘Λ′(αz) za w ∈ Λ,

jer je αw ∈ Λ, dakle z → ℘Λ′(αz) je funkcija ∈ C(E). Isto se moºe dokazati i
za ℘′

Λ′(αz).
Obrnuto, ako je ϕ : E → E′ holomorfno preslikavanje takvo da je ϕ(O) =

O, tada se ϕ : C/Λ → C/Λ′ moºe "podignuti" ili pro²iriti do holomorfnog
preslikavanja f : C→ C, takvo da je f(0) = 0.

Za svaki
w ∈ Λ, f(z + w) ≡ f(z) (mod Λ′),

tj. f(z + w)− f(z) ne ovisi o z, tj. (f(z + w)− f(z))′ = 0, odnosno

f ′(z + w) = f ′(z), ∀z ∈ C, ∀w ∈ Λ.

Dakle f ′ je holomorfna elipti£ka funkcija, dakle kostanta je po Propoziciji 76.
Slijedi da je f(z) = αz + β, s tim da je β = 0 jer f(0) = 0.

Imamo i sljede¢u lemu

Lema 81. Neka su E i E′ elipti£ke krivulje koje odgovaraju re²etkama Λ i Λ′.
Tada postoji bijekcija

{izogenije ϕ : E → E′} ↔ {holomorfna preslikavanja C/Λ→ C/Λ′}.

Teorem 82. Postoji bijekcija izme�u sljede¢ih skupova

{izogenije ϕ : E → E′} ↔ {α ∈ C : αΛ ⊂ Λ′}.
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Napomena. Ako su elementi iz Kerϕ Gal(k/k)-invarijantni za neko PAB (polje
algebarskih brojeva) k, tada ϕ mora biti de�nirana nad k.

De�nicija. Re²etke Λ i Λ′ su homoteti£ne ako postoji α ∈ C takav da αΛ =
Λ′.

Korolar 83. E ≃ E′ ako i samo ako Λ = αΛ′ za neki α ∈ C∗. Dakle, nad C,

{elipti£ke krivulje/ ≃} ↔ {re²etke/homotetija}.

O£ito je svaka re²etka homoteti£na re²etci Z + Zτ , za neki τ (npr. τ =
w2/w1). Izbor elementa τ je jedinstven do na djelovanje SL2(Z) na bazu {1, τ}.
Npr. ako je {1, τ} baza za Λ, tada je i {1, 1 + τ} tako�er baza za re²etku Λ.



Poglavlje 14

Kompleksno moºenje nad C

U ovom poglavlju ¢emo dosta vjerno slijediti [8, Chapter II].

De�nicija. Neka je k polje algebarskih brojeva. Tada je red O od k potprsten
od k koji je kona£no generiran kao Z-modul i zadovoljava O ⊗Q = k.

Teorem 84. Neka je E/C elipti£ka krivulja, te neka je Λ = Z⊕Zτ re²etka koja
odgovora krivulji E. Tada postoje 2 slu£aja:

1. EndE = Z.

2. Q(τ) je kvadratno imaginarno pro²irenje od Q, te je EndE izomorfno redu
od Q(τ).

Dokaz. Neka je R = {α ∈ C : αΛ ⊂ Λ}. Slijedi R ≃ EndE. Tada za svaki
α ∈ R, postoje a, b, c, d ∈ Z takvi da

α1 = a+ bτ i ατ = c+ dτ. (14.1)

Eliminiraju¢i τ dobijemo

α2 − (a+ d)α+ bc− ad = 0.

Dakle, α je element prstena cijelih brojeva kvadratnog polja ili od Q.
Pretpostavimo da je R ̸= Z i neka je α ∈ R, α /∈ Z. Eliminiraju¢i α iz (14.1)

dobijemo (b ̸= 0) i
bτ2 − (a− d)τ + c = 0.

Dakle Q(τ) je kvadratno imaginarno polje. To vidimo jer kada bi τ ∈ R, tada
{1, τ} ne bi bila re²etka. Kona£no, po²to je R sadrºan u prstenu cijelih brojeva
kvadratnog polja, slijedi da je R red u Q(τ).

De�nicija. Neka je E/k elipti£ka krivulja nad poljem algebarskih brojeva k.
Ako je EndE ⊋ Z tada kaºemo da E ima kompleksno mnoºenje.
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Neka je sada R red u nekom imaginarnom kvadratnom polju K. Tada je

ELL(R) = {elipti£ke krivulje E/C takve da EndE ≃ R}/ ≃

= {re²etke Λ takve da EndEΛ ≃ R}/homotetija.

Moºemo se zapitati sljede¢e: po£ev²i sa prstenom cijelih R := OK u kva-
dratnom imaginarnom polju K, kako dobiti elipti£ku krivulju s kompleksnim
mnoºenjem s R? Uzmimo ideal a ̸= 0 u R, te vidimo da je a re²etka u C (ovo se
jasno vidi iz de�nicije razlomljenih ideala). Po²to je K kvadratno imaginarno
polje, a nije sadrºano u R. Dakle moºemo napraviti kirivulju Ea takvu da je

EndEa ≃ {α ∈ C : αa ⊆ a} = {α ∈ K : αa ⊆ a} = OK ,

po²to je a (razlomljeni) ideal uOK . Dakle, imamo da svaki razlomljeni ideal daje
elipti£ku krivulju s kompleksnim mnoºenjem s R! Naravno, moramo se pitati
koji ideali daju razli£ite krivulje. Znamo da homoteti£ne re²etke daju izomorfne
elipti£ke krivulje. Dakle a i ca ¢e dati istu elipti£ku krivulju za svaki c ∈ K.
Dakle, trebamo promatrati sve razlomljene ideale modulo glavni ideala, ²to nam
daje da postoji bijekcija izme�u elipti£kih krivulja s kompleksnim mnoºenjem s
R i s CLK . Ta bijekcija je zadana na sljede¢i na£in: neka je a neki razlomljeni
ideal, te ozna£imo s a njegovu klasu u CLK . Dakle imamo preslikavanje

CLK → ELL(R), a 7→ Ea.

De�nirajmo sada mnoºenje ideala s re²etkama: neka je a razlomljeni ideal
kao i do sada, te Λ neka re²etka. De�niramo:

aΛ = {α1λ1 + . . .+ αrλr, αi ∈ a, λi ∈ Λ}.

Sada ¢emo dokazati da mnoºenje s elementima iz CLK na (R) djeluje slo-
bodno (tj bez �ksnih to£aka) i tranzitivno na ELL(R).

Propozicija 85. a) Neka je Λ re²etka s EΛ ∈ ELL(R), i neka su a i b ne-nul
razlomljeni ideali u K. Tada

(i) aΛ je re²etka u C.
(ii) EaΛ ∈ ELL(R).
(iii) EaΛ ≃ EbΛ ako i samo ako je a = b.

Dakle, postoji dobro de�nirano djelovanje od CLK na ELL(R) de�nirano
s

a · Λ = Ea−1Λ.

b) Djelovanje od CLK na ELL(R) de�nirano u a) je slobodno i tranzitivno,
te je

|CLK | = |ELL(R)|.
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Dokaz. a) (i) Po²to je po pretpostavci EndEΛ = R, imamo da je RΛ = Λ.
Po²to je a razlomljeni ideal, moºemo uzeti neki d ∈ Z takava da je da u R.
Tada je aΛ ⊆ (1/d)Λ, pa zaklju£ujemo da je aΛ diskretna podgrupa od C.
Isto tako moºemo na¢i 0 ̸= d ∈ Z takav da je dR ⊆ aΛ, pa zaklju£ujemo
da aΛ nije sadrºan u R.

(ii) Za svaki α ∈ C i svaki razlomljeni ideal a ̸= 0, imamo

αaΛ ⊆ aΛ⇐⇒ a−1αaΛ ⊆ a−1aΛ⇐⇒ αΛ ⊆ Λ.

Dakle,

EaΛ = {α ∈ C : αaΛ ⊆ aΛ} = {α ∈ C : αΛ ⊆ Λ} = EndEΛ = R.

(iii) Kao ²to smo dokazali, klasa izomor�zama od EaΛ je odre�ena klasom
homotetije od aΛ. Dakle imamo da je EaΛ ≃ EbΛ ako i samo ako postoji
c ∈ C∗ takva da je aΛ = cbΛ. Mnoºe¢i s a−1, te koriste¢i da je RΛ = Λ,
imamo

EaΛ ≃ EbΛ ⇐⇒ Λ = ca−1bΛ.

Tako�er, mnoºe¢i s c−1b−1 dobivamo

EaΛ ≃ EbΛ ⇐⇒ Λ = c−1ab−1Λ.

Dakle ako je EaΛ ≃ EbΛ, imamo da mnoºenje i s (ca−1b) i s (ca−1b)−1 ²alje
Λ u samu sebe, pa su i (ca−1b) i s (ca−1b)−1 sadrºani u R, pa zaklju£ujemo
da su oba jednaka R. Dakle, imamo da je a = cb, tj a = b.

Ostaje dokazati da CLK djeluje na ELL(R). To se vidi iz

a · (b · EΛ) = a · Eb−1Λ = Ea−1b−1Λ = E(ab)−1Λ = (ab) · EΛ.

b) Neka su EΛ1
i EΛ2

dvije elipti£ke krivulje u ELL(R). Da bi pokazali da
CLK djeluje tranzitivno na ELL(R), moramo na¢i a takav da je a ·EΛ1

=
EΛ2 .Uzmimo bilo koji λ1 ∈ Λ1, te promotrimo a1 = 1

λ1
Λ1. Kao i prije

vidimo da je to razlomljeni ideal. Analogno konstruirajmo razlomljeni
ideal a2 = 1

λ2
Λ2. Tada je

λ2
λ1

a2a
−1
1 Λ1 = Λ2.

Neka je sada a = a−1
2 a1. Imamo

a · EΛ1 = Ea−1Λ1
= Eλ1

λ2
Λ2
≃ EΛ2 .

Zadnja jednakost slijedi iz £injenice da homoteti£ne re²etke daju izomorfne
elipti£ke krivulje. Dakle, dokazali smo tranzitivnost ovog djelovanja. To
da je djelovanje slobodno slijedi iz a) (iii).
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Primjer 40. Neka je Λ = Z[i]. Odredimo EΛ. Vidmo da je g3(iΛ) = i6g3(Λ) =
−g3(Λ), dakle g3(Λ) = 0. Dakle, EΛ : y2 = 4x3 − g2(Λ)x, pa vidimo da je
j(EΛ) = 1728. Elipti£ka krivulja EΛ je izomorfna nad C s y2 = x3 + x.

Analogno, pogledajmo Λ = Z[ζ3]. Imamo da je ζ3Λ = Λ, pa je g2(Λ) =
g2(ζ3Λ) = ζ43g2(Λ) = ζ4g2(Λ), pa je g2(Λ) = 0. Vidmo da je j(EΛ) = 0, te da
je EΛ izomorfan nad C s y2 = x3 + 1.

Jedan od glavnih rezultata teorije kompleksnog mnoºenja je da ¢e torzijske
to£ke neke elipti£ke krivulje s kompleksnim mnoºenje generirati Abelova pro²i-
renja nekih polja algerbarskih brojeva.

De�nicija. Neka je E ∈ ELL(R), gdje je R red u kvadratnom imaginarnom
polju, te neka je a neki cijeli ideal od R. De�niramo

E[a] = {P ∈ E : αP = 0 za svaki α ∈ a}.

Grupa E[a] se naziva grupa a-torzijskih to£aka od E.

Ako je a = mR, onda je E[a] = E[m].
Neka je sada a cijeli ideal od R takav da je Λ ⊆ a−1Λ. Dakle, postoji

kanonski homomor�zam

C/Λ→ C/a−1Λ, z 7→ z,

koji inducira kanonsku izogeniju

EΛ → a · EΛ.

Propozicija 86. Neka je E ∈ ELL(R), i neka je a cijeli ideal u R. Tada

(a) Grupa E[a] je jezgra od kanonskog preslikavanja EΛ → a · EΛ.

(b) Grupa E[a] je slobodan R/a-modul ranga 1.

Dokaz. (a) Neka je Λ re²etka koja odgovara E. Fixiraju¢i izomor�zam C/Λ ≃
E(C), imamo

E[a] ≃ {z ∈ C/Λ : αz = 0 za sve α ∈ a} = {z ∈ C : αz ∈ Λ za sve α ∈ a}/Λ

= {z ∈ C : za ⊆ Λ}/Λ = a−1Λ/Λ = ker(C/Λ→ C/a−1Λ) = ker(EΛ → a · EΛ).

(b) Vidite [8, Proposition 1.4. p.102].

Odmah dobivamo sljede¢i korolar.

Korolar 87. Neka je E ∈ ELL(R).
(a) Za sve cijele ideale a od R, preslikavanje EΛ → a ·EΛ je stupnja NK/Q(a).

(b) Za svaki α ∈ R, endomor�zam [α] : E → E je stupnja NK/Q(α).

Dokaz. Jasno je da (b) slijedi iz (a) uzimanjem glavnog ideala a = (α). Tvrdnju
(a) imamo iz

deg(EΛ → a · EΛ) = |E[a]|, prema Propoziciji 86 (a)

= |R/a| = NK/Q(a), prema Propoziciji 86 (b).
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Polja de�nicije

Kako nas zanimaju "aritmeti£ka" pitanja, tj. svojstava PAB i elipti£kih krivulja
nad PAB, bit ¢e nam bitno odrediti koje je polje de�nicije neke elipti£ke krivulje
s kompleksnim mnoºenjem s R.

Propozicija 88. (a) Neka je E/C elitpi£ka krivulja, σ ∈ Aut(C). Tada je
End(E) ≃ End(Eσ).

(b) Neka je E/C elitpi£ka krivulja s kompleksnim mnoºenjem s R := OK
prsten cijelih nekog imaginarnog kvadratnog polja K. Tada je j(E) ∈ Q.

(c) ELL(R) ≃ {elipti£ke krivulje E/Q : EndE ≃ R}/izomor�zmi nad Q.

Dokaz. (a) Ovo je o£ito: ako je ϕ : E → E endomor�zam od E, tada je ϕσ :
Eσ → Eσ endomor�zam od Eσ. Ovdje Eσ ozna£ava elipti£ku krivulju na £ije
je koe�cijente djelovano s σ.
(b) Neka je σ ∈ Aut(C). Lako se direktno provjeri da je j(E)σ = j(Eσ), po²to
je j racionalna funkcija na koe�cijentima od E. Me�utim, ranije smo dokazali
da ima kona£no (to£nije CLK) elipti£kih krivulja s EndER, a j-invariajanta
odre�uje klasu izomor�zma (nad C) od E. Dakle skup {j(E)σ : σ ∈ AutC} je
kona£an. Slijedi da je j(E) algebarski.
(c) De�nirajmo da je

ELLF (R) ≃ {elipti£ke krivulje E/F : EndE ≃ R}/izomor�zmi nad F.

Promotrimo prirodno preslikavanje

ϵ : ELLQ(R)→ ELLC(R).

Trebamo dokazati da je ϵ bijekcija. Neka je E/C reprezent nekog elementa od
ELLC(R). Tada je po to£ki (b) j(E) ∈ Q. Znamo da postoji elipti£ka krivulja
E′/Q(j(E)) takva da je j(E′) = j(E), te da su E i E′ izomorfne nad C. Dakle,
ϵ(E′) = E, pa je ϵ surjekcija.

Dokaºimo sada da je ϵ injekcija. Neka su E1/Q i E2/Q reprezenti elemenata
od ELLQ(R), te neka je ϵ(E1) = ϵ(E2). Tada je j(E1) = j(E2), te su E1 i
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E2 izomorfni nad Q (²tovi²e, izomorfni su and nekim poljem stupnja ≤ 6 nad
Q(j(E1)). Dakle E1 i E2 su u istoj klasi u ELLQ(R). Dakle, ϵ je injekcija.

Sada nas zanima polje de�nicija preslikavanja [α] : E → E, za α ∈ R.

Teorem 89. (a) Neka je E/C elipti£ka krivulja s kompleksnim mnoºenjem
s nekim prstenom R ⊆ C. Tada je ([α]E)

σ = [ασ]Eσ za sve α ∈ R i
σ ∈ AutC.

(b) Neka je E elipti£ka krivulja de�nirana nad nekim poljem L ⊆ C s komplek-
snim mnoºenjem s nekim redom R ⊆ K, gdje je K imaginarno kvadratno
polje. Tada su svi endomor�zmi od E de�nirani nad LK.

(c) Neka su E1 i E2 elipti£ke krivulje de�nriane nad poljem L ⊆ C. Tada pos-
toji kona£no pro²irenje L′/L takvo da su sve izogenije s E1 u E2 de�nirane
nad L′.

Dokaz. Tvrdnju (a) ne¢emo dokazivati, dokaz se moºe na¢i na [8, p.106].
(b) Neka je σ ∈ AutC takav da �ksira L. Imamo da je E = Eσ, po²to je E
de�nirana nad L. Po (a) imamo da je ([α]E)

σ = [ασ]Eσ = [ασ]E . Ako σ �ksira
i K i L, tada je ασ = α. Dakle imamo da je ([α]E)

σ = [α]E za sve σ ∈ AutC
koji �ksiraju LK, pa je [α] de�iran nad LK.
(c) Neka je ϕ : E1 → E2 izogenija. Za svaki σ ∈ AutC koji �xira L imamo
da je ϕσ ∈ Hom(E1, E2). Dokazali smo da je svaka izogenija jedinstveno odre-
�ena svojom jezgrom. Po²to svaka elipti£ka krivulja ima samo kona£no mnogo
podgrupa nekog �ksnog kona£nog reda, te po²to su AutE1 i AutE2 kona£ni, za-
klju£ujemo da Hom(E1, E2) sadrºi samo kona£no mnogo izogenija nekog �ksnog
stupnja. Dakle skup

{ϕσ : σ ∈ AutC, σ �ksira L}

je kona£an, pa je dakle ϕ de�niran nad kona£nim pro²irenjem od L. Sada
koristimo £injenicu (vidi [7, Corollary III.7.5., p.91]) da jeHom(E1, E2) slobodan
Z-modul ranga najvi²e 4, te nakon ²to uzmemo kompozitum polja de�nicije
svih generatora, tada ¢e i svaki element od Hom(E1, E2) biti de�niran nad tim
poljem.

Vidi [8, Remarks 2.2.1-2.2.3., p.107] za neke primjere i komentare.

Teorem 90. Neka je E/C elipti£ka krivulja s kompleksnim mnoºenjem s OK
imaginarnog kvadratnog polja K, te neka je

L = K(j(E), Etors)

polje generirano s j-invarijanotom od E i s koordinatama svih torzijskih to£aka
od E. Tada je L Abelovo pro²irenje od K(j(E)).

Dokaz. Stavimo H = K(j(E)), te neka je Lm = H(E[m]). Po²to je L kompo-
zitum svih Lm-ova, dosta je dokazati da je Lm Abelovo pro²irenje od H.
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Neka je ρ : Gal(K/H) → Aut(E[m]) mod m Galoisova reprezentacija pri-
druºena E. Za prouizvoljnu elitpi£ku krivulju, sve ²to moºemo re¢i je da je slika
od ρ sadrºana u Aut(E[m]) ≃ GL2(Z/mZ).

Me�utim, u na²em slu£aju, £injenica da imamo kompleksno mnoºenje ¢e
nam dati dodatne informacije. Teorem 89 (b) nam kaºe da su svi endomor�zmi
od E de�nirani nad H.

Dakle imamo da elementi od Gal(Lm/H) komutiraju s elementima od OK
u djelovanju na E[m], tj. ([α]T )σ = [α]Tσ za sve σ ∈ Gal(Lm/H), T ∈ E[m] i
α ∈ OK .

Zaklju£ujemo da po²to E[m] nije samo Z/mZ-modul, negoOK/mOK modul,
da nam je ρ zapravo homomor�zam iz Gal(Lm/H) u grupu automor�zama od
E[m] kao OK/mOK-modula. Dakle, ρ inducira injekciju

ϕ : Gal(Lm/H) ↪→ AutOK/mOK
E[m].

Me�utim, po²to je E[m] slobodan OK/mOK-modul ranga 1 po 86 (b), imamo
da je

AutOK/mOK
E[m] ≃ (OK/mOK)×,

te je o£ito Gal(Lm/H) Abelova.

Neka je u daljnjoj argumentaciji R = OK za neko kvadratno imaginarno
polje K. Postoji prirodno djelovanje od Gal(K/K) na ELL(R), koje ²alje klasu
od E u klasu od Eσ za svaki σ ∈ Gal(K/K). S druge strane, pokazali smo da
CLK djeluje slobodno i tranzitivno na ELL(R). Dakle postoji jedinstveni a ∈
CLK takav da je a · E = Eσ. Dakle, dobili smo dobro de�nirnao preslikavanje:

F : Gal(K/K)→ CL(R)

odre�eno s
Eσ = F (σ) · E za sve σ ∈ Gal(K/K).

Prou£avanje ovog presalikavanja ¢e nam biti klju£no kako bi razumjeli polje
K(j(E)). Dokazat ¢emo da je F homomor�zam, te da F ne ovisi o izboru E
(²to nije o£ito iz de�nicije).

Sljede¢u lemu ostavljamo bez dokaza. Dokaz se moºe na¢i u [8, p.113�115.]

Lema 91. Neka je E/Q elipti£ka krivulja koja je reprezent elementa iz ELL(R),
te neka je a. Tada je

(a · E)σ = aσ · Eσ.

Propozicija 92. Neka je K/Q kvadratno imaginarno polje. Tada postoji ho-
momor�zam

F : Gal(K/K)→ CL(R) (15.1)

koji je jedinstveno odre�en svojstvima

Eσ = F (σ) · E za sve σ ∈ Gal(K/K) i sve E ∈ ELL(R).
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Dokaz. Prema prethodno dokazanom i argumentiranom, za svaki σ ∈ Gal(K/K)
postoji jedinstveni a ∈ CLK takav da je a · E = Eσ.

Pokaºimo da je F homomor�zam. Neka su σ, τ ∈ Gal(K/K). Tada je

F (στ) ·E = Eστ = (Eσ)τ = (F (σ) ·E)τ = F (τ) · (F (σ) ·E)) = (F (σ)F (τ)) ·E.

Posljednja jednakost slijedi iz djelovanja CL(K) na ELL(R), te iz toga ²to je
CL(K) Abelova grupa.

Ostaje nam dokazati da F ne ovisi o izboru elipti£ke krivulje E. Neka
su E1, E2 ∈ ELL(R) i neka je σ ∈ Gal(K/K). Neka su a1, a2 takvi da je
Eσ1 = a1 · E1 i Eσ2 = a2 · E2. Trebamo pokazati da je a1 = a2. Po²to CLK
djeluje tranzitivno na ELL(R), postoji neki b takav da je E2 = b · E1. Sada
imamo

(b · E1)
σ = Eσ2 = a2 · E2 = a2 · (b · E1) = (a2ba

−1
1 ) · Eσ1 ,

po²to je (b ·E1)
σ = b ·Eσ1 . Po²to je b = b

σ
, po²to je b ideal u K, tvrdnja slijedi

iz Leme 91.

15.1 Hilbertovo polje klasa

Sada nam je cilj dokazati sljede¢i teorem.

Teorem 93. Neka je K/Q kvadratno imaginarno polje s prstenom cijelih R i
neka je EndE ≃ R. Tada je K(j(E)) Hilbertovo polje klasa H od K.

Napomena. Primjetimo da je nije te²ko konstruirati elipti£ku krivulju E koja
zadovoljava EndE ≃ R. Moºemo jednostavno uzeti ER, gdje R promatramo
kao re²etku. Tada imamo da je

j(E) = j(R) = 1728g32(R)/(g
3
2(R)− 27g23(R)).

Dokaºimo sljede¢u tehni£ku propoziciju koja ¢e nam trebati.

Propozicija 94. Neka je L PAB, P maksimalni ideal od L, E1 i E2 elipti£ke
krivulje nad L s dobrom redukcijom u P, te neka su Ẽ1 i Ẽ2 njihove redukcije
modulod P. Tada je redukcija modulo P

Hom(E1, E2)→ Hom(Ẽ1, Ẽ2), ϕ 7→ ϕ̃

injektivno preslikavanje. Tako�er, stϕ = st ϕ̃.

Dokaz. Mi ¢emo samo dokazati injektivnost, dok se dokaz o£uvanja stupnjeva
moºe na¢i u [8, p.124].

Neka je ϕ : E1 → E2 izogenija koja zadovoljava ϕ̃ = [0]. Znamo da je
redukcija modulo p injektivna na E2[m] ako p ne dijeli m. Ako je T ∈ E1[m],
tada je po pretpostavci Φ̃(T ) = ϕ̃(T̃ ) = Õ. Po²to je T ∈ E2[m], slijedi da je
ϕ(T ) = O. Dakle E1[m] ⊆ kerϕ. Ovo vrijedi za sve m koje p ne dijeli, dakle za
proizvoljno velike m. Dakle, ϕ = [0].
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Sljede¢a ¢e nam propozicija dati dosta informacija o funkciji F iz 15.1. Os-
tavljamo je bez dokaza.

Propozicija 95. Neka je K kvadratno imaginarno polje. Postoji kona£an skup
prostih brojeva (∈ Z) takvih da ako p /∈ S, te ako se p cijepa u K, tj. pOK = pp′,
tada je

F (σp) = p ∈ CL(K),

gdje σp Frobenius u p, a F je funkcija de�nirana u 15.1.

Dokºimo posljedice Propozicije 95.

Teorem 96. Neka je E reprezent nekog elementa od ELL(R), gdje je R prsten
glavnih od kvadratnog imaginarnog polja K. Tada

(a) K(j(E)) je Hilbertovo polje klasa H od K.

(b) [Q(j(E)) : Q] = [K(j(E)) : K] = hK .

(c) Neka su E1, . . . Eh reprezenti za sve klase iz ELL(R). Tada su j(E1), . . . , j(Eh)
svi Gal(K/K) konujugati od j(E).

(d) Za svaki prosti ideal p od K,

j(E)σp = j(p · E).

Op¢enitije, za svaki razlomljeni ideal 0 ̸= a od K, vrijedi

j(E)(a,H/K) = j(a · E).

Dokaz. Neka je L �ksno polje jezgre od F : Gal(K/K) → CL(K). Po²to je
kerF kona£nog indeksa u Gal(K/K), slijedi da je L kon£no pro²irenje od K, te
po²to je kerF normalna, slijedi da je L/K normalno pro²irenje. �tovi²e, po²to
je

Gal(L/K) ≃ Gal(K/L)/ kerF ≃ CL(K),

slijedi da je L/K Abelovo. Imamo

Gal(K/L) = kerF = {σ ∈ Gal(K/K) : F (σ) = 1}

= {σ ∈ Gal(K/K) : F (σ) · E = E}.

Zadnja jednakost vrijedi jer CL(K) djeluje slobodno na ELL(R). Nadalje,
imamo

{σ ∈ Gal(K/K) : F (σ) · E = E} = {σ ∈ Gal(K/K) : Eσ = E}

= {σ ∈ Gal(K/K) : j(Eσ) = j(E)} = {σ ∈ Gal(K/K) : j(E)σ = j(E)}

= Gal(K/K(j(E))).
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Dakle L = K(j(E)). Neka je f konduktor od L/K. Promotrimo sad kompo-
ziciju Artinovog presliakvanja i F

If
(·,L/K)−−−−−→ Gal(L/K)

F−→ CL(K).

Tvrdimo da je ovo preslikavanje prirodna projekcija, tj. da je

F ((a, L/K)) = a za sve a ∈ If .

Dokaºimo to. Neka je a ∈ If i neka je S skup (kona£an) svih prostih brojeva
koji zadovoljavaju neko od sljede¢ih svojstava:

(i) p se grana u L.

(ii) Neki od Ei-ova ima lo²u redukciju u nekom prostom idealu od L koji dijeli
p.

(iii) p dijeli ili brojnik ili nazivnik od N(j(Ei)− j(Ek)) za neke i ̸= k.

U dokazu ¢emo koristiti ne²to ja£u verziju generaliziranog Dirichletovog te-
orema: u svakoj generaliziranoj klasi postoji beskona£no mnogo prostih ideala
inercijskog stupnja 1. Sada nam (generalizirani) Dirichletov teorem kaºe da
postoji prosti prosti ideal p u svakoj Pf-klasi inercijskog stupnja 1, (tj. ideal od
Z nad njim se grana) koji nije iz S. Neka je p takav koji je u istoj klasi kao i a.
Dakle, postoji α ∈ K∗ takav da je

α ≡ 1 (mod f) i a = (α)p.

Imamo da je

F ((a, L/K)) = F ((α)p, L/K) (15.2)

= F ((p, L/K)) jer je (α) ∈ Pf (15.3)

= p zbog Propozicije 95 (15.4)

= a jer a = p (15.5)

Primjetimo da je direktna posljedica da je

F (((α), L/K)) = 1 za sve glavne ideale (α) ∈ If.

Tako�er znamo da je F : Gal(L/K)→ CL(K) injektivno, pa je

((α), L/K) = 1

za sve (α) ∈ If. Me�utim, znamo d aje konduktor f najmanji cijeli ideal od K
takav da zadovoljava

α ≡ 1 (mod f) =⇒ ((α), L/K) = 1.
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Dakle f = (1), dakle L/K je nerazgranto po svojstvima konduktora. Dakle, L
je sadrºano u Hilbertovom polju klasa H od K.

Primjetimo sada da je prirodno preslikavanje I(1) → CL(K) o£ito surjek-
tivno, pa zaklju£ujemo i da je F : Gal(L/K) → CL(K) surjektivno, pa time i
izomor�zam. Dakle imamo da je

[L : K] = #Gal(L/K) = #CL(K) = #Gal(H/K) = [H : K],

pa zajedno s L ⊆ H, to nam daje L = H. Time smo dokazali (a) i drugu
jednakost u (b).

Sjetimo se da smo prethodni put dokazali da je [Q(j(E)) : Q] ≤ #ELL(OK) =
hK . Po²to je

hK = [K(j(E)) : K] ≤ [Q(j(E)) : Q] ≤ hk,

imamo da su u gornjoj jednadºbi svugdje jednakosti, ²to dokazuje (b).
Znamo da CL(K) tranzitivno djeluje na skup j-invarijanti

J = {j(E1), . . . , j(Eh)}.

Preslikavanje F : Gal(K/K) → CL(K) se de�nira tako da oba skupa djeluju
na isti na£in na J , dakle zaklju£ujemo da Gal(K/K) tranzitivno djeluje na J .
Dakle J je potpuni skup Galoisovih kojugata od j(E), ²to dokazuje (c).

(d) slijedi iz dokazane tvrdnje za If. Po²to je f = (1), tvrdnja je dokazana
za sve razlomljene ideale.



Poglavlje 16

Maksimalno Abelovo
pro²irenje

Prije nego ²to krenemo dalje, iskaºimo sljede¢u slabu verziju Artinovog recipro-
citeta (vidi [8, Proposition 3.3.1]) koju smo zapravo koristili i u prethodnom
poglavlju.

Propozicija 97 (Artinov reciprocitet). Neka je L/K kona£no Abelovo pro²i-
renje. Tada postoji ideal f od OK , koji je djeljiv to£no s onim prostim idealima
koji se granaju u L/K, takav da

((α), L/K) = 1 za sve α ∈ K× takvi da α ≡ 1 (mod f).

Ideal f u prethodnoj propoziciji je naravno konduktor. Primjetimo da pro-
pozicija kaºe da ako je L Hilbertovo polje klasa, tada je ((α), L/K) = 1 za sve
α ∈ K×. Tako�er prisjetimo da se idela od K potpuno cijepa u L ako i samo
ako je glavni (u K).

Neka je, kao i do sada E elipti£ka krivulja s kompleksnim mnoºenjem s R =
OK , te neka je H = K(j(E)) Hilbertovo polje klasa od K. Po²to je j(E) ∈ H,
moºemo uzeti da E ima koe�cijente iz H. Ako je p ideal od H koji dijeli p,
primjetimo da E (mod p) =: Ẽ ima izogeniju E → E(p), (x, y) 7→ (xp, yp). Taj
endomor�zam ∈ End Ẽ zovemo Frobenius. Sljede¢a propozicija nam govori da
je Frobenius redukcija neke izogenije nad H.

Propozicija 98. Neka je K kvadratno imaginarno polje, H Hilbertovo polje
klasa od K, E/H elipti£ka krivulja s kompleksnim mnoºenje s R. Neka je σp ∈
Gal(H/K) takav da je σp = (p, H/K) za prosti ideal p od OK , te neka je P ideal
od OH nad p. Ako je p stupnja 1 (pod tim mislimo da je [k(p) : Fp] = 1) i nije
u skupu S de�niranom u dokazu Teorema 96, te time E ima dobru redukciju u
P. Tada postoji izogenija

λ : E → Eσp

£ija je redukcija modulo P
λ̃ : Ẽ → Ẽ(p)

81
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Dokaz. Vidi dokaz[8, Proposition III.5.3, p.132]

Korolar 99. Neka je K kvadratno imaginarno polje, H Hilbertovo polje klasa
od K, E/H elipti£ka krivulja s kompleksnim mnoºenjem s R. Za skoro sve
proste ideale p od K, takve da je (p, H/K) = 1, postoji jedinstveniu π ∈ R takav
da je redukcija od [π] : E → E jednaka Frobeniusu Ẽ → Ẽ.

Dokaz. Neka jeP prost ideal koji leºi nad p (koji sam leºi nad p) koji zadovoljava
pretpostavke propozicije. Po prethodnoj propoziciji imamo da je redukcija od
λ : E → Eσp jednaka Frobeniusu ϕ : Ẽ → Ẽ(p).

Po pretpostavci je (p, H/K) = 1, pa je σp = id, dakle λ je endomor�zam,
pa je on mnoºenje s nekim π ∈ R. To implicira da je Ẽ = Ẽ(p). Sada imamo
da je N(p) = p = stϕ = st[π] = |N(π)|, pa imamo da po²to je p prost ideal u
kvadratnom polju K, da je p = πR ili p = πR.

Jedinstvenost ne¢emo dokazivati

Prisjetimo se da nam Kronecker-Weberov teorem kaºe da je maksimalno
Abelovo pro²irenje od Q genrirano s korijenima od jedinice, ili ekvivalentno s
torzijskim to£kama grupe C×.

Na² cilj u ovom poglavlju je na¢i maksimalno Abelovo pro²irenje od K.
Bilo bi dobro kada bi torzijske to£ke od E s EndE = R generirale maksimalno
Abelovo pro²irenje od K. Me�utim, to nije istina: one ¢e generirati maksimalno
abelovo pro²irenje od H := K(j(E)).

Neka je
h : E → E/Aut(E) ≃ P1

mor�zam de�niran nad H; takav morizam se zove Weberova funkcija za E/H.

Primjer 41. Neka je

E : y2 = x3 + ax+ b, a, b ∈ H.

Tada imamo sljede¢u Weberovu funkciju:

h(P ) := h(x, y) =


x ab ̸= 0

x2 b = 0

x3 a = 0.

.

Da bi generirali Abelova pro²irenja od K, koristit ¢emo Weberovu funkciju
od E, dakle u osnovi ¢emo dodavati x-koordinate od torzijskih to£aka.

Imamo sljede¢i teorem:

Teorem 100. Neka je K kvadratno imaginarno polje, E elipti£ka krivulja s
kompleksnim mnoºenjem s R, i neka je h : E → P1 Weberova funkcija iz pret-
hodnog primjera. Neka je m (cijeli) ideal od R. Tada je polje

K(j(E), h(E[m]))

polje klasa od K zrake m.
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Dokaz. Neka je L = K(j(E), h(E[m])). Tada je L ⊇ K(j(E)), te znamo da je
H := K(j(E)) Hilbertovo polje klasa od K. Da bi dokazali da je L polje klasa
od K zrake m trebamo pokazati da je

(p, L/K) = 1⇐⇒ p ∈ Pm,

za sve osim kona£no mnogo prostih idela u K. Ovdje opet moºemo iskoristiti
£injenicu da u svakoj klasi od Im/Pm ima beskona£no mnogo prostih ideala
stupnja 1, pa je dosta tvrdnju dokazati za ideale stupnja 1, po²to Frobenius
ovisi samo o klasi u kojoj je p (klasa ne mora apriori biti modulo Pm, ali mora
biti modulo neka generalizirana klasa ideala H).

Pretpostavimo da je p prost ideal od K stupnja 1 takav da je p ∈ Pm. Zna£i
da je

p = µR za neki µ ∈ R takav da je µ ≡ 1 (mod m).

Dakle, po de�nciji, p je glavni ideal pa je (p, H/K) = 1. Dakle, moºemo primje-
niti prethodnu propoziciju da bismo dobili neki π ∈ R takav da je p = πR i da
je redukcija mnoºenja s π : E → E jednaka Frobeniusu Ẽ → Ẽ. Zaklju£ujemo
da je πR = p = µR, pa je π = ξµ za neki ξ ∈ R×. Po²to je [ξ] ∈ AutE, [π] i [µ]
se razlikuju za neki automor�zam od E.

Znamo da (p, L/K) �ksira H = K(j(E)), pa da bi dokazali da �ksira L,
moramo dokazati da �ksira h(E[m]). Neka je T ∈ E[m] bilo koja m-torzijska
to£ka. Tada imamo da je

˜T (p,L/K) = ϕ(T̃ ) = [̃π]T ,

gdje je ϕ Frobenius. Kao i prije, znamo da je redukcija modulo p injektivna na
E[m] za sve p relativno proste s m. Dakle imamo da je

T (p,L/K) = [π]T.

Sada imamo da je

h(T )(p,L/K) = h(T (p,L/K)) jer je (p, H/K) = 1 i h je de�niran nad H,

= h([π]T ) = h([ξ] ◦ [µ]T ) = h([µ]T ) po²to je h cijepanje s AutE,

= h(T ) po²to je T ∈ E[m], te µ ≡ 1 (mod m).

Dakle dokazali smo p ∈ Pm =⇒ (p, L/K) = 1.
Dokaºimo sada obrat. Neka je p prost ideal stupnja 1 koji zadovoljava

(p, L/K) = 1. Tada je (p, H/K) = (p, L/K)|H = 1. Kao i prije, postoji π ∈ R
takav da je Frobenius ϕ reduckija od [π] : E → E.

Izaberimo σ ∈ Gal(K/K) £ija je restrikcija na L je (p, L/K) = 1. Neka je
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sada T ∈ E[m]. Imamo da je

h̃( ˜[π]T̃ ) = h̃([̃π]T ) = h̃(ϕ(T̃ ))

= h̃(T̃σ) jer se σ reducira u ϕ

= h̃(Tσ) = h̃(T )σ jer je σ|H = 1, te je h de�niran nad H

= h̃(T ) jer je h(T ) ∈ L in σ|L = 1.

= h̃(T̃ ).

Sada primjetimo da je redukcija h̃ modulo P od h preslikavanje

h̃ : Ẽ → ˜E/AutE ≃ Ẽ/ÃutE.

Iz ove £injenice i i po²to je h([̃π]T̃ ) = h̃(T̃ ), slijdi da postoji automor�zam
[ξ] ∈ AutE takav da je [̃π]T̃ = [̃ξ]T̃ . Po²to je, kao i prije redukcija mod
P na E[m] injektivna, imamo da je [π − ξ]T = O. Po²to znamo da je E[m]
slobodan R/m-modul ranga 1, slijedi da postoji jedinstven ξ ∈ R× takav da
[π − ξ] poini²tava cijeli E[m] (izaberemo T takav da je generator of E[m] kao
R/m-modula). Dakle imamo da je π ≡ ξ (mod m), pa je ξ−1π ≡ 1 (mod m).
Dakle, imamo da je p = πR = (ξ−1π)R, po²to je ξ jedinica u R. Dakle p ∈ Pm,
²to smo i htjeli dokazati.

Korolar 101. Koriste¢i notaciju iz prethodnog teorema, imamo da je

Kab = K(j(E), h(Etors)).

Dokaz. Neka je L/K neko kona£no Abelovo pro²irenje i f konduktor od L/K.
Po TPK, imamo da je L sadrºan u polju klasa od K zrake f. Po prethodnom
teoremu, to zna£i da je L ⊆ K(j(E), h(E[f])). Ako uzmem kompozitum po svim
konduktorima dobijemo L ⊆ K(j(E), h(Etors)), te ako uzmemo kompozitum
po svim Abelovim pro²irenjima od L imamo da je Kab ⊆ K(j(E), h(Etors)).
Me�utim, pro²li teorem nam kaºe da jeK(j(E), h(Etors)) kompozitum Abelovih
pro²irenja, pa je sadrºan u Kab, dakle K(j(E), h(Etors)) = Kab.
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Integralnost j-invarijante

U ovom poglavlju ¢emo dokazati (tj. skicirati dokaz) da je j-invarijanta cijeli
algebarski broj. Postoje tri dokaza ove £injenice: mi ¢emo tvrdnju dokazati
"p-adskim" pristupom (to je Serreov dokaz).

Prvo ¢emo promotiriti elipti£ke krivulje nad p-adskim poljima.

17.1 Tateova krivulja

Kao ²to smo konstruirali elipti£ke krivulje nad C kao kvocijent od C s diskretnom
podgrupom Λ, sli£no ºelimo napraviti i nad Qp. Me�utim, ovaj pristup odmah
ne uspijeva: neka je Λ ≤ Qp neka netrivijalna podgrupa, te neka je 0 ̸= t ∈ Λ.
Tada imamo da je

pnt ∈ Λ za sve n ≥ 0 i lim
n→∞

pnt = 0,

pa je 0 gomili²te od Λ, dakle ne postoje diskretne podrupe od Qp.
Me�utim promijenimo pristup (koriste¢i Tateovu ideju): imamo da je z 7→

e2πiz surjektivni homomor�zam grupa iz C u C× s jezgrom Z, dakle C/Z ≃ C∗.
Neka je Λ = Z+ Zτ , te neka je q = e2πiτ , sada vidimo da je

C/Λ ≃ C∗/qZ,

te je ovo alternativan na£in zapisivanja elipti£kih krivulja nad C. Tateova ideja
je isto napraviti nad Qp, po²to Q×

p ima puno diskretenih podgrupa. Na primjer
za |q| < 1 imamo qZ = {qn : n ∈ Z}, te ¢e nam Q×

p /q
Z. Od sada nadalje

pretpostavljamo da je |q| < 1.

Teorem 102 (Tate). Neka je K p-adsko polje (kona£no pro²irenje od Qp).
Postoje nizovi a4(q) i a6(q) koji konvergiraju u K, te Tateova krivulja

Eq : y
2 + xy = x3 + a4(q)x+ a6(q)

85
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s
j(Eq) =

1

q
+ 744 + 196884q + . . . ,

te surjektivni homomor�zam

ϕ : K
× → Eq(K)

s jezgrom qZ. �tovi²e, preslikavanje ϕ je kompatibilno s djelovanjem grupe
Gal(K/K) u smislu da je

ϕ(uσ) = ϕ(u)σ za sve u ∈ K×
, σ ∈ Gal(K/K).

Posljedi£no, za vako algebarsko pro²irenje L/K, ϕ inducira izomor�zam

ϕ : L×/qZ → Eq(L).

Napomena. Precizniji iskaz, s eksplicitno opisanim a4, a6, ϕ, te dokaz teorema
se moºe na¢i u [8, Poglavje V.3]. Primjetimo da izomor�zam C∗/qZ ≃ E(C)
nije kompatibilan s djelovanjem Galoisove grupe, dakle u p-adskom slu£aju se
sve posebno lijepo izgleda.

17.2 Elipti£ke krivulje nad p-adskim poljima

Tateov teorem nam kaºe da je za svaki q, takava da je |q| < 1, K×/qZ izomorfno
s Eq(K). Tako moºemo dobiti svaku elipti£ku korvilju s valuacijom ve¢om od
od 1. To je o£ito nuºa uvjet po²to je

|j(Eq)| =
∣∣∣∣1q + 744 + 196884q + . . .

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1q
∣∣∣∣ > 1.

Lema 103. Neka je α ∈ Qp takav da je |α| > 1. Tada postoji jedinstveni
q ∈ Qp(α)×, za koji je |q| < 1 takav da je j(Eq) = α.

Iskaºimo sada Tateov teorem o uniformizaciji.

Teorem 104 (Tateov teorem o uniformizaciji). Neka je K p-adsko polje, E/K
elipti£ka krivulja, s |j(E)| > 1. Tada postoji jedinstveni q ∈ K∗, |q| < 1 takav
da je E izomorfan nad K s Tateov krivuljom Eq. Tako�er, E je izomorfan nad
Eq nad K ako i samo ako E ima rascijepanu multiplikativnu redukciju.

Napomena. Tateov teorem o uniformizaciji nam kaºe da ¢e E biti izomfran s
Eq nad kvadratnim pro²irenjem od K.

17.3 Cjelobrojnost j-invartijante

Propozicija 105. Neka je K p-adsko polje s normaliziranom valuacijom v,
E/K elipti£ka krivulja, |j(E)| > 1, te neka je ℓ ≥ 3 prost broj koji ne dijeli
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v(j(E)). Tada postoji element σ u inercijskoj podgrupi od Gal(K/K) koji djeluje

na ℓ-torzijsku podgrupu E[ℓ] od E kao matrica

(
1 1

0 1

)
, tj. postoji baza P1, P2 ∈

E[ℓ] takva da je
Pσ1 = P1 i Pσ2 = P1 + P2.

Dokaz. Prvo primjetimo da ako je L/K kona£no pro²irenje stupnja relativno
prostog s ℓ, tada ako je tvrdnja istinita za L, istinita je i za K. To slijedi jer,
ako je w valuacija u L, tj. pro²irenje od v, tada je w(j(E)) = e · v(j(E)). Po²to

e dijeli [L : K], imamo da je e relativno prost s ℓ, tada postoji

(
1 1

0 1

)
, (koji

je reda ℓ) u Gal(K/K) ako i samo ako postoji u Gal(K/L).
Po Tateov teoremu o uniformizaciji, E je izomrofna nad kvadratnim poljem

nekoj Tateovoj krivulji s Eq. Dakle moºemo pretpostaviti da sve radimo nad tim
kvadratnim pro²irenjem, te dokazivati tvrdnju za Eq, gdje je q ∈ K∗. Tako�er
moºemo dodati u polje ζ = ζℓ, primitivni ℓ-ti korijen iz jedinice, po²to tada
dobivamo pro²irenje stupnja koje dijeli ℓ− 1, te koje je o£ito relativno prostog
stupnja s ℓ. Nazovimo to novo polje opet K.

Neka je Q = q1/ℓ ∈ K �ksan ℓ-ti korijen iz q. Kummerova teorija nam
kaºe da je K(Q)/K potpuno razgranato pro²irenje stupnja ℓ, pa postoji σ u
inerciiskoj podgrupi od Gal(K/K) takav da je Qσ = ζQ. Tvrdimo da je to
upravo traºeni σ nakon dobrog izbora baze za Eq[ℓ]. Sjetimo se da je

Eq(K) ≃ K×
/qZ.

Uz ovu identi�kaciju imamo da o£ito Q i ζ generiraju Eq[ℓ]. Po²to djelovanje od
Gal(K/K) komutira s uniformizacijom imamo da je djelovanje od Gal(K/K)
na Eq[ℓ] odre�eno djelovanjem na Q i ζ. Neka su ϕ(ζ) i ϕ(Q) baza za Eq[ℓ],
gdje je ϕ izomorizam izme�u Eq(K) i K

×
/qZ.

Sada imamo da je

Pσ1 = ϕ(ζ)σ = ϕ(ζσ) = ϕ(ζ) = P1,

Pσ2 = ϕ(Q)σ = ϕ(Qσ) = ϕ(ζQ) = ϕ(ζ) + ϕ(Q) = P1 + P2.

Primjetimo da je ova propozicija istinita i nad poljima algebarskih brojeva.

Korolar 106. Neka je K/Q polje algebarskih brojeva, E/K elipti£ka krivu-
lja, i pretpostavimo da j-invarijanta nije iz OK . Tada za sve ocim kona£no
mnogo prostih projeva ℓ, mod ℓ repreztnetacija pridruºena E ρℓ : Gal(K/K)→
Aut(E[ℓ]]) sadrºi element

ρℓ(σ) ≡

(
1 1

0 1

)
(mod ℓ)

s obzirom na neku bazu od E[ℓ].
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Dokaz. Neka je v kona£no mjesto od K takvo da je |j(E)|v > 1. Neka je
Gal(Kv/Kv) ≤ Gal(K/K). Po prethodnom rezultatu postoji σ ∈ Gal(Kv/Kv)

koji djeluje kao

(
1 1

0 1

)
na E[ℓ]. Po²to imamo da je E[ℓ] ⊆ K ⊆ Kv, gotovi

smo.

Teorem 107. Neka je K/Q polje algebarskih brojeva, E/K elipti£ka krivulja
takva da je j(E) /∈ OK . Tada je EndE = Z.

Dokaz. Neka je ℓ prost broj. Prvo konstruiramo reprezentaciju nekog endomor-
�zma

EndE → End(E[ℓ]) ≃ GL2(Z/ℓZ),

odre�enog djelovanjem endomor�zma na TℓE. Koristimo £injenicu da je

degψ ≡ detψ (mod ℓ)

kojeg ne¢emo dokazivati.
Neka je ψ ∈ EndE izogenija. Reade¢i, ako je potrebno nad kona£nim pro²i-

renjem od K, moºemo pretpostaviti da je E de�nirana nad K. Dakle

ψ(Pσ) = ψ(P )σ za sve ψ ∈ Gal(K/K) i sve P ∈ Gal(K/K),

dakle djelovanje od ψ i σ na E[ℓ] komutira. Tvrdimo da je ψ ∈ Z. Neka je
m = deg(1 + ψ)− deg(ψ)− 1. Kad bi ψ bio u Z, tada bi bilo m = 2ψ. Upravo
¢emo to htjeti dokazati. Neka je σ ∈ Gal(K/K) takav da je

ρl(σ) =

(
1 1

0 1

)

u nekoj bazi {P1, P2}; ovo je po prethodnom korolaru istina za sve osim kona£no
mnogo prostih ℓ-ova. Analogno, imamo da je

ψ =

(
a b

c d

)
,

za neke a, b, c, d ∈ Z/ℓZ. Po²to djelovanje od ψ i σ na E[ℓ] komutira, imamo da
je (

1 1

0 1

)(
a b

c d

)
=

(
a b

c d

)(
1 1

0 1

)
.

dobijemo da je a = d i c = 0, dakle

ψℓ =

(
a b

0 a

)
.
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Sada imamo da je

m = deg(1 + ψ)− deg(ψ)− 1

≡ det(1 + ψ)− det(ψ)− 1 ≡ det

(
1 + a b

0 1 + a

)
− det

(
a b

0 a

)
− 1 (mod ℓ)

≡ 2a (mod ℓ)

Sada imamo da je

deg(m−2ψ) ≡ det(m−2ψ) ≡ det

[(
m 0

0 m

)
− 2

(
a b

0 a

)]
≡ m2−4a2 ≡ 0 (mod ℓ),

po²to je m− 2a ≡ 0 (mod ℓ). Dakle imamo da je deg(m− 2ψ) ≡ 0 (mod ℓ) za
sve osim kona£no mnogo ℓ-ova, pa moºemo zaklju£iti da je deg(m − 2ψ) = 0,
dakle m = 2ψ. Znamo da je ψ cijeli algebarski broj, pa poo²to je m ∈ Z,
zaklju£ujemo da je i ψ ∈ Z. Dakle EndE = Z.
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