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Uvod

Povijesno, Teorija polja klasa (Class Field Theory ili skraéeno CFT) je motivi-
rana Kronecker-Weberovim teoremom.

Definicija. Kazemo da je polje K polje algebarskih brojeva (PAB) ako je ko-
nacno progirenje od Q, tj. [K : Q] je konagno.

Definicija. KaZemo da je progirenje polja L/K Abelovo ako je Galoisovo i ako
je Gal(L/K) Abelova grupa. KaZemo da je prosirenje polja L/K ciklicko ako
je Galoisovo i ako je Gal(L/K) cikli¢ka grupa.

Teorem 1 (Kronecker-Weber). Neka je K/Q konacéno Abelovo prosirenje. Tada
postoji n € N takav da je K C Q(().

Napomena. Teorem je prvi iskazao Kronecker 1853., davs§i djelomican dokaz.
Weber je zatim 1886. objavio dokaz, za koji se ispostavilo (90 godina kasnije)
da ima greSaka. Prvi potpuni dokaz dao je Hilbert 1896.

Hilbert je 1900. dao listu od 23. tada nerjeSena problema, koja je smatrao
vaznima.

Problem (Hilbertov 12. problem/Kroneckerov "Jugendtraum" (san iz mla-
dosti)). Za zadano PAB K, opisati sva Abelova progirenja od K.

Problem je jos uvijek nerijeSen, te je u potpunosti rijeSen samo za imaginarna
kvadratna polja ¢iji je broj klasa 1; u tom slucaju problem rijeSava toerija
kompleksnog mnozenja, kojom ¢emo se baviti u drugom dijelu kolegija.

Tri razvoja dogadaja iz kraja 19. stoljeca su doveli do razvoja CFT - veze
izmedu Abelovih prosirenja nekog polja i grupe klasa tog polja, teoremi o gustoci
prostih ideala (i L-funkcije), te zakoni reciprociteta (generalizacije kvadratnog
reciprociteta).

Naziv "polja klasa" se odnosi na odredenja prosirenja polja koja imaju odre-
deneu vezu s grupom klasa nekog polja. Jedan od glavnih teorema CFT je da
su ta polja klasa isto $to i Abelova proSirenja. MoZe nas zanimati i kako se
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faktoriziraju prosti ideali od K u Abelovim profirenjima od K. Odgovor na to
pitanje nam daje Artinov reciprocitet.

Navedimo jo§ jedan motivirajuéi problem za CFT. Jedan od osnovnih raz-
loga zbog koji je algebarska teorija brojeva izmisljena je rjesavanja Diofantskih
jednadzbi. Neka je f(z,y) = 0, gdje je f € Z|z,y] neka polinomijalna jed-
nadzba, za koje Zelimo nadi cijelobrojna ili racionalna rjeSenja. U ATB se Cesto
promatra ta jedndzba u prstenu cijelih nekog PAB K u kojemu se f (ili dio od
f) faktorizira. Ako je hx =1 (tj. Ok je domena jedinstvene faktoizacije), tada
to znatajno pomaze u rijeSavanju problema. Npr. da bi nasli rjeSenje jednadzbe
y? = % — 1, faktorizira se y? + 1 nad Z[i], te se pokaze da y +i i y — i moraju
biti kubovi u Z[i].

Medutim, §to ako hx > 17 Tada ono §to prvo pada na pamet je naéi neko
veée polje L, L C K, takvo da je L O K, te da je hy, = 1. Medutim, postoji
li takvo polje L? To je pitanje dugo bilo nerijeseno, te su tek 1960. Safarevic i
Golod dokazali da ne postoji za svako PAB K. Medutim, nama je za rijeSavanje
ove jednadzbe dosta puno slabije svojstvo: dosta nam je da svi ideali od Ok
postaju glavni u Op. Uvijek postoji PAB L koje ima ovo svojstvo, te ¢e nam
ova tvrdnja biti Teorem o glavnim idealima.
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Kratki podsjetnik 1z
algebarske teorije brojeva

U kolegiju pretpostavljamo dobro poznavanje ATBa, te da je poznato sve iz [1
1.1. Number Fields].

Sada ¢emo se ukratko podsjetiti nekih €injenica. Neka je K/F konatno
profirenje PAB. Tada se prosti ideal p od O prosti ideal faktorizira kao

_ me er
pOK* 11... oy

gdje su svi P;-ovi razli¢iti prosti ideali od Og. Prirodni brojevi e; se zovu
indexi grananja (ili stupnjevi grananja) od B;/p. Ako je K/F Galoisovo, tada
jee; =---e, =e. Polja Og /P, i Op/p su konacna polja, koja se nazivaju polja
ostataka od P i p, te je Op/p izomorfno potpolju od Ok /PB;. Stupanj inercije
fi = f(Bi/p) je

F:/p) = [Ox /%1 : O/

Ako je K/F Galoisovo, tada je f; = --- f,. = f, te vrijedi efr = [K : F].

Kazemo da je p nerazgranat ako je e; =1 za i =1,...,r, te da je potpuno
razgranat ako je r = 11 e; = [K : F]. KaZemo da je p inertan ako je r = 11
ako je ey = 1 (ili ekvivalentno f; = [K : FY]), te kazemo da se p potpuno cijepa
ako je r = [K : F.

Neka je F polje algebarskih brojeva, te neka je K/F konatno Galoisovo
prosirenje od F' stupnja n. Neka je p fiksan prost ideal od O i neka je njegova
faktorizacija u O

pOK = (P1--Br)",

gdje svi P;-ovi imaju isti stupanj inercije f. Grupa Gal(K/F) djeluje na skup
{PB1,---,Br}. To djelovanje je tranzitivno, tj. za svaki B; i PB; postoji o €
Gal(K/F') takav da je o(;) = B;.

Kada grupa djeluje na skup, tada se ¢esto promatra stabilizatorska podgrupa
nekog elementa, tj. podgrupa elemenata u grupi koji trivijalno djeluje na taj
element skupa.
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Definicija. Uz notaciju kao i prije, definiramo dekompozicijsku grupu D(°B;/p)
elementa B,

D(Bi/p) = {0 € Gal(K/F) | o(%:) = Bi} < Gal(K/F).

Primjetimo sljede¢e neka su B; i P, takvi da je o(P;) = P;. Tada se lako
provjeri da je

D(B;/p) = oD(Bi/p)o".

Dakle sve dekomporicijske grupe su konjugirane. Posto je D(B;) po definiciji
stabilizatorska podgrupa elementa 93;, te je djelovanje grupe tranzitivno (tj.
orbita od 3; je duljine ), po teoremu o Orbiti i stabilizatoru da je

#D(Pi/p) =n/r = ef.

Primjer 1. Promotrimo prosirenje Q((15)/Q; to je prosirenje stupnja ¢(15) =
8, vrijedi Gal(Q(¢15)/Q) ~ (Z/15Z)*. Elemente Gal(Q((15)/Q) prikazujemo
kao 0;(C15) = (i, gdje je i € (Z/15Z)*. Takoder, vrijedi da je prsten cijelih
brojeva u Q((15) jednak Z[(i5].

Promotrimo faktorizaciju elemenata 2,3,5 i 31 u Z(¢15). Neka su

p2 = (2,5 + G5 + 1),

ps = (3, (s + (s + s + s + 1),
ps = (5, (s + Cis + 1)

p31 = (31,C15 + 3)

Prikazimo u sljedecoj tablici vrijednosti r,e i f za navedene proste brojeve.

r e f
po |2 1 4
ps |1 2 4
ps |1 4 2
ps1 |8 1 1

Izrac¢unajmo sada dekompozicijsku grupu svakog od ovih prostih elemenata.
Ocito je D(p3/3) = D(ps/5) = Gal(L/K), posto su ps i ps jedini prosti brojevi
iznad 3 i 5. Takoder, ocito vrijedi #D(p31/31) =n/r = 1.

Dakle jedini zanimljivi slu¢aj je D(p2/2). To je grupa reda ef = 4. Promo-
trimo preslikavanje

Z[C1s] = Z[Cis)/pe = Faz]/(2* + = + 1),
koji 8alje (15 u . Vrijedi

oi((2,¢ls + G5+ 1)) = (2,0(¢ls + G5 +1)) = (2,4 + (s + 1).
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Zakljuéujemo da ¢e o biti u D(p2/2) ako i samo ako je (£ + (i + 1 u po, ili
ekvivalentno, da z* +z +1 dijeli %" + 2" +1 u Fa[z]. Sada eksplicitnim ra¢unom
mozemo provjeriti da je

D(p2/2) = {01,02,04,0%8}.

Dekomporzicijska grupa nam je vaZna jer fiksira polje ostataka. Neka je B
prost broj iznad p, te neka je o € D(B/p). Posto je o(P) = P, slijedi da o
inducira automorfizam polja O /B. Ovaj automorfizham svakako fiksira O /p,
te slijedi da smo dobili preslikavanje

D(B/p) = Gal((Ok /B)/(Or /), (2.1)

koje lako provjerimo da je homomorfizam.

Definicija. Inercijska grupa I(%/p) je jezgra preslikavanja (2-1), tj.
I(/p) = ker (D(B/p) — Gal((Ox/B)/(Or/p)))-
Eksplicitnije, vrijedi da je
I(B/p) = {0 € DPB/p)lo(a) =a (mod P) za sve o € Ok }.

Po definiciji inercijske grupe i prvom teoremu o izomorfizmu grupa, slijedi
da je
D(B/p)/1(B/p) ~ Gal((Ok /B)/(OF/p)).
Kao i za dekompozicijske grupe, inercijske grupe konjugiranih prostih idela su
medusobno konjugirane, te se lako vidie da je #I(3/p) = e. Drugim rijecima,
inercijska grupa I(B/p) je trivijalna ako i samo ako je 3/p nerazgranat.

Primjer 2. Izracunajmo inercijske grupe iz prethodnog primjera. OC¢ito su
I(p2/2) i I(p31/31) trivijalne. Grupa I(ps/3) je reda 2. Promotrimo preslikava-
nje

Z[C1s)/ps ~ Fslz]/(z* + 23 + 2% + 2+ 1).
Element o; iz D(p3/3) ¢e biti u I(p3/3) ako i samo ako je 0;(C15) = (15 posto
je ofito 0;(1) = 1, a 11 (15 su generatori od Z[(15], pa time i Z[(15]/ps. To je
ekvivalentno tome da je

oi(x)=2"=2 (mod z* + 2> + 2%+ +1)

u F3[z]. Drugim rje¢ima, pitamo se kada z* +2°+ 2%+ 2+ 1 dijeli ' —2. Vidimo
da je to istina za ¢ = 11, te onda posto je I(ps/3) grupa reda 2, zaklju¢ujemo
da je

I(ps/3) = {o1, 011}

Analogno mozemo izra¢unati

I(p5/5) = {01,04,07,013}.
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Definicija. Pretpostavimo da je Gal(K/F) Abelova. Definiramo inercijsko
polje KT od 9B/p kao fiksno polje od I(B/p), te dekompozicijsko polje K od
B/p kao fiksno polje od D(B/p).

Teorem 2 (Teorem o slojevima). Neka je p netrivijalni ideal od Op, gdje je
K/F Abelovo prosirenje. Tada se p poptuno cijepa u KP, te ideali iznad p
ostaju inertni u K1 /KP | te se potpuno granaju u K/KP.
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p-adski brojevi

3.1 Inverzni limes

Definicija. Inverzni sistem je niz objekata (npr. skupova/grupa/prstena) (A,,)
skupa sa nizom morfizmama (npr. funkcija/homomorfizama) (f,)

s A I A, A, D AL

Definicija. Inverzni limes A = limA,, inverznog sistema skupova (4), (fn)
definiranog kao gore je skup A ¢iji elementi su besklona¢ni nizovi (a,,), gdje je
an € A, 7a svaki n > 0, te koji zadovoljavaju f,(an+1) = a, za svaki n > 0.

Napomena. Ako su A, grupe i f,, su homomorfizmi grupa, tada je inverzni
limes takoder grupa. Ako su A, prstenii f, homomorfizmi prstenova, tada je
A, prsten.

3.2 Prsten cijelih p-adskih brojeva

Definicija. Neka je p fiksan prost broj. Prsten cijelih p-adskih brojeva Z, je
inverzni limes

Z, = lim Z/p"Z,

inverznog sistema prstenova (Z/p"7Z) s homomorfizmima prstenova (fy), gdje
je frn redukcija modulo p”.

Napomena. Multiplikativna jedinica u prstenu je 1 = (1,1,...), gdje je n-ta 1
oznacava 1 + p"Z. Preslikavanje koje 8alje € Z u (7,7, .. .), je homomorfizam
prstenova koji o¢ito ima trivijalnu jezgru. Dakle vidimo da se Z ulaze u Z,, pa
vidimo da Z, ima karakteristiku 0, te moZemo smatrati Z potprstenom od Z,.
Medutim, prsten Z, je puno veéi od Z.

Elemente prstena Z, ¢emo neformalno pisati kao nizove (a1, as,...), gdje
cijeli broj a; € [0,p" — 1] reprezntira 1 4 p'Z.

9
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Primjer 3. U Z7; imamo

2=(222,22..)),
2002 = (0, 42, 287,2002, 2002, . ..),
—2 = (5,47, 341, 23999, 16805, . . .),
5 = (4.25,172,1201,8304,..),

o (3,10, 108, 2166, 4567, . . .)
] (4, 39,235, 235,12240, . . .)

V2 = (4,46,95,1124, 15530, .. .)

Zadatak 1. Dokazite da postoji ¥/2 u Z; za svaki p > 7.

Definicija. Sjetimo se da je niz homomorfizama grupa egzaktan ako je za svaku
grupu u nizu slika ulaznog homomorfizma jednaka jezgri izlaznog homomor-
fizma. Za kratki egzaktan niz

0-aLBLS oo,

to znaci da je f injektivan, g surjektivan, te da je im f = kerg. Po prvom
teoremu o izomorfizmu grupa, takoder vrijedi B/im f ~ C.

Propozicija 3. Za svaki cijeli broj m, niz

02z, Pz, ™ 7m0
je egzaktan, gdje je [p™] mnoZenje s p™, te je mn, projekcija na Z/p™Z, tj.
preslikavanje koje Salje niz (an) u ap,.

Dokaz. Dokazimo prvo da je mnoZenje s p u Z, injektivno. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je a = (a,) u jezgri. Tada je pa = 0, pa je pa,, = 0 za svaki n.
Posebno, pa,+1 = 0u Z/p"T1Z. To sada znadi da je a,+1 = p"yYnr1 U Z/p" 17
za neki y,.1 € Z/p" 7. Sada slijedi da je a, = f(ani1) = p"f(Yni1) =01
Z/p™Z. Kako ovo vrijedi za sve n, slijedi a = 0.

EGZAKTNOST s LIJEVA: Posto je mnoZenje s p injektivno, vrijedi da je
kompozicija tog preslikavanja sa samim sobom m puta (tj. mnoZenje s p™)
injektivno.

EGZAKTNOST S DESNA: Zapi§imo 8 € Z/p™Z kao b + p™Z. Tada ¢e 7,
preslikati element (b,b,0,b,...) u S.

EGZAKTNOST U SREDINI: Ako je a € Zy, tada je mp,(p™a) = p™rm(a) =0
u Z/p™Z. Dakle slika ulaznog preslikavanja je u jezgri izlaznog preslikavanja.
Dokazimo suprotnu inkluziju. Neka je a = (a,) u jezgri od m,,. Dakle vrijedi
da je a,, = 0. Dakle za svaki n > m, imamo a,, € p™Z/p"Z. Dakle postoji
jedinstveni b, _,, koji se preslikava u a,, pod djelovanjem izomorfizma

Z)p" L P LT
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Niz tih b,,_,,-ova je kompatibilan, poSto su a,-ovi kompatibilni, te postoji ele-
ment b = (b,,) takav da je p™b = a, dakle a je u slici od mnoZenja s p™.
O

Korolar 4. Za svaki prirodan broj m vrijedi Z,/p™Z, ~ Z/p™ L.

Propozicija 5. Element x € Z,, je invertibilan ako i samo ako x ¢ pZ,. Drugim
rjecima, 2 je Zyp\pZy.

Dokaz. Ako je a = (a,) € Z,, djeljiv s p, tada je a1 = 0, pa a ocito ne moZze biti
invertibilan. Ako a nije djeljiv s p tada za svaki n vrijedi a,, = b,, +p"Z za neki
b, € Z, te taj b, nije djeljiv s p. Slijedi da a,, ima inverz ¢, u Z/p™Z Takoder,
niz (¢, ) mora biti kompatibilan, te je ¢ = (¢, ) inverz od a. O

Propozicija 6. Svaki elemnt x € Z,, se moZe na jedinstven nacin zapisati kao
p"u, gdje je u € Z, .

Dokaz. POSTOJANJIE ZAPISA: Ako je 0 # a = (ay,), tada postoji najveéi n takav
da je a, = 0. Za taj n, po Propoziciji vrijedi a = p"u za neki u € Zj,. stoviée,
u ne moze biti djeljiv s p, poSto bi tada bilo u,+1 = 0, pa je po prethodnoj
propoziciji u invertibilan.

JEDINSTVENOST ZAPISA: Pretpostavimo p™u; = p™us. Ako je m = n,
tada zbog injektivnosti mnozenja s p” imamo u; = us. U suprotnom mozemo
BSO pretpostaviti da je n > m. Tada je us = p" "us invertibilan, §to je
kontradikcija s prethodnom propozicijom. O

Korolar 7. Prsten Z, je integralna domena.

Dokaz. MnoZenjem dva ne-nul elementa p™u; i p,,us dobivamo p™t™ujus, &ija
je (n 4+ m + 1)-ta komponenta razli¢ita od nule. O

Definicija. Neka je a = (a,,) € Z,, gdje je po obi¢aju a,, cijeli broj iz [0, p™ —1].
Niz (bg, b1, ...) za kojeg vrijedi bg = a1 i b, = (apt1 — ay,)/p"™ se zove p-adska
ekspanzija od a.

Dakle svaki a € Z, se moze zapisati kao formalni red

o0
a= Z bip'.
i=0

Iz defincije odmabh slijedi:

Propozicija 8. Svaki element u Z, ima jedinstvenu p-adsku ekspanziju i svaki
niz (bo, b1,...), gdje je b; € [0,p—1] je p-adska ekspanzija nekog elementa iz Z,.

Dakle postoji bijekcija izmedu Z, i nizova cijelih brojeva s elementima iz
[0,]7 - 1]
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Definicija. Za svaki 0 # a € Zj, p-adska valuacija od a, s oznakom vp(a) je
najvedi cijeli broj m za koji je a u p™Z,,. Ekvivalentno v,(a) jezaa = .-, bip’
najmanji prirodan broj m takav da je b, # 0. Takoder ekivivalentno, ako
zapiSemo a = p™u, gdje je u € Z,) tada je v,(a) = m. Definiramo v,(0) = +oc.

Propozicija 9. Sveki ne-nul ideal u Z, je oblika (p™) za neki prirodan broj m.

Dokaz. Neka je I ne-nul ideal u Z, i neka je m = inf{v,(a) : a € I'}. Posto je
I # (0), tada je m < oo, te za svaki a € I vrijedi a € p™Z, = (p™). S druge
strane, postoji a € I takav da je a = p™u. Slijedi da je u='a = p™ € I, iz Cega
slijedi da je (p™) C I. O

Korolar 10. Prsten Z, je domena glavnih ideala (o time i prsten jedinstvene
faktorizacije) s jedinstvenim prostim idealom (p) (te jednim prostim elementom

p)

Propozicija 11. Uz konvenciju da je n+ 0o = oo za svaki cijeli brojn, p-adska
valuacija zadovoljava sljedeca svojstva:

1. vy(a) = 0o ako i samo ako je a = 0.
2. vp(ab) = vp(a) + vp(b).
3. vp(a+b) > min(vy(a), vy(b)).

Dokaz. Prvo svojstvo slijedi iz definicije. Drugo i tre¢e svojstvo su o¢ito zado-
voljena ako su a ili b jednaki 0. Pretpostavimo a,b # 0. Neka je vp(a) = m i
vp(b) = n.

Da bi dokazali drugu tvrdnju zapis§imo a = p™wuy i b = p"uq, gdje su uy, us €
Z). Tada je ab = p" " ujuy, pa je vy(ab) = m + n.

U trec¢oj tvrdnji mozemo BSO pretpostaviti da je m < n. Slijedi da je
p"Zy C p"Zyp, pasuia,b € p"Zy, iz Cega slijedi da je a +b € pZ,y, te je
vp(a+0) > min(vy(a), v,(8)).

O

p-adska valuacija je primjer diskretne valuacije.

Definicija. Neka je R komutativni prsten. Diskretna valuacija (na R) je funk-
cija v : R — Z U {oo} koja zadovoljava svojstva iz propozicije

Definicija. Prsten diskretne valuacije je domena glavnih ideala koja sadrzi
jedinstveni maksimalan ideal, te nije polje.

Mozda je ova definicija na prvi pogled neobi¢na, poSto se ne spominje valu-
acija, medutim za svaki prsten diskretne valuacije se moze na analogan nacin
definirati diskretna valuacija.

Prsten diskretne valuacije je "najblize" $to komutativni prsten moze biti
polje, a bez da zaista je polje.
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3.3 Polje p-adskih brojeva

Sjetimo da se polje razlomaka nekog prstena R definira kao skup uredenih parova
(a,b) € R?, koji se obi¢no zapisuje kao a/b gdje vrijedi da je a/b ~ ¢/d kad god
je ad = bc.

Definicija. Polje p-adskih brojeva Q, je polje razlomaka od Z,,.

Posto je a € Q, po definiciji a = (p™u1)/(p"u2) = P Muruy b, mozemo

svaki element iz Q, zapisati kao up® za u € Zy, k € Z. Sada moZemo progiriti
definiciju od v, na Q, tako da za a = up®, u € ZX, k € Z vrijedi v, (up®) =k,
te je kao i prije v,(0) := +o0.
Napomena. Primjetimo da sada mozemo Z, identificirati kao podskup od Q,
sa elementima ne-negativne valuacije, te Z, mozemo definirati kao podskup Q,
elemenata s valuacijom O.

Vrijedi Q C Qp, te vrijedi za svaki x € Q, je ili z € Z,, ili je 27! € Z,,.

Ovo je jedan od dva nacina definiranja polja Q,. Promotrimo sada drugi
nacin, preko apsolutnih vrijednosti.

3.4 Apsolutne vrijednosti

Definicija. Neka je k polje. Apsolutna vrijednost na k je funkcija ||| : & — R>o
sa sljedeé¢im svojstvima:

(1) ||z|| = 0 ako i samo ako je x = 0,
@) Nyl =l - lyll
@) lle+yll < llzll + [lyll-

Absloutne vrijednosti se nekada nazivaju i "norme", ali mi ’cemo koristiti
izraz norme za nesto drugo, te ¢emo koristiti naziv "apsolutna vrijednost" kako
bi izbjegli zabunu.

Neke norme zadovoljavaju jace svojstvno

(3) Nz + yll < max{[l], [lyl]}-

se zovu nearhimedske apsolutne vrijednosti, a one koje ne zadovoljavaju se zovu
arhimedske.

Definicija. Definiramo p-adsku apsolutnu vrijednost | |, na Q, s
|x|p = pivp(z)-

Napomena. Primjetimo da posto je Q C Q,,, ovo daje definiciju apsolutne vrijed-
nosti | |, na Q. Spomenuti alternativni nac¢in definicije od Q, je da definiramo
Q, kao upotpunjenje od Q (tj. Q skupa s svim limesima nizova iz Q) s obzirom
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na apsolutnu vrijednost | |,. Dosta knjiga definira Q, upravo na ovaj naéin.
Tada se Z,, definira kao

Zp=A{z €Qp:lz], <1},

ili kao upotpunjenje od Z s obzirom na | |p.

Napomena. Naziv prsten cijelih brojeva u Q, moZe biti zbunjuju¢. Naime,
Z, nije integralno zatvorenje od Z u Q,. To moZemo vidjeti promatranjem
karidnaliteta tih skupova. Integralno zatvorenje od Z u Q, je prebrojiv skup,
(posto postoj prebrojivo mnogo polinoma s cjelobrojnim koeficijentima) dok je
Z,, otito neprebrojiv skup. Medutim, istina je da je Z, integralno zatvoren u
Qp, te Z, sadrzi integralno zatvorenje od Z u Q.

Definicija. Dvije apsolutne vrijednosti || || i || ||’ na polju & su ekvivalentne ako
postoji a € R takav da je
)" =[]

za svaki z € k.

Sljedec¢i teorem, koji neéemo dokazivati, nam govori koje su sve apsolutne
vrijednosti, do na ekvivalenciju, na Q. Oznaimo s | |5, uobicajenu apsolutnu
vrijednost.

Opcenito u p-adskoj apsolutnoj vriejdnosti, "mali" su brojevi koji su djeljivi
velikim potencijama broja p.

Teorem 12 (Ostrowski). Svaka ne-trivijalna apsolutna vrijednost na Q je ek-
vivalentna s | |, za neki prost broj p ili | |-

Na Z, i Q, se moze definirati p-adska topologija preko apsolutne vrijednosti.
U p-adskim brojevima su a,b € Q, promatrani kao elementi od Q, "blizu",
ako je u brojniku od a — b velika potencija od p. Na primjer niz brojeva (2")
konvergira u 0 u Zs.

p-adska analiza nam je ¢esto vrlo korisna, medutim trebamo biti vrlo pazljivi
s intuicijom kada radimo s p-adskim brojevima.

Primjer 4. Neka su b, c € Q, te neka je p prost broj. Tada postoji niz racional-
nih brojeva a; koji konvergira u b s obzirom na standardnu normu, te konvergira
u ¢ s obzirom na p-adsku normu. Dokazimo ovu tvrdnju. Neka je

" 1
d, = p e, = .
U standardnoj normi d,, konvergira u 1, a e, konvergira u 0, dok u p-adskoj
normi d,, konvergirau 0, ae, = 1— # kovergira u 1. Dakle vidimo da ¢e

niz (a,) = (bd,, + ce,) konvergirati u b s obzirom na standardnu normu, te u ¢
s obzirom na p-adsku.

Prikazimo sada jednu primjenu p-adskih brojeva i jednostavne p-adske ana-
lize.
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Primjer 5. Promtrimo razvoj ;

. 1 5
1+8)s =1+ =t — 12 —
(L+1) Tl T gt T 2735

95 43 935t4+....

Vidimo da se u nazivnicima nalaze samo potencije od 2 i 3, tj. prostih djelitelja
od 6. Tvrdimo da, za a € Q, k € N, se u nazivniku od

(Z) 7a(a71)(a72]z!...(a—k+1)

nalaze samo potencije prostih projeva koje dijele nazivnik od a.

Dokazimo tvrdnju obratom po kontrapoziciji: ako p ne dijeli nazivnik od a,
tada p ne dijeli nazivnik od (}). Posto a nema faktore od p u nazivniku, tada
je a € Z,,. Dakle, zaklju¢ujemo da je a = (a,,) limes niza (b,), gdje je b, € Z,
npr. uzmimo da je b; i-ti ¢lan p-adske ekspanzije b; = ZZ:O app”®. Opcenitije
Z,, je upotpunjenje od Z s obzirom na p-adsku normu, pa ova tvrdnja vrijedi za
svaki r € Zp.

S druge strane, polinomijalna funkcija z — (§) € Q[z] je neprekidna u
p-adskoj metrici, pa zbog a = lim;_, o, b;, imamo

(o) =am ()

Posto je b; € Z, slijedi da je (%) € Z. Posto je ({) limes elemenata iz Z, slijedi
da je ({) € Zp, tj. p ne dijeli nazivnik od (}).

3.5 Rjesenja polinomijalnih jednadzZbi

Lema 13. Neka je (S,) inverzni sistem konaénih nepraznih skupova s kompa-
tibilnim preslikavanjem f,, : Sp4+1 — Sp. Tada je @Sn neprazan.

Dokaz. Ako su svi f,, surjektivni, tada lako konstuiramo element (s,): izabe-
remo bilo koji s; € S1, te za n > 1 izaberemo s, 11 € f,, *(s,). sada nam je cilj
opdi slucaj reducirati na ovaj.

Neka je T}, ,, = S i za m > n neka je 1), ,, slika od S, u Sy, tj.

Tm,n = fn(fnJrl( t fmfl(sm) te ))
Tada za svaki n imamo niz inkluzija
e ag Tm,n c Tm—l,n c-- 'Tn,n - Sn

Svaki T}, », je kon¢an neprazan skup, pa slijedi da je za sve osim kona¢no mnogo
inkluzija, ta inkluzija zapravo jednakost. Dakle za svaki n, je E, = NyDnn
neprazan podskup od S,,. Restringirajuéi prselikavanje f,, tako da definira pres-
likavanje E, 1 — E,, dobivamo inverzni sistem (F,,) nepraznih skupova takvih
da su sva preslikavanja surjekcija, kao §to smo i htjeli. O



POGLAVLIJE 3. P-ADSKI BROJEVI 16

Propozicija 14. Neka je f € Zy[z]. Tada su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:
(1) Jednadzba f(x) =0 ima rjesenja u Z,.
(2) Jednadzba f(x) =0 ima rjeSenja w Z/p"Z za svakin € N

Dokaz. Neka je S, skup rjesenja u Z/p"Z. Tada je @Sn - @Z/p”Z = Zyp
skup rjeSenja u Z,. Sada imamo @Sn # () ako i samo ako su svi S,, neprazni
po Lemi [T3] O

Henselova lema ¢e nam reéi da je nesto Sto je "blizu" rjeSenja polinomijalne
jednadzbe moze "popraviti" do egzaktnog rjeSenja.

Teorem 15 (Henselova lema). Neka je f, € Z,[x]. Pretpostavimo da je f(a) =0
(mod p) i f'(a) # 0 (mod p). Tada postoji jedinstveni b € Z,, b = a (mod b)
takav da je f(b) = 0.

Dokaz. Neka a; = a i definiramo za n > 1

any1 = an — f(an)/f' (an).

Dokazujemo indukcijom da za svaki n > 1 vrijedi
f(a,) 20 (mod p), (3.1)

f(ay) =0 (mod p"). (3.2)
Primjetimo da osigurava da je f'(an) € ZY, pa je any1 dobro definiran
element iz Z,. Definicija od a4 skupa s i osiguravaju da je an,41 =
a, (mod p™), Sto znaci da niz (a, mod p™) definira element b € Z, za koji
vrijedi f(b) =01ib=a; =a (mod p).

Za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi, pa pretpostavimo da i vrijede za
an. Tada any1 = a, (mod p™), pa je f'(ant1) = f'(an) £ 0 (mod p). Dakle
je zadovoljen za sve n € N. Da bi pokazali (3.2), napravimo Taylorov
razvoj od f oko an,:

f(x) = f(an) + f/(an)(x - an) + (LE - an)zg(m)a
za neki g(z) € Zp[z]. Uvrstavajuéi = a,,11, dobivamo
f(an+1) = f(an) + f,(an)(an-&-l - an) =+ (an+1 - an)Zg(an =+ 1)~

Iz definicije a,,41 imamo f'(a,)(ant1 — an) = —f(ay), pa je
flant1) = (any1 — an)29(an+1)~

Posto je ani1 = a, (mod pm), slijedi da je f(a,y1) = 0 (mod p™*1), pa
vrijedi za a,41.

Posto f(z) = 0 ima jedinstveno rjeSenje u Z/p™Z konguentno s a modulo p
(jer povlaci da je f'(a,) #0 (mod p"), pa je a, jednostruka nul-tocka od
f (mod p)™.), slijedi da niz (a,) definira jedinstveno rjeSenje u Z,. O
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3.6 Stuktura od Z;j

Restrikcija projekcije 7, : Z, — Z/p"Z na Z,; definira surjektivni homomorfi-
Zam

Z, — (Z/p"Z)*.
Jezgra ovog preslikavanja je U, := 1 + p"Z,. Dakle vrijedi
Ly, |Un ~ (Z/p"Z),
pa je
Zy = Vm(Z, [Un) = lim(Z/p"Z)*.
Primjetimo da je (U,) padajuci niz podgrupa od Z:
- CUsCUyCU CZy.

Lema 16. Vrijedi:

(1) Z; /Uy = (Z/pZ)*.

(2) U, /Upy1 = Z/pZ.

Dokaz. Prvu tvrdnju smo veé dokazali. Za drugu, promotrimo preslikavanje

Un = Z/pZ,
14 p"z— (2 mod p).

To preslikavanje je surjekcija, te je jezgra Uy, 41. O
Korolar 17. Grupa U, /U, ima p"~ ! elemenata.

Propozicija 18. Neka je p,—1 skup rjesenja jednadzbe 2P~ =1 u Z, . Tada je
p—1 8 opercaijom mnoZenja grupa izomorfna s (Z/pZ)*, te je L, = U1 X jip_1.

Dokaz. Skup pp,—1 je jezgra homomorfizam potenciranja na (p—1)-vu potenciju
sa Z); u Z), pa je grupa. Neka je f(z) = 2P~1 — 1. Po Malom Fermatovom
teoremu, svaki element # 0 iz Z/pZ je korijen ovog polinoma, te vrijedi f'(x) #
0 (mod p) za sve x € {1,2,...,p — 1}. Sada po Henselovoj lemi, za svaki
z € {1,2,...,p— 1} postoji jedinstveni a € Z, takav da je f(a) = 0. Takoder,
ne postoji element is 1,1 koji je kongruentan 0 modulo p. Slijedi da je redukcija
modulo p izomorfizam p,_1 — (Z/pZ)*.

Primjetimo sada da je Uy N up—1 = {1}, posto je 1 otito rjeSenje, a po
Henselovoj lemi, rjeSenje kongruentno 1 mod p je jedinstveno. Takoder, vrijedi
da je Uy - pp—1 = Z,, posto se bilo koji element a € Z) moZe podijeliti s
elementom iz u,_1 koji je kongruentan s a modulo p da bi dobio element iz Uj.
Slijedi da je direktan produkt Uy X p,—1 izomorfan Z;. O

Lema 19. Neka je p prost broj. Ako je p # 2, neka jen > 1, a ako je p = 2,
neka je n > 2. Ako je x € U \Up41, tada je 2P = Up 1 \Up 2.
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Dokaz. Neka je x € U,\U, 11, dakle x = 1 + p™k, za neki k koji nije djeliv s p.
Tada je

=1+ (11)> kp™ + (g) E2p?" 4 - kPp™P =1 + kpn (mod ).

Slijedi da je P € Up11\Upa. O

Propozicija 20. Ako je p # 2, tada je Uy ~ Z,. Ako je p = 2, tada je
Uy = {£1} x Us, te je U ~ Zs.

Dokaz. Neka je prvo p # 2, tenekajea=1+p € U1\Us. Koristeéi prethodnu
lemu, zaklju¢ujemo da je o € U;y1\Uiy2. Neka je a, slika od o u Uy /U,.
Tada je o2" " # 1, ali je a?" ' = 1, pa onda « ima red toéno p"~'. Dakle

U1 /U, je ciklicka grupa generirana s . Slijedi da imamo izomorfizam inverznih
sistema

D ZPT —— LT ——

! |

s U fUnjy —— U U, —— -~

Nakon $to primjetimo da je @(Ul/Un) = Uy, slijedi da je Uy ~ Z,.

Za p = 2, isti argument s izborom a = 1 + 4 dokazuje da je U; ~ Zs.
Koristeéi da {£1} i Uy imaju trivijalan presjek (tj. —1 ¢ Us, te posto njihov
produkt generira Uy (jer je [Uy : Uz] = 2), slijedi da je {£1} x Us. O

Teorem 21. Vrijedi:

(1) Grupa Z) je izomorfna s Z/(p — 1)Z X Zy, za p # 2, te s /27 X L3 2a
p=2.

(2) Grupa Q) je izomorfna s Z x Z/(p — 1)Z x Zy, ako je p # 2, te s Z x
7)27 x Zo ako je p = 2.

Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi iz Propozicija i
Da bi dokazali (2), promotimo preslikavanje

X X
ZxZ, —Q,
(n,u) = p"u,
te primjetimo da je to izomorfizam grupa. Kori§tnjem (1), tvrdnja slijedi. O

Propozicija 22. Za p # 2 i prirodan broj m postoji primtivni m-ti korijen iz
jedinice w Q) (tj. element reda m) ako i samo ako m|p—1, te su u Q5 elementi
—1 4 1 jedini korijeni iz jedinice.
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Dokaz. Neka je prvo p # 2. Da postoje m-ti korijeni iz jedinice kada m|p — 1
smo vidjeli u korolaru S druge strane kada bi za m /[p — 1 postojao m-ti
korijen iz jedinice (,,, tada bi ji,, = {1,(m, 2, - -, (% g} Einili podgrupu reda
m od Z,;, §to je u kontradikciji s Teoremom (2).

U Zs je ocito da su £1 korijeni iz jedinice. Iz strukture od ZJ opisane u

Teoremom [21} vidimo da su to jedini elementi kona¢nog reda u Q.
O

Korolar 23. Neka su p i q razliciti prosti brojevi. Tada polja Q, ¢ Q; nisu
izomorfna.

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz prosle propozicije, posto polja imaju korijene
jedinice razlicitog reda. O

Napomena. Neka je p neparan. Tada ¢e se element —1 nalaziti u podgrupi p,—1,
koja je ciklicka reda p — 1, te je —1 reda 2. Element —1 ¢e dakle biti kvadrat u
Q, ako i samo ako u p,—1 postoji element reda 4, tj. kada je p =1 (mod 4).

3.7 Kvadrati u Q)

3.7.1 Slucaj p # 2
Teorem 24. Vrijedi:

(1) Element p"u € Q) (sn € Z iu € Z,) je kvadrat ako i samo ako je n
paran i u mod p je kvadrat u .

(2) Vrijedi Q) /(Q))? ~ (Z/2Z)>.
(8) Za svakice LY sc mod p ¢ (F)), slike od p i ¢ generiraju Q) /(Q))?.

Dokaz. (1) Zapisujuci Q) = p? x F) X Zp. Primjetimo da je 2Z, = Z,, pa je

Dakle elemnt p™u je kvadrat ako i samo ako je n paran uu mod p € (F)f )2.

(2) Koristedi sti zapisa kao u (1), imamo
2 2 N 2
Q /(Q)" = Z/2Z x ¥ [/(Fy)” x {0} = (Z/2Z)*,
posto je [F : (F))?] = 2.
(3) Ocito je da je slika od p generator od p”/p?Z, te da je slika od ¢ generator

od FX/(FX)2.
O
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3.7.2 Slucajp=2
Teorem 25. Vrijedi:

(1) Element 2"u € QF (sn € Z i u € Z3 ) je kvadrat ako i samo ako je n

paran ¢t v =1 mod 8.

(2) Vrijedi Q3 /(Q3)* ~ (Z/2Z)°.
(3) Slike od 2,—1 i 5 generiraju Q5 /(Q5 ).

Dokaz. (1) Zapisimo

3.8

¥~ 2l 7l ~ 28 x Uy,

Dokazimo sada da je U2 ~ Us. Da bi dokazali U? D Us, moramo pokazati
da za svaki t € Zy postoji € Zy takav da je (14 2z)% = 1 + 4a + 422 =
8 + 1, tj. da jednadzba f(z) = x + 2% — 2t = 0 ima rjeSenje u Zs.
Lako se vidi da je f(1) = 0 (mod 2), te da je f/(1) = 1 (mod 2), pa po
Henselovoj lemi, ta jednadzba ima rjeSenje u Zs. S druge strane, vidimo
da za 1+ 2z € Uy, o € Zs vrijedi da je (1 +2z)% = 1 + 4x + 422, a posto
je x + 22 =0 (mod 2) za sve & € Zo, slijedi da je x + 22 € 27y, pa je i
(1+422)? € 1+ 8%y = Us.

Sada imamo da je Q5 =~ 222 x Us, te slijedi da je element 2"u € Qj
kvadrat ako i samo ako je n paraniu =1 (mod 8).

Koristéi (1) dobivamo
Q5 /(QY)? ~ Z/2Z x Uy | Us.

Po korolaru [17] vrijedi da je Uy /Us grupa reda 4, te se lako provjeri da je
svaki element u njoj reda 2.

Ocito je da je slika od 2 generator od 2%/22% te se lako provjeri da slike
od —1 i 5 generiraju U, /Us.
O

Prosirenja od Q,

Vratimo se sada na lokalna polja.

Definicija. Neka je K/Q, kona¢no prosirenje polja Q,. Definiramo prsten
cijelih brojeva Ok od K kao integralno zatvorneje od Z, u K.

Sljedeca propozicije (koju ostavljamo bez dokaza), nam govore da postoji
jedinstveno progirenje apsolutne vrijednosti i izgledaju takvi prsteni cijelih bro-

jeva.

Propozicija 26. Neka je K konacno prosirenje od Q,. Tada postoji jedinstveno
ne-arhimedska apsolutna vrijednost na K, koja prosiruje p-adsku apsolutnu vri-
jednost na Q.
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Tu apsolutnu vrijednost ¢emo takoder oznacavati sa | - |,.

Propozicija 27. Neka je K konacno prosirenje od Q,. Tada je
Og ={x e K:|z|, <1}

Za prosirenja od Qp, kao i za Q, vrijedi da imaju jedinstveni maksimalni
ideal u svom prstenu cijelih.

Propozicija 28. Neka je K konacno prosirenje od Q,. Tada O ima jedins-
tveni maksimalni ideal M,

M={zeK:|z|, <1}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi odmah iz ¢injenice da se svaki neinvertibilni element iz
Ok nalazi u M. O

Neka je sada L/K Galoisovo profirenje, o € Gal(L/K), gdje su L i K ko-
nacna prosirenja od Q,, dakle L je polje cijepanja nekog polinoma iz K[z]. Neka
je p maksimalni ideal od K, a J8 maksimalni ideal od L. Tada je o¢ito o () = .
Dakle o inducira automorfizam od Or /B koji fiksira Ok /p (lako se dokaze da
je Ok /p izomorfno potpolju od O /P ), te nam time daje homomorfizam

Gal(L/K) — Gal((OL/B)/(Ok /p))- (3.3)
Propozicija 29. Preslikavanje je surjekcija.

Dokaz. Posto je (OL/B)/(Ok/p) konatno prosirenje polja, slijedi da postoji
primitivni element, tj. daje Op /B ~ (Ok /p)[a]. Neka je f(z) njegov minimalni
polinom; slijedi da je minimalni polinom prosirenja (Or, /%) /(Ok /p) jednak

fl@) = II (z — s(a)).
s€Gal((OL/P)/(Ok /p))

Izaberimo a € Oy, takvog da se preslikava u a pri redukciji mod 3. Neka je S
podskup od Gal(L/K) takv da se svi konjugati od a pojavljuju to¢no jednom
u skupu {o(a)|a € S}. Tada je minimalni polinom od « jednak

g(@) = [] (@ = o).

ocesS

Promotrimo redukciju g(z) od g(x). Posto je « korijen od g(z), tada je i a
korijen od g(z). Zaklu¢ujemo da f(z), posto je minimalni polinom od a, dijeli
g(z) u (O /p)[x]. Isto vrijedi i za sve konjugate od a. To znaci da za svaki s €
Gal((OL/P)/(Oxk/p)) postoji o € Gal(L/K) takav da je s(a) = o(a) (mod R).
Posto je a primitivni element prosirenja, djelovanje s : Op/P — OL/P je
u potpunosti odredeno djelovanjem na a. Dakle, vidimo da ¢ inducira s, tj.
s je slika od o s obzirom na preslikavanje (3.3), te slijedi da je preslikavanje
surjektivno. O
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Definicija. Inercijska podgrupa I(L/K) od Gal(L/K) je jezgra preslikavanja
(3-3)-

Drugim rje¢ima, I(L/K) je normalna podgrupa od Gal(L/K) koju mozemo
zapisati kao

I(L/K) ={o € Gal(L/K)|o(a) = a za sve a € O}
Iz definicije slijedi da je
Gal((OL/%)/(Ok /p)) ~ Gal(L/K)/I(L/K).

Definicija. Kazemo da je L/K nerazgranato prosirenje ako je I(L/K) = {1}.
Kazemo da je L/K potpuno razgranato ako je I(L/K) = Gal(L/K).

Vidimo da je po definiciji prosirenje nerazgranato ako i samo ako je

Gal((OL/%)/(Ok /p)) ~ Gal(L/K).

Primjetimo da ¢ée nerazgranato prosirenje onda biti uvijek cikli¢ko, posto je
prosirenje kona¢nih polja cikli¢ko (generirano Frobeniusom). U takvoj situaciji
¢emo generator od Gal(L/K) koji odgovara Frobeniusu u Gal((Or/%B)/(Ok/p))
takoder zvati Frobeniusom. Dakle, to je preslikavanje koje zadovoljava

¢(a) = a?  (mod ),

za q=#(0L/PB)izasve a € Of.
Sljedec¢u ¢injenicu ne¢emo dokazivati.

Teorem 30. Neka je K konacno prosirenje od Q,, neka je k polje ostataka od
K, te neka je l/k neko konacno progirenje. Tada postoji jedinstveno nerazgra-
nato prodirenje L/ K, takvo da je l polje ostataka od L.

Sada pogledajmo kako primijeniti teoriju p-adskih polja na prosirenja polja
algebarskih brojeva. Na isti nacin na koji smo konstruirali Z, i Q, moZzemo za
polje algebarskih brojeva i prosti ideal p u Ok konstruirati

Oy = lim Oy,
te K, kao polje razlomaka od Ok ;.

Definicija. Neka je p jedinstveni maksimalni ideal u Ok . Generator od 7 od
p se zove uniformizator.

Neka je L/K Galoisovo profirenja polja algebarskih brojeva, te neka je
prost ideal u O iznad prostog ideala p u Ox. Moze se dokazati da postoji
prirodno ulaganje Og, — Op . Slijedi da postoji i ulaganje K, — L.
Zapravo iz ove ¢injenice mozemo vidjeti da su K i Ly porSirenja od Q,. Vrijedi
takoder da je Ly /K, takoder Galoisovo prosirenje.

Odredimo sada Gal(Ly/K,). Ocito za svaki o € Gal(Lg /K, ), mozemo res-
tringirati o na L, te ¢e o fiksirati K, pa smo dobili element u Gal(L/K). Dakle
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dobili smo preslikavanje Gal(Ly /K,) — Gal(L/K) za koje lako vidimo da je ho-

momorfizam. Nadalje, posto je o(POr ) = POL s (jer je POL s jedini prost

ideal u Oy ), vidimo da je slika takve o zapravo u dekompozicijskokj grupi

D(B/p). S druge strane za svaki o € Gal(L/K) koji je u D(/p), vrijedi da je

o(B?) = P°. Zakljutujemo da je o automorfizam od Or, /B¢, pa time i automor-

fizam od Oy, 3. Dakle, sada imamo homomorfizam D(P/p) — Gal(Ly/K,).
Komponiranjem navedena dva preslikavanja

D(B/p) = Gal(Lyp/Ky) = Gal(L/K),

iz njihovih definicija vidimo da je D(B/p) — Gal(L/K) prirodno ulaganje (iden-
titeta), te iz toga slijedi da je

Gal(Lyp/Kp) = Gal(L/K)
takoder injekcija sa slikom D(B/p). Dakle,
Gal(Ly/Ky) ~ D(F/p).
Primjer 6. Neka je L = Q(i), K = Q, p = 5Z. Imamo da se p cijepa u PB1Po,

gdje je P1 = (2 —1), P2 = (2+14). Posto je e = f =1, D(P;/p) je trivijalna,
dakle sz ~ Q5.



Poglavlje 4

Dirichletovi karakteri

Definicija. Za konatnu abelovu grupu G, karakter od G je homomorfizam
G — C*. S G oznacavamo skup svih karaktera od G.

Ako su y, ¥ karakteri od G, tada definiramo umnoZak od x i ¢ kao funkciju
definiranu s x¥(g) := x(9)¥(g). Uz tu operaciju, G postaje grupa, koja se
zove grupa karaktera. Karakter xo koji 8alje svaki g € G u 1 se zove trivijalni
karakter, te je on neutralni element u G.

Propozicija 31. Ako je G konacéna abelova grupa , tada je G ~ G.

Dokaz. [1, Proposition 1.1. p.18] O
Ocito slijedi da je é’ ~ (G. OpiSimo eksplicitno ovaj izomorfizam. Neka je

g € G. Definirajmo s § : G — C* funkciji koja 3alje x u x(g); dakle § € é

Propozicija 32. Preslikavanje g — g je izomorfizam s G u é

Dokaz. [1l Proposition 1.2. p.18] O

Propozicija 33. (Relacije ortogonalnosti) Neka je G konacna abelova grupa.
Za H < G, neka je

H' :={xeG:x(h)=1 za sve h € H}.
Tada vrijedi:
o HY~G/H,
e H~G/H"',
o (HH)t ~H.

Dokaz. [1l Proposition 1.3. p.18-19] O

24
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Propozicija 34. a) Neka je x karakter konacne abelove grupe G. Tada je

S 2(6) - {o ako X # Xo.

geG |G| ako X = Xo

b) Neka je g € G, gd je G konacna abelova grupa. Tada je

0 ako 1,
@) = s ”
d |G| ako g =1
XEG

Dirichletovi karakteri su vrsta karaktera, te su uvedeni prije opcéenitijeg
pojma karaktera konacéne abelove grupe.

Definicija. Dirichletov karakter modulo n je karakter x abelove grupe (Z/nZ)*.
Vrijednost n nazivamo modulus od Y.

Cesto se Dirichletovi karakteri modulo n X prosiruju na funkcije Z — C' tako
da se definira da je x(a) = 0 ako je (a,n) > 1. Primjetite da ovo onda viSe nije
homomorfitam grupa.

Primjer 7. e Neka je p > 2 prost. Tada je x : (Z/nZ)* — C* Legendreov
symbol mod p, tj. x(a) = (%)
e Neka je x : (Z/5Z)* — C* definiran s x(1) = 1 x(2) =4, x(3) = —i i
x(4) = —1. Tada je x karakter.

Lako vidimo da ako je x karakter modulusa n i m|n, i ako je ¢ : (Z/mZ)*
(Z/nZ)* prirodni homomorfizam , moZemo definirati Dirichletov karakter x' :=
x o ¢ modulusa m. Kazemo da je x’ induciran s x. Neka je f, najmnaji
modulus Dirichletovog karaktera, tj. x nije induciran nekim karakterom manjeg
modulusa; tada se f, naziva konduktor od x. Dirichletov karakter definiran
modulo svoj konduktor se naziuva primitivan.

Primjer 8. e Neka je x : (Z/12Z)* — C* definrano s x(1) = 1,x(5) =
—1,x(7) = 1,x(11) = —1. Modulus od x je 12, konduktor je 3, posto je x
induciran s karakterom ¢ : (Z/3Z)* — C* definiranog s ¢(1) = 1,¢(2) =
—1. Karakter v je primitivan, dok x nije.

e Neka je x : (Z/12Z)* — C* definrano s x(1) = 1,x(5) = —1,x(7) =
—1,x(11) = 1. Tada je x primitvan karakter.
Ako su x i primitvni karakteri konduktora f, i fy inekajen = NZV (f,, fu)-

Tada je funkcija

n:(Z/nZ)* — C*,
n(a) = x(c)¥(a)
Dirichletov karakter modulusa n. Konduktor od n je djelitelj od n, te n ne

mora biti primitvan. Ovako definirano mnoZenje karaktera je asocijativno i
komutatuivno.
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Primjer 9. Nekaje x : (Z/12Z)* — C* definirans x(1) = 1, x(5) = —1,x(7) =
—1,x(11) =1, x : (Z/4Z)* — C* definiran s x(1) = 1,x(3) = —1 tada je n =

¥ (Z)12Z)* — C* definiran s x(1) =1, x(5) = —1,x(7) = (11) =—1, te
7 nije primitavan, tj. konduktor mu je 3.

Za Dirichletov karakter x : (Z/nZ)* — C* mozemo definirati’y : (Z/nZ)* —
C* s x(a) = x(a) = x(a)~!. Lako vidimo da je X takoder karakter istog kon-
duktora kao i x, te da je xXX = xo. Zaklju¢ujemo da Dirichletovi karaktreri
modulo n ¢ine grupu. Red Dirichletovog karaktera je njegov red u toj grupi.
Posto je slika Dirichletovog karaktera modulo n sadrzana u p,,, tzaklju¢ujemo da
red karaktera dijeli p,, dakle dijeli ¢(n). Dirichletov karakter reda 2 se naziva
kvadratni karakter.

Primjetimo da vrijedi da je x(—1) = +1. Karakter za kojeg vrijedi da je
Xx(—1) = 1 kaZemo da je paran, a inace kaZemo da je neparan.

Napomena. Parni Dirichletovi karakteri modulo n ¢ine podgrupu svih Dirichle-
tovih karaktera modulo n.

Posto je Gal(Q((,)/Q) ~ (Z/nZ)*, mozemo Dirichletove karaktere smatrati
karakterima na G := Gal(Q({,)/Q).

Definicija. Neka je y karakter od G = Gal(Q((,)/Q), te neka je H = ker y,
vrijedi da je H < G. Neka je K = Q(¢,). Tada K nazivamo polje asocirano s

X-

Primjer 10. Neka je x : Gal(Q(¢12)/Q) — C* definiran s x(o1) = 1, x(05) =
—1,x(07) = 1,x(o11) = —1, gdje je 0i(C12) = (fs. Tada je ocito kery =
{o1,07}. Primjetimo da je 07((fy) = (i, pa je Q(¢ly) = Q(¢3) sadrzano u
fiksnom polju od x. Promatrajuéi stupnjeve, zaklju¢ujemo da je Q(({3) polje
asocirano s y.

Opcenitije, mozemo promatrati kona¢nu podgrupu X Dirichletovih karak-
tera. Neka je n NZV konduktora svih karaktera u X. Tada je X podgrupa od
G, gdje je G = Gal(Q(¢,)/Q). Neka je H presjek jezgara svih xy € X. Tada se
fiksno polje K od H naziva polje asocirano s X.

Primjer 11. Neka je x : (Z/15Z)* — C* definiran s x(1) = 1,x(2) =
—1,x(4) = 1,x(7) = —=1,x(8) = —1,x(11) = 1,x(13) = —1,x(14) = 1. Mo-
Zemo, kao i prije, smatrati y karakterom od Gal(Q(¢15)/Q). Vidimo da je ker
reda 4, dakle fiksno polje od jezgre je kvadratno polje. Takoder vidimo da to
fiksno polje mora bit realno jer ga fiksira 014 koje je kompleksno konjugiranje.
Dakle, to mora bit realno potpolje od Q((15). Polje Q(¢15) ima 3 kvadratna pot-

polja, Q(v/=3), Q(+v/5) i Q(v/—15). Zaklju¢ujemo da je to fiksno polje Q(1/5).

Neka je G = Gal(Q(¢n)/Q) ~ (Z/nZ)* i neka je X podgrupa od G svih
parnih karaktera . Lako vidimo da je G/X grupa reda 2 (posto je produkt
2 neparna karaktera paran), te vidimo po definiciji da je x(o_1) = 1 za svaki
x € X. Posto je 0_; kompleksno konjugiranje, zakljuéujemo da polje asocirano s
X mora biti realno. Opécenitije, polje asocirano nekom karakteru x je realno ako
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i samo ako je x paran. Moze se pokazati da je polje asocirano s X maksimalno

realno potpolje Q(¢,, + ¢, 1) od Q(¢y)-
Sljedeéi rezultat ostavljamo bez dokaza

Teorem 35 (Teorem o konduktoru i diskriminanti). Neka je X konaéna grupa
Dirichletovih karaktera i K njegovo asocirano polje. Tada je

drjg = (=1)" H fx

xeX
gdje je r broj parova kompleksnih ulaganja K u C.

Za primjenu ovog teorema vidi [Il, Example 8, p. 23].

4.1 Dirichletov teorem o prostim brojevima u ari-
timetickim nizovima
Definicija. Riemannova zeta fukcija ((s) se definira s

=X IL =

1—ps’
p prost p

Pokazimo sada Eulerov dokaz da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva.
Tada bi ocito limes u 1 izraza s desne strane postojao i bio konac¢an. Dakle,

lim ((s) = 1T L

1—
p prost p

Medutim, jasno je da lijeva strana divergira, po definiciji, dakle ima beskona¢no
mnogo prostih brojeva.

Teorem 36 (Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritimetickim nizovima
). Neka je m prirodan broj i a neki prirodan broj relativno prost s m. Tada
postoji beskonacno mnogo prostih brojeva takvih da je p = a (mod m).

Skicirajmo dokaz ovog teorema.

Definicija. Neka je y Dirichletov karakter. Tada je Dirichletova L-funkcija
pridruZena x
o~ X(n)

ns

L(s,x) =

n=1
Klju¢na tvrdnja koja se pokaze za dokaz Dirichletovog teorema o prostim
brojevima je da je
ZX “log L(s, x) = ¢(m) Z p~° 4+ nesto abs. konv. za Re(s) > 1/2,
p=a(m)

te se zatim dokaze da lijeva strana divergira. Prvi, analiticki, dokaz je dao
Dirichlet 1840., a Kummer je 1850. naSao aritmeticki dokaz.
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4.2 Dirichletova gustoéa

Definicija. Neka je S neki skup prostih brojeva. Tada kazemo da S ima Diric-
hletovu gustoc¢u §(S) ako postoji

§5(S) = lim LpesP"
s—1+ ZpE'P p—s

Ekvivalentno je
hIIlS*)l+ Zpes —s
1
1-s

=J4.
log

Vrijedi:
a) Ako je S konacan, tada je 6(S) = 0.

b) Ako je S skup prostih brojeva takvih da je p = a (mod m), tada je §(S) =

1/¢(m).

c) Ako je S skup prostih brojeva koji poc¢inju s 1 u dekadskom zapisu, tada
je 9(S) = log, 10.

Napomena. Vriednost
p <
lim 1P €5 p_x}l,
z=oc [{p € P:p <}l

ako spostoji, se naziva prirodna gustoca. Vrijedi da ko postoji prirodna gustoca,
tada postoji i Dirichletova gustoca, i one su jednake. Medutim, moze se dogoditi
da postoji Dirichletova gustoca nekog skupa, a da ne postoji prirodna gustoca.
Na primjer, skup iz ¢) gore nema prirodnu gusto¢u. Vidi [6, Proposition 4.1.
p.158]

Promotrimo sljede¢i problem: neka je f(z) € Z[z], te nas zanima koliki je
prosjecan broj n, korijena od f (mod p) kada p varira. Na primjer, za f(x) =
22 + 1, vrijedi da f ima 1 nultocku kada je p = 2, 2 nultocke ako je p = 1
(mod 4), 1 0 ako je p =3 (mod 4). Dakle u prosjeku je n, = 1.

Definicija. Neka je K/F Galoisovo prosirenje i neka je
Sk/r = {p € Op : koji se potpuno cijepaju u K/F'}.

Teorem 37 (Kronecker, 1880.). Ako f(X) ima r ireducibilnih faktora u Z[z],
tada je prosjecna vrijednost n, jednaka r, tj.

> ppp "
lim =2 — — =
s=1t D .p

Korolar 38. Neka je K/Q Galoisovo prosirenje. Tada je 6(Sk/q) = 1/[K : Q].
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Dokaz. Neka je K = Q(a), za neki a € Og; takav postoji po teoremu o pri-
mitivnom elementu. Neka je f € Z[z] njegov minimalni polinom. Tada su svi
korijeni od f polinomi u «. Dakle ako f ima korijen (mod p), tada su svi
korijeni definirani nad F,, te se se p cijepa u K (ova tvrdnja vrijedi za sve osim
konac¢no mnogo p-ova). Dakle n, = deg f = [K : QJ, osim ako je n, = 0.

Sada Kroneckerov teorem kaze da je

St K Qo

6(S = lim =1,
(Sik/) s—1+ Zpe?p_s
to jest,
s )
5(S) = lim Al _

s—1+ Zpepp_s a [K : Q]

Posto vrijedi da se f(z) (mod p) cijepa ako i samo ako se p cijepa u K osim za
konano mnogo iznimaka (pogledati na wikipediji), tvrdnja je dokazana. O

Kronecker je u svom radu napisao dva vazna problema. Jedna je slutila
gustocu prostih brojeva tavih da f(z) (mod p) ima neki fiksan broj faktora
(Kronecker je to dokazao za slutaj da se F' potpuno cijepa). Postojanje ovih
gustoca je dokazao Frobenius krajem 19. stoljeca (1896.), te je on dao tofnu
slutnju, koja ¢e kasnije postati Cebotarev teorem o gustodi, kojeg ¢emo kasnije
spomenuti.

Drugo pitanje je bila slutnja da je Galoisovo prosirenje K od Q karakterizi-
rano prostim brojevima koji se u potpunosti cijepaju u K. Na primjer Q(¢) je u
potpunosti odredeno s tim da se potpuno cijepaju prosti brojevi p = 1 (mod 4).
Slutnju je dokazao Bauer 1903.

Dirichletovu gustoéu se moze definirati i opcenitije, gdje se promatra neki
skup prostih ideala nekog PAB.

Definicija. Neka je F PAB i S neki skup prostih ideala od F. Tada kaZemo
da S ima Dirichletovu gustoéu dr(S) ako postoji

Epes N(p)_s
m - 1
1-s

p(S) = i

s—1+ log

Tada se na isti nacin kao i Kroneckerov teorem dokazuje da je 0r(Sk/r) =
1/[K : F].

Teorem 39 (Bauer). Neka su Ly i Ly konacna Galoisova prosirenja od K Tada
je L1 C Ly ako i samo ako je Sp,/x € Sp, /K. Posebno, L1 = Ly ako i samo
ako je SLz/K g SLl/K-

Dokaz. Ako je Ly C Lo, tada se lako vidi da je Sp,/x € Sy, k. Obrnuto,
ako je Sp,/xk € Sr,/k, promotrimo profirenje LiLy/K. Ono je Galoisovo i
Sriry/k =81,k NSL,/k = S1,/K - Usporedujuci Dirichletovu gustocu prostih
brojeva koji se cijepaju u L1 Ly i Ly dobijemo da je 1/[L1Ls : K] =1/[Ly : K],
t_] L1L2 = Lg, odnosno Ll - L2. O
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U gornjem dokazu smo koristili tvrdnju da je Sp,r,/x = Sr,/x N SL, /K-
Dokazimo tu tvrdnju.

Propozicija 40. Neka su L1/K i Ly/K prosirenja PAB. Tada se p, prost ideal
od Ok u potpunosti cijepa (u kojima je nerazgranat) ako i samo ako se p poptuno
cijepa (nerazgranat je) u LyLo /K.

Dokaz. Ocito je da ako se p potpuno cijepa u L1 Lo/ K, tada se potpuno cijepa
uLi/K i Ly/K. Pretpostavimo sada da se p poptuno cijepa u L1/K i Ly/K.
Neka je F' Galoisovo zatvorenje od L1 Ls nad K, neka je 8 prost ideal od F nad
p, te neka je D := D(*B/p). Neka je K C M C F bilo koje medupolje, te neka
je pas prost ideal ispod P. Tada je e(par/p) = f(par/p) = 1 (tj. p se potpuno
cijepa u M) ako i samo je M C FP. Neka je G; := Gal(F/L;). Tada je po
pretpostavei L; € FP, tj. drugim rje¢ima F& C FP odnosno D < G;. Pa
slijedi da je D < G; NGy = Gal(F/L1Ly), dakle L1 L, C FP | pa se p potpuno
cijepa u Ly Ls.

Tvrdnaj za nerazgranatost se dokazuje potpuno ekvivalenetno, osim §to se
koristi inercijska podgrupa umjesto dekompozicijske. O

Primjetimo da mijenjanje skupa prostih brojeva za neki konacan skup, Ba-
uerov teorem ostaje isti, poSto se ne mijenjaju gustoce.



Poglavlje 5

Grupe klasa zraka

Prirodno je pitanje je li moZemo generalizirati Dirichletov teorem o prostim
brojevima: postoji li beskona¢no mnogo prostih ideal u Og u nekakvoj “arit-
metickoj progresiji”.

Definicija. Kazemo da je a € K potpuno pozitivan ako je o(a/B) > 0 za sva
realna ulaganja K — C, te oznac¢avamo to s a >> 0.

Definicija. Neka je m neki netrivijalni ideal u PAB Ok i neka jhe I, grupa
razlomljenih ideala u K koji su relativno prosti s m i neka je P grupa glavnih
razlomljenih ideala u K oblika (a/f) takvih da je

e (a) i (B) su relativno prosti s m,

e o=/ (mod m),

e a/f je potpuno pozitivan.
Ako je v = a/f takav da zadovoljava gornja svojstva, pisemo v =1 (mod *m).
Grupu Py nazivamo zraka modulo m.

Dakle, P! je skup () takvih da je y =1 (mod *m).

Primjer 12. Ideal je u P(J{) ako i samo ako je generiran nekim potpuno pozitiv-
nim generatorom. Na primjer, u Q(v/2) ideal V2jeu P(+1) iako v/2 nije potpuno
pozitivan. To mozemo vidjeti jer v/2(1 + v/2) generira isti ideal, a potpuno je
pozitivan.

S druge strane (v/3) nije u u P&) jer v/3u nije potpuno pozitivan ni za jednu
vrijednost u € Z[v/—3|, to vidimo posto sve jedinice u u Z[y/—3] imaju normu
1 (grupa je generirana s —11 2 + \/g), pa v/3u ima normu —3.

Primjetimo da uvijek vrijedi P(J[) < P < Iy gdje je P skup svih galvnih
razlomljenih ideala od K. Takoder, vrijedi da je I(;)/P grupa klasa ideala.

31
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Definicija. Svaku grupu P} < H < [, nazivamo grupu ideala s modulusom
m, te kvocijent I,,/H nazivamo generaliziranom grupom klasa ideala.

Definicija. Grupa klasa zraka je

RE =In/P}.

m
Definicija. Grupa
R}; = I(l)/P(—il_)
se naziva stroga (uska) grupa klasa ideala od K.
Primjer 13. Neka je K = Q i m = mZ. Tada za (r) € I, vrijedi r = a/b, gdje
sur >0, (a,m) = (b,m) = 1. Tada je preslikavanje
I = (Z/mZ)™,
(r) = ab™'  (mod m)
dobro definirano. Lako vidimo da je to preslikavanje surjektivno s jezgrom P(Jl;),
te slijedi da je
In/PY, ~ (Z/mZ)*.

Propozicija 41. Za modulus m polja K je RY je konacna grupa i vrijedi

4 _ Pk -2"¢(m)

1Bl =t pxin

Ok : (Ox)*]

gdje su

hx = broj klasa od K, (5.1)
r1 = broj realnih ulaganja K — C, (5.2)
¢(m) = |Ok /m|, (5.3)
(O)T ={c€cOf:e=1 (mod*m)}. (5.4)
Dokaz. [1l Proposition 2.1. p.50-52]. O

Za dva skupa A, B oznac¢imo da A =~ B ako se A i B razlikuju za skup
Dirichletove gustoce 0.

Definicija. Neka je K/F Galoisovo progirenje i neka je m ideal u Op. Kazemo
da je K polje klasa od H (gdje je H generalizirana grupa ideala) nad F ako je

Sk/r = {prosti ideali p u O : p se potpuno cijepa u K/F}
~ {prosti ideali pu Op : p € H}.
Primjer 14. Neka je F' = Q i m = mZ. Tada je
{pZ:pZ € P{y={pZ:p=1 (modm),p >0}

= {pZ : p se potpuno cijepa u Q(:n)/Q} = Sy(c,.)/0-
Dakle Q(¢,n) je polje klasa od P, nad Q.
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Primjer 15. Prosirenje Q(¢)/Q je polje klasa za P(Z)a posto se p > 0 cijepa u
Q(¢) ako i samo ako je p=1 (mod 4).

Primjer 16. Progirenje Q(v/2)/Q je polje klasa za {Pﬁs’), —P(Jg)}, potose p >0
cijepa u Q(v/2) ako i samo ako je p = £1 (mod 8).

Logi¢no se namece pitanje je li postoje polje klasa za svaku generaliziranu
grupu klasa ideala i je li jedinstveno. Jedinstvenost nije teSko pokazati.

Teorem 42 (Weber). Ako polje klasa K od H nad F postoji, tada je jedinstveno.

Dokaz. Sjetimo se da smo pokazali da je 0(Sk,r) = 1/[K : F]. Ako su K1 i K>
dva polja klasa od H i neka je K = K1 K5. Imamo da je

SK/F = SKl/FﬂSKQ/F ~ {p € Op: p e H}
Ocito slijedi da je
SK/F ~ SKl/F ~ SKQ/F~

Dakle vrijedi
1 1 1

[K:F| |[Ki,:F] [Ky:F]
pa vrijedi K = K1 = K. O

Mozemo se pitati je li postoji generalizacija Dirichletovog teorema o aritme-
tickim progresijama za PAB? Zapravo se pitamo za neki modulus m, postoji li
beskonaé¢no prostih ideala u svakoj klasi modulo H. Vrijedi sljedece

Teorem 43 (Weber). Neka je K/F Galoisovo i P < H < I,. Pretpostavimo
da postogi skup prostih T'C H takav da je Sk p =~ T. Tada je

[Iw: H <[K:F]
Dokaz. [1, Theorem 2.4, p.57-58.] O

Primjetimo da Iy, / H moZzemo smatrati generalizacijom od (Z/mZ)*, kao sto
smo ranije vidjeli u primjeru. Tako da bi generalizacija Dirichletovog teorema
zapravo pitala postoji li beskona¢no mnogo prostih ideala u svakoj klasi od
I./H .

Korolar 44. Neka je K/F Galoisovo i neka je K polje klasa od H, gdje je
Pt < H < Iy. Tada je
[ : H =[K: F]

i postoji beskonacno mnogo prostih ideala u svakoj klasi od I, /H.

Dokaz. [1l Corollary 2.5]. O
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Ovdje vidimo prvu primjenu polja klasa - njihovo postojanje je nuznost u
dokazu generaliziranog Dirichletovog teorema.

Ulogu koje je u dokazu od Dirichletovog teorema o aritmeti¢kim progresijama
imala Dirichletova L-funcija ovdje zauzima funkcija koju je uveo Weber:

e S NN
Mo == we= = 2 Mo

gdje je ¢ karatker od I,,,/H.
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Mjesta

Definicija. Mjesto od K je klasa ekvivalenncije netrivijalnih apsolutniuh vri-
jednosti na K. Skup svih mjesta od PAB F' ozna¢avamos V.

Definicija. Za svaki prosti ideal od Ok postoji tofno jedno mjesto (koje se
naziva konacno ili ne-Arhimedsko ili diskretno mjesto) u K, te po jedno mjesto
za svako ulaganje K — R (koje se naziva realno mjesto), te po jedno za svaki par
konjugiranih kompleksnih ulaganja K < C (koje se naziva kompleksno mjesto).

Preciznije, imamo sljede¢e 3 vrste mjesta na PAB F
¢ Konacna mjesta, za svaki prost ideal p imamo |a|, = N(p)=vr (),

e Beskonac¢na realna, za ulaganje o : F — R, imamo |a|, = |o(a)|r =
o ()] oo-
¢ Beskonacna kompleksna, za ulaganje o : F' — C, imamo |a|, = |o(a)|%.
Cinjenica. Neka su mjesta nekog PAB defgfinirana kao gore. Tada vrijedi
produktana formula, koja kaze da je

H |z, =1 za svaki x € F*.
veVE

Za ilustraciju, vidjeti [II, p.65-66].

Primjetimo da razli¢ita prosti ideali daju razli¢ita mjesta, te da razli¢ita
realna (i kompleksna) ulaganja takoder daju razli¢ite absolutne vrijednosti (osim
ako su konjugirana).

Kona¢na mjesta poistovjeé¢ujemo s idealima p od Ok, dok za realno mjesto
pridruzeno realnom ulaganju o ¢esto piSemo p,, te definiramo

a=pF (mod p), ako i samo ako je o(a/3) > 0.

Definicija. KaZemo da se realno mjesto od K cijepa u L/K ako su sva njegova
prosirenja na L — C relana. U suprotnom kazemo da se to mjesto grana.

35
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Definicija. Modulus m (od K) je preslikavanje
m : {mjesta od K} — Z
takvo da
e m(p) > 0 za sva mjesta p i m(p) = 0 za sve osim konano mnogo p.

e Ako je p realno mjesto, ta da je m(p) = 0 ili 1, te ako je p kompleksan,
tada je m(p) = 0.

Definicija.

Pisemo
m= H pm(p)_

Takoder, modulus m mozemo zapisati kao m = mom,, gdje je mo, product
realnih mjesta, dok je my produkt kona¢nih mjesta (prostih ideala). Primjetimo
da sa da P} mozemo reinterpretirati s skupom svih a € K* takvih da je

e vy(a—1) > m(p) za sva konacna mjesta p koja dijele m.

e v,(a) > 0 za sve realna mjesta p.
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Artinovo preslikavanje

Oznagimo polje ostataka Ok /P od P s k(P), te polje ostataka Op/p od p s
k(p). Pretpostavimo da je e(J/p) = 1, tada imamo da je preslikavanje

I(B/p) = ker (D(B/p) — Gal(k(B)/k(p))

izomorfizam, te je tada D(B/p) ~ Gal(k(B)/k(p)) ciklicka grupa reda f. Posto
je Gal(k("®)/k(p)) generirana s elementom ¢, (koji djeluje kao = — V(") koji se
naziva Frobenius, mora postojati jedinstveni o € D(3/p) takav da se on preslika
(s kanonskim izomorfizmom D(B/p) ~ Gal(k(B)/k(p))) u ¢,. Dakle, imamo
da je (o) = D(B/p). Ovaj element o se naziva Frobenius u 9P. Oznafavamo ga

iso= (%) = (P, K/F).

Propozicija 45. Neka je K/F Galoisovo prosirenje PAB, p ne-nul prosti ideal
od Or koji je nerazgranat u K, te neka je P prost ideal od Ok koji dijeli pOp.
Tada je Frobenius od R jedinstveni o € Gal(K/F) koji zadovoljava o(a) = oV (®)
(mod P) za svaki o € Ok.

Dokaz. Neka je o(a) = aN® (mod P) za sve a € Ok. Tada vidimo da ako je
a €, tada je o(a) € P, pa je o(P) C P. Ocito vrijedi da je o(P) = P, posto
o Salje proste ideale u proste ideale. Dakle o € D(3/B). Ocito je da prirodni
izomorfizam D(P/P) — Gal(k(P)/k(p)) Salje o u ¢,. O

Lema 46. Neka je K/F Galoisovo prosirenje PAB, p ne-nul prosti ideal od Op
koji je nerazgranat u K, te neka je B prost ideal od Ok koji dijeli pOp, te neka
je Po = TP drugi takava ideal, za neki T € Gal(K/F). Tada je D(T8B/p) =
TD(P/fp)r~t i (7B, K/F) = 7(P, K/F)r~".

Dokaz. Neka je o € D(/p); tada vrijedi
Tor H(TR) = 10 (P) = TF,

paje Tor~1 € D(78/p). Dakle imamo da je 7D(p)7~! C D(78/p), a posto su
ovmi grupama redovi jednaki (= ef), te grupe su jednake.

37
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Dokazimo sada drugu tvrdnju: neka je « € Ok i neka je 0 = (B, K/F),
dakle o(a) = aN®) (mod p) za svaki a € O . Tada vrijedi

ror ) = 7((r ')V ®) + a) za neki a € P.
Nadalje imamo
T((T_la)N(p) +a)=a¥®) 470 = aN®) (mod 7).
O

Pretpostavimo od sada nadalje da je G = Gal(K/F') Abelova. Po prethodnoj
lemi D(B/p) i D(7B/p) su konjugirane, tj. jednake posto je G Abelova. Dakle
dekompozicijska grupa ovisi samo o p te ju mozemo oznaciti s D(p) (uvijek ¢emo
znati o kojem se progirenju radi). Takoder, dokazali smo i sljede¢u propoziciju.

Propozicija 47. Neka je K/F Abelovo prosirenje PAB, p ne-nul prosti ideal
od O koji je nerazgranat u K, te neka je B prost ideal od O koji dijeli pOp.
Tada o = %) ne ovisi o izboru P nad p

Dokaz. Prema prethodnoj lemi, Frobeniusi razli¢itih prostih ideala koji leze
nad istim prostim idealom su konjugirani u Gal(K/F), dakle jednaki, posto je
Gal(K/F) Abelova. O

Dakle i Frobenius ovisi samo o p, a ne o izboru 3. U tom slucaju taj auto-
morfizam zovemo Artinov automorfizam. Dakle, mozemo definirati preslikavanje
koje za nerazgranati ideal p alje p — o, = (p, K/F).

Definiramo Artinovo preslikavanje kao preslikavanje koje neki prosti ideal p
preslikava u Frobenius u p. Mozemo ga profiriti na sljedeéi nacin.

Primjer 17. Neka je FF = Q, K = Q(y/m). Gdje je m kvadratno slobodan.
Tada se skup prostih brojeva takvih da se p grana u K satoji od svih p|m i od
2 ako je m #Z 1 (mod 4).

Definicija. Neka je K/F Abelovo progirenje PAB, te m produkt svih ideala u
F koji se granaju u K. Preslikavanje

t
Ok/r i I — Gal(K/F), pi*---ppt o> [ [ (o, K/F)™.
i=1

se zove globalno Artinovo preslikavange.

Primjer 18. Neka je FF = Q, K = Q(¢n), gdje je m neparan broj, te neka je p
neaparan prost broj koji ne dijeli m. Tada se p ne grana u K.
Odredimo (p, K/Q). Neka je o = ). a;(},, € O = Z[(y,]. Imamo da je

o = aiG)" =3 aiGl = opla) (mod p),

za svaki p nad p, posto je Ok /p karakteristike p. Dakle o, = (p, K/Q).
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Neka je p nerazgranat. Sto je (p, K/Q)? Imamo dva slucaja: kada se p
cijepa i kada je p inertan u K. Ako se p cijepa, tada je pOx = pip2, te je
D(p) = {id}. U ovom slucaju nemamo puno izbora, dakle (p, K/Q) = id. Ako
je p inertan tada je D(p) = Gal(K/Q), te trazimo o € Gal(K/Q) takav da je
a? = o(a) (mod pOk) za sve a € Ok . Primjetimo da je ovdje k(pOk) ~ F 2,
te da je Gal(k(pOxk)/Fp) = (¢F), tj. x +— P je genrator od Gal(k(pOk)/F,).
To preslikavanje ne djeluje trivijalo na sve elemente od I, (djeluje trivijalno
samo na elemente od F,), dakle (p, K/Q) ne moZe biti identita, pa mora biti
generator od Gal(K/Q).

Neka je m’ produkt svih prostih brojevarazgranatih u K/F. Ako poisto-
vjetimo Gal(K/Q) s {£1}, u ovom slu¢ju je Artinovo preslikavanje definirano
s

Ly — {£1} pes <TZ>

Lema 48. Neka je F C L C K prosirenja PAB (ne nuzno Galoisova), te neka
je p prost ideal od O, Py prost ideal od L nad p, te Po prost ideal od K

nad P, te pretpostavimo da je Po nerazgranat nad p. Tada je (Po, K/L) =
(r‘p%K/F)f(‘Bl/p),

Dokaz. Neka je k(P2) 2 k(P1) 2 k(p) odgovarajudi toranj prosirenja konad-
nih polja. Tada je po definiciji, f(P1/p) = [k(P1) : k(p)], te je Frobenius

u Gal(k(PB2)/k(B1)) je f(P1/p)-ta potencija Frobeniusa u Gal(k(PBz2)/k(p)).
Sada tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je Gal(k(B2)/k(p)) =~ D(Ba/p). O

Lema 49. Neka su pretpostavke iste kao u prethodnoj lemi, te neka je L Galo-
isovo nad F. Tada je (Po, K/F)|r, = (P1, L/F).

Dokaz. Automorfizam o = (o, K/F) zadovoljava o(a) = aN®) (mod Ps) za
svaki a € Og. Restrikcijom na L, vrijedi o(a) = aV®) (mod Ps) za svaki
o € Or, pa svakako vrijedi i o(a) = aM®) (mod P; = P> N OL). O

Propozicija 50. Za proizvoljno Abelovo prosirenje PAB K/F, neka je m pro-
dukt svih razgranatih ideala. Vrijedi

Dokaz. Vidi [6l, Proposition 3.3. i Corolary 3.4. i njihove dokaze]. O
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Produktna formula

Hilbert je krajem 19. stoljec¢a gledao kako poop¢iti Gaussov zakon kvadratnog
reciprociteta.

Definicija. Neka je K PABiv mjestood K. Za a,b € K* definiramo Hilbertov
simbol (a, b),

1, ako je a = 2% — by? rjesivo u K,

(av b)v = o
—1, inace.

Dobio je sljedece poopcéenje.

Teorem 51 (Produktna formula). Vrijedi

H (a,b), = 1.

veVER

Napomena. Primjetimo da je ovo poiopcéenje Gaussovog zakona o reciprocitetu.
Naime, neka su p i ¢ pozitivni neparni prosti brojevi; imamo

b (p> q)oo = 1;

(p, q@)r = 1 za svaki neparni prost broj r # p, g,

(.00 = (1),
(. = (2):

e (p.q)2=(-1)

(p—1)(g—1)
4 .

40
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Iskazi teorema (globalne)
teorije polja klasa

Sada imamo definicije koje nam omogucuju da iskazemo dokaze teorma teorije
polja klasa. U ovom poglavlju ¢emo slijediti [3].

Otkada smo uveli pojam modulusa mozemo progiriti definiciju zraka modulo
m.

Definicija. Neka je m modulus nekog polja K. Tada je P, grupa glavnih
razlomljenih ideala u K oblika (a/f3) takvih da je

e ()i (B) su relativno prosti s m,
e a=[ (mod m),
e o(a/B) > 0 za svako realno mjesto o koje dijeli m.

Ako je v = /8 takav da zadovoljava gornja svojstva, pisemo v = 1 (mod m).
Grupu P, nazivamo zraka modulo m.

Progirimo definicije grupa ideala s modulusom m, grupa klasa ideala s mo-
dulusom m, te grupe klasa zraka.

Definicija. Svaku grupu P,, < H < I, nazivamo grupu ideala s modulusom m,
te kvocijent Iy, /H nazivamo generaliziranom grupom klasa ideala.

Definicija. Grupa klasa zraka od m je
Rm = m/Pm~
Prvo prosirujemo definiciju Artinovog preslikavanja.

Definicija. Neka je L/K Abelovo progirenje PAB, te m modulus djeljiv sa svim
prostim idealima u K koji se granaju u L. Preslikavanje

t
eL/K,m 2 — Gal(L/K), p?l : p?t = H(pHL/K)nl

i=1
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se zove Artinovo preslikavange.

Napomena. Napomenimo ¢injenicu koja je mozda ocita ali je nismo eksplicitno
spomenuli: neki prost ideal je u jezgri Artinovog preslikavanja 0/ ako i
samo ako se u potpunosti cijepa u L/K.

Teorem 52 (Artinov teorem reciprociteta). Neka je L/K Abelovo prosirenje
PAB, te neka je m modulus djeljiv s svim prostim idealima, konacnim ili besko-
nacnim, koji se granaju v L. Tada je

1) Artinovo preslikavanje 01, /i wm surjektivno,

2) Ako su potencije konaénih prostih ideala u m dovoljno velike, imamo da
Jeker0p /i m grupa klasa idela za modulus m, tj.

Py < ker0L/K,m < I

Dokaz. [4, Chapter V, Theorem 5.7.] O
Direktna posljedica Artinovog teorema reciprociteta je da je
In/ker 0k wm ~ Gal(L/K).

Dakle svako Abelovo prosirenje L od K ima Galoisovu grupu koja je generali-
ziranu grupa klasa ideala za neki m.

O¢iti nedostatak Artinovog teorema reciprociteta je da modulus m za koji
je ker 7,/ nije jedinstven. Neka je Py < kerfr/ i i neka je n neki modulus
djeljiv s m. Po definiciji je Py skup svih « takvih da je « =1 (mod m), te je
ocito je P, C Py, te iz Py <kerfr i slijedi da je Py <kerfr, , pa vrijedi
P, <kerfp,k ., paje Gal(L/K) generalizirana grupa klasa idela i za modulus
n. Dakle slijedi da ima beskona¢no mnogo modulusa koji zadovoljavaju Artinov
teorem reciprociteta.

Medutim, postoji "najbolji" modulus, §to vidimo iz sljedeceg teorema.

Teorem 53 (Teorem o konduktoru). Neka je L/K Abelovo prosirenje. Postoji
modulus § = f(L/K) takav da je

1) Prost ideal od K, konacan ili beskonacan, se grana w L ako i samo ako
digeli f.

2) Neka je m modulus djeljiv s svim prostim idealima (konacénim i beskonc-
nim) koji se granaju u L. Tada je ker 0r, /i wm generalizirana grupa ideala
za m ako i samo ako § dijeli m.

Modulus § se naziva konduktor od L/K.
Dokaz. [4, Chapter V, Theorem 12.7] O

Zadnji od glavnih teorema teorije polja klasa nam kaZe da je svaka generali-
zirana grupa ideala od K zapravo izomorfna Galoisovoj grupi nekog prosirenja
L/K.
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Teorem 54 (Teorem o egzistenciji). Neka je m modulus od K, te neka je H
generalizirana grupa ideala, tj. Py < H < I,. Tada postoji jedinstveno Abelovo
prodirenje L od K, ¢iji svi razgranati prosti ideali (konacni i beskonacni) dijele
m, takvo da ako je

01/ Km : Im — Gal(L/K)

Artinovo preslikavange, tada je H = ker 0p /g m.
Definicija. Za polje iz teorema o egzistenciji kazemo da je L polje klasa od H.

Napomena. Ova definicija polja klasa prosiruje prethodnu. Povijesno, ovo je
Takagijeva definicija polja klasa, dok je ona prethodna Weberova.

Napomena. Artinov teorem reciprociteta nam kaZe da je svako Abelovo prosi-
renje polje klasa neke generalizirane grupe ideala.

Ovaj teorem nam dopusta dokaz egzistencije Abelovih pro§irenja s to¢no
odredenom Galoisovom grupom, te s restrikcijama na grananje prostih ideala.

Pokazimo sada neke posljedice ovih vaznih teorema. Prvo ¢emo trebati slje-
deéi korolar teorema o egzistenciji.

Korolar 55. Neka su L i M Abelova prosirenja od K. Tada je L C M ako
i samo ako postoji modulus m, djeljiv s svim prostim idealima od K koji se
granaju ili v L ili w M takav da

Pm < ker@M/Kym < kerGL/Km.

Dokaz. Mi éemo dokazati samo jedan smjer. Pretpostavimo da je L C M
i neka je r : Gal(M/K) — Gal(L/K) restrikcija. Po Artinovom teroemu o
reciprocitetu postoji modulus m takav da su i ker0y; /g, 1 kerfp/x m gene-
ralizirane grupe ideala. Prema Lemi @ 7o Ov/km = OL/km > te je tada
kerOpr/km < kerfrx m. Dokaz drugog smjera se moze naci u [3, Corollary
8.7., p. 147

O

Sada mozemo dokazati Kronecker-Weberov teorem pomocu teorije polja
klasa.

Teorem 56 (Kronecker-Weber). Neka je L Abelovo prosirenje od Q. Tada
postoji m € N takav da je L C Q((m)-

Dokaz. Po Artinovom teoremu reciprociteta, postoji modulus m takav da je
Py Ckerfp/q,m- Neka je m konacan dio od m. tj. m = m ili m = moo. Medu-
tim, znamo da je Py = kerfg(c,,)/0.m, Pa je P = kerOg¢,.)/Qm € ker 0 /g m-
Tada po prethodnom korolaru vrijedi L C Q((p)- O

Napomena. Ako uzmemo K = Q, tada ée konduktor f(L/Q) biti najmanji m
takava da je L C Q((pm).



POGLAVLJE 9. ISKAZI TEOREMA (GLOBALNE) TEORIJE POLJA
KLASA 44

Napomena. Primjetimo da teoremi TPK daju generalizaciju Kronecker-Weberovog
teorema. Postoji sljedeca generalizacija Kronecker-Weberovog teorema: za svaki
modulus m, postoji konatno Abelovo prosirenje K, takva da je svako kona¢no
Abelovo pro§irenje sadrzano u nekom Ky,. Ova polja su definirana kroz teroemu
o egzistenciji - definiramo da je Ky, polje klasa od P,. Ovdje polja K, igraju
ulogu koju imaju Q(¢,,) za Q.

Primjetimo da medutim teoremi TPK ne govore kako konstruirati, tj. kako
eksplicitno izgledaju polja K.

Definicija. Polje klasa Ky, od P, se naziva polje klasa zrake modulo m.

Napomena. Neka je K # Q PAB. Pokazimo da postoje abelova prosirenja L/K
koja nisu sadrzana u K ((,) ni za jedan n. Neka je p € Z neki prost broj koji se
potpuno cijepa u K, te p neki ideal od K nad (p) C Z. Iskoristit ¢emo sljedec¢u
¢injenicu (koju ostavljamo za vjezbu): Ako se p grana u K ((,)/ K, tada se svaki
ideal od K nad (p) grana u K({)/K. Konstuirajmo L takav da nije sadrzan ni
u jednom ciklotomskom progirenju od K. Neka je a € p, takav da o ¢ p?, te
takav da je o = 1 (mod q) za sve q # p nad p. Uzmimo da je L = K(y/a).
Tada promatrajuéi Ay i vidimo da se p grana u L/K, dok se q ne granaju,
dakle zaklju¢ujemo da L € K ((,).

Sazmimo glavne teoreme globalne teorije polja klasa u jednom teoremu (uz
malo reformulacije).

Teorem 57 (Teoremi teorije polja klasa). Neka je K polje algebarskih brojeva.
(1) (Egzistencija) Za svaku grupi idela H postoji polje klasa K.

(2) (Izomorfizam) Za grupu ideala H s modulusom m i poljem klasa L, vrijedi
Gal(L/K) =~ In/H.

(8) (Potpunost) Za svako konacéno Abelovo prosirenje K je polje klasa.

(4) (Usporedivost) Ako su Hy i Hy grupe ideala s istim modulusom m i imaju
polja klasa Ly i Lo (unutar istog algebarskog zatvorenja K ), tada je L1 C Loy <
Hy C H,.

(5) (Konduktor) Za svaku konacno Abelovo prosirenje L/K, mjesta od K koja
se pojavljuju u konduktoru od f(L/K) su toéno ona koja se granaju u L/K.

(6) (Dekompozicija) Ako je H grupa ideala s modulusom m i poljem klasa L/K
tada je svaki p t m nerazgranat u L i stupanj inercije f(B/p) za neki (tj. svaki)
ideal P nad p je jednak redu od p u I, /H.

9.1 Hilbertovo polje klasa

Hilbert je znao dokazati produktnu formulu za @, ali nije za opc¢enita PAB.
Problem su mu predstavljala PAB koja imaju svugdje nerazgranata kvadratna
prosirenja, te je tada poceo promatrati svugdje nerazgranata abelova prosire-
nja. Napomenimo da je jedan od razloga zasto je Hilbertov dokaz Kronecker-
Weberovog teorema "radio" je zato §to nema svugdje nerazgranatih Abelovih
prosirenja od Q.
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Teorem 58 (Hilbert 1898. izrekao kao slutnju). Za svako PAB K postoji
jedinstveno konacno progirenje K' /K takvo da je

1. K'/K je Galoisovo i Gal(K'/K) ~ Clg,

2. K'/K je nerazgranato (u konaénim i beskonacénim mjestima) i svako Abe-
lovo prosirenje s ovim svojstvom je potpolje od K',

3. Za svaki prost ideal p od K, stupanj inercije f(PB/p) za svaki ideal B od
K’ nad p je red klase od p u Clg,

4. svaki ideal od K je glavni u K’

Hilbert je dokazao slutnu za h(K) = 2, a Furtwangler opc¢enito 1907 (1. i
2.), 1911 (3.) i 1930. (4.).

Definicija. Polje iz Slutnje [58| se zove Hilbertovo polje klasa.

Napomena. Alternativna definicija Hilbertovog polja klasa je da je to polje klasa
zrake modulo m = 1.

Primjer 19. Promotrimo K = Q(v/3), L = K (i). Promtorimo grananje prostih
ideala u L/K. Jedini koji dolaze u obzir da se granaju (po Propoziciji su
ideali od K nad 2i 3, tj. (1++v/3) i (v/3). Mozemo zakljuciti da se (v/3) ne grana
u L, posto bi u suprotnom 3 bio potpuno razgranat u L, te bi se tada morao
granati u Q(i)/Q, 5to nije istina. Da bi dokazali da je (1 + v/3) ne razgranat u
L, primjetimo sljedece: kad bi bio, tada bi se 2 potpuno granao u L, a time i u
svim potpoljima. Medutim 2 se ne grana u Q(v/—3). Dakle ni jedan prost ideal
od K se ne grana u L. Medutim realna mjesta od K se granaju u L, pa L/K
nije nerazgranato.

Primjer 20. Nadimo Hilbertovo polje klasa L od K = Q(y/—5). Primjetimo
sljedece: hyx = 2, dakle Hilbertovo polje klasa od K je kvadratno profirenje
od K, dakle oblika L = K(v/3). Takoder, primjetimo da Q nema nerazgranato
prosirenje, tako da svi prosti brojevi iz Q koji se granaju u L se moraju veé
granati u K, dakle to su 2 i 5. Dakle, probamo s L = K (i), vidimo koristeé¢i
argumentaciju kao i prije da su ideali nad 2 i 5 nerazgranati u L, te zaklju¢ujemo
da je L Hilbertovo polje klasa.

Primjer 21. Vidi [2] Example 4.2].

Dokazimo postojanje Hilbertovog polja klasa karakteriziranog sa svojstvom
(1) iz Slutnje koriStenjem teorije polja klasa. Uzmimo modulus m = 1 i
grupu ideala H = Pk, tj podgrupu glavnih ideala. Sada teorem o egzistenciji
kaZe da postoji jedinstveno Abelovo prosirenje L od K, za koje vrijedi (posto je
P, = Pk, i I, = I, skup svih razlomljenih ideala),

PK = kerGL/K,l.
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Primjetimo da je po teoremu o egzistenciji, polje L s tim svojstvom jedinstveno,
te da je to polje svugdje nerazgranato posto je m = 1. Posto je Artinovo
preslikavanje surjektivno, po Artinovom teoremu reciprociteta, vrijedi

Dokazimo sada da je to i maksimalno nerazgranto Abelovo proSirenje od K.

Teorem 59. Polje L iz prethodne diskusije je maksimalno nerazgranto Abelovo
prodirenje od K.

Dokaz. Ve¢ smo vidjeli da je L nerazgranato. Neka je M bilo koje drugo neraz-
granato Abelovo progirenje. Po teoremu o konduktoru, imamo da je konduktor
f(M/K) = 1, posto se prost ideal grana ako i samo ako dijeli konduktor. Ta-
koder po teoremu o konduktoru imamo da je ker 0,/ generalizirana grupa
ideala za modulus 1, tj.

PK g kerQM/K’l.

Dakle,
ker 0 k1 = Px Cker Oy /1,

pa je po Korolaru M C L. O

9.2 Neke posljedice teorema teorije polja klasa

Primjetimo da nam teorem o konduktoru govori o povezanosti konduktora i
diskriminante, tj. da ih isti prosti ideali dijele. Toc¢nije imamo sljedeéi teorem
(vidite sli¢nost sa poglavljem o karakterima).

Teorem 60. Neka je L/K Abelovo prosirenje PAB i neka je m neki modulus
za kojeg je L polje klasa nad K (za neku generalizirranu grupu ideala H). Za
svaki karakter x od I,/H, neka je L, polje klasa asocirano s ker x i neka je f,
konduktor od L, /K. Tada je diskriminanta od L/K jednaka

|Ar/k| = Hff@
X

gdje je fi konacan dio od f,.

Koristeéi terminologiju iz poglavlja o Dirichletovim karakterima, polje aso-
cirano L, nekom karakteru x (ili podgrupi karaktera H) ¢e biti polje klasa od
ker x (tj. od H).

Primjer 22. Odredimo Ag(c,) /- Znamo i da je Q((5) polje zraka klasa za
modulus m = 500, tj. polje klasa za podgrupu ideala P, koja se sastoji od
(o), gdje je a = 1 (mod 5). OC¢ito je In/Pn ~ (Z/5Z)*. Za karaktere od
In/H ~ Gal(Q(¢5)/Q) se lako vidi: trivijalni karakter ima ker, = I, pa je
njegov konduktor 1 (ovdje je L, = Q), karakter y reda 2 ima L, = Q(v/5), pa
je njegov f¥ = 5, dok za karaktere reda 4 vrijedi L, = Q((5), te je f& = 5. Dakle
Ager)p=1-5-5-5=75".
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Primjetimo jo$ jednu posljedicu dekomporzicijskog teorema za Q. Grupe
Iw/H su podgrupe od (Z/mZ)*. Sada nam dekompozicijski teorem zapravo
govori da je cijepanje prostih u nekom progirenju K/Q zadano kongruencijskim
uvjetima ako je K Abelovo progirenje (ili ekvivalentno je potpolje od Q(¢,,) za
neki m.)

Primjer 23. Odredimo koji se ideali cijepaju u Q(v/6) pomoéu TPK. Prvo
izra¢unamo da je konduktor od K = Q(v/6) jednak diskriminanti (ovo vrijedi za
sva kvadratna polja) f = 24. Dakle Q(v/6) C Q(C4) = Q(v/—=3,V/2,1). Trazimo
H < I; takav da he Q(v/6) njegovo polje klasa. Ocito je I;/H ~ Gal(K/Q) grupa
reda 2, dakle Ij/H je kvocijenta grupa reda 2 u I;/P; ~ (Z/24Z)*. Koriteci
rezultate iz poglavlja o karakterima, mozemo vidjeti da je Q(+/6) fiksno polje od
{01,05,019, 0923 }. Zakljucujemo da je ker xy = H = {1,5,19,23} < (Z/24Z)*, a
H = ker 0k /q,;, dakle skup svih idela koji se cijepaju u K. Dakle, p se cijepa u
Q(v/6) ako i samo ako je p = 1,5,19,23 (mod 24).

Mogli smo i doé¢i do vrijednosti kada se p cijepa i koristeéi da je kopnduktor
to¢no 24. Dakle, cijepanje se mora dogoditi u pola klasa (Z/247Z)*, te mora taj
uvjet biti zadan modulo 24, i nijednim manjim modulom. Analogno mozemo
vidjeti:

p se cijepau Q(v—-3) <= p=1 (mod 3),
psecijepau Q(v—1) <= p=1 (mod 4),
p se cijepa u Q(V2) <= p=+1 (mod 8),
p se cijepa u Q(V3) <= p=+1 (mod 12).
p se cijepa u Q(v—2) <= p=1,3 (mod 8),
p se cijepa u Q(v—6) <= p=1,5,7,11 (mod 24).

Tvrdnja da ako je cijepanje zadano “kongruencijskim uvjetima”, da je tada
profirenje Abelovo, vrijedi i opéenito, ne samo kada je bazno polje K = Q. Da
bi to dokazali, dokazimo prvo poopcenje Bauerovog teorema.

Teorem 61 (Bauer). Neka su Ly i Lo prosirenja PAB od K, gdje je Ly/K
Galosiovo. Tada je Ly C Lo ako i samo ako je SLZ/K - SLI/K osim za konaéno
mnogo iznimaka.

Dokaz. Prvo dokazimo sljedeé¢u tvrdnju: ako je Zl Galoisovo zatvorenje od Ly
nad K tada je Sp,/x = SZI/K' Mozemo to vidjeti iz ¢injenice da se prost
ideal p od K cijepa u Lp na isti nadin na koji se cijepa i u o(L1) za svaki
o € Gal(L1/K). S druge strane, L; je kompozit svih o(L1), pa vidimo da ¢ée
se p potpuno cijepati u L; <= p se potpuno cijepa u svim o(L1) <= p se
potpuno cijepa u L. Dakle, Sy, /x = SL/K'

Sada imamo, po§to je Lo Galoisovo nad K, imamo da je Ly C Lo ako i
samo ako je L C L5, pa po Bauerovom teoremu, to vrijedi ako i samo ako
Sti/k =S5tk 2 SLa/k- O
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Teorem 62. Neka je L/K prosirenje PAB, te neka je m modulus od K, te S
konacan skup prostih ideala od K koji sadrZi sve pjm. Neka za svaki p ¢ S

vrijedi da se p potpuno cijepa u L ovisno o tome u kojoj je klasi od Iy /Py.
Tada je L/ K Abelovo.

Dokaz. Neka je m kao u pretpostavci i neka je Ky, polje klasa zraka od m, tj.
polje klasa od Py,. Dakle imamo da se p { m potpuno cijepa u Ky, ako i samo
ako je p u Py. Pogledajmo kompozit LK, /K. Uzmimo q ¢ S prost ideal od
K takava da se q potpuno cijepa u LK, /K (takvih ofito postoji beskona¢no
mnogo). Posto se q potpuno cijepa u Ky /K, imamo da je q € Py. Ideal q se
cijepa i u L, a posto je cijepanje u L odredeno time u kojoj je klasi u In,/Pn
ideal g, imamo da se ideali iz Py, cijepaju u L.

Dakle Sk, /xk € Si/K, osim za kona¢no mnogo p koji dijele m. Dakle po
prethodnom teoremu imamo da je L C K, pa je L Abelovo. O

9.3 Cebotarevljev teorem o gustoéi

Cebotarevljev teorem ¢e biti najmanji zajednicki visekratnik Dirichletovog te-
orema o aritmetickim progresijama i Frobeniusovog teroema kojeg ¢emo opisati.
Pitamo se kako ée se asimptotski neki ireducibilni polinom f(z) faktorizirati mo-
dulo p? Na primjer, mozemo promotriti polinom z* — 3 + 22 — 2 + 2, te kako se
on faktorizira modulo sve proste brojeve do 1000. Dobijemo da se faktorzira kao
produkt linearnih polinoma u 4% sluéajeva, produkta faktora stupanja 1,1,2 u
25,5%, 2,2 u 12,5%, 1,3 u 31%, te ostaje ireducibilan u 27%.

Odgovor na ovo pitanje daje Frobeniusov teorem. Ozna¢imo s Gal(f) Ga-
liosovu grupu polja cijepanja od f nad Q. Grupu Gal(f) moZemo promatrati
kao podgrupu od S, koja djeluje na korijene od f.

Teorem 63 (Frobenius). Gustoéa skupa prostih brojeva p za koji se polinom f €
Z[z] faktorizira modulo p kao produkt ireducibilnih faktora stupnja nq,no,...n;
postoji i jednak je 1/ Gal(f), pomonoZeno s brojem elemenata o € Gal(f) koji
imaju dekompoziciju u disjunktne cikluse reda nq,...n;.

Sjetimo se Dedekindovog teorema o faktorizaciji:

Teorem 64 (Dedekind). Neka je K PAB i oo € Ok takav da je K = Qo).
Neka je f(t) € Z[t] minimalni polinom od «. Tada za svaki prost p koji ne dijeli
[Ok : Z[a]], zapisimo

fA)=m @) ---my(t) (mod p),

gdje su m;(t) razliciti ireducibilni elementi od Fp[t]. Tada se (p) = pOx faktori-
zira kao

(p) =91 .. pg?s
te vrijedi da je f(p;/p) = deg(m;).
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Pri promatranju gustoée nekog tipa cijepanja, mozemo zanemariti one p koji
dijele [Ok : Z[a]], posto je njih kona¢no mnogo. Dakle Frobeniusov teorem nam
govori i nesto o cijepanju prostih u prosirenjima PAB.

Sjetimo se da smo za Galoisovo prosirenje L/K, za B/p definirali Frobenius
(B, L/K) kao prasaliku od x + 2P pri prirodnom izomorfizmu

Gal(L/K)/I(B/p) = D(R/p)-

Do sada smo gledali samo slu¢aj kada je Gal(L/K) Abelova.
Sjetimo se da je za (7, L/K) = 7(B,L/K)r~! za 7 € Gal(L/K). Primje-
timo da je tada

{(TB, L/K) : 7 € Gal(L/K)} = {(%, L/ K) : Blp} =: (p, L/ K)
klasa konjugacije od Gal(L/K).

Teorem 65. (éebotrevov teorem o gustoéi) Neka je L/K Galoisovo prosirenje
PAB i neka je C klasa konjugacije grupe G. Tada je Dirichletova gustocéa prostih
ideala p od K takvih da je (p,L/K) = C jednaka %

Napomena. Primjetimo da je Dirichletov teorem o Aritmetickim progresijama
direktno slijedi iz Ceborarevljevog teroema o gustodi: neka su a,n € N, (a,n) =
1. Kao i uvijek, poistovjetimo elemente od Gal(Q(¢,)/Q) s (Z/nZ)*, dakle a
odgovoara o,. Pitamo se za koje proste brojeve p je Frobenius (p, Q({,)/Q) = a?
Frobenius u p { n je preslikavanje takvo da je o(a) = oP (mod p) za plp i sve
a € Z[¢,]. Dakle, Frobenius mora zadovoljavati da je (¢*) = o(¢2*) (mod p)
za sve k. Dakle, imamo da je Frobenius u p jednak o,. Dakle (p, Q((,)/Q) = 0,
ako i samo ako je p = a (mod n). Cebotarevljev teorem nam kaze da takvih
p-ova ima beskona¢no mnogo.

Napomena. Po ¢emu je jaci Cebotarevljev teorem od Frobeniusovog? Frobeni-
usov teorem nam govori o tome koliko ¢esto ¢e Frobenius biti u nekom podijelje-
nju G := Gal(f). KaZemo da su dva elementa grupe G u istom podijeljenju, ako
su ciklicke grupe koje generiraju konjugirane u G. Pogledajmo primjer ciklicke
grupe Z/47Z s 4 elementa. Tada su 1,3 u istom podijeljenju, dok nisu u istoj
klasi konjugacije.

Promotrimo progirenje Q({5)/Q; znamo da je Gal(Q(¢5)/Q) = {01, 02,03,04}.
Frobeniusov teorem nam kaZe da ¢e u 50% slucajeva Frobenius biti o3 ili o4 (ali
ne znamo koji), tj. da ¢e p biti inertan, tj. polinom f ¢e biti ireducibilan. Os-
tali slucajevi se pojavljuju asimptotski za 1/4 prostih brojeva. S druge strane
Cebotarevljev teorem nam kaze da se svi Frobeniusi pojavljuju u 1 /4 slucajeva.

Primjer 24. Pogledajmo §to nam kaze Cebotarevljev teorem o gustoci za L/Q,
gdje je Gal(L/Q) ~ S3. Ima tri klase konjugacije od Ss : {id}, {(12), (13), (23)} i
{(123), (132)}. Ako je (p, L/Q) = {id}, imamo posto se id preslikava u generator
of [F,s : Fp], daje f = 1. PoSto pri¢amo o gusto¢iie = 1 osim za kona¢no mnogo
p-ova, mozemo ignorirati one za koje je e # 1. Dakle f = 1, tj. p se potpuno
cijepa za 1/6 prostih brojeva. Za {(12),(13),(23)} vidimo da ¢e Frobenius biti
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reda 2, pa je f = 2,r = 3, takvih ¢e prostih brojeva biti 3/6 = 1/2. Prostih
brojeva takvih da je f = 31 r = 2 ¢e biti 1/3. Od prvih 1000 prostih brojeva
vrijdei da je r = 2 za 334, r = 3 za 508 i r = 6 za 156, tako da vidimo da
dobivamo jako dobru aproximaciju.

Definicija. Neka je L/K progirenje PAB, p prost idela u K koji se ne grana u
L. Neka je pr, =B ..., gdje proste ideal poredamo tako da je f(P;+1/p) <
(PB:/p). Kazemo da je tip faktorizacije od p u L jednak (f(B1/p),... f(PBr/p))-

Kona¢no, Cebotarevljev teorem nam govori o cijepanju u Galoisovim prosire-
njima. Sto je sa ne-Galoisovim proSirenjima? Tu zapravo dobijemo Frobeniusov
teorem.

Propozicija 66. Neka je L Galoisovo zatvorenje od L nad K. Pretpostavimo
da je p, ideal od K nerazgranat v L (a time i u L), poSto takvih ima konaéno
mnogo, te ih mozemo zanemariti. Neka je G := Gal(L/K), te H := Gal(L/L).
Neka je ¢ = (p,E/K) Tada je tip faktorizacije od p jednak duljini ciklusa od
@, prikazanog kroz djelovanje na G/H.

Dokaz. Neka je L = K(«), f minimalni polinom od « i neka je p iz K nerazgra-
nat u L. Prvo primjetimo da je [G : H] = [L : K], te da G prirodno djeluje na
G/H translacijom, tj. = -gH = (xg)H. Dakle ¢ djeluje na skup G/H, te mo-
zemo ¢ zapisati kao produkt disjunktnih ciklusa, s obzirom na djelovanje na taj
skup. Primjetimo da djelovanje od ¢ na ovaj skup ovisi samo o klasi konjugacije
u S, (to je elementarna €injenica o simetri¢nim grupama). Faktorizacija od p
u L je jednaka faktorizaciji od f u (Og/p)[z]. Reducirajuéi sve modulo (ideali
nad) p, dobijemo da su stupnjevi faktora polinoma f mod p jednaki duljini or-
bita nulto¢aka od f pri djelovaju od D(P/p), tj. kako ¢ djeluje na nultocke of
f (mod p).

S druge strane, posto « generira L nad K, vidimo da za svaki 7 € G vrijedi
Ta = « ako i samo ako je 7 € H, pa slijedi da je o = ma ako i samo ako je
71H = 7oH. Dakle vidimo da je djelovanje od ¢ na G/H potpuno identi¢no kao
djelovanje od ¢ na konjugate od «. O

Primjer 25. Pogledajmo sljedeé¢i primjer: neka je a = v/2, L = Q(«). Tada je
H = {1,7}, gdje je T kompleksno konjugiranje. Neka je o automorfizam od L
koji 8alje a u (za. Ako numeriramo a; = a, ay = (30, a3 = (3, o djeluje kao
(123), a 7 kao (23). Imamo da je

G/H ={H ={1,7},0H = {0,(12)},0>H = {(132), (13)}.

Elementi iz iste klase djeluju jednako na a.
Grupa S3 ima tri klase konjugacije:

Cy 1= {1},Cs = {(12), (23), (13)}, C5 = {(123), (132)}.

Frobenius je jedna od tih tri klasa konjugacije. Pogledajmo §to ako je Frobenius
od p jednak Cy. Tada C; djeluje trivijalno na G/H, pa svaka orbita ima jedan
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element, pa se p potpuno cijepa u L (i takoder u E) Ako je Frobenius Cs, tada
Frobenius (tj. svaki element iz C3) djeluje na G/H tranzitivno, dakle G/H
je jedna orbita. Taj prosti ideal dakle ostaje inertan u L. Medutim, redovi
elemenata u C3 su 3, §to je jednako redu stupnju inertnosti od prostih ideala u
faktorizaciji od pOz. Dakle p je inertan u L/Q, te se cijepa u L/L.

Ako je Frobenius Cs, tada svaki element iz Cy djeluje na G/H tako da sui
orbite duljina 1 i 2. Dakle imamo pOr, = p1p2, gdje je jedan od p-ova stupnja
inertnosti 1, a drugi 2. U Ly se p cijepa u tri ideala stupnja inertnosti 2.

Primjer 26. Vidi kako se cijepa u poljima stupnja 4 [5], p.11].

9.4 Primjena teorije polja klasa na prste brojeve
oblika p = 22 + ny?

Pogledajmo sljedece pitanje: za fiksan n, koji se prosti brojevi p mogu zapisati
kao p = x? + ny? za cijele brojeve z,y. Tim problemom se bavi sjajna knjga [3].
Prije nego iskazemo rjesenje ovog problema, recimo par komentara. Neka je
K = Q(v/—n), tada je konduktor nekog reda O (to je potprsten kona¢nog in-
deksa od Ok) jednak f = [Ok : O]. Primjer takvog reda je Z[/—n|. Primjetimo
da je P; generalizirana grupa ideala za modulus f.
Mi ¢emo iskazati rjeSenje ovog problema.

Teorem 67. Neka je n € N Tada postoji normirani ireducibilni polinom f, €
Z[z] takava da za svaki prosti broj p > 2 koji ne dijeli ni n ni diskriminantu od
fn, vrijedi

Jx,y € Z takvi da p = 2 + ny® <= (—n) =114 fn(z) mod p ima nultocku.
p

Nadalje, za f, moZemo uzeti minimalni polinom realnog algebarskog broja o za
kojeg je L = K (), gdje je K = Q(+v/—n), L polje klasa od generalizirane grupe
ideala P; s modulusom §, gdje je § konduktor od Z[\/—n|. Polinom f, je stupnja
15/ By .

Primjetimo da ako je n kvadratno slobodan, te n £ 3 (mod 4), tada je
Z[/—n] = Ok, f = 1, te je L Hilbertovo polje klasa.

Primjer 27. Neka je n = 2. Imamo da je hxg = 1, te tada vrijedi da je K
Hilbertovo polje klasa samo sebi, dakle

—2
p=2a’+2° = <> =1,
p

to jest
p=2>+2y> <= p=1,3 (mod 8).

Ovu ¢&injenicu, bez koristenja TPK, je dokazao joSe Fermat.



POGLAVLJE 9. ISKAZI TEOREMA (GLOBALNE) TEORIJE POLJA
KLASA 52

Primjer 28. Uzmimo n = 14. Vrijedida je K = Q(v/—14)ida hx =4, te da je

Hilbertovo polje klasa od K jednako K (o) gdje je o = v/2v/2 — 1. Zakljucujemo
da je

—14
p =2+ 14y? — () =11 postoji = takav da (z* 4+ 1)>=8 (mod p).
p
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Lokalni Artinov simbol

Mi na kolegiju ne¢emo raditi lokalnu teoriju polja klasa, ali ¢emo napraviti
lokalni Artinov simbol, koji se dalje koristi u lokalnoj teoriji polja klasa. On ¢e
generalizirati Hilbertov simbol.

Definicija. Neka je L/K Abelovo prosirenje, « € K*, i v mjesto od K. Defini-
rajmo (a, L/K), € Gal(L/K) na sljedeci nacin. Neka je m modulus takav da je
Gal(L/K) ~ I,/H za neku generaliziranu grupu ideala H. Kada je v konacan,
izaberimo aq koji je "blizu” o u v i takav da je o blizu 1 u mjestima koja dijele
m (s iznimkom ako v dijeli m):

!

Uy <—0 - 1) > vy(m), vp(ag—1) > v,(m), o(ag) >0,
(6%

gdje w ide po svim kona¢nim mjestima razli¢itima od v, te o ide po svim realnim

mjestima koja dijele m. Ako v ne dijeli m, tada uklju¢imo i dodatan uvjet da

((ao/e),v) = 1.

Faktorizirajuéi ideal (ag) u produkt prostih ideala, neka je I produkt faktora od
(o) koji nisu djeljivi s v. Dakle imamo da je (I, m) = 1 po definiciji. Definiramo

(a,L/K), = 9L/K,m(1)71

za konacna mjesta v. Za beskonafna mjesta v u kojima je K, realno, a L,
kompleksno i za koje je a < 0 u K, definiramo da je (o, L/K), kompleksno
konjugiranje u Gal(L,/K,) < Gal(L/K), a u svim drugim slucajevima defini-
rajmo da je (a, L/K), identiteta.

Primjetimo da izbor od «g ovisi o izboru mjesta v, tj. za svako mjesto v
biramo drugi ag.

Prvo §to mozZzemo primjetiti u definiciji iznad je da izbor od «q nije jedinstven,
StoviSe postoji beskona¢no mnogo o koji zadvoljavaju uvjete. Pokazimo da
vrijednost (o, L/K), ne ovisi o izboru agy. Neka je 5y neka druga vrijednost
koja zadovoljava uvjete definicje. Tada imamo da je (ap/Bp) =1 (mod m), tj.

53
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(ao/Bo) € P, tj. 0r/km(c0/Bo) = 1. Dakle (o, L/K), je dobro definiran, tj.
ne ovisi o izboru od ayp.

Primjetimo da ovdje implicitno koristimo globalnu teoriju polja klasa kako
bi definirali (o, L/ K),.

Definicija. Neka je L/K progirenje PAB. Kazemo da je modulus m prihvatljiv
ako potoji generalizirana grupa ideala P, < H < I, takav da je L polje klasa
od H.

Primjer 29. Iracunajmo (—1,Q(¢)/Q),. Znamo da je m = 4oo prihvatljiv
modulus za Q(7)/Q. Poistovjetimo Gal(Q(7)/Q) s {£1}. Posto je —1 < 0
imamo da je (-1,Q(1)/Q)s = —1. Za v = 2, moZemo uzeti oy = 3, pa je
(—=1,Q(i)/Q)2 = (3,Q(i)/Q) = (). Za bilo koji neparan prost broj p mozemo
uzeti ap = 1, pa je (—=1,Q(i)/Q)oc = 01 /xm(1)~" = L.

Avalogno, imamo da je (3,Q(#)/Q), = 1 za v # 2,3. Za v = 2, imamo
(3,Q(4)/Q), = —1 koristedi istu argumentaciju kao i gore. Za v = 3, trazimo g
takav da je (ag/c,v) = 1, pa vidmo da moZemo izabrati oy = 3, pa dobijemo

(3,Q(1)/Q)s = (3,Q(i)/Q) = —1.

Primjer 30. Neka je p prost ideal koji ne dijeli prihvatljiv modulus m za L/K.
Za a € K*, neka je k = v,(a). Izaberite o takav da je vy, (g — 1) > vy, (m) za
sve konacne w|m, te w(ap) > 0 za sve beskonac¢ne w koji dijele mi v, (ap/a—1) >
1. Tada je (o) = p*I, za neki I relativno prost s p i s m.

Sada imamo da je (a,L/K)y = 01 /km(I)™" = 0/ m((a0)p™) 1. Posto
smo izabrali o € P, imamo da je 0,k (o) = 1, pa je

(o, L/K)y = 01/ 5cm(p)* = (p, LK) ().

Vidimo da za p t m, (o, L/K), = 1 ima jednostavnu definiciju pomocu
Frobeniusa. StoviSe, odmah vidimo da je (o, L/K), za sve osim kona¢no mnogo
p, posto samo kona¢no mnogo p dijeli m i vy () = 0 za sve osim kona¢no mnogo

p.

Ranije smo bili definirali Hilbertov simbol (a, 3),. Pokazimo da na$ novi
simbol generalizira Hilbertov simbol: neka je L = K(1/B), te poistovjetimo
Gal(L/K) s {£1}. Lako vidimo da je tada (o, L/K), = («, 3)».

U gornjim primjerima nam je produkt po svim mjestima (o, L/K), bio 1.
To naravno nije slu¢ajno, to nam govori sljedec¢i teorem.

Teorem 68 (Hasse). Za sva konacéna Abelova prosirenja PAB L/K i o € K*,
vrijedi
II (e.L/E), =1.

veEVK

Napomenimo da je Hasse u dokazu prethodnog teorema koristio globalnu
teoriju polja klasa.
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Elipticke krivulje

Definicija. Elipti¢ka krivulja nad poljem k je glatka, projektivna krivulja
genusa 1 sa specificiranom tockom O € k.

Objasnimo ovu definiciju. Afini pravac je A'(k) = k. Afina ravnina je
A%(k) =k x k.

Definicija. Projektivni pravac P!(k) je

P! (k) = {(a.b) € k*|(a,b) # (0,0)}/ ~

gdje je (a,b) ~ (¢,d) ako i samo ako postoji 0 # A € k takav da je a = Ac i
b= \d.
Analogno, projektivna ravnina P?(k) je

]P2(k) = {(aabv C) € k3|(a’b’ C) # (07070)}/ ~

gdje je (a,b,c) ~ (d,e, f) ako i samo ako postoji 0 # A € k takav da je a = Ad
ib=Xeic= Af. Klasu ekvivalencije ¢ije je (a,b, c) reprezent, oznatavamo s
(a:b:c).

Totke projektivnog pravca P! (k) mozemo zamigljati kao nagib nekog pravca
u ravnini ili alternativno kao A'(k)U{oo}, gdje oo "predstavlja" okomiti pravac.
Posto je preslikavanje

(a:b:c)— (afe,b/c)  akojec#0
o (@:b)  akojec#0
bijekcija, vrijedi da je P2(k) = A%(k) UPL(k).

Definicija. Neka je k savrieno polje, f € k[z,y] polinom, te k algebarsko
zatvorneje od k. Tada je afina krivulja Cy skup tocaka

Cy = {P € 2R)|f(P) = 0}.

95
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Definicija. Neka je F' € k[X,Y, Z] homogeni polinom. Tada je projektivna
krivulja Cr skup tocaka

Cr = {P € P*(k)|F(P) = 0}.
Stupanj od krivulje C'r je stupanj od F'.

S Cy(k) i Cp(k) oznatavamo skupove k-racionalnih toaka od Cy i Cp.
Ako je krivulja C definirana nad k (tj. F € k[X,Y, Z] za projektivnu krivu-
lju, ili f € k[z,y]), tada pisemo C/k.

Definicija. Projektivna krivulja Cr/k je nesingularna ako ne postoji P €
Cr(k) takva da je
dF dF dF
Na primjer, krivulja
Y:Z =X+ X?Z

ima sve parcijalne derivacije jednake 0 u P = (0 : 0 : 1), dakle nije glatka.

Bitno je i da elipticka krivulja ima k-racionalnu tocku. Npr. krivulja
S:3X%4+4Y3 +52° =0

nema tocaka nad Q (sjetimo se da (0 : 0 : 0) nije toc¢ka!), tako da S nije elipticka
krivulja nad Q, iako je glatka projektivna krivulja genusa 1.

Svaka afina krivulja se moZe upotpuniti do projektivne krivulje dodavanjem
odgovarajuce potencije od z u svakom sumandu. Na primjer,

ot ey =93+ 2
se moze upotpuniti tako da se napiSe kao
ot 4+ zyz? = 32 + 2225,

Projektivne krivulje se ¢esto pretvaraju u afine krivulje (izmedu ostalog zbog
lakse notacije) tako da se uzme z = 1. Mi ¢emo Cesto, zbog lakSe notacije
pisati (elipticke) krivulje kao da su afine krivulje, iako ¢emo ih zapravo zauvijek
smatrati projektivnim krivuljama.

Prije nego §to krenemo promatrati svojstva eliptickih krivulja, uvest ¢emo
standardni oblik zapisivanja krivulja.

Lema 69. Svaka elipticka krivulja E nad poljem k se moZe zapisati v Weter-
strassovoj formi

E:y? 4+ a1y + asy = 2° + azx® + asx + ag. (11.1)
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Elipticka krivulja F, zapisana u projektivnom obliku je zapravo
E:Y?Z4+aXYZ+a3YZ? = X? + axX?Z 4+ an X 2% + as Z°,

ali mi moZemo zbog jednostovanosti F(k) zamisljati kao skup tocaka koje zado-
voljavaju jednadzbu plus "toc¢ka u beskonacnosti O", koja je (0:1:0) u
projektivnim koordinatama.

Ako je karakteristika polja k, char k # 2,3, tada se elipticka krivulja moze
zapisati u kratkoj Weierstrassovoj formi

y? =234+ ax +b.

Neka je
E:y’ =a24+ar+0
elipticka krivulja u kratkoj Weierstrassovoj formi. Tada je diskriminata elip-
ti¢ke krivulje
A(E) = A = —16(4a® + 27b%).
Primjetimo da je A(E) = 16xdiskriminanta od z® + ax + b, te vrijedi da je
A # 0 ekvivalentno tome da je E glatka. Zaista ako je F = y?> — 2% — ax — b,

tada je
dF

Z(P)=0 <« y(P) =
Ty (P) =0 y(P) =0,
te je

dF dF
d—(P) =01 d—(P) =0 <= 2® + ax + b ima vigestruke nultocke
y x

<= diskriminanta od 2* + az + b je 0 <= A(E) = 0.
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11.1 Funkcijska polja (afinih) krivulja

U ovom i sljede¢em poglavlju ¢emo navoditi mnoge tvrdnje bez dokaza. Dokazi
se mogu nadi u [7].

Definicija. Neka je R integralna domena. Tada je Frac(R) = {},a,b € R,b #
0}/ ~, gdje je ~ standardna relacija ekvivalencije, polje razlomaka od R.

Primjer 31. Frac(Z) = Q, Frac(k[z]) = k(z).
Definicija. Racionalna funkcija na A" (k) je f € k(x1,...,z,) =: k(A™).
Mi ¢emo promatrati samo slucaj n = 2.

Definicija. Neka je C/k afina krivulja, te f = ¥ € k(A?), gdje je h # 0 na
C(k). Restrikcija od f na C

f: C — {konacan skup gdje je h =0} — k

je racionalna funkcija na C. Skup svih racionalnih funkcija na C ¢ini polje,
koje oznacavamo s k(C).

Cinjenica. Neka je C afina krivulja definirana s f € k[z,]. Tada je

k(C) ~ Frac (’“ [(“}’)y] ) .

Takoder, k[C] ~ (%) se zove koordinatni prsten od C.

Primjer 32. Neka je D : y = 0 u afinoj ravnini.

k(C) ~ Frac (W) ~ Frac(k[z]) = k(z).

Primjer 33. Neka je C : y? = 23 + 1 u afinoj ravnini. Tada je

klz, y] ~ bz
)>_k:(, 3+1).

k(C) ~ Frac (@29331

Definirajmo sada glatkoc¢u da algebarski nacin.
Definicija. Neka je C/K neka krivulja, te neka je K(C) njeno funkcijsko polje
(nad algebarskim zatvorenjem). Neka je P € C(K), te definiramo
K[Clp={f/g€ K(V), f.g € K[V],g(P) # 0}.

mp = {f € K[C]p : f(P) = 0}.
Prsten K[C]p se naziva lokalni prsten od C u P. To je lokalni prsten s mak-
simalnim idealom m,. Za funkciju f € K(V), koja je u K[C]p, kazemo da je
reqularna.
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Cinjenica. Krivulja C je regularna u P € C ako i samo ako je dimmp/m% =
1.

Primjer 34. Pogledajmo krivulje
Cr:yP=2%+u,
Cy: y2 = 2% + 22

Tocka P = (0,0) se nalazi na obje te krivulje.

Pogledajmo prvo Cy. Tu je mp = (z,y), te je m% = (2%, 2y, y?). Imamo da
je = y? — 23, dakle x € m%. Zaklju¢ujemo da je mp/m% = (y).

Pogledajmo sada Cy. Tu je opet mp = (z,y), te je m% = (2% zy, y?),, ali
sada se i z i y nalaze u mp/m%, dakle mp/m?% = (z,y).

Dakle C5 je singularna u P, dok je C'y nesingularna u P.

11.2 Preslikavanja eliptickih krivulja

Definicija. Neka su C/k i D/k krivulje. Racionalno preslikavanje (nad k)
¢ : C — D je preslikavanje definirano s racionalnim funkcijama ¢ = (u,v), u,v €
k(C), takvo da u i v nisu oboje 0. Tj, ¢(P) = (u(P),v(P)) za P € C(k).

Primjetimo sljedece: Neka su C'= Cy i D = D, krivulje, te neka je ¢ : C' —
D preslikavanje. Ako je a racionalna funkcija € k(D), tada je a o ¢ racionalna
funkcija € k(C). Dakle, racionalna funkcija ¢ : C — D inducira injekciju polja

¢ k(D) = k(C),
a— aod=o*a.

Definicija. Stupanj od ¢ je [k(C) : ¢*k(D)], ako ¢ nekonstantna, a definiramo
da je stupanj od ¢ jednak 0 ako je ¢ konstantna.

Primjer 35. Neka su C'i D kao u primjerima [32]1[33] Tada je
¢:C— D, ¢(z,y) = (z,0)

racionalno preslikavanje, te vrijedi da ako je a(z,0) = x racionalna funkcija na
k(D), tada je

aog(z,y) = ¢ a(z,y) ==
Dakle ¢*k(D) = k(x), te je

[k(C) : ¢"k(D)] = [k(z, Va? + 1) : k(z)] = 2,
pa slijedi da je ovo preslikavanje stupnja 2.

Cinjenica. Neka je k polje algebarskih brojeva, te neka je K konacno progirenje
od k(x). Tada postoji krivulja C takva da je k(C) = K.
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Cinjenica. Neka je i : k(Cy) < k(C1) ulaganje funkcijskih polja koje fiksira k.
Tada postoji jedinstveno ne-konstantno racionalno preslikavanje ¢ : C; — Cy
takvo da je ¢* = 1.

Definicija. Kazemo da je ¢ : C — D definirano u toc¢ki P ako postoji g €
kE(C)* takav da su ug,vg definirani u P. Ako je ¢ definiran na cijeloj C, tada
je ¢ morfizam.

Definicija. Ako je ¢ : C' — D morfizam takav da postoji morfizam ¢ : D — C
takav da su ¢ o ¢ i ¢ o9 identiteta na C'i D, tada je ¢ izomorfizam.

Cinjenica. Ako je ¢ : C — D racionalno preslikavanje takvo da je C glatka,
tada je ¢ morfizam.

Cinjenica. Ako je ¢ : C — D racionalno preslikavanje stupnja 1, te su C' i D
glatke, tada je ¢ izomorfizam.

Imamo sljede¢u ekvivalenciju kategorija:
glatke krivulje nad k < prosirenja polja K/k(z)
racionalna preslikavanja (morfizmi) +> ulaganja polja
C + k(C).
Cinjenica. Ako su dvije elipticke krivulje
E:y? + arzy + azy = 2° + asx® + agx + ag
E':y? + bizy + by = 2 + box? + by + bg
u Weierstrassovoj formi izomorfne, tada postoji preslikavanje (zg, yg) — (25, Y ),
TR = u2xE + 7,
Yy = wyp + sep +t, gdje u € k*,r,s,t € k.

Takoder, ako su dvije elipticke krivulje

E:y?*=2°+azx+b, (11.2)

E:y*=a*+dz+¥ (11.3)

u kratkoj Weierstrassovoj formi (nad poljem karakteristike # 2,3) izomorfne,
tada postoji pomjena varijabli

rp =ulrp,
ye = uyp, gdje u € k*.
Dakle za elipticke krivulje E i E’ u kratkoj Weierstrassovoj formi vrijedi
E~E < (W¥yp)? = (WPz2r)® +d (WPzp) +V,
—ad =ua, V' =u
A(E') = —16(4a"” 4 270"%) = u'*A(E)
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Definicija. j-invarijanta elipti¢ke krivulje y? = 23 + ax + b je

1728(—4a)?

j=i(E) = ==

Za elipticku krivulju u (opcoj) Weierstrassovoj formi
v + a1y + agy = 2° + asa® + auw + ag,
diskriminanta i j-invarijanta se ra¢unaju na sljedeé¢i nacin:
by = a% +4das, by = araz + 2a4, bg = ag + 4ag, bg = boag — aiazay + agag — ai,
¢y = b3—24by, cg = —b3+36byby—216bg, A = —b2bg—8b3—27ba+9b*b*05, j = 3 /A.
Propozicija 70. Neka je k polje karakteristike # 2, 3.

1. Elipticke krivulje E i E' su izomorfne nad k ako i samo ako je j(E) =
J(E).
2. Za svaki j € k, postoji elipticka krivulja E/k takva da je j(E) = j.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da su E'i E' kao u ([11.2) i (11.3), to sigurno mozemo
posto se svaka elipticka krivulja nad poljem karakteristike # 2,3 moZe zapisati
u kratkoj Weierstrassovoj formi.

Ako a,b#0, d =u'a, ¥ =ulbuck < Vald = /b/V —

4a® + 2707 4a” + 27D
a3 o a3

(a'/a)* = (V//b)* <= = j(E) = j(E).

Ako je a = 0, tada je ' = 01 0,0 # 0, pa dobivamo izomorfizam uzimanjem
u = {/b/b. Ako je b =0, tada je b’ = 0, te a,a’ # 0. Dobivamo izomorfizam
uzimanjem u = {/a’/a.

2. Za j # 0,1728 elipticka krivulja

36 1
j—1728"  j— 1728

E:y’+oy=2a°—

ima o
. . J
E)=j, A(F) = —————.
J(E) =j, A(E) G = 1728)°
Za

By =23 +ax, j(BE) = 1728,
By :y? =2%+b, j(Ey) =0.
O

Korolar 71. Postoji bijekcija izmedu { elipticke krivulje /k do na k-izomorfizam}
ik.
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Korolar 72. Grupa automorfizama elipticke krivulje (nad k)
Aut E = {izomorfizmi: E — E}
je
7)27 za y* = x> + ax + b,a,b # 0
Z.JAZ za y* = 23 + ax,
Z/6Z za y* = x° + .

Dokaz. AwE ={uck :u*a=a, ubb=>b}, pa slijedi da je
Aut E = (-1), ako a,b # 0,

Aut E = (i), ako b =0,
Aut E = ((s), ako a =0,
gdje je (¢ primitivni Sesti korijen iz jedinice (npr. 1_T¢?3) O

Propozicija 73. Neka je E/K elipticka krivulja nad PAB, s AwE ~ Z/27
zadana kao
E:y?>=2%+ax+0b,

te neka je E'/K elipticka krivulja s j(E) = j(E’') i takva da E i E' nisu iz-
omorfne nad K. Tada su E is E' izomorfne nad kvadratnim prosirenjem od
K.

Dokaz. Vrijedi a,b # 0, te
E':y? = 2% + autz + bub,

4 48 € K. Dakle imamo da je u? =t € K. Zamjenom varijabli

gdje su u
Y — ytz, T — xt,

te dijelnjenjem s ¢3 dobijemo E’ : ty? = 2% + ax + b. O¢ito nad kvadratnim
poljem K (1/t) te krivulje postaju izomorfne. O
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Izogenije

Pretpostavimo u ovom poglavlju da je char k # 2, 3.

Definicija. Izogenija izmedu dvije elipticke krivulje je morfizam ¢ : E — E’
koji preslikava O € Eu O’ € E'.

Cinjenica. Svaka izogenija je homomorfizam grupa.

Teorem 74 (Mordell-Weil). Skup K-racionalnih tocaka elipticke krivulje nad
PAB K c¢ini konacéno generiranu Abelovu grupu.

Primjer 36. Mnozenje s m na eliptickoj krivulji [m] je za svaki m > 1 izogenija.
[0] : E — FE je nul-izogenija. Definiraimo st[0] = 0, tako da bi vrijedilo
stopoy =sto-sty
za sve izogenije ¢ : B — E' ¢ : E' — E.

Primjer 37. Neka je E : 4> = 2% 4+ az + b. Promotrimo mnoZenje s 2 na E,
[2]: E— E,

2] (z,y) > z* — 2022 +a% —8b
Y 4(z3 +ax +b)

Preslikavanje [2] je definirano racionalnim funkcijama, te je [2]O = O, tako da
je [2] izogenija.

Neka su F4 i Fs elipticke krivulje. Tada je
Hom(F4, Ey) = {izogenije : E; — FEy}

grupa uz operaciju zbrajanja.
Nadalje, End F = Hom(FE, E) je prsten s jedinicom (s operacijama zbrajanja
i kompozicije) koji sadrzi Z, poSto je mnoZzenje s m izogenija za svaki m € Z.
Zapravo, za elipticke krivulje definirane nad poljima algebarskih brojeva,
skoro uvijek ¢e vrijediti End F = Z.
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Napomena. Ako u subskriptu imamo polje, npr. Endg(F) ili Homg(E7, Es),
tada to oznacava skup preslikavanja tog tipa nad k. Ako ne piSe niSta u subs-
kriptu, onda se uvijek misli na preslikavanja definirana nad k.

Primjer 38. Neka je £ : y?> = 23 — z, te [i{] € End E, [i] : (z,y) = (—z,iy).
Primjetimo [i]([¢][-1]) = [1], te je [i] automorfizam. Slijedi End E O Z[i].
Medutim, Endg E = Z.

Neka su C'i D glatke projektivne krivulje. Sjetimo se da je stupanj nekog ne-
konstantnog racionalnog preslikavanja krivulja ¢ : C' — D jednak maksimalnom
broju totaka € C u praslici od ¢(P) zaneki P € D. Ako je preslikavanje stupnja
n, tada ée |¢~1(P)| = n za sve osim kona¢no mnogo P-ova. Ako je |[¢~1(P)| <n
tada je ¢ razgranato u P, ako je |¢~1(P)| = n onda je nerazgranato u P.

Ako je ¢ : E; — FE5 ne-nul izogenija, tada je Ker¢ = ¢~ 1(O) konacna
podgrupa (od E(k)).

Primjer 39. Neka je F : y? = (v — a1)(z — a2)(z — a3),a; € Q, T; = (a;,0).
Tada je
Ker[2] = {0, 11,15, T3} ~Z/27 ® 7/ 27.

Neka je E elipticka krivulja, O # P € E. Definiramo
p: E— FE,

Q) =P+Q
tj. 7, je translacija s P. Preslikavanje 7, je morfizam (ali nije homomorfizam
grupa).

Teorem 75. Neka su Fq, Fo elipticke krivulje nad poljem algebarskih brojeva
k, te ¢ : E1 — Es izogenija stupnja n # 0.

1. ¢ je nerazgranato preslikavanje, tj. |¢~1(P)| = n za svaki P € D.

2. Neka je K1 = k(E1), K2 = ¢*(k(E2)). Tada je K; Galoisovo prosirenje
od Ko, te je Gal(K;1/K2) ~ Ker ¢.

3. Ako je ¢ 1 E1 — Ej3 izogenija i Kerv D Ker ¢, tada postoji jedinstvena
izogenija x : Fo — E3 takva da je ¢ = x o ¢.

Dokaz. 1. Posto je ¢ preslikavanje stupnja n, vrijedi da postoji tocka P €
Es, t.d. |¢p71(P)| = n. Definirajmo ¢~ (P) = {Q;,i = 1,...,n}. Neka
je sada P’ proizvoljna tocka € F,, te neka je Q' € ¢~ 1(P’). Tada su
Q +Q; —Q1, 1 = 1,...n razlicite tocke te posto je ¢ homomorfizam
grupa, vrijedi da je ¢(Q'+Q; — Q1) =P, i=1,...n.

2. Neka je ® = Ker¢ = {T1,...,T,,}. Promotrimo 7r, : By — E;. To presli-
kavanje je izomorfizam krivulja, pa inducira automorfizam 77, funkcijskog
polja K;. Neka je P € E1, te neka je ¢*f € K5. Tada je

m,¢" f(P) = (¢"[)rr,(P) = f(¢(P + T3)) = f(o(P) + ¢(T3)) = fo(P) =
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=" f(P).
Slijedi da je 77, automorfizam od K koji fiksira K, tj. [Aut(K,/K2)| >
n. Posto je [Ky : K3] = n slijedi da je |Aut(K1/Ks2)| = n, te K1/K>
Galoisovo, te
Gal(K1/Ks) ~ Ker ¢.

Primjetimo da slijedi i da ¢e Gal(K;/K>) biti Abelova grupa.
3. Nekaje K3 = 9*k(E3). Tada je kaoi prije K3 fiksiran sa svim Gal(K;/K3) =

{rp : P € Kery} < {7} : P € Ker¢} = Gal(K;/K>). Po Fundamental-
nom teoremu Galoisove teorije

K3 — KlGal(Kl/Kg) C KlGal(Kl/Kg) — K27
tj. K3 je potpolje od K. Dakle, postoji jedinstveni x : EFs — E3 koji
inducira ovu inkluziju funkcijskih polja. Posto je (po konstrukciji koju
smo upravo napravili) ¢*(x*K3) = ¢*Kj, vrijedi ¥ = y¢. Da bi zavr§ili
dokaz da je ovo izogenija, treba primjetiti

O

Na sli¢an na¢in uz koristenje Riemann-Hurwitzove formule za genus, dobiva
se sljedec¢a vazna Cinjenica.
Cinjenica. Ako je ® podgrupa od F, tada postoji jedinstvena elipticka krivulja
E’ i izogenija
¢:E— FE
takva da je ker ¢ = ®.



Poglavlje 13

Elipticke krivulje nad C

Sjetimo se da kazemo da je kompleksna funkcija f meromorfna ako je holo-
morfna osim na skupu izoliranih toc¢aka, u kojima ima polove. U ovom poglavlju
¢emo takoder izreci neke tvrdnje bez dokaza (pogledajte [7] za detalje).

Definicija. ResSetka A C C je diskretna podgrupa ranga 2, tj.
A = Zwy + Zws, wy,ws € C,

takva da su w; 1 wsg linearno nezavisni nad R.

Baza wi, ws je jedinstvena do na GLy(Z).
Definicija. Elipti¢ka funkcija (s obzirom na A) je meromorfna funkcija f za
koju vrijedi

flz+w) = f(z), V2 €C, Yw € A.
Definicija. Fundamentalni paralelogram za A je skup
D ={a+tiwy +taws : 0 < tq,ta < 1},

gdje je a € C, te su wy,ws baza za A.

Propozicija 76. FElipticka funkcija koja nema nultocke ili nema polove je kons-
tanta.

Dokaz. Pretpostavimo da je f holomorfna. PoSto je f elipticka vrijedi da je

sup |f(z)| = sup | f(2)],

zeC 2€D
pa posto je f neprekidna i D je kompaktan skup slijedi da je sup,cc |f(2)]

omeden, pa je po Liouvilleovom teoremu f konstanta. Ako f nema nultocaka,
isti argument za 1/f dokazuje tvrdnju. O
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Definicija. Eisensteinov red teZine 2k s obzirom na A je

Gox = Gar(A) = Y w™?* k>2
weA\{0}
Teorem 77. Postoji jedinstvena elipticka funkcija p(z) (s obzirom na fiziranu
resetku A) takva da je
p(z) = o) + O(z) oko z=0.

Funkcija @ je holomorfna na C\A.
Tocnije, vrijedi
1 o0
p(z) = ) + Z(?k + 1)ng+222k.
SR
Funkcija p(z) se zove "Weierstrasssova p-funkcija'.

Teorem 78. Napisimo go = g2(A) = 60G4 i g5 = g3(A) = 140Gg. Tada je
' (2)? = 4p(2)° — g20(2) — gs.
Dokaz. Vrijedi (oko z = 0)

1
p(z) = 3+ 3G42® +5Ge2* + - -

1 1
3 _

1
p/(Z)Q = E — 14G42;72 — 80G6 + -

paje ©'(2)? — (4p(2)% — g2p(2) — g3) funkcija koja je holomorfna u 0, pa posto
je elipticka, onda je holomorfna i na A. Takoder iz pro§log teorema znamo da
je holorfna na C\A. Po Liouvilleovom teoremu slijedi da je funkcija 0. O

Definicija. Neka je A reSetka. Tada definiramo
Ep :y? = 423 — 60G4(A)x — 140Gs(A).
Teorem 79. Preslikavanje
¢:C/A—= En, 2= (p(2),0'(2))
je izomorfizam (kompleksnih Liejevih) grupa.

Napomena. Totnije, izomorfizam je z — (p(2) : ©'(2) : 1) € P2(C) za 2 # 0 €
C/A,te A— (0:1:0).

Napomena. Vrijedi i obrat teorema [79] tj, svaka elipticka krivulja nad C je
izomorfna C/A, za neku reSetku A.
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Definicija. Neka je E/k elipticka krivulja nad poljem algebarskih brojeva k.
Tada je

Elm) = Kerlm] = {P € E(F) : mP = O},
E(K)[m] ={P € E(k) : mP = O}.
Korolar 80. Vrijedi E[m] ~ (Z/mZ)?.
Dokaz. E ~C/A ~ (R/Z)?, pa vrijedi E[m] ~ (L17Z/Z)? ~ (Z/mZ)*. O
Sljedece §to nas zanima su izogenije
E=C/A—C/N =F

nad C.
Ako je a € C takav da aA C A/, tada je

C/A—=C/N,z— az

dobro definirano, holomorfno preslikavanje £ — E’ takvo da je O — O, dano
sa

o+ (9a(2), 94 (2)) = (par(az), iy (02)).

Takoder, preslikavanje z — @a/(@z) je elipticko s obzirom na A:
pa(a(z +w)) = par(az + aw) = ppr(az) za w € A,

jer je aw € A, dakle z — g/ (az) je funkcija € C(E). Isto se moze dokazati i
za P, (az).
Obrnuto, ako je ¢ : E — E’ holomorfno preslikavanje takvo da je ¢(O) =
O, tada se ¢ : C/A — C/A’ moze "podignuti" ili prosiriti do holomorfnog
preslikavanja f : C — C, takvo da je f(0) = 0.
Za svaki
weAM f(z+w)= f(z) (modA'),

tj. f(z+w) — f(z) ne ovisi o z, tj. (f(z+w)— f(z)) =0, odnosno
f(z+w) = f(z), V2 €C, Yw € A.

Dakle f’ je holomorfna elipticka funkcija, dakle kostanta je po Propoziciji
Slijedi da je f(z) = az+ f, s tim da je 8 =0 jer f(0) = 0.
Imamo i sljede¢u lemu

Lema 81. Neka su E i E' elipticke krivulje koje odgovaraju resetkama A 1 \'.
Tada postoji bijekcija

{izogenije ¢ : E — E'} <> {holomorfna preslikavanja C/A — C/A'}.
Teorem 82. Postoji bijekcija izmedu sljedeéih skupova

{izogenije ¢ : E — E'} +» {a € C: aA C A'}.
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Napomena. Ako su elementi iz Ker ¢ Gal(k/k)-invarijantni za neko PAB (polje
algebarskih brojeva) k, tada ¢ mora biti definirana nad k.

Definicija. ReSetke A i A’ su homotetiéne ako postoji a € C takav da aA =
A

Korolar 83. E ~ E’ ako i samo ako A = aA’ za neki o € C*. Dakle, nad C,
{elipticke krivulje/ ~} +> {reSetke/homotetija}.

Ocito je svaka resetka homoteti¢na resetci Z + Z7, za neki 7 (npr. 7 =
wa/wy). Izbor elementa 7 je jedinstven do na djelovanje SLy(Z) na bazu {1, 7}.
Npr. ako je {1, 7} baza za A, tada je i {1,1 4 7} takoder baza za resetku A.



Poglavlje 14

Kompleksno mozenje nad C

U ovom poglavlju ¢emo dosta vjerno slijediti [8, Chapter II].

Definicija. Neka je k polje algebarskih brojeva. Tada je red O od k potprsten
od k koji je konafno generiran kao Z-modul i zadovoljava O @ Q = k.

Teorem 84. Neka je E/C elipticka krivulja, te neka je A = Z®Zt resetka koja
odgovora krivulji E. Tada postoje 2 slucaja:

1. EndE =7Z.

2. Q(7) je kvadratno imaginarno prosirenje od Q, te je End E izomorfno redu

od Q(7).

Dokaz. Neka je R = {a € C : aA C A}. Slijedi R ~ End E. Tada za svaki
«a € R, postoje a, b, c,d € Z takvi da

al=a+briar=c+dr (14.1)
Eliminirajuéi 7 dobijemo
o — (a+d)a+be—ad = 0.

Dakle, « je element prstena cijelih brojeva kvadratnog polja ili od Q.
Pretpostavimo da je R # Z i neka je « € R, a ¢ Z. Eliminirajuéi « iz (14.1)
dobijemo (b #0) i
br? —(a—d)T+c=0.

Dakle Q(7) je kvadratno imaginarno polje. To vidimo jer kada bi 7 € R, tada
{1, 7} ne bi bila resetka. Kona¢no, posto je R sadrzan u prstenu cijelih brojeva
kvadratnog polja, slijedi da je R red u Q(7). O

Definicija. Neka je E/k elipticka krivulja nad poljem algebarskih brojeva k.
Ako je End F 2 Z tada kaZzemo da F ima kompleksno mnoZenje.
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Neka je sada R red u nekom imaginarnom kvadratnom polju K. Tada je
ELL(R) = {elipticke krivulje F/C takve da End F ~ R}/ ~

= {reSetke A takve da End Ex ~ R}/homotetija.

Mozemo se zapitati sljedeée: pocevsi sa prstenom cijelih R := Ok u kva-
dratnom imaginarnom polju K, kako dobiti elipticku krivulju s kompleksnim
mnoZenjem s R? Uzmimo ideal a # 0 u R, te vidimo da je a resetka u C (ovo se
jasno vidi iz definicije razlomljenih ideala). Posto je K kvadratno imaginarno
polje, a nije sadrzano u R. Dakle mozemo napraviti kirivulju F, takvu da je

EndE, ~{ae€C:aaCa}={a€ K:aaCa} =0k,

posto je a (razlomljeni) ideal u Ok . Dakle, imamo da svaki razlomljeni ideal daje
elipticku krivulju s kompleksnim mnoZenjem s R! Naravno, moramo se pitati
koji ideali daju razli¢ite krivulje. Znamo da homoteti¢ne reSetke daju izomorfne
elipticke krivulje. Dakle a i ca ¢e dati istu elipticku krivulju za svaki ¢ € K.
Dakle, trebamo promatrati sve razlomljene ideale modulo glavni ideala, §to nam
daje da postoji bijekcija izmedu eliptickih krivulja s kompleksnim mnoZenjem s
R1is CLg. Ta bijekcija je zadana na sljedeé¢i nacin: neka je a neki razlomljeni
ideal, te ozna¢imo s @ njegovu klasu u CLg. Dakle imamo preslikavanje

CLx — ELL(R), @+ B

Definirajmo sada mnoZenje ideala s reSetkama: neka je a razlomljeni ideal
kao i do sada, te A neka reSetka. Definiramo:

al = {041)\1 + ...t oA, Ea N E A}

Sada ¢emo dokazati da mnoZenje s elementima iz CLk na (R) djeluje slo-
bodno (tj bez fiksnih to¢aka) i tranzitivno na ELL(R).

Propozicija 85. a) Neka je A resetka s Ex € ELL(R), i neka sua i b ne-nul
razlomljeni ideali v K. Tada
(i) aA je resetka u C.
(ii) Eqn € ELL(R).
(iii) Eqp ~ FEyp ako i samo ako je a = b.
Dakle, postoji dobro definirano djelovanje od CLx na ELL(R) definirano

S
GA=FE 1,

b) Djelovanje od C Lk na ELL(R) definirano u a) je slobodno i tranzitivno,
te je
|CLk| = [ELL(R).
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Dokaz. a) (i) Posto je po pretpostavci End By = R, imamo da je RA = A.

(iii)

Posto je a razlomljeni ideal, moZemo uzeti neki d € Z takava da je da u R.
Tada je aA C (1/d)A, pa zaklju¢ujemo da je aA diskretna podgrupa od C.
Isto tako mozemo naci 0 # d € Z takav da je dR C aA, pa zaklju¢ujemo
da aA nije sadrzan u R.

Za svaki « € C i svaki razlomljeni ideal a # 0, imamo
aaA C aA < a 'aaA C a taA < aA C A.
Dakle,

Eipn={aecC:aaACaA} ={a€C:aA C A} =EndE, = R.

Kao §to smo dokazali, klasa izomorfizama od FE,z je odredena klasom
homotetije od aA. Dakle imamo da je Eqp ~ Epp ako i samo ako postoji
c € C* takva da je aA = cbA. Mnozedi s a=!, te koristeéi da je RA = A,
imamo

Eupn = Epp <— A = CCl_le.

Takoder, mnozeéi s ¢~ 'b~! dobivamo
Eap >~ Epp <= A =c tab A,

Dakle ako je Eqp ~ Epp, imamo da mnoZenjeis (ca=1b)is (ca=1b)~! galje
A u samu sebe, pasui(ca”'b)is (ca”'b) ! sadrzani u R, pa zakljucujemo
da su oba jednaka R. Dakle, imamo da je a = cb, tj a = b.

Ostaje dokazati da C'Lg djeluje na ELL(R). To se vidi iz

a- (E EA) =a- Eb—lA = Ea—lb—lA = E(ab)—lA = (EE) . EA.

Neka su Ey, i Ep, dvije elipticke krivulje u ELL(R). Da bi pokazali da
C L djeluje tranzitivno na ELL(R), moramo nadi a takav da je a- Ep, =
Ej,.Uzmimo bilo koji A\; € Ay, te promotrimo a; = /\%Al. Kao i prije
vidimo da je to razlomljeni ideal. Analogno konstruirajmo razlomljeni
ideal ay = )\%Ag. Tada je

A
A—zazaflAl = A2.
1

Neka je sada a = a; 'a;. Tmamo

E.EAl = Ea_1A1 = Ei—lAg :EA2~
2

Zadnja jednakost slijedi iz ¢injenice da homoteti¢ne resetke daju izomorfne
elipticke krivulje. Dakle, dokazali smo tranzitivnost ovog djelovanja. To
da je djelovanje slobodno slijedi iz a) (iii).

O
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Primjer 40. Neka je A = Z[i]. Odredimo E5. Vidmo da je g3(iA) = i5g3(A) =
—g3(A), dakle g3(A) = 0. Dakle, Ej : y?> = 42® — go(A)x, pa vidimo da je
§(Ea) = 1728. Elipticka krivulja E, je izomorfna nad C s y? = 2% + .

Analogno, pogledajmo A = Z[(3]. Imamo da je (3A = A, pa je g2(A) =
92(CG3A) = (392(A) = (*ga(A), pa je g2(A) = 0. Vidmo da je j(Ep) = 0, te da
je E izomorfan nad C s y? = 23 + 1.

Jedan od glavnih rezultata teorije kompleksnog mnozenja je da ¢ée torzijske
tocke neke elipticke krivulje s kompleksnim mnozenje generirati Abelova prosi-
renja nekih polja algerbarskih brojeva.

Definicija. Neka je E € ELL(R), gdje je R red u kvadratnom imaginarnom
polju, te neka je a neki cijeli ideal od R. Definiramo

Ela] ={P € E:aP =0 zasvaki o € a}.
Grupa El[a] se naziva grupa a-torzijskih toc¢aka od E.

Ako je a = mR, onda je Ela] = E[m].
Neka je sada a cijeli ideal od R takav da je A C a~'A. Dakle, postoji
kanonski homomorfizam

C/A — C/a"'A, zs 2,
koji inducira kanonsku izogeniju
Eyx —a- Ey.
Propozicija 86. Neka je E € ELL(R), i neka je a cijeli ideal u R. Tada
(a) Grupa E[a] je jezgra od kanonskog preslikavanja Ex — @ - Ey.
(b) Grupa Ela] je slobodan R/a-modul ranga 1.

Dokaz. (a) Neka je A reSetka koja odgovara E. Fixirajuéi izomorfizam C/A ~
E(C), imamo

Fla]~{z€C/A:az=0zasveaca}={z€C:azec Azasveaca}/A
={2€C:2zaCA}/A=a'A/A =ker(C/A — C/a"'A) =ker(Ex — a- Ep).
(b) Vidite [8, Proposition 1.4. p.102]. O

Odmah dobivamo sljededéi korolar.
Korolar 87. Neka je E € ELL(R).
(a) Za sve cijele ideale a od R, preslikavanje Ex — a- Ey je stupnja N g(a).
(b) Za svaki o € R, endomorfizam [o] : E — E je stupnja N q(c).

Dokaz. Jasno je da (b) slijedi iz (a) uzimanjem glavnog ideala a = («). Tvrdnju
(a) imamo iz

deg(Epx — a - Ey) = |E[a]|, prema Propoziciji (a)
= |R/a| = Ng/g(a), prema Propoziciji [86[ (b).
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Polja definicije

Kako nas zanimaju "aritmeticka" pitanja, tj. svojstava PAB i eliptickih krivulja
nad PAB, bit ¢e nam bitno odrediti koje je polje definicije neke elipticke krivulje
s kompleksnim mnozenjem s R.

Propozicija 88. (a) Neka je E/C elitpicka krivulja, o € Aut(C). Tada je
End(E) ~ End(E?).

(b) Neka je E/C elitpicka krivulja s kompleksnim mnoZenjem s R := Of
prsten cijelih nekog imaginarnog kvadratnog polja K. Tada je j(E) € Q.

(c) ELL(R) ~ {elipticke krivulje E/Q : End E ~ R}/izomorfizmi nad Q.

Dokaz. (a) Ovo je otito: ako je ¢ : E — E endomorfizam od E, tada je ¢7 :
E? — E° endomorfizam od E?. Ovdje E° oznacava elipticku krivulju na ¢ije
je koeficijente djelovano s o.

(b) Neka je 0 € Aut(C). Lako se direktno provjeri da je j(E)? = j(E?), posto
je j racionalna funkcija na koeficijentima od E. Medutim, ranije smo dokazali
da ima kona¢no (to¢nije C'Lk) eliptickih krivulja s End Eg, a j-invariajanta
odreduje klasu izomorfizma (nad C) od E. Dakle skup {j(E)? : 0 € AutC} je
konacan. Slijedi da je j(E) algebarski.

(c) Definirajmo da je

ELLE(R) ~ {elipticke krivulje E/F : End E ~ R} /izomorfizmi nad F.
Promotrimo prirodno preslikavanje
€: ELLG(R) — ELLC(R).

Trebamo dokazati da je € bijekcija. Neka je E/C reprezent nekog elementa od
ELLc(R). Tada je po tocki (b) j(E) € Q. Znamo da postoji elipticka krivulja
E'/Q(j(FE)) takva da je j(E') = j(F), te da su E i E’ izomorfne nad C. Dakle,
e(E") = E, pa je € surjekcija.

Dokazimo sada da je € injekcija. Neka su E;/Q i Fy/Q reprezenti elemenata
od ELLG(R), te neka je e(E1) = €(Ea). Tada je j(E1) = j(E2), te su Ej i
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E5 izomorfni nad Q (8tovise, izomorfni su and nekim poljem stupnja < 6 nad
Q(j(£1)). Dakle Ey i E» su u istoj klasi u ELLgG(R). Dakle, € je injekcija. [

Sada nas zanima polje definicija preslikavanja [a] : E — F, 7za a € R.

Teorem 89. (a) Neka je E/C elipticka krivulja s kompleksnim mnoZenjem
s nekim prstenom R C C. Tada je ([0]g)° = [a°]gs za sve o € R i
o € Aut C.

(b) Neka je E elipticka krivulja definirana nad nekim poljern L C C s komplek-
snim mnoZenjem s nekim redom R C K, gdje je K imaginarno kvadratno
polje. Tada su svi endomorfizmi od E definirani nad LK.

(c) Neka su Ey i Es elipticke krivulje definriane nad poljem L C C. Tada pos-
toji konacno prosirenje L'/ L takvo da su sve izogenije s Ey u FEy definirane
nad L.

Dokaz. Tvrdnju (a) ne¢emo dokazivati, dokaz se moZe naéi na [8, p.106].
(b) Neka je o € Aut C takav da fiksira L. Imamo da je F = E?, posto je E
definirana nad L. Po (a) imamo da je ([a]g)? = [a]g- = [@”]g. Ako o fiksira
i K1ilL,tada je @ = . Dakle imamo da je ([a]g)? = [a]g za sve 0 € AutC
koji fiksiraju LK, pa je ] defiiran nad LK.
(c) Neka je ¢ : E1 — E5 izogenija. Za svaki 0 € AutC koji fixira L imamo
da je ¢” € Hom(E1, E2). Dokazali smo da je svaka izogenija jedinstveno odre-
dena svojom jezgrom. Posto svaka elipticka krivulja ima samo kona¢no mnogo
podgrupa nekog fiksnog konac¢nog reda, te posto su Aut F; i Aut Ey konaéni, za-
klju¢ujemo da Hom(E1, E5) sadrzi samo kona¢no mnogo izogenija nekog fiksnog
stupnja. Dakle skup

{¢? : 0 € At C, o fiksira L}

je konacan, pa je dakle ¢ definiran nad kona¢nim proSirenjem od L. Sada
koristimo ¢injenicu (vidi [7, Corollary I11.7.5., p.91]) da je Hom(E;, E2) slobodan
Z-modul ranga najviSe 4, te nakon §to uzmemo kompozitum polja definicije
svih generatora, tada ¢e i svaki element od Hom(FE, F5) biti definiran nad tim
poljem.

O

Vidi [8 Remarks 2.2.1-2.2.3., p.107] za neke primjere i komentare.

Teorem 90. Neka je E/C elipticka krivulja s kompleksnim mnoZenjem s Ok
imaginarnog kvadratnog polja K, te neka je

L= K(](E)a Etors)

polje generirano s j-invarijanotom od E i s koordinatama svih torzijskih tocaka
od E. Tada je L Abelovo prosirenje od K (j(F)).

Dokaz. Stavimo H = K(j(E)), te neka je L,, = H(E[m]). Posto je L kompo-
zitum svih L,,-ova, dosta je dokazati da je L,, Abelovo prosirenje od H.
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Neka je p : Gal(K/H) — Aut(E[m]) mod m Galoisova reprezentacija pri-
druZena E. Za prouizvoljnu elitpi¢ku krivulju, sve §to mozemo reéi je da je slika
od p sadrzana u Aut(E[m]) ~ GLy(Z/mZ).

Medutim, u naSem slucaju, ¢injenica da imamo kompleksno mnozenje c¢e
nam dati dodatne informacije. Teorem [89| (b) nam kaZe da su svi endomorfizmi
od E definirani nad H.

Dakle imamo da elementi od Gal(L,,/H) komutiraju s elementima od Ok
u djelovanju na E[m], tj. ([o|T)° = [a]T? za sve o € Gal(L,,/H), T € E[m] i
a€ Ok.

Zaklju¢ujemo da posto E[m] nije samo Z/mZ-modul, nego O /mOy modul,
da nam je p zapravo homomorfizam iz Gal(L,,/H) u grupu automorfizama od
E[m] kao Ok /mOg-modula. Dakle, p inducira injekciju

¢ : Gal(Ly,/H) — Auto, /mo, Elm].

Medutim, posto je E[m] slobodan O /mOg-modul ranga 1 po 86| (b), imamo
da je

AutoK/m@K E[m] ~ (OK/'ITLOK)X,
te je o€ito Gal(L,,/H) Abelova. O

Neka je u daljnjoj argumentaciji R = Ok za neko kvadratno imaginarno
polje K. Postoji prirodno djelovanje od Gal(K/K) na ELL(R), koje alje klasu
od E u klasu od E° za svaki o € Gal(K/K). S druge strane, pokazali smo da
CLg djeluje slobodno i tranzitivno na ELL(R). Dakle postoji jedinstveni a €
CLk takav da je a- E = E°. Dakle, dobili smo dobro definirnao preslikavanje:

F:Gal(K/K)— CL(R)

odredeno s -
E? =F(o)-E zasve 0 € Gal(K/K).

Proucavanje ovog presalikavanja ¢e nam biti kljuéno kako bi razumjeli polje
K(j(E)). Dokazat ¢emo da je F' homomorfizam, te da F' ne ovisi o izboru E
(3to nije ocito iz definicije).

Sljede¢u lemu ostavljamo bez dokaza. Dokaz se moZze nadi u [8, p.113-115.]

Lema 91. Neka je E/Q elipticka krivulja koja je reprezent elementa iz ELL(R),
te neka je a. Tada je
(a-E)? =0’ - E°.

Propozicija 92. Neka je K/Q kvadratno imaginarno polje. Tada postoji ho-
momorfizam o
F:Gal(K/K)— CL(R) (15.1)

koji je jedinstveno odreden svojstvima

E° =F(0)-FE za sve 0 € Gal(K/K) i sve E € ELL(R).
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Dokaz. Prema prethodno dokazanom i argumentiranom, za svaki o € Gal(K/K)
postoji jedinstveni @ € CLg takav dajea- F = E°. o
Pokazimo da je F' homomorfizam. Neka su 0,7 € Gal(K/K). Tada je

Flot) - E=E7" = (E°)" = (F(0) - E)T = F(1)-(F(0) - E)) = (F(0)F(7)) - E.

Posljednja jednakost slijedi iz djelovanja CL(K) na ELL(R), te iz toga §to je
CL(K) Abelova grupa.

Ostaje nam dokazati da F' ne ovisi o izboru elipticke krivulje FE. Neka
su By, By € ELL(R) i neka je 0 € Gal(K/K). Neka su aj,ay takvi da je
EY =a;-E11E] =ay-Ey. Trebamo pokazati da je a; = dz. Posto C'Lk
djeluje tranzitivno na ELL(R), postoji neki b takav da je Fy = b - E;. Sada
imamo

(6-F)7 =EJ =0y By =0y (b- Ey) = (G200, ') - EY,

posto je (b- F1)° =b- EY. Podto je b = b7, posto je b ideal u K, tvrdnja slijedi
iz Leme [91] O

15.1 Hilbertovo polje klasa

Sada nam je cilj dokazati sljedeci teorem.

Teorem 93. Neka je K/Q kvadratno imaginarno polje s prstenom cijelih R i
neka je End E ~ R. Tada je K(j(E)) Hilbertovo polje klasa H od K.

Napomena. Primjetimo da je nije tesko konstruirati elipticku krivulju F koja
zadovoljava End EF ~ R. Mozemo jednostavno uzeti Eg, gdje R promatramo
kao resetku. Tada imamo da je

J(E) = j(R) = 1728¢3(R)/(g3(R) — 27g3(R)).
Dokazimo sljede¢u tehnicku propoziciju koja ¢e nam trebati.

Propozicija 94. Neka je L PAB, P maksimalni ideal od L, Ey i E> elipticke
krivulje nad L s dobrom redukcijom u B, te neka su E1 i Eo njihove redukcije
modulod B. Tada je redukcija modulo P

Hom(Ey, Ey) — Hom(Ey, Es), ¢+ ¢
injektivno preslikavanje. Takoder, st ¢ = st ¢.

Dokaz. Mi ¢emo samo dokazati injektivnost, dok se dokaz oCuvanja stupnjeva
moze nadéi u [8 p.124]. }

Neka je ¢ : F1 — Es izogenija koja zadovoljava ¢ = [0]. Znamo da je
redukcija modulo p injektivna na Es[m] ako p ne dijeli m. Ako je T € Ey[m)],
tada je po pretpostavci CTD(T) = J)(T) = O. Posto je T € Ey[m), slijedi da je
@(T) = O. Dakle E;[m] C ker ¢. Ovo vrijedi za sve m koje p ne dijeli, dakle za
proizvoljno velike m. Dakle, ¢ = [0]. O
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Sljedeca ¢e nam propozicija dati dosta informacija o funkciji F iz Os-
tavljamo je bez dokaza.

Propozicija 95. Neka je K kvadratno imaginarno polje. Postoji konacan skup
prostih brojeva (€ Z.) takvih da ako p ¢ S, te ako se p cijepa u K, tj. pOx = pp’,
tada je

F(oy) =p € CL(K),

gdje o, Frobenius u p, a F je funkcija definirana u[15.1]
Dokzimo posljedice Propozicije [05}

Teorem 96. Neka je E reprezent nekog elementa od ELL(R), gdje je R prsten
glavnih od kvadratnog imaginarnog polja K. Tada

(a) K(§(E)) je Hilbertovo polje klasa H od K.
(b) [QG(E)) : Q) = [K(§(E)) : K] = hk-

(¢c) Neka su Ey, ... Ey reprezenti za sve klase iz ELL(R). Tada suj(Er),...,5(Ep)
svi Gal(K/K) konujugati od j(E).

(d) Za svaki prosti ideal p od K,
J(E) =i E).
Opéenitije, za svaki razlomljeni ideal 0 # a od K, vrijedi
J(B) SO = j(a- B).
Dokaz. Neka je L fiksno polje jezgre od F : Gal(K/K) — CL(K). Posto je
ker I kona¢nog indeksa u Gal(//K), slijedi da je L konéno progirenje od K, te
posto je ker F' normalna, slijedi da je L/K normalno prosirenje. Stovise, posto
je _
Gal(L/K) ~ Gal(K/L)/ker F ~ CL(K),
slijedi da je L/K Abelovo. Imamo
Gal(K/L) =ker F = {0 € Gal(K/K) : F(0) = 1}

={0€Gal(K/K): F(o) - E=FE}.
Zadnja jednakost vrijedi jer CL(K) djeluje slobodno na ELL(R). Nadalje,

{0 € Gal(K/K): F(o)-E = E} = {0 € Gal(K/K) : E° = E}

— {0 € Gal(K/K) : (E°) = j(E)} = {0 € Qal(K/K) : j(E)" = j(E)}
— Gal(K/K (j(E))).
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Dakle L = K(j(E)). Neka je f konduktor od L/K. Promotrimo sad kompo-
ziciju Artinovog presliakvanja i F

LB, GaL/K) L CL(K).

I
Tvrdimo da je ovo preslikavanje prirodna projekcija, tj. da je

F((a,L/K))=14d zasvea€Ij.

Dokazimo to. Neka je a € Ij i neka je S skup (konacan) svih prostih brojeva
koji zadovoljavaju neko od sljedecih svojstava:

(i) p se grana u L.

(ii) Neki od E;-ova ima losu redukciju u nekom prostom idealu od L koji dijeli
p.

(iii) p dijeli ili brojnik ili nazivnik od N(j(E;) — j(Fkx)) za neke i # k.

U dokazu ¢emo koristiti nesto jac¢u verziju generaliziranog Dirichletovog te-
orema: u svakoj generaliziranoj klasi postoji beskona¢no mnogo prostih ideala
inercijskog stupnja 1. Sada nam (generalizirani) Dirichletov teorem kaze da
postoji prosti prosti ideal p u svakoj Pj-klasi inercijskog stupnja 1, (tj. ideal od
Z nad njim se grana) koji nije iz S. Neka je p takav koji je u istoj klasi kao i a.
Dakle, postoji « € K* takav da je

a=1 (modf)ia=(a)p.

Imamo da je

F((a, L/K)) = F(()p, L/ K) (15.2)
— F((p, L/K) jerje (P (15.3)
=p zbog Proporzicije (15.4)
=a jera=p (15.5)

Primjetimo da je direktna posljedica da je
F(((o), L/K)) = 1 za sve glavne ideale (a) € ;.
Takoder znamo da je F : Gal(L/K) — CL(K) injektivno, pa je
(a), L/K) =1

za sve (o) € I;. Medutim, znamo d aje konduktor f najmanji cijeli ideal od K
takav da zadovoljava

a=1 (modf) = ((o),L/K)=1.
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Dakle f = (1), dakle L/K je nerazgranto po svojstvima konduktora. Dakle, L
je sadrzano u Hilbertovom polju klasa H od K.

Primjetimo sada da je prirodno preslikavanje I(1) — CL(K) o€ito surjek-
tivno, pa zaklju¢ujemo i da je F' : Gal(L/K) — CL(K) surjektivno, pa time i
izomorfizam. Dakle imamo da je

[L: K] =#Gal(L/K) = #CL(K) = # Gal(H/K) = [H : K],

pa zajedno s L C H, to nam daje L = H. Time smo dokazali (a) i drugu
jednakost u (b).
Sjetimo se da smo prethodni put dokazali da je [Q(j(E)) : Q) < #ELL(Ok) =
hx. Posto je
hi = [K(§(E)) : K] < [Q((E)) : Q] < ha,

imamo da su u gornjoj jednadzbi svugdje jednakosti, §to dokazuje (b).
Znamo da CL(K) tranzitivno djeluje na skup j-invarijanti

Preslikavanje F : Gal(K/K) — CL(K) se definira tako da oba skupa djeluju
na isti na¢in na J, dakle zaklju¢ujemo da Gal(K/K) tranzitivno djeluje na .J.
Dakle J je potpuni skup Galoisovih kojugata od j(E), $to dokazuje (c).

(d) slijedi iz dokazane tvrdnje za I;. Posto je f = (1), tvrdnja je dokazana
za sve razlomljene ideale. O



Poglavlje 16

Maksimalno Abelovo
prosirenje

Prije nego §to krenemo dalje, iskaZimo sljedec¢u slabu verziju Artinovog recipro-
citeta (vidi [8, Proposition 3.3.1]) koju smo zapravo koristili i u prethodnom
poglavlju.

Propozicija 97 (Artinov reciprocitet). Neka je L/K konaéno Abelovo prosi-
renje. Tada postoji ideal § od Ok, koji je djeljiv tocno s onim prostim idealima
koji se granaju v L/ K, takav da

((a),L/K) =1 za sve a € K* takvi da « =1 (mod f).

Ideal § u prethodnoj propoziciji je naravno konduktor. Primjetimo da pro-
pozicija kaze da ako je L Hilbertovo polje klasa, tada je ((«), L/K) = 1 za sve
a € K*. Takoder prisjetimo da se idela od K potpuno cijepa u L ako i samo
ako je glavni (u K).

Neka je, kao i do sada F elipticka krivulja s kompleksnim mnoZzenjem s R =
Ok, te neka je H = K(j(FE)) Hilbertovo polje klasa od K. Pogto je j(F) € H,
mozemo uzeti da E ima koeficijente iz H. Ako je p ideal od H koji dijeli p,
primjetimo da E (mod p) =: E ima izogeniju E — E®), (z,y) — (zP,yP). Taj
endomorfizam € End E zovemo Frobenius. Sljedec¢a propozicija nam govori da
je Frobenius redukcija neke izogenije nad H.

Propozicija 98. Neka je K kvadratno imaginarno polje, H Hilbertovo polje
klasa od K, E/H elipticka krivulja s kompleksnim mnoZenje s R. Neka je oy, €
Gal(H/K) takav da je o, = (p, H/K) za prosti ideal p od O, te neka je P ideal
od Oy nad p. Ako je p stupnja 1 (pod tim mislimo da je [k(p) : Fp] = 1) i nije
u skupu S definiranom u dokazu Teorema te time E ima dobru redukciju u
B. Tada postoji izogenija

A E— E%

¢ija je redukcija modulo P

AiB o B

81
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Dokaz. Vidi dokaz[8 Proposition II1.5.3, p.132] O

Korolar 99. Neka je K kvadratno imaginarno polje, H Hilbertovo polje klasa
od K, E/H elipticka krivulja s kompleksnim mnoZenjem s R. Za skoro sve
proste ideale p od K, takve da je (p, H/K) = 1, postoji jedinstveniu m € R takav
da je redukcija od [r] : E — E jednaka Frobeniusu E — E.

Dokaz. Neka je 3 prost ideal koji lezi nad p (koji sam lezi nad p) koji zadovoljava
pretpostavke propozicije. Po prethodnoj propoziciji imamo da je redukcija od
A E — E% jednaka Frobeniusu ¢ : E — EW),

Po pretpostavci je (p, H/K) = 1, pa je 0, = id, dakle \ je endomorfizam,
pa je on mnozenje s nekim 7 € R. To implicira da je E = E® . Sada imamo
da je N(p) = p = st ¢ = st[r] = |N(7)|, pa imamo da posto je p prost ideal u
kvadratnom polju K, da je p =7nRili p =7R.

Jedinstvenost ne¢emo dokazivati O

Prisjetimo se da nam Kronecker-Weberov teorem kaze da je maksimalno
Abelovo prosirenje od Q genrirano s korijenima od jedinice, ili ekvivalentno s
torzijskim toc¢kama grupe C*.

Nag cilj u ovom poglavlju je naé¢i maksimalno Abelovo profirenje od K.
Bilo bi dobro kada bi torzijske tocke od E' s End E' = R generirale maksimalno
Abelovo progirenje od K. Medutim, to nije istina: one ¢e generirati maksimalno
abelovo progirenje od H := K(j(FE)).

Neka je

h:E — E/Aut(E) ~ P!

morfizam definiran nad H; takav morizam se zove Weberova funkcija za E/H.

Primjer 41. Neka je
E:y*=24ax+0b, abeH.

Tada imamo sljedeéu Weberovu funkciju:

x ab#0
h(P) :=h(z,y) = 2> b=0
2> a=0.

Da bi generirali Abelova prosirenja od K, koristit ¢emo Weberovu funkciju
od F, dakle u osnovi ¢emo dodavati z-koordinate od torzijskih tocaka.
Imamo sljedeéi teorem:

Teorem 100. Neka je K kvadratno imaginarno polje, E elipticka krivulja s
kompleksnim mnoZenjem s R, i neka je h : E — P' Weberova funkcija iz pret-
hodnog primjera. Neka je m (cijeli) ideal od R. Tada je polje

K(j(E), (E[m]))

polje klasa od K zrake m.
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Dokaz. Neka je L = K(j(F),h(E[m])). Tada je L 2 K(j(E)), te znamo da je
H := K(j(E)) Hilbertovo polje klasa od K. Da bi dokazali da je L polje klasa
od K zrake m trebamo pokazati da je

(p,L/K)=1<=p € Py,

za sve osim kona¢no mnogo prostih idela u K. Ovdje opet moZzemo iskoristiti
¢injenicu da u svakoj klasi od I, /Py, ima beskonatno mnogo prostih ideala
stupnja 1, pa je dosta tvrdnju dokazati za ideale stupnja 1, poSto Frobenius
ovisi samo o klasi u kojoj je p (klasa ne mora apriori biti modulo P, ali mora
biti modulo neka generalizirana klasa ideala H).

Pretpostavimo da je p prost ideal od K stupnja 1 takav da je p € Py,. Znaci
da je

p=pR zaneki p € R takavdajep=1 (mod m).

Dakle, po definciji, p je glavni ideal pa je (p, H/K) = 1. Dakle, moZemo primje-
niti prethodnu propoziciju da bismo dobili neki 7 € R takav da jep = 7R i da
je redukcija mnozenja s m : E — E jednaka Frobeniusu E — E. Zaklju¢ujemo
dajemR=p=puR,pajenm =¢&uzaneki £ € R*. Posto je [(] € Awt E, [r] i [u]
se razlikuju za neki automorfizam od E.

Znamo da (p, L/K) fiksira H = K(j(F)), pa da bi dokazali da fiksira L,
moramo dokazati da fiksira h(FE[m]). Neka je T € E[m] bilo koja m-torzijska
tocka. Tada imamo da je

TLIK) — §(T) = [7]T,

gdje je ¢ Frobenius. Kao i prije, znamo da je redukcija modulo p injektivna na
E[m] za sve p relativno proste s m. Dakle imamo da je

T®L/E) — [7]T.
Sada imamo da je
R(T)PL/E) = p(T®L/E)Y jer je (p, H/K) =11 h je definiran nad H,

= h([7]T) = h([&] o [u]T) = h([1]T") posto je h cijepanje s Aut E,
=h(T) postoje T € Elm], te p =1 (mod m).

Dakle dokazali smo p € P, = (p,L/K) = 1.

Dokazimo sada obrat. Neka je p prost ideal stupnja 1 koji zadovoljava
(p,L/K) =1. Tada je (p, H/K) = (p,L/K)|g = 1. Kao i prije, postoji 7 € R
takav da je Frobenius ¢ reduckija od [7] : E — E.

Izaberimo o € Gal(K/K) ¢ija je restrikcija na L je (p, L/K) = 1. Neka je
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sada T € E[m]. Imamo da je

I([T) = M([x]T) = h($(T))
= h(T?) jer se o reducira u ¢
= h/(}“/) = h/(})/" jer je o|lg =1, te je h definiran nad H
= W(T) jer je h(T) € Lin o]y, = 1.
= h(T

Sada primjetimo da je redukcija & modulo B od h preslikavanje

h:E— E/AuwtE ~ E/AutE.

Iz ove Cinjenice i i posto je h([x]T) = E(T), slijdi da postoji automorfizam
[(] € AutE takav da je [7]T = [¢]T. Posto je, kao i prije redukcija mod
B na F[m] injektivna, imamo da je [r — &]T = O. Posto znamo da je E[m]
slobodan R/m-modul ranga 1, slijedi da postoji jedinstven £ € R* takav da
[ — &] poinistava cijeli F[m] (izaberemo T takav da je generator of E[m] kao
R/m-modula). Dakle imamo da je 7 = £ (mod m), pa je £~ '7r =1 (mod m).
Dakle, imamo da je p = 7R = (¢~ ') R, posto je ¢ jedinica u R. Dakle p € Py,
§to smo i htjeli dokazati.

O

Korolar 101. Koristeéi notaciju iz prethodnog teorema, imamo da je
K = K(](E)» h(EtOTS))'

Dokaz. Neka je L/K neko kona¢no Abelovo progirenje i § konduktor od L/K.
Po TPK, imamo da je L sadrzan u polju klasa od K zrake f. Po prethodnom
teoremu, to znaci da je L C K (j(F), h(E][f])). Ako uzmem kompozitum po svim
konduktorima dobijemo L C K(j(E), h(Etors)), te ako uzmemo kompozitum
po svim Abelovim progirenjima od L imamo da je K% C K(j(E), h(Eiors))-
Medutim, prosli teorem nam kaZe da je K (j(E), h(FE1ors)) kompozitum Abelovih
profirenja, pa je sadrzan u K%, dakle K(j(E), h(Eiors)) = K. O



Poglavlje 17

Integralnost j-invarijante

U ovom poglavlju ¢emo dokazati (tj. skicirati dokaz) da je j-invarijanta cijeli
algebarski broj. Postoje tri dokaza ove ¢injenice: mi éemo tvrdnju dokazati
"p-adskim" pristupom (to je Serreov dokaz).

Prvo ¢emo promotiriti elipticke krivulje nad p-adskim poljima.

17.1 Tateova krivulja

Kao $to smo konstruirali elipticke krivulje nad C kao kvocijent od C s diskretnom
podgrupom A, sli¢no Zelimo napraviti i nad Q,. Medutim, ovaj pristup odmah
ne uspijeva: neka je A < @, neka netrivijalna podgrupa, te neka je 0 # t € A.
Tada imamo da je
p'te Azasven>01i lim p"t =0,
n—roo

pa je 0 gomiliste od A, dakle ne postoje diskretne podrupe od Q,.

Medutim promijenimo pristup (koriste¢i Tateovu ideju): imamo da je z —
e?™* surjektivni homomorfizam grupa iz C u C* s jezgrom Z, dakle C/Z ~ C*.
Neka je A = Z + Zr, te neka je ¢ = €>™", sada vidimo da je

C/A ~C*/q",

te je ovo alternativan na¢in zapisivanja eliptickih krivulja nad C. Tateova ideja
je isto napraviti nad Q, posto Q' ima puno diskretenih podgrupa. Na primjer
za |q| < 1 imamo ¢* = {¢" : n € Z}, te ¢e nam Qg/qz. Od sada nadalje
pretpostavljamo da je |g| < 1.

Teorem 102 (Tate). Neka je K p-adsko polje (konacno prosirenje od Q).
Postoje nizovi as(q) i ag(q) koji konvergiraju u K, te Tateova krivulja

Eq:y* +ay =2 + as(q)x + as(q)

85
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1
J(Eq) = p + 744 4+ 196884q + . . .,
te surjektivni homomorfizam
¢: K" — E,(K)

s jezgrom q°. gtom'§e, preslikavange ¢ je kompatibilno s djelovanjem grupe
Gal(K/K) u smislu da je

p(u?) = ¢p(u)’ za sveu € K o € Gal(K/K).
Posljedi¢no, za vako algebarsko prosirenje L/ K, ¢ inducira izomorfizam
b L*[q" = By(L).

Napomena. Precizniji iskaz, s eksplicitno opisanim a4, ag, ¢, te dokaz teorema
se moze naéi u [8, Poglavije V.3]. Primjetimo da izomorfizam C*/¢% ~ E(C)
nije kompatibilan s djelovanjem Galoisove grupe, dakle u p-adskom sluc¢aju se
sve posebno lijepo izgleda.

17.2 Elipticke krivulje nad p-adskim poljima

Tateov teorem nam kaze da je za svaki ¢, takava da je |q| < 1, K* /¢” izomorfno
s E4(K). Tako mozemo dobiti svaku elipti¢ku korvilju s valuacijom vecom od
od 1. To je o€ito nuza uvjet posto je

1 1
l7(Eq)| = |- + 744 + 196884q+...‘ = H > 1.
q q
Lema 103. Neka je a € @p takav da je |a| > 1. Tada postoji jedinstveni
q € Qp(a)*, za koji je |q| <1 takav da je j(E,) = a.
Iskazimo sada Tateov teorem o uniformizaciji.

Teorem 104 (Tateov teorem o uniformizaciji). Neka je K p-adsko polje, E /K
elipticka krivulja, s |j(E)| > 1. Tada postoji jedinstveni g € K*, |q| < 1 takav
da je E izomorfan nad K s Tateov krivuljom E,. Takoder, E je izomorfan nad
E4 nad K ako i samo ako E ima rascijepanu multiplikativnu redukciju.

Napomena. Tateov teorem o uniformizaciji nam kaZe da ¢e FE biti izomfran s
E, nad kvadratnim proSirenjem od K.

17.3 Cjelobrojnost j-invartijante

Propozicija 105. Neka je K p-adsko polje s normaliziranom valuacijom v,
E/K elipticka krivulja, |j(E)| > 1, te neka je £ > 3 prost broj koji ne dijeli
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v(j(E)). Tada postoji element o u inercijskoj podgrupi od Gal(K /K) koji djeluje

1
na £-torzijsku podgrupu E[l] od E kao matrica e tj. postoji baza Py, Py €
E[l] takva da je

P? =P, i P =P+ P,

Dokaz. Prvo primjetimo da ako je L/K kona¢no progirenje stupnja relativno
prostog s £, tada ako je tvrdnja istinita za L, istinita je i za K. To slijedi jer,
ako je w valuacija u L, tj. progirenje od v, tada je w(j(E)) = e-v(j(E)). Posto
e dijeli [L : K], imamo da je e relativno prost s ¢, tada postoji (1) 1) , (koji
je reda £) u Gal(K/K) ako i samo ako postoji u Gal(K/L).

Po Tateov teoremu o uniformizaciji, F je izomrofna nad kvadratnim poljem
nekoj Tateovoj krivulji s E,. Dakle moZemo pretpostaviti da sve radimo nad tim
kvadratnim proirenjem, te dokazivati tvrdnju za E,, gdje je ¢ € K*. Takoder
mozemo dodati u polje { = (;, primitivni ¢-ti korijen iz jedinice, posto tada
dobivamo prosirenje stupnja koje dijeli £ — 1, te koje je ocito relativno prostog
stupnja s £. Nazovimo to novo polje opet K.

Neka je Q = ¢'/* € K fiksan /-ti korijen iz ¢. Kummerova teorija nam
kaze da je K(Q)/K potpuno razgranato profirenje stupnja £, pa postoji o u
inerciiskoj podgrupi od Gal(K/K) takav da je Q7 = ¢Q. Tvrdimo da je to
upravo trazeni o nakon dobrog izbora baze za E,[{]. Sjetimo se da je

E,K)~K " /q".

Uz ovu identifikaciju imamo da ocito @Q i ¢ generiraju Ey[¢]. Posto djelovanje od
Gal(K/K) komutira s uniformizacijom imamo da je djelovanje od Gal(K/K)
na E4[¢] odredeno djelovanjem na @ i ¢. Neka su ¢(¢) i ¢(Q) baza za E4[(],

gdje je ¢ izomorizam izmedu E,(K)i K /q%.
Sada imamo da je
Py =¢(0)7 = ¢(¢7) = ¢(¢) = 1,
Py =¢(Q)7 = ¢(Q7) = ¢(CQ) = 8(¢) + ¢(Q) = P + P
O
Primjetimo da je ova propozicija istinita i nad poljima algebarskih brojeva.

Korolar 106. Neka je K/Q polje algebarskih brojeva, E/K elipticka krivu-
lja, i pretpostavimo da j-invarijanta nije iz Ok . Tada za sve ocim konacno
mmogo prostih projeva £, mod { repreztnetacija pridruZena E p, : Gal(K/K) —
Aut(E[(]]) sadrzi element

pe(o) = ((1) 1) (mod ¢)

s obzirom na neku bazu od E[{].
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Dokaz. Neka je v konaéno mjesto od K takvo da je |j(E)[, > 1. Neka je
Gal(K,/K,) < Gal(K/K). Po prethodnom rezultatu postoji o € Gal(K,/K,)

koji djeluje kao ((1) 1 na E[(]. Posto imamo da je E[{] C K C K,, gotovi
smo. O

Teorem 107. Neka je K/Q polje algebarskih brojeva, E/K elipticka krivulja
takva da je j(E) ¢ Ok. Tada je End E = Z.

Dokaz. Neka je ¢ prost broj. Prvo konstruiramo reprezentaciju nekog endomor-
fizma
End E — End(E[{]) ~ GL2(Z/{Z),

odredenog djelovanjem endomorfizma na Ty E. Koristimo ¢injenicu da je
degy =detyp (mod ¥)

kojeg ne¢emo dokazivati.
Neka je ¢ € End FE izogenija. Readeéi, ako je potrebno nad kona¢nim progi-
renjem od K, mozemo pretpostaviti da je F definirana nad K. Dakle

Y(P7) = ¢(P)? za sve ¢ € Gal(K/K) i sve P € Gal(K/K),

dakle djelovanje od v i o na E[{] komutira. Tvrdimo da je ¢» € Z. Neka je
m = deg(1 + ¢) — deg(¢)) — 1. Kad bi ¢ bio u Z, tada bi bilo m = 2¢. Upravo
¢emo to htjeti dokazati. Neka je o € Gal(K/K) takav da je

=3 1)

u nekoj bazi { Py, P»}; ovo je po prethodnom korolaru istina za sve osim kona¢no
mnogo prostih ¢-ova. Analogno, imamo da je

a b
w—<c d),

za neke a, b, c,d € Z/{Z. Posto djelovanje od v i o na E[f] komutira, imamo da

” EOEY-Coe)

dobijemo da je a = d i c =0, dakle

a b
¢z=<0 a>’
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Sada imamo da je
m = deg(l + ¢) — deg(y)) — 1

Edet(1+w)—det(¢)—1zdet<l_ga 1ia>—det<a Z)—l (mod ¢)

=2a (mod ¥)

Sada imamo da je

m 0 a b 9 9
—2) = —2) = -2 = —4a” =
deg(m—21) = det(m—21) = det l(o m) <0 a)} m‘—4a® =0 (mod ¢),
posto je m —2a =0 (mod ¢). Dakle imamo da je deg(m — 2¢) =0 (mod ¢) za
sve osim kona¢no mnogo ¢-ova, pa mozemo zakljuciti da je deg(m — 2¢) = 0,
dakle m = 2¢. Znamo da je v cijeli algebarski broj, pa poosto je m € Z,
zakljuCujemo da je i ¢» € Z. Dakle End E = Z.
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