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Predgovor prvom izdanju

Teorija brojeva grana je matematike koja se ponajprije bavi proučavanjem
svojstava prirodnih brojeva kao što su djeljivost, rastav na proste faktore
ili rješivost jednadžbi u prirodnim brojevima. Ona ima vrlo dugu i bogatu
povijest, a važan su joj doprinos dali i neki od najvažnijih matematičara u
povijesti poput Euklida, Eulera i Gaussa. Tijekom te duge povijesti teorija
brojeva često se smatrala “najčišćom” granom matematike, u smislu da je
bila najdalja od bilo kakvih konkretnih primjena. Med̄utim, sredinom 70-ih
godina 20. stoljeća nastupa bitna promjena, tako da je danas teorija brojeva
jedna od najvažnijih grana matematike za primjene u kriptografiji i sigurnoj
razmjeni informacija.

Ova je knjiga nastala na osnovi nastavnih materijala (dostupnih na inter-
netskoj stranici https://web.math.pmf.unizg.hr/∼duje/) iz kolegija
Teorija brojeva i Elementarna teorija brojeva, koji se predaju na preddiplom-
skim studijima na Matematičkom odsjeku Prirodoslovno-matematičkog fa-
kulteta Sveučilišta u Zagrebu, te kolegija Diofantske jednadžbe i Diofantske
aproksimacije i primjene, koji su se predavali na doktorskom studiju mate-
matike na istom fakultetu. Knjiga potpuno pokriva sadržaj navedenih kole-
gija, ali sadržava i druge povezane teme poput eliptičkih krivulja kojima su
posvećena zadnja dva poglavlja u knjizi. U knjizi su obrad̄ene i neke teme
koje su bile i jesu u središtu istraživačkog interesa autora knjige i ostalih
članova hrvatske grupe iz teorije brojeva okupljene oko Seminara za teoriju
brojeva i algebru.

Knjiga je ponajprije namijenjena studentima matematike i srodnih fa-
kulteta na hrvatskim sveučilištima koji slušaju kolegije iz teorije brojeva i
njezinih primjena, potom naprednim srednjoškolcima koji se pripremaju za
matematička natjecanja u kojima na svim razinama, od školske do med̄una-
rodne, teorija brojeva uvijek zauzima važno mjesto, te doktorskim studen-
tima i znanstvenicima koji se bave teorijom brojeva, algebrom i kriptografi-
jom.
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Pri pisanju ove knjige korišteni su brojni izvori. Osnovna literatura za
svako (pot)poglavlje navedena je na odgovarajućim mjestima u knjizi. Istak-
nimo ovdje da su kod pisanja prve verzije skripata [78] osnovna literatura
bile knjige A. Baker: A Concise Introduction to the Theory of Numbers [14] i
I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L. Montgomery: An Introduction to the Theory
of Numbers [246]. Veliki dio korištene literature dostupan je u Središnjoj
matematičkoj knjižnici na Matematičkom odsjeku PMF-a, a znatnim dijelom
je nabavljen iz sredstava znanstvenih projekata kojima sam bio voditelj ili
član (projekti Ministarstva znanosti i obrazovanja, potpore Sveučilišta u Za-
grebu, projekti Hrvatske zaklade za znanost, Znanstveni centar izvrsnosti
QuantiXLie).

Kao što je već rečeno, knjiga potpuno pokriva sadržaj kolegija Teorija
brojeva (Poglavlja 2, 3.1–3.7, 4, 5.2, 5.3, 6.2, 6.3, 7.2, 8.1, 8.3, 8.4, 8.6,
10.1–10.4, 12.1), Elementarna teorija brojeva (Poglavlja 2, 3.1–3.7, 4, 5.1,
5.3, 6.1, 6.2, 7.1, 10.1–10.4, 9.1, 9.2), Diofantske jednadžbe (Poglavlja 10.3–
10.8, 13.1–13.3, 8.8, 8.9, 14, 16.2–16.5, 15.1, 15.5), Diofantske aproksima-
cije i primjene (Poglavlja 8.1–8.6, 10.4, 10.5, 8.8, 8.9, 9, 13.1, 13.2, 14.1,
14.2, 13.4, 13.5).

Gore navedena poglavlja iz kolegija Teorija brojeva i Elementarna teorija
brojeva ujedno su i poglavlja (uz dodatak uvodnog Poglavlja 1) koja se pre-
poručaju čitatelju zainteresiranom za sadržaj koji se obično naziva elemen-
tarna teorija brojeva. Poglavlje 12 se može shvatiti kao kratki uvod u alge-
barsku teoriju brojeva, a Poglavlje 7 isto tako kao kratki uvod u analitičku
teoriju brojeva. Svakako treba naglasiti da opseg knjige (a i znanje autora)
ne omogućavaju da knjiga uključi sve ono što bi sustavna obrada tema iz al-
gebarske i analitičke teorije brojeva obuhvaćala. Poglavlje 11 koje obrad̄uje
temu polinoma može se shvatiti i kao priprema za Poglavlje 12. Eliptičkim
krivuljama su posvećena zadnja dva Poglavlja 15 i 16, ali to naravno ne
obuhvaća sve što bi se o toj temi moglo reći (kao što piše u uvodu knjige
[210], “o eliptičkim krivuljama se može pisati beskrajno”), posebice se to
odnosi na vezu eliptičkih krivulja s modularnim formama i algebarskom
geometrijom, pa čitatelja koji će poželjeti dodatne informacije o toj temi
upućujemo na skripte na hrvatskom jeziku [89, 156, 188, 234, 237]. Ostala
postojeća literatura na hrvatskom jeziku odnosi se ponajprije na neke dije-
love elementarne teorije brojeva [135, 226, 252, 254], a spomenimo i knji-
žicu Brojevi koja sadržava zanimljiv pregled i vid̄enje teorije brojeva [309].
Teme iz elementarne teorije brojeva dobro su zastupljene i u člancima u
hrvatskim stručno-metodičkim i znanstveno-popularizacijskim časopisima:
Matematika, Matematǐcko-fizǐcki list, Matka, Poučak, math.e, Matematika i
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škola, Osječki matematǐcki list, Acta mathematica Spalatensia Series didac-
tica. U ovoj knjizi dotiče se i tema primjene teorije brojeva u kriptografiji
(Poglavlja 9 i 15.8), o čemu zainteresirani čitatelj može dodatne informa-
cije naći u knjizi [115]. Spomenimo još i da se kroz više poglavlja (osobito
Potpoglavlja 1.3, 4.5 i 10.6) provlače Fibonaccijevi brojevi kao zanimljiv
matematički objekt s pomoću kojeg se ilustriraju neke od obrad̄enih tema.
Pritom je korišten materijal iz knjižice [80].

Neke od specifičnih tema koje su u knjigu uključene zbog autorovih afini-
teta, a neće se uobičajeno naći u knjigama i udžbenicima iz teorije brojeva,
dane su u Potpoglavljima 8.7, 9.3, 11.4, 13.5, 14.2, 14.6 i 16.7. S jedne
strane to znači da ih čitatelj slobodno može preskočiti u prvom čitanju, a
s druge strane nadam se da će ipak biti čitatelja kojima će biti zanimljivo
u kratkim crtama pročitati što je autor knjige sa svojim suradnicima znan-
stveno radio u zadnjih 25 godina.

Na kraju svakog poglavlja nalaze se (neriješeni) zadatci koji jednim di-
jelom mogu poslužiti studentima i natjecateljima za vježbu, a katkad su
dopuna osnovnog teksta. Izvori zadataka su različiti. S jedne strane su to za-
datci s kolokvija, pismenih ispita i zadaća na preddiplomskom i doktorskom
studiju te zadatci s priprema natjecatelja, a s druge strane je dio zadataka
preuzet iz literature, primjerice iz [1, 8, 9, 22, 30, 71, 115, 153, 174, 175,
176, 263, 264, 268, 270, 271, 282, 283, 300, 313], u kojoj zainteresirani
čitatelj može pronaći mnogo dodatnih zadataka.

Zahvaljujem svima koji su čitali različite verzije rukopisa ove knjige te
me upozorili na pogreške i sugerirali poboljšanja teksta. Tu posebno ističem
kolegu Ivicu Gusića, koji mi je pomogao brojnim savjetima oko različitih ne-
doumica koje sam imao prilikom pisanja knjige, kolegu Tomislava Pejkovića,
koji je pomno pročitao cijeli rukopis knjige te me upozorio na mnoge manje
ili veće pogreške i nepreciznosti, te kolege Nikolu Adžagu, Mariju Bliznac
Trebješanin, Bernadina Ibrahimpašića, Borku Jadrijević, Anu Jurasić, Matiju
Kazalickog, Dijanu Kreso, Marcela Maretića, Miljena Mikića, Gorana Muića,
Filipa Najmana, Vinka Petričevića, Valentinu Pribanić, Ivana Soldu, Borisa
Širolu i Mladena Vukovića, koji su mi slali svoje komentare i sugestije na
pojedina poglavlja ili na cijeli rukopis prethodne verzije knjige.

Zahvaljujem i generacijama studenata Matematičkog odsjeka PMF-a koji
su svojim interesom za kolegij, koji je najprije pod naslovom Uvod u te-
oriju brojeva uveden kao izborni kolegij, omogućili da poslije ud̄e u pro-
gram studija kao obvezni kolegij Teorija brojeva na tzv. inženjerskom smjeru
te Elementarna teorija brojeva na nastavničkom smjeru preddiplomskog stu-
dija matematike. Posebno zahvaljujem studentima kojima sam bio mentor
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diplomskih radova (do sada ih je bilo 189, a priličan dio tema tih radova od-
nosi se na teoriju brojeva i njezine primjene u kriptografiji). Imao sam sreću
da su i moja predavanja na kolegijima na doktorskom studiju matematike
bila dosta dobro posjećena, pa zahvaljujem i doktorskim studentima te os-
talim članovima Seminara za teoriju brojeva i algebru koji su često davali
korisne komentare na radne materijale iz tih kolegija. Petnaest godina sam
bio član državnog povjerenstva za natjecanja iz matematike, a i poslije sam
povremeno sudjelovao u pripremama darovitih učenika za med̄unarodna
natjecanja. Dio materijala i zadataka koje sam pripremao za tu svrhu tako-
d̄er je uključen u knjigu. Prvi ozbiljniji susret autora ove knjige s teorijom
brojeva došao je upravo preko matematičkih natjecanja, pa i ovom prilikom
zahvaljujem svom srednjoškolskom profesoru Petru Vranjkoviću uz čiju sam
se pomoć pripremao za ta natjecanja uključujući i matematičku olimpijadu u
Pragu 1984. godine. Zahvaljujem i mentoru svog diplomskog i magistarskog
rada Zvonku Čerinu te mentorima doktorske disertacije Dragutinu Svrtanu
i Dimitriju Ugrin-Šparcu na uvod̄enju u znanstveni rad. Posebna zahvala ide
Attili Pethőu, profesoru sa Sveučilišta u Debrecinu i članu Mad̄arske akade-
mije znanosti, koji je, od našeg prvog susreta 1996. godine pa sve do da-
nas, svojim brojnim, vrlo korisnim savjetima usmjeravao moju znanstvenu
i nastavnu karijeru. Kao što je već naglašeno, neka od potpoglavlja u knjizi
govore o osobnim znanstvenim interesima autora, pa zahvaljujem svim svo-
jim brojnim koautorima znanstvenih radova na inspirativnoj znanstvenoj
suradnji. Zahvaljujem i svojoj obitelji na strpljenju, potpori i razumijevanju
tijekom pisanja ove knjige.

Novigrad i Zagreb, 2018. – 2019. akad. Andrej Dujella
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Predgovor drugom izdanju

Prvo izdanje Teorije brojeva, objavljeno na hrvatskom jeziku 2019. godine,
rasprodano je u roku od samo četiri godine. Očito veliko zanimanje za tu
knjigu pridonijelo je njezinu ponovnom izdavanju. Ta je prilika iskorištena
za to da se u tekst unesu ispravci i sitnija objašnjenja za koja je nakon objave
prvog izdanja uočeno da su potrebna te da se na nekim mjestima tekst ažu-
rira novim informacijama i referencama. To se posebno odnosi na poglavlja
knjige koja obrad̄uju teme ranga eliptičkih krivulja i Diofantovih m-torki
što su vrlo aktivna istraživačka područja u kojima su u med̄uvremenu pos-
tignuti važni rezultati, a oni zavrjed̄uju da se spomenu u knjizi. Pritom se
pazilo na to da numeracija definicija, teorema i sl. ostane nepromijenjena
u odnosu prema prvom izdanju s obzirom na to da je ono već citirano u
mnogobrojnim člancima te seminarskim i diplomskim radovima.

Hvala svima koji su me upozorili na veće ili manje potrebne ispravke u
prvom izdanju. To su, abecednim redom, Alejandra Alvarado, Sunben Chiu,
Mihai Cipu, Lovro Čupić, Zrinka Franušić, Clemens Fuchs, Ivica Gusić, Lajos
Hajdu, Tomislav Pejković, Attila Pethő, Johannes Schleischitz, Lovro Sindi-
čić, Boris Širola, Jagor Tambača, Antonela Trbović i Marin Varivoda. Dio su-
gestija dali su kolege koji su čitali neku od verzija engleskog izdanja knjige
koje je pod naslovom Number Theory objavljeno 2021. godine u izdanju
Školske knjige. Engleski prijevod ove knjige imao je dobar med̄unarodni
odjek i uvršten je u knjižni fond stotinjak sveučilišnih knjižnica širom svi-
jeta. Sugestije i ispravci skupljani su i redovito objavljivani na mrežnoj stra-
nici knjige. Svi su uneseni u ovo drugo izdanje te su ažurirani podatci na
odgovarajućim mjestima u knjizi. Dopunjen je i popis literature uključujući
i nedavno objavljenu zbirku zadataka iz teorije brojeva na hrvatskom je-
ziku [185]. Hvala svima koji su kupili prvo izdanje knjige te tako pridonijeli
tomu da se tiska drugo izdanje. Zahvaljujem i uredništvu Školske knjige na
susretljivosti u organiziranju pripreme drugog izdanja.

Novigrad i Zagreb, prosinac 2023. akad. Andrej Dujella
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15 Eliptičke krivulje 451
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15.8 Primjena eliptičkih krivulja u kriptografiji . . . . . . . . . . . 519
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[315] M. Vuković, Matematička logika, Element, Zagreb, 2009.

[316] M. Waldschmidt, Diophantine Approximation on Linear Algebraic
Groups, Springer-Verlag, Berlin, 2000.

[317] D. D. Wall, Fibonacci series modulo m, Amer. Math. Monthly 67
(1960), 525–532.

[318] L. C. Washington, Elliptic Curves: Number Theory and Cryptography,
CRC Press, Boca Raton, 2008.

[319] B. M. M. de Weger, Algorithms for Diophantine Equations, Centrum
voor Wiskunde en Informatica, Amsterdam, 1989.

[320] S. H. Weintraub, Factorization. Unique and Otherwise, CMS, Ottawa;
A K Peters, Wellesley, 2008.

[321] M. J. Wiener, Cryptanalysis of short RSA secret exponents, IEEE Trans.
Inform. Theory 36 (1990), 553–558.

[322] R. T. Worley, Estimating |α − p/q|, Austral. Math. Soc. Ser. A 31
(1981), 202–206.

[323] S. Y. Yan, Quantum Attacks on Public-Key Cryptosystems, Springer,
New York, 2013.

592



Indeks oznaka

N skup prirodnih brojeva
Z skup cijelih brojeva
Q skup racionalnih brojeva
R skup realnih brojeva
C skup kompleksnih brojeva
� oznaka za kraj dokaza
♦ oznaka za kraj rješenja
n! faktorijel
(n
k

)
binomni koeficijent

Ln n-ti Lucasov broj
Fn n-ti Fibonaccijev broj
a | b a dijeli b
a ∤ b a ne dijeli b
ak ‖ b ak je najveća potencija od a koja dijeli b
nzd(a, b) najveći zajednički djelitelj brojeva a i b
logb(x) logaritam po bazi b
ln(x) prirodni logaritam
nzv(a, b) najmanji zajednički višekratnik brojeva a i b
min(a, b) minimum brojeva a i b
max(a, b) maksimum brojeva a i b
fn Fermatov broj 22

n
+ 1

Mp Mersenneov broj 2p − 1
a ≡ b (mod m) a je kongruentan b modulo m
a 6≡ b (mod m) a nije kongruentan b modulo m
ϕ(m) Eulerova funkcija
indg a indeks od a u odnosu na primitivni korijen g
psp(b) pseudoprosti broj u bazi b
spsp(b) jaki pseudoprosti broj u bazi b
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INDEKS OZNAKA

(ap ) Legendreov simbol
|A| broj elemenata konačnog skupa A
( aQ) Jacobijev simbol
lpsp(a, b) Lucasov pseudoprosti broj
Aτ transponirana matrica matrice A
h(d) broj reduciranih formi s diskriminantom d
tm m-ti trokutasti broj
⌊x⌋ najveći cijeli broj ≤ x
⌈x⌉ najmanji cijeli broj ≥ x
{x} razlomljeni dio od x
µ(n) Möbiusova funkcija
σ(n) suma djelitelja broja n
τ(n) broj djelitelja broja n
f(x) = O(g(x)) |f(x)| ≤ Cg(x) za neku konstantu C
f(x) = o(g(x)) limx→∞ f(x)/g(x) = 0
f(x) ≪ g(x) |f(x)| ≤ Cg(x) za neku konstantu C
g(x) ≫ f(x) isto kao f(x) ≪ g(x)
γ Eulerova konstanta
f ∗ g Dirichletov produkt
ω(n) broj prostih djelitelja broja n
π(x) broj prostih brojeva koji su ≤ x
li(x) logaritamsko-integralna funkcija
Λ(n) Von Mangoldtova funkcija
ψ(x) Čebiševljeva funkcija ψ
ϑ(x) Čebiševljeva funkcija ϑ
ζ(s) Riemannova zeta-funkcija
Re(s) realni dio kompleksnog broja s
Im(s) imaginarni dio kompleksnog broja s
Γ(s) gama-funkcija
Bn n-ti Bernoullijev broj
χ(n) Dirichletov karakter
L(s, χ) Dirichletova L-funkcija
‖α‖ udaljenost od α do najbližeg cijelog broja
Fn Fareyjev niz reda n
[a0, a1, . . . , an] konačni verižni razlomak
[a0, a1, . . .] beskonačni verižni razlomak
pi
qi

i-ta konvergenta verižnog razlomka
pn,r

qn,r
sekundarna konvergenta verižnog razlomka

M(α) Markovljeva konstanta
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‖x‖ max(|x1|, . . . , |xn|), za x = (x1, . . . , xn)
⌊x⌉ najbliži cijeli broj realnom broju x
g(a1, . . . , an) Frobeniusov broj
νp(x) p-adska valuacija
|x|p p-adska norma
(α,βp ) Hilbertov simbol
R[x] prsten polinoma nad R
cont(f) sadržaj polinoma f
Res(f, g) rezultanta polinoma f i g
Disc(f) diskriminanta polinoma f
Dm(x, a) Dicksonov polinom
Tn(x) Čebiševljev polinom prve vrste
Un(x) Čebiševljev polinom druge vrste
Fn(x) Fibonaccijev polinom
σk(x1, . . . , xn) elementarni simetrični polinomi
N(α) norma algebarskog broja
T (α) trag algebarskog broja
NK/Q(α) norma od α s obzirom na K

TK/Q(α) trag od α s obzirom na K

OK skup svih algebarskih cijelih brojeva iz K
〈α〉 glavni ideal generiran s α
N(a) norma ideala a

h(K) broj klasa polja brojeva K
ζK(s) Dedekindova zeta-funkcija
F (α,βγ |x) hipergeometrijska funkcija
H(P ) visina polinoma P
M(P ) Mahlerova mjera polinoma P
e(P ) eksponent separacije polinoma P
K algebarsko zatvorenje polja K
℘ Weierstrassova ℘-funkcija
E(Q)tors torzijska grupa eliptičke krivulje
rank(E(Q)) rang eliptičke krivulje
ĥ kanonska visina
〈P,Q〉 Néron-Tateovo sparivanje
Fq konačno polje s q elemenata
rad(f) radikal polinoma f
rad(m) radikal prirodnog broja m
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aritmetičkom nizu, 169
o simultanim aproksimacijama,

226
Dirichletova L-funkcija, 174
diskretni logaritam, 519
diskriminanta
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polinomima, 348

p-adska norma, 314
p-adska valuacija, 314
p-adski brojevi, 315
p-adski cijeli brojevi, 315
Pascalova formula, 8
Pellova jednadžba, 277

fundamentalno rješenje, 279
pelovska jednadžba, 289
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