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Predgovor prvom izdanju

Teorija brojeva grana je matematike koja se ponajprije bavi proucavanjem
svojstava prirodnih brojeva kao Sto su djeljivost, rastav na proste faktore
ili rjesivost jednadzbi u prirodnim brojevima. Ona ima vrlo dugu i bogatu
povijest, a vazan su joj doprinos dali i neki od najvaznijih matematicara u
povijesti poput Euklida, Eulera i Gaussa. Tijekom te duge povijesti teorija
brojeva Cesto se smatrala “najc¢isS¢om” granom matematike, u smislu da je
bila najdalja od bilo kakvih konkretnih primjena. Medutim, sredinom 70-ih
godina 20. stoljeca nastupa bitna promjena, tako da je danas teorija brojeva
jedna od najvaznijih grana matematike za primjene u kriptografiji i sigurnoj
razmjeni informacija.

Ova je knjiga nastala na osnovi nastavnih materijala (dostupnih na inter-
netskoj stranici https://web.math.pmf .unizg.hr/~duje/) iz kolegija
Teorija brojeva i Elementarna teorija brojeva, koji se predaju na preddiplom-
skim studijima na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fa-
kulteta SveuciliSta u Zagrebu, te kolegija Diofantske jednadzbe i Diofantske
aproksimacije i primjene, koji su se predavali na doktorskom studiju mate-
matike na istom fakultetu. Knjiga potpuno pokriva sadrzaj navedenih kole-
gija, ali sadrzava i druge povezane teme poput eliptickih krivulja kojima su
posvecena zadnja dva poglavlja u knjizi. U knjizi su obradene i neke teme
koje su bile i jesu u sredistu istrazivackog interesa autora knjige i ostalih
clanova hrvatske grupe iz teorije brojeva okupljene oko Seminara za teoriju
brojeva i algebru.

Knjiga je ponajprije namijenjena studentima matematike i srodnih fa-
kulteta na hrvatskim sveucilistima koji slusaju kolegije iz teorije brojeva i
njezinih primjena, potom naprednim srednjoskolcima koji se pripremaju za
matematicka natjecanja u kojima na svim razinama, od $kolske do meduna-
rodne, teorija brojeva uvijek zauzima vazno mjesto, te doktorskim studen-
tima i znanstvenicima koji se bave teorijom brojeva, algebrom i kriptografi-
jom.



Pri pisanju ove knjige korisSteni su brojni izvori. Osnovna literatura za
svako (pot)poglavlje navedena je na odgovaraju¢im mjestima u knjizi. Istak-
nimo ovdje da su kod pisanja prve verzije skripata [78] osnovna literatura
bile knjige A. Baker: A Concise Introduction to the Theory of Numbers [14] i
I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L. Montgomery: An Introduction to the Theory
of Numbers [246]. Veliki dio koristene literature dostupan je u SrediSnjoj
matematickoj knjiznici na Matematickom odsjeku PMF-a, a znatnim dijelom
je nabavljen iz sredstava znanstvenih projekata kojima sam bio voditelj ili
clan (projekti Ministarstva znanosti i obrazovanja, potpore Sveucilista u Za-
grebu, projekti Hrvatske zaklade za znanost, Znanstveni centar izvrsnosti
QuantiXLie).

Kao sto je vec¢ receno, knjiga potpuno pokriva sadrzaj kolegija Teorija
brojeva (Poglavlja 2, 3.1-3.7, 4, 5.2, 5.3, 6.2, 6.3, 7.2, 8.1, 8.3, 8.4, 8.6,
10.1-10.4, 12.1), Elementarna teorija brojeva (Poglavlja 2, 3.1-3.7, 4, 5.1,
5.3,6.1,6.2,7.1,10.1-10.4, 9.1, 9.2), Diofantske jednadzbe (Poglavlja 10.3—
10.8, 13.1-13.3, 8.8, 8.9, 14, 16.2-16.5, 15.1, 15.5), Diofantske aproksima-
cije i primjene (Poglavlja 8.1-8.6, 10.4, 10.5, 8.8, 8.9, 9, 13.1, 13.2, 14.1,
14.2,13.4, 13.5).

Gore navedena poglavlja iz kolegija Teorija brojeva i Elementarna teorija
brojeva ujedno su i poglavlja (uz dodatak uvodnog Poglavlja 1) koja se pre-
porucaju Citatelju zainteresiranom za sadrzaj koji se obi¢no naziva elemen-
tarna teorija brojeva. Poglavlje 12 se moze shvatiti kao kratki uvod u alge-
barsku teoriju brojeva, a Poglavlje 7 isto tako kao kratki uvod u analiticku
teoriju brojeva. Svakako treba naglasiti da opseg knjige (a i znanje autora)
ne omogucavaju da knjiga ukljuci sve ono $to bi sustavna obrada tema iz al-
gebarske i analiticke teorije brojeva obuhvacala. Poglavlje 11 koje obraduje
temu polinoma moZe se shvatiti i kao priprema za Poglavlje 12. Eliptickim
krivuljama su posvecena zadnja dva Poglavlja 15 i 16, ali to naravno ne
obuhvaca sve §to bi se o toj temi moglo re¢i (kao Sto pise u uvodu knjige
[210], “o eliptickim krivuljama se moze pisati beskrajno”), posebice se to
odnosi na vezu eliptickih krivulja s modularnim formama i algebarskom
geometrijom, pa Citatelja koji ¢e poZzeljeti dodatne informacije o toj temi
upucujemo na skripte na hrvatskom jeziku [89, 156, 188, 234, 237]. Ostala
postojeca literatura na hrvatskom jeziku odnosi se ponajprije na neke dije-
love elementarne teorije brojeva [135, 226, 252, 254], a spomenimo i knji-
zZicu Brojevi koja sadrzava zanimljiv pregled i videnje teorije brojeva [309].
Teme iz elementarne teorije brojeva dobro su zastupljene i u ¢lancima u
hrvatskim stru¢no-metodickim i znanstveno-popularizacijskim ¢asopisima:
Matematika, Matematicko-fizicki list, Matka, Poucak, math.e, Matematika i
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skola, Osjecki matematicki list, Acta mathematica Spalatensia Series didac-
tica. U ovoj knjizi dotiCe se i tema primjene teorije brojeva u kriptografiji
(Poglavlja 9 i 15.8), o Cemu zainteresirani Citatelj moze dodatne informa-
cije naci u knjizi [115]. Spomenimo jos i da se kroz vise poglavlja (osobito
Potpoglavlja 1.3, 4.5 i 10.6) provlace Fibonaccijevi brojevi kao zanimljiv
matematicki objekt s pomocu kojeg se ilustriraju neke od obradenih tema.
Pritom je koriSten materijal iz knjizice [80].

Neke od specifi¢nih tema koje su u knjigu ukljucene zbog autorovih afini-
teta, a nece se uobiCajeno naci u knjigama i udzbenicima iz teorije brojeva,
dane su u Potpoglavljima 8.7, 9.3, 11.4, 13.5, 14.2, 14.6 i 16.7. S jedne
strane to znaci da ih citatelj slobodno moze preskociti u prvom citanju, a
s druge strane nadam se da ¢e ipak biti Citatelja kojima ce biti zanimljivo
u kratkim crtama procitati Sto je autor knjige sa svojim suradnicima znan-
stveno radio u zadnjih 25 godina.

Na kraju svakog poglavlja nalaze se (nerijeSeni) zadatci koji jednim di-
jelom mogu posluziti studentima i natjecateljima za vjezbu, a katkad su
dopuna osnovnog teksta. Izvori zadataka su razliciti. S jedne strane su to za-
datci s kolokvija, pismenih ispita i zadac¢a na preddiplomskom i doktorskom
studiju te zadatci s priprema natjecatelja, a s druge strane je dio zadataka
preuzet iz literature, primjerice iz [1, 8, 9, 22, 30, 71, 115, 153, 174, 175,
176, 263, 264, 268, 270, 271, 282, 283, 300, 313], u kojoj zainteresirani
Citatelj moze pronac¢i mnogo dodatnih zadataka.

Zahvaljujem svima koji su citali razlicite verzije rukopisa ove knjige te
me upozorili na pogreske i sugerirali poboljsanja teksta. Tu posebno isticem
kolegu Ivicu Gusica, koji mi je pomogao brojnim savjetima oko razlicitih ne-
doumica koje sam imao prilikom pisanja knjige, kolegu Tomislava Pejkovica,
koji je pomno procitao cijeli rukopis knjige te me upozorio na mnoge manje
ili vece pogreske i nepreciznosti, te kolege Nikolu Adzagu, Mariju Bliznac
Trebjesanin, Bernadina Ibrahimpasica, Borku Jadrijevi¢, Anu Jurasi¢, Matiju
Kazalickog, Dijanu Kreso, Marcela Maretica, Miljena Mikica, Gorana Muica,
Filipa Najmana, Vinka Petricevi¢a, Valentinu Pribani¢, Ivana Soldu, Borisa
Sirolu i Mladena Vukovié¢a, koji su mi slali svoje komentare i sugestije na
pojedina poglavlja ili na cijeli rukopis prethodne verzije knjige.

Zahvaljujem i generacijama studenata Matematickog odsjeka PMF-a koji
su svojim interesom za kolegij, koji je najprije pod naslovom Uvod u te-
oriju brojeva uveden kao izborni kolegij, omogucili da poslije ude u pro-
gram studija kao obvezni kolegij Teorija brojeva na tzv. inzenjerskom smjeru
te Elementarna teorija brojeva na nastavnickom smjeru preddiplomskog stu-
dija matematike. Posebno zahvaljujem studentima kojima sam bio mentor
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diplomskih radova (do sada ih je bilo 189, a prilican dio tema tih radova od-
nosi se na teoriju brojeva i njezine primjene u kriptografiji). Imao sam srecu
da su i moja predavanja na kolegijima na doktorskom studiju matematike
bila dosta dobro posjecena, pa zahvaljujem i doktorskim studentima te os-
talim ¢lanovima Seminara za teoriju brojeva i algebru koji su cesto davali
korisne komentare na radne materijale iz tih kolegija. Petnaest godina sam
bio ¢lan drzavnog povjerenstva za natjecanja iz matematike, a i poslije sam
povremeno sudjelovao u pripremama darovitih uc¢enika za medunarodna
natjecanja. Dio materijala i zadataka koje sam pripremao za tu svrhu tako-
der je ukljucen u knjigu. Prvi ozbiljniji susret autora ove knjige s teorijom
brojeva dosao je upravo preko matematickih natjecanja, pa i ovom prilikom
zahvaljujem svom srednjoskolskom profesoru Petru Vranjkovi¢u uz ¢iju sam
se pomoc¢ pripremao za ta natjecanja ukljucujuci i matematicku olimpijadu u
Pragu 1984. godine. Zahvaljujem i mentoru svog diplomskog i magistarskog
rada Zvonku Cerinu te mentorima doktorske disertacije Dragutinu Svrtanu
i Dimitriju Ugrin-Sparcu na uvodenju u znanstveni rad. Posebna zahvala ide
Attili Peth6éu, profesoru sa Sveucilista u Debrecinu i ¢lanu Madarske akade-
mije znanosti, koji je, od naseg prvog susreta 1996. godine pa sve do da-
nas, svojim brojnim, vrlo korisnim savjetima usmjeravao moju znanstvenu
i nastavnu karijeru. Kao $to je vec naglaseno, neka od potpoglavlja u knjizi
govore o osobnim znanstvenim interesima autora, pa zahvaljujem svim svo-
jim brojnim koautorima znanstvenih radova na inspirativnoj znanstvenoj
suradnji. Zahvaljujem i svojoj obitelji na strpljenju, potpori i razumijevanju
tijekom pisanja ove knjige.

Novigrad i Zagreb, 2018. — 2019. akad. Andrej Dujella
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Predgovor drugom izdanju

Prvo izdanje Teorije brojeva, objavljeno na hrvatskom jeziku 2019. godine,
rasprodano je u roku od samo Cetiri godine. Ocito veliko zanimanje za tu
knjigu pridonijelo je njezinu ponovnom izdavanju. Ta je prilika iskoristena
za to da se u tekst unesu ispravci i sitnija objasnjenja za koja je nakon objave
prvog izdanja uoceno da su potrebna te da se na nekim mjestima tekst azu-
rira novim informacijama i referencama. To se posebno odnosi na poglavlja
knjige koja obraduju teme ranga eliptickih krivulja i Diofantovih m-torki
S$to su vrlo aktivna istrazivacka podrucja u kojima su u meduvremenu pos-
tignuti vazni rezultati, a oni zavrjeduju da se spomenu u knjizi. Pritom se
pazilo na to da numeracija definicija, teorema i sl. ostane nepromijenjena
u odnosu prema prvom izdanju s obzirom na to da je ono ve¢ citirano u
mnogobrojnim ¢lancima te seminarskim i diplomskim radovima.

Hvala svima koji su me upozorili na vece ili manje potrebne ispravke u
prvom izdanju. To su, abecednim redom, Alejandra Alvarado, Sunben Chiu,
Mihai Cipu, Lovro Cupi¢, Zrinka Franusi¢, Clemens Fuchs, Ivica Gusi¢, Lajos
Hajdu, Tomislav Pejkovi¢, Attila Pethd, Johannes Schleischitz, Lovro Sindi-
¢ié, Boris Sirola, Jagor Tambaca, Antonela Trbovi¢ i Marin Varivoda. Dio su-
gestija dali su kolege koji su c¢itali neku od verzija engleskog izdanja knjige
koje je pod naslovom Number Theory objavljeno 2021. godine u izdanju
Skolske knjige. Engleski prijevod ove knjige imao je dobar medunarodni
odjek i uvrsten je u knjizni fond stotinjak sveucilisnih knjiznica Sirom svi-
jeta. Sugestije i ispravci skupljani su i redovito objavljivani na mreznoj stra-
nici knjige. Svi su uneseni u ovo drugo izdanje te su azurirani podatci na
odgovaraju¢im mjestima u knjizi. Dopunjen je i popis literature ukljucujuci
i nedavno objavljenu zbirku zadataka iz teorije brojeva na hrvatskom je-
ziku [185]. Hvala svima koji su kupili prvo izdanje knjige te tako pridonijeli
tomu da se tiska drugo izdanje. Zahvaljujem i uredni$tvu Skolske knjige na
susretljivosti u organiziranju pripreme drugog izdanja.

Novigrad i Zagreb, prosinac 2023. akad. Andrej Dujella
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Indeks oznaka

N skup prirodnih brojeva

Z skup cijelih brojeva

Q skup racionalnih brojeva

R skup realnih brojeva

C skup kompleksnih brojeva

O oznaka za kraj dokaza

O oznaka za kraj rjeSenja

n! faktorijel

() binomni koeficijent

Ly n-ti Lucasov broj

F, n-ti Fibonaccijev broj

alb a dijeli b

atb a ne dijeli b

ak || b a* je najveéa potencija od a koja dijeli b
nzd(a, b) najvedi zajednicki djelitelj brojeva a i b
logy () logaritam po bazi b

In(z) prirodni logaritam

nzv(a,b) najmanji zajednicki visekratnik brojeva a i b
min(a, b) minimum brojeva a i b

max(a, b) maksimum brojeva a i b

fn Fermatov broj 22" + 1

M, Mersenneov broj 27 — 1

a="b (mod m) ajekongruentan b modulo m
a#b (mod m) a nije kongruentan b modulo m

o(m) Eulerova funkcija

indy a indeks od a u odnosu na primitivni korijen g
psp(b) pseudoprosti broj u bazi b

spsp(b) jaki pseudoprosti broj u bazi b

593



PO e = E w2
o) » /‘\A/—\/—\/‘\*
TerEEEZEEEL

2

~
o)
»
\'/CIJ
N~—

sy
3

=
2

(5, %)

S

[ag, a1, ...

yz3
qi

Pn,r
qn,r

M(e)

[qo,al, .. ]

, ]

INDEKS OZNAKA

Legendreov simbol

broj elemenata konacnog skupa A
Jacobijev simbol

Lucasov pseudoprosti broj
transponirana matrica matrice A
broj reduciranih formi s diskriminantom d
m-ti trokutasti broj

najvedi cijeli broj < z

najmanji cijeli broj > x

razlomljeni dio od =

Mobiusova funkcija

suma djelitelja broja n

broj djelitelja broja n

|f(x)| < Cg(x) za neku konstantu C'
limg o0 f(2)/9(x) =0

|f(x)| < Cg(x) za neku konstantu C'
isto kao f(x) < g(x)

Eulerova konstanta

Dirichletov produkt

broj prostih djelitelja broja n

broj prostih brojeva koji su < z
logaritamsko-integralna funkcija
Von Mangoldtova funkcija
Cebisevljeva funkcija v

Cebievljeva funkcija 0

Riemannova zeta-funkcija

realni dio kompleksnog broja s
imaginarni dio kompleksnog broja s
gama-funkcija

n-ti Bernoullijev broj

Dirichletov karakter

Dirichletova L-funkcija

udaljenost od « do najblizeg cijelog broja
Fareyjev niz reda n

konacni verizni razlomak
beskonacni verizni razlomak

i-ta konvergenta veriznog razlomka
sekundarna konvergenta veriznog razlomka

Markovljeva konstanta
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INDEKS OZNAKA

|

(2]

glay,... ap)
Tp’(fﬂ)

(22)

Rlz]

cont(f)
Res(f,9)

E(Q)tors
rank(E(Q))
h

(P,Q)

Fq

rad(f)
rad(m)

max(|x1],...,|zn|), zaz = (21,...,2,)
najblizi cijeli broj realnom broju =
Frobeniusov broj

p-adska valuacija

p-adska norma

Hilbertov simbol

prsten polinoma nad R

sadrzaj polinoma f

rezultanta polinoma f i g
diskriminanta polinoma f
Dicksonov polinom

Cebievljev polinom prve vrste
Cebisevljev polinom druge vrste
Fibonaccijev polinom
elementarni simetri¢ni polinomi
norma algebarskog broja

trag algebarskog broja

norma od « s obzirom na K

trag od « s obzirom na K

skup svih algebarskih cijelih brojeva iz K
glavni ideal generiran s «

norma ideala a

broj klasa polja brojeva K
Dedekindova zeta-funkcija
hipergeometrijska funkcija

visina polinoma P

Mahlerova mjera polinoma P
eksponent separacije polinoma P
algebarsko zatvorenje polja K
Weierstrassova gp-funkcija
torzijska grupa elipticke krivulje
rang elipticke krivulje

kanonska visina

Néron-Tateovo sparivanje
konacno polje s ¢ elemenata
radikal polinoma f

radikal prirodnog broja m
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Indeks pojmova

2-Selmerov rang, 497

abe-slutnja, 560
abe-teorem za polinome, 557
AKS-algoritam, 531
algebarski broj, 355
stupanj, 357
algebarski cijeli broj, 357
ireducibilni, 361, 381
prosti, 361, 381
analiticki rang, 500
anomalne krivulje, 516
Artin, Emil, 62
asocirani algebarski brojevi, 380

Baker, Alan, 394
Baker-Davenportova redukcija, 431
Baker-Wiistholzov teorem, 430
Bernoulli, Jakob, 167
Bernoullijevi brojevi, 167
Bertrandov postulat, 156
beskonacni produkt
apsolutno konvergentan, 168
konvergentan, 168
binarna kvadratna forma, 106
pozitivno definitna, 107
primitivna, 110
reducirana, 109
Binetova formula, 16
binomni koeficijent, 8
binomni teorem, 8
Birch i Swinnerton-Dyerova (BSD)
slutnja, 500

Blichfeldtov teorem, 228
broj klasa
binarne kvadratne forme, 110
polja brojeva, 384
BSGS-metoda, 516

Carmichael, Robert, 71
Carmichaelov broj, 71
Carmichaelov teorem, 99
Cassinijev identitet, 14
Chevalleyov teorem, 312
ciklotomsko polje, 387
Coppersmithov teorem, 259
Cebisev, Pafnuti Lvovi¢, 152
Cebisevljeve funkcije, 157
Cebigevljevi polinomi

druge vrste, 345

prve vrste, 341

D(n)-m-torka, 445
Davenportov teorem, 558
Dedekindova zeta-funkcija, 386
determinanta visina, 489
Dicksonov polinom, 341
Diffie-Hellmanov problem (DHP), 520
Diofant Aleksandrijski, 440
Diofantova m-torka, 440
Diofantova cetvorka

regularna, 442
Diofantova trojka

regularna, 443
Dirichlet, Peter Gustav Lejeune, 170
Dirichletov karakter, 170
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Dirichletov produkt, 145
Dirichletov teorem
o diofantskim aproksimacijama,
185
o jedinicama, 381
o prostim brojevima u
aritmeti¢ckom nizu, 169
o simultanim aproksimacijama,
226
Dirichletova L-funkcija, 174
diskretni logaritam, 519
diskriminanta
elipticke krivulje, 452
kvadratne forme, 106
polinoma, 336
polja algebarskih brojeva, 371
djelitelj, 21, 326
dobra aproksimacija, 208
domena glavnih ideala, 385
domena jedinstvene faktorizacije, 326
Doudov algoritam, 476

ECDLP, 524
Edwards, Harold, 464
Edwardsove krivulje, 464
Eisensteinov kriterij ireducibilnosti,
339
ekvivalentne dekompozicije, 340
ekvivalentne kvadratne forme, 107,
120
ekvivalentni brojevi, 210
elementarni simetri¢ni polinomi, 347
ElGamalov kriptosustav, 520
elipticka krivulja, 451
anomalna, 525
inducirana Diofantovom trojkom,
562
supersingularna, 526
elipticke funkcije, 456
elipticki integrali, 455
Eratostenovo sito, 32
Erdés, Paul, 155
Erdés-Straussova slutnja, 134
Euklid, 25
Euklidov algoritam, 24

euklidsko polje, 362

Euler, Leonhard, 52
Euler-Maclaurinova formula, 161
Eulerov kriterij, 80

Eulerov teorem, 52

Eulerova funkcija, 52

Eulerova konstanta, 143
Eulerova produktna formula, 169

faktorijel, 8
faktorska baza, 522
Fareyjev niz, 187
Faulhaberova formula, 168
Fermat, Pierre de, 36
Fermatovi brojevi, 36
Fibonacci, Leonardo Pisano, 10
Fibonaccijevi brojevi, 11
Fibonaccijevi polinomi, 345
formalna derivacija, 332
formula parcijalne sumacije, 161
Frobeniusov automorfizam, 505
Frobeniusov broj, 266
Frobeniusov endomorfizam, 518
Frobeniusov trag, 512
fundamentalna jedinica, 360
funkcija
analiticka, 166
derivabilna, 165
meromorfna, 166
najvece cijelo, 130
razlomljeni dio, 130
strop, 130

Galois, Evariste, 366

Galoisovo prosirenje, 366

gama-funkcija, 167

Gauss, Carl Friedrich, 40

Gaussova hipergeometrijska funkcija,
396

Gaussova lema, 85

Gaussova lema za polinome, 329

Gaussova suma, 509

Gaussovi brojevi, 358

GCD-domena, 326

genus krivulje, 456

597



glavni karakter, 171
Goldbachova slutnja, 37
grupa klasa ideala, 383

Hardy, Godfrey Harold, 569

Hardy-Ramanujanov broj, 569

Hasse, Helmut, 500

Hasseov teorem, 512

Henselova lema, 58

Hilbertov simbol, 316
produktna formula, 317

Holzerov teorem, 305

homomorfizam grupa, 171

Hurwitzov teorem, 191

ideal, 373
glavni, 374
maksimalni, 375
nerazgranati, 380
prosti, 375
totalno razgranati, 380
indeks, 63
indeks grananja, 380
index calculus, 522
integralna baza, 370
integralna domena, 324
ireducibilni element, 326

j-invarijanta, 466

Jacobijev simbol, 91

Jacobijeva formula, 118

Jacobijeve projektivne koordinate, 463
jaka Diofantova m-torka, 442
jedinica, 380

kanonska visina, 484

kanonski rastav, 31

karakteristika, 333

Kineski teorem o ostatcima (CRT), 49
Koblitzove krivulje, 518

kompaktni skup, 228

konduktor, 470

kongruencija, 40

kongruentni broj, 540

konveksni skup, 227
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korijen jedinice, 509
primitivni, 509
korijen polinoma, 331
kratnost, 332
Korseltov kriterij, 71
kriptografija, 243
kriptosustav, 243
Kroneckerov algoritam, 338
Kroneckerov simbol, 92
Kummer, Ernst Eduard, 373
kvadratna forma, 119
pozitivno definitna, 120
kvadratna iracionalnost, 215
reducirana, 217
kvadratni neostatak, 79
kvadratni ostatak, 79
kvadratni zakon reciprociteta, 87
kvadratno polje, 357
imaginarno, 359
realno, 359
kvadratno slobodni broj, 32

Lépez-Dahabove koordinate, 513
Lagrange, Joseph-Louis, 115
Lagrangeov teorem

o broju rjesenja kongruencije, 57

o Cetiri kvadrata, 116

o najboljim aproksimacijama, 206
Legendre, Adrien-Marie, 80
Legendreov simbol, 80
Legendreov teorem

o ternarnim jednadzbama, 300

o veriznim razlomcima, 203
Lenstrin algoritam za faktorizaciju

(ECM), 533

Liouvilleov broj, 390
Liouvilleov teorem, 389
LLL-algoritam, 236
LLL-reducirana baza, 234
lose aproksimabilni broj, 209
logaritamska Weilova visina, 409
logaritamsko-integralna funkcija, 152
lokalno-globalni princip, 316
Lucas, Edouard, 10
Lucas-Lehmerov algoritam, 529
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Lucasov broj, 10
Lucasovi nizovi, 98
Lutz-Nagellov teorem, 473

Mabhler, Kurt, 408
Mahlerova mjera, 409

Mali Fermatov teorem, 53
Markovljeva konstanta, 211
Matijaseviceva lema, 101
Mazurova ograda, 502

Menezes-Vanstoneov kriptosustav, 521

Mersenneovi brojevi, 36
Mertensova konstanta, 163

Mestreova polinomijalna metoda, 499

metoda kongruencija, 444
Midyjev teorem, 68
Miller-Rabinov test, 74
minimalna Weierstrassova jednadzba,
468
minimalni polinom, 357
cjelobrojni, 357
Minkowski, Hermann, 227
Mobiusova formula inverzije, 136
Mobiusova funkcija, 134
Mordell, Louis Joel, 471
Mordell-Weilov teorem, 471
Mordell-Weilova baza, 490
Mordellova jednadzba, 543
multiplikativna funkcija, 53

NAF prikaz, 515
najmanji zajednicki viSekratnik, 31
najveci zajednicki djelitelj, 22, 326
Néron-Tateovo sparivanje, 488
Newtonov aproksimant, 222
Newtonova metoda, 222
Newtonove formule, 351
Noetherin prsten, 388
norma

algebarskog broja, 368

ideala, 378
normalna baza, 508
nul-polinom, 325
nultocka polinoma, 331

optimalna normalna baza, 508

Osnovni teorem aritmetike, 30
Osnovni teorem o simetri¢nim
polinomima, 348

p-adska norma, 314
p-adska valuacija, 314
p-adski brojevi, 315
p-adski cijeli brojevi, 315
Pascalova formula, 8
Pellova jednadzba, 277
fundamentalno rjeSenje, 279
pelovska jednadzba, 289
dvoznacna klasa, 289
klasa rjesenja, 289
Pitagorina trojka, 267
primitivna, 267
Pocklingtonov teorem, 528
Pohlig-Hellmanov algoritam, 524
polinom, 325
ireducibilan, 337
koeficijenti, 325
nedekompozabilan, 340
normiran, 325
primitivan, 329
reducibilan, 337
simetric¢an, 347
stupanj, 325
totalni stupanj, 347
polinomijalna baza, 508
polje, 324
algebarski zatvoreno, 334
polje algebarskih brojeva, 367
polje razlomaka, 338
Pollardova p-metoda, 525
Pollardova p — 1 metoda, 532
potencijska integralna baza, 371
potpun kvadrat, 32
potpuni sustav ostataka, 42
primitivni korijen, 60
primitivni prosti djelitelj, 99
princip Hassea i Minkowskog, 316
princip matematicke indukcije, 4
problem diskretnog logaritma (DLP),
519
produkt ideala, 374
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prosti brojevi, 30

blizanci, 37

Sophie Germain, 37
prsten, 324

komutativni s jedinicom, 324
prsten polinoma, 325
pseudoprosti broj, 70

jaki (spsp), 72

Lucasov (Ipsp), 98

racionalna Diofantova m-torka, 440
radikal polinoma, 557
radikal prirodnog broja, 559
Ramanujan, Srinivasa, 569
rang elipticke krivulje, 471
red broja, 60
reducirani sustav ostataka, 51
redukcija
aditivna, 468
dobra, 467
multiplikativna, 468
nerascjepiva, 468
rascjepiva, 468
regulator elipticke krivulje, 490
regulator polja algebarskih brojeva,
382
relacija paralelograma, 485
relativno prosti brojevi, 23
u parovima, 23
reSetka, 233
baza, 233
reziduum, 166
rezultanta polinoma, 335
Riemann, Bernhard, 165
Riemannova slutnja (RH), 167
generalizirana (GRH), 175
prosirena (ERH), 175
Riemannova zeta-funkcija, 165
Rothov teorem, 391
RSA, 247
rebalansirani, 255

sadrzaj polinoma, 329
savrseni broj, 137
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Schmidtov teorem o potprostorima,
393
Schonemannov kriterij ireducibilnosti,
338

SD prikaz, 515
Segreov teorem, 192
Selbergova formula, 165
Shanks-Mestreova metoda, 516
Siegelov identitet, 553
Sierpinski, Wactaw, 267
simetrican skup, 227
singularitet, 166

bitni, 166

izoliran, 166

pol reda n, 166

uklonjiv, 166
slozZeni brojevi, 30
suma ideala, 375
sume potencija, 348
supersingularne krivulje, 516
svojstvo jedinstvene faktorizacije, 362
Sylvesterov teorem, 266

Tateova normalna forma, 479
Taylorov red, 166
Taylorova formula, 334
Teorem Hasse-Minkowski, 315
Teorem Minkowskog

o konveksnom tijelu, 230

o linearnim formama, 230
Teorem o dijeljenju s ostatkom, 22
Teorem o dijeljenju s ostatkom

za polinome, 327
Teorem o prostim brojevima (PNT),

152

ternarna kvadratna forma, 298
Thue, Alex, 417
Thueov teorem, 418
Thueova jednadzba, 417
torzijska grupa, 471
totalno multiplikativna funkcija, 134
trag algebarskog broja, 368
transcendentan broj, 355
trinomijalna baza, 508
trokutasti brojevi, 126

600



INDEKS POJMOVA

Tunnell, Jerrold, 541
Tunnellov teorem, 541

unimodularne matrice, 108

Vandermondeova matrica, 410
Veliki Fermatov teorem za polinome,
558
verizni razlomak
konvergenta, 198, 201
parcijalni kvocijent, 198, 201
potpuni kvocijent, 198, 201
sekundarna konvergenta, 207
verizni razlomci, 195
beskonacni, 200
Cisto periodski, 215
konac¢ni, 198
periodski, 215
duljina perioda, 215

Vinogradov, Ivan Matvejevic, 82
visina
algebarskog broja, 403
polinoma, 408
visekratnik, 21, 326
Von Mangoldtova funkcija, 157

Weierstrass, Karl, 455
Weierstrassova forma, 452
kratka, 452
Weierstrassova p-funkcija, 455
Weil, André, 471
Wienerov napad, 250
Wilsonov teorem, 55
Wirsingov teorem, 404
Worleyjev teorem, 204

zakret elipticke krivulje, 517
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