M. Tadic: Izlaganje na prezentaciji knjige
“Number Theory”

akademika Andreja Dujelle u Knjiznici HAZU, 21. rujna 2021.

Od recenzenata ¢emo Cuti viSe o ovoj izuzetnoj knjizi. Ja ¢u reci svoje
dojmove o podrucju koje knjiga izlaZe. Jedan znacajan dio tih dojmova je
nastao tijekom moga dvogodiSnjeg boravka u Goettingenu, gdje su
djelovali velikani kao Gauss, Riemann, Kummer, Hilbert i Weyl, koje ¢u
spomenuti u svom daljnjem govoru. Tu je takoder djelovao i Minkowski i
Emi Noether.

Bez moderne matematike ne bi bilo moderne znanosti, a bez teorije
brojeva teSko da bi bilo napredne moderne matematike kakvu danas
poznajemo. Dobro je poznata slicha Gaussova izjava.

Razvoj teorije brojeva je bio dugo vremena posljedica fascinacije ljudi s
odnosima medu brojevima (koje danas nazivamo prirodnim brojevima).
RjeSavanje problema teorije brojeva jedva da je imalo ikakve praktiCne
primjene. No to prouCavanje problema koji nisu imali praktiCne primjene,
rezultiralo je time da je danas teorija brojeva vrlo vazna u primjenama.
Komunikacije mobitelima i upotreba bankomata su neke od
najjednostavnijin i najcesScih primjena. Danasnji zivot bi bilo tesko
zamisliti bez tih primjena. A razvoj teorije brojeva je znaCajno utjecao na
razvoj matematike, posebno algebre. Jedna od posljedica je i znaCajna
algebraizacija matematike u 20-tom stoljecu.

Jedan od prvih susreta uCenika s tematikom teorije brojeva su
pravokutni trokuti sa cjelobrojnim stranicama, tj. Pitagorejske trojke. Kao
Sto i samo ime kaze, njih pripisujemo Pitagori, iako postoje zapisi iz
Mezopotamije o njima koji prethode Pitagori znatno viSe od 1000 godina.
Pitagorejci su napravili mistiku od takvih trojki, i njihovog nalazenja.
Kasnije su se pojavile jednostavne formule, Euklidove formule, koje
generiraju takve trojke.



Interesantno je spomenuti da je ta veza, koja postoji kod Pitagore
izmedu teorije brojeva i geometrije, i danas izuzetno Ziva i vazna
(danasSnja geometrija se zove aritmetiCka algebarska geometrija |
izuzetno je komplicirano i vazno podrucje). Dijelovi ove veze se takoder
obraduju u knjizi akademika Dujelle.

Sada ¢emo skociti u izlaganju vise od 2000 godina nakon Pitagore.

Pierre Fermat, veliki francuski matematiCar koji je zaradivao za zivot kao
sudac, Citaju¢i Diofantovu aritmetiku se pitao da li kao $to imamo sumu
dva kvadrata koja je opet kvadrat, mozemo imati takve sluCajeve za
kubove, bikvadrate i opcenito vise potencije. Jako je poznat njegov
komentar na margini Diofantove knjige da toga ne moze biti, ali da je
dokaz prevelik da bi ga napisao na margini. Ta se Fermatova tvrdnju
naziva Fermatov posljednji teorem.

No proslo je viSe od tri i pol stolje¢a nakon Fermatove tvrdnje, bez da se
doslo do potpunog dokaza, i pri tome su se na tome iskuSala gotova sva
od najvecCih imena teorije brojeva (i ne samo teorije brojeva, npr.
Cauchy). Ime koje se tu posebno istiCe, a koje se ne sreCe tijekom
fakultetskog obrazovanja, je Kummer.

Bez obzira Sto se u ta tri i pol stoljeca nije naSao dokaz Fermatove
tvrdnje, rad na ovome je rezultirao nevjerojatnim razvojem moderne
matematike, posebno moderne algebre koja je do tada bila relativno
mala disciplina, i algebarske geometrije. Dvadeseto stoljeée svjedodi
velikoj algebraizaciji matematike (geometrija postaje algebarska
geometrija, a topologija koja prouCava geometrijska svojstva, najjaCe se
razvija kao algebarska topologija, da spomenemo samo neke primjere, a
mnogo je drugih kao funkcionalna analiza koja nastavlja ideje iz klasi¢ne
analize).

Andrew Willes je 1990-ih godina prosSloga stolje¢éa nasao konacno
potpuni dokaz Fermatove tvrdnje. Njegov dokaz ukljuCuje neke od
najsofisticiranijin i najkompliciranijin dijelova suvremene matematike.



Cini se da je u trenutku kompletiranja njegovoga dokaza, bilo u svijetu
svega nekoliko ljudi koji su mogli potpuno razumijeti sve dijelove koje
uklju€uje njegov dokaz.

Opcenito, kada bi se u matematici pojavila nova matematicka teorija,
vrlo Cesto bi se probala primjeniti na probleme teorije brojeva.

Navesti Cu jedan vazan takav primjer. Veliki matematiCar Riemann je
sredinom 19-og stolieCa radio na izgradnji kompleksne analize.
Primjenio ju je na ono Sto se po njemu zove Riemannova zeta funkcija.
|z Clanka koji je napisao o tome dolazi Riemannova slutnja, vjerojatno
najslavniji nerjeSeni problem danasnje matematike, koji je direktno
povezan sa asimptotskim rasporedom prostih brojeva. Interesntno je
spomenuti da je ovo jedini ¢lanak koji je Riemann napisao iz teorije
brojeva.

Takodjer, interesantno je spomenuti da se Carl Friedrich Gauss, jedan
od najvecCih matematiCara i od kojega se smatra da pocCinje moderna
teorija brojeva, nije bavio dokazom Fermatove tvrdnje. S druge strane,
njega je vrlo impresioniralo ono Sto zovemo Gaussovim zakonom
kvadratnog reciprociteta, neCega naizgled vrlo jednostavnoga. Smatrao
ga je toliko vaznim da mu je naSao osam dokaza. Danas za ovaj
reciprocitet postoji viSe od 240 dokaza.

Sada C¢u redi par rije€i o mojoj vezi sa teorijom brojeva. Prije toga ¢u
dati vrlo kratki povijesni uvod o dva podrucja, na spoju kojih je moj rad.

Prvo je harmonijska analiza. KlasiCna Fourierova harmonijska analiza,
podruCje staro visSe od dva stolje¢a, je odredeni tip analize na
komutativnim grupama, koja je bazirana na karakterima tih grupa, Sto su
odredene jednostavne funkcije na njima. Ova klasi¢na teorija je jedno od
najprimjenjivanijin podrucja matematike, kako u matematici, tako i van
matematike. Vrlo dugo je postojala zelja da se ova teorija proSiri na
nekomutativne grupe, no prije toga je trebalo uvesti neka nova podrucja
matematike, kao npr. teoriju mjere i Hilbrertove prostore. U drugoj
polovici 20-tog stoljeCa, nastavljaju¢i na ideje Hermanna Weyla, Gelfand



je formulirao koncept harmonijske analize na nekomutativnim
nekompaktnim grupama, baziran na unitarnim reprezentacijama na
beskonacno dimenzionalnim Hilbertovim prostorima.

|zvoriSte drugog podrucja je deveti Hilbertov problem, koji govori da se
“nade najopcenitiji teorem reciprociteta za proizvoljno polje algebarskih
brojeva”, tj. teorema koji bi generalizirao Gaussov zakon kvadratnog
reciprociteta (koji odgovara kvadratnim poljima).

Robert Langlands je krajem 1960-ih predlozio rjeSavanje ovoga
problema baziranog na novoj nekomutativnoj harmonijskoj analizi koja je
tada bila (a i joS je) u fazi uspostavljanja. Preciznije na harmonijskoj
analizi na odredenim aritmeticki definiranim nekomutativnim grupama.
PredlozZena strategija za rjeSavanje problema se sada zove Langlandsov
program. PocCetni nivo ovoga programa je teorija polja klasa i Artinov
reciprocitet, koji su od prije bili poznati (i koji pripadaju “komutativnpj
teoriji”, i bili jedno od najvecih dosega dotadasnje teorije brojeva). Ovaj
program je daleko od kompletiranja, no i ono Sto je do sada napravljeno
je vrlo interesantno i vazno. Npr., rezultati ovoga programa se koriste i u
Wilesovom dokazu Fermatove tvrdnje.

Reciprociteti u ovom programu su specijalni sluCajevi relacija koje se
zovu funktorijalnosti, i koje su najvazniji objekti ovoga programa.

Hrvatska ima malu, ali u svijetu dobro poznatu grupu koja radi na
problematici vezanoj uz Langlandsov program. Najvazniji ¢lanovi ove
grupe su profesori Goran Mui¢, Marcela Hanzer, Neven Grbac i Ivan
Matic.

Najvazniji i najspektakularniji rezultat ostvaren u zadnje dvije dekade u
Langlandsovom programu je Arthurova uspostava funktorijalnosti
izmedu opcih linearnih i klasicnih grupa. U ovome radu Arthur Koristi
klasifikaciju ireducibilnih unitarnih reprezentacija opcih linearnih grupa, i
opis njihovih karaktera koji sam ja napravio 1980-ih i 1990-ih godina
prosloga stoljeca.

Zavrsiti ¢u svoj govor kratkim komentarom o autoru ove izuzetne knjige



koju danas predstavljamo. Opet ¢u pocCeti sa vrlo kratkim povijesnim
uvodom.

Diofant je uocio Cetvorke racionalnih brojeva sa svojstvom da mnozeci
svaka dva medu njima i dodajuci jedan, dobijaju se potpuni kvadrati.
Takve Cetvorke zovemo Diofatovim cCetvorkama. Fermat je naSao
Diofantovu Cetvorku koja se sastoji od prirodnih brojeva. Euler je nasao
beskonacnu familiju s tim svojstvima.

Kao Sto najceScCe biva u teoriji brojeva, nije bilo posebnih razloga za
trazenje takvih skupova, osim Ciste fascinacije tim svojstvima. Baker,
dobitnik Fieldsove medalje 1968., dokazao je da se Fermatova Cetvorka
ne moze prosSiriti do takve petorke.

Od primjera koje su ovi velikani matematike uodili, i koji su ih fascinirali,
akademik Dujella je stvorio cjelovitu teoriju, i tu svoju teoriju povezao sa
teorijom eliptickih krivulja, teorijom koja je bila kljucna u Wilesovom
dokazu Fermatove tvrdnje. U podrucju koje je akademik Dujella stvorio
danas rade matematiCari najjaCih nacija. Knjiga akademika Dujelle
zavrSava s dijelom o Diofantovim m-torkama i eliptiCkim krivuljama.

NamecCe se paralela s Pitagorejcima koje je fasciniralo nalazenje
Pitagorejskih trojki, a s kojih su Euklidove formule skinule mistiku. Tako
je rad akademika Dujelle skinuo puno mistike s Diofantovih n-torki.

Knjiga akademika Dujelle poCinje od samih poCetaka teorije brojeva, a
kao Sto vidimo, stize do samih rubova danasnjih istrazivanja, i do
podrucja koje je stvorio akademik Dujella.

Moram priznati da mi je Zao Sto nisam imao ovakvu knjigu kada sam
stvarao bazu svog matematickog obrazovanja.



