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Glava 1

Sustavi linearnih jednadzbi

Jedan od osnovnih problema numericke matematike je rjeSavanje linearnih sustava
jednadzbi. Uovom poglavlju éemo istrazivati metode za rjesavanje kvadratnih n x n
sustava, tj. sustava od n jednadzbi sa n nepoznanica,

anzi + a2z + -+ ayx; + o0 4+ Gz, = b
anr1 + agpers + - + agzr; + -+ QwmTn = b2
anry + apre + o0+ ayry; 0+ Qe = b
An1Z1 + apaT2 + 0+ QT o A GpeTn = Dy

Matrica A = (aij);;—, € R™™" je matrica sustava, a njeni elementi su koeficijenti
sustava. Vektor b = (b;);_, € R" je vektor desne strane sustava. Treba odrediti
vektor nepoznanica = (z; );_; € R" tako da vrijedi Az = b.

Kako znamo iz linearne algebre, za teorijsku matematiku je rjeSavanje sustava Az = b
gotovo trivijalan problem, posebno u slu¢aju kada je matrica sustava kvadratna i
regularna. Rjesenje z je dano formulom z = A~!b u kojoj je A~! inverzna matrica
od A (AA™! = A7'A = I). Pri tome postoje eksplicitne formule i za elemente
matrice A~! i za samo rjesenje x. Osim toga, svima dobro poznata Gaussova metoda
eliminacija dolazi do rjegenja u O(n3) elementarnih operacijal. Dakle, situacija je
potpuno jasna: rjeSenje x = A~'b postoji, i to samo jedno, i znamo jednostavan
algoritam koji to rjeSenje eksplicitno racuna koriste¢i samo jednostavne aritmeticke
operacije.

U primijenjenoj matematici, posebno u numerickoj linearnoj algebri (grana numericke
matematike koja se bavi problemima linearne algebre) je situacija puno komplicira-

nija. Zasto? U numerickoj matematici danas rijesiti problem znaci biti u stanju u

1Ovdje elementarna operacija oznacava zbrajanje, oduzimanje, mnozenje ili dijeljenje.
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konkretnoj situaciji sa konkretnim podacima koriste¢i racunalo brzo doé¢i do dovoljno
toéne numericke aproksimacije rjeSenja. Na primjer, ako su n x n matrica A i vektor
b zapisani u nekim datotekama na disku, ili su dane procedure (potprogrami) koji
generiraju A i b, onda je zadatak izracunati numericke vrijednosti x;, i = 1,...,n.
Ono po ¢emu su rac¢unala poznata je brzina — dobro jednoprocesorsko rac¢unalo moze
napraviti npr. 10° operacija u sekundi. Medutim, ono §to je osnovna znacajka moder-
ne numericke matematike je da joj u primjenama dolaze problemi sve veéih dimenzija.
Kako je broj operacija u Gaussovim eliminacijama O(n?), to znac¢i da npr. za n = 10°
je broj operacija reda veli¢ine 10*® pa brzinom od 10° operacija u sekundi dobivamo
vrijeme izvrsavanja? oko 108 sekundi, §to je vise od deset dana. U ozbiljnim primje-
nama treba u procesu projektiranja puno puta rjesavati takve sustave — jasno nam
je onda da brzina racunala ne rjesava uvijek problem razumno (ili dovoljno) brzog
rjeSavanja linearnog sustava. Dakle, problem koji je matematicki posve jednostavan
u praksi moze biti puno izazovniji i netrivijalniji.

U divljenju brzini kojom rac¢unalo zbraja, oduzima ili mnozi brojeve ¢esto zaboravlja-
mo da su rezultati tih operacija uglavnom netoc¢ni. Sjetimo se, rac¢unalo reprezentira
brojeve i izvrsava racunske operacije koriste¢i fiksirani broj znamenki — to znaci da
se rezultati operacija zaokruzuju. Dakle, moguée je da je svaka od O(n®) operacija
u Gaussovom algoritmu izvrsena sa greskom zaokruzivanja. Koliko onda mozemo
vjerovati izracunatom rjesenju?

1.1 Vodi¢ kroz ovo poglavlje

Materijal u ovom poglavlju je organiziran u vise nivoa tako da ga mogu citati i

ranju proucavanja ponudenog materijala.

1. nivo: Prouditi i shvatiti barem jedan primjer iz sekcije 1.2. Materijal iz sekcije
1.3 citati do iskaza teorema. Pazljivo, uz papir i olovku, obraditi primjere i opis
Gaussovih eliminacija na primjeru male dimenzije. Citatelj na ovom nivou treba
nauciti kako funkcioniraju Gaussove eliminacije, uociti vezu izmedu procesa
eliminacija i faktorizacije matrice koeficijenata sustava, svladati algoritme za
rjeSavanje trokutastih sustava, te biti u stanju na ruke rijesiti sustave manje
dimenzije.

2. nivo: Materijal iz sekcije 1.3 svladati u potpunosti.

20vdje namjerno pojednostavljujemo ocjenu vremena izvrsavanja. Za precizniju procjenu je
potrebno uracunati i vrijeme pristupa memoriji i dohva¢anje podataka, veli¢inu cache memorije itd.
U ovom trenutku je vazno je dobiti osjeéaj za red veliCine.
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3. mivo: Sekcije 1.3 1 1.4 svladati u potpunosti. Po potrebi se sluziti materijalom
iz dodataka ili druge literature. Analizirati i shvatiti sve primjere. Shvatiti
vaznost pivotiranja za numericku stabilnost Gaussovih eliminacija.

4. niwo: Na ovom nivou Citatelj bet poteskoca Cita sav materijal i sluzi se
programima za rjeSavanje sustava na racunalu.

Vijezbe se sastoje od zadataka koji su takoder podijeljeni u grupe po teziti: Citatelj
koji ¢ita materijal na i-tom nivou bi trebao bez posebnih poteskoca rijesiti zadatke iz
prvih 7 grupa zadataka.

1.2 Primjeri: Kako nastaje linearni sustav jed-
nadzbi

U ovoj sekciji dajemo niz primjera problema iz primijenjene matematike ¢ije rjesavanje
je bazirano na sustavima linearnih jednadzbi.

Primjer 1.2.1 Promotrimo sljedeéi rubni problem:

d2
—Eu(x) = f(x), 0<z<1, (1.1)

w(0) = u(l) =0. (1.2)

Rjesenje u problema (1.1, 1.2) éemo aproksimirati na skupu od konacno mnogo tocaka
iz segmenta [0,1]. Odaberimo prirodan broj n i definirajmo

1

Sada promatramo vrijednosti u; = u(x;), 1 = 0,...,n+ 1. Iz wvjeta (1.2) je odmah
ug = Upy1 = 0. Iz Taylorovog teorema je

"

mn
U

;) u" () u® (2; + o)

u(z; +h) = w(w) +u(z)h+ (2 h?+ é R+ 51 rt, (1.4)
"o, "ni... 4)( . .
u(ws —h) = u(w:) — o (z)h+ (sz)hQ -2 éa”)h?' 42 (zf W (15)

gdje su o € (x;, x;+h), G € (x;— h, x;). Zbrajanjem jednadzbi (1.4) i (1.5) dobijemo
zat1=1,...,n

h4
Uipr +uicn = 2u; + u(z) R 4 WP (@5 4+ o) + u® (2 + C’))ﬂ’ tj.  (1.6)

—Ui_1 + 2u; — Uip
i) = z —e (1.7)
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gdje je
h2
e; = —(u(z; + ;) + ul(z; + C’))ﬂ
Matriéno to moZemo zapisati kao
[ 2 -1 17 w1 ] [ f1 ] [ e1 ]
-1 2 -1 U fo €y
-1 2 -1 ug f3 €3
: =R | 4R (1.8)
-1 2 -1 U9 fr—2 €n_2
-1 2 -1 Unp—1 fn—l €p—1
L _1 2 . L un _ | fn _ | en _
~ g N N —
Th U f e

U jednadzbi T,u = h2f + h2%e clan e ne poznamo pa ga zanemarujemo, tj. pokusat
éemo rijesiti T, i = h2f. Primijetimo da pod odredenim uvjetima moZemo oéekivati
da je ||e|l2 mali broj, |le|l2 = O(h?).

Tek da ilustriramo, uzmimo npr. f(x) = 1672 sindrz, za kojeg znamo toéno rjesenje
u(z) = sindwz. Uzet éemo n = 10 i n = 50 ¢ vidjeti koliko su dobre dobivene
aproksimacije. Rezultati su dant na slici 1.1.

Za iskusnije Gitatelje éemo odmah malo prodiskutirati dobiveno rjesenge. (Ostali mogu
preskociti sljedeéu diskusiju.) Lako se pokaze da je matrica T, reqularna. Neka je
@ = h2T; 1 f. Imamo

u— i =T, (h*f + h%e) — W*T 1 f = h*T; e, (1.9)
pa je
lu—alls _ |75 el _1yp_llell2
= o < N Tall2 T 27— (1.10)
[4t]]2 1751 f 2 £ 12
Pri tome smo koristili sljedece nejednakosti:
_ _ ST |7, 12
1T el < |17 l2llell (er je | T, |12 = max ),
220 ||zla
- 2 [ Tnz]]2 yll2
1T flla > (jer je || Tnllz = max = max )-
1T 2 220 |zl w0 [Tyl

Vidimo da nejednakost u relaciji (1.10) moze za neke izbore vektora e i f preéi u
jednakost, Sto znaci da je relacija (1.10) realisticna ocjena greske diskretizacije € na
aproksimaciju rjesenja polaznog rubnog problema (1.1, 1.2).



1.2.

Mi naravno ne mozZemo toéno odrediti niti 4 jer racunamo u aritmetici sa konacnom
preciznosti. Neka je U izracunata aproksimacija vektora 4. Pitanje je koliku tocnost
aproksimacije treba imati 4. Iz relacije (1.10) slijedi da je zadovoljavajuéa toénost
postignuta ako je |G — a2/ ||@||2 najvise reda velicine ko (Ty)|lel|l2/]fll2 (sietimo se da

PRIMJERI: KAKO NASTAJE LINEARNI SUSTAV JEDNADZBI

Numericko rjesenje od -u’’=f

1.5 ' T regzakino rjesemjer —
':'numerickaﬁaiproksimacijaf}lO" =<
TN N ]
/o [
S e
A [

e T et N —]
1.5 i i i i
o 0.2 0.4 0.6 0.8

Slika 1.1: Numericko rjesenje dobiveno sa 50 ¢vorova.

mi zapravo Zelimo aproksimirati u).

Primjer 1.2.2 U primjenama se cesto javljaju integralne jednadzbe — traZena funk-

cija u(z) zadovoljava jednadzbu u kojoj se ona javlja i kao podintegralna funkcija.

Primjer 1.2.3 U pripremi.

Primjer 1.2.4 U pripremi.

Primjer 1.2.5 U pripremi.
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1.3 Gaussove eliminacije i trokutaste faktorizacije

Metoda Gaussovih eliminacija je svakako najstariji, najjednostavniji i najpoznatiji
algoritam za rjesavanje sustava linearnih jednadzbi Ax = b. Ideja je jednostavna: Za
rijesiti sustav

201 — 1z = 1

-1 + 2z = 1

dovoljno je primijetiti da zbog prve jednadzbe vrijedi z; = %(1 + x2), pa je druga
jednadzba

— %(1 + xg) +2x9 = 1, tj. 21'2 = g, tj. z2 =1,
N —
I

odakle je z; = 1. Kazemo da smo z; eliminirali iz druge jednadzbe.

Ova ideja se lako generalizira na dimenziju n > 1, gdje sustavno eliminiramo neke
nepoznanice iz nekih jednadzbi. Pokazuje se da takav algoritam ima dosta zanimlji-
vu strukturu i da ga se moze ekvivalentno zapisati u terminima matri¢nih operacija.
Kvalitativno novi moment u analizi metode eliminacija nastaje kada sam proces eli-
minacija interpretiramo kao faktorizaciju matrice sustava A na produkt trokutastih
matrica.

1.3.1 Matri¢ni zapis metode eliminacija

Primjer 1.3.1 Rijesimo sljedeéi sustav jednadzbi:

5T + xy + 4x3 = 19 5 1 4 T 19
10z7 + 429 + Tx3 = 39 = 160 4 7 To | = 39
—1521 4+ Bxy — 9x3 = =32 -15 5 =9 I3 —-32
~ ~ N e’
A= (aij)?,j=1 b= (bi)?zl
(1.11)

Koristimo metodu supstitucija, odnosno eliminacija: prvo iz prve jednadzbe izrazimo
1 pomocu xq t x3, te to uvrstimo u zadnje dvije jednadzbe, koje postaju dvije jednadzbe
sa dvije nepoznanice (xs i x3). Dobijemo

1
T = 3(19 — g — 4dx3),

pa druga jednadzba sada glasi

10 10 10
3(19 — T9 — 41‘3) +4l‘2 -+ 71‘3 = 39, tj - E(l‘g +4l‘3) +4l‘2 -+ 71‘3 =39 -+ (—319)
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Dakle, efekt ove transformacije je ekvivalentno prikazan kao rezultat mnoZenja prve
jednadzbe s

i zatim njenim dodavanjem (pribrajanjem) drugoj jednadzbi. Druga jednadzba sada
glasi
21‘2 — I3 = 1.

Ako ovu transformaciju sustava zapisemo matriéno, imamo

5 1 4 1 0 0 5 1 4 5 1 4
10 4 7|l=[-210 10 4 7= 0 2 -1].
-15 5 -9 0 0 1/\=15 5 -9 -15 5 -9
A @1 A ) _ (3
L AW = (aij )i,j:l

Nepoznanicu x1 eliminiramo iz zadnje jednadzbe ako prvu pomnoZimo s

af) _ 1,
=T =
11

t onda je pribrojimo zadnjoj. To znadi sljedeéu promjenu matrice koeficijenata:

) 1 4 1 0 0 ) 1 4 5 1 4
0 2 -1]—=1]1]0 1 0O 0 2 -1|=10 2 -1
-15 5 -9 3 0 1 -15 5 -9 0 8 3
I 3,1 (1 ;@
AL 1B A A@ — (az(j))?jzl
Vektor desne strane je u ove dvije transformacije promijenjen u
19 1 0 0 19 19 1 0 0 19 19
39 |—= | -2 1 0 39 | = 1 — 10 1 0 1 =11
—-32 0 01 —-32 —-32 3 0 1 —-32 25
N e’ | — N’ | S —— N —r
b L&D ) LG 52
Novi, ekvivalentni, sustav je A®z = b3 .
b1 + o + 4dx3 = 19
2rg — lzg = 1 (1.12)
8ry — 31‘3 = 25,

u kojem su druga i treca jednadzZba sustav od dvije jednadzbe sa dvije nepoznani-
ce. Ocito je da rjesenje x = (x1,x2,23)" sustava (1.11) zadovoljava i sustav (1.12).
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Obratno, ako trojka 1, T, x3 zadovoljava (1.12), onda mnoZenjem prve jednadzbe
w (1.12) s 2 i zatim pribrajanjem drugoj jednadbi, dobijemo drugu jednadzbu susta-
va (1.11). Na slican nacin iz prve i treée jednadzbe sustava (1.12) rekonstruiramo
treéu jednadzbu polaznog sustava (1.11). U tom smislu kaZemo da sus sustavi (1.11)
i (1.12) ekvivalentni: imaju isto rjesenge.

Nadalje, primijetimo da smo proces eliminacija (tj. izraZavanja nepoznanice xp po-
moéu xo 1 x3 i eliminiranjem x1 iz zadnje dvije jednadzbe) jednostavno opisali ma-
tricnim operacijama. Eliminaciju nepoznanice x1 smo prikazali kao rezultat mnoZenja
m(atgz'ce koeficijenata i vektora desne strane s lijeva jednostavnim matricama L3V 4
LB,

Jasno je da je sustav (1.12) jednostavniji od polaznog. Zato sada nastavljamo s pri-
mjenom iste strategije: iz trece jednadzbe eliminiramo xq tako $to drugu jednadzbu
POMNOZIMO §

2
az(n) — 4

-2 =
ag2)

it pribrojimo je trecoj. Tako treca jednadzba postaje

71‘3 = 21,
a cijeli sustav ima oblik
b1 + =z + 4dx3 = 19
21‘2 — s = 1. (113)
71‘3 = 21

Transformaciju eliminacije xo iz trece jednadzbe mozZemo matriéno zapisati kao tran-
sformactju matrice koeficijenata

5 1 4 1 0 O 5 1 4 5 1 4
0 2 -1|—~|0 1 O 0 2 -1|=10 2 -1 (1.14)
0 8 3 0 —4 1 0 8 3 0o 0 7
4@ 132 4@ 4®)
i transformaciju vektora desne strane
19 1 0 0 19 19
1|—=]0 1 off[1]= 1 (1.15)
25 0 —4 1 25 21
N — N e N e N —
52 1,32 p2) 3 — (643))‘7‘_1

Sustav (1.13), koji je ekvivalentan polaznom, lako rijesimo:
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| [\
—

1. Iz trece jednadzbe je x3 = =3;

N =

2. Iz druge jednadzbe je xo = —(1 +x3) =2 ;

3. Iz prve jednadzbe je x1 = %(19 — xg —4a3) = 1.
Jednostavna provjera poturduje da je sa ovim 1, xo, x3 rijeden polazni sustav (1.11).
Analizirajmo postupak rjeSsavanja u prethodnom primjeru. Relacija
AB® — BB (1) 4

zasluzuje posebnu paznju. Matrica A®) je gornje trokutasta, a produkt JASN ACIDN G
je donje trokutasta matrica. Dakle, polaznu matricu A smo mnozenjem s lijeva donje
trokutastom matricom nacinili gornje trokutastom. To mozemo procitati i ovako:

A=LA® [ = (L(Q’l))_l(L(3’1))_1(L(3’2))_1,

gdje je L donje trokutasta matrica. Lako provjerimo da je

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
L=12 1 0 0 1 0 01 0]l=2 120
0 0 1 -3 0 1 0 4 1 -3 4 1

Y >

2,1))-1 (3,1))~1 (3,2))-1
(L*Y) (L) (L52)

Dakle, matricu A smo napisali kao produkt donje trokutaste i gornje trokutaste ma-
trice, A = LA®. Gornje trokutastu matricu u ovom kontekstu obi¢no oznatavamo
s U = A® pa je A rastavljen na produkt A = LU. Govorimo o LU faktorizaciji
matrice A. Uoc¢imo da je racunanje produkta koji definira matricu L jednostavno:
Inverze od L&Y LB 132 dobijemo samo promjenom predznaka netrivijalnih ele-
menata u donjem trokutu, a cijeli produkt je jednostavno stavljanje tih elemenata na
odgovarajuée pozicije u matrici L. Sada jo§ primijetimo da je relacija (1.13) zapravo
linearni sustav

Uz =b®, gdjeje b® = LEGILBIH LRV, = 171,

Jasno, z = A7'b = (LU)'b = U1L7'b.
Dakle, u terminima matrice A i vektora b, linearni sustav u primjeru 1.3.1 je rijeSen
metodom koja se sastoji od tri glavna koraka:

1. Matricu sustava A faktorizirati v obliku A = LU, gdje je L donje trokutasta, a
U gornjge trokutasta matrica.
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2. Rjesavanjem donje trokutastog sustava Ly = b odrediti vektor y = L~1b.

3. Rjesavanjem gornje trokutastog sustava Uxr = y odrediti vektor x = U1y =
UYL ).

Ovakav zapis metode opisane u primjeru 1.3.1 ima niz prednosti:

— Operacije su iskazane u terminima matrice A i desne strane b, a ne u terminima
izraZzavanja neke nepoznanice pomocu ostalih. Umjesto ”x; izrazimo pomocéu
Zo,x3,...  1sl., operacije izrazavamo jezikom operacija sa matricama i vektori-
ma. To omoguéuje jednostavnu i sustavnu primjenu opisane metode na sustav
sa proizvoljnim brojem nepoznanica. Sam linearni sustav je u racunalu pohra-
njen kao matrica koeficijenata A i vektor desne strane b. Dakle, ovakav zapis
metode eliminacija je prirodan.

— Ponekad u primjenama rjesavamo nekoliko linearnih sustava sa istom matricom
A, ali sa nizom razli¢itih desnih strana b. Vidimo da je u tom slucaju transfor-
macije na matrici A dovoljno napraviti jednom (prvi korak u gornjem zapisu
metode), a zatim za razli¢ite desne strane provesti samo zadnja dva koraka.

1.3.2 Trokutasti sustavi: rjeSavanje supstitucijama naprijed
i unazad

Trokutasti sustavi jednadzbi su laki za rijesiti. Pogledajmo na primjer donje troku-
tasti sustav Lz = b dimenzije n = 4:

511 0 0 0 I bl
521 522 0 0 T . bg
l31 f32 fl33 0 z3 | | bs
ly lyg Llyz Ly T4 by

Neka je matrica L regularna. To znaci da je €; # 0 za i = 1,2,3,4. Ocito je

by

r = —-—

Yo

1

To = 7(52 - 521%)
22
1

T3 = 5—(53 — l3121 — l3019)
33
1

Ty = —(b4 — bz — lagxo — 543@3)-

544
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Vidimo da z; mozemo odmah izracunati, a za 7 > 1 formula za z; je funkcija od b;,
i-tog retka matrice L i nepoznanica x1,...,z;_1 koje su prethodno veé izracunate.
Dakle, izracunamo prvo x; pa tu vrijednost uvrstimo u izraz koji daje xo; zatim z; i
2o uvrstimo u izraz za xs itd. Ovakav postupak zovemo supstitucije naprijed.

Algoritam 1.3.1 RjeSavanje linearnog sustava jednadzbi Lx = b sa reqularnom do-
nje trokutastom matricom L € R™™.

/* Supstitucije naprijed za Lx =b */

b1
rp =—-—
An
zati=2,...,n{

13

1 i—1
zi = 7= (b = 3 ligws) 5 }
=1
Prebrojimo operacije u gornjem algoritmu:
— Dijeljenja: n ;
1
— Mnozenja: 14+2+---+ (n—1) = §n(n—1) ;
e o 1
— Zbrajanja i oduzimanja: 1424 ---+ (n—1) = En(n —1).

Dakle, ukupna slozenost je O(n?).
Gornje trokutaste sustave rjesavamo na slican nacin. Ako je sustav Uz = b oblika

U1 w2 U3 Uisa 1 b1 .
0 uge wu3 U 2o by
= s H Uis 7& 0,
0 0 uss use || 73 bs |7 i
0 0 0 Ug4 T4 b4
onda, polazeéi od zadnje jednadzbe unazad, imamo
by
Ty = —
Ua4
1
r3 = —(bs — ugszs)
U33
1
T2 = —(b2 — U23T3 — U24$4)
U2
1
T, = u—(b1 — U1a% — U13%3 — U1as).
11

Ovakav postupak zovemo supstitucije unazad.
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Algoritam 1.3.2 RjeSavange linearnog sustava jednadzbi Ux = b sa reqularnom gor-
nje trokutastom matricom U € R™".

/% Supstitucije unazad za Uz = b */

Tp=—",;
unn
zai=n—1,...,1{
1 n
T = —(bz - Z uijxj) 5 }
Ui j=it+1

Kao i kod supstitucija naprijed, sloZenost ovog algoritma je O(n?).

1.3.3 LU faktorizacija

Sada kada smo uocili da se rjeSavanje linearnog sustava Ax = b faktoriziranjem matri-
ce A svodi na trokutaste sustave, ostaje nam posebno prouciti faktorizaciju matrice
A € R™™ na produkt donje i gornje trokutaste matrice. Zanima nas proizvoljna di-
menzija n, ali ¢emo zbog jednostavnosti razmatranja na pocetku sve ideje ilustrirati
na primjeru n = 5. Neka je

a1 a2 a3z a4 415
21 Q22 (23 Q24 G925
A=|a3 a3z as a3 ags
41 G422 43 Q44 G45
as1 Aas2 Aas3 A4 G55

Sjetimo se, eliminacija prve nepoznanice je manifestirana poniStavanjem koeficijenata
na pozicijama (2,1),(3,1),...,(n,1). To mozemo napraviti u jednom potezu.> Ako
definiramo matricu

1 0 0 0 0

a1

“2 1 00 0
at

L(l):_a_n()lOO,
“2g 001 0
311
~3L o 0 0 1
aii

3U primjeru 1.3.1 smo zbog jednostavnosti ponistavali koeficijente jedan po jedan.
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onda je z; eliminiran iz svih jednadzbi osim prve, tj.

a1 M2 a1z 414 A1
0 o o o)
AV=r1WAa=1 0 a§12) a%) a&) a§15)
0 o o
0 o o) o) o

Objasnimo oznake koje koristimo za elemente matrice A1), Opéenito, elementi od

A® su oznaceni s ag;), 1 < 4,7 < n. Medutim, elementi prvog retka u A® su jednaki
prvom retku u A, a%) = a1j, 1 < j < n, pa smo to eksplicitno naznacili u zapisu
matrice AY,

Primijetimo da je transformaciju A — A®) mogudée izvesti samo ako je

CL117’£0. (116)
Takoder, lako se uvjerimo da je
a 0 0 0 O
2100 0
a3l
_ — 0 1 0 0
2001 0
311
=L o0 01
a1l

te da iz A = (L)L AW glijedi
(or @) (b ) (o o)
a1 G22 an 1 0 ax/’

Jednostavno, dobili smo faktorizaciju vodece 2 x 2 podmatrice od A. Uvjet za izvod
ove faktorizacije je bio (1.16). Stavimo

_ ann  aiz 1
Qg = det ( = auagQ).
a21 A22
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Ako je ag # 0, onda je i a%) # (0 pa je dobro definirana matrica

1 0 0 0 0 1 0 0 00
0 0 0 0 0 1 000
a§12) a§12)
0 —— 1 00 0O i 1 00
Qoo Qoo
L® = oD i njen inverz (L®)™! = ald
0 ) 010 0 @) 010
%12) %12)
0 %2 o o 0 B2 0 0 1
sy (1)
22 Y,
Vrijedi
a1 a2 413 Al4  G15

1 1 1 1
a ay @y ay
Q33 Ag4 035 | - (1.17)

AP =12 A0 —_ 1AM 4 = 0
0 @ @ 2
0

o O O O

(Uo¢imo da oznake u relaciji (1.17) naglasavaju da je u matrici A% = (ag) )n , prvi
irj=

redak jednak prvom retku od A, a drugi redak jednak drugom retku matrice A®).)
Ako sada u relaciji A = (LM)"H(LP®)71A® izracunamo produkt (LW)=1(L@)~1
dobijemo

al 0 0 0 0
=2 1 000
a1l

(1) ail a1z a3 Q14 ayn
o oy (% ol o o o

A=| M o 0 0 aff o o [,  (118)
2 D) 2

a4 % 01 0 0 0 af aff af
011 ayy 0 0 a%) aéi) aé?
o)
S A
an  afy

odakle zakljucujemo da vrijedi

d 0
a1 Q12 Qi3 - 1 0 a1 a1z aig
ag gy agg | = | ‘11 ) 0 a%) a%)
a3y azz (33 1 O3 4 0 0 ag?

a1 (1)

G2
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Dakle, ako je a;1 # 01 ag # 0, onda smo dobili trokutastu faktorizaciju vodece 3 x 3
podmatrice od A. Stavimo

11 G12 G13 )
ag =det | a1 ax ags | = anasgass.
az1 as2 433

Ako je ag # 0 onda je i ag? # (0 pa su dobro definirane matrice

10 0 00 10 0 00
01 0 00 01 0 00
00 1 00 00 1 00

13 _ ey L®-1 _ asy

=00 =% 10| TV =100 & 1 0]

a a

33 33

Ne Ne
0 0 8.0 1 00 =2 0 1

9) (2)

ass 33

i vrijedi

A® = [P A® _ O[O 4 =

a12 0 0O 00

1

e 1 0O 00
ZH a(l) ai 0112 a113 a114 a115
NI EER

A= | @ o 0 0 af af af
ag  ay)  a ® @ |
et % % 1 0 0 0 0 CL4§ CL4§
11 22 O3 0 0 0 aé4) aé5)
51 aé2) aé:s) 0 1

i )
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te da je

a1l a2 a3 ai4
21 Q22 QA23 Q24 |
asy asy asz Gss |
41 A42 43 Q44

GLAVA 1. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

Ponovo zaklju¢ujemo na isti nacin: definiramo

a1
a21
a31
a41

Oy = det

Ako je a4 # 0, onda je i aﬁ) # (), pa su dobro definirane matrice

100 0
010 0
001 0

@ _

L 000 1

NE)
0 0 0 ——4
NE)
44

Lako provjerimo da vrijedi

AW = W A®) _ [OL@ @M 4 -

1 0 0 0
a2 T B
ai ai a112 a113 a114
asy agé) 0 ag2) ag3) ag4)
— == 1 0 (2 (2)
a1l a]gl2) 0 0 Qa3 a?g)
a1l a%) aé?
a2 aiz Qiq
Qo2 Q23 a4 | 1) (2) (3)
asy ass sy | (11029 (33 (44
g2 Q43 Q44
0 1 0 O 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
(-1 _
o1’ (L ) 0 0 0 1 0 (1'19)
a(3)
1 00 0 % 1
a
44
ER I A I G
o ool
0 0  a33 az{ asy
0 0 0 af o
O 0 0 0 a¥
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te da je, nakon ra¢unanja produkta (L®*))=1(LZ)=1(LB)~1(L®W)~1,
1 0 0 0 O

21 00 0

a

all a(l) an a112 a113 CL114 0115

wodd | (D

a 2 2 3

A= | e 0 0 o o o |. (1.20)

aq1 42D Q43 0 0 0 CL(3) CL(3)

w o oo L0 P v

a1l agy  asg 0O 0 0 0 ass
1) (2) (3) ~

451 @52 O53 G4y U

o ay  af) ay

L

Vidimo da je izvedivost operacija koje su dovele do faktorizacije A = LU ovisila o
uvjetima

an #0, af £0, aff #0, ag #0.
Takoder smo uocili da su ti uvjeti osigurani ako su u matrici A determinante glavnih
podmatrica dimenzija 1,2, ...,n — 1 razli¢ite od nule. To je u nasem primjeru znacilo
uvjete
o1=an #0, ag#0, az#0, ag #0.

. 1 2) (3 . . - o .
Brojeve a1, aé}, a§3), afm) zovemo pivotni elementi ili kratko pivoti. Brojevi ag, «g,

asg, a4 su glavne minore matrice A. Dakle, mozemo zakljuciti sljedece:

& Ako je prvih n — 1 minora matrice A razlicito od nule, onda su i svi pivotni
elementi razliciti od nule i Gaussove eliminacije daju LU faktorizaciju matrice
A.

U tom sluc¢aju sljedeéi algoritam racuna faktorizaciju A = LU.
Algoritam 1.3.3 Racunanje LU faktorizacije matrice A.

L=1:
zak=1,...,n—1{
zaj=k+1,...,n{

(k=1)
a-k
Ejk; = a.ikk_l) b4
k
a.gkz) =0 ; }

zat=k+1,...,n{
af) = a%“‘” - Eikag;_l) ;3
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Sljedeci teorem i formalno dokazuje egzistenciju i jedinstvenost LU faktorizacije.

Teorem 1.3.1 Neka je A € R™™" i neka su determinante glavnih podmatrica A(1 :
k,1: k) razlicite od nule za k = 1,2,...,n—1. Tada postoji donje trokutasta matrica
L sa jedinicama na dijagonali i postoji gornje trokutasta matrica U, tako da vrijedi
A= LU. Ako takva faktorizacija A = LU postoji i ako je jos ¢ matrica A regularna,
onda je faktorizacija jedinstvena: postoji tocno jedna matrica L i toéno jedna matrica
U sa ovim svojstvima. Tada je i det(A) = TTieq wi;.

Dokaz: Dokazimo prvo jedinstvenost LU faktorizacije. Neka postoje dvije takve fak-
torizacije,

A=LU=LU"
Ako je A regularna onda sui L, U, L', U’ takoder regularne matrice pa vrijedi

L—lLl — U(UI)—l

U gornjoj relaciji imamo jednakost donje trokutaste i gornje trokutaste matrice — znaci
da na obe strane jednakosti stoje dijagonalne matrice. Nadalje, L i L' po pretpostavci
imaju jedinice na dijagonali, a zbog cinjenice da se na dijagonali produkta donje
trokutastih matrica nalaze produkti dijagonalinih elemenata matrica koje se mnoze
su na dijagonali od L™1L’ jedinice. Dakle, LI/ =I,tj. L= L'. Tadajei U =U".
Dokazimo sada egzistenciju LU faktorizacije. Induktivni dokaz je zapravo veé skici-
ran u opisu racunanja faktorizacije 5 X 5 matrice. Pogledajmo kako uvjeti teorema
omoguéuju prelaz sa A® na A®HD_ odje je

ain 12 a3z G4 T T A1,n—1 A1n
1 1 1 1 1
0 aff ay af - o e afy
2 2 2 2
0 0 af a5y - - afn afy
A(k) — L(k) ... L(l)A = 0 0 0 (k—l) (k—l) . (k:—l)
Opg, O k41 o gy
k k
0 0 0 al(chl,kH T al(chLn
O 0 --- 0 agf])cﬂ e a®)

Kako je produkt (L® ... L)~ donje trokutasta matrica sa jedinicama na dijagonali,
zaklju¢ujemo da je

det(A(L: k+1,1: k+ 1) = anasgaly - afy Val ps #0.
Odavde je i a,(ﬁl,k +1 # 0 pa mozemo definirati matricu L*+Y koja ée ponistiti ele-

mente ispod dijagonale u (k + 1)-om stupcu i dati A®+) = L&D AK) - Jasno je da
nakon kona¢no koraka dobijemo matricu A®~1 koja je gornje trokutasta. [ |
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Komentar 1.3.1 Primijetimo, ako je A reqularna i ako ima LU faktorizaciju, onda
su nuzno i sve glavne podmatrice A(1 : k,1: k) reqgularne. To slijedi iz ¢injenice da je

k
det(A(1: k,1: k) = JJuu, k=1,...,n
i=1

1.3.4 LU faktorizacija sa pivotiranjem

Jedan ocit problem sa LU faktorizacijom koju smo opisali u prethodnoj sekciji je
da za njeno rac¢unanje prema opisanom algoritmu matrica A mora imati specijalnu
strukturu: sve njene glavne podmatrice do ukljucivo reda n —1 moraju biti regularne.
Sljedeéi primjer ilustrira taj problem.

Primjer 1.3.2 Neka je matrica sustava Ax = b dana s

0 1
A= (1 1) .
Ova matrica je reqularna, det(A) = —1, pa sustav uvijek ima rjesenge, ali A oéito
nema LU faktorizaciju. Jer,

(0 1) _ (511 0 > (Un U12>
1 1) 521 522 0 U22
povlaci da je L11un = 0, pa je £y = 0 ili uyy = 0, a tada je 1 = l1yuie = 0 il
1= Eglun = 0.
S druge strane, matrica A reprezentira linearni sustav
Or1 + 22 = b
1 + x2 = b
koji uvijek ima rjeSenje x1 = bg — by, xo = by, 1 kojeg moZemo ekvivalento zapisati

kao*
1 + x2 = b

Or1 + 22 = b’
Matrica ovog sustava je

, /1 1)_(1 0)(1 1)
A_(() 1/ \0 1/\0 1)’
i ocito ima jednostavnu LU faktorizaciju sa L =1, U = A'. Vezu izmedu A i A’ lako

opisemo matricno:
A’:(l 1)2(0 1> (() 1)
0 1 1 0 1 1

[, N —
P A

4Zamjena redoslijeda jednadzbi ne mijenja sustav.
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Matricu P zovemo matrica permutacije ili jednostavno permutacija. Njeno djelovanje
na matricu A je jednostavno permutiranje stupaca.

Da bismo ilustrirali kako zamjenama redaka uvijek mozemo dobiti LU faktorizaciju,
vratimo se nagem 5 x 5 primjeru i pogledajmo npr. relacije (1.17), (1.18):

ai
0
AD =10 A0 1AW A=| 0
0
0

1 0 0 0 0

a1

1 0 0 0
a1

)] ail a1z 413 14 Agp
w sy ol (Y0 o o)

A= | ™ ‘%2) 0 0 a%; a%; a%;

%%01000%3@44045
a1 agy 0 0 ag,) aéi) aé?
a )
oo
o afy)

Neka je a%) = 0. Dakle, vise ne mozemo kao ranije definirati L®. Pogledajmo
elemente ag,) i aé?. Ako su obadva jednaki nuli, onda mozemo staviti L® = T i
nastaviti dalje. Jer, cilj transformacije L®) je ponistiti ag,) i a%) — ako su oni vet
jednaki nuli onda u ovom koraku ne treba nista raditi pa je transformacija jednaka

jedini¢noj matrici. Neka je sada npr. aé? # (0. Ako definiramo matricu

L0000 ouoa oy Gy o
0O 1 0 0 0 0 agy ass ayy agy
P®=10 00 0 1|, ondaje POAD =] 0 0 aff aff aff
2 2 2
000 1 0 0 0 a%% a%; a%%
00100 0 0 a3y a3 a5
Sada moZemo definirati matrice
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
3) ayy (3)y-1 a$y)
L¥=1p 0 =28 1 0|, L) 7" =10 0 28 1 0],
) (2)
Qg3 as3
asy aly
0 0 ) 0 1 0 0 o 0 1
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i postici

A®) = 1O p® 4@ _ G pG @M 4 —

Primijetimo da je treéi redak od A®) (]ednak petom retku od A®. Za sljedeéi korak
L, . . 3) . (3 . o
eliminacija provjeravamo vrijednost az, . Ako je a,y # 0, postupamo kao i ranije, tj.

definiramo matricu L™ kao u relaciji (1.19). Ako je aﬁ) = aéi) = 0, onda mozemo

staviti L® = I, jer je u tom slucaju A® veé¢ gornje trokutasta. Neka je aﬁ) =0, ali

aéi) £ 0, tako da L™ nije definirana. Lako provijerimo da permutacijska matrica

1 0 0 0 0 ail CL(112) a(113 a114 a115
0O 1 0 0 0 0 ay a23) g4) gs)
PO=]0 0 1 0 0] daje P94 = 0 0 af of o
00001 0 0 0 af o
000 10 0 0 0 o o

Kako je po pretpostavci aﬁ) = 0, mozemo staviti L = I i matrica U = L P® AG)

je gornje trokutasta. Sve zajedno, vrijedi relacija
U=1[WpWHrpdr@r

Vidjeli smo ranije da je mnozenje inverza trokutastih matrica L*¥) jednostavno. Medutim,
mi sada imamo permutacijske matrice izmedu, pa ostaje istraziti kako one djeluju na
strukturu produkta. Primijetimo,

10 0 00 10 0 00
1 0 0 0 O o1 0 00 o1 0 00
01 0 0 0 o0 1 00 o0 1 00
POL® 00100[|po % 1 ol=|oo0 % ¢
(2 e)
0000 1 ay 5
GOy g Jas gy 00 -8 1 ¢
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10 0 0 0
o1 0 00 1 0 0 0 O
0 0 1(2)()() 01 0 0 0 i
= 1o o0 =% 1 g||00 10 0|=LOPW
al? 000 0 1
(2) 00 01 0
00 -2 0o 1
e
053 P
i®

Dakle, P® mozemo prebaciti s lijeve na desnu stranu od L®, ako u L ispermu-
tiramo elemente ispod dijagonale u trecem stupcu. Tako dobivena matrica L(i) ima
istu strukturu kao i L®. Na isti nacin je PO LA LV = LAOLOpG) § pOLA L) =

z(2)z(1)
L 'L P% paje

U= L@p@®per@rma — wi®i” ;% pwpe 4

tj.
=~ =(2) =(1)
) pB) A — (TAN-1/FBNH-1 -1 1
POPO A= (L) NI L)L )

P L

Produkt koji definira matricu L je iste strukture kao i ranije — dakle jednostavno
slaganje odgovarajuc¢ih elemenata. Nadalje matrica

1 00 00\ /1 00 0 0 100 00
01 000]|]0 1000 01000
P=PUpB =10 010 0]]l0 0 00 1|=]|0 00 01
0000 71[]l0oo0o0 10 001 00
0001 0/\0 0100 00010

je opet matrica permutacije. Jasno je kako bi ovaj postupak izgledao opéenito. Na
kraju eliminacija bi vrijedilo
U=Ar"D = (=D pl=b...(1®pB (1@ p@ (1O pD A)))...), (1.21)

[N —
A

A®)

AB3)

i P =pr-0pr-2... p@pL odie neke od permutacija P® mogu biti jednake
identitetama (jedini¢nim matricama).
Ilustrirajmo opisanu proceduru jednim numeric¢kim primjerom.



1.3. GAUSSOVE ELIMINACIJE I TROKUTASTE FAKTORIZACLJE 27

Primjer 1.3.3 Neka je

—_ TN =
=
=
w oo

Najvedi element u prvom stupcu od A je na poziciji (3,1) — to znaci da prvi pivot mak-
simiziramo ako zamijenimo prvi i trec¢i redak od A. Tu zamjenu realizira permutacija
PW, gdje je

0 010 51 1 0
P00 ] a2
0 0 0 1 1 4 1 3
Sada definiramo
1 0 0 0 5 1 1 0
O _ :% (1) (1) 8 paje AW = TP = 8 % é 615
—g 0 0 1 0 % % 3
Sliededi pivot je maksimiziran permutacijom P®, gdje je
10 0 0 5 1 1 0
SRR
01 0 0 0 ¢ £ 6
Sljedeci korak eliminacija glasi
1 0 0 0 5 1 1 0
1@ _ 8 _11% (1) 8 L A® Z [ p@ 40 8 1559 % %
0 -5 0 1 0 0 5 I
Sljedeéa permutacija je identiteta, P® = I, pa u zadnjem koraku imamo
10 0 0 5 1 1 0
13 _ 8 (1) (1) 8 A Z [®p® 4@ 8 % % 13
00 —-% 1 0 0o o I
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Sada primijetimo da je A®) = LOTLAPALOPW A gdje je

1 00 0 1 00 0
1 1
@rom_|=-5 0011 _|-5 10 0],0_70pe
PAr _%010 —%01013 IOp®,
-2 100 -2 .0 0 1
Dakle, U = A® = LOLALOP@OPM A Ako stavimo P = PAPW  onda vrijedi

0 0 1 0\ /1 1 4 1 5 1 1 0
000 1][l21 1 6 1 4 1 3

PA =17 000lls 1107|1141
01 0 0/\1 4 1 3 21 1 6
1 00 0\/1 0 00\/10 0 0
L' 100 0 1 0 0 01 0 0

=1 o1 0llo 2 10lloo 1 ofY
g 139 9
200 1/\o 3 01/\oo0 & 1
1 0 0 0\ /5 1 1 0
Loy oo oo 22 4
? .
— |z = 1 oflo 0 = —

T 191
2 =2 Z q1/\o o o ==
5 19 69 1311

Dakle, mozemo zakljuciti sljedece:

& Za proizvolinu n X n matricu A postoji permutacija P tako da Gaussove elimi-
nacije daju LU faktorizaciju od PA, tj. PA = LU, gdje je L donje trokutasta
matrica sa jedinicama na dijagonali, o U je gornje trokutasta matrica. Per-
mutaciju P moZemo odabrati tako da su svi elementi matrice L po apsolutnoj
vrijednosti najvise jednaki jedinici.

Preciznije, vrijedi sljedeéi teorem :

Teorem 1.3.2 Neka je A € R™" proizvoljna matrica. Tada postoji permutacija P
takva da Gaussove eliminacije daju LU faktorizaciju PA = LU matrice PA. Matrica
L = (¥4;) je donje trokutasta sa jedinicama na dijagonali, a U je gornje trokutasta.

Pri tome, ako je P produkt od p inverzija, vrijedi da je det(A) = (=1)P J ] wi-
i=1

Ako su matrice P® odabrane tako da vrijedi

|(P(k)A(k—1))kk| _ klg%xn |(p(k)A(k_1))jk|
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onda je

max max [(L®)y| = max [6] = 1.

1<k<n 1<i,5<n 1<i,j<n
U tom slucaju faktorizaciju PA = LU zovemo LU faktorizacijom sa (standardnim)
pivotiranjem redaka.

Dokaz Za pocetak, primijetimo da za matricu

(%)

14
L(k):( Iy, 0 > Y k-|.-1,k
0 v In—k: ’ :k:
/)
nk

i permutaciju IT € §,, oblika

vrijedi

I 0 1 0 =
(k) — Lk R — .k — 7k
1L ( 0 Hn—k/U Hn—k:) ( 0 Hn—k/U In—k:) 11 LHIL

Nadalje, svaka permutacija II oblika

I, 0 .
H_(O ﬂn_m>,m>k,H€Sn_m

je trivijalno i oblika

(L 0 2 . 0)
H‘(o Hn_k>’ H”—’“‘( 0 Thym) S S e

pa je mnozenje analogno slu¢aju m = k. Kratko kazemo da “II prolazi kroz L*)”.
Nadalje, jasno je da u svakom koraku mozemo odrediti permutaciju P%* tako da
postoji donje trokutasta transformacija L*¥) sa jedinicama na dijagonali za koju
LE p®) AE=1) ima sve nule ispod dijagonale u k-tom stupcu. Dakle, kao u relaciji
(1.21), mozemo postiéi da je U = A™~1) gornje trokutasta matrica. U produktu

U = [(»=1) pn=1) [ (n=2) p(n=2) [ (n=3) p(n=3) [ (n—4) p(n—4) . 1(2) p(2) [ (1) p(1) 4

je P&+D oblika
plE+1) _ (I(;ﬂ ﬂO ) e S, s,

n—k
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sto znaci da P D prolazi kroz L"?, produkt P™VP"=2) prolazi kroz L3,
produkt PV (=2 p("=3) prolazi kroz L™ itd.
Ako stavimo P = P p=2) ... p?) pl) onda je

U= ie-Die-d . JOF0p

odakle kao i ranije dobijemo PA = LU. Jasno je da strategija odabira permutacija
iz iskaza teorema osigurava da su svi elementi od L po apsolutnoj vrijednosti najvise
jednaki jedinici. [ ]

1.3.5 Vjezbe

1.4 Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

U prethodnim sekcijama smo se Gaussovim eliminacijama bavili u okvirima linearne
algebre. Preciznije, nismo razmatrali prakticne detalje realizacije izvedenih algorita-
ma na racunalu. Zapravo, termin prakticni detalji bi trebalo Citati kao problemi.
Zasto?

Racunalo je ogranicen, konacan stroj. Imamo ograni¢enu koli¢inu memorijskog pros-
tora u kojem mozemo drzati polazne podatke, medurezultate i rezultate racunanja.’
Umjesto skupa realnih brojeva R imamo njegovu aproksimaciju pomocéu konacéno
mnogo strojnih brojeva (strojni brojevi su zapravo konacan skup razlomaka) $to znaci
da racunske operacije ne mozemo izvrSavati niti to¢no niti rezultat mozemo po volji
dobro aproksimirati.

Za one cCitatelje koji nisu svladali osnove numerickih operacija linearne algebre na
racunalu, kao i za one koji taj materijal Zele ponoviti, osnovne cinjenice su dane u
dodatku u sekciji 1.4.4. Preporucamo da citatelj svakako baci pogled na tu sekciju
prije nastavka citanja ovog materijala.

Prakticno je odvojeno analizirati LU faktorizaciju i rjeSenje trokutastog sustava.
Pocinjemo sa LU faktorizacijom, gdje nas ocekuje niz zanimljivih zakljucaka.

1.4.1 Analiza LU faktorizacije. Vaznost pivotiranja.

Prije nego predemo na numericku analizu algoritma, pogledajmo kako ga mozemo im-
plementirati na racunalu s minimalnim koristenjem dodatnog memorijskog prostora.

5Svaka operacija zahtijeva izvjesno vrijeme izvrSavanja pa je ukupno trajanje algoritma takoder
vazan faktor. U ovoj sekciji éemo prvenstveno analizirati problem toénosti.
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Prisjetimo se naseg 5 x 5 primjera i relacije (1.20):

1 0 0 0 0

29 o0 0 0
a1l
o) a1 a1z aiz 414 d1n
a a 1 1 1
A L0 O[O g g
a
A — %12) @) 0 0 ass a?g) az?g)
041 G4y a3 0 0 0 oay ay
v o 1 0 8
11 agy  Ggg 0O 0 0 0 ass
1) 2) (3) ~ ~
51 G52 @53 G4y U

ooy ay) o

L

Vidimo da je za spremiti sve elemente matrica L i U dovoljno n? varijabli (loka-

cija u memoriji), dakle onoliko koliko zauzima originalna matrica A. Ako pazljivo
pogledamo proces racunanja LU faktorizacije, uoc¢avamo da ga mozemo izvesti tako
da matrica U ostane zapisana u gornjem trokutu matrice A, a strogo donji trokut
matrice L bude napisan na mjestu elemenata strogo donjeg trokuta polazne matrice
A. Kako matrica L po definiciji ima jedinice na dijagonali, te elemente ne treba nig-
dje posebno zapisivati. Na taj nacin se elementi polazne matrice gube, a racunanje
mozemo shvatiti kao promjenu sadrzaja polja A koje sadrzi matricu A:

ai a2 ais aia  Aais

@21 1) 1) 1) 1)
Ggy Qo3  Ggy  dgy
ai W
a;l aiz2 iz G4 Qi
as1  Qasg 2 2) (2)
g1 Q22 Q23 Q24 Q425 a_ o) Q33  QAz4 Ggs
_ 1 a
A= a3 asx as asa ass | — %12) @
41 Q42 Q43 Qa4 G4 41 G4g  O43 B 3
o @ ‘4 G
(51 Gs2 A53 Q54 Oss 411 ayy  asg
1) (2) 3)
as1 Gy Osz  Opg (4)

— = == == «
1) (2) 3) 55
011 azy  azg Gy

Sve matrice A® k= 1,2, ..., n—1 su pohranjene u istom n x n polju koje na pocetku
sadrzi matricu A = A©®. Na ovaj naéin zapis algoritma 1.3.3 postaje jos jednostavniji
i elegantniji.

Algoritam 1.4.1 Racunanje LU faktorizacije matrice A bez dodatne memorije.

zak=1,...,n—1{
zaj=k+1,....,n{
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zaj:kJrl,...,n’{
zat=k+1,...,n{

Primijetimo da smo koristili oznake uobic¢ajene u programskim jezicima — element ma-
trice (dvodimenzionalnog polja) smo oznacili s A(i, j). Isto tako, vidimo da konkretna
realizacija algoritma na racunalu ukljucuje dodatne trikove i modifikacije kako bi se
Sto racionalnije koristili resursi racunala (npr. memorija). Dodatnu paznju zahtijeva
izvodenje aritmetickih operacija pri ¢emu ne mozemo izbjeéi greske zaokruzivanja.

i}

Analiza gresaka zaokruzivanja je ponekad tehnicki komplicirana. Ono $to je vazno
uociti je da cilj takve analize nije jednostavno tehni¢ko prebrojavanje svih gresaka
zaokruzivanja nego izvodenje slozenijih i dubljih zaklju¢aka o numerickoj stabilnosti
algoritma i o pouzdanosti koristenja dobivenih rezultata.

Da bismo dobili ideju o kvaliteti izracunate faktorizacije, analizirat ¢emo primjer
faktorizacije 4 X 4 matrice

a1 G2 a1z aiq
A= a1 G22 Q23 Q24
as1 a32 0G33 034
41 G42 Q43 Q44

Izracunate aproksimacije matrica L = (£i;) i U = (ui;) ¢emo oznaciti s L = (i)
iU = (1 ). Kao u opisu algoritam za ra¢unanje LU faktorizacije u sekciji 1.3.3,
koristit ¢emo matrice L® i transformacije oblika A® = LOACD =1 . n—1.
Izracunate aproksimacije oznacavamo s L® i A®.

Primijetimo da je prvi redak matrice U jednak prvom retku polazne matrice A,

U11 Uiz Uiz Uis a1 Q12 13 Q14

~ 0 U U3 U 0 U2 Uz Uoa ~ :

U= - - = - - , Uy =ay, j=1,...,4.
0 0 uz uss 0 0 uss s
0 0 0 Uga 0 0 0 Taa

Sada umjesto matrica LY i A® = LM A imamo izracunate matrice

1 00 0
o —f 100
s 0 10
—fy 0 0 1
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an ai2 ais aiq
AW 0 ap Ol Ol anOly ©Uz an ©lo Oty
0 a3200 Ol a3 O3 O Uiz aze © 31 © Ty
0 apOfly Ol a3 Oly Oz Ol Oty
U1y Uiz U1z Uig
= 8 ujQ ujg uj4 , g = ag; ©lo1 © Uy, J=2,3,4.
0 % x %

Ovdje smo sa * oznacili one elemente koje ¢emo mijenjati u sljede¢em koraku. Pri-
mijetimo da su u prva dva retka matrice A% ve¢ izracunata prva dva retka matrice
U. U sljedetem koraku ra¢unamo

1 0 0 0
@ - |0 1L 00
L 0 —lp 1 0
0 -4 0 1
anl  aig ais a4
e _ 0t R . Uaa
0 0 (a336031 Ol3) Olay Oligg (34 © 31 O fag) © 32 © ing
0 0 (0436041 ®l1a) ©lag O ling (aga Sy © Urg) © lag © gy
U11 Uiz Uiz Uis
0 gy o3 Uy ~ 5 > - .
= 0 0 iy dig |’ T (asj © l31105) © l3g © Ugj, j = 3,4.
0 0 * *

I, u zadnjem koraku je ostala transformacija

i3

o O = O
= O O
= o O O

1
0
0
0

)

43
koja primjenom na A® daje i preostali element matrice U,
flgg = ((aaa © lay © Ti1a) © lap © Tina) © l43 © Tiga.

Uocavamo da se elementi u;; racunaju prema formuli

i—1
Uij = aig — Y limtmg, 2<i<n, i<j<n,

m=1
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pri cemu je uy; = a5, 1 < j < n. Ovu formulu je lako provjeriti raspisivanjem
produkta A = LU po elementima. U naSem algoritmu, zbog greSaka zaokruzivanja,
vrijedi

Us; = ( .- ((aij S Zil ®© ﬂlj) S Zig ®© ﬂgj) o - ) S Zi,i—l © Uj—1,5. (1.22)
Formula (1.22) je samo specijalan slu¢aj racunanja opéenitog izraza oblika

S = 1un + VW9 + V3Ws3 +.-.-+ VpWyp,
pri cemu se koristi algoritam
Uij = Qij ;
zam=1,...,i—1{
ﬂij = ﬂij S Eim ®© ﬂmj 3 }

Koristeéi Propoziciju 1.4.3, zaklju¢ujemo da postoje &;;, Gijm tako da je u (1.22)

i1
i = aig(1+&;j) = D LimTmg(1 + Gijm)- (1.23)
m=1
Pri tome je za sve i, 5, m
ne
6, IGml < T
Relaciju (1.23) mozemo procitati i kao
EDD Cimfimg + Saij, daz; = > CimimiCijm — Eijaig, (1.24)
m=1 m=1

gdje SINO ﬂij napisali kao Ziiﬂij(l -+ Ciji), uz Z” =11 Qﬂ = 0.
Time smo dokazali sljededi teorem.

Teorem 1.4.1 Neka je algoritam 1.4.1 primijenjen na matricu A € R™" i neka su
uspjesno izvrsene sve njegove operacije. Ako su L ¢ U izracunati trokutasti faktori,
onda je

ne

-~ - . 2 - .
L0 = A+ 54, 1641 < (1Al + ZIT)) < =2 |LI[T],

1—ne 1-2

gdje prva nejednakost vrijedi za ne < 1, a druga za 2ne < 1.
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Komentar 1.4.1 Rezultat teorema zasluZuje poseban komentar. NaSa analiza nije
dala odgovor na pitanje koliko su L i U daleko od tocnih matrica L i U. Umjesto toga,
dobili smo zakljucak da L i U &ine egzaktnu LU faktorizaciju matrice A+8A. Drugim
rije¢ima, ako bismo A promijenili u A+0A i zatim uzeli egzaktnu faktorizaciju, dobili
bismo upravo L i U. Ovu situaciju mogemo ilustrirati komutativnim dijagramom na
slici 1.2. Dobiveni rezultat je u praksi od izuzetne vaznosti. Jer, cesto je u primjenama
nemoguce raditi sa egzaktnim podacima — matrica A moZe biti rezultat mjerenga ili
nekih prethodnih proracuna, dakle netocna. Ako je egzakina (nepoznata) matrica A
A=A+ A, onda je LU = A+ A+ 6A i LU = A+ 6A. Ako sudA i §A usporedivi
po veli¢ini, onda moZemo u mnogim primjenama L i U smatrati jednako dobrim kao
i L1U.

A 1zracunato I~/, [~]

perturbacija egzaktna faktorizacija
podataka

A+ 6A

Slika 1.2: Komutativni dijagram LU faktorizacije u aritmetici konaéne preciznosti.
Izracunati rezultat je ekvivalentan egzaktnom racunu sa promijenjenim polaznim po-
dacima.

Iz prethodne analize je jasno da je §A mala ako produkt |L||U| nije prevelik u uspo-
redbi s |A]. To na zalost nije osigurano u LU faktorizaciji. Sljedeéi primjer pokazuje
numericku nestabilnost algoritma.

Primjer 1.4.1 Neka je o mali parametar, |o| < 1, i neka je matrica A definirana s

a 1
A= (1 1).
U egzaktnom racunanju tmamo

1 0 o 1
(2,1) _ 2,14 — 1
(8] (8]

pa je LU faktorizacija matrice A dana s

(5 D-(1 1) (o 22)

N — 0% _ o’
A ~

h
=k
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Pretpostavimo sada da ovaj racun provodimo na racunalu u aritmetici sa 8 decimalnih
znamenkt, tj. sa toénosti € ~ 19_8. Neka je |a| < €, npr. neka je « = 1071%. Kako
je problem jednostavan, vrijedi fo; = lo1(1 + €1), |e1] < €, G171 = w11, 12 = U1z ¢

1
fm:l@l@a:—l@a:—a(qu).
Primijetimo da je

2e
“1l-¢€

‘ U — U2

U2

Dakle svi elementi matrica L i U su izracunati sa malom relativnom pogreskom. Sje-
timo se da je ovaj primjer najavljen kao primjer numericke nestabilnosti procesa
eliminacija, odnosno LU faktorizacije. Gdje je tu nestabilnost ako su svi izracunati
elementi matrica L i U gotovo jednaki tocnim vrijednostima? Odstupanje (relativna
greska) je najvise reda velicine dvije greske zaokruZivanja — gdje je onda problem?
Izracunajmo (egzaktno) LU :

~ ~ 1 0 o 1 a 1 a 1 0 0
LU:(1@a 1)(0 —1®a>_(1 0)‘(1 1>+(0 —1)'
—_—— ———

A SA

Primijetimo da 6A ne mozZemo smatrati malom perturbacijom polazne matrice A —
jedan od najvecih elemenata u matrici A, ase = 1, je promijenjen u nulu. Ako
bismo koriste¢i L i U pokusali rijesiti linearni sustav Az = b, zapravo bismo radili
na sustavu (A + §A)x = b. Teka da dobijemo osjeéaj kako katastrofalno los rezultat
mozZemo dobiti, pogledajmo linearne sustave

()G -6G) ()G -()
1 1 xe) \2/)7 \1 0/\Z/) \2/°
Nythova rjesenja su
-1
Go) =22~ () (52) = (1 5%)
ze) | 2a-1|7\1/)” \#/) \1-2a/°
a—1

Vidimo da se x1 i &1 potpuno razlikuju. Zokljucujemo da Gaussove eliminacije mogu
biti numericki nestabilne — dovoljna je jedna greska zaokruZivanja “ u krivo vrijeme
na krivom mjestu” pa da dobiveni rezultat bude potpuno netocan.

Komentar 1.4.2 I ovaj primjer zasluzuje komentar. Vidimo da katastrofalno veli-
ka greska nije uzrokovana akumuliranjem velikog broja greSaka zaokruzivanja. Cijeli
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problem je u samo jednoj aritmetickoj operaciji (pri racunanju Gsg) koja je zapravo
tzvedena jako toéno, sa malom greskom zaokruZivanja. Cilj numericke analize algorit-
ma je da otkrije moguce uzroke nestabilnosti, objasni fenomene vezane za numericku
nestabilnost i ponudi rjesenja za njthovo uklanjanje.

Primijetimo da je nestabilnost ilustrirana uw primjeru v skladu sa teoremom 1.4.1.
Naime, ako izracunamo |L||U| dobijemo

=7 _ (ol 1 >

LU = (1+e 20 al)’
gdje je 1+ e=a(l®a), | < e . Kako je na poziciji (2,2) u matrici |L||U| element
koji je reda velicine 1/|a| > 1/e, vidimo da nam teorem ne moze garantirati mali § A.

Jasno nam je da je, zbog nenegativnosti matrica |L| i |U|, mali produkt |Z||T| mogué
samo ako su elementi od L i U mali po apsolutnoj vrijednosti. Pogledajmo nastavak
primjera 1.4.1.

Primjer 1.4.2 Neka je A matrica iz primjera 1.4.1. Zamijenimo joj poredak redaka,
;- (0 1)(04 1>_(1 1>
A_PA_<1() 1 1) \a 1)°
LU faktorizacija matrice A' = LU je
(1 1> B (1 ()) (1 1 >
a 1) \a 1J\0 1-a/

Ako je |a| < €, onda su izraéunate matrice
~ 1 0 = 11
E=(a 1) 7=(o 1)

- /11 1 1 0 0 ,
pr— pu— <
i (a 1+a> (a 1>+(0 a), GA| < el Al.

N e N e
A §A

i vrijedi

Primijetimo i da je produkt

= 1 1
Z101= (1o 11a)

po elementima istog reda velicine kao i |A'|. Dakle, u ovom primgeru je bilo dovoljno
zamijeniti poredak redaka u 1~4~( redoslijed jednadzbi) pa da imamo garantirano dobru
faktorizaciju u smislu da je LU = A" + 6 A" sa malom perturbacijom 6A'.

Iz prethodnih primjera i diskusija je jasno da standardno pivotiranje redaka, koje
osigurava da su u matrici L svi elementi po apsolutnoj vrijednosti najvise jednaki
jedinici®, doprinosi numerickoj stabilnosti. Naime, lako se vidi sa su tada i svi elementi

6Vidi teorem 1.3.2.
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matrice |L| manji ili jednaki od jedan. U tom slucaju veli¢ina produkta |L||U| bitno
ovisi 0 elementima matrice U. S druge strane, elementi matrice U su dobiveni iz

matrica A(’“), k=0,1,...,n—1, pa je broj
maIzm( )
o= gk 7 (1.25)
g o

dobra mjera za relativni rast (u odnosu na A) elemenata u produktu |L||T|. Broj p
zovemo faktor rasta elemenata u LU faktorizaciji i definiran je bez obzira da li koristi-
mo pivotiranje redaka. Primijetimo da u analizi gresaka zaokruzivanja pivotiranje ne
predstavlja dodatnu tehnicku poteskocu, pa odmah mozemo iskazati sljedeéi teorem.

Teorem 1.4.2 Neka je LU faktorizacija n X n matrice A izracunata sa pivotiranjem
redaka u aritmetici sa relativnom tocnosti € i neka su L i U dobivene aproksimacije
za L i U. Ako je pri tome koristena permutacija P, onda je

-~ 2n
LU = P(A +64), 64| < 7=o—P"|L|[D.

Specijalno je, bez obzira na pivotiranje,
16A]lF < O(n*)ep|| Allp-

Dokaz Nakon ponovnog Citanja dokaza teorema 1.3.2 bi trebalo biti jasno da per-
mutacije prolaze kroz elementarne transformacije L® neovisno o totnosti racunanja
(egzaktno ili do na greske zaokruzivanja). Dakle, mozemo zakljuciti da ¢ak i racunanje
faktorizacije s pivotiranjem na stroju odgovara rac¢unu bez pivotiranja ali sa polaznom
matricom A’ = PA. Sada primjenom teorema 1.4.1 dobijemo da vrijedi

L0 = A 464, 164 < 2" |10,
1—2ne

Kako je A'+0A" = P(A+PT§A’), stavljanjem § A = P7§ A’ dobivamo tvrdnju teorema.
Primijetimo i da je, bez obzira da li pivotiramo retke ili ne,

2ne  n(n+1) [n(n+1)
fole < 208 [20 A D) ol L0) )y,

H
Razlika u numerickoj stabilnosti koju donosi pivotiranje redaka je bolje ponasanje
parmetra p, tj. pivotiranjem mozZemo osigurati umjeren rast elemenata u toku LU
faktorizacije. U primjeru 1.4.1 smo vidjeli da u LU faktorizaciji bez pivotiranja rast
elemenata tokom faktorizacije moze biti po volji veliki. Sljedeé¢a propozicija pokazuje
da u slucaju pivotiranja redaka faktor p ima gornju ogradu koja je funkcija samo
dimenzije problema.
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Propozicija 1.4.1 Ako LU faktorizaciju racunamo s pivotiranjem redaka u aritme-
tici sa maksimalnom greskom zaokruZivanja €, onda je

p S 2n—1(1 + E)Q(R_l).
Specijalno je u slucaju egzaktnog racunanja p < 2771,

Dokaz: Dokaz ostavljamo citatelju za vjezbu. [ |
Primijetimo da je gornja ograda za p reda veli¢ine 2", §to brzo raste kao funkcija
od n. Postoje primjeri na kojima se ta gornja ograda i dostize. Ipak, iskustvo iz
prakse govori da su takvi primjeri rijetki i da je LU faktorizacija sa pivotiranjem
redaka dobar algoritam za rjesavanje sustava linearnih jednadzbi. Mozemo zakljuciti
i preporuciti sljedece:

& Gaussove eliminacije, odnosno LU faktorizaciju, valja v praksi uvijek raditi sa
pivotiranjem redoka.

1.4.2 Analiza numerickog rjesenja trokutastog sustava

Kako smo vidjeli u sekciji 1.3.2, trokutaste sustave rjeSavamo jednostavnim i elegant-
nim supstitucijama naprijed ili unazad. Ta jednostavnost se odrazava i na dobra
numericka svojstva supstitucija, kada ih provedemo na ra¢unalu. Sljede¢a propozicija
opisuje kvalitetu numericki izracunatog rjesenja trokutastog sustava jednadzbi.

Propozicija 1.4.2 Neka je T donje (gornje) trokutasta matrica reda n i neka je
sustav Tv = d rijeSen supstitucijama naprijed (unazad) kako je opisano u sekciji
1.3.2. Ako je © rjeSenje dobiveno primjenom strojne aritmetike preciznosti €, onda
postoji donje (gornje) trokutasta matrica 6T tako da vrijeds

ne

(T +oT)=d, [6T| <ml|T], 0 <n < 7 :
— Ne

Dokaz Dokaz zbog jednostavnosti provodimo samo za donje trokutastu matricu 7'.
Pretpostavljamo da se i—ta komponenta rjeSenja za 7 > 1 rac¢una na sljedeéi nacin:

;=15 @01 ;
zaj=2,...,i—14

U =00T;00;; }
U= (o) 0Ty .
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Prlmjenom pravila strojne aritmetike dobijemo” ¥; = (dy/T11)(1 + €1), |e1] < €, te za
1=2,...,mn
i1
di = 3 Tig(1+ ) |
5 — j=1 L 1G] < & lers| < e
’ Tii N=1-@G-1e” "~
(1+e€1,:)(1+€s)

|€2,i| S €.

Komentar 1.4.3 Koliko god da je prethodni rezultat tehnicki jednostavan, valja na-
glasiti da je zakljuc¢ak o tocnosti rjesenja trokutastog sustava vazan: izracunato rjesenje
zadovoljava trokutasti sustav sa matricom koeficijenata koja se po elementima malo
razlikuje od zadane. Pojednostavljeno govoreéi, ako radimo sa € ~ 107 i ako je
n = 1000, onda izracunati vektor ¥ zadovoljava T® = d, gdje se elemeni od T i T
poklapaju u barem 5 decimalnih znamenki (od 8 na koliko je zadana matrica T ).

1.4.3 Toénost izracunatog rjeSenja sustava

Sada nam ostaje napraviti kompoziciju dobivenih rezultata i ocijeniti koliko to¢no
mozemo na racunalu rijesiti linearni sustav Az = b u kojem smo izracuali LU fakto-
rizaciju PA = LU i supstitucijama naprijed i unazad izracunali z = U~ (L7(PD)).
Kako smo vidjeli u prethodnim sekcijama permutacija P se moze (za potrebe anali-
ze) odmah primjeniti na polazne podatke i numeri¢ku analizu moZzemo provesti bez
pivotiranja. Kako to pojednostavljuje oznake, mi éemo pretpostaviti da su na polaz-
ne podatke A i b veé primijenjene zamjene redaka, tako da su formule jednostavno
A=LUixz=U"YL"D)).

Neka su L i U izracunate trokutaste matrice, gdje je LU = A + § A, kao u teoremu
1.4.1. Izracunato rjeSenje ¢ sustava Ly =b zadovoljava (prema propoziciji 1.4.2)

(L +6L)Yj=0b, |6L| << |L|
Na isti nacin rje§enje  sustava Uz = § zadovoljava
(O +380)z =4, |80 < ”€n€|z7|.
Dakle, (L + 6L)(U + 6U)% = b, tj.
(A+S6A+E)E=0b, E = L6U +6LU + 6L6U,

2]

IA

\L||6TU| + |6L||TU| + |6L||6T .
Time smo dokazali sljededi teorem.
"Vidi sekciju 1.4.4.
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Teorem 1.4.3 Neka je T rjesenje reqularnog n X n sustava jednadzbi Ax = b, dobi-
veno Gaussovim eliminacijama sa pivotiranjem redaka. Tada postoji perturbacija AA

za koju vrijedi
- ONE =/ r
(A+ AA)Z =0, |AA < ——P"|L||U|.
1—2ne
Ovdje je P permutacija koja realizira zamjenu redaka. Takoder pretpostavijamo da je
2ne < 1.

Na kraju ove sekcije, pokazimo kako cijeli algoritam na racunalu moZemo imple-
mentirati bez dodatne memorije. Kako smo prije vidjeli, LU faktorizaciju mozemo
napraviti tako da L i U smjestimo u matricu A. Sada jo§ primijetimo da sustave
Ly = bi Ur = y moZemo rijesiti tako da y i £ u memoriju zapisujemo na mjesto
vektora b. Tako dobijemo sljede¢u implementaciju Gaussovih eliminacija:

Algoritam 1.4.2 RjeSavanje trokutastog sustava jednadzbi Az = b Gaussovim eli-
minacijama bez dodatne memorije.

/* LU faktorizacija, A= LU */
zak=1,...,n—1{
zaj=k+1,...,n{
, A(j, k)
zaj=k+1,....,n{
zai=k+1,...,n{
/* Rjesavanje sustava Ly = b, y napisan na mjesto b. */
zati=2,...,n{
zaj=1,...;1—1{
b(i) = b(3) — A(4,4)b(5) ; } }
/*Rjesavanje sustava Ux =y, x napisan na mjesto b.*/
b(n) =b(n)/A(n,n) ;
zai=n—1,...,1{
zaj=1i+1,...,n{
b(i) = b(4) — A(4,7)b(4); }
b(i) = b(i)/A(4,1) ; }

Lo,

1.4.4 Dodatak: Osnove matri¢nog racuna na rac¢unalu

Na racunalu opéenito ne mozemo egzaktno izvrSavati aritmeticke operacije. Rezultat
zbrajanja, oduzimanja, mnozenja ili dijeljenja dva strojna broja x i y je po definiciji
strojni broj koji je najblizi egzaktnom zbroju, razlici, umnosku, odnosno kvocijentu
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2 1y. Pri tome je relativna greska tako izvedenih operacija manja ili jednaka polovini
najveceg relativnog razmaka dva susjedna strojna broja. Na primjer, u standard-
noj jednostrukoj preciznosti (32-bitna reprezentacija) je relativni razmak susjednih
brojeva omeden s 272 pa je relativna greska aritmetickih operacija najvise e ~ 1078,
Navedena pravila za izvrSavanje elementarnih aritmetickih operacija lako zapiSemo
na sljedeéi nacin:

zbrajanje: z®y = (z+y)(l+e), |a|<e
oduzimanje: xSy = (z—vy)(1+e€), |62 <€
mnozenje: Oy = zy(l+es), le3s] <e

dijeljenje: z @y = z(1+~€4), lea] < e, y#0.
Y

Ove relacije vrijede ako su rezultati navedenih operacija po apsolutnoj vrijednosti u
inervalu (u, M) gdje je npr. u 32-bitnoj reprezentaciji p = 2712 ~ 1073® najmanji a
M = (14271 - - - +2723)2127 & 10% najveéi normalizirani strojni broj. (U dvostrukoj
preciznosti (64-bitna reprezentacija brojeva) je u ~ 1073% M ~ 103%®,) Analiza za
rezultate izvan intervala (i, M) je nesto slozenija pa je neéemo raditi.

Kako na racunalu izgledaju osnovne operacije linearne algebre? Lako se uvjerimo da je
vedina operacija (skalarni produkt, norma, linearne kombinacije, matri¢ne operacije)
bazirana na racunanju

m
= Ty,
i=1

gdje su z;, y; skalari (realni ili kompleksni brojevi ili njihove aproksimacije na racunalu).
Ako s racunamo na standardan nacin, u racunalu dobijemo, npr. sa m = 4, izraz
oblika

§=(((z10%) ©22 0 92) © 73 O 33) © T4 © Ya).

Sustavnom primjenom osnovnih svojstava aritmetike na stroju, lako se provjeri da je

§ = ((my(I+€) + may2(l + €2)) (1 + &2) + z3ys(1 + €3)) (1 + &3)
+24ya(1 + €0)) (1 + &)
= 2y (14 €)1+ &)1+ &)1+ &) +aaya (1 + ) (1 + &) (1 + &3)(1 + &)

7 7

14+¢1 1+¢

7 v

1+¢s 1+¢4

m=4
+3y3 (14 €3)(1+ &) (1 + &) +xays (1 + €)1+ &a) = D zimi(1 + G),
i=1

gdje su sve vrijednosti €;, & po modulu manje od €. Sada je jasno kako bi izgledala
formula za proizvoljan broj od m sumanada. Primijetimo da 1+ (x mozZemo ocijeniti
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me

1
1—-me <1+ < , tj. vrijedi |(g| < , k=1,2,...,m.
— me 1—me
Propozicija 1.4.3 Neka su x1,...,%m, Y1,---,Ym brojevi u racunalu, m > 1. Ako
vrijednost s = Z ;Y; racunamo kao
i=1

*§ =T @ Yy 5
za1=2,...,m{

.§:.§@xi®yi ,'}
onda postoje brojevi (;, 1 =1,...,m, tako da vrijedi

522 1y11+<1 |<Z|< ’ i:1,2,...,m

— me

Dokaz: Dokaz smo ve¢ skicirali na primjeru m = 4. Ocito je formalni dokaz naj-
lakse izvesti matematickom indukcijom po m. Dovoljno je primijetiti da je u koraku
indukcije

5D Tmt1 OYmy1 = (B4 Tmi1Yma1(1 +w1))(1 + ws)
S(1+ w2) + TmrYmar (1 + wi) (1 + wn), |wi] <e, |wo| <e,
tedajel—(m+1)e<(1-¢€)(l—me)i

l+e <1 (m+ e
1—me ~ 1—(m+1e

1.4.5 Vjezbe
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1.5 Numericko rjeSavanje simetri¢nih sustava jed-
nadzbi

U mnogim vaznim primjenama, posebno u inZenjerskim znanostima, je linearni sustav
. - . . v . . . n
jednadzbi simetrican. To znati da je u sustavu Az = b matrica A = (ay);

2
simetricna, A = A7, tj. za sve 1,j je ai; = a .

Primjer 1.5.1 U pripremi.
Primjer 1.5.2 U pripremi.

Naravno, ako pametno iskoristimo simetriju, A = A", onda Gaussove eliminacije
mozemo provesti puno efikasnije. Pokazuje se da u slucaju simetriéne matrice LU
faktorizacija ima opceniti oblik A = R"JR, gdje je R gornje trokutasta matrica, a
J = diag(+1). Da bismo dobili ideju zasto je to tako, pogledajmo LU faktorizaciju
A = LU simetri¢ne regularne matrice A. Iz A = LU slijedi da je U"TAU™' = UL
istovremeno simetri¢na i gornje trokutasta matrica. Dakle, D = U~"L je dijagonalna
matrica, pa je L = U™D, tj. A=U"DU. Ako je D = diag(d;)}_,, onda definiramo
|D|}2 = diag(|d;|*/?), J = diag(sign(d;)) i R = |D|*/?U. Slijedi da je A= R"JR.
Postojanje LU faktorizacije je uvijek osigurano ako pivotiramo. Kako nam je cilj
sacuvati simetriju, kod simetri¢ne matrice ¢emo istovremeno permutirati retke i stup-
ce, tj. radit éemo s PAPT, gdje je P matrica permutacije.

1.5.1 Pozitivno definitni sustavi. Faktorizacija Choleskog

Kazemo da je simetricna n X n matrica A pozitivno definitna ako za sve z € R",
x # 0, vrijedi

xT Az > 0.
Ako npr. uzmemo x = e;, i—ti stupac jedini¢ne matrice, onda je a;; = e] Ae; > 0, tj.

dijagonalni elementi pozitivno definitne matrice su uvijek pozitivni. Nadalje, ako je
S bilo koja pozitivno definitna matrica i z # 0, onda je i y = Sx # 0 i vrijedi

T (STAS)x = (Sz)TA(Sz) =y Sy > 0,

pa zakljuéujemo da je i S™AS pozitivno definitna matrica.
Pozitivna definitnost osigurava egzistenciju LU faktorizacije bez pivotiranja. Pogle-
dajmo kako. Ako A particioniramo s

[ an CLA
A_( a A

T

> . Ae RUXO),
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onda je a1 > 0 i prvi korak eliminacija je

1 0 a a al a’
a 11 R _ R T
(—— In_1>(a A>_(O A—ﬂ)'

a1 aii

Sada primijetimo i da vrijedi

1(1, O a1 aT 1 _a_T . ail O -
- In—l a A a11 - 0 A — ﬂ ’
a1l 0 Ina ai

45

pri ¢emu je dobivena matrica takoder pozitivno definitna. Sada se lako provieri da je
T

N aa .
i matrica A — — pozitivno definitna — dakle njen prvi dijagonalni element je strogo

11

veéi od nule pa se postupak eliminacija moze nastaviti. Time je pokazana egzistencija
faktorizacije A = R™R u kojoj je R gornje trokutasta matrica. Faktorizaciju A =
R™R zovemo faktorizacija Choleskog ili trokutasta faktorizacija simetricne pozitivno

definitne matrice.

Elemente matrice R mozemo izracunati jednostavnim nizom formula. Raspisivanjem

relacije
’,"‘11 0 PECEY 0 0 ’,"‘11 ’,"‘12 PECEY PECEY ’,"‘1n
712 799 0 e O O 799 e e Ton,
A=R"R=| : R : 0 :
' Tn—1,n—1 0 0 : . Tn—1n—-1 Tn-1n
Tin Ton - Tn—1,n Tnn 0 0 e 0 Tnn

po komponentama, za 7 < j, dobijemo

i
@ij = ) Thilkj
k=1

odakle direktno slijedi sljedec¢i algoritam za racunanje matrice R.

Algoritam 1.5.1 Racunanje faktorizacije Choleskog simetriéne pozitivno definitne

matrice A € R™".

zai=1,...,n{
i—1
Tii — aii—Zr,%i 5 /* 201 = 1, Tii — /i3 */
k=1
zaj=1i+1,...,n{
i—1

Qij = Y ThiTkj
k=1

Tij = _ P
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Promotrimo sada linearni sustav jednadzbi u kojem je A € R™" simetri¢na, pozitivno
definitna matrica. Ako je A = RTR trokutasta faktorizacija, onda rjesenje x =
A7 = R7'R™"b mozemo dobiti tako da prvo nademo rjeSenje y sustava Ry = b, a
zatim rijeSimo sustav Rx = y. Kako je R gornje trokutasta matrica, cijeli postupak
je vrlo jednostavan i mozemo ga zapisati na sljedeéi nacin:

Algoritam 1.5.2 RjeSavanje linearnog sustava jednadzbi Ax = b sa pozitivno defi-
nitnom matricom A € R™".

/* Trokutasta faktorizacija A = R"R */

zai=1,...,n{
Tii — \/ Ek 17“,” 5 /*Za’i:L Tii — A/ Aii */
20 j —z+1,..., n {
— 7:_1 “ -
Tij = % E:.fl ThiTki }}
/* Supstitucije naprijed za Ry =b */
b
h = _1 5
(ST
zati=2,...,n{

1 i—1
= —(bi— Y riys) 5 }
i=1

i iz
/% Supstitucije unazad za Rx =y */

Ty = — ;

Tnn
zai=n—1,...,14
1 n
ri=—(yi— Y Tijzg) 5}
Tii j=i+1

Nas cilj je ispitati numericka svojstva algoritma 1.5.1, ako njegove operacije izvedemo
na racunalu u (strojnoj) aritmetici konaéne preciznosti €.

Propozicija 1.5.1 Neka je za zadanu n X n pozitivno definitnu matricu A algoritam
1.5.1 uspje$no izvrsio sve operacije u konacnoj aritmetici s_greskom zaokruZivanja
e. Ako je R izracunata aproksimacija matrice R, onda je RTR = A+ §A, gdje je
dA = (dayj ) simetricna matrica i za sve 1 < 1,5 < n vrijeds

c(n)e
< —— —_\E —m . )
|6ai;| < nevawai;, e T 2e(n)e’ c(n) ax{3,n} (1.26)
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Dokaz U i-tom koraku, 2 < i < n, u algoritmu 1.5.1 vrijedi®

T = (1+ 52)4 (1+e1)(as — Z (1 + k), (1.27)

pa kvadriranjem i uz oznaku 1 +n = (1 + &;)(1 + &2)? dobijemo

i—1
N« -
Z Thi = Qii + 1T 777"1'21' - kZ::lr}‘;Ck = aii + 0ai;. (1.28)

Ovu relaciju mozemo zapisati i u obliku

i1
Tii = Jaii + baii — Y T (1.29)
k=1

Za i =1 je trivijalno 713 = /(1 + €2)%2a11 = Va1 + daqs.
Stavimo 7; = max{|n|/(1 + n), maxi<x<i—1 |(x|}. Lako provjerimo da u relaciji (1.29)
vrijedi

o i c(n)e
|5au| < n; 7"21‘ <y, i < ————.
kgl S 1—c(n)e

Na isti nacin analiziramo racunanje vrijednosti 74, j > 4. Imamo

i—1
aij — > FrgTri(1 + C)

Fij = (1 4+ €1)(1 + €2) h=l o ;G < %7

pa stavljanjem 1 + 7 = (1 + €;)(1 + €2) laganim rac¢unom izvedemo da vrijedi

i—1

—— Ty — Y TriTriC, = @i + 0aij = aji + day. (1.30)

i

> TR = aij +
I+

— k=1

Ovu relaciju mozemo procitati i kao

Q5 + 5aij - Z fkjfki

Tij = = (1.31)

80vdje koristimo pretpostavku da je algoritam uspjeino zavrsio sve operacije, tj. da je uspjesno
izraC¢unao 7;; > 0 za sve 4.
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Ako sada definiramo 7; = max{|7|/(1 + 7), maxi<x<i—1 |(4|}, mozemo pisati da je

|5CLU| S Ti Z |7nk:g||7nk:z| < Tzd Zrkgd Zrkzz

c(n)e

V@it Ty < m-

V(L= m)(1 =)

Konacno, primijetimo da relacije (1.28) i (1.30) pokazuju da je R"R = A + 6 A, gdje
je 0A = (5@13 )ij=1- Time je tvrdnja propozicije dokazana. [ |
Zanimaju nas numericka svojstva algoritma 1.5.2. Ako je T izracunata aproksimacija
totnog rjeSenja x = A7!b, §to moZemo reéi o I? Iz propozicije 1.5.1 znamo da
izracunata matrica R zadovoljava

IA

. Sa;
RTR=A16A, maxm < 1o
W/ Qi Qg4

U sljededéem koraku rjesavamo dva trokutasta sustava, Ry = bi Rz = y. Neka su
g ~yiZ~ z izracunati vektori. Prema propoziciji 1.4.2, postoje gornje trokutaste
matrice 61 R, doR tako da vrijedi

(R+ 6R)T

Y=
Pri tome je |0;R| < n|R|, |62R| < m|R|, gdje je . = ne/(1 — ne) . Slijedi da
izracunati ¥ zadovoljava

(R+6,R)T(R+6,R)E =0, tj. (RFR+ R"6,R+ (6R)"R+ (6,R)"6:R)Z = b

b, (R+6R)7=7.

Stavimo F = R76,R + (5, R)"R + (6, R )752R Vrijedi |E| < (2 + n2)|R|™|R], pa
zakljutujemo da I zadovoljava sustav (RjR~ + E)% = b, u kojem je F po elementima
mala perturbacija matrice sustava A = R™ R. Primijetimo i da je

|Eij| < 2ne + 90)1/@uds; < e+ 12) (1 + n0)vaag;, 1<i,j<n.

Kako je A = A + §A, dobijemo sljedeéu vezu izmedu polaznog sustava i izracunatog
rjesenja Z:

(A+ F)z =0, gdjeje F=0A+ E.
Pri tome su i F i §A ocijenjeni po elementima, na isti nacin i sa otprilike istom
gornjom ogradom. Mozemo reéi da smo rijesili sustav sa matricom A + F' koja je
blizu zadane matrice A u smislu da je

F’i.
max —28 < €, € — ot (20 + 1)1+ 10).
% QiG55
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Da smo, na primjer, nakon faktorizacije A + §A = R™R trokutaste sustave po y i z
rijeSili egzaktno, imali bismo F' = 0A i £ = ne.

Ipak, nismo sasvim zadovoljni zakljuckom. Zasto? Pazljivi ¢itatelj je sigurno veé¢ uocio
da opcenito F nije simetri¢na, $to povlaci da F’ nije simetricna, pa niti A + F nije
simetricna. Mi jesmo rijesili sustav blizak zadanom, ali smo izgubili vaznu strukturu
polaznog sustava: simetriju. Simetrija matrice A sustava je posljedica strukture
problema kojeg opisujemo sustavom Az = b, pa nam je vazno znati da ¥ odgovara
rjeSenju bliskog problema, sa istom strukturom, tj. simetrijom. To nas vodi do
sljedeceg problema:

o Ako je (A+ F)x = b, da li postoji simetricna perturbacija AA tako da je
(A+ AA)Z = b i tako da za velicinu od AA postoje ocjene analogne onima za
F?

Sljedeca propozicija daje potvrdan odgovor na to pitanje.

Propozicija 1.5.2 Neka je (A+ F)E = b, gdje je A simetricna i pozitivno definitna
t neka vrijedi
EFi;
max 78l < ¢

%) Q04

Tada postoji simetricna perturbacija AA tako da je (A+ AA)Z =0b. Pri tome je

|ACL”|

12 : < (2n—1)¢.
1#] Qi Qg5 ? Qi

Dokaz: Primijetimo da AA mora zadovoljavati jednadzbu AAZ = F'Z, koja daje n
uvjeta za n(n + 1)/2 stupnjeva slobode u AA. Stavimo D = diag(y/az)7_, 1 promo-
trimo skalirani sustav D™ (A + F)D™'Dz = Db, .

(A; + F))2=D"', A,=D'AD™' F,=D'FD™

Neka je P permutacija takva da vektor Z = P7z zadovoljava |Z;| < |Za] < --- < |Z,].
Gornji sustav zapisat ¢emo u ekvivalentnom obliku

P (As + F)Pz=P"D7'b, tj. (Asp+ Fsp)Z = P"D7'0,

gdje smo stavili A,, = PTA,P, F, = P"F,P. Konstruirat ¢emo simetri¢nu matricu
M = (myj) za koju je MZ = F; ,Z. Definirajmo

mij = (Fap)ij zai<j;
Mmij = (Fs,p)ji 7Za j <1 ;
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i odredimo dijagonalne elemente m;; tako da je

mugz + Zmijéj = (Fs,p)iigi + Z(Fs,p)ijgj-
J#i ji

Jednostavnom operacijom, koristeé¢i definiciju izvandijagonalnih elemenata matrice
M, dobijemo relaciju

i—1
miZ = (Fsp)iiZi + Y _((Fsp)ij — (Fup)ji) %
=1

Ako je zZ; = 0, stavimo my = 0. Inace, definiramo

i—1 ~
Zi R
mun = (FS,;D)117 mi; = (Fs,p)ii + Z((Fs,p)ij - (Fs,p)ji)TJ, 1= 2, ce, N

=1 i

Ocito je |ms| < (2i — 1)€, za sve 4, te max;.; [msj| < €. Po konstrukciji matrice A
vrijedi

Agp + M)z = PTD7'b ili, ekvivalentno, (A, + PMPT)z = D™'b. 1.32
P

Pri tome je maxiz; [(PMP7);;| < € i max; |(PMP7);| < (2n — 1)§. Skaliranjem
sustava (1.32) dobijemo

(A+AA)Z =0, AA=D(PMPT)D,
¢ime je dokaz zavrsen. |

Komentar 1.5.1 Rezultat ove sekcije moZemo saZeti u jednostavan zakljucak: Pozi-
tivno definitne sustave na racunalu moZemo rijesiti sa pogreskom koja je ekvivalentna
malim promjenama koeficijenata u matrici sustava.

1.5.2 Indefinitni sustavi

1.5.3 Vjezbe
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1.6 Teorija perturbacija za linearne sustave

Iz prethodnih razmatranja je jasno da u primjenama rijetko mozemo izracunati egzak-
tno rjeSenje sustava Az = b. Jer, i formiranje samog sustava (racunanje koeficijenata
sustava i desne strane) i njegovo rjeSavanje na racunalu uzrokuju gregke. Analizom
tih gresaka dolazimo do zakljucka da izracunata aproksimacija rjeSenja T = = + dx
zadovoljava tzv. perturbirani sustav, (A + 0A)(z + dx) = b+ db. Sada se postavlja
pitanje kako ocijeniti veli¢inu greske §z = ¥ — x, ako je poznata informacija o veli¢ini
gresaka 0A 1 60.

U primjeru 1.4.1 smo vidjeli da ¢ak i mala perturbacija § A moze potpuno promijeniti
rjeSenje x. Kako mi u realnoj primjeni ne znamo toc¢no rjesenje, cilj nam je otkriti kako
mozemo iz matrice A i vektora b dobiti ne samo ($to je mogudée bolju) aproksimaciju
Z, nego i procjenu koliko je ta aproksimacija dobra.

Za pocetak teorijske analize, promotrimo jednostavniji slucaj u kojem je 6b = 0.
Dakle, jedina perturbacija je ona koja A promijeni u A + dA. Zbog jednostavnosti
¢emo promatrati samo (inace, vazan) slucaj u kojem je matrica koeficijenata A + §A
i dalje regularna, pa je x + dx jedinstveno odreden.

Iz jednakosti A + §A = A(I + A7*§A) vidimo da je regularnost matrice A + A osi-
gurana ako je I + A716A regularna. Uvjet pod kojim moZemo garantirati regularnost
matrice I + A716A daje sljedeéa propozicija.

Propozicija 1.6.1 Neka je X nxn matrica i || - | proizvolina matriéna norma. Ako
je | X|| < 1 onda je I — X regularna matrica i

I-X)'=I+X+X*+--- =) X"
k=0

Dokaz: Primijetimo da za svaki prirodan broj m vrijedi
T-X)I+X+ 4+ X" =T+X+ X" X == X" = X" = [ X"
Ako ozna¢imo S, = I + X + --- + X™, onda moZemo pisati
(I =X)Sm=Sm(I—X)=T—=X"" tj. Spu=(I—-X)"' = (- X)X,
Kako je, zbog || X|| < 1,
17 = X)X < (1= X)X ™ — 0, kada m — oo,

zaklju¢ujemo da je za dovoljno veliki indeks m matrica S,, po volji blizu matrici
(I-Xx)"L. [ |
Koristeéi ovu propoziciju, regularnost matrice A + §A obi¢no osiguravamo tako da
zahtijevamo da je | A710A|| < 1. Izbor matriéne norme | -|| ovisi o konkretnoj situaciji,
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npr. o tipu informacije o § A ili o teorijskim rezultatima koje koristimo u analizi. Neka
je matri¢na norma jednaka Frobeniusovoj normi, || - || = || - ||,

IX[lr = | > X2 =/ Trag(X7X).
ig=1

Informacija o perturbaciji A je vazan faktor u razvoju analize. Neka je na primjer
zadano (poznato) da je
_ lloAllr

€= <1
Al

mali broj, tj. da je perturbacija mala po normi. Regularnost matrice A + 6A je
osigurana ako je npr.

1

1A Fl0AlF = e(JAlFIA™ F) <1, 4. € < o
Al F[[ A=

Tada je ||[A70A|lr < 11 (A+0A)~ = (I + A6A) A pa i = (A+5A)~

mozemo pisati kao
F={T+A6ATTAT =T+ A6A)  z, tji. (I+A6A)T = .
Znaéi, x — & = A715AZ, pa je
|z = Ell2 < [[ATSA| #l|Z])2-
Kako je ||[A710A|r < |A7Y|F||6A] F, dobijamo

16 Al £
1Al £

l — l2
12

< A7 FlAlr = e[ A7 pl Allp. (1.33)

Relacija (1.33) pokazuje da relativna greska u izracunatom rjeSenju Z moze biti
uvecana najvise sa faktorom xp(A) = ||A7!||#||Al|F u odnosu na relativiu promjenu
e = ||0A| /|| Al F u polaznoj matrici A.

1.6.1 Perturbacije male po normi

Sljededi teorem daje potpuni opis greske ako je perturbacija dana po normi. Opcenito
¢emo promatrati i §A i §b, a mjerenja perturbacija ¢e biti u proizvoljnoj vektorskoj
normi || - || i pripadnoj matri¢noj normi || - ||.
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Teorem 1.6.1 Neka je Ax =0, (A+ 0A)(x + dz) = b+ b, gdje je ||0A] < €|l 4],
160]| < €||b]|. Ako je €| A7 All < 1, onda je

loz]] _ € (IIA‘1||||b||
lell = 1= ellAZHIALT N [l]

elATIAL
1— e A=[[[A]

i ||A-1||||A||> <9

Pri tome postoje perturbacije A i 6b za koje je gornja nejednakost skoro dostignuta.
Preciznije, postoje 6A i db tako da je || 5A| = €||A|, ||0b|| = €||b]|, te

|6z € (IIA‘lllllbll 1
> + [[ATA] ] -
[zl = 1+ el A7 Al 2]
Dokaz: 1z pretpostavki teorema je
dx = A"16b — A6 Ax — AT10 Adx, (1.34)

pa uzimanjem norme dobijemo
o] < el ATH[lIBl] + el A [I[ AN z]| + el A7 [ AL |62,

odakle, rjesavanjem nejednakosti po ||dx| slijedi tvrdnja.
Da bismo konstruirali perturbacije za koje dobivena nejednakost skoro postaje jed-
nakost, pogledajmo desnu stranu jednakosti (1.34). Vrijedi

|6z|| > ||A™16b — A7 Az| — ||[A™15ASz||.
Pokusajmo odrediti perturbacije § A, 60 tako da vrijedi
IAT 60 — AT 0 Ax|| = e ATH[I[Bl] + el AT [ [Allz]l.
Dakle, 6A i 6b treba odabrati tako da je |[6A] < €|| 4], ||60] < €]|b],
1A 66| = el A7H[l[oll, [[A7 6 Az] = e AT [[I|A] 1],

te da je norma razlike A=1db — A71§ Az jednaka sumi normi vektora. Ovaj zadnji
uvjet znaci da A716b i —A~1§ Az moraju biti kolinearni.

Ako je u jedini¢ni vektor za kojeg je ||A™ u|| = || A7, onda 6b = €||b||u zadovoljava
160]| = €||b]] i [|AT0] = €| A7|||b]|l. Sada stavimo §A = e||A|uv™, gdje je v € R
vektor kojeg ¢emo odrediti da postignemo Zeljene relacije:

luvz] [v"2]

= ¢||Al| max
z#0

(i) |[6A] = €|l A|l max treba postati ||§A| = €| All;

20 2] Iz

(it) A7 0Az| = €| All[| A7 [|lv7z] treba postati | A0 Ax|| = €] Al[[|A=*|[]|z]].
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Dakle, treba nam vektor v sa svojstvom da je, za sve z, [v7z| < ||z|, te da je |[v"z| =
|lz||. Postojanje takvog vektora je rezultat Hahn-Banachovog teorema: takav vektor
v postoji. Dakle, konstruirali smo 0 A i §b za koje je

ozl > ell A7 [[1o]] + el AT [ Allllzll — el A7 [[[Alll|d=]],

¢ime je dokaz druge tvrdnje teorema zavrsen. [ |
Vidimo da teorem 1.6.1 iz zadane informacije o veli¢ini perturbacija po normi (||0 Al <
el All, ||66]] < €]|b]]) izvodi optimalnu® ocjenu iz koje se jasno vidi da je broj

K(A) = AT [ A] (1.35)

odlucujuéi faktor u donosenju suda o numerickoj kvaliteti izracunate aproksimacije
¥ =z + dx sustava Az = b. Pravilo je jednostavno:

& Ako je relativna greska (po normi) u podacima najvise €, onda se relativna greska

u rjesenju ponasa kao k(A)e.

1.6.2 Rezidualni vektor i stabilnost

Postoji jos jedan jednostavan i koristan nacin kako prosuditi kvalitetu aproksimacije
7 rjeSenja sustava Axr = b. Radi se o rezidualnom vektoru

r=b— Az (1.36)

Kako je b — Az = 0, jasno je da bi za dobru aproksimaciju Z pripadni rezidual trebao
biti mali po normi. Ako relaciju (1.36) proc¢itamo kako

AZ=b—r, tj. kao AT =0b+ 6b, gdje je db=—r,

onda vidimo da je Z egzaktno rjesenje sustava koji je dobiven iz originalnog sustava
promjenom desne strane u b + §b. Ako je

I

1]

dovoljno mali broj, onda mozemo Z prihvatiti kao zadovoljavajuéu aproksimaciju.
Zasto? Recimo da su naSa polazna matrica A i vektor b rezultati mjerenja ili nekih
prethodnih proracuna.

90vdje pod optimalnosti podrazumijevamo &injenicu da je gornju ogradu za ||dz||/||z|| nemoguée
bitno poboljsati.
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eqaking rjgsenje s
polaznim padacima ™~ ~ _

polazni podaci A, b
b

T
ARy
ARSI R

R e
istilstatatets ettty
SRR

," ‘I racunata aprcfks imacija “
; | fjesenja s polaznim podacima \
egzakini (nepoznat]) podaci ' egaking rjesenje s egzakinim
korstruirani podacikoji podacima
eqzaking odgovaraju Zracunato)
aprokzim aciji

Slika 1.3: Interpretacija izracunatog rjesenja T kao egzaktnog rjesenja promijenjenog
sustava jednadzbi.

Teorem 1.6.2 Neka je T aproksimactja rjesenja sustava Ax = b i neka je

B(Z) = min{e : (A+0A)T =b+6b, [[0A] <ellAll, [|6b]] < el|b]}-

Tada je )
16— AZ|

B@) = =TT el

Dokaz: Neka je r = b — AZ rezidualni vektor. Ako je € > 0 takav da postoje A, db
takvi da je ||0A| < €| All, ||6b]] < €||b]|, (A + 6A)Z = b+ b, onda vrijedi

) | ) | 16— Az
r = 5A% - ab, paje vl < e(lAIIF] + I6l), 4. > e= o —AZ
( ) PEERE
Stavimo sada ||b||
6b = e Ta———— A
TATT] Tl
Ocito je ||0b]| = €]|b]|. Odredimo JA tako da je ||6A| = ¢||A|| i
) 131 N TE
At dAF=b— — 0 5 gap = I2NZH_
(A+84) TATT Tl TATT = 1ol
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Definirajmo
[A] .

0A= ———— 710",
A2 -+ [lo)

gdje je v vektor sa svojstvima
vk = ||Z|| 1zasve z vrijedi |[v"z| < ||7]-

Takav vektor v postoji po Hahn—Banachovom teoremu i lako provjerimo da §A ima
sva trazena svojstva. [ |

1.6.3 Perturbacije po elementima

Najpreciznija ocjena perturbacije u matrici A je kada imamo informaciju o pertur-

baciji svakog njenog elementa, tj. svakog koeficijenta u sustavu jednadzbi. Ako je

A= (aij)ijmy 1 A+ 0A = (aij + daij); ;—;, onda je takva ocjena dana relacijama
|5aij| S z—:|aij|, 'i,j = 1,2, N,

gdje je 0 < g < 1. Ove nejednakosti jednostavno zapisujemo kao |6 A| < g|A|, tj. ap-
solutne vrijednosti matrica i nejednakost medu matricama shva¢amo po elementima.
Na isti nacin pisemo |db| < g]b|. Primijetimo da ovakve perturbacije (|[0A| < ¢|A],
|0b] < £]b]) éuvaju strukturu u smislu da nule u matrici A i vektoru b ostaju ne-
promijenjene. Nadalje, ove perturbacije su neizbjezne pri pohranjivanju podataka u
racunalo.

Teorem 1.6.3 Neka je Ax =0 i (A+ 5A)(x + dx) = b+ b, gdje je
|0A] < g[Al, [db] < e[b].

Uzmimo proizvoljnu apsolutnu vektorsku normu || - || 7 njenu induciranu matriénu
normu, takoder oznacenu s || - ||. Neka je e|||A7Y|A||| < 1. Tada vrijedi

o] AT [IAJ] + |AZT[b]]
lzll = (1 = elllA=HIAID 2]

(1.37)

Nadalje, postoje perturbacije 6A i 0b takve da je |6A| = €|A|, |60] = €|b| i da za
rjesenje x + dx = (A + 6A) 71 (b + 6b) vrijedi

l0z]loo o [ATTIAllz] + [A7H bl o

> ¢ . 1.38)
leloo = S (LT elA AN 2o (




1.6. TEORIJA PERTURBACIJA ZA LINEARNE SUSTAVE o7

Dokaz: Prije svega, uvijet g|||A7Y||Al|| < 1 osigurava da je A + § A regularna matrica,
pa je x + 0z jedinstveno odreden. Sada lako provjerimo da vrijedi

§x = —A'5A(z + dx) + Ao, (1.39)
pa primjenom nejednakosti trokuta (mnogokuta) dobijemo da je

6] < [ATH]6A|2| + [ATHI6Al|6| + |AT|6b]
< elA7|Allz| + e[ AT All6w] + el A7 0]

pa je
16z < e(I|AT | Allz| + [ATYJB]) + ell|ATH Al |||

Neka je m € {1,2,...,n} odabran tako da je

(A7 Al] + AT 18D m = AT Allz] + [ATH [0l [|oo-
Definirajmo dijagonalne matrice

Dy = diag(sign((A™ )ms))izy, D2 = diag(sign(:))iy,

i perturbacije A = eD1|A| Dy, db = —eD1]b|. Sada lako ratunamo

n

(A6 AL = A 6B) = 30 (A ) mg (0w — (A gy

j=li=1 j=1
= e(|ATM[Allz] +]ATH[b])m
= elllA7|Allz] + [AH]B][lo-

S druge strane, iz relacije 1.39 lako izvedemo da je
(A716Az — A7)y = — (0 + ATT6AIT) 1,

pa je
ell| AT Allz] + [ATH|B loo < (10200 + ]| A7 A] ool 62| so-

Korolar 1.6.1 Relativni faktor osjetljivosti je dan relacijom

620
lim sup Azl : (A4 6A)(x + 0x) = b+ 0b, |0A] < e|A], |6b] < gD
e—0 €
2 2 1

(E1PS
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Primijetimo da je
AT Al oo < AT Al2] + [AT 18] [lo < 20 1AT [ Al l|oo-

Zato kao koeficijent osjetljivosti mozemo koristiti veli¢inu

_ AT A s

(B[P

Koo(A, x)

Teorem 1.6.4 Neka je T izracunata aproksimacija rjesenja sustava Ax = b i neka
jer =0b— AZ izracunati rezidual. Vrijedi

. 3 kel
min{e > 0 : (A+3§A)T =0b+ b, |0A]| < ¢|A], |db] < ¢|b|]} = max ———————
te=0 (4o oA = el | B (AT + oD

Optimalna perturbacija polaznih podataka koja reproducira izracunato riesenje je dana
s

0A = D1|A|Dy, 6b = —D1lb|,
. . Ti " . . ~ n
gdje je Dy = diag (W) ; Do = diag(sign(Z:))i,-

i=1

Primjer 1.6.1 U ovom primjeru istraZujemo stabilnost Gaussovih eliminacija po ele-
mentima matrice. Neka su o # 0 ¢ 3 # 0 zadani i neka je

A= (40 0=(1), x:A—lb:(%).

Trokutasta LU faktorizacija matrice A je

(Z §>:G 2)(3 —%)'

[ L N ———
A L U

1 L
Vektor y = L71b = (_1> je izracunat bez greske Ako pogledamo proces supstitucija

unazad, egzaktne formule xo = 1/8, x1 = 0, prelaze u

By - %(Hsl),

o= é(l = BI(1+ &)1+ &)1+ &) = é(—fl =& — L&)+ &)1+ &),

gdje su &1, &9, &3, &4 male greske reda velicine strojne toénosti. Primijetimo da opéenito
ne mozemo garantirati &, = 0. Ako je 3 strojni broj takav da je 3 (10 3) # 1, bit e
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Z1 # 0. Na primjer u IEEFE aritmetici je takav broj npr. 3 = 4.0570621306209556e¢ —
001, pri éemu je SO (1@ F) = 9.999999999999999¢ — 001. (Citatelju za vjeibu
ostavljamo da pokusa nadéi jos takvih brojeva.)

Pokusagmo sada izracunato riesenje 1, To interpretirati kao egzaktno rjesenje sustava
(A4 0A)Z = b+ 6b, gdje su elementi matrice 0A oblika a;;(1 + €;5), a elementi od 6b

su bi(1 + ;). Drugim rijecima, treba odrediti €5, €;, 1,5 = 1,...,n, tako da vrijeds
(Oé(1+€11) ﬂ(1+€12)>(%1>:(1+81>. (1.40)
a(l+ e) 0 Ty 0

Ako je 1 #£ 0, jasno je da je za zadovoljavanje druge jednadzbe u gornjem sustavu
nuzno uzeti eg9 = —1, sto znact da element ag; treba promijeniti u nulu. Znaci da
imamo veliku promjenu elementa, dag; = —ag1, t). (0A)ea = —av, pa je i

64 o lol 1

14llr = Vala] ~ 2

Iz prethodnog primjera zakljucujemo da bez obzira na tocnost koju koristimo u
racunanju na stroju, opcenlto ne Mmozemo garantlratl da ¢e izracunato rjeSenje T
biti totno rjesenje sustava A = bu kojem su A i b nastali malim relativnim pertur-
bacijama koeficijenata u A i b.

1.6.4 Dodatak: Udaljenost matrice do skupa singularnih ma-
trica
1.6.5 Dodatak: Dualne norme i Hahn—Banachov teorem

1.6.6 Vjezbe
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1.7 Iterativne metode

U prethodnim sekcijama smo vidjeli da rjeSenje linearnog sustava Ax = b opcenito ne
mozemo izrac¢unati apsolutno to¢no. Takoder, u nekim primjenama niti toéno rjesenje
r = A7'b nije puno bolje od neke dovoljno dobre aproksimacije %, gdje obi¢no &
zadovoljava sustav (A+3JA)Z = b, blizak polaznom. Dakle, Gaussove eliminacije koje
su jednostavno konacan niz formula koje vode rjesenju sustava ne garantiraju idealnu
tocnost.

Nadalje, u praksi moramo biti svjesni da je stroj (racunalo) omeden ne samo u pitanju
numericke totnosti nego i u jo§ dva vazna aspekta: raspolozivi memorijski prostor i
vrijeme izvrSavanja. Moderne primjene matematike zahtijevaju rjesenja sustava ve-
likih dimenzija, npr. n > 10°. Lako se uvijeriti da je u takvim primjerima proces
Gaussovih eliminacija esto praktiéno neupotrebljiv. Jer, matrica dimenzije n = 10°
zahtijeva n? = 10'° lokacija u memoriji, svaka barem 4 bajta (veli¢ina reprezentaci-
je realnog broja u jednostrukoj preciznosti). Dakle, moguce je da samo spremanje
matrice koeficijenata u memoriju racunala predstavalja poteskoé¢u — ponekad matricu
drzimo na vanjskoj, sporoj memoriji (datoteka na disku) i onda mozemo dijelove ma-
trice ucitavati dio po dio u radnu memoriju. Kako u takvim uvjetima implementirati
Gaussove eliminacije?

U puno vaznih primjena je matrica sustava A velike dimenzije, ali je rijetko popunjena.
To znaci da je velika vec¢ina elemenata od A jednaka nuli, a elementi koji nisu nula su
obi¢no pravilno rasporedni po matrici ili ¢ak imaju i pravilno rasporedene numericke
vrijednosti. Na primjer matrica iz primjera 1.2.1 ima broj 2 na dijagonali i —1 na
dvije sporedne dijagonale, a ostali elementi su nule. To znaci da za takvu matricu
A racunanje produkta Av, gdje je v € R", zahtijeva 3n mnoZenja i 2n zbrajanja —
ukupno 5n operacija. (Ako A nema strukturu, onda opéenito Av zahtijeva 2n? — n
operacija.) Jo§ jedan primjer rijetko popunjene matrice je dan na slici 1.4. Ponovo
uocavamo da je u svakom retku broj elemenata koji nisu nula unaprijed poznat (kao
i pozicije gdje se ti elementi nalaze) i da je broj takvih elemenata puno manji od
dimenzije n. To znaci da je ra¢unanje produkta Av slozenosti puno manje od 2n% — n.
Ponekad je matrica A velike dimenzije i gusto popunjena (svi ili velika veéina eleme-
nata su razli¢iti od nule) tako da jednostavno ne moze stati u memoriju racunala.
Najbolje §to mozemo je ucitavanje dijelova matrice iz vanjske u radnu memoriju.
Ponekad je poznat nacin kako su generirani elementi matrice (npr. poznato da je
aij = fij(---), gdje su fi;(---) poznate funkcije nekih parametara) pa uvijek mozemo
generirati dijelove matrice. Moguce je i da je u konkretnoj aplikaciji jedino zadano
kako A djeluje kao linearni operator — postoji potprogram koji za zadani v rac¢una
Awv. Ako je to jedini nacéin kako do¢i do matrice A, kako onda rijesiti Az = b?
Prethodna diskusija nas motivira da potrazimo i drugadije pristupe za rjeSavanje li-
nearnog sustava Ar = b. Primijetimo da ne moramo nuzno teziti pronalazenju egzak-



1.7. ITERATIVNE METODE 61

Slika 1.4: Rijetko popunjena matrica. Tockice pokazuju pozicije elemenata u matrici
koji su razlic¢iti od nule.

tnog rjesenja — umjesto toga zelimo dovoljno dobru aproksimaciju Z. Zato ima smisla
pokusati konstruirati niz @,z ... 2® . vektora iz R™ sa sljedeéim svojstvima:

(i) za svaki k je formula za racunanje 2*) jednostavna ;
(i3) z® tezi prema x = A'b i za neki k (obitno k < n) je z® prihvatljiva aprok-
simacija za .
Nabrojana svojstva su namjerno za sada dana u nepreciznoj, ali lako razumljivoj

formi. Detalji, koji ovise o konkretnom problemu i o konkretnom nacinu konstruiranja
niza (2®), ée biti dani malo kasnije.

1.7.1 Jacobijeva i Gauss—Seidelova metoda

Jacobijeva i Gauss—Seidelova metoda spadaju u klasi¢ne i najjednostavnije iterativne
metode za rjeSavanje linearnih sustava. Ideju Jacobijeve metode ¢emo ilustrirati na
primjeru 2 X 2 sustava

anry + appra = b

a1 7£ 0 929 7£ 0.
7 7
a2171 ATy = b2
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Uocimo da rjesenje z = (x1,z2 )" zadovoljava

1
1y = —(bl - CL12$2)
al
rg = —(by — a9z
2 a22( 2 21 1)

Te relacije motiviraju da neku pribliznu vrijednost rjesenja = = (xgo), xgo) )T kori-
giramo pomocu formula

1
o) = (b1 — ag)
X “ o (1.41)
$g ) = —(b2 - a21$§ ))
a2

Nadamo se da je z(V = (xgl), $gl) )T bolja aproksimacija nego §to je to z(@. Na isti
na¢in mozemo iskoristiti ) da dobijemo sljedeéu aproksimaciju, z®, zatim 2, itd.
Pitanje je, naravno, pod kojim uvjetima te iteracije teze prema rjeSenju z.

Prije same analize, zgodno je uo¢iti strukturu rac¢unanja vektora z*+1) pomocu z®.
Primijetimo da vrijedi

1
— 0
x§:+i) | o ( (bl> N ( 0 —a12> xg:) )
2+ 0 1 b2 —ag 0 2
22
Dakle, ako stavimo
N _ (o O _ 0 —a12>
A=D-N, D_(O m), N_(_a21 “z), (1.42)
onda mozemo jednostavno pisati
2* ) — D7 N2®) = DTINZ® 4 D7, (1.43)

Relacijom (1.43) je definirana Jacobijeva iterativna metoda.
Pokusajmo ovaj proces ilustrirati na jednom primjeru. Zbog jednostavnosti je primjer
dimenzije 2 x 2 tako da svatko moze lako slijediti racun.

Primjer 1.7.1 Neka je

(2 01y, (199 oy (10
A‘(—0.1 2)’ b_(—3>’ r=4 b_(—1>'
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Matricu A napisimo kao u relaciji (1.42). Za poéetnu iteraciju uzmimo vektor

1
© _ ety (4 o>(19.9)2(9.949999999999999)
v =D (0 1)\ -3 ~15 '

Primijetimo da u pocetnoj iteraciji pokusavamo “pogoditi” riesenje. Ponekad je do-
voljno uzeti slucajno odabran vektor. Ipak, poZelno je da je polazna iteracija sto je
moguce blize cilju. Nas izbor je bio rezultat jednostavne ideje: matricu A aproksimi-
ramo s D (jer su dijagonalni elementi veéi od izvandijagonalnih), pa A™'b aproksi-
miramo s D™b. Naravno da je ovo gruba aproksimacija, ali ipak ima smisla. Sada
iteriramo kao u relaciji (1.43) i dobijemo

eV ( 1.002500000000000e + 001 > 2@ _ ( 1.000012500000000e + 001 >
—1.002500000000000e + 000/’ —9.987500000000000e — 001
3 _ ( 9.999937500000000e + 000 > @ _ ( 9.999999687499999¢ + 000 >
—9.999937500000000e — 001/’ —1.000003125000000e + 000
5 ( 1.000000015625000e + 001 >
—1.000000015625000e + 000 /

l‘(
l‘(

Ako izracunamo relativne greske e = ||z — 2 || oo /|2 |00, onda je

€0 = 5.000000000000000e — 001
€1 = 2.499999999999858e — 002
€2 = 1.249999999999973e — 003
e3 = 6.250000000029843e — 005
€4 = 3.125000000103739%¢ — 006
es = 1.562499996055067¢ — 007

Koristedi (1.43) i relaciju b = Az = (D — N)z, lako izratunamo ponasanje pogreske
e® = £®) — 2 Vrijedi

et — 204D _ o — DTIIN(® — 1) = DTINeW, (1.44)
Primijetimo da izvedene relacije (1.42), (1.43), (1.44) vrijede za proizvoljni n > 2,
gdje je
A=D - N, D=diag(ais,---,anm), ﬁaii £ 0.
i=1
Sada iz (1.44) slijedi
e®) = DTINe®ED — (DTN = (DTIN)ke©), (1.45)

gdje je e® =20 _ pogreska prve iteracije (0. Uzimanjem proizvoljne vektorske
norme | - || i odgovarajuée matri¢ne norme, dobijemo

le® ] < [P NYF |l < [ DN F[le]). (1.46)
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Iz relacije (1.46) zakljuc¢ujemo da ée e®) teziti nuli za svaki pocetni 2(%) ako matrice
(D7IN)* teze nuli za k — oo . Na primjer, ako je |[D7!N| < 1, onda svakako
|D7IN||* — 0 za k — oo. Vidimo i da je nakon k-tog koraka greska ||e®| barem
| DN ||* puta manja od polazne ||e(?|. Zapisimo ove zakljucke u obliku propozicije.

Propozicija 1.7.1 Ako je u rastavu A = D — N u nekoj matriénoj normi ispunjeno
ID7IN| < 1, onda za svaku pocetnu iteraciju z© niz

e® D) — Db+ N2®), Kk =0,1,2,... (1.47)
konvergira rjeSenju x sustava Ax = b.

Propozicija 1.7.2 Ako je matrica A dijagonalno dominanina u smislu da je

n
las| > Z|aij|a 1=1,...,n,
i=1
g
onda niz generiran Jacobijevom metodom sa proizvoljnim (0 konvergira prema rjeSenju
sustava Ax = b.

Dokaz Lako je pokazati da je |[D7IN|« < 1. [ |

Primjer 1.7.2 Neka je ...

Primijetimo da smo u relacijama (1.41) z ( )i xg) racunali neovisno, pomocéu a:§°) i

xgo). Ako pazljivije promotrimo formule (1.41), vidimo da bi imalo smisla u formuli
za xg ) umjesto xg ) koristiti novu, upravo izracunatu (i vjerojatno bolju) vrijednost
xgl). Opéenito, formulu za z*+Y modificiramo tako da u svakoj komponenti koristimo

najsvjezije izracunate vrijednosti. Na primjer, u slu¢aju n = 4 bismo imali

1
x§k+1) _ a_(bl _ algxg ) _ a13x§k) a 4xi ))
11
1
xgk-i-l) _ = (by — a21x§k+ ) a23x§k) - a24$4(; ))
k41 s k41 k . (149
x:(z,Jr) = a_(b3—a31$§+)—a32$g+)_a $())
33
L(Lkﬂ) a_(b4 _ a41xgk+1) — a42xg’“+1) — a43x§k+1))
44

Jasno je da je u opcenitom slucaju

1 K
2 = — (0 = Y agalttY - Z age?), i=1,...,n. (1.49)

Gig j=1 j=it+1
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Gornje formule definiraju Gauss—Seidelovu iterativnu metodu.
Da bismo bolje shvatili strukturu izvedenih formula, vratimo se primjeru n = 4.
UoCimo da je u relaciji (1.48)

0 a2 a3 a0 e —amxgk) - a13x§k) - a14xik)
9 0 as au $gk) _ —a23$§k) - a24$4(;k)

0 0 0 oas $:(sk) a —a34$4(1k) ’

000 0 0/\;W® 0

te da je vektor z*+D zapravo rjesenje donje trokutastog sustava

an 0 0 O $§:+1) —012$gk) - CL13$:().k) - a14$4(1k)
an az 0 0 $g ) _ —aggxgk) — a24x4(1k) 150
a 0 k1) | = k - (150
31 a’32 a’33 xr —(1,341'4
(41 G492 Q43 Q44 xikﬂ) 0
Stavimo
an 0 0 O 0 a2 a3 aus
_laa ax 0 O _ 10 0 axm ax
L= asi1 age asz 0O |’ U= 0 0 0 asl’ (1.51)
a4 042 G43 Gy 0 0 0 0

Vrijedi A = L—U i, uz uvjet regularnosti matrice L, Gauss—Seidelovu metodu mozemo
zapisati kao
g® ) = LY b4 Uz®), kE=1,2,... (1.52)

Kao i u analizi Jacobijeve metode, dobijemo da je
e® = (L7keO) p=1,2,... (1.53)

Propozicija 1.7.3 Ako je A simetriéna i pozitivno definitna matrica, onda niz ge-
neriran Gauss—Seidelovom metodom sa proizvoljnim pocéetnim £© konvergira prema
rjesenju sustava Ax = b.

Primjer 1.7.3 Illustrirajmo ponasanje Gauss—Seidelove metode na jednom primjeru.
U priprems.

I Jacobijeva i Gauss—Seidelova metoda su generirane istom shemom: Matrica A je
napisana u obliku A = M — 5, gdje je M regularna matrica, i iteracije su dane s

2D — M_l(b+ Sx(k)), k=1,2,... (1-54)
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Pri tome je matrica M odabrana tako da ju je lako invertirati, tj. da je lako rijesiti
sustav

Mz®+tD) = p 4 §z®)
U Jacobijevoj metodi je M = D dijagonalna, a u Gauss—Seidelovoj M = L je donje
trokutasta matrica. Konvergencija prema rjesenju sustava Ax = b je osigurana ako
je |M~IN|| <1 za neku matri¢nu notmu || - ||.

1.7.2 Vjezbe
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1.8 Matematicki software za problem Ax =b

U ovom poglavlju opisujemo BLAS i LAPACK, dvije trenutno najpopularnije bibli-
oteke programa za rjeSavanje problema numericke linearne algebre. Biblioteka BLAS
(Basic Linear Algebra Subroutines, osnovni potprogrami za linearnu algebru) sadrzi
potprograme za elementarne operacije sa vektorima i matricama, dok je LAPACK
opsezna biblioteka sa gotovim rjesavacima za probleme kao $to su linearni sustavi
jednadzbi, problemi najmanjih kvadrata, problemi svojstvenih i singularnih vrijed-
nosti za matrice i matri¢ne parove. U LAPACK—u su sve elementarne operacije nad
matricama i vektorima izvedene pomocu poziva biblioteke BLAS.

Obadvije biblioteke su dostupne preko Interneta, i na adresi http://www.netlib.org
se mogu naci implementacije 1t FORTRAN-u i Cu.

Cilj ove sekcije nije detaljan opis tih biblioteka. Umjesto toga zelimo ¢itatelju dati
osnovnu informaciju i uputiti ga na izvore informacija. Za potrebe ove knjige smo
sakupili neke bilbioteke programa, tako da ih Citatelj moze lako kopirati na svoje
racunalo i koristiti.

1.8.1 Pregled biblioteke BLAS

Biblioteka BLAS je nastala iz potrebe da se elementarne operacije u linearnoj alge-
bri na neki nacin standardiziraju. Korist od takvog standardiziranja je viSestruka.
Kao prvo, programiranje kompliciranih algoritama je pojednostavljeno: pri proracunu
konstrukcije tankera ne treba trositi vrijeme oko detalja kao $to je npr. duljina vekto-
ra ili produkt dvije matrice. Nadalje, i najslozeniji proracuni su sastavljeni od takvih
elementarnih operacija, pa je pozeljno da su elementarne operacije implementirane
na najefikasniji moguéi nacin.

Optimalna implementacija algoritma kao $to je na primjer mnozenje dvije matrice
nije uvijek jednostavan posao. Za optimalni rezultat je potrebno poznavati detalje
grade i funkcioniranja pojedinog racunala. Sve to zahtijeva dodatne napore §to onda
poskupljuje izradu programa. Osim toga, prelaskom na drugo ra¢unalo se mijenjaju
parametri optimalne implementacije i postupak treba ponoviti. Time je i odrzavanje
dobrog, efikasnog programa skupo.

Cinilo se razumnim odabrati jedan, ne preveliki, skup operacija koji je pak dovoljno
velik da se iz njega moze izvesti ve¢ina ostalih operacija. Za odabrane operacije se
specificiraju procedure i to () imenom; (#i) listom ulaznih parametara, (i) listom iz-
laznih vrijednosti. Takodjer se zahtijeva da su operacije implementirane za sve tipove
strojnih brojeva. Kako je BLAS povijesno vezan za programski jezik FORTRAN, ti ti-
povisu REAL, DOUBLE PRECISION, COMPLEX i DOUBLE COMPLEX. U nekim
operacijama, kao na primjer pri trazenju komponente vektora sa najvetom apsolut-
nom vrijednosti, je rezultat cjelobrojan (INTEGER). Zbog preglednosti, uzeto je da je
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prvo slovo imena procedure oznaka tipa. Tako imena koja pocinju sa I oznacavaju cje-
lobrojni tip (INTEGER), S oznacava jednostruku preciznost (SINGLE), D oznacava
dvostruku preciznost (DOUBLE), C oznacava kompleksni tip (COMPLEX), a Z oz-
nacava kompleksni tip u dvostrukoj preciznosti. (Implementacija BLAS—a u jeziku C
ima slicnu strukturu, gdje je hijerarhija tipova ona iz C-a.)

Na ovaj nacin je pojednostavljeno programiranje, a optimizacija implementacije je
svedena na mali skup standardiziranih procedura. Implementacija odabranih pro-
cedura se onda moze prepustiti struénjacima za software. Trzisna utakmica izmedu
proizvodaca racunala je dovela do toga da proizvodaci nude tvornic¢ki optimirane
verzije BLAS biblioteke za svoja ra¢unala.'® Takve implementacije imaju vrijeme
izvrSavanja znatno kra¢e od "naivne” implementacije.

Operacije s vektorima: BLAS 1

Zbog jednostavnosti, u ovoj sekciji je sa (n,X kx) zadan vektor z tipa REAL. To znaci
da su elementi vektora x na pozicijama X (1 + (i — 1)kx), ¢ = 1,...,n. Parametar kx
je korak (engleski termin je stride) i njegovo koritenje je vezano za nacin spremanja
vektora u memoriji racunala.

Sli¢no je sa (n,DX kx) zadan vektor tipa DOUBLE PRECISION, sa (n,CX kx) vektor
tipa COMPLEX i sa (n,ZX kx) vektor tipa DOUBLE COMPLEX.

Dat ¢emo kratak pregled osnovnih operacija u paketu BLAS 1. Kako su i izvorni kod
i dokumentacija dostupni preko Interneta, neéemo ulaziti u sve detalje, niti éemo dati
pregled cijelog paketa. U skupini operacija sa vektorima izdvajamo:

e SCOPY kopira vektor z u vektor y.
Deklarirana je sa SUBROUTINE SCOPY (n,X,kx,Y,ky). Varijante su:
DCOPY (n,DX kx,DY ky),
CCOPY (n,CX kx,CY ky),
ZCOPY(n,ZX kx,ZY ky).

o SSWAP razmjenjuje sadZaj vektora x i y.
Deklarirana je sa SUBROUTINE SSWAP(n, X kx,Y ky). Varijante su:
DSWAP(n,DX kx,DY ky),
CSWAP(n,CX kx,CY ky),
ZSWAP(n,ZX kx,ZY ky).

e ISAMAX ra¢una najmanji indeks ¢ za kojeg je |x;| = maxi<j<n |2;].
Deklarirana je sa INTEGER FUNCTION ISAMAX(n,X,kx). Varijante su:
INTEGER FUNCTION IDAMAX(n,DX k),

ONaravno, ne besplatno. Obi¢no se takve biblioteke kupuju zajedno sa ostalom programskom
podrgkom.
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INTEGER FUNCTION ICAMAX(n,CX kx),
INTEGER FUNCTION IZAMAX (n,ZX kx).

SNRM2 ra¢una euklidsku duljinu ||z|]2 vektora z = (n,X kx) tipa REAL.
Deklarirana je sa REAL FUNCTION SNRM2(n,X kx). Varijante su:
DOUBLE PRECISION FUNCTION DNRM2(n,DX, kx),

REAL FUNCTION SCNRM2(n,CX,kx),

DOUBLE PRECISION FUNCTION DZNRM2(n,ZX kx).

SASUM raguna ¢; normu ||z|1 = |z1]| + -+ + |zal.

Deklarirana je sa REAL FUNCTION SASUM(n,X,kx). Varijante su:
DOUBLE PRECISION FUNCTION DASUM(n,DX kx),

REAL FUNCTION SCASUM(n,CX kx),

DOUBLE PRECISION FUNCTION DZASUM(n,ZX kx).

SSCAL racuna a - z, gdje je a skalar istog tipa kao i vektor z. Rezultat je u vektoru
x.

Deklarirana je sa SUBROUTINE SSCAL(n,SA,SX kx). Varijante su:
DSCAL(n,DA,DX kx),

CSCAL(n,CA,CX kx),

ZSCAL(n,ZA,ZX kx).

SDOT ra¢una skalarni produkt (z,y) = y*z vektora z i y.

Deklarirana je sa REAL FUNCTION SDOT(n,X,kx,Y,ky). Varijante su:
DOUBLE PRECISION FUNCTION DDOT(n,DX,kx,DY ky),
COMPLEX FUNCTION CDOTC(n,CX,kx,CY ky) (racuna 3; Fiy:),
COMPLEX FUNCTION CDOTU(n,CX kx,CY ky) (raduna >; z;yi),
DOUBLE COMPLEX FUNCTION ZDOTC(n,ZX kx,ZY ky) i
DOUBLE COMPLEX FUNCTION (ZDOTU(n,ZX kx, ZYky).

SROT primijenjuje ravninsku rotaciju na vektore x i y. Preciznije, matrica [z y| je
zamijenjena sa [c- ¢+ s-y,c-y — s - .

Procedura je deklarirana sa SUBROUTINE SROT(n,X,kx,Y ky,C,S). Varijante su:
DROT(n,DX kx,DY,ky,DC,DS),

CSROT(n,CX kx,CY ky,C,9),

ZDROT(n,ZX kx,ZY ky,DC,DS).

SROTG racuna Givensovu ravninsku rotaciju.
Deklarirana je sa SUBROUTINE SROTG(A,B,C,S). Izlazni parametri C i S su iz-

ratunati tako da je
c s a| | Va?+b?
-5 ¢ b | 0 '

Ulazna vrijednost A je na izlazu zamijenjena sa v/a? + b2, a B sa 7?7 Varijante ove
procedure su DROTG(DA,DB,DC,DS)
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e SROTMG racuna modificiranu Givensovu rotaciju.

e SROTM primijenjuje modificiranu Givensovu rotaciju.

Matrice i vektori: BLAS 2

Na drugom nivou biblioteke BLAS su operacije sa matricama i vektorima. Kako je
cijela biblioteka dostupna online, mi ¢emo ovdje spomenuti samo tri procedure. Slovo

M

x” na pocetku imena procedure stoji za ”S”, "D, 7C”, ili 7 Z”.
e xGEMYV racuna izraz oblika
y:=adAzr+ By, ili y:=aA"z+ Oy,

gdje su o i 3 skalari, A je m X n matrica, a x i y su vektori odgovarajuéih
dimenzija.

e xXTRMYV racuna produkt y = Ax ili y = A7z, gdje je A n X n gornje ili donje
trokutasta matrica sa op¢enitom ili jediniénom dijagonalom.

e xTRSV rjesava linearne sustave
Arx =05, ili ATz =0,

gdje je A gornje ili donje trokutasta matrica sa opéenitom ili jediniénom dija-
gonalom, a b je vektor odgovarajuce dimenzije.

Cak i iz ovakvo kratkog prikaza se moze vidjeti sa koliko paznje je dizajnirana funk-
cionalnost procedura. Odabir pojedine varijante je omoguéen podesavanjem ulaznih
parametara. Posebno su napisane procedure za matrice sa specijlnom strukturom kao
npr. simetri¢ne i vrpcaste matrice. Za sve detalje ¢itatelja upuéujemo na online izvor
http://www.netlib.org/blas.

Operacije s matricama: BLAS 3

Treéi nivo elementarnih operacija biblioteke BLAS implementira matri¢ne operacije.
Tek za ilustraciju funkcionalnosti procedura trec¢eg nivoa, opisimo tri najosnovnije.

o xGEMM racuna izraz oblika
C:=af(A)g(B) + pC,

gdje su « i 3 skalari, A, B, C matrice, f(A) € {4, A"}, g(B) € {B,B"}, pri

¢emu su dimenzije matrica takve da je izraz dobro definiran.
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e xXTRMM racuna
B:=af(A)B, ili B:=aBf(A),

gdje je a skalar, A i B su matrice, pri ¢emu je A gornje ili donje trokutasta sa
opéenitom ili jedinicnom dijagonalom, te f(A) € {A, A™}.

e xTRSM rjeSava po X jednadzbe
flA)X =aB, ili Xf(A)=aB,

gdje je A gornje ili donje trokutasta regularna matrica sa opcenitom ili jedi-
nicnom dijagonalom, f(A) € {A, A"}, B i X su matrice odgovarajuéih dimen-
zija.

Ostale procedure i kompletna dokumentacija se moze na¢i na Internetu, na adresi
http://www.netlib.org, ili na Internet stranicama ove knjige.

1.8.2 Pregled biblioteke LAPACK

LAPACK je kratica za Linear Algebra PACKage, paket (programa) za linearnu alge-
bru. Osnovne znacajke LAPACK-a su

1. Opseznost. LAPACK sadrzi preko 1000 potprograma sa algoritmima za rjesavanje
problema linearne algebre. Spomenimo da su na listi algoritmi za rjesavanje
linearnih sustava (sa pripadnim algoritmima za racunanje LU faktorizacije, fak-
torizacije Choleskog, simetri¢ne indefinitne faktorizacije), rjeSsavanje problema
najmanjih kvadrata (sa pripadnim algoritmima za racunanje QR faktorizaci-
je, generalizirane QR faktorizacije), rjeSavanje problema svojstvenih vrijednosti
(simetri¢ni problem, nesimetriéni problem, generalizirani problemi za matri¢ne
parove), ratunanje obicne i generalizirane dekompozicije singularnih vrijednosti,
rjesavanje matricnih jednadzbi (npr. Sylvesterove jednadzbe). Sve procedure su
implementirane i za realne i za kompleksne tipove podataka. Posebni algoritmi
su ponudjeni za specijalne tipove matrica kao §to su npr. vrpcaste matrice.

2. Numericka pouzdanost. U LAPACK—u se posebna paznja posvecuje numerickoj
stabilnosti. Uz dosta algoritama su ponudjene procedure za ocjenu greske u iz-
racunatim rezultatima. Dani su teorijski okviri u kojima je ocjenjena stabilnost
algoritama, tako da korisnik moze dobiti dodatne informacije i o rezultatima
ali i o svom matematickom modelu. (Numericka nestabilnost moze biti znak
greske u modelu.)



72

GLAVA 1. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

. Prenosivost i efikasnost na raznim rac¢unalima. Efikasnost biblioteke LAPACK

je postignuta oslanjanjem na biblioteku BLAS. Drugim rije¢ima, ako imamo
BLAS optimiran za konkretni stroj, onda ée LAPACK dobro iskoristiti resurse
tog stroja. Prenosivost je osigurana strogim pridrzavanjem standarda konkret-
nog programskog jezika (FORTRAN ili C).

. Dobra dokumentiranost i jednostavno koristenje. Sve su procedure detaljno

dokumentirane na jednoobrazan i unaprijed definiran nacin. Matematicki deta-
lji, kao i detalji implementacije su detaljno opisani u seriji tehnickih izvjestaja
(LAPACK Working Notes) koji su dostupni preko Interneta. Objavljen je i
prirucnik [?].

. Neprestano usavrsavanje. Istrazivaci koji sudjeluju u projektu LAPACK dolaze

iz cijelog svijeta i neprestano rade na pronalazenju novih, boljih algoritama koji
nakon strogih provjera postaju dijelovi LAPACK-a, bilo kao nove procedure,
bilo kao zamjena za veé postoje¢e. U vrijeme pisanja ovih redaka, u uporabi je
LAPACK, verzija 3.0.

. Kompletan izvorni kod je dostupan preko Interneta, zajedno sa MAKE datote-

kama koje same izvrSavaju proces instaliranja. Za neka racunala postoji gotova
biblioteka koju samo treba kopirati koriste¢i FTP.

1.8.3 Rjesavanje linearnih sustava pomoc¢u LAPACK-a

Kako smo vidjeli u prethodnim sekcijama, rjeSavanje linearnog sustava jednadzbi ima
tri faze: LU faktorizacija, rjeSavanje donje trokutastog i rjeSavanje gornje trokutastog
sustava jednadzbi. Pogledajmo kako je to napravljeno u LAPACK—u. Zbog jednostav-
nosti, opisujemo procedure u jednostrukoj preciznosti. Dat ¢emo i dijelove izvornog
koda, kao ilustraciju dobre prakse programiranja — kako strukture programa tako i
dokumentiranosti. Naravno, cijeli kod je dostupan online.

Trokutastu faktorizaciju racunamo procedurom SGETRF. Pogledajmo opis parame-
tara te procedure, kako je napisano u izvornom kodu:

* ¥ % ¥ ¥ % ¥

SUBROUTINE SGETRF( M, N, A, LDA, IPIV, INFO )

-— LAPACK routine (version 3.0) —--

Univ. of Tennessee, Univ. of California Berkeley, NAG Ltd.,
Courant Institute, Argonne National Lab, and Rice University
March 31, 1993

. Scalar Arguments ..
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INTEGER INFO, LDA, M, N

. Array Arguments ..

INTEGER IPIV( * )
REAL A(C LDA, * )
Purpose

SGETRF computes an LU factorization of a general M-by-N matrix A
using partial pivoting with row interchanges.

The factorization has the form

A=PxL=x*xT
where P is a permutation matrix, L is lower triangular with unit
diagonal elements (lower trapezoidal if m > n), and U is upper
triangular (upper trapezoidal if m < n).

This is the right-looking Level 3 BLAS version of the algorithm.

Arguments

M (input) INTEGER
The number of rows of the matrix A. M >= 0.

N (input) INTEGER
The number of columns of the matrix A. N >= 0.

A (input/output) REAL array, dimension (LDA,N)
On entry, the M-by-N matrix to be factored.
On exit, the factors L and U from the factorization
A = PxLxU; the unit diagonal elements of L are not stored.

LDA (input) INTEGER
The leading dimension of the array A. LDA >= max(1,M).

IPIV (output) INTEGER array, dimension (min(M,N))
The pivot indices; for 1 <= i <= min(M,N), row i of the
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matrix was interchanged with row IPIV(i).

INFO (output) INTEGER

= 0: successful exit

0: 1if INFO = -i, the i-th argument had an illegal value

0: if INFO = i, U(i,i) is exactly zero. The factorization
has been completed, but the factor U is exactly
singular, and division by zero will occur if it is used
to solve a system of equations.

<
>

Dobro dokumentiranim programima ne treba dodatni komentar!

Rjesavanje trokutastih sustava s matricama L i U izvrSava procedure SGETRS u
kojoj se poziva procedura za rjeSavanje trokutastih sustava i to sa jednom ili vise
desnih strana. Evo kako izgleda pocetak procedure SGETRS.

* ¥ % ¥ ¥ % ¥

* ¥ X ¥

* ¥ %X ¥ ¥ ¥

SUBROUTINE SGETRS( TRANS, N, NRHS, A, LDA, IPIV, B, LDB, INFO )

LAPACK routine (version 3.0) --

Univ. of Tennessee, Univ. of California Berkeley, NAG Ltd.,
Courant Institute, Argonne National Lab, and Rice University
March 31, 1993

. Scalar Arguments
CHARACTER TRANS
INTEGER INFO, LDA, LDB, N, NRHS

. Array Arguments ..
INTEGER IPIV( * )
REAL A(C LDA, * ), B( LDB, * )

Purpose

SGETRS solves a system of linear equations

AxX=B or A’ *xX =8B

with a general N-by-N matrix A using the LU factorization computed
by SGETRF.
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Arguments

NRHS

LDA

IPIV

LDB

INFO

(input) CHARACTER*1

Specifies the form of the system of equations:

= °’N’: A x X =B (No transpose)

= 'T’: A’ X =B (Transpose)

= ’C’: A’x X =B (Conjugate transpose = Transpose)

(input) INTEGER
The order of the matrix A. N >= 0.

(input) INTEGER
The number of right hand sides, i.e., the number of columns
of the matrix B. NRHS >= 0.

(input) REAL array, dimension (LDA,N)
The factors L and U from the factorization A = PxLx*U
as computed by SGETRF.

(input) INTEGER
The leading dimension of the array A. LDA >= max(1,N).

(input) INTEGER array, dimension (N)
The pivot indices from SGETRF; for 1<=i<=N, row i of the
matrix was interchanged with row IPIV(i).

(input/output) REAL array, dimension (LDB,NRHS)
On entry, the right hand side matrix B.
On exit, the solution matrix X.

(input) INTEGER
The leading dimension of the array B. LDB >= max(1,N).

(output) INTEGER
= 0: successful exit
< 0: 1if INFO = -i, the i-th argument had an illegal value
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I konacno, prethodne dvije procedure su integrirane u rjesavac¢ sustava Ar = b, od-
nosno AX = B ako imamo vise desnih strana (matrica B umjesto vektora b).

SUBROUTINE SGESV( N, NRHS, A, LDA, IPIV, B, LDB, INFO )

*
* —- LAPACK driver routine (version 3.0) --
* Univ. of Tennessee, Univ. of California Berkeley, NAG Ltd.,
* Courant Institute, Argonne National Lab, and Rice University
* March 31, 1993
*
* . Scalar Arguments

INTEGER INFO, LDA, LDB, N, NRHS

. Array Arguments ..

INTEGER IPIV( * )

REAL AC LDA, * ), B( LDB, * )
*
*
* Purpose
¥k =======
*
* SGESV computes the solution to a real system of linear equations
* A xX =B,
* where A is an N-by-N matrix and X and B are N-by-NRHS matrices.
*
* The LU decomposition with partial pivoting and row interchanges is
* used to factor A as
* A=P=xL=x*xT,
* where P is a permutation matrix, L is unit lower triangular, and U is
* upper triangular. The factored form of A is then used to solve the
* system of equations A * X = B.
*
* Arguments
¥k =========
*
x N (input) INTEGER
* The number of linear equations, i.e., the order of the
* matrix A. N >= 0.
*
*x NRHS (input) INTEGER
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=

LDA

IPIV

los]

LDB

INFO

The number of right hand sides, i.e., the number of columns
of the matrix B. NRHS >= 0.

(input/output) REAL array, dimension (LDA,N)

On entry, the N-by-N coefficient matrix A.

On exit, the factors L and U from the factorization

A = PxLxU; the unit diagonal elements of L are not stored.

(input) INTEGER
The leading dimension of the array A. LDA >= max(1,N).

(output) INTEGER array, dimension (N)
The pivot indices that define the permutation matrix P;
row i of the matrix was interchanged with row IPIV(i).

(input/output) REAL array, dimension (LDB,NRHS)
On entry, the N-by-NRHS matrix of right hand side matrix B.
On exit, if INFO = O, the N-by-NRHS solution matrix X.

(input) INTEGER
The leading dimension of the array B. LDB >= max(1,N).

(output) INTEGER

= 0: successful exit

0: 1if INFO = -i, the i-th argument had an illegal value

0: if INFO = i, U(i,i) is exactly zero. The factorization
has been completed, but the factor U is exactly
singular, so the solution could not be computed.

<
>

. External Subroutines ..

EXTERNAL SGETRF, SGETRS, XERBLA

. Intrinsic Functions

INTRINSIC MAX

. Executable Statements ..

Test the input parameters.
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INFO = 0

IF( N.LT.0 ) THEN
INFO = -1

ELSE IF( NRHS.LT.O ) THEN
INFO = -2

ELSE IF( LDA.LT.MAX( 1, N ) ) THEN
INFO = -4

ELSE IF( LDB.LT.MAX( 1, N ) ) THEN
INFO = -7

END IF

IF( INFO.NE.O ) THEN
CALL XERBLA( ’SGESV ’, -INFO )
RETURN

END IF

Compute the LU factorization of A.

CALL SGETRF( N, N, A, LDA, IPIV, INFO )
IF( INFO.EQ.0 ) THEN

Solve the system A*xX = B, overwriting B with X.

CALL SGETRS( ’No transpose’, N, NRHS, A, LDA, IPIV, B, LDB,

INFO )
END IF
RETURN
End of SGESV

END

Na kraju, napomenimo da u LAPACK—u postoje i procedure za sustave sa specijalnom
strukturom (simetri¢ni, pozitivno definitni, tridijagonalni, vrpcasti itd.). Vise detalja
se moze naci na adresi http://www.netlib.org/lapack i u online verziji ove knjige.

1.8.4 Dodatak: Vektori i matrice u programskim jezicima

1.8.5 Vjezbe



