Numericka Matematika

(©Zlatko Drmac

Studeni 2010.



Sadrzaj

1 Svojstvene vrijednosti

1.1 Karakteristi¢ni polinom . . . . . .. ... ...
1.1.1 Hamilton-Cayleyev teorem . . . . . . . .. .. .. ... ...
1.1.2  Minimalni polinom . . . ... .. ... ... ... ......
1.1.3 Matrica pratilica polinoma . . . . . . . . ... .. ... ...
1.2 Schurova dekompozicija.. . . . . . . . . ... oo
1.2.1 Realna Schurova forma . . . . . ... ... ... ... ....
1.3 Rezolventa . . . . . . . . ...
1.4 Neprekidnost svojstvenih vrijednosti . . . . .. . ... ... ....
1.4.1 Neprekidnost spektra duz neprekidnog puta . . . . . . . ..
1.5 Spektralni radijus . . . . . ...
1.6 Lociranje spektra . . . . . .. ... Lo oo
1.6.1 Gersgorinovi krugovi . . . . ... ..o
1.6.2 Cassinijeviovali . . . . . . .. .. ... oo
1.6.3 Skalirani Gersgorinovi krugovi . . . . . . . .. ... ... ..

Ireducibilne i nenegativne matrice
2.1 TIreducibilne matrice . . . . . . .. . ..o
2.2 Nenegativne i pozitivne matrice . . . . . . . .. .. ... ...

Numericko rjesavanje sustava jednadzbi

Iterativne metode za Ax=Db

3.1 Uvodimotivacija . . . . . . .. ...

3.2 Primjeri . . . . ...

3.3 Gaussove eliminacije i trokutaste faktorizacije . . . . . . .. .. ..
3.3.1 Matricni zapis metode eliminacija . . . . . . . .. .. .. ..

35
35
38



SADRZA.J 2

3.3.2 Trokutasti sustavi: rjeSavanje supstitucijama naprijed i unazad 59

3.3.3 LU faktorizacija . . . . . . . .. ... L 61
3.3.4 LU faktorizacija sa pivotiranjem . . . . . . . . . . .. .. .. 68
3.3.5 Numericka svojstva Gaussovih eliminacija . . . . . . .. .. 76
3.3.6  Analiza LU faktorizacije. Vaznost pivotiranja. . . . . . . . . 76
3.3.7 Analiza numerickog rjesenja trokutastog sustava . . . . . . . 85
3.3.8 Tocnost izracunatog rjeSenja sustava . . . . . . . ... ... 86
3.3.9 Dodatak: Osnove matricnog racuna na racunalu . . . . . . . 88
3.4 Teorija perturbacija za linearne sustave . . . . . .. ... ... ... 90
3.4.1 Perturbacije male ponormi . . . ... ... .. ... .. .. 92
3.4.2 Rezidualni vektor i stabilnost . . . . . ... ... ... .. 93
3.4.3 Perturbacije po elementima . . . . .. ... ... ... ... 95
3.4.4 Dodatak: Udaljenost matrice do skupa singularnih matrica . 98
3.5 Jacobijeva, Gauss—Seidelova i SOR metoda . . . . . . . . ... ... 99
3.5.1 Opismetoda. . . . ... .. ... ... ... 99
3.5.2  Konvergencija Jacobijeve i Gauss—Seidelove metode . . . . . 104
3.5.3 Konvergencija SOR metode . . . . .. ... ... ...... 110
3.5.4  Svojstvo A i konzistentni uredaj . . . . . ... ... 111
3.5.5  Konvergencija SSOR metode . . . . . .. ... ... ... .. 115
3.6 Polinomijalno ubrzanje konvergencije . . . . . . .. ... ... ... 115
3.7 Kirilovljevi potprostori . . . .. .. ..o 119
3.7.1 Motivacija . . . . . ... 120
3.7.2  Definicija i osnovna svojstva . . . . . ... ..o 121
3.8 Arnoldijev algoritam . . . . .. ... ... 123
3.8.1 Reortogonalizacija . . . . . . . ... .. ... .. ... 126
3.8.2 Hessenbergova forma . . . . . . ... ... 127
3.9 Lanczosev algoritam . . . . . ... ..o 128
3.10 Metoda GMRES . . . . . . .. .. ... 130
3.10.1 Konvergencija GMRES metode . . . . . . . ... ... ... 134
3.11 Biortogonalni Lanczosev algoritam . . . . . .. .. ... ... ... 136

II Numericko rjesavanje problema svojstvenih vrijed-

nosti 137
4 Svojstvene vrijednosti 138
4.1 Numericke metode . . . . . . . . 138

4.1.1 Rayleighev kvocijent . . . . . . ... ... 138



SADRZA.J 3

4.1.2 Metoda potencija . . . . . .. ..o 140
4.1.3 Inverzne iteracije . . . . . . . .. ..o 143
4.1.4 Tteracije potprostora . . . . . . . . . . ... ... ... ... 145
4.1.5 QR metoda . .. ... ... ... 148

5 Simetri¢ni problem svojstvenih vrijednosti 159
5.1 Mini-max karakterizacija . . . . . . . .. ... ... 159
5.2 Sylvesterov teorem . . . . . . .. .. 161
5.3 Perturbacije spektra . . . . .. ... oo oL 162
5.4 Jacobijeva metoda . . . . .. ... 163
5.4.1 Jacobijeva rotacija . . . . ... ... .. L 164
5.4.2 Klasi¢na Jacobijeva metoda . . . . . . ... ... ... 165

5.4.3 Ciklicke metode . . . . . . . . .. 170



Poglavlje 1

Svojstvene vrijednosti



POGLAVLJE 1. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI 5

1.1 Karakteristicni polinom

Algebarska definicija svojstvene vrijednosti A matrice A kao skalara za kojeg je,
s nekim vektorom x razli¢itim od nul-vektora, ispunjeno Ax = Ax povlaci ele-
gantnu algebarsku karakterizaciju svojstvenih vrijednosti kao nultocaka odredenog
polinoma.

Kako (A — Al)z = 01 x # 0 povlace da A — Al ima netrivijalnu jezgru tj. da je
singularna, odmah je det(Al — A) = 0. Iz definicije determinante je odmah jasno
da je det(Al — A) polinom stupnja n u varijabli A,

A—ai1 —aiz2 - —a1,n—1 —ain
—a21 A—a22 - —G2,n-1 —aon
det( : S : : ) = A" —trag(A)A" 4 - 4 (—1)"det(A)
*an'—l,l . )\*an;l,n—l *an'—l,n
—0Qnl —O0n,n—1 A—ann

Definicija 1.1.1. Za A € C™*" je karakteristi¢ni polinom od A definiran s ya(A\) =
det(A\l — A).

Dakle, pitanje egzistencije svojstvenih vrijednosti matrice mozemo jednostavno
odgovoriti — polinom stupnja n uvijek ima n opcéenito kompleksnih svojstvenih
vrijednosti, racunato s kratnostima.

Teorem 1.1.1. Matrica A € C™" ima n svojstvenih vrijednosti koje su opéenito
kopleksni brojevi © koje brojimo kao nultocke Ay, Ao, ..., N, karakteristicnog poli-
noma xa(A), zajedno sa kratnostima. Vrigedi formula det(A\l —A) = [T, (A —\).
Specijalno je trag(A) = > " | A, det(A) = (=1)" T2, Mi-

Definicija 1.1.2. Neka je A\ svojstvena vrijedost od A i neka je o njena kratnost
kao nultocke karakteristicnog polinoma ya. Tada je o algebarska kratnost od .

Korolar 1.1.2. Neka je A € F™*", sa svojstvenim vrijednostima Ay, Ag, ..., A\, 12
Teorema 1.1.1 odmah slijedi:

o Slicne matrice A i STAS imaju isti karakteristicni polinom pa i iste svo-
jstvene vrijednosti.

o Matrice A 1 AT imagu iste svojstvene vrijednosti. Svojstvene vrijednosti ma-
trica A © A" su A, Ag, .oy A

o Ako je A reqularna, onda su svi \; # 0 i svojstvene vrijednosti od A=! su

1AL 1/ Xas o 1/ A
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Propozicija 1.1.3. xa(-) je neprekidna funkcija od A.

Propozicija 1.1.4. Ako su Ai,..., \x k medusobno razlicitih svojstvenih vrijed-
nosti od A, i ako su x1,...,x pripadni svojstveni vektori, onda su 1, ...,xy lin-
earno nezavisni.

Definicija 1.1.3. Neka je X svojstvena vrijedost od A i neka je v dimenzija jezgre
matrice A — Al. Tada je v geometrijska kratnost od .

1.1.1 Hamilton—Cayleyev teorem
Za n X n matricu A sigurno mozemo odrediti polinom p({) = ijo B;¢? nekog
stupnja s < n? tako da je p(A) = 0. To slijedi iz ¢injenice da je niz vektora

LA A2 . A" . A
nuzno linearno zavisan nad F.

Teorem 1.1.5. Svaka matrica ponistava svoj karakteristicni polinom, xa(A) = 0.

Dokaz: Neka je A dimenzije n x n. Karakteristicni polinom ¢emo zapisati u obliku
n—1
xa(A) ="+ Z ;N
=0

Iz definicije adjunkte je adj(Al — A)(Al — A) = det(Al — A)l, pri ¢emu je, s nekim
konstantnim matricama B, (ovisnim o A)

n—1

adj(\l — A) =) VB,

=0

Usporedbom koeficijenata uz potencije M u relaciji

n—1 n—1 n—1 n—1
S ONBA—A) =Y NTIB > VB A= (A" + ) aN)
j=0 j=0 j=0 j=0

dobijemo niz jednakosti

B._1 = |
Bn72 - anlA = O‘n*ll
B,.s — B, oA = a,_l
’ - ? (1.1.1)
BO — BlA = O./ll

—BQA = &Ol
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Ako te jednakosti sada pomnozimo s desna redom potencijama A", A"t A"=2
Al A% = | i odvojeno zbrojimo sve lijeve i sve desne strane, dobijemo 0 = x4(A).
&=

Komentar 1.1.1. A dijagonalizabilna, x4(A) = Sxa(A)S™! = 0.
A =lim._,o A, A, dijagonalizabilne.
xa(A) = lime0 x4, (Ac)

Korolar 1.1.6. Neka je A reqularna matrica. Tada je A~' polinom u matrici A,
stupnja najvise n — 1.

Korolar 1.1.7. Neka je p(¢) = > 7", a;¢7 polinom stupnja m > n. Matricu p(A)
mozZemo izracunati racunangjem u A vrijednosti polinoma stupnja najvise n — 1.

Dokaz: Dijeljenjem polinoma p(-) s xa(-) dobijemo p(¢) = ¢({)xa(¢) + r(¢), pri
¢emu je r stupnja najvise n — 1 1 vrijedi p(A) = r(A). B

1.1.2 Minimalni polinom

Vidimo da iz ¢injenice da A ponistava odredeni polinom stupnja n slijedi korisna
formula koja A~! izrazava kao polinom stupnja najvise n — 1. Takoder, racunanje
u A polinoma bilo kojeg stupnja se svodi na racunanje polinoma stupnja najvise
n — 1. Iz dokaza je jasno da se se ova dva (a ima i drugih koje nismo spomenuli)
racuna pojednostavljuju ako je stupanj polinoma kojeg A poniStava manji. Zato
je vazno znati koji je to polinom minimalnog stupnja kojeg A ponistava.

Ve¢ znamo da A ponistava polinom stupnja n. Jednostavno je zakljuciti da
mora postojati jedinstven minimalni stupanj m < n takav da postoji polinom
stupnja m kojeg A poniStava i da ne postoji polinom stupnja manjeg od m koji
izracunat u A daje nul matricu. Jednostavno u nizu I, A, A2, ... trazimo prvu
potenciju m za koju su I, A, A%, ... A™ linearno zavisni, > " 11;A7 = 0, gdje bez
smanjenja opc¢enitosti mozemo uzeti p,, = 1.

Propozicija 1.1.8. Ako je p polinom minimalnog stupnja m za kojeg je p(A) = 0,
onda p dijeli bez ostatka svaki polinom f stupnja k > m za kojeg je f(A) = 0.

1.1.3 Matrica pratilica polinoma

Vidjeli smo da je pridruzivanje (karakteristicnog) polinoma matrici omoguéilo da se
problem (svojstvenih vrijednosti) zadan na matricama elegantno prebaci u teoriju
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polinoma. Sada ¢emo uspostaviti vezu i u drugom smjeru — polinomu ¢emo pro-

druziti matricu ¢iji je upravo on karakteristicni polinom. Motivacija za takvu
vezu je jasna, otvaramo mogucnost da teorijske rezultate i numericke tehnike za
racunanje svojstvenih vrijednosti matrica primijenimo na nultocke polinoma. Neka

je
n—1
A =AY N
j=0
proizvoljan polinom stupnja n, normiran tako da ima jedini¢ni koeficijent uz vodeéu
potenciju. U slucaju n =1, p(A) = XA + ayp, je
A+ ag = det((A+ ap)) = det(l — (—)).

Akojen =2, p(\) = ag+ a1 A + A2 = apg + A\ + ),

ap+ A+ ay) = det((_)\l \ j‘_oal)) = det(\ly — ([1) _O‘“))

Opcenito, iz A" + > 777, La N = AT 4 > La; NN 4 g vidimo da gornju
proceduru mozemo nastawtl zan=3.4,....

Propozicija 1.1.9. Karakteristicni polinom matrice

0 0 -+ 0 -—ap
1 0 —

1 0 —0p_9
0 -+ 0 1 —ay_q

je ujedno i njen minimalni polinom i glasi xg, (\) = A" + E?;& a;N. Matricu F,
zovemo Frobeniusova matrica pratilica polinoma.

Dokaz: Lako provjerimo razvojem determinante po zadnjem stupcu, da je zbilja
det(Al—F,) = A"+ ZJ i a])\f Nadalje, ako je g(\) = Zﬁzo BiN polinpm stupnja
¢ < n (B #0), pokazat ¢emo da je q(F,) # 0. Primijetimo da je Fle; = ejyq,
7=1,...,n—1. Dakle,

1
e = Z/BJFibel - (ﬁ07/81)"'76€707"‘70)T %0
=0

n—~_0—1
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=
S obzirom na specijalnu strukturu matrice F,,, pokusat ¢emo izvesti .....
Dakle, imamo matricu A i njen karakteristiéni polinom x(-), te F,, za koju je

XF. (1) = xa(®)
Stavimo F,_; = F,(2: n,2: n). Vrijede

agl +aiFy + -+, Fp 7 +FL = 0

ayl+ aoFp 14+ o FP24F70 = 0
Odmah je
oy = —trag(F,) = —trag(Fn,_1) = —trag(A) = —(A 4+ -+ \p).  (1.1.4)
Propozicija 1.1.10. Vrijedi trag(F¥) = trag(F¥_|), k=1,...,n—1.

Dokaz: Matricu F,, napisimo u obliku F,, = G, + E,, gdje je E, = esef. Uocimo
daje G,(2:n,2:n)=F, ;i E?2 = 0. Sada u jednakosti

k
(G + Ey) Z()GJE’”—G’“JrkG’“ o

J=

uzmemo trag:
trag(Fﬁ) = trag(G,]z) + ktrag(Gk_lE ),

gdje je trag(GELE,) = trag(GF~Llesel) = el GFley. Pokazat éemo da je u matrici
Gk=1 element na poziciji (1,2) jednak nuli. Vrijedi

0
0 a,et 0 *
Gk—l — GnGk—Q — ( n n—l) ( L ) R c Rn—l.
n n 0 F,, 0 Fk2 ! 0

Kako je k—2 < n—3, a matrica F,,_; je (n—1) x (n— 1) Hessenbergova, potencija
F*=2 na poziciji (n — 1,1) ima nulu. Dakle, (G¥2),, = 0, pa je (GF1), = 0.
Dakle, trag(FF) = trag(G*) = trag(F*_,). B

Sada uocimo: Iz relacije (1.1.2) je

1
ap = ——(aytrag(F,,) + aotrag(F2) + - - + ap,_itrag(F ") + trag(Fp)), (1.1.5)
n
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a iz (1.1.3) i Propozicije 1.1.10 je

1
M= (qotrag(F,,)+astrag(F?) 4+ - -4, _trag(F* %) +-trag(F*1)). (1.1.6)
Drugim rijecima, ako znamo ao, ..., a,_1, onda pomocu tih vrijednosti i tragova
potencija od F,, mozemo izracunati «;. Na isti nacin, ako imamo a,...,a, 1,

onda «ag racunamo eksplicitnom formulom (1.1.5).

Na prvi pogled, prethodno razmatranje nema smisla jer je F,, zadana pomocu
koeficijenata ay, ..., a,_1 koje sada kao pokusavamo izracunati pomocu tragova
potencija od F,. Kljucna karika su relacije

trag(Fy) = trag(A"), k =0,1,2,3, ... (1.1.7)

Prisjetimo se kako smo rekurzivno konstruirali F,,. Matrica Fr1 je iste struk-
ture kao 1 F, 1 pratilica je polinoma stupnja n — 1. Ako u njoj uo¢imo podmatricu
Fno=F,1(2:n—-1,2:n—-1)=F,(3:n,3:n), onda je

OéQl + O(3|A:n_2 + -t an_llA:Z:?Q) + ﬁz:g 0

i jos je, kao u Propoziciji 1.1.10,
trag(FZ) = trag(lefl_l) = trag(lefl_Q), k=1,....,.n—2.

Dakle
1

g = — 2(a3trag(Fn)—|—a4trag(Fi)+- - day, g trag(F"3) +trag(F"2)) (1.1.8)
Teorem 1.1.11. Koeficijente svojstvenog polinoma .. matrice A moZemo racunati
sljedecéim formulamas:

Op—1 = _trag(A>
n—k—1
ap = Z a4 trag(A N +trag(A™*), k=n—-2,n-3,...,2,1,0.

J=1

Primjer 1.1.1. Uzmimo da je A 100 x 100 jedini¢na matrica. Pomoc¢u Teorema
1.1.11 éemo izracunati njen karakteristi¢ni polinom i zatim njegove nultocke odred-
iti koristec¢i funkciju roots iz programskog paketa Matlab. Na Slici 1.1 je crvenim
krugom oznacena jedinica (100-struka svojstvena vrijednost od l;og) a plavi plusevi
su izracunate nultocke svojstvenog polinoma.
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Slika 1.1:

1.2 Schurova dekompozicija

Spektralni elementi matrice A (svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori) se jed-
nostavno prenose na sli¢cnu matricu B = S7*AS: Ako je Bx = Ax, onda je ASx =
ASx. Odavde je jasno da je jedna razumna metoda za racunanje svojstvenih vri-
jednosti i vektora matrice A trazenje transformacija slicnosti koje ¢e dati matricu
B jednostavnije spektralne strukture (za koju je lako naéi svojstvene vrijednosti
i pripadne vektore). Pri tome, unitarna (ortogonalna) transformacija slicnosti S
ima prednost jer se inverz matrice transformacija lako racuna (S™' = S*), a u
primjenama, kada moramo racunati s neizbjeznim perturbacijama, je vazno da
tranformacija slicnosti te perturbacije ne povecava. Nadalje unitarna transforma-
cija slicnosti B = S*AS ¢uva i druga vazna svojstva: A je normalna, hertmitska,
anti—hermitska, unitarna ako i samo ako je B, redom, normalna, hertmitska, anti-
hermitska, unitarna.

Dakle, prirodno je pitanje koliko najvise mozemo unitarnom transformacijom
slicnosti pojednostaviti matricu A € C™™. Odgovor je tzv. Schurova dekom-
pozicija koja je jedan od osnovnih alata u analiziranju i numerickom rjesavanju
problema svojstvenih vrijednosti.

Teorem 1.2.1. Neka je A € C™*™ i neka su Ay, ..., \, svojstvene vrijednosti od
A u proizvoljnom poretku. Postoji unitarna matrica U 1 gornje trokutasta matrica
T tako da je A =UTU* i T,; = N, i = 1,...,n. Ako je A € R™"™ 4 ako su sve
svojstvene vrigednosti od A realne, onda je T takoder realna v U se moZe odabrati
realna ortogonalna. Zapis A = UTU* zovemo Schurova dekompozicija od A, a
matrica T se zove Schurova forma od A.

Dokaz: Uzmimo svojstvenu vrijednost A\; i pripadni svojstveni vektor u; tako da
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je Au; = Auy, |Jug]|]e = 1. Lako odredimo matricu U; € C™(=D tako da je
U, = (ul U1) unitarna. (To je standardna dopuna do baze u unitarnom prostoru,
koju najlakse dobijemo algoritamski iz QR faktorizacije matrice u;.) Vrijedi

\ u A A utAU At
UTAU, = (Ull) (Au; AUy) = (01 ”1A2 1) . Ay = UrAD,.

Iz det(A — Al,) = (A1 — A)det(Ay — Al,,—1) slijedi da su Ay, ..., A, svojstvene vri-
jednosti matrice As. Ako je n > 2, uzimamo Ay i pripadni svojstveni vektor us
tako da j je Ajuy = )\2u2, Hu2||2 = 1. Kaois A, uy dopunimo do unitarne matrice
Uy = (ug, U ) e Cv=x(=1 te izra¢unamo da je

*

\ u A Ao uiAsU S
UsA.U, = <Ui) (Aquy AsU,) = (02 UQAz 2) , As = U5A5U,.
2

Ako ova dva koraka napravimo zajedno, imamo

10 10 M| wA,
(0 U ) U AU1 (0 02) = 0 )\ U;AQUQ
— — 0 0 Az
unitarna
Kao i ranije, zakljucujemo da su svojstvene vrijednosti matrice As upravo Az, ..., \,.

Sada je jasno da formalni dokaz zavrsavamo matematickom indukcijom po n.
Nadalje, ako je matrica A realna i ako su joj sve svojstvene vrijednosti realne,
onda je jasno da u prethodnom induktivnom dokazu u svakom koraku mozemo
odabrati realan svojstveni vektor i sve matrice transformacija realne ortogonalne.
=
Dakle, svaka kvadratna matrica A je unitarno sliéna trokutastoj matrici, A =
UTU*. U praksi se ova slicnost, bas kao i u dokazu teorema, pojavljuje kao trans-
formacija A — T = U*AU, tj. zadanu matricu A se "napada”’ unitarnim transfor-
macijama sli¢nosti sve dok ne postane trokutasta. Valja primijetiti da konstrukcija
opisana u dokazu prethodnog teorema nije jako prakticna jer direktno koristi svo-
jstvene vrijednosti i vektore (zato je sama redukcija na trokutasti oblik gotova
nakon n — 1 koraka) koji u stvarnoj primjeni nisu dostupni i nije ih lako izra¢unati.
Kako ¢emo poslije vidjeti, numericko racunanje Schurove dekompozicije se svodi
na beskonacan niz transformacija slicnosti koje sustavno i strpljivo reduciraju el-
emente ispod glavne dijagonale i osiguravaju trokutastu formu tek u limesu.
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Komentar 1.2.1. Primijetimo da se iz Schurove forme za A jednostavno dobije
Schurova forma za A* i to na sljede¢i nac¢in: Neka je m permutacija na {1,...,n},
7(i) = n—i+11ll matrica te permutacije, Ile; = e,(;). Tada je Schurova forma od
A* dana s A* = (UII)(IIT*ID)IIU*, gdje je UII unitarna a IIT*II gornje trokutasta.

Korolar 1.2.2. Trokutasta matrica T u Schurovoj dekompoziciji A = UTU* je
dijagonalna ako © samo ako je matrica A normalna, s$to je takoder ekvivalentno sa
[AlIE = 3271 [\ (A)|?. Specijalno vrijede sljedeci spektralni teoremi:

e Schurova forma hermitske matrice je realna dijagonalna matrica.

e Schurova forma anti-hermitske matrice je dijagonalna sa cisto imaginarnim
dijagonalnim elementima.

e Schurova forma unitarne matrice je dijagonalna sa |A\j| =1, j=1,...,n.

Dokaz: Neka je AA* = A*Ai A = UTU*. Lako se provjeri da T = U*AU mora
biti takoder normalna. Nadalje, ako je T gornje trokutasta i TT* = T*T, onda se
lako zakljuci da je T nuzno dijagonalna. Nadalje, primijetimo da je ||Al|lr = || T||F
i Ty = N(A), te daje [[TI[F = 27 [A(A)]* ako i samo ako je T dijagonalna.
Spektralni teoremi slijede iz ve¢ spomenute Cinjenice da Schurova forma, osim sto
je trokutasta, nasljeduje svojstva hermiti¢nosti, anti—-hermiti¢nosti i unitarnosti.
2!

Kratnost svojstvenih vrijednosti je vazno spektralno svojstvo matrice, sa cije-
lim nizom netrivijalnih posljedica. Pri tome su visestruke svojstvene vrijednosti
visestruko problemati¢ne. Na primjer, svojstveni vektor jednostruke svojstvene
vrijednosti je odreden do na mnozenje netrivijalnim skalarom (pripadni svojstveni
potprostor je jednodimenzionalan), dok npr. svojstvenoj vrijednosti algebarske
kratnosti dva pripada jedan takav svojstveni vektor ako je njena geometrijska
kratnost jedan, ili je svaki netrivijalni vektor iz dvodimenzionalnog potprostora
svojstveni vektor (geometrijska kratnost te svojstvene vrijednosti je onda jednaka
dva).

Vazno je uociti da je viSestrukost svojstvene vrijednosti osjetljivo svojstvo —
lako ga je izgubiti. Na primjer, uzmimo

A= (‘C’ Z) det(My — A) = A2 — (@ + b)A + ab — ed

sa svojstvenim vrijednostima

) a+b+x+/(a+b)?—4(ab— cd)
12 = -
’ 2
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Matrica A ¢e imati dvostruku svojstvenu vrijednost Ay = Ay = (a+0b)/2 ako i samo
ako je A = (a+b)?—4(ab—cd) = 0, tj. ako je diskriminanta svojstvenog polinoma
jednaka nuli. Jasno je da se proizvoljno malim promjenama koeficijenata a, b, c, d
diskriminantu A moze iz trivijalne A = 0 pretvoriti u netrivijalnu (razlic¢itu od
nule) vrijednost. Sljedeé¢i korolar Schurovog teorema pokazuje da su matrice sa
viSestrukim svojstvenim vrijednostima nigdje gust skup (interior zatvaraca im je
prazan) u C**™.

Korolar 1.2.3. Matrice sa jednostrukim svojstvenim vrijednostima su gust pod-
skup u C**™. U proizvoljnoj € okolini svake matrice A se nalazi matrica A sa jed-
nostrukim svojstvenim vrijednostima. Specijalno su dijagonalizabilne matrice gust
dio od C™*". Pri tome, ako je A normalna, hermitska, anti—-hermitska, unitarna,
se matrica A moze odabrati takoder, redom, normalna, hermitska, anti-hermitska,
unitarna.

Dokaz: Neka A ima s razlicitih svojstvenih vrijednosti Ay, ..., s, sa algebarskim
kratnostima (A1), ..., a(Xs), 1 neka je v = min,4; |A; — A;|. Netrivijalan slucaj je
s < n.

Neka je € > 0 proizvoljan. U Schurovoj dekompoziciji A = UTU* svih a();)
dijagonalnih elemenata za koje je T,; = A; malim promjenama eji , pri cemu je
|e§i)| < min{e/\/n,v/2}, mozemo pretvoriti u a();) razlicitih elemenata T;;. Kada
to napravimo za sve svojstvene vrijednosti A;, dobijemo n medusobno razlicitih

vrijednosti TH, ooy Thn. Neka je T matrica dobivena od T Zamjenom Ty s Tiig
i =1,...,n. Sigurno je |T — T||r < e. Ako definiramo A = UTU*, onda A
ima n medusobno razlicitih svojstvenih vrijednosti i [|A —Allr = [T = T|r < ¢.

Naravno, mozemo konstruirati beskona¢no mnogo matrica A koje zadovoljavaju
ovu konstrukciju. Sada jo$ uoc¢imo da:

e Ako je A normalna, onda su T i T dijagonalne, pa je i A normalna.

e Ako je A hermitska (anti-hermitska), onda je T dijagonalna sa dijagonal-
nim elementima na realnoj (imaginarnoj) osi i opisana varijacija dijagonal-
nih elemenata se o¢ito moze provesti tako da T bude dijagonalna hermitska
(anti-hermitska) i A hermitska (anti-hermitska).

e Ako je A unitarna, onda, zakljuéujuéi na isti nacin, vidimo da A moze biti
odabrana da bude unitarna.

H
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1.2.1 Realna Schurova forma

Schurova dekompozicija je koristan i mocan alat u numerickom ra¢unanju jer
unitarnom sli¢noséu matricu prevodi u jednostavniji oblik (gornje trokutastu).
Vrlo ¢esto u primjenama radimo sa realnim matricama koje opéenito imaju kom-
pleksne svojstvene vrijednosti, ali su i ulazni podaci i oc¢ekivani rezultati realni.
Ako numericki algoritam zbog kompleksnog spektra u nekom momentu 'napusti’
realno polje i pocne se izvoditi nad C onda se povecava potrebni memorijski
prostor u racunalu (treba dvostruko vise memorije za svaki kompleksni broj),
povecéava se broj racunskih operacija (jedno kompleksno mnozenje sadrzi! ¢etiri re-
alna mnozenja, te po jedno zbrajanje i oduzimanje), a zbog gresaka zaokruzivanja
¢e izracunato rjeSenje vjerojatno imati netrivijalnu imaginarnu komponentu.
Zbog toga je korisno imati realnu inacicu Schurove forme, baziranu na jednos-
tavnoj ideji: Kako u kompleksne svojstvene vrijednosti realne matrice dolaze u
parovima kompleksno—konjugiranih brojeva, onda svaki kompleksno—konjugirani
par na dijagonali od T mozemo isporuciti skriven kao spektar realne 2 x 2 matrice.

Teorem 1.2.4. Neka je A € R™™". Neka A ima r realnih svojstvenih vrijednost:
1 ¢ kompleksno konjugiranth parova. Tada postoji realna ortogonalna matrica U 1
blok gornje trokutasta matrica T, blok dimenzije (r + ¢) x (r + ¢), tako da je

Ty Tz o Tk o Ta,rae

T Tpa o Tired
UTAU = U 1.2.1
Tk - Tkt ( )

T[r+c,r+c]

Pri tome su dijagonalni blokovi Ty dimenzija 1 x 1 (takvih ima tocno r) ili 2 x 2
(takvih je toc¢no c¢). Trivijalni 1 x 1 blokovi su realne svojstvene vrijednosti od A,
a svojstvene vrijednosti svakog 2 X 2 bloka su jedan par kompleksno konjugiranih
svojstventh vrijednosti od A.

Dokaz: Slijedimo dokaz Teorema 1.2.1. Za svaku realnu svojstvenu vrijednost
mozemo ponoviti isti postupak — realnim svojstvenim vrijednostima pripadaju re-
alni svojstveni vektori i redukcija se provodi pomoc¢u ortogonalnih matrica. Kom-
pleksno konjugirane parove svojstvenih vrijednosti ¢emo obradivati malo drugacije.
Na primjer, neka u prvom koraku imamo kompleksno konjugirani par A\; o = a+if

Mogudée je x mnozenja ??? referenca
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svojstvenih vrijednosti. Ako je A(z+iy) = (a+if)(z+iy), z+iy # 0, onda konjugi-
ranjem dobijemo da je x — iy svojstveni vektor koji pripada oo —1if. Lako pokazemo

da su realni vektori x i y linearno nezavisni, te da je A (:1: y) = (.CE y) (_aﬁ g)

Spektar realne 2 x 2 matrice ( f‘ﬁ g) je kompleksno konjugirani par A\; o = a+if,ax
i y razapinju dvodimenzonalni invarijantni potprostor. U njemu QR faktorizacijom

(z y)=(u u) R, R= (7“61 7“12)

22

izracunamo ortonormiranu bazu. Matricu (u1 uz) dopunimo do ortogonalne U; =

~

(u1 Us U1) 1 izracunamo

R(%P)YR™ (4)AU
urau, = (f () (AT) .
0 UTAU,

Postupak nastavljamo s matricom UlTAle. Na ovaj nacin u svakom koraku obradimo
ili jednu realnu svojstvenu vrijednosti ili kompleksno konjugurani par, sto rezultira
1 x 11ili 2 x 2 dijagonalnim blokom Tp;; u (1.2.1). H

Korolar 1.2.5. Matrica A € R™™ je normalna ako i samo ako postoji realna
ortogonalna matrica U ¢ blok dijagonalna matrica T tako da je

Th
UTAU = .
T[r+c,r+c]

Pri tome su dijagonalni blokovi Ty, ili 1 x 1 (takvih ima r, po jedan za svaku
realnu svojstvenu vrijednost) ili 2 x 2 oblika Tp;; = (f‘ﬁ g) (po jedan za svaki od c
kompleksno konjugiranih parova a1 svojstvenih vrijednosti od A). U specijalnim
sluc¢ajevima normalnih matrica imamo

o A je simetricna, A = AT, ako i samo ako su svi dijagonalni blokovi 1 x 1, 5.
A = UAUT, gdje A = diag(\;)7, sadr#i svojstvene vrijednosti, a odgovarajudi
stupct od U su svojstveni vektori.

e A je antisimetricna, A = —AT, ako i samo ako su svi 1x 1 dijagonalni blokovi

jednaki nuli, a svi 2 X 2 dijagonalni blokovi su oblika ...

Korolar 1.2.6. U proizvoljnoj € okolini svake realne matrice A se nalazi realna ma-
trica A sa jednostrukim svojstvenim vrijednostima. Pri tome, ako je A normalna,
simetricna, anti-simetricna, ortogonalna, se matrica A moze odabrati takoder, re-
dom, normalna, simetricna, anti—simetricna, ortogonalna.



POGLAVLJE 1. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI 17

1.3 Rezolventa

Svojstvene vrijednosti su, zajedno sa pripadnim vektorima, vazne funkcije matrice.
Ako kompleksan broj £ nije svojstvena vrijednost od A, onda je £1—A regularna.

Definicija 1.3.1. Rezolventni skup matrice A € C"*™ je skup o(A) = C\ &(A).
Matri¢na (operatorska) funkcija R(€, A) koja je na o(A) definirana s

R(€7A) = (Sl - A)_la 6 S Q(A)a
se zove rezolventa of A.

Rezolventa je racionalna funkcija, tj. njeni alementi su racionalne funkcije od
&, sa polovima u svojstvenim vrijednostima od A, sto direktno slijedi iz relacije
L adj(él = A)  adj€l = A)
R(&A) = (E1—A) ! = = : (1.3.1)
det (¢l — A) xa(§)
Primjer 1.3.1. Na Slici 1.2 je prikazana norma rezolvente slucajne 3 x 3 kom-
pleksne matrice.

Iogm(resolvem norm)

Imag

Slika 1.2:

Propozicija 1.3.1. Rezolventa zadovoljava sljedece dvije jednakosti:

e Za proizvoljne &1, & € o(A) vrijedi
R(&1,A) = R(&2, A) = — (& — &)R(&, AR(&, A).
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o Ako su A,B € C™™ i ¢ € o(A)(o(B), onda je
R(£,B) = R(&,A) = R(§,A)(B - A)R(E, B).

Dokaz: Za dokaz prve jednakosti treba krenuti od (&1 —A) — (&l —A) = (& — &)
a za drugu treba uzeti (| — A) — ({I-B) =B —-A. H

Iz definicije je jasno da je o(A) otvoren skup u kompleksnoj ravnini i da je za
svaki € € g(A) rezolventa dobro definirana u okolini tocke £. Sljedeéa lema opisuje
kako mozemo varirati i £ i A.

Lema 1.3.2. Neka je § € o(A). Tada postoje ¢ > 0 i da > 0 takvi da je £ € o(A)
za sve €, A za koje je |€ — €| < ¢ i ||A — Al < da.

Dokaz: Stavimo &l — A = &l — A4 (€ — &)l — (A — A). Kako R(&,A) = (&l —
A)~! postoji po pretpostavci, osiguranje dovoljnih uvjeta za postojanje (gl — A)_l
mozemo dobiti koristeéi perturbacijske ocjene za inverz. Prema (?7?), dovoljno je
da je |R(£,A)((€ =€)l — (A = A))|| < 1 a to je osigurano ako je

-
IR(E, A

Svaki par pozitivnih brojeva d¢, da sa svojstvom ¢||l|| + da < 1/||R(&,A)|| ima
trazeno svojstvo. H

€ =€l + A = All <

Propozicija 1.3.3. Neka je O otvorena okolina spektra &(A) matrice A. Tada je
Supeceyo (61— A) 1| < 0.

Dokaz: Uzmimo O" C O otvorenu i ograni¢enu okolinu (ako je O ogranicen, onda
O = O) i neka je r > 0 radijus zatvorenog kruga koji sadrzi O'. Neka je D
zatvoren krug radijusa rp = max{r, 2||Al|}. Uo¢imo da je za dovoljno veliki |¢]

1
—A_l S
(¢ 5Zsk’ V= T =TA

Dakle, sup ||(&1—A)7|| < 1/||A||, dok je, zbog svojstava neprekidne funkcije na

[€]>rD
kompaktnom skupu, max |[[(£1—A)7!| < co. B
£€D\O



POGLAVLJE 1. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI 19

1.4 Neprekidnost svojstvenih vrijednosti

Sada ¢emo svojstvene vrijednosti matrice promotriti kao funkcije matrice (njenih
elemenata) i pokazati da su te funkcije neprekidne. Najjednostavniji dokaz te
tvrdnje je preko karakterizacije svojstvenih vrijednosti kao nultoc¢aka pripadnog
karakteristicnog polinoma i poznate ¢injenice da su nultocke polinoma neprekidne
funkcije njegovih koeficijenata. Kako je jasno da su koeficijenti svojstvenog poli-
noma ka(¢) neprekidne funkcije elemenata od A, odmah slijedi, kompozicijom
neprekidnih preslikavanja, da su svojstvene vrijednosti od A neprekidne funkcije
od A. Sada ¢emo to precizno formulirati i dokazati.

U prostoru C"*" ¢emo koristiti proizvoljnu matri¢nu normu ||-||. Sve medusobno
razlic¢ite svojstvene vrijednosti od A € C™*" ¢emo oznaciti s Ai,..., Ay, pri cemu
je a; algebarska kratnost od A;.

Prvi dokaz neprekidnosti spektra ¢emo dati koristeci svojstva rezolvente.

Teorem 1.4.1. Neka je O otvorena okolina spektra &(A) C C. Tada postoji 6 > 0
takav da za svaku matricu A, ||[A — Al < 6 povlaci da je S(A) C O.

Dokaz: Dovoljno je uzeti da je O unija otvorenih krugova sa centrima u svojstvenim
vrijednostima od A. Iz G(A) C O slijedi da je C\ O C p(A). Dovoljno je pokazati
daje C\ O C o(A) za sve A iz neke d-okoline od A. Sliéno kao u Lemi ??, za
¢ € C\ O mozemo staviti

d=A=¢g-A—(A-A) = -A) (- -A)A=A)

pa je za £ € o(A) dovoljno da je ||(€1 — A)7Y||A — Al < 1.

Kako je na zatvorenom skupu C \ O rezolventa od A neprekidna, sa vrijed-
nosti nula u beskonacnosti, supremum w = supgce\o [[(§1 — A)7H| je konacan.
Zakljucujemo da je & € Q(A) ¢im je HA — A|]| <9, gdje je § = 1/w > 0. Dakle,
|A — Al| <6 povlaci C\ O C o(A), paje G(A) C O. B

U Teoremu 1.4.1 mozemo za okolinu O uzeti uniju O, diskova s centrima u svo-
jstvenim vrijednostima A, ..., A, i radijusom €. Kada £ smanjujemo (¢ — 0), ti se
diskovi sazimaju i postepeno se pocinju razdvajati dok u jednom momentu, za do-
voljno mali € ne postanu ¢ medusobno disjunktnih diskova s centrima u Aq,..., A.
Prema Teoremu 1.4.1, postoje odgovarajuce d(e)—okoline od A tako da je spektar
svake A iz te okoline sadrzan u O.. Sada tu tvrdnju zelimo jos precizirati. Ako
a—struku svojstvenu vrijednost "stavimo pod povecalo” i matricu A malom per-
turbacijom §A pomjerimo u A = A + JA, Zelimo vidjeti §to se desava sa a kopija
svojstvene vrijednosti polazne, neperturbirane, matrice.
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Kako su svojstvene vrijednosti matrice nultocke pripadnog svojstvenog poli-
noma ra(¢) = det(¢l — A), promatrat ¢emo nultocke funkcije

Re : Cx CP" — C, k(¢ X) = det(Cl — X)
u okolini tocaka (A\;,A), j=1,... ¢

Propozicija 1.4.2. Neka je f : U — C holomorfna na otvorenom skuputd C C i
neka je D(z,r) CU. Pretpostavimo da u otvorenom disku D(z,r) f ima nultocke
21y, 20, Sa kratnostima redom ny, ..., ng. Ako je f razlicita od nule na 0D, onda

Je

1 F© g - N
2m |(—z|=r f(C) C ]Zl ’

Lema 1.4.3. Odaberimo proizvoljnu svogstvenu vrijednost \; matrice A, kratnosts

aj, 1 definirajmo v; = ming; |A\; — Xg|. (Primijetimo da v; mgeri udaljenost od \;

do nagblizeg susjeda u spektru od A.) Tada za svaki € € (0,7;) postoji d;(¢) > 0

takav da, za svaku matricu X € C™", |[X — Al < 6;(¢) poviaci da X u disku

D) ={z€C : |z— )| <¢e} ima tocno a; svojstvenih vrijednosti.

Dokaz: Oko A; nacrtajmo kruznicu K; = {¢ € C : | — \;| = €}, radijusa
€ < ;i proucimo djelovanje k. (-,-) na K; x {A}. Kako K sigurno ne sadrzi niti
jednu svojstvenu vrijednost od A, k.(¢,A) # 0 za svaku tocku ¢ € K;. Tada je,
zbog neprekidnosti, k, razlicita od nule na cijeloj otvorenoj okolini

C={(z,X)eCxC”" : |[z—(| <7, |A=X]| <rac}

Ocito je K; x {A} C U(eKj ¢, pa zbog kompaktnosti mozemo K; x {A} prekriti

s konacno mnogo takvih okolina €, ..., &, . Ako od svih pripadnih kugala oko A

uzmemo najmanji radijus, ro = _m}n Ta, onda je za svaki ¢ € K 1 svaku matricu
i=1:p

X koja zadovoljava ||[X — A|| < ry zadovoljeno k.(¢,X) = kx(() # 0. Dakle, za
svaku takvu X je prema Propoziciji 1.4.2 broj nultocki od kx(-) unutar kruga K;

jednak? (€.
1 KL(¢, X
&(X) = 7 f;{j ﬁ*(C,X)dC' (1.4.1)

Podintegralna funkcija u (1.4.1) je neprekidna funkcija za sve X, ||[X — A|| < ro,
pa je i &(X) neprekidna funkcija X 5 C"" — &;(X) € Ny. Odavde slijedi da

2Vidi Teorem ?? u §?7.
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&;(-) mora biti konstanta na cijeloj ro-okolini od A. Kako je A; jedina svojstvena
vrijednost od A unutar kruznice K;, mora biti ;(A) = ¢, pa je tvrdnja dokazana
S 5j <€> =Tp. H

Lema 1.4.3 nam govori da se odredenom promjenom matrice A njena a;—struka
svojstvena vrijednost razbije na nekoliko svojstvenih vrijednosti ¢iji je zbroj alge-
barskih kratnosti tono «;, i koje ostaju u okolini odredenoj s udaljenosti v, od A;
do ostalih vrijednosti u &(A). Ako lemu primijenimo istovremeno na cijeli spek-
tar G(A), pri ¢emu e odaberemo tako da zadani diskovi ©;(¢) budu disjunktni,
dobijemo sljedeci teorem:

Teorem 1.4.4. Neka su A, ..., \; sve medusobno razlicite svojstvene vrijednosti
od A, i neka je a; algebarska kratnost od \;. Tada za svakie > 0 postoji o > 0 takav
da, za svaku matricu X € C™", [[X—A|| < § povlaci da su sve svojstvene vrijednosti
od X sadrzane u uniji e-krugova s centrima u \;, U§:1{Z eC : |z— )| <e}.
Pri tome, ako je € < %min#k |Xi — \i|, onda svaki e—krug oko X\; sadrzi toéno o
svojstventh vrijednosti od X.

Tvrdnju prethodnog teorema mozemo iskazati i na uobicajeni formalni nacin. Kako
svaka matrica A ima n (opéenito kompleksnih) svojstvenih vrijednosti racunato
s kratnostima, zgodno je tih m brojeva promatrati kao neuredenu n—torku t;j.
sa proizvoljnim poretkom svojstvenih vrijednosti. Reci ¢emo da su dvije takve
neuredene n-torke ekvivalentne ako se jedna moze dobiti iz druge promjenom
poretka elemenata, tj. primjenom permutacije 0 € S,. Lako se provjeri da je
time definirana relacija ekvivalencije na skupu C'*". Klasu ekvivalencije n—torke
A= (A1,...,\,) ¢emo oznaciti s [\], a cijeli kvocijentni prostor s C'*"|g . Ako
[A] oznacava svojstvene vrijednosti od A, onda koristimo i oznaku [A(A)]. Udal-
jenost dvije klase ekvivalencije definiramo pomocu funkcije optimalnog sparivanja
na sljedeci nacin:

Definicija 1.4.1. Za [)\], [\] € C"*"|g, definiramo funkciju udaljenosti s
@n ([, [\]) = min max |\, — 5\0—(@‘)" (1.4.2)

o€Snh i=1:n

Lako se uvjerimo da je w@,(-,+) metrika na C**"|g . Uz ove oznake, tvrdnju o
neprekidnosti spektra 'u tocki” A mozemo formalno zapisati kao

(Ve > 0) (Fd(e) >0) (VX e C™™)
(X = Al < d(e) = wn([AX)], [MA)]) < ).

Ako imamo matri¢nu funkciju koja neprekidno ovisi o kompleksnim parametrima,
onda vrijedi
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Korolar 1.4.5. Neka je Q C C i A(+) : Q@ — C™*" neprekidna funkcija, z — A(2).
Tada je preslikavange

CD2 03z [AA(2))] € C"g, (1.4.3)

neprekidno na Q. Tvrdnja vrijedi i za A(-) : Q@ C CF — C™™, tj. za neprekidnu
funkciju od k > 1 varyjabli.

U vezi s neprekidnom funkcijom (1.4.3) se postavlja sljedece prirodno pitanje:

Da li je mogucée definirati n neprekidnih funkcija Ai(2), ..., A\u(2) na Q tako da, za
svaki z € Q, n—torka (A1(2), ..., \(2)) ¢éini spektar od A(z)?

Ako takva n—torka postoji onda je zovemo neprekidnom realizacijom spektra od
(1.4.3).

Primjer 1.4.1. Neka je 2 C C otvorena okolina nule, npr. Q@ = {z € C : |z] < 2}

i
01
A(z) = (z 0), z €.
Za svaki z je spektar od A(z) jednak (v/z, —/2). Uz gornje oznake je

MAR)] ={(Vz, —V2), (V2 V7)), z€Q.

Stavimo A1 (z) = v/z, Aa(2) = —v/z, tj. A1(+) 1 A2(+) su dvije grane kompleksnog
kvadratnog korjena i (A1(z), Aa(z)) je trazeni par funkcija. Ostaje samo provjeriti
neprekidnost.

Ponaganje korjena je najlakse opisati u polarnim koordinatama. Odaberimo (—, 7]

za glavnu vrijednost argumenta. Ako stavimo z = re' = r(cos¢ + ising),
¢ € (—m, 7], onda je npr. Ai(z) = Vr(cosg +isin ). ‘Sada odaberimo tocku
29 € Q oblika 2y = r¢e'™ i njoj dvije bliske tocke 2, = roe'®+, 2_ = rge'?-, gdje je
¢ =m—0, p_ = —m + 0 s proizvoljno malim § > 0. Uocimo da je \(z9) = /Tol,

AM(z4) = y/rol, ali Aj(2-) = —,/roi. Dakle sve tocke iz presjeka €2 s negativnom
realnom osi su tocke prekida funkcije A\;(2). Isto vrijedi i za \y(z).

Komentar 1.4.1. Valja uociti ....

Primjer 1.4.1 pokazuje da opcenito nije moguce realizirati spektar neprekidne ma-
tricne funkcije A(z) : @ — C™ ™ pomocu n neprekidnih funkcija. Vidjeli smo da
je u ovom primjeru problem nastao zbog prekida kompleksnog korjena. Sljedeca
propozicija pokazuje da u slucaju realnog spektra (S§(A(z)) C R, z € ) nema
prepreke neprekidnoj realizaciji.
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Propozicija 1.4.6. Neka je Q@ C C i A(-) : Q — C™" neprekidna funkcija,
z +— A(z), te neka su svojstvene vrijednosti od A(z) realne za sve z € Q. (Na
primger, ako su sve matrice A(z) hermitske, onda spektar ostaje realan.) Tada
postoji n neprekidnih funkcija \(z2),..., \(2) na Q tako da je, za svaki z € €,
(A (2),..., An(2)) spektar od A(z).

Dokaz: Za svaki z € (2, svojstvene vrijednosti od A(z) uredimo u rastu¢em
nizu i definirajmo \;(z) kao i—tu svojstvenu vrijednost od A(z). Za svaki z su
dakle svojstvene vrijednosti od A(z) dane s A\j(2) < --- < A\, (z). Ostaje pokazati
da su sve funkcije \;(z) neprekidne. Odaberimo proizvoljni zy € € i z iz male
okoline od zy. Sada uoc¢imo da je

@n([MAR))]; [MA(20))]) = max |Ai(2) = Ail20)], (1.4.4)
pa neprekidnost svih funkcija A;(+) slijedi primjenom Korolara 1.4.5. Iz dokaza je
jasno da tvrdnja vrijediiza Q CCF k> 1. B

Komentar 1.4.2. Za dokazati relaciju (1.4.4) je dovoljno uociti da se za n—torke
ap << a,if <0 < B, vrijednost max;_y., |a; — 8| ne moze smanjiti ako
elementarnom permutacijom zamijenimo pozicije B i 3;.

Sljedeca sekcija opisuje jednu drugu vaznu situaciju u kojoj je takoder moguca
neprekidna realizacija.

1.4.1 Neprekidnost spektra duz neprekidnog puta

Sada promatramo neprekidnu matri¢nu funkciju definiranu na realnom intervalu.
Pokazuje se da ovakva restrikcija domene osigurava neprekidnu realizaciju spektra.
Preciznije, ako je A : Z C R — C™", t — A(t), i ako [A(t)] oznacava spektar od
A(t), onda neprekidna realizacija slijedi iz sljedeteg teorema.

Teorem 1.4.7. Neka je T C R interval i neka je [\(-)] : T — C**"|g, neprekidna
funkcija, t — [A(t)]. Tada postoji n neprekidnih kompleksnih funkcija na T,
M), M) 1 T — C, sa svojstvom da je za svakit € I, (A(t),..., (1)) €

(A®)]-

Dokaz: Tvrdnja je trivijalna ako je n = 1. Tada se svaka klasa [\(t)] sastoji
od samo jednog elementa A;(t) koji definira trazenu neprekidnu funkciju, t +—
A1(t). Neka je sada n > 1. Dokaz ¢e biti baziran na matematickoj indukciji —
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n dimenzionalni slucaj ¢e biti dokazan uz pretpostavku da tvrdnja vrijedi za sve
dimenzije strogo manje od n. Radi jasnoc¢e ¢emo neke elemente koraka indukcije
ilustrirati za n = 2.

Neka je J C Z skup svih ¢ € 7 sa svojstvom da se klasa [A(t)] sastoji od
samo jedne n—torke istih vrijednost, [A(t)] = {(Ac(t), A(t), ..., A(t))}. Ako je
J = Z, onda je problem rijeSen kao trivijalni slucaj: A.(t) je neprekidna na Z i
A(t) == A(t) = A(t), t € Z, su trazene funkcije.

Inace je K = Z \ J neprazan. Odaberimo proizvoljan ¢, € K. U pripadnoj
klasi [A(tp)] mozemo odabrati predstavnika

()\1(f0), ce >\Tl1 (to), >\n1+1(t0), ce )\n<t0))

sa svojstvom da se niti jedna od n; vrijednosti ny—torke A(t) = (Ai(to), - -, An, (to))
ne nalazi medu preostalih ny = n—ny vrijednosti no—torke A(to) = (Any41(to)s - - -, An(to)).
(Buduéi svaki predstavnik klase ima barem dvije medusobno razlicite vrijednosti,
dovoljno je sve kopije jedne od njih uzeti kao prvih n; elemenata. U slucaju n = 2
jednostavno imamo A;(tg) # Aa(to).) Kako je [A(+)] neprekidna, onda mozemo
odrediti 6 > 0 takav da se, za sve t € (to — 0,tp + 0)[()Z, [A(t)] moze na isti
nac¢in kao i [A(¢g)] reprezentirati n—torkom koja se sastoji od dva disjunktna dijela
At) = (M(D), ..., A, (1), S\(t) = (Anya1(t), .., An(t)). (U slucaju n = 2, imamo
da je Ai(t) # Aa(t) za sve t iz navedene okoline.) Znaci da je K otvoren u Z (u
smislu relativne topologije na 7).

Nadalje, koriste¢i ponovo neprekidnost, znamo da § mozemo odabrati dovoljno
mali da vrijedi i

na cijelom Oy, = (ty — 0,to + 6)(VZ. To znadi da su [A(¢)] i [A(t)] neprekidne
na O. Po pretpostavci indukcije (jer su ny,ny < ”2 za njih na Oy, postoje
neprekidne realizacije (Aj(£),..., A, (1)) 1 (A5, 11(2), ..., A5 (t)) koje, uzete zajedno
kao n neprekidnih funkcija, za svaki t € Oy, reprezentiraju klasu [A(t)]. Dakle,
problem je rijesen na Oy,.

Sada uoc¢imo da neprekidne realizacije ()\gi) t),..., AP (1)), i = 0,1, na Oy i
Oy, sa O Oy, # 0 mozemo ”zalijepiti zajedno” i dobiti neprekidnu realizaciju
na O JO:,. Neka je Oy, lijevo od Oy, (tj. inf(Oy) < inf(Oy,) < sup(OQy) <
sup(Oy,)) i neka je to € Oy, [ O, proizvoljna tocka iz presjeka. Kako obadvije
realizacije u tocki t, daju predstavnika klase [A(¢,)], onda je, za neku permutaciju

oecS,, /\S-O) (te) = )\gl()j) (ts). Lako se vidi da je jedna trazena neprekidna realizacija
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na Oy |J Oy, dana s

A1), zat <t
O, 10, 3t AWy ={ .\ =
tOU t1 g () A(l))(t) Zat>t.

a(j

(1.4.5)

Skup I, kao otvoren skup u Z, je unija od najvise prebrojivo intervala Ky, k =

1,2,..., pri ¢emu na svakom K, upravo opisanom metodom ljepljenja (1.4.5)
mozemo konstruirati neprekidnu realizaciju (Agk)(t), ce )\%k)(t)).

Trazena realizacija je

A1), zat e Ky

Ist—N(t) = { A1), zate T, M) = {A), ..., A1)}

E=!

1.5 Spektralni radijus

Svojstvene vrijednosti su vazna funkcija kvadratnih matrica i Cesto su upravo
svojstvene vrijednosti klju¢ za mnoge zakljucke i u teorijskim razmatranjima i
u prakticnim numerickima algoritmima. Na primjer, vazno je znati koliko najvise
mogu biti velike apsolutne vrijednosti svojstvenih vrijednosti zadane matrice.

Definicija 1.5.1. Spektralni radijus spr(A) matrice A € M, je definiran s spr(A) =
maxyee(4) |Al-

Iz definicije je jasno da je spektralni radijus neprekidna funckija matrice. Spek-
tralni radijus na neki nacin mjeri velicinu matrice tako da joj izmjeri spektar. Ako
na primjer sve svojstvene vrijednosti slozimo u vektor A = (Ay,...,\,)", onda je
spr(A) = || A |- Lako je pokazati da spr(-) nije norma na M,,. Na primjer, ako
uzmemo A = (8¢4), B= (%), vidimo da je spr(A) = spr(B) =0 (a A # 0 # B)
te da je spr(A + B) = 1 > spr(A) + spr(B). Nije norma, ali je blisko povezan sa
normama na M,,.

Teorem 1.5.1. Za proizvoljnu matricnu normu ||-|| na M, i svaku matricu A € M,
vrijedi spr(A) < ||A|l. Nadalje, za svaku matricu A € M, i svaki € > 0 postoji
inducirana matriéna norma ||| - ||| za koju je ||Al|| < spr(A) + e.

Dokaz: Neka je A proizvoljna svojstvena vrijednost od A, sa pripadnim svojstvenim
vektorom v. Ako definiramo n x n matricu V # 0 tako da za njenih n stupaca
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stavimo n kopija vektora v, onda je AV = AV. Uzimanjem norme je |A|||V| =
[AVIE < [IAIVI - AL < [JA]L

Neka je U*AU = T Schurova forma marice A. Uzmimo proizvoljan ¢ > 0 i
stavimo D; = diag(1,¢,é2,...,é" 1), pri ¢emu ¢emo ¢ € (0,¢) odabrati poslije.
Matrica T; = Dg_lTDg = Dg_lU*AUDg se od matrice T razlikuje samo na pozici-
jama (i, j) u strogo gornjem trokutu (i < j) gdje je (Tz);; = (T);;¢/ 7. Definirajmo

vektorsku normu ||z|| = ||(UD:) 'z||». Pripadna operatorska norma je
A Al [(UDs)Azfle _[I(UDe)""AUDzy| |
Al = g AT g A0 A
w70 lzfl =20 [[(UDe) fflloo y#0 ||y||oo
[ Tell
= max = [|Telll oo = max ij| = max 63 ‘
0 — [T Z| ) Z|

H

Teorem 1.5.2. Neka je || - || proizvoljna matriéna norma na M,,. Tada je za svaku
matricu A € M,
spr(A) = lim ||A¥||Y/k.
k—o0

Dokaz: 1z relacija spr(A)* = spr(A¥) < ||A¥|| odmah slijedi spr(A) < ||A¥||'/*. Sada
uzmimo proizvoljan e > 0 i definirajmo A = (spr(A) + €)'A. Kako je spr(A) < 1,
vrijedi lim,_,o ||A¥|| = 0, pa postoji indeks kq tako da je za sve k > ko [|AF| < 1.
Drugim rije¢ima, za sve k > kg je ||A¥||'/¥ < spr(A) + € i tvrdnja je dokazana. B

Teorem 1.5.3. Neka su A € M,,,B € R™™. Vrijedi spr(A) < spr(|A|). Nadalje,
ako je |A| < B, onda je spr(|A]) < spr(B).

Dokaz: Uoc¢imo da vrijedi |A¥| < |A|* < B*, pa uzimanjem Frobenijusove norme

dobijemo
AR < [AFIYS < (18R,

Sada pustanjem k — oo i primjenom Teorema 1.5.2 slijedi tvrdnja. H

Teorem 1.5.4. Za proizvoljnu matricu A € M, vrijedi:

lim A* = 0 <= spr(A) < 1.

k—o0
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Dokaz: Neka je limy_,oo A¥ = 0. Za Schurovu trokutastu formu T = U*AU tada
ocito vrijedi limy_,o T¥ = 0, pri ¢emu su na dijagonali od T* k-te potencije svo-
jstvenih vrijednosti od A. Kako su svi ti brojevi u limesu (k — oo) jednaki nuli,
nuzno je spr(A) < 1.

Neka je sada spr(A) < 1. Prema Teoremu 1.5.1 postoji norma || - || u kojoj je
|A|l < 1. No, tada je ||A¥|| < ||A|* — 0 (k — 00), tj. limy_,oo AF = 0. B

Teorem 1.5.5. Neka je A € C™™. Ako je spr(A) < 1 onda je | — A regularna
matrica i

G—M*ziiM. (1.5.1)

Obratno, ako Y -, A* konvergira, onda je njegova suma (I — A)~' i spr(A) < 1.

Dokaz: Svojstvene vrijednosti od | — A su oblika 1 — A, gdje A oznacava svojstvenu
vrijednost od A. Kako je |A| < spr(A) < 1, nula ne moze biti u spektru od | — A.
Iz ocite relacije (I — A)(I + A+ A% + - + A™) = | — A™ "1 Jako izvedemo

(I=A)— (I A+ A2 4 L A = (1 - A)TTATH
pri ¢emu desna strana konvergira u nulu kada m — oo, tj. u proizvoljnoj normi
-1 Je
1= AT = (1 A+ A e AT < (1= A) T AT
——
—0 (m—00)

Ovime je dokazano (1.5.1). Sada pretpostavimo da > .-, A* konvergira. Tada je
nuzno limy ., A¥ = 0 i prema Teoremu 1.5.4 je spr(A) < 1, i o¢ito je suma reda
jednaka (1 —A)~'. B

Lema 1.5.6. Neka je A € M, @ neka su \, x, y svojstvena vrijednost sa pripadnim
lijevim i desnim svojstvenim vektorom, Ax = Az, ATy = My, 2Ty = 1. Stavimo
L = ay”. Tada je

(A= AL)™ =A™ — \"L. (1.5.2)

Nadalje ako su svojstvene vrijednosti Ay, ..., A\, od A numerirane tako da je |\i| =
spr(A) > max;_a., |\i|, onda je

lim (—A)™ = L. (1.5.3)
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Dokaz: Lako se provjeri da je, za svaki m € N, L™ = L, te da je AL = LA = AL.
Matematickom indukcijom se lako pokaze (1.5.2). Za drugu tvrdnju, uoc¢imo da
dijeljenjem (1.5.2) s \™ = A" dobijemo

1 1
—A)" =L+ (—A-L)"
(A =L (AL
pri cemu je
1 spr(A — A\L)  max;_o., |\ o 1
—A-L)= = L, tj. lim (—A—-L)"=0.
PrAY = o wr(a) b AL
H

1.6 Lociranje spektra

Ponekad je dovoljno samo priblizno locirati svojstvene vrijednosti matrice. Na
primjer, za zakljucak da je matrica regularna, dovoljno je na neki nacin zakljuciti
da nula nije u njenom spektru. U nekoj drugoj situaciji moze biti vazna npr.
¢injenica da su sve svojstvene vrijednosti po modulu manje od jedan ili da su
sve u lijevoj otvorenoj kompleksnoj poluravnini tj. sa strogo negativnim realnim
dijelovima.

1.6.1 Gersgorinovi krugovi

Teorem 1.6.1. Neka je A € C™*" i neka su Ay, ..., \, njene svojstvene vrijednosti.
Zai=1,...,n definiraymo Gersgorinove krugove
Gi={z€C: |z—as| <p}, pi=)_ layl (1.6.1)
7

Tada vrijedi:

x Sve svojstvene vrijednosti od A su sadrZane u uniji Gersgorinovih krugova,

S(A) C Lnjg

* Ako je unija G;,..;, = U§:1 Gi; nekih k Gersgorinovih krugova disjunktna s
unijom preostalih n — k krugova, onda se u G;,..;, nalazi toéno k svojstvenih
vrijednosti od A (racunato s algebarskim kratnostima).
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: Dokazimo prvo da je svaka svojstvena vrijednost u nekom krugu. Neka
je Av = \v, v € C™\ {0}, te neka je |v;| = ||v]l~. Sada j-tu jednadzbu u relaciji
Av = \,v transformiramo u

>\i — Cij = Zajky, odakle Sh_]edl |)\z — (]Jjj‘ S pj7 tJ >\z c gj. (162)
— j
k2
Pokazimo sada drugu tvrdnju. Neka Gj ., oznacava uniju preostalih n — k
krugova i neka je d = min{|z1 — 29| : 21 € Gj,..y, 22 € G, }. Zbog zatvorenosti
i disjunknosti je d > 0. Matricu A napiSimo kao zbroj A = D + N, gdje je
D = diag(aii,...,an,). Neka je N # 0 (inace je tvrdnja trivijalna). Definira-
jmo neprekidno preslikavanje

A(t) : [0,1] —s €™ A(t) = (1 — t)D + tA = D + tN. (1.6.3)

Ocito je A(0) = D, A(1) = A. Ako prvu tvrdnju primijenimo na matrice A(t)
dobijemo da je, za svaki ¢ € [0,1], §(A(t)) C U, Gi(t), gdje je Gi(t) = {z € C :
|z —ai| <tp;i} C Gi(1) =G,;. Pritome, za sve A(t), Gj,..., (1) = U?Zl Gy, (t) ostaje
disjunktna sa unijom G, ..;, ()¢ preostalih n — k krugova.

Primijetimo da G;,..;, (0) = U?:]_{a’ij} sadrzi to¢no k svojstvenih vrijednosti
od A(0) = D; to su upravo dijagonalni elementi s indeksima 41, . ..,7;. Preostaje
ove degenerirane krugove neprekidno "napuhati” do G;,..;, (1) i pri tome pazljivo
pratiti broj svojstvenih vrijednosti.

Prvo Teorem 1.4.4 primijenimo na A(0) = D sa proizvoljnim dovoljno malim ¢ >
0. Ovdje dovoljno mali znaci da je € < min; p;, i da su krugovi radijusa €, s centrima
u medusobno razli¢itim dijagonalnim elementima od D, medusobno disjunktni.
Neka je || - || proizvoljna norma u C™*™. Postoji 6 > 0 takav da svaka matrica
X za koju je ||A(0) — X|| < ¢ ima tocno k svojstvenih vrijednosti u uniji diskova
U§:1{Z € C : |z—ay,;,| < €}. Analogno se tocno n—k svojstvenih vrijednosti od X
nalazi u uniji e-krugova oko preostalih n— k& dijagonalnih elemenata. Ako dobivenu
d okolinu presijecemo s A(t), 0 < t < 1, onda to specijalno vrijedi za matrice X
oblika A(t), 0 < ¢t < 7 = min{J/||NJ|,1}. Sada na svaku takvu A(¢) primijenimo
prvu tvrdnju, S(A(t)) € Ui, Gi(t) = Giyoi, (1) U Giyiy, (1), pri Cemu je za t < 1
Gir i N Gi i) = 01U {z € C ¢ |2 —ayi] < FNGiun(t)” = 0.
Zakljucujemo da, za sve t € [0,7), G;,..;, () sadrzi toéno k svojstvenih vrijednosti
od A(t).

Neka je 7. supremum svih 7 < 1 s navedenim svojstvom. Pokazimo da G, ...;, ()
sadrzi to¢no k svojstvenih vrijednosti od A(7.). Odaberimo dovoljno mali € > 0,
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na primjer € < d. Kako je spektar od A(r,) neprekidan, postoji § okolina matrice
A(7,) takva da su spektri svih matrica iz te okoline u e okolini od S(A(7)) u
smislu Teorema 1.4.4. Ocito za svaki t za kojeg je |t — 7| < &/|IN|| vrijedi da
A(t) pripada toj ¢ okolini. Iz svojstva supremuma 7, slijedi da mozemo odabrati
t € (1 — 0/|IN||, 7.) takav da matrica A(t) u G;,..;, (t) ima tocno k svojstvenih
vrijednosti, racunato s kratnostima, a cijeli spektar joj je u € okolini od G(A(7,)) u
smislu Teorema 1.4.4. Kako svo vrijeme sve svojstvene vrijednosti pripadaju uniji
dvije disjunktne familije Gersgorinovih krugova, medusobno udaljene za d > 0, te
kako je € < d, jasno je sljedece:

e Da bi svojstvena vrijednost od A(t) koja je u krugovima G;,..; (¢) bila u
¢ okolini neke svojstvene vrijednosti A matrice A(r,), onda A i sama mora
pripadati krugovima G;, .., (7.). (Inace je u G, _; (7.) koji je od cijelog G, ..,
udaljen za d > e.)

e Iz prethodnog slijedi da A(7.) u G;,..;, (7.) mora imati barem k svojstvenih
vrijednosti (s kratnostima).

e Prethodna dva zakljucka vrijedeiza G, ; (t)iGf . ,; (7.), paA(r.) u Gy ., (7.)
mora imati barem n — k svojstvenih vrijednosti (s kratnostima).

e Kako je ukupan broj svojstvenih vrijednosti s kratnostima tocno n i kako
je Giyoip (1) NG5, i, (72) = 0, slijedi da G;,...;, () sadrzi tocno k svojstvenih
vrijednosti A; (7i), ..., Aj, (1) od A(T).

Ostaje pokazati da je 7, = 1. Ako bi bio 7. < 1, onda bismo uzeli t € (7., min(1, 7.+
d/|IN|)) i, analogno prethodnim razmatranjima, zakljué¢ili da onih k svojstvenih
vrijednosti od A(t) koje su u e okolini svojstvenih vrijednosti A; (7.), ..., Aj, (7%)
zapravo moraju pripadati G;,...;, (t). No, tada 7, nije supremum. H
Kako je G(A) = G(AT), dokazanu tvrdnju moZemo primijeniti na matricu AT, pa
vrijedi i
S(A) UG, Gi={r€C: lz—aul <p}. pi=)_lasil.
i=1 —

i
Tako presjek dvije unije krugova moze dati precizniju informaciju. Naravno da
podrucje dobiveno pomoc¢u Gersgorinovih krugova mozemo presijeci sa bilo kojim
drugim za koje znamo da sadrzi G(A). Na primjer ako znamo da matrica ima samo
realne svojstvene vrijednosti, dobivenu uniju Gersgorinovih krugova ¢emo presijeci
s realnom osi.



POGLAVLJE 1. SVOJSTVENE VRIJEDNOSTI 31

Ocito je da ¢e informacija dobivena Gersgorinovim krugovima biti preciznija
ako su im radijusi manji (u usporedbi s modulima centara krugova). Takvu
situaciju imamo kod matrica u kojima dijagonalni elementi po modulu domini-
raju ostacima svojih redaka ili stupaca.

Definicija 1.6.1. Kazemo da je A € C"™™" strogo dijagonalno dominantna po
retcima ako je

n
|Cl2‘2‘| > Z |a,~j|, 1= 1, o, N
j=1
J#i

Kazemo da je A € C™*" strogo dijagonalno dominantna po stupcima ako vrijedi

n

|aii| > Z |aji|, 7 = 1,. L,
Jj=1
J#i

Odmah zakljucujemo da su matrice koje su strogo dijagonalno dominantne (po
retcima ili po stupcima) nuzno regularne.

Informaciju dobivenu pomocéu Gersgorinovih krugova mozemo i na druge nacine
kombinirati sa nekim drugim poznatim svojstvima. Na primjer, svojstvene vrijed-
nosti realne matrice su ili realne ili dolaze u kompleksno—konjugiranim parovima,
pa mozemo zakljuciti:

Korolar 1.6.2. Ako je A realna matrica, onda svaki izolirani Gersgorinov krug
(onaj koji je disjunktan sa svim ostalim) sadrzi toéno jednu i to realnu svojstvenu
vrijednost.

Ponekada jednostavnom transformacijom slicnosti prije primjene Teorema 1.6.1
mozemo dobiti precizniju informaciju. Najjednostavniji primjer je slicnost B =
D~'AD, gdje je D dijagonalna matrica.

Primjer 1.6.1. Neka je

1.6.2 Cassinijevi ovali

Ideja Gersgorinovih krugova je jednostavna i elegantna i naravno da je inspirirala
cijeli niz slicnih ocjena. Za ilustraciju, spomenut ¢emo Cassinijeve ovale koji se
dobiju kada u dokazu Teorema 1.6.1 u svojstvenom vektoru promatramo dvije po
modulu najvec¢e komponente.
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Propozicija 1.6.3. Neka je A € C™" p; =>"7 1 |ay|, i =1,...,n. Tada je
J#i

S(A) C UC]-@, gdje je za j # U Cjp ={2€ C : |z —ajj||z — aw| < pjpe}.

j<t
Skupovi Cjp se zovu Cassinijevi ovali.

Dokaz: Neka je Av = \yv, v € C*\ {0}, te neka je |v;| = [[V][ooc > |Ve| > |vil,
k # j,¢. Ako je vy # 0 lako dobijemo da vrijedi

n n
Vo V.
RETESY |@jkz|u> A —an| < |a4k|M,
— [vj — vl
k#j kAl
odakle je odmah |\, — a;;||A\i — aw| < pjpe, tj. Ai € Cjo = Cyj. Ako je vy = 0, onda

jev=yvje; paje \; =a,;; €Cj. H

Primjer 1.6.2. Neka je ...

1.6.3 Skalirani Gersgorinovi krugovi

Vidjeli smo da Teorem 1.6.1 daje dobre procjene svojstvenih vrijednosti ako je ma-
trica strogo dijagonalno dominantna. Barlow i Demmel [1] su uocili da se svojstvo
dijagonalne dominantnosti moze shvatiti i u jednom Sirem smislu i uveli su pojam
skalirane dijagonalne dominantnosti.

Definicija 1.6.2. Matrica A € C™" je vy—dijagonalno dominantna u normi || - ||
ako je mozemo rastaviti na A = D 4+ N, gdje je D dijagonalna, N ima nule na
dijagonali i vrijedi || N|| <~ min; |D;| say € [0, 1).

Definicija 1.6.3. Kazemo da je matrica A € C™*"™ vy—skalirano dijagonalno domi-
nantna u normi || - || (kratko pisemo v-s.d.d) ako je mozemo napisati kao produkt
A = DyBD;, gdje su Dy, D, dijagonalne matrice, |B;;| =1zaj=1,...,n,1 B je
vy—dijagonalno dominantna u normi || - ||

Primjer 1.6.3. Matrica

a_ (10° —10%) _ (10° 0\ (1 —107%) (10" 0
2 1 )" Lo 1)\ 1 0 1

je unormi || + |00 y-s.d.d sa y = 0.01.
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Sljedeca propozicija daje novi skup krugova, koji se moze koristiti kao dodatak
Teoremu 1.6.1 i to posebno u slucaju y—s.d.d. matrica sa v < 1 kada bitno bolje
locira po modulu najmanje svojstvene vrijednosti.

Propozicija 1.6.4. Neka je A € C"*" ~-skalirano dijagonalno dominantna u
normi || - ||leo @i || - ||1- Tada je

S(A) C UBDu BD;, ={z€C : |z—ay| <~vl|ay|}. (1.6.4)

i=1

Ako je unija BD;, ..., = Ule BD;; nekih k krugova disjunktna s unijom preostalih
n — k krugova, onda se u BD;,..;, nalazi tocno k svojstvenih vrijednosti od A
(racunato s algebarskim kratnostima).

Dokaz: Dovoljno je tvrdnju dokazati za ||-||« i dokazano primijeniti na AT. Uzmimo
proizvoljnu svojstvenu vrijednost \; matrice A. Tada je A — )\;l singularna, pa je
iB-— )\inngl singularna. Neka je x # 0 netrivijalni vektor iz njene jezgre i
neka je |z;| = |||l > 0. Sada u jednakosti (B — \;D; ' Dy ")z = 0 pro¢itamo j—ti
redak,

- 1
bits — Aty — 0,
kz:; ! " (D1)j5(D2)j

pa ga napisemo u ekvivalentnom obliku A — aj; = (D1);;(D2);; Z bjk% i uziman-
=
jem apsolutne vrijednosti dobijemo |\ — a;;| < v]aj;|.

Za drugi dio tvrdnje je, nakon iskustva s Teoremom 1.6.1, jasno da mora vri-
jediti i da mozemo, uz jednostavnu prilagodbu, iskoristiti dokaz Teorema 1.6.1.
Ali, to ne¢emo napraviti. Umjesto toga ¢emo napraviti novi, drugaciji, dokaz ko-
risteéi neprekidnu realizaciju spektra duz segmenta (1.6.3). (Naravno, ista tehnika
onda moze posluziti i za novi dokaz Teorema 1.6.1.)

Prema Teoremu 1.4.7, postoji n neprekidnih funkcija A;(t),..., A\, (t) ¢ije vri-
jednosti u bilo kojem trenutku ¢ ¢ine spektar of A(t). Lako se vidi da je za svaki
t € [0, 1] matrica A(t) ty—s.d.d. i da za nju vrijedi (1.6.4). Pri tome su krugovi koji
prekrivaju spektar matrice A(t) dani s BD;(t) = {z € C : |z — a;| < tvy|ayl|}, te
vrijedi BD;(t) € BD;(1) = BD;. Dakle je za svaki t i unija U§:1 BD;, (t) disjunktna
8 Uj—r1 BDy; (paondais Ui, BDi(t)).

U trenutku ¢ = 0 tvrdnja vrijedi: A(0) u uniji Ule BD;;(0) ima totno k svo-
jstvenih vrijednosti A;;(0) = agi;, j = 1,...,k. Sada pustimo patametar ¢ da se
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neprekidno mijenja 0 ~» 1 i pratimo & neprekidnih krivulja A;;(¢), j = 1,... k.
One cijelo vrijeme moraju biti u uniji dvije disjunktne komponente Ule BD;; i
U?:k +1 BD;;. Kako su na pocetku puta, u t = 0, krenule iz prve komponente, in-
tuitivno je jasno da neprekidnom promjenom u trenutku ¢ = 1 nisu mogle zavrsiti
u drugoj — naime, onda bi, zbog neprekidnosti, u nekom momentu morale biti van
te unije, Sto je nemoguce. Dakle, Ule BD;, sadrzi barem k svojstvenih vrijednosti
od A. Na isti nacin U?:kﬂ BD;, sadrzi barem n — k svojstvenih vrijednosti od A.

Sada jos ostaje formalno dokazati ono $to je bilo intuitivno jasno. Neka je d =
inf{|¢ = (| : €€ Ule BD;,,¢ € U?:kﬂ BD;;}. Zbog zatvorenosti i disjunktnosti
je d > 0. Funkcija f; (1) = inf{[z — \i;(t)| : 2 € U, BDy;} je neprekidna i
fi;(0) > d. Ako bi bilo \;, (1) € Uj_,,, BDi,, onda bi vrijedilo f; (1) = 0 pa bi
zbog neprekidnosti (Weierstrassov teorem) postojala vrijednost ¢, € (0,1) za koju

je fi,(t1) = d/2. Tada bi vrijedilo \;, (t) € (J;_, BD;(t) — kontradikcija. H
Primjer 1.6.4. Neka je ...
Na slican na¢in mozemo dobiti skalirane Cassinijeve ovale.

Propozicija 1.6.5. Neka je A € C"*" ~—skalirano dijagonalno dominantna u
normi || - ||oo @i || - 1. Tada je

S(A) CJ{zeC : |z —ajllz — aul < +?|aj;llacl} .

J<t

Primjer 1.6.5. Neka je ...



Poglavlje 2

Ireducibilne 1 nenegativne matrice

2.1 Ireducibilne matrice

Ponekad raspored nula u matrici A inducira strukturu koja je kombinatornog tipa
ali koja za posljedicu ima niz netrivijalnih svojstava matrice, posebno njenih svo-
jstvenih vrijednosti.

Definicija 2.1.1. Kazemo da je A € C"*", n > 2, reducibilna ako postoji matrica
permutacije P ir € {1,...,n — 1} tako da je
A A A rXT
PTAP = ( 8” Jm]) , Apy € C (2.1.1)
(22]

Za n = 1 je A reducibilna ako je A = (0). Matrica A je ireducibilna ako nije
reducibilna.

U kontekstu rjesavanja sustava linearnih jednadzbi Ax = b, renumeriranjem
nepoznanica i jednadzbi matricom permutacije P dobijemo sustav PTAP(PTx) =
PTb. U slucaju reducibilnosti mozemo posti¢i blok—trokutasti oblik (2.1.1) i par-
ticijom vektora x = PTx, b = PTb dobijemo

(A[n] %\[m) (*[11) _ (@[1])

0 Apgy/ \Xg biz)

Time je polazni problem dimenzije n reduciran na dva manje dimenzije: A[gz}ip] =
by 1 ApyXpay = bpy — AuzXpy.

35
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) 1 0 0

-1 2 =1 0

” v 2 A= 0 -1 2 -1
0 0 -1 2

Slika 2.1: Matrica A i pripadni graf I'(A). Uoc¢imo da je I'(A) jako povezan.

Ako je neka od matrica A[H}, Apg] reducibilna onda je na isti na¢in mozemo per-
mutacijskom transformacijom sli¢nosti svesti na blok—trokutasti oblik. Postupak
primjenjujemo rekurzivno sve dok na kraju ne dobijemo blok—trokutastu matricu

Any Apzr o Apkl o A

Al22) Apzg) o Ay

T _ e el L
P*AP = At Aga |- (2.1.2)

At

u kojoj su svi dijagonalni blokovi ireducibilne matrice ili 1 x 1 nul-matrice.

Definicija 2.1.2. Blok gornje trokutasta matrica sa ireducibilnim dijagonalnim

blokovima u relaciji (2.1.1) se zove ireducibilna normalna forma matrice reducibilne
A.

Ireducibilnost matrice je svojstvo kombinatorne prirode i kao takvoga ga mozemo
prirodnije karakterizirati preko jednog kombinatornog objekta izvedenog iz ma-
trice.

Definicija 2.1.3. Za matricu A € M, vezemo usmjereni graf I'(A) koji ima n

vrhova vy, 15, ..., v, i u kojem postoji usmjereni brid v;1/; ako i samo ako je a;; # 0.
. . . . . AN N
Put u I' od vrha v, do vrha vy je niz usmjerenih bridova vy, vy vig, . .., Vi, Vi,

pri ¢emu je j duljina puta. Kazemo da je I'(A) jako povezan ako su svaka dva
njegova vrha povezana nekim putem.

Propozicija 2.1.1. Matrica A € C™*" je ireducibilna ako @ samo ako je njen graf
['(A) jako povezan.

Dokaz: Neka je A reducibilna i neka s nekom permutacijom P vrijedi (2.1.1).
Stavimo A = PTAP. Grafovi I'(A) i I'(A) se razlikuju samo u oznakama ¢vorova,
oznac¢imo ove druge sa 1, . . ., U,. Ako bismo trazili put u I'(A) koji po¢inje u nekom
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évoru iz Vy = {Urs1,...,0Un} a zavriava u nekom od évorova iz Vy = {th,..., 0},
onda bi na tom putu morao postojati brid ITV; sa U € Vs, v; € Vs, tj. morao bi
biti a;; # 0 — ali to je nemoguce jer je taj dio matrice A jednak nuli. Dakle, F(A)
pa niti I'(A) nije jako povezan.

Sada pretpostavimo da I'(A) nije jako povezan. To znaci da postoje dva vrha vy
i v, iz skupa vrhova takva da ne postoji put od v, do v,. Sada skup V svih vrhova
particionirajmo na sljede¢i nacin: u V; neka sadrzi v, i sve vrhove koji su povezani
sa vg, a Vo =V \ V. Sada uvedemo renumeraciju vrhova tako da prvo izlistamo
one iz Vi, a zatim iz V5. Neka je |Vi| = r. Sa odgovaraju¢om permutacijom P
transformiramo A u A = PTAP. Ako bizanekii e {r+1,...,n}ije{1,...,r}
bilo a@;; # 0, onda bi to znacilo da je neki vrh iz V, povezan bridom sa nekim vrhom
iz V1, a time onda i putem sa v,. No, to je kontradikcija sa definicijom skupa Vs
pa je A reducibilna. B

Propozicija 2.1.2. Neka je M,, 3 A > 0. Tada je A ireducibilna ako i samo ako
je (1+ A1 > 0.

Teorem 2.1.3. (Olga Taussky) Neka je A € C™ ™ ireducibilna matrica i neka je
A € S(A) njena svojstvena vrijednost sa svojstvom da nije u unutrasnjosti niti
jednog Gersgorinovog kruga. Tada je A sadrZana u presjeku svih kruznica 0G;,
1=1,...,n

Dokaz: Neka je v pripadni svojstveni vektor, Av = Av, normiran tako da je ||v||o =
1, te neka je |v,| = ||v]|«- Sli¢no kao u dokazu Teorema 1.6.1 zaklju¢ujemo da je

A= ap| < Z I Z arsl = o1, (2.13)
j2r j#r

a kako A nije u unutrasnjosti niti jednog kruga, mora biti |A—a,.| = p;, tj. A € 9G,.
Sada pokazimo da je za proizvoljan p # r takoder A € 9G,. Koristeci ireducibilnost

matrice A znamo da postoji niz elemenata a,,, @Gy p,, - - -, Qr,p, svi razliciti od nule,
koji trasira put od r—tog do p-tog ¢vora u I'(A). Nadalje, kako su u (2.1.3) sve
nejednakosti zapravo jednakosti, iz a,, # 0 slijedi |v,,| = 1. To zna¢i da mozemo

provesti isto zakljucivanje ali s r; umjesto r i dobiti A € 9G,, i (jer je a, ., # 0)
|v.,| = 1. Sada je jasno da na ovaj nacin, korak po korak, dolazimo do p-tog ¢vora
i zakljucka A\ € 0G,. B

Definicija 2.1.4. Matrica A € M, je dijagonalno dominantna (po retcima) ako
vrijedi |a;| > Y 7 |a¢j|, 1=1,...,n.
J#i
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Definicija 2.1.5. Matrica A € M, je ireducibilno dijagonalno dominantna (po
retcima) ako je ireducibilna, dijagonalno dominantna i za barem jedan indeks i
vrijedi |ag;| > Y 7o ag).

J#i

Korolar 2.1.4. Ako je A ireducibilno dijagonalno dominantna, onda je reqularna.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da 0 ¢ S(A). Pretpostavimo da to nije istina i odmah
uoc¢imo da zbog dijagonalne dominantnosti nula ne moze biti u unutrasnjosti niti
jednog Gersgorinovog kruga, pa prema Teoremu 2.1.3 mora biti u presjeku svih
kruznica, (), 0G;, tj. |ai| = pi za sve i = 1,...,n. No, to je u kontradikciji sa
slabom dijagonalnom dominantnosti jer je |a;| > p; za barem jedan indeks i. B

2.2 Nenegativne i pozitivhe matrice

U dosta primjena se javljaju matrice sa realnim nenegativnim ili pozitivnim el-
ementima, tj. A > 0 (a;; > 0 za sve 4,j), ili A > 0 (a;; > 0 za sve 7,j). Na
primjer, Markovljevi lanci u statistici prirodno generiraju matrice sa nenegativnim
elementima koji imaju znacenje vjerojatnosti. Za nenegativne matrice je razvijen
mocan teorijski alat, tzv. Perron—Frobenijusova teorija ¢iji poceci su u radovima
Perrona i Frobenijusa, pocetkom dvadesetog stoljeca.

Nas ovdje zanimaju spektralna svojstva nenegativnih matrica, a posebno po mod-
ulu dominantne svojstvene vrijednosti i pripadni svojstveni vektori.

Propozicija 2.2.1. Neka je A € R™" nenegativna matrica. Tada vrijedit

Zrilln;llz a;; <spr(A) < g%u?;:z ;. (2.2.1)
=1 j=1
Nadalje, za svaki vektor x > 0 je
— < < — 2.
zm1HrlL o Z a;;x; < spr(A max o Z a;;x;. (2.2.2)

Ako je za neki x > 0 i «, § > 0 zadovoljeno ax < Az < Bz, onda je a < spr(A) <
B. Takoder, ax < Az povlac¢i o < spr(A), i Ax < fx povlaci spr(A) < .

IKako su svojstva nenegativnosti i pozitivhosti invarijantna na transponiranje i kako A i AT
imaju isti spektar, dokazane tvrdnje se mogu primijeniti na AT i dobiju se analogni rezultati. Mi,
zbog jednostavnosti, ne¢emo davati odgovarajuce rezultate za transponiranu matricu ali primamo
na znanje da vrijede.
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Dokaz: Gornja ograda za spr(A) slijedi iz spr(A) < [[|Allec = maxizin Y5, ayj.
Stavimo g = min;—y., Z?Zl a;; 1 definirajmo novu matricu B na sljedeci nacin: Ako
je p =0, onda B = 0, inace bj; = ajuu/ D aij za sve i,j. Odmah vidimo da
je 0 < B < A pa je prema Teoremu 1.5.3 spr(B) < spr(A). Nadalje, za svaki
redak 4 je Y7 by = ppaje p = [[|Bl[w. Kako je Bl = pl, zakljucujemo
pu = spr(B) < spr(A). (Ovdje 1 oznacava vektor kojem su svih n komponenti
jednake jedinici.) Ovime smo dokazali (2.2.1). Za dokaz nejednakosti (2.2.2) treba
od vektora x > 0 napraviti dijagonalnu matricu X = diag(x) i (2.2.1) primijeniti
na matricu X 'AX.

Preostale tvrdnje sada lagano slijede. Ako je ax < Ax, onda dijeljenjem s z;

(z; > 0 po pretpostavci) imamo, koristeéi (2.2.2),

1 n
@ < min . ; a;jr; < spr(A)

n

1 .
Na isti nac¢in dobijemo [ > max — Zaijxj > spr(A). Sto se tice strogih nejed-
1=1ln x’L -
7j=1
nakosti, uo¢imo da za ar < Axr mozemo nac¢i @ > « tako da je ar < Ax. Dakle,

a < a <spr(A). B

Korolar 2.2.2. Neka je A € R™™ nenegativna matrica. Ako A ima pozitivan
svojstveni vektor v > 0 onda je pripadna svojstvena vrijednost jednaka spr(A).

Dokaz: Uocimo da iz Av = Av, v > 0, slijedi da je A realna i nenegativna svojstvena
vrijednosti, a iz Av < Av < Av je A <spr(A) < \. B

Lema 2.2.3. Neka je A € R™" pozitivna matrica. Ako je Ax = Xx, © # 0, i
IA| = spr(A) tada postoji ¢ € R sa kojim je €¥x = |x| > 0.

Sljedeci teorem je centralni rezultat teorije pozitivnih matrica:
Teorem 2.2.4. (Perron) Neka je A € R™™ pozitivna matrica. Tada vrijedi:

e spr(A) > 0 ispr(A) je svojstvena vrijednosti od A algebarske kratnosti jedan,
pri cemu se pripadni svojstvent vektor v - moze odabrati sa realnim pozitivnim
komponentama, Av = spr(A)v, v > 0.

e spr(A) je jedina svojstvena vrijednost koja postize maksimalnu apsolutnu vri-

jednost, tj. (VA € &(A)) (A # spr(A) = || < spr(A)).



POGLAVLJE 2. IREDUCIBILNE I NENEGATIVNE MATRICE 40

e Neka suu > 0, v > 0 lijevi i desni svojstveni vektor koji pripadaju spr(A).
Tada je lim,, o (A/spr(A))™ = vuT.

Dokaz: Iz propozicije 2.2.1 odmah slijedi spr(A) > 0. Neka je sada A € &(A)
svojstvena vrijednost za koju je |A| = spr(A), te neka je x # 0 pripadni svojstveni
vektor, Ax = Ax. Uzimanjem apsolutne vrijednosti dobijemo spr(A)|x| < Alx|, pa je
vektor y = A|x| — spr(A)|x| nenegativan, y > 0. Ako je y = 0, spr(A) je svojstvena
vrijednost i v = |x| # 0 je pripadni svojstveni vektor i v .= spr(A)"*Av > 0.
Zapravo mora biti y = 0. Ako bi bio y # 0, onda bi vrijedilo Ay > 0 i vektor
z = Alx| bi zadovoljavao z > 0 pa bismo imali Az — spr(A)z > 0, tj. Az > spr(A)z.
No, to bi prema Propoziciji 2.2.1 povlacilo spr(A) > spr(A), kontradikciju.

Neka je sada A svojstvena vrijednost sa |A| = spr(A), Ax = Ax, © # 0. Prema
Lemi 2.2.3 je, sa nekim ¢ € R, €?x = |x| > 0, i A|x| = A|x|, pa je prema Korolaru
2.2.2 A = spr(A).

Pokazimo da je A = spr(A) geometrijske kratnosti jedan. Neka je v > 0 pripadni
pozitivni svojstveni vektor i neka je u neki drugi svojstveni vektor koji pripada
spr(A), te neka je €®u = |u|. Definirajmo

r=|u|l — &v, gdje je £ = mi M
, gdje je § = min v
Lako se uvjerimo da je r svojstveni vektor, Ar = spr(A)r, r > 0idajer; =0
za barem jedan indeks ¢. Primijetimo da r # 0 povlaéi Ar > 0 i r > 0 Sto je
kontradikcija. Dakle, |u| = v, tj. u = e *¢v. @

Nenegativnu matricu mozemo uvijek napisati kao limes pozitivnih matrica i to
otvara prostor da neke rezultate s pozitivnih prosirimo na nenegativne matrice.
Ipak valja biti oprezan jer neka vazna svojstva matrice kao npr. rang ili stroga
pozitivnost spektralnog radijusa nisu nuzno sacuvana u limesu.

Teorem 2.2.5. Neka je A € R™" nenegativna matrica. Tada je spr(A) svojstvena
vrijednost od A @ pripadni svojstveni vektor v mozZemo odabrati da bude nenegativan,
Av = spr(A)v, v >0, v # 0.

Dokaz: Uzmimo strogo padajudi niz (¢x) strogo pozitivnih brojeva i sa limy_, o €, =
0, te definirajmo niz pozitivnih matrica A(e;,) = A+ ¢,1-1T. Prema prvoj tvrdnji
Teorema 2.2.4 mozemo pisati, za svaki €,

A(er)v(er) = spr(A(er))v(er), gdje je v(ex) > 0, ||v(ex)]1 = 1. (2.2.3)
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Niz svojstvenih vektora je sadrzan u kompaktnom skupu (jedini¢na sfera u normi
| - |l1) pa svakako ima konvergentan podniz, neka je lim;_ v(ex,) = v. Ocito je
v>0i vl = 1. Za odgovarajuci podniz (ex;) vrijedi ex; > €, j = 1,2,... 1
lim; o0 €5, = 0. Kako je A(e;) > A(er,,,), pomocu Teorema 1.5.3 zakljucujemo
da je spr(A(ex;)) > spr(A(ex,,,)) > spr(A) pa stoga postoji p = lim;_,. spr(A(ex,))
ip > spr(A). Ako sada u (2.2.3) uzmemo podniz j +— k; i onda limes, dobijemo
Av = pv, odakle je i p < spr(A), tj. p =spr(A). B

Nenegativne matrice tek uz dodatan uvjet ireducibilnosti uzivaju neka svojstva
pozitivnih matrica.
Sljedece dvije propozicije su koristan tehnicki alat.

Propozicija 2.2.6. Ako je B proizvoljna glavna podmatrica ireducibilne nenega-
tivne matrice A onda je spr(B) < spr(A).

Propozicija 2.2.7. Neka je xa(A) = det(A—A) karakteristicni polinom proizvoljne
kompleksne n x n matrice A. Tada je

d n
aXA()\) = Z det()\ln_l — A]l,l[))
=1

gdje Ay oznacava (n —1) x (n—1) podmatricu od A, dobivenu izbacivanjem i—tog
retka 1 1—tog stupca.

Slijedi osnovni teorem za nenegativne ireducibilne matrice.

Teorem 2.2.8. Neka je A € R™™" nenegativna i ireducibilna matrica. Tada vrijedi:

e spr(A) > 0 ispr(A) je svojstvena vrijednosti od A algebarske kratnosti jedan,
pri cemu se pripadni svojstvent vektor v - moze odabrati sa realnim pozitivnim
komponentama, Av = spr(A)v, v > 0.

e Spektralni radijus je strogo rastuca funkcija: Ako povecamo bilo koji element

od A i dobijemo A > A i A # A, onda je spr(A) > spr(A).

o Ako u spektru od A tocno € svojstvenih vrijednosti ima modul jednak spr(A),
onda su one jednake

spr(A)e*™i/t =0, ... (1.



POGLAVLJE 2. IREDUCIBILNE I NENEGATIVNE MATRICE 42

Dokaz: U Teoremu 2.2.5 smo pokazali da je spr(A) svojstvena vrijednost od A
sa pripadnim nenegativnim svojstvenim vektorom v. Buduéi je A ireducibilna, ne
moze imati nul redak pa je zbog Propozicije 2.2.1 nuzno spr(A) > 0.

Dokazimo da je spr(A) algebarski jednostruka svojstvena vrijednost, tj. jed-
nostruka nultocka karakteristicnog polinoma. Vratimo se na Propoziciju 2.2.7. Za
bilo koji R 5 ¢ > spr(A) je po sili Propozicije 2.2.6 nuzno det(tl,—; — Ay;) # 0.
Kako je limy_,o det(tl,—1 — Aj;;1) = 0o, mora biti det(spr(A)l,—1 — Ayi) > 0, pa je
Yar(A) > 0.

Pokazimo strogu monotonost spektralnog radijusa. Neka je Av = spr(A)v,
v > 0. Iz pretpostavke je Av > Av = spr(A)v, pa je, prema Propoziciji 2.2.1,

spr(A) > spr(A). H

Definicija 2.2.1. Jedinstveni pozitivni svojstveni vektor v > 0, >°" | v; = 1, koji
pripada svojstvenoj vrijednosti spr(A) nenegativne ireducibilne matrice A se zove
Perronov vektor od A.

Definicija 2.2.2. Nenegativna ireducibilna matrica A koja ima samo jednu svo-
jstvenu vrijednost ¢iji modul je jednak spr(A) se zove primitivna matrica.



Dio 1

Numericko rjesavanje sustava
jednadzbi
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Poglavlje 3

Iterativne metode za Ax =b

3.1 Uvod i motivacija

Jedan od osnovnih problema numericke matematike je rjesavanje linearnih sustava
jednadzbi. Uovom poglavlju ¢emo istrazivati metode za rjesavanje kvadratnih nxn
sustava, tj. sustava od n jednadzbi sa n nepoznanica,

a11r1 + Qiere +---+ A1 +- 4 apT, = b1
211 + QTy +---+ agT; o4 aT, = b
a1 + ;279 +--- 4+ Clij.Ij + -+ Ainly — bz
A1 T1 + ApaTe + ot AniTy ot ApaTn = by

. n . . . . . .. .
Matrica A = <aij>ij—1 je matrica sustava, a njeni elementi su koeficijenti sustava.

Vektor b = (bi)?:1 je vektor desne strane sustava. Treba odrediti vektor nepoznan-
ica x = (xi)?zl tako da vrijedi Ax = b.

Kako znamo iz linearne algebre, za teorijsku matematiku je rjeSavanje sustava
Ax = b gotovo trivijalan problem, posebno u slucaju kada je matrica sustava
kvadratna i regularna. Rjesenje x je dano formulom x = A~'b u kojoj je A~}
inverzna matrica od A (AA~! = A=A =1). Pri tome postoje eksplicitne formule
i za elemente matrice A~! i za samo rjesenje x. Osim toga, svima dobro poznata
Gaussova metoda eliminacija dolazi do rjesenja u O(n?®) elementarnih operacijal.
Dakle, situacija je potpuno jasna: rjesenje x = A~!'b postoji, i to samo jedno, i

LOvdje elementarna, operacija oznacéava zbrajanje, oduzimanje, mnozenje ili dijeljenje.

44
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znamo jednostavan algoritam koji to rjesenje eksplicitno racuna koriste¢i konacno
mnogo samo jednostavnih aritmetickih operacija.

Na zalost, kona¢na aritmetika rac¢unala niti te jednostavne operacije ne moze
izvrSavati egzaktno, pa Gaussovim eliminacijama, koje su jednostavno konacan niz
formula koje vode rjesenju, rjesenje linearnog sustava Ax = b opcenito ne mozemo
izracunati apsolutno tocno.

Takoder, u nekim primjenama niti toéno rjesenje x = A~'b nije puno bolje od
neke dovoljno dobre aproksimacije Z, gdje obiéno & zadovoljava sustav (A+0A)Z =
b + b, blizak polaznom. Razlog je u ¢injenici da su u primijenjenim znanos-
tima i inzenjerstvu podaci A, b dobiveni mjerenjima fizikalnih veli¢ina (dakle,
s neizbjeznim pogreskama mjernih instrumenata) ili su zadani formulama (npr.
aij = [ i(x)Y;(z)dx gdje integral racunamo numericki i to u strojnoj aritmetici,

Q

dakle s neizbjeznom pogreskom) pa je zapravo A = Ag+ 6 Ag, b = by + dby, gdje su
Ap, by idealni i nama nedostupni podaci a d Ay, dby inicijalna pogreska u podacima.
Dakle, ¢ak i kada bismo egzaktno rijesili Ax = b, imali bismo (Ag+0dAg)z = by+dbo.

Nadalje, u praksi moramo biti svjesni da je stroj (ra¢unalo) omeden ne samo u
pitanju numericke tocnosti nego i u jos dva vazna aspekta: raspolozivi memorijski
prostor i vrijeme izvrSavanja. Moderne primjene matematike zahtijevaju rjesenja
sustava velikih dimenzija, npr. n > 10°. Ponekad je to rjeSenje samo mali dio
u kompleksnijem ra¢unu i potrebno ga je racunati vise (stotina ili tisu¢a) puta, s
razlicitim desnim stranama i/ili razli¢itim matricama koeficijenata.

Lako se uvjeriti da je u takvim primjerima proces Gaussovih eliminacija ¢esto
prakticno neupotrebljiv. Jer, matrica dimenzije n = 10° zahtijeva n? = 10
lokacija u memoriji, svaka barem 4 bajta (veli¢cina reprezentacije realnog broja
u jednostrukoj preciznosti). Dakle, moguée je da samo spremanje matrice koefi-
cijenata u memoriju racunala predstavalja potesko¢u — ponekad matricu drzimo
na vanjskoj, sporoj memoriji (datoteka na disku) i onda mozemo dijelove ma-
trice ucitavati dio po dio u radnu memoriju. Same eliminacije trebaju O(n?) ar-
itmetickih operacija, ako je n = 10° i ako moZemo racunati brzinom npr. 10°
operacija u sekundi, te ako uracunamo vrijeme transporta podataka iz memorije
u procesor i natrag, vidimo da s prakticne strane stvar nije bas jednostavna kao
Sto je reéi da rjesenje postoji, jedinstveno je, zadano je izrazom x = A~'b i postoji
konacan algoritam koji ga racuna.

U puno vaznih primjena je matrica sustava A velike dimenzije, ali je rijetko
popunjena. To znaci da je velika veéina elemenata od A jednaka nuli, a elementi
koji nisu nula su obi¢no pravilno rasporedeni po matrici ili ¢ak imaju i pravilno
rasporedene numericke vrijednosti. U svakom retku je broj elemenata koji nisu
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nula unaprijed poznat (kao i pozicije gdje se ti elementi nalaze) i broj takvih
elemenata je puno manji od dimenzije n. To znaé¢i da je racunanje produkta Av
sloZenosti puno manje od 2n? — n, obi¢no je O(n).

Pogledajmo sada nekoliko primjera.

Primjer 3.1.1. Za ilustraciju, pogledajmo kolekciju matrica Matrixz Market koju
na adresi http://math.nist.gov/MatrixMarket/ nudi americki National Insti-
tute of Standards and Technology (NIST). Za uéitavanje matrica koje su spremljene
u odredenom formatu trebamo Matlab funkciju mmread koja se nalazi u rubrici
”Software-Matrix Market 1/O — in Matlab”. Datoteku mmread.m treba spremiti
u radni direktorij. Matrice u kolekeiji su podijeljene u nekoliko grupa. Citatelju
savjetujemo da malo istrazi cijelu kolekciju i tako stekne osjec¢aj koliko je Sirok
spektar primjena u kojima se pojavljuje problem rjesavanja sustava Axz = b. Ako
odaberemo npr. ”Browse-by collection—Harwell-Boeing Collection-SHERMAN-
SHERMANS” | kopiramo shermanb.mtx.gz, te ju 'unzippamo’, dobijemo datoteku
sherman5.mtx. U Matlabu onda s A=mmread(’sherman5.mtx’) uc¢itamo matricu
A koja se pojavljuje u istrazivanjima vezanim za eksploataciju nafte. Ako ispisemo
varijablu A (>> A) vidimo da je spremljena kao lista ((¢, j), a;;) elemenata koji nisu
nula. Samu strukturu matrice (pozicije netrivijalnih elemenata) mozemo vizual-
izirati s spy (A). Naredbom [L,U]=1u(A) dobijemo LU faktorizaciju ¢iju strukturu
vidimo na Slici 3.1.

Slika 3.1: Rijetko popunjena 3312 x 3312 matrica A =sherman5 iz kolekcije
Matriz Market, 1 njeni trokutasti faktori u LU faktorizaciji. Tockice pokazuju
pozicije elemenata u matrici koji su razlic¢iti od nule. Uoc¢imo da A ima 20793
netrivijalna elementa, dok ih L i U imaju 409063 i 592791.

Vidimo da samo matrica U ima preko 28 puta vise netrivijalnih elemenata, Sto
znaci da trebamo toliko puta vise memorije za spremiti matricu U kako bismo je
mogli iskoristiti u supstitucijama unatrag. Naravno, dimenzija n = 3312 je zapravo
mala. Preporucamo citatelju da ovaj pokus ponovi s matricama vec¢e dimenzije. Na
primjer, matrica memplus iz kolekcije top ten je dimenzije n = 17758, i naredba
[L,U]=1u(A) je nakon nekog vremena i dosta buke ventilatora racunala vratila

>> [L,U]=1u(A);
7?77 Error using ==> lu Out of memory. Type HELP MEMORY for your
options.

Valja reé¢i da niti ovu dimenziju n ne smatramo velikom. S druge strane, ako
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Slika 3.2: Rijetko popunjena 17758 x 17758 matrica A =memplus iz kolekcije
Matriz Market.

u ovom primjeru zadamo desnu stranu b i pokusamo rijesiti Az = b i provjeriti
rezidual ||b — Azx|o, dobijemo jako brzo

>> x=A\D;
>> norm(b-A*xx) /norm(b)

ans =

3.7032e-013

Dakle, izracunati r egzaktno rjesava Ax = b+ b, gdje je ||6b||2/[[b]]2 < 4 - 10713,
Operacijom x=A\b smo bez problema dobili rjesenje, dok LU faktorizacija nije izve-
diva jer nemamo dovoljno memorije za spremiti trokutaste faktore — ako pogledamo
profil matrice A ne Slici 3.2 i zamislimo proces Gaussovih eliminacija jasno je da
se, ve¢ pri eliminaciji elemenata u prvom stupcu, elementi prvog retka 'razmazu’
po cijeloj matrici tako da trokutasti faktori u LU faktorizaciji imaju velik broj
netrivijalnih elemenata.

3.2 Primjeri

Prije nego pocnemo sa opisom i analizom metoda, pogledat ¢emo par primjera koji
ilustriraju kako nastaje sustav linearnih jednadzbi s posebno strukturiranom ma-
tricom koeficijenata. Velika klasa primjera dolazi iz numerickog rjesavanja obic¢nih
i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
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Primjer 3.2.1. Promotrimo slijede¢i rubni problem:

d2

delL({E) = f(z), O0<z<1, (3.2.1)

u(0) = a; u(l)=4. (3.2.2)

Rjesenje u problema (3.2.1, 3.2.2) ¢emo aproksimirati na skupu od kona¢no mnogo
tocaka iz segmenta [0, 1]. Odaberimo prirodan broj n i definirajmo

1
h = , x;=1th, 1=0,...,n+ 1. (3.2.3)
n+1
Sada promatramo vrijednosti u; = u(z;), i = 0,...,n 4+ 1. Iz uvjeta (3.2.2) je
odmah uy = «, upy1 = . U unutarnjim évorovima x;, ¢+ = 1,...,n, primjenom

Taylorovog teorema je

W)y W) u V)

w(wiyr) = u(x;) + o' (z)h + 5 5 54 , (3.2.4)
" e ) (5.
(i) = ulws) — ' (w)h+ D e @) g W)y g
2 6 24
Zbrajanjem jednadzbi (3.2.4) i (3.2.5) dobijemo
h4
Uj+1 + U1 = 2Uz + U/,($i)h2 + (U(4) (.QAZ'Z) + U(4) (i’l))ﬂ, (326)
—Ui—1 + 2u; — :

paje —u'(z;) = “ 1+h2u Yl e i=1,...,n. (3.2.7)

Dakle, zadana diferencijalna jednadzba u n unutarnjih ¢vorova mreze glasi

—Ui—1 + 2u; — :

tizt 2 u+1=fi—|—€¢, i=1,...,n. (3.2.8)

h2

Za i = 114 = n mozemo iskoristiti zadana rubne uvjete pa te dvije jednazbe
prelaze u 2u; — uy = h2f1 + h%e1, —Up_1 + 2u, = hzfn + hle,, f1 = fi + a/h?,
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fn = fn + B/h*. Matri¢no to mozemo zapisati kao

2 -1 U1 fi €1
-1 2 -1 U9 fo €9
-1 2 -1 us f3 €3
-1 2 -1 Up—2 fn—2 €n—2

-1 2 -1 Un—1 fn:l €n—1

-1 2 Up, I €n

-F:L U f e

(3.2.9)
U jednadzbi T,u = h?f + h%e ¢lan e ne poznamo pa ga zanemarujemo, tj. pokusat
¢lanova koje ne znamo moze s pravom uciniti nedopustivim. Naravno, naknadno
treba pokazati da pod odredenim uvjetima, za n — oo, u po volji dobro aproksimira
u. Mi ovaj cas ne¢emo ulaziti u ta razmatranja jer nam je primarni cilj primjerom
pokazati kako diskretizacijom diferencijalne jednadzbe nastaje algebarski sustav
jednadzbi. I vise, upravo smo vidjeli da ¢éemo rjesavati ono sto mozemo, T, = h%f,
a ne ono $to bi bilo idealno, T,u = h%f + h?e. To je Cesta situacija u primjenama
— desna strana sustava s kojom racunamo inicijalno sadrzi pogreske koje su nastale
u fazi formiranja sustava.
Tek za ilustraciju, napravimo par koraka analize ove situacije, koriste¢i jednos-

tavan racun. Pomocu §2.1 (Korolar 2.1.4) zaklju¢ujemo da je matrica T, regularna.
Neka je @ = h*T, ! f. Imamo

w—a =T (h2f + h%) — BT 1 f = h2T e, (3.2.10)

pa je
o — il _ B2IT5
lalla = R2ITS L2
Mi naravno ne mozemo to¢no odrediti niti @ jer racunamo u aritmetici sa konacnom
preciznosti. Neka je @ izracunata aproksimacija vektora u. Pitanje je koliku to¢nost
aproksimacije treba imati @. Ako je r = h?f — T,4 rezidual, onda @ egzaktno
rjesava T, 0 = h®f — r, dok idealni u rjesava T,u = h%f + h%e. Otvara se puno
pitanja na koje odgovore daju odgovarajuce teorije u numerickoj matematici.
Tek da ilustriramo, uzmimo npr. f(x) = 167%sindnx, za kojeg znamo totno
rjeSenje u(x) = sindmx. Uzet ¢emo n =5, n =101 n = 30 i vidjeti koliko su dobre
dobivene aproksimacije. Rezultati su dani na Slici 3.3.

lella. (3.2.11)
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Slika 3.3: Diskretne aproksimacije rjeSenja dobivene s n =5, n=101in = 30

Primjer 3.2.2. Idemo sada sve ponoviti u dvije dimenzije. Koristimo priliku da
pomalo uvodimo uobic¢ajenu notaciju koja je u numerickom rjesavanju diferenci-
jalnih jednadzbi nuzna da bi se sve kompliciranije tehnicke konstrukcije moglo
teorijski analizirati i prakticno koristiti.

Promatramo Poissonovu dvodimenzionalnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

_uzm(xay>_uyy(xay) = f(xvy)v (.T,y)GQ
u(z,y) = 0, (x,y) € 0N

gdje je Q= {(z,y) : 0 <,y <1} C R? jedini¢ni kvadrat, a 9 njegov rub.
Diskretizaciju konstruiramo na sljede¢i nac¢in: Odaberimo n € N i stavimo
1
h = oI T xz;=1th, yj=7jh, i,7=0,1,2,....,n+1
Q, = {(xi,yy) = i,j=1,...,n},
oY = {(2:,0),(z;,1),(0,y;),(1,y5) : 4,j=0,1,...,n+1}

Zamislimo diskretne tocke 2y, | 0€, bacene kao mreza na zatvoreni kvadrat Q2 | 0f2.
Stavimo u;; = u(z;,y;), 4,7 =0,1,...,n+ 1. Sada —uy,(x;,y;) 1 —uyy(x;,y;) lako
aproksimiramo centralnim diferencijama.
Koristeéi prethodni primjer, za (z;,y;) € Q4 je
U (T4, Yj) — gy (T3, y5) = —F—— th] = “

+ el-j

gdje je e;; pogreska diskretizacije koju mozemo samo ocijeniti s O(h?). Zato e;;
zanemarimo (¢inimo pogresku diskretizacije) i, s fi; = f(24,y;), rjeS8avamo sustav
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linearnih jednadzbi

2 ..
4?]2‘]' — Ui—l,j — U’H—Lj — Ui,j—l — Ui,j—i—l = h fij> 1,] = 1, Lo, n (3212)

Voj = Un41,5 = Vio = Vin41 = 0

(3.2.13)

cije rjesenje V' = (v;;);;—, aproksimira U = (u;;). Primijetimo da je prirodno vri-
jednosti w;;, vi; drzati u matrici jer to odrazava 2D strukturu. Ipak, za operativno

racunanje je koristan i genericki zapis ” Ax = b”.

Elemente matrice V' stavimo u vektor stupac po stupac, isto napravimo s F' =

(fz'j)3

V11

Un1l
V12

Vi1 V12 -t Vin .
V= Do e * U= vno
Unl Un2 *° Unn .

Vin

Unn

= vec(V)

Ovdje linearni operator vec(-) poistovjetuje vektorske prostore R™*™ i R™. Sada

nas sustav jednadzbi mozemo zapisati kao
Tenv = h*vec(F)

gdje je
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Ton= — D (3.2.14)

Par komentara:
4 -1

o | 14 =T, +2l,
SR
-1 4
e To,=1,T,+T,®I,, gdje je ® Kroneckerov produkt.
e Ako uzmemo da korak subdivizije h bude samo reda veli¢ine 102 trebamo

uzeti n = 100 i dobivamo n? = 10000 jednadzbi i isto toliko nepoznanica.
Ako je problem trodimenzionalan, onda broj nepoznanica postaje n® = 10°.

e U Matlab—u se Tg, dobije pomoc¢u delsq(numgrid(’S’,n+2)).

Definicija 3.2.1. Kazemo da je realna matrica A TST matrica (tridijagonalna
simetricna Toeplitzova) ako je tridijagonalna, simetri¢na i konstantna duz svojih
dijagonala,

a B

A= |

5 a
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Propozicija 3.2.1. Neka je A TST matrica reda n. Tada su njene svojstvene
vrijednosti dane formulama

T )
i = a+ 23 cos ,i=1,...,n.
n+1
Pripadni ortonormalni vektori vy, ...,v, su dani formulama

[2 jim
i = i y .:1,...7 . 21
V; s J n (3.2.15)

(Ovdje vj; oznacava j—tu komponentu od v;.) Sve TST matrice medusobno komu-
tiraju.
Korolar 3.2.2. Svojstvene vrijednosti matrice T,, su

T

Ai = 2(1 — cos ), i=1,...,n,

n+1
a pripadni svojstveni vektori su dani formulama (3.2.15).

Definicija 3.2.2. Matricu S =1, ® A+ B®|,, zovemo Kroneckerov zbroj matrica
AeM,iBeM,, uoznaci S = A& B.

Propozicija 3.2.3. Ako su Au; = oju;, Bv; = Bv; svojstvene vrijednosti i vektori,
onda su svojstvene vrijednosti od A ® B svi produkti «; - B, a pripadni svojstveni
vektort su u; @ vj.

Dokaz: Koristimo svojstva Kroneckerovog produkta. Lako se provjeri da opcenito
vrijedi (A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD). Sada imamo
(A® B)(wi ®v;) = (Au;) ® (Buy) = (aius) @ (Bjv5)
= (qif))(u; ® vy).
a=!

Propozicija 3.2.4. Ako su Au; = oju;, Bv; = Biv; svojstvene vrijednosti i vektori,
onda su svojstvene vrijednosti od A ® B svi zbrojevi o; + B;, a pripadni svojstveni
vektori su v; @ u;.

Dokaz:
(I®A+Bo)(v,®u;) =(1®A) (v, ®u;) + (B I)(v; @ uy)
= (v; ® ajuy) + (Biv ® ug) = ajv; @ uj + Biv; ® u;
= (aj + Bi) (v ® uy).
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Korolar 3.2.5. Svojstvene vrijednosti matrice Tg, =1, @ T, + T, ® |, su

LT T
Nij = 4—2(cosn+1+cosn+1)
. i . Jm .
— 4(sin? —" g2 T —1,...
(Sln 2(n+1)+81n 2(n+1))7 1,7 ) , I,

. Xij = Ni + Aj, gdje su Ay, ..., N\, svojstvene vrijednosti matrice T,,.

Dokaz:
B5|

3.3 (Gaussove eliminacije i trokutaste faktorizacije

Metoda Gaussovih eliminacija je svakako najstariji, najjednostavniji i najpoznatiji
algoritam za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi Ax = b. Ideja je jednostavna:
Za rijesiti sustav

2[L’1 — T2 =1

—r + 21‘2 =1

dovoljno je primijetiti da zbog prve jednadzbe vrijedi z; = %(1 + x2), pa je druga
jednadzba

3 3
— (]_ —I—I'Q) +2$2 = 1, tJ 5[[’2 = 5, tJ To = ]_,
X
1

N | —

odakle je 1 = 1. Kazemo da smo z; eliminirali iz druge jednadzbe.

Ova ideja se lako generalizira na dimenziju n > 1, gdje sustavno eliminiramo
neke nepoznanice iz nekih jednadzbi. Pokazuje se da takav algoritam ima dosta
zanimljivu strukturu i da ga se moze ekvivalentno zapisati u terminima matri¢nih
operacija. Kvalitativno novi moment u analizi metode eliminacija nastaje kada sam
proces eliminacija interpretiramo kao faktorizaciju matrice sustava A na produkt
trokutastih matrica.
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3.3.1 DMatri¢ni zapis metode eliminacija

Primjer 3.3.1. Rijesimo sljedeci sustav jednadzbi:

5331 + X9 + 4$3 = 19 5 1 4 T 19
—151’1 + 5I2 - 9.773 = =32 —15 5 =9 T3 —32
~ ~~ -~ SN——
A= (aij)?,jzl b= (bi)?:l

(3.3.1)
Koristimo metodu supstitucija, odnosno eliminacija: prvo iz prve jednadzbe izraz-
imo x; pomocu xs i x3, te to uvrstimo u zadnje dvije jednadzbe, koje postaju dvije
jednadzbe sa dvije nepoznanice (z3 i z3). Dobijemo

1
I = 5(19 — L9 — 41’3),

pa druga jednadzba sada glasi

10 10 10
3(19—1‘2—4ZE3)+41’2+7(L’3 :39, tj. —€($2+4J]3)+4I2+7ZE3 = 394‘(—319)
Dakle, efekt ove transformacije je ekvivalentno prikazan kao rezultat mmnozenja

prve jednadzbe s

i zatim njenim dodavanjem (pribrajanjem) drugoj jednadzbi. Druga jednadzba
sada glasi
2.772 — X3 = 1.

Ako ovu transformaciju sustava zapiSemo matricno, imamo

5 1 4 1 0 0 5 1 4 5 1 4
10 4 7 |—=1|-210 10 4 7 | = 0o 2 -1
15 5 9 0 01 15 5 9 —-15 5 -9
:4,1 (\2,71) Z 1 v(1) 3

L AW ( ij )z‘,j:l
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i onda je pribrojimo zadnjoj. To znaci sljede¢u promjenu matrice koeficijenata:

5 1 4 1 00 5 1 4 5 1 4
0 2 -1~ |0 10 0 2 —-1]= 10 2 -1
—15 5 =9 3 01 —-15 5 =9 08 3
A8 31 (M 2) _ (23
A L A AP = (a3;")7j=1
Vektor desne strane je u ove dvije transformacije promijenjen u
19 1 00 19 19 1 00 19 19
39 |—(-2 10 39 | = 1 — (0 1 0 1 =11
—32 0 01 —32 —32 3 01 —32 25
—— ———— —— ——— N——
b LD p 3D p(2)
Novi, ekvivalentni, sustav je A®z = b2 tj.
51’1 + T2 + 4LL’3 = 19
209 — lzg = 1 (3.3.2)

81’2 — 31‘3 = 25,

u kojem su druga i tre¢a jednadzba sustav od dvije jednadzbe sa dvije nepoz-
nanice. Ocito je da rjesenje x = (x1,z9,x3)" sustava (3.3.1) zadovoljava i sustav
(3.3.2). Obratno, ako trojka z1, z3, 3 zadovoljava (3.3.2), onda mnozenjem prve
jednadzbe u (3.3.2) s 2 i zatim pribrajanjem drugoj jednadbi, dobijemo drugu jed-
nadzbu sustava (3.3.1). Na slican nacin iz prve i trece jednadzbe sustava (3.3.2)
rekonstruiramo treé¢u jednadzbu polaznog sustava (3.3.1). U tom smislu kazemo
da sus sustavi (3.3.1) 1 (3.3.2) ekvivalentni: imaju isto rjesenje.

Nadalje, primijetimo da smo proces eliminacija (tj. izrazavanja nepoznanice x;
pomocéu xs 1 x3 i eliminiranjem 7 iz zadnje dvije jednadzbe) jednostavno opisali
matricnim operacijama. Eliminaciju nepoznanice z; smo prikazali kao rezultat
mnozenja matrice koeficijenata i vektora desne strane s lijeva jednostavnim matri-
cama L2V i LG,

Jasno je da je sustav (3.3.2) jednostavniji od polaznog. Zato sada nastavljamo
s primjenom iste strategije: iz tre¢e jednadzbe eliminiramo x, tako sto drugu

jednadzbu pomnozimo s
a®
82 _ 4y
2
a';Q)
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i pribrojimo je trecoj. Tako treca jednadzba postaje
71’3 = 217
a cijeli sustav ima oblik

5[[’1 + To + 41‘3 = ]_9
21’2 — X3 1. (333)
71'3 = 21

Transformaciju eliminacije xo iz tre¢e jednadzbe mozemo matricno zapisati kao
transformaciju matrice koeficijenata

51 4 1 0 0 51 4 5 1 4
02 —-1]~1|(0 1 O 02 —-1]=10 2 -1 (3.3.4)
08 3 0 —4 1 08 3 00 7
4@ 1 32) 4@ 4®)
i transformaciju vektora desne strane
19 1 0 O 19 19
1]~ 1(0 1 0 1] = 1 (3.3.5)
25 0 —4 1 25 21
N——
2 3,2 2 3
p2 L3:2) p2) b3 — (bS ))?:1

Sustav (3.3.3), koji je ekvivalentan polaznom, lako rijesimo:

21
1. Iz trece jednadzbe je x3 = - = 3

1
2. Iz druge jednadzbe je xo = 5(1 +a3) =2

1
3. Iz prve jednadzbe je x; = 5(19 — x9 —4dx3) = 1.

Jednostavna provjera potvrduje da je sa ovim xy, xo, 3 rijeSen polazni sustav

(3.3.1).

Analizirajmo postupak rjesavanja u prethodnom primjeru. Relacija

AG) — BB 4
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zasluzuje posebnu paznju. Matrica A®) je gornje trokutasta, a produkt L3 L&D (1)
je donje trokutasta matrica. Dakle, polaznu matricu A smo mnozenjem s lijeva
donje trokutastom matricom nacinili gornje trokutastom. To mozemo procitati i
ovako:

A= LA(3)7 L = (L(2,1))—1(L(3,1))—1(L(S,Q))—l7

gdje je L donje trokutasta matrica. Lako provjerimo da je

1 00 1 00 100 1 00
L=1210 0 10 01 0)]=(2 10
0 01 -3 0 1 0 41 -3 4 1

Dakle, matricu A smo napisali kao produkt donje trokutaste i gornje trokutaste ma-
trice, A = LA®). Gornje trokutastu matricu u ovom kontekstu obi¢no oznacavamo
s U = A®) pa je A rastavljen na produkt A = LU. Govorimo o LU faktorizaciji
matrice A. Uoc¢imo da je racunanje produkta koji definira matricu L jednostavno:
Inverze od LY, LGV 132 dobijemo samo promjenom predznaka netrivijalnih
elemenata u donjem trokutu, a cijeli produkt je jednostavno stavljanje tih eleme-
nata na odgovarajuce pozicije u matrici L. Sada jo$ primijetimo da je relacija
(3.3.3) zapravo linearni sustav

Uz =09, gdjeje b = LBALED LN, — -1,

Jasno, x = A7 = (LU)'b=U"'L""b.
Dakle, u terminima matrice A i vektora b, linearni sustav u primjeru 3.3.1 je rijesen
metodom koja se sastoji od tri glavna koraka:

1. Matricu sustava A faktorizirati u obliku A = LU, gdje je L donje trokutasta,
a U gornje trokutasta matrica.

2. Rjesavanjem donje trokutastog sustava Ly = b odrediti vektor y = L~b.

3. Rjesavanjem gornje trokutastog sustava Uz = y odrediti vektor x = U1y =
U=Y(L71b).

Ovakav zapis metode opisane u primjeru 3.3.1 ima niz prednosti:

— Operacije su iskazane u terminima matrice A i desne strane b, a ne u ter-
minima izrazavanja neke nepoznanice pomocu ostalih. Umjesto ”x; izrazimo
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pomocu xy,x3,...” i sl., operacije izrazavamo jezikom operacija sa matri-
cama i vektorima. To omogucuje jednostavnu i sustavnu primjenu opisane
metode na sustav sa proizvoljnim brojem nepoznanica. Sam linearni sustav
je u racunalu pohranjen kao matrica koeficijenata A i vektor desne strane b.
Dakle, ovakav zapis metode eliminacija je prirodan.

Ponekad u primjenama rjesavamo nekoliko linearnih sustava sa istom matri-
com A, ali sa nizom razli¢itih desnih strana b. Vidimo da je u tom slucaju
transformacije na matrici A dovoljno napraviti jednom (prvi korak u gornjem
zapisu metode), a zatim za razli¢ite desne strane provesti samo zadnja dva

koraka.

3.3.2 Trokutasti sustavi: rjeSavanje supstitucijama napri-

jed i unazad

Trokutasti sustavi jednadzbi su laki za rijesiti. Pogledajmo na primjer donje troku-

tasti sustav Lz = b dimenzije n = 4:

611 0 0 0 I b1
621 622 0 0 i) . b2
l31 l3p f33 0O s I
Cyn Ly lyz Ly Ty by

Neka je matrica L regularna. To znaci da je £; # 0 za i = 1,2, 3, 4. O¢cito je

.o b
L

1

Ty = g—(bz - «5211‘1)
22
1

xr3 = 6—(53 — 3121 — 532272)
33
1

Ty = E_(b4 — Uy — lypxe — 543353)-
44

Vidimo da z; mozemo odmah izracunati, a za ¢ > 1 formula za x; je funkcija od b;,
1—tog retka matrice L i nepoznanica xq, ..., x; 1 koje su prethodno ve¢ izracunate.
Dakle, izracunamo prvo x; pa tu vrijednost uvrstimo u izraz koji daje xs; zatim
x1 1 9 uvrstimo u izraz za xz itd. Ovakav postupak zovemo supstitucije naprijed.
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Algoritam 3.3.1. Rjesavanje linearnog sustava jednadzbi Lxr = b sa regularnom
donje trokutastom matricom L € R™".

/* Supstitucije naprijed za Lz = b */

by
T = 75— 3
RGT
zai=2,...,n{

i—1
1
zi = (b = PREDES:

(13 ]:1
Prebrojimo operacije u gornjem algoritmu:
— Dijeljenja: n ;

1
— Mnozenja: 142+ ---+ (n—1) = én(n—l) ;
L . . 1

— Zbrajanja i oduzimanja: 1 +24---+ (n—1) = §n(n —1).

Dakle, ukupna slozenost je O(n?).
Gornje trokutaste sustave rjeSavamo na slican na¢in. Ako je sustav Uz = b oblika

U1 U2 U1z Uig X1 by 4
0 w2y wug3z uyy T | by
- ) Uis 7é 07
0 0 ‘uss wusg T3 bs ey
i
0 0 0 U44 Ty b4

onda, polazeéi od zadnje jednadzbe unazad, imamo

ba
Ty =— —
Ug4
1
rs = —(53 - U34$4)
Uss
1
Ty = —(52 — U23T3 — U24I4)
U22
1
Ty = u_(bl — U12T2 — U13T3 — U14$4)-
11

Ovakav postupak zovemo supstitucije unazad.
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Algoritam 3.3.2. Rjesavanje linearnog sustava jednadzbi Ux = b sa regularnom
gornje trokutastom matricom U € R™".

/* Supstitucije unazad za Uz = b */

zai=n—1,...,1{

1 n
zi = —(bi— > wgwy) s}

j=it+1

Kao i kod supstitucija naprijed, slozenost ovog algoritma je O(n?).

3.3.3 LU faktorizacija

Sada kada smo uocili da se rjesavanje linearnog sustava Ax = b faktoriziranjem
matrice A svodi na trokutaste sustave, ostaje nam posebno prouciti faktorizaciju
matrice A € R™" na produkt donje i gornje trokutaste matrice. Zanima nas
proizvoljna dimenzija n, ali ¢emo zbog jednostavnosti razmatranja na pocetku sve
ideje ilustrirati na primjeru n = 5. Neka je

aix G2 13 Adi4 Qais
Q21 Q22 dA23 A24 25
A= |as az asz az ass
41 Q42 A43 Qg4 Q45
as1 G52 (53 ds4  As5

Sjetimo se, eliminacija prve nepoznanice je manifestirana ponistavanjem koeficije-
nata na pozicijama (2,1), (3,1),..., (n,1). To mozemo napraviti u jednom potezu.?
Ako definiramo matricu

1 0000
_® 00 0
a1
o[- 0100
| ay ’
Mg 0010
ai
B g0 001
a1

2U primjeru 3.3.1 smo zbog jednostavnosti ponistavali koeficijente jedan po jedan.
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onda je xy eliminiran iz svih jednadzbi osim prve, tj.

a1 A2 13 G4 Q15
o
o
o
G5y A5z Qsq  Ogg

S O O O
=

Objasnimo oznake koje koristimo za elemente matrice A®Y). Opéenito, elementi od
AW su oznaceni s az(-;), 1 <i,5 < n. Medutim, elementi prvog retka u AM su

jednaki prvom retku u A, a%)

= ayj, 1 < j < n, pasmo to eksplicitno naznacili u
zapisu matrice AW,

Primijetimo da je transformaciju A — A® moguée izvesti samo ako je

ayy # 0. (3.3.6)
Takoder, lako se uvjerimo da je

1 0000
29 09 0 0
ail
a31

1)y—1 — 01 00

(L()) — 311 7

L0010
a1
By oot
a11

te da iz A = (LW)LAW glijedi

@11 Qa2 _ (121 0 ailz a2
agr Q2 — 1 0 o))"

ai

Jednostavno, dobili smo faktorizaciju vodeé¢e 2 x 2 podmatrice od A. Uvjet za
izvod ove faktorizacije je bio (3.3.6). Stavimo

ay = det <a11 a12> = allaélz).

a21 A2
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Ako je ay # 0, onda je i aglz) # 0 pa je dobro definirana matrica

1 0 0 00 1 0 000
0 1 0 00 0O 1 000
e 'y
0 —=2 100 0 5 100
L@ — &%12) i njen inverz (L®)~! = a%%)
Qo Qg2
e 0“2 010
a a
2 &
sy 52
0 —=2 00 1 0 =5 001
a a
5 22

Vrijedi

11 @12 a3 G4 Qais

0 ay) ay ay) ay
AD =1@AD = OWA=1 0 0 o of P |. (3.3.7)
0
0

2 2 2
0 agy af) af

2 2 2
0 aés) aé4) aé5)

(Uocimo da oznake u relaciji (3.3.7) naglasavaju da je u matrici A = (ag))

ij=1
prvi redak jednak prvom retku od A, a drugi redak jednak drugom retku ma-
trice A)))  Ako sada u relaciji A = (LMW)"Y(LP@)"1A® izracunamo produkt
(L)=HL@)~1 dobijemo

1 0 000
61211

— 000
ail ) a11 Q12 Qi3 G4 Qi
s a 1 1 1 1
a—?’l % 1 00 0 52) gs) ag4) gs)
A— | a%%) 0 0 a% a% a% , (3.3.8)
s a
L] B I S
a
11 a%%) 0 0 as3 asy asy
51 95 g g

ayy oW
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odakle zakljucujemo da vrijedi

1 0 O
a1 Q12 Qi3 1 4 ai; Az (13
a1 G agz | = | 411 (1) 0 aglz) a%)
a1 Q32 As3 931 G394 0 O aé?
1 ag)

Dakle, ako je a;; # 0 i as # 0, onda smo dobili trokutastu faktorizaciju vodece
3 x 3 podmatrice od A. Stavimo

aip Qi2 ais @
3 = det ag1 Q22 Q923 = A11Q99 A33 -

31 Aazz as3

Ako je ag # 0 onda je i aé? # 0 pa su dobro definirane matrice

10 0 00 10 0 00
01 0 00 01 0 00
00 1 00 00 1 00
@) B (2)
L(?’)_00—%10>(L(3))1 00%10’
Qgg
) )
00—%01 00?—%01
a
33 33

i vrijedi

a1 a1z a13 G4 Q15
0 ab ay ay al)
0 0 ay af af
0 0 0 af o
0 0 0 (3) (3
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Ako izra¢unamo produkt (LM)~HL@)~Y(LG))~1 onda vidimo da vrijedi

te da je

21
a31
aq1

ai2
22
asz2
42

1

21

a1
a31

a11

Q41

a11

Q51

a1

a13
23
ass
43

0 0O 00
1
a(l) ai
% 1 00 0
a
@ 0
Gag %43 4 0 0
a(12) a(? 0
th
@52 Os3 0 1
1 2
aé2) a:(>>3)
1 0 0
21 1 0
a
a14 a1q )
e I I
34 a1 aélz)
Wi e
Ay o

Ponovo zaklju¢ujemo na isti na¢in: definiramo

Ako je ay # 0, onda je i aﬁ) # 0, pa su dobro definirane matrice

o O O =

ay = det

o O = O

o= O O

o

a1

21

a3

Q41

o O OO

|
—_

G12 @13 Q4
G2z (23 (24
a3z G33 (34
Q42 Q43 Q44

(L) =

12

1
ag;

0
0
0

@13

(1)
23

Q33

0
0

a1
0
0
0

(1)

a

12

1
@gz)

0
0

2)

(3)

= Q11099 Q33 Qyy

o O O

o O = O

o= O O

s)

o o o o

o
%\_/

Q/\
NECD

=

@13

0

o O O O

65

(3.3.9)
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Lako provjerimo da vrijedi

11 Q12 @13 Q14 0415
0 ) o) ol al)
0 0 aff aff aff
0o 0 0 a¥ o
0o 0 0 0 o

AG = 1@ AB) — 1B M) 4 =

te da je, nakon raéunanja produkta (LM)=1(LZ)=1(LE)=1 (L")~

1 0 0 0 0

e T I B
a1 ) a1 Q12 Q13 A4 Aais
im0 | 0 e ay ey ay
A= oy 0 0 o o . (3310

aq1 a42) aflg) @ 3
poniier R R U I (O
ail ¢ a

o B e Q0 0 0 0 @
951 G50 @53 51 4 U
ai a%) aé? aﬁ)

L

Vidimo da je izvedivost operacija koje su dovele do faktorizacije A = LU ovisila o
uvjetima
1 2
an A0, agy #0, af) #0, af #0.
Takoder smo uocili da su ti uvjeti osigurani ako su u matrici A determinante

glavnih podmatrica dimenzija 1,2,...,n — 1 razlicite od nule. To je u nasem
primjeru znacilo uvjete

06150/11?&0, 062#0, 053#07 Oé47é0'
Brojeve aq1, a%), ag?, aﬁ) zovemo piwotni elements ili kratko pivoti. Brojevi aj,
g, a3, ay su glavne minore matrice A. Dakle, mozemo zakljuciti sljedece:

& Ako je prvih n — 1 minora matrice A razlicito od nule, onda su i svi piv-
otni elementi razliciti od nule 1 Gaussove eliminacije daju LU faktorizaciju
matrice A.

U tom slucaju sljedeci algoritam racuna faktorizaciju A = LU.
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Algoritam 3.3.3. Racunanje LU faktorizacije matrice A.

L=1,;
zak=1,...,n—1{

zaj=k+1,...,n{
(k=1)
LI
k—1)
® al(ck )
ay =05}
zaj=k+1,....,n{
zai=k+1,...,n{
k k-1 k—1
aff) = ag ™ —laaiiV 5 1))

U= A1 — (a(fH))

%)

gjk -

Sljededi teorem i formalno dokazuje egzistenciju i jedinstvenost LU faktorizacije.

Teorem 3.3.1. Neka je A € R™" i neka su determinante glavnih podmatrica
A(L: k,1: k) razlicite od nule za k =1,2,...,n—1. Tada postoji donje trokutasta
matrica L sa jedinicama na dijagonali © postoji gornje trokutasta matrica U, tako
da vrijedi A = LU. Ako takva faktorizacija A = LU postoji i ako je jos i matrica A
reqularna, onda je faktorizacija jedinstvena: postoji toéno jedna matrica L i tocno
jedna matrica U sa ovim svojstvima. Tada je i det(A) = [, ws-

Dokaz Dokazimo prvo jedinstvenost LU faktorizacije. Neka postoje dvije takve

faktorizacije,
A=LU=LU"

Ako je A regularna onda sui L, U, L', U’ takoder regularne matrice pa vrijedi
L—IL/ — U(U/>—1

U gornjoj relaciji imamo jednakost donje trokutaste i gornje trokutaste matrice —
znaci da na obe strane jednakosti stoje dijagonalne matrice. Nadalje, L i L' po
pretpostavci imaju jedinice na dijagonali, a zbog ¢injenice da se na dijagonali pro-
dukta donje trokutastih matrica nalaze produkti dijagonalinih elemenata matrica
koje se mnoze su na dijagonali od L='L’ jedinice. Dakle, L™'L' =1, tj. L = L'.
Tada jei U =U".

Dokazimo sada egzistenciju LU faktorizacije. Induktivni dokaz je zapravo veé
skiciran u opisu racunanja faktorizacije 5 x 5 matrice. Pogledajmo kako uvjeti
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teorema omoguéuju prelaz sa A® na A®HD gdje je

a1; @12 Az G4 T T a1,n—-1 Q1n
1 1 1 1 1
EEE I
0 0 azy agy T T agn—1 A3y
0 0 0 . S e : :
AR — R oW = | . . (h—1) (h-1) (h—1)
: : T Qg ?kk),k+1 T a/(kl?)
0 0 0 Apr1 k41 "7 OQktam
O 0 e 0 a‘gfl)s—‘rl Ce a/g?n)

Kako je produkt (L*) ... L)~! donje trokutasta matrica sa jedinicama na dijag-
onali, zakljucujemo da je
det(A(l: k+1,1:k+1)) = anag;a%) al(ﬂl;; % k+1 w1 7 0.

Odavde je i a,(ﬁmﬂ # 0 pa mozemo definirati matricu L*+Y koja ée ponistiti

elemente ispod dijagonale u (k + 1)-om stupcu i dati A*+D = LEFD AF) - Jasno je
da nakon kona¢no koraka dobijemo matricu AV koja je gornje trokutasta. [

Komentar 3.3.1. Primijetimo, ako je A regularna i ako ima LU faktorizaciju, onda
su nuzno i sve glavne podmatrice A(1 : k,1 : k) regularne. To slijedi iz ¢injenice
da je

k
det(A(1: k,1:k)) = l_Iun»7 k=1,...,n.
=1

3.3.4 LU faktorizacija sa pivotiranjem

Jedan ocit problem sa LU faktorizacijom koju smo opisali u prethodnoj sekciji je
da za njeno ra¢unanje prema opisanom algoritmu matrica A mora imati speci-
jalnu strukturu: sve njene glavne podmatrice do uklju¢ivo reda n — 1 moraju biti
regularne. Sljede¢i primjer ilustrira taj problem.

Primjer 3.3.2. Neka je matrica sustava Ax = b dana s

A:(‘f })
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Ova matrica je regularna, det(A) = —1, pa sustav uvijek ima rjesenje, ali A ocito
nema LU faktorizaciju. Jer,

0 1\ _ ([l 0 fun we
1 1 o 621 622 O U22

povlaci da je f1ju1; = 0, pa je f1;7 = 01ili uy; = 0, a tada je 1 = fjjupp = 0 ili
1= fglun =0.
S druge strane, matrica A reprezentira linearni sustav

0561 + X9 = bl
T +$2:b2

koji uvijek ima rjeSenje 1 = by — by, 2 = by, 1 kojeg mozemo ekvivalento zapisati
kao?

1 + my = by

0331 + Ty = bl.

SR

i o¢ito ima jednostavnu LU faktorizaciju sa L = I, U = A’. Vezu izmedu A i A’

lako opisemo matri¢no:
, (1 1\ (0 1\ /0 1
2= )=o) )
N — N——

P A

Matricu P zovemo matrica permutacije ili jednostavno permutacija. Njeno djelo-
vanje na matricu A je jednostavno permutiranje stupaca.

Matrica ovog sustava je

Da bismo ilustrirali kako zamjenama redaka uvijek mozemo dobiti LU faktor-
izaciju, vratimo se nasem 5 x 5 primjeru i pogledajmo npr. relacije (3.3.7), (3.3.8):

a1; Q12 Q13 A4 dais
(1) (1) (1) (1)
0 ay ay3 asy agy

@ @2 2

0

2
0 0 ais) Quq  Quy
0

2 2 2
0 aé3) aé4) aés)

3Zamjena redoslijeda jednadzbi ne mijenja sustav.
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1 0 000

21 00 0
u (1) ai; G2 Qi3 a4 dAis
SLSyg of | 0 ey ey oag) ay

e 0 0 af ag ay
o o ool |o 0 o) o
o) 0 0 ab ) ud
%2 g g
o o)

Neka je a%) = 0. Dakle, vise ne mozemo kao ranije definirati L®). Pogledajmo

elemente afé) i aé?. Ako su obadva jednaki nuli, onda mozemo staviti L&) = I i

nastaviti dalje. Jer, cilj transformacije L® je ponistiti ag) i a%) — ako su oni ve¢
jednaki nuli onda u ovom koraku ne treba nista raditi pa je transformacija jednaka

jediniénoj matrici. Neka je sada npr. a%) # 0. Ako definiramo matricu

1 00 0 O a1 G2 Qi3 Giq4 Aa1s
01000 0 ay ayy aby) ab)
PO=1000 0 1|, ondaje PPAP =] 10 0 a%) a%) agzg
R 00 ag g oy
00 00 0 0 azs asgy azy
Sada mozZzemo definirati matrice
10 0 00 10 0 00
01 0 00 01 0 00
00 1 00 00 1 00
2) 2)
3) _ (3)-1 _
L 00—%107@) 00%10’
Qg3 Q53
0 )
00 —3 01 00 % 01
2) B)
Qg3 Qg3

i postiéi
a1; Q12 Q13 Q14 0A1s

1 1 1 1
0 a(22) aé:a) a;4) aég

A® = [Op@ A0 — B pBLArma—| o 0 o@ o? o
0 0 0 aff aff
0 0 0 af o
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Primijetimo da je treéi redak od A® jednak petom retku od A®. Za sljedeéi
korak eliminacija provjeravamo vrijednost afli). Ako je aﬁ) # 0, postupamo kao i
ranije, tj. definiramo matricu L® kao u relaciji (3.3.9). Ako je af) = aé‘? =0,
onda mozemo staviti L® = I, jer je u tom slucaju A® veé gornje trokutasta.
Neka je aﬁ) = 0, ali aéi) # 0, tako da L™ nije definirana. Lako provjerimo da

permutacijska matrica

10000 an @iy aiy A ag
01000 0 afy afy ay) af
PY=[0 010 0| daje PY9A0 =] 0 0 o o o
00001 0 0 0 a¥ o
00010 0 0 0 af;) af{?

Kako je po pretpostavci aﬁ) = 0, mozemo staviti L®*) = I i matrica U = L4 P® A®G)

je gornje trokutasta. Sve zajedno, vrijedi relacija
U=LYpOrepdrr

Vidjeli smo ranije da je mnozenje inverza trokutastih matrica L*) jednostavno.
Medutim, mi sada imamo permutacijske matrice izmedu, pa ostaje istraziti kako
one djeluju na strukturu produkta. Primijetimo,

10 0 00 10 0 00
Loooovlo1r o 0o 01 0 00
0 1000ll0o0o 1 00 0 1 00

@ @

) 7.) _

PL 00100 00—%10—00—%01
00001 X o
00010 : 2

00 ~-28 ¢ 00 M 1 g
) el
53 53
10 0 00
L0 001 /109000
0 by Yot oo0o]
= oo 2% { gl|00100|=LOPW
a’ 00001
2) 00010
00 - o4
0
53
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Dakle, P® mozemo prebaciti s lijeve na desnu stranu od L, ako u L®) isper-
mutiramo elemente ispod dijagonale u tre¢em stupcu. Tako dobivena matrica
L® ima istu strukturu kao i L®. Na isti nacin je PG LA LD = [ALOpE) §
POLOLM — [N P ba e

U=LOPpOLO PO LA LM A — [WLG [0 p@pE) 4

t. N
@ pB) A — (7@ T BN-17 17 (1)1
PPP A= (L) HEO) A Lo
L

Produkt koji definira matricu L je iste strukture kao i ranije — dakle jednostavno
slaganje odgovaraju¢ih elemenata. Nadalje matrica

1 0000\/1000O00 10000
01 000l[01000 01000
P=PYpP® =001 00[|l00001[=]00001
0000T1[loo0oo010 00100
00010/ \00T1O00 00010

je opet matrica permutacije. Jasno je kako bi ovaj postupak izgledao opc¢enito. Na
kraju eliminacija bi vrijedilo

U= A1 — L(n—l)p(n—l)(. (LB PO (LA p@ (LW PD A))Y. .. ), (3.3.11)
(1)
A

N

A2

A®B)

i Pp=pr-bpr=2...pRPL odje neke od permutacija P*) mogu biti jednake
identitetama (jediniénim matricama).
[lustrirajmo opisanu proceduru jednim numerickim primjerom.

Primjer 3.3.3. Neka je

A:

— Ot N
=~ = =
—o

S O =

3

Najvedi element u prvom stupcu od A je na poziciji (3,1) — to znaci da prvi pivot
maksimiziramo ako zamijenimo prvi i tre¢i redak od A. Tu zamjenu realizira
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permutacija P, gdje je

0 0
0 1
(1) _
P = 10
0 0
Sada definiramo
1 0 00
-2 100
1) — 5
L —%010 ’
-+ 001

o O O =

paje AV =L0plA =

= = N Ot

== = =

— R = =
W = o O

S O OO ot
ol Zoimenies =
alba|getes =

W = O O©

Sljede¢i pivot je maksimiziran permutacijom P, gdje je

P2 —

S O O+
_— o O O
O = O O

Sljededi korak eliminacija glasi

1 0 00
0 1 00

@ —
L_O—lig1o
0 —% 01

OO = O

Y

PR A0

S O O Ut

ey =

A = [ p@40) =

G| geths =
D= W o

[~ o

—
—

)

S

O O O Ot
o oulg m
SlezlBoe —

—_
©

Sljedeéa permutacija je identiteta, P®) = I, pa u zadnjem koraku imamo

_ o O

LB —

o O O
o O = O
_ oo O O

69

7 AB) = 1B pB) 4(2) —

5 1 1 0
19 4
0 b b
P
0 0 0 I

Sada primijetimo da je A® = LG LA PR LM PM A gdje je

P —

_— o O O
o= O O

o O = O

o O = O

O = OO
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bcz

Dakle, U = A®) = LG LA LO PR PM A Ako stavimo P = P PM onda vrijedi

0010\ /1141 511 0
00012116 141 3
PA =17 000lls5 1107|1141
0100/ \1 413 21 1 6
1000\ /1 0 00\/10 0 0
L1 00|fo 1 00|01 00
= 11 4 U
Lot1offo 2 10]]oo0 1 0
2001/\0 201)\00 21

1 0 0 0\ /5 1 1 0

1 19 4

1 0 0 039—3

:ii1o oo@7

3 Y 191

O 11 lo o o 2

5 19 69 1311

Dakle, mozemo zakljuciti sljedece:

& Za proizvoljnu n X n matricu A postoji permutacija P tako da Gaussove
eliminacije daju LU faktorizaciju od PA, tj. PA = LU, gdje je L donje
trokutasta matrica sa jedinicama na dijagonali, a U je gornje trokutasta ma-
trica. Permutaciju P moZemo odabrati tako da su svi elementi matrice L po
apsolutnoj vrijednosti najvise jednaki jedinici.

Preciznije, vrijedi sljede¢i teorem :
Teorem 3.3.2. Neka je A € R™" proizvoljna matrica. Tada postoji permutacija

P takva da Gaussove eliminacije daju LU faktorizaciju PA = LU matrice PA.
Matrica L = (&-j) je donge trokutasta sa jedinicama na dijagonali, a U je gomje

trokutasta. Pritome, ako je P produkt od p inverzija, vrijedi da je det(A H Ug; -

Ako su matrice P odabrane tako da vrijedi

(PR AFD) ) = kfgfgl\(P(k)A(kfl))jM

onda je

k). | = =
1905, 2%, 10l = g el = 1

U tom sluc¢aju faktorizaciju PA = LU zovemo LU faktorizacijom sa (standardnim)
pivotiranjem redaka.
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Dokaz: Za pocetak, primijetimo da za matricu

G

k) — ( Iy 0 ) Y | )
0 v I,_)’ ('k)

gnk

i permutaciju Il € §,, oblika

vrijedi

I 0 I 0 .
mL® — Sk . — K IT=LW™II.
(O ankv Hn—k 0 Hn—kzv In—k

Nadalje, svaka permutacija II oblika
I, 0 .
H—(O ﬂnm), m>k, I1e€S, .,

je trivijalno i oblika

(L 0N = (L.x 0
II = (0 ﬁnk) ) Hn—k - ( 0 ﬂnm> € Sn—k:a

pa je mnozenje analogno slu¢aju m = k. Kratko kazemo da “II prolazi kroz L*)”.
Nadalje, jasno je da u svakom koraku mozemo odrediti permutaciju P*) tako da
postoji donje trokutasta transformacija L*) sa jedinicama na dijagonali za koju
L") pk) A-=1) ima sve nule ispod dijagonale u k-tom stupcu. Dakle, kao u relaciji
(3.3.11), mozemo posti¢i da je U = A= gornje trokutasta matrica. U produktu

U = L)) pn=1) [ (n=2) p(n=2) [ (n=3) p(n=3) 1 (n=4) p(n—4) | 1(2) p(2) (1) p(1) 4
je P*+1) oblika

P(k+1) = (Ig 1210 > ) ﬁ c Sn—k7
n—k

sto znacéi da P~V prolazi kroz L2 produkt P"~YP"=2) prolazi kroz L"=3),

produkt P P(=2) p(»=3) prolazi kroz L™= itd.

Ako stavimo P = P(»=Dpr=2) ... p@) p() onda je

U= Dim2. . f@fhpy

odakle kao i ranije dobijemo PA = LU. Jasno je da strategija odabira permutacija
iz iskaza teorema osigurava da su svi elementi od L po apsolutnoj vrijednosti
najvise jednaki jedinici. O
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3.3.5 Numericka svojstva Gaussovih eliminacija

U prethodnim sekcijama smo se Gaussovim eliminacijama bavili u okvirima lin-
earne algebre. Preciznije, nismo razmatrali prakticne detalje realizacije izvedenih
algoritama na racunalu. Zapravo, termin prakticni detalji bi trebalo ¢itati kao
problemi. Zasto?

Racunalo je ogranicen, konacan stroj. Imamo ograni¢enu koli¢inu memorijskog
prostora u kojem mozemo drzati polazne podatke, medurezultate i rezultate racunanja.*
Umjesto skupa realnih brojeva R imamo njegovu aproksimaciju pomoc¢u konacno
mnogo strojnih brojeva (strojni brojevi su zapravo konacan skup razlomaka) $to
znac¢i da racunske operacije ne mozemo izvrsavati niti tocno niti rezultat mozemo
po volji dobro aproksimirati.

Za one citatelje koji nisu svladali osnove numerickih operacija linearne algebre na
racunalu, kao i za one koji taj materijal zele ponoviti, osnovne ¢injenice su dane u
dodatku u sekciji 3.3.9. Preporucamo da citatelj svakako baci pogled na tu sekciju
prije nastavka Citanja ovog materijala.

Prakticno je odvojeno analizirati LU faktorizaciju i rjesenje trokutastog sustava.
Pocinjemo sa LU faktorizacijom, gdje nas o¢ekuje niz zanimljivih zakljucaka.

3.3.6 Analiza LU faktorizacije. Vaznost pivotiranja.

Prije nego predemo na numericku analizu algoritma, pogledajmo kako ga mozemo
implementirati na racunalu s minimalnim koristenjem dodatnog memorijskog pros-
tora. Prisjetimo se naseg 5 x 5 primjera i relacije (3.3.10):

1 0 0 0

e T I B

an 1) a1 Q12 a13 Q14 QA1s
a a 1 1 1 1
1 G g & asy) aly aby)

_ | ann a(l)
A= t

o O O O
Q
)
)
=
=

a a a
~ 5 5 10 e e
UL gy  ag 0 0 0 a¥
h B e . ,
51 @sp @53 54 4 77
a (1) (2) (3)
N\TLIL gy azy Gy
L

4Svaka operacija zahtijeva izvjesno vrijeme izvrsavanja pa je ukupno trajanje algoritma
takoder vazan faktor. U ovoj sekciji ¢emo prvenstveno analizirati problem to¢nosti.
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Vidimo da je za spremiti sve elemente matrica L i U dovoljno n? varijabli (lokacija
u memoriji), dakle onoliko koliko zauzima originalna matrica A. Ako pazljivo
pogledamo proces racunanja LU faktorizacije, uocavamo da ga mozemo izvesti
tako da matrica U ostane zapisana u gornjem trokutu matrice A, a strogo donji
trokut matrice L bude napisan na mjestu elemenata strogo donjeg trokuta polazne
matrice A. Kako matrica L po definiciji ima jedinice na dijagonali, te elemente ne
treba nigdje posebno zapisivati. Na taj nacin se elementi polazne matrice gube, a
rac¢unanje mozemo shvatiti kao promjenu sadrzaja polja A koje sadrzi matricu A:

a1; Qa2 Az Aaia Qs

21 (1) (1) n M
-~ Qoo Qg3 Qgq Aoy
api; Qaiz @13 Q14 Ais (1)
azr  Ggg (2) 2 (2
Qo1 @22 QA23 QA24 Q25 PR Qg3 Gzqy Qg
_ 11 a
A= las azp azp ay azp | — IO
A1 Q42 Q43 Q4q Q45 N - a? oy
1 2
as1 Gs2 (53 G54 Asp a1 a%z) a%;
1) 2) (3)
51 Qgzp Qg3 Agy a(4)
— O = 3 s
a (1) (2) 3)
L a9y agz  Qyy
Sve matrice A% k = 1.2.....n — 1 su pohranjene u istom n x n polju koje na
) ) ) )

pocetku sadrzi matricu A = A(®. Na ovaj nacin zapis algoritma 3.3.3 postaje jos
jednostavniji i elegantniji.

Algoritam 3.3.4. Racunanje LU faktorizacije matrice A bez dodatne memorije.

zak=1...,n—1{
zaj:k—i-l,...,n.{
AGR) = 500 )
zaj=k+1,....,n{
zai=k+1,...,n{

Primijetimo da smo koristili oznake uobicajene u programskim jezicima — ele-
ment matrice (dvodimenzionalnog polja) smo oznacili s A(4, j). Isto tako, vidimo
da konkretna realizacija algoritma na racunalu ukljucuje dodatne trikove i modi-
fikacije kako bi se §to racionalnije koristili resursi racunala (npr. memorija). Do-
datnu paznju zahtijeva izvodenje aritmetickih operacija pri cemu ne mozemo izbjeci
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greske zaokruzivanja.

Analiza gresaka zaokruzivanja je ponekad tehnicki komplicirana. Ono $to je vazno
uociti je da cilj takve analize nije jednostavno tehnicko prebrojavanje svih gresaka
zaokruzivanja nego izvodenje slozenijih i dubljih zakljucaka o numerickoj stabil-
nosti algoritma i o pouzdanosti koristenja dobivenih rezultata.

Da bismo dobili ideju o kvaliteti izracunate faktorizacije, analizirat ¢emo primjer

faktorizacije 4 x 4 matrice

a1
21
asi
41

A=

12
22
a32
Q42

a3
Q23
as3
43

14
24
34
Q44

Izracunate aproksimacije matrica L = (¢;;) i U = (u;;) ¢emo oznagiti s L= (lzj)

iU = (ﬂw) Kao u opisu algoritam za racunanje LU faktorizacije u sekciji 3.3.3,
koristit éemo matrice L i transformacije oblika A® = LOACCD =1 .. n—1.
[zracunate aproksimacije oznacavamo s L0 i AW,

Primijetimo da je prvi redak matrice U jednak prvom retku polazne matrice A,

a2

Ugo
0
0

a13
U3
Uss

0

Q14
Uag
Usg
Ugy

, Ui; = Ay, ]:1,,4

Sada umjesto matrica LM i A®M = LM A imamo izra¢unate matrice

Uy Uz Uiz Upa 11
U: 0  Ugp Uz Uoa _ 0
0 0 7133 1~L34 0
0 0 0 Uy 0
1 0 0 0
o _ | 100
—ligl 010
-l 0 01
ail a2
~ 0
AL —
0
0 a4 6l © U
Ujp Uiz Uz Ug
_ 0wz Uz U
0 * * *
0 * * *

, Uy = Qg5 © Loy © Uy, J

2 a13

(22 © {21 O Uz a3 O {21 © U3
azp © U1 © Uiz az3 © L1 © Usg
43 O Ly1 © Uss

(14
az4 © Ly © Uy
(34 © {31 © U4
(g © Ly1 © Urg

=2,3,4.
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Ovdje smo sa * oznacili one elemente koje ¢emo mijenjati u sljede¢em koraku.
Primijetimo da su u prva dva retka matrice A1) veé izracunata prva dva retka
matrice U. U sljede¢em koraku racunamo

1 0 00
= 0 1 00
@ = "
- 0 =3 10
0 —€42 0 1
a1l a2 ais a4
A@ = 0 - Ugz ) Uy
0 0 (azz© l31 © ti13) © Uy © Uy (as1 © l31 © Uyg) © U3y © gy
11 Uiz Uiz Uig
0 a22 77/23 ﬂ24 - . ~ _ ‘
T lo 0w am| T (azj © la1tin;) © L2 © Ugj, J = 3,4.
0

0 * *

I, u zadnjem koraku je ostala transformacija

S OO
o O = O
= OO
_ o O O

43
koja primjenom na A® daje i preostali element matrice U,
liar = ((aaa © €y © Ting) © Lag © Tina) © L4z © iz,

Uocavamo da se elementi u;; racunaju prema formuli

i—1
uij:aij_zgimumja 2<:<n, 1 <j5<n,

m=1

pri cemu je uy; = a1j, 1 < j < n. Ovu formulu je lako provjeriti raspisivanjem
produkta A = LU po elementima. U nasem algoritmu, zbog gresaka zaokruzivanja,
vrijedi

ﬂij = ( .. ((ai]‘ ) gil ® fblj) ) Zig ® '&/2]‘) e ) ) gi7i—1 ® ﬂi—l,j' (3312)
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Formula (3.3.12) je samo specijalan slucaj ra¢unanja opcenitog izraza oblika
§ = V1w & Vowg £ VW3 -+ L VHWy,
pri cemu se koristi algoritam

Wij = Qij 5
zam=1,...,i—1{
Uij = U5 © lim © Uy ; }

Koristed Propoziciju 3.3.8, zaklju¢ujemo da postoje &;;, Cijm tako da je u (3.3.12)

[y

aij = aij(l + gzj) - ~z'mamj(l + Cijm)' (3313)
1

3
I

Pri tome je za sve i, j, m

ne
- < .
’52]‘7 ’ngm‘ = 1 — ne
Relaciju (3.3.13) mozemo procitati i kao
ij = Z gimﬂmj + 0aij, Oa;; = Z gz‘mﬁ'mjgijm — &jaij, (3.3.14)
m=1 m=1

gdje smo w;; napisali kao lziﬁij(l + Giji), Uz ;=11 Giji = 0.
Time smo dokazali sljedeéi teorem.
Teorem 3.3.3. Neka je algoritam 3.5.4 primijenjen na matricu A € R™" i neka

su uspjesno izvrsene sve njegove operacije. Ako su L 1 U izracunati trokutasti
faktori, onda je

ne

-~ ~ o~ 2ne - -~
LU =A+06A, [0A| < A L < ——|L
U = A+3A, [0A] < 72— (1Al + |LIIT)) < -=o—|LIIT,

1 —ne
gdje prva nejednakost vrijedi za ne < 1, a druga za 2ne < 1.

Komentar 3.3.2. Rezultat teorema zasluzuje poseban komentar. Nasa analiza nije
dala odgovor na pitanje koliko su L i U daleko od toénih matrica L i U. Um-
jesto toga, dobili smo zakljucak da L i U ¢ine egzaktnu LU faktorizaciju matrice
A+JA. Drugim rije¢ima, ako bismo A promijenili u A+ J§A i zatim uzeli egzaktnu
faktorizaciju, dobili bismo upravo L i U. Ovu situaciju mozemo ilustrirati komuta-
tivnim dijagramom na slici 3.5. Dobiveni rezultat je u praksi od izuzetne vaznosti.
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Jer, Cesto je u primjenama nemoguce raditi sa egzaktnim podacima — matrica A
moze biti rezultat mjerenja ili nekih prethodnih prorac¢una, dakle netoéna. Ako
je egzaktna (nepoznata) matrica A1 A = A+ A, onda je LU = A+ A+ 6A i
LU = A+ 6A. Ako su 0A i §A usporedivi po veli¢ini, onda mozemo u mnogim
primjenama L i U smatrati jednako dobrim kao i L i U.

A 1Zracunato Z~L, U

perturbacija egzaktna faktorizacija
podataka

A+0A

Slika 3.5: Komutativne dijagram LU faktorizacije u aritmetici konacne preciznosti.
Izracunati rezultat je ekvivalentan egzaktnom racunu sa promijenjenim polaznim
podacima.

Iz prethodne analize je jasno da je 6A mala ako produkt |L||U]| nije prevelik u
usporedbi s |A|. To na zalost nije osigurano u LU faktorizaciji. Sljedeéi primjer
pokazuje numericku nestabilnost algoritma.

Primjer 3.3.4. Neka je o mali parametar, || < 1, i neka je matrica A definirana

s
a 1
().
U egzaktnom racunanju imamo

L&Y — 11 ! LEYA = “ 11
= 1) 0 1— -]’
@] 0]

pa je LU faktorizacija matrice A dana s

GG )62

4 —— — ——
L U



POGLAVLJE 3. ITERATIVNE METODE ZA AX =B 82

Pretpostavimo sada da ovaj racun provodimo na rac¢unalu u aritmetici sa 8 deci-
malnih znamenki, tj. sa tocnosti e ~ 107°. Neka je |a| < e, npr. neka je a = 107",
Kako je problem jednostavan, vrijedi fo; = lo1(1+€1), |61] < €, U1 = w1, Ui = Ugo
! 1
172221@1@&:—1@04:—5(1—1—61).

Primijetimo da je

2e
“1l—-¢

U9 — U22

U292

Dakle svi elementi matrica L i U su izracunati sa malom relativnom pogreskom.
Sjetimo se da je ovaj primjer najavljen kao primjer numericke nestabilnosti procesa
eliminacija, odnosno LU faktorizacije. Gdje je tu nestabilnost ako su svi izracunati
elementi matrica L i U gotovo jednaki toénim vrijednostima? Odstupanje (rela-
tivna greska) je najvise reda velicine dvije greske zaokruzivanja — gdje je onda
problem?

Izracunajmo (egzaktno) L

=(,0, 1)( ha) = (6 3):@+<8 )

———
A 0A

Primijetimo da d A ne mozemo smatrati malom perturbacijom polazne matrice A
— jedan od najvecih elemenata u matrici A, ass = 1, je promijenjen u nulu. Ako
bismo koriste¢i L i U pokusali rijesiti linearni sustav Az = b, zapravo bismo radili
na sustavu (A+0A)z = b. Teka da dobijemo osjecaj kako katastrofalno los rezultat
mozemo dobiti, pogledajmo linearne sustave

G E)=6) (o) ()=6)

Njihova rjesenja su

—1

()= (2] <00 6)-(%)

a—1

Vidimo da se x; i 27 potpuno razlikuju. Zakljucujemo da Gaussove eliminacije
mogu biti numeric¢ki nestabilne — dovoljna je jedna greska zaokruzivanja “ u krivo
vrijeme na krivom mjestu” pa da dobiveni rezultat bude potpuno netocan.
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Komentar 3.3.3. T ovaj primjer zasluzuje komentar. Vidimo da katastrofalno velika
greska nije uzrokovana akumuliranjem velikog broja gresaka zaokruzivanja. Cijeli
problem je u samo jednoj aritmetickoj operaciji (pri ra¢unanju uss) koja je zapravo
izvedena jako to¢no, sa malom greskom zaokruzivanja. Cilj numericke analize
algoritma je da otkrije mogucée uzroke nestabilnosti, objasni fenomene vezane za
numericku nestabilnost i ponudi rjesenja za njihovo uklanjanje.

Primijetimo da je nestabilnost ilustrirana u primjeru u skladu sa teoremom 3.3.3.
Naime, ako izracunamo |L||U| dobijemo

A ] 1
’L”U’_<1+e 20@al)’

gdjeje 1+e = a(10a), |¢| < e . Kako je na poziciji (2,2) u matrici | L||U| element
koji je reda veli¢ine 1/|a| > 1/e, vidimo da nam teorem ne moze garantirati mali

0A.

Jasno nam je da je, zbog nenegativnosti matrica |L| i |U|, mali produkt |L||U]
mogu¢ samo ako su elementi od L i U mali po apsolutnoj vrijednosti. Pogledajmo
nastavak primjera 3.3.4.

Primjer 3.3.5. Neka je A matrica iz primjera 3.3.4. Zamijenimo joj poredak

redaka,
) (0 1\ (o 1) (1 1
A_PA_<1 O)(l 1>_(a 1)'

LU faktorizacija matrice A’ = LU je

(o) =(a D)0 1 ta)

Ako je |a| < e, onda su izracunate matrice

- 10y ~ (11
(o) =)

i vrijedi

Primijetimo i da je produkt

~ 1 1
ILIIUT= (|a| l—l—a)
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po elementima istog reda velicine kao i | A’|. Dakle, u ovom primjeru je bilo dovoljno
zamijeniti poredak redaka u A (redoslijed jednadzbi) pa da imamo garantirano
dobru faktorizaciju u smislu da je LU = A" + § A’ sa malom perturbacijom §A’.

Iz prethodnih primjera i diskusija je jasno da standardno pivotiranje redaka,
koje osigurava da su u matrici L svi elementi po apsolutnoj vrijednosti najvise
jednaki jedinici®, doprinosi numerickoj stabilnosti. Naime, lako se vidi sa su tada i
svi elementi matrice ]L] manji ili jednaki od jedan. U tom slucaju velicina produkta
|L||U| bitno ovisi o elementlma matrice U. S druge strane, elementi matrice U su
dobiveni iz matrica A®), k = 0, 1,...,n—1, pa je broj

max a(k)

p— 0k (3.3.15)

max a;;
ij

dobra mjera za relativni rast (u odnosu na A) elemenata u produktu |L||U]. Broj
p zovemo faktor rasta elemenata u LU faktorizaciji i definiran je bez obzira da
li koristimo pivotiranje redaka. Primijetimo da u analizi gresaka zaokruzivanja
pivotiranje ne predstavlja dodatnu tehnicku poteskoéu, pa odmah mozemo iskazati
sljededi teorem.

Teorem 3.3.4. Neka je LU faktorizacija n X n matrice A izracunata sa pivoti-
ranjem redaka u aritmetici sa relativnom tocnosti € © neka su L + U dobivene
aproksimacije za L i+ U. Ako je pri tome koristena permutacija P, onda je

-~ 2ne
LU = P(A+384), |5A| < 7= —P"|L||T].

Specijalno je, bez obzira na pivotiranje,
[6A]r < O(n*)ep||All .

Dokaz: Nakon ponovnog c¢itanja dokaza teorema 3.3.2 bi trebalo biti jasno
da permutacije prolaze kroz elementarne transformacije L® neovisno o tocnosti
racunanja (egzaktno ili do na greske zaokruzivanja). Dakle, mozemo zakljuciti da
cak i racunanje faktorizacije s pivotiranjem na stroju odgovara racunu bez pivoti-
ranja ali sa polaznom matricom A’ = PA. Sada primjenom teorema 3.3.3 dobijemo

da vrijedi

BT = A 464, |54 < —2"C 15110,
1—2ne

5Vidi teorem 3.3.2.
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Kako je A"+ 6A" = P(A + P70A’), stavljanjem JA = P70A’ dobivamo tvrdnju
teorema. Primijetimo i da je, bez obzira da li pivotiramo retke ili ne,

2ne nn+1) /nn+1
ol < 2 frn D) [l D)y,

O
Razlika u numerickoj stabilnosti koju donosi pivotiranje redaka je bolje ponasanje
parmetra p, tj. pivotiranjem mozemo osigurati umjeren rast elemenata u toku LU
faktorizacije. U primjeru 3.3.4 smo vidjeli da u LU faktorizaciji bez pivotiranja
rast elemenata tokom faktorizacije moze biti po volji veliki. Sljede¢a propozicija
pokazuje da u slucaju pivotiranja redaka faktor p ima gornju ogradu koja je funkcija
samo dimenzije problema.

Propozicija 3.3.5. Ako LU faktorizaciju racunamo s pivotiranjem redaka u arit-
metici sa maksimalnom greskom zaokruZivanja €, onda je

p S 2n—1(1 4 8)2(n_1).
Specijalno je u sluéaju egzaktnog racunanja p < 271,

Dokaz: Dokaz ostavljamo citatelju za vjezbu. [
Primijetimo da je gornja ograda za p reda velicine 2", $to brzo raste kao funkcija od
n. Postoje primjeri na kojima se ta gornja ograda i dostize. Ipak, iskustvo iz prakse
govori da su takvi primjeri rijetki i da je LU faktorizacija sa pivotiranjem redaka
dobar algoritam za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Mozemo zakljuciti i
preporuciti sljedece:

& Gaussove eliminacije, odnosno LU faktorizaciju, valja u praksi wvijek raditi
sa pivotiranjem redaka.

3.3.7 Analiza numerickog rjesenja trokutastog sustava

Kako smo vidjeli u sekciji 3.3.2, trokutaste sustave rjesavamo jednostavnim i el-
egantnim supstitucijama naprijed ili unazad. Ta jednostavnost se odrazava i na
dobra numericka svojstva supstitucija, kada ih provedemo na racunalu. Sljedeca
propozicija opisuje kvalitetu numericki izracunatog rjesenja trokutastog sustava
jednadzbi.
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Propozicija 3.3.6. Neka je T' donje (gornje) trokutasta matrica reda n i neka je
sustav Tv = d rijeSen supstitucijama naprijed (unazad) kako je opisano u sekciji
3.3.2. Ako je v rjesenje dobiveno primjenom strojne aritmetike preciznosti €, onda
postoji donje (gornje) trokutasta matrica 5T tako da vrijedi

(T+0T)o=d, [0T| <n|T|, 0<n < e

—ne’

Dokaz: Dokaz zbog jednostavnosti provodimo samo za donje trokutastu matricu
T. Pretpostavljamo da se i—ta komponenta rjeSenja za ¢ > 1 racuna na sljedeci
nacin:
0; =T OV ;
zaj=2,...,i—1{

{)z:ﬁz@j—‘z]@@] ) }

U= (d; o0) 0T .
Primjenom pravila strojne aritmetike dobijemo® o, = (d1/T11)(1 + €1), |e1| < €, te
zat=2...,m

i—1
di = > Ty(1+ ()7
b= =1 \C'!<ﬂ le1i] < e, e <e
[ ﬂz ) ]_1_(2._1)67 li]l = & 24 > €.

(1 + 61?1‘)<1 + 627i>
]

Komentar 3.3.4. Koliko god da je prethodni rezultat tehnicki jednostavan, valja
naglasiti da je zakljucak o tocnosti rjeSenja trokutastog sustava vazan: izracunato
rjesenje zadovoljava trokutasti sustav sa matricom koeficijenata koja se po elemen-
tima malo razlikuje od zadane. Pojednostavljeno govoreéi, ako radimo sa € ~ 1078
i ako je n = 1000, onda izracunati vektor @ zadovoljava T% = d, gdje se elemeni od
T i T poklapaju u barem 5 decimalnih znamenki (od 8 na koliko je zadana matrica
T).

3.3.8 Tocnost izracunatog rjeSenja sustava

Sada nam ostaje napraviti kompoziciju dobivenih rezultata i ocijeniti koliko tocno
mozemo na racunalu rijesiti linearni sustav Ax = b u kojem smo izrac¢uali LU fak-
torizaciju PA = LU i supstitucijama naprijed i unazad izracunali x = U~ (L~(Pb)).

6Vidi sekciju 3.3.9.
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Kako smo vidjeli u prethodnim sekcijama permutacija P se moze (za potrebe anal-
ize) odmah primjeniti na polazne podatke i numericku analizu mozemo provesti
bez pivotiranja. Kako to pojednostavljuje oznake, mi ¢emo pretpostaviti da su
na polazne podatke A i b ve¢ primijenjene zamjene redaka, tako da su formule
jednostavno A = LU iz = U~} (L™'b)).

Neka su L i U izracunate trokutaste matrice, gdje je LU = A+ § A, kao u teoremu
3.3.3. Izracunato rjesenje § sustava Ly = b zadovoljava (prema propoziciji 3.3.6)

ne

(L+0L)j =0, |0L] < L.

1 —ne
Na isti nacin rjeSenje z sustava Uz = y zadovoljava

(U +a0)i =7, [8U] < U],

ne
1—ne

Dakle, (L + 6L)(U + 6U)& = b, tj.

(A+6A+E)i=b, E = L6U +6LU + 6LoU,
|E| < |L||6U]| + |6L||U| + |6 L||6T|.

Time smo dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 3.3.7. Neka je & rjesenje reqularnog n X n sustava jednadzbi Ax = b, do-
biveno Gaussovim eliminacijama sa pivotiranjem redaka. Tada postoji perturbacija
AA za koju vrijedi

one s~
A+ AA)z =0, |AAl < ——P7|L||U|.
Ovdje je P permutacija koja realizira zamjenu redaka. Takoder pretpostavijamo da

je2ne <1.

Na kraju ove sekcije, pokazimo kako cijeli algoritam na ra¢unalu mozemo imple-
mentirati bez dodatne memorije. Kako smo prije vidjeli, LU faktorizaciju mozemo
napraviti tako da L i U smjestimo u matricu A. Sada jo$ primijetimo da sustave
Ly = b i Uzx = y mozemo rijesiti tako da y i £ u memoriju zapisujemo na mjesto
vektora b. Tako dobijemo sljede¢u implementaciju Gaussovih eliminacija:

Algoritam 3.3.5. Rjesavanje trokutastog sustava jednadzbi Az = b Gaussovim
eliminacijama bez dodatne memorije.
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/* LU faktorizacija, A = LU */
zak=1...,n—1{
zaj=k+1,...,n{
. A(g, k)
A =00 )
zaj=k+1,....,n{
zai=k+1,...,n{
/* Rjesavanje sustava Ly = b, y napisan na mjesto b. */
zai=2,...,n{
zaj=1,...,i—1{
b(i) = b(i) — A(4,7)b(j) ; } }
/*Rjesavanje sustava Ux = y, x napisan na mjesto b.*/
b(n) = b(n)/A(n, ) ;

zai=n—1,...,1{

3.3.9 Dodatak: Osnove matri¢énog racuna na racunalu

Na racunalu opc¢enito ne mozemo egzaktno izvrSavati aritmeticke operacije. Rezul-
tat zbrajanja, oduzimanja, mnozenja ili dijeljenja dva strojna broja x i y je po
definiciji strojni broj koji je najblizi egzaktnom zbroju, razlici, umnosku, odnosno
kvocijentu x i y. Pri tome je relativna greska tako izvedenih operacija manja
ili jednaka polovini najvec¢eg relativnog razmaka dva susjedna strojna broja. Na
primjer, u standardnoj jednostrukoj preciznosti (32-bitna reprezentacija) je rela-
tivni razmak susjednih brojeva omeden s 2723 pa je relativna greska aritmetickih
operacija najvise € ~ 1078,
Navedena pravila za izvrsavanje elementarnih aritmetickih operacija lako zapisemo
na sljedeci nacin:

zbrajanje: c @y = (x+y)(1+e), |a]<e

oduzimanje: zoy = (r—y)(1+e€), | <e
mnozenje: t Oy = zy(l+e;), |e3] <e

dijeljenje: z 0y = £(1+€4)» leal < e, y#0.
(Y

Ove relacije vrijede ako su rezultati navedenih operacija po apsolutnoj vrijednosti
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u inervalu (u, M) gdje je npr. u 32-bitnoj reprezentaciji yu = 2726 ~ 1073
najmanji a M = (1 + 271 + -+ 4+ 2723)2127 ~ 108 najveéi normalizirani strojni
broj. (U dvostrukoj preciznosti (64-bitna reprezentacija brojeva) je yu ~ 107308
M =~ 10%%.) Analiza za rezultate izvan intervala (u, M) je nesto sloZenija pa je
nec¢emo raditi.

Kako na racunalu izgledaju osnovne operacije linearne algebre? Lako se uvjerimo
da je veéina operacija (skalarni produkt, norma, linearne kombinacije, matri¢ne
operacije) bazirana na racunanju

m
S = E TiYi,
=1

gdje su x;, y; skalari (realni ili kompleksni brojevi ili njihove aproksimacije na
racunalu). Ako s racunamo na standardan nacin, u ra¢unalu dobijemo, npr. sa
m = 4, izraz oblika

§=((((r101) 12O 1) D3 OY3) DTy © Ya).

Sustavnom primjenom osnovnih svojstava aritmetike na stroju, lako se provjeri da
je

5 = ((m1yn(1+ 1) + m2ya(1 + €2)) (1 + &2) + 73y3(1 + €3)) (1 + &3)
F24y4(1 4 €4) ) (1 + &4)
= oy (L +e)(1+ &)1+ &)1+ &) +aay2 (L4 €) (1 + &)(1+ &) (1 + &)
1+¢1 1

,t<

2
Fagys (1+e3)(1+ &)1+ &) taaya (1 +ea)(1+ &) = Z zyi(1+ G),

~—
14+¢3 1+C4

gdje su sve vrijednosti ¢;, £ po modulu manje od €. Sada je jasno kako bi izgledala
formula za proizvoljan broj od m sumanada. Primijetimo da 14 mozemo ocijeniti
S

1 ™me
1—me <14 < , tj. vrijedi \§k|< k=1,2,...,m.
—me —meg’
Propozicija 3.3.8. Neka su x1,...,%Zm, Y1,...,Ym brojevi u racunalu, m > 1.

Ako vrijednost s = g x;y; racunamo kao
i=1
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§:x1®yl ;
za1=2,...,m{

onda postoje brojevi (;, i = 1,...,m, tako da vrijedi

m
522 zayi(1+G), |Gl < L i=1,2,....m.

me

Dokaz: Dokaz smo ve¢ skicirali na primjeru m = 4. Ocito je formalni dokaz
najlakse izvesti matematickom indukcijom po m. Dovoljno je primijetiti da je u
koraku indukcije

5D Tmi1 OYmi1 = (B34 T 1Ymrr(1+w))(1 +w2)
51+ wa) + T 1Ym1 (L +wi) (I +w2), Jwi| <€, |wo| <e,

tedajel —(m+1)e<(1—¢e)(1—me)i

l+e <14 (m+1)e ‘
1 —me 1—(m+1)e

3.4 Teorija perturbacija za linearne sustave

Iz prethodnih razmatranja je jasno da u primjenama rijetko mozemo izracunati
egzaktno rjeSenje sustava Ax = b. Jer, i formiranje samog sustava (racunanje
koeficijenata sustava i desne strane) i njegovo rjesavanje na racunalu uzrokuju
greske. Analizom tih gresaka dolazimo do zakljucka da izracunata aproksimacija
rjesenja & = x+ dx zadovoljava tzv. perturbirani sustav, (A+dJdA)(x+dz) = b+ 0b.
Sada se postavlja pitanje kako ocijeniti veli¢inu greske dx = & — x, ako je poznata
informacija o veli¢ini gresaka dA i db.

U primjeru 3.3.4 smo vidjeli da ¢ak i mala perturbacija § A moze potpuno promi-
jeniti rjesenje z. Kako mi u realnoj primjeni ne znamo tocno rjesenje, cilj nam je
otkriti kako mozemo iz matrice A i vektora b dobiti ne samo (Sto je moguce bolju)
aproksimaciju , nego i procjenu koliko je ta aproksimacija dobra.

Za pocetak teorijske analize, promotrimo jednostavniji slucaj u kojem je 6b = 0.
Dakle, jedina perturbacija je ona koja A promijeni u A+ JA. Zbog jednostavnosti
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¢emo promatrati samo (inace, vazan) slu¢aj u kojem je matrica koeficijenata A+J§A
i dalje regularna, pa je x + dx jedinstveno odreden.

Iz jednakosti A + 6A = A(I + A716A) vidimo da je regularnost matrice A +
dA osigurana ako je I + A710A regularna. Uvjet pod kojim mozemo garantirati
regularnost matrice I + A1 A daje sljede¢a propozicija.

Koristec¢i ovu propoziciju, regularnost matrice A4 0 A obi¢no osiguravamo tako da
zahtijevamo da je ||[A7'dA|| < 1. Izbor matriéne norme || - || ovisi o konkretnoj
situaciji, npr. o tipu informacije o d A ili o teorijskim rezultatima koje koristimo u
analizi. Neka je matricna norma jednaka Frobeniusovoj normi, || - || = || - || r,

n

> 1XG? = Virag(X7X).

ij=1

1X1lr =

Informacija o perturbaciji 0 A je vazan faktor u razvoju analize. Neka je na primjer
zadano (poznato) da je

__ 15A]

1Al 7

mali broj, tj. da je perturbacija mala po normi. Regularnost matrice A 4+ 0A je
osigurana ako je npr.

<1

1
< TV
[A[l £ [l A=

Tada je ||[A710Allr < 1i(A+6A) = ([T + A 6A) A paxt = (A+04)71b
mozemo pisati kao

1A FI0AlF = e(1AIlFIAIF) <1, tj. e

F=I+A AT A =T+ A6A) 2, tj. (I +A15A)T = .
Znaci, x — 7 = A"15AZ, pa je
lo =2l < AT 0A| e[| ]2
Kako je [|[A710A||r < ||A7Y|F||0A]| 7, dobijamo

15A] 7
[l 7

|l = 22
1112

<A FlIAllr = e A7 [ FlAllr. (3.4.1)

Relacija (3.4.1) pokazuje da relativna greska u izracunatom rjesenju & moze biti
uveéana najvise sa faktorom rkp(A) = [|[A7||p||Al|F u odnosu na relativhu prom-
jenu € = [|0A|| /|| AllF u polaznoj matrici A.
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3.4.1 Perturbacije male po normi

Sljedeci teorem daje potpuni opis greske ako je perturbacija dana po normi. Opéenito
¢emo promatratiidA i 6b, a mjerenja perturbacija ¢e biti u proizvoljnoj vektorskoj
normi || - || i pripadnoj matriénoj normi || - ||.

Teorem 3.4.1. Neka je Ax =b, (A+6A)(z+dz) = b+ b, gdje je ||6A| < €||A]],
108l1 < ellll. Ako je A A] < 1, onda je

|6 || € (HA*HHbH 1 e A7 Al
< + | AT[JAll) <2 :
| = 1 —€[|A-L|[|A]l (Ea 1 — €| AL[|| Al

Pri tome postoje perturbacije 6 A i 0b za koje je gornja nejednakost skoro dostignuta.
Preciznije, postoje 0A i db tako da je ||0A] = €||A|l, ||0b]| = €||b]|, te

19| € (HA‘IHHbH -1
> +ATALY -
lzl = T4 el[ATHIAL N\ [l]

Dokaz 1z pretpostavki teorema je
dx = A"'6b— A5 Ax — A5 Adw, (3.4.2)
pa uzimanjem norme dobijemo
o] < ell Aol + el AT IIANll + el A~ AN o],

odakle, rjesavanjem nejednakosti po ||6x|| slijedi tvrdnja.
Da bismo konstruirali perturbacije za koje dobivena nejednakost skoro postaje
jednakost, pogledajmo desnu stranu jednakosti (3.4.2). Vrijedi

|6x|| > ||A™16b — A6 Ax|| — [|[A"1 0 Adx]|.
Pokusajmo odrediti perturbacije 6 A, 6b tako da vrijedi
|A™ 6b — A7 oAzl = el ATH[[bl| + e[l A Al
Dakle, §A i b treba odabrati tako da je |[0A]l < €||Al|, ||60]] < €]|b]|,
A= ob]l = el A7 II[bll, A7 6Az] = e A [[I|A]l]l]l,

te da je norma razlike A=16b — A716 Az jednaka sumi normi vektora. Ovaj zadnji
uvjet znacéi da A=16b i —A~'§Ax moraju biti kolinearni.

Ako je u jedinicni vektor za kojeg je [|A™ u|| = ||A7!], onda db = €||b||u zadovoljava
|60]] = €||b|| i ||A716b]| = €]|A7L||||b]|]. Sada stavimo 6A = €||Al|uv™, gdje je v € R"
vektor kojeg ¢emo odrediti da postignemo zeljene relacije:
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|07 2]

2]
(it) |A70Ax|| = e[| Al A= ||[v x| treba postati | A 0 Axz|| = e[| [l A~ [|]].

[uv” 2|

(i) |[0A] = el| Al m;%( = €|l Al m;%< treba postati ||[JA|| = €||A][;

(&l

Dakle, treba nam vektor v sa svojstvom da je, za sve z, |[v7z| < ||z], te da je
|vTz| = ||z||. Postojanje takvog vektora je rezultat Hahn—-Banachovog teorema:
takav vektor v postoji. Dakle, konstruirali smo dA i b za koje je

1ozl = ell A [[Ib]] + el AZM I Allllzll — el A {[[IAf[8]],

¢ime je dokaz druge tvrdnje teorema zavrsen. O
Vidimo da teorem 3.4.1 iz zadane informacije o veli¢ini perturbacija po normi
(I6A] < €]|A]l, 16b]| < €]|b]]) izvodi optimalnu” ocjenu iz koje se jasno vidi da je
broj

R(A) = A7 1]A] (3.4.3)

odlucujudi faktor u donosenju suda o numerickoj kvaliteti izrac¢unate aproksimacije
T = x + dx sustava Az = b. Pravilo je jednostavno:

& Ako je relativna greska (po mormi) u podacima najvise €, onda se relativna

greska u rjesenju ponasa kao k(A)e.

3.4.2 Rezidualni vektor i stabilnost

Postoji jedan jednostavan i koristan nacin kako prosuditi kvalitetu aproksimacije
T rjeSenja sustava Ax = b. Radi se o rezidualnom vektoru

r=b— AL (3.4.4)

Kako je b — Ax = 0, jasno je da bi za dobru aproksimaciju & pripadni rezidual
trebao biti mali po normi. Ako relaciju (3.4.4) procitamo kako

AZ =b —r, tj. kao AT =b+ b, gdje je ob= —r,

onda vidimo da je x egzaktno rjesenje sustava koji je dobiven iz originalnog sustava
promjenom desne strane u b + db. Tu situaciju obi¢no ilustriramo komutativnim
dijagramom kao na Slici 3.6. Na neki nacin, perturbacija b = —r opravdava =

"Ovdje pod optimalnosti podrazumijevamo ¢injenicu da je gornju ogradu za |dz||/|z||
nemoguce bitno poboljsati.
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A, b ~ A_lb v

X

+0b A~t(b + éb)

A,b+db

Slika 3.6: Priblizno rjeSenje sustava kao egzaktno rjesenje perturbiranog sustava.

i, ako je & = ||r||/||b|]| dovoljno mali broj (relativno prema jedinici), daje nam
argument da z koristimo kao prihvatljivu aproksimaciju rjesenja x.

Zasto? Recimo da su nasa polazna matrica A i vektor b rezultati mjerenja ili
nekih prethodnih proracuna.

Teorem 3.4.2. Neka je T aproksimacija rjesenja sustava Ax = b i neka je
B(z) =min{e >0 : (A+JA)T =b+db, |0A] <¢€|All, ||db] < €|lb]l}

Tada je
[b — AZ]|
IAIIIZ] + bl
Dokaz: Neka je r = b — AZ rezidualni vektor. Ako je € > 0 takav da postoje A,
ob takvi da je ||[dA[| < €]|A][, [|6b]| < €||b]|, (A4 0A)Z = b+ b, onda vrijedi

p(z) =

Ib — AZ|

r=0Az —db, paje [[rl| < e([[Allllz]| +bll), tj. €>e= o1
ALz + Il

Dakle, znamo donju ogradu za veli¢inu perturbacije koja opravdava z. Sada pre-
ostaje konstruirati perturbaciju koja dostize tu vrijednost. Stavimo

b

ob=——r—e———
IAI[Z] -+ 1]

Ocito je ||0b]| = ¢||b]|. Odredimo JA tako da je ||[0A| = €||Al| i

- bl .o A
(A+0A)Z=b— —— 1, tj. AT = —————T.
[IA[IZ] -+ b IA[HIZ(] -+ [[bl]

Definirajmo
Al T

A= ——————rv-,
ANz + o]
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gdje je v vektor sa svojstvima

v1E = ||Z] iza sve z vrijedi [vTz| < ||2]|.

Takav vektor v postoji po Hahn—Banachovom teoremu i lako provjerimo da dA
ima sva trazena svojstva. [

3.4.3 Perturbacije po elementima

Najpreciznija ocjena perturbacije u matrici A je kada imamo informaciju o pertur-
baciji svakog njenog elementa, tj. svakog koeficijenta u sustavu jednadzbi. Ako je
A= (aij)ij=y 1 A+ 0A = (ai; + day)};—;, onda je takva ocjena dana relacijama

‘5aij| < 5’&1']", 1,7=1,2....n,

gdje je 0 < ¢ < 1. Ove nejednakosti jednostavno zapisujemo kao [0A| < g|A],
tj. apsolutne vrijednosti matrica i nejednakost medu matricama shvacamo po
elementima. Na isti na¢in pisemo |0b| < ¢]b|. Primijetimo da ovakve perturbacije
(|0A] < e|Al, |db] < €|b]) ¢uvaju strukturu u smislu da nule u matrici A i vektoru b
ostaju nepromijenjene. Nadalje, ove perturbacije su neizbjezne pri pohranjivanju
podataka u racunalo.

Teorem 3.4.3. Neka je Ax =b i (A+0A)(z + dz) = b+ 6b, gdje je
BA| < elA], [6b] < o]

Uzmimo proizvoljnu apsolutnu vektorsku normu || - || 7 njenu induciranu matriénu
normu, takoder oznacenu s || - ||. Neka je e|||A7|A|| < 1. Tada vrijedi
o]l _[IA|A[l] + |AT{]b]]
[l = @ = el AT A

(3.4.5)
Nadalje, postoje perturbacije 0A i db takve da je |0A| = e|A|, |0b] = €|b| ¢ da za
riesenje x + dx = (A + §A)~ (b + 0b) vrijedi

10lloc o _ 1AM AlJ] + [A7H[Bllloc
l2lloe = (T el[[ATH[Alloo) 12 o0

Dokaz Prije svega, uvjet |||A71||A||] < 1 osigurava da je A + §A regularna
matrica, pa je z + dzx jedinstveno odreden. Sada lako provjerimo da vrijedi

(3.4.6)

dx = —A"0A(x + 0x) + Ao, (3.4.7)
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pa primjenom nejednakosti trokuta (mnogokuta) dobijemo da je

oz < [ATH|0A||z| + |ATH[0Aldx| + |A|db]

<
< elAT|Allz| + el AT | All6x] + ] AT

pa je
[0z < e(|AT | Allz| 4+ [ATHJB]) + e[l [AH| Al || 6|

Neka je m € {1,2,...,n} odabran tako da je

(A7 Alle] + [ATH[BDm = 1A Allz] + AT [0 l|oo-
Definirajmo dijagonalne matrice

D, = diag(sign((A ")), Do = diag(sign(x;))r,,

i perturbacije A = eD;|A|Ds, db = —eD1]b|. Sada lako ra¢unamo

n

(A"Y0Az — A7Y6b),, = Zn: Zn:(A-l)mj(aA)ﬁxi — ) (A)m;0b;

j=1 i=1 j=1
= c(|A7Allz] + |ATH[B])m
= cllA7M[Allz] + [A7H[Bl[l-

S druge strane, iz relacije 3.4.7 lako izvedemo da je
(A7'5Ax — A716b),, = — (02 + A1 AS),,,

pa je
el[|ATM[A]z] + [ATH]b] loo < 116|004+ ll[ATHAlfloo |02 -

Korolar 3.4.4. Relativni faktor osjetljivosti je dan relacijom

1620
lim sup Mzlloo : (A4 0A)(x +0x) = b+ 0b, [0A| < e|Al, [6b] < e|b|
e—0 €

_ AT A 2] + [A7 bl

o0
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Primijetimo da je
AT All2]lloo < AT All2] + [AT 18] lloo < 20/|AT[JA]|2]]o-

Zato kao koeficijent osjetljivosti mozemo koristiti velicinu

_ AT Al e

(1P

Foo(A, )

Teorem 3.4.5. Neka je T izracunata aproksimacija rjeSenja sustava Ax = b i neka
jer =b— Ax izracunati rezidual. Vrijedi
7l

min{e >0 : (A+0A)T =b+ b, |0A| < elA|, [6b] <elb|} = max —————
(£20: (A+54) 4] < el 98] < <P} = max gt

Optimalna perturbacija polaznih podataka koja reproducira izracunato rjesenje je

dana s
dA = Di|A|Ds, 0b= —D|b],

gd]e je Dl = dlag (m) 5 Dg = dlag(51gn(:il))?:1

1=1

Primjer 3.4.1. U ovom primjeru istrazujemo stabilnost Gaussovih eliminacija po
elementima matrice. Neka su @ # 0 i 8 # 0 zadani i neka je

0
A:(Z g) b:(é), r=A= 1
g

Trokutasta LU faktorizacija matrice A je

a B (1 0\ [(a B
a 0)=\1 1)\o =)
—_—— N N— —
A L U
Vektor y = L™'b = ( 1) je izracunat bez greske Ako pogledamo proces supstitucija

unazad, egzaktne formule zo = 1/, 1 = 0, prelaze u

Ty = %(1 +&1),

I, = é(l — BTa(14+&2))(1+ &)1+ &) = $<_€1 =& —G&) 1+ &) (1 + &),
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gdje su &,&9,&3,& male greske reda velicine strojne tocnosti. Primijetimo da
opc¢enito ne mozemo garantirati £; = 0. Ako je [ strojni broj takav da je f ®
(1@ B) # 1, bit ée &; # 0. Na primjer u IEEE aritmetici je takav broj npr.
B = 4.057062130620955¢ —001, pri cemu je SO (10 8) = 9.999999999999999¢ —001.
(Citatelju za vjezbu ostavljamo da pokusa naéi jos takvih brojeva.)

Pokusajmo sada izracunato rjeSenje 1, To interpretirati kao egzaktno rjesenje sus-
tava (A4 0A)Z = b+ 6b, gdje su elementi matrice J A oblika a;;(1+¢€;;), a elementi
od b su b;(1 + ¢;). Drugim rije¢ima, treba odrediti €;;, €;, 4,5 = 1,...,n, tako da

(e ) G =(07): e

Ako je #1 # 0, jasno je da je za zadovoljavanje druge jednadzbe u gornjem sustavu
nuzno uzeti eg; = —1, Sto znaci da element as; treba promijeniti u nulu. Znaci da
imamo veliku promjenu elementa, dag; = —asy, tj. (0A) = —a, pa je i

16ALr _ la] _ 1

[l = Vla] ~ 2

Iz prethodnog primjera zakljucujemo da bez obzira na tocnost koju koristimo
u racunanju na stroju, opéenito ne mozemo garantirati da ¢e izracunato rjesenje
Z biti toéno rjesenje sustava A7 =bu kojem su A i b nastali malim relativnim
perturbacijama koeficijenata u A i b.

3.4.4 Dodatak: Udaljenost matrice do skupa singularnih
matrica

Neka je A nxn regularna matrica. Pokusajmo joj naéi najblizu singularnu matricu,
pri ¢emu mjerimo u nekoj matriénoj normi || - ||. Neka je A + AA singularna. Iz
A+ AA = A(I + A'AA) slijedi da je I + A7'AA singularna. (I vise, A + AA i
I + A71AA su istog ranga.) Tada je nuzno ||[A7*AA|| > 1. Naime, ||[ATAA| < 1
povlaci (zbog propozicije 7?7) da je I + A"'AA regularna. Dakle, 1 < [[A7TAA| <
LA AA], pa je

1
[AA] = ==
A=

Time smo dokazali:

Propozicija 3.4.6. Neka je A reqularna matrica i ||-|| proizvoljna matriéna norma.

Tada je
1
inf [|A— X[ > .
sl ! I2 7=
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3.5 Jacobijeva, Gauss—Seidelova i SOR metoda

Jacobijeva, Gauss—Seidelova i SOR metoda spadaju u klasi¢ne iterativne metode.
Povijesno, najvazniji period razvoja tih metoda je poceo pedesetih godina dvade-
setog stolje¢a, u kontekstu numerickog rjesavanja eliptickih parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi, kada pocinje intenzivno i sustavno koriStenje racunala u nu-
merickoj matematici. Fundamentalne doprinose teoriji ovih metoda je dao David
M. Young u svojoj doktorskoj disertaciji 1950. godine u kojoj je detaljno opisana
SOR metoda. Detaljna analiza ovih metoda se moze na¢i npr. u knjigama Davida
Younga [3] i Richarda Varge [2].

Iako spadaju u klasi¢ne i dobro istrazene metode, sve tri su jos uvijek predmet
interesa i istrazivanja. Jedan razlog je jednostavnost tih metoda i kao takve su
izvrstan materijal za uvod u teoriju i praksu iterativnih metoda za sustave jed-
nadzbi. Drugi razlog je da su uistinu efikasne za rjesavanje odredene klase prob-
lema, a mogu se koristiti i kao komponente u sofisticiranijim metodama. Vrijedi i
spomenuti da je proucavanje tih metoda motiviralo razvoj netrivijalnih i elegentnih
rezultata u teoriji matrica.

3.5.1 Opis metoda

Pije nego potnemo s opisom metoda, prisjetimo se diskusije iz primjera u prethod-
noj sekciji. Ako rjesavamo sustav Az = b, det(A) # 0, te ako smo svjesni da ¢emo
umjesto egzaktnog rjesSenja x morati koristiti neku aproksimaciju x, moramo imati
nacin procjene kvalitete aproksimacije. Jedan nacin je, ocito, izra¢unati normu ra-
zlike dx = x — x, ali to nije izvedivo jer ne znamo x. Drugi nacin je da izra¢unamo
rezidual

r=>b— Ax, (3.5.1)

pa x prihvatimo kao dobru aproksimaciju ako je, u nekoj normi, ¢ = ||r||/|b||
dovoljno mali. Takav kriterij mozemo opravdati ¢injenicom da je iz (3.5.1)

Ib—bll _lirll _

Ax = b - —
bl bl

b—r,

€.

Kazemo da x egzaktno rjesava sustav koji je blizak zadanom, sa kontroliranom
razlikom u desnoj strani sustava (vektoru b).

Prethodna diskusija nas motivira da potrazimo i drugacije pristupe za rjesavanje
linearnog sustava Ax = b. Primijetimo da ne moramo nuzno teziti pronalazenju
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X

Ap _~ATb
+0b A~t(b + éb)

A,b+db

Slika 3.7: Priblizno rjesenje sustava kao egzaktno rjeSenje perturbiranog sustava.

egzaktnog rjeSenja — u uvjetima konacne strojne aritmetike se niti Gaussove elimi-
nacije ne mogu izvesti egzaktno pa smo prinudeni raditi s aproksimacijama. Dakle,
zelimo dovoljno dobru aproksimaciju X ~ A~'b. Zato ima smisla pokusati konstru-
irati niz @, 2® .. 2® . vektora sa sljedeéim svojstvima:

(i) Za svaki k je formula za racunanje z(*) jednostavna i matrica A se koristi
samo kao funkcijski potprogram koji racuna v — f(A)v, gdje je v vektor a
f(A) oznacava A, A*, AT ili neki dio od A (npr. dijagonalni dio od A, gornji
ili donji trokut od A i sl.).

(i) *™®) tezi prema x = A7'b i za neki k (obicno k < n) je ® prihvatljiva
aproksimacija za X.

Nabrojana svojstva su namjerno za sada dana u nepreciznoj formi. Detalji, koji
ovise o konkretnom problemu i o konkretnom nacinu konstruiranja niza (z®), ée
biti dani malo kasnije.

Napisimo matricu A kao A = M — N, gdje je M regularna matrica i M~A =~ |.
Polazni sustav napisimo kao

_ | -1
Mx = Nx + b, tj. X—MFNx+M b. (3.5.2)
To je problem fiksne tocke, x = Fx 4+ ¢, sa F = M7IN = | — M~!A pa je prirodno

pokusati jednostavne iteracije
kD — Fzo) 4 (3.5.3)
Primijetimo da gornje iteracije mozemo ekvivalentno pisati i kao
2 = 2®) L M7y gdje je 1 = b — Az, (3.5.4)

Intuitivno, ako je M odabrana tako da znamo efikasno koristiti M~! i tako da je
M~! ~ A~! onda je

2 = 2® L M7y = 2® ATy = o) px— 2 =
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Komentar 3.5.1. Kazemo da je M prekondicioner za A i pri tome mislimo na
¢injenicu da M~! aproksimira A~!. Ako imamo dobar izbor matrice M, onda
polazni sustav moZemo zamijeniti ekvivalentnim (M~!A)x = M~!b, ¢ija matrica
koeficijenata M~!A se ponasa puno bolje od A.

Igra se sastoji u tome kako odabrati rastav A = M — N koji ¢e za neka klase
problema osigurati konvergenciju. Za Jacobijevu, Gauss—Seidelovu i SOR metodu
su ti rastavi izvedeni iz sljedece reprezentacije matrice A:

L strogo donje trokutasta,

A=D(I=L-U), D= diag(A), U strogo gornje trokutasta. (3.5.5)
Koristit ¢emo i rastav A=D — L — U, L= DL, U = DU.
3.5.1.1 Jacobijeva metoda
Jacobijevu metodu definiramo za matricu A € M, za koju je a; #0,i=1,...,n.

Za matricu M ¢emo uzeti samo dijagonalu, M = diag(A), pa je N = M — A izvandi-
jagonalni dio od —A. Pripadnu matricu F = D™!(D — A) ¢emo oznaciti s J, gdje je
u terminima (3.5.5)

J=L+U. (3.5.6)
Jacobijeve iteracije 2*t1) = Jz*) + Db na nivou elemenata glase:
k41 1 - k
:1:5 D _ ;(bi - Zaijxg N (3.5.7)
B

Algoritam 3.5.1. Jacobijeva metoda: z*+Y = Jz®) 4 D~1h

|« = Jacobi(A, b, (0, kypax) |
fOT k - 1a27' . '7krrlax
fori=1,2,3,....n

k 1 . k-1
xf ) = —(b; — Zaiﬂg‘ ));

a..
2 ]:1
JFi

end
if ®) “dovoljno dobar”
T = x(k); return
end
end
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3.5.1.2 Gauss—Seidelova metoda

Gledajuéi kljuénu formulu (3.5.7) u Jacobijevoj metodi primjeéujemo da su u mo-

EkH) ve¢ poznate vrijednosti x§k+1), cee IEEJ{D. Kako ocekujemo

. . .. . . . - . . k+1 k+1 .
da nase iteracije konvergiraju, razumno je ocekivati da su xg ), . ,a:z(_l ) bolje

vrijednosti od :pgk), e ,xl(-ﬁ)l. Zato uvodimo sljedeéu formulu za racunanje x*+1)

mentu racunanja x

i—1

k1) _ 1L k) N k)Y o
7 = ;(bi—Zaija:j - Z air;’), i=1,...,n. (3.5.8)

" j=1 j=it1

Drugim rijecima, uvijek koristiti najsvjezije podatke. Da bismo ovaj novi proces
napisali u generickom obliku (3.5.3), primijetimo da iz (3.5.8) slijedi

7 n
(k+1) _ (k) - _
g QijT; =b; — aijr;’, t=1,...,n.
j=1 Jj=i+1

U terminima reprezentacije (3.5.5) to zvuéi kao
DI — L)z**+) = DUz® + b, tj.
g* ) = Gz® 4 (1-L)7'D7, G=(-L)7'U.  (3.5.9)
N—_— ———
g

[teracije (3.5.9) definiraju Gauss—Seidelovu metodu.

3.5.1.3 Metode SOR i JOR

Ideja SOR metode je jednostavna: U Gauss—Seidelovu metodu ubaciti jedan slo-
bodan parametar w € R i onda ga pokusati nastimati tako da dobijemo brzu kon-
vergenciju. Pri tome zadrzavamo osnovnu ideju Gauss—Seidelove metode — uvijek
koristiti najsvjezije podatke:

(1) _ CINCITER SNSRI « SN SN
;= (1—-w)x; +a_n(bi_2aijxj - Z;l%'xj ), i=1,...,n. (3.5.10)
= j=i

Matricno, vidimo da vrijedi

DI —wl)z®™*Y = ((1 —w)D +wDU)z™ + wb, tj.
g® D) = Sz (1 — wl) Db, (3.5.11)

'

s

S=S, = (I—wl)™((1 —w)l+wU). (3.5.12)
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Iteracije (3.5.11) definiraju metodu SOR(w). O¢cito je SOR(1) jednak Gauss—
Seidelovoj metodi. Primijetimo da mozemo ekvivalentno pisati
1 N 1 .

Mz*+) = Nz® b, M==-D—L, N=(=-1)D+U. (3.5.13)

w w

Na isti nacin mozemo definirati metodu JOR(w), sa matricom iteracija
Jo=wl+ (1 —-w)l (3.5.14)

Naravno, JOR(1) je Jacobijeva metoda.

3.5.1.4 SSOR metoda

U dosta primjena je matrica A hermitska, specijalno i realna simetricna. Pozeljno je
da M kao prekondicioner takoder bude simetri¢na, kao i da matrica koja generira
iteracije ima neka od svojstava koja slijede iz simetrije, npr. realne svojstvene
vrijednosti.

Cilj nam je "simetrizirati” SOR metodu. Primijetimo da prijelaz sa Jacobi-
jeve na Gauss—Seidelovu i SOR metodu mozemo napraviti i tako da nepoznanice
racunamo od zadnje prema prvoj.

i—1 n
(k+1) _ (k) W (k) (k+1)y -
z, T =01-w)z "+ a—ii(bi ) 1 aiT; = EH airy ), i=mn,...,1. (3.5.15)
Jj= Jj=t

Matri¢no, vidimo da vrijedi

D(l — wU)z*+Y (1 = w)D 4 wDL)z® + wb, tj.

g® D) = Sk ®) (1 — wU) Db, (3.5.16)
st
St=St = (1—wU) (1 —w)l+wl). (3.5.17)

Sada kombiniramo ove dvije iteracije

x(k+1/2) _ wa(k) +s (3518)
L) Six(kﬂ/m + gt = Si(swl‘(k) +5) + st (3.5.19)
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Ako prijelaz s ¥) na 2**1 zelimo prikazati u obliku Mz®**1) = Nz®) + b. Za to
je dovoljno u (3.5.19) otkriti faktor uz b. Matrica koja mnozi b je

M7 = (I-wU) ™ ((1-w)l—wlw(l —wl)™ D! + w(l —wU) D!
= (éD —-0)™ {I + {(5 —1)D + L} (éD - L)—l}
= (21D 0)'DED - 1) paje
M = %(éD - L)D‘l(éD ~0), N=M—A

Ako je A = A*, onda je U= I:*, pa je M = M*. Lako se vidi da opisane iteracije
generira matrica Sy = SIS, te da je

ST o= MIN=I-MTA=1-2"“Lp_0oypdo-0)A (35.20)
w CLi w

= |—w@2-w)(D-wlU)'D(D—-wL)'A (3.5.21)

= l—w@2—w)(l—wl) (1 —wL) 'DA. (3.5.22)

Ovime smo opisali SSOR, simetriziranu inacicu SOR metode.

Propozicija 3.5.1. Ako je A hermitska matrica sa pozitivnim dijagonalnim ele-
mentima, onda matrica M—IN u SSOR metodi ima realne svojstvene vrijednosti.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da je (1/wD — U)le(lA/wD — L)~'A sliéna hermit-
skoj matrici. Kako je D pozitivno definitna i U = L*, lako ostvarimo slicnost s
DY2(1/wD — L)"'A(1/wD — L)~*D'/2. B

3.5.2 Konvergencija Jacobijeve i Gauss—Seidelove metode

Dakle, konvergenciju jedne cijele klase iterativnih metoda mozemo proucavati kao
konvergenciju iteracije fiksne tocke oblika (3.5.3), gdje je konvergencija pojedine
metode ovisna o njenoj konkretnoj matrici F. Po¢nimo sa jednim dovoljnim uvje-
tom konvergencije iteracija (3.5.3):

Lema 3.5.2. Neka je ||| - ||| operatorska norma inducirana vektorskom normom
| -||. Ako je ||F||| < 1, onda iteracije x**+V = Fz®) + ¢ konvergiraju za svaki
pocetni (9.
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Dokaz: Slijedimo klasi¢nu shemu: pokazat ¢emo da je niz ) Cauchyjev, odakle
slijedi konvergencija i to o¢ito vektoru = za kojeg je x = Fx + c. Prvo uoc¢imo da je

240 = 2@ < (FIla® =2V < IR - 2t
< < IFIPIR® - o)

— Y

odakle teleskopskom sumom dobijemo za proizvoljne k, ¢

—1 -1

a9 =@ = Y S <Y I - 2
§j=0 j=0
[[[FIII*

< 0|z — 2O — 0 (k — o).

1 —[[[F]
Dakle, niz je Cauchyjev i postoji x = limy_,.c *), pri ¢emu je jasno x = Fx+c. Ko-
risno je procijeniti ponasanje razlike izmedu iteracija i fiksne tocke. Oduzimanjem
relacija

x = Fx+c¢

z® = Fz=Y 4 ¢ dobijemo x — 2z = F(x — z*~1),

paje [lx — @] < [[[F[[lllx — 2®= D) < - < IFI[I*[x — 2. B8

Potpuni opis stanja stvari je dan teoremom o nuznim i dovoljnim uvjetima:

Teorem 3.5.3. Iteracije 2**Y) = Fa®) + ¢ konvergiraju fiksnoj tocki x za svaki
pocetni 2 ako i samo ako je spr(F) < 1.

Dokaz: Ako je spr(F) < 1 onda po Teoremu 1.5.1 postoji operatorska norma tako
da je ||IM]|| < 1, pa konvergencija slijedi iz Leme 3.5.2. S druge strane, neka je
spr(F) > 1, i neka je |A| = spr(F), Fv = Av, v # 0. Neka je (9 = x —v. Tada je
x — 2 = FF(x — 2(0) = X\e(x — D) tj. [|x — 2®)|| = |A|*||x — 29| ne konvergira
u nulu kada k£ — oco. H

Dakle, u slucaju Jacobijeve i Gauss—Seidelove metode nam preostaje prouciti spek-
tralne radijuse njihovih matrica. Za ocekivati je da ¢e trebati dodatni uvjeti kako
bi odgovarajuéi spektralni radijus bio manji od jedan. Sljedeci teorem je jedan od
klju¢énih za vazne klase problema.

Teorem 3.5.4. (Stein i Rosenberg) Neka je J = L 4+ U nenegativna matrica, pri
cemu je L strogo donje trokutasta, a U strogo gornje trokutasta matrica. Neka je
G = (I—L)"'U. Tada vrijedi samo jedna od sljedeée éetiri tvrdnje:
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1. spr(J) = spr(G) = 0.
2. spr(J) = spr(G) = 1.
3. 0 <spr(G) <spr(J) < 1.
4. 1 <spr(J) < spr(G).
Dokaz: Jasno je da su L i U nenegativne. Sada uoc¢imo da je G > 0, zato sto je
I-L ' =1+L+L2+-- L' >0.

Kao nenegativna matrica, G ima nenegativan svojstveni vektor v koji pripada svo-
jstvenoj vrijednosti A = spr(G), (I — L)~'Uv = Av. Ovu relaciju moZemo zapisati i
kao (AL + U)v = Av. Uocimo da je G uvijek reducibilna.

Ako pretpostavimo da je J ireducibilna, onda mozemo zakljuciti da je A > 0.
Ako bi bilo spr(G) = 0, onda bi ireducibilna normalna forma F = IT*GII matrice
G= Z?;(} LU morala biti strogo gornje trokutasta matrica. Pokazimo da to nije
mogucée: Neka je p = spr(J) > 0, sa pripadnim svojstvenim vektorom w > 0, (L +
U)w = pw. MnoZenjem s (I — p~'L)~! i jednostavnom algebarskom manipulacijom
dobijemo (I — p~'L)~'Uw = pw. Kako G i (I — p~'L)7'U = Y17 /LU imaju
totno isti raspored nula, ITT (I — p~'L)7*UII bi takoder morala biti strogo gornje
trokutasta, Sto ocito nije moguce.

Tada je S = AL + U takoder nenegativna ireducibilna matrica. Iz Propozicije
2.1.2 znamo da je (I +S)"~! > 0, pa kombiniranjem s (I + S)" v = (1 + \)""!v
odmah vidimo da je v > 0. Sada primjenom drugog dijela Propozicije 2.2.1 za-
klju¢ujemo da je spr(AL 4+ U) = A.

Na isti nacin, koristeéi relaciju (L + (1/A)U)v = v dobijemo da je spr(L +
(1/A)U) = 1. Sada je sve spremno za konacno zakljucivanje (uz pretpostavku da
je J ireducibilna):

e Ako je spr(J) = spr(L + U) = 1, onda gledajuéi u upravo dokazanu relaciju

spr(L + U)=1 (3.5.23)

spr(G)

zaklju¢ujemo da bi spr(G) # 1, u kombinaciji sa strogom monotonosti spek-
tralnog radijusa (druga tvrdnja u Teoremu 2.2.8), vodilo na kontradikciju.
Dakle spr(G) = 1.
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e Sliéno zaklju¢ujemo ako je 0 < spr(J) < 1. Ako bi bio 1/spr(G) < 1, onda bi
spr(J) < 1, stroga monotonost i relacija (3.5.23) bile u kontradikciji. Dakle,
1/spr(G) > 1 tj. 0 <spr(G) < 1. Nadalje, pokazali smo ranije da je

spr(spr(G)L + U) = spr(G), (3.5.24)

pa je zbog monotonosti spr(G) < spr(1L+U) = spr(J). Sve zajedno, pokazali
smo da je 0 < spr(G) < spr(J) < 1.

e Neka je spr(J) > 1. Ako bi vrijedilo 1/spr(G) > 1, onda bi vrijedilo L +
mU > L+ U i za barem jedan element bi vrijedila stroga nejednakost
pa bi (3.5.23) i monotonost spektralnog radijusa implicirali spr(L + U) < 1,
Sto je suprotno pretpostavci. Dakle, spr(G) > 1. Ali tada je zbog (3.5.24)

spr(G) > spr(L + U) = spr(J).

Ovime je teorem dokazan za slucaj ireducibilne nenegativne matrice J (koji iskljucuje
mogucnost spr(J) = 0). Sada promotrimo slucaj kada je J reducibilna:

e Neka je spr(J) = 0. Ako bismo konstruirali ireducibilnu normalnu formu
(2.1.2) od J, onda bi s nekom permutacijom P imali PTJP jednaku strogo
gornje trokutastoj matrici. (Jer je spektralni radijus od J jednak nuli, ne
mogu se dobiti netrivijalni ireducibilni blokovi.) Sada lako provjerimo da je
PTGP takoder strogo gornje trokutasta, pa je spr(G) = 0.

e Neka je spr(J) > 0.
a=!

Teorem 3.5.5. Neka je A € M, strogo dijagonalno domimantna ili ireducibilno
dijagonalno dominantna matrica. Tada su i Jacobijeva v Gauss—Seidelova metoda
konvergentne sa svakom pocetnom iteracijom.

Dokaz: Promotrimo prvo Jacobijevu metodu, z*+% = Jz®) 4+ ¢ Jij = (645 —
1)a;j/a; . Ako je A strogo dijagonalno dominantna, onda odmah zakljuéujemo da
vrijedi spr(J) < spr(|J]) < maxi—i., )5, [Jij| < 1 (Svi Gersgorinovi krugovi su sa
centrom u ishodistu i radijusom strogo manjim od jedan.)

Ako je A ireducibilno dijagonalno dominantna, onda je |J| takoder ireducibilna,
vrijedi maxi—1., 35—, [Jij| < 11iza barem jedan indeks i, je > 7, [Ji.;| < 1. Ako bi
|J| imala svojstvenu vrijednost A apsolutne vrijednosti jedan, onda A ne bi mogla
biti unutarnja tocka niti jednog Gersgorinovog kruga. Tada bi prema Teoremu
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2.1.3 sve Gersgorinove kruznice morale prolaziti kroz A, sto bi bilo u kontradikciji
sa strogom nejednakosti u retku s indeksom i,. Dakle, opet imamo spr(J) <
spr(]J|) < 1. Time je dokazana konvergencija Jacobijeve metode.

Kod Gauss Seidelove metode 1) = Gz®) 4-d je G = (I — L)~*U. Uocimo da
e(I—=L)t =320 Lk te e

-1
(=10~ ZILIk (1= Lh~
k=0

odakle slijedi |G| < G = (I—|L|)~"|U]. Dovoljno je pokazati da je spr(G) < spr(|J]).
Kako je [J| = |L| + |U|, nalazimo se u uvjetima Teorema 3.5.4, a kako smo vec
pokazali da je spr(|J]) < 1, u tom teoremu je istinita prva ili treca tvrdnja. U

svakom slucaju je spr(G) < spr(|J]) < 1, pa Gauss—Seidelova metoda konvergira.
a=!

Vazna klasa problema su sustavi jednadzbi sa hermitskom (ili simetricnom) pozi-
tivno definitnom matricom koeficijenata. Za proucavanje konvergencije su korisne
razne ekvivalentne karakterizacije nuznog i dovoljnog uvjeta.

Teorem 3.5.6. Neka je A pozz’tz’vno deﬁmtna 1 neka je za sustav Ax = b konstru-
irana iterativna metoda x*Y) = Fx® +c. Stavimo Q = A(I-F)™' iH = Q+Q* —
Tada je spr(F) < 1 ako i samo ako je H pozitivno definitna.

Dokaz: Stavimo G = AY2FA~Y/2. Kako je F = I-Q'A, imamo G = |-A/2Q'A/2,
Sada lako provjerimo da je

GG" =1—AY’QTHQ *AY2,

Ako je H pozitivno definitna, onda je i AY/2QTHQ*A'/? pozitivno definitna pa je

||G||2 - \/SPTT \/]_ mln A1/2Q 1HQ *A1/2)

Dakle, ||AY2FA=Y/2||, = spr(F) < 1. Mozemo zakljucivati i u drugom smjeru: Ako
je spr(F) < 1, onda je Ay (AY2Q *HQ*AY2) > 0, pa je H pozitivno definitna. M

Teorem 3.5.7. Neka je A hermitska reqularna matrica sa pozitivnim dijagonalnim
elementima. Tada je metoda JOR(w) konvergentna ako i samo su A i 2w™'D — A
pozitivno definitne.
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Dokaz: Primjenjujemo Teorem 3.5.6: U metodi JOR(w) je F = J, = wJ+ (1 —w)l.
(Za w = 1 imamo Jacobijevu metodu.) Odmah vidimo da je A(l —J,,)~' = w™'D.
Sada pozitivna definitnost matrica A i 2w™'D — A, po Teoremu 3.5.6, povladi
spr(J,) < 1, tj. konvergenciju metode JOR(w).

Obratno, neka JOR(w) konvergira, tj. neka je spr(J,) < 1. Ako su Ay,..., A\,
svojstvene vrijednosti od J, onda spr(J,) < 1 znaci da je

—l<wh+l—-w<l, i=1,...,n.

Kako je Apin < 0 (jer je trag(J) = 0), odmah vidimo da je w > 0, a nakon toga i
2 .
l——< N <1l,i=1,...,n.
w

Zbog 1 — \; > 0 je matrica
D~'?AD""? =D~'*D(I - J)D~"/* =1 - D"/?JD" 1/

pozitivno definitna, pa je i A pozitivno definitna. Na isti na¢in, zbog 1—\; < 2w,
je
D~Y/2(2w™'D — A)D™Y2 = 2w~ — DY2(1 — J)D~ /2

pozitivno definitna pa je i 20D — A pozitivno definitna. B

Propozicija 3.5.8. Neka je A hermitska matrica sa pozitivnim dijagonalnim el-
ementima i D = diag(A). Za realni parametar w # 0 je 2w™'D — A pozitivno
definitna ako i samo ako je

2
e 0.2
0<w<1—>\min(J)’ (3.5.25)

gdje je Apin(J) < 0 nagmanga svojstvena vrijednost od J.

Dokaz: Neka je 2w~ !D — A pozitivno definitna. Koristeéi kongruenciju, lako za-
klju¢imo pozitivnu definitnost matrice

2w — D7Y2AD™Y2 = (2w~ — 1)1 + DY2JD Y2,

Njene sve svojstvene vrijednosti su oblika ov = 2w=t— 14\, gdje \ prolazi spektrom

od J. Prisjetimo se da J ima realan spektar, te da je njena najmanja svojstvena
vrijednost Ay, manja ili jednaka od nule, najveca veca ili jednaka od nule (zbog
trag(J) = 0). Kako je @ > 0, odmah slijedi (3.5.25). Jo$ uo¢imo da izvedene
relacije mozemo ¢itati i tako da iz pretpostavljenih relacija (3.5.25) zakljuc¢imo
a > 0 tj. da je 2w™'D — A pozitivno definitna. B
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3.5.3 Konvergencija SOR metode

Sada ¢emo dati kratki uvod u teoriju konvergencije SOR metode. Vidjet ¢emo
kako prili¢no jednostavna shema SOR metode zahtijeva netrivijalna razmatranja.
Valja uociti i to kako su razvoj i analiza metode motivirani konkretnim klasama
matrica koje se javljaju pri diskretizaciji diferencijalnih jednadzbi.

Teorem 3.5.9. (Kahan) Neka je S, matrica SOR metode s parametrom w. Tada
je spr(Sy) > |w — 1|. Dakle, za konvergenciju SOR(w) je nuzno da je w € (0,2).

Dokaz: Vrijedi

Xs,(A) = det(Al —=S,) = det((I — wL)(Al = Sy,))
= det((A+w— 1)l —wAL — wU),

pa racunanjem karakteristicnog polinoma u nuli dobijemo

n

Xs.(0) = (=1)" [T A(S0) = det((w = DI = wU) = (w - )",

i=1

odakle je jasno da mora biti max; |A;(Sy)| > |w — 1|, te da metoda ne moze biti
konvergentna ako a ¢ (0,2). H

Sljededi teorem garantira konvergenciju metode SOR(w) za jednu veliku klasu ma-
trica koje se cesto javljaju u primjenama — pozitivno definitne matrice.

Teorem 3.5.10. (Ostrowski, Reich) Neka je A hermitska matrica sa pozitivnim
dijagonalnim elementima. Tada je spr(S,) < 1 i metoda SOR(w) je konvergentna
ako i samo ako je A pozitivno definitna i w € (0,2). Specijalno je za w = 1
Gauss—Seidelova metoda konvergentna za pozitivno definitnu A.

Dokaz: Kao i kod JOR metode, dovoljnost uvjeta slijedi iz Teorema 3.5.6. Prvo
izracunamo da je

Q=Al-5)"'=D(-L-U)((I—wL)'w(l—L-U))"' =w'D—DL,

azatim H = Q+Q*—A = (2w™' —1)D. O¢ito je H pozitivno definitna za w € (0, 2),
te je tada spr(S,) < 1, tj. metode SOR(w) je konvergentna.

Dokaz nuznosti navedenih uvjeta je tehnicki i za sada nije ukljuc¢en u ovaj ma-
terijal. H
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Kako smo visestruko naglasavali, u primjenama numericke matematike nas osim
konvergencije zanima i efikasnost metode, tj. kako brzo, ili kako jos brze do¢i blizu
zeljenog cilja (limesa niza aproksimacija). U kontekstu SOR(w) metode se onda
prirodno postavlja pitanje optimalnog izbora parametra w. Odgovor opet treba
traziti u specijalnim slucajevima matrica sa strukturom.

3.5.4 Svojstvo A i konzistentni uredaj
Definicija 3.5.1. Kazemo da matrica A ima svojstvo A ako postoji permutacija

P tako da je PTAP oblika

PTAP — (Q[U] QM) , gdje su Apqj, Ay dijagonalne matrice. (3.5.26)
1] Apz

Primjer 3.5.1. Matrica Tg, u (3.5.27) ima svojstvo A. Prou¢imo to u primjeru
n = 4.

Toa= — = A e (3.5.27)

—1 4 —1
-1 —1 4 -1
-1 -1 4 -1
—1 —1 4

Sjetimo se kako smo dobili T, — matrica je bila rezultat nase odluke da kvadratnu
shemu nepoznanica (v;;);;_; preslikamo u jedan vektor stupac x = (xq, . .. Xn2) T na
tocno odreden nacin, te da istu strategiju primijenimo na odgovarajuce vrijednosti
(hzfij)zjzl desne strane jednadzbe. Ali to je tek jedan od n?! moguéih nacina.
Naravno, elementarna mudrost veli da je za ocekivati da su neki odabiri za neke
stvari bolji od nekih drugih.

Ako smo koristili bilo koju drugu strategiju, rezultat je oblika y = PTx, gdje
je P neka permutacijska matrica. Dakle, bilo koji drugi poredak nepoznanica bi
umjesto linearnog sustava Tg,x = b dao novi sustav (PTTg,P)y = (PTb). Ako
bi PTTg,P imala blok strukturu (3.5.26) sa dijagonalnim blokovima dimenzija
ny i ng, to bi znacilo da u mnozenju (P*Tg,P)y, koje reprezentira lijeve strane
relacija (3.2.12), svaka od varijabli yy, ..., y,, ulazi u linearne kombinacije samo sa
Yig+1s- -« Yn. Sli€no biyy 41,...,Yy, bile kombinirane samo sa yy, ..., Yy,,. To znaci
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da do odgovarajuée permutacije mozemo do¢i promatrajuci jednadzbe (3.2.12) i
shemu na Slici 3.11. Uocavamo karakteristicne veze medu varijablama v;; i to
nam daje ideju da ¢évorove diskretne mreze obojimo u crvene (®) i crne (@) na
sljedeci nac¢in: kao i ranije, krenemo od pozicije (1,1) u gornjem lijevom kutu
i ¢vorove obilazimo odozgo prema dolje, stupac po stupac, i redom ih bojimo
crveno—crno—crveno—..., vidi Sliku 3.8. Vidimo da je u jednadzbama (3.2.12) svaki
crveni (crni) ¢vor povezan samo sa crnim (crvenim) i rubnim ¢vorovima. Dakle,

DO
OOBODPODOLDR
PODODOODOR
OOODODOLDR ©
PODODOBODOR® GO0
OOODODOLDR® ©
PODODOBODOR®
OOODODOLDOR®
PODPODODOR
DI

RO RO X

Slika 3.8: Crveno—crni uredaj (red-black ordering).

ako je y konstruiran tako da su mu prvih n; = [n?/2] komponenti svi crveni
¢vorovi, nakon kojih slijede svi crni, jasno je da je matrica PTTg, P strukture kao
u (3.5.26). Ta se struktura neée pokvariti ako crvene i crne ¢évorove odvojeno
i neovisno permutiramo, dakle imamo na raspolaganju [n?/2]!|n?/2]! moguéih
matrica oblika (3.5.26).

Zasto je svojstvo A vazno? Zato sto to svojstvo imaju matrice iz vaznih primjena
i zato Sto implicira jedno drugo vazno svojstvo:

Teorem 3.5.11. Neka matrica A ima svojstvo A i neka su joj svi dijagonalni
elementi razliciti od nule. Tada postoji permutacija P tako da u dekompoziciji
PTAP = D(I — L — U) (D dijagonalna, L strogo donje trokutasta, U strogo gornje
trokutasta) svojstvene vrijednosti matrica J, = aL + o~ U, a € C\ {0}, ne ovise
0 Q.

80vdje se opet valja pozvati na ranije spomenutu elementarnu mudrost, ali to odgadamo za
neku drugu priliku.
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Dokaz: Za dva proizvoljna parametra 0 # a1 # ag # 0 su Ju, 1 Ja, slicne matrice.
Kako vrijedi (3.5.26), mozemo pisati PYAP = D(I — L — U) sa

0 Apy)’ ApgApy 0)° 0 0 ’

o ALy ARy 0 0 ) o0 2

Definicija 3.5.2. Neka je matrica A rastavljena s A = D(I — L — U), gdje je D
dijagonalna, L strogo donje trokutasta, U strogo gornje trokutasta. Ako za a # 0
svojstvene vrijednosti matrice J, = alL + a~'U ne ovise o o onda kazemo da je A
konzistentno uredena matrica.

i vrijedi

a=!

Korolar 3.5.12. Ako A ima svojstvo A onda postoji permutacija P tako da je
PTAP konzistentno uredena.

Teorem 3.5.13. Neka je A konzistentno uredena i w # 0. Tada vrijedi

1. Svojstvene vrigednosti matrice J = L + U dolaze u £ parovima:

£eB() e —¢ e ).

2. Ako je & svojstvena vrijednost od J i A rjesenje jednadzbe
A +w—1)? = \?¢? (3.5.28)

onda je X svojstvena vrijednost od S,. Obratno, ako je X # 0 svojstvena
vrijednost od S,, i & zadovoljava (3.5.28), onda je & svojstvena vrijednost od
J.

Dokaz: Prema Teoremu 3.5.11 J = J; i J_; = —J imaju iste svojstvene vrijednosti,
sto dokazuje prvu tvrdnju. Ako A = 0 rjesava (3.5.28), onda je w = 11 S; =
(I—L)~'U ocito ima nulu u spektru. Neka je sada A # 0 rjesenje od (3.5.28). Kako
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mozemo raditi sa £¢, bez smanjenja opéenitosti mozemo staviti A+w—1 = v Aw¢.
Koristenjem relacije koju smo dokazali u Teoremu 3.5.9 imamo

Xs,(A) = det(A+w— 1)l —wAL — wU)

1
= det(A+w—1)l —wVAWVAL+ ﬁU))

= (Vw)"det (&l — (VAL + %U)) =0, jer je ££ € 6(J) = 6(J 5).
Dakle, A je svojstvena vrijednost od S,. Obratno, ako je A\ # svojstvena vrijed-
nost of S, 1 ako vrijedi (3.5.28) onda je A +w — 1 = +v/Awé pri éemu je dovoljno
promotriti ¢ za kojeg je A+ w — 1 = VAwé. No, tada su gornje relacije i dalje
valjane, s time da jednakost nuli daje pretpostavka A € &(S,), a zakljucak je da
jel€6() ) =61)=6(-J). B

Sljededi korolar otkriva zanimljivu informaciju: Gauss—Seidelova metoda je ”duplo
brza” od Jacobijeve, ako za mjeru brzine konvergencije uzmemo spektralni radijus.

Korolar 3.5.14. Ako je A konzistentno uredena, onda je spr(G) = spr(J)?.

Kako SOR(w) ukljuc¢uje Gauss—Seidelovu metodu kao specijalni slucaj w = 1,
pitanje je da li mozemo odrediti optimalni parametar w, u smislu da rezultira
najmanjim mogué¢im spektralnim radijusom. Odgovor je u sljede¢em teoremu:

Teorem 3.5.15. Neka je A konzistentno uredena matrica i neka su sve svojstvene
vrijednosti matrice J realne i spr(J) < 1. Tada je optimalni parametar w, dan s

2
- , 3.5.2
“ 1+ /1 —spr(J)? ( )
2
spr(Sy.) = min spr(S,) =w. — 1= spr()) (3.5.30)

we(0,2) (14 /1 —spr(J)2)?

Dokaz:
B

Primjer 3.5.2. Pogledajmo kako izgleda izbor optimalnog parametra u slucaju
matrice Tg,. Neka je A dobivena iz Tg, prelaskom npr. na crveno—crni uredaj.
Prvo primijetimo da prelazom na konzistentni uredaj dobijemo matricu J Jacobi-
jeve metode (definiranu pomocu A) koja je slicna onoj koju bismo izveli iz Tg,,.
Dakle, primjenom Korolara 3.2.5 dobijemo da su svojstvene vrijednosti od J oblika
1 s K

Xij(J) = §(cos 1 + cos n]—l— 1

) 1<ij<n.
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Odavde je spr(J) = cos 75, a Korolar 3.5.14 odmah daje spr(G) = cos? - Iz
Teorema 3.5.15 je
1 4 sin —
cos? nL+1 1 —sin nL+1
spr(S,.) = (15 sin =2 R (3.5.32)
n+1 n+1

3.5.5 Konvergencija SSOR metode

Teorem 3.5.16. Neka je A hermitska matrica sa pozitivnim dijagonalnim ele-
mentima. U metodi SSOR(w), za svaki w € R, matrica St je slicna hermitskoj
pozitivno semidefinitnoj matrici pa ima realne nenegativne svojstvene vrijednosti.
Ako je A pozitivno definitna, i ako je w € (0,2), onda je

spr(Sy) = [|AYVZSTAT2 ]y = |AVES ATV2)S < 1,
pa SSOR(w) konvergira. Vrijedi i obrat: Ako SSOR(w) konvergira, onda je w €
(0,2) 7 A je pozitivno definitna.
Dokaz: Prvo izracunajmo da je
S, = (I—wl) M wU+(1—w)l)=1—wD-wl)'A
Sy = (I—wU) M wk+(1-w)l)=1-wD-wl)'A

Sjetimo se, A =D — L— U, gdje je, zbog A = A*, U = L*. To znaéi da u gornjim
relacijama vrijedi (AY/2S,A71/2)* = AY2SLA=L/2 pa je

A1/25JU,JTA—1/2 _ Al/QSJU,JA—l/Z(Al/Zsi,)A—l/Q)* i 0.
Dakle, ||AY2SHA/2||, = spr(SH) = [|AY2S,A"Y/2|2. No, prema Teoremu ?? je
|AY2S, ,A=1/2||, = spr(S,) < 1, jer je SOR(w) konvergentna metoda za w € (0,2) i

A > 0.
Obrat ne¢emo dokazivati. H

3.6 Polinomijalno ubrzanje konvergencije
Neka je s ;41 = Fz; + ¢ dana metoda za rjesavanje sustava Ax = b. Sjetimo se,

u svakom koraku je x;1; — x = F(x; — x) i konvergencija za svaki pocetni z je
osigurana pretpostavkom spr(F) < 1.
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Nakon m koraka imamo aproksimacije xq, x1,...,x, 1 mozemo postaviti dosta
S .. . . o «—m(m) )
razumno pitanje: Da li je mozda neka linearna kombinacija y,, = Y ;" ;' ; svih
ovih aproksimacija puno bolja od svake posebno? Kako odrediti koeficijente nfm)?
Prvo uoc¢imo da je uvjet Y ", nfm) = 1 prirodan jer bi u idealnoj situaciji xq =
r1 =...= T, = moralo vrijediti y,, = x. Sada ra¢unamo pogresku:

g = = Y 0w =Y g™Me =" 0" (@ — )
=1 =1 =1
= S y™Fi(wo — ) = pu(F) (o — )
=1

gdje je pr(t) = >0, ngm)t" polinom stupnja najvise m, sa svojstvom p,,(1) = 1.

Na primjer, ako je xg(t) karakteristi¢ni polinom od F, onda je, zbog spr(F) <
1, xe(1) # 0 (jedinica nije svojstvena vrijednost) i p,(t) = xe(t)/xe(1) dobro
definiran, p,(1) =11 p,(F) = 0, pa je y, — x = 0. Dakle, vidimo da je u principu
moguce naci zlatnu linearnu kombinaciju’ koja daje rjesenje. Naravno, ono §to je
u principu moguce nije uvijek i prakti¢no izvodivo. Jer, nije lako naéi svojstveni
polinom, ako i izracunamo koeficijente oni su zbog osjetljivosti na perturbacije i
konac¢ne aritmetike vjerojatno ve¢inom pogresni, a cak i kad bismo ih imali to¢no,
pitanje je koliko je sve efikasno ako je m = n.

Prakticni pristup je direktna konstrukcija polinoma p,, za kojeg se p,,(F) lako
racuna i da matrica p,,(F) ima mali spektralni radijus. Opcenita konstrukcija je
tehnicki zahtjevna, mi ¢emo prouciti jedan specijalni slucaj i suzdrat ¢emo se od
ulazenja u strogu teoriju. Glavni cilj je ilustrirati ideje.

Pretpostavimo da je spektar od F realan i da imamo r € (0, 1) za kojeg znamo
da [—r,r] sadrzi sve svojstvene vrijednosti od F. Konstruirat ¢emo polinome p,,(t)
sa svojstvima

® p,, je stupnja tocno m i p,,(1) = 1;

® maxyc[—r, |Pm(t)| je najmanji medu svim polinomima stupnja najvise m koji
u t = 1 imaju vrijednost jedan.

Drugi uvjet odmah poziva CebiSevljeve polinome prve vrste,

cosnarccost, |t| <1
To(t) = { coshncosh™¢, |t| > 1.

Sljedeci teorem je samo kratak podsjetnik:
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Teorem 3.6.1. Cebisevljevi polinomi imaju sljedecéa svojstva:

1. Vrigedi To(t) =1, Ti(t) =t, a zan > 1 je

Toir(t) = 2Ty (t) — Ty (1) (3.6.1)

Odavde se jasno vidi da su T, polinomi sa specijalnom strukturom. Na prim-
ger, Ty(t) = 2t — 1, T3(t) = 4t — 3t, Ty(t) = 8t* — 8> + 1. Nadalje, ako
je n paran (neparan) onda T, (t) ima samo parne (neparne) potencije od t,
pa je parna (neparna) funkcija, T,,(—t) = (=1)"T,(t). Koeficijent uz n—tu
potenciju u T, (t) je 2771,

2. Sve nultocke od T, su medusobno razlicite i realne. Dane su formulama

25+ 1)m |
t]’:COST, ]:O,,n—l (362)
3. Vrijedi n[qax} IT,,(t)| = 1. Pri tome je T,(s;) = (—1) za
te[-1,1
S; :cos]—w7 j=0,...,n. (3.6.3)
n

4. Od svih polinoma stupnja n i s vodeéim koeficijentom 1, polinom Tn(t) =

2177, (t) ima na segmentu [—1,1] nagmanju maksimalnu apsolutnu vrijed-
nost, jednaku 2.

Dakle, ako trazimo polinome koji bi trebali biti mali po modulu na [—r,r],
onda su CebiSevljevi polinomi najbolji kandidati. Kako mi imamo dodatni uvjet
Pm(1) = 1, definiramo

T,(t/r
Tn(1/r)

Zat e [—rr]je

1 1 1
< = , —=144q,q>0.
ST T Tl o T

|pm (t)

Slika 3.9 ilustrira zasto je |p,,(t)| mala vrijednost za t € [—r,r]. Vidimo i da manji

|
r implicira veéi ¢ pa i veéi |T,,,(1 + ¢)|, tj. manji 1/|T,,,(1 + ¢)|. Efekt je jaci s
veéim m.
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T,y na[-1.1] IT,,l na [-2,2]

Slika 3.9: Cebisevljev polinom Ty na [—1,1] i |T%;| na [-2,2]

Sada imamo

_ 1
Ym — X = pm(F)(xg —x) = { stavimo p,, = W}
= T (F/r)(xo —x) = { rekurzija (3.6.1)}

= o (2T /) =) = TcalFr) = )

zzfpm—l(F)(% —x)  Pm—a(F)(zo — X)}

et ,U/m
A Hm—1 Hm—2
[ F m—1 m—2
S gl Ym-1 =X Ym—2 X} .
L 7 Hm— Hm—2
2m F m .
Y = = o, gdje e
Hm—1T Hm—2
dn = X-— a —x+ﬂ X =X— Hom % C—I—'u X
Hm—1T Hm—2 Hm—1 T Hm—2
1 2 1 2 2/t
= fim (— — + )X—l-'uc:'uc
N Hm TUm—1 Mm—2 , TlUm—1 TUm—1

g

Ton(1/1) = 2 T2 (1/1)4+ T —2(1/17)

Zmaci da mozemo direktno racunati vektore v,,, bez da racunamo iteracije x;.
Time smo dobili sljedeéi opcenit zapis ubrzanja iteracija x;.; = Fx; + ¢ pomocéu
Cebisevljevih polinoma:
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’ [Ym, m] = CEBISEV(F, ¢, xg, 7, Muyax)

po =1; pn =3
Yo = Zo ;
y1 = Fxo + ¢
form =2,3,... Muax
Hm = 9 1 ;
TUm—1 Hm—2 9
Ym = Him Fym—l - = Ym—2 + fm C
TUm—1 m—2 Tm—1
if ym “dovoljno dobar” STOP.
end

(N
&
E%J acobi+polinomijaino ubrzanje
-
10° b Ty
Rt
Ry
i
1071‘] E [ia]

1 L L
3} 50 100 150

Slika 3.10: Polinomijalno ubrzanje Jacobijeve metode pomoéu Cebisevljevih
polinoma i usporedba brzine konvergencije sa SOR, SSOR i Gauss—Seidelovom
metodom.

3.7 Krilovljevi potprostori

Cesto se rjesenja jednadzbe Ax = b mogu dobro aproksimirati iz pogodno odabranih
potprostora ¢ije su dimenzije puno manje od dimenzije prostora. To vrijedi kako
za problem dan u beskona¢nodimenzionalnom prostoru (npr. parcijalne diferenci-
jalna jednadzba —Au = f) ¢ije rjeSenje aproksimiramo iz konac¢nodimenzionalnih
potprostora (npr. metodom konaénih elemenata), tako i za kona¢nodimenzionalne
probleme velike dimenzije koje opet rjesavano iz nizedimenzionalnih potprostora.
Takvi potprostori, da bi bili uporabljivi u razvoju numerickih algoritama, moraju
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biti jednostavni za generirati u rastuéem nizu,? te svojom strukturom moraju os-
igurati dovoljno kvalitetnu informaciju o objektima koje zelimo izracunati. Jedna
klasa takvih potprostora su Krilovljevi potprostori, koji su istovremeno i teorijski
alat i osnova za mnoge numericke algoritme.

3.7.1 Motivacija

Pocet ¢emo s dva primjera u kojima valja uociti kako se u razlic¢itim situacijama
prirodno pojavi niz vektora b, Ab, A%D, . ..

Primjer 3.7.1. Promotrimo sustav jednadzbi Ax = b, s regularnom n X n matri-
com A. Iz Hamilton—Cayle-vog teorema je A~! = p(A) gdje je p polinom stupnja
najvise n—1, p(§) = Z?:o a;€. (Ovdje je k+1 najvise jednako stupnju minimalnog
polinoma od A.) Dakle, rjesenje sustava Az = b je zapisivo u obliku

k
r=ATb=pAb=> a;A'D, (3.7.1)
i=0
tj. kao linearna kombinacija vektora b, Ab, A%b,... A*b. Naravno, iako jednos-

tavna, formula (3.7.1) nije prakti¢na za stvarno racunanje rjesenja. Naime, ko-
eficijente svojstvenog odn. minimalnog polinoma nije jednostavno dobiti s zado-
voljavajué¢om tocnosti jer su osjetljive funkcije matri¢nih elemenata. To znaci da
elegantne algebarske formule za te koeficijente u uvjetima konacne aritmetike nisu
osobito korisne.

Primjer 3.7.2. Promotrimo diskretni linearni sistem sa stanjima x(k) € R u
diskretnim vremenima k - At, k =0,1,2,3,...

z(k+1) = Ax(k)+bu(k), z(0) =z 7.

y(k) = cz(k), k=0,1,2,3,... (3.7.3)
gdje su A € R™"™ b,c € R". Vrijednosti u(k) predstavljaju kontrolu (ulaz) u k-
tom koraku, a y(k) je izlaz. Postavlja se sljedece pitanje: Da li je moguée za bilo
koje inicijalno stanje xy odabrati niz kontrolnih ulaza u(0),u(1),...,u(n — 1) tako
da z(n) bude jednak bilo kojem zadanom vektoru iz R"? Drugim rije¢ima, da li

sistem mozemo u najvise n koraka kontrolirano, pomocu u(+), prevesti iz bilo kojeg

90vdje se misli u smislu inkluzije, ili s rastuéim dimenzijama
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u bilo koje drugo zadano stanje? (Ako da, kazemo da je sistem kontrolabilan.)
Sada uoc¢imo da je

z(1) = Az(0) + bu(0),
z(2) = A(Az(0) + bu(0)) + bu(1) = A%z(0) + [b, Ab] (u(l)) e

u(0)
u(n —1)
) (n—2)
z(n) = Azx(n—1)+bu(n—1)=A"z(0) + [b,Ab,... A" Y] :
u(0)
Ako stavimo K = [b, Ab, ..., A""1p], onda je trazeni niz kontrolnih ulaza u... rjesenje

sustava Ku., = z(n) — A"z(0). Ako je K regularna, onda se kontrola u., moze
odrediti za bilo koji par z(0),z(n) € R™.

3.7.2 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 3.7.1. Neka je A € C™*"™ i b e C"\ {0}. Krilovljeva matrica reda ¢ je
definirana s'° K; = K;(A,b) = [b,Ab, ..., A1, a i-ti Krilovljev potprostor K; je
definiran kao slika od K;, K; = IC;(A, b) = R(K;).

Primijetimo da odmah iz definicije slijedi da je KC;(A,b) = K;(aA — ol,b) za
proizvoljne skalare ae # 0 i 0. Nekoliko daljnjih vaznih svojstava je dano u sljedecoj
propoziciji.

Definicija 3.7.2. Kazemo da je n x n matrica H u Hessenbergovoj formi (Hessen-
bergova matrica) ako je H;; =0za i > j+ 1.

Definicija 3.7.3. Za n x n Hessenbergovu matricu H kazemo da je strogo Hessen-
bergova ako je H;;; #0zasve j=1,...,n— 1.

Propozicija 3.7.1. Za svaki indeks i = 1,2, ... je dim(K;) < i. Nadalje, AKC; C
Kii1, 1 postoji indeks £ < n za kojeg je

KiGKy G KGR & &Ko =K1, AK, CKy.

Potprostor K, je nagmangi A—invarijantni potprostor koji sadrzi vektor b. Osim
toga,

0Ako se A i b podrazumijevaju iz konteksta, onda ovisnost Krilovljevih potprostora o A i b ne
navodimo eksplicitno i jednostavno koristimo oznake K;, /C;.
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o Ako je Q¢ ortonormirana baza dobiwena QR faktorizacijom matrice K, onda
je u toj bazt Py, Ak, reprezentiran gornje Hessenbergovom matricom H, =
QAQ s (HE)H-I,Z #£0,i=1,...,0—1. Ako je A = A*, onda je H, tridijago-
nalna.

o Ako je A regularna, onda Ky sadrzi x = A=, i vrijedi formula A~'b =
1612Qe(H "e1).

e Sa svakim prosirenjem matrice Qp do unitarne matrice Q = [Qy, Qj] je Q*AQ
2x2 blok gornje trokutasta matrica s Hy na poziciji (1,1). Specijalno je svaka
svojstvena vrigednost od H, ujedno i svojstvena vrijednost od A.

Dokaz: Primijetimo da je AK, = KgA, pri cemu je A ¢ x ¢ matrica. Ako je A
regularna, onda je dim(KCy) = rang(K,) = £ i A je takoder regularna i ocito je

A = (KiK,) L (KEAK). (3.7.4)

Kako je i A7'K, = KA , Citanjem prvog stupca u ovoj relaciji vidimo da je A=t
linearna kombinacija stupaca od Ky, pri cemu su koeficijenti te kombinacije dani u
prvom stupcu od AL Nadalje, lako se uvjerimo da je u bazi K, operator Px,A g,
reprezentiran upravo matricom A. (Podsje¢amo da je ortogonalni projektor Py,
reprezentiran matricom Ky(K;K,)71K3.)

Ako bismo sada Zeljeli izracunati x = A~!b ili svojstvene vrijednosti od A,
formula za A sugerira da reprezentacija od K, pomoc¢u K, nije najbolji izbor.
Pogledajmo gaéto Ako je K, = Q/Ry QR faktorizacija, onda je K, = R(Qy) i
AQ, = Qu(RAR, 1), gdje je H, = RgAR = Q;AQ,. Ako je Qs = [qi,...,qe), onda
je a1 = b/||bll2, i za svaki i < ¢ je Q; = [qi,...,q;] ortonormirana baza za K.
Kako je AK; & Kit1, odmah zakljucujemo da je Hg gornje Hessenbergova matrica

(Hg)ZHZ # 0. Ako Je A A*, onda je i H, = H ocito tridijagonalna. Naravno,

vrijedi i A71Q, = Q/H, ' pa je
A~ = |]]2Qe(H; ey). (3.7.5)

Neka je sada £ < n i Q = [Qg, Q] n X n unitarna, gdje jedno moguce prosirenje
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Q7 mozemo uzeti iz potpune QR faktorizacije K, = Q (Re>. Tada je

@)
X % Kk Kk |Kk e %k
x %k Kk |Kk e K
Q*AQ‘ Q:AQL 0 * % *|% --- %
H=Q*AQ = (At (XY — | 00 *x *x|%x -+ «%
A ( 0 (Qi)*Ale) o
0]
® --- )

gdje su u slucaju A = A* svi elementi oznaceni s x po sili simetrije jednaki nuli. H

Vratimo se nasem sustavu Ax = b. U idealnoj situaciji bismo imali Iy = K11,
i to s dimenzijom ¢ koja je puno manja od n. Vidimo da smo rjeSenje raspisali u
ortonormiranoj bazi, a koeficijenti su dobiveni iz matrice H, ko ja je s polaznom ma-
tricom vezana ortogonalnom transformacijom. Naravno, u kona¢noj aritmetici ne
mozemo ocekivati da je taj uvjet ispunjen (¢ak i da izra¢unati potprostor zadovol-
java uvjet, nije sigurno da li bismo to uspjeli otkriti) sve do zadnjeg koraka. Zasto
bi takav jedan potprostor sadrzavao dobru informaciju o A~'b? Ako je to slucaj,
kako to mozemo znati te kako onda tu informaciju pretociti u dobru aproksimaciju
rjeSenja? Odgovori na ova pitanja nisu uvijek jednoznac¢ni i razli¢itim pristupima
se dolazi do razli¢itih metoda. Naravno, ti pristupi tj. metode ovise o dodatnim
informacijama, npr. da li je A simetricna (mozda i pozitivno definitna) ili opcéa
nesimetricna, realna ili kompleksna matrica.

3.8 Arnoldijev algoritam

Iz diskusije u §3.7 nam je jasno da je od interesa Krilovljeve potprostore imati
zadane u ortonormiranim bazama. Ako nam trebaju baze za K;, i = 1,...,m,
gdje je m < n zadan indeks, onda je svakako jedan nac¢in da se formira niz
matrica Ki,... K,, i1 rekurzivno izracunaju pripadne QR faktorizacije. Ako je
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Ki = [kq, ..., k] = Q;R; veé izrac¢unata, onda imamo
R, 0
Kip1 = [Kia ki+1] = [QiRia ki+1] = [Qz’> ki+1] 0 1
= Qi — QQk] (T ke
0 1
Ri v *
= [Qi, Git1] 0 ~i1)’ uz v = Qikit1, Vit1 = [[kit1 — Qivilla.

Dakle, nakon formiranja k;,; = Ak;, izracuna se v; = Qrkit1, kit1 = ki1 — Quy,
Yis1 = ||kir1ll2. Ako je yip1 # 0, onda je gip1 = kiy1/Vir1 i Qiyr = [Qi, diga] Jje
trazena baza. Vidimo da zajedno s formiranjem matrica K; primjenom Gram-—
Schmidtovog algoritma dobivamo pripadne ortonormirane baze. Primijetimo da
su te baze u principu jedinstveno odredene.

Propozicija 3.8.1. Ako je Q,, = (q1,92,-..,9m) ortonormalna matrica takva
da je Q; = (q1,...,9;) baza za K;, i = 1,...,m, onda je Q,, jedinstvena do na
mnozenje s desna dijagonalnom ortogonalnom (unitarnom) matricom.

Sada uoc¢imo jedno vazno svojstvo niza b, Ab,.... Neka je A dijagonalizabilna
matrica, tj. neka ima n linearno nezavisnih svojstvenih vektora vq,...,v, i neka
su pripadne svojstvene vrijednosti indeksirane tako da je [Ai| > |Ag| > -+ > |\,
Neka je takoder || > |Ag]. Koristedi relacije Av; = Ajv; i reprezentaciju b =
Biv1 + Bove + -+ - + BV, dobijemo

A'b = BiAivi + Bodsva + -+ + By Ak,

= A | Bivi + B " Vo + -+ By N Vi
1 1

—0 —0

Dakle, ako je B; # 0, vektori A¥b ée s rastuéim k zatvarati sve manje kuteve s
linearnom ljuskom svojstvenog vektora v;. Ovaj zakljucak je osnova za metodu
potencija za racunanje dominantnog svojstvenog para Ay, vy.

Dakle, stupci od K,, su dio niza kojeg formira metoda potencija pa je za
ocekivati da ¢e sa rastué¢im m kutevi medu novoformiranim stupcima postajati
sve manji Sto rezultira povecanjem osjetljivosti QR faktorizacije na neizbjezne
pogreske racunanja u konacnoj aritmetici. Zato rac¢unanje matrica K; i njihovih
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QR faktorizacija moze rezultirati numericki ortonormalnim bazama u krivim pot-
prostorima. (Zamislite dva skoro paralelna vektora i ravninu koju razapinju; uocite
kako se sve moze promijeniti ta ravnina ako se vektori malo promijene.)

Umjesto toga, pokusat ¢emo generirati isti niz potprostora s pripadnim bazama,
ali tako da izbjegnemo mehanizam metode potencija. Drugim rije¢ima, rekurzivnu
strukturu b, Ab, A%b, ... ¢emo zamijeniti jednom drugom rekurzijom u kojoj su
efekti metode potencija manje izrazeni, ali tako da opet dobijemo rekurzivno gener-
iran niz ortonormalnih baza za Ky C Iy C - --

Propozicija 3.8.2. Neka je K; & Kiyq te neka su Q; = (qu,...,q) ¢ Qip1 =
(Qi, div1) odgovarajucée baze. Tada je K;q generiran s (Q;, Aq;) Dakle, za svaki i
j(i ICH—I - %((qb A(Ih AQ27 R 7Aql))

DokAz: Vrijedi q; € K; \ Ki—1, tj. q; = E;Zl v;k;, pri ¢emu je 7; # 0.
(Primijetimo da KC; & Ky povlaci i Ki—y & K;.) Ocito je Aq; € Kiy1. Kada bi bio
i Ag; € K; onda bi vrijedila relacija 23—1 vikj = Zj 1 Bik; koja bi implicirala
neistinitu tvrdnju &C; = ;1. Dakle ;1 = R((Q;, Aq;)) B

To znaci da pri prelazu s baze Q; u K; na bazu Q;41 u ;41 trebamo QR
faktorizaciju matrice (Q;, Aq;), Sto se svodi na Gram-Schmidtovu ortogonalizaciju
vektora Aq; u odnosu na Q;.

v = ( QQ )qua qi+1 = || ||

Ortogonalizaciju v = Ag; — Q;(Q;Aq;) obi¢no implementiramo u obliku modificira-
nog Gram—Schmidtovog algoritma, i tada cijeli postupak dobivanja ortonormirane
baze u Krilovljevom potprostoru zovemo Arnoldijev algoritam.

Algoritam 3.8.1. Algoritam ARNOLDI(A, b, m) za zadane A € C**" i b € C"\
{0} racuna ortonormirane baze Q; = [qi,...,q;] za K;, te Hessenbergove matrice
Hl:i,l:i za koje je

AQ; = QitiHriy11, QAQi =Huyirg, i=1,...,m. (3.8.1)

Ako je za neki ¢ < m, K, = Ky11, onda algoritam zavrsava u koraku ¢ = ¢ i vraca
vrijednost £. Inace zavrSava u zadanom m-tom koraku i stavlja { = m
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[ [Q,H, (] = ARNOLDI(A, b, m) |

q1 = b/[|bll
fori=1,....m
v = Aqg;
for g =1,...,i 1—ti korak:
hji = qjv; v ="v — q;hji OO
end x ok k| K
hiv1i = [|v]]2 Higpia= | 0 % x| %
’Lf hi+1,i =0 then 0 0 =« L
(=1i;Q=1[q,...,q¢; ®
H = (hij)@+1)xe; STOP ® = hip1
end,if *Ihﬂ,jzl,,%
Qiv1 = V/Pig1, ;
end
{=m,;
Q - [qla cee 7qm]a H= (hw)(m—‘rl)xm

3.8.1 Reortogonalizacija

Arnoldijev algoritam je baziran na Gram—Schmidtovoj ortogonalizaciji, ali niti
modificirani algoritam (iako bolji od klasi¢nog) ne garantira numericku ortogo-
nalnost vektora dobivenih u konac¢noj aritmetici. Ovdje pod numerickom ortog-
onalnosti podrazumijevamo situaciju u kojoj je, za ¢ # j, |qiq;| < O(e), gdje je
e relativna preciznost strojne aritmetike (¢ ~ 107® u jednostrukoj i ¢ &~ 1071¢ u
dvostrukoj preciznosti)

Zapravo se lako mogu konstruirati primjeri u kojima dobivena baza nije nu-
mericki ortogonalna. Jedno rjesenje je potpuno napustiti ideju koristenja Gram—
Schmidtovog algoritma i pre¢i na elementarne ortogonalne transformacije, npr.
Householderove reflektore. Drugo, manje radikalno, rjesenje je tzv. reortogonal-
izacija.

Primjer 3.8.1. Neka su z,y € R™, m > 2. Gram-Schmidtov algoritam mijenja
vektor y u y — Py, gdje je P,y = (¢7y/x"x)x. (Vektor y — P,y treba jos normirati
tako da bude jedini¢ne euklidske norme. Kako ¢emo u ovom primjeru analizirati
samo kuteve medu vektorima, to normiranje ispustamo zbog jednostavnosti.) Neka
je koeficijent z7y/x"x izracunat s malom greskom,

T

8
<

t =

Tx(l +e), §y=y—tz, (3.8.2)

8
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i neka je &; jedina greska u cijelom racunu. Vidimo da cijelu analizu mozemo
napraviti u ravnini razapetoj s x i y. Promotrimo sliku 3.11. O¢cito je

A

y_ny‘ Y Yy

) - Py T
(1+e)Py i
Slika 3.11: Gram-Schmidtova ortogonalizacija sa perturbacijom.

_ || Peyll2 . et . |et] - tand
= = = , tand = .
||y_PIyH2 Hy_PmyHQ tan ¢ |€t|

1Pyl

tan ¢

(3.8.3)

Vidimo da g nije okomit na x i da odstupanje moze biti znacajno ako je kut izmedu
x 1y mali. Kako se u racunanju na stroju greska ; ne moze izbjeci, jasno nam je
da Gram—Schmidtova ortogonalizacija moze biti numericki nestabilna. Izracunati
vektori nisu nuzno niti priblizno ortogonalni, ali je pokusaj ortogonalizacije ipak
uspio povecati kut medu njima. To znaci da ponavljanje koraka Gram—Schmidtove
ortogonalizacije ali s vektorima x i ¢ daje bolju numericku ortogonalnost. To
ponavljanje Gram—Schmidtovog postupka se zove reortogonalizacija.

3.8.2 Hessenbergova forma

Teorem 3.8.3. Neka je A € C" ™. Postoje n x n unitarna matrica Q i Hes-
senbergova matrica H, tako da je A = QHQ*. Ako je A realna matrica, onda Q
mozZemo odabrati da bude realna ortogonalna, a H realna Hessenbergova. Ako je u
dekompoziciji A = QHQ* matrica H strogo Hessenbergova, onda je ta dekompozicija
jedinstveno odredena u sljedecem smislu: Ako je A = QHQ* takoder dekompozi-
cija s unitarnom Q i Hessenbergovom H, onda §; = €%'q; povlaci Q = Q®, gdje
je ® = diag(e'?*)"_,. U slucaju realnih dekompozicija realne matrice A su svi
et € {—1,1}.
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Dokaz:
Prvo uoéimo da H = Q*AQ i H = Q AQ zaJedno sa q = €%q,, povlace
hi; = h11 Cltanjem prvih stupaca u AQ = QH i AQ QH dobijemo

Aqi = qihi1 + gohar, Aqiet = qihye!?t + 62521,

odakle slijedi qohg; = €~ ¢1q2h21 Kako je po pretpostavci hy; # 0, zakljucujemo da
je |hoi] = |hai], i G2 = a2 h21 e? = que®2. Odavde je hyy = hay, hy = hye@1792),

his = hppei®=91)  Nastavljamo induktivno: pretpostavimo da smo za m < n
vektora dobili q; = qjei‘bj, j =1,...,m. Sada iz relacija qm+ihmt1,m = Ady —
i1 Qjhjm 1

Gt N 1m = Adm — quﬁjm Aqg,, e Zq €9ih.,,el(@m %)
j=1

zakljucujemo da je qm+1ﬁm+1,m = Qumr1hmi1me™. Ostatak slijedi kao i u slucaju
vektora qa: hyy1m 7# 0 povlaci hy,yq 4, # 01zakljucujemo da je Q1 = Q1 D tlm gidm =

hm+1,m
qm+1ei¢m+l . Eﬂ

3.9 Lanczosev algoritam

Kako smo veé vidjeli u §3.7, u slucaju A = A*, u Arnoldijevom algoritmu i speci-
jalno u relaciji (3.8.1) matrice Hy.; 1., moraju za sve ¢ biti hermitske tridijagonalne.
Nadalje, kako su u Arnoldijevom algoritmu elementi ispod glavne dijagonale u
Hi.i1. uvijek realni, u hermitskom slucaju Hj.; 1.; mora biti realna simetricna tridi-
jagonalna matrica. Zato ¢emo, da naglasimo tridijagonalnu strukturu, matrice
Hl:i,l:i 1 Hl:i—l—l,l:i oznaéavati S Tl:i,l:i7 Tl:i+1,1:i7 nge je

a1 ﬁl

o b Bi as [P

b1 az B 5, -
Tl:i,l:i: Bo o T 7T1:i+1,1:i: 2 ) 5
. EEE 6 73 i—
a1 Bia ﬁ; a‘l
Bicr - 62

(3.9.1)

Zbog tridijagonalne strukture matricu T;.; 1, u algoritmima uvijek reprezentiramo
s dva niza skalara (a;)'_,, (6;)/Z})
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Pogledajmo sada kako se Algoritam 3.8.1 pojednostavljuje u hermitskom slucaju.
Specijalno je, u prvom koraku, o; = hy; = qjAq; € R. Dalje je /1 = hoy =
IlAq; — a1q1]2, a zbog simetrije je i hoy = hye. Za svaki indeks i, petlja j =1,...,1
ima netrivijalne koeficijente hj; samo za j = ¢ — 1, te j = ¢ Pri tome je
hi—1; = hi;j—1 = [i—1 (poznato iz prethodnog koraka), pa se ortogonalizacija vek-
tora Ag; u odnosu na ¢;_; svodi na racunanje vektora v = Aq; — £;_19;_1. JOS
jedna ortogonalizacija, u odnosu na q; se svodi na o; = qv i v — a;q;. Dobiveno
pojednostavljenje Arnoldijevog algoritma zovemo Lanczosev algoritam.

Algoritam 3.9.1. Algoritam LANCZOS(A,b,m) za zadane A = A* € C™" i

b € C"\ {0} racuna ortonormirane baze Q; = [q1, ..., q;] za K;, te realne simetri¢ne
tridijagonalne matrice Ty, 1,; za koje je
AQ; = Qi1 Trit114, QAQi=Tring, t=1,...,m. (3.9.2)

Ako je za neki ¢ < m, Ky, = K441, onda algoritam zavrsava u koraku i = £ i vraca
vrijednost £. Inace zavrSava u zadanom m—tom koraku i stavlja ¢ = —1.

[[Q, T, = LANCZOS(A, b, m) |

a1 =b/[|bll2; 4o =0; By =0
fori=1,....,m
— Ad: — B 1q:_
v Cil fic1Gin1 1—ti korak:
Q; = q;U; V=0V — Quq;
Bi= vl
if B;i =0 then
. Ti. 0= *
éZZ;Q:[qlv"'an]; e %
o = (03)}1, B = (8))]15 STOP :
end_if Bi—@®
di+1 = U/@i
end
Q = [q177qm]7
a = (ay)fy, B=(B)jy; £ =—1.

Primijetimo da u i—tom koraku Lanczosevog algoritma racunamo samo sa tri vek-
tora q;_1, q;, 9i+1, Koji su vezani u troc¢lanu rekurziju

Aq; = Bi-1Gi—1 + @i + BiQit1- (3.9.3)

Istovremeno je prikaz kompresije matrice (operatora) A na K u bazi Q; dan tridi-
jagonalnom matricom Ty, 1. tj. sa 2i — 1 skalara (aj);zl, (ﬂj)};ll.
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3.10 Metoda GMRES

Metoda generaliziranih minimalnih reziduala (GMRES) formira niz Krilovljevih
potprostora KC; tako da Arnoldijevim algoritmom racuna pripadne ortonormirane
baze Q;, i u -—tom koraku se aproksimacija x; trazi na linearnoj mnogostrukosti
xo + K;. Koristeéi ortonormiranu bazu Q;, x; trazimo u obliku x; = xg + Q;;,
pri ¢emu je y; € C’ odabran tako da je euklidska norma reziduala r; = b — Ax;
minimalna.

Pitanje je, koji Krilovljevi potprostori su dobar izbor za odredivanje korekcije
koja bi inicijalni xo pomaknula bliZe rjeSenju x = A=*b? Sjetimo se da su pogreska
aproksimacije g = x — Xg i rezidual ry vezani korekcijskom jednadzbom Aey = ry
pa je xo + A~lry = x. Slijedi da je korekciju A~'ry dobro traziti u nizu potprostora
KC; generiranih s ry, Arg, A’rg, . ..

Propozicija 3.10.1. Optimalni izbor vektora y; koji daje korekciju Qiy; € K;
s kojom x; = xo + Qu;y; ima minimalni rezidual je rjeSenje problema najmangih
kvadrata
min || [roll2j1 — Huiigr,1: Ylle, (3.10.1)
yeCt

gd]e je jl = (17()’ e 70)*

Dokaz: Prvo uoc¢imo da je za x; = Xo + Q;y pripadni rezidual jednak r; =
b — Ax; = rp — AQ;y. Nadalje, iz Arnoldijevog algoritma je AQ; = Qi+1H1:i41.14,
i pri tome je prvi stupac u Q; jednak q; = ro/||roll2, tj. ro = |[rol|2Qi+1j1. Dakle,
vrijedi

[rill2 = lIro — AQuyll2 = [|Qix1(llroll2jr — H1:¢+1,1:¢Y)||2 = |llIroll2j: — Hl:i+1,1:in2-

H

U problemu najmanjih kvadrata (3.10.1) je matrica Hy.411,; gornje Hessen-
bergova i racuna se rekurzivno, stupac po stupac, a sam problem ima sljedecu
strukturu:

* %k ok | ok
0 ® * K | % ¢
Iroll2ji — Hiis11:y =10 =] 0 ® x| * :
0 0 0 ®]| % .
0 0 0 0|®
Opisimo sada rjesenje problema (3.10.1). Neka je Hijt115 = UiriTrir114 QR
faktorizacija s Ti.4114 = (TO@) i gornje trokutastom ¢ X ¢ matricom T; i uni-

tarnom (7 4 1) x (¢ + 1) matricom U;;;. Ovu QR faktorizaciju racunamo tako da
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U;,; konstruiramo kao produkt Givensovih rotacija koje mnoze Hy.;yq1. s lijeva i
poniStavaju elemente ispod dijagonale (®). Na primjer transformacija GiaHi.i41.1.
je oblika

cc s1 0 0 0 * ok ok | % X % | %
-5 ¢ 0 0 0 ® * x| x 0 x x| %
0O 0 1 00 0 ® % | * =1 0 ® *|x [,
0O 0 010 0 0 ®| % 0 0 ®| %
0O 0 0 01 0 0 0|® 0 0 0|®

gdje su parametri rotacije Gy odredeni iz uvjeta
hy hay

1
S g
1 S his _ V|11 |? + |ha1 |2 ! |h11|\/|h11|2+|h21|2 (3.10.2)
=51 ha1 0 ’ B |hi1] : Y
V|11 [* + [hay [2

Naravno, ako je u gornjim formulama hy; = 0, trivijalno uzimamo ¢; = 0, s; = 1.
Ako radimo nad R, onda se formule pojednostave na oc¢it na¢in. Primijetimo da je
nova pozicija (1,1) (oznacena s X) sigurno razlicita od nule ako je hyy # 0. Sada
G23GiaHy:i41,1:4 izgleda

1 0 0 0 0 R S X ox % | x
0 ¢ sy 00 0 * % | % 0 BH x| =*
0 —53 ¢ 0 0 0 ® * | * = 0 0 =*| x
0O 0 0 10 0 0 ®| % 0 0 ®| %
0O 0 0 01 0 0 0|® 0 0 0|®

gdje su ¢y, s9 odabrani da poniste poziciju (3,2), analogno s (3.10.2). Pri tome
hsy # 0 garantira da je (2,2) pozicija B u produktu GggGioHi.iv1,1.4 razlicita od
nule. U sljede¢em koraku transformiramo treci i ¢etvrti redak, Gs4GosGiaHiit11:
se dobije kao

10 0 0 0 X o % | % X % % | %
0 1 0 0 0 B x| * 0 BH x| =*
0 0 c3 s3 0 0 0 x| =% = 0 0 [} %
0 0 =53 ¢35 O 0 0 ®| % 0 0 0] =«
00 0 01 0 0 0|® 0 0 0|®

i vrijede analogni zakljucci kao u prethodnim koracima. Ovdje jos uoc¢imo da je
u ovom koraku zavrsila QR faktorizacija vodeée i x (i — 1) podmatrice Hy.; 1.1
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od Hyt114. To znaci da, ako smo u prethodnom (i — 1)-vom koraku ve¢ bili
izracunali QR faktorizaciju matrice Hy.; 1,1, U ovom i-tom taj dio posla ne treba
opet ponavljati — jedino §to u (i — 1)—vom koraku nismo mogli napraviti je trans-
formirati +—ti stupac od Hj.;41,1, 1 to jer tada nije bio niti izracunat. Znaci, kada
u i—tom koraku Arnoldijevim algoritmom odredimo novi stupac, onda prethodne
rotacije treba primijeniti u istom poretku na taj novi stupac. Nakon toga ostaje
jos pozicija (j + 1, 7) koju ponistimo jednom dodatnom Givensovom rotacijom — u
nasem malom primjeru (Z = 4) to znaci Tl:i+1,1:i = G45G34G23G12H1:i+1’1;2‘

1 00 O 0 X *x % | % X * % | %

010 0 O 0 B x| * 0 H * | x T

0O 01 0 O 0 0 [ = = 0 0 [ % = (Ol) )
0 00 ¢ 84 0 0 0]« 0 0 0|HY

0 00 —54 ¢4 0 0 0|® 0 0 010

Time smo dobili trazenu QR faktorizaciju:

T;
Giit1Gio1,1 - Go3Gra M1 = ( 0 )

Vo
*

i+1
Takoder smo zakljucili da ¢e svi dijagonalni elementi u T; biti razli¢iti od nule
ako su u matrici Hy.;41.1,; svi elementi ispod glavne dijagonale (pozicije (k + 1,k))
razli¢iti od nule. Pretpostavimo u momentu da je to ispunjeno, dakle det(T;) # 0.
Stavimo pg = ||rol|2. Slijedi
min || poj1 — Hisig1,10 yllz = min||U;p Uf+1poj1 —Uipi Tt yll2
y y ——

.F(i+1)

= g e = ()
y 0

= min IR = Tyl + I

pa je optimalni y ocito dan s y; = T, 1f&+ Y'i minimalna vrijednost reziduala je
|fi(_i:{1)|. Ovdje uocimo kako se racuna f(+b):
Po €1pPo
0 —51P0
fiFD = Giit1Gi11 - GosGra | O [ =Gjis1Gig 1+ Gos 0 =
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Dakle, ako stavimo x; = Xo + Quy;, onda je ||b — Ax;|ls = |f¢(—ﬁl)| i to je na-
jmanji rezidual kojeg mozemo postié¢i koriste¢i samo informaciju iz ;. Ako to
nije dovoljno dobro, prelazimo na ;7 — Arnoldijevim algorithmom se izra¢una
novi stupac i time odredimo Hy.; 42 1.1 kojoj je Hy.it11.4 vodeca (i + 1) x i podma-
trica. Rotacije koje smo primijenili pri racunanju QR faktorizacije matrice Hy.i11 1.
primijenimo na novi stupac i jednom dodatnom rotacijom ponistimo h;ig ;4 itd.

Ostaje jos vidjeti §to ako je, za neki indeks 4, h;1;,; = 0. Prvo, u Arnoldijevom
algoritmu to znaci da se ne moze formirati novi smjer q;,; i da algoritam staje.
Tada je AQ; = Q;H1.,1.; 1 matrica Hy.; 1., = QFAQ; je regularna ako je A regularna.
Za x; = Xo + Q;y; je pripadni rezidual jednak

ri=b—Ax;, =ry— AQiYi =TIy — Qilei,lziy = Qi(pojl - Hl:i,l:iyi>

ijasno je da s y; = pH;;Mjl postizemo r; = 0. To se u prethodnom racunu

automatski realizira jer h;41; = 0 implicira G; ;11 = l;1; i fi(fll) = (0. Dakle, kada
Arnoldijev algoritam mora prekinuti izvrsavanje, za GMRES to znaéi da je otkrio
egzaktnu korekciju A= 'rg, tj. rjeSenje x = A~ lb.
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[TQ,H, ] = ARNOLDI(A, b, m, x,)

Xo = inicijalna aproksimacija ; rp = b — Axg;

fori=1,...,m
v =Aq;
for g =1,...,i
hji:q;U;U:U—q]'hji
end

hivii = |lvll2
forjg=1,...,1—1

hji o ( G Sj) hji
hjri: ) = \ =S¢ hjri

end

o |his| e hi; hit1, )
\/|hii|2 + |hi+1,1|2, [hii \/|hu'|2 + |hi+1,1|2’
else
¢ =0; s =1
end_if

hii = cihii + sihiv1i; hiv1i = 0;
() = (=0 (5):
if |fis1| < e then
y = Hilpifiis i = xo + Qiy; STOP.
end_if
Qit1 = v/hiy1
end
Q= [a1, -, ml; H = (hig) minym; £ = —1.

3.10.1 Konvergencija GMRES metode

Sada zZelimo prouciti mehanizam koji osigurava brzu redukciju reziduala.
U k—tom koraku imamo x; = x¢ + z, gdje je

k-1
zp = Z (iNrg € Ky = L(ro, Arg, . .. AR L)
=0

korekcija, i pripadni rezidual rp, = b — Axg = rg — Az,. Primijetimo da mozemo
pisati Az, = q(A)ro, gdje je q(t) = Zle ¢j_1t? € Py. Ovdje Py oznacava polinome
stupnja najvise k.
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Propozicija 3.10.2. U k—tom koraku GMRES metode je

[relle = min [|p(A)ro[2.
PEP
p(0)=1

Dokaz: Stavimo p(z) = 1 — ¢(x). Odmah je p(0) = 1, ry, = p(A)rg i jasno je da
variranjem korekcije z, po Ky svi mogudi reziduali su oblika p(A)rg, p € Py, p(0) =
1. Isto tako, svakom takvom polinomu p odgovara korekcija koja reproducira
r, = p(A)rg. B

Dakle, redukcija reziduala ovisi o ponasanju odredene klase polinoma u vari-
jabli A. Ostatak ove diskusije ¢emo provesti u pojednostavljenim uvjetima i pret-
postaviti da je A diagonalizabilna, A = SAS™' A = diag()\;)™,. Tada je

p(>\1)
p(A) = Sp(A)SL =S s
p(An)

pa vrijedi

Ip(M)l2 = max|p(Ai)]

Ip(A)l2 < [ISI2IS ™ Hlallp(A)[l2 = £2(S)lIp(A) l2

[p(A)roll < Ka(S)[[p(A)2[[roll2

Odavde je

Irillz = min-[[p(A)roll2 < £2(S) min [[p(A)]l.

p(0)=1 p(0)=1
pa je
e < (9) i V)] < R(S) i s )

p(0)=1 p(0)=1
gdje je D C C skup koji sadrzi sve svojstvene vrijednosti od A. Ako je A normalna,
onda je S unitarna i k(S) = 1.

Vidimo da brzina redukcije reziduala ovisi o ponasanju odredenih polinoma na
spektru matrice A. To je polazna tocka teorijske analize GMRES metode u koju
ovajcas neéemo ulaziti. Tek jedan primjer: Neka je (5 € C, a € R, 0 < o < |(o|
iD={CeC : |-l < a}. Tada polinom p(¢) = (1 — (/)" ima svojstvo

p(0)=11i
= (@)
Co ~ \UGl/

za ¢ €D, [p(Q)] =
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Dakle, ako spektar od A mozemo prekriti diskom D s centrom u (, i radijusom «
koji je dosta manji od |y, onda ¢ée konvergencija GMRES metode garantirano biti
brza.

Sada je prirodna ideja da se polazni sistem Ax = b zamijeni ekvivalentnim
(kazemo: prekondicioniranim) sustavom (MA)x = (Mb) pri ¢emu je M regularna
matrica odabrana tako da nova matrica koeficijenata MA ima odredenu distribuciju
svojstvenih vrijednosti. Na primjer matrica M (koju zovemo prekondicioner) moze
biti neka gruba aproksimacija za A~!. U dosta vaznih primjena se uz konstrukciju
matrice A moze napraviti i dobar prekondicioner, ali to nije uvijek lagan posao.
U praksi GMRES kao i sve ostale iterativne metode dobro funkcioniraju samo uz
odgovaraju¢i prekondicioner, tako da prakticno gotovo nikada implementacije u
komercijalnom, industrijskom, softwareu nisu samo ono sto pise u knjigama. Isto
tako, ponekad niti ne funkcioniraju. Razvoj dobrih iterativnih metoda i odgo-
varaju¢ih tehnika prekondicioniranja je aktivno podrucje istrazivanja.

3.11 Biortogonalni Lanczosev algoritam

Troclana rekurzija (3.9.3) i tridijagonalna reprezentacija kompresije u Lanczosevom
algoritmu su bitni faktori u razvoju algoritama, posebno kada se radi o matricama
velike dimenzije. S druge strane, u Arnoldijevom algoritmu u i—tom koraku sud-
jeluju svi vektori qy, . .., q;, q;+1, a kompresija matrice A € C"*" na K; C C" jei x4
Hessenbergova matrica ((i* + 3i)/2 — 1 parametara). Da dobijemo osje¢aj zasto
je to vazno, dovoljno je spomenuti da sa npr. n = 10° u dvostrukoj preciznosti (8
byte—ova za prikaz realnog broja) trebamo 8 Mb memorije za spremiti samo jedan
vektor. Za tisuc¢u takvih vektora trebamo 8 Gb memorije.
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Numericko rjesavanje problema
svojstvenih vrijednosti
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Poglavlje 4

Svojstvene vrijednosti

4.1 Numericke metode

Sada ¢emo proucavati metode za numericko racunanje svojstvenih vrijednosti i
pripadnih svojstvenih vektora. Pocet ¢emo od najjednostavnijih ideja i razvijati
ih do najsofisticiranijih algoritama.

Prije nego sto krenemo na opis metoda, trebamo nauciti kako procijeniti kvalitetu
izracunatih aproksimacija. Zato u sljedec¢oj sekciji dajemo nekoliko jednostavnih
rezultata na tu temu, uz komentar da su to tek najjednostavniji elementi dosta
komplicirane teorije perturbacija.

4.1.1 Rayleighev kvocijent

Ako je (A, s) svojstveni par matrice A, onda je iz As = s ocito A = (s*As)/(s*s).
Drugim rijecima, svojstvenu vrijednost lako dobijemo iz pripadnog svojstvenog
vektora. Ako imamo samo aproksimaciju svojstvenog vektora, x & s, postavlja se
pitanje koja je najbolja informacija o pripadnoj svojstvenoj vrijednosti, tj. kako
odrediti najbolju aproksimaciju p ~ A? Naravno, pitanje je i $to znaci najbolja
aproksimacija?

Ako zelimo da par (p, x) dobro aproksimira neki svojstveni par (\,s) (za kojeg
je As— \s = 0), onda je jedan razuman kriterij da je rezidual r = Az — pz najmanji
mogudi u nekoj normi. Drugi kriterij moze biti npr. da je (p, ) egzaktan svojstveni
par neke matrice A 4+ dA koja je blizu zadanoj matrici A. Naravno, bilo bi idealno
znati kolika je razlika |\ — pl, ali je jasno da se za takav rezultat moramo malo vise
potruditi jer uklju¢uje nepoznatu vrijednost .

Idemo korak po korak.

138
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Teorem 4.1.1. Za x # 0 i proizvoljni p € C je (p,x) svojstveni par matrice

A— x*, gdje je v = Az — px. Matrica 0A = ———a" ima normu [|6A|x =
r*r rrx
. . . _ r*Az
I7ll2/l|ll2. Pri tome je ||r||y minimalna ako je p = ——.
T*
Dokaz: Lako je provijeriti da je
r . r [7°[l2
A— Vo = - g =

Iz torema o projekciji je ||Az — px||s minimalno ako je Ax — pz okomit na z pa
odmah dobijemo

xx* ) x*Ax
pr=——Az, tj. p=——"71.
T*x T*x
H
Definicija 4.1.1. Za A € C"*" i x € C"\ {0} definiramo Rayleighev kvocijent
x*Ax
p=pAx)=—70.
¥

Teorem 4.1.1 na neki nacin opravdava da u slu¢aju malog reziduala r = Ax — px
skalar p mozemo uzeti kao aproksimaciju neke svojstvene vrijednosti od A. Samo
opravdanje je u ¢injenici da je p svojstvena vrijednost matrice A+ dA koja je blizu
A ako je |||z mali broj. Naravno, vazno je i znati koliko je p daleko od neke
svojstvene vrijednosti matrice A. Sljedeci teorem daje takvu informaciju.

Teorem 4.1.2. (Bauer—Fike) Neka je A dijagonalizabilna, A = SAS™. Ako je p
svojstvena vrijednost matrice A + A onda je

min [, — p| < ]IS~ A
sa svakom matricnom normom || - || za koju je norma dijagonalne matrice maksi-

malna apsolutna vrijednost dijagonalnih elemenata, npr. || - |2, || - |1, || - [|oo-

Dokaz: Ako je p svojstvena vrijednost i od A onda tvrdnja ocito vrijedi. Inace
su A — pl i A — pl regularne. Po pretpostavci je A + 0A — pl singularna, pa je i
A + S710AS — pl takoder singularna. Iz rastava

A+SI5AS — pl = (A — pl)(I+ (A — pl)"'S15AS)
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onda nuzno slijedi ||(A — pl)7'S7!JAS|| > 1 u bilo kojoj matri¢noj normi || - |.
Dakle, ako norma ima svojstvo opisano u iskazu teorema, vrijedi

1
Ni—1:n |)\z - P| .

L<[ISTHIISIHSATIIA = e~ = IS HHISIHISAl—

H

Komentar 4.1.1. Teoremi 4.1.1 i 4.1.2 ilustriraju dva aspekta analize numerickih
algoritama. U Teoremu 4.1.1 se uz aproksimaciju p, x racuna i jedna mjera nji-
hove kvalitete (rezidual 7), te se dokazuje da je izracunata aproksimacija egzaktni
rezultat (egzaktni svojstveni par) za matricu A + JA. Veli¢ina perturbacije 6A
je odredena velicinom reziduala [|r||. Kazemo otprilike ovako: Da, p mozda nije
svogstvena vrigednost od A, ali ée bitt ako A malo promijenimo, 1. p je svojstvena
vrijednost od A 4+ 6A. Dakle, ¢injenicu da p nije rjeSenje koje trazimo nego samo
aproksimacija ”ublazavamo” tako da dokazujemo da mala promjena polaznih po-
dataka tu aproksimaciju pretvara u toc¢no rjesenje. Vidimo kako smo u Teoremu
4.1.1 rezidual r ugurali natrag u polazne podatke i to na nacin da je sa novim
podacima par p, x postao svojstveni par. Kazemo da smo napravili analizu greske
unatrag (backward error analysis). Valja naglasiti da ova analiza ne daje infor-
maciju koliko je aproksimacija daleko od toc¢nog rjesenja. Kako to¢no rjesenje ne
znamo, onda procjenu udaljenosti izracunate aproksimacije do rjeSenja dobivamo
teorijskim analizama promjene funkcije koja nas zanima (svojstvene vrijednosti)
ako joj promijenimo argumente (matricu A). To je takozvana teorija perturbacija
i Teorem 4.1.2 je jedan jednostavan primjer takvih razmatranja.

4.1.2 Metoda potencija

Metoda potencija je najjednostavnija metoda za racunanje svojstvenih vrijednosti
i vektora. Jednostavnom primjenom matrice A na polazni vektor x se generira
niz vektora koji pod odredenim uvjetima daje informaciju o najvecoj po modulu
svojstvenoj vrijednosti i pripadnom vektoru.

Nekoliko je elementarnih ideja koje motiviraju metodu potencija. Za pocetak,
promotrimo problem svojstvenih vrijednosti za matricu A = uv*, gdje su u,v € C”,
u,v # 0. Kako je Au = (v*u)u, vidimo da je A\; = v*u svojstvena vrijednost
s pripadnim svojstvenim vektorom u. Kako je ortogonalni komplement od L£(v)
jezgra matrice A, vidimo da je ostatak spektra nula, Ay =--- =X, =0.

Sada zamislimo da trebamo naéi svojstveni vektor i svojstvenu vrijednost od A i
da znamo da je matrica A ranga jedan, tj. da je oblika A = uv*, pri ¢emu su vektori
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u, v nepoznati. Uzmimo proizvoljan vektor z # 0 i izracunajmo y = Az = u(v*z).
Ako je y = 0 onda je z jedan svojstveni vektor svojstvene vrijednosti nula. Ako je
y # 0, onda je y kolinearan s vektorom u ( svojstvenim vektorom jedine netrivijalne
svojstvene vrijednosti). Dakle je y i sam svojstveni vektor, Ay = Ay i svojstvena
vrijednost A; se lako izracuna kao A; = y*Ay/y*y.

Opcenito imamo n x n matricu nepoznatog ranga, ali se pod odredenim uvje-
tima moze jednostavno dobiti informacija o jednom svojstvenom paru. Naime, ako

je A =SAS™! gdje je

AL O 0 0
00X~ 0 0
A= o o o > > > A, (4.1.1)
0 0 ~ Mg O
00 « 0 A

onda A¥ mozemo rastaviti na zbroj

A 00 = 0 0
A0 - 00 0N . 0 0
k kg—1 0000 —1 —1
A :SAS :S con e S _I_S : '. : S
00 00 00 Anq 0
0000 _ 00 0 Ak
Bk ~ d

pri cemu je A¥ s rastuéim k sve blize matrici ranga jedan:

k

A2 —0 (k— o0)

IA* — B[l Ao
A1

< [ISll2lIS7 2
[IA*]]2

Dakle, ako je k dovoljno veliki, A je blizu matrice ranga jedan i A*z bi trebao dati
dobru informaciju o svojstvenom vektoru matrice A.

Slican zaklju¢ak mozemo dobiti i na sljede¢i nacin: Kako je matrica A po
pretpostavci dijagonalizabilna, njeni svojstveni vektori sy, ...,s, (stupci matrice
S) ¢ine bazu u C" pa bilo koji  mozemo napisati kao linearnu kombinaciju = =
&151 + &80 + - - - + &,s,. Sada lako izracunamo

Ar = &§Ais1 + & asa+ -+ & A\nsn
Afz = sy + sy + -+ E0\Es,

k k
= )‘]16(5151 +€2 (i—f) 52+...+5n (i_?;) Sn)
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Kako za sve i > 1 (\;/\)* — 0 kada k — oo, vidimo da A*z sve vise "naginje” sm-
jeru svojstvenog vektora s;, pod uvjetom da je & # 0. Da A¥z postaje paralelan
s s; se lako vidi iz

k

Ay
(I&llls2ll2 + - + [&alllsnll2) — 0.

HA_’f

X

At

st < ‘

Aproksimacije obi¢no uzimamo normirane u nekoj normi, npr. racunamo

w_ Ao NEstE <%>k52+'--+€n (if)ksn)

y =
Ak k k
A s+ 6 (2) st v (3) sl

k
<>\1) &1 s = S1

L) S = 2L

[Al) &l sl [s1]
Odavde je jasno da niz y*) nije nuzno konvergentan, ali je sa dovoljno velikim
k, y® uvijek blizu nekog svojstvenog vektora svojstvene vrijednosti A;. Sje-
timo se, buduéi je \; jednostruka svojstvena vrijednost, pripada joj jednodimen-
zionalni svojstveni potprostor, tj. svojstveni vektor je odreden do na mnozenje

skalarom razlicitim od nule. Zato je prirodnije konvergenciju mjeriti pomocu
kuteva 0(y™,s;) € [0,7/2],

*q,(F)
cosO(y™® s)) = syl — 1, tj. 0(y®,s;) — 0 (k — o)
Isull2/ly*) ]2

Dakle, iako vektori y*) ne konvergiraju nekom fiksnom svojstvenom vektoru, lin-
earne ljuske vektora y* (kao jednodimenzionalni potprostori) konvergiraju lin-
earnoj ljusci od s; u smislu da niz kuteva (y*), s;) konvergira u nulu.

Brzina konvergencije je odredena kvocijentom |[Aa|/|A1].

Algoritam 4.1.1. Metoda potencija za racunanje svojstvenog vektora jedinstvene
apsolutno dominantne svojstvene vrijednosti. Ulazna matrica A ima svojstvene
vrijednosti Ag, Ao, ..., A,, numerirane tako da je [A{| > |Ao| > -+ > |\,
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| POTENCIJE(A, ) |

,O — Q)
el
k=0
ponavljaj
1) = Ay®)
(erpy _ D
ST e
k=k+1
do konvergencije

Komentar 4.1.2. Normiranje y*+1) = z(*+1 /|| z(#+1)]|| je posebno vazno kada racu-
namo na rac¢unalu u konac¢noj aritmetici jer vektori A¥z, ovisno o spektru matrice
A, mogu postati jako veliki ili jako mali tako da ih se ne moze reprezentirati u
zadanom formatu na rac¢unalu.

4.1.2.1 Analiza metode potencija u opéem slucaju

Prethodnu analizu smo napravili u specijalnom slucaju dijagonalizabile matrice A
u kojoj je dominantna po modulu svojstvena vrijednost strogo ve¢a od ostalih,
|A1] > max;—o., |\;|. Naravno da je vazno znati $to se desava ako te pretpostavke
nisu ispunjene.

4.1.3 Inverzne iteracije

Promotrimo sada ponovo dijagonalizabilnu matricu A kojoj je najmanja po modulu
svojstvena vrijednost razlic¢ita od nule i dobro odvojena od preostalih svojstvenih
vrijednosti,

Al = Ao = - = Aa] > [An] >0

Recimo da trebamo J\,, zajedno sa pripadnim svojstvenim vektorom. Odmah
mozemo iskoristiti jednostavnu ideju: Svojstvene vrijednosti od A™! su 1/\;, i =
1,...,n, 1 vrijedi

1 1

An An_1 A1
Dakle, metodom potencija mozemo aproksimirati dominantni svojstveni vektor od
AL, koji je zapravo svojstveni vektor od A sa svojstvenom vrijednosti \,. Prim-

jena metode potencija na A~! s ciljem dobivanja najmanje po modulu svojstvene

1

A2

1
> 00>

>

>
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vrijednosti se zove metoda inverznih iteracija. Sada, za razliku od metode poten-
cija, u k-tom koraku imamo z*+1 = A=1y(*) ti. svaki novi vektor z**1 se dobije
rjesavanjem linearnog sustava Az**+Y = ¢(*)  Brzina konvergencije je odredena
kvocijentom
Mt A
|)‘77 1| An—1 '
Sada, kada smo upoznali metodu potencija i inverzne iteracija, sljedec¢i koraci
su motivirani sljede¢im dosta razumnim pitanjima:

e Da li mozemo na neki nacin poboljsati brzinu konvergencije? Primijetimo da
je svaki korak inverznih iteracija zahtjevan jer rjeSavanje linearnog sustava
jednadzbi u svakom koraku i s jako velikom dimenzijom n to nije jednostavno.

e Da li mozemo na slican nacin aproksimirati svojstvene parove koji nisu ek-
stremni, tj. da li mozemo aproksimirati bilo koji A; i pripadni vektor? Sto
ako trebamo sve svojstvene vrijednosti?

Komentar 4.1.3. Kako to cesto biva, jednostavne ideje, strpljivo kombinirane i
malo po malo dogradivane isto tako jednostavnim elementima ¢e na kraju dati
elegantan i efikasan numericki algoritam. Primijetimo da za sada radimo u speci-
jalnim uvjetima — pretpostavljamo da je A dijagonalizabilna, da trebamo samo
jedan svojstveni par, i da je trazena svojstvena vrijednost dobro odvojena od os-
talih. To je zapravo prirodan pristup problemu — pojednostavimo ga dodatnim
pretpostavkama (od kojih neke mozda cak jako pojednostavljuju problem) i u tim
uvjetima studiramo rjeSenje. Nakon Sto smo rijesili pojednostavljeni problem i
dobili nove spoznaje, malo po malo micemo dodane pretpostavke.

Nastavljamo s jednostavnim idejama. Prelaz sa metode potencija na metodu in-
verznih iteracija je motiviran ekvivalentnosti relacija As; = \;s; i A™ls; = (1/)\)s;.
Sada uo¢imo jednostavne transformacije matrice A i svojstvenih vrijednosti,

(A=o)s = L s (02 6(A)) (4.1.3)

Zmaci, ako primijenimo metodu inverznih iteracija na A — ol, imat ¢emo brzinu
konvergencije odredenu s
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Ako je o puno blize ciljanoj vrijednosti A, nego bilo kojoj drugoj svojstvenoj
vrijednosti, onda je y(¢) < 1 i imamo brzu konvergenciju. Vidimo i vige: ako je
o puno blize nekoj svojstvenoj vrijednosti A\; nego bilo kojoj drugoj svojstveno]
vrijednosti, onda je A\; — ¢ najmanja po modulu svojstvena vrijednost od A — ol
pa Ce inverzne iteracije konvergirati k s;, a pripadni Rayleighevi kvocijenti k A;.

Algoritam 4.1.2. Metoda inverznih iteracija za racunanje svojstvenog vektora
i pripadne svojstvene vrijednosti koja je najbliza zadanom parametru o. Ulazna
matrica A ima svojstvene vrijednosti A, Ao, ..., A\,

| INVERZNE ITERACIJE(A, 2%, 0) |

O = ELE
B2
k=0
ponavljaj
:E(k'i'l) — (A — Jl)_ly(k)
YD) — et
[+
E=k+1
do konvergencije

Naravno, odmah se nameé¢u dodatna pitanja:
e Kako naci o koji je blizu nepoznate vrijednosti A;?

e Ako imamo tako dobar o ~ );, onda je A—ol blizu singularne matrice A— \;l
pa je linearni sustav (A —ol)z**1) = y(*) koji definira 2**+!) skoro singularan
§to znadi da izracunati z*+1) moze biti netocan.

e Sto znaci ”do konvergencije”, tj. kada zaustaviti iteracije?

4.1.4 TIteracije potprostora

Vratimo se na metodu potencija i razmislimo o poopéenju koje bi moglo aproksimi-
rati vise od jedne svojstvene vrijednosti. Dakle, umjesto jednog jednodimenzion-
alnog svojstvenog potprostora bismo zelji /—dimenzionalni invarijantni potprostor
V reprezentiran kao slika matrice V. € C"* takve da je V*V = |, (stupci od V
su ortonormirana baza za V). Da je V A-invarijantan po definiciji znaci da je
AY C V. Matricno, to zapisujemo kao AV = VM, gdje je M = V*AV matricni
Rayleighev kvocijent.
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Sjetimo se, invarijantni potprostori su vazni u rjeSavanju problema svojstvenih
vrijednosti: Ako matricu V, ¢iji stupci razapinju A-invarijantan potprostor, dop-
unimo do unitarne (V, V) onda, koristeéi invarijantnost, transformacija slicnosti

V* VAV  V*AV | M V*AV
(Vo) A0 v = (Ve vewvt) = (8 viav)
odmah daje rezultat da su svojstvene vrijednosti od M ujedno i svojstvene vrijed-
nosti od A. Naime, ako je My = Ay, onda AV = VM povlaci A(Vy) = VMy = A(Vy)

Trivijalno poopéenje metode potencija je da jednostavno umjesto polaznog vek-
tora £(©) % 0 uzmemo ¢ linearno neovisnih vektora, z(:% ... 20 poslazemo ih u
n x £ matricu X(© = (19 ... z40) i u k-toj iteraciji racunamo X*) = Ak X ©),
Dakle, to je ¢ istovremenih iteracija metode potencija i javlja se oc¢it problem —
stupci matrice X® postaju sve losija baza za njenu sliku i svi konvergiraju istom
vekoru (npr. ako je |\;| jedinstvena dominantna svojstvena vrijednost u limesu
imamo ¢ vektora kolinearnih s s;). Jednostavna ideja kako to sprijeciti je da X®*)
zamijenimo matricom koja ima istu sliku i stupce koji su ortonormirana baza te
slike. Nadalje, same iteracije ¢emo shvatiti kao generiranje niza potprostora koji

su zadani kao slike odgovaraju¢ih matrica (pa su stupci tih matrica baze za odgo-
varajuée potprostore).

Algoritam 4.1.3. Iteracije potprostora za racunanje invarijantnog potprostora
razapetog s ¢ svojstvenih vektora od ¢ apsolutno dominantnih svojstvenih vrijed-
nosti. Ulazna matrica A ima svojstvene vrijednosti A1, Ao, ..., A,, numerirane tako
daje [\ = = A > [Aepa] = - = Al

| ITERACIJE POTPROSTORA(A, X©) |
XO =YORO® (QR faktorizacija, (YO)*Y©®) =)
k=0
ponavljaj
X(k—H) — AY(k)
X+ = Y+ R+ (QR faktorizacija)
k=k+1
do konvergencije

Komentar 4.1.4. Iz formula u Algoritmu 4.1.3 je jasno da uzimanjem prvih ¢ < ¢
stupaca u matricama X ® i Y*) dobijemo identi¢an proces ali s #'~dimenzionalnim
potprostorima. Dakle, algoritam istovremeno izvodi ¢ iteracija.
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Komentar 4.1.5. QR faktorizacija X *+D = Y*+D R+ ima zadatak osigurati da
je slika matrice X **1) reprezentirana u dobroj bazi, te sprijeciti efekte metode
potencija. Taj korak mozemo realizirati npr. modificiranim Gram—Schmidtovim
algoritmom i to ne nuzno u svakom koraku.

4.1.4.1 Skica dokaza konvergencije

Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je A regularna dijagonalizabilna matrica

sa spektralnom dekompozicijom A = SAS™!, gdje su svojstvene vrijednosti na

dijagonali od A numerirane tako da je [A1| > -+ > |Ng| > [Neq| = -+ > [Aa] > 0.

Ako je £ = 1 imamo obi¢nu metodu potencija, pa zato uzmimo ¢ > 1. Zbog reg-

ularnosti, za slike izracunatih matrica vrijedi R(Y®) = |R(X®) = A%(Y(k DY) =
- = APR(Y®). Pogledajmo strukturu matrice AFY(©) = SA*S—1y(©)

AP

k
/\671

SAFSTIYO) = 5 X STy©

k
>‘2+1

.)\k

n

A1

_ Df 0 =0 - .
=50 o) B)e=|

Ae

D _ At Zo = (STYO)(1:4,1:0)
o ) R =(STYO) (041 in,1 0 0)

Pretpostavimo da je det(Z,) # 0 i matricu S particionirajmo s S = (51 Sg), gdje
Sy sadrzi prvih ¢ stupaca (svojstvenih vektora za Ay, ..., As). Stavimo S = R(S;),
X, = R(XW). Zelimo dokazati da X, — S kada k — oco.

Iz prethodnih relacija lagano dobijemo SA*S='Y() = S, D¥=) 4 S, DEFy i

SA*SIYO= 1Dk =S, + S, DYF=, D ¥, (4.1.4)
gdje lako provjerimo da je limy_ S D5Fy=0 D% = 0. Drugim rijecima, za svaki

dovoljno veliki k£ u potprostoru Xy mozemo nac¢i bazu u kojoj je ¢ vektora koji su
u 1 «~ 1 korespondenciji po volji blizu stupcima matrice S; koji su baza u S.
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4.1.5 QR metoda

Vidjeli smo da u slu¢aju dobro odvojenih svojstvenih vrijednosti |\;| > [A\;11], tj-
[A1] > |Aa] > -+ > | Az1] > A (4.1.5)

iteracije potprostorima (Algoritam 4.1.3) u limesu ra¢unaju unitarnu matricu koja
daje Schurovu formu od A. Medutim, ¢ak i kada bismo imali uvjet (4.1.5), ostaje
¢injenica da su iteracije ekstremno skupe: u svakom koraku se mnoze dvije n x n
matrice i racuna QR faktorizacija n x n matrice. To znadi da je cijena svakog
koraka iteracija O(n?®) aritmetickih operacija, pri ¢emu je za dobru aproksimaciju
spektra obic¢no potrebno n ili vise iteracija.

Sada je ideja te iteracije zamijeniti ekvivalentnim procesom kojeg se dade dalje
pojednostaviti (u smislu broja ra¢unskih operacija u jednom koraku) i poboljsati
u smislu konvergencije.

Algoritam 4.1.4. Ulazna matrica A ima apsolutno dobro odvojene svojstvene
vrijednosti A1, Ag, ..., A,, numerirane tako da vrijedi (4.1.5).

[QR ITERACIJE(A, X ™) |
A = A
k=1
ponavljaj
A = QWR®) (QR faktorizacija)
Alk+1) — R(F)QK)
k=k+1

do konvergencije

Teorem 4.1.3. Matrice izracunate u Algoritmu 4.1.4 imaju sljedeca svojstva:

o Za svaki k je AD = (QW)*ARQW) 45, algoritam generira niz unitarno
slicnih matrica.

o Za svaki k je A1) = (Q(l)Q(Q) . Q(k))*A(Q(l)Q(2) e Q(k))_

o Ako definiramo Q' = QQ® ... QW 4 RIA = RWRKF=D...RMW  onda je
AF = QIEFIRIEL QR faktorizacija potencije AF.

Dokaz:
e Vrijedi Ab+D = RWQK) = (Q(k))*Q(k)R(k)Q(k) = (Q(k))*A(k)Q(k).
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e Induktivno, koriste¢i prethodnu tvrdnju, imamo :

AGHD — QM) ABQW) — (QM)*(Q*-D)* Ak-DQE-D QM)

e Tvrdnja postaje jasna odmah nakon proucavanja strukture prvih nekoliko
potencija. Tako je

A2 — QU RQW R — QWQRRARM
N—_——
A2 =Q@R(2)
A3 — QWROQUWQPRERM — QQR RPQD RERM
——
AB)=Q(B)IR®A)
— QUQ@Q®RBIRARM

H
Sada ¢emo pokazati da su u QR algoritmu skriveni i metoda iteracija potprostora
1 inverzne iteracije.

Propozicija 4.1.4. Neka je A regularna matrica. Uz oznake iz Teorema 4.1.3
vrigedi:

e Za svaki ¢ = 1,...,n, prvih ¢ stupaca matrice Q¥ w svakom koraku k
razapingu isti potprostor kao u metodi iteracija potprostora primijenjenoj na
A sa pocetnom iteracijom X© =1,(:,1:£).

o Za svaki 0 = 1,...,n, zadnjih { stupaca matrice QU u svakom koraku k
razapingu isti potprostor kao u metodi inverznih iteracija primijenjenoj na
A* sa pocetnom iteracijom X© = 1,(:,1:0).

Dokaz: Iz druge tvrdnje Teorema 4.1.3 slijedi QUF—HA®) = AQH#—1 pa je
Q[l:k]R[lzk] — Q[l:kfl]Q(k)R(k:)R[l:kfl} — Q[l:kfl}A(k)R[l:kfl} — AQ[I:kfl}R[lzkfl]

Odavde je QUMR®) = AQI*~1 tj. za svaki £ = 1,...,n imamo QR faktorizaciju
koja predstavlja jedan korak metode potencija

QMG 1) R® (1 0,1:0) =A QMU 1:0),

a inicijalno je QWRM = A tj. QW (:;,1: ) RM(1:4,1:46) = Al,(:,1:4).
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Za dokaz druge tvrdnje, prvo relaciju QM¥R®) = AQ™*~1 invertiranjem i ad-
jungiranjem transformiramo u

Q[l:k] — Af*Q[l:kfl} (R(k))*

Sada se prisjetimo Komentara 1.2.1 i permutacije 7(i) = n —i + 1. Ako je II
matrica te permutacije, onda relacija

(Q[I:k]l—[> (H(R(k))*l—[)fl — A F (Q[l:kfl]l—D

predstavlja jedan korak inverznih iteracija potprostora s matricom A*, pa ¢itanjem
prvih ¢ stupaca dobijemo tvrdnju. H

Komentar 4.1.6. Ako su svojstvene vrijednosti od A uredene po apsolutnoj vri-
jednsoti u padajuéi niz tako da je |Ai| > |[Aa] > -+ > |A21] > |An] > 0, onda
znamo da metoda inverznih iteracija (primijenjena na A) daje niz koji konvergira
svojstvenom vektoru od A,,. To vrijedii u slu¢aju matrice A* jer su njene svojstvene
vrijednosti \;, i = 1,...,n; specijalno je tada u limesu metode inverznih iteracija
jediniéni vektor u, za kojeg je A™*u, = (1/A,)up, tj. u*A = A\u®. (Po definiciji je
u, lijevi svojstveni vektor od A i svojstvene vrijednosti A,.) U QR algoritmu to
znaéi, prema Propoziciji 4.1.4, da zadnji stupac u nizu matrica Q" zapravo kon-
vergira k u,, brzinom koju odreduje kvocijent |\, |/|A\,—1|. Odatle slijedi da zadnji
redak u nizu A® u limesu postaje (0 - 0, )\n). Slicno se moze zakljucivati iz
veze QR algoritma i metode potencija ako je dominantna po apsolutnoj vrijednosti
svojstvena vrijednost dobro odvojena od ostali. Ipak, valja odmah naglasiti da je
veza sa metodom inverznih iteracija vaznija jer u tom slu¢aju znamo da pomacima
(shiftovima) mozemo ubrzati konvergenciju.

4.1.5.1 Konvergencija QR iteracija

Dokaz konvergencije QR algoritma je netrivijalan, s dosta otvorenih problema. Do
danas ne postoji dokaz globalne konvergencije za op¢e kvadratne matrice, zapravo
je poznato da postoje skupovi matrica na kojima divergira.

Globalna konvergencija se moze dokazati uz dodatne pretpostavke o svojstvenim
vrijednostima ili strukturi matrice (npr. hermitiénost).

Teorem 4.1.5. Neka je A € C™" regularna matrica sa svojstvenim vrigednostima
(4.1.5). Tada niz matrica A® izracunat v Algoritmu 4.1.4 konvergira u sljedeéem
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smislu: Postoje dijagonalne unitarne matrice ®* takve da je

A ok e *

01 Ay x .
lim (@@ ARHDe®E — | 00 | - QrAQ,
k—oo R A1 *

o0 - 0 An

gdje je Q = limy_,oo QVQ® ... QW PK).

Dokaz: U dokazu koristimo oznake iz Algoritma 4.1.4 i Teorema 4.1.3. Sam dokaz
¢emo napraviti u dva prolaza: prvo ¢emo tvrdnju dokazati uz jos jednu dodatnu
pretpostavku koja ¢e olaksati tehnicki dio posla, a u drugom prolazu ¢emo provesti
dokaz bez te dodatne pretpostavke.

Iz pretpostavki teorema slijedi da A ima samo jednostruke svojstvene vrijed-
nosti pa je dijagonalizabilna, A = SAS™! A = diag(\;)",. Neka je S = QR QR
faktorizacija matrice S i neka je S7' = LT LU faktorizacija od S™!. Primijetimo
da ovdje koristimo dodatnu pretpostavku da ta LU faktorizacija postoji tj. da su
sve vodeée minore u S~ razlicite od nule.

Sada se prisjetimo treée tvrdnje Teorema 4.1.3: matrica A* ima QR faktor-
izaciju AF = QIFIRIVF S druge strane, vrijedi

AF = SAFSTH = QRAFLT = QR(AFLAF)AFT. (4.1.6)

Kako je L donje trokutasta matrica s jedinicnom dijagonalom, za elemente strogo
donjeg trokuta vrijedi

_ Ai
(ALATH);; = Ly (A_

J

>k — 0 (k — o0) (4.1.7)

jer je za i > j, |\i| < |\;|. Znaci da mozemo pisati A*LA™" = | + Ej, E;, — 0 za
k — oo. Dakle, imamo

A* = QR(A*LAF)AFT = QR(I + E)AFT = Q(I + RE,RHRAMT
N—_——

Fy,

gdje F, = RELR™! — 0. Ako napisemo QR faktorizaciju matrice | + F, | + F}, =
Qr, Rr,, gdje Rp, ima pozitivne dijagonalne elemente, onda je, zbog neprekidnosti,
limyoo Rp, = |, limy_oo @, = |. Dakle, mozemo pisati

AF = QEFIRIEK — (QQp, ) (Rp, RAFT) = (unitarna)(gornje trokutasta) — (4.1.8)
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Sto su zapravo dvije QR faktorizacije matrice A*. Kako je QR faktorizacija u biti
. (k
jedinstvena, znamo da postoji dijagonalna unitarna matrica ®*) = diag(ew.g' ));-‘:1
tako da je QM = QQp, (®™)*, R = @) Ry RAFT. Slijedi da
Qo™ — Q = Q(Qp, — 1) = 0Q® — 0 (kada k — o) (4.1.9)
Dakle, akumulirani produkti Q¥ = QWQ® ...Q® s k — oo do na skaliranje
unitarnom dijagonalnom matricom konvergiraju k Q. Uoc¢imo da matrica Q trans-

formira A u Schurovu formu, Q*AQ = RAR™!. Sada koristeéi drugu tvrdnju Teo-
rema 4.1.3 i relaciju (4.1.9) imamo da je

= QAQ+ (6QM)*AQ + Q*AIQ™ + (5Q™)*AsQ™
o
A1 ok e *
0 Ao *
—RAR'=| %
00 o 0T

Sada ¢emo maknuti dodatnu pretpostavku o postojanju LU faktorizacije S~t =
LT. Primijetimo da je taj uvjet dosao isklju¢ivo kao posljedica nacina dokazivanja.
Ako zelimo slijediti isti dokaz, onda postojanje LU faktorizacije mozemo osigu-
rati ako dozvolimo permutacije redaka, tj. uvijek mozemo odrediti permutacijsku
matricu P tako da PS~! ima LU faktorizaciju, napisimo je opet PS™! = LT. Iz
A = SAS™! = SPT(PAPT)PS™! vidimo da se postojanje LU faktorizacije moze
osigurati jednostavnom ponovnom numeracijom svojstvenih vrijednosti i pripad-
nih svojstvenih vektora. Stavimo A = PAPT, S = SPT i pripadne faktorizacije
oznacimo s S = QR, S = LT. Sada (4.1.6) postaje

AF — §AKS1 = QRAMT = QR(AMLA-H)AMT. (4.1.10)
s time da ne mozemo zakljucivati jednostavno kao u (4.1.7), jer dijagonalni elementi
u A vise nisu nuzno u padaju¢em poretku po apsolutnim vrijednostima. Trebamo
se dodatno potruditi — jedna mogucénost je u izboru permutacije P. Ideju ¢emo
ilustrirati u dimenziji n = 5. Zamislimo proces Gaussovih eliminacija na matrici
S—! i prvi moment kada je pivotni element eliminacije jednak nuli, npr.

X

X

pivotni element (2,2) jednak nuli
element na (4, 2) razli¢it od nule

Y

cocooco
S ocoXK
S PKXK

SR _ROX i
K _ROX -
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Sada retke permutiramo na sljede¢i nacin:

X XX X K

0O & & & &
0 0 & & & |, permutacija <} i g ;L g)
00 & O ¢
(RVERVERVERV,

Opéenito, ako je u j—tom koraku pivotni element u Gaussovim eliminacijama (pozi-
cija (j,7)) jednak nuli, trazimo prvi od elemenata na pozicijama (j + 1,7),(j +
2,7),...(n,7) koji je razlicit od nule. Takav sigurno postoji jer je S~! regularna
matrica; neka je njegova pozicija (j, j). Sada permutaciju redaka i — p(i) defini-
ramo tako da djeluje samo na retke s indeksima j,7 + 1,..., . i to kao cirkularni
pomak (circular shift)

P\t -1 4. 5 41 ... =2 jo—1 ju+1... n

Ako nakon ove zamjene redaka pogledamo korak Gaussovih eliminacija, odmah je
jasno da je Ljy1; = Lj40; = ... = L, ; = 0. Nadalje, nakon primjene permutacije
p na svojstvene vrijednosti, poredak (4.1.5) je narusen samo unutar dijela indeksa,
naime

Al > > Al > [Nl < g > o] > > Apg| > - > [

J/

promjena uredaja

dok je stroga monotonost ostala sacuvana u preostalih n — j vrijednosti,

Aoan] > Pl > > ool > - > Aol
Sada, analogno relaciji (4.1.7) promatramo
o NS W
(AFLA),; = L ( p(’)> Ji=j+1,....n (4.1.11)
Ap(i)
Pri tome odmah uocavamo da za ¢ = j + 1,..., j. imamo nepovoljnu nejednakost

[ Ap(i)| > |Aps ], ali stvar spasava cinjenica da je za te indekse L;; = 0. Za preostale
indekse i = j, +1,...,n je |X\yu)| > [Apiy)| pa zakljuéujemo kao u (4.1.7), pri cemu
se argumentacija ne mijenja ako se svojstvene vrijednosti A;, 11, ..., A, naknadno
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permutira (da bi se, kao u ovom j—tom koraku, pronasao netrivijalan pivotni ele-
ment.) Dakle, na isti na¢in mozemo obraditi i sljede¢u zamjenu redaka u nekom
koraku j; > j i pokazati da (/A\klif\_k)ijl —0,i=j1+1,...n,za k — oo.
Zakljucujemo da je AFLAF = | + Ek, s B — 0 za k — co. To znadi da dokaz
mozemo zavrsiti na isti nacin kao i ranije, s time da u limesu imamo na dijagonali
trokutaste forme svojstvene vrijednosti u poretku koji je odreden opisanim per-
mutacijama redaka. H

Sljedeci korak u studiranju konvergencije je da smanjimo polazne zahtjeve, tj. da
”olabavimo” pretpostavku (4.1.5). Konkretno, neka bude dozvoljeno da A ima
nekoliko svojstvenih vrijednosti koje su jednake po apsolutnoj vrijednosti, ali da
takve svojstvene vrijednosti imaju samo linearne elementarne divizore.

4.1.5.2 QR iteracije s Hessenbergovim matricama

Vidjeli smo da QR iteracije imaju dosta bogatu i elegantnu strukturu i da daju
prakticni algoritam za racunanje Schurove dekompozicije. Ipak, jedan korak it-
eracija je dosta slozen i za praktiénu primjenu algoritma treba napraviti netrivi-
jalne modifikacije. Nadalje, sjetimo se da smo u prethodnim analizama radili pod
pretpostavkom da je matrica A regularna i da je u nekim dokazima ta regularnost
bila bitan element dokaza. Svakako je pozeljno imati algoritam, sa pripadnom
analizom, bez obzira na to da li je nula svojstvena vrijednost ili ne.

Primijenit ¢emo strategiju koja je ¢esta u numerickoj linearnoj algebri: Inici-
jalno matricu A dozvoljenom klasom transformacija transformiramo u matricu H na
kojoj ¢e QR iteracije biti izvedene puno efikasnije i koja ¢e omogudéiti jednostavno
uklanjanje poteskoca vezanih za singularnost polazne matrice. Kako nam je cilj
Schurova forma A — T = U*AU, T gornje trokutasta, U unitarna, onda je dozvol-
jena klasa transformacija unitarna sliénost. Preciznije, ako je H = (U(©)*AU© yni-
tarna sliénost, te ako je T = (UM)*HU®) Schurova forma od H, onda U = U@ UM
daje Schurovu formu T = U*AU matrice A. Pri tome prva transformacija koja
racuna matricu H treba biti bazirana na transformaciji s konacno koraka, a struk-
tura matrice H mora biti takva da je svaki korak Algoritma 4.1.4 primijenjenog na
H puno efikasniji nego s A. Sada ¢emo pokazati da je Hessenbergova forma (Sekcija
??) dobar izbor matrice H.

Propozicija 4.1.6. Neka je H = QR QR faktorizacija Hessenbergove matrice H.
Vrigedi:

e Matrice Q i RQ su takoder Hessenbergove.
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o Ako je H strogo Hessenbergova i singularna, onda je Ry, = 0 ¢ Rj; # 0 za
j=1...,n—1.

o Ako je H strogo Hessenbergova, onda su Q i R esencijalno jedinstvene (neo-
visno o rang(H)).
Dokaz: Dokaz prvo ilustriramo na 5 x 5 matrici

r r T T

x T T T X

H=]0 x = 2 x| ukojojtreba ponistiti elemente oznacene s .
0 0 x x x
0 00 x =z

Za ponistavanje pozicije (2, 1) koristimo Givensovu rotaciju GM

cgc s1 0 0 O r T T T T r T T T
-5 ¢ 00 0 ® T x x 0O z 2 =z «x

0O 0 100 0« 2z 2 z|=]0 % z z x| =HY,
0 0 010 0 0 x x «x 0 0 «x = =z

0 0 0 01 0 0 0 % =z 0 0 0 x =

w
N

S~—
c
T
S

HM = GWH, i odmah prelazimo na ponistavanje pozicije (

1 0 0 0 0 r r xr x <X r xr T T x
0 ¢ sy 00 0 = =z x «x 0 z =z x «x
0 —S9 ¢ 0 0 0 ® 2z 2 2|=]0 0 2z = 2| =H®
0 0 0 10 0 0 * z «x 0 0 «x =z x
0O 0 0 01 0 0 0 % « 0 0 0 % «x
H® = G@HO, Dalje, racunamo H® = GEIH)
1 0 0 0 0 r xr r T T T T Tr T T
01 0 0 0 0z z = «x 0 z 2 =z «x
0 0 ¢g s3 0 00z z 2|1=100 2 x =z :H(3),
0 0 =53 ¢3 O 0 0 ® =z «x 0 00 z «x
00 O 0 1 0 0 0 % =z 0 0 0 x =z
i konacno H® = GWGEGAGWH =R
1 00 O 0 r x T T T r T Tr T T
O10 0 O 0z  x «x 0O z 2z =z «x
001 0 0[]l0O0z 2z 2z|=]00 2 2 z|=H®.
0 0 0 ¢4 84 00 0 z « 0 0 0 2 «x
0 00 —354 ¢4 0 00 ® =z 0 00 0 «
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Opcenito trebamo n — 1 rotaciju i QR faktorizacija je oblika

H=(GW)*(G®)*... (G2 (G~V)*R. (4.1.12)

(. J/

Q

Dalje, u nasem 5 x 5 primjeru je

e1 s51000\* /1 0 000\* /10 0 0O\* /100 0 O\ *
51 ¢ 000 0 co 5200 01 0 00 010 0 0
Q = 0 0100 0 —52¢200 00 c3 s30 001 0 0

0 0010 0 0 010 00 —-353¢c30 000 C4 54

0 0001 00 001 00 0 01 000 —54 ¢4
Ci —S81Cy  S182C3  —S15253C4  S15253S4
S1 C1Co —89C1C3 $953C1Cy —898384C1

= 0 32 6253 —836254 838452 y (4113)

0 0 33 5364 —8453

0 0 0 Sy C4

i lako dokazemo da je za svaki n > 2 matrica Q Hessenbergova.! I na kraju,
lako se provjeri da je produkt RQ gornje trokutaste i Hessenbergove matrice nuzno
Hessenbergova matrica.

U slu¢ju strogo Hessenbergove matrice se lako vidi da mora biti Rj; # 0 za
j=1,...,n—1. Ako je matrica jos i singularna, onda je nuzno R,,, = 0.

Iz prethodno dokazanih tvrdnji znamo da su prvih n — 1 stupaca u H linearno
neovisni, pa teorem o jedinstvenosti QR faktorizacije jedinstveno (do na mnozenje
brojevima modula jedan) odreduje prvih n — 1 stupaca matrice Q. Kako je Q
unitarna, onda njen n—ti stupac zivi u jednodimenzionalnom potprostoru — ortog-
onalnom komplementu linearne ljuske prvih n — 1 stupaca — pa je odreden do na
mnozenje skalarom modula jedan. H

Korolar 4.1.7. Ako QR iteracije H® = QWR®) . H*+1) = RFIQK) primijenimo
na Hessenbergovu matricu H, onda su sve matrice H®), Q%) Hessenbergove.

Sada ponovo pogledajmo slozenost. Inicijalna redukcija matrice A na Hessen-
bergovu formu H zahtijeva O(n?) operacija. Kako QR iteracije cuvaju Hessenber-
govu formu, svaka QR faktorizacija H® = Q®R® se racuna sa O(n?) operacija
i to je bitno ubrzanje jer je QR faktorizacija A®) = QWR®) opéenite kvadratne
matrice proces sa O(n?) operacija.

'Lako se izvedu opéenite formule za elemente matrice Q ali nam to sada nije potrebno, dovoljan
je zakljucak da je Q Hessenbergova.
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Nadalje, kako je Q) = (GH®D)*(GE)*... (Gkn=2))*(GHEn=D)* produkt od
n — 1 Givensovih rotacija i svaku se moze primijeniti s O(n) operacija, onda

H(k+1) — R(k)(G(k,l))*(G(k,2)>* . (G(k,nf2))*<G(k,nfl)>* (4'1'14>

pokazuje da je prijelaz sa H®) na H*+Y mogué sa samo O(n?) aritmetickih op-
eracija.

To nije kraj price. Uoc¢imo da je jedan korak H**1 = (Q®)*H®Q®) transfor-
macija unitarne slicnosti izmedu dvije Hessenbergove matrice. To mozemo shvatiti
i kao redukciju na Hessenbergovu formu matrice koja je i sama ve¢ Hessenbergova,
pri ¢emu unitarna matrica koja realizira tu redukciju ima i drugo svojstvo — racuna
QR faktorizaciju matrice H*). Pitanje je, da li mozemo H**1 dobiti direktno kao
(QW)*H®QM®) | a ne u dva koraka tipa (4.1.12), (4.1.14).

Odgovor je da, mozemo, koriste¢i tehniku koja se zove bulge chasing ili na-
ganjanje kvrge. Radi se o specijalnoj strategiji primjene transformacija slicnosti
pomocu ravninskih rotacija, koju ilustriramo na primjeru dimenzije 5: Uzmimo

T T T T T cg s1 0 0 0
r T T T T —s1 ¢ 0 0 O
H=]0 =z 2z = z|, Q=] 0 0 100
0 0 z x 0O 0 010
0 00 z =z 0 0 001

gdje je Q1 proizvoljna rotacija. Nakon tranformacije slicnosti

r T r T x
r T r T
Q{HQl =|+ = x x x| poziciju (3,1) ponistavamo pomocu
0 0 z = =z
0 00 z «x
1 0 0 00 r T r T X
3 0 ¢ sy 0 0 o r T T T T
Q=10 =5 ¢ 0 0|, QRAHQQ=10 z =z z z|;
0 0 0 10 0 + z = =z
0O 0 0 01 0 00 z z
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zatim novi "poremecaj” na poziciji (4,2) mozemo anulirati s

10 0 0 0 r rT T T X

B 01 0 0 O S r T T T X

Q§ =100 e s3 0], Q;Q;QTHQ1Q2Q3 =10 z =z z zx

0 0 =53 3 O 00 =z x «x

00 0 0 1 00 + 2z =z

i konacno element na poziciji (5, 3) ponistavamo s

1 00 O 0 T T T T T
5 010 0 O S r r xr T x
Qi=1001 0 0], QQ3Q:Q01HQ1Q2Q3Qs= |0 =z = z =«
0 0 0 ¢4 84 0 0 z z «x
0 0 0 —54 ¢4 0 00 z x

Dakle, prva rotacija je u Hessenbergovoj matrici stvorila izboc¢inu ili kvrgu na
poziciji (3,1) (oznacenu s +) i time pokvarila Hessenbergovu formu. Nakon toga
smo nizom rotacija tu kvrgu tjerali uzduz dijagonale, sve dok je nismo stjerali u
donji desni kut gdje je nestala.

Ako stavimo Q = Q1Q2Q5Q,, onda je Q*HQ ponovo Hessenbergova matrica, a
matrica ) ima istu strukturu kao i matrica (4.1.13) dobivena QR faktorizacijom
od H. Dakle, imamo dvije unitarne matrice koje racunaju Hessenbergovu formu
od H. Prema Teoremu 3.8.3 o jedinstvenosti Hessenebergove forme, ako se te dvije
matrice trivijalno razlikuju u prvom stupcu (do na mnozenje kompleksnim brojem
modula jedan), onda se one na isti nacin razlikuju u preostalim stupcima. Dakle,
jedan korak QR algoritma mozemo izvesti tako da Q; bude ista ona rotacija koja se
koristi pri racunanju QR faktorizacije matrice H®), a ostatak je samo bulge chasing
tj. korigiranje Hessenbergove forme nizom rotacija. Teorem o jedinstvenosti garan-
tira da smo dobili isti rezultat (do na trivijalnu sliénost dijagonalnom unitarnom
matricom) kao u dva koraka tipa (4.1.12), (4.1.14).



Poglavlje 5

Simetricni problem svojstvenih
vrijednosti

U ovom poglavlju prou¢avamo problem svojstvenih vrijednosti Az = Az u kojem
je matrica A realna i simetricna (A = AT) ili, opéenitije, kompleksna hermitska
matrica (A = A*). Valja odmah reéi da u teorijskom dijelu nema bitne razlike
izmedu realnih simetriénih i opcéenito hermitskih matrica. S druge strane, kod
razvoja numerickih algoritama za racunala, gdje je nuzno provesti efektivan racun,
¢e biti razlika koje su uglavnom tehnicke prirode.

5.1 Mini—max karakterizacija

Problem svojstvenih vrijednosti za Hermitske matrice je puno laksi nego op¢i prob-
lem. Prvi razlog je u ¢injenici da je Schurova forma hermitske (realne simetricne)
matrice realna dijagonalna — dakle matricu se moze dijagonalizirati unitarnom
(ortogonalnom) transformacijom sli¢nosti. Drugi razlog je u ¢injenici da su u Her-
mitskom slucaju svojstvene vrijednosti jako specijalne funkcije matrice.

Neka je A = UAU* = Y77 | Nju;u; Schurova dekompozicija hermitske matrice A
u kojoj su svojstvene vrijednosti numerirane tako da je \y > -+ > A\, auy, ..., u,
su stupci unitarne matrice U.

Uzmimo proizvoljan jedini¢ni vektor x, z*x = 1, i neka je y = U*z. Vrijedi

2 Ar = 2" UNUr, = y" Ay = Z)\i|yi\2 € [An, A1], jer je Z s> =1. (5.1.1)
i=1

y i=1

159
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Odavde odmah vidimo da se A; i A\, mogu opisati kao

An = 1Epi_1 T Ax = u) Auy,, A\ = max r*Ax = uj Auy.
Nadalje, iz (5.1.1) vidimo da dodatni uvjet npr. ujz =0 (tj. = L uy) daje y; =0
pa je

z¥r=1
xrluq

2 Ar =) Mi[yil® € [An, Ao, dakle Ay = max z* Az
=2

Analogno, uzimanjem = | wu, dobijemo \,_; = min 2" Az. Sada je jasno da do-
*r=1
L

davanjem novih uvjeta ortogonalnosti na prethodne svojstvene vektore dobivamo
sljedeci teorem:

Teorem 5.1.1. Neka je A € C*™ hermitska matrica i neka su Ay > --- > A, njene

svojstvene vrijednosti sa pripadnim svojstvenim vektorima wy, ..., u,; Auj = Aju,;.
Vrigedi
A= max z"Ar= min 2"Azr = ujAug.
c*r=1 c*r=1
xluy,...,up_1 Tlugi1,.un

Uocimo da iz (5.1.1) slijedi sljedeéi jednostavan zakljucak: Ako uzmemo proizvol-
jan jedinici vektor i izra¢unamo z*Az, onda postoji barem jedna svojstvena vri-
jednost u intervalu (—oo, z*Azx] i barem jedna u [z*Ax, c0).

Teorem 5.1.2. Neka je A € C™™™ hermitska matrica i neka su Ay > --- > \,
njene svojstvene wvrigednosti sa pripadnim svojstvenim vektorima uy, ..., u,. U
proizvoljnom k—dimenzionalnom potprostoru Sy postoje jedninicni vektori x, y sa
svojstvom,

v Ar < A, YAy > Ak

Dokaz: Promotrimo presjek potprostora Sy i linearne ljuske svojstvenih vektora
Upy Ukt 1y -+ 5 Upy P = Sk [ L(ug, Ugs1, - .-, u,). Ocito je dim(P) > 1 pa mozemo
odabrati jedini¢ni vektor z € P, i mozemo ga prikazati kao x = Z?:k xju;. Sada

je
n n n
* - TR N1y — |2
*Ar = g Tju; g TiNju; = g Ajlzs)7 < A
j=k i=k j=k

Druga nejednakost se dokaze analogno. H
Jasno je da u prethodnom teoremu pogodnim odabirom potprostora S mozemo
postiéi jednakosti. Time smo dosli do vaznog teorema o spektru hermitske matrice.
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Teorem 5.1.3. (Courant, Fischer) Neka je A € C"*™ hermitska matrica i neka
su Ay > -+ > A\, njene svojstvene vrigednosti sa pripadnim svojstvenim vektorima

UL, ..., Uy Auj = Ny, Tada za j =1,...,n vrijedi
*
, x*Ax ,
A; = min max = min max " Ar = ujAu; (5.1.2)
Sj,]_ zlS; 1 x*r Sj,]_ zlS;_1
z#0 r*r=1
*
. xFAx ,
= maxmin = max min " Az = v} Au,, (5.1.3)
Pj z€P; x*r Pj z€P; J
x#0 r*r=1

pricemu Sj_q, P; oznacavaju proizvoljne (j — 1)-, j—dimenzionalne potprostore u
C™ (R™ u slucaju realne simetricne matrice). Specijalno za dvije ekstremne svo-
jstvene vrijednosti 1mamo

*A
Al = max TP _ max " Az = uyAuy, (5.1.4)
x#£0 x*x r*r=1
. x*Ax o .
An, = min = min 2" Az = u, Au,. (5.1.5)

z#0 T*x z*z=1

5.2 Sylvesterov teorem

Definicija 5.2.1. Neka hermitska matrica A ima i_(A) negativnih i i, (A) poz-
itivnih svojstvenih vrijednosti, te neka je ig(A) kratnost nule kao svojstvene vri-
jednoti (ako je A singularna). Trojku i(A) = (i+(A),i_(A),i0(A)) zovemo inercija
matrice A.

Definicija 5.2.2. Za hermitske matrice A i B kazemo da su kongruentne ako
postoji regularna matrica S takva da je B = S*AS.

Odmah zakljucujemo da je A kongruentna matrici

iy 0 0
(A= 0 1. O
0 0 0

Teorem 5.2.1. (Sylvester) Hermitske matrice A i B su kongruentne ako i samo
ako je i(A) =i(B).

Dokaz:
25|
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5.3 Perturbacije spektra

U primjenama ¢esto ne mozemo apsolutno tocno izracunati matricu A koja prirodno
opisuje neki aspekt u konkretnom problemu — umjesto toga nam je dostupna ma-
trica A = A + §A, gdje §A u sebi sadrzi sve nesavrienosti i pogreske koje nam
onemogucuju pristup matrici A. Ako rjeSavamo problem svojstvenih vrijednosti,
to znaci da do spektralne informacije o matrici A moramo doci posredno, radedi s
A i uzimajuéi u obzir veli¢inu perturbacije §A. Teorija perturbacija spektra ma-
trice proucava kako se mijenjaju svojstvene vrijednosti i vektori matrice A ako se
matrica promijeni u A = A + §A.

U numerickom rjesavanju problema svojstvenih vrijednosti je teorija pertur-
bacija vazan alat jer su algoritmi bazirani na razli¢itim aproksimacijama, dakle sa
neizbjeznim perturbacijama matrica koje mogu uzrokovati netrivijalne promjene
svojstvenih vrijednosti.

Ovdje samo navodimo rezultate koji ¢emo koristiti u analizi numerickih algo-
ritama.

Teorem 5.3.1. (Weyl) Za hermitske matrice A, B i svojstvene vrijednosti nu-
merirane u padajuce nizove vrijedi

Teorem 5.3.2. Za hermitske matrice A © B vrijedi

mas [y (4) = Xy (B)| < 4 - Bl (5:33)

U praksi je lakse raditi sa Frobeniusovom normom ||- ||  umjesto spektralne ||-||2.
Naravno, u Teoremu 5.3.2 mozemo trivijalno iskoristiti nejednakost [|[A — B2 <
|A — B||r, a pravi pristup perturbacijama u Frobeniusovoj normi je Hoffman—
Wielandtov teorem.

Teorem 5.3.3. (Hoffman, Wielandt) Ako su A i B normalne n x n matrice sa
svojstvenim vrijednostima A1 (A), ..., A\n(A), M (B),..., A\ (B), onda postoji per-
mutacija p tako da je

> (A) = Ao (B)2 < [|A Bl
i=1
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Korolar 5.3.4. Neka je u Teoremu 5.3.3 matrica A hermitska, a B normalna,
te neka su svojstvene vrijednosti indeksirane tako da je Ai(A) > -+ > X\, (A), i
Re(A1(B)) > -+ > Re(\(B)). Tada je

Z [Ai(A) = ANi(B) ]2 < [|[A = Bl

Prethodni korolar nam kaze da, ako simetri¢nu matricu A napisemo kao A =
D+FE, D = diag(a;);-,, E = A— D, onda sortirani dijagonalni elementi a,p(1) >
o 2 pmypn) 0d A (p permutacija) aproksimiraju sortirane svojstvene vrijednosti
A > - > )\, od A s ukupnom pogreskom

n

Z(%u)p(i) —X)?2 < ||E|F.

i=1

Dakle, mali izvandijagonalni elementi znace da dijagonalni elementi dobro aproksimi-
raju svojstvene vrijednosti. Ako ||E||r nije mali broj, onda mozemo naciniti
sljedece: pokusajmo odrediti ortogonalnu matricu Q tako da matrica A’ = QTAQ =
D’ + E’ ima normu izvandijagonalnog dijela E’ takvu da je ||E'||r < ||E||r. Ako
uspijemo, onda dijagonala od A" (koja ima isti spektar kao i A) daje bolju aproksi-
maciju svojstvenih vrijednosti od A. Time smo zapravo dali osnovnu ideju za
razvoj metoda za dijagonalizaciju simetri¢nih matrica.

5.4 Jacobijeva metoda

Opisat ¢emo klasiénu Jacobijevu metodu. Ideja metode je da pocevsi s A =
A generiramo niz ortogonalno sliénih matrica A® = (UNTAOUT® = AB) =
(UPHTARU @) 5.

AR — (NI g k) — (L@ . g T QW@ . Ry k=12, ..
(5.4.1)
i to tako da matrice A®*®) konvergiraju fiksnoj dijagonalnoj matrici kada k — oco. Pri
tome matrice U®) trebaju biti jednostavne ortogonalne matrice koje u algoritmu
mozemo jednostavno odrediti i primijeniti u transformaciji sli¢nosti.
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5.4.1 Jacobijeva rotacija

Pogledajmo prvo kako lako mozemo dijagonalizirati 2 x 2 realnu simetri¢nu matricu

M:(j g),#o.

Uzet ¢emo ravninsku rotaciju
g cos ¥ sin?
- \—sin? cosd

i odrediti 9 tako da je JYMJ dijagonalna matrica. Lako izracunamo da je

JTMJ o a cos? 9—27 sin 9 cos ¥ v(cos? 9—sin? ¥9)+(a—B) sin ¥ cos ¥
 \ ~(cos? 9—sin? ¥)+(a—B) sind cos ¥  asin? 9+2+ sin 9 cos 9+3 cos? ¥

pa uvjet dijagonalnosti

7 (cos® ¥ — sin® ¥) +(a — B) sin ¥ cos ) = 0

J

cos 29 % sin 299

daje

8-«

2y
Ako stavimo ¢ = cot 29 i 7 = tand) onda je ¢ = (1 — 72)/(27) pa T mozemo dobiti
kao rjesenje kvadratne jednadzbe

cot 20 = (5.4.2)

4+ 2(r—1=0.
Manje po modulu rjesenje je

T =tand = sign(¢) (5.4.3)

K+

pa lako odredimo parametre rotacije

cos ) = L sin? = 7 cos V. (5.4.4)

V1+ 72

Elementarnom trigonometrijom se lako provjeri da je

— 0
Ty = (4707 . A.
JTMT ( 0 B (5.4.5)
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Dakle, Jacobijeva rotacija J je matrica svojstvenih vektora matrice M i moze
se, osim Jacobijevim formulama (5.4.2, 5.4.2, 5.4.4), dobiti i na nekoliko drugih
efikasnih nacina.

Primijetimo i da je, zbog ortogonalnosti,

(=97 + (B+97)* = [T MI|5 = [ M5 = o® + 57 + 29*. (5.4.6)

5.4.2 Klasi¢na Jacobijeva metoda

Sada ¢emo opisanu operaciju iterativno primjenjivati na 2 x 2 podmatrice n x n
matrica A® unizu (5.4.1). U k~tom koraku u matrici A®) uo¢imo 2x 2 podmatricu
sa elementima na presjecima redaka i stupaca s indeksima iy, j,

(k) (k)
ik _ [ Qi %) _ (B U (k) —
AT= (a@k a(%].k) - (D @) A=
Jksk JksJk

cos¥  sindg
—sindy cosVy

(5.4.2, 5.4.3, 5.4.4). (Naravno, ako je agf?jk =0, U® = I1,)) Sada U™ ulozimo
u n x n jedinicnu matricu tako da u n X n shemi U™ zauzima iste pozicije kao i
A®) u AP tj. presjeke redaka i stupaca s indeksima iy, jz. Dobijemo ortogonalnu

matricu

X K K K K KX ¥ K
XK K K KK ¥ K
* % % * H* %
X KK KK KX ¥ K
X KK KK KX ¥ K
* % X% % % %
* KK K KX ¥ K
¥ KK K KX ¥ K

Za A®) odredimo Jacobijevu rotaciju U® = ( ), koriste¢i formule

cos Vg sin ¥y
U® = UW (i, ji, 9) =

—sin Yy cos Vg

1
i racunamo A*+D = (UINTARTF) - Jasno je da je agfj;-:) = ag-]:jkl) =0.

Dakle, naucili smo kako u bilo kojoj simetri¢noj matrici jednostavnom transfor-
macijom ortogonalne sli¢nosti (koja mijenja samo dva retka i dva stupca) mozemo
ponistiti dva izvandijagonalna elementa. Sada to sustavno primjenjujemo za k =
1,2,3,... Naravno, dvije nule koje smo kreirali u k~tom koraku se mogu pretvoriti
u netrivijalne elemente ve¢ u sljede¢em koraku. Ostaje nam dakle odrediti strate-
giju kojom ¢éemo u danom koraku k birati tzv. pivotnu poziciju (i, jr) tako da
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u limesu osiguramo konvergenciju niza A®*) dijagonalnoj matrici. U prakti¢nom
racunanju se zaustavljamo na indeksu k, za kojeg je A%< dovoljno blizu dijago-
nalnoj matrici.

Da bismo sve ovo operacionalizirali uvodimo funkciju

Q(4) = | A - diag(A) s = [ layl>.
i#j

Ocito, Q(A) mjeri koliko je velik izvandijagonalni dio od A, 2(A) = 0 ako i samo
ako je A dijagonalna matrica. Dakle, nas izbor pivotnih elemenata (pivotna strate-
gija) mora osigurati limy_,., Q(A®) = 0.

Propozicija 5.4.1. U jednoj primjeni Jacobijeve rotacije A*T1) = (UFNT AR 7 (k)
sa UM = UB (i, ji, 0y) je Q2 (AFTD) = Q2(AW) — 2(al?). 12,

Dokaz: Prvo uocimo da je [|A®HD|2 = Q2(AKD) £ 377 ()2 te da
transformacija A®T) = (UF)T AR ®) mijenja samo dva dijagonalna elementa,
(k, ig)—ti 1 (Jk, jr)-ti, pri cemu je (vidi (5.4.6))

(a(k+1))2+(a(k+1))2 _ (a(k) )2+(a(k) )2+2(a(k) )2'

Uik JhsJk ok JhsJk horJk
Odavde je
PASD) — AP = Y (@) - (@, + (@) + 2, )
=1 0%11,5%
= Q3(AW) - 2(ai), )%
H

Propozicija 5.4.2. Ako je u svakom koraku k pivotna pozicija (iy, jix) odabrana
tako da je

(k) | _ (k)
|G| = max |a;;’| (5.4.7)
onda je
2
QARDY < APy, 1 - — 2 5.4.
(A049) < QW) 1 - 2 (5.4

pa je limy_,o Q(A®) = 0.
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Dokaz: 1z (5.4.7) je Q(A®) < n(n — 1)(a§f}jk)2 pa je

Q*(A®)

n(n —1)

2

QQ A(k+1) <QQ A(k) _9 .
(A0+) < 02(40) o

= Q*(AM)(1 - ).
i

Dakle, ako zadamo toleranciju € > 0, postoji indeks k, sa svojstvom da je za
sve k > k. Q(A®) < ¢, i algoritam staje na matrici A®). Ako matricu A*+)
napisemo kao sumu njenog dijagonalnog dijela D*+) i izvandijagonalnih elemenata
E) | Aks) — D) 4 Bk te ako stavimo U = UMD U@ ... U*=1) onda o kvaliteti
priblizne dijagonalizacije UT AU ~ D®**) mozemo suditi na nekoliko nacina:

o Iz UTAU = A%) = D) - B0 je

07 (A — TE)TT)ET = D) (5.4.9)
JA

tj. dijagonalni elementi matrice A% su egzaktne svojstvene vrijednosti matrice
A — §A, a stupci ortogonalne matrice U su pripadni svojstveni vektori. Dakle
konacan niz transformacija Jacobijeve metode bi dao egzaktnu dijagonalizaciju
matrice A—JA. Ako je A dovoljno mala matrica, tako mala da je A—dA ~ A onda
prihvaéamo UL AU ~ D™=). Primijetimo da je ||6A||r = |[E®)||p = Q(A®)) < ¢,
pa je dobar izbor za € reda velicine e||A||r, gdje je & strojna to¢nost.

e Relaciju UTAU = A% = D) 4 E() mozemo procitati i ovako: Za svaki
indeks i je AU(:,i) = (D®)),U(:,i) + UE®)(:, i), tj.

1AU(:, 1) — (D*)uU G )l = 1E® ()l < e (5.4.10)

pa smatramo da je priblizno AU(:,i) ~= (D®));U(:,14).

e U prethodne dvije tocke smo pokusali dati smisao izracunatim aproksimaci-
jama. Ponekad je to dovoljno. Ipak, uo¢imo da u tim diskusijama nismo uopée
spominjali svojstvene vrijednosti Ay > Ay > --- > A, matrice A. Sto mozemo
re¢i o nepoznatim vrijednostima A; koje su (uz pripadne svojstvene vektore) za-
pravo ciljevi racunanja? Koliko dobro dijagonala od A®*<) aproksimira spektar od
A? Odgovore daje teorija perturbacija. Na primjer, Hoffman—Wielandtov teorem
daje da svo(jstvene vrijednosti matrice A i silazno sortirani dijagonalni elementi

aj(u(lgp(l) >alis) > > al(, ) ) zadovoljavaju

p(2)p(2) = (n)p(n

n

S i—ali) 2 <At <.

Up(iyp(i))” =
=1
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Strogo gledano, ostalo je jos nekoliko koraka da bi se zakljucilo pitanje konvergen-
cije i otvorio prostor za dublju analizu metode. Treba pokazati da je limy_,oo A®)
fiksna dijagonalna matrica i da je limy_o UM ---U® ortogonalna matrica svo-
jstvenih vektora matrice A. Pri tome valja naglasiti da je konvergencija svojstvenih
vektora netrivijalna u slucaju visestrukih svojstvenih vrijednosti i da se relativno
jednostavan dokaz moze dobiti kada su sve svojstvene vrijednosti jednostruke.

Teorem 5.4.3. U klasicnoj Jacobijevoj metodi je limes niza A% dijagonalna ma-
trica sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali,

Ar(1)
lim A® =

k—o0

Ar(n)

pri cemu je m(-) neka permutacija. Ako su sve svojstvene vrijednosti jednostruke
onda je beskonacni produkt limy_.c UV - U®) konvergentan i njegov limes je or-
togonalna matrica pripadnih svojstvenih vektora.

5.4.2.1 Implementacija

Sada je na redu diskusija o implementaciji u aritmetici konacne preciznosti, gdje
osim pogreske koja je nastala uzimanjem konacnog dijela konvergentnog niza u
igru ulaze pogreske zaokruzivanja u svakoj operaciji koju smo opisali. Jasno je
da u aritmetici konacne preciznosti Jacobijevu transformaciju ne mozemo odrediti
egzaktno, niti je mozemo egzaktno primijeniti. U bilo kojem momentu umjesto A*)
imamo A® = A® 4+ 5A®): ¢ak kada bismo krenuli od A®) kao polazne matrice, niti
za nju ne bismo mogli egzaktno odrediti Jacobijevu rotaciju pa bismo umjesto U*)
imali U® = U® 45U ®): na kraju transformaciju slicnosti koriste¢i U*®) ne mozemo
izvrsiti bez gresaka zaokruzivanja F*). Ukupno, umjesto A®+1) = (UE)T AR 7 (k)
imamo

AGHD = AB+D) 5 AGR+D) — (FENT W FE) 4 p)
= (UP 4 50T (AR L 54 U® 4 5U0R) 4 FR - (5.4.11)

Odavde odmah slijedi:

e Nema garancije da su nakon transformacije u matrici Ak+1) pivotne pozicije
(i, Jr)s (Jr i) jednake nuli — umjesto toga ocekujemo male brojeve. Zapravo
nema niti garancije da je A®*1 simetricnal U programu obi¢no pivotne
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pozicije nakon transformacije stavimo eksplicitno na nulu a dva pripadna
dijagonalna elementa izracunamo koriste¢i (5.4.5). (Strogo gledano, zbog
pogresaka (5.4.11) relacija (5.4.5) vise ne vrijedi.))

e Uzimajuci u obzir prethodne diskusije, razumno je i prakticno preskociti k—ti
korak i staviti A®TD = A% ako je \aﬁf)jk| dovoljno mali broj. Mozemo cak
pivotne pozicije eksplicitno staviti na nulu.

Vrijednost Q(A®) se u jednom koraku & ~» k + 1 mijenja jednostavnom for-
mulom iz Propozicije 5.4.1: inicijalno stavimo w; = Q%(A) i u svakom koraku k
je Wil = wi — 2(a§f?jk)2 suma kvadrata izvandijagonalnih elemenata matrice u
novoj iteraciji. Na zalost, ova formula u prakticnom racunanju nije pouzdana i to

iz barem dva razloga:

e U aritmetici konac¢ne preciznosti Jacobijevu transformaciju ne mozemo odred-
iti egzaktno, niti je mozemo egzaktno primijeniti. To znaci da u konkretnoj
situaciji na racunalu formula prije svega nije istinita.

e Uzastopna oduzimanja kojima se dobiva nova vrijednost za wy uzrokuju gu-
bitak to¢nih znamenki tako da se lako moze desiti da u nekom momentu
izracunamo cak i negativni wy.

S obzirom na izbor pivotne pozicije agf?jk prema formuli (5.4.7), te da je prema

tome Q(A®) < n(n — 1)|a§f?jkl, dovoljno je pratiti veli¢ine pivotnih elemenata

i iteracije zaustaviti onaj ¢as kada pivot bude ispod ¢ = ¢/(n(n — 1)). Time

dobivamo garantiranu gornju ogradu za konkretno izra¢unatu matricu A®).
Ovime smo dosli do klasi¢ne Jacobijeve metode

Algoritam 5.4.1. Algoritam JACOBI;g4¢ primjenjuje klasi¢nu Jacobijevu metodu
s pivotnom strategijom (5.4.7). Iteracije se zaustavljaju kada je najveéi po modulu
izvandijagonalni element manji od zadanog pozitivnog parametra (.
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’ [U, )\] - JACOB1184G(A, g) ‘
U=1,;
W = maxiz; [a];
while w > ¢
odredi (¢, ') tako da je w = |ay | = max;; |a;;|;
if w=>¢
odredi Jacobijevu rotaciju Uy j,
A= U[z:’j,]AU[Z‘IJI];

U= UU[Z‘/J‘/];
end_if
end
A = diag(A) ;

Ocita mana klasicne metode je da priprema rotacije (trazenje pivotne pozicije)
zahtijeva n(n — 1)/2 usporedbi da bi se utvrdila pozicija najveéeg elementa po
modulu. Zato su razvijene pivotne strategije koje pivotne elemente uzimaju po
unaprijed zadanom poretku i takoder garantiraju konvergenciju. To su tzv. ciklicke
strategije.

5.4.3 Ciklicke metode

Ideja ciklickih metoda je vrlo jednostavna: umjesto potrage za najveéim elemen-
tom, treba jednostavno redom, sustavno, poniStavati sve elemente. Konkretno,
ciklicka strategija po retcima (stupcima) bira pivotne pozicije prolazeéi gornjim
trokutom redak po redak (stupac po stupac):

1 2 3 4 5 6 T
e e e e s
. 5 9101112 13 « 1) 20 4] 7] 11] 16} 22
x 3 5] 8 12] 17| 23]
w 1413 16 1718 * 60 9] 13 18] 24]
5012 * 104 14 19] 25] (5.4.12)
L BB ’ * 15 20 264
2 20 « 21) 27)
* =5 5 x 28]
28 *
* —
*

tj. ciklicki po retcima biramo

(1,2),(1,3),...,(1,n);(2,3),(2,4),...,(2,n);...;(n—2,n—1),(n—2,n); (n—1,n)
(5.4.13)
a ciklicki po stupcima

(1,2);(1,3),(2,3);...;(L,n—1),...,(n —2,n—1);(1,n),(2,n),...,(n — 1,n)
(5.4.14)
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Kada jednom obidemo sve izvandijagonalne elemente kazemo da smo napravili
jedan ciklus. (engl. sweep). Cikluse ponavljamo sve dok izvandijagonalni elementi
ne postanu dovoljno mali. Formalno, ciklicka pivotna strategija

je periodicka funkcija perioda n(n — 1)/2, gdje se osnovni period zadaje npr. sa
(5.4.12, 5.4.13, 5.4.14).

5.4.3.1 Implementacija

Kada govorimo o implementaciji, vrijede svi komentari is §5.4.2. Naravno, kako je

ovdje drugaciji izbor pivotnog elementa, iteracije ¢emo zaustaviti kada provjerimo
da su svi pivotni elementi manji od zadanog praga tolerancije.

| [U,\] = JACOBLCR(A, () |
U=1,;
{=0;
for ciklus =1 :
fori=1:n—-1
forj=i+1:n
if laij| = ¢
odredi Jacobijevu rotaciju Uy jn
A = U§:7j,}AU[Z‘/7j/]; U = UU[,‘/J‘/};
¢ =0;
else
(=10+1;
if £=n(n—1)/2, A\ =diag(A); return; end_if
end_if
end_for(j)
end_for(i)
end_for(ciklus)
A = diag(A) ;
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