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Dio 1

Diferencijalne jednadzbe



Poglavlje 1

Numericko rjesavanje inicijalnog
problema za ODJ

U mnogim primjenama u prirodnim i inzenjerskim znanostima se vremenska prom-
jena stanja promatranog sustava (mehanicki sustav, kemijska reakcija) opisuje
diferencijalnim jednadzbama koje matematicki opisuju zakone (npr. zakoni mehanike)
koji
y(t) = FEy). ¢ > b o)
y(to) = wo o

Pri tome je f : Z x R — R%, gdje je Z C R otvoren interval, tg € Z, d > 1 i
Yo € R%. Po komponentama problem (1.0.1) glasi

A0\ (AR 0w\ () o)

Ys(t) _ fa(t,yi(t), y2(2), ..., yalt)) Ya(to) _ (Yo)2

@) \ St .00, @) \wato)) \(o)a
Bv—/ \ ~ )

y'(t) fty(®)

Kazemo da je (1.0.1) inicijalni problem za sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Ako je
1 b1 (t)
Tq ba(t)

onda kazemo da je sustav ODJ linearan.
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1.1 RjeSivost

Pod odredenim uvjetima problem (1.0.1) ima jedinstveno rjesenje. Pokazuje se
da je kljuéni element Lipschitzovo svojstvo u varijabli z = (z1,...,24)7 funkcije

flt, x).

Definicija 1.1.1. Za funkciju f : Z x D > (t,x) — f(t,z) € R? kazemo da
je Lipschitzova u varijabli  ako postoji konstanta L; € (0,00) takva da za sve
(t,v), (t,w) € T x D vrijedi

[t w) = f(t, o) < Lyllw = o]

Lema 1.1.1. Neka funkcija f = (fi,..., fa)T : T x D — R? ima neprekidne sve
parcijalne derivacije 0;fy, = 0fx/0x;, k,j = 1,...,d, i neka su one omedene na
I x D. Neka je D konveksan. Tada je f Lipschitzova u varijabli x.

Dokaz: Neka sut € Z, 21,29 € D proizvoljni. Primjenom teorema srednje vrijed-
nosti je za svaku fukciju f : Z x D — R (uz oznake 0; = 0/0z;)

| fi(t, 22) — fu(t, z1)| = !Zajfk(t, 21+ (22 — 21))((22);5 — (21))]

d
<z — 21flso Zg&% 10 fi(t, 21 + (22 — 21))
=1

< dmax  sup [0 fi(t, 7)| |22 — 21|00
J=Lld (¢ 2)eIxD

< d My¢|lze — z1|le; My =maxmax sup |0;f(t,x)].
kzldjzld (t,l‘)EIXD

Dakle, sve koordinatne funkcije fi su Lipschitzove pa se lako uvjerimo da f mora
imati isto svojstvo. Na primjer, neka je k indeks za kojeg je

1t 22) = f(t, 21) [l = [fu(t, 22) = fi(t, 21)]-
Iz upravo dokazanog je || f(t, z2) — f(t, 21)|lcc < d My||2z2 — 21| 0. B

Slijedi najjednostavnija varijanta teorema o rjesivosti problema (1.0.1).

Teorem 1.1.2. Neka je f definirana i neprekidna na

S={(t,x) : (t,x) €[a,b] x R}, a <b< o0
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i neka vrijedi Lipschitzov uvjet: postoji Ly € (0,00) tako da za sve t € |a,b] i
u,v € R vrijedi

1 (t,u) = f(t o)l < Lgllu—of.
Tada za svaki ty € [a,b] i svaki yy € R? postoji tocno jedna funkcija y, derivabilna
na [a,b], koja zadovoljava y'(t) = f(t,y(t)), t € [a,b], i y(to) = Yo-

Primjer 1.1.1. Postojanje rjeSenja u teoremu 1.1.2 je osigurano ako je f samo
neprekidna. Dodatno Lipschitzovo svojstvo osigurava da je rjesenje jedinstveno.
Za ilustraciju, pogledajmo sljedeéi problem sa f(t,z) = /3

y'(t) =yt)'?

Ako je zadano i y(0) = 0 onda je y(t) = 0 ocito jedno rjesenje, a lako se provjeri
da je jos jedno rjesenje dano s

2,\3/2
0 zat <0

Uocavamo da f u okolini nule nije Lipschitzova jer npr. za = > 0 imamo

‘f(t,x)—f(t,—x)
z—

—(—x

1
= 23

i gornji kvocijent se ne moze uniformno omediti.

U primjenama je vazno znati koliko se mijenja rjesenje y(t) problema (1.0.1)
ako se promijeni pocetni uvjet y(to) = yo.

Teorem 1.1.3. Neka vrijede pretpostavke Teorema 1.1.2. Ako je §(t) rjeSenje
problema y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = Yo onda za svakit € [a,b] vrijedi

15(t) =y < el — o

1.2 Jednokoracne metode

Rijesiti problem (1.0.1) numericki znaci izracunati aproksimacije vrijednosti y(t;)
u konacno tocaka ti, ..., u zadanom intervalu [to, 7.
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1.2.1 Eulerova metoda

Kljuéni element numerickog rjesavanja inicijalnog problema (1.0.1) je kako iskoris-
titi diferencijalnu jednadzbu i od poznate vrijednosti y(ty) dobiti Sto bolju aproksi-

maciju za y(t1) i tako dalje, to ~ &3 ~ -+ ~t; ~ i1 ~ -+ - sve do zadnje tocke
t,.
tir1 tit1
itisn) = ut) = [ vrar= [ rrytrar (121)
t; t;

Sada uoc¢imo da relaciju
y(tiv1) = y(t:) + / f(r,y(r))dr (1.2.2)

mozemo iskoristiti za aproksimaciju y(t;41) tako §to ¢emo aproksimirati numericku
vrijednost integrala. Istina, podintegralnu funkciju poznamo samo u lijevom rubu
intervala [t;,%;,1] pa je ovaj ¢as najjednostavnije §to mozemo

tit1

/ f(roy(r))dr = (tigr — ) f (i, y(t:)), y(tivn) = y(t) + (i — ) f(E, y(t)-

t;

Geometrijski, iz tocke (¢;, y(t;)) se gibamo duz pravea y(t) = y(t;)+f (t;, y(t;)) (t—t;)
sve do t = t;;1. Naravno, osim u t = ¢y kada je y(to) poznata zadana vrijednost, sve
vrijednosti y(t;) su zamijenjene aproksimacijama y;. Diskretne vrijednosti ¢, t1, . . .
mozemo birati sa varijabilnim koracima h; = t;11 — ¢; ili, jednostavnije, ekvidis-
tantno h =t;,1 —t; zasve 1 =0,1,....

| [yl = Buler(f,yo0,h,n) || [y] = Euler(f,yo,t,n) |
fori=0,...,n—1 fori=0,....n—1

Vi1 = Yi + hf(ti, vi) Yivr = Yi + (L1 — ) f (L, vs)
end end

Eulerova metoda je najjednostavniji primjer jednokoracne eksplicitne metode —
vrijednost ;41 je dobivena eksplicitnim izrazom koji koristi informaciju samo iz
koraka t;.
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Definicija 1.2.1. Jednokorac¢na eksplicitna metoda za numericko rjesavanje inici-
jalnog problema (1.0.1) ra¢una niz aproksimacija

Yigr = Yi + hid(ti, i, hi), 1=0,1,2, ... (1.2.3)

u kojem je yo = y(ty) zadana inicijalna vrijednost a ¢ : [tg,00) x RY x R, — R?
je preslikavanje koje definira metodu.

1.2.2 Konvergencija

Naravno, zanima nas kada mozemo garantirati da ¢e metoda (1.2.3) dati konver-
gentan niz aproksimacija. Pri tome prvo trebamo definirati konvergenciju.

Za pocetak, vazna nam je pogreska jednog koraka: ako metodi na intervalu
[tiytis1] = [t,t + 0t] damo egzaktnu vrijednost rjeSenja u lijevom rubu, koliko je
odstupanje aproksimacije u t;17

Definicija 1.2.2. Lokalna pogreska diskretizacije metode (1.2.3) u tocki t + h je
definirana s

(t,h) = y(t + h) — y(t) — ho(t, y(t). h). (1.2.4)

Primijetimo da (1.2.3) daje yir1 — yi — hio(ti,yi, hi) = 0, pa lokalna pogreska
diskretizacije mjeri kako dobro egzaktno rjesenje zadovoljava rekurziju jednokoracne
metode (1.2.3).

0 = 2 oty h)
e(t,h)  ylt+h)—y(t)
h, - . h _¢(t>y(t)> h)

— ¢/ ()(h —0)

Odavde odmah izvodimo nuzan uvjet da bi metoda imala smisla — metoda treba
biti konzistentna u smislu sljedec¢e definicije:

Definicija 1.2.3. Metoda (1.2.3) je konzistentna ako za sve t € [to, T| vrijedi
lim ¢(#,y(t), h) = f(t,y(t))-
—0
Kazemo da je metoda reda konzistentnosti p ako je za sve t,t + h € [to, T
le(t, h)l| < CRM,

gdje je C konstanta neovisna o t i h.
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Propozicija 1.2.1. Ako f : [to, T|xR? — R< ima neprekidne parcijalne derivacije,
onda Fulerova metoda ima red konzistentnosti p = 1.

Dokaz: Naime, koriste¢i Taylorov razvoj

12 yi (&)
y(t+h) =y(t) +hy'(t) + 0} :
Y (&a)

lako dobijemo
L (i)
y(t+h) —y(t) = hf(t,y(t) = :
Yq(Ea)
pa je [[€(t, h)]| < Ch* sa C' = max,ep, 1 ||y (7). B

Definicija 1.2.4. Globalna pogreska diskretizacije metode (1.2.3) u tocki t; je
definirana s

vi = yi — y(ti). (1.2.5)
Kazemo da je metoda reda konvergencije p ako postoji konstanta K tako da je

H_loa,XH’YiH < KK, h= ._Hol,axl(tiﬂ — ;).

Dokazi konvergencije su bazirani na dva klju¢na elementa: redu konzistentnosti i
Lipschitzovom svojstvu fukncije ¢ koja generira metodu. Pri tome su, naravno,
teoremi koji pretpostavljaju jace uvjete jednostavniji za dokazati od onih koji
dozvoljavaju i slabije polazne pretpostavke.

Teorem 1.2.2. Neka jednokoracna metoda (1.2.3) ima red konzistentnosti p > 1,
i neka je funkcija ¢ Lipschitzova u drugoj varijabli: postoji konstanta Ly € (0, 00)
tako da je za sve t € [tg, T], h > 0 i 21,20 € R?

1p(t, 21, h) = B(t; 20, h)|| < Lgllz1 — 2|

Tada vrijedi

C p
= 90l < -0 1) (max (i —10) (120
=un d)

i=0:n—1
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Dokaz: Za globalnu pogresku v, = y; —y(t;), ¢ = 0, ..., n, oduzimanjem relacija

Yier = Yi + hio(ti, yis hi)
Y(ti1) y(ti) + hio(ti, y(t:), hi) + €(ts, hyi)

dobijemo

Yirr = Vi +hi(d(ti, yi hi) — o(ts, y(ts), hi)) — €(ti, hy)
vl + hiLgllvll + lle(ts, ki) || = (14 Lghi)|[v; |l + lle(ts, k)|

LA A

Sada stavimo h = max; h;, € = max; ||€(t;, h;)||. Pokazali smo da vrijedi
[YViall < (1 + Lgha) |1yl + hCR' i =0,...,n— 1

Odavde se moze zakljuciti (tehnicka lema) da je
C i— — i—
lvill < L—(eL¢Zj=5hﬂ' )R [y lele Zimo b,
¢

=
Korolar 1.2.3. Neka vrijede uvjeti iz Teorema 1.2.2 i neka je t € (to,T]. Neka

je hy, = (t —to)/n i neka y;p,, i = 1,...,n, oznacava aproksimacije dobivene s
fiksnim korakom h,,. Tada je
lim |y n, —y(t)[ = 0.

n—o0

Korolar 1.2.4. Ako f : [to, T] x R — R? ima neprekidne i omedene parcijalne
deriwacije, onda Eulerova metoda ima red konvergencije p = 1.

Primjer 1.2.1. (Poboljsanje Eulerove metode.) Eulerova metoda je jednostavan
proces i, kako je i za ocekivati, ima mali red konvergencije. Zanimljivo je vidjeti
kako cak i tako jednostavnu metodu mozemo jednostavnim trikom popraviti. Ako
je rjesenje y(t) glatka funkcija, onda pogresku u i—tom koraku mozemo analiticki
zapisati u obliku

yi = y(t;) + mh +n2h* + - - (1.2.7)

pri cemu koeficijenti 71,72, ... ne ovise o h. Ako sada Eulerovom metodom do
momenta t; dodemo prvo korakom h a zatim korakom h < h (npr. h = h/2)
dobijemo dvije aproksimacije (s korakom A do t; stizemo u ¢ koraka)

Yinh = y(ti)+7]1h+7]2h2+"'
Yih = y(t:) + mh+ nph? + - - -



POGLAVLJE 1. NUMERICKO RJESAVANJE IP ZA OD.J 11

Sada od dvije dobivene aproksimacije y; 1 y;j, pokusajmo sloziti linearnu kombi-
naciju ay; n + By; 5 koja ce biti bolja od obe. Prirodno je zahtijevati a + 8 = 1.
Lako izracunamo da je

ayin + Byij = y(ts) + m(ah + Bh) + na(ah® + Bh?) + O(h?*) + O(h?)
i odmah uocavamo da odabir a i 8 tako da je jos i ah + Bh = 0 daje
ayin + By; i = y(t:) + O(h?).
Ako je na primjer h = h/2 onda je « = —1, = 2 i imamo novu aproksimaciju

Yi = 2Y2in/2 — Yih-

Prakticna izvedba ove nove sheme se sastoji u tome da se dva Eulerova procesa
kombiniraju odmah u hodu.

Yivrn = Yi+hf(ti,ys)
h
Yir1/2,n2 = Yit+ §f(ti7 Yi)
h h
Yi+1,h/2 = Yit1/2,n/2 T §f(t¢ + 5’ Yit1/2,n/2)
Yits1 = 2yi+1,h/2 — Yi+1,h
Algoritam je jednostavan:

’ [y] = Euler2(f, yo, h,n) ‘
fori=0,....n

Yirr = Yi + hf(ti + h/2,yi + (h/2) f(ti, vi))
end

Sada ¢emo se uvjeriti da je lokalna pogreska diskretizacije poboljsane Eulerove
metode za red veli¢ine manja (u odnosu na klasi¢nu Eulerovu metodu). Rac¢unamo

i1 = y(tia) —y(t) = hf(ti + h/2,y(t:) + (h/2) f(ti, y(t:)))
= y(t)h+ mih2 + ét")h%
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1.2.3 Trapezna metoda

Ideja trapezne formule je jednostavna: U relaciji (??7) treba integral numericki
aproksimirati trapeznom formulom da dobijemo

Y(tinn) = (e + "I Py + fl () (128)

Trapezna metoda je najjednostavniji primjer jednokoracne implicitne metode —
vrijednost ;41 =~ y(t;+1) se dobije koriste¢i samo informaciju iz koraka t¢; i pri
tome je y; 11 definiran implicitno kao rjesenje jednadzbe.

1.3 Runge—Kuttine metode

Zeljeli bismo poboljsati jednostavne jednokoraéne metode. Polazimo od osnovne
relacije
tey1

it = (e + [ f(r()r,
173
i u njoj pokusSajmo numericku vrijednost integrala aproksimirati koriste¢i do-
datne ¢vorove u [tg, tx41] 1 dodatne slobodne parametre koje ¢emo naknadno fino
nastimati. Konkretno, uzmimo na primjer tri ¢vora &, &y, &3, tri dodatna parame-
tra ¢y, c9, c3 1 potrazimo formulu oblika

Yer1 = Yk + hler f(§1,9(61)) + caf (§2,y(82)) + caf (&3, y(E3))], (1.3.1)

pri cemu ¢emo slobodne parametre iskoristiti da dobijemo Sto veéi red konzistent-
nosti, tj. sto je moguée manju lokalnu pogresku diskretizacije.

Odaberimo & = tg, & = tp + ash, &3 =t + ash sa 0 < as, a3 < 1. Kako nam
vrijednosti y(&;) nisu dostupne, zamijenit ¢emo ih prediktorima — aproksimacijama,
ali opet sa slobodnim parametrima A, Az1, Aso:

y(&1) = yi
y(&2) = yr + hAg f(te, i) (1.3.2)
Y(&s) = Yk + hAs f(tr, yr) + hAsa f (i + a2h, Y + h Ao f (L, yr))

Odavde dobivamo opéi oblik k—tog koraka:

Uy = f(te, yr)

Uy = f(ty + ash, yx + hAn¥y)

Uy = f(tp + ash, yp + h(Az1¥1 + A3 ¥s))
Yk+1 = Y + h(Cqul + CQ\I’Q + 63\113)
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Sada osam slobodnih parametara treba odrediti tako da dobivena shema bude
Sto je moguce bolja. Za pocetak, osigurajmo npr. da prediktori (1.3.2) u nekim
jednostavnim primjerima rade perfektno. Recimo, ako rjesavamo y/'(t) = 1 na
(0,00) sa y(0) = 0, onda je rjesenje dano s y(t) = t. Ako zahtijevamo da su u
ovom jednostavnom primjeru! prediktori egzaktni, onda dobivamo uvjete

ag = A21
az = Az + Asg

Ostale uvjete na slobodne koeficijente ¢emo izvesti iz oblika lokalne pogreske
diskretizacije

di1 = Y(ter) = [y(te) + h(c1®1 + c2®o + c3P3)],
gdje je: O = ftg,y(te)),
Oy = f(tp + ash, y(ty) + Asth®y),
D3 = f(tp + azh,y(ty) + h(Az Py + A3®,)).

Sada sve ®; razvijemo u Taylorov red oko (tx, y(tx)). Dobijemo

Oy = fltr,y(te)) + Ocf (te, y(te)) - ach + Oy f (t, y(tx)) - ash f(t, y(tx))
ORI (o (1)) - 30 3R (1, () - 030 (e (1)

+ 52 L F (s y(te))ash? £, y(ty)) + O(h?)
O3 = f(tk; y(t)) + ashF (e, y(te)) + h* (a2 Asa F (tk, y(11)) 3y f (tr, y (1))
+ —agG(tk, (1)) + O(h?), gdje je
F(ty,y(ty) = atf(tk, (tk) + Oy f (ks y(tr)) f (tres y(tr))

G(te,y(tr) = Onf(tr,y(te)) + 200, f (tr, y(tr) f (tr, y(tr))
+ 00, f (b, y(te) f2 (b, y(tr)

Takoder, imamo razvoj za y(tx,1) oko tg, pri Cemu je

Y (te) = [t y(tr))
y'(te) = Flte,y(tr))
y"(te) = G(tr,y(te)) + F(te, y(te)) f (s y(te))-

'Razumno je zahtijevati da se metoda koju pokusavamo konstruirati dobro ponasa u jednos-
tavnim slu¢ajevima.
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Ako sada sve navedene razvoje iskoristimo u izrazu za dj,; i uredimo ga po po-
tencijama od h dobijemo

drr1 = hf(te, y(te))(1 —c —cy —c3) + h2F(ty, y(tk))(% — sy — a3C3)

b | Pt y(00)0, by (1)) (5 — aaesAn)

1 1 1
+ G(tk,y(tk))(é — 5@%02 — 5@%03) + O(h%).
Vidimo da mozemo posti¢i di, = O(h*) ako koeficijenti zadovoljavaju sljedeci
sustav jednadzbi:

c1+cy+ C3 = 1
QA9Cy + A3C3 = %

azAzacs = %
azcr +ajes = 5

Sest parametara, Getiri jednadzbe. Uzmimo da su as, as € (0,1) slobodni parametri
i rijesimo uz uvjete ay # as, as # 2/3:

6a2a3 +2— 3(@2 + CL3) 3(13 -2 2 — 3@2
1 = y Co = ——~, (g =
6&20,3 6&2(&3 — CLQ) 6&3(@3 — CLQ)
az(az — as)
Ay = Agg = ————= A3z) = ag — Ass.
21 a2, A32 2(2 — 3as)’ 31 = a3 32

Rjesenje kompaktno zapisujemo u obliku

a1
a2 A21
as | As; Asg

‘ C1 Co C3

Tako na primjer imamo Kuttinu i Heunovu metodu reda 3, koje su dane, redom,

0 0
‘ 1/21/2 ‘ 1/311/3
Kutta: 1121 9 Heun: 11 0o 2/3

11/6 2/3 1/6 [1/4 0 3/4
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Popularna je Runge-Kuttina metoda stupnja i reda 4:

0
1/2]1/2
1/2] 0 1/2 (1.3.3)
110 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Nekoliko komentara:

e Prvo sto uocavamo je da je procedura izvodenja formula komplicirana. Za
metodu jos viseg stupnja su izrazi s parcijalnim derivacijama jos komplici-
raniji.

e Povecavanjem stupnja metode, tj. uvodenjem vise slobodnih parametara
postizemo veci red metode. Na zalost, stupanj 4 je najveéi za kojeg je metoda
reda 4. Maksimalni red za stupanj 5 je 4, za stupanj 6 je maksimalni red
metode 5, za stupnjeve 71 8 je maksimalni red jednak 6, dok metoda stupnja
9 ima maksimalni red jednak 7.

e Metoda je nelinearna i u svakom koraku treba nekoliko puta racunati vrijed-
nosti funckije f.

1.4 Visekoraéne metode

Kada pogledamo npr. Eulerovu metodu koja pocevsi od zadane vrijednosti y(tg) =

Yo generira niz aproksimacija u ¢vorovima tq,to, ..., tk_3, tk_2, tx_1, tx onda nam se
¢ini razumnim da pri racunanju aproksimacije u tx,; uzmemo u obzir ne samo
te, yr nego i dio iz proslosti, tj. vrijednosti yx_1,yr_2,... iz nekoliko prethodnik

koraka. Kako mozemo iskoristiti tu informaciju?
Rezultat su takozvane visekoracne metode. Primjere takvih metoda ¢emo kon-
struirati koristeci jednostavnu heuristiku baziranu na interpolacijskom polinomu.

1.4.1 Adams—Bashforth—ove metode

Prisjetimo se, u jednom koraku metoda koje smo do sada proucavali koristimo

relaciju
tet1

y(ts) = y(te) + / F(r,y(r))dr,

ty
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i u njoj na razlicite nacine numericki racunamo integral. Sada pogledamo infor-

maciju nekoliko koraka unazad, recimo u vremenima tj_3, tx_o, tx_1, i zajedno sa

informacijom u vremenu t; pokusajmo dobiti bolju procjenu integrala.
Konstruirajmo Lagrangeov interpolacijski polinom

Py(t) = Zf (th—js Y L5 (1), Ly (t) = Hrfé:f(]zfit_]_fl)f)

i iskoristimo ga za aproksimaciju podintegralne funkcije na [tx,tx.1]. Time smo
definirali metodu

3 tr4+1
Yk+1 = Yp + Z f(tk_j, yk_j) / Lk_j(T)dT. (1.4.1)
Jj=0 t
k
—_————
4

Ostaje izracunati koeficijente ¢;. Inegrale ¢emo racunati zamjenom varijabli ¢ =
tr + sh, dt = hds, gdje je s € [0,1]. Idemo redom:
tkt1 tet+1
t—tp_3)(f —tp_o)(f — tr_
60 — / Lk(T)dT: / ( k 3)( k 2)( k 1) dt
(tk — te—3)(te — tr—2)(tr — th-1)

tr tg
1
h-(3+s)-h-(2+s)-h-(1+s)
= h d
/ 3.h-2-h-1-h s
0
/ 55
= /(33+63 + 11s+6)d —h;
24
0

tkt1 lk41
(t — 1 3)(t — 1 2)(25 — tk)

6= [ L S - dt
' / e / (tr—1 — tp—s)(tp—1 — th—2)(tk—1 — tx)

tg
_ / B+s)-h-(2+s)- h~sd8
2-h-1-h-(=1)-h
0
h 29
= —= = ——p
2/(3 + 5s% 4 65)ds 51

0
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tkt1 lk41

[ taatriar = [ S balCot) g

tr—o — tp—s)(tp—1 — te—1)(tk—2 — tx)

[ s = [ttt _,

thes — tp—a)(to—s — th—1)(ths — tk)

h-(2+s)-h-(1+s)-h-s
s e e
g/s + 35% + 25)ds :—%h.

17

[ako su gornji integrali elementarni, dali smo detalje racuna s ciljem da se uoci da u
tim formulama ima dosta strukture i da bi se u principu mogle ocekivati zatvorene
formule za racunanje koeficijenata ¢;, bez da idemo kroz sve korake kao u gornjem
primjeru. To je uistinu moguce, ali za sada neé¢emo ulaziti u te detalje.

Algoritam 1.4.1. Adams-Bashforthova eksplicitna metoda reda 4.

|

[y] = Adams_Bashforth_4(f, vo.3, fo.3,t,n) ‘

fori=3,...,n—2
Yit1 = Yi + 2—}2(55]0@' —59fi 1+ 37fia —9fi_3)
fir1 = f(tiJrla yi+1)

end

Yn = Yn—1 + %(55]%71 - 59fn72 + 37fn73 - 9fnf4>

Ako Zelimo

odmah dobiti osjec¢aj koliko je ovakva shema dobra, pogledajmo
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lokalnu pogresku diskretizacije:
drrr = y(tee) —y(te) — —{55f(tk;7 (te)) — 59f (tr—1,y(tk-1))
+ 37 (tr—2,y(tr—2)) —9f(tk 5, Y(th-3))} = jer je f(t,y(t)) = y'(t)

= yY(trr) —y(te) — —{55y (tr) — 59y (tr—1) + 37y (te—2) — W' (tr—3)}

_h2 //t _h3 ”/t
S0+ S0

I ﬂh‘* y @ (t, )+mh5 (¢ )+O(h6)——{55y (tr)

1
— 59y (tw) — hy" (tr) + §h2?JW(tk) — 6h3y(4)(tk) + ﬂh YO () + O(h®)]

= ‘Taylorov razvoj oko tj ‘ = hy'(tx) +

4
+ 37[y (tr) — 2hy" (t) + 2R%Y" () — §h3y( (te) + 3h4 )(te) + O(R%)]

. 2
0D (1) — By () + () — KD () + S RO (8) + O]

251
= 222 Lot
" T OU):

Sli¢no, koristeé¢i pet uzastopnih koraka dobijemo:

Algoritam 1.4.2. Adams-Bashforthova eksplicitna metoda reda 5.

| [y] = Adams Bashforth 5(f, yo.4, foa, , ) |
fori=4,....n—2
Yir1 = Yi + 725 (1901 f; — 2774 fiy + 2616 f;_5 — 1274 f;_5 + 251 f;_4)

fi+1 = f( ZH,ym)
end

Yn = Y1 + 255 (1901 frr 1 — 2774 fn o + 2616, 3 — 1274 f, 4 + 251 f, 5)

Sazetak:

e Nova aproksimacija se konstruira koriste¢i informaciju iz prethodnih m ko-
raka. Kazemo da je metoda m—koracna.

e Za pocetak trebamo m vrijednosti yo, y1, ¥o, - - -, Ym—1, te m primjena funkcije
f za racunanje vrijednosti fo, fi, fo, ..., fm_1.

e U svakom koraku trebamo samo jednu novu primjenu funkcije f.
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e Lokalna pogreska diskretizacije npr. reda O(h’) za m = 4 je bitno poboljsanje
u odnosu na npr. Eulerovu metodu.

Prije nego krenemo na sustavnu analizu visekoracnih metoda, pogledajmo jos
jedan primjer: Adams—Moultonove metode.

1.4.2 Adams—Moulton—ove metode

Adams—Moultonove metode polaze od iste ideje kao i Adams—Bashfortove, ali se

ovdje u &vorove inteporlacije ukljucuje i évor t;,1. Sto smo time dobili? Ukupno

se gleda isti broj prethodnih koraka, ali s jednim ¢vorem vise mozemo konstruirati

interpolacijski polinom viseg stupnja. Nadalje, interval nad kojim ¢emo integrirati

pomocu interpolacijskog polinoma je uklju¢en u interval nad kojim interpoliramo.
Dakle, imamo

Bit) = > St ys) L (1), Lk—j(t)znlj;j.(;it_;—tizi)

tkt1

3
Yr+1 = Yk T Z f(te—j, Yr—) / Ly—j(7)dr.
j:_l tr
—_————
¢
Uocavamo da se na desnoj strani takoder pojavljuje nepoznata vrijednost yi.1, Sto
znaci da je jedan korak metode zadan kao rjeSenje jednadzbe.

Ako izracunamo koeficijente, dobijemo

’ [y] = Adams_Moultond( f, yo.3, fo.3,t, 1) ‘
fork=3,...,n—2
Y1 = Yr + 755 (251 f (1, Yirr) + 646 f — 264 fy1 + 106 fr—o — 19fi—s)

Jer1 = f(trs1 Yrs1)
end

Yn = Yn—1 + 77%(251f<tn7 yn) + 646fn—1 - 264fn—2 + 106fn—3 - 19fn—4)

Vrijede svi komentari kao kod Adams—Bashfortovih metoda, plus jedan novi: U
svakom koraku metode trebamo rijesiti jednadzbu ¢ije rjesenje je nova vrijednost
u Adams—Moultovoj metodi. Odmah se, naravno, postavlja pitanje rjesivosti: da
li je u svakom koraku y;,; dobro definiran i kako ga efikasno izracunati?
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1.4.3 Linearne diferencijske jednadzbe

Visekora¢na metoda sa m koraka generira niz diskretnih vrijednosti koje, uz odgo-
varaju¢ih m pocetnih vrijednosti, zadovoljavaju jednadzbe oblika

q)k(yk; Y41y - - - 7yk+m) = 0, k= ]{30, /{30 + 1, k’o + 2, cee (142)

Gornja relacija definira diferencijsku jednadzbu reda m. Sa {yx} ¢emo oznacavati
rjesenje od (1.4.2) tj. niz yx, Y11, - - -, koji za svaki k > ko zadovoljava (1.4.2). Nas
¢e posebno zanimati linearne diferencijske jednadzbe

k k k
By + Oéﬁn),lymmq +- Olg s + Oé(() )yk = Yirm, ) 0. (1.4.3)

Uz svaku takvu jednadzbu vezemo njenu pripadnu homogenu jednadzbu

a®y i + aﬁ,’f),lymmq +-+ agk)ykﬂ + oz(()k)yk =0, (1.4.4)

koja ima vaznu ulogu u opisu skupa rjesenja od (1.4.3).
Za ocekivati je da ¢emo do korisne informacije o rjesenju doé¢i oponasanjem
rjeSavanja sustava linearnih algebarskih jednadzbi i obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi. Odmah vidimo da je trivijalni nul-niz {0} jedino rjesenje homogene jed-

nadzbe (1.4.4) sa zadanim yg = - -+ = y,,—1 = 0. O¢ito je da je sa svakim zadanim
Yo, - - -, Ym—1 jedinstveno zadano rjesenje {yx}.
Neka su sada {y,il)}, ce {y,(f)} nekih ¢ rjesenja od (1.4.4). Kazemo da su {y,(;)},
1=1,...,¢, linearno nezavisni u kg ako su linearno nezavisni retci matrice
1y @ (1)
Yeo  Ykor1 " Ykgtm—1
2 2 .2
Yk — yko yk0+1 yk0+m—1
0 . . . . )
© O .0
yk() yk0+1 T yk0+m,1
tj. ako (m,...,m)Yg = 0 <= 1 = --- = 1, = 0. Odavde odmah slijedi da je

maksimalni broj linearno nezavisnih rjesenja u bilo kojoj tocki k = kq jednak m.

Definicija 1.4.1. Fundamentalni sistem rjesenja jednadzbe (1.4.4) u tocki k = kg
je svaki skup od m linearno nezavisnih rjesenja u tocki k = k.

Teorem 1.4.1. Svaki niz {yx} koji je za k > ko rjeSenje linearne homogene difer-
encijske jednadzbe (1.4.4) moZemo napisati kao linearnu kombinaciju rjesenja iz
fundamentalnog sistema u k = ky.
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Posebno nas zanimaju fundamentalni sistemi u £ = 0 linearne homogene difer-
encijske jednadzbe sa konstantnim koeficijentima

OmYktm + Om—1Yktm—1 + -+ Ypp1 +aoyr =0, a9 #0, a,, 0. (1.4.5)

Ako rjesenje potrazimo u obliku g, = e’ = (", ( = e* # 0, onda uvrstavanjem u
(1.4.5) dobijemo

C"(amC™ + a1 (" 4 + ag) = 0.
Dakle, {¢™} je rjesenje od (1.4.5) ako i samo ako je ¢ nultocka polinoma

p(¢) = amC™ + Oém—lCm_1 + -+ a1+ ap. (1.4.6)
Lema 1.4.2. Neka polinom p(¢) ima m jednostrukih nultocki (i, ...,(yn. Tada
{¢EY, ... {CE ) cine fundamentalni sistem rjesenja u k = 0.

Dokaz: Zbog g # 0 je p(0) # 0, tj. niti jedno rjesenje {¢¥} nije trivijalno. Linearnu
nezavisnost u k£ = 0 vidimo iz ¢injenice da je determinanta matrice

1 G - {nfl

LG o G

| dednaka TG - #0.
: : ) ’m:—l 1<

1 ¢ -

=

Ako su neke nultocke polinoma p(¢) visestruke, sa ukupno ¢ < m medusobno
razlicitih, onda konstrukcija iz prethodne leme ne daje dovoljno rjesenja za funda-
mentalni sistem. Trebamo konstruirati dodatna rjesenja. Za motivaciju, neka je (;
dvostruka i zamislimo je kao rezultat kolizije u limesu dvije jednostruke (i, (; + €,
¢ — 0. Zbog linearnosti je (u toj zamisljenoj situaciji) za svaki € > 0 rjeSenje dano
i formulom

1 . | d _
LG+ 0" =), pri cemn ol (G o+ 0 - ¢f) = ol = ki
Teorem 1.4.3. Neka su(y, ..., sve medusobno razlicite nultocke polinoma (1.4.6),

te neka je k; algebarska kratnost nultocke (;. Tada m nizova
{ue} = {¢}
{yn} = {k¢"}
{up} = {k(k = 1)} i=1,...,¢ (1.4.7)
{yn} = (k= 1)~ (b — s +2)G )

¢ine fundamentalni sistem rjesenja od (1.4.5) v k = 0.
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Primjer 1.4.1. Nultocke polinoma p(¢) su opéenito komplesni borjevi pa su
rjeSenja opisana u Teoremu 1.4.3 kompleksna. Ako trebamo realna rjesenja jed-
nadzbe (1.4.5) sa realnim koeficijentima, onda sve komplesne nultocke dolaze u
kolpleksno—konjugiranim parovima i svaki takav par mozemo zamijeniti sa realnim
i imaginarnim dijelom. Na primjer, y,1o + ¥, = 0 ima p({) = (* + 1 sa (; = i,
¢, = —i, pasu rjesenja {i*}, {(—i)¥}. Umjesto njih, za realan fundamentalni sistem
mozemo uzeti {cos(nm/2)} i {sin(nm/2)}.

1.4.4 Konvergencija viSekorac¢nih metoda

Analiziramo konvergenciju m—koracne metode na intervalu [a, b], kojeg smo podi-
jelili na n jednakih podintervala duljine h = (b—a)/n, oblika [ty, tx11], tx = a+kh,
k=0,1,.... Zanima nas kako dobro izracunate vrijednosti y; aproksimiraju vri-
jednosti toénog rjesenja y(tx) kada n — oo, tj. kada h — 0. Opcenito se moze
promatrati proizvoljne podjele, ali takve da maxy(tx41 —tx) konvergira u nulu kada
n — o0o. Takva razmatranja su tehnicki nesto kompliciranija i ne¢emo ih provoditi.
Kod nas ¢e niz ty, . . ., t, uvijek definirati ekvidistantnu subdiviziju sa konstantnim
korakom h = tj 1 — ti.

Lako vidimo da pomakom indeksa svaku m-kora¢nu metodu iz prethodnih
sekcija mozemo zapisati u generickom obliku kao

> s = h(te Yy - - Yirm: 1), o # 0, (1.4.8)

J=0

gdjesuyo =~ y(to), - -, Ym—1 = y(tm_1) zadane pocetne aproksimacije, preslikavanje
¢ koje definira metodu je definirano na

¢:[a,b] x R x R x - .- x RY xR, — R%

~
m+1

Metoda je linearna m—koracna ako je oblika
D ks =Y Bif (besss Yeas)s am # 0. (1.4.9)
=0 §=0

Dijeljenjem (1.4.8) s a,,, mozemo definicijsku relaciju normirati tako da bez sman-
jenja opcenitosti uzimamo a,,, = 1.

Iz analize linearnih diferencijskih jednadzi u §1.4.3 znamo da m—kora¢na generira
vise rjeSenja (rezultat zamjene diferencijalne jednadzbe prvog reda diferencijskom
m—tog reda) i da ¢ée za uspjeh visekoraéne metode morati postojati mehanizam
koji ¢e prigusiti ta parazitska rjesenja.
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1.4.4.1 Red metode
Kao i kod jednokora¢nih metoda, uvodimo pojam lokalne pogreske diskretizacije:

Definicija 1.4.2. Za m-kora¢nu metodu (1.4.8) i t + jh € [a,b], j =0,...,m, je
lokalna pogreska diskretizacije

h) = Z a;y(t + jh) — he(t, y(t), ..., y(t +mh), h).

Kazemo da je metoda konzistentna reda konzistentnosi p ako postoje h, > 0 i
D > 0 tako da, za sve h < h, it + jh € [a,b], j = 0,...,m, vrijedi ocjena
1T (. )| < DRPH.

Kod linearnih visekora¢nih metoda je lokalna pogreska diskretizacije oblika

(1) = Lon(y(t),h) =Y agy(t+jh) —h > Biy'(t + jh) (1.4.10)

=0 =0

i mozemo je shvatiti i kao linearni diferencijski operator koji djeluje na (ovisno o
situaciji 1 primjeni) dovoljno glatke funkcije y(-). Koriste¢i Taylorove razvoje
) ///(t)
y(t+jh) = y(t)+y'({)jh+ 2(, )2+ 4+
y"(t) 2h2 (4)( ) 3h3
2! 3!

i grupiranjem elemenata po potencijama od h izraz za L,,(y(t), h) mozemo zapisati
u obliku

L (y(t),h) = Coy(t) + Crhy/' (t) + Coh®y" (t) + - - - + Coh'y O (t) + - - -

y'(t+gh) = y(t)+y"({t)jh+ =~

gdje su koeficijenti C, dani s

Co = zm: Zja] Zﬁj, i opcenito
7=0
C, = %zm: ;— Y 1B, 0=2,3, ...

=1 S =1

Definicija 1.4.3. Kazemo da je linearni diferencijski operator (1.4.10) reda p ako
jeCOZ...:Cp:OiCerl#O.
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1.4.4.2 Ocjena globalne pogreske

Zelimo ocijeniti globalnu pogresku e, = yr — y(tx), k = 0,...,n, te vidjeti &to se
dogada kada h — 0. Za pocetak, slijedimo shemu koju smo primijenili kod jed-
nokora¢nih metoda. Komplikacije koje nastaju zbog slozenije strukture visekoracne
metode ¢emo rjesavati u hodu.

Naravno, u realnim uvjetima primjene metode ne mozemo izbjeé¢i pogreske
konaéne (strojne) aritmetike i druge aproksimacije pri ra¢unanju vrijednosti funkcije
¢, rjesavanja jednadzi u implicitnim metodama itd. To znaci da za realisticnu
analizu metode, u k—tom koraku (1.4.8) trebamo ukljuciti i tu dodatnu pogresku
— 0znacimo je s Egim-

Oduzimanjem relacija

Dok = Aotk Yes s Yrrms B) + Exim
j=0

Z Oij(tlH-j) - h¢(tk7 y(tk)v SR ’y<tk+m>’ h) + Tm(tk7 h)
=0

1 uz oznake Thk+m — Tm(tk, h), (Sk = ¢(tk, Yky -« s Yketm,s h)—¢(tk, y(tk), . 7y(tk+m)7 h)
dobijemo

Z%‘Gkﬂ‘ :\hék—l—me—TkJr@, k=0,....,n—m. (1.4.11)
=0 X

Izvedene relacije mozemo kompaktno zapisati kao

Cht1 ek 0 0 1 0 T 0
Ch+2 €k+1 0 0 0 : : :
o =AL  HAs e s 0 | %
€k+m—1 €k+m—2 0 0 0o - 0 1
€k+m €k+m—1 Wi —qg —Q1 cr —Qyp—s — Q1
—— N~ N -—
Ek+1 Ek Qk Aa

Sada zamjenama Fj = A(AEy_o + Qo) + Q1 itd. dobijemo

k—1
By =A*Ey+ Y A7 k=0,...,n—m+1, (1.4.12)

j=0
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gdje Ey = (e, - .., ex_1)" sadrzi pogreske inicijalnih m vrijednosti yo, . . ., Ym_1-
Odmah uocavamo da postoji opasnost nekontroliranog rasta pogreske sa k —
0o. Zato pretpostavimo da je

sup [|A¥ |0 < C < 0. (1.4.13)
k
Tada je
k-1
1Bl < AN Eolloo + > A5 1910 (1.4.14)
=0
k—1
< C(1Bolloe + D 19100): (1.4.15)
=0
1925llee = llwilloo < Alldjllc0 + 11 4mlloe + 175l oo-

Sada pretpostavimo da je ¢ Lipschitzova:

1@ (trs Yks - s Yrm 1) = St y(t), - Y (tksm)s D)oo < Lo D ks — Yltis) oo
j=0

(1.4.16)
i odmah zaklju¢imo da je ||d;]l < Ly Z llej+illo P2 e
i=0
ke < g, Frlle 4R 3 Hessle + 6l
< max [l + ALo(mIE o+ [ Byslloe) + [Eronl
k1 k-1
1900 < (nmax||7lloc +nmax [&illso) +hLs Y (] Eillso + | Bizr o)
=0 . -~ . i=0
n
k-1
< n+hLg(m+ 1) ||Eills + hLl Exll-
i=0

Sada u (1.4.15) vrijedi

k-1
1Bkl < C(|Bolloc + 0+ hLo(m+1) Y || Eillo + ALy|| Ex o)

1=0
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Neka je sada h, > 0 odabran tako da je h.LsC < 1, i neka je h € (0, h.].
Prethodna nejednakost daje

1Eilloe < | =Gz (1 Bolloo + nmax [[7ilo + nmax; |6l )

k—1
+1)CL
+ % R N Eills
1=0

k—1
= a+BY h|Eilw, k=1,....n—m+1
i=0

U ovoj situaciji primjenjujemo standardnu nejednakost koja je opisana u sljedecoj
lemi:

Lema 1.4.4. Neka su zadani hg,...,h,—1 > 0ia >0, 8 > 0. Ako vy,...,v,
zadovoljavaju

1—1
o] S, ol Sa+BY hylul, i=1,...
7=0

.. . 171 . .
onda vrijedi |v;| < izt =1 ... r
Dakle, imamo

HlaX(C, 1) %(nfm)h

[ Erlloe < (1 Eolloo + nmax | 7illoo + nmax 1€;]]0 )& s

= 1-ChL,
1 1
< K(|Eoflo + 5 max [[7illoc) + K- max 1€l

(b — a) max(C, 1)ew(bw)

K — 1—Ch*L¢
o 1= Ch,Ly

1.4.4.3 Omedenost niza A* i Dahlquistov uvjet stabilnosti

Jedna od klju¢nih pretpostavki u prethodnim razmatranjima je bila da je niz po-
tencija || A¥|| s omeden odozgor. Zapravo, iz relacije (1.4.12) se dade naslutiti da
je ta omedenost i nuzna za dobro ponasanje globalne pogreske. Zato nam je vazno
znati koji su uvjeti na samu metodu pa da niz ||A¥||. bude omeden. Sljedeéa
propozicija to pitanje svodi na pitanje omedenosti potencija matrice A,.
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Propozicija 1.4.5. Vrijedi (A @ 19)* = AX @ 1giza ||| € {ll- i, ]l - loos || - |2}
je [I(Aa @ la)*|| = [| A5 .
Dokaz: Direktna provjera. H

Propozicija 1.4.6. Karakteristicni polinom matrice

0 1 0 0
0 0 . :
A= 0 0
0 0 e 0 1
—&py —Q1 - —Op—2 —Ohp—1

je ujedno i njen minimalni polinom i glasi x4, (\) = A™ + Z; o N

Dokaz: Lako provjerimo, I‘aZVOJem determinante po zadnjem retku, da je zbilja
det(Al — Ay) = A" + 3700 "a; M. Nadalje, ako je p(\) = Zﬁzo B;N polinom
stupnja ¢ < m (B, # 0) pokazat ¢emo da je p(A,) # 0. Primijetimo da je
el Al = ejTH, j=1,...,m— 1. Dakle,

elp ZBJGI{A]_ 507617'-'aﬁf70a"'70)7é0'

m—_L—1
H

Teorem 1.4.7. Neka je A proizvoljna n X n matrica. Tada je niz potencija
(A* k=0,1,2,...) omeden ako i samo ako su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

1. Spektralni radijus matrice A je najvise jedan: spr(A) < 1.

2. Svaka svojstvena vrijednost \ za koju je |A| = 1 je jednostruka nultocka
minimalnog polinoma od A. (Owvo je ekvivalentno zahtjevu da u Jordanovoj
normalnoj formi od A toj svojstvenoj vrijednosti A pripadaju 1 X 1 blokovi.)

Dokaz: Neka je A = TJT~! dekomporzicija sa Jordanovom normalnom formom
A1
J = ®,J;, gdje je J; = blok dimenzije n; x n;. Ako je n; = 1, onda

A1
A
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Ako pretpostavimo dva uvjeta teorema, onda je, za svaki A;, |A\| < 11 |\| =
1 = n; = 1. Specijalno je za n; > 2 ispunjeno |A;| < 1 pa e = 1 — max,,>s |\
zadovoljava |\;| + ¢ < 1 kad god je n; > 2.

Ako stavimo D. = diag(l,¢,...,e" ") i definiramo J. = DZ'JD., onda je

Ai €
(Js)ij = €j_ij7;j, tj. Jg = @Jg’i’ nge je J&i = )\ , ili J&. = ()\z> Ocito
i €
Ai
je | Jc]le < 1, pa je onda i za svaki k = 0,1,..., ||J¥|l« < 1. Konaéno, kako je
AF =TD.J*D'T~1, zakljucujemo
[Tl oo 1T o

A¥llo < '
[A oo < (1 — max,, > [N )" !

Sada pokazimo da su uvjeti teorema i nuzni. Pa recimo da ne vrijede oba. Ako
ne vrijedi prvi uvjet, onda je spr(A) > 1, pa postoji svojstvena vrijednost \; od A
koja je po modulu strogo veéa od jedan, |\;| > 1. Tada je spr(A*) > |\;|F — o0,
(k — o00), pa A* ne moze biti omedeno. Ako ne vrijedi drugi uvjet, onda mora
postojati svojstvena vrijednost A; od A modula jedan i sa n; > 2. Sada se sjetimo
da f(J;) = JF ima strukturu npr. ako je n; =5

Wy @ B @
Fo £H00 1Py e 1By

Wy 712 3)
0 oo 200 P O

J;) = Wxy 12

f( 2) 0 0 FOn) fli,“” S 2!(>\) )
0o 0 0 fon Yo
0 0 0 0 f\)

odakle zakljucujemo da je (JF);; = kAF~' tj. da JF pa onda i J* neograniceno
raste kada k — oo, ||J¥||.c > k. Naravno, onda, iz J* = T71A*T, je ||A¥|| >
17 oo / (1T oo 1Tl o0) — 00. B

1.4.4.4 Konvergencija = stabilnost + konsistentnost

Sada prethodna razmatranja mozemo formalizirati i iskazati u obliku klju¢nih teo-
rema u analizi visekoracnih metoda.

Definicija 1.4.4. m—kora¢na metoda

> ayiss = hd(te Y, - - Yrems h)

J=0
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je nul-stabilna (kazemo i Dahlquist—stabilna) ako njen pripadni polinom
p(¢) = ™ + A (" 4+l +ag

ima sve nultocke unutar kruga {¢ € C : || < 1} i ako je svaka nultocka sa ruba
tog kruga jednostruka (p(¢) =0 & || =1= p/'({) #0).

Dakle, dokazali smo sljedeci teorem:

Teorem 1.4.8. Neka je m—koracna metoda (1.4.8) nul-stabilna i neka je C =
supy, ||A¥||. Nadalje, neka ¢ zadovoljava Lipschitzov uvjet: postoji konstanta Ly >
0 tako da za sve t € [a,b], h > 0 i sve v;, w; € RY vrijedi

H(ﬁ(t, Voy -+ -5 Um,y h) - ¢(t>w07 coey Wi, h)HOO < L¢ Z ij - wj||00'
=0

Tada za h, < 1/(CLy) i svakin € N za kojeg je h = (b —a)/n € (0, h.] vrijedi

1 1
max [|y, — y(t)lloo < K( max fyx = y(te)lloo + 5 max||7ifloc + - max [1€lloo)

(b — a) max(C, 1)6%@%)
- Ch.Ly

gdje je K = . Ako je metoda konsistentna reda p

onda imamo
1
max [lye — y(te)lloo < K( max [lye = y(te)lloo + DA + 5 max [|&llo ).

Uocavamo dvije stvari:

(i) Ako je metoda reda konzistentnosti p, onda je u idelanim teorijskim uvje-
tima (§, = 0 za sve i) njen potencijal aproksimiranja tonog rjesenja s greskom
O(R?) uvjetovan odgovarajuéom ocjenom za maxg—o.m—1 ||Yx — ¥(tx) |00, tj. inicijal-
nih m vrijednosti yo, . . . , ¥, moraju biti odgovarajuce kvalitete. Drugim rije¢ima,
za startati m—koracnu metodu ¢emo trebati jednokora¢nu metodu odgovarajuceg
reda. Za to nam mogu posluziti npr. Runge-Kuttine metode.

(ii) U praktiénom racunanju, kada ne mozemo izbjeéi pogreske &; # 0, vidimo
da postoji efekt njihovog akumuliranja i faktor 1/h = n/(b — a) sprjecava da taj
dio pogreske ide u nulu kada A — 0. To znaci da valja biti oprezan sa izborom
koraka h.
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Definicija 1.4.5. Kazemo da je linearna visekora¢na metoda (1.4.9) konvergentna
ako za sve inicijalne probleme za koje vrijedi Teorem 1.1.2 vrijedi

lim g, = y(z)
r=a+nh

za sve x € [a,b] i niz {y,} generiran metodom s inicijalnim uvjetima y; = y;(h) za
koje je limy, o yi(h) = vo,7=0,...,m — 1.

Teorem 1.4.9. (Dahlquits) Linearna visekoraéna metoda je konvergentna ako i
samo ako je konzistentna i nul-stabilna.

1.5 Kruti sistemi i A—stabilnost

Promotrimo linearni sustav diferencijalnih jednadzbi y'(t) = Ay(t) + ¢(t) u kojem
d x d matrica A ima jednostruke svojstvene vrijednosti Aq,..., Ay, sa pripadnim,
medusobno nezavisnim, svojstvenim vektorima vy, ...,vs. Znamo da je tada opce
rjeSenje oblika

d
y(t) = Z i, + (t).
i=1

U primjenama, na primjer kemiji, jednadzbe opisuju kemijsku reakciju i zanima
nas stacionarno rjesenje, pri ¢emu je Re();) < 0 za sve i. Sama kemijska reakcija
se sastoji od viSe procesa koji se odvijaju u razli¢itim vremenskim skalama. Za
transijentni dio rjesenja vrijedi

d
tlggo Z c;eMty; = 0,
i=1

pri éemu svaki e’ trne u nulu brzinom ovisnom o ;. Ako Zelimo numericki dobiti
stacionarno rjesenje, onda numericka metoda mora u vremenu napredovati tako
daleko dok cijeli transijentni dio ne utrne. Brzina najsporije padajuc¢e komponente
je odredena sa min; | Re(\;)| — §to je taj broj manji (tj. Sto je neka svojstvena
vrijednost blize imaginarnoj osi) to ¢e trebati vise koraka metode. S druge strane,
ako je max; | Re(\;)| veliki, to nas tjera na uzimanje manjeg koraka diskretizacije
h — sto je taj broj veéi trebamo manji korak. Sve zajedno, u najgoroj situaciji smo
ako moramo numericki rjesavati jednadzbu na velikom intervalu i to sa jako malim
korakom.
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Definicija 1.5.1. Linearni sustav diferencijalnih jednadzbi y/'(t) = Ay(t) + ¢(t)
je krut ako su sve svojstvene vrijednosti Ay, ..., Ay matrice A u lijevoj otvorenoj
poluravnini (Re()\;) < 0,i=1,...,d) i ako je omjer

max; | Re()\z) |

1.
min, | Re(h)| ~

Primjer 1.5.1. Promotrimo na (0, c0) sustav y/(t) = Ay(t) sa inicijalnim uvjetom
y(0) = yo, gdje pretpostavljamo da je matrica A ima samo jednostruke svojstvene
vrijednosti A, ..., Aq, te da je max; Re(\;) < 0. Tada je A dijagonalizabilna i
njenu spektralna dekompozicija je A = VAV ™!, gdje su stupci vy, . . . , v4 svojstveni
vektori, Av; = \ju;, A = diag(\;)™ ;. Rjesenje y(t) mozemo pisati kao

y(t) = ey = VeV ly = ZeA LV ) v = ZeA ;-
7=1
i

Kako su sve svojstvene vrijednosti po pretpostavci u lijevoj poluravnini, vrijedi
lim; ., y(t) = 0. Pri tome brzina padanja rjeSenja u smjeru svojstvenog vektora
v; ovisi o veli¢ini Re(\;). Dakle, ako je neki Re();) < 0 blizu nuli, onda ¢e trebati
odgovarajuce veliki ¢ > 0 dok ta komponenta ne bude dovoljno mala.

Ako ovaj problem pokusamo rijesiti Eulerovom metodom, u k—tom koraku
imamo

d
Yo = (la+ hA) yo = V(g + hA) VT yo =Y (1 + hA)eyv;.

i=1

Odmah uocavamo problem: ako je za neki j |14 h);| > 1, onda ¢e duz smjera v;
niz yj, rasti u beskona¢no brzinom |1+ h\;|*. Kazemo da imamo parazitsko rjesenje
koje je generirala metoda i koje je ocito u suprotnosti sa ponaSanjem rjesenja koje
u beskonacnosti trne u nulu.

Sada na istom primjeru primijenimo trapeznu metodu

h
Ykl = Yk + = (A?Jk + AYit1).

U Ek—tom koraku je

d h k
h . _ h 1+ SA;
yr = (la — EA) "l + §A)kyo = Z (_—ij) REAFE
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Sada odmah uo¢imo da je, zbog Re();) < 0,

1+ 2
1—2)

< 1, za proizvoljan h > 0.

Dakle, trapezna formula ¢e u beskonacnosti reproducirati ponasanje egzaktnog
rjeSenja i to sa proizvoljnim korakom A > 0, neovisno o svojstvenim vrijednostima.

Za nastavak proucavanja fenomena opisanog u prethodnom primjeru proma-
tramo model-problem

y'(t) = Ay(t),t > 0,y(0) = 1, (1.5.1)

sa rjeSenjem y(t) = eM. Uzimamo Re()\) < 0, tako da je limy .. y(t) = 0. Za
metodu koja sa korakom h > 0 rjeSava ovaj problem definiramo domenu (linearne)
stabilnosti kao skup

D={hAeC : nli_)rroloyn:O}.

U gornjim primjerima je dakle

Druter = {ZE(C : |1—|—Z‘<1},
1+ 32

1
122

Divaper = {2€C : ’ <1} ={z€C : Im(z) < 0}.

Definicija 1.5.2. Numericka metoda za (1.5.1) je A-stabilna ako njena domena
stabilnosti D sadrzi cijelu otvorenu lijevu poluravninu {z € C : Im(z) < 0}.

Sada zelimo prouciti kako izgleda numericko rjesenje problema (1.5.1), ako
koristimo m—koracnu metodu

Za]yk-l-] = hAZBjyk—‘r]a k= 07 17 27 s
=0 =0

Zahtijevamo stabilnost za svaki odabir inicijalnih vrijednosti yg, . . ., ¥m—1. Aproksi-
macije generirane metodom zadovoljavaju linearnu diferencijsku jednadzbu

m

> (= hAB)yki; =0, k=0,1,2,... (1.5.2)

J=0
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Stavimo

ZM w(G;€) = p(Q) = &a(Q).

Prema §1.4.3, rjesenje od (1.5.2) je odredeno nultockama pripadnog polinoma

> (o = BAB)C = p(¢) — hAa(¢) = w(C; hA).

Jj=0

Propozicija 1.5.1. Neka je w((; €) polinom pridruzen linearnoj m—koraénoj metodi
(1.5.2) i neka su z1(§), ..., zye)(§) sve njegove medusobno razlicite nultocke. Tada
je metoda (1.5.2) A-stabilna ako i samo ako vrijedi da je za svaki & € C sa
Re(&) < 0 ispunjeno

II%E}X |z:(&)] < 1.

Navedimo jos jedan, donekle razocaravajuéi rezultat.

Teorem 1.5.2. (Dahlquist) Eksplicitna linearna visekoracna metoda ne moze biti
A-stabilna. A-stabilna implicitna visekoracna metoda moze biti reda najvise dva.

Takvih rezultata ima jos:

Teorem 1.5.3. Niti jedna eksplicitna Runge—Kuttina metoda ne moZe biti A—
stabilna.

Naravno, ovi negativni rezultati ne znace da su te metode beskorisne, ve¢ nas
upozoravaju da metode u konkretnim primjenama treba uvijek primijenjivati cum
grano salis.



Poglavlje 2
Rubni problem za ODJ

U primjenama se Cesto javljaju tzv. rubni problemi, gdje uz diferencijalnu jed-
nadzbu koja definira funkciju na nekoj domeni imamo i zadano ponasanje rjesenja
jednadzbe na rubovima domene.

Jednostavni primjer je rubni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu drugog

reda
u'(z) = f(x,u(x), v (x)), € [a,b] CR

u(a) = «, u(b) = p.
Mi ¢emo osnovne elemente numerickog rjesavanja rubnih problema ilustrirati na
jednom specijalnom primjeru iz klase Sturm-Liouvilleovih rubnih problema:

(@) + r(e)ula) = f(a), @ € o, 20
y(a) = a, y(b) = B.

Teorem 2.0.4. Ako su funkcije v, f : [a,b] — R neprekidne na [a,b] i ako je

r(z) > 0 za sve x € [a,b] onda problem (2.0.1) ima jedinstveno rjesenjey € C*[a, b].

2.1 Rjesavanje konacnim diferencijama

Segment [a, b] diskretiziramo na standardni nac¢in: odaberemo n € N, stavimo

b_
==Y b =0 ntl. (2.1.1)
n+1

Koristec¢i centralne diferencije, lijevu stranu jednadzbe izracunatu u unutarnjim
¢vorovima mozemo zapisati kao
—u(x; — h) + 2u(z;) — u(z; + h) h?

—u(x;) = 2 —u (z; + Qih)ﬁ.

(2.1.2)

34
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(Naravno, u ovom momentu pretpostavljamo da je u klase C*.) Znaci da rjeSenje
problema u ¢vorovima x;, ¢ = 1,...,n, zadovoljava

—u(zi —h) + 2;:2(%) —u(zith) +r(w)u(r;) = fo) +u® (2 + Qih)}ll_; (2.1.3)

Aproksimacije u; =~ u(z;) ¢emo odrediti tako da zadovoljavaju slicne jednadzbe i
to tako da zanemarimo nepoznati O(h?) ¢lan i u; definiramo (uz oznake r; = r(x;),
fi= f(zi)) s

—Uj—1 + 2U; — Uiqq

12

gdje je up = u(a) = «a, upy1 = u(b) = F. Vidimo da zadane rubne vrijednosti
mozemo iskoristiti u prvoj i u zadnjoj jednadzbi. Tako na primjer u prvoj, koja
glasi

+Tiui:fi7 izl,...,n, (214)

—Ug + 2U1 — U9
h2
mozedmo iskorititi ug = « 1 dobiti

+ruw = fi

2u1 — U2

et
12 +7"1U1:f1+ﬁ-

Kada analogono modificiramo i zadnju jednadzbu, dobiveni sustav jednadzbi mozemo
zapisati u matricnom obliku kao

24r1h? -1 w fi+a/h?
—1  2+4r9h? -1 us f2
1 —1  24r3h? —1 u3 f3
e : = : (2.1.5)
—1 24r,_1h%? -1 “3;1 fn-1
-1 2+rph? fn+B/h?

tj. %Av = f. Da bi aproksimacija bila dobro definirana, trebamo npr. imati
osiguranu regularnost matrice A.

Teorem 2.1.1. Ako sur; > 0,1=1,...,n, onda je matrica

2+ h? —1
—1  24rh? -1
—1  2+4r3h? -1

—1 24rp_1h? -1
-1 241, h?
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pozitivno definitna i 0 < A~ < A7, gdje je
2 -1
“12 41
- S12 -1
A= o
12 41
12
Specijalno je
(b—a)’
8hz

Dokaz: Koriste¢i Gersgorinove krugove zakljucujemo da je S(A) c [0,4]. Lako
vidimo da je A regularna, pa 0 ¢ &(A). Ako bi A = 4 bila svojstvena vrijednost
od A, onda bi A — 4l bila singularna, sto je nemoguce jer je A—4l=—-QA0 ! sa
Q= dlag(jzl) Dakle, G(A) C (0,4).

Specijalno je A pozitivno definitna, pa je i A = A + h*diag(r;)"_, pozitivno
definitna: za x # 0 je

1A oo < A7l <

t*Ax = ¥ Az + h? Zri|xi|2 >0
i=1

Matricu A napisimo kao produkt

1
0 2+7'1h2
1 0 1
2+7‘2h2 2+T2h2
1 0 1
A=D(-1J), J= sl S
=D( =), J= L )
g
247, _1h?2 247, _1h?

1
24rph2 0

D = diag(2 + r;h?)™,. Slicno je A = D(I — J), D = 2I. Odmah uocavamo da je

05
Lo g
. 1l g 1
0<D<D, 0 R
bood
10
Kako je J = %(QI—A) zakljucujemo da je &(.J) C (—1,1) paje spr(J) < 1. Dakle,

red S5 ) J* konvergira i
0<I+J+ P4+ P+ =01-J)"
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Nadalje, iz 0 < J < J slijedi da i 3272, J* konvergira i
0<I+J4+ 4+ P4+ . =(1-D)t<0=-J)"

Konaéno, iz 0 < D! < D! imamo
0<A'=(-N)"'Dt<(I-J)y'Dt=A"

Sada izracunajmo gornju ogradu za ||Al|«. Prvo se prisjetimo:

n
Il = e, 152 = pugie > Il

Ako je S > 0, onda imamo

n 1
15]loc = max Y si; = IS () oo
k=1:n < 7 :
J:

1

Odavde imamo 7" > S > 0 = ||T']|cc > ||S]|o-
Sada promotrimo problem

—'(x)=1,a<z<b
z(a) = z(b) = 0,

kojem je egzaktno rjesenje parabola z(z) = %(x —a)(b— ). Kako je 2z (z) =0,
centralne diferencije perfektno aproksimiraju drugu derivaciju od z u ¢vorovima
pa je

. z(xq) 1 1 . z(x1)
2(zy) 1 1 z(wy)
Kako je
B oy (b—a)y
max @ —a)(b—2)=

zakljucujemo da je

3 1 z(ry1)
1A oo = 5[ 1 [ lleo < g5
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Teorem 2.1.2. Neka rubni problem 2.0.1 ima rjesenje u € C*a,b]. Neka je u =
(ui,...,uy,) diskretna aproksimacija rjesenja na mrezi évorova (2.1.1), dobivena iz
(2.1.5). Tada vrijedi

[

2 (b—a)
[u(z;) —wif < o1 (zi —a)(b—z;) < o

[u|oc .
Dokaz: Oduzimanjem relacija (2.1.3) i (2.1.5) dobijemo

up — u(zy)

1 h2 u(4) (IL‘l + th)
ﬁA : T :
Up — u(x,) u™® (z, 4 0,h)
odakle je
uy — u(xy) A u® (zy + 6,1h)
: — A1 :
: G :
Up — u(xy) u® (z,, + 0,h)

Ako sada pogledamo apsolutne vrijednosti po komponenetama i uvazimo da je
0< At < A7 max; [u™®(z; + 0;h)| < |u™|| s, dobijemo (koristeéi (2.1.6))

(x1 —a)(b— 1)

|U1—U($1)|
(4) - (4)

Oz () Ol o

) 12 ) 24 ’

|un — u(zy)| 1 (zn —a)(b—x,)

E=!

2.1.1 Varijacijska formulacija

Promatramo problem

—(p(x)u'(2))" + q(x)u(zr) = g(z), € [a, ] (2.1.7)

uz pretpostavke da je
p € C'a,b], p(z) = po >0
q € Cla,b], q(x)>0
f €Cla,b]

(2.1.8)

Uoc¢imo da je
C?[a,b] 2 v+ L(v) = —(pv') + qu € C[a, ]
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linearno preslikavanje pa gornju diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku
L(v) = f. Sada pogledajmo dodatne rubne uvjete. Ako je « = =0, onda je

D(L) = {v € C*[a,b] : v(a) =v(b) =0} C C*[a,b)]
vektorski potprostor, i ako onda L definiramo kao
L : C%a,b] D D(L) — Cla,b] (2.1.9)
onda na$ polazni problem (2.1.7) postaje
L(u) = f, uwe D(L) (2.1.10)

Uvedimo skalarni produkt i pripadnu normu:

b

(u,v) = /u(x)v(x)dw, |lull2 = v/ (u, w). (2.1.11)

a

Teorem 2.1.3. Operator L je u skalarnom produktu (-,-) simetrican na D(L): za
sve u,v € D(L) vrijedi (L(u),v) = (u, L(v)).

Dokaz: Provjera direktnim racunom koriste¢i parcijalnu integraciju i definiciju
prostora D(L). Vrijedi

(u, L(v)) = /U(fﬂ)[—(p(x)v'(w))’+Q(x)v(flf)]dﬂf

b

= —u@pla @+ [ () @) + alua)o@)ds

= /(p(fv)v’(l‘)w(x) +q(@)u(z)o(z))de = (v, L(u)) = (L(u), v),

a

jer je zadnji izraz simetrican u v i v. H

Iz prethodnog rac¢una vidimo da je izraz (L(u),v) definiran na vecoj klasi
funkcija — na primjer, za razliku od L(u) uopée ne koristi drugu derivaciju.

Prije nego nastavimo, trebamo malu digresiju:
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Definicija 2.1.1. Kazemo da je f : [a,b] — R apsolutno neprekidna na |[a, b] ako
za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svaki konac¢an niz podintervala [a;, b;] sa
a<a; <b <ay<by<az<---<a,<b, <bvrijedi

Z|b —az|<5=>Z|f — fla)] <.
i=1

Komentar 2.1.1. Ako je f apsolutno neprekidna onda je ona i neprekidna i f’(z)
postoji gotovo svuda. Vrijedi i f(x) = ) + ff’ t)dt. Ako su f i g apsolutno

neprekidne onda vrijedi formula parcualne 1ntegra(:1je

Definirajmo prostor funkcija

K™a,b] = {f : [a,b] — R : ™Y apsolutno neprekidna, f™ e L?[a,d]}.
(2.1.12)
Vidimo da je (L(u),v) dobro definiran i na skupu

D = {u e K'a,b] : u(a) =u(b) =0}

na kojem mozemo definirati simetri¢nu bilinearnu formu

/ () + q(z)u(z)v(x))dx (2.1.13)

Teorem 2.1.4. Postoje pozitivne konstane v > 0 ¢ I' > 0 tako da za svaki u € D
vrigeds

YNeulZe < [u,u] < Tll|I2. (2.1.14)
Specijalno je, za svaki w € D(L)\ {0}, [u,u] = (L(u),u) > 0.

Dokaz: Uzmimo u € D. Vrijedi

T b

u(z)? = /1u /1dt/ dt<b—a/u
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i zakljucujemo da je
b
nwas<wﬂw/w@ﬂﬁsw—afwwg

a

Sada koriste¢i p(z) > pp > 01 ¢(x) > 0 imamo

—a

wi = [ + awule)?)de = p [ lerde = ol

< plloc(® = @)l [1% + llglloo (b — @) [[ull3
< (lIpllse(® = @) + llalle (b — a)*)lu'l|3
pa (2.1.14) vrijedi sa

:po
Y b

T = [pllae(b = 0) + all b — @)

&=

Odmah vidimo da ovakav pristup daje elegantne dokaze. Na primjer, ako su
y1,y2 € D(L) dva rjesenja problema (2.1.7), vrijedi L(y1) = L(y2) = f, pa je
odmah L(y; — y2) = 0. Iz Teorema 2.1.4 je

0= (y1 — 2, L(y1 — v2)) = 7lly1 — w2llZ% =0, paje y1 = yo.

Sada definiramo funkcional
1
F:D— R, F(u)zé[u,u]—(f,u) (2.1.15)

Teorem 2.1.5. Neka jey € D(L) rjesenje rubnog problema (2.1.7). Tada za svaki
u € D, u#y povlaci F(u) > F(y).

Dokaz: Uzmimo u € D i ra¢unajmo

1

Flu) = gl ul = (L), 0) = 5 (( ] — 2y,u] + 5.9] ~ [y.)

1 1

= ;W—%u—m—bwb>—§%m=F@)
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=

Gornji rezultat daje ideju da rjesenje y pokusamo dobiti minimizacijom funkcionala
F po D. Uocimo da je D D D(L).

Samu minimizaciju ¢emo provesti aproksimativno, na sljede¢i nac¢in: Odaber-
imo n—dimenzionalni potprostor S C D, n < oo, i pokusajmo izracunati

= in F(u).
us = arg min F(u)

Da bi ra¢un bio prakti¢no i konkretno provediv, & zadajemo bazom uy, ..., Uy,
u kojoj je svaki u € S prikazan s u = Y, &u;. Na taj nacin je S ~ R™ pa
minimiziramo

e, &) = (O Gu) = 513 Gup, 3 Gl — (£, aw)
=1 j=1 k=1 k=1

= Z Z[Ukauj]gkfj + ka(f’ Up)-
=1

j=1 k=1
Uz oznake
& [ur, un] e [un, un) (fyw)
x=1|:1], A= : : , b= : (2.1.16)
fn [u’m ul] e [Un, un] (f7 un)

imamo problem minimizacije na R"

1
O(x) = EITAx —2'b — min
Teorem 2.1.6. Problem minimizacije F(u) — min, u € S, ima jedinstveno
riesenje us = Y. &u; u kojem su koeficijenti x, = (&1,...,&,)" odredeni kao
jedinstveno rjesenje sustava jednadzbi Az, = b, sa b kao u (2.1.16).
Ako jey € D(L) rjesenje problema (2.1.7), tj. L(y) = f, onda je

[us = y,us — y] = minfu — y,u —y]. (2.1.17)

Dokaz: Dokaz ide u cetiri poteza:

e Matrica A = (a;;) € R™™ definirana kao u (2.1.16) je pozitivno definitna.
To vidimo iz 2T Az = [u, u).
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e VO&(z) = Az — b. To se lako dobije racunanjem parcijalnih derivacija.

e Neka je Az, = b ineka je ox € R" proizvoljan, © = x, + dx.

1

O(x) = §(x* +02) Az, + 6x) — (2, +62) b
= 22T Az, + =627 Az, + =

Qx* x —|—2(53: x +2

= PO(x,) + %51’TA5I.

1
zTAsx + §5xTA(53: —xrb —6xTb

Dakle, ako je dz # 0, ®(x) > P(z.).
e [ na kraju, primijetimo da vrijedi
[u—y,u—yl =2F(u) + [y, yl.
H
Teorem 2.1.7. Uz oznake prethodnog teorema imamo
lus = Ylloo < Cllt — ¥ ||y u € S proizvoljan. (2.1.18)
Dokaz: Uzmimo u € S i iskoristimo (2.1.14) da dobijemo
Mus =yl < [us =y us =yl < fu—y,u—y] < T’ = y'|I%,
tie us = ylloo < VI = 3| B
2.1.1.1 Primjer prostora §: kubicni splineovi
Na segmentu [a, b] na¢inimo podjelu
A: a=20< 2, <Ta <3< < Tp_1 <, =>. (2.1.19)
Kazemo da je funkcija s = sa : [a,b] — R kubié¢ni spline ako je
o scC?a,bl;

e Restrikcija od s na svaki [z;,z;41], ¢ = 0,1,...,n — 1, je polinom stupnja
najvise tri.

Neka Sa oznacava prostor kubicnih splineova.



POGLAVLJE 2. RUBNI PROBLEM ZA ODJ 44

Teorem 2.1.8. Neka je f € Ca,b] i |fY | < Ky i neka je u podjeli (2.1.19)
h = max;(xj41 — z;), kKo = h/min;(x; 11 — x;). Ako je s interpolacijski spline
za funckiju f (s(x;) = f(x;), §'(x) = f'(z) za x € {a,b}) onda postoje konstante
cx < 2 tako da za svaki x € [a,b] vrijedi

1f® () — sW(2)| < e KR, kK =0,1,2,3
Pri tome je co = 5/384, ¢1 = 1/24, ¢ = 3/8, ¢3 = (ka + 1/kA)/2
Odaberimo sada & = {s € Sa : s(a) = s(b) = 0}. Ocito je S C D(L) C D.

Teorem 2.1.9. Neka je egzaktno rjeéenje Y pmblema (2.1.7) sa (2.1.8) klase
C*a,b]. Neka je S = {s € Sa : s(a) = s(b) = 0} i us = argmin,es F(u).

Tada je
Jus gl < 24\[ 9 ook

Dokaz: Tvrdnju dokazujemo kombinacijom Teorema 2.1.7 i Teorema 2.1.8. Ako
odaberemo spline u koji interpolira to¢no rjesenje na nacin da je u(z;) = y(z;),
i=0,...,n,id(a) =y (a), v'(b) = ¢ (b) onda prvo uo¢avamo da je takav u € S
pa je prema Teoremu 2.1.8

" = ¢ lloo < erlly™®llch®

Sada ocjena iz Teorema 2.1.7 daje tvrdnju. B



Poglavlje 3

Numericko rjesavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi

3.1 Parabolicke jednadzbe

U ovoj sekciji proucavamo numericko rjesavanje parcijalne diferencijalne jednadzbe

B o2 )
a—?(x,t) - a(x,t)a—;;(x,t) - b(x,t)a—Z(x,t) — ez, Dz, t) = fz,t)  (3.1.1)
sa pocetnim uvjetom
u(z,0) =g(z), = €]0,1], (3.1.2)
te rubnim uvjetima
00(1) 240, 1)+ Aol tyu(0.1) = pol1)
t>0. (3.1.3)
on () 2401, + B (Bu(L.1) = (1)

Mi ¢emo zbog jednostavnosti ve¢i dio posla napraviti na jednostavnijem obliku

jednadzbe,
ou 0?u
—(z,t) = —(x, 1), 3.14
) = St (31.4)
a za detaljniju analizu ¢emo odabrati samo dva specijalna tipa rubnih uvjeta.
Pokazat ¢e se da i ovako jednostavna inac¢ica problema generira dovoljno zanimljivih

problema koji motoviraju razvoj komplicirane teorijske analize.

45
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ty

0 ox 1

Slika 3.1: Disretizacija domene [0, 1] x [0,¢,] s koracima dz, 0t.

3.1.1 Jednostavna diskretizacija

Analogno rjesavanju ODJ, diferencijalnu jednadzbu ¢emo napisati u odredenim
diskretnim ¢vorovima u domeni, koriste¢i konacne diferencije kao aproksimacije
odgovarajuc¢ih parcijalnih derivacija. Za pocetak, prisjetimo se aproksimacija par-
cijalnih derivacija

u(x + 0z, t) — u(x — dx,t)

0 2

0? _u(w —dx,t) — 2u(x,t) + u(x + oz, 1) 5

_8x2u(x’ t) = (62)? +O((6z)7) (3.1.6)
0 u(z,t+ 0t) —u(z,t)
Eu(m, t) = 5 + O(4t). (3.1.7)

Dakle, jednadzbu (3.1.4) u tocki (x,t) iz unutrasnjosti domene mozemo zapisati
kao
w(z,t +0t) —u(z,t)  w(z—ox,t) — 2u(x,t) + u(x + ox,t)

5 = 02 + O((0z)?) + O(6t).
(3.1.8)

Analogno mozemo izvesti za jednadzbu (3.1.1).

Ako domenu [0,1] x [0,¢,] diskretiziramo mrezom (x;,t;), gdje je x; = idx (i =
0,1,...,n), t; = jét (j = 0,1,...,m), te ako sa ugj) ozna¢imo aproksimaciju

vrijednosti u(z;,t;) toénog rjeSenja, onda relaciju (3.1.8) u tocki (x;,t;) priblizno
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zapisujemo kao . ‘ '
A N VR )

ot B (0x)?

Komentar 3.1.1. Ako u jednadzbi (3.1.1) stavimo an) = a(z;, t;), bz(j) = b(z;,t;),
()
¢

(3.1.9)

= c¢(x;,t;), te ako sve parcijalne derivacije aproksimiramo kona¢nim diferenci-
jama, dobijemo

u e uipy — 2w+ uly _ b@M — W= f.(j) (3.1.10)
Y i (6x)? : 20z ' C -
Stavimo 5t
= 62)° (¢ zovemo Courantov broj.) (3.1.11)
x

Vidimo da imamo evoluciju aproksimacija u diskretnim vremenskim koracima

w9 = eu?) + (1 - 20)u? + cul? (3.1.12)

7 %

Sada moramo ukljuciti dodatne uvjete.
Inicijalni uvjet (3.1.2) daje

W = u(x;,0) = g = glx;), i=0,1,...,n. (3.1.13)

Sada pogledajmo neke specijalne oblike rubnih uvjeta. .
Neka je zadano da je u(0,t) = po(t), u(1,t) = p1(t). Tada je ué]) = u(0,t;) = po(t;)

) = u(l,t;) = p1(t;) za sve j. To znaci da u svakom vremenskom koraku
J imamo n — 1 nepoznanicu ugj), . ,uiﬁl, te da su dva vremenska koraka za
7 =20,1,2,... povezana relacijom

uéﬁii 1—2c c 0 e 0 u?; po(t;)

+

us’ C 1—-2c c us 0

ugj;) c 1-2c (¢ uiflz

wtD 0 0 ¢ 1-2 U p1(t;)

T

u kojoj su vrijednosti za j = 0 dane inicijalnim uvjetom (3.1.13).
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Neka je sada uvjet u lijevom rubu kao i ranije, u(0,t) = po(t), a u desnom rubu
domene neka je zadano da je d,u(l,t) = 0, za t > 0. Dakle, vrijednosti u)
nisu zadane pa ih kao nepoznanice moramo izracunati koriste¢i relaciju (3.1.12)
sa ¢ = n. Uoctavamo da tada imamo varijablu unll koja nije definirana. U naSoj
shemi indeksu n + 1 odgovara tocka z,,1 = x, +0x = 1+ dx koja je izvan domene
0, 1] i simetri¢no pozicionirana prema x,_; = 1 —dx. Ako iskoristimo (3.1.5), onda

rubni uvjet u desnom rubu glasi

. u(l+o0x,t) —u(l — dz,t)
0= %u(l t) = 20x

pa relaciju (3.1.12) sa i = n mozemo zapisati u obliku

+ O((6x)?)

wGt) = 2¢u? | + (1 — 2¢)ud).

Sve relacije zajedno glase

uéjii 1—2c c 0 e 0 u?; polt;)
UQJ (¢ 1—-2¢c ¢ Uzj 0
ughy ¢c 1-2 ¢ ||u¥, 0
Y 0 0 2¢ 1-2c/ \ 4V 0
T
(3.1.15)

Obadvije metode (3.1.14) i (3.1.15) mozemo genericki zapisati u obliku
w9t = Ay 9 5 =0,1,2,... (3.1.16)

Matrica A ovisi o parametrima diskretizacije 6t i 0x. Vidimo da joj se prvi i zadnji
redak mijenjaju ovisno o rubnim uvjetima.

Propozicija 3.1.1. Neka je A bilo koja od matrica iz (3.1.14) i (3.1.15). Tada je
|A]lo = |1 — 2¢| + 2¢. Ako je ¢ < 1/2, onda je spr(A) <1 i | Al = 1.

Dokaz: Ako je A = T, onda je spektar od A realan jer je T' simetricna. Ako je
A = T onda je spektar od A realan jer je T sliéna simetriénoj matrici D7D,
D = diag(1,...,1,v/2). U oba slucaja su Gersgorinovi krugovi centrirani u 1 — 2,
i takoder su u oba slucaja radijusi krugova c ili 2c¢, tako da je u oba slucaja krugov-
ima pokriven isti dio kompleksne ravnine. Zaklju¢ujemo da su u oba slucaja svo-
jstvene vrijednosti matrice A sadrzane u [1—4c, 1]. Sada ¢emo iskljuc¢iti moguénost
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da su 1 — 4c i 1 svojstvene vrijednosti od A. Naime, niti jedna od te dvije vri-
jednosti nije u (otvorenoj) unutrasnjosti niti jednog Gersgorinovog kruga. Ako bi
neka od te dvije vrijednosti bila uistinu svojstvena vrijednost od A, onda bi, zbog
toga sto je A ocito ireducibilna, ta svojstvena vrijednost morala biti na presjeku
rubova svih GerSgorinovih krugova od A — a to oc¢ito nije slucaj. Dakle, za svaku
svojstvenu vrijednost A matrice A vrijedi 1 —4c < A < 1. Sada jo$ primijetimo da
je ¢ < 1/2 ekvivalentnos 1 —4c > —1. H

Komentar 3.1.2. Dokaz prethodne propozicije pokazuje prakti¢nu korist, jednos-
tavnost i eleganciju teorije Gersgorinovih krugova.

Definicija 3.1.1. Kazemo da je metoda (3.1.16) Lax—Richtmyer stabilna ako za
svako zadano vrijeme t, > 0 postoji konstanta 7(t.) sa svojstvom da za svaki
indeks j, jot < t, povlaci ||A7]| < y(t.).

Komentar 3.1.3. U prethodnoj definiciji nismo specificirali matri¢nu normu. Zbog
ekvivalentnosti normi je jasno da je u danoj situaciji dovoljno odabrati neku normu
sa kojom su tehnicki detalji najjednostavniji. Primijetimo takoder da za trazenu
omedenost nije nuzno (ali je pozeljno) da bude ||A|| < 1. Npr. [|A]] < 1+ ndt
povlaci

A7) < [JAJP < (1 +not)! < e < e

Komentar 3.1.4. Promotrimo metodu (3.1.16) i uzmimo zbog jednostavnosti b =
0 za sve j. tada je ul¥) = A7y, Zamislimo sada malu perturbaciju inicijalnih
uvijeta, u® ~ 4@ = ¢ 4+ 54, Novo rjesenje je @) = A4 = 4 + 4754,
Sada vidimo zasto nam je vazna omedenost niza potencija A’.

Komentar 3.1.5. Valja primijetiti da uvjet omedenosti niza A’ kada 6t — 0, dx —
0, primjenjujemo na sve veée potencije (j — oo) te da dimenzije matrica A =
A(6t, dx) takoder rastu u beskonacno.

3.1.1.1 Konvergencija

Naravno, da bi numericka metoda bila korisna u primjenama, mora biti konver-
gentna — aproksimacije moraju teziti to¢nom rjesenju kada dt, dx teze u nulu. Kako
¢emo uskoro vidjeti, konvergencija moze ovisiti i o tome kojim brzinama 4t i dx
teze u nulu.

Stavimo a?) = u(z;,t;), gdje je u(z,t) egzaktno rjeSenje problema. Zanima nas
lokalna pogreska diskretizacije — to je ostatak koji dobijemo kada u relaciju koja
definira metodu uvrstimo tocno rjesenje,

Engrl) = U(iL‘Z’, t]’+1> — CU(I’Z',l, tj) — (1 — QC)U(.Z'Z', t]) — CU(.I'Z'+1J‘>.
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Koristec¢i Taylorov razvoj dobijemo

(D

= u(w;, t;) + (6t)Opu(w;, t;) +

(02)* O, u(wi, t5) — (556)33;3’m (5, 15)

+ (5x)4a;13:x:p (x“tJ)_}_(]'_Qc)u(I“t])

- c{uw) (3) 0.l 1) + L0Vl ) + (60 Ol 1)
b 00 Ol t) o b = (00 ty) — ity

o D et - OO 1t 4

- “t’ uaty) — 00 g1 ety + -

Dakle, uz 6t = c(dx)*, vrijedi

a9t = ca? + (1 —2¢)a + cill), + €7 = O((51)%) + O((62)*) = O((6z)").
(3.1.17)
Drugim rijec¢ima, ako bismo u vremenskom koraku 7 metodi dali egzaktne vrijed-
nosti rjeSenja u svim ¢vorovima, pogreska u (j+1)—vom koraku bi bila reda veli¢ine
(61) - O((62)?).
Uoc¢imo da npr. u slucaju diskretizacije (3.1.14) mozemo pisati, u matri¢noj no-
taciji, za j = 0,1, ...

po(t;) it e
, . , , ) , D
WUt =@ 4 [ |+ gD = U = |2 (3.1.18)
0 : :
p1(t;) a9 53*1”
r()

Pri tome je, za svaki indeks j,

e oo < (68) K (62)%.
Od sada uvijek pretpostavljamo da je odnos 4t i dx konstantan i zadan Couran-
tovim brojem c. Zanima nas kako se ponasaju razlike ¢ = v — 4" kada
dox — 0.
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Teorem 3.1.2. Promotrimo diskretizacijsku shemu (3.1.14) u kojoj je Courantov
broj ¢ konstantan kada 6t — 0, dx — 0, i jos je ¢ < 1/2. Neka je rjeSenje
aproksimirano na vremenskom intervalu [0,t,] s korakom 5t = c(dx)?, te neka je
J« = |t/0t]. Tada metoda (3.1.14) konvergira:

li @Dl =0.
At g 1 e =0

Dokaz: Stavimo V) = u9) —4), Oduzimanjem relacija (3.1.14) i (3.1.18) dobivamo

vezu eVt = Tel) — U+ pa onda lako induktivno zakljuéimo da je za svaki j

j—1
e = i) — 3 i),

i=0
Sada uzimanjem norme dobijemo
leMloe < NTfloolle@loe + 5 max [|T*] o max[|e®]|
1=0:5—1 i=1:j
< A€o + 4y (t)5E - K - (62) < ty(t) - K - (02)*.

Ovdje smo iskoristili ¢injenicu da je inicijalna vrijednost rjesenja (u vremenu t = 0)
zadana pa je e® = 0. Kako za ¢ < 1/2 vrijedi | T||s = 1, imamo ~(t,) = 1. @
Komentar 3.1.6. Iz dokaza prethodnog teorema su jasno vidljive dvije komponente

koje osiguravaju konvergenciju: (i) Konzistentnost: Lokalna pogreska diskretizacije
zadovoljava |[e")]|/(6t) — 0 kada dz — 0. (ii) Stabilnost: Niz ||T7|| je omeden.

3.1.2 Veza sa ODJ: Metoda linija

Ako diferencijalnu jednadzbu (3.1.4) diskretiziramo samo po varijabli x, dobijemo
na svim unutarnjim ¢vorovima i za svaki ¢ > 0

9, 0P w(zi_1,t) — 2u(ws, t) +u(x;_q, 1)
—u(z, t) = @u(xi,t) A (02)? .

ot
Zai=0,...,n definirajmo funkcije y;(¢) = u(z;,t), t > 0.
Rubni uvjet u(0,t) = po(t) odmah daje yo(t) = u(xo,t) = u(0,t) = po(t). Desni
rubni uvjet u(1,t) = p1(t) bi dao y,(t) = p1(t), dok bismo npr. iz rubnog uvjeta
O,u(l,t) = 0 kao i ranije definirali y,1(t) = yn—1(f). Time smo dobili sustav
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obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. U prvom slucaju,

1

HO = G200+ 2(0) + pol0)
WO = o) = 20 £y (1), =2 n =2
Yot = @@nm 2 (1) + pr(0))
tj., matri¢no,
yi(t) -2 10 0 Y1 (?) po(t)
Yo (1) ) 1 -2 1 " y2(1) . 0
L T G| 0 0 | T G|
v | I N TN I
Y1 (1) 0 0 1 -2 . Yn—1(t) p1(t)
T,
(3.1.19)
U drugom slucaju imamo
O = G20+ 200) + m(D)
w(t) = @w@-1<t>—2y@-<t>+yiﬂ<t>>, i=2...n—1
, B 1
yn<t) - W@ynfl(t)_%/n(t))a
matri¢no zapisano kao
Y1 (1) -2 1 0 0 yi(?) po(t)
Ys(t) . 1 -2 1 - Y2(t) . 0
| T GeE | 0 N CSEN
Yp—1(t) (é) 2 1 Yn—1(t) (é) 0
Y (t) \ 0 2 -2/ Yn(t) 0
T,

(3.1.20)
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U svakom slucaju dobijemo sustav ODJ oblika
y'(t) = My(t) + b(t) (3.1.21)

sa inicijalnim uvjetima ;(0) = u(z;,0) = g(x;) iz (3.1.2). Dobili smo jos jedan
primjer logicne teznje matematicara da problem svedu na jedan kojeg su ve¢ naucili
rjesavati. Ako imamo dobar software za rjesavanje sustava linearnih ODJ, mozemo
ga odmah ukljuciti u ovu shemu.

Nama je cilj i vise od te ekonomi¢nosti — zelimo dublje shvatiti problem. Sjetimo
se svih metoda, analiza i problema koji se mogu javiti kada numericki rjesavamo
ODJ. Jasno je da pri rjesavanju PDJ mozemo ocekivati samo vise samo tezih
problema.

Komentar 3.1.7. Ovdje valja uociti da sustav diferencijalnih jednadzbi ovisi o dx
i to ne samo kroz mnozenje s 1/(dz)%. Kada dx — 0 onda dimenzija matrice M
raste zajedno sa brojem nepoznatih funkcija y;(t) tako da u analizi konvergencije
treba ocekivati vise poteskoca nego kod rjesavanja sustava ODJ.

Za pocetak, rijesimo (3.1.21) Eulerovom metodom na diskretnoj mrezi tocaka
(9)

t; = jot. Stavimo y

yz(j ) = ul(j ). Eulerova metoda glasi

~ y;(t;). Kako je y;(t;) = u(z;,t;), mozemo poistovijetiti

ub ) = w9 4 5t (Mul +b(t;)) = (I + 5tM)u") + 6t b(t;).

U slucaju sustava (3.1.19) imamo

-2 1 0 -0 po(t;)
1 -2 1 - 0
St 5t .
I+5tM—I+(5x)2 0 .. . o |=T 5tb(tj)—(6x)2
1 -2 1 0
0 0 1 =2 p1(t;)

2 1 0 0
s |1 2 )
[+3tM =1+ 555 | o o |=T
-2 1
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Zakljucujemo da je pristup opisan u §3.1.1 zapravo diskretizacija u varijabli z kom-
ponirana sa rjeSavanjem sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi pomocu Eulerove
metode. To odmah inicira dvije stvari:
i) Problemi stabilnosti Eulerove metode se moraju manifestirati u metodi (3.1.16).
ii) Sustav ODJ mozemo rjesavati metodama boljim od Eulerove i tako dobiti
bolju metodu za rjesavanje polaznog problema.

3.1.2.1 Crank—Nicolsonova metoda

Prethodni komentari motiviraju sljede¢i pristup: pokusajmo npr. (3.1.19) rijesiti
trapeznom metodom. Imali bismo

po(t;) poltj+1)
W =y o LT e LT
2 (0z)* | ¢ (6z)? o

p1(ts) p1(tit1)

pa je uU*tY zadan kao rjeSenje sustava

1+c —¢c/2 0 0 l-c¢/2 0 - O
. ) po(tj)+go(tj+1)
—c/2 14+c —c/2 u(j'H) _ c/2 1-cc/2 *. u(])+g
0 oo Tl 0 0o .. o0 2 0
—c/2 14c —c/2 c/2 1—c c/2 p1(t5)+p1(tj11)
0 0 —c/2 l+c 0 0 ¢/2 1—c
(3.1.22)
kojeg kompaktno zapisujemo u matricnom obliku kao
po(t;)+po(tj+1)
Ot D) Oty ) ’
0
p1(t;)+p1(tj+1)

Dobili smo tzv. Crank—Nicolsonovu metodu, koja je implicitna i svaka nova it-
eracija je rjesenje sustava linearnih jednadzbi. Za potrebe teorijske analize ¢emo
gornju relaciju zapisati i kao

po(tj)+go(tj+1)
A ot ot : ot
W = (1= 1) (1 + S To)u + (1 = 5 Ty)™ : (3.1.24)
0
p1(t)+p1(tj+1)

Propozicija 3.1.3. Za proizvoljne 6t > 0 i dx > 0 je spektralni radijus S(C)
matrice C' = (I — %To)_l(f + %To) strogo mangi od jedan.
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Dokaz: Sve svojstvene vrijednosti matrice C' su oblika

1+ 2T,
ANC) = —22°% To)
1 —S\Tp)
gdje \(Tp) redom prolazi sve svojstvene vrijednosti od Ty. S druge strane, pomoéu
Gersgorinovih krugova mozemo zakljuciti da je &(7) C (—4,0) pa je onda sigurno
IANC)] < 1. B
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3.2 Elipticke jednadzbe

Promatramo Poissonovu dvodimenzionalnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

_uxr(xay)_uyy(xay) - f(a:,y), (ZL’,y)GQ
u(z,y) = 0, (x,y) € 0N

gdje je Q= {(z,y) : 0 <,y <1} C R? jedini¢ni kvadrat, a 9 njegov rub.
Diskretizaciju konstruiramo na sljede¢i nacin: Odaberimo n € N i stavimo
1 . o
h = Py x; =1th, y;=gh, 1,7 =0,1,2,...,n+1
Q, = {(zi,yy) @ i,j=1,...,n},
o = {(2:,0),(z;,1),(0,y;),(1,y5) : 4,j=0,1,...,n+1}

Zamislimo diskretne tocke 2y, | 0€, bacene kao mreza na zatvoreni kvadrat €2 | 0f2.
Stavimo u;; = u(z;,y;), 4,7 =0,1,...,n+ 1. Sada —uu,(x;,y;) 1 —uyy(xi, y;) lako
aproksimiramo centralnim diferencijama.

OOOLLOLO®
OOOLLOLO®
DI

RDRXORIRORO X
OOOOOOOOR
OOOOLOLOLOLO®
OOOOLOLOLOLO®
©® 0O
&%ﬁ
©®O
(ONONO)

ONONO)]
¥
@®
@®——®
@®

. AU i — Ui 15— s 1 —s
Slika 3.2: —Au(w;,y;) Ao bl i oLt

Koristedi prethodni primjer, za (z;,y;) € Q4 je
_ J i—1,j i+1,j 4,j—1 4,j+1
_uxiﬂ(IZ?y]) - uyy(xi,yj) - h2

+ el-j

gdje je e;; pogreska diskretizacije koju mozemo samo ocijeniti s O(h?). Zato e;;
zanemarimo (¢inimo pogresku diskretizacije) i, s fi; = f(24,y;), rjeS8avamo sustav
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linearnih jednadzbi

2 . .
Avij = Vim1j = Vig1j — Vij—1 — Vigy1 = fij, 4,7 =1,....n

Voj = Unt1,; = Vio = Vipp1 = 0

cije rjesenje V' = (v;;)7;_; aproksimira U = (u;;). Primijetimo da je prirodno vri-
jednosti w;;, v;; drzati u matrici jer to odrazava 2D strukturu. Ipak, za operativno
racunanje je koristan i genericki zapis 7 Ax = b”.

Elemente matrice V' stavimo u vektor stupac po stupac, isto napravimo s ' =

(fz’j)i

v11

Un1l
v12

V11 V12 ‘-t Vin .
Vz( Do )»—)v: vis | = vee(V)

Unl Un2 *** Unn

Vin

Unn

Ovdje linearni operator vec(-) poistovjecuje vektorske prostore R™*" i R™. Sada
nas sustav jednadzbi mozemo zapisati kao

Tenv = h*vec(F)

gdje je
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Ton= =15 SRR (3.2.3)

Par komentara:
4 -1

o | 14 =T, +2l,
SR
-1 4
e To,=1,T,+T,®I,, gdje je ® Kroneckerov produkt.
e Ako uzmemo da korak subdivizije h bude samo reda veli¢ine 102 trebamo

uzeti n = 100 i dobivamo n? = 10000 jednadzbi i isto toliko nepoznanica.
Ako je problem trodimenzionalan, onda broj nepoznanica postaje n® = 10°.

e U Matlab—u se Tg, dobije pomoc¢u delsq(numgrid(’S’,n+2)).

Definicija 3.2.1. Kazemo da je realna matrica A TST matrica (tridijagonalna
simetricna Toeplitzova) ako je tridijagonalna, simetri¢na i konstantna duz svojih
dijagonala,

a B

A= |

5 a
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Propozicija 3.2.1. Neka je A TST matrica reda n. Tada su njene svojstvene
vrijednosti dane formulama

T )
i = a+ 23 cos ,i=1,...,n.
n+1
Pripadni ortonormalni vektori vy, ...,v, su dani formulama

2 jim
i =1 i L i=1,....n. 3.2.4
Y nrl i " (324)

(Ovdje vj; oznacava j—tu komponentu od v;.) Sve TST matrice medusobno komu-
tiraju.
Korolar 3.2.2. Svojstvene vrijednosti matrice T,, su

T

Ai = 2(1 — cos ), i=1,...,n,

n+1
a pripadni svojstvent vektori su dani formulama (3.2.4).

Definicija 3.2.2. Matricu S =1, ® A+ B®|,, zovemo Kroneckerov zbroj matrica
AeM,iBeM,, uoznaci S = A& B.

Propozicija 3.2.3. Ako su Au; = oju;, Bv; = Bv; svojstvene vrijednosti i vektori,
onda su svojstvene vrijednosti od A ® B svi produkti «; - B, a pripadni svojstveni
vektort su u; @ vj.

Dokaz: Koristimo svojstva Kroneckerovog produkta. Lako se provjeri da opcenito
vrijedi (A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD). Sada imamo
(A® B)(wi ®v;) = (Au;) ® (Buy) = (aius) @ (Bjv5)
= (qif))(u; ® vy).
a=!

Propozicija 3.2.4. Ako su Au; = oju;, Bv; = Biv; svojstvene vrijednosti i vektori,
onda su svojstvene vrijednosti od A ® B svi zbrojevi o; + B;, a pripadni svojstveni
vektori su v; @ u;.

Dokaz:
(I®A+Bo)(v,®u;) =(1®A) (v, ®u;) + (B I)(v; @ uy)
= (v; ® ajuy) + (Biv ® ug) = ajv; @ uj + Biv; ® u;
= (aj + Bi) (v ® uy).
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Korolar 3.2.5. Svojstvene vrijednosti matrice Tg, =1, @ T, + T, ® |, su

LT T
Nij = 4—2(cosn+1+cosn+1)
. i . Jm .
= 4(sin? —— 2_ 2T =1,...

. Xij = Ni + Aj, gdje su Ay, ..., N\, svojstvene vrijednosti matrice T,,.

Dokaz:
B5|

3.3 Hiperbolicke jednadzbe

60
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Aproksimacija funkcija
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3.4 Diskretna Fourierova transformacija

3.4.1 Trigonometrijska interpolacija

U primjenama ¢esto imamo uzorke (mjerenja) velicine koja je periodicka, poznatog
perioda T'. Neka su podaci (xg, fr) dobiveni nad ekvidistantnom mrezom realnih
¢vorova z, = kT /n € [0,T], k = 0,1,...,n, pri cemu su vrijednosti f; opéenito
kompleksni brojevi. Razumno je takve podatke pokusati analiticki reprezentirati
periodickom fukcijom ®(z), perioda T', pri ¢emu za princip aproksimacije mozemo
uzeti interpolaciju,

@(Ik):fk, k::O,l,,n—l (341)

Zbog pretpostavljene periodicnosti je f, = fo 1 ®(z,) = ®(xg). Ako su podaci fy
realni brojevi, onda zahtijevamo da je i funkcija ® realna.
Ako funkciju ® pretpostavimo kao linearnu kombinaciju sinusa i kosinusa

- 2m
= 50 + ; a; cosg:ic A b; smjx?) (3.4.2)
onda imamo 2m + 1 slobodnih parametara s kojima treba zadovoljiti n uvjeta
interpolacije (3.4.1) koji glase

% + ;(aj cosjk:% +b, sinjk%) = fu, k=0,1,...,n—1. (3.4.3)

Ako je m neparan i m = |n/2], tj. n = 2m + 1, onda nam ovakav ¢ odgovara
i pokusat ¢emo odrediti parametre a;, b;. Ako je n paran i m = n/2, tj. n =
2m, onda u (3.4.2) stavljamo npr. b, = 0, tako da i dalje imamo n slobodnih
parametara.

Ako uzmemo npr. n = 2m i sa funkcijom (3.4.2) napisemo uvjete interpolacije
(3.4.1) dobijemo, uz oznaku 7, = x427 /T = k27w /n, n X n linearni sustav

% costg sintg  cos2tg  sin27g -+ cos(m—1)19  sin(m—1)T9  cosmmo ao fo
% cosTy sinTy  cos2ry  sin2m - cos(m—1)T1  sin(m—1)71  cosmmT Zl f
% COs T2 sin 1o cos 279 sin2mp -+ cos(m—1)72 sin(m—1)72 cos mTo aé ;2
% COs T3 sin T3 cos 273 sin2r3 - cos(m—1)73 sin(m—1)73 cos mT3 b2 — fi
i . ) . . . . . . ) . . arn,.f 1 .
5 COSTp_2 SiNTp_2 COS2Tp_2 SiN27p_2 - cos(m—1)Tp—2 sin(m—1)1,_2 cosmry,_2 b1 fn—2
% COSTrn—1 SiNTp—1 €OS27Tp—1 sin27p_1 =+ cos(m—1)Tp—1 sin(m—1)7_1 cosmrp_1 am n—1



63

¢ije rjesenje bi trebalo dati nepoznate koeficijente. Analogno dobijemo u slucaju
n=2m+ 1:

% Ccos 7o sin g cos 219 sin21g9 -+ cosmTy sin mmg ZO fo
1
é CcoS T1 sin 71 cos 271 sin21m, .- cosmTy sinmmy by f1
i : ; : a £
53 COST2 sin 1o cos 272 sin272 .- cosmTy sinmmy by ¥
3
1 . . .
3 COST3 sin 73 cos 273 sin 273 cosSmTs3 sin mTs . — fa . (3 4. 5)
Coo : : : : : : am-1
% COS Tp—2 SIiNTp_9 COS2TH_9 SIN2T,,_2 -+ COSMTH_2 SINMTH_2 b’g*1 fn—2
m
% COSTp—1 SINTHp_1 COS2Tp_1 SIN2Ty_1 =+ COSMTp_1 SINMTHp_1 bm n—l,

Naravno, zelimo da su koeficijenti jedinstveno odredeni za sve desne strane i
pozeljno je da ih mozemo jednostavno i efikasno racunati. Klju¢ je u specijal-
noj strukturi matrice koeficijenata sustava.

Propozicija 3.4.1. Neka A oznacava bilo koju od matrica w (3.4.4) i (3.4.5).
Tada je A = QD, gdje je QQ ortogonalna a D regularna dijagonalna matrica, pa je
A=Y = D72AT. Euklidski skalarni produkti parova stupaca od A se racunaju prema
sljedecim formulama:

J _
n—1 07 za—%Z n—1
choszk: T]’é ;e Zsiank:OzasvejEZ.
k=0 n, za = € 7 k=0
n
. _y
0, za? it ¢
n—1 ﬁ n g
° ZcoszkcoséTk: g za ili EZ g —EZ
k=0 ]—l—f En
n za €7 S/
n n
14 | — 0 14 —/
0 za ¢z il tagmltlceg il = ey
n—1 n. ’ n_g n n
onianksinﬁTk: —g za‘]+ EZ J=F ¢ 7
k=0 ; @
n a‘]+ —ecZ
2
n—1

° Zcosjm sinf1, = 0 za sve 5,0 € Ny
k=0
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Dokaz [ Lako izra¢unamo

n—1 n—1 n—1

Z(COSka +isinj7y) = Z(eim)j — Z(ei%%)k _ { g: j//g ;% .

k=0 k=0 k=0
Time su dokazane prve dvije formule. Za preostale koristimo dobro poznate formule

cos jpcosley = %(cos(j +£)¢ + cos(j — £)¢)
sin jpsinlp = %(cos(j — )¢ —cos(j +0)p)

cosjpsinly = %(sin(j +0)p —sin(j — 0)¢).

H
Korolar 3.4.2. Koeficijenti interpolacije su dani formulama:
Zan=2m+1:
— 2k
a; = —kaCOSjJ}k—:—Z fi cos J ,j=0,....m, (3.4.6)
— 2mjk
b, = _kasmﬂk = —kasm =1 m (347
(3.4.8)
Zan=2m
= 2mik
a; = —kaCOSjl'k :—kacos J ,7=0,....m—1, (3.4.9)
1 o1 o ik
am = ka CO8 Tk 7 = — ka cos ——, (3.4.10)
- 2mjk
b = —kasm]xk—:—z frsin J ,7=1...,m. (3.4.11)
(3.4.12)
: Matrica D iz Propozicije 3.4.1 ima sljedecu strukturu:
D?* = [%] & EIn_g @ [n], zan=2m;

2
D?* = [%]@gln—h zan=2m+1,
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pa racunanje koeficijenata pomocu inverza A=' = D72A" daje navedene formule.
aa!

3.4.2 Racunanje kompleksnom aritmetikom

Najelegantniji racun koeficijenata a;, b; se dobije prelaskom na kompleksnu arit-
metiku. Naime, i sa sinusnim i sa kosinusnim ¢lanovima mozemo racunati istovre-
meno ako iskoristimo vezu sa eksponencijalnom funkcijom,

e¥ e v e —e ¥
coSp=——_ 3 -_ =
2 9 , SNy 2 )
iz koje odmah slijedi
a “ 2 2
O(z) = 5 + ;(aj cosjw% + b, sinja:%)
ao m eij:(:27r/T + efijx27r/T eij:z:QTr/T . e*ileﬂ/T
- 20 "y b.
2t Z( ! 2 0 2i

<
I
-

_ 4o - a;j — ib; elie2m/T - a; +1ib; e—iiz2r/T
2 + ]Zl 2 + ]Zl 2
m Co — CLO/2,
= Y e gdieje ¢ ¢ =(a;—ib)/2, j=1,...,m,
j=—m c_j=(a;+1b;)/2, j=1,...,m.

Pri tome, u slucaju n = 2m, zbog b,, = 0, vrijedi ¢,, = c¢_,, = a;,. Primijetimo i
da aj,b; € R povladi c_; =¢;, te a; = 2Re(c¢;), bj = —21Im(c;).

Dobiveni izraz za ®(z) ima dodatnu strukturu u évorovima x = k7'/n. Naime,
vrijedi

—ijap2n/T _

e e—ijk27r/neink27r/n _ ei(n—j)ﬂ?k27r/T (3413)

pa je

Blay) = Y ¢/ T 4 N j a2/l =01 n—1.  (3.4.14)

=0 j=1

Dakle, uvjeti interpolacije u novim varijablama glase

n—1 n—1 n—1
P (zy) = Zvj(eix’“%/L)j = Z%’(eik%/”)j = Zijkj =fi, k=0,1,....,n—1
=0 =0 =0

(3.4.15)
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gdje je w = e2/™ i koeficijenti 7, su definirani s:
B (e = 0,1,...,m
zan=2m+1: v = {C—(n—j) P—mel. -1 (3.4.16)
¢ i=01,...m—1
zan=2m: vy; = A, j=m (3.4.17)

Ctnjy J=m+1,...,n—1

Gornje relacije lako invertiramo, tj. iz danih koeficijenata «; lako izracunamo sve
Q; i bji
zan=2m+1: { G0 =20 4 =% Ty J= L gy g
by =iy ——y) J=1,....m
ag = 270 Qm = Tm
zan=2m: a; =%+ J=1,...,m—-1 (3.4.19)
bj:i(’yj—’)/n_j) jzl,,m—l
Primijetimo da je (3.4.15) zapravo sustav linearnih jednadzbi kojeg matriéno
pisemo kao Qy = f:

1 1 1 oo 1 1 70 fo
1 w w? e w2 w"! B4 S
1 w2 W p2n2) wm=1) V2 2
1 w2 2=2 ... ,m=2?(n=2)(n-1) ’Vn‘—2 f n'—2
L ol 21 W= Dm=2) (n=1)? Y1 fna

- - N — N’

QO 7 !

(3.4.20)

Takoder uocimo polinom u varijabli ¢ = e@?™/7 ©(() = Z;:é 7;¢?, te da nas
problem mozemo interpretirati kao polinomijalnu interpolaciju ¢((x) = fi sa (x =
e /T | =0,. .. n—1.
Propozicija 3.4.3. Za matricu Q iz (3.4.20) vrijedi 0*Q = QQ = nl,,. Specijalno
D
je 7 = —Q.

n
: Iz Q; = W slijedi da je Q simetri¢na matrica, pa je Q* = QT = Q.
Nadalje,

n—1 I=kn _ 1

( _
* _ —k)yj _ W _
(X Q)pe = ]E_O Wl = i1
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H
1—

Korolar 3.4.4. Koeficijenti vy, su dani relacijom (yi)i—s = —Q(fx)iZs, ti-
n

n—1
1 g
’)/k;:_i :fje—tjk%r/n’ ]{3:0,1,---7”_1'
n
=0

Pri tome vrijedi: Ako su svi fr € R, onda je o €ER i vk =, k=1,...,n— 1.

Korolar 3.4.5. Ako su koeficijenti yy, izracunati kao u Korolaru 3.4.4, onda koefi-
cijente ay, by rac¢unamo prema formulama (3.4.18), (3.4.19), koje u sluc¢aju realnih
podataka fr glase:

o Zan=2m-+1:
ar = 2Re(v), k=0,...,m
by = —2Im(yw), k=1,...,m

o Zan=2m:
ap = 2Re(w), k=0,....,m—1; ay, = vm = Re(ym)
by = —2Im(y), k=1,...,m—1; b, =0.
Primjer 3.4.1. Primjer trigonometrijeske interpolacije (prema navedenim formu-
lama):

Definicija 3.4.1. Preslikavanje F : C* — C" koje n—torci f = (fo,..., fu_1)T
pridruzuje v = (0, ..., Yn-1)* = F(f) definiran s

n—1
1 .
== fie i g =0,1,...,n—1
Tk njofje ) ) y 1

zovemo diskretna Fourierova transformacija (DFT). Matri¢ni prikaz DFT jey = %ﬁ f,
gdje je Q matrica definirana s (3.4.20).

Propozicija 3.4.6. DFT je bijekcija na C" ¢ njen inverz, inverzna diskretna
Fourierova transformacija (IDFT), je dana s f = F 'y = Qy = ﬁ_ﬁ, tj.

n—1

fo=> e k=01, 0 - 1.

Jj=0

Drugim rije¢ima, F~(v) = nF (7).



Slika 3.3: Trigonometrijska interpolacija
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