Numericka analiza 1 :: K1 :: Priprema :: 2019. 1

Numericka Analiza 1 (2019.)

Kolokvij br. 1
Primjer za vjezbu

Priprema za kolokovij

Kolokvij sadrzi teorijske i prakticne zadatke iz gradiva koje smo radili do
14.11.2019. (ukljuc¢ivo), te materijal iz skripte koji smo spominjali ali nismo
detaljno obradivali. Preciznije, kolokvij ¢e sadrzavati pitanja u vezi sadrzaja
sljedec¢ih sekcija skripte:

e §1.5;81.6.1
o 2.1 ;

e §3.1, §3.2, §3.3.1, §3.3.2, §3.3.3, §3.3.4, §3.5 (ali bez §3.5.4); §3.6; §3.7;
§3.8; §3.9; §3.10 (Dokaz teorema 3.5.4 (Stein-Rosenberg ne treba znati,
ali ga se mora znati iskazati i primijeniti kao gto je napravljeno u slucaju
dokaza konvergencije Gauss-Seidelov metode.).)

Praktici dio kolokvija je obi¢no jedan zadatak da se napise program u Ma-
tlabu. To je ili metoda koju smo ve¢ radili ili neka jednostavna varijacija.

Uvod

Prvi blok zadatka je teorijski i njih rjesavate u uvjetima papir ¢ olovka —
dakle klasicno kao na bilo kojem pismenom ispitu. Molim da rjeSenja te-
orijskih zadataka budu napisana uredno i matematicki korektno, sa odgova-
raju¢om strukturom. Mora biti uvijek jasno sto slijedi iz cega i zasto. Kada
to zavrsite, rjeSenja predajte dezurnom asistentu i nastavite s rjeSavanjem
preostalog zadatka.

Zadnji zadatak je prakti¢ni i zahtijeva razvoj programa i testiranje na nu-
merickom primjeru. U tom dijelu kolokvija mozete slobodno koristiti biljeske
s predavanja i knjigu/skriptu po vlastitom izboru. Drugi oblici ”pomoéi” (In-
ternet, gotovi programi, pomo¢ kolega, itd.) nisu dozvoljeni i molim da se
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toga strogo pridrzavate. Na racunalu smije biti aktivan samo Matlab
u radnom direktoriju koji je na pocetku prazan. Svaki drugi "otvo-
ren prozor’ automatski znaci diskvalifikaciju. Programe predajete tako da
ih posaljete emailom

To: drmac@math.hr

Subject:NA1-2019-K1-Ime-Prezime
Naravno, priznaju se samo rjeSenja koja su poslana do momenta zavrsetka
kolokvija. Uz ovaj dio takoder mozete predati i pisane biljeske, ako zelite
komentirati rezultate koje ste dobili.

Pazljivo procitajte zadatke, nisu teski, vremena ima dovoljno — dva sata.

Kolokvij 1 (primjer)

Zadatak 1 (5 bodova)

Numericko polje vrijednosti matrice A € M, je skup

F(A) ={y"Ay/(y"y) : y € C"y #0}.

Numericki radijus od A je v(A) = max{|z| : z € F(A)}. Dali je funkcija
v(-) norma? Usporedite v(A) sa ||Alls. Usporedite v(A) sa spektralnim
radijusom p(A) = max; |\|.

Neka je A normalna matrica sa svojstvenim vrijednostima i, ..., \,.
Dokazite da je je u tom slucaju F(A) jednak konveksnoj ljusci (skupu svih
konveksnih kombinacija) od Ay,..., A,.

Zadatak 2 (20 bodova)

1. Opisite metodu SSOR(w) (simetrizirani SOR) i izvedite je u obliku
Mz#+) = Ng®) 4 p,

2. Zatim dokazite sljede¢u tvrdnju: Ako je A hermitska matrica sa pozi-
tivnim dijagonalnim elementima, onda matrica M ~*N u SSOR metodi
ima realne svojstvene vrijednosti.

3. Opisite Cebisevljevo polinomijalno ubrzanje metode SSOR.

Zadatak 3 (20 bodova)

1. Definirajte ireducibilne matrice.
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2. Navedite primjer ireducibilne matrice koja se javlja u diskretizaciji di-
ferencijalnih jednadzbi i pokazite da je ireducibilna.

3. Dokazite jednu od sljedec¢e dvije tvrdnje:
e Matrica A € C"*™ je ireducibilna ako i samo ako je njen graf I'(A)

jako povezan.

e Neka je A € C™" ireducibilna matrica i neka je A njena svoj-
stvena vrijednost sa svojstvom da nije u unutrasnjosti niti jednog
Gersgorinovog kruga. Tada je A sadrzana u presjeku svih kruznica
3gi,i:1,...,n.

Zadatak 4 (10 bodova)

Odgovorite na dva od sljedeca tri pitanja:

e Definirajte Krilovljeve potprostore i opisite Arnoldijev algoritam za
racunanje njihovih ortonormiranih baza.

e Opisite Lanczosev algoritam (simetri¢na inacica Arnoldijevog algoritma).

e Dokazite da je Jacobijeva metoda za rjesavanje sustava Ax = b konver-
gentna ako je A ireducibilno dijagonalno dominantna.

Zadatak 5 (20 bodova)

Opisite metodu GMRES. Pri tome treba jasno i detaljno opisati dio koji se
odnosi na Arnoldijev algoritam, te dio koji se odnosi na optimalnu aproksi-
maciju iz danog Krilovljevog potprostora metodom najmanjih kvadrata (ra-
cunanje QR faktorizacije pomocu Givensovih rotacija i racunanje rjesenja
problema najmanjih kvadrata). Pokazite da niz normi reziduala monotono
opada.

Zadatak 6 (25 bodova)

Implementirajte SSOR(w) sa Cebisevljevim polinomijalnim ubrzanjem. Pro-
gram testirajte na Poissonovoj jednadzbi (vidi skriptu).
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Kolokvij 1 (primjer)

Zadatak 1 (10 bodova)

Dokazite sljede¢u inacicu Gersgorinovog torema (bez pozivanja na sam te-

orem): Neka je A € C"*™ i neka su Ay, ..., A\, njene svojstvene vrijednosti,
tj. spektar od A. Za i = 1,...,n definirajmo Gersgorinove krugove
Gi={2€C: |z—asl <p}, pi=)_lal (1)
2

Tada vrijedi: Sve svojstvene vrijednosti od A su sadrzane u uniji Gersgorinovih
krugova |J;_, G;.

Ako je A realna matrica i ako je za neki indeks j krug G; disjunktan sa
svim ostalim, Sto mozemo zakljuciti o dijelu spektra od A sadrzanom u tom
krugu? Objasnite.

Zadatak 2 (20 bodova)

Dokazite jednu od sljedece dvije tvrdnje:

e Neka je A € M, strogo dijagonalno domimantna ili ireducibilno dija-
gonalno dominantna matrica. Tada su i Jacobijeva i Gauss-Seidelova
metoda konvergentne sa svakom pocetnom iteracijom.

e (bonus bodovi +10) Neka je S, matrica SOR metode s parametrom w.
Tada je spr(S,) > |w — 1|. Dakle, za konvergenciju SOR(w) je nuzno
da je w € (0,2). (Ovdje spr(-) oznacava spektralni radijus.)

Zadatak 3 (20 bodova)

1. Definirajte spektralni radijus p(-) i na dva primjera pokazite da on nije
norma.

2. Dokazite jednu od sljedece dvije tvrdnje

e Za proizvoljnu matri¢nu normu || - || na M, i svaku matricu A €
M, vrijedi p(A) < ||A||. Nadalje, za svaku matricu A € C**" i
svaki € > 0 postoji inducirana matri¢na norma ||| - ||| za koju je
ANl < p(A) +e.

e Neka je || - || proizvoljna matri¢na norma na M,,. Tada je za svaku
matricu A € C™*"

p(A) = lim [|AF|M/*,
k—o0
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Zadatak 4 (20 bodova)

Detaljno opisite Cebigevljevo polinomijalno ubrzanje iterativnih metoda. Na-
vedite barem dvije metode (na odredenim klasama primjera) na koje mozemo
primijeniti tu tehniku. Objasnite zasto.

Zadatak 5 (30 bodova) [Vidi §3.2.]

Implementirajte "matrix free” Jacobijevu ili SSOR(w) (bonus bodovi) me-
todu sa Cebigevljevim polinomijalnim ubrzanjem (bonus bodovi). Program
testirajte na Laplaceovoj jednadzbi —Au(z,y) = 0, sa domenom
0<z<4;0<y<4,irubnim uvjetima

u(0,y) = e —cosy, u(4,y) =e¥cos4 — e*cosy,

u(z,0) = cosx — e, u(x,4) = e*cosx — e cos4.

Vas program treba vratiti dva grafa (figure(1), figure(2)) u kojem je na
prvom graf egzaktnog rjesenja u(z, y) (kojeg lako pogodite) a na drugom graf
izracunate numericke aproksimacije. Za crtanje grafova koristite iste naredbe
kao u slicnom zadatku iz zadataka koji su bili dani za vjezbu.

Zadatak 5 (B varijanta) (15 bodova)[Vidi §3.2.]

Metodom konaé¢nih diferencija diskretizirajte rubni problem

—u"(x) = 16xsindnz, 0 < <1, (2)
u(0) = wu(l)=0. (3)

Dobiveni linearni sustav Ax = b rijesite Jacobijevom metodom, te Jacobije-
vom metodom sa polinomijalnim ubrzanjem,

Sve metode napisati kao Matlab funkcije (pomo¢ oko sintakse: >> help
function). Ulazni podaci neka budu A, b, pocetna iteracija, tolerancija za
numericku konvergenciju, maksimalni broj iteracija i spektralni radijus ma-
trice koja ganerira iteracije. Pri tome, radi jednostavnosti, pretpostavite da
imate egzaktni spektralni radijus i racunajte ga koriste¢i Matlab funkcije
eig, max, abs. Pri implementaciji Cebisevljevih polinoma rekurziju im-
plementirajte s minimalnim utroskom memorije. Izlazni podaci neka budu
aproksimacija rjeSenja i vektor izracunatih reziduala. Usporediti konvergen-
ciju reziduala za sve metode.

Varirajte broj diskretnih tocaka i dobivene aproksimacije usporedite s
tocnim rjesenjem (kojeg lako odredite analiticki). Usporedbu napravite jed-
nostavno graficki, koristite MATLAB-ovu grafiku, npr. funkciju plot.



