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Numericka Analiza 1

Kolokvij br. 1

Primjer za vjezbu

Priprema za kolokovij

Kolokvij sadrzi teorijske i prakticne zadatke iz gradiva koje smo radili do
petka 26.10. (ukljucivo), te materijal iz skripte koji smo spominjali ali nismo
detalno obradivali. Preciznije, kolokvij ¢e sadrzavati pitanja u vezi sadrzaja
sljedec¢ih sekcija skripte:

o §1.5; §1.6.1
e §2.1;§2.2. (do teorema 2.2.5)

e §3.5; §3.6; §3.7; §3.8; §3.9; §3.10; (Dokaz teorema 3.5.4 (Stein-Rosenberg
ne treba).)

Praktici dio kolokvija je obi¢no jedan zadatak da se napise program u Mat-
labu. To je ili metoda koju smo veé¢ radili ili neka jednostavna varijacija.
Prva zadaca je primjer kako bi mogao izgledati kolokvij.

Uvod

Prvih pet zadatka su teorijski i njih rjesavate u uvjetima papir ¢ olovka — dakle
klasi¢no kao na bilo kojem pismenom ispitu. Molim da rjesenja teorijskih za-
dataka budu napisana uredno i matematicki korektno, sa odgovarajuc¢om
strukturom. Mora biti uvijek jasno Sto slijedi iz ¢ega i zaSto. Kada to
zavrsite, rjeSenja predajte dezurnom asistentu i nastavite s rjeSavanjem pre-
ostalog zadatka.

Zadnji zadatak je praktic¢ni i zahtijeva razvoj programa i testiranje na nu-
merickom primjeru. U tom dijelu kolokvija mozete slobodno koristiti biljeske
s predavanja i knjige po vlastitom izboru. Drugi oblici ”pomoéi” (Internet,
gotovi programi, pomo¢ kolega, itd.) nisu dozvoljeni i molim da se toga
strogo pridrzavate. Na racunalu smije biti aktivan samo Matlab u



Numericka analiza 1 :: K1 :: 29.10.2012. 2

radnom direktoriju koji je na pocetku prazan. Svaki drugi ”otvoren
prozor” automatski znaci diskvalifikaciju. Programe predajete tako da ih
posaljete emailom

To: drmac@math.hr

Subject:NA1-2011-K1-Ime-Prezime
Naravno, priznaju se samo rjeSenja koja su poslana do momenta zavrsetka
kolokvija. Uz ovaj dio takoder mozete predati i pisane biljeske, ako zelite
komentirati rezultate koje ste dobili.

Pazljivo procitajte zadatke, nisu teski, vremena ima dovoljno — dva sata.
Sretno.

Kolokvij 1

Zadatak 1 (5 bodova)

Numericko polje vrijednosti matrice A € M, je skup

F(A)={y" Ay : ycC"y #0}.

Numericki radijus od A je v(A) = max{|z| : z € F(A)}. Dali je funkcija
v(-) norma? Usporedite v(A) sa ||Alls. Usporedite v(A) sa spektralnim
radijusom p(A) = max; |\|.

Neka je A normalna matrica sa svojstvenim vrijednostima i, ..., \,.
Dokazite da je je u tom slucaju F(A) jednak konveksnoj ljusci (skupu svih
konveksnih kombinacija) od Ay,..., A,.

Zadatak 2 (20 bodova)

1. Opisite metodu SSOR(w) (simetrizirani SOR) i izvedite je u obliku
Mz#+) = Ng®) 4 p,

2. Zatim dokazite sljede¢u tvrdnju: Ako je A hermitska matrica sa pozi-
tivnim dijagonalnim elementima, onda matrica M ~*N u SSOR metodi
ima realne svojstvene vrijednosti.

3. Opisite Cebisevljevo polinomijalno ubrzanje metode SSOR.

Zadatak 3 (20 bodova)

1. Definirajte ireducibilne matrice.
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2. Navedite primjer ireducibilne matrice koja se javlja u diskretizaciji
diferencijalnih jednadzbi i pokazite da je ireducibilna.

3. Dokazite jednu od sljedece dvije tvrdnje:
e Matrica A € C"*™ je ireducibilna ako i samo ako je njen graf I'(A)

jako povezan.

e Neka je A € C™" ireducibilna matrica i neka je A njena svo-
jstvena vrijednost sa svojstvom da nije u unutrasnjosti niti jednog
Gersgorinovog kruga. Tada je A sadrzana u presjeku svih kruznica
3gi,i:1,...,n.

Zadatak 4 (10 bodova)

Odgovorite na dva od sljedeca tri pitanja:

e Definirajte Krilovljeve potprostore i opisite Arnoldijev algoritam za
racunanje njihovih ortonormiranih baza.

e Opisite Lanczosev algoritam (simetri¢na inacica Arnoldijevog algoritma).

e Dokazite da je Jacobijeva metoda za rjesavanje sustava Ax = b konver-
gentna ako je A ireducibilno dijagonalno dominantna.

Zadatak 5 (20 bodova)

Opisite metodu GMRES. Pri tome treba jasno i detaljno opisati dio koji se
odnosi na Arnoldijev algoritam, te dio koji se odnosi na optimalnu aproksi-
maciju iz danog Krilovljevog potprostora metodom najmanjih kvadrata (ra-
cunanje QR faktorizacije pomoc¢u Givensovih rotacija i racunanje rjeSenja
problema najmanjih kvadrata). Pokazite da niz normi reziduala monotono
opada.

Zadatak 6 (25 bodova)

Implementirajte SSOR(w) sa Cebisevljevim polinomijalnim ubrzanjem. Pro-
gram testirajte na Poissonovoj jednadzbi (vidi zadaéu).
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Napomena

Jos jednom podsjeé¢am da za zadnji zadatak mozete koristiti biljeske
s predavanja i knjige po Vasem izboru, ali programe morate napisati
sami u vrijeme kolokvija i to¢no te programe napisane u vrijeme
kolokvija sa svog maila poslati na navedenu adresu. Svaki pokusaj
koristenja nedozvoljenih oblika pomoéi (a to je po definiciji sve
osim samostalnog pisanja programa za vrijeme kolokvija, koristenja
vlastitih biljeski i knjiga) ¢e rezultirati diskvalifikacijom i gubitkom
bodova ovog kolokvija. Slanje programa u tude ime i slicne ne-
dozvoljene necasne radnje ¢e takoder biti sankcionirane. U vrijeme
rjeSavanja ovog zadatka je svaki pristup Internetu zabranjen.



