NEKA SVOJSTVA SUSJEDNIH TROKUTA
ZVONKO CERIN*, ZAGREB

SAZETAK. Za susjedne trokute (npr. FCA i FCB gdje je vch F
unutrasnja tocka duzine AB u trokutu ABC) istrazujemo odnose
koji vrijede za razli¢ite njihove elemente poput poluopsega, prom-
jera opisanih, upisanih i pripisanih kruznica. Isto tako razmatramo
i posebno interesantan slucaj kada je su te veli¢ine jednake.

1. JEDNOSTAVNA SVOJSTVA SUSJEDNIH TROKUTA

Za trokute FCA i FCB kazemo da su susjedni ako je F' unutrasnja
tocka duzine AB (vidi Sliku 1). Lagano se moze provjeri da ako je F'
unutrasnja tocka stranice AB trokuta ABC onda su trokuti FCA i
FCB susjedni i da se svaki par susjednih trokuta dobiva na taj nacin.

C

Slika 1: Susjedni trokuti.

* Autor je redoviti profesor na Matematickom odjelu PMF-a Sveudilista u
Zagrebu. Bavi se topologijom, geometrijom i matematickom edukacijom.
e-mail: cerin@math.hr.
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2 ZVONKO CERIN

Za susjedne trokute FF'C'A 1 F'C B koristimo oznake |AF| = u, |FB| =
v, |AC| = b, |BC| =a, |AB| =ci |FC| = f. Skoro sve oznake koje se
odnose na prvi trokut F'C'A imaju za eksponent slovo A dok one koje
se odnose na drugi trokut F'C'B imaju za eksponent slovo B. Oznake
bez eksponenta A ili B primjenjuju se na trokut ABC'. Izuzetci tih
pravila su rijetki. Na primjer, h, je visina trokuta F'C'A na stranicu
AF.

U ovom ¢lanku zelimo opisati neka zanimljiva svojstva susjednih tro-
kuta. Krenimo s onima koje istrazuju odnose koji vrijede za razlic¢ite
podatke o susjednim trokutima (npr. za njihove visine, poluopsege,
polumjere opisanih, upisanih i pripisanih kruznica).

Ocigledno je h, = h, dok relacija S = S4 + SP za povrdine povlaci
f(h?—l—h?) =chibhi! +ahB =ch.

Odredimo sada kada ¢e biti hy = hf = h? i hg = h{' = hB. 1z jed-
nakosti wh = fhy i vh= fhy slijedi w=v pa je tocka F' poloviste
stranice |AB| 1 |CF]| je tezidnica vrha C. Sli¢no, iz jednakosti uh = b hy
1 vh=ahg slijedi ¢ = 3 pa je tocka F' presjek simetrale kuta C' sa
stranicom |AB| i |CF| je simetrala kuta C.

Ako je s = “H¢ poluopseg trokuta ABC onda imamo s* = b+£+“,
sB =2 e =y +vic(fP+uv)=a’v+bu prema Stewartovom
teoremu (vidi [5, str. 6], [8] i [12, str. 58|). Eliminacijom parametara

f, u, v dobijemo sljede¢i rezultat (uz oznake s, = 0“2’—_“ is,= %)

Teorem 1. Za poluopsege susjednih trokuta vrijedi relacija

AsB — 5(sp8% 4+ 5, 58) + 255,85, =0.

Pokusajmo sada odrediti kada ée vrijediti s4 = s®. Iz jednakosti

b+“+f at(e o */ dobivamo u = s, i v = s,. Dakle, tocka F mora
dljelltl stranicu |AB| uomjeru sy, : s, pa se radi o tocki u kojoj pripisana
kruznica dodiruje stranicu |AB|. Odaberemo li na sli¢an nacin tocke
E na |AC| i D na |BC| primjenom Cevainog teorema (vidi [12, str.
61]) zaklju¢ujemo da se pravci AD, BE i C'F sijeku u Nagelovoj tocki
trokuta ABC' (vidi |12, str. 150]).

Sada taj isti postupak ponovimo za k = a® + b* + 2. Iz s = b? 4 f2
+u? i kP =a? + f2 + 02 kao i gore iskljuéenjem f, u, v dobijemo da
vrijedi ovaj teorem.

2cs

Teorem 2. Sljedeci polinom od k* i kP je jednak nuli:

(KA — KB)Q + (3(12 - 30° —02> KA+ (Sb2 —3a? —02> kB —|—2(a2 +b2) c? +2(a2 —62)2.
Ako krenemo od x* = kP sada tocka F mora dijeliti stranicu |[AB| u
omjeru ky : kg gdje je K, = 2 + 0% — a?i Ky = ¢ — b + a®. Odaberemo

li na sli¢an nacin tocke £ na |AC|i D na |BC|, pravci AD, BE'i CF
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se sijeku u Lemoinevoj tocki antikomplementarnog trokuta od ABC
(to je centralna tocka X (69) u [9]).

Na slican nac¢in postupamo s kotangensima Brocardovih kuteva sus-
jednih trokuta. Kako je d = cotw = ;5 eliminacijom dobivamo sljedeci
teorem.

Teorem 3. Sljedeci polinom od §* i 68 je jednak nuli:

4 5? (5A +5B) (I{ (5A +5B) — 4S5A53) -5 (U5A + V(SB) + AW,
gdjeje W = 2 (a® + b)) + (a2 — 1%)*, V = ¢* + (6 a2 4 212) + (a® — b?)°
iU =c"+(2a%+6b%) + (a> — b?)°.

Zanimljivi problem sada je da se odredi uvjet kada ¢e susjedni trokuti

imati iste Brocardove kuteve (tj. kada je 04 = §2) i da se totka F tada
konstruira ravnalom i Sestarom.

2. OPISANE KRUZNICE SUSJEDNIH TROKUTA

Prisjetimo se formule R = ‘Z—I’SC za polumjer opisane kruznice trokuta
. b b .
ABC. Jer je RA = 4@ = 2}{u, RE = 4‘1@ = 2“—}{” i h, = h,, odmah

dobivamo sljedeéi teorem.

Teorem 4. Za polumjere opisanih kruznica susjednih trokuta vrijeds
aRA=bRE.

Drugi dokaz prethodnog teorema jasan je iz Slike 2 na kojoj nam
analiza kuteva prema teoremu o obodnom i sredi$njem kutu nad tetivom
kruznice pokazuje da su trokuti AO4B’ i AO4B’ sli¢ni.

Lagano se vidi kada je R4 = RZ. Ocigledno vrijedi ova tvrdnja:

Trokut ABC' je jednakokracan (to¢nije a = b) onda i samo onda ako
postoji unutrasnja tocka F' duzine |AB| tako da susjedni trokuti F'C' A
i FCB imaju jednake polumjere opisanih kruznica.

3. UPISANE I PRIPISANE KRUZNICE SUSJEDNIH TROKUTA

Poslije ovih dosta laganih i pomalo dosadnih veli¢ina prelazimo na
slozenije i zanimljivije polumjere r i p upisanih i pripisanih kruznica.

Prvi dio sljedeé¢eg teorema dokazan je na Cetiri nacina u autorovom
¢lanku [3] (¢ak i za nizove kona¢no mnogo susjednih trokuta). Drugi
dio se moze dokazati na slican nacin (vidi Sliku 3).

Teorem 5. Polumgjer: upisanih © pripisanih kruznica susjednih trokuta
zadovoljavaju relacije:

(1) cr2rP + S(r —rA —rB) = 0.

(2) C Oy Ov + S(Qu + Ov — Qc) = 0.
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Slika 2: Drugi dokaz Teorema 3.

Slika 3: Upisane i pripisane kruznice susjednih trokuta.

Sada ¢emo diskutirati neke posljedice teorema 5.
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Za jednakostrani¢ni trokut vrijedi S = £ \/_ ir= C‘/_ Sto uvrsteno u
crdrB 4+ S(r —r4 —rB) =0 daje c2—2\/§c(r —I—r By £ 871478 =0
a to je teorem iz zbirke "Sanpojojitsu" u Japanu (17. stoljece). U
¢lanku [14] on je dokazan uz pomo¢ programa Mathematica. S druge

strane, uvrstimo li jos o, = cf u ¢ oy 0y + S(0u + 00 — 0.) = 0 imamo

3¢ —2V3c¢(ou+ 0v) —Sngv =0.
Jer je F unutradnja tocka stranice AB vidimo da je r* > 0, 7% > 0,
0. > 01 0, >0 paje uvijek 74 + 78 > 11 0, + 0, < 0e-

4. FORMULA ZA VISINU I PRIMJENE

Jer je S = ¢t gdje je h. duljina visine na stranicu AB, dobivamo
he = Tﬁjﬁgi &2 QQ“uQ"Q S druge strane poznato J€ da duljine svih
triju visina zadovoljavaju - ot hz, + h = ; i h + = — hi = i. Uvr-

stimo li gornje vrijednosti za h,, hy 1 he u te Jednakostl nakon sredivanja
mozemo dobiti informaciju o Sest polumjera upisanih i o Sest polumjera
pripisanih kruznica u trokute odredene unutrasnjim tockama na svakoj
stranici. Ovo je jednostavniji slucaj prve jednakosti.

Korolar 1. Neka su X, Y, Z unutrasnje tocke na stranicama BC,
CA, AB trokuta ABC. Neka r, x1, T2, Y1, Yo, 21, 22 budu polumjeri
kruznica upisanth redom u trokute ABC, ABX, ACX, BCY, BAY,
CAZ CBZ. Neka]e W—l’ll’gylygzlzg, U_m‘l'%‘l‘zr; .
V:z_1+x_2+y_1+y_2+2+%' Onda je Ur? —Vr+2W = 0.

Taj izraz za duljinu visine moZemo takoder koristiti i u poznatim
nejednakostima hg + hy + he > 97 1 hy by he > 2772 i sliéno kao i gore
zakljuciti da vrijedi sljedeci korolar.

Korolar 2. Uz pretpostavke iz korolara 1, vrijeds
97— 901 + QU +2V)1r* —(OM +2N)r +204 >0,
2771% — 2701 7° — 27 (0y — V) 1" =27 Pr® + 806 > 0,
gljeje V=u1z2+y1y2 + 2120, U =09 =V, M = Zij,kzl T Yj 2k, N
=03 —M,iP=(x1+x)(y1 +y2)(21 + 22), a oy je ciklicka suma svih
produkata od k elemenata iz skupa { x1, T2, Y1, Yo, 21, 22 }.
5. JEDNAKI POLUMJERI

Posebnu paznju privukla su pitanja kada ée biti »4 = r® odnosno

Ou = Oy-
Kada se u jednakost h, = Tiﬁ% stavi ¥, = r4 = r? i rijesi po U,

dobiva se 9. = \/m Drugo rjeSenje v} = @ nije
polumjer jednakih kruzmca upisanih u trokute FCA i F CB jer je
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29% > h, dok je oc¢igledno da su promjeri tih kruznica manji od duljine
visine h.. Koristeéi tu formulu za 9, (koja je poseban slu¢aj problema
5.4.11 u [7]), nas dokaz relacije

r 2 r 2 r 2
)G (G =

iz ¢lanka [13]| (gdje je ta formula za ). ponovo izvedena) u programu
Maple V ima sljedeci unos (eng. input):

ro:=h->(h-sqrt(h"2-2%h*r))/2: z:=u->(r/ro(u)-1)"2:
factor(simplify(subs(S=(atb+c)*r/2,
subs ({a=2%S/a, b=2xS/b, c=2%3/c}, z(a)+z(b)+z(c)-1)));

Kao izracun dobije se nula sto zakljucuje dokaz uz pomo¢ racunala.
Ista metoda odmah nam pruza moguénost da dokazemo i ovu relaciju
koja jos uvijek ima dosta jednostavan iskaz:

I 4+ T 4+ oy 3@+ b+ ) —2(betcatab)
Va o Ve a2+ b2+c2+2(bctca+ab)

Za njen dokaz treba u definiciji funkcije z zamijeniti eksponent 2 s 4
i uizrazu z(a)+z(b)+z(c)-1 zamijeniti broj 1 s x i rijesiti po z.

Analogno, kada se u jednakost h, = 92_%% stavi £, = 0, = 0, 1 1i-

.o . —het+y/h2+20c h
jesi po & dobiva se § = —5——.

mozemo na slican nacin dokazati relaciju

1 (0a )2 1 <Qb )2 1 (Qc )2 3
— (21 +=(2-1) +=(=-1) ==
Qa <£a o6 \ & 0c \ & r

Ista metoda odmah nam pruza moguc¢nost da dokazemo i ovu relaciju
1 R e R e e A A
—(Z-1) +=(Z-1) +=(Z-1) ==+4( 2+ 3+2]-

Qa <€a ) o6 \ &b 0c \ &ec T h2 h% h?2

?)

Koristeé¢i tu formulu za &,

S druge strane, ako u relaciji cr4r? + 5 (r — r4 — r8) = 0 stavimo

Vo=r4=rBir= afbic i rijesimo po varijabli .S dobit é¢emo

(a+b+c++/(a+0)?—c?)0.
S = 5 :

Sli¢no, ako u relaciji ¢ g, 0, + S (0u + 0v — 0.) = 0 stavimo &. = o, =

Op 1 0c = afbs_ - 1 rijesimo po varijabli S dobit ¢emo

(a+b—c++/(a+b)?—c?)&
5 :

Kako je S = W, mozemo lagano zakljuciti (vidi [13]) da je po-

lumjer dvije jednake kruznice upisane u trokute FCA i FCB takoder

S =
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moguce izraziti kao

(@a+b+c)r r(a—i—b—l—c— (a+b)2—c2>
e = = :
a+b+c+/la+b)?—c 2¢c

Na isti nacin iz S = %, moZemo lagano zakljuciti da je po-

lumjer dvije jednake kruznice pripisane trokutima FCA i FCB (koje
diraju stranice |AF| i |F' B|) moguce prikazati kao

(@a+b—c)o. Qc< (a+b)2—c2—a—b+c)

Sc:a+b—c+ (@a+b?—c& 2¢

6. DULJINE ZAJEDNICKIH STRANICA

Promatrajmo sada na stranicama BC, CA i AB trokuta ABC redom
tocke D, E i F takve da parovi trokuta (ABD, ADC), (BCE, BEA)
i (CAF, CFB) imaju jednake polumjere upisanih kruznica. Neka je
d=|AD|,e=|BE|i f = |CF|. Ako jednakost S; + Sy = S napiSemo
kao

(b+u+ f)0. N (a4+v+ f)Ue  (a+b+c+y/(a+b)2—c?)V.
2

2 2
dobit ¢emo f = 3 \/(b+¢)? — a®> = /55, kao i u ¢lanku [13] bududi da
jeutv=cis= bt

Analogno mozemo promatrati na stranicama BC', CA i AB trokuta
ABC redom tocke D, FE i F takve da parovi trokuta (ABD, ADC),
(BCE, BEA)i(CAF, CFB)imaju jednake polumjere pripisanih kruz-
nica (zajednickih vrhova). Neka je d =|AD|, e=|BE| i f=|CF|.
Ako jednakost S7 + Sy = S napisemo kao

(b —u+ f)&. N (a—v+ fée  (a+b—c+y/(a+b)?=c?)&
2 2

2
dobit ¢emo ponovo f =1 1/(b+ ¢)? — a®> = /5 5. §to vodi na vazan za-
kljucak da susjedni trokuti imaju jednake polumjere upisanih kruznica
onda i samo onda kada imaju jednake polumjere pripisanih kruznica
(zajednickog vrha).

S tim prikazom duljine f duzine C'F, i sli¢nih za d i e, mozemo
sada istraziti razlic¢ite simetri¢ne funkcije u varijablama d, e i f i pogle-
dati daju li neke od njih interesantne zakljucke. To ¢emo sada uciniti
za funkcije V' i U definirane pravilima m — (e f)" 4+ (fd)™ + (de)™ i
m i d™ +e™ + f™. Uvedimo oznakec =a +b+c, k =a® + > + %, i
T =bc+ ca+ ab. Onda vrijedi U(2) = %2 (tj., d* +e* + f? = s* (vidi
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[13])), U(4) = 02(3%6_27) i U(-2) = 25¢. Sliéno, za funkciju V' vri-

jedi V(2) = ZCT) y(—2) = L i V(—4) = 2527 Dokazi tih jed-
nakosti uz pomo¢ rac¢unala su izuzetno jednostavni pa ih prepustamo

¢itateljima za vjezbu.

7. PRVA KONSTRUKCIJA TOCKE F'

Problem odredivanja to¢ke F' na hipotenuzi |AB| pravokutnog tro-
kuta ABC' takve da trokuti FCA i FCB imaju jednake polumjere
upisanih kruznica postavljen je u sovjetskom ¢asopisu "Matematika u
skoli" jos 1954. godine u [10] kada je i dano rjeSenje (koje nigdje ne
koristi pretpostavku da je trokut pravokutan). Kasnije je 1960. godine
u istom ¢asopisu u [11] dana konstrukcija toc¢ke F' ravnalom i Sestarom.
Nju ¢emo sada malo pojednostavljenu opisati.

G Q.

Slika 4: Analiza prve konstrukcije.

Pretpostavimo da smo tocku F' veé¢ odredili. Neka su P i () projekcije
sredista 14 i I? upisanih kruZnica trokuta FCA i FCB na duzinu
CF ineka je K presjek pravaca CF i I*I”. Onda je po pretpostavci
|IAP| = |IPQ| pa su pravokutni trokuti I*PK i IPQK sukladni i tocka
K je poloviste duzine ITP (vidi Sliku 4). S druge strane, jer su CT4
i CI? simetrale kuteva <ACF i <F'CB vidimo da je <I*CI% = <&,
Ako je G presjek paralela kroz tocke A i B sa pravcima CI4 i CIP
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onda je <AGB = %C i tocka G lezi na simetrali kuta <<C' jer su trokuti
AGB i I*CT" homoteti¢ni iz sredista I upisane kruznice trokuta ABC
buduéi da su im odgovarajuce stranice paralelne i pravci AI4 i BI® se
sijeku u 1.

Zato su koraci za konstrukeiju tocke F' sljede¢i (vidi Sliku 5):

Slika 5: Prva konstrukcija tocke F'.

(1) Na duzinu |AB| prenesemo kut <€ (tj. odredimo totku M takvu
da je <MAB = %),

(2) Presjek simetrale duzine |AB| i okomice u toc¢ki A na pravac
AM je srediste S luka kruznice koji predstavlja geometrijsko mjesto
svih tocaka iz kojih se duZina |AB| vidi pod kutem <.

(3) Neka je G presjek toga luka sa zrakom IC.

(4) Neka su I i IP presjeci pravaca Al i BI s paralelama toc¢kom
C' s pravcima AG i BG. Neka je K poloviste duzine 1415,

(5) Trazena tocka F je presjek pravaca AB i CK.

8. DRUGA KONSTRUKCIJA TOCKE F

Druga konstrukcija toc¢ke F' koristi ¢injenicu da je |C'F| jednako
kvadratnom korijenu iz produkta poluopsega s = %b“ is.= %b_c
Neka su P i ) projekcije sredista I upisane kruznice i I, sredista pri-
pisane kruznice trokuta ABC na pravac AC. Bududi da je |CP| = s,

i|CQ| = s, koraci druge konstrukeije su sljedeci (vidi Sliku 6):
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I

Slika 6: Druga konstrukcija tocke F'.

(1) Prvo nademo tocke I i I.. (presjek pravca C'I s okomicom u tocki
A na pravac Al) i njihove projekcije P i @ na pravac AC.

(2) Neka je U refleksija tocke P u tocki C. Onda je |[CQ|=s i
|CU| = s.. Neka je S poloviste duzine QU. Okomica u tocki C' na
pravac AC' sijece kruznicu kojoj je duzina |QU| promjer u toc¢kama M
i N. Pri tome je |CM| = |CN|=+/|QC|-|CU|=,/55..

(3) Kruznica sa sredistem u tocki C'i polumjerom |C'N| sijece pravac
AB utockama F'i F’. Nekasu D, E, D' i E' sredista upisanih kruznica
trokuta FC A, FCB, F'CAi F'CB. Ako pravac C'F prolazi polovistem
duzine |DE| onda je F traZena tocka. U protivnom je to tocka F”.

9. ISTOKRACNI TROKUTI I SUSJEDNI TROKUTI

Sredista upisanih i pripisanih kruznica susjednih trokuta mozemo
iskoristiti za ovu karakterizaciju istokrac¢nih trokuta odnosno kao ilus-

traciju pojavljivanja tetivnih ¢etverokuta s okomitim dijagonalama (vidi
Sliku 7).

Teorem 6. Neka su FCA i FCB susjedni trokuti i neka su I4, J4
iVIB, JB sredista upisane i pripisane kruznice trokuta FCA i FCB.

Cetverokut JAIATB JB ima okomite dijagonale. On ée biti tetivan onda
i samo onda ako je a = |CB| = |CA| =b.
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(o

JA

Slika 7: Cetverokut s vrhovima u sredistima upisanih i
pripisanih kruznica.

Dokaz. Opisati ¢emo kako ovaj teorem dokazati u programu Maple V
na rac¢unalu.
Koristit ¢emo pravokutni koordinatni sistem u ravnini i pretpostaviti

da tocke C, B, I® i F imaju koordinate <(f2f_g1_)fr2, 2ffgg_r12>, (ro (f + 9),

0), (fre, r2) (0, 0) za neke pozitivne realne brojeve f, giry. Parametri
f 1 g su kotangensi polovica kutova F'i B u trokutu FCB dok je ry
polumjer njegove upisane kruznice. Primijetimo da je %F + % < 3 pa

je
<F «B f+yg
0 t | — =
<co(2 + 2) Fg—1

sto povlac¢i nejednakost fg > 1.

Prvo zadajemo tocke. Za objasnjenje funkcija koje koristimo pogle-
dajte ¢lanak [4].
C:=[(£f"2-1)*gxr[2]/(fxg-1) ,2xfxgxr[2] / (f*g-1)]:
B:=[(f+g)*r[2],0]: F:=[0,0]: IB:=[f*r[2],0]

Ako je kotangens kuta <F'CI# realni broj h onda je h > f jer je
<JACF < <CFB. Neka pravac C'I* sije¢e pravac FB u toc¢ki G. Onda
je <CAB = 2(<IPFB — <GCF) i <«CAB = 2<UPFB — <GCF (vidi
Sliku 8). Sada lagano izra¢unamo naklone pravaca AC' i GC.
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JA

JB

Slika 8: Odabir koordinata todaka u dokazu Teorema 6.

kAC:=FS(subs({tan(x)=1/f,tan(y)=1/h},expand(tan(2*(x-y)))):
kGC:=FS(subs({tan(x)=1/f,tan(y)=1/h},expand (tan(2*x-y))):

Trojke koeficijenata njihovih jednadzbi daje funkcija pravackt.
pAC:=pravackt (kAC,C) : pGC:=pravackt (kGC,C) :
Tocke A, I4, J4 i JP su presjeci odgovarajucih pravaca.

A:=presjek2p(pravac2t (F,B) ,pAC):
IA:=presjek2p(okomica(F,pravac2t(F,IB)),pGC) :
JA:=presjek2p(pravac2t (F,IB),pGC):
JB:=presjek2p(pravac2t(C,IB), okomica(F,pravac2t(F,IB))):

Sada nademo srediste S opisane kruznice trokuta 1475 JB.

S:=presjek2p(okomica(poloviste(IA,IB),pravac2t(IA,IB)),
okomica(poloviste(IB,JB),pravac2t(IB,JB)));

Zatrazimo li sada da ¢etvrta tocka J4 ima od tocke S istu udaljenost
kao i tocka I® dobit ¢éemo nuzan i dovoljan uvjet da JATAIB.JE bude
tetivan ¢etverokut (tj. da mu vrhovi leze na kruznici).

uvjl:=FS(udaljenost2t(JA,S) "2-udaljenost2t(IB,S)"2)=0;
Sli¢no je

uvj2:=FS(udaljenost2t(A,C) "2-udaljenost2t(B,C) “2)=0;
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uvjet da su stranice |AC| i |BC| trokuta ABC' iste duljine.
Rjesenja prvog uvjeta su hy = 4L i hy = 9 5 drugog vrijednosti

1-fg g—f
hi1ihgijos hy = 1]:,[99 ihy = ffgl. Dokaz je gotov ako primjetimo da
su vrijednosti hz i hy obje manje od f pa ne mogu nastupiti u nasoj
situaciji. 0

Napomena. Pojedini dijelovi ovog ¢lanka dolaze neSto izmijenjeni iz
autorovog rada [2].
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