NIZOVI KRUZNICA U TROKUTIMA
ZVONKO CERIN*, ZAGREB

SAZETAK. Za uredeni konacan niz tocaka Do = B, Dy, Do,...,
D,,_1, D,, = C na stranici BC trokuta ABC Zelimo odrediti vezu
koja vrijedi za polumjere r, 71, 72, ..., T, upisanih kruZnica
trokuta ABC i ADy_1Dy za k=1,...,n i za polumjere p, o1,
02, ..., Opn pripisanih kruZnica trokutima ABC i ADy_1Dj za
k=1,..., n koje dodiruju stranicu BC. Te veze su izrazene for-
mulama

1 2T_ 1 2r1 1 279 1 27,
h h h h )’

gdje je h duljina visine iz vrha A na pravac BC. Razmatramo i
posebno interesantan slu¢aj kada je n =2 i r; = ry. Na taj nacin
postizemo poboljsanja dvaju ¢lanaka [10] i [11].

Slika 1: Slucaj n = 4.
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U ovom c¢lanku Zelimo opisati mala poboljSanja nekih rezultata o
kruznicama i trokutima iz nedavno izasle nove knjige [6]. Radi se o
dijeljenju trokuta na konacan broj trokuta i potrazi za odnosima koji
postoje medu polumjerima njima upisanih i pripisanih kruznica.

Za bilo koji prirodan broj n, neka je Dy = B, Dy, Ds,..., D, 1,
D,, = C uredeni skup od n + 1 razli¢itih tocaka na stranici BC' bilo
kakvog trokuta ABC. Nekanam r, 1, 9, ... , 7, oznacavaju polumjere
kruznica upisanih redom u trokute ABC i ADy_1Dy zak=1,..., n.
Neka o, 01, 02, ..., 0, budu polumjeri pripadnih pripisanih kruznica
koje dodiruju stranicu BC (vidi sliku 1 za slu¢aj n =4). Neka je
w=1- % iv= g, gdje h oznacava duljinu visine iz vrha A na pravac
BC'. Pozitivni realni brojevi uy i v, se slicno definiraju za svaki trokut
ADy_1Dy. Slova a, b i ¢ oznacavaju duljine stranica trokuta ABC.
Prisjetimo se (vidi [4, str. 13, Exercise 5] ili [9, str. 68]) da je S = & =
rs=o(s—a),gdjejes= %b“ poluopseg i S povrsina trokuta ABC.
U prva dva dokaza teorema 1 koristiti ¢emo sljede¢u lemu.

Lema 1.
__ctb—a
v = i ya
Dokaz. Imamo
1 2r _g_c+b—a
H= 2rs s c+b+ta

s—a_c—l—b—a
s  c+b+a

UV =
U

Prvi dio teorema 1 za n = 2 pojavljuje se kao primjer 5 u [6, str.
33] i za n = 3 kao problem 5.4.10 u [6, str. 41] dok je drugi dio za
n = 2 bio prvi problem na 12. medunarodnoj matematickoj olimpijadi
u Keszthelyu (Madarska) 1970. godine (vidi takoder [8]). Treéi zadatak
drugog izbornog kruga na latvijskoj 44. matematickoj olimpijadi 1994.
godine (vidi [5, str. 8]) je trazio da se dokaze da produkt vy vy --- v,
ne zavisi od broja n niti od izbora toc¢aka Dy, D1,...,D,. Jo§ jedan
zadatak s istog takmicenja prikazao je autor u ¢lanku [1].

Teorem 1. Brojevi i, v, py @ v zadovoljavaju jednakosti
=[] o+ Unp 7 V=11V -+ Up.

Dokaz. Buduéidajepu=viu, =1vrzak=1,..., n, dovoljno je doka-
zati samo prvu jednakost. Njen dokaz se lagano provodi matematickom
indukcijom ako znamo da je ona to¢na za n = 2. U |6, str. 33| dan je
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potpuno elementaran dokaz ovog posebnog sluc¢aja. Njega ¢emo izni-
jeti nize. Poslije ¢emo izloziti jo$ tri nova dokaza. Prva dva povezuju
jednakost p = py pe sa Stewartovim teoremom (vidi [4, str. 6], [7], [8],
i[9, str. 58|). Drugi je na¢injen na rac¢unalu u slozenim ra¢unalnim
programima (softwareu) Maple V i Mathematica. Tre¢i dokaz (samo u
programu Maple V) koristi pravokutne koordinate i formulu r = % bez
leme 1 i Stewartovog teorema. Umjesto relacije p = pq po dokazuje se

ekvivalentna jednakost aryry + S(r —ry —ry) = 0. O
A
,:‘2\ , .
1 \"x I
NI

r 12

K 2

B @ E G D F C

Slika 2: Oznake za prvi dokaz slucaja n = 2.

Prvi dokaz iz knjige |6]. Neka je D = D; unutra$nja tocka stranice BC
i neka su I, I i I srediSta upisanih kruznica trokuta ABC, ABD i
ADC'. Oznac¢imo ortogonalne projekcije tocaka I, I; i I na stranicu
BC's G, E i F aortogonalne projekcije tocke I, na pravece AC'i AD s H
i K. Iz sliénih (pravokutnih) trokuta C'IG i C'IoF imamo G = 00
ili |CF| = 2|CG| gdje je |CG| = “b=< = 5 —c.

Povrsina Sy trokuta ABD je

1
5 " IAB|+[BD| + (IDK]| +[KA])] =
(jer je povr§ina umnozak polumjera upisane kruznice i polovice opsega)

1
5 lAB|+(IBD| +|DF|) + |AH|| =



4 ZVONKO CERIN
(jer je |IDK| = |DF|i |KA| =|AH])
1
57 [|AB| + (|BC| = |CF|) + (|AC| = |CF|)] =

(jer je |BD| + |DF| = |BF| = |BC| — |CF| i
|AH| = [AC| = |CH| = |AC| — |CF)

1
5 11 IAB|+|BC| + |AC| = 2|CF)] = 1 [s = (s — )]

,
(jer je |[AB| + |BC| + |AC| =251 |CF| = (s — ¢)%2).

Na slican nacin se vidi da je povrsina S; trokuta ADC' dana izrazom
o [s — (s —b)2]. Zato je

h
%:stl+52:(7“1+7’2)S—CLT1TT2.

Nakon mnozenja obiju strana s 27 imamo
ahr=2(ri+mr)rs—2aryry

1 stoga
2 r17To

h, Y

7“:(7“1+7'2)—

jerjers = “—2}‘ I na kraju se dobiva

27’_ 2(7“1"‘7‘2) 47’17”2 o 27’1 27’2
17 =1 el e e

kao sto smo i zeljeli. 0

Slika 3: Oznake za drugi dokaz slucaja n = 2.
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Drugi dokaz pomocu Stewartovog teorema. Neka je D = D unutrasnja
tocka stranice BC. Neka je u = |BD|, v = |DC| i d = |AD|. Razlika

ctd—u) (b+d—v\ c+b-—u—wv

c+d+u) \b+d+v c+b+u+wv
2[(u+v)(d* +uv) — v —b*]
(c+d+u)b+d+v)(c+b+u+v)

jer je (u +v)(d? + uv) = *v + b*u prema Stewartovom teoremu. [

/~L1M2—M:<

Treéi dokaz uw programima Maple V i Mathematica. Utipkajmo u prog-
ram Maple V sljedeée naredbe:

m:=(a,b,c)->(b+c-a)/(b+c+a): e:=eliminate({mul[l]l=m(u,c,d),
mul[2]=m(v,b,d), mu=m(u+v,b,c), (u+v)*x(d"2+u*xv)=c”2*v+b”~2*u},
{b,c,d}): factor(el[2][1]);

Za izra¢un dobijemo izraz (u + v) (1 — 1) (2 — 1) (11 2 — p1) koji mora
biti jednak nula. Ocigledno, to ¢e se desiti onda i samo onda ako je
M= f1 p2-

Tako smo se opet uvjerili da su relacije (u + v)(d? +uv) = c*v + b*u
(Stewartov teorem) i p = pq po ekvivalentne tvrdnje.

Gornje naredbe u programu Mathematica (s m1, m2 i m0 umjesto
1, fo 1 p) izgledaju ovako:

mla_,b_,c_]l=(b+c-a)/(b+c+a):
Eliminate[{ml==m[u,c,d], m2==m[v,b,d], mO==m[u+v,b,c],
(u+v)*(d"2+u*xv)==c"2*xv+b~2+u}, {b,c,d}];

Izracun ¢e ovdje biti jednostavno trazena jednakost m1m2 =m0. O

Ceturti dokaz u programu Maple V. Koristit ¢emo pravokutni koordi-
natni sistem u ravnini i pretpostaviti da tocke A, B, C'i D imaju

koordinate <(f2f_gl_)fr27 fogg_rf), (—u, 0), (r2(f +9), 0) i (0, 0) za neke

pozitivne realne brojeve f, g, r9, i u. Parametri f i g su kotangensi
polovica kutova D i C' u trokutu ADC dok je ry polumjer njegove
upisane kruznice. Primijetimo da je <—2C + % < 5 paje

<C  <aD\ g+ f
O<Cot(2 + 2)_fg—1

sto povlaci fg > 1. Jo§ vrijedi i jednakost r; =

251
ctu+|AD|"

jemo tocke, skracenicu FS i funkcije udaljenosti i povrsine (eng. distance
i area). Za objasnjenje tih funkcija pogledajte ¢lanak [3].

A:=[(f"2-1)*gxr[2] /(f*xg-1) ,2xf*xgxr[2] /(f*g-1)]: B:=[-u,0]:
C:=[(f+g)*r[2],0]: D_:=[0,0]: FS:=u->factor(simplify(u)):

Prvo zada-
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di:=(a,b)->FS(sqrt((al1l-b[1])"2+(al2]-b[2])"2)):
ar:=(a,b,c)->FS((a[2]*c[1]-b[1]*a[2]-a[1]*c[2]+
al[1]1*b[2]+b[1]1*c[2]-c[1]1*b[2])/2):

Dokaz se provodi tako da se vidi da je izra¢un (eng. output) sljedec¢ih
naredbi jednak nuli.

FS(subs ({a=u+r [2] * (f+g),b=r [2] *f* (1+g~2) / (f*g-1),c=di(A,B),
r[1]=2*ar(A,B,D_)/(di(A,B)+u+(f"2+1)*g*r[2]/(f*xg-1))7},
axr[1]*xr[2]+ar(A,B,C)*(2*ar(A,B,C)/(at+tb+c)-r[1]-r[2]))); O

Sada ¢emo diskutirati neke posljedice teorema 1.

Za jednakostranicni trokut vrijedi S = “—\f ir= ‘“—[ Sto uvrsteno
waryre+ S(r—ry —ry) =0 daje a? —2\/§a(r1 —1—7‘2) +8r172 =0 a
to je teorem iz zbirke "Sanpojojitsu" u Japanu (17. stolje¢e). U ¢lanku
[11] on je dokazan uz pomo¢ programa Mathematica.

Ako je D unutrasnja tocka stranice BC (tj., D # B i D # C), onda
jer1>Oir2>0pajeuvijekr1+rg>r

Jer je S =2 gdje je h = h, duljina visine na stranicu BC, dobi-
vamo h, = % S druge strane, poznato je da duljine svih triju
visina zadovoljavaju jednakost h% + h%, + hic = % Uvrstimo 1i gornje
vrijednosti za h,, hy i h. u tu jednakost nakon sredivanja dobivamo
sljedeéi rezultat koji nam daje informaciju o Sest polumjera upisanih
kruznica u trokute odredene unutrasnjim tockama na svakoj stranici.

Korolar 1. Neka su X, Y, Z unutrasnje tocke na stranicama BC,
CA, AB trokuta ABC. Neka r, x1, T2, y1, Y2, 21, 2o budu polumjeri
kruznica upisanth redom u trok:ute ABC, ABX, ACX, BCY, BAY
CAZ CBZ. Neka]e W_l'll’gylyg,leQ,U_——l— W + W

T1 T2 Y1 Y2 21 22
V=0 W W W W W OndajeUr?—Vr+2W =0.
1 X2 Y1 Y2 Z1 z2
Taj izraz za duljinu visine mozemo takoder koristiti i u poznatim
nejednakostima hq + hy + he > 97 i hg hy he > 2773 1 slicno kao i gore
zakljuciti da vrijedi sljede¢i korolar.

Korolar 2. Uz pretpostavke iz korolara 1, vrijeds
9t =90 + QU +2V) 12 —(OM +2N)r +204 >0,
2715 — 2701 1° — 27 (09 — V) 1r* = 2T P71 + 806 > 0,

gdjeje V=212 +y1ys + 2120, U =09 -V, M = Z?,j,k:l i Y; 2, N
=03 —M,iP=(x1+x2)(y1 +y2)(21 + 22), a oy je ciklicka suma svih
produkata od k elemenata iz skupa { x1, x2, y1, Yo, 21, 22 }

271179

Kada se u jednakost h, = pEow—

ha—/h2—27 hyq
—

stavi g, =11 =19 1 1ijesi po g,

ha++/h2—27 hyq

dobiva se o, = 5

Drugo rjeSenje o) = nije
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polumjer jednakih kruznica upisanih u trokute ABD i ACD jer je
2 0% > h, dok je ocigledno da su promjeri tih kruznica manji od duljine
visine h,. Koriste¢i tu formulu za g, (koja je poseban slu¢aj problema
5.4.11 u [6]), na§ dokaz relacije

2 2 2
T T T
(__1) +(__1) +(__1) 1
Qa Ob Oc

iz, ¢lanka [10]| (gdje je ta formula za g, ponovo izvedena) u programu
Maple V ima sljedeé¢i unos (eng. input):

ro:=h->(h-sqrt(h"2-2%h*r))/2: z:=u->(r/ro(u)-1)"2:
FS(subs(S=(a+b+c)*r/2, subs({a=2*S/a, b=2%S/b, c=2%S/c},
z(a)+z()+z(c)-1)));

Kao izracun dobije se nula sto zakljuc¢uje dokaz uz pomoé racunala.
Ista metoda odmah nam pruza moguénost da dokazemo i ovu relaciju
koja jos uvijek ima dosta jednostavan iskaz:

4 4 4 2,12, 2y
o) (o) (L :3(11 +b°+¢) 2(bc—|—ca—|—ab).
Oa 0b Oc a?+b2+c2+2(bc+ca+abd)

Za njen dokaz treba u definiciji funkcije z zamijeniti eksponent 2 s 4
i uizrazu z(a)+z(b)+z(c)-1 zamijeniti broj 1 s x i rijesiti po z.
S druge strane, ako u relaciji aryre + S (r —r; —ry) = 0 stavimo

o . . - 29 e e o .. . .,
O =T1 =72 17 = 72— 11ijeSimo po varijabli S dobit ¢emo

g (a+b+c++/(b+c)?—a?) o,
5 .

Kako je S = W, mozemo lagano zakljuéiti (vidi [10]) da je polu-
mjer dvije jednake kruznice upisane u trokute ABD i ADC' takoder
moguce izraziti kao

(@a+b+c)r r<a+b+c— (b+c)2—a2)
bttt VOt oE—@ 2a '

Promatrajmo sada na stranicama BC, CA i AB trokuta ABC redom
tocke D, E i F takve da parovi trokuta (ABD, ADC), (BCE, BEA)
i (CAF, CFB) imaju jednake polumjere upisanih kruznica. Neka je
d=|AD|,e=|BE|i f = |CF|. Ako jednakost S; + Sy = S napiSemo
kao

(¢c+|BD|+d)o, N (b+[DC|+d)oa  (a+b+c++/(b+c)*—a?) o,
2 2 2

dobit ¢emo d = § 1/(b+ ¢)2 — a®> = \/s(s — a) kao i u clanku [10] bududi

da je |[BD|+|DC| = |BC|=ais = “e,
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S tim prikazom duljine d duzine AD, i sli¢nih za e i f, moZemo
sada istraziti razli¢ite simetri¢ne funkcije u varijablama d, e i f i pogle-
dati daju li neke od njih interesantne zakljucke. To ¢emo sada uciniti
za funkcije & 1 j definirane pravilima m +— (e f)™ + (fd)™ + (de)™ i
m— d™ 4+ e™ + f™. Uvedimo oznake 0 = a+b+c, k = a® + b* + 2,
i7=bc+ca+ab Ondavrijedi j(2) = Z (tj., d* + €* + 2 = s> (vidi
[10])), j(4) = G275 j(_9) = 2=k Slitno, za funkciju k vrijedi

k(2) = 22T k(=2) = 2,1 k(—4) = L5227, Dokazi tih jednakosti wz
pomo¢ rac¢unala su izuzetno jednostavni pa ih prepustamo citateljima
za vjezbu.

Napomena. Ovaj ¢lanak je malo izmijenjeni autorov rad [2].
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