GEOMETRIJA PRAVILNOG SEDMEROKUTA

ZVONKO CERIN

SAZETAK. Ovaj ¢lanak opisuje neka geometrijska svojstva pravilnog
sedmerokuta. Dokazi koriste kompleksne brojeve i izvode se na
ra¢unalu u programu MAPLE V.
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Slika 1: Pravilni sedmerokut ABCDFEFG i jedan od
njegovih sedamkutnih trokuta DAB.

Pravilni sedmerokuti (tj., pravilni konveksni poliedri u ravnini sa
sedam vrhova i isto toliko stranica) nisu bili prou¢avani niti blizu tako
intenzivno kao njihovi rodaci istostrani¢ni trokuti, kvadrati, pravilni
peterokuti, i pravilni Sesterokuti. U svim matematickim ¢asopisima
i knjigama mogu se pronaci vrlo rijetko poneki rezultati o pravilnim
sedmerokutima i o njima pridruzenim tzv. sedamkutnim trokutima
(vidi Sliku 1). Dobar pregledni ¢lanak o takvim rezultatima napisali su
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prije 30 godina amerikanci Leon Bankoff i Jack Garfunkel u [1]. U ovom
¢lanku moj cilj je opisati neke od tih rezultata s manjim poboljSanjima
i objasniti kako se oni mogu dokazati uz pomo¢ slozenog racunalnog
programa Maple V s kojim su ¢itatelji Poucka ve¢ upoznati.

Sve teoreme koje ¢emo opisati povezuje ista tema. Radi se o vrlo
iznenadujuce ¢estom pojavljivanju drugog korijena iz broja dva (tj.
v/2) u izrazima za udaljenost nekih to¢aka koje su pridruzene pravilnom
sedmerokutu jednostavnim geometrijskim konstrukcijama.

Zapocinjemo sa tehnickom lemom koja ¢e se koristiti u prvom dokazu
prvog teorema. Ta lema tvrdi da kosinus kuta Z poniStava jednostavan
polinom treceg stupnja.

Lema 1. Neka je ¥ = Z. Onda je 4 cos® ) + 4 cost) — 8cos® ¥ = 1.
Dokaz. 1z relacije sinz = sin (7 — z) koja vrijedi za bilo koji x kada je

x = 319 dobivamo sin 39 = sin4v. Razvijemo li lijevu stranu koristeéi
relacije

sin 39 = sin (¥ + 29) = sin ¥ cos 20 + cos ¥ sin 29
i sin 299 = 2sin 1 cos ¥ dobiti éemo jednakost
sin 39 = (cos 20 + 2 cos® ¥) sin ¥,
dok je desna strana jednaka
sin 49 = 2 sin 21 cos 209 = 4 sin ¥ cos 9 cos 299.
Podijelimo li obje strane sa sin 1 i koristimo li
cos 20 = cos® ¥ — sin? 1 = 2cos? ) — 1
dobiti ¢emo zeljenu relaciju 4 cos? 9 — 1 = 4 cos9(2 cos? ¥ — 1). O

Teorem 1. Neka je ABCDEFG pravilni sedmerokut upisan u kruznicu
k polumjera R sa sredistem u tocki O. Ako je P poloviste kraceg luka
BC a U iV su polovista duzina AB i OP onda je |UV| = %R. Drugim
rijecima, UV | je polovica duljine stranice kvadrata upisanog u kruznicu

k.
Prvi dokaz. U trokutu AOUV je <UOV = 29, |OU| = Rcos?, i |OV]

= %, pa po kosinusovom teoremu vrijedi

»  (R\? ) R
UV |* = 5 + (Rcosv)” — 2 5 (R cos ) cos 29 =
2 2

RZ(l +4cos® 9 — 4cos(2cos? ) — 1)) = %

Ovdje smo iskoristili Lemu 1 da zaklju¢imo da je zagrada u drugom

redu jednaka 2. O
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Slika 2: Duzina UV koja spaja polovista duzina OP i AB
jednaka je polovici stranice upisanog kvadrata.

A(e?)

P(-1)

C(e*)

D(e’)
Slika 3: Odabir kompleksnih koordinata toc¢aka u drugom
dokazu Teorema 1.

Drugi dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je
R=1idavrhovi F, G, A, B, C, D, i E odgovaraju sedmim korijenima
1, e, €2, €, e, €5 i €% jedinice. Tada ¢e tocke O, P, U, i V biti u
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e2+63
2

kompleksnim brojevima 0, —1, , 1 —%. Zato je

UVPE=U-V)U-V)=U-V)(U-V) =

€2+63+1 e5+e4+1 _2+1+6+62+--'+66_1
2 2 2 2/ 4 2
budu¢i dajel+e+e*+---+eb =0. O

(0] & Vv A

Slika 4: Trokut OUV u Teoremu 2 je kongruentan istom
trokutu u Teoremu 1.

Teorem 2. Neka je ABCDEFG pravilni sedmerokut upisan kruznici
radijusa R @ sredista O. Ako su P i Q) polovista kraéih lukova AB i

BC a U iV su polovista duzina PQ i OA, onda je |UV| = ?R.

Dokaz. Na Slici 4 se jasno vidi da mozemo opet primjeniti metodu iz
prvog dokaza Teorema 1. O

Teorem 3. Neka je ABCDEFG pravilni sedmerokut upisan u kruznicu
radijusa R i sredistem O. Ako je P poloviste kraceg luka BC' a U 1V
su polovista duzina AE i OP, onda je [UV| = ?R.
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P(-1)

C(e*)

Slika 5: Odabir kompleksnih brojeva za tocke iz dokaza
Teorema 3.

Dokaz. Nacinimo li iste pretpostavke kao i u drugom dokazu Teorema 1
dobiti ¢emo [UV[* = (U= V)(U=V) = (U= V)([T-V) = (<4 +1)

(T* + %) = Zilrereiete — 1 (Vidi Sliku 5). 0

Slijede¢i rezultat sadrzi Teoreme 1 i 3 kao specijalne slucajeve i
otkriva kruznicu koja prolazi polovistima mnogih duzina pridruzenih
pravilnom sedmerokutu.

Teorem 4. Neka je ABCDEFG pravilni sedmerokut upisan kruznici
k radijusa R i sredistem O. Neka su H=AENDG, = ABNCD,
and J = BGNCE. Ako je P poloviste kraceg luka BC' a'V je poloviste
duzine OP onda polovista duzina AB, CD, BI, CI, BG, AE, DG,
AH, DH, CE, EJ, 1 GJ sva leZe na kruznici m sa sredistem u tocki V'
i radijusom ?R. Spojnica presjeka kruznica k i m je okomita simetrala
duzine PV .

Dokaz. Neka ponovo vrijede pretpostavke drugog dokaza Teorema 1.
Jednadzba kruznice m je 4zz2+22+2z—1=0. Metoda dokaza je
da nademo kompleksne koordinate svake tocke i da se provjeri da one
zadovoljavaju tu jednadzbu. Naprimjer, da bi smo provjerili da tocka
X (poloviste duzine koja spaja vrh B sa presjekom [ pravaca AB
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X1

Y1

Slika 6: Kruznica kroz mnoga polovista.

i CD), prvo odredimo jednadzbe pravaca AB i C'D pa onda rjesa-
vanjem tih dviju linearnih jednadzbi po z i zZ nademo da je njihov
: . _ (etD)e? . e (2e24et1)
preSJ?k tocka 1 = o dok je X = —sE
4X X 42X +2X — 1 faktorira kao kvocijent

Buduéi da se izraz

(e +et+3e—2e2+e—1)(eS+e+et+e e +e+1)
(2 +1)°

)

zakljucujemo da je tocka X doista na kruznici m.
Zadnja tvrdnja je istinita zato jer se kruznice m i k (¢ija jednadzba

jezz=1) sijekuutoékamaQ:—%%—i%iRz—%—i%ibroj -3
je polovica od =11 —1. O

Sve slike u ovom ¢lanku nacrtane su u programu The Geometer’s
Sketchpad koji se moze koristiti i za pribliznu provjeru tvrdnji ali i za
otkrivanje novih spoznaja o svojstvima pravilnih sedmerokuta.

Gornji matematicki korektni dokazi ostvareni su na rac¢unalu u pro-
gramu MAPLE V (verzija 8). Za prva tri teorema to ba$ i nije potrebno
jer se sve provjere mogu lagano izvesti i pjeske. Za posljednji teorem
se to moze samo uvjetno tvrditi (tj. bez upotrebe rac¢unala prikazani
dokaz ima nekoliko tezih stepenica). Zato ¢u sada opisati kako se dokaz
Teorema 4 izvodi na racunalu.
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Prvo zadamo tocke kao uredeni par [p, ¢] kompleksnog broja p i
njegovog konjugiranog ¢q. Broj e je sedmi korijen iz jedinice. Dakle,
vrijedi
e"—1=0
Bududi da je
el—1=(e—1)(S+eS+et+e+e*+e+1)
za

e#1

(8to je ocito dio nagih pretpostavki) vrijedi

S+ttt +el+e+1=0.
> hF:=[1,1]:hG:=[e,e~6]:hA:=[e"2,e"5]:
> hB:=[e~3,e"4]:hC:=[e"4,e"3]:hD:=[e"5,e"2]:
> hE:=[e"6,e]:hP:=[-1,-1]:hV:=[-1/2,-1/2]:
Skracenicu FS koristimo kada Zelimo maksimalno pojednostaviti i
faktorirati neki izraz. Zadana je kao funkcija.

> FS:=x->factor(simplify(x)):

Slijede¢a procedura (ili funkcija) odreduje kvadrat udaljenosti dvije

tocke. Oznake za te tocke su a i x. Slova b, ¢, y, i z su lokalne

varijable a zapravo su prva i druga koordinata zadanih tocaka. Sama

udaljenost je produkt razlike b — y i njemu konjugiranog broja ¢ — z.
> kud2t:=proc(a,x)

local b,c,y,z;

b:=all]l:c:=al2] :y:=x[1]:z:=x[2]:

FS((b-y)*(c-2z)) :end:

Pravac odreden sa dvije tocke programiran je kao funkcija pravac2t

a promatra se kao trojka [u, v, w] kompleksnih brojeva koji su zapravo

koeficijenti njegove linearne jednadzbe

VvV VvV V

uz+vz+w=0.

pravac2t:=proc(m,n)

local a,b,c,x,y,z;

a:=m[1] :b:=m[2] :x:=n[1] :y:=n[2]:
FS([b-y, x-a, a*xy-b*x]):end:

vV V. V V

Da su koeficijenti u, v, i w doista b —y, x — a, i ay — bx lagano se
otkriva tako da se uvrste koordinate tocaka m i n i rijesi po u i v.

>  solve ({uxa+v*b+w,u*xx+vxy+w},{u,v}) ;

w(y—10) w(—x+ a)

{lu=———=v=

—xb+ay’  —zb+ay

}
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Uvrstimo li to u gornju jednadzbu pravca, pomnozimo sa ay — xb i
podijelimo sa w dobijemo trazeni oblik. Diskusiju o slucajevima kada
su neki izrazi nula prepustamo citatelju.

Na slican nacin se izvodi i slijedeca vazna funkcija koja trazi presjek
dva pravca. Ako primjenom te funkcije dobijemo gresku

Error, numeric exception: division by zero

to znadi da je ay — xb = 0 pa su promatrani pravci paralelni (kada
nemaju presjeka).
presjek2p:=proc(m,n)
local a,b,c,x,y,z;
a:=m[1] :b:=m[2] :c:=m[3] :x:=n[1] :y:=n[2] :z:=n[3]:

> FS([(b*z-c*y)/(axy-b*x), (c*x-axz)/(a*y-bxx)]) :end:
Ovaj pripremni dio zavrSavamo jednostavnom funkcijom koja daje
poloviste duzine kojoj su krajevi dvije zadane tocke.

> poloviste2t:=proc(m,n)

> local a,b,c,x,y,2Z;

> a:=m[1] :b:=m[2] :x:=n[1]:y:=n[2]:

> FS([1/2*a+1/2xx, 1/2%b+1/2%y]) :end:
Tocke I, H, i N sada dobivamo ovako:

> hI:=presjek2p(pravac2t (hA,hB),pravac2t(hC,hD));

> hX:=poloviste2t(hI,hB); hN:=poloviste2t(hB,hA);

(e+1)et (e+1)e?

vV VvV V

hl =
| e2+1 7 e2+1 ]
3 (9 02 4 2
WY - [e (2e —|—e—|—1)’ e (e—|—2+e)]
2(e?+1) 2(e2+1)
2 4
LN = [e (62—1— 1)’ (6+21)6]

Kruznica m je zapravo geometrijsko mjesto tocaka kojima je kvadrat
udaljenosti do tocke V' jednak jednoj polovini. Slijedeca funkcija tocki
pridruzuje razliku kvadrata njene udaljenosti od V' i jedne polovine.
Tocka ¢e lezati na kruznici m ako se ta funkcija u toj tocki ponistava
(tj. u njoj ima vrijednost nula).

> hm:=x->FS(kud2t(x,hV)-1/2):
Provjeravamo kakva je funkcija Am u tockama X i N.

> hm(hX) ;hm(hN) ;

(e +et+3e—2e2+e—1)(eS+eP+et+e+e?ret+1)
4(e?+1)?
(e+e—1)(e"+e®+et+e+e*+e+1)

4
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Budu¢i da smo dobili izraze koji sadrze
eStedtett+edre?tetl

kao faktor (a taj izraz je jednak nuli) slijedi trazeni zakljucak da

tocke X i N leze na kruznici m.

Napomena. Nekim citateljima ¢e se mozda uciniti da smo za dokaz
Teorema 4 na racunalu trebali dvije stranice teksta i mnogo tipkanja.
To je samo djelomi¢no to¢no jer gotovo sve funkcije koje smo definirali
(poput F'S, kud2t, pravac2t, presjek2p) su dio standardnih funkcija
analiticke geometrije ravnine pa ih (samo jednom u cijelom Zivotu)
vjerovatno ve¢ imamo ranije definirane. Zato dokaz trazi jedino zada-
vanje tocaka, odredivanje tocaka I, H, i N, definiciju funkcije hm, i
izra¢unavanje vrijednosti hm(X) i hm(N).

Napomena. Ovaj ¢lanak ve¢ je objavljen u ¢asopisu PlayMath ucenika
V. Gimnazije u Zagrebu za matematiku i informatiku (vidi [2]). Buduéi
da je sadrzaj c¢lanka interesantan svima koje zanima moguénost ko-
riStenja racunala u istrazivanjima i nastavi matematike odlucio sam ga
ponuditi i ¢itateljima Poucka.
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