JOS SEST ZADATAKA RIJESENIH
PROGRAMOM MAPLE V

ZVONKO CERIN, ZAGREB

SAZETAK. U ovom drugom nastavku ¢lanka Analiticka geometrija
ravnine racunalom od M. Bator, Z. Cerina i M. Culav u MFL-u iz
jeseni 2003. godine detaljno se opisuju rjeSenja joS Sest zadataka
iz zbirke za prvi razred gimnazije u programu Maple V.

U ¢lanku [1] opisano je kako se na ra¢unalu u programu Maple V
uvodi analiticka geometrija ravnine. Kao ilustraciju primjene tog nacina
rjeSavanja zadataka tamo smo dali samo tri primjera iz zbirke [5]. U
prvom nastavku tog ¢lanka u proglom broju MFL-a [2] opisao sam jo§
Sest primjera a sada dodajem jo$ Sest koje ponovo biram iz spomenute
zbirke za prvi razred gimnazije. Nadamo se da ¢e vas svi ovi primjeri
potaknuti da i sami zapoc¢nete rjeSavati zadatke na racunalu.

Nastavljamo s rjeSavanjem zadatka 1026 opet iz zbirke |[5].
Zadatak 1. Dokazi da u pravilnom sedmerokutu A;A; A3 A;A5AA7
vrijedi:

1 N 1
[ A1 s [A1As| - [AL Ay

. . .. 1 o 1 1
SLIKA 1. U pravilnom sedmerokutu vrijedi: A T A T A

Rjesenje. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da kruznica

k sa srediStem u ishodistu i radijusom R bude opisana promatranom
1



2 ZVONKO CERIN

pravilnom sedmerokutu. Mozemo pretpostaviti da vrh A; ima koor-
dinate (R 0) Preostali, za nas znaéajni vrhovi imaju koordinate
Ay (R cos & Rsin & ) Ag (R cos ¥ Rsin 4x ) Ay (R cos & Rsin & )
ZadaJmo u programu Maple V te tocke:
tA1:=[R, 0]; T:=2%Pi/7: +tA2:=[R*cos(T), R*sin(T)]; tA3:=
[Rxcos(2*T), R*sin(2*T)]; tA4:=[R*cos(3*T), Rxsin(3%T)];
Da bismo provjerili relaciju medu recipro¢nim vrijednostima utipkamo
u program Maple V sljedece:

assume (R>0) : FS(numer(1/udaljenost2t(tAl, tA2)
-1/udaljenost2t (tAl, tA3)-1/udaljenost2t (tAl, tA4)));

Za nekoliko sekundi rac¢unalo ¢e nas izvijestiti da je vrijednost jednaka
nuli §to dokazuje da tvrdnja zadatka vrijedi. U

Napomena 1. Neka druga interesantna svojstva pravilnih sedmerokuta
dokazana u programu Maple V mogu se na¢i u autorovom &lanku [4]
(vidi takoder [3]).

Sljededéi je zadatak 1084 iz zbirke [5].
Zadatak 2. Projekcije kateta pravokutnog trokuta na hipotenuzu imaju

duljine 28, 22. Koliki je radijus kruznice upisane u taj trokut?
y
A(0, b)
D
I,
r
-
I I(r,r)
r
Zr
(0 Ia B(a, 0)

SLIKA 2. Projekcije AD i DB kateta su zadane, a trazi
se radijus r upisane kruznice.

Rjesenje. Smjestimo pravokutni koordinatni sustav tako da je njegovo

ishodiSte vrh promatranog pravokutnog trokuta, a katete mu leze na

koordinatnim osima. Mozemo pretpostaviti da preostali vrhovi A i B

ima koordinate (0, b) i (a, 0), za neke pozitivne realne brojeve a i b.
U programu Maple V te tocke zadajemo ovako:

t0:=[0, 01; tA:=[0, b]; tB:=[a, 0];
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Sada nademo projekciju D vrha O na hipotenuzu AB.
tD:=projekcija(t0, pravac2t(tA, tB));

Vrijednosti parametara a i b mozemo odrediti iz informacije da je
|AD| = % i|BD|= %

solve ({udaljenost2t (tA,tD)=18/5,
udaljenost2t (tB,tD)=32/5},{a, b});

Ima ¢ak osam rjeSenja (Cetiri realna i ¢etiri kompleksna) ali samo jedno
a = 81 b= 6 nam odgovara. Dakle, promatrani pravokutni trokut ima
stranice 8, 6, 10 (koje su dvostruko dulje od standardnog pravokutnog
trokuta 4, 3, 5) pa mu upisana kruznica ima radijus r = 2.

To mozemo vidjeti i tako da trazimo da srediste [ upisane kruznice
s koordinatama (r, ) bude za r udaljeno od pravca AB.

a:=8: b:=6: tI:=[r, r]l: solve(udaljenost2t(tI,
projekcija(tI, pravac2t(tA, tB)))=r, r);
Od dva rjeSenja r = 2 i r = 12 jedino prvo zadovoljava uvjete zadatka.
O
Sada razmatramo zadatak 1103 iz zbirke [5].

Zadatak 3. Dvije stranice trokuta imaju duljinu 6 cm i 8 cm. TeZiSnice
tih stranica sijeku se pod pravim kutem. Odredi trec¢u stranicu trokuta.

Yy C(u’ U)
b a
T, T,
T
X
A(0, 0) ¢ B(c, 0)

SLIKA 3. Poznate su stranice a i b i tezi$nice AT, i BT,
su okomite, a traZzi se stranica c.

Rjesenje. Neka trokut ABC bude smjeSten u pravokutni koordinatni
sustav tako da je A(0, 0), B(c, 0) i C(u, v) za neke pozitivne realne
brojeve c i v i za neki realni broj .

U programu Maple V te tocke i teziste 1" zadajemo ovako:
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tA:=[0, 0]; tB:=[c, 0]; tC:=[u, v]; tT:=teziste(tA,tB,tC);

Buduéi da su teiiénice iz vthova A i B okomite, trokut ABT je pra-
vokutan pa vrijedi ¢ = |AB|? = |AT|? + |BT|?. S druge strane imamo
|BC| =61 |AC| = 8. Zatrazimo li od programa Maple V da rijesi taj
sustav od tri jednadZbe u nepoznanicama c, u, i v unosom

solve({udaljenost2t (tB,tC)=6, udaljenost2t(tA,tC)=8,
c"2=udaljenost2t (tA,tT) "2+udaljenost2t (tB,tT) “2},{c, u, v});

on ¢e ponuditi dva rjeSenja od kojih samo ¢ = 21/5 cm odgovara. O

Nas sljedeéi primjer je zadatak 1112 iz [5].
Zadatak 4. U trapez je upisan krug. Dokazi da je omjer povrSina
trapeza i kruga jednak omjeru njihovih opsega.

G F|(0, R) FE

A(—u, —R) B(0, —R) C(v, —

SLIKA 4. Omjeri povrSina i opsega kruga i njemu
opisanog trapeza su isti.

Rjesenje. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da kruznica
k radijusa R koja je upisana promatranom trapezu AC EG ima srediSte
u ishodi$tu a njegove paralelne stranice AC i EG dodiruju k u tockama
B(0, —R) i F(0, R). Neka vrhovi A i C imaju koordinate (—u, —R)
i (v, —R) za pozitivne realne brojeve u i v. Neka krakovi CE i AG
dodiruju £ u toc¢kama D i H. Na$ prvi cilj je odrediti koordinate tih
dodirista, a zatim koordinate vrhova E' i G.

Zadajmo u programu Maple V prvo tocke O, B, F, A, C' i pravce
AC, EG.

t0:=[0, 0]: +tB:=[0, -R]: tF:=[0, R]: tA:=[-u, -Rl:

tC:=[v, -R]: pAC:=[0, 1, R]: pEG:=[0, 1, -R]:
Pretpostavimo da dodiriste H ima koordinate (p, ¢). One moraju zado-
voljavati dva uvjeta. Prvi je p? + ¢ = R? tj. da H leZi na kruZnici k.
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Drugi uvjet je da je udaljenost od A do H jednaka u jer su pravci AB
i AH dvije tangente iz tocke A na kruznicu k.

H:=solve({p~2+q~2=R"2, udaljenost2t([p, ql,tA)=u}, {p, q}):
tH:=subs(H, [p, ql):

Sli¢no se dobivaju i koordinate dodirista D.

K:=solve({p~2+q~2=R"2, udaljenost2t([p, ql,tB)=v}, {p, q}):
tD:=subs (X, [p, ql):

Vrhovi E i G su presjeci pravca EG s pravcima C'D i AH.
pAH:=pravac2t (tA, tH): pCD:=pravac2t(tC, tD):
tE:=presjek2p(pEG, pCD); tG:=presjek2p(pEG, pAH);

Prve koordinate tocaka F i G su RTQ i —%2. Zato je opseg Oacra

trapeza ACEG jednak 2(u+ v+ RTQ + RTQ) Njegova povr§ina Pcrg
je
povrsina3t(tA, tC, tE)+povrsina3t(tA, tE, tG);

R(u+v)(uv+R?

jednaka, o ). Sada se lagano provjeri da je

Oackea _ Pacra
2R R2m

Napomena 2. U zbirci [5] nema rjeSenja za zadatak 1112.

Na§ idué¢i primjer je zadatak 1139 iz [5].
Zadatak 5. Dokazi, ako je pravac na kojemu lezi simetrala kuta trokuta
ujedno i simetrala kuta pravaca na kojima leZe visina i teziSnica povucene
iz vrha tog kuta, onda je trokut pravokutan.

Iy

SLIKA 5. Trokut je ili jednakokracan ili pravokutan ako
simetrala kuta raspolavlja kut izmedu visine i teziSnice.
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Rjesenje. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da su vrhovi
r 2_
tocke A(0, 0), B((f +g)r, 0), C (M Qfl), a srediSte upisane

fg—1 7 fg-1
kruznice je tocka I(fr, r), gdje su f i g kotangensi od é i g, arje
radijus upisane kruznice.
Zadajmo u programu Maple V prvo tocke A, B, poloviste C,; duZine
AB, tocke C, I i nozite C}, visine iz vrha C' na pravac AB.

tA:=[0, 0]: +tB:=[r*(f+g), 0]: tCg:=poloviste(tA,tB):
tC:=[rxgx(£°2-1)/(fxg-1), 2*f*g*r/(f*xg-1)]:
tI:=[f*r,r]: tCh:=projekcija(tC,pravac2t(tA,tB)):

Da bi simetrala kuta C' (tj. pravac CTI) bio simetrala kuta odredenog
visinom (tj. pravcem CC}) i tezi§nicom (tj. pravcem C'C,) nuzno je i
dovoljno da duzine I1}, i IT, imaju istu duljinu, gdje su I}, i I, projek-
cije tocke I na pravce C'C} i CC.
tIh:=projekcija(tC,pravac2t(tC,tCh)):
tIg:=projekcija(tC,pravac2t(tC,tCg)):
I1Z:=FS(udaljenost2t(tI,tIg) "2-udaljenost2t(tI,tIh)"2);

Program Maple V izvjeStava da je izraz [Z jednak
P(f=g9 fg+g+f-D)(fg—g—Ff—1)(fg+1)*(fg—1D"
(12 f2¢> + g*f* =2 33+ g*f* + 2 f3g + 2 fg* + [ — 2 fg + ¢*)
Dakle, on ¢e biti nula onda i samo onda ako je f = g (tj. |BC| = |CA]|
pa je trokut ABC' jednakokracan) ili je
(fg+g+f-D(fg—g—f-1)=0

Sto je upravo uvjet da pravci BC' i C'A budu okomiti (tj. da je kut C
pravi, pa je trokut ABC pravokutan).

okomitiQ(pravac2t(tB, tC), pravac2t(tC, tA)); O

Napomena 3. U [5] ne spominje se moguénost da trokut ABC bude
jednakokracan.

Na$ posljednji primjer je zadatak 1152 iz [5].
Zadatak 6. Zadane su tocke A i B i to¢ka T koja ne lezi na pravcu

AB. Tockom T povuci pravac m tako da je omjer udaljenosti toc¢aka,
Ai B odm jednak 2 : 3.

Rjesenge. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da je A(0, 0),
B(c, 0)iT(p, q). Neka pravac m ima jednadzbu ux + vy + w = 0. Da
bi on prolazio tockom 7" mora biti w = —up —vq.

Zadajmo u programu Maple V tocke A, B, T i pravac m.

tA:=[0,0]: +tB:=[c,0]: tT:=[p,ql: pm:=[u, v, -u*p-vxq]l:

Neka su A,, i B, projekcije to¢aka A i B na pravac m.



JOS SEST ZADATAKA 7

SLIKA 6. Postoje dva pravca a i b tockom T za koje su
omjeri udaljenosti to¢aka A i B do njih jednaki %

tAm:=projekcija(tA, pm): tBm:=projekcija(tB, pm):

AA T .
||BB’”|| = % Primijetimo da izraz
m

IZ:=FS(udaljenost2t (tA,tAm) "2/udaljenost2t (tB,tBm) “2-4/9);

Prema uvjetu zadatka mora biti

ima za brojnik produkt (5up+ 5vq— 2uc) (up + vqg+ 2uc). Dakle,
imamo dvije mogucénosti ¢ = 7“(2;” )ig = ”(26;5” ). Tako dobivamo dva
rjeSenja, pravce ¢ x — (2¢ + p)y + 2gc = 0i5qx + (2¢ — bp)y — 2qc = 0.
Iako znamo rjeSenja preostaje pitanje kako te pravce lakSe odrediti. Ali,
vidimo da oni sijeku pravac AB u tot¢kama s koordinatama C'(—2¢, 0)
i D(%c, 0) koje je lagano konstruirati. O

Napomena 4. U zbirci [5] nema rjeSenja za zadatak 1152. U izradi
nekih rjesenja zadataka u ovom ¢lanku i u [2| sudjelovale su Maja Bator
i Milena Culav, studentice Matematickog odjela PMF-a.
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