SKOLSKA ZADACA

ZVONKO CERIN

SAZETAK. Na primjeru jedne tipi¢ne skolske zadacée na zagrebackoj
gimnaziji pokazati ¢éemo kako je ona pretjerano teska ako se rijeSava
tradicionalnim nacdinom a postaje primjerenom ako se rijeSava uz
pomo¢ ra¢unala.
U trec¢em razredu jedne od najboljih zagrebackih gimnazija nedavno
je dana slijedeca:

SKOLSKA ZADACA

Zadatak 1. Odredi koordinate vrhova paralelograma ABCD, ako je
tocka S(2, 1) njegovo srediste, a pravci na kojima leze stranice AB,
BC, CD, DA redom prolaze totkama P(—6, —4), Q(3, —9), R(10, 6),
T(-2, —10).
Zadatak 2. Jedan vrh trokuta je u to¢ki A(2, —4), a na pravcima
r+y—2=01iz—3y—6=0 leze simetrale unutrasnjih kuteva tog
trokuta. Odredi jednadzbe pravaca na kojima leze stranice trokuta.
Zadatak 3. Zadanisu pravciz —2y+4=0i3x—y—3 =01 tocka
T(5, 6). Kako glasi jednadzba pravca p, koji prolazi tockom 7', tako
da je T poloviste odsjecka kojeg od p odsjecaju zadani pravci.
Zadatak 4. Odredi jednadzbe tangenata iz tocke T'(7, —3) na kruZnicu
kojoj je srediste u ishodistu, a radijus r = v/29.

Mi ¢emo sada prvo opisati rjeSenja tih zadataka tradicionalnim naci-

nom i pri tome ¢emo se truditi opisati sve korake i koracice i teorijsko
znanje i predznanje potrebno za uspjesSno rjesavanje ta cetiri zadatka.

RJESENJA TRADICIONALNIM NACINOM

1. RJESENJE ZADATKA 1

Rjesenje Zadatka 1. Prije samog rjeSavanja primijetimo da degeneri-
rani paralelogram gdje je A= B =C = D = S zadovoljava sve zaht-
jeve pa u tekstu Zadatka 1 treba ubaciti rije¢ nedegeneriranog ispred
rijeci paralelograma.

Kao prvo moramo se prisjetiti da je paralelogram cetverokut u ravnini
koji ima paralelne i jednake nasuprotne stranice i da je njegovo srediste

presjek njegovih dijagonala i da to srediSte obje dijagonale raspolavlja.
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Zatim bi trebalo dosadnim i upornim inzistiranjem i ponavljanjem
usaditi kod ucenika da za svaki (pogotovo geometrijski) zadatak nacrta
grubu skicu situacije koja bi mu trebala pomoc¢i da lakSe prepozna i
dovoljno dugo pamti §to je zadano i §to se uopce trazi od njega.

Ovdje se sada pojavljuje i mala (?) opasnost da ucenik prvo to¢no
nacrta pet zadanih to¢aka (s mnogo opasnih minusa!) i onda pokusa
namjestiti traZzene vrhove tako da su ispunjeni uvjeti opisani u tekstu
zadatka (da pravci na kojima leZe stranice trazenog paralelograma re-
dom prolaze danim to¢kama). To sve je relativno tesko i moze oduzeti
mnogo vremena a sigurno je dio automatizma koji u¢enici pokupe kada
se susretnu s analitickom geometrijom.

Dakle, treba samo naciniti jako grubu skicu situacije gdje se prvo
nacrta paralelogram pa mu se produZe stranice i na tim produzetcima
naznace dane tocke P, (), R, i T i joS se presjek dijagonala oznadi sa S.
Primjetimo da je ovdje nacinjen neprirodan odabir slova jer nakom P,
@, 1 R dolazi S a ne T §to moze stvoriti zbrku i otezava razumijevanje
zadatka.

SLIKA 1. Gruba skica Zadatka 1.

Nasa prva slika prikazuje jednu takvu skicu. Kada sam je nacrtao
uhvatio me strah da bi nakom svega profesor ili profesorica ipak mogli
zakljuciti da ona nije dobra jer sve tocke na njoj nemaju ispravne ko-
ordinate. Takav strah sigurno posjecuje i ucenike.

Sada smo spremni prije¢i na rjeSavanje Zadatka 1. Ideja nam se
zasniva na ¢injenici da paralelni pravci imaju iste naklone (prema z-
osi) i da znamo napisati jednadzbu y — y; = k (x — 1) pravca kroz
danu to¢ku K (z1, y1) ako poznamo naklon k tog pravca. Prema tome,
napisati ¢emo primijenom toga jednadzbe pravaca AB, BC, CD,i DA
koriste¢i dva za sada nepoznata koeficijenta smjera (naklona) v i w (prvi
v za pravee AB 1 CD a drugi w za pravce BC' i DA). Nakon toga ¢emo
odrediti presjeke tih pravaca da odredimo koordinate vrhova trazenog
paralelograma koje ¢e biti izrazene uz pomo¢ nepoznatih veli¢ina v
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i w. Njihove vrijednosti ¢emo dobiti iz uvjeta da tocka S (srediste
paralelograma) raspolavlja duzine AC i BD (dijagonale). I na kraju,
tako odredene vrijednosti za parametre v i w treba uvrstiti natrag u
izraze za koordinate vrhova da bi se kona¢no odredile te koordinate kao
konkretni brojevi i time rijesio zadatak. A bilo bi dobro kada bi smo
poslije svega jos i provjerili da li smo dobro radili.

Pred nama je mnogo posla pa odmah krenimo.

AB...... y+4d=v(x+6) ili y=vr+6v—4.

Koliko uéenika ¢e ovdje pogrijesiti u praviluy — (—4) =y + 41z — (—6)
=z + 6 i koliko njih nece ostaviti oblik y = ... koji je pogodan za kas-
nije odredivanje presjeka ve¢ ¢e misliti da treba napisati standardni
oblikvez —y+6v—-4=07

BC...... y+9=w(z—-3) i y=wzr—-3w-09.
CD...... y—6=v(z—10) i y=vz—10v+6.
DA...... y+10=w(z+2) i y=wz+2w—10.

Sada je na redu odredivanje presjeka tih pravaca to jest koordinata
vrhova traZzenog paralelograma. Ovdje moramo znati da u tom presjeku
pravaca pripadne vrijednosti od y su iste pa se apcise presjeka dobiju
izjednacavanjem desnih strana odgovarajucih parova gornjih jednadzbi.

A=ABNDA...... vr+6v—4=wr+2w-—10 ili
2w —6v—06
(v—w)z=2w—6v—06 tj. :L"Azu za v—w #0.
v —w
B=ABnNnBC...... vr+6v—4=wr—3w-9 il
—3w—6v—2>5
(v—w)z=-3w—-6v—5 tj. zp= "
vV —w
C=CDnBC...... ve—10v+6=wzr—3w-—9 il
-3 10v —15
(v—w)r=-3w+10v—-15 tj. zc= wt 10V i
v—w
D=CDnNnDA...... vr—10v+6=wxr+2w—10 ili

2 10v — 16
(v—w)z=2w+10v—16 tj. zp= wt v )

v—w
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Sada je stigao trenutak da iskoristimo ¢injenicu da je tocka S srediste
paralelograma ABCD pa ta tocka raspolavlja duzine AC i BD (dija-
gonale). Moramo znati da su koordinate (zg, yo) polovista K segmenta
M N kome su krajevi tocke M (z1, y1) i N(z2, y2) dane sa zo = SF22 i
Yo = ?’12& Primjenimo li to u nasem zadatku dobivamo

2=$5=1($A+$c)=1(2w_6v_6+ —3w—|—101)—15)
2 2 v—w v —w
odnosno 4v —4w =—-w+4v—211ii —3w=-211tj. w=7. Ovdje
se po prvi puta desilo nesto ugodno pa je v nestao iz uvjeta. S druge
strane,

1 3w—6v—5 2w—+10v—16
_( +
2 v —w v —w

2:375:§(~'EB+37D): )

odnosno 4v —4w=—-w+4v—21ili —3w = —21 tj. w =7 ponovo.
Sto je sad ovo? Dobili smo isti uvjet pa se ¢ini da na ovaj nacin
nemozemo odrediti koliki je v. Ucenik je sada dobrano uzdrman i u
panici iz koje moze izaci jedino ako vidi da zbog toga jer su nasuprotne
strane paralelograma paralelne ako S raspolavlja AC ona ¢e automatski
raspolavljati BD pa se zahtjevima da S raspolavlja AC i BD ne dobi-
vaju dva uvjeta ve¢ samo jedan.

Zbog toga je sada mozda neophodno u igru ubaciti ordinate tocaka.
U desnu stranu jednadzbe pravca AB uvrstim x4 za x i stavim w =7
Sto mi daje

14—-6v—6
yA:U:rA+6v—4:v71)7+6v—4:
/Z}_
8v—61)2+6v2—4v—421)+28_—38v+28
v—17  w=T7
Sli¢no je
—214+10v—15
Yyo=wrc—3w—9=7 + ;) —30=
U—
—7-36+70v—-30v+7-30 40v — 42
v—7T T

Sada imam analogno kao ranije

= 1 1, -38v+28 40v —42
—ys—g(yA‘i'yc)—g( - + - )
odnosno 2v — 14 = 2v — 14 §to ne ovisi od v pa i na ovaj nacin nije
moguce odrediti njegovu vrijednost. Kao jo§ jedan pokusaj spasa bio bi
pokusati iskoristiti relaciju 1 = yg = %(yB + yp) no ponovo se dobiva
2v—14=2v—14.

Sto da se sada radi? Razmislimo li bolje nije se ni moglo postié¢i da
na taj nac¢in dobijemo jo$§ neki novi uvjet na v i w jer svaka od relacija
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rg = 2AtEC gpg = ZBEID 40— YARNC 1§ g0 — YBHID povladi preostale.

Tako kona¢no uvidamo da je naSa intuicija kako bi morao postojati
samo jedan paralelogram koji zadovoljava uvjete zadatka pogre$na i
da u stvari postoji cijela familija takvih paralelograma. Njihovi vrhovi
su dani izrazima A(Svfj:'o?v’ 28;3?1))’ B(2§7—t(:)v’ 28;77?'0)’ 0(10’01177736’ 401)1)77742)’
i D(£e2, To-22) 74 bilo koji realan broj v razlidit od 7. Za v =
(1?) dobije se Cetvorka A(—1, —3), B(4, —2), C(5, 5), i D(0, 4) koj
autorica zadace navodi kao rjeSenje.

Na kraju mozemo rezimirati §to nas je sve naucio ovaj zadatak. Prije
svega da je on izuzetno tezak pogotovo u uvjetima kada izgleda da ni
sama profesorica nije svjesna kakav je pravi odgovor na postavljeno
pitanje. Tezinu i slozenost ovaj zadatak crpi i iz toga Sto previse toga
provjerava i $to zahtjeva mnogo pisanja i ponavljanja sli¢nih izracuna.

g

1
5
u

2. RJESENJE ZADATKA 2

Rjesenje Zadatka 2. Prirodno je oznaditi trazeni trokut sa ABC. Mo-
ramo znati da se simetrale unutrasnjih kuteva trokuta ABC' sjeku u
srediStu I njemu upisane kruznice i da je toc¢ka I na istoj udaljenosti
od stranica tog trokuta.

o)

SLIKA 2. Skica Zadatka 2 u SKETCHPAD-u.

Nacrtajmo opet prvo jako grubu skicu naSeg Zadatka 2 i to tako
da najprije nacrtamo bilo kakav trokut ABC', pribliZzno mu odredim
simetrale unutrasnjih kuteva, prozovem ih s4, sg, i s¢, tocku u kojoj
se sjeku ozna¢im sa I (to je srediSte upisane kruznice). Zatim iz I treba
povuéi okomicu na stranicu BC' dok ne dodemo do njezine projekcije
D i sliéno nacrtam projekcije £ od I na CA1i F od I na AB. Na kraju,
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ucrtam negdje sa strane koordinatne osi i upiSem kruznicu (srediste joj
je I a polumjer ID). Jednu takvu skicu prikazuje nasa Slika 2.

Iz teksta Zadatka 2 vidimo da znamo koordinate tocke A (one su
(2, —4)) i jednadzbe pravaca sp i s¢ (one su redom z+y—2=01i
x — 3y —6=0), a trazi se da odredimo jednadzbe pravaca BC, CA, i
AB.

Nasa ideja dokaza je da prvo prikazemo pravce AB i C'A pomocu
njihovih (za sada nepoznatih) naklona v i w koristeéi jednadzbu pravca
koji prolazi danom to¢kom (to je za oba pravca to¢ka A koju znamo)
i ima zadan naklon (to ¢e biti spomenuti v i w). Zatim ¢emo odrediti
koordinate od I, B, i C kao presjeke parova pravaca redom sg i s¢, Sp
i AB,isciCA.

U slijede¢em koraku ¢emo modi napisati trazene jednadzbe stranica
trokuta ABC ali ée se u njima pojavljivati parametri - nakloni viw. Da
njih odredimo i tako rijeSimo zadatak, iskoristiti ¢emo svojstvo tocke I
da je ona jednako udaljena od sva tri pravca BC, C'A, i AB. Dakle, ako
su dy, dg, 1 de udaljenosti od I do pravaca $to ih odreduju stranice
od ABC (tj. duljine duzina DI, EI, i FI) onda ¢emo imati dvije
jednadzbe dg = d¢ idp = dj iz kojih o¢ekujemo da ¢emo modi odrediti
koliki moraju biti v i w. Tako dobivene vrijednosti ¢emo uvrstiti u
ranije dobivene jednadZbe stranica trokuta ABC' da bi smo kona¢no
dosli do trazenih jednadzbi i tako rijesili Zadatak 2.

Vidimo da ¢éemo mnogo raditi pa je najbolje odmah krenuti. Prim-
jenom formule y — y; = k (x — 1) za pravac s naklonom k& kroz toc¢ku
(21, y1) imamo:

AB ... y+4=v(x-2) ii vr—y—-2v-4=0,

CA ... y+4=w(z-2) i wzx—y—-2w—-4=0.

Da dobijemo koordinate tocke sredista I upisane kruznice treba ri-
jesiti linearni sistem {x +y—2=0, £ —3y — 6 = 0}. Oduzimanjem
druge od prve imam 4y +4 =0 pa je y = —1 Sto uvrSteno u prvu
jednadzbu daje r =2 —y=2— (—1) = 3. Dakle, srediste I upisane
kruznice trokuta ABC ima koordinate (3, —1).

Zatocku B sada trebarijesiti{z +y —2=0, vz —y —2v —4 = 0}.
Oduzmemo li opet drugu od umnogka prve sa v imamo (v + 1)y +4 =0
pa je y = =% 8to uvrsteno u prvu daje z =2 —y =24 35 = 2248
Zato su (228 =%) koordinate vrha B.

. U+1 ’ 1)+1 . . . .
Sli¢no, za to¢ku C' moramo rijesiti sistem

{r—-3y—6=0, wer—y—2w—4=0}
Oduzmemo li ovaj puta drugu od umnogka prve sa w imamo

(-3w+1l)y—4w+4=0



SKOLSKA ZADACA 7

paje y = fu=t — 44w g5 yyr§teno u prvu daje

1-3w  3w-1
12-12w . 6w+6
3w—1 " 3w-1
Zato su ($4£8 2=4w) koordinate vrha C.
Slijedeci korak je da se sjetimo kako napisati jednadzbu pravca BC.

Za to koristimo formulu y —y; = £-2(z — 21) za jednadzbu pravca
kroz tocke (z1, y1) i (w2, y2). Kad to primijenimo u nasem slu¢aju na

to¢ke B i C' s njihovim upravo nadenim koordinatama dobijemo
3w—1 _ v+l (z — 2v+6

I Rl T = A
Da bi smo se rijesili dvostrukih razlomaka mnozim brojnik i nazivnik sa
(v+1)(3w —1). Za brojnik dobijem (4 —4w)(v+1)+4(Bw—1) =
4v—4dvw+4—4w+12w—4=4(v—vw+ 2w), azanazivnik izraz
6w+6)(v+1)—2v+6)Bw—1)=6vw+6v+6w+6—6vw—
18w+ 2v+6=4(2v— 3w+ 3). Zato je jednadzba od BC jednaka
4  v—vw+2w 2v+6
vi 1l Z0—3w13" wa1’
Sada obje strane pomnozim sa (v + 1)(2v — 3w + 3) pa imamo

S

r=3y+6=

—4 4—4w —4

Yy +

(v+1)2v—-3w+3)y+4(2v—-3w+3) =
w+)v—vw+2w)z— (2v+6)(v—vw+ 2w).
Kako je

2v+6)(v—vw+2w)+4(2v—-3w+3)=
124+ 14v —2vw — 2wov? + 202,
sada nam treba pomo¢ carobnjaka da gornji izraz prepoznamo kao
(v+1)(12 — 2vw + 2v) (Sto ra¢unalo napravi kao od 8ale). Prebaci-

vanjem desne strane na lijevu i dijeljenjem sa v 4+ 1 kona¢no dobijem
zeljeni oblik. (Sigurno je v # —1 jer pravci AB i BI nisu paralelni.)

(vw—v—-2w)z+ 2v—-3w+3)y+12 - 2vw + 2v = 0.

Koliko ucenika ¢e ovdje prepoznati gornju faktorizaciju, koliko ¢e ih
nastaviti raditi sa faktorima (v + 1) (jo§ mozda i raspisati sve te pro-
dukte), a koliko ¢e ih odustati?

Sada nam treba formula koja kaze da je udaljenost tocke (zg, yo) od
pravca s jednadzbom fz + gy + h = 0 dana izrazom

|f xo +gyo + Al
Primjenimo li je na to¢ku I i redom na pravce AB, C'A, i BC izlazi
_Buv—(-1)—2v—-4] |v-3
B v?2 41 RV

dp
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Jer su jednadzbe za AB i C'A skoro identi¢ne (razlikuju se samo u v i

w), sli¢éno je do = \';% Brojnik od d4 je apsolutna vrijednost od

Jvw—v—2w)—(2v—-3w+3)+12-2vw+2v =
vw—3v—3w+9=(v—3)(w—3).
a nazivnik od d4 je drugi korijen iz
M=@ww-—v-2w)*+ (2v—3w+3)* =v?w? +v* +4w’—
2wv? —dvw? +4vw 440 + 9wl +9—- 120w+ 120 — 36w =
(v2—4v—|—13)w2— (2@2+8v+18)w+9+12v+502.
Nakom kvadriranja i prebacivanja ¢lanova uvjet dg = d¢ postaje
(v =372 w*+1) — (w—3)? @ +1) =v’w> - 6vw’ +Jw’+
v —6v+9— 0w+ 6w’ —90v: —w?—6w—-9=
Sw? —8v2 —6vw? —6v+6viw+6w

Ponovo nam treba pomo¢ ¢arobnjaka kako bi smo prepoznali da je
posljednji izraz zapravo produkt 2 (v — w)(3vw —4v—4w—3). S

druge strane, jednakost dg = d4 je ekvivalentna sa |(”7%73)| = \‘/1:1;—3#‘1'

Nakom kvadriranja i prebacivanja desne strane na lijevu imamo
(v—3)[(w—3)*(*+1)— M]=0.

Na kamenu starih mudraca piSe da je uglata zagrada zapravo pro-
dukt 4 (1 — w)(v — 3)(v — w). Zaklju¢ujemo da je w = 1 §to uvrsteno u
drugu zagradu 3vw — 4v — 4w — 3 prvog uvjeta daje 3v —4v —4 -3
=0 ili v = —7. Ostale dvije moguénosti v =3 i v = w nam ne odgo-
varaju (pravac Al simetrale kuta A ima naklon jednak 3). Zato su
trazene jednadzbe stranica trokuta ABC redom

AB ... Tzx+y—10=0,
(stavili smo v = =7 u jednadzbu vz — y — 2v — 4 = 0 od AB i mnozili
sa —1 da smanjimo broj minusa)
CA e r—y—6=0,
(stavili smo w =1 u jednadzbu wz —y — 2w —4=00d CA), i
BC rT+T7Ty—6=0,
(stavili smo w =11 v = —7 u jednadzbu

(vw—v—-2w)z+ 2v—-3w+3)y+ 12 —2vw + 2v = 0.

od BC §to daje (=7+7—2)z+(—-14—-3+3)y+124+14—-14=01
zato gore navedenu jednadzbu nakom dijeljenja sa —2.) O
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Sve Sto smo ranije kazali na kraju rjeSenja Zadatka 1 sada kada smo
prezivjeli rjeSavanje Zadatka 2 moramo ponoviti sa dvostruko jacim
naglaskom. Zadatak 2 je izuzetno tezak pogotovo ako se prihvati ovaj
standardni pristup. Mozda se on moze rijesiti lagano nekim trikom
no bilo bi zgodno ponuditi ga na kakvom takmicenju ili studentima i
statisticki obraditi rezultate. Volio bih kada bi ti rezultati oborili moje
tvrdnje.

3. RJESENJE ZADATKA 3

Rjesenje Zadatka 3. Ideja dokaza se najlakSe vidi iz dolje nacrtane
skice Zadatka 3 na Slici 3.

A
p2 p

SLIKA 3. Skica ideje rjesavanja Zadatka 3.

Toc¢kom T povucemo pravac p kojem je naklon neki nepoznati realan
broj k, nademo presjeke A i B tog pravca sa zadanim pravcima p; i
P2, odredimo poloviste P duzine AB, i na kraju odredimo vrijednost
parametra k iz uvjeta da se tocke P i T podudaraju. Kako se tocke
podudaraju ako imaju iste i apcise i ordinate dobiti ¢emo dva uvjete za
jednu nepoznanicu $to izgleda malo neobi¢no ali treba drzati na umu da
za kolinearne tocke (one koje leze na istom praveu) E(zg, yo), C(z1, y1)
i D(z2, y») osim u sludaju z1 = x5 iz mp = B2 slijedi yo = L32 |
sliéno osim u slucaju y; = o iz yo = L322 slijedi zo = 21322,

U ostvarenju tog plana rijeSavanja prvo primijetimo da trazeni pravac
p sigurno nije vertikala x = 5 jer ona sjece p; s jednadzbom z — 2y + 4
=0 u tocki A,(5, 3) (uvrstili smo 5 umjesto = u p; i rijesili po y)
i po s jednadzbom 3z —y —3 =0 u tocki B,(5, 12) (uvrstili smo 5
umjesto x u po i rijesili po y) i to¢ka T nije poloviste duzine A,B,

9
jer je % = 2;12 # 6. Zato je moguce pretpostaviti da pravac p ima

jednadzbu y —6 =k (z — 5) iliy = ko — 5k + 6 za neki realan broj k.
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Apcisu presjeka A pravaca p i p; dobivamo rjesavanjem po z jed-
nakosti k2 — 5k 46 = § + 2 (zapisali smo jednadzbu od p; u obliku
y = ¢ + 2iizjednacili desne strane od pip;). MnoZenjem obje strane sa
2 i prebacivanjem ¢lanova koji sadrze x na lijevu stranu a ostale ¢lanove
na desnu stranu imamo (2k — 1)z = 10k — 8iliz = 24 = 2£=8. Ordi-

2k—1 "

nata tocke A je yy = %4 +3 %;20’“ 8§ 1 9= gi ‘1L+2 = g’]z—? Dakle,
x - . 1068 9

totka A ima koordinate (2E8, 95-0)

Sli¢no, apcisu presjeka B pravaca p i ps dobivamo rjeSavanjem po
x jednakosti kx — 5k + 6 = 3z — 3 (zapisali smo jednadzbu od py kao
y = 3 — 3 1iizjednacili desne strane od p i py). Prebacivanjem ¢lanova
koji sadrze x na lijevu stranu a ostale ¢lanove na desnu stranu imamo
(k—3)z=5k—9iliz=1x5 =32, Ordinata totke B je

5k—9 15k — 27 12k — 18
=3z5—-3=3 — 3= —3=—F—
YB B k_3 k—3 k—3
Dakle, totka B ima koordinate (352, 25=18),

Apcisa polovista P duzine AB je aritmetic¢ka sredina apcisa toc¢aka
AiB, tj.

gat+ap 1,10k—8 Hk—9

=y Ty =)=
(10k—8)(k—3)+(5k—9)(2k—1) 20k*—61k+33
2(2k—1)(k —3) O 4k2—14k+6
Ordinata od P je sli¢no aritmeticka sredina ordinata tocaka A i B,
tj.
ya+ys 1 ,9k—6 12k —18
A T LT e

9k —6)(k—3)+(12k—-18)(2k—1) _ 33k —81k+36
2(2k—1)(k - 3) 4k —14k+6
Uvjet da se tocke P i T podudaraju ekvivalentan je zahtjevu da is-
tovremeno vrijedi zp = 51 yp = 6. Nakom prebacivanja cijelih brojeva

na lijevu stranu i svodenja na zajednicke nazivnike te promatranjem
samo brojnika dobivamo

20k* —61k+33—-5(4k*>—14k+6) =9k +3 =0,

odnosno
33k>—81k+36—6(4k>—14k+6) =9k +3k=k(9k+3) =0.

Ocigledno je jedini zajedni¢ki korijen (nultocka) te dvije jednadzbe jed-
nak k = —3. Jednadzba trazenog pravca p je zato y — 6 = —3 (z — 5)
ili (nakom mnoZenja obiju strana sa 3 i prebacivanja svih ¢lanova na
lijevu stranu) z + 3y — 23 = 0.

Izgleda da je ovaj zadatak ipak bitno laksi i primjereniji od prva dva

zadatka za tradicionalno rjeSavanje iako i on ima nezgodne dijelove kao
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Sto je diskusija za vertikalu. Primjetimo da ako se promatraju samo
apcise dobiti ¢emo ispravni odgovor premda se u biti moraju promatrati
i apcise i ordinate jer se jedino tada matematicki korektno dolazi do
rjeSenja. O

4. RJESENJE ZADATKA 4

Prvo rjesenje Zadatka 4. Prije svega moramo primijetiti da je udalje-
nost to¢ke T od ishodista jednaka /72 + (—3)2 = /58 i da je taj broj
strogo veéi od radijusa v/29 zadane kruznice pa je dana tocka T iz-
van zadane kruznice §to povlaci da ¢e postojati dvije tangente iz 7" na
kruznicu.

NasSe jednostavno rjesenje Zadatka 4 bez mnogo pisanja zasniva se
na &injenici da je v/58 = v/2 /29 §to povladi da je etverokut TAOB
kome su vrhovi tocka 7', diralista A i B tangenata sa kruznicom, i
srediSte kruznice zapravo kvadrat kome je OT dijagonala. Ako su a i

X-0s

— .

A

SLIKA 4. Skica ideje prvog rjesenja Zadatka 4.

b kutevi §to ih pravci BT i OT zatvaraju sa pozitivnim smjerom z-osi
onda je o¢ito (vidi Sliku 4): b = a + 45° i vrijedi tanb = —%. Zato je
naklon kg tangente BT jednak

tan b — tan 45° -3-1 -3-7 5

5 = tan ) = T tanbtand ~ 1-2 ~ 7-3 3
Kako je pravac AT (druga tangenta) okomit na pravac BT njegov
naklon k4 zadovoljava k4 = —ﬁ pa je k4 = 2. Sada moZemo napisati

trazene jednadzbe tangenata na kruznicu iz toc¢ke 7" koristeé¢i formulu za
pravac kroz danu toc¢ku (kod nas je to tocka T') sa poznatim naklonom.
Zato je jednadzba prve tangente AT jednaka y + 3 = % (x —7)ili

2¢ —5y—29=0



12 ZVONKO CERIN
a jednadzba druge tangente BT jednaka je y +3 = —2 (z — 7) ili
S5r+2y—29=0.

Iako je dosta jednostavno gornje rjeSenje Zadatka 4 zahtijeva znatnu
domisljatost (da se primijeti da je udaljenost OT jednaka /2 puta
polumjer kruZnice), zatim treba znati da je spojnica sredista kruznice
s to¢kom dodira tangente okomita na tangentu, da je kut ZOTB jed-
nak 45° (jer je njegov sinus jednak % = ?), treba znati da je naklon
pravca zapravo tanges kuta $to ga pravac zatvara s pozitivnim smje-
rom z-osi, pa formulu za tangens razlike kuteva, i odnos naklona dva
okomita pravca.

Drugo rjesenje Zadatka 4. Ideja dokaza se pomalo nazire iz dolje nacr-
tane skice Zadatka 4. Jer je tangenta u stvari grani¢ni sluc¢aj sekante

sekanta s druga tangenta t,

prva tangenta t;

SLIKA 5. Skica ideje drugog rjeSenja Zadatka 4.

koja ima umjesto dva presjecista sa kruznicom (toc¢ke P i ) na slici)
samo jedno (to¢ku A odnosno B na slici), mi ¢emo toc¢kom T povuéi
pravac s (sekantu) kojem je naklon neki nepoznati realan broj k i
zahtijevati da postoji samo jedna tocka presjeka tog pravca i zadane
kruznice. Taj pristup bi trebao omoguciti da odredimo vrijednost
parametra k kada je sekanta u stvari tangenta i tako rijesimo zadatak.
Naravno da oc¢ekujemo to¢no dvije vrijednosti za k.

Prije svega, kao i u rjeSenju Zadatka 3, treba vidjeti da vertikala
= = 7 nije moguce rjeSenje §to je o¢igledno buduéi da je v/29 < 7 pa ta
vertikala uopce ne sjece kruznicu.

Jednadzba kruznice je

z? 4+ y* =29
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dok sekanta ima jednadzbu
y+3=k(z—-T1)
ili u javnom obliku
y=kx—Tk— 3.
Da bi smo nasli apcise tocaka presjeka kruznice i sekante trebamo
uvrstiti zadnji y u prvu jednadzbu (kruZnice) i zahtijevati da nastala
kvadratna jednadzba u z s koeficijentima nekim izrazima koji sadrze k
ima to¢no jedno rjeSenje. Drugim rije¢ima, diskriminanta joj je jednaka
nuli. Imamo,
2?4+ (kx—Tk—3)2=29
ili s izvrSenim kvadriranjem
2’ + k2 +49k* +9 — 14k — 6kz + 42k =29
i zato
(K> +1)2° —2k(Tk+3)x+49k* + 42k —20 =0

nakon skupljanja istovrsnih ¢lanova i prebacivanja 29 na lijevu stranu.

Sada zahtijevamo da diskriminanta ove kvadratne jednadzbe (kvadrat
koeficijenta —2k (7 k + 3) od x minus ¢etiri puta produkt koeficijenta
k* + 1 of 2% i slobodnog ¢lana 49 k? + 42 k — 20) bude jednaka nuli

4K (Tk+3)2 —4 (k> +1)(49k* + 42k — 20) = 0.

Djeljenjem sa 4, izvrSenjem kvadriranja, i djelomi¢nom grupacijom
sli¢nih ¢lanova jer vidimo da (7 k + 3)? zapo€inje sa 49 k? + 42k do-
bivamo

K> (49k® + 42k +9) — k2 (49Kk? + 42k) +20k* —49k® — 42k +20 =0
odnosno 9k +20k% —49k? — 42k + 20 = 0 i zato
20k*+42k—20=0

nakon zbrajanja i mnoZenja sa —1. Korjeni (nultocke) ove kvadratne
jednadzbe su

—42+ /422 —4-20-(-20) —42+/1764+ 1600 _

b2 = 220 - 40
—424++/3364  —42+58
40 40
Dakle, ky = 5% = =2 i ky = 22 = 2. Zato je jednadzba prve tangente

jednaka y + 3= —2(z —7) ili
bx+2y—29=0

a jednadzba druge tangente jednaka je y 4+ 3 = % (x —7)ili
20 -5y —29=0.
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U ovom rjeSenju trebalo je malo viSe pisati, trebalo se prisjetiti kada
kvadratna jednadzba ima samo jedan korijen, i trebalo je znati rijesiti
kvadratnu jednadzbu. Pri tome je najteZe na¢i 42% zatim /3364 i

—100 : 16

pravilno skratiti razlomke == i ;5.

RJESENJA UZ POMOC RACUNALA

5. RJESENJE ZADATKA 1 RACUNALOM U MAPLE-U

Prvo rjesenje Zadatka 1 v MAPLE-u. Prvo ¢emo zadati tocke kao ure-
dene parove njihovih koordinata.

tP:=[-6,-4]:tQ:=[3,-9]:tR:=[10,6]:tS:=[2,1]:t T:=[-2,-10]:
Zatim definiramo funkciju koja ¢ée zadanoj tocki i zadanom realnom
broju k pridruziti jednadzbu pravca kroz tu toc¢ku s naklonom jednakim
k. To je dobro poznata formula y — y; = k (x — z1).

ptk := proc(t,k) local a,bja:=t[1]:b:=t[2]: y-b=k*(x-a): end:

Sada zadajemo jednadzbe stranica traZzenog paralelograma. Realni
broj v je naklon stranica AB i C'D dok je realni broj w naklon stranica
BC i DA.

pABP := ptk(tP, v): pBCQ := ptk(tQ, w):

pCDR :=ptk(tR,v): pDAT := ptk(tT,w):

Vrhove paralelograma dobivam rjeSavanjem odgovarajué¢ih parova jed-
nadzbi stranica.

tA:=subs(solve({pABP,pDAT},{x,¥y}), [x,¥]):

tB:=subs(solve({pBCQ, pABP},{x,y}), [x,y]):

tC:=subs(solve({pBCQ, pCDR},{x,y}), [x,¥]):

tD:=subs(solve({pCDR, pDAT},{x,¥y}), [x,¥]):
Netko bi ovdje mogao prigovoriti da treba mnogo tipkati da bi se sve ovo
dobilo. To je donekle to¢no no daktilografija je lakSa od matematike
a u zadnje dvije grupe treba unjeti samo prvu naredbu a ostale tri se
dobiju iz nje malim izmjenama $to se kod tipkanja na ra¢unalu lagano
postize. Dakle, ako je situacija simetri¢na ili se isti postupci ponavljaju
kao kod nas onda se tipkanje bitno olaksava.

Osim toga, one funkcije koje se esto koriste (poput funkcije ptk) se
mogu lagano zapamtiti u memoriju racunala i one ¢e biti dostupne kad
god pokrenemo MAPLE pa nece biti potrebe da ih svaki puta nanovo
definiramo. Upotreba racunala u nastavi ¢e ukljucivati obavezu nas-
tavnika da stvori za ucenika takav sve veéi i veéi skup zapamdenih
funkcija i formula koje ¢e zamijeniti ulogu logaritamskih tablica s for-
mulama i kako ucenika poduc¢i o nekom novom podruc¢ju morati ¢e
paralelno objasnjavati kako se to radi s racunalom.

Jedna od obaveznih funkcija koja nam sada treba je po koja dvjema
tockama pridruzuje poloviste segmenta kojoj su one krajevi.

po:=proc(a,b) local d,e,f,g; d:=a[l]: e:=a|2]:

f:=b[1]: g:=b|2]: [(d+f)/2, (e+g)/2]:end:
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Sada trazimo one vrijednosti za parametre v i w kada ¢ée tocka S biti
zajednicko poloviste segmenata AC' i BD (dijagonala). Dakle, apcisa i
ordinata (prva i druga koordinata) polovista od AC' i polovista od BD
moraju biti jednake redom apcisi i ordinati od S.

rj:=solve({po(tA,tC)[1]=tS[1], po(tA,tC)[2]=tS[2],

po(tB, tD)[1]=tS[1], po(tB, tD)[2]=tS[2]},{v, W});

Vrlo hitro ra¢unalo daje odgovor rj := {v = v, w = 7}. To znadi da
v moze biti bilo koji realan broj razli¢it od 7 dok je w jednak broju 7.
Kolike su tada koordinate vrhova paralelograma dobijemo naredbama:

subs(rj, tA); subs(rj, tB);subs(rj, tC); subs(rj, tD);

Ako sada u te izraze substituiramo v = % dobijemo koordinate vrhova
paralelograma iz sluzbenog rjeSenja. (]

Drugo rjeSenje Zadatka 1 w MAPLE-u. U ovom dokazu isto prvo za-
damo dane tocke kao uredene parove njihovih koordinata a trazene
tocke A, B, C, i D sa koordinatama redom nekim za sada nepoznatim
brojevima a, al, b, b1, ¢, cl, d, i dl.
tP:=[-6,-4]:tQ:=[3,-9]:tR:=[10,6]:tS:=[2,1]:t T:=[-2,-10]:
tA:=[a,al]:tB:=[b,b1]:tC:=|c,c1]:tD:=|d,d1]:

Sada nam treba funkcija koja paru tocaka pridruzuje pravac koji
prolazi (ili koji je odreden) tim toc¢kama. Pri tome pravac prikazu-
jemo uredenom trojkom [f, g, h] gdje su f, g, i h koeficijenti linearne
jednadzbe fz + gy + h = 0 tog pravca.

pr:=proc(A, B) local a, b, ¢, d; a := A[1]: b := AJ2]:

c := B[1]: d := B|2]: [b-d, c-a, a*d-b*c]: end:
Uvjet da bi tocka lezala na pravcu opisan je slijede¢om funkcijom.
utp:=proc(A, p) local a, b, u, v, w; a := A[1]: b := AJ2]:
u := p[1]: v := p[2]: w := p[3]; a*u+b*v+w: end:

Slijede¢e naredbe definiraju uvjete zadatka da tocke P, @, R, i T
leze redom na pravcima AB, BC, CD, i DA te da je tocka S poloviste
dijagonala AC' i BD.

ul := utp(tP, pr(tA, tB)): u2 := utp(tQ, pr(tB, tC)):

u3 := utp(tR, pr(tC, tD)): ud4 := utp(tT, pr(tD, tA)):

u5 := tS[1]-po(tA, tC)[1]: u6 := tS[2]-po(tA, tC)[2]:

u7 := tS[1]-po(tB, tD)[1]: u8 := tS|2]-po(tB, tD)|[2]:

Na kraju, trazimo da nam MAPLE nade trazene koordinate.
rj:=solve({ul,u2,u3,u4,u5,u6,u7,u8}, {a,al,b,bl,c,c1,d,d1}):

Nestvarno brzo racunalo ¢e na ekranu ispisati:

2 8 18 8
) 1= =—-+-dl, al=dl, b=——-dl, b1 =2 —dl
T] {a 5+5 ’a' ? 5 5 Y ’

18 8 9 8
— 0 % dl=2—dl.d=-+°d1. dl=d1
=% "5 ¢ 655 }
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{a:—l—%d, a1:—3—;d, b=4—d, bl = -2 —7d,

1
c:§d+5, clzgd+5, d=d, d1:4+7d}.

Sto je sad ovo? Dobili smo dvije familije rjeSenja a ne samo jednu kao
ranije. Ako pogledamo pazljivije prvu familiju vidimo da ona sadrzi
degenerirani sluc¢aj kada je A = Di B = C dok je S poloviste dijagonala
AC = BD. Mi smo tu moguénost ranije iskljucili kada smo nacinili
pretpostavku da je v # w. Nespretan odabir to¢aka P, Q, R, S, i T
gdje je S na pravcu PR je izgleda uzrokom svih ovih neprilika.

Druga familija daje naredbom subs(rj[2], tA); i sli¢no za ostale
vrhove da su trazene koordinate A(—1 — +d, =3 — I d), B(4 —d, —2—
7d), C(3d+5, 1d+5), D(d, 4+ 7d). Uvrstimo li sada d =0 u tim
izrazima dobivamo "rjeSenje" A(—1, —3), B(4, —2), C(5, 5), D(0, 4).
Druga zgodna "rjeSenja" s cjelobrojnim koordinatama vrhova dobiju se
za svaku parnu vrijednost parametra d, npr. za d = —2 imamo A(0, 4),
B(6, 12), C(4, —2), D(—2, —10). O

6. RIESENJE ZADATKA 1 RACUNALOM U SKETCHPAD-u

Rjesenje Zadatka 1 w SKETCHPAD-u. U verziji 4 poznatog programa
GEOMETER’S SKETCHPAD za dinamicku geometriju postupam na
slijede¢i nacin.

Prvo pod alatima GRAPH odaberem Plot Points... i unesem koor-
dinate zadanih tocaka P, (), R, S,1T. Zatim odaberem po volji dvije
razli¢ite to¢ke A i B obje razli¢ite od tocke S. Pod TRANSFORM
pomoc¢u Mark Center odredim da je tocka S centar i upotrebom Ro-
tate rotiram tocke A i B oko S za 180°. Tako dobijem tocke C' i
D s time da je ABCD gotovo uvijek (osim u degeneriranim slucaje-
vima) paralelogram kojem je tocka S srediste. Svim tockama pridjelim
imena i nacrtam stranice paralelograma ABCD podebljano a dijago-
nale crtkano. Alatom MEASURE Coordinates tockama A, B, C', i D
izratunam koordinate (jer one nas zanimaju) a onda odabirom stra-
nice AB i to¢ke sa MEASURE Distance odredim udaljenost tocke P
od pravca AB i postupim sli¢no s preostala tri para (BC, @), (CD, R),
i (DA, T). Sakrijem li koordinatne osi dobiti ¢u slijede¢u Sliku 6.

Sada se pomicu slobodne tocke A i B s ciljem da se postigne da
udaljenosti toc¢aka P, (), R, i T od pravaca AB, BC, CD, i DA budu
sve Cetiri $to blize jednake nuli. Ako smo dovoljno pazljivi i uporni
primijetiti éemo da za mnoge polozaje tocke A mozemo odabrati tocku
B kojom ¢e se zadovoljiti da se te cetiri udaljenosti malo razlikuju od
nule. Da su sve one to¢no jednake nuli gotovo da i nemozemo postici.
To naravno nije to¢no ali je i neSto Sto je prirodna posljedica toga da je
SKETCHPAD samo priblizno toc¢an i treba ga uzimati kao pomagalo
s izvjesnim nedostacima i ogranicenjima.
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A: (-1,79772, 4,98584) B
B: (3,44840, 7,36073) A
C: (5,79772, -2,98584)

D: (0,55160, -5,36073)

«—>
Distance P to AB = 2,35537 cm

- : C
Distance Q to BC = 1,48188 cm P

—> D
Distance R to CD = 2,35537 cm

«—> ° p
Distance T to DA = 1,28316 cm Q

SLIKA 6. Slika Zadatka 1 u SKETCHPAD-u.

Imamo sreéu da u naSem Zadatku 1 ipak i tu postoji pogodnost koju
mozemo iskoristiti da nademo neka "rjeSenja" s cjelobrojnim koordi-
natama vrhova.

Naime, pod GRAPH Snap Points ako odaberemo tu opciju onda se
tocke same smjestaju u najbliZze tocke ravnine kojima su obje koordi-
nate cjelobrojne. Ako sada vrludamo s to¢kama A i B po ravnini sa
Zeljom da sve udaljenosti budu to¢no nula biti ¢emo puno uspjesniji.
Nase slijedece dvije slika prikazuje dva takva sluc¢aja gdje je prvi upravo
sluzbeno "rjesenje".

O

7. EKSPERIMENT NA RACUNALU POTAKNUT ZADATKOM 1

Sada mozemo krenuti eksperimentirati na rac¢unalu i pokuSati naéi
pod kojim uvjetima na polozaj pet danih tocaka P, @, R, S, i T
postoji to¢no jedan nedegenerirani paralelogram ABC' D kojem je toc¢ka
S srediste a pravci AB, BC, CD, i DA prolaze redom tockama P, @),
R,iT. Bez umanjenja opéenitosti, mozemo uzeti da je S ishodiste, da
P ima koordinate (1, 0) (jedini¢na tocka), i da su koordinate tocaka @,
R, iT parovi (g, q1), (r, 1), 1 (¢, t1) za neke proizvoljne realne brojeve
q,ql, r,rl, t,itl.

Primjenimo 1li metodu iz drugog dokaza Zadatka 1 u MAPLE-u
imamo:

Prvo ponovo zadamo dane tocke kao uredene parove njihovih koor-
dinata a traZzene tocke A, B, C, i D sa koordinatama redom nekim za
sada nepoznatim brojevima a, al, b, bl, ¢, cl, d, i d1.

tP:=[1,0]:tQ:=[q,q1]:tR:=|r,r1]:tS:=[0,0]:t T:=[t,t1]:
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A: (-1,00000, -3,00000)
B: (4,00000, -2,00000)
C: (5,00000, 5,00000)
D: (0,00000, 4,00000)

«—>

Distance P to AB = 0,00000 cm
«—>

Distance Q to BC = 0,00000 cm P
«—>

Distance R to CD = 0,00000 cm [

[
/
l
. > l
Distance T to DA = 0,00000 cm Q

SLIKA 7. Prikaz sluzbenog '"rjeSenja" Zadatka 1 u
SKETCHPAD-u.

A: (0,00000, 4,00000)
B: (6,00000, 12,00000)
C: (4,00000, -2,00000)

D: (-2,00000, -10,00000)

«—>
Distance P to AB = 0,00000 cm

—>
Distance Q to BC = 0,00000 cm

«—
Distance R to CD = 0,00000 cm

/
Distance T to DA = 0,00000 (
Istance (0] =0, cm T D Q

SLIKA 8. Jo§ jedno cjelobrojno "rjeSenje" Zadatka 1 u
SKETCHPAD-u.

tA:=[a,al]:tB:=[b,b1]:tC:=|c,c1]:tD:=|d,d1]:

Slijede¢e naredbe definiraju uvjete zadatka da tocke P, @), R, i T
leze redom na pravcima AB, BC, CD, i DA te da je tocka S poloviste
dijagonala AC'i BD.

ul := utp(tP, pr(tA, tB)): u2 := utp(tQ, pr(tB, tC)):

u3 := utp(tR, pr(tC, tD)): u4 := utp(tT, pr(tD, tA)):
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u5 := po(tA, tC)[1]: u6 := po(tA, tC)|2]:
u7 := po(tB, tD)[1]: u8 := po(tB, tD)[2]:
Na kraju, trazimo da nam MAPLE nade trazene koordinate.
rj:=solve({ul,u2,u3,u4,u5,u6,u7,u8}, {a,al,b,bl,c,cl,d,d1}):
Bez oklijevanja vrlo brzo rac¢unalo ¢e na ekranu ispisati:
. { (g1t —ql —qtl —t1)rl
rji=<cl=— ,
ql+rql —rlg—rit+rtl +1¢1
J= rqglt+qlt+rit—qtl +rlqg—rqtl
 oql4rql—rlg—rlt+rtl+tl
rqlt —rqtl +qlt —qtl —rlq—rlt
gl+rql —rlg—rlt+rtl +11
rl (—qtl 4+ qlt+ 11+ ql)

Y

Y

bl:_q1+rq1—r1q—r1t+7“t1+t1’
_orqlt+qlt+rlt—qtl +rlqg—rqtl
T ql4rql—rlg—rlt+rtl +¢1
gl = rl (—qtl +qlt+t1+ql)

gl+rqgl —rlg—rlit+rtl+t1’
ol (g1t —ql —qtl —t1)rl

Tqltrql —rlg—rlt+rtl + 11
_rqlt—rqll+qlt—qtl —rlg—rlt
T T gl —rlg—rlttrtl i }
{c1=0,b1=0,d1=0,¢=0,al=0,d=0,b=0, a=0}

Drugo rjeSenje odgovara neinteresantnom slucaju kada se svi vrhovi
od ABCD poklope s to¢kom S. Svi nazivnici izraza u prvom rjesenju
su isti i mogu se zapisati na tri ekvivalentna nacina kao

—rlg+ (1+7) ql+t1 —rlt+rtl,
(@l+t)r+(—qg—1t)rl+ql +1t1,
—rlt+(1+7r)tl+rql —rlq+ql.

Iz ovih zapisa vidimo da ako smo odabrali tocku S i ako je tocka P
njoj jednaka onda moraju tocke A, B, i S biti na istom pravcu pa su
tocke C'i D refleksije od A i B u tocki S §to povladi da su @, R, i T
nuzno na spomenutom pravcu osim kadaje A=B=Sa @, R,iT su
bilo kakve.

U interesantnijem sluc¢aju kada su S i P dvije razli¢ite tocke, onda
trecu tocku () mozemo odabrati po volji uz jedini nezgodan izbor @) = S
kada nastupa sli¢na situacija onoj gore opisanoj za P = S. Cetvrta
tocka R ne moze jedino biti jednaka refleksiji tocke P u tocki S, tj.
njene koordinate ne mogu biti (—1, 0).

Takva razmatranja vode na zakljucak da pored degeneriranog para-
lelograma postoji jo§ samo jedan paralelogram koji zadovoljava pos-
tavljene uvjete ako to¢ka T nije na paraleli kroz refleksiju tocke @) u
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tocki S sa pravcem koji spaja to¢ku P sa refleksijom tocke R u tocki
S. U Zadatku 1 je refleksija toc¢ke R u tocki S bas jednaka tocki P pa
za gornji pravac mozemo uzeti bilo koji pravac kroz P i stoga i pravac
PT §to znaci da gornji uvjet nije ispunjen.

8. RJESENJE ZADATKA 2 RACUNALOM U MAPLE-u

Prvo rjesenje Zadatka 2 w MAPLE-u. Na pocetku zadamo to¢ku A i
jednadZzbe pravaca sp i s¢ (tj. dviju zadanih simetrala unutra$njih
kuteva trazenog trokuta ABC').
tA:=[2,-4]:sB:=x+y-2:sC:=x-3*y-6:

Zatim primijenim ranije definiranu funkciju ptk koja zadanoj tocki i
zadanom realnom broju £ pridruzuje jednadzbu pravca kroz tu tocku
s naklonom jednakim k. Tako zadajemo jednadzbe stranica AB i CA
trazenog trokuta. Realni broj v je naklon stranice AB dok je realni
broj w naklon stranice C'A.

pAB :=ptk(tA,v): pCA :=ptk(tA,w):

Koordinate sredista I upisane kruznice i vrhove B i C' dobivam rjesa-

vanjem odgovaraju¢ih parova jednadzbi pravaca na kojima leze: tocka

I na sgisc; toCka B na AB i sg;itocka C' na pravcima CA i s¢.
tI:=subs(solve({sB,sC},{x,y}),[x,¥]):

tB:=subs(solve({sB, pAB},{x,y}), [x, ¥]):

tC:=subs(solve({sC, pCA},{x,¥}), [x,¥]):

Sada se slijede¢om funkcijom jp za odredivanje jednadzbe pravca
kroz dvije zadane razli¢ite tocke definira jednadzba pravca BC. Ona
je jako sliéna funkciji pr koju smo ranije definirali.

jp:=proc(A, B) local a, b, ¢, d; a := A[1]: b := AJ2]:

c := BJ[1]: d := BJ2]: (b-d)*x+(c-a)*y+a*d-b*c: end:
pBC := jp(tB, tC):

Jos moramo zadati postupak kojim ¢e se racunati kvadrat udaljenosti
tocke do pravca koji je zadan svojom linearnom jednadzbom u obliku
ar+by+c=0.

kutp:=proc(A, j) local a, b, u, v; u:= A[1]: v := A|2]:

a := coeff(j,x,1):b := coeff(j,y,1):
subs({x=u,y=v},j)"2/(a"2+b"2): end:

Sada trazimo one vrijednosti za parametre v i w kada ¢e tocka I biti
jednako udaljena od pravaca BC', CA, i AB.

rj := solve({kutp(tI, pBC)=kutp(tI, pCA),

kutp(tIl, pCA)=kutp(tI,pAB)},{v, w});

Vrlo zurno rac¢unalo daje odgovor

rj={w=w,v=w}, {w=1v=-T}.

To znaci da ili w mozZe biti bilo koji realan broj i da mu v mora biti

jednak $to nam ocito ne odgovara ili da je w =11 v = —=7. Koje su

tada trazene jednadzbe stranica trokuta ABC' dobijemo naredbama:
subs(rj[2], pPBC); subs(rj[2], pCA); subs(rj[2], pAB); O
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Drugo rjesenje Zadatka 2 u MAPLE-u. I u ovom rjeSenju isto ¢emo
prvo zadati danu to¢ku A i pravce (simetrale kuteva) njihovim jed-
nadzbama. Zatim ¢emo pretpostaviti da trazene jednadzbe stranica
imaju oblikeax —y+b=0,cx —y+d=0,iex —y+ f =0 za neke
za sada neodredene realne brojeve a, b, c, d, e, i f.

tA := [2, -4]: sB := x+y-2: sC := x-3*y-6:

pAB : = a*x-y+b: tCA := c*x-y+d: pBC := e*x-y+f:

I ovdje ¢emo koordinate sredista I upisane kruznice i vrhove B i C
dobiti rjesavanjem odgovarajuéih parova jednadzbi pravaca na kojima
leze: tocka I na sp i s¢; totka B na AB i sp; tocka C' na pravcima C'A
i s¢;itocka W na pravcima AB i C'A;
tI:=subs(solve({sB,sC},{x,y}),[x,¥]):

tB:=subs(solve({sB, pAB},{x,¥y}), [x, ¥]):

tC:=subs(solve({sC, pCA},{x,¥}), [x,¥]):

tW:=subs(solve({pAB, pCA},{x,y}), [x,¥]):

Mi znamo da je tocka W upravo zadana tocka A pa dobivamo prva
dva uvjeta za naSih Sest nepoznanica a, b, ¢, d, e, i f.

ul := tW[1]-tA[1]: u2 := tW][2]-tA[2]:

Slijedec¢a dva dobijemo ako iskoristimo ranije definiranu funkciju utp
koja tocki i pravcu pridruzuje uvjet da bi tocka lezala na pravcu.
Ove naredbe definiraju uvjete zadatka da tocke B i C' leze redom na
pravcima sg i Sc.

u3 := utp(tB, [1, 1, -2]): u4 := utp(tC, [1, -3, -6]):

Peti i Sesti uvjet dobivamo tako da ponovo iskoristimo to da je tocka
I jednako udaljena od stranica trokuta. Za razliku od prvog rjeSenja,
ovdje ¢emo koristiti dvije vazne pomocne funkcije. Prva od njih ku
ra¢una kvadrat udaljenosti dviju danih toc¢aka a druga pro tocki i jed-
nadzbi pravca pridruzuje koordinate ortogonalne projekcije te tocke na
zadani pravac.

ku := proc (A, B) local a, u, b, v; a := A[l]: u:= A|2]:

b := B[1]: v := B|2]: factor(simplify((a-b) "2+ (u-v)"2) end:

pro := proc (A, j) local a, b, ¢, u, v; u := A[1]: v := A|2]:
a:=coeff(j,x,1): b:=coeff(j,y,1): c:=coeff(coeff(j,x,0),y,0):
factor(simplify([-(b*a*v-u*b~2+a*c)/(a"2+b"2),
(-b*c+a"2*v-a*u*b)/(a"24+b"2)])): end:

u5:=ku(tI,pro(tI,pAB))-ku(tI,pro(tI,pCA)):
u6:=ku(tI,pro(tI,pAB))-ku(tl,pro(tI,pBC)):

Na kraju, trazimo da nam MAPLE nade trazene koeficijente.
rj:=solve({ul,u2,u3,u4,u5,u6}, {a,b,c,d,e,f});

Gotovo istog trenutka racunalo ¢e na ekranu ispisati:

'rj = {f:6/7,d:—6,[):10,6:—1/7,021,61:_7}
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Odavde lagano ¢itamo da su trazene jednadzbe y = —7z + 10 (za AB),
y=x—6(zaCA),iy=—-%2+¢ (za BO). O

9. RJESENJE ZADATKA 2 RACUNALOM U SKETCHPAD-u

Prvo rjesenje Zadatka 2 v SKETCHPAD-u. NajlakSe je Zadatak 2 ri-
jesiti ¢isto konstruktivno metodom koja se izvodi na slijedeé¢i nacin u
verziji 4 programa GEOMETER’S SKETCHPAD.

Nacrtam trokut ABC' i alatom Angle Bisector pod Construct mu
odredim simetrale unutrasnjih kuteva koje se sjeku u sredistu I upisane
kruznice. Zatim u vrhovima A, B, i C orudem Perpendicular Line
opet pod Construct nacrtam okomice na simetrale unutrasnjih kuteva
(to su simetrale vanjskih kuteva). One odreduju sredista A., Be, i
C, tri pripisane kruznice trokuta ABC. Kako su kutevi /B.CC, i
/B,BC, pravi, vidimo da vrhovi B i C' leZe na kruZnici kojoj je duzina
B.C, promjer. Po pretpostavkama Zadatka 2 mi znamo tocku A i

B

e

SLIKA 9. Prikaz u SKETCHPAD-u konstruktivne
metode rjeSavanja Zadatka 2.

pravce BB, i CC,. Presjek tih pravaca je srediSte I upisane kruznice.
Spajanjem tocaka A i I dobijemo simetralu kuta A. Sada ¢e okomica
na Al u toc¢ki A sje¢i dva zadana pravca BB, i CC, u tockama B, i
C.. Nademo alatom Midpoint poloviste D duzine B.C, i onda pomocu
Circle By Center + Point nacrtam kruznicu kojoj je ta duzina promjer.
Ta kruZnica ¢e sjeéi pravce BI i CI (zadane simetrale kuteva B i C) u
trazenim toc¢kama B i C.

U naSem Zadatku 2 primijenim gornju metodu ovako. Prvo pod ala-
tima GRAPH odaberem Plot Points... i unesem koordinate (2, —4)
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SLIKA 10. Prvo rjeSenje Zadatka 2 u SKETCHPAD-u.

zadane tocake A. Sada bi smo mogli sa Plot New Function nacrtati
dva zadana pravca x +y—2=01ix — 3y — 6 =0 ali je korisnije ako
nademo dvije razli¢ite tocke na svakom od tih pravaca i onda ih nacr-
tamo orudem Line pod Construct. Obic¢no se traze tocke gdje pravac
sjece koordinatne osi jer se one dobivaju lagano uvrstavanjem x =0 i
y = 0 u jednadzbama i rjeSavanjem redom po y i x. Dakle, prvi pravac
x4y —2=0 sjeCe z-os u tocki (2, 0) a y-os u tocki (0, 2) dok drugi
pravac £ — 3y — 6 = 0 sjece z-os u tocki (6, 0) a y-os u toc¢ki (0, —2).
Ucrtam li sada sa Plot Points... pod Graph te ¢etiri tocke mogu sa Line
pod Construct nacrtati zadane pravce koji su simetrale dva unutras-
nja kuta trazenog trokuta ABC. Nakom toga lagano nademo njihov
presjek I sa Intersection pod Construct a potom pravac Al, okomicu
u tocki A na taj pravac, kao i presjeke B, i C, okomice sa zadanim
pravcima. Onda spojim tocke B, i C, duzinom i sa Midpoint nadem
njeno poloviste D i konstruiram kruznicu sa centrom u D koja prolazi
totkom B, alatom Circle By Center + Point. Zatim odredim presjeke
te kruznice sa polazna dva pravca da bi smo dobili tocke B i C. Nacr-
tamo li pravce BC, C'A, i AB mozemo alatom Equation pod Measure
dobiti ispisane njihove jednadzbe u eksplicitnom obliku y = kx + £.
U jednadzbama od C'A i AB nema dvojbe koliki su koeficijenti dok u
jednadzbi od BC treba imati Sesto ¢ulo da se prepoznaju decimalni bro-
jevi kao 11 2. Iz koordinata to¢aka B i C jasno se vidi da je B(3, 2) i
(6, 0) pa se primijenom formule y — y; = £2=%(z — 1) za jednadzbu

ro—T1
pravca kroz dvije tocke lagano nadu toc¢ne Jednadibe stranica trokuta

ABC. (]
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Drugo rjesenje Zadatka 2 uw SKETCHPAD-u. 1ako je prvo rjeSenje vrlo
jednostavno malo ucenika ¢e se dosjetiti upotrijebiti kruznicu kojoj je
B.C, promjer. Zato ¢emo opisati jo§ jedno jednostavnije rjeSenje koje
ne trazi veliku dosjetljivost.

B: (6,03038, 0,01013)
C: (1,33967, 0,66033)

C:y = -7,05754x+10,11509
—>

CB: y = -0,13862x+0,84603
—>

AB: y = 0,99498x-5,98995
J: (3,00583, -1,00081)

SLIKA 11. Drugo (priblizno) rjeSenje Zadatka 2 u
SKETCHPAD-u.

Nacrtajmo prvo alatom Plot Point pod Graph tocke s koordinatama
A(2,4) (to je zadana tocka A), S(2,0) i T(0, 2) (to su tocke u ko-
jima prvi dani pravac = + y — 2 = 0 sjeée redom z-os i y-os), U(6, 0) i
V(0, —2) (to su tocke u kojima drugi dani pravac z — 3y — 6 = 0 sjece
redom z-os i y-0s). Onda alatom Line pod Construct nacrtam pravce
ST i UV. Na tim pravcima pomoc¢u Point On Object pod Construct
odaberem tocke B i C. Nacrtam pravce BC, CA, i AB i alatom Angle
Bisector opet pod Construct nadem trokutu ABC simetrale unutras-
njih kuteva (dovoljno je samo dvije) ¢iji presjek ¢e nam dati tocku J
koja je dakle srediste upisane kruznice trokuta ABC. Jo§ nacrtam i
presjek I pravaca ST i UV. Izra¢unam i pokazem koordinate tocaka
B, C, I, i J te jednadzbe pravaca BC, CA, i AB. Sada odaberem
pravac BC' i mi¢emo ga nastoje¢i da se tocka J (koja se takoder mice)
poklopi sa fiksnom tockom I. Kada postignem da su tocke I i J podu-
darne oc¢itam kolike su koordinate i kakve su jednadzbe pravaca. Tim
pristupom mogu odrediti trazene jednadzbe jedino priblizno. O
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10. RJESENJE ZADATKA 3 RACUNALOM U MAPLE-uU

Rjesenje Zadatka 3 w MAPLE-u. Prvo zadam tocku 7T, jednadzbe za-
danih pravaca p; i pe, i trazenu jednadZzbu pravca p s opisanim svoj-
stvom (tj. to¢ka 7" mora biti poloviste duzine AB gdje su A i B pres-
jeciSta pravca p s pravcima p; i ps). Kod zadavanja jednadzbe od p
koristimo se funkcijom ptk za jednadzbu pravca kroz danu tocku sa
danim naklonom.
tT:=[5,6]:ppl:=x-2*y+4=0:pp2:=3*x-y-3=0:pp:=ptk(tT, k):
Sada nadem tocke A i B.

tA := subs(solve({pp, pP1}, {x, ¥}), [x, ¥]):

tB := subs(solve({pp, pp2}, {X, Y})’ [X’ Y]):
TraZeni naklon dobivam pozivanjem ranije definirane funkcije po koja

paru tocaka pridruzuje njihovo poloviste i zahtjevom da apcisa i ordi-

nata polovista od A i B budu upravo apcisa i ordinata tocke 7.
solve({po(tA,tB)[1]=tT[1], po(tA,tB)[2]=tT[2]}, k);
Racunalo daje odgovor —% pa je trazena jednadzba

1
y—6:—§($—5):0

ili nakom mnozenja sa —3 i prebacivanja lijeve strane na desnu dobivam
na kraju z +3y — 23 = 0.

Umjesto dvije jednadzbe moZemo promatrati samo jednu tako da
koristimo funkciju ku koja izra¢unava kvadrat udaljenosti dviju tocaka.
Dakle, napiSemo li

solve(ku(po(tA,tB),tT), k);
ra¢unalo izvjeStava da su korijeni I (imaginarna jedinica), —I, i dva
puta —%. Jasno je da oba kompleksna rjeSenja moramo zanemariti jer
je k realan broj. O

11. RJESENJE ZADATKA 3 RACUNALOM U SKETCHPAD-u

Rjesenje Zadatka 3 w SKETCHPAD-u. Prvo unaSamo tocke T(5, 6),
M(—4, 0) i N(0, 2) (gdje prvi pravac p; s jednadzbom z — 2y +4 =0
sjete redom z-os i y-0s), i U(1, 0) i V(0, —3) (gdje drugi pravac py s
jednadZbom 3z —y — 3 = 0 sjeCe redom z-0s i y-0s). Zatim odredim
presjek C' pravaca p; i ps. Tocku T odaberem kao centar rotacije i roti-
ram tocku C' za 180°. Tako dobijem to¢ku D. Nakom toga povucem
tockom D paralele sa pravcima p; i po. U presjecima tih paralela sa py
i p; dobiti ¢emo tocke A i B. Odredim pravac AB i zatraZim njegovu
jednadzbu. Dobivam y = —% x4+ 7% Sto je zapravo y = —% x4+ ? ili
r+3y—23=0. O

12. RJESENJE ZADATKA 4 RACUNALOM U MAPLE-uU

Rjesenje Zadatka 4 u MAPLE-u. Prvo zadam toc¢ku 7', jednadZzbu za-
dane kruznice £ i jednadzbu sekante s kroz toc¢ku 7. Kod zadavanja
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SLIKA 12. RjeSenje Zadatka 3 u SKETCHPAD-u.

jednadzbe od s koristimo se funkcijom ptk za jednadzbu pravca kroz
danu tocku sa danim naklonom.

tT := [7,-3]: kr := x"24+y"2 = 29: s := ptk(tT, k):
Sada nadem tocke P i  u kojima sekanta sjece kruznicu.

tP := subs(allvalues(solve({kr,s}, {x, y}))I1], [x, ¥]):

tQ := subs(allvalues(solve({kr,s}, {x, y}))[2], [x, ¥]):
Tu smo pozvali MAPLE-ovu funkciju allvalues koja javno izra¢unava
oba rjesenja (kvadratne) jednadzbe. Trazeni naklon dobivam poziva-
njem ranije definirane funkcije ku koja paru tocaka pridruzuje kvadrat
njihove udaljenosti i zahtjevom da taj bude jednak nuli za tocke P i
Q@ tj. da se one podudaraju Sto se deSava upravo onda kada je sekanta
presla u tangentu.

rj := solve(ku(tP,tQ), k);

Racunalo hitro daje odgovor —2 i Z pa se traZene jednadzbe dobiju
naredbama:

subs(k = rj[1],s); subs(k = rj[2],s);. O

13. RJESENJE ZADATKA 4 RACUNALOM U SKETCHPAD-U

Rjesenje Zadatka 4 u SKETCHPAD-u. Prvo treba razmisliti kako na-
crtati zadanu kruznicu k. Zamislimo li njezin radijus v/29 kao

V29 = V25 +4 = /(=5)? + 22

vidimo da ¢e totka M (—5, 2) lezati na zadanoj kruznici k. Zato je ona
ishodistem O(0, 0) i totkom M u potpunosti odredena. Naravno da
je prirodnije umjesto M uzeti tocku (5, 2) ali pokazati ¢e se da je to
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SLIKA 13. RjeSenje Zadatka 4 u SKETCHPAD-u.

upravo to¢ka B (jedno od diralista traZenih tangenti) pa smo ipak uzeli
M da ne udemo u nezgodne komplikacije.

Sada redom nacrtam tocke T'(7, —3) i M (-5, 2) alatom Plot Point
pod Graph, oznacim ishodiste sa O, spojim O i T' segmentom, nadem
mu poloviste P i nacrtam kruznicu kq sa sredistem u P i to¢kom O na
njoj. Presjek te kruznice kg sa zadanom k kojoj je srediSte ishodiste
O a M toc¢ka na njoj su dvije tocke A i B u kojima tangente iz T
na kruznicu &k nju diraju. Sada nacrtam pravce AT i BT (to su
trazene tangente) i ofitam njihove jednadzbe. Jasno se vidi da AT ima
jednadzbu y = % T — % ili 2z — 5y — 29 = 0 dok BT ima jednadzbu
y=—2z+21ili5x+2y—-29=0. O
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