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LM

Y, X1, .., Xp slu€ajne varijable!. Ispitajmo model

y = Bo+ Bixt + Baxo + -+ + BpXp + €.

Zelimo procijeniti koeficijente ;. U tu svrhu mjerimo vrijednosti tih

varijabli na uzorku subjekata S = {s1,...,sm} :
Yi = Po + Bixit + Baxio + -+ Bpxip + €, i=1,...,m (1)
Uvodimo oznake: Y = [y;]” € R™<1, ¢ = [¢;]” € R™*1
1 x11 xi2 Xip Bo
T s el T
i Xr;vl Xr;rz X,;,p B-m

'y — odzivna varijabla (response), x; — explanatorne varijable

Lavoslav CakloviéPMF-MO

Matematicke metode u marketinguLinearna regresija


mailto:caklovic@math.hr

Jednadzbe (1) piSemo u matriénoj formi
Y = X5+ ¢ (X—dizajn matrica).
N(XT
(X7) v
‘ R(X) — prostor stupaca od X
N(XT) — jezgra od X"

>

5 R(X)® N(XT) =R™

X(RP)

Najbolja procjena Y pomocu stupaca matrice X u smislu najmanjih
kvadrata dobije se za € € N(X7), tj. kad je X7é = 0. U tom slucaju

Y :=Xf3 najbolja procjena od Y,
B =(XTX)"IXTY (stupci od X nezavisni) i vrijedi
Y = XB =X(X"X)"1X"Y =: HY (H - hat projektor).
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Teorem (Gauss-Markov)

Neka je X realna matrica punog ranga po stupcima i
Y=X3+¢

gdje je ocekivanje E(e) =0 i Cov(e) = 0?lyxm. Tada
B = (X"X)"1Y ima majmanju kovarijancu® u klasi svih linearnih
nepristranih procjena od Y.

Sto raditi kad su narudeni uvjeti teorema:

— Heteroscedasticnost: Uvode se tezine.

— Ako € ima specificnu distribuciju: MLE, Bayesov model

— Ako su stupci od X visoko korelirani: pristrane procjene, mijesani
modeli.

— Jos...: vidi wiki

24 odnosu na konus pozitivno semdefinitnih matrica.
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Neki primjeri.
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Slika: Linearni (lijevo), Thiel-Sen (desno, prisutnost outliersa)
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Procjene parametara ako € ~ N(0, 02 * /)
Ocekivanje i varijanca procjene od f.

E(B) = E(XTX) X" )= (X"X)IXTE(XB) =
XpB+e
Covar(B) = (X" X) X7 % 021 + X(X"X)™t = o?(X"X) 71
spec. Vi, Var(B;) = ®(X7X); .
Procjena o2. Zbog ¢ = (Y — Y) = (I — H)Y (H je ort. projektor)
Fe=Y" (I —H)(I-—H)Y =Y"(I-HY
Var(¢) = E(€7¢) = E(Y™(I — H)Y) = (m — p)o?

pa je nepristrana procjena od 2 dana s

5% = (¢7¢)/(m — p).
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Kvaliteta modela (GOF?)

e 7SS =3"T (yi—y)* (T=Total, SS=square sum)
e RSS=le)2=>",(yvi — 9))> (R=Residual)
e ESS=>", (9 — ¥)? (E=Explained)

Koeficijent determinacije N
(bezdimenzionalan)

RSS

Rz:zl—ﬁ y - f

Alternativno:

6% = (€7¢)/(m — p). x

»
>

U c.lfmenzi!'ama odziv.|.1e Slika. TSS (lijevo) — RSS (desno)
varijable (interpretacija).

\2

3Goodness of fit.
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Teorem

TSS =ESS+RSS <= > yi=> Ji. (2)

Napomena. Desna strana u (2) vrijedi ako je Y dobiveno linearnom
regresijom. Zaista: 0 =X"é=X"(Y =Y) = >, vi=> Vi jer
prvi stupac od X sadrzi samo jedinice.

Dokaz teorema.

TSS=|lY = Y|?=|Y =Y+ Y -Y|
=Y = YIP+ Y - Y|?+2(Y - V) (Y-Y)
— RSS+ ESS+2(Y — Y)Y —2(Y - Y)Y
— RSS + ESS —2(Y - Y)7Y,
gdjeje Y =[y 7...7]" konstantan vektor. O
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Alternativna definicija R?

Zbog teorema, u slucaju linearne regresije

, ESS
" TSS’

R? moze poprimiti vrijednost izvan intervala [0, 1] ako se ne radi o
linearnom modelu i ovisno o tome koja se definicija prihvati.

Korigirani R?.

— R? ne ukazuje na pristranost u procjeni koeficijenata i predikcije.
— Dodavanje prediktora povecava R? (prostor R(X) raste).

— Previse prediktora u modelira sSum (overfitting) — losa predikcija.

Korigirani R? dizajniran je tako da daje nepristranu procjenu
populacijskog R? i sluzi za medusobno usporedivanje modela.
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"Rucno’ modeliranje uz pomo¢ R-a

mfit <- lm(overall ~ rides + games + wait + clean, data)

#
X
Y
#
X
#

Kreiranje matrice X i odzivne varijable Y

<- cbind(1,datal, c("rides","games", "wait", "clean")])
<- data$overall

inverz od X~T*X

<- as.matrix(X); xtxi <- solve(t(X) %x% X)

ralunanje procjene parametara \hat{\beta}

xtxi %% t(X) Yx% Y

#
m

procjena \sigma~2: ||rezidualil|~2/(m-p)
<- nrow(X); p <- ncol(X)

sigma.hat <- sqrt(sum(mfit$res~2)/(m-p))

#

standardne greSke koeficijenata

sigma.hat * sqrt(diag(xtxi))
# procjena R"2

1

- sum(mfit$res~2)/sum((Y - mean(Y)~2)
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e Varijabla distance
odstupa od normal-
nosti. Zamjenjujemo
ju s logdist.

e Varijabla num.child
ima 2 maksimuma.
Mozda uvesti novu
dihotomnu varijablu
has child.

e Var. rides-logdist
imaju medusobnu za-
visnost ok (elipse).

e
T

logdist gvgra!lz glean

s

5 WhRAREP S niu.chita ° © HEEREE™S e

e Linearni model bi
trebao biti zadovo-

Slika. Pocetni korak analize primjera zabavni park s
ljavajuci.

predavanja. Korelacija parova varijabli.
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Output linearne regresije podataka zabavni park s jednom interakci-
jom wait:has.child. Za varijablu logdist treba ispitati interval
pouzdanosti, a games je na granici odbacivanja (95%). R? je visok.

Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -0.69316 0.03684 -18.814 < 2e-16
rides 0.21264 0.03313 6.419 3.24e-10
games 0.04870 0.02394 2.034 0.0425
wait 0.15095 0.03688 4.093 4.98e-05
clean 0.30244 0.03485 8.678 < 2e-16
logdist 0.02919 0.02027 1.440 0.1504
has.childTRUE 0.99830 0.04416 22.606 < 2e-16
wait:has.childTRUE 0.34688 0.04380 7.920 1.59e-14

Residual standard error: 0.4508 on 492 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7996,Adjusted R-squared: 0.7968
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Za daljnje ucenje?

Pouzdanost: Odrediti intervale pouzdanosti za procjenjene
parametre i predikciju.

Imputacija: Rekonstrukcija nepostojec¢ih vrijednosti.

Interpretacija 3;: Mjerena greska Cesto ima uzrok u parametrima
koje ne mjerimo.

Zavisnost prediktora (uvodenje tezina), korelirane greske.
Dijagnostika: outliersi, leverage

Nelinearnost: normaliziranje podataka, reg. splineovi
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