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Jedan los linearni model
n=1000, i=1,...,n
1 akoy; >0 y; = —2x; + rnorm(n)

0 inace x; = round(0.001 % i + rnorm(n), 1)
Normal Q-Q Plot
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3 Lijevo: OLS
olw o] Desno: qqgplot
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Jedan los linearni model
n=1000, i=1,....n
Y — { 1 akoy; >0 y; = —2x; + rnorm(n)

0 inace x; = round(0.001 i + rnorm(n), 1)
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ol Desno: GLM
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Sto je uzrok slabe predikcije u modelu (R? = 0.2)?
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Sto je uzrok slabe predikcije u modelu (R? = 0.2)?

Problem je sto su varijable (Y|X = x;) ~ B(1, p;) gdje p; ovisi o i pa i nji-
hova varijanca m;p;(1 — p;)! nije konstantna. To moze biti pogubno za
linearnu regresiju (vidi qgplot na prethodnoj slici desno).

Nesto bolji model
Jednostavnosti radi, promatrajmo jednu dihotomnu varijablu Y i jedan
prediktor X. Promatramo

p(x) = P(Y = 11X = x) 1
i regresijski model (z € (—o0, +00))
z:= |oglf(:()x):ﬂo+ﬂlx+e. (2)

Zamjerka modelu: z ne poprima realne vrijednosti za p(x) =0 p(x) = 1.
Ako je z € R i p; u manjoj mjeri ovisno o i nema razloga ne koristiti model

(2)-

I m; je uestalost podatka x;.
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Neki osnovni pojmovi. Fukciju p — Iog(ﬁ) nazivamo logit funkcijom i u
regresiji igra ulogu link-funkcije. Njoj inverzna (tzv. logisticka funkcija) je

eZ
A(z) = : (3)
Ocito: 1+e
N(z) = Mz)(1 = A(2))- (4)
- 02 Lijevo: logit
- 00 Desno: logistic
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Logisticka regresija
Ideja logisticke regresije je da se umjesto modela (2) i metode najmanjih
kvadrata promatra model

X
z:= |0gL = fo + Pix
1 —p(x)
(bez slucajne greske €) uz pretpostavku da je odzivna varijabla binomna, tj.
Y ~ B(1, p).

Zelimo procijeniti p(x;) := P(Y|X = x;) kao funkciju od 6 = (5o, 1)
Koeficijenti modela procjenjuju se maksimizacijom vjerodostojnosti®:

£0) = [TP(Y = vilX = xi) = [ p(x, )" (1 = p(x:,6)' ) (5)
i—1 i=1
gdje yi € {0,1}, a
ePotPix
p(x,0) = 14 efothix A(Bo + P1x). (6)

2V/jerodostojnost danog uzorka je produkt individualnih vjerojatnosti.
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Umjesto da maksimiziramo £ maksimizirat ¢emo njen Iogaritam. Zbog
jednostavnosti racuna uvedimo oznake p; = p(x;,0) = A(z) i p’' = dz/\( z):

log(£) =" log(pi) + Y _ log(1— pi)
yi=1 yi=0

i(/o (L(2)) = Z Pi_ P (pa zbog (4) slijedi)
-, (log "L, liop pa zbog j
1 1_ 1 1 1
D R
yi=1 yi=0

Nuzni uvjeti mak5|ma|nost| su:

8|og L az,' az,'
7()22(1—/3:') O—Zp,-—:o
= yi=0

dBo ot ap 9fo
0 |og([,) 82,' 82,‘
—s = 1—pi)as: — ias =0,
1 y? P55, yZ;;p B
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odnosno (zbog z = 5y + [1x)

Rjesenja dobivenih jednadzbi nije moguée dobiti u zatvorenoj formi ve¢ se
rjesavaju numericki Newtonovim iterativnim postupkom. Gornji sustav
jednadzbi nema rjeenje u sluaju potpune separacije, a za djelomicnu
separaciju Newtonova procedura moze biti nestabilna.

Za male uzorke, procjena parametara pomo¢u maksimalne vjerodostojnosti
pati od pristranosti.
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Primjer (Potpuna separacija)

Najjednostavniji primjer potpune separacije je:

x Y
x 1 — : : :
i . Nuzni uvjet ekstrema vodi na sustav jednadzbi
1 : :
X1 n(l—p1) —nmp2 =0
o m (1 — p1)x1 — mpoxo =0
nz{ . koji ima rjesenje samo ako je x; = xo.
X2 0

U slucaju djelomiéne separacije varijabla Y moze u donjem bloku imati neko-
liko vrijednosti 1. Potpuna separacija Cesto se javlja kod klasifikacije bolesti
koje su uCestale sa staros¢u (prediktor x je vrijeme).

U slucaju separacije svaki softverski paket upozorava korisnika.
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Interpretacija modela
Za izraCunate [y, B1 vjerojatnost P(X = x) i vrijednost od z su:

eBO"I‘BlX
p(x) = T ehothix — A(Bo + B1x)
p(x)
log — 227 — )
z(x) = 08 1 = p(0) Bo + P1x
p(x)=A(z(x))
24 e Tocka infleksije od A je x; 1= —%,

A(z)) = % (maks. separiranost).

0.8

e 31 =0 = omjer ne ovisi 0 x
7 P(Y=1[X=x)

~ " e exp(fo) - exp(B1) je promjena omjera
i za jedinicno povecanje x

06

04

e Marginalni efekt od p je:
p'(x) = BiN(z(x))
= B1N(z)(1 = \(2)).

0.0
1

T
—Bo/B1 X
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Probit model
Funkcija A(z) je kumulativna distribucija standardne logisticke distribucije
LOG(0,1) cija je gustoca
z 7.(.2

e
/\(Z):m, /J/:0,0':?.

To sugerira ideju da se umjesto logisticke distribucije uzme kumulativna
distribucija neke druge slucajne varijable. Probit model koristi kumulativnu

distribuciju normalne razdiobe:
Bo+P1x

p(x) = (B0 + Bix) = / H(x)dx.

—00

Marginalni efekt za probit model (tj. derivacija od p) je

[0}
Px) = 97 (x) = Brolo + ) 7)
Logisticki model i probit model u praksi nude iste zaklju¢ke uz neznatne
razlike u procjeni koeficijenata.
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Interpretacija marginalnog efekta
Za logit model marginalni efekt

p'(x) = BLMz(x))(1 — A(z(x)))
predstavlja promjenu pozeljnosti od Y = 1 ako se vrijednost prediktora
poveca za 1. Primijetimo da je predznak promjene jednak predznaku od f;.

Za probit model vrijedi isti zakljucak (v. formulu (7)).
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Kategorijski prediktor
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Logisticka regresija u R-u.
glm(Y ~ x + z, data = data_frame, family = ’binomial’)

Zadaci
e Prouci R-kdd https://onlinecourses.science.psu.edu/stat504 /node/225
Jos neke zanimljivosti

e Prvi pokusaj modeliranja binarne ovisnosti: Anscombe, “The transformation
of Poisson. . .", Biometrika (1948).

e U posljednje vrijeme se proucavaju situacije kad je linearni model za binarnu
odzivnu varijablu koristan, v. Ottar Hellevik, Linear versus logistic regression
when the dependent variable is a dichotomy, Qual Auant (2009)
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