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1 Osnovna ideja

Biplot kao graficko predocenje multivarijatnih podataka proizasao je iz potrebe
za sve ve¢im i veéim koli¢inama podataka, s mnogo varijabli. Trenutna po-
mama za tzv. "Big data”, gdje se vrsi statisticka obrada velikih koli¢ina po-
dataka, rezultirala je potrebom za grafickim predoc¢enjem silnih podataka na
smislen nac¢in. Ipak, predoc¢enje multivarijatnih podataka smanjenjem dimenzije
problema pokazalo se kompleksnim. Recimo samo kako BIPLOT rjesava kom-
pleksan problem na, barem algebarski, relativno jednostavan nac¢in. U radu,
po uzoru na autora Michaela Greenacre-a, dajemo osnovnu ideju iza biplota,
primjere koristenja istog kod razlic¢itih tipova podataka te motivaciju za daljnje
usavrsavanje prikaza multivarijatnih podataka u 2-dimenzionalnom, odnosno
3-dimenzionalnom koordinatnom sustavu.

2 Definicija

Biplot nastaje proSirenjem dijagrama rasprSenja za dvije varijable pocetnog
uzorka. Prisjetimo se, dijagram rasprSenja moze nam dati viSe informacija o
koreliranosti nekih dviju varijabli. Istu ideju zagovara i Biplot. Naime, umjesto
jednostavnijeg prikaza opazenih podataka pomocu dijagrama rasprsenja za svake
dvije varijable, biplot vizualizira vezu izmedu vse varijabli.

3 Najjednostavniji primjer - kao na nastavi

U nastavku kre¢emo sa najjednostavnijim primjerom kao uvodom u biplot,
pomocu faktorizacije matrice podataka Y. U nastavku rada pretpostavljamo
kako su retci matrice podataka uvijek upravo opazeni uzorci, dok stupci nose
promatrane karakteristike za svaki element uzorka. Neka je Y, sa pripadnim



rastavom:
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Autor M. Greenacre naziva promatrane matrice matricom cilja, lijevom odnosno
desnom matricom. Iz definicije mnozenja matrica, znamo kako je (4,j) element
matrice Y dan skalarnim produktom i-tog retka lijeve matrice sa j-tim stupcem
desne. U svrhu daljnjeg pojasnjenja biplota, zapisimo gornji matri¢ni produkt
kao:

Y = LR"

Ovdje matrice L i RT upravo sadrze retke ¢ije skalarne produkte ra¢unamo kako
bismo dosli do elemenata ciljane matrice Y. Dakle, L. i R tada su matrice:
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Odgovarajuce vektore dviju matrica ¢emo smjestiti u graf, pri ¢emu vektore
lijeve matrice konstriramo kao tocke, dok elemente desne crtamo kao dvodimen-
zionalne radijvektore. Svaki od radijvektora definira jednu od osi biplota, na koje
uvijek mozemo ”spustiti” projekcije tocaka lijeve matrice. Kako bismo poblize
objasili vezu izracunatih porjekcija i skalarnog produkta (elemenata ciljne ma-
trice), prisje¢amo se definicije projekcije tocke na vektor. Na predavanjima smo
spomenuli rezultat, uz napomenu kako je 6 kut izmedu vektora x, odnosno y:

aTy = ||z][ly]| cos(9)

Dakle, skalarni produkt izmedu dva vektora upravo je veli¢ina projekcije jednog

vektora na drugi, pomnozena sa normom drugog vektora. Kao $to smo na
nastavi i spominjali, tada iznosi za svaku od varijabli za svaki redak matrice Y
postaju usporedive.

Tocke lijeve matrice (retke) zvat ¢emo bas tockama, dok éemo stupce desne
matrice crtati kao vektore u grafu, i zvat ¢emo ih wvektorima. Tako za gor-
nji rastav matrice Y konstruiramo graf: Graf smo konstruirali u R-u pomocu
naredbi:

Y=matrix(c(8,5,-2,2,4,2,0,-3,3,6,2,3,3,-3,-6,-6,-4,1,-1,-2) ,nrow=5)
L=matrix(c(2,2,1,2,-1,1,1,-1,2,-2) ,byrow=T,nrow=5)
Rt=matrix(c(3,1,2,-1,-1,2,-2,-1) ,byrow=T,nrow=4)
biplot(L,Rt,c("blue","red") ,var.axes=TRUE)



Slika 1: Skalarni produkt

Vektori konstruirani na grafu predstavljaju osi biplota, pomoé¢u kojih mozemo
dati interpretacije udaljenosti svakog od elementa uzorka do pojedinih osi. Pri-
mijetimo, u prethodnome primjeru sami smo unijeli matrice iz faktorizacije
ciljne matrice. R omogucava, pomocéu naredbe biplot, kreiranje biplota te-
meljem SVD dekompozicije ciljne matrice.

Tako se to, opéenito, ne predocava na grafu, kalibracijom svakih od osi biplota
mogli bismo dobiti ideju o veli¢ini jedne jedinice svake od promatranih varijabli,

danu invertiranjem:
1

il
Zaista, projekcijom svake od tocaka biplota na, primjerice, varijablu y;, pomnozili
smo, iz gornje formule, sve veli¢ine sa ||y||. Kona¢no, dobivamo ”ponasanje”
svakih od opazenih vrijednosti s obzirom na varijablu.

U slucaju u kojem, primjerice, dvije osi biplota leze na istom pravcu, za-
kljuéujemo vrlo jaku koreliranost varijabli poticaja za opazene uzorke. Naime,
uzorci imaju vrlo sliéne relativne pozicije u biplotu, s obzirom na varijable - za
te se uzorke dane varijable pokazuju vrlo koreliranima.

Uj 1,...,4

Dakako, ne¢emo uvijek moéi dobiti ovako jednostavne rastave ciljne matrice.
Dimenzije lijeve i desne matrice iz matri¢ne faktorizacije kao gore ovisit ¢e o
rangu ciljne matrice. U nastavku dajemo osnove SVD metode, kao metode za
aproksimaciju startne matrice matricom nizeg ranga. Sjetimo se, ipak bismo
htjeli mod¢i konstruirati biplot - htjeli bismo dimenzije 2 i 3.
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Slika 2: biplot u R-u, matrica Y

4 Matrice veéih dimenzija

Kod matrica opazanja veéih dimenzija htjeli bismo udaljenosti medu retcima
matrice u visokoj dimenziji (udaljenosti mogu definirane standardnom Euklid-
skom udaljenoséu) aproksimirati udaljenostima u nizoj dimenziji, na nekakav
optimalan nacin. Upravo tim pristupom koristimo se kod visedimenzionalnog
skaliranja (vidi [1]).

Zadavanjem ciljne funkcije pri optimizaciji dobivamo razli¢ite metode pomocéu
kojih moZemo reducirati dimenziju problema. Nasa formulacija problema za
rjesenje ima jedan od fundamentalnih rezultata linearne algebre, SVD dekom-
poziciju matrice. Prisjetimo se, rang r upravo je najmanji moguci broj redaka
(stupaca) matrice pomoc¢u kojih se linearnim kombinacijama postizu preostali
retci (stupci) poGetne matrice.

Neka je Y matrica dimenzija nzm, ranga r. Tada je matri¢na aproksimacija ma-
trice Y dana matricom Y € M,,, ranga p < r, tako da "najvise sli¢i” pocetnoj
matrici. ”Najblizu” matricu mi ¢emo upravo traziti minimizacijom kvadratne
greske, odnosno, u matri¢nim zapisu, minimizacijom po svim moguéim matri-
cama ranga p < r:

min  tr((Y —Y)(Y = Y)T)
r(Y)=p<r
Primijetimo, funkcija koju pritom minimiziramo mozemo zapisati po elemen-

tima:
n m

tr((Y = YV)(Y =Y)T) = > (yi — 9i)°

i=1 j=1



Buduéi da smo za funckiju cilja odabrali upravo gornju funkciju, rjesenje ove
minimizacije upravo je SVD dekompozicija matrice Y.

Teorem 1. Neka je A realna matrica reda mxn. Tada se A moZe dekomponirati
kao:

A=UXVT, 2:[?}

pri cemu vrijedi Ay > Ao > ... Ay, > 0.

Teorem smo iskazali uz pretpostavku da je matrica A punog stuptanog ranga
n. Prvih n vektora stupaca nazivamo lijevi singularni vektori, dok prvih m
stupaca matrice VT nazivamo desnim singularnim vektorima. Za matricu koja
nije punog stupcanog ranga dekompozicija ide analogno: Za r(Y) =7 U i V su
ortonormalne matrice reda n x r, odnosno m x r. Matrica X je dijagonalna sa
singularnim vrijednostima A1, ..., Ap.

Dakle, ukoliko ciljna matrica niskog ranga (2 ili 3), dopusta faktorizaciju tipa
L x R kao u po¢etnom primjeru, koristimo se SVD dekompozicijom matrice kako
bismo konstruirali dvodimenzionalni ili trodimenzionalni biplot.
Tada, za SVD dekompoziciju

Y =UXVT

¢e upravo odabir matrice R, odnosno L na jedan od tri na¢ina dana u nastavku
dati biplote, do na faktor slicne (predavanja). Odabir faktorizacije vrsimo na
jedan od 3 nacina:

1. R=XVT
2. L=UY
3. L=UX2, R=2X2VT

U praksi se ne¢emo susretati sa matricama opazanja ovako niskoga ranga. U tu

svrhu koristimo SVD dekompoziciju za aproksimaciju pocetne matrice matricom

niskog ranga. Tada, iz SVD dekompozicije, za aproksimaciju u p-dimenzionalnom
prostoru, odabiremo prvih p stupaca matruce U iz SVD dekompozicije, X, tada

je dijagonalna matrica sa prvih p singularnih vrijednosti dobivenih iz dekompo-

zicije. Takoder, odabiremo i prvih p stupaca matrice V.

Konaé¢no, aproksimacija Y rjeSenje je gornjeg minimizacijskog problema:
Y =U,5,V]

Aproksimacija je ponovno u formi koja nam lako daje odabir faktorizacije na li-
jevuidesnu matricu. Singularne vrijednosti daju nam informaciju o udaljenosti
aproksimacijske matrice Y do pocetne matrice.



Vrijedi:
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Omjer gornjih vrijednosti dat ¢e nam kvalitetu aproksimacije. Vidi([2]).

Vratimo se matrici Y iz prvog odjeljka. Rac¢unamo SVD dekompoziciju u R-u:

Y=matrix(c(8,5,-2,2,4,2,0,-3,3,6,2,3,3,-3,-6,-6,-4,1,-1,-2) ,nrow=5)

svd (Y)

-6,-6,-4

Y <- matrix(c(4,5,-2,2,4,2,0,-3,3,¢6,2,3,3,-3,-6,-6,-4,1,-1,-2) ,nrow=5

> gvd (Y)
&d
[1] 1.412505e+01 9.822577e+00 1.376116e-15 7.435554e-32
Su

[,1] [,2] [,3] [r4]
[1,] -0.6634255 -0.4574027 -0.59215653 1.121918e-16
[2,] -0.3641420 -0.4939878 0.78954203 -1.41827%&-16
[3,] 0.2¢68543 -0,3018716 -0.06579517 -9,128709%e-01
[4,] -0.2668543 0,3018716 0,06579517 -1,825742e-01
[5,] -0.5337085 0.6037432 0.13159034 -3,651484e-01
sv

[,1] [,2] [,3] [4]
[1,] -0.7313508 -0.2551980 -0.6232141 -0.1077229
[2,] -0.4339970 0.4600507 0.432044% -0.6429131
[3,] 0.1687853 -0.7971898 0.2209931 -0.5358750
[4,] 0.4982812 0.2961685 -0.6132728 -0.5365599

Dakle, iz outputa is¢itavamo kako je matrica numerickog ranga 2, i mozemo ju

faktorizirati:
8 2 2 —6 —0.6634 —0.4574
5 0 3 —4 —0.3641 —0.4939
-2 -3 3 1 | =1 02668 —0.3018 (14'%)251 980226>
2 3 -3 -1 —0.2668 0.3018 ’
4 6 -6 -2 —0.5337  0.6037
—0.7313 —0.4339 0.1687 0.4982
—0.2551  0.4600 —0.7971 0.2961

Sada, kako bismo definirali lijevu i desnu matricu faktorizacije, koristimo je-
dan od tri nacina opisanih gore. Ostajemo konzistentni sa [1], te faktorizaciju
provodimo na treé¢i nacin definiran prethodno.



svd(Y)

d_p=matrix(c(14.1251,0,0,9.8226) ,byrow=T,nrow=2)
u_p=svd(Y)$ul,1:2]

v_p=svd(Y)$v[,1:2]

d=sqrt(d_p)

L=u_p%*%d

R=d%*%t (v_p)

Dobivamo faktorizaciju:

$ 2 2 -6 24933 —1.4335
5 03— —1.3685  —1.54821} /o oice 16311 0.6343
2 -3 3 1 |=| 10020 —ooacof (o0 TN ORS
95 3 -3 _1 ~1.0029  0.9460 : : :

4 6 -6 -2 20058 1.8921

Provodimo i ostale nac¢ine faktorizacije kako bismo usporedili biplote.
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5 Generalizirana aproksimacija pomoc¢u SVD-a

Osim matrice podataka Y opisane kao do sada, u praksi se pojavljuju i matrice
u kojima su varijablama (stupcima matrice opazanja) ili pak elementima uzorka
(retcima ciljne matrice) pridodane odgovarajuée tezine. Primjerice, u anketama
ve¢a se tezina moze pridodati osobama muskog spola, ukoliko nije skupljen
dostatan broj odgovora za muski dio populacije.

Takoder, nekim varijablama se ¢ak po defaultu moze pridodati manja tezina,
primjerice, zbog velike varijance vektora odziva za tu varijablu i slicno. Prema
tome, opisujemo metodu aproksimacije, koja ¢e pridodati tezine pri odredivanju
najblize matrice Y.

Uz pretpostavljenje tezine wi,ws,...,w, na retcima, odnosno ¢i,qa, ...
stupcima matrice Y, minimizacija koju sada provodimo je:

tr(D,(Y —Y)D,(Y —Y)T)

) qn Na

mlnr(f/):p<r

Gornji trag mozemo ponovno zapisati po komponentama:

tr(Dy, (Y = V)Dg(Y = Y)T) = > > wig;(yi; — §ij)°
i=1 j=1

Rjesenje ovog problema tada opisujemo u tri koraka, transformacijom pocetne
matrice Y pomocéu vektora tezina.

1) §:=DEYD;

2) S=UDsVT
S

3) U=D2U V=D2V



Sada je matri¢na aproksimacija ranga p oblika:

Y = UDg, V.

Stupci matrica U,V sada su ortonormalni s obzirom na skalarni produkt in-
duciran tezinama definiranim na pocetku. Faktorizaciju matrice aproksimacije
provodimo na jedan od tri nac¢ina koji smo spomenuli na predavanjima.

5.1 Generalizirana metoda glavnih komponenti

Jedna od primjena generalizirane SVD metode upravo se javlja u generaliziranoj
metodi glavnih komponenata.
x]
Uzmimo matricu X = © |. Neka retci matrice X definiraju n tocaka
X},
m-~dimenzionalnog prostora. Pretpotavimo da su tockama pridruzene tezine
pomocu vektora w, takvog da je wl = 1. Neka je udaljenost izmedu vektora
u m~dimenzionalnom prostoru takoder definirana pomocu vektora tezina, q.
Dakle, udaljenost medu retcima matrice je:

d(x;,x5) = (xi — %;)TDg(x; — x;5).

Zadatak je nac¢i pogodnu, nizedimenzionalnu aproksimaciju vektora redaka koja
bi bila najbliza poc¢etnim vektorima u smislu gornje definiranih udaljenosti.
Naime, uz definiciju:

Y = (X - 1wX)

provodimo minimizacijski problem:

n

r(YII)liI;Q ; wi(yi — 9:) "Dy (yi — i)

Dobivena aproksimacija Y takva je da su njeni retci najblizi retcima matrice Y,
s obzirom na tezinsku sumu kvadriranih udaljenosti po komponentama. Koordi-
nate p-dimenzionalnih (centraliziranih) redaka sada su, po prethodno opisanoj,
generaliziranoj SVD metodi upravo:

F:=UDgy)

Koordinate nazivamo glavnim komponentama redaka. Primijetimo, tada upravo
glavne komponente definiraju lijevu matricu u faktorizaciji, i ¢ine tocke biplota.
Elementi desne, dani stupcima matrice V, éne osi biplota.

Sto se ti¢e odabira nacina faktorizacije matrice opazanja, razlikujemo biplote:
- one koordinate kojima nisu pridruzene same singularne vrijednosti nazivamo
standardnim koordinatama, dok su one koje odabiremo upravo glavne koordi-
nate. U gornjem smo primjeru retke definirali kao glavne.



Za primjer biplota kod koristenja metode glavnih komponenata, uzimamo
podatke dostupne u R-ovoj biblioteci, iris. Podaci uklju¢uju mjerenja latica 150
cvjetova irisa, opisanih u R-u:

require(stats)

iris
irispca<-princomp(iris[1:50,-5]);
summary (irispca) ;
screeplot(irispca);

pdf ("biplot5.pdf")
biplot(irispca,1:2,scale=1);

dev.off ()
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Prvi biplot napravljen je za prvih 50 opazanja, dok je drugi za sva opazanja
(150 njih).
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