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Sazetak

Ovaj tekst je prvenstveno namijenjen nastavnicima osnovne i srednje skole.
U njemu se govori o zasnivanju euklidske geometrije, ali ne na nacin kako je to
radio Euklid? niti kako su to radili u 19. st. i kako to rade suvremeni tekstovi.
Cilj mi je pojasniti osnovne gradevinske elemente geometrije i njihove odnose
iz viSe aspekata. Moderni, aksiomatski pristup geometriji preko vektorskih
prostora je korektan ali ima jedan nedostatak. Za njegovo razumijevanje po-
trebno je predznanje koje nudi Euklid na uvjerljiv i intuitivan nacin.

Euklidova geometrija u sebi nosi dvije isprepletene strukture. Jedna je
pravcasta, sinteticka struktura, a druga je metricka struktura u smislu mjerenja
udaljenosti, povrsine i volumena i koja je ve¢ 2000 godina osnova mehanicke
vizije svijeta.

Prva knjiga Euklidovih Elemenata nudi i jedno i drugo, a zavrsava Pitago-
rinim pouc¢kom kao centralnom temom. Taj prvi dio ujedno obrazlaZe i inva-
rijantnost uvedenih pojmova i konstrukcija na transformacije kao $to su trans-
lacija, rotacija i eventualno simetrija, samo $to Euklid nema eksplicitan pojam
ta tako nesto. Grubo receno to su transformacije koje ¢uvaju udaljenost.

Rije¢nik kojim Euklid iznosi svoje tvrdnje je jezik omjera (proporcija) nu-
merickih i geometrijskih veli¢ina koji se zadrZzao kroz cijeli srednji vijek sve do
Newtona, a ¢ak i u njegovoj Principii. Ponekad ga je teSko odmah razumjeti,
ali je Eulid svoje izlaganje organizirao u jednostavne i razumljive propozicije.

ZRoden u Alexandiji, Egipat, oko 325 g. pne. Njegovo poznato djelo Elementi. Postoji hipoteza
da je Euklid historijska li¢nost koji je imao svoju $kolu, a njegovi ucenici su pisali dijelove Elemenata
koji su kasnije sakupljeni u jedan svezak.



Moderni udZzbenici geometrije za osnovnu $kolu imaju tendenciju slijediti
Euklidov stil koji je zahtjevan za nedovoljno razvijene kognitivne sposobnosti
djece te dobi. Osmisliti dobar kurikul iz geometrije u osnovnoj 8koli je pravi
izazov, a jos$ je zahtjevnije izvoditi ga. Dobar nastavnik je pravi virtuoz u os-
luskivanju dje¢jeg geometrijskog bila i uvijek je spreman iz rukava osmisliti
zanimljivo i korektno objasnjenje na nacin da se klinci ne osjecaju prevare-
nima.

Takvih prevara ima i u danasnjim udZbenicima i na neke od njih je upozo-
reno u tekstu. One nisu prisutne od jucer niti samo u hrvatskim udZzbenicima.
Imao sam priliku predavati ovo gradivo u petom i Sestom razredu osnovne
Skole i priznajem da su me djeca iznenadila svojim izuzetnim zapaZzanjima
kod uvodenja novih pojmova. Na pitanje: Cemu sluzi Sestar? jedno dijete je
odgovorilo: Sestar pamti udaljenost. Svaki nastavnik bi na takvom odgovoru
ostao bez rijeci pa sam tako i ja.

Osim Sestara, u nastavi i crtanju u stara dobra vremena koristilo se i rav-
nalo, a koristi se i dan danas. Ravnalo pamti relaciju trokuta u smislu da omo-
gucava crtanje ravnih linija. Ovladavanje upotrebe tih tehni¢kih pomagala i
razumijevanje njihovih moguénosti trebao bi biti prioritet u nastavi. Za to je
potrebno vrijeme, a njihovo koristenje zahtijeva i fine motoricke sposobnosti
koju mobitelska generacija ¢ini se da nije u potpunosti razvila.

Pojmu okomitosti i kuta u ovom tekstu je dana posebna paznja. Okomitost,
jednako kao i paralelnost centralne su teme euklidske geometrije. U odjeljku
4 pod nazivom Revitalizacija Pitagore na str. 52 zacrtan je mogudi pristup zas-
nivanju euklidske geometrije preko Pitagorinog poucka koji mi se ¢ini opera-
bilnim i vrsi iskorak u mjerenje povrsine, volumena i trigonometriju.

Na kraju su dani komentari jedne ankete o tocki ¢iji su rezultati zanimljivi i
otvaraju neka nova pitanja.

U pdf-verziji teksta su aktivne reference unutar teksta kao i hiperlinkovi
na Euklidove definicije i propozicije. Na primjer hiperlink P. I-15 otvara u web
pregledniku stranicu Clark Univerziteta u Worcesteru, Pensilvanija gdje je is-
kaz propozicije 15 iz knjige I Euklidovih Elemenata.

Ono o ¢emu nema puno govora u ovom tekstu je izvodenje nastave i orga-
nizacija nastavnog sadrzaja. Nemam dovoljno iskustva u radu s djecom, po-
gotovo ne s djecom vrti¢kog uzrasta i u razrednoj nastavi. U nekoliko navrata
vodio sam tematske radionice s djecom Skolske dobi i ono Sto sam primijetio
je da djeca istog trena daju povratnu informaciju ako su razumjela o ¢emu je
rije¢, postavljaju pitanja i Zele se ukljuciti u igru. Moram priznati da su u tim
igrama oni vodili mene viSe nego ja njih i u tom smislu radionice su uvijek bile
improvizacije.

Od dodatnih sadrzaja ne netu izdvojio bih Khan akademiju i Maths is Fun
s mnogo sadrzaja i za nastavnike i za studente. Kao vodi¢ u samoobrazova-
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https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/bookI/propI15.html
https://www.khanacademy.org/
https://www.mathsisfun.com

nju nastavnika toplo preporuc¢am Mathematics Education web portal od Homi

Bhabha Centre for Science Education, Tata Institute of Fundamental Research.
Hrvatski obrazovni portal e-Skola je hvale vrijedan projekt ali mi se ¢ini

viSe informativnog nego obrazovnog sadrzaja, bar $to se matematike tice.

1 Uvodna razmiSljanja

1.1 Prvi skolski sat

Prvi 8kolski sat iz geometrije zamiSljam ovako: djeca su negdje u prirodi, parku,
Zeljeznickoj stanici, obali rijeke, mjesto nije toliko bitno, mogu biti i u Skolskom
dvoristu i neka promatraju deSavanja oko sebe i zapi$u ih ako je to izvedivo. Po
povratku u razred svaki ucenik neka isprica ili procita doZzivljeno.

Svijet i prostor u kojem Zivimo i kre¢emo se, mi ljudi i ostala Ziva bi¢a dozivlja-
vamo na razli¢ite nacine. Svatko na svoj nacin stvara sliku tog svijeta i dogadaja u
njemu ovisno o tome kakav neuoroski sustav za komunikaciju s okolinom posje-
duje. Slika svijeta je ono Sto doZivljavamo vlastitim osjetilima. Pitanje je gdje je ta
slika? Ako kaZem da je u mom mozgu, a mozak je u prostoru onda je slika u slici.
Ako je tvoja slika u tvom mozgu, a moja slika u mom mozgu onda se one nalaze
na razli¢itim lokacijama unutar vece slike. A ta veca slika? Je li ona slika u ne¢em
vedem mozgu?

Pitanja su zbunjujuda jer posjedujemo predodZbe o nasim slikama koje nisu
konzistentne s nasom logikom i percepcijom. Nesto od tog bi trebalo Zrtvovati za
posjedovanje koherentne slike. Pitanje je $to?

Slika svijeta nije stati¢cna. Objekti u njemu prikazuju nam se u razli¢itim medu-
sobnim odnosima. Neke ¢ujemo i vidimo sada, a nakon toga viSe ne. To su dvije
slike u dva razlic¢ita sada. I $to znaci da nesto viSe ne vidim ili ne ¢ujem, a da sam
to isto ranije vidio ili ¢uo. To samo znaci da posjedujem memoriju o kojoj uspo-
redujem dvije slike. Moj doZivljaj prostora nije jedna slika ve¢ niz slika iz moje
memorije — sve je u mojoj memoriji.

Citirao bih Kantovu misao:

Kljucno pitanje nije kako sebe moZemo dovesti do razumijevanja svijeta,
nego kako svijet nama dolazi da postane razumljiv.


https://mathedu.hbcse.tifr.res.in/
https://edutorij.carnet.hr/e-skole/digitalni-obrazovni-sadrzaj/Matematika

Nama se svijet prikazuje dvojako. Jedna pojavnost je u formi stati¢ne strukture,
formi pejsaza —nazivamo ju prostorom. Druga pojavnost je u formi uzastopnosti,
forma koja ne proizlazi iz direktne percepcija ve¢ iz memorijskih zapisa — forma
vremena.

I jedna i druga pojavnost u svojim najapstraktnijim formama su dvije razne
manifestacije broja (Bergson, 1939), ono $to je Bergson nazvao multiplicitet.

Kuvantitativni multiplicitet prikazuje nam se u obliku mnostva kojeg reprezen-
tira broj. Objekti u kvantitativnom multiplicitetu stoje jedni pored drugih kao $to
su to ovce u polju. Prostor je forma kvantitativnog multipliciteta.

Kuoalitativni multiplicitet je u formi trajanja ili sukcesije koja nije djeljiva niti mjer-
ljiva — ne postoji dio trajanja, a ta sukcesija ¢ini nedjeljivu cjelinu.

Mi éemo se u ovom eseju pozabaviti kvantitativnim multiplicitetom, odnosno
prostorom, a uloga broja ovdje je u formi izrazavanja rezultata mjerenja udaljenosti
kao kriteriju razlikovanja dva entiteta.

1.2 Odakle poceti?

U razumijevanju prirode i naseg okruZenja koristimo ideje i pojmove koje smo nas-
lijedili u kulturnom paketu — od nasih roditelja, od sustava obrazovanja...Uza-
stopno pozivanje i objaSnjavanje pojmova, koje pritom implicitno koristimo, pone-
kad ima svoj kraj. Kad stignemo do kraja u tom lancu redukcije pojmova i kad na$
kriticki um nije u stanju osloniti se na fundamentalnije pojmove dosli smo da kraja
analitickog znanja (Hegel, 2001, $ 1720-1764).

Hegel tvrdi da je sustav pojmova koji nam omogucavaju organizaciju poima-
nja stvarnosti zapravo dijalekti¢ki. To znaci da se odjednom pojavi viSe pojmova
koji su u medusobnom odnosu. Neki od njih u tom skupu pojmova su smisleni
jedino u odnosu na ostale koji se simultano pojavljuju, pri ¢emu smisao pojedi-
nih pojmova moZe biti suprostavljen (u suprotnosti je) s drugim pojmovima. To
suprostavljanje nema nikakvu logi¢ku konotaciju osim ¢injenice da su suprostav-
ljeni. To su osnovni blokovi u opisu nase stvarnosti i nisu ‘razgradivi’, a njihovo
razumijevanje je jednako prisutno u nasem umu kao i njihovo ne-razumijevanje. To
se ¢ini kao formalno logicka zamka za um ako je tako postavimo. Dramaturskim
rje¢nikom izraZeno: pojmovi su glumci na sceni koju prezentiraju, a da ih nitko
nije posebno prizivao niti predstavljao.

Hegel je vrlo opcenit i redukcija ideje prostora i geometrije kakvu on zastupa
svodi se na vaznost aksiomatske strukture, a to je pregrst pojmova koji stoje u ne-
kim smislenim predefiniranim odnosima i zadana su pravila kako iz tih objekata
gradimo nove objekte. Osim toga tu su i pravila zaklju¢ivanja, a to su pravila koja



zadrzavaju smisao. Ako ste pazljivo ¢itali upravo receno onda ste uocili da na ta-
kav nacin gradimo i razvijamo na$ pisani i usmeni izricaj — jezik i govor. Tu ideju
¢emo slijediti i ovdje u izgradnji euklidske geometrije.

Geometrijski pojmovi su: tocka, duZina, pravac, trokut, kugla, kut..., njihovi od-
nosi izrazavaju se kao: spajanje tocaka u duZini, presjecanje pravaca, konstrukcija teZi-
sta....

Pravila zaklju¢ivanja imaju viSestruku ulogu. Ona...

obogacéuju model — Pravci su paralelni ako vrijedi Thalesov teorem o omjerima,

klasificiraju objekte — Duva trokuta koja imaju jednaku stranicu i pripadne prileZece
kuteve su kongruentna,

uocavaju granice modela — Nije moguce konstruirati kvadrat povrSine jednake povr-
Sini zadanog kruga uz pomo¢ ravnala i Sestara.

Osmisliti nastavu geometrije u 8koli je izazov. Djeca imaju urodene ili ve¢ rano
steene predstave o odnosu geometrijskih objekata i od toga treba poceti. Izazov
je u tome Sto inzistiranjem na logickoj strukturi geometrijskog modela, za $to djeca
u ranoj dobi ne posjeduju adekvatne kognitivne sposobnosti, moZe posve zasjeniti
korektno stecene predstave. 1z tog razloga je bitno provijeriti je li to usvojeno znanje
u skladu s onim $to matematika tvrdi, a to se moZe provjeriti kroz igru, rezanjem
papira, povezivanjem geometrijskih formi u odnosu na zadane atribute i uo¢avanje
tih atributa...za sve to treba vremena.

Ovdje se ne¢emo baviti pedagogijom i psihologijom razvoja djece u predskol-
skoj i ranoj $kolskoj dobi ve¢ onim pojmovima i tvrdnjama iz geometrije s kojima bi
nastavnici trebali biti upoznati, a to im jos nitko nije tako rekao. Drugim rije¢ima,
ovaj tekst moZze se smatrati nadopunom standardnim sadrZajima iz geometrije za
nastavnike, da pokrene kriti¢ko razmiSljanje i poveca kreativnost ucitelja. Takoder
¢u ukazati na neke klasi¢ne propuste u nastavi geometrije opéenito, na konkretne
sadrZaje u nekim Skolskim udZbenicima kao i na propuste samog Euklida u nje-
govim Elementima.

Prezahtjevan kurikul ima za posljedicu neusvojene nastavne sadrzaje od strane
ucenika, a posljedica toga je nesigurnost ucenika u vlastite sposobnosti. Dobar nas-
tavnik zna da je postupnost vaznija od koli¢ine podataka, a ponavljanje nije gub-
ljenje vremena ve¢ osnova da nova saznanja. U razgovoru s autorima udZzbenika
obi¢no ¢ujem recenicu "Kurikul je prezahtjevan." ili "Nema se vremena." Nastavnici su
direktni izvodaci nastave i ne bi smjeli pasti pod "pritisak odozgo", pogotovo ne
nastavnici autori udzbenika. Oni moraju stati na stranu ucenika i prilagoditi sadr-
zaj ucenikovom uzrastu bez obzira na ucjene kreatora politike — to je imperativ.
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Na kraju ove mini rasprave o danaSnjem Skolstvu iznosim pomalo karikirani
zakljucak o kojem bi bilo dobro razmisliti. Ako je cilj osnovne skole da ucenik sav-
lada razlomke i postotak onda onaj tko to nije usvojio ne smije dobiti ocjenu jer se
neznanje ne mozZe ocijeniti — ucenik eventualno moze dobiti potvrdu da je prisus-
tvovao nastavi. Koja obrazovna politika ili struktura ima petlje tako neSto uvesti.
Osim toga, dana$nje obrazovanje nije struktura koja je u stanju sama sebe poprav-
ljati jer nositelji te strukture, nastavnici, nemaju slobodu samostalnog odlucivanja.
Oni su izgubili dignitet i poStovanje, a za to su djelimi¢no i sami krivi. PoStovanje i
dignitet se zasluZzuje vlastitim radom i cjeloZivotnim obrazovanjem. To nije prigo-
vor nastavnicima ve¢ edukatorima politi¢arima koji nisu osigurali uvjete za takvo
obrazovanje nastavnika i razvoj Skolstva.

1.3 Iskustvene ¢injenice

Ono $to mi nazivamo prostorom je kreacija nastala iz potrebe da negdje smjestimo
objekte koje percipiramo i dodirujemo kako be se onda na njih mogli referencirati.
Ono $to mi percipiramo pomocu nasih osjetila i Sto je u dosegu naseg kretanja i
zahvacanja slobodno moZzemo zvati osjetilnim prostorom® (Poincaré, 2013). On je
odreden parametrima koje generiraju nasa osjetila i motorickim varijablama svih
nasih migica. Dimenzija* tog prostora mnogo je ve¢a od od dimenzije kartezijevog
koordinatnog sustava kojeg mi uporno guramo kao referentni sustav. Geometrijski
prostor nije idealizacija tog prostora nego je mentalna kreacija nekih nasih dogo-
vora. To je samo okvir spreman da prihvati nase dogovore, senzacije i reprezenta-
cije.

A kakvi su sad to dogovori i za$to to nisu aksiomi kako ih je nazvao Euklid?
Na primjer, tvrdnja da se "kroz dvije razlicite tocke moZe povuéi samo jedan pravac"
je konvencija bi¢a koja nisu u stanju globalno doZzivjeti svijet izvan okoline u kojoj
obitavaju. Ograni¢enost njihovih osjetila i mjernih instrumenata ja takva da imaju i
ograniceno iskustvo i da nisu u stanju pretpostaviti da bi se kroz dvije tocke moZzda
mogao povudi jos neki pravac koji je razli¢it od prva dva. Sli¢no je i s tvrdnjom da
se "kroz tocku izvan zadanog pravea moZe povuci samo jedna paralela.”

Vaznost metrike. U udZbenicima geometrije ¢esto se spominje sljedeca ‘defini-
cija’: "Segment je najkraca spojnica (linija) izmedu dvije tocke". Tu se, pretpostavljam,

3Neki ga nazivaju psiho-kineti¢kim ili senzorno-motori¢kim prostorom.

#Koristim pojam dimenzija iako u ovom trenutku nije jasno $to bi to moglo biti. Ako kazem
da je to broj nezavisnih parametara onda to zatijeva nove definicije i obrazloZenja, ali idejno je to
korektno.



pod spojnicom shvaca put koji spaja te dvije tocke, ali nije specificirano kako je de-
finirana duljina puta niti §to je to put. Istina je da pojam duljine puta spada u visu
matematiku’ no metrika je previSe vazna i klju¢na za geometriju da se presutno
prede preko nje. Ako za metriku odaberemo euklidsku metriku dobit ¢emo euk-
lidsku geometriju, ako je metrika indefinitna dobit ¢emo geometriju Lobacevskog.

Metrika nudi moguénost razlikovanje objekata, prvenstveno tocaka. Uz pomo¢
metrike razlikujemo bliske od udaljenih objekata zadane tocke. Moderna matema-
tika uvodi apstraktnije strukture, kao topologiju na primjer, koja ¢ini to isto ali na
drugaciji na¢in. Poznati matematicar Grothendieck predlaZze prostor koji nije sa-
¢injen od tocaka. Za njega su tocke samo oznake koje mogu biti postavljene na
prostor ali nisu njegovi fundamentalni elementi. O prostoru mozemo razmisljati
kao nesto za Sto lokalizacija ima smisla. U takvom prostoru klju¢na rijec je lokali-
zacija. Dakle, pitanje Sto je prostor moZze se svesti na pitanje Sto znaci lokalizacija.

Euklid ne govori mnogo o mjerenju i metrici ali je sustavno pripremi teren kas-
nijim matematicarima da to korektno ucine.

1.3.1 Aksiom ili konvencija?

Zanimljiv je Poincaréov stav o aksiomima u geometriji. To nisu apriorni sudovi
jer su sugerirani iskustvom ali nisu ni deduktivni. U tom smislu, geometrija je
konstruktivna, a aksiomi su konvencije’ odnosno dogovor. Medutim, te konven-
cije ipak nisu proizvoljne nego su uvjetovane fizioloskim karakteristikama nasih
osjetila. Pogledajmo kako Poincaré (2013) gleda na pojam prostora i na nas$ doZiv-
ljaj prostora. Evo njegovih rijeci:

Mi ne zamis$ljamo vanjske objekte iz geometrijskog prostora, nego ih ra-
zumijevamo kao da su smjesteni u geometrijski prostor. Kad kazemo da
"lokaliziramo’ neki objekt kao to¢ku prostora sto to znaci? To znaci da
si predo¢avamo gibanje koja bi nam omogucilo dohvat tog objekta; ¢ak
nije nuzno da si predo¢imo gibanje, ali je nuzno projicirati® to gibanje u

SPoincaréov geometrijski konvencionalizam je i osporavan (Einstein, Popper) i branjen (Griin-
baum, Worrall) od mnogih filozofa i znanstvenika.

SPoincaré sam kaze da je ta projekcija vrlo slozena i da je redukcija dimenzije osjetilnog prostora
moguca jedino putem asocijacija ideja koje daju 'smisao dimenziji (usmjerenju)’. Takav osjecaj di-
menzije nije mogu¢ od jedne senzacije. Sve misi¢ne senzacije koje doprinose ‘prepoznavanju smjera
gibanja’, na primjer, ¢ine njegov integralni dio i to iskustvo prepoznavanja povratno educira, kako
Poincaré kaZe, naSe osjetilne organe da formiraju pojam prostora. Na primjer, ako promatramo
objekt iz perspektive A i pratimo promjenu u perspektivu B, tada ¢emo za svaku takvu promjenu
dozZivljavati istu percepciju motorickih funkcija koje kontroliraju pokretanje misi¢a. Male pertur-
bacije tih promjena asocirat ¢e nas na istu klasu motorickih funkcija koju moZzemo okarakterizirati
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prostor, a za to projiciranje, pojam prostora mora apriori postojati. Kad
kazem da si predo¢avamo gibanje, to samo znaci da si predo¢avamo
miSi¢ne osjete koje prate tu predodZbu i koji nemaju nikakav geome-
trijski karakter, a to ne pretpostavlja postojanje prostora.

U kreiranju osjecaja za geometrijski prostor potrebno je dakle iskustvo i gomila aso-
cijacija koje pomazu u redukciji parametara osjetilnog prostora. Neurolog bi danas,
umjesto grupe asocijacija rekao da mozak stvara sinapse, $to je samo fizicko-kemijska
realizacija procesa asocijacije.

Nase navike su takoder asocijativni aparat koje nam suzavaju percepciju vlas-
titiog osjetilnog prostora, a time i osjecaj za geometriju. Osjetilni prostor nije fizicki
prostor, ¢ak nema ni metriku niti ideju mjerenja, to je viSe hipoteza nego realnost i
nije ju moguce provjeriti.

1.3.2 Objekti kao invarijante.

U proucavanju odnosa medu primarnim geometrijskim objektima i njihovih iz-
vedenica (trokut, paralelogram, kruZnica, pravilna tijela) javlja se i potreba za
proucavanjem transformacija prostora koje ¢uvaju udaljenost medu tockama pros-
tora (rotacija, translacija, razne simetrije) i ¢uvaju neke metri¢ke odnose medu dije-
lovima tih objekata’. Takve transformacije same po sebi ¢ine odredene algebarske
strukture (grupe) ¢ija razumijevanja donose i nova saznanja o geometriji samog
prostora.

Te algebarske strukture i koncepti potencijalno su prisutni u naSem umu, gene-
rirane iskustvenim Cinjenicama, ali ne kao forma osjeta (doZivljaja) nego kao
forma naseg razumijevanja (Poincaré, 2013).

Felix Klein je strukturirao geometriju kao skup relacija medu objektima koje su
invarijantne na odredenu grupu transformacija. Za euklidsku geometriju grupa
transformacija dozvoljava rotacije, simetrije i translacije i sve one ¢uvaju udaljenost
medu tockama i mjeru kuta; nazivamo ih izometrijama. Svaka od tih transformacija
¢uva paralelnost® medu pravcima. Na te transformacije slobodno mozemo gledati
kao na ‘dopustiva gibanja’. Geometrije su jednake ako i samo ako imaju istu grupu
dozvoljenih transformacija. Na primjer, Poincaréov model hiperbolicke geometrije

kao odredeno iskustvo i imenovati ga kao neku transformaciju prostora.

’Na primjer, ako promatramo neki objekt obilaze¢i oko njega uocavamo da se relativni odnos
dijelova tog objekta ne mijenja pri tom obilasku.

8U tom smislu je naslov Objekti kao invarijante neprecizan jer je invarijanta grupe djelovanja "pa-
ralelnost’, a ne pravac.



preko dozvoljenih "hiperbolickih gibanja’, vizualiziran kao poluravnina (ili disk),
prosiruje intuiciju i nudi novi nacin vizualizacije hiperparalela.

Takav (invarijantni) pogled na geometrije baca novo svjetlo na njihov odnos jer
procavanjem podgrupa neke grupe transformacija dobivamo i nove ‘slobodnije’
geometrije, a ujedno otvara mogucnosti shvacanja fizikalnih zakona (procesa) kao
invarijanata zadane grupe.

U ovom tekstu ne¢emo govoriti o objektima kao inavrijantama i algebarskom
pristupu geometriji. Euklid ne definira pojam izometrije ali ju implicitno koristi,
a izometri¢ne likove naziva "slicnima i jednakima®" Vie o izometri¢nom pristupu
geometriji moZe se nadi u knjizi Pavkovic and Veljan (1992).

1.3.3 Kako djeca doZivljavaju objekte

U nastavi geometrije korisno je znati koje pojmove ve¢ djeca koriste ili su ih ve¢
usvojila, a nove pojmove uvoditi kao nadogradnju imajuéi u vidu njihove medu-
sobne odnose. Pravci, zrake i druge crte se u saobracaju koriste za oznacavanje
smjera i izdvajanje pojedinih dijelova ravnine. Tracnice vlaka su takoder crte ali
su na jednakoj udaljenosti'® za razliku od mnogih drugih crta koje primje¢ujemo.
Plan grada ili kroj neke haljine su ve¢ kompleksniji za interpretiranje ali predstav-
ljaju dobar pocetaka za uoc¢avanje odnosa medu objektima u ravnini.

Posebno je zanimljivo je kako se u nase intuitivno shvacanje o geometrijskim
formama uvuklo uvjerenje da svjetlosna zraka ima formu ravne crte (pravca).

Tocku, duzinu i pravac odrasli i obrazovani ljudi nazivaju elementarnim poj-
movima je su to elementarni blokovi u logic¢koj izgradnji geometrijskih struktura.
To nisu primarni oblici u prirodi, narocito ne u prirodnom okruZenju izvan gra-
dova i tehnoloskih parkova. Oblici koje djeca prepoznaju su prvenstveno trodi-
menzionalni, mogu se opipati i eventualno prenositi, a dvodimenzionalni oblici su
apstraktne forme koje nisu opipljive. Mnoge od njih su zapravo sjene trodimen-
zionalnih oblika ili lica udaljenih objekata koja nam se prikazuju u tim formama.
Nisam siguran da dijete povezuje Mjesec s trodimenzionalnom loptom ako loptu
nije drzalo u rukama.

Geometrijska tijela posjeduju neku pravilnost i razlikuju se od amorfne tvari i
rastezljivih materijala. Tijela se mogu transportirati u prostoru na nacin da se ne
mijenja relativna udaljenost njihovih dijelova — ona su kruta. Neka kruta tijela
(kocka, tetraedar, kugla) su toliko jednostavna da ih moZzemo lako opisati rije¢ima

9Sto Euklid razumijeva pod jednako$¢u likova nije sasvim jasno. Vise o tome receno je u odjeljku
3.2.3 na str. 27 pod nazivom Komentari vezani uz pravila razumijevanja.
9Udaljenost tra¢nica je prihvatljiva fraza u ovom trenutku i nista vige od tog.
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koriste¢i pojmove kao $to su: trokut, ¢etverokut. Ako dijete opise kuglu kao "ti-
jelo koje je svuda isto" potpuno je u pravu jer je uocilo invarijantnost tog oblika na
rotaciju. Geometrijske forme su apstrakcije i predstavljaju geometrijsku realizaciju
misaonih formi.

Likovno izraZavanje i bojanje je drugacijeg karaktera od opipa jer njime djeca
izraZavaju vlastite emocije i stavove. Bez obzira o kakvoj formi izraZavanja se radi,
djeca koriste linije, a od gore spomenutih elementarnih geometrijskih pojmova u
prirodi su prepoznatljivi uzorci koji se ponavljaju.

U ranijoj fazi, 3-6 godina, djeca uoc¢avaju sli¢nosti i razlike medu geometrijskim
oblicima i formama. Rano uocavaju zatvorene forme, a Sto se tice klasifikacije li-
kova, istrazivanja pokazuju da posjeduju prototipove (trokut, kvadrat, krug) koji
sluze za "prepoznavanje’ njima sli¢nih formi. Za djecu vrticke dobi postoje eduka-
tivni programi koji poti¢u razvoj vizualnog jezika kod djece, ako se to tako smije
nazvati, a djeca koja su prosla takve treninge sposobna su povezivati i klasificirati
oblike bolje od djece koja nisu bila podvrgnuta takvim programima. U takvom tre-
ningu djeca dodatno obogacaju svoj rije¢nik i formiraju oblik misljenja konstruk-
tivne prirode. Istrazivaci opravdavaju takve programe jer doprinose kognitivnom
razvoju djeteta, a testovi to i pokazuju. Longitudinalne studije koje bi pratile ra-
zvoj takve djece gotovo da i ne postoje, a kako i na koji na¢in takvi programi utjecu
na psiho-motoricki i emocionalni razvoj djeteta nema spomena. Osobno mi se ¢ini
vaznijim da dijete razlikuje Zirafu od kokosi iz jednostavnog razloga sto forme i
oblici u prirodi imaju neki Zivotniji smisao. Klasifikacija geometrijskih formi koja
ima za cilj pove¢anje matematicke pismenosti nema taj kreativni naboj koji imaju
Sare na zebrinoj straznjici

1.3.4 O pojmu dimenzije

Intuitivan pristup dimenziji nekog objekta svodi se na broj nazavisnih parame-
tara koji taj objekt odreduju. U statistici i mehnici, na primjer, takav pristup vodi
na objekte koji se mogu zbrajati i mnoziti brojem, to su vektorski prostori ili slicne
pravcaste tvorevine. Lopta ili sfera u naSem trodimenzionalnom vektorskom pros-
toru nije trodimenzionalna je postoji dodatni uvjet na nezavisne koordinate u obliku
z* + y* + z* = 1, na primjer. Nije pogresno reci da je polazni stupanj slobode na
koordinate z,y, 2, koji iznosi 3 umanjen za broj uvjeta, tako da je dimenzija sfere
jednaka 2.

lokalno opisuju poloZaj to¢aka na njoj i na koje nema dodatnih uvjeta. Nazivamo
ih lokalnim jer one ne opisuju polozaj svake tocke sferi. Takav pristup vodi na
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diferencijalnu geometriju i odgovarajuce objekte koji su lokalno opisani. Broj tih
koordinata je dimenzija diferencijalno geometrijskog objekta.

Dimenziju objekta moZemo odrediti i bez lokalnih koordinata. To je toploski
pristup koji je prirodno poopéenje lokalnosti o kojem govori diferencijalna geome-
trija.

Na primjer, to¢ka C koja je element duzine AB dijeli duzinu na dva dijela i ako
Zelimo povezati dvije tocke putem koji ne izlazi iz te duzine onda taj put mora
sadrzavati tocku C. Drugim rije¢ima, ako to¢ku C' proglasimo preprekom koju ne
smijemo dirati onda se duZzina, ako iz nje izbacimo prepreku C raspada na dva
nepovezana dijela.

Povezanost o kojoj se ovdje govori direktno je vezana uz kontinuirani pokret
u senzorno-motorickom prostoru o kojem govori Poincaré (v. str. 8). Pokret nije
nuzno fizicki ve¢ zamisljen slijed senzorno-motorickih stanja za dohvaéanje nekog
predmeta pri ¢emu bliska stanja nismo u stanju razlikovati, $to ovisi i o vrsti sen-
zornog organa kojim se koristimo. Na primjer, dva dodira na koZzi razlikujemo ako
su (prostorno) dovoljno razli¢ita, inace ne, a to opet ovisi i 0 mjestu kojeg dodi-
rujemo. Ako je ono dovoljno bogato Ziv€éanim zavrSecima prag osjetljivosti je niZi.
Ako bi nas senzorno-motoricki prostor bio baziran samo na kozi, percipirali bismo
promjene na koZzi i u njenoj okolici ako uvazimo i njenu osjetljivost na promjenu
temperature okoline.

Zarazliku od koZe, vidni osjet baziran je aktivaciji zZivéanih zavrSetaka na mrez-
nici oka i u stanju smo razlikovati svjetlosne izvore koji dolaze pod razlic¢itim ku-
tevima zahvaljujuéi obliku te mreZnice. Kod monokularnog vidnog osjeta nismo
u stanju odrediti udaljenost izvora od oka veé samo smjer odakle svjetlost dolazi.
Prostornost, odnosno moguénost percepcije udaljenosti izvora je moguca ako gle-
damo s dva oka, a sliku generira mozak, bar tako kaze moderna neurofiziologija.
Sama preciznost odredivanja te udaljenosti ovisi 0 nasem iskustvu i nasoj sposob-
nosti kretanja. Sli¢no je sa sluhom. Ako promatrate malu djecu, ona éete uociti da
ona koriste sva navedena osjetila u izgradnji slike svijeta koji ga okruzuje. Zajed-
nicko svim slikama (predodZzbama), bez obzira radi li se o ljudima, Zivotinjama ili
amebama je to da je stvaranje slike bazirano na sposobnosti uo¢avanja promjene.

Vratimo se joS sekundu na kontinuitet pokreta u senzorno-motori¢kom pros-
toru. Osjetilni kontinuitet, ako ga tako moZemo nazvati, leZi u nemogucnosti raz-
likovanja bliskih dogadaja od strane senzornog aparata. Ako se radi o nizu uzas-
topnih bliskih promjena (koje nismo u stanju razlikovati), a koje prelaze od jed-
nog pocetnog stanja u neko zavrsno koje se drasti¢no razlikuje od pocetnog onda
govorimo o kontinuitetu promjena i takav kontinuitet vodi na apstraktnu matema-
ticku strukturu koja nosi naziv topologija. Topoloske karakteristike objekata mogu
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se izraZavati i brojevima, odnosno algebrom i jedna od takvih karakteristika je di-
menzija.

Topoloski pristup dimenziji je induktivan i pocinje s duzinom i tockom C unu-
tar te duzine koja ju razdvaja na dva dijela, a svaka staza ili put koji bi povezivao
tocke iz razli¢itih dijelova mora prelaziti preko prepreke C'. Ako, za potrebe ove
nase diskusije, definiramo da to¢ka ima dimenziju 0, onda duzina ima dimenziju
1. To je istina za svaku kontinuiranu presliku duZine, zvati ¢emo ju put ili krivulja.

Promatrajmo sada ravninu i neki zatvoreni put u toj ravnini. On dijeli ravninu
na dva dijela, jedan je omeden ili unutrasnji dio, a drugi je vanjski ili neomedeni
dio. Ako taj put proglasimo za prepreku, onda svaka krivulja koja povezuje unu-
trasnju i vanjsku to¢ku ravnine mora prelaziti preko tog puta. Put je, kao Sto smo
malo prije rekli je jednodimenzionalan, a ravnina je iz opisanog razloga dvodi-
menzionalna. To je istina ne samo za ravninu nego i za tvorevinu kao $to je lopta
(sfera) ili ploha u obliku automobilske zra¢nice (torus) ili na primjer tetraedar.
Svaka zatvorena krivulja na sferi ili torusu dijeli doti¢ni objekt na dva dijela koja
nisu povezana ako iz njega izbacimo tocke na zatvorenoj krivulji (prepreka). I
tako induktivno, ako neki geometrijski objekt kojeg svaki objekt'! dimenzije n — 1
razbija na dva nepovezana dijela, onda kaZemo da taj objekt ima dimenziju n.

Ovo je gruba ideja kako se pojam dimenzije moZe definirati ne samo za vektor-
ske prostore ve¢ i za objekte koji to nisu, a da se ne gubi intuitivna predodZba sto
bi dimenzija trebala biti.

2 Geometrija

Geometrija, jedako kao i aritmetika, za svoju logicku izgradnju zahtijeva
samo mali broj jednostavnih, fundamentalnih principa — nazivamo ih aksi-
omima geometrije. Izbor aksioma, kao i proucavanje njihovog medusobnog
odnosa je problem koji je, jos od vremena Euklida, bio raspravljan u izuzetnim
i brojnim memoarima matematicke literature. Taj problem je ravan logickoj
analizi naseg intuitivnog doZivljaja prostora.

David Hilbert u The Foundations of Geometry (Hilbert, 1899).

0Ovdje smo presutili §to je to $to dodatno odreduje n — 1 dimenzionalni objekt, a §to bi poop-
¢avalo zatvorenost u slucaju krivulje.
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2.1 Euklidovi Elementi

U osnove geometrije ugradeno je nase neposredno iskustvo o fizickim objektima
koji nas okruzuju, ali ne o njihovoj gradi i nekim drugim substancijalnim kvalite-
tama kao Sto su toplina ili kemijska svojstva nego o njihovom medusobnom od-
nosu u prostoru uklju¢ujudi i nas same. Naziv geometrija dolazi od grcke rijeci:
yewuetpla (Ywo — zemlja, yetpla — mjerenje) i njena fundamentalna uloga je da po-
vezuje objekte s brojevima (mjerenje).

"Biblija” svih matematicara kroz period od gotovo 2000 g. bili su Euklidovi Ele-
menti (Euklid, pne), djelo od 13 knjiga koje predstavlja jedno od najutjecajnijih
djela u povijesti znanosti, posebno matematike. U njima je Euklid sustavno zapi-
sao postulate geometrije s uvjerenjem da se sve tvrdnje iz geometrije mogu iz njih
izvesti. Njegov sustav postulata nije potpun, tj. ne mogu se sve geometrijske tvrd-
nje dokazati pomocu njih, ali je usmjerio ¢itavu plejadu matematicara u smjeru
aksiomatske izgradnje raznih teorija.

Veéina Euklidovih Elemenata oslanja se na ranije tekstove. Tu moZemo ubrojiti
Hipokrative!? tekstove napisane ¢itavo stoljece prije Euklida, a neke tvrdnje o bro-
jevima iz XI knjige Elemenata datiraju iz jo$ ranijeg doba, sve do Pitagorejaca. Dio
V knjige koji govori o proporcijama pripada Eudoxu, nekih pedesat godina ranije,
kao i dijelovi XII knjige koji govore o volumenu i povrsini. Dio X knjige o iraci-
onalnim brojevima i dijelovi XIII knjige pripadaju Tetusu (417-369) suvremeniku
Eudoxa.

Iako su mnogi filozofi i matematicari ukazivali na nekorektnosti u definicijama
i aksiomima, sustavnih rekonstrukcija Euklidske geometrije nije bilo sve do Hil-
berta (1899). Njegova knjiga o zasnivanju geometrije pokrenula je ¢itav niz ras-
prava, poc¢ev od Fregea (1903; 1906), o formalnom zaklju¢ivanju koje se nastavlja
sve do danasnjih dana. Od modernih zasnivaca geometrije svakako treba spome-
nuti Davida Hilberta (1899), te Georgea Birkhoffa (1932) i Alfreda Tarskog (1959).

Hilbertov sustav aksioma ne prili¢i kao srednjoskolsko gradivo, a sama euklid-
ska geometrija, $to se principa ti¢e, progutana je aksiomatskom izgradnjom vektor-
skih prostora. Mnogi smatraju da je kao takva suvisna i da joj se pridaje prevelika
vaznost u Skoli pa je broj sati nastave posvecen geometriji sve manji i manji. Susret
s geometrijom je prvi susret ucenika s apstraktnim na¢inom misljenja i formalnim
sustavima, a bez toga nije moguce razumjeti niti osnovne zakone prirode.

O zivotu Euklida ne zna se mnogo. Postoji naznaka da je Euklid pseudonim za
grupu autora tog doba koji su sakupili ranije tekstove prije Euklida i nadopunjavali
ih, a neki od tekstova su kasnije pridodani Elementima. Ne zna se niti priblizno vri-

2Hippocrat iz Chiosa (470-410).
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jeme kad je vedina tih tekstova sakupljena, a David Fowler" procjenjuje da je ma-
nje od 1% Euklidovih originalnih tekstova dostupno iz bilo kojih izvora prije 888.
g. n.e. Na internetu je dostupna slika fragmenata Euklidovih Elemenata (Papyrus
Oxyrhynchus 29) koji datiraju negdje izmedu 75, i 125. g. ne. Pronadeni su 1897. u
Oxyrhynchusu, starogrcki naziv za danasnji grad el-Bahnasa u srednjem Egiptu i
¢uvaju se u Penn Museum, Pennsylvania, SAD.

Anticki filozofi razlikovali su pojam postulata od aksioma. Postulat je evi-
dentna tvrdnja koja je vezana uz neko specifi¢cno podrugje, a aksiom je evidentna
tvrdnja koja je zajednicka za sva znanstvena podrudja. Euklid ih takoder razlikuje,
a neki prevoditelji Euklidove aksiome prevode kao "opéi pojmovi'*". Ja sam ih na-
zvao "univerzalna pravila razumijevanja" s alt. nazivom "aksiomi" u zagradama.

2.2 Neeuklidske geometrije
2.2.1 Sferna geometrija

Gauss je bio medu prvima koji je razmisljao o tome da postoji viSe od jednog pravca
kroz tocku izvan zadanog pravca, a koji ne sijeku zadani pravac. Nista nije objavio
ali postoje zapisi njegovih studenata o tome i korespodencija s drugim matemati-
¢arima tog vremena iz koje se moze zakljuciti da je tako bilo. Godine 1830. Bolyai
i Lobacevski objavljuju revolucionarni rad o neeuklidskoj geometriji, ali su ih nji-
hovi suvremenici ignorirali. Cini se da svijet nije bio spreman prihvatiti &injenicu
da postoji geometrija u kojoj Euklidov aksiom o paralelama ne vrijedi.

Zanimljivo je daje i prije Bolyaia i Lobacevskog postojala ve¢ jedna neeuklidska
geometrija, ali je matematicari nisu doZzivljavali kao takvu: Geometrija sfere. Pravci
u toj geometriji su presjeci ravnina koje prolaze centrom sfere sa sferom — glavne
kruZnice. Kroz dvije tocke koje su dijametralno suprotne postoji beskonac¢no pra-
vaca §to je u suprotnosti s Euklidovim aksiomom da se kroz dvije razlic¢ite tocke
moZze povuéi samo jedan pravac.

U sfernoj geometriji je suma kuteva u trokutu veca od 180°, a moguce je kons-
truirati i trokut s tri prava kuta.

2.2.2 Hiperbolicka geometrija

Talijanski matematic¢ar Beltrami bio je inspiriran idejom ‘pravaca’ kao presjekom
plohe (sfere) i ravnina i umjesto sfere (jednadZbe z* + y* + 2? = 1) promatrao je

13U svojoj knjizi The Mathematics of Plato’s Academy: A New Reconstruction, Oxfod (1999)
4eng. common notions.
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Slika 1: Sferni trokut. Kutevi «, /3,y mogu biti i pravi.

hiperbolicku mnogostrukost ¢ija je jednadZba
4yt - =1 (1)

Pravci na toj mnogostrukosti su presjeci ravnina kroz ishodiste i te mnogostrukosti.
Takav model inspirirao je i Felixa Kleina i Poncaréa' da kreiraju nove modele hi-
perbolicke geometrije. JednadZba (1) odreduje dvije grane rotacionog hiperbolo-
ida ¢iji su vrhovi u tockama z = =+1, a asimptotski stoZac tog hiperboloida ima
jednadzbu 2? + y* = z2. Poincaréov model hiperboli¢ke ravnine uklju¢uje gornju
granu hiperboloida, oznac¢imo ju s H, xy-ravninu koja prolazi ishodistem, ozna-
¢imo ju s K iishodiste O i tocku S = (0,0, —1).

e Tocke hiperbolicke ravnine H su projekcije P’ to¢aka P € H na K, tj. presje-
ciSta segmenta SP, P € H sravninom K. Sve tocke P’ leze u unutrasnjosti
diska z? + y* = 1, z = 0 koji leZi u ravnini K.

e Pravci hiperbolic¢ke ravnine su projekcije Beltramijevih pravaca (krivulja) na
H. Zatvorenje tih projekcija su dijelovi kruZnica unutar Hy koje su oko-
mite na rub diska, a rubne tocke diska predstavljaju beskona¢no daleke tocke
pravca.

Moze se dokazati da je suma kuteva u hiperboli¢kom trokutu manja od 180°.

15Henri Poincaré (1854-1912) filozof, fizi¢ar, matematicar, razvio je filozofski pravac zvan konven-
cijalizam — vjerovanje da su fizikalni zakoni samo konvencije medu znanstvenicima i nista vise.
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Slika 2: Poincaréov model hiperbolicke geometrije

Koja je geometrija stvarna? Pitanje je zapravo besmisleno jer je odabir geome-
trije i mjerenja stvar dogovora i nema nacina da se eksperimentalno provjeri u kojoj
geometriji zivimo, euklidskoj ili hiperboli¢koj (Poincaré, 1895).

3 [Euklidska geometrija

Geometrija koju je Euklid pokusao aksiomatski i logicki povezati nosi njegovo ime
jer je bio prvi koji je sakupio, sistematizirao i nadopunio dotadasnja znanja iz ge-
ometrije u jednoj cjelini. Projekt ne samo da je vrijedan paZnje, nego je bio i os-
tao inspiracija za sva buduca pokoljenja. Kao polaziSte u istraZivanju tog podru-
¢ja toplo preporucam sadrZaj web portala https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/
elements/Euclid.html. Na samo $to taj sadrZaj sadrzi definicije, tvrdnje i dokaze
ve¢ je bogat komentarima i uputama kako razumjeti misaoni sklop tadasnjih ma-
tematicara i kulturnog okruzenja opéenito.

Prije daljnjeg izlaganja citirajmo Davida E. Joyca, autora gore spomenutog web
portala, u komentarima nakon propozicije P. VI-1.

Nevjerojatno je koliko se matematika promijenila tijekom proslog stoljeca.
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Pocetkom 20. stoljeca Heath'® je jos uvijek mogao likovati nad superiornoséu
sinteticke geometrije, inko je moZda bio jedan od posljednjih koji je to ucinio.
Sada, u 21. stoljecu, sinteticka geometrija je gotovo pala u zaborav, dok je ana-
liza, zasnovana na razlicitim konceptima limesa, postala dominantna.

Bilo je potrebno vrijeme da se pronade temelj za matematicku analizu kao
¢orstu ili Evrscu od geometrije. U 17. stoljecu, u vrijeme nastanka diferencijal-
nog i integralnog racuna, geometrija se smatrala najpouzdanijim opravdanjem
za kalkulus.

U prooj polovici 19. stoljeca razjasnjen je pojam limesa i limes je postao
temelj matematicke analize. Heathova bi prituzba tada bila valjana jer teorija
realnih brojeva jos uvijek nije bila utemeljena.

U drugoj polovici 19. stoljeca Weierstrass, Cantor i Dedekind uspjeli su
zasnovati teoriju realnih brojeva na teoriji prirodnih brojeva i nesto teorije sku-
pova, tako da je pocetkom 20. stoljeca vec¢ postojao dobar temelj za modernu
matematicku analizu. Svejedno, taj bi se novi temelj jos uvijek mogao nazvati
Eudoksovim jer je moderna definicija realnog broja ista kao njegova, ali u umo-
tana u moderno ruho.

3.1 Zasnivanje

U ovom tekstu zanimaju nas osnove euklidske geometrije i njeno zasnivanje i o
tome Euklid raspravlja u I knjizi Elemenata. U samom pocetku iznose se definicije,
postulati i aksiomi. Neki komentatori aksiome nazivaju opéim pojmovima, ja sam ih
nazvao univerzalnim pravilima razumijevanja. Sto se definicija ti¢e komentirat ¢emo
samo neke od ih u trenutku kad ¢e se javiti potreba za time.

3.1.1 Euklidovi postulati'.

U knyjizi I Elemenata, Euklid zapoc¢inje s opisom odnosa medu veli¢inama i odmah
prelazi na postulate ravninske geometrije. Navodimo svih 5 postulata potpunosti
radi.

Postulat p. I-1 Kroz bilo koje dvije tocke moguce je provuéi segment (duzinu).

16Sir Thomas Little Heath (1861 — 1940), Britanski matemati¢ar i povjesnicar. Preveo Euklidova,
Apollonijeva, Aristarhusova i Arhimedova djela na engleski.

70Ovo je moderana interpretacija (prijevod) Euklidovih postulata kakvi se pojavljuju danas u
udZzbenicima i koriSteni su termini (pravac) kojeg Euklid nije koristio, bar ne na nacin kako ga mi
danas dozivljavamo. Vidi takoder raspravu u odsjec¢ku 3.3.1 na str. 34 pod nazivom Pravac je pro-
duljenje duzine.
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Postulat p. I-2 DuZinu je moguce neprekidno produljivati.

Postulat p. I-3 Moguce je nacrtati kruznicu bilo kojeg radijusa s centrom u bilo
kojoj tocki.

Postulat p. I-4 Svaka dva prava kuta su kongruentna.

Postulat p. I-5 Ako pravac sijece druga dva pravca tako da je zbroj kuteva s iste

strane pravca manji od dva prava kuta, tada se ti pravci sijeku s one strane
polaznog pravca gdje je zbroj kuteva manji od dva prava kuta.

Godine 1795, John Playfair je ponudio alternativnu verziju petog postulata koja
se ¢esto spominje kao Euklidov u mnogim udZbenicima.

Postulat I-5" (Playfair) Kroz to¢ku izvan pravca moguce je povuéi samo jedan pra-
vac koji ne sijece zadani pravac.

Posljedica toga je da za svaka dva razli¢ita pravca u ravnini samo jedna tvrdnja je
istinita: (1) pravci se sijeku ili (2) pravci su paralelni.

Euklidov V aksiom o paralelama ududara po svojoj sloZenosti od ostalih i ma-
tematicari nakon njega su ga pokusavali dokazati kao posljedicu ostala Cetiri. Nisu
uspjeli u tome, ali su dosli do niza ekvivalentnih tvrdnji od kojih spominjemo samo
neke:

1. Suma kuteva u trokutu iznosi 180°. Euklid bi umjesto 180° rekao dva prava kuta.
Postoje slicni trokuti koji nisu kongruentni.

Dva pravca koja su paralelna s tre¢im pravcem su i medusobno paralelna.

L

Ako pravac sijece jedan od dva paralelna pravca i sva tri su u istoj ravnini tada on
sijece i drugi pravac (Proclus).

5. Svaka dva paralelna pravca imaju zajednicki okomiti pravac.
6. Pitagorin poucak.

Takoder se pokusavalo, polaze¢i od aksioma euklidske geometrije, do¢i do kontra-
dikcije, $to bi znacilo da je sustav aksioma kontradiktoran, ali bez uspjeha.
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3.1.2 Univerzalna pravila razumijevanja. Aksiomi

Euklid uvodi odredena pravila kao osnove razumijevanja (zaklju¢ivanja). Ima ih
ukupno pet od kojih su prva tri, kako zakljuc¢uju povijesnicari, bila poznata jo$ u
doba Eudoxa i Aristotela, a preostala dva su kasnije dodana'®.

PR-1 Stvari koje su jednake istoj (stvari) su takoder jednake (tranzitivnost).

PR-2 Ako jednakim (stvarima) dodamo jednake, tada su i cjeline jednake (aditiv-
nost konkatenacije).

PR-3 Ako jednako izdvojimo iz jednakih (stvari), preostalo je jednako.
PR-4 Stvari koje se preklapaju su medusobno jednake.
PR-5 Cjelina je vec¢a od (njenog) dijela.

Dijelovi i cjeline o kojima se govori u ovim pravilima su istovrsne; to mogu biti:
duzine, kutevi, povrsine, razne figure. ..

Euklid spominje jo$ dva pravila ali ih ne navodi kao pravila razumijevanja. Mi
¢emo ih, jednostavnosti radi, oznaciti s PR-6 i PR-7. To su:

PR-6 Polovice jednakih (cjelina) su jednake.
PR-6 Dvostruko od jednakih (cjelina) je jednako.

3.1.3 Definicije

Euklid u Elementima iznosi i definicije geometrijskih pojmova, ukupno njih 23. Po-
pis svih definicija moZe se naci u hrvatskom prijevodu’® Elemenata od izdavacke
kuce Kruzak (1999), a u tekstu koji slijedi navedene su samo one koje su potrebne
za razumijevanje samog teksta.

Suvremenom (itatelju, pa ¢ak i onom koji je ve¢ upozat s osnovama euklidske
geometrije, nije lako razumjeti Sto je Euklid Zelio reé¢i. Nekoliko je razloga tu pri-
sutno, a jedan je Sto Euklid interpretira neke pojmove ovisno o situaciji. Tu mislim
prvenstveno na jednakost raznih veli¢ina i objekata.

8Vincenzo De Risi u ¢lanku Euclid’s Common Notions and the Theory of Equivalence pretpostavlja
da bi to mogao biti Theon iz Alexandrije.
YPrevela: Maja Hudoletnjak Grgic¢
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Razumijevanje jednakosti posebno je vazno u nastavi i obrazovanju oopéenito i
tu treba paZljivo birati rije¢i, pogotovo ako se u svakodnevnom govoru one druga-
Cije interpretiraju. Sto se geometrije tice prisutan je jo$ jedan pojam, "kongruent-
nost", kojeg je gotovo nemoguce korektno objasniti u osnovnoj skoli bez uvodenja
novih dodatnih pojmova iz matematike. Euklid ne koristi pojam "kongruentnost
trokuta" ve¢ govori o njihovoj jednakosti. Mi éemo u ovom tekstu koristiti njegov
naziv i govoriti o jednakosti likova.

Danasnje obrazovanje koristi pojam sukladnost likova ako su oni izometri¢na
slika jedan drugog. Redi da oni imaju isti oblik i veli¢inu je matematicki nekorek-
tno, ali moZe posluZiti za razumijevanje pojma sukladnosti u vrtickoj dobi. Cini
mi se jo$ bolje izrezati likove i gibanjem jednog preklopiti s drugim.

Kod uvodenja novih pojmova Euklid je bio vrlo obazriv i radije ga je ostavio
intuitivno razumljivim, a kasnije u tekstu ga je (re)interpretirao kako mu odgovara
(v. raspravu u pojmu "figura" u odjeljku 3.2.3 pod nazivom Komentari vezani uz
pravila razumijevanja na str. 27).

Znacenje i tumacenje nekih pojmova u antickoj Grekoj i danas radikalno se raz-
likuju. Dodatna poteskoca, Sto se geometrije i matematike opéenito tice, je ta Sto
suvremena matematika koristi simbole. Simboli imaju svoju povijest i danasnja
njihova interpretacija je specifi¢na jer ne nose u sebi samo znacenja pojmova vec
i ¢itavih procedura. Anti¢ka Grcka nije koristila simbole, a nama su ostali samo
rijecii crteZi i popratni tekst.

3.2 Komentari

Prije nego li prijedemo na specificne komentare ima nekoliko komentara vezanih
uz Elemente u cjelini. Ti se komentari odnose na jednakost geometrijskih pojmova
Sto smo vec ranije napomenuli, a ovdje ¢emo reci nesto viSe o tome.

Moguénost usporedivanja je samo uvod u mjerenje, a jednakost dva objekta je
samo specijalni odnos kod usporedivanja $to se veli¢ine ti¢e. Sto se tice uspore-
divanja konkretnih veli¢ina Euklid je donekle uspio definirati jednakost duZzina.
Sto se kuteva ti¢e, njihovo mjerenje ne moZe biti korektno definirano sve dok se
shvacaju kao neomedeni dijelovi ravnine — ono $to mjerimo treba biti omedeno o
demu je nesto viSe re¢eno u odjeljku 3.3.3 na str. 37 pod nazivom Pojam kuta.

Mjerenje® kuteva, zajedno s mjerenjem duZine, je na neki na¢in nudi uvod u
mjerenje povrsine 5to je dodatni argument za potrebom da se kut korektno i ra-
zumljivo definira. Tu vezu izmedu kuta i povrsine uvaZava Pitagorin poucak koji,

2Mjernje o kojem govorim je mjerenje u danasnjem smislu, tj. moguénost pridruZivanja broja
nekom objektu u nekom procesu.
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prvotno formuliran, povezuje kvadrate nad stranicama trokuta, a ne njima pri-
druZene brojeve. Detaljnije o tome receno je u odjeljku 4 na str. 52 pod nazivom
Revitalizacija Pitagore.

3.2.1 Komentari vezani uz definicije

Usporedivanjem tekstova raznih antickih mislilaca sugerira da su Euklidove defi-
nicije naknadno ubacene u Elemente negdje u kasnijoj antici, a poticu od Herona?!
(Russo, 1998) ili kasnijih Euklidovih komentatora.

Kad ¢itanja Elemenata javlja se osjecaj da je Euklid imao potrebu nesto defini-
rati u trenutku kad mu je zatrebao pojam koji nije direktno proizlazio iz njegovih
crteZa ali je bio implicitno prisutan. Na primjer, presjek dviju linija ili segmenata
ili segmenta i linije. Mjesto gdje se one presjecaju ima neku ulogu u daljnjoj kons-
trukciji jer se Cesto javlja potreba da se na njega treba refereirati. 1z tog je razloga
bilo potrebno definirati "tocku". Jednako tako je i s krajem linije, ako takav postoji.
To ne znaci da je tocka gradevni element linije i da se linija sastoji od to¢aka®.

Komentirao bih Euklidovu re¢enicu iz dokaza propozicije P. I-5 koja glasi:

"Uzmimo proizvoljnu tocku F na (pravcu) BD (koji je jednak pravcu AD,
op. autora)."

Je li to u suprotnosti s gore spomenutom tvrdnjom da duZzina nije sastavljena od
tocaka? U Euklidovom duhu, na slici 3, tocka F' se moZe dobiti kao presjek kruz-
nice nekog radijusa s centrom u A i pravca AB.

Definicija I-1.

Ynueiov oy, ol uépog oUvEéy.
se prevodi kao

Tocka je nesto sto nema dijelova®.

Moderni Google prevoditelj kaze: "It is a sign, where there is no place", $to uopce nije
uopce los prijevod. Kad bi Google znao da se radi o recenici iz geometrije mozda
bi znak (Xnueiév) preveo kao tocka. Drugim rije¢ima tocka je naznaka, upozorenje

Z'Heron iz Aleksandrije (10-75), gréki matematicar i izumitelj. Najpoznatije djelo Metrika.

22Vidi raspravu o neprekidnosti kod Aristotela na str. 25 u odjeljku 3.2.2 pod nazivom Postulat
pI-2.

Peng. A point is that of which there is no part (Heiberg, 1885).
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Slika 3: Slika uz propoziciju P. I-5.
A

da se tu nesto desava (presjek, rub necega)?*; ona nije mjerljiva ni u kojem smislu.
Ova definicija zapravo govori o tome Sto tocka nije, a ne 3to jest. Indikativno je
da ljudi, kad crtaju stapom po zemlji i objasnjavaju jedan drugome kojim putem
trreba i¢i, ne crtaju tocku nego umjesto nje stavljaju krizic.

Moze se raspravljati i o tome da nesSto drugo moze biti ta osnova na kojoj se
gradi geometrija, a ne tocka. To nitko ne osporava, medutim tocka je odabrana da
bude to Sto jest.

U udZbenickoj literaturi moZe se naci definicija: "Tocka je nesto sto nema dimen-
zija" $to je viSe interpretacija Euklidove definicije jer uvodi dodatni pojam "dimen-
zija".

Euklidova definicija i nije definicija. Ona samo kaZe da je tocka metafizicka os-
nova, medu ostalim pojmovima, koje zajedno grade geometriju. Sloboda da se neki
pojmovine definiraju vec se definira odnos medu njima je visok stupanj apstrakcije
kojeg si je dopustio tek Hilbert. Euklid je bio vrlo blizu.

24Sam naziv to¢ka u hrvatski jezik vjerojatno je dosao preko engleskog u kojem point nosi i zna-
¢enja kao 3to su: pokazivati, uperiti, indikacija, smisao, $to mi se ¢ini bolji opis onoga sto je Euklid

~

Zelio reéi. Rije¢ "tocka" je vizualnog karaktera, $to takoder ima smisla, a ne smislenog.
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3.2.2 Komentari vezani uz postulate.

Cilj ovih komentara je da je Euklidove postulate mozda bolje shvacati kao upute
za stvaranje geometrijskih konstrukcija nego kao aksiome u danaSnjem smislu.

Postulat p.I-1. Euklidov postulat I-1 kaZe da je kroz bilo koje dvije tocke moguce
povudi segment. Iako nije eksplicitno rekao da je segment jedinstveno odreden s
njegove dvije krajnje tocke on to podrazumijeva u dokazima teorema i propozicija.
Takva pretpostavka zapravo govori o strukturi prostora (ravnini) u kojem se sve
dogada, a ne samo o segmentima. Primijetite da to nije istina u sfernoj geometriji.
Postulat o paralelama jednako tako ulazi u strukturu prostora ako ne i dublje i
bilo bi dobro podrobnije istraziti odnos ta dva postulata. Autoru ovog teksta nije
poznato je li netko u povijesti to detaljnije proucavao.

U propoziciji P. I-2 Euklid daje konstrukciju duZine koja ima jedan kraj u zada-
noj tocci A i jednaka je zadanoj duzini BC.

Slika 4: Euklid, propozicija P. I-2

Konstrukcija je ingeniozna i ide na sljede¢i nacin. (1) Prvo se konstruira jed-
nakostrani¢an trokut AABD nad segmentom AB kao osnovicom. (2) Zatim se
konstruira kruznica s centrom B i radijusom BC koja sije¢e pravac DB u toéci G.
(3) Slijedi konstrukcija kruZznice s centrom u D i radijusom DG koja sijece pravac
DA u toéci L. Duzina AL je trazena duljina. Da je tome tako slijedi iz jednakosti
duzina DB i DA ijednakosti duzina DG i AL.
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Posljednja recenica zasluZuje posebnu paznju. Segment DB je dio segmenta
DG isegment DA je dio segmenta DL. Segmenti DG i DL su jednaki jer tocke G i
L leZe na istoj kruZnici s centrom u D. Isto tako su BC i BG jednakijer C'i G leze
na zajednickoj kruZznici s centrom u B.

Nadalje, segmenti DB i DA su jednaki jer su to stranice jednakostrani¢nog tro-
kuta. Euklid zaklju¢uje da su segmenti BG i AL jednaki jer su to ostaci kad se iz
jednakih cjelina izvade jednaki dijelovi (PR-3). Dakle, AL jednako je BG jednako
je CB zbog tranzitivnosti (PR-1).

Postulat p. I-2. Termin 'neprekidno’ u tom postulatu moZemo interpretirati na
viSe nacina. Jedno je sigurno, a to je da to ne ukljucuje potpunost i povezanost u
danasnjem smislu jer takvo nesto nije u skladu s tadasnjim poimanjem kontinuuma
u antickoj Grekoj.

Aristotel naglasava da neprekidnost nije atribut neke veli¢ine; on ne govori o
neprekidnoj cjelini ve¢ govori o neprekidnom dodiru (konekciji) dijelova koji ¢ine
gjelinu. Neprekidnost je relacija medu stvarima koje se dodiruju (granice), gdje
granice ukljucuje i tocke®.

Druga moguca interpretacija bi se odnosila na podudarnost rubnih tocaka dviju
duzina koje se nadovezuju jedna na drugu, a tre¢a u moguénosti negranicenog
broja ponavljanja postupka produljivanja.

Postulat p. I-3. Ono 5to joS nedostaje u tom postulatu je ambijentalna ravnina u
kojoj crtamo kruZnicu.

Ilustrirajmo taj komentar primjerom. U propoziciji P. I-1 Euklid daje konstruk-
ciju jednakostrani¢nog trokuta. U toj konstrukciji se konstruira kruznica s centrom
u A i radijusom AB, kao i kruZnica s centrom u B i radijusom BA. Euklid podra-
zumijeva da se one sijeku, $toviSe sijeku se u dvije tocke, ali on to uzima bez ko-
mentara. Nadalje, duzine AC i BC imaju jednu zajednic¢ku tocku C, ali nije jasno
za$to ne bi imali jo$ neku.

Dvije su dodatne napomene vezane uz gornju Euklidovu konstrukciju.

(1) Kako znademo da se dvije sijeku kruznice u tocki C'?

(2) Kako znademo da duZine AC' i BC' nemaju jo$ neku zajednicku to¢ku osim
tocke C'.

2Tu ideju dalje razvija Leibniz u svom rukopisu Specimen geometriae luciferae i jo§ nekima pove-
zanih s njim, a koji datiraju negdje oko sredine 1690. To je prvi rukopis koji problem kontinuiteta
stavlja u sam centar rasprave o tom bazi¢nom pojmu. Leibnizov pojam neprekidnosti je toliko ap-
straktan za ono doba i ukljucuje ono §to bismo danas nazvali jednoparametarske familije objekata.
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Slika 5: Euklid, ropozicija P. I-1
C

Sto se ti¢e tvrdnje (1), stav je matemati¢ara danasnjice, da Euklid implicitno uv-
la¢i tvrdnju o neprekidnosti krivulje ili o neprekidnosti prostora u pozadini. Ako je
tome tako onda je Euklid u¢inio propust u dokazu kojeg bi trebalo ispuniti nekim
aksiomom ili viSe njih. To je, izmedu ostalih, u¢inio Hilbert u svojoj knjizi The Fo-
undations of Geometry (Hilbert, 1899). Ono $to je zanimljivo je da niti jedan anticki
mislilac nije smatrao pitanje presijecanja medu krivuljama i drugim geometrijskim
likovima kao neki temeljni problem.

De Risi (Risi, 2021) upozorava da je drevna geometrija vrlo razlic¢ita od danas-
nje i nase danasnje gledanje na neprekidnost dovodi do oc¢ekivanja da ono bude
ukludeno u osnove matematike. Sto se Euklidove geometrije ti¢e bilo bi dovoljno
postulirati odnos kruznica-segment i kruznica-kruznica®® umjesto da se razvija neka
opca teorija presjecanja.

Zasto to Euklid nije napravio? De Risi pokusava odgovoriti na to pitanje pro-
ucavajudi odnose geometrijskih figura i crteZa s tekstom dokaza u anti¢koj Grekoj.
De Risi tvrdi da je anticko shvacanje pravca, kruznice i linije opéenito takvo da one
nisu sloZzene od tocaka, ali tamo gdje dvije linije sijeku jedna drugu to mjesto je
granica dijela presijeene krivulje, a granice linija su to¢ke prema Definiciji D-3. Te
rubne tocke nastaju presijecanjem i tamo nisu bile prije toga.

Sto se tvrdnje (2) ti¢e Euklid spominje nesto sli¢no toj tvrdnji u propoziciji P.
XI-1 (knjiga XI). Po miSljenju mnogih povjesnicara ta propozicija nije sasvim ra-
zumljiva kao ni njen dokaz. Medutim, dokaz te tvrdnje je relativno jednostavan
ako definiramo segment kako je to u¢injeno u paragrafu 3.3.1 pod nazivom Seg-
ment (bis). Ta nova definicija segmenta je suvremena zakrpa Euklidovog teksta,
Sto ne znaci da se ona ne mozZe koristiti u suvremenoj nastavi geometrije.

26Qdnos segment-segment veé je postuliran u Postulatu p. I-5
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Postulat p. I-5. U postulatu I-5 zapravo se tvrdi da ako dva segmenta sijeku treci
pod jednakim kutevima tada produZeni u istom smjeru nemaju zajednickih to-
¢aka. Svaki imalo rigorozniji mislilac u tome vise vidi interpretaciju nego postulat
i potreban je napor da bi se to preciziralo. Osim toga, tu se koristi pojam "smjer"
kojeg Euklid intuitivno koristi ali ga zaobilazi definirati.

3.2.3 Komentari vezani uz pravila razumijevanja

Na prvi pogled pravila su intuitivno jasna ako imate u glavi neki model dok ih
Citate. Medutim, izdignuta izvan svih moguéih modela ona su totalno zbunjujuca;
ne znamo 5to je cjelina, to je dio i $to znaci dodati ili oduzeti. Potreban je bar neki
model, iz jednostavnog razloga Sto se naSe apstraktno razmisljanje ipak bazira na
pojedinostima.

Euklid koristi pojam jednake figure kao primitivni pojam za koji nije apriori jasno
Sto to znaci. Takoder nije definiran niti pojam figura iako se iz teksta moZze zakljuditi
da se to odnosi na pravilne likove (trokuti, ¢etverokuti,...) i njihove kombinacije.

Michael Beeson u svom ¢lanku On the notion of equal figures in Euclid (Beeson,
2022) sugerira da Euklid pod jednakim figurama podrazumjeva figure jednakih
povrsina. Jednostavan primjer u kojem se to naslucuje je propozicija P. I-5 u kojoj
se tvrdi: da su dva paralelograma jednakih baza izmedu dviju paralela jednaka. Jedna

Slika 6: Euklid, jednake figure
A D FE F

B c
moguca situacija prikazana je slikom 6. Evo Euklidovog razmisljanja uz male pre-
inake.

Duzine AD i EF su jednake jer paralelogrami po pretpostavci imaju jed-
nake baze. Tada su AE i DF jednake duZine jer su nastale od jednakih baza
kojima su dodane (konkatenirane) jednake duzine (DFE).
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Trokutovi AABE i ADCF su jednaki jer imaju jednake odgovarajuce
stranice. Ako svakom od njih oduzmemo trokut ADEG (crveno obojen) re-
zultat su jednaki Cetverokuti ABGD i CFEG. Ako svakom od njih dodamo
trokut A BCG kao rezultat dobivamo polazne paralelograme ABC'D i BCFE
koji su jednaki.

U nizu gornjih tvrdnji stoji i tvrdnja da su cetverokuti ABGD i CF EG jednaki likovi
iako ¢ak nisu niti kongruentni. Beeson nudi zakljucak da se jednakost, o kojoj
Euklid ovdje pri¢a, odnosi na povrsine.

Zasto Euklid izbjegava govoriti o povrsini? Ako bi uvodio taj pojam onda bi
ga trebao definirati ili aksiomatizirati. U oba slucaja upada u poteskoce jer mjeriti
povrsinu znadi pridruziti nekom obliku (figuri) broj koji nije geometrijski koncept.
Druga poteskoca je u (ne)mogucénosti pridruzivanja povrsine svakoj figuri. Koje
su to figure koje imaju povrsinu, a koje nemaju. Suvremena teorija mjere se ne
bas jednostavno nosi s takvim pitanjima. Posebno pitanje je aditivnost povrsine
kod dijeljenja cjeline na dijelove. Interpretirajuéi pravila razumijevanje za svaki tip
objekata na svoj nacin on je bio uvjeren da moZe zaobidi gore navedene poteskoce.
Jednake figure ostaje nedefiniran primitivan pojam.

Beeson u gore spomenuto ¢lanku tvrdi da je Euklid mogao korektno definirati
"jednakost figura" ostajuci dosljedan svojoj geometrizaciji. Jedan od nacina je da se
uvede pojam "jednakih trokutova" i "jednakih cetverokuta" koji pocivaju na pojmu
sli¢nosti i nekim svojstvima proporcija. Detalji takvog pristupa su van interesa
ovog teksta.

Mozda je korisno jo§ napomenuti da navedena pravila govore o dovoljnim ar-
gumentima za jednakost (figura) ali ne i nuznim.

3.2.4 Broj kod Euklida?

Postulat p. I-3 spominje pojam 'radijus’. Radijus moze imati dvojako znacenje ov-
dje. Segment izmedu dvije zadane tocke ili broj pridjeljen tom radijusu. Historicari
tvrde da se radi o prvom slucaju iako je Euklid dio knjige V od Elemenata posvetio
omjerima dviju duzina (Eudoxova teorija proporcija).

Bez obzira na to, postulat kaZe da je radijus ovdje proizvoljan. Skup iz kojeg
uzimamo radijuse moZze biti i konac¢an, ovdje to nije re¢eno, a ako je tome tako onda
modeliramo 'konac¢nu geometriju’. Ako Euklid ne misli na kona¢nu geometriju, a
pretpostavljam da je tako jer je znao da postoji beskona¢no mnogo (prostih) bro-
jeva, onda nije sasvim jasno, u danasSnjem smislu poimanja broja, jesu li ti radijusi
prirodni, racionalni ili realni brojevi.
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Taj aksiom ima za posljedicu da tocaka na pravcu ima isto toliko koliko i mo-
gucih radijusa ako dozvolimo da kruZznica s centrom na pravcu sijece taj pravac u
bar jo$ jednoj tocci. Takvo razmisljanje vodi na ono $to danas nazivamo brojevni
pravac koji se u nastavi matematike uzima zdravo za gotovo i bez ikakvih komen-
tara. Starogrcki matematicari nisu poznavalu strukturu realnih brojeva, nisu imali
pojam potpunosti, ali su jos i prije Euklida znali da postoje brojevi (¢itaj ‘duZzine”)
koji nisu omjeri dva cijela broja u danasnjem smislu cijelog broja.

3.3 Osnovni pojmovi. Staro i novo

Osnovni geometrijski pojmovi su: tocka, duzina, trokut, ¢etverokut, pravokutnik,
pravac, ravnina, kut...S tim pojmovima ucenici se susre¢u ve¢ u Cetvrtom razredu
osnovne $kole, u petom razredu neki od tih pojmova ve¢ se pokusavaju definirati,
a u Sestom razredu ucenici se detaljnije upoznaju s trokutom i njegovim konstruk-
cijama.

Presudnu ulogu u nastavi geometrije igraju alati Sestar i ravnalo. To su poma-
gala koja su izuzetno korisna i uz njihovu pomo¢ izgradena je ova nasa civilizacija:
ceste, gradevine, brodovi.... Objasnit éemo njihovu ulogu u geometrijskim kons-
trukcijama i opozoriti na njihov doseg i ogranicenja.

Euklidska geometrija danas, onako kako je predstavljena u udzbenicima nije
zamiSljena da prati Euklidove Elemente niti da bude konzistentna. To je nakupina
¢injenica za koje se smatra da su potrebne za razumijevanje danasnje tehnologije
i sustavna je na svoj nezgrapan nacin. Kazem nezgrapan jer se uvode i pojmovi
koji su proizvod kasnijeg doba (18. st.) kao 5to je na primjer metrika, a da ne
spominjem rac¢unalnu tehnologiju kojoj tu zapravo nema mjesta.

Uvodenje metrike u Elemente naruSava izrazito geometrijsku strukturu Eukli-
dovog teksta i uvodi dodatne nejasnoce kojih ionako ima dovoljno. Medutim, obra-
zovni sadrZaj to sebi moZe dopustiti je ionako nije niti potpun niti konzistentan niti
razumljiv $to se osnovnih pojmova i njihovog odnosa ti¢e. Bez obzira na sve $to
je reCeno geometrija je uvod u apstraktno razmisljanje i ne vidim niti jedan drugi
sadrZzaj koji bi ju u toj namjeni mogao zamijeniti.

3.3.1 Tocka, duzina, pravac

Tocka. Tocka je vrlo apstraktan pojam, Euklid ju zamiSlja kao nesto Sto nema
dijelova. U modernim udZbenicima nalaze se definicije poput: Tocka je osnovni
objekt u geometriji bez dimenzije, tj. njena sirina, dubina i visina su jednake nuli. Koliko
je nepotrebnih i zbunjuju¢ih novih termina u opisu ovog fundamentalnog pojma
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koji je intuitivno jasan. Euklid kaze da
tocka nema dijelova, odnosno da je nedjeljiva

i tocka. Drugim rije¢ima, sve linije, likove i oblike moZemo rastavljati osim tocke.
Njena je sustinska funkcija razlikovnog karaktera, $to znaci da ako dva oblika ne-
maju zajednickih tocaka ili postoje tocke koje pripadaju jednom objektu ali ne i
drugom, oni su razli¢iti. Nije neznanje ako se kaze da je tocka pojam koji se ne
definira. Za Kanta toc¢ka nije prepoznatljiv dio prostora, za njega je to¢ka naprosto
granica necega u prostoru.

Neki moderni udZzbenici u Hrvatskoj uvode pojam tocke kao element skupa
koji se naziva ravninom, gdje je ravnina skup tocaka. U teZnji da koriste rije¢nik
teorije skupova ulaze u cirkularnost. Receno sarkastickim tonom, u tom smislu je
svaki skup tocaka ravnina pa tako i moj dzep.

Udaljenost tocaka. Udaljenost kao pojam u danasSnjem smislu ne nalazi se u Euk-
lidovim Elementima i danaSnja geometrija u skoli je odredena kompilacija njegovih
tekstova i suvremenih potreba. Euklidove definicije i pojmovi su nejasni i nije mo-
guce na njima sustavno i korektno graditi bilo kakvu teoriju. On je bio i ostao veliki
inspirator.

U tekstu koji slijedi pretpostavljamo da znademo izmjeriti udaljenost tocaka
nekim instrumentom kao $to je, na primjer, metar ili milimetarsko ravnalo. Takav
pristup geometriji je intuitivan i prilagoden je ucenicima koji ve¢ imaju odredeno
predznanje i iskustvo s geometrijom ravnine i prostora. To je tradicionalni pris-
tup u gotovo svim svjetskim udZbenicima, a samom teorijskom konstrukcijom te
udaljenosti ¢emo se pozabaviti u paragrafu 3.3.1 na str. 35. Osnovnu ulogu u tom
pristupu ima Sestar kao pomagalo koje "¢uva udaljenost” izmedu dviju ‘izmjerenih
tocaka’.

Same tocke razlikujemo uz pomoc¢ udaljenosti Sto predstavlja kvantitativnu mje-
ru razlikovanja tocaka. Udaljenost tocaka je broj pridruZen dvjema tockama. Za
dvije tocke A i B udaljenost ozna¢avamo s |AB| i dodatno zahtijevamo simetri¢-
nost u smislu |AB| = |BA|. Ako procedura mjerenja zahtijeva kretanje od jedne
tocke do druge to znaci da je svejedno od koje tocke poc¢injemo ‘mjeriti” udaljenost.

Jednakost tocaka. Karakterizacija.
Dwije tocke su jednake ako i samo ako je njihova medusobna udaljenost jednaka
nuli.

Ovo svojstvo udaljenosti nije eksperimentalna ¢injenica, to je formulacija naseg
videnja stvarnosti koju nazivamo definitnost udaljenosti. To je svojstvo ovog uni-
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verzuma u ovom trenutku i mi ga uvaZzavamo kao dogovor u opisivanju realnosti.
Ako je to dogovor, to znaci da ga moZemo i promijeniti.

Sve tocke P koje su na udaljenosti » od zadane to¢ke C' nazivamo kruznicom
radijusa r s centrom u tocki C' i oznacavamo ju s K(C,r). Sestar je (jedna od)
naprava koja pamti udaljenost medu tockama i njime crtamo kruznicu.

Simetri¢nost udaljenosti nije prisutna u svim situacijama. U gradskom prometu
nisu sve ulice dvosmjerne i udaljenost od jednog raskrsé¢a do dugog moZe ovisiti o
pocetnoj tocki mjerenja. Taksista koji mjeri tu udaljenost postuje pravila kretanja
po ulicama i mozZze izmjeriti razli¢ite udaljenosti tj. |AB| # |BA|. Euklidska udalje-
nost, o kojoj govorimo, pretpostavlja da izmedu tocaka A i B nema takvih ‘pravila
voznje’.

Duzina. Relacija trokuta. Ako u osnovnoj skoli kaZemo da je duZina (segment)
odredena s dvije medusobno razlicite tocke to je sasvim dovoljno. Naravno, treba
napomenuti da ne postoje dvije duZzine koje imaju zajednicke krajeve sto Euklid
zaboravlja reéi.

UdZbenici opisuju duzinu kao: Ravnu crtu koja povezuje dvije tocke, $to otvara
nova pitanja. Euklid definira (Definicija I-2) crtu kao nesto Sto ima duljinu ali
nema $irinu, ali pojmove "Sirina" i "duljina" ne objasnjava, dok "ravnu crtu" shvaca
kao

onu crtu koja se ravnomjerno prostire medu tockama po sebi.

Takva crta lokalno izgleda isto kao i ona sama®. Dio glavne kruZnice na sferi ta-
koder bi zadovoljava ovaj opis, samo Sto u tom slucaju nije prisutna jedinstvenost.
Postoje tocke na sferi koje mozemo povezati s beskona¢no mnogo "segmenata”,
sjeverni i juzni pol na primjer. Ono $to nedostaje u toj definiciji je "ravnost" poza-
dinske plohe na kojoj leZi ta crta.

Prvo pitanje koje se postavlja nakon uvodenja duZine je kako ustanoviti je li
neka tocka leZi na zadanoj duzini ili ne? Intuitivno prihva¢amo

Tocka na duzini.
(A) Tocka ne lezi na zadanoj duZini ako s krajevima te duZine Cini trokut,
(B) Tocka C' lezi na zadanoj duzini AB ako je

|AC| + |CB| = |AB|. (2)

Yeng. A straight-line is (any) one which lies evenly with points on itself. Ovo je vise opis nego
definicija. Korektno se duzina moze definirati uz pomo¢ metrike koju Euklid nije imao (v. Ravna
crta (bis) niZe u tekstu).
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Ovo gore receno zasluzuje posebnu paznju. Izjava (B) je metricka karakterizacija
kolinearnosti tocaka. Ako to nije slucaj onda tocke ¢ine trokut. Drugim rijecima,
za to¢ku C' koja nije na duzini AB vrijedi:

|AC| + |CB| < |AB|
ili
|AC| + |CB| > |AB.

Prva nejednakost nije u skladu s nasim iskustvom jer kad bi ona vrijedila onda
bi putovanje od A do B bilo krace preko trece tocke C nego direktno po duZzini
AB. U takvom prostoru mozda ne bi vrijedio ovakav zakon odrZanja energije u
konzervativhom polju kakvog mi poznajemo. Iz tog razloga, odbacujemo prvu
mogucnost i uvazavamo drugu. Dakle:

Relacija trokuta.
Za svake tri tocke® A, B, C vrijedi nejednakost |AC| + |CB| > |AB].

Relacija trokuta, uvako iskazana je relacija medu brojevima (udaljenostima) i to je
relacija koju usvajamo kao aksiom u izgradnji metricke strukture.

Euklid dokazuje relaciju trokuta u propoziciji P. I-20 s tom razlikom $to dovodi
u odnos konkatenirane dvije stranice trokuta s tre¢com. Posljedica relacije trokuta je
da je segment najkraca crta medu svim poligonalnim linijama koje povezuju dvije
tocke.

Segment (bis). Nakon svega sto je receno, ravnu crtu bismo mogli definirati uz
pomo¢ udaljenosti na sljede¢i nacin:

Ravna crta (bis).
Crta koja povezuje tocke A i B je ravna crta ako za svaku tocku C' na toj crti
vrijedi |AC| + |CB| = |AB|.

Posljedica ovakve definicije je da:

(1) dva segmenta, ako se sijeku, sijeku se u jednoj tocci i
(2) ako je C tocka na segmentu AB, onda su segmenti AC i CB
podsegmenti od AB.

Dokaz ove posljednje tvrdnje zahtijeva upotrebu relacije trokuta u nekoliko na-
vrata.

%kao i za njihovu ciklicku zamjenu.
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Jednakost duzina. Euklid ne spominje eksplicitno, kao $to je ve¢ rec¢eno vise
puta, Sto znaci da su likovi jednaki, pa tako ne kaZe niSta ni za jednakost duZina.
Medutim, u definiciji kruznice® (Definicija I-15) on navodi da su sve duZine koje
povezuju centar kruZznice s tockama na njoj jednake jedna drugoj.

DuZine su, prema tome $to je gore receno, jednake ako su radijusi iste kruZnice
ili su indirektno, putem kruZnica i aksioma (str. 20) usporedive s radijusima iste
kruZznice. Na taj na¢in Euklid zapravo postulira jednakost duzina specifi¢nog tipa,
a dalje koristi univerzalna pravila razumijevanja odnosno aksiome.

Takav pristup on koristi u konstrukciji jednakostrani¢nog trokuta (propozicija
P. I-1) (slika 5) i konstrukciji duzine s poc¢etkom u zadanoj tocci koja je jednaka
zadanoj duzini (propozicija P. I-2) (slika 4) koje su polazne konstrukcije za sve
ostale.

Na taj nac¢in Euklid zaobilazi uobicajene transformacije ravnine: translacija, ro-
tacija, zrcaljenje koje on ne koristi kao takve. Te izometrije su produkt geometrije
18. st. i kasnije. Naravno da nema razloga, 5to se nastave geometrije u skoli tic¢e, ne
spominjati te transformacije. Svi mi masSemo rukama i koristimo izrezane likove
kad Zelimo pokazati kad su oni jednaki, a da jednakost nismo definirali.

Konkatenacija. Produljenje duZine. Dvije duZine konkateniramo tako da ih
smjestimo na zajednicki pravac na nacin da imaju zajedni¢ku samo jednu tocku.
Lijepo re¢eno, ali kako to provesti uz pomo¢ ravnala i Sestara ili samo pomocu Ses-
tara. Ideja za takvu konstrukciju ve¢ se nalazi u propoziciji PI-3 gdje Euklid "odu-

Slika 7: Oduzimanje duZina. Propozicija P. I-3

_ &

D
G \ B

2 A circle is a plane figure contained by one line such that all the straight lines falling upon it
from one point among those lying within the figure equal one another.
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zima" jednu duZinu od druge (slika 7). Dovoljno je tocki £ odrediti dijametralno
suprotnu tocku G na kruznici F. To se moZe uciniti konstrukcijom Sesterokuta
upisanog u kruznicu F' s jednim vrhom u tocci £. DuZzina G B ja tada konkatenacija
duzine ABiduZine C ili produljenje duzine AB duzinom C. Rezultat konkatenacije
oznac¢avamo kao AB o C.

Konstrukcija uz pomoc¢ ravnala je definitivno prilagodena ucenicima osnovne
Skole jer ravnalo pamti relaciju trokuta. Za produljenje ravne crte dovoljno je "pri-
ljubiti ga uz ravnu crtu" i produljiti ju na odgovarajucu stranu.

Pravac je produljenje duzine. Pravac za Euklida je moguca ekstenzija duZzine, a
duZina ima potencijal da bude produljena. Svaki korak produljivanja odvija se u
ogranicenom podrudju kojeg odreduje crtaca ploha i ekstenzija duzine je opet du-
zina koja moZze biti produljena. Grci nisu imali pojam ‘beskona¢no’ i ako kazemo
da je pravac beskona¢na ravna crta, onda takvo nesto ne postoji u Euklidovoj ge-
ometriji.

(Kiselman, 2015) takoder potvrduje tu tezu. Termin koji je Euklid koristio za
‘ogranicenu ravnu crtu’ je eutheia i to se eksplicitno vidi iz njegove definicje D. I-4
iz prve knjige Elemenata. Takoder, u propoziciji P. I-12, u kojoj je opisan postupak
crtanja okomice na pravac, eutheia poprima prefiks apeiros Sto se moZze prevesti kao
"beskonaéno’, ‘bez granice’ ili ‘'neodredeno’ i taj prefiks bi bio nepotreban kad bi
eutheia znacilo "pravac’.

Medutim, u dokazu propozicije P. I-22, eutheia odjednom znaci zraka $to se lako
moZe ustanoviti u paralelnom gr¢ko-engleskom prijevodu (Heiberg, 1885).

U postulatu p. I-2 koji glasi: DuZinu je moguce neprekidno produljivati, koristen
je termin eutheia za ono $to se produljuje, a to nikako nije pravac. 1z toga takoder
zaklju¢ujemo da eutheia znaci ograni¢ena ravna crta.

Autori udzbenika govore o pravcima kao o neogranicenim ravnim crtama mis-
le¢i da su time postigli neSto bolje i pametnije, ali opisani postupak produljivanja
je zapravo karakterizacija pojma beskonacno™ ili neomedeno. Ci¢a Euklid je ¢ini se
znao za zamku ‘beskonacnosti’ i nije bez razloga definirao pravac kao potencijalo
produljenje duZzine.

39Za niz brojeva z,,n € N kazemo da je neomeden odozgo ako za svaki broj M > 0 postoji
element niza z;,k € N takav da je x;, > M. Tada se kaZe da je limes superior tog niza besko-
nacno. To isto, ispri¢ano u kontekstu produljivanja duzine, zvudi ovako: Ako za svako produljenje
duZzine AM postoji moguénost produljenja koje sadrzi tocku M, a dodatno produljenje je vece od
nekog unaprijed zadanog iznosa, onda je konstrukt (tj. pravac) nastao produljivanjem neomeden.
Ova tvrdnja, poznata kao Arhimedov aksiom, je karakterizacija beskonac¢nosti koju su stari Grei
prihvacali kao aksiom.
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Sto se hrvatskog obrazovnog portala e-Skola ti¢e tamo se, u Matematici za 5.
razred, pravac uvodi odmah nakon tocke. Autori ga ne definiraju nego ga opisuju
kao ravnu neomedenu crtu koja se sastoji se od beskonacno mnogo tocaka, dok je ravnina
skup tocaka koja ima beskonacno mnogo elemenata.

Konstrukcija mjere udaljenosti. Opisano Euklidovo produljenjue duzine je kla-
si¢an primjer pripreme za konstrukciju ekstenzivne mjere ¢ koju éemo zvati duljinom.

Dva su uvjeta za egzistenciju takve mjere bez obzira na kakvom skupu entiteta
ju gradimo. Prvi je moguénost konkatenacije (nadovezivanja) objekata koje Zelimo
mjeriti, s to su ovdje duzine (Stapovi). Produljenje jednog Stapa drugim je upravo
takvo nadovezivanje. Konkatenacija je algebarska operacija na skupu Stapova jer
je rezultat konkatenacije dva Stapa opet Stap (oznaka o).

Drugi je uvjet moguénost usporedivanja Stapova. étapove usporedujemo tako
da priljubljene Stapove postavimo na pod prostorije i njihove krajeve prislonimo
uz zid. Pogledom na druge vrhove Stapova moZemo ustanoviti koji od dva Stapa
je dulji ili jednako dug kao onaj drugi (oznaka 3= ). Ovo je vrlo gruba ideja koja se
uz pomo¢ neke tehnologije moze dodatno razraditi i poboljsati.

Precizirajmo malo gornja razmatranja. Osim kod mjerenja Stapova, konkatena-
cija je prisutna i u slu¢aju mjerenja masa:

a o b za nadovezivanje jednog Stapa na drugi,
my © my za sjedinjenje dviju masa u jednu cjelinu.

Konkatenacija paru (a, b) objekata pridruzuje treci objekt a o b koji je rezultat kon-
katenacije.

Mjerni instrument, odnosno mjera a — ¢(a) kao funkcija, objektu pridruzuje
broj i ta procedura ima, odnosno zahtijevamo da ima, odredena svojstva bez kojih
ne bismo bili u stanju donositi zakljucke niti formulirati fizikalne zakone. Ti zah-
tjevi se zapisuju u niZe navedenoj formi i mjeru koje udovoljava tim zahtjevima
nazivamo ekstenzivna mjera. Evo tih zahtjeva

Ekstenzivna mjera.
Va,b, axb < ¢(a) > o(b), (3)
Va,b, ¢(aob) = ¢(a)+ ¢(b). (4)

Osnovno pitanje koje se postavlja je kakvi su dodatni zahtjevi na preferenciju = i
konkatenaciju o da bibili zadovoljeni zahtjevi (3) i (4). Ne¢emo navoditi sve uvjete
na preferencijalnu strukturu koja to osigurava; to je sadrzaj Holderovog teorema, a
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njegov potpuni iskaz moZe se naci u knjizi Measurement theory (Roberts and Luce,
1968, str. 122).
Jedan od uvijeta koji osiguravaju egzistenciju ekstenzivne mjere je tzv.

Arhimedov aksiom.
Za svaka dva elementa a,b € S

2a > a = postoji broj n tako da na > b,
gdje se na definira induktivno; la =aina = (n — 1)aoa.

Arhimedov aksiom u naSem slucaju leZi u moguénosti produljivanja Stapova neo-
hranicen broj puta s uvijek istim Stapom.

Sro se gometrije ti¢e, bez obzira radi li se o mjerenju duZina ili kuteva treba ih
znati usporedivati i konkatenirati (zbrajati). Sto se kuteva ti¢e Euklid ne razlikuje
objekte i njihovu mjeru jer nije imao razvijen ni pojam broja niti algebru. Bez obzira
na to dat ¢emo nekoliko ideja kako se to moZe uklopiti u njegove obrasce.

U danasnjem obrazovanju, od osnovne $kole pa nadalje jednakost objekata de-
finira se preko jednakosti njihovih mjera, a da te mjere nisu ni konstruirane. Jed-
nakost objekata, zajedno s konkatenacijom, je primarna, a jednakost njihovih
mjera je sekundarna i o tome govori Holderov teorem.

3.3.2 Paralelni pravci

Pravci u ravnini su paralelni ako se ne sijeku, tj. nemaju zajednickih tocaka. Pojam
paralelnosti odnosi se na dva pravca iako ima smisla govoriti i o skupu paralelnih
pravaca ili snopu paralelnih pravaca.

Pitanje koje je zaokupljalo Euklida i mnoge matematic¢are nakon njega je kako
utvrditi je li se pravci sijeku ili ne, a da se ne mora "gledati u beskonac¢nost". Ako
se i sijeku to moZe biti van naSeg vidokruga ili dosega nasih mjernih instrumenata.
Prema tome, kriterij za paralelnost treba pronaci u konacnosti. O tome govori peti
postulat iz I knjige Euklidovih Elemenata iskazan u odjeljku Euklidovi postulati®!
na str. 19. PrepiSimo taj postulat ali bez koristenja pojma pravac:

Postulat I-5 (bis)

Ako jedna duZina sijece druge dvije duZine tako da je zbroj kuteva s iste strane
tih duZina manji od dva prava kuta, tada se produljenja tih dviju duZina sijeku
s one strane polazne duZine gdje je zbroj unutarnjih kuteva manji od dva prava
kuta.

36



Euklidov V' postulat govori o odnosu pravaca van naseg vidokruga i na sup-
tilan nacin izrazava Euklidov osjecaj da svaka tocka na paraleli kroz tocku P ima
jednaku udaljenost od pravca p kao i tocka P. O dokazu te tvrdnje moZemo raz-
govarati tek nakon uvodenja pojma okomice i udaljenosti tocke od pravca.

3.3.3 Pojam kuta

U udZbenicima geometrije danas u svijetu pojam kuta je dvoznacan. Neki ga shva-
¢aju kao ‘dio ravnine’, a drugi kao broj (mjera, vrijednost). Komentirat éemo oba
pojma i ukazati na nekorektnosti i poteskoce koje se javljaju u nastavi i protezu se
kroz cijelo osnovno i srednjoskolsko obrazovanje i kasnije.

Kut kao dio ravnine. U takvom pristupu kut se najcesée definira kao "dio ravnine
omeden s dva pravca koji se sijeku". Postoji jos jedna definicija koja kaZe da je: "Kut
dio ravnine omeden s dva polupravca koja imaju zajednicku tocku (vrh kuta)". Takva
definicija kuta je naj¢eS¢a u nastavi.

U opéem poloZaju pravaca u ravnini, dio ravnine izvan pravaca je nepovezan
i sastoji se, korektno govoreci, od 4 komponente povezanosti. Koja od tih kompo-
nenti je kut? Druga definicija je neSto preciznija, ali takoder implicitno sugerira da
je kut neomeden. Ako se kut Zeli definirati tako da se moZe mjeriti tada niti jedna
od gornjih definicija nije dovoljno precizna i korektna bez vec¢ih korekcija.

Da bi se kut mogao mjeriti nuzno je definirati ga na nekoj omedenoj konfigura-
ciji i zatim dokazati invarijantnost tog pojma i njegove mjere na transformacije za
koje o¢ekujemo da ¢uvaju mjeru kuta. To je moguce napraviti i na srednjoskolskoj
razini (v. odjeljak Mjerenje kuteva na str. 55).

Euklidova definicija kuta. Pojam kuta je izuzetno kompleksan i teSko ga je korek-

tno definirati u ovom trenutku bez ulaZenja u cirkularnost. Definicije u udzbeni-

cima su uglavnom opisne, a to je slucaj i s Euklidovom definicijom kuta.
Euklidova definicija kuta (sl. 8) je (Elementi, knjiga I, definicija I.D-8):

Kut (Euklid).
Ravninski kut je nagib izmedu dviju linija u ravnini koji se sijeku i ne leZe na
istoj duZini.

U svakodnevnom jeziku nagib je sinonim za kut i Euklidova definicija je cirkularna.
Korektna definicija bi novi matematicki pojam trebala definirati pomocu poznatih
$to u ovom slucaju to bas i nije slucaj; 'nagib’ i nije neki matematicki pojam. Drugi
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sinonimi za ‘nagib’ su: naklonost, sklonost, teZnja...koji izraZavaju potencijal ne-
Cega (ili nekoga) da prihvati ili postane nesto drugo. U tom smislu 'nagib” izmedu
zraka ukljucuje potencijalnu dinamiku transformacije jedne zrake u drugu samo je
pitanje kako to korektno izraziti. Formalno gledajudi to je ureden par®? (p, q) zraka
ali takva definicija nema 'geometrijski naboj’.

Slika 8: Euklidova definicija kuta.

Euklidova ilustracija vezana uz kut prikazana je na slici 8. Umjesto uredenog
— —
para zraka (AF, AF) moZzemo pisati ZF AFE ili naprosto ZA ako to¢ka A nema vise

s njom incidentnih zraka. Tu to¢ku nazivamo vrhom kuta, a zrake AF i AE su
rubne zrake kuta. Euklidova definicija je ipak univerzalnija od one udZbenicke jer
se dodatno moze prosititi i na kut izmedu kruznice (krivulje) i pravca kako je to
prikazano na slici 8. Kut izmedu luka krivulje C'A i pravca (duzine) FA je kut koji
nastaje u grani¢nom procesu® od kuta ZC'AE kad se to¢ka C priblizava tocki A po
luku krivulje.

Kao nadopunu Euklidu moZe se uvesti pojam vanjskog kuta kao "nadogradnju”
do punog kuta. Za svaku to¢ku vanjskog kuta A i svaku tocku B unutrasnjeg kuta,
koje nisu na rubnim zrakama, segment AB sije¢e jednu od rubnih zraka.

32Termin "ureden" ovdje znaci da je vazan poredak objekata u zagradama koji su odvojeni zare-
zom. To bi znadilo da je kut (p, ¢) razli¢it od kuta (g, p). U prvom slucaju zraka p inklinira zraci ¢, a
u drugom zraka ¢ inklinira zraci p. Drugim rije¢ima, ureden par odreduje orijentaciju kuta. Euklid
nije koristio orijentirane kuteve pa ne¢emo niti mi u ovom tekstu.

3 Pojam granicni proces je termin suvremene matematike i spada u matemati¢ku analizu, ali sam
ga ovdje upotrijebio jer je intuitivno jasan i razumljiv. Drugim rije¢ima, u grani¢nom proscesu
C — A, C se priblizava A, a to znac¢i da je udaljenost |C'A| infinitezimalno mala veli¢ina, tj. manja
od bilo kojeg konac¢nog iznosa. Zacetnici modernog infinitezimalnog ra¢una su Newton i Leibniz.
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Kut kao element trukuta. Ako paZljivije ¢itamo sliku 8 vidi se da Euklidova defi-

niciji kuta ne ovisi o izboru tocaka £ i F' na zrakama ABiAF respektivno. Drugim
rije¢ima, dovoljno je uzeti konkretne tocke £, F'i promatrati trokut AFAE. U tom
trokutu kut je otvor pod kojim se vidi nasuprotna stranica. Stranice AF' i AE tokuta
su rubne stranice kuta.

Jednakost likova i veli¢ina Euklid ne definira eksplicitno™, katkada ih smatra
jednakima ako imaju jednaku povrsinu (Beeson, 2022) (wv. str. 27 ovog teksta). Me-
dutim, pazljivije ¢itanje propozicije P. I-4, nudi zaklju¢ak da bi jednakost trokutova
trebala znaciti jednakost njegovih stranica i njima odgovarajué¢ih kuteva. Drugim
rije¢ima, jednakost trokutova i jednakost kuteva su neraskidivo vezani. Nadalje, u
propoziciji P. I-8 pretpostavka o jednakosti stranica trokutova je dovoljna za jedna-
kost kutova. Nakon gore re¢enog, Euklid bi mogao definirati jednakost® trokutova
na sljedeci nacin:

Jednakost trokutova.
Za dva trokuta kaZemo da su jednaka ako imaju tri para jednakih stranica.

Drugim rije¢ima, ako je |AB| = |A'B'| & |BC| = |B'C'| & |CA| = C"A’| onda su
trokutovi AABC' i AA'B'C" jednaki.

Dodatno, ako im se vrhovi preklapaju, onda im se i stranice preklapaju pa su
jednaki. Napomenimo da trokutovi AABC i AAC B nisu nuzno jednaki.

Jednakost kuteva. Euklid prvi put koristi pojam jednakosti kuteva u propoziciji
P. I-4 ali ga ne definira. Pogledajmo iskaz te propozicije radi lakSeg razumijeva-
nja teksta koji slijedi. Iskaz te propozicije u Elementima i ovaj ovdje neznatno se
razlikuju.

Propozicija P.I-4.

Ako dva trokuta imaju jednake dvije stranice jednake kuteve omedene tim stra-
nicama onda su stranice nasuprot tih kuteva jednake i preostali kutevi su jed-
naki i trokutovi su medusobno jednaki.

Neki komentatori Euklidovog teksta smatraju da bi se dio te propozicije mogao
uzeti kao jednakost kuteva, $to je Hilbert i u¢inio u svojoj knjizi Zasnivanje geometrije
(Hilbert, 1899). Evo moguce definicije jednakosti kuteva (v. takoder sliku 9).

30sim za prave kuteve u Postulatu p. I-4.
$sukladnost
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Jednakost kuteva.

KazZemo da su kutevi /F AE i /G BH jednakiako i samo ako za tocke E, B, G, H
na rubnim zrakama tih kuteva jednakosti |FA| = |GB| & |EA| = |HB|
imaju za posljedicu |FE| = |GH|.

Slika 9: Jednakost kuteva.

Napomene uz definiciju. Tri su napomene.

Napomenal. Definicija se odnosi na kuteve koji su kutevi trokuta. Za kuteve
vece od ispruZzenog kuta definicija se moZe prosiriti bez velikih poteskoca. Detalje
ostavljam citatelju. Pitanje je to je s ispruZenim kutevima? Jednakost ispruzenih
kuteva treba postulirati 5to je Euklid indirektno i u¢inio na nacin da je postulirao
jednakost pravih kuteva.

Napomena?. Pretpostavimo, za raspravu u okviru napomene, daje trokut AAFE
pravokutan. Tada omjer

_ |AF]
4B

ne ovisi o duljinama stranica |[AF| i |AE| (sve dok je trokut pravokutan). To je
posljedica Thalesovog teorema o proporcijama (theorem 3.1). Drugim rije¢ima
kut je jednoznac¢no odreden omjerom \ kojeg, apstraktno govoreci, moZemo uzeti
kao vrstu mjere kuta. U udZzbenicima i drugim popratnim sadrzajima su pojam
kuta i njegove mjere isprepleteni, $to ima svoje "opravdanje" u ovome $to je upravo
re¢eno. Iz tog razloga, cesto se govori da su kutevi jednaki ako imaju jednaku
mjeru bez obzira kako je ta mjera definirana®.

%sec.mjerenje.kuteva
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Takoder je vazno napomenuti da jednakost kuteva ZA i ZB na slici 9 povlaci
jednakost svih ostalih kuteva u trokutovima AAFE i ABGH. Nadalje, ako je
|AF'| = |BG'| ondajei |F'E| = |G'H| i dodatno slijedi jednakost vanjskih kuteva
ZF'FEi/ZG'GH.

Napomena3. Propozicija P. I-4 i propozicija P. I-5 iz Elemenata su sada direktne
posljedice definicije jednakosti kuteva. Medutim, uz ovakvu definiciju jednakosti
kuteva, dokaz propozicije P. I-6 je neznatno drugaciji. Evo te propozicije i njenog
dokaza.

Propozicija P.I-6.
Ako su dva kuta u trokutu jednaka da su onda i nasuprotne stranice jednake.

Slika 10: Skica uz propoziciju P. I-6.

A

C

Dokaz. Pretpostavimo da su kutevi /B i ZC u trokutu A ABC medusobno jednaki.
Kako je BC' zajednicka stranica stranica trokutova AABC i AAC B, onda po defi-

niciji jednakosti kuteva na zraci BA postoji to¢ka D takva da su duzine BD i AC
jednake — dakle |BD| = |AC|. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti
daje DB < AB.

Posljedica toga je da su i nasuprotne stranice tih kuteva jednake, tj. DC' = AB.
Za trokutove AABC i ADCB sada imamo: |DC| = |AB|,|BD| = |AC| i BC je
zajednicka stranica, $to znaci da su jednaki po definiciji jednakosti trokutova.

Euklid dalje zaklju¢uje da je to nemoguce jer cjelina ne moze biti jednaka nekom
njegovom dijelu prema aksiomu I. PR-5. Dakle, polazna pretpostavka daje |BD| <
|BA| je kriva i vrijedi |BD| = | BA| = |AC| $to se i htjelo dokazati.

Jos jedan komentar vezan uz jednakost kuteva. U propoziciji P. I-15 Euklid dokazuje
jednakost vrsnih kuteva kod presjecanja dviju duZina. Dokaz bi trebalo modifici-
rati na nacin da se ova definicija jednakosti moZze koristiti. Jedna moguénost je da
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presjek duzina E bude poloviste duzina ABiC'D (vidi sliku) $to se moZe pretpos-
taviti bez smanjenja op¢enitosti.

Kut kruznog isjecka. Kruzni isje¢ak Euklid definira u definiciji D.III-10. Ta de-
finicija odnosi se na centralne kuteve manje od dva prava kuta. Kut ¢ s vchom
u centru kruZnice jednoznacno je odreden s lukom kruZznice kojeg krakovi kuta
presjecaju.

Slika 11: KruZzni isjecak.
Y

Takav pogled na kut prirodno odreduje njegovu mjeru koja je omjer luka isjecka
i radijusa kruznice L/r. Vidi takoder odjeljak 4.2.4 na str. 59 pod nazivom Luc¢na
mjera kuta.

3.4 Okomitost pravaca

Neki udzbenici iz geometrije, a tu spada i udzbenik iz matematike za 6. razred od
Skolske knjige, definiraju okomitost pravaca na sljedeci nacin:

KazZemo da su pravci okomiti ako dijele ravninu® na Cetiri jednaka dijela.

Ta je definicija i pojmovno i metodoloski zastranila. Kao prvo, nije jasno $to se
podrazumijeva pod jednakoséu dijelova ravnine. Svaka dva pravca koja imaju
zajednicku tocku, a nisu identi¢na, dijele ravninu na ¢etiri dijela®™. Ako spomenute
dijelove ozna¢imo redom, u smjeru kazaljke na satu, s: A, B, C, D, pitanje je $to
znacdi A = B?

Ako se misli na njihov kardinalitet, onda je to istina, ali u tom sluc¢aju se svaka
dva pravca sijeku pod pravim kutem. OCcito da je pisac Zelio reéi da je u(A) =

¥Ovdje se misli na ravninu u prostoru odredenu tim pravcima.
3To je manje vise prihvatljivo kad se pogleda slika, ali pokusajte to i dokazati iz Euklidovih
aksioma i njihovih prosirenja.

42


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/bookI/propI15.gif
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/bookIII/defIII10.html

u(B) = n(C) = (D) gdje je pneka mjera kuta. Medutim, pojam mjere nije moguce
definirati na neograni¢enim dijelovima ravnine.

Neki argumentiraju takav pristup kao "‘pedagosko pojednostavljenje” koje je do-
zvoljeno u nastavi. Medutim, ¢emu uvoditi pedagosko pojednostavljenje za nesto
S$to naprosto ne postoji niti je moguce opravdati na nekoj vi$oj razini. Na takve fun-
damentalne omaske u nastavi naici ¢ete i u ‘visoj matematici’, a ne samo u osnovnoj
skoli.

Pravi kut. (Euklidova definicija)

Kad jedna duZina stoji u odnosu na drugu duZinu tako da su susjedni kutevi
jednaki (v. sliku 12), svaki od tih tih kuteva nazivamo pravim kutem, a proa
duZina je okomica na drugu.

Slika 12: Pravi kut i okomica.

D

A C

Euklid uvodi aksiom da su svi pravi kutevi jednaki (postulat p. I-4, str. 19) otva-
rajudi time mogudénost da pravi kut bude mjerna jedinica za kut. Euklid nista ne
govori o produljenju okomice, ali pokazuje nac¢in njene konstrukcije.

Direktno iz definicije slijedi da ako je jedna duzina okomita ne drugu tada je i
druga duZina okomita na prvu, $to motivira sljede¢u definiciju:

Definicija okomitih pravaca.
KaZemo da su pravci okomiti ako se sijeku pod pravim kutem.

Navodimo neke Euklidove tvrdnje na koje ¢emo se pozivati kasnije u tekstu.
Pojmove koji nisu definirani treba potraZziti u Elementima. Tvrdnje navodimo baz
dokaza.

P.1-27 Ako pravac sijece druga dva pravca i tvori s njima jednake izmjeni¢ne ku-
tove, onda su ta dva pravca paralelna.
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P.1-29 Ako pravac sijece paralelne pravce, onda on s njima tvori jednake izmje-
ni¢ne kutove, vanjski kut jednak je unutras$njem s iste strane i dva unutrasnja
kuta® s iste strane jednaka su dvama pravim kutovima.

P.1-34 U paralelogramu su nasuprotne stranice i kutovi medusobno jednaki i di-
jagonala ga raspolavlja.

Slika 13: Vezano uz propozicije P. I-29 i P. I-34.

A

e
c v
\

3.4.1 Pitagorin poucak

Pitagorin poucak je centralna tvrdnja po vaznostii posljednja u nizu tvrdnji I knjige
Elemenata.

Pitagorin poucak.
Kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbroju kvadrata nad katetama ako i samo
ako je trokut pravokutan.

Ovdje Euklid pod pojmom ’kvadrata’ misli na kvadrat kao ¢etverokut i na njegovu
povrsinu kako bi ih mogao zbrajati. Neki povjesni¢ari matematike tvrde da nigdje
u Elementima Euklid ne govori da je povrsina kvadrata jednaka kvadratu stranice®.
U tom smislu, dokazi Pitagorinog poucka koji koriste formulu (a+b)? = a*+2ab+b?

nisu u Euklidovom duhu — Euklid nije bio algebraicar. Obrat Pitagorinog poucka

¥Misli se na njihov zbroj.
40Kad bi Euklid shvac¢ao kvadrat nad stranicom kao broj onda bi dokaz propozicije PIII-2 u kojem
dokazuje da je krug konveksan uz pomo¢ Pitagorinog poucka bio gotov u dva reda.
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niZe u tekstu slijedi Euklidovu misao ali koristi ¢injenicu da je povrsina kvadrata
jednaka kvadratu stranice*'.

U literaturi, udzbenicima, a i u samim Elementima Pitagorin poucak poznat je
u ‘ako’ formi, tj. u formi: "U pravokutnom trokutu kvadrat nad hipotenuzom jednak je
zbroju kvadrata nad katetama.". Euklid odmah nakon te direktne tvrdnje dokazuje
i obrat: "Ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad katetama, onda je
trokut pravokutan".

Slika 14: Dokaz Pitagorinog poucka bez rijeci. Direktna forma.

b a
) 2002 Encyclopsadia Britannica, Inc.

Direktna tvrdnja Pitagorinog poucka. Dokaz prve tvrnje (‘ako’” forma) ostav-
ljamo citatelju da ga promade u literaturi ili da ga sam dokaZe. Poznato je oko
400 dokaza Pitagorinog teorema, a jedan medu njima je i Einstajnov. Donosimo
jedan dokaz bez rijeci (v. sliku 14).

Obratna tvrdnja Pitagorinog poucka. Dokaz obrata je kratak.

Pretpostavimo da stranice a, b, ¢ tokuta AABC (slika 15) zadovoljavaju relaciju
b? + ¢ = a? i promatrajmo pravokutan trokut AACD tako da |AD| = |AB|i ZAje
pravi kut. Za taj pravokutan trokut vrijedi Pitagorin poucak paje |[AD|? +|AC|* =
|DC|? odnosno |DC| = a. Trokutovi AABC' i AADC su sukladni jer imaju sve tri
stranice jednake, odakle slijedi da je kut ZBAC(= £ZDAC) pravi kut. O

41U propoziciji P. I-48 (obrat Pitagorinog teorema) Euklid doslovce kaze (engleski prijevod Ele-
menata na internetu): In the triangle ABC let the square on one side BC equal the sum of the squares on
the sides BA and AC... U toj reCenici 'square on the side BC” zna¢i 'kvadrat nad stranicom BC”, a
moderni prevoditelj to moZe interpretirati kao BC?. Tako je u njemackom prijevodu Elemenata od
Thaera.
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Slika 15: Dokaz obrata Pitagorinog poucka.

C

A

Pitagorine trojke. Trokut AACB za koji vrijedi relacija a® + b* = ¢* medu nje-
govim stranicama nazivamo Pitagorinim trokutom. Osim antickih Grka, takve tro-
kutove proucavali su i u Mezopotamiji i u drevnoj Kini i Indiji*>. Sam naziv Pi-
tagorin trokut dolazi od Proclusa®, stolje¢ima kasnije, jer je Pitagorin poucak bio
poznat pitagorejcima ako ne i samom Pitagori. Brojevi (duZine) a, b, c Pitagorinog
trokuta poznate su pod nazivom Pitagorine trojke. Evo nekih primjera Pitagorinih
trojki a-b-c: 3-4-5, 5-12-13, 15-20-25..

Zasto je Pitagorin trokut koristan? On je ve¢ prisutan u nastavi geometrije sto-
lie¢ima kroz pribor za crtanje koji ukljucuje: ravnalo i Sestar (u skromnijoj ver-
ziji) ili jedan (ili dva) pravokutna trokuta, ravnalo, kutomjer i Sestar (u bogati-
joj verziji). Takav pribor omogucava uceniku da crta paralene i okomite duzine
(pravce), raspolavlja kuteve i duzine. .. Nastavnik bi trebao razumjeti matematicku
pozadinu koristenja tih pomagala, ali za ucenika je dovoljno ako ih zna pravilno
Koristiti.

Test okomitosti pravaca. Neka su p, ¢ dva razli¢ita pravca koja se sijeku u tocki
O i P,() dvije tocke na pravcima p, ¢ respektivno koje su razli¢ite od O. Prema
Pitagorinom poucku pravci p i ¢ su medusobno okomiti ako i samo ako je

[OPF +|0QF = |PQ*. (5)

Za zadana dva pravca p, ¢ formulu (5) mozemo shvacati kao test odnosno provjeru
jesu li ti pravci okomiti ili ne i to se moze uciniti pomocu ravnala s mjerilom.

#Baudhayana Sulba-sutra, 800 — 400 p.n.e
43412485, greki filozof, matematicar i pjesnik. Vrstan komentator Euklidovih djela.
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3.4.2 Racunanje udaljenosti. Izometrija

Pitagorin pouc¢ak omogucava racunanje udaljenosti medu to¢kama u ravnini ako
znademo mjeriti udaljenost na dvama medusobno okomitim pravcima u toj rav-
nini. Ako su dane dvije razli¢ite tocke A, B ravnine i p, ¢ dva fiksna medusobno
okomita pravca onda se povuku paralele p/, ¢’ s tim pravcima koje prolaze kroz
tocke A, B. U opéem poloZaju paralele se sijeku u tocki C, dobiveni trokut AAC'B
je pravokutan, a duZina AB je hipotenuza. Udaljenost to¢aka |AB|, ponekad u
oznaci d(A4, B), je sada

|AB| = /|AC|2 + |CBJ2.

Pitanje kako mjeriti udaljenost tocaka na pravcu. O tome govori Hélderov teorem
o kojem je ve¢ raspravljano na str. 35. Konstrukcija takve mjere je zapravo kons-
trukcija realnih brojeva putem Dedekindovih prereza. Na niZzem razinama usvaja
se zdravo za gotovo da postoji bijekcija izmedu tocaka na pravcu i realnih brojeva
pod nazivom brojevni pravac.

Gornja formula je osnova za uvodenje koordinatnog sustava u ravnini kojeg
danas poznajemo kao Descartesov koordinatni sustav.

Euklid u usporedivanju istovrsnih veli¢ina govori tek kasnije u knjigama VII-IX
iako pojam veli¢ina (eng. magnitude) koristi i ranije. Kad govori o proporcijama
istovrsnih veli¢ina on ih ne shvaca kao racionalni broj ve¢ kao neku novu veli¢inu
i nikad ne govori o jednakim proporcijama.

Izometrija. Moderan pristup euklidskoj geometriji baziran je na grupi izometrija
tj. na preslikavanjima ravnine koja ¢uvaju udaljenost. Drugim rije¢ima, izometrija
ravnine f je funkcija koja ima svojstvo da je za svake dvije to¢ke A, B ravnine

d(f(A), f(B)) = d(A, B).

[zometri¢ne figure nazivaju se jos$ i kongruentnim figurama. Izometrije u ravnini su
linearne transformacije koje ukljuc¢uju: identitetu, translaciju, rotaciju, zrcaljenje i
njihove kompozicije.

O svojstvima udaljenosti smo pricali na str. 32, od kojih je najvaznija definitnost i
relacija trokuta. Time Sto ¢uva udaljenost izometrija preslikava kruznice u kruznice
istog radijusa. Posljedica relacije trokuta ja ta da izometrija segmente preslikava
u segmente i pravce u pravce. Konkretnije, za svaku duzinu AB njena unutrasnja
tocka se izometrijom preslikava u unutrasnju tocku duzine f(A)f(B). Isto tako
izometri¢ne slike paralelnih pravaca su paralelni pravci. [zumetrija ¢uva kuteve u
smislu da kut i njemu izometric¢an kut imaju istu mjeru.
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Najjednostavnija izometrija je translacija. Sto se nastave ti¢e ona se moZe pouca-
vati na samom pocetku, odmah nakon uvodenja osnovnih geometrijskih pojmova.
Cak nije nuZno ni uvoditi pojam translacija. Jednom sam uéenicima 5. r. dao za do-
macu zadacu da nacrtaju trokut AABC'i da na nacrtaju novi trokut AA’B'C’ s jed-
nako dugim stranicama tako da tocke A, B, A’, B’ leZe na istom pravcu. Na nastavi,
prije toga proveli smo sli¢nu konstrukciju ali za duzinu AB umjesto trokuta. Vise
od pola uc¢enika u razredu je uspjesno obavila zadatak. Ova konstrukcija moZze biti
osnova za crtanje paralele $to je zapravo uvod u translaciju na svojevrstan nacin.

3.4.3 Udaljenost tocke od pravca

Pojam udaljenosti bio je definiran za dvije tocke. Medutim, taj pojam moguce je
definirati i za dva geometrijska lika i za neke skupove opéenito, ali takva metrika
nece uvijek imati svojstvo definitnosti. tj. ako je udaljenost objekata jednaka 0 da
su oni nuzno jednaki. Udaljenost to¢ke od pravca je prvi korak u prosirenju tog
pojma koji je intuitivan i konstruktibilan.

Uzmimo da je zadan pravac p i tocka @) koja nije na tom pravcu. Ako je O tocka
na pravcu p takva da je pravac QO okomit na zadani pravac p i ako je P bilo koja
druga toc¢ka pravca p razli¢ita od O onda vrijedi formula (5).

Pazljivo ¢itanje te formule govori da je udaljenost |PQ)| proizvoljne tocke P
pravca p veca ili jednaka odaljenosti |OQ)|. To znaci da je razumno uzeti tu uda-
lienost kao udaljenost izmedu tocke () i pravca p, u oznaci

d(Q,p) = |QO|.

Dva su pitanja koja se postavljaju: (1) Koliko ima okomica na pravac p kroz istu
tocku QQ? i (2) Kako konstruirati okomicu q pravca p kroz tocku ()?

Jedinstvenost okomice. Odgovor na prvo pitanje je:
Kroz tocku @ izvan pravca p moZe se poouci jedna jedina okomica na p.

To je jednostavna posljedica Pitagorinog poucka. Kad bi postojale dvije okomice ¢
i ¢’ i dva presjecista O i O’ s pravcem p onda prema formuli (5) slijedi

0Q + 00" = |0'QP?
O'QI” +]00 = 0Q*

odakle sumacijom slijedi
2|00')? =0

odnosno O = O’ zbog definitnosti metrike. [J
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Konstrukcija okomice. Odgovor na drugo pitanje koristi jedinstvenost okomice.
Moguce su dvije situacije: (1) tocka @ je izvan pravca p i (2) tocka () nalazi se na
pravcu p.

U prvom slucaju odrede se dvije tocke A i B na pravcu koje su jednako odaljene
od @ inekaje P poloviste duzine** AB. Tvrdimo da je pravac ¢ koji prolazi to¢kama
P i Q traZena okomica. U suprotnom, prava okomica bi sijekla duzinu AB u to&ci
P’ odakle, zbog Pitagorinog poudka, slijedi da je P’ poloviste duZine AB tj. P = P'.

Tom konstrukcijom dobili smo i okomicu i poloviste duZine. Za konstrukciju
polovista vidi takoder posljedicu Thalesovog poucka na stranici 52.

Slucaj kad tocka @ lezi na pravcu ostavljamo citatelju. [J

Okomitost i paralelnost. Evo nekoliko zanimljivih tvrdnji o okomitim i paralel-
nim pravcima. Dokaz ostavljamo ¢itatelju (uputa: koristite Pitagorin poucak).

i) Okomica na okomicu pravca je njegova paralela.
ii) Okomica na pravac je ujedno i okomica na njegovu paralelu.
iii) Dvije razli¢ite okomice na isti pravac su paralelne.
iv) Dvije tocke na paraleli pravca su jednako udaljene od tog pravca.

v) Ako kroz dvije razlicite tocke P i () jednako udaljene od pravca p povucemo
pravac onda je taj pravac paralelan s p.

Dokaz V postulata iz Pitagorinog poucka. Tvrdnja i) ima kao posljedicu V' Euk-
lidov postulat. Zaista, neka je P tocka izvan pravca p i ¢ okomica na pravac p koja
prolazi tockom P. Tada je okomica p' na pravac ¢ u tocki P paralela pravca p. U
suprotnom bi se p' i p sijekli u nekoj tocki Q). U tom slucaju kroz tocku @) prolaze
dvije razli¢ite okomice na pravac ¢ $to je nemoguce zbog jedinstvenosti okomice
(odjeljak Jedinstvenost okomice na str. 48). Jedinstvenost paralele p’ takoder je
posljedica jedinstvenosti okomice.

3.5 Racun omjera. Thales

Thalesov teorem o omjerima je iskazan kao propozicija P. VI-2 Elemenata, s tom
razlikom $to Euklid iskazuje i njegov obrat u toj istoj propoziciji. Euklidov dokaz
tog teorema koristi propoziciju P. VI-1 koja tvrdi da:

4#vidi P. I-10.
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trokutovi® i paralelogrami koji imaju jednake visine odnose se kao njihove baze,
te propoziciju (i njen obrat) P. I-38 koja tvrdi da:
su trokutovi s jednakim bazama izmedu istih paralela medusobno jednaki.

Iskaz Thalesovog teorema u ovom tekstu je nesto modificiran, a sam dokaz koristi
suvremen zapis omjera u formi razlomka, tj. kao a/b.

Teorem 3.1 (Thales*. Osnovni teorem o omjerima). Ako pravac p kroz toku P sijece
dva paralelna pravca a, b u tockama A i B onda omjer |PA|/|AB| ne ovisi o pravcu p.

Slika 16: Thales. Osnovni teorem o omjerima.

Dokaz. Neka je ¢ drugi pravac koji prolazi tockom P koji sije¢e oba paralelna pravca
u tockama C, D kao na slici . Oznac¢imo s v¢ visinu trokuta APAC koja odgovara
vrhu C'is P4pc njegovu povrsinu. Ta visina jei visina trokuta A ABC odakle slijedi

“5Gdje se se misli na povrsinu tih trokutova.
%Thales iz Mileta, danasnja Turska (624-547 p.n.e.) Putovao u Babilon i Egipat. Niti jedan
njegov rukopis nije sa¢uvan. Proclus mu pripisuje neke teoreme iz Elemenata.
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formula (6) kao posljedica P. I-38, a na isti nac¢in i formula (7).

Pppc  |PA

= — = 6
Piscp  |AB] (6)
Prsc _ |PC] -
Pacp  |CD|

Tvrdnja ¢e biti dokazana ako dokaZemo jednakost

Papc = Pepa,

Sto vrijedi jer su trokutovi AACB i AACD tokutovi sa zajedni¢kom bazom AC' i
jednakih visina. O

Posljedice teorema su sljedece jednakosti:

|PA| _|PC|  |AC|
|PB|  |PD| |BD|

(8)

Ova posljednja jednakost zahtijeva malo dodatnog napora. Potrebno je povuéi jos
paralelu s pravcem p kroz toc¢ku C' i ponovno primijeniti teorem.

Teorem 3.2 (Obrat Thalesovog teorema o omjerima). Ako pravac p kroz toku P sijece
dva pravca a,b u tockama A i B i omjer |PA|/|AB| ne ovisi o pravcu p onda su a i b
paralelni pravci.

Dokaz. Dokaz provodimo kontrapozicijom. Pretpostavimo, suprotno tvrdnji da
a i b nisu paralelni. Povucimo pravac ¢ koji sijece pravce a i b u tockama B i D
respektivno i povucimo tockom C' paralelu o’ s pravcem b. Taj pravac sijece pravac
p utocci A’ razlicitoj od P jer bi se u suprotnom podudarao s pravcem ¢ pa bi morao
sijeci b i biti paralela od b, a to vodi na kontradikciju.

Prema Thalesovom teoremu je sada

|PA'| |PC|
|A’B| — |CD|
|PA| |PC|
|AB{+1:Eﬁﬂ+1
|PA'|+|A'B|  |PC|+ |CD|
|A’B| N |CD|
|PB| _ |PD|
|A’B|  |CD|’
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Prema pretpostavcije |PD|/|CD| = |PB|/|AB|, odakle slijedi

PB| _ |PB] odnosno
|A'B|  |AB] '
A=A
Dakle, pravci a’ i a se podudaraju odakle slijedi tvrdnja. O

Raspolavljanje duzine. Formula (8) je polaziste konstrukciju polovista zadane
duzine. Ako je zadana duzina PB na pravcu p, onda se povuce pravac ¢ i odrede
tocke C'i D tako da je PC = PD. Paralela sa pravcem DB kroz tocku C sijece
duzinu PB u njenom polovistu A.

Na isti na¢in moZe se konstruirati bilo koji racionalni dio zadane duZzine. Do-
voljno je znati povlaciti paralele.

Obrat Thalesovog teorem 3.2 je vrlo zanimljiv je moZe posluziti u nemetrickom
pristupu geometriji koja se ne oslanja na kuteve. Takva je primjer projektivna ge-
ometrija o kojoj u ovom tekstu nece biti govora.

4 Revitalizacija Pitagore

Pitagorin poucak je mocan alat. Preko Pitagorinog poucka moguce je ra¢unanje
udaljenosti tocaka u ravnini. Drugim rije¢ima, moguénost mjerenja udaljenosti
na katetama pravokutnog trokuta (|AC| i |BC|) omogucava racunanje udaljenosti
izmedu tocaka ravnine (|AB|). Drugim rije¢ima, mjerenje udaljenosti medu to¢-
kama na dva okomita pravca pro$iruje na ¢itavu ravninu. To je uvod u pravokutni
koordinatni sustav kakav je osmislio Descartes.

Osim mjerenja udaljenosti, ovaj pristup omogucava i mjerenje povrsine raznih
likova na nacin da se prvo odabere jedini¢na povrsina kao sto je kvadrat stranice
1 m, na primjer. Euklid ne govori o mjerenju na nacin kako ga mi danas dozivlja-
vamo. On usporeduje likove?, prvenstveno paralelograme i trokutove u propozi-
ciji P. I-41 ali ne spominje visinu trokuta. Samo dokazuje da

ako paralelogram i trokut imaju zajednicku bazu, a nalaze se izmedu paralelnih
pravaca, tada je paralelogram dvostruki trokut.

Bilo bi preambiciozno re¢i da mi je cilj zasnovati euklidsku geometriju na Pi-
tagorinom pucku. U tu svrhu bi trebalo definirati pojam okomitosti neovisno o

#misleci na njihove povrsine
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aksiomu u paralelama i zatim dokazati Euklidov V postulat, naravno uvazavajuci
ostale postulate i pripaziti da se ne ude u cirkularnost. Za pocetak, korisno je malo
detaljnije pozabaviti se Pitagorinim pouckom i njegovim posljedicama i uvidjeti
njegovu vezu s nekim drugim tvrdnjama kao $to je Thalesov poucak o omjerima
na primjer.

4.1 Okomitost (bis)

Pitagorin teorem, odnosno njegov obrat, moZe se uzeti kao polazna tocka u alter-
nativnom pristupu okomitosti pravaca. Obrat Pitagorinog teorema tvrdi, da ako u
trokutu vrijedi formula (3.4.1) onda je trokut pravokutan s pravim kutem u vrhu
O.

Definicija 4.1 (Ortogonalnost). Neka su dana dva pravca a, b koja se sijeku. Sjeci-
Ste pravaca ozna¢imo s C. Kazemo da su pravci a, b medusobno ortogonalni*® ako
postoje tocke A € a i B € b, razlic¢ite od C tako da vrijedi

|ACI* + |CB|* = |AB[* (9)

U ¢emi je razlika izmedu ortogonalnosti i Euklidove definicije okomitosti na str.
3.4? Euklidova definicija koristi pojam kuta, a ova koristi samo mjeru udaljenosti
medu to¢kama. Drugim rije¢ima ortogonalnost pravaca u smislu definicije 4.1 je
pojam neovisan o pojmu kuta. Cilj nam je pokazati da su ortogonalnost i okomitost
ekvivalentni pojmovi.

Opravdanje definicije. Definicija ortogonalnosti, ovako kako je sada izrecena,
nije operabilna. Ona ¢e postati operabilnom ako za svake dvije tocke A, B na orto-
gonalnim pravcima vrijedi formula (9). U tom smislu

Lemma 4.2. Ako su pravci a, bortogonalni u smislu definicije 4.1 onda za svake dvije tocke
A, B na tim pravcima vrijedi formula (9).

Dokaz. Dovoljno je tvrdnju dokazati ako variramo jednu od tocaka, neka je to tocka
B. Promatrajmo trokut AABC'i trokut AAB'C kao na slici 17, gdje je B’ tocka na
pravcu a razlic¢ita od B irazli¢ita od C. Jednostavnosti radi, stranice tih trokutova
ozna¢imo s a,b,cia’, b, ¢ respektivno.

#8Koristim rije¢ ortogonalnost je ne znam za bolju, a koja bi izrazavala neku novu vrstu okomitosti
u ovom trenutku.
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Slika 17: Neovisnost definicije ortogonalnih pravaca o izboru tocaka Ai 5.

Reinterpretirajmo formulu
V=c—a®>=(c—a) (c+a),

kao potenciju to¢ke A u odnosu na kruznicu s centrom u B i radijusom r = |CB|.
Pravac bje tangenta te kruZnice jer je duljina a ujedno i udaljenost tocke B od pravca
b.

Za dokaz tvrdnje, dovoljno je uvjeriti se da vrijedi
V= (d—d) (d+d), (10)

odnosno da je pravac b takoder i tangenta kruznice K (B, d’), gdje je «’ = |CB'|.
Pretpostavimo da to nije tako. U tom slucaju kruznica K (B’, a) sijee pravac b
u jo$ jednoj tocci C’ koja s C'i B’ ¢ini jednakokracan trokut AC'B’C". Paralela kroz
tocku B s pravcem B’'C" sijece osnovicu trokuta ACB’C’ u nekoj tocci, ozna¢imo
jus C". Iz Thalesovog teorema o omjerima slijedi da je | BC”| = a $to bi znacilo da
manja kruznica K (B, a) sijeCe pravac b u dvije razli¢ite tocke $to nije slucaj.
Dakle, b je tangenta na kruznicu K (B’, ) i vrijedi formula (10). O
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Napomena 1. Definicija ortogonalnosti 4.1 time je opravdana. Stovise, Eukli-
dova definicija okomitosti pravaca i ortogonalnost pravaca u smislu definicije 4.1
su ekvivalentne. Jedna implikacija je jasna:

Ako su pravci okomiti onda su i ortogonalni u smislu definicije 4.1,
jer vrijedi Pitagorin poucak. Obratno
Ako su pravci ortogonalni u smislu definicije 4.1 onda su i okomiti.

Pretpostavimo da vrijedi formula (9). Neka je A’ tocka na pravcu a takva da je
|OA| = |OA'|. Tada je trokut AABA’ jednakokracan i O je poloviSte njegove osno-
vice odakle sijedi da je duzina OA okomita na duzinu OB.

Napomena 2. U zasnivanju euklidske geometrije na ortogonalnosti ima jo$ jedna
zamka, bar za sada. Definicija 4.1 opravdana je lemom 4.2, a ta je lema posljedica
Thalesovog poucka koji je izveden uz pomo¢ aksioma o paralelama. Drugim rije-
¢ima trebalo bi izbje¢i Thalesov poucak ili bilo Sto drugo Sto proizlazi iz aksioma
o paralelama.

Metricki aspekt euklidske geometrije, preko Pitagorinog poucka je, bliZi da-
nasnjem nacinu razmisljanja kojeg je zastupao Poincaré, a to je da je metrika stvar
dogovora i da ona odreduje nacin razmisljanja koji nije ovijek u skladu s osjetilnim
doZivljajem naSe okoline.

Racun, odnosno jezik kojim govori Euklid, je rac¢un proporcija koji se sa¢uvao
do Newtonove Principie paiunjojsamoj. U takvom ra¢unu nema mnogo simbolike
i teSko ga je pratiti.

4.2 Mjerenje kuteva

Mjera kuta koju Zelimo definirati je inspirirana Euklidovom propozicijom P. II-12
i propozicijom P. II-13. Jedna i druga su nadopuna Pitagorinog poucka i na neki
nacin su iskorak u trigonometriju.

4.2.1 Konstrukcija mjere kuta.

Promatrajmo kut ZA trukuta AABC. Zelimo kostruirati neku mjeru kuta ali na
nacin da ne ovisi o polozaju tocaka B i C' na odgovarajué¢im zrakama.

Definicija 4.3. Kao mjeru kuta ZA uz tocku A u trokutu uzimamo broj
A+ —a?
2cb

gdje je a duljina stranice BC, b je duljina stranice AC i ¢ je duljina stranice AB.

IZA| = (11)
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Slika 18: Neovisnost mjere kuta o poloZaju tocaka B i C' na zrakama koje izlaze iz
tocke A u smjeru tocaka Bi C.

Ta mjera mjeri odstupan]e kuta ZA od pravog kuta i lako se vidi da ne ovisi o

poloZaju to¢ke B na zraci ABi poloZaju to¢ke C' na zraci AC. Za dokaz te ¢injenice
uzmimo da je By ortogonalna projekcija tocke B na stramcu b. Tada je gornji omjer

jednak |AB ol i ne ovisi o poloZaju tocke B na zraci AB Sto je posljedica Thalesovog

teoreme o omjerima (teorem 3.1).

Akoje |£A| = 0 trokut je pravokutan, tj. ABAC je Pitagorin trokut i ZA je pravi
kut. Ako]e 0 < |ZA| < 1 onda je kut ZA $iljast, a ako je —1 < |£ZA| < 0 onda je kut
ZA tupi kut. U ekstremnim slucajevima tj. |£ZA| = —1 trokut degenerira u segment
s najvedim mogudim otvorom, a u sluc¢aju |ZA| = 1 trokut degenerira u segment s
najmanjim moguéim otvorom. Ta mjera je jednostavna za ra¢unanje jer se mjerenje
kuteva svodi na mjerenje duljina stranica trokuta.

U specijalnom sluc¢aju kad su stranice trokuta a i c medusobno okomite onda je

22 ¢
|ZA| = 5 = b (12)
Ako je citatelj upoznat s trigonometrijskim funkcijama onda ¢e mu odmah biti
jasno da je:
|ZA| = cos(ZLA).

Sli¢cnu mjeru promatra i Wildberger (2005) i mnoge teoreme iz planimetrije
dokazuje preko algebarskih identiteta na, kako on kaZe, intuitivniji i jednostavniji
nacin koriste¢i samo razlomke. I

Zagovornici ‘orijentiranog kuta’ shvacaju kut kao ureden par zraka (AB, AC')
u kojem je istaknuto koja je zraka prva, a koja druga. Ako prihva¢amo takav
pristup onda bi kut kao element trokuta trebalo definirati kao uredenu trojku to-
¢aka (B, A, () vrhova trokuta. Tada bi trebalo razlikovati kut (B, A, C') od kuta
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(C, A, B). Nisam zagovornik takvog pristupa u osnovnoj $koli, iako je korektan,
iz razloga Sto je zbunjujué za ucenike koji se prvi puta susrecu s elementarnim ge-
ometrijskim pojmovima. Euklid ne spominje orijentirane kuteve jer njegova rav-

dodatne postulate koje Euklid presutno uvodi. To je slucaj i s orijentacijom koju on
implicitno koristi, a treba mu i u V postulatu u kojem se spominju strane (pravca).

4.2.2 Korektnost definicije ortogonalnosti

U opravdanju definicije ortogonalnosti 9 koristili smo Thalesov poucak o omje-
rima koji je indirektna posljedica aksioma o paralelama. Ovdje dajemo jos jedan
dokaz koji opravdava definiciju ortogonalnosti baziranom na upravo izgradenoj
mjeri kuta (formula (11)). Kao $to se vidi iz dokaza i on ovisi o Thalesovom te-
oremu o proporcijama jer mjera kuta takoder o njemu ovisi.

Neka su p, ¢ dva razli¢ita pravca koja se sijeku u tocki O i P, ) dvije tocke na
pravcima p, ¢ respektivno koje su razlic¢ite od O (slika 19). Prema definiciji 4.1
pravci p i ¢ su ortogonalni ako je

[OP]* +10QF = |PQ[*. (13)

Potrebno je dokazati neovisnost definicije o poloZaju tocaka P i () na pravcima.

Slika 19: Definicija okomitosti pravaca preko Pitagorinog trokuta.

Teorem 4.4. Pretpostavimo da je APOCQ) Pitagorin trokut. Ako je tocka ()1 na pravcu q
kao na slici 19 tada je trokut APOQ), takoder Pitagorin trokut.
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Dokaz. Dovoljno je dokazati a* = z* + (y + b)?. Prema formuli (11)
a? = + b* — 2ch|a
=452+ 2ch? (formula (12) )
c
=+ b? + 2by
=22+ y® + 1% + 2by
=2’ + (y +b)°.

Sto dokazuje tvrdnju. O

4.2.3 Sumerani. Stupanj

Danasnji na¢in mjerenja kuteva pomocu stupnjeva naslijedili smo od Sumerana.
Oni su odabrali mjernu jedinicu kuta na sljede¢i nacin. Puni kut (zapravo opseg
kruZnice zadanog radijusa) podijelili su na 360 dijelova (stupnjeva), stupanj su

Slika 20: Sumeranski kutomjer za mjerenje kuteva.
90

120

180 -

.60

30

210 -

240

- 330

" 300

270

podijelili na 60 dijelova (minute) i minutu su podijelili na 60 dijelova (sekunde).
Sumerani su bili dobri astronomi i mjerenje zakreta Zemlje (kuta) direktno su po-
vezali s proteklim vremenom i to je jedan od razloga zasto su mjerne jedinice kuta
dobile takve nazive. Osim toga broj 360 je djeljiv bez ostatka s 24 broja ukljuc¢ujuci
11 360. Neki od njih su: 1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12, 15...Broj 60 je djeljiv bez ostatka
s brojevima: 1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30,60 $to omogucava dijeljenje stupnja na
manje jedinice. Dakle, 360° je prakti¢na mjera za kut®.

#Broj 360, kao broj dijelova kruga, spominje se i u Rg Veda Samhita, konkretno u stihu 1.164.48.
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Prirodna jedinica za mjerenje kuta nije stupanj ili minuta nego je puni kut. Puni
kut je jedna od rijetkih mjernih jedinica koja je punudena svima takva kakva je i
ne treba posebno dogovaranje oko tog. Razlog zbog kojeg Sumerani nisu uzimali
puni kut je pretpostavljam taj, Sto je neprakti¢no racunati s razlomcima. Njihov
heksadecimalnom sustav, tj. u sustav s bazom 60, im je omogucavalo da imaju 60
znakova (uklju¢ujudi i 0) za ostatke pri dijeljenju sa 60. Heksadecimalni sustav
prirodno proizlazi i iz anatomije ljudske Sake. Sumerani su brojali na nacin da su
palcem brojali ¢lanke na prstima iste ruke pocev od najdonjeg ¢lanka kaZiprsta.
Svaki prst ima 3 ¢lanka, dakle ukupno 12 ¢lanaka na prstima jedne Sake, ne racu-
najudi palac koji dodiruje ¢lanke. Nakon nabrojanih 12 ¢lanaka podigli bi jedan
prst druge ruke i nastavili s brojanjem. Takvim brojanjem moglo se razlikovati
5-12 = 60 brojeva.

Mjerna jedinica bi mogla biti bilo koja od spomenutih veli¢ina, ali se najcesce
uzima stupanj. Mjera nekog kuta se piSe u obliku 10° 38 26" (10 stupnjeva 38
minuta i 26 sekundi). Danas, ako je potrebno preciznije mjerenje, onda se sekunda
zapisuje kao decimalni broj.

Sumeranski kutomjer na slici 20 ¢ini se naoko jednostavan, on ne kazuje sto je
kut, koristan je za mjerenje onih kuteva koji se u geometrijskim konstrukcijama naj-
¢eSce koriste. Problem s kutevima je taj Sto ih nije moguce dijeliti uz pomo¢ ravnala
i Sestara™, a druga poteskoca ovakvog pristupa mjerenju kuteva nema moguénost
poopcenja u visim dimenzijama.

Napomena. Stupanj, kao jedini¢na mjera kuta ne ovisi o radijusu odabrane kruz-
nice.

424 Lucna mjerakuta

Moderan pristup mjerenju kuta preko radijana (Thompson™, 1873) takoder nosi
svoje potesoce i nejasnoce. Jedna od njih je iracionalnost mjere kuteva, napr. pravi
kut, mjeren u radijanima iznosi 1.570796326 . . . Sto je aproksimacija broja 7 /2. Sama
oznaka 7/2, bez obzira kako jednostavno izgleda, ne zna¢i da je kut lako izmjeriti.
Pogledajmo malo detaljnije Thompsonovu definiciju kuta. Kut ¢ je definiran kao
omjer

0:=s/r, (14)

gdje je s duljina luka kruznog isjecka ¢iji je centralni kut jednak 6, (v. sliku 21), a
radijan je kut koji odgovara luku duljine r. Ako Zelimo biti precizni onda ovakva

Dijeljenje kuta na tri jednaka dijela pomocu ravnala i Sestara nije izvedivo, ali je moguce po-
mocu cisoidnog Sestara.
51James Thompson, brat Lorda Kelvina
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Slika 21: Definicija radijana Slika 22: Trigonometrijska kruznica
r(cos(0),sin(6))

definicija kuta nije korektna jer nije jasno je li kut dio ravnine, tj. ne$to ‘geometrij-
sko” ili je to broj. Druga primjedba odnosi se na jedinicu nazvanu radijan. Ako je
kut definiran kao omjer
duljina
~ duljina

onda je to bezdimenzionalna veli¢ina i nema potrebe nazivati je nekim imenom.
Formula (14) zapravo definira mjeru kuta, s tim da je referentni (jedini¢ni) kut
nesto $to jo$ nije definirano.

Sljedeca primjedba odnosi se na neodredenost kuta u definiciji (14) jer luku du-
liine s+2r iluku duljine s ‘pripada’isti kut. Na primjer, brojevi 5.0471975511966 . . .,
—2.9528024488034 . .. 1 1.0471975511966 . . . definiraju, do na odredenu preciznost,
isti kut (7/3).

Ono $to je moZzda najvecéa neprilika u ovom pristupu je praktiéna nemoguénost
rac¢unanja duljine luka s. Duljina luka krivulje, pa makar bila i tako jednostavna
kao 3to je kruznica, je kompleksan pojam i nisam siguran da se korektno obraduje
i na univerzitetskoj razini u okviru standardnog kalkulusa.

Uporne pristalice 'radijalnog’ pristupa zagovarat ¢e ideju racunanja kuteva preko
koordinata i trigonometrijske kruznice u kartezijevom sustavu u ravnini. Tu se jav-
lia nova poskoca odredivanja kuta preko transcendentnih funkcija sinus®* i kosinus
Sto je zapravo prevara. Osim toga, u pristupu preko trigonometrijske kruznice
(slika 22) nije eksplicitno receno definira li se kut ili trigonometrijske funkcije.

2Sanskrtska rije¢ za polu-tetivu je jya-ardha $to se ponekad skraéivalo u jiva. Na arapskom se ta
rije¢ izgovarala jiba, a pisala se, bez samoglasnika, kao jb. Latinski prevoditelji odredili su naziv
sinus kao prijevod od jb jer su mislili da se radi o arapskoj rije¢i jaib, 5to znaci grudi, a latinska rije¢
sinus, osim znacenja grudi, dodatno znadi i zaljev. U engleski jezik sinus je usao kao sine.
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U principu, ovdje se uvode dvije mjere kuta, jedna je sinus kuta (sin), a druga
je kosinus kuta (cos). Niti jedna niti druga vrijednost ne odreduju jednoznaéno kut
u ravnini jer nisu bijekcije na intervalu [0, 27). Uvodenje dvije mjere kuta sin i cos
(formalno) ima smisla jer prva mjera razlikuje kuteve na intervalima [0, 7], [7, 27],
a druga mjera razlikuje kuteve na intervalima [0, 7/2|, [37/2, 27], tako da je kut «
jednoznac¢no odreden s parom brojeva (sin(«), cos(«)). Koliko je to razumljivo i
prihvatljivo za ucenika srednje Skole je pitanje za sebe.

5 Anketa o tocki

Ovo sto slijedi su odgovori djece iz 5. razreda jedne osnovne $kole u Zagrebu na
pitanja: Sto je tocka?, Sto je pravac?, Sto je ravnina? i Sto je kut? U razredu je bilo 17
djece i ovdje je navedeno svih 17 odgovora. Broj djeteta je naveden ispred njegovog
odgovora, a odgovori su takvi kakvi jesu zajedno s gramati¢kim nepravilnostima
(ako ih ima).

Sto je to¢ka?

1. tocka je oznaka za taj kut

tocka je mjesto iz kojeg pocinje duZzina

tocka je vrh neke ravnine, trokuta ili duZzine

tocka je glavna "tocka" na ravnini

tocka je mjesto gdje se sijeku ili gdje zapocinje neki pravac ili duzina
tocka - oznaka ravnine

tocka - tocka kojom oznacujemo vrh ili kraj neke duZzine ili trokuta

tocka je sjeciSte i nema stranica ili kuta

N I S S SRy

tocka je pocetak crte (omedena crtom)

—_
e}

. toc¢ka je . (nacrtana tocka)

—
—

. tocka je tocka u ravnini

—_
N

. toc¢ka je dio ravnine
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13.
14.
15.
16.
17.

tocka - to je mesto iz kojeg poc¢injemo
tocka = sjeciste...

tocka je tocka trokuta

tocka = sjeciSte dva pravca

tocka je odredeno mjesto na pravcu

Sto je pravac?

1.

e e e e
N O U1 ok N e O

D A N

pravac je ravna neomedena crta

pravac je crta koja nije omedena i nema kraja

pravac je crta bez kraja

pravac je duzina koja nema tocke

pravac je ravna crta koja ima svoju to¢ku

pravac - ravna neomedena crta koja nema pocetak ilik raj
pravac - ravnina koja nije omedena to¢kama

pravac je ravna neomedena crta

pravac je prava crta

. pravacje — (nacrtan pravac)

. pravac je ravna crta koja omeduje 2 tocke

. pravac je ravnina koja nije omedena tockama
. pravac - to je ravna crta

. pravac = crta neomedena ni s jedne strane

. pravac je pravac

. pravac je neomedena duZzina

. pravac je ravna crta
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Sto je ravnina?

1. ravnina je ravna omedena crta sa dvije strane
ravnina je ravna crta

ravnina je duzina omedena s dvije tocke

ravnina ili duZina je osnovna jedinica u geometriji
ravnina je nesto ravno

ravnina - ravna crta

ravnina - ravna crta

ravnina je ravna podloga

Y ® N o G k= LD

ravnina je ravna crta

—_
]

. ravnina je ravna crta

—_
—_

. ravnina je ravna crta koja omeduje 2 tocke

—_
N

. ravnina je ravna crta

—_
@

. ravnina - je crta

—
W

. ravnina = ravna povréina

—_
Q1

. ravnina je ravna crta

—_
o)

. ravnina = ravna ploha

17. ravnina je ravna ploha

Sto je kut?

1. kut je dio ravnine oznaceno tockom
2. zbroj svih kuteva je 180°

3. kut je vrh gdje se sijeku dvije stranice

4. kut je zakucen u kutu koji pokazuje koliko je veliki
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kut je mjesto gdje se dva pravca sijeku i stvaraju Siljasti, tupi kut

kut - dio u kojem se spajaju dvije ravnine

kut je dio trokuta koji je omeden pravcima

X © N o U

kut je u dvije crte (spojen)

10. kutje

11. kut je kut od trokut

12. kut je dio ravnine omeden dvjema stranama

13. kut -

14. kut = dio geometrijskog lika omeden krakovima koji se spajaju u jednoj tocki
15. kut je kut

16. kut = dio ravnine omeden krakovima

17. kut mjesto di se sjeku dva pravca (sjeciste)

Sto se moZe zakljuéiti iz gornjih odgovora? Netko bi mozda zakljucio da djeca
nisu niSta naucila. Znaci li to da je loSe objasnjen sadrzaj odgovarajuce nastavne
cjeline? MozZda je 10§ udzbenik? MoZzda je gradivo pretesko za njihovu dob? Paz-
ljiviji Citatelj ¢e moZzda zakljuciti da djeca ne pokazuju nepoznavanje gradiva nego
da pokusavaju zadovoljiti obrasce koji se ne uklapaju u njihovo intuitivno poima-
nje osnovnih geometrijskih objekata. Jesu li krivi ti nametnuti obrasci ili njihova
intuicija? U ovom slucaju, bio bih slobodan reci ovo prvo, a jedan od primjera koji
navodi na takvu misao je definicija okomitosti pravaca o kojoj smo raspravljali (v.
str. 42).

Ne¢u tvrditi da se ¢ovjek rada s dobrom intuitivnom predodZzbom prostora ve¢
bih radije rekao da ju gradi kroz igru u Zivotnom okuZenju u kojem raste. Ono $to
se postulira i trebalo bi se postulirati u Skoli, ako se ve¢ postulira, su odnosi medu
apstraktnim objektima, a ne objekti sami.

Kao zavrs$ni komentar vezan uz anketu je taj da je zakazalo obrazovanje jer
se ista pitanja i isti odgovori ponavljaju iz godine u godinu i to ve¢ ¢itavo jedno
stolje¢e. Ako je tako u matematici kako to izgleda u drugim, manje dorecenim
nastavnim sadrZajima?

Thales 624-547
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6 Vremenska lenta
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