ZSM - Gospodarska matematika 1

Deriviranje primjenom pravila za deriviranje.

U ovom dijelu se koristi tablica derivacija osnovnih funkcija, kao i osnovna pravila deriviranja.

Derivacije osnovnih funkcija Osnovna pravila deriviranja
f@) | =) (1) (f(2) + g(x)) = f'(z) + ¢ (2),
Konst. |9 (2) (f(2) — g(2))’ = /() — g’ (),
S (3) (@) - 9(@)) = f/(x) - g(a) + [(x) - g'(2)
1 n f@)\ _ f(@)-g(x) = f(z)-g'(2)
mo | T o (563 - o)
le el (5) (¢- f(z)) =c- f'(z) (c- konstanta)

1. (a) Koristimo pravila (1) i (5) da bi dosli do funkcija koje postoje u tablici derivacija
osnovnih funkcija:

f'(=)

(32% 4 14¢”)"  [pravilo (1)

(3z%) + (14e®)"  [pravilo (5)
= 3(2?) +14(e") [pravila za deriviranje funkcija 2" i e
= 320+ 14e" =62+ 14¢e”

T

(b) Analogan postupak
4
g (x) =4z —122%) = i 3622

2. (a) U ovim zadacima se koristi pravilo za deriviranje kvocijenta (pravilo (4)).

322 —Inz\’

o) = (PESEE) pravio ()

_ (322 —Inz) - 22 — (32%2 —Inx) - xQZ(*)

(x2)?

x

Sada zasebno izracunamo derivacije brojnika i nazivnika:

(322 —Inz) = (32%) — (Inz)’ =3(z*) — (Inz) [tablica derivacija
1
= 6x——,
T
(@*) = 2u,

i te derivacije uvrstimo tamo gdje smo stali:

(4) = (61:—7) 22 —(43$ —Inz)- 2x.

Ovdje se mozemo zaustaviti, a mozemo izraz i malo srediti pa dobijemo

2lnx —1
3 '

T

f(@) =
(b) Analognim postupkom se dobije

iy [T+ T /_(1—|—7/9:)(2—3x2)—(z+7ln:c)~(—6:c)
9($)—<2_3x2> - (2—322)?
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ZSM - Gospodarska matematika 2

3. (a) U ovom zadatku se koristi pravilo za deriviranje produkta dviju funkcija (pravilo (3)).
fl(z) = ((@+22°+32% In x)/ [pravilo (3)
= (242224323 -Inz+ (z+222 +32°) - (Inx) = (%)

Izderiviramo funkcije zasebno:

(x+22°+32%) = () + 223 + 323 =1+42+ 922
1
1 — —_
nz o

i uvrstimo ih nazad u izraz za derivaciju produkta funkcija:
(*)=(1+42x+92%) -Inz+ (z+22% + 3x3)%.
Ovim je zadatak rijesen, ali ako se izraz zeli jos malo pojednostaviti, dobije se
flx)=(1+42x+92%) -Inz+1+22+ 322

(b) Postupak je analogan prethodnom, dobije se

g (x) = ((4e” — x)(2e" + 3))" = (4e” — 1)(2e” + 3) + (4e” — z) - 2¢”.
Ukoliko se prethodni izraz pojednostavi, dobije se

g (z) = 16e** — 2(x — 5)e” — 3.

4. (a) U ovom zadatku treba svesti izraz sa korijenom na izraz sa potencijom. Naravno, pri
deriviranju se koriste standardna pravila.

, 2r —/z\’ L .. .
fl(x) = il [zamijenimo korijene sa potencijom
2z — z1/2\’ .
= <xl/3+1> [pravilo (4)

2z =2V (23 + 1) — (2 —2V?) - (2P +1) .
- bl = ()

Izra¢unamo zasebno derivacije brojnika i nazivnika:

(2$ _ .131/2)/ — (Qx)/ _ (],‘1/2)/ —9_ %x—1/2’

1
(581/3 + 1)/ — (331/3)/ + (1)/ _ §Z‘72/3,
i uvrstimo ih nazad:

) (2 _ %m—uz) (@34 1) — (22 — 21/?). %$—2/3
%) = .

(213 +1)2
Eventualno se moze vratiti oblik sa znakom korijena:
2o L) (E ) - (20— VE) —
)= 2T 3Va?
B (Yx+1)2
(b) Sli¢no kao i u zadatku (a),
1 1 6
g (z) = —Za743 — 6z —4e® = — —4e”
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ZSM - Gospodarska matematika 3

5. Ideja ovog zadatka je da se pokaze da deriviranje ne treba biti samo po varijabli koja se
zove .

) ([ P-2\ (P-2)-(P*+1)—(P-2)-(P*+1)
bip) = <P2+1> B (P2 +1)2
_1-(PP+1)—(P-2)-2P —P>+4P+1
- (p2+1)2 - (p2_|_1)2

Ovdje se prvo iskoristilo pravilo za deriviranje kvocijenta, a nakon toga su derivirani brojnik
i nazivnik svaki za sebe,

(P-2)=(P)—(2) =1, (P*+1)=(P? +(1) =2P,

Derivacija slozene funkcije

U slijedeéim zadacima se koristi pravilo za deriviranje slozene funkcije. Funkcija f(z) se prikaze
kao funkcija nekog drugog argumenta (koji je zapravo funkcija od z), f(z) = g(t) pa prilikom
deriviranja imamo

fll@)=4'@)-t.

Na kraju je potrebno sve izraziti u varijabli u kojoj je izrazena pocetna funkcija koju deriviramo.

1. (a) Kada bi u ovom zadatku argument funkcije In bio x, primjenili bi pravilo za tabli¢nu
derivaciju funkcije In i zadatak bi bio rijesen. Ovdje je, medutim, argument funkcije In
funkcija 322 + 1. Zato stavljamo zamjenu ¢ = 322 + 1. Imamo:

/ ’
f(x) = (1n(3:v2 + 1)) = (ln(t)) [ stavili smo zamjenu t = 322 + 1]
= n -t [iskoristili smo tabli¢nu derivaciju od In z]
1 e
- 33;274_1 -6 [ naslit’' i uvrstili $to je ¢ ]

(b) Sli¢ni kao i zadatak (a), samo §to smo ovdje stavili ¢ =2z + 7.

g (x) =2 **7,

2. (a) Funkcije oblika g(x)™ su nekako “najnezgodnije” za uociti da je ovdje rije¢ o slozenoj
funkciji, stoga je zgodno pogledati ovaj zadatak.

b Q / b b Q

() = ((1 - 2;&)3) = () =32t = 3(1 - 22%)% - (—62%) = —1822 (1 — 22°)2.
t t t/

Ovdje je iskoristeno da je

t'=(1-22% = (1) — (22°) = —627.

(b) Ovdje imamo dva problema: slozena funkcija i korijen. Kao zamjenu stavimo t = 22 +7
pa trebamo derivirati t'/2. Na koncu se dobije

T

1
"N2)==(22+7)" V2% 20 = ———.
J(@) = 56 +7) —
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ZSM - Gospodarska matematika 4

(¢) U ovome zadatku imamo slozenu funkciju oblika g(x)", s time da je g(x) razlomak:

K (x) = [(H ! )3}/ = () =382t

r—2
——
t
Kako je
t,_($+1)'(x—2)—(x+1)(ac—2)’_ -3
- (z—2)? (2 —2)%
dobijemo
, B Tz +1 2. -3
h(x)_3<x—2) (x—2)%

t

. U ovom zadatku je bitno uociti da se slozene funkcije mogu pojaviti u kao dio funkcije i
da bi dosli do njih (odnosno do trenutka kada se moze napraviti zamjena) treba koristiti
pravila deriviranja.

(a) Koristimo pravilo za deriviranje razlike funkcija:
!/ !
f(z)= ((2962 +4)% - 395) = ((25(:2 + 4)2) — (3z)
Funkcija (222 + 4)? je slozena funkcija, kao zamjenu treba staviti t = 222 + 4:

/

2.2 42>:t2/:2t-t':222 4. Az

(222 +4%) = () (z*’)'f
t t 4

Ovdje smo iskoristili da je (222 +4)" = 2(z%)’ + (4)' = 4x. Kako je (3z)’ = 3, dobijemo
fl(x) =8x-(22% +4) — 3.
(b) Sli¢no kao u prethodnom zadatku, samo $to ovdje imamo zbroj dvije slozene funkcije,
(3 —2%)% i In® z. Kako je
/
((3 - x3)5) = 53—zt (=322) = —1522 - (3 — 24,
2\ 1
(ln I) = 2Inx-—,
x

dobije se

] 1
g(x)=-1522-3-2®)* +2Inz- ~.
x

. U ovom zadatku se slozena funkcija pojavljuje kao dio razlomka ili produkta.

(a) Prvo primjenjujemo pravilo za deriviranje kvocijenta:

n(2z -1\ n(2z —1) 2?2 — (In(2z —1)- (23
f’(m)—(l (224 7) 1)_(1 (2z+7)—-1) (In(2z+7)—1)-( )

22 (22)2
Kako je
1 2
In(2 "=(nt) =--t'=
02z + ) = (nt) = 5 ¢ = =,

t
pri ¢emu smo iskoristili da je t' = (22 4+ 7)" = 2, dobijemo
2 2
o — (In(2z+7)—1) -2z i

/ _ 2x+7 2+ 7
f(z) = P - 3

—2-(In2z+7) - 1)z
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ZSM - Gospodarska matematika 5

(b) Sli¢na prica kao u prethodnom zadatku, samo $to je ovdje rije¢ o derivaciji produkta.
Iskoristimo da je
(ex%?’)l =2z.e" 3

i dobijemo
2 2 2
gd(x)=22%e" 3 4+e® 3 =(222+1)-" 3
5. (a) U ovom zadatku imamo slucaj visestruko slozene funkcije.
, . 3 — /| stavimo o I (41)2 /71 —1/2
Flo) = (VR D —d) = | e | ==y = e

Sada deriviramo zamjenu (t):

t' = (In(22*> +1) — 4x)/ = (In(22* + 1))/ — (4.%')/ = (lnv) —4= 1 v — 4.

v

4z

Kako je v' = (2% + 1) = 4z, dobijemo ¢’ = 2 11

—4 pa je

1 4z
1oy — & 2 A -1/2 _
() 2(ln(2x +1) —4x) ( 527 £ 1 4).
t —
t/

(b) Ovaj zadatak mozemo rjesavati kao derivaciju kvocijenta dviju slozenih funkcija ili kao

derivaciju korijena iz razlomka. Ukoliko na derivaciju gledamo kao na derivaciju kvocijenta,
dobijemo

, B 2245\ (Va?+5) - Vz—-1-+vVa2+5- (Vo —1)
glz) = (m) - V1)

T 1
—_— eV —1— 245 ——
245 v v 2v/x —1

rz—1
Ovdje smo iskoristili da je
. /
5 r_ stavimo _ (41/2 /:1,1/2. /ZEL:L
( ’ +5) [t:v2+5,t’2x ] (t ) Zt ! 2\/i 245

i, analogno,

r 1 1 1
Ve—1) =(z-1)""V2= ——_.
(Ve-1) =31 o0z 1

Ako na funkciju g zelimo gledati kao na korijen iz razlomka, treba se prisjetiti da vrijedi
ab AN Va2 +5 22 +5
( ) pa je g(z) = =

- T a1 Vai-1°

Y

b

Primjena derivacija

Cinjenicu da veli¢ina y ovisi o veli¢ini  moZemo zapisati kao y = y(z). Ako Zelimo naéi
elasti¢nost veli¢ine y u ovisnosti o x, to radimo pomoc¢u formule

x
Eyo=="9. 1)
e = (

Grubo govoredi, elasti¢nost nam kazuje koliko se u postocima promijeni zavisna veli¢ina, ako se
nezavisna veli¢ina poveca za jedan posto.
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ZSM - Gospodarska matematika 6

Druga primjena derivacije koju gledamo je trazenje ekstrema funkcije jedne varijable. Za
funkciju f : D — R kazemo da u tocki 2* ima lokalni maksimum ako postoji interval I =
(x* —c,x* +¢) C D takav da je f(z*) > f(z) za svaki z € I. Analogno, f ima u tocki z* lokalni
minimum ako postoji interval I = (z* —¢,2* +¢) C D takav da je f(z*) < f(z) za svaki z € I.

Veza izmedu pojmova lokalnog maksimuma, odnosno minimuma i derivacija je slijedeca:
neka je f : D — R derivabilna' funkcija. Ako u tocki x* funkcija f ima lokalni ekstrem, tada je
f'(a*) = 0.

Cinjenica da je u tocki ekstrema derivacija funkcije jednaka 0 se koristi pri trazenju ekstrema.
Postupak je slijede¢i: neka se traze ekstremi funkcije f.

1. Izracuna se derivacija f’(x).
2. Rijesi se jednadzba f’(z) = 0. Neka su 1, xa, ... rjeSenja te jednadzbe.
3. Za svako rjesenje x* jednadzbe f'(z) =0
(a) uzmemo jednu tocku koja je manja od (“lijevo od”) nje (oznacimo je sa a) i jednu
tocku koja je veda od(“desno od”) nje (tu tocku oznacimo sa b).
(b) Izracunamo f’(a) i f’(b). Strogo govoreéi, dovoljno nam je naéi predznak derivacije
u tim tockama.
(¢) Ako je f'(a) > 0, a f'(b) < 0, tada funkcija f ima u z* lokalni maksimum.
Ako je f'(a) <0, a f'(b) > 0, tada funkcija f ima u 2* lokalni minimum.
Ako nije nastupio niti jedan od prethodna dva slucaja, tj. f'(a) i f/(b) su istog
predznaka, tada u x* ne postoji ekstrem.

1. Ovdje treba naéi elasti¢nost potraznje o cijeni. Kada u formulu za elasti¢nost (1) uvrstimo
oznake za potraznju i cijenu, dobije se da elasti¢nost potraznje o cijeni trazimo pomocu
formule

Epp(P) = —— - D'(P).

Izra¢unamo sada D'(P):

, P+1\" (P+4+1).-P2—(P+1)-(P?
D(P):<P+2):(+) (P2()2+)()
_ P*—(P+1)-2P -P-2
- P4 - p3

Sada mozemo nadi elasti¢nost na razini cijene P = 5: D(5) je 6/25, D'(5) je —7/125 pa je

I e B A

Epp(B)= —— o = — =
p.p(5) 6/25 125 30 6

Interpretacija: ako na razini cijena P = 5, poveéamo cijenu proizvoda za 1%, potraznja za
tim proizvodom se smanjuje (zbog negativnog predznaka elasti¢nosti) za 1,17%.

2. Postupak je identican postupku iz prethodnog zadatka. Formula za elasti¢nost u ovom
slucaju postaje
P

FsrP) =5y

S'(P),

1 Ako zelimo biti bas precizni, trebali bi zahtjevati da f ima derivaciju u svakoj tocki domene te da je funkcija
f’ neprekidna funkcija.
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ZSM - Gospodarska matematika 7

_ P?+2P

a derivacija funkcije S (ovisnosti ponude o cijeni) je S'(P) = m Kako je S(4) =
16/5 1 5'(4) = 24/25, dobijemo da je
4 24 6
Egp(4) = 1625 5 1,2.
5

Interpretacija: ako na razini cijena P = 4, poveéamo cijenu proizvoda za 1%, ponuda tog
proizvoda se poveéava (pozitivan predznak elasti¢nosti) za 1,2%.

3. Za razliku od prethodna dva zadatka, u ovom zadatku je potrebno naéi eksplicitan izraz
za elasti¢nost i tek tada traziti kada je elasti¢nost jednaka 0,75. Kako je S’(P) = 1, dobije
se da je

P P P
Esp=——-5'(P)= 1= .
5P T9(pP) ) =53 P+2

Sada trazimo cijenu P za koju je Eg p = 0,75:

P

P =075/ (P+2) = P=075(P+2) = P=0T5P+15 = 025P =15 = P =6,

Na razini cijena P = 6 elasti¢nost ponude o cijeni je 0,75.

4. Analogno prethodnom: prvo treba nadi $to jednostavniji izraz za elasti¢nost, a nakon toga

rijesiti jednadzbu. Kako je D'(P) = ﬁ, dobije se da je
EDP:%'—*S: skratimol.’;i-3r :P.;l:i.
’ w5 (P +3)? te P+3i (P+3)% P+3 P+3
Jos ostaje rijesiti jednadzbu Ep p = —0,5:
—-P

——=-05 == —-P=-05P—-15 = P=3.
P+3 ’ ’

Na razini cijena P = 3 elasti¢nost potraznje o cijeni je —0,5.

5. Postupak u ovom zadatku je isti kao u prethodna dva, osim $to treba pripaziti pri postavl-
janju jednadzbe. Naime, funkcija y nema jedini¢nu elasti¢nost samo kada je E, , = 1, nego
i kada je B, , = —12%.

Prvo nademo izraz za elasti¢nost troskova o proizvodnji. Kako je TC'(Q) = 5+ @, imamo
da je

Q 5Q +Q?
1Q2+5Q+20 1Q2+5Q +20

Sada trazimo razinu proizvodnje ) na kojoj funkcija ukupnih troskova ima jedini¢nu
elasti¢nost. Prvo rjeSavamo jednadzbu Erc g = 1:

5Q+Q*
3Q2+5Q+20

1 1
:>5Q+Q2:§Q2+5Q+20 = 5Q“‘—20:0 = Q7% =40.

Ercq = (5+Q) =

ETC’,Q =1 <

2Naime, za funkciju y kazemo da je neelastiéna u odnosu na varijablu = u tocki z¢ ako je |Ey z(x0)| <
Ako je |Ey o (z0)| > 1, kazemo da je y elastiéna u odnosu na varijablu  u tocki zo, a ako je |Ey z(zo)| =
kazemo da y u tocki zg ima jediniénu elasti¢nost u odnosu na x.

1.
11
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Jednadzba Q2 = 40 ima dva rjesenja: Q; = V40 i Q2 = —v/40. No, kako je funkcija T'C
definirana samo za ¢ > 0 (tj. proizvodnja, @), ne moze biti negativna), rjesenje Q2 ne
razmatramo dalje. Dakle, na razini proizvodnje Q; = v/40 funkcija ukupnih trogkova ima
jedini¢nu elasti¢nost u odnosu na proizvodnju.

Jos ostaje rjesiti jednadzbu Erc g = —1:

5Q + Q?

Breog=-1& —29T% __

=>5Q+Q2=—<;Q2+5Q+20> = ;Q2+1OQ+2O=O.

3
Kvadratna jednadzba §Q2 + 10 Q@ + 20 = 0 nema realnih rjesenja. Naime,

0 —10£4,/102-4-5-20  _194 /=20
1,2 = =

2. B 3

[

pa realnih rjeSenja nema jer je izraz pod korijenom negativan.
Dakle, samo na razini proizvodnje @ = v/40 funkcija troskova ima jedini¢nu elasti¢nost.
6. Treba naéi ekstreme funkcije f(z) = 2% —4 x+27. Slijedimo postupak za trazenje ekstrema:
o fl(z)=2x—4;
o fl(x)=0&=22—4=0= 2 =2. Tocka x = 2 je jedini kandidat za ekstrem.
e uzmem jednu tocku manju i jednu tocku veéu od 2, npr. a = 11 b = 3. Kako je

f'(1)=-2<01i f'(3) =2 > 0, zakljucujemo da se u z = 2 postize lokalni minimum.

7. Koristimo postupak za trazenje ekstrema:

1 !
o f'(z) = (§x3+2x2—5x+50) =a2% 4+ 42— 5;

o fllz) =0 22 +40-5=0= a2y = =5, 23 = 1. Tocke z;1 = —5ixy =1 su
kandidati za ekstreme.

e Prvo ispitujemo tocku 1 = —5. Odaberemo tocke —6 1 —4 (-6 < x; = —5 < —4) i
ispitamo predznak derivacije u njima:

F(—6)=36-24-5=7>0, i f(-4)=16—16-5=—5<0.

Prema pravilima za odredivanje ekstrema zakljucujemo da u —5 funkcija f dostize
lokalni maksimum.

Isti postupak ponovimo za zo = 1. Odaberemo tocke 0 i 2 i izracunamo vrijednost
derivacije u njima. Kako je f'(0) = =5 < 0, a f'(2) = 7 > 0 zaklju¢ujemo da u 1
funkcija f postize lokalni minimum.

8. Prvo treba odrediti prosjecne troskove, AC', koji se dobiju kada se ukupni troskovi podijele
sa proizvodnjom, AC(Q) = TC(Q)/Q. U nasem slucaju prosjecni troskovi su

TC(Q) Q*+50 50
ACQ) = = =Q+ 5.
Sada slijedimo postupak za pronalazenje ekstrema:
50
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50
e AC'(Q) =0&1— o =0 = Q? = 50. Rjesenja jednadzbe Q% = 50 su tocke

1 =501 Qs = —v50, ali tocku Q2 mozemo odmah odbaciti jer proizvodnja (Q)
ne moze biti negativna.
e Kako je v/50 ~ 7,07, za utvrdivanje postojanja ekstrema funkcije AC' u v/50 mozemo
uzeti tocke 7 1 8 (jer je v/50 izmedu njih). Kako je
50 . 50
zakljuc¢ujemo da u tocki v/50 funkcija prosjec¢nih troSskova postize lokalni minimum
(na razini proizvodnje @ = v/50 su prosjecni troskovi najmanji).

9. Prvi korak u ovom zadatku je da se formira funkcija koja ¢e opisivati ovisnost dobiti o
proizvodnji (tu funkciju éemo oznaciti sa B). Tada se problemi koje treba rjesiti svode na:

e odredite granice intervala proizvodnje za koju postoji dobit. .. —rjeSavanje nejednadzbe
B(Q) > 0;

e odredite razinu proizvodnje za koju se postize najvecéa dobit... — trazenje ekstrema
funkcije B;

e odredite razinu proizvodnje na kojoj se postizu najveci prihodi — trazenje ekstrema
funkcije I.

Funkcija dobiti je zadana sa

B(Q) =I(Q)-TC(Q) = Q-(50—Q)— (10 Q+40) = 50 Q—Q*—10 Q—40 = —Q*+40 Q—40.

Odredimo prvo kada se postize dobit. Potrebno je rjesiti nejednadzbu B(Q) > 0, a prvi
korak u rjesavanju te nejednadzbe je rjesavanje jednadzbe B(Q) = 0:

B(Q)=04 —Q?+40Q — 40 = 0.
Jednadzba B(Q) = 0 je kvadratna i ima rjesenja
—40+ /402 —4-(—1)- (—40) _ —40 + /T600 — 160
2.(—1) B -2

Kada smo rjesili jednadzbu B(Q) = 0, jo$ treba odrediti gdje je B(Q) > 0. Kako
neprekidna funkcija (a funkcija B, koja je polinom, to sigurno je) ne mijenja predznak
izmedu nultocaka, dovoljno je pogledati vrijednost B(Q) za bilo koji @ izmedu Q1 i Qo,
npr. @ = 2. Kako je B(2) = 36 > 0, zaklju¢ujemo da je B(Q) > 0 za @ iz intervala
{Q1,Q2)3, odnosno da se proizvodnja isplati ako je njena veli¢ina izmedu 1,026 i 38,974.

Q12 = = Q1 = 1,026, Qo = 38,974.

Trazenje tocke u kojoj se postize maksimalna dobit je standardni problem trazenja ek-
strema funkcije:

o B'(Q) =—2Q + 40.
¢« B'(Q)=0& —2Q+40=0= Q = 20.
e Jedini kandidat za ekstrem je @ = 20. Uzmemo tocke 19 i 21, B/(19) = 2 > 0,
B'(21) = —2 < 0, iz ¢ega slijedi da funkcija B u tocki @ = 20 ima maksimum.
Obzirom na kontekst, re¢i ¢emo da je dobit najvec¢a na razini proizvodnje 20.

Konaé¢no, nalazenje razine proizvodnje u kojoj su najveéi prihodi je takoder standardni
problem trazenja ekstrema. RjeSenje je @ = 25, odnosno najveéi se prihodi postizu na
razini proizvodnje 25.

30bzirom da je B(Q) kvadratna funkcija, isti smo zakljuéak mogli donijeti promatrajuéi predznak uz élan Q2.

VIJEZBA 10 — DERIVACIJE I NJIHOVA PRIMJENA.



