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Teski repovi




Regularna varijacija

regularno varirajuéi rep




Rep razdiobe F' zovemo ako vrijedi

Flo) = P(X >2) = 28 oy

:L'OZ

gdje je a > 0 tzv. repni indeks a L je sporo promjenjiva funkcija, odn. za
nju vrijedi

lim Licz)
% L)

To su razdiobe vrlo teskog repa popularne u aktuarstvu i financijama, a vrlo
vazne i u teoriji vjerojatnosti. Poznato je za ovakvu sl. varijablu X ako je

npr. nenegativna
5 ) foo o> a,
EXT= { <oo O0<a.

=1, zasvec>0.



Primjer

i) Pareto razdioba

Fo-(5)

za v > 0 i neke parametre o,k > 0. Jednoparametarska Pareto razdioba
je F(x) =27 x > 1 (to je zapravo log eksponencijalna razdioba).
ii) Fréchetova razdioba
O(x)=e"
za x > 0.

Uvedimo
M, = max{Xy,..., X, },

ako su X; njd i reg. var. tada za a, = F* (1 —n ') vrijedi

M,
SN S
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library(evir)
data(danish)
help(danish)

meplot(danish,main="Danish",pch=19,col=4)
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library(car)
qqPlot (log(danish[danish>2]), dist="exp")
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U <- runif (2000)
pardata <- 1/(1-U) # ~ F(z) = 1-z7{-1}, = > 1
meplot (pardata,main="Pareto data",pch=19,col=4)
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qqPlot (log(pardata), dist="exp")

’
’ [¢]
o -
o
4
d
4
'
© — 7z o
’OQOO
P T S,
4
— e -1
g G52 -
. -
g B -
El L4 -
© -
o < = -
= ” 4’
g -
—_— < e
< -
” -
- -
- z
-
/”
P
-
~
o -
T T T T
0 2 4 8

exp quantiles




Reg. var. razdiobe mogu imati neobi¢an limes parcijalnih suma S, =
Xy + .-+ X, posebno c.g.t. ne vrijedi ako je @ < 2.

Asimptotsko repno ponaanje ukupne sume (npr. gubitaka ili Steta)
odreduje najveca, tj. za x — o0

P(S, > z) =nF(x)(1+o0(1)).

Primjer (nastavak)

iii) Burrova razdioba

Flo) = () .

za x > 0 i neke parametre o, k, 7 > 0.

iv) log-gamma, X =€, Y ~ T'(a, )
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Subeksponencijalne razdiobe su razdiobe koje za njd niz (X;) zadovoljavaju

P(S, > 2) = P(M, > z)(1+ 0(1)),

za © — o0 i sve n > 2 (dovoljno je zapravo i samo n = 2).
Uotite -
P(M, > z) =nF(x)(1+o(1)),

Sto dokazuje da su sve reg.var. razdiobe subeksponecijalne.
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Za subeksponencijalne razdiobe vrijedi i

i FE+Y)

=1

za sve y.

Zasvee >0ix — oo vrijedi
e F(x) — 00.

Tako da je za nenegativnu subeksponencijalnu X funkcija izvodnica mome-
nata
mx(t) = Ee'™ =00, zasvet > 0.
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Primjer

Weibullova razdioba

T

F(z)=e"",

za x > 0 i neke parametre ¢, 7 > 0 je subeksponencijalna za 7 € (0,1)
iako nije reg. varirajuca.
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Procjena repa i kvantila




Pretpostavimo da Zelimo odrediti rep razdiobe
P(X > x) za"velike" = ili kvantile

F~(1—p) za"male" p.

| rep i kvantile mozemo bez dodatnih pretpostavki procijeniti iz empirijske
funkcije distribucije (no to je vrlo problematino na rubu empirijske razdi-

obe).

Intervale pouzdanosti moZemo napraviti koriste¢i asimptotsku normalnost,
ili $to je realnije u praksi bootstrap metode.
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quantile(danish,0.99)

#it 99Y%
## 26.04253

bootThetaQuantile <- function(x,i) {

quantile(x[i], probs=.99) ### moze i drugi kvantil
}

library(boot)

##
## Attaching package: 'boot'

## The following object is masked from 'package:car':
#Hit
#i# logit

nboot <- 4000
theta.boot.VaR <- boot(danish, bootThetaQuantile, R=nboot)
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boot.ci(theta.boot.VaR, conf=0.95,type=c("norm","basic","perc","

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

BOOTSTRAP CONFIDENCE INTERVAL CALCULATIONS
Based on 4000 bootstrap replicates

CALL :

boot.ci(boot.out = theta.boot.VaR, conf = 0.95, type = c("nor
"baSiC", "peI'C", IIbcall))

Intervals :

Level Normal Basic

95%, (21.12, 31.14 ) (20.58, 31.22 )

Level Percentile BCa

95Y%, (20.86, 31.51 ) (20.90, 31.51 )

Calculations and Intervals on Original Scale
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quantile(pardata,0.99)

## 99%
## 114.3508

bootThetaQuantile <- function(x,i) {
quantile(x[i], probs=.99) ### moze i drugi kvantil

}

library(boot)

nboot <- 4000

theta.boot.VaR <- boot(pardata, bootThetaQuantile, R=nboot)
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boot.ci(theta.boot.VaR, conf=0.95,type=c("norm","basic","perc","

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

BOOTSTRAP CONFIDENCE INTERVAL CALCULATIONS
Based on 4000 bootstrap replicates

CALL :

boot.ci(boot.out = theta.boot.VaR, conf = 0.95, type = c("nor
"basic", "perc", "bca"))

Intervals :

Level Normal Basic

95% ( 69.0, 174.4 ) ( 60.9, 161.0 )

Level Percentile BCa

95Y%, ( 7.7, 167.8 ) ( 67.7, 167.8 )

Calculations and Intervals on Original Scale
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Ako moZemo opravdati pretpostavku (teorijski ili na osnovu grafa kvantila
npr.) da podaci dolaze iz neke parametarske familije razdioba, moZemo
prvo procijeniti parametre nepoznate razdiobe i nakon toga odrediti kvantile
odn. rep.

Intervale pouzdanosti mozemo odrediti tzv. parametarskom bootstrap me-
todom: ako razdioba F' = Fj ovisi 0 nepoznatom parametru 6 kojeg znamo

procijeniti recimo sa 0, bootstrap uzorke za:=1,2,3,..., B
Xi oo Xy

2, )

simuliramo iz razdiobe Fj. A zatim postupimo kao i u obi¢nom boostrapu.
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n <- length(pardata)
procjena <- mean(log(pardata))
procjena

## [1] 0.9795324

proc.kvant<-function(y) ### pretpostavka podaci su Pareto
{ lamhat<- mean(log(y))
out<-gexp(0.99,lamhat)
exp (out) }
x <- exp(rexp(n*1000, 1/procjena))
nboot<- 1000
bootstrap.uzorak = matrix(x, nrow=n, ncol=nboot)
vars.boot<-apply(bootstrap.uzorak, 1, proc.kvant)
proc.kvant (pardata)

## [1] 110.1008

quantile(vars.boot,c(0.025,0.975)) ### percentilni CI

## 2.5% 97.5%
## 84.18468 153.09568 21



Procjena repa za regularno varirajuce razdiobe

Pretpostavka o reg.varijaciji moZe se smatrati poluparametarskom jer uz
razdiobu odreduju parametar o i nepoznata funkcija L.

Prisjetmo se uredajnih statistika X ;) < --- < X(,). Koristeci £ najvecih
vrijednosti u uzorku moZemo procijeniti repni indeks o tzv. Hillovim pro-

cjeniteljem
-1
Oy = ( Zlo 2o J“)
)

n k+1

22



hill (pardata,main="Pareto data")

Threshold

139.00 10.60 6.06 4.33 329 274 2.£ar%9)gati75 158 142 129 120 110 1.02
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Order Statistics
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hill (danish,main="Danish data")

Threshold

29.00 6.92 454 355 287 242 212 .&plsp%atalﬁ?y 151 140 130 122 1.12 1.06
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Order Statistics
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hill (somedata,main="horror Hill F(x)=1-(x*log(x))~(-1)")

Threshold

1710 548 400 344 315 208U EON=15661096) GRd 202 106 180 184 179

2.0

alpha (Cl, p =0.95)
15

1.0

0.5

15 35 55 75 95 118 143 168 193 218 243 268 293 318 343 368 393 418 443 468 493

Order Statistics
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Procjena repa je sad

(F(a))" =~ (Xp)" 2™

A kvantile moZemo procijeniti koristeci

n

I (O R

Odrediti optimalni & je iznimno tesko ¢ak i za njd podatke. Obi¢no biramo
takav k u &ijoj se blizini procjenitelj ¢, ponasa "stabilno”.

Uz dodatne tehnicke uvjete, procjenitelj &, je asimptotski normalan, sto
omogucava npr. i izradu intervala pouzdanosti za repni indeks, repne vje-
rojatnosti i kvantile, no i njih u praksi treba koristiti oprezno.
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## Graph may look strange !!

##

## Suggestion 1: Increase "p' above 0.99308
## Suggestion 2: Increase “start' above 22

Threshold

29.00 6.92 454 355 287 242 212 190 176 163 151 140 130 122 112 1.06
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## Graph may look strange !!

##

## Suggestion 1: Increase "p' above 0.9925
## Suggestion 2: Increase “start' above 21

Threshold
139.00 10.60 6.06 433 329 274 233 201 175 158 142 129 120 110 1.02
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Mjere rizika




Pretpostavimo da sl. varijabla Y modelira gubitak osiguravatelja ili gubitak
investicijskog fonda u nekom periodu.

Razumno je pretpostaviti £Y < 0. Pitanje je kako mjeriti rizik vezan uz
Y . Postoji vise mogucnosti:

ili alternativno stand. devijacija - imaju niz nedostataka: ne
mogu se definirati za neke razdiobe, simetri¢no tretiraju repove, ne detek-
tiraju diversifikaciju na pravilan nadin,...

(Value at Risk) - postoji uvijek, definira se jednostavno, za dani a €
(0,1) definira se kao
VaR,(Y) = Fy (1 — )
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To je najéesée koristena mjera rizika, $to objasnjava vaznost procjene kvan-
tila u financijskoj praksi. No i ona ima nedostataka, npr. moguce je

VaR, (Y] +Y3) > VaR,(Y}) + VaR,(Y3),

dakle diverzifikacijom dobijemo veéi rizik nego podijelom portfelja — pro-
blem za regulatora i risk managera. Dakle VaR nije uvijek razumna mjera
rizika.

(expected shortfall ili mean excess loss) je tre¢a opcija

koja nema problema s diverzifikacijom i predstavlja sve &esce koristen izbor
u praksi.

ey (uy) = BE(Y —u|Y > u,) gdje u, = VaR,(Y).
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Bez obzira na koristenu mjeru rizika, u praksi je nuzno provjeriti i kvalitetu
metoda za njihovu procjenu — u tu svrhu obi¢no koristimo backtesting
procedure. .

Vrlo sloZen model s puno parametara moze ¢ak i opisati podatke vrlo dobro,
no takav rezultat nije uvijek moguce progiriti na nove/nekoristene podatke,
naime veliki broj parametara izaziva problem koji se naziva overfitting,
a teorijski se moZe objasniti uobi¢ajenim rastavom statisti¢ke greske na
pristranost i varijancu.

John von Neumann:

With four parameters | can fit an elephant, and with five | can make him
wiggle his trunk.
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