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Trziste u diskrethnom vremenu




e cijene svih imovina su poznate u trenutku ¢t = 0

e sve informacije su javno dostupne (efficient market hypothesis)
e nema transakcijskih troskova

e imovina je djeljiva, likvidna i short—selling je dozvoljen

e vrijednost nerizi¢ne imovine se mijenja unaprijed poznatom dinamikom
t— 1y

e nema dividendi ni troskova posjedovanja imovine



e rizina imovina (dionica)
S; = vrijednost u ¢asu t

e nerizina imovina (obveznica), uz fiksnu kamatnu stopu r

r, = (1 + )" vrijednost u &asu ¢

e vremenski horizont T' u kojem pratimo trzZiste i vjerojatnosni prostor
(92, F,P).
0 = (), @) za period [t — 1,t] odreden je u trenutku ¢ — 1 t.d.

©) = broj jedinica nerizi¢tne imovine

¢, = broj jedinica rizi¢ne imovine



Filtracija (F;) odredena je sa Fy = {0, Q} i
Fi=0{Sy,....,S}zat>1.

Pretpostavljamo i da je sl. proces (y;) predvidiv u odn. na tu filtraciju, tj.
©; je Fi_1—izmjeriv slucajni vektor.

Vrijednost portfelja u ¢
Vilpr) = @ (1+7)" + ¢, ;.
Diskontirana vrijednost portfelja u ¢

Vi(p) = Vi) L +7) " = 0 + 01 Sp(1+7) 7"



Portfelj za koji je Vi(p) > 0 za svaki t > 0 zovemo
zadovoljava

Vit 1) = Vi(@isrs Pria)
kaZzemo da je

Ako samofinancirajuci, dopustiv portfelj zadovoljava i
Vole) =0, te P(Vi(p)>0)>0

naziva se

ArbitraZa dakle predstavlja moguénost zarade bez rizika.

- a ako



Matematicka teorija je vrlo elegantna i Siroko koriStena.

U nekim primjerima moZemo nadéi alternativnu vjerojatnost P* u odn. na
koju su diskontirane vrijednosti svim imovina martingali, tada je i diskonti-
rana vrijednost svakog samofinancirajuc¢eg portfelja martingal.

(prvi fundamentalni)

Takva mjera postoji akko je trZiste bez arbitraZe.

Na tzv. potpunim trzistima se svaka izvedenica moZe replicirati samofinan-
ciraju¢im portfeljom.

(drugi fundamentalni)

Model trzista je potpun akko je takva vjerojatnost P* jedinstvena.



Cox—Ross—Rubinsteinov model

Nakon Sy = sq vrijedi
St — St—lea

gdiejeza—1<a<big=1—p,pe(0,1)

Y= 14X, Xt%'d(“ b).
q p

Pokazuje se CRR model je bez arbitraze akko

a<r<hb.



Za a < r < b, moZemo konstruirati njd niz (X;) na nekom vjerojatnosnom
prostoru (§2, F,P*) t.d.

Za
r—a

b—a’

tako da E*X), = r, pa za S, = S;/(1 + r)F vrijedi

p:

14+ X, ~
Sy
1+7r il

E* [§k

;“] = Sp_1.

Fia| =% |



Odnosno, (gk) je martingal u odn. na P*.
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Slu¢ajne zahtjeve modeliramo proizvoljnim slu¢ajnim varijablama C' na is-
tom vjerojatnosnom prostoru. Ako je C' izmjeriva u odn. na {5, : k <
T}, t). ako

C' = h(Sy,...,S7),

zovemo je i

Primjer
. daje pravo, ali ne i obavezu na kupnju jedne dionice po
cijeni izvrSenja K i na datum dospjeca T'. U T" ima vrijednost

C=(Sr—K), .

. daje pravo, ali ne i obavezu na prodaju jedne dionice po
cijeni K i na datum dospjeca T'. U T ima vrijednost

C=(K— S, .
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. s cijenom izvréenja K i datumom dospjeéa 1", u T'

C_(So+---+ST_K) |
T+1 .

ima vrijednost

Postoje opcije i &iji trenutak izvrsenja nije fiksan, kao npr. ameritke opcije,
ali i egzoti¢nije opcije kao npr. pariske, ruske i razne druge.

12



Slu¢aj T' = 1 posebno je jednostavan jer za proizvoljnu izvedenicu C'
mozemo naéi portfelj (©°, p') t.d.

Vile", ") =" (14+7r)+ 'S =C

kaZzemo da takav portfel] slu¢ajni zahtjev C. On se naziva i
hedging strategija.

Njegova vrijednost u t = 0,
Co=Vo(¢", ') = ¢’ + ¢'s0

je jedina nearbitraZna cijena zahtjeva C'!!
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Trziste (model) u kojem je moguce replicirati svaki zahtjev je A
CRR model je takav &im a < r < b.

U potpunom CRR modelu je diskontirana vrijednost svakog samofinanci-
rajuceg portfelja ¢,

‘775(9016)

nuzno martingal u odn. na P* (kao martingalna transformacija martingala

3)).
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Kako martingali imaju konstantna ocekivanja, ako (i) replicira C', nearbi-
traZna cijena zahtjeva C' mora biti

~ ~ C
Co = EVifin) = ETil) = B Vi) = & [ ]|
Posebno ako je C' = h(Sy, ..., Sr), (i1,...,ir) € {a,b}"

* 7 * ih87"'78 1—|—’L .. 1—1—7/
Co= 3 prl(1 — pyttd ISt 0E1+7~1))T (1+ir))
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Trazeno olekivanje Cj je katkad lako izralunati, no za velike 1" gornja suma
ima veliki broj &lanova, pa je za komplicirane funkcije h, razumno koristiti
Monte Carlo metodu.
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Trazenje replicirajuceg portfelja

Za T = 1 hedging portfelj smo pronasli rje3avajuéi sustav linearnih jed-
nadZbi, za opceniti 1" ponavljamo isto no rekurzivho krecCuéi od t =
T, 1T —1,... prema trenutku ¢t = 1.
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CRR model kao slu¢ajna Setnja

Zat>1
Si= Y- Yi- s,

pa je
L =1logS;/Sy=logY;+---+logV

slu¢ajna Setnja i po centralnom grani¢nom teoremu vrijedi
Ly —tu 4

Vit
gdje je u = ElogY;, o0 =varlogY; a Z ~ N(0,1).

s o/
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Kako je

S, = sq- e,
a
L~ ut +toZ
jasno |
s, < s - 6,ut+\/ZUZ’

no vrijedi i viSe, cijeli put Setnje L;, pa prema tome i S; mogu se opisati
koristenjem tzv. funkcionalnog grani¢nog teorema (Donsker, 1950tih),
naime

Lig — Stﬂ) d
— J(Bs)se[o,l] 3
( \/% s€[0,1]

gdje je (B,) standardno Brownovo gibanje.
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Markovljevi lanci Monte Carlo
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Jasno u CRR modelu (S;/sq) je multiplikativna slu¢ajna Setnja, pa prema
tome i Markovljev lanac, a i vrlo ju jednostavno simulirati.

Sli¢an slu¢aj je i s proizvoljnim Markovljevim lancem (X,,),>0 na prebroji-
vom skupu stanja S, naime ako ima

> potetnu razdiobu p¥ = ( ;0))jeg i

> matricu prijelaza P = (p;;)es

(X,,) moZemo simulirati sljede¢im algoritmom

Algoritam

> sample X, ~ p¥

> n=0, s=X,
repeat

> sample X, ~ (ps.)
> n=n+1, s=X,

until n > N "



Ako je (X,,) ireducibilan sa stacionarnom razdiobom 7, a mi traZimo
[:Eﬂ'f(XO) < o,

ergodski teorem povladi

Ovdje je CGT sloZeniji, ipak ako je S kona&an npr. (ili ako vrijede dodatni
tehnicki uvjeti)
Jn (in - 1) 25 N(0,0)

no sad je

v = var, f(Xg) + 2 i cov,(f(Xo), f(X;))

1=1
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Markovljev lanac moZemo definirati (a i simulirati) i na opéenitom skupu
stanja.

i) slu¢ajna Setnja: neka su Z; ~ F' njd i neka je S; = S; 1+ Z;, t > 1.

ii) AR(1) (autoregresivni proces reda 1): za neki |¢| < 1,1 Z; ~ F njd,
neka vrijedi
Xt = SOXt—l + Zt .

i) GARCH (1,1): za neke v, vy, 81 > 01 Z; ~ N(0,1) njd neka vrijedi
Xt = 012y,

2 _ 2 2

Ovdje je (X, o) Markovljev lanac uotite.
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Niz (X,) je Markovljev lanac s potetnom razdiobom A na S i vjerojatnos-
nom jezgrom P(-,-) : S X Fs — R, za koju vrijedi

> za fiksni A € Fs, © +— P(x, A) je izmjerivo preslikavanje na S
> za fiksni x € S, P(x,-) je vjerojatnost na (S, Fs)

ako
P(X, € Ay, ..., X, €

A,)
/ / dl’o (I'Q, d.flfl) P(I’n_l, An)
.T()EAO Ly— 1€An 1

zasve Ay,..., A, € Fs.
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1) (X,,) njd s razdiobom p &ne Markovljev lanac: pocetna razdioba je p, a
P(x,-) = u(-) za sve .

i) X, = X, X ~ u > 0 &ne Markovljev lanac: podetna razdioba je u, a
P(x,-) =6,(-), gdje je 6, tzv. Diracova mjera.

N—"

iii) neka su Z; ~ F njd i nezavisne od Sy ~ v te neka je S; = S; | + Z;,
t > 1. (S,) &ne Markovljev lanac: poletna razdioba je v, a
Pz, )=Plx+Z¢€-)=P(Z € -—x)zasvex.
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iv) Na prebrojivom skupu S sa o—algebrom P(S) matrica prijelaza P =
(pij)jes zadaje vjerojatnosnu jezgru

P(x, A) = prj :

jeA

v) Ako je S podskup od RY, poletna razdioba ) i vjerojatnosna jezgra P
mogu biti neprekidne, tj. posjedovati gustoce u odn. na Lebesgueovu mjeru,
tako da vrijedi

NA) = [ alada,
Pz, A) = /Ap(x, y)dy

zasve 1 A.

| AR(1), ARMA(1,1), GARCH(1,1),... procese je moguce promatrati kao

Markovljeve lance.
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Slu¢ajan proces (pa i Markovljev lanac) je ako

(Xt1+h7 oo 7th+h> i (ti oo 7th) 9

zasve k € Nisvet; <.--<t, €Ny Posebno, za sve t je
X, 2 X,.

Razdioba 7 stacionarna je razdioba Markovljevog lanca ako vrijedi

[ ) Ply. 4) = =(4),

ili simboli¢ki 7P = .
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Puno je situacija, ¢ak i u diskretnom slu¢aju kad ne znamo simulirati direk-
tno iz razdiobe 7, takav je slu€aj npr. kad nam je gusto¢a ¢ od 7w poznata
samo do na konstantu, tj.

a(2) = ~ao®)

za neku nenegativnu funkciju ¢y takvu da naravno [i¢’(z)dz = c. lliu
diskretnom sludaju
L o

C

za neki niz (7)) takav da ), 7) = c.

Ipak i tada je moguée konstruirati Markovljev lanac (tj. vjerojatnosnu jez-
gru) kojoj je m stacionarna razdioba. Takve konstrukcije se tipi¢no zasnivaju
na uvjetu detaljne ravnoteZe.

28



(stacionarnost iz detaljne ravnoteze)
Pretpostavimo da vrijedi jedan od sljede¢a dva uvjeta:

i) razdioba 7 i vjerojatnosna jezgra P su neprekidne i takve da im gustoce
zadovoljavaju za sve z,y € S

q(x)p(z,y) = q(y)p(y, ).

i) S je diskretan prostor, a razdioba 7 i matrica prijelaza (p;;) zadovoljavaju
zasve1,] €S

TiPij = TiPji -

Tada je 7 stacionarna razdioba pripadnog Markovljevog lanca tj. vrijedi

TP =T.
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MCMC (Markov Chain Monte Carlo) metode su skupina algoritama koji
na osnovu gornjeg rezultata kontruiraju Markovljev lanac s proizvoljnom
stacionarnom razdiobom. Najpoznatiji algoritmi tog tipa su Metropolis—
Hastingsov algoritam i Gibbsov algoritam. lznimno su &esto koriSteni u
modernoj bayesovskoj statistici.

Mi cemo prikazati simetri¢nu diskretnu verziju Hastingsovog algoritma.
Pretpostavimo da je S prebrojiv, te da je (r;;) simetri¢na prijelazna ma-
trica ireduciblnog Markovljevog lanca na S definirajmo

Gij = Ty min{ 1, m;/mi},  j#i,

C]n’:l—zqz'j,

J#i
Iz prethodnog teorema se lako vidi da @ = (g;;) zadovoljava

Q) =T.
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Da bismo dobili lanac s prijelaznom matricom () koristimo

Algoritam

> sample Xy~ p©

> n=0, s=X,

repeat

> sample Y ~ (7))

> sample U ~ Unif(0, 1)

> if U <7y/ms then X, =Y else X,;,; =X,
> n=n+1, s=X,

until n >N
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Jasno (X)) ima prijelaznu matricu () pa mu je stacionarna razdioba .
Ako 7 nije uniformna ili je (r;;) aperiodi¢na, (g;;) je aperiodi¢na takoder.
Lanac je ireducibilan na S, = {i € S : m; > 0}, pa vrijedi ergodski teorem,
tj. za izmjerivu funkciju f: S — R takvu da >_ | f(i)|m < oo, vrijedi

LS ) w(h) = X Sl
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Jedan od najvaznijih modela statisti¢ke fizike uveden je 1920tih
godina (zasluzni su Lenz i njegov student Ising). MoZemo ga postaviti
na dvodimenzionalnom torusu T, = {1,...,n}* gdje uvodimo relaciju ~
izmedu susjednih vrhova. U svakom od n? vrhova postavimo tzv. spin:
oznaimo ga sa 0; € {—1,1} i pretpostavimo da je konfiguracija spinova
slu€ajna, ali tako da je vjerojatnost pojedine konfiguracije ¢ = (0})ier,

proporcionalna
o BH(0)

gdje je 8 > 0 konstanta koja se naziva inverznom temperaturom, a funkcija
H je tzv. hamiltonijan koji opisuje tzv. energiju sustava, jedan jednostavni

oblik je
H(o) :—Zaiaj.

i~j

Jasno konstanta proporcionalnosti (u fizici se naziva particijska funkcija)
je Z =>__e i) gdje sumiramo po svih 2" konfiguracija, tako da ju je
opcenito gotovo nemoguce izracunati. Ovakav model preferira konfiguracije

u kojima nema previse susjednih spinova razli¢itog predznaka, izuzev ako je
£ = 0. Model se jednostavno moze s3i3mu|irati Hastingsovim algoritmom.






Naglasimo: ireducibilnost, aperiodi¢nost, povratnost,... mogu se definirati i
za opcenite lance i to tako da poopcuju definicije iz diskretnog slu¢aja. | tada
uz blage uvjete vrijedi ergodski teorem, odn. ako je (X,,) Markovljev lanac
sa stacionarnom razdiobom 7, a izmjeriva funkcija f : S — R zadovoljava

[|fldm < oo, tada

LS F(X) 25 (1) - [ty

Dovoljno je npr. da je lanac y—ireducibilan i Harris povratan tj. za neku
mjeru ) na S i svaki z € S vrijedi

P(A) > 0= P,(X, € A beskonatno &esto) = 1.
Cak i c.g.t. vrijedi uz neke dodatne uvjete. MCMC algoritmi konstruiraju

bag takve lance.
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Ukoliko je zadana gustoda f na R? i Zelimo konstruirati Markovljev lanac
kojemu je ona stacionarna, ponovo moZe primijeniti istu ideju. Potrebno
nam je samo znati simulirati lanac &ija prijelazna jezgra ima gustocu g(z, -)
za x € R%.

Algoritam (Metropolis—Hastings)

> sample Xy~ A\

> n=0, s=2X,
repeat

> sample Y ~ g(s,)

> sample U ~ Unif(0, 1)
> if U< % then X, 1 =Y else X,.1 =X,
> n=n+1, s = X,

until n>N

Uodite gusto¢u f moramo znati samo do na konstantu.
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