Statistika
(za biologe, 2.dio)

Bojan Basrak

rujan 2006



Osnovni pojmovi vjerojatnosti

Neizvjesnost je karakteristika gotovo svih procesa u nasim Zivotima.

Neizvjesni su npr.:
e rezultati fizikalnih mjerenja
e poslovni rezultati
e ishodi medicinskih tretmana

e dobit u igrama na srecu itd.

lako nam nije lako definirati $to su to neizvjesni dogadaji i kolika je njihova
vjerojatnost nekakvu intuitivnu pretpostavku o ovim pojmovima imamo svi.



Matemati¢ki modeli u znanosti €esto poku3avaju modelirati neizvjesnost
- npr. modelirajué¢i mutacije DNK u evoluciji. Modeli zato ukljuéuju tzv.
vjerojatnosne ili stohasti¢ke komponente.

Takav nacin modeliranja je dopusten ¢ak i ako prihvatimo rijeéi A. Einstena
" God doesn't play dice” izretene protiv kvantne teorije.

lako su vjerojatnosni modeli najéesce samo priblizno toéni pravo je pitanje
mogu li nam biti od koristi. Primjetite da su i Newtonovi zakoni samo
priblizni iako dovoljno precizni da odvedu &ovjeka na mjesec.



Suoleni s rezultatima nekog pokusa u statistici mi moramo modi kvantifi-
cirati neizvjesnost.

Vratimo se primjeru sa 100 bacanja novéi¢a. Neka je 80 puta palo pismo.
Prije nego pozovemo policiju jer je nov&i¢ neispravan, moZemo uoditi da
je takvo $to moguce ¢ak i ako je novliC savrseno simetri¢an, pa su ishod
pismo i glava jednako vjerojatni. Samo ovakav ishod nije ba$ vjerojatan.

Zato je korisno odrediti vjerojatnost da se ovako ekstremno odstupanje od
50tak pisama koje olekujemo uopce dogodi kod ispravnog novéi¢a. Kad
postavimo matemati¢ki model ovog pokusa pokazat éemo da je ova vjero-

jatnost zapravo
0.0000000011 . . .

Dakle izuzetno mala.



Vec smo rekli da pojam vjerojatnost nije lako definirati. No intuitivno je lako
razumjeti da ako ponavljamo isti slu¢ajan pokus veliki broj puta n i biljeZimo
koliko puta se pojavio izvjestan rezultat A recimo ny, tada oéekujemo da
¢e omjer (ili relativna frekvencija)

na

n

teZiti k nekom broju, recimo p,, taj broj bismo mogli zvati vjerojatnost
dogadjaja A.

lako neprecizna ovakva intuicija motivira matemati¢ku definiciju vjerojat-
nosti.

U slu¢aju bacanja novtica rezultat A = {palo je pismo} je ishod slu€ajnog
pokusa. A ukoliko je nov&i¢ simetrican olekivali bismo da se relativna
frekvencija njegovog pojavljivanja nakon puno bacanja priblizava 1/2. Tada
bismo pisali p4 = 1/2.



Dakle vjerojatnost veZemo uz procese koji imaju neizvjestan ishod. Takav
proces ¢emo zvati slucajni pokus.

Primjeri slu¢ajnih pokusa

nakon bacanja igrace koce zabiljeZimo rezultat
nakon 100 ponovljenih bacanja novéi¢a prebrojimo pisma

nakon ispitivanja 1000 odabranih biraca na tzv. exit polls, prebrojimo
za koje su glasali liste.

nakon sadnje 100 sadnica iste vrste biljaka u laboratorijskim uvjetima,
biljeZimo parametre njihova rasta tokom sljedeée 2 godine

istu vrstu bakterija napadnemo in vitro s dva razli¢ita antibiotika, sa
svakim u 20 odvojenih posuda i biljeZimo rezultate nakon 48 sati.

odabiremo na slu¢ajan nadin bebu rodjenu u RH tokom protekle godine
i biljeZimo njene karakteristike.



Elementarni dogadjaj je svaki mogudi (i nedjeljivi) ishod slu€ajnog
pokusa.

Skup svih elementarnih dogadjaja zovemo prostor elementarnih dogad-
jaja, tipi¢na matemati¢ka oznaka je €.

Slucajan dogadjaj je bilo koji podskup od ).

Posebno svaki slu¢ajni dogadjaj skup je elementarnih dogadjaja. Sluéajne
dogadjaje obiljezavamo velikim slovima abecede tipi¢no. Uocite: sl. dogad-
jaj se moZe sastojati i od samo jednog elementarnih dogadjaja.



Primjer
i) Kod bacanja jedne kocke elementarni ishodi su 1,2,3,4,5 i 6, pa je i

0 ={1,2,3,4,5,6},
a slu¢ajni dogadjaj bi mogao biti npr.
A = { pao je paran broj} = {2,4,6}.

ii) Kod bacanja jednog nov¢ica ishodi su pismo ili glava, (alternativno 0 ili
1), pa pisemo

0 ={P,G} ili {0,1}.
a sluajni dogadjaj bi mogao biti npr. A = {P}.



iii) Kod slu¢ajnog odabira bebe rodjene u RH prosle godine

O ={wi,...,wy},

gdje je N broj takvih beba, a w; su njihove jednoznaéne oznake npr. JMBG.
Slu¢ajni dogadjaj bi mogao biti npr.

A = { odabrana beba je Zenskog spola }

ili u drugom zapisu
A ={w; :w; je z. spola}.



iv) Kod bacanja para kocaka moZemo staviti
Q={(,7):4,5=1,...,6}.

¢ () moZe biti i beskonaéno neprebrojiv skup npr. kada odabiremo slu¢ajnu
to¢ku na nekom intervalu ili u kvadratu. No tu je matematicka teorija puno
zahtjevnija.

¢ Uvedimo i pojam suprotnog dogadaja, kao A°



¢ Sl. dogadjaji su skupovi dakle elementarnih dogadjaja pa na njima ima
smisla provjeravati razli¢ite skupovne relacije kao npr.

A C B dogadjaj A povladi dogadjaj B

A = B dogadjaji A i B su suprotni
AN B = () dogadjaji A i B su disjunktni ili se iskljuuju



| uvoditi skupovne operacije npr.
A N B dogodili su se i dogadjaj A i dogadjaj B
A U B dogodio se bar jedan on dogadjaja A i B

¢ Relacije i operacije ¢emo najlakse predstaviti tzv. Vennovim dijagramima.



Vjerojatnost sl. dogadjaja

Vjerojatnost sl. dogadjaja A ozna&it ¢emo brojem P(A). Od vjerojatnosti
¢emo traZiti da zadovoljava izvjesna svojstva:

> Za svaki sl. dogadjaj A
0< P(A) <1.
> Vjerojatnost da Ce se iSta dogoditi je 1, tj.
P(Q)) = 1.

> Ako se dogadjaji A, A, ... medjusobno isklju€uju tada vrijedi

P(U;A;) = P(A).



Unato¢ ovim formalnim pravilima nije jasno kako do¢i do broja P(A) za
zadani sl. dogadjaj A.

Poku$ajmo ipak s nekim primjerima



Primjer C. de Mere je u 17 st. pitao niz matematicara — $to je vjerojatnije
da ¢e u 4 bacanja kocke pasti bar jedna Sestica (pokus 1) ili u 24 bacanja
kocke pasti bar jedna dvostruka 3estica (pokus 2).

Primjetite olekivani broj uspjesnih pokusa u prvom slu¢aju je (intuitivno,

za sada)
4

67
a u drugom
24

%7
dakle isto. No vjerojatnosti nisu jednake nasluéivao je de Mere. Odgovor je
nastao u korespodenciji B. Pascala i P. de Fermata i smatra se poletkom
teorije vjerojatnosti.



Primjer Kolika je vjerojatnost da ¢e nakon bacanja igrace kocke pasti
paran broj? Ve¢ smo odredili sve moguce ishode t;.

0 ={1,2,3,4,5,6}.

A traZzimo

P(A)
za A = { pao je paran broj} = {2,4,6}. Ako je kocka simetri¢na, svi
elementarni dogadjaji su jednako vjerojatni, tj.

P(1)= P(2) = --- = P(6).



Kako se elementarni dogadjaji medjusobno isklju€uju definicija vjerojatnosti
nam kaZe

P(Q) =P{1}uU...u{6}) = Z P(i) = 6P(1).
No P(2) = 1 pa dakle vrijedi
P(i) = ¢

Sad je

P(A) = P({2} U {4} U {6}) = P(2) + P(4) + P(6) 2



Ovaj primjer nam daje vrlo vazno opéenito pravilo.

¢ Ako moZemo pretpostaviti da su elementarni dogadjaji jednako vjerojatni
i ako ih je kona&no, npr. n € N, tad je vjerojatnost svakog od njih

1

n
Nadalje, vjerojatnost bilo kojeg sl. dogadjaja A u tom sludaju je

broj elementarnih dogadjaja koji su povoljni za A

P(A) =

broj svih elementarnih dogadjaja

Dakle jednako vjerojatni elementarni dogadjaji daju vrlo jednostavan nacin
za racunanje vjerojatnosti.



Prema definiciji vjerojatnosti, vjerojatnost bilo kojeg dogadjaja A moZemo
naci kao

¢ak i ako nisu svi w; jednako vjerojatni. No opcenito je ovu vjerojatnosti
teZe izralunati kada elem. dogadjaji nisu jednako vjerojatni.

OPREZ U praksi je ¢esta greska pretpostaviti da su dogadjaji jednako
vjerojatni iako oni to nisu.

Npr. ako izlaznu anketu na izborima radimo samo u urbanim sredinama, nije
razumno pretpostaviti da svi bira¢i imaju jednaku vjerojatnost biti ¢lanovima
uzorka.



Primjer Pretpostavimo da se sl. pokus sastoji u promatranju spola prvo
dvoje djece koja Ce se roditi sutra u Zagrebu i Splitu. Odredimo vjerojatnost
da ce se prve dvije bebe biti razli¢itog spola u razli¢itim gradovima. Pret-
postavimo (aproksimativno) da su kod beba oba spola jednako vjerojatna.
Prije odredjivanja vjerojatnosti trebamo odabrati dobar matemati¢ki model.

Prva ideja: postavimo
(1 ={bb,bg, gg} i P(bb) = P(bg) = P(gg) = 1/3.
Druga ideja
0 =A{(b,0),(b,9),(g.0),(g.9)} | P(b;0) = P(b,g) = P(g,b) = P(g,9) = 1/4

lako su u oba modela elem. dogadjaji jednako vjerojatni, samo je jedan
model razuman, koji?



Pravila za racunanje vjerojatnosti

Direktno iz matemati¢kog opisa vjerojatnosti slijedi
P(A) =1— P(A).
A C B povlati P(A) < P(B)
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

te
P(0) = 0.



Posebno ako su A i B disjunktni
P(AUB)=P(A)+ P(B).

Lako je provjeriti da sve ovo vrijedi i u posebnom slu¢aju kad su elem.
dogadjaji jednako vjerojatni. No tada mi znamo i vise

broj elementarnih dogadjaja koji su povoljni za A

P(A) =

broj elementarnih dogadjaja u €2



Gornja formula sugerira da je jako vazno u modelu s jednako vjerojatnim
elem. dogadjajima znati prebrojati elemente proizvoljnog skupa A C ().
Ponovimo neka opéenita pravila o broju elem. ishoda pojedinih pokusa.

o (Pravilo mnoZenja) Ako imamo dva sl. dogadjaja A; i Ay vezana uz dva
odvojena pokusa, tada moZemo uvesti novi dogadjaj A = {u prvom pokusu
dogodio se A; u drugom A,}. Broj povoljnih elem. dogadjaja za A je sada

ni - 1o

gdje je n; broj elementarnih dogadjaja koji su povoljni za A;.



¢ Sli¢no ako imamo vise sl. dogadjaja A;, As, ... A vezanih uz k odvojena
pokusa, tada moZemo uvesti novi dogadjaj A = {u i-tom pokusu dogodio
se A;}. Broj povoljnih elem. dogadjaja za A je sada

n1n2 .« . .nk

gdje je n; broj elementarnih dogadjaja koji su povoljni za A;.



o (Broj permutacija) Pretpostavimo da iz skupa od IV elemenata izabiremo
uzorak od njih r pazeéi pri tom na poredak. To moZemo udiniti na

N(N=1)-- (N —r+1)

nacina. Taj broj je broj permutacija duljine r iz skupa od /N elemenata.

¢ Ako se pitamo samo na koliko nadina mozemo poredati /N elemenata, to
je specijalni slu¢aj permutacija za r = N, pa je taj broj

N(N—=1)---2-1=N!

Po definiciji je 0! = 1.



Primjer
Na koliko nacina moZete poslozZiti 3 od 4 slova A,C,G, T kako biste kreirali
sve kodone u kojima nema istih nukleotida?

Odgovor je dakako
4.3-2=24.

Usput, koliko je kodona sveukupno?



& (Broj kombinacija) Pretpostavimo da iz skupa od N elemenata izabiremo
uzorak od njih r ne pazeci pri tom na poredak. To moZemo udiniti na

N(N—=1)---(N —r+1) N _(N)

r! (N —r)

r

na¢ina. Taj broj zovemo broj kombinacija duljine r iz skupa od N
elemenata.



Primjer
Na koliko nadina moZete izabrati 7 brojeva od 397

Odgovor je dakako

7

Pa je i vjerojatnost da cete uplatom jedne kombinacije u igri lota 7 od 39
osvojiti glavni dobitak izuzetno mala i iznosi otprilike

(39) = 15380937 .

6.5- 1075,



Uvjetna vjerojatnost

Ponekad imamo dijelomi¢nu informaciju o ishodu sl. pokusa. Naprimjer
kod bacanja igrace kocke iako nam je nepoznat to¢an ishod mi bismo mogli
znati da je rezultat broj veéi od 3. Vjerojatnost elem. dogadjaja 4 uz ovaj
uvjet je .

g .
Naime, sad znamo da su dogadjaji 4,5 i 6 jedini moguci, ali i jednako vjero-
jatni. Tako da je vjerojatnost zapravo omjer broja povoljnih elem. dogadjaja
i broja dogadjaja koji se uopée mogu dogoditi uz informaciju koju mi imamo.



Opcenito ako imamo pokus sa jednako vjerojatnim elem. ishodima, i znamo
da se dogodio neki od ishoda u skupu B te se pitamo kolika je vjerojatnost
da se dogodio sl. dogadjaj A uz ove uvjete, odgovor je

broj elem. dogadjajau ANB P(ANDB)
broj elem. dogadjajau B~ P(B)

P(A|B) =
Motivirani ovim primjerom mozemo definirati uvjetnu vjerojatnost do-
gadjaja A uz uvjet da se dogodio dogadjaj B

P(AN B)

PIAIB) = =5

naravno uz pretpostavku da je P(B) > 0.



Uvjetna vjerojatnost pokazuje kako nase prethodno znanje o ishodu pokusa
mijenja vjerojatnosti svih ostalih dogadjaja.

Npr.  vjerojatnost da ¢e sl. odabrani student u RH biti student
poljoprivrednog fakulteta se mijenja ako nam je poznato da student
dolazi iz Rijeke npr.

S druge, strane vjerojatnost da Ce ako taj student baci kocku pasti 6, ostaje
1/6 &ak i ako znamo ovu &injenicu.

Rekli bismo da su dogadjaji { sl. odabrani student bacio je 6 na kocki} i {
sl. odabrani student dolazi iz Rijeke} nezavisni.



Matemati&ki precizno, sl. dogadjaji A i B su nezavisni ako vrijedi
P(ANB)=P(A)P(B).

Posebno je tada
P(A|B) = P(A).

Dakle vjerojatnost dogadjaja A se ne mijenja &ak i ako znamo da se dogodio
dogadjaj B.

Primjer Kod bacanja dvije kocke dogadjaji da je na prvoj odn. drugoj
kocki pala Sestica su nezavisni.



Primjer

Sad moZemo pokusati rijesiti de Mereov problem. Pretpostavimo da
pokus bacanja dvije igrate kocke opisuje sljedeé¢i model: Q = {(i,7) :
i,7+1,...,6}, te da su svi elem. dogadaji jednako vjerojatni.

Prema tome za svaki ishod (7, j) imamo

. 1
P(Z7.]):3_6

Vjerojatnost dogadjaja da ¢e u 24 bacanja dvije kocke pasti barem jedan
par 6-ica je

P(A) =1 — P(niti u jednom od 24 bacanja nisu pale dvije 6)

ili
1 — P(N* {u bacanju i palo je neto drugo od dvije 6})



P(N?,{u bacanju i palo je neto drugo od dvije 6})

je zbog nezavisnosti izmedju bacanja zapravo umnozak 24 vjerojatnosti ob-

lika
P(u bacanju i palo je neSto drugo od dvije 6) .

No za sve ¢ ova vjerojatnost je ista kako su svi ishodi jednako vjerojatni i
iznosi
39

3_6.
Pa je traZena vjerojatnost
35

P(A)=1— (36

24
) = (0.4914039.



Sli¢no se moZe pokazati (pokaZite) da je vjerojatnost bar jedne 6-ice u 4

bacanja jedne kocke
=\ 4
1— (6) = (0.5177469.

Dajle ovakva oklada je povoljnija. Tlme semo nasli odgovor na de Mereov
problem.



Bayesova formula

Direktno iz definicije uvjetne vjerojatnosti moZe se dobiti sljedeca tzv.
Bayesova formula

B|A)P(A)
P(B)

paB) = 2



Primjer (prisoner’s dilemma)

Pretpostavimo da zatvorski ¢uvar napravi sljedece: ako je B onaj koji nece
biti pusten on otkriva da ¢e pusten biti C i obrnuto. Jedino u sluéaju kad
A nece biti pusten, straZar odabire na slu¢ajan nadin jednog od B i C i to
govori zatvoreniku A.

Dogadjaji {B je otkriven} i {A je zadrzan} su uz ove uvjete nezavisni. Da
bismo to pokazali uotite {B je otkriven} = {C je otkriven}®. Pa je zbog
simetri¢nosti nasih uvjeta

1
P(B je otkriven) = P(C je otkriven) = 5"

Nadalje, prema pretpostavkama je P(B je otkriven | A je zadrzan) = 1/2.
Pa Bayesova formula daje
1/2-1/3

P(A je zadrzan | B je otkriven) = 72

Dakle

1
P(A je zadrzan|B je otkriven) = P(A je zadrZan) = 3



Ako se skup {2 moZe napisati kao unija disjunktnih podskupova H;, 7 =
1,2,..., tada je
P(B) =  P(B|H,)P(H,).

Zato se za A = H, Bayesova formula moZe napisati i u ovom obliku

 P(B|H,)P(H,)
P(H,|B) = S P(B|H;)P(H;)




Primjer

Postoji test koji ispituje prisutnost odredjene rijetki bolesti na osnovu uzorka
krvi. Test nije savim precizan, pa je poznato da vrijedi

P(test je pozitivan|pacijent je bolestan) = 0.99
ali i
P(test je pozitivan|pacijent je zdrav) = (.02

Pretpostavite da je sl. odabrana osoba pozitivna na test, ako se bolest
javlja u 1 od 10000 osoba u populaciji, kolika je vjerojatnost da je ta osoba
bolesna?



Iskoristimo Bayesovu formulu, stavimo B = {test je pozitivan}, te
H, = pacijent je bolestan, H, = pacijent je zdrav.
Slijedi

0.99 - 1/10000
P(H,|B) = / = 0.0049
0.99 - 1/10000 + 0.02 - 9999,/10000




Modeli razdioba i slu¢ajne varijable

Kako smo ve¢ istaknuli u primjerima, na osnovi sl. pokusa, u statistici ¢esto
prikupljamo podatke o nekom numeri¢kom obiljezju jedinki u populaciji.
Npr. visina, teZina ili uspjeh na ispitu za slu¢ajno odabranog studenta su
takva obiljeZja. Matemati¢ki model za numeri¢ke rezultate sl. pokusa je
slu¢ajna varijabla.

Slu¢ajna varijabla, npr. X je funkcija koja svakom elem. ishodu pokusa w
pridruZuje broj X (w).
Primjer Pretpostavimo da nakon bacanja novdica ako padne pismo do-

bijamo 1 EUR, a ako padne glava gubimo 2 EUR. Pokus opisuje npr.
() = {P,G}, a na%a zarada je sl. varijabla definirana da

X(P)=1, X(G) = —2.



Diskretne sluc¢ajne varijable

U gornjem primjeru sl. varijabla X moZe primiti samo dvije vrijednosti 1 i
—2, pa bismo rekli da je diskretna.

Opcenito medjusobno razli¢ite vrijednosti koje poprima diskretna sl. var-
ijabla moZemo napisati kao niz: aq, as, as, . ... Definirajmo niz

pi=PX=0a)=Plwe: Xw) =a).
KaZemo da ova dva niza odn. tablica
a, as as ...
pP1 P2 Pz oo )

predstavljaju razdiobu ili distribuciju sl. varijable X.



Pigemo

o

Alternativno koristimo i tablicu sljedeceg oblika

ay
D1

%)

as ...
P2 p3 ...

).

051

)

as

P1

P2

P3




Primjetite da su brojevi p; uvijek nenegativni, te da vrijedi

No primjetimo i da svaka tablica oblika koji smo vidjeli na prethodnom slajdu
zadaje razdiobu neke sl. varijable ako i samo ako su svi p; nenegativni i

vrijedi gornji uvjet.



Primjer

Ako bacamo dva novdiéa, pokus opisuje npr. QQ = {PP, PG,GP,GG}.
Ako nas zanima broj pisama koji je pao, to je sl. varijabla zadana sa
X(PP) =2, X(PG) = X(GP) = 1,i X(GG) = 0. Ako je novt&ic
nepristran, svi su elem. dogadjaji jednako vjerojatni. Tako da X ima sljedeci
zakon razdiobe

x 0172
P(X =x) 1/4[1/2]1/4




Zakon razdiobe moZemo takodjer prikazati grafi¢ki stup&astim dijagramom
ili tzv. vjerojatnosnim histogramom na jednostavan nadin. Napravite to za
broj pisama u prethodnom primjeru, ali i za broj pisama nakon bacanja 3
novdica.



Matematicko ocekivanje
Ako je X sl. varijabla tako da
X~ a; ay as ... .
P P2 Ps .-
matemati¢ko olekivanje definiramo kao broj

FEX =FEX) :Zaipi.

1



Primjer
Nadjite matemati¢ko olekivanje za broj pisama nakon bacanje dva novdica.

1 1 1

Napravite to za 3 i 4 novdica.



> Ako su X i Y dvijesl. varijable a « proizvoljan realan broj, matemati¢ko
ocekivanje zadovoljava

E(aX)=aF(X)
EX+Y)=FEX)+ E(Y)
> Ako je g : R — R proizvoljna funkcija tada vrijedi

Elg(X)] = Zg(ai)pi- (1)



Varijanca i standardna devijacija

Ako stavimo g(u) = (u— E(X))?, tada definiramo varijancu sl. varijable
X kao broj
varX = Elg(X)] = E[(X — EX)?.
Prema (1) je
varX =Y “(a; — E(X))p;



MoZe se pokazati da za varijancu vrijedi
var(X) = E(X?) — (E(X))?,

azasvea,beR
var(aX + b) = a*varX.



Standardnu devijaciju sl. varijable X definiramo kao broj

ox = +VvarX.



Primjer
Nadjite varijancu odn. standardnu devijaciju za broj pisama nakon bacanja
3 novdica. PokaZite 5

X = °
var 2



Primjetite mat. oekivanje, varijanca, i st. devijacija imale su svoj ekviva-
lent medju deskriptivnim statistikama.

Varijanca je intuitivno mjera raspréenosti razdiobe sl. varijable oko njenog
otekivanja. Ponekad se koristi i kao mjera rizika, npr. u financijskoj
industriji ako dvije investicije imaju slu¢ajan dobitak, no istog oekivanja,
manje riziénom se smatra ona koja ima manju varijancu tog dobitka.

Za razdiobe moZemo definirati i medijan, kvartile odn. percentile kao 3to
to radili i za sl. uzorak. Pokusajte pogoditi kako bismo definirali medijan
npr.



Zajednicka razdioba dvije sl. varijable

Dvije sl. varijable X i Y istom elem dogadjaju pridruZuju dva realna broja.

Primjer Za sl. pokus bacanja igrace kocke neka je X (w) = 1 za parne
w, a 0 za neparne. A Y(w) =1zaw =5ili 6, a0 za sve ostale. Tada
zajednicki zakon razdiobe od X i Y moZemo zadati tablicom




Opcenito zajednicki zakon razdiobe za diskretne sl. varijable X i Y moZemo
zadati tablicom

a ) as

bl P(X:al,Y:bl) P(X:CLQ,Y:bl) P(X:a3,Y:b1)
bQ P(X:al,Y:bz) P(X:CLQ,Y:bQ) P(X:a,g,Y:bQ>

Primjetite da je suma vjerojatnosti u tablici uvijek 1.



Za diskretne sl. varijable X iY" kaZemo da su nezavisne ako za sve a; i b;
iz gornje tablice vrijedi

P(X =a;, Y =b)=PX =a)P(Y =b,).

Za sl. varijable iz prethodnog primjera mozemo vidjeti da su nezavisne jer
npr.

P(X=0,Y =0)=1/3=P(X = 0)P(Y =0).



Ako definiramo na istom sl. pokusu sl. varijablu Z koja je 1 samozaw =1
a 0 inace. Tada

PX=1,Z=1)=0+£P(X =1)P(Z=1),

pa X i Z nisu nezavisne.



Za nezavisne sl. varijable vrijedi

E(X-Y)=E(X)-E(Y)

var(X +Y) = var(X) + var(Y)



Za sl. varijable X i Y definiramo kovarijancu od X i Y kao
cov(X,Y)=FE[(X — EX)(Y — EY)].
Lako se vidi da vrijedi
cov(X,Y)=FE(XY)—- EXFEY.

Posebno je za nezavisne sl. varijable X i Y cov(X,Y) = 0.



|z zajednicke razdiobe kovarijancu ratunamo po formuli

cov(X,Y) ZZ )b, — EY)P(X = a;,Y = ;).

Nadalje vrijedi
var(X +Y) = varX + varY + 2cov(X,Y).



Za sl. varijable X 1Y definiramo koeficijent korelacije kao

X, Y
corr(X,Y) = M.
OxOy
Ako cov(X,Y) = 0, slijedi corr(X,Y) = 0, u tom slu¢aju kaZemo da su
X i Y nekorelirane. Npr. nezavisne sl. varijable su uvijek nekorelirane,
no obrnuto ne vrijedi.

Broj corr(X,Y) je uvijek izmedju -1 i 1. U slu&aju corr(X,Y) = +£1 sl.
varijable su X i Y potpuno linearno zavisne, preciznije, za neke a,b € R

Y =aX +0.



Binomna razdioba

Zakonom razdiobe odredjujemo vjerojatnosni model za izvjesno nu-
meri¢ko obiljeZje.

Najvazniji primjer pokusa je onaj kod kojeg imamo samo dva moguca ishoda:
"uspjeh” i " neuspjeh”. Ako je vjerojatnost uspjeha p € [0, 1] zakon razdiobe
sl. varijable X koja iznosi 1 ako se dogodio "uspjeh”, a 0 ako se dogodio

"neuspjeh”, izgleda ovako
qg P

gdje je g =1 — p. Sl. varijablu X s ovakom razdiobom zovemo Bernoul-
llijeva sl. varijabla s parametrom p.



Ako sada gore opisan pokus ponavljamo n puta nezavisno, tada nam je
interesantno vidjeti kako se ponasa ukupan broj uspjeha, recimo ponovo X.
X je svakako izmedju 0 i n, no kolika je vjerojatnost dogadjaja {X = k}7

Ispostavljaseza k=0,1,...,n

P(X = k) = (Z) prgr .

Imate li argument za ovu formulu? SI. varijablu X za koju ona vrijedi
zovemo binomna sl. varijabla s parametrima n i p. PiSemo katkad
X ~ B(n,p). Zan = 4, p = 1/4 napisite tablicu razdiobe za X ~
B(4,1/4).



Primjetite, Bernoullijeva sl. varijabla je specijalno i binomna, no tada je
broj ponavljanja, odn. parametar n = 1.

Provjerite da je binomna razdioba dobro definirana.

Primjer

Pretpostavimo da iz posijanog sjemena razvije biljka u 80% sluéajeva. Ko-
lika je vjerojatnost da Ce iz 5 sjemenki niknuti barem dvije? A manje od
27

P(X >2)=P(X =2)+P(X =3)+P(X =4)+P(X =5) = - -- = 0.99328.



Mat. olekivanje za X binomnu sl. varijablu s parametrima n i p je

A varijanca je

Pa je st. devijacija



Hipergeometrijska razdioba

Pretpostavimo da u populaciji od m jedinki od kojih je » < m na neki
nacin obiljezeno biramo sl. uzorak od njih n < m. Ako sa X oznacimo sl.
varijablu koja prebroji obiljeZene jedinke u nasem uzorku, kaZemo da je X
hipergeometrijska sl. varijabla s parametrima m, r i n. Od&ito je X
broj izmedju 0 i r, zakon razdiobe od X formulom zapisujemo kao

pix =g = W)

()



Primjer U kutiji su 15 bijelih i 10 crvenih kuglica, ako na sl. nadin izaber-
emo 8 kuglica iz kutije, kolika je vjerojatnost da je medju njima bar 2 crvene?

Postavimo m = 25, » = 10, n = 8§, a trazimo

PX>2)=1-PX=0—-PX=1)="--



Hipergeometrijska sl. varijabla X ima olekivanje
™
EX =—
m

te varijancu koju ne moramo pamtiti.



Poissonova razdioba

Pretpostavimo da je u vrlo velikoj populaciji relativno malo oznaéenih
jedinki. Ako uzmemo veliki uzorak iz populacije ispostavlja se da razdioba
broja obiljeZenih jedinki, recimo X ima sljedeci oblik

PN
za k = 0,1,2,... i neku konstantu A > 0. Za ovakvu sl. varijablu X

kaZzemo da je Poissonova sl. varijabla a parametrom ).



Ako je X Poissonova sl. varijabla a parametrom \ tada je
EX =varX = A\

Primjer

Pretpostavljamo da Zelimo prebrojati broj izvjesnih rijetkih planktona u
uzorku od 1l vode iz Jadranskog mora. Oznadimo taj broj sa X i pret-
postavimo da znamo da je olekivani broj plantkona u 1l vode 3. Tada ¢e
X imati Poissonovu razdiobu s parametrom 3.

Razmislite Sto je ovdje populacija odn. jedinka.



Neprekidne sl. varijable

Diskretne sl. varijable su nam sluzile kao model kod prebrojavanja raznih
elemenata u uzorku. Primale su vrijednosti tipi¢no u skupu 0,1,2, .. ..
Neka numeri¢ka obiljeZja, npr. visina u m, padaline u |/m?, duljina Zivotnog
vijeka u godinama i sl. mogu teoretski poprimiti sve vrijednosti u nekom
intervalu. Kako u praksi sva mjerenja zaokruZujemo na odredjeni broj dec-
imalnih mjesta i njih bismo mogli modelirati diskretnim sl. varijablama.
No pokazuje se da postoji matematicki jednostavniji model, posebno kad je
razli¢itih vrijednosti koje poprimaju nasa mjerenja zaista mnogo.



Sjetimo se histograma koji smo koristili kod neprekidnih numeri¢kih obiljeZja.
Podijelili smo skup mogucih vrijednosti u intervale oblika I; = [a;, a;1),
izracunali bismo relativnu frekvenciju podataka u j-tom razredu i podijelili
ga s njegovom duljinom.

Histogram je bio stepenasti dijagram kojemu je ukupna povrsina koju
omedjuje iznosila 1. Relativna frekvencija svakog razreda bila je jednaka
povrsini histograma iznad tog intervala.

Intuitivno olekujemo da relativna frekvencija podataka u j-tom intervalu
odgovara vjerojatnosti da ¢e mjerenje za sl. odabranu jedinku iz populacije
pasti u taj interval.



IDEJA Ako poZelimo svakom intervalu dodijeliti njegovu vjerojatnost,
mogli bismo to u&initi preko neke opcenitije funkcije f, tako da vjerojatnost
upadanja obiljeZja (odn. sl. varijable) u taj interval bude jednaka povrsini
omedjenoj rubovima intervala i grafom funkcije f.

Po analogiji s histogramom, prirodno je tada da je ukupna povrsina ispoda
grafa od f jednaka 1, te da je f nenegativna funkcija. Takvu fukciju f :
R — R zvat ¢emo funkcija gustoce, dakle za nju vrijedi

/ THdt=1, f(t) =0,



Za sl. varijablu X kaZemo da je neprekidna ako postoji funkcija gustoce
f = fx takva da za sve a < b vrijedi

Pla <X <b) = /be(t)dt.



Posebno za neprekidnu sl. varijablu X i bilo koji realan broj a vrijedi
P(X =a)=0!7
Nadalje
b
P(X <b) :/ Fx(t)dt .

Funkcija F'x(b) = P(X < b) zove se funkcija distribucije od X. | o&ito je
rastuca (zasto?)



Ocekivanje i varijanca neprekidnih razdioba

Matematicko ocekivanje neprekidne sl. varijable X definiramo kao

Ako sl. varijabla X prima vrijednosti samo u kona&nom intervalu [a, b], ovaj
integral je lakSe izraunati jer tada



Ako je g : R — R neprekidna funkcija tada vrijedi

Elg ) = [ gltfulat
Tako da je varijanca od X

varX — E|(X — EX)Y] = / (= EX)2fy(t)dt.

—00



Normalna razdioba

Neprekidna sl. varijabla X ima normalnu razdiobu s parametrima
ue Rio?>0 ako joj je funkcija gustoée

1 (z—p)?

fx(t) = e .

o\ 2T

Skraéena oznaka za ovu tvrdnju je X ~ N(u,o?).

Primjetimo fx(t) > 0 za sve t € R, tako da X prima vrijednosti u cijelom
skupu realnih brojeva.



Matematitko olekivanje sl. varijable X ~ N(u, o?) je

>0 1 z—,u,2
EX :/ t e dt = Lh.

o\ 2T

Dok varijanca iznosi upravo

varX = o2,
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Normalna gustoca s parametrima 2 i 1/+/2. Graf funkcije gustoce simetri¢an je oko olekivanja 1 = 2 i

vrlo brzo pada k nuli.



Normalna gustoca s parametrima 2 i 1/+/2. Zeleno osjenfana povrsina daje vjerojatnost da je X

izmedju 11 2.




Ako je X ~ N(u,0?), za zadane a,b € R, a # 0 vrijedi
Y =aX +b~ N(ap+b,a’c?).

Npr. ako je a > 0, za proizvoljne ¢ < d € R, slijedi

P(c <Y <d)

= Plc<aX +b<d)
—b d—b

- P <x<iY
a a

c—b

o1 (t—p)2
= e 22 dt
/ b g\ 2T

a

= zamijena u = at + b

d 1 _ (u—au—b)2
= e 222 du
e ao\2m
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Posebno ako je X ~ N(u,o?), tada
X —p

o

7

~ N(0,1).

Ovakva transformacija sl. varijable X se zove standardizacija, a sl.
varijabla Z ~ N(0,1) ima tzv. standardnu (ili jedini€énu) normalnu
razdiobu. Za nju definiramo i funkciju

O(x)= P(Z < 1) = / \/%etjdt.

Ovu funkciju nije lako izralunati za razli¢ite x, no zato njene vrijednosti
tabeliramo.




Vrijednosti funkcije ® su nam od velike koristi za sve normalne sl. varijable.
Naime za sve X ~ N(u,0?) i a < b nalazimo

_ X — b
P(agXSb):P(a P < 2 < 'u)a

o o o)

a za standardiziranu sl. varijablu Z = (X — p) /0o, to je jednako




|z osnovnih pravila za raunanje vjerojatnosti (ali i integrala) za a < b slijedi
Pla < Z <b)

by,
= / e zdt
a V2T
— P(Z<b)— P(Z<a)
Tako da za X ~ N(u, o?) vrijedi

Pla< X <b)=P(Z <" ZM_pz <8 o _p@=h

o o o o




Posebno uotite

Plp—20 < X <pu+20)=P(-2<7<2)=>P(2) —P(—2) = 0.9545,
a

Pu—3c <X <pu+30)=P(-3<7Z<3)=(3)—D(—3) ~ 0.9973,

te
P(X > ji41.650) = P(Z > 1.65) = 1 — (1.65) =~ 0.05.



No pitanje ostaje — zasto smo kao prvu neprekidnu razdiobu uveli ba$
normalnu? Za razliku od binomne, hipergeometrijske ili Poissonove, do nje
nismo dospjeli preko nekakvog pokusa. Ipak normalna razdioba je daleko
najvaZnija razdioba u statistici. Postoje dva bitna razloga:

i) Naime mnoge pojave u prirodi su normalno distribuirane: npr. fizi¢ke
karakteristike u raznim populacijama biljaka i Zivotinja.

ii) Postoji vise matematickih rezultata tzv. centralnih grani¢nih teorema
koji pokazuju da se razne razdiobe mogu aproksimirati normalnom.

Zapravo se ii) moze protumatiti kao razlog i za i).



Normalna aproksimacija

Kao prvu diskretnu razdiobu uveli smo binomnu razdiobu, tj. X ~ B(n,p).
Kao $to znamo ova sl. varijabla ima olekivanje np i varijancu npgq, pa nam
sljedeca transformacija

X —np

v 1Pq

daje sl. varijablu koja ima ocekivanje 0 i varijancu 1. No to i dalje ostaje
diskretna razdioba. Zbog toga je moZda iznenadjuju¢e da zasve 0 < p < 1

X _
P( npgx)%P(ng),
v 1Pq

gdje je Z ~ N(0,1) za dovoljno velike n.



/bog toga vrijedi

_ b—
ngngzP(a7w§Z§ W).
N N

Ova aproksimacija je korisna i upotrebljava se kada np > 5 i ng > 5.
Kako je binomna razdioba diskretna, a standardna normalna neprekidna u

praksi se Cesto koristi i korekcija po neprekidnosti koja aproksimaciju
¢ini jo$ boljom

—1/2— b+1/2—
P@ng@mP<a 2o, 0t mﬁ.

v 1Pq v 1Pq
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Aproksimacija binomne razdiobe normalnom sa i bez korekcije po neprekidnosti.



Prvi su ovu korisnu aproksimaciju uodili de Moivre i Laplace. No nakon toga
je pokazano da ona vrijedi i puno opcenitije. Naime binomna sl. varijabla
je zapravo zbroj od n nezavisnih sl. varijabli koje sve imaju vrijednosti 0
ili 1, ovisno o ishodima pojedinaénih pokusa. Njena razdioba za velike n

poprima isti oblik kao i normalna uz dobro odabranu varijancu i oéekivanje.
To vrijedi u vrlo generalnoj situaciji.

Centralni grani¢ni teorem

Sva numeritka obiljeZja koja su rezultat puno malih i nepovezanih slu&ajnih
utjecaja imat’ e priblizno normalnu razdiobu.



v’ razdioba

Sl. varijabla X ima x? razdiobu s v stupnjeva slobode ako prima samo
nenegativne vrijedosti i ima gustoéu
1

_ v/2—-1_-*%
_—QV/QFV/Zt ez, t>0.

fx ()

MoZe se pokazati da vrijedi: £X = v, varX = 2v.
Ako je X ~ N(0,1), onda X?* ima x? razdiobu s 1 stupnjem slobode.



Uniformna razdioba

SI. varijabla X ima uniformnu razdiobu na intervalu [a,b], a < b, ako
prima vrijedosti u intervalu [a, D] i ima gustoéu

fX(t):bia, telab.

MoZe se pokazati da vrijedi:

a+b (b—a)?

EX = , varX =
2 12
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